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Resumo

Neste trabalho estudamos a descricao das graduagées por um grupo G, a menos
de isomorfismo, em UT, (K) vista como algebra associativa, com o produto usual de
matrizes; como algebra de Lie, com o comutador de Lie e vista como algebra de Jordan
com o produto de Jordan derivado de uma &lgebra associativa, onde K é um corpo
infinito de caracteristica diferente de 2 e n > 4. Nos casos em que UT,,(K) é vista como
algebras de Lie e de Jordan, consideraremos que GG seja um grupo abeliano, ja no caso
associativo, consideraremos que G é um grupo qualquer. Também estudamos as iden-
tidades polinomiais graduadas, bem como comportamento assintético das codimensoes
graduadas, nesses 3 casos e obtemos um valor para o expoente graduado. Também in-
troduzimos o leitor a um assunto técnico, a respeito do estudo de acoes, pelo grupo S,
das permutagoes, em sequéncias com entradas em um conjunto qualquer, que derivam
resultados que estao por tras de alguns dos teoremas de classificagoes das graduagoes

em UT,(K) nos casos de Lie e de Jordan.



Abstract

In this work we study the description of the gradings by a group G, up to iso-
morphism, in UT,,(K) as an associative algebra, with usual multiplication of matrices;
as a Lie algebra, with the Lie commutator and as a Jordan algebra with the Jordan
product obtained from an associative algebra, with K an infinite field with characte-
ristic different from 2 and n > 4. In the cases where UT,,(K) is considered as a Lie
and a Jordan algebra, we will assume that GG is an abelian group. In the associative
case, GG is an arbitrary group. Also we study the graded polynomial identites and the
asymptotic behavior of the graded codimensions, in all cases we give an estimate of the
value of the graded exponent. We introduce the reader to a technical subject of action
of groups, by the group S, of permutations, in sequences in a any set, and derive some

theorems of classifications of gradings in UT,,(K) in the Lie and the Jordan cases.
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Introducao

Neste trabalho, entendemos &algebras sobre um corpo K, como um K-espago
vetorial A munido de uma aplicacao bilinear A x A — A que é a multiplicacao da
algebra. Também consideramos que uma G-graduacao, por um grupo G qualquer, em
A & uma decomposicao ¢4 : A = EBGAg da &lgebra como soma direta de subespacos
vetoriais, indexados pelos element(;]sE de G, e tais que AjA, C Ay, para todos g,h € G.
A nocgao de algebra graduada é um conceito relativamente recente, da algebra moderna.
A descri¢ao de todas as possiveis G-graduacoes é um importante problema na teoria
de anéis graduados e suas aplicacoes. Em alguns casos as graduacoes em uma algebra
A foram completamente descritas, como por exemplo, todas as graduacgoes por um
grupo abeliano na algebra das matrizes n x n foram descritas em [4], graduacoes em
algumas dlgebras de Lie simples de dimenséo finita foram descritas em [5], ja em [2§]
sao descritas todas as G-graduacgoes para UT,(K). Em [13] os autores apresentam a
classificacao das graduacoes em algebras de Lie simples de dimensao finita sobre corpos
algebricamente fechados. Em destaque, de forma vital para esse trabalho, ressaltamos
os resultados de [24], [25] e [28] onde sao descritas as graduagdes para as algebras de
matrizes triangulares superiores U'T, ,5‘), Ur{Y e UT, n, respectivamente.

Assim como é feito em certos resultados de Algebra Linear, onde avaliamos ma-
trizes com entradas em K em polinomios de K[z], podemos avaliar uma quantidade
maior de elementos da algebra A, em polindomios da algebra associativa livre K(X),
onde X = {z1,xs, ...}, sempre que A for uma algebra associativa, isto é, sua multipli-
cacao for uma operacao associativa. No caso em que A pertence a uma variedade de
algebras nao necessariamente associativas podemos formalizar os conceitos de algebra

livre, “polinomios” e “substituicao” das variaveis por elementos de A fazendo os ajustes
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necessarios, faremos isto nesta dissertacao no Capitulo 1. Assim surge o conceito de
identidade polinomial, que sao os polinomios que se anulam para qualquer substituicao
das varidveis por elementos da algebra. Claramente o polinémio nulo ¢ uma identidade
polinomial para qualquer algebra, assim as algebras que possuem alguma identidade
polinomial ndo nula, sio chamadas de Algebras com Identidades Polinomiais (Polyno-
mial Identity Algebras, em inglés) ou simplesmente de PI Algebras. De forma geral, o
estudo sobre identidades polinomiais tomou forca em 1948, com um artigo do mate-
matico Irvin Kaplansky [20], embora o conceito tenha aparecido implicitamente mais
de vinte anos antes, em trabalhos de Dehn [9] em 1922 e Wagner [29] em 1936. Muito
da teoria de PI Algebras foi desenvolvido nas décadas de 1960 e 1970, como pode ser
visto em [19]. Determinar as identidades polinomiais de uma algebra ¢ um processo
dificil, com destaque para algebras sobre corpos de caracteristica 2. Para o caso das
matrizes 2 X 2 o problema foi resolvido ao se considerar K infinito, porém o problema
segue aberto para matrizes n X n onde n > 3.

Seja P, o subespaco gerado pelos monémios Z,)Tw(2) " Tom), 0 € Sp. Sob
a hipotese de que charK = 0, como visto em [15], o conjunto T'(A) das identidades
polinomiais de uma algebra associativa A é completamente determinado por P, NT(A),
n =1,2,.... Neste contexto temos a nocao de n-ésima codimensao de A, que é dada
por ¢,(A) = dim P,/(P, NT(A)), e que se mostrou um importante conceito que
deu origem a um ramo de estudo das PI Algebras, que é saber o comportamento
da sequéncia (¢,(A))nen+. Caso o limite lim,, o, {/c,(A) exista iremos nos referir a
ele como o expoente de A, e denotamos tal valor por exp(A). O Teorema de Regev
[27| garante que a sequéncia (c¢,(A)),en+ € exponencialmente limitada para qualquer
algebra associativa A que tenha pelo menos uma identidade polinomial nao nula, isto
é, existe d > 0 tal que ¢,(A) < d" para todo n. Como ¢,(A) < d" para algum

d > 0, segue que limsup{/c,(A) < d < oo, assim podemos considerar os limites

n—oo
0 < liminf{/c,(A) < limsup{/c,(A) < co. Amistur conjecturou que esses limites
n—00 n—00

sempre coincidem, isto é, {/c,(A) converge, e o limite é um inteiro nao negativo. Essa
conjectura foi confirmada por Giambruno e Zaicev.
Uma condi¢ao menos restritiva, é que K seja um corpo infinito, neste caso preci-

samos apenas das identidades polinomiais multihomogéneas, veja [15]. Por isso neste
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trabalho iremos supor que K é um corpo infinito e char K # 2. Em caracteristica 2 as
algebras de Jordan apresentam algumas dificuldades a serem contornadas, como por
exemplo a 0 a = aa + aa = 2a* = 0 para todo a € A, Em [18] sdo tratados alguns
casos de algebras de Jordan sobre corpos de caracteristica 2, assim como em [11] sdo
apresentados resultados acerca de algebras de Lie sobre caracteristica 2.

Seja A uma &lgebra associativa, uma forma de relacionar o conceito de algebras
graduadas por um grupo e identidades polinomiais surge com as identidades polinomi-
ais graduadas. Como A possui elementos que chamamos de homogéneos, que sao os
elementos de ggGAg, fazemos apenas substituicoes com esses elementos, ademais subs-
tituimos esses elementos apenas em variaveis especificas, que serao variaveis de mesmo
grau que o elemento a ser substituido. O interesse em identidades polinomiais gradua-
das foi inspirado por sua importancia na solucao de A. Kemer ao Problema de Specht,
veja [6] e [21]. Um exemplo desta relagao entre identidades graduadas e ordinérias
é o resultado provado em [3] e [7] que se G é um grupo finito, entdo A possui uma
identidade nao nula se, e somente se, o somando direto referente ao elemento neutro
de G possui uma identidade nao nula.

Assim como temos o conceito de PI expoente da algebra associativa A, também
temos o de expoente graduado, que serd um dos focos desse trabalho. Iremos estudar
o comportamento assintotico das codimensoes graduadas para as algebras U'T,,, U T
e UT,E_)7 no Capitulo 4, e veremos que independente do caso e do tipo de graduagao,
o comportamento assintotico é igual .

Neste trabalho iniciaremos definindo nossos conceitos fundamentais, como por
exemplo, o que é uma algebra, o que sao identidades polinomiais e seu expoente. No
Capitulo 2 abordaremos algumas permutacoes especiais do grupo simétrico S,,, que

sao as permutacoes do conjunto
I ={c€Sn|o(l)>--->0(t)<o(t+1)<---<o(m), para algum 1 <t < m},

e mostraremos que tais permutacoes tem relacdo com as multiplicacdoes em UT()
e UT™) e que consequentemente nos possibilitam fazer calculos técnicos que estdo
por tras de diversos resultados importantes a respeito das graduacoes em UT™. No
Capitulo 3, iremos estudar as graduacoes em UT,,, UT ) e UT7S+), neste capitulo ve-

remos que em UT,, a menos de isomorfismo, ha apenas um tipo de graduacao, que é
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justamente o que denominamos Gradua¢dao Elementar, que é uma graduagao onde as
matrizes elementares sao elementos homogéneos, ja nos casos de UT(7) e U TT(LH aparece
mais uma familia de graduacgoes, que nao sao isomorfas as graduacoes elementares, tais
graduagoes sao chamadas de Mirror Pattern Type. Por fim, no Capitulo 4 iremos estu-
dar o comportamento assintotico das codimensoes graduadas dessas algebras, usando
técnicas de contagem e combinatoérias. Para evitar confusao entre a notacao da algebra

de Lie UT\ ) e a algebra de Jordan UT™), iremos denotar UTt por U J,.



Capitulo 1

Nocoes preliminares

Neste trabalho é presumido que o leitor tenha conhecimento das definicoes e
resultados bésicos de Algebra, tais como: grupo, corpo, caracteristica de um corpo
e etc. Também serd presumido que o leitor saiba as definicoes e resultados basicos
de Algebra Linear, tais como: espaco vetorial sobre um corpo qualquer, subconjuntos
LL.I. de um espaco vetorial, base de um espaco vetorial, dimensao, subespaco, espaco
quociente, espaco produto, transformacoes lineares, aplicacoes multilineares e etc. Para
um leitor que deseja um aprofundamento em Algebra, indicamos a referéncia [14] e para
um aprofundamento em Algebra Linear indicamos [17]. De toda forma, ainda assim,
serdo apresentadas definicdes e resultados a respeito de Teoria de Grupos e Algebra
Linear que serao importantes para o trabalho. Abordaremos neste capitulo inicial as
nocoes basicas a respeito de dlgebras que serao necessarias para o entendimento dos

demais capitulos.

1.1 Algebras

No que segue adiante, até o fim deste trabalho, fixaremos K um corpo infinito de
caracteristica diferente de 2. Todos espacos vetoriais, produtos tensoriais, etc., serao

sobre o corpo K.

Defini¢ao 1.1 (Definition 1.1.1, de [11]) Um K-espaco vetorial A é chamado de
dlgebra sobre K, ou uma K-dlgebra, se A estd munido de uma operacio bindria

x : A X A — A, chamada de multiplicacao, tal que para quaisquer a,b,c € A e
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A € K tenhamos
ax(b+c)=axb+axc,
(b+c)xa=bxa+cx*a,
Maxb) = (\a) ¥ b= ax (\b).

Denotamos a K-dlgebra por (A, x), ou simplesmente por A quando * estiver subenten-

dida.

Normalmente denotamos a multiplicacao de A por “ -7, e escrevemos ab em vez
de a - b. Note que pela definicao, a multiplicacao * de uma &algebra A é uma aplicacao
bilinear do espaco vetorial produto A x A em A. Em outras palavras, uma algebra A

é um espaco vetorial munido de uma aplicacao bilinear * : A x A — A.

Notagao 1.2 Seja (A, *) uma dlgebra. Dado a € A denotamos a' = a e indutivamente

n—1

para um inteiro n > 1 denotamos a”™ = a" " x a.

Devemos ter um cuidado com a notacao descrita acima, diferente do caso para
anéis, em algumas algebras (A, x) pode ocorrer a existéncia de elementos a € A,
n,m € N* tais que a"™™ # a™ x a™. As algebras (A, *) que satisfazem a propriedade
a™™ = " x ™ para todos a € A, n,m € N* sdo chamadas de algebras associativas
a poténcia. Para exibirmos um exemplo de uma algebra que nao seja associativa a

poténcia, vejamos um mecanismo simples de construir algebras.

Lema 1.3 (Remark 1.1.2, de [11]) Seja A um espago vetorial e B uma base de A.
Toda aplicacio ® : f X B —> A pode ser estendida, de forma unica, em uma multipli-

cagdo x : A X A — A, de modo que (A, x*) seja uma dlgebra.

Prova. Seja = {bs}sen, dados z,y € A existem tnicos A\g, \; € K onde £ € A, tais
que v = Z Aib; ey = Z /\;-bj. Definamos

icA JEA
rry= Y AN @®by).
ijeA
Uma verificagdo simples mostra que (A, ) é uma algebra. E facil ver que * estende ®.
A unicidade segue da bilinearidade de * e do fato de * coincidir com ® em 8 X 5. =
Desta forma temos um mecanismo para construir algebras. Basta iniciarmos com
um conjunto 3, tomar A como sendo o espaco vetorial gerado pelos simbolos de 3, e

entao escolher de forma arbitraria uma funcao ® : g x § — A.
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A partir daqui quando escrevermos ab, estaremos simbolizando o elemento axb €
A, para a e b pertencentes a algebra (A, x). Note que nao foi exigida mais nenhuma
propriedade algébrica a respeito da multiplicacao *. Na medida que % apresenta pro-
priedades uteis, separamos as algebras em algumas classes, tais como as que definimos

a seguir.

Defini¢ao 1.4 (Definition 1.1.8, de [11]) Seja (A, *) uma dlgebra, dizemos que
(1) A € associativa, se x(yz) = (zy)z para todos x,y,z € A,
(17) A € comutativa, se xy = yx para todos x,y € A,

(1ii) A tem elemento unidade, ou € unitdria, se existe w € A, chamado de unidade,

tal que xu = ur = = para todo x € A.

Note que quando A é uma algebra associativa, temos que A também é um anel,
com sua soma e multiplicacao de vetores. De forma anéloga como definimos alguns
subconjuntos especiais para os anéis, definimos para as dlgebras, até mesmo quando

nao sao associativas, tais como as defini¢coes apresentadas a seguir.

Defini¢ao 1.5 (Definition 1.1.3, de [11]) Seja A uma dlgebra. Dado um subcon-

junto B C A nao vazio, dizemos que B

(1) € uma subdlgebra da dlgebra A, se B é subespago vetorial do espago A e se vy € B

para quaisquer x,y € B,

(17) € um ideal o direita da dlgebra A, se B é subespaco de A e ba € B para todos
ac€Aebe B,

(1ii) € um ideal & esquerda da dlgebra A, se B € um subespaco de A e ab € B para
todosa € Aebe B

(iv) € um ideal, ou um ideal bilateral, da dlgebra A, se B é subespago de A e ab,ba € B
para todos a € A e b € B.

(v) € o centro de A, se B € conjunto dos elementos b € A tais que ab = ba para todo

a € A, com o adicional de que se b € B, entao

b(zy) = (br)y, x(by) = (zb)y e x(ydb) = (zy)b

para todos x,y € A. Neste caso usamos a notacio B = Z(A).
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Observacao 1.6 Note que no caso do item (i) da defini¢do acima, podemos restringir
x para x : B x B — B e assim B serd por si s¢ uma dlgebra. Isto justifica a
nomenclatura de “subdlgebra”. Note também que no caso do item (iv) temos que todo
ideal da dlgebra A também € um ideal & direita, ideal & esquerda e subdlgebra da dlgebra
A. A respeito do item (v), uma simples verificagdo mostra que o centro também € um

subespaco vetorial de A.

Algumas das propriedades da Defini¢ao 1.4 e da Defini¢ao 1.5 acima, podem
ser trabalhosas de serem verificadas em certos casos particulares. Vejamos algumas
formas de simplificar essas propriedades e também propriedades béasicas a respeito da

multiplicacgao.
Proposicao 1.7 Seja A uma dlgebra e 5 uma base do espaco vetorial A.
(i) Dados a,b € A e \j,\y € K, entao (Aa)(Aeb) = A\ Aqab,
(ii) A € associativa se, e somente se, (xy)z = x(yz) para todos x,y, z € B,
(11i) A é comutativa se, e somente se, xy = yx para todos x,y € (3,

(iv) A € unitdria se, e somente se, existe u € A tal que ux = xu = x para todo x € f.

Ademais, no caso em que A tem unidade, sua unidade € unica,

(v) seja J um subespago de A. Temos que J é um ideal da dlgebra A se, e somente

se, vxr,xv € J para todosv € J e x € f3,
(vi) dado a € A temos que a € Z(A) se, e somente se, ax = xa e
a(ry) = (ax)y, z(ay) = (za)y e w(ya) = (zy)a
para todos x,y € 3,
(vii) se A é associativa e a € A, dados m,n € N* temos a"a™ = a™™ e (a™)™ = a™™,
(viii) para qualquer a € A seque que ax0=0%a =0, onde 0 é o vetor nulo de A,
(iz) dados a,b € A seque que —ab = (—a)b = a(—b) e ab = (—a)(-b),

(z) se A € unitiria e 1 € A é a unidade de A, seque que (—1)a = —a = a(—1), para
todo a € A,

(zi) se A é unitdria e 1 € A é a unidade de A entdao 1 # 0 sempre que dimA > 0.

Prova.
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(i) Sejam a,b € A e A\, s € K entdo

()\1&)(/\2[)) = )\1(@(/\26)) = )\1(/\2(&())) = (/\1/\2((117)) = /\1/\2ab.

(ii) Supondo A associativa, é claro que (xy)z = x(yz) para todos z,y,z € . Reci-
procamente, suponha que (zy)z = z(yz) para todos x,y, z € 5. Pondo 5 = {b; |
i € I} temos que (b;b;)b, = b;(b;b;) para todos b;, b;,b, € . Dados a,b,c € A,
existem tinicos A§””> € K, onde = € {a,b,c} e i € I tais que

r=> A

icl

(ab)c = ( (Z Ag%l.) (Z Agf’)bj) ) <Z )\l(c)bl)

(Z AZ@“)Agb’bibj) <Z )\l(c)bl>

u,J€l lel

Dai

=3 AN (b )by

i,5,leT
=3 AN i (b0
i,5,leT
- (Z /\E“)bi> (Z Agf’)A;C)bjbl)
el g lel
iel jel lel
= a(bc).

Donde segue que A é uma algebra associativa.

(iii) Supondo A comutativa, é imediato que zy = yx para todos x,y € B. Recipro-
camente, supondo que zy = yx para todos z,y € [, usando a notacao do item
acima, temos b;b; = b;b; para todos b;b; € e para a,b € A temos

ab =" MAbib; =3 AN = ba.
ijel jael

Donde segue que A é uma algebra comutativa.
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Supondo A unitéria, seja u© € A uma unidade de A, entao por definicdo temos
ur = ru = x para todos x € . Reciprocamente, suponha que exista u € A tal
que ux = xu = x para todo x € 3, usando a notacao anterior, temos
ua = Z )\Z(-a)(ubi) = Z /\Ea)bi = a,
iel iel
de forma analoga temos au = a e portanto u é uma unidade de A. Ademais,
suponha que u € A e w € A sao unidades para A, segue que w = wu = u. Donde

segue que a unidade de A, caso exista, é Ginica.

Seja J um subespago de A. Se J é um ideal da algebra A, segue por definigdo
que vx,zv € J para todos v € J e x € . Reciprocamente, continuando com
a notagao dos itens anteriores, como J é um subespaco, segue que qualquer
combinagao linear dos elementos vb; e b;v, onde v € J e b; € 3, pertencem a .J.
Pois por hipdtese temos vz, xv € J para todos v € Jex € . Dadoa € Ae
v € J temos
av = <Z )\Ea)biv> eJ e wa= (Z )\ga)vbi> € J
iel iel

Portanto J é um ideal da algebra A.

Dado a € A, semelhante aos itens (ii) e (i) vemos que a € Z(A) se, e somente

se, ele associa e comuta com todos os elementos de 3.
Segue direto do fato de que A é um anel.
A prova destes itens repete ipsis litteris a prova para anéis.

Se 1l =0 entao dado z € A temos z = 1lx = 0x = 0. Portando z = 0 e dai

dimA = 0, o que contradiz a hipotese de que dimA > 0.

Fixemos uma notacao a respeito do item (iv) da Defini¢cao 1.4 que foi apresen-

tada um pouco mais acima.

Notacao 1.8 No caso que A é uma dlgebra unitdria. Como vimos na proposicao

acima, o elemento u € A que satisfaz ux = xu = x para todo x € A, € unico. Assim

denotaremos a unidade de A por “1”7. Ademais para a € A denotamos a® = 1.
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Vejamos alguns exemplos de algebras, subdlgebras e ideais.

Exemplo 1 Sao exemplos dos conceitos definidos acima:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

O espago A = K|z| dos polindmios na varidvel “x”, com a multiplicacdo usual de
polindmios, € uma dlgebra associativa, comutativa e unitdria. Ademais o subcon-
junto B ={p € K[z] | p(0) = 0} é uma subdlgebra de A e J = {0} é um ideal de

A. Como A € comutativa e associativa, temos A = Z(A).

Fizado n € N*. O espago A = M, (K) das matrizes quadradas de ordem n com
entradas em K, com a multiplicacao usual de matrizes é uma dlgebra associativa
com unidade. O subconjunto B = UT,(K) formado pelas matrizes com entradas
abaizo da diagonal principal nulas, € uma subdlgebra de A, e o subconjunto N C B
formado pelos elementos de B que tem a diagonal nula, € um ideal de B. Ndao é
dificil de verificar que Z(A) ={\1 | X € K}.

Seja F' um corpo que contém K como subcorpo, com a adicao e multiplicacao de

F temos que F' é uma dlgebra associativa, comutativa e com unidade.

O R-espaco vetorial R? com o produto vetorial usual

i jk
(x,y,2) X (a,b,¢c) = |z y 2| = (yc—zb,—xc+ az,xb— ay),
a b c
¢ uma dlgebra. Porém nesse exemplo A = (R?, x) nao é associativa, ndio ¢é

unitdria e nem comutaliva. Das propriedades do produto vetorial sabemos que
uXv=—vXxXu para todos u,v € A. Ademais para cada u € A nao nulo, sev € A

¢ tal que o subconjunto {u,v} de R® é L.I. entdo u x v # 0.

Seja (G, ®) um grupo com notacdo multiplicativa e elemento neutro 1 € G. Con-
siderando o conjunto B = G, tomemos K[G] como sendo o K-espago vetorial
gerado pelos simbolos de G. Usando o Lema 1.3 e o comentdrio que vem logo
em sequida a ele, a opera¢ao ® de G estende de forma unica uma multiplicacao *

em K[G] tal que K[G] seja uma dlgebra. Para ser mais especifico, sejam escalares

A € K, entao
(ns) (0] = 32 aonan
gea heG 9,heG
onde na direita a justaposicao gh estd representando o produto g ® h em G. A
dlgebra K[G] é chamada de dlgebra do grupo G sobre K. Pela Proposi¢do 1.7
K[G] é uma dlgebra associativa com unidade. Ademais, ela serd comutativa se,

e somente se, G for abeliano.
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(vi) Sejam V' um K-espago vetorial. Consideremos o espaco vetorial £(V), dos

operadores lineares de V. Sabemos que com a operacao “o ” de composicio de
fungoes, L (V') é um anel. Ademais, se f,g € L(V) e X € K, entao \(fog) =
(Af)og = fo(Ag). Desta forma temos que (L (V),0) é uma dlgebra associativa
e unitdaria. Caso dimV =1, entao Z(ZL(V)) = ZL(V). Caso dimV > 1, entdio

Z(L(V)) = {\dy | A € K.

(vii) Seja A um espago wvetorial de dimensio 2 e base f = {a,b}. Definamos
® : B xp — Adada pora®a =b, a®b=a, b®a =>bbeb®b = a,
temos

@ =d’a=ba=0b+#a=ab=ad’

Dessa forma temos que A ndao € associativa por poténcias.

Observacao 1.9 Seja A uma dlgebra associativa. Como jd observamos, temos que
(A, 4, %) forma um anel. Note que se J C A é um ideal da dlgebra A, como na
Definicao 1.5, temos que v —y € J para todos x,y € J e ax,xa € J para todos
x € J ea€ A Portanto J é um ideal do anel A. A reciproca desta afirmacdao nao
é verdadeira. Considere K = R e a dlgebra B = {p(x) € Rlz| | p(0) = 0} do item
(1) do Exzemplo 1. Considere o conjunto J C B formado pelos polinomios tais que o

1

coeficiente que acompanha a poténcia x = x- € um niumero inteiro. Em simbolos

J={a 2"+ +ax® +ax € BlneN a,,...,a0 €ER eay €7}

E facil ver que p(x) — f(z) € J para todos p, f € J e que p(x)q(x) € J para todos
p(z) € J e q(x) € B. Assim J é um ideal do anel B. Porém note que J ndao € um
subespago, jd que o polinémio p(x) = x € um elemento de J, mas %p(x) nao é um
elemento de J, e consequentemente J nao € fechado em relagao a multiplicacdo por

escalar.

Antes de abordamos classes especificas de dlgebras, abordemos algumas proprie-
dades comuns a todas. Uma delas é o quociente de uma algebra por um ideal, que sera

visto na préoxima segao.

1.2 Algebra quociente

Esta secao é dedicada a definir o quociente de uma algebra por um de seus ideais.

Proposicao 1.10 Sejam A uma dlgebra e J um ideal ( bilateral ) da dlgebra A. Como
J € um subespaco consideremos o espago quociente A/ J. Definamos a multiplica¢io
(@,b) — ab:=ab em A/J. Entio essa multiplica¢do estd bem definida e A/J munida

com essa multiplicacao é uma dlgebra.
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Prova. A prova de que a multiplicacao esta bem definida e é distributiva bilateralmente
em relagdo a soma de A/J nao difere do caso em que A é um anel. Tomando a,b € A

e A € K, temos

Aab = A(ab) = (Aa)b = Aab = (\a)b.
Analogamente temos \ab = a(\b). =

Definicao 1.11 Sejam A uma dlgebra e J um ideal de A. A dlgebra A/ J com multi-
plicacdo ab = ab, onde a,b € A, é chamada de dlgebra quociente de A por J.

Naturalmente, assim bem como ha para outras estruturas tais como anéis, espacos
vetoriais e etc, nos perguntamos sobre as funcoes f : A — B, onde A e B sdo algebras
sobre o mesmo corpo de escalares, que sao compativeis com as estruturas de A e B

vistas como algebras. E justamente o que veremos na proxima secao.

1.3 Homomorfismos de algebras e involucoes de alge-

bras assoclativas

Nesta secao abordaremos uma importante classe de fungoes que servird como base

para definicoes e resultados importantes que serao apresentados adiante.

Definicao 1.12 (Definition 1.1.6, de [11]) Sejam (A, *) e (B, ®) dlgebras sobre um
mesmo corpo K. Dizemos que f: A — B é um homomorfismo de dlgebras se, f for
uma transformagao linear entre os espagos vetoriais A e B tal que f(zxy) = f(x)®f(y),

para quaisquer x,y € A. Em outras palavras, devemos ter

(i) f(z+ Xy) = f(z)+ Nf(y), para todos x,y € A e X € K,

(i) f(xxy) = f(z)® f(y), para todos x,y € A.

Ademais, dizemos que [ € um isomorfismo de dlgebras, caso f seja um homomorfismo
de dlgebras e seja uma funcdo bijetiva, neste caso dizemos que A e B sao dlgebras
wsomorfas e denotamos A ~ B. Se f : A — A é um homomorfismo de dlgebras,
também dizemos que f € um endomorfismo da dlgebra A, e caso f seja bijetora, dizemos

que f € um automorfismo da dlgebra A.

Observacao 1.13 Sob a notacao da definicao acima. Caso f seja um isomorfismo de
dlgebras, assim como ocorre para espacos vetoriais, anéis e grupos, podemos identificar
A e B como sendo a mesma estrutura, isto €, sio a mesmas dlgebras porém com

possivelmente representacoes com simbolos diferentes para os elementos.
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Sob nossa convencao de omitir os simbolos de multiplicacdao, denotamos a pro-
priedade (i7) da defini¢do pouco acima apenas por f(xy) = f(x)f(y), para z,y € A.
Igualmente ao que ocorre para as demais estruturas, se A e B sao algebrase f : A — B
¢ um isomorfismo de algebras, entdo a funcdo inversa f~! : B — A também é um
isomorfismo de &lgebras. A demonstragao desse fato pode ser obtida diretamente do
fato de que f~! ainda é uma transformagcao linear e de que a f~(zy) = f~*(z)f(y),
x,y € B, é demonstrada da mesma forma que para anéis, tendo em vista que a asso-
ciatividade nao é necessaria na demonstracao.

Um importante conjunto relacionado a um homomorfismo de 4lgebras, e que sera

usado neste trabalho, é o seguinte

Definicao 1.14 (Theorem 1.1.7, de [11]) Sejam A e B dlgebras. Dado um homo-
morfismo de dlgebras f : A — B, definimos o nicleo de f como sendo o conjunto
Ker(f) dado por

Ker(f)={a€ A f(a) = 0}.

Analogamente como ha para as estruturas de espaco vetorial, anéis e grupos,

temos o seguinte resultado

Teorema 1.15 (Theorem 1.1.7, de [11]) Sejam A e B dlgebras sobre um corpo K
e [ A— B um homomorfismo de dlgebras, entao o nicleo Ker(f) de f é um ideal
bilateral de A e a imagem de f, isto é, Im(f) = {b € B | Ja € A; f(a) = b} € uma
subdlgebra de B. Ademais a dlgebra quociente A/Ker(f) é isomorfa a dlgebra Im(f).

Prova. Sejam A, B e f como no enunciado. Como f é uma transformacao linear,
segue que Ker(f) é um subespago de A. Ademais, dado v € Ker(f) e a € A, temos
f(v) =0, dai

flva) = f(v)f(a) = 0f(a) = 0 = f(a)0 = f(a)f(v) = f(av).

Logo av,va € Ker(f) para todos v € Ker(f) e a € A. Logo, Ker(f) é um ideal de A.
Mostremos que I'm(f) é uma subélgebra de B. Como f é uma transformacao linear,
entao Im(f) é subespaco de B. Dados by,by € Im(f), existem a;,ay € A tais que
f(ay) =by e f(ag) = by. Dai

bibs = f(a1)f(az) = f(araz) € Im(f).
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Logo, Im(f) é subalgebra de B. Para mostrarmos que A/Ker(f) ~ Im(f), considere-

mos a funcao

O A/Ker(f) — Im(f)
a+— ®(@) = f(a).

Sabemos que ® estd bem definida e é um isomorfismo de espacos vetoriais. Dados

T,y € A/Ker(f), entao

(7 -y) = o(7y) = f2y) = [(2)f(y) = S(T)2(7).

Portanto ® é um isomorfismo de algebras. m

Como corolario temos

Corolario 1.16 (Segundo teorema do isomorfismo) Sejam A uma dlgebra, B uma
subdlgebra de A e I um ideal de A, entao temos o sequinte isomorfismo de dlgebras

quocientes
B+1 N B

I — BnI
Caso B seja apenas um subespago de A o isomorfismo acima ainda ocorre, mas como

um somorfismo de espacos vetoriais.

Prova. Sejam A uma élgebra e I um ideal da algebra A. Caso B seja apenas um espaco
vetorial, temos que I é subespaco de B+ 1 e BN I é subespaco de B. Consideremos
a funcao

B+1
B — — "~
/ I

b f(b) =b=b+1.

Note que f é uma transformacao linear sobrejetiva e que Ker(f) = BN I. Logo

B B B+1
Bl ke M) =7

como espago vetorial. Suponha agora que B seja subalgebra de A, é facil ver que B+ 1
é subalgebra de A que contém I. Ademais BN I é um ideal de B. Como Ty =7 - ¥
em (B + I)/I para todos x,y € B, temos que a mesma aplicacdo b — b+ [ de B
em (B + 1)/l é um homomorfismo de algebras. Portanto B/(BN1I)e (B+1)/I sao
algebras isomorfas. =

Vejamos alguns exemplos de homomorfismos de algebras.
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Exemplo 2 Sao exemplos de homomorfismos de dlgebras:

(i)

(i)

(iii)

Sejam K um corpo e F' uma extensao do corpo K, isto €, um corpo que contém
K como subcorpo. Considere F' como uma K-dlgebra, como no item (iii) do

Exzemplo 1. Fizado o € F, consideremos a funcao
p:Klx] — F
p(x) = ¢(p(z)) = p(a).

ou seja, ¢ como sendo o homomorfismo avaliagao. Da teoria de anéis sabemos

que o(p(x)f(x)) = e(p(x))e(f(x)). Da dlgebra linear sabemos que ¢ é uma
transformacao linear. Portanto ¢ é um homomorfismo de dlgebras, com nicleo

Ker(p) = {p(z) € K[z] | p(a) = 0}.
Consideremos o caso particular K =R, F = C e a =1 € C. Pelos estudos de
polinémios reais, sabemos que se p(x) € R[x] e (2% + 1) € o ideal de R[z| gerado

por 2 + 1, como anel, entdio
pi)=0 <= p(2)€ (&®+1) ={q(z)- (2" +1) | ¢(2) € Rlz]}.
Ademais ¢ € claramente sobrejetiva. Dai pelo Teorema 1.15, temos

R[z]/(z* + 1) = R[z]/Ker(p) ~ Im(p) = C.

Seja A uma dlgebra, entdo a funcao Id : A — A, definida por Id(a) = a para

todo a € A é um isomorfismo de dlgebras.

Seja A uma dlgebra associativa de dimensao finita n. Para cada a € A definamos

a aplicacao
L,:A— A
x = Ly(z) = az.

Pela definicao de multiplicacao de uma dlgebra, vemos que L, € um operador

linear do espaco vetorial A. Note que dados a,b € A entdo

L,o Ly(x) = Lo(Ly(2)) = a(bx) = (ab)x = Lap(z), Va € A.
Ademais se A € K, seque que

Loia(z) = (a+ Ab)x = ax + Nbx = Ly (x) + ALy(z) Vo € A.

Seja ZL(A) o espago vetorial dos operadores lineares de A, note que munindo
Z(A) com a multiplicacdo sendo a composicio de fungoes, temos que L(A) é
uma dlgebra. Definindo
p: A— Z(A)
a— @(a) =L,
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0s cdlculos acima mostram que ¢ € um homomorfismo de dlgebras, cujo nicleo
serd Ker(p) ={a € A|ax =0Vz € A}. Outro homomorfismo pode ser criado
da sequinte forma. Fizemos uma base 5 de A, cada operador L, induz uma matriz
[L.]s € M, (K), onde [L,|s € a matriz de L, em relagdo a base §. Os cdlculos
acima mostram que
[Lals[Lo]s = [La © Lo]g = [Lab]s-
Portanto a aplicacao
v A— M,(K)
arP(a) = [La]ﬂ

¢ um homomorfismo de dlgebras. Note que se para todo a € A nao nulo existir
b € A tal que ab # 0 ( em particular se A for unitdiria e n > 0, tal condicdo €

satisfeita ), entao v € injetiva e A serd uma dlgebra isomorfa a uma subdlgebra
(Im(¢) ) de My (K).

(iv) Seja A uma dlgebra unitdria, a aplicagio X — A1 de K em A € um homomorfismo
de dlgebras injetor. Dai o subespago {\1 | X € K} de A é uma dlgebra isomorfa
a K. Muitas vezes fazemos a identificacio K = {\1 | A\ € K}, identificando
pontualmente X = A1 € A.

(v) Seja A uma dlgebra associativa unitdria. Dados a,b € A tais que ba = 1. Consi-

deremos a aplicacao
p:A— A
x — p(x) = axd.
Das propriedades da multiplicacao seque que @ é um operador linear. Ademais,
dados x,y € A, temos
e(x)p(y) = (axd)(ayb) = ax(ba)yb = axyb = p(zy).
Donde seque que p é um homomorfismo de dlgebras. Veja também que
artb=0 = blarb)a=00a — =0,

logo ¢ € um homomorfismo de dlgebras injetor. Note que se A tem dimensdo

finita entao ¢ € também sobrejetor e, portanto, um automorfismo de A.

Sejam A e B algebras. Em alguns casos, uma transformacao linear o : A — B
pode satisfazer p(xy) = ¢(y)p(x) para todos z,y € A, um exemplo de aplicagao deste
tipo é a transposicao de matrizes. Nesse caso ¢ é chamada de antihomomorfismo.
Uma classe particular de antihomomorfismos, que serd de grande importancia para

estre trabalho, é a seguinte:



23

Defini¢ao 1.17 (Definition 3.3.7, pagina 69 de [15]) Seja A uma dlgebra associ-

ativa. Dizemos que um operador linear ¢ : A — A € uma involucao se
plo(x) =, play) =ey)pr) Va,ye A

Note que se A é uma algebra associativa e ¢ & uma involucao da algebra A, entao
¢ & bijetora, pois coincide com sua propria inversa. Ademais se B é uma subélgebra
de A tal que p(B) C B, entao ¢, : B — B definida por ¢, (x) = ¢(x) para todo
x € B, é uma involucao da algebra B. Antes de exibirmos exemplos de involugoes,
nem sempre é simples verificar se uma transformacao linear ¢ um homomorfismo de

algebras ou uma involucao. Vejamos algumas propriedades a respeito dessas fungoes.
Proposicao 1.18 Sejam A, B e C dlgebras, e 5 uma base do espago A.

(i) Dados ¢ : A — B et : B — C homomorfismos de dlgebras, entao
Yoyp: A— C é um homomorfismo de dlgebras. Ademais se 1 e ¢ sao isomor-

fismos de dlgebras, entao v o é um isomorfismo de A em C,

(ii) Suponha que ¢ : A — B é uma transformagao linear. Entao ¢ é um homomor-

fismo de dlgebras se, e somente se, p(xy) = p(x)p(y) para todos z,y € B.

(7ii) Suponha que A seja associativa e que ¢ : A — A seja um operador linear. Entao

¢ € uma involugao se, e somente se, p(p(x)) =z e p(ry) = ©(y)p(x) para todos
x,y € f.

Prova.

(i) Sejam ¢ e 1) como no enunciado. Temos que 1 o ¢ é uma transformacao linear.

Ademais, dados a,b € A temos

o plab) = i(p(ab)) = w(p(a)p(b)) = p(p(a))(e(b) = (¥ o p(a))(¥ o p(b)).

Portanto 1oy é um homomorfismo de algebra. Caso ¥ e ¢ sejam bijetores, entao
1Y o p é uma transformacao linear bijetora e ¢ = (1 o ¢)~! é um homomorfismo

de algebras.

(ii) Sejam A e B algebras. Dada uma transformacao linear ¢ : A — B e uma
base B do espago vetorial A. Caso ¢ seja um homomorfismo de algebras, se-

gue que p(zy) = p(z)p(y), para quaisquer x,y € (. Reciprocamente, pondo
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B ={b; | i €I}, dados a,b € A existem tnicos )\l(x) € K,onde z € {a,b} el el

tais que

r=> N0

lel

Suponha que ¢(b;b;) = ¢(b;)p(b;) para todos b;, b; € 5. Temos que

ab = (Z Aga)bz) (Z A§“)bj> =3 AN bib;,
0,J

iel jeI
dai
plab) = Y AAPp(biby) = S AN o(b) (b))
1,5

Y]

por outro lado

pla)p(b) = (Z A§“>so<bi>) (Z A;b%o(bj)) = 2 AN eb)e(by).

iel jelI

Portanto ¢(ab) = p(a)p(b).
(iii) Analogo ao item anterior.

[ |

Note que em qualquer algebra A a funcao identidade é um automorfismo da
algebra A, dai A ~ A. Ademais o item (i) da proposi¢ao acima implica que se B e C'
sao algebras tais que A ~ Be B ~ C, entao A ~ C. Por fim, como a funcao inversa de
um isomorfismo de dlgebras também é um isomorfismo de algebras temos que B ~ A
se, e somente se, A ~ B. Assim surge uma forma de classificacao de algebras em classes
de equivaléncia, dadas pela relacao de que as algebras A e B pertencem a mesma classe
se, e somente se, A ~ B. Alguns exemplos de classificacao de algebras que usam esta

relacao sao os famosos teoremas de Frobenius e Wedderburn.

Teorema 1.19 (Frobenius, Theorem 1.4 de [8] pagina 4) Seja H a R-dlgebra dos

quatérnions reais, isto é, a dlgebra com unidade, de base {1,1,j,k} e de multiplicacdo
P=7=k=-1
1] = —ji =k, ki = —ik = 7, jk = —kj =1.
Se (D, x) € uma R-dlgebra de dimensao finita, tal que (D, 4+, %) é um anel com divisao,

entao a dlgebra D € isomorfa a uma e somente uma dessas sequintes R-dlgebras: H, R

e C.
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Vale informar que nas hipéteses do teorema acima, poderiamos trocar “dimensao
finita” pelo que chamamos de dlgebra algébrica. Nao iremos entrar nesses detalhes pois

fogem do objetivo desse trabalho.

Teorema 1.20 (Wedderburn, adaptacdo de Theorem 2.61 de [8] pagina 42)
Se A ¢ uma K-dlgebra simples de dimensao finita, isto €, os unicos ideais bilaterais da
dlgebra A sao A e {0} e de dimensdo finita, entio existe n € N* e (D, x) uma dlgebra

tal que (D, +,*) é um anel com divisio tais que as dlgebras A e M, (D) sdo isomorfas.

Nao é dificil de ver que dimM,, (D) = n* - dimD. Por mais que esses dois teo-
remas citados acima parecam deslocados do objetivo desse trabalho, eles serao usados
para a construgao de um exemplo importante posteriormente, sobre algebras de Lie.

Prosseguindo com o trabalho, vejamos alguns exemplos de involucoes.

Exemplo 3 Sao exemplos de involucoes

(i) Fize n € N*. Consideremos as dlgebras associativas M, (K) e UT,(K), do item
(11) do Exemplo 1. Tomemos o operador linear ¢ : M, (K) — M, (K), definido
na base canodnica por

Sﬁ(eij) = €n+l—jn+l—i-
Da Proposi¢ao 1.18 vemos que ©*> = 1 e p(zy) = o(y)e(x) para todos x,y €
M, (K). Ademais, note que se j > 1, entio n+1—1 > n+1—j. Logo
o(UT,(K)) CUT,(K). Seja ., a aplicacio x — p(x) em UT,(K), temos que ¢

e @, sao involugoes das dlgebras M, (K) e UT,(K), respectivamente.

(ii) Seja A uma dlgebra associativa e comutativa. FEntdo todo homomorfismo ¢ :

A — A de dlgebras tal que ©* =1, é uma involucado.

(iii) Seja G um grupo. Tomemos a dlgebra de grupo K|G| como no item (v) do
Ezemplo 1. Consideremos o operador linear ¢ : K|G] — K|[G], definido na
base G por p(g) = g~ ' para todo g € G. Como (g7') ' =g e (gh)™' =g 'h!
para todos g, h € G, pela Proposi¢ao 1.18 temos que ¢ é uma involugao. Caso

G possua algum elemento t € G de ordem 2, podemos criar o operador linear
Y : K[G] — K|G], definido na base G por (z) = tz~'t para todo x € G. Note

que
Vi) =tz )y =t at =2 e p(ay) = (Lo M) (ty ') = t(yx) Mt

Donde seque que Y é uma involucgao.

A seguir veremos alguns tipos particulares de dlgebras, iniciamos a proxima se¢ao

com o conceito de algebra de Lie.
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1.4 Algebras de Lie

Uma das algebras que iremos discutir nos resultados principais deste trabalho é
a algebra UT, ™) formada pelo espaco vetorial UT,(K) com o produto z xy = [z,y] :=

xy — yx. Este é um exemplo de uma classe de algebras que definiremos a seguir.

Defini¢ao 1.21 (Definition 12.1.1 pagina 307 de [15]) Uma dlgebra de Lie é uma

dlgebra ( nao necessariamente associativa ) tal que
(i) vy = —yx
(ii) (zy)z + (yz)zx + (zx)y = 0.

Como estamos supondo char K # 2, o item (i) da defini¢do acima pode ser trocado

por 22 = 0, para todo x, iremos provar esta afirmacao na proposicao a seguir.

Proposigao 1.22 (Exercise 1.1.9, pagina 8 de [11] ) Seja A uma dlgebra sobre um

corpo K, tal que charK # 2. Entao sao equivalentes:
(i) xy = —yx para todos x,y € A,
(ii) x* =0 para todo x € A.
Prova. Supondo (i), fazendo y = z, temos xz = —xz, dai 222 = 0. Como char K # 2,

temos 2% = 0 para todo © € A. Reciprocamente, suponto (1), para quaisquer x,y € A

temos (z +y)? = 0, daf

O0=@+y’=*+ay+yr+y’ =ay+yr = —yz=uay.

A expressao (zy)z + (yz)x + (zz)y = 0 que aparece no item (i7) da Defini¢do
1.21 é conhecida como identidade de Jacobi. Verificar se uma &algebra é uma Aalgebra
de Lie pode nao ser uma tarefa simples, principalmente para verificar a identidade de

Jacobi. A proposi¢do a seguir torna essa tarefa mais simples.

Proposicao 1.23 Seja A uma dlgebra e B uma base do espaco vetorial A. Seque que

A € uma dlgebra de Lie se, e somente se, valem
(i) xy = —yx para todos x,y € f3,

(i1) (zy)z + (y2)x + (22)y = 0 para todos z,y,z € [5.
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Ademais se A € uma dlgebra que satisfaz a relagao xy = —yx, para todos x,y € A,

entao a identidade de Jacobi é equivalente a x(yz) + y(zz) + z(xy) = 0.

Prova. Suponha que A seja uma algebra de Lie, entdo por definicao segue
os itens (i) e (i7). Reciprocamente, suponha que valham os itens (i) e (i¢). Pondo
B={b|ie I}, dado a € A, existem tnicos \'” € K tais que a = Yoier A%,. Por
hipotese temos b;b; = —b;b; para todos b;, b; € 5. Tememos a,b € A. Temos

ab = (Z /\Ea)bz) (Z A§b>bj> = > AP,
il jel ijel

por outro lado
ba =Y AVADbb =" AN b,
1,J

i,J€1

Portanto ab = —ba. Para provar a identidade de Jacobi, para x,y, 2z € A, definamos
Jcb('ra Y, Z) - l’(yZ) + y(ZI‘) + Z(Iy)
Dados a,b € Ae XA € K, temos

Jep(a+ Ab,,y, 2) = (a 4+ Ab)(yz) + y(z(a+ Ab)) + z((a + Ab)y)
= a(yz) + \b(yz) + y(za + Azb) + z(ay + Aby)
= (a(yz) + y(za) + z(ay)) + AM(b(yz) + y(2b) + 2(by))

= Ju(a,y,z) + Aa(b,y, 2).
Analogamente temos

Jep(z,a+ b, 2) = Jap(x,a,2) + Aw(x, b, 2)

Jop(z,y,a 4+ b)) = Ju(x,y,a) + Au(x,y,b).
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Mostremos que Jy(a, b, c) = 0 para todos a,b,c € A. Com efeito

Ja(a,b,e) = Ju (O Ab 3" A0 YA

el jel lel
=3 ATl YA L 3T A )
iel jel lel
=3 A (Z AP T (b, by ZA}%,))
el jeI lel
_Z)\a)(ZAb)<Z>\ w(bi ]7bl))>
iel jerI lel

= Z )\,Ea))\§-b))\l(C)Jcb(bi7 b]? bl)

iglel

Como Jy(bs, bj,b;) = 0 para todos b;,b;,b; € 3, segue que Jy(a,b,c) = 0 para todos
a,b,c € A.

Por fim, suponha que A seja uma algebra tal que zy = —yx para todos z,y € A.

Dados x,y, 2z € A temos
(zy)z+(yz)a+(za)y = 0 <= —z(zy)—z(yz)—y(zz) = 0 <= z(yz)+y(22)+2(zy) = 0.
|
Vejamos exemplos de algebras de Lie
Exemplo 4 Sao exemplos de dlgebras de Lie
(i) o espago vetorial R® com produto
1

(z,y,2) X (a,b,c) = |x = (yc — zb, —zc + az, xb — ay),
a

o

SR

¢ uma dlgebra de Lie. De fato sabemos que v? = 0 para todo v € R3. Sejam Z;
e k a base candnica de R, em particular i = ;2 = k* = 0. Para verificarmos a
tdentidade de Jacobi, tomando x,y e z entre os elementos Z,j e k. Caso x,y ez
sao dois a dois distintos, como xy = +z, vz = ty e yz = *x € facil ver que

(zy)z + (y2)x + (z2)y = £22 £ 2* £ 9> = 0.

Caso sejam todos iguais, isto é, v =y = z também € nitido que teremos (vy)z +
(yz)x + (zx)y = 0. Supondo entao, sem perda de generalidade, que © =y # z.
Entao

(xy)z + (y2)x + (z2)y = 0+ (z2)x + (22)z = (z2)x — (z2)z = 0.

Portanto (R3, x) é uma dlgebra de Lie.
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(ii) Seja V' um espaco vetorial. Definamos uv = 0 para todos u,v € V. Entao V com
este produto € uma dlgebra de Lie, as dlgebras de Lie desta forma serao chamadas

de abelianas.

(iii) Seja L um espago vetorial de dimensdo 2. Fizemos uma base de 5 = {w,l} de
L. Definamos ® : Bx — L pondow®w =L ®L =0, w®l=(el®W=—/.
Consideremos a dlgebra L formada pela extensao bilinear de ®. Temos que L €
uma dlgebra de Lie. De fato, pela definicao de ®, temos w? = (> =0 ewl = —lw.
Para verificarmos a identidade de Jacobi, tomemos x,y e z entre os elementos
w e L. Obrigatoriamente deveremos ter pelo menos dois elementos iguais entre
x,y e z. Suponha sem perda de generalidade que v = y. Assim, como no item

(1) temos
(xy)z + (y2)x + (z2)y = 0+ (x2)x + (22)x = (x2)x — (x2)x = 0.
Logo L é uma dlgebra de Lie.

Ha uma forma simples de criar algebras de Lie, a seguir apresentamos uma defi-

ni¢ao que sera util para este proposito e também nos proximos capitulos.

Definicao 1.24 ([30]) Seja A uma dlgebra associativa. Para ay,ay € A definimos o
comutador [ay,as] de ay e ay como sendo [ay, as] := ajas — asay, e para ay,as, ..., 4, €

A, ondem > 2, definimos indutivamente [ay, as, . .., Gp_1, Q] = [[a1, a2, ..., Gp_1], Gm].

Proposicao 1.25 (Exercise 1.1.10, item (ii), pagina 8 de [11]) Seja A uma dl-

gebra associativa. Entdo o espago vetorial A munido da operacao

[]:AxA— A
(z,y) = [z, y] = 2y — ya,

é uma dlgebra de Lie. Ademais se B é uma subdlgebra de A, entao [x,y] € B para todo

z,y € B e (B,][,]) também é uma dlgebra de Lie e € uma subdlgebra de (A, [-,]).

Prova. Mostremos que (z,y) — [z,y], z,y € A é uma aplicacao bilinear. Note

que [z,y] = —|y, x] para todos z,y € A. Dados a,b,c€ Ae A€ K
l[a+b,c] = (a+b)c—c(a+b) =ac+ bc— ac+ cb = |a,c| + [b, ]

[c,a+ 0] = —[a+b,c] =—([a,c] + [b,c]) = [c,a] + [c, D]

[a, Ab] = a(AD) — (Ab)a = Aab — Aba = \[a, b] = Aab — Aba = (Aa)b — b(Aa) = [Aa, b].
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Provemos agora a identidade de Jacobi, temos

[[a, b], ¢] + [[b, ¢, a] + [[¢, a], D]

= [ab — ba, c] + [bc — ¢b, a] + [ca — ac, b]

= abc — bac — cab + cba + bea — cba — abc 4 acb + cab — acb — bea + bac
= abt — bac — cab + cba + bea — cba — abc + ach + cab — acb — bea + bac
= 0.

Por fim, se B é uma subélgebra de A, é claro que xy — yzr € B para todos =,y € B e
que (B, [-,-]) é subalgebra de (A, [,-]). =

Notacdo 1.26 ([11]) Dada uma dlgebra associativa A, denotaremos por A7) a dlge-
bra de Lie (A,[-,-]), onde [a,b] = ab— ba, a,b € A.

Desta forma temos uma maneira pratica de criar algebras de Lie. Em verdade,
de certa forma, todas as algebras de Lie sao subalgebras de algebras construidas dessa

forma. Para enunciarmos com precisao esse resultado, precisamos da seguinte definicao:

Definigao 1.27 (Definition 1.3.1, pagina 11 de [11]) Sejam A uma dlgebra asso-
ciativa com unidade e L uma dlgebra de Lie. Se L € isomorfa a alguma subdlgebra
de A, dizemos que dizemos que A é uma dlgebra envelopante, ou envolvente, para
L. Uma dlgebra associativa com unidade U = U(L) é a dlgebra envelopante, ou en-
volvente, universal da dlgebra de Lie L, se L é uma subdlgebra de U™) e U tem a
sequinte propriedade universal: Para qualquer dlgebra A associativa com unidade e
qualquer homomorfismo de dlgebras ¢ : L —s A, existe, e é tinico, um homomor-

fismo ¢ : U — A, tal que ¢ estende p, isto €, ¢ e ¢ sao iguais em L, e que ¢(1) = 1.

Com isso enunciaremos, sem demonstrar o seguinte resultado

Teorema 1.28 (Poincaré-Birkhoff-Witt Theorem 1.3.2, pagina 11 de [11]) Toda
dlgebra de Lie L possui uma dlgebra envelopante universal U(L), e que € dnica a menos
de isomorfismo. Ademais, se L possui uma base {e; | 1 € I}, e o conjunto de indices I

¢ ordenado, entao U(L) tem uma base

eileiz"'eipa ZISZZSSZpalkEIap:071727

Prova. Uma demonstracdo para esse resultada pode ser encontrada em [11] na pagina

17. m
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Um corolario que segue direto do teorema acima ¢ que se L é uma algebra de
Lie, entao existe uma algebra associativa e com unidade A tal que L é isomorfa a uma

subalgebra de A,

Observacao 1.29 Seja L uma dlgebra de Lie, embora L seja isomorfa a uma subdl-
gebra de A, para alguma dlgebra associativa com unidade A, nem sempre L serd
isomorfa a uma dlgebra A7), onde A é associativa. De fato, considere L = sly(R)

como o subespago das matrizes de Mo(R) cuja a soma dos elementos da diagonal prin-

SZQ(R):{<G _b> \a,b,ceR}.

Uma verificacdo direta mostra que slo(R) € subdlgebra de My(R)™). Em verdade, dados
z,y € My(R)7), temos [x,9] € sla(R). Note que

6 e

Como B € L.I segue que 3 < dim sly(R), e de sly(R) ser subespaco proprio de My(R))

cipal € nula, isto ¢,

temos que dim sly(R) = 3. Mostremos que (slo(R),[-,+]) € uma dlgebra simples, isto é,
0s unicos ideais de sla(R) sao {0} e sly(R). Com efeito, suponha que J seja um ideal
a
nao nulo de sly(R), entao hd uma matriz € J nao nula. Suponha que a # 0.

c —a
Assim temos porém nesse caso J nao seria um ideal jd que

a b 1|{fa b 1 0 1 0
+ = , =a e J.
c —a 2| \c —a 0 —1 0 —1
0 .
1) € J. Caso b # 0, entao

ey e

dai hd wma matriz em J cuja diagonal principal é nao nula. Novamente pelo caso

1
a # 0 temos <O 0

1
Portanto <
0

1) € J. Caso c # 0, temos

(00)- (2 2] 2
¢

0 1 0
Pelo caso a # 0, temos 1) € J. Logo em todo caso seque que ( 1) e J.

0o —

Dai

e Ca-6 e 6 -6
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Portanto  C J e consequentemente J = slo(R). Agora suponha que hd uma R-dlgebra
associativa A tal que sly(R) ~ A, Caso A tenha um ideal nio nulo préprio I,
claramente I também € ideal da dlgebra A, portanto sly(R) teria um ideal nao nulo
proprio. Absurdo. Portanto A € simples e de dimensao finita. Usando o Teorema
de Wedderburn (Teorema 1.20) e o Teorema de Frobenius (Teorema 1.19), eriste
n € N tal que A é isomorfa a M,(R), M,(C) ou M,(H). Dai dimA = n?, 2n* ou 4n>.
Mas dimA = dim sly(R) = 3. Absurdo. Portanto ndo existe uma R-dlgebra associativa

A, tal que as dlgebras de Lie A7) e sly(R) sejam isomorfas.

Outro tipo particular de adlgebras sao as dlgebras de Jordan, que veremos na secao

a seguir.

1.5 Algebras de Jordan

Em nosso trabalho estudaremos a algebra UT,, com produto z oy = xy + yx
que se enquadra na classe das algebras de Jordan. Vejamos formalmente o que é uma

algebra de Jordan.

Definicao 1.30 (Definition 3, pagina 6 de [18]) Uma dlgebra de Jordan é uma dl-
gebra ( ndo necessariamente associativa ) sobre um corpo de caracteristica diferente de

2, tal que
(i) vy =yz
(1i) (zy)(zz) = x(y(zz)).

Note que se A é uma algebra algebra comutativa, entao (xy)(xz) = z(y(zx)) é

equivalente a (zz)(yz) = ((zx)y)z.

Exemplo 5 Sao exemplos de dlgebras de Jordan:
(i) Seja A uma dlgebra comutativa e associativa, entao A é uma dlgebra de Jordan.

(i1) Seja A uma dlgebra sobre um corpo de caracteristica diferente de 2. Definindo a

0PEracao

©:AxA— A

(ab+ ba).

1
(a,b)r—>a®b:§
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33

Temos que A = (A,®) é uma dlgebra comutativa. Ademais, se A for associa-
tiva, entio AT é uma dlgebra de Jordan. De fato, mostremos que A € uma
dlgebra. Dados a,b,c € A e A € K temos

1 1
a@(b+c):§(a(b+c)+(b+c)a) :§(ab+ba+ac+ca) =a®b+abec,
como ® é comutaliva, temos (b+c¢)©@a=b®a+cOa,
1
AMa ®b) = %(ab—l— ba) = 5((Aa)bJr b(Aa)) = (Aa) ®b.

Analogamente temos AN(a®b) = a® (A\b), portanto A é uma dlgebra comutativa.

Supondo A associativa, temos

1

1
5 (ab+ba) ® a* = Z(ozba2 + ba® + a’b + a*ba)

(a®b)©(a®a)
por outro lado
a®(b®@ea)=a®(bod) = %a ® (ba® + a®b) = i(aba2 +a’b + ba® + a*ba).
Como ® € comutativa, seque que A é uma dlgebra de Jordan.

Seja V. um K-espacgo vetorial com uma forma bilinear simétrica f : VxV — K.
Consideremos a soma direta externa de espacos vetoriais J = K &V, vamos
identificar cada par (\,v) € K ®V com X +v. Vamos munir J com a opera¢ao

x dada por
(a+a)*(B+0b) = (af+ f(a,b)) + (Ba+ab)

onde a, 8 € K e a,b € V. Temos que (J,*%) é uma dlgebra de Jordan. De fato,
claramente x € comutativa. Mostremos que x € bilinear. Dados a,b,c € V e

a, B,y € K. Seque que
(@+a)* ((B+0)+ (v +¢) = (B +7) + fla,b+ ) + ((B+7)a+ alb+c))
= (af + f(a,0)) + (Ba + ab) + (ay + f(a, ¢)) + (va + ac)
= (ata)«(B+b)+ (ata)*(y+c)
Dado N € K
A(a+a)* (B+0)) = M(af + f(a, b)) + (Ba + ab))
= ((A)B + f(Xa,D)) + (B(Aa) + (Aa)b) = (Aa + Aa) * (B + ).

Portanto Mz *y) = (A\x) xy para todos xz,y € J e A\ € K. Analogamente
mostramos que Nz xy) = x * (A\y) para z,y € J e\ € K. Pondox =a+a e
y= [ +0b, temos

(zxy) * (zxz) = (@B + f(a,b) + Ba + ab) x (a* + f(a, a) + 2aa)
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a componente em K da operacao acima €

a’B+aff(a,a) +a’f(a,b) + f(a,b) f(a,a) + f(Ba + ab, 20a)
=a’f +aff(a,a) +a’f(a,b) + f(a,b)f(a,a) + 2aBf(a,a) +2a° f(b,a)
=a’B + 3af(a,a) + 3a*f(a,b) + f(a,b)f(a,a),

a componente em V €

(@® + f(a,a))(Ba+ ab) + (a8 + f(a,b))2aa
=(a?B + Bf(a,a) + 20”8 + 2af(a,b))a+ (o’ + af(a,a))b
(3028 + Bf(a,a) + 2af(a,b))a + (a* + af(a,a))b.

Por outro lado temos

v (y*(x*2))=2*(y*(a®+ fla,a) + 20a))
=z * (B + Bf(a,a) + f(b,2aa) + 2aBa + (o® + f(a,a))b).

A componente em K da operacdao acima é

o?B 4+ afBf(a,b) +2a2f(b,a) + f(a,2aBa + (a* + f(a,a))b)
=a’B + af f(a,b) + 207 f(b,a) + 208 f (a,a) + &* f(a,b) + f(a,a)f(a,b)
=a’8 + 3af8f(a,b) + 30’ f(a,b) + f(a,b)f(a,a),

a componente em V €

(@®B + Bf(a,a) + f(b,2aa))a + a(2aBa + (o* + f(a,a))b)
=(3a?B + Bf(a,a) + 2af(a,b))a + (a® + af(a,a))b.

Comparando as componentes, vemos que (J,*) € uma dlgebra de Jordan.

O item (i7) do exemplo anterior nos d4 uma maneira de construir algebras de

Jordan. Para abordarmos isso com mais exatidao, vejamos o seguinte resultado.

Proposicao 1.31 Seja (A, *) uma dlgebra e seja X € K nao nulo. A dlgebra (A, x),

onde a operacio X € dada por a X b:= X axb, para a,b € A, é uma dlgebra isomorfa a

(A, %).

Prova. Como x é miltiplo escalar de uma aplicacao bilinear, entdao x é bilinear.

Ademais, a fungao ¢ : (A4, x) — (A4, x*), dada por p(a) = Aa é um isomorfismo de

algebras. De fato, ¢ é uma transformacao linear bijetora, ademais, dados a,b € A

temos

o(a) x p(b) = (Aa) x (Ab) = A(Aa xb) = Ma x b) = p(a x b).
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Portanto (A, x) ~ (A, %). =
A proposicao acima e o Exemplo 5 implicam que se A é uma algebra associativa,

entdo A munido com a operacao x oy := xy + yx é uma algebra de Jordan.

Definicao 1.32 (Definition 2°, pagina 6 de [18]) Uma dlgebra de Jordan J € dita
especial, se eriste uma homomorfismo de dlgebras injetor de J em U™ ( item (ii) do
ezemplo anterior ), onde U é uma dlgebra associativa. Algebras de Jordan que néio sdo

especiais sao chamadas de excepcionais.

Notacao 1.33 Dada A uma dlgebra, em geral se denota AT como sendo a K -dlgebra
formada no espago vetorial A com a operagio (a,b) — %(ab+ ba). Devido ao isomor-

fismo na Proposi¢do 1.31, neste trabalho, se A € uma dlgebra, denotaremos por A

“w

como sendo a K-dlgebra formada pelo espaco vetorial A com a operacao “o” dada por

aob:=ab+ ba, onde a,b € A.

Desta forma, se A é uma algebra associativa, entdo A+) é uma algebra de Jordan
especial. Também fixaremos a notacao UJ, = U .

Vimos que toda algebra de Lie, é isomorfa a uma subalgebra de A7) para al-
guma algebra associativa A. O mesmo questionamento pode surgir para as algebras de
Jordan, isto é, dada uma &lgebra de Jordan, ela deve ser isomorfa a uma subalgebra
de A™) para alguma algebra associativa A? Ou até mesmo sempre isomorfa a propria
A®)? Como a propria definicao de algebras de Jordan excepcionais sugere, isto nao
¢ verdade. Antes de mencionarmos esse exemplo precisamos de algumas construcoes.

Construcgoes essas que serao importantes para nosso trabalho.

1.6 Algebras graduadas por um grupo

Esta secao é dedicada a definir o conceito de graduacao de uma algebra por um

grupo. Tal conceito sera base para todo esse trabalho.

Definicao 1.34 (Definition 1.6 de [13]) Sejam G um grupo e A uma dlgebra. Uma
G-graduacao da dlgebra A é uma decomposicao do espaco vetorial A, dada por uma
colegao de subespagos {Ag}gec de A

9. A=PA,
geG

tal que AjA, = {ay | x € Ay, ey € Ay} C Ay, para todos g,h € G. Neste caso

dizemos que A é G-graduada.
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Em outras palavras, uma G-graduacao ¢ uma maneira de decompor o espaco
vetorial A, de forma compativel tanto com a multiplicagao da algebra A quanto com a
multiplicagao do grupo G.

Da definicao, temos que todo a € A pode ser escrito de forma tinica como uma
soma, com uma quantidade finita de parcelas nao nulas, a = deG aq, onde a, € Ag.
Definigao 1.35 (pagina 61 de [15]) Sejam G um grupo e A uma dlgebra G-graduada.
Sea € A étal que a € Ay, para algum g € G, entao dizemos que a é um elemento
homogéneo. Neste caso, se a # 0, definimos o grau G-deg(a) do elemento homogé-
neo a como sendo G-deg(a) = g. Quando nao houver risco de confusdo, denotaremos

este grau apenas por deg(a). Ademais os subespagos A, sdo chamados de componentes

homogéneas de A.

Note que pela definicao de G-graduagao, podem existir componentes homogéneas

triviais, isto é, iguais a {0}. Por isso definamos:

Defini¢ao 1.36 (Definition 1.1, pagina 9 de [13]) Seja A uma dlgebra com uma

9 : A=A,

geG

G-graduagao

definimos o suporte supp¥ da graduacdo como sendo o conjunto
suppd = {g € G | A, # {0}}.

Algumas das subestruturas de A podem ser compativeis com G-graduacao tam-

bém, isto motiva a definicao a seguir.

Definigao 1.37 (Pagina 61 de [15]) Sejam G um grupo e A = & A, uma dlgebra
geG
G-graduada. Dado W C A um subespaco ( subdlgebra ou ideal ) da dlgebra A, dizemos

que W € um subespago ( subdlgebra ou ideal ) graduado ou homogéneo se

W =W n4,).

geG

Sejam G um grupo e A uma algebra G-graduada. Note que se W é um subespaco,

subalgebra ou um ideal da algebra A, temos que & (WNA,) C W. Entao para que W
geG

seja graduado basta que W C @ (W N A,). Ademais, se W é graduado, dado w € W,
geG

escrevendo w = Y, _,w,, onde w, € A,, entdo w, € W, para todo g € G.

gelG

Exemplo 6 Sao exemplo de dlgebras graduadas:



(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)
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Seja A uma dlgebra qualquer e G um grupo qualquer de elemento neutro 1 € G.
Pondo Ay = A e A, = {0} para g € G — {1}, temos que & definida pela colegio
{A,}sec € uma G-graduagao para A. Note que supp¥d = {1}, caso A # 0.
Ademais todo subespago € graduado.

Seja A = @© A, uma dlgebra G-graduada. Temos que Ay € uma subdlgebra gradu-
geG

ada de A. De fato, note que Ay € um subespaco e que vy € A1 = Ay, para todos
x,y € Ay, portanto Ay € subdlgebra. Ademais, € fdacil ver que na verdade todas
as componentes homogéneas de A sao subespacos graduados. Mais geralmente,

se H € um subgrupo de G, entio B = @& A, € uma subdlgebra graduada.
heH

Sejam A = Klz] d dlgebra dos polinomios na varidvel x, e o grupo G = (Z,+).
Para cada n € 7 definamos A, = {0}, caso n < 0. Para n = 0 definamos

Ao =K e A, = {\a" | A € K}, para n > 0. Desta forma temos A = @ A, e
nez

An A = Apim para todos n,m € Z. Portanto, esta colecao de subespacos € uma
Z-graduacao em Klx]. Aqui temos suppd = {0,1,2,...}. Note que o subespaco
B ={p(x) € K[z] | p(0) = 0} é uma subdlgebra graduada.

Seja G um grupo, consideremos a dlgebra de grupo A = K[G|. Temos uma G-
graduagao natural de A onde A, = {\g | A € K}, para cada g € G. Neste caso te-
mos suppd = G. Note que o subespaco de A gerado pelo centro
Z(G) = {9 € G | gr = zg YV € G} de G € uma subdlgebra graduada, de

fato, esta subdlgebra coincide com @& Ay,
heZ(G)

Considere o conjunto de simbolos 8 ={E;; | i,j € N*}, onde N* = {1,2,3,...}.
Seja A o K-espaco vetorial gerado por 9. Denotemos

0, sei# 7

1, sev=7.

5ij -

Consideremos x : X x B8 — A dada por E; ; x E, , = 0, ,F; ;. Como sabemos,
a extensao bilinear de * a A faz de A uma dlgebra. Note que A € uma dlgebra

associativa. De fato, dados E; ;, B, 4, By m € B, temos
(EiiEpg) Enm = 0jpEiqEnm = 0jp0¢.nEim,
por outro lado
Eij(EpgEnm) = 0qnEijEpm = 0jp0qnEim.-

Consideremos o grupo (Z,+). Para cadan € Z coloquemos A,, como o subespago

gerado por {E; ;| j —i=n}, isto ¢,

A, = spang{E;;|j—i=n}.
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E obvio que A = & A,. Ademais, fizados n,m € Z, sejam Ei;, E,, € $ tais que
nez
j—t=neq—p=m. Caso j # p, trivialmente, temos que E; ;F, , =0 € Apim,

por outro lado se j = p temos F,; jE,, = E;, e
q—it=q+0—i=q—p+j—i=m+n.

Portanto, de toda forma E;;E,, € Apim. Como By = {E,s | s—r =1} €0

conjunto gerador de Ay, temos que A, A, C Apym. Logo 9 : A= @ A, é uma
nez

Z-graduacao para A. Desta forma temos que suppd = 7Z. Note também que

firado m € N, temos que
M, (K) ~ spang{FE;; | 1 <i,j <m}.

Fazendo a identificagcao M,,(K) = spang{E;; | 1 <i,j < m}, € fdcil ver que
M, (K) é uma subdlgebra graduada de A.

Sejam A uma dlgebra associativa e G um grupo abeliano. Dada uma G-graduagao

G: A= ® A, de A. Entao 9 também € uma G-graduagao tanto para a dlgebra
geG

de Lie A, quanto para a dlgebra de Jordan A™). De fato, para cada g, h € G,
tomando a € A, e b € Ay, temos que ab € Ay, e ba € Ay,. Como gh = hg, pois
G € abeliano, temos que abtba € Ay, donde |a,b],aob € Ay, para todos a € A,
ebe Ah-

Seja A uma dlgebra e ¢ : A — A um homomorfismo de dlgebras tal que p* =
1, neste caso ¢ € um isomorfismo de A em A. O espaco vetorial A pode ser

decomposto como
A={reA|lp@)=xtd{rec A|p(x)=—z}.

Para cada i € Zy definamos A; = {x € A | p(x) = (=1)'z}. Desta forma
A=Ay ® A Tomando a € A; eb € Aj;, onde i,j € Zy. O elemento x = ab €
tal que
p(x) = plab) = p(a)p(b) = (1) ab = (~1)a.

Portanto x € A;1j. Donde seque que A = Ay ®© Ay € uma Zy-graduacdao para A.
Por exemplo, a R-dlgebra C dos nimeros complexos com a aplicagao
o(a +bi) = a+bi = a—bi, onde i*> = —1 e a,b € R. Reciprocamente, su-
ponha que A = Ay B Ay € uma dlgebra Zs graduada, definamos ¢ : A — A por
olag + a1) = ag — a1, para ag € Ay e a3 € Ay. Desta forma temos que ¢ € uma

transformacao linear bijetora. Para ag,by € Ag € a1,b; € Ay temos

(p((&o + Cll)(bo + bl)) = (p((aobo + Glbl) + (a0b1 + Cllbo))
= (aobo + a1b1) — (aphy + aiby),
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por outro lado

w(ao + a1)p(bo + b1) = (ap — a1)(bo — b1)
= (aobo + a1by) — (agby + a1by).

Ademais p*(ag+ay) = ag+ay. Portanto @ é um isomorfismo de A em A tal que

©? =1.

Suponha que m € N* € tal que K possua e € K uma raiz m-ésima primitiva da

unidade. Consideremos as duas matrizes E,J € M,(K)

em 0 0 00 010 0 0
0 em2 0 00 0 01 0 0
E - : ) J =
0 0 e2 00 000 10
0 000
0 o -~ 0 01 100 -+ 00
Uma wverificacao mostra que EJ = eJE ¢ E™ = J" = I, onde I é a ma-

triz identidade m x m. Afirmamos que as matrizes E'J7, 1 < 4,5 < m, sao
L.I. De fato, denotando por L; o subespag¢o de M,,(K) gerado pelas matrizes
JIUEJ L E? ... E™ LI Desde que Lj C spang{F1 ji1, E2jia, ..., Emj}, onde

E,q sao as matrizes elementares de M,,(K). Assim € claro que

Portanto basta mostramos que para cada j = 1,2,...,m as matrizes J7, EJ,
E%2Ji ..., E™YJI sao L.I. Com efeito, supondo \i, N, ..., A\m € K tais que

M+ X EJ + oo Ny B2 4 N, BT = 0.

Como J € invertivel, multipliquemos a equagao acima por (J7)™' pela direita e

por E pela esquerda, desta forma temos
ME +XE” + -+ Xy E™ NI =0

temos o sistema

p

)\lem—l + Az(em—1>2 4+t )\m_l(em_l)m_l +An =0
M2 Ap(€m )2 e A (€)M 4 A = 0

Are+ Xa(e)? + -+ Apr(e)™ T+ N, =0
\)\1+)\2+"'+>\m71+>\m20
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1

denotando &, = ", em forma matricial o sistema fica
2

S AP S | M 0
b1 3, - EMTE 1 A2 0
) 2 oooart Am—1 0
& f ce ?‘71 1 Am 0

Seja C' a matriz dos coeficientes da equacgdao acima, C a transposta de C, e C'
a matriz obtida de C' apds trocar a ultima linha de C' com a peniltima, em
sequida a nova antepeniltima com a linhas acima dela, e assim por diante até a
ultima linha se torar a primeira e a i-ésima linha se tornar a (i+ 1)-ésima linha,
i=1,2,...,m—1. Temos det(C) = det(C") = (—1)""'det(C"). Note que C" é

uma matriz de Vandermonde. Dai

bn & 1 S
2 m—1 1 Sm Sm—l 52 51

o by & g g 48
- N R A I P
& & gt 2 emea eme2 emeo
51 5% .. {n—l 1 gm ) fm:i e 2 B 1 »
grtoemtl gt g

O determinante da direita vale [ [,<;_;<,,(&—§&;), que € ndo nulo, ji que &, = en!

e e € uma raiz m-ésima primitiva da unidade. Portanto \y = Ao = --- = \,, = 0.

2

Concluimos que as matrizes E*J7, 1 <i,57 <m sao L.I. Como sao m* matrizes,

temos que 3 ={E'J7 |1 <1i,j <m} é uma base de M,,(K). Considere o grupo
G = Zpy X ZLp. Para cada h = (i,j) € G consideremos A, = spani{E'J’}.
Dados h = (i,7),9 = (p,q) € G, lembrando que EJ = eJE, temos

(E'J7)(EPJY) = EY(JIEP)J! = E'(e VEJ EP~Y)J1 = E'(e 7PEPJ7) J*

portanto (E'J7)(EPJ?) = e P EHP Jit4. Como E™ = J™ = I, temos que ApA, C
Apig, para todos h, g € G. Portanto
G My (K)= P spang{E'J’}
(1,5) €% X Lo
é uma Ly, X Li-graduacao de M, (K).

Um caso particular desta constru¢do, para m = 2 é A = My(K), e = —1,

—1 1
E = 0 ,J: X ,G:ZQXZ2€
0 1 10
10 -1 0
A(O,O):Spanl({<0 1)}7 A(l,O)ZSPCWK{<O 1)}7
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0 1 0 —1
A(gvl)zspan;({<1 0)}, A(Ll):spanK{<1 O)}

(iz) Seja G um grupo qualquer. Consideremos a dlgebra A = UTy(K) das matrizes
triangulares superiores 2x 2. Fizando go € G—{1}. Sejam e;;, i < j, as matrizes
unitdrias. Ponha

spang{eir,en}t, seg=1,
Ag = q spang{e12} se g = go,
{0}, se g€ G — {1, 90}
Note que xy € Ay para x,y € {e1,ean}. Ademais, para X € {e1,exn} temos
{Xe,e12X} = {0,e12}, portanto A1 A, AjyAr C A,. Como ely = 0, temos
que G - UTy = ?GAQ ¢ uma G-graduacao para UTs. Neste caso temos supp¥d =
9

{1,90}. O fato de go # 1 s6 foi importante para que tal graduagdo nao coincida
com a graduacao trivial.

(z) Andlogo ao item anterior, seja G um grupo qualquer e A = My(K) a dlgebra das
matrizes 2 X 2. Fizado g9 € G — {1} tal que go_1 # go, e sejam e;; as matrizes

unitdrias, definamos

SpanK{€117 622}, seg=1,
Sp(mK{elz} se g = go,
Ag =

spang{es} se g = go_l,

{0}, seg € G—{1,90,9,"}-

Temos que 9 : My(K) = & A, € uma G-graduagdo para My(K), com supp¥d =
geG

{1,90,95'}. Note também que UTy(K) ¢é uma subdlgebra graduada.

Um exemplo particular de subespaco graduado, que serd importante para este

trabalho, é o seguinte:

Proposicao 1.38 Seja G um grupo qualquer e L = (L,[,]) uma dlgebra de Lie G-

graduada, L = €@ L,. Temos que o centro Z(L) de L € um subespago graduado.
geG

Prova. Basta mostrar que Z(L) C @ (L,N Z(L)). Dado x € Z(L), existem x, € Ly,
geG

com uma quantidade finita deles nao nulos, tais que x = dec Tg. Se mostrarmos
que cada z, € Z(L), o resultado estara provado, pois ai teremos z, € L, N Z(L) e
consequentemente x € @ (L, N Z(L)). Seja 5 = {y; }ien uma base de L formada por

geG
elementos homogéneos. Tomando y € 3, digamos que G-deg(y) = h, temos [y, z,] =
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ang € Lpg, para cada g € G. Note também que g — hg é uma permutacao em G, daf
usando o fato de que x € Z(L) temos
0=ly,x 972% 297% Zahz] Zag
geG geq@ geG g'eG

portanto a, = 0 para todo ¢’ € G. Concluimos entao que [y, z,] = 0 para todos y €
egeGeassimz, € Z(L) =

De maneira natural, surge a necessidade de se verificar se um dado homomorfismo
entre dlgebras, graduadas por um mesmo grupo, é compativel com a graduacio. E o

que faremos na proxima secao .

1.7 Homomorfismos e involugoes graduadas

Nesta secao apresentaremos os conceitos de homomorfismos e involugoes gradua-

das e também alguns resultados que serao necessarios nos préximos capitulos.

Definicao 1.39 ([24]) Sejam A = @ Ay e B = @GB dlgebras G-graduadas. Dize-
g€

mos que ¢ : A — B € um homomorﬁsmo de dlgebras graduadas, se ¢ € um homo-
morfismo de dlgebras com a condi¢do adicional que ¢(A,) C B,, para todo g € G.
Ademais, caso ¢ seja bijetiva, dizemos que ¢ € um isomorfismo de dlgebras graduadas.

Também chamamos @ de homomorfismo graduado.

Sob as condigoes da definicao acima, note que se ¢ for um isomorfismo graduado,
entao vale ¢(A,) = By, para todo g € G. Reciprocamente, caso ¢ seja graduado e
©(A,) = By, para todo g € G, entdo ¢ é um isomorfismo. Ainda no caso em que ¢ seja
um isomorfismo graduado, vemos a estrutura A munida com sua G-gradua¢ao como
sendo a mesma estrutura B munida com sua respectiva G-graduacao. Analogamente
definimos involucao graduada. Uma maneira de se verificar se um homomorfismo é

graduado é apresentado na proposicao a seguir.

Proposicao 1.40 Sejam A = © A, e B = @ B, dlgebras G-graduadas. Um ho-
geG geqG

momorfismo ( ou involugcdo, no caso em que A = B ) ¢ : A — B € graduado se,
e somente se, ¢(s) € By, para cada s € S,, onde S, € um conjunto gerador para o
subespago A,.

Prova. Segue direto do fato de que ¢ é uma transformacao linear que ¢(S,) C B,

implica em ¢(4,) C B,. =
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Exemplo 7 Sao exemplos de homomorfismos graduados:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Sejam A = @® Ay e B = @ B, dlgebras G-graduadas, a aplica¢ao a — 0 de
geG geG
A em B € um homomorfismo graduado e a — a de A em A é um isomorfismo

graduado.

Considere a dlgebra K[x] com a Z-graduagdo dada por

0}, sen <0,
K], = {0}
{Az" | A€ K}, sen >0.
e a dlgebra de grupo K[Z] com sua graduagao natural. Temos que a transformagao
linear ¢ : Klr] — K|[Z] definida por ¢(x9) = g, para cada g € Z, € um

homomorfismo graduado.

Considere A = My(K) e G = Zy X Zy. Consideremos a G-graduacao de A dada

por
10 -1 0

A(o,o) = spang { (0 1) } ) A(l,o) = spang { ( 0 1) } )
0 1 0 -1

Ao,y = spank { (1 0) } . Ay = spang { (1 0 ) } )

Consideremos a transformacao linear a — at, onde a' representa a transposta

da matriz a € A. Sabemos que (ab)t = bla', para todos a,b € A. Ademais

()0
x93

Portanto a — a' é uma involucao graduada. Ademais note que nao existe uma

G-graduacio A = A = @ By, de A tal que todas as matrizes unitdrias E;j
geG

sejam homogéneas e que exista um isomorfismo de dlgebras ¢ : A — A’ que seja
graduado. Pois se b € A’ € tal que b> = b # 0 e b € homogéneo, seque que o grau
g de b na graduacdo de A’ satisfaz g*> = g, ou seja, g = 1, portanto b € B;. Se
todas as matrizes unitdrias fossem homogéneas em A’, teriamos Ei1, Esy € By,
dai dimBy > 2 > dimA, = 1.

Seja A = ®A, uma dlgebra associativa unitdria G-graduada. Suponha que exis-
geG
tam a,b € Ay tais que ba = 1. Sabemos que p : A — A definido por p(x) = axb é

um automorfismo. Note que ¢ serd graduado, pois se x € A, para algum g € G,
temos que axb também é homogéneo e tem grau G-deg(axb) = 1g1 = g. Portanto

o(z) € A, para cada x € A,.
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(v) Seja A= & A, uma dlgebra G-graduada. Suponha que B € uma dlgebra isomorfa
geG

a dlgebra A e que v : A — B seja um isomorfismo de dlgebras. Para cada

g € G, ponha By = ¢(A,). Sabemos que B = & B,. Essa decomposi¢do é uma
geG

G-graduagao de B. De fato, fizrando g, h € G, dados v € B, ey € By, existem
acAgjebe Ay, x=1(a) ey=1(b). Como abe Ay, temos

zy = P(a)y(b) = ¥(ab) € ¥(Agn) = By
Nessas condigoes, 1 € um isomorfismo graduado.

(vi) Sejam A = @ A;,, B = & B, e C = &, dlgebras G-graduadas e sejam
geG geG geG
Y:A— Bep: B — C homomorfismos graduados, entdo pop: A — C €

um homomorfismo graduado. De fato, € claro que a composicao é homomorfismo

de dlgebras, além disso

poh(Ay) = p(¥(4y)) C ¢(By) C C,.

Seja A uma algebra, com o conceito de isomorfismo graduado, de modo analogo
ao que foi feito anteriormente onde separamos as algebras em classes de equivaléncia
dada pela relacado A ~ B podemos separar as G-graduagoes que A em classes de

equivaléncia:

Defini¢ao 1.41 Sejam A uma dlgebra e G um grupo. Dadas & : A = @ B, e
geG
A= @ C, G-graduacoes para o dlgebra A, dizemos que G e J sao graduagoes
geG

isomorfas caso exista um automorfismo ¢ : A — A da dlgebra A tal que (By) = C,
para qualquer g € G. Neste caso denotamos (A,9) = (A, ).

Desta forma, embora sejam decomposicoes diferentes, ¢ e 4% podem ser vistas
como sendo a mesma graduacao. Isto é similar ao que ocorre com outras estruturas
como grupos, espacos vetoriais e algebras isomorfas. Naturalmente, surge a pergunta,
para algumas algebras especificas, quais sao todas as G-graduagoes a menos de isomor-
fismos graduados a algebra pode admitir? Por exemplo, em [10] vemos que se G é um
grupo finito, a algebra associativa UT,, admite | G |"~! G-graduagdes nao isomorfas
duas a duas, com a propriedade de todas as matrizes unitarias serem homogéneas. Em
[28] vemos que qualquer G-graduagao em UT,, ( para qualquer grupo G ) é isomorfa a

uma G-graduagao onde todas as matrizes unitarias sio homogéneas.
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1.8 Graduacoes induzidas

Algo 16gico a se pensar, ¢ em como construir novas G-graduagoes a partir de uma
G-graduacao dada, ou até mesmo uma H-graduacao a partir da G-graduacao, onde
H & um outro grupo. Para esse dltimo questionamento tem uma forma simples de se
construir esta graduagao no caso em que G e H sejam grupos isomorfos, basta tomar

A}, = Ayny, onde ¥ : H — G ¢ um isomorfismo de grupos.

Proposicao 1.42 Sejam A = @© A, uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra
geG
graduada. Entao B = © By, onde By = BN Ay, € uma G-graduagdo para a dlgebra
geG

B. Ademais, se J é um ideal graduado, A/J = @G(A/J)g, onde (A)J)y = (J+Ay)/J,
ge
define uma G-graduagao para A/ J.
Prova. B = @GBQ ser uma G-graduagao para a algebra B, segue direto do fato de
ge

que {4, }sec formam uma G-graduacgdo para A e de que B = & (BN A,). Para o caso
geG

de J, inicialmente note que

2 (Ag +J)

A_gEG . A+J_ A
i e D _Z(j)g'

geG geG

Para cada g € G considere a, € A, tais que Egeca_g = 0 = J. Dai segue que ZgEG ag €
J. Como J & subespago graduado, temos a, € J para cada g € G. Logo a; = 0 e
consequentemente A/J = ?G(A/J)g. Ademais se g,h € G, dados T € (A/J), e
gy € (A/J)n, onde podemosgtomar re A, ey e Ay, temos que zy € Ay, C Ay, + J.
Portanto T -y € (Agn +J)/J. =

Suponha que A seja uma algebra e G um grupo. Tomemos ¥ : A = @GAg
uma G-graduagao para A. Considere H o subgrupo de G gerado por supp?!geveja
que A = h@HAh é uma H-graduacao para A. Dessa forma, nos livramos de algumas
Componentfes homogéneas desnecessarias. Por isso, as vezes convém supor que G é
gerado por supp¥.

Facamos uma construcao mais elaborada, no sentido de passar de uma G-graduacgao
para uma H-graduacao, onde G e H sejam grupos quaisquer.

Suponha que G e H sao grupos e 4 : A = P A, é uma G- graduacdo para uma

geG
algebra A. Dado um homomorfismo de grupos ¢ : G — H, para cada h € H definamos
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o subespago A) de A, dado por

@D A, caso v H(h) # 0,

A} = { 9€Gs vlg)=h
0, caso contrério.
Note que A = @ A). Mostremos que a decomposi¢io Y9 : A = @ A}, ¢ uma H-
graduacao de f{L.GHCom efeito, dados h,t € H, tomemos a € Aj ehelfe Al Assim
existem g¢q,...,gx € G tais que ¥(g;) = h e elementos ay,as,...,ar € A tais que
a; € Ay, de modo que a = a; + az + --- + a;. Analogamente, existem elementos
91,959y € G com Y(g;) = t e elementos by, by, ..., b, € A tais que b; € Ag;_
comb=10b +by+---+0b,. Daia = Zaibj, ademais temos G-deg(a;b;) = gig; e

1,J
Y(g:9;) = ht. Portanto a;b; € Aj,, e concluimos que ab € Aj,.

Definicao 1.43 (pagina 16 de [13]) Sejam G e¢ H grupos, ¢ : G — H um homo-

morfismo de grupos, A uma dlgebra e 4 : A = P A, uma G-graduagio de A. A
geG

H-graduagio Y9 : A= @ A}, de A, onde A, é dado por

heH

b A, caso v (h) # 0,

Al = { 9€G: vlg)=h

0, caso contrdrio.

¢ chamada graduacao obtida de 9 induzida por 1.

Observacao 1.44 A respeito da construcao feita acima. Note que se a € A € ho-
mogéneo e de grau G-deg(a) = g na G-graduagio, entdo a continua homogéneo na
H-graduacao, e agora com grau ¥(g). As componentes homogéneas de G estio conti-

das nas componentes homogéneas de V4.

Na construcao acima foi importante que houvesse um homomorfismo de grupos
¢ : G — H. Caso v seja o homomorfismo trivial entao »~'(1) = G e portanto a H-
decomposicao de A serd a H-graduacao trivial. Dados dois grupos G e H, nem sempre
existe um homomorfismo de grupos ¢ : G — H nao trivial. Como por exemplo se G
for um grupo simples e H é um grupo tal que | H |<| G |, entdao dado um homomorfismo
Y : G — H, temos que 1 é trivial ou injetor. Pela desigualdade das cardinalidades,

1 deve ser trivial.
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1.9 Grupos livres

Nesta secao apresentaremos o conceito de grupos livre e de grupo abeliano livre,
que serao usados posteriormente quando estivermos estudando as graduagoes das alge-
bras UT,, UTS? e UTSY. Também iremos colocar aqui alguns conceitos e resultados
sobre grupos que serao necessarios adiante.

Seja L um conjunto nao vazio de simbolos [;, ¢+ € I, para algum conjunto I de
indices. Pensemos em L como um alfabeto e os simbolos I; sao letras. Consideremos

novos simbolos [

" n € Z, com a convengao [; = [}. Diremos que os simbolos I sdo

silabas e as justaposicoes w de uma quantidade finita de silabas serao chamadas de

palavras. Também consideremos a palavra vazia 1 que nao tem silabas.
Exemplo 8 Se L = {ly,ls,13}, entdo
L5, BILBEET e 13

sao palavras.

H4 dois tipos naturais de modificacoes em certas palavras, as contracoes elementares.

7+ e substituir [? por 1, isto é, tird-lo da palavra. Por

A primeira é substituir [['l]" por
uma quantidade finita de contracoes elementares toda palavra pode ser transformada
em uma palavra reduzida, isto é, uma palavra onde nao é possivel fazer mais contragoes
elementares.

Consideremos o conjunto F'[L] de todas as palavras, em forma reduzida, formadas
de nosso alfabeto S. Dados wy, ws € F[L], pondo w; - we como sendo a forma reduzida
da palavra obtida da justaposicao wiwsy de wy e wo. Note que a forma reduzida nao

kb

depende de como fazemos as contragoes, logo a operacao “ -7 estd bem definida, é
associativa, possui elemento neutro 1 e toda palavra w € F[L] é inversivel. Portanto
(F[L],-) é um grupo.

Definicao 1.45 (pagina 342 de [14]) O grupo F[L] descrito acima é chamado de

grupo livre gerado por L.

O grupo F[L] tem a seguinte propriedade universal:

Teorema 1.46 (pagina 343 de [14]) Sejam L um conjunto nao vazio, F[L] o grupo
livre gerado por L e H um grupo qualquer. Toda funcao ¢ : L — H admite uma, e

apenas uma, extensao ® : F[L| — H, onde ® é um homomorfismo de grupos.
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Prova. Dados l3,1ls,...,l, € L e ny,ng,...,n, € Z definamos
D7 - 1r) = (L) p(l2)™ - o(lp)"™ € H

as justaposicoes no lado direito da equacao representam a operacao do grupo H. De-
finamos também ®(1) = 1. E facil ver que ® : F[L] — H é um homomorfismo de
grupos e que estende ¢. A unicidade segue do fato de coincidirem em L, e portanto a
imagem de [11152 - - - [,” devera ser ¢(I1)" ¢(l2)™ - p(l,)". =

A nomenclatura livre dada ao grupo F[L], ¢ devido ao teorema acima. Uma
propriedade importante de tais grupos ¢ apresentada no préximo teorema.
Teorema 1.47 (pagina 342 de [14]) Sejam L, e Ly conjuntos nao vazios, F[Li| e

F[Ly| os grupos livres gerados por Ly e Lo, respectivamente. Temos que F[Ly] e F[Ls]

sGo grupos isomorfos se, e somente se, | L1 |=| La |.
Podemos generalizar o conceito de livre para outros grupos da seguinte forma.

Definigao 1.48 Se G é um grupo com um conjunto L = {l; | i € I} de geradores, e
se G é isomorfo a F[L] por um homomorfismo ® : G — F[L] tal que ®(l;) = I;, entao
G € livre em L, e 0s l;’s sao geradores livres de G. Um grupo € livre quando € livre em
algum subconjunto nao vazio L. Além do mais definimos o posto do grupo livre G em

L, como sendo a cardinalidade | L | de L.

Note que se G ¢ livre em L, entao para todo grupo H e fungao ¢ : L — H ha

um, e apenas um, homomorfismo de grupos ® : G — H, tal que ® estende a funcao
©.

Observacao 1.49 Uma observacao curiosa a respeito do posto de um grupo livre é
que o posto nao se comporta como a dimensao de um espaco vetorial, no sentido que G
possa ser um grupo livre e ter um subgrupo H que também € livre, mas o posto de H ser
maior que o posto de G. Por exemplo, considere os simbolos x ey, e tome L = {z,y}.
Temos que o grupo livre F[L] = F[{z,y}] tem posto 2. Porém para cada inteiro k > 0,
consideremos o elemento z, = z*yx=". Consideremos H como o subgrupo de F[L]

gerado por L' = {z, | k > 0}. H élivre em L' e | L' |>| L|.

Iremos agora formular o conceito analogo de grupo livre na classe dos grupos
abelianos. Note que na constru¢ado de F[L] podemos adicionar a hipétese de que as
letras [; comutam. Desta forma o grupo Fy,[L] obtido é um grupo abeliano, também

dado qualquer grupo abeliano H e qualquer funcao ¢ : L — H, existe um, e apenas
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um homomorfismo de grupos @ : Fy;[L] — H, tal que ® estende ¢. Note que no caso
de L ser finito, digamos L = {ly,...,l,}, entdo para cada x € F,[L] existem tnicos
inteiros my, ..., my, tais que x = [{"'[5"* --- ™. Mostremos que este grupo ¢é isomorfo
a Z". Seja e; € Z™ a n-upla com 1 na i-ésima entrada e 0 nas demais. Consideremos

L ={ej,ea,...,e,}. A aplicacio

O(my,ma,...,my) =etey? e

¢ um isomorfismo de grupos tal que ®(e) = e para todos e € L. Ha um andlogo ao
Teorema 1.47 para grupos abelianos livres. Veja que o posto de Z" é n e portanto
7™ =2 7" se, e somente se, m = n. Assim iremos nos referir a Z" como o grupo abeliano
livre de posto n.

Como dedicamos esta secao a falar de grupos, fixemos a seguinte notacao:

Notacao 1.50 Para cada m € N, denotemos por S,, o grupo das permutagoes de

{1,2,...,m} com a operacdo de composi¢ao.

A seguir definiremos o conceito e acdo de grupo em um conjunto, que serd im-

portante para o capitulo seguinte.

Definicao 1.51 Sejam G um grupo de elemento neutro 1 € G e X um conjunto nao
vazio. Definimos uma acao ( o esquerda ) de G em X como sendo uma aplicagdio
p:GxX =X, (g,2) — plg,z) =gz, que satisfaz:

i) 1-x =, para todo x € X.

i) (g192) - ® = g1 (92 - x), para quaisquer g1,go € G e x € X.

A ideia da definicao acima é conseguir “multiplicar” os elementos de um conjunto
X, nao vazio, pelos elementos de G de tal forma que essa multiplicacao seja compativel

com a operac¢ao de G. O item i) do exemplo a seguir ilustra a ideia.

Exemplo 9 Sao exemplos de acoes de grupos:

i) Seja V' um espago vetorial real, considere o grupo multiplicativo R*, sendo -7

a multiplicacao por escalar em V. Entao a aplicacao p : R* x V. — V' dada por
p(A,v) = X-v é uma acio de R* em V.

i1) Sendo G um grupo e X um conjunto nao vazio, definindo py : G x X — X por
po(g,x) = x para quaisquer g € G e x € X, entdo essa aplica¢io € uma agao e €

chamada de acao trivial.
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iv)

vi)
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Sejam G um grupo e m um inteiro positivo. Tomemos X = G™ e definamos

p:GxX —X
(9, (91,92, -+ 9m)) = p(9, (915 -, 9m)) = (991, 992, - - -, GGm)-

Temos que p é uma acao de G em G™.

Seja G um grupo, tomando X = G definamos a acao p : G x G — G como

1

sendo a conjugagdo: (g,x) — p(g,x) =g-x=grgt. Temos1 -z =1z1"! =1z,

ademais:

(9192) - & = g1927(g192) "
= q192795 g7 "
= g1(92795 " )gr
=g1(g2 - ®)g; !
=01 (92 7).

1

Sejam G um grupo, H um subgrupo de G, X um conjunto nao vazio e
p:GxX — X uma ag¢ao de G em X. A aplicacio pg : H x X — X, de-
finida por pg(h,z) = p(h,x), € uma acao de H em X e dizemos que esta a¢ao é

a restricao de p a H.

Seja X um conjunto nao vazio. Considerando o conjunto G das funcoes bijetoras
de X em X. Dos resultados da teoria cldssica de funcoes nao € dificil ver que G
com a composicao de funcgoes forma um grupo, com elemento neutro dado pela
fungao identidade, Id : X — X dada por Id(x) = x para todo x € X. Tomando
entao a aplicacao

p:GxX =X

temos:

1. Id-z:=Id(x) = x para todo x € X.

2. (fio fo) ~a = (fio fo)(z) = filfalx)) = fi- (f2(x)) = f1 - (fo- ) para
quaisquer f1, fo € G ex € X.

Dai temos que (f,x) — f(x) é uma agao de (G,0) em X.

Conceitos como livre também sao aplicados para algebras. Vejamos na proxima

Secao.
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1.10 Algebra associativa livre G-graduada

Nesta secao, apresentaremos uma algebra especifica que servird de base para
diversas definicoes e resultados abordados neste trabalho.

Para cada g € G, considere o conjunto X, = {xl a0 L= {xn | n € N} um
conjunto infinito enumeravel de variaveis, tais que x%g) = a:gf), n,meeN"eg heqG se,

e somente se, n = m e g = h. Consideremos X como sendo o conjunto X = [J X|.

geqd
Dados xg]j 1), xgh), e ,x(f“’) € X, formaremos simbolos pela justaposicao das variaveis,
isto ¢, formaremos simbolos da forma “x(g“)xg”) - ~x§§”’)”. Denotemos por K(X) o
K-espaco vetorial formado por esses simbolos. Dados dois simbolos x(g“)xg;%’) e xfi‘“’)
e ngf‘l’xﬁi’” o x(gtq , definiremos que a multiplicacao deles sera o simbolo formado pela
justaposicao dos dois simbolos, isto é
(P00 )0 ) = ) 000,

Podemos estender essa multiplicacdo como uma aplicagdo bilinear em K(X). Desta
forma K (X) é uma algebra com essa multiplicacao. Note que K (X) sera uma algebra

associativa e unitaria. As varidveis de X, serao ditas homogéneas de grau g. Os simbo-

9i1) (g; (95p) ~ A . -
los “:UE “)3552“) - -:Uip”' ” serao chamados de mondmios. Definimos o grau homogéneo
(951) _(955) (g ) .
do monémio x; " 'x; " - -2, " € K(X) como sendo g;, g5, - - - g;, € G, e definimos seu

grau total como sendo p. Denotemos por K (X)W o subespaco gerado por todos os
monomios que tem grau homogéneo g. Note que K (X)W K (X)) C K(X)9" para
todos g, h € G e que
_ @K(X (9)
e
Com essas observacgoes a decomposicdo acima define uma G-graduagao para K(X).

Denotemos por K (X)9" a algebra K (X) munida dessa G-graduacdo. Os elementos f €

K (X)) serao chamados de polindmios e com frequéncia denotamos f = f(x g“), cee xgjjp)),

(g]l)

onde z; """ sdo as varidveis que compoem 0s monomios que formam f.

Definigao 1.52 (Definition 3.3.3. pagina 66 de [15]) A dlgebra K(X)9" vista acima

€ chamada de dlgebra associativa livre G-graduada de posto enumerdvel sobre K.

O termo “livre” é referente a seguinte propriedade:
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Teorema 1.53 (pagina 66 de [15]) Seja K(X) a dlgebra definida acima. Dada

A = @ A, uma dlgebra associativa G-graduada e uma funcao ¢ : X — A qual-
geG

quer, com a propriedade de que ¢(X,) C Ay, entdo existe um unico homomorfismo
graduado ® : K(X)9" — A, tal que ® estende .

(91) plo2) xz(gp), definamos ® como

Prova. Para cada monomio ;" x;]

(I)(x(gl)x(gz) . ,x(gp)) _ S0(‘,1:(91))()0@(92)) o go(x(gp)) c A

i1 12 ip i1 12 ip

A as justaposicoes no lado direito da igualdade acima sao as multiplicacoes na algebra
A. Como os monémios formam uma base para K(X), ® pode ser estendida em uma

transformagao linear de K(X) em A e ® estende . Pela definicao de @, é facil

ver que isso define um homomorfismo de algebras. Ademais se ngl)xz(»f?) X -x,ﬁjm €
K(X)9, entdao gig2--- g, = g, ademais como ¢(X}) C Ay, para todo h € G, temos

aue p(x)p()) - p(21)) € Agigyg, = Ay, portanto (zMzl)-z)) € A,

i2
Desta forma ® é um homomorfismo graduado. A unicidade segue do fato de que

qualquer homomorfismo que estenda ¢ deve coincidir com ® nos mon6mios. =

Observacao 1.54 Note que na construcdao da dlgebra K(X), poderiamos ter fizrado r €
N e ter definido X, = {xgg), xég), . ,x&g)}. Como também poderiamos ter acrescentado
o simbolo “17 que representaria a justaposicao de 0 vardveis, e consequente 1 serd a
unidade. Veja que se pegarmos r = 1 e G = {1} e acrescentarmos o simbolo 1, e
denotarmos xgl) simplesmente por x, temos a dlgebra K[z] dos polinémios na varidvel
x. Por fim note que no teorema acima, se acrescentarmos o simbolo 1, e pondo a
hipdtese de que A € unitdria, o teorema pode ser anunciado como: existe e € Unica a

O que estende ¢ e que satisfaz ®(1) = 1.

A algebra associativa livre G-graduada K(X) = @ K(X)® servird de base para
geG
véarias definicoes importantes. Antes de apresentarmos tais defini¢oes, ha construcoes

semelhantes para 4lgebras que nao sao associativas. Vejamos a seguinte propriedade:

Proposicao 1.55 Seja A uma dlgebra qualquer. Dada uma familia {By}xen de subdl-
gebras de A, entao B = /\ﬂAB,\ € uma subdlgebra de A.
€

Prova. Sabemos que B é um subespaco de A. Dados x,y € B, entdo x,y € B,, para
cada A € A fixo. Como B, ¢ subalgebra, temos zy € B). Portanto xy € B,, para todo
A € A. Logo xy € B, para todos z,y € B. m

Com o auxilio da proposicao acima, definimos:
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Definicao 1.56 Seja A uma dlgebra e S C A. Consideremos o conjunto
A ={B C A| B € subdlgebra (resp. ideal) de A e S C B}.

Note que A € A # (). Definimos a subdlgebra (resp. ideal) de A gerada por S como

sendo N B.
BeA

Exemplo 10 A seqguir listamos alguns exemplos da defini¢cdo anterior.

(i) Seja K[z] a dlgebra dos polinémios na varidvel x. A subdlgebra de K[x] gerada
por S ={x} é B={p(x) € K[z] | p(x) = 0}. De fato, note que S C B, e se C
¢ uma subdlgebra tal que S C C, entao como C € fechado a produto devemos ter
x,2%,..., 2" € C, n € N. Portanto B C C. Logo

NnccBC nC.
CeA CeA

(ii) A dlgebra K(X) € gerada por X. A argumentagao é similar a do item anterior.

(111) Seja n € N, consideremos a dlgebra M,(K) e S = {e;; | j > i}. Entdo a
subdlgebra de M, (K) gerada por S é UT,(K).

(iv) Seja A uma dlgebra e G : A = @ A, uma G-graduacio para A. Considerando
geG

S= U A, entao a subdlgebra de A gerada por S é A.

gEsupp¥

A seguir apresentamos o conceito de algebra livre em uma classe de dlgebras.

Defini¢ao 1.57 (Definition 1.2.1, pagina 9 de [11]) Seja &7 uma classe de dlge-
bras. Dada F € of uma dlgebra gerada por um conjunto X, dizemos que F é uma
dlgebra livre na classe of , livremente gerada por X, se para qualquer dlgebra A € o,
toda funcao X — A pode ser estendida para um homomorfismo de dlgebras F — A.
A cardinalidade | X |, € chamada de posto de F.

Um exemplo de uma algebra livre, pode ser construida a partir de K(X) onde
G = {1}. Basta ver uma éalgebra associativa A qualquer como A = A;. Assim
K (X) élivre na classe das algebras associativas, livremente gerada por X e com posto
| X |=| N |. Note também que se tivéssemos construido K (X) com unidade e com
G = {1}, como na Observagdo 1.54 teriamos uma algebra livre na classe das élgebras
associativas e unitarias. Vejamos exemplos de algebras livres nas classes das algebras

de Lie e algebras de Jordan especiais.

Defini¢dao 1.58 Definamos L(X) como sendo a subdlgebra da dlgebra de Lie K (X)),
gerada por X.
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Uma importante propriedade de L(X) é a seguinte.

Teorema 1.59 (Theorem 1.3.5 ( Witt ) pagina 14 de [11]) Considere K(X) com
unidade e G = {1}. A subdlgebra L(X) da dlgebra K(X)7) gerada pelo conjunto X,

¢ isomorfa a uma dlgebra F, livre na classe das dlgebras de Lie livremente gerada por
X. A dlgebra envelopante universal da dlgebra de Lie L(X) ¢ U(L(X)) = K(X).

Prova. Uma demonstragido pode ser obtida em [11], pagina 14. =
Analogamente, assim como criamos a algebra L(X) para as algebras de Lie,

criaremos para as algebras de Jordan especiais.

Definigao 1.60 (pagina 7 de [18]) Fizer € N* e G = {1}. Consideremos a dlgebra
associativa livre G-graduada com unidade, K(X), onde X = Xy = {x1,29,...,2,.}.
Definimos a dlgebra de Jordan especial livre com unidade em r geradores livres, como
sendo a subdlgebra FSJ" de K(X)*) gerada pelo conjunto X U {1}.

O termo livre se da pelo fato de que, dada A uma algebra associativa com unidade,
entdao toda funcdo ¢ : X — A pode ser estendida como um homomorfismo de
algebras @ : FSJ" — AM®) tal que ® estende ¢ e ®(1) = 1. Também poderiamos
ter definido F/'SJ() sem unidade, e portanto F'SJ(") seria livre na classe das algebras
de Jordan especiais, livremente gerada por X = {xy,...,z,}.

Claramente podemos definir F.S.J9" como sendo a subalgebra de K (X)) gerada
por X, onde G & um grupo abeliano qualquer e X, = {x%g) | n € N*}. Assim teriamos
um analogo a algebra associativa livre G-graduada para algebras de Jordan especiais.
Assim temos propriedades semelhantes para K(X), L(X) e F'SJ9, no quesito de es-
tender homomorfismos graduados, respectivamente cada um em sua classe de algebras.

Como prometido, apresentaremos um exemplo de uma algebra de Jordan excep-

cional.

Teorema 1.61 (Theorem 2, pagina 11 de [18]) Seja FSJ® a dlgebra de Jordan
especial livre em trés geradores x,y e z. Seja R o ideal de FSJ®) gerado pelo conjunto
unitdrio {x ox —y oy}, entdo a dlgebra quociente FSJ®) /R é uma dlgebra de Jordan

excepcional.

Prova. Uma demonstragdo pode ser encontrada em [18] na pagina 11. =

Na proxima secao definiremos objetos que serao estudados nesse trabalho
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1.11 Identidades graduadas para algebras associati-

vas

Nesta secao faremos algumas das definigoes mais importantes do trabalho, mo-
mentaneamente para algebras associativas. Portanto nesta secao, a menos de mencgao
contraria a algebra A denotard uma algebra associativa. Muitas das definicbes de-
pendem da G-graduagao de A. Por isso convém denotarmos por (A,%) a algebra A
com uma G-graduacao ¢ : A = @ A,, quando necessario. Definamos o ideal das

geG
identidades polinomiais graduadas

Definicao 1.62 (pagina 66 de [15]) Consideremos (A,¥9) uma dlgebra associativa
G-graduada e K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Seja VU o conjunto de
todos os homomorfismos de dlgebras graduados v : K(X)9" — (A,¥). Definimos o

ideal das identidades polinomiais G-graduadas de A como

Id"(A) = ﬂ Ker.

e

Fixado (A,%), cada polinomio f = f(z!,...,2{") € K(X)9, pode ser visto

) Tm

como uma funcao f : A, x A, x---x A, — A, onde dado (ay,...,a,) € A, X
Agy X - x Ay trocamos a varidvel a:fp por a, e as justaposicoes das varidveis viram
N (

a multiplicacdo da algebra A. Desta forma temos
187 (A) = {f € K(X)7" | f = 0}.

Caso G = {1} e A associativa, temos apenas a decomposi¢ao trivial de A = A;,
denotamos Id9"(A) = T'(A), e chamamos f € T'(A) de uma identidade ordinaria de A.
Assim quando for referido ao “caso ordinario” estamos nos referindo ao caso em que

G={1}.

Notacao 1.63 Ao nos referirmos ao "caso ordindrio”, estamos nos referindo ao caso
(1)

em que K(X) ¢ construida com o grupo trivial Go = {1}. Denotaremos as vardveis x,
apenas por x; e X por Xo. Consequentemente denotamos K(X) por K(X,). Como
Go = {1}, dada uma dlgebra A qualquer, a tinica decomposicao possivel de A é A = Ay,
assim denotemos a unica Go-graduacdo por 4. Por fim, denotamos Id9"(A) = T(A),

com a graduacdo de 9y de uma dlgebra associativa A.

Uma importante propriedade que 1d9"(A) possui, é a seguinte:
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Proposicao 1.64 Sejam G um grupo, (A,9) uma dlgebra associativa G-graduada e
o K(X)" — K(X)9 um endomorfismo graduado, entio p(Id9" (A)) C Id9"(A).

Prova. Dado h € ¢(Id9 (A)), basta mostrarmos que ¥ (h) = 0 para todo homo-
morfismo graduado ¢ : K(X)?" — A. Com efeito, como h € p([d"(A)), existe
feld(A) tal que h = o(f). Dado ¢ : K(X)9 — A um homomorfismo graduado.
Sabemos que Yoy : K(X)9 — A é também um homomorfismo graduado ( item (vi)
do Exemplo 7). Dai o o(f) =0, pois f € Id9"(A). Portanto ¢(h) = ¢ (eo(f)) = 0.
n

Portanto se (A,%) é uma algebra associativa G-graduada, temos que [d9"(A) é
invariante sob todos os endomorfismos graduados de K(X)9. Em particular no caso
ordinario, ( G = Go = {1} ), entdo T'(A) é invariante sob todos os endomorfismos da
algebra K (Xj).

Ainda no caso ordinario, note que K(X,) serd uma algebra livre, livremente
gerada por Xy, na classe das algebras associativas. Com essas notacoes temos que
se G é um grupo e ¢4 é uma G-graduagdo de A, entdao f € Id9"(A) C K(X)9" &
uma identidade polinomial graduada de A. Enquanto g € T(A) C K(X,) sera dita
uma identidade polinomial ordinaria de A. Em particular toda identidade polinomial
ordinaria é uma identidade polinomial graduada, tomando a graduacao pelo grupo
trivial unitario Gy = {1}.

Vejamos o seguinte resultado que serd importante para nosso trabalho

Lema 1.65 Sejam A = ®© Ay e B = @ B, dlgebras associativas G-graduadas. Se
geG geaq

existir ¢ : A — B um homomorfismo graduado injetor, entao 1d9" (B) C Id9"(A).

Prova. Suponha que ¢ : A — B seja um homomorfismo graduado injetor. Tomemos
f= f(a:z(»fl), . ,xgi:")) € Id"(B), dados ay,...,a, € A tais que a; € A,,. Como ¢ é

graduado temos ¢(a;) € By,, dai

0= flplar), ..., plam)) = @(f(ar, ..., an)).

Assim f(ay,...,an) € Kerp = {a € A | p(a) = 0}. Como ¢ ¢ uma transformacao
linear injetora, temos Kery = {0} e portanto f(ai,...,a,) = 0. Donde segue que

feldr(A). m
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Um claro exemplo de aplicacao deste resultado é quando (B,%) é uma algebra
associativa G-graduada e A é uma subélgebra graduada. Consideremos a G-graduacao
A= @GA N B, de A. Entao a inclusao a — a de A em B é um homomorfismo
graduado (Zeinjetor, logo 1d9"(B) C Id"(A).

Em particular, para o caso ordinario, temos que se B é uma &algebra associativa
e A é uma subélgebra de B, temos T'(B) C T(A), em K(Xy). Isto é nitido, afinal se
f se anula em substituicoes por elementos de B, em particular pelos elementos de A,

que também estao em B.

Temos um resultado andlogo para o caso em que ¢ seja sobrejetiva.

Lema 1.66 Sejam A = © A, e B = @ B, dlgebras associativas G-graduadas. Se
geG geG

existir ¢ : A — B um homomorfismo graduado sobrejetor, entao [d9"(A) C Id9"(B).

Prova. Suponha que ¢ : A — B seja um homomorfismo graduado injetor. Tomemos
f= f(ngl),...,xz(»im)) € Id"(A). Dados by,...,b, € B tais que b; € By, como ¢ é

sobrejetor e graduado, existem a; € A, tais que ¢(a;) = b; dai

f1, - bm) = flplar), ... p(am)) = o(flar, ..., am)) = ¢(0) = 0.

Portanto f € Id'"(B) m

Combinando os dois lemas acima temos

Teorema 1.67 Sejam A= © A, e B= & By dlgebras associativas G-graduadas. Se
geG geqG

existir o : A — B um isomorfismo graduado, entdo 1d9"(A) = Id9"(B).

Prova. Como ¢ ¢é injetor temos [d?"(B) C Id9"(A), e como ¢ ¢ também sobrejetor,
temos [d9"(A) C Id"(B). Portanto Id9"(A) = Id9"(B). =

Assim, dada uma Aalgebra associativa A e um grupo G. Dadas ¢4 e 7, G-
graduagoes de A tais que (A,9) = (A, ), entdo ¥ e S determinam o mesmo ideal
de identidades graduadas.

Veremos na proxima secao, alguns exemplos de identidades polinomiais para al-

gebras associativas.
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1.12 Polindmios multilineares e codimensoes gradua-

das para algebras associativas

Nesta se¢ao, continuaremos supondo que A é uma algebra associativa, a menos
de mencao contraria. Verificar se um polinémio ¢ uma identidade graduada pode ser
dificil, mas para certos polinémios s6 precisamos considerar substituicoes das varidveis

por elementos da base.

Definigao 1.68 Um polinomio f = f(z;] (o) . (gm)) € K(X) é dito multilinear nas

( ) (gm)

varidveis I’h yooos Ly

o ( distintas ) se € da forma

(9o(1)) (90(2)) o Go(m))
f - Z )\U Z o(1) 0'(2) ajic‘(m) )
065'm

onde Sy, € o grupo das permutagées de {1,2,...,m} e \, € K, para cada o € S,,.

(91 ' x(!]m)) c

T m

Uma propriedade importante desses polinomios é que se f = f(z;
K(X), é multilinear, entdo a funcdo f : A, x A, x --- x A, —> A definida por
f, € uma aplicagao multilinear do espago vetorial produto A, x A, x --- x A, no
espaco vetorial A, onde (A4,%) é uma algebra associativa G-graduada, isto é, fixado

j€{1,2,...,m} temos
flay, ... a5+ Xa), .. am) = flay, ... a5, .. an) +Af(ay, ..., a5, ... an)

para todos a; € Ay, A€ K e a; € Ay,
Para mostrar que um polinomio multilinear é identidade, é suficiente verificar
que o resultado de qualquer substituicao das variaveis por elementos de um conjunto

gerador do espaco base da algebra é zero.

Proposicao 1.69 Seja (A,¥) wuma dlgebra associativa G-graduada e  seja

[ = flz (o) xgi’”)) € K(X)9" um polinomio multilinear. Temos que f é uma
zdentzdade polmomial G-graduada para (A,9) se, e somente se, f(vi,...,v,) = 0,

para quaisquer v; € S;, onde S; € um conjunto gerador do subespago A, .

Prova. A implicagao é clara, provemos entao a reciproca. Sejam .S; conjuntos geradores
para os espacgos vetoriais Ag. Suponha que f(vy,...,v,) = 0, para todos v; € S;.

Dados a; € Ay, existem \; € K, n; € N e v, € 5; tas que

_ZAZ iUl i

Li=1
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portanto
ni no Nm
f(al,...,am) = E E E )\111)\122"')\lmmf(vlllavlﬂw~7Ulmm> = 0
l1=112=1 Im=1
|

Exemplo 11 Sao exemplos de identidades polinomiais

(i) Seja (A,9) uma dlgebra associativa G-graduada. Dado g € G — supp¥, entdio
x(lg)f € 1d9"(A), para todo f € K(X)7".

(ii) Seja A uma dlgebra associativa e comutativa, entdo [xq,x2| € uma identidade or-
dindria. Consequentemente, dada uma G-graduacao 9 para A, entdao [xgg),xgh)],

g,h € G, é uma identidade graduada.

(11i) Tomemos G = Zy X Ly ¢ A = My(K). Consideremos a G-graduagao & de A
definida por

1 0 -1 0
A(O,O) = Spangk { (0 1) } ) A(1,0) = Spang { ( 0 1) } )

0 1 0 -1
Ao,y = spank { (1 0) } . Awpy = spang { (1 0 ) } )

0 -1 0
Como em (viii) do Exzemplo 6. Note que 0 1) o 1 comutam, por-

(1,0)) .((0,0))

((0,0) x ¢ uma identidade

tanto o polinémio mullilinear f = x; xg(l’o))

_ xé
polinomial G-graduada. Note também que xix9 — xox1 naGo € uma identidade or-
dindria para A. Um exemplo de uma identidade polinomial ordindria que ndao
seja multilinear € o polinémio h = [[x1, x2)%, x3], que é uma identidade ordindria
para A. De fato, para cada x € A = My(K), o teorema de Cayley-Hamilton nos
garante que

2® — tr(x)z + det(x)] = 0,

10
onde I = 0 1) € tr(z) e det(x) sao o tragco e o determinante da matriz
z, respectivamente. Caso tr(z) = 0, entio x> = —det(x)I, dai 2* € Z(A) e

nesse caso [x,x3] = 0 para qualquer xs € A. Sabemos que a matriz T1xy — Toxq
tem traco nulo para quaisquer xi,xy € A, tomemos x = [x1,x3]. Desta forma
h = [[x1,%2)% x3] € uma identidade ordindria para A, conhecida como identidade
de Hall. Desta forma, para qualquer G-graduacao de A, e quaisquer escolhas de
g,h,t € G ep,q,r €N, temos que [[x,()g),xgh)}z,x,(f)] é uma identidade graduada

para A = My(K).



60

Uma identidade multilinear que merece destaque para esse trabalho é a seguinte

Proposicao 1.70 Seja N o subespago vetorial de UT,, formado pelas matrizes trian-
gulares estritamente superiores, que sao as matrizes de diagonal nula, isto €, N =
spang{e;; | 1 < i < j < n}. Entao N € subdlgebra (ideal) de UT,, UJ, = UT,f

e UTS) . Ademais os polinémios 129+ -z, € K(Xy), 170290---0x, € FSJ" e

[x1, %2, ..., 2,] € L(Xy) sdo identidades polinomiais para N.
0, sei#j

Prova. Seja d;; = . Sabemos que e;je,; = d;p€,. Para mostrar que
1, set =7

N é ideal, basta notar que dadas e;; e e,, com ¢ < j e p < g segue que e;jep, €
epgei; pertencem a N. Como f = {e;; | 1 < i < j < n} é uma base para N, entdo
x*xy € N para todos x,y € N, onde * representa qualquer uma das trés operagoes
0 e [,+]. Mostremos que f(zy,...,2,) = 122+ -z, ¢ uma identidade para N, caso
associativo. Para isso, como f é multilinear, basta verificar que f(b,...,b,) = 0 para

todos b; € 3. Suponha por absurdo que existam e; j,, €y ---, €5, € [ tais que

f(€i1j1 » Cigjay - - - >6injn) 7é 0. Temos
0 7 €irjrCirgaCisjs *** Cingn = OiaOsais ** * Ojn_yinCirjn-
Dessa forma devemos ter j; = ig, jo = i3,...,Jp_1 = i,. Dai
Jn >ty = Jn-1 > dn-1=Jn-2> " >13=Jo > i3 =J1 > 11
jn>in>in—1 > 0> 09 > 0.

Concluimos que o inteiro positivo j, é maior que outros n inteiros positivos distintos,
donde segue que 7, > n + 1 o que é um absurdo pois contraria o fato de que j, < n.
Portanto o produto associativo de quaisquer n elementos de N é nulo, devido a isto,
temos que [xy,...,x,] e r10x90- - 0x, também se anulam para qualquer substitui¢ao
dos x; por elementos de N. m

Vale observar que

€12€23€34 * * * €n—2n—1€n—1,n = €lIn 7& 0

e portanto x1xs---x, com 1 < k < n — 1 nao é uma identidade polinomial para N.
Ademais como UT,, tem unidade, temos que z125 - - - £ nao é uma identidade para UT,,

para todos n, k € N*,
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Os polindémios multilineares e o subespaco gerado por polinémios deste tipo num
conjunto fixo de varidveis serao importantes e a seguinte defini¢ao utiliza tais conceitos.
Defini¢ao 1.71 (Pagina 97 de [15]) Seja G um grupo, firado a = (a1, as, ..., a,) €

G™, todos os polinomios multilineares de K(X) nas varidveis ;cg‘“), xg”), o ,x%m) for-

mam um subespaco denotado por

Pégl,GQ,...,am) — Span[{{l" U(l))xga&;(;)) .. aj((;l(;i'r)n)) ’ g G Sm}

que também pode ser denotado por P%. Definimos também, no caso de (A,¥9) ser uma

dlgebra associativa G-graduada

B(A) = P/ (B 0 1d(A)).

Note que dim P = ml. Ainda a respeito dos polinomios multilineares

definimos:

Definigao 1.72 Seja G um grupo, denotamos por PS o subespago com base

{xag(ll) 09(22)) o Ug(:;z) | (S Sm>91, ey 0m € G}
Note que com essas definicdes temos Pg = @ P°. Vale salientar que embora
acGm

possa parecer contraditorio, nem todos os polinomios de PY sao multilineares, por

exemplo, tomemos G = {1, ¢} um grupo com 2 elementos e m = 2, entdo f = g:§1> *

(1) + x( 9 ég) € P{, mas f ndo é um polinomio multilinear.
Com isso definimos as codimensoes de uma &algebra graduada como:

Definicao 1.73 (Pagina 97 de [15]) Sejam G um grupo e (A,9) uma dlgebra asso-

ciativa G-graduada. Fizado a = (a1, as, ..., a,) € G™, definimos a m-ésima codimen-
sao homogénea associada a (ay,as, ..., a,) como sendo
Pr(r?haz,--.,am)
cgsl’az""’“m)(A) = dim TR = dimP>(A).
P2t Idar(A)
Sejam G um grupo, (A, %) uma algebra associativa G-graduada e a = (ay, as, ..., a,) €

G™. Note que a interseccao

plovaz-—-am) A 1497 ( A)

consiste de todas as identidades graduadas multilineares de A nas variaveis xﬁ“l), :cg‘”), ey zem)

Enunciaremos uma importante observacao em forma de teorema, para isso vamos
adaptar momentaneamente a notacao para enunciarmos o resultado denotando por
" (A,9) a m-ésima codimensao homogénea associada a a € G™ da algebra associativa

G-graduada (A, 9).
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Teorema 1.74 Sejam A uma dlgebra associativa e G um grupo. Suponha que ¢ e F
sao G-graduagoes para A tais que (A, 9) ~ (A, ). Entio & (A, 9) = (A, H) para
todos m € N* e a € G™.

Prova. Segue direto do Teorema 1.67. =
Também definimos a sequéncia de codimensoes graduadas de uma &lgebra gra-

duada da seguinte forma:

Definicao 1.75 (Definition 10.5.1, pagima 268 de [15]) Sejam G um grupo e (A,9)
uma dlgebra associativa G-graduada, definimos a m-ésima codimensao graduada de

(A,9) como sendo
PG

G(A) = dim—m—m
En(A) = dim o T o )

m

Analogamente, por ora, denotando por c¢ (A, %) a m-ésima codimensao graduada

de uma algebra associativa G-graduada (A, %), temos

Teorema 1.76 Sejam A uma dlgebra associativa e G um grupo. Suponha que G e HA
sdo G-graduagdes para A tais que (A,9) ~ (A, ). Entio S (A,9) = (A, ) para
todo m € N*.

Prova. Segue direto do Teorema 1.67. m

Observagao 1.77 Caso (A,9) seja uma dlgebra associativa G-graduada, onde G é
um grupo finito, hd uma maneira de relacionar as identidades ordindrias de A e as
graduadas. Com efeito, para todo i = 1,2, ..., defina

T = Z 29

geG

o conjunto {xy,xs,...} gera a dlgebra associativa livre de posto enumerdvel K(Xj).
Ademais dado | € K(Xy), f € uma identidade ordindria se, e somente se, f(xq,...,2,) €
Id9"(A). De fato, caso f(z1,...,x,) € K(Xo) seja uma identidade ordindria, clara-
mente f(x1,...,x,) € 1d9(A). Reciprocamente suponha que f(xy,...,x,) € 1d9(A),
note que fazendo substituicoes em ZgGG xgg) por elementos homogéneos, podemos cons-
truir todos os elementos de A, e o resultado da avaliagao por f(xq,...,x,) serd sempre

nulo.
No caso particular de Gy = {1}, temos

Py i=P5o = P = spangc{aoq) -+ Tom) | 0 € Si}

m m

Go

Denotamos ¢,

(A), simplesmente por ¢,,(A), e chamamos ¢,,(A) de codimensao ordi-

naria de A.
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Exemplo 12 Sdo exemplos de codimensoes

(i) Fize n € N*. Seja N a subdlgebra de UT,, gerada pelas matrizes {e;; | 1 < i <
j < n}. De acordo com a Proposi¢ao 1.70 temos que ¢,,(N) = 0 para todo
m > n.

(ii) Seja A uma dlgebra associativa e comutativa, entdo c,,(A) < 1 para todo m € N*.
De fato note que x1x9 — x911 € T(A). Fizados i,j € N* distintos, entdo a
aplicacao ¢;; + X — X que permuta x; com T1; Ty COM T; € Preserva como
ponto fizo as demais varidveis, se estende a um endomorfismo em K(X,) e temos
que p;;(f) € T(A) para todo f € T(A). Em particular ¢;j(x129 — x921) € T(A).
Isto quer dizer que em K(X,)/T(A) temos

portanto

To)To(2) " Lo(m) = L1L2 """ Tm
em Pn,(A), para todo o € S,,. Logo dim P,,(A) < 1, para todo m € N*.
(1ii) Supondo charK =0, entdo T(UT) € a intersecgao de todos ideais de K(Xo) que
sao invariantes sob endomorfismos da dlgebra K(X,) e que contem o polinémio

(71, To][73, 24], € € (UTy) = 2™ (m — 2) + 2. Uma demonstragio para estas

afirmacoes pode ser encontrada em [15], pdgina 88, Theorem 4.1.5.

Vejamos algumas propriedades envolvendo c%(A), dimP%(A) e c,,(A). Para isso
abordemos alguns resultados para K(Xg). Abordaremos o caso ordinario por sim-
plicidade, os resultados poderao ser estendidos para o caso K(X) com um grupo G

qualquer.
Defini¢ao 1.78 (Definition 1.2.7, pagina 10 de [12]) Um polinomio

flzr, 20, ... xy) = Zaixilxiz ey, € K(Xy),a; € K

é dito homogéneo de grau d se todos os monémios x; x;, - - - T;, com coeficientes nao nu-

d;
los apresentam d varidveis, isto € d; = d para todo i. Também dizemos que f(z1,...,Tn)

¢ multi homogéneo de multigrau (t1,ts, ..., t,) se cada x; aparece o mesmo nimero de
vezes t; em cada mondmio.

Note que os polindomios multilineares sao polinomios multi homogéneos de multi-
grau (1,1,...,1). Dado f € K(Xy), seja z; uma variavel que aparece em f, digamos

que o maior nimero de vezes que x; aparece em um mondmio de f é d, entao podemos
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decompor f como uma soma [ = Z?:o fi, onde f; é a soma de todos os mondémios de
f tais que a varidvel x; aparece i vezes, chamemos cada f; de componente homogénea
de f de grau i em z;. Utilizando essa notagao, enunciamos o seguinte resultado:
Proposicao 1.79 (Proposition 1.2.8, pagina 11 de [12]) Seja

d
flen, @, xm) = Y fi € K(Xo)

=1

onde f; € a componente homogénea de f de grau i em xy.

(i) Se K contém mais do que d elementos ( em nosso trabalho isso serd satisfeito
pois consideraremos K um corpo infinito ), se f € T(A) para alguma dlgebra
associativa A, entao f; € T(A), i=0,1,...,d.

(ii) Se K tem caracteristica 0 ( ou se charK for maior do que o grau de ), entdo
dada A uma dlgebra associativa, temos que f € T(A) se, e somente se, um certo

conjunto de polindmios multilineares obtidos de f, também estao em T(A).
Prova.

(i) Suponha que K é infinito e que f € T(A) para alguma algebra associativa A.
Note que fixado A € K, a aplicacao ¢ : Xo — X tal que ¢(x;) = x; para j # k
e ¢(zr) = Azrg estende um homomorfismo em K(Xy). Como T(A) é invariante
sob todos os homomorfismos de K(Xj) em si proprio, entao ¢(f) € T(A). Como
K é infinito, podemos escolher d+1 elementos distintos &g, &1, - . ., &g em K, assim

como ja observado, temos

d
f(xl, o ;l‘k—lugjxk}7xk+17 .. ,l’m) = Zﬁ;fz(xl, . ,l‘m) S T(A),
=0
onde j =0,1,...,d.

Consideremos o quociente K(X)/T(A). Para cada g € K(Xy), denotemos ape-

nas por g o elemento g = g+7'(A) em K(X,)/T(A). Com essa notacao, devemos
d

mostrar que f; = 0. Dessa forma temos Z §;fz = (0 paracada j =0,1,...,d, o

i=0
que nos d& o seguinte sistema de equacoes

(fo +ofi+&fat & far +Ef1=0

fot&fi+&fat -+ & o +&lfa=0

| fo+&afi + & fat € fa + € fa =0
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Em forma matricial temos
1 & & - &\ [ fo 0
1 & & - &) h 0
1 & & - & fa 0

Por Vandermonde o determinante da matriz dos coeficientes é

1 & & - &
1 & & - &
= (& — &),
Lo 0<g<d ’
1 & & -

como tomamos todos os ¢; distintos, temos que HK]. (& — &) # 0, e portanto
a matriz dos coeficientes é inversivel e consequentemente f; = 0 para cada i =

0,1,....d.

(ii) Nao demonstraremos o segundo item, mas os polinémios multilineares em questdo
sao obtidos por meio do processo de multilinearizacao de f que junto com a

demonstracao de (i7) pode ser vista em [12|, pagina 11, Proposition 1.2.8.

Podemos adaptar a proposi¢ao acima para K (X), pois para cada A € K, go € G
e k € N* fixos, a funcdo ¢ : X — X dada por ¢(x§h)) = :L’Z(.h) para h # go ou i # k
e ¢(z\%) = Az'?) entdio a extensdo de ¢ a um homomorfismo ¢ um homomorfismo
graduado, e usaremos o fato de que Id9"(A) é invariante por homomorfismos graduados.
Estamos prontos para relacionar os dois conceitos de codimensao graduada apre-

sentados.

Teorema 1.80 Sejam G um grupo e (A,9) uma dlgebra associativa G-graduada, en-
tio PS(A) é um espago vetorial isomorfo a soma direta externa dos espagos vetoriais

Po(A), com a € G™. Consequentemente para cada m € N* seque que

i (A) = dim Py (A)

aceG™

quando a soma da direita fizer sentido.
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Prova. Considere o espago vetorial quociente K(X)/Id9 (A) e seus subespagos

(PS + 1d97(A))/1d"(A) e (P2 + Idg”(A))/[dW(A) a € G™. Mostremos que

PG+Id9T @ m+[d97" (A)
Idsr (A Idor(A
Inicialmente, mostremos que a soma da direita é direta. Dados ai,as,...,a, € G™

suponha que f; € P% e g; € Id9"(A) sdo tais que

fitg+htot +f+g=0

logo
h+fot+-+fr€ [dgr(A).

Denotemos f = f; + fa + -+ + f,, como os polindmios f; sdo multilineares e L.I., eles
determinam componentes multihomogéneas diferentes do polinomio f. Portanto, como
f € Id(A), pela Proposi¢do 1.79, temos que f; € Id"(A) e portanto f; +g; = 0
para todo ¢ = 1,2,...,p. Logo a soma em questao é de fato direta. Ademais, como
PG =% com P éclaro que (PG +1d97(A))/1d7(A) = 3 jcom (P +1d97(A))/1d7(A).

Logo
PG+Id9T @ m+[d9T (A)
Idor(A Idor(A)

De acordo com o Coroldrio 1.16, para P € {PS, P2} segue que

P+ 1d7(A) P
Ido(A) — Pnldr(A)

portanto
Pi(A) =~ @5 P (A)
aceG™
Ademais
P+ Id(A) . P
dim ——— =dim ———
T e (4) P AT Ay
portanto
. PS4+ I1dm(A P+ 1d9"(A)
dim —] T (A Z dim —I 7 (A)

Concluimos que

= > dim Py (A)

aeG™

Uma relacao entre a codimensao ordinaria e as codimensoes homogéneas, no caso

em que G é um grupo finito é a seguinte
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Proposicao 1.81 (Pagina 268 de [15]) Sejam G um grupo finito e (A,9) uma dl-

gebra associativa G-graduada, temos

Prova. Para cada a = (ay,...,a,) € G™, fixe uma base Z(@ %) do espago vetorial
(P% + 1d9"(A))/Id"(A), tomemos A = Y PB@am)  Pelo Coroldrio 1.16 temos
aceG™

. P+ 1d(A) _ P
t%(al ..... am) —d m —d m — (a1,am) A).
| = dim =7 @ P A Taer(A) T~ m (4)

(a1,

Dessa forma k,, =| Z | ¢ tal que ky, = >, cqm Cm' “m)(A). Como na Observagdo

1.77, para cada ¢ € N definamos
T = Z xl(-g),
geG

a subélgebra de K(X) gerada por {x1,xs,...} é isomorfa a K(Xj).

Seja W, o subespago de K(X)/Id%"(A) gerado por A, temos dimW,, < k.
Por outro lado, qualquer polindmio multilinear f nas variaveis {zy,xs,..., 2z} ¢ tal
que f € W,,. Segue que quaisquer k, + 1 polinomios multilineares nas variaveis
x1,...,T, sao tais que suas classes de equivaléncia estao em W, e portanto sao L.D.
em K(X)/Id9"(A). Logo ¢;n(A) < K.

Vamos provar a segunda desigualdade. Para cada a = (ay,...,a,) € G™, mos-

(a1,...,

tremos que ¢y, a’")(A) < ¢m(A). Sejam
P = spang{xs1) -+ Tom) | 0 € Sp} e Py = spanK{xga(ll)) . -x[(ja(;"n)) | o€ Snt,

subespagos de K(Xj) e de K(X), respectivamente. Considere a transformagcdo linear

Y P, — P? que satisfaz

(a1) (am)
V(To1)* To(m) = Ia(ll) o (m)

Temos que ¢ é um isomorfismo de espagos vetoriais. Consideremos a aplicagao de

Po(A) = Py /(P N T(A)) em P%(A) = P2 /(P2 0 1d(A)) definida por
F+ Po N T(A) = (f) + P 0 Id (A).

A aplicacao acima estd bem definida. De fato, suponha que f,g € P,, sejam tais que

f—g € T(A), entao claramente ¥(f) — ¥(g) = ¥(f — g) € Id9"(A), ( pois se f —g
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se anula para quaisquer substituicoes de elementos de A, em particular por elementos

homogéneos). Logo
f+P.NT(A) =g+ P,NTA) = Y(f)+P.NId"(A)=1(g)+ P:NId"(A).

O que conclui a boa defini¢io da aplicacdo. Ademais f + P, N T(A) — o(f) +
PN Ido(A) é claramente uma transformacao linear sobrejetora. Logo ci'™ a’”)(A) =
dim P?(A) < dimP,,(A) = ¢,,(A). Portanto

cn(A)= D e m(A) < Y en(A) =| G ™ enl(A).

aceG™ aceG™

Analisando a demonstracao da proposicao acima obtemos o corolario a seguir.

Corolario 1.82 Sejam G um grupo qualquer e (A,9) uma dlgebra associativa G-
graduada. Entao
C(al,...,a'm)(A) < em(A)

m <
para todo a = (aq,...,a,) € G™.
Prova. Na demonstracao da proposicao anterior nao foi necessario a finitude de G
para que 9" (A) < cp(A). =

Encerramos esta secao com a definicao abaixo:
Definicao 1.83 ([23]) Seja (A,9) uma dlgebra associativa G-graduada, definimos o
ezpoente graduado de A, caso exista, como sendo o limite exp®(A) = W{gréo W

Seja, A uma algebra associativa, no caso da graduagao ¢4, de A pelo grupo trivial
Go = {1}, que é o caso ordinério, denotamos exp®° (A) simplesmente por exp(A). Ainda
supondo A associativa, lembrando que denotamos por P,, o K-espaco vetorial gerado
por todos os polindmios multilineares nas variaveis x1,...,x,, na algebra associativa
livrte K(Xy), e T(A) o ideal das identidades ordinarias de A. Em caracteristica 0 o
conjunto P,,NT(A) determina T'(A). O Teorema de Regev [27] garante que a sequéncia
(cm(A))men € exponencialmente limitada para qualquer algebra associativa A que tenha
pelo menos uma identidade ordinéria nao nula, isto é, existe d > 0 tal que ¢,,,(A) < d™
para todo m. Como ¢,,(A) < d™ para algum d > 0, segue que lim sup m <d<
00. Assim podemos considerar os limites 0 < limrrL iOI<1>f m < 1?1; Zoup ’m < 00.
Amistur conjecturou que esses limites sempre coincidem, isto é, % converge, e
o limite é um inteiro nao negativo. Essa conjectura foi confirmada por Giambruno e

Zaicev. Esse limite é chamado de Pl-expoente de A, e é denotado por exp(A).
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1.13 Algebras relativamente livres

Um conceito que generaliza o de algebras livres, que nos possibilitam facilitar

certos calculos envolvendo polinomios, ¢ a seguinte:

Definigao 1.84 (Definition 2.2.4, pagina 23 de [11]) Para um conjunto Y fizado.
A dlgebra Fy (), em uma classe de dlgebras <f , € dita uma dlgebra relativamente livre

para o/, se Fy () é livre em </ e € livremente gerada por Y. Definimos o posto de
Fy () como sendo a cardinalidade | Y | de Y.

Caso | Y |= m, denotamos Fy (o) = F,,(<«7). Caso Y seja infinito, denotamos
apenas por F(«7). O motivo de denotarmos assim é devido ao fato de que a algebra
s6 depende da cardinalidade de Y, como veremos a seguir. Denotamos por K(Y) a

algebra associativa dos polinémios criados a partir dos simbolos de Y.

Proposicao 1.85 (Proposition 2.2.5, pagina 23 de [11]) Dado um conjunto de po-
linomios {f; € K(Xo) | i € I}, e seja o/ a classe de todas as dlgebras associativas A
que tais que {f; € K(Xo) |1 € I} CT(A). SejaY um conjunto qualquer e J o ideal
de K(Y') gerado por

{fi(s1,...,sn,) | 55 € K(Y),i €I}
A dlgebra quociente F' = K(Y')/J é relativamente livre em <7, com conjunto livre de

geradores Y = {y+J | y € Y}. Quaisquer duas dlgebras relativamente livres de 7,

com 0 mesmo posto, sao isomorfas.

Prova. Inicialmente, mostremos que F' € «/. Dado f; = fi(xy,...,2,), um dos
polinémios do conjunto de polinémios mencionado, e sejam 51,...,5, € I, 5; = s5;+J,

s; € K(Y). Entao f(sy,...,s,) € J, dai

0=0=1J=fi(s1,....5,) = f(57,....50)

Portanto f; é uma identidade polinomial ordinaria para F'. Dai F' € o/ .

Provemos agora a propriedade universal de F. Sejam A € & e ¢ : ¥ —
A uma fungdo qualquer. Definimos a aplicacdo 6 : Y — A, por 0(y) = ¢(y) e
estendemos 6 para um homomorfismo ( ainda denotado por 6 ) 6 : K(Y) — A. Isto é
possivel, pois K(Y) é uma algebra associativa livre na classe das algebras associativas,
livremente gerada por Y. Para o objetivo de mostrar que ¢ pode ser estendida para
um homomorfismo F' — A, é suficiente mostrar que J C Ker(6). Dado f € J, temos

F = uifigis s gin i 9i;. wi, v € K(Y).

il
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Para ay,...,a,, € A, o elemento fi(ai,...,a,,) é igual a 0 em A, e isto implica em
O(f) = 0, isto é, J C Ker(f) e F ~ Fy(4/) é a algebra relativamente livre em <7,
livremente gerada por Y.

Por fim, suponha que Y e Z sao conjuntos com a mesma cardinalidade. Deno-
temos Y = {y; | i € I} e Z = {2z | i € I} e sejam Fy (/) e Fy(<f) as algebras
relativamente livres respectivas. Como as algebras Fy (/) e Fz(<7) sao relativamente

livres, podemos definir homomorfismos
¢: Py (o) — Fz(o), ¢ Fz(o) — Fy (o)

por ¢(y;) = z; e P¥(z;) = y;. Como as composigoes ¢ o1 e P o ¢ agem como identidades
em Y e Z, respectivamente. Logo ¢ e 1 sao isomorfismos, e um é o inverso do outro.
[

O trabalho até aqui tem indicado que muitos céalculos serao feitos em &algebras

quocientes. Portanto formalizemos nossas notacgoes a respeito disso.

Notacao 1.86 Sejam A uma dlgebra e I um ideal da dlgebra A. Diremos que S C A
é L1 (ouL.D.) mddulo I se S={s=s+1|se S} éL.I(oulL.D.) no espago
quociente A/I. Também dizemos que S gera um subespaco V C A mddulo I se S gera
o subespaco {v =v+1|v eV} =V +1)/I em A/I. Nessas situagoes, quando
conveniente, representamos os elementos @ = a+ 1, a € A apenas por a e diremos que

0s cdlculos estao feitos modulo 1.

1.14 Algebras absolutamente livres e variedades

As defini¢oes da se¢ao anterior que dependiam de K(X) dependiam da associ-
atividade. Vamos adaptar as defini¢oes anteriores para algebras de Lie e de Jordan
especiais. Antes disso, facamos uma breve conversa sobre identidades polinomiais.
Para isso, precisamos de uma algebra polinomial para fazermos substitui¢oes. Con-
sidere X = {xl(g) | i € N*, g € G}, seja K{X} o espaco vetorial formado por todas
as palavras formadas com as letras de X e com todas as distribuicoes de parénteses
possiveis que facam sentido. Definiremos a multiplicacao dessas palavras pela jus-
taposicao delas feita colocando-se adequadamente parénteses quando necessario. De

modo andlogo a construcao feita para K(X), transformamos K{X} em uma algebra
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G-graduada. Porém K{X} nao é associativa. Analogamente também poderiamos ter
construido K{X} com unidade adicionando a palavra vazia 1.
Como feito para o caso associativo, o caso em que G = Gy = {1} sera chamado

(1)

de caso ordinario e denotamos x,; ’ por x;.

Defini¢ao 1.87 (Exercise 1.2.4, pagina 10 de [11]) A dlgebra K{X,} é chamada
de dlgebra livre ndo associativa, ou dlgebra absolutamente livre. Caso K{Xo} seja con-

stderada com unidade, entao € chamada de dlgebra livre nao associativa com unidade.

E facil ver que K{X,} é livre, livremente gerada por X, na classe de todas as
algebras. Também chamaremos os elementos de K{X} de polinomios.

Seja A uma algebra qualquer e f um elemento de K{ Xy}, dizemos que A satisfaz
a identidade f, (e denotamos f = 0 em A ) ou que f é uma identidade para A se f esté
no nucleo de todos os homomorfismos de K{Xy} em A. Obviamente f esta contido em
uma subalgebra de K{Xy} gerada por um conjunto finito {z1,...,z,} de Xy, e dai
f é combinagao linear de produtos de ;. Por isso escrevemos f = f(z1,...,2,). Se
ai,...,a, € A, entdo existe um homomorfismo de K{Xy} em A tal que z; — a;. A
imagem de f sob esse homomorfismo é tnica e é denotada por f(ay,...,a,). Logo A
satisfaz a identidade f se, e somente se, f(ay,...,a,) = 0 para todos a; € A.

Seja I um subconjunto de K{Xy}, chamamos a classe ¥ (I) de todas as algebras

que satisfazem as identidades f € I de variedade definida por I.

Exemplo 13 Sao exemplos de variedades

(i) Seja f = (x1w2)x3 — x1(2223), entao a variedade ¥V (I) definida por I = {f} ¢
justamente a classe de todas as dlgebras associativas.

(ii) Sejam f = 2?2 ¢ g = (v129)x3 + (T2w3)71 + (T371)T2, entdo a variedade ¥V (I)

definida por I = {f, g} € justamente a classe de todas as dlgebras de Lie.

(11i) Seja f = w129 — x2x1, entao a variedade ¥ ({f}) é a classe de todas as dlgebras
comutativas. Considerando g = (x179)x3 —x1(1273), entdo a variedade V ({f,g})

€ a classe de todas as dlgebras de Jordan.

Dada uma algebra A, o subconjunto de K{X,} formado por todas as identidades
de A é um ideal de K{Xj} invariante por todos os endomorfismos de K{X,}. Um

ideal com essa caracteristica de ser invariante por todos os endomorfismos de K{Xy}
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é chamado T-ideal em K{X,}. No caso de K{X}, os T-ideais sao os ideais que sdo
invariantes sob todos os endomorfismos graduados de K{X}.

Tanto o conjunto de todas as algebras associativas quanto o conjunto de to-
das as algebras de Lie formam uma variedade. Ademais, considerando os polindémios
[ = (m1m9)x3 — 21 (T023), g = 22 € h = (v179)73 + (v273)71 + (¥371)T2, tomemos T}
como a interseccao de todos os T-ideais de K{ Xy} que contém f e Ty a interseccao de
todos os T-ideais de K{Xy} que contém g e h. Claramente T} e Ty sdo T-ideais e as

algebras quocientes
K{Xo} . K{X,}
T T5

sao uma algebra associativa e de Lie respectivamente, e que sao relativamente livres na

classe das dlgebras associativas e dlgebras de Lie, respectivamente. Mais precisamente

Proposic¢do 1.88 Considere os polindmios f,p, = (239 28"zl —29 (2" 2y € K{xX},

onde g,h,t € G. Seja T a interseccio de todos os T-ideais de K{X} que contém o
subconjunto {font | g, h,t € G} C K{X}. Entao

K{X}
—— > K(X).

Prova. Inicialmente, como f, 5 € T, em K{X}/T temos f,;; = 0. Como T ¢é T-ideal,

temos

(272 -2 =2 (a7 2f7)

? J ? J

para todos g,h,t € G e i,j,k € N*. Portanto, K{X}/T é associativa e a aplicagao
xﬁg) > E de X em K{X}/T, estende de forma tinica um homomorfismo de algebras
graduas ¢ : K(X) — K{X}/T, tal que go(xgg)) = @. Vamos construir uma inversa
para . Considere a aplicacao x +— = de X em X, isto estende de forma tnica um
homomorfismo de algebras graduadas ¢ : K{X} — K(X). Note que ¢ literalmente
retira os parenteses dos polindomios. Dado um endomorfismo 7 de K{X}, podemos
construir um endomorfismo de K (X), estendendo a aplicacao X — K (X) dada por
29— (r(21)) para uma aplicacio 7' : K(X) — K(X). Note que o 7 = 7/ 0 .
Logo Kerty é um T-ideal. Note também que 9(f, ) = 0, portanto 7" C Keriy. Assim
fica bem definida a aplicacdo T +— ¢(x) de K{X}/T — K(X). Perceba que esta

ultima aplicagao é um homomorfismo de algebras e é a funcao inversa de . =
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Em termos gerais, para definirmos as codimensoes de algebras, de qualquer classe,
usamos a algebra absolutamente livre. Porém por sua complicagao, para casos parti-
culares, quando a classe de algebras em questao sao uma variedade, usamos algebras
relativamente livres naquela variedade. Como fizemos com mais detalhes para o caso

associativo, iremos adaptar as definicbes para os casos de Lie e de Jordan.

1.15 Identidades e codimensoes graduadas para alge-
bras de Lie

Esta secao é dedicada a adaptar as defini¢oes de identidades e codimensoes antes
apresentadas apenas para algebras associativas, agora para algebras de Lie. Por conve-
niéncia, a menos de mencao contraria L denotard uma algebra de Lie e GG serd um grupo
abeliano. Consideremos a subalgebra L(X) de K (X)) gerada por X. Lembremos que
qualquer funcao ¢ : X —> L pode ser estendida de forma tnica para um homomor-
fismo de algebras ® : L(X) — L. Isto é, L(X) é livre, livremente gerada por X, na
classe das algebras de Lie. Nos proximos pardgrafos abordaremos essa informacgao de
forma mais precisa.

Os elementos de L(X) sdo chamamos de polindmios de Lie em X. Quais-
quer comutadores com elementos de X sao chamados de monoémios de Lie. Desta
forma temos que L(X) é gerado como espaco vetorial pelos monémios de Lie. Infe-
lizmente, diferente do caso associativo, monomios de Lie podem ser linearmente de-
pendentes como, por exemplo, uma verificagao direta mostra que os monomios de Lie

[[x1, 2], [3, 24]], [1, T2, T3, 4] € [T2, 1, T4, 23] 80 distintos e satisfazem
(21, w2], (w3, 24]] = [21, X2, T3, T4] + [T, 71, T4, 23]
Outro exemplo pode ser obtida da propria identidade de Jacobi
(1, X9, x3] = [1, [T2, 3]] + [21, [23, 2]

De toda forma, todo monoémio de Lie f nas variaveis xy,...,z,, € um polindmio
associativo multi-homogéneo.
Sejam GG um grupo abeliano e L uma algebra de Lie G-graduada. Temos entao que

L é isomorfa a uma subalgebra de A7), para alguma algebra associativa A com unidade,
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isto é, a multiplicacdo de L é da forma [-,-] : AX A — A, [a,b] :==a-b—b-a, onde “-”
é a multiplicacao de A como &lgebra associativa, restrita a algum subespaco invariante
por [-,-]. Entdo dado um polinomio de Lie f = f(z\,...,2¥™)) € L(X), f pode
ser visto como um polindémio em K (X), assim temos a nocao de f(ay,as,...,a,) € A
para a; € Ly, C A. Mais precisamente, identificando L como subdalgebra de A,
como K(X), ( com unidade ) é a algebra envelopante de L(X), dada uma aplicagao
¢ : X — L, podemos considerar ¢ : X — A, compondo com a inclusao de L em
A, e assim existe e é nico o isomorfismo de algebras, que leva unidade em unidade
¢ : K(X) — A que estende ¢. A restricdo de ¢ a L(X) ¢ um homomorfismo de
L(X) em A®) e que manda os geradores de L(X) em L. Dai a imagem da restricio de
® esta contido em L. Portanto, semelhante ao caso associativo, podemos considerar
substituigoes de varidveis, nos elementos de L(X) por elementos de L. Claramente a
escolha da algebra A nao interfere.

Como G ¢ abelino, dado um monémio de Lie f(z\™, 2z ... 2%} e L(X),
entao f é polinomio associativo multi-homogéneo em K (X), e seus monomios tem todos
0 mesmo grau ¢igs - -+ gm. Portanto f é homogéneo em K(X)9" de grau gigs- - gm-
Ademais se f,p € L(X) sao monomios de Lie tais que f tem grau g € G em K(X)9" e
p tem grau h € G em K(X)9", temos que [f, p] ¢ um polindmio associativo homogéneo
em K(X)9" de grau gh € G. Note também que nessa situagao f € L(X) N K(X), e
pe L(X)NK(X), Como L(X) é gerado pelos monémios de Lie, segue que

L(X) = (LX) N K(X),)

geG

é uma G graduagao para L(X) onde L(X), = L(X)NK(X),. Adaptaremos as mesmas
notagoes para o caso ordinario da Gy-graduagao pelo grupo trivial Gy = 1.

Outra maneira de ver essa graduagio é a seguinte, pelo item (vi) do Exemplo
6, como G ¢ a abeliano, a decomposicao K(X)9" = gg%GlﬂX)g também é uma G-
graduacdo para a algebra de Lie K(X)(7), assim L(X) é uma subélgebra homogénea
de K(X)) com a G-graduagao g?GK()Qg.

Estamos aptos a definir identidade graduada.

Definicao 1.89 Sejam G um grupo abeliano e L = @& L, uma dlgebra de Lie G-
geG

graduada. Um polinomio de Lie f(mggl),...,xgﬁm)) € L(X) € dito uma identidade
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graduada para (L,9) se f(ai,...,an,) =0 para todos a; € Ly,. Denotamos por 1d" (L)
0 subconjunto de L(X) de todas as identidades graduadas de L.

Obvio que a definicio de Id?" (L) depende da G-graduacio ¢ de L. E facil ver que
dada uma algebra associativa A, entdo Id9" (A7) é subespaco de Id?"(A). Também
estendemos as definicoes de polindmios de Lie multi-homogéneos e multi-lineares. De
modo analogo ao caso associativo [d?"(L) é um ideal da algebra L(X) e ¢ invariante
sob todos os endomorfismos graduados.

Uma importante propriedade dos polinémios de Lie multi-homogéneos é a que
estd presente na préxima proposicao que serd enunciada para o caso ordinario, mas
claramente é valida para o caso geral.

Proposicao 1.90 (Proposition 12.2.6, pagina 310-311 de [15]) Seja f(z1,...,z,) €

L(Xo) um polinémio de Lie homogéneo de grau k. Entdo
(1) f € uma combinagao linear de monémios de Lie [x;,, ..., x; ],
(ii) se f é multi-linear, k = m, entdo f é combinagao linear de monémios de Lie
[I’m, L)) La(2)y - -+ ,Jfg(m,l)}, S Sm—l;

(iii) o conjunto {|[Tm, To1), To@2); - - s To(m-1)] | 0 € Sm-1} € L(X) é L.1.

Assim definimos, de modo anélogo ao caso associativo a codimensao graduadas

para algebras de Lie associada a uma sequéncia de elementos do grupo.

Definicao 1.91 Sejam G um grupo abeliano e (L,¥9) uma dlgebra de Lie G-graduada.

Para cada m € N e a = (ay,...,a,) € G™ denotaremos por V% o subespaco de L(X)
de todos os polinédmios de Lie multilineares nas varidvers xﬁ“l),xg‘”), e ,:cﬁ,ffm), i1sto €,
Ve = span {[x(am) m(aa(l)) x(ao(m—l))] ’0_ € S }

m — SPang m o Ye(1) 0 o(m—1) m—1J-

Denotamos
Ve(L) = Vi
mA T Ve [dor(L)
e definimos a m-ésima codimensao homogénea associada a a = (ay, ..., ay) como

cloream) (1Y = dim VO (L).

A seguir definimos a sequéncia de codimensdes graduadas para algebras de Lie e

o expoente graduado.



76

Definigao 1.92 Sejam G um grupo abeliano e (L,¥9) uma dlgebra de Lie G-graduada.

Para cada m € N denotamos VG = @ Ve e VE(L)=VE/(VENId(L)). Definimos
aceG™

a m-ésima codimensao graduada de (L,9) por ¢S (L) = dimV.¢(L). Por fim, se o

m

limite im,,, o, R/cC (L) existir, iremos nos referir a ele como expoente graduado de L

e o denotaremos por exp®(L).

Como visto no caso associativo, Proposi¢cdo 1.79 ¢ Teorema 1.80, ( a de-
monstracado pode ser adaptada para o caso de Lie ), como K é infinito, temos que
os polindmios multi-homogéneos de Id9" (L) descrevem completamente Id9 (L). Caso
char K = 0 entdo os subespacos V.¢NI1d9 (L) descrevem completamente Id9"(L). Assim
como no caso associativo, temos como corolario

o(L) =) dimcl"m)(L),
acGm
Os outros resultados, como os Teoremas 1.74, 1.76 ¢ 1.67 também podem ter

suas demonstracoes adaptadas.

Teorema 1.93 Sejam G um grupo abeliano, L = @ Ly eT = @ T, dlgebras de Lie G-
geG geG

graduadas. Se existir ¢ : L — T um isomorfismo graduado entdo Id9 (L) = 1d9"(T).
Ademais, seja L uma dlgebra de Lie. Suponha que b e 7 sejam G-graduacoes para L

tais que (L,9) ~ (L), entao

c(“l""’a’")(L,%) = cgil""’“m)(L,%”) e cg(L,%) = cﬁ(L%”)

m

para todo (ay,...,a,) € G™, bem como exp®(L,9) = exp® (L, H).

Agora adaptemos as defini¢oes para o caso das dlgebras de Jordan especiais.

1.16 Identidades e codimensoes graduadas para alge-

bras de Jordan especiais

Utilizemos essa secao para fazer uma breve adaptacao do conceito de codimensoes
graduadas para algebras de Jordan especiais. Por ora, J denotard uma &algebra de
Jordan especial qualquer e F'S.J9" serd a subalgebra de K (X)™) gerada por X.

Como J é uma algebra de Jordan especial, existe uma &lgebra associativa A,
tal que J é isomorfa a uma subalgebra de A). Consideremos .J como literalmente a

subalgebra de A™). Dada uma aplicacio ¢ : X — .J, podemos considerar ¢ : X —
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A, compondo com a inclusao de J em A. Entao existe e é tinico o0 homomorfismo de
algebras @ : K(X) — A que estende ¢. Restringindo ® a F'SJ9", como as imagens
dos geradores de F'SJ9" estao em J, a imagem da restricao de ® a F'SJ9" est4 contida
em J. Assim, analogo ao caso de associativo e ao caso de Lie, podemos considerar
substituicoes das variaveis dos elementos de F'SJ9" por elementos de .J. Claramente a
construcao nao depende da algebra A escolhida.

Assim como no caso de Lie, temos que F.SJ9" é G-graduada com a G-graduagao
dada por

FSJ7" = PFSIT N K(X),).
e

Fato esse que nos possibilita definir o ideal das identidades graduadas de J.

Definicao 1.94 Sejam G um grupo abeliano e J = & J, uma dlgebra de Jordan
geG

especial G-graduada. Um polinémio de Jordan f(:tggl), . 71:53”)) € L(X) € dito uma
identidade graduada para (J,9) se f(ai,...,an) = 0 para todos a; € J,,. Denotamos
por 1d9"(J) o subconjunto de F'SJ9" de todas as identidades graduadas de J.

Ressaltemos que a definicio de I1d9"(.J), depende da G-graduagio 4. E facil ver
que se A é uma dlgebra associativa, entdo Id?"(A™)) é subespaco de Id(A). Ademais
Id9"(J) é um ideal da algebra F'SJ" que é invariante sob todos os endomorfismos
graduados da algebra F'SJ9".

Assim como feito para o caso Lie, temos
Defini¢ao 1.95 Sejam G um grupo abeliano e (J,9) uma dlgebra de Jordan espe-

cial G-graduada. Para cada m € N* e a = (ay,...,a,) € G™ denotaremos por WS

o subespaco de FSJI" de todos os polindomios de Jordan multilineares nas varidveis

xgal), xg‘”), ) isto ¢,

a (as(1)) (as(2)) (@ (m))
W = spanK{xg(lg” o xa(zgz) 0---0 xa(n;)> |oeSnt.

Denotamos We
Wwe(J)= o mgr
Wea N Idr(J)
e definimos a m-ésima codimensao homogénea associada a a = (ay, ..., ay,) como

claram) (1Y = dim W2 (.J).

m

Agora podemos adaptar a definicio de sequéncia das codimensoes graduadas e

expoente graduado.
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Defini¢ao 1.96 Sejam G um grupo abeliano e (J,9) uma dlgebra de Jordan especial

G-graduada. Para cada m € N* denotamos WS = % We e WE(J) = W8/ (WS N
aceG™

Id"(J)). Definimos a m-ésima codimensao graduada de (J,%9) por ¢S (J) = dim WS (J).

Por fim, se o limite lim,,_,o, %/cS(J), existir, iremos nos referir a ele como expoente

graduado de J e o denotaremos por exp®(.J).

De forma analoga, temos

Por fim

Teorema 1.97 Sejam G um grupo abeliano, J = @© J, e T = @ T, dlgebras de
geG geG

Jordan especiais G-graduadas. Se existir ¢ : J — T um isomorfismo graduado entdo
I1dsm(J) = 1d9(T). Ademais, seja J uma dlgebra de Jordan especial, suponha que & e
A sejam G-graduacoes para J tais que (J,9) ~ (JIH), entao

cir i) (1, G) = gt (L A) e en(LY) = cp(JH)

para todo (ay,...,ay) € G™, bem como exp®(J,9) = exp®(J, 7).



Capitulo 2

Sequéncias espelhadas

Este capitulo tem o intuito de introduzir o leitor a uma area um tanto técnica,
que esta por tras de muitos resultados importantes para a classificacao das graduagoes

para UT,, nos casos de Lie e de Jordan.

2.1 Notacao a ser usada no capitulo

Inicialmente vejamos como se comportam o produto de m elementos em uma
algebra de Lie e em uma algebra de Jordan especial. Para isso, fixemos a notagao de
que S,, seja o grupo simétrico das permutagoes de I,,, = {1,2,...,m}, e consideraremos

a operacao de composi¢ao normada de dentro pra fora, isto é,

010030 ---00,(x) = 01(o2(-+ (Tp_1(on(x)))-+))))-

Como de costume, como j& estamos utilizando justaposicao para operacoes de grupos,
também denotaremos a composicao apenas pela justaposicao dos elementos, isto é,
o o7 = or1. Também fixemos a notacao a seguir que serd muito usada neste capitulo:
Notagao 2.1 [30] Seja S, o grupo das permutagoes de I, = {1,2,...,m}. Denotemos

Imi={0€Su|o(l)>-->0(t)<o(t+1)<---<a(m), para algum 1 <t < m}.

Nessas condigoes claramente temos o(t) =1 e m € {o(1),0(m)}. Se escrevermos

os elementos de S, com a notacao de duas linhas, como
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entao podemos facilmente reconhecer se um elemento o € S,, pertence a .7, observando
que para todor = 1,2,...,m, os numeros 1, 2,...,r, na segunda linha aparecem juntos
em um unico bloco. Ademais, note que 7 = S; e 9 = Sy, porém para m > 3

temos que .7, nunca serd subgrupo de S,,. Para isso, dado m > 3, consideremos as

permutacoes
1234 -+ m—1m 1234 -+ m—1 m
01 = e 09 =
2134 - m—1m 3124 -+ m—1m

desta forma temos oy, 09 € 7,,, mas

1 234 --- m—1 m
02001 = )

1 324 --- m—1 m

assim 0y 0 01 ¢ J,,. Portanto 7, nao é fechado em relagdo a composi¢ao. Ademais,
note que o, ' ¢ 7, donde .7, ndo é fechado para inverso. Fixemos também a seguinte

notacao:

Notagao 2.2 Se 1 <i < m, definiremos como em [30], a permutacdo i-reversa como

1 2 oot =1 ¢ +41 142 ... m
T; = .
1 1—1 ... 2 1 41 42 ... m

Assim temos, 72 = le1; € F,,, 1 <i < m. Note que para k < i temos 7;(k)+k =i+1
e portanto 7;(k) =i — k + 1. Com essas notagoes fixadas, prossigamos com a andlise

de como se comporta a multiplicagao em algebras de Lie e de Jordan especiais.

2.2 Combinatéria para comutadores em algebras de

Lie e de Jordan especiais

Nessa secao, evidenciaremos a compatibilidade que ha entre o conjunto .7, e o
produto de m elementos seguidos em Aalgebras de Lie e de Jordan especiais. Antes

fagcamos uma observacao importante:

Observacao 2.3 Sejam m um inteiro positivo e ny > ng > --- > ny inteiros perten-
centes ao conjunto {1,2,...,m}. Para cada i, 1 < i <k, definamos o ciclo J; € Sy,
dado por

123 - my—1 n ny+1 --
J, = " mi "= 23 - .
234 -« m 1 m+l - m
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Uma verificagao direta mostra que dado x € {1,...,m} tal que x < ny, tem-se

Lema 2.4 (Lemma 1, de [30]) Seja m um inteiro positivo. Dado o € S,,, as se-

guintes sentencas sao equivalentes
(i) 0 € T;
(11) Eziste r € N tal que: o(j) > o(j + 1) se, e somente se, 1 < j <r;
(iii) Existem j; > jo > -+- > j. > 1 tais que
o=r 4»—1 ... VY., 5,,—1 ... )--(jo ... D1 ... 1)

o= (oo D)o (o 1),

onde, j; = o(i) parai=1,2,...,r.

Ademais dada uma dlgebra associativa A e x1,2o,...,T, € A temos
071 —
(21,29, .. . T = Z (-1) M 1950(1)%(2) “ To(m)
O'G:?m
e

10220 0Ty, = E To1)To(2) " " Lo(m)-
Ueﬁm

Prova. (i) = (i1)
Supondo (i), existe t € {1,...,m} tal que o(1) > 0(2) > --- >0o(t—1) >0o(t) =1e
o(t+1) <---<oa(m). Casot = 1, temos que o é a identidade, e portanto basta tomar
r =0. Caso t > 1, tomemos r = ¢t — 1. Provemos a afirmagao do item (i7). Supondo
j tal que o(j) > o(j + 1), devemos ter 1 < j < r =t — 1, pois supondo, por absurdo,
que j >r =1t—1devemos ter j +1 > j >t e portanto o(j + 1) > o(j) > --- > o(t),
o que é uma contradicao. Supondo agora 1 < j <r=t—1,temos j <j+1<te

portanto o(j) > o(j + 1).

(i6) = (i)
Supondo (i7), tomemos j; = o(i), para cada i = 1,2,...,r. Pelo item (ii) temos
J1 > j2 > -+ > j,. Note que fazendo j = r no item (i7), temos o(r) > o(r + 1), logo

o(r) # 1, portanto j; > js > -+ > j, > 1. Mostremos agora a igualdade

o=p... 1) (j1...1)
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que é equivalente a

(1...j)--(1...5,)0=1Id

Com efeito, para cada i = 1,2,...,r definamos o ciclo J; = (1 2 ... o(i) ), como na
Observagao 2.3, pondo n; = j; = o(i). Assim devemos mostrar que JyJ5 - - - J.o = Id.
Dado um inteiro z tal que 1 < = < r, temos Ji(o(z)) = Ji(j.) = j. = o(x) para

r < k <r, entao, utilizando a Observagao 2.3, temos

JiJy-o-Jeo(x) = Jy - JeaJi(0(x))
= iy Jur(1)
=1l4+z-1
=x

= Id(x).

Supondo agora x > r, temos duas possibilidades: o(z) < o(r) ouo(x) > o(r). Supondo
inicialmente que o(x) < o(r), temos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 1: Se z > r e o(x) < o(r), entdo o(x) =x — 7.

De fato, ¢ facil ver que supondo (ii) temos o(1) > -+ > o(r) > o(r+1) e
or+1)<o(r+2)<--- <og(m). Temos o(1) > --- > o(r) > o(z), o(m) > --- >
olz+1)>o(x)eo(x) >o(x—1)>--->0c(r+2) > o(r+1) assim temos exatamente
m — x + r valores maiores que o(x), logo o(z) =m — (m —x +7r) =z —r e portanto

usando a Observacgao 2.3 temos
JiJy---Jyo(z) =0(x)+r=x—r+r=x=I1dx).
Por fim supondo & > r e o(z) > o(r), consideremos o conjunto
Y={yeN|1<y<reo(y) =j,> o)}

Afirmacao 2 Caso Y = (), entdo Jyo(x) = o(z) para todo k € {1,...,r} e
o(x) =x.

De fato, a primeira afirmagao segue do fato de que o(x) > j; > - -+ > j, e portanto
o(x) é ponto fixo de todos os ciclos Ji, mostremos que o(z) = x. Como x > r temos
o(x) <olxr+1) <--- <o(m), entdo existem pelo menos m — = valores maiores que

o(x), donde segue que o(x) < m — (m — x) = z. Por outro lado, como ja observado
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temos o(x) > j; > -+ > jreo(r+1) < .-+ < o(x) temos que existem pelo menos
r+x— (r+1) =x — 1 valores menores que o(z), ou seja, o(x) > z, concluimos entao
que o(zr) = x.

Portanto se Y = () temos
Jidy - Jyo(x) = o(z) = x = Id(z).
Se Y # (), tomemos p = max Y, entdo Ji(o(x)) = o(z) para p < k < r, portanto
Jidy - Jro(x) = Jydy- - Jyo(x) = o(x) + p.

Precisamos mostrar que z = o(z) + p, isto é, o(xz) = x — p. De fato, para i tal que
r+1<1i<uztemos o(i) < o(x), o que nos diz que hé pelo menos z — (r + 1) valores
menores que o(z), e para p < i < r também temos o(i) < o(z), logo existem pelo
menos r — p valores menores que o(x) neste caso. Entao existem, no total, pelo menos
x—(r+1)4+r—p=x—p—1 valores menores que o(z) e dai o(x) > = —p. Agora para
os valores maiores como j; > --- > j, > o(z) ja temos p valores maiores que o(z), e
para i tal que z < ¢ < m também temos o (i) > o(x) o que nos di mais m — = valores
maiores que o(z) totalizando pelo menos m — z + p valores maiores que o(x), entao

o) <m—(m—z+p)=x—p. Assim, o(z) =z — p, como queriamos mostrar.

(iii) = (i)
Supondo (iii), para cada j;, denotemos por Q; o ciclo Q; = (j; j—1 -+ 2 1).
Assim temos 0 = Q,Q,_1 - - - Q2Q1. Inicialmente, como j; > jo > --- > j,. > 1, temos

que QQ; ndo move j; para i < k, isto &, Qx(j;) = Jji, e que j; > r — i+ 1. Dai

o(1) = Q- Q3Q2Q:(1) = Q-+ - Q3Q2(j1) = ju
0(2) = Q- Q3Q20Q1(2) = Qr--- Q3Q2(1) = Q- - - Q3(J2) = J2

o(r) = Q- Q3Q2Q1(r) = Q-+ Q1 Qr(r — (k — 1)) = Q,(1) = jr
Portanto o(i) = j;. Ademais como j; > r —i+ 1 para cada 1 < i < r, temos
or+1)=Q, - Qi(r+1)=r+1—r=1.

Fazendo t = r + 1, temos o(1) > --- > o(t — 1) > o(t) = 1. Falta apenas provar

que o(t) < --- < o(m). Para isso é suficiente mostrar que para cada p > 1 temos
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o(r+p) <o(r+p+1). Com efeito, para cada p com 1 < p < m —r — 1, definamos o
conjunto K, como sendo K, = {i € {1,...,r} | ji > r+p+1—i}. Note que se i ¢ K,

entao j; — 1 < r 4+ p — 1, ademais, como j; > j;+1, temos j; — 1 > j;11. Logo
r+p+1l—(G+1)=r+p—i>ji—12> ji,

ouseja, 7 +p+1— (i+1) > ji1, consequentemente i + 1 ¢ K,,. Desta forma K, = ()
ou K, ={1,2,...,ky}. Se K, # (), denotemos k, = max K, =| K, |, e caso K, = 0,

denotemos £, = 0.

Afirmagao 3: Paracadapcom 1 <p<m—r—1, temos o(r+p) =r+p—k,.
De fato, caso K, # 0, entdor+p=r+p+1—1 < j;, dai ); move r+p para r+p— 1.
Ademaisr+p—1=r+p+1—-2<jyedai Q move r+p— 1 parar+p—2, e assim
por diante, isto é

Qr,Qrp—1- - Q2Q1(r +p) =1 +p—Fk,

Note para s > k, + 1 temos r+p—k,=r+p+1—(k,+1) >r+p+1—s>jse

portanto () nao move r + p — k,. Dai

o(r+p)=QQr 1 Qr, + QQi(r +p) =Qr - Qur(r+p—ky) =r+p—k,
Caso K, =0, entdao k, =0e 1 ¢ K,,. Portantor+p =r+p+1—-1>j; > jo > --- > j,,

e assim nenhum Qs move r +ppara 1 < s <r. Logo o(r+p)=r+p=r+p—k,.

Afirmacgao 4: Para cada p, com 1 < p < m —r — 1, temos kp;1 — k, < 0. De
fato, caso K,y1 = 0, temos k,i1 = 0, e como k, > 0, temos k,11 — k, < 0. Caso
Kpy1 # 0, mostremos que kyq € Ky, isto € ji ., > 7+p+1—kyyy. Com efeito, como

kpi1 € K,y1 temos
Tkpin ZT+(p+1)+1_kp+1 >r+p+1—FEyp.

Logo k,+1 € K,. Consequentemente K, # 0e ky, > kpi1, portanto k1 — k, < 0.

Mostremos agora que o(r+p) < o(r+p+1). Parap € Ntalque 1l <p <m—r—1,

de acordo com as Afirmagoes 3 e 4 temos k1 < ky, logor+p—k, <r+p+1—Fkyy
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e portanto o(r +p) < o(r + p+ 1). Assim, pondo t = r + 1, concluimos que
ol)y>--->ot)=1<o(t+1)<--- <a(m).

Por fim provemos por inducao a afirmacao no final do lema. Para m = 2 temos

1 2 1 2
% - S2 - ’
1 2 2 1
e [11,2s] = x120 + (1) a0z = Zae%(—1)”71(1)_1950(1)350(2). Antes de prosseguir

com a inducdo, note que dado o € .7}, definindo o', 0" € Sy,41 por

(1 2 3 e me1 m met
"T\o) 0@ 0@) - otm—1) o(m) m+1
, (1 2 3 o me1 mo om+1

Tt e) 0@ - om=2) om—1) o(m)

temos o', 0" € T, .1, é facil ver que se 0,0 € 7, temos o’ # o" e
od=0 <+ o=0 << o =0".

Reciprocamente, dado 7 € 7,,,.1, pela defini¢do de 7;,,1 devemos ter 7(1) = m+1 ou
T(m+1)=m+ 1. Se 7(1) = m + 1, entao {7(2),7(3),...,7(m+ 1)} ={1,2,...,m},

consideremos
1 2 eeoom—1 m

72) 7(3) - 7(m) T(m+1)
Caso 7(m + 1) = m + 1, temos {r(1),7(2),...,7(m)} = {1,2,...,m}, consideremos
1 2 . m—1 m
(1) 7(2) - T(m—=1) 7(m)

Em todo caso temos o € .7,. Ademais, note que 7 = ¢’ ou 7 = ¢”. Portanto temos
I =40 o€ T, U{c" |oce T}

onde ndo ha repeticao entre os elementos o/, com o € 7, e também nao hé repeticio
entre os elementos ¢”, com o € Z,. Note também que (¢/)"*(1) —1=0"11)—-1¢e
(6”")71(1) =1 = 07%(1). Estamos prontos para completar a indugiao. Supondo que para
algum m € N, com m > 2, temos

o1 -
[xh Lo, ... 7xm] = Z (_1) M 1.]}'0—(1)130(2) o To(m)
UE'—%VL
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podemos computar [z, T, ..., Tm, Tme1] do seguinte modo:
[T1, %2, ooy Ty Ting1] = [[T1, T2, -« o, Ty Ty
= [ Z (_1>071(1)_1$U(1)x0(2) *To(m), xm-{-l]
o€ Im

ot —
= (Z (=17 @ lxa<1>%(2>"'$a<m>> Tt 1

0ETm
o1 —
— Tm+1 < Z (_1> W 1x0(1)l’0(2) o 'xo(m))
Uezn
o1 —
= ( Z (1) WO, )T - '$o(m)$m+1>
0€Im
+ < Z (_1)071(1)xm+1$0(1)x0(2) e xa(m)>
O'Egm
o' -1 _
= ( Z <_]_>( )~ 1x0/(1)$0/(2) e xg/(m)xa’(m+l)>
O'G:qm
: ( > DT O Tyt - ’%”(m*”)
CEIm

7"1 —
= > (1) O e @) T e(me),s

T€«7m+1

o que completa a inducao. Analogamente mostramos que

T10X90 - g To(1)ZTo(2) " Lo(m)-

Dessa forma, particularmente, em K (X), temos expressbes para os polinémios

multilineares ArTr(1) % Tr(2) %+ + * Tr(m—1) * Tr(m), Onde * representa o produto

TESm

o de Jordan ou [,] de Lie:

Z )\Tx’r(l) OTr(2) OO0 Tr(m) = Z Z A TLr(c())Lr(o(2)) " Lr(o(m))

TESm TESm 0EIm
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o~ H1)-1
Z /\T [xT(l)a Tr2), " 7IT(m)] - Z Z (_1) M )\TIT(U(l))‘rT(U(Q)) © Tr(o(m))-

TESm TESm 0€Im

Coloquemos em pratica a ligacdo que o conjunto .7, tem com o produto de Jordan

e com o comutador de Lie para a algebra das matrizes triangulares superiores.

Lema 2.5 (Adaptacdo do Lemma 4, de [30]) Sejam ri,79,...,ry € UT, matri-

zes unitdrias triangulares estritamente superiores tais que r179 -1y, # 0. Entdo
(1) To-1(1)To-1(2) " To-1(m) 7 0 Se, € somente se, 0 = 1;
(i1) [ro-1(1):To-1(2)s - - - s Ta—1(m)) 7 0 se, e somente se, 0 € Ty,.
(401) To-1(1) O Tg-1(2) O+ = O To1(m) # 0 Se€, € sS0mente se, 0 € Tp,.
Prova.
(i) Note que 7 = €;,;, com iy, < ji, cOMo 173 - - -1, # 0 devemos ter
W <p=1l2<Je=13 <+ <Jm-2="1m-1 <Jm-1=1m <Jm

assim fica claro que r,-1(1)75-1(2) - * To-1(m) 7 0 se, e somente se, o = 1.

(#7) Dados indices iy, g, ..., in, pelo Lema 2.4 temos
_ —(1)-1
[Ty iy - 4] = E : (-7 W LiryLiray =" Lir()
TE€EIm

fazendo iy = o '(l), para | = 7(k) temos i, = o' (7(k)) assim segue que
71 -
o1 Po1@)s- - Tomtm] = D (S0 O romigyromir@) -+ o))
TEIm
como vimos no item (i), dentre as parcelas no lado direito apenas uma pode ser
1

nao nula, e isso acontecera justamente se para algum 7 € 7, tivemos que o~ oT

seja a permutacao identidade, que equivale a 0 = 7 € .7,.

(7ii) Pelo fato de que

To=1(1) ©To=1(2) © "+ O To1(m) = Z To=t(r (W) To=1(r(2)) """ To=t(r(m))
Teym

a demonstracao segue analoga ao item anterior.

No Lema 2.4 vimos algumas caracterizacoes para os elementos de .7,. Ha mais

formas de caracterizar os elementos de .7,,, como a que vem a seguir.
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Lema 2.6 (Lemma 3, de [30]) Seja o € S,,. Temos que o0 € T}, se, e somente se,

o satisfaz a sequinte condicao: existe um inteiro t, com 1 <t < m, tal que

(i7) para todos inteiros ki, ke > 0 tais que k1 + ky <m e
{U(t_k1)7a<t_k1+1)7"'7U<t+k2_1)7U(t+k2)} = {17277k1+k2+1}

seque uma das duas sentencas
ot—ki—1>1leo(t—ki—1)=k +k+2 ou
ot+thky+1<meo(t+ka+1)=k +ky+2.

Prova. Supondo o € ,. Tomando k; e ko como na condic¢ao (iz). Note que
oc1)>0(2)>--->0(t—-1)>0()<ot+1)<---<o(m—1)<a(m)

portanto temos o (1) > o(2) > -+ > o(t—k1—1) e o(t+kot+1) < --- < o(m—1) < o(m).
Assim entre os nameros o(1),0(2),...,0(t—k —1),0(t+ko+1),...,0(m—1),0(m)
o menor deles ou é o(t — ky — 1) ou o(t + ko + 1). Ademais

{c(1),...,0(t—ki—1),0(t+ka+1),...,0(m)} ={k1 + k2 +2,...,m}

portanto o(t — k1 — 1) =ki+ ko +2ouo(t+ ke +1) = ki + ko + 2.

Reciprocamente suponha que o € S, satisfaz as condi¢oes mencionadas. Para
ki = ks = 0 temos {o(t)} = {1}, portanto o(t — 1) =0+0+2=20uo(t+1) =2,
assim temos

o(t—1)>0(t) ou ot)<o(t+1).

Caso o(t — 1) = 2, tomemos k; = 1 e ky = 0 e teremos {o(t — 1),0(t)} = {1,2}, e dai
o(t—2)=3ouo(t+1) =3 e portanto

ot—=2)>0(t—1)>0(t) ou ot—1)>0c(t)<o(t+1).

Por outro lado, caso o(t + 1) = 2, tomando k; = 0 e ky = 1 temos {o(t),0(t + 1)} =
{1,2} e portanto o(t — 1) = 3 ou o(t + 2) = 3 e portanto

ot—1)>0(t)<o(t+1) ou o(t)<o(t+1)<o(t+2).
Continuando o processo, em todo caso vemos que no final teremos
oc1)>0(2)>--->0(t—-1)>0()<o(t+1)<---<o(m—1) <o(m)

portanto o € 7,,. m



89

Observacao 2.7 Dados inteiros positivos my e mq, onde my < ms, podemos conside-
rar Sy, subgrupo de S,,, de maneira usual, sob a sequinte identifica¢ao, os elementos
de Sy, sao os elementos de S,,, que fizam todos os simbolos x > my. Usando a mesma
identificacao, notando que dado o € T, teremos o(my) < o(m; +1) < --- < g(ma)

temos
o1)>0(2)>---<o(m —1)<o(lm) <olm +1)<---<a(mg—1) <o(ms)
assim teremos o € J,,, € portanto sob essa identifica¢io podemos considerar Iy, como

subconjunto de T, .

Com a notacao estabelecida acima enunciamos mais uma descri¢ao alternativa para
T
Lema 2.8 [Corollary 7 de [30]] Para m > 2 temos

={morP o omy iz im €{0,1}}.

Prova. Note que se 0 € .7, entao o o7, € 7,. De fato, seja r o nimero natural tal
que o(j) > o(j + 1) se, e somente se, 1 < j < r, entdo 0 0 7,(j) > 0o 7,(7 + 1) se,
e somente se, 1 < j < m — r e portanto o o 7,,, € J,,. Deste modo concluimos que
T D oTi¥ 0 orim iy ... iy, € {0,1}}. Vamos agora provar a inclusdo contraria
por inducao em m, se m = 2 a inclusao é claramente verdadeira. Suponha agora que
o resultado vale para m — 1 > 2. Seja 0 € 7, entao seja o o 7', onde i,, = 0 se

a(m) =m e i, =1se o(m) # m. Temos que oo 7™ € F,, além disso se o(m) # m

entdao o(1) = m e portanto o o 7,,(m) = m. Assim oo 7™ € 7, e segue da hipotese

de inducdo que existem is, ..., 4,1 € {0, 1} tais que
7 _ ’i2 7:’mfl
OOT,) =Ty O-+-0T 1.

Como cada permutacao 7; tem ordem 2 segue da igualdade acima que vale a igualdade

_ o Im—1 7
o=Ty0---071, " oT'm Deste modo temos que

T CA{m? o oot |dg. .. iy € {0,1}},
e portanto os dois conjuntos sao iguais. m

Proposigao 2.9 Seja my um inteiro positivo. Dado o € F,,,, que tenha algum ponto

fizo j tal que 7 > o=1(1), pondo
my =min{i € {1,2,...,mo} | i >0 (1) e o(i) =i},

temos 0 € J,,. Consequentemente, se mg € tal que m3 < my onde mz > 0'_1(1) €

o(mg) = ms, ou equivalentemente ms > my, temos o € J,,.
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Prova. Basta notar que como m; > o~ !(1), devemos ter o(m;) < o(m; + 1) <
- < o(my — 1) < o(mg) e como o(my) = my 0s my — my elementos do conjunto
{o(m14+1),0(m1+2),...,0(my—1),0(msy)} devem assumir valores entre {m;+1,m;+
2,...,ms — 1,my} e portanto o(k) = k para m; < k < ms, e naturalmente ja temos
o(l) >0(2) >--- <o(m —1) < o(m), logo 0 € ,,. Ademais consequentemente
temos 0 € J,,. m
Agora que temos propriedades bem estabelecidas sobre o conjunto .7,,, utilizemos
elas para introduzirmos alguns conceitos e resultados técnicos, que estao por tras de

diversos resultados a respeito de graduagoes em U J, e UT,(f).

2.3 Acoes de permutacoes em sequéncias

2.3.1 Acgoes em sequéncias em conjuntos arbitrarios

Nessa secdo estudaremos um tipo especial de agdo de grupo ( Defini¢do 1.51 ), com
o intuito de provar um importante teorema, a saber Teorema 2.34. Vamos fixar

uma acao em especial. Seja X um conjunto qualquer nao vazio, dada uma sequéncia

s =(s1,82,...,8m) € X™. Temos uma agdo a esquerda de S,, em X™
g8 = U(Sl, S2,..., Sm> = (80—1(1), So=1(2)5 -+ So-—l(m)).
De fato, tomemos s = (s1,82,...,8m) € X™ e 0,7 € S, sendo 1 € S,, a permutagao

identidade temos 1s = s. Ademais, denotando i; = o~1(I) fazendo | = 771(k) temos

iT—l(k) = 0'_1(7'_1(]{))

T(O’S) = T(Sa—l(l), 50—1(2), Ce ,50—1(m))
T(Siys Sigs -+ s Sip,)
Si, 1012 iyt 0 i1 )
So1(r=1(1)s So=1(r1(@)s - s So (L (m))

= (
= (
= (S(ro)1(1)s S(r0) 2 @)1+ -+ S(r0)1(m))
= (7 )

Notagao 2.10 Dado T subconjunto de S,, e s € X™ denotemos

Ts={os|oeT}.
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Também denotemos rev s := T,,8 a sequéncia reversa de s, isto é, se s = (81,59, .., Sm),

entdo a sequéncia reversa rev s de s € Tev § = Ty S = (Sim, Sm—1, - - - » S2, S1)-

Utilizando a definicao estabelecida acima, definimos:

Definigao 2.11 (Definition 8 de [30]) Dadas duas sequéncias s,s' € X™, dizemos

que s e s sao espelhadas ( mirrored ) se Tps = IS’

Equivalentemente, s e s’ sao espelhadas se, e somente se, para todos 7,0 € 7,
podemos encontrar 7,0’ € 7, tais que 0s = o's’ e 7'’ = Ts.

Vejamos dois exemplos de sequéncias espelhadas:

Exemplo 14
(1) Para qualquer s € X™, temos que s e s’ = s sao espelhadas.

(17) Se s, s’ € X™ sao espelhadas, entdo s e rev s' sao espelhados. Consequentemente s
e rev s sao espelhados.
De fato, dado o € F,,, existe o' € I, tal que 0s = o's’, pois s e s’ sdo espelhadas.

Pelo Lema 2.8 vemos que 0" == o1, € ,, dat
o'rev s = o'r,,Tms =0's = os.

Reciprocamente, dado 7' € 7,,, temos 7'1,, € T, € existe T € T, tal que s = T'1,,8,

dai 7s = T'rev s'. Donde seque que s e s’ sao espelhadas.

Provaremos que esses dois exemplos sao as tnicas formas de produzir sequéncias
espelhadas, isto é, s e s’ sao espelhadas se, e somente se, s = s’ ou s = rev s’. A
reciproca ja foi provada, vamos nos concentrar em provar a implicacao que falta. Para

isso vamos fixar algumas notacoes:

Notagao 2.12 Denotaremos I, = {1,2,...,m}. Ademais cada sequéncia

s = (s1,82,...,5m) em X™ pode ser vista como uma fun¢é@o

s: I, — X

i s(i) =s;

e para qualquer o € Sy, temos a igualdade de funcoes os = soo~': 1, — X. Dados
(m)

inteiros 0 < my < m, denotaremos por 1>,

= {m,m —1,...,m — my + 1}, note
que [ET:;) =1,,. Assim I(_’ZI)Q denota os ultimos moy elementos de I,,, cologuemos entao
™ =9
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Inicialmente faremos defini¢oes e deduziremos alguns resultados tteis relacionados

a estes conceitos.

Definigao 2.13 (Definition 12 de [30]) Tomemos s,s' : I, — X, e ponhamos
A = s(1). Uma coincidéncia de (s,s") € um par (my,mg) onde my > 0 e mg > 0 sdo

wnteiros satisfazendo

(1) s(i) =5'(i) = A, para todoi =1,2,...,my ei=m,m—1,....,m—mg+1. Esse

ultimo caso, apenas se my > 0.
(2) s(my+1)# A, s(m1+1)# A, s(m—mgy) # A es'(m—my) # A

Neste contexto, denotamos m’' = mq + meo, LS;) =1, U I(_%)Q ell = m/L(n_).

Assim I}, = I, U I(JZBQ representa os elementos das pontas ( os primeiros m; e

os ultimos my elementos ), e I! = Im/[f{) sao os elementos do meio do intervalo I,,.

Exemplo 15 Os sequinte exemplos de coincidéncias serao tomadas em X = {A, B,C'}

(i) Tome s = (A, A,A,B,C,C,A) es' = (A, A A C, A B, A) em X7, entdo (3,1) é

uma coincidéncia de (s,s');

(ii) Tomes= (A, A,B,C) es = (A, A C,C)em X%, entio (2,0) é uma coincidéncia

para (s,s');

(111) Tome s = (A,A,B,C,C,A) es = (A, A, B,C,A,A) em X®, entio (s,s') nao

admite uma coincidéncia;
(iv) Se (my,ms) € uma coincidéncia para (s,s'), entao (mq,me) é uma coincidéncia

para (8',s).

O lema a seguir nos da uma caracterizagao de alguns elementos especificos muito

uteis em 7,.

Lema 2.14 (Lemma 13 de [30]) Sejam mi,ms > 0, onde my + my < m. FEntao
o € T, satisfaz:

e ocm—i+1l)=m—i+1, parai=1,2,... mo,
e o(i)=m—my—i+1parai=1,2,...,my,

se, e somente s€, 0 € T mi—ms © Tm—ms-
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Prova. Suponha que o € 7, satisfaz as condi¢Oes acima. Mostremos que

00 Tonmy € Tonmy—my, POIS assim como 72 _ , = 1 teremos 0 € J_mi—my © Tm—mo-

m

Primeiramente mostremos que o o 7., _m, (k) = k para k > m — mg — my. Com efeito,
dado k > m—my—mgy, se m—mo > k > m—my—my temos T,_m, (k) = m—mo—k+1,

e note que
k>m—m;—my — mp>m—me—k — my>m—mg—k+ 1.
Ademais,
m—me>k — m—my—k+12>1.

Facamos entao i :=m —mg — k41 e teremos 1 <7 < my, devido a segunda condigao
temos

oi)=m—meg—i+l=m—me—(m—me—k+1)=k
portanto oo, _m, (k) = k. Suponha agora que k > m—ma, assim temos 7,,_m, (k) = k,
e fazendo ¢ :=m — k + 1 temos

i=m—k+l<m—(m-—my)+1=mg+1

e como k < m temos ¢ > 1, portanto 1 < ¢ < may, assim devido a primeira condicao
temos

ok)y=cm—i+1)=m—i+1=k.
Assim temos o o T,,_m, (k) = k para qualquer k > m — m; — my. Ademais note que

1 e om—mp—mg m—mp—me+1 -+ m
09O Tim—my = )
i olm—my) --- omi+1) m-m;y—ma+1 -+ m

e também que my + 1 < o7 1(1) < m — my, portanto temos que

omi+1)>a(m +2)>-->a(0 (1) < - <a(lm—mg—1) < o(m—my).
As desigualdades acima implicam que
OTm—my (M — My —M3) > 0Ty (M —my —ma — 1) > -+ < 0Ty (2) < 0T, (1),

de onde concluimos que 0 © Ty—m, € Tn—my—m, € POItANto 0 € T mi—msy © Ti—ms,-
Reciprocamente, dado o € T, _m, —my © Tm—ms,, NOte que para i = 1,2,...,ms

temos i < mgo+1 dai m—i+1 > m—may, donde segue que 7, _p,(Mm—i+1) =m—i+1,
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note também que 7 < my +my + 1, e portanto m — i+ 1 > m — my; — my donde segue
que os elementos de 7, _m,—m, fixam m — i + 1, logo o satisfaz a primeira condigao.
Supondo agora ¢ = 1,2,...,mq, como my; +ms < m temos ¢ < m; < m—my e
portanto 7,,_,, move i. Com efeito 7,,_m,(1)) = m —ms —i+ 1, note i < m; +1e
portanto m —msy —i+1 > m —my — mo, assim todos os elementos de 7, ., —m, fixam
m—msg—i+ 1. Assim temos (i) =m—my—i+ 1 parai=1,2,...,my 0 que garante
a segunda condicao. m

Observacdo 2.15 E ficil representar uma permutacio 0 € Fpmi—my © Tmemy: S

ultimas mo entradas de o sdo

m—-—me+1 -+ m—1 m
g =
m—msy+1 -+ m—1 m
e as primeiras my entradas sao
1 2 mq
g =
m—ms m—me—1 -+ m—meg—mq—+1

Vejamos uma motivacao para considerar essas permutacoes e a nocao de coincidéncia.
Sejam (mq, my) uma coincidéncia para (s,s’), e A = s(1). Segue que s e s sdo

escritas como:

s=(A,...,A,By,....,B,A, ..., A
N—— N——
my Vezes my VEZEes

s =(A,...,AB, ... BLA.. A

onde {By, By, B;, B/} N {A} = (. Uma permutagdo 0 € Jp—m;—my © Tm—m, ird agir da
forma

os=(C,...,Cl,A,..., A)
———
m’ VEZES
onde C; = By ou ] = B, e consequentemente C; # A.

Seja s : I, — X. Entao ha uma coincidéncia (m;, ms) para (s, s), e n6s podemos

considerar a restri¢do sy = s | . Definamos

0 Ly — I
n—n-+m
e assim para cada 0 € Z,,_,,» podemos considerar a composigao oo™ ! : I! — I, ..

Denotemos

T ={oop o€ T}
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Note que se t = 0~!(1) entao

e portanto
ol (mi+1) > >a(p t+m)) < <alp(m—my)).

Assim para todo o’ € .7/, podemos definir um elemento o € 7, 0 Ty, COM

apoio do Lema 2.14, por

.
o'(i), seiel,
o(i)=q9m—my—i+1, sei€l,,

i, se1 € ]8}22.

\

Veja que tal relacdo o’ — o ¢ injetora. Ademais é claro que
/!
| Tt © Ty | = | T | = | T, |-

Por sua injetividade e das igualdades acima vemos que ¢’ — o é bijetora. Em verdade
sendo ¢’ — o bijetora segue que para cada 0 € I, s © Tyy_m,, €xiste uma tnica

permutacao 0 € 7, tal que

0'(i —my), seiell

o(i) = m—mo—1+1, set € L,

i, seie ™

\ —mer
Usando a notagao acima vejamos um exemplo de como 0 € J,, v © Try_m, age
em s e em sg.
Exemplo 16 Dado s: I,, — X, escreva
s=(A,...,A,By,...,B,A, ..., A)
—— —_———
m1 vezes my VeZes
onde By # A # B,. Escrevendo s dessa forma temos a coincidéncia (my,mso) de (s, s).
Um elemento 0 € T © Tin—m, Qg€ COMO
os=(Cy,...,C;, A ...;A)
———
mi1+mo UVEZES

= (By,...,By), portanto 0sy = (C4,...,C)).

onde {B1, B;} > C; # A. Ademais sy = s |1/

m
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O lema a seguir evidenciara ainda mais a importancia que as permutacoes de
Tn—m' Tm—m, desempenham no sentido de verificar se duas sequéncias sao espelhadas

ou nao.

Lema 2.16 (Lemma 17 de [30]) Usando a notacao anterior, se o € F,, satisfaz

0_1([(_77;3,) ={o Y m), o (m—1),..., 0 (m—m' +1)} =1,

m

entao existe T € Jy_mr © Tyn—m, tal que 08 = Ts.

Prova. Note que nesse caso temos soo '(j) = Aparam —m’' +1 < j < m. Assim
segue que

08 = (Sg=1(1)s--,8e-1(1), A, ..., A
(8011 Hys, )
m' Vezes
onde [ = m—m/. Para construir 7, pelo Lema 2.1/, devemos por 7(i) = m—my—i+1
(m)

“my» @ssim j& sabemos como T se comporta em

para i € I,,, e 7(i) = i para i € [

1) = I, U I(_TH)Q, falta definir as imagens 7(z) € I,,,_,v para elementos x € I/ de

tal forma que 771(i) = o7 1(i) para i = 1,2,...,l. Com efeito, note que por hipttese
(—))

temos o(ly ') = {m,m—1,...,m —m’+ 1}, dai

our, =1,
o(IHYUe(I) = I,
o(Il) = I, — o(I$))

Portanto basta definir 7(z) = o(x) € I;,— parax € I que teremos 7 € ;0T —ms

e 7 i) =0"1(i) para i € I,

TS = (87—1(1), <y Sl (m—m/), A, RN ,A)
N——
m/ VeZes
= (80—1(1)7 <y So=l(m—m/)s A, R ,A)
N——
m/ VezZes
=0S

o que conclui a demonstracao. =
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De acordo com o lema acima, no sentido de verificar a definicao de sequéncias

espelhadas, mesmo que o ¢ ., © Tyy—m,, cOntanto que o——l(Iﬁ”;j,

)= [T(,f), que coinci-
dentemente é uma caracteristica dos elementos de 7,,,_ ./ © Tyy—m,, podemos supor que
0 € T/ © Tm—m,- Lal propriedade é conveniente pois como comentado pouco acima,

temos que 0 € ,,_ © Tm—ms, S€ € somente se, existe 0 € Ton—me tal que
(
0(i—my), sei el

o(i) = m—me—1i+1, sei € I,
i, seielysgg.

\

Coloquemos em pratica essa propriedade.

Lema 2.17 (Lemma 18 de [30]) Sejam s,s" : I, — X espelhadas. Assuma que

hd uma coincidéncia (mq,ms) de (s,s"). Entdo so = s |, e sj =5 |1, sao espelhadas.
Prova. Tomando 0 € .7,,_,,/, mostremos que existe a € 7, _,,» tal que sy = as,.

Com efeito, dado 0 € F},_,,, consideremos 0 € J, s © Tr—my, © Ty tal que

(
0(i—my), sei el

o(i)=q9m—my—i+1, seicly,,

i, seie ™

—ma*

\
Como s e s’ sao espelhadas, existe 7 € 7, tal que 0s = 7s. Nosso objetivo

primério é verificar que Tfl(l(ffrz,) = I{,). Para isso assuma que ha i € IE”;L), ={m,m—
L,...,m—m'+1} tal que 771(¢) =my +1 (ou 771(¢) = m — my ). Pela definigao de
coincidéncia, sabemos que §'(m; +1) # A e s'(m —my) # A, onde A = s(1). Ademais,
pela escolha de o temos o7 1(z) € {1,2,...,my,m,m —1,....m —mg + 1} = 15,
Note que 0s(i) = soo (i) = A, mas 7s(i) = so7 (i) # A, ou seja, 0s # 75, 0
que é uma contradigdo. Portanto 7(m; + 1),7(m —my) ¢ 157, A principio, temos 3
possibilidades, ou 771(1) < my,oum; < 77H1) <m—my+1loum—my+1 < 771(1).

A primeira nao pode ocorrer. Suponha que 771(1) < my, entao
M)+ < <timi+ 1) <7(my +2) < --- < 7(m —my)

como 7(m — may [Em), devido as desigualdades acima segue que 7(x I(_m), ara
( ) ¢ 170, g gue ¢ o D

re{r ' () +1,711)+2,...,m —my — 1,m —my}. Logo temos que

1" C{r(1),7(2),...,7(7 (1) = 1), 7(m — ma + 1), 7(m — my + 2), ..., 7(m)}.
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Porém o conjunto da direita tem menos que m’ elementos, ja que 77!(1) < my, absurdo.
De forma analoga, mostramos que nao pode ocorrer a desigualdade m—mo+1 < 771(1).

Portanto segue que m; < 77 1(1) < m —my + 1 e consequentemente

1 C (1), 7(2), .. (), 7(m = mg + 1), 7(m —ma + 2),..., 7(m)} = 7(I)).

m

Como ambos os conjuntos acima tem a mesma quantidade de elementos, segue a igual-

dade. Dai [En;l), = T([T(,f)), e pelo Lema 2.16, existe 7" € Ty © Tinem, © T, tal que
78" =71's". Como 7' € T © Tin—m,, €Xiste o € F,_,,y tal que
(
ali—my), sei el ,
/(s . .
T(@)=4m—my—i+1, seie€l,,

)

mao*

1, set1 €[
\

Como os = 7' = 7’5, segue que 0sy = as;. Por fim, uma coincidéncia de (s, s’) ainda
¢ uma coincidéncia para (s, s), podemos repetir o argumento e provar que sp € S, Sa0
espelhadas. m

Uma forma de verificar que duas sequéncias nao sao espelhadas sera obtida adi-

ante com a seguinte definicao:

Definicao 2.18 (Definition 19 de [30]) Sejam s : I, — X e w : I; — X com

d < m. Consideremos o conjunto
O(s,w) ={(0,i) € T x Iy |os(i+j)=w(l+7), Vj=0,1,2,...,d— 1}
e denotemos

n: Iy XLy, — I,
(0,1) — n(o,i) = 1.
Definamos
min{n(z) | z € O(s,w)}, se O(s,w) # 0,

00, €aso contrdrio.

0y (8) =

Com efeito, como dito logo acima da defini¢ao, temos o lema a seguir.

Lema 2.19 Sejam s,s' : I, — X. Se eziste w : I; — X tal que 0,(s) # 0,(5),

entdo s e s’ nao podem ser espelhadas.
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Prova. Assumindo que i = 0,(S) < 0,(5’). Nesse caso, existird o € 7, tal que
os tem i entradas seguidas das entradas de w. Assim é impossivel tomar 7 € .7, onde
75" satisfaz essa mesma propriedade, pois caso contrario teriamos o,(s’) < i. Assim
em particular temos os # 75’ para todo 7 € 7,,. m

A seguir exemplificamos um uso do lema acima.

Exemplo 17 Sejam s = (A, A, B,C,D) e s’ = (A, B,C, D, A). Entao se w = (A, A),
temos 0,(s) = 1 € 0,(s") = 4, entdo s e s’ nao podem ser espelhadas. Isso poderia

ser verificado de forma direta: tomando o = id € 5, nao hd nenhum o' € 5 tal que

o's =o0s=s.

Entre as sequéncias que possam aparecer, muitas entradas podem aparecer repe-
tidas em sequéncias, assim como temos a nocao de partir a sequéncia em fragmentos,
como uma ideia de subsequéncia, como fizemos sy = s . Tendo em vista a formaliza-
cao de tais ideias fixamos a notagao a seguir:

Notagao 2.20 (i) Dados wy : Iy, — X e we : Iy, — X, denotemos por w =

(w1, ws) a sequéncia w : Iy g, — X definida por

. wl(i)7 Selgigdh
w(i) =

wy(i —dy), sei> d.

Equivalentemente, se wy = (T1,T2,...,74,) € XU e wy = (Y1, Y2, ..., Ya,) € X%,
entao w = (wlva) = (x17$27 ey Tdyy Y1, Y2, - - 7yd2) € Xd1+d2_
(it) Analogamente definimos (wy,ws, ..., wy).

(17i) Dados A € X e d € N*, denotemos por Ay : Iy — X a sequéncia constante
Ay(1) = Ag(2) = --- = Ay(d) = A.

Em relagao a notagao acima, note que se A, B,C' € X, entdao a sequéncia s =
(A, A,B,C,C,C,C) € X" pode escrita da forma s = (As, B, Cy), que resulta em uma

escrita bem mais simples e compacta.

2.3.2 Acgoes em sequéncias no conjunto X = {A, B}

Nessa subsecao focaremos no caso particular em que X = {A, B}, é um conjunto com
exatamente 2 elementos. Nesse caso para representar uma sequéncia s € {A, B}™ basta
informar quantas vezes cada simbolo aparece em sequéncia em cada bloco de elementos

repetidos, isto nos leva a seguinte definicao:
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Definicao 2.21 (Definition 22 de [30]) Dado s : I, — X = {A, B}. Sejan; >0
o maior inteiro tal que

e para esse ny, seja ng 0 mator inteiro tal que
s(ni+1)=s(n1+2)=---=s(ny +ny) = B.

Continuando o processo, obtemos a sequéncia 3(s) = (ny,na,...,Noy_1,N9) onde po-
demos ter ny = 0 e também podemos ter noyy = 0. Chamamos tal sequéncia de espectro

de s.

Note que o espectro de s : I, — {A, B} esta subordinado ao simbolo A. Por
isso poderiamos fixar a notagao X 4(s) em vez de X(s), e definiriamos de forma analoga

a sequéncia Xp(s).
Exemplo 18 Fizado X = {A, B} temos:

(i) Se s= (A A, B, A B,B) = (Ay,B, A, By), entio X(s) = (2,1,1,2);

(ii)) Se s =(B,B,B, A, B) = (B3, A, B), entao ¥(s) = (0,3,1,1);
(iii) Se s = (B, As, By, A3, B, A), entdo ¥(s) = (0,1,2,2,3,1,1,0);
(iv) Se s=(A,A) es = (A, B), entao X(s) = (2,0) e X(s') = (1,1);

(v) Sejam ni,ng,n3, ..., noy_1,n9 € N*, se s = (Apn,, Bny, Ang, -+, A B.,,,) €

? n2t—17

Xmrtma entdo Y(s) = (ny, g, n3, -+ ., a1, Nat).-

Agora que temos a nocao de espectro de uma sequéncia, que também é uma
sequéncia, s6 que agora de ntmeros, podemos considerar propriedades a respeito de

suas entradas.

Definicao 2.22 (Definition 23 de [30]) Seja s : [, — X = {A,B}. Ponha
X(s)(l) = 0, para 1 ¢ {1,2,3,...,2t}, e para i € {1,2,3,...,2t} e j € N, defina-
mos

S(s)(i), se j=0,

Y(s)(i+7)+2(s)(i —j), sej>0.

Além disso ponhamos
mi(s) = max{¥(s)(2i + 1) | i =0,1,2,...}

IV(s) = {20+ 1| 2(s)(2i + 1) = miP(s)}
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e indutivamente definimos
max{ef~(s) | 1 € I ()}, se I (s) # 0,

0, caso contrdrio

1V(s) = {1 € I$7V(s) | e (s) = mY(s) e m{(s) > 0}.

m{y(s) =

Também fazemos o analogo para o B. Pondo mg)(s) = max{X(s)(2¢) | 1 € N*},
J(1 (s) ={2i| X(s)(20) = msg (s)} e recursivamente

max{ej " (s) | L € Iy ()}, se I (s) 0.
0, caso contrario

IP(s) = {1 € I57V(s) | e (s) = m§ (s) e m¥)(s) > 0}.

Para que nao haja problema em interpretar os simbolos da definicao acima, lem-
bremos que 3(s)(i) representa a i-ésima entrada da sequéncia X(s), e estamos pondo
Y(s)(1) = 0 para as posigoes | € Z que nao fazem sentido ou ultrapassam o compri-
mento de X(s). Uma boa interpretagdo para os niimeros mg)(s) ¢ a seguinte. Dados
m e N*ese X™={A, B}, onamero mi‘l)(s) representa a maior quantidade de A’s
consecutivos que aparecem em s. Em relacao a uma dessas sequéncias maximais de A’s
em s fixa, olhamos para a quantidade de B’s que vem imediatamente antes e depois
dessa sequéncia, somamos essas quantidades e armazenamos o resultado. Apos fazer
isso para todas as sequéncias maximais de A, o maior valor observado serd denotado por
m(j)(s). Entre as sequéncias maximais de A em que soma dos B’s ao seu lado resulta
em m(A)( ), olhamos para as sequéncias de A’s que vem imediatamente antes e a que
vem imediadamente depois das sequéncias de B que estao ao lado de nossa sequéncia
de A’s maximal, somamos a quantidades desses A’s, guardamos o valor, ap()s percorrer
por todas as sequéncias maximais de A’s que intercalam as quantidades m! A ( ) de B’s,
o maior valor obtida para a soma das quantidades dos A’s serd denotada por m(j’)(s).

Assim o raciocinio continua indutivamente. Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 19 Calculemos mg)(s) e mg)(s) para as sequintes sequéncias.

(i) Suponha

S:("'aAt;),)BtQ)Atl)B AU17B1}27A1)37" Bp37Apszp17Ak’7Bq17Aq27Bq37"')
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tal que k seja a maior quantidade de A’s sequidos em s e hd somente uma sequén-
cia de A’s com k elementos, e que u € a maior quantidade de B’s sequidos que

aparecem em s e que haja apenas uma sequéncia de B’s com u elementos. Dai

my'(s) =k
m(s)=p+
m$(s) = p2 + g2
my(s) = pa+ 43
e
i) (s) = u
mg)(s) =t 4+
mg’)(s) =19 + 9
mg)(s) = t3 + v3

(ii) Seja s = (As, B, Ay, By, A3, By) € {A,BY*®. Calculemos m'(s). Note que
X(s) =(3,1,2,4,3,2) e portanto

m\(s) = max{S(s)(2i + 1) | i € N} = max{3,2,3} =3

assim IV (s) = {20 + 1| £(s)(2i + 1) = mP(s)} = {1,5}. Como IV (s) £ 0

temos
m (s) = max{e["(s) | I € I}(s)} = max{e["(s) | I € {1,5}} = max{e{"(s), el (s)}.
Calculando egl)(s) e eél)(s)

V) =S(s) 1+ 1) +2(s)(1—1) =2(s)(2) + 2(s)(0) =1+ 0=1

e () =S(s)(5+ 1)+ 5(s)(5—1) = B(s)(6) + S(s)(4) =2+ 4 =6
assim mf)(s) = max{1,6} = 6. Como mg)(s) > 0, seque que

L) = {1 () [ 6" (5) = mid (s)} = {5},
Como ]1(42)(8) # (), temos
it (s) = max{e” (s) | 1 € 19 (s)} = max{e? (5)}-

Verificando o valor de 65:)2)(S> temos

e () =(s)(5+2) +5(s)(5—2) = 2(s)(7) + 2(s)(3) =0+ 2 = 2,
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portanto mf)( )=2e I( (s) = {5}. Como I '(s) # 0, temos
mff)(s) = max{el(g) |l e Igs)(s)} = max{e?)} =1.

D?z’) ](4)( )(— {5}. Logo mf)(s) = 65 —) Y(s)(1) = 3. Assim IA (s) = {5} e
my)(s) = e5
(4)

Calculemos agora my (s),

= 0. Consequentemente my’ =0 para 7 > 5.

mi(s) = max{S(s)(2i) | i € N*} = max{1,4,2} =4,

assim 1 (s) = {2i | $(s)(28) = mW(s)} = {4}. Como I (s) # 0 temos

m$ (s) = max{e!(s) | 1 € I} (s)} = eV =2+ 3 =5,
m (s) = el =142 =3,

miy'(s) = ei’ =3,

miy () = i = 0,

portanto mg)(s) =0 para todo j > 5.
Seja s = (As, By, As, B). Entao 3(s) = (3,3,3,1). Dai
mi(s) = max{%(s)(2i + 1) | i € N} = max{3,3} =3
IV (s) ={2i + 1| S(s)(2i + 1) = mP(s)} = {1,3}
como I\ (s) # 0, temos
m) (s) = max{e;" (s) | 1 € I3(s)} = max{ei"’(s), e5”(s)}

eV(s) =2(s) 1+ 1)+ 5(s)(1 = 1) = S(s)(2) + 2(s)(0) =3+ 0 = 3

M) =S(s)B+1) +2(s)(3—1) = B(s)(4) + (s)(2) =1+ 3 =4
logom;)—él eI( (s) ={3}. C’omomA)>0 6](2( ) #£ 0 temos

m$(s) = max{e[(s) | | € I} (s)} = max{e” (s)}

assim
mP(s) = el (s) = £(s)(5) + £(s)(1) =0+3 =3
e IA = {3}. Note que e( ) =0, logo m(])( ) = 0 para todo j > 4.

Agora calculemos mfg)(s).

m(s) = max{S(s)(2i) | i € N*} = max{3,1} = 3
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I (s) = {21 | £(s)(2i) = m§(s)} = {2}.
Como 14 (s) # 0, temos

~—
I
w
_|._
w0
Il
D

m$ (s) = max{e(s) | 1 € I} (5)} = e} (s
Dai ] ( )={2} e

m$ (s) = €5 = (s)(0) + X(s)(4) = 1
my) (s) = ef = (s)(—1) + (s)(5)

I
o

logo mg)(s) = 0 para todo j > 4.

Seja s = (As, B, Az, B3), a maior sequéncia de A’s tem 3 elementos, que sao
Justamente as unicas duas sequéncias de A que hd. Logo mi‘l)(s) = 3. A primeira
tem 0 elementos na esquerda e 1 na direita, totalizando 1. Enquanto na sequnda
sequéncia de A’s, temos 1 na esquerda e 3 na direita, totalizando 4, que € maior
que 1. Logo mf)(s) = 4. Continuamos entao apenas na sequnda sequéncia de
A’s. Pulando uma sequéncia de B’s na esquerda e na direita, 3 elementos na
esquerda e 0 na direita, totalizando 3. Portanto mf)(s) = 3. Veja que pulando
duas sequéncias tanto pra esquerda quanto pra direita da sequnda sequéncia de
A’s nao hd mais elementos, portanto mff) = 0 e logicamente m(J)

j =4

0 para todo

i . L . .
Para m%)(s), note que hd apenas uma sequéncia maximal de B's, portanto assim

como no primeiro exemplo seque que

mp'(s) =3
mP(s) =3+0=
mg’)(s)zl—l—():l
mg)(s):?)—k():
mg)(s):()—i- =0

(v) Seja s € {A,B}™. De acordo com nossa interpretacdo, ndo € dificil ver que

mg)(s) = m(j)(rev s) e mg)(s) = mg) (rev s), para todo i € N*. Ademais

1 2 3 1 3
m=m'P(s) +m(s) +m(s) + - =mB(s) +m§) (s) +m% () + -
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Continuemos considerando s : I, — X = {A, B}, e o espectro desta sequéncia

3(s) = (n1,m2,. .., ny1,n). Note que
1V(s) 2 1P(s) 2 1P(s) 2 1{(s) D -+

e que existe jo € N* tal que I ( )£ De I ( ) = 0 para todo j > jo. Nesse caso se
[ € IU0) entdo essa entrada satisfaz a seguinte condicio: el(jo_l) ou é a primeira entrada
nao nula de ¥(s), ou a dltima entrada nao nula de 3(s), ou a soma da primeira entrada
nao nula com a tltima entrada nao nula de X(s). Note que a tltima op¢ao acontece
se, e somente se, a sequéncia maximal de A’s aparece no meio da sequéncia. Esses
valores m 4 (s)®) nos ddo uma condicdo necesséria para que duas sequéncias possam ser
espelhadas.
Lema 2 23 (Lemma 24 de [30]) Dados s,s' : I,, — {A, B}. Se existe i € N* tal
que m ( ) # m ( "), entdo s e s’ nao podem ser espelhadas.

Prova. Seja i o menor inteiro tal que mA ( ) # m ( ). Em particular m%)(s) =

(3)( ') para j inteiro tal que 1 < j < i. Sem perda de generalidade vamos supor que

m(A)( ) > mil)( ). Seja w = (A, Bn,, Ang, Bnyy ..., Cp,), onde n; = mfj)( ) para todo
j=1,2,...,i,e C=Aseiéimpar e C = B se i é par. Usando o item (iii) do Lema
2.4 concluimos que existe o € 7, tal que os comega com w e portanto o,(s) = 1. Além
disso se 0,(s") < oo entdo existe o € 7, tal que os’ tem uma subsequéncia igual a w e
dai segue que m{ )( "N>n;= m(j)( ) 0 que contradiz a desigualdade mfj)(s) > mfj)(s’),
portanto o,(s') = co. ®

Obviamente, de forma analoga, caso exista i € N* tal que mp(s)® # mp(s)®,

entao s e s’ nao podem ser espelhadas.

Exemplo 20 Sejam s = (As, By, A3, B) e s’ = (A3, B, A3, B3). Como vimos nos itens

(i) e (w) do ea:emplo anterior, temos que m(l)( )= mg)(s’) =3, mf) = m(A)( ) =4,

(3)(8) ( Ve (J)( ) = mg)( 'Y =0 para todo j > 3. Porém msg)( )=6#3=
/

g)(s) Donde seque que s e s’ nao sao espelhadas.

Sejam m € N* e ¥(s) = (ny,...,n9) o espectro de s : I, — {A, B}. Suponha
que ny > 0, isto &, s(1) = A. Caso isso nao ocorra, podemos renomear os simbolos A

e B. Definiremos a “altima entrada” de ¥(s) como sendo

Nat—1, Se ngg =0
nf =
0, caso contrario.
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Dada s’ : I,, — {A, B} de espectro X(s') = {n/,...,nj, }, suponha que s e s
sao espelhadas. Vamos argumentar que podemos supor simultaneamente que n; > 0 e
n} > 0. Com efeito, como s e s’ sdo espelhadas segue que s’ =1 =ose s =1s =715
para alguns 0,7 € J,,. Lembre que o' (m) € {1,m}. Se c7'(m) =1, entao de s’ = os
vemos que s;, = S,-1(m) = 51 = A, e portanto, trocando s’ por rev s', podemos supor
ny > 0.

Caso ¢V (m) = m. Temos duas possibilidades, s,, = A ou s, = B. Se s, = A,
entdo s, = So=1(m) = Sm = A e portanto podemos novamente trocar s’ por rev s’ para

podermos supor n} > 0. Porém se s,, = B, entao

' m)=1 = 8, =S 1m)=Sm=B=s,=5

T m)=m =  B=58m= S 1= 5,
No caso 77(m) = 1, trocamos s por rev s e renomeamos A e B, e assim n} > 0. Caso
77Y(m) = m, trocamos s por rev s, s’ por rev s’ e renomeamos A e B.

Suponha entdo que s, s" : I, — {A, B} sdo espelhadas e que ny,n] > 0. Olhando
para as permutacoes em ﬂm,m,nf O Tm—ny concluimos que n; + ny = n’1 + n’f De
fato, note que t = (j1,...,1)s é a sequéncia obtida de s permutando ciclicamente as
primeiras j; entradas, isto é, a i-ésima entrada de t é a (i + 1)-ésima entrada de s
parai = 1,...,71 — 1 e a j;-ésima entrada de ¢ ¢ a primeira entrada de s. Portanto
segue do item (i7i) do Lema 2.4 que para qualquer 7 € 7, a sequéncia 7s' termina
em no maximo ny + n/; letras iguais a A consecutivas. No Exemplo 16 vimos que
se o € ﬂm,m,nf O Tin—n; entdo os termina em n; + ny letras iguais a A, como s e
s’ s@o espelhadas concluimos que ny + ny < nj + n’f, de modo anélogo concluimos
que nj +n’ < ny + ny e portanto vale a igualdade. Ademais, segue do Lema 2.23
que me(s)® = me(s')® para todo i € N* e todo C € {A, B}, portanto obtemos

necessariamente que n; = n’;, para pelo menos um par de indices i,j € {1, f}. A

discussao acima prova o seguinte lema:

Lema 2.24 (Lemma 26 de [30]) Se s,s' : I, — {A, B} sao espelhadas, entao hd

uma coincidéncia em (s,s") ou em (s,rev §).

Prova. Segue da discussao feita acima. m

Com isso temos um caso particular do teorema que queremos demonstrar.



107
Proposicao 2.25 (Proposition 27 de [30]) Se s, s’ : I, — {A, B} sao espelhadas

se, e somente se, s =5 ou s=rev s.

Prova. Provemos por inducao. Para m = 1 é imediato. Suponha o resultado valido
para todo valor menor que m, provemos que vale para m. Pelo Lemma 2.24 , ha uma

coincidéncia (m, my) para (s, s’). Dai, supondo s(1) = A, temos

s=(A A ...;A B Spm49,- s Sm-my—1,B, A, A, ... A)
— —— —— ——

my Vezes ma VEZes
/ / /
s =(AA...,A B, S, 0 Smm,_1, B, AA A
—— ——
my Vezes my VEZes

consideremos sy = s|7 e So = s, . Dal segue que

/ / /
So = (Basm1+27"'7$m—m2—1aB) € Sy = (B7Sm1+27'--73m—m2—17B)'

Assim segue que s = ¢ se, e somente se, sp = s;. Ademais se 59 = rev s entao
m; = mg e s =rev s. Pelo Lemma 2.17, temos que sy e s; sao espelhadas. Pela
., . ~ 0 _ / Y _ /
hipotese de indugao segue que sy = sy ou sp = rev sp. Logo s =s" ous=revs. m
Usaremos esse caso particular para provar o caso em que X é um conjunto qual-

quer.

2.3.3 Sequéncias espelhadas em um conjunto qualquer

Para provarmos o resultado para o caso geral usando o caso em que X tem dois ele-
mentos, devemos dar um jeito de a partir de s € X™, onde X ¢ qualquer, induzir
uma sequéncia em um conjunto de 2 elementos de tal forma que preserve algumas
propriedades convenientes. Adotaremos o seguinte método:

Definicao 2.26 (Definition 28 de [30]) Sejam X wm conjunto qualquer e seja

s: I, — X, Xog C X e R um simbolo qualquer, nao necessariamente um elemento de

X. Definimos a func¢ao
WXO,R(S) : [m — XO U {R} cCXU {R}
dada por
s(i), se s(i) € Xy,

mxo,r(8)(1) = ‘
R, caso contrdrio.

Vejamos alguns exemplos
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Exemplo 21 Seguem abaizo alguns exemplos a respeito da definicao anterior:

(i) Seja X =N = {0,1,2,...}, consideremos Xo = {0} e R = 0, entdo seque que
para quaisquer m € N* e s : I, — N, seque que my0(s)(N) = {0}, isto €,
Tio1,0(5)(2) = 0 para todo i € I,

(11) sejam X = {a,b,c,d,e}, Xo = {a,b,c}, s = (a,c,e) € X3 es' = (a,a,e,b,d,a) €

X6, entao
mxo.r(s) = (a,¢,R) e mx,r(s) = (a,a, R, b, R, a)
(111) Seja X qualquer e s € X™. Nomeando algum elemento de X de A e nomeando

um elemendo B que nao esteja em X, pondo Xo = {A} e R = B, temos que

Tray,B(s) € uma sequéncia no conjunto {A, B} com dois elementos.
Vejamos que my, p comuta com a S5,,-a¢ao e consequentemente preserva a no¢ao
de espelhamento.

Proposigao 2.27 Dadas s,s' : I, — X e o € S,,. Temos mx, r(0s) = omx, r(s).
Ademais, se s e s’ sao espelhadas, entio mx, r(s) e 7x, r(s") também sdo, para todo
XoC X eR.

Prova. Dado i € {1,2,...,m}, segue que

s(c71(1)), se s(o~ (i Xo,
(o a()(0) = s nls) (o (i) = 4 D se st €
R, caso contrario

por outro lado

. os(i), se os(i) € X, s(o71(1)), se s(c71(i)) € Xo,
ﬂ-Xo,R(O‘S) (Z) = =
R, caso contrario R, caso contrario.
Logo 7x, r(0s) = omx, r(s). Suponha agora que s e s’ sdo espalhadas. Dada 7 € .7,
existe 7/ € 7}, tais que 7s = 7’5, dai

T xo,R(S) = Txo r(TS) = Txo r(T'S") = T'7xy R(S).

Analogamente, dado p' € 7, existe p € 7, tal que

plﬂ—Xo,R<S/> = pﬂXoﬂ(‘S)'

Portanto mx, r(s) € mx, r(s") sdo espelhadas. m
Mais uma ferramenta importante para a demonstracao do teorema no caso geral,

é a seguinte definicao:
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Defini¢ao 2.28 (Definition 30 de [30]) Sejam s,s' : I, — X, onde X € um con-

junto qualquer. Um elemento A € Im(s) é dito
(i) direto para o par (s,s') se para todos i € s7'(A), tem-se §'(i) = A, isto é,

s7H(A) € () (A),

(ii) reverso para o par (s,s') se para todos i € sT'(A), tem-se rev s'(i) = A, isto é

s7H(A) C (rev §')7HA).

Ainda a respeito desses tipos de elementos diretos e reversos temos:

Definicao 2.29 (Definition 33 de [30]) Sejam s,s' : I, — X, onde X € um con-
junto qualquer. Dizemos que (s,s’) é um par especial se todo A € Im(s) € direto ou

reverso para o par (s,s’).
Exemplo 22 Ezemplos das definicoes acima
(i) Seja X =N consideremos s,s' : I; — N dadas por
s=(1,5,1,2,1,8,9) e s =(1,2,1,81,51)

note que

s71(1) ={1,3,5} € {1,3,5,7} = (s') (1),
logo 1 € direto para o par (s,s’). Note que 1 nao € direto para o par (s',s) e que
s7H(5) = {2} = (rev ') 7'(5)

portanto 5 € reverso para o par (s,s’) e direto para o para os pares (rev s';s) e

(s,rev s'). Jd para o elemento 8 temos,
sTH8) =1{6} e ()7'8) = {4} = (rev 5)7'(8),

portanto 8 nao € direto nem reverso para o par (s,s'). Assim (s,s') nao € um

par especial.

(ii) Se todo A € Im(s) € direto para o par (s,s'), entao dado i € I,,, temos que s(i) é
direto para o par (s,s'), logo s'(i) = s(i). Logo s = s'. Reciprocamente, se s = &,

entdo todo A € Im(s) € direto para o par (s,s').

(1ii) Analogamente ao item anterior, todo elemento A € Im(s) € reverso para o par

(s,s") se, e somente se, s =rev .

(iv) Se (s,s') € um par especial. Entao (rev s,s’) e (s,rev s') sdo pares especiais.
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(v) Seja (s,z) um par especial. Mostremos que (z,s) também é um par especial.
Inicialmente, fizado i = 1,2,...,m, consideremos B = z(i). Devemos mostrar
que 271 (B) C s71(B), ou z7}(B) C (rev s)"'(B). Pondo A = s(i) € Im(s),

entao ou A € direto, ou A € apenas reverso. Consideremos 0s sequintes casos:

1. A = s(i) € direto: nesse caso temos A = s(i) = z(i) = B, logo B € Im(s)
¢ direto para o par (s,z). Verifiquemos que nesse caso ocorre z~'(B) C
-1
s

(B). Com efeito, dado j € z7(B), temos os sequintes casos:
(a) s(j) € Im(s) € direto: Nesse caso seque que s(j) = z(j) = B = A, logo
j€sH(B)=s"1(4).
(b) s(j) € Im(s) € reverso: Nesse caso seque que s(j) = z(m —j + 1)
(b.1) ses(m—j+1) é direto, seque que s(m—7j+1) = z(m—j+1), porém
como z(m — j+ 1) = s(j) temos que s(j) = s(m —j+ 1) também é
direto. Logo s(j) = z(j) = B. Consequentemente j € s~ (B).
(b.2) ses(m—j+1) € reverso, seque que s(m—j+1) = z(j) = B. Como
B = A é direto, seque que s(m — j+1) € direto, dai s(m—j+1) =
z(m — j 4+ 1), pela hipdtese em (b), temos s(j) = z(m —j+ 1) =
s(m — j+ 1), dat s(j) também é direto e dai s(j) = z(j) = B,
portanto j € s~ 1(B).
2. A = s(i) é apenas reverso: nesse caso A = s(i) = z(m—i+1). Verifiguemos
que nesse caso ocorre 2~ (B) C (rev s)"1(B). Com efeito, dado j € z7(B),
temos 0s sequintes casos

(c) rev s(j) = s(m—j+ 1) € Im(s) € reverso: nesse caso s(m —j+1) =
2(j) = B, logo j € (rev s)"'(B)

(d) rev s(j) = s(m—j+1) € Im(s) € direto: nesse caso temos s(m—j+1) =
z(m—j+1)

(d.1) se s(j) € reverso, temos s(j) = z(m—j+1), e pela hipdtese em (d),
temos s(j) = z(m—j+1) = s(m—j+1), logo s(m—j+1) € Im(s)
também é reverso. Portanto s(m — j + 1) = z(j) = B. Donde
j € (rev s)"Y(B)

(d.2) se s(j) € apenas direto, temos que s(j) = z(j) = B = z(i). Inicial-
mente note que s(m—1i+ 1) néao pode ser direto, pois caso contrdrio
teriamos s(m—i+1) = z(m—1i+1), assim pela hipdtese de 2, seque
que s(m —i+ 1) = s(i) = A, donde seque que A € direto, absurdo.
Portanto s(m—i+1) € reverso. Dais(m—i+1) = z(i) = B, donde
B ¢ reverso e consequentemente s(j) = B € reverso. Absurdo, pois

contrdria a hipdtese de que s(j) € apenas direto.

A ligacao que ha entre sequéncias espelhadas e pares especiais é a seguinte
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Lema 2.30 [Lemma 34 de [30]] Sejam s,s" : I, — X, onde X é um conjunto qual-

quer. Se s e §' sao espelhadas, entao (s,s’) € um par especial.

Prova. Provemos a contra positiva: Caso exista A € Im(s) que nao ¢ direto nem
reverso para o par (s,s’), entdo s e s’ nao sao espelhadas. Com efeito, suponha A €

Im(s) que ndo seja direto e nem reverso para o par (s,s’). Dai

sT{AD L (H){AD) e sT{A}) € (rev s) T ({A})

tomando p € s71({A}) — (s') 1 ({A}) e ¢ € sTH({A}) — (rev ') ({A}), temos s(p) =
s(q) = Ae s(p) # A # (revs)(q). Seja B ¢ X. Consideremos as aplicacoes
miay,B(8), Tiay,5(s") + I, — {A, B} como na Definicdo 2.26. Pela Proposigao
2.27, para que s e s' nao sejam espelhadas, basta que w4y () € Tga},5(s") ndo sejam
espelhadas. Pela Proposi¢do 2.25, para que w4y 5(s) e Tay,p(s’) nao sejam espelha-
das ¢ necesséario e suficiente que w4y p(s) # mray,5(s") € mray,B(s) # rev may (s =

mray,B(rev s’). Com efeito, como s'(p) ¢ {A}, temos

may,B(s)(p) = A # B = myay,8(5")(p)

como (rev s')(q) ¢ {A}, temos

m(ay8(s)(q) = A # B = mayp(rev )(p) = rev may 5(s")(q),

portanto may 5(s) # may,B(8) € may,B(s) # rev mpay,p(s’). Concluimos assim a de-

monstracao. m

Lema 2.31 (Example 35 de [30]) Seja (s,s’) um par especial. Se A = s(1) € direto

para o par (s,s'), entdo hd uma coincidéncia ( Defini¢cdo 2.13).

Prova. Note que sendo o par (s,s’) especial a quantidade de entradas iguais a A
nas duas sequéncias ¢ a mesma e como A ¢ direto segue que s~ ({A4}) = (') ({A}).
Portanto s(i) = A se, e somente se, s'(i1) = A e existe uma coincidéncia para (s,s’). =

Também precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.32 (Lemma 38 de [30]) Sejam X um conjunto qualquer e s,s' : I, — X

tais que (s,s’) é um par especial onde s' = T,,_1s. Entdo s = s'.
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Prova. Seja A = s(1). Se A é direto para (s, '), entdo s(1) = s'(1) =Ae s(m—1) =
Tm-15(1) = §(1) = A. Como A é direto segue que A = s(m — 1) = §'(m — 1).
Assim prosseguimos de forma indutiva. Se A é reverso, entao A = s(1) = §'(m), dai
A=5(m) = 1,_15(m) = s(m). Como A = s(m) é reverso, segue que s(m) = s'(1).
Continuando o processo, o lema estd demonstrado. m

De forma anéloga mostramos o seguinte lema:
Lema 2.33 [Lemma 39 de [30]] Seja (s,s") um par especial. Suponha que (my,mgy) €

uma coincidéncia para (s,s'). Consideremos so = s |p e sy = s |, Se sg = rev s,

entao s = s'.
Finalmente estamos prontos para provarmos para um caso de um X qualquer:

Teorema 2.34 (Theorem 1 de [30]) Sejam X um conjunto qualquer, m € N* e
s, € X™. Temos que s e s sao espelhadas, isto é, F,,s = I8, se, e somente se,

s=s ous=rev s.

Prova. A reciproca ja foi demonstrada. Provemos por inducao a ida. Suponha s e
s" espelhadas. Para m = 1 o resultado segue de imediato. Suponha que o resultado
é valido para todo inteiro positivo menor do que ou igual a m — 1, onde m > 2 é um
inteiro fixado. Pelo Lema 2.30 que (s, s’) é um par especial. Trocando s’ por rev s’ se
necessario, podemos supor que ha uma coincidéncia em (s, s’). Dessa forma so = s |/,
e s = s | sao espelhadas. Pela hipotese de inducdo, temos sg = s, ou sy = rev s,.
Devido ao Lema 2.33, ambos os casos implicam em s = s'. m

Uma forma equivalente do teorema é o seguinte corolario:

Corolario 2.35 Sejam X um conjunto qualquer e s,s" € X™. Entao s = s ous =rev
s’ se, e somente se, para quaisquer o,7 € T, encontramos o', T € T, tais que

os=0's ers =15

A relacao entre esses resultados técnicos e as graduagoes em UT,, serao evidenci-

adas no préximo capitulo.



Capitulo 3

Graduacoes em UT),, UT£_> e UJy,

Iniciamos este capitulo relembrando que (UT,, *) representa qualquer um dos 3
casos (associativo, de Lie e de Jordan). Estudaremos aqui dois tipos de graduagoes
particulares da algebra (UT,,*), nos casos de Lie e de Jordan, a menos de mengao
contraria, assumiremos que G é abeliano. O foco nesses dois tipos de graduacoes sera

justificado. Iniciaremos estudando as graduagoes elementares nestas algebras.

3.1 Graduacao elementar

A seguir apresentamos a definicao de graduacao elementar na algebra UT),, munida

de um dos trés produtos.

Definig¢ao 3.1 [24] Uma graduacao em (UT,, *), serd dita elementar, quando todos 0s

elementos e;; forem homogéneos.

H4a maneiras alternativas de definir e caracterizar graduagoes elementares em
(UT,,*) que sao frequentemente encontradas na literatura existente sobre esses as-
sunto. Veremos adiante algumas dessas formas, antes de apresentarmos tais resultados

precisamos da seguinte proposicao:
Proposicao 3.2 Seja A = (UT,,x*), dado (g1, 92,--.,9,) € G", pondo
Ay = spang{ei; | g = g7 ' 95}

temos que 9 : (Ag)gec € uma G-graduagao para A.
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Prova. Claramente temos A = @ A,. Para mostrar que A;A, C Ay, g, h € G, basta
geG
mostrarmos para as matrizes elementares. Dados e;; € Ay e ey, € Ay, caso e;je,q = 0,

temos e;jep, € Agn. Caso contrario, temos j = p e dai e;jepy = €;4 €
gh=97"959,"9¢=9:"9;9; "9 = 9; '

dai
= A

eijepq = eiq € Agi_lgq

Portanto no caso associativo ¢ é de fato uma G-graduacao. Por fim, para os casos
de Lie e de Jordan, consideraremos G abeliano. Como e;;e,, € Agyp, de forma andloga
temos epse;; € Apg. Como G € abeliano temos gh = hg e portanto e;je,q, €pe€ij € Agh.
Consequentemente temos €ij€pq + €pq€ij € Agh e concluimos que ¢ também é uma

graduagao nos casos de Lie e de Jordan. =

Observacao 3.3 Na proposicio acima também poderiamos definir a graduacdo com

Ay = spangfey; | g = g:9;'}-
Devido ao resultado exibido pouco acima definimos:

Definigao 3.4 Seja A = (UT,,*). Dado ¢ = (g1,92,---,9n) € G™ a G-graduacao em
A definida por A; = spang{e; | g = gi_lgj} é chamada de G-graduacao elementar
definida pela n-upla €.

As definigoes apresentadas aqui sao equivalentes. De fato isto é a afirmagao contida na
proposi¢ao a seguir que é uma adaptagao de [28][Lemma 5.
Proposicao 3.5 Seja A = (UT,,*). Uma G-graduacdo em A € elementar no sen-

tido da Definicao 3.4 se, e somente se, todas as matrizes elementares em UT, sao

homogéneas.

Prova. Se a G-graduacao for elementar no sentido da Defini¢cao 3.4, tere-
mos por definicao as matrizes e;; homogéneas. Reciprocamente supondo em uma G-
graduacao de A todas as matrizes e;; sejam homogéneas, provemos inicialmente que
existem gy, g, - - ., gn € G tais que G-deg(e;;s1) = g; 'gis1 paratodoi=1,2,..., n—1.
Se g1 = 1 e go = G-deg(e12) temos G-deg(e1) = g7 *go. Indutivamente, supondo que
g1, - -, g; foram determinados a igualdade G-deg(e;iv1) = g; 'gi11 determina g;,, para

i=1,2,...,k — 1. Tomemos entdao € = (g1,92,--.,9,) € G". Finalmente para o grau
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de e;;, 1 <1 < j < n,casot = j, note que €; * €;4+1 = €jit1 € €n_1n * Cnp = Cpp,

portanto G-deg(ey;) = 1 = g; '¢g;. Para i < j note que
€ij = Cii+1 * Ciplit2 ¥~ ¥ €521 % €51 5,
dai
G-deg(ei;) = G-deg(eiiv1) - G-deg(€itr,iva) - - - G-deg(ej2;-1) - G-deg(e;-15)
= 0; ' Gir19i1Gir29i29i+s 95 395295 295195 19
=9 '9j»
donde segue que tal graduacao é a elementar definida por c. =
Neste trabalho adotaremos a Defini¢cao 3.1. Como vimos pouco acima 0s graus

dos elementos ¢€;;41, 1 < 7 < n, conseguem determinar o grau de todas as demais

matrizes e;;. Tal propriedade importante é enfatizada na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.6 Se A = (UT,, *) estd munida de uma G-graduacdo elementar, entdo
a sequéncia n = (G-deg(erz), G-deg(eas), . ..,G-deg(en_1,)) € G" define completa-
mente a graduacdo. Reciprocamente, toda sequéncia n = (n1,...,Mu_1) € G ! define

uma G-graduagao elementar em (UT,, *), tal que n; = G-deg(e; i), 1 =1,2,...,n—1.

Prova. (=>)

E facil ver que
A, = spang{e; € UT, | G-deg(e;;) = g}.

Mostremos que podemos deduzir o grau dos e;; a partir do grau dos elementos
€12, €23, - - ., €n—1 . Inicialmente calculemos o grau de e;;. Seja go graudee;, 1 <i<n

e h o grau de e; 41, no caso associativo, de Lie e de Jordan temos
(i) €ii€iit1 = €ii+1
(ii) [eiiu ez’,i+1] = €iit1

(ifi) 35 0 €441 = €q01

Em todo caso temos gh = h, logo g = 1. Portanto G-deg(e;) = 1 para 1 <i <n. Ja

para o e,, temos



116
(i) €n—1,n€nn = En—1n
(i) [en—10,€nn] = €n-1
(ili) €p—1,n©€pn = €n_1n

donde segue que G-deg(en,) = 1. Assim s6 nos resta determinar o grau de e;; para

1 < j. Para isso note que
(i) Cij = €Cii+1Cit+14+2 """ €j-2,j-1€j-1,5
(ii) €ij = [€i,i4+15 Cit1i+42y -+ -5 €65-25-1,€5—-14
(iii) €ij = €ii41 06414420 " 0€52,410€51;-

Em todo caso é conhecido o grau das demais matrizes elementares, e portanto esta

determinado o grau de e;;.

(<=)

Consideremos a fungdo f : {eia,€23,...,€n_1,} — G, tal que vale a igualdade
n = (f(ew2), feas), ..., f(én—1n)). Vamos estender o dominio de f para {e;; | i < j}
pondo f(e;) =1paral <i<m,e

fleij) = fleiiv1) feirrive) -~ flejai-1)flej-1;)
para i < j. E facil ver que
flei) = flew) f(exy)

em G, para i < k < j. Consideremos agora a colegdo (A,),ec de subespagos de UT,,

dados por

A, = spang{e;; € UT, | f(ei;) = g}.
E obvio que UT,, = @ A,. Mostremos que isso define uma G-graduacgdo para
geG

UT, tal que G-deg(e;;) = f(e;;). Dados g,h € G, para mostramos que A,A, C Ay,

caso Ay =0 ou A, = 0 nada a ser feito. Caso contrario basta mostramos que
reA,ye Ay, = xycAy

para x e y entre as matrizes elementares. Suponha g,h € G tais que A, # 0 # Ay,

tomemos e;; € Ay e ey € Ap,.
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(i) Caso associativo. Se ¢;;e,, = 0, nada a ser feito. caso contrario, temos j =p e
daf e;;e, = €;4. Caso i =g, entdo i = j = p = ¢ e portanto f(e;;) = f(epy) =1

e dai g = h = 1 donde segue que e;je,, = €y € Agy = Ay, Caso ¢ < ¢ temos

fleiq) = fleij) fepg) = gh, logo ey € Agp.

(ii) Caso de Lie e de Jordan. Segue do item anterior vemos que e;;e,, € Agp, €
analogamente teremos e,qe;; € Apy. Lembrando que nesse caso consideramos G
abeliano, temos Ay, = Apg € portanto e;je,q, €pg€i; € Agn, concluimos assim que

€ij€pq L Ep€ij € Agn. Assim [e;5, €], €ij0€p, € Agn, desde que e;; € Aj e ey, € Ap.

Tendo em vista o resultado acima, assumiremos a seguinte notacao:

Notagao 3.7 Assim como em [24], denotaremos por (UT,,*),n) a G-graduacgao ele-
mentar definida porn € G"1. Isto é, G-deg(e12) =m1,...,G-deg(€n 1) = Nn_1, onde
n= (T]Ia v 77771—1)-

O resultado a seguir nos mostra que para o estudo de graduagoes elementares,
tanto no caso de Lie quanto no de Jordan, a hipdtese de que G é abeliano é natural.

Esta proposigdo é uma adaptacdo de [25||[Lemma 2 |.

Proposicao 3.8 Seja G um grupo qualquer. Dada uma G-graduacao elementar em

(UT,, x) temos que o suporte da G-graduagdo é comutativo.

Prova. Pela Proposi¢cao 3.6 vemos que qualquer elemento do suporte da graduacao
é produto dos t; = G-dege; ;+1, 1 < i <n — 1, portanto para provar o resultado basta

mostrarmos que os elementos t; comutam. Dados ¢ < j note que

07 €ip1j41 = Ciy1it2 * €itiy3 * - % €1 % €11
= €jj+1* (€i+1,¢+2 *€jq2i43 %k 0k €j—1,j>7
portanto
Ligitipo -+ tjaty = titi it - 11

Multiplicando a esquerda por t; temos

titi+1ti+2 cee tj_ltj = titjti+1ti+2 s t]’_l. (31)
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Ademais
07 €ij11 = €iip1 ¥ Cip1iq2 % % €1 % €11
= €jj+1* (ei,i—H k€142 k0 X ej—l,j>7

assim temos

titi+1 te tjfltj — tjtl'ti+1 e tj,1 (32)

o lado esquerdo das equacoes (3.1) e (3.2) sdo iguais. Igualando o lado direito vemos

que t;t; =t;t;. m

Assim se A = (UT,,*) estd munida de uma G-graduacdo elementar
g : A= @A, onde G & um grupo qualquer, consideremos H como o subgrupo
geG
de G gerado por supp¥. Temos que H é um grupo abeliano e que A = @ A, é uma
heH

H-graduacao elementar para A. Note que as duas graduagoes tém o mesmo suporte,
as mesmas codimensoes graduadas e consequentemente o mesmo expoente graduado.
Por isso a menos de restringir ao subgrupo gerado pelo suporte, podemos supor que G
é abeliano.

Uma outra forma, mais minimalista, de definir graduacoes elementares, pode ser

obtida pelo seguinte resultado que é uma adaptacao do Lemma 6 de [28].

Proposicao 3.9 Seja A = (UT,,*) e 1 € G o elemento neutro do grupo G. Uma

G-graduagio A = @A, € elementar se, e somente se, cada matriz e; é homogénea
geG
para cada t = 1,2,...,n, ou equivalentemente se e; € Aj.

Prova. Supondo A = @ A, uma G-graduacao elementar, pela definicdo, temos que

geG
e;; ¢ homogéneo, para cada ¢ = 1,2,...,n, e pela demonstracao da Proposi¢cao 3.6
vemos que e; € A;. Suponha agora que os elementos e;;, para i = 1,2,...,n sejam

homogéneos, dado 1 < ¢ < n, consideremos o subespaco
Aj=eyx Axeipr i = {eg*axe;1 | a€ A}

Dados Ay € K, k <[, temos
€i; * (Z /\klekl) * €411 = Niit1Ciit1
k<l
em todos os 3 casos, portanto A; = spang{e;;+1} e dimA; = 1. Assim dado um

elemento a € A homogéneo tal que e;ae; 11,41 # 0, tal elemento deve existir pois
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dimA; # 0, devemos ter A; = spang{e;ae; 11,41} Como e;,a e €;41,4+1 s30 homoge-
neos temos que e;,4; ¢ um multiplo escalar de um elemento homogéneo. Deste modo
concluimos que todos os elementos e;;11, @ = 1,2,...,n — 1, sao homogéneos. Conse-
quentemente todos os elementos e;;, ¢ < j, sao homogéneos e a graduacao ¢ elementar.
[ |

Dessa forma, devido a proposicao anterior também poderiamos definir uma G-
graduacgao elementar em U'T,, como uma G-graduacao onde as matrizes e;; sao homogé-

neas. Uma graduacao em particular do tipo elementar muito importante é a seguinte:

Definicao 3.10 [22] Seja UT, com a multiplicacio usual de matrizes, definimos a
graduacao Z,-graduacao candnica, como sendo a graduacao elementar determinada

por (1,2,...,n) € (Z,)", i.e., a graduagao elmentar tal que dege;; = j — i € Zy,.

Para a graduacdo definida acima, em |22], os autores calcularam a codimensao

graduada. Para enunciarmos tal resultado, usaremos a seguinte notagao:

Definigao 3.11 ([23]) Dizemos que as fungées f,g : N* — N* tem o mesmo cresci-

mento ( ou sao assintoticamente iguais ) se lim f(n)/g(n) = 1. Nesse caso denotamos
n— o0

f~g
Com tal notacao temos o seguinte resultado:
Teorema 3.12 ([22]) A m-ésima codimensao graduada da Z,-graduacio candnica em

UT, satisfaz
min{m,n—1} m n—1
L (UT,) = Z ( ) < . > g+ 1)m 2

q=0 q

—=m"~'n™. Em particu-

O comportamento assintdtico da codimensio é cZr(UT,) ~

lar, o expoente graduado é exp” (UT,) = n.

Para introduzirmos mais uma definicao importante neste trabalho, antes precisa-

mos definir o associador em uma algebra.

Definicao 3.13 Seja (A, *) uma dlgebra, definamos o associador (-,-,-) em A como

sendo

(a,b,c):=(axb)*xc—ax(bxc), a,bce A

Note que A é associativa se, e somente se, (a, b, c) = 0 para quaisquer a, b, c € A.
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Observacao 3.14 No caso de Jordan, dados a,b,c € U.J, temos

(a,b,c) =(aob)oc—ao(boc)
= (ab+ ba) o c—ao (bc+ cb)
= abc + bac + cab + cba — abc — acb — bca — cba
= +bac + cab — acb — bca

ou ainda
(a,b,c) = +bac + cab — acb — bea
= b(ac — ca) + (ca — ac)b
= b(ac — ca) — (ac — ca)b
= [b,ac — cal
= [b, |a, c]]
ou (a,b,c) = —[a,c,b.

Assim como em [10], definimos:

Definigao 3.15 [10] Seja ((UT,,*),n) uma G-graduagao elementar.
(i) Uma sequéncia i = (a1, as, ..., ay) € G™ € uma sequéncia n-boa associativa ( Lie
ou Jordan ) se existem matrizes elementares triangulares estritamente superiores

1,79y« T tais que G-deg(r;) = a;, para cada i, e rixrox---xr, # 0. Dizemos

que € n-ruim se esta sequéncia nao for n-boa.

(1) Dados i € N* e a € G defina

2\, sea#1,
fi(a) - [ﬂiéﬂl,wg)], sea=1e x nao € o produto de Jordan,
(xé?_Q,x;(»,?_pxé?), sea=1ex=o0 ¢ o produto de Jordan.

(iii) Dada uma sequéncia pn = (ay,ag, ..., a,) € G™ definamos

fu —_ fl(al) * f2(a2) K ook fr(#m)_

A importancia dos elementos descritos acima é que para ((UT,,*),n) os po-

linémios f,, onde € G™ e m < n, tem papel importante no estudo do ideal das

identidades graduadas de ((UT,, %), 7).
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Lema 3.16 Dado p = (a1, a9,...,a,) € G™, se f, nao for uma identidade gradu-
ada para (UT,,*),n), entdo existem indices i1, j1,- -, lm,Jm, ONde€ ip < jm, € UMa

substituicao em f,, que resulta em
(:te’iljl) * (ieizjé) Kook (ieimjm> 7£ 0.

Prova. Suponha que f, nao é uma identidade graduada, entao existem matrizes
homogéneas r,...,r, tais que f,(r,...,r) # 0. Como f, é multilinear e as matrizes
e;; sao homogéneas, podemos escolher as matrizes r; entre as e;;. Se ap # 1 entdo

(@) _ (@) (6 o dera it . . it ¢ . .
o =1, " s6 podera aceitar uma matriz e;; com ¢ < j ( estritamente superior ), pois
as matrizes e; tem grau 1, mas a, # 1. Consideremos a possibilidade que a, = 1.
ot ‘o (ar) _ (1) _ .1 (1)

Caso associativo e de Lie: Nesse caso temos f, " = f,/ = |1y 1,Ty]. Ao
ser avaliado em matrizes e;j, €,4, nessa ordem, de grau 1 de forma que nao se anule,
devemos ter j = p ou i = q. Ambas as coisas nao podem acontecer. Caso j =pei #q
t : = ¢; : t o= Y (e ' triz triangul

emos [€ip, €pg] = €ig, COMO © # ¢, temos que e;, = [ (€5, €py) € uma matriz triangular
estritamente superior de grau ay = 1. Caso j # p e i = ¢ temos [egj, €py] = —€p; €

. . 1 , . . . .

p < j, ou seja f,i )(eij, €pg) = —€pj, € uma matriz triangular estritamente superior de

grau a = 1. Portanto o produto fl(al) SRR f,Sf}m) apos a avaliagao nao nula ficara
(j:eiljl) * (ieizjz) Kook (ieimjm) 7é 0

onde i, < j, 1 <r < m ( ou seja, as matrizes *e; ; sdo triangulares estritamente
superiores ).

Caso de Jordan: Se a; = 1, entao

1 1 1 (1)
flg ) = (xék)fwxék)fl?m?)k)

o O @ L @ Q) L @ 1 L . )
= T3y 1Tg,_oTsp, T Tap Tap_oTap_1 — Tgp_oTay Lo — Tap_1Lay Tgp_o

escolhendo matrizes e;j, €5, €py tal que a substituicao, em alguma ordem, é nao nula,
uma das 4 parcelas deve ser nao nula. Vamos supor que nessa parcela nao nula te-
nhamos, a menos de sinal, e;je,s¢p,, entao devemos ter r = j e s = p, ou seja, as
matrizes sao e;j, €jp, €5. Inicialmente vemos que ¢ # ¢, pois caso contrario os indices
serao todos iguais e a substituicao daria nula. Entao a parcela nao nula, a menos de
sinal é e;; = €;j€;pepq, cOM ¢ < ¢, uma matriz triangular estritamente superior. Vamos

mostrar que o resultado da substituigao vai ser £e;,. Utilizando a = xé?_z, b= 5'3:(3?_1 e
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c= xé}g, pela Observagao 3.14, temos (a,b,c) = bac + cab — acb — bea. Note que as

tinicas matrizes que aparecem no meio de duas sao a e ¢, entao e;, deve ser substituida
em a ou c. Ainda pela Observagao 3.14, temos (a, b, c) = [b, [a, c|], ou seja, trocar a
por c apenas altera o sinal da avaliagao. Logo podemos supor que e, serd substituida

em a. Supondo inicialmente que ¢ = e,,, se tivermos ¢ = j entao j = p = ¢, daf

[a, c] = [ejp, €pg] = [€jj,€55] = 0, ndo podendo ser essa a substituicdo nao nula. Entdo
J < q e daf [ej, ey = €j,, donde segue que [b,[a,c|]] = [e;, ejq] = €iq, ja vimos que
i # g. Por fim, caso ¢ = e;; entdo [a,c] = [ejp, €ij] = —eip, Pois analogamente nao
podemos ter i = j. Dai [b, [a, c]] = [epg, —€ip] = €ig- ™

Com isso estamos aptos a provar o seguinte resultado:

Proposicao 3.17 (Adaptacao de Proposition 2.2 de [10]) Considere uma G-graduagao
elementar (UT,,*),n). Uma sequéncia p = (a1, as,...,ay) € G™ é n-ruim se, e so-
mente se, f, € uma identidade graduada para (UT,,*),n).

Prova.

=)

Por contrapositiva, o resultado segue do Lema 3.16.

<)
Vamos também fazer por contrapositiva. Suponha que p = (ay,...,a,) € G™ é n-boa
isto é, existem €;,;,, ..., €., com G-deg(e; ;) = ap e i, < jj tais que

€Zlljl *ooeok eimjm 7é 0

Para mostrar que f, nao é identidade graduada, para ay # 1, temos f;* = x;*, entao

. . . g 1
basta substituir x,(f’“) por e;, ;.. Para a; = 1, no caso de Lie e associativo, temos f,g ) =

(1) (1) o D] (1) . _
(2351, Toy |, basta substituirmos ;| por e;,;, € Ty, Por €;,j,, dai [€i i, €ijr] = €ipj-

Com essas substituicoes a expressao de f, com a substituicao fica e;,;, *---*e;, ;. 7# 0.

Por fim para o caso de Jordan, se ay = 1, temos f,gl) = ( :(,)?72, 37;2717 :Egc)), mas ja vimos

que

(1) 9] (1) (1) (1) (1)
(1‘31@—27 Ty 15Tz ) = [xSk:—lﬂ [I3k—2>x3k“

Basta fazermos [L’(l) = €4, :13(1) = €44, € x(l) = €5, ois dai ( no que vem a seguir
3k—2 T “YwJks Y3k T “IkJk 3k—1 7 Vil p q g

denotaremos i, =i e j, = j )

f,il)(eij, 6%,%‘) = (eija 6%,%‘) = leq, [eij,ejj]] = [eii,ez‘j] = Cij.
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Com essas substitui¢oes a avaliacdo em f, resulta em e; ;, *---*¢; ; #0. m
Em um caso particular, podemos fazer uma conexao entre sequéncias 7-boas e o

contetido do Capitulo 2.

Proposigao 3.18 (Lemma 8 de [25]) No caso de Jordan. Considere uma G-graduagao
elementar (UJ,,n). Uma sequéncia p € G"™' én-boa se, e somente se, eriste 0 € T,

tal que p = on.

Ainda para o caso de Jordan, uma importante propriedade que se relaciona com

o Capitulo 2 é a seguinte:

Proposicao 3.19 (Corollary 10 de [25]) Sejam G um grupo qualquer e n,n' €
G" Y, onden # 0 enF#rev iy, entdo (Udn,1) 2 (Udn, ).

Prova. Caso (UJ,,n) = (UJ,,n'). Entao dado o € Z,_1, de acordo com a proposigao
anterior, teriamos que on seria uma sequéncia boa para (U.J,,n) e consequentemente
para (UJ,,n’). Dali existiria 7 € 7,_; tal que on = 7. Analogamente, dado ¢’ €
T, existe 0’ € Z,_1 tal que 7' = o'n. Portanto n e 1’ sdo espelhadas. Pelo
Teorema 2.34, deveriamos tern=n"oun=revn. =

Claramente temos o analogo para o caso de Lie

Proposicao 3.20 No caso de Lie considere uma G-graduacdo elementar (UT,Sf),n).

Uma sequéncia p € G"™1 é n-boa se, e somente se, existe o € F,_, tal que p = o).

Proposicao 3.21 (Corollary 2.11 de [26]) Sejam G um grupo qualquer e n,n €
G, onden#n en#revn, entio (UT7(L_),77) % (UT,(L_),n’).

Prova. A demonstracao é exatamente a mesma para o caso de Jordan. m

Assim como dito em [25] e em [24], para o caso de Jordan e para o caso de Lie,
pondo a relagdo “ ~ 7 de equivaléncia em G™ !, dada por n ~ 1’ se, e somente se, 7 e

" sao espelhadas, isto é, n = 1/ = 't déncia biuni

n p , ,m=mn"oun=revn, temos uma correspondéncia biunivoca
entre G""!/ ~ e as classes de isomorfismos de G-graduagoes elementares em U.J,, o
mesmo vale para o caso de Lie. Ademais, nesse caso, graduacoes nao isomorfas possuem
obrigatoriamente algumas identidades graduadas distintas. Por fim, para graduacoes

do tipo elementar no caso associativo, temos:
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Teorema 3.22 /28] Uma G-graduacio em UT, ( caso associativo ) é, a menos de um
1somorfismo G-graduado, uma G-graduacdo elementar.

[10] Seja ((UT,, ), n) uma graduacao elementar, para UT,, sobre um corpo infinito

-

vista como dlgebra associativa. O ideal das identidades G-graduadas de ((UT,,-),n) é

gerado pelas sequéncias n-ruins de comprimento no mdrimo n.

O teorema acima mostra a relevancia das graduacdes do tipo elementar. No
caso associativo, dada uma G-graduacao para UT,,, para fins de calcular o expoente
graduado, como graduacoes isomorfas preservam o expoente graduado, podemos supor
que a G-graduacao é elementar.

Nos casos de Lie e de Jordan nem todas as graduacoes sao isomorfas a gradua-
coes elementares. Porém existem, a menos de isomorfismo, dois tipos de graduacoes.

Veremos esse outro tipo de graduacgao a seguir.

3.2 Graduagoes Mirror Pattern Type (MT)

Esta segao é dedicada a estudar propriedades sobre um caso particular de gradu-
acoes nas algebras U'T, e U Jn. Portanto nesta secao x = © simbolizara apenas os
produtos de Lie e de Jordan. Para definirmos que tipo de graduacao é essa, precisamos

dos elementos da definicao a seguir.
Definicao 3.23 [23] Em UT,, definimos
€i:m = €ii+m € €_iim = Cn4l—i—m,n+1—i

para todos os indices i e m em que fazem sentido as iqualdades acima. Utilizando esses

elementos, definimos

+ -
Yi:m = €im T €_im e )/zm = €im — €—iim

. +
ou seja, Y;m = Cii+m =+ Ent1—i—mmn+1—i-

Para uma melhor compreensao desses elementos e;., € Y=

2m?

considere a aplicacao
ont1 : UT, — UT,, que associa a cada matriz x uma matriz ¢,.1(x) obtida de z,

refletindo x em relagao a sua diagonal secundaria.
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T Ti2z - T1(n-1) Tin Tnn, T(n—1)n T Lon Tin
0 x99 --- T2(n-1) Ton 0 L(n-1)(n—-1) " ° L2(n-1) Li(n-1)
H
0 0o - T(n-1)(n—-1) TL(n—1)n 0 0 T T22 T12
o o0 - 0 Tnn 0 0 e 0 11

Temos que ¢, é uma transformacao linear. Uma simples checagem mostra
que @nt1(€ij) = eny1—jnt1—i- Por exemplo, para n = 2 temos @s(e;;) = es_j3_; €
para n = 3 temos @4(e;;) = e4_ja—;. Note que ©pi1(€im) = €_im, entdo Vi =
€iitm £ ©ni1(€iivm). Assim e_;., ¢ obtida refletindo e;.,, em relagdo a sua diagonal
secundaria. HA& uma grande semelhanca entre ¢,,; e a funcao de transposicao de
matrizes, a diferenca é que a transposicao é refletindo a matriz em relacao a sua diagonal

principal.

Observacao 3.24 De modo andlogo a transposicao de matrizes, temos que a aplica¢ao
Ont1 2 (UT,,-) = (UT,, ) € uma involucao ( caso associativo ). De fato, inicialmente
note que j = p se, e somente se, n+1—p=n+1—7, dat' d;, = dpy1-pnt1—;. Dadas

€ij € epq matrizes unitdrias, temos

S0n+1(eij€pq) = Pn+1 (5jpeiq) = O05pC(n+1—q)(n+1—i)

por outro lado

nt1(€pg)Prnr1(€ij) = €(nt1-g)(n+1-p)Cnt1—j)(nt1-i)
= O(nt1—p) (n+1—7) E(n+1—q)(nt1—i)

= 0jpC(n+1-q)(n+1-i)
concluimos assim que @, 1(xY) = ©ni1(Y)Pns1(x) para todos x,y € UT,.

Observagao 3.25 No caso de Jordan, temos que (UT,,0) é uma dlgebra comutativa
e portanto @, 1, definida pouco a cima, € um isomorfismo de dlgebras. Ademais dado
n = (91,92, ,9n_1) € G"L, denotando revn a upla (gn_1,Gn_2...,91) temos que
Oni1 : (UTy,0),m) = (UT,,0),revn) é um isomorfismo de dlgebras graduadas, pois

80n+1(6i,(z‘+1)) = €(n—i),(n—i+1)-

Calculemos os elementos Y;jfn paran=2en =3.
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— + o
Paran =2, 0s Y, sao

+ _ _
Yo = eno+e_1.0=en +ex

+ _ _ _
Yl =en1+e 11 =enn+en=2ep

+ _ _ vt
Yol = €22 +e11 = e + e =Y

jados Y, sao

Yo =¢€10—€e_1.0= €11 — €2
Yi=e1+te11=e2—e=0

Yoo = €22 — €11 = —(e11 — ex) = — Y.

— + o
Paran =3, 0s Y, sao

+ _ _
Yo =ew0+e_10 =€ +ess
Vi = e+ =ep +
1:1 = €1:1 T €-1:.1 = €12 T €23
+ _ _ _
Y, =ero+e 12 =e13+e13 = 2e3
+ _ _ _
Y5y = €20 + €_2.0 = €22 + €22 = 2e9

+ _ _ _ v+
Yo = €21 +e_gq = eg3+ e =e12+ e =Y,
por fim, os Y, sao

}/1:_0 = €1.0 — €-1.0 = €11 — €33

}/1:_1 = €1:1 —€-1:.1 = €12 — €23

leTQ =ep—€e_1p=¢e3—€e3=0

Yo = €20 — €20 =€ — € =0

Yoq = €21 — €-p1 = €23 — e1p = — (€12 — €3) = —Y7;.
Vejamos algumas propriedades a respeito dos Y;j;n

Proposicdo 3.26 Considerando os elementos Y-, da Defini¢do 3.23, temos

(i) Se n—m € impar ei = (n—m+1)/2, entao €., = €_iy € consequentemente
Y;tn = 2€m = 26_jm e Y, = 0.
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(i) Dado m, considerando indices i e k que fazem sentido as expressoes kam e Yﬁn
€ Yk:m =Y,

m”

e que sao tais que i +k =n+1—m, teremos Y =Y.

(iti) Supondo i # "= i £ M e > 0 entdo temos

(1) V5, Yl =Y, e Vig, Yinl = Vi,

(2) Yios Yin) = Yion € Vi, Vi) = Vil
Prova.

(i) Basta notar que n+ 1 = 2i + m e daf
€_iim = 90n+1(€z',z'+m) = €n+l1—i—mn+1—i = €ii+m = €Eim

portanto

}/;J'r_n = Ciim + €C_im = 26i:rn - 26—i:?n € Y_ =0.
(ii) Da igualdade i + k =n+ 1 — m segue que

€_k:m = Cntl—k—mnt+l1—k — Cii+m = Eiim,

_ + oyt - _ _y-
analogamente e_;.,, = €p.,. Portanto Y, =Y.' eY = -Y, .
(iii) Vamos provar (1), a prova de (2) é anéloga.
+y-1—
Yoo, Y] = l€ii + ent1—im+1—is €iitm — €ntl—icmn+i—i]

= (€ii + ent1—imt+1-i)(€iitm — Ent1—i—mmn+i—i)
— (€i,i4m — Enti—i—mmt1-i)(€ii + €nt1—int1-i)
=€iitm —0+0—-0
—(+0+0—0—€ent1—i—mmn+1i)

= €jitm T €ntl—i—mnti—i

_ v+
- Y;m

as demais igualdades sao semelhantes.

Uma importante propriedade computacional que os elementos Yzjfn tem, no caso

de Jordan, é a seguinte:
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Lema 3.27 [25] No caso de Jordan, temos Y;j oY, , 0---0Y T | =\Y;"  onde

A=2peZem>1.

Prova. Por inducao em m. Caso m = 1 a afirmacao é imediata. Suponha

verdade para algum m > 1, isto é, Y o--- o VT = PY "

A 1+m—1:1 m?

para algum p € Z.

Supondo inicialmente que i = (n —m + 1)/2, entdo pela Proposi¢ao 3.26 temos

+ + + _ opy+ +
Yiio oY im-11° Y tmi1-11 = 2°Yim o Y
— 9p9,. +
= 2"2¢im © Yil
_ +1
= 2P"7€; itm O (€itmyitm+1 + €nt1—icm—1nt1—i—m)

__ optl
= 20705 ivm © (€ipmyitm41 T €im1i)-

Note que

€iitm © (Eitmitmt1 + €i—1,i) = €iitm(€itmitm+1 + €i—1i) + (Citmiitm+1 + €i—1i)€iitm
= €iitmt1 0+ 0+ € 14m

= €iitm+1 T €i—1itm,

por outro lado

+ _
Y1 = Ciitmel T €ntlicm—1ntl—i = Ciitm+l T €i litm,

logo
+ + + _ op+ly+
Yiio oY 110 Yitmiio1a =2 Y

Supondo agora i # (n —2m)/2 e i # (n —m + 1)/2, temos

+ 4. + + _ opy+ + — 9p + + + +
1/;:1 © © }/;+m—1:1 © }/;—l—m—&-l—l:l - 2 }/;m © Y;—l—m:l - 2 (}/;:m}/;'—&-m:l + 1/;'—i-’rn,:l}/;':n%)'

Calculando os produtos separadamente

+yv+
Yz‘:mY;'+m:1 - (6i7i+m + €n+1—i—m,n+1—i)(€i+m7i+m+1 + en—i—m,n—f—l—i—m)
= € i+m+1 +0+0+0

= €i:m+1
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e
YiimaYim = (Civmitme1 + €n—icmnt1—i—m) (€iitm + €nt1—immmnri—i)
=0+0+0+€n i mmrii
= Ciim+1;
dai
(Y Yk + YY) = 28(Cimi1 + €—ima1) = 2PV, 1y
e portanto

+ +
Yio OY+m 11°Yz+m+1 11 =2"Y

Por fim, supondo ¢ = (n — 2m)/2, ou equivalentemente n = 2i + 2m. Note que

em particular temos ¢ # (n —m + 1)/2. Continuamos com
Viior oY, oY =2 (VY + YY)
Calculemos os produtos em separado novamente

}/;—i;ny+m 1 — (el i+m + €ntl—i—m n+1—1)(€i+m,i+m+l + en—i—m,n-i-l—i—Tn)
= (Gi,z‘+m + €i+m+1,i+2m+1)(ei—i—m,i—l—m—l—l + 6i+m,i+m+1)
= (€iitm T Citmt1it2m+1)(2€itmitm+1)
=2€;iymy1+0

= 267L:m-‘,—1

Y;+m Y= (€itmyitmt1 + €n—icmnti—i—m)(€iitm + €nt1—i—mnti—i)
= (ei+m,i+m+1 + ei+m,i+m+1)(ei7i+m + ei+m+17i+2m+1)
= (2€itm,itm+1)(Ciitm T Citmi1itams1)
=0+ 2€i4m,itam+1
= 2€i4m,itom+1
= 2694 9m+1—i—m—1,2i+2m+1—i
= 2€n41—i—m—1n+1—i

= 2€_im41-



130

Logo
(Y Vit + Y Yk ) = 2P(2esm41 + 26_iman) = 2PV

m” i+m:l im—+12

portanto

+ + + _ optly+
Yijo--o Yz‘+m—1:1 © Yz‘+m+1—1:1 = 2FF Y m41

Assim em todo caso o resultado segue por inducao. =

Note que se (UT},,o) estd munido de uma G-graduagdo, onde os elementos Y|
sao homogéneos, entdo todos os elementos Y,! também serdo homogéneos. Agora que
temos maior familiaridade com esses elementos, estamos prontos para definir o segundo

tipo de graduacao na algebra (UT,, ®).

Definicao 3.28 [23] Seja G um grupo qualquer. Dizemos que uma G-graduacio em
(UT,,,®) € do tipo Mirror Pattern Type, ou do tipo MT, se todos os Y\ e Y.  sdo
homogéneos, e G-deg(Y;! ) # G-deg(Yy, ), sempre que Y, seja nio nulo.

Note que os elementos Y, nunca sdo nulos. A menos de no caso especial onde
K tivesse caracteristica 2 e i + (i + m) = n+ 1 ( isto &, €im = € irm esteja na
diagonal secundéaria, como no item (i) da Proposi¢ao 3.26 ). Vejamos um exemplo

de graduacao do tipo MT.

Exemplo 23 Seja G um grupo qualquer, nao necessariamente abeliano, tal que exis-

tam s, h € G onde sh # hs. Note que nessas condi¢coes seque que h e s sao distintos e

h#1%#s.
(a) Na dlgebra de Lie UTz(f), consideremos 0s subespacos
As = spang{en +exn}, An=spang{enn} e Ay =spang{en — exn}
por fim, ponha Ay, = {0} para g € G —{1,s,h}. Como {e11 + e, €12,€11 — €2}

€ base para o espaco vetorial UTs, seque que UTQ( )= o Ay. Note que
geG

[e11 + €22, €12] = [€11 + €22, €11 — €22] =0
logo AsAy C Agy e AgAs C Ays para todo g € G. Ademais
[611 — €22, 612] = (611 - 622)612 - e12(611 - 622) =e12 —0—0+ €12 = 2e12.

Assim AgAy, AtAy C Ay para todo g € G. Por fim como

[611 — €292, 612] = 2e12 € [612> 612] = [611 + €99, 612] =0
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seque que ApAy C Apy e AgAn C Ay, para todo g € G. Portanto

9. UTy” = PA,

geG

¢ uma G-graduagao. Nessa G-graduacao temos
Yih=Yo=en+tenecA, e Y i=2,€c4
Yio=-"Yoo=en—enecd e Y,=0.
Assim essa € uma graduacao do tipo MT (Mirror Pattern Type).

Suponha agora que s € G tenha ordem 2. Na dlgebra de Jordan U Jy consideremos

0s subespacos
By = spang{enn —exn}, Bn=spanx{en} e Bi=spang{en + en},

por fim, ponha B, = {0} para g € G—{1,s, h}. Analogamente, ao caso anterior,
seque que UJy = @ By. Veja que
geG

(e11 + e2) 0 €12 = 2e19 (e11 +e2) o (e11 — €22) = 2(e11 — €22)
(e11 + e22) o (€11 + e22) = 2(e11 + €22)
logo B1By, B4B, C By para todo g € G. Ademais
e12 0 (€11 — €22) = e1a(e1n — eg2) + (€11 —exm)ern =0 —eja+e12 —0=0
e120e12 =0 € (611 - 622) © (611 - 622) = e11 + e

assim BB, C By, e BgBy, C By, para todo g € G. Como s tem ordem 2, seque
que B;B, C By, e ByB; C By para todo g € G. Portanto

A :UJ,=EPB,

geG

¢ uma G-graduacao para UJy. Nessa G-graduacao temos
Yip=Yso=en+eneB e Y =2€Bb,

Yio=Yy=en—encBs e Y,;=0.

Logo 7 é uma G-graduacao do tipo MT (Mirror Pattern Type).

Veja que supp¥ = supp#’ = {1,s,h}. Como sh # hs. Temos que o subgrupo de G

gerado pelo suporte {1,s,h} da graduacio nao é comutativo. Ademais no caso (a), G

nao necessariamente tem elemento de ordem 2.
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Como vimos no exemplo acima, diferentemente das graduacoes elementares, exis-
tem casos onde o suporte da graduagao nao é comutativo. Porém para n > 4, nao
enfrentamos esse problema, devemos ter o suporte comutativo. Assim bem como a

obrigatoriedade da existéncia de um elemento de ordem 2 em G.

Lema 3.29 [Adaptagcao do Lemma 14 de [25]] Sejam n > 4 um inteiro e G um
grupo qualquer, nao necessariamente abeliano. Dada uma G-graduacao do tipo MT da
dlgebra de Jordan UJ, = (UT,, o), entdo

(i) G-degY.h =1 para cada i, e G-degY,, = G-degYyy = -+ = G-degY|ny =1 €

um elemento de ordem 2.

(i1) Sendo q = [%5*] = %], entao n = (G-degYih, G-degYy, ..., G-degY, ) € G e

o elemento t = G-degYy,, definem completamente a graduagao.

(1ii) O suporte da graduacio é comutativo.

Ademais em uma G-graduacdo qualquer, se os elementos Y=

m

a0 homogéneos
para cada i e m = 0 e m = 1, com degY;| +# degY,, para todo m, entio a

graduacao € necessartamente do tipo MT.
Prova.
(7) Inicialmente,
YihoVih = 2V iV = 2(eiot+e—io)(€iote—io) = 2(estenti—inti—i)(€itenti—inti—i)
se 1 #n+1—1 temos

+ + _
Yoo Yo = 2(€i + ent1—int1—i)(€ii + €nti—int1—i)
=2(ei + 0+ 0+ enq1—int1-i)
= 2(ess + enti-inti1-i)
_ oyt
- 2}/i:O'
Sei=mn+1—1,entdo e, 1_jn+1-i = € € Y;*O = 2¢;;. Portanto

Dessa forma temos (degY;5)? = degY;; em G, donde segue que G-degY, [, = 1.

Para a segunda afirmacao note que se i +1 < |§], entdo ¢ < §, dai, i #n —ie
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i #n+ 1 —i. Tomando entdo i tal que i + 1 < | ] segue que

Yoo Y;JE = (e — €nti—inti—i) © (€iip1 + 6n—i,n+1—i)

= (eii — ent1—imt+1—i)(€iit1 + €n—int1—i) + (€iit1 + €n—imt1—i)(€ii — €nt1—int1—i)
:ei,i—i—l+O_O_O+O_O+O_en—i,n+l—i

= €ii+1 — Cn—intl—i

= €ii+1 — Gnt+1—i—1,n+1—i

= €1 — €41

=Y.

Por outro lado, notando que i + 1 # n — i ( pois caso contrario teriamos

i = (n—1)/2 e consequentemente i + 1 =2 + 1 > |2] ), temos

110 © Y;JE = (€i41,i+1 — €n—in—i) © (€iit1 + €n—int1—:)
= (€it1,i+1 — €n—im—i)(€ii+1 + €n—int1—i) + (€iit1 + €n—im+1-i)(€it1,i41 — En—in—i)
=0+0—-0—e€pinp1-i t€,ir1—0+0—-0
= —€n—int+l—i T Cijit+1

= —€ntl-i—1ntl—i + €iit1

Ademais note que Y;; # 0, pois caso contrario terfamos e;;; = e_;;, dai pela
igualdade do segundo indice dessas matrizes unitarias temos ¢ = %n, 0 que con-
tradiz ¢ +1 < [ %2]. Portanto para i +1 < |2] temos Yy o Vi = Y, 0 Y| #0,

concluimos que G-degY;, = G-degY,, = -+ = G'dngL_ Mostremos agora

5]:0°

que t = degY;, tem ordem 2. Para isso note que
Vi 0 Yoo = 2Y10 Y10 = 2(e11 — enn) (€11 — €nn) = 2(en1 + €nn) = 2Y7

donde segue que t*> = 1. Ademais t = degY;, # degY;ly = 1. Assim t é um

elemento de ordem 2.

+

Notando que Y, +Y, = = 2€;i1m, € portanto os elementos Y, geram UJ, como

espaco vetorial, basta mostrar que podemos deduzir o grau dos demais Y’s a
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partir das informagoes dadas pelo item. Inicialmente mostremos que Y, , € A,.
Note que para cada Y, ,j com k > | 7], tomando i = n+1—k, devemos ter k > i,

pois caso contrario

n+1
2 9

n
E<n+1l-k = L§J <k<
absurdo, nao ha inteiro em tal intervalo. Caso i = k, temos

Yo =€k — ent1-kmti—k = €kk — €kt =0

dai Y, € A, Agora caso i < k devemos ter i < [%]. Pois caso i > [§],

analogamente ao que foi feito acima, tendo em vista que £ = n + 1 — ¢, teriamos

n n n+1
—|<i<k = —| <1<
51 < Sl<i<™
absurdo. Portanto de fato ¢ < []. Dai
Yio = €kk — €ntl-kntl—k = Entl-inti-i — €ii = — Y € Ay
Logo Y, € A, para todo i = 1,...,n. Ja vimos que degY,;; = 1. Calculemos

agora o grau de Y,\ para k,m > 0. Para cada Y] com k > |%] e m > 0,

tomemos ¢ = n + 1 — k — m, e consequentemente i + k = n+ 1 — m. Pela
Proposi¢do 3.26 temos que Y;! =Y,! . Analogamente ao que foi visto pouco
a cima, devemos ter k > i +m. Supondo i +m = k temos que 2(: +m) =n+ 1,
e portanto

2(i +m) — 1

1
5 |=li+m—-—=]=i+m—1.

3)=1 >

Supondo agora i + m < k. Analogamente ao que foi visto no inicio do item,

devemos ter i +m < |3]. Consequentemente em todo caso conhecemos, por

S + v+ +
hipotese, os graus dos elementos Y, Y, 1.1,...,Y;},,_1.;. Pelo Lema 3.27, agora
conhecemos o grau de Y| = Y . Por fim, para os elementos da forma Y,

k:m>

com m > 0 e k < | 3], basta mostramos que conhecemos o grau para m = 1,
e o Lema 3.27 garantira o resultado. De fato, com k < [§] = ¢ por hipotese
conhecemos os graus dos elementos Y,,. Portanto conseguimos determinar o

grau de todos os elementos Y,!, . Agora os elementos na forma Y, , m > 0. Se

m?

i = (n+1—m)/2 pela Proposi¢gdo 3.26 temos que Y, = 0. Suponhamos entao



(ii1) Pelo item (i7) vemos que os elementos t; = degY]

135

i # (n+1—m)/2. Por hora também vamos supor que i # (n + 1)/2. Dessa
forma, param > 0,1 # (n+1)/2ei # (n+ 1 —m)/2 temos

Yoo Y;J:n = (€s — €n+1—i,n+1—i) © (ei7i+m + en+1—i—m,n+1—i)
= (€ii — ent1—im+1—i)(€iitm + Ent1—immmnti—i)

+ (€iitm T €nti—i—mm+1—i)(€ii — €nti—int1—i)
=€iitm tT0—-0-0+0—-0+4+0—e€py1—i—mmnt1—i
= €iim — €—itm
=Y

m

ou seja, Y;, =Y. 0V  Casoi=(n+1)/2, note que

n+1

t1+m<n =— 1< 5

_mgna

portanto podemos considerar o indice i =i —m=(n+1)/2—m # (n+1)/2, e

esse indice 7’ é tal que

,  n+l . n+l
1= 5 -—m=1 +1= 5 +i—-m=1i+i=n+1-—m
logo, pela Proposi¢ao 3.26, temos Y, = —Y,  com i # (n+1)/2. Portanto

sabemos o grau de Y, para m > 0, mas ja sabemos o grau de Y. Assim

sabemos o grau de todos os Y, .

T, para 1 < j < |3, e
t = degY;, geram o suporte da graduacao. A demonstracao que os elemen-
tos t1,...,t, comutam, com ¢ = [5] usando o Lema 3.27 serd semelhante a
demonstracao da Proposi¢cao 3.8. Mostremos que t comuta com cada t;. Com
efeito, como ¢ = degY;, e UJ, é uma algebra comutativa, ¢ suficiente mos-
trar que Yy, o Y5, # 0. Note que o fato de j < [%] implica em j # ntl
Caso j # % temos Y ;o Y}, = Y, # 0 e consequentemente tt; = t;t. Caso
j = %, do Lema 3.27 temos Y}, o Y;i,, = AY;, com A # 0. Note tam-
bém que (7 + 1)+ (j — 1) = n+1—1, logo, pela Proposi¢cdo 3.26, temos

Y+

_ + : : + 44 s n
a1 = YT, Assim concluimos que degY;, = t;t; 1. Como j = 3, temos

j# m+1)/2ej # (n+1—2)/2, portanto como vimos no item (i7), segue
que Y0 Y] b =Y, =¢€jjr2— €141 # 0. Assim ¢ comuta com ¢;t;_1, como ¢

também comuta com ¢;_;, concluimos que ¢ comuta com ¢;.
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Para a afirmacgdo que vem apos o item (ii7), inicialmente note que do Lema 3.27

segue que os elementos na forma Y,©

mm

sao homogéneos para quaisquer ¢ e m. Dos
calculos do item (i7) vemos que para m > 0, temos Y, = 0, ou Y, é homogéneo. Por
fim a graduagao ¢ MT pois, por hipotese, degY,! +# degY,, .

Em reciproca ao item (i7) do Lema 3.29 logo acima, supondo G abeliano, dado
um elemento ¢ € G de ordem 2 e uma sequéncia n = (11,...,71,) € G% onde ¢ = [ ],
entdo hd uma, e apenas uma, G-graduagao do tipo MT em UJ, onde G-degY; | = n;

e G-degYy, =t.

Notagao 3.30 [25] Denotaremos por ((UT,,o),t,n) a G-graduag¢ao do tipo MT de-
finida port en.

Provaremos as afirmacao feitas acima posteriormente. Por ora, temos dois lemas para o

caso de Lie semelhantes aos dois lemas anteriores apresentados para o caso de Jordan.
Lema 3.31 [24] Sejam p = ["51] e ¢ = [%1] = | 2], defina a sequéncia

(X1, Xo, oo Xn1) = (Y, Yaqs . Yo, Yo,

p:ly £ gl

}/q—1:17 Y:]—2:17 ce ’}/1:1>
que € equivalente a

e sen—1¢impar, (Xy,..., X 1)= 1, .Y, 1,V 1., Y0, ., Y)

y Tpily Fp+1:1 T pild

e sen—1¢épar, (Xi,..., Xn1)= 1, V0, Y0, Y0, Vi)

p:1» “p:lo
n—1

Segue que para i < j, m = j—i+1, p= ["5] et = min{i,n — j} temos
(X, Xit1, ..., X;] €igual a \Y;!,, sei <p+1<jelY,,, caso contrdrio, onde X # 0.

m>’

Prova. Supondo inicialmente que ¢« < j < p + 1. Dessa forma obtemos a seguinte
igualdade (X;, Xip1,...,X;) = (Yiq,Yii10,--+5 Y1), como j = m +i — 1, temos a
expressao

[Xia Xit1, - 7Xj] = [Y;_lv Y;J_rl:h s ’Y;;mfl:l]'
Note também que se n — 1 for impar entao

n—1 n—1 1 n
1= 2= 41 o122
ptl=l——]+ 5 5T T3

Caso n — 1 seja par temos

n—1 n+1
+

—1
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portanto se k & um inteiro tal que £ < p + 1, entao k < 7. Em particular, temos

J=m+1i—1<7%. Logo

j<pt+l = j<g — n—g<n—j — i<g<n—j.

Dessa forma temos t = min{i,n — j} = 4, onde nossa expressao resulta em

[Y;;p Y;+1;1a R i+m—1:1] = Y;m

Facamos inducao em m. Para m = 1 a igualdade acima é imediata. Suponha que a

igualdade acima é verdadeira para algum k& > 1, isto é
Y, Yiiia,--- ay;jrk—m] =Y
dai, verificando a igualdade para k£ + 1 temos

[th Y;;Lla ce 7Yz‘1k—1;17 }/;,:-kl] = HY;D Yill:l? ce 7}/;119—1:1]7 }/;114::1]

Para calcularmos [Y;,, Y, ], observemos que i+k # n—i—k, pois como k+i—1 < Z,

temos k < 7, e como também temos 7 < 7. Segue que
itk=n—i—k = 20+k)=n = 2(§+§)<n = n<n,

assim i + k # n —i — k. Também devemos ter n + 1 — i # i + k, pois caso contrario

teriamos
n+l—i=i+k = n:@+(z+k—1)<§+§=n,

absurdo. Com essas informacoes calculemos [Y, ., Y, ],

Yo Yl = [€iitk — engi—icknt1—is Cithitht1 — Cn—i—kntl—i—k]
= (ei,i—l—k - en—f—l—i—k,n-i-l—i)(€i+k,i+k+1 - en—i—k,n-i-l—i—k)
- (€i+k,i+k+1 - en—i—k,n+1—i—k>(ei,i+k - en+1—i—k,n+1—z’)
=€ itkt1 —0—0+0
- (+O — O — 0 + en_i_k,nﬂ_i)
= Ciitk+1l — Cnpl—(i+k+1),n+l—i

=Y

:k+1°
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Supomos agora que p+ 1 < ¢ < j. Inicialmente note que nessa situagao, existem
s e z tais que

(Xi7Xi+17 s 7Xj) = (Y'sz_layvs_—lzlv R ’Yz:-I:’Yzz_l)7

determinemos s e z. Caso n — 1 seja impar entao

(Xla s 7XTL—1> = (}/1?17 s 7}/;):717}/;;1:17}/7 7Y171)

p:1

Como vimos no inicio da demonstragao, se n — 1 é impar, temos p + 1 = 7. Note que
s deve satisfazer

— — + — —
}/1:1’ ce 73/]2:17Yp+1:17§/p:17 te ’Yszla

(. J/

P
i elementos

assim o valor i — (p + 1) deve ser subtraido de p e acrescido 1, resultando em s, isto é,
s=p—(—(p+1)+1l=p—i+p+1+1=20p+1) —i=n—i.
Caso n — 1 seja par entao
(X1, X)) = (Y- Yo Y:lv Y, - Y1)

Como vimos no inicio, se n — 1 for par, temos p+ 1 = "TH Note que s deve satisfazer

}/1:_17 te ’}/p:_17 Y;;—:i_la Y;J_—lzlv tot 7}/;_1
i elementos
em Yy, ..., Y, , Y, temos p+1 elementos. Assim o valor i — (p+1) deve ser subtraido

de p — 1 e acrescido 1 resultando em s, isto é
s =p—1—(i—(p+1))+1 = p—i+(p+1) = 2p+1—i = 2(p+1)—1—i = n+1-1—i = n—i,
em todo caso temos s = n — i. Para acharmos z note que devemos ter

Ynfizl’ Ynszl:l? e ’Y;'+1:7 szzl'
TV

N

j—i+1 elementos

Comon —¢=s >z temos n — i — z + 1 elementos na sequéncia, assim
j—t+l=n—1—-—2+1 = z=n—j3=n—-m-—1+ 1L

Calculemos agora t = min{i,n — j}, como por hipotese temos i,7 > p + 1, e que

p+1:%oup+1:"7+1,temosi,j>%,dai

z+]>§+§ = 1>n—],
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portanto t = min{i,n — j} =n —j =n —m — i+ 1. Devemos entdo provar que

[Yn_—izh Yn_—i—1:17 ce e 7Yn_—i—m+1:1] =Y,

n—i—m+1:m

por indugdo em m, para m = 1 o resultado é imediato. Supondo que a igualdade é

verdadeira para m = k > 1, verifiquemos para k + 1,

[Yn_—i:17 Yn_—i—lzl’ e 7Yn_—i—k+l:1’ Yn_—i—kzl] = [[Yn_—izl’ Yn_—i—1:17 te ’Yn_—i—k—i-l:l]’ Yn_—i—krzl]

= :l:[Ynii—k+1:k7 Ynii—kzl] .

Calculemos [Y, ", ;. 1., Y, 1.1), paraisso note que n—i+1 # i+4k, pois caso contrario

teriamos
n—itl=ithk — n+1:2i+k>23+k — 1>k

absurdo. Também devemos ter ¢ +k # n — i — k, pois como i + k — 1 > § temos
n # 2(i+k) > n+2. De modo anilogo ao que j4 foi visto, devemos ter n —i—k+1 # i,

pois caso contrario

n—i—k+l=i = n:z+(@+k—l)>§+§:n,
absurdo. Com isso em vista, calculemos [Y,~, , .. Y,~. ],
[Yn_,i,kJrl:k, Yn_fiszl] = [en—i—k-i-l,n—i—i—l = Ciitks Cn—i—kn—i—k+1l — €i+k,z‘+k;+1]

= (en—i—k+1,n—i+1 - ei,z’—i-k)(en—i—k,n—i—k—l-l - ez’—i—k,z‘-‘,—k—i—l)
- (enfifk,nfikarl - ei+k,i+k+1)(en7i7k+1,nfi+1 - ei,i+k>
=0—-0—0++ € 4k+1
- (en—i—k,n—i+1 —0-0 + 0)
= €iit+k+1 — Cn—i—kn—i+1
= _(enfifk,nfifk+k+1 - en—H—(n—i—k—l—k—i—l),n—i—l—(n—i—k))

= _Ynfif(k+1)+1:k+1'

Supondo agora i < p+ 1 = j. Temos i < n — j, portanto ¢ = min{i,n — j} = i.

Calculemos [X;, ..., Xj]. Como i < j—1<p+ 1sabemos que

[Xz ce ,Xj_l] = [Y;E7 e 7}/}11:1] =Y

dj—i
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Assim temos
(X, X =X, Xl X = [V, Xl
Supondo inicialmente n — 1 fmpar, temos X; Y+11 Ygﬁl = 2ez n4;. Observando

que devemos ter n+1—i # 5 (que é equivalente a & +1 # 4 ), ja que i < j = %, temos

Yo X5l = [Y';_g Y" Al

(26%7%+1)(€‘ n — €g+1,n+1fi)
=2e,241—0
—(0—2en 1)
=2(ejni1+enny1 )

=2y, .. =2V
"2

41 t:m>

lembrando que t =iem =j—1+1= % —i+ 1. Supondo agora n — 1 par, temos

I

[ s Y 1 Y ]
como p = “5= e consequentemente j =p+ 1 = ”‘QH, temos

[XZ', e ,XJ] - [Y Y+ 1] = [Y_L-H le 1]

Q:j—1) n
J (s —3’

Calculando o comutador, tendo em vista que n + 1 — i # ”T_l en+1—1i# "TH pois

1< "T“ < ”T”L‘g, temos

[}/;'.7”-5-1 }/v+ 1} = [ei’n—;l - enT-HJl_,'_l_Z-,en—l ntl + €ntl n 3}

2 2 2 02
= (ei,"TH - G”TH,nJrlfi)(e"—’l nt1 + €ntl nt3)

2 0 2 ’ 2
(€n21 nt1 + 6n+1 n+3)(6 ntl — enTH’n+17i)
=0+ € nis — 0-0
— (O — e"T_l,n+1—i + 0+ 0)
= €y nit3 + €n-lnt1—i
= Ci it (j+1—i) T Cntl—(i+(j+1—i)),n+1—i
= Sfi?;—i+1 = Yt+

m*
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Supondo agora : = p+ 1 < j temos

n
i:§<j:>n—j<

n .
_:Z,
2
portantot =n —j=mn—1i+1—m. Sen — 1 for impar, entao t = 5 + 1 —m,

(X X = [V, Y ],

5D T gLy T fom41:l

param =2, temos t = 2 —1le

[Yg:l’ Yg—l:l] = [262 n41,€

3.3+1:€5-13 ~ €3+1,342]

= (2en nig)(en_yn —eniynig) — (en_1n —enyynyo)(2en nyy)

0— 26%,g+2 - (263—1,g+1 —-0)

_ +
—2(ez_1241 T ez240) = —2Yp5.

Supondo o resultado valido para algum k > 2, isto é

+ — - _ +
[Y%:P =Ll %—k—l—l:l] - )\Y%—&—l—k:k

onde X\ # 0, temos para k + 1 que

[Y"—i_'l’ %_—1:1’ e ’Y%_—k—i-l:l’ Y"_ k:l] = /\[Yg—:—l—k:k’ Y"_ k:l]‘

3¢ i 27

Calculando o comutador temos

+ - _
[Yg+1—k:k: Yg—m] = [€%+1fk:g+1 tenn g, en pn_jy1 — €%+k,%+k+1]

= (G%Jrlfk:%Jrl + e%,%+k>(€%fk,%fk+1 - €g+k,g+k+1)

- (eg—k,g—k+1 - €g+k,g+k+1)(€g+1—k,g+1 + Gg,gwc)

0—-0+0-— 6%,%4_;@4_1 — (e%_k,%ﬂ +0—-0-— O)
= —(eg—k,gﬂ + €g,g+k+1)

_ v+
= Yg—k,kﬂ-

—m.

: 3 _ n—1 - ntl f 4 s : _ n4l
Cason—lsejapar, entaop—TeZ—T, dalt—n—j—n—z—m+1—7

Uma verificacao direta mostra que para m = 2 segue que

[Xi, Xipa] = Yo, Youal = Yaos |, Vs ] = —Y%Q ==Y,

1.9 n—3.
51 ==

; - 5o + - _
Também com uma verificagao direta vemos que [Y"T“—k::k:’ %—k—m] = Yo 4oy
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Supondo agora : < p+ 1 < j. Se n — 1 for impar, existe s < p, tal que

- — JF — —
Yi:l? Tt 7}/;3:17}/;J+1:17Y-pt].7 Tt 7Ys:1>
TV

j—i+1=m elementos

assim temos
j—i+l=p+1l—i+l+p—s+1=s=2(p+1)—j=n—7j,

fagamos inducao em j. Inicialmente note que para termos i < n— j, ¢ = n — j e
i > n—j devemos ter respectivamente j < n—1i, j =n—ie j =n—i. O primeiro valor
para j em que a inducao faz sentido é o j que satisfaz s = p,istoé¢ j =n —p = ”T“,
sabemos que

- +
) Y;a:]_) va-l—l:l

[}/;717 }/;11:17 . ] = 2}/;%_“_1-

n+2

Assim para j = %5-, e consequentemente s = p = "T’Z, temost =1 e

X, ..., X)) = 2v

iy —i+1) Y,

%:1}'

Para o céalculo do comutador na direita da equacao acima, em relacao os indices

que aparecem nas operagoes com as matrizes unitarias, note que n + 1 — ¢ # ”T_z e

n+1—z':"7+2,poisi<p+1:%, assim
+ - — ) _
[Y;:g—iHaYn;zﬂ] = [ei,”T“ + €gmntl—i;Cn_2n G"TZ,"T‘*]
= (esmgz +egnas)enzzy — €tz ugs)
—_ (617,;27% - 671,72‘»2771;4)(6177172 + 6%7714'_1_1)
’2
—(0+ €n2 pi1—i — 0-0)
_ _ +
= _(ei,z'+(”7+2—z'+1) + 6n+1—nT+4,n+1—i) = Y
notemos que para j = 5= temos m = j —i+ 1= "= —i+1et =1 Supondo que

[Xia SR 7Xj] = )‘Y;:J;—i—&-l

paraalgum%”ﬁjgn—i—l, com \ # 0, para j + 1 temos

[Xz ce ,Xj,Xj+1] == )\[YVJr

i:j—1412 Yn—j—l:l] :
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Para o calculo do comutador na direita da equacao acima, em relacao aos indices das

matrizes elementares, observe que 7+ 1 # n — j — 1, pois j > "T” > %47 e que
n+1—1¢=n—7—1 pois caso contrario terifamos j — i+ 1 = —1, e também que
n+l—i#j+1len—7j#ipoisj<n—i, assim
- - _
Yiimivts Yoo jo1a) = [€ij+1 + €n—jnti—is €n—j1,n—j — €jt1j+2]

= (€ijr1 + enjnt1-i)(€n—j1n—j — €1112)
— (en—j—1,n—j — €j+1,5+2)(€ijt1 + €n—jns1—i)
=0—¢€12+0-0
— (0+ €n—jotms1i — 0 —0)
= —(€iit(j—it2) T Cnt1—(j+2)nt1—i)
= _}Q3+1—¢+17
portanto [X;, ..., Xg] = AY,,,, onde A # 0, t = min{i,n —k} =iem=Fk—i+1

n+2

para “3

< k <n —1i. Consideremos agora a possibilidade 7 > n — i, nesse caso temos
t = min{i,n — j} = n — j. Especificamente em j = n — i + 1 e consequentemente

t=n—j=t—1lem=7—i+1=n—24 2 temos
[X’U s 7Xn—i7 Xn—i-"l] = A[)/’i:l’/—l—Qi—‘y-l?Y’i:lll]'

Calculando o comutador da direita, observando que n —i+1#i—1poisi <p+1= 3

Yim—2i+1: Yim1a] = [€in—it1 + €int1—is €im10 — Entiino-i]
= [2€i,n—i+17 €i-1,i — €n+1—i,n+2—i]
= (2€i,nfi+1)(€i71,i - €n+17i,n+27i> - (61‘71,1' - €n+17i,n+27i)(2€i,n7i+l)
=0 —2¢;542-i — (2€i—1n—i+1 — 0)

= —2(€i—1n+1—i + Cinya—i) = =2V . oo,
supondo entao que [X;, ..., X;] = /\YnJr_j:j_iJrl para algum j > n — i+ 1, temos

(Xi, . X, Xj] =AY Y-

n—j:j—i+17 nfjflzl]‘
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Calculando o comutador da direita

Yo i Yo 1] = [en—jm—id1 + €ija1, €n—jo1n—j — €j11,j42]
= (en—jmn—i+1 + €ijr1)(€n—j-1n—j — €jt15+2)
— (en—j—1n—j — €j+1,j42)(€n—jm—it1 + €ij+1)
:O—0+0—6i7j+2
— (en—j—1m—it1 +0—=0-0)
= —(en—j-tm—it1+ €ijr2) = —Yn_j_1j-it2
o que conclui a inducao. Para o caso n — 1 par a demonstracao é analoga. m

Lema 3.32 ([24]) Sejam n > 4 um inteiro e G um grupo qualquer, nao necessaria-
mente abeliano. Dada uma G-graduacao do tipo MT para dlgebra de Lie

UTS) = (UT,,[,]), com G nao necessariamente abeliano, entao

i) Para cada i =1,2,...,|2| temos G-degY, = 1 e G-degY,;}, = g € um elemento
2 RSN 9¥;o g

de ordem 2.

(i1) Sendo p = |"3], entao n = (G-degYy;, G-degYsy, .. G—deg Y1) € GP, sen for

impar, ou n = (G-degY,;,G-degYy,,...,G-degY,, G-degY } 2 ) sen for par, e

p: i1
o elemento g = G-degYyl, definem completamente a gmduagao

(1ii) O suporte da graduacio é comutativo.

Ademais, em uma G-graduacio qualquer, se os elementos Y sao homogéneos
para cada i e m = 0 e m = 1, com degY, +# degY, para todo m, entio a

graduacao € necessariamente do tipo MT.

Prova.

() Dado i com 1 <4 < |2], note inicialmente que i # 25+ > [2|. Tomando m > 0
de tal forma que i # =", pelo item (2) de (iii) da Proposi¢do 3.26 temos
Yoo, Y] = Y, # 0, portanto G-degY;, = 1. Para mostrar que g = G-degY},
1 <i<|[%], tomemos i < [2] — 1, dai i # %5 e i # 2, portanto

Vi1, YL o) = [€iit1 — €n—imti1—is €it1it1 + €n—in—i]
= (€iit1 — en—im+1—i)(€it1,i41 + €n—in—i)
— (it1,i41 + €n—in—i)(€iit1 — En—in+1-i)
=€it1T0—0—0—(0—0+0—epint1—i)

_ _ v+
= €iit1 T Cn—imti—i = Y-
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Por outro lado, de (1) do item (i77) da Proposi¢ao 3.26 temos Y, = —[Y, 7, Y. 5],
portanto [V, V5] = —[Y3,Yi5] # 0. Deste modo concluimos que
G-degYihy = G-degYyy = -+ = G—dngEJ:O = ¢g. Para mostrar que g tem or-
dem 2, para cada i < |5 | tomemos m > 0 tal que i # ”“T_m e computemos

(Y5, [Yih, Yl 1], com efeito, por (1) do item (ii4) da Proposi¢do 3.26 temos

Vi, Vi, Yimall = Vi, Yiom] = Yoo,
portanto [Y; 1, [Vih, Vit ]| = Y.I # 0edai g = 1. Ademais como [Y;,Y,, | =Y.}
e por defini¢io de graduagao do tipo MT temos G-degY,, # G-degY,! segue

que g # 1.

Mostremos que podemos deduzir o grau dos demais elementos an a partir dos
dados fornecidos. A demonstrac¢do do item (i) mostra que na verdade temos G-
degY,, = 1 para todo ¢ # "—“. Como Ynirl = 0 caso n seja impar, sabemos o

grau de todos os Y. Se i < [2], entdo g = G-degY}, dai caso i’ > | %], fazendo

n

i =n+1—1i temos Y, =Y ei <2 assimsabemos o grau de todos os

elementos Y;§. Calculemos agora o grau dos elementos Y=  com m = 1. Dado

mm?

Y., se k < p ja conhecemos o grau de Y,;. Suponha k > p. Para k = 3, temos

n

Y., = 0 e nao ha o que ser feito. Caso k > %, definindo &’ de tal forma que
.

F+k+1=n+1, temos Y, = =Y, ,, assim segue que

n—1
2

| =n,

portanto conhecemos o grau de Y,,, e consequentemente o grau de Y, logo
sabemos o grau de todos elementos nao nulos Y, ;. Se i # ”HT_’” ei# ”T“ temos

+ y- +
[Y;:O’ Y; ] Y; m?

n+1 n+l ntl _ n—1
k # . Para k = 22, pondo K =n+1—-1—-k=n— "2 = "= temos

portanto para m = 1 sabemos o grau de Y,/ para k # 5 e

Y5, = Y,5, mas ja sabemos o grau de Y,;,. Para k = %, sabemos o grau o grau

de Y, por hipotese.

Assim ja sabemos o grau de todos os elementos Y . para m = 0,1. Calculemos
agora o grau dos elementos Ylm para m > 2. Supondo inicialmente que i =

nEm temos Y, = 0, note que nesse caso i = 2+ — 2 < |2=1] + 1. Pondo

j:i—l—m—ltemosj:"T_l—i-%Z | %5 lj—i-len—j—"“Q_ = 1, ou seja,
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t = min{i,n — j} = i. Utilizando o Lema 3.31, obtemos o grau de Y, . Caso
i = ”“ , pondo 7/ +1i = n + 1 —m temos G-degY;, = G—dng;,jfm e 7é ”T,
portanto podemos supor i # ”—H. Note que supondo i # "HT_m, m > 0, e
i # ™ como vimos no item (i), temos [V;5, Y1 ] = Y, ( no item (i) esse

calculo em questao s6 importava que i # ”—“ ), portanto, para i # ”“T’m

e

i # "—“ com m > 0 temos G-degY;! = g-G-degY,, . Assim dados i, m tais que
m > 2,1 # =T e £ 2 bagta descobrirmos o grau de ;i ou Y;,,. Com
efeito, dados ¢ e m nas condicoes ditas logo atras, definamos j =i+ m — 1 e
t = min{i,n — j}. Considere a expressao 2i +m — 1, caso n > 2i +m — 1 temos
n—j=n—1—m+1>1 dait =i e pelo Lema 3.31 sabemos o grau de
Y5 ouograude Y, . Cason < 2i+m — 1, pondo ¢ +i =n+1— m temos

m

t=n+1—m—1 edai
n<2i+m-1=n<2n+1-m—-—49)+m-1=2'+m—-1<n.

Pondo 7' =i’ +m — 1 temos t = min{i’,n — j'} = ¢’ e portanto pelo Lema 3.31

sabemos o grau de Y,/ ou grau de Y,

Pelo item (i) vemos que os elementos t; = G-degY,;, para i = 1,2,...,p, e
g = G-degY7l), além do elemento t,,; = Y§1a caso n seja par, geram o suporte da
graduagao. Mostremos que os elementos t;,...,%,,t,41,g comutam dois a dois.
Inicialmente usando o Lema 3.31 e a ideia da demonstracao da Proposi¢ao 3.8,

que foi a mesma usada no caso de Jordan, vemos que ti, ..., t,, {41 comutam dois

nt=1 para todo

a dois. Mostremos que ¢; comuta com g, como i # 2 e i #
i =1,2,...,p, temos [V 5, Y]] = Y.} # 0, assim g comuta com t;, para cada
i=1,2,...,p. Caso n seja par, devemos verificar que g comuta com t,,;. Para
isso note que G-deg(Yn Py 1) = tp, G-deg(Y. B 5 =ty e G- deg( o) =9 Uma

simples verificacao direta nos mostra que

(Yol Ya_ 4], Yool = ezzi0 —ez120 #0.

2

Logo g comuta com t,.t,, consequentemente g comuta com ¢,.;. Concluimos

assim, que o suporte da graduacgao é comutativo.
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Observagao 3.33 Note que no item (ii) do lema acima poderiamos ter posto q = | ]

e enunciarmos 1 da sequinte forma,

n = (G-degYy,,G-degYyy, . . ., G'd€93/§:1:1> G-dngqfl)
se n for impar e

n = (G-degYy;,G-degYsy, . . ., G‘dGQY:;:1;17 G‘dequi)

se n for par.

Anélogo ao caso de Jordan, também ha uma reciproca ao item (i7) do Lema 3.32.
Supondo G abeliano, dado um elemento g € G de ordem 2 e uma sequéncia 1 =
(M,...,1mg) € GY, onde g = | 5], entdo ha uma G-graduagao do tipo MT em UT! ™ tal

que G-degY;§y = g parai=1,2,...,¢. Além de haver a coincidéncia

n = (G-degYy,, G-degYsy,y, ..., G-degY, ., G-degY,})

” 2

onde o sinal do super indice da ultima entra é “ —” se n for impar e “ +” se n for

par. Nesse contexto, chamamos tal G-graduacao de G-graduacao definida por g e 7.
Denotaremos por ((UT,,[,]),9,n) a G-graduagao do tipo MT definida por g e n.
Para provarmos a reciproca do item (i7) do Lema 3.29 ¢ do Lema 3.32, prove-

mos alguns resultados.

Lema 3.34 Sejam H um grupo abeliano e A = @& A, uma dlgebra associativa
heH

H-graduada, com uma involugcao graduada ¢ : A — A, isto €, o(Ay) = Ap para
todo h € H. Seque que:

(i) A dlgebra de Jordan At = (A, o) admite uma H X Zy-graduagao tal que se a € A
é um elemento homogéneo de grau h na H-graduacdo, entio a+ ¢(a) e a — p(a)

sao elementos homogéneos da H X Zo-graduacao de AT de graus respectivamente

(h,0) e (R, 1).

(ii) A dlgebra de Lie AC) = (A,[,]) admite uma H x Zy-graduacdo tal que se a € A
¢ um elemento homogéneo de grau h na H-graduagao, entao a+ p(a) e a — ¢(a)

sdo elementos homogéneos da H X Zy-graduacio de A de graus respectivamente
(h,1) e (h,0).

Prova. Como ¢ é uma transformacao linear tal que ¢? = 1, entdo ¢ possui autovalores

1 e —1, e A admite uma decomposicao

A={zecA|lp@)=atd{rec Al p(x)=—z}.
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Para i € Zy podemos denotar W; = {x € A | ¢(z) = (=1)'z}, dai A = Wy & W;.
Mostremos que W, e W, sao subespacos graduados na H-graduagao de A. Inicialmente,
como ¢ é graduado, segue que se a € Ay, entdo a £ p(a) € A,. Dado w € W, entdo
p(w) = (=1)'w e existem aj, € A, onde h € H, tais que w =Y, _; ap. Dai
(—D'w = p(w) =Y p(an),
heH

por outro lado
(—D'w =Y (=1)a

Portanto
doelm)=> (Vo = (ela) = (-D'a) =0,
heH heH heH
dai p(ay) = (—1)'a; e consequentemente a, € A, N W;. Logo w € @& A, NW; e

heH

W, = & A, NW,. Desta forma segue que
heH

A=W W, = <@AthO> <5 (@Ahmm) = P “@nw.
heH heH (h,i)eH xZ2

Demonstremos o item (7). Para cada (h,i) € H X Z, definamos
A(tl,i) = A, N W,.

Desta forma, como vimos pouco mais acima, temos A* = @ Af. Mostremos que
gEH XZo

tal decomposigao é uma graduagao. Dados (hy,1), (he, j) € H X Zy, tomemos x € A(J;ll N
ey € A?;lz,j)' Em particular temos = € Ay, e y € Ap,, dai 2y € Apn, € yx € Apgp, -

Como H é abeliano, temos zy, yr € Ap,p, € portanto x oy € Ap,p,. Ademais, x € W,

ey € W; dai p(z) = (—1)'z e p(y) = (—1)’y. Logo

p(zoy) = p(zy) + elyz) = w(y)e(z) + ¢(@)p(y) = (1) (yo + zy) = (-1)z oy

donde segue que xoy € W, ;. Portanto xoy € App, N1 Wiy, isto é, xoy € Az;“h%iﬂ).
Concluimos que ¢ : AT = @ A; é uma H X Zy-graduacao para a algebra de Jordan

gEH XZso
AT. Por fim, para concluir o item (i), dado a € Ay, h € H, note que x = a+ ¢(a) é tal

que z € Ay, e () = ¢(a) + p*(a) = p(a) + a = x, donde segue que = € W, e portanto
x € Al q)- Definindo y = a — ¢(a), temos y € Ay e p(y) = p(a) — p*(a) = p(a) —a =
—y, donde segue que y € W, e portanto y € A(ﬁl’l).
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Provemos o item (ii). Para cada (h,i) € H x Zy definamos

Al = Ay N Wiy

Desta forma, temos A7) = @ Ag_). Provemos que tal decomposicao é uma
g€EH XZs

H x Zgy-graduagao. Dados (hy,i), (ha,j) € H X Zy. Tomemos x € AE,;) yeye AE}:;]‘)?

5T

analogamente ao item (i), temos x € A, ey € A, e como H é abeliano segue

que [z,y] € App,- Ademais, temos © € Wiy e y € Wiy, dai p(x) = (=1)"z e
p(y) = (=1)’*'y. Logo

p([z,y]) = elay)—e(yz) = e(y)e(r)—p(r)e(y) = (-1)7 2 (yr—ay) = (1) z,y],
donde segue que [z,y] € Wi ;11 e portanto [x,y] € App, N Wisjr1 = Agf;)hz,iﬂ‘)‘ Por

fim, dado a € Ay, tomando x = a + ¢(a), segue que = € A e p(z) = z, logo © € W,.
Portanto z € AE};)U. Pondo y = a — ¢(a), temos y € A, e p(y) = —y, logo y € Wi.
Portanto y € AE;)O). [ |

Provemos as reciprocas dos itens (ii) do Lema 3.29 e do Lema 3.32.

Teorema 3.35 Sejam G um grupo abeliano, que tenha algum elemento de ordem 2,
en > 4 um inteiro. Pondo ¢ = [*] = |2], dadon = (m,...,ny) € GT et € G
um elemento de ordem 2, existe uma unica graduacao do tipo MT em UJ, tal que
G-degY;; =mn; e G-degY;; =t para 1 <i < q.

Prova. Usemos Lema 3.34 , pondo A = UT,,. Consideremos H sendo o grupo abe-
liano livre de posto ¢ com geradores livres L = {/{y,...,{,}. Tomamos a H-graduacdo

elementar em UT,,, caso associativo, definida por
® seq—= %, E = (61, .. ,ﬁq_l,fq,éq_l, . ,fl) - Hn_l,
e seq=" = (l,... . le1, 0y Ly, lyr,...,0h) € HY,

como na Proposicao 3.6. Note que € = rev €. Seja ¢ = ¢,+1 como na Observagao
3.24, definida por ¢(€;.,) = €_;.m, assim temos que ¢ é uma involug¢do. Mostremos que
¢ é uma involugao graduada. Inicialmente temos H-deg(e;.o) = H-deg(e_;.0), supondo
i < j, como vimos na Observag¢do 3.25 temos H-deg(ey) = H-deg(e_g.1), pois

e = reve. Como €ij = €4:1€441:1 " * * €—2:1€5-1:1, S€gUE quUE

@(ez’j) = @(%—1;1)80(63‘—2;1) - p(eirr)p(en).
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Dai
degp(eij) = degp(ej_1.1)degp(ej_oa) - - - degp(eirra)degp(er).

Como H ¢ abeliano, temos
degp(ei;) = degp(ej—ra)degp(ej-2a) - - - degp(eirria)degp(ein)

= deg@(eizl)dQQQO(ei—&-l:l) T d6990<€j—2:1)d6990(6j—1:1>

= degeij,

portanto ¢ ¢ uma involugao graduada. Estamos nas hipoteses do Lema 3.34. Usando
o item (i) do Lema 3.34 temos uma H X Zs-graduacao em U J,, tal que os elementos

Yﬁn = €i.m + v(€i.m) sa0 homogéneos e satisfazem
H x Zo-deg(Y;}) = (H-deg(€im),0) e  H X Zo-deg(Y;, ) = (H-deg(eim), 1).

Dado n = (m1,...,m,) € GY et € G um elemento de ordem 2, a aplicacdo ¢; — n;
estende de forma tnica um homomorfismo de grupos f : H — G tal que f({;) = n;.

Consideremos o homomorfismo de grupos

1/} cH X 72y —> G
(h,3) = w(h, j) = F()E.
Sendo ¥ : UJ, = AT = @ A(+h,j), tomemos a G-graduacao ¥¥ obtida de ¥ e

(h,j)EHXZQ
induzida por ¢ em U J,, como na Definicdo 1.43. Em Y%, os elementos Yﬁn continuam

homogéneos. Ademais os elementos homogéneos em ¥, que tenham grau z, agora tem

grau ¢(z) em 9. donde segue que

G-deg(Yy),) = V(H x Zy-deg(Yy;,)) = ¥(H-deg(eim), 0)) = f(H-deg(eim)),
por outro lado

G-deg(Yy,,) = V(H x Ly-deg(Yy,,)) = ¥(H-deg(eim), 1)) = f(H-deg(eim))t.

Portanto G-deg(Y;! ) # G-deg(Y;, ), e assim a graduagdo é do tipo MT. Por fim, para

1 <17 < q, temos

G-deg(Y;) = Y(H X Zy-deg(Y;)) = (H-deg(ei),0) = 1(£;,0) = f(€)t° =,
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G-deg(Yy,) = V(H x Zy-deg(Yy,)) = ¢(H-deg(ei), 1) = (1,1) = f(1)t! =t.

A unicidade da graduagdo decorre do item (i7) do Lema 3.29. =

Agora para o caso de Lie.

Teorema 3.36 Sejam G um grupo abeliano, que tenha algum elemento de ordem 2, e
n > 4 um inteiro. Pondo q = |5 |, dadon = (n1,...,n,) € G e g € G um elemento de

ordem 2, existe uma unica graduacao do tipo MT em UTf) tal que

0= (G-degYy;, G-degYsy, ..., G-degY,”,, G-degY,5)

“

onde o sinal da ultima entrada de n depende da paridade de n, “— 7 se n for impar e

“+ 7 sen for par. Além de satisfazer G-degY,}y = g para 1 <i < q.

Prova. Usando o Lema 3.34, pondo A = UT,,. Consideremos H sendo o
grupo abeliano livre de posto ¢ com geradores livres L = {/y,...,¢,}. Tomando a

H-graduacao elementar em UT,, caso associativo, definida por
® se q—= %, g = (fl, R ,ﬁq,l,fq,ﬁq,l, ce 761) € Hn_l,
® se q— nT—1’ £ = (El, ce ,Eq_l,quq,ﬁq_l, R ,gl) S anl’

como na Proposi¢cao 3.6. Note que € = rev ¢, dai definindo ¢, por ¢(€;.m) = €_im,
temos que @ é uma involucao graduada. Assim pelo item (i) do Lema 8.34 temos
uma H X Zs-graduacao ¥ em A = UT,gf), onde os elementos Y;im = €im £ ©(€im)

sao homogéneos, cujo grau satisfaz
H x Zo-deg(Y;}) = (H-deg(eim),1) e  H X Zy-deg(Y;, ) = (H-deg(eim),0).

Sendo 1 e g como no enunciado do teorema. Caso n seja impar, consideremos os

homomorfismos de grupos f: H — G, tal que f({;) =n;, e

U HxZy — G

(h,l) = w(hv Z) = f(h)gz

Consideremos a G-graduacio ¥¥ obtida de 4 e induzida por 1) em UTygf). De modo

analogo ao que foi feito no teorema anterior, vemos Y% é uma G-graduacio do tipo MT
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onde G-deg(Y;;) = n; e G-deg(Y;}) = g para 1 < i < ¢. Caso n seja par, modificaremos

a f pondo f({;) = 1,9, e continuaremos com f(¢;) =mn; para 1l <i<g—1,e

1/1 cH x ZQ — G

Assim a G-graduacio ¥¥ obtida de ¢ e induzida por 1) em UTTE_), é do tipo MT e

satisfaz

G-degYfy = V(H x Ly-deg(Yyh)) = v (H-deg(eqa), 1) = f(ly)g" = 1499 = 1y,

os demais detalhes também sao analogos a demonstracao do Teorema 3.35 e a unici-
dade da graduagao segue do item (i) do Lemma 3.32. =

Para fins de coeréncia, daqui pra frente, a menos que dito ao contrario, suponha
n > 4. A importancia desse tipo de graduacao, é que se GG é um grupo abeliano entao
uma G-graduacao elementar em (UT,,, ®) nunca é isomorfa uma G-graduagao do tipo
MT em (UT,,®). Ademais, dada uma G-graduagao em (UT,,®) ou ela é isomorfa a

uma graduacao elementar, ou é isomorfa a uma do tipo MT.

Teorema 3.37 (Teorema 24 de [25]) Sejam G um grupo qualquer e n > 4 um in-
teiro. Toda G-graduacao em UJ, tem suporte comutativo e é ou isomorfa uma G-

graduacao elementar ou uma G-graduacao do tipo MT.

A seguir apresentamos os conceitos de suporte relevante é algebras praticamente

isomortfas para poder enunciar o préximo resultado.

Definicao 3.38 Seja A = ©yecqAy uma dlgebra G-graduada. O suporte relevante da
graduacao €

r—supp A = {g € G|A, Z Ann(A)}.
Aqui Ann (A) = {a € Alab=ba =0,b € A} é o anulador de A.

Antes de definir quando duas algebras de Lie s@o praticamente isomorfas iremos

precisar da nocao de graduagoes praticamente iguais.

Definicao 3.39 Sejam L, e Ly duas graduacoes na mesma dlgebra de Lie L, pelo
mesmo grupo G. As G-graduacoes L, e Lo sao praticamente iguais se
Li/2(L) = Lo/z(L), (aqui a igualdade é de dlgebras G-graduadas), denotaremos isto
por L < Lo.
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Definicao 3.40 Sejam L, e Lo dlgebras de Lie G-graduadas. Entdo Ly e Lo sdo
praticamente isomorfas como dlgerbas G-graduadas se existe uma G-graduag¢dao L na

dlgebra de Lie Lo tal que Ly = LY (isomorfismo de dlgebras G-graduadas) e L] g L.

Teorema 3.41 (Teorema 21 de [24]) Sejam G um grupo qualquer e n > 4 um in-
teiro. Toda G-graduagao em UTT(L*) tem suporte relevante comutativo e € praticamente

somorfa uma G-graduacao elementar ou uma G-graduacgao do tipo MT.

Dessa forma para calculos do expoente graduado, nos casos de Lie e de Jordan,
se n > 4 podemos supor G abeliano e que a graduagao é do tipo elementar ou do tipo
MT.

De uma forma mais geral, no intuito de se calcular o expoente graduado de uma
dlgebra (A,9) G-graduada, é 1til achar valores que majoram e minoram o valor ¢ (A)
para cada m € N*. Tlustrativamente, suponha que f,g : N* — N* sdo tais que
f(m) < c%(A) < g(m) para todo m € N* e que os limites 77%1_}11;0 ®/f(m) e mh_rgo R/ g(m)
existam e coincidam, iguais a um valor «, entao pelo teorema do confronto temos que

exp®(A) = lim /cC(A) = a.

m—0o0

Seja (A,¥) uma algebra associativa G-graduada. Pela Proposi¢do 1.81, temos que
cm(A) < c(A) <[ G ™ en(A).

A desigualdade da direita faz sentido apenas para grupos finitos. Uma pergunta natural
é se essas desigualdades sao as melhores possiveis. Em outras palavras, ha algebras G
graduadas que as codimensoes sao iguais a cota inferior, e algebras G-graduadas que
alcancam a cota superior? Logicamente a G-graduacao trivial nos da a cota inferior.
Em [1] e [2] é provado que para um tipo particular de algebras chamadas de algebra
de Grassmann, sob certas graduacoes, atinge a cota superior. Portanto, para grupos
finitos, as desigualdades sao as melhores possiveis.

Como nesse trabalho nao estamos exigindo nada a respeito da cardinalidade de
G, para nossas graduagoes em (UT,, *), devemos procurar uma cota superior que nao
dependa da quantidade de elementos de G.

Comecaremos com as graduagoes elementares em UT,,. Provaremos uma desigual-
dade similar, que nao depende da cardinalidade do grupo, e dai poderemos considerar

grupos infinitos.



Capitulo 4

Comportamento assintotico das

(—)

codimensoes graduadas em U1, UT),
e UJ,

Nesse capitulo iremos abordar técnicas e resultados para se obter o expoente
graduado de UT,,, nos 3 casos: associativo, de Lie e de Jordan. Como vimos no capitulo
anterior, podemos supor que a G-graduacao é do tipo elementar ou do tipo M T. Nesse
capitulo, no caso associativo consideremos F' como sendo o grupo livre de poston—1 ¢
nos casos de Lie e Jordan, consideremos F' como sendo o grupo abeliano livre de posto
n—1,isto é, F =7Z"! ( Secdo 1.9 ). Assuma também que L = {ly,...,l, 1} é um

conjunto de geradores livres para F.

4.1 Graduacao elementar universal

Iniciamos definindo uma graduacao pelo grupo F' que serd importante no restante

do capitulo e cujo nome da o titulo a esta secao.

Definicao 4.1 A F-graduacao elementar universal de UT,, € a graduacao elementar
definida por np = (l1,...,l,—1) ( Notagdo 3.7 ), isto é, F-dege; ;11 = l; para i =
1,2,...,n—1.

As identidades polinomiais graduadas seguem das sequéncias ng-ruins, veja [10].

Comecaremos computando as codimensoes F-graduadas de UT,,. Suponha UT),, munida
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de uma G-graduacao elementar, onde G' é um grupo arbitrario. Nos casos de Lie e
Jordan, consideraremos que G é abeliano. Assumiremos que G é gerado pelo suporte
da graduagao, isto é, que os elementos G-deges, . .., G-dege,_1 , geram G. A aplicacado
¥ : L — G dada por ¢(l;) = G-dege; ;i1 pode ser estendida de forma tnica como
um homomorfismo de grupos ¥ : F' — G. Note que ¢ deve ser sobrejetiva. Assim

identificaremos G = ¥(F) = F/Keri.

Lema 4.2 A ¢(F)-graduacao em UT,, induzida pela F-graduacio elementar e pelo

homomorfismo 1, coincide com a G-graduacao inicial.

Prova. O lema segue desde que ¢(F)-dege; ;11 = G-dege; ;+1, para todo i. m
Consideremos a algebra livre K(X’) livremente gerada pelo conjunto

X' = {xl@ | i € N*,] € F}, F-graduada. Faremos a seguinte identificacdo, inicial-

mente denotemos por Supp ng o suporte da F-graduagao elementar universal em U7,

e para cada t € G e i € N* definiremos

2V se Supp np NTH(t) # 0,
yi(t) — { 1€Supp npnp=1(t)

L0

D para uma escolha de [ com () = ¢, caso contrario.

A Aalgebra gerada por X = {yi(t) | i € N,t € G} é isomorfa a algebra livre
G-graduada e iremos identificar essas duas algebras. Logo K (X) é subalgebra de
K(X'). Note que UT,, possui um ideal de identidades polinomiais graduadas em K (X),
referente a G-graduagao elementar e um ideal de identidades polinomiais em K (X’)
referente a F-graduacao elementar nr. Denotemos respectivamente esses ideais por
1dg(UT,) e Idp(UT,). Veja que Id(UT,) C Idp(UT,). Ademais T(A) C Idg(A),
onde T'(A) é o ideal das identidades polinomiais ordinarias de A = UT,, ( nas variaveis

(1)

v = y; ', que sao as identidades graduadas da graduagdo trivial ). Como em [3] ¢é

provada a desigualdade c¢(UT,) < c& (UT,), obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Seja G um grupo qualquer, tomando uma G-graduacao elementar em

UT,, para todo m € N, temos a sequinte desigualdade:

em(UT,) < C(UT,) < B (UT).

Desigualdades similares podem ser obtidas para o caso de Lie e de Jordan. Veremos

que no caso associativo ¢,,(UT;,) e ¢k (UT;,) sdo assintoticamente iguais e usaremos
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essas desigualdades para obter o comportamento assintotico de & (UT,) seja qual for

a G-graduacao em UT,,.

4.2 O caso associativo

Foquemos no caso associativo. Nesse caso toda GG-graduagao pode ser considerada

elementar. Continuaremos com as notacgoes estabelecidas até aqui nesse capitulo.

S By _ () _ (0
Lema 4.4 Seja = (t1,t2,...,t.) uma sequéncia ngp-boa, defina z; = x; ", x; = x;,
para 1 <i<e¢, 1 <7 <. Considere os monéomios
LigrTigg " Ligyy Z1Ti11 Tigg """ Liyy 227" " ZeLicg Lieg " " Ligy, (41)
onde para cada 0 < m < ¢, temos L, > 0 € i1 < o < -+ < Uy, Enlao esses
mondmios sao linearmente independentes modulo 1dp(UT,).

Prova. Como p = (t1,ta,...,t.) € nrp-boa, existem matrizes elementares estrita-
mente superiores ry, o, ..., 7. com deg(r;) = t; para cada i, que satisfazem ryry - - -1, #
0. Assim existem uy, ug, ..., Uer1 € {1,2,...,n} com u; < uy < +-+ < Ueyq tais que

(i) | - : 4
1 = €ujugs T2 = Cugugs - - - s Te = €y~ Lomando {& |7 € N*,m =1,2,... n} varia-

veis comutativas, consideremos a substituicao x;, = Zlnzl fl(h)e” e z; = r;. Fixado m,
onde 0 < m < ¢, dado j com 1 < j <[, denotando p = i,,; € ¢ = %y, (j41), temos

n

zp=> &l e ay=) €lWe,
k=1

s=1
dai
Tply = (Z 51(gp)€kk> (Z ggq)ess> — Z Z §,§p)§§q)ekk€ss _ Zfz(p)gl(q)ell,
k=1 s=1 k=1 s=1 =1
portanto
Tipn iy *** Tiy = Z gl(lmﬂfl(zmz) .. 'fl(l’”l’")eu-
=1

Note que

n
— E (im1) ¢(im2) (i)
mei'mlxi'mZ U 'rimlm - euh’Lu'nL+1 < gl gl T l " ell
=1

— (i’ﬂﬂ)g(iﬂﬂ) e g(imlm)

Um+1dUm+1 Um+1 UmUm+1)
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entdo o monomio em (4.1) apos a substituigao ficara

io1 | tlg ¢i11 | | 5“11 . lev .. ¢lele

ul T Sur ug u2 o Uc+1 uc+1euluc+l'

Estes valores acima estdo em bije¢ido com os monomios de (4.1). De fato, dado um
monomio como em (4.1), destacando o menor u; que aparece, os indices superiores
determinam as variaveis no primeiro bloco, e pela substituicdo boa, as varidveis z’s
tem que estar na ordem zj,z,...,2. Assim atribuindo valores em {0,1} para as
varidveis & mostramos que os monoémios em (4.1) sao L.I. Outra forma, para lei-
tores que conhecem o termo ordem deg-lezogrdfica para monomios em K(Xj), é a
seguinte, ordenando os mon6émios de (4.1) em ordem lexicografica em relagdo ao pri-
meiro bloco de letras z;, - -+ , %, € em seguida pela ordem lexicografica do segundo
bloco de letras z;,, ---x;;, e assim por diante, supondo uma combina¢ao linear dos
monomios em (4.1) tal que a combinagao pertenca a Idp(UT,), fazendo os elementos

for L, o e, o L€kt L &, iguais a 1 e os demais 53@ iguais a 0, de

forma adequada, conseguimos mostrar, do monoémio de menor posi¢do até o monomio

de maior posicao, que o coeficiente que acompanha o monémio deve ser nulo. m
Segundo o lema acima os polindémios em (4.1) geram como espaco vetorial o quo-

ciente (PS + Idp)/I1dp(UT,). Assim podemos computar cf (UT,,) contando o niimero

de monoémios deste tipo.

min{n—l,m}

n m .
Lema 4.5 Temos & (UT,) =1+ , i+ D)™
FUT,) S (1) (7)ree
Prova. Tomando a = (aj,as,...,a,) € F™, formemos a subsequéncia
ta = (@jy, ajy, . .., a;) obtida de a depois de remover todos os a; triviais ( mantendo

a ordem original das entradas remanescentes ). Computemos dimP%(UT,). Se o,
é uma sequéncia 7-ruim para todo o € S; entdo dimP%(UT,) = 0. ( Lembre que ng
representa a F-graduagao elementar universal em UT,,. ) Ademais se p, = 0, isto é
a=(1,1,...,1), entdo dimP?%(UT,) = 1. Assim assumiremos u # (.

Afirmacgédo 1. dimP%(UT,) = (i+1)™".

Nos monomios de P%(UT,,) as variaveis de grau nao trivial podem ser ordenadas
de forma tnica, e as varidveis de grau trivial aparecem em algum lugar entre as varidveis

de grau nao trivial. Varidveis de grau trivial consecutivas podem ser ordenadas. Dai
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dimP?%(UT,) coincide com o nimero de maneiras que podemos por m — ¢ variaveis
diferentes em i + 1 locais.
~ . (m . , .
Afirmacao 2. Ha (Z) sequéncias a’ € F™ tais que iy = Uq.
Ha (™) = () maneiras de por m — i elementos todos iguais a 1 na sequéncia
m—1 T
[, € obter diferentes sequéncias de tamanho m.
~ ./ N . .
Afirmacao 3. Ha (l +1> boas sequéncias de comprimento <.
Note que 4 uma correspondéncia 1-1 entre as sequéncias boas e os produtos nao
nulos e;,;,€i,5, - €i,j,- Esse produto é nao nulo se, e somente se, 1 < 43 < j; =
bo < Jo = i3 < -+ < Jio1 = 1; < J; < n. Assim ha tantos produtos nao nulos

quanto ha formas de escolher um ¢ + 1 elementos em um conjunto de n elementos,

n

{i1,J1, 72, -, Ji} ©{1,2,...,n}. Isso é igual a (,},).

Afirmacao 4. Dada o/ € G™ tal que ouy = p, para algum o € S;. Entao
dimP%(UT,) = dimP%(UT,). Em particular, nés podemos permutar os elementos
aj,,aj,, ..., a; assim obtendo o fator ¢!.

As afirmagoes acima concluem a prova. ®

Como temos um o valor de ¢ (UT,,) de forma explicita, em fungao de m, podemos

encontrar uma expressio que seja assintoticamente igual a & (UT,).

1

n—1,m _ n—1,, m—n+1
nn—1 :

m n

Corolario 4.6 ¢ (UT,) ~

Prova. A prova ¢ a mesma que em [22] Corollary 4.1. m
Usando a classificacao das graduacoes em UT,,, e os bem conhecidos comporta-
mentos assintoticos das codimensoes de UT,, no caso associativo, obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 4.7 Supondo charK = 0, consideremos uma G-graduacao em UT,, onde

m™ n™. Em particular temos que

G é um grupo arbitrdrio. Entio ¢S (UT,) ~
n
exp®(UT,) = n.

n—1

4.3 O caso de Lie: Graduacao elementar

Agora no caso de Lie, temos F' = Z" 1. Nessa secao n denotars a Z" ‘-graduacao

universal em UT}\ . Escrevendo UT} ) = ¢ (UTT(L_))g7 uma base para as identidades
gEZ"il
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graduadas das graduacoes elementares em U T ndo é conhecida. Portanto, primeira-
mente determinemos as identidades graduadas para (U qu_), n), e entao iremos calcular

as codimensoes graduadas.

)

Definicao 4.8 Uma varidvel :cz(»g é uma varidvel nula se (UTé_))g = 0.

Observagao 4.9 Sendo {; a (n — 1)-upla onde a i-ésima entrada é 1 e as demais sao
zero, e by = (0,0,...,0), temos Z" '-deg(e; i+1) = €;. Como Z" '-deg(e;;) = o e

Zn_l'deg(ei,j) = Zn_l‘deg([ei,i—&-la Cit1,i42s - €j—2j-1,€j-14]) =l + L1 + -+ L;_1.

Portanto (UTT(L_))Q # 0 se, e somente se, g € Z"™' é da forma
j—1
g=> 6=10,0,...,0,0,1,1,...,1,1,0,0,...,0)
I=i

)

para algum i =0,1,2,...,n—1 et < 7 < n. Consequentemente x§9 nao € uma varidvel

nula se, e somente se, g for da forma descrita acima.

Lema 4.10 Seja p € (Z" )¢ uma sequéncia n-ruim. Entdo f, seque de algumas

varidveis nulas e de [2\°, 2] = 0.

Prova. Denotando u = (p1,..., ), caso u; = 0 para algum i, o resultado se-
gue. Caso (UT,gf))M = 0 também. Suponha que nenhum desses casos ocorra, entao
pela Observacao 4.9, usando a notacao da Observacao 4.9 coloquemos g¢;; = G-

deg(e;j) = Z{;l ;. Para cada k devemos ter u; = g;,;.. Nesse caso o grau de f, é
(9)

Girjy + -+ Gij.- Caso o grau g de f, seja tal que z;” é uma variavel nula, o resultado
segue. Caso contrario, terfamos que g = g¢;,;, +- - - + ¢;,j. deve ser da forma descrita na
Observacgdo 4.9. Dai 11, que é um bloco de 1's, quando somado com g5 que também
¢ um bloco de 1’s, deve resultar em um bloco de 1’s, bloco esse maior que o de u; e
2. Isso significa que o bloco de 1’s de p; tem que acabar uma posi¢ao antes do bloco
de 1's de py comecar, ou o bloco de 1's de pq tem que comecar uma posicao depois da
de pp comecar. Isto &, j; = iy ou jo = i;. Analogamente, o bloco de 1’s de us tem
que comecar um depois do bloco de 1’s de 1 + 2, ou terminar uma posicao antes do
bloco de 1’s de p; = po. Assim prosseguimos. Desta forma a menos de mudar a ordem

dos p; por uma permutacdo o € 7., podemos supor que ji; = i, Jo = i3, ..., Je_1 = lc.

Porém como g;, ;, = G-deg(e;, ;. ), temos que g é 1- boa. Absurdo. =
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Relembremos que, se j € (ay,as,...,a,) € (Z"1)™ é uma sequéncia n-boa no
caso associativo, entao as tnicas sequéncias 7-boas usando os elementos ay, as, ..., an,
sao da forma (a;, a;y1,...,a;), para alguns 1 <i < j <m.

Qualquer sequéncia pu € (Z"1)¢ com repeti¢oes é uma sequéncia 7-ruim, desde
que para formar um produto nao nulo n6és usamos apenas matrizes elementares trian-
gulares estritamente superiores. Denotemos por T, o Ty.-1-ideal gerado pelas varidveis

nulas e por [z\”, z{”].

Dado f, = [#1, 22, ..., 2m] ( veja a Defini¢ao 3.15 ), e uma permutacdo o € S,
denotaremos f,S”) = [25-101), Z6-1(2), - - - » Zo-1(m)]- Relembrando a definicio de 7, e
Tm = (mm —1--- 2 1), temos o seguinte lema:

Lema 4.11 Seja p € (Z"1)™ uma sequéncia n-boa no caso associativo. Considerando
fu no caso de Lie, temos f, = (—1)m+1fl57m) (mod T)

Prova. Escrevendo f, = [21,22,...,2y], e considerando todas as igualdades
modulo 7. Faremos inducao em m. Para m = 2, a igualdade segue da propriedade

antissimétrica do comutador. Supondo valido para m — 1, temos

Fm = [z, 2ty -y 21) = ([ Zmets - -5 22), 21] = (1) 20, 23, -, 2], 21]
= (—=1)"[29, 23, - -, Zm, 21].
Pondo Z = |29, 23, ..., 2m_1] € usando a identidade de Jacobi
(29,23, -+ s Zm—1, Zms> 21) = [[Z, 2m), 21] = —|[21, Z], 2m] — [[2m, 21], Z]
=12, 2], z2m] = [[2m, 21], Z]
= (22,23, - - -y Zm—1, 21, Zm) — |[2m, 21], Z],
como [z, z1] = 0, temos (22, 23, - - -, Zm—_1, Zm, 21] = [22, 23, -+ -, Zm—1, 21, Zm). Usando a

identidade de Jacobi e o fato de que [z;, 21] = 0 para 3 < j < m temos
(29, 23, + s Zm—1s Zm, 21] = [22, 21,23, -+ - Zm—1, Zm) = —[21, 22, -+, Zm—1, Zm)
portanto segue que
fffm) = (=1)"[22, 23, - -+, Zmy 21] = (= 1) 21, 20, o oy 2] = (=)™ £,

Donde segue que f, = (—1)™ £ (mod T). m

O lema anterior juntamente com o Lema 2.8 implicam no seguinte corolario.
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Corolario 4.12 Se p € (Z"1)™ é uma sequéncia n-boa no caso associativo, entdo f,
no caso de Lie satisfaz f, = j:f,gg) (mod T) para qualquer o € Z,,. Ademais f,(f) =0
(mod T) para qualquer o € Sy, \ Tp,.

Prova. Dado u € (Z" ™')™, consideremos f, = [z1, 29, ..., 2], note para cada

o €S, temos

(—f)7 = (=21, 22, 23, 24, - - -, Zm))°
= ([22, 21, 23, 24y -, Zm] )7
= [o12) 2010 2071(3)s Zom 1) -5 Zom10m)
= —[20-1(1), Zo-12)s Zo=1(3)s Zo=1(4); - - -5 Zo= 1 (m)]
= —f¢
ou seja, (—f,)7 = — [, para todo o € S,,. Usando esse fato, o Lema 2.8 e o Lema

4.11 temos f, = +f7 (mod T'), para qualquer o € 7,. Por fim, f7 =0 (mod T'), para
o € S/ I segue do Lema 2.5. m

Definicao 4.13 ([23]) Um mondmio de Lie g é adequado se g = [g1, ga, - .., g.] onde

(i) gi = [21, 20, 2\ 20, para algum s; > 0 € jii < jio < - < Jis,, para
cada i =1,2,... c.

(ii) a sequéncia (deg(g1),deg(gs),...,deg(g.)) € uma sequéncia n-boa no caso associ-
ativo.

Lema 4.14 [Lemma 20 de [23]] Os mondémios adequados geram o espago vetorial
L{X") mddulo T.

Prova. E suficiente provar que ¢ = [:I;E-le) ,ng), o wélf’)] ¢ uma combinacao
(&

linear de monomios adequados. Aplicando a Identidade de Jacobi e a identidade
graduada [xgo),xéo)], que estd em T, concluimos que ¢’ ¢ uma combinacdo linear de
g =191,92, -, 9, onde cada g; sdo da forma descrita em (i) da Defini¢do 4.13 acima.
Portando ¢’ é uma combinagdo de elementos ¢ = [g1,92, ..., 9, com cada g; como
descrito em (i) da Definigdo 4.13, modulo 7. Vamos denotar u = (Z"'-deg,, Z" -
degs, ..., Z" 1-deg.). Se p for uma sequéncia n-ruim do caso de Lie, entao o g correspon-
dente sera nulo modulo T'. Caso contrario, pelo Lema 2.5 e pelo Coroldrio 4.12 ve-
mos que g = £g7 (mod T), para algum o € .7, onde oyt = (to-1(1), fo-1(2)s - - - » Ho—1(c))

é uma sequéncia n-boa do caso associativo. =
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Corolario 4.15 Os monémios adequados formam uma base para o espago L(X') md-
dulo T

Prova. Pelo Lema 4.14, vemos que eles formam um conjunto gerador para L(X’) mo-

dulo 7. Mostremos que eles sdo L.I. médulo 7. Dado v € N*, tomemos ¢V, g, ..., ¢®

mondmios adequados. Para cada k = 1,2,...,v, temos ¢g*¥) = [g%k), gék), e ,gﬁf)] onde
. k L4, 0 0 .
(1) gz( ) = [Ig k)axgll)kaxgl;kaax§3 ] onde Si.k > 0 e]zlk <]zgk < SJSi,k’

(i) a sequéncia (deg( ) deg(gs )), . ,deg(géﬁ))) = (tik,tok,---»te k) € m-boa no

caso associativo.

Sejam Ap, Mg, ..., A\, € K escalares tais que Y.,_, \yg®) € T. Para cada k, como
a sequéncia (t1y,tak, ..., tek) € 7-boa no caso associativo, existem matrizes unitarias
T1gksT2ks - -+, Te ke triangulares estritamente superiores onde deg(r;x) = tip e

T2k Teok 7 0. Cada matriz r;;, € da forma e, ,,. , onde p;x < ¢k € Dik,Gir €

{1a 27 v ,TL}. Como T1kT2k " " Tey ke ;é 0 temos qi,k = P2,k 92k = P3ks - -+ 5 Qe —1,k = Dey ks
assim temos r;x = €p,,p,,,, Para i = 1,2,... ¢, — 1, por conveniéncia denotemos
Qep e = Dept+1k- Consideremos {57(7? | i € Nym = 1,2,...,n} varidveis comutativas.

Facamos a substituicao
(tik) _ _ 0) _ E (41)
Iy =Tik = Cp; kpiv1k e Ly = 5@ Cer-

Apos a substituicao teremos

n
(tig) (0) 7 (Jiq k)
[331 ' ’xjil,k] - [epi,kpi+1,k7 256 e

(i (di
(€piapisn <Z & . ) (Zf o) ) (€psppisin)

_¢ (Jiy k) Ui k)
Dit+1,k pz kPi+1,k Di,k epi,kpi+1,k

Pit+1,k Dik )epi,kpi+l,k'

— ( (]il,k) (Jil,k’)

Vemos que apds a substituicao teremos

() _ [z0) 5O 0 NON

9i Jig,k? Vg k? T sy

Di+1,k Di,k

_ ( (Jig k) (jil,k))( (Jig,k) (jig,k)) L ( (s; 1) (si k)

Pi+1,k  SPik Pi+1,k — SPik )epi,kpiJrl,k

Sik

‘]ll k) jzl k)
- Pz+1 k ~ SPik )epi,kpi+1,k'
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Note que teremos g(k) = Arig, "ok - s Tep k), onde A é um elemento do anel formado
por {gﬁ,? | i € NNm = 1,2,...,n}, e que [rig "ok, .- 7 k) 7 0. Note que a subs-
tituicao pelos 7;; determina os graus das varidveis iniciais de cada g¢;, que tem como
resultado uma substituicdo nio nula, e o ¢ determina os indices das variaveis de grau

(k)

0 que estao no g; . Isso tudo é suficiente para determinar o mondémio e assim podemos

escolher valores convenientes para as variaveis fg. [ ]

Dessa forma, provamos o seguinte teorema:
Teorema 4.16 As identidades Z" ‘-graduadas de (UTT(L_),n) sequem de

0 2P =0, 9 =0, (WT),=0.

Consequentemente temos o corolario abaixo:
Corolario 4.17 (Corollary 23 de [23]) As codimensoes graduadas da graduagao ele-
mentar universal satisfazem
min{n—l,m} n m
7n—1 (=) — m—i,;
c UurT, = "

i=1

Em particular, epo'H(UTysf)) =n-—1

Prova. A prova nao difere do caso associativo. m
Como uma consequéncia dos resultados acima obtemos o expoente graduado de

qualquer graduacao elementar em U, ,§*).

Teorema 4.18 (Theorem 24 de [23]) Suponha charK = 0. Para qualquer grupo

abeliano G e qualquer G-graduacgao elementar na dlgebra de Lie UT#L_), temos

m*(n—1)"" < GWUT) < mtHn — 1)mL

n

Em particular, expG(UTT(L_)) =n-—1.

Prova. O lado esquerdo é o comportamento assintotico de c,,(UT(7)). J4 o termo da

direita é obtida do comportamento assintotico de 2 (UT\ ). Pois em,

min{n—1,m} n m
n—1 _ m—1i -
o WET)= (z‘+1>(z'>l !

i=1
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para m suficientemente grande, temos que ¢ varia entre 1 e n — 1. Em (111) (T) imigl,

facamos i = n — 1, entao

n)\n—1 (m—n+1)!

Logo ¢ possivel constatar que 2"~ (UT™) ~ m™1(n — 1)™ ="+ Ademais

lim {/mn=1(n—1)m=" = lim %/mrt(n—1)mntl =pn — 1.

Portanto exp®(UT ) =n — 1.

4.4 Graduacoes MT e Graduacoes elementares em
UlJ,

Nesta segao obteremos uma cota superior para as codimensoes de UJ,, com gra-
duacgoes elementares, e para as graduagoes do tipo MT nos casos de Lie e de Jordan.
Seja n a Z"'-graduacao elementar universal em U.J,,.

Lema 4.19 Considere A uma dlgebra, nao necessariamente associativa, graduada por

um grupo abeliano G, A = @ A,. Dado n € G™, consideremos os elementos g € G
geG
que aparecem ny, > 0 vezes em p, 1 < k <1, e tomemos g, = g7 g5> - - - g,". Denotemos

por P! os polindmios multilineares G-graduados em m varidveis que 0os graus respeitam

a sequéncia . Entao

dim Ph(A) < (dim Ag)" (dim Ag,)"* - - - (dim Ag)™ (dim Ay, ).
Prova. Consideremos o seguinte produto direto de espacos vetoriais,

V:AQIXAglX'”XAgllxiéléhXH.XAQI/X."XAglX'“XAQZI

TV TV TV
n1 VezZes na VEZEes n, vezes
~ ni no . ny
_Agl ><Ag2 X ><Agl.

Dado um elemento f = f(z9 ... 2%

i1 im

) € PE, para cada v = (vy,...,v,) € V,

denotemos por f(v) o resultado em A dado pela substituicao xgi”) =0, ... 29

Dessa forma devemos ter f(v) € A,,, para todo v € V. Definamos entao
Tf VvV — Agu

v Tr(v) = f(v).
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Denotamos por .Z .2 (V, A,,) o espago vetorial formado pelas transformagdes multiline-
ares do espaco produto V em A, . Como f é multilinear, segue que Ty € A4 L (V, A, ),
isto ¢, Ty é uma transformacao multilinear de V' em A,,. Tomemos f, f' € Pk tais
que f — f’ seja uma identidade graduada para A, teremos (f — f')(v) = 0 para todo
v € V, concluindo que f(v) = f’(v) e consequentemente Ty = T. Portanto, para cada

f € P1(A) fica bem definida a aplicacio

S:PLA) — LV, Ay,)
= O(f) =Ty.

|

E facil ver que ® ¢ uma transformacdo linear. Ademais, para cada f € P/ temos
Ty =0 <= f ¢&uma identidade graduada <= f=0.
Concluimos que ® é injetora e portanto
dimPh(A) < dim# L (V, Ay,) = (dim Ay )" (dim Ag,)"* - - - (dim Ay)™ (dim Agy,)
concluindo a demonstracao. =

Lema 4.20 Na notagdao do lema anterior, seja L = @ L, uma dlgebra de Lie G-
geG

graduada e L = L/Z(L) o quociente pelo seu centro. Seja L = @ L, a G-graduagio
geG

em L induzida pela graduacio em L. Entdo
dim P¥(L) < (dim Ly, )" (dim Lg,)" - - - (dim Lg,)™ (dim Ly,).

Prova. Para m = 1 o resultado é imediato. Supondo m > 2, consideremos os espacos

produtos

V=Lg XLy X+ XLy X Lgy X+ XLy X-+-XLg X--+XLg

-
n1 VEZes no VEZES n; VEZES

~ ni na ... ny
_Lg1 ><Lg2 X Xng

Vi=Lg X Ly X+ XLy X Lgy X+++XLg X-ooXLg X---XLg
7 7 N\ 7/

—~~ —~
n1 VEZes ny VEZES n; VEZeS

—n1

~ [

-MNn -N
XL 22X x L

51 92 g



166

Para cada v = (vy,...,v,) € V denotemos por U = (77, ...,7,,) algum vetor em V tal
que 7; = v; + Z(L) e reciprocamente dado w € V existe v € V tal que w = v. Fixado
f € Pt dado v = (vy,...,v,) €V, usando a notacao f(v) definida no lema anterior,
suponha que v} € V ¢é tal que 77 = v]. Temos que v; = v} + 21, onde z; € Z(L), como

m > 2 temos f(Z(L)) =0 e dai
for,va, .. yvm) = fFU] + 21,02, .. o) = f(U], 09,0 0m) + f(21,02, .., Um)
= f(v}, 02, ..., Un).
Portanto dados v,v’ € V tais que v = ¢/, temos f(v) = f(v'). Ademais note que
f(v) € L,, para todo v € V. Com tudo isso em vista, fica bem definida a aplicacao
Ty : V— Ly,

7o Ty(3) = S(0)
Como f & multilinear, temos Ty € #.L(V, Ly, ), isto ¢, Ty & uma transformacao
multilinear de V em Ly,. Ademais, dados f, f' € Pk tais que f— f’ seja uma identidade
graduada, temos Ty = T. Portanto fica bem definida a aplicacao.

®:PU(L)— MLV, Ly,)
= o(f) =Ty

E facil ver que ® é uma transformacao linear. Ademais

Ty =0 <= f éuma identidade graduada <= f=0.

Portanto ® é injetora. Dai
dimPh (L) < dima#l L (V, Lg,) = (dimLg, )™ (dimLy,)" - - - (dimLyg,)™ (dimLy, ).

|
Para a graduagdo elementar universal temos dim(UJ,)y = n e dim(UJ,); < 1
para qualquer 0 # [ € Z"!. Como consequéncia do Lema 4.19 obtemos o seguinte

resultado

Lema 4.21 ([23]) A codimensao Z" '-graduada satisfaz
min{n—1,m}

G Uhs ) (T) " (a‘ : 1>j :

J=0
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Prova. Usando a notacio do Lema 4.19 onde A = UJ, e G = Z" !, sendo j a
quantidade de elementos nao triviais em g, devemos ter dimP* < n™J. De fato, note
que se dimAy; = 0 para algum s € {g1,..., g, 9,} entdo dimP* = 0. Caso contrario,
supondo 7 < m, e supondo que g; = 0, caso j > 0, temos no +nz +---+n; = je
portanto n; = m — j. Note que nesse caso ¢o, ..., g; tem suas entradas nao nulas iguais
a 1 e portanto g, # 0, donde dimAy, = 1, ademais dimA,, = 1 para k = 2,3,...,[.

Dai segue que
dim P*(UJ,) <n™ 1" ...1" .1 =np™ =n"7,

O resto dos fatores sao analogos aos que foram computados no caso associativo, veja o
Lema 4.5. Ademais dimP* =1 onde g = (0,0,...,0). =

Usando argumentos similares obtemos uma cota superior para as graduacoes do
tipo M'T, no caso de Lie e no caso de Jordan. Primeiro consideremos o caso de Jordan,

a algebra U J,.

Definicao 4.22 ([23]) Sejam q = 5| e M = Zyx 7. A M-graduagio MT universal
em UlJ, € definida pelos elementos (1,0) € M e pela sequéncia (I1,ls,...,1l;) € M1.

Aquil; = (0,1;) e {l1,la,...,1,} € uma base para o grupo livre abeliano Z9.

O lema a seguir mostra a importancia da definicao acima.

Lema 4.23 Dado um grupo G abeliano e uma G-graduacao do tipo MT, (UJ,,t,n'),
existe um homomorfismo de grupos ¢ : M — G tal que a graduacao induzida em UJ,,

por ¢ e pela M-graduagdo universal, coincide com a G-graduacao (UJ,,t,n').
Prova. Sejam ¢ = |5 | e M = Zy x Z°. Considere

9 :UJ,=A=PA.
reEM
a M-graduagao MT universal em U J,, Defini¢cdo 4.22. Dado n' = (n},...,n,) € G4
e t € G um elemento de ordem 2, consideremos a G-graduagao (UJ,,t,n") do tipo M'T

definida por 0’ e t. Sendo L = {ly,...,l,} a base de Z? usada, definamos

f:L—G

li = f(l;) = ;.
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Temos que f pode ser estendida a um homomorfismo de grupos f : Z? — G. Defina-

mos entao

VT x 79— G
(i,0) = (i, 1) = £ f(1),

Como G é abeliano temos que ¢ é um homomorfismo de grupos. Consideremos entao
a G-graduacgao ¥9¢ em U.J,. Mostremos que a graduagao (UJ,,t,n') coincide com ¥¥.

Como cada Y&

m

¢ homogéneo em ¢, também serd homogéneo em Y%, e para cada

i=1,2,...,q, os graus de Y, em ¢ e ¥¥ sao relacionados por

G-deg(Yh) = ¥(M-deg(Yh)) = (0, 1;) = t°f (I;) = n.

Ademais

G-deg(Yi) = o(M-deg(Y;5)) = ¥(1,0) = 1£(0) =t-1 =1

portanto usando o Teorema 8.85, ¥4 e (UJ,,t,n') coincidem. m

Dai, tendo em vista o Lema 4.23, podemos aplicar um resultado analogo ao
Teorema 4.3, isto ¢, a codimensao graduada da graduagao MT universal da uma
cota superior para as codimensoes graduadas de qualquer graduacao do tipo MT.

Prosseguiremos com uma construcao analoga ao caso elementar.

Definigao 4.24 Uma sequéncia i = (a1, az, ..., a,) € M™ € uma sequéncia de Jordan
MT-boa se existem T1,7T9,...,Tm € {Y;il | I > 0} tais que ryorgo0---or, # 0 e
deg(r;) = a;.

Seja N C UJ, a subalgebra das matrizes triangulares estritamente superiores. Para
cada 7,5 € N consideremos Ag?) o conjunto das sequéncias a = (ay,...,a,) € M™
tais que i = #{k | ar ¢ {(0,0),(1,0)}}} e 7 = #{k | ax = (1,0)}. A definicao desse
conjunto é motivada pelo fato de que dngj% € {(0,0),(1,0)}, enquanto o grau dos

onde [ > 0 estdo em M \ {(0,0),(1,0)}. Quando os elementos Y5, 1 > 0

elementos Y= il

b
sao substituidos em x; o x5 0 --- 0 x,,, ficamos com somas de produtos de elementos
e;j+1 € N. Da Proposi¢do 1.70 s6 precisamos considerar i = 1,2, ..., min{n—1,m}.
Assim

min{n—1,m} m—i

(U J) = > dimc,(UJ,)) = Z > dimd,(UJ,).

aeM™ J=0 aEAE’?)
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Fixado a € A", note que dim c® (U.J,) < n™~. Estimemos a cardinalidade de AE?).

ij
Inicialmente note que nao ha mais do que n? elementos int, chamemos tal quanti-
dade de p(n), assim p(n) < n?. Para construir um elemento a € AEZL) cuja dimensao
dim ¢? (U J,) possa ser nao nula, primeiro devemos escolher i entradas dentre as m,
isso nos da (T) possibilidades. Nessas entradas fixadas, devemos por os graus dos ele-
mentos Y;il, que ndo sao mais do que p(n) possibilidades de escolha de graus para cada
entrada. Logo ndao ha mais do que p(n)® possibilidades. Finalmente, para as demais
m — i entradas restantes devemos escolher as j posi¢oes de (1,0), que nos da (m]fi)

possibilidades, adicionando um fator i! para ordenar as i entradas distintas de (0,0) e

(1,0) concluimos que a quantidade de a’s que buscamos é nao superior a

()" e

Note que se a € AE?) entao ¢ (U.J,) (g] ngm = , deste modo concluimos que

min{m,n—1} m—i

MU, = Z Z Z dime} (UJ,) <

Jj= anA("’)
min{m?n_l}' m i = (m —i\ rn1i|n|m-i-i
(D ()T ) s
min{m,n—1} m min{m,n—1} m '
> “(i)nmnm =) 2‘(@)71””
=0 =0

Se m > n — 1 entao segue das desigualdades acima que

n—1
M < m+n—1 ' m ]
o (Udp) <n (;02 (z))

Note que o somatorio g(m) = (ZZ 0 z'( )) ¢ um polinémio em m e portanto

lim,, oo X/q(m) =1, assim temos que

lim Y/cM(UJ,) < lim X/nmt=1lg(m) =n.

m—00 m—00

Consequentemente exp®(UJ,) < n, quando a G-graduacio em U.J, for do tipo MT.
Analogamente para o caso de Lie encontramos exp®(UT)) < (n — 1).

Em [23] é feita uma outra aproximacado, da seguinte forma. Inicialmente vemos
que N é uma subalgebra graduada. Consideremos a graduagao induzida em N e tome

qualquer ordenacao total em H = Supp N. Entao valem os seguintes resultados:
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Lema 4.25 (Lemma 30 de [23]) Ezistem no mdzimo 2°("

i+1) sequéncias de Jordan
MT-boa ordenadas de i elementos de H.

min{n—1,m}
. n m .
L 4.26 (L 31 de [23]) M(U.J,) < E 2! 1)? met
ema (Lemma e [23]) ¢, ( ) < 2 (i—i—l)(z) (Z)n

Em [23] sdo definidas sequéncias M T-boas no caso de Lie de forma semelhante a

definicao dada no caso de Jordan. Ademais ¢ enunciado o seguinte resultado.

Lema 4.27 (Lemma 32 de [23]|) Para toda sequéncia a = (ay,as, ..., a,) MT-boa
no caso de Lie, ezriste uma sequéncia b = (by,ba, ..., by) MT-boa no caso de Jordan

tal que para todo i = 1,2,...,m, temos b; = a; ou b; = a; + (1,0).

Consequentemente é deduzido que:

Lema 4.28 (Lemma 33 de [23]) As codimensées graduadas no caso de Lie para a

MT-graduacio universal em UT) satisfazem

min{n—1,m} n
M (=) 2i 1\2 m—i
UT < E 2 ! —1 .
Cm( n ) = g (Z + 1) (Z ) (TL )

Adaptando o Teorema 4.3, n6s obtemos que o expoente graduado de qualquer
MT-graduagao em U'T, ) coincide com o caso ordindrio e com cada uma das graduagoes

elementares.

Teorema 4.29 (Theorem 34 de [23]) Supondo chaK = 0, dado G um grupo abe-
liano qualquer, e considerando qualquer G-graduacdo do tipo MT em UTTgf). Entao
expG(UTé_)) =n—1.

Voltando para nossas estimativas a respeito do caso de Jordan, encontramos

exp®(UJ,) < n. Para achar um limitante inferior, podemos estimar c,,(U.J,) e assim

teremos lim,, o0 /¢ (UJ,) < exp®(UJ,) < n.

4.5 Cota inferior para o caso de Jordan, codimensao
ordinaria
Como observado no final da secao anterior, procuraremos uma aproximacao de

cm(UJ,), que nos proporcionara uma cota inferior para exp®(UJ,). Aqui aplicaremos

técnicas baseadas em matrizes genéricas. As identidades ordinérias para essa algebra de
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Jordan nao sao conhecidas, a nao ser dos casos particulares n = 1 e 2. Nao precisamos
de uma cota inferior tao precisa pois estamos interessados em seu comportamento
assintotico.

Suponha m > n e considere o conjunto formado pelos mon6émios
Tg(1) © Xg(2) O+ * O Tg(m) (42)

tais que 1 = o7 '(n) < o7}(1) < 07!(2) < --- < 07}(n —1) e com a condigao que
as variaveis que precedem x; estao ordenadas; as varaveis entre x; e x;y1, para i =
1,2,...,n—2, estao ordenadas; as variaveis que sucedem x,,_; também estao ordenadas.

Fixemos a seguinte notagao:
Definicao 4.30 Sejam k,kq,..., k. > 0 inteiros, definimos

k - k!
ki, ko, ke kilko!e k!

Com essa notagao, podemos estabelecer o seguinte resultado:

Lema 4.31 FEwxistem

m—n
2 I

k1+ko+4-+kn=m—n
K15k, . kin >0

monomios em (4.2).

Prova. Para a constru¢ao de um monémio como em (4.2), denotemos por k; a quanti-
dade de varidveis que aparecem entre z,, e x1, ko a quantidade de varidveis que aparecem
entre x, e T9, e assim por diante, isto é k; ¢ a quantidade de variaveis que aparecem
entre x;_1 e x; parat = 2,...,n—1, e k, a quantidade de variaveis que aparecem depois
de z,_1. Temos ky,...,k, > 0eki+ky+---+k, =m—n. Temos (mk_ln) possibilidades

para escolher quais variaveis serao ordenadas entre x,, e x1. Apos essa escolha teremos

(m—n—kl

ks ) possibilidade para escolher quais varidveis serao ordenadas entre x; e xo, €

m—n—ky—--—

. k“) possibilidades para escolher quais variaveis
T

assim por diante, teremos (

m—n—ki—-—knp_1

. ) possibilidades para as varidveis
n

estarao ordenadas entre z;_; e x;, e (
que serao ordenadas apos x,_1. Assim h& um total de

(m —n)! (m—mn—kp)! (m—n—k — ko)!
kl'(m—n—kl)' kg'(m—n—kl—kg)' kg'(m—n—kl—kg—kg)'
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monomios nessas condicoes, que resulta em

(m —mn)! m-—n

k’l'kQ'kn‘ B k17k2,~--7kn

Portanto para cada escolha de inteiros k1, ko, ..., k, > 0onde k;+ko+---+k, =m—n

m—n
temos mondmios como em (4.2), onde k; representa a quantidade de
kv, kay. .o ky

varidveis entre x;_q e x; parat = 2,3,...,n—1 e k; representa a quantidade de variaveis
entre x, e 1, e k, representa a quantidade de variaveis depois de x,_;. Concluimos

que o total de monémios é

Z m—n

k1+ko+-+kp=m—n ]{51, k27 ) kn
k1 kg, kn >0

Agora que sabemos quantos sao esses monomios, mostremos que eles sao L.I.

modulo T(U J,).

Lema 4.32 Os mondémios definidos acima sio L.I. mddulo T'(U J,).

Prova. Considere variaveis comutativas {§§i) | i € Nej =1,2,...,n}, faremos a

seguinte avaliacao por matrizes genéricas:
T1 = €12,T2 = €23,...,Tpn-1 = €n—1n,

n
_ (i) L
T = E §j'ejj, t=n,n+1,....,m.
=1

Dai agiremos de forma semelhante ao Coroldrio 4.15. m

Finalmente temos uma cota inferior para ¢,,(UJ,) :

Lema 4.33 As codimensoes ordindrias da dlgebra de Jordan UJ, satisfazem, para

m—-—n
L) = Y (/ﬁ " )

k1+ko+-+kn=m—n
Ky kg eeeskn >0

m > n,

Prova. Como os monomios em (4.2) sao L.I. médulo T'(U J,), e o lado direito da ine-
quagdo acima conta quantos monomios sao da forma dada em (4.2), segue o resultado.
[ |

O somatoério que surgiu acima tem uma aparéncia conhecida, que é a seguinte:
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Lema 4.34 Para s € N*, tem-se

S S
2 (lﬁ,/@,...,k,) -

ki+ko+-+kn=s
K1,k e kom >0

Prova. Note que n® = (14+1+---+1)® e o lado esquerdo é a expansdo de (14+1+---+1)*.
Portanto segue o resultado. m

Assim, para s = m — n no lema anterior conseguimos a seguinte cota inferior,
cn(UJy) > ™" Como lim,, o ¥/cn(UJ,) > n segue que exp®(UJ,) = n para
qualquer G-graduacao do tipo MT em UJ, para G abeliano e n > 4.

Usando a cota superior mais precisa vista anteriormente, a classificacao de gradu-

acoes em U.J, e um analogo ao Teorema 4.3, finalmente obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.35 (Adaptacao de Theorem 36 de [23]) Sejam G um grupo abeliano,
en > 4 um inteiro, considerando a dlgebra de Jordan UJ, munida com uma G-
graduagao elementar ou do tipo MT ( Mirror pattern Type ). O expoente graduado
satisfaz

exp® (U J,) = n.

O teorema acima também pode ser obtido de forma direta. De acordo com [16],

exp(UJ,) = limy, 0o ¥/cm(UJ,) = n. Entao obtemos lim inf 3/c¢G(UJ,) > n para

qualquer G-graduagao em U J,, e o teorema acima segue.
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