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Resumo

Neste trabalho, apresentamos as identidades G-graduadas para a éalgebra U, (K), e
descrevemos algumas propriedades das suas G-graduagoes elementares. Descrevemos uma
base das identidades polinomiais Z,-graduadas para U,(K) sobre um corpo K infinito,
e como uma aplicagao determinamos o crescimento assintético da sequéncia de codimen-
soes graduadas. Seja G um grupo finito, mostramos que ha |G|"~! G-graduagoes ele-
mentares diferentes na algebra U, (K), além disso, mostramos que o ideal das identida-
des polinomiais G-graduadas de U, (K') é gerado pelos polinémios multilineares f; onde
7= (m,...,Nm) pertence ao conjunto de todas as sequéncias e-ruins com m < n. Como
consequéncia desse resultado obtemos que o T-ideal de U, (K) é gerado pela identidade
(1, xo][x3, 4] . . . [Ton_1, T2,], onde [a,b] = ab — ba é o comutador usual.

Palavras chaves: Algebras graduadas, identidades graduadas, graduacoes elementares.



Abstract

In this work we present the G-graded identities for the algebra U, (K), and we des-
cribe some properties of their elementary GG-gradations. We describe a basis of Z,,-graded
polynomial identities for U, (K) over an infinite field K, and as a map we determine the
asymptotic growth of the sequence of graduated codimensions. Let GG be a finite group,
we show that there is |G|"~! G-graduations different elementary in the algebra U, (K),
furthermore, we show that the ideal Id" (U, (K), €) of polynomial identities G-graduated
from U, (K) is generated by the multilinear polynomials f; where 77 = (11, ..., 7,) belongs
to the set of all e-bad sequences with m < n. As a consequence of this result, we obtain
that the T-ideal of U, (K) is generated by the identity [z1, xo][z3, 24] . .. [Ton_1, T2n], Wwhere
[a,b] = ab — ba is the usual switch.

Keywords: Graded algebras, graded identities, elementary grades.
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Introducao

Seja A um espaco vetorial sobre um corpo K. Ele é chamado de algebra associativa
quando é munido de uma multiplicacao bilinear associativa. Se considerarmos K (X ) como
sendo a algebra dos polinémios em variaveis nao comutativas, em um conjunto X infinto
e enumeravel, podemos considerar f € K(X) e naturalmente substituir as variaveis em f
por elementos de uma algebra A. Quando fizermos isso para quaisquer elementos de uma
algebra A se obtermos sempre zero como resultado, entao dizemos que f é uma identidade
polinomial para A.

A partir dessa definicao vem sendo feito um movimento entre muitos algebristas im-
portantes, que desenvolveram e desenvolvem uma teoria para descrever essas identidades
polinomiais de um &lgebra, a Pl-teoria. As &dlgebras que sao estudadas nessa teoria sao
as PI-dlgebras, nome devido ao fato de terem uma identidade polinomial diferente da nula.

Historicamente se pode dizer que o interesse por identidades polinomiais comegou apos
a publicacao de um artigo de Kaplansky em 1948, onde ele sugere que satisfazer uma iden-
tidade polinomial é uma condicao suficiente para concluir que um anel de divisao é de
dimensao finita sobre o corpo base, veja [20].

Para o estudo dessas identidades, precisamos considerar o conjunto Id(A) que é for-
mado por todas as identidades satisfeitas por uma algebra A. O conjunto Id(A) é um
T-ideal de K(X), ou seja, ele é invariante sobre todos os endomorfismos de K(X). Por-
tanto, descrever as identidades de uma &lgebra significa descrever seu T-ideal.

No entanto, a descricao de um T-ideal ¢, em geral, um problema dificil, por exemplo,
podemos citar o caso do algebrista Specht, que em 1950 conjecturou que sobre um corpo
de caracteristica zero todo T-ideal de K(X) ¢ finitamente gerado como um T-ideal, veja
[31]. Mas, apenas em 1987, Kemer conseguiu a demonstragao desse fato, trazendo resul-
tados e ferramentas importantes para o estudo das identidades de uma dada algebra, veja
[21].

Mas, os desafios em relagao a busca de informagdes sobre um 7-ideal ainda existem.
As identidades polinomiais de uma dada &algebra, como a algebra das matrizes n X n,
para n > 3, estdo longe de serem compreendidas. E bem conhecido que as identidades
das matrizes triangulares superiores de ordem n x n sobre K, U, (K), estdo intimamente
relacionadas com o problema da descricao das subvariedades da variedade de algebras
associativas geradas por Ms(K'). Como este ultimo ainda esta aberto quando charK # 0,
¢ importante obter mais informagoes sobre as identidades em U, (K).

Também, é verdade que, as identidades graduadas ajudam no estudo das identidades
de uma algebra, como Kemer trabalhou para resolver o problema de Specht. Para termos
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uma identidade graduada, precisamos primeiro de uma &algebra graduada, entao seja A
uma algebra, ela é dita G-graduada se ela pode ser obtida através de um decomposicao,

A=A,

geG

ou seja, como soma direta dos subespacos vetoriais A,, tais que, para todos
g,h € G,A;A, C Agy. Dizemos que um polindmio f = f(z1,22,...,2,) € K(X) é
uma identidade polinomial G-graduada para A se f(ai,as,...,a,) = 0 para quaisquer
;i € Adeg(zy), onde deg(x;) denota o grau de x; na G-graduacao de K(X), comi=1,...,n.

Assim, diante da importancia da algebra U,(K) e do estudo das identidades gradu-
adas, fazemos um estudo sobre as identidades polinomiais graduadas de U, (K). Além
disso, também faremos um estudo sobre um caso especial de graduacgoes, as graduagoes
elementares.

Uma graduagido M, (K) = @,ecA, na algebra das matrizes n x n sobre um corpo K é
dita elementar se existe uma n-upla (g1, ...,g,) € G tal que ¢;; € Agfl 4, Para quaisquer
indices 1 < 1,7 < n. De modo anélogo, definimos graduagoes elementares para a algebra
das matrizes triangulares superiores.

Temos que, se G é um grupo abeliano entdo, para a algebra M, (K) das matrizes
n X n, existem duas classes importantes de G-graduagoes: as graduagoes elementares e as
graduagoes finas. No artigo [3|, foi provado que se K é um corpo algebricamente fechado,
cada G-graduacao em M, (K) é um produto tensorial de uma graduacdo elementar por
uma fina. Para a algebra U, (K) de matrizes triangulares superiores n X n, foi provado em
[32] que se assumirmos ainda que char K = 0 entao toda G-graduacao finita é isomorfa a
elementar.

Motivados por esses resultados, também fazemos o estudo, nesta dissertacao, das gra-
duagoes elementares na algebra U, (K') de matrizes triangulares superiores de ordem n x n.

Para o estudo das identidades de U, (K) e suas G-graduagoes elementares, dividimos
esta dissertacao em 3 capitulos, que estao detalhados nos proximos parédgrafos.

No Capitulo 1 citamos os principais conceitos de algebra, como identidades polino-
miais, multilineares e proprias, homomorfismo de algebras, algebras relativamente livres,
radical de Jacobson, tanto no caso ordinario como no graduado, sempre os enfatizando
para a algebra U, (K), mostrando que quando o corpo K ¢ infinito, o T-ideal de U, (K) ¢
gerado pela identidade [z1, xo][x3, 24] . .. [Ton_1, T2s], onde [a,b] = ab — ba é o comutador
usual.

No Capitulo 2, descrevemos uma base das identidades polinomiais Z,-graduadas para
Un(K) sobre um corpo K infinito, e como uma aplica¢do determinamos o crescimento as-
sintotico da sequéncia de codimensoes graduadas. Para isso, iremos considerar o conjunto
dos mondmios de K(X) do tipo,

U = WoTgyjy W1 * * * Wi—1Tpyi, Wy (3)

onde ki +ko+ -+ Kk <newp,...,w sdo monodmios (possivelmente vazio) nas variaveis
xo; de grau homogéneo 0 e em cada w; essas variaveis sao escritas em ordem crescente da
esquerda para a direita. Através desses monomios, obtém-se o seguinte resultado: seja K
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um corpo com caracteristica zero, entao os monoémios (3) multilineares de grau m sado uma
base do subespago de K (X) dos polinémios multilineares de grau m modulo 1d? (U, (K)).
Além disso, 1d9" (U, (K)) = ([xo1, Toz2), zinzj2]t + j > n)r,. Com a utilizacdo da teoria de
matrizes genéricas é possivel generalizar esse resultado de forma que os mondémios multi-
lineares do tipo (3) s@o uma base dos polindémios de grau m modulo 1d9" (U, (K)).

Ja no Capitulo 3, similar aos mondmios do tipo (3), trabalhamos com a seguinte

definigao: para qualquer sequéncia 7 = (1y,...,n,) em G™ consideramos o polindémio
Ja= farlaz- - fam

onde fr; = [y2,—1,Y2,] se n; = 1 e fr; = xn; se n; # 1. E obtemos o seguinte resul-

tado: seja G um grupo e seja € = (ey,...,€,) uma G-graduagao elementar na algebra

Un(K) de matrizes triangulares superiores n x n sobre um corpo K infinito. Entao o ideal
1d9" (U, (K),¢€) de identidades polinomiais G-graduadas de U, (K) é gerado pelos polino-
mios multilineares f;, onde 7 = (11,..., M) pertence ao conjunto de todas as sequéncias
e-ruins com m < n, e uma base linear para os polinébmios Y -préprios na algebra graduada
relativamente livre K (X)/1d9 (U,(K),¢€) consiste em 1 e dos polindmios ¢; ... ¢, onde
cada polinémio ¢; é um comutador semistandard e a sequéncia 1. = (deggcy, - . ., degacm)
¢ e-boa. Além disso, provamos que existem |G|"~! graduagoes elementares nao isomorfas
em U,(K) pelo grupo finito G, e que graduagoes nao isomorfas produzem identidades
graduadas diferentes.

Para uma boa leitura desta dissertacao é necessario que o leitor tenha conhecimentos
bésicos de Algebra Linear e Estruturas Algébricas, veja os livros [10], [18].
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Capitulo 1

Algebras Graduadas e suas Identidades

Polinomiais

Neste capitulo, primeiramente estudamos o que é uma algebra, aqui considerada para
que possamos, adiante, apresentar os principais conceitos de algebras graduadas. Essa
teoria é necessaria para o entendimento dos principais resultados desta dissertacao. Para
uma boa leitura, sao apresentados exemplos que possam direcionar melhor o entendimento
de cada conceito matemético aqui presente. Também sao apresentados alguns resultados
de grande importancia para dar suporte a argumentos utilizados em lemas, proposicoes e
teoremas que estao dispostos nos capitulos posteriores.

Ao longo do texto, o simbolo K sera utilizado sempre para representar um corpo
qualquer, a menos que haja mencao ao contrario, todos os espacos vetoriais e algebras
serao considerados sobre K. Ainda destacamos que boa parte da teoria aqui desenvol-
vida é com base nos livros "Free Algebra and PI-Algebras" e "Polynomial Identities and
Asymptotic Methods", e que a definigao de algebra aqui considerada é a mesma do livro
"Introduction to Representation Theory", citados em nossa Bibliografia como [12], [16],
[13], respectivamente.

1.1 Algebras

1.1.1 Definicoes Iniciais

Definigao 1.1.1 Um espago vetorial A é chamado de dlgebra associativa, sobre K, se
€ dotado de uma operagao * bilinear associativa, chamada multiplicagao. Além disso,

dizemos que A é uma dlgebra associativa com unidade se existe 14 € A tal que:
axly=14%a=a, Ya € A.
Alguns conceitos aqui destacados também sao validos para outros tipos de élgebras,
mas nesta dissertagdo trabalharemos apenas com algebras associativas com unidade (di-
ferente do elemento nulo da algebra, e portanto, teremos sempre que A # {04}), que

denotaremos por A, e por simplicidade chamaremos apenas de algebra.

Também podemos definir uma algebra comutativa, como veremos a seguir, e desde ja,
acrescentamos que usualmente, denotamos o produto a x b em A por simplesmente ab.
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Definigao 1.1.2 Seja A uma dlgebra, ela serd comutativa se dados quaisquer elementos
a,b € A obtemos que
ab = ba.

E importante deixar claro que, apesar de estarmos considerando sempre algebras que
tem a propriedade de associatividade, existem outros tipos de algebras que nao gozam
dessa propriedade, inclusive tém aquelas que sao comutativas mas nao sao associativas.
Agora, veremos alguns exemplos sobre as primeiras definicoes.

Exemplo 1.1.3 O espaco vetorial dos nimeros complexos C, munido da multiplica¢ao
usual € uma dlgebra comutativa sobre o corpo dos miumeros reais R, tendo o 1 como

unidade.

De forma mais geral, temos o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.4 Seja L uma extensao do corpo K. Temos que L é uma dlgebra sobre K,
na qual a multiplicacao bilinear associativa aqui considerada serd a mesma de L, o que a

torna uma dlgebra comutativa sobre K, e com unidade 1p,.

Exemplo 1.1.5 O espago vetorial M, (K) das matrizes n x n com entradas em K é uma
dlgebra se considerarmos a multiplicacao usual de matrizes. A matriz diagonal n x n tal
que todos os elementos da diagonal principal sao iguais a 1 serd a unidade da dlgebra

M, (K). Claramente, aqui temos um exemplo de dlgebra que nao é comutativa, paran > 1.

Exemplo 1.1.6 O subespago vetorial U, (K) de M,(K), formado pelas matrizes n X n
triangulares superiores, também é uma dlgebra, considerando a multiplicagao usual das
matrizes, além disso, tem a mesma unidade de M,(K). Também é uma dlgebra nao

comutativa para n > 1.

A algebra U, (K), vista nesse exemplo anterior, é de grande importancia para esta
dissertacao, pois os estudos feitos nos Capitulos 2 e 3 sao dedicados a ela.

Exemplo 1.1.7 O espago vetorial K|x] dos polindmios com uma indeterminada e com
coeficientes em K, utilizando a multiplicacao usual de polindomios, € uma dlgebra comu-

tativa, tendo como unidade o polinémio constante 1.

Exemplo 1.1.8 O espaco vetorial Endg (V) dos operadores lineares de um espago veto-
rial V', considerando a multiplicacao como sendo a composi¢ao dos operadores, é uma dl-
gebra sobre K, na qual a unidade € o operador identidade de V. Observe que se dimV > 1,

entio Endk (V) ndo serd uma dlgebra comutativa.

Vejamos agora uma construcdo interessante de algebra, conhecida como Algebra de
Grupo, por ser construida a partir de um grupo multiplicativo G, tendo como base, como
espago vetorial, os elementos desse grupo, considerando a multiplicagao, como algebra, a
induzida pela multiplicacao do grupo G.
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Exemplo 1.1.9 Sejam G um grupo multiplicativo e seu elemento neutro e, consideremos
as sequintes somas formais

Zagg, ay € K,

geG

com {g € G; ay # 0} sendo um conjunto finito e deG g9 = deG Bag se, e somente se,
ag = B4 para todo g € G. Denotaremos por KG o conjunto de todas as somas definidas

acima e construiremos as sequintes operacoes:

(i) soma
D agg Y Byg =D (0 + Bo)y;

(ii) produto por escalar
/\Zagg = Z()\ozg)g, com \ € K;

(111) multiplicagao
(Z O‘gg)(z Brh) = Z (agBn)gh
9eG heG e

com g,h € G e o produto gh o mesmo de G.

Com essas operacoes podemos mostrar que KG € uma dlgebra, na qual a sua unidade
serd dada pelo elemento 1xe. Além disso, observe que, como a multiplicacdo de KG de-
pende da multiplicagao de G e pela maneira que € definida, teremos que KG é comutativa

se, e somente se, G for um grupo abeliano.

Agora, prosseguimos com a definicao de subalgebra e de ideal, que iremos considerar
neste texto.

Definicao 1.1.10 Um subespaco S de uma dlgebra A é chamado de subdlgebra se € fe-

chado para a multiplicagcao de A, e se contém a unidade de A.

Exemplo 1.1.11 A dlgebra U,(K) € uma subdlgebra de M,(K), pois, ao defini-la no
Exemplo 1.1.6, utilizamos a multiplicacao usual de matrizes, que € a mesma da dlgebra
M, (K), e além disso, contém a unidade de M, (K).

Exemplo 1.1.12 Seja A uma dlgebra, definimos o seu centro como sendo Z(A), da se-
guinte forma:
Z(A) ={z € A; za = azx,Va € A},

ou seja, um elemento pertencerd ao centro de uma dlgebra se ele comuta com todos os
elementos dessa dlgebra. Note que podemos verificar facilmente que esse conjunto além

de ser um subespago de A € uma subdlgebra.

Exemplo 1.1.13 Seja My(R) a dlgebra das matrizes n xn, e C um conjunto de matrizes
de Ms(R) definido da sequinte forma

c—{lz ‘ab] \a,beR}.
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Entao C € uma subdlgebra de My(R).

E possivel verificar facilmente que esse conjunto € wm subespaco vetorial de M5(R), e

que dadas duas matrizes em C', digamos

teremos que
ac —bd —(ad + bc)
ad+bc  ac—bd

a —=bl ¢ —d|
b alld c¢|
Portanto, C' € fechado para o produto de My(R). Também pode-se verificar que
10
0 1

€ a unidade do conjunto C. Logo, acabamos de mostrar que o conjunto das matrizes

C' € uma subdlgebra de My(R). Além disso, é um fato conhecido que essa subdlgebra

corresponde o uma representa¢io dos nimeros complezos como matrizes de My(R), onde

a —b
b a |

Definicao 1.1.14 Um subespaco I de A é chamado de ideal a esquerda de A se AI C I

e serd dito ideal a direita de A se IA C I. Quando ocorrerem essas duas inclusoes

a+ bi € representado pela matriz

simultaneamente diremos que I é um ideal bilateral de A.

Por simplicidade, sempre que nos referirmos a um ideal bilateral de uma &algebra A,
mencionaremos apenas a palavra ideal, assim diremos que I é um ideal de A em vez de
dizer que I é um ideal bilateral de A. Agora, veja o proximo exemplo, nele veremos um
ideal a esquerda de M, (K).

Exemplo 1.1.15 O conjunto I = {a € M, (K);a;; =0 se j > 1} é um subespago vetorial

de M, (K) e um ideal & esquerda dessa dlgebra.

Primeiramente, verifiquemos que esse conjunto € um subespago vetorial de M, (K), e

em sequida que € um ideal a esquerda.

(i) Sejam a,b € I, tal que, a = (a;j) e b= (b;;). Temos que para j > 1,a,; =0e b; =0,
logo, para a+0b, teremos que a;;+b;; = 0 para j > 1, portanto a+b € I. Além disso,
com A € K, temos que Aa;; = 0 para j > 1, pois a;; = 0 para j > 1. Portanto, I €
de fato, um subespago vetorial de M, (K).

(11) Sejam a € M, (K) eb € I, mostremos que ab € I. Usemos a notag¢io ab = c = (¢;5),

n
Cij = E ik -
k=1

onde
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Desde que by; =0 para todo j > 1, temos que

n

Cij = Z airbr; = Z a0 =0
k=1

k=1

e assim, ab € 1.
Portanto, I = {a € M,(K);a;; =0 se j > 1} €, de fato, um ideal a esquerda de M, (K).

Agora, veremos um resultado interessante sobre a algebra M, (K) e seus ideais. Mos-
traremos que os seus tnicos ideais sdo os triviais, ou seja, M, (K) e {Oas, (k) }, com Opy, (k)
sendo o elemento nulo de M, (K). Algebras em que os tnicos ideais sdo a propria algebra
e o ideal nulo sdo chamadas simples, deste modo iremos provar que M, (K) é uma algebra
simples. Comecemos com a definigao de matrizes elementares.

Definigao 1.1.16 Seja e;; a matriz em M, (K) tal que a (i,j)-ésima entrada € igual
a 1 e as outras entradas sao iguais a zero. Iremos nos referir a essas matrizes como
matrizes elementares. Observe que sempre que fizermos a multiplicagcao de duas matrizes

elementares teremos que,

1, se j =k

eijer = Ojx€i, COM Oj) = ,
0, sej # k

Exemplo 1.1.17 Sejam as matrizes e11, e1s na dlgebra My(K) temos que elas serao da

1 0 0 1
[ — [ (& == .
11 0 O 12 O 0

Observe que pela defini¢cao de produto de matrizes elementares temos que ej1e15 = €19 €

sequinte forma:

€12€11 = OMQ(K)-

Veja que as matrizes elementares constituem uma base, como espaco vetorial, para
M, (K). Agora, podemos mostrar que M, (K) é uma algebra simples.

Proposicao 1.1.18 Seja M, (K) a dlgebra das matrizes de ordem nxn, se I # {On, (x)}
é seu ideal, entao I = M, (K).

Prova. Seja I # {0, (x)} um ideal de M, (K). Temos que deve existir a € I, tal que,
a # Opr, (k) Além disso, podemos escrever a matriz a da seguinte forma

n
a = E aijeij.

ij=1
Com esse somatoério sendo nao nulo, entao devem existir indices 7y e jo tais que a;;, ¢

diferente de zero. Como I é um ideal bilateral, temos que e;;,ae;,; € I , assim, com

n

Ciig@€joj = €iig( Y ij€3)€j0s,
ij=1

temos que a tUnica soma da parcela que serd diferente de zero & e, (iyjo€igso ) €iojs 1080,
teremos que

Ciig0€joj = Ciig(WigjoCinjo)Cjoj = UigjoCij € 1.
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Como a;,j, € K, entdo temos que deve existir (a;,j,)"" € K, sendo assim, obtemos que
e;j € I, ou seja, todas as matrizes elementares que geram M, (K) pertencem a I, e por-
tanto, concluimos que [ = M,,(K). =

Assim, segue imediatamente do resultado acima que a algebra M, (K) é simples. A
seguir, vejamos que o mesmo nao vale para a algebra U, (K), ou seja, existe um ideal para
essa algebra diferente dos triviais.

Exemplo 1.1.19 Seja U, (K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores n x n. Mos-
tremos que o conjunto
I={acU,K);a;; =0 sei=j}

¢ um ideal de U,(K).
Primeiramente, verifiquemos que esse conjunto é um subespaco vetorial de U,(K), e

em sequida que € um ideal.

(1) Sejam a,b € I, tal que, a = (a;;) e b= (b;;), temos que para i = j,a;; =0 e b;; =0,
logo a;;j+b;; = 0, para ¢ = j, portanto a+b € I. Além disso, com A € K, temos que
Aa;j = 0 para i = j, pois a; = 0, entdo Aa € I. Portanto I, de fato, é um subespaco
vetorial de U, (K).

(11) Seja a € U,(K) e b e I, mostremos que ab € I. Usemos a notagio ab = ¢ = (¢;5),

n
Cij = E ik by
k=1

Para 1 = j temos, c; = ZZ=1 a;pbr;. Também teremos que, quando ocorre © > k

tal que,

entao temos a;; = 0, logo a;pby; = 0, caso contrdrio i < k, entao temos by; = 0, logo
a;xbr; = 0. Portanto c; = 0. Assim, ab € I, e I € ideal a esquerda de U,(K).

(iii) Seja a € I eb e U,(K), mostremos que ab € 1. Usemos a notag¢io ab = ¢ = (¢;5),
tal que

n
Cij: E aikbkj.
k=1

Para i = j, temos c¢;; = Y ._, @ibr;. Também teremos que, quando ocorre i > k
entao temos a;, = 0, logo, a;by; = 0, caso contrdrio v < k, entao temos by; = 0,

logo a;xbg; = 0. Portanto, c;; = 0. Assim, ab € I, e I € ideal a direita.
Portanto, I = {a € U,(K);a;; =0 se i = j} € de fato, um ideal de U, (K).

A seguir, iremos utilizar a definicao de ideal para apresentar a préoxima algebra, cha-
mada de Algebra Quociente.

Exemplo 1.1.20 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Temos que A/l é um espago
vetorial quociente com a operagao de soma (a+ 1)+ (b+1) = (a+b)+ I e o produto por
escalar Na + I) = (Xa) + I, para a,b € A e A € K. Se considerarmos a multiplica¢io
definida por (a+ I)(b+ I) = ab+ I, obtemos que A/I € uma dlgebra.
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A préxima proposicao nos diz que, como uma algebra é definida através de uma aplica-
¢ao bilinear, entao, dado um espaco vetorial A, para definir nele uma estrutura de algebra,
basta definirmos o produto para os elementos de uma base de A.

Proposicao 1.1.21 Se A é um espaco vetorial com base B e f: Bx [ — A € uma funcao

qualquer, entdo existe uma unica fungao bilinear F: A x A — A estendendo f.

Prova. Seja f = {v; | i € I}, definamos F' : A x A — A da seguinte forma, para
v = Zie[ AV, w = Eje[ vjw; € V tomamos

F(v,w) = Z Z Aivi f (v, wy).

i€l iel

Da unicidade da expressao de um vetor como combinagao linear dos elementos de uma
base fixa, temos que a partir de v os \; estdao bem definidos (e sd@o quase todos nulos) e a
partir do w os 7; estdo bem definidos (e s@o quase todos nulos), logo o somatoério duplo
do lado direito estd bem definido, assim, esses fatores faz com que esta aplicagao esteja
bem definida. Ademais pode-se verificar facilmente que F' ¢é bilinear.

Agora, veja que para os elementos da base  podemos prosseguir da seguinte forma.
Fixados ig € I e jo € I, arbitrdrios, temos que v;, = >,y Ajv; € wj, = > v;w;, onde

1,se1 =19 1,se 7 =70
A = ., e Y= o
0,sei# i 0,sej #Jo

F(vimwio) = Zz)\i’}/jf(viawﬂ = f(vimwjo)’

icl jeI

Assim,

portanto, temos que de fato f é estendida por F. Por fim, verifiquemos que F' é a tnica
aplicacao bilinear nestas condicoes.

Suponhamos que exista outra aplicacao bilinear F’ nessas mesmas condigoes, entao
ela também deve estender f, assim, para v,w € A e v;, w; € B obtemos que,

F'(v,w) = F' <Z7 Z%wz‘) = Z Z Al (viy w;) = Z Z Aivif (vi,wi) = F(v,w),
el jel iel jel iel jel
e, portanto, I = F. m

Em seguida, para encerrarmos essa primeira subsec¢ao, veremos que o produto tensorial
de duas algebras também é uma &algebra. Comecaremos com a introdugao do produto
tensorial de espagos vetoriais. Para isso, utilizaremos a referéncia [9).

Definicao 1.1.22 Sejam V e W espagos vetoriais. Denotamos por V x W o espago
vetorial com base V- x W = {(v,w) | v € V, w € W}. O produto tensorial V@ W de V
por W € o quociente de V x W pelo subespagco S gerado por:

(?)1 + Uva) - (Ulaw) - (v27w)7 (2)
(v, w1 + we) — (v, w1) — (v, ws),
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(Av, w) = A(v, w),
(Uv )\U)) - A(Uu w)u
com v,v1,v2 € V, w,wi,wy € W e XA € K. Denotamos por v ®@w a imagem de (v, w) pela

aplicacao quociente Vs« W — (V «W)/S.

Proposicao 1.1.23 Sejam V, W, Z espacos vetoriais e § : V. x W — Z uma aplicagao
bilinear, entio existe uma transformagcdo linear 3 : VW — Z, tal que B(v,w) = Bv@w)

para quaisquer v € V ew € W.

Prova. Seja a transformacao linear
BV«W = Z

(v,w) = B(v,w).

Como 3 & uma aplicacdo bilinear, segue que os elementos em (2) pertencem a kerf, e
portanto, o subespaco N gerado por esses elementos esta contido em kerf. Deste modo,
podemos definir a transformacao linear

B:(V«W)N=VW —=Z
(z+ N) — B(x),

onde z € V x W. Além disso, como v ® w é a imagem de (v, w) pela aplicagdo quociente
VW — (V«W)/N entao

Bv@w) = f((v,w) + N) = (v, w) = Bv, w),
portanto, 3(v ® w) = B(v,w). m
Sejam f:V — V'eg: W — W’ transformagoes lineares. A aplicagao
VXW =V W

(v,w) = f(v) ® g(w)
¢ bilinear, e portanto, pela Proposicao 1.1.23, existe uma transformacao linear
VoW — V'@ W' Denotaremos essa transformagao linear por f ® g.

Proposigao 1.1.24 Sejam A e B duas dlgebras, entio A @ B é uma dlgebra com a
multiplicacao dada por
(a®b)(d @V) =ad @ bb

para quaisquer a,a’ € A e b,V € B.
Prova. Dado = € A, denotaremos por R, a aplicagao

R, A— A
Y — Y.

Dados @’ € A e b € B, consideremos a aplicacao Ry ® Ry na qual
RaliA—>A Ry :B— B
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= 2'd y — b

Entao, a aplicacao
AXx B — End(A® B)

(a/, b/) — Ra/ &® Rb/

é bilinear. Assim, pela Proposicao 1.1.23, existe uma transformacao linear tal que
a:A® B — End(A® B)

ad el — R, ® Ry.

Dados r,s € A ® B definimos rs como
rs = a(s)(r).

E claro que a aplicacéo
(r,s) = rs

é bilinear e, além disso, dados a,a’ € A e b,/ € B, temos
(a@b)(d @V)=a(d @b)(a®b) =(Rys ® Ry)(a®b) =aad' @bl
Por fim, dados a,d’,a” € Ae bV, 0" € B, temos

((a ® b)(a/ ® b/))(a// ® b”) — aa/a/// ® bb/b// — (a ® b)((a/ ® b/)(a/// ® b”)),

e portanto, a multiplicacdo em A ® B é associativa, além disso 14 ® 15 é a unidade de
A ® B. Deste modo, concluimos que A ® B é uma &lgebra com esta multiplicacao. m

1.1.2 Homomorfismos de Algebras

Definicao 1.1.25 Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformacao linear
U : A — B é um homomorfismo de dlgebras se W(ab) = V(a)VU(b) e ¥(14) = 1p para

quaisquer a,b € A.

Apesar de nao ficar evidente quais as multiplica¢oes utilizadas quando escrevemos, por
simplicidade, W(ab) = ¥(a)W(b), é valido destacar que geralmente as algebras A e B tem
multiplicagoes distintas. A seguir veja um exemplo classico na teoria de homomorfismos

de algebras.

Exemplo 1.1.26 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicagao

UV:A— A/l

a—a+1

€ um homomorfismo sobrejetor de dlgebras, chamado de projegao canédnica.

Veja que, dados a,b € A, temos que

W(ab) = (ab) + I = (a + I)(b+I) = W(a)W(b)
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e, além disso, note que 14+ I é a unidade de A/l e
U(la)=14+1,

portanto, de fato, ¥ é um homomorfismo de dlgebras. Também veja que, dado b+1 € A/l
temos que b+ 1 = U(b), onde b € A. Assim, concluimos que ¥ é um homomorfismo

sobrejetor de dlgebras.

Também podemos definir isomorfismos de algebras, que serao homomorfismos bijeti-
vos. Vejamos a proxima defini¢ao, e adiante, alguns exemplos de isomorfismos.

Definigao 1.1.27 Sejam A e B duas dlgebras e ¥ : A — B um homomorfismo de dlge-
bras. Dizemos que o conjunto ker(¥) = {a € A| ¥(a) = 0g} € 0 nicleo do homomorfismo
U, e que, Im(V) ={V¥(a) € B|aec A} € aimagem de V.

Observe que ¥ seré injetiva se, e somente se, ker(V) = {04} e que ker(¥) é um ideal
da algebra A, e além disso, Im(W¥) é uma subalgebra de B.

Exemplo 1.1.28 Se considerarmos a subdlgebra C e a dlgebra C dos numeros comple-

zos wistas no Fxemplo 1.1.13, obtemos o isomorfismo de dlgebras ¥ : C — C' tal que
a —b
b a |

Note que ¥ é uma transformacao linear bijetiva. Verifiquemos apenas que, de fato, ¥

V(a4 bi) =

é um homomorfismo de dlgebras. Veja que

U((a+bi)(c+di)) = Y((ac — bd) + (be + ad)i)

i

=U(a+ b))V (c+ di).

ac —bd —(bc + ad)
bc+ad ac—bd

Além disso, 1+ 0i € a unidade de C e

] € a unidade de C', e temos claramente

U(1+0:) = [(1) O] :

que

1

Exemplo 1.1.29 A dlgebra K[xq,...,xy] € isomorfa a K|z, ..., oy 1] @ Kx,,].

Sejam as dlgebras K[zy,...,0pm 1] € K[x,] com bases By = {x{* .. .20 | a; > 0}
e By = {zm | aj > 0}, respectivamente, entao K|xq, ..., Tm_1] ® K|z, terd como base
B =zt ot @adm |ttt € By, atm € Ba}. Assim, podemos definir uma

transformacao linear W, de maneira unica, escolhendo as imagens para os elementos da

base 3, da sequinte forma:

UKz, Tmet] @ k] — Kz, ... T
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Am—1

ot @aem = at o

Como toda transformacao linear que leva base em base € bijetiva, resta mostrarmos que
U ¢ um homomorfismo de  dlgebras. Sejam  x{t.Laemt @ pom,

m—1
a0 @ aPrelementos em K[z, ... 2pmo1] ® K[z, temos que

(28 .. 20 @ aom) (@ 2P @ o))

=U(xft. . 2oy :E’fl...x'gm L@ almghm)
_ @(xaﬁ-ﬂl N 'I;Xnnl—11+/3m—1 ® x;;qvlm-&-ﬂm)

_ LE?IJrﬁl o xaerﬁm — (SL’?I . _I‘am>(£51 .. SL’Bm)

Além disso, podemos verificar facilmente que V leva unidade em unidade de dlgebras.
Portanto, temos que, ¥ € um homomorfismo, assim, concluimos que W é um isomorfismo

de dlgebras.

Quando existe um isomorfismo entre duas algebras dizemos que elas sao isomorfas.
Ainda, sobre isomorfismos, iremos enunciar o proximo teorema, bastante importante e
classico nas teorias de grupos e anéis. A sua demonstracao serd omitida, por se tratar
de uma adaptacio, mas que sera feita na secdo de Algebras Graduadas, Teorema 1.2.39.
Também podemos considerar o proximo teorema como um caso especifico do Teorema
1.2.39, pelo fato de que, quando consideramos o grupo G' = {e}, saimos do caso graduado
para o caso ordinério.

Teorema 1.1.30 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entao, existe um
isomorfismo de dlgebras V : A/ker(¢) — Im(¢), sendo V(a + ker(¢)) = ¢(a).

1.1.3 Algebras Livres

Inicialmente faremos a definicao de um alfabeto e sua estrutura para que possamos,
assim, definir uma &lgebra livre. Para essa definigdo utilizarei a referéncia [15], que foi
a primeira dissertagao, que me recordo de ter lido, e que me fez entender esse conceito
apresentado a seguir.

Definicao 1.1.31 Seja X um conjunto nao vazio, iremos considerar seus elementos como

sendo letras e o chamaremos de alfabeto. Faremos as sequintes defini¢oes:

1. Uma sequéncia finita de letras de X serd chamada de palavra.
2. Denotaremos por X* o conjunto de todas as palavras em X.

3. O numero de letras em cada palavra em X* serd considerado o seuw comprimento,
e quando a palavra twer comprimento zero, serd dita uma palavra vazia, denotada

por 1.

4. Sejam v =ay...a, ew = by...b, duas palavras, entao podemos definir a sequinte
multiplicagao,

VW =aq ...G0,01 ... by,

conhecida como justaposicao.
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Defini¢ao 1.1.32 Seja X um conjunto nao vazio, consideremos K(X) o espago vetorial

com base o conjunto das palavras
Tiy Ty, Ty, €X, n=0,1,2,...,
e com a multiplicacao dada pela justaposicao. Definimos os seus elementos a sequir:

1) A soma p(xy,...,x,) = oqw; + awy + -+ + apw,,, onde o« € K e
? 9 )
w; =T1...T, € X* € chamada polindmio. No caso em que m = 1, p € um mondmio.

Cada x; € dito uma indeterminada de p.

(ii) O grau de um mondémio cw com 0 # a € K ew € X*, que denotaremos por gr(aw),
€ o comprimento da palavra w. O grau de um polindmio serd o grau mdxrimo de

seus monoémios.

(111) Diremos que um monémio aw, com 0 # a € K ew € X* € do tipo (ny,...,ng) se
a palavra w contém x; exatamente n; vezes. Diremos que o numero n; € o grau do

monémio aw em x;.

Definicao 1.1.33 Sejam V uma classe de dlgebras e A € V uma dlgebra gerada pelo
conjunto X. A dlgebra A é chamada de dlgebra livre na classe V, livremente gerada
por X, se para toda dlgebra R € V, a aplicagao ¢ : X — R pode ser estendida a um
homomorfismo ¥ : A — R.

Observe que K(X) é uma &lgebra com a multiplicacdo de justaposigao, e assim, po-
demos fazer o seguinte enunciado.

Proposicao 1.1.34 A dlgebra K(X) € livre na classe das dlgebras (associativas com
unidade).

Prova. Seja A uma élgebra e ¢ : X — A uma aplicagdo qualquer. Para cada
1 € N denotaremos por a; a imagem de x; por ¢. Consideremos agora a aplicagao linear
U, : K(X) — A tal que Uy(l) = 14 e Vy(ayxsy...25,) = aiy04 ... q;,. Primeira-
mente observe que essa aplicacao é uma extensao de ¢, pois dado z; € X temos que
Uy(z;) = a; = ¢(z;). Também é um homomorfismo de algebras, para verificarmos isso,
pela Proposigao 1.1.21, basta verificarmos que esta aplicacao é compativel com o produto
para os elementos da base. Entao, sejam ;, @y, . .. 75, 7} 75, ... ; mondmios em € K(X),
teremos que
/ /

o . I,
W (@4, Tiy - - i Ty Ty - T ) = iy Qg - - Qi G G Oy

= Uy(@y iy . - 20, ) Vo), @ ..o} ).

117712 T n
Além disso, é tnica pois, se considerarmos W, tal que, VU|y = ¢ teriamos que,
Uy(z;)) = ¢(x;)) = W(x;) e obterfamos que dado zz,...7;,, € K(X),
U2, @iy ... xi,) = V(424 ... 24,), 0 que torna ¥y = W. Portanto, temos que Wy é
um homomorfismo de algebras e ¢ o unico satisfazendo Vy|y = ¢. ®

Veja que o proximo exemplo traz um resultado semelhante da proposicao anterior para
K[X], mas em relagdo as algebras comutativas.
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Exemplo 1.1.35 Para qualquer alfabeto X a dlgebra polinomial K[X] € livre na classe
das dlgebras comutativas.

Seja A uma dlgebra comutativa e ¢ : X — A uma aplicacao qualquer. Para cada
1 € N denotaremos por a; a imagem de x; por ¢. Consideremos agora a aplica¢ao li-
near W, @ K[X| — A tal que Uy(l) =14 € Q%(wffxfj Lain) = afllaf; ...af". Primei-

ramente observe que essa aplicagao € uma extensao de ¢, pois dado x; € X temos que

Uolz)) = a = ¢o(x). Também € um homomorfismo de dlgebras, dados
k1 ko k knt1 kni2 k
rit e oyt apt gt € KX, teremos que
k1 ko kn knt1 kni2 km\ __ k1 ko kn knt1 knio km
oo @y g a0 aim) = agtag oagtag a L ag
_ k1 ,.k2 kn knt1 kni2 km
= Wy(xw2 .. o )\Ilqb(xin+1 L il ).
Além disso, € unica pois, se considerarmos VU, tal que, V|x = ¢ teriamos que,
Uy(z:) = ¢(z;) = U(x;) no qual obteriamos que dado zi'al?...af» € K[X],
kl k‘z kin J— kl k2 k7 —
Wy(zilay? . agr) = V(zgla? .. ai"), o que torna Vy = V. Portanto, temos que VU,

¢ um homomorfismo de dlgebras comutativas e € o unico satisfazendo Vy|x = ¢.

Com as definigoes feitas nessa subsec¢ao podemos entender o proximo exemplo. Também
utilizaremos a Defini¢ao 1.2.41 para o caso ordinario e como referéncia o livro [6].

Exemplo 1.1.36 A dlgebra de Grassmann sobre um corpo K com char(K) # 2 € definida
como

E = K(X)/I,
onde X = {x1,2q,...} eI € o ideal de K(X) gerado por {x?, x;x; + x;x; = 0, i,j € N}.

Primeiro note que 171911 = —x2x9 = 0 e em geral, z;Fx; = 0. Observe também que todo

produto de diferentes xls pode ser escrito como mais ou menos
TiyTiy -+ - Tj, 1 <ty <o <y, (1)

pela propriedade x;x; + x;x; = 0. Assim, esses elementos, juntamente com 1, geram E
como espago vetorial.

Vamos mostrar que cada um deles € diferente de zero. Para isso, basta mostrar que
1Ty ... x, # 0. Suponhamos que x1xs...x, = 0. Entdo €1€y...¢€, estaria contido no
ideal de K({ey,€a,...) gerado por R = {€?, €;¢; + €€ i,j € N}. Entdo podemos escrever
€€ ... €, como uma soma de termos da forma merm' e p(e€e; + €j€;)p', onde m,m/, p,p’
sao mondmios. Desde que o espago linear gerado por todos os monomios multilineares,
ou seja, o espaco de todos os polindmios multilineares tem intersecao trivial com o subes-
paco gerado pelos mondmios que nao sao multilineares. Dai seque que €165 ...€, € uma

combinacao linear de polindémios

€o(1) - - - €o(j—1) (€0(7) €0(i+1) F €0(j+1)€0(5) ) €0(j+2) - - - €on)

onde 6 € S,,. Tal combinacao linear € um polindomio multilinear com a propriedade que

a soma de seus coeficientes correspondentes as permutacoes pares coincide com a Soma
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de seus coeficientes correspondendo as permutacgoes impares. Como €i€y. .. €, nao tem
essa propriedade, chegamos a uma contradi¢io. Assim, os elementos de (1) sao de fato

diferentes de zero.

Agora vamos mostrar que 1 e os elementos de (1) sao linearmente independentes. Su-
ponhamos que Y \ib; =0, onde \; € K—{0} e cadab; €1 ou é como em (1). Podemos
supor que existe k € N tal que xj aparece em b, mas nao em by. Por isso 2;:11 Nbix, =0
e bz # 0. Continuando este procedimento chegamos em uma contradi¢ao que um dos \;

¢ zero. Assim, os elementos da forma (1), juntamente com 1, formam uma base de E.

Nesse tltimo exemplo, essa algebra recebe esse nome devido ao matemético Hermann
Giinther Grassmann (1809 — 1877) que a desenvolveu em 1844. Essa dlgebra ¢ de impor-
tancia fundamental em muitas areas da Matematica e da Fisica, veja [26].

1.1.4 Identidades Polinomiais

As identidades polinomiais fazem parte dos principais conceitos estudados de uma
algebra, pois é de grande interesse saber quais sao as identidades polinomiais satisfeitas
por uma algebra dada.

Definigao 1.1.37 Sejam f(x1,...,2,) € K(X) e A uma dlgebra, f serd uma identidade

polinomial para A, se
flay,...,a,) =0 para todos ay, ..., a, € A,

e denotamos por f = 0. Se A satisfaz uma identidade polinomial diferente de f = 0

(polinémio nulo), entao chamaremos A de Pl-dlgebra.

Temos um caso interessante de algebra que nao ¢ uma Pl-algebra, veja o préximo
exemplo.

Exemplo 1.1.38 A dlgebra K(X) nao é uma Pl-dlgebra.

Suponhamos por absurdo que f(xy,...,x,) seja uma identidade nao nula de K(X).
Entao, dados quaisquer fi,..., f, elementos de K(X), devemos obter que
f(fi,..., fan) =0.
Em particular, podemos escolher f = x1,... f, = x,, logo, teremos que

flxy, ... x,) =0,

ou seja, f(x1,...,x,) seria igual ao polindmio nulo, o que contrdria nossa hipdtese. Por-
tanto, K(X) nao é uma PI-dlgebra.

Agora, veremos exemplos diversos de PI-algebras, comecando pelas algebras que sao
comutativas.
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Exemplo 1.1.39 A dlgebra A € comutativa se, e somente se, satisfaz a identidade poli-
nomaial

(21, 3] = 2129 — 2221 = 0,

chamado de comutador de dois elementos, ou simplesmente de comutador.
Exemplo 1.1.40 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade polinomial de Hall dada por
[[21, 20)%, 23] = 0.

Usaremos o Teorema de Cayley-Hamilton que diz que se K € um corpo e a € Msy(K),

entao o polindmio caracteristico de a anula a. Denotaremos o polinémio caracteristico da

matriz a por P,(\). Agora, veja que, dada a =

y]
, temos que
w oz

r—A vy

P,(\) = det [
w Z— A

] =(@—=AN)(z—=A) —wy =X —\v — Az + 22— wy.

Note que, vz — wy = det(a) e A(—x — z) = —AT'r(a), logo, pelo Teorema de Cayley-
Hamilton obtemos que
a®> —Tr(a)a + det(a)l = 0,

com I, sendo a matriz identidade de ordem 2.

Agora, consideremos a = [b,c], onde b e ¢ sao matrizes 2 X 2 e mostremos que
Tr(a) =0. Dadas a,b,c € My(K), temos que

a=1[bc]=bc—cb

assim,

Tr(a) = Tr(bc — cb) = Tr(bc) — Tr(chb) = 0.

Logo, a* — Tr(a)a + det(a)ly = a® + det(a)ly = 0, assim, a* = —det(a)l,, e obtemos que,

1
a’?=1[b,c* =06 01 _ o0 com 6 € K.
01 0 o6

0 O [du diz| |du dizf [0 0

como [b, c|* é uma matriz escalar, entdo ela comuta com as de mais, e portanto a igualdade

Portanto,

Hba 0]27 d] =

acima € igual a matriz nula. E de fato, concluimos que My(K) satisfaz a identidade de

Hall.

Nesse tltimo exemplo, essa identidade polinomial recebe esse nome devido ao mate-
méatico Marshal Hall. Continuaremos com os exemplos de PI-algebras, com a defini¢ao de
um novo polindémio, que é bastante importante para o estudo das identidades polinomiais
da algebra My (K).
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Defini¢ao 1.1.41 Seja S,, o grupo de todas as permutacoes do conjunto {1,2,...,n},

definimos o polinomio standard de grau n como sendo

STy, .oy p) = Z (8igno)xsa) - - - Ton),
O’GSn

em que signo € o sinal da permutacao o.

Exemplo 1.1.42 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade standard sy(z1, x9, x3,24) = 0.

Para demonstrar esse fato, utilizaremos a sequinte igualdade, que pode ser verificada

com alguns cdlculos,
54(21, T2, T3, 14) = [T1, T2] 0 (23, 24| + 11, 3] 0 [24, T2] + [21, 24] 0 [0, T3],

na qual dados dois elementos x,y quaisquer, temos que x oy = xy + yx. Depois, firemos

a base de My(K) como sendo

{e11 + €22, €11, €12, €21},

e usando a igualdade acima, teremos que sy(e1; + €92, €11, €12,€21) = 0, pois o fato de
I, = eq1 + exn fazer parte dos comutadores em cada uma das parcelas da soma, faz com
que zere todos os comutadores que o contém e assim obtemos essa iqualdade. De modo
geral, qualquer substituicao por elementos da base se anula pois se uma varidvel for subs-
tituida por Iy o resultado € zero pela igualdade acima em que s4 € escrito em termos de
comutadores, por outro lado o polindomio € alternado e em qualquer substituicao das 4
varidvers pelos outros 3 elementos da base haverao varidveis distintas substituidas pelo
mesmo elemento, assim o resultado também € zero. Note que verificamos que o resultado
dd zero apenas para os elementos da base de My(K'), mas como dado quaisquer elementos
em My(K) eles serado uma combinagao linear dessa base, entdo continua sendo vdlido o

resultado acima para quaisquer elementos de Msy(K).

Exemplo 1.1.43 Seja U, (K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n. entdao
ela satisfaz a identidade
[z1, 2] . .. [Ton_1,Tan] = 0.
Primeiro analisaremos cada comutador de forma geral. Seja [x;, x,] = xjx, — 27, iTeE-
mos mostrar que, sendo a; e a, matrizes triangulares superiores, teremos que a diagonal

principal de a;a, € iqual a diagonal principal de a,a;.

Sejam a; = (a;;), a, = (bj), wa, = (¢;j) e ayap = (d;;). Para a diagonal principal
de a;a, temos

a;, =0, sei >k

n
Cii = E aikbg; com o
—1 by =0, se k> 1

ou seja, para it > k temos que a;pby; = 0 e para k > 1 teremos a;by; = 0, logo, resta que,
n
Cii = g aikbri = a;ibi;.
k=1
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Para a diagonal principal de a,a; temos

n .
b, =0, setv >k
dii =Y bigag; com 7 7
—1 ap; =0, se k> 1

ou seja, para v > k temos bjpar; = 0 e para k > i teremos byar; = 0, logo resta que,
n
di = Z birag; = biai;.
k=1

Como b;; e a;; sao elementos de K, entdo bj;a; = ag;bi;, e portanto, as matrizes a,a, € a,a;
tem as mesmas diagonais principais, assim, [a;, a,;| = aja, — a,a; € uma matriz triangular
estritamente superior, ou seja, para i > j o elemento da linha i e da coluna j de [a;,a,]

serd igual a zero.

Agora mostraremos que o produto de n matrizes triangulares estritamente superiores
de ordem n dd zero. Utilizaremos induc¢ao em relacao a n. Paran =1 temos que isso se

verifica facilmente, agora vejamos:

1. Paran =2,
0 a12 0 b12 o 0 0 )
0o offlo o ool
2. Paran =3,
0 a2 aiz| |0 bz big| |0 ci2 ci3 000
0 0 a93 0 0 b23 0 O Coz | = 00O )
0 0 O 0O 0 O 0 0 O 000

3. Agora, suponhamos que seja vdlido para n — 1 e mostremos que € vdlido para n.

Observe o produto de n matrizes de ordem n cada uma,

nxn

_0 12 A1n—1 Q1n _0 b12 bin—1 bin

0 O A2pn—1 A2p, 0 0 an—l an

0 0 0  ap_1n 0 0 bp_in
i 0 0 ] i 0 0 |

nxn

note que em cada matriz de ordem n X n podemos considerar o bloco

(n—1) x (n — 1) que consiste das (n — 1) primeiras entradas de cada uma das

(n — 1) primeiras linhas e que cada matriz consiste desse bloco incluindo a ultima

linha igualmente nula, pois as matrizes sao triangulares estritamente superiores e,

uma coluna com (n-1) elementos possivelmente diferentes de zero. Por consequén-

cia disso, ao realizarmos o produto acima até a peniltima matriz, teremos que pelo
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menos, o bloco (n—1) x (n—1) do resultado desse produto terd todos os elementos

nulos, ficando

onde Cip, Con, . .

nxn

., Cn—1, SG0 escalares.

O produto das duas matrizes acima € 0 e

[0 0 cip | [0 by bin-1  bin |
Con 0 O ban—1  bap

0 0 Cn—1n 0 0 bnfln

0 o 0] o 0 0 |

nxn

assim, fica demonstrado o que queriamos.

Portanto, a dlgebra U, (K) das matrizes triangulares superiores n X n satisfaz a identidade

[$1, 5172] e [xQn—la iUQn]-

A identidade [z, 23] . .. [x9,_1, T2,] é bastante importante para a algebra U, (K). Vere-
mos que, em certo sentido, todas as outras identidades desta élgebra sao obtidas a partir
dessa identidade.

Agora, com a proxima observagao, conseguiremos obter um resultado interessante que
relaciona as identidades polinomiais de um élgebra A e os nicleos dos homomorfismos de
K(X) em A.

Observagao 1.1.44 Dado f € K(X), temos que f(z1,..
onde o; € K e w, = x;...7;
K(X) — A, obtemos que

G Tn) = QW+ F QW

- Dai, ao considerarmos ¢ um homomorfismo de

¢(f($1, e

=a1p(x11) ... d(x1y) + -+ WP (@) - A(Toay)
= [(¢(z1),. ... 9(zn)),

) = OlanTyy .. Ty - T -+ Tondy)

e portanto,

o(f (2, wn)) = f(O(21), -, D).

Proposicao 1.1.45 O polinomio f € K(X) é uma identidade polinomial para A se, e

somente se, [ estd no nicleo de todo homomorfismo ¢ : K(X) — A.

Prova. Seja ¢ : K(X) — A um homomorfismo. Devemos mostrar que ¢(f) = 0. Da
Observacao 1.1.44 temos que

Como f é uma identidade polinomial de A, e ¢(z1), ..., ¢(x,) pertencem a A, entao temos

que

logo ¢(f) =0, e entao f € kero.
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Dados ay,...,a, € A, tomemos « : X — A uma aplicagao tal que a(z;) = a;. Agora,
tomemos ¢ : K(X) — A o homomorfismo que estende «. Por hipdtese, temos que
o(f) =0, entdo

f(gb(Il)? tet 7¢($n>) - 07

como ¢ é extensao de «, temos que a restricao de ¢ a X é igual a «a, logo
fla(xy),...,a(x,)) =0.

Como a(z;) = a;, obtemos que f(ay,...,a,) =0, sendo ay, ..., a, uma sequéncia qualquer
de elementos de A, logo, temos que f é uma identidade polinomial de A. =

1.1.5 T-ideais e Algebras Relativamente Livres

Nesta subsecao faremos uma introducao ao estudo do conjunto de identidades polino-
miais de uma algebra. Entenderemos que esse conjunto pode ser gerado por identidades
especificas, mas que nem sempre é um trabalho facil encontrar essas identidades geradoras.

Definigao 1.1.46 Seja A uma dlgebra, definimos Id(A) = {f € K(X) | f =0 em A}

como sendo o conjunto das identidades polinomiais de A.

Proposicao 1.1.47 Seja A uma dlgebra, o conjunto Id(A) de todas as identidades poli-
nomiais de A é um ideal de K(X).

Prova.  Claramente Id(A) ¢ um subespago vetorial de K(X). Sejam f em
Id(A) = {f € K(X) | f = 0em A} e g em K(X) mostraremos que o produto fg
ainda pertence a Id(A). Observe que dados quaisquer elementos ay, ..., a, € A, teremos
que

flay,...;an)g(as, ..., a,) =0g(ay,...,a,) =0

portanto, fg € Id(A). De modo analogo podemos mostrar que gf € Id(A), para quais-
quer g € K(X) e f € Id(A), e assim, teremos que, [d(A) é um ideal de K(X). m

Defini¢ao 1.1.48 Seja I um ideal de K(X). Se I for invariante sobre todos os endo-
morfismos de K(X), ou seja, V(I) C I para todo endomorfismos ¥ de K(X), entao ele
€ chamado de T-ideal.

Observe que a defini¢ao acima é equivalente a dizer que se tivermos um endomorfismo
U K(X) - K(X), e f uma identidade de A, entdo ¥(f) ainda ¢ identidade para a
algebra A.

Proposigao 1.1.49 Seja A uma dlgebra, entao Id(A) é um T-ideal de K(X).

Prova. De fato, consideremos ¢ : K(X) — K(X) e ¥ : K(X) — A homomorfismos de
algebras. Seja f € Id(A), se ¥ é um homomorfismo qualquer, entao temos que,

U(p(f) =Wood(f) =0

pois o ¢ : K(X) — A é um homomorfismo de algebras e f € Id(A). Logo, ¢(f) €
ker(W), e portanto, pela Proposicao 1.1.45, temos que ¢(f) € [d(A). =

Dizemos que Id(A) é o T-ideal da algebra A. A proxima proposicao relaciona o T-ideal
das identidades polinomiais da &lgebra quociente K(X)/I e o T-ideal I.
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Proposigao 1.1.50 Sendo I um T-ideal de K(X), temos entiao que I = Id(K(X)/I).

Prova. Primeiramente mostremos que I C Id(K(X)/I). Seja f(x1,...,x,) € I, dados
g+1,...,9,+ 1€ K(X)/I quaisquer. Temos que

f(gl—l—I,...,gn—l—[):f(gl,...,gn)—l—fz(_)

pois, como [ é um T-ideal, temos que f(gi,...,9,) € I, e portando, f € Id(K(X)/I), e
assim, obtemos que I C Id(K(X)/I).

Agora mostremos que Id(K(X)/I) C I. Seja f(z1,...,z,) € Id(K(X)/I), com
T1,..., T, € K(X)/I, entao

0=f(Z1,.... 2n) = fl21,.. ),

portanto, como f(z1,...,z,) = 0 & f(z1,...,2,) € I, logo, f € I, assim,
Id(K(X)/I) C I, e concluimos que I = [d(K(X)/I). m

Daqui em diante, nesta subsecao, iremos trabalhar com um dos principais problemas
na teoria de PI-algebras, encontrar uma base para as identidades de uma dada algebra.

Defini¢ao 1.1.51 Dado um conjunto S C K(X), o T-ideal gerado por S € a interse¢io
de todos os T-ideais de K(X) que contém S e serd denotado por (S). Seja A uma dlgebra,
se S C Id(A) € tal que Id(A) = (S), dizemos que S é uma base das identidades polino-
miais da dlgebra A. Os elementos de Id(A) sao chamados consequéncias das identidades

polinomiais de S.

Existem resultados devidos & Specht em 1950, publicados em [31], que sao uteis para
se determinar bases para as identidades de certas algebras. Entretanto, determinar tais
conjuntos geradores (ndo triviais) nao é tarefa simples e permanece em aberto para a
maioria das algebras. Por exemplo, nao se conhece base para as identidades de M, (K)
se n > 3 e K é um corpo infinito. Specht conjecturou que em caracteristica zero toda
algebra tem base finita para suas identidades e, apenas 1978, Kemer demonstrou que esta
conjectura é verdadeira, veja [21].

Exemplo 1.1.52 Seja A uma dlgebra comutativa entao 1d(A) = ([x1, x2]).

A demonstracao do resultado acima pode ser encontrada na referéncia [9].

Exemplo 1.1.53 Seja K, com charK = 0. Se considerarmos A como sendo a dlgebra

das matrizes My(K), temos que

Id(A) = <Hl’1, IQ]Q, ZL’3], 34(1'1, To, T3, J]4)>

Razmyslov obteve uma base das identidades da algebra Ms(K'), com 9 identidades,
para charK = 0, em [28]. Mas Drensky provou que estas duas identidades acima sao
suficientes para a base das identidades de My (K), veja [11].

Teorema 1.1.54 Seja K um corpo com charK = 0, se considerarmos E como sendo a

dlgebra de Grassmann, teremos que
[d(E) = <[.T1, T, 1‘3])
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Prova. Veja [12]. =

Teorema 1.1.55 Seja K um corpo infinito, se considerarmos U,(K) como sendo a dl-

gebra das matrizes triangulares superiores, teremos que

Id(A) = ([x1, xo][xs, 4] - . . [Ton_1, Tan])-

Esses dois tltimos resultados, Teorema 1.1.54 e Teorema 1.1.55, podem serem encon-
trados em uma de nossas referéncias, no livro [12].

Com o objetivo de determinar uma base finita para as identidades polinomiais de
uma algebra dada, geralmente ¢ utilizado a teoria de algebras relativamente livres. Por
isso, iremos defini-las e por tltimo, faremos uso delas para mostrar que vale a igualdade

1d(Us(K)) = ([21, wo][w324])-

Defini¢ao 1.1.56 Seja {fi(z1,...,2,,) € K(X) | i € I} um conjunto de polinémios na
dlgebra livre K(X). Entdo a classe V de todas as dlgebras que satisfazem as identidades
polinomiais f; = 0, © € I, é chamada de variedade, determinada pelo sistema de iden-
tidades polinomiais {f; | i € I}. A variedade VW é chamada de subvariedade de V, se
W cC.

Exemplo 1.1.57 A classe de todas as dlgebras comutativas € a variedade definida pela

identidade [x1, x9] = 0.

No proximo teorema temos uma caracterizagao para as variedades em termos de su-
balgebras, imagens homomorficas e produtos diretos.

Teorema 1.1.58 (Birkhoff) Uma classe V nao vazia de dlgebras é uma variedade se, e

somente se, satisfaz as sequintes propriedades:
1. Se A€V e B— A é um monomorfismo, entio B € V;
2. SeAeV eA— B ¢éum epimorfismo, entao B € V;

3. Se {A,}yer € uma familia de dlgebras e A, € V, para todo v € T, entdo
I1 Jer A, eV

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada na referéncia [9]. Também pode-
mos definir um 7-ideal de uma variedade, ou seja, o conjunto das identidades satisfeitas
por todas as algebras de uma variedade V é um T-ideal de K (X) e é denotado por Id(V).

Defini¢ao 1.1.59 Seja Y um conjunto, a dlgebra Fy (V) na variedade V € chamada de

relativamente livre em V se € livre na classe V e livremente gerada por 'Y .

Proposicao 1.1.60 SejaV a variedade definida por {f; |i € I}, seja’Y qualquer conjunto
e J o ideal de K(Y') gerado por

{filgr, - 9n) | i € K(X),i €T}

Entao a dlgebra F = K(Y')/J é uma dlgebra relativamente livre na variedade V com o

conjunto gerador livre Y = {y+J |y € Y}.
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A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada na nossa referéncia [12]. Além
da teoria citada acima, para mostrar que Id(Us(K)) = ([x1, x2][x3, 4]), precisamos dos
polindmios conhecidos como polinémios préprios, mas, iremos apenas apresentar a sua
definicao para o caso ordinério, e o restante dos resultados seguem do caso geral, para
algebras graduadas, descritos na Subsecao 1.2.6.

Defini¢ao 1.1.61 O polinomio f € K(X) é chamado de polinémio proprio, se for uma

combinacao linear de produto de comutadores

f([L‘h...,l’m) = ZO{L.._’]‘[J/’Z‘N...,IZ‘I)] [C(Zjl,...,qu], o7 e K.

Assumimos que 1 € um produto de um conjunto vazio de comutadores. Denotamos por B

o conjunto de todos os polinémios priprios em K(X).

Proposicao 1.1.62 Seja K um corpo infinito, se considerarmos A como sendo a dlgebra

das matrizes 2 x 2 triangulares superiores teremos que
Id(A) = <[JI1, IQ] [133, $4]>

Prova. Iremos apresentar aqui a demonstragao desse resultado que pode ser encontrada
na referéncia [12].

De fato, pelo Exemplo 1.1.43, temos que o polindmio [z1, z][z3, 4] é uma identidade
para a algebra Us(K), logo o ideal ([x1,zs|[xs, x4]) C Id(Us(K)). Agora resta mostrar
que todas as identidades polinomiais para Uy(K) seguem da identidade [xy, xo][z3, z4].

Seja V a variedade definida pelo polindémio [z1,xs][z3,z4], pela Proposigao 1.1.60,
temos que K(X)/([z1,xs][x3, 24]) € a algebra relativamente livre na variedade V. Traba-
lharemos modulo o T-ideal I1d(V) = ([z1, xo][z3, 24]).

Note que, pela Proposi¢ao 1.1.50, o polinémio [z, xs][z3, z4] é identidade para a alge-
bra K(X)/([x1,xs)[zs, x4]). Agora, consideremos B(V) o espago gerado por 1 e por todos
os comutadores

[Iil,IiQ, N ,l’in], n Z 2.
Usando a identidade
0= [$1,$2H$3,$4] - [$37$4][$17I2] = [[$17$2], [$3>$4H
— ['rla Xo, T3, ZU4] - [331, X, Ty, I3]7
vemos em K (X)/([x1, xo|[x3, 24])
(Y1, Y2, To(1)s - - To(p)] = (Y1, Y2, T1, ..., Ty, 0 €S,

e com isso podemos ordenar os indices a partir do terceiro elemento de cada comutador.

Além disso, a identidade de Jacobi e a anticomutatividade permitem alterar os lugares
das variaveis nas trés primeiras posicoes:

[371,1'2} = —[33'2,951], [5173,1'2,351] = [963,551,1'2] - [562,551,1'3]-
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Desta forma, podemos assumir que B(V) é gerado por 1 e
[xilaxizaxiga s 7$in]7 il > 7:2 S Z.3 S e S Zn

Mostraremos que esses elementos sao linearmente independentes modulo o T-ideal de
Uy(K). Seja

f(xl,...,xm) :Zai[wiwxizv""xin] :0, 1>y < .- Sln, (7] EK,
7

seja uma identidade polinomial nao trivial para Us(K). Fixamos i; maximal com o
propriedade «; # 0 e considere os elementos

Ty, = e1a + & 60, Ty =&, JF#01,6,,§ € K.

Calculos concretos mostram que

f(Z1, ., %) = ( Z i, - - - i, )e12

i1 fizo

que pode ser escolhido diferente de 0 porque o corpo de base K é infinito. Portanto todos
os coeficientes «; sao iguais a 0 e isso completa a prova. m

1.1.6 Radical de Jacobson

E comum o estudo de radicais, tanto na teoria de anéis, como também para alge-
bras, inclusive quando nao se trata de algebras associativas. Nesta subsec¢ao escolhemos
fazer uma pequena introducao ao Radical de Jacobson. Esse nome é devido ao ma-
temético Nathan Jacobson, considerado um dos principais algebristas da sua geracao,
fazendo estudos com polinémios nao comutativos, como a sua dissertacao intitulada "Non-
commutative Polynomials and Cyclic Algebras", veja [19].

A escolha desse tema para esta subsecao foi devido a necessidade que surge ao estudar-
mos o artigo "Gradings on the Algebra of Upper Triangular Matrices and Their Graded
Identities", referéncia [24], ao qual é dedicado o terceiro capitulo desta dissertacao. Para
isso utilizaremos como base o livro "A First Course in Noncommutative Rings", que se
encontra em |[25].

Definicao 1.1.63 Sejam A uma dlgebra e I um ideal proprio de A, entao ele € dito ideal
maximal & esquerda de A, se I # A e nao existe um ideal J a esquerda de A proprio,

tal que, I esteja contido propriamente em J, ou seja, se I C J C A entdo ou J = A ou

J=1.

Exemplo 1.1.64 Seja My(K) a dlgebra das matrizes 2 x 2. O ideal a esquerda
I = {a € My(K); a;j = 0sej > 1} de My(K) visto no Exemplo 1.1.15 é um ideal

mazximal & esquerda de My(K).

Seja J um ideal a esquerda de My(K) tal que I C J, consideremos a € J — I, teremos
12 possibilidades para a, ao qual se dividem em 3 casos, com ayy, @12, A21, G2 7 0 sempre

que aparecerem nas matrizes:
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(i) 1° caso:

a11 a2 a; 0O a11 a2 0 a a;; 0O 0 ap
a0 ’ Q21 A12 ’ 0 ax ’ a21 A22 ’ 0 ax 7 az 0O

Se a for igual a uma dessas matrizes temos que o seu determinante serd diferente

de zero, e portanto, a serd invertivel, ou seja, J = My(K).

air a9 0 0 0 12 0 0
OO’aglagg’OO’OaQQ'

Se a for igual a uma dessas matrizes, por J ser um subespaco vetorial, temos que,

(ii) 2° caso:

considerando b € I, tal que

b11 O
b= bi1,b 0,
[b21 O] com 011, 021 7"é

temos que a +b € J, e o determinante de a + b € diferente de zero, e portanto,

também temos uma matriz invertivel em J, obtendo novamente que J = Msy(K).

0 a a2
, .
0 a Q21 A22

Se a for igual a uma dessas matrizes, escolhemos a matriz b tal que

p |7 O
0 0

assim, a+b serd wuma matriz do primeiro caso, e temos novamente que J = My(K).

(111) 3° caso:

Logo, I € de fato um ideal maximal o esquerda de My (K).

Definicao 1.1.65 Seja A uma dlgebra definimos o radical de Jacobson como sendo a

intersecao de todos os ideais maximais d esquerda de A, e o denotaremos por radA.

O teorema a seguir contem um famoso resultado devido ao algebrista Heinrich Mas-
chke, em 1898.

Teorema 1.1.66 Se G € um grupo finito e F' um corpo de caracteristica zero, entao o

radical de Jacobson da dlgebra de grupo FG € nulo.

Para a demonstracao desse teorema acima ¢ recomendavel a referéncia [25]. Quando
uma algebra tem o seu radical de Jacobson nulo dizemos que ela é uma algebra semissim-
ples. Observe que a defini¢ao de radical de Jacobson é possivel, pela garantia da existéncia
dos ideais maximais a esquerda que segue do Lema de Zorn. Enunciaremos a seguir o
lema, e em sequéncia demonstremos esse resultado.

Lema 1.1.67 (Lema de Zorn) Seja S um conjunto nao vazio parcialmente ordenado. Se

toda cadeia em S tem uma cota superior em S, entao S tem um elemento maximal.
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Teorema 1.1.68 Seja A uma dlgebra, entao ela tem pelo menos um ideal maximal @

esquerda.

Prova. Seja I' o conjunto de todos os ideais a esquerda de A diferentes de A. Ordenemos
I' pela inclusao de conjuntos. Note que I' é diferente do vazio pois 0 € I'.

Para aplicar o Lema de Zorn devemos mostrar que toda cadeia em I[' tem uma cota
superior em I'. Seja entao (/,) ser uma cadeia de ideais em I', entdo para cada par de
indices «, 8 noés temos I, C Ig ou Iz C I,.

Seja I = U,l,. Entao I é¢ um ideal a esquerda de A e 1 € I ja que 1 ¢ I, para todo
«a. Portanto, I € I', e I é uma cota superior da cadeia. Portanto, pelo Lema de Zorn I

tem o elemento maximal, ou seja, A tem um ideal maximal a esquerda. m

Definigao 1.1.69 Sejam M um espaco vetorial e A uma dlgebra. M € um A-mddulo a
esquerda, se para cada a € A e a cada m € M, estd associado um elemento am € M, de

modo que as sequintes condigoes sao satisfeitas:
i. (a1 + ag)m = aym + asm;
it. a(my +mgy) = amy + ams;
iti. aj(agm) = (ajag)m;
. Aam) = a(Am) = (Aa)m;
v. Im=m

para todo m,my,mg € M, a,ai,a3 € A, \,1 € K.

Definicao 1.1.70 Um submddulo N de M € um subespaco vetorial de M tal que an € N
para quaisquer a € A en € N.

Em seguida provamos um lema que caracteriza os elementos de radA em termos dos
elementos invertiveis & esquerda de A, e em termos dos médulos A simples a esquerda.

Vejamos a definigao de A-modulo simples.

Definigao 1.1.71 Seja M um A-modulo a esquerda. Diremos que M ¢é um A-maodulo

simples se admaitir apenas M e 0 como submaodulos.

Lema 1.1.72 Para y € A, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) y € radA;
(2) 1 —xy € invertivel & esquerda para todo x € A;

(8) yM = 0 para todo A-modulo M simples & esquerda.
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Prova. (1) = (2) Suponhamos que y € radA. Se para algum x,1 — zy nao for invertivel

a esquerda, entdo A(l —zy) C A é um ideal a esquerda de A, portanto esté contido em

algum ideal J maximal & esquerda de A. Mas 1 — zy € J e como y € radA entao y € J,

logo xy € J, assim, pelo fato de J ser um subespaco vetorial temos que
l—azy+ozy=1¢J,

uma contradic¢ao.

(2) = (3) Suponhamos que ym # 0 para algum m € M. Entdao Aym é um submo-
dulo & esquerda de M e diferente de 0. Logo, como M é simples devemos ter Aym = M.
Em particular, m = zym para algum x € A, e (1 — zy) tem inverso & esquerda por (2),
assim, obtemos que m = 0, uma contradigao.

(3) = (1) Para qualquer ideal J maximal & esquerda, A/J é um A-moédulo simples,
por (3), yA/J = 0 o que implica que y € J. Por definigdo, nés obtemos que y € radA.
|
Agora, vejamos o préoximo exemplo.
Exemplo 1.1.73 Sendo U, (K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem

n sobre um corpo K, entdo
radU,(K) = {a € U,(K) | a tem a diagonal nula}.
Sejam I = {b € U,(K) | b tem diagonal nula}, b € I e a € U,(K). Do Ezxemplo 1.1.19

temos que ab tem a diagonal nula, portanto det(Id — ab) = 1, logo Id — ab é uma ma-

triz invertivel para qualquer matriz a € U,(K), portanto, pelo Lema 1.1.72 temos que
b € radU,(K), portanto, I C radU,(K).

Agora, suponhamos que radU,(K) Z I e ¢ € radU,(K) mas ¢ € 1. Entao para algum
i€{l,...,n} temos que c;; # 0. Seja b a matriz diagonal tal que as entradas nao nulas

sdo os elementos ¢t

o, sempre que ¢; # 0. Assim, det(Id — ab) = 0, logo Id — ab ndo
serd invertivel a esquerda, o que contrdria o Lema 1.1.72, portanto radU,(K) C I, e
concluimos que radU,(K) = 1.

Em seguida, faremos as proximas defini¢oes para enunciarmos o tltimo resultado desta
subsecao.

Definicao 1.1.74 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal
nilpotente de indice de milpoténcia n, se n € o menor natural tal que a; ...a, = 04 para
quaisquer ay, . ..,a, € I. Utilizamos a notacao I = 04 para indicar que o produto de

quaisquer n elementos de I € zero.

Exemplo 1.1.75 O ideal radU,(K) = {a € U,(K) | a tem a diagonal nula} é nilpotente

de indice de nilpoténcia n. E possivel perceber isso no Exemplo 1.1.43.

Definicao 1.1.76 Uma dlgebra A € artiniana a esquerda se toda cadeia descendente de

1deais a esquerda de A € estaciondria.

Teorema 1.1.77 Seja A uma dlgebra artiniana & esquerda. Entao radA € o maior ideal

a esquerda nilpotente, e também € o maior ideal a direita nilpotente.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada na referéncia [25].
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1.2 Algebras Graduadas por um Grupo

1.2.1 Definicoes Iniciais

Definicao 1.2.1 Um conjunto com uma operacao associativa € chamado de semigrupo.

Podemos fazer a definicao de uma algebra G-graduada considerando G, apenas, como
sendo um semigrupo.

Definicao 1.2.2 A dlgebra A ¢ G-graduada se ela pode ser obtida através de um decom-

A=A,

geG

POSICao,

ou seja, como soma direta dos subespagos vetoriais A, tal que, para todos
g,h € G, A A, C Agy.

De agora em diante, consideraremos apenas um caso especifico de semigrupo, quando
G é um grupo. Vejamos a proxima observacao e em seguida exemplos de graduacoes.

Observagao 1.2.3 Destacamos que:

(i) A partir da defini¢ao € claro que qualquer a € A pode ser escrito unicamente como

uma soma finita
a:Zag; ag € Ay
9€eG

(11) Os subespagos A, sao chamados de componentes homogéneas de A e diremos que o
elemento a € homogéneo se a € UgecAy. Quando a for diferente do elemento nulo
da dlgebra A, existe um tnico g € G tal que a € A, pois a soma na graduagdao de A
¢ direta. Assim, podemos definir o conceito de grau da sequinte forma, deg(a) = g
se a € A,. Perceba que para o elemento nulo nao faz sentido essa defini¢ao, pois

ele sempre pertence a Ay para todo g € G.

(111) Um subespago B C A € graduado se B = @yec(B N A,). Em outras palavras, B €

graduado se, para qualquer b€ B, b= )" __.b, temos que b, € B para todo g € G.

geG
De modo andlogo, definimos subdlgebras graduadas, ideais graduados, etc.

(iv) Note que se H é um subgrupo de G, entio A" = @pepAn € uma subdlgebra de
A, e, além disso, mostraremos que € graduada. De fato, se g nao pertence a H,
entdo, A, N A" = {0} e se g pertence a H, entao, A;,N A" = A,. Portanto, A’ =
Bgec(A' N Ay). Em particular, se e é a unidade de G, A, é uma subdlgebra de A,
pois {e} é subgrupo de G.

(v) Quando o grupo G € o trivial, o conceito de dlgebra G-graduada reduz-se ao conceito

de dalgebra ordindria.
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Exemplo 1.2.4 Qualquer dlgebra A pode ser graduada por qualquer grupo G da sequinte
forma, A= A, e Ay =0 para qualquer g # e. Essa € a chamada graduacao trivial. Note
que dessa forma A € igual a soma dos subespacos A, para todo g € G, e além disso, é
soma direta. Também temos que AyA, C Ay, pois se g = h = e temos AjA, = AcAc = A
por outro lado Ay, = Aee = Ae = A, e se g # e ou h # e temos que A;A;, = 0, logo
AgAn C Ay, para quaisquer g,h € G.

Exemplo 1.2.5 Seja A = My(K) com Ay e Ay definidos da sequinte forma,

0 0
Ay = i aj, a0 € K 5, A = 2 ;a12,a91 € K
0 ag az 0

obtemos que A € Zs-graduada.

De fato, seja a € A, temos que,

Q11 Q12| 011 0 0 anp
a= = + ,
Qo1 Q22 0 ax a0

onde, messa soma, a primeira matriz pertence a Ay e a sequnda matriz pertence a Ay, ou
seja, A C Ag + Ay. Claramente temos a inclusao contrdria. Logo, temos a iqualdade que
precisamos, A = Ay + Ai. O proximo passo, € verificarmos se essa soma € direta, para
isso, verifiquemos que AgNA; = {0}. Seja b= (b;;),1,7 € {1,2}, tal que, b € AgN A, en-
tao temos que b € Ay, logo, bis = by = 0, também temos que b € Ay, logo, by; = byy = 0,

portanto, concluimos que b € identicamente nula.

Agora, para finalizarmos o processo de verificacao de que a decomposi¢ao acima € uma
graduacao, note que € possivel verificar diretamente a inclusao AyA, C Agy. Vejamos para

o caso, g = h =1, temos que

0 192 0 CL/12 - (112(1,/21 0
ay; 0| |ay O 0 a210]y

portanto, A1 A1 C A1y = Ap.

€ Ay

A proxima proposicao traz uma maneira de verificarmos se uma decomposicao de uma
algebra ¢ uma graduacao.

Proposicao 1.2.6 Sejam G um conjunto nao vazio e A um espago vetorial. Sejam [,
onde g € G, subconjuntos de A tais que UyeeSy € uma base de A e B,N B, =0 sempre que
g # h. Entio A = @yecAy, onde A, € o subespago de A gerado por B,. Além disso, se G
€ um grupo e byb, € Ay sempre que by € B, e by, € By, entdo a decomposi¢ao A = @y,
€ uma G-graduagdo em A.

Prova. Inicialmente, provaremos que A ¢ a soma dos subespagos A,. Consideremos
Ugec By a base de A. Seja a € A, podemos escrever esse elemento como uma combinacao
linear dos elementos dessa base. Sem perda de generalidade suponhamos que
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a=Aci+ Aaca+ -+ ey

onde ¢; € By, e \; € K. Entao \;c; € A, assim teremos que a pertence a soma dos subes-
pagos A,, portanto A também estara contido na soma desses subespacos. Por outro lado,
temos que a soma dos subespagos A, estd contida em A, logo A é a soma dos subespagos

A

g-

Agora mostraremos que essa soma dos subespacos é direta. Suponhamos que exista
um elemento a € Ay N@geg—1ny Ay, entao podemos escrever a como combinagao linear em
relacao a duas perspectivas, ou seja, para a € A;, podemos escrever a como combinagao
linear de elementos de 3, considerando «; € K e b; € 3}, temos,

a = a1by + agby + - - - + by,
para a € ®geq—{n} Ay, considerando ¥; € K, e d; € 3,, com g # h, temos
a = YPrdy + Pady + - - - + Ppdy.
Deste modo concluimos que,
a1by + agby + - -+ anby — Yrdy — thady — -+ — Ypdy, = 0

note que, nos conjuntos {by, by, ..., b,} e {dy,ds, ..., dx} os elementos sdo dois a dois dis-
tintos, e como f, N B, = () sempre que g # h, também temos que os b; sdo distintos dos
d;, dessa forma, a soma acima serd composta por elementos da base de A dois a dois
distintos, portanto cada escalar em K terd que ser nulo, e assim, concluimos que a = 0.

Para concluirmos mostremos a seguinte inclusao A;A;, C Ay, para todo g, h € G. Seja
ag € Ay e ap € Ay, entdo existem elementos b € 3, d; € 3, e escalares aj, ¢ € K, tais
que,

ag = ayby + by + -+ al b,

an = Yidy + Pody + - -+ Yl

n k
(gp = Z Z aiwé(bid})

i=1 j=1

comi=1,...,nej=1,--- k Se bsb, € Ay, sempre que b, € 3, e b, € 3, entao
teremos que cada parcela da soma acima pertence a Agy,, assim, aga, € Agy, portanto
AgAh C Agh- |

Observe aplicacoes dessa proposi¢ao nos proximos exemplos, veja como ela ¢é til para
provar que certas decomposicoes sao graduacoes para algebras.

Exemplo 1.2.7 A dlgebra associativa livre A = K(X) tem a Z-graduag¢ao natural dada
pela sequinte forma A = ®,czA,, onde A, =0 sen <0, e A, € o subespaco vetorial que
tem como base todos os mondémios de grau n, no caso em que n > 0. Consideremos [3, o
conjunto formado pelos elementos da base de A,. E claro que B, N By = 0, também temos
que, UpczBn € uma base de A. Como o grau do produto de dois polindmios nao nulos em
K(X) € a soma dos graus de cada parcela temos que se b € 5, e c € B, entdo bc € Agyp,.

Pela Proposi¢ao 1.2.6 a decomposi¢cao acima € uma Z-graduagao.
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Exemplo 1.2.8 A dlgebra de grupo A = F'G ¢é naturalmente graduada por G, tomando 0s
subespagos da sequinte forma, A, = Spanp(g). Observe que A, tem como base B, = {g}
e que By N By, = 0 sempre que g # h, além disso UyecBy = G que € a base de A. Sendo G
um grupo, e com Ay, = Spang(gh), logo, dado by, € By, by, = g e b, € By, b, = h entdo
bybn, € Agy. Portanto, podemos aplicar a Proposicao 1.2.6 e que com isso obtemos que de

fato A = ®,eqA, € uma G-graduagao.
g g

Exemplo 1.2.9 Sejam K um corpo com charK # 2, A = My(K) e seja G = (a) x (b)

sendo o produto direto de dois grupos ciclicos de ordem dois. Entdo defina

boawespnef 001

Vamos mostrar que A = ©gecAy e AgAn = Agy, para todo g, h € G.

0 1

Ay =29
-l

Sejam

0 3 P

note que as matrizes desses subespagos sao distintas entre si, logo teremos que B,N B, = ()
sempre que g # h, com g,h € G. Além disso, sao linearmente independentes e geram
My(K), portanto Ugecf, € uma base para My(K). Assim, pela Proposi¢io 1.2.6 temos
que My(K) = @yeciy.

Agora, sejam as matrizes me, My, My, My, aS geradoras dos respectivos subespacos

Bes Ba, B, Bap. Analisando, obtemos as sequintes relagoes,

2 2
Map = MMy, MMy = —MpMyg, M, = My = Mg,

dai seque que mgmy, € Agn para quaisquer g,h € G. Portanto, utilizando novamente a
Proposi¢ao 1.2.6, obtemos que a decomposi¢o My(K) = @geqAy € uma G-graduagio em
My(K). Além disso, observe que, pelas igualdades acima temos que AyA, = Agp, para

quaisquer g, h € G.

Observacao 1.2.10 Se charK = 2 temos que 1 = —1, entao

10
0 1

portanto, a soma dos subespacos acima nao seria direta.

€ A, Ag,
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Exemplo 1.2.11 Sejam A = M, (K) a dlgebra de matrizes n x n sobre K e G um grupo
arbitrario. Dada qualquer n-upla (g1, ga, - - ., gn) € G", podemos definir a G-graduagao de
A da sequinte forma,
Ay = Spang{eilgi " g9; = g}

onde e;; sao elementos da base candnica de A. Observe que A, € o subespago que tem
como base B, = {e;jlg: " g9; = g} e que B, N By, =0 sempre que g # h, além disso UyeafB,
¢ uma base de A. Se e;; € B, entao gflgj =g, e seey € By entio g, g, = h, ao
calcularmos e;jey, obtemos 0 como resultado sempre que j # k, caso contrdrio, obtemos
ei. Observe que em ambos os casos temos que estao contidos em Ay, pois O pertence a
todos o0s subespagos, e sendo j =k temos gh = ¢; " grgr"rgq1 = g1, ou seja, ey € Agp.
Portanto, podemos aplicar o resultado da Proposicao 1.2.6, sendo de fato A = ©yeaiy

uma G-graduacao. Essa graduagdo € conhecida na literatura como graduagao elementar

de M, (K).

Exemplo 1.2.12 Seja E a dlgebra de Grassmann (Exemplo 1.1.36), e sejam Ey e Ey
0s subespagos vetoriais da dlgebra E gerados pelos conjuntos {1,e; e, ...€; | m par}, e
{ei €iy...;, | k impar} respectivamente. Vamos mostrar agora que E = Ey@ Ey € uma Zs-
graduagao. Se considerarmos fo = {1, e, €, ... ;.| m par } e 51 = {e; €4y...;,| k tmpar }
temos que Bo N Py = 0, e além disso, By U By € uma base para E. E imediato, que para
quaisquer g, h € Zy e quaisquer by € By e by, € B, temos que byby, € Eyyp. E assim, pela
Proposi¢cao 1.2.6 mostramos a que esta decomposicao € de fato uma Zso-graduacao.

O proximo exemplo contém a Z,-graduacao para a algebra das matrizes triangulares
superiores que usaremos no Capitulo 2.
Exemplo 1.2.13 A dlgebra U,(K) das matrizes n X n triangulares superiores tem uma
L-graduagao natural dada por, U,(K) =Vo® Vi & ... & V,_1, onde

Vi=A{a1i11€1i01 + agiv2€2i42 + -+ Qpoinbnoin | ars € K}, 0<i<n-—1

Mostremos que de fato, essa decomposi¢cao citada acima € uma Z,-graduacao. Inici-
almente, provaremos que U,(K) € a soma dos subespacos Vo, Vi, ..., V,_ 1. Seja a matriz
elementar e;; com j > 1 temos e;; € Vi, onde k = j — i, entao os elementos da base de
Un(K) pertencem a algum Vi. Portanto U, (K) = Vo+Vi+---+V,_1. Agora mostraremos
que essa soma dos subespacgos € direta. Se considerarmos a sequinte soma, na qual cada

elemento v; pertence a Vi, e 0 € o elemento nulo de U, (K)
U0+01+U2+"‘+0n72+?}n:0,

temos como resultado a sequinte igualdade,

a1 A2 a3 o Qip—1 anp 000 -- 00
0 Q292 dA23 - a2 n—1 A2n 000 --- 00
0 0 assz - asn—1 asn 000 -+ 00
0 0 0 - Guin1 Gnotn 000 - 00
0 0 o - 0 Q. 000
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onde 0s a, s, com 1 <r < s <n, sao os escalares tais que
Vi = Q1441€1,441 T A2442€2 42+ + Qi nCn_in,
1 =0,...,n—1. Assim, todos 0s a,s na primeira matriz sao elementos nulos, portanto,
Vg =V =VU3="++=10Up_9 =10, =0.

Para concluirmos mostremos a sequinte inclusao V;V; C Viy;, onde i e j pertencem ao
conjunto {0,1,...,n—1} e a soma i+ j € modulo n. Note que e;; € Vj, se, e somente se
j—1 =k, ealém disso, para provar a inclusao basta considerarmos os elementos da base.
Seja epy € Vi € eym €V, se W # w entio epyeym = 0, € assim, epyeym € Viyy. Se
w' = w entao epy Cuym = €im, COMO €1y € Vi temos w —1 =1 € ey, € Vi temos m —w = k,

logo, m — 1l =1+ j, e assim, e, € Viy;. Portanto, V;V; C Viy; .
Observacgao 1.2.14 Para essa graduacao ainda € possivel notar que:

1. O subespaco Vi consiste de todas as matrizes diagonais.

2. ViVi=0sei+j>n.
Seja e,s € V; temos que s — 1 =1, assim, s =1 +1 € e, € V; temos que u —t = 7,
resultando que, u = j +t. Se s =t temos e,s€y, = €py, masu =75+ s =75+ 1r+1,
como i+ j > n, temos que u > n, absurdo, pois u € {1,2,...,n}. Entio devemos

ter s #t, e assim, e,sey, = 0. Portanto, V;V; =0 se i+ j > n.
Para finalizarmos essa subsecao veja a proxima proposicao e um exemplo.

Proposigao 1.2.15 Sejam A uma dlgebra G-graduada e 14 a sua unidade, entao 14
pertence a A., com e sendo o elemento neutro de G.
Prova. De fato, considerando a G-graduagao de A, temos que, como 14 € A = @4y,

entao teremos que
Ly =ac+ag, + - +ay,

com a; € Ay, para quaisquer g; € G, além disso esses elementos do grupo sao dois a dois
distintos. Agora, consideremos h € G e a € Ay, obtemos que

apla = ap(ae +ag, +---+ay,)

Gp = QpGe + Apag, + - - - + Apayg, -

Assim, temos que o deg(ap) = h, como deg(apay,) = hg;, segue que se hg; # h entdo
apag, = 0, assim, resta apenas um caso para hg; = h, quando g; = e. Logo, a, = apa.,
de modo analogo a.a; = ay, portanto, a.a = aa., = a e dai segue que 14 = a., ou seja,
lyeA.,. =

Exemplo 1.2.16 Sejam A = ©yecAy uma G-graduacao e a € A um elemento homogeé-

2

neo, com a # 0. Se a € idempotente, isto €, a* = a, tem-se que a € A,.

Note que, como a é um elemento homogéneo entao temos que existe g € G tal que
a € Ay, assim, para a® teremos que a* € Ay, mas como a* = a, logo g> = g, e portanto,

g=e.
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1.2.2 Identidades Polinomiais Graduadas

Primeiramente, para definirmos o conceito de identidades polinomiais G-graduadas
faremos a construgao da algebra livre K(X) G-graduada.

Definigao 1.2.17 Seja {X, | g € G} uma familia de conjuntos enumerdveis e dois a dots

disjuntos. Considere X = UyeaX, a dlgebra livre K(X), na qual,
deg(1) = e e deg(x1zy ... xy) = deg(x1)deg(xs) . .. deg(xy,)

sendo deg(z;) = g se x; € X, assim, para m um mondémio de K(X), dizemos que deg(m)

€ o G-grau de m. Agora, note que, seja g € G, se considerarmos
K(X), = (m | m € o monémio de K(X),deg(m) = g)
obtemos que
K(X) = ®gecK(X), e K(X),K(X), € K(X)gsn,Yg,h € G.

Assim, K(X) € uma dlgebra G-graduada, chamada de dlgebra livre G-graduada.

De modo semelhante ao que temos em algebras, temos que para toda algebra G-
graduada A, toda funcéo o : Uge X, — A tal que a(X,) C A,, para todo g € G pode ser
estendida a um tnico homomorfismo de algebras graduadas (Definigao 1.2.32).

Definicao 1.2.18 Seja A uma dlgebra G-graduada dizemos que um polindémio
f=flxy,z9,..,2,) € K(X)

¢ uma identidade polinomial G-graduada para A se f(ay,as,...,a,) = 0 para quaisquer
a; € Agege;) cOmi=1,..,n.

Em outras palavras, f torna-se zero quando substituirmos suas variaveis por elementos
homogéneos de A com o mesmo grau que as respectivas variaveis. E importante notar que,
quando estamos trabalhando com identidades graduadas para A, a algebra K (X) também

tem sua graduacao através do mesmo grupo de A. Agora vejamos alguns exemplos de
identidades graduadas.

Exemplo 1.2.19 Seja A = deG@Ag uma dlgebra G-graduada com a graduacao tri-
vial, definida como, A = A e A, = 0 para qualquer g # e. Se deg(x1) € G — {e}, entao
o polinomio x1 é uma identidade G-graduada de A, pois, com deg(z1) € G —{e} teremos

que Ageg(zy) = 0, assim ay = 0 sempre que a1 € Ageg(a,)-

Exemplo 1.2.20 Seja A = My(K) com a Zs-graduacio do Exemplo 1.2.5,

A=d | Naaerx b 4= 1% cer V.
0 d c 0

Entao f(x1,x2) = [11, 2] € uma identidade Zo-graduada de Mo(K) se

deg(z1) = deg(x2) =0

46



Exemplo 1.2.21 Seja E a dlgebra de Grassmann com a Zo-graduacao do Exemplo 1.2.12.
Como ab = —ba para quaisquer elementos a,b € Ey, temos que f(x1, 1) = X129 + T2 €
K(X) onde K(X) é a dlgebra livre Zs-graduada, com deg(xi) = deg(xs) = 1, € uma
identidade Zs-graduada de G.

Semelhante ao caso ordinario, também existe a necessidade e a preocupacao de termos
conhecimento sobre o conjunto das identidades graduadas de uma &algebra. Veja a sua
definicao e alguns resultados.

Definigao 1.2.22 Seja A uma dlgebra G-graduada, definimos o conjunto
Id"(A) ={f e K(X)| f=0em A}

das identidades polinomiais G-graduadas de A.

Assim como no caso ordinério, temos que dada uma algebra A o conjunto de todas as
suas identidades polinomiais G-graduadas ¢ um ideal de K (X).

Exemplo 1.2.23 Seja K(X) com uma G-graduagao, entdo o ideal [d9"(A) é G-graduado.

Pelo item (iii) da Observagao 1.2.3, temos que mostrar que dada uma identidade

flx1,...,z,) € 1d9(A) tal que

flzy,... x,) = ng(xl,...,xn)

geG

entio fy(x1,...,2,) € 1d9"(A). Desse modo, seja f(x1,...,x,) € 1d%, temos que, para

0s elementos ay,...,a, € A tal que a; € Ageg(ay),
0= flay,...,a,) = ng(al,...,an),
geG
como fylay,...,a,) € Ay € a dlgebra A é soma direta dos subespagos A, obtemos que
folar, ..., a,) =0 para quaisquer ai,...,a, € A, tais que, a; € Ageg(z,). Assim, conclui-

mos que f, € 1d9"(A), e portanto, 1d9"(A) é G-graduado.

A G-graduagao de um ideal é importante para que possamos ter uma G-graduagao na
algebra quociente, vejamos agora como ¢é possivel obter isso, através da proxima proposi-
Gao.

Proposicao 1.2.24 Se I é um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A entio A/I
¢ uma dlgebra G-graduada, considerando (A/I), = {a+ Ila € A,}.

Prova. Primeiramente vejamos que A/l = 3 _,(A/I),. Dado um elemento em A/I
temos que ele é da forma a+ 1, com a € A, como A = @yeq A, ¢ graduada, entao obtemos

que,
a+1= (Zag) —|—I:Z(a9+l)

geG geG

assim, a + 1 € > geG(A/I )g- Agora, verifiquemos que essa soma é direta. Suponhamos
que deG(ag + I) = 0, assim, deG a, € I, com I sendo G-graduado, entao, a, € I,
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portanto, a, + I = 0, logo, podemos concluir que, A/l = Gyeq(A/I),.

Resta mostrarmos que (A/I),(A/I)y C (A/I)gn. Dado um elemento a, + I € (A/I),
e um elemento aj, + I € (A/1);, entdo temos que,

(ag+ I)(ap + 1) = (agan) + 1
como A é graduada, ent@o temos que ayay € Ay, logo, (agarn) +1 € (A/I)y,. m

Defini¢ao 1.2.25 Seja K(X) a dlgebra livre G-graduada. Um ideal I de K{(X) é dito
ser um Tg-ideal se V(1) C I para todo endomorfismo G-graduado ¥V de K(X).

Analogo ao caso ordinario, temos que o ideal Id9"(A) é um Tg-ideal, e assim como
vimos no caso ordinario, existe uma nocao de base para as identidades polinomiais gra-
duadas.

Defini¢ao 1.2.26 Dado um conjunto S C K(X), o Tg-ideal gerado por S € a interse-
¢ao de todos os Tg-ideais de K(X) que contém S. Seja A uma dlgebra G-graduada e
S C Id(A) tal que Id9"(A) = (S)9", dizemos que S € uma base das identidades polino-
miais graduadas da dlgebra A. Os elementos de (S)9" sdo chamados consequéncias dos

polindomios de S.

No Capitulo 2 discutiremos sobre as identidades graduadas para a élgebra U, (K) com
a Zn-graduagao natural e iremos exibir uma base finita para o 77, -ideal das identidades
graduadas, ja no Capitulo 3 fazemos, de modo mais geral, uma discussao sobre as iden-
tidades de U, (K) para uma graduagao elementar qualquer por um grupo arbitrario. A
seguir apresentamos alguns exemplos de bases para as identidades graduadas de certas
algebras.

Exemplo 1.2.27 Sejam A = @®yeqAy uma dlgebra G-graduada com a graduacao trivial
e S um subcongunto de K(X). Se

Id(A) = (f(x1,...,x,)| f(z1,...,2,) €S)

entao

1d7(A) = (f(yr,- - yn), ul deg(yi) = e, f(z1,...,25) €S, deg(u) € G —{e}),
com u sendo uma varidvel qualquer, desde que deg(u) € G — {e}.

Exemplo 1.2.28 Seja a dlgebra My(K) munida da Zo-graduagdo descrita no Ezemplo
1.2.5. Di Vincenzo [7] provou que 1d9" (My(K)) = ([y1, Y2, 212225 — 232221), no caso em
que K € um corpo de caracteristica zero, Koshluskov e Azevedo [22], no caso em que K é

um corpo infinito de caracteristica qualquer, aqui y,,ys € Xo € 21, 29, 23 € X7.
Também temos a nocao de variedades para algebras graduadas, essa nocao sera impor-

tante quando formos trabalhar com a élgebra graduada relativamente livre no Capitulo
2, ambas serao definidas agora.
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Definigao 1.2.29 Dado um conjunto nao vazio S C K(X), a classe de todas as dlgebras
G-graduadas tais que f = 0 para todo f € S € chamada de variedade V determinada
por S. O conjunto das identidades satisfeitas por todas as dlgebras de uma variedade V
¢ um Tg-ideal de K(X) e é denotado por 1d" (V). Se V é uma variedade e A é uma
dlgebra G-graduada tal que 1d9"(A) = 1d9" (V) dizemos que V € a variedade gerada por A,
denotada por V(A) . Seja’Y um conjunto, a dlgebra Fy (V) na variedade ¥V é chamada de
dalgebra graduada relativamente livre em V se € livre na classe V e livremente gerada por
Y.

A seguir, veja alguns resultados interessantes de [d9"(A).

Proposicao 1.2.30 Seja A = ®yecqAy uma dlgebra graduada por um grupo G, e seja
B = ®4ecq By uma subdlgebra G-graduada de A. Entao

Id7"(A) C 1d"(B).
Prova. Como B é uma subédlgebra G-graduada de A, temos
By, C A, para todo g € G.
Considere um polinémio f(Z g4, iy - - - s Lgnin) € 1d9"(A). Temos que

f(bgliu bgﬂév R bgrir) =0

para todo by, € By,,...,bg. € Bg., pois by € Ag,....bg. € Ay . Portanto
f(xgﬂmxyziw s 73[79»»%) € ]dgr(B)' u

Proposigao 1.2.31 Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagdo tais
que 1d9"(A) C 1d9"(B), entao Id(A) C Id(B). Em particular, se 1d9"(A) = 1d9"(B),
entio 1d(A) = Id(B).
Prova. Note que da Observacao 1.2.3, segue que qualquer b € B pode ser escrito unica-
mente como uma soma finita

b= by; b, € B,

geG

Agora, consideremos a algebra livre K(X), com X = {z1,25,...} um conjunto enu-
meravel e mostremos que dado f(xy,...,z,) € Id(A), entdo f € Id(B). Sejam by, ..., b,
elementos de B, escrevemos b; = ) e biy. Para cada i = 1,...,n, escolnemos z;, € X,
tal que g € G, sendo G’ o conjunto dos elementos g de G tais que b;, é diferente de zero
para algum i, e definimos o polinémio

h = f(z L1,y Z xn,g)'
geG geG
Substituimos z;, por a;; € A4 no polindémio h, e sendo h o resultado temos que
E:f(Zalg,...,Zang) =0,
geG’ geG’
e portanto, h € Id9"(A). Logo, h € 1d9"(B). Fazendo entao as substitui¢oes z;, = b;g,
parai=1,...,ne g€ G, temos
0=F1(D bigi-y Y bug) = flbr,... by).
geqG’ geqG’

Portanto, f(by,...,b,) € Id(B). Se Id9"(A) = Id9 (B), entao Id9" (A) C Id9"(B) e
Id"(B) C Id"(A), logo temos que Id(A) = Id(B). =
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1.2.3 Homomorfismos de Algebras Graduadas

Definigao 1.2.32 Sejam A e B dlgebras G-graduadas. Uma aplicacio ¥V : A — B €
dita ser um homomorfismo de dlgebras graduadas, se W € um homomorfismo de dlgebras
que satisfaz W(A,) C By para todo g € G. De modo andlogo, definimos endomorfismos,

automorfismos e isomorfismos G-graduados.

Exemplo 1.2.33 Consideremos na dlgebra Ms(K) as Zo-graduagoes M3z(K) = Ao + Ay,
onde

a 0 c 0 b 0
Ay = 0 e 0|]|acegieKy eA = d 0 f|]|bd fheK
g 0 i 0 h 0
e M3(K) = By + By, onde,
a b 0 0 0 ¢
By = d e O||abdeicKy; eB =100 flle,f,gheK
00 i g h 0

Temos que a aplicagao V : M3(K) — M3(K) definida por

Ty T2 I3 Ty T3 L2
\ Ty X5 Tg = |7 X9 Iy
T7 Tg X9 Ty Tg Ty

€ um isomorfismo de dlgebras Zs-graduado. Basta vermos que

T1 T2 I3 U1 Y2 Y3
v Ty Ts Te Ys Ys Ye

T7 Ty Tg Y7 Ys Yo

T1Y1 + ToYs + T3Yr T1Y3 + ToYe + T3Yg T1Y2 + T2Ys + T3ys
= | X7y1 + TYs + ToY7r T7Ys + TgYs + ToYy TrY2 + TsYs + ToYs
Ty + T5Ys + TeY7  TaYs + TsYs + TeYo  TaY2 + TsYs + TeYs

Ty T3 T2 Y Ys Y2 1 T2 I3 Y Y2 Y3
= |27 w9 xg| |yr Yo ys| =V | |za x5 we| | V| |va Y5 ws
Ty Tg s Y4 Ys Ys T7 Tg Tg Yz Ys Yo
Além disso,
1 00 1 00
\\J 010 =10 1 0
0 0 1 0 0 1

a 0 c a c O
N 0 e O =|g 1 0| € By
g 0 1 0 0 e

20



0 b 0 00 b
v|ldo fl|l=100 h|eB.
0 h 0 d f 0

Exemplo 1.2.34 Seja M,(K) com a G-graduagio elementar induzida pela n-upla
g = (g1,-..,9,) € G™ vista no Exemplo 1.2.11 e considere ¥ : M,(K) — M,(K) de-
finido por

U(X)=C0XC
onde C' € uma matriz invertivel fizada. Se o grupo G € abeliano e a matriz C' € homogé-

nea, entao ¥ é um isomorfismo de dlgebras graduadas.

Claramente ¥ € uma transformacao linear, além disso,
U(X)U(Y)=CXC'CYC™ =0XYC™ = ¥(XY),
V(ld)=CI,C ' =CC! = Id,
portanto W € um homomorfismo de dlgebras. Mostremos que € um homomorfismo de
dlgebras graduadas, ou seja, W(M,(K),) C M,(K),. Entdo, seja X, € M,(K),, temos
que ¥(X,) = CX,C ', como C é homogéneo, logo C' € M, (K), assim, deg(C') = h, e
consequentemente C~1 € M, (K)p-1, assim teremos que

Cchil € Ahgh—l

como G é um grupo abeliano temos que hgh™' = g, portanto, podemos concluir que

U(M,(K),) C M,(K),, ou seja, ¥ é um homomorfismo de dlgebras graduadas. Agora,

sejam X, Y € M, (K), temos que, se ¥(X) = U(Y), logo CXC~™! = CYC™!, assim
clcxclc=cTlcycT'c= X =Y

portanto W € injetiva, além disso, dado X € M,(K) temos que ¥(C~'XC) = X, portanto,

U também € sobrejetiva. Assim, temos que VU € um isomorfismo de dlgebras graduadas.

Exemplo 1.2.35 Paran > 2, seja R; a subdlgebra G-graduada de U, (K') consistindo em
matrizes triangulares superiores de ordem n X n com zero nas entradas da j-ésima linha
e na j-ésima coluna, 1 < j < n. Entao R; € isomorfa a dlgebra graduada U,_1(K) com

respeito a G-graduagio elementar €; = (€1,...,6j_1,€j11,...,6,) € G" L.

Observe que as matrizes de R; sao da sequinte forma

ai;r Q12 ... a15-1 0 A15+1 ce Q1n
0 a929 ... a25—1 0 A25+1 ce Qon
0 Aj—15—-1 0 Aj—1j41 --- Qj—1n
’
0 0 0 0 e 0
0 0 e 0 0 Ajt154+1 -+ Qjtin
0 O 0 0 0 G,
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enquanto que eliminamos a j-ésima linha e a j-ésima coluna das matrizes de R; ficamos

com _ _
ai; a1 ... A15—-1 A15+1 Ce Q1n
0 99 ... A25—1 A25+1 Ce Qon

aj—15—-1 Qj—1541 --- Qj—1n

0 0 e 0 Ajt154+1 -+ QAjtin
0 0 ... 0 0 T .

Disso podemos observar que R; € gerada pelas matrizes elementares e;; com t,j variando
de 1 an, retirando as matrizes e;; que tenham linha j e coluna j, ou seja, e;; comi < j e
i,je{l,2,...,5—1,5,j+1,...,n}. EparaU,_1(K) a base € formada por e;; com i < j
ei,j€{1,2,....,n—1}. Seja 7 a bijegao dos indices das matrizes da base de R; com os
indices da base de U,_1(K), que preserva a ordem, ou seja, se i < j entdao 7(i) < 7(j)
e sei = j entio 7(i) = 7(j). Agora, seja V : R; — U,_1(K) uma transformagdo linear

tal que W(ei;) = era)r(j), como T € uma bijecio ¥ manda a base de R; na base de U, (K).

Por 4ltimo, verifiguemos que de fato W é um homomorfismo de dlgebras graduadas.
Veja que
U(ei)W(ers) = eriiyr(s)ertryr(s)

e 7(j) = 7(r) se, e somente se, j =r, por T ser uma bijegao, logo obtemos que
Ulei)W(ers) = eryr(i)errr(s) = ertiyr(s) = Wleis) = Wleyers).
Por outro lado, T(j) # 7(r) se, e somente se, j # r, por T ser uma bijecao, logo,
Wei)Ulers) = eriyriyertrrts) = 0= W(0) = Ueyers).

Portanto, de fato, ¥ ¢ um homomorfismo de dlgebras, nao € dificil mostrar que

U(R), CU,_1(K),, logo, ¥ é um isomorfismo de dlgebras graduadas.

A partir de agora veremos alguns resultados fundamentais de homomorfismos de al-
gebras graduadas.

Proposicao 1.2.36 Sejam A e B duas dlgebras, com A = @gecAy, G-graduada, e
Vv : A — B um isomorfismo de dlgebras, entdao a decomposicio B = @©geaBy, onde
B, = V(A4,), € uma graduag¢io em B. Além disso, essa € a unica graduagio em B tal que

W € um isomorfismo de dlgebras graduadas.

Prova. Observe que pela sobrejetividade de ¥, dado um elemento b € B, temos que
existe a € A, tal que, b = ¥(a), e utilizando a graduagao de A, obtemos

b="V(a) =V(ag, + - +ag)=V(ag)+ -+ ¥(agy)

com ag € Ag. Assim, claramente, B esta contida na soma dos By, e como ja temos a
inclusao contréria, temos que B ¢ igual a soma dos subespacos B,.
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Agora, verifiquemos que essa soma ¢ direta. Note que, dado b € B, N (ZheG\ (o) By),
temos que b = by e b = by, +-- -+ by, , no qual, by € B, e by, € By,. Da primeira igualdade
segue que

b=1b, =¥(a,) com a, € A,

e da segunda igualdade resulta que
b="bp, + - +by, =Y(an)+ - +Yan)=Yan + -+ ap,) com ay, € Ay,,
logo, obtemos que, ¥(a,) = Y(ap, + - -+ + ap, ), como U & injetiva, temos que
Qg = ap, + -+ ap,

ou seja, a; € Ay N (ZheG\{g} Ap). Mas, com A sendo G-graduada, temos que essa inter-
secao ¢ igual a zero, e portanto a, = 0, consequentemente b = 0, assim, podemos concluir
que B = @yeqBy.

Seja b, € By e by, € By, entao temos que,
by, = V(ay)¥(ap) = Y(azap) com a, € Ay, ap € Ay,

como agza, € Agp, entao byby, € By, portanto, B,B, C Bg,. Assim, concluimos que
B = @®yeqV(A,) é uma G-graduagdo.

Suponhamos que haja outra graduagao para B, B = @geccB,, como ¥ é um isomor-
fismo de dlgebras graduadas, entdo B) = W(A,) = By, dai segue a unicidade. =

Proposicao 1.2.37 Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas isomorfas, entao Id9"(A) =
1d9(B).

Prova. Sejam A = ®yecAy e B = @yeq B, algebras graduadas isomorfas, entao existe
um isomorfismo ¥ : A — B de algebras graduadas, temos que V(A,) = B,, para todo
g € G. Agora, consideremos um polinémio f(x1,...,z,) € Id9 (A). Sejam b; € Bgeg(a,) €
a; € Ageg(z;) tais que ¥(a;) =b;,i = 1,...,n. Entao temos

Flbrye b)) = F(U(a),. .., U(an) = U(f(ay,. .. a,)) = T(0) =0

portanto, f € Id9(B).

Agora, consideremos um polinémio g(z1,...,z,) € Id9"(B). Como ¥ é um isomor-
fismo, usemos a inversa, ¥ !, e obtemos que

g(ala s >an) = 9(‘11_1(51)7 ) \Ij_l(bn)) = \Ij_1<g(b17 s 7bn)) = \11_1(0) =0
portanto, g € Id9"(A). E assim, concluimos que [d9" (A) = Id"(B). m

O proximo teorema é classico no estudo de estruturas em Algebra, aqui veremos a
versao para algebras graduadas, o Teorema Fundamental dos Homomorfismos. Para isso,
também precisamos demonstrar o seguinte fato:

Proposigao 1.2.38 Sejam A e B dlgebras G-graduadas e V : A — B um homomorfismo
de dlgebras graduadas. Entao ker(V) é um ideal G-graduado.
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Prova. Pelo item (ii7) da Observacao 1.2.3, temos que mostrar que para qualquer
a € ker(V), com a = dec ag, segue que a, € ker(¥) para todo g € G. Assim, seja
a € ker(¥), entao temos que ¥(a) = 0, logo,

0="V(a) = ‘IJ(Z ag) = Z U(ay)

geG geG

0=> U(ay).

geG

assim,

Como ¥ ¢ um homomorfismo de algebras graduadas, considerando B = ®,cqB, uma
graduacao de B, temos que V(a,) € By, como B é soma direta de subespagos By, entao
obtemos que V¥(a,) = 0 para todo g € G. Portanto, a, € ker(¥) e concluimos que ker (V)
é G-graduado. m

Teorema 1.2.39 Sejam A e B dlgebras G-graduadas e f : A — B um homomorfismo
de dlgebras graduadas. Entao, existe um isomorfismo W : A/ker(f) — Im(f) de dlgebras

graduadas.

Prova. Seja ¥ uma transformacao linear dada por:
U Alker(f) — Im(f)

a+ ker(f) — f(a).
Sejam x + ker(f),y + ker(f) € A/ker(f), temos

U((z + ker(f)(y + ker(f))) = ¢ (xy + ker(f)) = f(zy) = f(x)f(y)
= V(z + kerf)U(y + kerf).

Vamos verificar que ¥ é um isomorfismo. Em relacao a sobrejetividade temos que,
dado y € Im(f) temos que existe z € A tal que f(z) = y. Assim,

Uz + ker(f)) = f(z) =y,

portanto W é sobrejetiva. Agora verifiquemos a injetividade. Se W (z + ker(f)) = 0 entao
f(z) =0ex € ker(f), logo x + ker(f) =0, portanto W é injetiva.

Dado um elemento em (A/ker(f)), ele é da forma a, + ker(f), com a, € A,. Aplicando
o isomorfismo ¥, obtemos que

U(a, + ker(f)) = f(a,)

como f é um homomorfismo de algebras graduadas, temos que f(ay) € B, por outro lado,
f(ag) € Im(f), logo f(a,) € By N Im(f), assim, obtemos que W((A/ker(f),) C Im(f),.
[

1.2.4 Polin6mios Multihomogéneos e Multilineares

Os conceitos de polinomios multihomogéneos e multilineares descritos nesta segao para
o caso graduado, também sao validos para o caso ordinario quando consideramos a gra-
duacao trivial.
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Definigao 1.2.40 Um polinémio G-graduado f € K(X) é dito homogéneo na varidvel
x; € X, se x; aparece o mesmo numero de vezes em todos os mondémios de f. Se f é

homogéneo em todas as varidveis, entao diremos que f € multihomogéneo.

Defini¢ao 1.2.41 Um polinémio G-graduado f € K{(X) € linear na varidvel x; € X,
se x; aparece apenas uma vez em cada mondémio de f. Se f € linear em todas as suas

varidaveis, diremos que f € multilinear G-graduado.

Proposigao 1.2.42 Se a dlgebra A G-graduada satisfaz uma identidade de grau k, entao

ela satisfaz uma identidade multilinear de grau < k.

A demonstracao dessa proposi¢ao é uma adaptacao do caso ordinario para o caso
graduado, descrita na referéncia [29]. Ela é importante, pois em seu percurso contém o
processo de multilinearizacao, a partir do qual obtemos uma identidade multilinear para
uma p.i. algebra a partir de uma identidade qualquer. Vejamos o proximo exemplo, que
usa o processo de multilinearizacao.

Exemplo 1.2.43 Considere polinémio f(x1,xs) = xoxizs € K(X) e multilinearizemos.
hi(y1, Yo, ©2) = Ta(yr + Y2)*T2 — Tayiws — Tay s

2 2 2 2
= ToY1T2 + ToY1Y2T2 + ToY2Y1X2 + ToYsTo — T2l To — T2YsTo
= TaY1Y2T2 + TaY2Y1T2.

Agora linearizando hy em relagao a varidvel xo temos,
ho(y1, Y2, 21, 22) = (21 + 22)y192(21 + 22) — ha(y1, Y2, 21)

+(21 + 22)y2y1 (21 + 22) — ha(y1, Y2, 22)
ha(y1, Y2, 21, 22) = 21Y1Y222 + 22Y2y121 + 22Y1Y221 + 21Y2Y1 22,

portanto, obtemos o polinémio multilinear ha(yy, Yo, 21, 22) = 21Y1Y222+20YoY1 21+ 22Y1Y221+

21YoY1 22 através do polindmio f(x1,T2) = xoxiws, que nao é multilinear.

Agora vejamos um importante resultado que tem como consequéncia que o 1d?"(A) de
uma algebra A é gerado por as suas identidades multihomogéneas quando K é infinito, e
que o [d9"(A) é gerado por as suas identidades multilineares quando char K = 0. Utili-
zaremos a notagao gr,, f para representa o grau da variavel z; no polinémio f no sentido
ordinéario, isto €, este é o maior nimero de vezes que x; aparece em algum monomio de f.

Teorema 1.2.44 Seja f(x1,...,2m) = D7, fi(71,...,2m) € K(X) onde f; ¢ a compo-
nente homogénea de f com grau j em x;.

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos entdo fij(x1,...,xm) € (f)? para j =
1,...,n.

(i1) Se a caracteristica do corpo € zero entao (f)*" admite uma base composta por uma

familia finita de polindmios multilineares.
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Prova. (i) Seja I = (f)9" o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos n + 1 elementos
distintos ag, ..., a, € K. Como I é um Tg-ideal, obtemos que

n
flajzy, xa, ..o T) :Zaj-fi(xl,xg,...,xm) el; j=0,1,...,n.
i=0

Consideramos estas equagoes como um sistema linear com incoégnitas f; parat =0,1,...,n.
Sendo o determinante

1 g ... of
1 ap ... of
det | . . .1 = H(Oéj — ;)
. . T . i<j
1 oy ... o]
sendo o determinante de Vandermonde e diferente de 0, obtemos que cada f;(x1,...,Zy)

também pertence a I, ou seja, as identidades polinomiais f; = 0 sao consequéncias de

f=0.

(ii) Por (i), podemos assumir que f(x1,...,%,) é multihomogéneo. Seja d = gr,, f.
Escrevemos fi(y1 + Y2, T2, ..., Tm) € I com Y1, Y2 € Xgeg(z,) S0b a forma

k

f(yl +y275€2; see ,.Tm) = Zfi(y17y27x27' e 7x7rL)
1=0

onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Logo, f; € [ parat = 0,1,...d.
Como gry, fi < d; i =1,2,...,d—1; j = 1,2, podemos aplicar argumentos indutivos e
obtemos um conjunto de consequéncias multilineares de f. Para ver que estas identidades
multilineares sdo uma base para (f)9" é suficiente observarmos que

d
fi(ylay%x%'--axm): ( . )f(ylax%"wxm)7

]

e que o coeficiente binomial ¢é diferente de 0, pois temos por hipdtese que char K = 0 ou
charK > d. m

Corolario 1.2.45 Seja A uma dlgebra G-graduada sobre um corpo K. Entao,

(1) Se o corpo K ¢ infinito entdo todas as identidades polinomiais graduadas de A sequem
de suas identidades graduadas multihomogéneas;

(i1) Se o corpo K tem caracteristica zero entao todas as identidades polinomiais graduadas

de A sequem de suas identidades multilineares graduadas.

Observe que quando char K # 0 pode ocorrer que as identidades multilineares gradu-
adas de uma algebra nao gerem o T-ideal da algebra dada.

Agora, faremos algumas defini¢oes acerca de polindmios multilineares para entender-
mos o que é uma codimensao G-graduada.

Defini¢ao 1.2.46 O espaco vetorial PI = {.’L'ge(l)’g(l)....Z'gg(n)ﬂ(n) | 0 € S,} representa
todos os polinomios em K(X) graduados multilineares, no qual o grau de cada varidvel x;

estd atrelado ao seu indice 0(i) e g = (g1,...,9,) € G™.
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Observe que na definicao acima estamos utilizando dois indices nas variaveis, o pri-
meiro indice é o deg(wg,, 0,) € 0 segundo é um nimero natural. Futuramente serd neces-
sario essa notagao.

Observe que, dada uma algebra A, podemos considerar PN 1d9" (A) e obter o seguinte
quociente dos espagos vetoriais

PI(A B
)= P Tar(ay
Definicao 1.2.47 Denotamos por PI" = {xghg(l) e Ty 00 | 0€Sn, g1,--.,90n € G}, 0

espago vetorial que representa a soma dos PJ para todas as n-uplas g € G".

A diferencga entre a Defini¢gao 1.2.46 e a Definigdo 1.2.47 é que na primeira a variavel
de indice ¢ tem grau g;, enquanto que na segunda definicao pode ter variaveis de mesmo
indice ¢ € N, mas graus diferentes no grupo G.

Py

BT (A © através dele temos
n

Também podemos obter o espaco quociente P9"(A) =
a proxima definigao.

Definigao 1.2.48 Definimos a n-ésima codimensao G-graduada CI" de A da sequinte

maneira
PIr

Py N Idor(A)
Além disso, a sequéncia (CI"(A))nen € chamada de sequéncia de codimensoes graduadas
de A.

Co"(A) = dim

Note que PJ" = @yean P, e com isso, de modo mais geral, temos que, sendo A uma
algebra G-graduada, a seguinte igualdade é valida

Py (A) = P PIA).

geG™

No Capitulo 2 iremos trabalhar com a codimensao graduada da algebra U, (K) utili-
zando a decomposi¢ao acima.

1.2.5 Produto Tensorial

Nesta subsecao sao destacados os resultados mais importantes sobre produto tensorial
que serao utilizados no capitulos posteriores.

Proposicao 1.2.49 Seja U um espaco vetorial, dados dois subespacos vetoriais de U, V
e W, tal que V= @;c[V;, entao V@ W = @ (V, @ W).

Prova. Consideremos [3; uma base de V;, assim, § = U;c;3; é uma base de V. Agora
observe que, se considerarmos uma base [ para W, temos que, V ® W tera como base o
conjunto {b®¥" | b € 5,0 € f'}. Ainda, podemos considerar 3/ = {b;@b' | b; € §;,0" € '}
e teremos que U;c; 3} ¢ uma base para V @ W. Sendo 8; N B; = 0 pelo fato de ;N 3; = 0)
sempre que @ # 7, entao V; ® W sendo gerado por /3, chegamos que, VW = @;c;V;QW.

[

Proposicao 1.2.50 Sejam A = @yecqAy uma dlgebra G-graduada e C uma dlgebra, entao
A®C =®yecAy ® C € uma G-graduagao.
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Prova. Pela Proposicao 1.2.49, dada A = ®,ccAy; e C uma algebra, temos que
A®C = ®yeqAy ®C. Agora vejamos que dados a, ®c; € A;@C ea,®c; € A ®C,
temos,

(ag @ c1)(an @ c2) = (agan) @ (cic2)

como A é graduada entdo aja, € Ay, logo, (agan) ® (cic2) € Ay ® C, portanto
A®C =®yeqAy ®C ¢ uma G-graduacao. m

Definigao 1.2.51 Seja A uma dlgebra G-graduada e f € 1d9"(A). Dizemos que f € uma

identidade graduada estdvel de A, se para cada dlgebra comutativa C, f ainda € identidade
de A C.

Antes da proxima proposicao, faremos um exemplo.

Exemplo 1.2.52 Sejam A = @yeqA, ® C uma dlgebra G-graduada com C sendo uma
dlgebra comutativa e considere f(xy,x2) = T12122+ x12971 wm polinémio multihomogeneo

de multigrau (2,1), apliquemos em elementos de A.

Sejam a1 = a1 ® ¢1, 0y = as ® ¢y teremos o sequinte
f(dl, ag) = f((l1 & 1,00 & Cz) = (&1 X cl)(al X Cl)((ZQ X 02) + (a1 X Cl)(ag X Cz)((ll X Cl)

= (ara1a2) ® (c1c102) + (araza1) ® (cre20q)

como C' € um dlgebra comutativa temos que
= (a1a1a3) ® (cicy) + (a1a2a1) @ (2cy) = (ara1as + araza;) @ (cicy) = flay, as) @ (cicy)

observe que as poténcias de ¢ e co sao respectivamente, igual ao grau que x1 e To tem em

f. Ademais, sejam a1 = a1 @ ¢1,...,0, = Gy R ¢, € f um polinémio multihomogeneo de
multigraw (my, ..., my), entdo

flay,....a,) = flar,...,an) @i,
Proposigao 1.2.53 Se f(z1,...,x,) € uma identidade multilinear para a dlgebra A, en-

tao f € uma identidade estdvel para A.

De fato, basta verificar que f(a1 ® ¢, ..., a0, ® ¢,) = 0 para quaisquer ay,...,a, € A

ecy,...,c, € C. Seja
f(CL’l, e ,ZL'n) = Z )\91‘9(1) . .:Eg(n),

0€Sn
temos que

flar®ecr,. .. 0, ®¢y) = Z o(agy ® coqry) - - - (@om) @ Com))
95,

= Z )\9@9(1) e QY(n) @ Co(1) - - - Co(n)

portanto f € Id(A® C).
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Nem sempre obtemos que uma identidade de uma algebra A é estavel, na nossa re-
feréncia [9] vemos um exemplo disso. O nosso proximo resultado mostra quais sdo as
condigOes necessarias para que toda identidade polinomial de uma &algebra A seja estavel
e utilizaremos a igualdade f(ai,...,d,) = f(ai,...,a,) ® "™ ... vista no Exemplo
1.2.52.

Proposicao 1.2.54 Se K € um corpo infinito e A é uma dlgebra G-graduada, entdo toda
identidade polinomial graduada de A € estdvel.

Prova. Seja A = ®ycqA, uma algebra graduada e C' uma algebra comutativa, temos
da Proposicao 1.2.50 que podemos considerar a graduacio de A = A @ C dada por
A = Byecd,, sendo A, = A, ® C. E seja f(zy,...,7,) uma identidade polinomial gra-
duada de A, com K infinito, podemos assumir que f é multihomogéneo de multigrau
(ml, . ,mn).

Agora, para ay, ..., d, com G; € Ageg(z,) devemos provar que f(as,...,d,) = 0. Supo-
nhamos primeiramente que a1 = a1 ® ¢y, ..., 0, = a4, @ ¢,, entao

flay,...;an) = flar,...,an) @™ ... =0

e fica demonstrada a igualdade neste caso.

Agora sendo a1 = by ® dy + by @ da, dy = as R ¢, . .., 4y = Ay  C,, €NtAO

f(a_l,...,a_n):f(b1®d1,a2®02,...,an®cn)+f(b2®d2,a2®02,...,an®cn)

mi1—1
+ Z filb1 ®dy, by ® dy, a0 ® coy ... 0 @ ¢y)
i=1
onde

mi1—1

[y, me, o mn) = fon,wn) — [y, 22,000, @) = Z filwi,y1, @2, .., 1)

i=1
e deg,, fi = 1. Como todo polindomio f; é consequéncia multihomogénea de f, segue do

argumento anterior que f(dy,...,a,) = 0.

Generalizando este argumento para a1 = Y a1, @ C1;,..., 0y = ) Gn;, D¢y, € A
¢;; € C arbitréarios escrevemos f(ay, ..., d,) como uma soma de expressoes da forma:

g= g(ailﬁ ® Cijjis - Qiggy ® Cikjk)

onde g = g(x1,...,x,) é multihomogéneo e consequéncia de f. Novamente pelo primeiro
argumento obtemos g =0. m

1.2.6 Identidades Polinomiais Y-proprias

Nesta subse¢ao abordaremos os conceitos de identidades polinomiais Y -proprias para
algebras graduadas, que ¢ uma generalizacao das identidades polinomiais proprias no caso
de algebras ordinarias.

Lembremos que dada uma algebra L, nao necessariamente associativa, ela ¢ chamada
algebra de Lie, se vale a anticomutatividade e a identidade de Jacobi, ou seja, axa =0, e
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(axb)xc+ (bxc)xa+ (c*xa)*b=0, para quaisquer a,b,c € L. Além disso, se A é uma
algebra (associativa) entao com a multiplica¢ao [aq, as] = ajas — asa; o espago vetorial de
A é uma algebra de Lie, denotada por A(7).

Definicao 1.2.55 Se A ¢ uma dlgebra e L uma dlgebra de Lie isomorfa a uma subdlgebra
de Lie A7), entdo dizemos que A ¢ uma dlgebra envolvente de L. A dlgebra U = U(L)
¢ uma dlgebra envolvente universal da dlgebra de Lie L, se L é uma subdlgebra de U™
e U tem a sequinte propriedade universal: para toda dlgebra A e todo homomorfismo de
dlgebras de Lie ¢ - L — A existe um unico homomorfismo de dlgebras ¥ : U — A que
estende ¢.

Teorema 1.2.56 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uma
inica (a menos de isomorfismo) dlgebra universal envolvente U(L). Se L tem base {e; | i €
I}, e o conjunto de indices é ordenado, entao U(L) tem uma base formada pelos sequintes
elementos

Ciy o Cipy 11 < Sy, €1, p=0,1,2....

Esse teorema recebe esse nome devido as contribui¢oes dos matematicos, Henri Poin-
caré, em 1899, Garrett Birkhoff e Ernst Witt, em 1937. Existem relatos histéricos que
Birkhoff, Witt e Poincaré trabalharam nesse resultado separadamente, e que nem sem-
pre esse resultado carregou o nome desses trés matemaéticos. Essa denominagao passou
a ser utilizada a partir do grupo de matemaéticos Bourbaki, que a usou em seu livro em
1960. Na referéncia [17] pode-se encontrar mais detalhes sobre esse teorema e sua historia.

Teorema 1.2.57 (Witt) A subdlgebra de Lie L(X) de K(X)™) gerada por X ¢ isomorfa
a dlgebra livre com X sendo o seu conjunto gerador livre; U(L(X)) = K(X).

As demonstragoes dos Teorema 1.2.56 e o Teorema 1.2.57 podem ser vistas na refe-
réncia [12], ambos sdo necessérios para o Teorema 1.2.61.

Na proxima defini¢ao, diremos o que é um polindémio Y-proprio, nela surge uma di-
ferenca do caso ordinario. Quando estamos no caso ordinario, trabalhamos apenas com
variaveis de grau e, e no caso graduado temos variaveis de outros graus, entao surge a ne-
cessidade de incluir essas variaveis nessa definicao de polinomios Y-proprios. Além disso,
como o caso ordinario é um caso especifico do graduado, entao tem a necessidade de que
as variaveis de grau e aparecam apenas em comutadores.

Defini¢ao 1.2.58 Um polinomio f € K(X) é chamado polinémio Y -préprio, se as va-

ridvels de grau e aparecem em comutadores apenas, ou seja,

f(iL'l, e 7$m) = Z Oéi"“’jz(lll ce Zzzm [xl-l, e ,$ip] e [l’jl, e ,l'jq]; ai’..,,m’j I~ K,

com as varidveis z de grau diferente de e, enquanto que as varidveis x tem grau qualquer.
Consideramos 1 como sendo o produto de um conjunto vazio de comutadores e o conjunto

Bg(X) representard todos os polinémios Y -préprios de K(X).

Exemplo 1.2.59 O polinomio f(x1,x2) = x129 — 22921 € Y -proprio, pois na verdade, ele

€ igual ao comutador [xy,xs).
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Exemplo 1.2.60 Considere os polindémios a sequir, com y's de grau e
Fn,y2, 21, 22, 23, 21) = 2123 (22, 1) + [23, Y1, v2) (24, 20 2]

g(yl7y27y372:17227 23, Z4) = [ylva] + 9%24[21>Z2]7[227y3, 23]2-

Temos que f é Y -préprio, mas g nao serd pois temos varidveis de grau € que nao estao

em comutadores.

O exemplo acima esté na referéncia [14].
Teorema 1.2.61 Se escolhermos uma base ordenada da dlgebra de Lie livre L(X)

X1, X2,y [Tigy Tins [Tjes Tjals ooy [Ty Thogs g, - - -

consistente de varidveis xq,xs,... e comutadores, com as varidveis precedendo os comu-

tadores. Entao o espago vetorial K(X) tem a base
Rl P T L P A i

onde ay, ..., 0p,b,....,c >0 € |1,z < - < [3y,...,2,] na ordenagio da base de
L(X). Os elementos da base de K (X)) com a; = 0 sempre que deg(x;) = e, com1 < i < m,

forma a base do espago vetorial Bg(X) dos polinémios Y -proprios.

Prova. Pelo Teorema de Witt temos que U(L(X)) = K(X) e pelo Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt temos que a base de U(L(X)) = K(X) é formada por produto dos elementos
da base de L(X), portanto, obtemos que a base de K(X) é formada pelos elementos da
forma

Rl P Y L P RO i

onde a1,...,0m,b,...,c > 0 e [x;,;,] < --- < [x,...,2,] na ordenacao da base de

L(X).

Como K (X) tem essa base, claramente os elementos de Bg(X) também sao gerados
por eles, porém pela propria definigdo de conjunto de Bg(X) deveremos ter a; = 0 sempre
que deg(z;)) =e,com 1 <i<m. m

O proximo teorema é o resultado mais importante dessa subsecao de identidades gra-
duadas Y-proprias, utilizaremos como referéncia |§].

Teorema 1.2.62 Se A € uma PI-dlgebra sobre o corpo K infinito, entao todas as iden-
tidades polinomiais graduadas de A sequem das suas identidades Y -proprias (isto €, da-
quelas em 1d9"(A) N Bg(X)). Se charK =0, entdo as identidades polinomiais graduadas

de A sequem das identidades proprias multilineares.

Prova. Seja f(y1,-- -, Ym, Zmst,- -+, 2n) € K(X). Pelo Teorema 1.2.61 podemos escrever
f como

_ al a Am+1 a
f_ E Aol "'ymmzm+1 "'Znnwll(yla"‘7ym72m+17"'7zn)7 % €K7
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onde wWu(Y1,- -+ Yms Zmats--->2n) € DBg(X) e a soma é feita sobre as m-uplas
a = (ar,...,a,) tais que a; < gry,(f), 1 <i <mea < gr,(f), m+1<i<n
Para cada f dessa forma definimos o conjunto

M(f) = {M17M2)"'7Ml}
= {a; | a; é o primeiro termo da n-upla a = (ay,...,a,) e o, # 0},

onde My > My > -+ > M; > 0.

Afirmamos que se f € [d9"(A) e f é homogéneo em y;, entao

Gi= D Qals® oy a2 wa (Yt Y Zmts - 2a) € T (A),

a1=M;
onde 7 = 1,2,... 1. A demonstracao deste teorema segue desta afirmacao juntamente
com o Lema 1.2.44, pois se f é multihomogéneo entao ele é consequéncia das identidades
{wa(Y1, -+ Yms Zmaty - - > Zn) | @a # 0}, que s@o multilineares se f é multilinear.

E claro que

Wa(L Y1,y YUms Zmaty - Zn) = Wa (Y1, -+ s YUms Zmats -+ Zn)-

Como deg(1) = e segue que f(1+y1,Y2, - Ym, Zmil,-- -, 2n) também é identidade poli-
nomial graduada de A e concluimos que

f(l +y17y27"'7ym72m4r17"'7zn) -
S a1+ 0 U s Bt ) € TA(A),

utilizando o binémio de Newton obtemos

f(]'+y17y27"'7ym7zm+17"'uzn>:

ai
ai ia an T
ZaaZ(i)ylyf...zn Wa(Y1y -y Ymy Zmtty - - -5 2n) € Td7(A).

Como f é multihomogénea a; + gry, (Wo(Y1, - - Yms Zmt1, - -5 20)) = gry, (f), assim a
componente homogénea com menor grau possivel em relagao a y; se obtém quando a; =
M; e é dada por

a2z a am+1 a
E Qals” - Y 2 2 W (Y1 - Yy Zmds - - s Zn)s (1.1)
(11:M1
onde o subindice a; = M; no somatério significa que a soma ¢é feita sobre os
a = (ay,...,a,) tais que a; = M;. Como K ¢ infinito, teremos pelo Lema 1.2.44 que

(1.1) pertence a Id"(A).

Agora, suponhamos que a afirmacao seja valida para j = 1,2,...,k, onde k é um
nimero natural menor que .

Temos que ¥ gy + yM2 gy + - - + yi % g, pertence a Id(A)9" e subtraindo este polinémio
de f(yb v s Yms Bt - - - ,Zn) obtemos

R(Y1s s YUmy Zmads - -y 2n) =

al a Am+1 a gr
g Qi -y 22 W (Yas - Yy Zmds - -5 2n), € TATT(A).
a1 <Mj,
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E claro que M(h) = {My,1,..., M;} e aplicando os argumentos anteriores ao polinémio
h concluimos que

as Am ~dm—+1 an gr
E oYy - Y 2 2 Wa (Y1 - Yy Zmgds - -5 Zn)s € 1T (A),

a1=Mjq

e a afirmacao estd provada. m
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Capitulo 2

Identidades Graduadas na Algebra das

Matrizes Triangulares Superiores

Este capitulo contém o estudo do artigo "Graded identities for the algebra of n x n up-
per triangular matrices over an infinite field", referéncia [23] desta disserta¢ao. Aqui con-
sideramos a Z,-graduacao de U, (K) apresentada no capitulo anterior no Exemplo 1.2.13,
para descrevermos uma base das identidades polinomiais Z,-graduadas para U, (K), sobre
um corpo de caracteristica zero, e depois, de forma mais geral, sobre um corpo infinito
qualquer. Como aplicagao, determinamos o crescimento assintotico da sequéncia de co-
dimensodes graduadas da algebra U, (K). Por simplicidade usaremos os elementos de 7Z,
sem barra e utilizaremos as varidveis com dois indices, o primeiro ¢ o grau da variavel na
graduagao e o segundo um numero natural.

2.1 Identidades Graduadas de U, (K)

Inicialmente, relembremos a Z,-graduagao da élgebra U, (K) vista no Exemplo 1.2.13.
Seja U, (K), temos que

com
Vi=Aariy1€1i01 + azit0€2i40 + -+ Gpnoin€nin | @rs € K}, 0<i<n-—1.

Ao longo deste capitulo trabalharemos sempre com essa Z,-graduacao da &lgebra
Un(K). Veja a seguir duas identidades Z,-graduadas muito importantes para a algebra
Un(K).

Lema 2.1.1 A dlgebra U, (K) satisfaz as identidades graduadas
To1Zo2 — To2%o1 = 0 (1)

xillxiQQ = O (2)

sempre que i1 + ip > N.

Prova. De fato:
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(1) Sejam ag, apy matrizes em Vj, logo sdo matrizes diagonais. Como as matrizes dia-
gonais comutam, temos que de fato,

ap1ao2 — agaaor = 0.

(2) Para x;,17:,0 temos que deg(x;,12:,2) = i1 + 2. Sabemos da Observagao 1.2.14 que
se 11 + 12 > n entao V;, V;, = 0, logo o produto de quaisquer elementos de V;, por
elementos de V;, tera 0 como resultado. Portanto,

a;,10i,2 = 0 para todo a;;1 € V;, e a;2 € Vi,.

Proposigao 2.1.2 Se iy + iy + -+ i > n entao V;, Vi, ... V; = 0.

k

Prova. Consideremos o produto dos subespacos V;,V;, ...V, e observe que esse produto
estd contido em Vj, com j = iy + i3+ - - - + iy, assim, o produto V;,V;, ... V;, estd contido
em V; 4, dessa forma,

i1+j:ii+2'2+---+ik2n

e pela Observagao 1.2.14 temos que V;,V;, ... V;, =0. =

Claramente, como consequéncia dessa proposi¢ao anterior, temos que o polindémio
f = xiy1%iye ... 2 € uma identidade graduada de U, (K) sempre que iy + - -+ + i, >
n. Agora, para fazermos a demonstragao do resultado principal deste capitulo, para
caracteristica zero, faremos algumas defini¢oes necessérias.

Definicao 2.1.3 Sejam V' um espaco vetorial, W um subespago vetorial de V e vy, ..., v,
elementos de V. Dizemos que os vetores vy, ..., v, sao linearmente independentes maodulo
W se dada qualquer combinacao linear desses vetores em V', ela pertencerd a W se, e

somente se, todos os escalares da combinacao linear forem iguais a zero.

Exemplo 2.1.4 Sejam V um espaco vetorial, W um subespaco vetorial de V e vy, ..., v,
elementos de V.. Se W = {0}, entdo os vetores vy, ..., v, serao linearmente independentes

modulo W se, e somente se, sao linearmente independentes em V.

Exemplo 2.1.5 Sejam V' um espago vetorial, W um subespaco vetorial de V e v um
elemento de V. Se v nao pertence ao subespaco vetorial W, entao ele é linearmente

independente modulo W'.

Definicao 2.1.6 Sejam V' um espaco vetorial, W um subespaco vetorial de V e vy, ..., v,
elementos de V. Dizemos que os elementos de V' sao uma combinacao linear de elementos
vy, ..., Uy modulo W, se para qualquer elemento v em V' mostrarmos que ele é congruente

a uma combinagao linear dos elementos vy, ..., v,, ou seja,
v = (v + -+ - 4+ au,) mod W,

o que significa o mesmo que v — (qvy + - + apv,) € W
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As vezes, por questao de simplificacao de notagdo usaremos v =y a v + - -+ + @, U,
em vez de v = (aqvy + -+ - + apv,) mod W.

Exemplo 2.1.7 Sejam a dlgebra Ms(K), e seu subespago vetorial W = (e11,€91). Temos

que qualquer elemento de My(K) € uma combinagao linear de o, €95 mddulo W.

. . p aix  Gi12
Sejaa € My(K) devemos verificar que a =y ae12+aoeas. Isto €, coma = ,
21 Q22
temos que

ai; a2 01 00 aiq 0 1 0 0 0
— Q12 — Q22 = = ap + a ;
21 Q929 0 0 0 1 21 0 0 0 1 0

portanto, dado a € My(K) temos que a — ay2e19 — aggeas € W, logo, a € uma combinagio

linear de eqo, €99 modulo W.

De forma mais geral, sempre que tivermos um espago vetorial V com base
f = {v1,...,v,}, podemos considerar um subespaco W que é gerado por uma parte
dessa base, digamos {vy, va,...,v;}, e teremos que qualquer elemento do espago vetorial
V' é uma combinagao linear do restante da base, ou seja, de {v;1,...,v,}, modulo W.

Por fim, considere o conjunto dos mondémios de K(X) do tipo
U = WoLhys, W -+ Wi—1Tp,5, Wy (3)

onde k1 +ko+---+k, < neuwp,...,w; s2o mondmios (possivelmente vazios) nas variaveis
xo; de grau homogéneo 0 e em cada w; essas variaveis sao escritas em ordem crescente da
esquerda para a direita em relacao ao segundo indice 1.

Agora, faremos a demonstracao do teorema principal, para caracteristica zero. Esse te-
orema da a estrutura multilinear da algebra relativamente livre Z,-graduada da variedade
determinada por U,(K) e, como consequéncia, uma base das identidades Z,-graduadas
de U, (K). Consideremos [ = Id* (U, (K)) e J o ideal gerado pelas identidades (1) e (2),

mostraremos que [ = J.

Teorema 2.1.8 Seja K um corpo com caracteristica zero, entGo os monomios (3) mul-
tilineares de grau m sao uma base do subespago de K(X) dos polinémios multilineares de
grav m modulo 1d9" (U, (K)). Além disso, 1d9" (U,(K)) = ([xo1, Toa), Tinzjo | 1 +j > n).

Prova. Lembremos que J ¢é o ideal gerado por as identidades (1) e (2). Primeiramente
verifiquemos que, modulo J, todo elemento de K(X) pode ser escrito como uma combi-
nagao linear de monémios do tipo (3). Para isso, basta mostrar que cada monoémio de
K(X) é congruente a um monomio do tipo (3).

Sejam € K(X) um mondmio, podemos claramente, denotar o monoémio m destacando
as variaveis de grau zero das varidveis que nao tem grau zero, ficando

o / / / /
M = WL, ;W Wy 1T, Wy,

com w; sendo os monomios nas variavies de grau zero. Agora precisamos verificar que,
modulo J, em w, as variaveis z; podem ser escritas com os indices ¢ em ordem crescente
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da esquerda para a direita.

Para ordenar as variaveis de grau zero em w), podemos utilizar a identidade [z¢1, Zg2],
assim, temos,
Wi = L0j1 L0jz " ** L0juL0jutr * " L0js =J L0j1L0j2 *** L0jur1L0ju * " L0js>
entao temos
o !/ / !/ / [
m _woxklilwl Wy wt—lxk’titwt =J
! ! !/ / / /
WoLgyiy W1 ™+ L0j1L0G2 * " L0jugr LOGu =" " L0js * " W1 L gy, Wy
Repetindo esse processo quantas vezes forem necessérias podemos reordenar as variaveis
de qualquer w, em m. Sendo assim, se ky + ka + - - - + k; < n entdo m é do tipo (3), caso
contrério, ki +ky+---+k; > n entdo m ¢é consequéncia da identidade f = ), ; ... 7}, , ou

seja, m € J, entao m sera congruente a 0 médulo J, que pode ser escrito como combinacao
linear dos mondmios do tipo (3).

Verifiquemos que os mondmios (3) multilineares nas mesmas variaveis sdo linearmente
independentes modulo 1d9" (U, (K)). Seja

F= Y € 100

para a; € K (com quase todo «; nulo), onde os monoémios u; sdo do tipo (3), tais que as
mesmas variaveis aparecem em cada monomio u; apenas uma vez.

Fixemos um indice 7 e seja
Uiy = WoLfyiy W1~ - Wi—1T k4, We,

avaliemos f em U, (K) da seguinte forma, substituindo as variaveis em wg por e, a va-
riavel xy,;, por ejj,+1, cada varidvel aparecendo em wy em ey, 41k, 41, & variavel zy,,;, em
€41k +kot+1s - - -, € & varidvel Tp,;, €m €x, 4.y, | ky+-+k+1 € cada varidvel de grau wy em
ejj,onde j =k +---+ Kk + 1.

Afirmamos que se aq,...,a, sao matrizes elementares, tais que, a;...a, # 0 e se o é
uma permutagao em S,, tal que, oy - - - o, = 0, entao, Aoy = A1, - - -5 o,y = Q.
De fato, se a; = €;,,,...,a, = €., cOmo ay - - - a, # 0 precisamos que
J1=1, J2=13.- s, Jr-1 = U

além disso, nas matrizes triangulares superiores do tipo e, temos que [ < m, dai segue
que, os indices das matrizes ficam ordenados em ordem nao decrescente,

1<t << g1 < g << gy,

de modo andlogo, os indices nas matrizes aq(1),. .., dy() também ficam ordenados em or-
dem nao decrescente, assim, ag(1) = €;,j,, - - -, Ao(r) = €i,j,-

Essa afirmagao, juntamente com a ordenacao dos indices que ¢é exigida nos monémios
do tipo (3), garante que a tnica ordem em que o produto das matrizes elementares que
escolhemos acima para substituir as variaveis de u; daré diferente de zero, é a que aparece
quando fazemos a substituicao em wu;, que terd como resultado e;;, e para os outros
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mondmios, pela observacao anterior, temos que obtera resultado zero. Ainda, como f é
uma identidade polinomial graduada de U, (K), temos que ao aplica-la a elementos de
Un(K) daré zero, logo

Q€15 = 0

assim obtemos que «; = 0, como escolhemos o i de forma arbitraria, podemos concluir
que todos os «a; sao nulos.

Agora, para concluimos a demonstracao do teorema, verifiquemos que
Id7"(Un(K)) = ([@o1, oz}, xinxjoli + j > n).

Pelo Lema 2.1.1 temos que J C 1d?"(U,(K)), resta mostrarmos a inclusdo contraria.
Se f € 1d9"(U,(K)), devemos provar que f é congruente a 0, modulo J, como o corpo
¢ de caracteristica zero, basta mostrarmos que toda identidade multilinear pertence a J,
assim, assumiremos que f é multilinear.

Seja f € 1d9 (U, (K)) uma identidade multilinear, ela vai ser escrita, modulo J, como
combinagao linear dos monoémios do tipo (3), ou seja,

[ =7 oau + agus + - - + anuy,
com u; do tipo (3) e o; € K. Assim, temos que,
f—(aur + aoug + - 4+ oquy,) € J
como J C 1d9(U,(K)), deve existir g € 1d9" (U, (K)), tal que,
f— (aquy + agus + - - - + apuy,) = g.

Logo, obtemos que
Uy + Qg + -+ apu, = f — g

assim, aquy + - - - + auu, € identidade para U, (K'). Logo, como os monomios do tipo (3)
sdo linearmente independente modulo 1d? (U, (K)), obtemos que a1 = -+ = a,, = 0, e
consequentemente f =; 0, ou seja, f € .J. m

2.2 Matrizes Genéricas e Identidades Graduadas

Agora, o nosso objetivo principal é mostrar o resultado do Teorema 2.1.8 para corpos
infinitos, sem necessitar de restrigoes sobre a caracteristica do corpo K, para isso, as ma-
trizes genéricas desempenham um papel fundamental, pois os resultados que sao obtidos
nesta secao serao utilizados na generalizagao desse teorema.

Sejam y;;, com k nao negativo e com 0 < ¢ < j, varidveis comutativas, e considere a
algebra polinomial K [y;;;] nessas variaveis.

Na referéncia [9] tem mais detalhes sobre a construgao dessa algebra.
Proposigao 2.2.1 O produto tensorial U,(K) @k K[yijx] € canonicamente isomorfo a

dlgebra U, (K [yijk])-
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Prova. Seja {e;, | | < m} a base canonica de U,(K) e {ps | s € I} a base canénica de
Klyiji], assim, U,(K) ®k Kly;;i] terd como base {e;, @k ps | | <m e s e I}. Lembre-se
que (emm @k ps)(erm @K ps) = (eimerm’) @k (psps). Definamos a transformagao linear

a: Un(K) @k Klyije] — Un(K[yiji))

€im QK Ps — elm<p8)

no qual ey, (ps) sdo elementos da base de U,, (K [y;;x]) com entrada ps na linha [ e coluna m
e zero nas demais entradas. Como essa transformacao linear leva base em base, temos que
ela é bijetora. Agora, resta mostrarmos que o é um homomorfismo, para assim, obtermos
o isomorfismo de algebras. Para isso, mostremos que

a((elm ®K ps)(el’m’ ®K ps’>) = a(elm ®K ps)a(el’m’ ®K ps’)

Para o primeiro lado da igualdade temos o seguinte

Oé((@lm K ps)(el’m’ K ps’)) :a«elmel’m’) ® (psps’)) = a((&nl’@m’) ® (psps’)) =
5ml’a(elm/ & (psps’)> = 6ml’elm’ (psps’)

e, no outro lado da igualdade obtemos que
a(elm KK ps)a<€l’m’ QK ps/) = €Im (ps)el/m’ (ps’) = 6ml/€lm/ (psps’)a

daf segue que, a((emm @ ps)(€rm @k Ps)) = aleim @k ps)a(erm @k py). Como a & uma
transformacao linear, estendemos esse resultado para quaisquer elementos das dlgebras, e
além disso, temos que

a(ld@ 1) =a((lenn+ -+ enm) @1s) =alen @ g+ -+ + epp @ 1)

- 04(611 ® ]-5) + -+ a(enn ® ]-5) - 611(15) + -+ enn(ls> - ]n(]-s)

Portanto, podemos concluir que o é um isomorfismo de élgebras. =

Observe que se p é um polindmio e u = (u;;) uma matriz com entradas nos polinémios,
entao pu = (pu;).

Exemplo 2.2.2 A decomposicao U, (K [yijk]) = @iz, Vi, onde
Vi={ e + Aaggoeaiio + -+ Acinlnoin | As € K{yijil}
€ uma Zy-graduagao para a dlgebra U, (K [yijk))-
Pela Proposi¢ao 1.2.50 temos que U,(K) @k Klyijr] = ®iez, Vi @k Klyijk] € uma
Ln-graduagao, e além disso, como U,(K) @ Klyijx] € isomorfa a U,(Kl[yii]), entao

pela Proposigao 1.2.36 U, (K[yii]) = @icz,a(Vi @ Klyiyr]) € uma Zy,-graduagdo, como
Vi=a(V; ® Klyijr]) a afirmagdo estd provada.

Definicao 2.2.3 Seja
Yik = Y1i41,k€1,i+1 T Y2,i42,k€2i42 + = + Yn—ink€n—in

com0<i<n-—1 k=1,2,..., G, € a subdlgebra de U,(K[y;ji|) gerada pelas matrizes
Y, 0<i<n—1, k=1,2,....
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Lembremos que uma algebra A é gerada, como algebra, por um subconjunto
S = {si}ier € A se todo elemento de a € A pode ser escrito como uma combinagao
linear sobre K de produtos da forma s;, ...s;,, onde s;, € S paral=1,... ¢

Exemplo 2.2.4 A subdlgebra G,, de U,(K[yiji|) € Z,-graduada.

Observe que, dado um elemento g € G, ele € escrito da sequinte forma

g = Cl}/;jk’l}/;zkz Tt }/;mlkml + -+ Cnnﬂ“lyigrz e }/2

map Tmay *

Note que a componente homogénea de grau i de g € formada pelas soma das parcelas que
tem grau total i, e essa soma € formada por uma combinagao linear de produtos de Y's
que sao geradores de G,. Portanto, cada componente homogénea ainda pertence a G,

dai, seque que G, € uma subdlgebra graduada de U, (k[yiji])-

Exemplo 2.2.5 A subdlgebra G, satisfaz todas as identidades graduadas de U, (K).

De fato, devemos verificar que 1d9 (U,(K)) C 1d9(G,). De fato, como U,(K) Q@
Klyijr] e Un(K|yiji]) sao isomorfas, temos pela Proposicao 1.2.37 que

1d (Un(K) @k Klyiji]) = 1d7 (Un(K[yii])),

e com K infinito, pela Proposi¢ao 1.2.54, toda identidade polinomial graduada de U, (K)
é também identidade para U,(K) @k Klyiji], ou seja,

1d7 (Un(K)) C 1d7 (Un(K) @k Klyijk])-

Por outro lado, como K|y;;i] tem unidade, entao U, (K) € isomorfa a uma subdlgebra de
U, (K) @k Klyiji), dai, seque que

17 (Un(K) @k Klyi]) C 1d7 (Un(K)).

Portanto, 1d9 (U, (K)®k Klyijr]) = 1d7 (U, (K)). Assim, 1d9 (U,(K)) = 1d9 (U, (K [yijk])),
e como G, € subdlgebra de U, (Ky;;r]), entdo ela satisfaz todas as identidades de U, (K [yijk]),
ou seja, G, satisfaz todas as identidades de U, (K).

Lema 2.2.6 A dlgebra G,, é isomorfa como dlgebra graduada a dlgebra relativamente livre

K(X)/1d9"(U,(K)) da variedade de dlgebras Z,-graduadas V(U, (K)).

Prova. Consideremos a aplicagdo fy : x;; — Y;;, com G,, sendo uma algebra (associativa
com unidade), temos pela Proposicao 1.1.34 que K (X) é livre na classe das algebras (asso-
ciativas com unidade), assim 5y pode ser estendida a um homomorfismo 5 : K(X) — G,
de &algebras graduadas. Note que os geradores de G,, estao na imagem de [, e isso faz
dele, um homomorfismo sobrejetor. Agora, nosso proximo objetivo é determinar o nucleo
de 8, mostrando que ker(f8) = 1d"(U,(K)), e com isso, utilizarmos o Teorema Fun-
damental dos Homomorfismos 1.2.39 para concluirmos que as algebras graduadas G,, e
K(X)/Id*(U,(K)) sao isomorfas.

70



Primeiro mostremos que, se f € ker(f3), entao f é identidade polinomial para U, (K),
ou seja, f € 1d9"(U,(K)). Considere f € K(X), se f € ker(f), entdo temos que

B(f(xiljﬂ Liggos -+ - 7ximjm)) = OGn

assim, como

OGn = ﬁ(f(xilijizjzv s 7$imjm)) = f(ﬁ(xilj1)7 ﬂ(xizjz)v cee ,5(Q3imjm))
= f(Y;u'm Ygzjzﬂ s ’Y;'mjm)

obtemos que
f<K1j17}/;2j27 ce e 7}/imjm) = OGn'
Agora iremos considerar rq, ..., r,, elementos arbitrarios de U, (K), sendo
Tk = T1i+1,k€1i+1 T T2442k€2442 + ** + ThinkCnin
com 7;;, € K. Consideremos a aplicacao

Yijk = Tijk, se 1 <k <m

Yijk — Ok, se k >m

usando o fato de K[y;;x] ser uma algebra comutativa livre para construir o homomorfismo
que estende a aplicagao acima
O Klyiji — K,

e assim, obtemos um homomorfismo
Un(KTyiji]) = Un(K)

tal que a imagem de

21,i41,k€1,i+1 T 22412k€24i42 - + Zn_inCn_in

é igual a
D (21 i41k)€1i+1 + P(22i42k)€2i42 + -+ P(Zn—in)€n—in-

Como G,, é subalgebra de U, (K [y;;x]), entdo podemos restringir o homomorfismo acima
a um homomorfismo

¢ G, — U,y (K)
d(Yik) =0(y1,i11 k€141 + Y2,i42k€2,i42 + -+ + YUn—ink€n—in)
=P(y1ir1x)€1it1 + P(y2iror)e2iva + -+ PC(Yn—ink)en—in-

Note que se 1 < k < m, entao temos que

D(y1iv1k)e1iv1 + P(Yoiton)e2ive + -+ P(Yn—ink)en—in
= T1,i+1,k€1,i+1 T T2412k€24542 + - + ThinCpnin

= Tk,

portanto, podemos concluir que, ¢(Yix) = .
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Agora que temos o homomorfismo ¢, podemos aplicé-lo da seguinte forma

¢(f(Y;1.717 K2]27 e 7}/Zm]m)) = ¢<0Gm) = OUn(K)7

dai segue que
f(¢(yi1j1> ¢( 22J2) 7¢( lm]m)) = OUn K)

logo, f(r1,72,...,7) = Oy, (k). Assim, f é identidade polinomial graduada para U, (K),
ou seja, f € 1d9(U,(K)) e, obtemos que ker() C 1d9" (U, (K)).

Agora, mostremos a inclusdo contraria, ou seja, Id9"(U,(K)) C ker(8), para isso
mostremos que dado f em Id9 (U, (K)) entao f € ker(f3). Com efeito, suponhamos por
absurdo que

F(@irjrs Tiggar - - s Tinjm) € 1d7 (U (K)),
mas

f(Y;UUY;Q]m B 7Y;mj’m) 7é Ov
afinal, isso é equivalente a f nao pertencer a ker(/3).

Assim, como f(Y;,j,, Yisiss---,Yi

11517 L4252 ImIm

) € G, logo

0% f(Yiijus--s Yinim) = Mit1.k€1i+1 + H2it2k€2i+2 + ** + Mn—in k€n—in,

com fu;, € Klyiji]. Como o resultado dessa soma acima é uma matriz ndo nula, entao
existem 7o, jo com W,k 7 0 nas varidveis comutativas y;;r, com coeficientes no corpo
infinito K. Se o corpo ¢ infinito e temos um polinémio nao nulo, entao podemos substituir
as variaveis por elementos do corpo, de tal maneira, que o resultado seja diferente de
zero, ou seja, existe um homomorfismo ' : Kly;;x] — K , tal que, @' (u;yj,6) # 0. Seja
¢ : G, — U,(K) um homomorfismo, obtido através da ®’, da mesma maneira que o ¢ ¢é
obtido do ®, entao teremos

Cb,(f(yz‘ljp oY) = ¢,(M1,i+1,k61,¢+1 + o ivok€2ita + o+ fn—ink€n—in) (1)

por um lado

O (fYirjys s Yingn)) = F(@' Yiggi)s oo @' (Yinjn)) = f(Sia, -+ Sin)

onde s;, = ¢'(Y;,;.). Por outro lado temos

¢/(f(Y§1j1; e >Yz’njn>) = ¢/(N1,i+1,k61,i+1 + [2i42 k€242 + -+ Mn—i,n,ken—i,n>

= Q(p1ir1p)erivt + Pu2iver)ezive + + Plln—in)n—in
logo, temos que essa tltima igualdade acima é diferente de zero, pelo fato de ®(1;yjox) 7# 0.
Além do mais, pela igualdade (1) obtemos que f(si1,...,8,) # 0, o que é um ab-

surdo, pois temos como hipotese que f é identidade polinomial para U, (K). Portanto, se
feld"(U,(K)) entao f € ker(f3), ou seja, 1d9 (U, (K)) C ker(5).

Por fim, chegamos no resultado que 1d9 (U, (K)) = ker(/3), e assim, pelo Teorema
Fundamental do Homomorfismo 1.2.39, temos que, a partir de § existe um isomorfismo
de K(X)/ker(8) — Imf, como 3 é sobrejetiva e diante do resultado que acabamos de
obter temos que esse isomorfismo ¢ da seguinte forma, K(X)/Id' (U,(K)) — Gy, e por
fim, chegamos no resultado desejado, G,, e K(X)/1d? (U,(K)) sao isomorfas. m

Vamos trabalhar na élgebra G,, em vez da élgebra K(X)/Id"(U,(K)), usando algu-
mas ideias de [2]. No proximo lema utilizamos a mesma ideia trabalhada em [5].
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Lema 2.2.7 Sejam my = ms(Ziyjy s Tigjas - - -5 Tipjp )y S = 1,2, dois mondmios em K(X).

Suponha que as matrizes

Ml = ml(Y;U'lv Y;2j27 S 7Y;'kjk) € M2 - mQ(Y;ijl? Y;2j27 s 7}/;kjk)
em G, tem as mesmas entradas diferentes de zero nas mesmas posi¢oes em suas primeiras
linhas. (Em outras palavras, My — My tem zeros em sua primeira linha.) Entdao My = M.
Prova. Primeiramente mostraremos o seguinte fato: Seja
i) = Ty e Trgsys

m(xi1j17 :

onde z,,5, € {%i ;.- ., %ij, }, um monoémio nao nulo em K (X) tal que seu grau total seja
gery+---+ry <n. Entao

0 ... 0 w, O 0
0 0 0 w 0
m(Ylm,,Y;kyk) = 0 0 0 0 wt
0 ... 00 0 ... 0]

onde t =n— (14 +7g) € Wk = Yk thsi Yri -tk drathosy - - - Yritotrg_1+hirstotrgth,sg SAO0
monomios em K[y,

Provaremos o fato acima por inducao sobre ¢q. Para ¢ = 1 nao h& nada a se demonstrar,
pois m(Y;,;,) = Yis. Agora, suponha ¢ > 1. Entdo tomemos n(z; i, ..., % ) =
Tpisy - - Try_ys,_y © Obtemos m(xi i, ..., Tij,) = W Tijys - -5 Tiyjy ) Trysy» ONde 0 grau total
de n(xi s -+, Tipz,) € ¢ — 1 e por hipotese de indugao, temos que

0 ... 0 w; O .07
0O ... 00 why ... 0
Wi Y=o 00 o
o ... 00 0 ... 0]
onde t’ = TL—(T1—|—' ’ -—|—7°q_1> € ’LU;C = Ykri+k,s1Yritkritratk,se - - - Yritootrgotk,ri+4rg_1+k,sq—1-
Dai, note que m(Y;,j,, ..., Yij) = n(Yijis - - Yigj ) Yr,s, assim,
0 ... 0w, O ... 077[0 ... 0 ypy O 0]
0O ... 00 wh ... 0 0 ... 0 0 yo . 0
m(Yglj“'“’Yi’“J’J: 0O ... 00 0 ... w,f|fO ... 00 0 Yyrr
o ... oo o ... 0]J10 ....0 0 0 ... 0]

_ " __
sendo Yr = Yrryths, €T =1 —1q.
Como 7y + -+ 4+ 1y < n, logo teremos que r; + -+ + 71,1 +1 < n —r,. Consideremos
q¢ =711+ +1g_1, assim, o produto n(Y;,j,, ..., Y. )Yr,s, ¢ igual a

! / !
(wier,g+1 + woeg grio + -+ - + wnfq,en_q/m)(ylelmqﬂ + Y2€2r 42+ F Yner, Crryn) =
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n—q’ n—rq

!
= § E :wlypel7q’+lep,rq+p-

Como ¢ +1 < n —r,, entao tem a possibilidade de existir algum valor para p, tal que,
p = ¢ + [, para algum valor de [ e assim obtermos que e; y4€p,,,4p 7 0. Portanto, temos

n—q' n—rq

!
E E Wi YpCi,q +1€p,rq+p

/ / /
= WYg+1€1,rg+q'+1 T WalYg+2€2,g/+rg+2 T -+ Wy gy Ynrg€n—gq'—rgns

dai segue que m(Y;,;,, ..., Y, ,) sera da seguinte forma
0 ... 0w O ... 0]
0O ... 00 w ... 0
0 0 0 O Wy
0 ... 00 0 ... 0]

Assim, concluimos a demonstracao do fato citado acima e podemos utilizd-lo para obte-
mos o resultado desejado no lema.

Sejam M; e M, as matrizes da hipotese do lema, do fato demonstrado acima segue
que,

0 ... 0z 0 ... 0 0 ... 02 0 ... 0]
0 ... 00 z ... 0 0 ... 00 2z ... 0
Mi=lo .00 0 ... 2 ™= lo ... 00 0 ... 2
0 ... 00 0 ... 0 0 ... 00 0 ... 0]

como M; e My tem a mesma entrada diferente de zero na mesma posicao, na primeira
linha, entao, pela estrutura das duas matrizes exibidas acima, teremos que as outras
entradas diferentes de zero nas proximas linhas ocupam posicoes iguais em ambas as
matrizes, e além disso, os indices de 2o, ...,z serao determinados através do indice de
21, O eSO OCoITe para zi,..., 2, através de 2|, como z; = 2}, entdo, pela maneira de
definir os indices de cada entrada, teremos M; = M. =

Corolario 2.2.8 Sob as hipdteses e mna notacao do lema anterior, temos que

mip — Mo € IdgT(Un<K))
Prova. Aqui utilizaremos a defini¢ao de 5 : K(X) — G, vista no Lema 2.2.6, lembramos

que ker(B) = 1d"(U,(K)). Assim, teremos que 5(m1) = M; e B(mg) = Ms, logo, como
M; = M, pelo resultado do lema visto anteriormente, obtemos que

ﬁ(ml _m2) = M, — M, =0,

ou seja, my —mg € ker(f) = 1d9"(U,(K)), portanto, chegamos no resultado. m
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Proposigao 2.2.9 Sejam mi(Tij,, ..., Ti,j,) = Trisy - - Trygsy COM Trysy € {Tijs -5 Tigjy }
€ Ma(Tiyjys s Tiggy) = Tprr - -  Tyrg COM Ty st € {Zirjrs -, Tij } monomios do tipo (3)

tais que my — mgy € 1d9 (U, (K)), entdo m; = ma.
Prova. Se m; —mgy € 1d9" (U, (K)), entdo temos que

ml(Y; -aY;lkjk) :m2(}/;'1j17"'7}/ikjk>'

1J19 -

Considerando w; o elemento nao nulo da primeira linha do lado direito e w] do lado es-
querdo da igualdade acima, teremos que, como m; e mgy sao do tipo (3), entdo
rites g <mery+ .- 41, <n,assim, pelo que foi feito na prova do Lema 2.2.7,

W1 = Ytri+1,s1Yri+1r4+ra+1l,52 - - - Yritodrg_1+1r1 44 rg+1,54

€

w/1 = YL 1 Yr A1 it Lsh - Yl el 1 4 L),
Agora observe que, o grau total de w; é ¢ e o de w} é p, como w; = w}, dai, segue que
p = q. Além disso, os primeiros indices de cada varidvel de wy e w) estao organizados de
forma nao decrescente, e podemos obter r; como sendo a diferenga entre o segundo e o
primeiro indices da i-ésima variavel. De modo analogo, podemos determinar os 7%, assim,
como w; = w}, entdo r; =i, parai=1,...,p.

Por fim, analisemos se s; = s..

t. Para isso, suponhamos por absurdo que, s; # s}, o
que significa que, Y1, 41,5 7# Y1, 41,5, entao, como w; = wjy, sem perda de generalidade,

Y1 +1,5, deve ocupar uma posicao ¢ > 1 em wj, ou seja,

Yiri4+1,s1 = Yrldrhdotr, 10, +odri 41,8,

assim, obtemos as seguintes igualdades
l=ri+ry+-+r +1L, rn+l=ri+-+r+1 es =5,

como r; = ri, dai segue que, r; =71y = -+ =1, = 1, = 0. Assim, teremos em w; um
bloco de variaveis de grau zero que tera pelo menos as t primeiras varidveis de w;. Como
r; = ri, entdo, também teremos em w) um bloco de variaveis de grau zero que teré pelo
menos as t primeiras variaveis de wj. Observe que, nesse primeiro bloco de variaveis em
wy e em w, ele contém todas as variaveis de grau zero que tém seu primeiro indice igual
a 1, assim, como w; = w) teremos que os s’ correspondentes as variaveis desse bloco de
w; formam uma permutacao dos s que estao distribuidos no bloco de w;. Como m; e
my sao do tipo (3), ent@o esses s e os s’ estao organizados da esquerda para a direita de
forma crescente, portanto, como nesses blocos teremos a mesma quantidade de variaveis,
e analisando a ordenacdo desses indices, concluimos que s; = s;, i = 1,...,¢, 0 que nos
permite concluir que s; = s/, contrariando a nossa suposicao. Logo, 1,41, = Y1418, -

Para concluimos, podemos utilizar o fato de que w; = w) e eliminar o primeiro ele-
mento em ambos os monoémios, e assim podemos aplicar novamente esse processo para o
primeiro elemento do restante dos monémios w; e w|. Assim, sempre ocorrerd que s; = s,
parat=1,...,p. &

A proxima demonstragao é uma generalizagao do Teorema 2.1.8,; utilizando o fato da

subélgebra G, e a élgebra graduada relativamente livre da variedade determinada por
Un(K) serem isomorfas e os resultados obtidos anteriormente sobre matrizes genéricas.
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Teorema 2.2.10 Seja K um corpo infinito, entao os mondémios (3) sio uma base de
K(X) mddulo 1d9" (U, (K)). Além disso, 1d9 (U, (K)) = ([xo1, o], i1z 2|t + j > n).

Prova. Seja J o 17, -ideal gerado pelos polinomios (1) e (2) e seja I = 1d(U,(K)).
Primeiramente, note que, podemos verificar que, médulo J, todo elemento de K (X) pode
ser escrito como uma combinagao linear de mondmios do tipo (3), da mesma maneira que
foi feito no Teorema 2.1.8.

Provemos que I = J. Desde que J C [ é suficiente mostrar que I C J. Supo-
nha, ao contréario, que exista um polindmio multihomogéneo f € [ mas f ¢ J. Traba-
lhamos na é&lgebra relativamente livre Z,-graduada K(X)/I isomorfa a Gy, ¢ escolhe-
mos f € G, de grau minimo, e entre estes f, escolha aquele que é expresso na forma
f = aymy + agms + - -+ + agm, para m; sendo monomios distintos do tipo (3) em G,
todo a; # 0, ay € K e s é o menor possivel. Portanto, s > 1.

Suponha my = my(Ti,jys Tigje, - - - Tipj)- Entdo, como f também é identidade para
G, obtemos

S
ml(}/;ljﬂ Yigjos - - 7}/'5kjk) = Z ﬂzmz(”lju Yigjas - - 7§/ikjk)
z=2

onde B, = —a,/ay #0, 2=2,3,...,s.

Por outro lado, temos que my(Y;,j,, Yisjps - - -, Yipjr) 7 0 € na primeira linha desta ma-
triz havera alguma entrada diferente de zero. Esta entrada diferente de zero aparece no
lado direito também. Digamos que vem do monoémio msy. Mas entao os monoémios m, e
mso tém a mesma entrada diferente de zero na mesma posi¢do em suas primeiras linhas
e, portanto, m; — mg € I, de acordo com o Corolério 2.2.8. Logo, pela Proposi¢ao 2.2.9
mi = me, e reduzimos f para s — 1 mondmios que contradiz a escolha de s. Portanto,
s=0el=J.

Agora verifiquemos que os monoémios (3) sdo linearmente independentes, modulo
I1d*"(U,(K)). Suponha que

t
> aim; € 1d7 (U, (K)),
=1

onde m; sdo mondmios distintos do tipo (3) para 0 # «; € K. Uma vez que K é infinito,
podemos assumir que os mondémios m; sao todos multihomogéneos e do mesmo multigrau.
Esse somatoério acima também ¢é identidade para G,,, entao se substituir as variaveis por
matrizes graduadas genéricas, teremos que o resultado sera igual a zero, e portanto, pode-
se expressar m; aplicado nas matrizes genéricas da seguinte maneira

t
my = — Z ﬁimi
i=2

a primeira linha de m; ird conter alguma entrada diferente de zero, caso contrario, my
pertenceria a [d" (U, (K)). A mesma entrada diferente de zero deve aparecer em algum
dos monoémios do lado direito, digamos em my. Portanto, my — my € I1d9 (U, (K)), logo
pela Proposicao 2.2.9, m; = mso, e assim, reduzimos nossa combinacao linear para t — 1
termos. Finalmente, obtemos um tinico monémio, digamos que seja a;m;, mas nao pode
ser uma identidade graduada para U, (K), uma vez que é de grau menor que n, e contera
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em sua primeira linha algum valor diferente de zero quando avaliado em G,,. Portanto,
restamos que a; = 0, como escolhemos a constante de forma arbitraria, temos que sera
valido para qualquer «, e finalmente, obtemos que os monémios do tipo (3) s@o linear-
mente independentes, moédulo I. m

Observe que a demonstragao do teorema acima nao utiliza argumentos em relagao a
caracteristica do corpo K, ou seja, ele é valido independentemente da sua caracteristica,
portanto, ¢ uma generalizacao do Teorema 2.1.8.

2.3 Aplicacoes

Nesta segao de aplicagoes utilizaremos alguns conceitos e resultados vistos anterior-
mente para calcular a n-ésima codimensao (Definigdo 1.2.48) Z,-graduada de U, (K).
Comecaremos citando alguns teoremas importantes para a obtencao dos resultados desta
secao.

Teorema 2.3.1 (Teorema Multinomial). Dados inteiros nao negativos ny,ns, . .., ny tais
que ny + -+ + n = n, o coeficiente de x'xy?...x* no desenvolvimento de

(x1 4+ 22+ -+ + )" €igual a

n n!
ny,...,Ng Tllan'nk'

Desse teorema também segue o proximo resultado, que também sera utilizado na demons-
tragao da Proposigao 2.3.4. Se fixados inteiros positivos n e k, se somarmos os valores de

n . - :
( n n sobre todas as k-uplas ordenadas de (nq, ..., n;) de inteiros nao negativos
1, s Tk

ni,...,n, tais que n; + - - - + ngx = k, o resultado obtido é igual a k™, ou seja,

n n
Z (nl,...,nk>:k'

ni+--4ng=n

Teorema 2.3.2 (Teorema das Colunas) Dados inteiros nao negativos w e p, a soma dos

p + 1 primeiros numeros da coluna w do Tridgngulo de Pascal é

()-(2)(3)-(2)

As demonstragoes de ambos os teoremas acima podem serem consultadas na nossa
referéncia [4].

Teorema 2.3.3 Seja c¢(m,n) o nimero de composi¢oes de n com exatamente m partes,

[ n=11) (n—1)!
c(m,n) = ( m—1 ) T (m=Dl(n—m)

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada na referéncia [1].

entao temos que

Agora, iniciamos com os resultados desta secao.
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Proposicao 2.3.4 Sejam m um inteiro positivo fizado e xoj, , Toj,, - - -, Zoj, fixzadas. Su-
PONhG QUE Ty p s Loy gy ooy Ty gy § = M — 8, sejam fizadas, 1 < z; <n — 1 para todo i e
21+ 29+ -+ 2 <n—1. Entao, o espago gerado por todos os mondémios multilineares
nestas varidveis em K(X)/1d9 (U, (K)) tem dimensao (m — s)!(m — s+ 1)*.

Prova. Primeiramente, note que, a dimensao do espago gerado por todos os mondémios
multilineares modulo 1d?" (U, (K)) nas variaveis citadas no enunciado acima sera a quanti-
dade desses monomios que também sao linearmente independentes modulo 1d? (U, (K)).
Se considerarmos o seguinte monoémio diferente de zero, sendo multilinear na &lgebra
Zn-graduada K(X),

WL zyryWe - - - wg,lngmgwg

fazendo w; depender das variéveis z(; de grau 0. Em relacao as variaveis z.;,1 < z <n—1,
temos que 21 + 29 + - - - + 2z, < n, e além disso, como [z, o] € 1d9 (U, (K)), utilizando
o mesmo argumento que no Teorema 2.1.8, que os indices de cada g; estao organiza-
dos em ordem crescente, da esquerda para a direita. Assim, esse monoémio é do tipo
(3), e portanto, sera linearmente independente modulo /d?"(U,,(K)). Portanto, a dimen-
sao do espaco gerado por todos os monomios multilineares nas variaveis zg; e z.; em
K(X)/Id"(U,(K)) sera a quantidade de mondmios desse tipo nessas variaveis. Entao,
calculemos.

Supondo que o nimero de varidveis zg; ¢ s, e o de x,; é m — s. Se w, depende de
t, variaveis, 1 < u < g + 1, se fixamos essas variaveis obtemos (m — s)! monoémios do
tipo desejado, permutando apenas as varidveis z.;. Agora dividindo as varidveis zy; em
grupos, t; em i-ésimo grupo, podemos considerar cada w,, utilizando combinacao temos
que, se no primeiro bloco tivermos ¢; variaveis para serem escolhidas entre as s teremos

que ficara
s
t1

para o segundo bloco, se tivermos t, variaveis, entao serao escolhidas entre as s — t;
variaveis e ficaremos com
S — tl
to

e assim, sucessivamente. Assim, obtemos

S S—tl S—tl—tg S—tl—tg—tg—'--—tg . s!
tl t2 t3 tg—i—l tlltgl...tg_;,_l!.

Agora, somando todas essas divisoes de zy; em grupos k (alguns deles podem estar vazio)

obtém-se
8 S
> ( . ) =(9+1)
1, -

tbtot oty i1 =s SRLCE
além disso, pela maneira que definimos o monémio temos que ele tem exatamente g va-
riaveis do tipo .4, que ficou definido como sendo a quantidade de variéveis totais menos
a quantidade de varidveis de grau zero, ou seja, g = m — s, portanto, o espaco gerado por
todos os mondmios multilineares nestas variaveis em K(X)/Id (U,(K)) tem dimensao
(m—3s)l(m—s+1)° =m

No resultado acima consideramos os mondémios multilineares num conjunto fixo de
variaveis que sao da forma

Tiy,j1Ti2,52 -+ - Lim,jm (4)
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onde {j1,j2,.--,Jjm} = {1,2,...,m} e 0 < i, < n — 1. Ou seja, ndo admitimos repeti-
¢oes dos segundos indices nas variaveis. Em seguida, calculamos a codimensao graduada
Co (Un(K)).

Teorema 2.3.5 A codimensao C9 (U, (K)) € igual a

CO (UL (K)) = ( 7:; ) ( net ) ¢'(g+ 1)1,

q=0 q
onde M = min{m,n — 1}.

Prova. Seja f = ¢1y16292 - - - 9Yq9q+1 € P9 (U, (K)) um monoémio multilinear diferente
de zero nas variaveis z;;,0 < i < n—1,1 < 7 < m onde para l = 1,...,¢q + 1, os
g;s sao monodmios (possivelmente vazios) nas variaveis xo, apenas, e para r = 1,...,q,
Yr = Tqp., com 1 < a. <n—11<b <m. Desde que f € P¥(U,(K)), temos que
impor a; + as + - - - + a, < n — 1. Observe entdo que ¢ < min{m,n — 1}.

Denote por A,_1(¢q) o nimero de g-uplas de inteiros positivos ay,as, ..., a, tais que
ap +a + - +a;, < n—1, e B, 1(q) é o nimero de tais g¢-uplas com
a;+as+---+a, =n—1. Entao obtemos A,_1(q) = B,—1(q) + Bn—2(q) +- - -+ By(q). Por

-1 -
outro lado, pelo Teorema 2.3.3, temos que B,.(q) = " _q ¢ o numero de composigoes

de r em partes g. Portanto, usando o Teorema 2.3.2 em coeficientes binomiais, obtemos

An1(a) = ) B(a) = By(a) + Bys1(q) + -+ + B

() (7))

Agora, para os indices b, de y, = x4, p,, temos m!/(m — ¢)! = ¢! ( TZ > escolhas (sem
(5) (")
\ g q

Agora, fixemos ¢ € {0,..., M} e as variaveis y. Utilizando mesmo processo feito
para as variaveis de grau zero na Proposi¢ao 2.3.4 concluimos que existem (g + 1)™ ¢
possibilidades de posicionamento das variaveis de grau zero nesse caso. Assim, para um
q € {0,..., M} fixo, obtemos

(2)(3 Yo

: . . -1 .
Observe que o coeficiente binomial ( " ¢ ) é igual a 0 sempre que ¢ > n — 1. Logo,

repetigao). Portanto, existem

possibilidades para i, ..., y,.

chegamos ao resultado

Co(Un(K)) =§: ( Z‘ ) ( ”;1 )q!(q—i—l)m_q

q=0
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com M =min{m,n—1}. =

Como consequéncia do Teorema 2.3.5, podemos agora calcular o comportamento as-
sintotico da sequéncia de codimensoes graduadas C¥' (U, (K)).

Lembre-se de que se f(n) e g(n) sdo duas fungdes de um nimero natural, entdo f(n)
fn) _
g(n)

e g(n) sao assintoticamente iguais, e escrevemos f(n) ~ g(n) se lim,

Corolario 2.3.6 Para todo m nos naturais:

CI(Up(K)) ~ n_lmnflnm.

Prova. Mostraremos que

mn—lnm

lim

m—00

nn—1

Com M = min{m,n — 1}, para m <n — 1, temos que M =n — 1, assim

O (Un(K)) = ni ( ZL ) ( n;1 )q!(q+1)m—q.

q=0

Agora, mostremos que

O (Un(K))

12

( nn—l1 > (n — 1)lm" L,

Para isso, iremos dividir em dois casos, quando ¢ = n — 1 e quando 0 < ¢ < n — 2. No
primeiro caso, obtemos que

() () e

—ntl
( 4 ) g'nm—ntl e
q
como g =n— 1, logo ¢+ 1 =n, e além disso, —¢ = —n + 1
nm1
— =1.
nmfnJrl

Agora, para o caso 0 < g < n — 2, temos que

(m) (n_l)q!(qﬂ)mq (=1t m—q <m)
q q _ dnen?@t+1) q

_ m—n+1 m!
< m )(n_l)!nanrl (n = 1tm= (m—n+1)!
n—1
_ (n—q-1)! q q
- m—n+1 m!
n (m—n+1)!

Note que, ambos os fatores do produto acima tendem a zero quando m — oo. Portanto,
obtemos o seguinte resultado

Ci (Un(K))

12
—
3
~_
£
|
N
3
3
3
s



Como m(m—1)...(m—n+2)=m""'+ f(m) onde f(m) ¢ um polinémio em m de grau
n — 2, temos que
m(m—1)...(m—n+2)

lim -1
m—oo mnfl ’
e assim,
—1)...(m—n+2) 1
m(m (’I’L i 1)!nm—n+1 ~ mn—lnm—n-‘rl _ mn_lnm‘
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Capitulo 3

Graduacoes Elementares e Identidades
Polinomiais na Algebra das Matrizes

Triangulares Superiores

Neste capitulo incluimos o estudo do artigo "Gradings on the algebra of upper tri-
angular matrices and their graded identities", referéncia [24|. Comecamos com uma
descrigao das graduagoes elementares para a algebra das matrizes triangulares superi-
ores de ordem n x n, por um grupo G, mostrando que se G ¢ finito, entao ha |G|"!
G-graduagoes elementares diferentes na algebra U, (K), podendo distinguir as graduagoes
elementares por suas identidades graduadas. Além disso, encontramos geradores para
as identidades polinomiais G-graduadas de U, (K), para uma G-graduagao elementar, e
uma base linear para os polinémios Y-proprios na élgebra graduada relativamente livre

K(X)/1d (U, (K),e).

Aqui consideramos K um corpo infinito e denotaremos o elemento neutro do grupo G
por 1.

3.1 Graduacoes Elementares para a Algebra U,(K)

Iniciamos esta secao com a definicao de graduagoes elementares para a algebra das
matrizes.

Definicao 3.1.1 A graduagao M, (K) = ®,ecAy na dlgebra das matrizes n x n sobre um
corpo K € dita elementar se, existe uma n-upla (g1, ..., g,) € G™ tal que e;; € Agﬂgj para

quaisquer indices 1 < i,5 < n.

De modo analogo definimos a seguir graduagoes elementares para algebras de matrizes
triangulares superiores.

Definicao 3.1.2 A graduagio U, (K) = ®,ecAy na dlgebra das matrizes n x n triangula-
res superiores sobre um corpo K € dita elementar se, existe uma n-upla (gy,...,g,) € G"

tal que e;; € A para quaisquer indices 1 < i < 5 < n.

9; g7

No proximo exemplo mostramos que a Z,-graduacao de U,(K) utilizada no
Capitulo 2 é elementar.
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Exemplo 3.1.3 Seja a Z,-graduagao para a dlgebra U, (K) vista no Exemplo 1.2.13, en-

tao ela € elementar.

Usaremos a Definicao 3.1.2. Consideremos Z, = {(g), com g" = 1, de modo que
Zn ={1,9,6%...,9" '} e seja (Un(K))ge 0 subespaco de todas as matrizes elementares

ei; com j—1i=k. Note que,

deg(ey) = ¢" = g7'¢' = g7 Vg,
logo, o grau homogéneo da matriz elementar e;; € o inverso do elemento da posi¢ao i

operado com o elemento da posi¢ao j, assim, a Zy,-graduacao é elementar e induzida por
g= (1797927 ce agnil)-

Recorde que as identidades graduadas para a Z,-graduacdo em U,(K) do
Exemplo 3.1.3 foram descritas no Capitulo 2. E quando n =2 e K é de caracteristica 0,
a graduagdo acima é a Unica Zy-graduagao elementar nao trivial que Us(K') admite.

Lema 3.1.4 Seja U, (K) com uma G-graduagao elementar. Entao, toda matriz elementar

wdempotente ey pertence a componente homogénea de grau 1.

Prova. Como a G-graduagao ¢ elementar, temos que e;; € Ag{l g;0 Para 1 < j, ou seja,
cada e;; ¢ homogéneo, e para j = 7 temos que g7 'gi=1,logo, e; € A;. m

Nem todas as graduagbes de M, (K) sdo elementares, no Exemplo 1.2.9, é possivel
perceber que a G-graduagao para Ms(K) nao é elementar, isso devido ao fato de que
a dim(A.) = 1, e pelo Exemplo 1.2.16, temos que e; € A., logo, dim(A.) > 2, o que
nao ocorre. Mas existe uma condigao suficiente para que uma graduagao de M, (K) seja
elementar, além disso, essa mesma condi¢ao é suficiente para uma graduacao de U, (K)
também ser elementar. Enunciaremos e a demonstraremos para a algebra U,(K) no
proximo teorema, usando a referéncia [33].

Teorema 3.1.5 Seja G um grupo e seja U, (K) graduada por G. A graduagao € elementar

se, e somente se, todas as matrizes elementares e;; sao homogéneas.

Prova. Claramente, se tivermos uma graduacao elementar, segue da definicao que as ma-
trizes elementares e;; sao homogéneas. Agora, suponha que todas as matrizes elementares
sao homogéneas. Primeiro provemos que existem ¢, ..., g, € G tais que,

deg(eiiv1) = g; 'gi1 (2)

paratodoi=1,...,n— 1.

Sejam g, = 1 e go = deg(e1s), entdo (2) vale para i = 1, pois deg(erz) = g2 = gy o
Agora, suponhamos por hipotese de indugao que (2) é valido para i = 1,...,k — 1, em
particular

deg(er_11) = g;t G-
Entao, se considerarmos que deg (e x+1) = h e tomarmos gx+1 = gxh,, claramente deg(ey j+1) =
gr ' gre1 e (2) vale para i = k.
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Finalmente, o grau de e;; para todo 1 <¢ < j <n éigual a

deg(eij) = deg(ei,i+1)deg(ei+1,i+2) . -deg(ej—l,j)
= 07 ' 9i+1951 92 - - 9095 = 9795,

e portanto, temos a prova do teorema completa. m

Proposicao 3.1.6 Cada G-graduagao elementar na dlgebra U, (K) € determinada uni-

camente pelos graus homogéneos das matrizes elementares ey ;, 1 =1,...,n.

Prova. Sejam U, (K) = @4y e €1, € A,y,. Temos que todas as matrizes elementares e;;
pertencem a A;, a componente neutra. Suponha que e;; € A, para algum g € G e i < j.
Entao, desde que ej;e;; = ey, obtemos que g;g = g; e, portanto, g = g;lgj é unicamente
determinado. m

Proposicao 3.1.7 Cada G-graduagao elementar na dlgebra U, (K) € determinada unica-
mente pelos graus homogéneos das matrizes elementares ejz, €23, ..., €n_1, do radical de
Jacobson de U, (K).

Prova. Pela Proposigao 3.1.6 é suficiente descrever os graus homogéneos dos elementos
e1j. Seja Uy (K) = Bgeciy, € seja e.,11 € A, . Temos que ey pertence a Ay, a com-
ponente neutra. Suponha que e;; € A, para algum g € G e 1 < j. Entao, desde que
e1; = €12€23 . ..€j_1;, obtemos que g = g192 ... gj_1 e, portanto, g ¢ determinado de forma
Gnica. m

3.2 Identidades G-graduadas para U, (K)

Ao longo desta segao iremos considerar a algebra U, (K) com uma G-graduagao elemen-
tar induzida pela n-upla € = (€1, €2,...,€,) € G" e denotaremos ¥ = X e Z = Uy X,.
Usaremos as letras y; para as variaveis cujo grau homogéneo é 1 e z; para as variaveis em
Z. Diremos que y; é uma variavel par e z; € uma varidvel impar. Assim, vale ressaltar
que, para um polinémio Y-proprio qualquer em K(X), cada variavel y; participa apenas
de comutadores.

Defini¢ao 3.2.1 Sejan = (01, ..., nm) um elemento de G™. Dizemos que 1) € uma sequén-
cia boa com relagdo a G-graduacdao elementar € se houver uma sequéncia de m matrizes
elementares (ry,...,Ty) no radical de Jacobson de U,(K) de modo que o produto ry ...ry,
nao € zero e também o grau homogéneo de r; € n; para todo i =1,...,m. Caso contrdrio

1 € chamada de sequéncia e-ruim.

Observe que como o radical de Jacobson de U, (K) é nilpotente de indice n e pela
definigao de sequéncia e-boa, sempre que tivermos uma sequéncia (1, ...,7,) comn’ >n
ela serd uma sequéncia e-ruim.

Exemplo 3.2.2 Seja a Zs3-graduacdo elementar de Us(K) induzida por e = (1,g,g%). A

sequéncia 7y = (1,9, g%) € e-ruim, enquanto que 7o = (1, g) € e-boa.

De fato, como o radUs(K) tem indice de nilpoténcia 3, entdo nao devem existir ma-
trizes elementares ry, o, 73 em radUs(K), tal que rirors # 0, logo 71 é e-boa. Por outro
lado, temos que deg(e12) = g, deg(eaz) = 1 e ejpea3 = €13, portanto, 7, € e-boa.
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Definigao 3.2.3 Seja 77 = (n1,...,Mm) uma sequéncia em G™. Consideramos o poliné-

mio

fﬁ = fﬁ,lfﬁ,Q s fﬁ,m

no qual fi; = [Yai—1,Y2) se, mi =1 e fq; = xy,; se, n; # 1.

Exemplo 3.2.4 Se considerarmos as sequéncias i, = (1,9,9%) e o = (1,g), teremos

fﬁl = [Z/1>y2]$g,2$g2,3 € fﬁ2 = [ylayz]ﬂfg,z-

Proposicao 3.2.5 O polindmio multilinear f; € uma identidade graduada para U, (K)

se, e somente se, a Sequéncia 1 € €-ruIm.

Prova. Suponha primeiro que f nao é uma identidade graduada para U,(K). Entao
existem elementos homogéneos r1,...,r, € U,(K) tais que f;(r,...,r) # 0. Como f;
¢ multilinear e as matrizes elementares e;; sao homogéneas na G-graduacao fixa, entao
podemos escolher r; entre as matrizes elementares.

Observe que se n; # 1, entao f;; = x,,,, ou seja, sua avaliacdo em matrizes elemen-
tares d4 um elemento e, ;, do radical de Jacobson de U, (K); da mesma forma se n; = 1,
entdo f;i = [Y2i—1, Y2 € qualquer avaliagao diferente de zero de f;;; em matrizes elemen-
tares da um elemento [€qy, | by; 15 €as; by;] QUE €, também, uma matriz elementar no radical
Jacobson de U, (K). Conclui-se que 77 € uma sequéncia e-boa.

Agora, com a sequéncia 7 sendo e-boa, entao existe uma sequéncia de m matrizes elemen-
tares (€ay.as, €as,azs - - - s Cam_1,ams Camamss) 1O radical Jacobson de U,(K) tal que o grau
homogéneo e;ileaiﬂ de €4, 0,41 € 1m; para todo ¢ = 1,...,m. Observe que se 7, = 1, entao
€a;,a:., ¢ de G-grau 1 e podemos avaliar os polinomios f;; = [Y2i—1, Y2:;] Nas matrizes ey, 4, o
€ €ayy1,a54, que sdo elementos pares de U, (K) e o resultado ¢ eq, 4, €a;;1,0,,,- Claro, se
n; # 1 entao f5; = @, ; e o resultado da avaliagao neste polindmio é a matriz eq q,,,
que é elemento homogéneo de U,,(K) do G-grau 7;. Deste modo segue que o resultado da
avaliagao de f; = f51... fim nestes elementos homogéneo nao se anula. =

Como consequéncia, temos o proximo teorema, mas veremos as seguintes proposigoes
antes.

Proposicao 3.2.6 Sejam (g1, 2,...,9n) € (1,97 G2, -, 91 " gn) duasn-uplas em G™. En-

tao elas dao origem a mesma graduagdao elementar em U, (K).

Prova. Considere a graduagao elementar em U, (K) induzida pela n-upla (g1, g, - .-, gn),
entdo temos que, dada uma matriz elementar e;; em U, (K) vale a igualdade deg(e;;) =
gi_lgj. Por outro lado, a n-upla (1,97 '¢s,...,9 'g,) também induz uma graduagao ele-
mentar em U,(K) teremos que dada e;; em U, (K), entdo deg(e;;) = (g;'g:) (g1 g;) =
9, 'q197 'g; = g; 'g;. Portanto, as matrizes elementares e;; em ambas as graduagdes es-
tao no mesmo subespago vetorial correspondente ao grau g; 'g;, assim, as graduagoes
elementares induzidas pelas duas n-uplas coincidem. m

Proposicao 3.2.7 Sejam duas n-uplas g = (1,92,...,9n) € ¢ = (1, ha, ... hy) com g #

g, entdo essas duas n-uplas induzem graduagoes elementares distintas para U, (K).
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Prova. Sejam duas n-uplas g e ¢’ que induzem graduagoes elementares para U, (K).
Note que essas n-uplas descrevem os graus homogéneos das matrizes elementares e;;, com
jg=1...,n.

Com g # ¢, temos que para algum j, o grau de e;; em relagdo a g vai ser distinto
do grau de e;; em relacdo a ¢’. Assim, como existe pelo menos uma matriz elementar
para a qual o grau homogéneo nao coincide em relacao as duas graduagoes elementares
induzidas por g e ¢’, entdo, as graduagoes elementares para U, (K) induzidas por g e ¢’
sao distintas. m

Teorema 3.2.8 Seja G um grupo finito, entio hd |G|"~' G-graduagoes elementares dife-
rentes na dlgebra U,(K). Além disso, duas graduagoes elementares diferentes satisfazem

identidades polinomiais graduadas diferentes.

Prova. Como as duas n-uplas (g1, ga, - .., 9n) € (1,97 92, ..., 9; 'gn) ddo origem & mesma
graduagao elementar em U, (K) e, além disso, pela Proposigao 3.2.7, temos que duas n-
uplas com primeira entrada 1 diferentes induzem graduacoes elementares distintas para
Un(K), entdo a quantidade de graduagdes elementares em U, (K) serd a mesma quanti-
dade de n-uplas do tipo (1,9, gs,..., 97 'gn). Assim, concluimos a primeira afirmacdo do
teorema verificando quantas n-uplas desse tipo existem para G finito. Como o primeiro
elemento nas n-uplas (€1, €s,...,€,) sempre serd 1, enquanto que os outros elementos e
pode ser qualquer elemento de G, entao teremos que, se G ¢ finito, existem |G|"~! n-uplas
diferentes (€1, €,...,€,) com € = 1.

Agora vamos lidar com a segunda afirmacao do teorema. Primeiro, observamos que no
radical de Jacobson de U, (K), existe uma sequéncia tnica de n — 1 matrizes elementares

(r1,...,rn—1) tal que o produto rq ...r,_; € diferente de zero, a saber (eja, €a3, ..., €, _1n)-
Portanto, se § = (ej,€9,...,€6,) ¢é alguma graduacdo fixa, entdo a sequéncia
d(g) = (e;'€s, ..., e, 1€,) & a tinica sequéncia g-boa de comprimento n — 1. Observe
que essa sequéncia descreve os G-graus das matrizes elementares ejs, €a3, ..., €, 1, NO

radical Jacobson de U, (K). Pela Proposi¢ao 3.1.7, duas graduagoes diferentes g e §' de-
terminam sequéncias diagonais diferentes d(g) e d(¢’). Portanto, o polinomio multilinear
fa(z) ¢ uma identidade polinomial graduada de U, (K) com relacao a graduacao elementar
J', mas nao é uma identidade com respeito a graduagao g. =

Uma vez que as graduagoes isomorfas satisfazem as mesmas identidades graduadas,
obtemos o seguinte.

Corolario 3.2.9 Seja G um grupo finito, entio existem |G|"~! G-graduagdes elementares
nao isomorfas em U, (K).

Agora seja I(€) o Tg-ideal da &lgebra livre K (X) gerada pelos polindmios multilineares
fi, onde 7) pertence ao conjunto de todas as sequéncias e-ruins. Iremos provar que I(e)
é o ideal de identidades polinomiais G-graduadas de U,(K) em relagdo a G-graduagao

elementar €. Para isso, demonstraremos alguns resultados, comecando por a seguinte
descri¢ao dos polindmios Y-proprios de K (X).

Lema 3.2.10 Cada polinémio Y -proprio de grau positivo é uma combinacao linear de
produtos de Y -comutadores de Z-grau no mdximo 1. Além disso, se a varidvel z participar
em um Y -comutador ¢, podemos assumir que z € a primeira varidvel de c. Ou seja, ¢ = z

ou ¢ = [2,Yi,,---,Yi,| para algum t > 1.
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Prova. E suficiente provar a afirmacdo para comutadores [z, ..., z,| em que cada varia-
vel é homogénea. Fazemos isso por inducao em n, o caso n = 2 sendo trivial. Suponha
que o lema seja valido para comutadores de comprimento n — 1, e seja ¢ = [x1, X2, . .., Tp).

Primeiro, observamos que a comutacao com um elemento fixo é uma derivacao, ou seja,
[uv, w] = [u, w]v + u[v, w]. Entdo, por indugao em r, obtemos que

[U1UQ .. .UT,U)] = Zul c. ui,l[ui,w]ui,l U
i

Se z, € Y, entdo ¢ = [r1,29,...,2,_1] é de comprimento n — 1 e pela hipotese de
inducao, podemos representa-lo como uma combinagao linear de produtos de comutadores
com propriedades necessarias. Em seguida, aplicando a observacao acima para w = x,,
obtemos uma combinagcao de produtos de comutadores Y-proprios em que ainda satisfazem
as propriedades exigidas. Finalmente, se x, € Z, terminamos por indugao usando a
igualdade

[T1, o,y ooy Tpe1, ] = [T, X, oo Tt | T, — Tp[T1, X, o oo Ty ]

uma vez que ambas as parcelas da diferenca acima sao polindémios Y -proprios. =

Ao longo deste capitulo, chamamos de normal qualquer comutador de Z-grau no ma-
ximo 1, que satisfaz a condi¢ao do lema anterior. Observe que, para um comutador normal
¢ de Z-grau 1 tem deggc = deggz, onde z é a tnica variavel impar em c. Agora, vamos
considerar um produto ¢ = ¢; . .. ¢, de comutadores normais e seja 7. = (N1, ..., M) € G™
a sequéncia definida por n; = deggc;, para todo i = 1, ..., m, obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.2.11 Se a sequéncia 1. € e-ruim, entdo o produto ¢ = ¢y ... ¢, € uma identidade
polinomial G-graduada de U, (K).

Prova. Primeiro mostraremos que ¢; é consequéncia de f; ;. Seja c = c; ... ¢y, dado um
c; em ¢, temos que ¢; é comutador normal, portanto, teremos dois casos:

1. Seja ¢; = [y1, ..., Yml, logo, n; = deg(c;) = 1, portanto, fz, = [yh;_1,y%]. Podemos

considerar
¢ = [[yla s aym—lh ym]a
assim, se considerarmos vy, 1 = [Y1, .- -, Ym—1] € Yb; = Ym, temos que ¢; é consequén-
cia de f3;.
2. Seja ¢; = [21,Y1 - - -, Ym—1], logo, m; = deg(c;) # 1, portanto, f;; = x,, ;, assim, como

deg(c;) = m;, entao podemos substituir z,. ; por ¢;, e portanto, ¢; é consequéncia de
? Miy Y I
fﬁ,i‘

Como podemos fazer esse processo para qualquer ¢;, entao temos que ¢ é consequéncia de
fi., ou seja, ¢ pertence ao T-ideal de K (X) gerado pelo polindomio f5,. E, por altimo,
por 7). ser e-ruim, entao temos pela Proposicao 3.2.5 que f;, é uma identidade polinomial
para U, (K), dai, segue que ¢ também ¢ identidade para U, (K). =

Seja € uma G-graduagao elementar fixa de U,(K) e seja W (e) o subespago vetorial dos
polindémios Y-proprios na algebra graduada relativamente livre K(X)/I(e). Para poder
descrever uma base linear de W (e) dizemos que:

1. um comutador normal [y;,,¥;,,--.,¥;,] de Z-grau 0 é semistandard se os indices
J1,J2, - - -, Jp satisfazem as desigualdades j; > jo < j3--- < jp.
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2. um comutador normal [2;,,¥;,,...,¥;,] de Z-grau 1 e comprimento p > 1 é semis-
tandard se jo, ..., J, satisfaz jo < g3 < --- < g

Lema 3.2.12 Na dlgebra livre K(X) G-graduada, todo polinémio Y -proprio de grau po-

sitivo é uma combinagdo linear, modulo I(¢€), de produtos do tipo ¢ ...c,,, onde cada c; é

<G

um comutador semistandard e a sequéncia 1 = (deggcy, . .., degac,) € e-boa.

Prova. Ja sabemos pelo Lema 3.2.10 que todo polindmio Y-proprio de grau positivo é
uma combinacao linear de produtos de comutadores normais, logo, podemos considerar
um produto ¢ = ¢;...¢, de m comutadores normais e basta mostrar que esse produto
é, modulo I(€), uma combinagao linear de produtos de comutadores ¢, semistandard, ou
seja, que é congruente, modulo (e€), a uma combinagao linear de produtos de comutadores
¢, semistandard.

Primeiramente, observe que o polinémio ¢ pertence ao Tg-ideal de K(X) gerado por
fa.. Provamos isto de modo semelhante ao processo que fizemos no Lema 3.2.11. Além
disso, uma vez que o radical de Jacobson de U, (K) é nilpotente de indice n, pelo Exemplo
1.1.43, entao qualquer sequéncia de comprimento m > n é e-ruim. Neste caso, o polino-
mio multilinear f; pertence a I(€) e a mesma conclusao vale para c. Claramente, para
m > n e com ¢ € I(€), podemos considerar 0 como uma combinagao linear de produtos
de comutadores ¢ ...c,,, com ¢, semistandard, e portanto vale a afirmagao neste caso.

Para m < n, usaremos um processo de indugao reversa, mostrando que se o resultado
vale para sequéncias de comprimento > m, entao vale para sequéncias de comprimento
m. Assumiremos que para algum m fixo, que o resultado é vélido para todos produtos
de pelo menos m + 1 comutadores normais e iremos provar que vale para produtos de m
também.

Agora, seja ¢; = [2,9;,, - ,¥;,] um comutador normal de Z-grau 1. Iremos provar
que para cada permutagao € S, existe um polinémio gy que ¢ uma combinacao linear
de produtos de dois comutadores, de modo que

{Z7y]'17 s 7yjq] = [ZJyje(l)J s 7yj9(q)] + Go-

Podemos assumir que 6 = (¢,t+1), pois S, é gerado pelas transposi¢oes. Podemos escrever
¢ = [ Yjor Yjorrs - - Y5,)s onde ¢ = [z, 95, ..., yj,_,]. A identidade de Jacobi nos permite
mudar as posi¢oes dos elementos nas trés primeiras posi¢oes. Mais precisamente,

C; = [yjt+17yjt7 Clu see 7yjq] + [6/7 yjt+17yjz7 s 7yjq]'

Neste caso, go = [[Yjr1s Y5 )Cir - ¥jg) — [ Y5eirs Y5e)s - -5 5,]- Na verdade, desde que a
comutagao com um elemento fixo é uma derivacao, entao, por inducao em r, obtemos que
lab, k1, xo, ..., x| ¢ igual a uma combinagao linear de produtos de dois comutadores da
forma [a,...][b,...], e a afirmac@o esta provada.

Agora, seja ¢; = [Ya, Yb, Yj1s- - - Yj,] um comutador normal de Z-grau 0. Podemos
provar de forma semelhante que para qualquer permutagao 6 € S, existe um polinémio
hg que é uma combinagao linear de produtos de dois comutadores de Z-grau 0 e tais que

[ym Y, yjn v 7yjq} = [ym Y, yj9<1)7 I 7yj9(q)] + h@-

Juntos, esses dois calculos mostram que para cada comutador normal ¢; existe um comu-
tador semistandard ¢, e um polindémio g., que é uma combinagao linear de produtos de
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dois comutadores normais, de modo que ¢; = ¢; + g;.

Finalmente, seja ¢ = ¢; ... ¢, um produto de m comutadores normais. Entao pelos ar-
gumentos anteriores, existem m comutadores semistandard ¢}, ..., ¢, € g1,..., gm polino-
mios que sdo combinacao de produtos de dois comutadores normais, tais que ¢; = ¢, + g;,
logo

c=(ch+g)(ch+g2) .. (c+9m) =C) ..o+ [
Note que f é composto por uma combinacao linear de produtos de ¢ e g; com pelo me-
nos um dos fatores entre os g;. Assim, podemos afirmar que f é uma combinacao linear
de produtos de pelo menos m + 1 comutadores normais. Logo, recaimos na hipdtese de
indugao, e f é uma combinacao linear, moédulo I(¢), de produtos do tipo ¢} ...¢,, com ¢,
semistandard parai=1,...,m. =m

Por tltimo, iremos demonstrar o proximo lema (referéncia [14]), que é necessério para
a demonstracao do teorema principal deste capitulo, onde provaremos que 1d?" (U, (K)) =
I(e). Observe que, pelo Lema 3.2.12, temos que W(e) = span{f + I(¢) | f € B} com
£ sendo o conjunto formado por 1 e por produtos de comutadores ¢; ... ¢, com cada c¢;
semistandard.

Lema 3.2.13 Sejam W e U subespacos vetoriais de V. Seja  um subconjunto de V tal
que

V/W = span{f+W | f € B}.
SeW C U e{f+U | fe B} élinearmente independente no quociente V/U, entao
W =U.

Prova. Suponhamos que W # U. Logo deve existir g € U — W. Entao existem ay € K
nao todos nulos tais que

g+W:Zaff+W.
feB

Logo, existe w € W tal quegzzfeﬂaffjtw, comow e W CU
0+U=g+U=> arf+w+U=) apf+U=> apf+U,
fep fep fep

isto € um absurdo pois {f + U | f € 5} ¢ linearmente independente no quociente V/U, e
portanto, todos os coeficientes oy deveriam ser todos nulos, logo, W =U. =

Para aplicacao do lema acima no proximo teorema usaremos:
W =1(e) N Bg(X), U=1d"(U,(K),e) N Ba(X),V = Bg(X),

B ={ecr...cn | ¢; semistandard e 7. = (degg ¢y, - . ., degg ¢) e-boal.

Por o Lema 3.2.12, temos que V/W é gerado por 8 e os resultados que obteremos no
teorema a seguir nos faz ter a igualdade W = U, ou seja, os polindmios proéprios de
I(€) e 1d"(Uy(K),€) coincidem, e pelo Teorema 1.2.62, temos que na verdade I(e) =
1d9 (U, (K),e).

Teorema 3.2.14 Sejam G um grupo e K um corpo infinito. Seja € = (€1,...,€,) uma
n-upla de elementos de G que induz uma G-graduagao elementar na dlgebra U, (K) de

matrizes triangulares superiores n X n com entradas em K. Entao
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1. Oideal 1d9"(U,(K),€) de identidades polinomiais G-graduadas de U, (K) € gerado
pelos polindmios multilineares f5, onde ) = (11,...,Nm) pertence ao conjunto de

todas as sequéncias e-ruins e m < n.

2. Uma base linear para os polindomios Y -proprios na dlgebra graduada relativamente
livre K(X)/I1d9" (U, (K),€) consiste em 1 e dos polinémios ¢ = ¢ ...cy, onde cada
polinémio ¢; € um comutador semistandard e a sequéncia 7. = (deggcy, - - ., degacm)
€ €-boa.

Prova. Seja o Tg-ideal I(€) de K(X) gerado pelos polinémios multilineares f;, onde
7 pertence ao conjunto de todas as sequéncias e-ruins. Observe que se considerarmos a
subsequéncia ' = (91, ...,m,) de i com n < m, ela também é e-ruim, pois o produto de
n matrizes no radical de Jacobson ¢é igual a zero. Além disso,

fﬁ = fﬁ,lfﬁ,2 e fﬁ,m € fn' = fﬁ,lfﬁ,2 e fﬁ,na

logo fi = fu fint1--- fim, Ou seja, f; pertence ao ideal gerado por f,/. Portanto, como
I(e) é gerado pelos f;, temos que I(e) esta contido no ideal gerado por f,/, deste modo
I(e) é gerado pelos polinémios multilineares f5 correspondendo as sequéncias 7 e-ruins de
comprimento m < n.

Agora, observe que o restante da demonstracao desse teorema se resume em mostrar-
mos a igualdade I(¢) = Id9 (U,(K),€). Disso concluimos a demonstragdo do item 1, e
com essa igualdade e pelo Lema 3.2.12 obtemos o resultado do item 2. Para demonstrar-
mos que [(e) = Id9 (U,(K),€) usaremos o Lema 3.2.13.

Pela Proposicao 3.2.5, os polinomios f; sao identidades polinomiais para a algebra
Un(K), e assim, I(¢€) esta contido em Id?" (U, (K),¢€). E, pelo Teorema 1.2.61 ¢é suficiente
considerarmos polinémios Y -proprios, e ja sabemos pelo Lema 3.2.12, que os elemen-
tos do espago dos polindomios Y-proprios é gerado, modulo I(e€), por 1 e pelos produtos
¢ =¢q...Cy de comutadores semistandard tais que a sequéncia n. = (deggey, - . ., degacm)
¢ e-boa. Portanto, pelo Lema 3.2.13, é suficiente mostrar que esses polindmios sao linear-
mente independentes moédulo 1d?" (U, (K), €) para obtermos que I(€) = 1d" (U, (K),€).

Seja f = al + > a.c uma combinagao linear desses polindmios e assuma que
f € 1d"(U,(K),e). Devemos provar que todo coeficiente é zero.

Nossa prova é por indugao em n. Para n = 1, temos U;(K) = K, assim, o radical
de Jacobson de U, tera apenas a matriz nula, portanto, qualquer sequéncia é e-ruim, as-
sim, nao teremos um produto de comutadores ¢ ... ¢, relacionado a sequéncia 7 e-boa e
f=al, com fem Id9 (Uy,e€) implica que a = 0.

Para n > 2, seja R; a subalgebra G-graduada de U,(K) consistindo em matrizes
triangulares superiores de ordem n X n com zero nas entradas da j-ésima linha e na j-
ésima coluna, 1 < j <n. Entao R; é isomorfa a algebra graduada U,,_;(K) com respeito
a G-graduagao elementar €; = (ey,..., €1, €41, ..., €,) (Exemplo 1.2.35). Portanto, para
todo 7 =1,...,n, temos que

feld(Un(K),€) C Id" (Upr(K), &), (1)

jaque I1d9 (U, (K),€) C 1d9 (R, €;) pelo fato de R, ser subalgebra de U, (K) e [d"(R;,€;) =
1d9" (U, -1 (K)) pelo fato de R; e U,,_1(K) serem isomorfas.
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Seja ¢ = ¢;...c¢, uma parcela da soma de f e suponha que m < n — 2. Como a
sequéncia associada 7. = (deggcy, - . ., degacn,) € e-boa existe uma sequéncia de m matrizes
elementares (€, azs €asaz: - - - » €aym—1,am+ Camsams1) 110 radical de Jacobson de U, (K) tal que
o grau homogéneo €, '€,,+1 de €q,4,41 € 7; paratodoi =1,...,m. Jaquem+1<n—1
existe um inteiro positivo 1 < j < n tal que essas matrizes estao todas na subalgebra
G-graduada R;. Logo, 7). ¢ uma boa sequéncia com respeito a €;-graduacao de U,,_1(K).
Seja f; = > .a.c a componente de f dada pelo somatério dos aec tais que a sequéncia
correspondente 7). é €;-boa e consideremos f’ como sendo a soma do restante das parcelas

acc de f tais que 7, € €;-ruim. Assim temos que

f=a+fi+f,

como f € 1d9(U,—1(K),€;) substituindo as varidveis por elementos homogéneos de
Un-1(K) o resultado (que indicamos como o polindmio com uma barra acima) é igual a
zero, i.e., a; + f; + f' = 0. Segue do Lema 3.2.11 que f’ é uma identidade para U,_;(K),
logo, aq + f; = 0, ou seja,

oy + fj S ]dgT(Un_l(K), g])

A hipotese de inducao implica que a = a, = 0 para todo c tal que 7. é €;-boa para algum
j. Assim podemos considerar f como uma combinacao linear de produtos ¢ =c¢;...¢,_1
de n — 1 comutadores semistandard tais que 7}, é e-boa. Como na prova do Teorema
3.2.8, existe uma unica sequéncia e-boa 7 = (1y,...,M,—1) de comprimento n — 1, ou
seja, temos 1; = €; 1ei+1 = degq(e;,i+1). Portanto, para qualquer produto de comutadores
c=c1...0p_1 que aparece em f tem-se que deggc; = 1);.

Como o corpo K ¢é infinito, podemos assumir que f = f(xy,...,x,) é multihomogéneo.
Além disso, se {2 é um conjunto de variaveis comutativas, f é uma identidade polinomial
G-graduada de U, (K[Q?]) com respeito a graduagao elementar induzida por €, onde K]
representa a algebra polinomial usual que é comutativa.

Seja ¢ = ¢1 ...c¢,_1 um produto de comutadores semistandard que aparece em f com
escalar nao nulo e considere o monémio m, = z;, ...x; -1 € K(X), onde zj, é a va-
riavel na primeira posicao do comutador semistandard ¢;. Entao zj, ¢ par ou impar de
acordo com o Z-grau de ¢,. Seja m = x;, ...x; , um mondmio maximal no conjunto
My = {m. | c¢ é uma parcela diferente de zero de f} com respeito & ordem lexicografica
da esquerda para a direita. Seja ¢ = [z;,,...]...[x; _1,...] a parcela correspondente de
f. Observe que as variaveis fmpares em c estao apenas na primeira posicao de alguns
(possivelmente nenhum) dos comutadores semistandard ¢y, ..., ¢,—1. Como o polindmio
f = f(z1,...,2,) é multihomogéneo, o conjunto de variaveis impares ¢ o mesmo para
qualquer ¢’ que aparece em f com escalar diferente de zero.

Dizemos que t,s € {1,...,n — 1} sdo equivalentes se z;, = x;, e denotamos por T,
a classe de equivaléncia de ¢t. Considere os seguintes elementos homogéneos &, ..., &, de
Un(K[Q]), definidos da seguinte forma:

1. Se x;, & uma variavel par, entdo &, = >, €j+1 + > &iy 55,5, onde §, | € § para
todo i, s.

2. Se x;, ¢ uma varidvel fmpar, entdo &, = >, €41

3.8el # i1,...,0h-1, entdo § = > & 4655, Onde, mais uma vez, § , sao varidveis
comutativas.
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Calculos concretos mostram que f(&,...,&) = Y. @wgerer . Aqui o elemento ¢’ per-
tence ao conjunto de todas as parcelas nao nulos de f com monoémio associado
Me = T, -+ x;, . Isto é, ¢ é um polindmio do seguinte tipo:

¢ = [Tiy, Tag, - - Tap|[Tigs Togy - - Toy |+ [Tiy 1y Ty - - - Ty

e g ¢ o polinémio (nas varidveis comutativas & ) dado por:

9o = (5(12,2 - éaz,l) T (fap,2 - éap,l) T (ét:z,n - fcwl*l) T <§cs,n - gcs,nfl)-

Portanto, f(&,...,&,) # 0 e o resultado esta provado. m

Note que se G = {1} entdo qualquer identidade polinomial G-graduada é ordinaria
e todas as sequéncias de tamanho m < n — 1 sao boas. Consequentemente, obtemos o
seguinte corolario.

Corolario 3.2.15 Na dlgebra livre K(X), uma base das identidades polinomiais ordind-

rias de U, (K) é dada pelo polinémio

[11017 $2] Tt [$2n—17 l’2n]'

Essa base das identidades polinomiais de U, (K) foi descoberta por Maltsev no caso

de caracteristica 0 e por varios outros autores no caso geral. Veja as referéncias [27], [30]
e [34].

3.3 Bases Explicitas de Identidades Polinomiais Gra-
duadas de U, (K)

O teorema principal deste capitulo nos permite escrever explicitamente uma base das
identidades polinomiais graduadas de U, (K) para uma G-graduagao elementar dada por
uma n-upla € fixa. Mais precisamente, dado m < n, podemos escrever o conjunto I,
de todas as sequéncias e-boas de comprimento m. O conjunto formado pelos polinémios
fi, onde 7 € G™\ T, gera I1d9" (U, (K),¢€) como Tg-ideal. Nesta segao, vamos explicar
esse método calculando as bases em varios casos "tipicos". Vamos comecar com alguns
resultados gerais. O primeiro é uma descricao do conjunto I',, de todas as sequéncias
e-boas com respeito a uma G-graduacao elementar de U,(K) determinada por uma
n-upla e.

Definigao 3.3.1 Sejam U,(K) com a G-graduagio elementar determinada pela n-upla
€= (€1,...,6,) € G". A sequéncia d(€) com n — 1 elementos, onde d(€) = (n1,...,Mn-1),
en = e[leiﬂ, ou seja, 1; = degge;it1, serd chamada de sequéncia diagonal associada a

€.
Observe que com essa definigao a sequéncia diagonal d(€) é e-boa. De fato, as matrizes

em (€12,€23,€34,--.,€n_1,) Pertencem ao radical de Jacobson de U,,(K) e o grau de €; ;41
¢ n;, a i-ésima entrada de d(e), ademais o produto ejses3€34 - - €,-1, = €1, ¢ ndo nulo.
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Note que somando essas matrizes elementares obtemos uma matriz com 1’s na diagonal
acima da diagonal principal,

010 0 0
001 0 0
000 1 0
000 0 1
000 -+ 0 0

Dai vem esse termo sequéncia diagonal. Além disso, essa é a tnica sequéncia de n — 1
matrizes elementares no radical de Jacobson de U, (K) cujo produto é diferente de zero.

Proposicao 3.3.2 Seja d(e) = (m1,...,Mu_1) a sequéncia diagonal associada a gradua¢io
elementar em U,(K) determinada por €. Seja ¥ = (V1,...,7m) € G™ uma sequéncia
de comprimento m, entao ¥ € e-boa se, e somente se, existem m + 1 inteiros positivos
1<t < <ty <n tais que

Yi = N Meg+1 " My —1
para todo i =1,...,m.

Prova. Seja ¥ = (71,...,7m) € G™ uma sequéncia de comprimento m, sendo e-boa,
logo existem m 4+ 1 inteiros positivos 1 < ¢; < -+ < t,,41 < n tais que as matri-
zes elementares €y, 4,, €4 151+ - € 1.tms Ctmitmss €5t80 N0 radical de Jacobson de U, (K)
e de modo que deg(es,+,,,) = v para todo i = 1,...,m. Como deg(es,+,,,) = 1 €

Ctitivr = Ctiti+1Ct+1,t42 - - -ty —1tig1s logo
deg(eti,tiH) =Mt Me+1 " Ny —1o
portanto, v; = Ny, M1 Neyypy—1-

Como d(€) é uma sequéncia e-boa, logo existem n — 1 matrizes elementares no ra-
dical de Jacobson tais que € 1, ... €4 tris - - Ctotnys 7 0 € O grau da i-ésima matriz é
n;, além disso, devem existir m matrizes elementares no radical de Jacobson tais que
Corta -+ Clom 1 tm Chmstmis 7 0. Agora, com deg(ey, t,,,) = 1, € como

Ctitivr = Ctiti+1C+1,842 - - - €ty —1tig1s
e, por hipotese, v; = m, M, 41 - - Mg, 411, €Ntao, deg(es tipr) = Y- ™
Defini¢ao 3.3.3 Dada a G-graduagao € = (ey, ..., €,), dizemos que hd uma variagao na
POSICA0 T S€ €; F €;41.

Note que ao dizer que ha uma variagao na posicao ¢ para € é equivalente a dizer que
na sequéncia diagonal d(e) = (m,...,m,_1) temos n; # 1, pois, se €; # €41 € como
N = €; 1€i+1, claramente teremos que 1; = €, lei“ # 1.

Proposicao 3.3.4 Sejat o nimero de variagoes em € e seja 5 € G™ qualquer sequéncia
de comprimento m. Se o polindmio correspondente f5 tiver Z-grau pelo menost+1 entao

f € uma identidade polinomial graduada de U, (K).
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Prova. Na sequéncia diagonal d(e) existem exatamente ¢ elementos que sdo diferentes
de 1. Pela Proposi¢ao 3.3.2, em cada sequéncia e-boa existem no méximo ¢ elementos
diferentes de 1. Portanto, se o Z-grau de f5 for pelo menos ¢ + 1, entao a sequéncia 7y ¢
ruim e, pela Proposicao 3.2.5, f5 é uma identidade polinomial para U, (K). =

Assim, a fim de incluir o polinémio multilinear f5 na lista de geradores das identida-
des graduadas, é conveniente calcular antecipadamente seu Z-grau. O caso mais simples
é quando este Z-grau é zero, ou seja consideramos um polindémio f em varidveis pares
apenas. Nesse caso, f é uma identidade graduada de U, (K) se, e somente se, for uma iden-
tidade polinomial da componente neutra. Na préxima afirmacao, descrevemos a estrutura
dessa componente da algebra U, (K).

Proposicao 3.3.5 Suponha que € = (e1,...,€,) € G™ e sejam hq, ..., hs os elementos
distintos de G que aparecem em €. Suponha que para t=1,...,s, o elemento h; aparece

m; vezes. FEntao temos o sequinte isomorfismo de K-dlgebras

(Un(K))l = Uml(K> @Umz(K) ©---D Ums(K)-

Prova. Sejam j; < jo < --- < Jn, as posicoes na sequéncia € que sao iguais a
hi L€ =€y = = Ejmi' Entao

—1 —1

Ejpejq:hi hZ:].EG
e as matrizes elementares e;,;, € (U,(K)); sao homogéneas para todos os 1 < p < ¢ <
m;. Considere A}fi o K-subespago gerado matrizes elementares e; ; para 1 < p < ¢ <
m;. Entdo, obviamente, A% = U, (K) como é&lgebras. Além disso, temos a igualdade
(Un(K))y = A" @ A" @ - - @ A, observe que a soma ¢ direta ja que os h; sao elementos
distintos de G. Assim, temos o isomorfismo de algebras

(Un(K))l = m1(K> @UmQ(K) OB Ums(K)'

Com a notagao da proposigao anterior, seja m = max{my,..., ms}.

Corolario 3.3.6 O polinomio f(y1,...,y.) € uma identidade polinomial graduada de

Un(K) se, e somente se, for uma consequéncia de

[yh y2] ce [y2m—17 y2m].

Prova. Uma vez que f é um polinémio apenas em varidveis pares, ¢ uma identidade
graduada de U, (K) se, e somente se, ele se anular para cada substituigdo das variaveis
por elementos da componente neutra (U, (K));. O resultado segue aplicando a proposigao
anterior e o Corolario 3.2.15. m

Agora comegamos com o primeiro exemplo. Mais precisamente, voltamos nossa aten-
¢ao para o caso quando G = Z, é ciclico de ordem dois. As graduagoes correspondentes
sao chamadas de Zs-graduagoes. Escreva G = {1, —1} para Z,. Neste caso, as variaveis
impares z sao de G-grau homogéneo —1.

Considere a G-graduagao elementar induzida por € = (€1,...,€,). Sem perda de
generalidade, podemos assumir que €; = 1. Nos proximos dois teoremas, consideramos
graduagoes induzidas pela n-upla e = (1,...,1,—1,...,—1) onde as primeiras k entradas

sao 1’s e as ultimas n — k entradas sdao —1’s. Primeiro, lidamos com o caso k > n — k.
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Teorema 3.3.7 Suponha que na notacao acima, k > n — k, e considere a graduagao

elementar em U, (K) induzida por €. Entdo

(1) O ideal 1d°"(U,(K),¢€) de identidades Zs-graduadas para U,(K) € gerado pelos po-
linémios

Z1%2, [yla yz] e [ka—b y2kz]> Z[?le yz] e [y2(nfk)fla y2(nfk)]-

(2) Uma base linear para o espago dos polindmios Y -préprios na dlgebra graduada rela-
tivamente livre K(X)/1d9 (U,(K),€) consiste de 1 e dos polindémios

[yi1,17 Yig 1y - 7yip1,1] B [yi1,'r’7 cee 7yipr,7‘][z7 Yiyy - - - 7ylt]
X [yj1,17 st 7yjq1:1] st [yj1,87 te 7yquvs]

onde 0 <r<k—-1,0<s<n—-k—1, 1<t e

[yil,la Yig, 1y - -+ »yz’pl,l] . [yh,ra e 7Z/ipr,r]

para 0 < r <k — 1. Para ambos os tipos de polinémios, os comutadores sao semis-

tandard. Ou seja, em [Yn,, Yy, - - - > Yn,| 0 indices satisfazem as desigualdades
hi>hy <hg<---<h,
enquanto em [z, Y, ..., y,| temos ly < -+ <.

Prova. Lembramos que o ideal I1d9" (U, (K), €) das identidades polinomiais G-graduadas
de U,(K) é gerado pelos polinémios multilineares f; de modo que a sequéncia
n=(m,-...,nm) pertence ao conjunto de todas as sequéncias e-ruins e m < n. A sequén-
cia diagonal d(€) = (e Yey, ..., e, €,) € (1,...,1,—1,1,...,1) onde —1 ocorre na k-ésima
posicao. Pela Proposicao 3.3.2, o conjunto I' de todas as e-boas sequéncias consiste em:

i) (1,...,1) de comprimento m < k — 1,
/_L /—/SH
i) (1,...,1,-1,1,...,1) onder <k—les<n—k—1.

Portanto, a segunda afirmacao do teorema segue da segunda parte do Teorema 3.2.14.
Agora, seja 4 uma sequéncia ruim de comprimento m < n. Entao, ou existe pelo menos
dois —l'sem 4, ouy =(1,...,1) ek <m,ouy=(1,...,1,—1,1,...,1) com k < r ou
n — k < s, consideramos r e s como no item i) acima.

No primeiro caso, o polindmio multilinear f; ¢ uma consequéncia de z;22. No se-
gundo caso f; é uma consequéncia de [y, Ys] . .. [yak—1, Y2x]. No terceiro caso, ou f5 é um
consequéncia de [y, Ya] . .. [Y2x—1,Y2r]21 OU f5 é uma consequéncia de

21 [yh y2] . [yQ(n—k:)—la yQ(n—k;)]-

Assim, a prova esta completa. m

De maneira semelhante, examinamos o caso quando k£ < n — k. A prova é bastante
semelhante a do teorema anterior.

Teorema 3.3.8 Suponha que, na notacao do teorema anterior, k < n — k.
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(1) Se k <n —k, entio o ideal 1d9" (U,(K),€) é gerado por os polinémios

2129, [Y1,92] - - - [yZ(n—k:)—h yQ(n—kz)]a [y, y2) - - [Yar—1, yor] 2.

(2) Se k =n —k, entao o ideal 1d9"(U,(K),€) € gerado por os polinémios
2122, (Y1, Y2l - [Y2r-1, Yor]-

Agora, consideramos o caso em que a Zs-graduacao elementar é induzida por uma
sequéncia € com n — 1 variagoes, ou seja, € = (1,—1,1,—1,1,—1,...). Neste caso, temos
0 seguinte teorema.

Teorema 3.3.9 Sejae = (1,—-1,1,—1,1,—1,...) e considere a Z,-gradua¢ao em U, (K)

induzido por €. Entao o ideal 1d9"(U,(K),€) € gerado pelos polindomios multilineares

fﬁqvq = Wpy21Wpy 22 - - - Wp,_1 ZqWp,,

onde ¢ = 0,1,....,n, 0 < p;, Dopi = [(n—q+1)/2] (a parte inteira). Além disso, os
polindmios wy, sao produtos de comutadores p; de comprimento 2 nas varidveis pares y's,
1sto €,

Wy, = [Y1,i5 Y2,1) - - - [Yopi—1,6> Yopi,i) -

Prova. Nesse caso, a sequéncia diagonal d(e) é (—1,...,—1) e seu comprimento é n — 1.
Considere uma sequéncia ¥ € G, com [ as entradas de 7 iguais a 1 e as entradas q
restantes de v iguais a —1.

5/ = (1l07 _17 1l1a _1a BRI 1lq_17 _17 1lq)v

onde [; > 0 el = > I;. Aqui 1% representa a sequéncia (1,1,...,1) de comprimento ;.
Entao pela Proposicao 3.3.2, a sequéncia v € G™ ¢é e-boa se, e somente se, 21 +q < n — 1.
Dafi, os polinomios fj, 4, sao identidades graduadas porque correspondem as sequéncias
ruins

Pg = (170, —1,1P* —1,... 1Pt —1 1P9).

Além disso, seja 7 = (1%, —1,...,—1, 1%) uma sequéncia ruim de comprimento m < n
com ¢ entradas impares e [ = m—q entradas pares. Entao,n < qouqg <n—1en < 2[+q.
No primeiro caso, f5 é uma consequéncia de f; ,, = 21...2,. No segundo caso, f5 é uma
consequéncia de f5, 4, para alguma sequéncia p, = (17, —1,...,—1,17¢), onde ¢ entradas
sdo impares, p = > p; entradas sao pares, p; <l e > . p;=[n—q+1)/2]. m

Nosso ultimo exemplo diz respeito ao caso em que G = (g) = Z,, é o grupo ciclico de
ordem n e a graduagao elementar de U, (K) é induzida por € = (1,9,¢%,...,¢9"!). Neste
caso denotaremos as varidveis impares de G-grau ¢ pelas letras z;, parai=1,...,n — 1.
Lembre-se que uma base das identidades polinomiais Z,-graduadas foi determinada no
Capitulo 2.

Teorema 3.3.10 Seja G = (g) = Z, um grupo ciclico de ordem n. Considere a
G-graduagao elementar induzida por e = (1,g,¢% ...,9" ). Entao o ideal Id7" (U,(K),¢)
€ gerado pelos polindmios

[Y1, Y2, zinzje, n <i+j.
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Prova. Neste caso, a sequéncia diagonal d(e) é (g,g9,...,g) de comprimento n — 1. Por-
tanto, pela Proposi¢ao 3.3.2, uma sequéncia ¥ € G™ de comprimento m < n é e-ruim
se, e somente se, existe pelo menos uma entrada par ou 7y = (gil, R g“”) € G™ onde
1< <n-—1en<i;+---+1iy. No primeiro caso, o polinémio f5 é uma consequéncia
de [y1,92]. No segundo caso, o polinémio f5 = z;,1 ... zi,,m ¢ uma consequéncia de z,1 25
onder = i1+ -+i;, s = i1 €t+1 < m éomenor indice tal que n < (i34« +i;+iz11). W

Concluimos essa dissertacao com duas caracterizagoes da Z,-graduagao anterior em
termos das dimensoes das componentes homogéneas de U, (K).

Proposigao 3.3.11 Seja G = (g9) = 7Z, o grupo ciclico de ordem n e suponha que
g = (g",92,...,g"™), 9" = 1, induz uma G-graduacio elementar em U,(K), onde o0s

elementos g, g™, ..., g™ sao dois a dois distintos. Se dimy(U,(K)) 4, = 1 para algum k

9
entio a graduagdo € induzida por (1, g, g%2, ..., gn=Di2),

Prova. A graduacao é elementar, portanto, e, pertence a componente homogénea inde-
xado por g ¢g'. Assim, as matrizes elementares eij,J = 1,2,...,n, pertencem compo-
nentes homogéneas duas a duas distintas. O mesmo ¢é verdade para as matrizes elemen-
tares e, = 1,2,...,n. Conclui-se dai que i, = i,(mod n). Os graus homogéneos das
matrizes elementares es3, €4, . . . , €2, 820, respectivamente, g3 =", g2 ... ¢'"" "2, e estes
devem ser diferentes do g». Portanto, i, —is # 4, (mod n) para todo r > 3. Agora observe
que (41,142, . ..,i,) € uma permutacao de (1,2,...,n) e iy + i, Z iz(mod n) uma vez que
in Z 0(mod n). Desta maneira, concluimos que iy +1i,, = i1 = 0(mod n) e i,, = —is(mod n).

Repetindo o mesmo argumento para as matrizes elementares es,., obtemos que i, —i3 #
in = —ig(mod n),r > 4. Segue-se que i3 — i3 ndo é congruente com i,,r > 4. Portanto,
segue que i3 — iy = 0,19, i3(mod n). Uma vez que nenhum dos iy e i3 é congruente com
0(mod n), temos que i3 = 2;5(mod n). De maneira semelhante, segue-se por indugao que
ir = (r — 1)is(mod n) para todo r. m

Proposicao 3.3.12 Suponha que a graduagio elementar em U,(K) seja induzida por
9d=1(91,92,---,92) € G, g1 = 1, onde os elementos g1, ga, - . . , §n G0 dois a dois distintos.
Se dimy (Up(K))g = n—1, para algum i com 2 < i < n, entdo a graduacio € induzida
por (17 g2, g%? cee 79371)'

Prova. Se 1 < p < n, entao entre as matrizes elementares ey, €, p+1,- .., €p, NO Mé-
ximo uma tem grau g;. O mesmo acontece se considerarmos as matrizes elementares
€1p, €2ps - - -, Epp. Defina U, (K) = A. Uma vez que dimA, = n — 1, segue-se que Ay é
o espago das matrizes elementares ejs, €93, ..., €,_1,. Portanto, g, = 92_193 = 93_194 =

oo =g lgn e, assim, g3 = 93,04 = 039593 = 3,1 Gn = Gn-10p 0Gn-1 = go ' por
inducado em n. m
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