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Resumo

Neste trabalho, apresentamos as identidades G-graduadas para a álgebra Un(K), e
descrevemos algumas propriedades das suas G-graduações elementares. Descrevemos uma
base das identidades polinomiais Zn-graduadas para Un(K) sobre um corpo K infinito,
e como uma aplicação determinamos o crescimento assintótico da sequência de codimen-
sões graduadas. Seja G um grupo finito, mostramos que há |G|n−1 G-graduações ele-
mentares diferentes na álgebra Un(K), além disso, mostramos que o ideal das identida-
des polinomiais G-graduadas de Un(K) é gerado pelos polinômios multilineares fη̃ onde
η̃ = (η1, . . . , ηm) pertence ao conjunto de todas as sequências ϵ-ruins com m ≤ n. Como
consequência desse resultado obtemos que o T -ideal de Un(K) é gerado pela identidade
[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n], onde [a, b] = ab− ba é o comutador usual.

Palavras chaves: Álgebras graduadas, identidades graduadas, graduações elementares.



Abstract

In this work we present the G-graded identities for the algebra Un(K), and we des-
cribe some properties of their elementary G-gradations. We describe a basis of Zn-graded
polynomial identities for Un(K) over an infinite field K, and as a map we determine the
asymptotic growth of the sequence of graduated codimensions. Let G be a finite group,
we show that there is |G|n−1 G-graduations different elementary in the algebra Un(K),
furthermore, we show that the ideal Idgr(Un(K), ϵ) of polynomial identities G-graduated
from Un(K) is generated by the multilinear polynomials fη̃ where η̃ = (η1, . . . , ηm) belongs
to the set of all ϵ-bad sequences with m ≤ n. As a consequence of this result, we obtain
that the T -ideal of Un(K) is generated by the identity [x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n], where
[a, b] = ab− ba is the usual switch.

Keywords: Graded algebras, graded identities, elementary grades.
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Introdução

Seja A um espaço vetorial sobre um corpo K. Ele é chamado de álgebra associativa
quando é munido de uma multiplicação bilinear associativa. Se considerarmosK⟨X⟩ como
sendo a álgebra dos polinômios em variáveis não comutativas, em um conjunto X infinto
e enumerável, podemos considerar f ∈ K⟨X⟩ e naturalmente substituir as variáveis em f
por elementos de uma álgebra A. Quando fizermos isso para quaisquer elementos de uma
álgebra A se obtermos sempre zero como resultado, então dizemos que f é uma identidade
polinomial para A.

A partir dessa definição vem sendo feito um movimento entre muitos algebristas im-
portantes, que desenvolveram e desenvolvem uma teoria para descrever essas identidades
polinomiais de um álgebra, a PI-teoria. As álgebras que são estudadas nessa teoria são
as PI-álgebras, nome devido ao fato de terem uma identidade polinomial diferente da nula.

Historicamente se pode dizer que o interesse por identidades polinomiais começou após
a publicação de um artigo de Kaplansky em 1948, onde ele sugere que satisfazer uma iden-
tidade polinomial é uma condição suficiente para concluir que um anel de divisão é de
dimensão finita sobre o corpo base, veja [20].

Para o estudo dessas identidades, precisamos considerar o conjunto Id(A) que é for-
mado por todas as identidades satisfeitas por uma álgebra A. O conjunto Id(A) é um
T -ideal de K⟨X⟩, ou seja, ele é invariante sobre todos os endomorfismos de K⟨X⟩. Por-
tanto, descrever as identidades de uma álgebra significa descrever seu T -ideal.

No entanto, a descrição de um T-ideal é, em geral, um problema difícil, por exemplo,
podemos citar o caso do algebrista Specht, que em 1950 conjecturou que sobre um corpo
de característica zero todo T-ideal de K⟨X⟩ é finitamente gerado como um T-ideal, veja
[31]. Mas, apenas em 1987, Kemer conseguiu a demonstração desse fato, trazendo resul-
tados e ferramentas importantes para o estudo das identidades de uma dada álgebra, veja
[21].

Mas, os desafios em relação à busca de informações sobre um T -ideal ainda existem.
As identidades polinomiais de uma dada álgebra, como a álgebra das matrizes n × n,
para n ≥ 3, estão longe de serem compreendidas. É bem conhecido que as identidades
das matrizes triangulares superiores de ordem n× n sobre K, Un(K), estão intimamente
relacionadas com o problema da descrição das subvariedades da variedade de álgebras
associativas geradas por M2(K). Como este último ainda está aberto quando charK ̸= 0,
é importante obter mais informações sobre as identidades em Un(K).

Também, é verdade que, as identidades graduadas ajudam no estudo das identidades
de uma álgebra, como Kemer trabalhou para resolver o problema de Specht. Para termos
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uma identidade graduada, precisamos primeiro de uma álgebra graduada, então seja A
uma álgebra, ela é dita G-graduada se ela pode ser obtida através de um decomposição,

A =
⊕
g∈G

Ag,

ou seja, como soma direta dos subespaços vetoriais Ag, tais que, para todos
g, h ∈ G,AgAh ⊂ Agh. Dizemos que um polinômio f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K⟨X⟩ é
uma identidade polinomial G-graduada para A se f(a1, a2, . . . , an) = 0 para quaisquer
ai ∈ Adeg(xi), onde deg(xi) denota o grau de xi na G-graduação de K⟨X⟩, com i = 1, . . . , n.

Assim, diante da importância da álgebra Un(K) e do estudo das identidades gradu-
adas, fazemos um estudo sobre as identidades polinomiais graduadas de Un(K). Além
disso, também faremos um estudo sobre um caso especial de graduações, as graduações
elementares.

Uma graduação Mn(K) = ⊕g∈GAg na álgebra das matrizes n×n sobre um corpo K é
dita elementar se existe uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que eij ∈ Ag−1

i gj
para quaisquer

índices 1 ≤ i, j ≤ n. De modo análogo, definimos graduações elementares para a álgebra
das matrizes triangulares superiores.

Temos que, se G é um grupo abeliano então, para a álgebra Mn(K) das matrizes
n×n, existem duas classes importantes de G-graduações: as graduações elementares e as
graduações finas. No artigo [3], foi provado que se K é um corpo algebricamente fechado,
cada G-graduação em Mn(K) é um produto tensorial de uma graduação elementar por
uma fina. Para a álgebra Un(K) de matrizes triangulares superiores n×n, foi provado em
[32] que se assumirmos ainda que charK = 0 então toda G-graduação finita é isomorfa a
elementar.

Motivados por esses resultados, também fazemos o estudo, nesta dissertação, das gra-
duações elementares na álgebra Un(K) de matrizes triangulares superiores de ordem n×n.

Para o estudo das identidades de Un(K) e suas G-graduações elementares, dividimos
esta dissertação em 3 capítulos, que estão detalhados nos próximos parágrafos.

No Capítulo 1 citamos os principais conceitos de álgebra, como identidades polino-
miais, multilineares e próprias, homomorfismo de álgebras, álgebras relativamente livres,
radical de Jacobson, tanto no caso ordinário como no graduado, sempre os enfatizando
para a álgebra Un(K), mostrando que quando o corpo K é infinito, o T -ideal de Un(K) é
gerado pela identidade [x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n], onde [a, b] = ab − ba é o comutador
usual.

No Capítulo 2, descrevemos uma base das identidades polinomiais Zn-graduadas para
Un(K) sobre um corpo K infinito, e como uma aplicação determinamos o crescimento as-
sintótico da sequência de codimensões graduadas. Para isso, iremos considerar o conjunto
dos monômios de K⟨X⟩ do tipo,

u = w0xk1i1w1 · · ·wt−1xktitwt (3)

onde k1 + k2 + · · ·+ kt < n e w0, . . . , wt são monômios (possivelmente vazio) nas variáveis
x0i de grau homogêneo 0 e em cada wi essas variáveis são escritas em ordem crescente da
esquerda para a direita. Através desses monômios, obtém-se o seguinte resultado: seja K
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um corpo com característica zero, então os monômios (3) multilineares de grau m são uma
base do subespaço de K⟨X⟩ dos polinômios multilineares de grau m módulo Idgr(Un(K)).
Além disso, Idgr(Un(K)) = ⟨[x01, x02], xi1xj2|i + j ≥ n⟩Tn . Com a utilização da teoria de
matrizes genéricas é possível generalizar esse resultado de forma que os monômios multi-
lineares do tipo (3) são uma base dos polinômios de grau m módulo Idgr(Un(K)).

Já no Capítulo 3, similar aos monômios do tipo (3), trabalhamos com a seguinte
definição: para qualquer sequência ñ = (η1, . . . , ηm) em Gm consideramos o polinômio

fñ = fñ,1fñ,2 . . . fñ,m

onde fñ,i = [y2i−1, y2i ] se ni = 1 e fñ,i = xnii se ni ̸= 1. E obtemos o seguinte resul-
tado: seja G um grupo e seja ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn) uma G-graduação elementar na álgebra
Un(K) de matrizes triangulares superiores n×n sobre um corpo K infinito. Então o ideal
Idgr(Un(K), ϵ) de identidades polinomiais G-graduadas de Un(K) é gerado pelos polinô-
mios multilineares fη̃, onde η̃ = (η1, . . . , ηm) pertence ao conjunto de todas as sequências
ϵ-ruins com m ≤ n, e uma base linear para os polinômios Y -próprios na álgebra graduada
relativamente livre K⟨X⟩/Idgr(Un(K), ϵ) consiste em 1 e dos polinômios c1 . . . cm, onde
cada polinômio ci é um comutador semistandard e a sequência η̃c = (degGc1, . . . , degGcm)
é ϵ-boa. Além disso, provamos que existem |G|n−1 graduações elementares não isomorfas
em Un(K) pelo grupo finito G, e que graduações não isomorfas produzem identidades
graduadas diferentes.

Para uma boa leitura desta dissertação é necessário que o leitor tenha conhecimentos
básicos de Álgebra Linear e Estruturas Algébricas, veja os livros [10], [18].

13



Capítulo 1

Álgebras Graduadas e suas Identidades
Polinomiais

Neste capítulo, primeiramente estudamos o que é uma álgebra, aqui considerada para
que possamos, adiante, apresentar os principais conceitos de álgebras graduadas. Essa
teoria é necessária para o entendimento dos principais resultados desta dissertação. Para
uma boa leitura, são apresentados exemplos que possam direcionar melhor o entendimento
de cada conceito matemático aqui presente. Também são apresentados alguns resultados
de grande importância para dar suporte a argumentos utilizados em lemas, proposições e
teoremas que estão dispostos nos capítulos posteriores.

Ao longo do texto, o símbolo K será utilizado sempre para representar um corpo
qualquer, a menos que haja menção ao contrário, todos os espaços vetoriais e álgebras
serão considerados sobre K. Ainda destacamos que boa parte da teoria aqui desenvol-
vida é com base nos livros "Free Algebra and PI-Algebras" e "Polynomial Identities and
Asymptotic Methods", e que a definição de álgebra aqui considerada é a mesma do livro
"Introduction to Representation Theory", citados em nossa Bibliografia como [12], [16],
[13], respectivamente.

1.1 Álgebras

1.1.1 Definições Iniciais

Definição 1.1.1 Um espaço vetorial A é chamado de álgebra associativa, sobre K, se
é dotado de uma operação ∗ bilinear associativa, chamada multiplicação. Além disso,
dizemos que A é uma álgebra associativa com unidade se existe 1A ∈ A tal que:

a ∗ 1A = 1A ∗ a = a, ∀a ∈ A.

Alguns conceitos aqui destacados também são válidos para outros tipos de álgebras,
mas nesta dissertação trabalharemos apenas com álgebras associativas com unidade (di-
ferente do elemento nulo da álgebra, e portanto, teremos sempre que A ̸= {0A}), que
denotaremos por A, e por simplicidade chamaremos apenas de álgebra.

Também podemos definir uma álgebra comutativa, como veremos a seguir, e desde já,
acrescentamos que usualmente, denotamos o produto a ∗ b em A por simplesmente ab.
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Definição 1.1.2 Seja A uma álgebra, ela será comutativa se dados quaisquer elementos
a, b ∈ A obtemos que

ab = ba.

É importante deixar claro que, apesar de estarmos considerando sempre álgebras que
tem a propriedade de associatividade, existem outros tipos de álgebras que não gozam
dessa propriedade, inclusive têm aquelas que são comutativas mas não são associativas.
Agora, veremos alguns exemplos sobre as primeiras definições.

Exemplo 1.1.3 O espaço vetorial dos números complexos C, munido da multiplicação
usual é uma álgebra comutativa sobre o corpo dos números reais R, tendo o 1 como
unidade.

De forma mais geral, temos o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.4 Seja L uma extensão do corpo K. Temos que L é uma álgebra sobre K,
na qual a multiplicação bilinear associativa aqui considerada será a mesma de L, o que a
torna uma álgebra comutativa sobre K, e com unidade 1L.

Exemplo 1.1.5 O espaço vetorial Mn(K) das matrizes n×n com entradas em K é uma
álgebra se considerarmos a multiplicação usual de matrizes. A matriz diagonal n× n tal
que todos os elementos da diagonal principal são iguais a 1K será a unidade da álgebra
Mn(K). Claramente, aqui temos um exemplo de álgebra que não é comutativa, para n > 1.

Exemplo 1.1.6 O subespaço vetorial Un(K) de Mn(K), formado pelas matrizes n × n

triangulares superiores, também é uma álgebra, considerando a multiplicação usual das
matrizes, além disso, tem a mesma unidade de Mn(K). Também é uma álgebra não
comutativa para n > 1.

A álgebra Un(K), vista nesse exemplo anterior, é de grande importância para esta
dissertação, pois os estudos feitos nos Capítulos 2 e 3 são dedicados a ela.

Exemplo 1.1.7 O espaço vetorial K[x] dos polinômios com uma indeterminada e com
coeficientes em K, utilizando a multiplicação usual de polinômios, é uma álgebra comu-
tativa, tendo como unidade o polinômio constante 1K.

Exemplo 1.1.8 O espaço vetorial EndK(V ) dos operadores lineares de um espaço veto-
rial V , considerando a multiplicação como sendo a composição dos operadores, é uma ál-
gebra sobre K, na qual a unidade é o operador identidade de V. Observe que se dimV > 1,
então EndK(V ) não será uma álgebra comutativa.

Vejamos agora uma construção interessante de álgebra, conhecida como Álgebra de
Grupo, por ser construída a partir de um grupo multiplicativo G, tendo como base, como
espaço vetorial, os elementos desse grupo, considerando a multiplicação, como álgebra, a
induzida pela multiplicação do grupo G.
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Exemplo 1.1.9 Sejam G um grupo multiplicativo e seu elemento neutro e, consideremos
as seguintes somas formais ∑

g∈G

αgg, αg ∈ K,

com {g ∈ G; αg ̸= 0} sendo um conjunto finito e
∑

g∈G αgg =
∑

g∈G βgg se, e somente se,
αg = βg para todo g ∈ G. Denotaremos por KG o conjunto de todas as somas definidas
acima e construiremos as seguintes operações:

(i) soma ∑
αgg +

∑
βgg =

∑
(αg + βg)g;

(ii) produto por escalar

λ
∑

αgg =
∑

(λαg)g, com λ ∈ K;

(iii) multiplicação
(
∑
g∈G

αgg)(
∑
h∈G

βhh) =
∑
g,h∈G

(αgβh)gh

com g, h ∈ G e o produto gh o mesmo de G.

Com essas operações podemos mostrar que KG é uma álgebra, na qual a sua unidade
será dada pelo elemento 1Ke. Além disso, observe que, como a multiplicação de KG de-
pende da multiplicação de G e pela maneira que é definida, teremos que KG é comutativa
se, e somente se, G for um grupo abeliano.

Agora, prosseguimos com a definição de subálgebra e de ideal, que iremos considerar
neste texto.

Definição 1.1.10 Um subespaço S de uma álgebra A é chamado de subálgebra se é fe-
chado para a multiplicação de A, e se contém a unidade de A.

Exemplo 1.1.11 A álgebra Un(K) é uma subálgebra de Mn(K), pois, ao defini-la no
Exemplo 1.1.6, utilizamos a multiplicação usual de matrizes, que é a mesma da álgebra
Mn(K), e além disso, contém a unidade de Mn(K).

Exemplo 1.1.12 Seja A uma álgebra, definimos o seu centro como sendo Z(A), da se-
guinte forma:

Z(A) = {x ∈ A; xa = ax,∀a ∈ A},

ou seja, um elemento pertencerá ao centro de uma álgebra se ele comuta com todos os
elementos dessa álgebra. Note que podemos verificar facilmente que esse conjunto além
de ser um subespaço de A é uma subálgebra.

Exemplo 1.1.13 Seja M2(R) a álgebra das matrizes n×n, e C um conjunto de matrizes
de M2(R) definido da seguinte forma

C =

{[
a −b
b a

]
| a, b ∈ R

}
.
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Então C é uma subálgebra de M2(R).

É possível verificar facilmente que esse conjunto é um subespaço vetorial de M2(R), e
que dadas duas matrizes em C, digamos[

a −b
b a

]
e

[
c −d
d c

]
,

teremos que [
a −b
b a

][
c −d
d c

]
=

[
ac− bd −(ad+ bc)

ad+ bc ac− bd

]
.

Portanto, C é fechado para o produto de M2(R). Também pode-se verificar que[
1 0

0 1

]

é a unidade do conjunto C. Logo, acabamos de mostrar que o conjunto das matrizes
C é uma subálgebra de M2(R). Além disso, é um fato conhecido que essa subálgebra
corresponde à uma representação dos números complexos como matrizes de M2(R), onde

a+ bi é representado pela matriz

[
a −b
b a

]
.

Definição 1.1.14 Um subespaço I de A é chamado de ideal à esquerda de A se AI ⊆ I

e será dito ideal à direita de A se IA ⊆ I. Quando ocorrerem essas duas inclusões
simultaneamente diremos que I é um ideal bilateral de A.

Por simplicidade, sempre que nos referirmos a um ideal bilateral de uma álgebra A,
mencionaremos apenas a palavra ideal, assim diremos que I é um ideal de A em vez de
dizer que I é um ideal bilateral de A. Agora, veja o próximo exemplo, nele veremos um
ideal à esquerda de Mn(K).

Exemplo 1.1.15 O conjunto I = {a ∈Mn(K); aij = 0 se j > 1} é um subespaço vetorial
de Mn(K) e um ideal à esquerda dessa álgebra.

Primeiramente, verifiquemos que esse conjunto é um subespaço vetorial de Mn(K), e
em seguida que é um ideal à esquerda.

(i) Sejam a, b ∈ I, tal que, a = (aij) e b = (bij). Temos que para j > 1, aij = 0 e bij = 0,
logo, para a+b, teremos que aij+bij = 0 para j > 1, portanto a+b ∈ I. Além disso,
com λ ∈ K, temos que λaij = 0 para j > 1, pois aij = 0 para j > 1. Portanto, I é
de fato, um subespaço vetorial de Mn(K).

(ii) Sejam a ∈Mn(K) e b ∈ I, mostremos que ab ∈ I. Usemos a notação ab = c = (cij),
onde

cij =
n∑

k=1

aikbkj.
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Desde que bkj=0 para todo j > 1, temos que

cij =
n∑

k=1

aikbkj =
n∑

k=1

aik0 = 0

e assim, ab ∈ I.

Portanto, I = {a ∈Mn(K); aij = 0 se j > 1} é, de fato, um ideal à esquerda de Mn(K).

Agora, veremos um resultado interessante sobre a álgebra Mn(K) e seus ideais. Mos-
traremos que os seus únicos ideais são os triviais, ou seja, Mn(K) e {0Mn(K)}, com 0Mn(K)

sendo o elemento nulo de Mn(K). Álgebras em que os únicos ideais são a própria álgebra
e o ideal nulo são chamadas simples, deste modo iremos provar que Mn(K) é uma álgebra
simples. Comecemos com a definição de matrizes elementares.

Definição 1.1.16 Seja eij a matriz em Mn(K) tal que a (i, j)-ésima entrada é igual
a 1 e as outras entradas são iguais a zero. Iremos nos referir a essas matrizes como
matrizes elementares. Observe que sempre que fizermos a multiplicação de duas matrizes
elementares teremos que,

eijekl = δjkeil, com δjk =

1, se j = k

0, sej ̸= k
.

Exemplo 1.1.17 Sejam as matrizes e11, e12 na álgebra M2(K) temos que elas serão da
seguinte forma:

e11 =

[
1 0

0 0

]
e e12 =

[
0 1

0 0

]
.

Observe que pela definição de produto de matrizes elementares temos que e11e12 = e12 e
e12e11 = 0M2(K).

Veja que as matrizes elementares constituem uma base, como espaço vetorial, para
Mn(K). Agora, podemos mostrar que Mn(K) é uma álgebra simples.

Proposição 1.1.18 Seja Mn(K) a álgebra das matrizes de ordem n×n, se I ̸= {0Mn(K)}
é seu ideal, então I =Mn(K).

Prova. Seja I ̸= {0Mn(K)} um ideal de Mn(K). Temos que deve existir a ∈ I, tal que,
a ̸= 0Mn(K). Além disso, podemos escrever a matriz a da seguinte forma

a =
n∑

i,j=1

aijeij.

Com esse somatório sendo não nulo, então devem existir índices i0 e j0 tais que ai0j0 é
diferente de zero. Como I é um ideal bilateral, temos que eii0aej0j ∈ I , assim, com

eii0aej0j = eii0(
n∑

i,j=1

aijeij)ej0j,

temos que a única soma da parcela que será diferente de zero é eii0(ai0j0ei0j0)ej0j, logo,
teremos que

eii0aej0j = eii0(ai0j0ei0j0)ej0j = ai0j0eij ∈ I.
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Como ai0j0 ∈ K, então temos que deve existir (ai0j0)
−1 ∈ K, sendo assim, obtemos que

eij ∈ I, ou seja, todas as matrizes elementares que geram Mn(K) pertencem a I, e por-
tanto, concluímos que I =Mn(K).

Assim, segue imediatamente do resultado acima que a álgebra Mn(K) é simples. A
seguir, vejamos que o mesmo não vale para a álgebra Un(K), ou seja, existe um ideal para
essa álgebra diferente dos triviais.

Exemplo 1.1.19 Seja Un(K) a álgebra das matrizes triangulares superiores n×n. Mos-
tremos que o conjunto

I = {a ∈ Un(K); aij = 0 se i = j}

é um ideal de Un(K).

Primeiramente, verifiquemos que esse conjunto é um subespaço vetorial de Un(K), e
em seguida que é um ideal.

(i) Sejam a, b ∈ I, tal que, a = (aij) e b = (bij), temos que para i = j, aij = 0 e bij = 0,
logo aij + bij = 0, para i = j, portanto a+ b ∈ I. Além disso, com λ ∈ K, temos que
λaij = 0 para i = j, pois aii = 0, então λa ∈ I. Portanto I, de fato, é um subespaço
vetorial de Un(K).

(ii) Seja a ∈ Un(K) e b ∈ I, mostremos que ab ∈ I. Usemos a notação ab = c = (cij),
tal que,

cij =
n∑

k=1

aikbkj.

Para i = j temos, cii =
∑n

k=1 aikbki. Também teremos que, quando ocorre i > k

então temos aik = 0, logo aikbki = 0, caso contrário i ≤ k, então temos bki = 0, logo
aikbki = 0. Portanto cii = 0. Assim, ab ∈ I, e I é ideal à esquerda de Un(K).

(iii) Seja a ∈ I e b ∈ Un(K), mostremos que ab ∈ I. Usemos a notação ab = c = (cij),
tal que

cij =
n∑

k=1

aikbkj.

Para i = j, temos cii =
∑n

k=1 aikbki. Também teremos que, quando ocorre i ≥ k

então temos aik = 0, logo, aikbki = 0, caso contrário i < k, então temos bki = 0,
logo aikbki = 0. Portanto, cii = 0. Assim, ab ∈ I, e I é ideal à direita.

Portanto, I = {a ∈ Un(K); aij = 0 se i = j} é de fato, um ideal de Un(K).

A seguir, iremos utilizar a definição de ideal para apresentar a próxima álgebra, cha-
mada de Álgebra Quociente.

Exemplo 1.1.20 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Temos que A/I é um espaço
vetorial quociente com a operação de soma (a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I e o produto por
escalar λ(a + I) = (λa) + I, para a, b ∈ A e λ ∈ K. Se considerarmos a multiplicação
definida por (a+ I)(b+ I) = ab+ I, obtemos que A/I é uma álgebra.
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A próxima proposição nos diz que, como uma álgebra é definida através de uma aplica-
ção bilinear, então, dado um espaço vetorial A, para definir nele uma estrutura de álgebra,
basta definirmos o produto para os elementos de uma base de A.

Proposição 1.1.21 Se A é um espaço vetorial com base β e f : β×β → A é uma função
qualquer, então existe uma única função bilinear F : A× A→ A estendendo f .

Prova. Seja β = {vi | i ∈ I}, definamos F : A × A → A da seguinte forma, para
v =

∑
i∈I λivi, w =

∑
j∈I γjwj ∈ V tomamos

F (v, w) =
∑
i∈I

∑
i∈I

λiγjf(vi, wj).

Da unicidade da expressão de um vetor como combinação linear dos elementos de uma
base fixa, temos que a partir de v os λi estão bem definidos (e são quase todos nulos) e a
partir do w os γi estão bem definidos (e são quase todos nulos), logo o somatório duplo
do lado direito está bem definido, assim, esses fatores faz com que esta aplicação esteja
bem definida. Ademais pode-se verificar facilmente que F é bilinear.

Agora, veja que para os elementos da base β podemos prosseguir da seguinte forma.
Fixados i0 ∈ I e j0 ∈ I, arbitrários, temos que vi0 =

∑
i∈I λivi e wj0 =

∑
j∈I γjwj, onde

λi =

{
1 , se i = i0

0 , se i ̸= i0
e γi =

{
1 , se j = j0

0 , se j ̸= j0
.

Assim,
F (vi0 , wi0) =

∑
i∈I

∑
j∈I

λiγjf(vi, wj) = f(vi0 , wj0),

portanto, temos que de fato f é estendida por F . Por fim, verifiquemos que F é a única
aplicação bilinear nestas condições.

Suponhamos que exista outra aplicação bilinear F ′ nessas mesmas condições, então
ela também deve estender f , assim, para v, w ∈ A e vi, wi ∈ β obtemos que,

F ′(v, w) = F ′

(∑
i∈I

,
∑
j∈I

γiwi

)
=
∑
i∈I

∑
j∈I

λiγiF
′(vi, wi) =

∑
i∈I

∑
j∈I

λiγif(vi, wi) = F (v, w),

e, portanto, F ′ = F .

Em seguida, para encerrarmos essa primeira subseção, veremos que o produto tensorial
de duas álgebras também é uma álgebra. Começaremos com a introdução do produto
tensorial de espaços vetoriais. Para isso, utilizaremos a referência [9].

Definição 1.1.22 Sejam V e W espaços vetoriais. Denotamos por V ∗ W o espaço
vetorial com base V ×W = {(v, w) | v ∈ V, w ∈ W}. O produto tensorial V ⊗W de V
por W é o quociente de V ∗W pelo subespaço S gerado por:

(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w), (2)

(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2),
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(λv, w)− λ(v, w),

(v, λw)− λ(v, w),

com v, v1, v2 ∈ V, w,w1, w2 ∈ W e λ ∈ K. Denotamos por v⊗w a imagem de (v, w) pela
aplicação quociente V ∗W → (V ∗W )/S.

Proposição 1.1.23 Sejam V,W,Z espaços vetoriais e β : V ×W → Z uma aplicação
bilinear, então existe uma transformação linear β̄ : V ⊗W → Z, tal que β(v, w) = β̄(v⊗w)
para quaisquer v ∈ V e w ∈ W .

Prova. Seja a transformação linear

β̃ :V ∗W → Z

(v, w) → β(v, w).

Como β é uma aplicação bilinear, segue que os elementos em (2) pertencem a kerβ̃, e
portanto, o subespaço N gerado por esses elementos está contido em kerβ̃. Deste modo,
podemos definir a transformação linear

β̄ :(V ∗W )/N = V ⊗W → Z

(x+N) → β̃(x),

onde x ∈ V ∗W . Além disso, como v ⊗ w é a imagem de (v, w) pela aplicação quociente
V ∗W → (V ∗W )/N então

β̄(v ⊗ w) = β̄((v, w) +N) = β̃(v, w) = β(v, w),

portanto, β̄(v ⊗ w) = β(v, w).

Sejam f : V → V ′ e g : W → W ′ transformações lineares. A aplicação

V ×W → V ′ ⊗W ′

(v, w) → f(v)⊗ g(w)

é bilinear, e portanto, pela Proposição 1.1.23, existe uma transformação linear
V ⊗W → V ′ ⊗W ′. Denotaremos essa transformação linear por f ⊗ g.

Proposição 1.1.24 Sejam A e B duas álgebras, então A ⊗ B é uma álgebra com a
multiplicação dada por

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′

para quaisquer a, a′ ∈ A e b, b′ ∈ B.

Prova. Dado x ∈ A, denotaremos por Rx a aplicação

Rx :A→ A

y → yx.

Dados a′ ∈ A e b′ ∈ B, consideremos a aplicação Ra′ ⊗Rb′ na qual

Ra′ : A→ A Rb′ : B → B
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x′ → x′a′ y′ → y′b′.

Então, a aplicação
A×B → End(A⊗B)

(a′, b′) → Ra′ ⊗Rb′

é bilinear. Assim, pela Proposição 1.1.23, existe uma transformação linear tal que

α : A⊗B → End(A⊗B)

a′ ⊗ b′ → Ra′ ⊗Rb′ .

Dados r, s ∈ A⊗B definimos rs como

rs := α(s)(r).

É claro que a aplicação
(r, s) → rs

é bilinear e, além disso, dados a, a′ ∈ A e b, b′ ∈ B, temos

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = α(a′ ⊗ b′)(a⊗ b) = (Ra′ ⊗Rb′)(a⊗ b) = aa′ ⊗ bb′.

Por fim, dados a, a′, a′′ ∈ A e b, b′, b′′ ∈ B, temos

((a⊗ b)(a′ ⊗ b′))(a′′ ⊗ b′′) = aa′a′′ ⊗ bb′b′′ = (a⊗ b)((a′ ⊗ b′)(a′′ ⊗ b′′)),

e portanto, a multiplicação em A ⊗ B é associativa, além disso 1A ⊗ 1B é a unidade de
A⊗B. Deste modo, concluímos que A⊗B é uma álgebra com esta multiplicação.

1.1.2 Homomorfismos de Álgebras

Definição 1.1.25 Sejam A e B duas álgebras. Dizemos que uma transformação linear
Ψ : A → B é um homomorfismo de álgebras se Ψ(ab) = Ψ(a)Ψ(b) e Ψ(1A) = 1B para
quaisquer a, b ∈ A.

Apesar de não ficar evidente quais as multiplicações utilizadas quando escrevemos, por
simplicidade, Ψ(ab) = Ψ(a)Ψ(b), é válido destacar que geralmente as álgebras A e B tem
multiplicações distintas. A seguir veja um exemplo clássico na teoria de homomorfismos
de álgebras.

Exemplo 1.1.26 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. A aplicação

Ψ : A→ A/I

a→ a+ I

é um homomorfismo sobrejetor de álgebras, chamado de projeção canônica.

Veja que, dados a, b ∈ A, temos que

Ψ(ab) = (ab) + I = (a+ I)(b+ I) = Ψ(a)Ψ(b)
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e, além disso, note que 1A + I é a unidade de A/I e

Ψ(1A) = 1A + I,

portanto, de fato, Ψ é um homomorfismo de álgebras. Também veja que, dado b+I ∈ A/I

temos que b + I = Ψ(b), onde b ∈ A. Assim, concluímos que Ψ é um homomorfismo
sobrejetor de álgebras.

Também podemos definir isomorfismos de álgebras, que serão homomorfismos bijeti-
vos. Vejamos a próxima definição, e adiante, alguns exemplos de isomorfismos.

Definição 1.1.27 Sejam A e B duas álgebras e Ψ : A → B um homomorfismo de álge-
bras. Dizemos que o conjunto ker(Ψ) = {a ∈ A | Ψ(a) = 0B} é o núcleo do homomorfismo
Ψ, e que, Im(Ψ) = {Ψ(a) ∈ B | a ∈ A} é a imagem de Ψ.

Observe que Ψ será injetiva se, e somente se, ker(Ψ) = {0A} e que ker(Ψ) é um ideal
da álgebra A, e além disso, Im(Ψ) é uma subálgebra de B.

Exemplo 1.1.28 Se considerarmos a subálgebra C e a álgebra C dos números comple-
xos vistas no Exemplo 1.1.13, obtemos o isomorfismo de álgebras Ψ : C → C tal que

Ψ(a+ bi) =

[
a −b
b a

]
.

Note que Ψ é uma transformação linear bijetiva. Verifiquemos apenas que, de fato, Ψ
é um homomorfismo de álgebras. Veja que

Ψ((a+ bi)(c+ di)) = Ψ((ac− bd) + (bc+ ad)i)

=

[
ac− bd −(bc+ ad)

bc+ ad ac− bd

]
=

[
a −b
b a

][
c −d
d c

]
= Ψ(a+ bi)Ψ(c+ di).

Além disso, 1 + 0i é a unidade de C e

[
1 0

0 1

]
é a unidade de C, e temos claramente

que

Ψ(1 + 0i) =

[
1 0

0 1

]
.

Exemplo 1.1.29 A álgebra K[x1, . . . , xm] é isomorfa a K[x1, . . . , xm−1]⊗K[xm].

Sejam as álgebras K[x1, . . . , xm−1] e K[xm] com bases β1 = {xα1
1 . . . x

αm−1

m−1 | αi ≥ 0}
e β2 = {xαm

m | αj ≥ 0}, respectivamente, então K[x1, . . . , xm−1] ⊗K[xm] terá como base
β = {xα1

1 . . . x
αm−1

m−1 ⊗ xαm
m | xα1

1 . . . x
αm−1

m−1 ∈ β1, x
αm
m ∈ β2}. Assim, podemos definir uma

transformação linear Ψ, de maneira única, escolhendo as imagens para os elementos da
base β, da seguinte forma:

Ψ : K[x1, . . . , xm−1]⊗ k[xm] → K[x1, . . . , xm]
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xα1
1 . . . x

αm−1

m−1 ⊗ xαm
m → xα1

1 . . . x
αm−1

m−1 x
αm
m .

Como toda transformação linear que leva base em base é bijetiva, resta mostrarmos que
Ψ é um homomorfismo de álgebras. Sejam xα1

1 . . . x
αm−1

m−1 ⊗ xαm
m ,

xβ1

1 . . . x
βm−1

m−1 ⊗ xβm
m elementos em K[x1, . . . , xm−1]⊗K[xm], temos que

Ψ((xα1
1 . . . x

αm−1

m−1 ⊗ xαm
m )(xβ1

1 . . . x
βm−1

m−1 ⊗ xβm
m ))

= Ψ(xα1
1 . . . x

αm−1

m−1 x
β1

1 . . . x
βm−1

m−1 ⊗ xαm
m xβm

m )

= Ψ(xα1+β1

1 . . . x
αm−1+βm−1

m−1 ⊗ xαm+βm
m )

= xα1+β1

1 . . . xαm+βm
m = (xα1

1 . . . xαm
m )(xβ1

1 . . . xβm
m )

= Ψ(xα1
1 . . . x

αm−1

m−1 ⊗ xαm
m )Ψ(xβ1

1 . . . x
βm−1

m−1 ⊗ xβm
m ).

Além disso, podemos verificar facilmente que Ψ leva unidade em unidade de álgebras.
Portanto, temos que, Ψ é um homomorfismo, assim, concluímos que Ψ é um isomorfismo
de álgebras.

Quando existe um isomorfismo entre duas álgebras dizemos que elas são isomorfas.
Ainda, sobre isomorfismos, iremos enunciar o próximo teorema, bastante importante e
clássico nas teorias de grupos e anéis. A sua demonstração será omitida, por se tratar
de uma adaptação, mas que será feita na seção de Álgebras Graduadas, Teorema 1.2.39.
Também podemos considerar o próximo teorema como um caso específico do Teorema
1.2.39, pelo fato de que, quando consideramos o grupo G = {e}, saímos do caso graduado
para o caso ordinário.

Teorema 1.1.30 Seja ϕ : A → B um homomorfismo de álgebras. Então, existe um
isomorfismo de álgebras Ψ : A/ker(ϕ) → Im(ϕ), sendo Ψ(a+ ker(ϕ)) = ϕ(a).

1.1.3 Álgebras Livres

Inicialmente faremos a definição de um alfabeto e sua estrutura para que possamos,
assim, definir uma álgebra livre. Para essa definição utilizarei a referência [15], que foi
a primeira dissertação, que me recordo de ter lido, e que me fez entender esse conceito
apresentado a seguir.

Definição 1.1.31 Seja X um conjunto não vazio, iremos considerar seus elementos como
sendo letras e o chamaremos de alfabeto. Faremos as seguintes definições:

1. Uma sequência finita de letras de X será chamada de palavra.

2. Denotaremos por X∗ o conjunto de todas as palavras em X.

3. O número de letras em cada palavra em X∗ será considerado o seu comprimento,
e quando a palavra tiver comprimento zero, será dita uma palavra vazia, denotada
por 1.

4. Sejam v = a1 . . . an e w = b1 . . . bm duas palavras, então podemos definir a seguinte
multiplicação,

vw = a1 . . . anb1 . . . bm,

conhecida como justaposição.
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Definição 1.1.32 Seja X um conjunto não vazio, consideremos K⟨X⟩ o espaço vetorial
com base o conjunto das palavras

xi1 . . . xin , xij ∈ X, n = 0, 1, 2, . . . ,

e com a multiplicação dada pela justaposição. Definimos os seus elementos a seguir:

(i) A soma p(x1, . . . , xn) = α1w1 + α2w2 + · · · + αmwm, onde αi ∈ K e
wi = x1 . . . xn ∈ X∗ é chamada polinômio. No caso em que m = 1, p é um monômio.
Cada xj é dito uma indeterminada de p.

(ii) O grau de um monômio αw com 0 ̸= α ∈ K e w ∈ X∗, que denotaremos por gr(αw),
é o comprimento da palavra w. O grau de um polinômio será o grau máximo de
seus monômios.

(iii) Diremos que um monômio αw, com 0 ̸= α ∈ K e w ∈ X∗ é do tipo (n1, . . . , nk) se
a palavra w contém xi exatamente ni vezes. Diremos que o número ni é o grau do
monômio αw em xi.

Definição 1.1.33 Sejam V uma classe de álgebras e A ∈ V uma álgebra gerada pelo
conjunto X. A álgebra A é chamada de álgebra livre na classe V, livremente gerada
por X, se para toda álgebra R ∈ V, a aplicação ϕ : X → R pode ser estendida a um
homomorfismo Ψ : A→ R.

Observe que K⟨X⟩ é uma álgebra com a multiplicação de justaposição, e assim, po-
demos fazer o seguinte enunciado.

Proposição 1.1.34 A álgebra K⟨X⟩ é livre na classe das álgebras (associativas com
unidade).

Prova. Seja A uma álgebra e ϕ : X → A uma aplicação qualquer. Para cada
i ∈ N denotaremos por ai a imagem de xi por ϕ. Consideremos agora a aplicação linear
Ψϕ : K⟨X⟩ → A tal que Ψϕ(1) = 1A e Ψϕ(xi1xi2 . . . xin) = ai1ai2 . . . ain . Primeira-
mente observe que essa aplicação é uma extensão de ϕ, pois dado xi ∈ X temos que
Ψϕ(xi) = ai = ϕ(xi). Também é um homomorfismo de álgebras, para verificarmos isso,
pela Proposição 1.1.21, basta verificarmos que esta aplicação é compatível com o produto
para os elementos da base. Então, sejam xi1xi2 . . . xin , x

′
i1
x′i2 . . . x

′
in monômios em ∈ K⟨X⟩,

teremos que
Ψϕ(xi1xi2 . . . xinx

′
i1
x′i2 . . . x

′
in) = ai1ai2 . . . aina

′
i1
a′i2 . . . a

′
in

= Ψϕ(xi1xi2 . . . xin)Ψϕ(x
′
i1
x′i2 . . . x

′
in).

Além disso, é única pois, se considerarmos Ψ, tal que, Ψ|X = ϕ teríamos que,
Ψϕ(xi) = ϕ(xi) = Ψ(xi) e obteríamos que dado xi1xi2 . . . xin ∈ K⟨X⟩,
Ψϕ(xi1xi2 . . . xin) = Ψ(xi1xi2 . . . xin), o que torna Ψϕ = Ψ. Portanto, temos que Ψϕ é
um homomorfismo de álgebras e é o único satisfazendo Ψϕ|X = ϕ.

Veja que o próximo exemplo traz um resultado semelhante da proposição anterior para
K[X], mas em relação as álgebras comutativas.
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Exemplo 1.1.35 Para qualquer alfabeto X a álgebra polinomial K[X] é livre na classe
das álgebras comutativas.

Seja A uma álgebra comutativa e ϕ : X → A uma aplicação qualquer. Para cada
i ∈ N denotaremos por ai a imagem de xi por ϕ. Consideremos agora a aplicação li-
near Ψϕ : K[X] → A tal que Ψϕ(1) = 1A e Ψϕ(x

k1
i1
xk2i2 . . . x

kn
in
) = ak1i1 a

k2
i2
. . . aknin . Primei-

ramente observe que essa aplicação é uma extensão de ϕ, pois dado xi ∈ X temos que
Ψϕ(xi) = ai = ϕ(xi). Também é um homomorfismo de álgebras, dados
xk1i1 x

k2
i2
. . . xknin , x

kn+1

in+1
x
kn+2

in+2
. . . xkmim ∈ K[X], teremos que

Ψϕ(x
k1
i1
xk2i2 . . . x

kn
in
x
kn+1

in+1
x
kn+2

in+2
. . . xkmim ) = ak1i1 a

k2
i2
. . . aknin a

kn+1

in+1
a
kn+2

in+2
. . . akmim

= Ψϕ(x
k1
i1
xk2i2 . . . x

kn
in
)Ψϕ(x

kn+1

in+1
x
kn+2

in+2
. . . xkmim ).

Além disso, é única pois, se considerarmos Ψ, tal que, Ψ|X = ϕ teríamos que,
Ψϕ(xi) = ϕ(xi) = Ψ(xi) no qual obteríamos que dado xk1i1 x

k2
i2
. . . xknin ∈ K[X],

Ψϕ(x
k1
i1
xk2i2 . . . x

kn
in
) = Ψ(xk1i1 x

k2
i2
. . . xknin ), o que torna Ψϕ = Ψ. Portanto, temos que Ψϕ

é um homomorfismo de álgebras comutativas e é o único satisfazendo Ψϕ|X = ϕ.

Com as definições feitas nessa subseção podemos entender o próximo exemplo. Também
utilizaremos a Definição 1.2.41 para o caso ordinário e como referência o livro [6].

Exemplo 1.1.36 A álgebra de Grassmann sobre um corpo K com char(K) ̸= 2 é definida
como

E := K⟨X⟩/I,

onde X = {x1, x2, . . . } e I é o ideal de K⟨X⟩ gerado por {x2i , xixj + xjxi = 0, i, j ∈ N}.
Primeiro note que x1x2x1 = −x21x2 = 0 e em geral, xiExi = 0. Observe também que todo
produto de diferentes x′is pode ser escrito como mais ou menos

xi1xi2 . . . xin , i1 < i2 < · · · < in, (1)

pela propriedade xixj + xjxi = 0. Assim, esses elementos, juntamente com 1, geram E

como espaço vetorial.

Vamos mostrar que cada um deles é diferente de zero. Para isso, basta mostrar que
x1x2 . . . xn ̸= 0. Suponhamos que x1x2 . . . xn = 0. Então ϵ1ϵ2 . . . ϵn estaria contido no
ideal de K⟨ϵ1, ϵ2, . . . ⟩ gerado por R = {ϵ2i , ϵiϵj + ϵjϵi| i, j ∈ N}. Então podemos escrever
ϵ1ϵ2 . . . ϵn como uma soma de termos da forma mϵ2im′ e p(ϵiϵj + ϵjϵi)p

′, onde m,m′, p, p′

são monômios. Desde que o espaço linear gerado por todos os monômios multilineares,
ou seja, o espaço de todos os polinômios multilineares tem interseção trivial com o subes-
paço gerado pelos monômios que não são multilineares. Daí segue que ϵ1ϵ2 . . . ϵn é uma
combinação linear de polinômios

ϵθ(1) . . . ϵθ(j−1)(ϵθ(j)ϵθ(j+1) + ϵθ(j+1)ϵθ(j))ϵθ(j+2) . . . ϵθ(n)

onde θ ∈ Sn. Tal combinação linear é um polinômio multilinear com a propriedade que
a soma de seus coeficientes correspondentes as permutações pares coincide com a soma
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de seus coeficientes correspondendo as permutações ímpares. Como ϵ1ϵ2 . . . ϵn não tem
essa propriedade, chegamos a uma contradição. Assim, os elementos de (1) são de fato
diferentes de zero.

Agora vamos mostrar que 1 e os elementos de (1) são linearmente independentes. Su-
ponhamos que

∑n
i=1 λibi = 0, onde λi ∈ K−{0} e cada bi é 1 ou é como em (1). Podemos

supor que existe k ∈ N tal que xk aparece em bn, mas não em b1. Por isso
∑n−1

i=1 λibixk = 0

e b1xk ̸= 0. Continuando este procedimento chegamos em uma contradição que um dos λi
é zero. Assim, os elementos da forma (1), juntamente com 1, formam uma base de E.

Nesse último exemplo, essa álgebra recebe esse nome devido ao matemático Hermann
Günther Grassmann (1809− 1877) que a desenvolveu em 1844. Essa álgebra é de impor-
tância fundamental em muitas áreas da Matemática e da Física, veja [26].

1.1.4 Identidades Polinomiais

As identidades polinomiais fazem parte dos principais conceitos estudados de uma
álgebra, pois é de grande interesse saber quais são as identidades polinomiais satisfeitas
por uma álgebra dada.

Definição 1.1.37 Sejam f(x1, . . . , xn) ∈ K⟨X⟩ e A uma álgebra, f será uma identidade
polinomial para A, se

f(a1, . . . , an) = 0 para todos a1, . . . , an ∈ A,

e denotamos por f ≡ 0. Se A satisfaz uma identidade polinomial diferente de f = 0

(polinômio nulo), então chamaremos A de PI-álgebra.

Temos um caso interessante de álgebra que não é uma PI-álgebra, veja o próximo
exemplo.

Exemplo 1.1.38 A álgebra K⟨X⟩ não é uma PI-álgebra.

Suponhamos por absurdo que f(x1, . . . , xn) seja uma identidade não nula de K⟨X⟩.
Então, dados quaisquer f1, . . . , fn elementos de K⟨X⟩, devemos obter que

f(f1, . . . , fn) = 0.

Em particular, podemos escolher f1 = x1, . . . fn = xn, logo, teremos que

f(x1, . . . , xn) = 0,

ou seja, f(x1, . . . , xn) seria igual ao polinômio nulo, o que contrária nossa hipótese. Por-
tanto, K⟨X⟩ não é uma PI-álgebra.

Agora, veremos exemplos diversos de PI-álgebras, começando pelas álgebras que são
comutativas.
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Exemplo 1.1.39 A álgebra A é comutativa se, e somente se, satisfaz a identidade poli-
nomial

[x1, x2] = x1x2 − x2x1 ≡ 0,

chamado de comutador de dois elementos, ou simplesmente de comutador.

Exemplo 1.1.40 A álgebra M2(K) satisfaz a identidade polinomial de Hall dada por

[[x1, x2]
2, x3] ≡ 0.

Usaremos o Teorema de Cayley-Hamilton que diz que se K é um corpo e a ∈M2(K),
então o polinômio característico de a anula a. Denotaremos o polinômio característico da

matriz a por Pa(λ). Agora, veja que, dada a =

[
x y

w z

]
, temos que

Pa(λ) = det

[
x− λ y

w z − λ

]
= (x− λ)(z − λ)− wy = λ2 − λx− λz + xz − wy.

Note que, xz − wy = det(a) e λ(−x − z) = −λTr(a), logo, pelo Teorema de Cayley-
Hamilton obtemos que

a2 − Tr(a)a+ det(a)I2 = 0,

com I2 sendo a matriz identidade de ordem 2.

Agora, consideremos a = [b, c], onde b e c são matrizes 2 × 2 e mostremos que
Tr(a) = 0. Dadas a, b, c ∈M2(K), temos que

a = [b, c] = bc− cb

assim,
Tr(a) = Tr(bc− cb) = Tr(bc)− Tr(cb) = 0.

Logo, a2 − Tr(a)a+ det(a)Id = a2 + det(a)I2 = 0, assim, a2 = −det(a)I2, e obtemos que,

a2 = [b, c]2 = δ

[
1 0

0 1

]
=

[
δ 0

0 δ

]
com δ ∈ K.

Portanto,

[[b, c]2, d] =

[
δ 0

0 δ

][
d11 d12

d21 d22

]
−

[
d11 d12

d21 d22

][
δ 0

0 δ

]
como [b, c]2 é uma matriz escalar, então ela comuta com as de mais, e portanto a igualdade
acima é igual a matriz nula. E de fato, concluímos que M2(K) satisfaz a identidade de
Hall.

Nesse último exemplo, essa identidade polinomial recebe esse nome devido ao mate-
mático Marshal Hall. Continuaremos com os exemplos de PI-álgebras, com a definição de
um novo polinômio, que é bastante importante para o estudo das identidades polinomiais
da álgebra M2(K).
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Definição 1.1.41 Seja Sn o grupo de todas as permutações do conjunto {1, 2, . . . , n},
definimos o polinômio standard de grau n como sendo

sn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)xσ(1) . . . xσ(n),

em que signσ é o sinal da permutação σ.

Exemplo 1.1.42 A álgebra M2(K) satisfaz a identidade standard s4(x1, x2, x3, x4) ≡ 0.

Para demonstrar esse fato, utilizaremos a seguinte igualdade, que pode ser verificada
com alguns cálculos,

s4(x1, x2, x3, x4) = [x1, x2] ◦ [x3, x4] + [x1, x3] ◦ [x4, x2] + [x1, x4] ◦ [x2, x3],

na qual dados dois elementos x, y quaisquer, temos que x ◦ y = xy + yx. Depois, fixemos
a base de M2(K) como sendo

{e11 + e22, e11, e12, e21},

e usando a igualdade acima, teremos que s4(e11 + e22, e11, e12, e21) = 0, pois o fato de
I2 = e11 + e22 fazer parte dos comutadores em cada uma das parcelas da soma, faz com
que zere todos os comutadores que o contém e assim obtemos essa igualdade. De modo
geral, qualquer substituição por elementos da base se anula pois se uma variável for subs-
tituída por I2 o resultado é zero pela igualdade acima em que s4 é escrito em termos de
comutadores, por outro lado o polinômio é alternado e em qualquer substituição das 4

variáveis pelos outros 3 elementos da base haverão variáveis distintas substituídas pelo
mesmo elemento, assim o resultado também é zero. Note que verificamos que o resultado
dá zero apenas para os elementos da base de M2(K), mas como dado quaisquer elementos
em M2(K) eles serão uma combinação linear dessa base, então continua sendo válido o
resultado acima para quaisquer elementos de M2(K).

Exemplo 1.1.43 Seja Un(K) a álgebra das matrizes triangulares superiores n× n então
ela satisfaz a identidade

[x1, x2] . . . [x2n−1, x2n] ≡ 0.

Primeiro analisaremos cada comutador de forma geral. Seja [xl, xr] = xlxr−xrxl, ire-
mos mostrar que, sendo al e ar matrizes triangulares superiores, teremos que a diagonal
principal de alar é igual a diagonal principal de aral.

Sejam al = (aij), ar = (bij), alar = (cij) e aral = (dij). Para a diagonal principal
de alar temos

cii =
n∑

k=1

aikbki com

aik = 0, se i > k

bik = 0, se k > i
,

ou seja, para i > k temos que aikbki = 0 e para k > i teremos aikbki = 0, logo, resta que,

cii =
n∑

k=1

aikbki = aiibii.
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Para a diagonal principal de aral temos

dii =
n∑

k=1

bikaki com

bik = 0, se i > k

aki = 0, se k > i
,

ou seja, para i > k temos bikaki = 0 e para k > i teremos bikaki = 0, logo resta que,

dii =
n∑

k=1

bikaki = biiaii.

Como bii e aii são elementos de K, então biiaii = aiibii, e portanto, as matrizes alar e aral
tem as mesmas diagonais principais, assim, [al, ar] = alar − aral é uma matriz triangular
estritamente superior, ou seja, para i ≥ j o elemento da linha i e da coluna j de [al, ar]

será igual a zero.

Agora mostraremos que o produto de n matrizes triangulares estritamente superiores
de ordem n dá zero. Utilizaremos indução em relação a n. Para n = 1 temos que isso se
verifica facilmente, agora vejamos:

1. Para n = 2, [
0 a12

0 0

][
0 b12

0 0

]
=

[
0 0

0 0

]
;

2. Para n = 3, 0 a12 a13

0 0 a23

0 0 0


0 b12 b13

0 0 b23

0 0 0


0 c12 c13

0 0 c23

0 0 0

 =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 ;

3. Agora, suponhamos que seja válido para n − 1 e mostremos que é válido para n.
Observe o produto de n matrizes de ordem n cada uma,

0 a12 · · · a1n−1 a1n

0 0 · · · a2n−1 a2n
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 an−1n

0 0 . . . 0 0


n×n

. . .


0 b12 · · · b1n−1 b1n

0 0 · · · b2n−1 b2n
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 bn−1n

0 0 . . . 0 0


n×n

,

note que em cada matriz de ordem n × n podemos considerar o bloco
(n − 1) × (n − 1) que consiste das (n − 1) primeiras entradas de cada uma das
(n − 1) primeiras linhas e que cada matriz consiste desse bloco incluindo a última
linha igualmente nula, pois as matrizes são triangulares estritamente superiores e,
uma coluna com (n-1) elementos possivelmente diferentes de zero. Por consequên-
cia disso, ao realizarmos o produto acima até a penúltima matriz, teremos que pelo
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menos, o bloco (n− 1)× (n− 1) do resultado desse produto terá todos os elementos
nulos, ficando

0 0 · · · 0 c1n

0 0 · · · 0 c2n
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 cn−1n

0 0 . . . 0 0


n×n


0 b12 · · · b1n−1 b1n

0 0 · · · b2n−1 b2n
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 bn−1n

0 0 . . . 0 0


n×n

,

onde c1n, c2n, . . . , cn−1,n são escalares. O produto das duas matrizes acima é 0 e
assim, fica demonstrado o que queríamos.

Portanto, a álgebra Un(K) das matrizes triangulares superiores n×n satisfaz a identidade
[x1, x2] . . . [x2n−1, x2n].

A identidade [x1, x2] . . . [x2n−1, x2n] é bastante importante para a álgebra Un(K). Vere-
mos que, em certo sentido, todas as outras identidades desta álgebra são obtidas a partir
dessa identidade.

Agora, com a próxima observação, conseguiremos obter um resultado interessante que
relaciona as identidades polinomiais de um álgebra A e os núcleos dos homomorfismos de
K⟨X⟩ em A.

Observação 1.1.44 Dado f ∈ K⟨X⟩, temos que f(x1, . . . , xn) = α1w1 + · · · + αmwm,
onde αi ∈ K e wi = xi1 . . . xil. Daí, ao considerarmos ϕ um homomorfismo de
K⟨X⟩ → A, obtemos que

ϕ(f(x1, . . . , xn)) = ϕ(α1x11 . . . x1l1 + · · ·+ αmxm1 . . . xml2)

= α1ϕ(x11) . . . ϕ(x1l1) + · · ·+ αmϕ(xm1) . . . ϕ(xml2)

= f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)),

e portanto,
ϕ(f(x1, . . . , xn)) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)).

Proposição 1.1.45 O polinômio f ∈ K⟨X⟩ é uma identidade polinomial para A se, e
somente se, f está no núcleo de todo homomorfismo ϕ : K⟨X⟩ → A.

Prova. Seja ϕ : K⟨X⟩ → A um homomorfismo. Devemos mostrar que ϕ(f) = 0. Da
Observação 1.1.44 temos que

ϕ(f) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)).

Como f é uma identidade polinomial de A, e ϕ(x1), . . . , ϕ(xn) pertencem a A, então temos
que

ϕ(f) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) = 0

logo ϕ(f) = 0, e então f ∈ kerϕ.
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Dados a1, . . . , an ∈ A, tomemos α : X → A uma aplicação tal que α(xi) = ai. Agora,
tomemos ϕ : K⟨X⟩ → A o homomorfismo que estende α. Por hipótese, temos que
ϕ(f) = 0, então

f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) = 0,

como ϕ é extensão de α, temos que a restrição de ϕ a X é igual a α, logo

f(α(x1), . . . , α(xn)) = 0.

Como α(xi) = ai, obtemos que f(a1, . . . , an) = 0, sendo a1, . . . , an uma sequência qualquer
de elementos de A, logo, temos que f é uma identidade polinomial de A.

1.1.5 T -ideais e Álgebras Relativamente Livres

Nesta subseção faremos uma introdução ao estudo do conjunto de identidades polino-
miais de uma álgebra. Entenderemos que esse conjunto pode ser gerado por identidades
específicas, mas que nem sempre é um trabalho fácil encontrar essas identidades geradoras.

Definição 1.1.46 Seja A uma álgebra, definimos Id(A) = {f ∈ K⟨X⟩ | f ≡ 0 em A}
como sendo o conjunto das identidades polinomiais de A.

Proposição 1.1.47 Seja A uma álgebra, o conjunto Id(A) de todas as identidades poli-
nomiais de A é um ideal de K⟨X⟩.

Prova. Claramente Id(A) é um subespaço vetorial de K⟨X⟩. Sejam f em
Id(A) = {f ∈ K⟨X⟩ | f ≡ 0 em A} e g em K⟨X⟩ mostraremos que o produto fg
ainda pertence a Id(A). Observe que dados quaisquer elementos a1, . . . , an ∈ A, teremos
que

f(a1, . . . , an)g(a1, . . . , an) = 0g(a1, . . . , an) = 0

portanto, fg ∈ Id(A). De modo análogo podemos mostrar que gf ∈ Id(A), para quais-
quer g ∈ K⟨X⟩ e f ∈ Id(A), e assim, teremos que, Id(A) é um ideal de K⟨X⟩.

Definição 1.1.48 Seja I um ideal de K⟨X⟩. Se I for invariante sobre todos os endo-
morfismos de K⟨X⟩, ou seja, Ψ(I) ⊆ I para todo endomorfismos Ψ de K⟨X⟩, então ele
é chamado de T -ideal.

Observe que a definição acima é equivalente a dizer que se tivermos um endomorfismo
Ψ : K⟨X⟩ → K⟨X⟩, e f uma identidade de A, então Ψ(f) ainda é identidade para a
álgebra A.

Proposição 1.1.49 Seja A uma álgebra, então Id(A) é um T -ideal de K⟨X⟩.

Prova. De fato, consideremos ϕ : K⟨X⟩ → K⟨X⟩ e Ψ : K⟨X⟩ → A homomorfismos de
álgebras. Seja f ∈ Id(A), se Ψ é um homomorfismo qualquer, então temos que,

Ψ(ϕ(f)) = Ψ ◦ ϕ(f) = 0

pois Ψ ◦ ϕ : K⟨X⟩ → A é um homomorfismo de álgebras e f ∈ Id(A). Logo, ϕ(f) ∈
ker(Ψ), e portanto, pela Proposição 1.1.45, temos que ϕ(f) ∈ Id(A).

Dizemos que Id(A) é o T -ideal da álgebra A. A próxima proposição relaciona o T -ideal
das identidades polinomiais da álgebra quociente K⟨X⟩/I e o T -ideal I.
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Proposição 1.1.50 Sendo I um T -ideal de K⟨X⟩, temos então que I = Id(K⟨X⟩/I).

Prova. Primeiramente mostremos que I ⊂ Id(K⟨X⟩/I). Seja f(x1, . . . , xn) ∈ I, dados
g1 + I, . . . , gn + I ∈ K⟨X⟩/I quaisquer. Temos que

f(g1 + I, . . . , gn + I) = f(g1, . . . , gn) + I = 0̄

pois, como I é um T -ideal, temos que f(g1, . . . , gn) ∈ I, e portando, f ∈ Id(K⟨X⟩/I), e
assim, obtemos que I ⊂ Id(K⟨X⟩/I).

Agora mostremos que Id(K⟨X⟩/I) ⊂ I. Seja f(x1, . . . , xn) ∈ Id(K⟨X⟩/I), com
x̄1, . . . , x̄n ∈ K⟨X⟩/I, então

0̄ = f(x̄1, . . . , x̄n) = f(x1, . . . , xn),

portanto, como f(x1, . . . , xn) = 0̄ ⇔ f(x1, . . . , xn) ∈ I, logo, f ∈ I, assim,
Id(K⟨X⟩/I) ⊂ I, e concluímos que I = Id(K⟨X⟩/I).

Daqui em diante, nesta subseção, iremos trabalhar com um dos principais problemas
na teoria de PI-álgebras, encontrar uma base para as identidades de uma dada álgebra.

Definição 1.1.51 Dado um conjunto S ⊂ K⟨X⟩, o T -ideal gerado por S é a interseção
de todos os T -ideais de K⟨X⟩ que contém S e será denotado por ⟨S⟩. Seja A uma álgebra,
se S ⊂ Id(A) é tal que Id(A) = ⟨S⟩, dizemos que S é uma base das identidades polino-
miais da álgebra A. Os elementos de Id(A) são chamados consequências das identidades
polinomiais de S.

Existem resultados devidos à Specht em 1950, publicados em [31], que são úteis para
se determinar bases para as identidades de certas álgebras. Entretanto, determinar tais
conjuntos geradores (não triviais) não é tarefa simples e permanece em aberto para a
maioria das álgebras. Por exemplo, não se conhece base para as identidades de Mn(K)
se n ≥ 3 e K é um corpo infinito. Specht conjecturou que em característica zero toda
álgebra tem base finita para suas identidades e, apenas 1978, Kemer demonstrou que esta
conjectura é verdadeira, veja [21].

Exemplo 1.1.52 Seja A uma álgebra comutativa então Id(A) = ⟨[x1, x2]⟩.

A demonstração do resultado acima pode ser encontrada na referência [9].

Exemplo 1.1.53 Seja K, com charK = 0. Se considerarmos A como sendo a álgebra
das matrizes M2(K), temos que

Id(A) = ⟨[[x1, x2]2, x3], s4(x1, x2, x3, x4)⟩.

Razmyslov obteve uma base das identidades da álgebra M2(K), com 9 identidades,
para charK = 0, em [28]. Mas Drensky provou que estas duas identidades acima são
suficientes para a base das identidades de M2(K), veja [11].

Teorema 1.1.54 Seja K um corpo com charK = 0, se considerarmos E como sendo a
álgebra de Grassmann, teremos que

Id(E) = ⟨[x1, x2, x3]⟩.
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Prova. Veja [12].

Teorema 1.1.55 Seja K um corpo infinito, se considerarmos Un(K) como sendo a ál-
gebra das matrizes triangulares superiores, teremos que

Id(A) = ⟨[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n]⟩.

Esses dois últimos resultados, Teorema 1.1.54 e Teorema 1.1.55, podem serem encon-
trados em uma de nossas referências, no livro [12].

Com o objetivo de determinar uma base finita para as identidades polinomiais de
uma álgebra dada, geralmente é utilizado a teoria de álgebras relativamente livres. Por
isso, iremos defini-las e por último, faremos uso delas para mostrar que vale a igualdade
Id(U2(K)) = ⟨[x1, x2][x3x4]⟩.

Definição 1.1.56 Seja {fi(x1, . . . , xni
) ∈ K⟨X⟩ | i ∈ I} um conjunto de polinômios na

álgebra livre K⟨X⟩. Então a classe V de todas as álgebras que satisfazem as identidades
polinomiais fi = 0, i ∈ I, é chamada de variedade, determinada pelo sistema de iden-
tidades polinomiais {fi | i ∈ I}. A variedade W é chamada de subvariedade de V, se
W ⊂ V.

Exemplo 1.1.57 A classe de todas as álgebras comutativas é a variedade definida pela
identidade [x1, x2] = 0.

No próximo teorema temos uma caracterização para as variedades em termos de su-
bálgebras, imagens homomórficas e produtos diretos.

Teorema 1.1.58 (Birkhoff) Uma classe V não vazia de álgebras é uma variedade se, e
somente se, satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se A ∈ V e B → A é um monomorfismo, então B ∈ V;

2. Se A ∈ V e A→ B é um epimorfismo, então B ∈ V;

3. Se {Aγ}γ∈Γ é uma família de álgebras e Aγ ∈ V, para todo γ ∈ Γ, então∏
γ∈ΓAγ ∈ V .

A demonstração desse teorema pode ser encontrada na referência [9]. Também pode-
mos definir um T -ideal de uma variedade, ou seja, o conjunto das identidades satisfeitas
por todas as álgebras de uma variedade V é um T -ideal de K⟨X⟩ e é denotado por Id(V).

Definição 1.1.59 Seja Y um conjunto, a álgebra FY (V) na variedade V é chamada de
relativamente livre em V se é livre na classe V e livremente gerada por Y .

Proposição 1.1.60 Seja V a variedade definida por {fi | i ∈ I}, seja Y qualquer conjunto
e J o ideal de K⟨Y ⟩ gerado por

{fi(g1, . . . , gn) | gi ∈ K⟨X⟩, i ∈ I}.

Então a álgebra F = K⟨Y ⟩/J é uma álgebra relativamente livre na variedade V com o
conjunto gerador livre Ȳ = {y + J | y ∈ Y }.
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A demonstração dessa proposição pode ser encontrada na nossa referência [12]. Além
da teoria citada acima, para mostrar que Id(U2(K)) = ⟨[x1, x2][x3, x4]⟩, precisamos dos
polinômios conhecidos como polinômios próprios, mas, iremos apenas apresentar a sua
definição para o caso ordinário, e o restante dos resultados seguem do caso geral, para
álgebras graduadas, descritos na Subseção 1.2.6.

Definição 1.1.61 O polinômio f ∈ K⟨X⟩ é chamado de polinômio próprio, se for uma
combinação linear de produto de comutadores

f(x1, . . . , xm) =
∑

αi,...,j[xi1 , . . . , xip ] . . . [xj1 , . . . , xjq ], αi,...,j ∈ K.

Assumimos que 1 é um produto de um conjunto vazio de comutadores. Denotamos por B
o conjunto de todos os polinômios próprios em K⟨X⟩.

Proposição 1.1.62 Seja K um corpo infinito, se considerarmos A como sendo a álgebra
das matrizes 2× 2 triangulares superiores teremos que

Id(A) = ⟨[x1, x2][x3, x4]⟩.

Prova. Iremos apresentar aqui a demonstração desse resultado que pode ser encontrada
na referência [12].

De fato, pelo Exemplo 1.1.43, temos que o polinômio [x1, x2][x3, x4] é uma identidade
para a álgebra U2(K), logo o ideal ⟨[x1, x2][x3, x4]⟩ ⊂ Id(U2(K)). Agora resta mostrar
que todas as identidades polinomiais para U2(K) seguem da identidade [x1, x2][x3, x4].

Seja V a variedade definida pelo polinômio [x1, x2][x3, x4], pela Proposição 1.1.60,
temos que K⟨X⟩/⟨[x1, x2][x3, x4]⟩ é a álgebra relativamente livre na variedade V . Traba-
lharemos módulo o T-ideal Id(V) = ⟨[x1, x2][x3, x4]⟩.

Note que, pela Proposição 1.1.50, o polinômio [x1, x2][x3, x4] é identidade para a álge-
bra K⟨X⟩/⟨[x1, x2][x3, x4]⟩. Agora, consideremos B(V) o espaço gerado por 1 e por todos
os comutadores

[xi1 , xi2 , . . . , xin ], n ≥ 2.

Usando a identidade

0 = [x1, x2][x3, x4]− [x3, x4][x1, x2] = [[x1, x2], [x3, x4]]

= [x1, x2, x3, x4]− [x1, x2, x4, x3],

vemos em K⟨X⟩/⟨[x1, x2][x3, x4]⟩

[y1, y2, xσ(1), . . . , xσ(p)] = [y1, y2, x1, . . . , xp], σ ∈ Sp,

e com isso podemos ordenar os índices a partir do terceiro elemento de cada comutador.

Além disso, a identidade de Jacobi e a anticomutatividade permitem alterar os lugares
das variáveis nas três primeiras posições:

[x1, x2] = −[x2, x1], [x3, x2, x1] = [x3, x1, x2]− [x2, x1, x3].
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Desta forma, podemos assumir que B(V) é gerado por 1 e

[xi1 , xi2 , xi3 , . . . , xin ], i1 > i2 ≤ i3 ≤ · · · ≤ in.

Mostraremos que esses elementos são linearmente independentes modulo o T -ideal de
U2(K). Seja

f(x1, . . . , xm) =
∑
i

αi[xi1 , xi2 , . . . , xin ] = 0, i1 > i2 ≤ · · · ≤ in, αi ∈ K,

seja uma identidade polinomial não trivial para U2(K). Fixamos i1 maximal com o
propriedade αi ̸= 0 e considere os elementos

x̄i1 = e12 + ξi1e22, x̄j = ξje22, j ̸= i1, ξi1 , ξj ∈ K.

Cálculos concretos mostram que

f(x̄1, . . . , x̄m) = (
∑
i1fixo

αiξi2 . . . ξin)e12

que pode ser escolhido diferente de 0 porque o corpo de base K é infinito. Portanto todos
os coeficientes αi são iguais a 0 e isso completa a prova.

1.1.6 Radical de Jacobson

É comum o estudo de radicais, tanto na teoria de anéis, como também para álge-
bras, inclusive quando não se trata de álgebras associativas. Nesta subseção escolhemos
fazer uma pequena introdução ao Radical de Jacobson. Esse nome é devido ao ma-
temático Nathan Jacobson, considerado um dos principais algebristas da sua geração,
fazendo estudos com polinômios não comutativos, como a sua dissertação intitulada "Non-
commutative Polynomials and Cyclic Algebras", veja [19].

A escolha desse tema para esta subseção foi devido a necessidade que surge ao estudar-
mos o artigo "Gradings on the Algebra of Upper Triangular Matrices and Their Graded
Identities", referência [24], ao qual é dedicado o terceiro capítulo desta dissertação. Para
isso utilizaremos como base o livro "A First Course in Noncommutative Rings", que se
encontra em [25].

Definição 1.1.63 Sejam A uma álgebra e I um ideal próprio de A, então ele é dito ideal
maximal à esquerda de A, se I ̸= A e não existe um ideal J à esquerda de A próprio,
tal que, I esteja contido propriamente em J , ou seja, se I ⊂ J ⊂ A então ou J = A ou
J = I.

Exemplo 1.1.64 Seja M2(K) a álgebra das matrizes 2 × 2. O ideal à esquerda
I = {a ∈ M2(K); aij = 0 se j > 1} de M2(K) visto no Exemplo 1.1.15 é um ideal
maximal à esquerda de M2(K).

Seja J um ideal à esquerda de M2(K) tal que I ⊊ J , consideremos a ∈ J − I, teremos
12 possibilidades para a, ao qual se dividem em 3 casos, com a11, a12, a21, a22 ̸= 0 sempre
que aparecerem nas matrizes:
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(i) 1° caso:[
a11 a12

a21 0

]
,

[
a11 0

a21 a12

]
,

[
a11 a12

0 a22

]
,

[
0 a12

a21 a22

]
,

[
a11 0

0 a22

]
,

[
0 a12

a21 0

]
.

Se a for igual a uma dessas matrizes temos que o seu determinante será diferente
de zero, e portanto, a será invertível, ou seja, J =M2(K).

(ii) 2° caso: [
a11 a12

0 0

]
,

[
0 0

a21 a22

]
,

[
0 a12

0 0

]
,

[
0 0

0 a22

]
.

Se a for igual a uma dessas matrizes, por J ser um subespaço vetorial, temos que,
considerando b ∈ I, tal que

b =

[
b11 0

b21 0

]
com b11, b21 ̸= 0,

temos que a + b ∈ J , e o determinante de a + b é diferente de zero, e portanto,
também temos uma matriz invertível em J , obtendo novamente que J =M2(K).

(iii) 3° caso: [
0 a12

0 a22

]
,

[
a11 a12

a21 a22

]
.

Se a for igual a uma dessas matrizes, escolhemos a matriz b tal que

b =

[
−a11 0

0 0

]
∈ I,

assim, a+b será uma matriz do primeiro caso, e temos novamente que J =M2(K).

Logo, I é de fato um ideal maximal à esquerda de M2(K).

Definição 1.1.65 Seja A uma álgebra definimos o radical de Jacobson como sendo a
interseção de todos os ideais maximais á esquerda de A, e o denotaremos por radA.

O teorema a seguir contem um famoso resultado devido ao algebrista Heinrich Mas-
chke, em 1898.

Teorema 1.1.66 Se G é um grupo finito e F um corpo de característica zero, então o
radical de Jacobson da álgebra de grupo FG é nulo.

Para a demonstração desse teorema acima é recomendável a referência [25]. Quando
uma álgebra tem o seu radical de Jacobson nulo dizemos que ela é uma álgebra semissim-
ples. Observe que a definição de radical de Jacobson é possível, pela garantia da existência
dos ideais maximais à esquerda que segue do Lema de Zorn. Enunciaremos a seguir o
lema, e em sequência demonstremos esse resultado.

Lema 1.1.67 (Lema de Zorn) Seja S um conjunto não vazio parcialmente ordenado. Se
toda cadeia em S tem uma cota superior em S, então S tem um elemento maximal.
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Teorema 1.1.68 Seja A uma álgebra, então ela tem pelo menos um ideal maximal à
esquerda.

Prova. Seja Γ o conjunto de todos os ideais à esquerda de A diferentes de A. Ordenemos
Γ pela inclusão de conjuntos. Note que Γ é diferente do vazio pois 0 ∈ Γ.

Para aplicar o Lema de Zorn devemos mostrar que toda cadeia em Γ tem uma cota
superior em Γ. Seja então (Iα) ser uma cadeia de ideais em Γ, então para cada par de
índices α, β nós temos Iα ⊆ Iβ ou Iβ ⊆ Iα.

Seja I = ∪αIα. Então I é um ideal à esquerda de A e 1 ̸∈ I já que 1 ̸∈ Iα, para todo
α. Portanto, I ∈ Γ, e I é uma cota superior da cadeia. Portanto, pelo Lema de Zorn Γ
tem o elemento maximal, ou seja, A tem um ideal maximal à esquerda.

Definição 1.1.69 Sejam M um espaço vetorial e A uma álgebra. M é um A-módulo à
esquerda, se para cada a ∈ A e a cada m ∈ M , está associado um elemento am ∈ M , de
modo que as seguintes condições são satisfeitas:

i. (a1 + a2)m = a1m+ a2m;

ii. a(m1 +m2) = am1 + am2;

iii. a1(a2m) = (a1a2)m;

iv. λ(am) = a(λm) = (λa)m;

v. 1m = m

para todo m,m1,m2 ∈M, a, a1, a2 ∈ A, λ, 1 ∈ K.

Definição 1.1.70 Um submódulo N de M é um subespaço vetorial de M tal que an ∈ N

para quaisquer a ∈ A e n ∈ N .

Em seguida provamos um lema que caracteriza os elementos de radA em termos dos
elementos invertíveis à esquerda de A, e em termos dos módulos A simples à esquerda.
Vejamos a definição de A-módulo simples.

Definição 1.1.71 Seja M um A-módulo à esquerda. Diremos que M é um A-módulo
simples se admitir apenas M e 0 como submódulos.

Lema 1.1.72 Para y ∈ A, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) y ∈ radA;

(2) 1− xy é invertível à esquerda para todo x ∈ A;

(3) yM = 0 para todo A-modulo M simples à esquerda.
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Prova. (1) ⇒ (2) Suponhamos que y ∈ radA. Se para algum x, 1− xy não for invertível
à esquerda, então A(1 − xy) ⊊ A é um ideal à esquerda de A, portanto está contido em
algum ideal J maximal à esquerda de A. Mas 1− xy ∈ J e como y ∈ radA então y ∈ J ,
logo xy ∈ J , assim, pelo fato de J ser um subespaço vetorial temos que

1− xy + xy = 1 ∈ J,

uma contradição.

(2) ⇒ (3) Suponhamos que ym ̸= 0 para algum m ∈ M . Então Aym é um submó-
dulo à esquerda de M e diferente de 0. Logo, como M é simples devemos ter Aym =M .
Em particular, m = xym para algum x ∈ A, e (1 − xy) tem inverso à esquerda por (2),
assim, obtemos que m = 0, uma contradição.

(3) ⇒ (1) Para qualquer ideal J maximal à esquerda, A/J é um A-módulo simples,
por (3), yA/J = 0 o que implica que y ∈ J . Por definição, nós obtemos que y ∈ radA.

Agora, vejamos o próximo exemplo.

Exemplo 1.1.73 Sendo Un(K) a álgebra das matrizes triangulares superiores de ordem
n sobre um corpo K, então

radUn(K) = {a ∈ Un(K) | a tem a diagonal nula}.

Sejam I = {b ∈ Un(K) | b tem diagonal nula}, b ∈ I e a ∈ Un(K). Do Exemplo 1.1.19
temos que ab tem a diagonal nula, portanto det(Id − ab) = 1, logo Id − ab é uma ma-
triz invertível para qualquer matriz a ∈ Un(K), portanto, pelo Lema 1.1.72 temos que
b ∈ radUn(K), portanto, I ⊂ radUn(K).

Agora, suponhamos que radUn(K) ̸⊆ I e c ∈ radUn(K) mas c ̸∈ I. Então para algum
i ∈ {1, . . . , n} temos que cii ̸= 0. Seja b a matriz diagonal tal que as entradas não nulas
são os elementos c−1

ii , sempre que cii ̸= 0. Assim, det(Id − ab) = 0, logo Id − ab não
será invertível à esquerda, o que contrária o Lema 1.1.72, portanto radUn(K) ⊂ I, e
concluímos que radUn(K) = I.

Em seguida, faremos as próximas definições para enunciarmos o último resultado desta
subseção.

Definição 1.1.74 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal
nilpotente de índice de nilpotência n, se n é o menor natural tal que a1 . . . an = 0A para
quaisquer a1, . . . , an ∈ I. Utilizamos a notação In = 0A para indicar que o produto de
quaisquer n elementos de I é zero.

Exemplo 1.1.75 O ideal radUn(K) = {a ∈ Un(K) | a tem a diagonal nula} é nilpotente
de índice de nilpotência n. É possível perceber isso no Exemplo 1.1.43.

Definição 1.1.76 Uma álgebra A é artiniana à esquerda se toda cadeia descendente de
ideais à esquerda de A é estacionária.

Teorema 1.1.77 Seja A uma álgebra artiniana à esquerda. Então radA é o maior ideal
à esquerda nilpotente, e também é o maior ideal à direita nilpotente.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada na referência [25].
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1.2 Álgebras Graduadas por um Grupo

1.2.1 Definições Iniciais

Definição 1.2.1 Um conjunto com uma operação associativa é chamado de semigrupo.

Podemos fazer a definição de uma álgebra G-graduada considerando G, apenas, como
sendo um semigrupo.

Definição 1.2.2 A álgebra A é G-graduada se ela pode ser obtida através de um decom-
posição,

A =
⊕
g∈G

Ag

ou seja, como soma direta dos subespaços vetoriais Ag, tal que, para todos
g, h ∈ G,AgAh ⊂ Agh.

De agora em diante, consideraremos apenas um caso específico de semigrupo, quando
G é um grupo. Vejamos a próxima observação e em seguida exemplos de graduações.

Observação 1.2.3 Destacamos que:

(i) A partir da definição é claro que qualquer a ∈ A pode ser escrito unicamente como
uma soma finita

a =
∑
g∈G

ag ; ag ∈ Ag.

(ii) Os subespaços Ag são chamados de componentes homogêneas de A e diremos que o
elemento a é homogêneo se a ∈ ∪g∈GAg. Quando a for diferente do elemento nulo
da álgebra A, existe um único g ∈ G tal que a ∈ Ag pois a soma na graduação de A
é direta. Assim, podemos definir o conceito de grau da seguinte forma, deg(a) = g

se a ∈ Ag. Perceba que para o elemento nulo não faz sentido essa definição, pois
ele sempre pertence a Ag para todo g ∈ G.

(iii) Um subespaço B ⊆ A é graduado se B = ⊕g∈G(B ∩ Ag). Em outras palavras, B é
graduado se, para qualquer b ∈ B, b =

∑
g∈G bg temos que bg ∈ B para todo g ∈ G.

De modo análogo, definimos subálgebras graduadas, ideais graduados, etc.

(iv) Note que se H é um subgrupo de G, então A′ = ⊕h∈HAh é uma subálgebra de
A, e, além disso, mostraremos que é graduada. De fato, se g não pertence a H,
então, Ag ∩ A′ = {0} e se g pertence a H, então, Ag ∩ A′ = Ag. Portanto, A′ =

⊕g∈G(A
′ ∩ Ag). Em particular, se e é a unidade de G, Ae é uma subálgebra de A,

pois {e} é subgrupo de G.

(v) Quando o grupo G é o trivial, o conceito de álgebra G-graduada reduz-se ao conceito
de álgebra ordinária.
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Exemplo 1.2.4 Qualquer álgebra A pode ser graduada por qualquer grupo G da seguinte
forma, A = Ae e Ag = 0 para qualquer g ̸= e. Essa é a chamada graduação trivial. Note
que dessa forma A é igual a soma dos subespaços Ag para todo g ∈ G, e além disso, é
soma direta. Também temos que AgAh ⊂ Agh pois se g = h = e temos AgAh = AeAe = A

por outro lado Agh = Aee = Ae = A, e se g ̸= e ou h ̸= e temos que AgAh = 0, logo
AgAh ⊂ Agh para quaisquer g, h ∈ G.

Exemplo 1.2.5 Seja A =M2(K) com A0 e A1 definidos da seguinte forma,

A0 =

{ [
a11 0

0 a22

]
; a11, a22 ∈ K

}
, A1 =

{ [
0 a12

a21 0

]
; a12, a21 ∈ K

}

obtemos que A é Z2-graduada.
De fato, seja a ∈ A, temos que,

a =

[
a11 a12

a21 a22

]
=

[
a11 0

0 a22

]
+

[
0 a12

a21 0

]
,

onde, nessa soma, a primeira matriz pertence a A0 e a segunda matriz pertence a A1, ou
seja, A ⊂ A0 +A1. Claramente temos a inclusão contrária. Logo, temos a igualdade que
precisamos, A = A0 + A1. O próximo passo, é verificarmos se essa soma é direta, para
isso, verifiquemos que A0∩A1 = {0}. Seja b = (bij), i, j ∈ {1, 2}, tal que, b ∈ A0∩A1, en-
tão temos que b ∈ A0, logo, b12 = b21 = 0, também temos que b ∈ A1, logo, b11 = b22 = 0,
portanto, concluímos que b é identicamente nula.

Agora, para finalizarmos o processo de verificação de que a decomposição acima é uma
graduação, note que é possível verificar diretamente a inclusão AgAh ⊂ Agh. Vejamos para
o caso, g = h = 1, temos que[

0 a12

a21 0

][
0 a′12
a′21 0

]
=

[
a12a

′
21 0

0 a21a
′
12

]
∈ A0

portanto, A1A1 ⊂ A1+1 = A0.

A próxima proposição traz uma maneira de verificarmos se uma decomposição de uma
álgebra é uma graduação.

Proposição 1.2.6 Sejam G um conjunto não vazio e A um espaço vetorial. Sejam βg,
onde g ∈ G, subconjuntos de A tais que ∪g∈Gβg é uma base de A e βg∩βh = ∅ sempre que
g ̸= h. Então A = ⊕g∈GAg, onde Ag é o subespaço de A gerado por βg. Além disso, se G
é um grupo e bgbh ∈ Agh sempre que bg ∈ βg e bh ∈ βh então a decomposição A = ⊕g∈GAg

é uma G-graduação em A.

Prova. Inicialmente, provaremos que A é a soma dos subespaços Ag. Consideremos
∪g∈Gβg a base de A. Seja a ∈ A, podemos escrever esse elemento como uma combinação
linear dos elementos dessa base. Sem perda de generalidade suponhamos que
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a = λ1c1 + λ2c2 + · · ·+ λncn

onde ci ∈ βgi e λi ∈ K. Então λici ∈ Agi , assim teremos que a pertence a soma dos subes-
paços Ag, portanto A também estará contido na soma desses subespaços. Por outro lado,
temos que a soma dos subespaços Ag está contida em A, logo A é a soma dos subespaços
Ag.

Agora mostraremos que essa soma dos subespaços é direta. Suponhamos que exista
um elemento a ∈ Ah∩⊕g∈G−{h}Ag, então podemos escrever a como combinação linear em
relação a duas perspectivas, ou seja, para a ∈ Ah podemos escrever a como combinação
linear de elementos de βh, considerando αi ∈ K e bi ∈ βh temos,

a = α1b1 + α2b2 + · · ·+ αnbn,

para a ∈ ⊕g∈G−{h}Ag, considerando ψj ∈ K, e dj ∈ βg, com g ̸= h, temos

a = ψ1d1 + ψ2d2 + · · ·+ ψkdk.

Deste modo concluímos que,

α1b1 + α2b2 + · · ·+ αnbn − ψ1d1 − ψ2d2 − · · · − ψkdk = 0

note que, nos conjuntos {b1, b2, . . . , bn} e {d1, d2, . . . , dk} os elementos são dois a dois dis-
tintos, e como βg ∩ βh = ∅ sempre que g ̸= h, também temos que os bi são distintos dos
dj, dessa forma, a soma acima será composta por elementos da base de A dois a dois
distintos, portanto cada escalar em K terá que ser nulo, e assim, concluimos que a = 0.

Para concluirmos mostremos a seguinte inclusão AgAh ⊂ Agh para todo g, h ∈ G. Seja
ag ∈ Ag e ah ∈ Ah, então existem elementos b′i ∈ βg, d′j ∈ βh e escalares α′

i, ψ
′
j ∈ K, tais

que,
ag = α′

1b
′
1 + α′

2b
′
2 + · · ·+ α′

nb
′
n

ah = ψ′
1d

′
1 + ψ′

2d
′
2 + · · ·+ ψ′

kd
′
k

agah =
n∑

i=1

k∑
j=1

α′
iψ

′
j(b

′
id

′
j)

com i = 1, . . . , n e j = 1, · · · , k. Se bgbh ∈ Agh sempre que bg ∈ βg e bh ∈ βh, então
teremos que cada parcela da soma acima pertence a Agh, assim, agah ∈ Agh, portanto
AgAh ⊂ Agh.

Observe aplicações dessa proposição nos próximos exemplos, veja como ela é útil para
provar que certas decomposições são graduações para álgebras.

Exemplo 1.2.7 A álgebra associativa livre A = K⟨X⟩ tem a Z-graduação natural dada
pela seguinte forma A = ⊕n∈ZAn, onde An = 0 se n < 0, e An é o subespaço vetorial que
tem como base todos os monômios de grau n, no caso em que n ≥ 0. Consideremos βn o
conjunto formado pelos elementos da base de An. É claro que βn∩βm = ∅, também temos
que, ∪n∈Zβn é uma base de A. Como o grau do produto de dois polinômios não nulos em
K⟨X⟩ é a soma dos graus de cada parcela temos que se b ∈ βn e c ∈ βm, então bc ∈ Ag+h.
Pela Proposição 1.2.6 a decomposição acima é uma Z-graduação.
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Exemplo 1.2.8 A álgebra de grupo A = FG é naturalmente graduada por G, tomando os
subespaços da seguinte forma, Ag = SpanF (g). Observe que Ag tem como base βg = {g}
e que βg ∩ βh = ∅ sempre que g ̸= h, além disso ∪g∈Gβg = G que é a base de A. Sendo G
um grupo, e com Agh = SpanF (gh), logo, dado bg ∈ βg, bg = g e bh ∈ βh, bh = h então
bgbh ∈ Agh. Portanto, podemos aplicar a Proposição 1.2.6 e que com isso obtemos que de
fato A = ⊕g∈GAg é uma G-graduação.

Exemplo 1.2.9 Sejam K um corpo com charK ̸= 2, A = M2(K) e seja G = ⟨a⟩ × ⟨b⟩
sendo o produto direto de dois grupos cíclicos de ordem dois. Então defina

Ae = SpanF

{ [
1 0

0 1

] }
, Aa = SpanF

{ [
1 0

0 −1

] }
,

Ab = SpanF

{ [
0 1

1 0

] }
, Aab = SpanF

{ [
0 1

−1 0

] }
.

Vamos mostrar que A = ⊕g∈GAg e AgAh = Agh, para todo g, h ∈ G.

Sejam

βe =

{[
1 0

0 1

]}
, βa =

{[
1 0

0 −1

]}
, βb =

{[
0 1

1 0

]}
e βab =

{[
0 1

−1 0

]}
,

note que as matrizes desses subespaços são distintas entre si, logo teremos que βg∩βh = ∅
sempre que g ̸= h, com g, h ∈ G. Além disso, são linearmente independentes e geram
M2(K), portanto ∪g∈Gβg é uma base para M2(K). Assim, pela Proposição 1.2.6 temos
que M2(K) = ⊕g∈GAg.

Agora, sejam as matrizes me,ma,mb,mab as geradoras dos respectivos subespaços
βe, βa, βb, βab. Analisando, obtemos as seguintes relações,

mab = mamb, mamb = −mbma, m
2
a = m2

b = me,

daí segue que mgmh ∈ Agh para quaisquer g, h ∈ G. Portanto, utilizando novamente a
Proposição 1.2.6, obtemos que a decomposição M2(K) = ⊕g∈GAg é uma G-graduação em
M2(K). Além disso, observe que, pelas igualdades acima temos que AgAh = Agh, para
quaisquer g, h ∈ G.

Observação 1.2.10 Se charK = 2 temos que 1 = −1, então[
1 0

0 1

]
∈ Ae, Aa,

portanto, a soma dos subespaços acima não seria direta.
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Exemplo 1.2.11 Sejam A =Mn(K) a álgebra de matrizes n×n sobre K e G um grupo
arbitrário. Dada qualquer n-upla (g1, g2, . . . , gn) ∈ Gn, podemos definir a G-graduação de
A da seguinte forma,

Ag = SpanK{eij|gi−1gj = g}

onde eij são elementos da base canônica de A. Observe que Ag é o subespaço que tem
como base βg = {eij|gi−1gj = g} e que βg ∩ βh = ∅ sempre que g ̸= h, além disso ∪g∈Gβg

é uma base de A. Se eij ∈ βg então gi
−1gj = g, e se ekl ∈ βh então gk

−1gl = h, ao
calcularmos eijekl, obtemos 0 como resultado sempre que j ̸= k, caso contrário, obtemos
eil. Observe que em ambos os casos temos que estão contidos em Agh, pois 0 pertence a
todos os subespaços, e sendo j = k temos gh = gi

−1gkgk
−1gl = gi

−1gl, ou seja, eil ∈ Agh.
Portanto, podemos aplicar o resultado da Proposição 1.2.6, sendo de fato A = ⊕g∈GAg

uma G-graduação. Essa graduação é conhecida na literatura como graduação elementar
de Mn(K).

Exemplo 1.2.12 Seja E a álgebra de Grassmann (Exemplo 1.1.36), e sejam E0 e E1

os subespaços vetoriais da álgebra E gerados pelos conjuntos {1, ei1ei2 . . . eim| m par}, e
{ei1ei2 ...eik | k ímpar} respectivamente. Vamos mostrar agora que E = E0

⊕
E1 é uma Z2-

graduação. Se considerarmos β0 = {1, ei1ei2 . . . eim| m par } e β1 = {ei1ei2 ...eik | k ímpar }
temos que β0 ∩ β1 = ∅, e além disso, β0 ∪ β1 é uma base para E. É imediato, que para
quaisquer g, h ∈ Z2 e quaisquer bg ∈ βg e bh ∈ βh temos que bgbh ∈ Eg+h. E assim, pela
Proposição 1.2.6 mostramos a que esta decomposição é de fato uma Z2-graduação.

O próximo exemplo contém a Zn-graduação para a álgebra das matrizes triangulares
superiores que usaremos no Capítulo 2.

Exemplo 1.2.13 A álgebra Un(K) das matrizes n × n triangulares superiores tem uma
Zn-graduação natural dada por, Un(K) = V0 ⊕ V1 ⊕ ...⊕ Vn−1, onde

Vi = {a1,i+1e1,i+1 + a2,i+2e2,i+2 + · · ·+ an−i,nen−i,n | ar,s ∈ K}, 0 ≤ i ≤ n− 1.

Mostremos que de fato, essa decomposição citada acima é uma Zn-graduação. Inici-
almente, provaremos que Un(K) é a soma dos subespaços V0, V1, . . . , Vn−1. Seja a matriz
elementar eij com j ≥ i temos eij ∈ Vk, onde k = j − i, então os elementos da base de
Un(K) pertencem a algum Vk. Portanto Un(K) = V0+V1+ · · ·+Vn−1. Agora mostraremos
que essa soma dos subespaços é direta. Se considerarmos a seguinte soma, na qual cada
elemento vi pertence a Vi, e 0 é o elemento nulo de Un(K)

v0 + v1 + v2 + · · ·+ vn−2 + vn = 0,

temos como resultado a seguinte igualdade,

a1,1 a1,2 a1,3 · · · a1,n−1 a1,n

0 a2,2 a2,3 · · · a2,n−1 a2,n

0 0 a3,3 · · · a3,n−1 a3,n
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · an−1,n−1 an−1,n

0 0 0 · · · 0 an,n


=



0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0


,
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onde os ar,s, com 1 ≤ r ≤ s ≤ n, são os escalares tais que

vi = a1,i+1e1,i+1 + a2,i+2e2,i+2 + · · ·+ an−i,nen−i,n,

i = 0, . . . , n− 1. Assim, todos os ar,s na primeira matriz são elementos nulos, portanto,

v0 = v1 = v3 = · · · = vn−2 = vn = 0.

Para concluirmos mostremos a seguinte inclusão ViVj ⊂ Vi+j, onde i e j pertencem ao
conjunto {0, 1, . . . , n− 1} e a soma i+ j é modulo n. Note que eij ∈ Vk se, e somente se
j− i = k, e além disso, para provar a inclusão basta considerarmos os elementos da base.
Seja elw′ ∈ Vi e ewm ∈ Vj, se w′ ̸= w então elw′ewm = 0, e assim, elw′ewm ∈ Vi+J . Se
w′ = w então elw′ewm = elm, como elw ∈ Vi temos w− l = i e ewm ∈ Vj temos m−w = k,
logo, m− l = i+ j, e assim, elm ∈ Vi+j. Portanto, ViVj ⊂ Vi+j .

Observação 1.2.14 Para essa graduação ainda é possível notar que:

1. O subespaço V0 consiste de todas as matrizes diagonais.

2. ViVj = 0 se i+ j > n.
Seja ers ∈ Vi temos que s− r = i, assim, s = r + i e etu ∈ Vj temos que u− t = j,
resultando que, u = j + t. Se s = t temos ersetu = eru, mas u = j + s = j + r + i,
como i + j > n, temos que u > n, absurdo, pois u ∈ {1, 2, . . . , n}. Então devemos
ter s ̸= t, e assim, ersetu = 0. Portanto, ViVj = 0 se i+ j > n.

Para finalizarmos essa subseção veja a próxima proposição e um exemplo.

Proposição 1.2.15 Sejam A uma álgebra G-graduada e 1A a sua unidade, então 1A

pertence a Ae, com e sendo o elemento neutro de G.

Prova. De fato, considerando a G-graduação de A, temos que, como 1A ∈ A = ⊕g∈GAg,
então teremos que

1A = ae + ag1 + · · ·+ agn

com ai ∈ Agi para quaisquer gi ∈ G, além disso esses elementos do grupo são dois a dois
distintos. Agora, consideremos h ∈ G e ah ∈ Ah, obtemos que

ah1A = ah(ae + ag1 + · · ·+ agn)

ah = ahae + ahag1 + · · ·+ ahagn .

Assim, temos que o deg(ah) = h, como deg(ahagi) = hgi, segue que se hgi ̸= h então
ahagi = 0, assim, resta apenas um caso para hgi = h, quando gi = e. Logo, ah = ahae,
de modo análogo aeah = ah, portanto, aea = aae = a e daí segue que 1A = ae, ou seja,
1A ∈ Ae.

Exemplo 1.2.16 Sejam A = ⊕g∈GAg uma G-graduação e a ∈ A um elemento homogê-
neo, com a ̸= 0. Se a é idempotente, isto é, a2 = a, tem-se que a ∈ Ae.

Note que, como a é um elemento homogêneo então temos que existe g ∈ G tal que
a ∈ Ag, assim, para a2 teremos que a2 ∈ Ag2, mas como a2 = a, logo g2 = g, e portanto,
g = e.
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1.2.2 Identidades Polinomiais Graduadas

Primeiramente, para definirmos o conceito de identidades polinomiais G-graduadas
faremos a construção da álgebra livre K⟨X⟩ G-graduada.

Definição 1.2.17 Seja {Xg | g ∈ G} uma família de conjuntos enumeráveis e dois a dois
disjuntos. Considere X = ∪g∈GXg a álgebra livre K⟨X⟩, na qual,

deg(1) = e e deg(x1x2 . . . xm) = deg(x1)deg(x2) . . . deg(xn)

sendo deg(xi) = g se xi ∈ Xg, assim, para m um monômio de K⟨X⟩, dizemos que deg(m)

é o G-grau de m. Agora, note que, seja g ∈ G, se considerarmos

K⟨X⟩g = ⟨m | m é o monômio de K⟨X⟩, deg(m) = g⟩

obtemos que

K⟨X⟩ = ⊕g∈GK⟨X⟩g e K⟨X⟩gK⟨X⟩h ⊆ K⟨X⟩g+h,∀g, h ∈ G.

Assim, K⟨X⟩ é uma álgebra G-graduada, chamada de álgebra livre G-graduada.

De modo semelhante ao que temos em álgebras, temos que para toda álgebra G-
graduada A, toda função α : ∪g∈GXg → A tal que α(Xg) ⊆ Ag, para todo g ∈ G pode ser
estendida a um único homomorfismo de álgebras graduadas (Definição 1.2.32).

Definição 1.2.18 Seja A uma álgebra G-graduada dizemos que um polinômio

f = f(x1, x2, .., xn) ∈ K⟨X⟩

é uma identidade polinomial G-graduada para A se f(a1, a2, ..., an) = 0 para quaisquer
ai ∈ Adeg(xi) com i = 1, .., n.

Em outras palavras, f torna-se zero quando substituirmos suas variáveis por elementos
homogêneos de A com o mesmo grau que as respectivas variáveis. É importante notar que,
quando estamos trabalhando com identidades graduadas para A, a álgebra K⟨X⟩ também
tem sua graduação através do mesmo grupo de A. Agora vejamos alguns exemplos de
identidades graduadas.

Exemplo 1.2.19 Seja A =
∑

g∈G
⊕

Ag uma álgebra G-graduada com a graduação tri-
vial, definida como, Ae = A e Ag = 0 para qualquer g ̸= e. Se deg(x1) ∈ G− {e}, então
o polinômio x1 é uma identidade G-graduada de A, pois, com deg(x1) ∈ G− {e} teremos
que Adeg(x1) = 0, assim a1 = 0 sempre que a1 ∈ Adeg(x1).

Exemplo 1.2.20 Seja A =M2(K) com a Z2-graduação do Exemplo 1.2.5,

A0 =

{ [
a 0

0 d

]
; a, d ∈ K

}
A1 =

{ [
0 b

c 0

]
; b, c ∈ K

}
.

Então f(x1, x2) = [x1, x2] é uma identidade Z2-graduada de M2(K) se

deg(x1) = deg(x2) = 0

.

46



Exemplo 1.2.21 Seja E a álgebra de Grassmann com a Z2-graduação do Exemplo 1.2.12.
Como ab = −ba para quaisquer elementos a, b ∈ E1, temos que f(x1, x2) = x1x2 + x2x1 ∈
K⟨X⟩ onde K⟨X⟩ é a álgebra livre Z2-graduada, com deg(x1) = deg(x2) = 1, é uma
identidade Z2-graduada de G.

Semelhante ao caso ordinário, também existe a necessidade e a preocupação de termos
conhecimento sobre o conjunto das identidades graduadas de uma álgebra. Veja a sua
definição e alguns resultados.

Definição 1.2.22 Seja A uma álgebra G-graduada, definimos o conjunto

Idgr(A) = {f ∈ K⟨X⟩ | f ≡ 0 em A}

das identidades polinomiais G-graduadas de A.

Assim como no caso ordinário, temos que dada uma álgebra A o conjunto de todas as
suas identidades polinomiais G-graduadas é um ideal de K⟨X⟩.

Exemplo 1.2.23 Seja K⟨X⟩ com uma G-graduação, então o ideal Idgr(A) é G-graduado.

Pelo item (iii) da Observação 1.2.3, temos que mostrar que dada uma identidade
f(x1, . . . , xn) ∈ Idgr(A) tal que

f(x1, . . . , xn) =
∑
g∈G

fg(x1, . . . , xn)

então fg(x1, . . . , xn) ∈ Idgr(A). Desse modo, seja f(x1, . . . , xn) ∈ Idgr, temos que, para
os elementos a1, . . . , an ∈ A tal que ai ∈ Adeg(xi),

0 = f(a1, . . . , an) =
∑
g∈G

fg(a1, . . . , an),

como fg(a1, . . . , an) ∈ Ag e a álgebra A é soma direta dos subespaços Ag obtemos que
fg(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer a1, . . . , an ∈ A, tais que, ai ∈ Adeg(xi). Assim, concluí-
mos que fg ∈ Idgr(A), e portanto, Idgr(A) é G-graduado.

A G-graduação de um ideal é importante para que possamos ter uma G-graduação na
álgebra quociente, vejamos agora como é possível obter isso, através da próxima proposi-
ção.

Proposição 1.2.24 Se I é um ideal G-graduado de uma álgebra G-graduada A então A/I
é uma álgebra G-graduada, considerando (A/I)g = {a+ I|a ∈ Ag}.

Prova. Primeiramente vejamos que A/I =
∑

g∈G(A/I)g. Dado um elemento em A/I
temos que ele é da forma a+I, com a ∈ A, como A = ⊕g∈GAg é graduada, então obtemos
que,

a+ I =

(∑
g∈G

ag

)
+ I =

∑
g∈G

(ag + I)

assim, a + I ∈
∑

g∈G(A/I)g. Agora, verifiquemos que essa soma é direta. Suponhamos
que

∑
g∈G(ag + I) = 0, assim,

∑
g∈G ag ∈ I, com I sendo G-graduado, então, ag ∈ I,
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portanto, ag + I = 0, logo, podemos concluir que, A/I = ⊕g∈G(A/I)g.

Resta mostrarmos que (A/I)g(A/I)g ⊂ (A/I)gh. Dado um elemento ag + I ∈ (A/I)g
e um elemento ah + I ∈ (A/I)h, então temos que,

(ag + I)(ah + I) = (agah) + I

como A é graduada, então temos que agah ∈ Agh, logo, (agah) + I ∈ (A/I)gh.

Definição 1.2.25 Seja K⟨X⟩ a álgebra livre G-graduada. Um ideal I de K⟨X⟩ é dito
ser um TG-ideal se Ψ(I) ⊆ I para todo endomorfismo G-graduado Ψ de K⟨X⟩.

Análogo ao caso ordinário, temos que o ideal Idgr(A) é um TG-ideal, e assim como
vimos no caso ordinário, existe uma noção de base para as identidades polinomiais gra-
duadas.

Definição 1.2.26 Dado um conjunto S ⊂ K⟨X⟩, o TG-ideal gerado por S é a interse-
ção de todos os TG-ideais de K⟨X⟩ que contém S. Seja A uma álgebra G-graduada e
S ⊂ Idgr(A) tal que Idgr(A) = ⟨S⟩gr, dizemos que S é uma base das identidades polino-
miais graduadas da álgebra A. Os elementos de ⟨S⟩gr são chamados consequências dos
polinômios de S.

No Capítulo 2 discutiremos sobre as identidades graduadas para a álgebra Un(K) com
a Zn-graduação natural e iremos exibir uma base finita para o TZn-ideal das identidades
graduadas, já no Capítulo 3 fazemos, de modo mais geral, uma discussão sobre as iden-
tidades de Un(K) para uma graduação elementar qualquer por um grupo arbitrário. A
seguir apresentamos alguns exemplos de bases para as identidades graduadas de certas
álgebras.

Exemplo 1.2.27 Sejam A = ⊕g∈GAg uma álgebra G-graduada com a graduação trivial
e S um subconjunto de K⟨X⟩. Se

Id(A) = ⟨f(x1, . . . , xn)| f(x1, . . . , xn) ∈ S⟩

então

Idgr(A) = ⟨f(y1, . . . , yn), u| deg(yi) = e, f(x1, . . . , xn) ∈ S, deg(u) ∈ G− {e}⟩,

com u sendo uma variável qualquer, desde que deg(u) ∈ G− {e}.

Exemplo 1.2.28 Seja a álgebra M2(K) munida da Z2-graduação descrita no Exemplo
1.2.5. Di Vincenzo [7] provou que Idgr(M2(K)) = ⟨[y1, y2], z1z2z3 − z3z2z1⟩, no caso em
que K é um corpo de característica zero, Koshluskov e Azevedo [22], no caso em que K é
um corpo infinito de característica qualquer, aqui y1, y2 ∈ X0 e z1, z2, z3 ∈ X1.

Também temos a noção de variedades para álgebras graduadas, essa noção será impor-
tante quando formos trabalhar com a álgebra graduada relativamente livre no Capítulo
2, ambas serão definidas agora.
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Definição 1.2.29 Dado um conjunto não vazio S ⊆ K⟨X⟩, a classe de todas as álgebras
G-graduadas tais que f ≡ 0 para todo f ∈ S é chamada de variedade V determinada
por S. O conjunto das identidades satisfeitas por todas as álgebras de uma variedade V
é um TG-ideal de K⟨X⟩ e é denotado por Idgr(V). Se V é uma variedade e A é uma
álgebra G-graduada tal que Idgr(A) = Idgr(V) dizemos que V é a variedade gerada por A,
denotada por V(A) . Seja Y um conjunto, a álgebra FY (V) na variedade V é chamada de
álgebra graduada relativamente livre em V se é livre na classe V e livremente gerada por
Y .

A seguir, veja alguns resultados interessantes de Idgr(A).

Proposição 1.2.30 Seja A = ⊕g∈GAg uma álgebra graduada por um grupo G, e seja
B = ⊕g∈GBg uma subálgebra G-graduada de A. Então

Idgr(A) ⊆ Idgr(B).

Prova. Como B é uma subálgebra G-graduada de A, temos

Bg ⊆ Ag para todo g ∈ G.

Considere um polinômio f(xg1i1 , xg2i2 , . . . , xgrir) ∈ Idgr(A). Temos que

f(bg1i1 , bg2i2 , . . . , bgrir) = 0

para todo bg1i1 ∈ Bg1 , . . . , bgrir ∈ Bgr , pois bg1i1 ∈ Ag1 , . . . , bgrir ∈ Agr . Portanto
f(xg1i1 , xg2i2 , . . . , xgrir) ∈ Idgr(B).

Proposição 1.2.31 Sejam A e B duas álgebras. Se A e B possuem G-graduação tais
que Idgr(A) ⊆ Idgr(B), então Id(A) ⊆ Id(B). Em particular, se Idgr(A) = Idgr(B),
então Id(A) = Id(B).

Prova. Note que da Observação 1.2.3, segue que qualquer b ∈ B pode ser escrito unica-
mente como uma soma finita

b =
∑
g∈G

bg ; bg ∈ Bg.

Agora, consideremos a álgebra livre K⟨X⟩, com X = {x1, x2, . . . } um conjunto enu-
merável e mostremos que dado f(x1, . . . , xn) ∈ Id(A), então f ∈ Id(B). Sejam b1, . . . , bn
elementos de B, escrevemos bi =

∑
g∈G′ big. Para cada i = 1, . . . , n, escolhemos xig ∈ Xg

tal que g ∈ G′, sendo G′ o conjunto dos elementos g de G tais que big é diferente de zero
para algum i, e definimos o polinômio

h = f(
∑
g∈G′

x1,g, . . . ,
∑
g∈G′

xn,g).

Substituímos xig por aig ∈ Ag no polinômio h, e sendo h o resultado temos que

h = f(
∑
g∈G′

a1g, . . . ,
∑
g∈G′

ang) = 0,

e portanto, h ∈ Idgr(A). Logo, h ∈ Idgr(B). Fazendo então as substituições xig = big,
para i = 1, . . . , n e g ∈ G′, temos

0 = f1(
∑
g∈G′

b1g, . . . ,
∑
g∈G′

bng) = f(b1, . . . , bn).

Portanto, f(b1, . . . , bn) ∈ Id(B). Se Idgr(A) = Idgr(B), então Idgr(A) ⊆ Idgr(B) e
Idgr(B) ⊆ Idgr(A), logo temos que Id(A) = Id(B).
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1.2.3 Homomorfismos de Álgebras Graduadas

Definição 1.2.32 Sejam A e B álgebras G-graduadas. Uma aplicação Ψ : A → B é
dita ser um homomorfismo de álgebras graduadas, se Ψ é um homomorfismo de álgebras
que satisfaz Ψ(Ag) ⊆ Bg para todo g ∈ G. De modo análogo, definimos endomorfismos,
automorfismos e isomorfismos G-graduados.

Exemplo 1.2.33 Consideremos na álgebra M3(K) as Z2-graduações M3(K) = A0 +A1,
onde

A0 =


a 0 c

0 e 0

g 0 i

 | a, c, e, g, i ∈ K

 e A1 =


0 b 0

d 0 f

0 h 0

 | b, d, f, h ∈ K


e M3(K) = B0 +B1, onde,

B0 =


a b 0

d e 0

0 0 i

 | a, b, d, e, i ∈ K

 e B1 =


0 0 c

0 0 f

g h 0

 | c, f, g, h ∈ K

 .

Temos que a aplicação Ψ :M3(K) →M3(K) definida por

Ψ


x1 x2 x3

x4 x5 x6

x7 x8 x9


 =

x1 x3 x2

x7 x9 x8

x4 x6 x5


é um isomorfismo de álgebras Z2-graduado. Basta vermos que

Ψ


x1 x2 x3

x4 x5 x6

x7 x8 x9


y1 y2 y3

y4 y5 y6

y7 y8 y9




=

x1y1 + x2y4 + x3y7 x1y3 + x2y6 + x3y9 x1y2 + x2y5 + x3y8

x7y1 + x8y4 + x9y7 x7y3 + x8y6 + x9y9 x7y2 + x8y5 + x9y8

x4y1 + x5y4 + x6y7 x4y3 + x5y6 + x6y9 x4y2 + x5y5 + x6y8



=

x1 x3 x2

x7 x9 x8

x4 x6 x5


y1 y3 y2

y7 y9 y8

y4 y6 y5

 = Ψ


x1 x2 x3

x4 x5 x6

x7 x8 x9


Ψ


y1 y2 y3

y4 y5 y6

y7 y8 y9


 .

Além disso,

Ψ


1 0 0

0 1 0

0 0 1


 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
Analisando o fato de Ψ(Ai) ⊂ Bi, para i = 0, 1, temos:

Ψ


a 0 c

0 e 0

g 0 i


 =

a c 0

g i 0

0 0 e

 ∈ B0
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e

Ψ


0 b 0

d 0 f

0 h 0


 =

0 0 b

0 0 h

d f 0

 ∈ B1.

Exemplo 1.2.34 Seja Mn(K) com a G-graduação elementar induzida pela n-upla
g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn vista no Exemplo 1.2.11 e considere Ψ : Mn(K) → Mn(K) de-
finido por

Ψ(X) = CXC−1

onde C é uma matriz invertível fixada. Se o grupo G é abeliano e a matriz C é homogê-
nea, então Ψ é um isomorfismo de álgebras graduadas.

Claramente Ψ é uma transformação linear, além disso,

Ψ(X)Ψ(Y ) = CXC−1CY C−1 = CXY C−1 = Ψ(XY ),

Ψ(Id) = CIdC
−1 = CC−1 = Id,

portanto Ψ é um homomorfismo de álgebras. Mostremos que é um homomorfismo de
álgebras graduadas, ou seja, Ψ(Mn(K)g) ⊆ Mn(K)g. Então, seja Xg ∈ Mn(K)g, temos
que Ψ(Xg) = CXgC

−1, como C é homogêneo, logo C ∈ Mn(K)h, assim, deg(C) = h, e
consequentemente C−1 ∈Mn(K)h−1, assim teremos que

CXgC
−1 ∈ Ahgh−1

como G é um grupo abeliano temos que hgh−1 = g, portanto, podemos concluir que
Ψ(Mn(K)g) ⊂ Mn(K)g, ou seja, Ψ é um homomorfismo de álgebras graduadas. Agora,
sejam X, Y ∈Mn(K), temos que, se Ψ(X) = Ψ(Y ), logo CXC−1 = CY C−1, assim

C−1CXC−1C = C−1CY C−1C ⇒ X = Y

portanto Ψ é injetiva, além disso, dado X ∈Mn(K) temos que Ψ(C−1XC) = X, portanto,
Ψ também é sobrejetiva. Assim, temos que Ψ é um isomorfismo de álgebras graduadas.

Exemplo 1.2.35 Para n ≥ 2, seja Rj a subálgebra G-graduada de Un(K) consistindo em
matrizes triangulares superiores de ordem n× n com zero nas entradas da j-ésima linha
e na j-ésima coluna, 1 ≤ j ≤ n. Então Rj é isomorfa à álgebra graduada Un−1(K) com
respeito à G-graduação elementar ϵ̃j = (ϵ1, . . . , ϵj−1, ϵj+1, . . . , ϵn) ∈ Gn−1.

Observe que as matrizes de Rj são da seguinte forma

a11 a12 . . . a1j−1 0 a1j+1 . . . a1n

0 a22 . . . a2j−1 0 a2j+1 . . . a2n
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . aj−1j−1 0 aj−1j+1 . . . aj−1n

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 aj+1j+1 . . . aj+1n

...
... . . . ...

...
... . . . ...

0 0 . . . 0 0 0 . . . ann


,

51



enquanto que eliminamos a j-ésima linha e a j-ésima coluna das matrizes de Rj ficamos
com 

a11 a12 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1n

0 a22 . . . a2j−1 a2j+1 . . . a2n
...

... . . . ...
... . . . ...

0 0 . . . aj−1j−1 aj−1j+1 . . . aj−1n

0 0 . . . 0 aj+1j+1 . . . aj+1n

...
... . . . ...

...
... . . .

0 0 . . . 0 0 . . . ann


.

Disso podemos observar que Rj é gerada pelas matrizes elementares eij com i, j variando
de 1 a n, retirando as matrizes eij que tenham linha j e coluna j, ou seja, eij com i ≤ j e
i, j ∈ {1, 2, . . . , j− 1, j, j +1, . . . , n}. E para Un−1(K) a base é formada por eij com i ≤ j

e i, j ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Seja τ a bijeção dos índices das matrizes da base de Rj com os
índices da base de Un−1(K), que preserva a ordem, ou seja, se i < j então τ(i) < τ(j)

e se i = j então τ(i) = τ(j). Agora, seja Ψ : Rj → Un−1(K) uma transformação linear
tal que Ψ(eij) = eτ(i)τ(j), como τ é uma bijeção Ψ manda a base de Rj na base de Un−1(K).

Por último, verifiquemos que de fato Ψ é um homomorfismo de álgebras graduadas.
Veja que

Ψ(eij)Ψ(ers) = eτ(i)τ(j)eτ(r)τ(s)

e τ(j) = τ(r) se, e somente se, j = r, por τ ser uma bijeção, logo obtemos que

Ψ(eij)Ψ(ers) = eτ(i)τ(j)eτ(r)τ(s) = eτ(i)τ(s) = Ψ(eis) = Ψ(eijers).

Por outro lado, τ(j) ̸= τ(r) se, e somente se, j ̸= r, por τ ser uma bijeção, logo,

Ψ(eij)Ψ(ers) = eτ(i)τ(j)eτ(r)τ(s) = 0 = Ψ(0) = Ψ(eijers).

Portanto, de fato, Ψ é um homomorfismo de álgebras, não é difícil mostrar que
Ψ(R)g ⊆ Un−1(K)g, logo, Ψ é um isomorfismo de álgebras graduadas.

A partir de agora veremos alguns resultados fundamentais de homomorfismos de ál-
gebras graduadas.

Proposição 1.2.36 Sejam A e B duas álgebras, com A = ⊕g∈GAg G-graduada, e
Ψ : A → B um isomorfismo de álgebras, então a decomposição B = ⊕g∈GBg, onde
Bg = Ψ(Ag), é uma graduação em B. Além disso, essa é a única graduação em B tal que
Ψ é um isomorfismo de álgebras graduadas.

Prova. Observe que pela sobrejetividade de Ψ, dado um elemento b ∈ B, temos que
existe a ∈ A, tal que, b = Ψ(a), e utilizando a graduação de A, obtemos

b = Ψ(a) = Ψ(ag1 + · · ·+ agl) = Ψ(ag1) + · · ·+Ψ(agl)

com agi ∈ Agi . Assim, claramente, B está contida na soma dos Bg, e como já temos a
inclusão contrária, temos que B é igual a soma dos subespaços Bg.
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Agora, verifiquemos que essa soma é direta. Note que, dado b ∈ Bg ∩ (
∑

h∈G\{g}Bh),
temos que b = bg e b = bh1 + · · ·+ bhk

, no qual, bg ∈ Bg e bhi
∈ Bhi

. Da primeira igualdade
segue que

b = bg = Ψ(ag) com ag ∈ Ag,

e da segunda igualdade resulta que

b = bh1 + · · ·+ bhk
= Ψ(ah1) + · · ·+Ψ(ahk

) = Ψ(ah1 + · · ·+ ahk
) com ahi

∈ Ahi
,

logo, obtemos que, Ψ(ag) = Ψ(ah1 + · · ·+ ahk
), como Ψ é injetiva, temos que

ag = ah1 + · · ·+ ahk

ou seja, ag ∈ Ag ∩ (
∑

h∈G\{g}Ah). Mas, com A sendo G-graduada, temos que essa inter-
seção é igual a zero, e portanto ag = 0, consequentemente b = 0, assim, podemos concluir
que B = ⊕g∈GBg.

Seja bg ∈ Bg e bh ∈ Bh, então temos que,

bgbh = Ψ(ag)Ψ(ah) = Ψ(agah) com ag ∈ Ag, ah ∈ Ah,

como agag ∈ Agh, então bgbh ∈ Bgh, portanto, BgBh ⊂ Bgh. Assim, concluímos que
B = ⊕g∈GΨ(Ag) é uma G-graduação.

Suponhamos que haja outra graduação para B, B = ⊕g∈GB
′
g, como Ψ é um isomor-

fismo de álgebras graduadas, então B′
g = Ψ(Ag) = Bg, daí segue a unicidade.

Proposição 1.2.37 Sejam A e B duas álgebras G-graduadas isomorfas, então Idgr(A) =
Idgr(B).

Prova. Sejam A = ⊕g∈GAg e B = ⊕g∈GBg álgebras graduadas isomorfas, então existe
um isomorfismo Ψ : A → B de álgebras graduadas, temos que Ψ(Ag) = Bg, para todo
g ∈ G. Agora, consideremos um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ Idgr(A). Sejam bi ∈ Bdeg(xi) e
ai ∈ Adeg(xi) tais que Ψ(ai) = bi, i = 1, . . . , n. Então temos

f(b1, . . . , bn) = f(Ψ(a1), . . . ,Ψ(an)) = Ψ(f(a1, . . . , an)) = Ψ(0) = 0

portanto, f ∈ Idgr(B).

Agora, consideremos um polinômio g(x1, . . . , xm) ∈ Idgr(B). Como Ψ é um isomor-
fismo, usemos a inversa, Ψ−1, e obtemos que

g(a1, . . . , an) = g(Ψ−1(b1), . . . ,Ψ
−1(bn)) = Ψ−1(g(b1, . . . , bn)) = Ψ−1(0) = 0

portanto, g ∈ Idgr(A). E assim, concluímos que Idgr(A) = Idgr(B).

O próximo teorema é clássico no estudo de estruturas em Álgebra, aqui veremos a
versão para álgebras graduadas, o Teorema Fundamental dos Homomorfismos. Para isso,
também precisamos demonstrar o seguinte fato:

Proposição 1.2.38 Sejam A e B álgebras G-graduadas e Ψ : A→ B um homomorfismo
de álgebras graduadas. Então ker(Ψ) é um ideal G-graduado.
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Prova. Pelo item (iii) da Observação 1.2.3, temos que mostrar que para qualquer
a ∈ ker(Ψ), com a =

∑
g∈G ag, segue que ag ∈ ker(Ψ) para todo g ∈ G. Assim, seja

a ∈ ker(Ψ), então temos que Ψ(a) = 0, logo,

0 = Ψ(a) = Ψ(
∑
g∈G

ag) =
∑
g∈G

Ψ(ag)

assim,
0 =

∑
g∈G

Ψ(ag).

Como Ψ é um homomorfismo de álgebras graduadas, considerando B = ⊕g∈GBg uma
graduação de B, temos que Ψ(ag) ∈ Bg, como B é soma direta de subespaços Bg, então
obtemos que Ψ(ag) = 0 para todo g ∈ G. Portanto, ag ∈ ker(Ψ) e concluímos que ker(Ψ)
é G-graduado.

Teorema 1.2.39 Sejam A e B álgebras G-graduadas e f : A → B um homomorfismo
de álgebras graduadas. Então, existe um isomorfismo Ψ : A/ker(f) → Im(f) de álgebras
graduadas.

Prova. Seja Ψ uma transformação linear dada por:

Ψ : A/ker(f) → Im(f)

a+ ker(f) → f(a).

Sejam x+ ker(f), y + ker(f) ∈ A/ker(f), temos

Ψ((x+ ker(f))(y + ker(f))) = ψ(xy + ker(f)) = f(xy) = f(x)f(y)

= Ψ(x+ kerf)Ψ(y + kerf).

Vamos verificar que Ψ é um isomorfismo. Em relação a sobrejetividade temos que,
dado y ∈ Im(f) temos que existe x ∈ A tal que f(x) = y. Assim,

Ψ(x+ ker(f)) = f(x) = y,

portanto Ψ é sobrejetiva. Agora verifiquemos a injetividade. Se Ψ(x+ ker(f)) = 0 então
f(x) = 0 e x ∈ ker(f), logo x+ ker(f) = 0, portanto Ψ é injetiva.

Dado um elemento em (A/ker(f))g ele é da forma ag + ker(f), com ag ∈ Ag. Aplicando
o isomorfismo Ψ, obtemos que

Ψ(ag + ker(f)) = f(ag)

como f é um homomorfismo de álgebras graduadas, temos que f(ag) ∈ Bg, por outro lado,
f(ag) ∈ Im(f), logo f(ag) ∈ Bg ∩ Im(f), assim, obtemos que Ψ((A/ker(f)g) ⊆ Im(f)g.

1.2.4 Polinômios Multihomogêneos e Multilineares

Os conceitos de polinômios multihomogêneos e multilineares descritos nesta seção para
o caso graduado, também são válidos para o caso ordinário quando consideramos a gra-
duação trivial.
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Definição 1.2.40 Um polinômio G-graduado f ∈ K⟨X⟩ é dito homogêneo na variável
xi ∈ X, se xi aparece o mesmo número de vezes em todos os monômios de f . Se f é
homogêneo em todas as variáveis, então diremos que f é multihomogêneo.

Definição 1.2.41 Um polinômio G-graduado f ∈ K⟨X⟩ é linear na variável xi ∈ X,
se xi aparece apenas uma vez em cada monômio de f . Se f é linear em todas as suas
variáveis, diremos que f é multilinear G-graduado.

Proposição 1.2.42 Se a álgebra A G-graduada satisfaz uma identidade de grau k, então
ela satisfaz uma identidade multilinear de grau ≤ k.

A demonstração dessa proposição é uma adaptação do caso ordinário para o caso
graduado, descrita na referência [29]. Ela é importante, pois em seu percurso contém o
processo de multilinearização, a partir do qual obtemos uma identidade multilinear para
uma p.i. álgebra a partir de uma identidade qualquer. Vejamos o próximo exemplo, que
usa o processo de multilinearização.

Exemplo 1.2.43 Considere polinômio f(x1, x2) = x2x
2
1x2 ∈ K⟨X⟩ e multilinearizemos.

h1(y1, y2, x2) = x2(y1 + y2)
2x2 − x2y

2
1x2 − x2y

2
2x2

= x2y
2
1x2 + x2y1y2x2 + x2y2y1x2 + x2y

2
2x2 − x2y

2
1x2 − x2y

2
2x2

= x2y1y2x2 + x2y2y1x2.

Agora linearizando h1 em relação a variável x2 temos,

h2(y1, y2, z1, z2) = (z1 + z2)y1y2(z1 + z2)− h1(y1, y2, z1)

+(z1 + z2)y2y1(z1 + z2)− h1(y1, y2, z2)

h2(y1, y2, z1, z2) = z1y1y2z2 + z2y2y1z1 + z2y1y2z1 + z1y2y1z2,

portanto, obtemos o polinômio multilinear h2(y1, y2, z1, z2) = z1y1y2z2+z2y2y1z1+z2y1y2z1+

z1y2y1z2 através do polinômio f(x1, x2) = x2x
2
1x2, que não é multilinear.

Agora vejamos um importante resultado que tem como consequência que o Idgr(A) de
uma álgebra A é gerado por as suas identidades multihomogêneas quando K é infinito, e
que o Idgr(A) é gerado por as suas identidades multilineares quando charK = 0. Utili-
zaremos a notação grxi

f para representa o grau da variável xi no polinômio f no sentido
ordinário, isto é, este é o maior número de vezes que xi aparece em algum monômio de f .

Teorema 1.2.44 Seja f(x1, . . . , xm) =
∑n

j=0 fj(x1, . . . , xm) ∈ K⟨X⟩ onde fj é a compo-
nente homogênea de f com grau j em xi.
(i) Se o corpo K contém mais que n elementos então fj(x1, . . . , xm) ∈ ⟨f⟩gr para j =

1, . . . , n.
(ii) Se a característica do corpo é zero então ⟨f⟩gr admite uma base composta por uma
família finita de polinômios multilineares.
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Prova. (i) Seja I = ⟨f⟩gr o T -ideal de K⟨X⟩ gerado por f . Escolhemos n+ 1 elementos
distintos α0, . . . , αn ∈ K. Como I é um TG-ideal, obtemos que

f(αjx1, x2, . . . , xm) =
n∑

i=0

αi
jfi(x1, x2, . . . , xm) ∈ I; j = 0, 1, . . . , n.

Consideramos estas equações como um sistema linear com incógnitas fi para i = 0, 1, . . . , n.
Sendo o determinante

det


1 α0 . . . αn

0

1 α1 . . . αn
1

...
... . . . ...

1 αn . . . αn
n

 =
∏
i<j

(αj − αi)

sendo o determinante de Vandermonde e diferente de 0, obtemos que cada fi(x1, . . . , xm)
também pertence a I, ou seja, as identidades polinomiais fi ≡ 0 são consequências de
f ≡ 0.

(ii) Por (i), podemos assumir que f(x1, . . . , xm) é multihomogêneo. Seja d = grx1f .
Escrevemos fi(y1 + y2, x2, . . . , xm) ∈ I com y1, y2 ∈ Xdeg(x1) sob a forma

f(y1 + y2, x2, . . . , xm) =
k∑

i=0

fi(y1, y2, x2, . . . , xm)

onde fi é a componente homogênea de grau i em y1. Logo, fi ∈ I para i = 0, 1, . . . d.
Como gryjfi < d; i = 1, 2, . . . , d − 1; j = 1, 2, podemos aplicar argumentos indutivos e
obtemos um conjunto de consequências multilineares de f . Para ver que estas identidades
multilineares são uma base para ⟨f⟩gr é suficiente observarmos que

fi(y1, y2, x2, . . . , xm) =

(
d
i

)
f(y1, x2, . . . , xm),

e que o coeficiente binomial é diferente de 0, pois temos por hipótese que charK = 0 ou
charK ≥ d.

Corolário 1.2.45 Seja A uma álgebra G-graduada sobre um corpo K. Então,
(i) Se o corpo K é infinito então todas as identidades polinomiais graduadas de A seguem
de suas identidades graduadas multihomogêneas;
(ii) Se o corpo K tem característica zero então todas as identidades polinomiais graduadas
de A seguem de suas identidades multilineares graduadas.

Observe que quando charK ̸= 0 pode ocorrer que as identidades multilineares gradu-
adas de uma álgebra não gerem o TG-ideal da álgebra dada.

Agora, faremos algumas definições acerca de polinômios multilineares para entender-
mos o que é uma codimensão G-graduada.

Definição 1.2.46 O espaço vetorial P g
n = {xgθ(1),θ(1) . . . xgθ(n),θ(n) | θ ∈ Sn} representa

todos os polinômios em K⟨X⟩ graduados multilineares, no qual o grau de cada variável xi
está atrelado ao seu índice θ(i) e g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn.
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Observe que na definição acima estamos utilizando dois índices nas variáveis, o pri-
meiro índice é o deg(xgθ(i),θi) e o segundo é um número natural. Futuramente será neces-
sário essa notação.

Observe que, dada uma álgebra A, podemos considerar P g
n ∩Idgr(A) e obter o seguinte

quociente dos espaços vetoriais

P g
n(A) =

P g
n

P g
n ∩ Idgr(A)

.

Definição 1.2.47 Denotamos por P gr
n = {xg1,θ(1) . . . xgn,θ(n)

| θ ∈ Sn, g1, . . . , gn ∈ G}, o
espaço vetorial que representa a soma dos P g

n para todas as n-uplas g ∈ Gn.

A diferença entre a Definição 1.2.46 e a Definição 1.2.47 é que na primeira a variável
de índice i tem grau gi, enquanto que na segunda definição pode ter variáveis de mesmo
índice i ∈ N, mas graus diferentes no grupo G.

Também podemos obter o espaço quociente P gr
n (A) = P gr

n

P gr
n ∩Idgr(A)

e através dele temos
a próxima definição.

Definição 1.2.48 Definimos a n-ésima codimensão G-graduada Cgr
n de A da seguinte

maneira
Cgr

n (A) = dim
P gr
n

P gr
n ∩ Idgr(A)

.

Além disso, a sequência (Cgr
n (A))n∈N é chamada de sequência de codimensões graduadas

de A.

Note que P gr
n = ⊕g∈GnP g

n , e com isso, de modo mais geral, temos que, sendo A uma
álgebra G-graduada, a seguinte igualdade é válida

P gr
n (A) =

⊕
g∈Gn

P g
n(A).

No Capítulo 2 iremos trabalhar com a codimensão graduada da álgebra Un(K) utili-
zando a decomposição acima.

1.2.5 Produto Tensorial

Nesta subseção são destacados os resultados mais importantes sobre produto tensorial
que serão utilizados no capítulos posteriores.

Proposição 1.2.49 Seja U um espaço vetorial, dados dois subespaços vetoriais de U , V
e W , tal que V = ⊕i∈IVi, então V ⊗W = ⊕i∈I(Vi ⊗W ).

Prova. Consideremos βi uma base de Vi, assim, β = ∪i∈Iβi é uma base de V . Agora
observe que, se considerarmos uma base β′ para W , temos que, V ⊗W terá como base o
conjunto {b⊗b′ | b ∈ β, b′ ∈ β′}. Ainda, podemos considerar β′

i
= {bi⊗b′ | bi ∈ βi, b

′ ∈ β′}
e teremos que ∪i∈Iβ

′
i é uma base para V ⊗W . Sendo β′

i ∩ β′
j = ∅ pelo fato de βi ∩ βj = ∅

sempre que i ̸= j, então Vi⊗W sendo gerado por β′
i, chegamos que, V ⊗W = ⊕i∈IVi⊗W .

Proposição 1.2.50 Sejam A = ⊕g∈GAg uma álgebra G-graduada e C uma álgebra, então
A⊗ C = ⊕g∈GAg ⊗ C é uma G-graduação.
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Prova. Pela Proposição 1.2.49, dada A = ⊕g∈GAg e C uma álgebra, temos que
A ⊗ C = ⊕g∈GAg ⊗ C. Agora vejamos que dados ag ⊗ c1 ∈ Ag ⊗ C e ah ⊗ c2 ∈ Ah ⊗ C,
temos,

(ag ⊗ c1)(ah ⊗ c2) = (agah)⊗ (c1c2)

como A é graduada então agah ∈ Agh, logo, (agah) ⊗ (c1c2) ∈ Agh ⊗ C, portanto
A⊗ C = ⊕g∈GAg ⊗ C é uma G-graduação.

Definição 1.2.51 Seja A uma álgebra G-graduada e f ∈ Idgr(A). Dizemos que f é uma
identidade graduada estável de A, se para cada álgebra comutativa C, f ainda é identidade
de A⊗ C.

Antes da próxima proposição, faremos um exemplo.

Exemplo 1.2.52 Sejam Ā = ⊕g∈GAg ⊗ C uma álgebra G-graduada com C sendo uma
álgebra comutativa e considere f(x1, x2) = x1x1x2+x1x2x1 um polinômio multihomogeneo
de multigrau (2, 1), apliquemos em elementos de Ā.

Sejam ā1 = a1 ⊗ c1, ā2 = a2 ⊗ c2 teremos o seguinte

f(ā1, ā2) = f(a1 ⊗ c1, a2 ⊗ c2) = (a1 ⊗ c1)(a1 ⊗ c1)(a2 ⊗ c2) + (a1 ⊗ c1)(a2 ⊗ c2)(a1 ⊗ c1)

= (a1a1a2)⊗ (c1c1c2) + (a1a2a1)⊗ (c1c2c1)

como C é um álgebra comutativa temos que

= (a1a1a2)⊗ (c21c2) + (a1a2a1)⊗ (c21c2) = (a1a1a2 + a1a2a1)⊗ (c21c2) = f(a1, a2)⊗ (c21c2)

observe que as potências de c1 e c2 são respectivamente, igual ao grau que x1 e x2 tem em
f . Ademais, sejam ā1 = a1 ⊗ c1, . . . , ān = an ⊗ cn e f um polinômio multihomogeneo de
multigrau (m1, . . . ,mn), então

f(ā1, . . . , ān) = f(a1, . . . , an)⊗ cm1
1 . . . cmn

n .

Proposição 1.2.53 Se f(x1, . . . , xn) é uma identidade multilinear para a álgebra A, en-
tão f é uma identidade estável para A.

De fato, basta verificar que f(a1 ⊗ c1, . . . , an ⊗ cn) = 0 para quaisquer a1, . . . , an ∈ A

e c1, . . . , cn ∈ C. Seja
f(x1, . . . , xn) =

∑
θ∈Sn

λθxθ(1) . . . xθ(n),

temos que

f(a1 ⊗ c1, . . . , an ⊗ cn) =
∑
θ∈Sn

λθ(aθ(1) ⊗ cθ(1)) . . . (aθ(n) ⊗ cθ(n))

=
∑
θ∈Sn

λθaθ(1) . . . aθ(n) ⊗ cθ(1) . . . cθ(n)

= f(a1, . . . , an)⊗ c1 . . . cn = 0,

portanto f ∈ Id(A⊗ C).
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Nem sempre obtemos que uma identidade de uma álgebra A é estável, na nossa re-
ferência [9] vemos um exemplo disso. O nosso próximo resultado mostra quais são as
condições necessárias para que toda identidade polinomial de uma álgebra A seja estável
e utilizaremos a igualdade f(ā1, . . . , ān) = f(a1, . . . , an) ⊗ cm1

1 . . . cmn
n vista no Exemplo

1.2.52.

Proposição 1.2.54 Se K é um corpo infinito e A é uma álgebra G-graduada, então toda
identidade polinomial graduada de A é estável.

Prova. Seja A = ⊕g∈GAg uma álgebra graduada e C uma álgebra comutativa, temos
da Proposição 1.2.50 que podemos considerar a graduação de Ā = A ⊗ C dada por
Ā = ⊕g∈GĀg, sendo Āg = Ag ⊗ C. E seja f(x1, . . . , xn) uma identidade polinomial gra-
duada de A, com K infinito, podemos assumir que f é multihomogêneo de multigrau
(m1, . . . ,mn).

Agora, para ā1, . . . , ān com āi ∈ Ādeg(xi) devemos provar que f(ā1, . . . , ān) = 0. Supo-
nhamos primeiramente que ā1 = a1 ⊗ c1, . . . , ān = an ⊗ cn, então

f(ā1, . . . , ān) = f(a1, . . . , an)⊗ cm1
1 . . . cmn

n = 0

e fica demonstrada a igualdade neste caso.

Agora sendo ā1 = b1 ⊗ d1 + b2 ⊗ d2, ā2 = a2 ⊗ c2, . . . , ān = an ⊗ cn, então

f(ā1, . . . , ān) = f(b1 ⊗ d1, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn) + f(b2 ⊗ d2, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn)

+

m1−1∑
i=1

fi(b1 ⊗ d1, b2 ⊗ d2, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn)

onde

f(x1 + y1, x2, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)− f(y1, x2, . . . , xn) =

m1−1∑
i=1

fi(x1, y1, x2, . . . , xn)

e degx1fi = i. Como todo polinômio fi é consequência multihomogênea de f , segue do
argumento anterior que f(ā1, . . . , ān) = 0.

Generalizando este argumento para ā1 =
∑
a1j ⊗ c1j , . . . , ān =

∑
anj

⊗ cnj
∈ Ā e

cij ∈ C arbitrários escrevemos f(ā1, . . . , ān) como uma soma de expressões da forma:

ḡ = g(ai1j1 ⊗ cijj1 , . . . , aikjk ⊗ cikjk)

onde g = g(x1, . . . , xk) é multihomogêneo e consequência de f . Novamente pelo primeiro
argumento obtemos ḡ = 0.

1.2.6 Identidades Polinomiais Y-próprias

Nesta subseção abordaremos os conceitos de identidades polinomiais Y -próprias para
álgebras graduadas, que é uma generalização das identidades polinomiais próprias no caso
de álgebras ordinárias.

Lembremos que dada uma álgebra L, não necessariamente associativa, ela é chamada
álgebra de Lie, se vale a anticomutatividade e a identidade de Jacobi, ou seja, a ∗ a = 0, e
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(a ∗ b) ∗ c+ (b ∗ c) ∗ a+ (c ∗ a) ∗ b = 0, para quaisquer a, b, c ∈ L. Além disso, se A é uma
álgebra (associativa) então com a multiplicação [a1, a2] = a1a2− a2a1 o espaço vetorial de
A é uma álgebra de Lie, denotada por A(−).

Definição 1.2.55 Se A é uma álgebra e L uma álgebra de Lie isomorfa a uma subálgebra
de Lie A(−), então dizemos que A é uma álgebra envolvente de L. A álgebra U = U(L)

é uma álgebra envolvente universal da álgebra de Lie L, se L é uma subálgebra de U (−)

e U tem a seguinte propriedade universal: para toda álgebra A e todo homomorfismo de
álgebras de Lie ϕ : L → A(−) existe um único homomorfismo de álgebras Ψ : U → A que
estende ϕ.

Teorema 1.2.56 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt) Toda álgebra de Lie L possui uma
única (a menos de isomorfismo) álgebra universal envolvente U(L). Se L tem base {ei | i ∈
I}, e o conjunto de índices é ordenado, então U(L) tem uma base formada pelos seguintes
elementos

ei1 . . . eip , i1 ≤ · · · ≤ ip, ik ∈ I, p = 0, 1, 2 . . . .

Esse teorema recebe esse nome devido as contribuições dos matemáticos, Henri Poin-
caré, em 1899, Garrett Birkhoff e Ernst Witt, em 1937. Existem relatos históricos que
Birkhoff, Witt e Poincaré trabalharam nesse resultado separadamente, e que nem sem-
pre esse resultado carregou o nome desses três matemáticos. Essa denominação passou
a ser utilizada a partir do grupo de matemáticos Bourbaki, que a usou em seu livro em
1960. Na referência [17] pode-se encontrar mais detalhes sobre esse teorema e sua história.

Teorema 1.2.57 (Witt) A subálgebra de Lie L(X) de K⟨X⟩(−) gerada por X é isomorfa
a álgebra livre com X sendo o seu conjunto gerador livre; U(L(X)) = K⟨X⟩.

As demonstrações dos Teorema 1.2.56 e o Teorema 1.2.57 podem ser vistas na refe-
rência [12], ambos são necessários para o Teorema 1.2.61.

Na próxima definição, diremos o que é um polinômio Y -próprio, nela surge uma di-
ferença do caso ordinário. Quando estamos no caso ordinário, trabalhamos apenas com
variáveis de grau e, e no caso graduado temos variáveis de outros graus, então surge a ne-
cessidade de incluir essas variáveis nessa definição de polinômios Y -próprios. Além disso,
como o caso ordinário é um caso específico do graduado, então tem a necessidade de que
as variáveis de grau e apareçam apenas em comutadores.

Definição 1.2.58 Um polinômio f ∈ K⟨X⟩ é chamado polinômio Y -próprio, se as va-
riáveis de grau e aparecem em comutadores apenas, ou seja,

f(x1, . . . , xm) =
∑

αi,...,jz
a1
1 . . . zamm [xi1 , . . . , xip ] . . . [xj1 , . . . , xjq ]; αi,...,...,j ∈ K,

com as variáveis z de grau diferente de e, enquanto que as variáveis x tem grau qualquer.
Consideramos 1 como sendo o produto de um conjunto vazio de comutadores e o conjunto
BG(X) representará todos os polinômios Y -próprios de K⟨X⟩.

Exemplo 1.2.59 O polinômio f(x1, x2) = x1x2 − x2x1 é Y -próprio, pois na verdade, ele
é igual ao comutador [x1, x2].
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Exemplo 1.2.60 Considere os polinômios a seguir, com y′s de grau e

f(y1, y2, z1, z2, z3, z4) = z21z
5
3 [z2, y1]

3 + [z3, y1, y2]
2[z4, y2, y2]

4

g(y1, y2, y3, z1, z2, z3, z4) = [y1, y2] + y31z4[z1, z2]
7[z2, y3, z3]

2.

Temos que f é Y -próprio, mas g não será pois temos variáveis de grau e que não estão
em comutadores.

O exemplo acima está na referência [14].

Teorema 1.2.61 Se escolhermos uma base ordenada da álgebra de Lie livre L(X)

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], [xj1 , xj2 ], . . . , [xk1 , xk2 , xk3 ], . . .

consistente de variáveis x1, x2, . . . e comutadores, com as variáveis precedendo os comu-
tadores. Então o espaço vetorial K⟨X⟩ tem a base

xa11 . . . xamm [xi1 , xi2 ]
b . . . [xl1 , . . . , xlp ]

c

onde a1, . . . , am, b, . . . , c ≥ 0 e [xi1 , xi2 ] < · · · < [xl1 , . . . , xlp ] na ordenação da base de
L(X). Os elementos da base de K⟨X⟩ com ai = 0 sempre que deg(xi) = e, com 1 ≤ i ≤ m,
forma a base do espaço vetorial BG(X) dos polinômios Y -próprios.

Prova. Pelo Teorema de Witt temos que U(L(X)) = K⟨X⟩ e pelo Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt temos que a base de U(L(X)) = K⟨X⟩ é formada por produto dos elementos
da base de L(X), portanto, obtemos que a base de K⟨X⟩ é formada pelos elementos da
forma

xa11 . . . xamm [xi1 , xi2 ]
b . . . [xl1 , . . . , xlp ]

c

onde a1, . . . , am, b, . . . , c ≥ 0 e [xi1 , xi2 ] < · · · < [xl1 , . . . , xlp ] na ordenação da base de
L(X).

Como K⟨X⟩ tem essa base, claramente os elementos de BG(X) também são gerados
por eles, porém pela própria definição de conjunto de BG(X) deveremos ter ai = 0 sempre
que deg(xi) = e, com 1 ≤ i ≤ m.

O próximo teorema é o resultado mais importante dessa subseção de identidades gra-
duadas Y -próprias, utilizaremos como referência [8].

Teorema 1.2.62 Se A é uma PI-álgebra sobre o corpo K infinito, então todas as iden-
tidades polinomiais graduadas de A seguem das suas identidades Y -próprias (isto é, da-
quelas em Idgr(A)∩BG(X)). Se charK = 0, então as identidades polinomiais graduadas
de A seguem das identidades próprias multilineares.

Prova. Seja f(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) ∈ K⟨X⟩. Pelo Teorema 1.2.61 podemos escrever
f como

f =
∑

αay
a1
1 . . . yamm z

am+1

m+1 . . . z
an
n wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn), αa ∈ K,
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onde wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) ∈ BG(X) e a soma é feita sobre as m-uplas
a = (a1, . . . , an) tais que ai ≤ gryi(f), 1 ≤ i ≤ m e ai ≤ grzi(f), m + 1 ≤ i ≤ n.
Para cada f dessa forma definimos o conjunto

M(f) = {M1,M2, . . . ,Ml}

= {a1 | a1 é o primeiro termo da n-upla a = (a1, . . . , an) e αa ̸= 0},
onde M1 > M2 > · · · > Ml > 0.

Afirmamos que se f ∈ Idgr(A) e f é homogêneo em y1, então

gj =
∑

a1=Mj

αay
a2
2 . . . yamm z

am+1

m+1 . . . z
an
n wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) ∈ Idgr(A),

onde j = 1, 2, . . . , l. A demonstração deste teorema segue desta afirmação juntamente
com o Lema 1.2.44, pois se f é multihomogêneo então ele é consequência das identidades
{wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) | αa ̸= 0}, que são multilineares se f é multilinear.

É claro que

wa(1 + y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) = wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn).

Como deg(1) = e segue que f(1 + y1, y2, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) também é identidade poli-
nomial graduada de A e concluímos que

f(1 + y1, y2, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) =∑
αa(1 + y1)

a1ya22 . . . zann wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) ∈ Idgr(A),

utilizando o binômio de Newton obtemos

f(1 + y1, y2, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) =∑
αa

a1∑
i=0

(
a1
i

)
yi1y

a2
2 . . . zann wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) ∈ Idgr(A).

Como f é multihomogênea a1 + gry1(wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn)) = gry1(f), assim a
componente homogênea com menor grau possível em relação a y1 se obtém quando a1 =
M1 e é dada por∑

a1=M1

αay
a2
2 . . . yamm z

am+1

m+1 . . . z
an
n wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn), (1.1)

onde o subíndice a1 = M1 no somatório significa que a soma é feita sobre os
a = (a1, . . . , an) tais que a1 = M1. Como K é infinito, teremos pelo Lema 1.2.44 que
(1.1) pertence a Idgr(A).

Agora, suponhamos que a afirmação seja válida para j = 1, 2, . . . , k, onde k é um
número natural menor que l.

Temos que yM1
1 g1 + yM2

1 g2 + · · · + yMk
1 gk pertence a Id(A)gr e subtraindo este polinômio

de f(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) obtemos

h(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn) =∑
a1<Mk

αay
a1
1 . . . yamm z

am+1

m+1 . . . z
an
n wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn),∈ Idgr(A).
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É claro que M(h) = {Mk+1, . . . ,Ml} e aplicando os argumentos anteriores ao polinômio
h concluímos que∑

a1=Mk+1

αay
a2
2 . . . yamm z

am+1

m+1 . . . z
an
n wa(y1, . . . , ym, zm+1, . . . , zn),∈ Idgr(A),

e a afirmação está provada.
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Capítulo 2

Identidades Graduadas na Álgebra das
Matrizes Triangulares Superiores

Este capítulo contém o estudo do artigo "Graded identities for the algebra of n×n up-
per triangular matrices over an infinite field", referência [23] desta dissertação. Aqui con-
sideramos a Zn-graduação de Un(K) apresentada no capítulo anterior no Exemplo 1.2.13,
para descrevermos uma base das identidades polinomiais Zn-graduadas para Un(K), sobre
um corpo de característica zero, e depois, de forma mais geral, sobre um corpo infinito
qualquer. Como aplicação, determinamos o crescimento assintótico da sequência de co-
dimensões graduadas da álgebra Un(K). Por simplicidade usaremos os elementos de Zn

sem barra e utilizaremos as variáveis com dois índices, o primeiro é o grau da variável na
graduação e o segundo um numero natural.

2.1 Identidades Graduadas de Un(K)

Inicialmente, relembremos a Zn-graduação da álgebra Un(K) vista no Exemplo 1.2.13.
Seja Un(K), temos que

Un(K) = V0 ⊕ V1 ⊕ ...⊕ Vn−1,

com

Vi = {a1,i+1e1,i+1 + a2,i+2e2,i+2 + · · ·+ an−i,nen−i,n | ar,s ∈ K}, 0 ≤ i ≤ n− 1.

Ao longo deste capítulo trabalharemos sempre com essa Zn-graduação da álgebra
Un(K). Veja a seguir duas identidades Zn-graduadas muito importantes para a álgebra
Un(K).

Lema 2.1.1 A álgebra Un(K) satisfaz as identidades graduadas

x01x02 − x02x01 = 0 (1)

xi11xi22 = 0 (2)

sempre que i1 + i2 ≥ n.

Prova. De fato:
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(1) Sejam a01, a02 matrizes em V0, logo são matrizes diagonais. Como as matrizes dia-
gonais comutam, temos que de fato,

a01a02 − a02a01 = 0.

(2) Para xi11xi22 temos que deg(xi11xi22) = i1 + i2. Sabemos da Observação 1.2.14 que
se i1 + i2 ≥ n então Vi1Vi2 = 0, logo o produto de quaisquer elementos de Vi1 por
elementos de Vi2 terá 0 como resultado. Portanto,

ai11ai22 = 0 para todo ai11 ∈ Vi1 e ai22 ∈ Vi2 .

Proposição 2.1.2 Se i1 + i2 + · · ·+ ik ≥ n então Vi1Vi2 . . . Vik = 0.

Prova. Consideremos o produto dos subespaços Vi2Vi3 . . . Vik e observe que esse produto
está contido em Vj, com j = i2 + i3 + · · ·+ ik, assim, o produto Vi1Vi2 . . . Vik está contido
em Vi1+j, dessa forma,

i1 + j = ii + i2 + · · ·+ ik ≥ n

e pela Observação 1.2.14 temos que Vi1Vi2 . . . Vik = 0.

Claramente, como consequência dessa proposição anterior, temos que o polinômio
f = xi11xi22 . . . xikk é uma identidade graduada de Un(K) sempre que i1 + · · · + ik ≥
n. Agora, para fazermos a demonstração do resultado principal deste capítulo, para
característica zero, faremos algumas definições necessárias.

Definição 2.1.3 Sejam V um espaço vetorial, W um subespaço vetorial de V e v1, . . . , vn
elementos de V . Dizemos que os vetores v1, . . . , vn são linearmente independentes módulo
W se dada qualquer combinação linear desses vetores em V , ela pertencerá a W se, e
somente se, todos os escalares da combinação linear forem iguais a zero.

Exemplo 2.1.4 Sejam V um espaço vetorial, W um subespaço vetorial de V e v1, . . . , vn
elementos de V . Se W = {0}, então os vetores v1, . . . , vn serão linearmente independentes
modulo W se, e somente se, são linearmente independentes em V .

Exemplo 2.1.5 Sejam V um espaço vetorial, W um subespaço vetorial de V e v um
elemento de V . Se v não pertence ao subespaço vetorial W , então ele é linearmente
independente módulo W .

Definição 2.1.6 Sejam V um espaço vetorial, W um subespaço vetorial de V e v1, . . . , vn
elementos de V . Dizemos que os elementos de V são uma combinação linear de elementos
v1, . . . , vn módulo W , se para qualquer elemento v em V mostrarmos que ele é congruente
a uma combinação linear dos elementos v1, . . . , vn, ou seja,

v ≡ (α1v1 + · · ·+ αnvn) mod W,

o que significa o mesmo que v − (α1v1 + · · ·+ αnvn) ∈ W .
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Às vezes, por questão de simplificação de notação usaremos v ≡W α1v1 + · · · + αnvn
em vez de v ≡ (α1v1 + · · ·+ αnvn) mod W .

Exemplo 2.1.7 Sejam a álgebra M2(K), e seu subespaço vetorial W = ⟨e11, e21⟩. Temos
que qualquer elemento de M2(K) é uma combinação linear de e12, e22 módulo W .

Seja a ∈M2(K) devemos verificar que a ≡W α1e12+α2e22. Isto é, com a =

[
a11 a12

a21 a22

]
,

temos que[
a11 a12

a21 a22

]
− a12

[
0 1

0 0

]
− a22

[
0 0

0 1

]
=

[
a11 0

a21 0

]
= a11

[
1 0

0 0

]
+ a21

[
0 0

1 0

]
,

portanto, dado a ∈M2(K) temos que a− a12e12 − a22e22 ∈ W , logo, a é uma combinação
linear de e12, e22 módulo W .

De forma mais geral, sempre que tivermos um espaço vetorial V com base
β = {v1, . . . , vn}, podemos considerar um subespaço W que é gerado por uma parte
dessa base, digamos {v1, v2, . . . , vi}, e teremos que qualquer elemento do espaço vetorial
V é uma combinação linear do restante da base, ou seja, de {vi+1, . . . , vn}, módulo W .

Por fim, considere o conjunto dos monômios de K⟨X⟩ do tipo

u = w0xk1i1w1 · · ·wt−1xktitwt (3)

onde k1+k2+ · · ·+kt < n e w0, . . . , wt são monômios (possivelmente vazios) nas variáveis
x0i de grau homogêneo 0 e em cada wi essas variáveis são escritas em ordem crescente da
esquerda para a direita em relação ao segundo índice i.

Agora, faremos a demonstração do teorema principal, para característica zero. Esse te-
orema dá a estrutura multilinear da álgebra relativamente livre Zn-graduada da variedade
determinada por Un(K) e, como consequência, uma base das identidades Zn-graduadas
de Un(K). Consideremos I = Idgr(Un(K)) e J o ideal gerado pelas identidades (1) e (2),
mostraremos que I = J .

Teorema 2.1.8 Seja K um corpo com característica zero, então os monômios (3) mul-
tilineares de grau m são uma base do subespaço de K⟨X⟩ dos polinômios multilineares de
grau m módulo Idgr(Un(K)). Além disso, Idgr(Un(K)) = ⟨[x01, x02], xi1xj2 | i+ j ≥ n⟩.

Prova. Lembremos que J é o ideal gerado por as identidades (1) e (2). Primeiramente
verifiquemos que, módulo J , todo elemento de K⟨X⟩ pode ser escrito como uma combi-
nação linear de monômios do tipo (3). Para isso, basta mostrar que cada monômio de
K⟨X⟩ é congruente a um monômio do tipo (3).

Seja m ∈ K⟨X⟩ um monômio, podemos claramente, denotar o monômio m destacando
as variáveis de grau zero das variáveis que não tem grau zero, ficando

m = w′
0x

′
k1i1

w′
1 · · ·w′

t−1x
′
ktitw

′
t,

com w′
i sendo os monômios nas variávies de grau zero. Agora precisamos verificar que,

módulo J , em w′
i as variáveis x0i podem ser escritas com os índices i em ordem crescente
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da esquerda para a direita.

Para ordenar as variáveis de grau zero em w′
i podemos utilizar a identidade [x01, x02],

assim, temos,

w′
i = x0j1x0j2 · · ·x0jux0ju+1 · · ·x0js ≡J x0j1x0j2 · · ·x0ju+1x0ju · · ·x0js ,

então temos

m =w′
0x

′
k1i1

w′
1 · · ·w′

i · · ·w′
t−1x

′
ktitw

′
t ≡J

w′
0x

′
k1i1

w′
1 · · ·x0j1x0j2 · · ·x0ju+1x0ju · · ·x0js · · ·w′

t−1x
′
ktitw

′
t.

Repetindo esse processo quantas vezes forem necessárias podemos reordenar as variáveis
de qualquer w′

i em m. Sendo assim, se k1 + k2 + · · ·+ kt < n então m é do tipo (3), caso
contrário, k1+k2+ · · ·+kt ≥ n então m é consequência da identidade f = x′k1i1 . . . x

′
ktit

, ou
seja, m ∈ J , então m será congruente a 0 módulo J, que pode ser escrito como combinação
linear dos monômios do tipo (3).

Verifiquemos que os monômios (3) multilineares nas mesmas variáveis são linearmente
independentes módulo Idgr(Un(K)). Seja

f =
∑

αiui ∈ Idgr(Un(K))

para αi ∈ K (com quase todo αi nulo), onde os monômios ui são do tipo (3), tais que as
mesmas variáveis aparecem em cada monômio ui apenas uma vez.

Fixemos um índice i e seja

ui = w0xk1i1w1 · · ·wt−1xktitwt,

avaliemos f em Un(K) da seguinte forma, substituindo as variáveis em w0 por e11, a va-
riável xk1i1 por e1,k1+1, cada variável aparecendo em w1 em ek1+1,k1+1, a variável xk2i2 em
ek1+1,k1+k2+1, . . . , e a variável xktit em ek1+···+kt−1,k1+···+kt+1 e cada variável de grau wt em
ejj, onde j = k1 + · · ·+ kt + 1.

Afirmamos que se a1, . . . , ar são matrizes elementares, tais que, a1 . . . ar ̸= 0 e se σ é
uma permutação em Sr, tal que, aσ(1)

. . . aσ(r)
̸= 0, então, aσ(1)

= a1, . . . , aσ(r)
= ar.

De fato, se a1 = ei1j1 , . . . , ar = eirjr , como a1 · · · ar ̸= 0 precisamos que

j1 = i2, j2 = i3, . . . , jr−1 = ir

além disso, nas matrizes triangulares superiores do tipo elm temos que l ≤ m, daí segue
que, os índices das matrizes ficam ordenados em ordem não decrescente,

i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ir j1 ≤ j2 ≤ · · · ≤ jr,

de modo análogo, os índices nas matrizes aσ(1), . . . , aσ(r) também ficam ordenados em or-
dem não decrescente, assim, aσ(1) = ei1j1 , . . . , aσ(r) = eirjr .

Essa afirmação, juntamente com a ordenação dos índices que é exigida nos monômios
do tipo (3), garante que a única ordem em que o produto das matrizes elementares que
escolhemos acima para substituir as variáveis de ui dará diferente de zero, é a que aparece
quando fazemos a substituição em ui, que terá como resultado e1j, e para os outros
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monômios, pela observação anterior, temos que obterá resultado zero. Ainda, como f é
uma identidade polinomial graduada de Un(K), temos que ao aplicá-la a elementos de
Un(K) dará zero, logo

αie1j = 0

assim obtemos que αi = 0, como escolhemos o i de forma arbitrária, podemos concluir
que todos os αi são nulos.

Agora, para concluímos a demonstração do teorema, verifiquemos que

Idgr(Un(K)) = ⟨[x01, x02], xi1xj2|i+ j ≥ n⟩.

Pelo Lema 2.1.1 temos que J ⊂ Idgr(Un(K)), resta mostrarmos a inclusão contrária.
Se f ∈ Idgr(Un(K)), devemos provar que f é congruente a 0, modulo J , como o corpo
é de característica zero, basta mostrarmos que toda identidade multilinear pertence a J ,
assim, assumiremos que f é multilinear.

Seja f ∈ Idgr(Un(K)) uma identidade multilinear, ela vai ser escrita, módulo J , como
combinação linear dos monômios do tipo (3), ou seja,

f ≡J α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun

com ui do tipo (3) e αi ∈ K. Assim, temos que,

f − (α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun) ∈ J

como J ⊂ Idgr(Un(K)), deve existir g ∈ Idgr(Un(K)), tal que,

f − (α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun) = g.

Logo, obtemos que
α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun = f − g

assim, α1u1 + · · ·+ αnun é identidade para Un(K). Logo, como os monômios do tipo (3)
são linearmente independente modulo Idgr(Un(K)), obtemos que α1 = · · · = αn = 0, e
consequentemente f ≡J 0, ou seja, f ∈ J .

2.2 Matrizes Genéricas e Identidades Graduadas
Agora, o nosso objetivo principal é mostrar o resultado do Teorema 2.1.8 para corpos

infinitos, sem necessitar de restrições sobre a característica do corpo K, para isso, as ma-
trizes genéricas desempenham um papel fundamental, pois os resultados que são obtidos
nesta seção serão utilizados na generalização desse teorema.

Sejam yijk com k não negativo e com 0 < i ≤ j, variáveis comutativas, e considere a
álgebra polinomial K[yijk] nessas variáveis.

Na referência [9] tem mais detalhes sobre a construção dessa álgebra.

Proposição 2.2.1 O produto tensorial Un(K) ⊗K K[yijk] é canonicamente isomorfo a
álgebra Un(K[yijk]).
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Prova. Seja {elm | l ≤ m} a base canônica de Un(K) e {ps | s ∈ I} a base canônica de
K[yijk], assim, Un(K)⊗K K[yijk] terá como base {elm ⊗K ps | l ≤ m e s ∈ I}. Lembre-se
que (elm ⊗K ps)(el′m′ ⊗K ps′) = (elmel′m′)⊗K (psps′). Definamos a transformação linear

α : Un(K)⊗K K[yijk] → Un(K[yijk])

elm ⊗K ps → elm(ps)

no qual elm(ps) são elementos da base de Un(K[yijk]) com entrada ps na linha l e coluna m
e zero nas demais entradas. Como essa transformação linear leva base em base, temos que
ela é bijetora. Agora, resta mostrarmos que α é um homomorfismo, para assim, obtermos
o isomorfismo de álgebras. Para isso, mostremos que

α((elm ⊗K ps)(el′m′ ⊗K ps′)) = α(elm ⊗K ps)α(el′m′ ⊗K ps′).

Para o primeiro lado da igualdade temos o seguinte

α((elm ⊗K ps)(el′m′ ⊗K ps′)) =α((elmel′m′)⊗ (psps′)) = α((δml′elm′)⊗ (psps′)) =

δml′α(elm′ ⊗ (psps′)) = δml′elm′(psps′)

e, no outro lado da igualdade obtemos que

α(elm ⊗K ps)α(el′m′ ⊗K ps′) = elm(ps)el′m′(ps′) = δml′elm′(psps′),

daí segue que, α((elm ⊗K ps)(el′m′ ⊗K ps′)) = α(elm ⊗K ps)α(el′m′ ⊗K ps′). Como α é uma
transformação linear, estendemos esse resultado para quaisquer elementos das álgebras, e
além disso, temos que

α(Id⊗ 1s) = α((e11 + · · ·+ enn)⊗ 1s) = α(e11 ⊗ 1s + · · ·+ enn ⊗ 1s)

= α(e11 ⊗ 1s) + · · ·+ α(enn ⊗ 1s) = e11(1s) + · · ·+ enn(1s) = In(1s).

Portanto, podemos concluir que α é um isomorfismo de álgebras.

Observe que se p é um polinômio e u = (uij) uma matriz com entradas nos polinômios,
então pu = (puij).

Exemplo 2.2.2 A decomposição Un(K[yijk]) = ⊕l∈ZnVl, onde

Vl = {λ1,l+1e1,l+1 + λ2,l+2e2,l+2 + · · ·+ λn−l,nen−l,n | λrs ∈ K[yijk]},

é uma Zn-graduação para a álgebra Un(K[yijk]).

Pela Proposição 1.2.50 temos que Un(K) ⊗K K[yijk] = ⊕l∈ZnVl ⊗K K[yijk] é uma
Zn-graduação, e além disso, como Un(K) ⊗K K[yijk] é isomorfa a Un(K[yijk]), então
pela Proposição 1.2.36 Un(K[yijk]) = ⊕l∈Znα(Vl ⊗ K[yijk]) é uma Zn-graduação, como
Vl = α(Vl ⊗K[yijk]) a afirmação está provada.

Definição 2.2.3 Seja

Yik = y1,i+1,ke1,i+1 + y2,i+2,ke2,i+2 + · · ·+ yn−i,n,ken−i,n

com 0 ≤ i ≤ n− 1, k = 1, 2, . . . , Gn é a subálgebra de Un(K[yijk]) gerada pelas matrizes
Yik, 0 ≤ i ≤ n− 1, k = 1, 2, . . . .
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Lembremos que uma álgebra A é gerada, como álgebra, por um subconjunto
S = {si}i∈I ⊆ A se todo elemento de a ∈ A pode ser escrito como uma combinação
linear sobre K de produtos da forma si1 . . . sit , onde sil ∈ S para l = 1, . . . , t.

Exemplo 2.2.4 A subálgebra Gn de Un(K[yijk]) é Zn-graduada.

Observe que, dado um elemento g ∈ Gn, ele é escrito da seguinte forma

g = ζ1Yi1k1Yi2k2 · · ·Yim1km1
+ · · ·+ ζnYl1r1Yl2r2 · · ·Ylmw rmw

.

Note que a componente homogênea de grau i de g é formada pelas soma das parcelas que
tem grau total i, e essa soma é formada por uma combinação linear de produtos de Y ′s

que são geradores de Gn. Portanto, cada componente homogênea ainda pertence a Gn,
daí, segue que Gn é uma subálgebra graduada de Un(k[yijk]).

Exemplo 2.2.5 A subálgebra Gn satisfaz todas as identidades graduadas de Un(K).

De fato, devemos verificar que Idgr(Un(K)) ⊆ Idgr(Gn). De fato, como Un(K) ⊗K

K[yijk] e Un(K[yijk]) são isomorfas, temos pela Proposição 1.2.37 que

Idgr(Un(K)⊗K K[yijk]) = Idgr(Un(K[yijk])),

e com K infinito, pela Proposição 1.2.54, toda identidade polinomial graduada de Un(K)

é também identidade para Un(K)⊗K K[yijk], ou seja,

Idgr(Un(K)) ⊂ Idgr(Un(K)⊗K K[yijk]).

Por outro lado, como K[yijk] tem unidade, então Un(K) é isomorfa a uma subálgebra de
Un(K)⊗K K[yijk], daí, segue que

Idgr(Un(K)⊗K K[yijk]) ⊂ Idgr(Un(K)).

Portanto, Idgr(Un(K)⊗KK[yijk]) = Idgr(Un(K)). Assim, Idgr(Un(K)) = Idgr(Un(K[yijk])),
e como Gn é subálgebra de Un(K[yijk]), então ela satisfaz todas as identidades de Un(K[yijk]),
ou seja, Gn satisfaz todas as identidades de Un(K).

Lema 2.2.6 A álgebra Gn é isomorfa como álgebra graduada a álgebra relativamente livre
K⟨X⟩/Idgr(Un(K)) da variedade de álgebras Zn-graduadas V(Un(K)).

Prova. Consideremos a aplicação β0 : xij → Yij, com Gn sendo uma álgebra (associativa
com unidade), temos pela Proposição 1.1.34 que K⟨X⟩ é livre na classe das álgebras (asso-
ciativas com unidade), assim β0 pode ser estendida a um homomorfismo β : K⟨X⟩ → Gn

de álgebras graduadas. Note que os geradores de Gn estão na imagem de β, e isso faz
dele, um homomorfismo sobrejetor. Agora, nosso próximo objetivo é determinar o núcleo
de β, mostrando que ker(β) = Idgr(Un(K)), e com isso, utilizarmos o Teorema Fun-
damental dos Homomorfismos 1.2.39 para concluírmos que as álgebras graduadas Gn e
K⟨X⟩/Idgr(Un(K)) são isomorfas.
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Primeiro mostremos que, se f ∈ ker(β), então f é identidade polinomial para Un(K),
ou seja, f ∈ Idgr(Un(K)). Considere f ∈ K⟨X⟩, se f ∈ ker(β), então temos que

β(f(xi1j1 , xi2j2 , . . . , ximjm)) = 0Gn

assim, como

0Gn = β(f(xi1j1 , xi2j2 , . . . , ximjm)) = f(β(xi1j1), β(xi2j2), . . . , β(ximjm))

= f(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yimjm)

obtemos que
f(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yimjm) = 0Gn .

Agora iremos considerar r1, . . . , rm elementos arbitrários de Un(K), sendo

rk = r1,i+1,ke1,i+1 + r2,i+2,ke2,i+2 + · · ·+ rn−i,n,ken−i,n

com rijk ∈ K. Consideremos a aplicação

yijk → rijk, se 1 ≤ k ≤ m

yijk → 0K , se k > m

usando o fato de K[yijk] ser uma álgebra comutativa livre para construir o homomorfismo
que estende a aplicação acima

Φ : K[yijk] → K,

e assim, obtemos um homomorfismo

Un(K[yijk]) → Un(K)

tal que a imagem de

z1,i+1,ke1,i+1 + z2,i+2,ke2,i+2 + · · ·+ zn−i,nen−i,n

é igual a
Φ(z1,i+1,k)e1,i+1 + Φ(z2,i+2,k)e2,i+2 + · · ·+ Φ(zn−i,n)en−i,n.

Como Gn é subálgebra de Un(K[yijk]), então podemos restringir o homomorfismo acima
a um homomorfismo

ϕ : Gn → Un(K)

ϕ(Yik) =ϕ(y1,i+1,ke1,i+1 + y2,i+2,ke2,i+2 + · · ·+ yn−i,n,ken−i,n)

=Φ(y1,i+1,k)e1,i+1 + Φ(y2,i+2,k)e2,i+2 + · · ·+ Φ(yn−i,n,k)en−i,n.

Note que se 1 ≤ k ≤ m, então temos que

Φ(y1,i+1,k)e1,i+1 + Φ(y2,i+2,k)e2,i+2 + · · ·+ Φ(yn−i,n,k)en−i,n

= r1,i+1,ke1,i+1 + r2,i+2,ke2,i+2 + · · ·+ rn−i,nen−i,n

= rk,

portanto, podemos concluir que, ϕ(Yik) = rk.
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Agora que temos o homomorfismo ϕ, podemos aplicá-lo da seguinte forma

ϕ(f(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yimjm)) = ϕ(0Gm) = 0Un(K),

daí segue que
f(ϕ(Yi1j1), ϕ(Yi2j2), . . . , ϕ(Yimjm)) = 0Un(K)

logo, f(r1, r2, . . . , rn) = 0Un(K). Assim, f é identidade polinomial graduada para Un(K),
ou seja, f ∈ Idgr(Un(K)) e, obtemos que ker(β) ⊂ Idgr(Un(K)).

Agora, mostremos a inclusão contrária, ou seja, Idgr(Un(K)) ⊂ ker(β), para isso
mostremos que dado f em Idgr(Un(K)) então f ∈ ker(β). Com efeito, suponhamos por
absurdo que

f(xi1j1 , xi2j2 , . . . , ximjm) ∈ Idgr(Un(K)),

mas
f(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yimjm) ̸= 0,

afinal, isso é equivalente a f não pertencer a ker(β).

Assim, como f(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yimjm) ∈ Gn, logo

0 ̸= f(Yi1j1 , . . . , Yimjm) = µ1,i+1,ke1,i+1 + µ2,i+2,ke2,i+2 + · · ·+ µn−i,n,ken−i,n,

com µijk ∈ K[yijk]. Como o resultado dessa soma acima é uma matriz não nula, então
existem i0, j0 com µi0j0k ̸= 0 nas variáveis comutativas yijk, com coeficientes no corpo
infinito K. Se o corpo é infinito e temos um polinômio não nulo, então podemos substituir
as variáveis por elementos do corpo, de tal maneira, que o resultado seja diferente de
zero, ou seja, existe um homomorfismo Φ′ : K[yijk] → K , tal que, Φ′(µi0j0k) ̸= 0. Seja
ϕ′ : Gn → Un(K) um homomorfismo, obtido através da Φ′, da mesma maneira que o ϕ é
obtido do Φ, então teremos

ϕ′(f(Yi1j1 , . . . , Yinjn)) = ϕ′(µ1,i+1,ke1,i+1 + µ2,i+2,ke2,i+2 + · · ·+ µn−i,n,ken−i,n) (1)

por um lado

ϕ′(f(Yi1j1 , . . . , Yinjn)) = f(ϕ′(Yi1j1), . . . , ϕ
′(Yinjn)) = f(si1, . . . , sin)

onde sin = ϕ′(Yinjn). Por outro lado temos

ϕ′(f(Yi1j1 , . . . , Yinjn)) = ϕ′(µ1,i+1,ke1,i+1 + µ2,i+2,ke2,i+2 + · · ·+ µn−i,n,ken−i,n)

= Φ(µ1,i+1,k)e1,i+1 + Φ(µ2,i+2,k)e2,i+2 + · · ·+ Φ(µn−i,n)en−i,n

logo, temos que essa última igualdade acima é diferente de zero, pelo fato de Φ(µi0j0k) ̸= 0.
Além do mais, pela igualdade (1) obtemos que f(si1, . . . , sin) ̸= 0, o que é um ab-
surdo, pois temos como hipótese que f é identidade polinomial para Un(K). Portanto, se
f ∈ Idgr(Un(K)) então f ∈ ker(β), ou seja, Idgr(Un(K)) ⊂ ker(β).

Por fim, chegamos no resultado que Idgr(Un(K)) = ker(β), e assim, pelo Teorema
Fundamental do Homomorfismo 1.2.39, temos que, a partir de β existe um isomorfismo
de K⟨X⟩/ker(β) → Imβ, como β é sobrejetiva e diante do resultado que acabamos de
obter temos que esse isomorfismo é da seguinte forma, K⟨X⟩/Idgr(Un(K)) → Gn, e por
fim, chegamos no resultado desejado, Gn e K⟨X⟩/Idgr(Un(K)) são isomorfas.

Vamos trabalhar na álgebra Gn em vez da álgebra K⟨X⟩/Idgr(Un(K)), usando algu-
mas ideias de [2]. No próximo lema utilizamos a mesma ideia trabalhada em [5].
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Lema 2.2.7 Sejam ms = ms(xi1j1 , xi2j2 , . . . , xikjk), s = 1, 2, dois monômios em K⟨X⟩.
Suponha que as matrizes

M1 = m1(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yikjk) e M2 = m2(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yikjk)

em Gn tem as mesmas entradas diferentes de zero nas mesmas posições em suas primeiras
linhas. (Em outras palavras, M1−M2 tem zeros em sua primeira linha.) Então M1 =M2.

Prova. Primeiramente mostraremos o seguinte fato: Seja

m(xi1j1 , . . . , xikjk) = xr1s1 . . . xrqsq ,

onde xrlsl ∈ {xi1j1 , . . . , xikjk}, um monômio não nulo em K⟨X⟩ tal que seu grau total seja
q e r1 + · · ·+ rq < n. Então

m(Yi1j1 , . . . , Yikjk) =



0 . . . 0 w1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 w2 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . wt
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


onde t = n− (r1+ · · ·+ rq) e wk = yk,r1+k,s1yr1+k,r1+r2+k,s2 . . . yr1+···+rq−1+k,r1+···+rq+k,sq são
monômios em K[yijk].

Provaremos o fato acima por indução sobre q. Para q = 1 não há nada a se demonstrar,
pois m(Yi1j1) = Yi1s1 . Agora, suponha q > 1. Então tomemos n(xi1j1 , . . . , xikjk) =
xr1s1 . . . xrq−1sq−1 e obtemos m(xi1j1 , . . . , xikjk) = n(xi1j1 , . . . , xikjk)xrqsq , onde o grau total
de n(xi1j1 , . . . , xikjk) é q − 1 e por hipótese de indução, temos que

n(Yi1j1 , . . . , Yikjk) =



0 . . . 0 w′
1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 w′
2 . . . 0

... . . . ...
...

... . . . ...
0 . . . 0 0 0 . . . w′

t′

... . . . ...
...

... . . . ...
0 . . . 0 0 0 . . . 0


onde t′ = n−(r1+· · ·+rq−1) e w′

k = yk,r1+k,s1yr1+k,r1+r2+k,s2 . . . yr1+···+rq−2+k,r1+···+rq−1+k,sq−1 .
Daí, note que m(Yi1j1 , . . . , Yikjk) = n(Yi1j1 , . . . , Yikjk)Yrqsq , assim,

m(Yi1j1 , . . . , Yikjk) =



0 . . . 0 w′
1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 w′
2 . . . 0

... . . . ...
...

... . . . ...
0 . . . 0 0 0 . . . w′

t′

... . . . ...
...

... . . . ...
0 . . . 0 0 0 . . . 0





0 . . . 0 y1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 y2 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . yt′′
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


sendo yk = yk,rq+k,sq e t′′ = n− rq.
Como r1 + · · · + rq < n, logo teremos que r1 + · · · + rq−1 + 1 ≤ n − rq. Consideremos
q′ = r1 + · · ·+ rq−1, assim, o produto n(Yi1j1 , . . . , Yikjk)Yrqsq é igual a

(w′
1e1,q′+1 + w′

2e2,q′+2 + · · ·+ w′
n−q′en−q′,n)(y1e1,rq+1 + y2e2,rq+2 + · · ·+ yn−rqen−rq ,n) =
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=

n−q′∑
l=1

n−rq∑
p=1

w′
lypel,q′+lep,rq+p.

Como q′ + 1 ≤ n − rq, então tem a possibilidade de existir algum valor para p, tal que,
p = q′ + l, para algum valor de l e assim obtermos que el,q′+lep,rq+p ̸= 0. Portanto, temos

n−q′∑
l=1

n−rq∑
p=1

w′
lypel,q′+lep,rq+p

= w′
1yq′+1e1,rq+q′+1 + w′

2yq′+2e2,q′+rq+2 + · · ·+ w′
n−q′−rqyn−rqen−q′−rq ,n,

daí segue que m(Yi1j1 , . . . , Yikjk) será da seguinte forma

0 . . . 0 w1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 w2 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . wt
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


.

Assim, concluímos a demonstração do fato citado acima e podemos utilizá-lo para obte-
mos o resultado desejado no lema.

Sejam M1 e M2 as matrizes da hipótese do lema, do fato demonstrado acima segue
que,

M1 =



0 . . . 0 z1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 z2 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . zl
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


e M2 =



0 . . . 0 z′1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 z′2 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . z′l′
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


como M1 e M2 tem a mesma entrada diferente de zero na mesma posição, na primeira
linha, então, pela estrutura das duas matrizes exibidas acima, teremos que as outras
entradas diferentes de zero nas próximas linhas ocupam posições iguais em ambas as
matrizes, e além disso, os índices de z2, . . . , zl serão determinados através do índice de
z1, o mesmo ocorre para z′2, . . . , z′l′ , através de z′1, como z1 = z′1, então, pela maneira de
definir os índices de cada entrada, teremos M1 =M2.

Corolário 2.2.8 Sob as hipóteses e na notação do lema anterior, temos que
m1 −m2 ∈ Idgr(Un(K)).

Prova. Aqui utilizaremos a definição de β : K⟨X⟩ → Gn vista no Lema 2.2.6, lembramos
que ker(β) = Idgr(Un(K)). Assim, teremos que β(m1) = M1 e β(m2) = M2, logo, como
M1 =M2 pelo resultado do lema visto anteriormente, obtemos que

β(m1 −m2) =M1 −M2 = 0,

ou seja, m1 −m2 ∈ ker(β) = Idgr(Un(K)), portanto, chegamos no resultado.
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Proposição 2.2.9 Sejam m1(xi1j1 , . . . , xikjk) = xr1s1 . . . xrqsq com xrqsq ∈ {xi1j1 , . . . , xikjk}
e m2(xi1j1 , . . . , xikjk) = xr′1s′1 . . . xr′ps′p com xr′ps′p ∈ {xi1j1 , . . . , xikjk} monômios do tipo (3)

tais que m1 −m2 ∈ Idgr(Un(K)), então m1 = m2.

Prova. Se m1 −m2 ∈ Idgr(Un(K)), então temos que

m1(Yi1j1 , . . . , Yikjk) = m2(Yi1j1 , . . . , Yikjk).

Considerando w1 o elemento não nulo da primeira linha do lado direito e w′
1 do lado es-

querdo da igualdade acima, teremos que, como m1 e m2 são do tipo (3), então
r1 + · · ·+ rq < n e r′1 + · · ·+ r′p < n, assim, pelo que foi feito na prova do Lema 2.2.7,

w1 = y1,r1+1,s1yr1+1,r1+r2+1,s2 . . . yr1+···+rq−1+1,r1+···+rq+1,sq

e

w′
1 = y1,r′1+1,s′1

yr′1+1,r′1+r′2+1,s′2
. . . yr′1+···+r′p−1+1,r′1+···+r′p+1,s′p .

Agora observe que, o grau total de w1 é q e o de w′
1 é p, como w1 = w′

1, daí, segue que
p = q. Além disso, os primeiros índices de cada variável de w1 e w′

1 estão organizados de
forma não decrescente, e podemos obter ri como sendo a diferença entre o segundo e o
primeiro índices da i-ésima variável. De modo análogo, podemos determinar os r′i, assim,
como w1 = w′

1, então ri = r′i, para i = 1, . . . , p.

Por fim, analisemos se si = s′i. Para isso, suponhamos por absurdo que, s1 ̸= s′1, o
que significa que, y1,r1+1,s1 ̸= y1,r′1+1,s′1

, então, como w1 = w′
1, sem perda de generalidade,

y1,r1+1,s1 deve ocupar uma posição t > 1 em w′
1, ou seja,

y1,r1+1,s1 = yr′1+r′2+···+r′t−1+1,r′1+···+r′t+1,s′t

assim, obtemos as seguintes igualdades

1 = r′1 + r′2 + · · ·+ r′t−1 + 1, r1 + 1 = r′1 + · · ·+ r′t + 1, e s1 = s′t

como ri = r′i, daí segue que, r1 = r2 = · · · = rt−1 = rt = 0. Assim, teremos em w1 um
bloco de variáveis de grau zero que terá pelo menos as t primeiras variáveis de w1. Como
ri = r′i, então, também teremos em w′

1 um bloco de variáveis de grau zero que terá pelo
menos as t primeiras variáveis de w′

1. Observe que, nesse primeiro bloco de variáveis em
w1 e em w′

1, ele contém todas as variáveis de grau zero que têm seu primeiro índice igual
a 1, assim, como w1 = w′

1 teremos que os s′ correspondentes as variáveis desse bloco de
w1 formam uma permutação dos s que estão distribuídos no bloco de w1. Como m1 e
m2 são do tipo (3), então esses s e os s′ estão organizados da esquerda para a direita de
forma crescente, portanto, como nesses blocos teremos a mesma quantidade de variáveis,
e analisando a ordenação desses índices, concluímos que si = s′i, i = 1, . . . , t, o que nos
permite concluir que s1 = s′1, contrariando a nossa suposição. Logo, y1,r+1,s1 = y1,r′+1,s′1

.

Para concluímos, podemos utilizar o fato de que w1 = w′
1 e eliminar o primeiro ele-

mento em ambos os monômios, e assim podemos aplicar novamente esse processo para o
primeiro elemento do restante dos monômios w1 e w′

1. Assim, sempre ocorrerá que si = s′i,
para i = 1, . . . , p.

A próxima demonstração é uma generalização do Teorema 2.1.8, utilizando o fato da
subálgebra Gn e a álgebra graduada relativamente livre da variedade determinada por
Un(K) serem isomorfas e os resultados obtidos anteriormente sobre matrizes genéricas.

75



Teorema 2.2.10 Seja K um corpo infinito, então os monômios (3) são uma base de
K⟨X⟩ módulo Idgr(Un(K)). Além disso, Idgr(Un(K)) = ⟨[x01, x02], xi1xj2|i+ j ≥ n⟩.

Prova. Seja J o TZn-ideal gerado pelos polinômios (1) e (2) e seja I = Idgr(Un(K)).
Primeiramente, note que, podemos verificar que, módulo J , todo elemento de K⟨X⟩ pode
ser escrito como uma combinação linear de monômios do tipo (3), da mesma maneira que
foi feito no Teorema 2.1.8.

Provemos que I = J . Desde que J ⊂ I é suficiente mostrar que I ⊂ J . Supo-
nha, ao contrário, que exista um polinômio multihomogêneo f ∈ I mas f ̸∈ J . Traba-
lhamos na álgebra relativamente livre Zn-graduada K⟨X⟩/I isomorfa a Gn, e escolhe-
mos f ∈ Gn de grau mínimo, e entre estes f , escolha aquele que é expresso na forma
f = α1m1 + α2m2 + · · · + αsms para mt sendo monômios distintos do tipo (3) em Gn,
todo αt ̸= 0, αt ∈ K e s é o menor possível. Portanto, s ≥ 1.

Suponha mt = mt(xi1j1 , xi2j2 , . . . , xikjk). Então, como f também é identidade para
Gn, obtemos

m1(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yikjk) =
s∑

z=2

βzmz(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yikjk)

onde βz = −αz/α1 ̸= 0, z = 2, 3, . . . , s.

Por outro lado, temos que m1(Yi1j1 , Yi2j2 , . . . , Yikjk) ̸= 0 e na primeira linha desta ma-
triz haverá alguma entrada diferente de zero. Esta entrada diferente de zero aparece no
lado direito também. Digamos que vem do monômio m2. Mas então os monômios m1 e
m2 têm a mesma entrada diferente de zero na mesma posição em suas primeiras linhas
e, portanto, m1 −m2 ∈ I, de acordo com o Corolário 2.2.8. Logo, pela Proposição 2.2.9
m1 = m2, e reduzimos f para s − 1 monômios que contradiz a escolha de s. Portanto,
s = 0 e I = J .

Agora verifiquemos que os monômios (3) são linearmente independentes, módulo
Idgr(Un(K)). Suponha que

t∑
i=1

αimi ∈ Idgr(Un(K)),

onde mi são monômios distintos do tipo (3) para 0 ̸= αi ∈ K. Uma vez que K é infinito,
podemos assumir que os monômios mi são todos multihomogêneos e do mesmo multigrau.
Esse somatório acima também é identidade para Gn, então se substituir as variáveis por
matrizes graduadas genéricas, teremos que o resultado será igual a zero, e portanto, pode-
se expressar m1 aplicado nas matrizes genéricas da seguinte maneira

m1 = −
t∑

i=2

βimi

a primeira linha de m1 irá conter alguma entrada diferente de zero, caso contrário, m1

pertenceria a Idgr(Un(K)). A mesma entrada diferente de zero deve aparecer em algum
dos monômios do lado direito, digamos em m2. Portanto, m1 −m2 ∈ Idgr(Un(K)), logo
pela Proposição 2.2.9, m1 = m2, e assim, reduzimos nossa combinação linear para t − 1
termos. Finalmente, obtemos um único monômio, digamos que seja αlml, mas não pode
ser uma identidade graduada para Un(K), uma vez que é de grau menor que n, e conterá
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em sua primeira linha algum valor diferente de zero quando avaliado em Gn. Portanto,
restamos que αl = 0, como escolhemos a constante de forma arbitrária, temos que será
válido para qualquer α, e finalmente, obtemos que os monômios do tipo (3) são linear-
mente independentes, módulo I.

Observe que a demonstração do teorema acima não utiliza argumentos em relação a
característica do corpo K, ou seja, ele é válido independentemente da sua característica,
portanto, é uma generalização do Teorema 2.1.8.

2.3 Aplicações
Nesta seção de aplicações utilizaremos alguns conceitos e resultados vistos anterior-

mente para calcular a n-ésima codimensão (Definição 1.2.48) Zn-graduada de Un(K).
Começaremos citando alguns teoremas importantes para a obtenção dos resultados desta
seção.

Teorema 2.3.1 (Teorema Multinomial). Dados inteiros não negativos n1, n2, . . . , nk tais
que n1 + · · · + nk = n, o coeficiente de xn1

1 x
n2
2 . . . xnk

k no desenvolvimento de
(x1 + x2 + · · ·+ xk)

n é igual a(
n

n1, . . . , nk

)
=

n!

n1!n2! . . . nk!
.

Desse teorema também segue o próximo resultado, que também será utilizado na demons-
tração da Proposição 2.3.4. Se fixados inteiros positivos n e k, se somarmos os valores de(

n
n1, . . . , nk

)
sobre todas as k-uplas ordenadas de (n1, . . . , nk) de inteiros não negativos

n1, . . . , nk tais que n1 + · · ·+ nk = k, o resultado obtido é igual a kn, ou seja,∑
n1+···+nk=n

(
n

n1, . . . , nk

)
= kn.

Teorema 2.3.2 (Teorema das Colunas) Dados inteiros não negativos w e p, a soma dos
p+ 1 primeiros números da coluna w do Triângulo de Pascal é(

w

w

)
+

(
w + 1

w

)
+ · · ·+

(
w + p

w

)
=

(
w + p+ 1

w

)
.

As demonstrações de ambos os teoremas acima podem serem consultadas na nossa
referência [4].

Teorema 2.3.3 Seja c(m,n) o número de composições de n com exatamente m partes,
então temos que

c(m,n) =

(
n− 1

m− 1

)
=

(n− 1)!

(m− 1)!(n−m)!
.

A demonstração desse teorema pode ser encontrada na referência [1].

Agora, iniciamos com os resultados desta seção.
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Proposição 2.3.4 Sejam m um inteiro positivo fixado e x0j1 , x0j2 , . . . , x0js fixadas. Su-
ponha que xz1,r1 , xz2,r2 , . . . , xzg ,rg , g = m− s, sejam fixadas, 1 ≤ zi ≤ n− 1 para todo i e
z1 + z2 + · · · + zg ≤ n − 1. Então, o espaço gerado por todos os monômios multilineares
nestas variáveis em K⟨X⟩/Idgr(Un(K)) tem dimensão (m− s)!(m− s+ 1)s.

Prova. Primeiramente, note que, a dimensão do espaço gerado por todos os monômios
multilineares módulo Idgr(Un(K)) nas variáveis citadas no enunciado acima será a quanti-
dade desses monômios que também são linearmente independentes modulo Idgr(Un(K)).
Se considerarmos o seguinte monômio diferente de zero, sendo multilinear na álgebra
Zn-graduada K⟨X⟩,

w0xz1r1w1 . . . wg−1xzg ,rgwg

fazendo wi depender das variáveis x0j de grau 0. Em relação as variáveis xzj, 1 ≤ z ≤ n−1,
temos que z1 + z2 + · · ·+ zg < n, e além disso, como [x01, x02] ∈ Idgr(Un(K)), utilizando
o mesmo argumento que no Teorema 2.1.8, que os índices de cada gi estão organiza-
dos em ordem crescente, da esquerda para a direita. Assim, esse monômio é do tipo
(3), e portanto, será linearmente independente modulo Idgr(Un(K)). Portanto, a dimen-
são do espaço gerado por todos os monômios multilineares nas variáveis x0j e xzj em
K⟨X⟩/Idgr(Un(K)) será a quantidade de monômios desse tipo nessas variáveis. Então,
calculemos.

Supondo que o número de variáveis x0j é s, e o de xzj é m − s. Se wu depende de
tu variáveis, 1 ≤ u ≤ g + 1, se fixamos essas variáveis obtemos (m − s)! monômios do
tipo desejado, permutando apenas as variáveis xzj. Agora dividindo as variáveis x0j em
grupos, ti em i-ésimo grupo, podemos considerar cada wu, utilizando combinação temos
que, se no primeiro bloco tivermos t1 variáveis para serem escolhidas entre as s teremos
que ficará (

s
t1

)
para o segundo bloco, se tivermos t2 variáveis, então serão escolhidas entre as s − t1
variáveis e ficaremos com (

s− t1
t2

)
e assim, sucessivamente. Assim, obtemos(

s
t1

)(
s− t1
t2

)(
s− t1 − t2

t3

)
. . .

(
s− t1 − t2 − t3 − · · · − tg

tg+1

)
=

s!

t1!t2! . . . tg+1!
.

Agora, somando todas essas divisões de x0j em grupos k (alguns deles podem estar vazio)
obtém-se ∑

t1+t2+···+tg+1=s

(
s

t1, . . . , tg+1

)
= (g + 1)s

além disso, pela maneira que definimos o monômio temos que ele tem exatamente g va-
riáveis do tipo xzq, que ficou definido como sendo a quantidade de variáveis totais menos
a quantidade de variáveis de grau zero, ou seja, g = m− s, portanto, o espaço gerado por
todos os monômios multilineares nestas variáveis em K⟨X⟩/Idgr(Un(K)) tem dimensão
(m− s)!(m− s+ 1)s.

No resultado acima consideramos os monômios multilineares num conjunto fixo de
variáveis que são da forma

xi1,j1xi2,j2 . . . xim,jm (4)
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onde {j1, j2, . . . , jm} = {1, 2, . . . ,m} e 0 ≤ it ≤ n − 1. Ou seja, não admitimos repeti-
ções dos segundos índices nas variáveis. Em seguida, calculamos a codimensão graduada
Cgr

m (Un(K)).

Teorema 2.3.5 A codimensão Cgr
m (Un(K)) é igual a

Cgr
m (Un(K)) =

M∑
q=0

(
m

q

)(
n− 1

q

)
q!(q + 1)m−q,

onde M = min{m,n− 1}.

Prova. Seja f = g1y1g2y2 . . . gqyqgq+1 ∈ P gr
m (Un(K)) um monômio multilinear diferente

de zero nas variáveis xij, 0 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ m onde para l = 1, . . . , q + 1, os
g′ls são monômios (possivelmente vazios) nas variáveis x0j apenas, e para r = 1, . . . , q,
yr = xar,br , com 1 ≤ ar ≤ n − 1, 1 ≤ br ≤ m. Desde que f ∈ P gr

m (Un(K)), temos que
impor a1 + a2 + · · ·+ aq ≤ n− 1. Observe então que q ≤ min{m,n− 1}.

Denote por An−1(q) o número de q-uplas de inteiros positivos a1, a2, . . . , aq tais que
a1 + a2 + · · · + aq ≤ n − 1, e Bn−1(q) é o número de tais q-uplas com
a1+a2+ · · ·+aq = n−1. Então obtemos An−1(q) = Bn−1(q)+Bn−2(q)+ · · ·+Bq(q). Por

outro lado, pelo Teorema 2.3.3, temos que Br(q) =

(
r − 1
q − 1

)
é o número de composições

de r em partes q. Portanto, usando o Teorema 2.3.2 em coeficientes binomiais, obtemos

An−1(q) =
n−1∑
r=q

Br(q) = Bq(q) +Bq+1(q) + · · ·+Bn−1

=

(
q − 1
q − 1

)
+

(
q

q − 1

)
+ · · ·+

(
n− 2
q − 1

)
=

(
n− 1
q

)
.

Agora, para os índices br de yr = xar,br , temos m!/(m − q)! = q!

(
m
q

)
escolhas (sem

repetição). Portanto, existem

q!

(
m
q

)(
n− 1
q

)
possibilidades para y1, . . . , yq.

Agora, fixemos q ∈ {0, . . . ,M} e as variáveis y. Utilizando mesmo processo feito
para as variáveis de grau zero na Proposição 2.3.4 concluímos que existem (q + 1)m−q

possibilidades de posicionamento das variáveis de grau zero nesse caso. Assim, para um
q ∈ {0, . . . ,M} fixo, obtemos

q!

(
m
q

)(
n− 1
q

)
(q + 1)m−q.

Observe que o coeficiente binomial
(
n− 1
q

)
é igual a 0 sempre que q > n − 1. Logo,

chegamos ao resultado

Cgr
m (Un(K)) =

M∑
q=0

(
m
q

)(
n− 1
q

)
q!(q + 1)m−q

79



com M = min{m,n− 1}.

Como consequência do Teorema 2.3.5, podemos agora calcular o comportamento as-
sintótico da sequência de codimensões graduadas Cgr

m (Un(K)).

Lembre-se de que se f(n) e g(n) são duas funções de um número natural, então f(n)

e g(n) são assintoticamente iguais, e escrevemos f(n) ≃ g(n) se limn→∞
f(n)

g(n)
= 1.

Corolário 2.3.6 Para todo m nos naturais:

Cgr
m (Un(K)) ≃ 1

nn−1
mn−1nm.

Prova. Mostraremos que

lim
m→∞

Cgr
m (Un(K))
1

nn−1mn−1nm
= 1.

Com M = min{m,n− 1}, para m ≤ n− 1, temos que M = n− 1, assim

Cgr
m (Un(K)) =

n−1∑
q=0

(
m
q

)(
n− 1
q

)
q!(q + 1)m−q.

Agora, mostremos que

Cgr
m (Un(K)) ≃

(
m

n− 1

)
(n− 1)!nm−n+1.

Para isso, iremos dividir em dois casos, quando q = n − 1 e quando 0 ≤ q ≤ n − 2. No
primeiro caso, obtemos que(

m
q

)(
q
q

)
q!(q + 1)m−q(

m
q

)
q!nm−n+1

=
(q + 1)m−q

nm−n+1

como q = n− 1, logo q + 1 = n, e além disso, −q = −n+ 1

nm−q

nm−n+1
= 1.

Agora, para o caso 0 ≤ q ≤ n− 2, temos que(
m
q

)(
n− 1
q

)
q!(q + 1)m−q(

m
n− 1

)
(n− 1)!nm−n+1

=

(n−1)!
q!(n−q−1)!

q!(q + 1)m−q

(n− 1)!nm−n+1

(
m
q

)
m!

(m−n+1)!

=

(n−1)!
(n−q−1)!

(q + 1)m−q

nm−n+1

(
m
q

)
m!

(m−n+1)!

.

Note que, ambos os fatores do produto acima tendem a zero quando m → ∞. Portanto,
obtemos o seguinte resultado

Cgr
m (Un(K)) ≃

(
m

n− 1

)
(n− 1)!nm−n+1.
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Como m(m− 1) . . . (m−n+2) = mn−1+ f(m) onde f(m) é um polinômio em m de grau
n− 2, temos que

lim
m→∞

m(m− 1) . . . (m− n+ 2)

mn−1
= 1,

e assim,

m(m− 1) . . . (m− n+ 2)

(n− 1)!
(n− 1)!nm−n+1 ≃ mn−1nm−n+1 =

1

nn−1
mn−1nm.
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Capítulo 3

Graduações Elementares e Identidades
Polinomiais na Álgebra das Matrizes
Triangulares Superiores

Neste capítulo incluímos o estudo do artigo "Gradings on the algebra of upper tri-
angular matrices and their graded identities", referência [24]. Começamos com uma
descrição das graduações elementares para a álgebra das matrizes triangulares superi-
ores de ordem n × n, por um grupo G, mostrando que se G é finito, então há |G|n−1

G-graduações elementares diferentes na álgebra Un(K), podendo distinguir as graduações
elementares por suas identidades graduadas. Além disso, encontramos geradores para
as identidades polinomiais G-graduadas de Un(K), para uma G-graduação elementar, e
uma base linear para os polinômios Y -próprios na álgebra graduada relativamente livre
K⟨X⟩/Idgr(Un(K), ϵ).

Aqui consideramos K um corpo infinito e denotaremos o elemento neutro do grupo G
por 1.

3.1 Graduações Elementares para a Álgebra Un(K)

Iniciamos esta seção com a definição de graduações elementares para a álgebra das
matrizes.

Definição 3.1.1 A graduação Mn(K) = ⊕g∈GAg na álgebra das matrizes n×n sobre um
corpo K é dita elementar se, existe uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que eij ∈ Ag−1

i gj
para

quaisquer índices 1 ≤ i, j ≤ n.

De modo análogo definimos a seguir graduações elementares para álgebras de matrizes
triangulares superiores.

Definição 3.1.2 A graduação Un(K) = ⊕g∈GAg na álgebra das matrizes n×n triangula-
res superiores sobre um corpo K é dita elementar se, existe uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn

tal que eij ∈ Ag−1
i gj

, para quaisquer índices 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

No próximo exemplo mostramos que a Zn-graduação de Un(K) utilizada no
Capítulo 2 é elementar.
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Exemplo 3.1.3 Seja a Zn-graduação para a álgebra Un(K) vista no Exemplo 1.2.13, en-
tão ela é elementar.

Usaremos a Definição 3.1.2. Consideremos Zn = ⟨g⟩, com gn = 1, de modo que
Zn = {1, g, g2, . . . , gn−1} e seja (Un(K))gk o subespaço de todas as matrizes elementares
eij com j − i = k. Note que,

deg(eij) = gk = g−igj = g−(i−1)gj−1,

logo, o grau homogêneo da matriz elementar eij é o inverso do elemento da posição i

operado com o elemento da posição j, assim, a Zn-graduação é elementar e induzida por
ḡ = (1, g, g2, . . . , gn−1).

Recorde que as identidades graduadas para a Zn-graduação em Un(K) do
Exemplo 3.1.3 foram descritas no Capítulo 2. E quando n = 2 e K é de característica 0,
a graduação acima é a única Z2-graduação elementar não trivial que U2(K) admite.

Lema 3.1.4 Seja Un(K) com uma G-graduação elementar. Então, toda matriz elementar
idempotente eii pertence a componente homogênea de grau 1.

Prova. Como a G-graduação é elementar, temos que eij ∈ Ag−1
i gj

, para i ≤ j, ou seja,
cada eij é homogêneo, e para j = i temos que g−1

i gi = 1, logo, eii ∈ A1.

Nem todas as graduações de Mn(K) são elementares, no Exemplo 1.2.9, é possível
perceber que a G-graduação para M2(K) não é elementar, isso devido ao fato de que
a dim(Ae) = 1, e pelo Exemplo 1.2.16, temos que eii ∈ Ae, logo, dim(Ae) ≥ 2, o que
não ocorre. Mas existe uma condição suficiente para que uma graduação de Mn(K) seja
elementar, além disso, essa mesma condição é suficiente para uma graduação de Un(K)
também ser elementar. Enunciaremos e a demonstraremos para a álgebra Un(K) no
próximo teorema, usando a referência [33].

Teorema 3.1.5 Seja G um grupo e seja Un(K) graduada por G. A graduação é elementar
se, e somente se, todas as matrizes elementares eij são homogêneas.

Prova. Claramente, se tivermos uma graduação elementar, segue da definição que as ma-
trizes elementares eij são homogêneas. Agora, suponha que todas as matrizes elementares
são homogêneas. Primeiro provemos que existem g1, . . . , gn ∈ G tais que,

deg(ei,i+1) = g−1
i gi+1 (2)

para todo i = 1, . . . , n− 1.

Sejam g1 = 1 e g2 = deg(e12), então (2) vale para i = 1, pois deg(e12) = g2 = g−1
1 g2.

Agora, suponhamos por hipótese de indução que (2) é válido para i = 1, . . . , k − 1, em
particular

deg(ek−1,k) = g−1
k−1gk.

Então, se considerarmos que deg(ek,k+1) = h e tomarmos gk+1 = gkh,, claramente deg(ek,k+1) =
g−1
k gk+1 e (2) vale para i = k.
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Finalmente, o grau de eij para todo 1 ≤ i < j ≤ n é igual a

deg(eij) = deg(ei,i+1)deg(ei+1,i+2) . . . deg(ej−1,j)

= g−1
i gi+1g

−1
i+1gi+2 . . . g

−1
j−1gj = g−1

i gj,

e portanto, temos a prova do teorema completa.

Proposição 3.1.6 Cada G-graduação elementar na álgebra Un(K) é determinada uni-
camente pelos graus homogêneos das matrizes elementares e1,i, i = 1, . . . , n.

Prova. Sejam Un(K) = ⊕g∈GAg e e1r ∈ Agr . Temos que todas as matrizes elementares eii
pertencem a A1, a componente neutra. Suponha que eij ∈ Ag para algum g ∈ G e i < j.
Então, desde que e1ieij = e1j, obtemos que gig = gj e, portanto, g = g−1

i gj é unicamente
determinado.

Proposição 3.1.7 Cada G-graduação elementar na álgebra Un(K) é determinada unica-
mente pelos graus homogêneos das matrizes elementares e12, e23, . . . , en−1,n do radical de
Jacobson de Un(K).

Prova. Pela Proposição 3.1.6 é suficiente descrever os graus homogêneos dos elementos
e1j. Seja Un(K) = ⊕g∈GAg, e seja er,r+1 ∈ Agr . Temos que e11 pertence a A1, a com-
ponente neutra. Suponha que e1j ∈ Ag para algum g ∈ G e 1 < j. Então, desde que
e1j = e12e23 . . . ej−1,j, obtemos que g = g1g2 . . . gj−1 e, portanto, g é determinado de forma
única.

3.2 Identidades G-graduadas para Un(K)

Ao longo desta seção iremos considerar a álgebra Un(K) com umaG-graduação elemen-
tar induzida pela n-upla ϵ = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn) ∈ Gn e denotaremos Y = X1 e Z = ∪g ̸=1Xg.
Usaremos as letras yi para as variáveis cujo grau homogêneo é 1 e zi para as variáveis em
Z. Diremos que yi é uma variável par e zi é uma variável ímpar. Assim, vale ressaltar
que, para um polinômio Y -próprio qualquer em K⟨X⟩, cada variável yi participa apenas
de comutadores.

Definição 3.2.1 Seja η̃ = (η1, ..., ηm) um elemento de Gm. Dizemos que η̃ é uma sequên-
cia boa com relação à G-graduação elementar ϵ se houver uma sequência de m matrizes
elementares (r1, . . . , rm) no radical de Jacobson de Un(K) de modo que o produto r1 . . . rm
não é zero e também o grau homogêneo de ri é ηi para todo i = 1, . . . ,m. Caso contrário
η̃ é chamada de sequência ϵ-ruim.

Observe que como o radical de Jacobson de Un(K) é nilpotente de índice n e pela
definição de sequência ϵ-boa, sempre que tivermos uma sequência (η1, . . . , ηn′) com n′ ≥ n
ela será uma sequência ϵ-ruim.

Exemplo 3.2.2 Seja a Z3-graduação elementar de U3(K) induzida por ϵ = (1, g, g2). A
sequência η̃1 = (1, g, g2) é ϵ-ruim, enquanto que η̃2 = (1, g) é ϵ-boa.

De fato, como o radU3(K) tem índice de nilpotência 3, então não devem existir ma-
trizes elementares r1, r2, r3 em radU3(K), tal que r1r2r3 ̸= 0, logo η̃1 é ϵ-boa. Por outro
lado, temos que deg(e12) = g, deg(e23) = 1 e e12e23 = e13, portanto, η̃2 é ϵ-boa.
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Definição 3.2.3 Seja η̃ = (η1, . . . , ηm) uma sequência em Gm. Consideramos o polinô-
mio

fη̃ = fη̃,1fη̃,2 . . . fη̃,m

no qual fη̃,i = [y2i−1, y2i] se, ηi = 1 e fη̃,i = xηi,i se, ηi ̸= 1.

Exemplo 3.2.4 Se considerarmos as sequências η̃1 = (1, g, g2) e η̃2 = (1, g), teremos
fη̃1 = [y1, y2]xg,2xg2,3 e fη̃2 = [y1, y2]xg,2.

Proposição 3.2.5 O polinômio multilinear fη̃ é uma identidade graduada para Un(K)

se, e somente se, a sequência η̃ é ϵ-ruim.

Prova. Suponha primeiro que f não é uma identidade graduada para Un(K). Então
existem elementos homogêneos r1, . . . , rt ∈ Un(K) tais que fη̃(r1, . . . , rt) ̸= 0. Como fη̃
é multilinear e as matrizes elementares eij são homogêneas na G-graduação fixa, então
podemos escolher ri entre as matrizes elementares.

Observe que se ηi ̸= 1, então fη̃,i = xηi,i, ou seja, sua avaliação em matrizes elemen-
tares dá um elemento eai,bi do radical de Jacobson de Un(K); da mesma forma se ηi = 1,
então fη̃,i = [y2i−1, y2i] e qualquer avaliação diferente de zero de fη̃,i em matrizes elemen-
tares dá um elemento [ea2i−1,b2i−1

, ea2i,b2i ] que é, também, uma matriz elementar no radical
Jacobson de Un(K). Conclui-se que η̃ é uma sequência ϵ-boa.

Agora, com a sequência η̃ sendo ϵ-boa, então existe uma sequência de m matrizes elemen-
tares (ea1,a2 , ea2,a3 , . . . , eam−1,am , eam,am+1) no radical Jacobson de Un(K) tal que o grau
homogêneo ϵ−1

ai
ϵai+1 de eai,ai+1 é ηi para todo i = 1, . . . ,m. Observe que se ηi = 1, então

eai,ai+1
é de G-grau 1 e podemos avaliar os polinômios fη̃,i = [y2i−1, y2i] nas matrizes eai,ai+1

e eai+1,ai+1
que são elementos pares de Un(K) e o resultado é eai,ai+1

eai+1,ai+1
. Claro, se

ηj ̸= 1 então fη̃,j = xnj ,j e o resultado da avaliação neste polinômio é a matriz eaj ,aj+1

que é elemento homogêneo de Un(K) do G-grau ηj. Deste modo segue que o resultado da
avaliação de fη̃ = fη̃,1 . . . fη̃,m nestes elementos homogêneo não se anula.

Como consequência, temos o próximo teorema, mas veremos as seguintes proposições
antes.

Proposição 3.2.6 Sejam (g1, g2, . . . , gn) e (1, g−1
1 g2, . . . , g

−1
1 gn) duas n-uplas em Gn. En-

tão elas dão origem a mesma graduação elementar em Un(K).

Prova. Considere a graduação elementar em Un(K) induzida pela n-upla (g1, g2, . . . , gn),
então temos que, dada uma matriz elementar eij em Un(K) vale a igualdade deg(eij) =
g−1
i gj. Por outro lado, a n-upla (1, g−1g2, . . . , g

−1gn) também induz uma graduação ele-
mentar em Un(K) teremos que dada eij em Un(K), então deg(eij) = (g−1

1 gi)
−1(g−1

1 gj) =
g−1
i g1g

−1
1 gj = g−1

i gj. Portanto, as matrizes elementares eij em ambas as graduações es-
tão no mesmo subespaço vetorial correspondente ao grau g−1

i gj, assim, as graduações
elementares induzidas pelas duas n-uplas coincidem.

Proposição 3.2.7 Sejam duas n-uplas g = (1, g2, . . . , gn) e g′ = (1, h2, . . . , hn) com g ̸=
g′, então essas duas n-uplas induzem graduações elementares distintas para Un(K).
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Prova. Sejam duas n-uplas g e g′ que induzem graduações elementares para Un(K).
Note que essas n-uplas descrevem os graus homogêneos das matrizes elementares e1j, com
j = 1, . . . , n.

Com g ̸= g′, temos que para algum j, o grau de e1j em relação a g vai ser distinto
do grau de e1j em relação a g′. Assim, como existe pelo menos uma matriz elementar
para a qual o grau homogêneo não coincide em relação as duas graduações elementares
induzidas por g e g′, então, as graduações elementares para Un(K) induzidas por g e g′
são distintas.

Teorema 3.2.8 Seja G um grupo finito, então há |G|n−1 G-graduações elementares dife-
rentes na álgebra Un(K). Além disso, duas graduações elementares diferentes satisfazem
identidades polinomiais graduadas diferentes.

Prova. Como as duas n-uplas (g1, g2, . . . , gn) e (1, g−1
1 g2, . . . , g

−1
1 gn) dão origem à mesma

graduação elementar em Un(K) e, além disso, pela Proposição 3.2.7, temos que duas n-
uplas com primeira entrada 1 diferentes induzem graduações elementares distintas para
Un(K), então a quantidade de graduações elementares em Un(K) será a mesma quanti-
dade de n-uplas do tipo (1, g−1

1 g2, . . . , g
−1
1 gn). Assim, concluímos a primeira afirmação do

teorema verificando quantas n-uplas desse tipo existem para G finito. Como o primeiro
elemento nas n-uplas (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn) sempre será 1, enquanto que os outros elementos ϵ
pode ser qualquer elemento de G, então teremos que, se G é finito, existem |G|n−1 n-uplas
diferentes (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn) com ϵ1 = 1.

Agora vamos lidar com a segunda afirmação do teorema. Primeiro, observamos que no
radical de Jacobson de Un(K), existe uma sequência única de n− 1 matrizes elementares
(r1, . . . , rn−1) tal que o produto r1 . . . rn−1 é diferente de zero, a saber (e12, e23, . . . , en−1n).
Portanto, se g̃ = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn) é alguma graduação fixa, então a sequência
d(g̃) = (ϵ−1

1 ϵ2, . . . , ϵ
−1
n−1ϵn) é a única sequência g̃-boa de comprimento n − 1. Observe

que essa sequência descreve os G-graus das matrizes elementares e12, e23, . . . , en−1n no
radical Jacobson de Un(K). Pela Proposição 3.1.7, duas graduações diferentes g̃ e g̃′ de-
terminam sequências diagonais diferentes d(g̃) e d(g̃′). Portanto, o polinômio multilinear
fd(g̃) é uma identidade polinomial graduada de Un(K) com relação à graduação elementar
g̃′, mas não é uma identidade com respeito a graduação g̃.

Uma vez que as graduações isomorfas satisfazem as mesmas identidades graduadas,
obtemos o seguinte.

Corolário 3.2.9 Seja G um grupo finito, então existem |G|n−1 G-graduações elementares
não isomorfas em Un(K).

Agora seja I(ϵ) o TG-ideal da álgebra livre K⟨X⟩ gerada pelos polinômios multilineares
fη̃, onde η̃ pertence ao conjunto de todas as sequências ϵ-ruins. Iremos provar que I(ϵ)
é o ideal de identidades polinomiais G-graduadas de Un(K) em relação à G-graduação
elementar ϵ. Para isso, demonstraremos alguns resultados, começando por a seguinte
descrição dos polinômios Y -próprios de K⟨X⟩.

Lema 3.2.10 Cada polinômio Y -próprio de grau positivo é uma combinação linear de
produtos de Y -comutadores de Z-grau no máximo 1. Além disso, se a variável z participar
em um Y -comutador c, podemos assumir que z é a primeira variável de c. Ou seja, c = z

ou c = [z, yi1 , . . . , yit ] para algum t ≥ 1.
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Prova. É suficiente provar a afirmação para comutadores [x1, . . . , xn] em que cada variá-
vel é homogênea. Fazemos isso por indução em n, o caso n = 2 sendo trivial. Suponha
que o lema seja válido para comutadores de comprimento n−1, e seja c = [x1, x2, . . . , xn].

Primeiro, observamos que a comutação com um elemento fixo é uma derivação, ou seja,
[uv, w] = [u,w]v + u[v, w]. Então, por indução em r, obtemos que

[u1u2 . . . ur, w] =
∑
i

u1 . . . ui−1[ui, w]ui−1 . . . ur.

Se xn ∈ Y , então c′ = [x1, x2, . . . , xn−1] é de comprimento n − 1 e pela hipótese de
indução, podemos representá-lo como uma combinação linear de produtos de comutadores
com propriedades necessárias. Em seguida, aplicando a observação acima para w = xn,
obtemos uma combinação de produtos de comutadores Y -próprios em que ainda satisfazem
as propriedades exigidas. Finalmente, se xn ∈ Z, terminamos por indução usando a
igualdade

[x1, x2, . . . , xn−1, xn] = [x1, x2, . . . , xn−1]xn − xn[x1, x2, . . . , xn−1]

uma vez que ambas as parcelas da diferença acima são polinômios Y -próprios.

Ao longo deste capítulo, chamamos de normal qualquer comutador de Z-grau no má-
ximo 1, que satisfaz a condição do lema anterior. Observe que, para um comutador normal
c de Z-grau 1 tem degGc = degGz, onde z é a única variável ímpar em c. Agora, vamos
considerar um produto c = c1 . . . cm de comutadores normais e seja η̃c = (η1, . . . , ηm) ∈ Gm

a sequência definida por ηi = degGci, para todo i = 1, ...,m, obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.2.11 Se a sequência η̃c é ϵ-ruim, então o produto c = c1 . . . cm é uma identidade
polinomial G-graduada de Un(K).

Prova. Primeiro mostraremos que ci é consequência de fη̃c,i. Seja c = c1 . . . cm, dado um
ci em c, temos que ci é comutador normal, portanto, teremos dois casos:

1. Seja ci = [y1, . . . , ym], logo, ηi = deg(ci) = 1, portanto, fη̃,i = [y′2i−1, y
′
2i]. Podemos

considerar
ci = [[y1, . . . , ym−1], ym],

assim, se considerarmos y′2i−1 = [y1, . . . , ym−1] e y′2i = ym, temos que ci é consequên-
cia de fη̃,i.

2. Seja ci = [z1, y1 . . . , ym−1], logo, ηi = deg(ci) ̸= 1, portanto, fη̃,i = xηi,i, assim, como
deg(ci) = ηi, então podemos substituir xηi,i por ci, e portanto, ci é consequência de
fη̃,i.

Como podemos fazer esse processo para qualquer ci, então temos que c é consequência de
fη̃c , ou seja, c pertence ao TG-ideal de K⟨X⟩ gerado pelo polinômio fη̃c . E, por último,
por η̃c ser ϵ-ruim, então temos pela Proposição 3.2.5 que fη̃c é uma identidade polinomial
para Un(K), daí, segue que c também é identidade para Un(K).

Seja ϵ uma G-graduação elementar fixa de Un(K) e seja W (ϵ) o subespaço vetorial dos
polinômios Y -próprios na álgebra graduada relativamente livre K⟨X⟩/I(ϵ). Para poder
descrever uma base linear de W (ϵ) dizemos que:

1. um comutador normal [yj1 , yj2 , . . . , yjp ] de Z-grau 0 é semistandard se os índices
j1, j2, . . . , jp satisfazem as desigualdades j1 > j2 ≤ j3 · · · ≤ jp.
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2. um comutador normal [zj1 , yj2 , . . . , yjp ] de Z-grau 1 e comprimento p ≥ 1 é semis-
tandard se j2, . . . , jp satisfaz j2 ≤ j3 ≤ · · · ≤ jp.

Lema 3.2.12 Na álgebra livre K⟨X⟩ G-graduada, todo polinômio Y -próprio de grau po-
sitivo é uma combinação linear, módulo I(ϵ), de produtos do tipo c′1 . . . c′m, onde cada c′i é
um comutador semistandard e a sequência η̃ = (degGc

′
1, . . . , degGc

′
m) é ϵ-boa.

Prova. Já sabemos pelo Lema 3.2.10 que todo polinômio Y -próprio de grau positivo é
uma combinação linear de produtos de comutadores normais, logo, podemos considerar
um produto c = c1 . . . cm de m comutadores normais e basta mostrar que esse produto
é, módulo I(ϵ), uma combinação linear de produtos de comutadores c′i semistandard, ou
seja, que é congruente, módulo I(ϵ), a uma combinação linear de produtos de comutadores
c′i semistandard.

Primeiramente, observe que o polinômio c pertence ao TG-ideal de K⟨X⟩ gerado por
fñc . Provamos isto de modo semelhante ao processo que fizemos no Lema 3.2.11. Além
disso, uma vez que o radical de Jacobson de Un(K) é nilpotente de índice n, pelo Exemplo
1.1.43, então qualquer sequência de comprimento m ≥ n é ϵ-ruim. Neste caso, o polinô-
mio multilinear fη̃c pertence a I(ϵ) e a mesma conclusão vale para c. Claramente, para
m ≥ n e com c ∈ I(ϵ), podemos considerar 0 como uma combinação linear de produtos
de comutadores c′1 . . . c′m, com c′i semistandard, e portanto vale a afirmação neste caso.

Para m < n, usaremos um processo de indução reversa, mostrando que se o resultado
vale para sequências de comprimento > m, então vale para sequências de comprimento
m. Assumiremos que para algum m fixo, que o resultado é válido para todos produtos
de pelo menos m+ 1 comutadores normais e iremos provar que vale para produtos de m
também.

Agora, seja ci = [z, yj1 , · · · , yjq ] um comutador normal de Z-grau 1. Iremos provar
que para cada permutação θ ∈ Sq existe um polinômio gθ que é uma combinação linear
de produtos de dois comutadores, de modo que

[z, yj1 , . . . , yjq ] = [z, yjθ(1) , . . . , yjθ(q) ] + gθ.

Podemos assumir que θ = (t, t+1), pois Sq é gerado pelas transposições. Podemos escrever
ci = [c′, yjt , yjt+1 , . . . , yjq ], onde c′ = [z, yj1 , . . . , yjt−1 ]. A identidade de Jacobi nos permite
mudar as posições dos elementos nas três primeiras posições. Mais precisamente,

ci = [yjt+1 , yjt , c
′, . . . , yjq ] + [c′, yjt+1 , yjt , . . . , yjq ].

Neste caso, gθ = [[yjt+1 , yjt ]c
′
i, . . . , yjq ] − [c′i[yjt+1 , yjt ], . . . , yjq ]. Na verdade, desde que a

comutação com um elemento fixo é uma derivação, então, por indução em r, obtemos que
[ab, x1, x2, . . . , xr] é igual a uma combinação linear de produtos de dois comutadores da
forma [a, . . . ][b, . . . ], e a afirmação está provada.

Agora, seja ci = [ya, yb, yj1 , . . . , yjq ] um comutador normal de Z-grau 0. Podemos
provar de forma semelhante que para qualquer permutação θ ∈ Sq existe um polinômio
hθ que é uma combinação linear de produtos de dois comutadores de Z-grau 0 e tais que

[ya, yb, yj1 , . . . , yjq ] = [ya, yb, yjθ(1) , . . . , yjθ(q) ] + hθ.

Juntos, esses dois cálculos mostram que para cada comutador normal ci existe um comu-
tador semistandard c′i e um polinômio gc, que é uma combinação linear de produtos de
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dois comutadores normais, de modo que ci = c′i + gi.

Finalmente, seja c = c1 . . . cm um produto de m comutadores normais. Então pelos ar-
gumentos anteriores, existem m comutadores semistandard c′1, . . . , c′m e g1, . . . , gm polinô-
mios que são combinação de produtos de dois comutadores normais, tais que ci = c′i + gi,
logo

c = (c′1 + g1)(c
′
2 + g2) . . . (c

′
m + gm) = c′1 . . . c

′
m + f.

Note que f é composto por uma combinação linear de produtos de c′i e gj com pelo me-
nos um dos fatores entre os gj. Assim, podemos afirmar que f é uma combinação linear
de produtos de pelo menos m + 1 comutadores normais. Logo, recaímos na hipótese de
indução, e f é uma combinação linear, módulo I(ϵ), de produtos do tipo c′1 . . . c′m com c′i
semistandard para i = 1, . . . ,m.

Por último, iremos demonstrar o próximo lema (referência [14]), que é necessário para
a demonstração do teorema principal deste capítulo, onde provaremos que Idgr(Un(K)) =
I(ϵ). Observe que, pelo Lema 3.2.12, temos que W (ϵ) = span{f + I(ϵ) | f ∈ β} com
β sendo o conjunto formado por 1 e por produtos de comutadores c1 . . . cm com cada ci
semistandard.

Lema 3.2.13 Sejam W e U subespaços vetoriais de V . Seja β um subconjunto de V tal
que

V/W = span{f +W | f ∈ β}.

Se W ⊆ U e {f + U, | f ∈ β} é linearmente independente no quociente V/U , então
W = U .

Prova. Suponhamos que W ̸= U . Logo deve existir g ∈ U −W . Então existem αf ∈ K
não todos nulos tais que

g +W =
∑
f∈β

αff +W.

Logo, existe w ∈ W tal que g =
∑

f∈β αff + w, como w ∈ W ⊆ U

0 + U = g + U =
∑
f∈β

αff + w + U =
∑
f∈β

αff + U =
∑
f∈β

αff + U,

isto é um absurdo pois {f + U | f ∈ β} é linearmente independente no quociente V/U , e
portanto, todos os coeficientes αf deveriam ser todos nulos, logo, W = U .

Para aplicação do lema acima no próximo teorema usaremos:

W = I(ϵ) ∩BG(X), U = Idgr(Un(K), ϵ) ∩BG(X), V = BG(X),

β = {c1 . . . cm | ci semistandard e η̃c = (degG c1, . . . , degG cm) ϵ-boa}.
Por o Lema 3.2.12, temos que V/W é gerado por β e os resultados que obteremos no
teorema a seguir nos faz ter a igualdade W = U , ou seja, os polinômios próprios de
I(ϵ) e Idgr(Un(K), ϵ) coincidem, e pelo Teorema 1.2.62, temos que na verdade I(ϵ) =
Idgr(Un(K), ϵ).

Teorema 3.2.14 Sejam G um grupo e K um corpo infinito. Seja ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn) uma
n-upla de elementos de G que induz uma G-graduação elementar na álgebra Un(K) de
matrizes triangulares superiores n× n com entradas em K. Então
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1. O ideal Idgr(Un(K), ϵ) de identidades polinomiais G-graduadas de Un(K) é gerado
pelos polinômios multilineares fη̃, onde η̃ = (η1, . . . , ηm) pertence ao conjunto de
todas as sequências ϵ-ruins e m ≤ n.

2. Uma base linear para os polinômios Y -próprios na álgebra graduada relativamente
livre K⟨X⟩/Idgr(Un(K), ϵ) consiste em 1 e dos polinômios c = c1 . . . cm onde cada
polinômio ci é um comutador semistandard e a sequência η̃c = (degGc1, . . . , degGcm)

é ϵ-boa.

Prova. Seja o TG-ideal I(ϵ) de K⟨X⟩ gerado pelos polinômios multilineares fη̃, onde
η̃ pertence ao conjunto de todas as sequências ϵ-ruins. Observe que se considerarmos a
subsequência η′ = (η1, . . . , ηn) de η̃ com n ≤ m, ela também é ϵ-ruim, pois o produto de
n matrizes no radical de Jacobson é igual a zero. Além disso,

fη̃ = fη̃,1fη̃,2 . . . fη̃,m e fη′ = fη̃,1fη̃,2 . . . fη̃,n,

logo fη̃ = fη′fη̃,n+1 . . . fη̃,m, ou seja, fη̃ pertence ao ideal gerado por fη′ . Portanto, como
I(ϵ) é gerado pelos fη̃, temos que I(ϵ) está contido no ideal gerado por fη′ , deste modo
I(ϵ) é gerado pelos polinômios multilineares fγ̃ correspondendo às sequências γ̃ ϵ-ruins de
comprimento m ≤ n.

Agora, observe que o restante da demonstração desse teorema se resume em mostrar-
mos a igualdade I(ϵ) = Idgr(Un(K), ϵ). Disso concluímos a demonstração do item 1, e
com essa igualdade e pelo Lema 3.2.12 obtemos o resultado do item 2. Para demonstrar-
mos que I(ϵ) = Idgr(Un(K), ϵ) usaremos o Lema 3.2.13.

Pela Proposição 3.2.5, os polinômios fη̃ são identidades polinomiais para a álgebra
Un(K), e assim, I(ϵ) está contido em Idgr(Un(K), ϵ). E, pelo Teorema 1.2.61 é suficiente
considerarmos polinômios Y -próprios, e já sabemos pelo Lema 3.2.12, que os elemen-
tos do espaço dos polinômios Y -próprios é gerado, módulo I(ϵ), por 1 e pelos produtos
c = c1 . . . cm de comutadores semistandard tais que a sequência ñc = (degGc1, . . . , degGcm)
é ϵ-boa. Portanto, pelo Lema 3.2.13, é suficiente mostrar que esses polinômios são linear-
mente independentes módulo Idgr(Un(K), ϵ) para obtermos que I(ϵ) = Idgr(Un(K), ϵ).

Seja f = α1 +
∑

c αcc uma combinação linear desses polinômios e assuma que
f ∈ Idgr(Un(K), ϵ). Devemos provar que todo coeficiente é zero.

Nossa prova é por indução em n. Para n = 1, temos U1(K) = K, assim, o radical
de Jacobson de U1 terá apenas a matriz nula, portanto, qualquer sequência é ϵ-ruim, as-
sim, não teremos um produto de comutadores c1 . . . cm relacionado a sequência η̃ ϵ-boa e
f = α1, com f em Idgr(U1, ϵ) implica que α = 0.

Para n ≥ 2, seja Rj a subálgebra G-graduada de Un(K) consistindo em matrizes
triangulares superiores de ordem n × n com zero nas entradas da j-ésima linha e na j-
ésima coluna, 1 ≤ j ≤ n. Então Rj é isomorfa à álgebra graduada Un−1(K) com respeito
à G-graduação elementar ϵ̃j = (ϵ1, . . . , ϵj−1, ϵj+1, . . . , ϵn) (Exemplo 1.2.35). Portanto, para
todo j = 1, . . . , n, temos que

f ∈ Idgr(Un(K), ϵ) ⊆ Idgr(Un−1(K), ϵ̃j), (1)

já que Idgr(Un(K), ϵ) ⊆ Idgr(Rj, ϵ̃j) pelo fato deRj ser subálgebra de Un(K) e Idgr(Rj, ϵ̃j) =
Idgr(Un−1(K)) pelo fato de Rj e Un−1(K) serem isomorfas.
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Seja c = c1 . . . cm uma parcela da soma de f e suponha que m ≤ n − 2. Como a
sequência associada η̃c = (degGc1, . . . , degGcm) é ϵ-boa existe uma sequência demmatrizes
elementares (ea1,a2 , ea2,a3 , . . . , eam−1,am , eam,am+1) no radical de Jacobson de Un(K) tal que
o grau homogêneo ϵ−1

ai
ϵai+1 de eai,ai+1 é ηi para todo i = 1, . . . ,m. Já que m+ 1 ≤ n− 1

existe um inteiro positivo 1 ≤ j ≤ n tal que essas matrizes estão todas na subálgebra
G-graduada Rj. Logo, η̃c é uma boa sequência com respeito a ϵ̃j-graduação de Un−1(K).
Seja fj =

∑
c αcc a componente de f dada pelo somatório dos αcc tais que a sequência

correspondente η̃c é ϵ̃j-boa e consideremos f ′ como sendo a soma do restante das parcelas
αcc de f tais que η̃c é ϵj-ruim. Assim temos que

f = α1 + fj + f ′,

como f ∈ Idgr(Un−1(K), ϵ̃j) substituindo as variáveis por elementos homogêneos de
Un−1(K) o resultado (que indicamos como o polinômio com uma barra acima) é igual a
zero, i.e., α1 + fj + f ′ = 0. Segue do Lema 3.2.11 que f ′ é uma identidade para Un−1(K),
logo, α1 + fj = 0, ou seja,

α1 + fj ∈ Idgr(Un−1(K), ϵ̃j).

A hipótese de indução implica que α = αc = 0 para todo c tal que η̃c é ϵ̃j-boa para algum
j. Assim podemos considerar f como uma combinação linear de produtos c = c1 . . . cn−1

de n − 1 comutadores semistandard tais que η̃c é ϵ-boa. Como na prova do Teorema
3.2.8, existe uma única sequência ϵ-boa η̃ = (η1, . . . , ηn−1) de comprimento n − 1, ou
seja, temos ηi = ϵ−1

i ϵi+1 = degG(ei,i+1). Portanto, para qualquer produto de comutadores
c = c1 . . . cn−1 que aparece em f tem-se que degGci = ηi.

Como o corpo K é infinito, podemos assumir que f = f(x1, . . . , xr) é multihomogêneo.
Além disso, se Ω é um conjunto de variáveis comutativas, f é uma identidade polinomial
G-graduada de Un(K[Ω]) com respeito à graduação elementar induzida por ϵ, onde K[Ω]
representa a álgebra polinomial usual que é comutativa.

Seja c = c1 . . . cn−1 um produto de comutadores semistandard que aparece em f com
escalar não nulo e considere o monômio mc = xj1 . . . xjn−1 ∈ K⟨X⟩, onde xjt é a va-
riável na primeira posição do comutador semistandard ct. Então xjt é par ou ímpar de
acordo com o Z-grau de ct. Seja m = xi1 . . . xin−1 um monômio máximal no conjunto
Mf = {mc | c é uma parcela diferente de zero de f} com respeito à ordem lexicográfica
da esquerda para a direita. Seja c = [xi1 , . . . ] . . . [xin−1, . . . ] a parcela correspondente de
f . Observe que as variáveis ímpares em c estão apenas na primeira posição de alguns
(possivelmente nenhum) dos comutadores semistandard c1, . . . , cn−1. Como o polinômio
f = f(x1, . . . , xr) é multihomogêneo, o conjunto de variáveis ímpares é o mesmo para
qualquer c′ que aparece em f com escalar diferente de zero.

Dizemos que t, s ∈ {1, . . . , n − 1} são equivalentes se xit = xis e denotamos por Γt

a classe de equivalência de t. Considere os seguintes elementos homogêneos ξ1, . . . , ξr de
Un(K[Ω]), definidos da seguinte forma:

1. Se xit é uma variável par, então ξ̄it =
∑

j∈Γt
ej,j+1 +

∑
s ξit,ses,s, onde ξit,s ∈ Ω para

todo it, s.

2. Se xit é uma variável ímpar, então ξ̄it =
∑

j∈Γt
ej,j+1.

3. Se l ̸= i1, . . . , in−1, então ξ̄l =
∑

s ξl,ses,s, onde, mais uma vez, ξl,s são variáveis
comutativas.
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Cálculos concretos mostram que f(ξ̄1, . . . , ξ̄r) =
∑

c′ αc′gc′e1,n. Aqui o elemento c′ per-
tence ao conjunto de todas as parcelas não nulos de f com monômio associado
mc′ = xi1 · · ·xin−1 . Isto é, c′ é um polinômio do seguinte tipo:

c′ = [xi1 , xa2 , . . . , xap ][xi2 , xb2 , . . . , xbq ] · · · [xin−1 , xc2 , . . . , xcs ]

e gc′ é o polinômio (nas variáveis comutativas ξl,s) dado por:

gc′ = (ξa2,2 − ξa2,1) · · · (ξap,2 − ξap,1) · · · (ξc2,n − ξc2,n−1) · · · (ξcs,n − ξcs,n−1).

Portanto, f(ξ̄1, . . . , ξ̄r) ̸= 0 e o resultado está provado.

Note que se G = {1} então qualquer identidade polinomial G-graduada é ordinária
e todas as sequências de tamanho m ≤ n − 1 são boas. Consequentemente, obtemos o
seguinte corolário.

Corolário 3.2.15 Na álgebra livre K⟨X⟩, uma base das identidades polinomiais ordiná-
rias de Un(K) é dada pelo polinômio

[x1, x2] · · · [x2n−1, x2n].

Essa base das identidades polinomiais de Un(K) foi descoberta por Maltsev no caso
de característica 0 e por vários outros autores no caso geral. Veja as referências [27], [30]
e [34].

3.3 Bases Explícitas de Identidades Polinomiais Gra-
duadas de Un(K)

O teorema principal deste capítulo nos permite escrever explicitamente uma base das
identidades polinomiais graduadas de Un(K) para uma G-graduação elementar dada por
uma n-upla ϵ fixa. Mais precisamente, dado m ≤ n, podemos escrever o conjunto Γm

de todas as sequências ϵ-boas de comprimento m. O conjunto formado pelos polinômios
fη̄, onde η̄ ∈ Gm \ Γm gera Idgr(Un(K), ϵ) como TG-ideal. Nesta seção, vamos explicar
esse método calculando as bases em vários casos "típicos". Vamos começar com alguns
resultados gerais. O primeiro é uma descrição do conjunto Γm de todas as sequências
ϵ-boas com respeito a uma G-graduação elementar de Un(K) determinada por uma
n-upla ϵ.

Definição 3.3.1 Sejam Un(K) com a G-graduação elementar determinada pela n-upla
ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn) ∈ Gn. A sequência d(ϵ) com n− 1 elementos, onde d(ϵ) = (η1, . . . , ηn−1),
e ηi = ϵ−1

i ϵi+1, ou seja, ηi = degGei,i+1, será chamada de sequência diagonal associada a
ϵ.

Observe que com essa definição a sequência diagonal d(ϵ) é ϵ-boa. De fato, as matrizes
em (e1,2, e2,3, e3,4, . . . , en−1,n) pertencem ao radical de Jacobson de Un(K) e o grau de ei,i+1

é ηi, a i-ésima entrada de d(ϵ), ademais o produto e1,2e2,3e3,4 · · · en−1,n = e1,n é não nulo.
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Note que somando essas matrizes elementares obtemos uma matriz com 1′s na diagonal
acima da diagonal principal, 

0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 · · · 0 0


.

Daí vem esse termo sequência diagonal. Além disso, essa é a única sequência de n − 1
matrizes elementares no radical de Jacobson de Un(K) cujo produto é diferente de zero.

Proposição 3.3.2 Seja d(ϵ) = (η1, . . . , ηn−1) a sequência diagonal associada a graduação
elementar em Un(K) determinada por ϵ. Seja γ̃ = (γ1, . . . , γm) ∈ Gm uma sequência
de comprimento m, então γ̃ é ϵ-boa se, e somente se, existem m + 1 inteiros positivos
1 ≤ t1 < · · · < tm+1 ≤ n tais que

γi = ηtiηti+1 · · · ηti+1−1

para todo i = 1, . . . ,m.

Prova. Seja γ̃ = (γ1, . . . , γm) ∈ Gm uma sequência de comprimento m, sendo ϵ-boa,
logo existem m + 1 inteiros positivos 1 ≤ t1 < · · · < tm+1 ≤ n tais que as matri-
zes elementares et1,t2 , et2,t3 , . . . , etm−1,tm , etm,tm+1 estão no radical de Jacobson de Un(K)
e de modo que deg(eti,ti+1

) = γi para todo i = 1, . . . ,m. Como deg(eti,ti+1
) = ηti e

eti,ti+1
= eti,ti+1eti+1,ti+2 . . . eti+1−1,ti+1

, logo

deg(eti,ti+1
) = ηtiηti+1 · · · ηti+1−1,

portanto, γi = ηtiηti+1 · · · ηti+1−1.

Como d(ϵ) é uma sequência ϵ-boa, logo existem n − 1 matrizes elementares no ra-
dical de Jacobson tais que et1,t2 . . . etm,tm+1 . . . etn,tn+1 ̸= 0 e o grau da i-ésima matriz é
ηi, além disso, devem existir m matrizes elementares no radical de Jacobson tais que
et1,t2 . . . etm−1,tmetm,tm+1 ̸= 0. Agora, com deg(eti,ti+1

) = ηti e como

eti,ti+1
= eti,ti+1eti+1,ti+2 . . . eti+1−1,ti+1

,

e, por hipótese, γi = ηtiηti+1 . . . ηnti+1−1, então, deg(eti,ti+1
) = γi.

Definição 3.3.3 Dada a G-graduação ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn), dizemos que há uma variação na
posição i se ϵi ̸= ϵi+1.

Note que ao dizer que há uma variação na posição i para ϵ é equivalente a dizer que
na sequência diagonal d(ϵ) = (η1, . . . , ηn−1) temos ηi ̸= 1, pois, se ϵi ̸= ϵi+1 e como
ηi = ϵ−1

i ϵi+1, claramente teremos que ηi = ϵ−1
i ϵi+1 ̸= 1.

Proposição 3.3.4 Seja t o número de variações em ϵ e seja γ̃ ∈ Gm qualquer sequência
de comprimento m. Se o polinômio correspondente fγ̃ tiver Z-grau pelo menos t+1 então
f é uma identidade polinomial graduada de Un(K).
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Prova. Na sequência diagonal d(ϵ) existem exatamente t elementos que são diferentes
de 1. Pela Proposição 3.3.2, em cada sequência ϵ-boa existem no máximo t elementos
diferentes de 1. Portanto, se o Z-grau de fγ̃ for pelo menos t + 1, então a sequência γ̃ é
ruim e, pela Proposição 3.2.5, fγ̃ é uma identidade polinomial para Un(K).

Assim, a fim de incluir o polinômio multilinear fγ̃ na lista de geradores das identida-
des graduadas, é conveniente calcular antecipadamente seu Z-grau. O caso mais simples
é quando este Z-grau é zero, ou seja consideramos um polinômio f em variáveis pares
apenas. Nesse caso, f é uma identidade graduada de Un(K) se, e somente se, for uma iden-
tidade polinomial da componente neutra. Na próxima afirmação, descrevemos a estrutura
dessa componente da álgebra Un(K).

Proposição 3.3.5 Suponha que ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn) ∈ Gn e sejam h1, . . . , hs os elementos
distintos de G que aparecem em ϵ. Suponha que para i = 1, . . . , s, o elemento hi aparece
mi vezes. Então temos o seguinte isomorfismo de K-álgebras

(Un(K))1 ∼= Um1(K)⊕ Um2(K)⊕ · · · ⊕ Ums(K).

Prova. Sejam j1 < j2 < · · · < jmi
as posições na sequência ϵ que são iguais a

hi : ϵj1 = ϵj2 = · · · = ϵjmi
. Então

ϵ−1
jp
ϵjq = h−1

i hi = 1 ∈ G

e as matrizes elementares ejpjq ∈ (Un(K))1 são homogêneas para todos os 1 ≤ p ≤ q ≤
mi. Considere Ahi

1 o K-subespaço gerado matrizes elementares ejpjq para 1 ≤ p ≤ q ≤
mi. Então, obviamente, Ahi

1
∼= Umi

(K) como álgebras. Além disso, temos a igualdade
(Un(K))1 = Ah1

1 ⊕Ah2
1 ⊕ · · ·⊕Ahs

1 , observe que a soma é direta já que os hi são elementos
distintos de G. Assim, temos o isomorfismo de álgebras

(Un(K))1 ∼= Um1(K)⊕ Um2(K)⊕ · · · ⊕ Ums(K).

Com a notação da proposição anterior, seja m = max{m1, . . . ,ms}.

Corolário 3.3.6 O polinômio f(y1, . . . , yr) é uma identidade polinomial graduada de
Un(K) se, e somente se, for uma consequência de

[y1, y2] . . . [y2m−1, y2m].

Prova. Uma vez que f é um polinômio apenas em variáveis pares, é uma identidade
graduada de Un(K) se, e somente se, ele se anular para cada substituição das variáveis
por elementos da componente neutra (Un(K))1. O resultado segue aplicando a proposição
anterior e o Corolário 3.2.15.

Agora começamos com o primeiro exemplo. Mais precisamente, voltamos nossa aten-
ção para o caso quando G ∼= Z2 é cíclico de ordem dois. As graduações correspondentes
são chamadas de Z2-graduações. Escreva G = {1,−1} para Z2. Neste caso, as variáveis
ímpares z são de G-grau homogêneo −1.

Considere a G-graduação elementar induzida por ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn). Sem perda de
generalidade, podemos assumir que ϵ1 = 1. Nos próximos dois teoremas, consideramos
graduações induzidas pela n-upla ϵ = (1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) onde as primeiras k entradas
são 1′s e as últimas n− k entradas são −1′s. Primeiro, lidamos com o caso k > n− k.
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Teorema 3.3.7 Suponha que na notação acima, k > n − k, e considere a graduação
elementar em Un(K) induzida por ϵ. Então

(1) O ideal Idgr(Un(K), ϵ) de identidades Z2-graduadas para Un(K) é gerado pelos po-
linômios

z1z2, [y1, y2] . . . [y2k−1, y2k], z[y1, y2] . . . [y2(n−k)−1, y2(n−k)].

(2) Uma base linear para o espaço dos polinômios Y -próprios na álgebra graduada rela-
tivamente livre K⟨X⟩/Idgr(Un(K), ϵ) consiste de 1 e dos polinômios

[yi1,1, yi2,1, . . . , yip1 ,1] . . . [yi1,r, . . . , yipr,r][z, yl2 , . . . , ylt ]

× [yj1,1, . . . , yjq1 ,1] . . . [yj1,s, . . . , yjqs,s]

onde 0 ≤ r ≤ k − 1, 0 ≤ s ≤ n− k − 1, 1 ≤ t, e

[yi1,1, yi2,1, . . . , yip1 ,1] . . . [yi1,r, . . . , yipr,r]

para 0 ≤ r ≤ k − 1. Para ambos os tipos de polinômios, os comutadores são semis-
tandard. Ou seja, em [yh1 , yh2 , . . . , yhu ] os índices satisfazem as desigualdades

h1 > h2 ≤ h3 ≤ · · · ≤ hu

enquanto em [z, yl2 , . . . , ylt ] temos l2 ≤ · · · ≤ lt.

Prova. Lembramos que o ideal Idgr(Un(K), ϵ) das identidades polinomiais G-graduadas
de Un(K) é gerado pelos polinômios multilineares fη̃ de modo que a sequência
η̃ = (η1, . . . , ηm) pertence ao conjunto de todas as sequências ϵ-ruins e m ≤ n. A sequên-
cia diagonal d(ϵ) = (ϵ−1ϵ2, . . . , ϵ

−1
n−1ϵn) é (1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1) onde −1 ocorre na k-ésima

posição. Pela Proposição 3.3.2, o conjunto Γ de todas as ϵ-boas sequências consiste em:

i) (1, . . . , 1) de comprimento m ≤ k − 1,

ii) (

r︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,−1,

s︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1) onde r ≤ k − 1 e s ≤ n− k − 1.

Portanto, a segunda afirmação do teorema segue da segunda parte do Teorema 3.2.14.
Agora, seja γ̃ uma sequência ruim de comprimento m ≤ n. Então, ou existe pelo menos
dois −1′s em γ̃, ou γ̃ = (1, . . . , 1) e k ≤ m, ou γ̃ = (1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1) com k ≤ r ou
n− k ≤ s, consideramos r e s como no item ii) acima.

No primeiro caso, o polinômio multilinear fγ̃ é uma consequência de z1z2. No se-
gundo caso fγ̃ é uma consequência de [y1, y2] . . . [y2k−1, y2k]. No terceiro caso, ou fγ̃ é um
consequência de [y1, y2] . . . [y2k−1, y2k]z1 ou fγ̃ é uma consequência de

z1[y1, y2] . . . [y2(n−k)−1, y2(n−k)].

Assim, a prova está completa.

De maneira semelhante, examinamos o caso quando k ≤ n − k. A prova é bastante
semelhante a do teorema anterior.

Teorema 3.3.8 Suponha que, na notação do teorema anterior, k ≤ n− k.
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(1) Se k < n− k, então o ideal Idgr(Un(K), ϵ) é gerado por os polinômios

z1z2, [y1, y2] . . . [y2(n−k)−1, y2(n−k)], [y1, y2] . . . [y2k−1, y2k]z.

(2) Se k = n− k, então o ideal Idgr(Un(K), ϵ) é gerado por os polinômios

z1z2, [y1, y2] . . . [y2k−1, y2k].

Agora, consideramos o caso em que a Z2-graduação elementar é induzida por uma
sequência ϵ com n− 1 variações, ou seja, ϵ = (1,−1, 1,−1, 1,−1, . . . ). Neste caso, temos
o seguinte teorema.

Teorema 3.3.9 Seja ϵ = (1,−1, 1,−1, 1,−1, . . . ) e considere a Zn-graduação em Un(K)

induzido por ϵ. Então o ideal Idgr(Un(K), ϵ) é gerado pelos polinômios multilineares

fp̃q ,q = wp0z1wp1z2 . . . wpq−1zqwpq ,

onde q = 0, 1, . . . , n, 0 ≤ pi,
∑
pi = [(n − q + 1)/2] (a parte inteira). Além disso, os

polinômios wpi são produtos de comutadores pi de comprimento 2 nas variáveis pares y′s,
isto é,

wpi = [y1,i, y2,i] . . . [y2pi−1,i, y2pi,i].

Prova. Nesse caso, a sequência diagonal d(ϵ) é (−1, . . . ,−1) e seu comprimento é n− 1.
Considere uma sequência γ̃ ∈ Gm com l as entradas de γ̃ iguais a 1 e as entradas q
restantes de γ̃ iguais a −1.

γ̃ = (1l0 ,−1, 1l1 ,−1, . . . , 1lq−1 ,−1, 1lq),

onde li ≥ 0 e l =
∑
li. Aqui 1li representa a sequência (1, 1, . . . , 1) de comprimento li.

Então pela Proposição 3.3.2, a sequência γ̃ ∈ Gm é ϵ-boa se, e somente se, 2l+ q ≤ n− 1.
Daí, os polinômios fp̃q ,q, são identidades graduadas porque correspondem às sequências
ruins

p̃q = (1p0 ,−1, 1p1 ,−1, . . . , 1pq−1 ,−1, 1pq).

Além disso, seja γ̃ = (1l0 ,−1, . . . ,−1, 1lq) uma sequência ruim de comprimento m ≤ n
com q entradas ímpares e l = m−q entradas pares. Então, n ≤ q ou q ≤ n−1 e n ≤ 2l+q.
No primeiro caso, fγ̃ é uma consequência de f0̃n,n = z1 . . . zn. No segundo caso, fγ̃ é uma
consequência de fp̃q ,q, para alguma sequência p̃q = (1p0 ,−1, . . . ,−1, 1pq), onde q entradas
são ímpares, p =

∑
pi entradas são pares, pi ≤ li e

∑
pi = [(n− q + 1)/2].

Nosso último exemplo diz respeito ao caso em que G = ⟨g⟩ ≡ Zn é o grupo cíclico de
ordem n e a graduação elementar de Un(K) é induzida por ϵ = (1, g, g2, . . . , gn−1). Neste
caso denotaremos as variáveis ímpares de G-grau gi pelas letras zi, para i = 1, . . . , n− 1.
Lembre-se que uma base das identidades polinomiais Zn-graduadas foi determinada no
Capítulo 2.

Teorema 3.3.10 Seja G = ⟨g⟩ ∼= Zn um grupo cíclico de ordem n. Considere a
G-graduação elementar induzida por ϵ = (1, g, g2, . . . , gn−1). Então o ideal Idgr(Un(K), ϵ)

é gerado pelos polinômios
[y1, y2], zi1zj2, n ≤ i+ j.
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Prova. Neste caso, a sequência diagonal d(ϵ) é (g, g, . . . , g) de comprimento n− 1. Por-
tanto, pela Proposição 3.3.2, uma sequência γ̃ ∈ Gm de comprimento m ≤ n é ϵ-ruim
se, e somente se, existe pelo menos uma entrada par ou γ̃ = (gi1 , . . . , gim) ∈ Gm onde
1 ≤ it ≤ n− 1 e n ≤ i1 + · · ·+ im. No primeiro caso, o polinômio fγ̃ é uma consequência
de [y1, y2]. No segundo caso, o polinômio fγ̃ = zi11 . . . zimm é uma consequência de zr1zs2
onde r = i1+· · ·+it, s = it+1 e t+1 ≤ m é o menor índice tal que n ≤ (i1+· · ·+it+it+1).

Concluímos essa dissertação com duas caracterizações da Zn-graduação anterior em
termos das dimensões das componentes homogêneas de Un(K).

Proposição 3.3.11 Seja G = ⟨g⟩ ∼= Zn o grupo cíclico de ordem n e suponha que
g̃ = (gi1 , gi2 , . . . , gin), gi1 = 1, induz uma G-graduação elementar em Un(K), onde os
elementos gi1 , gi2 , . . . , gin são dois a dois distintos. Se dimK(Un(K))gik = 1 para algum k

então a graduação é induzida por (1, gi2 , g2i2 , . . . , g(n−1)i2).

Prova. A graduação é elementar, portanto, e1,r pertence a componente homogênea inde-
xado por g−i1gir . Assim, as matrizes elementares e1j, j = 1, 2, . . . , n, pertencem compo-
nentes homogêneas duas a duas distintas. O mesmo é verdade para as matrizes elemen-
tares ein, i = 1, 2, . . . , n. Conclui-se daí que ik ≡ in(mod n). Os graus homogêneos das
matrizes elementares e23, e24, . . . , e2n são, respectivamente, gi3−i2 , gi4−i2 , . . . , gin−i2 , e estes
devem ser diferentes do gin . Portanto, ir−i2 ̸≡ in(mod n) para todo r ≥ 3. Agora observe
que (i1, i2, . . . , in) é uma permutação de (1, 2, . . . , n) e i2 + in ̸≡ i2(mod n) uma vez que
in ̸≡ 0(mod n). Desta maneira, concluímos que i2+in ≡ i1 ≡ 0(mod n) e in ≡ −i2(mod n).

Repetindo o mesmo argumento para as matrizes elementares e3r, obtemos que ir−i3 ̸≡
in ≡ −i2(mod n), r ≥ 4. Segue-se que i3 − i2 não é congruente com ir, r ≥ 4. Portanto,
segue que i3 − i2 ≡ 0, i2, i3(mod n). Uma vez que nenhum dos i2 e i3 é congruente com
0(mod n), temos que i3 ≡ 2i2(mod n). De maneira semelhante, segue-se por indução que
ir ≡ (r − 1)i2(mod n) para todo r.

Proposição 3.3.12 Suponha que a graduação elementar em Un(K) seja induzida por
g̃ = (g1, g2, . . . , gn) ∈ Gn, g1 = 1, onde os elementos g1, g2, . . . , gn são dois a dois distintos.
Se dimK(Un(K))gi = n − 1, para algum i com 2 ≤ i ≤ n, então a graduação é induzida
por (1, g2, g

2
2, . . . , g

n−1
2 ).

Prova. Se 1 ≤ p ≤ n, então entre as matrizes elementares epp, ep,p+1, . . . , epn no má-
ximo uma tem grau gi. O mesmo acontece se considerarmos as matrizes elementares
e1p, e2p, . . . , epp. Defina Un(K) = A. Uma vez que dimAgi = n − 1, segue-se que Agi é
o espaço das matrizes elementares e12, e23, . . . , en−1,n. Portanto, g2 = g−1

2 g3 = g−1
3 g4 =

· · · = g−1
n−1gn e, assim, g3 = g22, g4 = g3g

−1
2 g3 = g32, . . . , gn = gn−1g

−1
n−2gn−1 = gn−1

2 por
indução em n.
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