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Resumo

Um problema de fronteira livre (PFL) € um tipo de problema de valor de fronteira, o qual
deve ser satisfeito em um subconjunto desconhecido a priori de um dominio dado. O PFL
envolvendo o operador diferencial quase-linear degenerado p-Laplaciano, no conjunto de
positividade de uma fun¢do e com condi¢des de fronteira de Dirichlet e Neumann, foi estu-
dado variacionalmente por Danielli e Petrosyan em 2005 [11]. Neste trabalho, objetivamos
detalhar os pré-requisitos e as demonstragdes de dois dos principais Teoremas em Danielli-
Petrosyan: um minimo local do funcional do tipo Alt-Caffarelli associado ao p-Laplaciano é
p-harmonico em seu conjunto de positividade e a fronteira de tal conjunto, chamada fronteira

livre, tem dimensdo de Hausdorff N — 1, respectivamente.

Palavras-chave: p-Laplaciano, problema de fronteira livre, EDP degenerada, minimo local.



Abstract

A free boundary problem is a boundary value problem satisfied in a subset, unknown a priori,
of a given domain. The free boundary problem associated with the p-Laplacian operator, in
the positivity set of a function and with Dirichlet and Neumann boundary conditions, was
studied by Danielli and Petrosyan in 2005 [11], who applied variational methods. In this
work, we prove two of the main theorems of Danielli-Petrosyan: any local minimum of the
p-Laplace operator is p-harmonic in its positivity set and the boundary of such set, namely,

the free boundary, has Hausdorff dimension N — 1, respectively.

Key words: p-Laplacian, free boundary problem, degenerate PDE, local minimum.
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Introducao

Um problema de fronteira livre (PFL) € um problema de valor de fronteira que deve
ser satisfeito num subconjunto, desconhecido a priori, de um aberto ndo-vazio Q c R" dado.
Um exemplo, assumindo que Q é conexo e dQ € C? (ver Definicio A.1, no Apéndice A), é
o problema:

Au=0em D

u = f sobre 9Q N oD

(D
u=0sobrel' :=QNaID
ou

5 = —gsobre I

onde o conjunto aberto D C Q e a func¢do u € C*(D) N C'(D) N C(Q) sdo desconhecidos a
priori, f,g € C (Q) sdo funcdes ndo-negativas dadas e v representa o vetor unitario normal
externo a D. O conjunto dD é chamado de fronteira livre.

Note que (1) possui uma condicao de fronteira a mais do que o seguinte problema de

Dirichlet, o qual € bem posto para 2 conexo (cf. [25] (2.27) e Teorema 2.9):

Au=0em Q,

u = f sobre 0€).

Isso é necessario para compensar a falta de informagdes a priori acerca de D, de modo que
(1) também esteja bem posto,

Em alguns casos, € possivel aplicar uma reparametrizacdo dos dados de um PFL de
modo a gerar um novo problema de valor de fronteira, desta vez sobre um conjunto co-
nhecido, porém pagando o preco de perder alguma condi¢do sobre a fronteira. O problema

resultante € chamado de problema de valor de fronteira dinAmico (ver [15] para um exemplo
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na absorcao de sal pelas raizes de um manguezal). Em geral, nestes casos, um PFL linear
torna-se uma EDP ndo-linear. Tal situacdo ilustra a dificuldade adicional no estudo de PFLs
com relacdo a EDPs.

Nos dirigimos agora a algumas aplicacdes fisicas. Apresentamos trés exemplos cldssi-

COS.
Problema 1. Problema de obstaculo:

Dada uma membrana elastica cuja parte exterior € fixada numa base plana, desejamos
obter sua posicao de equilibrio enquanto sobreposta a um determinado obstaculo. Estar na
posicdo de equilibrio significa que a tensdo superficial da membrana é minima. Isso ocorre
na regido da membrana que nao toca o obstéaculo.

Para a modelagem matematica do problema, temos:

Q c R? é um dominio limitado com fronteira Lipschitz;

@ € C'(Q), ¢ < 0 sobre AQ, é a fungio cujo gréifico representa o obstaculo.

uecC 1(ﬁ), u>0emQ, u = 0sobre 0Q, € a funcdo cujo grifico representa a membrana

(ver Figura 1);

e D:={u>¢lel :=QnNaD.

Note que D € a regido de equilibrio da membrana e Q \ D € a regido de contato entre a
membrana e o obsticulo. Ademais, D € desconhecida quando u € desconhecida.

Buscamos minimizar o funcional energia
u - f \Vul*dx
D
para u dentre a classe de funcdes admissiveis
K=weC'@Q:;w>pew>0emQ, w=gpemQ\ D, w=0 sobre 6Q}.
A Equacdo de Euler-Lagrange (ver Defini¢cao 1.11) deste funcional é a Equacdo de Laplace

—Au=0 emD.



"~ - _fronteira livre

Figura 1: Problema de obstaculo. Fonte: [27]
A funcdo u deve entdo satisfazer o seguinte PFL:

Au=0em D

u>¢peu>0emQ
()
u = 0 sobre 0Q
ou

= u _ 99
u=¢ e 5 ==sobrel’

onde v € o vetor unitario normal externo a 0€2. Mais detalhes do Problema 1 sao encontrados
em [27].
No PFL acima, se assumirmos a priori que Q \ D é conexo e que ¢ = 1 sobre I' e
denotarmos
dp

g=—2>0 sobrel,
ov

entdo (2) € classificado como um problema de Bernoulli, isto é, um problema de fronteira

livre com o formato

Au=0emQ\ U
u = 0 sobre 0Q
_ ou _
u=1e 5 = gsobre JU

onde U cc Q é conexo. Problemas de Bernoulli surgem também em ““fluxos bidimensionais,

fluxos de calor e usinagem eletroquimica” [11].

Problema 2. O problema da barragem de Alt:
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Figura 2: Esbogo da barragem. Fonte: [3]

Em 1983, Alt [3] modelou matematicamente o seguinte problema: numa barragem de
terra homogénea construida sobre uma fundacdo impermedvel para represar um reservatorio
de 4gua, deseja-se saber como a dgua penetra nas camadas do meio poroso (terra). Assume-
se uma situacdo de equilibrio na estrutura da barragem e que ndo hd vazamento. Os dados

matematicos, em conformidade com [3], sdo os seguintes:

e Q¢ um dominio limitado do R? e representa uma secdo lateral da barragem (ver Figura

2);

0Q € dividida em trés partes conexas: Saur, Sres € Simp, que sdo as fronteiras da bar-
ragem com a atmosfera, com o reservatdrio de 4gua e com a fundacdo impermeavel,

respectivamente (ver Figura 3);

0 < HY(S es) < +o0 (ver Defini¢do B.2, no Apéndice B);

ueC¥Q),u>04éa pressdo (desconhecida a priori) da dgua dentro do meio poroso;

D := {u > 0} € aregido umida e {u = 0} € a regido seca (ver Figura 4);

e [':=QnNaD;

q € C'(Q,R?) é o fluxo de dgua;

K € C1(Q) é o coeficiente de permeabilidade do meio poroso;



Figura 3: Dados matemadticos. Fonte: [3]

e ¢ =(0, 1) é o vetor unitdrio vertical canénico em R?;

e v serd usado para denotar tanto o vetor unitdrio normal externo a d{u# > 0} quanto o

vetor unitario normal externo a 9Q;

o f:S.sUSy — R, f >0, denota, sobre S, a pressdo da dgua do reservatorio sobre

cada ponto e, sobre S ,;, a pressdo atmosférica.

Em D, valem a

Lei de Darcy : q=-KVu+e) 3)

e a condicao de equilibrio

divq = 0. 4)

Sobre €, valem as condi¢des:

e u = fsobreS.seu< fsobreS,;

e (v =0sobre S, US, (ndo hd vazamento).
Sobre o conjunto I' o fluxo de saida € zero. Isso implica em

q-v=0 sobrel.
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Sres

Figura 4: Infiltracdo de d4gua em Q. Fonte: [3]

Reunindo as equacdes (3) e (4) e as condi¢Oes acima, obtemos o seguinte problema de fron-

teira livre de uma fase:

—div(K(Vu+e)) =0em D
u = f sobre S e

u < f sobre S,

K(Vu+e)-v=0sobre Sin, US, UT.

Considere o conjunto convexo
K ={uec H(Q);u= fsobre S, eu< fsobre Sy}

Entdo, segundo Alt [3], o sistema de equacOes acima, em forma fraca, equivale ao problema

de minimizacdo do funcional

= fVu “Qxusodx, ueK.
Q

Mais detalhes sobre o problema da barragem podem ser encontrados em [3].
Problema 3. Conducao de calor:

Em 1889, em suas pesquisas sobre a teoria da formacdo de gelo nos mares polares, o
fisico-matematico austriaco Josef Stefan [30] [31] descreveu o seguinte problema: um bloco
de gelo a temperatura de 0° C encontra-se em isolamento térmico exceto por uma face, pela

qual é exposto a uma fonte de calor uniforme com temperatura 7 > 0° C. Assume-se que a



Gelo

Figura 5: Sistema dgua-gelo no instante t. Feito no Geogebra.

dgua e o gelo no sistema t€ém a mesma densidade e que, em cada instante ¢ > 0, a temperatura
se distribui uniformemente em cada se¢ao horizontal.

Matematicamente, temos os seguintes elementos:

e H > 0 ¢ a profundidade do bloco de gelo no instante ¢ = 0;
e s(1) é a profundidade da 4gua no instante ¢ > 0, s(0)=0;

e A cada instante ¢, o intervalo [0, s(#)) denota a fase liquida e (s(z), H] denota a fase

s6lida (ver Figura 5);
e Q= (0,H) X (0, +00) representa 0 material analisado no espago-tempo;

e u(x,t) é a temperatura da dgua liquida na profundidade x e no tempo ¢ (note que

u(x,t) > 0para0 < x < s(t) e u(x,t) = 0 para s(¢) < x < h);
e ¢:(0,H) — Rdenota o fluxo de calor;
e p ¢ adensidade da 4gua liquida;
e [ & o calor latente de fusdo do gelo;

e ¢ ¢ o calor especifico da dgua liquida;



>0 z = s(t)

Figura 6: Fase liquida sobre o tempo (regido hachurada). Feito no Geogebra.

e k€ a conditividade térmica da dgua liquida;

k e o .
e a = — ¢ a difusividade térmica da dgua.
pc

Também vamos assumir, por simplicidade assim como em [2], que p, L, ¢ € k s3o cons-

tantes e que a regido de mudanca de fase
I':={(s(®),1);t>0} =QnNdu> 0}

tem espessura desprezivel, mas é ndo-trivial (i.e. dimy(I') = 1 e H'(I') > 0).

Sobre D := {u > 0} (ver Figura 6), aplicam-se as seguintes propriedades termodinami-

cas em forma unidimensional [2]:

0
Lei de Fourier : q= iy
0x
. ~ . 0 dq
Lei de Conservacao de Energia : —(pcu) + — =0.
ot 0x
Das duas Leis anteriores obtemos, em D, a:
ou 0’u
E a0 do Calor : — =a—.
quacio do Calor priak

As condicdes sobre a fronteira livre 9D serdo as seguintes:

u(x,0)=0, x€[0,H], (temperatura inicial)
u(0,1) =Ty, t >0, (temperatura da superficie)

u(s(t),)=0,t>0 (temperatura de mudancga de fase)

(&)

(6)
)
®)
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Também aplica-se, para (x, f) na interface de mudanca de fase I', a seguinte equacgdo de Stefan
(cf. [2] pag. 21):
, ou
pLs (1) = —k—(x,1). 9
0x

Reunindo as equagdes (5)-(9) obtemos o seguinte problema de fronteira livre, conhecido
como Problema de Uma Fase de Stefan para uma laje derretendo pela esquerda (ver
Figura 6):

ou 0’u

— =a—emD,
ot ox?

8
oLs () = —ka—Z(x, f)e u(x,f) = 0 para (x,7) €T,
s(0) =0,

u(x,0)=0, xe[0,H],

u(0,1) = uy, t > 0.
Tal problema possui solugdo generalizada que pode ser calculada numericamente (cf. [2]
pag. 36 e [28] pag. 310).

Rubinstein [28] descreve vdrias situacdes fisicas que se reduzem a problemas de Ste-
fan, tais como filtragem, cristaliza¢do de metal fundido e crescimento de uma bolha de ar em
dgua. Isto também ocorre no caso das equacdes de combustio na teoria multidimensional
para chamas pré-misturadas (cf. [10] pag. 151). Mais discussdes sobre o problema de Stefan
podem ser encontradas em [2], [9], [27] e [28].

Além dos casos apresentados, existem problemas de fronteira livre “fisicos (fisica de
plasma, solidificacdo), quimicos (deposi¢do de vapor quimico), financeiros (op¢do ameri-
cana), bioldgicos (crescimento de tecido), processos industriais como fotografia elétrica, en-
tre outras dreas” [7]. Algumas destas e outras aplica¢des sao estudadas em [2], [3], [7], [9],
[15], [18], [24], [26], [27] e [28]. A vasta interdisciplinariedade demonstra o quao ttil € a
teoria de problemas de fronteira livre.

Em 1981, Alt e Caffarelli [4] trabalharam com uma forma mais geral do problema (1).

Sob as seguintes condigdes:
e 0Q € C%! (i.e. regularidade Lipschitz para a fronteira);

e fe Ll (Q)éfracamente derivivel com |Vf| € L*(Q);

loc
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o g L(Q)NC*(Q), para algum 0 < @ < 1, onde

0<igfg§g§supg<+oo g.t.p. em Q;
Q

LTRS LIIOC(Q) é fracamente derivavel com |Vu| € L*(Q);
e D={u>0}
os autores mostraram que minimizantes absolutos do funcional
= \Vul> + g’dx, ue H'(Q), u—f € HyQ),
{u>0)
sdo solugoes fracas — num sentido apropriado, levando em consideracao a condi¢io de Neu-
mann para a fronteira livre conforme (4.18), no Capitulo 4 — de (1). O artigo de Alt e
Caffarelli exibe o fato de que a relagdo entre minimos de funcionais energia sobre um dado
dominio Q e sua Equagdo de Euler-Lagrange (ver Proposi¢ao 1.12, no Capitulo 1) pode ser
estendida, em algumas situacdes, para problemas de fronteira livre.
Trés anos depois, Alt, Caffarelli e Friedman [5] generalizaram os resultados de Alt e
Caffarelli mostrarando que minimos de funcionais do tipo
U F(IVul*) + %dx,
(u>0)
para 0Q € C%!', F € C?([0, +o0)) uma fungdo convexa, ndo-negativa e estritamente crescente,
f € L} .(©) ndo-negativa com |[Vf| € L*(Q), A > 0 constante e u € L (€) cumprindo

loc

u— feL(Q), F(Vul*) € L'(Q) e |[Vu| € L*(Q), sdo solugdes fracas do PFL

div [2F’(|Vu[*)Vu] = 0 em {u > 0},
u = f sobre 0€),

u = 0 sobre Q N d{u > 0},
(1) r

Em 2005, Danielli e Petrosyan [11] trabalharam em uma nova extensao dos estudos de

2

2
% % ‘;—Z ):/12sobreﬂﬂa{u>0}-

Alt e Caffarelli, lidando com o funcional

u [Vul? + APdx (10)
{u>0}
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onde 9Q € C*', 1 < p < +o0, fy € WHP(Q) é ndo-negativa, 1 > 0 é uma constante e
ue€ Whr(Q)étal que u— fy € Wé”’ (Q). Os autores mostraram que minimos do funcional em

(10) sao solugdes fracas do PFL

Apu = div (\VulP~>Vu) = 0 em {u > 0},
u = fy sobre 09, (11)

u=0c¢e %:c, sobre Q N o{u > 0},

onde v € o vetor unitario normal externo a d{u > 0} e ¢ = ¢(p, 1) < 0 € uma constante. Ha de
se observar que o operador p-Laplaciano empregado por Danielli e Petrosyan é degenerado
para p > 2, logo nao € uniformemente eliptico. Martinez e Wolansky [23], em 2007, deram
seguimento ao mostrar que minimos de funcionais da forma
U G(|Vu|) + Adx,
{u>0)
onde 0Q é suave, G € C*([0, +)) é uma fun¢do convexa, ndo-negativa e estritamente cres-
cente, f € L*(Q) é ndo-negativa, fracamente derivdvel e é tal que G([Vf]) € L'(Q), 1 > 0 ¢

constante e u € L'(Q) é tal que u — f € L'(Q) e G(|Vul|) € L'(Q), sdo solucdes fracas do PFL

div [G' (IVul) ﬂ] = 0em {u > 0},

[Vul
u = f sobre 0Q),
u=0e & =, sobre QN dfu > 0},

ov

onde v € o vetor unitario normal externo a d{u > 0} e ¢ = ¢(G,1) < 0 é uma constante.
Martinez e Wolansky buscaram estender os resultados de [11] para as condi¢des da fun¢do
G introduzidas por Lieberman [21], com contribui¢des para o estudo dos espacos de Orlicz-
Sobolev. Recentemente, Velichkov [32] fez um apanhado da teoria de regularidade para
problemas de fronteira livre.

Nesta dissertacao, estudamos as propriedades de minimos locais, num sentido apropri-

ado, do funcional em (10):

Jw) = fqul” + A xus01dX.
Q

Nosso objetivo é demostrar os trés primeiros dentre os seguintes resultados:
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Teorema 0.1 (cf. [11] Teorema 2.1) Seja fy, € W'P(Q). Se J(fy) < +oo, entdo existe um

minimizante absoluto u de J na classe
K = {we WrQ)w— fo e W,"(Q),
i.e. uma funcdo u € K tal que
Jw) <Jlv) VYweXK.

Qualquer minimizante absoluto u é ndo-negativo e A,u = 0 fracamente em {u > 0}. Além

disso, se assumirmos que u € C*({u > 0}), entdo u satisfaz a condicdo de fronteira % =

—|Vul = c¢(p, 1) sobre 0 no sentido muito fraco a seguir:

lim ess f [(p — DIVul? — A7 vidH ' =0
QNo{u>s}

s—0*
(ver o Apéndice A para a definicdo de limite essencial) para toda funcdo vetorial n €
WS”’ (Q,RM), onde v, é o vetor unitdrio normal a Q N &{u > s}, nos pontos onde estiver
definido.

Paral < p < N, teremos:

Teorema 0.2 (cf. [11] Corolario 4.3 e Teorema 4.4) Seja u um minimo local de J restrito
a uma vizinhanga V (ver Defini¢ao 2.2). Para cada U cC Q com U N {u > 0} # 0, existem
constantes 0 < ¢ < C, com c € (0, 1), dependentes apenas de N, ||fyll~ (ver o Apéndice A

para notagoes de normas), p, A e U, tais que:
(1) llullwr~wy < C, isto é, u admite um representante Lipschitz em U.
Ademais, para todo r > 0 suficientemente pequeno:

(ii) Se B,(x) c U N{u > 0} é uma bola aberta que toca d{u > 0}, entdo

cr < u(x) < Cr.

(iii) Se x € d{u > 0} e B,(x) C U, entdo

|B-(x) N {u > 0}

<1-c¢,
[{u > O}

onde |X| = LN(X) para X c RV,

Teorema 0.3 (cf. [11] Teorema 5.2 e Teorema 5.6) Seja u um minimo local de J restrito a
uma vizinhanga ‘V (ver Defini¢ao 2.2). Entdo

(i) HN "YU N d{u > 0}) < +oo para todo U cC Q.
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(ii) Existe uma fungdo de Borel g, : I' — R tal que
Apu = g, H ' olu > 0},

isto é, para toda ¢ € C;(Q), tem-se

- f \VulP>Vu - Vodx = f 0q dH .
Q QNA{u>0}

(iii) Para cada U ccC Q, existem constantes 0 < ¢ < C, dependentes apenas de N, || follco, P> A

e U, tais que
c<q<C e <HIB )N u>0) <

para HN '-q.tp. x € U N 8{u > 0} e para todo r > 0 suficientemente pequeno com
B.(x) c U.

Teorema 0.4 (cf. [11] Corolario 9.2) Seja u um minimo local de J restrito a uma vizinhanca
V. Entdo a fronteira reduzida 0,.4{u > 0} é uma superficie analitica localmente em Q e o

restante de 0{u > 0} tem medida H"™" nula.

Tais teoremas sao uteis para mostrar que minimos locais do funcional em (10) s@o solugdes
fracas de (11) (ver a Secao 4.2). O caso geral | < p < +oco admite os mesmos resultados
quando consideramos minimos absolutos.

Temos interesse em fornecer mais detalhes do que € apresentado em [11], como ar-
gumentos envolvendo a minimalidade local e constantes explicitas, onde for possivel. Em
algumas situacdes, nos remetemos as autoras Martinez e Wolansky [23] ou ao autor Velich-
kov [32] para melhor compreensdo. A estrutura € descrita como segue.

No Capitulo 1, definimos operadores quase-lineares, trazemos ideias elementares do
Caélculo das Variagdes, mostramos propriedades gerais do operador p-Laplaciano e elen-
camos algumas desigualdades. Em seguida, no Capitulo 2, definimos minimos locais do
funcional em (10) e provamos o Teorema 0.1.

Uma andlise da regularidade de minimos locais estd presente no Capitulo 3, onde
demonstramos o Teorema (.2. Para tal, sdo cruciais os resultados obtidos no Capitulo 1 e
no Capitulo 2, como as desigualdades de Caccioppoli e Harnack, e a p-harmonicidade de
minimos locais em seus conjuntos de positividade.

Deixamos para o Capitulo 4 a discussdo sobre o Teorema 0.3, mostrando que Q N

O{u > 0} tem dimensao de Hausdorff N — 1 e que {u > 0} tem perimetro localmente finito.



Capitulo 1

EDPs quase-lineares

Estabelecemos, neste Capitulo, as defini¢cdes e os resultados da Teoria das Equacdes
Diferenciais Parciais e do Célculo das Variagdes que nos forem uteis. Além disso, defi-
nimos o operador p-Laplaciano e trazemos algumas de suas propriedades (nem todas com
demonstrac¢do) tais como a degenerescéncia, as desigualdades de Caccioppoli e Harnack e a

regularidade sharp (ou 6tima) Cll(;‘C’ para fungdes p-harmonicas.

1.1 Fundamentos de EDPs e do Calculo das Variacoes

Q c RY ¢ um aberto ndo-vazioe 1 < p < +oo.
Definicao 1.1 (EDP) Seja
L:RV xRVXxRxQ >R

uma fungdo. A igualdade
L(D*u(x), Du(x), u(x),x) =0 VYxeQ, (1.1)

a qual deve ser satisfeita para alguma fungdo u € C*(Q), é chamada Equacio Diferencial
Parcial (EDP) de segunda ordem.

Definicao 1.2 (EDP linear) Sejam a;j,bi,c e d, parai,j = 1,...,N, fungbes reais integrd-

veis definidas em C, com as a;;j ndo todas nulas. Quando (1.1) for da forma

N

N
Z a;j(x)D;ju + Z bi(x)Dju + c(x)u + d(x) =0,

ij=1 i=1

diremos que (1.1) ¢ linear.



15
Definicao 1.3 (EDP quase-linear) Sejam a;; e b, para i,j = 1,...,N, fungbes reais inte-
graveis definidas em RN X R X Q, com as a;; ndo todas nulas. Quando (1.1) for da forma

N
Z a;j(Du(x), u(x), x)D;ju + b(Du(x), u(x), x) = 0, (1.2)

ij=1

diremos que (1.1) é quase-linear.

Definicdo 1.4 Seja U c RY X R X Q. Uma EDP quase-linear é dita eliptica em U se a
matriz de coeficientes A(n, s, x) = (a;j(n, s, x))ﬁ’j:] é positiva definida para todo (1, s, x) € U.

Observacio 1.5 Isso equivale a dizer que ETA(®m, s, x)é > 0 para todos (1,s,x) € U e
& € RN\ {0}. Alternativamente, se, para cada (n,s,x) € U, y(n,s,x) e Y(n, s, x) deno-
tam, respectivamente, os minimos e mdximos autovalores de A(n, s, x), entdo (1.2) é eliptica

em U se, e somente se,

N
0 <y, s, P < Z aij(n, s, DEE < T, 8, 0)EF Y, 5,0 € U YE€RV\ {0},

i.j=1
onde & = (&1,...,EN).

Definicdo 1.6 Seja U ¢ RY x R x Q. Uma EDP quase-linear eliptica em U é dita unifor-
memente eliptica em U quando existe uma constante 6 > 0 tal que

Y1, 8,x) 20 Y(n,s,x) € U.

Observacao 1.7 Uma EDP quase-linear eliptica que ndo é uniformemente eliptica é neces-

sariamente degenerada.

Definicao 1.8 (Forma divergente) Uma EDP quase-linear tem a forma divergente quando

pode ser escrita como

—div a(Du(x), u(x), x) + b(Du(x), u(x), x) = 0, (1.3)

ondea : RN xR x Q — RN é um campo de vetores diferencidvel e b : RN x Rx Q — R ¢

uma fungdo integrdvel.

Defini¢io 1.9 (Classe de funcdes admissiveis) Sejam 0Q € C%! (ver Defini¢do A.1, no
Apéndice A) e f € LP(0Q; HN™Y). O conjunto

K(f,Q) :={we WPQ),Tw = f}

(onde T ¢ o operador trago, conforme o Teorema D.1, no Apéndice D) é dito uma classe de

func¢oes admissiveis.
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Definicdo 1.10 (Solucdo fraca) Para 0Q € C*! e f € LP(OQ; HNY), diremos que u €
K(f, Q) é uma solugao fraca do problema de Dirichlet

—div a(Du(x), u(x), x) + b(Du(x), u(x), x) = 0 em Q

u = f sobre 0Q

se
fa(Du(x), u(x),x) Vo —bpdx =0 VYo € C5(Q).
Q
Caso ndo tenhamos informacdo sobre a fronteira de ), vamos solicitar apenas que u €
WP (Q) e
fa(Du(x), u(x),x) - Vo —bpdx =0 V¢ € C5(B) (1.4)

B

para toda bola aberta ndo-vazia B C Q. Note que, neste caso, ndo hd condi¢des sobre 0Q).

Para o que segue, vamos fixar f € LP(0Q; H""!) e denotar K = K(f, Q). Seja
F:RVxRxQ — R
(n,s,x) — F(n,s,x)
uma funcdo suave e convexa nas varidveis 7 e s. Para u € W'(Q), denotamos F(u) =
F(Vu,u, -) em Q e, dada uma bola aberta ndo-vazia B C Q, consideramos o funcional
energia
Ip(u) = fF(u)dx.
B

Vamos assumir que se F(u) € somavel, entdo F(u + ¢) € somavel para toda ¢ € C7’(B).

Definicao 1.11 (Variacional, Equacao de Euler-Lagrange) A EDP quase-linear na forma
divergente (1.3) é dita variacional quando pode ser escrita como a Equacao de Euler-
Lagrange

—div (V,F(u)) + Z—I;(u) =0 emQ, (1.5)

de um funcional energia I.

A definicdo acima € motivada pela seguinte proposicao.

Proposicio 1.12 Seja 0Q € C%'. Se u € K, I(u) < +o0 e u é minimo local de I (na norma

I - llwir)) em K, entdo u é solugdo fraca de (1.5) com u = f sobre 0SQ.
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Demonstracdo: Fixe B C Q uma bola aberta ndo-vazia e ¢ € C;’(B). Pela Proposi¢ao A.S,
no Apéndice A, a desigualdade

FVu+1tVo,u+tep, -)— F(Vu,u, -)
t

<FNVu+Vo,u+¢,-)—FNVu,u, -)

¢ satisfeita sobre B para todo t € (0,1). Como F(u) e F(u + ¢) sdo somdveis, segue do
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.3, no Apéndice B), que

existe o limite

) F(u+tp)— F(u) 3 d
ltl_r)l(}j; ; dx = jl; E[F(u + 1)) t:de

oF
fV,,F(u) -V + —(u)pdx. (1.6)
B s
Assim a funcao
t— Ig(u+tp)
¢ derivdvel em ¢ = 0. Logo, pela Proposicao A.3, no Apéndice A, podemos calcular a
primeira variagdo de /:
: d oo
I(w)p = EIB(M + 1p) = 0 VeeCyB).

Dai, de (1.6) e de (1.4), segue que u é solucdo fraca de

—div (V,F(w)) + % (u) em Q

u = f sobre 0€).
[
Um importante resultado de regularidade para operadores uniformemente elipticos na

forma divergente € citado a seguir.

Proposicao 1.13 (Regularidade de solucoes de EDPs uniformemente elipticas, cf. [13] 8.3.2)
Seja L um operador diferencial quase-linear de segunda ordem uniformemente eliptico na

forma divergente. Seja u € W' (Q) uma fungdo ndo-negativa com
llullo < M
para uma constante M > 0. Se u é uma solucdo fraca da EDP
Lu=0 emQ,
entdo u € C*(Q).

Observacao 1.14 A demonstracdo presente em [13] para a proposicdo acima pode ser es-
tendida de forma natural de H'(Q) para W'P(Q).
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1.2 O operador p-Laplaciano
Analisaremos agora, para 1 < p < +o00, o funcional energia p-Dirichlet:
1
U — f \VulPdx, u e C*(Q). (1.7)
P Ja
A fungio F : RN — [0, +oc0) dada por

1
F(p) = —nl”
p
é convexa e diferenciavel com

InlP=*n, sen # 0,
V,F(n) = (1.8)
0, sen=0.

Pela Definicao 1.11, a Equacao de Euler-Lagrange do funcional em (1.7) é
—div(V,F(u)) =0 emQ.
Deste fato, temos a motivagdo para a defini¢do a seguir.

Definicdo 1.15 O operador p-Laplaciano é o operador diferencial quase-linear na forma

divergente

Apu = div (|Vul’*Vu), ue CHQ).

Observacao 1.16 Como consequéncia da Proposicao 1.12, segue que todo minimo local u

de I numa classe K ¢é solugdo fraca da Equacdo de Euler-Lagrange
-Apu=0 emQ,
isto é,
f IVul’2Vu-Vedx =0 Vg € CY(B),
B

para toda bola aberta ndo-vazia B C Q. Acima, estamos denotando |Vu|’~>Vu = 0 onde

Vu =0.

Observacao 1.17 O p-Laplaciano generaliza o operador de Laplace, isto é, dada u €
C*(Q), temos Au = Au.
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Para obter os coeficientes da forma geral calculamos e reorganizamos repetidamente,

parau € C*(Q) e Vu # 0:

Ayu = div(Vul’>Vu)

D

N
9 ou
= VulP~2
;‘lax, (l ul ax,-)
N -
= (L) 2 22
— [\ 0x; 0x; dx?
N o Fu
= - 2)|VulP™ VulP? ) 6
Z (p =21Vl [ ox ax,axj] + Vel Z Tox axj}
N _
ou Ou 0%u 82u
= 2)|VulP~* + 68;;|VulP~?
; P = N o, axa, +0ulV 0x,-(9xj]
[ ou Ou 0u
= 2)|VulP~ + 6, VulP )
Z (p )l ul (9 (9 jl ul ]8)@'0)?/‘

ij=11L
Acima, J;; € o delta de Kronecker. Assim podemos escrever

N u

Apu = ay(Vu)—— v
i,j=1
onde
aij(m) = (p = 2l + 6P, i, j=1,2,...,N, neRV\{0},
c

ai(0)=0, i j=12,...,N.

Vemos dai que o p-Laplaciano € linear se, e somente se, p = 2.
Fixe n € R \ {0}. Seja A = A() a matriz quadrada de ordem N com entradas q; i(n) €
R, i,j=1,2,...,N. Multiplicando A por um & € RV \ {0}, obtemos

(p = 2)nlP~*mn + InlP~2e, &

Aé = (p - 2)|77|p_4772U + [nlP ey -f.z

_ p—4 p-2
|(p = 2)nl”"nym + |7l en] n ,fole

[ (p = Dl - my + lP=2¢, |
(p = DIl - Ona + InlP~2&

[(p = 2)InlP~*(n - Eny + InlP~2En |
(p =2l - E&n + InlP &,

Nx1
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Se £ € ortogonal a 7, entdo
AE = P,
isto &, ||”~% é um autovalor de A. Por outro lado, tomando & = 5, teremos
AE = (p =Dl Py + Inl"">n = (p = DInlP>n = (p = DRI,

isto é, (p — D)|n|P~> também é um autovalor de A. Ademais, dado & € R \ {0}, temos

ETAE = (AD) - € = (p =" - 7 + I 2IEP,
de modo que, para 1 < p < 2:
(p = D"~ nlPIER + InlP~21E?
ETAE

nlP=1é1°

(p = DinlP21€r

IA

IA

e, para p > 2,

IA

¢ Ag
(P = Dl Pl + Il 21er?

= (p— Dinl2iEr.

"=l

IA

Assim, definindo

(p— DiplP=>, para 1 < p <2,
() =
In|P=2, para p > 2,

In|P~2, paral < p <2,
T(n) =
(p— DInlP~?, para p > 2,

obtemos que y(17) e () sdo, respectivamente, 0 menor e o maior autovalores de A(n). Isso

nos permite concluir que:

e O operador A, € eliptico fora dos pontos criticos de u, pois y(n7) > 0 paran # 0;
e O operador A, € uniformemente eliptico em subconjuntos U C € tais que

0< essi]infqul < esssup |Vu| < +co.
U

Em particular, pela Proposicao 1.13, toda fun¢do p-harmonica pertence a C*(U) para

U como acima.
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Para p > 2, temos
limy(n) =0
n—0
e, para 1 < p < 2, temos
lim y(7) =0
Il —c0
o que significa que A, € degenerado para p # 2.

Tendo em vista a Observacao 1.16, introduzimos as seguintes terminologias.

Definicfio 1.18 Seja U c Q. Diremos que u € C*(U) é p-harménica (p-subharménica)

em U quando u for solucdo da EDP quase-linear
-Au=0 (-Au<0) (1.9)
em U. Se U = Q, diremos simplesmente que u é p-harmonica ( p-subharmonica).

Definicdo 1.19 Diremos que u € W'P(U) é fracamente p-harmonica em U se u for solucdo

fraca de (1.9), ou seja, se
f IVulPVu-Vo =0 V¢ e Cy(B),
B

para toda bola aberta B C Q.

Correspondentemente, u ¢ fracamente p-subharmoénica em U se
f IVulVu-Vo <0 Vo e CY(B), ¢ >0,
B
para toda bola aberta B C Q.
Podemos elencar agora alguns dos principais resultados sobre funcdes fracamente p-
harmonicas e fracamente p-subharmonicas utilizados no trabalho.

Proposicio 1.20 (cf. [17] Lema 3.27) Seja u € W''P(Q) ndo-negativa e fracamente p-sub-
harménica. Dada ¢ € W(;’W(Q), ¢ >0, tem-se

fquI"(ppdep”fulVgolpdx.
Q Q

Demonstracao: Seja ¢ := ugp” > 0. Entdo ¢ € Wé’p (QQ) e dai, como u € fracamente p-
subharmoénica em Q (ver Defini¢ao 1.19), podemos aproximar ¢ por fungdes em Cg’(€2)

para obter

=)
IA

f IVulP>Vu - (=Vip)dx
Q

f IVulP>Vu - (=Vug” + pug?™ (=Ve))dx
Q

IA

- f \VulP@Pdx + p f ulVeol| [ VulP~ P dx.
Q Q
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Observe que ulVg| € LP(Q) e [VulP~'pP~! € LPP~D(Q) (pois u € W'(Q) e ¢ € W, ().

Assim, sendo p > 1 e P T > 1 expoentes conjugados, podemos aplicar a Desigualdade de

Holder e calcular

f |VulPpPdx
Q

IA

P f UV lIVup o dx
Q

1/p (p—-D/p
< p(f u”thplpdx) (f |Vu|pcppdx) .
Q Q

Assumindo fQ [VulPpPdx > 0, tem-se

1/p 1/p
(f |Vu|”<p”dx) < p(f u”lVgpI”dx) ,
Q Q

fqungopdepprtPIV(plpdx.
Q Q

donde

A seguir, para r,k > 0 e y € R fixados, denotamos B = B,(y) € kB = B,.(y).

Proposi¢io 1.21 (Desigualdade de Caccioppoli, cf. [17] Lema 3.32) Se u € W!'?(2B) ¢

uma fun¢do ndo-negativa e fracamente p-subharmonica em 2B, entdo

pp
f|Vu|pdx§ —f uldx.
B r? Jop

Demonstracao: Considere a fungdo

1, se x € B,
P(x) =
1+ e x € 2B\ B.

Temos ¢ € W&’p(ZB) NC2B),¢ >0em2Be

0, se x € B,
Vo(x) = _ (1.10)
_r|)§c_—);|’ se x € 2B\ B.
Logo
0, se x € B,
[Ve(x)| = B (1.11)
1, sex€2B\B,

donde ¢ € W, (2B).
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De (1.10), (1.11) e da Proposicao 1.20, vé-se que

fquI”dx fqulpgo"dx
B B

< fquI”go”dx
2B

< ppf uP|VelPdx

2B

P

- uldx
7 Jop\B
p

< P uldx.
r? Jop

Proposi¢io 1.22 (Principio do Maximo, cf. [21] Teorema 1.2) Sejam u € W' (Q) uma fun-

cdo ndo-negativa e essencialmente limitada, 0 < o < 1 e s > 0. Se u é fracamente p-

subharmonica, entdo, para qualquer bola B C Q,

1/s
supu < C(](usdx) ,
oB B

para uma constante C = C(N, p, o, s) > 0.

Proposicio 1.23 (Desigualdade de Harnack, cf. [21] Corolario 1.4) Sejam u € W'r(Q)

uma funcdo ndo-negativa e essencialmente limitada, 0 < o < 1 e s > 0. Se u é fraca-

mente u é fracamente p-harmonica, temos, para qualquer bola B C €,

supu < Hinf u,
oB oB

onde H = H(N, p, o) > 0 é constante.

Proposicio 1.24 (cf. [23] Lema 2.7) Seu € W'P(Q) é uma fungdo fracamente p-harménica

e essencialmente limitada em C, entdo, para qualquer bola aberta B C Q),

wal?,,, < 5 [ wara
0,3 r B

para Q = Q(N, p) > 0 constante.

Proposicio 1.25 (Regularidade sharp para funcoes fracamente p-harmonicas) Seu € W'*(Q)
€ uma fungdo fracamente p-harméonica com

llulleo < M
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para alguma constante M > 0, entdo u admite um representante C ll(;f(Q) (ver Definicao A.2,
no Apéndice A) para algum 0 < a(N, M, p) < 1 e esta regularidade é otima (isto é, é a

melhor regularidade possivel em geral). Ademais, para cada U CC Q,
IVullo,u = sup [ul + sup [Vu| + [Vul,u < C,
U U

onde C = C(N, M, p,U) > 0 ¢ constante.

Observacao 1.26 A regularidade C ll(;‘: de funcoes p-harmonicas foi mostrada por Lewis [19]
para 1l < p <2 e por Evans [12] para p > 2. O fato de tal regularidade ser otima provém
de Lewis [20] Secdo 3.

1.3 Problema de Dirichlet p-harmonico

Umas das principais ferramentas utilizadas neste trabalho, quando se trata de regulari-
dade, € a solugdo fraca do problema de Dirichlet
A,y =0em U

v = u sobre oU

para U C Q aberto com U € C*! e u € W'P(Q) dados. Isso significa que v € W'P(U) deve

satisfazer

J, IVVP2Vy - Vedx =0 Vo € C(U),
(1.12)

v—ue W, (U).

Discutiremos agora a existéncia e a unicidade de tal solugdo fraca.

Proposicio 1.27 Sejam u € W'P(Q) e U C Q um subconjunto aberto limitado com 0U €

CoY(U). Entdo existe uma fungdo v € W'P(U) que minimiza absolutamente o funcional
I(w) = f [Vw|Pdx
U

dentre as funcoes w € W'P(U) tais que w — u € Wé’p (U). Consequentemente, v satisfaz
(1.12).

Demonstracao: O conjunto

X = (Iw);w € W (U)ew —ue W,”(U))
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é limitado inferiormente, de modo que existe uma sequéncia de fungdes (W, ey € WHP(U),

todas com traco u em 0U, tais que

lim | [Vw,|’dx = lim I(w,) = inf X.

—00
n U

Segue dai que

supf [Vw,|Pdx < +co,
U

neN

donde, sendo u € W'P(Q), temos

supf [Vw,, — VulPdx < +o0.
neN JU

Isso implica que a sequéncia (w, — u),ey € limitada na norma do espago Wé”’ (U), aqual é
dada por
IIWIIW(;,,,(U) = L [Vw|Pdx, w e Wé’p(U).

1, . , . . X .
Como W,”(U) munido desta norma é um espago reflexivo, o Teorema de Eberlein-Smulian
(ver Teorema C.2, no Apéndice C), nos garante a existéncia de uma subsequéncia (a qual

. . ~ 1 .
continuaremos a indexar com n) e de uma fungao wy € WO”’ (U) tais que
L
(Wp —u) = wo em W, (V).

Consequentemente,

Wy —=Vi=wo+u em WH(U).

Com isso,ve WP(U) étalque v —u € Wé”’(U) e, pelo Teorema C.1, no Apéndice C,
Vllp.o + IVVllp0 = Wllwtrw) < Hminf{wyllwire, = Hminf(iwall,o + IVWallp0). - (1.13)

Por outro lado, a sequéncia (w,),en € limitada em W'P(U) e assim, do Teorema de
Rellich-Kondrachov (ver Teorema D.3, no Apéndice D), temos a imersdo compacta de
WLr(U) em LP(U), de modo que podemos passar novamente a uma subsequéncia (a qual

manteremos mais uma vez os indices) para ver que
w, = v emL’(U),

donde,

Vlpw = 1m [lwyll,,v. (1.14)
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Por (1.13), (1.14) e por propriedade de limite inferior, segue que
19Vl < Tim 19w, .0

Logo

I(v) = ||Vv||§’U < ligglf||an||§’U = liﬂglfl(wn) = inf X.
Portanto v minimiza / e, pela Observac¢ao 1.16, concluimos que
fU IVVP2Vy - Veodx =0 Yo € CP(U). (1.15)
[

Proposicio 1.28 Sejam u € W'"P(Q) uma funcdo fracamente p-subharménica e U C Q um
aberto limitado com OU € C®Y(U). Entdo a fungdo v em (1.15) com traco w = u em U é
tal que v > u q.t.p. em U. Ademais, v é tinica em U a menos de um subconjunto de medida

nula.
Demonstracio: Pela Proposicdo 1.27, podemos escolher uma solugdo fracav € W'?(U) de

A,y =0em U

V—uc Wé’p(U).
Sejam ¢ = (u—v)~ € Wy"(U) e
X := Un{|Vyg| > 0}.

Temos ¢ > 0 em U, donde

f [VulP~>Vu - Vodx < 0
U

f IVv[P~2Vv - Vpdx = 0.
U

Assim

o
\Y%

f \VulP~2Vu - Vdx — f IVV|P2Vy - Vodx
U U

f (IVulP~2Vu — [Vy|P2Vv) - Vodx
U

= f(qul”_2Vu — |[VVP72VY) - (Vu — Vv)dx.
X
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Por consequéncia da desigualdade (A.6), no Apéndice A, tem-se
(IVul?>Vu — [Vv[P2Vv) - (Vu — Vv) > 0
em X. Logo X tem medida nula, pois caso contrdrio teriamos
0> f (IVulP2Vu — [Vv[P2Vv) - (Vu — Vv)dx > 0,
X

absurdo. Isso implica em Vg = 0 q.t.p. em U. Uma vez que ¢ tem traco 0 em 9B, obtemos

que ¢ = 0 q.t.p. em B (ver Teorema D.1, no Apéndice D), isto &,
v>u q.tp.emB.
Tome agora uma funcdo ¥ € WP(B) que seja solugio fraca de

A,y =0em B
7 —ue W,"(B).

Uma vez que v e ¥ também sdo fracamente p-subharmonicas em B, podemos afirmar que

A,y =0em B

V-7 e W, (B)
€

A,y =0em B

7 —veW,"(B).

Portanto, pela primeira parte da demonstracdo, segue que
v=v q.tp.emB.
u

Observacio 1.29 Se N = 1, I = (a, b) é um intervalo ndo-degenerado da reta e u € W'P(I),

entdo a solugdo do problema

(1.16)

A,y =0eml
v = u sobre 01

é a fungdo
v(t) = (1 = Hu(a) + tu(b), tel.
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Com efeito, o problema (1.16) equivale a

P2y = (p= DV = 0em,
v(a) = u(a) e v(b) = u(b),
o qual admite (uinica) solucdo cldssica dada pela reta passando pelos pontos (a,u(a)) e

(b, u(b)).

Exclusivamente para o Lema 3.5, o qual veremos no Capitulo 3, precisaremos da
seguinte proposi¢do, onde nos € fornecida uma fung¢do estritamente p-subharmonica em anéis

do tipo 0 < ry < |x]| < r».

Proposicdo 1.30 (cf. [23] Lema 2.9) Para s > 0, defina a funcdo vy(x) = e~ para x €
RN. Dados 0 < r| < ry, existe s' = s'(N, p,r1) > 0 tal que

-Ayuy <0 emB,, \B,,.

Demonstrac¢io: Observe que v, € C*(RY) para todo s > 0. Com isso e de posse da forma

explicita do p-Laplaciano, temos

al v, Ou 0*v
Vot [(p =) 4 GV | S se Wy # 0.
Ay = i=1 Xi OXj Xi0X
0, se |Vu,| = 0.
Parai,j=1,...,N e x € R, calculamos
avs —s|x? —slx? sl
3 (x) = —2se xj;  Vudx) = —2se x;  |Vug(x)| = 2se | x|
Aj
e
(9211 (9 2
s S W (UK b
6xl-(9xj (X) - zsﬁxi (e xl)

(—2sx,-)(—2sxj)e_“‘|x|2 - 2se‘sl"|26,-j

=S 2
2se M (2sxix; = 0;)).

Assim, se x # 0, entdo |Vu,(x)| # 0 e podemos utilizar as informacdes acima e reorganizi-las
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repetidamente para obter

N

ov 81} v
A = |Vu p-2)—— Vu,l? -
() = Vol ;[< )2+ 5V ] Grdx,
2 p—4 al 2 2
= (2se_s|x| le) Z [(p - 2)(=2se” M x,) (=2 5e™™ x;)

ij=1
+ 5,~j(2se_sl"|2|x|)2] [2se‘s|x|2(2sx,-xj — 5,-,)]
N
(2se 1) ™ D" [ (0 = 20xix; + 6, a) s [2567 4 @ - 6
i,j=1
N
(25 Y 117 3 [(p = 2w + 6yl ] @5, - 61)
ij=1
N
(2se ) D [25(p - 2 + 83(=(p — 2xix; + 2slaPxix; — |xP)|

ij=1

N
25(p = 2)1Al* + Z(—(P = 2)x + 2slaxd = |xl)

i=1

_slx2\P! _
(2se s ) |x|P~*

(25e=7Y"™" = [25(p = DIl = (p = 2P + 2slaf* — Nix?]

-1 -2+N
= (2se‘s|x|2)p x| 2s(p— 1) — p—=7r 7
|x[?
Fixe x € B,, \ B,,. Note que
1 1
x| > r; > 0; 2se " > 0, —-—=>-——
| x| rr
Dai, se s > 0 € tal que
p—2+N
2s(p—1)—T > 0,
1
entao
Apus(x) > 0.
Portanto podemos escolher algum
-2+N
2(17 - 1)1"1

para obter que

-Ajuy <0 emB, \B,,.



Capitulo 2

O problema de minimo

Iniciamos aqui a discussdo sobre solucdes do problema de minimo em Danielli e Pe-
trosyan [11]. Desejamos demonstrar o Teorema 0.1 e para tal buscaremos as ferramentas
necessdarias, tais como: rescalings, estimativas para a solu¢do do problema de Dirichlet p-

harmonico com tragco num minimo local e continuidade a@-Holder local, paraum 0 < @ < 1.

2.1 Minimos locais do funcional energia

Considere fixados os seguintes objetos:

Q c RY, um dominio limitado com 9Q € C%!;

p €R, p> 1 (vamos assumir que 1 < p < N a partir da Secao 2.3);

AeR, 1>0;

fo € Whr(Q) N L=(Q), fy > 0, uma fungio e M := || fyllo.

Dada uma fun¢iio w € W'”(Q) e um aberto nio-vazio U ¢ Q com U € C%!, denotamos

o funcional energia por
Jw; A, U) = f [VWI” + APy (ws0,dX.
U

Quando ocorrer U = Q, optaremos por simplificar a notagcao escrevendo apenas J(w).

Para f € W!»(U) qualquer, considere a seguinte classe convexa, como em (1.9):

K(f.U) = {we WPU)w - f € Wy (U)}.
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Se f = foe U = Q, optaremos pela notacdo K no lugar de K(fp, Q).

Definicdo 2.1 Sejam U C Q um aberto ndo-vazio e f € W'P(U). Diremos que uma fungdo
u € K(f,U) é um minimo absoluto de J( - ; 1, U) se

Jw; ,U) < Jw; L, U)  VYw e K(f,U).

Defini¢fio 2.2 Sejam U C Q um aberto ndo-vazio, f € W"P(U). Diremos que uma funcdo
u € K(f,U) é um minimo local de J( - ; A, U) restrito a uma vizinhanca V(f,U) C
K(f,U) se existe € > 0 tal que

we K(f,U); IVu = Vwll, v + w0y — Xwsollio < &} < V(f,U)

Ju; ,U0) < Jw; ,U) Yw e V(f,U).

Observacao 2.3

(i) Em geral, entende-se um minimo local (cldssico) de J como uma funcdo u € WP (Q)

para a qual existe € > 0 tal que J(u) < J(w) para todo w € W'P(Q) com
llee = wllwirq) < &.

Para o que estudamos, no entanto, a expressdo “minimo local” deve ser sempre en-
tendida conforme a Definicao 2.2, a qual é inspirada pela definicdo de minimos locais

empregada em ambos artigos de Alt e Caffarelli [4] e de Danielli e Petrosyan [11].

(ii) Todo minimo absoluto u € K(f,U) de J( - ; A, U) é minimo local de J( - ; A, U) restrito
a uma vizinhanca V(f, U). Em verdade, podemos considerar € = +oo para este caso

especifico.

(iii) Nas situacoes em que tratarmos de minimos locais segundo a Defini¢ao 2.2 com traco
fo em Q, optamos por fixar € < 1. Dessa forma, ndo precisamos carregd-lo em nossas

notagoes. Também assumimos M > 1;

(iv) Tal como faremos para K, quando [ = fye U = Q denotaremos V(f, U) simplesmente
por V;

(v) A terminologia “vizinhanca” refere-se ao fato de que a soma
Vw1 = Vwall,u + >0y = Xpwsopllio,  wi, wa € K(f, U)

forma uma métrica em K(f, U). Desta forma, V(f,U) é vizinhanga de u € K(f,U)

segundo a métrica acima.
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A primeira parte do Teorema 0.1 serd demonstrada a seguir.

Teorema 2.4 Existe um minimo absoluto de J em K.
Demonstraciao: Considere uma sequéncia (u,),ay C K tal que
lim J(u,) = inf J(w).
n—oo weK

Entao

sup J(u,) < +oo.

neN
Dessa forma, temos
supfqunlpdx < 400 2.1
neN JQ
e
sup [{u, > 0} < +oo. 2.2)
neN

Segue de (2.1) e de um argumento anédlogo ao utilizado na demonstra¢iao da Proposicao 1.27
que, a menos de subsequéncia, tem-se, para uma fun¢do u, € K consequente da reflexividade
do espago W'r(Q),

u, = up em W (Q), (2.3)

donde
IVuoll, < liminf [|Vu,||,. 2.4

Por outro lado, pelo Teorema D.3, no Apéndice B, temos a imersdo compacta de

WhP(Q) em L1(Q). Isso e (2.3) nos ddo
u, > up em L'(Q),

o que implica, novamente a menos de subsequéncia (ver Teorema B.4, no Apéndice B), em
u, = uy q.t.p. em Q. (2.5)

Usando agora (2.2) e a separabilidade de L'(Q), existe, pelo Teorema C.4, no Apén-
dice C, uma fungio g € L*(Q) (visto como dual topoldgico de L'(Q)) tal que, passando

(u,)nen NOvamente a uma subsequéncia e reindexando, se necessdario, vale

Xuns0) — & em LV(Q).
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Isto equivale, pelo Teorema C.3, a

r}l_}r{)lo . WX (4, >01dX = ngdx Yw e LI(Q). (2.6)
Em particular, escolhendo a fun¢do w = 1 em Q, tem-se w € L'(Q) (pois Q é limitado) e daf
r}i_)rgl{un > 0} = Lgdx. 2.7)

Além disso, observa-se
g=>0 q.tp.emQ. (2.8)

Com efeito, se existe Z C Q com |Z] > 0 tal que g < 0 em Z, podemos escolher w = yz €

L'(Q) em (2.6) e observar que
0< f)({un>0}dx — fgdx <0,
z z

Seja D := {uy > 0}. Note que, para q.t.p. x € D, (2.5) implica

um absurdo.

Xiu,>01(x) = 1 para todo n suficientemente grande.

Por causa disso, temos

Xuw,>00 — 1 q.tp.emD,

de onde vemos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.3, no

Apéndice B), que

lim X{Mn>()}dx = fdx (29)
= Jp D
Ora, tomando w = yp em (2.6), chegamos a
lim | yu,-odx = fgdx. (2.10)
De (2.8), (2.9) e (2.10), obtemos
[{ug > 0} = |D| = fgdx < fgdx. (2.11)
D Q
Reunindo as informagdes obtidas em (2.4), (2.7) e (2.11) e lembrando que u, € K,
calculamos
J(up) = fIVuolpdx + A l{uo > O}
Q
<

liminffqunlpdx+/l”fgdx
n—ee s Ja Q

lim inf (f Vu,|? +/1p)({u,,>0}dx)
Q

n—oo

lim inf J(u,).

n—oo
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Portanto 1, € um minimo absoluto de J. [ |
O préximo passo serd mostrar a p-subharmonicidade fraca e a limitacdo essencial de
minimos de J. Tais informagdes nos permitirdo aplicar a Desigualdade de Caccioppoli (ver
Proposicao 1.21). Quando conveniente, denotamos o conjunto de positividade de um mi-
nimo por D. Além disso, lembramos que o real positivo & associado aos minimos locais

tratados na Defini¢ao 2.2 estd fixado com ¢ € (0, 1) (ver Observacao 2.3).

Lema 2.5 Sejam u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhancaV ew € Wé’p «Q),w >
0. Entdao
[{u —tw > 0}| < |D|

Jw) < J(u—tw)
para todo t > 0 suficientemente pequeno.
Demonstracao: Seja t > 0. Queremos mostrar que
IVu — V(u—tw)ll, + llxp = Xu-msoilh < &

parat = 0. Observe que

IVu = V(u —twll, = tIVwl,.

Se [[Vw||, = 0, basta analisar a norma L' da diferenca das fungdes caracteristicas. Se, por

outro lado, [[Vw]|, # 0, devemos ter 1 < para que ocorra

2|[Vwllp
£
IVu —V(u—tw)l, < 7 (2.12)
Por outro lado, podemos ver que
e u—tweKe
o {u—tw>0}C D (poisw > 0).
Assim
{u —tw > 0}| < |D|
e
0 < XD = Xtu-tw>0) = XD\u-tw>0} = X Drjrw=u) €M Q. (2.13)

Além disso, valem
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® Xmwey =1 & tw2u & t>22>0 emDn{w>0}
® Xitw>u) =0 emDﬂ{w:O}.

Logo
lim yqwsy =0 em D. (2.14)

t—0*

Ademais, (2.13) implica

D — Xu-msoylli = fX{thu}dx-

D
Passando ao limite de t — 0* acima e usando (2.14) e o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue (note que D € limitado), temos

lim [[xp = Xu-msoilli = 0.

t—0+

Consequentemente, existe £, > 0 tal que, para todo ¢ € (0, 1), vale

£
D = Xu-rwsoplli < 5 (2.15)

Tomando

Iy, s€ ”lelp = Oa
hHh =

E
min|———, |, se||[Vw||, # 0,
(2||Vw||,, 0) ?

segue de (2.12) e (2.15) que

IVu =V —twll, + llxp — Xju-msojli < &
para todo ¢ € (0, ;). "

Teorema 2.6 Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V. Entdo u é

fracamente p-subharménico em C, isto é, pela Defini¢ao 1.19,

f IVulP2Vu -Vwdx <0 VYwe Wé’p(Q), w > 0em Q.
Q

Demonstracao: Para qualquer fungdo ndo-negativa w € Wé”’ (Q)eparat >0, t =0, temos,

pelo Lema 2.5,

1 1 AP
0< 7 (J(u—tw) = J(u)) " f [Vu — tVw|? — |VulPdx + 7(|{u —tw > 0}| = |DJ)
Q

IA

1
- f [Vu — tVw|P — |VulPdx,
t Jo
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ou seja,

1
— f [Vu — tVw|P — |VulPdx > 0.
I Ja
Passando ao limite de + — 0" acima e usando (1.6) e (1.8), vé-se que
—pf [VulP>Vu - Vwdx > 0,
Q
donde concluimos que

f IVulP>Vu - Vwdx <0 VYwe Wé’p(Q), w > 0.
Q

Teorema 2.7 Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V. Temos as
estimativas
O<u<sM-=|flle g¢gtp emQ.

Demonstracao: Sejav := (1 — M)*. Entdov € W(;”’ (Q) e v > 0. Pelo Teorema 2.6, temos
f [VulP>Vu - Vvdx = f |VulP~2Vu - Vvdx < 0,
{u>M) Q
ou seja,
0< f |Vv|Pdx = f IVulP~2Vu - Vvdx < 0.
Q {u>M}

Logo |Vv| = 0 q.t.p. em Q. Sendo v € Wé”’(Q), chegamos a
v=0 q.t.p.em Q.

Consequentemente, u < M q.t.p. em Q.
Para ver que u > 0 q.t.p. em Q, tome w := u~ > 0 em Q. Teremos, parat € (0,1) e
x€Q,
ux)+tw(x) >0 < u(x) >0,
donde

V@ + tw) = Vull, + [ urmws0y = Xusopll = dIVWll, < &

para t > O suficientemente pequeno. Assimu +tw € Ve

]
IA

% [J(u+ tw) — J(u)]

1
- f IV(u + tw)|? — |VulPdx
t Jo



37

para t > 0 suficientemente pequeno. Passando ao limite de t+ — 0* e usando (1.6) e (1.8),

podemos calcular a primeira variagao

0 < %[]g; |V(u+tw)|”dx]

p f IVulP>Vu - Vwdx
Q

t=0

= —p f IVulP~>Vu - Vudx
{u<0}

= —pf [VulPdx
{u<0}

= —pflelpdeO,
Q

mostrando que Vw = 0 q.t.p. em Q. Sendo w € Wé”’(Q), tem-se w = 0 q.t.p. em Q.

Concluimos que u > 0 g.t.p. em Q. |

2.2 Invariancia

Uma das caracteristicas mais importantes, para nossos cdlculos, de minimos locais de J
€ o fato de que tal propriedade € invariante quando o minimo local € restrito a um subconjunto
nao-vazio, multiplicado por uma constante (com as devidas altera¢des no funcional J) e

quando o minimo local sofre um rescaling, os qual definimos a seguir.

Definicao 2.8 (Rescaling) Fixados xo € Q er > 0, seja

Q, = {x_xo;xeﬁ}

r

e considere o difeomorfismo ® = @, , : Q — Q, dado por

D) =12 yeq.
r

Definimos o rescaling de Q para Q, de uma fungdo w € W'P(Q) como a fungéo
1
W), := —(wo @) e W (Q,).
r

Observacao 2.9

(i) Omitimos x, na notagdo de rescalings por simplicidade, pois trabalhamos majoritari-

amente com rescalings de bolas abertas, cujos centros estdo bem determinados;
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(ii) Para caday € Q,, temos
1
W), (y) = ;w(ry + Xo).

Além disso, (w), € W'P(Q,) é consequéncia da Férmula de Mudanga de Varidveis

(ver Teorema B.13, no Apéndice B). De fato, pois sendo ® Lipschitz injetiva com

1

1
aet (21v)| =
r

det DO| = 5

(Iy é a matriz identidade de ordem N), temos

1 1
[ onpay= [ ooy = i [ iy < s
Q, r Jow) r Q

donde (w), € LF(Q,). Dada ¢ € C;(Q2),

f(W)ra—(pdy = lf (woCD‘l)a—"Ddy
Q, dy; r Jow 0yi

1 0
= = fw—('DOQDdx i=1,...,N.
pN+1 ay;
Uma vez que
0 0D
— ®) = (Vpod)  —
axl_(soo ) (Vg o @)- o,
= (VQDO(D) (_el)
_ 1o &
r(')yl-
em Qparacadai=1,...,N, temos que

oy 1
‘fgr(w)ré’_yidy P Wa—(sﬁ o ®)dx
1

N 0—(90 o ®)dx

f(—o(D )(pdy, i=1,...,N.
Q

Logo existem as derivadas parciais fracas

ow), _ow
dyi 0x;
com
)4
ow), :f a—WO(D dy = — fa_w dx < +c0, i=1,...,N,
dy Q) 0x; 0x;
isto é, 5
MW 1r@,). i=1.....N.

ayi
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(iii) Note que cada funcdo w € W'"P(Q,) é o rescaling de Q para Q, apenas da funcdo
w = rwo ® e W' (Q). Isso significa que a aplicacdo

whrQ) — w(Q)

w o= (W),
€ bijetiva.
(iv) Se Q = B,(xy), entdo Q, = By (bola aberta unitdria centrada na origem).
A invariancia por rescalings de minimos locais serd provada agora.

Teorema 2.10 Se u € K é um minimo local de J restrito a uma vizinhanga V, entdo (u), €
K((fo)r, Q) € um minimo local de J( - ; A, Q) restrito a uma vizinhanca V((fo),, Q).

Demonstracao: Seja w € K. Note que

Ofx e Qw(x) >0} = {Bx);xeQ wlkx) >0}

{y = @(x); x € Q, r(w),(y) > 0}

{y € Q5 (w),(y) > 0}. (2.16)

Dai, sendo ® uma aplicacdo bijetiva,

D({x € Q;w(x) > O\ {x € Q; u(x) > 0}) = O({x € Q; w(x) > OP\DO({x € Q; u(x) > 0})

=1{y € Q:(W):(y) > O\{y € Q5 () (y) > 0}.  (2.17)

Assim, como @ tem Jacobiano %N > (, temos, por (2.16) e pela Formula de Mudanga de

Variaveis,
[{w), > 0} = [{y € Qs (W),(y) > 0} = |O(fx € Q;w(x) > 0})
= lre 2w > 0)
-
= riNl{w > 0} (2.18)
e, por (2.17),
Hw), > 0\ {(u), > 0} = [{y € Q;;(w),(y) > O} \ {y € €5 (w),(y) > O}

= [D({x € Q;w(x) > 0} \ {x € Qs u(x) > 0})]

_ rlN|{x € Qw(x) > 0\ x € Q;u(x) > O)

1
= r_Nl{w > 0} \ {u > 0} (2.19)
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Podemos aplicar a Observacao 2.9(ii) e (2.18) para calcular

J (W) 4,8)

Consequentemente,

f VW) P + AP x (w), >0y
Q,

f V), WIPdy + A7|{(w), > O}
DQ)

1 AP
S f [V (w), 0 @))dax + S liw > O}
r Q r

1
= fg IVw(OI” + AP xs0,dx

J(w)
N

J ()3 4,2) < T (W) 4,9,)) &= J(u) < J(w),

de modo que, denotando

temos

para todo w € A.

Seja

A= {(w);we V),

J ()3 A, Q) < J (W54, Q) (2.20)

&

e max(r i, Ny

Dado w € W'?(Q,) com

VW = V), llp.e + Il ws0 — XiwnllLa, < &

escolha w = r(W o ®@). Temos w = (w), e podemos aplicar mais uma vez a Observacao

2.9(i1) e usar (2.19) para chegar a

IVw = Vull, + w0y = Xusoilli - = (f IV(w — M)Ipdx) + [{w > 0} \ {u >0}
Q

(erQ IV(w - u)rl”dy)p + rYH{w), > 0} \ {(w), > 0}

N N
rNPIV (W), = VW)l + N om0 = Xiw,sollie,
< max{r®™? Ne,

= E&.
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Isso mostra que w € A. Por isso e por (2.20), podemos reescrever, nos termos da Defini¢cao
2.2,
A =V((fo)r, ),

donde concluimos que
(1), € minimo local de J (- ; A, Q,) restrito a V((fy),, Q,).

[
Em alguns casos, é necessario tratar de rescalings como minimos locais, porém sem

multiplica-lo pelo fator } Para tal, precisamos da seguinte proposicao.

Proposicio 2.11 Sejam U C Q um aberto ndo-vazio, f € WP(U)e0 < s < 1. Seu € K é
um minimo local de J restrito a uma vizinhanga ‘V, entdo su é um minimo local de J( - ; sA, )
restrito a uma vizinhanga V(s fy, Q).

Demonstracao: Seja

A ={sw;w e V}.

Temos

J(sw; s, Q)

f [Vsw|? + (s xsw-01dx
Q

s”fIlep+/lp)({w>0}dx
Q

sPJ(w), VYwe K.

Em consequéncia,
J(su; sA,Q) = sPJ(u) < sPJ(w) = J(sw; 54, Q)

para todo w € V. Dai
J(su; sA,Q) < J(w; 54, Q) 2.21)
para todo w € A.

Considere agora um w € K(sfy, Q) tal que

IVw = V(su)ll, + [ =0y — Xisus0)ll1 < s&.
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Observe que, sendo 0 < s < 1,

1_ |
HEVW‘V” i ~ ol = IV = Vsl + o~ xiseals
)4
1 _
< < (19w = Veswll, + o — xisesnlh)
< g

donde w € A. Por isso e por (2.21), podemos renomear A como V(s fy, Q) e concluir que
su € um minimo local de J( - ; s4, Q) restrito a uma vizinhanca V(s fy, 2).

u
O resultado a seguir é importante quando tratamos de minimos locais em bolas abertas

B c Q.

Proposicao 2.12 Seja U um aberto ndo-vazio tal que U C Q. Se u € K é um minimo local
de J restrito a uma vizinhanca V, entdo u € K(u,U) é um minimo local de J( - ;A,U)

restrito a uma vizinhangca V(u, U). Ademais,
f [Vul? — |[VwlPdx < f Axu=0dx  we V(u,U). (2.22)
U U
Demonstracao: Dado w € V(u, U), defina
8§ = WXu T Uxawu-
Noteque g € Ke
Vg = Vull, + llx g0y = Xusoylli = [IVW = Vull, v + lIxpes0y = Xwsoilliu < &,

donde g € V. Isso implica em J(u) < J(g). Assim, como

fqu|p+/l")({M>o}dx+f |Vu|p+/lp)({u>o}dx = f|Vu|p+/lp)({u>o}dX
U O\U Q

IA

flVg|p+/l”)({g>o}dx

Q
f|Vw|” + APdx
U

+f Vul? + Ay usodx, (2.23)
QU

IA

temos

Ju; A, U) = f [Vul? + Ay usodx < f [Vw|? + APdx = J(w; A, U)
U U
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para todo w € V(u, U).
Portanto u € K(u, U) é minimo local de J( - ; 4, U) restrito a uma vizinhanga V(u, U).

Além disso, por (2.23) e pelo Teorema 2.7,

fqul” - |VW|de < f/lp - /lp/\/{,D()}dX = ﬂpf/\/m:()}dx.
U U U

2.3 «a-Holder continuidade local

A solucgdo do problema de Dirichlet p-harmdnico com traco num minimo local satisfaz
estimativas cruciais para mostrar a regularidade dos minimos locais. Para os resultados desta
secdo, tentamos trazer constantes na forma mais explicita possivel.

Para o que segue, lembramos que 0 < & < 1 € fixado e que M > 1, conforme a

Observacao 2.3(iii). Além disso assumiremos, até o final deste trabalho, que 1 < p < N.

Lema 2.13 Sejam u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanga V. Existe { =
{(N,M,p) € (0,1) tal que se 0 < r < { e By(y) C Q, entdo a uinica solugdo fraca v do
problema p-harménico com trago de Dirichlet u em 0B,(y) (ver Proposicao 1.28) pertence
a V(u, B.(y)).

Demonstracao: Pela Proposicao 2.12, temos que u# ¢ minimo local de J( - ; 4, B,(y)) restrito

a uma vizinhanca V(u, B,(y)), para qualquer bola B,(y) conforme descrito acima. Note que

IA

IVu — Vvl 5.9 + w0y = Xivs0ll1.8,0) IVullp..) + IVVIlp.8,0) + f D w0y — Xvs0yldx
B.(y)

( f |Vu|”dx) +( f |Vv|f’dx) + wyr.
B (y) B(y)

IA

Pela Proposic¢ao 1.27, isso nos da

IVu — VV||p,B,(y) + ||X{u>01 —)({v>0}||1,3,(y) <2 (f |Vu|”dx) + riN- (2.24)
B

()
Se utilizarmos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue de imediato que o
membro esquerdo da desigualdade acima converge para 0 conforme r — 0*. No entanto, o
limite neste caso ndo € uniforme em u. Como objetivamos um ¢ dependente apenas de N, M

e de p, devemos buscar um controle superior de (2.24) que tenha por parametros apenas N, M

e p.
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Pelo Teorema 2.7, temos 0 < u < M q.t.p. em Q. Como u é fracamente p-subharmonica

(ver Teorema 2.6) e B,,(y) C Q, podemos aplicar a Desigualdade de Caccioppoli (ver Pro-

pP
[VulPdx < — u’dx.
B.(») P JB, )

f \VulPdx < pP2¥ woyMPrVN=P. (2.25)
B.(y)

posicao 1.21) para obter
Dai

Dessa forma, usando (2.24), temos
IV = V|, 5,00 + ¥ s0) = Xosoill1s,0) < 20MQNwn)PrNP=D 4 .
Sendo 1 < p < N, vale
lim [2pM 2" wy) PV 4wy | = 0,
Segue que existe uma constante { = {(N, M, p) > 0 (lembramos que & > 0 € fixado) tal que

Vi — VVH}?,B,.(y) + [ (us0) —X{v>0}||1,B,(y) <e VYre(0,9. (2.26)

Portanto, se r € (0, {), entdo

v € V(u, B).
[

Observacao 2.14 O Lema 2.13 ¢ crucial para que possamos lidar com a regularidade de
minimos locais de J. Para minimos absolutos, contudo, o Lema ndo é necessdrio, de modo

que o caso p > N torna-se vidvel.

Dados # > 0 e uma bola aberta B = B,(y) C Q, denotamos B = B,.(y).

Lema 2.15 Sejam u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V, B uma bola

aberta com raio 0 < r < {(N, M, p) tal que 2B C Q e v € V(u, B) a uinica solugdo fraca do

problema
A,y =0em B
v—ue W,"(B).
Valem as estimativas:
fB IV -v)lPdx < C,rY  (p >2), (2.27)

onde C), = p2"‘3a)N/lp >0, e

f IV(u - v)IPdx < C,rNPU=PR2T (1 < p < 2), (2.28)
B



onde
2[p(5—p—N)/2+N]p[P(l—p/2)]

C, = oy MPAPID1 1712
g [p(p - 1>

Demonstracao: Defina

X = BN ({|Vul >0} U {|Vy| > 0}).

Note que o lema € imediatamente valido para B \ X no lugar de B.

Considere, para cada s € [0, 1] e x € X, a combinagdo convexa
u®(x) = su(x) + (1 — s)v(x) = s[u(x) — v(x)] + v(x).

Entio u® = ve u" = u em X. Dessa forma, usando (1.8) e o Teorema de Fubini,

f IVulP — |Vv|]Pdx f f IVu(S)I” dsdx

X

p f f IVu@P2Vu' - V(u — v)dxds.
0 X

Pela Proposic¢io 1.27, comou — v € Wg’p (B),

f IVVP2Vy - V(i — v)dx = 0
B

Dai
f IVVP2Vy - V(i — v)dx = 0
X

e assim, por (2.29),

fquV’ — |Vv)Pdx
X

1
Pf f(IVu(S)lp_ZVu“) + IVVIP_ZVV) -V(u —v)dxds
0 Jx

Usaremos agora a desigualdade (A.6), no Apéndice A:

(p = DIE = 1Pl + "2, se 1 < p <2,
(1£172& =l 2n) - =) 2

pz}a-z |E—nlP, se p =2,
onde &1 € RV \ {0}.
Para p > 2 obtemos, de (2.30) e novamente de (2.29)

fqul” — |Vv)Pdx
X

\%
<

1
1
p f = f (IVaP2Vu® + Vo2 V) - V@ = v)dxds.
o §Jx

45

(2.29)

(2.30)
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Por isso, pela definicdo de X, por (2.22), da Proposicao 2.12, e pelo Lema 2.13, vé-se que

flV(u —V)Pdx < p2P73 2P f/\({uzo,dx. (2.31)
B B

Consequentemente,

flV(u —V)Pdx < p2P3wyAPrY,
B

mostrando (2.27).

Se, por outro lado, 1 < p < 2, temos
fx IVul? — |VvlPdx > p(p — 1) fo 1 % fx V@' = v)P(Vu'| + |Vv])P2dxds.
Observando que
IVu'| + |Vv] < s|Vul + (1 — s)|Vv| + [Vv] < 2(|Vu| + V) Vs € [0,1],
e que a fungfio ¢ — tP~2 é decrescente para ¢ > 0, verificamos

1
f \VulP — |Vv[Pdx > p(p—1)2P72 f s f IV(u = V)PP(\Vul + V)P 2dxds
X 0 X
= p(p- 12"~ f V(1 = v)P(Vul + [V dx, (2.32)
X

Além disso, como

p2-p)

Vu— Vvl = [lV(u — WPV + |Vv|>”“’22)] (IVul + [Vv]) ="

2 2
em X, podemos aplicar a Desigualdade de Holder para os expoentes conjugados — e 7
p -p

no produto acima e obter

2-p

f V(= v)Pdx < [ f V(= v)P7 (V| + |Vv|)p<”z”§dx] [ f (IVul + IVvl)p%p)’ﬁpdx] .
X X X

O fato da funcdo t — 1'~% ser crescente para ¢t > 0 nos da

5 -
f IV(u — v)|Pdx [ f IV(u — v)P(|Vu| + IVvl)p‘zdx] [ f (|Vu| + IVvl)”dx]
X X X

4 14
2

3 1=
[ f |V(u—v)|2(|Vu|+|Vv|)”_2dx] [2P—1 f |Vu|”+|Vv|”dx] .
X X

[S1aS)

IA

IA

A desigualdade acima e (2.32) implicam

1 5
V(u —v)|Pdx < [— f [Vul? — IVvlpdx] [2’7_1 fquI” + IVvlpdx]
fx p(p— 12073 Jyx X

_r
12
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Dai, da defini¢c@o de X, de (2.22), na Proposi¢ao 2.12, e da Proposicao 1.27, temos

1 5 1-4
flV(u—v)I”dx p (fqul” - IVvlpdx) (2”f|Vu|”dx)
B [p(p — 1)2r73]2 \Us
2p(1-p/2)]
,, (f [Vul? — IVvlpdx) (fIVulpdx)
[p(p — 1)]521-9p/2]

2[p(5-2p)/2] -2
—[p(p — l)]ﬁ (/l f,\/{u O}dx) (fqul”dx) (2.33)
2[p(5-2p)/2]

[p(p—l)]zﬂpm §(f lvulpdx) 2

21p(5-2p)/2] 1=
—p(wN) /1(17 12)(Np/2) (f |Vu|pdx)
[p(p — DI> B

Sendo u p-subharmonica (ver Teorema 2.6) e 0 < u < M q.t.p. em Q (ver Teorema 2.7),

IA

E

N\ﬁ

podemos aplicar a Desigualdade de Caccioppoli (ver Proposicao 1.21) e obter

P

2lp(5-2p)/2] pP 1-5
fw(u —V)|Pdx —(wN) /1(17 /12) (Np/Z)( f updx)
B [p(p - D]* 7 Jap

IA

21p(5-2p)/2] b »
- O . (wN)f/l(p /2)r(NP/Z)(ppzNri(N—P)MP)1—7
p\p — 2
2[17(5—17—N)/2+N]p[17(1—p/2)] o 2 N
— o 1)]p a)NM[p( =P/ ) (07/2)  IN=p(1=p/ )]’
p\p - 2

mostrando (2.28).

De posse do Teorema a seguir, serd possivel demonstrar o Teorema 0.1.

Teorema 2.16 Se u € K é um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V, entdo, para

algum a = a(N, p) € (0, 1), tem-se, a menos de representante,

u e CQ).

loc

e, para cada U cC Q e toda bola aberta ndo-vazia B C U,
”u”a,B = Sup |I/t| + [u]a,B < C,
B
onde C = C(N, M, p,A,U) > 0 é constante.
Demonstracao: Seja U cC Q aberto ndo-vazio e denote d := dist (U, 0Q2) > 0. Fixe y € U,
. (d
O<r< mm{z,g(N, M,p)}

e denote B = B,(y).
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Pelo Teorema 2.7, temos 0 < u < M q.t.p. em Q. Como u é fracamente p-subharmonica
(ver Teorema 2.6) e 2B C Q, podemos aplicar a Desigualdade de Caccioppoli (ver Proposi-
ciao 1.21) e obter

Y4
VulPdx < 2 | wrdx < pr2N oy MrrNP). (2.34)
B P Jop

Seja v € V(u, B) a tnica solugado de

A,y =0em B
V—uc€ Wé’p(B).

Pela Proposicao 1.24, existe Q = Q(N, p) > 0 constante tal que
sup Vvl < = flelpdx < g fqul”dx

Assim, por (2.34),

AN

1

P

suprvI < (%fqulpdx)
1B r’Js

2

1
QP =NIp) ( P2V wyMP r(N—p)) ’

IA

Denotando
a=a(N,M,p) := p2"""MQ"'""(wy)"? > 0,
temos
sup [Vv] < ar™VpNih — € (2.35)
1p r
2

Tomaremos agora um 6 > 0 suficientemente pequeno (a ser estabelecido mais adiante)

{1y 4
0<r<ry:=min 3 ,§,§(N,M,p).

1
Desse modo, r'*? < — 5 < 3 Consequentemente, pelo Lema 2.15 e por (2.35),

IA

[IV(u — V)“p,B,(He)(}’) + ”VV”p,B,(He)(y)

1 1+0)N,
IV = V)l|p.,00 + () PAONPLGy)|

||Vu| II%B,<1+9) »

IA

(C) VP AINIP=0=pI2] 1 () Ve pla+ONIP-1] e 1 < p < 2,

(Cp)(l/p)r(N/p) + a(wN)l/”r[(“e)N/”_l], se p > 2.
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Dessa forma, se

¢ = (N, M, p, 2) := max{(C,)""'”, a(wy)"""},

entao

c(r[zv/p—(l—p/zn + r[<1+e)N/p—11) sel <p<2,
||Vu||p,B,‘(1+9)(y) <
c(r(N/m + ;»[U+9)N/1"1]) se p>2.

Como 0 < r < 1, temos, para p > 2,

AN < La+ONp=1] > 0.

I4
N
Se, por outro lado, 1 < p < 2, entdo

2
AANIp--p2)] o JasoN/p-1] L

Escolhamos 6 = 8(N, p) > 0 de modo que as implicacdes acima sejam satisfeitas.

Sejat = r"*% < 1. Temos, paral < p < N,

IVully.z.0) < DerNp=1/+0)]

1
Observe que se @ = a(N, p) € (0, 1- m), entao

7FHA+0] o p(=1+a)

Logo

IVt < 2cTNP71H),

Portanto, pela Desigualdade de Holder,

N, -1
IVulli gy < IIVuUllyp.0)(T wn)' ™7
< 2C(a)N)1_l/pT(N_1+Q).
= : : (1+6) d
Por construcgdo, a desigualdade acima vale para todo 0 < 7 < ry := (1) <ry < 5 Note

que ¢ independe de 7.
Considere agora

t>n

tomado de forma que B;(y) C U (lembramos que y € U foi fixado no inicio da demonstragao).

Sejak = k(N, ry, diam (U)) o menor inteiro tal que o compacto U pode ser coberto por k bolas
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. r . .
abertas centradas em U e com raio 7 := 51 > 0. Sejam {yy, ..., y:} os centros de tais bolas.

Observe que 7y < r;. Com isso, calculamos

k
Z f \Vuldx
i=1 Y B0

k
Z 2c(wN)l—l/pT(ON—l+a)
i=1

— 2Ck((,()N)l_l/pT§)N_l+a)

IA

||VM||1,B,(y)

IA

< ht(N—1+a)

onde & := 2ck(wy)'~!/? > 0 é independente de ¢ e de y.

Aplicando o Teorema de Morrey (ver Teorema D.2), obtemos que
ueC™™WU) YUccQ
e, para toda bola aberta ndo-vazia B C U, tem-se
[ulap < C,

para uma constante C = C(N, M, p, U), donde concluimos a demonstragao.

Observacio 2.17 O Teorema 2.16 nos fornece regularidade C**(Q) apenas para

loc
1
ae|0,1-———]|,
1+6

isto é, num subconjunto proprio de (0, 1). Martinez e Wolansky, por sua vez, foram capazes

Q
C

de mostrar (cf. [23] Teorema 4.1) que minimos absolutos de J pertencem a C% (Q) para

todo0) < a < 1.

2.4 p-Harmonicidade fraca

A continuidade de um minimo de J implica no fato de seu conjunto de positividade
ser aberto. A p-harmonicidade em tal conjunto € consequéncia disso, conforme o Teorema a
seguir.
Teorema 2.18 Se u € K é um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V, entdo u é

fracamente p-harmonica em D = {u > 0}, isto é, dada qualquer bola aberta ndo-vazia
B c D,

f IVul2Vu - Vodx =0 Vg € C(B).
B
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Demonstracao: Pelo Teorema 2.16, 1 admite um representante continuo em € (o qual
também denotaremos por u). Pelo Teorema 2.7, temos u > 0 em Q. Assim D ¢ aberto. Fixe

B C D uma bola aberta ndo-vazia e ¢ € C’(B) e defina X := supp ¢ CC Be
d = dist(X,0B) > 0.

Considere uma cobertura finita

{BiE,

. . d )
de X por meio de bolas abertas de raio 5 e com centros em X. Se definirmos

04

entdo teremos Y compacto com Y C B.

Assumindo ¢ # 0 em B, note que

my ;= minu(x) > 0
xeY

my 1= max |¢(x)| > 0.
xeY

Definindo ¢ = % > 0, observamos que
ltol <u emY Vte(=0,0).

Dai, para cada t € (-6, 9), vale
u+tp>0 emB,
isto €,
BNn{u+tp>0}=8. (2.36)

Segue entdo que

”V(u + tSD) - Vu”p,B + ”/Y{u+tcp>0} _X{u>0}||1,B = t”VQD”p,B-

Sabemos, pela Proposicao 2.12, que u € K(u, B) ¢ um minimo local de J( - ; 4, B) restrito a
uma vizinhanca V(u, B). Observe que u + t¢ € K(u, B). Como ¢ é suave, mas nao constante

em B, temos 0 < [|Vy||, 5 < +oo. Tomando agora

E
|f| < 6; := min {5, }
: Vel 5
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(¢ > 0 provém da minimalidade local de u#, conforme a Definicao 2.2), vemos que u + t¢ €

“V(u, B) para todo t € (—d1, ;). Logo
Jw; A, B) < J(u+tp; A, B) Vit € (=81,6)). (2.37)

Por (2.36),

1 1 AP
;[J(u +to; A, B) = J(u; A, B)] - f \Vu + tVo|? — [VulPdx + - f X{uttp>0) — X DAX
B B
1
= - fqu + V|’ — |VulPdx.
B

Dessa forma, por (1.6), existe a derivada

d
—J(u+tp; A, B
7 (u+1p )

= f IVulP>Vu - Vdx. (2.38)

=0 B

De (2.37), (2.38) e da Proposicao A.3, no Apéndice A, concluimos que
f |Vul’2Vu - Vodx =0 Vg € C(B).
B

Corolario 2.19 Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V. Entdo
ue Cl’“({u > 0}) para algum 0 < a(N, M, p) < 1. Ademais, para cada U cC D = {u > 0},

loc
IVulle,v = sup |ul + sup [Vul + [Vulov < C,
U U

onde C = C(N, M, p,U) > 0 ¢ constante.

Demonstracao: Basta aplicar o Teorema 2.7, o Teorema 2.18 ¢ a Proposicao 1.25.

De posse do lema a seguir, poderemos concluir a demonstracao do Teorema 0.1.

Lema 2.20 (Primeira variacao do funcional energia, ver [32] Lema 9.5) Sejamu € K um
minimo local de J restrito a uma vizinhan¢a V e n € C5 (€, RM). Parat € R com |t| sufici-

entemente pequeno, a aplicag¢do

¥Y,:Q - Q

x = Yi(x) = x+ mx).

estd bem definida.

(i) Para |t| suficientemente pequeno, ¥, é um difeomorfismo de Q em Q com ¥;' €

C'(Q,RM).
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(ii) Para |t| suficientemente pequeno, a fungéo u; := u o (¥,)"! pertence a V.

tHfqu,Ipdx
Q

= f \VulP2(= pVuDnVu + |Vul* div n)dx.
t=0 Q

(ii1) A fungdo

é deriviavelemt =0 e

d

(iv) A fungado
t— f)({u,>0}dx = [{u; > O}
Q

é derivavelemt =0e

onde D = {u > 0}.

Demonstracio: Vamos assumir 7 # 0. Pelo Corolario 2.19, u € C'(D) (a menos de um

representante). Denote

X :=suppn = {x € Q;n(x) # 0}.

d
Temos X C Q compacto, d :=dist(X,00Q) > 0em := m}?x In] > 0. Escolhendo |f| < —, temos
m

d
W) = x| = (D) < —m = d,

donde ¥,(x) C By(x) c Q para todo x € X. Como ¥,(x) = x para todo x € Q \ X, segue que
a aplicacao Y, estd bem definida com contradominio Q.

(i) Note que ¥, € C'(Q,RY) e p € C'(Q, RY). Dados xi, x, € Q, temos

[P, (x1) — ¥i(x0) [(x1 = x2) + t[n(x1) — n(x2)]|

\%

lx1 — x| — |t| Lip(m)lx; — x2

[1 — |#| Lip(m)]|x; — xal,

d 1
onde Lip(n) € a melhor constante de Lipschitz para . Tomando agora |¢| < ¢; := min {—, L—()}’

m  Lip(n
obtemos que Y, € injetiva em €.

Considere agora a fungdo

h(x,t) :=det DW¥,(x) = det[Iy + tDn(x)], (x,t) € QX (=61,01).
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onde Iy € a matriz identidade de ordem N. Observe que h é continua. Sendo X C Q

) 3 0 6 .
compacto, & € uniformemente continua em X X [—51, 51] Consequentemente, existe 0 <
0 0
07 < %‘ tal que, para (x,1) € X X [—31, El],

1
|(-xa O) - (Xa t)| < 62 = |h(x, O) - h(-x’ t)l < Ea
ou seja, para x € X,
1
It < 82 = |1 — h(x,1)| < 3

Dessa forma, temos h(x, t) > % > () para todos x € X e |f| < d,. Além disso, DY, = Iy em
Q\ X. Logo ¥, tem determinante Jacobiano nao-nulo em € para todo ¢ € (=65, 9,).

Fixe t € (—0,,0;). Pelo Teorema da Func¢do Inversa, ¥, é um difeomorfismo local de
Q em P,(Q) C Q cujas fungdes inversas, definidas localmente, sdo de classe C'. Como
Y, € injetiva, tem-se que ¥, € difeomorfismo de 2 em ¥,(Q2). Para ver que ¥, é, de fato,
um difeomorfismo de Q em €, precisamos mostrar que ‘¥, é sobrejetiva. Suponha, por

contradicdo, que isso ndo ocorre. Entdo
Q\Y,(Q) 0.
Uma vez que (Q\ {l7] > 0}) = ¥:(Q\ {ln[ >0} e
Fi(Q) = Fi(Q\ {lnl > 0}) U ¥i(X),

devemos ter, por De Morgan,

Q\ ¥(Q) [\ F(Q\ {ln] > Oh] N [QN\ Fi(X)]

[\ (Q\ {ln] > OD] N[N\ F(X)]

QN {lnl > 0h) N [Q\ F(X)]
QN {lnl > 0P \ ¥i(X).

Como X é compacto e ¥, é continua, temos que ‘¥,(X) é compacto. Sendo QN {|n| > 0}

aberto (pois n € continua), obtemos que o conjunto
QN {lnl > 0h \ Yi(€),

ndo-vazio por hipétese de contradi¢do, € um aberto. Por outro lado, o Teorema da Fungdo
Inversa também nos da que ¥,(Q2) é um aberto, de modo que ¥,(Q) e Q\ ¥,(Q) formam uma

cisdo nao-trivial para o conexo €2, um absurdo.
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Portanto P, é difeomorfismo de Q em Q com ¥~! € C!(Q) para todo ¢ € (=6, 55).

(i1) Para t € (—0,, 9,) fixado, defina a funcao
u(x):=uo ‘P;l(x), x € Q.

Entao

u,(V;(x)) = u(x) VYVxeQ

e, pela Férmula de Mudanca de Varidveis (pois ¥, € Lipschitz e injetiva, ver Teorema B.13,

no Apéndice B),

f lu,|Pdx = f lu o ‘I’,‘llpdx = f |ul’ |det DW,| dx < C(t, n)f [ulPdx < +o0,
Q ¥,Q) Q Q

donde u, € LP(Q).

Usando aproximacgdes e a Formula de Mudanca de Varidveis, mostra-se que

[Vu,] = [Vuo ¥, "' [D¥, ] (2.39)
(notacdo matricial). Dessa forma, para cadai = 1,..., N, temos a derivada parcial fraca
Ou, N %
= (VuoW .
c')x,- ( “e d ) (9x,- ’
a qual cumpre
ou,|? ov:|”
f “ax < fwuow;wp | dx
Q 0

ax;

i

IA

C(p.1, n)f \VulPdx
Q

< oo,
Logo u, € W'(Q). Sendo ¥, ! = Iy em Q \ X com X cC Q, também temos
u;,=u emQ\X

Portanto u, — u € Wé’p (Q) e assim u, € K.

Por outro lado, paracadai =1,...,N,

o op;! ow;!
f T dgx = f (Vuow"y. L gy = f Vu- =L o¥,||det D¥,|dx. (2.40)
o 0x; Q 0x; Q 0x;

Pelo Teorema da Funcao Inversa,

N
o ly,] =[D¥;'o¥,] = [D¥,]"' emQ. (2.41)

i=1

ovy;!
(9xl-



Além disso, dado que

DY, = Iy + tDn,
temos
Iy = [D¥]'[D¥]
= [D¥,]'[Iy + tDn]
= [D¥,] +[D¥,] ' [Dn],
donde

DY, = Iyl < [ ILDY.17"] |Dl.
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(2.42)

(2.43)

Usando (2.42) e o fato que Dn € uma fun¢do continua com suporte compacto em €2, vemos

que a matriz DY, € uniformemente limitada em Q para ¢ € (—9,, 9,). Consequentemente, sua

inversa [D¥,]”! também & uniformemente limitada em Q para t € (=d,, 5,). Logo existe uma

constante C > 0, dependendo apenas de 7, tal que
DY - Iy <Ct em Q.

Por causa disso,

[DY,]"! - Iy uniformemente em Q (zr — 0).

Aplicando (2.44) em (2.41), segue que

ov;!
(9xl-

o¥, - ¢; uniformemente em Q
paracadai=1,...,N. Dado que

|det DY, - 1 uniformemente em Q,

(2.44)

pois |det D¥,| é continua com suporte no compacto X para todo ¢ € (-9, d,), concluimos

que
ov;! .
3 o¥,||det DY, — ¢; uniformemente em €.
Xi
Por (2.40) e (2.45),
0 0
a—i‘cz = a—)”c‘i em L7(Q), i=1,...,N.
Assim

linol IVu, — Vul|, = 0.
—

(2.45)

(2.46)
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Também temos, para x € Q e t € (—0d,,d,),

Xus0)(X) =1 & uo W' (¥) = u,(x) >0 & xpso o ¥, ' (x) =1,

donde
Xiu>0) = X{u>0} © (‘I’;)_1 em Q.
Logo
hm )({u[>0}dx = limf)({u>0} o (\I,lt)—ldx
t—0 Q —0 Q
= lim | xuso |det DY;|dx
t—0 Q
= f Xus0dx.
Q
Desse modo,

Xiws0) = Xuws0p em L'(Q).
Isso e (2.46) implicam em
tim (17, = Vadl, + b0 = xtuoill) = 0.
Dai existe 0 < ¢ < 6, tal que
IVu; = Vull, + x>0 — Xwso)lli <& Vi€ (=6,9).

Portanto
Jw) < Ju,) Vte(=6,0).

(iii) Precisaremos de aproximagdes, via Teorema de Taylor, para as fungdes:

x - [DY,(x)]!, xeQ,

x> detD¥,(x), xeQ.

Para ver a primeira, observe que dado ¢ € (-6, ), tem-se ‘Pt‘l € C1(Q,RY) (pelo item (1)) e,
por (2.43),
[D¥,]™" = Iy — t[D¥,]”' [Dn).

Por (2.44), [D¥,]"' — Iy uniformemente em Q. Definindo A, := Iy — [D¥,]™!, vemos que
A, € uma matriz limitada com

[DY, ]! = Iy - A, (2.47)



A, > 0 uniformemente em Q.
Assim, por (2.42) e (2.47),
Iy = [DY'[DY,] = Iy =[Iy—-Allly+Dn]

com

A;Dn — 0 uniformemente em €.
Usando (2.47), (2.48), (2.49) e a notagdo little-oh (ver o Apéndice A), escrevemos
[DY,]™' = Iy —tDy+o(f) uniformemente em Q (¢t — 0).
Em particular, para todo x € Q, temos
O DU =-Dpx)  emO
5 (O _ = —Dnlx em €,

o0 que nos mostra que a funcdo ¢ — [DW¥,(x)]™! é suave em ¢ = 0 para todo x € Q.
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(2.48)

(2.49)

(2.50)

Para ver a segunda aproximacao, envolvendo o determinante, observe que, da Propo-

sicdo A.7, no Apéndice A, existe uma fun¢do g(x, s) polinomial em s de ordem no maximo

N — 2 tal que

det DY, (x) = det[ly + tDn(x)]
N det [Dn(x) + £ '1y]
= M + @ Do) + g )]

1 +tdivyx) + Ng(x,t™") VxeQVte (=6,0), t #0.

Dado que
No(-. 1!
¥—>0 em Q
e
Ng(-,t7")  detD¥, -1
g(t’ ) _de —— —divy=0 emQ\X,
temos
Vg(-, 1)

; — 0 uniformemente em Q



59

(Ilembre-se que X cc ). Usando novamente a notacdo little-oh, podemos escrever
det DY, =1 +tdivny + o(t) uniformemente em Q (¢ — 0). (2.51)
Observe agora que a funcao

f:Ox(-66) — R

0 = [0 = [Vu)] [DY,(0)] ™)

(onde estamos utilizando produto de matrizes) € suave em ¢, de modo que o Teorema de

Taylor, (2.39) e (2.50) nos fornecem

fx,t) = f(x,0) + ta%f(x, 1) o +o(t) (t—0)

0
= [Vl + tpl[VuCol [D¥o(01™ PVl DYoo) - = ([VuCol [D¥ 01 ™) |

t=0

+o(1)
= [Vu() + tp|Vu()l" > Vu(x) - ([Vu(x)]" [-Dn(x)]) + o(?)

= [Vu()l” = tp|Vu(0)l"?[Vu(x)] [Dn(x)] - Vu(x) + o(0),
para cada x € Q. Simplificamos a notagdo escrevendo
f(x, 1) = [Vux)PP = tp|Vu(x)|P2Vu(x)Dn(x)Vu(x) + o(f), x€ Q.
Ora, a aproximacao acima € uniforme em €, pois

+ pIVu()IP>Vu(x)Dn(x)Vu(x) =0 Yxe Q\ X,

J(x, 1) = [Vu(x)”
t

paratodot ~ 0,com X cc Q. A partir disso, a Férmula de Mudanca de Varidveis, o Teorema

da Funcdo Inversa e (2.51) implicam, para ¢t = 0,

f [Vu, ()| dx
Q

f (Vi o ¥7 (0)][DY,(x)]1Pdx
¥(@)

f [V o ¥7' o WWIIDY; ' o W0 [det DY, (y)ldy
Q

f I[Vul[D¥, 17" P(1 + tdivy + o(t))dy
Q

f(qulp — tp|VulP2VuDnVu + o(H))(1 + tdiv i + o(t))dy
Q

f Vul’dy + tf —pIVulp_2VuD77Vu + |Vul? divn dy + o(t)
Q Q
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(onde foi possivel escrever o(¢) fora da integral pois todas as aproximagdes sdo uniformes).
Isso conclui (iii).

(iv) Lembrando que x,>0; = X >0} © ‘I’,‘l, calculamos, para t = 0,

f/\/{u,>0}(x)dx
Q

f Xusoy © P (x)dx
¥ (Q)

f Xus0)(y) [det DY, (y)|dy
Q

f)({u>0}(l + tdivny + o(t))dy
Q

f)({u>0}dy + tf)({u>0} divndy + o(?).
Q Q

Isso mostra (iv). |

Lema 2.21 Se F € C'(D,RYN) tem suporte compacto em Q, entdo

lim ess f F v dHN = f div Fdx,
520" Jand(uss) D

onde v, = % € o vetor unitdrio normal externo a QNo{u > s}, nos pontos onde estd definido.

Demonstracao: Defina os conjuntos

I, :=Qndlu>s}, s>0,

E:={s e ReH"'({|Vu| = 0} N {u = s}) = 0}.

Entdo, pelo Corolario B.12, no Apéndice B, £L!(R \ E) = 0. Fixado s € E, s > 0, temos
HY TN {|Vul = 0) < HY'({u = s} N {[Vul = 0}) = 0.

Nosso objetivo € mostrar que, para cada s € E suficientemente pequeno, o conjunto I'y é
elegivel para o Teorema de Gauss-Green para fronteira quase-Lipschitz (ver Teorema B.14,

no Apéndice B). Fixe s € E com 0 < s < M. Entdo I'; é ndo-vazio. Seja
S =T\ {|Vu| = 0}.

Note que
L\S =T, 0 {|Vul = 0}

¢é fechado com

HNLT,\ S) =0.
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Resta mostrar que S € C%! em 8{u > s} (ver Definicio A.1, no Apéndice A). Fixadoy € S,

temos |Vu(y)| # 0 e o Teorema da Fun¢do Implicita nos fornece r > 0 tal que
B,(yycD

e B,(y) N {u = s} pode ser representado, apds uma translacdo e uma rotagdo, se necessario,

como o grafico de uma funcio real ndo-constante
f:U—>R,

onde U é um aberto em R"~! contendo 0 € R"' e f € C'(U). Escolhendo 0 < § < e

V c U aberto com 0 € V convenientes, podemos afirmar que
{x=(,xy) €VX(=6,0);xy > f(X)}=(VX(=608)N{u> s},
pois y € 8{u > s}. Logo S € C*! em 8{u > s}. Além disso, como dQ € C%!, temos que
QN du > st € C*' em o{u > s}.

Assim, denotando

S() = FS \ S,
segue que O{u > s} \ Sy € C* em 8{u > s} com S fechado e
HN1(So) = 0.

Entdo o Teorema de Gauss-Green (ver Corolario B.14) nos garante que

f F v dHN = f div Fdx VYF € CY(D),
QNo{u>s} {u>s}
onde

Vu(x)

[Vu(x)|

estd bem definido H"~'~q.t.p. em d{u > s}. Com isso, temos

ve(x) = — Vxeolu>st\So

f F-vdH N = f divFdx Vse En(0,M),
QNI{u>s} {u>s}

onde podemos passar ao limite de s — 0, s € E, para obter

lim ess f F-vdH N = f divFdx YF € CY(D).
QNo{u>s} D

s—07*
[
Conseguimos coletar informagdes suficientes para mostrar uma forma bastante fraca

da condi¢do de fronteira de Neumann sobre I'.
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Teorema 2.22 (ver [4] Teorema 2.5) Se u € K N C*(D) é um minimo local de J restrito a

uma vizinhanga V, entdo

s—0*

lim ess f [(p = DIVul” = A n-vdH ' =0,
QNA{u>s}

para toda fungdo vetorial n € C (L2, RM), onde v, é o vetor unitdrio normal externo a
Q N o{u > s}, nos pontos onde estd definido.

Demonstracao: Nos termos do Lema 2.20 temos, para t ~ 0,

1 1
;[J(ut) -Jw)] = 7 L VP = [Vul? + AP (x(u,>0) = Xus01)dX.

Usando (iii) e (iv), do Lema 2.20, podemos passar ao limite de t — 0 e calcular, pela

Proposicao A.3, no Apéndice A, e pelo fato de Vu = 0 q.t.p. em {u = 0},

0

d
EJ(MI)L:O

f \Vul?2(|Vul* div i — pVuDnVu) + 27 div i x s0dx
Q

f(IVulp + APxus0p) divpdx — f pIVulp_zVanVudx
Q Q

f (IVul” + A7) div 5 dx — f pIVulP2VuDnVudsx. (2.52)
D D

Por outro lado, como u € C?(D) (por hipétese) e 17 € Cy(Q, RM), vé-se que, para cada

i=1,...,N,
on 0 o(Vu)
Viu-— = —(Vu-n) - .
" 8)(?1' ﬁx,- ( . 77) ax,-
em D, de modo que
on | ovu "
[Vul"[Dn] = [Vu : _n] =V(Vu-n - [ (Vi) -n]
8xl~ i=1 (9)6,' i=1
e assim
ovuy "
VuDnVu = V(Vu-n)-Vu - -n|  -Vu
axi i=1
5 Au d(Vu)
= Vu-VVu-n) - — .
P 8x,~ 8x,~
N
ou 0*u
= Vu-V(Vu-n) - —
em D, onde estamos denotando 1 = (774, ..., ny). Isso nos fornece
N ou u

pIVulP>VuDnVu = p|VulP>Vu -V (Vu - 1) — p|Vul/? Yy —

n; emD. (2.53)
il Bxi Ox,-axj



Usando (A.1), da demonstracao da Proposicao A.4, no Apéndice A, temos

\VulP*Vu -V (Vu - ) = div [(Vu - 7)|Vul’>Vu] = (Vu-)A,u  em D.
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Ora, u é fracamente p-harmonica em D (ver Teorema 2.18) e, por hipétese, u € C*(D). Logo

u é p-harmonica em D, ou seja,

A,u=0 emD.

Dessa forma,

IVulP>Vu -V (Vu - 1) = div [(Vu - n)|Vul’>Vu] em D.

Por outro lado temos, paracada j=1,..., N,
d 5 u Fu
—|Vulf = p|Vul™* y — em D,
anl ul pl ul P ﬁx,- Hx,@xj
donde N N
ou 0°u 0
Vul? Yy — = > —I|Vul’n; = V(Vul’) - .
pIVul 21, axiaxjm ;6ij ul’n; = v(Qvul’) - n

Combinando (2.53)-(2.55), encontramos
pIVulP™>Vu -V (Vu - n) = pdiv[(Vu - n)|Vul’>Vu] = V(Vul’) - 7.

Retornando a (2.52) e aplicando novamente (A.1), vemos que

)
Il

f (IVul? + A7) div n — p|VulP>VuDnVudx
D

f(qul” + A7) divy + V(Vul’) - n — pdiv [(Vu - 7)|Vul">Vuldx
D

fdiv [(IVul” + 27)q] = pdiv [(Vu - p)|VulP~>Vuldx
D

f div [(IVul” + A7) = p(Vu - 0)|Vul”Vu| dx.
D

Fazendo agora

F =(Vul’ + 2%)yn-p(Vu - n)qulp_zVu e Cl(D),

segue do Lema 2.21 e de (2.56) que

s—0*t

D

(2.54)

(2.55)

(2.56)

lim essf [(IVuI” + A" — p(Vu - n)IVuI”_ZVu] v dHN! :f div[(|Vul? + A7)
QNofu>s}

—p(Vu - )|\ VulP*Vuldx

-0,

(2.57)



onde tem-se, para L!-q.t.p. s € (0, M) e HN! -

g.t.p. x € QN ofu > s},

Vu(x)

Vs(x) ==

Isso nos traz, fixados s € x,

IVu(ol

Vu(x) - n(x) = =|[Vu(x)lv(x) - 7(x).

Assim

|(IVul? + ) = p(Vu - )Vl Vu - vy =

HN — q.t.p. em QN O{u > s).

Portanto (2.57) implica

s—07t

1m%{[ (7 = (p = DIV
QNo{u>s}

(IVul” + A7) - vs)

+ pIVul(n - v)IVul”(Vu - vy)
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(Vul” + 2 = plVul Vul”~*|Vul)(n - v,)

(A" = (p = DIVul’)n - v,

v dHY ' =0 Ve Cy(Q,RY).

(2.58)



Capitulo 3

Regularidade de minimos locais

Até aqui, obtemos as seguintes informacdes com respeito a regularidade de um dado

minimo local u de J restrito a uma vizinhanga V:
e u€E C&Z(Q), para algum O < @ < 1 (ver Teorema 2.16);
e € Cll(f (D), para algum 0 < 8 < 1 (ver Corolario 2.19);
e y é infinitamente diferenciavel em {u = 0}° (interior de {u = 0}).

Neste Capitulo, nos empenharemos em buscar uma melhor regularidade de u sobre o con-
junto I' := QN aD, a saber: continuidade Lipschitz local e ndo-degenerescéncia, conforme o

Teorema 0.2.

3.1 Continuidade Lipschitz local

O lema a seguir € devido a Danielli e Petrosyan [11].

Lema 3.1 Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanga V. Entdo, para toda
bola aberta B, C Q de raio 0 < r < {(N, M, p) (nos termos do Lema 2.13) centrada num
ponto de {u = 0}, tem-se

il 15, < Cr,

onde C = C(N, p, 1) > 0 € constante e usamos a nota¢do sB, = By,.

Demonstracao: Suponha, por contradi¢do, que a desigualdade acima € invdlida. Para cada

n natural, existem:
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e Um minimo local u, € K de J restrito a uma vizinhanga V,;

e Uma bola aberta B,, € Q com raio 0 < r, < {(N, M, p) centrada em um ponto de

{u=0}
tais que
||u,,||oo’%3m >nr, VYneN, 3.1

Fixe n € N. Pelo Teorema 2.7 ¢ pelo Teorema 2.16, temos
o u, >0q.tp. emQ;
e u, é continua em € (a menos de representante).

Também, pela Proposicao 2.12,
u, ¢ um minimo local de J( - ; 4, B,,) restrito a uma vizinhanca V(u,, B,,).

Pelo Lema 2.13, para uma bola aberta ndo-vazia B, C B,, (ndo necessariamente con-
céntrica), a qual especificaremos mais adiante, a solugdo v, € W'”(B;) do problema

Apv. =0em B;
(3.2)

1,
Ve — ity € Wy (By)
pertence a ‘V(u,, B;).

Considere agora um rescaling de B, para B; = B,(0). Pelo Teorema 2.10,
(), € um minimo local do funcional J( - ; A, B;) restrito a uma vizinhan¢a V ((«,),,, B1) .
Por (3.1) e pela continuidade de u,,

1
max(u,), = — maxu, > n,
Byya n %Bm

onde B4 := }‘Bl. Daqui em diante, por simplicidade, denotamos o rescaling (u,),, por u,.
Dessa forma, escrevemos

max u, > n. 3.3)
Bijs

Sejam

d,(x) = dist(x, B; N {u, = 0}), x€B,



Figura 3.1: Funcao d,. Feito no Geogebra.

(ver Figura 3.1) e o fechado

0, = {xeﬁl;dn(x) < 1—3|x|}

(ver Figura 3.2). Note que B, 14 C Oy, pois u,(0) = 0 e assim

1_1-3 _1-1
4 3 3

dn(X) < |X| < Yx e §1/4.

Dai

3 3
o, = sup[(l = [xDu,(x)] > - maxu,(x) > —n.
ﬁn §1/4 4

Como a fungdo u, é limitada em B, temos
&ngl (1 = [xDu,(x) = 0.
Uma vez que &, é compacto, o, serd atingido em algum ponto x, € 0,:
(1 = [xaDuta(x,) = I%X(l = XDun(x) = o,

Consequentemente, sendo o, > 0, tem-se |x,| < 1. Observe que, de (3.4) e (3.5),

O

3
un(xn): >0, > Zl’l>0

I=|x,|
Além disso, dado que x, € 0,, teremos, pela defini¢ao de O,

l_lxnl
0, =d,(x,) < .
(Xn) 3
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3.4)

(3.5)

(3.6)

3.7
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Figura 3.2: Conjunto &, (hachurado). Feito no Geogebra.
Seja y, € By N d{u, > 0} tal que
Vn = Xul = 6, >0 (3.8)
(por (3.6)). Entdo (3.7) e (3.8) implicam nas inclusdes a seguir.

(@) Bys,(yn) C B;: Com efeito, dado z € By, (y,), temos
|Z| - |xn| - 611 < |Z - -xnl - |xn _ynl < |Z - ynl < 2671,
donde
|Z| - |xn| < 36n < 1 - |xn|’
isto é,
lz| < 1;

(b) Bs,2(yn) C O,: Se z € Bs,;2(y,), entdo, de modo semelhante ao caso acima,

On
|Z| _l-xnl _5n < |Z_xn|_ |xn_yn| < |Z_yn| < E,

implicando em
36,

2

|z — x,| < (3.9



Izl <

IA
[S—
|

I

(98]
—_
W —

I
[
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Dessa forma,

4

U < —_——

3 3 2
0 que nos da

0n _1-1

— <

2 3

Por isso, temos

d,(z) = dist(z,{u, =0}

< |Z_yn|
< 16
2”[

1 -1z

< ’
3

mostrando que z € 0,.

Fixe z € Bs,2(y,). Temos, de (3.9) e (3.7),

3 1 = |xa|

L=z > 1= |x =[x — 2l > 1 =[x, — =6, >
|Z| |X | |x Zl |x |
Com isso, segue que

1 1 -1z
= < .
2 l_l-xnl

Além disso, podemos ver por (3.5) e por (b) que

(1 = lzhun(z) < (1 = [xaDun(x,).

Juntando essa informacao a (3.10), chegamos a

lﬁ l_lzl < un(xn),
2 1-|xl w2
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(3.10)
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donde

“max u, < 2u,(x,). (3.11)
Bs,12(m)

Em seguida, como, pelo item (a),

B;,(x,) C Bas,(yx) C By

e, pela defini¢do de 6,
B(Sn(xn) NB; N {un = O} = ®7

temos que

B(;n(xn) C By n{u, > 0}.

Isso nos da que u, satisfaz, na forma fraca, A,u, = 0 em B, (x,) (ver Teorema 2.18). To-

7

mando o = ¢ na Desigualdade de Harnack (ver Proposi¢ao 1.23), existe uma constante

H = H(N, p) > 0 tal que

~min u, >H max u, > Hu,(x,),
B7s,,/8(xn) Bis,,/8(xn)

de sorte que, sendo Emn 8(x,) N E(;n /a(yn) # 0, temos

“max u, > Hu,(x,). (3.12)
Brin/4(}/n)

Pela Proposicao 2.12 e pelo Teorema 2.10, segue que o rescaling de B%n (v,) para B;

2

5,
()5 () 1= Sy + 33, xe By

¢ um minimo local do funcional J( - ; A4, By) restrito a uma vizinhanca
V(g Br).-

Mais uma vez pela Proposicao 2.12, temos que (u,) b B34 — R € um minimo local de

J( - ; A, B34) restrito a uma vizinhanga

Vv ((un)%n’ 33/4) .

Podemos esquematizar nossas acdes sobre as funcdes u,, como segue:

restricio rescaling restricio rescaling restricio

n B, Banfz(}’n) B, Bs,4
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Sejam @; : B; — B, e ®, : By — Bs, »(y,) C B; os difeomorfismos correspondentes aos
rescalings que aplicamos as u,, nos termos da Definicao 2.8. Entdo ambas @, e ®, levam

bolas abertas em bolas abertas. Consequentemente, o difeomorfismo
O3 := Py 0 D, : By — D3(By)
leva bolas abertas em bolas abertas. Definindo
B. = ®;3(B3/4) C B,

podemos usar (3.2) e obter a funcdo v, fracamente p-harmo6nica em B, correspondente. Apli-
cando os rescalings que esquematizamos acima, na mesma ordem, a fungdo v,, obtemos que
a solugdo em W'P(Bs;4) N C'(Bs;4) (ver Proposic¢ao 1.25) do problema

APVZ =0em 33/4 (3 13)

Vi — (un)%n € W(;’p(B3/4)

pertence a V ((un)%n , B3 /4). De fato, nas demonstra¢des de invariancia de minimos locais por
rescalings (ver Teorema 2.10) e por multiplicacdo por um escalar positivo (ver Proposicao

2.11), foi mostrado que, dados 0 < r, s < 1:
[we V= [w), € V((fo)Q) e swe V(sfo, Q)]

On
Seja c, := ) > (. Note que, por (3.6) e (3.7),

20,
n

<1.

cp <

Defina a funcao
ty (% + y)
Un(Xp)

e a constante A, := ¢,A > 0. Entdo w, = ¢,(u,) o€ assim, pela Proposicao 2.11,

Wn(x) = s X € Bl’

w,, € minimo local de J( - ; 4, By) restrito a uma vizinhanga V(w,, B;).

Ademais, w,(0) = O e, por (3.11) e (3.12),

maxw, <2 e maxw,>H >0. (3.14)
B By
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Seja v, := ¢,vi € W'(Bs;4) N C'(B34). Entdo v, € a solugdo do problema de Dirichlet

Aan =0em B3/4 (3 15)

V= Wy € Wy P (Baya).
Por (3.13), também temos v, € V(w,, B3;4). Ademais, por (3.14), (3.15) e por um argumento
andlogo ao utilizado na demonstracido do Teorema 2.7, tem-se
Valloo,Bss < maxw, < 2. (3.16)
B34
Usando agora o Lema 2.15, substituindo M por 2 (ver (3.16)), obtemos uma constante
C =C(N, p) > 0tal que

C()P'P, sel < p<2,
VW, = vi)llp.Bsu < (3.17)

C4,)?, se p > 2.
Por (3.6), (3.7) e pela defini¢do de 4,, temos

5,1
< —.
2u,(x,) n

Consequentemente, por (3.17), teremos
lim [[Vw, = Vv, ||, = 0. (3.18)

Pelo Teorema 2.16, a sequéncia (w,),cn € uniformemente a-Holder continua em U :=
§5/8 C Bjj4, para algum 0 < @ < 1. J4 pela Proposicao 1.25, a sequéncia (v,)nen € uni-
formemente Lipschitz em U (pela limitagdo uniforme de suas normas em W' (U), ver Te-
orema D.4, no Apéndice D). Ademais, de (3.14) e (3.16), as sequéncias (W,),en € (Vy)nen
sdo equilimitadas em U. Nestas condi¢des, o Teorema de Arzela-Ascoli nos permite extrair
subsequéncias (cujos termos continuaremos a denotar por w, e v,) e funcdes wy € C**(U) e
vy € CO(U) tais que

W, =Wy € Vv, =

uniformemente em U. Pela Proposicao 1.25, temos também que a sequéncia (Vv,),cn €
equicontinua e equilimitada em U. Entdo, passando novamente a uma subsequéncia e rein-

dexando, se necessario, também podemos afirmar que

Vv, = Vyg



73

uniformemente em U. Como vy, |Vvg| € L*(U) e U € limitado, temos vy, |Vvy| € LP(U).

Dessa forma, as convergéncias uniformes nos dao as seguintes informacoes:

v, > vg emLP(U)

Vv, =» Vv em LP(U, RN),

donde
v, = vy em WHP(U). (3.19)

Pela Desigualdade de Poincaré e por (3.18), temos

IA

lim sup llw, — Vn”WlsP(U)

n—oo

lim ”Wn - V,1||W1-P(B3/4)
n—o0

IA

CN, p) lim [V, = Vv, llwiocs,
0.

Dai e de (3.19),

w, = vy em W'P(U).

Consequentemente, usando a imersdo compacta de W'*(U) em L!(U) (Teorema de Rellich-
Kondrachov, ver Teorema D.3, no Apéndice D) e a Proposicao B.4, no Apéndice B, temos,

a menos de subsequéncia, que
w, = vy q.t.p. em U.

Isso, a convergéncia uniforme de w, para wy em U e a continuidade de wy e de vy nos
informam que

Wo = Vo em U.

Dai

A,wog =0 fracamente em U.

Pela Desigualdade de Harnack, uma vez que wy > 0 e wy(0) = 0, teremos wy = 0 em U. Ora,
By, c U e (3.14) implicam em

maxwy > H > 0,
B

uma contradi¢do.
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Observacao 3.2 Na demonstracdo acima, os argumentos e cdlculos (e por consequéncia a
contradigdo) ndo seriam alterados caso considerdssemos no inicio, para cada n natural, um
traco f, € W' (Q) com 0 < f, < M, q.t.p. em Q, onde M,, > 1 é qualquer, no lugar de um

tinico trago fy. Isso significa que o valor M = || fo||l. ndo é relevante para a constante C.

Mostramos agora o item (i) do Teorema 0.2.

Teorema 3.3 Se u € K é um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V, entdo, a menos
de representante, tem-se
uecCc®!

loc

(Q).

Ademais, para todo Uy cC Q tal que Uy N T # O, tem-se
IVilloo,vr, < C, (3.20)

onde C = C(N, M, p, A, Uy) > 0 é constante.
Demonstracao: Pelo Teorema 2.16, u admite um representante continuo em Q (o qual
também denotaremos por u) e, pelo Teorema 2.7, u > 0 em Q. Mostraremos que u €

Whe(Q).

loc

Podemos assumir que U € aberto e conexo. Usando a notacio
dx) =d(x,{u=0}), xecU,,
podemos definir os conjuntos
U:={xeUpdx) <{(N,M,p)}, U :=Up\U,
Vi={xeU;5d(x) <dist(x,0Q)} e W:=U\V
Em vista do Corolario 2.19, temos que
IVullo,y, < CN, M, p, Uy).

Ademais, definindo

E=U\D)={xeU;ux)=0}cCV,

tem-se

IVulloo,e = 0.

Por outro lado, para x € V fixado com d := d(x) > 0, temos

By,(x)NT # 0.
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Tomando y na intersec¢do acima, a bola aberta
By, (y) C Q
cumpre as hipéteses do Lema 3.1. Logo, existe uma constante C = C(N, p, ) > 0 tal que
lletlloo, 5,4, 1) < Clo. (3.21)

Observe que

Bdo(x) c D,
donde, pelo Teorema 2.18, A,u = 0 em B, (x) fracamente, e pelo Corolario 2.19, u €
C 1(Bdo(x)). Usando um argumento andlogo ao usado em (2.35), na Proposicao 2.12, ao
trocar M por |||, 2By temos

C(N,
Vu(o) < max [vul < SP)

1By (%) 0

”u”oo,%gdo(x)- (3.22)
,_XTY 2 . .
Tome y’ := — € By, (y)N 5By, (x). Aplicando a Desigualdade de Harnack para u em By, (x)

com o = %, obtemos, por (3.22),

[Vu(x)] <

C(N, p)
d

CH
< I ’
) ||M||oo,%3d0(x) = dy (Y.

onde H = H(N, p) > 0 é constante. Aplicando (3.21), chegamos a
[Vu(x)| < C(N,p, 1) VxeV. (3.23)
Defina agora d; := dist(Uy, 9Q2) > 0 e o conjunto

d
U = {x € Q;dist(x,U) < 31}

d
Entdo os dados de U’ sdo controlados pelos de U,. Dado x € W, temos ?1 < d(x) e dai
Bs(x)ycDNU'.
5
Assim, novamente pelo Corolario 2.19 e por (2.35)

C(N,
N P) rax ul < C(N, M, p, Us)  Vx € W, (3.24)
dl Bﬂ(x)
5

IVu(x)| <

Por (3.20) e (3.24), concluimos que u € W'?(U,), mostrando que u € Wllo’f (€), donde,
pelo Teorema D.4, no Apéndice B, 1 admite um representante localmente Lipschitz em Q.
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3.2 Nao-degenerescéncia

Outra propriedade relevante dos minimos de J é a ndo-degenerescéncia na proximi-
dade do subconjunto I" da fronteira livre D. Geometricamente, isto significa que, em bolas
abertas centradas em I', os graficos de minimos locais de J localizam-se no interior de um
cone com eixo vertical com abertura para cima (ao passo que ser Lipschitz significa que o
grifico encontra-se no exterior de um cone desse tipo). Tal resultado estd expresso matema-

ticamente no Corolario 3.7.

Proposicao 3.4 Para todo U cC Q, existe uma constante C = C(N, M, p, A, U) > 0 tal que

para qualquer minimo local u de J (conforme a Definicao 2.2),

1
—f udH "' >C = u>0emB,
aB

r

para toda bola aberta B C U de raio r > 0.

Demonstracao: Seja U cc Q e suponha, por contradicdo, que este lema seja falso. Entdo,
dada qualquer constante s > 0, existem um minimo local u = u; € K de J restrito a uma

vizinhanc¢a ‘V e uma bola B C U de raio r > 0 tais que

1
_J( udH "' > s
rJsp

Observe que {u > 0} N dB # 0 (onde lembramos que u € continua e ndo-negativa, pelo
Teorema 2.16 e pelo Teorema 2.7) e, como {# > 0} é aberto, o conjunto B N {u > 0} é
nao-vazio. Consequentemente,

BnNnT #0.

Tome y na intersec@o acima. Pelo Teorema 3.3, existe uma constante C = C(N, M, p, A, U) >

0 tal que
max # = max |u(x) — u(y)| < Cr.
B xeB
Dai
maxu < Cr.
OB
Logo

1
—f udH "' < C,
rJos
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para uma constante C > 0 independente de u, B e de s. Escolhendo s = C, chegamos a uma
contradicao. |

O lema a seguir € fundamental para caracterizar a ndo-degenerescéncia do minimo u.

Lema 3.5 Para todos v > 0 e 0 < k < 1, existe uma constante ¢ = c(N, p,A,y,k) com
0 < ¢ < 1 tal que, para cada minimo local u € K de J restrito a uma vizinhangca V e, para

toda bola aberta B, C Q de raio r > 0 suficientemente pequeno,

1 1y
—(J(u’dx) <c=u=0em«B,.
r B,

Demonstracao: Sejam u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V e B, C Q
com

O<r<?

1 1]y
- (J( uydx) <c,
r\Js,

onde * = *(N,M,p,A,y,k) > 0ec = c(N,p,A,y,k) € (0,1) serdo estabelecidos no

decorrer da demonstracao. Precisamos mostrar que
u=0 em«B,.

Como o caso u = 0 em B, € trivial, assumimos que u# # 0 em B,. Tome it = (u), € K((u),, By)
(o rescaling de B, para B;). Entdo &t # 0 em B, e, além disso, pelo Teorema 2.10, podemos
afirmar que & ¢ um minimo local de J( -, A, B;) restrito a uma vizinhanga V(ii, B).

Seja

m, ;== —maxi > 0.

Utilizando o Principio do Méximo para o = +/k (ver Proposi¢io 1.22) e a continuidade de

u, temos

1 C(N, p.y, '
m, = ——maxu < w (]( uydx) < C(N, p,v,k)c, (3.25)
I”\/; 63;\@ r B,

onde podemos assumir que C(N, p,y, k) > 1.
Considere uma fungio vy (x) = e‘“x'z, assim como na Proposicao 1.30, no Capitulo

1, com s’ = §'(N, p, k) > 0 tal que vy seja uma solugdo de

-Ayuy <0 em B g\ B,.
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Sendo vy uma fungdo radial e vy (0) = 1, podemos escolher uma constante C; = C(s",k) < 0

tal que a fungdo ¥ € W'”(B;) dada por

Cim, \/E(e‘“x'z - e‘s"(z) em B \ B,
V(x) =

0em B,,

seja uma solu¢@o do problema

—A,7>0em B 4\ B,,

V = max it sobre 9B , (3.26)
B
7 =0em B,.

Com isso, W := min(#, ¥) € W'"P(B v&) € uma fungdo admissivel (i.e. w € K(it, B ).
Resta mostrar que

W € Vi, B ).

Para tal, tome as fun¢des v,w € W'P(+/kB,) correspondentes as funcdes ¥, W € W!?(B NIR

respectivamente, pelo rescaling de B, para B;. Seja x, o centro de B,. Entdo w = min(u, v)

com
u(x) = rﬁ(x _ xo) VYx € VkB,
r
e
v(x) = rf/(x —_ xo) Vx € VkB,,
r
donde
V()| = va(x_ x") Vx € VKB,
e, por (3.25), dado x € kB, \ kB,,
Vvl = 'Vv (x - x“)
r
= 25'|C|m, Vel 1%
.
< 25'|Cilm,k (3.27)
< 25'|C{|C(N, p,y, k)ck. (3.28)

Assumindo que 2B, € Qe r < 1, podemos usar a Formula de Mudanca de Varidveis e
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a Desigualdade de Caccioppoli para calcular

f VulPdx f ‘Vﬁ (x - XO)
VKB, (x0+rB ) r

= f Vil rdy
By

2NppMpr(\/E)(N/Z)r(N/Z)rN.

p
dx

IA

Dai

Ve = VWl yis, + Wiusor = Xowsoillvis, < IVull, i, + 99, vz, + | VAB,|

2N M (o) 1P (Vi) @1 3N 2]

VRO oxr™ + VWl s (3.29)

IA

Também temos

f [Vw|Pdx
VB

f |VulPdx + f |VvIPdx
VKB, N{u<v} VKB, N{u>v)

< f IVulpdx+f [Vv|Pdx
VKB, VKB,
< 2VpPMPwy(Ni)NP N 4+ f IVvIPdx (3.30)
VKB,
e, por (3.28),
f IVvPdx < (25'|C1|Cek)” (rVi) N wy. 3.31)
VKB,

Combinando as desigualdades (3.29)-(3.31) obteremos, uma vez que c esteja estabelecido,

que existe {* = (N, M, p, A,v,k) € (0, 1) talque 0 < r < * e 2B C Q implicam
Vi = Vwll, s, + X0y = Xpwsoylli, vis, < &
isto é, w € V(u, \kB,). Logo w € V(u, B ). Dessa forma,
J(@@; A, By) < JW; 4, By),
ou, equivalentemente, sendo w = 0 em B,,

f |V17t|p + /lp)({,;>0}dx < f |VW|F + /lp)({w>0}dx.
B B ;\Bx

Dai, sendo B, C B e {w > 0} C {i > 0},

f |V17t|p + /lp)({,;>0}dx < f |VVT/|p - |Vft|p L (/V{W>o} —)({,;>()}) dx
B, B ;\Bx

f VWl — |Vi|Pdx.
B\/;\Bk

IA
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Se F(n7) = |n|” paran € RY, entdo F é convexa e daf

Fip)—FE <VFam)-(-§ VnéeRY.

Assim
f IVitl” + AP xsodx < p f VWPV - V(W — it)dx
BK BW\BK
p f IVIIP—2VD - V(¥ — it)dx
(B 2\Bon(ie>¥)

—p f IVH|P2V9 - V(i — v)*dx.
B\&\BK

Lembrando que —A,¥ > 0 em B ; \ B, (por (3.26)), segue da Proposi¢io A.4, no

Apéndice A, e do Teorema de Gauss-Green (ver Teorema B.14, no Apéndice B), que

f IVHP2Vy - V(it — ¥)Tdx f div [(& — 9)*|VP]P2Vi]dx
B z\By B \B

- f (it — ¥)"div (VPP V9)dx
B\/;\BK

f (it = ) IVHP 2D - vdHN !
A(B z\B)

- f (it — 9)* A, vdx
B\R\BK

— | @@=V - vdHY!
OB,

- f VP2V - vdHY !,
0B,

\%

onde v sempre denota o vetor unitdrio normal externo ao dominio de integragdo correspon-
dente. Logo
f IVitl” + Ay as0)dx < p f a\vyPIVY - vdHN
B, 0B,
Por (3.27), também temos

max |[VP| = max |Vy| < Com,.,
B, p)

Kr

para uma constante positiva C, = C,(Cy, s, k) > 0. Disso, chegamos a

f IVitl? + Ay as0dx < p(Co)P ! (m,)"™! f adH . (3.32)
B, 0By

Por outro lado, pelo Teorema do Traco (ver Teorema D.1, no Apéndice D), existe uma

constante C;3 = C3(N, k) > 0 tal que

f adﬂ”‘lsQ( f fidx + f |Vit|dx).
OB, By By
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Observe que

fudx— ﬁ u)({u>0}dx —f m, A" X a>0dx
B \/_

e, pela Desigualdade de Young,
f val _Xio
P/ (p -1

f |Vitldx
By
f |Vii|’dx + f Axasodx.
By
Desse modo, denotando

1 -1 C
C4 := max e Cs:=max & \/E,C3C4 ,
P p/lf’ AP

IA

calculamos

C
f Ijtdq'{N_l < 3 \/E f /lp X {ii>0} dx + C3C4 (f |Vﬁ|p + /lp)({g>o}d)6)
9B, AP Jp, By
C5 (f m,/lp)({ﬁ>0}dx +f |Vﬁ|p + /lp)({,j,>0}dX)
By By
= Cs (f (1 +mr)/l"/\/{;,>0}dx+f IVftlpdx)
By By

< Cs(1+m,) f Vil + APy as0,d-. (3.33)
BK

A

IA

Por (3.32) e (3.33), temos

J(it; A, BY) < p(C2)P~ (m,)P~'Cs(1 + m,)J(i; A, By). (3.34)
Escolhendo
2pCH-V/@-D1
C(N, s A, yoK) 1= min{%, E} €0, 1),
vé-se, por (3.25), que
m, < Cc <1 (3.35)

(ZPCS)[—I/(p—l)]

m,<Cc<
r C2

Dai e de (3.35),

2 <)=L/ (p=D1\P~!
p(C)P (m)P'Cs(1 +m,) < 2pCs(Cy)"™! (L)

G,
2pCs(Cy)"™!

2pCs(Cy)r!
= 1. (3.36)
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Supondo agora, por contradi¢cdo, que J(ii; A, B,) > 0, segue, por (3.34) e (3.36), que
J(it; A, By) < J(it; 4, By),

um absurdo. Logo

J(@; A, By) = f |Vﬁ|p + /1”)({;,>0}dx =0.

By

Portanto & = 0 em B,, o que nos da
u=0 -em«kB,.
[

Corolario 3.6 Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhan¢a V. Dados
UccQecomUNT #0,yeUNI,0<r<*(N,M,p,A4, 1,%) (ver Lema 3.5) e B,(y) C Q,
tem-se

sup u = cr,
B:(y)

1
onde ¢ > 0 ¢ a constante do LLema 3.5 correspondente a k = 3 ey=1.
Os itens (ii) e (iii) do Teorema 0.2 serdo demonstrados a seguir.

Corolario 3.7 Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhangca V. Dado U cC
Q com UNT # 0, existem constantes ¢ = ¢c(N, p,A) >0e C = C(N,M, p, A, U) > 0 tais que
se uma bola B,(x) c U N{u > 0} tocal’ com0 <r < *(N,M, p, 4,1, %), entdo

cr <u(x) <Cr.
Demonstracao: Segue do Teorema 3.3 que, paray € 0B,(x) N T,
u(x) = lu(x) —u(y)| < C(N,M, p, 1, U)|x —y| = C(N, M, p, A, U)r.
Por outro lado, pela Desigualdade de Harnack e pelo Lema 3.5 para « = % ey =1,

u(x) = H(N, p) sup u(x) = H(N, p)c(N, p, Dr,
B2
pois B,»(x) N {u =0} = 0. |

O Teorema a seguir nos fornece um controle de densidade sobre I" dos conjuntos de

positividade de minimos locais de J. Precisamos dele para a demonstra¢ido do Teorema 0.3.
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Teorema 3.8 Dado U cc Q com U NT # 0, existe uma constante ¢ = ¢(N, M, p, A, U) com
0 < ¢ < 1 tal que para todo minimo local u € K de J restrito a uma vizinhanga V e para
toda bola B.(x) c U com x € T e raio

1
O<r<&i=4LIN,M,p,A) := min{{(N, M,p), (N,M,p,/l, 1, E)}’

verifica-se
|B(x) N {u > 0}

|B(x)]

Demonstracao: Seja U cC Q conexo. Aplicando Corolario 3.6 para % obtemos y € Bz (x)

<l-c.

tal que

uy) > % >0,

onde ¢ = ¢(N, p,4d) € (0,1). Pela continuidade Lipschitz de u em U (ver Teorema 3.3),
existe h = h(N, M, p, A, U) > 1 de sorte que

lu(z) —u(y)l < hlz—yl VzeU.

Escolhendo « = % € (0,1), vé-se que

B (y) € B,(x)
e, dado z € B, (),
() > uy) - @) — u(y)| > % — hkr = 0.
Dai
1B,(0) 0 {1 > O _ 1B _
B, B

Suponha, por contradi¢cdo, que a segunda desigualdade do Teorema (a estimativa por

Ne,1) VO<r<d. (3.37)

cima) € falsa. Entdao, de modo semelhante a demonstra¢do do Lema 3.1, existem, para cada

neN:

e um minimo local u,, € K de J restrito a uma vizinhanca V,;

e uma bola aberta B,, C U centrada em um ponto de QNd{u, > 0} e comraior, € (0,1);

tais que, pela Proposicao 2.12, u,, € K(u,, B,,) ¢ minimo local de J( - ; 4, B, ) restrito a uma
vizinhanga V(u,, B,,) €, pelo Lema 2.13, sendo {; < ¢, a solugdo v, € W'P(B, ) do problema
de Dirichlet

A,v, =0em B,

Vo —u, =0em B,
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pertence a ‘V(u,, B,,) e
. |B,, N {u, > O}
Iim ————

= 1. (3.38)
n—eo |Br,,|

Para cada n € N, aplicamos rescalings de B,, para B; = B;(0) as fungdes u, e v,, obtendo

novas funcoes i, e v,, respectivamente, que satisfazem

it,(0) =0 (3.39)

A, =0em B,
v, —it, = 0em 0B,
v, € V(ii,, B)).
Sejam @, , para cada n € N, os difeomorfismos associados aos rescalings acima. Dado

x € By, temos

fty(x) >0 & u,0(®,)'(x)>0 VYneN,

de sorte que

Xii,50) = Xu-00 © (@) emB, VneN.

Assim, pela Férmula de Mudanca de Variaveis,

|B, N {ii, >0} = f X, >0/dx
B

-1
= f Xiup0) © (D) dx
@y, (Br,)

1
f X >0y A4y
By, T

1B, N {u, > O}
= ———— Vnel
rn

Logo

. Bin{a, >0} . |B, N{u, >0} . |B, N{u, >0}

lim ——————— = lim ——————— = lim ——— =1,

n— o0 |B1| n— o0 rn |B1| n—o0 |Br,,|
por (3.38).

Denote

m, = |B; N {it, = 0}, neN.

Por consequéncia do que foi discutido acima, tem-se

lim m,, = 0.

n—oco
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De (2.31), (2.33) (ver a demonstracdo do Lema 2.15) e Teorema 3.3 (para a limita¢do do

gradiente), obtemos

0 < lim V¥, — Vit,|Pdx < lim C(N, M, p, A, U)m, = 0. (3.40)

n—oo Bl n—oo

O Teorema 3.3 garante que a sequéncia (u,),en € uniformemente Lipschitz em U com

uma constante de Lipschitz C = C(N, M, p,A4,U) > 0). Assim, paracadan € Ney,z € By,

5 B 1 Crnly — 7
|51, (y) — t,(2)] = r—lun(rny + X)) — Uy (1,2 + X,)| < Y78 - Cly -z,

n n
donde a sequéncia de rescalings (it,),en € uniformemente Lipschitz em B;. Como i1,(0) =

0Vn €N, (it,),en € equilimitada em B;. Pela Proposicao 1.25, vé-se que as sequéncias

(f}n)nEN € (lv‘jnl)neN

sdo equilimitadas e equicontinuas em B)/;. Dessa forma, podemos afirmar, via Teorema de

Arzela-Ascoli, que existem fungdes ity € C*'(B2) e ¥y € C'(B,) tais que

it, — iy, V,—> Vo (3.41)

Vv, — Vi (3.42)

uniformemente em B, /2, amenos de uma subsequéncia. Sendo
Ay, =0 emB; VYneN
fracamente e B, CC B, temos
A¥o=0 emBp (3.43)

fracamente. Logo 7y € C'(B2).

Pela Desigualdade de Poincaré e por (3.40),

lim sup ||V, — ftn||W|,,;(Bl/2) < r}l—{?o ||V, — thnHWLﬁ(Bl)

n—oo

IA

C(N7 P) hm ||V‘~/n - Vﬁn”p,&

= 0.

Dai
(= ity) = 0 em W'(By ). (3.44)



86

Por (3.41) e (3.42),
i, = 9 em W'(By)). (3.45)

Consequentemente, por (3.44) e (3.45),
i, —» vy em Wl’p(Bl/z).

Uma vez que i1, — iip em LP(B;,) (por (3.41), segue do Teorema de Rellich-Kondrachov

que, a menos de subsequéncia,
i, = ¥ em LP(By)),
Logo
fto = \70 cm B1/2,
donde
Apljt() =0 em Bl/2

fracamente. Como i1,(0) = O (por (3.39)) e @i, > O em By, VYn € N, temos #ip(0) = O e
itp > 0 em B;,;. Por estes fatos e pela Desigualdade de Harnack para fungdes fracamente
p-harmonicas,

fto =0 em Bl/z. (346)

Por outro lado, o Corolario 3.6 nos da

N,p, A
supﬁnzw>0 Vn eN,
B2 2
de modo que
N,p, A
sup it > . p. ) > 0,
By 2

o que contradiz (3.46).
Portanto existe s = s(N, M, p, A, U) > 0 tal que, dados 0 < r < {; € um minimo local
u € K de J restrito a uma vizinhanga V, tem-se, para k = «(N, M, p, 4, U) € (0, 1) como em
(3.37),
IB,(x) N {u > 0}

SR

para toda bola B,(x) C U com x € U NT. Escolhendo ¢ := min{«", s} € (0, 1), concluimos a

demonstracao.
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Corolario 3.9 Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanca V. Entdo o

conjunto I' = Q N dD tem medida de Lebesgue N-dimensional nula.

Demonstracao: Suponha, por contradi¢do, que [I'l > 0. Entdo existe um aberto U cC Q
com |[U NT| > 0. Pelo Teorema 3.8, existe uma constante ¢ € (0, 1) tal que, dados x e I' e
0 <r < com B,(x) C U temos,

_B™ADI BN = 0)
1B,(x) B

donde
|B.(x) NI < |B(x) N {u = O}

< 1—-c.
1B, ()] B €

Passando ao limite superior de r — 0 obtemos, paracadaxe UNT,

. |B,(x) N T
lim su —SI—C<1,
r—>0+p |Br(x)|

contradizendo o Teorema B.7, no Apéndice B.

Corolario 3.10 T c 9.D (ver Defini¢cao B.17, no Apéndice B).



Capitulo 4

Perimetro localmente finito do conjunto
de positividade

Para cumprir o prop6sito que nos propomos, ainda falta demonstrar o Teorema 0.3.
Como antes, € € (0, 1) eM > 1 sdo fixados e, quando conveniente, denotamos o conjunto de

positividade de um minimo local por D. Recordamos que dQ € C%' e ' = Q N 4D.

41 A medida A =A,u

Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanga V. Entdo D € aberto e,

pelo Teorema 2.6, u é fracamente p-subharmodnica em €, ou seja,
- fQ IVulP?Vu - Vodx >0 Yo e CP(Q), ¢ = 0.
Defina L, : C5’(©2) — R pondo
(Ly, @) := — L IVulPVu - Vodx, ¢e€ Cy(Q). “4.1)

Observe que L, é um funcional linear e ndo-negativo, de modo que podemos aplicar o Te-
orema de Representacdo de Riesz (ver Teorema B.8, no Apéndice B), para encontrar uma

medida exterior de Radon A em R" (conhecida como medida de variagio de L,) dada por
AV) :=sup{{Ly, ¢); 0 € C;(Q), ¢l < 1esuppy C V},
onde V c Q € um aberto qualquer, tal que

(L) = f edh Vo € C(Q).
Q



89

Tendo isso em vista, identificamos

A =Ayu

quando nos referirmos ao p-Laplaciano como uma medida. Se V. .C Q \ I é aberto e ¢ €

Cy (V) € tal que |¢| < 1, entdo <,0|D € Cy(D) e assim

(Ly, @)

- f [VulP>Vu - Vodx
Q

-2
—j;qulp Vu - Vo Ddx

= 0,
de modo que
AV)=0 VVcQ\T.

Isso significa que A,u € uma medida com suporte em I'.
O lema a seguir contém informagdes geométricas uteis para outros resultados neste
Capitulo. A ideia é obter propriedades dos rescalings de minimos locais de J em bolas

abertas, mas o resultado também pode ser aplicado a uma sequéncia blow-up.

Lema 4.1 Seja (f,),ee € W'P(B)) uma sequéncia de fungbes ndo-negativas e equilimitadas
em L*(By). Para cada n € N, seja u, € K(f,, B) um minimo local de J( - ; A, By) restrito a

uma vizinhanca V(u,, By). Assuma que existe uy € C 0.1(B)) tal que
U, = uog uniformemente em By.

Entao:
(1) {u, > 0} - d{uy > 0} em distancia de Hausdorff (ver o Apéndice E);
(1) X500 = Xiuo>0y em L'(By);
(ii1) Se 0 € d{u, > 0} Vn € N, entdo 0 € o{uy > 0}.

Demonstracao: (i): Utilizaremos a caracterizagdo de convergéncia em distancia de Haus-
dorff presente na Proposiciao E.4, no Apéndice E. Note que d{uy > 0} e d{u, > 0} sdo
subconjuntos fechados de B, para todo n € N, de modo que sdo conjuntos compactos unifor-

memente limitados. Além disso, a convergéncia uniforme

Uu, — Uy
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em B, implica que

up >0 emB;.
Seja B, C By uma bola aberta ndo-vazia (ndo necessariamente centrada na origem). Suponha
que B, ndo intersecta d{uy > 0}. Se uy > 0 em B,, entdo, da convergéncia uniforme u, — u,

existe n; € N tal que

u,>—minuy >0 emB,, Vn=>n. “4.2)
B2

Se, por outro lado, uy = 0 em B,, entdo existe n, € N tal que
u, <cr emB, Vn2>=n,,

onde ¢ = ¢(N, p,A) > 0 é a constante do Lema 3.5 paray =1l ex = %, o que implica

r r

1
—J[undx<g:c Vn > n,.
B,
Pelo Lema 3.5, temos
u,=0 emB,, VVn>n; 4.3)

e dai

By Nofu, >01=0 Vn>n,.

Fazendo n” = n; ou n” = n,, conforme o caso concreto, obtemos (E.2), da Proposicao E.4.

Assuma agora que existe uma subsequéncia (U, )ren C (Uy)nen tal que
B.Nnou,, >0}=0 VkeN.

Entdo, para cada k € N,

u, >0 emB,

ou

u, =0 emB,,

o que implica, na forma fraca (ver Teorema 2.18), que
Ayu,, =0 emB, VkeN.

Observe que, dado o € (0, 1), as sequéncias (u,, )ren € (Vi )ren s30 equilimitadas e equicon-

tinuas B, (ver Corolario 2.19 ¢ Teorema 2.16). Aplicando o Teorema de Arzela-Ascoli,
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segue que podemos passar a uma subsequéncia e reindexar, se necessdrio, e obter uma fungao
w, € C'(B,,) tal que

Uy, = W

Vu,, — Vw,

uniformemente em B,,. Isso implica em uy = w, em B, para cada o € (0, 1). Em particular,

up € CH4B,)) e

loc

Vu,, — Vuy “4.4)
uniformemente em B,,,. Consequentemente temos, novamente na forma fraca,
Ayup=0 emB, VYo e€(0,1),

donde

Apupy =0 em B,
fracamente. Logo, pela Desigualdade de Harnack,
up=0 emB,

ou

up >0 em B,.

Com isso, obtemos

Mup > 0}N B, =0.

Isso nos da (E.1), da Proposicao E.4. Portanto
Nu, > 0} = d{uy > 0} em distincia de Hausdorff.

(ii): Sejam x € By Nofuy > 0}e0 <r < ¢ = (N, M, p, A), conforme o Lema 3.5 para

vy=1lek= %, tais que B,(x) C By. Temos
B.(x) N d{uy >0} #0
e dai, pelo item (i) e pela Proposicao E.4, no Apéndice E, existe n’ € N tal que

B.(x)Nofu,>0#0 VYn>n'
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Sendo cada u,, um minimo local de J, a contrapositiva do Lema 3.5 ¢é vilida para u,. Neste
caso, o fato de

u, #0 em B,p(x) Vn>n'
implica em

f u,dx > c¢(N,p,A,1,1/2)r VYn>n'.
B(x)

Usando a convergéncia uniforme u,, — uy em B,(x), obtemos
f updx > cr.
B (x)

sup ug > cr. 4.5)
B, (x)

Isso nos da

Ora, na demonstrag¢do da estimativa inferior no Teorema 3.8 foram necessarios apenas
uma desigualdade do tipo (4.5) e a continuidade Lipschitz local do minimo. Como a func¢édo
uy € Lipschitz em By por hipétese, segue que a estimativa por baixo do Teorema 3.8, e,

consequentemente, o Corolario 3.9, também sao validos para uy. Assim
|0{uy > 0}] = 0. (4.6)
Note agora que, dado xy € B; \ d{up > 0}, podemos tomar

d := dist (xo, d(B; N {uy > 0})) >0

para obter
Bu(xo) € By \ d{uy > 0}.
Escolhendo
0 < r < min{d, "},
segue que

B,(x0) C By \ 0{up > 0},

tal como no item (i). Se uy > 0 em B,(xy), entdo podemos repetir os cilculos em (4.2) e obter
n| € N tal que

Br/z(X()) Cc BN {I/ln > O} Vn > I’l,ll.
Se, por outro lado, uyp = 0 em B,(x(), os mesmos argumentos que foram utilizados para

alcangar (4.3) vao nos fornecer n} € N tal que

Br/z(xO) cBinN{u,=0} VYn> I’llz/.
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124

Em qualquer situacdo, existe um n”” € N (n/ ou nZ/, conforme o caso concreto) de sorte que
1 2

Xiuo>01(X0) = X, >01(X0)  Vn>n".

Logo, sendo x, um ponto arbitrario,

Xiu,>0) = Xwp>0p €m By \ d{uy > 0},

ou seja, por (4.6),
Xiu>00 = Xup>0y  q.t.p. em By.

Como |Q| < +oo e

f Xiu>01dx < wy < +00  Vn €N,

B

o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue nos fornece

1
Xiu>0) = Xiup>0;  €m L' (By).

(iii): Segue diretamente do item (i) e da Proposi¢ao E.5(ii), no Apéndice E.
[
Ja sabemos que a medida A,u tem suporte em I'. O Teorema a seguir nos informa que
tal medida enxerga bolas abertas em RY centradas em I' como se fossem objetos (N — 1)-

dimensionais.

Teorema 4.2 Para cada U cC Q aberto com U NT # 0 existem constantes ¢, C > 0, ambas
dependentes apenas de N, M, p, A e de U, tais que, para todo minimo local u € K de J

restrito a V,

CFN_ISfdASCVN_l
B,

para toda bola B, = B,(x) CU comxeTlT e0<r<{ =, (N,M,p,A) (ver Teorema 3.8).

Demonstracao: Considere, para n € N suficientemente grande, a funcdo ¢, € Wé’p (B,)N

C(B,) ndo-negativa dada por

1, sey € B,_1(x),
()On(Y) = "
nr—nly — x|, se y € B.(x) \ B,_1(x).

Entao

0, sey € B,_1(x),
V() = " -
—ni=, sey€ B.(x)\ B,_i1(x)

ly—xl?
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e dai
0, sey € B,_1(x),
|V‘10n(y)| = " .
n, sey € B,(x)\ B,_1(x).
Observe que ¢, — xp, pontualmente em B, com 0 < ¢, < ¢,,; VYn € N e assim, pelo

Teorema da Convergéncia Mondtona,

lim f @ndA = f dA.
n—oo Jo B,

Por outro lado, para n € N suficientemente grande,

f OudA = — f \VulP>Vu - V,dx,
Q Q

de modo que, pelo Teorema 3.3, existe uma constante C = C(N, M, p,4,U) > 0 tal que,

para n € N suficientemente grande,

f o
Q

IA

Cn|B,(x)\ B, ()|

el

[ 1
= Cn N(r;';)N_l—]
n

= CoM,

onde r; € (r—1/n,r), pelo Teorema do Valor Médio, e a dimensdo N foi incorporada a

constante C. Passando ao limite de n — oo acima, concluimos que

f dA < VN,
B,

Suponha agora, por contradicdo, que a estimativa por baixo ndo € satisfeita. Entdo,

assim como em demonstracdes anteriores, existem, para cada n € N:
e um minimo local u, € K de J restrito a uma vizinhanca V,;
e uma medida de Radon A, = A, u,;
e uma bola aberta B, (x,) C U com centro x,, € QN d{u, >0} eraio0 < r, < {i;

tais que

1
lim —f dA, = 0. 4.7)
B
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Sejam
D,(0) =" yeQ neN,
14

n

Q,:=0,Q), neN.

Entdo, para cada n € N, @, ¢ um difeomorfismo de Q em €2,,. Tomando os rescalings de Q
para Q,
1
(un)r,, = —U,o° ((Dn)_] cm Qa neN,
T,

n
veé-se que

(Un)y, (0) = rlun(xn) =0 VneeN, (4.8)

e obtemos as medidas de Radon
N, = A,(uy),,, neN.

Definimos, para n,k € N com k suficientemente grande, a fungdo ndo-negativa go,((”) €

W, (B,,(x,)) N C(B,,(x,)) por

@ 1,seyeB n_%(x,,),
P ()7) =
krn - kly - xnl» seye€ Brn(xn) \ B n—%(xn)-

Observe que, como antes,

- 0,seyeB n_%(xn),
V(pk (y) =

—ki=, se y € By, (x,) \ B, _1(x,).

|y_xn| ’
e, paracadan € N,
‘P;({n) = XB, (xy) €M (k— o0)

pontualmente em B, (x,) com 0 < (,0,((") < (p,(:i)] para todos n € N e k € N suficientemente

grande, donde o Teorema da Convergéncia Monétona implica

lim | ¢"dA, = f dA, YneN.
k= Ja By ()
Fixe n € N e k € N suficientemente grande. Note que, pela Observacao 2.9(ii),

V(un)rn = (Vun) o (I);la
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e podemos calcular, paracadai=1,...,N,
. B . o0o;!
(so()o@nl) = (Vg o ®,")-
0z; (91,
= (V") o @1 (rye)
(n)
_ n@gpk O(D—l
dyi "
Assim
(Vg") o @, = —V(so(") D)
e dai
f glldn, = f ViV, - Vg dy
Q Q

= f (V(n)y,) © DuIP2(V(iy),, 0 @) - Voo dy
@, 1(Q,)
Aplicando a Férmula de Mudancga de Varidveis, segue que
f edN, = -rY f IV (), 172V (1), - (V30" 0 @3 1)dlz
Q Q,
= r f |V(un),n|” ZV(u,,),n V(¢p(”)oq);1)dz
Q,

= ! fgo,(:’)ocl);ld/\;.
Q,

Passando ao limite de k — oo e usando mais uma vez o Teorema da Convergéncia Mond6tona,

f dAnZEI,V_lfXB,n(xn)Oq)ZldA;:",y_lf dA,
By, (xn) Q, B

para cada n € N. Usando (4.7), vé-se que

alcangamos

1
lim | dAj = lim —— f dA, = 0. (4.9)
By, (xn)

n—oo B n—o0 r
A sequéncia (u,),ey € uniformemente Lipschitz em U com uma constante de Lipschitz

C=C(N,M,p,A,U) >0 (ver Teorema 3.3). Assim, paracadan e Ney,z € U,

Crnl - Zl
|(un)r,,(y) (un)r,,(z)l - |Mn(rny + xn) Mn(rnz + xn)l < + = Cly - Zl’

l’l n
donde a sequéncia de rescalings ((u,);, )ner € uniformemente Lipschitz em B,. Usando (4.8),
também temos que ((#,),, Jnen € equilimitada em B,. Logo, denotando i, := (u,),, para cada

n € N, existe uma funcao i, € CO’I(E]) tal que, a menos de subsequéncia,

i, — iy uniformemente em B;.
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Considere agora a sequéncia (g,),en € L*(B;,RY) dada por
g = |Vii,|P Vi,

Entio (g,)nen € equilimitada em L¥(B;,R") = (L'(B;,R"))’ e assim, usando o Teorema C.4,
no Apéndice C, podemos extrair uma subsequéncia (que ainda denotaremos por (g,).en) tal
que

g — g em L (B, RY) (4.10)
para alguma funcdo gy € L¥(B;,RY). Como ity € C®'(B)), temos iiy € W"*(B;) (ver

Teorema D.4, no Apéndice D). Afirmamos que
g0 = |Viip|"*Viiy q.t.p. em Bj.

Ora, podemos aplicar o Lema 4.1 a sequéncia (ii,),cn € a funcio iy, restritas a By. Isso nos

d4, em particular, o mesmo resultado de (4.6):
|0{iry > 0} = 0. (4.11)
Sendo o conjunto
By \ d{iig > 0} = B N ({itg > 0} U {itg = 0}°)
aberto, considere uma bola aberta B, = B,(y) com
B, C By \ d{iiy > 0}.

Fazendo um célculo andlogo ao de (4.2) e (4.3) (ver a demonstracao do Lema 4.1(i)), pode-

mos fixar o € (0, 1) e definir
;L 1 +o0 c(o.1)
o= > o,

ara obter um n”’ € N tal que valem as implicacdes:
p o q plicag

[B, C {iig > 0}] = [By,(x0) C By N{ii, >0} Vn>n]]

[B, C {itg = 0})] = [Byp(xo) € By N{it, =0} Vn>n]].

Note que B, deve estar contido em exatamente um dos conjuntos {iiy > 0} e {ity = 0}. Por
(4.4), novamente usando a ideia da demonstra¢do do Lema 4.1(i), multiplicando o raio o”p

por % € (0, 1), chegamos ao fato de que, a menos de subsequéncia,

Vii, — Viiy  uniformemente em B,
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donde

— |Viig|’>Viiy,  uniformemente em B,,. 4.12)

Denote agora, para cada n € N U {0}, as componentes

o,

(1) = |Vii, |p 2
a)Cj

j=1,...,N.

Fixe j e note que, dada w € Ll(ng) estendida como 0 para By, temos

lim f gPwdx = lim(g,,we;)
n—eo Jp n—co
" = (8o, we;)
= f ggj)wdx,
By
0 que nos da
gl =g em L (Byy). (4.13)

Por outro lado, a convergéncia uniforme em (4.12) nos fornece

. Oty
lim gﬁ,f)wdx = f |ito|P™ 2iwdx Ywe L (Bsp),
B B ax

n—oo
ap op ]

isto é,

0

g9 S22 em L™(B.,). (4.14)
5xj

Por (4.13), (4.14) e pela unicidade do limite fraco-* tem-se

0
g =i |P-28—“0 qtp.emB,, j=1,....N. (4.15)
Xj
Logo, sendo o € (0, 1) tomado arbitrariamente, temos

(g(l) ...,g0 )) = |Viio|" > Viig q.t.p. em B,

para toda bola aberta B, C B, \ d{iiy > 0}. Vendo o aberto B, \ d{iip > 0} como uma reunido

enumerdvel de suas bolas abertas e usando (4.11), concluimos que
Vit,|" Vi, — [Viig]”2Vity em L¥(B;,RY).
Fixada ¢ € CJ(B)), temos Vg € C3 (B, RY) c L'(B;,R") e, dessa forma,

lim | |Vii,|P~*Vii, - Vodx = f \Viio|P~*Viig - Vodx.
B

n—oo Bl
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ou, equivalentemente,
lim | @dA, = f IViiol”Vito - Vepdx.
n=ee JB, B

Sendo, por (4.9),

0<

lim f PldA’| < (max |¢|) lim f dA! =0,

n—o Jp By n—e Jp

temos que ity € fracamente p-harmonica em B;. Como i, é continua e ndo-negativa em B
e i1p(0) = 0 (por (4.8) e pela convergéncia uniforme), segue, pela Desigualdade de Harnack,
que

fto =0 em Bl. (416)

Por outro lado, como 0 € {i1, > 0} para todo n € N (por hipétese de contradi¢do), o

Lema 4.1(iii) também nos garante que
0 € afiiy > 0},

contradizendo (4.16), pois 0 € ponto interior de B;. Segue dai que vale a estimativa por

baixo.

4.2 Teorema de representaciao

Recorde que, no Teorema 2.22, foi mostrada, num sentido muito fraco, a condi¢do de
fronteira
ou A

S r 4.17
v (- nir M @.17)

onde v € o vetor unitdrio normal a I" externo a D e 5’7“, denota a derivada a Gateaux lateral
de u na dire¢@o de v por dentro de D. Esta condic¢do é expressa, via Férmula de Taylor, no

desenvolvimento assintotico
u(x) = =A'(x — xg) - v(xp) + o(|x — xo|), x € D com x — xo, (4.18)

para x, € I'. Note, no entanto, que u ¢ C'(€) (ver Corolario 3.7, no Capitulo 3.
Neste momento, para que a condi¢do de Neumann (4.17) seja alcancada de maneira
significativa (ainda que continue no sentido muito fraco), é necessario mostrar que I" admite

um subconjunto regular que o “preencha” significativamente. Com este propdsito, usando
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o fato que dimy(I')) = N — 1 (ver Teorema 4.3), Martinez e Wolansky provaram (cf. [23]
Teorema 1.2) que (4.18) € satisfeito para todo xy € Q N d,.qD C I', onde podemos entender a
fronteira reduzida 0, D como um subconjunto de dD onde estd definida uma generalizagdo
dos vetores unitarios normais a dD. A importancia deste resultado € o fato de que, se D tem

perimetro localmente finito em Q (ver Definicao B.16, no Apéndice B), entio
7_{N_l(r \ aredD) =0

(ver Corolario 4.5). Ademais, o Teorema 0.4, resultado final do artigo de Danielli e Pe-
trosyan (cf. [11] Corolario 9.2), mostra que 0D € analitica em X = Q N 9D C I, 0 que
conclui (4.17).

Pelo Teorema B.20, no Apéndice B, D terd perimetro localmente finito em Q desde

que sejamos capazes de garantir que
HYUKNT) < +0 VK c Q compacto. (4.19)

Provaremos (4.19) no Teorema a seguir, além de uma representagdo, via Teorema de Radon-
Nikodym, que relaciona as medidas de Radon A e H"~'.T". No entanto, o Teorema 0.4 ¢ o
limite assintético (4.18) de Martinez e Wolansky para pontos da fronteira reduzida nao serao

demonstrados neste trabalho.

Teorema 4.3 Seja u € K um minimo local de J restrito a uma vizinhanga V. Entdo:

(i) HN-'(U NT) < +oo para todo U cC Q. Consequentemente, I tem dimensdo de
Hausdorff N — 1.

(ii) Existe uma fungdo de Borel g, : I' — R tal que
Apu = g, HNILT,

isto ¢, para cada ¢ € C7(L2),
- f \VulP>Vu - Vdx = f(pqud?(N_l.
Q r

(iii) Para cada U CC Q, existem constantes c’,C’ > 0, dependentes apenas de N, M, p, A e
de U, tais que

d<qx)<C, N <HYYB.(x)NT) <!

para HN '—q.t.p. x e UNT e paratodo0 < r < {; = {{(N, M, p, A) tais que B.(x) C U.
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Demonstracao: Sejam U cCc Qcom UNT #0e

i Q
U = {x € Q;dist(x,U) < M}

2

(i): Denote K := U NT. Entdo K é compacto. Considere uma cobertura finita

{Br(xi)};;]

de K por bolas abertas centradas em pontos de K com 0 < r < {; e B,(x;) C U’ para todo
i =1,...,n. Aplicando o Teorema de Cobertura de Vitali (ver Teorema B.5, no Apéndice
B), obtemos m < n e um subconjunto {yi,...,y,} C {x1,...,x,} tal que a colecdo {Br(yj)};f‘:1
¢ disjunta e

K c O B,(x;) C O Bs,(y)).
=1

J=1

Dessa forma,

IA

m . N-1
Wé\i—l(K) Zwl\/—l (w)

J=1

wy-1 Y (51!
j=1

= O.)N_lsN_li}’N_l.

=1

Segue do Teorema 4.2 que existe uma constante ¢ = ¢(N, M, p, 4, U’) > 0 tal que

m

D ABG))

=1

aA(K,), (4.20)

Hiy  (K)

(UN_15N_1
(o

IA

LL)N_15N_1 L
onde ¢; := === > ( € constante e

K, = {x € RY; dist (x, K) < r}.

Aplicando (4.20) ar = % para cada k € N, podemos passar ao limite de k — +oco e

obter, pelo fato de A ser uma medida de Radon,
HN Y K) < 1 A(K) < +0o.

Consequentemente,

HNUNT) < +0 YU cC Q.
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(ii): Precisamos mostrar que A é absolutamente continua com relacdo a H"~!.I". Para tal,
sejam X c Qe Y := XN U. Note que

AY)=AXx NnT).

Vamos assumir que Y N T # 0.

Fixado

0<d6< min{—dlSt(g’ag),&},

considere uma cobertura arbitraria

(YmF)cOYi

i=1
com

diam(Y;)) <6 e Y,n(¥YND)#0 VieN.

Paracadai € N, tome x; € ¥; N (Y NI) C U. Entdo a bola aberta B; := Bgiymy;,(x;) C U’ e

Ynl)c OY,-C OBi'
i=1 i=1

Pelo Teorema 4.2, obtemos uma constante C = C(N, M, p, A, U") > 0 tal que

temos

AYNT) < Z A(B)
i=1
< C(diam (Y;))¥™!
i=1
> diam ()}
= CI;CUN—I (—2 ) ;
onde
C2N—1
C1 = >0
WN-1

¢ constante. Como a cobertura {Y;};?, de (Y N I') foi tomada arbitrdria com didmetro no
maximo ¢, segue que

AY)=AXY ND) < CyHY ' (Y nID).

Passando ao limite de § — 0, vé-se que

AXNU)<CHY Y (X nO)D). 4.21)



103

Logo, pelo Teorema de Radon-Nikodym (ver o Teorema B.6, no Apéndice B), existe
uma funcdo H"~'—mensuravel g, > 0 em I ({inica, a menos de um subconjunto de I' com

medida H"~! nula) tal que
AX) = f qudH"!
Xr

para todo conjunto X C Q (H"~'.T')-mensurdvel. Isso implica em

- f \VulP>Vu - Vodx = f 0q dH"™" Ve CYQ),
Q r

o que denotamos por

Aju =g, H' LT,
(ii1): A fung¢do g, acima pode ser expressa, pelo Teorema B.6, como

: A(B, _
¢u(x) = lim WN—‘EB,E;C)))O 3 <400 HV ' _qtp. xel. (4.22)

Pelo Teorema 4.2, existem constantes 0 < ¢ < C tais que
eV < A(B(x)) < €V (4.23)
para toda bola aberta B,(x) C Ucomx el e0 < r < (. Issoe (4.21) nos dao
HNYB,(x)NT) >0

Assim (4.23) implica

A ABE) a
c‘?—(N‘l(Br(x) NI) = HN-Y(B.(x)NnT) ~—  HNU(B.(x)NnT)

Passando ao limite inferior de r — 0* acima temos, de (4.22), que

-1 o AN-1 .
< -1 _
(x) < Chfr_l)(l){lf H BN H gtp. xer.

N o
R HEB,m AT T

Utilizando o Teorema B.9, no Apéndice B, e propriedades de limite inferior e de limite
superior, segue que

N-1

< qu(x) < HN' —q.tp. xel. (4.24)

WN-1 WN-1
Integrando esta desigualdade na medida H"~' sobre o conjunto B.(x) N T e usando (ii),

obtemos
N-1

—C HN B NT) < AB() < S HY(B,(x) A T)
WN_1 WN-1
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para toda bola aberta B,(x) C Ucomx € I'e 0 < r < ;. Logo, por (4.23),

CON-1 N N-1 Cwy-1 -
CZN_er <H (B,(x)mr)sTr (4.25)
Tomando
ra_ - ¢ CWN-|
C = 1nin ﬁ,@
e
C2¥ ! Cwy-
C' .= max{ , “n 1}
WN-1 C

e usando (4.24) e (4.25), concluimos a demonstracgao.

Observacao 4.4 Em [11] é mostrado que
gu=A  H ' —q.tp. em d,D.
Corolario 4.5 D tem perimetro localmente finito em Q. Consequentemente,

7“[N_l(r \ aredD) =0.

Demonstracao: Segue do Teorema 4.3(i) ¢ do Teorema B.20, no Apéndice B, que D tem

perimetro localmente finito em Q. Pelo Corolario 3.10, temos
Ir=Qna.D,
donde o Teorema B.19, no Apéndice B, nos leva ao fato de que

(]-{N_l(r \ aredD) =0.



Apéndice A
Preliminares

Neste Apéndice, guardamos conceitos, notacdes e resultados gerais que sejam uteis ao

trabalho.

A.1 Notacoes e definicoes

e R é 0 espaco euclidiano N-dimensional, |x| ¢ a norma de x € RY;

e x -y é o produto escalar entre x e y em R";

diam(X) = sup{|x — y|; x,y € X} é o didmetro de X c R";

|X| é a medida de Lebesgue N-dimensional de X ¢ RY;

e X° e X sio, respectivamente, o interior € o fecho de X c R";

B,(x) é a bola aberta de raio r > 0 e centro em x € R", B, = B,(0);

wy = |Bl;

Q c RY ¢ um dominio (aberto conexo) em R”;

U cc Q denota que U é tal que U C Q;

u" = max(u,0), u~ = max(—u, 0);
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o {u> 0} ={x € Q;u(x) > 0} é o conjunto de positividade de u, {u > v} = {x € Q; u(x) >

v}, {u = 0} = {x € Qi u(x) = 0}

e suppu = {x € Q;u(x) # 0} € o suporte de u;
e || - ||z € a norma usual num espaco de Banach real E;

e C(-,-,...)¢éuma constante que depende dos valores entre paréntesis, a dependéncia

de Q deixada implicita;

o Ch¥(Q), CH*(Q,RY), k e NU {0}, 0 < a < 1, sdo espagos de Holder (@ < 1) e de
Lipschitz (¢ = 1) em Q ;

|u()—u@)l

=yl 2

o [ulou = sup| x,y € Q, x £y}, parau € C*U(U), [uly = [uloo;

o L7(Q), LP(Q,RY), 1 < p < +00, sd0 0s espacos de Lebesgue em €, lluell, = llullzr),

||M||p,U = ”u”Ll’(U);

o WhP(Q), WEP(Q,RN), k € N, 1 < p < +00, sdo espacos de Sobolev em Q, HY(Q) =
Wh(Q);

° W(’)‘yp(g), W(’)"P(Q, RM), k € N, 1 < p < +00, sdio espagos de Sobolev em Q com traco
zero em 9Q), HX(Q) = Wy (Q);;

e u, — uy significa que uma sequéncia (u,),en C E converge para uy € E na norma do

espaco de Banach de fungdes E;

o f(t) = o(g) (t = a) é a notacgdo little-oh, onde f, g sdo uma fungdes reais, a € R, e

significa que

limm =

=0;
t—a g([)

e limessf(f) = c significa que o limite usual € valido para # tomado fora de um conjunto
=1

de medida nula.

Definicao A.1 Sejam S um subconjunto ndo-vazio de 0Q2 e € uma classe de fungoes de
Schauder (como C%! ou C?, por exemplo). Diremos que S € € em 0Q (0Q € €, quando
S = 0Q) se 0Q pode ser vista localmente como grdfico de uma funcdo de classe € em
pontos de S: dado x € S, existem: r > 0; uma vizinhanga aberta U C R¥ 1 de 0 € RVN!;
uma funcdo real f € € (U); tais que, denotando V := U X (—r,r), temos:
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o x=(0,f(0) e Vy

e VNQ={Q",yn) € Viyn > fO)).

Definicao A.2 Sejam k € NU {0} e O < @ < 1. Diremos que uma funcdo u : Q — R tem um
representante C*%(Q) se existe uma funcdo it € C**(Q) tal que

A.2 Resultados

Proposicao A.3 Seja f : R — R uma funcdo derivdvel num ponto a € R. Se f é minimo

local em a, entdo f'(a) = 0.

Demonstracao: Seja € > 0 tal que f(a) < f(a + 1) Vt € (—¢&, €). Entdo, como f € derivavel

€ma,

t—0* t

0 < lim

lim f@

isto &, f'(a) = 0. n

b

fla+n—-f@) _
t

Proposicdo A.4 Sejam u € W'P(Q) e F € W' (Q,RY), onde p’ = (p — 1)/ p. Entéo

fVu~F+udidex=f uF - vdHN!,
Q

0Q

onde v denota o vetor unitdrio normal externo a 0Q.

Demonstraciao: Sejam:
o 0 c C'(QNWr(Q);
o ®ecC'(QRYNWWYEQRY).
Comegaremos mostrando que
div (¢®) = V- © + ¢ div D.
Seja © = (®y,...,Dy). Entdo
0p; o0D;

0
(o) = L, +p—r, i=1,...,N.
(9x,-((p ) (9x,- "Dax,- :
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Somando em i,

div (¢®)

N
0
Zbgwao

N
;i o0D;
= —(D,' + o—
P 0)6,' ¢ 0)&?,’

= V- ® + ¢div ®. (A.1)

Pelo Teorema de Gauss-Green (ver Teorema B.14, no Apéndice B), se v é o vetor unitario

normal externo a d€2, onde esta definido, entido

fgodD-vd?-{N_I:fch-(I)+godiV(Ddx.
FTe) Q

Aproximando u e F por fungdes ¢ e @, respectivamente, e recordando que o traco € um
operador continuo, concluimos a demonstracao.

Proposicio A.5 Seja p : RN — R uma funcdo convexa. Para quaisquer x,y € RN e 0 < t <

1, tem-se
px + ty) — p(x)
t

<plx+y) —p(x).

Demonstracao: Dados x,y € Qe 0 < < 1, temos

p(x + ty) — p(x) p((I = Dx+t(x +y)) — p(x)

IA

(I =p(x) + to(x + y) — p(x)
tlo(x +y) — p(x)].

Proposicao A.6 (cf. [29] Lema B.1) Seja 1 < p < +o0. Se &, € RV \ {0}, entdo

(p = DIE = nPEl +InDP~2, se 1 <p <2,

e =P, sep>2.

(P2 =Py - (E-m) >

Proposicao A.7 Sejam Iy e A matrizes quadradas de ordem N, Iy sendo a matriz identidade.
Se N > 2, entdo existem constantes c;, i = 2,...,N — 1, tais que, para todo t € R,
N-1

det (A + tIy) = ¥ + (tr A)V! + Z etV g detA. (A.2)

i=2
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a
Demonstracao: Faremos indu¢doem N. ParaN =2e A = (

), calculamos
c d

a—+t
=(@a@+0)d+t)—-bc=1+@+dt+ad—bc =71+ (trA) + detA.

c d+t

Suponha agora, por hipétese de inducao, que existe k € N, k > 2, tal que (A.2) vale para
todo 2 < N < k. Sejam A uma matriz quadrada de ordem k + 1 e a4, ..., a;,; as entradas da
primeira linha de A. Paracadai = 1,...,k + 1, considere S ;(r) a matriz quadrada de ordem
k formada pela exclusdo da primeira linha e pela i-ésima coluna de A + t/;,;. O Teorema de
Laplace nos da:

k+1
det (A + thiy) = (a; + 1) det S, (7) + Z(—l)”" det S ;(?). (A.3)

i=2
Ora, parai > 2, cada uma das matrizes S ;(¢) possui  em apenas k— 1 entradas de sua diagonal
principal. Com efeito, ha k + 1 entradas com ¢ em A + tI;,; € em §;(¢) foram excluidas a
primeira linha e a i-ésima coluna de A + t[;,;, ambas contendo exatamente uma entrada com
t. Dessa forma, det S ;(f) € um polindmio com grau k — 1. Dai

k+1

f() = Z(—l)“" det S (1) (A.4)
=2

¢ um polindmio com grau, no maximo, k — 1.
Por outro lado, f aparece na matriz S | (f) em todas as entradas de sua diagonal principal,
de modo que S () = A; +1I;, onde A; é a matriz quadrada de ordem k formada pela exclusao

das primeira linha e primeira coluna de A. Por hipétese de indugdo, temos
det S (¢) = det(A, +tI) = t* + (tr AN + g(0), (A.5)
onde g(#) € um polindmio com grau, no maximo, k — 2. Logo, por (A.3), (A.4) e (A.5),

det(A+thy) = (ay +1)detS (1) + f(©)
= (a + 0|t +rANF + )| + f(0)
= M1 rADE + aitf + 1) + a(tr ADFT + aig(d) + F(P)

= * 4 tr A + h(r),

onde A(f) € um polindbmio com grau, no maximo, k — 1.
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Observando que

det (A + 0l 1) = det A,

vé-se que o termo independente € det A, donde concluimos a inducao. ]



Apéndice B
Teoria Geométrica da Medida

Anotamos, neste Apéndice, os conceitos e resultados relacionados a Teoria Geométrica
da Medida utilizados ao longo do texto principal. Nos referimos a Evans e Gariepy [14] para

as demontragdes. P(R") é o conjunto dos partes de RY e Q ¢ RY é um aberto ndo-vazio.

B.1 Teoria da Medida e Integracao

Definicdo B.1 (cf. [22] Se¢do 1.1) Dado X € P(R"), a medida de Lebesgue N-dimensional
de X é

LYNX) = inf{z &K,V K, é um N — cubo de aresta €(K,) >0V¥neNeX C U Kn} .
n=1 n=1

Definicao B.2 (cf. [14] Definicao 2.1) Para cada s > 0, considere

7rs/2

Wy =
fo e 15124t

e defina wy := 1. Dados § > 0 e X € P(RY), seja

, - diam X,,\’ ,
H(X) = inf { Z . ( 1ar;1 ) ; (Xi)nen € uma cobertura qualquer de X com diam X,, < 6 Vn € N} .
n=1

A medida de Hausdorff s-dimensional de X é

H(X) := sup Hij(X)

6>0

e a dimensao de Hausdorff de X ¢ dada por

dimy(X) := inf{s > 0; H*(X) = 0}.
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Teorema B.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, cf. [14] Teorema 1.19)
Sejam 1 < p < +o0 e g, (f,)i2, fungdes em LP(RY) com g > 0 e seja f uma fungdo integrdvel
em RY. Suponha que

fi—=f qtp. emRY

e que
Ifl<g qtp.emRY VneNlN.

Entdo f € LP(RY) e
fo— f emLPRY).

Demonstracao: O caso p = 1 € demonstrado na referéncia citada acima. Para o caso p > 1,

basta notar que, pelo Lema de Fatou,

f \fPdx = f liminf |f,]’dx < liminf f \fulPdx < f IglPdx < +oo,
RN RN N n—oo RN RN

de modo que f € LP(RY). Além disso,
Ifi— fI” -0 qtp.emRY

e, paracadan € N,

[fo = FIP < 277NN + 11P) < 278l

donde o caso p = 1 implica em
Ifu = fI” >0 emL'(RY).

Portanto

fo— f emLP(RY).

Teorema B.4 (cf. [14] Teorema 1.20) Sejam f, (f,)nex funcoes em L'(RYN) tais que
fo= f em L'RY).

Entdo, passando a uma subsequéncia e reindexando, se necessdrio, obtemos que
fi—=f qtp. emR".

Teorema B.5 (Teorema de Cobertura de Vitali, cf. [14] Teorema 1.24) Seja F uma cole-

cdo ndo-vazia de bolas fechadas ndo-degeneradas em RY. Assuma que

sup{diam B; B € ¥} < +o0.
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Entdo existe uma subcolecdo enumerdvel disjunta G C F tal que

onde 5B é a bola concéntrica a B com 5 vezes seu raio.

Teorema B.6 (Teorema de Radon-Nikodym, cf. [14] Teorema 1.29 e Teorema 1.30) Sejam
U1 e up medidas de Radon em RY tais que, para X C RV,

(X)) =0 = up(X) = 0.
Entdo existe uma funcdo [ ndo-negativa e u-mensurdvel tal que

£ = lim 2B

Ui —q.tp. xeRY
r—0* (B (x))

1o(E) = f fdu,
E

para todo conjunto u,-mensurdvel E.

Teorema B.7 (Pontos de densidade 1 e densidade 0, cf. [14] Teorema 1.35) Seja E ¢ RV

um conjunto mensurdvel. Entdo

. |B(x) N E|
Iim—— =

tp.xe E
0 B,(0)] AP

|B.(x) N E|
im————
r—=0 |Br(x)|

Teorema B.8 (Teorema de Representacao de Riesz, cf. [14] Teorema 1.39) Seja

=0 qtp.xeRV\E.

L:CeRY) >R

um funcional linear ndo-negativo, isto é, tal que
(L) 20 VYoeCyRY), ¢>0.
Entdo existe uma medida de Radon yu em RN dada por
w(U) = sup{{L,p); p € CSO(RN), lol < 1, suppp c U}, U aberto em RY,

tal que

(L,p) = L Ll
para toda ¢ € C RM).

Teorema B.9 (Estimativas de densidade para a medida de Hausdorff, cf. [14] Teorema 2.7)

Sejam s > 0 e E C RN um conjunto H*-mensurdvel com H*(E) < +oo. Entdo

H(B.(x)NE
— < limsup HBWNE) <l
25 F—0* w;sr*

para H*—q.t.p. x € E.



114

B.2 Formulas da Coarea e de Mudanca de Variaveis

Teorema B.10 (Férmula da Codarea, cf. [14] Teorema 3.10) Seja f : RY — R uma funcdo

Lipschitziana. Entdo, para todo conjunto mensurdvel E C RY,

[[wrax= [rE 0 ona.
E R
Observacao B.11 Pelo Teorema de Rademacher, toda fungdo Lipschitz é diferencidvel q.t.p.
Corolario B.12 Seja f : RY — R uma funcdo Lipschitziana. Entéo
HY' (VA =01nf ) =0

para L'-q.t.p. y € R.
Demonstracao: Basta aplicar a Férmula da Codrea no conjunto
E={Vfl =0}

e obter
0= f HUE 0 £ )y,
R

Teorema B.13 (Formula de Mudanca de Variaveis, cf. [14] Teorema 3.11 e [22] Teorema 7.2)
Seja @ : Q — RN uma funcdo Lipschitziana e injetiva. Entdo, para toda fun¢do g € L'(Q),

fg |det DO|dx = f go®'dy.
Q Q)

B.3 Teorema de Gauss-Green

Teorema B.14 (Teorema de Gauss-Green para fronteira quase-Lipschitz, cf. [22] Teorema 9.6)
Seja E ¢ RN um aberto tal que existe S C OE com OE \ S fechado, HN""(OE\ S) = 0 e
S € C%! em OE. Entdo, para toda fungdo ¢ € CHRY),

fV(pdx = fgovdﬂN_l,
E s
onde v é o vetor unitdrio normal a S externo a E.

Observacio B.15 O Teorema 9.6 presente em [22] é enunciado para fronteira quase-C",

porém é demonstrado utilizando apenas regularidade Lipschitz da fronteira de E.
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O espaco BV(Q)) das funcdes com variagdo limitada em ) generaliza os espagos de

Sobolev e é extensivamente analisado em [13].

Defini¢sio B.16 (cf. [13] Defini¢do 5.1 e Defini¢do 5.2) Seja E c RY um conjunto mensu-
ravel. Dizemos que E tem perimetro finito em Q ou perimetro localmente finito em Q se

XE € BV(Q) ou yg € BV,,.(Q), respectivamente.

O leitor pode conferir [13], Secdo 5.7, para a defini¢do da fronteira reduzida 0,4 E.

Defini¢ao B.17 (cf. [13] Defini¢do 5.7) Sejam x € RN e E ¢ RY um conjunto mensurdvel.
Dizemos que x € 0.E, conjunto chamado de measure theoretic boundary of E, se

|B-(x) N E]
rN >

lim sup 0

r—0*

JBWVE

lim su
rN

r—0+*

Observacao B.18 Pela Definicao B.17, vé-se que, como

B, (x)NE —
limsup% =0 VxeRV\E
r—0* r
¢ B,(x)\ E
lim sup % =0 VxekE°,
r—0* r

tem-se 0.E C OF.

Teorema B.19 (cf. [13] Lema 5.5) Seja E C RN um conjunto com perimetro localmente

finito em RY. Entdo

(i) 0rdE C O.E, €
(i) HY"'(O.E \ dreaE) = 0.

Teorema B.20 (Critério para perimetro finito) Seja E C RY mensurdvel. Entdo E tem

perimetro localmente finito em RY se, e somente se,
HYN"Y (K NO.E) < +00

para todo compacto K C RV,



Apéndice C
Analise Funcional

Coletamos, neste Apéndice, resultados de Andlise Funcional que nos sejam uteis.

Teorema C.1 (cf. [8] Proposicao 3.5(iii)) Sejam E um espaco de Banach, (v,),en C E, v €
E, tais que

v, =v emkE.

Entdo
Im(f,v,) ={f,v) Vfe £,
a sequéncia (||v,l||g)nen € limitada e
Wil < lim inf v,
Teorema C.2 (Eberlein-Smulian, cf. [8] Teorema 3.18) Sejam E um espaco de Banach.

Entdo E é reflexivo se, e somente se, toda sequéncia limitada (x,),cn C E admite uma

subsequéncia que converge fracamente para algum x € E.

Teorema C.3 (cf. [8] Proposicdo 3.13) Sejam E um espaco de Banach, E’ seu dual topolo-
gico, (fu)nen C E, f € E, tais que

I = f emE.
Entdo
lim(f,,v) =(f,v) Vv eE,
a sequéncia (|| full g )nen € limitada e
11l < Timinf {1 fole-.

Teorema C.4 (cf. [8] Corolario 3.30) Sejam E um espaco de Banach separdvel e E' seu
dual topologico. Entdo toda sequéncia limitada (f,).en C E’ admite uma subsequéncia que

converge fracamente * para algum f € E’.



Apéndice D
Teoremas de Sobolev

Colecionamos, neste Apéndice, alguns Teoremas envolvendo imersdes de espacos de

Sobolev. Assumimos que Q € RY é um aberto nio-vazio e que 1 < p < +oo.

Teorema D.1 (Tracos de Funcdes de Sobolev, cf. [14] Teorema 4.6) Se Q c RY é um aberto
limitado com 0Q € C*' e 1 < p < +oo, entdo:

(1) Existe um funcional linear limitado
T:W'(Q) — LP@U; HY ™,
o operador trago sobre 0Q, tal que

Tf=f sobredQ
para toda f € W (Q) N C(Q).

(ii) Ademais, para todos n € C'(RY,RN) e f € W'P(Q),

ffdivndx:—fo-ndx+f n-wTfYH",
Q Q 0Q

onde v denota o vetor unitario normal externo a 0€2.

Teorema D.2 (Teorema de Morrey, cf. [16] Teorema 7.19) Sejam u € WH'(Q) e 0 < a <

1. Suponha que existe uma constante positiva h tal que
f |Vuldx < hr¥=1*
B

para toda bola B = B.(y) C Q. Entdo u admite um representante em C**(Q) e, para uma
constante C = C(N,a, h) > 0,
[u]a,B < Ca

para toda bola B = B,(y) C Q.
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Teorema D.3 (Teorema de Rellich-Kondrachov, cf. [1] Teorema 6.3 e Observacoes 6.4)

Assuma que Q é limitado com 0Q € C*'. Entdo as seguintes imersées sdo compactas:

(i) WP(Q) em LY(Q), para p € [1,N) e q € [ N—pp) Em particular, podemos tomar

b N_
q=p
(ii) W'N(Q) em LY(Q), para q € [1, +o0). Em particular, podemos tomar g = N.

(iii) W'P(Q) em L1(Q), para p > N e g € [1, +oo]. Em particular, podemos tomar q = p.

Teorema D.4 (Continuidade Lipschitz e W', cf. [14] Teorema 4.5) Uma funcdo real in-

tegrdvel u pertence a le’f’(Q) ou WH>(Q) se, e somente se, admite um representante em
!

loc

(Q) ou C*1(Q), respectivamente.



Apéndice E
Distancia de Hausdorff

Apresentamos aqui a no¢do de distdncia de Hausdorff e mostraremos que esta nos

fornece uma métrica na familia de compactos em RY. P(R") € o conjunto das partes de RY.

Definicao E.1 A aplicacdo

dy : PR\ {0) x PR\ {0}) — [0, +00]

X,Y) —» dy(X,Y):= max {sup dist (x, Y), sup dist (y, X)}

xeX yeY

¢ chamada distancia de Hausdorff.
Proposicio E.2 Dados X,Y,Z € PRN) \ {0}, tem-se
dy(X,Y) <dy(X,Z) + dy(Y,2).
Demonstracao: Dados x € X,y € Y e z € Z, temos
dist(x,Y) < |x—y| < [x —z| + [y — zl.
Assim, tomando, sucessivamente, os infimos em y € z € 0 supremo em x,

dist(x,Y)—|x—z|<|ly—2zl VxeX, VyeY, VzeZ
= dist(x,Y)—|x—z < dist(z,Y) <dy(Y,Z) VxeX,VzeZ
= dist(x,Y)—-dy(Y,Z)<|x—z VxeX,VzeZ
= dist(x,Y) —dy(Y,Z) < dist(x,Z) <dy(X,Z) VxeX
= dist(x,Y) <dy(X,Z)+dy(Y,Z) VxeX

= sup dist(x,Y) <dy(X,Z) +dy(Y,Z).

xeX
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De modo andlogo, vé-se que

sup dist(y, X) < dy(X,Z) + du(Y, 2),
yey

donde

dp(X,Y) <dy(X,Z) + duy(Y, Z).

2

Proposicio E.3 Seja ¥ ¢ PRY) \ {0} a colecdo dos compactos em RY. Entdo dy é

L. FXF
uma métrica em F.

Demonstracao: A desigualdade triangular verifica-se pela proposi¢do anterior e a simetria

de dy segue por defini¢do. Observe que, se X, Y € F, entdo
duy(X,Y) < +oo,

de modo que a restri¢ao dy o ¢ uma aplicac¢do de ¥ X F em [0, +o0). Por outro lado, note
X

que

dy(X,Y)=0 &= supdist(x,Y)=sup dist(y,X) =0
xeX yey

— dist(x,Y) = dist(y,X) =0 VxeXVyeVY

— X=Y,

pois X e Y sdo fechados. Com isso, concluimos que dy € uma métrica quando restrita a

FXF.

Proposicio E.4 Sejam (X,),cn C F e X € F conjuntos uniformemente limitados em RY. As

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) X, > Xem (F,dp).
(ii) Para qualquer bola aberta B, C RN com r > 0, valem as implicagoes:

[XNB, #0] = [’ e N; X, N B, # 0 Yn > n'] (E.1)

(XN B, =0]= [An” € N; X, N B, =0Yn>n"]. (E.2)
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Demonstracdo: (i) = (ii) : Seja B, ¢ RY uma bola aberta nio vazia. Comecaremos mos-

trando (E.1). Suponha que X N B, # 0 e escolha xop € X N Be s > 0 tais que
B,(xy) C B,.

Sejan’ € N tal que
dy(X,,X)<s Vn>n'

Note que
dist (xp, X)) < dpy(X,,X)<s Vn>n',

e dai, sendo cada X,, um conjunto fechado, obtemos
X, NB,2X,NBy(xg)#0 VYn>n'.

Suponha agora, por contrapositividade, que a tese de (E.2) € falsa para B,. Isso implica

na existéncia de uma subcolecdo (X, Jken C (X,,)nen tal que
X, N B,y # 0 VkeN.

Sejan” € N tal que
dy(X,, X) < % Yn=n'

Escolha k € N tal que n;, > n” e tome y; € X, N B,/,. Entdo
. r
dist (yg, X) < 7
Portanto
XNnB, #0.

(i) = (i) : Fixado k € N, seja {B; /k(xﬁ)};‘;l uma cobertura de X por meio de bolas abertas

centradas em pontos x* € X, n € N. Como X é compacto, existe um subconjunto finito

{y’f,...,y’fnk} C {x’l‘,xlj,...}

tal que

mg

Xc UBl/k(y];')-
J=1

Por (E.1), existe n; € N tal que

XnﬂBl/k(y]]‘.)i@, j=1...,m, n>n.
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Dado x € X, existe j € {1,...,m,} tal que

1
|X—yl;~| < P

Para n > n;, podemos escolher um x, € X, N B, /k(y’]‘.) e assim obter que

2
dist (x, X,) < |x—x,| < T

Dai

2
supdist (x, X,) < — VYn >ny,
xeX k

o que implica em

lim sup dist (x, X,,) = 0. (E.3)

n—=00 xeX

Suponha agora, por contradi¢do, que a sequéncia cujo n—€ésimo termo €

sup dist (y, X)
YEX,

ndo converge para 0. Isso nos dd um ¢ > 0 e uma subcoleg¢do infinita (X, )reny C (X,)nen tais
que

sup dist(y,X) >0 VkeN.

YEXn,

Dado k € N vé-se que, como X, e X sdo compactos, existe y; € X, tal que
dist (yk, X) > 0.

Assim

XNBs(y)=0 VkeN, (E.4)

Por hipétese, temos que (X, )ken € uniformemente limitada, donde a sequéncia (Yx)ren

converge para algum y, € R. Seja ky € N tal que
)
vk = yol < 3 Yk > ko.
Entdo Bs»(yo) C Bs(yr) Vk > ko. De (E.4), temos
X N Bspp(yo) =0
e (E.2) implica na existéncia de n”” € N tal que

Xn N B5/4(y0) =0 Vn> n'.
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Seja k; € N tal que
Yk € Bsja(yo)  Vk > k.

Dado k € N tal que n; > n”” e k > k;, obtém-se

Yk € Xy, N Bsja(yo),

um absurdo. Logo

lim sup dist (y, X) = 0. (E.5)

n—oo yEXn

Por (E.3) e (E.5), concluimos que
lim dy(X,, X) = 0.
]

Proposicio E.5 Sejam (X)), € F e X € F conjuntos uniformemente limitados em R tais
que
X, > X em(F,dy).

Entdo:
(i) Dado x € X, existem x,, € X, para n € N, tais que

X, = X.

(ii) Para toda sequéncia (y,)nen € ]—[ X, convergente com

n=1

Ya—y€RY,
tem-sey € X.
Demonstracao: (i): Seja x € X. Por (E.1), dado k € N, existe n; € N tal que
X, NBij(x) #0  Vn > n.
Seja my = max{k,n;}, k=1,2,... Entdo
X, NBij(x) #0  Vk e N.
Escolhemos:

® Xy, € Xy, N Byj(x), paracada k € N;
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e X, € X, qualquer, paracada 1 <n < my;
® x, € X, N By;(x), paracadam; <n < myy; ek € N.

Dessa forma, a sequéncia (x,),cn € tal que x, € X, Vn € N e
X, — X.

(ii): Considere agora (y,).en € 1—[ X, ey € RY tais que

n=1

Yn =)
Para cada k € N, seja n;/ € N tal que

1 144
|y,,—y|<g< VYn>ny.

Temos

X, N Bl/(zk)(y) #0 Vn> n,’; Yk e N,

donde a contrapositiva de (E.2) nos d4
XﬂB]/k(y) #0 VkeN.

Dai
XNBix()#0 VkeN

e assim, sendo cada X N El /k(y) um conjunto compacto,

[Se]

Xy = (X NBix) #0,

k=1

istoé,y e X.
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