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Resumo

Neste trabalho, estaremos interessados em estudar resultados de multiplicidade de
solucoes e positividade de solucoes para a equacao de Schrondinger cuja nao linearidade
é logaritmica. A nao linearidade logaritmica traz muitos desafios. Por exemplo, ao
fazer uma analise variacional, percebe-se que o funcional energia associado nao ¢ de
classe C1(RY). Sendo assim, nessa dissertagao ¢ apresentada uma Versdo Simétrica
do Teorema do Passo da Montanha para funcionais semicontinuos inferiormente que é
elaborada por meio do conceito de inclinagao fraca (weak slope).

Palavras-chave: Equacao logaritmica de Schrodinger; Inclinacao fraca; Versao
Simétrica do Teorema do Passo da Montanha para funcionais semicontinuos inferior-

mente.



Abstract

In this essay, we are interested to study some results of solution multiplicity and
positivity about the Schrondinger’s equation which its non-linearity is logarithmic.
This non-linearity brings up many issues. For instance, by doing a varational analysis,
we realize that the functional energy is not in C'(R”) class. Therefore, in this Master’s
thesis, it is shown a version of a Simetric Mountain Pass for lower semicontinuity which
is drown up trough of the concept of weak slope.

Keywords: Logarithmic Schréndinger’s Equation; Weak Slope; Simetric Moun-

tain Pass for lower semicontinuity.
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Notacoes

o B(wg;r)={z €eRY : |z — x| <71}, r>0;

o RY = {(z1,29,...,2n5) 2 €Ri=1,.., N} e Ry = [0, +00);

o supt(u) = {xr € Q:u(xr) # 0}, onde u: Q — R;

e v (x) = max{0,u(z)} e u () = max{0, —u(z)}, onde u : 2 — R é uma fungao

mensuravel;

e Dado u : 2 — R uma funcao mensuravel, definimos, para algum M € R,
[u>M] ={z€Q : ulx) > M}. Analogamente define-se [u < M|, [u > M] e
[u < MJ;

e — designa convergéncia fraca e = designa convergéncia fraca estrela;
e A — B designa que A estd imerso em B;
o (p(Q2) ={u:Q — R:ué continua com supp(u) C 2 compacto};
o [P(Q) = {u : © — R mensuravel : / |u(z)Pdx < —I—oo} ,p € [1,400);
Q
o L°(0) ={u:Q — R mensuravel : existe ¢ > 0 tal que |u(z)| < ¢ q.t.p. em Q};
o CF(Q) ={u:Q — R:ué continuamente derivavel k vezes};
o L (Q) = {u : 2 — R mensurével : /A|u(x)\dx < 400, para qualquer A CC Q} ;

e X’ denota o dual topologico de X;



iv
e ||-||« denota a norma dos funcionais lineares continuos, isto ¢, dados X um espaco

de Banach e I € X'

]|« =sup{|I(z)| : x € Xel|z|]|x <1}

e G(f) denota o gréfico da fungio f.



Introducao

A fisica quantica é o estudo dos fenémenos fisicos para micro-objetos como, por
exemplo, dtomos e moléculas. O tamanho para que um objeto seja considerado um
micro-objeto ¢ determinado pela sua magnitude comparada & constante de Planck
h26,62-10"34 m? - kg-s—!. Para os macro-objetos, a fisica classica descreve bem o
comportamento desses objetos.

Porém, os sentidos humanos sao incapazes, geralmente, para compreender os mi-
cro fendmenos diretamente. Sendo assim, faz-se necessario um aparato intermediario
tal qual o seu comportamento pode ser interpretado pela mecanica classica. E, obser-
vando tais mudancas, pode-se concluir alteracoes na dimensao quantica desse aparato
intermediador.

Dessa forma, para fazer um estudo profundo da mecéanica quantica, o fisico J. Von
Neumann determinou um sistema basico de postulados. Vejamos o primeiro postulado:
Postulado 1. Os estados de um sistema mecdnico qudintico sao descritos por vetores
nao nulos de um espaco de Hilbert complexo e separdvel L. Dois vetores descrevem
o mesmo estado se, e somente se, que sao diferentes por apenas um fator complexo

nao-nulo. Cada estado observdvel corresponde unicamente a um operador autoadjunto
em L.

O espaco L é denominado por espaco de estado e os vetores desse espaco sao
chamados por vetores de estado. Nessa perspectiva, pode-se ver como os fendmenos
da mecanica quantica podem ser estudados por meio de ferramentas sofisticadas da
andlise funcional tais como a Teoria Espectral.

Na mecanica quantica, segundo Berezin e Shubin (|2]), a mais importante quan-

tidade fisica de qualquer sistema mecanico quantico é a energia desse sistema. De-
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nominando por H um operador energia, o postulado 3 de Neumann afirma que esse

operador determina a lei da evolucao do sistema mecanico quantico:

Postulado 2. Seja ¢y € L o estado do sistema para t = 0. Entdao, para qualquer t,
o estado do sistema € representado pelo vetor (t) = Upby, onde Uy € um operador
unitdrio denominado por operador evolu¢do. A fungao vetorial 1(t) € diferencidvel se
Y(t) € Dy, onde Dy € o dominio do operador H (somente no casot = 0) e, nesse

caso,

L di(t) B
th—— = H(y(t)), (1)

onde h € a constante de Planck e i = \/—1 a unidade tmagindria.

A Relagdo (1) é a equagao base para a mecanica quantica e é denominada de
Equacao de Schrodinger.

Nesta dissertacao, apresentaremos uma teoria dos pontos criticos para funcionais
nao suaves, seguindo os passos do artigo de D.Avenia, Montefusco e Squassina [11],

afim de utilizd-lo para analisar solugoes da seguinte equacao de Schrodinger:
10,6+ Ad + ¢ log 9[> = 0 (2)

sendo ¢ : [0,00] x RY — C e N > 3. Observe que a Equagao (2) pode ser considerada

uma equacao de Schrédinger, pois ao definir

H(¢) = —h(A¢ + ¢log |¢]*).

Podemos escrever a Equagao (2) como a Equacao (1). Segundo Zloshchastiev
[26], as solucoes dessa equagao admite aplicagdes na mecanica quantica, 6tica quantica,
fisica nuclear, fenémenos de transporte e difusao, sistemas quanticos abertos, gravidade
quantica efetiva, teoria da superfluidibilidade e a condensagao de Bose-Einstein.

Considere as ondas estacionarias sdo fun¢oes da forma ¢ = e“'u(zx), onde u é

uma fungao que é solucao do problema:
—Au + wu = ulog u?, (3)

onde u € H'(RY). Essas ondas estacionarias sao solugdes da Equagao (2). Dessa forma,
para solucionar a Equagao (2), basta procurar as solugoes da equagao diferencial parcial
eliptica (3). Para fazer uma andlise variacional desse problema, inspirados pela teoria

dos pontos criticos, somos motivados a estudar os pontos criticos do funcional:

J(u) = %/WUMWT“/W—%/G(U). (4)



onde G : R — R é dada por

s*log(s®), ses#0
G(s) =

0, se s =0.
Devido a desigualdade logaritmica de Sobolev presente no livro Analysis de Lieb-Loss
(|16], Capitulo 8), temos

2 ) _ @ 2 2 2
[ 1o < Il + (o ull — (1 + @)l o)
para todo u € HY(RY) e a > 0. Assim, J(u) > —oo. Mas, existem elementos
u € H'(RY) tais que [ u?logu? = —oo. Por exemplo,
Exemplo 1. Considere uma fungao suave u € H*(RY) tal que
(J2 2 log [z])7!,  |2| >3,

0, lz| < 2.

Entdo, [w?logu® = —oo. Provemos que, para N = 1, temos [, u*logu® = —oo.

Observemos que, sendo u uma funcao continua, temos

2
‘ / u? log u?dx
—2

Como u é uma funcao par, segue que podemos ater a nossa atencao a integral:

/ u?log u?dx.
3

Substituindo o valor de u e usando propriedades do logaritmo, obtemos que

/ log u?d — / logz + 2 - log(log x)dx.
3 3 z(log z)?

< OQ.

Fazendo a substituicao de variavel y = log x, obtemos que dy = %dz. Portanto,

>0 > 21 < 1 < 2.1
/ 2log ulde — _/ y+2 los),, _ _ (/ _dy+/ 0_§@>dy> |
3 log(3) Yy log(3) Y log(3) Yy

onde a segunda integral é finita e a primeira ¢ infinita. Portanto,
/u2 log u*dr = —o0.
R

Entdo, em geral, J nao ¢ C* em H'(RY).
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Devido a perca de suavidade, no estudo da existéncia de solugoes para a Equagao
(3), segundo D’Avenia, Montefusco e Squassina [11], ha outros trabalhos cuja abor-
dagem ¢ indireta. Por um lado, no artigo de Cazenave [8], a ideia ¢ trabalhar com o

espaco de Banach:

W = {uEHl(RN); /uQ\logUQ\ < oo}.

||uHW:||uHH1+mf{v>o; /A(@) §1},

onde A(s) = —s?logs® em [0,673] e A(s) = 3s* + 4e s — e % em [e73,00). Sendo

com norma:

assim, nessa estrutura, J : W — R esta bem definida e ¢ C. Por outro lado, no artigo
de Guerrero, Lopez e Nieto [15], é penalizada a nao linearidade em torno da origem
afim de obter estimativas a priori afim de encontro solucées nao triviais como limite.
Nessa dissertacao, sera apresentada uma abordagem direta, realizada por D’Avenia,
Montefusco e Squassina, para determinar multiplas solucoes da Equacao 3 por meio do
estudo da inclinacao fraca.

Inicialmente, afim de evitar a ma definicao da expressao

/Vqu+w/uv:/uvlogu2; v € HY(RY),

consideraremos apenas as funcoes testes v de H'(RY) que sdo essencialmente limitadas

e possuiem suporte compactos, pois, nos asseguraremos que
/uv log u*dx < oo
e fica bem definida a expressao:
/Vqu —i—w/uv = /uvloguz; Yo € H'(RY) N L (RY).

Sabendo que o funcional J tem uma perca de suavidade, no capitulo 1 é desen-
volvido o conceito de inclinagao fraca. O conceito de inclinagao fraca procura dar um
sentido de inclinacao de uma derivada para funcoes semicontinuas inferiormente. Na
secao 2 do capitulo 1 é mostrada relacoes entre o conceito de inclinacao fraca e outros
conceitos de derivadas, a saber, a inclinagao forte [14], o gradiente generalizado de

Clark (]9],]10],]19] e |23]) e a derivada classica. Na se¢@o 3 é apresentada a inclinacdo
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fraca equivariante juntamente com os conceitos balizares como agao de grupo e grupo
de Lie [21].

Na primeira secao do capitulo 2, sao apresentados os conceitos de sequéncia
Palais-Smale e a condi¢ao Palais-Smale para funcionais nao-suaves. Na segunda se-
¢ao é provado um teorema da deformacao para fungoes apenas continuas e, ainda mais,
a deformacao é equivariante em relacao a acao de grupo em questao. Ja na secao 3,
inspirados pela versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha presente no traba-
lho do Rabinowitz [22], é mostrada uma versao desse teorema para funcionais que sao
apenas semicontinuos inferiormente.

Por fim, no capitulo 3, é mostrado que a Equacao (3) possui uma infinidade de
solugoes cuja energias converge para mais infinto. Ademais, é discutida a positividade

dessas solugdes e é provado que tais solugdes siao fungoes C?(RY).



Capitulo 1

A inclinacao fraca

Neste capitulo apresentaremos uma generalizacao do conceito de derivada para
funcionais que nao sao derivaveis no sentido classico.

A teoria apresentada a seguir define o conceito de inclinagao fraca (weak slope)
que tem muita semelhanca e relacao com a norma da diferencial de um funcional. Na
Secao 1.1, veremos como tal teoria é construida para fungoes continuas e, em seguida,
estendida para fun¢oes semicontinuas inferiormente (s.c.i.).

Vale ressaltar que ha diversas generalizacoes do conceito de derivada. Por exem-
plo, o gradiente generalizado de Clarke (vide |9],[10[,]19] e |23]), a subdiferencial e a
inclinagao forte (vide [14). Na Segao 1.2, veremos algumas relagdes entre esses con-
ceitos de derivada e provaremos algumas relacoes desses conceitos com o conceito de
inclinacao fraca.

Por fim, na Secao 1.3, veremos o conceito de inclinacao fraca equivariante que
é uma generalizacdo do conceito de inclinacao fraca para funcées que possuem certas

simetrias e discutiremos algumas de suas propriedades e implicacoes.

1.1 Inclinacao fraca

Ao longo dessa secao, consideraremos X como um espaco métrico munido com a

métrica d.

Definicao 1.1. Sejam f : X — R uma fun¢ao continua e v € X. Denotaremos por
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|df|(u) como o supremo dos o € [0, +0o0] tal que existe 6 > 0 e uma aplicagao continua,
H : B(u,d) x [0,6] = X

tal que
a) d(H(v,t),v) <t,
b) f(H(v,t)) < f(v) —at.
O numero real estendido |df|(u) é chamada inclinagdo fraca de f em w.

Exemplo 2. Sejam (X, d) um espago métrico e g : X — R uma funcéo Lipschitz com
constante de Lipschitz k, entao |dg|(z) < k.

De fato, seja 0 > 0 tal que exista uma aplicacao continua
H : B(u,d) x [0,6] = X
tal que
(i) d(H(v,t),v) <t,

(i) g(H(v,t)) < g(v) — ot.

Observemos que

ot < g(v)—g(H(v,t))
_ o, < 90 —g(H{vt) _k-dv,H(v,1))
< ; < t
o < BTy
t

Logo, o k é uma cota superior para esses 0. Como |dg|(z) é o supremo de tais o, segue
que
|dg|(z) < k.

Observe que tal propriedade é visivel geometricamente, visto que toda funcao lipschitz
estd entre duas fungoes afins com inclinagao k. Portanto, faz sentido que a inclinagao

fraca seja majorada por essa constante k (vide Figura 1.1).

Exemplo 3. Consideremos agora f : R — R, onde f(z) = |z|. Entao

1, sex #0
|df|(x) =
0, sex=0.
De fato, vejamos, primeiramente, para o caso em que x, é positivo. Observemos

que, pelo Exemplo (2), temos |df|(zo) < 1. Falta entdo provar que |df|(zo) > 1.
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h(z) = f(zo) + klz — x|

g(x) = f(wg) — klz — x|

1 15 2 25 3 35
-05

Figura 1.1: Funcgao Lipschitz delimitada por fungoes lineares com inclinagao k.

Consideremos § = 2, H : B(xo,6) x [0,0] — R onde H(y,t) = y —t. Notemos que H

¢ continua e que
d(H(y,t)y) =ly—t—yl=1t|=t
para todo y € B(x,0).
Mostremos agora que H goza da propriedade (b) presente na Defini¢ao (1.1). Seja
y € B(zg,0) et €[0,6]. Observemos que podemos escrever y = T+ € ou y = Ty — €,

onde € € [0,0]. Ora, se y = o + €, entao

yl =y —t] _ |wo+el —lwo + e 1]

t t
Como t < § = %2, segue que
Logo,
lyl — |y — t| :a:0+e—(.ro+e—t) :é>1'
t t t
Por outro lado, se y = x9 — € e, ao observarmos que ¢,t € [0, %], temos
xro —€—1t > 0. Logo,
Yl —ly—tl _wo—e—(ro—e—t) t_
t t t

Tendo em vista que, em ambos os casos, temos

fly) = f(H(y,1))
t

1<

para todo y € B(z,d) e t € [0,]. Dai, por meio de manipulagoes algébricas, segue que

f(H(y,t) < fly) —1-t.
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Dessa forma, por defini¢ao, devemos ter |df|(z¢) > 1. Portanto, |df|(xo) = 1 para
To > 0.
Analogamente, mostra-se que |df|(z¢) = 1 para xy negativo. Observe que, nessas

regioes, a funcao modulo é derivavel e, ainda mais,

|[f'(@)] =1 = |df|(x)

para x # 0.

Tal igualdade nao é uma mera coincidéncia, no Corolario 1.21, é afirmado que,
para funcgoes deriviveis, a inclinacao fraca coincide com a norma da diferencial da
funcao em questao.

Vejamos agora o caso em que x é nulo. Para isso, consideremos ¢ > 0 e uma
aplicacao H associada a o conforme a Defini¢do (1.1). Observemos que, ao aplicarmos

v = 0 na propriedade (b) de H, temos

f(H(0,t) < f(0)—0o-t=
£0) — S(HO.0) _
t
0 - 1H#©O.0] _
100

o <

IN

o
Logo, 0 = 0. Sendo assim, |df|(0) = supo = 0.

Observemos que, nesse tultimo exemplo, vimos que a inclinagao fraca da funcao
modulo no 0 é o 0. Perceba que 0 € um minimo global da funcao modulo. A proxima

proposi¢ao mostra que a inclinacao fraca ¢ nula em minimos locais.

Proposicao 1.2. Sejam f : X — R uma funcdo continua e U C X um subconjunto

aberto. Se w € U é um ponto de minimo local de f, entdo |df|(u) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que |df|(u) > 0. Consideremos o € (0, |df](0))
e uma aplicacao H : U x [0,6] — R como na Definigao (1.1). Sendo assim,

a) d(z, H(x,t)) <t

b) f(H(x,t)) < f(x) — ot

para todo x € U e t € [0,0]. Note que, da propriedade (a), temos
H(xz,t) - z, quando t — 0.
Sendo x = u um ponto de minimo, segue que existe 6; > 0 tal que

f(u) < f(H(u,t)), Yt €[0,0],
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visto que u é um ponto de minimo local de f. Dessa forma, observemos agora que, de
(b), temos
— f(H
< 10 = 1(0.0)

aplicando = = u, temos

o< fu) = ft(H(uvt)) <0, Vtelo,s]

Assim, o 0 é uma cota superior de tais o, portanto

|df|(u) <0 = |df|(u) = 0.

[ |
A seguir, definiremos dois importantes conjuntos que serdao o alicerce para a
construcao do conceito de inclinagao fraca para funcoes semicontinuas inferiormente:

Definicdo 1.3. Seja f : X — R uma funcio semicontinua inferiormente. Denomina-

mos de dominio efetivo de f o conjunto
D(f) ={z e X : f(u) < oo}
e de epigréfico de f o conjunto
epi(f) = {(u,§) € X X R; f(u) < &}
onde o epigrafico ¢ munido com a métrica

d((u, €), (v, 1)) = (d(u,v))? +[€ — uf*)=.

Observagdo: 1.4. Se f & semicontinua inferiormente, entdo o epi(f) é fechado em

X xR. De fato, seja (u, &) € epi(f). Logo, existe uma sequéncia ((un,&,)) de elementos
de € epi(f) tal que

(tn; &) = (u,€),

segundo a métrica do epi(f). Sendo assim,

d((tn, &), (1, €)) — 0.

Como 0 < d(un,u) < d((un,&n), (u,€)) € 0 < [&n — &] < d((un, &n), (u,€)), segue que
(d(up,u)) e (|&, — &]) convergem para 0. Portanto,

U, >u em X e & —& em R.
Como (uy,&,) € epi(f), temos
fluy) <&, YneN
Dessa maneira, podemos fazer n — oo e ao observar que f é s.c.i., temos
f(u) < liminf f(u,) < liminf§, = &.

Portanto, (u, &) € epi(f). Dessa forma, epi(f) ¢ fechado.
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Definigao 1.5. Seja f : X — R U {400} uma fun¢io s.c.i.. Definamos a fungao
Gr :epi(f) — R onde

Gr(u, &) =¢.
Proposicao 1.6. A funcao Gy € uma funcao lipschitz.
Demonstracao. De fato, observemos que
1Gp(u, &) = Gplo, )| = [€—n
< 1 d((uv é)a (Ua M))

Observagao: 1.7. Como a funcao Gy é Lipschitz de constante 1, segue, do Exemplo 2,
que

|dGy|(u,§) <1
para todo (u,&) € epi(f).
A seguinte proposi¢do mostrard uma relagao entre |dGs|(u, €) e |df|(u) quando f
é uma funcao continua. Vejamos:

Proposicao 1.8. Sejam f: X — R uma funcdo continua, u € X e & € R. Entao

a)

_ldilw)
4G, (u, f(w) = 4 VErGa®” > |df|(u) < o0
1, se |df|(u) = 400

b) 1dG¢|(u,§) =1, se f(u) <&.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que

) se |df|(u) < oo
4Gy |(u, f(u)) > { VR (416D @)
1, se |df|(u) = +o0
Se |df(u)] = 0, entdo a desigualdade é verdadeira. Por outro lado, seja

0 < o < |df|(u) e consideremos H : B(u,d) x [0,0] — X uma aplicagdo continua
como na Defini¢do (1.1). Considere K : (B((u, f(u)),0) Nepi(f)) x [0,d] — epi(f)
dada por

t o
K((v,u,t)=(H (v,— | , 4 — —t | .
(oot = (1 (0t ) = Tt
Notemos que K esta bem definida pois, ao aplicar a propriedade (b) de H presente
na Definigao (1.1), temos

(o) = 10

IN
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visto que (v,pu) € epi(f). Assim, K((v,pu),t) € epi(f). Vejamos que K goza das
propriedades (a) e (b) da Definigao (1.1).
Propriedade (a):

Observemos que, ao aplicarmos a propriedade (a) de H, temos

(1 () ) o))

2 o242 3
< + =t.
- (1—1—02 1—1—02)

Propriedade (b): Notemos que

d(K((v, ), 1), (v, 1))

ot g( ) ot
_— — v, ) — —Y——.
V14 o0? e V14 0?2

Dessa forma, por definicdo de inclinagao fraca, segue que

Gr (K ((v,p),1))) = p —

o
dGrl(u, f(u)) > ——. 1.2
Consideremos uma sequéncia maximizante (o,) tal que
on — |df |(u).
Vejamos agora dois casos:
Caso 1: |df|(u) < oc.
Assim, obtemos que
on — |df|(u).
Como a funcao f; : RT — R dada por
x
€Tr) =
ho = e
é continua e, por (1.2), temos
4G\ (u, £ () 2 —=
u, f(u)) > ——.
d V1+0o2
Fazendo n — oo, segue que
|df | (u)
|dG¢|(u, f(u)) = : 1.3
! T [df(u)? )

Caso 2: |df|(u) = oo

Dessa forma, o, — oo. Observemos agora que

lim fi(z) = 1.

T—00
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Logo, aplicando o,, em (1.2) e fazendo n — oo, segue
|Gy |(u, f(u)) = 1.

Provando, assim,que a Desigualdade (1.1) é verdadeira. Mostremos agora que

|df |(w)
V14 ([df ()2

Caso |dGy|(u, f(u)) = 0, segue que a desigualdade é verdadeira. Caso contrario, pode-

|dG|(u, f(u)) <

mos considerar 0 < o < |dGy|(u, f(u)) e uma aplicacdo continua

K2 B((u, f(u)),0) x [0,6] — epi(f)

com as propriedades presentes na Definigao (1.1). Pela continuidade de f, existe §' > 0

tal que & < dv1—4%2e
d(v,u)* +|f(v) = f(u)* < &%, Vv e B(u,?).

Definamos H : B(u,d") x [0,6'] — X onde

Hv.0) = K1 (0,70 o )

sendo K a primeira componente de K. Devido a escolha de §' > 0, note que H esta
bem definida. Ainda mais, note que H é continua visto que K; também é continua.
Provemos agora que H goza das propriedades (a) e (b) da Definigao 1.1:
Propriedade (a): Vejamos que

(w00, ﬂt_ﬁ)xv,ﬂv»)z = a(x (@0, ﬂ%))

T ‘Kz ((v, @)),h)—f(v)

2

Sendo assim,

d(H(v,1),0)? = d(K1 (@,f@)),ﬁ),vy

= a (e (s ) 1) [ (w0, =) - s

Portanto, pela propriedade (a) de K, temos

2
d(H (v, ), 0)> < —
1— 02
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Observemos agora que, pela propriedade (b) de K, temos

%(K@J@»;T%ﬁ)gﬂw—;Tf§h¢

o t
mt < f(l)) - gf (K(Uv f(’l))), m)

ﬂiiazt < f(v) — K, ((v, (v)), \/ﬁ)

Logo, da Desigualdade (1.4), temos

12 o?t?
d(H(v,t),v)* < — =
( <U’ )7 U) —_— 1 _ 0_2 1 _ 0_2

Provando a propriedade (a) para H.
Propriedade (b): Observemos que

) = 1 (K (s 2 )

onde foram utilizadas as defini¢oes de epigrafo (Im(K) C epi(f)), a definicao de Gy e
a propriedade (b) de K, respectivamente. Portanto, por definigao de |df|(u), segue que

g

V1—o?

Usando um argumento semelhante para concluir a veracidade da Inequagao (1.3),

|df|(u) >

segue que
|G| (u, f(u))
df | (u '
|df |(u) > \/1 — (|dG¢|(u, f(u)))?

gl
V1A (df[(w)?)
quando |df|(u) < +o0. Portanto, se |df|(u) < oo, entao
i
14 (|df|(u)?)

Dai, segue que

|dG|(u, f(u)) <

|dG¢|(u, f(u)) =
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Por fim, vejamos a demonstracao da seguinte afirmagcao:
Afirmagao: Se f(u) < &, entdo existe § > 0 tal que

p> flv)+6

quando (v, u) € B((u,§),9).
De fato, suponha, por absurdo, que a afirmacgao nao seja valida. Logo existe uma

sequéncia ((vy, i,)) tal que

(v, 112), (0,)) < (15)

1 < F(un) + % (1.6)

Da Desigualdade (1.5), segue que

v, — uemX e

n — EemR.
Passando o limite na Desigualdade (1.6) e observando que f é continua, segue que
£ < fluw),
o que é um absurdo. Assim, existe 6 > 0 tal que u > f(v) + ¢ sempre quando
(v, 1) € B((u,§),0).

Concluindo, assim, a afirmacao.

Agora, definamos H : B((u,§),0) x [0,9] — epi(f) dada por
H((v,,u),t) = (Ua B t)
Observemos que, H é continua e estd bem definida, pois

f)+t< fo)+o<pu=

F0) < p—t = (v, 11— 1) € epilf). (L.7)
Ainda mais,

d(H((Uv H)?t)v (Ua :u)) = d((vaﬂ - t)a ('UMU)) <t

Concluindo que H goza da propriedade (a) da Definigdo (1.1). Ademais,

Gr(H(v,p1),t) =Gplv,p—t) =p—t=Gplv,p) = 1-1.



21

Mostrando que H goza da propriedade (b) da Definicdo (1.1).  Portanto, se
(u,€) € epi( ), entiio

|dGs|(u, &) = 1=
|dGs|(u,€) = 1.

Pois ja tinhamos verificado, no Exemplo (2), que [dGy|(u,§) < 1. n
Observando a proposicao anterior, podemos reescrever a inclinacao fraca de f,

|df|(u), em termos da inclinagao fraca de Gy observando os seguintes passos:

|df ()

71w, ) = e

(1dG | (u, f(w))* - (1+ (df[(u)*) = (ldf|(u))”
(1dG I (u, f(w)))* + (|dG [ (u, f(u)))* - (|df|(w))* = (df](w))?
(1dG¢I(u, f(w))* = (ldf1(w)* = (|dG|(u, f(w)))* - (|df](w))?
) (
(

(G, 1))’ = (1 — (JdGy (s F(u))?) - (dF](w))?
(1G] (u, £u)))?
= (149, 1w, faapyy — 1d100)
4G, ()
df[(u) = .
VI = A 4g, 1w r)y

Assim, ao considerarmos f uma funcao continua e tomarmos u € X de tal forma

que |df|(u) < oo, segue que temos a seguinte relacao:

|dG¢|(u, f(u))
V1= (1dGs[(u, f(u))*

Dessa forma, podemos ver como a inclinacao fraca de f estd bem relacionada

|df [(u) =

com a inclinacao fraca de Gy. Mas, vale ressalta que, s6 pelo fato de f ser uma funcao
s.c.i., obtemos que o conjunto epi(f) é fechado (Observacao 1.4 ) e a funcdo Gy nao é
s continua, mas Lipschitz.

Portanto, a proposicao anterior nos permite definir, em um caminho consistente,
a inclinagao fraca também para funcoes s.c.i. por meio da fungao auxiliar Gy.

Definicdo 1.9. Seja X um espaco métrico e f : X — R uma funcdo. Definamos os

seguintes conjuntos:

D(f) = {ue X|[f(u) <oo}
f'o= {ue X|f(u) < b}
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Observacao: 1.10. Se f : X — R é uma funcao semicontinua inferiormente e b € R,

entdo D(f) e f° sdo conjuntos fechados.

Definicio 1.11. Seja f : X — R uma funcdo s.c.i. e considere v € D(f). Definimos:

140 1(u.f ()
(df|(u) = 4 V1-UasTwre” > 4G |(u. F(u) <1

+00, se |dGy|(u, f(u)) =1
Observemos agora que é possivel definir a inclinagao fraca nao somente para
fungbes continuas, como na Defini¢ao (1.1), mas também para fungbes que sdo apenas
semicontinuas inferiormente. Porém, a maneira que foi definida é muito diferente se
comparada com a Defini¢ao Inicial (1.1).
A préoxima proposicao mostra um critério para obter uma estimativa por baixo
para |df|(u). A aplicagdo continua presente nesse critério é muito similar com a apli-

cagao presente na Definigao inicial (Definicao 1.1) de inclinagao fraca:
Proposicao 1.12. Seja f : X — R uma fun¢do s.c.i. eu € D(f). Suponha que evistam
0>0,b> f(u), 6 >0 e uma aplicagao continua
H : (B(u,8) N ) x [0,6] = X

tal que goze das propriedades:

a) d(H(v,t),v) <t,

b) f(H(v,1)) < f(v) — ot.
Entao, |df|(u) > o.

Demonstragdo. O caso em que |dGf|(u, f(u)) = 1 é trivial pois teriamos

|df|(u) = oo que € maior do que qualquer o > 0. Sendo assim, consideremos o caso em

que [dGy|(u, f(u)) < 1.
Seja &' € (0, 4] tal que
p<b

para (v, u) € B((u, f(u)),d") e definamos

K (B((u, f(u)),d") Nepi(f)) x [0,d] — epi(f)
onde
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Seguindo os mesmos passos presentes na demonstragao da Proposigao (1.8) acerca
da aplicacado K, obtemos que K ((v, u),t) € epi(f) e que K goza das propriedades (a)

e (b) presentes na Defini¢ao (1.1), ou seja,

d(K((v, 1), 1), (v, p)) <t
Gr(K((v,p), 1)) = Glo,p) =

o
— .t
V1+o?
Assim, observando ainda mais que K é continua, segue que K é uma deformacao
como na Definigao (1.1) e, assim, obtemos que
o

V1+o?

Por manipulacoes algébricas, podemos reescrever a tltima desigualdade da seguinte

|dG[(u, f(u)) =

o2 (|dgf\(u,f(u)))2 - uw)?
S T3 (1G], Fluye — (A1) =
o < ldflw).

[ |
A seguir, veremos algumas propriedades importantes sobre a inclinacao fraca.
A proposicao a seguir nos diz que a funcao inclinacdo fraca é uma funcao s.c.i. com

respeito a topologia do grafico, vejamos:

Proposicao 1.13. Seja f : X — R uma funcdo s.c.i. e considere u € D(f). Se

(ur, fur)) = (u, f(u)) em G(f),

entao

|df |(u) < limkinf |df | (ug).

Demonstracao. Provemos, primeiramente, para o caso em que f é uma funcao continua.
Observemos que se |df|(u) = 0, entdo a afirmativa é verdadeira. Consideremos entao o
caso em que |df (u)| > 0. Sendo assim, sejam o € (0, |df|(u)) e H : B(u,d) x [0,d] = X
como na Definigao (1.1).

Notemos que, como up — u, segue que u; € B(u, g) para k suficientemente
grande. Consideremos H; = H\B(Uk%)x[og]. Observemos que H; goza das propriedades
(a) e (b) presentes na Defini¢ao (1.1). Dessa forma,

|df|(ur) > 0. (1.8)
Como o foi tomado arbitrariamente segundo a Definigao (1.1), temos

|df [(ux) = |df [(w),
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pois |df|(u) é o supremo do conjunto de tais o e, segundo a Desigualdade (1.8), |df](us)
é uma conta superior desse conjunto, para k suficientemente grande. Dessa forma,

ldf |(u) < limkinf |df | (uy).

Provando assim que |df| é uma fungao s.c.i. segundo a topologia do grafico, quando f
é continua. Vamos ao caso geral. Como Gy é continua, aplicando o caso anterior, segue
que

|dG¢|(u) < limkinf |dG ¢ |(ug).

Observemos agora a fungao f; : [0,1) — R dada por

que é continua. Logo,

|dGy[(u)
1 = [dGy|(u) 1= [dGy|(ur)
ldf|(u) < limkinf |df | (u).

[ |
Agora, veremos que, sob certa hipotese, a inclinagao fraca de uma funcgao s.c.i.
nao varia quando a funcao é perturbada por outra funcao Localmente Lipschitz.

Proposicdo 1.14. Sejam fy : X — R uma fungio s.c.i. e fi : X — R uma funcdo

localmente Lipschitz e f = fo+ f1. Considere u € D(fy) e assumamos que

lim <sup { A0 =R e B, v 2 w}) —0. (1.9)

r—0+ d(v,w)

Entao, para todo & > f(u), temos

|Gyl (u, &) = 1dG g, | (u, & = fr(u)).

Em particular,

|df [(u) = |dfo|(w).
Demonstragao. Dado € > f(u), iremos mostrar que
|dGs|(u, &) = |dGy, |(u, & — fi(u)).

Se |dGp|(u,& — fi(u)) = 0, o resultado é imediato.  Considere entdo
o € (0,]dGy,|(u, § — fi(u))). Seja £ > 0 e

H : B((U:£ - fl(w))’é) X [075} - epi(fo)
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como na Definicdo (1.1). Sem perda de generalidade, podemos supor f; Lipschitiz
com constante ¢ em uma bola B(u,2d) gracas a Hipotese (1.9). Consideremos agora
d" € (0,9] tal que

(v, 10 = f1(v)) € B((u,§ = f1(u)), )

para todo (v, u) € B((u,§),0).
Consideremos também K : B((u,§),d") x [0,0'] — epi(f) dada por

t

k(w0 = (1 (0= A0 1 ) o (= o) ) 1 (10 (0= R ) )

Observemos que K estd bem definida pois

(i (o= n0 1)) = o (e aon )
t

+ A (H1 ((v,u — Ai), 5 +€)) .
Como Im(H) C epi(fo), segue

fo (12 (0= on ) ) < o (n = Ao 1)

Logo,

t t

(i (o= a0 ) < (o= a0 )+ (10 (0= Ao, 1))

onde o lado direito é a segunda coordenada de K ((v,u),t). Portanto, K((v,u),t)

pertence ao epigrafo de f.

Observemos agora que, aplicando a desigualdade triangular, temos

d(K((v, A+ f1(v)), 14€s), (v, A+ f1(v))) = d(H((v, A), 8), (v, A-fr(0) = fr(Hi((0, 1), 5))))-

Dai, segue que

d(H((?}, )‘)73)7 ('U,)\ + fl(v) - fl(H1<(v7)‘)73>))) d(H((U’ A)?‘S)? (7), )‘)) + ‘fl(H1(<U7)‘)’ S)) - fl(v)’

s+e-dHi((v,N),s),v) <s+e-s=(1l+¢€)s.
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Ainda mais,

Gr(K((v,p),1)) = Ho ((U,u—fl(v)),%>+fl <H1 ((v,u—fl(v)), t >)

1+e

1+ €
= Gilom) o %m(ﬂl(w,u ) +E))—fl@)
= Glo) =0 e (m (- no) ) o)
< Gl - v d( (0= 50D ) (o= )
< Gl =0 P e

onde foi utilizado o fato de que f; é localmente Lipschitz e a propriedade (a) de H.

Consequentemente,
€

4G (0,€) = 77— — ——

e, desde que € > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, fazendo ¢ — 0 temos

|dGs|(u, &) = o=
|Gyl (u, &) = 1dGg|(u, & = fi(u)).

A desigualdade contraria é obtida trocando fy, com a fungdo f e a funcdo fi por (—f1).

1.2 Relacoes entre a inclinacao fraca e outros concei-

tos de derivada

Durante essa secao, considere X um espaco métrico munido com a métrica d.
Nesta se¢ao, veremos algumas relagbes entre outros conceitos de derivada (inclinagao
forte, subdiferencial e gradiente generalizado de Clark) e a inclinagdo fraca. Essa se¢ao,
foi baseada no artigo de Degiovanni e Marzochhi (Vide [12]) e Canino e Degiovanni
(Vide |7]). Para isso, vejamos algumas defini¢oes.

Um interessante conceito é o de inclinacao forte. A proposta da inclinacao forte é

de determinar qual é a maior inclinagao possivel das retas tangentes de uma funcao em
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um ponto u. Caso queira aprofundar o estudo nesse conceito, recomendamos o artigo

de Giorgi, Marino e Tosques (Vide [14]). Vejamos a defini¢do:

Definigdo 1.15. Seja f : X — R uma funcio s.c.i. e u € D(f). Definimos

lim sup %, se u nao é minimo local
IV fl(u) = ’

0, se u é um minimo local

O namero real estendido |V f|(u) é chamado de inclinacao forte de f em u.

Proposicdo 1.16. Seja f : X — R uma funcdo s.c.i., entdo |df|(uv) < |Vf|(u) para
todo u € X.

Demonstracao. Provemos, primeiramente, para o caso em que f é continua. Conside-
remos u € X. Entao, temos dois casos:
Caso 1: u nao ¢ minimo local.

Neste caso, se |df|(u) = 0, entdo ndo ha o qué provar. Dessa forma, consideremos
o € (0, |df|(u)) e uma aplicacio H : U x [0,0] — R como na Defini¢io (1.1). Assim,

temos
a) d(xz, H(x,t)) <t
b) f(H(z,t)) < f(z) — ot

para todo x € U e t € [0,6]. Observemos que, de (b), temos

< 1) S 1)

e, de (a), segue que

;< 1@ fUH@ 1)  f@) = f(H(z,1))

- t d(xz, H(x,t))

(u) = fv)
d(u,v)

= [V fl(w).

< limsup

Caso 2: u é um minimo local.
Da Proposicao (1.2), segue que |df|(u) = 0. Sendo assim, |df|(u) < |V f](u). =
Definicdo 1.17. Seja X um espaco de Banach, A ¢ X um abertoe f : A - R

uma fungdo semicontinua inferiormente.Para todo u € D(f), denotamos por 0~ f(u) o

conjunto dos vetores o em X' tal que

oo 0 = S0) = (a0 = w)

W o —ul]

> 0. (1.10)

Os elementos de 0~ f(u) sdo chamados de subdiferencial de f em wu.
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Exemplo 4. Seja f : R — R a fun¢do modulo. Calculemos 0~ f(0). Observemos que
se o € 0~ f(0), entdo

f(w) = f(0) = (e, v = 0)

lim inf > &
v—0 |U—O|
liminfM > 0
v—0 |’U‘

v—0

liminf(l—ozﬁ) > s
v

Portanto, 0~ f(0) = [—1,1].

Definicdo 1.18. Sejam f: X — R e Z € D(f). Um elemento o € X’ é denominado

de subgradiente de Fenchel de f em T quando

(a2 —7) < f(2) - f(T)

para todo x € X. O conjunto formado por todos os subgradientes de Fenchel de f

em z é denominado de subdiferencial de Fenchel de f em z e é denotado por df(x).
Definimos também que 0f (%) = ) quando f(7) ¢ R.

A seguinte proposi¢cdo mostra a relagao entre a inclinagao forte, a inclinacao fraca

e a subdiferencial de f:

Proposicio 1.19. Sejam A C X um conjunto aberto, f : X — R s.c.i. eu € D(f).

Entao as sequintes sentencas sao verdadeiras:
a) Se g: A — R é Fréchet diferencidvel em u, entao

O (f + 9)(u) = {a+ dg(u)|a € 7 f(u)}.
b) Se a € 9 f, entdo para todo w € X

fu+tw) = f(u),

I

(o, w) < liminf
t—0+ t

c) Se A € um conjunto convexo e f € uma fun¢ao conveza, entdo 0~ f(u) equivale a

subdiferencial de Fenchel;
d) Se o€ 0 f, entao |V f|(u) < ||all;

e) 0~ f(u) ¢ fechado forte e convezo em X .
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Demonstracao da afirmacao (a):
Demonstragao. De fato, seja 5 € 0 (f + g)(u), escrevamos =  — dg(u) + dg(u) e

observemos que

(f+9)w) = (f+g)(w) = (B,v—u

lim_)inf o=l > 0=
g 1) = F@) = (8= dglu).0 =) | glo) = g(u) = (dg(w)v—u)
VU ||U—U|| ||U_u||

Observemos que
o 9(0) = gw) = (dg(w), v — w)
vu [lv —ul]

=0,
pois g é Fréchet diferenciavel em u. Dai, segue que

i in £0) = (@) — {8 — dg(w),v — u)

v [lv = ull

> 0.

Dessa forma, f—dg(u) € 0~ f(u). Sendo assim, 0~ (f+¢)(u) C {a+dg(u)|a € 0~ f(u)}.
A inclusao contréria é imediata. Portanto,

O (f +9)(u) = {a+ dg(u)|a € 7 f(u)}.

Demonstracao da afirmacgao (b):

Definamos v = u + tw, assim por definicao, temos

timng A =W (002 w) gy g St f0) — J) - o f)

v—u [lo — ul| t—0+ [[twl|

> 0.

Observando agora que
(o, tw) (o, w)

Y

[twl] o]l
pois t > 0 e « é linear, assim

Flu+ tw) = f(u)

1 [[twl]

Dai, segue que

(o, w) < liminf ||w]] - flut tw) = f(u) = lim inf fluttw) - f(u)
t=0t |[tw]] t-0+ t

Demonstragao da afirmacgao (c):

Seja o € Of(u) um subgradiente de Fenchel. Logo,

(a,u—v) < f(u) — f(v).

para todo v € A. Dessa maneira, segue que

0 < fu) = f(v) = (a,u—w),
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para todo v € A. Dessa forma,

oo S0 = S = (a0 = w)

> 0.
v [lo = ul| -

Portanto, a € 9~ f(u). Dessa forma, 0f(u) C 0~ f(u).

Provemos a inclusao contraria. Seja o € 0~ f(u). Logo,

lim jut 40 = () = (e v — ) > (.

o o~

Sendo assim, existe o > 0 tal que

F0) = ) —fov—u)

[lv = ull

para todo v € B(u,d) C A. Seja w € A. Sendo A convexo, obtemos que o segmento
[u, w] esta contido em A. Sendo assim, consideremos v = tu + (1 — ¢t)w onde ¢ > 0 foi

tomado de tal forma que v € B(u, ). Dessa forma,

f(v) = fu) = (o, v =)
o = ul|
(a,tu+ (1 —thw —u) < fltu+ (1 —tHw) — f(u).

0=

Como f é convexa, obtemos
(o, A=t)(w—u)) < fltut(I-t)w)—f(u) < tf(w)+(1=t) f(w)=f(u) = A1=t)(f(w)=f(v)) =

(o, w—u) < flw) = f(u).
para todo w € A,. Dessa forma, a € df(u). Portanto, 0~ f(u) C 0f(u). Sendo assim,

0~ f(u) = 0f(u) concluindo a demonstracao do item (c).

Demonstracao da afirmacgao (d):

Seja o € 0~ f.Observemos que

|| = hmsupw
[lu — ]
e
liming L0 = F@) = {0 — ) > 0.
v [lv = ul]

Sendo assim,

lim inf M — lim sup lo v —w) > (.
vou v — | vou |0 — ]
Logo,
19 £1() = timsup L=

oo o= ull
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Demonstracao da afirmacao (e): Provemos primeiramente que 0~ f(u) é fechado

forte. Para isso, consideremos a € 0~ f(u) e uma sequéncia («,) em 0~ f(u) tal que
an, =«

!
com a norma de X . Observemos que

fo) = fw) = {0 —w)

f) = flu) —{an, v —u) {a—azu—v)

(o — apyu —

v)

lim inf = liminf
v [lv — ] v [lv —ull [|u— o]
v [lv —ull v [lu—v]]
Como «,, — « fortemente, segue que
lim sup o —an,u—v) =0.
noo ||u— ]
Logo, existe ng € N tal que para n > ng tem-se
lim sup o — an,u—v) <e.
v [lu— ]|
Assim,
ot L ZF) v —w) g ) = ) — (o v —w) lim sup
v [|lv — ] vru [lv —ull v [lu—v]]
> —€.

Recordando que € > 0 foi tomado arbitrariamente, podemos afirmar que

i J00) = £() = (= w)

> 0.
v [lv = ul| -

Portanto, a € 9~ f(u). Logo, 0~ f(u) ¢ fechado forte.
Vejamos agora que 0~ f(u) é convexo. Sejam «, 3 € 0~ f(u), provaremos que
la, B] € 0~ f(u). Para isso, consideremos w = ta + (1 —t)5 € |« B]. Observemos que

lim inf fv) = fluw) = tat+ (1= )Bv—w) = tliminf fv) = fu) = o0 —w)
v [lv =l v v —ull

S A ) el O e A )
>

v o=l

0.

Logo, w € 0~ f(u). Portanto, [, 5] C 0~ f(u). Dessa forma, 0~ f(u) é um conjunto

convexo. -
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Lema 1.1. Seja X um espaco de Banach real e £ : X — R uma func¢do s.c.i. conveza
com £(0) = 0. Se
{(z) > —||z|]

para todo x € X, entdao existe z € X' tal que ||z|]| <1 e
§(x) >< z,2 >
para todo x € X.

Demonstracao. Definamos no espaco X x R os seguintes conjuntos:
A=A{(z,t) : |zl <=t} e B={(z1); &(x) <t}

E imediato ver que A e B sdo convexos (em verdade, B = epi(£)) e A é aberto. Ainda
mais, AN B = ) pois {(x) > —||z||. Portanto, pela 1* forma Geométrica de Hahn-
Banach, existe um hiperplano separando A e B, i.e., existem o, € R e w € X' tal

que

(w,x) —at — 3 > 0, V(x,t) €A,
(w,z) —at—p < 0, VY(z,t) €B.

Desde que (0,0) € AN B, temos 8 = 0. Tomando ¢t = —||z|| na primeira das
desigualdades dadas acima, temos
(w,2) > —alle]| = a > {270
|| =zl
para todo x € X. Dai segue que
o> sup 827D |
zeX || -z |

e, assim, temos o > 0 e ||w|| < a. Note que se a = 0, entdao w = 0 e, nesse caso, nao

ha hiperplano, o que é um absurdo. Entao, o > 0. Agora, defina

z=%
(03

e considere ¢ = {(z) na segunda desigualdade dada acima. Entao, [|z]|] < 1 e

(z,x) <t =¢(x). =
O seguinte teorema mostra a boa compatibilidade que ha entre os conceitos de

derivada de uma pertubacao de uma funcao s.c.i. por uma fungao suave.

Teorema 1.20. Seja A C X aberto e convexo com X sendo um espaco de Banach.

Considere fy : A — R uma fung¢io conveza e s.c.i., fi : A — R de classe C1(A) e

f = fo+ fi1. As sequintes sentencas sao vdlidas
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a) |df|(u) = |V f|(u) para todo uw € D(f).

b) |df]|(u) < 400 se, e somente se, O~ f(u) # 0. para todo u € D(f). E, nesse caso,

|df|(u) = min{{af] ; a € 0 f(u)}.

Demonstracao. Pelo item (e) da Proposi¢ao 1.19, segue que 0~ fo(u) é fechado fraco

estrela, pois é fechado forte e convexo. Desde que

0" f(u) ={a+dfi(u);a € 0" fo(u)},

gracas a propriedade (a) da Proposigao 1.19, temos 0~ f(u) fechado fraco estrela tam-

bém. Dai segue que, se 0~ f(u) # (), entdo existe
min{||o[ ; o€ 97 f(u)}.
Pela Proposicao 1.19, temos
0 f(u) # 0 = [df|(u) < |V [fl(u) <min{[|e]| [ a € 07 f(u)}.
Assumamos agora que 0 ¢ 0~ f(u) e consideremos o > 0 tal que
a€d flu)=lla||>0c

pois 0 f(u) é fechado fraco estrela.

Afirmacao: Existe w € A tal que

fw) < f(u) = ollw—ull.
Para provar essa afirmacao, utilizaremos a contra-positiva do Lema 1.1 para

fla+w) = fw)

o

§(x) =

Como f é uma fungao s.c.i., obtemos que ¢ também é s.c.i. .

Suponhamos, por absurdo, que dado z € X’ com ||z|| < 1 tal que

§(x) = (z,z)
para todo x € X. Observemos que, dai, obtemos que

liming L& W) — f(u) — (o2, 2)

=0 ]|

> 0.

Portanto, oz € 9~ f(u). Ora, por defini¢do de o, concluimos que

|oz|| > o= ||z|]| > 1.
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O que & um absurdo, pois supomos que [|z|| < 1. Logo, existe y € X tal que

£(y) < (2,9).

E, aplicando a contra-positiva do Lema 1.1, obtemos que segue que existe w; € A tal
que
§(wr) < —|wl].
Dai obtemos que
flwy +u) — f(u)

o
= flwr+u) = f(u) < —oflwl].

< —[lwl|

Fazendo w = wy + u, temos

fw) = f(u) < —oflw —ul].
Concluindo a nossa afirmacao.

Como f é s.c.i., segue que existe 6 > 0 tal que

flw) < f(v) —ollw =],

para todo v € B(u,d) e, a menos de redugao do d, podemos supor w ¢ B(u, 29).
Definamos H : B(u,d) x [0,0] — X por
w—v
H(v,t) = v—l—tHw ol
Note que, pelo fato de w nao ser um elemento da bola B(u,d), segue que H é
continua. Ainda mais, desde que
t
[lw — ]
< f(v) —at.

0< ot S1= fHE D) < )+

(f(w) = f(v))

Aplicando a Proposicdo (1.12) que permite uma estimativa por baixo para a

inclinagao fraca |df|(u), segue que |df|(u) > o. Dessa forma, concluimos que
o O f(u) =0 = [df|(u) = oo
o 0" f(u) # 0 = |df| = min{||a|; e € 07 f(u)}.
Logo, em todo caso, temos
df|(u) > min{[la]| 0 € 8™ f(u)}.
E como pela Proposicdo (1.19), temos
df|(u) < [V f|(u) < min]la]| ;o € 07 F(w)},

segue que

|df[(u) = |V f|(u) = min{[[e]] ; €0 f(u)}.
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Corolario 1.21. Seja A C X aberto e convexo, com X sendo um espaco de Banach.
Se f: A — R ¢ diferencidvel a Frechét, entao

[ |(u) = {1 (w)]]
onde f'(u) € a diferencial de f no ponto u.

Demonstracao. De fato, basta considerar fo = 0 e f; = f. Assim, como f é diferencia-

vel em u, segue que
O f(u) ={f"(u)} #0.

Portanto, da propriedade (b) do Teorema 1.20, temos |df|(u) < 400 e, assim,
|df |(u) = min{|la|| ; a € 07 f(u)} = min{|| /' (w)[|} = ||/ ()]

[ |
Observemos que a relacao entre a inclinacao fraca e a subdiferencial pode ser
contemplada no Exemplo (3). De fato, no Exemplo (4), vimos que, se f : R - R é a

funcao modulo, devemos ter
o £(0) = [-1,1].
Assim,

min{[|a|| ; a € 07 f(u)} = 0.

E vimos, no Exemplo (3), que |df|(0) = 0. Logo,

|df1(0) = min{[a] ; v € 07 f(u)}.

Por fim, estabeleceremos a relacao entre inclinacao fraca e o conceito de subdife-
rencial de Clarke para funcoes localmente lipschitz.

Uma teoria dos pontos criticos para essa classe de fungoes esta presente no artigo
de Chang (Vide |9]). Vejamos a defini¢ao do grafiente generalizado de Clark:

Definigao 1.22. Seja X um espaco de Banach, A C X aberto, f uma funcao localmente
lipschitz e u € A. Definimos a derivada direcional generalizada por

f°(u; w) = limsup fv+tw) = f(v)

)
v—u t
t—0t

e o gradiente generalizado por

Of (u) ={a e X'; f°(u;w) > (a,w);Vw € X}.
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Na dissertacdo de Abrantes (Vide [23]) , h4 uma boa demonstracdo de que
Of(u) # 0 e compacto fraco estrela.
Teorema 1.23. Seja X um espaco de Banach, A C X aberto e f : X — R localmente

lipschitz. Entao, para todo u € A, temos
|df|(u) = min{[|a[| ; o € df(u)}.

Demonstragao. Se min{||a||;a € 9f(u)} = 0, entdo o fato ¢ trivial. Por outro lado,

considere

0 <o <min{||la||; a € df(u)}.

No Capitulo 1 da Referéncia [23], mostra-se que f°(u,-) é convexo, homogénea

positiva e continua.
1

Pelo Lema 1.1, utilizando a contra-positiva ao considerarmos §(z) = = f°(u; ),

segue que existe w € X tal que
fowsw) < —ofjw]].
Pela homogeneidade de f°(u;-), podemos supor ||w|| = 1. Considere 6 > 0 tal que
B(u,20) C Ae
flv+tw) < f(v) — ot

sempre quando v € B(u,d) e t € [0,4]. Entdo, ao definirmos H : B(u,d) x [0,6] — A
por H(v,t) = v + tw, obtemos que

|df|(u) = o

Considere agora uma sequéncia minimizante (o,) tal que

0 <o, <min{||a|| ; a € df(u)}

com o, — min{||a|| ; a € df(u)}. Logo, fazendo n — oo, temos

|df|(u) = o = [df|(u) = min{||e|]; a € 9f(u)}.

|
Dessa forma, vimos varias relacoes interessantes entre a inclinagao fraca e os
conceitos de derivada tais como a inclinagao forte, a derivada classica, a subdiferencial,

a subdiferencial de Fenchel e o gradiente generalizado de Clarck.
Na proxima se¢ao, veremos uma generalizacao do conceito de inclinagao fraca que
é a inclinacao fraca equivariante. Nesse novo conceito, supomos que X estd sob a acao
do grupo um grupo G e que a aplicagdo H presente na Defini¢do (1.1) é equivariante

em relagdo a GG. Tais conceitos sao discutidos detalhadamente na proxima secao.
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1.3 A inclinacao fraca equivariante

1.3.1 Conceitos basicos sobre agao de grupo e grupo de Lie

O conceito de inclinagao fraca pode ser generalizado afim de utilizar melhor as possiveis
simetrias do dominio de uma funcao s.c.i.. Para isso, faz-se necessario o conhecimento
de alguns conceitos basicos de acao de grupo e grupo de Lie. Essa secao foi baseada
no livro Lie Groups de Procesi C. (Vide [21]).

Definicao 1.24. Uma acao de um grupo G em um conjunto X é uma aplicacao

m:G x X — X, denotado por gz := 7(g,x), que satisfaz as seguintes condigoes
le =2z e h(kz)= (hk)x,

para todo h,k € G e x € X. Quando um conjunto X estd sendo agido por um grupo

(G, a menos de confusao da acdo em questao, dizemos que X é um G conjunto.

Exemplo 5. Seja X um espaco métrico e G; = {e} o grupo trivial. Observemos que,
X & um G;—grupo pois podemos definir a aplicagdo p: H x X — X onde p(e,x) = z.

Tal agao é denominada de acao trivial.

Exemplo 6. Considere um espaco vetorial normado X e G = Z,. Definamos
m:G x X — X onde

m(l,z) =2 e n(—1,2) = —x
é uma acao de grupo em X.

Definicao 1.25. Sejam G um grupo e - : G x X — X uma acao de grupo. Dizemos

que o conjunto

O(x)={g9-z|geG}
é uma orbita de z.

Definicao 1.26. Dado dois G-conjuntos X, Y, uma aplicacado G— equivariante, ou,

mais simplesmente, um morfismo, é uma aplicagao f : X — Y tal que

flgz) = gf(x)
para todo g € Ge x € X.

Exemplo 7. Considere X um Zs-conjunto como no Exemplo (6). Todas as fungoes
impares de X em X sao equivariantes. De fato, pois se ¢ : X — X & uma funcao

impar, entao

f(z) = f(z)=1f(z)
f(=1r) = fl=z) = —f(z) = —1f(z).
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Definicao 1.27. Seja X um G-Espaco Métrico. Entao, definimos o conjunto dos

elementos de F que sao fixados na agao por:
Fiz(G)={u € E|g-u=uparatodo g € G }.

Definicao 1.28. Seja X um G-Espago Métrico. Uma aplicacao G— invariante é uma
aplicagao f : X — Y tal que
flgz) = f(z)

para todo g € Gex € X.

Exemplo 8. Considere X um Zs-conjunto como no Exemplo (6). Todas as fungoes

pares de X em X sao invariantes. De fato, pois se g : X — X é uma funcao par, entao

Definicao 1.29. Seja X um G— grupo. Dizemos que U C X ¢é invariante quando
gx € U para todo g € G.

Exemplo 9. Seja X um Zy-conjunto como no Exemplo (6). Dado um subconjunto
U C X, o conjunto V = U U (=U) é invariante. Ou seja, os conjuntos simétricos com

respeito a origem sao conjuntos invariantes.

Definicao 1.30. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G com uma estrutura

de grupo de tal modo que a aplicacao
(r,y)) €eGxG—ay'ted

é diferencidvel. Equivalentemente, as aplicacoes p: G X G — G e i : G — G onde

p(r,y) =ayei(z) =27

sao diferenciaveis.
Exemplo 10. A variedade GL(n,R) das matrizes reais n X n inversiveis, munido da
multiplicagao de matrizes ¢ um grupo de Lie. Para isso, devemos mostrar que as
aplicacoes
f + GL(n,R) - GL(n,R) dado por f(A,B) =A-Be
GL(n,R) — GL(n,R)dado por g(A) = A™*
sao diferenciaveis. A diferenciabilidade de f é consequéncia da diferenciabilidade do

produto em R. J4 a diferenciabilidade de g decorre da regra de Cramer da inversa de

uma matriz.
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Exemplo 11. O subgrupo ortogonal real O(n) = {A € GL(n,R) ; A- A" = I} de
GL(n,R) é um grupo de Lie. Para isso, mostremos primeiramente que O(n) é uma sub-
variedade de GL(n,R). Consideremos s(n,R) = {A € M(n,R) ; A= A'} o conjunto
das matrizes reais simétricas de ordem n. Obtém-se assim que
dim s(n,R) = Z(n + 1). Definamos a aplicacao f : M(n,R) — s(n,R) onde

f(A)=A- A"
Essa aplicacao esta bem definida pois, dado A € M (n,R), temos
(A- AN = (AN At = A - A"

Logo, A - A" € s(n,R) acarretando assim que f estd bem definida.

Provaremos que O(n) ¢ imagem inversa de um valor regular de f, (Vide [17] na
pagina 58) visto que O(n) = f~1(I). Sendo assim, vejamos que:

f é diferenciavel: Sejam XY € M (n,R). Observemos que

of o X +rY) = f(X)
O_X(Y) = lm r
. X+ ) (X +rY) = XX
= lim
r—0 r
_ XX+ rXY 4+rY X+ r2YY! — XX
= 5% r
= XY'4+YX.L

I & valor regular: Sejam X € O(n) e S € s(n,R), tomando Y = £X € M(n,R),

temos

of . o (SX\' Sx_, St S
8—X(Y)_X(T) +—X==+==5

2 2 2
ou seja, % (Y') é diferenciavel para todo X € f~'(I) = O(n). Logo, I é valor regular

de f e, assim, O(n) é uma variedade diferenciavel de classe C'°. Portanto, O(n) é uma
subvariedade GL(n,R).
Por fim, basta considerar as operacoes multiplicacdo e inversao induzidas de

GL(n,R) em O(n) para concluir que O(n) é um grupo de Lie.

Exemplo 12. Segundo o Exemplo (11), 0 Zy = {—1,1} é um grupo de Lie, visto que

Zs = O(2). Esse caso ¢ bem importante

Na se¢ao subsecao seguinte, é exposta e discutida a definicao de inclinagao fraca

equivariante de uma fung¢ao continua e de uma funcao s.c.i. .
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1.3.2 A inclinacao fraca equivariante

O conceito de inclinagao fraca equivariante de uma funcao s.ci. f toma destaque
quando o dominio de f possui algumas simetrias. Por exemplo, na Secao 2.3, é mos-
trada uma generalizacao da versao simétrica do passo da montanha a qual serd de
extrema importancia na demonstragao da infinidade de solu¢oes da Equacao de Schron-
dinger (2).

Nessa se¢ao, consideremos X um espaco métrico onde G é um grupo de Lie G
estd agindo por meio de transformagoes isométricas (um G-espago métrico) e seja d a
métrica em X.
Definicao 1.31. Sejam f : X — R uma func¢do continua e invariante e v € X.
Denotamos por |dgf|(u) o supremo dos ¢ em [0,00) tais que exista uma vizinhanga

invariante U de u e uma aplica¢do continua H : U x [0,0] — X tal que

Propriedade a:

d(H(v,t),v) <1,

Propriedade b:

f(H(v,1)) < f(v) — ot
e H(-,t) é equivariante. O namero real estendido |dg f|(u) é denominado de inclinagao

fraca invariante de f em wu.

Vale ressaltar que faz-se necessaria a condi¢ao de GG ser um grupo de Lie porque a
diferenciabilidade das aplicacoes produto e inversao presentes em (G torna mais pratico
o uso de argumentos analiticos. Por exemplo, durante a demonstracao de uma versao
do Teorema da Deformacgao (na Segdo 2.2), a funcdo continua que da a deformagao
desejada é construida por uma sequéncia de funcoes e, para esta ser equivariante, faz-
se necessaria a continuidade da aplicacao produto do grupo de Lie.

Proposicao 1.32. Seja f : X — R uma funcao continua e invariante. FEntao,

lda f| : X — [0, 00] € invariante e s.c.i.

Demonstragao. 12 parte: |dgf| é invariante.

Provaremos que, dado g € G, temos:

|df|(g - u) = [df|(w).
Consideremos o > 0 como na Definigao (1.31). Logo, existe uma vizinhanca U

de u e uma aplicagao continua H : U x [0,0] — X, onde § > 0, tal que
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d(H(v,t),v) < t
f(H(v,t)) < [f(v)—ot;
H(g-v,t) = g-H(v,t).
para todo g € G,v e U et €]0,4].

Definamos agora U; = ¢g - U C U, visto que U é invariante, e Hy = H]|y,.

Observemos que ainda temos
d(Hl(g ' U>t>7g ' U) < ta
para todo g-v € g- U = U;. Ademais,

f(H(g-v,1)) < flg-v)—ot

para todo g-v € g - U. E, por fim, H; é equivariante, pois H é. Portanto, a aplicacao

H, se encaixa com a aplicagao presente na Definicao (1.31). Logo,

daf(g-w) < |daf|(u).
A desigualdade contraria é obtida aplicando a Defini¢ao (1.31) para |df|(gu) e

fazer o mesmo argumento utilizando ¢! em vez de g.
22 parte: |dgf]| é s.c.i.

O argumento é semelhante ao argumento utilizando na Proposicao (1.13).

Proposicao 1.33. Seja f : X — R uma funcao continua e invariante. Se G €
subgrupo de G, entdo |dgf|(u) < |dg, |f(u) para todo u € X.

Demonstragao. Observe que se |dg f|(u) = 0, ndo ha o que provar. Consideremos entao
0 < 0 < |dgf|(u) como na Definicdo 1.31. Assim, existe uma vizinhanca invariante U
de u e uma aplicagao continua H : U x [0,9] — X tal que

Propriedade a:

d(H(v,t),v) <t,

Propriedade b:

f(H(v,1)) < f(v) — ot
e H(-,t) é G-equivariante. Como G é subgrupo de G, segue que H(-,t) e U sao G-
equivariante. Portanto, a aplicacao H goza das propriedades da Defini¢ao 1.31 aplicada
para G. Logo,
o < |dea, fl(u).
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Dessa forma, |dg, f|(u) é uma cota superior de tais o. Dessa forma, obtemos que

lda fl(u) < |dg, | f(u).

Em qualquer espaco métrico, podemos verificar que

|df|(u) = |dg, f|(u)

onde G = {e} e a acdo em questdo ¢ a trivial (vide o Exemplo 5).
Para o caso de funcoes semicontinuas inferiormente e invariantes pela acao do
grupo G, também podemos definir os conjuntos D(f) e epi(f) da mesma forma que foi

feita na Definicao 1.3 e, no Exemplo 13, ¢ induzida uma acao de grupo no epigrafico.

Definicdo 1.34. Seja f : X — R uma funcdo s.c.i. e invariante. Denominados de

dominio efetivo de f o conjunto
D(f) ={ue X f(u) < oo}
e por epigréafico o conjunto
epi(f) = {(u,§) € X xR f(u) < &}

onde o epigrafo é munido com a métrica

d((u,€), (v, ) = (d(u,v)* + |€ — p|?).

Exemplo 13. Observe que se X é um G-espago métrico, entao o espago epi(f) tem uma
estrutura  natural de G—espaco métrico com a acao induzida
-G xepi(f) — epi(f) com

9 (u,8) =(9-u8).

onde g - u é g agindo em v conforme a acao presente em X. Sendo assim, notemos que

sendo f invariante, obtemos também G, é invariante. De fato, pois

Gr(g- (u,€)) = G5((g - u,§)) =& = Gr(u, §).

Observemos que, conforme vimos na Proposicao (1.8), a mesma propriedade per-

manece valida no contexto de inclinacao fraca equivariante:

Proposicao 1.35. Sejam f : X — R uma funcao continua e equivariante, u € X e
R. Entao,
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_ ldafl(w) d
1deGy|(u, f(u)) = { Vi+(dafl@)?’ se |daf](u) < oo
17 s€ ’de’(U) = 00,

b) |ngf|<u7§) =1, se f(u) < 5

Demonstracao. A demonstracao é andloga & demonstracao apresentada na Proposicao
(1.8). n

Da mesma maneira que foi realizada na Se¢ao (1.1), podemos também definir, de
maneira consistente, a inclinacao fraca para funcao s.c.i. e equivariantes da seguinte
forma:

Definicdo 1.36. Seja f : X — R uma funcdo s.ci. invariante e seja u € D(f).

Definimos

4610,/ )
dofl(w) = 4 Vtacgiiimsar ¢ 1oGslln Fw) <1

+00, se |daGyl(u, f(u)) = 1.

Por meio da definicao de inclinagao fraca equivariante, podemos estender resulta-
dos que em um primeiro momento sao feitos para funcoes continuas equivariantes para
funcoes que sao apenas semicontinuas inferiormente.

No proximo capitulo, Secao 2.1, sao apresentados conceitos da teoria dos pontos
criticos mas para funcionais semicontinuos inferiormente. Além disso, na Secao 2.2,
é provado um teorema da deformacao para funcionais que sao apenas continuos. Por
fim, na Secao 2.3, é provado uma versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha

para funcionais semicontinuos inferiormente.



Capitulo 2

Teorema do Passo da Montanha
simétrico para funcionais

semicontinuos inferiormente

Neste capitulo, sao abordados alguns conceitos béasicos da teoria dos pontos cri-
ticos para funcionais nao suaves assim como a demonstragdo da versao simétrica do
Teorema do Passo da Montanha para funcionais semicontinuos inferiormente.

Esse capitulo foi baseado nos artigos de Canino e Degiovanni (|7]), de Marzocchi

(|18]) e nos Capitulos 7, 8 e 9 do livro Rabinowitz (|22]).

2.1 Conceitos basicos

A ideia central da teoria dos pontos criticos nao suaves é tentar reconstruir os
conceitos e definicoes que ha na teoria classica de tal forma que inclua o novo conceito
de inclinacao apresentada no Capitulo 1.

Nesta secao, considere X G-espago métrico onde G é um grupo de Lie e d é a
métrica de X. Vejamos algumas definicoes:

Definicdo 2.1. Seja f : X — R uma funcio s.c.i. e invariante. Uma o6rbita (Definicdo
1.25) O C D(f) é dita critica, se

lda f|(u) =0

para todo u € O.
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Definicdo 2.2. Sejam f : X — R uma funcido s.c.i. e invariante e ¢ € R. Dizemos
que, f satisfaz a condi¢do G-PS no nivel ¢ (mais simplesmente G — (PS),.) se para toda

sequéncia (u,) em D(f) com
|dG’f|(un) —0 e f(un) — C

implica que (u,,) possui uma subsequéncia convergente em X.
Em um contexto nao-equivariante, dizemos que f satisfaz a condigao (PS). se f
satisfaz G — (PS). com G; = {e}.

Proposicao 2.3. Sejam f : X — R uma fun¢do continua e invariante e ¢ € R. Se f

satisfaz a condi¢io G — (PS)., entdo Gy também satisfaz.

Demonstracao. De fato, seja uma (z,,§,) uma sequéncia (PS). de G;. Sendo assim,
gf($n7€n> =cCc¢ ’dgf|(xm€n) —0
Observemos que Gy(x,,&,) = &,. Logo, (z,,&,) = (2, ). Observando que, a fun¢io
g :R*\ {1} = R onde g(z) = = ¢ continua, segue que
|G| (un, ¢) = 0 = |df[(un) = g(|dGy|(un, c)) = 0,

gracas a Proposicao 1.8. Logo, (u,) é uma sequéncia (PS). para f. Portanto, como
f goza da propriedade (PS5)., segue que existe uma subsequéncia (u,,) convergente.
Dessa forma, a subsequéncia ((uy,,c)) de ((u,,c)) é convergente. Portanto, Gy cumpre
a condigao (PS). também. u

No que segue, para todo ¢ € R, definimos os conjuntos

K. = {ue D(f); ldofl(w) =0, f(u) = c} e
Foo= {ue X fu) < e}

Na proxima secao, serd abordado uma versao do Teorema da Deformagcao para

funcionais continuos por meio da teoria de inclinagao fraca.

2.2 Teorema da Deformacao

Durante esta secao, considere X um espago métrico munido de uma acao isomé-
trica de um grupo de Lie G compacto, de forma mais resumida, X ¢ um G—Espaco
Métrico. Esta Secao foi baseada no artigo de Canino e Degiovanni (|7]).

Neste Se¢ao, veremos o quanto o conceito de inclinagao fraca (Definigdo 1.1) sera

essencial no percurso da demonstracao do seguinte Teorema da Deformacao:
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Teorema 2.4 (Teorema da Deformagao Equivariante). Seja X um G—espago métrico,
f uma funcao continua equivariante e ¢ € R. Assuma que f satisfaz G — (PS).. Entao
dado € > 0, U uma vizinhanga invariante de K. (Se K. =0 temos U = (), e A > 0,
existe € >0 en: X x [0,1] = X continua com:

a) d(n(u,t),u) < At;
b) f(n(u.t)) < fu);
c) f(u) ¢ (c—¢c+e) = n(ut) =u;
d) n(fN\U 1) C fos
e) n(-,t)é equivariante para todo t € [0, 1]
Convidamos o leitor a recordar o classico Teorema da Deformacao da Teoria dos

Pontos Criticos:

Teorema 2.5 (Teorema da Deformagao). Seja X um espago de Banach, f € C*(X,R)

e ¢ € R. Assuma que f satisfaz (PS).. Entio para cada € > 0, existe ¢ > 0 e
n e C(X x [0,1], X) verificando:

a) n(u,0) = u, para todo u € X

b) f(u) & [c—2¢,c+2¢ = n(t,u) =u
c) n(fere 1) = fos

d) n(-,t) : X — X € um homeomorfismo.

Observe que o Teorema da Deformagao Classico é bem similar ao Teorema da
Deformacao Equivariante (2.6) o qual é bem menos exigente. De fato, pois permite
construir uma deformacao por meio de uma funcao apenas continua e nao necessa-
riamente C'. Porém, em contra partida, é exigida a equivariancia do funcional f e a
deformacao proveniente do caso equivariante nao possui propriedades tao fortes quanto

as propriedades da deformacao proveniente do caso classico. Deveras, tal deformacao

nao é, necessariamente, um homeomorfismo vejamos:
Exemplo 14. Sejam X = {(z,y) € R? : y > |z|} U ({0} x (—00,0]) e f : X — R com
flzy) =—vy.

Observe que f nao tem pontos criticos. Note que f verifica a condi¢ao (PS), para todo

¢ € R, pois dada uma sequéncia (z,,y,) que cumpre a condigao (PS)., segue que

f(xn,yn) = —yn — C.
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Logo, (y,) ¢ uma sequéncia que converge para —c e é limitada por uma constante d.

Por outro lado, como (z,,y,) € X, segue que
|Tn| < yn < d.

Assim, (z,) também é uma sequéncia limitada em R. Dai, pelo Teorema de Bolzano-

Weierstrass, (x,) possui uma subsequéncia (z,, ) convergente para um ponto z,. Logo,

(‘r’ﬂkﬂ ynk) — (CC(), _C)'

Concluindo assim que f cumpre a condic¢ao (P.S). para todo ¢ € R. Como f ndo possui
pontos criticos, iremos considerar o conjunto U, do Teorema da Deformacao Equiva-
riante, igual a vazio. Provemos agora que f¢ nao é homeomorfo a um subconjunto de

f7¢ para todo € > 0.

fe

(a) Conjunto f—¢ (b) Conjunto f€
Figura 2.1: Representacio dos conjuntos f~¢ e f¢ no plano R?.

Observe que, o conjunto f¢ nao pode ser homeomorfo a nenhum subconjunto
de f~¢ pois, ao retirar a origem, f¢\ {(0,0)} ndo é conexo por caminhos enquanto
os subconjuntos conexos de f7¢ ao retirar um ponto, permanecem conexo por cami-
nhos. Portanto, a deformacao n associada a f por meio do Teorema da deformacao

equivariante nao é um homeomorfismo.

Mesmo assim, o Teorema da Deformacgao Equivariante é extremamente util para
provar uma Versao Simétrica do Teorema do Passo da Montanha e, consequentemente,
provar a existéncia de uma infinidade de pontos criticos de um funcional s.c.i. (Teorema
2.7).

Vamos a demonstracao do Teorema da Deformacao Equivariante. Para isso, cons-
truiremos a deformacao desejada passo a passo dando a deformacgao mais propriedades.
Para isso, precisaremos do Lema de Milnor presente no artigo de Palais ([20] no Lema

2.4):
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Lema 2.1 (Lema de Milnor). Seja Y um espa¢o métrico. Entao, qualquer cobertura

aberta de Y admite um refinamento localmente finito {V; | j € N, € A;} tal que
AF = VixN Vi =0.

Demonstragao. Consideremos {U, }ac4 uma cobertura de Y. Suponhamos inicialmente

que {U,} é localmente finita. Seja B; o conjunto formado por subconjuntos
A= {(1/0,0{1,"' ,Ozi} de A.

Seja {a faca uma particdo da unidade com supto, C U, e para A € B; considere
Gin={x €Y |pa(r) >0sea e Ae ¢y (z) < po(z) sea € Aey ¢ A}

Para cada x € X, somente um ntmero finito de ¢, sao nao nulos, logo G;j é
aberto. Observemos que

AN#N = Gy NG # 0.
Desde que Gip C [),ep Uas segue que {Gip} refina {U,}. Agora, dado zy € Y, conside-
remos os indices a;,, vy, - -+, @i, tal que g, (o) > 0. Determinemos
A =Aay, i, )

Logo, 9 € Gn—1)a €, assim, {G;a} cobre Y. Por fim, seja O uma vizinhanca de
zo tal que {a € A| U, N6 +#(} é um conjunto A’ finito.

Entao Gy = 0 a menos de que A C A’ e isso s6 pode ocorrer uma quantidade
finita de vezes, logo {Gs} € localmente finito. ]

Como desejamos construir uma deformacao que é uma deformacao que é equi-
variante, precisaremos associar uma cobertura conveniente a um refinamento que é
equivariante e, ainda mais, as fun¢oes associadas a particao da unidade também sejam
equivariantes. Vejamos o seguinte lema:
Lema 2.2 (Cobertura equivariante). Seja {U; } uma cobertura aberta localmente finita

de um subconjunto K de um G—espaco métrico X, onde G € finito. Entao, existe um
refinamento {V;} de {U;,} tal que

a) {Vi.} € equivariante, i.e.,

g-Vix=Vjn; Vgei
b) Eziste uma parti¢io da unidade subordinada a {V;,} que é equivariante.

Demonstracao. Tal demonstracao foi baseada na Secao 6 do Capitulo 3 do livro Intro-
duction to compact transformation groups ([4]).

Observemos que, se U = {U; ,} é uma cobertura aberta de K, entao

g-U={gUjx|Ujx €U}
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também é. De fato, gU é aberto pois dado g - x¢ € gU, segue que xy € U e, assim,
existe dg > 0 tal que B(xg,d9) C U e, assim, g - B(xg,d9) C gU. Como G é um grupo
de Lie compacto cuja agdo em X é isométrica, segue que g - B(xg,d0) = B(g - xo, o)
provando que g - zg € int(gU). Sendo assim, gU ¢é aberto.

Recordando que a intersecao finita dos abertos da cobertura, ainda é uma cober-
tura, segue que

() 9U = {Vin}

e

onde tal intersecao pode ser interpretada como o conjunto formado por todas as inter-
se¢Oes entre os abertos de tais coberturas. Assim, {V;} é uma cobertura invariante e
aberta de K.

E imediato verificar que {V;} serd localmente finita caso {U;} seja localmente
finita.

Consideremos agora uma particio da unidade {¢;,} subordinada a cobertura
{V;}. Definamos

1
@\ = @l Z by, (9 T)

Entao,

1
Z a(T) = ‘G’ZZ% vial(9-7) @21:1’

Vi g Vix g

pois {¢;\} é uma particao da unidade. Ainda mais,

1
Zialh o) =17 Z%Vm gh-m) = g ;%M,A(g’ )
= (,15;,\(95)
a segunda igualdade advém da bijetividade da aplicacao ¢, : G — G onde ¢,,(g) = gh.
Assim {¢},} é uma parti¢do da unidade equivariante subordinada a cobertura {Vj}
onde {V;,} é uma cobertura equivariante. n

Agora, vejamos o primeiro passo para a construcao da deformacao do Teorema

da Deformacao Equivariante:
Lema 2.3. Seja 0 : X — R* uma funcao continua tal que
|de f(w) # 0 = |daf|(u) > o(u).

Entao existem duas aplicagcoes continuas n: X X RT — X e 7 : X — R" tal que para
todoue X et € RT, temos

A) d(n(uﬂt)vu) <t
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B) f(n(u,t)) < f(u);
C) t <7(u) = f(n(u,t)) < f(u) = o(u)t;
D) |dafl(u) #0= 7(u) >0
E) n(-,t) ¢ equivariante para todo t € R*.

Demonstragao. Sendo |dgf] s.c.i., segue que para cada u com |dgf|(u) # 0, podemos

determinar um J, > 0 tal que

B(u,64) € {v e X | [df[(v) # 0}

Dai, temos
sup o (v) < |df|(u).

vEB(u,dy)
Diminuindo 9,,, se necessario, também podemos encontrar, por meio da Definicao 1.1

de inclinacao fraca, uma aplicacao continua

H, : B(u,d,) x [0,d,] = X
tal que
a) d(Hy(v,t);v) < t;

b) f(Hu(v7t)) < f(U) - (SUPueB(uﬁu) U(U)) -t
c) H,(-,t) é equivariante.

Segundo o Lema de Milnor, a cobertura {B(u,%) | |df|(uv) # 0} de
Vo= {u € X | |df|(u) # 0} admite um refinamento localmente finito,
B=1{VialjENAEA}.

Gracas ao Lema (2.2), podemos supor que {V;» | 7 € N; XA € A;} é equivariante.
Consideremos também a particdo da unidade equivariante {¢;\ | j € N,A € A}
subordinada a {V;,}. Desde que o fecho Vj,,\ em X estid contido em W, podemos
estender ¢; y para X assumindo 0 para valores foram de W.

Para simplificar as notagoes, definamos d;\ = d,,, e H;» = H,,,. Para todo

(j, A), considere V; x C Bs, .. Observemos que a fungao 7 dada por

z—llmin{5j7,\ | u e VL,\}, se ldaf|(u) #0

=1, se |da f|(u) = 0.

¢ semicontinua inferiormente. De fato, seja u,, — u. Observe que se |df|(u) = 0, entdo

0 < [defl(un) = lda fl(u) < |daf|(un) =
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|de fl(uw) < liminf |dg f](u,).

Se |de f|(u) # 0, entdo se u € Vj ,, segue que u, € V;, para n suficientemente grande.

Como hé apenas uma quantidade finita de vizinhancas V; y que contém u, segue que
{0ja [w € Vin} C{djn [ un € Vin}
para n suficientemente grande. Logo,

1 — 1 T
Zmin{&j’/\ lue Vi } < 1 min{d; | un, € Vja}.

Como |df| é s.c.i., segue que, |df|(u,) # 0 para n suficientemente grande. Por-
tanto,
7(u) < 7(u,) =

7T(u) < liminf 7(u,).
Dessa forma, 7(u) é s.c.i.. Definamos agora a aplicagao 7 : X — RT dada por
7(u) = inf{d(u,v) + 7(v) |[v € X}.
Note que 7 é invariante por GG. De fato, observemos que
7(g - u) = inf{d(gu,v) + 7(v) | v € X} = inf{d(gu, gv) + 7(gv) | v € X}

pois a aplicagdo ¢, : X — X onde ¢y4(x) = g - = é sobrejetora visto que, dado y € X,
temos

bolg™ 2)=g- (97" y) =y
Recordando que a a¢do em questao é isométrica, segue que d(gu, gv) = d(u,v), e como
a familia {V},} é equivariante, temos 7(gx) = 7(z). Sendo assim,

7(g - u) = inf{d(gu, gv) +7(gv) | v € X} = inf{d(u,v) +7(v) | v € X} = 7(u).

Portanto, 7 é uma funcao equivariante.
Vejamos agora que 7 é uma func¢do continua. Para isso, considere u,, — u em X.

Notemos que
7(uy,) = inf{d(un,,v) + 7(v) |v € X} < d(uy,v) +7(v)

para todo v € X. Dessa forma,

IN

lim sup(d(u,, v) + 7(v))
d(u,v) +7(v); Yo e X

= limsup7(u,) < 7(u).

lim sup 7(u,,)

IA

= lim sup 7(uy,)
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Por outro lado, notemos que se |dg f|(u) é positivo, consideremos a quantidade finita

de vizinhancas Vj , tal que |d¢ f|(v) # 0 para todo v € V; . Assim,
T(un) # 0; Yu, € Vi,

com n suficientemente grande. Ademais, como existe ny € N tal que u, € V) para

toda vizinhanca em questao que contém u, segue que

{oalueVink C© {djnlua € Vin}
= min{d; | u, € V;a} < min{d;, | u € V,,}
<

7(u)

= T(uy)

Consequentemente,

lim sup 7 (u,,) < 7(u).

Como 7 é s.c.i. e u, — u, segue que
7(u) < liminf 7(u,),
Sendo assim, 7(u,) — T(u). Observemos agora que,
01t 0) + F(tm) — d(w, 0) = ()] < d(t, ) + [F(un) — 7)),
assim, dado € > 0 existe ng € N tal que
n>ng = |d(u,,v) + 7(u,) — d(u,v) — 7(u)| <e,

para todo v € X. Dessa forma,

d(u,v) +7(v) < d(up,v) +7(u,) + €=
T(u) < d(uy,v)+7T(u,) + €=
T(u) < 7(up,) +e€=
7(u) < liminf7(u,) + €.

para todo € > 0. Sendo assim,
7(u) < liminf 7(uy,).

Portanto,
limsup 7(u,) < 7(u) < liminf 7(u,) = 7(u,) — 7(u)

quando |dg f|(u) # 0.
Vejamos agora o caso em que |df|(u) = 0. Neste caso, segue que

0=17(u) <7(u,) = liminf 7(u,) =



23

limsup 7(u,) < 7(u) < liminf 7(u,) = 7(u,) — 7(u).

Portanto, 7 é uma funcao continua.

Vejamos agora algumas propriedades da fungao 7. Por definicao, temos
|da fl(v) = 0= 7(v) =0
A f1(0) # 0= 0 < 7(0) < Jminfs; | v € V) < 3 min{dn | v € Vo)
Queremos agora definir uma sequéncia de aplicacoes continuas:
o {(v,t) € X x [0,00] |t <7(v)} = X
tal que

A dm(v,1),0) < (S Soen, 41a0)) 1
By) f(m(v,1) < f(0) = 0(0) (S Saen, 034(0) ) ¢

C1) nn(,t) é equivariante.

Primeiramente, definamos

Hix(v,p10(0)t), seveViy
U7 sev ¢ U)\EAl ‘/17/\'

Observemos que, 7; goza das propriedades (A;), (By) e (Cy), pois:
Propriedade (A;):

ﬁI(th)::

v |J Via= dim(v,1),0) = d(v,0) = 0 < g1 ()t
AEA

ve [ J Via=dm(v,t),0) = d(H\(v, 611 (0)t),v) < dra(v)t.

AEA
Propriedade (B): Se v ¢ [J,ca, V1.2, entdo

fm(v,1)) = f(v) < f(v) = o(v)dr(v)t,

pois ¢1(v) = 0, visto que v ¢ [Jycp, Vi € ¢1 € uma das fungdes referente a particao

da unidade que, fora do suporte, se anula.

Se v € Vj, 5, entdo, pela propriedade (b) de H, , temos
fm(v,t)) = f(Hia(v, p1(0)1))
< fv) - ( sup U(U)) ¢1(v)t
vEB(u,0u)

< flv) —o(v)o(v)t.

Propriedade (C}): Para provar que 7 (+, t) é equivariante, vejamos primeiramente que
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Vi, com A € Ay, é equivariante = (U/\GA1 VLA)C é equivariante.

De fato, suponha por absurdo que (U/\GA1 VL,\)C nao seja equivariante. Fn-
tao, existe vy € (U/\EA1 VLA)C e g € G tal que g-v ¢ (UAGAl Vl,,\)c. Ou seja,
g-ve (UAEAl VLA)'

Logo, gv € Vi pra algum A € A;. Como Vj, é equivariante, segue que
v=yg' (g-v) € V1N C (UAeAl VM), um absurdo. Sendo assim, (UAeA1 VL,\)C é
equivariante. Concluindo o que desejavamos.

Assim, sendo (UAGA1 %,A)C equivariante, segue que se v € (U)\QA1 VLA)C, entao
gu € (U/\eAl VL,\)C. E, portanto,

m(gv,t) = gv = gm(v,t).

Por outro lado, se v € Vj y, segue que gv € Vi, e, utilizando a equivariancia de ¢; »
juntamente com a definicao da agdo de grupo no epigrafico presente no Exemplo 13,

segue que

mgv,t) = Hi(gv, d1a(gv)t)
= gHix(gv, o1 (v)1)
= g 771(U7t)-

Agora, assumamos, indutivamente, que 7,1 goze das propriedades (A4;), (B;) e (Cy).
Para todo v € V,, y e t € [0,7(v)), temos

A0 0),0) < [ S5 65a0) | £ < 7(0) < %%

j:l AEAJ

consequentemente, 7(v,t) € B(uy», 0n, A). Dessa forma, a aplicacio

Hn,)x (nn—l(vv t): ¢n,>\ (U)t>a sev & Vn,)\

M(v,1) =
77n—1<U7 t)? sev ¢ U)\EAl Vi)\

estd bem definida e goza das propriedades (A;),(B;) e (C1), cuja demonstracao é
analoga ao caso n = 1.

Desde que a familia {Vj,} é localmente finita, segue que, para todo u com
|de f|(u) # 0, existe uma vizinhanca U de u e ng € N tal que

nn(U? t) = Ting (U7 t)
para todo v € U, t € [0,d(v)) e n > ng. Logo, a aplicagao n : X x [0,00] — X dada por

n(u,t) = li}ln N (w, min{t, 7(u) })



é continua nos pontos (u,t) com |df|(u) # 0. Por (A;) e (By), temos

d(n(u, 1), u)

<

lim
n

li}ln min{¢, 7(u)} = min{t, 7(u)} <t,

d(np (u, min{t, 7(u) }), u)

%)

mostrando que a propriedade (A) do Lema 2.3 é valida para 1. Observemos também

que 1 goza da propriedade (B) do Lema 2.3, pois

f(77(% t)v u) =

Ainda mais, para verificar que n

<

f (i, (u, min{t, 7(u)}))
lim f (1 (w, min{#, 7(u) }))
lim f(u) = f(u).

aplicarmos a propriedade (B;) em 7, temos

f(tim g, (w, min{t, 7(u)}))
lim f (77, (u, min{z, 7(u)}))

t<7(u) = fln(u,t)) <

<

<

7 goza da propriedade (D) do Lema, basta provarmos a contrapositiva

tim | f(u) = o) [ D23 6ia(0) | mint, 7(w)}

n

j=1 €A,

f(u) — o(u) min{t, 7(u)}
f(u) —o(u)t,

dai obtemos que 7 é continua nos pontos (u,t) com |df|(u) = 0. Para verificarmos que

De fato, pois se 7(u) = 0, entao

7(u) =0 = |daf| = 0.

inf{d(u,v) +7(v) [v e X} =0.

goza da propriedade (C), basta observar que, ao

Portanto,
du,v) =0 —>u="v
e
T(v)=0=7(u) =0
igualdade essa que s6 ocorre quando |dgf|(u) = 0. Por fim, vejamos que 7(-,t) é

equivariante (propriedade (E)), pois

n(gu,t)

lim 7, (gu, min{t, 7(gu)})
liﬁﬂ g (u, min{t, 7(u)})

glim 7, (u, min{z, 7(u) })
gnu, t),
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para todo g € G. Observe que, foi utilizado o fato de que 7 é equivariante e que a acao
de grupo é continua o que ocorre porque a acao é isométrica e realizada por um grupo

de Lie compacto. [ ]

Lema 2.4. Sejam X um G-espaco métrico completo, f : X — R uma fun¢ao continua,
C C X fechado e 6,0 > 0 tal que

d(u,C) <06 =|dgf|(u) > 0.
Entao, existe uma aplica¢ao continua n: X x [0,0] — X tal que

a) d(n(u,t),u) <t;

b) f(n(u,t)) < f(u);

c) d(u,C) > 6= n(u,t) =y

d) uweC = flnu,t) < flu) ot

e) n(-,t) € equivariante para todo t € [0, 1].
Demonstracio. A funcao ¢ : X — R onde

o, se d(u,C) <o

plu) =
—o0, sed(u,C) >4

¢ semicontinua superiormente e |dg f| é semicontinua inferiormente com

¢(u) < |dgfl(u),

para todo u € X. Assim, existe uma aplica¢do continua ¢ : X — [0, 00) tal que

¢(u) < 6(u) < |daf|(u),
para todo u € X. Dai, obtemos que
du,C)<d = o(u)=o
o(u) < ldaf|(u).
Dessa forma, a fungdo @ = min{6™", 0} é continua e satisfaz
du,C)<d = T(u)=0 e
da fl(u) #0 = T(u) < |dcf|(w).

Seja ;@ X x [0,00) = X e : X — [0,00) as duas aplicagoes continuas provenientes
do Lema 2.3 aplicado a fungao o. Definamos recursivamente a funcao
nn—l(ua t)7 se 0 S 13 S Tn—1

n(u, 1) =
! ( ) T (nn—l(uv Tn—l(u))ﬂt - nn—l(u))a set > Tn—l(u>7
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onde
Tn(1) = Tt + 71 (N1 (W, Nn1(w))).

Provaremos agora que para todo (u,t) onde d(u,C) +t < ¢, temos
lim 7, (u) > ¢.
n
Por absurdo, suponhamos que 7,(u) <t para todo n. Desde que

A (u, Tn (), N1 (u, To-1(u))) < 70 (u) — Tpoa(u),

(1 (1, T (1)), C) < d(na(u, Ta(w)), w) + d(u, C) < 70 (u) + d(u, C)

segue que (7, (u, 7,(u))) é uma sequéncia de Cauchy no conjunto {v | d(u,C) < d} e,

como o espaco ¢ de Banach, segue que é convergente. Entao, temos
liyrln N (w, T (1)) = 0.
Sendo assim,
71(0) =l 7y (011, 73 (1)) = Ban (2 (1) — 7 (1)) = 0,

o que ¢ uma contradicao. Sendo assim, podemos definir uma aplicacao continua

n(u,t) = lim, n,(u, t). Segue do teorema anterior que

f(n(u, 1)) < f(u) - ot.
e n ¢ uma aplicagdo equivariante. Definamos n(u,t) = n(u, (0 — d(u,C))") quando
d(u,C) +t > 4. Nesta perspectiva, ) tem as propriedades desejadas. [ ]

Teorema 2.6 (Teorema da Deformagao Equivariante). Seja X um G—espago métrico,
f uma funcao continua equivariante e ¢ € R. Assuma que f satisfaz G — (PS).. Entdo
dado € > 0, U uma vizinhanca invariante de K. (Se K. =0 temos U =10), e A > 0,
existe € >0 en: X x [0,1] = X continua com:

a) d(n(u,t),u) <A

b) f(n(u,t)) < f(u);

) f(u) ¢ (c—€c+e) =nut)=u
d) n(fr\U 1) C [

e) n(-,t) € equivariante para todo t € [0, 1].
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Demonstracao. Fixe € > 0, uma vizinhanca U de K. e A > 0. Primeiramente, supo-
nhamos que f é uma funcao Lipschitz com constante 1. Da condicao G — P.S no nivel
¢, segue que K, é compacto. Considere r > 0 tal que B(K,;2r) C U. Consideremos
também 6,0 > 0 tal que 20 <€, 0 <re

c—20 < f(u) <c+26

u ¢ B(K.r) = |daf| > 0.

Definamos
C={ueX|c—0<f(u)<c+6, ue B(K;2r)}.

Dai, pelo fato de que f ¢é Lipschitz de constante 1, temos
d(u,C) <6 =|dafl(u) > 0.

Sendo assim, consideremos 7' : X X [0,6] — X uma aplicacdo continua como no
Teorema 2.4. No6s podemos assumir, sem perda de generalidade, A < § e definir
n: X x[0,1] - X por n(u,t) = n'(u, A\t). As propriedades (a) e (b) sdo imediatas.
Como f é uma fungéo Lipschitz com constante 1, temos f(u) ¢ (c—F€, c+¥€) implicando
que d(u,C)) > 6. Consequentemente 7(u, t) = u. Por fim, defina e = min{%*, §}. Se u €
fote \ U o

f(u) > ¢ — €, segue que u € C e, consequentemente,
f(u,1)) = f(n'(u, A)) < f(u) —oA<c+e—or<c—e

Seu e ft\Ue f(u) < c— ¢, deduzimos de (b) que f(n(u,1)) < ¢ — €. Consideremos
agora o caso geral. Como o epi(f) é fechado e X x R & completo, segue que epi(f) é
completo. Consideremos K. o conjunto dos pontos criticos de G no nivel ¢. Como f
cumpre a condi¢ao (G—PS)., segue que Gy também cumpre essa condigao (Proposicao
2.3). Ainda mais, (U x R)Nepi(f) ¢ uma vizinhanga de K, e G; é uma fungao Lipschitz
com constante 1. Aplicando o primeiro caso para G, podemos encontrar € > 0 e uma
aplicagao continua

ﬁ = (ﬁl?ﬁQ) : epi(f) X [07 1] — 6pi<f)

tal que
a) d((u,t),u) < X;
b) 7a((u,€),t) <&
) £ ¢ (c—Ec+e) =7((u8) 1) = (u,8);

d) {<c+eudU=7,((u,é),1) <c—c¢
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e) 7(-,t)é equivariante para todo t € [0, 1]
Por fim, definamos n : X x [0,1] — X por n(u,t) = 7,((u, f(u)),t). Como o dominio
de 77 é o epi(f), temos f(T((u, f(u)),t)) < Hy((u, f(u)),t). Assim, a funcdo n é uma
funcao conforme o enunciado no teorema. [ ]
Na proxima secao, aplicaremos o Teorema da Deformagao Equivariante para pro-
var uma importante Versao do Teorema do Passo da Montanha Equivariante. Este

Teorema ¢é crucial no estudo de solucoes da Equacao Logaritmica de Schrodinger, a

Equacio (3) que é um dos objetivos de estudos dessa dissertagao.

2.3 Generalizacao da versao simétrica do Teorema do

Passo da Montanha para Funcionais nao suaves

O objetivo dessa secao ¢é utilizar toda a teoria apresentada até agora nessa dis-
sertacao para provar uma versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha. A
demonstracao desse teorema foi baseada no artigo de Marzocchi ([18]) e nos capitulos

7, 8 ¢ 9 do livro Rabinowitz ([22]). Vejamos o teorema:

Teorema 2.7. Seja X um espaco de Banach e f : X — R um funcional s.c.i. par.
Considere G = Zy e X como um Zo espa¢o métrico cuja a¢ao € a acao presente
no Exemplo (6). Assuma que exista uma sequéncia estritamente crescente (V) de

subespacos de dimensao finita de X com as sequintes propriedades

a) Existe um subespaco fechado Z de X, p >0 e a > f(0) tal que
X=WaeZ e ||lul=p=flu)>a; Yue”Z
b) Eziste uma sequéncia (R,) em (p,00) tal que
Yu eV, com ||ul| > R, = f(u) < f(0).
Mais ainda, assuma que
c) Para todo ¢ > o, Gy satisfaz a condi¢ao (PS).;
d) Tem-se |daGr|(0,€) # 0, sempre quando & > .

Entao, existe uma sequéncia (un,§&,) em epi(f) tal que |dGy|(un,&,) = 0 e
gf(un,fn) = gn — OQ.
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Para fins didaticos, a demonstracao desse teorema foi decomposta em lemas e pro-
posicoes. Daqui em diante, considere as hipoteses e as notacoes presentes no enunciado
do Teorema (2.7).

O primeiro lema nos diz que, para pontos diferentes da origem, a inclinagao fraca
e a inclinagao fraca equivariante de uma fun¢do par coincidem quando o grupo em
questao é o Z,. Vejamos:

Lema 2.5. Seja X um espaco de Banach, f : X — R uma funcdao par e continua.
Entao, |dg, f|(u) = |df|(u) para u # 0.

Demonstracao. Consideremos a funcgao invariante f : X — R em relacao ao Zs- espaco

métrico X. Gragas a Proposi¢ao 1.33, temos

|dz, f1(u) < |d, f|(u) = |df|(u)

onde Gy é o grupo trivial, pois G; é subgrupo de G. Considere agora o, onde
0 < o < |dGy|(u,&) como na Definicao 1.1. Assim, existe 6 > 0 e uma aplicacdo
continua H =: B(u;d) x [0,6] — X tal que

a) d(H(v,t),v) <t
b) f(H(v,1)) < f(v) —ot

onde v € B(u,0) e t € [0,d]. Ademais, suponhamos, a menos de reducdo de 0, que
d < ||u]| implicando que B(u,d) N B(—u,0) = (. Assim fica bem definida a func¢ao
K : (B(u,d) U B(—u,d)) x [0,0] — epi(f) onde

H(v,t), sewv e B(u,d)

K(v,t) = H(—wv,t), sev € B(—u,d).

Observemos que, gracas a continuidade de H, obtemos que K é uma funcao continua.

Notemos também que K(-,t) é equivariante, ou seja,

Por fim, observemos que K também goza das propriedades (a) e (b) presentes na
Definigao (1.1). Dessa forma, a aplicagdo K é uma aplicacdo conforme a Defini¢ao
(1.31) e, assim,

0 < |dz, f|(u)

Como |df|(u) é o supremos desses sigmas, segue que

|df |(u) < |dz, fl(w).
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Portanto, |df|(u) = |dz, f|(u). u
Sem perda de generalidade, podemos assumir f(0) = 0. Consideremos agora a
funcao par Gy : epi(f) — R. Pelo Lema (2.5), temos |dz,G¢|(u,&) = |dG¢|(u,§) para

u # 0. Por hipotese, G satisfaz a condicdo G — (PS5). para todo ¢ > «. Ainda mais,
K. C (X \{0}) x {c}; Ve>a,
onde K. é relativo & G;. De fato, pois seja (u, &) € K.. Dessa forma,

Gr(u, &) =& =c>a> f(0) =0,

Portanto, (u,&) = (u,c) # (0,0) e, assim, obtemos a inclusdo K. C X x {c}. Notemos
agora que, se (0,c) € K., entdo |deGs|(0,¢) = 0, o que contraria a hipotese (d) do
Teorema 2.7. Sendo assim, (0,c¢) ¢ K,.. Portanto, K. C (X \ {0}) x {c}.

Definamos a familia
Y ={A] Aéfechado em X,0 ¢ A e A & simétrico com respeito a 0}.

Para A € 3, denotamos y(A) o género de A (Definicido (A.2) do Apéndice (A)). Seja
K = dim V, sem perda de generalidade, podemos assumir dimV,, = n + k para todo
n € N. Definamos D,, = Bp,, onde Bp, ¢ a bola centrada na origem com raio R,.

Definamos também

O, = {p € C(Dy,epi(f)) | ¢ € equivariante e p(u) = (u,0), Yu € dBr, NV, } e
I ={eD,\Y) e, n>j,YeXeyY)<n—j}

Vejamos algumas propriedades envolvendo esses dois conjuntos:

Lema 2.6. Se j >k e B€ 'y, entao BNOB,NZ # 0.

Demonstra¢ao. Com efeito, seja B = h(D,, \ V), parah € ®,,,Y € Yey(Y) <m— .
Considere
O={zeD,|hx)eB,)}.

Temos que 0 € O pois h é impar. Denote por O a componente conexa contendo a
origem (0. Observemos que

O =h"Y(B,) N Dy, = h"Y(B,) N (Bg,, NVp).

Como h é continua, segue que h™'(B,) é aberto. Logo, O ¢ aberto em Vin, logo O

também é aberto em V,,. Dessa forma, pela Proposicao A.9 do Apéndice A, temos
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7(00) = m. Observemos que h(0O) C 0B,, pois, pela hipotese (b) do Teorema 2.7,
podemos escolher R, > 0 tal que f(z) < 0 para x € V,, \ Bg,,, Como m é maior do

que K, temos
OB, N Z NV, # 0.

Utilizando a hipotese (a) do Teorema 2.7, temos

foB,nzav,, = a >0

e, assim obtemos que R, é maior do que p. Suponha que x € 00, implicando que
h(x) € B,, visto que h é continua. Se z € int(B,), entdo existe uma vizinhanga
V. C D,, tal que

WV,) cB,=V,cO

o que é um absurdo! Pois x € 00. Logo devemos ter x € 0D, relativo a V,,,, portanto
h = Id em 00. Sendo assim,

By = ||z = [lh(2)]] < p

o que é um absurdo! Logo, h(z) € 0B,. Dessa forma, h(0O) C 0B,. Agora, defina
W ={x € D,, | h(z) € 0B,} e observe que 90 C W (pelo o que foi provado). Dessa
maneira,

m = 7(00) < (W) <m = (W) =m.

Dai, segundo a Observagdo (A.7) da Propriedade (A.6) do Apéndice (A) da Teoria de
género, y(W\Y) > v(W)—~(Y) = m—(m—j) =j > k. Por outro lado, sendo hlgy

uma func¢ao continua e impar, entao
VAW \Y)) > k.

Como a codimensao de Z é k e temos esta tultima desigualdade, segue que,

D£hW\Y)NZC(BNIB,NZ).

Logo, BNoB,NX # 0. u
Lema 2.7. Os sequintes fatos sao verdadeiros:

I)T;#£0VjeN

II) T4, C Ty

III) Se v € Clepi(f),epi(f)) ¢é equivariante e ¥(u,0) = (u,0) para todo
u € 0Bgr, NV, para todo n > j, entio ¥(B) € I'; para todo B € T;.

IV) Se BeTl;, seX ev(S) <s <y, temos B\ (S xR)eTl;_,.
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V) Se BeTl; e L={(u,) €epi(f)|uecX,||ul| =p}, temos BONL =1

Demonstracao. Vejamos as demonstracoes dessas afirmacoes:

I)
1)

I11)

V)

Temos I|p,, € D,,,¥m > j, ao considerarmos Y = ().

Seja B =h(D,, \Y) € ['jt1, entdo B € @, comm >j+1>jY € ¥ com
YY)<m—j—1<m-—j.

Logo, B € T';.

Seja B = h(D,, \'Y) € T'; e suponha ¢ como na hipotese da afirmacao. Obser-

vemos que h é impar pois é equivariante em relacao a Z,. Sendo assim,

@oh € C(Dy,,epi(f)) é impar
e poh(u) = (u,0) em OBg, N V. Assim, poh € &,,,m > je~Y) <m—j
implicando que
poh(Dy,\Y) el

Seja B = h(D,, \Y) € T, entdo g € ®,,,,m > j, Y € L(E) e y(Y) <m —j. Se

Z € Y, provemos que

B\ Z = h(D,, \ (YULR(Z x R))).
De fato, pois

h(D, \ (YUKh Y Z xR))) = h(D,N(YUR(ZxR))

= h(Dn,N(Y°Nh(Z xR))

= M(DnnY)N (D, NhHZ xR)Y))

= h((Dn \Y)N (D \ 7 (Z x R)))

C h(Dn\Y)Nh(D, \h *(Z xR)).
Observemos que
€D, \NW ' (ZxR)=2¢h H(ZxR)=h(z)¢ (ZxR)= h(z) € Z°xR.
Logo, h(D,, \ h™'(Z x R)) C Z° X R e, portanto,

h(Dw \ (Y UL™Y(Z xR))) C (BN(ZxR))°=B\(ZxR)
c B\ (ZxR).

Por outro lado, se b € B\ (Z x R), entao b = h(w) onde w € D,,\Y e

w ¢ h™'(Z xR). Sendo assim, existe uma sequéncia (w,,) de elementos de D,, \' Y
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convergindo para w. Como Z x R é fechado e h é uma funcao continua, segue
que h™1(Z x R) ¢ fechado. Pelo fato de que w ¢ h™'(Z x R), temos, para n

suficientemente grande, w,, ¢ h™'(Z x R), ou seja,

w, € (D, \ (Y URH(Z x R)))

para n suficientemente grande. Logo, w € (D,, \ (Y Uh=1(Z x R))). Portanto,

B\ Z c h(Dy\ (Y UR—1(Z x R)))). (2.1)

Recordemos que dim(V,,) < oo e h((Dy, \ (Y UL~ (Z x R)))) C V;,, é um con-
junto fechado e limitado, obtemos que (D,, \ (Y Uh=}(Z x R))) é compacto.
Consequentemente, usando o fato de que h é uma funcao continua, temos
h((Dy, \ (Y Uh™1(Z x R)))) compacto. Logo, da Inclusao (2.1), temos

B\ Z C h((Dm \ (Y Uh~L(Z x R)))).

Dessa forma, fica provada a igualdade

B\Z = (D \ (Y UR(Z x R)))).
Agora, observemos que h™'(Z x R) € X. Para isso, devemos verificar que

a) 0¢ h '(Z x R). De fato, pois 0 ¢ D,,, que é o dominio de h
b) h'(Z x R) ¢é fechado. Recordando que Z x R ¢ fechado ¢ h ¢ uma fungao

continua, segue que h~'(Z x R) é fechado em D,,, mas sendo D,, fechado,
temos h~'(Z x R) fechado.

c) h1(Z x R) é equivariante em relacdo a Z,. Realmente, pois
uw€h™(ZxR)= I(w,&) € Z xR tal que h(u) = (w,§).
Como h é impar, temos
h(—u) = —h(u) = (—w,=§) € Z xR

pois Z ¢ simétricos com respeito a origem. Logo, —u € h™'(Z x R) € X.

Agora, observe que

y(h ™ (Z xR)UY)

IN

Y(hH(Z x R)) +7(Y)
1(Z xR) +~(Y)
< s+ (m—j)=m—(j—s)

IN

por causa das propriedades presentes na Proposi¢ao (A.6) da Teoria de Geé-
nero (A), pelo fato de h ser continua e pelo fato de que, por hipotese,
v(Z x R) < s < j. Dessa forma,

B\(ZxR)=h(Dn\ (Y UL (ZxR)) €T,
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V) Consideremos a projegao canonica 7 : X x R — X. Verifiquemos que
BNL#0< n(B)NOB,NZ + 0.
De fato, seja (u,§) € BN L, entao
ue Z||ull=pen(u,§) =u=
wen(B)NOB,NZ = n(B)NOB,NZ # .

Seja agora, u € m(B) N 0B, N Z, logo u € m(B) e, assim, existe £ € R tal
que (u, &) € B C epi(f). Logo, (u,§) € L. Dessa forma,

(u,§) e BNL= BNL=4.

Consideremos agora que B = ¢(D,, \Y). A funcao mop € C(D,,, X) &
impar, mo ¢ = id em 0B, NV,,, do Lema 2.6, obtemos

m(BYNOdB,NZ # 0= BNL+#0.

Portanto, a afirmagao (5) esta provada.

Proposicao 2.8. Seja

¢ = Blglﬁj (ﬂ?é(Bgf(uyg), VjeN

0s valores minimax de Gy. Se j >k, entdo ¢; > a > 0.

Demonstragao. Com efeito, se j > k e B € I';, por (5) do Lema (2.7), temos
m(B)N OB, N X # 0. Como fl|sp,nz > «, segue que

(.€) € BNOB,NZ = Gy(u.&) =€ > f(u) > a

Logo,
(Q%%ggf(u,g) >a,VBel; =
cj = bienrfj (ggexB Gr(u,&) > a>0.
n
Proposicao 2.9. Se j >k ec; =cjp1 = =cjyp = ¢, entio y(K.) > p+ 1.

Demonstracao. Sendo f(0) =0e c > a > 0, segue que 0 ¢ K,.. Alem disso, K. € X,
pois f é par, 0 ¢ K. e, como G satisfaz a condigao (PS5)., segue que K. é compacto,
em particular, fechado.

Suponhamos, por contradi¢ao, que v(K.) < p. Considere § > 0, como no item
(V) da Proposi¢ao (A.6) do Apéndice (A) , tal que y(Ns(K.)) = v(K.). Tomando
U= N;(K.) ee =g,
ec (0,5) en(t,-): epi(f) — epi(f) continua tal que

apliquemos o Teorema da Deformagao (2.6). Assim, existe
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D) d(n(u,t),u) < A;
) Gr(n(u,t)) < Gr(u);
II) Gs(u) € (c — € c+€) = n(u,t) =u;
V) n(GF\U.1) € G
V) n(-,t) é equivariante segundo Z,, para todo t € [0, 1].

Aplicando a defini¢ao de infimo, considere agora B € I';, tal que max,cp I(u) < c+e.
Devemos ter, B\ U € I'; de maneira analoga ao que foi provado na Afirmacao (4).
Pela hipotese (b), existe R, > 0 tal que

flu) < f(0) =0; Yu€ dBg,, NVy;Vm eN

e sendo ¢ — € > ¢ — a > 0, segue de (III) e de (V) que n(-,t) € ®,,, para todo m > k.

Consequentemente, pela invariancia de U, temos
77(B\U71) S FJ"

Portanto,

c< max Grlu)<c—e=€e<0
uen(B\T,1)

um absurdo! ]

Pelo estudo feito até aqui, obtemos que, para cada j > k, tem-se v(K.,) > 1.

Logo, K., # () e, assim, existe um ponto critico u; de Gy tal que Gy(u;) = ¢;.

Proposicao 2.10.

c; — 00, quando j — 00.

Demonstragao. Com efeito, pela monotonicidade de I';j, temos ¢; < ¢;41. Suponha, por
absurdo, que (¢;) seja limitada. Entdo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe
¢ € R tal que

cj —>¢C
a menos de subsequéncia. Para j > k, devemos ter ¢ > ¢;. Caso contrario, ¢ = ¢;, para
todo j > k implicando que v(Kz) = oo, gragas a Afirmacdo 2. O que ndo ocorre pois

Kz é compacto. Defina o conjunto
K ={u € epi(f) | ckr1 <Gr(u) <cel|dGs|(u) = 0}.

Como Gy satisfaz a condigao (PS)., para todo ¢ > a, segue que K é compacto, entao

7v(K) < oo e consideremos 6 > 0 tal que

q¢ = v(Ns(K)) = ~v(K).

Tomando s = max{q,k+1},U = Ns(K) e €

= € — ¢ no Teorema da Deformagio (2.6),
segue que existe € € (0,€) e n(-,t) : epi(f) x [0,1] — epi(f) continua tal que
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D) d(n(u,t),u) < At; para algum X\ > 0.
1) Gr(n(u,t)) < Gg(u);
II) Gs(u) € (c —€ c+€) = n(u,t) = u;
V) m(GFF\ U 1) € G
V) n(-,t) é equivariante segundo Zs, para todo t € [0, 1].

Sejam j € N tal que ¢; > ¢ — € o que ¢é possivel devido a convergéncia c¢; — ¢, e escolha
B €T tal que

<c .
rileaggf(u) <c+e

Dai segue que B\ U € T'; a qual inclusdo pode ser mostrada de maneira analoga a 4%
afirmacao do Lema (2.7). Pela hipotese (b), temos que dado m € N, existe R,, > 0 tal

que
f(u) < f(0) =0; Yu € OBg,, N V.

Sendo ¢ — € > 0, segue que
ne b, Vm>k

de maneira analoga ao que foi provado anteriormente. Logo, devido a invariancia de

U, temos
n(1,B\U) € T;.
Portanto,
c< max I(u) <t-—pe
uen(1,B\U)
um absurdo! Portanto, (c;) € ilimitada. n

Dessa forma, observando as Proposi¢oes (2.9) e (2.10), obtemos que existe uma
sequéncia (u,,&,) de pontos criticos de Gy tal que Gf(u,,§&,) — oco. Agora, iremos
ver um resultado de multiplicidade de pontos criticos para o funcional f. Para isso, a
condicao (epi). mostra-se valiosa para tal objetivo pois associa pontos criticos de Gy a
pontos criticos de f. Vamos a definigao:

Definigao 2.11. Seja ¢ € R. Dizemos que f satisfaz a condicao (epi). se existe € > 0

tal que
inf{|dG¢|(u, ) | f(u) <\, |A—c| <e}>0.

Proposicdo 2.12. Seja X um espaco de Banach e f: X — R uma funcdo s.c.i. . Se

f satisfaz a condicao (epi)., entdo

|dGy|(u, &) = 0= & = f(u) = |df|(u) = 0.
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Demonstragao. De fato, pois se |dG¢|(u, &) = 0, entao
|dGr[(u, &) & {[dGs[(u, A) [ f(u) <A A= <€} =

flu) 2 €= flu) =&
Mas, como (u, &) € epi(f), temos f(u) > £. Logo, f(u) = £. Recordemos agora que, da
Definicao 1.11 , temos

dG¢|(u,f(u
df | (u) = \/1‘—(|ngé(f|({t(7f)(zt)))2’ se |dgs(w)] <1
+00, se |dGs|(u) = 1.
Sendo assim,
\df|(u) = |dGy|(u, f(u)) _ 0 _
V1= (ldGsl(u, f(u)?  V1-0°
Logo, u ¢ um ponto critico de f. [ ]

Agora, podemos provar o seguinte corolario:

Corolario 2.13. Seja X um espaco de Banach e f : X — R um funcional s.c.i.
par. Considere G = Zo e X como um Zs espaco métrico cuja acao € a ag¢ao presente
no Exemplo (6). Assuma que exista uma sequéncia estritamente crescente (V) de

subespacos de dimensao finita de X com as sequintes propriedades

a) Existe um subespaco fechado Z de X, p >0 e a > f(0) tal que
X=WeZellul|=p=flu)2a YueZ

b) Eziste uma sequéncia (R,) em (p,00) tal que

u € Vi, |lul| > R, = f(u) <0.

Mais ainda, assuma que
c) Para todo ¢ > a, f satisfaz a condi¢ao (PS). e a condigdo (epi),.
d) Tem-se |dz,Gf|(0,€) # 0, sempre quando & > c.
Entao, existe uma sequéncia (u,,) de pontos criticos de f tal que f(u,) — 0.

Demonstragao. Observando a propriedade (c¢) de f da hipotese desse teorema, obtemos
que G satisfaz a condigao (PS). para todo ¢ > «a. Logo, aplicando a versao simétrica do
passo da montanha (Teorema 2.7), obtemos uma sequéncia de pontos criticos (xy, &)
de Gy tal que

flan) = Gylan, f(xr)) — oo

Por fim, os pontos (zx) sdo pontos criticos de f devido & Proposi¢ao (2.12). Como

queriamos demonstrar. [ ]



Capitulo 3

Equacoes de Schrondiger com nao

linearidade logaritmica

Neste capitulo, provaremos a existéncia de multiplas solugoes fracas do Problema
(3) e, em seguida, estudaremos a regularidade dessas solugbes assim como a positivi-
dade.
3.1 Propriedades do funcional energia
Recordemos o problema postulado na introducao:
—Au+ wu = ulog u?.

onde v € H'(R™). Trabalharemos com o funcional energia associado a esse problema

1 , w1l , 1
s =5 [ v+ 202 [lap - [ G,
onde G : R — R é dada por

dado por

G(s) = s*log(s®), ses#0 (3.1)

0, se s =0.
Nessa se¢ao, veremos algumas propriedades do funcional energia J. Iniciaremos com
um resultado técnico que é bastante ttil para estudar a regularidade das solucoes fracas

associadas ao Problema (3).
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Lema 3.1. Seja o > 1. Entao,

z® > log x°
para todo x positivo.

Demonstracao. Para realizar essa demonstragao, basta provar que a funcao f : R* - R
onde f(x) = 2% — log z? é nao negativa. Observemos primeiramente que, se z € (0, 1),

entao
logz? <0 < z“.

E, portanto, f(x) > 0 para z € (0,1). Vejamos agora o caso em que x > 1. Observando
que r® > x para x > 1, basta mostrar que a fungao g(z) = x — logz? é nao negativa.

De fato, notemos que, para x > 1, temos

2

* T

(&

v

= =loge® > loga®.
Dessa forma, g(x) > 0 e, assim,

f(z) > 0= 2% > log x>

para todo z > 0. [ |

Lema 3.2. Considere a fungdo h: RT — R onde h(z) = log(z?). Entdo, dado 6 > 0,
existe K > 0 tal que |h(z)| < |z|° para todo |z| > K.

Demonstracao. De fato, observemos que, ao aplicarmos a regra de L’Hopital, temos

1 2
lim _og(x )

=0

Assim, existe M; > 0 tal que loga? < |z|° para |z| > M;. Por outro lado, como a

funcao h é continua, obtemos que existe M > 0 tal que
|h(z)] < M,
para todo x € (0, M']. Portanto,
|h(x)] < M + |z’

para todo z € R™.
[ |
O nosso primeiro objetivo é mostrar que J cumpre a condi¢ao (PS). para todo

¢ € R. Para isso, definamos G, g : R — R, onde
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(
s?log(s?), ses#0
G(s) =
0, ses=10
\
e
)
slog(s?), ses#0
9(s) =
\O’ se s =0.

Note que G e g sao fungoes continuas, basta utilizar a Regra de I’Hopital para provar

a continuidade no 0. Definamos também
Gi(s) = (s*logs?®)” e (3.2)
Go(s) = (s*logs)T. (3.3)

Observemos que

Proposigao 3.1. Se u € H. _(RY), entdo para todo v € H'(RY) N L (RY), temos
g(u)v € LY(RY) e g(u) € L}, (RY).

loc

Demonstracao. Desde que

/ lg(w)o] = / |g<u>v|+/ 9wl < / |g<u>k:|+/ g(wkl,
{lul<1} {lul>1} {lul<1}nsuptv {lul>1}Nsupto

onde k£ > 0 foi tomado de tal forma que |v| < k. Dessa forma,

[t <cier (),
{Ju|>1}Nsuptv

onde (7 é uma constante positiva tal que

/ g(wk| < G,
{|u|<1}Nsuptv

a qual existe pois g ¢ uma func¢ao continua e {|u| < 1}Nsuptv é compacto. Observemos,

agora, que dado § € (0,2* — 1], pelo Lema 3.2, segue que existe K; > 0 tal que
lu| > K = log |u|® < |ul’.

Assim,

/ o)l = [ gl + [ l9(u)
{u>1}Nsuptv {1<u< K }nsuptv {u>Kj }nsuptv
< Cg—l—/ |ulog u?|
{u>K1 }Nsuptv

< G| ]+,
{u>K1 }Nsuptv
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O argumento da existéncia de Cy > 0 é andloga ao argumento da existéncia da constante
C1.Dessa forma, existe C' > 0 tal que

it <c 1+ [ ) <o
{u>Ki }Nsuptv

(RN) e HL (RN) < L (RY) para 6 € (0,2° — 1]. Portanto,

g(u)v € LYRYN) para todo v € HYRY) N LE(RY). Em particular, dado K C RY

compacto, segue que existe o5, € C°(RY) tal que

visto que u € H} .

(i) px(r) =1 Ve e K
(ii) 0 < px(z) <1; Vo e RY
(iii) ¢(z) = 0; para z tal que d(z, K) > 1.

A construcgao de tal sequéncia ¢ feita nos livros do Adams ([1]) e Brezis ([5]) no que

concerne o produto de convolugao. Assim, px € H'(RY) N L (RY) e

/K lg(u)| < /RN lg(u)pr] < 0.
Logo, g(u) € L}, .(RY). i

loc

Ademais, se u € H'(RY) e v € H'(RY) N L°(RY), podemos considerar

(T (), ) ::/VUVU+w/uv—/uvlogu2. (3.4)

Note que (J'(u), -) nao é a derivada direcional de J, pois J nao possui algumas derivadas
direcionais como, por exemplo, a funcao u definida no Exemplo 1. Porém, podemos
definir essa expressao que é conveniente para encontrar solugoes fracas.

Observemos, na proposicao seguinte, como essa expressao se relaciona bem com
os conceitos de inclinacao fraca e subdiferencial de Clark:

Proposigao 3.2. Seja u € H'(RY) com J(u) € R e |dJ|(u) < co. Entdo as sequintes

sentencas sao verdadeiras:

(1) g(u) € LL.(RY) N HY(RY) e, para todo v € H'(RY) N L (RY), temos
[(J'(w), 0)| < [dT|(w)|[v]].

(2) Se v € H'RY) e (glu)v)t € L'RY) ou (g(u)v)- € LYRY), entdio

g(u)v € LY(RY) e a identidade (3.4) € verdadeira, identificando J'(u) como um
elemento em H~1(RY).
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Demonstra¢ao. Recordando a defini¢ao de subdiferencial e usando o item (b) do Teo-

rema 1.20, temos
dJ(u) # 0 e |dJ|(u) > min{||al|, | « € 0J(u)}

visto que |dJ|(u) < oo, onde || - ||, é a norma de H~'(RY). Agora seja,

w—+1

Tw) = IVl +
Qu) = —%/U?logu?

Pelo Corolério 5 de [10], temos 0.J(u) C 9T (u) + 0Q(u) e, como dJ(u) # 0, segue que
0Q(u) é nao vazio. Ao definirmos, q : RN x R — R onde ¢(z,t) = —t — g(t) e aplicando
[20, item (b) do Teorema 3.1|, temos

Jull; e

—u— glu) € L (RY) N H™'(RY)
entdao g(u) € L} (RN)N HY(RY), e
0Q(u) = {—ulogu® — u}.
Observemos que, J =T + ) e como T' ¢ diferenciavel, segue que
OT (u) = {Vu + wu}.
Assim,

0J(v) C {Vu+wu}+ {—ulogu® — u}
= 0J(u) = {Vu+wu}+ {—ulogu® — u}.

Dessa forma, 0.J(u) = {J'(u)} onde J'(u) foi definido em (3.4). Logo,
1S (@)l < [dJ|(u) =

0. )

[(S'(w),0)] < [dJ|(u) - []v]]

IN

17"l < [dJ](w)] =

provando, assim, (I). A afirmagcao (II) segue do Teorema 1 devido a Brezis-Browder na
Referéncia [6]. n
Proposicao 3.3. O funcional J é semicontinuo inferiormente.
Demonstragdo. Seja (u;,) uma sequéncia de H'(R”Y) tal que

up — uw em HY(RY).

Assim,
up — u em L*(RY)

e, a menos de subsequéncia,
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ur — u em quase todo ponto em RY.
Como a fungao Gy, definida na Equacao (3.2),6 uma funcdo continua, seque que
G1(ux) — G1(u) em quase todo ponto em RY.

Assim,
lim inf(G; o ug)(z) = (G o u)(x) em quase todo ponto em RY.

E, pelo Lema de Fatou, segue que

/ (Gyou) — / lim inf(G1 o uy) < lim inf / G (up).

Por outro lado, levando em conta a fungao Gy definida na Equacao (3.3) e que, para
todo ¢ € (0,27 — 2], existe Cs > 0 tal que

Ga(s) < Csls|**’; Vs € R

e que up — u em L)Y Aplicando a reciproca do Teorema da Convergéncia Domi-
nada, existe h € L2+ (RY) tal que

|ur(c)] < [h(z)|
em quase todo ponto de RY. Assim,
Go(ug(x)) < Cs|h(2)|*T° € LYRY).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
/GQ(U) = liin inf G (uy).

Recordando que G(s) = G3(s) — G1(s), temos

/G(u) < anmf/G(uk).

Portanto,
J(u) < limKinf J(ug)

e, assim, J é uma funcao semicontinua inferiormente.
(RY).

Lema 3.3. As sequéncias (PS). de J sao limitadas em H},,
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Demonstracio. Seja (ug) uma sequéncia (PS). de J em HYRY) de J, ou seja,
J(u) — ¢ e |dJ|(uy) — 0. Pela Proposi¢ao (3.2), temos

(J'(ur),v) = o(1)|Jv]]; Vv € H'(RY) N LE(RY),
onde o(1) é uma ordem pequena, i.e.,
o(1) = 0, quando ||v|| — 0.
Dai, obtemos que
J'(uy,) — 0, quando k — oo em H™'(RY).

Agora, observemos que se u € H'(RY), entdo existe § > 0 pequeno tal que
Go(s) < Css*™0 e como HY(RY) — L2 (RY), segue que

/]Gg(s)] _ /Gg(s) < 05/|uy2+5 < 00 = Gy € L'(RY),

Entao, pelo item (2) da Proposi¢ao (3.2), podemos escolher u; como uma fungao ad-

missivel teste na Equagao (3.4) e, assim,
(J'(ug), ug) :/|Vuk|2+w/uz+/uz—/uiloguz.
Logo, usando a definigao de J(u) (Equacao (4))

(J'(up),ury = 2J(up) — /ui (3.5)
2J (ug) — (J'(ur), ux) < 2C1 + o(1)|[uy]] (3.6)

[lull3

onde C; > 0 é uma constante que limita (J(ug)). Pela desigualdade logaritmicas de

Sobolev (Inequacao (5)), temos
/u2 log u? < G;HVUH% + (log [[ull3 — n(1 +loga))||ul3, Vue H'(RY), a>0.
Observemos agora que,
Jugl]* = ||Vuk||3+||uk||§:QJ(Uk)—wHUngﬂL/UilOgui
= |luel)? < 2J(up) — w(2J (ug) — (J'(ug), ug)) + /ui log u,
= [luel)? < (2 - 2w)J (ug) + w - |Jugl|o(1) + /uz log uz.

Visto que (J'(ug),ur) = o(1)||ug||, devido a Proposicao 3.2.Como J(ux) — ¢, segue
que existe Cy > 0 tal que
(2 — 2w)J (ug)| < Cs.
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E usando a desigualdade logaritmica de Schrondinger, temos

2
a
[[url[* < Co + wllurllo(1) + —[[Vurll; + (log [|usl[3 = n(1 +log a))[[ux|[5-

Como log s < s'*° com 6 € (0, 1), segue que

2
a
el < Co + wlfusl[o(1) + —[|Vunl[5 + ([[uxl|3)"** = (1 + log a))Jul5

Consideremos a > 0 tao pequeno de tal forma que d := 2 < 1e 1+ loga < 0. Assim

temos,
[([[uxl 1) =n(1+log a)]l[uxl[3 < [(2C1+o(1)[[url ) —n(1+log a)]—(2C1+o(1)] Jux][)**.
Logo,

(L=d)[ux|[* < Cotwllugllo(1)+[(2C1+o(1)][Jux|[)'** —n(1+log a)] - (2C1+o(1)[ux|[) .

Recordando que ||ug||o(1) — 0 e usando o argumento de absurdo, segue que (||ull) é

limitada em H(RY) e, assim, (uy) ¢ limitada em H}! (RY). ]

Proposicao 3.4. J|Hia ®x~) satisfaz a condigdo (PS). para todo c € R.

d

1 (RY). Pelo
(RY). Como H'(RY) é reflexivo, segue que

existe u € H'(RY) tal que, a menos de subsequéncia,

Demonstragio. Considere agora (uy) uma sequéncia (PS), de J em H}

Lema 3.3, temos (uy) ¢ limitada em H} ,

(i) up — v em HYRY), pois H}

rad

(RY) & um subespaco fechado em H!'(RY).
(ii) ux — uem LP(RY)
(iii) up — u em quase todo ponto de RY.

Precisamos provar que
/VUVU —i—w/uv = /uvloqu, Yo € HY(RY) N L (RY).

Para isso, fixemos v € H'(RY) N L°(RY) e consideremos vg(ug)v onde, dado R > 0,

tem-se
a) vg: R — [0, 1] é suave;
b) vg(s) =1 para |s| < R;

c) vgr(s) =0 para |s| > 2R;
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Sendo assim, observemos que vp(uz)v € HY(RM) N LE(RY), pois o fato de que
up € HY(RY) implica que vg(uy) € H'(RY). Dessa forma, utilizando a Identidade

(3.4) e usando a limitacao de (ug), temos

(). vn(w)e) = [ VurV(onuo) + [won(uo - [ wveuvlogt

Definamos agora,

Ly = ' / vr(ue) Ve Vo + w / v () gy — / () upvlog u — (J' (uy), vr(ug)v)

Logo,

L= ‘ / vr(up) Vg Vo — / YV V (v (u)v)

Aplicando a regra do produto e a regra da cadeia temos, segue que

V(vr(ug)v) = v (ug) (Vug)v + vg(ug) Vo.

Portanto,
L, = ‘/UR(W)VWVU—/Uﬁ(uk)U|Vuk|2 _/UR(Uk)VukVU N

, c c
L = ‘/UR(UWWU,CF < El./wu,f <2

onde C; = C - ||v||o € C3 € uma constante que limita a sequéncia (||uy||3). Dessa

forma, obtemos a seguinte desigualdade:

‘/UR(uk)vukzvv+W/UR(Uk)UkU_ /UR(Uk:)UkU log ui — (J'(ur), vr(up)v)| < %
(3.7)

Observemos que
(i) (J'(ur), vr(ux)v) =0

(ii) vr(ug)Vo — vg(u)Vo em L*(RY) implicando que
/UR(uk)VukVU — /UR(U)VUVU.

(iii) (vg(ug)uglogui) é limitada em L2 (RY).

De fato, consideremos § > 0 de tal forma que 2 + 20 € [2,2*]. Aplicando o Lema
3.2, segue que existe M > 0 tal que logz? < M + |z|°. Dai e a observarmos que
lvg(ur(x))| < 1, para todo = € RY, obtemos que,

[ tontuyutog i < €t [ o) fus PP < Cot [ 0?72 = Cutlfunl 52
K K K
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Aplicando a imersao H} ;(RY) — LI(RY) para q € [2,2*], segue que

lémmmmmw<gﬂm%ﬁm<@,

pois (uy,) ¢ limitada em H! ;(RY).

(iv) vg(ug)uglog(ui) — vg(uw)ulogu? em q.t.p. pois ux — u q.t.p. e vg e logz sdo

fungoes continuas.
(v) |vr(w)wvlogui| < [|vlloclvr(ur)ur log ui] < [[v]|e - € € Li,(RY).
De (IV) e (V), segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, que
/UR(uk)ukvlogui — /UR(u)uvlogu2.

Portanto, fazendo k — oo na Equacao (3.7), temos

, C
‘/UR(uk)Vuva—|—w/vR(uk)ukv — /UR(uk)ukv loguz — (J'(u), vg(up)v)| < EQ

Fazendo agora R — oo, temos
/VUVU + w/uv = /uvloguz; Yo € HY(RY) N L (RM). (3.8)
Assim como na demonstragdo da Proposicao (3.3), obtemos que

/ Gi(u) < liminf / G (uy)

[t =t [ Gatun)

Recordando que G(s) = Ga(s) — Gi(s), temos
=[Gt - i) = [ Gaw) = [ Grtw)
> Tim sup / Ga(uy,) + lim sup / —Gh ()
— limsup / Gl (ur) — G ()
— limsup / Glur).
pois
lim [ Gs(u) = [ Go(u) e [ Gi(u) < liminf [ G (uy).

Dessa forma, limsup [uflogui < [wu?logu®. Observando agora a equagdo que

(J'(ug), ux) — 0, temos
lim <\|Vuk]|§ + wl|ug 3 — /uz loguz) = 0.

Como
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limsup || Vug|[3 + w|ug|[3 < limsup K|ug||* < oo e

limsup [uflogui < [u?logu® < oo,

segue que

0 = lim (HVukH%—i—wHung—/uilogui) < limsup (||[Vug|[5 + wl|ukl]3)

+lim sup (—/ui logui)
= timsup ([ Vel + wllunl) = tmsup [t loga < [ o?log

= |IVullz + wllull3,

onde a ultima Igualdade foi obtida da igualdade (3.8) ao considerar v = u. Sendo assim,

limsup || V|3 + wllu][3 < [[Vull3 + wl[ull3 (3.9)
Observando agora que a fun¢io g : H! ;(RY) — R dada por
g(u) = |[Vull3 + wllull3

é convexa e semicontinua inferiormente, segue que g é fracamente semicontinua inferi-
ormente. Logo,
g(u) < liminf g(ug). (3.10)

De (3.9) e (3.10), temos
lim |[Vue| 5 + wl|uxl[3 = IVullz + wllullz.
Consideremos agora M > 0 tal que M > % e M > 1. Assim,

e = ul* = IV (u — w)|3 + [Jue —ull; < MV (e —u)l]3 + Mwljuy —ull3
= M(|IV(ur — w3 +wllur — ul[3) = 0.

Logo, pelo teorema de Brezys-Lieb, temos

up — u em HY (RY).

rad

Portanto, J cumpre a condi¢ao (PS). para qualquer nivel ¢ € R.

Agora, faremos um itinerario para provar a seguinte propriedade:

Teorema 3.5. O funcional J satisfaz a condicao (epi). e, além disso, temos
|dz,G1(0,€) # 0 para € > a.
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Para prova-lo, precisaremos dos seguintes lemas que podem ser encontrados no
artigo de Degiovanni e Zani (Referéncia [13]). Para estes resultados, consideremos
Q C RY um aberto, g : 2 x R — R uma fungéo Carathéodory e G(z,s) = [; g(x, t)dt.

Ademais, consideremos que

sup |g(-, 8)| € L}, (Q), Vt> 0. (3.11)

Js|<t

E definamos a funcio f : Wy*(Q) — R por

flu) = / G(z,u)dx.
Q
Ademais, assumamos que existe a € L'(Q),b € R e d > 0 tal que
—a(zr) — b|s|("2%2) < G(z,s) <alx)+ b|s|<"2%2) + dsg(x, s) (3.12)

em quase todo ponto = de €2 e para todo s € R. Dai, obtemos que f : Wol’g(Q) —Reé
semicontinua inferiormente.

Observagao: 3.6. O caso d = 0, o crescimento (3.12), ¢ uma tipica condi¢ao que garante

a finitude e a continuidade de f. Se d é positivo, entdo o crescimento (3.12) é satisfeito
2n

quando G(z,-) é uma funcdo convexa q.t.p. em 2 com g(z,0) € L7==2(Q). Assim,

nesse caso particular, temos
sg(2,0) < Gz, ) < sg(x, s).

Observemos que, do crescimento (3.12) e da imersao de H}(Q) — L%(Q), obtemos
que, para u € H}(Q) , temos f(u) € R e

%,
a(z) — E|S|<fﬁ>. (3.13)

2
> _Z
sgle,8) 2 —

Lema 3.4. Seja d > 0 e u € Wy*(Q) com g(x,u)u € LY(Q). Entio, f(u) € R e para
todo X\ > f(u), entao existem §,0 > 0 tal que

1
/ / g(x,w+ 72)(w + 72)dxdr > / g(x,u)udx + o,
0o Ja Q
para todo w,z € Wy (Q), com ||w —u||12 <6, ||2]12 <0 e

1
//G(az,w+7'z)d:)3d7'>)\—5.
0o Ja

Teorema 3.7. Seja (u, \) € epi(f) com X\ > f(u). Entao, |dGy|(u, \) = 1. Ainda mais,
se a aplicagio g(x,-) € par ¢.t.p. em Q, entdo |dz,G|(0,\) =1 para todo X > f(0).
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Demonstracao. Se d = 0, entao f é uma funcao continua e a afirmacao da Proposicao

1.35. Primeiramente, tratemos o caso g(z,u)u € L*(€2). Consideremos o e § positivos

como no Lema (3.4). Dado R > 0, consideremos agora uma fun¢ao suave vg : R — [0, 1]

com:
(i) supt(vg) C [-2R,2R];
(ii) [vk(s)| < %

Considere v € W, *(Q) N LX(Q) e R > 0, com |v| < |ul, q.t.p.,

llor(w)v —ull12 < €

e /Qg(a:,u)vR(u)vdx < /g(:c,u)udx—i—%.

Q

Dado ¢’ € (0,9] N (0, 1), definamos a aplicacao

Hy :{w € B(u,d) : f(w) < oo} x [0,0] — W),

onde Hy(w,t) = w + t(vg(w)v — w). Se considerarmos z = t(vg(w)v — w), para x € €2

q.t.p., temos

G(z,w+ 2) — G(z,w)
t

1
1
= /0 = 7_tg(x, w + 72)vg(w)vdr

- /1 ! ( ) )
r,w+T2)(w+ T2)dT
o1 tg )

1
- / g(z,w+ 72)(w + T2)dT.
0

Diminuindo ¢, se necessario, e usando que a Propriedade (3.11) e que

2 2b, | _2n_
sg(x,s) > —Ea(x) — E|S|(HQ_2)

podemos assumir que 300" + 26 < 2§, ||vg(w)v —w||12 < €e

//—gx w + 7z)vg(w)vdrdr < /g(x,u)udx+%,
Q

1—7t

[

(x w+ 72)(w + T2)dedr > —%,

// (x,w+72)(w+ T2)dedr > /g(x,u)udx—%.
Q

(3.14)

(3.15)
(3.16)

(3.17)

Definamos agora a aplicagao continua H : (B((u, A),d") Nepi(f)) x [0,0'] — epi(f) por

H((w, ). 1) = (Ha(w,t),u = 5t).
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Consideremos 7 € [0,1] tal que f(w + 72) < A — 0. Entao, das Inequagbes (3.15) e
(3.16) juntamente com o Lema (3.4), temos

F(Hy(w,8)) < f(w) + St — ot = f(w) = Tt < p— St.
Se f(w) < X =94, das Inequagoes (3.15 — 3.17), temos

f(Hl(w,t))gf(w)—i—atg)\—é—i—aé’gA—é’—%é’gu—%t.

A mesma inequacao permanece caso exista 7 € (0, 1] tal que f(w+72) < A— 4. Entao,

realmente, os elementos do dominio de H estdo no epi(f). Por fim, temos

gf(H(wnu)vt) = gf(w,u) — %t

e
2 2 2 o’ 2 2 o’ 2
1H1((w, p), ) =wl[i o+ Ha((w, ), t)—pl” = { [or(w)v —wllis + - )7 < { €+ ) £

Assim, por definicao, temos
o
Ve + o2

Como € > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, podemos fazer ¢ — 07 na

|dGy|(u, A) > (3.18)

Equacao (3.18), temos
|dGg|(u, A) = 1
Dai segue que |dGy|(u,\) = 1, pois, gracas ao Exemplo (2), j4 sabemos que
|dG|(u, \) < 1. Fagamos, agora, o caso em que g(z,u)u ¢ L'(Q2). Da Propriedade
(3.14), obtemos que
/ g(z, w)udr = +oo.
Q

Consideremos novamente o argumento anterior com v = 0. Seja M > (. Tomando
' suficientemente pequeno e da Propriedade (3.14) juntamente com Igualdade (3.14),

podemos afirmar que
f(Hy(w, 1)) < f(w) =
Assim, ao definirmos, H((w, u),t) = (Hy(w,t), u — Mt), podemos mostrar que

M
~ V(lulle+ 12+ M

|dGy|(u, A) =
e, sendo M > 0 arbitrario, ao fazermos M — 400, obtemos que
|dGy|(u, A) 2 1

Por fim, assumindo que g(z,-) é impar, obtemos que f & par. Assim, se considerarmos

u=0eX> f(0), obtemos que g(z,u)u € L'(Q) e podemos escolher, no argumento
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anterior, v = 0. Entao, H(-,t) é impar e a afirmagdo também é verdadeira nesse caso.
[

Por fim, provemos que

Teorema 3.8. O funcional J satisfaz a condicao (epi). para todo ¢ € R e, além disso,
temos |dz,Gs](0,€) # 0 para € > «.

Demonstra¢ao. Basta considerarmos f = J no Teorema (3.7). Assim, obtemos imedi-
atamente que |dz,Gs|(0,€) # 0 para € > a > J(0). Provemos agora que J cumpre a

condicao (epi).. Para isso, precisamos provar que
inf{|dGs|(u,\) ; f(u) <A |A—¢| <e}>0.

Observemos que, se A é maior do que f(u), obtemos, do Teorema (3.7), que
|dGs|(u, \) = 1. Portanto,

inf{|dG,|(u, A) ; f(u) <A\ A—c|<e}=1>0

para todo ¢ € R. Portanto, J cumpre a condi¢ao (epi). para todo ¢ € R. [

3.2 Multiplicidade de solucao, Regularidade e positi-

vidade das solucoes

Nessa secao, usaremos a versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha para
funcionais semicontinuos inferiormente (Corolario 2.13). Provaremos a multiplicidade

de solucoes classicas do problema:
—Au+ wu = ulog u?.

onde u € HY(RY). Também provaremos que se uma solucdo for ndo negativa, entao

ela é estritamente positiva.

3.2.1 Multiplicidade de solugao

Teorema 3.9. O funcional J referente ao Problema (3) possui uma sequéncia de pontos

criticos (ug) em H! (RY) com

J(uy) — oo quando k — oo.

Ademais, obtemos a sequinte relacao:

/VukVU+w/ukv:/ukvloguz; VYo € HY(RY) N L (RY).
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Observacao: 3.10. Note que a relacao
/VUVU —i—w/uv = /uvloguz; Yo € HY(RY)n L (RY),

nao implica que u é uma solu¢ao fraca do Problema (3), pois, deveriamos ter a igualdade
acima para toda funcao v € HY(RY) e ndo apenas para aquelas funcoes de H'(RY)
que sao essencialmente limitadas e tem suporte compacto. Mas, veremos na Subsecao

(3.2.3) que, mesmo assim, u é uma solugao classica do Problema (3).

Demonstracao. Para provar esse resultado, utilizaremos a versao simétrica do Teorema
do Passo da Montanha para funcionais semicontinuos inferiormente (Corolario 2.13)
com X = H! ,(RY). Vejamos que J cumpre as condi¢oes desse teorema.

Observemos que, devido & Proposigao (3.4), obtemos que J cumpre a condigao
PS e, aplicando o Teorema (3.8), obtemos que J satisfaz as condicoes (c) e (d) do
Teorema do Passo da Montanha (Corolario (2.13)).

Portanto, basta verificar se J satisfaz as hipoteses geométricas do teorema. Imedi-
atamente, obtemos que J(0) = 0. Ainda mais, da desigualdade logaritmica de Sobolev,

obtemos que

1 w1 1
T = I+ Z5 =l - 5 [ o loga?
1 w+1 1
> IVl a3+ w4 1+ (1 + loga) — log |l )] ul
> cfull”.
Para um a > 0 adequado e ||u|| = p suficientemente pequeno. Assim, considerando
Vo:={0} e Z=H! (RY), temos

lull = p = cllul] < J(u) = cp < J(u).

Dessa forma, basta considerar o = c¢p para provar a primeira hipotese geométrica
(hipotese (a) do Corolério (2.13)).

Por fim, consideremos uma sequéncia estritamente crescente V}, de subespacos de
dimensao finita de H! ;(R") constituida por fungoes limitadas advindas dos autoespa-
¢os associados ao operador (—A + |z|?) (vide Referéncia (2)). Recordando que todas

as normas em V} sao equivalentes, se uma sequéncia em Vj é tomada de tal forma que
||t || = o0
entao também i, = ||u,,||2 = 0o. Escrevamos agora u,, = f;,w,, onde
W = ||um||2_1um

Logo,
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a) |[wmlls =1

b) ||Vl < e, pois

[Vl 2+ ]2 = um/wfn s (IVatl2 = pos — 1.

¢) ||wml|leo < C, pois (u,,) é formada por sequéncias limitadas.

Observemos agora que

1
Hum) = 5 (190 0 Dl [ 21052,
1
= 5 (G B+ o i = [ oo,
1
— 5 (il s 02—, [ g, )
12
= 2 (VB4 0+ 1) [ logdad, )
12
= 2 (Vw0 1) = [ om + og )
s 2 2 2 2
= (19wl 4 1)~ Togllnl [ g, )
12
= — W, (w+1) —logu,, — | w; logw
i (|19} + (1) —logp, — [ Lo,
2
< 7’”( — log p1p,,) — —o0.
pois G : [-C,C] — R, definida na Equagao 3.1, é uma fun¢ao continua e, assim, é

limitada e possui integral finita. Portanto, existe uma sequéncia (Ry) em (p,00) tal

que para u € Vi com ||u|| > Ry, temos
J(u) <0.

Dessa forma, a segunda hipotese geométrica (hipotese (b) do Corolario (2.13)) é satis-
feita e, assim, J possui uma sequéncia de pontos criticos (ug) tal que J(ug) — oo. pela

Proposigao (3.2),segue que

(T (u), 0) < [dT|(we)[o]] = 0 =
/VukVUer/ukv = /ukvlogui; VYo € HY(RY) N L (RY).

Como queriamos demonstrar. [ |
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3.2.2 Positividade

Nessa secao, verificaremos que dado uma funcao nao negativa s6 ha duas opgoes: Ou
essa funcao é positiva ou nula. Para isso, utilizaremos um principio do méaximo devido

a Vasquez ([25]):

Teorema 3.11 (Principio do Méximo). Seja u € L}, () tal que

loc

(i) Au € L},.(Q) no sentido das distribuicoes em
(ii) u > 0 quase em todo ponto em S,

(iii) Au < [(u) quase em todo ponto em {x € Q@ : 0 < u(x) < a}. onde a € uma
constante positiva e B : [0,a] — R € uma funcdo continua nao decrescente com
B(0) = 0. Sob a hipdtese de que B(S) =0 para algum S > 0 ou

a

/OQ(B(S)S)EIdS — %
caso B(S) > 0 quando S > 0.

Entao, uw =0 q.t.p. em Q ou u € estritamente positiva em ) no sentido de que para

todo compacto K C S, existe uma constante ¢ = ¢(K) > 0 tal que

u>c, qtpem K.

Vamos ao resultado de positividade:

Teorema 3.12. Seja u solugdo uma cldssica ndao negativa do problema (3). Entao, u

€ identicamente nula ou estritamente positiva.

Demonstrag¢ao. Aplicaremos o principio do maximo (3.11) com

ws — slogs?, ses#0
B(s) =

0, ses=20

Observemos que (3 ¢ uma fungdo continua, nao decrescente para s pequeno,
B(0) = 0 e B(/e?) = 0. Para cada solugao u € L} _(RY), temos Au € L] (RM).

loc loc

Dessa forma, aplicando o Teorema (3.11), segue que u é nula ou u é estritamente

positiva em Q. m
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3.2.3 Regularidade

Agora, iremos aplicar a teoria da regularidade para provar que os pontos criticos de J
obtidos no Teorema (3.9), sao, em verdade, solugoes classicas, ou seja, C%(R). Para isso,
precisaremos utilizar os teoremas da Teoria da Regularidade presentes no Apéndice B.

Agora, provemos que as solugoes fracas do Problema (3) sao fungoes C?(RY) :

Proposicao 3.13. Os pontos criticos do funcional J obtido no Teorema (5.9) sdao

fungoes C*(RYN) e solugdes cldssicas do Problema (3).

Demonstra¢ao. Seja uy um ponto critico do funcional J. Pelo Teorema (3.9), uo cumpre

a seguinte relacao:

Vug - Vudx +w/

u()vdx:/ vug log ug. (3.19)
RN RN

RN

para todo v € H'(RY) N LE(RY). Provemos que ug é solugao fraca do problema:

—Au = f(uy), em B(0,R)
u = up, sobre 0B(0, R).

Para isso, consideremos v € C°(B(0, R)) e seja © a extensdo de v para o RY com

supt(0) = supt(v). Aplicando v na Equagao (3.19), temos

Vuo-Vf}dx+w/ ugvdxr = / VU logug =
RN

RN RN

/ Vug - Vodx + w/ uobdr = / Vug log ug =
supt (D) supt(?) supt(D)

/ Vug - vdr + w/ uovdr = / vug log ug.
supt(v) supt(v) supt(v)
Como a func¢ao v se anula fora do seu suporte, segue que

/ Vug - Vodx + w/ upvdr = / v log ug. (3.20)
B(0,R) B(0,R) B(0,R)

para todo v € C°(B(0, R)), como C>(B(0, R)) é denso em H'(B(0, R)), segue por

continuidade, que

/ Vug - Vodz + w/ upvdr = / vug log ug (3.21)
B(O,R) B(O,R) B(O,R)

para todo v € H'(B(0, R)). Entao, ao considerarmos a fungao g : B(0,R) x R — R
onde

g(+,up) = —wug + yg log ug,
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obtemos que ug é solugao fraca do problema

_AUO - g('v UO())

em B(0, R). Observemos que g cumpre a condigao de crescimento exigida no teorema
de Brezys-Kato (Teorema B.2):

lg(z,up)| = | — wug + ug logu| < wlug| + |ug log ud|
Consideremos « > 0 tal que 1 + « € [1, %] Recordemos que
lim —
im =00
z—o0 log 22

Portanto, existe K > 1 > 0 tal que se ¢ B(0, K), entao
z® > log x°.

Por outro lado, a fun¢ao h : Rt — R onde h(x) = wx + zlog x? ¢ uma fun¢ao continua
e, assim, é limitada no compacto m por uma constante C; > 0. Portanto, se
lup| < K, entdo

|9(z, u0)| < h(luol) < M.

Por outro lado, se |ug| > K > 1, entdo |ug| < |uo|*™ e logud < |u|®. Assim,
|9(2, u0)| < wluo| + Juglog ug| < wluo|'™ + |ug| - [uola < Mfuo|' ™.
Em todo caso, temos
|9(, u0)| < M + Mifug| ™ < C(1+up™)

onde C' = max{M, M;} e (1+a) € [1, {*2]. Portanto, aplicando o Teorema de Brezis-
Kato (Teorema B.2), temos que a seguinte obtemos que uy € LY(B(0, R)) para todo
q € [1,00).

Agora, iremos regularizar a solugao uy por meio do Teorema de Agmon-Douglis-
Niremberg. Observemos que a nao linearidade da Identidade (3.19) é a fungao
f:RY = Ronde f(z) = ug(r)log(ui(x)), onde ug esté fixada. Sejam r > 1. Observe-
mos que:

[ (@)]" = |uo() log(ug ()| = |uo|"Juo|™ = luolr + c.

para a > 1 (vide a Proposi¢ao(3.1)). Como uy € L?(B(0, R)) para todo ¢ € [1,00),

temos f € L"(B(0, R)) para todo r > 1.

Assim, pelo Teorema de Agmon-Douglis-Niremberg (Teorema B.4), temos

ug € W"(B(0, R)) para todo r > 1. Usaremos, agora, o item (iv) das imersoes

de Sobolev (Teorema B.5). Consideremos r > N, m =1 e j = 1, entdo
N _ _

o <l=m= W?*"(B(0,R)) < C**(B(0,R))
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Portanto, ug € C*(B(0, R)) para algum « < 1. Provemos agora que uy € C2(B(0, R)).

Provaremos agora que o ¢ uma funcio C2?(B(0, R)), onde R é uma constante
positiva. Para isso, aplicaremos o teorema de Existéncia de Solucao para a Equacao
de Poisson (Teorema B.7).

Consideremos Q = B(0, R), f1 = g(-, uo(-)) — wue(-) € h = uy. Observemos que
B(0, R) é limitado cuja fronteira satisfaz o postulado de barreira (vide a Secdo 5.5 da
Referéncia [3]). Ademais, provemos que f; € C2.(£2). De fato, pois sendo f Lipschitz
na bola B(0, R), segue que

[f1(x) = fi)] = [f (uo(x)) = fuo(y))] < M - Juo(z) — uo(y)| < M - Myflx —y||*

Onde M ¢é a constante de Lipschitz de f e M; advém do fato de que uy € C*(B(0, R)).
Portanto, g € C%*(B(0, R)).

Sendo assim, existe uma tnica solugio u; € C?*(Q)NC(Q). Provemos que u; = uy.
Ora, se u; é solu¢ao classica do problema de Poisson (presente no Teorema (B.7), entao

uy € solucao fraca. Ou seja, em particular,

/QVul-Vvdx:/Qvfl(x).

para todo v € H'(Q) N L°(Q). Além, disso, como provado inicialmente, ug também
satisfaz essa identidade. Portanto, usando essas duas relacoes e percebendo que elas se

igualam na fronteira de €2, temos
/ V(uy —up) - Vodz = 0.
Q

para todo v € H'(Q) N LL(Q). Fazendo v = u; — ug, obtemos que V(u; — ug)(z) = 0
q.t.p. para z € Q. Como uy € CV*(B(0, R)), segue que V(u; — ug)(x) = 0 para todo
x € B(O, R). Como a bola é conexa, segue que u; —ug é constante na bola fechada. Ora,
como na fronteira de m , U1 = ug e, portanto, u; = up em toda a bola. Dai segue
que u; = ug, e, portanto, uy € C?(Q)NC°(Q). Como R > 0 foi tomado arbitrariamente,

obtemos que ug € C?(RY), como queriamos demonstrar. Daf obtemos também que
Aug 4+ wu = f(u), em B(0, R),
como R > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

Aug +wu = f(u), em RV,

Portanto, ug é solugdo classica do Problema (3). n
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Apéndice A
Introducao a Teoria do Género

Nesta secao, veremos a definicao de género de um conjunto assim como algumas
propriedades da Teoria de género assim como também contemplaremos uma introdugao
da Teoria do Indice.

Esse apéndice foi baseado no capitulo 7 do Livro "Minimax Methods in Critical
Point Theory with Applications to Differential Equations"de Rabinowitz (referéncia
[22]).

Consideremos F um Espaco de Banach Real, G um grupo de aplicacoes de E em
E e o conjunto e I € C(E,R). Vejamos o seguinte teorema:

Teorema A.l. Se I € CY(E,R) e € par, entio I|gm—1 tem, no minimo, m pares

distintos de pontos criticos.

Para provar esse tipo de teorema, precisamos de uma ferramenta que auxilie a
"medir o tamanho"da simetria do conjunto. A simetria de um conjunto diz respeito ao
conjunto invariante por grupos de simetria. Neste contexto, foi desenvolvida a Teoria
de categoria de Ljusternik-Schnirelmann. H& um conceito mais simples que é mais facil
para lidar e serd usado aqui: O género.

A Teoria de género é devida a Krasnoselski. Apesar de que utilizaremos uma

definicao equivalente devido a Coffman. Consideremos o conjunto:

Y(F)={A cC E\{0}; A éfechado e simétrico com respeito a origem}.
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Definigao A.2. Seja A € X(F). Definimos o género de A, denotado por v(A), como
sendo o menor inteiro positivo n tal que, existe ¢ € C'(A,R™\ {0}) impar. Quando nao

existe n para A, definimos y(A) = oo e se A =\, denotamos v(A) = 0.

O seguinte exemplo mostra como associar um conjunto que nao é simétrico com
respeito a origem a um conjunto simétrico e, além disso, a calcular o género desse

conjunto.

Exemplo 15. Se B C E ¢ fechado e BN (—B) = (), tomando A = B U (—B), temos
v(A) =1.

Observemos que A € X(E), pois A C E'\ {0} ¢é fechado e simétrico em E. Além

disso, definindo a aplicagdo ¢ : A — R\ {0} por

1, sex € B
p(r) =
-1, sex ¢ —B

temos que tal aplica¢do é continua e impar. Portanto, v(A) = 1.

Observagao: A.3. Se A € X(FE) e y(A) > 1, entdo A tem uma infinidade de pontos
distintos.

Realmente, suponha, por absurdo, que se A fosse finito, poderiamos escrever
A = BU(—B) com B fechado tal que BN (—B) = ). Entdo, v(A) = 1, o que é um

absurdo.

Exemplo 16. Seja n > 1 e A um conjunto isomorfo ao S™ por uma aplicacao impar,
entdo y(A) > 1. De fato, caso contrario, teriamos y(A) = 1 e, assim, por definigao,

existiria ¢ € C(A,R \ {0}) com ¢ impar. Considere agora x € A tal que
p(x) > 0= p(-z) = —p(z) <0.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediério, segue que existe um elemento y entre = e
—x tal que ¢(y) = 0, um absurdo, pois p(A4) C R\ {0}. Portanto, y(A) > 1.

Definicao A.4. Seja A € ¥(FE) e § > 0, denotemos Ns(A) uma d—vizinhanca de A,
isto &,
Ns(A) ={z € E;d(z,A) < 6}.
Para o proximo teorema, precisaremos do seguinte resultado de topologia geral

(Proposicao 2 do capitulo 10 da referéncia [17]):
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Teorema A.5 (Teorema de Extensdo de Tietze). Sejam F' um subconjunto fechado de
um espaco normado X e J um intervalo da reta real. Dada uma funcgao real continua
[ F — J, existe uma fun¢ao continua ¢ : X — J tal que p(x) = f(x) para todo
x e F.

Vejamos as principais propriedades do género:
Proposicao A.6. Sejam A, B € ¥.(F). Entao,
I) Normalizagao: Se x # 0, entio y({z} U {—=x}) = 1.

II) Preservag¢do por aplicagdo continua:Se existe f € C(A, B) impar, entio
Y(A) <~(B).

III) Se A C B, entio v(A) < ~(B).
IV) Subaditividade: v(AU B) < ~v(A) + ~v(B).

V) Propriedade de continuidade: Se A é compacto, entao v(A) < oo e existe
d > 0 tal que Ns(A) € 3(E) e v(Ns(A)) = v(A).

Demonstragao. 1) Segue do exemplo (15).

IT) Se v(B) = oo o resultado segue de imediato. Se y(A) = oo, teremos v(B) = oo.
De fato, caso contrario, teriamos um n € N tal que, existiria ¢ : B — R" \ {0}

impar. Desta forma, g = 9o f: A — R™\ {0} é continua e impar. Absurdo!

Com isso, suporemos que, Y(A),v(B) < oo. Dai, digamos que v(B) = n logo,

existe uma aplicagao continua e impar ¢ : B — R" \ {0}. Assim,

g=wof:A—=R"\{0}
é continua e impar, de onde segue que, v(A) < n. Portanto, v(A) < v(B).

IIT) Basta considerar no item (//I) a fungdo f como sendo a aplicacdo inclusdo
i:A— B.

IV) Suponha que, v(A) = m e y(B) = n. Entdo existem duas fung¢des continuas
e impares, ¢ € C(A,R™\ {0}) e ¢ € C(B,R"\ {0}). Pelo Teorema de Tietze,
existem ¢ € C(E,R™) e ¢ € C(E,R") tais que, ¢|4 = ¢ e ¢|p = ¢. Se necessario,
podemos substituir $ e ¢ por suas partes impares, logo podemos supor qg e Y
fmpares. Agora, consideremos f = ($,¢), entio f € C(AU B,R™™\ {0}) ¢
impar. Portanto,

YAUB) > m+n = (4) +1(B).
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V) Paracadaz € A, definamos r(z) = 3||z|| =r = (—2) e T, = By(»)(2)UB,») (—2).

Pelo exemplo 15, temos (7;) = 1. Notemos que,

AclT

e pela compacidade de A, segue que existem xy,z9,- -,z € A tais que
A c Ui, T,,. Portanto,

k
Y(A) <~ (U Txi) < Zf:lV(Txi) =k < o0,
=1

Supondo v(A) = n, existe p € C(A,R"\ {0}) impar. Novamente, pelo Teorema
de Tietze, existe p € C(E,R") impar que estende ¢. Agora, sendo A compacto
e ¢ continua, existe d > 0 tal que @ # 0 em Ns(A). Logo, v(Ns(A)) < n = y(A).
Além disso, como A C Ns(A), temos v(A) < v(Ns(A)).

Observagao: A.7. Se v(B) < oo, entdao y(A\ B) > v(A) —v(B).
De fato, como

temos

o que implica em,

Para provar o proximo resultado, usaremos o Teorema de Borsuk-Ulam:

Teorema A.8. (Teorema de Borsuk-Ulam) Sejam Q@ C RN um aberto, limitado e
stmétrico com respeito a origem 0 € e f: Q) — R™ uma funcao continua. Suponha
que, m < N. Entao, eriste x € 02 tal que f(z) = f(—x).

Proposigao A.9. Sejam A € X(FE) e Q C R* um aberto limitado e simétrico com res-

peito a origem 0 € Q. Se emiste h € C(A,00) homeomorfismo impar, entdo
Y(A) = k.

Demonstragao. Verifiquemos que v(A) < k. De fato, notemos que, por 2 ser abeto,
temos 2 N IN = (. Logo,
0€Q=0¢oN.

Portanto, como 0S2 ¢ fechado e {0} é compacto, temos d({0}, 0€2) > 0. Assim, podemos
estender o contradominio de h para R*\ {0}, onde h ¢ 0 fora de uma ¢ vizinhanga de 99).
Dessa forma, v(A) < k. Suponhamos, v(A4) = j < k, entdo existe ¢ € C(A,R7 \ {0})
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fmpar. Como ¢ o h™' € C(9Q, R’ \ {0}) é impar, segue do Teorema de Borsuk-Ulam,
que existe x € 0f2, tal que

(poh™)(z) = (poh™)(~x)
logo,
(poh™)(z) = (poh ) (~2) =0

e, por @ o h™! ser impar, segue que
(poh ) (z)=0.

Absurdo! Portanto, v(A) = k. n

Observagao: A.10. Se F' é um subespaco de E' de dimensao k e Sllffl é a esfera unitaria
de F, entdao v(S5 ') = k.

De fato, na proposi¢ao anterior, consideremos A = S]]ffl, Q=DBF0,1)c F=R*
e h sendo a aplicacao inclusao ¢ : Sﬁ_l — 0f) que é um homeomorfismo impar. Logo,
V(S Y = k.
Proposicao A.11. Sejam X um subespago de E de codimensao k e A € Y(E) com
v(A) > k. Entao, AN X # 0.

Demonstracao. Facamos E = V @& X, onde V é subespaco fechado k— dimensional
de E. Tomemos P a projecao de E em V. Suponha, por absurdo, que AN X # 0.
Considere, P, : A — SNV dada por,

P(x)
P(x) = ——.
1P ()]
onde S é a esfera unitaria de E. Note que P, é continua e impar. Dai,
Y(A) < A(SNV) =~(SE™!) = k. Absurdo! Portanto, AN X # (. n

Como mencionado anteriormente, ha outros caminhos para "medir a simetria"
dos conjuntos, nao somente no Zs, mas para agoes de grupos mais gerais.
Sejam G um grupo e E um espaco de Banach real munido de uma acao de grupo

de G. Recordemos a definicao 1.27 do FlizG :
Fiz(G)={u € E | g-u=uparatodo g € G }.
Consideremos £ a familia de subconjuntos invariantes de £\ {0}, i.e.,
AelreA=gre A VgeGex e A
Dizemos que ha uma teoria do indice para (F,G) se existe uma aplicacao
i:&— NU{oo}

tal que, para todo A, B € & :
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12 Normalizagao: Se x ¢ FizG, entao i (UgeG gq:) =1

22 Preservacgio por aplicagdo continua: Se f € C(A, B) e f é equivariante (defi-

ni¢ao 1.26).
32 Monotonicidade: A C B = i(A) <i(B).
4° Subaditividade: i(AU B) < i(A) +i(B).

52 Propriedade da Continuidade: Se A é compacto e AN FizG = 0, entao i(A) <

oo e existe 6 > 0 tal que

Ns(A) € & e i(Ns(A)) = i(A).

Observe que a teoria do Género e a teoria de Categoria sao casos particulares da

Teoria do Indice. Para mais informacoes, indicamos a referéncia 22.



Apéndice B

Resultados sobre teoria da

regularidade

A seguir serao listados alguns resultados da teoria de regularidade como: O Teo-
rema de Brezis-Kato, um Teorema de existéncia de Solucao para o Problema de Diri-
chlet da Equacao de Poisson e uma versao do Teorema de Agmon-Douglis-Niremberg
e algumas imersoes continuas de Sobolev.

Consideremos o problema (A)
Au = g(-,u), em Q

onde  C RY & um dominio e g : @ x R — R & uma funcio de Carathéodory. Além

disso, suponhamos que g satisfaz a condi¢ao de crescimento,

|g(z, u)| < C(L+ [uf?),

com p € [1, %} , N > 3. Vejamos o que é uma solucao para o problema (A)

Definicao B.1. Uma funcao u € H}

loc

() é solugao do problema (A) quando
/QVU(ZL’)VU(J]) = /ﬂg(m,u(m))v

para todo v € H}

loc

Q).

Para regularizar as solugoes, precisamos de um resultado de regularidade que nao

necessite da limitacao do dominio, visto que estamos trabalhando no RY. Um teorema
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que, nesse contexto, nos sera bastante ttil é o teorema devido a Brezis-Kato presente

no apéndice B do livro de Michael Struwe (|24]):

Teorema B.2 (Brezis-Kato). Sejam Q um dominio em RY e g : Q x R — R uma

fungao de Carathéodory tal que, para quase todo x € €, vale
|g(z, u)] < a(x)(1 + |ul)

com uma fungdo a € Ll%OC(Q). Se u € H}.(Q) é uma solugao fraca de (A), entdo

u € LY (Q) para qualquer q € [1,00). Se u € H}(Q) e a € L3(), entdo u € LI(R),

para qualquer ¢ € [1,00). Se u € H}(Q) e a € L2(Q), entdo u € LI(Q) para todo
q € [1,00).

Observagao: B.3. A fungao g que cumpre o crescimento dado no problema (A) também

cumpre o crescimento da hipotese do Teorema de Brezis-Kato. De fato, basta considerar

gl )]
@) = T )]

e observar que a € L2 (Q).

loc

Teorema B.4. (Agmon-Douglis-Niremberg) Sejam f € L"(RY) e u € HY(RYN), verifi-
cando
Vqudx—i—/ uv = fu
RN RN RN

para todo v € C°(RY). Entdo, u € W™ (RY) e existe C > 0 independente de f, tal
que

[ullwer@yy < Cl|f]|Lr @y
E recordemos também as imersoes de Sobolev (Capitulo 4 do livro do Adams [1]):

Teorema B.5. Seja Q2 um dominio reqular, m € N e 1 < p < co. Entao, para qualquer

7 €N, as imersoes abairzo sao continuas:

(i) Sem <™, entio Witmr(Q) — WHi(Q), p < q < 2.

(1)) Sem = %, entao WItmr(Q) — Wi1(Q), p < q < oo.

(iii) Se % <m, entio Witm?(Q) — C%L(),

(iv) Sem —1 <X <m, entio WHmP(Q) — CH(Q), com 0 < a <m — .
P P

onde C'jjB(Q) ¢ o subespago de C7(Q) formado pelas fungoes que, juntamente com suas

deriwadas até a ordem j sao limitadas em €.

O seguinte teorema é baseado na se¢ao 9.2 das notas de aula de Rodney (|3])

onde ha a hipotese geométrica do postulado de barreira
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Definicao B.6. Dado um aberto limitado 2 C RY, dizemos que 052 satisfaz o postu-
lado de barreira se para todo ponto y € 9 existe uma funcio w € C°(Q) tal que w é

super-harmonica em €, w(y) =0 e w > 0 em Q\ {y}.

Observemos o Teorema de Existéncia de Solucao para o Problema de Dirichlet

da Equacgao de Poisson:

Teorema B.7. (Ezxisténcia de Solugcdo para o Problema de Dirichlet da Fquacdo de
Poisson) Sejam Q C R™ um aberto limitado cuja fronteira satisfaz o postulado da
barreira, f € C2.(Q) N L®(Q) e h € C°0N). Entio o problema de Dirichlet para a
equUacao

—Au=f, em)

u=h, sobre 0f).

possui uma tnica solugio u € C*(Q) N C°(Q).
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Resumo

Neste trabalho, estaremos interessados em estudar resultados de multiplicidade de
solucoes e positividade de solucoes para a equacao de Schrondinger cuja nao linearidade
é logaritmica. A nao linearidade logaritmica traz muitos desafios. Por exemplo, ao
fazer uma analise variacional, percebe-se que o funcional energia associado nao ¢ de
classe C1(RY). Sendo assim, nessa dissertagao ¢ apresentada uma Versdo Simétrica
do Teorema do Passo da Montanha para funcionais semicontinuos inferiormente que é
elaborada por meio do conceito de inclinagao fraca (weak slope).

Palavras-chave: Equacao logaritmica de Schrodinger; Inclinacao fraca; Versao
Simétrica do Teorema do Passo da Montanha para funcionais semicontinuos inferior-

mente.



Abstract

In this essay, we are interested to study some results of solution multiplicity and
positivity about the Schrondinger’s equation which its non-linearity is logarithmic.
This non-linearity brings up many issues. For instance, by doing a varational analysis,
we realize that the functional energy is not in C'(R”) class. Therefore, in this Master’s
thesis, it is shown a version of a Simetric Mountain Pass for lower semicontinuity which
is drown up trough of the concept of weak slope.

Keywords: Logarithmic Schréndinger’s Equation; Weak Slope; Simetric Moun-

tain Pass for lower semicontinuity.
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Notacoes

o B(wg;r)={z €eRY : |z — x| <71}, r>0;

o RY = {(z1,29,...,2n5) 2 €Ri=1,.., N} e Ry = [0, +00);

o supt(u) = {xr € Q:u(xr) # 0}, onde u: Q — R;

e v (x) = max{0,u(z)} e u () = max{0, —u(z)}, onde u : 2 — R é uma fungao

mensuravel;

e Dado u : 2 — R uma funcao mensuravel, definimos, para algum M € R,
[u>M] ={z€Q : ulx) > M}. Analogamente define-se [u < M|, [u > M] e
[u < MJ;

e — designa convergéncia fraca e = designa convergéncia fraca estrela;
e A — B designa que A estd imerso em B;
o (p(Q2) ={u:Q — R:ué continua com supp(u) C 2 compacto};
o [P(Q) = {u : © — R mensuravel : / |u(z)Pdx < —I—oo} ,p € [1,400);
Q
o L°(0) ={u:Q — R mensuravel : existe ¢ > 0 tal que |u(z)| < ¢ q.t.p. em Q};
o CF(Q) ={u:Q — R:ué continuamente derivavel k vezes};
o L (Q) = {u : 2 — R mensurével : /A|u(x)\dx < 400, para qualquer A CC Q} ;

e X’ denota o dual topologico de X;



iv
e ||-||« denota a norma dos funcionais lineares continuos, isto ¢, dados X um espaco

de Banach e I € X'

]|« =sup{|I(z)| : x € Xel|z|]|x <1}

e G(f) denota o gréfico da fungio f.



Introducao

A fisica quantica é o estudo dos fenémenos fisicos para micro-objetos como, por
exemplo, dtomos e moléculas. O tamanho para que um objeto seja considerado um
micro-objeto ¢ determinado pela sua magnitude comparada & constante de Planck
h26,62-10"34 m? - kg-s—!. Para os macro-objetos, a fisica classica descreve bem o
comportamento desses objetos.

Porém, os sentidos humanos sao incapazes, geralmente, para compreender os mi-
cro fendmenos diretamente. Sendo assim, faz-se necessario um aparato intermediario
tal qual o seu comportamento pode ser interpretado pela mecanica classica. E, obser-
vando tais mudancas, pode-se concluir alteracoes na dimensao quantica desse aparato
intermediador.

Dessa forma, para fazer um estudo profundo da mecéanica quantica, o fisico J. Von
Neumann determinou um sistema basico de postulados. Vejamos o primeiro postulado:
Postulado 1. Os estados de um sistema mecdnico qudintico sao descritos por vetores
nao nulos de um espaco de Hilbert complexo e separdvel L. Dois vetores descrevem
o mesmo estado se, e somente se, que sao diferentes por apenas um fator complexo

nao-nulo. Cada estado observdvel corresponde unicamente a um operador autoadjunto
em L.

O espaco L é denominado por espaco de estado e os vetores desse espaco sao
chamados por vetores de estado. Nessa perspectiva, pode-se ver como os fendmenos
da mecanica quantica podem ser estudados por meio de ferramentas sofisticadas da
andlise funcional tais como a Teoria Espectral.

Na mecanica quantica, segundo Berezin e Shubin (|2]), a mais importante quan-

tidade fisica de qualquer sistema mecanico quantico é a energia desse sistema. De-
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nominando por H um operador energia, o postulado 3 de Neumann afirma que esse

operador determina a lei da evolucao do sistema mecanico quantico:

Postulado 2. Seja ¢y € L o estado do sistema para t = 0. Entdao, para qualquer t,
o estado do sistema € representado pelo vetor (t) = Upby, onde Uy € um operador
unitdrio denominado por operador evolu¢do. A fungao vetorial 1(t) € diferencidvel se
Y(t) € Dy, onde Dy € o dominio do operador H (somente no casot = 0) e, nesse

caso,

L di(t) B
th—— = H(y(t)), (1)

onde h € a constante de Planck e i = \/—1 a unidade tmagindria.

A Relagdo (1) é a equagao base para a mecanica quantica e é denominada de
Equacao de Schrodinger.

Nesta dissertacao, apresentaremos uma teoria dos pontos criticos para funcionais
nao suaves, seguindo os passos do artigo de D.Avenia, Montefusco e Squassina [11],

afim de utilizd-lo para analisar solugoes da seguinte equacao de Schrodinger:
10,6+ Ad + ¢ log 9[> = 0 (2)

sendo ¢ : [0,00] x RY — C e N > 3. Observe que a Equagao (2) pode ser considerada

uma equacao de Schrédinger, pois ao definir

H(¢) = —h(A¢ + ¢log |¢]*).

Podemos escrever a Equagao (2) como a Equacao (1). Segundo Zloshchastiev
[26], as solucoes dessa equagao admite aplicagdes na mecanica quantica, 6tica quantica,
fisica nuclear, fenémenos de transporte e difusao, sistemas quanticos abertos, gravidade
quantica efetiva, teoria da superfluidibilidade e a condensagao de Bose-Einstein.

Considere as ondas estacionarias sdo fun¢oes da forma ¢ = e“'u(zx), onde u é

uma fungao que é solucao do problema:
—Au + wu = ulog u?, (3)

onde u € H'(RY). Essas ondas estacionarias sao solugdes da Equagao (2). Dessa forma,
para solucionar a Equagao (2), basta procurar as solugoes da equagao diferencial parcial
eliptica (3). Para fazer uma andlise variacional desse problema, inspirados pela teoria

dos pontos criticos, somos motivados a estudar os pontos criticos do funcional:

J(u) = %/WUMWT“/W—%/G(U). (4)



onde G : R — R é dada por

s*log(s®), ses#0
G(s) =

0, se s =0.
Devido a desigualdade logaritmica de Sobolev presente no livro Analysis de Lieb-Loss
(|16], Capitulo 8), temos

2 ) _ @ 2 2 2
[ 1o < Il + (o ull — (1 + @)l o)
para todo u € HY(RY) e a > 0. Assim, J(u) > —oo. Mas, existem elementos
u € H'(RY) tais que [ u?logu? = —oo. Por exemplo,
Exemplo 1. Considere uma fungao suave u € H*(RY) tal que
(J2 2 log [z])7!,  |2| >3,

0, lz| < 2.

Entdo, [w?logu® = —oo. Provemos que, para N = 1, temos [, u*logu® = —oo.

Observemos que, sendo u uma funcao continua, temos

2
‘ / u? log u?dx
—2

Como u é uma funcao par, segue que podemos ater a nossa atencao a integral:

/ u?log u?dx.
3

Substituindo o valor de u e usando propriedades do logaritmo, obtemos que

/ log u?d — / logz + 2 - log(log x)dx.
3 3 z(log z)?

< OQ.

Fazendo a substituicao de variavel y = log x, obtemos que dy = %dz. Portanto,

>0 > 21 < 1 < 2.1
/ 2log ulde — _/ y+2 los),, _ _ (/ _dy+/ 0_§@>dy> |
3 log(3) Yy log(3) Y log(3) Yy

onde a segunda integral é finita e a primeira ¢ infinita. Portanto,
/u2 log u*dr = —o0.
R

Entdo, em geral, J nao ¢ C* em H'(RY).
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Devido a perca de suavidade, no estudo da existéncia de solugoes para a Equagao
(3), segundo D’Avenia, Montefusco e Squassina [11], ha outros trabalhos cuja abor-
dagem ¢ indireta. Por um lado, no artigo de Cazenave [8], a ideia ¢ trabalhar com o

espaco de Banach:

W = {uEHl(RN); /uQ\logUQ\ < oo}.

||uHW:||uHH1+mf{v>o; /A(@) §1},

onde A(s) = —s?logs® em [0,673] e A(s) = 3s* + 4e s — e % em [e73,00). Sendo

com norma:

assim, nessa estrutura, J : W — R esta bem definida e ¢ C. Por outro lado, no artigo
de Guerrero, Lopez e Nieto [15], é penalizada a nao linearidade em torno da origem
afim de obter estimativas a priori afim de encontro solucées nao triviais como limite.
Nessa dissertacao, sera apresentada uma abordagem direta, realizada por D’Avenia,
Montefusco e Squassina, para determinar multiplas solucoes da Equacao 3 por meio do
estudo da inclinacao fraca.

Inicialmente, afim de evitar a ma definicao da expressao

/Vqu+w/uv:/uvlogu2; v € HY(RY),

consideraremos apenas as funcoes testes v de H'(RY) que sdo essencialmente limitadas

e possuiem suporte compactos, pois, nos asseguraremos que
/uv log u*dx < oo
e fica bem definida a expressao:
/Vqu —i—w/uv = /uvloguz; Yo € H'(RY) N L (RY).

Sabendo que o funcional J tem uma perca de suavidade, no capitulo 1 é desen-
volvido o conceito de inclinagao fraca. O conceito de inclinagao fraca procura dar um
sentido de inclinacao de uma derivada para funcoes semicontinuas inferiormente. Na
secao 2 do capitulo 1 é mostrada relacoes entre o conceito de inclinacao fraca e outros
conceitos de derivadas, a saber, a inclinagao forte [14], o gradiente generalizado de

Clark (]9],]10],]19] e |23]) e a derivada classica. Na se¢@o 3 é apresentada a inclinacdo
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fraca equivariante juntamente com os conceitos balizares como agao de grupo e grupo
de Lie [21].

Na primeira secao do capitulo 2, sao apresentados os conceitos de sequéncia
Palais-Smale e a condi¢ao Palais-Smale para funcionais nao-suaves. Na segunda se-
¢ao é provado um teorema da deformacao para fungoes apenas continuas e, ainda mais,
a deformacao é equivariante em relacao a acao de grupo em questao. Ja na secao 3,
inspirados pela versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha presente no traba-
lho do Rabinowitz [22], é mostrada uma versao desse teorema para funcionais que sao
apenas semicontinuos inferiormente.

Por fim, no capitulo 3, é mostrado que a Equacao (3) possui uma infinidade de
solugoes cuja energias converge para mais infinto. Ademais, é discutida a positividade

dessas solugdes e é provado que tais solugdes siao fungoes C?(RY).



Capitulo 1

A inclinacao fraca

Neste capitulo apresentaremos uma generalizacao do conceito de derivada para
funcionais que nao sao derivaveis no sentido classico.

A teoria apresentada a seguir define o conceito de inclinagao fraca (weak slope)
que tem muita semelhanca e relacao com a norma da diferencial de um funcional. Na
Secao 1.1, veremos como tal teoria é construida para fungoes continuas e, em seguida,
estendida para fun¢oes semicontinuas inferiormente (s.c.i.).

Vale ressaltar que ha diversas generalizacoes do conceito de derivada. Por exem-
plo, o gradiente generalizado de Clarke (vide |9],[10[,]19] e |23]), a subdiferencial e a
inclinagao forte (vide [14). Na Segao 1.2, veremos algumas relagdes entre esses con-
ceitos de derivada e provaremos algumas relacoes desses conceitos com o conceito de
inclinacao fraca.

Por fim, na Secao 1.3, veremos o conceito de inclinacao fraca equivariante que
é uma generalizacdo do conceito de inclinacao fraca para funcées que possuem certas

simetrias e discutiremos algumas de suas propriedades e implicacoes.

1.1 Inclinacao fraca

Ao longo dessa secao, consideraremos X como um espaco métrico munido com a

métrica d.

Definicao 1.1. Sejam f : X — R uma fun¢ao continua e v € X. Denotaremos por
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|df|(u) como o supremo dos o € [0, +0o0] tal que existe 6 > 0 e uma aplicagao continua,
H : B(u,d) x [0,6] = X

tal que
a) d(H(v,t),v) <t,
b) f(H(v,t)) < f(v) —at.
O numero real estendido |df|(u) é chamada inclinagdo fraca de f em w.

Exemplo 2. Sejam (X, d) um espago métrico e g : X — R uma funcéo Lipschitz com
constante de Lipschitz k, entao |dg|(z) < k.

De fato, seja 0 > 0 tal que exista uma aplicacao continua
H : B(u,d) x [0,6] = X
tal que
(i) d(H(v,t),v) <t,

(i) g(H(v,t)) < g(v) — ot.

Observemos que

ot < g(v)—g(H(v,t))
_ o, < 90 —g(H{vt) _k-dv,H(v,1))
< ; < t
o < BTy
t

Logo, o k é uma cota superior para esses 0. Como |dg|(z) é o supremo de tais o, segue
que
|dg|(z) < k.

Observe que tal propriedade é visivel geometricamente, visto que toda funcao lipschitz
estd entre duas fungoes afins com inclinagao k. Portanto, faz sentido que a inclinagao

fraca seja majorada por essa constante k (vide Figura 1.1).

Exemplo 3. Consideremos agora f : R — R, onde f(z) = |z|. Entao

1, sex #0
|df|(x) =
0, sex=0.
De fato, vejamos, primeiramente, para o caso em que x, é positivo. Observemos

que, pelo Exemplo (2), temos |df|(zo) < 1. Falta entdo provar que |df|(zo) > 1.
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h(z) = f(zo) + klz — x|

g(x) = f(wg) — klz — x|

1 15 2 25 3 35
-05

Figura 1.1: Funcgao Lipschitz delimitada por fungoes lineares com inclinagao k.

Consideremos § = 2, H : B(xo,6) x [0,0] — R onde H(y,t) = y —t. Notemos que H

¢ continua e que
d(H(y,t)y) =ly—t—yl=1t|=t
para todo y € B(x,0).
Mostremos agora que H goza da propriedade (b) presente na Defini¢ao (1.1). Seja
y € B(zg,0) et €[0,6]. Observemos que podemos escrever y = T+ € ou y = Ty — €,

onde € € [0,0]. Ora, se y = o + €, entao

yl =y —t] _ |wo+el —lwo + e 1]

t t
Como t < § = %2, segue que
Logo,
lyl — |y — t| :a:0+e—(.ro+e—t) :é>1'
t t t
Por outro lado, se y = x9 — € e, ao observarmos que ¢,t € [0, %], temos
xro —€—1t > 0. Logo,
Yl —ly—tl _wo—e—(ro—e—t) t_
t t t

Tendo em vista que, em ambos os casos, temos

fly) = f(H(y,1))
t

1<

para todo y € B(z,d) e t € [0,]. Dai, por meio de manipulagoes algébricas, segue que

f(H(y,t) < fly) —1-t.
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Dessa forma, por defini¢ao, devemos ter |df|(z¢) > 1. Portanto, |df|(xo) = 1 para
To > 0.
Analogamente, mostra-se que |df|(z¢) = 1 para xy negativo. Observe que, nessas

regioes, a funcao modulo é derivavel e, ainda mais,

|[f'(@)] =1 = |df|(x)

para x # 0.

Tal igualdade nao é uma mera coincidéncia, no Corolario 1.21, é afirmado que,
para funcgoes deriviveis, a inclinacao fraca coincide com a norma da diferencial da
funcao em questao.

Vejamos agora o caso em que x é nulo. Para isso, consideremos ¢ > 0 e uma
aplicacao H associada a o conforme a Defini¢do (1.1). Observemos que, ao aplicarmos

v = 0 na propriedade (b) de H, temos

f(H(0,t) < f(0)—0o-t=
£0) — S(HO.0) _
t
0 - 1H#©O.0] _
100

o <

IN

o
Logo, 0 = 0. Sendo assim, |df|(0) = supo = 0.

Observemos que, nesse tultimo exemplo, vimos que a inclinagao fraca da funcao
modulo no 0 é o 0. Perceba que 0 € um minimo global da funcao modulo. A proxima

proposi¢ao mostra que a inclinacao fraca ¢ nula em minimos locais.

Proposicao 1.2. Sejam f : X — R uma funcdo continua e U C X um subconjunto

aberto. Se w € U é um ponto de minimo local de f, entdo |df|(u) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que |df|(u) > 0. Consideremos o € (0, |df](0))
e uma aplicacao H : U x [0,6] — R como na Definigao (1.1). Sendo assim,

a) d(z, H(x,t)) <t

b) f(H(x,t)) < f(x) — ot

para todo x € U e t € [0,0]. Note que, da propriedade (a), temos
H(xz,t) - z, quando t — 0.
Sendo x = u um ponto de minimo, segue que existe 6; > 0 tal que

f(u) < f(H(u,t)), Yt €[0,0],
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visto que u é um ponto de minimo local de f. Dessa forma, observemos agora que, de
(b), temos
— f(H
< 10 = 1(0.0)

aplicando = = u, temos

o< fu) = ft(H(uvt)) <0, Vtelo,s]

Assim, o 0 é uma cota superior de tais o, portanto

|df|(u) <0 = |df|(u) = 0.

[ |
A seguir, definiremos dois importantes conjuntos que serdao o alicerce para a
construcao do conceito de inclinagao fraca para funcoes semicontinuas inferiormente:

Definicdo 1.3. Seja f : X — R uma funcio semicontinua inferiormente. Denomina-

mos de dominio efetivo de f o conjunto
D(f) ={z e X : f(u) < oo}
e de epigréfico de f o conjunto
epi(f) = {(u,§) € X X R; f(u) < &}
onde o epigrafico ¢ munido com a métrica

d((u, €), (v, 1)) = (d(u,v))? +[€ — uf*)=.

Observagdo: 1.4. Se f & semicontinua inferiormente, entdo o epi(f) é fechado em

X xR. De fato, seja (u, &) € epi(f). Logo, existe uma sequéncia ((un,&,)) de elementos
de € epi(f) tal que

(tn; &) = (u,€),

segundo a métrica do epi(f). Sendo assim,

d((tn, &), (1, €)) — 0.

Como 0 < d(un,u) < d((un,&n), (u,€)) € 0 < [&n — &] < d((un, &n), (u,€)), segue que
(d(up,u)) e (|&, — &]) convergem para 0. Portanto,

U, >u em X e & —& em R.
Como (uy,&,) € epi(f), temos
fluy) <&, YneN
Dessa maneira, podemos fazer n — oo e ao observar que f é s.c.i., temos
f(u) < liminf f(u,) < liminf§, = &.

Portanto, (u, &) € epi(f). Dessa forma, epi(f) ¢ fechado.
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Definigao 1.5. Seja f : X — R U {400} uma fun¢io s.c.i.. Definamos a fungao
Gr :epi(f) — R onde

Gr(u, &) =¢.
Proposicao 1.6. A funcao Gy € uma funcao lipschitz.
Demonstracao. De fato, observemos que
1Gp(u, &) = Gplo, )| = [€—n
< 1 d((uv é)a (Ua M))

Observagao: 1.7. Como a funcao Gy é Lipschitz de constante 1, segue, do Exemplo 2,
que

|dGy|(u,§) <1
para todo (u,&) € epi(f).
A seguinte proposi¢do mostrard uma relagao entre |dGs|(u, €) e |df|(u) quando f
é uma funcao continua. Vejamos:

Proposicao 1.8. Sejam f: X — R uma funcdo continua, u € X e & € R. Entao

a)

_ldilw)
4G, (u, f(w) = 4 VErGa®” > |df|(u) < o0
1, se |df|(u) = 400

b) 1dG¢|(u,§) =1, se f(u) <&.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que

) se |df|(u) < oo
4Gy |(u, f(u)) > { VR (416D @)
1, se |df|(u) = +o0
Se |df(u)] = 0, entdo a desigualdade é verdadeira. Por outro lado, seja

0 < o < |df|(u) e consideremos H : B(u,d) x [0,0] — X uma aplicagdo continua
como na Defini¢do (1.1). Considere K : (B((u, f(u)),0) Nepi(f)) x [0,d] — epi(f)
dada por

t o
K((v,u,t)=(H (v,— | , 4 — —t | .
(oot = (1 (0t ) = Tt
Notemos que K esta bem definida pois, ao aplicar a propriedade (b) de H presente
na Definigao (1.1), temos

(o) = 10

IN
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visto que (v,pu) € epi(f). Assim, K((v,pu),t) € epi(f). Vejamos que K goza das
propriedades (a) e (b) da Definigao (1.1).
Propriedade (a):

Observemos que, ao aplicarmos a propriedade (a) de H, temos

(1 () ) o))

2 o242 3
< + =t.
- (1—1—02 1—1—02)

Propriedade (b): Notemos que

d(K((v, ), 1), (v, 1))

ot g( ) ot
_— — v, ) — —Y——.
V14 o0? e V14 0?2

Dessa forma, por definicdo de inclinagao fraca, segue que

Gr (K ((v,p),1))) = p —

o
dGrl(u, f(u)) > ——. 1.2
Consideremos uma sequéncia maximizante (o,) tal que
on — |df |(u).
Vejamos agora dois casos:
Caso 1: |df|(u) < oc.
Assim, obtemos que
on — |df|(u).
Como a funcao f; : RT — R dada por
x
€Tr) =
ho = e
é continua e, por (1.2), temos
4G\ (u, £ () 2 —=
u, f(u)) > ——.
d V1+0o2
Fazendo n — oo, segue que
|df | (u)
|dG¢|(u, f(u)) = : 1.3
! T [df(u)? )

Caso 2: |df|(u) = oo

Dessa forma, o, — oo. Observemos agora que

lim fi(z) = 1.

T—00
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Logo, aplicando o,, em (1.2) e fazendo n — oo, segue
|Gy |(u, f(u)) = 1.

Provando, assim,que a Desigualdade (1.1) é verdadeira. Mostremos agora que

|df |(w)
V14 ([df ()2

Caso |dGy|(u, f(u)) = 0, segue que a desigualdade é verdadeira. Caso contrario, pode-

|dG|(u, f(u)) <

mos considerar 0 < o < |dGy|(u, f(u)) e uma aplicacdo continua

K2 B((u, f(u)),0) x [0,6] — epi(f)

com as propriedades presentes na Definigao (1.1). Pela continuidade de f, existe §' > 0

tal que & < dv1—4%2e
d(v,u)* +|f(v) = f(u)* < &%, Vv e B(u,?).

Definamos H : B(u,d") x [0,6'] — X onde

Hv.0) = K1 (0,70 o )

sendo K a primeira componente de K. Devido a escolha de §' > 0, note que H esta
bem definida. Ainda mais, note que H é continua visto que K; também é continua.
Provemos agora que H goza das propriedades (a) e (b) da Definigao 1.1:
Propriedade (a): Vejamos que

(w00, ﬂt_ﬁ)xv,ﬂv»)z = a(x (@0, ﬂ%))

T ‘Kz ((v, @)),h)—f(v)

2

Sendo assim,

d(H(v,1),0)? = d(K1 (@,f@)),ﬁ),vy

= a (e (s ) 1) [ (w0, =) - s

Portanto, pela propriedade (a) de K, temos

2
d(H (v, ), 0)> < —
1— 02
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Observemos agora que, pela propriedade (b) de K, temos

%(K@J@»;T%ﬁ)gﬂw—;Tf§h¢

o t
mt < f(l)) - gf (K(Uv f(’l))), m)

ﬂiiazt < f(v) — K, ((v, (v)), \/ﬁ)

Logo, da Desigualdade (1.4), temos

12 o?t?
d(H(v,t),v)* < — =
( <U’ )7 U) —_— 1 _ 0_2 1 _ 0_2

Provando a propriedade (a) para H.
Propriedade (b): Observemos que

) = 1 (K (s 2 )

onde foram utilizadas as defini¢oes de epigrafo (Im(K) C epi(f)), a definicao de Gy e
a propriedade (b) de K, respectivamente. Portanto, por definigao de |df|(u), segue que

g

V1—o?

Usando um argumento semelhante para concluir a veracidade da Inequagao (1.3),

|df|(u) >

segue que
|G| (u, f(u))
df | (u '
|df |(u) > \/1 — (|dG¢|(u, f(u)))?

gl
V1A (df[(w)?)
quando |df|(u) < +o0. Portanto, se |df|(u) < oo, entao
i
14 (|df|(u)?)

Dai, segue que

|dG|(u, f(u)) <

|dG¢|(u, f(u)) =
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Por fim, vejamos a demonstracao da seguinte afirmagcao:
Afirmagao: Se f(u) < &, entdo existe § > 0 tal que

p> flv)+6

quando (v, u) € B((u,§),9).
De fato, suponha, por absurdo, que a afirmacgao nao seja valida. Logo existe uma

sequéncia ((vy, i,)) tal que

(v, 112), (0,)) < (15)

1 < F(un) + % (1.6)

Da Desigualdade (1.5), segue que

v, — uemX e

n — EemR.
Passando o limite na Desigualdade (1.6) e observando que f é continua, segue que
£ < fluw),
o que é um absurdo. Assim, existe 6 > 0 tal que u > f(v) + ¢ sempre quando
(v, 1) € B((u,§),0).

Concluindo, assim, a afirmacao.

Agora, definamos H : B((u,§),0) x [0,9] — epi(f) dada por
H((v,,u),t) = (Ua B t)
Observemos que, H é continua e estd bem definida, pois

f)+t< fo)+o<pu=

F0) < p—t = (v, 11— 1) € epilf). (L.7)
Ainda mais,

d(H((Uv H)?t)v (Ua :u)) = d((vaﬂ - t)a ('UMU)) <t

Concluindo que H goza da propriedade (a) da Definigdo (1.1). Ademais,

Gr(H(v,p1),t) =Gplv,p—t) =p—t=Gplv,p) = 1-1.
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Mostrando que H goza da propriedade (b) da Definicdo (1.1).  Portanto, se
(u,€) € epi( ), entiio

|dGs|(u, &) = 1=
|dGs|(u,€) = 1.

Pois ja tinhamos verificado, no Exemplo (2), que [dGy|(u,§) < 1. n
Observando a proposicao anterior, podemos reescrever a inclinacao fraca de f,

|df|(u), em termos da inclinagao fraca de Gy observando os seguintes passos:

|df ()

71w, ) = e

(1dG | (u, f(w))* - (1+ (df[(u)*) = (ldf|(u))”
(1dG I (u, f(w)))* + (|dG [ (u, f(u)))* - (|df|(w))* = (df](w))?
(1dG¢I(u, f(w))* = (ldf1(w)* = (|dG|(u, f(w)))* - (|df](w))?
) (
(

(G, 1))’ = (1 — (JdGy (s F(u))?) - (dF](w))?
(1G] (u, £u)))?
= (149, 1w, faapyy — 1d100)
4G, ()
df[(u) = .
VI = A 4g, 1w r)y

Assim, ao considerarmos f uma funcao continua e tomarmos u € X de tal forma

que |df|(u) < oo, segue que temos a seguinte relacao:

|dG¢|(u, f(u))
V1= (1dGs[(u, f(u))*

Dessa forma, podemos ver como a inclinacao fraca de f estd bem relacionada

|df [(u) =

com a inclinacao fraca de Gy. Mas, vale ressalta que, s6 pelo fato de f ser uma funcao
s.c.i., obtemos que o conjunto epi(f) é fechado (Observacao 1.4 ) e a funcdo Gy nao é
s continua, mas Lipschitz.

Portanto, a proposicao anterior nos permite definir, em um caminho consistente,
a inclinagao fraca também para funcoes s.c.i. por meio da fungao auxiliar Gy.

Definicdo 1.9. Seja X um espaco métrico e f : X — R uma funcdo. Definamos os

seguintes conjuntos:

D(f) = {ue X|[f(u) <oo}
f'o= {ue X|f(u) < b}
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Observacao: 1.10. Se f : X — R é uma funcao semicontinua inferiormente e b € R,

entdo D(f) e f° sdo conjuntos fechados.

Definicio 1.11. Seja f : X — R uma funcdo s.c.i. e considere v € D(f). Definimos:

140 1(u.f ()
(df|(u) = 4 V1-UasTwre” > 4G |(u. F(u) <1

+00, se |dGy|(u, f(u)) =1
Observemos agora que é possivel definir a inclinagao fraca nao somente para
fungbes continuas, como na Defini¢ao (1.1), mas também para fungbes que sdo apenas
semicontinuas inferiormente. Porém, a maneira que foi definida é muito diferente se
comparada com a Defini¢ao Inicial (1.1).
A préoxima proposicao mostra um critério para obter uma estimativa por baixo
para |df|(u). A aplicagdo continua presente nesse critério é muito similar com a apli-

cagao presente na Definigao inicial (Definicao 1.1) de inclinagao fraca:
Proposicao 1.12. Seja f : X — R uma fun¢do s.c.i. eu € D(f). Suponha que evistam
0>0,b> f(u), 6 >0 e uma aplicagao continua
H : (B(u,8) N ) x [0,6] = X

tal que goze das propriedades:

a) d(H(v,t),v) <t,

b) f(H(v,1)) < f(v) — ot.
Entao, |df|(u) > o.

Demonstragdo. O caso em que |dGf|(u, f(u)) = 1 é trivial pois teriamos

|df|(u) = oo que € maior do que qualquer o > 0. Sendo assim, consideremos o caso em

que [dGy|(u, f(u)) < 1.
Seja &' € (0, 4] tal que
p<b

para (v, u) € B((u, f(u)),d") e definamos

K (B((u, f(u)),d") Nepi(f)) x [0,d] — epi(f)
onde
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Seguindo os mesmos passos presentes na demonstragao da Proposigao (1.8) acerca
da aplicacado K, obtemos que K ((v, u),t) € epi(f) e que K goza das propriedades (a)

e (b) presentes na Defini¢ao (1.1), ou seja,

d(K((v, 1), 1), (v, p)) <t
Gr(K((v,p), 1)) = Glo,p) =

o
— .t
V1+o?
Assim, observando ainda mais que K é continua, segue que K é uma deformacao
como na Definigao (1.1) e, assim, obtemos que
o

V1+o?

Por manipulacoes algébricas, podemos reescrever a tltima desigualdade da seguinte

|dG[(u, f(u)) =

o2 (|dgf\(u,f(u)))2 - uw)?
S T3 (1G], Fluye — (A1) =
o < ldflw).

[ |
A seguir, veremos algumas propriedades importantes sobre a inclinacao fraca.
A proposicao a seguir nos diz que a funcao inclinacdo fraca é uma funcao s.c.i. com

respeito a topologia do grafico, vejamos:

Proposicao 1.13. Seja f : X — R uma funcdo s.c.i. e considere u € D(f). Se

(ur, fur)) = (u, f(u)) em G(f),

entao

|df |(u) < limkinf |df | (ug).

Demonstracao. Provemos, primeiramente, para o caso em que f é uma funcao continua.
Observemos que se |df|(u) = 0, entdo a afirmativa é verdadeira. Consideremos entao o
caso em que |df (u)| > 0. Sendo assim, sejam o € (0, |df|(u)) e H : B(u,d) x [0,d] = X
como na Definigao (1.1).

Notemos que, como up — u, segue que u; € B(u, g) para k suficientemente
grande. Consideremos H; = H\B(Uk%)x[og]. Observemos que H; goza das propriedades
(a) e (b) presentes na Defini¢ao (1.1). Dessa forma,

|df|(ur) > 0. (1.8)
Como o foi tomado arbitrariamente segundo a Definigao (1.1), temos

|df [(ux) = |df [(w),



24

pois |df|(u) é o supremo do conjunto de tais o e, segundo a Desigualdade (1.8), |df](us)
é uma conta superior desse conjunto, para k suficientemente grande. Dessa forma,

ldf |(u) < limkinf |df | (uy).

Provando assim que |df| é uma fungao s.c.i. segundo a topologia do grafico, quando f
é continua. Vamos ao caso geral. Como Gy é continua, aplicando o caso anterior, segue
que

|dG¢|(u) < limkinf |dG ¢ |(ug).

Observemos agora a fungao f; : [0,1) — R dada por

que é continua. Logo,

|dGy[(u)
1 = [dGy|(u) 1= [dGy|(ur)
ldf|(u) < limkinf |df | (u).

[ |
Agora, veremos que, sob certa hipotese, a inclinagao fraca de uma funcgao s.c.i.
nao varia quando a funcao é perturbada por outra funcao Localmente Lipschitz.

Proposicdo 1.14. Sejam fy : X — R uma fungio s.c.i. e fi : X — R uma funcdo

localmente Lipschitz e f = fo+ f1. Considere u € D(fy) e assumamos que

lim <sup { A0 =R e B, v 2 w}) —0. (1.9)

r—0+ d(v,w)

Entao, para todo & > f(u), temos

|Gyl (u, &) = 1dG g, | (u, & = fr(u)).

Em particular,

|df [(u) = |dfo|(w).
Demonstragao. Dado € > f(u), iremos mostrar que
|dGs|(u, &) = |dGy, |(u, & — fi(u)).

Se |dGp|(u,& — fi(u)) = 0, o resultado é imediato.  Considere entdo
o € (0,]dGy,|(u, § — fi(u))). Seja £ > 0 e

H : B((U:£ - fl(w))’é) X [075} - epi(fo)
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como na Definicdo (1.1). Sem perda de generalidade, podemos supor f; Lipschitiz
com constante ¢ em uma bola B(u,2d) gracas a Hipotese (1.9). Consideremos agora
d" € (0,9] tal que

(v, 10 = f1(v)) € B((u,§ = f1(u)), )

para todo (v, u) € B((u,§),0).
Consideremos também K : B((u,§),d") x [0,0'] — epi(f) dada por

t

k(w0 = (1 (0= A0 1 ) o (= o) ) 1 (10 (0= R ) )

Observemos que K estd bem definida pois

(i (o= n0 1)) = o (e aon )
t

+ A (H1 ((v,u — Ai), 5 +€)) .
Como Im(H) C epi(fo), segue

fo (12 (0= on ) ) < o (n = Ao 1)

Logo,

t t

(i (o= a0 ) < (o= a0 )+ (10 (0= Ao, 1))

onde o lado direito é a segunda coordenada de K ((v,u),t). Portanto, K((v,u),t)

pertence ao epigrafo de f.

Observemos agora que, aplicando a desigualdade triangular, temos

d(K((v, A+ f1(v)), 14€s), (v, A+ f1(v))) = d(H((v, A), 8), (v, A-fr(0) = fr(Hi((0, 1), 5))))-

Dai, segue que

d(H((?}, )‘)73)7 ('U,)\ + fl(v) - fl(H1<(v7)‘)73>))) d(H((U’ A)?‘S)? (7), )‘)) + ‘fl(H1(<U7)‘)’ S)) - fl(v)’

s+e-dHi((v,N),s),v) <s+e-s=(1l+¢€)s.



26

Ainda mais,

Gr(K((v,p),1)) = Ho ((U,u—fl(v)),%>+fl <H1 ((v,u—fl(v)), t >)

1+e

1+ €
= Gilom) o %m(ﬂl(w,u ) +E))—fl@)
= Glo) =0 e (m (- no) ) o)
< Gl - v d( (0= 50D ) (o= )
< Gl =0 P e

onde foi utilizado o fato de que f; é localmente Lipschitz e a propriedade (a) de H.

Consequentemente,
€

4G (0,€) = 77— — ——

e, desde que € > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, fazendo ¢ — 0 temos

|dGs|(u, &) = o=
|Gyl (u, &) = 1dGg|(u, & = fi(u)).

A desigualdade contraria é obtida trocando fy, com a fungdo f e a funcdo fi por (—f1).

1.2 Relacoes entre a inclinacao fraca e outros concei-

tos de derivada

Durante essa secao, considere X um espaco métrico munido com a métrica d.
Nesta se¢ao, veremos algumas relagbes entre outros conceitos de derivada (inclinagao
forte, subdiferencial e gradiente generalizado de Clark) e a inclinagdo fraca. Essa se¢ao,
foi baseada no artigo de Degiovanni e Marzochhi (Vide [12]) e Canino e Degiovanni
(Vide |7]). Para isso, vejamos algumas defini¢oes.

Um interessante conceito é o de inclinacao forte. A proposta da inclinacao forte é

de determinar qual é a maior inclinagao possivel das retas tangentes de uma funcao em
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um ponto u. Caso queira aprofundar o estudo nesse conceito, recomendamos o artigo

de Giorgi, Marino e Tosques (Vide [14]). Vejamos a defini¢do:

Definigdo 1.15. Seja f : X — R uma funcio s.c.i. e u € D(f). Definimos

lim sup %, se u nao é minimo local
IV fl(u) = ’

0, se u é um minimo local

O namero real estendido |V f|(u) é chamado de inclinacao forte de f em u.

Proposicdo 1.16. Seja f : X — R uma funcdo s.c.i., entdo |df|(uv) < |Vf|(u) para
todo u € X.

Demonstracao. Provemos, primeiramente, para o caso em que f é continua. Conside-
remos u € X. Entao, temos dois casos:
Caso 1: u nao ¢ minimo local.

Neste caso, se |df|(u) = 0, entdo ndo ha o qué provar. Dessa forma, consideremos
o € (0, |df|(u)) e uma aplicacio H : U x [0,0] — R como na Defini¢io (1.1). Assim,

temos
a) d(xz, H(x,t)) <t
b) f(H(z,t)) < f(z) — ot

para todo x € U e t € [0,6]. Observemos que, de (b), temos

< 1) S 1)

e, de (a), segue que

;< 1@ fUH@ 1)  f@) = f(H(z,1))

- t d(xz, H(x,t))

(u) = fv)
d(u,v)

= [V fl(w).

< limsup

Caso 2: u é um minimo local.
Da Proposicao (1.2), segue que |df|(u) = 0. Sendo assim, |df|(u) < |V f](u). =
Definicdo 1.17. Seja X um espaco de Banach, A ¢ X um abertoe f : A - R

uma fungdo semicontinua inferiormente.Para todo u € D(f), denotamos por 0~ f(u) o

conjunto dos vetores o em X' tal que

oo 0 = S0) = (a0 = w)

W o —ul]

> 0. (1.10)

Os elementos de 0~ f(u) sdo chamados de subdiferencial de f em wu.
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Exemplo 4. Seja f : R — R a fun¢do modulo. Calculemos 0~ f(0). Observemos que
se o € 0~ f(0), entdo

f(w) = f(0) = (e, v = 0)

lim inf > &
v—0 |U—O|
liminfM > 0
v—0 |’U‘

v—0

liminf(l—ozﬁ) > s
v

Portanto, 0~ f(0) = [—1,1].

Definicdo 1.18. Sejam f: X — R e Z € D(f). Um elemento o € X’ é denominado

de subgradiente de Fenchel de f em T quando

(a2 —7) < f(2) - f(T)

para todo x € X. O conjunto formado por todos os subgradientes de Fenchel de f

em z é denominado de subdiferencial de Fenchel de f em z e é denotado por df(x).
Definimos também que 0f (%) = ) quando f(7) ¢ R.

A seguinte proposi¢cdo mostra a relagao entre a inclinagao forte, a inclinacao fraca

e a subdiferencial de f:

Proposicio 1.19. Sejam A C X um conjunto aberto, f : X — R s.c.i. eu € D(f).

Entao as sequintes sentencas sao verdadeiras:
a) Se g: A — R é Fréchet diferencidvel em u, entao

O (f + 9)(u) = {a+ dg(u)|a € 7 f(u)}.
b) Se a € 9 f, entdo para todo w € X

fu+tw) = f(u),

I

(o, w) < liminf
t—0+ t

c) Se A € um conjunto convexo e f € uma fun¢ao conveza, entdo 0~ f(u) equivale a

subdiferencial de Fenchel;
d) Se o€ 0 f, entao |V f|(u) < ||all;

e) 0~ f(u) ¢ fechado forte e convezo em X .
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Demonstracao da afirmacao (a):
Demonstragao. De fato, seja 5 € 0 (f + g)(u), escrevamos =  — dg(u) + dg(u) e

observemos que

(f+9)w) = (f+g)(w) = (B,v—u

lim_)inf o=l > 0=
g 1) = F@) = (8= dglu).0 =) | glo) = g(u) = (dg(w)v—u)
VU ||U—U|| ||U_u||

Observemos que
o 9(0) = gw) = (dg(w), v — w)
vu [lv —ul]

=0,
pois g é Fréchet diferenciavel em u. Dai, segue que

i in £0) = (@) — {8 — dg(w),v — u)

v [lv = ull

> 0.

Dessa forma, f—dg(u) € 0~ f(u). Sendo assim, 0~ (f+¢)(u) C {a+dg(u)|a € 0~ f(u)}.
A inclusao contréria é imediata. Portanto,

O (f +9)(u) = {a+ dg(u)|a € 7 f(u)}.

Demonstracao da afirmacgao (b):

Definamos v = u + tw, assim por definicao, temos

timng A =W (002 w) gy g St f0) — J) - o f)

v—u [lo — ul| t—0+ [[twl|

> 0.

Observando agora que
(o, tw) (o, w)

Y

[twl] o]l
pois t > 0 e « é linear, assim

Flu+ tw) = f(u)

1 [[twl]

Dai, segue que

(o, w) < liminf ||w]] - flut tw) = f(u) = lim inf fluttw) - f(u)
t=0t |[tw]] t-0+ t

Demonstragao da afirmacgao (c):

Seja o € Of(u) um subgradiente de Fenchel. Logo,

(a,u—v) < f(u) — f(v).

para todo v € A. Dessa maneira, segue que

0 < fu) = f(v) = (a,u—w),
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para todo v € A. Dessa forma,

oo S0 = S = (a0 = w)

> 0.
v [lo = ul| -

Portanto, a € 9~ f(u). Dessa forma, 0f(u) C 0~ f(u).

Provemos a inclusao contraria. Seja o € 0~ f(u). Logo,

lim jut 40 = () = (e v — ) > (.

o o~

Sendo assim, existe o > 0 tal que

F0) = ) —fov—u)

[lv = ull

para todo v € B(u,d) C A. Seja w € A. Sendo A convexo, obtemos que o segmento
[u, w] esta contido em A. Sendo assim, consideremos v = tu + (1 — ¢t)w onde ¢ > 0 foi

tomado de tal forma que v € B(u, ). Dessa forma,

f(v) = fu) = (o, v =)
o = ul|
(a,tu+ (1 —thw —u) < fltu+ (1 —tHw) — f(u).

0=

Como f é convexa, obtemos
(o, A=t)(w—u)) < fltut(I-t)w)—f(u) < tf(w)+(1=t) f(w)=f(u) = A1=t)(f(w)=f(v)) =

(o, w—u) < flw) = f(u).
para todo w € A,. Dessa forma, a € df(u). Portanto, 0~ f(u) C 0f(u). Sendo assim,

0~ f(u) = 0f(u) concluindo a demonstracao do item (c).

Demonstracao da afirmacgao (d):

Seja o € 0~ f.Observemos que

|| = hmsupw
[lu — ]
e
liming L0 = F@) = {0 — ) > 0.
v [lv = ul]

Sendo assim,

lim inf M — lim sup lo v —w) > (.
vou v — | vou |0 — ]
Logo,
19 £1() = timsup L=

oo o= ull
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Demonstracao da afirmacao (e): Provemos primeiramente que 0~ f(u) é fechado

forte. Para isso, consideremos a € 0~ f(u) e uma sequéncia («,) em 0~ f(u) tal que
an, =«

!
com a norma de X . Observemos que

fo) = fw) = {0 —w)

f) = flu) —{an, v —u) {a—azu—v)

(o — apyu —

v)

lim inf = liminf
v [lv — ] v [lv —ull [|u— o]
v [lv —ull v [lu—v]]
Como «,, — « fortemente, segue que
lim sup o —an,u—v) =0.
noo ||u— ]
Logo, existe ng € N tal que para n > ng tem-se
lim sup o — an,u—v) <e.
v [lu— ]|
Assim,
ot L ZF) v —w) g ) = ) — (o v —w) lim sup
v [|lv — ] vru [lv —ull v [lu—v]]
> —€.

Recordando que € > 0 foi tomado arbitrariamente, podemos afirmar que

i J00) = £() = (= w)

> 0.
v [lv = ul| -

Portanto, a € 9~ f(u). Logo, 0~ f(u) ¢ fechado forte.
Vejamos agora que 0~ f(u) é convexo. Sejam «, 3 € 0~ f(u), provaremos que
la, B] € 0~ f(u). Para isso, consideremos w = ta + (1 —t)5 € |« B]. Observemos que

lim inf fv) = fluw) = tat+ (1= )Bv—w) = tliminf fv) = fu) = o0 —w)
v [lv =l v v —ull

S A ) el O e A )
>

v o=l

0.

Logo, w € 0~ f(u). Portanto, [, 5] C 0~ f(u). Dessa forma, 0~ f(u) é um conjunto

convexo. -
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Lema 1.1. Seja X um espaco de Banach real e £ : X — R uma func¢do s.c.i. conveza
com £(0) = 0. Se
{(z) > —||z|]

para todo x € X, entdao existe z € X' tal que ||z|]| <1 e
§(x) >< z,2 >
para todo x € X.

Demonstracao. Definamos no espaco X x R os seguintes conjuntos:
A=A{(z,t) : |zl <=t} e B={(z1); &(x) <t}

E imediato ver que A e B sdo convexos (em verdade, B = epi(£)) e A é aberto. Ainda
mais, AN B = ) pois {(x) > —||z||. Portanto, pela 1* forma Geométrica de Hahn-
Banach, existe um hiperplano separando A e B, i.e., existem o, € R e w € X' tal

que

(w,x) —at — 3 > 0, V(x,t) €A,
(w,z) —at—p < 0, VY(z,t) €B.

Desde que (0,0) € AN B, temos 8 = 0. Tomando ¢t = —||z|| na primeira das
desigualdades dadas acima, temos
(w,2) > —alle]| = a > {270
|| =zl
para todo x € X. Dai segue que
o> sup 827D |
zeX || -z |

e, assim, temos o > 0 e ||w|| < a. Note que se a = 0, entdao w = 0 e, nesse caso, nao

ha hiperplano, o que é um absurdo. Entao, o > 0. Agora, defina

z=%
(03

e considere ¢ = {(z) na segunda desigualdade dada acima. Entao, [|z]|] < 1 e

(z,x) <t =¢(x). =
O seguinte teorema mostra a boa compatibilidade que ha entre os conceitos de

derivada de uma pertubacao de uma funcao s.c.i. por uma fungao suave.

Teorema 1.20. Seja A C X aberto e convexo com X sendo um espaco de Banach.

Considere fy : A — R uma fung¢io conveza e s.c.i., fi : A — R de classe C1(A) e

f = fo+ fi1. As sequintes sentencas sao vdlidas
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a) |df|(u) = |V f|(u) para todo uw € D(f).

b) |df]|(u) < 400 se, e somente se, O~ f(u) # 0. para todo u € D(f). E, nesse caso,

|df|(u) = min{{af] ; a € 0 f(u)}.

Demonstracao. Pelo item (e) da Proposi¢ao 1.19, segue que 0~ fo(u) é fechado fraco

estrela, pois é fechado forte e convexo. Desde que

0" f(u) ={a+dfi(u);a € 0" fo(u)},

gracas a propriedade (a) da Proposigao 1.19, temos 0~ f(u) fechado fraco estrela tam-

bém. Dai segue que, se 0~ f(u) # (), entdo existe
min{||o[ ; o€ 97 f(u)}.
Pela Proposicao 1.19, temos
0 f(u) # 0 = [df|(u) < |V [fl(u) <min{[|e]| [ a € 07 f(u)}.
Assumamos agora que 0 ¢ 0~ f(u) e consideremos o > 0 tal que
a€d flu)=lla||>0c

pois 0 f(u) é fechado fraco estrela.

Afirmacao: Existe w € A tal que

fw) < f(u) = ollw—ull.
Para provar essa afirmacao, utilizaremos a contra-positiva do Lema 1.1 para

fla+w) = fw)

o

§(x) =

Como f é uma fungao s.c.i., obtemos que ¢ também é s.c.i. .

Suponhamos, por absurdo, que dado z € X’ com ||z|| < 1 tal que

§(x) = (z,z)
para todo x € X. Observemos que, dai, obtemos que

liming L& W) — f(u) — (o2, 2)

=0 ]|

> 0.

Portanto, oz € 9~ f(u). Ora, por defini¢do de o, concluimos que

|oz|| > o= ||z|]| > 1.
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O que & um absurdo, pois supomos que [|z|| < 1. Logo, existe y € X tal que

£(y) < (2,9).

E, aplicando a contra-positiva do Lema 1.1, obtemos que segue que existe w; € A tal
que
§(wr) < —|wl].
Dai obtemos que
flwy +u) — f(u)

o
= flwr+u) = f(u) < —oflwl].

< —[lwl|

Fazendo w = wy + u, temos

fw) = f(u) < —oflw —ul].
Concluindo a nossa afirmacao.

Como f é s.c.i., segue que existe 6 > 0 tal que

flw) < f(v) —ollw =],

para todo v € B(u,d) e, a menos de redugao do d, podemos supor w ¢ B(u, 29).
Definamos H : B(u,d) x [0,0] — X por
w—v
H(v,t) = v—l—tHw ol
Note que, pelo fato de w nao ser um elemento da bola B(u,d), segue que H é
continua. Ainda mais, desde que
t
[lw — ]
< f(v) —at.

0< ot S1= fHE D) < )+

(f(w) = f(v))

Aplicando a Proposicdo (1.12) que permite uma estimativa por baixo para a

inclinagao fraca |df|(u), segue que |df|(u) > o. Dessa forma, concluimos que
o O f(u) =0 = [df|(u) = oo
o 0" f(u) # 0 = |df| = min{||a|; e € 07 f(u)}.
Logo, em todo caso, temos
df|(u) > min{[la]| 0 € 8™ f(u)}.
E como pela Proposicdo (1.19), temos
df|(u) < [V f|(u) < min]la]| ;o € 07 F(w)},

segue que

|df[(u) = |V f|(u) = min{[[e]] ; €0 f(u)}.
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Corolario 1.21. Seja A C X aberto e convexo, com X sendo um espaco de Banach.
Se f: A — R ¢ diferencidvel a Frechét, entao

[ |(u) = {1 (w)]]
onde f'(u) € a diferencial de f no ponto u.

Demonstracao. De fato, basta considerar fo = 0 e f; = f. Assim, como f é diferencia-

vel em u, segue que
O f(u) ={f"(u)} #0.

Portanto, da propriedade (b) do Teorema 1.20, temos |df|(u) < 400 e, assim,
|df |(u) = min{|la|| ; a € 07 f(u)} = min{|| /' (w)[|} = ||/ ()]

[ |
Observemos que a relacao entre a inclinacao fraca e a subdiferencial pode ser
contemplada no Exemplo (3). De fato, no Exemplo (4), vimos que, se f : R - R é a

funcao modulo, devemos ter
o £(0) = [-1,1].
Assim,

min{[|a|| ; a € 07 f(u)} = 0.

E vimos, no Exemplo (3), que |df|(0) = 0. Logo,

|df1(0) = min{[a] ; v € 07 f(u)}.

Por fim, estabeleceremos a relacao entre inclinacao fraca e o conceito de subdife-
rencial de Clarke para funcoes localmente lipschitz.

Uma teoria dos pontos criticos para essa classe de fungoes esta presente no artigo
de Chang (Vide |9]). Vejamos a defini¢ao do grafiente generalizado de Clark:

Definigao 1.22. Seja X um espaco de Banach, A C X aberto, f uma funcao localmente
lipschitz e u € A. Definimos a derivada direcional generalizada por

f°(u; w) = limsup fv+tw) = f(v)

)
v—u t
t—0t

e o gradiente generalizado por

Of (u) ={a e X'; f°(u;w) > (a,w);Vw € X}.
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Na dissertacdo de Abrantes (Vide [23]) , h4 uma boa demonstracdo de que
Of(u) # 0 e compacto fraco estrela.
Teorema 1.23. Seja X um espaco de Banach, A C X aberto e f : X — R localmente

lipschitz. Entao, para todo u € A, temos
|df|(u) = min{[|a[| ; o € df(u)}.

Demonstragao. Se min{||a||;a € 9f(u)} = 0, entdo o fato ¢ trivial. Por outro lado,

considere

0 <o <min{||la||; a € df(u)}.

No Capitulo 1 da Referéncia [23], mostra-se que f°(u,-) é convexo, homogénea

positiva e continua.
1

Pelo Lema 1.1, utilizando a contra-positiva ao considerarmos §(z) = = f°(u; ),

segue que existe w € X tal que
fowsw) < —ofjw]].
Pela homogeneidade de f°(u;-), podemos supor ||w|| = 1. Considere 6 > 0 tal que
B(u,20) C Ae
flv+tw) < f(v) — ot

sempre quando v € B(u,d) e t € [0,4]. Entdo, ao definirmos H : B(u,d) x [0,6] — A
por H(v,t) = v + tw, obtemos que

|df|(u) = o

Considere agora uma sequéncia minimizante (o,) tal que

0 <o, <min{||a|| ; a € df(u)}

com o, — min{||a|| ; a € df(u)}. Logo, fazendo n — oo, temos

|df|(u) = o = [df|(u) = min{||e|]; a € 9f(u)}.

|
Dessa forma, vimos varias relacoes interessantes entre a inclinagao fraca e os
conceitos de derivada tais como a inclinagao forte, a derivada classica, a subdiferencial,

a subdiferencial de Fenchel e o gradiente generalizado de Clarck.
Na proxima se¢ao, veremos uma generalizacao do conceito de inclinagao fraca que
é a inclinacao fraca equivariante. Nesse novo conceito, supomos que X estd sob a acao
do grupo um grupo G e que a aplicagdo H presente na Defini¢do (1.1) é equivariante

em relagdo a GG. Tais conceitos sao discutidos detalhadamente na proxima secao.
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1.3 A inclinacao fraca equivariante

1.3.1 Conceitos basicos sobre agao de grupo e grupo de Lie

O conceito de inclinagao fraca pode ser generalizado afim de utilizar melhor as possiveis
simetrias do dominio de uma funcao s.c.i.. Para isso, faz-se necessario o conhecimento
de alguns conceitos basicos de acao de grupo e grupo de Lie. Essa secao foi baseada
no livro Lie Groups de Procesi C. (Vide [21]).

Definicao 1.24. Uma acao de um grupo G em um conjunto X é uma aplicacao

m:G x X — X, denotado por gz := 7(g,x), que satisfaz as seguintes condigoes
le =2z e h(kz)= (hk)x,

para todo h,k € G e x € X. Quando um conjunto X estd sendo agido por um grupo

(G, a menos de confusao da acdo em questao, dizemos que X é um G conjunto.

Exemplo 5. Seja X um espaco métrico e G; = {e} o grupo trivial. Observemos que,
X & um G;—grupo pois podemos definir a aplicagdo p: H x X — X onde p(e,x) = z.

Tal agao é denominada de acao trivial.

Exemplo 6. Considere um espaco vetorial normado X e G = Z,. Definamos
m:G x X — X onde

m(l,z) =2 e n(—1,2) = —x
é uma acao de grupo em X.

Definicao 1.25. Sejam G um grupo e - : G x X — X uma acao de grupo. Dizemos

que o conjunto

O(x)={g9-z|geG}
é uma orbita de z.

Definicao 1.26. Dado dois G-conjuntos X, Y, uma aplicacado G— equivariante, ou,

mais simplesmente, um morfismo, é uma aplicagao f : X — Y tal que

flgz) = gf(x)
para todo g € Ge x € X.

Exemplo 7. Considere X um Zs-conjunto como no Exemplo (6). Todas as fungoes
impares de X em X sao equivariantes. De fato, pois se ¢ : X — X & uma funcao

impar, entao

f(z) = f(z)=1f(z)
f(=1r) = fl=z) = —f(z) = —1f(z).
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Definicao 1.27. Seja X um G-Espaco Métrico. Entao, definimos o conjunto dos

elementos de F que sao fixados na agao por:
Fiz(G)={u € E|g-u=uparatodo g € G }.

Definicao 1.28. Seja X um G-Espago Métrico. Uma aplicacao G— invariante é uma
aplicagao f : X — Y tal que
flgz) = f(z)

para todo g € Gex € X.

Exemplo 8. Considere X um Zs-conjunto como no Exemplo (6). Todas as fungoes

pares de X em X sao invariantes. De fato, pois se g : X — X é uma funcao par, entao

Definicao 1.29. Seja X um G— grupo. Dizemos que U C X ¢é invariante quando
gx € U para todo g € G.

Exemplo 9. Seja X um Zy-conjunto como no Exemplo (6). Dado um subconjunto
U C X, o conjunto V = U U (=U) é invariante. Ou seja, os conjuntos simétricos com

respeito a origem sao conjuntos invariantes.

Definicao 1.30. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G com uma estrutura

de grupo de tal modo que a aplicacao
(r,y)) €eGxG—ay'ted

é diferencidvel. Equivalentemente, as aplicacoes p: G X G — G e i : G — G onde

p(r,y) =ayei(z) =27

sao diferenciaveis.
Exemplo 10. A variedade GL(n,R) das matrizes reais n X n inversiveis, munido da
multiplicagao de matrizes ¢ um grupo de Lie. Para isso, devemos mostrar que as
aplicacoes
f + GL(n,R) - GL(n,R) dado por f(A,B) =A-Be
GL(n,R) — GL(n,R)dado por g(A) = A™*
sao diferenciaveis. A diferenciabilidade de f é consequéncia da diferenciabilidade do

produto em R. J4 a diferenciabilidade de g decorre da regra de Cramer da inversa de

uma matriz.
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Exemplo 11. O subgrupo ortogonal real O(n) = {A € GL(n,R) ; A- A" = I} de
GL(n,R) é um grupo de Lie. Para isso, mostremos primeiramente que O(n) é uma sub-
variedade de GL(n,R). Consideremos s(n,R) = {A € M(n,R) ; A= A'} o conjunto
das matrizes reais simétricas de ordem n. Obtém-se assim que
dim s(n,R) = Z(n + 1). Definamos a aplicacao f : M(n,R) — s(n,R) onde

f(A)=A- A"
Essa aplicacao esta bem definida pois, dado A € M (n,R), temos
(A- AN = (AN At = A - A"

Logo, A - A" € s(n,R) acarretando assim que f estd bem definida.

Provaremos que O(n) ¢ imagem inversa de um valor regular de f, (Vide [17] na
pagina 58) visto que O(n) = f~1(I). Sendo assim, vejamos que:

f é diferenciavel: Sejam XY € M (n,R). Observemos que

of o X +rY) = f(X)
O_X(Y) = lm r
. X+ ) (X +rY) = XX
= lim
r—0 r
_ XX+ rXY 4+rY X+ r2YY! — XX
= 5% r
= XY'4+YX.L

I & valor regular: Sejam X € O(n) e S € s(n,R), tomando Y = £X € M(n,R),

temos

of . o (SX\' Sx_, St S
8—X(Y)_X(T) +—X==+==5

2 2 2
ou seja, % (Y') é diferenciavel para todo X € f~'(I) = O(n). Logo, I é valor regular

de f e, assim, O(n) é uma variedade diferenciavel de classe C'°. Portanto, O(n) é uma
subvariedade GL(n,R).
Por fim, basta considerar as operacoes multiplicacdo e inversao induzidas de

GL(n,R) em O(n) para concluir que O(n) é um grupo de Lie.

Exemplo 12. Segundo o Exemplo (11), 0 Zy = {—1,1} é um grupo de Lie, visto que

Zs = O(2). Esse caso ¢ bem importante

Na se¢ao subsecao seguinte, é exposta e discutida a definicao de inclinagao fraca

equivariante de uma fung¢ao continua e de uma funcao s.c.i. .
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1.3.2 A inclinacao fraca equivariante

O conceito de inclinagao fraca equivariante de uma funcao s.ci. f toma destaque
quando o dominio de f possui algumas simetrias. Por exemplo, na Secao 2.3, é mos-
trada uma generalizacao da versao simétrica do passo da montanha a qual serd de
extrema importancia na demonstragao da infinidade de solu¢oes da Equacao de Schron-
dinger (2).

Nessa se¢ao, consideremos X um espaco métrico onde G é um grupo de Lie G
estd agindo por meio de transformagoes isométricas (um G-espago métrico) e seja d a
métrica em X.
Definicao 1.31. Sejam f : X — R uma func¢do continua e invariante e v € X.
Denotamos por |dgf|(u) o supremo dos ¢ em [0,00) tais que exista uma vizinhanga

invariante U de u e uma aplica¢do continua H : U x [0,0] — X tal que

Propriedade a:

d(H(v,t),v) <1,

Propriedade b:

f(H(v,1)) < f(v) — ot
e H(-,t) é equivariante. O namero real estendido |dg f|(u) é denominado de inclinagao

fraca invariante de f em wu.

Vale ressaltar que faz-se necessaria a condi¢ao de GG ser um grupo de Lie porque a
diferenciabilidade das aplicacoes produto e inversao presentes em (G torna mais pratico
o uso de argumentos analiticos. Por exemplo, durante a demonstracao de uma versao
do Teorema da Deformacgao (na Segdo 2.2), a funcdo continua que da a deformagao
desejada é construida por uma sequéncia de funcoes e, para esta ser equivariante, faz-
se necessaria a continuidade da aplicacao produto do grupo de Lie.

Proposicao 1.32. Seja f : X — R uma funcao continua e invariante. FEntao,

lda f| : X — [0, 00] € invariante e s.c.i.

Demonstragao. 12 parte: |dgf| é invariante.

Provaremos que, dado g € G, temos:

|df|(g - u) = [df|(w).
Consideremos o > 0 como na Definigao (1.31). Logo, existe uma vizinhanca U

de u e uma aplicagao continua H : U x [0,0] — X, onde § > 0, tal que
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d(H(v,t),v) < t
f(H(v,t)) < [f(v)—ot;
H(g-v,t) = g-H(v,t).
para todo g € G,v e U et €]0,4].

Definamos agora U; = ¢g - U C U, visto que U é invariante, e Hy = H]|y,.

Observemos que ainda temos
d(Hl(g ' U>t>7g ' U) < ta
para todo g-v € g- U = U;. Ademais,

f(H(g-v,1)) < flg-v)—ot

para todo g-v € g - U. E, por fim, H; é equivariante, pois H é. Portanto, a aplicacao

H, se encaixa com a aplicagao presente na Definicao (1.31). Logo,

daf(g-w) < |daf|(u).
A desigualdade contraria é obtida aplicando a Defini¢ao (1.31) para |df|(gu) e

fazer o mesmo argumento utilizando ¢! em vez de g.
22 parte: |dgf]| é s.c.i.

O argumento é semelhante ao argumento utilizando na Proposicao (1.13).

Proposicao 1.33. Seja f : X — R uma funcao continua e invariante. Se G €
subgrupo de G, entdo |dgf|(u) < |dg, |f(u) para todo u € X.

Demonstragao. Observe que se |dg f|(u) = 0, ndo ha o que provar. Consideremos entao
0 < 0 < |dgf|(u) como na Definicdo 1.31. Assim, existe uma vizinhanca invariante U
de u e uma aplicagao continua H : U x [0,9] — X tal que

Propriedade a:

d(H(v,t),v) <t,

Propriedade b:

f(H(v,1)) < f(v) — ot
e H(-,t) é G-equivariante. Como G é subgrupo de G, segue que H(-,t) e U sao G-
equivariante. Portanto, a aplicacao H goza das propriedades da Defini¢ao 1.31 aplicada
para G. Logo,
o < |dea, fl(u).
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Dessa forma, |dg, f|(u) é uma cota superior de tais o. Dessa forma, obtemos que

lda fl(u) < |dg, | f(u).

Em qualquer espaco métrico, podemos verificar que

|df|(u) = |dg, f|(u)

onde G = {e} e a acdo em questdo ¢ a trivial (vide o Exemplo 5).
Para o caso de funcoes semicontinuas inferiormente e invariantes pela acao do
grupo G, também podemos definir os conjuntos D(f) e epi(f) da mesma forma que foi

feita na Definicao 1.3 e, no Exemplo 13, ¢ induzida uma acao de grupo no epigrafico.

Definicdo 1.34. Seja f : X — R uma funcdo s.c.i. e invariante. Denominados de

dominio efetivo de f o conjunto
D(f) ={ue X f(u) < oo}
e por epigréafico o conjunto
epi(f) = {(u,§) € X xR f(u) < &}

onde o epigrafo é munido com a métrica

d((u,€), (v, ) = (d(u,v)* + |€ — p|?).

Exemplo 13. Observe que se X é um G-espago métrico, entao o espago epi(f) tem uma
estrutura  natural de G—espaco métrico com a acao induzida
-G xepi(f) — epi(f) com

9 (u,8) =(9-u8).

onde g - u é g agindo em v conforme a acao presente em X. Sendo assim, notemos que

sendo f invariante, obtemos também G, é invariante. De fato, pois

Gr(g- (u,€)) = G5((g - u,§)) =& = Gr(u, §).

Observemos que, conforme vimos na Proposicao (1.8), a mesma propriedade per-

manece valida no contexto de inclinacao fraca equivariante:

Proposicao 1.35. Sejam f : X — R uma funcao continua e equivariante, u € X e
R. Entao,
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_ ldafl(w) d
1deGy|(u, f(u)) = { Vi+(dafl@)?’ se |daf](u) < oo
17 s€ ’de’(U) = 00,

b) |ngf|<u7§) =1, se f(u) < 5

Demonstracao. A demonstracao é andloga & demonstracao apresentada na Proposicao
(1.8). n

Da mesma maneira que foi realizada na Se¢ao (1.1), podemos também definir, de
maneira consistente, a inclinacao fraca para funcao s.c.i. e equivariantes da seguinte
forma:

Definicdo 1.36. Seja f : X — R uma funcdo s.ci. invariante e seja u € D(f).

Definimos

4610,/ )
dofl(w) = 4 Vtacgiiimsar ¢ 1oGslln Fw) <1

+00, se |daGyl(u, f(u)) = 1.

Por meio da definicao de inclinagao fraca equivariante, podemos estender resulta-
dos que em um primeiro momento sao feitos para funcoes continuas equivariantes para
funcoes que sao apenas semicontinuas inferiormente.

No proximo capitulo, Secao 2.1, sao apresentados conceitos da teoria dos pontos
criticos mas para funcionais semicontinuos inferiormente. Além disso, na Secao 2.2,
é provado um teorema da deformacao para funcionais que sao apenas continuos. Por
fim, na Secao 2.3, é provado uma versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha

para funcionais semicontinuos inferiormente.



Capitulo 2

Teorema do Passo da Montanha
simétrico para funcionais

semicontinuos inferiormente

Neste capitulo, sao abordados alguns conceitos béasicos da teoria dos pontos cri-
ticos para funcionais nao suaves assim como a demonstragdo da versao simétrica do
Teorema do Passo da Montanha para funcionais semicontinuos inferiormente.

Esse capitulo foi baseado nos artigos de Canino e Degiovanni (|7]), de Marzocchi

(|18]) e nos Capitulos 7, 8 e 9 do livro Rabinowitz (|22]).

2.1 Conceitos basicos

A ideia central da teoria dos pontos criticos nao suaves é tentar reconstruir os
conceitos e definicoes que ha na teoria classica de tal forma que inclua o novo conceito
de inclinacao apresentada no Capitulo 1.

Nesta secao, considere X G-espago métrico onde G é um grupo de Lie e d é a
métrica de X. Vejamos algumas definicoes:

Definicdo 2.1. Seja f : X — R uma funcio s.c.i. e invariante. Uma o6rbita (Definicdo
1.25) O C D(f) é dita critica, se

lda f|(u) =0

para todo u € O.
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Definicdo 2.2. Sejam f : X — R uma funcido s.c.i. e invariante e ¢ € R. Dizemos
que, f satisfaz a condi¢do G-PS no nivel ¢ (mais simplesmente G — (PS),.) se para toda

sequéncia (u,) em D(f) com
|dG’f|(un) —0 e f(un) — C

implica que (u,,) possui uma subsequéncia convergente em X.
Em um contexto nao-equivariante, dizemos que f satisfaz a condigao (PS). se f
satisfaz G — (PS). com G; = {e}.

Proposicao 2.3. Sejam f : X — R uma fun¢do continua e invariante e ¢ € R. Se f

satisfaz a condi¢io G — (PS)., entdo Gy também satisfaz.

Demonstracao. De fato, seja uma (z,,§,) uma sequéncia (PS). de G;. Sendo assim,
gf($n7€n> =cCc¢ ’dgf|(xm€n) —0
Observemos que Gy(x,,&,) = &,. Logo, (z,,&,) = (2, ). Observando que, a fun¢io
g :R*\ {1} = R onde g(z) = = ¢ continua, segue que
|G| (un, ¢) = 0 = |df[(un) = g(|dGy|(un, c)) = 0,

gracas a Proposicao 1.8. Logo, (u,) é uma sequéncia (PS). para f. Portanto, como
f goza da propriedade (PS5)., segue que existe uma subsequéncia (u,,) convergente.
Dessa forma, a subsequéncia ((uy,,c)) de ((u,,c)) é convergente. Portanto, Gy cumpre
a condigao (PS). também. u

No que segue, para todo ¢ € R, definimos os conjuntos

K. = {ue D(f); ldofl(w) =0, f(u) = c} e
Foo= {ue X fu) < e}

Na proxima secao, serd abordado uma versao do Teorema da Deformagcao para

funcionais continuos por meio da teoria de inclinagao fraca.

2.2 Teorema da Deformacao

Durante esta secao, considere X um espago métrico munido de uma acao isomé-
trica de um grupo de Lie G compacto, de forma mais resumida, X ¢ um G—Espaco
Métrico. Esta Secao foi baseada no artigo de Canino e Degiovanni (|7]).

Neste Se¢ao, veremos o quanto o conceito de inclinagao fraca (Definigdo 1.1) sera

essencial no percurso da demonstracao do seguinte Teorema da Deformacao:
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Teorema 2.4 (Teorema da Deformagao Equivariante). Seja X um G—espago métrico,
f uma funcao continua equivariante e ¢ € R. Assuma que f satisfaz G — (PS).. Entao
dado € > 0, U uma vizinhanga invariante de K. (Se K. =0 temos U = (), e A > 0,
existe € >0 en: X x [0,1] = X continua com:

a) d(n(u,t),u) < At;
b) f(n(u.t)) < fu);
c) f(u) ¢ (c—¢c+e) = n(ut) =u;
d) n(fN\U 1) C fos
e) n(-,t)é equivariante para todo t € [0, 1]
Convidamos o leitor a recordar o classico Teorema da Deformacao da Teoria dos

Pontos Criticos:

Teorema 2.5 (Teorema da Deformagao). Seja X um espago de Banach, f € C*(X,R)

e ¢ € R. Assuma que f satisfaz (PS).. Entio para cada € > 0, existe ¢ > 0 e
n e C(X x [0,1], X) verificando:

a) n(u,0) = u, para todo u € X

b) f(u) & [c—2¢,c+2¢ = n(t,u) =u
c) n(fere 1) = fos

d) n(-,t) : X — X € um homeomorfismo.

Observe que o Teorema da Deformagao Classico é bem similar ao Teorema da
Deformacao Equivariante (2.6) o qual é bem menos exigente. De fato, pois permite
construir uma deformacao por meio de uma funcao apenas continua e nao necessa-
riamente C'. Porém, em contra partida, é exigida a equivariancia do funcional f e a
deformacao proveniente do caso equivariante nao possui propriedades tao fortes quanto

as propriedades da deformacao proveniente do caso classico. Deveras, tal deformacao

nao é, necessariamente, um homeomorfismo vejamos:
Exemplo 14. Sejam X = {(z,y) € R? : y > |z|} U ({0} x (—00,0]) e f : X — R com
flzy) =—vy.

Observe que f nao tem pontos criticos. Note que f verifica a condi¢ao (PS), para todo

¢ € R, pois dada uma sequéncia (z,,y,) que cumpre a condigao (PS)., segue que

f(xn,yn) = —yn — C.
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Logo, (y,) ¢ uma sequéncia que converge para —c e é limitada por uma constante d.

Por outro lado, como (z,,y,) € X, segue que
|Tn| < yn < d.

Assim, (z,) também é uma sequéncia limitada em R. Dai, pelo Teorema de Bolzano-

Weierstrass, (x,) possui uma subsequéncia (z,, ) convergente para um ponto z,. Logo,

(‘r’ﬂkﬂ ynk) — (CC(), _C)'

Concluindo assim que f cumpre a condic¢ao (P.S). para todo ¢ € R. Como f ndo possui
pontos criticos, iremos considerar o conjunto U, do Teorema da Deformacao Equiva-
riante, igual a vazio. Provemos agora que f¢ nao é homeomorfo a um subconjunto de

f7¢ para todo € > 0.

fe

(a) Conjunto f—¢ (b) Conjunto f€
Figura 2.1: Representacio dos conjuntos f~¢ e f¢ no plano R?.

Observe que, o conjunto f¢ nao pode ser homeomorfo a nenhum subconjunto
de f~¢ pois, ao retirar a origem, f¢\ {(0,0)} ndo é conexo por caminhos enquanto
os subconjuntos conexos de f7¢ ao retirar um ponto, permanecem conexo por cami-
nhos. Portanto, a deformacao n associada a f por meio do Teorema da deformacao

equivariante nao é um homeomorfismo.

Mesmo assim, o Teorema da Deformacgao Equivariante é extremamente util para
provar uma Versao Simétrica do Teorema do Passo da Montanha e, consequentemente,
provar a existéncia de uma infinidade de pontos criticos de um funcional s.c.i. (Teorema
2.7).

Vamos a demonstracao do Teorema da Deformacao Equivariante. Para isso, cons-
truiremos a deformacao desejada passo a passo dando a deformacgao mais propriedades.
Para isso, precisaremos do Lema de Milnor presente no artigo de Palais ([20] no Lema

2.4):
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Lema 2.1 (Lema de Milnor). Seja Y um espa¢o métrico. Entao, qualquer cobertura

aberta de Y admite um refinamento localmente finito {V; | j € N, € A;} tal que
AF = VixN Vi =0.

Demonstragao. Consideremos {U, }ac4 uma cobertura de Y. Suponhamos inicialmente

que {U,} é localmente finita. Seja B; o conjunto formado por subconjuntos
A= {(1/0,0{1,"' ,Ozi} de A.

Seja {a faca uma particdo da unidade com supto, C U, e para A € B; considere
Gin={x €Y |pa(r) >0sea e Ae ¢y (z) < po(z) sea € Aey ¢ A}

Para cada x € X, somente um ntmero finito de ¢, sao nao nulos, logo G;j é
aberto. Observemos que

AN#N = Gy NG # 0.
Desde que Gip C [),ep Uas segue que {Gip} refina {U,}. Agora, dado zy € Y, conside-
remos os indices a;,, vy, - -+, @i, tal que g, (o) > 0. Determinemos
A =Aay, i, )

Logo, 9 € Gn—1)a €, assim, {G;a} cobre Y. Por fim, seja O uma vizinhanca de
zo tal que {a € A| U, N6 +#(} é um conjunto A’ finito.

Entao Gy = 0 a menos de que A C A’ e isso s6 pode ocorrer uma quantidade
finita de vezes, logo {Gs} € localmente finito. ]

Como desejamos construir uma deformacao que é uma deformacao que é equi-
variante, precisaremos associar uma cobertura conveniente a um refinamento que é
equivariante e, ainda mais, as fun¢oes associadas a particao da unidade também sejam
equivariantes. Vejamos o seguinte lema:
Lema 2.2 (Cobertura equivariante). Seja {U; } uma cobertura aberta localmente finita

de um subconjunto K de um G—espaco métrico X, onde G € finito. Entao, existe um
refinamento {V;} de {U;,} tal que

a) {Vi.} € equivariante, i.e.,

g-Vix=Vjn; Vgei
b) Eziste uma parti¢io da unidade subordinada a {V;,} que é equivariante.

Demonstracao. Tal demonstracao foi baseada na Secao 6 do Capitulo 3 do livro Intro-
duction to compact transformation groups ([4]).

Observemos que, se U = {U; ,} é uma cobertura aberta de K, entao

g-U={gUjx|Ujx €U}
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também é. De fato, gU é aberto pois dado g - x¢ € gU, segue que xy € U e, assim,
existe dg > 0 tal que B(xg,d9) C U e, assim, g - B(xg,d9) C gU. Como G é um grupo
de Lie compacto cuja agdo em X é isométrica, segue que g - B(xg,d0) = B(g - xo, o)
provando que g - zg € int(gU). Sendo assim, gU ¢é aberto.

Recordando que a intersecao finita dos abertos da cobertura, ainda é uma cober-
tura, segue que

() 9U = {Vin}

e

onde tal intersecao pode ser interpretada como o conjunto formado por todas as inter-
se¢Oes entre os abertos de tais coberturas. Assim, {V;} é uma cobertura invariante e
aberta de K.

E imediato verificar que {V;} serd localmente finita caso {U;} seja localmente
finita.

Consideremos agora uma particio da unidade {¢;,} subordinada a cobertura
{V;}. Definamos

1
@\ = @l Z by, (9 T)

Entao,

1
Z a(T) = ‘G’ZZ% vial(9-7) @21:1’

Vi g Vix g

pois {¢;\} é uma particao da unidade. Ainda mais,

1
Zialh o) =17 Z%Vm gh-m) = g ;%M,A(g’ )
= (,15;,\(95)
a segunda igualdade advém da bijetividade da aplicacao ¢, : G — G onde ¢,,(g) = gh.
Assim {¢},} é uma parti¢do da unidade equivariante subordinada a cobertura {Vj}
onde {V;,} é uma cobertura equivariante. n

Agora, vejamos o primeiro passo para a construcao da deformacao do Teorema

da Deformacao Equivariante:
Lema 2.3. Seja 0 : X — R* uma funcao continua tal que
|de f(w) # 0 = |daf|(u) > o(u).

Entao existem duas aplicagcoes continuas n: X X RT — X e 7 : X — R" tal que para
todoue X et € RT, temos

A) d(n(uﬂt)vu) <t
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B) f(n(u,t)) < f(u);
C) t <7(u) = f(n(u,t)) < f(u) = o(u)t;
D) |dafl(u) #0= 7(u) >0
E) n(-,t) ¢ equivariante para todo t € R*.

Demonstragao. Sendo |dgf] s.c.i., segue que para cada u com |dgf|(u) # 0, podemos

determinar um J, > 0 tal que

B(u,64) € {v e X | [df[(v) # 0}

Dai, temos
sup o (v) < |df|(u).

vEB(u,dy)
Diminuindo 9,,, se necessario, também podemos encontrar, por meio da Definicao 1.1

de inclinacao fraca, uma aplicacao continua

H, : B(u,d,) x [0,d,] = X
tal que
a) d(Hy(v,t);v) < t;

b) f(Hu(v7t)) < f(U) - (SUPueB(uﬁu) U(U)) -t
c) H,(-,t) é equivariante.

Segundo o Lema de Milnor, a cobertura {B(u,%) | |df|(uv) # 0} de
Vo= {u € X | |df|(u) # 0} admite um refinamento localmente finito,
B=1{VialjENAEA}.

Gracas ao Lema (2.2), podemos supor que {V;» | 7 € N; XA € A;} é equivariante.
Consideremos também a particdo da unidade equivariante {¢;\ | j € N,A € A}
subordinada a {V;,}. Desde que o fecho Vj,,\ em X estid contido em W, podemos
estender ¢; y para X assumindo 0 para valores foram de W.

Para simplificar as notagoes, definamos d;\ = d,,, e H;» = H,,,. Para todo

(j, A), considere V; x C Bs, .. Observemos que a fungao 7 dada por

z—llmin{5j7,\ | u e VL,\}, se ldaf|(u) #0

=1, se |da f|(u) = 0.

¢ semicontinua inferiormente. De fato, seja u,, — u. Observe que se |df|(u) = 0, entdo

0 < [defl(un) = lda fl(u) < |daf|(un) =
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|de fl(uw) < liminf |dg f](u,).

Se |de f|(u) # 0, entdo se u € Vj ,, segue que u, € V;, para n suficientemente grande.

Como hé apenas uma quantidade finita de vizinhancas V; y que contém u, segue que
{0ja [w € Vin} C{djn [ un € Vin}
para n suficientemente grande. Logo,

1 — 1 T
Zmin{&j’/\ lue Vi } < 1 min{d; | un, € Vja}.

Como |df| é s.c.i., segue que, |df|(u,) # 0 para n suficientemente grande. Por-
tanto,
7(u) < 7(u,) =

7T(u) < liminf 7(u,).
Dessa forma, 7(u) é s.c.i.. Definamos agora a aplicagao 7 : X — RT dada por
7(u) = inf{d(u,v) + 7(v) |[v € X}.
Note que 7 é invariante por GG. De fato, observemos que
7(g - u) = inf{d(gu,v) + 7(v) | v € X} = inf{d(gu, gv) + 7(gv) | v € X}

pois a aplicagdo ¢, : X — X onde ¢y4(x) = g - = é sobrejetora visto que, dado y € X,
temos

bolg™ 2)=g- (97" y) =y
Recordando que a a¢do em questao é isométrica, segue que d(gu, gv) = d(u,v), e como
a familia {V},} é equivariante, temos 7(gx) = 7(z). Sendo assim,

7(g - u) = inf{d(gu, gv) +7(gv) | v € X} = inf{d(u,v) +7(v) | v € X} = 7(u).

Portanto, 7 é uma funcao equivariante.
Vejamos agora que 7 é uma func¢do continua. Para isso, considere u,, — u em X.

Notemos que
7(uy,) = inf{d(un,,v) + 7(v) |v € X} < d(uy,v) +7(v)

para todo v € X. Dessa forma,

IN

lim sup(d(u,, v) + 7(v))
d(u,v) +7(v); Yo e X

= limsup7(u,) < 7(u).

lim sup 7(u,,)

IA

= lim sup 7(uy,)
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Por outro lado, notemos que se |dg f|(u) é positivo, consideremos a quantidade finita

de vizinhancas Vj , tal que |d¢ f|(v) # 0 para todo v € V; . Assim,
T(un) # 0; Yu, € Vi,

com n suficientemente grande. Ademais, como existe ny € N tal que u, € V) para

toda vizinhanca em questao que contém u, segue que

{oalueVink C© {djnlua € Vin}
= min{d; | u, € V;a} < min{d;, | u € V,,}
<

7(u)

= T(uy)

Consequentemente,

lim sup 7 (u,,) < 7(u).

Como 7 é s.c.i. e u, — u, segue que
7(u) < liminf 7(u,),
Sendo assim, 7(u,) — T(u). Observemos agora que,
01t 0) + F(tm) — d(w, 0) = ()] < d(t, ) + [F(un) — 7)),
assim, dado € > 0 existe ng € N tal que
n>ng = |d(u,,v) + 7(u,) — d(u,v) — 7(u)| <e,

para todo v € X. Dessa forma,

d(u,v) +7(v) < d(up,v) +7(u,) + €=
T(u) < d(uy,v)+7T(u,) + €=
T(u) < 7(up,) +e€=
7(u) < liminf7(u,) + €.

para todo € > 0. Sendo assim,
7(u) < liminf 7(uy,).

Portanto,
limsup 7(u,) < 7(u) < liminf 7(u,) = 7(u,) — 7(u)

quando |dg f|(u) # 0.
Vejamos agora o caso em que |df|(u) = 0. Neste caso, segue que

0=17(u) <7(u,) = liminf 7(u,) =
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limsup 7(u,) < 7(u) < liminf 7(u,) = 7(u,) — 7(u).

Portanto, 7 é uma funcao continua.

Vejamos agora algumas propriedades da fungao 7. Por definicao, temos
|da fl(v) = 0= 7(v) =0
A f1(0) # 0= 0 < 7(0) < Jminfs; | v € V) < 3 min{dn | v € Vo)
Queremos agora definir uma sequéncia de aplicacoes continuas:
o {(v,t) € X x [0,00] |t <7(v)} = X
tal que

A dm(v,1),0) < (S Soen, 41a0)) 1
By) f(m(v,1) < f(0) = 0(0) (S Saen, 034(0) ) ¢

C1) nn(,t) é equivariante.

Primeiramente, definamos

Hix(v,p10(0)t), seveViy
U7 sev ¢ U)\EAl ‘/17/\'

Observemos que, 7; goza das propriedades (A;), (By) e (Cy), pois:
Propriedade (A;):

ﬁI(th)::

v |J Via= dim(v,1),0) = d(v,0) = 0 < g1 ()t
AEA

ve [ J Via=dm(v,t),0) = d(H\(v, 611 (0)t),v) < dra(v)t.

AEA
Propriedade (B): Se v ¢ [J,ca, V1.2, entdo

fm(v,1)) = f(v) < f(v) = o(v)dr(v)t,

pois ¢1(v) = 0, visto que v ¢ [Jycp, Vi € ¢1 € uma das fungdes referente a particao

da unidade que, fora do suporte, se anula.

Se v € Vj, 5, entdo, pela propriedade (b) de H, , temos
fm(v,t)) = f(Hia(v, p1(0)1))
< fv) - ( sup U(U)) ¢1(v)t
vEB(u,0u)

< flv) —o(v)o(v)t.

Propriedade (C}): Para provar que 7 (+, t) é equivariante, vejamos primeiramente que
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Vi, com A € Ay, é equivariante = (U/\GA1 VLA)C é equivariante.

De fato, suponha por absurdo que (U/\GA1 VL,\)C nao seja equivariante. Fn-
tao, existe vy € (U/\EA1 VLA)C e g € G tal que g-v ¢ (UAGAl Vl,,\)c. Ou seja,
g-ve (UAEAl VLA)'

Logo, gv € Vi pra algum A € A;. Como Vj, é equivariante, segue que
v=yg' (g-v) € V1N C (UAeAl VM), um absurdo. Sendo assim, (UAeA1 VL,\)C é
equivariante. Concluindo o que desejavamos.

Assim, sendo (UAGA1 %,A)C equivariante, segue que se v € (U)\QA1 VLA)C, entao
gu € (U/\eAl VL,\)C. E, portanto,

m(gv,t) = gv = gm(v,t).

Por outro lado, se v € Vj y, segue que gv € Vi, e, utilizando a equivariancia de ¢; »
juntamente com a definicao da agdo de grupo no epigrafico presente no Exemplo 13,

segue que

mgv,t) = Hi(gv, d1a(gv)t)
= gHix(gv, o1 (v)1)
= g 771(U7t)-

Agora, assumamos, indutivamente, que 7,1 goze das propriedades (A4;), (B;) e (Cy).
Para todo v € V,, y e t € [0,7(v)), temos

A0 0),0) < [ S5 65a0) | £ < 7(0) < %%

j:l AEAJ

consequentemente, 7(v,t) € B(uy», 0n, A). Dessa forma, a aplicacio

Hn,)x (nn—l(vv t): ¢n,>\ (U)t>a sev & Vn,)\

M(v,1) =
77n—1<U7 t)? sev ¢ U)\EAl Vi)\

estd bem definida e goza das propriedades (A;),(B;) e (C1), cuja demonstracao é
analoga ao caso n = 1.

Desde que a familia {Vj,} é localmente finita, segue que, para todo u com
|de f|(u) # 0, existe uma vizinhanca U de u e ng € N tal que

nn(U? t) = Ting (U7 t)
para todo v € U, t € [0,d(v)) e n > ng. Logo, a aplicagao n : X x [0,00] — X dada por

n(u,t) = li}ln N (w, min{t, 7(u) })
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d(n(u, 1), u)

<

lim
n

li}ln min{¢, 7(u)} = min{t, 7(u)} <t,

d(np (u, min{t, 7(u) }), u)

%)

mostrando que a propriedade (A) do Lema 2.3 é valida para 1. Observemos também

que 1 goza da propriedade (B) do Lema 2.3, pois

f(77(% t)v u) =

Ainda mais, para verificar que n

<

f (i, (u, min{t, 7(u)}))
lim f (1 (w, min{#, 7(u) }))
lim f(u) = f(u).

aplicarmos a propriedade (B;) em 7, temos

f(tim g, (w, min{t, 7(u)}))
lim f (77, (u, min{z, 7(u)}))

t<7(u) = fln(u,t)) <

<

<

7 goza da propriedade (D) do Lema, basta provarmos a contrapositiva

tim | f(u) = o) [ D23 6ia(0) | mint, 7(w)}

n

j=1 €A,

f(u) — o(u) min{t, 7(u)}
f(u) —o(u)t,

dai obtemos que 7 é continua nos pontos (u,t) com |df|(u) = 0. Para verificarmos que

De fato, pois se 7(u) = 0, entao

7(u) =0 = |daf| = 0.

inf{d(u,v) +7(v) [v e X} =0.

goza da propriedade (C), basta observar que, ao

Portanto,
du,v) =0 —>u="v
e
T(v)=0=7(u) =0
igualdade essa que s6 ocorre quando |dgf|(u) = 0. Por fim, vejamos que 7(-,t) é

equivariante (propriedade (E)), pois

n(gu,t)

lim 7, (gu, min{t, 7(gu)})
liﬁﬂ g (u, min{t, 7(u)})

glim 7, (u, min{z, 7(u) })
gnu, t),
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para todo g € G. Observe que, foi utilizado o fato de que 7 é equivariante e que a acao
de grupo é continua o que ocorre porque a acao é isométrica e realizada por um grupo

de Lie compacto. [ ]

Lema 2.4. Sejam X um G-espaco métrico completo, f : X — R uma fun¢ao continua,
C C X fechado e 6,0 > 0 tal que

d(u,C) <06 =|dgf|(u) > 0.
Entao, existe uma aplica¢ao continua n: X x [0,0] — X tal que

a) d(n(u,t),u) <t;

b) f(n(u,t)) < f(u);

c) d(u,C) > 6= n(u,t) =y

d) uweC = flnu,t) < flu) ot

e) n(-,t) € equivariante para todo t € [0, 1].
Demonstracio. A funcao ¢ : X — R onde

o, se d(u,C) <o

plu) =
—o0, sed(u,C) >4

¢ semicontinua superiormente e |dg f| é semicontinua inferiormente com

¢(u) < |dgfl(u),

para todo u € X. Assim, existe uma aplica¢do continua ¢ : X — [0, 00) tal que

¢(u) < 6(u) < |daf|(u),
para todo u € X. Dai, obtemos que
du,C)<d = o(u)=o
o(u) < ldaf|(u).
Dessa forma, a fungdo @ = min{6™", 0} é continua e satisfaz
du,C)<d = T(u)=0 e
da fl(u) #0 = T(u) < |dcf|(w).

Seja ;@ X x [0,00) = X e : X — [0,00) as duas aplicagoes continuas provenientes
do Lema 2.3 aplicado a fungao o. Definamos recursivamente a funcao
nn—l(ua t)7 se 0 S 13 S Tn—1

n(u, 1) =
! ( ) T (nn—l(uv Tn—l(u))ﬂt - nn—l(u))a set > Tn—l(u>7



o7

onde
Tn(1) = Tt + 71 (N1 (W, Nn1(w))).

Provaremos agora que para todo (u,t) onde d(u,C) +t < ¢, temos
lim 7, (u) > ¢.
n
Por absurdo, suponhamos que 7,(u) <t para todo n. Desde que

A (u, Tn (), N1 (u, To-1(u))) < 70 (u) — Tpoa(u),

(1 (1, T (1)), C) < d(na(u, Ta(w)), w) + d(u, C) < 70 (u) + d(u, C)

segue que (7, (u, 7,(u))) é uma sequéncia de Cauchy no conjunto {v | d(u,C) < d} e,

como o espaco ¢ de Banach, segue que é convergente. Entao, temos
liyrln N (w, T (1)) = 0.
Sendo assim,
71(0) =l 7y (011, 73 (1)) = Ban (2 (1) — 7 (1)) = 0,

o que ¢ uma contradicao. Sendo assim, podemos definir uma aplicacao continua

n(u,t) = lim, n,(u, t). Segue do teorema anterior que

f(n(u, 1)) < f(u) - ot.
e n ¢ uma aplicagdo equivariante. Definamos n(u,t) = n(u, (0 — d(u,C))") quando
d(u,C) +t > 4. Nesta perspectiva, ) tem as propriedades desejadas. [ ]

Teorema 2.6 (Teorema da Deformagao Equivariante). Seja X um G—espago métrico,
f uma funcao continua equivariante e ¢ € R. Assuma que f satisfaz G — (PS).. Entdo
dado € > 0, U uma vizinhanca invariante de K. (Se K. =0 temos U =10), e A > 0,
existe € >0 en: X x [0,1] = X continua com:

a) d(n(u,t),u) <A

b) f(n(u,t)) < f(u);

) f(u) ¢ (c—€c+e) =nut)=u
d) n(fr\U 1) C [

e) n(-,t) € equivariante para todo t € [0, 1].
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Demonstracao. Fixe € > 0, uma vizinhanca U de K. e A > 0. Primeiramente, supo-
nhamos que f é uma funcao Lipschitz com constante 1. Da condicao G — P.S no nivel
¢, segue que K, é compacto. Considere r > 0 tal que B(K,;2r) C U. Consideremos
também 6,0 > 0 tal que 20 <€, 0 <re

c—20 < f(u) <c+26

u ¢ B(K.r) = |daf| > 0.

Definamos
C={ueX|c—0<f(u)<c+6, ue B(K;2r)}.

Dai, pelo fato de que f ¢é Lipschitz de constante 1, temos
d(u,C) <6 =|dafl(u) > 0.

Sendo assim, consideremos 7' : X X [0,6] — X uma aplicacdo continua como no
Teorema 2.4. No6s podemos assumir, sem perda de generalidade, A < § e definir
n: X x[0,1] - X por n(u,t) = n'(u, A\t). As propriedades (a) e (b) sdo imediatas.
Como f é uma fungéo Lipschitz com constante 1, temos f(u) ¢ (c—F€, c+¥€) implicando
que d(u,C)) > 6. Consequentemente 7(u, t) = u. Por fim, defina e = min{%*, §}. Se u €
fote \ U o

f(u) > ¢ — €, segue que u € C e, consequentemente,
f(u,1)) = f(n'(u, A)) < f(u) —oA<c+e—or<c—e

Seu e ft\Ue f(u) < c— ¢, deduzimos de (b) que f(n(u,1)) < ¢ — €. Consideremos
agora o caso geral. Como o epi(f) é fechado e X x R & completo, segue que epi(f) é
completo. Consideremos K. o conjunto dos pontos criticos de G no nivel ¢. Como f
cumpre a condi¢ao (G—PS)., segue que Gy também cumpre essa condigao (Proposicao
2.3). Ainda mais, (U x R)Nepi(f) ¢ uma vizinhanga de K, e G; é uma fungao Lipschitz
com constante 1. Aplicando o primeiro caso para G, podemos encontrar € > 0 e uma
aplicagao continua

ﬁ = (ﬁl?ﬁQ) : epi(f) X [07 1] — 6pi<f)

tal que
a) d((u,t),u) < X;
b) 7a((u,€),t) <&
) £ ¢ (c—Ec+e) =7((u8) 1) = (u,8);

d) {<c+eudU=7,((u,é),1) <c—c¢
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e) 7(-,t)é equivariante para todo t € [0, 1]
Por fim, definamos n : X x [0,1] — X por n(u,t) = 7,((u, f(u)),t). Como o dominio
de 77 é o epi(f), temos f(T((u, f(u)),t)) < Hy((u, f(u)),t). Assim, a funcdo n é uma
funcao conforme o enunciado no teorema. [ ]
Na proxima secao, aplicaremos o Teorema da Deformagao Equivariante para pro-
var uma importante Versao do Teorema do Passo da Montanha Equivariante. Este

Teorema ¢é crucial no estudo de solucoes da Equacao Logaritmica de Schrodinger, a

Equacio (3) que é um dos objetivos de estudos dessa dissertagao.

2.3 Generalizacao da versao simétrica do Teorema do

Passo da Montanha para Funcionais nao suaves

O objetivo dessa secao ¢é utilizar toda a teoria apresentada até agora nessa dis-
sertacao para provar uma versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha. A
demonstracao desse teorema foi baseada no artigo de Marzocchi ([18]) e nos capitulos

7, 8 ¢ 9 do livro Rabinowitz ([22]). Vejamos o teorema:

Teorema 2.7. Seja X um espaco de Banach e f : X — R um funcional s.c.i. par.
Considere G = Zy e X como um Zo espa¢o métrico cuja a¢ao € a acao presente
no Exemplo (6). Assuma que exista uma sequéncia estritamente crescente (V) de

subespacos de dimensao finita de X com as sequintes propriedades

a) Existe um subespaco fechado Z de X, p >0 e a > f(0) tal que
X=WaeZ e ||lul=p=flu)>a; Yue”Z
b) Eziste uma sequéncia (R,) em (p,00) tal que
Yu eV, com ||ul| > R, = f(u) < f(0).
Mais ainda, assuma que
c) Para todo ¢ > o, Gy satisfaz a condi¢ao (PS).;
d) Tem-se |daGr|(0,€) # 0, sempre quando & > .

Entao, existe uma sequéncia (un,§&,) em epi(f) tal que |dGy|(un,&,) = 0 e
gf(un,fn) = gn — OQ.
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Para fins didaticos, a demonstracao desse teorema foi decomposta em lemas e pro-
posicoes. Daqui em diante, considere as hipoteses e as notacoes presentes no enunciado
do Teorema (2.7).

O primeiro lema nos diz que, para pontos diferentes da origem, a inclinagao fraca
e a inclinagao fraca equivariante de uma fun¢do par coincidem quando o grupo em
questao é o Z,. Vejamos:

Lema 2.5. Seja X um espaco de Banach, f : X — R uma funcdao par e continua.
Entao, |dg, f|(u) = |df|(u) para u # 0.

Demonstracao. Consideremos a funcgao invariante f : X — R em relacao ao Zs- espaco

métrico X. Gragas a Proposi¢ao 1.33, temos

|dz, f1(u) < |d, f|(u) = |df|(u)

onde Gy é o grupo trivial, pois G; é subgrupo de G. Considere agora o, onde
0 < o < |dGy|(u,&) como na Definicao 1.1. Assim, existe 6 > 0 e uma aplicacdo
continua H =: B(u;d) x [0,6] — X tal que

a) d(H(v,t),v) <t
b) f(H(v,1)) < f(v) —ot

onde v € B(u,0) e t € [0,d]. Ademais, suponhamos, a menos de reducdo de 0, que
d < ||u]| implicando que B(u,d) N B(—u,0) = (. Assim fica bem definida a func¢ao
K : (B(u,d) U B(—u,d)) x [0,0] — epi(f) onde

H(v,t), sewv e B(u,d)

K(v,t) = H(—wv,t), sev € B(—u,d).

Observemos que, gracas a continuidade de H, obtemos que K é uma funcao continua.

Notemos também que K(-,t) é equivariante, ou seja,

Por fim, observemos que K também goza das propriedades (a) e (b) presentes na
Definigao (1.1). Dessa forma, a aplicagdo K é uma aplicacdo conforme a Defini¢ao
(1.31) e, assim,

0 < |dz, f|(u)

Como |df|(u) é o supremos desses sigmas, segue que

|df |(u) < |dz, fl(w).
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Portanto, |df|(u) = |dz, f|(u). u
Sem perda de generalidade, podemos assumir f(0) = 0. Consideremos agora a
funcao par Gy : epi(f) — R. Pelo Lema (2.5), temos |dz,G¢|(u,&) = |dG¢|(u,§) para

u # 0. Por hipotese, G satisfaz a condicdo G — (PS5). para todo ¢ > «. Ainda mais,
K. C (X \{0}) x {c}; Ve>a,
onde K. é relativo & G;. De fato, pois seja (u, &) € K.. Dessa forma,

Gr(u, &) =& =c>a> f(0) =0,

Portanto, (u,&) = (u,c) # (0,0) e, assim, obtemos a inclusdo K. C X x {c}. Notemos
agora que, se (0,c) € K., entdo |deGs|(0,¢) = 0, o que contraria a hipotese (d) do
Teorema 2.7. Sendo assim, (0,c¢) ¢ K,.. Portanto, K. C (X \ {0}) x {c}.

Definamos a familia
Y ={A] Aéfechado em X,0 ¢ A e A & simétrico com respeito a 0}.

Para A € 3, denotamos y(A) o género de A (Definicido (A.2) do Apéndice (A)). Seja
K = dim V, sem perda de generalidade, podemos assumir dimV,, = n + k para todo
n € N. Definamos D,, = Bp,, onde Bp, ¢ a bola centrada na origem com raio R,.

Definamos também

O, = {p € C(Dy,epi(f)) | ¢ € equivariante e p(u) = (u,0), Yu € dBr, NV, } e
I ={eD,\Y) e, n>j,YeXeyY)<n—j}

Vejamos algumas propriedades envolvendo esses dois conjuntos:

Lema 2.6. Se j >k e B€ 'y, entao BNOB,NZ # 0.

Demonstra¢ao. Com efeito, seja B = h(D,, \ V), parah € ®,,,Y € Yey(Y) <m— .
Considere
O={zeD,|hx)eB,)}.

Temos que 0 € O pois h é impar. Denote por O a componente conexa contendo a
origem (0. Observemos que

O =h"Y(B,) N Dy, = h"Y(B,) N (Bg,, NVp).

Como h é continua, segue que h™'(B,) é aberto. Logo, O ¢ aberto em Vin, logo O

também é aberto em V,,. Dessa forma, pela Proposicao A.9 do Apéndice A, temos
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7(00) = m. Observemos que h(0O) C 0B,, pois, pela hipotese (b) do Teorema 2.7,
podemos escolher R, > 0 tal que f(z) < 0 para x € V,, \ Bg,,, Como m é maior do

que K, temos
OB, N Z NV, # 0.

Utilizando a hipotese (a) do Teorema 2.7, temos

foB,nzav,, = a >0

e, assim obtemos que R, é maior do que p. Suponha que x € 00, implicando que
h(x) € B,, visto que h é continua. Se z € int(B,), entdo existe uma vizinhanga
V. C D,, tal que

WV,) cB,=V,cO

o que é um absurdo! Pois x € 00. Logo devemos ter x € 0D, relativo a V,,,, portanto
h = Id em 00. Sendo assim,

By = ||z = [lh(2)]] < p

o que é um absurdo! Logo, h(z) € 0B,. Dessa forma, h(0O) C 0B,. Agora, defina
W ={x € D,, | h(z) € 0B,} e observe que 90 C W (pelo o que foi provado). Dessa
maneira,

m = 7(00) < (W) <m = (W) =m.

Dai, segundo a Observagdo (A.7) da Propriedade (A.6) do Apéndice (A) da Teoria de
género, y(W\Y) > v(W)—~(Y) = m—(m—j) =j > k. Por outro lado, sendo hlgy

uma func¢ao continua e impar, entao
VAW \Y)) > k.

Como a codimensao de Z é k e temos esta tultima desigualdade, segue que,

D£hW\Y)NZC(BNIB,NZ).

Logo, BNoB,NX # 0. u
Lema 2.7. Os sequintes fatos sao verdadeiros:

I)T;#£0VjeN

II) T4, C Ty

III) Se v € Clepi(f),epi(f)) ¢é equivariante e ¥(u,0) = (u,0) para todo
u € 0Bgr, NV, para todo n > j, entio ¥(B) € I'; para todo B € T;.

IV) Se BeTl;, seX ev(S) <s <y, temos B\ (S xR)eTl;_,.



63

V) Se BeTl; e L={(u,) €epi(f)|uecX,||ul| =p}, temos BONL =1

Demonstracao. Vejamos as demonstracoes dessas afirmacoes:

I)
1)

I11)

V)

Temos I|p,, € D,,,¥m > j, ao considerarmos Y = ().

Seja B =h(D,, \Y) € ['jt1, entdo B € @, comm >j+1>jY € ¥ com
YY)<m—j—1<m-—j.

Logo, B € T';.

Seja B = h(D,, \'Y) € T'; e suponha ¢ como na hipotese da afirmacao. Obser-

vemos que h é impar pois é equivariante em relacao a Z,. Sendo assim,

@oh € C(Dy,,epi(f)) é impar
e poh(u) = (u,0) em OBg, N V. Assim, poh € &,,,m > je~Y) <m—j
implicando que
poh(Dy,\Y) el

Seja B = h(D,, \Y) € T, entdo g € ®,,,,m > j, Y € L(E) e y(Y) <m —j. Se

Z € Y, provemos que

B\ Z = h(D,, \ (YULR(Z x R))).
De fato, pois

h(D, \ (YUKh Y Z xR))) = h(D,N(YUR(ZxR))

= h(Dn,N(Y°Nh(Z xR))

= M(DnnY)N (D, NhHZ xR)Y))

= h((Dn \Y)N (D \ 7 (Z x R)))

C h(Dn\Y)Nh(D, \h *(Z xR)).
Observemos que
€D, \NW ' (ZxR)=2¢h H(ZxR)=h(z)¢ (ZxR)= h(z) € Z°xR.
Logo, h(D,, \ h™'(Z x R)) C Z° X R e, portanto,

h(Dw \ (Y UL™Y(Z xR))) C (BN(ZxR))°=B\(ZxR)
c B\ (ZxR).

Por outro lado, se b € B\ (Z x R), entao b = h(w) onde w € D,,\Y e

w ¢ h™'(Z xR). Sendo assim, existe uma sequéncia (w,,) de elementos de D,, \' Y
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convergindo para w. Como Z x R é fechado e h é uma funcao continua, segue
que h™1(Z x R) ¢ fechado. Pelo fato de que w ¢ h™'(Z x R), temos, para n

suficientemente grande, w,, ¢ h™'(Z x R), ou seja,

w, € (D, \ (Y URH(Z x R)))

para n suficientemente grande. Logo, w € (D,, \ (Y Uh=1(Z x R))). Portanto,

B\ Z c h(Dy\ (Y UR—1(Z x R)))). (2.1)

Recordemos que dim(V,,) < oo e h((Dy, \ (Y UL~ (Z x R)))) C V;,, é um con-
junto fechado e limitado, obtemos que (D,, \ (Y Uh=}(Z x R))) é compacto.
Consequentemente, usando o fato de que h é uma funcao continua, temos
h((Dy, \ (Y Uh™1(Z x R)))) compacto. Logo, da Inclusao (2.1), temos

B\ Z C h((Dm \ (Y Uh~L(Z x R)))).

Dessa forma, fica provada a igualdade

B\Z = (D \ (Y UR(Z x R)))).
Agora, observemos que h™'(Z x R) € X. Para isso, devemos verificar que

a) 0¢ h '(Z x R). De fato, pois 0 ¢ D,,, que é o dominio de h
b) h'(Z x R) ¢é fechado. Recordando que Z x R ¢ fechado ¢ h ¢ uma fungao

continua, segue que h~'(Z x R) é fechado em D,,, mas sendo D,, fechado,
temos h~'(Z x R) fechado.

c) h1(Z x R) é equivariante em relacdo a Z,. Realmente, pois
uw€h™(ZxR)= I(w,&) € Z xR tal que h(u) = (w,§).
Como h é impar, temos
h(—u) = —h(u) = (—w,=§) € Z xR

pois Z ¢ simétricos com respeito a origem. Logo, —u € h™'(Z x R) € X.

Agora, observe que

y(h ™ (Z xR)UY)

IN

Y(hH(Z x R)) +7(Y)
1(Z xR) +~(Y)
< s+ (m—j)=m—(j—s)

IN

por causa das propriedades presentes na Proposi¢ao (A.6) da Teoria de Geé-
nero (A), pelo fato de h ser continua e pelo fato de que, por hipotese,
v(Z x R) < s < j. Dessa forma,

B\(ZxR)=h(Dn\ (Y UL (ZxR)) €T,
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V) Consideremos a projegao canonica 7 : X x R — X. Verifiquemos que
BNL#0< n(B)NOB,NZ + 0.
De fato, seja (u,§) € BN L, entao
ue Z||ull=pen(u,§) =u=
wen(B)NOB,NZ = n(B)NOB,NZ # .

Seja agora, u € m(B) N 0B, N Z, logo u € m(B) e, assim, existe £ € R tal
que (u, &) € B C epi(f). Logo, (u,§) € L. Dessa forma,

(u,§) e BNL= BNL=4.

Consideremos agora que B = ¢(D,, \Y). A funcao mop € C(D,,, X) &
impar, mo ¢ = id em 0B, NV,,, do Lema 2.6, obtemos

m(BYNOdB,NZ # 0= BNL+#0.

Portanto, a afirmagao (5) esta provada.

Proposicao 2.8. Seja

¢ = Blglﬁj (ﬂ?é(Bgf(uyg), VjeN

0s valores minimax de Gy. Se j >k, entdo ¢; > a > 0.

Demonstragao. Com efeito, se j > k e B € I';, por (5) do Lema (2.7), temos
m(B)N OB, N X # 0. Como fl|sp,nz > «, segue que

(.€) € BNOB,NZ = Gy(u.&) =€ > f(u) > a

Logo,
(Q%%ggf(u,g) >a,VBel; =
cj = bienrfj (ggexB Gr(u,&) > a>0.
n
Proposicao 2.9. Se j >k ec; =cjp1 = =cjyp = ¢, entio y(K.) > p+ 1.

Demonstracao. Sendo f(0) =0e c > a > 0, segue que 0 ¢ K,.. Alem disso, K. € X,
pois f é par, 0 ¢ K. e, como G satisfaz a condigao (PS5)., segue que K. é compacto,
em particular, fechado.

Suponhamos, por contradi¢ao, que v(K.) < p. Considere § > 0, como no item
(V) da Proposi¢ao (A.6) do Apéndice (A) , tal que y(Ns(K.)) = v(K.). Tomando
U= N;(K.) ee =g,
ec (0,5) en(t,-): epi(f) — epi(f) continua tal que

apliquemos o Teorema da Deformagao (2.6). Assim, existe
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D) d(n(u,t),u) < A;
) Gr(n(u,t)) < Gr(u);
II) Gs(u) € (c — € c+€) = n(u,t) =u;
V) n(GF\U.1) € G
V) n(-,t) é equivariante segundo Z,, para todo t € [0, 1].

Aplicando a defini¢ao de infimo, considere agora B € I';, tal que max,cp I(u) < c+e.
Devemos ter, B\ U € I'; de maneira analoga ao que foi provado na Afirmacao (4).
Pela hipotese (b), existe R, > 0 tal que

flu) < f(0) =0; Yu€ dBg,, NVy;Vm eN

e sendo ¢ — € > ¢ — a > 0, segue de (III) e de (V) que n(-,t) € ®,,, para todo m > k.

Consequentemente, pela invariancia de U, temos
77(B\U71) S FJ"

Portanto,

c< max Grlu)<c—e=€e<0
uen(B\T,1)

um absurdo! ]

Pelo estudo feito até aqui, obtemos que, para cada j > k, tem-se v(K.,) > 1.

Logo, K., # () e, assim, existe um ponto critico u; de Gy tal que Gy(u;) = ¢;.

Proposicao 2.10.

c; — 00, quando j — 00.

Demonstragao. Com efeito, pela monotonicidade de I';j, temos ¢; < ¢;41. Suponha, por
absurdo, que (¢;) seja limitada. Entdo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe
¢ € R tal que

cj —>¢C
a menos de subsequéncia. Para j > k, devemos ter ¢ > ¢;. Caso contrario, ¢ = ¢;, para
todo j > k implicando que v(Kz) = oo, gragas a Afirmacdo 2. O que ndo ocorre pois

Kz é compacto. Defina o conjunto
K ={u € epi(f) | ckr1 <Gr(u) <cel|dGs|(u) = 0}.

Como Gy satisfaz a condigao (PS)., para todo ¢ > a, segue que K é compacto, entao

7v(K) < oo e consideremos 6 > 0 tal que

q¢ = v(Ns(K)) = ~v(K).

Tomando s = max{q,k+1},U = Ns(K) e €

= € — ¢ no Teorema da Deformagio (2.6),
segue que existe € € (0,€) e n(-,t) : epi(f) x [0,1] — epi(f) continua tal que
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D) d(n(u,t),u) < At; para algum X\ > 0.
1) Gr(n(u,t)) < Gg(u);
II) Gs(u) € (c —€ c+€) = n(u,t) = u;
V) m(GFF\ U 1) € G
V) n(-,t) é equivariante segundo Zs, para todo t € [0, 1].

Sejam j € N tal que ¢; > ¢ — € o que ¢é possivel devido a convergéncia c¢; — ¢, e escolha
B €T tal que

<c .
rileaggf(u) <c+e

Dai segue que B\ U € T'; a qual inclusdo pode ser mostrada de maneira analoga a 4%
afirmacao do Lema (2.7). Pela hipotese (b), temos que dado m € N, existe R,, > 0 tal

que
f(u) < f(0) =0; Yu € OBg,, N V.

Sendo ¢ — € > 0, segue que
ne b, Vm>k

de maneira analoga ao que foi provado anteriormente. Logo, devido a invariancia de

U, temos
n(1,B\U) € T;.
Portanto,
c< max I(u) <t-—pe
uen(1,B\U)
um absurdo! Portanto, (c;) € ilimitada. n

Dessa forma, observando as Proposi¢oes (2.9) e (2.10), obtemos que existe uma
sequéncia (u,,&,) de pontos criticos de Gy tal que Gf(u,,§&,) — oco. Agora, iremos
ver um resultado de multiplicidade de pontos criticos para o funcional f. Para isso, a
condicao (epi). mostra-se valiosa para tal objetivo pois associa pontos criticos de Gy a
pontos criticos de f. Vamos a definigao:

Definigao 2.11. Seja ¢ € R. Dizemos que f satisfaz a condicao (epi). se existe € > 0

tal que
inf{|dG¢|(u, ) | f(u) <\, |A—c| <e}>0.

Proposicdo 2.12. Seja X um espaco de Banach e f: X — R uma funcdo s.c.i. . Se

f satisfaz a condicao (epi)., entdo

|dGy|(u, &) = 0= & = f(u) = |df|(u) = 0.
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Demonstragao. De fato, pois se |dG¢|(u, &) = 0, entao
|dGr[(u, &) & {[dGs[(u, A) [ f(u) <A A= <€} =

flu) 2 €= flu) =&
Mas, como (u, &) € epi(f), temos f(u) > £. Logo, f(u) = £. Recordemos agora que, da
Definicao 1.11 , temos

dG¢|(u,f(u
df | (u) = \/1‘—(|ngé(f|({t(7f)(zt)))2’ se |dgs(w)] <1
+00, se |dGs|(u) = 1.
Sendo assim,
\df|(u) = |dGy|(u, f(u)) _ 0 _
V1= (ldGsl(u, f(u)?  V1-0°
Logo, u ¢ um ponto critico de f. [ ]

Agora, podemos provar o seguinte corolario:

Corolario 2.13. Seja X um espaco de Banach e f : X — R um funcional s.c.i.
par. Considere G = Zo e X como um Zs espaco métrico cuja acao € a ag¢ao presente
no Exemplo (6). Assuma que exista uma sequéncia estritamente crescente (V) de

subespacos de dimensao finita de X com as sequintes propriedades

a) Existe um subespaco fechado Z de X, p >0 e a > f(0) tal que
X=WeZellul|=p=flu)2a YueZ

b) Eziste uma sequéncia (R,) em (p,00) tal que

u € Vi, |lul| > R, = f(u) <0.

Mais ainda, assuma que
c) Para todo ¢ > a, f satisfaz a condi¢ao (PS). e a condigdo (epi),.
d) Tem-se |dz,Gf|(0,€) # 0, sempre quando & > c.
Entao, existe uma sequéncia (u,,) de pontos criticos de f tal que f(u,) — 0.

Demonstragao. Observando a propriedade (c¢) de f da hipotese desse teorema, obtemos
que G satisfaz a condigao (PS). para todo ¢ > «a. Logo, aplicando a versao simétrica do
passo da montanha (Teorema 2.7), obtemos uma sequéncia de pontos criticos (xy, &)
de Gy tal que

flan) = Gylan, f(xr)) — oo

Por fim, os pontos (zx) sdo pontos criticos de f devido & Proposi¢ao (2.12). Como

queriamos demonstrar. [ ]



Capitulo 3

Equacoes de Schrondiger com nao

linearidade logaritmica

Neste capitulo, provaremos a existéncia de multiplas solugoes fracas do Problema
(3) e, em seguida, estudaremos a regularidade dessas solugbes assim como a positivi-
dade.
3.1 Propriedades do funcional energia
Recordemos o problema postulado na introducao:
—Au+ wu = ulog u?.

onde v € H'(R™). Trabalharemos com o funcional energia associado a esse problema

1 , w1l , 1
s =5 [ v+ 202 [lap - [ G,
onde G : R — R é dada por

dado por

G(s) = s*log(s®), ses#0 (3.1)

0, se s =0.
Nessa se¢ao, veremos algumas propriedades do funcional energia J. Iniciaremos com
um resultado técnico que é bastante ttil para estudar a regularidade das solucoes fracas

associadas ao Problema (3).
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Lema 3.1. Seja o > 1. Entao,

z® > log x°
para todo x positivo.

Demonstracao. Para realizar essa demonstragao, basta provar que a funcao f : R* - R
onde f(x) = 2% — log z? é nao negativa. Observemos primeiramente que, se z € (0, 1),

entao
logz? <0 < z“.

E, portanto, f(x) > 0 para z € (0,1). Vejamos agora o caso em que x > 1. Observando
que r® > x para x > 1, basta mostrar que a fungao g(z) = x — logz? é nao negativa.

De fato, notemos que, para x > 1, temos

2

* T

(&

v

= =loge® > loga®.
Dessa forma, g(x) > 0 e, assim,

f(z) > 0= 2% > log x>

para todo z > 0. [ |

Lema 3.2. Considere a fungdo h: RT — R onde h(z) = log(z?). Entdo, dado 6 > 0,
existe K > 0 tal que |h(z)| < |z|° para todo |z| > K.

Demonstracao. De fato, observemos que, ao aplicarmos a regra de L’Hopital, temos

1 2
lim _og(x )

=0

Assim, existe M; > 0 tal que loga? < |z|° para |z| > M;. Por outro lado, como a

funcao h é continua, obtemos que existe M > 0 tal que
|h(z)] < M,
para todo x € (0, M']. Portanto,
|h(x)] < M + |z’

para todo z € R™.
[ |
O nosso primeiro objetivo é mostrar que J cumpre a condi¢ao (PS). para todo

¢ € R. Para isso, definamos G, g : R — R, onde
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(
s?log(s?), ses#0
G(s) =
0, ses=10
\
e
)
slog(s?), ses#0
9(s) =
\O’ se s =0.

Note que G e g sao fungoes continuas, basta utilizar a Regra de I’Hopital para provar

a continuidade no 0. Definamos também
Gi(s) = (s*logs?®)” e (3.2)
Go(s) = (s*logs)T. (3.3)

Observemos que

Proposigao 3.1. Se u € H. _(RY), entdo para todo v € H'(RY) N L (RY), temos
g(u)v € LY(RY) e g(u) € L}, (RY).

loc

Demonstracao. Desde que

/ lg(w)o] = / |g<u>v|+/ 9wl < / |g<u>k:|+/ g(wkl,
{lul<1} {lul>1} {lul<1}nsuptv {lul>1}Nsupto

onde k£ > 0 foi tomado de tal forma que |v| < k. Dessa forma,

[t <cier (),
{Ju|>1}Nsuptv

onde (7 é uma constante positiva tal que

/ g(wk| < G,
{|u|<1}Nsuptv

a qual existe pois g ¢ uma func¢ao continua e {|u| < 1}Nsuptv é compacto. Observemos,

agora, que dado § € (0,2* — 1], pelo Lema 3.2, segue que existe K; > 0 tal que
lu| > K = log |u|® < |ul’.

Assim,

/ o)l = [ gl + [ l9(u)
{u>1}Nsuptv {1<u< K }nsuptv {u>Kj }nsuptv
< Cg—l—/ |ulog u?|
{u>K1 }Nsuptv

< G| ]+,
{u>K1 }Nsuptv
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O argumento da existéncia de Cy > 0 é andloga ao argumento da existéncia da constante
C1.Dessa forma, existe C' > 0 tal que

it <c 1+ [ ) <o
{u>Ki }Nsuptv

(RN) e HL (RN) < L (RY) para 6 € (0,2° — 1]. Portanto,

g(u)v € LYRYN) para todo v € HYRY) N LE(RY). Em particular, dado K C RY

compacto, segue que existe o5, € C°(RY) tal que

visto que u € H} .

(i) px(r) =1 Ve e K
(ii) 0 < px(z) <1; Vo e RY
(iii) ¢(z) = 0; para z tal que d(z, K) > 1.

A construcgao de tal sequéncia ¢ feita nos livros do Adams ([1]) e Brezis ([5]) no que

concerne o produto de convolugao. Assim, px € H'(RY) N L (RY) e

/K lg(u)| < /RN lg(u)pr] < 0.
Logo, g(u) € L}, .(RY). i

loc

Ademais, se u € H'(RY) e v € H'(RY) N L°(RY), podemos considerar

(T (), ) ::/VUVU+w/uv—/uvlogu2. (3.4)

Note que (J'(u), -) nao é a derivada direcional de J, pois J nao possui algumas derivadas
direcionais como, por exemplo, a funcao u definida no Exemplo 1. Porém, podemos
definir essa expressao que é conveniente para encontrar solugoes fracas.

Observemos, na proposicao seguinte, como essa expressao se relaciona bem com
os conceitos de inclinacao fraca e subdiferencial de Clark:

Proposigao 3.2. Seja u € H'(RY) com J(u) € R e |dJ|(u) < co. Entdo as sequintes

sentencas sao verdadeiras:

(1) g(u) € LL.(RY) N HY(RY) e, para todo v € H'(RY) N L (RY), temos
[(J'(w), 0)| < [dT|(w)|[v]].

(2) Se v € H'RY) e (glu)v)t € L'RY) ou (g(u)v)- € LYRY), entdio

g(u)v € LY(RY) e a identidade (3.4) € verdadeira, identificando J'(u) como um
elemento em H~1(RY).
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Demonstra¢ao. Recordando a defini¢ao de subdiferencial e usando o item (b) do Teo-

rema 1.20, temos
dJ(u) # 0 e |dJ|(u) > min{||al|, | « € 0J(u)}

visto que |dJ|(u) < oo, onde || - ||, é a norma de H~'(RY). Agora seja,

w—+1

Tw) = IVl +
Qu) = —%/U?logu?

Pelo Corolério 5 de [10], temos 0.J(u) C 9T (u) + 0Q(u) e, como dJ(u) # 0, segue que
0Q(u) é nao vazio. Ao definirmos, q : RN x R — R onde ¢(z,t) = —t — g(t) e aplicando
[20, item (b) do Teorema 3.1|, temos

Jull; e

—u— glu) € L (RY) N H™'(RY)
entdao g(u) € L} (RN)N HY(RY), e
0Q(u) = {—ulogu® — u}.
Observemos que, J =T + ) e como T' ¢ diferenciavel, segue que
OT (u) = {Vu + wu}.
Assim,

0J(v) C {Vu+wu}+ {—ulogu® — u}
= 0J(u) = {Vu+wu}+ {—ulogu® — u}.

Dessa forma, 0.J(u) = {J'(u)} onde J'(u) foi definido em (3.4). Logo,
1S (@)l < [dJ|(u) =

0. )

[(S'(w),0)] < [dJ|(u) - []v]]

IN

17"l < [dJ](w)] =

provando, assim, (I). A afirmagcao (II) segue do Teorema 1 devido a Brezis-Browder na
Referéncia [6]. n
Proposicao 3.3. O funcional J é semicontinuo inferiormente.
Demonstragdo. Seja (u;,) uma sequéncia de H'(R”Y) tal que

up — uw em HY(RY).

Assim,
up — u em L*(RY)

e, a menos de subsequéncia,
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ur — u em quase todo ponto em RY.
Como a fungao Gy, definida na Equacao (3.2),6 uma funcdo continua, seque que
G1(ux) — G1(u) em quase todo ponto em RY.

Assim,
lim inf(G; o ug)(z) = (G o u)(x) em quase todo ponto em RY.

E, pelo Lema de Fatou, segue que

/ (Gyou) — / lim inf(G1 o uy) < lim inf / G (up).

Por outro lado, levando em conta a fungao Gy definida na Equacao (3.3) e que, para
todo ¢ € (0,27 — 2], existe Cs > 0 tal que

Ga(s) < Csls|**’; Vs € R

e que up — u em L)Y Aplicando a reciproca do Teorema da Convergéncia Domi-
nada, existe h € L2+ (RY) tal que

|ur(c)] < [h(z)|
em quase todo ponto de RY. Assim,
Go(ug(x)) < Cs|h(2)|*T° € LYRY).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
/GQ(U) = liin inf G (uy).

Recordando que G(s) = G3(s) — G1(s), temos

/G(u) < anmf/G(uk).

Portanto,
J(u) < limKinf J(ug)

e, assim, J é uma funcao semicontinua inferiormente.
(RY).

Lema 3.3. As sequéncias (PS). de J sao limitadas em H},,
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Demonstracio. Seja (ug) uma sequéncia (PS). de J em HYRY) de J, ou seja,
J(u) — ¢ e |dJ|(uy) — 0. Pela Proposi¢ao (3.2), temos

(J'(ur),v) = o(1)|Jv]]; Vv € H'(RY) N LE(RY),
onde o(1) é uma ordem pequena, i.e.,
o(1) = 0, quando ||v|| — 0.
Dai, obtemos que
J'(uy,) — 0, quando k — oo em H™'(RY).

Agora, observemos que se u € H'(RY), entdo existe § > 0 pequeno tal que
Go(s) < Css*™0 e como HY(RY) — L2 (RY), segue que

/]Gg(s)] _ /Gg(s) < 05/|uy2+5 < 00 = Gy € L'(RY),

Entao, pelo item (2) da Proposi¢ao (3.2), podemos escolher u; como uma fungao ad-

missivel teste na Equagao (3.4) e, assim,
(J'(ug), ug) :/|Vuk|2+w/uz+/uz—/uiloguz.
Logo, usando a definigao de J(u) (Equacao (4))

(J'(up),ury = 2J(up) — /ui (3.5)
2J (ug) — (J'(ur), ux) < 2C1 + o(1)|[uy]] (3.6)

[lull3

onde C; > 0 é uma constante que limita (J(ug)). Pela desigualdade logaritmicas de

Sobolev (Inequacao (5)), temos
/u2 log u? < G;HVUH% + (log [[ull3 — n(1 +loga))||ul3, Vue H'(RY), a>0.
Observemos agora que,
Jugl]* = ||Vuk||3+||uk||§:QJ(Uk)—wHUngﬂL/UilOgui
= |luel)? < 2J(up) — w(2J (ug) — (J'(ug), ug)) + /ui log u,
= [luel)? < (2 - 2w)J (ug) + w - |Jugl|o(1) + /uz log uz.

Visto que (J'(ug),ur) = o(1)||ug||, devido a Proposicao 3.2.Como J(ux) — ¢, segue
que existe Cy > 0 tal que
(2 — 2w)J (ug)| < Cs.
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E usando a desigualdade logaritmica de Schrondinger, temos

2
a
[[url[* < Co + wllurllo(1) + —[[Vurll; + (log [|usl[3 = n(1 +log a))[[ux|[5-

Como log s < s'*° com 6 € (0, 1), segue que

2
a
el < Co + wlfusl[o(1) + —[|Vunl[5 + ([[uxl|3)"** = (1 + log a))Jul5

Consideremos a > 0 tao pequeno de tal forma que d := 2 < 1e 1+ loga < 0. Assim

temos,
[([[uxl 1) =n(1+log a)]l[uxl[3 < [(2C1+o(1)[[url ) —n(1+log a)]—(2C1+o(1)] Jux][)**.
Logo,

(L=d)[ux|[* < Cotwllugllo(1)+[(2C1+o(1)][Jux|[)'** —n(1+log a)] - (2C1+o(1)[ux|[) .

Recordando que ||ug||o(1) — 0 e usando o argumento de absurdo, segue que (||ull) é

limitada em H(RY) e, assim, (uy) ¢ limitada em H}! (RY). ]

Proposicao 3.4. J|Hia ®x~) satisfaz a condigdo (PS). para todo c € R.

d

1 (RY). Pelo
(RY). Como H'(RY) é reflexivo, segue que

existe u € H'(RY) tal que, a menos de subsequéncia,

Demonstragio. Considere agora (uy) uma sequéncia (PS), de J em H}

Lema 3.3, temos (uy) ¢ limitada em H} ,

(i) up — v em HYRY), pois H}

rad

(RY) & um subespaco fechado em H!'(RY).
(ii) ux — uem LP(RY)
(iii) up — u em quase todo ponto de RY.

Precisamos provar que
/VUVU —i—w/uv = /uvloqu, Yo € HY(RY) N L (RY).

Para isso, fixemos v € H'(RY) N L°(RY) e consideremos vg(ug)v onde, dado R > 0,

tem-se
a) vg: R — [0, 1] é suave;
b) vg(s) =1 para |s| < R;

c) vgr(s) =0 para |s| > 2R;
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Sendo assim, observemos que vp(uz)v € HY(RM) N LE(RY), pois o fato de que
up € HY(RY) implica que vg(uy) € H'(RY). Dessa forma, utilizando a Identidade

(3.4) e usando a limitacao de (ug), temos

(). vn(w)e) = [ VurV(onuo) + [won(uo - [ wveuvlogt

Definamos agora,

Ly = ' / vr(ue) Ve Vo + w / v () gy — / () upvlog u — (J' (uy), vr(ug)v)

Logo,

L= ‘ / vr(up) Vg Vo — / YV V (v (u)v)

Aplicando a regra do produto e a regra da cadeia temos, segue que

V(vr(ug)v) = v (ug) (Vug)v + vg(ug) Vo.

Portanto,
L, = ‘/UR(W)VWVU—/Uﬁ(uk)U|Vuk|2 _/UR(Uk)VukVU N

, c c
L = ‘/UR(UWWU,CF < El./wu,f <2

onde C; = C - ||v||o € C3 € uma constante que limita a sequéncia (||uy||3). Dessa

forma, obtemos a seguinte desigualdade:

‘/UR(uk)vukzvv+W/UR(Uk)UkU_ /UR(Uk:)UkU log ui — (J'(ur), vr(up)v)| < %
(3.7)

Observemos que
(i) (J'(ur), vr(ux)v) =0

(ii) vr(ug)Vo — vg(u)Vo em L*(RY) implicando que
/UR(uk)VukVU — /UR(U)VUVU.

(iii) (vg(ug)uglogui) é limitada em L2 (RY).

De fato, consideremos § > 0 de tal forma que 2 + 20 € [2,2*]. Aplicando o Lema
3.2, segue que existe M > 0 tal que logz? < M + |z|°. Dai e a observarmos que
lvg(ur(x))| < 1, para todo = € RY, obtemos que,

[ tontuyutog i < €t [ o) fus PP < Cot [ 0?72 = Cutlfunl 52
K K K
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Aplicando a imersao H} ;(RY) — LI(RY) para q € [2,2*], segue que

lémmmmmw<gﬂm%ﬁm<@,

pois (uy,) ¢ limitada em H! ;(RY).

(iv) vg(ug)uglog(ui) — vg(uw)ulogu? em q.t.p. pois ux — u q.t.p. e vg e logz sdo

fungoes continuas.
(v) |vr(w)wvlogui| < [|vlloclvr(ur)ur log ui] < [[v]|e - € € Li,(RY).
De (IV) e (V), segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, que
/UR(uk)ukvlogui — /UR(u)uvlogu2.

Portanto, fazendo k — oo na Equacao (3.7), temos

, C
‘/UR(uk)Vuva—|—w/vR(uk)ukv — /UR(uk)ukv loguz — (J'(u), vg(up)v)| < EQ

Fazendo agora R — oo, temos
/VUVU + w/uv = /uvloguz; Yo € HY(RY) N L (RM). (3.8)
Assim como na demonstragdo da Proposicao (3.3), obtemos que

/ Gi(u) < liminf / G (uy)

[t =t [ Gatun)

Recordando que G(s) = Ga(s) — Gi(s), temos
=[Gt - i) = [ Gaw) = [ Grtw)
> Tim sup / Ga(uy,) + lim sup / —Gh ()
— limsup / Gl (ur) — G ()
— limsup / Glur).
pois
lim [ Gs(u) = [ Go(u) e [ Gi(u) < liminf [ G (uy).

Dessa forma, limsup [uflogui < [wu?logu®. Observando agora a equagdo que

(J'(ug), ux) — 0, temos
lim <\|Vuk]|§ + wl|ug 3 — /uz loguz) = 0.

Como
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limsup || Vug|[3 + w|ug|[3 < limsup K|ug||* < oo e

limsup [uflogui < [u?logu® < oo,

segue que

0 = lim (HVukH%—i—wHung—/uilogui) < limsup (||[Vug|[5 + wl|ukl]3)

+lim sup (—/ui logui)
= timsup ([ Vel + wllunl) = tmsup [t loga < [ o?log

= |IVullz + wllull3,

onde a ultima Igualdade foi obtida da igualdade (3.8) ao considerar v = u. Sendo assim,

limsup || V|3 + wllu][3 < [[Vull3 + wl[ull3 (3.9)
Observando agora que a fun¢io g : H! ;(RY) — R dada por
g(u) = |[Vull3 + wllull3

é convexa e semicontinua inferiormente, segue que g é fracamente semicontinua inferi-
ormente. Logo,
g(u) < liminf g(ug). (3.10)

De (3.9) e (3.10), temos
lim |[Vue| 5 + wl|uxl[3 = IVullz + wllullz.
Consideremos agora M > 0 tal que M > % e M > 1. Assim,

e = ul* = IV (u — w)|3 + [Jue —ull; < MV (e —u)l]3 + Mwljuy —ull3
= M(|IV(ur — w3 +wllur — ul[3) = 0.

Logo, pelo teorema de Brezys-Lieb, temos

up — u em HY (RY).

rad

Portanto, J cumpre a condi¢ao (PS). para qualquer nivel ¢ € R.

Agora, faremos um itinerario para provar a seguinte propriedade:

Teorema 3.5. O funcional J satisfaz a condicao (epi). e, além disso, temos
|dz,G1(0,€) # 0 para € > a.
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Para prova-lo, precisaremos dos seguintes lemas que podem ser encontrados no
artigo de Degiovanni e Zani (Referéncia [13]). Para estes resultados, consideremos
Q C RY um aberto, g : 2 x R — R uma fungéo Carathéodory e G(z,s) = [; g(x, t)dt.

Ademais, consideremos que

sup |g(-, 8)| € L}, (Q), Vt> 0. (3.11)

Js|<t

E definamos a funcio f : Wy*(Q) — R por

flu) = / G(z,u)dx.
Q
Ademais, assumamos que existe a € L'(Q),b € R e d > 0 tal que
—a(zr) — b|s|("2%2) < G(z,s) <alx)+ b|s|<"2%2) + dsg(x, s) (3.12)

em quase todo ponto = de €2 e para todo s € R. Dai, obtemos que f : Wol’g(Q) —Reé
semicontinua inferiormente.

Observagao: 3.6. O caso d = 0, o crescimento (3.12), ¢ uma tipica condi¢ao que garante

a finitude e a continuidade de f. Se d é positivo, entdo o crescimento (3.12) é satisfeito
2n

quando G(z,-) é uma funcdo convexa q.t.p. em 2 com g(z,0) € L7==2(Q). Assim,

nesse caso particular, temos
sg(2,0) < Gz, ) < sg(x, s).

Observemos que, do crescimento (3.12) e da imersao de H}(Q) — L%(Q), obtemos
que, para u € H}(Q) , temos f(u) € R e

%,
a(z) — E|S|<fﬁ>. (3.13)

2
> _Z
sgle,8) 2 —

Lema 3.4. Seja d > 0 e u € Wy*(Q) com g(x,u)u € LY(Q). Entio, f(u) € R e para
todo X\ > f(u), entao existem §,0 > 0 tal que

1
/ / g(x,w+ 72)(w + 72)dxdr > / g(x,u)udx + o,
0o Ja Q
para todo w,z € Wy (Q), com ||w —u||12 <6, ||2]12 <0 e

1
//G(az,w+7'z)d:)3d7'>)\—5.
0o Ja

Teorema 3.7. Seja (u, \) € epi(f) com X\ > f(u). Entao, |dGy|(u, \) = 1. Ainda mais,
se a aplicagio g(x,-) € par ¢.t.p. em Q, entdo |dz,G|(0,\) =1 para todo X > f(0).
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Demonstracao. Se d = 0, entao f é uma funcao continua e a afirmacao da Proposicao

1.35. Primeiramente, tratemos o caso g(z,u)u € L*(€2). Consideremos o e § positivos

como no Lema (3.4). Dado R > 0, consideremos agora uma fun¢ao suave vg : R — [0, 1]

com:
(i) supt(vg) C [-2R,2R];
(ii) [vk(s)| < %

Considere v € W, *(Q) N LX(Q) e R > 0, com |v| < |ul, q.t.p.,

llor(w)v —ull12 < €

e /Qg(a:,u)vR(u)vdx < /g(:c,u)udx—i—%.

Q

Dado ¢’ € (0,9] N (0, 1), definamos a aplicacao

Hy :{w € B(u,d) : f(w) < oo} x [0,0] — W),

onde Hy(w,t) = w + t(vg(w)v — w). Se considerarmos z = t(vg(w)v — w), para x € €2

q.t.p., temos

G(z,w+ 2) — G(z,w)
t

1
1
= /0 = 7_tg(x, w + 72)vg(w)vdr

- /1 ! ( ) )
r,w+T2)(w+ T2)dT
o1 tg )

1
- / g(z,w+ 72)(w + T2)dT.
0

Diminuindo ¢, se necessario, e usando que a Propriedade (3.11) e que

2 2b, | _2n_
sg(x,s) > —Ea(x) — E|S|(HQ_2)

podemos assumir que 300" + 26 < 2§, ||vg(w)v —w||12 < €e

//—gx w + 7z)vg(w)vdrdr < /g(x,u)udx+%,
Q

1—7t

[

(x w+ 72)(w + T2)dedr > —%,

// (x,w+72)(w+ T2)dedr > /g(x,u)udx—%.
Q

(3.14)

(3.15)
(3.16)

(3.17)

Definamos agora a aplicagao continua H : (B((u, A),d") Nepi(f)) x [0,0'] — epi(f) por

H((w, ). 1) = (Ha(w,t),u = 5t).
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Consideremos 7 € [0,1] tal que f(w + 72) < A — 0. Entao, das Inequagbes (3.15) e
(3.16) juntamente com o Lema (3.4), temos

F(Hy(w,8)) < f(w) + St — ot = f(w) = Tt < p— St.
Se f(w) < X =94, das Inequagoes (3.15 — 3.17), temos

f(Hl(w,t))gf(w)—i—atg)\—é—i—aé’gA—é’—%é’gu—%t.

A mesma inequacao permanece caso exista 7 € (0, 1] tal que f(w+72) < A— 4. Entao,

realmente, os elementos do dominio de H estdo no epi(f). Por fim, temos

gf(H(wnu)vt) = gf(w,u) — %t

e
2 2 2 o’ 2 2 o’ 2
1H1((w, p), ) =wl[i o+ Ha((w, ), t)—pl” = { [or(w)v —wllis + - )7 < { €+ ) £

Assim, por definicao, temos
o
Ve + o2

Como € > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, podemos fazer ¢ — 07 na

|dGy|(u, A) > (3.18)

Equacao (3.18), temos
|dGg|(u, A) = 1
Dai segue que |dGy|(u,\) = 1, pois, gracas ao Exemplo (2), j4 sabemos que
|dG|(u, \) < 1. Fagamos, agora, o caso em que g(z,u)u ¢ L'(Q2). Da Propriedade
(3.14), obtemos que
/ g(z, w)udr = +oo.
Q

Consideremos novamente o argumento anterior com v = 0. Seja M > (. Tomando
' suficientemente pequeno e da Propriedade (3.14) juntamente com Igualdade (3.14),

podemos afirmar que
f(Hy(w, 1)) < f(w) =
Assim, ao definirmos, H((w, u),t) = (Hy(w,t), u — Mt), podemos mostrar que

M
~ V(lulle+ 12+ M

|dGy|(u, A) =
e, sendo M > 0 arbitrario, ao fazermos M — 400, obtemos que
|dGy|(u, A) 2 1

Por fim, assumindo que g(z,-) é impar, obtemos que f & par. Assim, se considerarmos

u=0eX> f(0), obtemos que g(z,u)u € L'(Q) e podemos escolher, no argumento
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anterior, v = 0. Entao, H(-,t) é impar e a afirmagdo também é verdadeira nesse caso.
[

Por fim, provemos que

Teorema 3.8. O funcional J satisfaz a condicao (epi). para todo ¢ € R e, além disso,
temos |dz,Gs](0,€) # 0 para € > «.

Demonstra¢ao. Basta considerarmos f = J no Teorema (3.7). Assim, obtemos imedi-
atamente que |dz,Gs|(0,€) # 0 para € > a > J(0). Provemos agora que J cumpre a

condicao (epi).. Para isso, precisamos provar que
inf{|dGs|(u,\) ; f(u) <A |A—¢| <e}>0.

Observemos que, se A é maior do que f(u), obtemos, do Teorema (3.7), que
|dGs|(u, \) = 1. Portanto,

inf{|dG,|(u, A) ; f(u) <A\ A—c|<e}=1>0

para todo ¢ € R. Portanto, J cumpre a condi¢ao (epi). para todo ¢ € R. [

3.2 Multiplicidade de solucao, Regularidade e positi-

vidade das solucoes

Nessa secao, usaremos a versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha para
funcionais semicontinuos inferiormente (Corolario 2.13). Provaremos a multiplicidade

de solucoes classicas do problema:
—Au+ wu = ulog u?.

onde u € HY(RY). Também provaremos que se uma solucdo for ndo negativa, entao

ela é estritamente positiva.

3.2.1 Multiplicidade de solugao

Teorema 3.9. O funcional J referente ao Problema (3) possui uma sequéncia de pontos

criticos (ug) em H! (RY) com

J(uy) — oo quando k — oo.

Ademais, obtemos a sequinte relacao:

/VukVU+w/ukv:/ukvloguz; VYo € HY(RY) N L (RY).
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Observacao: 3.10. Note que a relacao
/VUVU —i—w/uv = /uvloguz; Yo € HY(RY)n L (RY),

nao implica que u é uma solu¢ao fraca do Problema (3), pois, deveriamos ter a igualdade
acima para toda funcao v € HY(RY) e ndo apenas para aquelas funcoes de H'(RY)
que sao essencialmente limitadas e tem suporte compacto. Mas, veremos na Subsecao

(3.2.3) que, mesmo assim, u é uma solugao classica do Problema (3).

Demonstracao. Para provar esse resultado, utilizaremos a versao simétrica do Teorema
do Passo da Montanha para funcionais semicontinuos inferiormente (Corolario 2.13)
com X = H! ,(RY). Vejamos que J cumpre as condi¢oes desse teorema.

Observemos que, devido & Proposigao (3.4), obtemos que J cumpre a condigao
PS e, aplicando o Teorema (3.8), obtemos que J satisfaz as condicoes (c) e (d) do
Teorema do Passo da Montanha (Corolario (2.13)).

Portanto, basta verificar se J satisfaz as hipoteses geométricas do teorema. Imedi-
atamente, obtemos que J(0) = 0. Ainda mais, da desigualdade logaritmica de Sobolev,

obtemos que

1 w1 1
T = I+ Z5 =l - 5 [ o loga?
1 w+1 1
> IVl a3+ w4 1+ (1 + loga) — log |l )] ul
> cfull”.
Para um a > 0 adequado e ||u|| = p suficientemente pequeno. Assim, considerando
Vo:={0} e Z=H! (RY), temos

lull = p = cllul] < J(u) = cp < J(u).

Dessa forma, basta considerar o = c¢p para provar a primeira hipotese geométrica
(hipotese (a) do Corolério (2.13)).

Por fim, consideremos uma sequéncia estritamente crescente V}, de subespacos de
dimensao finita de H! ;(R") constituida por fungoes limitadas advindas dos autoespa-
¢os associados ao operador (—A + |z|?) (vide Referéncia (2)). Recordando que todas

as normas em V} sao equivalentes, se uma sequéncia em Vj é tomada de tal forma que
||t || = o0
entao também i, = ||u,,||2 = 0o. Escrevamos agora u,, = f;,w,, onde
W = ||um||2_1um

Logo,
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a) |[wmlls =1

b) ||Vl < e, pois

[Vl 2+ ]2 = um/wfn s (IVatl2 = pos — 1.

¢) ||wml|leo < C, pois (u,,) é formada por sequéncias limitadas.

Observemos agora que

1
Hum) = 5 (190 0 Dl [ 21052,
1
= 5 (G B+ o i = [ oo,
1
— 5 (il s 02—, [ g, )
12
= 2 (VB4 0+ 1) [ logdad, )
12
= 2 (Vw0 1) = [ om + og )
s 2 2 2 2
= (19wl 4 1)~ Togllnl [ g, )
12
= — W, (w+1) —logu,, — | w; logw
i (|19} + (1) —logp, — [ Lo,
2
< 7’”( — log p1p,,) — —o0.
pois G : [-C,C] — R, definida na Equagao 3.1, é uma fun¢ao continua e, assim, é

limitada e possui integral finita. Portanto, existe uma sequéncia (Ry) em (p,00) tal

que para u € Vi com ||u|| > Ry, temos
J(u) <0.

Dessa forma, a segunda hipotese geométrica (hipotese (b) do Corolario (2.13)) é satis-
feita e, assim, J possui uma sequéncia de pontos criticos (ug) tal que J(ug) — oo. pela

Proposigao (3.2),segue que

(T (u), 0) < [dT|(we)[o]] = 0 =
/VukVUer/ukv = /ukvlogui; VYo € HY(RY) N L (RY).

Como queriamos demonstrar. [ |
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3.2.2 Positividade

Nessa secao, verificaremos que dado uma funcao nao negativa s6 ha duas opgoes: Ou
essa funcao é positiva ou nula. Para isso, utilizaremos um principio do méaximo devido

a Vasquez ([25]):

Teorema 3.11 (Principio do Méximo). Seja u € L}, () tal que

loc

(i) Au € L},.(Q) no sentido das distribuicoes em
(ii) u > 0 quase em todo ponto em S,

(iii) Au < [(u) quase em todo ponto em {x € Q@ : 0 < u(x) < a}. onde a € uma
constante positiva e B : [0,a] — R € uma funcdo continua nao decrescente com
B(0) = 0. Sob a hipdtese de que B(S) =0 para algum S > 0 ou

a

/OQ(B(S)S)EIdS — %
caso B(S) > 0 quando S > 0.

Entao, uw =0 q.t.p. em Q ou u € estritamente positiva em ) no sentido de que para

todo compacto K C S, existe uma constante ¢ = ¢(K) > 0 tal que

u>c, qtpem K.

Vamos ao resultado de positividade:

Teorema 3.12. Seja u solugdo uma cldssica ndao negativa do problema (3). Entao, u

€ identicamente nula ou estritamente positiva.

Demonstrag¢ao. Aplicaremos o principio do maximo (3.11) com

ws — slogs?, ses#0
B(s) =

0, ses=20

Observemos que (3 ¢ uma fungdo continua, nao decrescente para s pequeno,
B(0) = 0 e B(/e?) = 0. Para cada solugao u € L} _(RY), temos Au € L] (RM).

loc loc

Dessa forma, aplicando o Teorema (3.11), segue que u é nula ou u é estritamente

positiva em Q. m
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3.2.3 Regularidade

Agora, iremos aplicar a teoria da regularidade para provar que os pontos criticos de J
obtidos no Teorema (3.9), sao, em verdade, solugoes classicas, ou seja, C%(R). Para isso,
precisaremos utilizar os teoremas da Teoria da Regularidade presentes no Apéndice B.

Agora, provemos que as solugoes fracas do Problema (3) sao fungoes C?(RY) :

Proposicao 3.13. Os pontos criticos do funcional J obtido no Teorema (5.9) sdao

fungoes C*(RYN) e solugdes cldssicas do Problema (3).

Demonstra¢ao. Seja uy um ponto critico do funcional J. Pelo Teorema (3.9), uo cumpre

a seguinte relacao:

Vug - Vudx +w/

u()vdx:/ vug log ug. (3.19)
RN RN

RN

para todo v € H'(RY) N LE(RY). Provemos que ug é solugao fraca do problema:

—Au = f(uy), em B(0,R)
u = up, sobre 0B(0, R).

Para isso, consideremos v € C°(B(0, R)) e seja © a extensdo de v para o RY com

supt(0) = supt(v). Aplicando v na Equagao (3.19), temos

Vuo-Vf}dx+w/ ugvdxr = / VU logug =
RN

RN RN

/ Vug - Vodx + w/ uobdr = / Vug log ug =
supt (D) supt(?) supt(D)

/ Vug - vdr + w/ uovdr = / vug log ug.
supt(v) supt(v) supt(v)
Como a func¢ao v se anula fora do seu suporte, segue que

/ Vug - Vodx + w/ upvdr = / v log ug. (3.20)
B(0,R) B(0,R) B(0,R)

para todo v € C°(B(0, R)), como C>(B(0, R)) é denso em H'(B(0, R)), segue por

continuidade, que

/ Vug - Vodz + w/ upvdr = / vug log ug (3.21)
B(O,R) B(O,R) B(O,R)

para todo v € H'(B(0, R)). Entao, ao considerarmos a fungao g : B(0,R) x R — R
onde

g(+,up) = —wug + yg log ug,
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obtemos que ug é solugao fraca do problema

_AUO - g('v UO())

em B(0, R). Observemos que g cumpre a condigao de crescimento exigida no teorema
de Brezys-Kato (Teorema B.2):

lg(z,up)| = | — wug + ug logu| < wlug| + |ug log ud|
Consideremos « > 0 tal que 1 + « € [1, %] Recordemos que
lim —
im =00
z—o0 log 22

Portanto, existe K > 1 > 0 tal que se ¢ B(0, K), entao
z® > log x°.

Por outro lado, a fun¢ao h : Rt — R onde h(x) = wx + zlog x? ¢ uma fun¢ao continua
e, assim, é limitada no compacto m por uma constante C; > 0. Portanto, se
lup| < K, entdo

|9(z, u0)| < h(luol) < M.

Por outro lado, se |ug| > K > 1, entdo |ug| < |uo|*™ e logud < |u|®. Assim,
|9(2, u0)| < wluo| + Juglog ug| < wluo|'™ + |ug| - [uola < Mfuo|' ™.
Em todo caso, temos
|9(, u0)| < M + Mifug| ™ < C(1+up™)

onde C' = max{M, M;} e (1+a) € [1, {*2]. Portanto, aplicando o Teorema de Brezis-
Kato (Teorema B.2), temos que a seguinte obtemos que uy € LY(B(0, R)) para todo
q € [1,00).

Agora, iremos regularizar a solugao uy por meio do Teorema de Agmon-Douglis-
Niremberg. Observemos que a nao linearidade da Identidade (3.19) é a fungao
f:RY = Ronde f(z) = ug(r)log(ui(x)), onde ug esté fixada. Sejam r > 1. Observe-
mos que:

[ (@)]" = |uo() log(ug ()| = |uo|"Juo|™ = luolr + c.

para a > 1 (vide a Proposi¢ao(3.1)). Como uy € L?(B(0, R)) para todo ¢ € [1,00),

temos f € L"(B(0, R)) para todo r > 1.

Assim, pelo Teorema de Agmon-Douglis-Niremberg (Teorema B.4), temos

ug € W"(B(0, R)) para todo r > 1. Usaremos, agora, o item (iv) das imersoes

de Sobolev (Teorema B.5). Consideremos r > N, m =1 e j = 1, entdo
N _ _

o <l=m= W?*"(B(0,R)) < C**(B(0,R))
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Portanto, ug € C*(B(0, R)) para algum « < 1. Provemos agora que uy € C2(B(0, R)).

Provaremos agora que o ¢ uma funcio C2?(B(0, R)), onde R é uma constante
positiva. Para isso, aplicaremos o teorema de Existéncia de Solucao para a Equacao
de Poisson (Teorema B.7).

Consideremos Q = B(0, R), f1 = g(-, uo(-)) — wue(-) € h = uy. Observemos que
B(0, R) é limitado cuja fronteira satisfaz o postulado de barreira (vide a Secdo 5.5 da
Referéncia [3]). Ademais, provemos que f; € C2.(£2). De fato, pois sendo f Lipschitz
na bola B(0, R), segue que

[f1(x) = fi)] = [f (uo(x)) = fuo(y))] < M - Juo(z) — uo(y)| < M - Myflx —y||*

Onde M ¢é a constante de Lipschitz de f e M; advém do fato de que uy € C*(B(0, R)).
Portanto, g € C%*(B(0, R)).

Sendo assim, existe uma tnica solugio u; € C?*(Q)NC(Q). Provemos que u; = uy.
Ora, se u; é solu¢ao classica do problema de Poisson (presente no Teorema (B.7), entao

uy € solucao fraca. Ou seja, em particular,

/QVul-Vvdx:/Qvfl(x).

para todo v € H'(Q) N L°(Q). Além, disso, como provado inicialmente, ug também
satisfaz essa identidade. Portanto, usando essas duas relacoes e percebendo que elas se

igualam na fronteira de €2, temos
/ V(uy —up) - Vodz = 0.
Q

para todo v € H'(Q) N LL(Q). Fazendo v = u; — ug, obtemos que V(u; — ug)(z) = 0
q.t.p. para z € Q. Como uy € CV*(B(0, R)), segue que V(u; — ug)(x) = 0 para todo
x € B(O, R). Como a bola é conexa, segue que u; —ug é constante na bola fechada. Ora,
como na fronteira de m , U1 = ug e, portanto, u; = up em toda a bola. Dai segue
que u; = ug, e, portanto, uy € C?(Q)NC°(Q). Como R > 0 foi tomado arbitrariamente,

obtemos que ug € C?(RY), como queriamos demonstrar. Daf obtemos também que
Aug 4+ wu = f(u), em B(0, R),
como R > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que

Aug +wu = f(u), em RV,

Portanto, ug é solugdo classica do Problema (3). n
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Apéndice A
Introducao a Teoria do Género

Nesta secao, veremos a definicao de género de um conjunto assim como algumas
propriedades da Teoria de género assim como também contemplaremos uma introdugao
da Teoria do Indice.

Esse apéndice foi baseado no capitulo 7 do Livro "Minimax Methods in Critical
Point Theory with Applications to Differential Equations"de Rabinowitz (referéncia
[22]).

Consideremos F um Espaco de Banach Real, G um grupo de aplicacoes de E em
E e o conjunto e I € C(E,R). Vejamos o seguinte teorema:

Teorema A.l. Se I € CY(E,R) e € par, entio I|gm—1 tem, no minimo, m pares

distintos de pontos criticos.

Para provar esse tipo de teorema, precisamos de uma ferramenta que auxilie a
"medir o tamanho"da simetria do conjunto. A simetria de um conjunto diz respeito ao
conjunto invariante por grupos de simetria. Neste contexto, foi desenvolvida a Teoria
de categoria de Ljusternik-Schnirelmann. H& um conceito mais simples que é mais facil
para lidar e serd usado aqui: O género.

A Teoria de género é devida a Krasnoselski. Apesar de que utilizaremos uma

definicao equivalente devido a Coffman. Consideremos o conjunto:

Y(F)={A cC E\{0}; A éfechado e simétrico com respeito a origem}.
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Definigao A.2. Seja A € X(F). Definimos o género de A, denotado por v(A), como
sendo o menor inteiro positivo n tal que, existe ¢ € C'(A,R™\ {0}) impar. Quando nao

existe n para A, definimos y(A) = oo e se A =\, denotamos v(A) = 0.

O seguinte exemplo mostra como associar um conjunto que nao é simétrico com
respeito a origem a um conjunto simétrico e, além disso, a calcular o género desse

conjunto.

Exemplo 15. Se B C E ¢ fechado e BN (—B) = (), tomando A = B U (—B), temos
v(A) =1.

Observemos que A € X(E), pois A C E'\ {0} ¢é fechado e simétrico em E. Além

disso, definindo a aplicagdo ¢ : A — R\ {0} por

1, sex € B
p(r) =
-1, sex ¢ —B

temos que tal aplica¢do é continua e impar. Portanto, v(A) = 1.

Observagao: A.3. Se A € X(FE) e y(A) > 1, entdo A tem uma infinidade de pontos
distintos.

Realmente, suponha, por absurdo, que se A fosse finito, poderiamos escrever
A = BU(—B) com B fechado tal que BN (—B) = ). Entdo, v(A) = 1, o que é um

absurdo.

Exemplo 16. Seja n > 1 e A um conjunto isomorfo ao S™ por uma aplicacao impar,
entdo y(A) > 1. De fato, caso contrario, teriamos y(A) = 1 e, assim, por definigao,

existiria ¢ € C(A,R \ {0}) com ¢ impar. Considere agora x € A tal que
p(x) > 0= p(-z) = —p(z) <0.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediério, segue que existe um elemento y entre = e
—x tal que ¢(y) = 0, um absurdo, pois p(A4) C R\ {0}. Portanto, y(A) > 1.

Definicao A.4. Seja A € ¥(FE) e § > 0, denotemos Ns(A) uma d—vizinhanca de A,
isto &,
Ns(A) ={z € E;d(z,A) < 6}.
Para o proximo teorema, precisaremos do seguinte resultado de topologia geral

(Proposicao 2 do capitulo 10 da referéncia [17]):
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Teorema A.5 (Teorema de Extensdo de Tietze). Sejam F' um subconjunto fechado de
um espaco normado X e J um intervalo da reta real. Dada uma funcgao real continua
[ F — J, existe uma fun¢ao continua ¢ : X — J tal que p(x) = f(x) para todo
x e F.

Vejamos as principais propriedades do género:
Proposicao A.6. Sejam A, B € ¥.(F). Entao,
I) Normalizagao: Se x # 0, entio y({z} U {—=x}) = 1.

II) Preservag¢do por aplicagdo continua:Se existe f € C(A, B) impar, entio
Y(A) <~(B).

III) Se A C B, entio v(A) < ~(B).
IV) Subaditividade: v(AU B) < ~v(A) + ~v(B).

V) Propriedade de continuidade: Se A é compacto, entao v(A) < oo e existe
d > 0 tal que Ns(A) € 3(E) e v(Ns(A)) = v(A).

Demonstragao. 1) Segue do exemplo (15).

IT) Se v(B) = oo o resultado segue de imediato. Se y(A) = oo, teremos v(B) = oo.
De fato, caso contrario, teriamos um n € N tal que, existiria ¢ : B — R" \ {0}

impar. Desta forma, g = 9o f: A — R™\ {0} é continua e impar. Absurdo!

Com isso, suporemos que, Y(A),v(B) < oo. Dai, digamos que v(B) = n logo,

existe uma aplicagao continua e impar ¢ : B — R" \ {0}. Assim,

g=wof:A—=R"\{0}
é continua e impar, de onde segue que, v(A) < n. Portanto, v(A) < v(B).

IIT) Basta considerar no item (//I) a fungdo f como sendo a aplicacdo inclusdo
i:A— B.

IV) Suponha que, v(A) = m e y(B) = n. Entdo existem duas fung¢des continuas
e impares, ¢ € C(A,R™\ {0}) e ¢ € C(B,R"\ {0}). Pelo Teorema de Tietze,
existem ¢ € C(E,R™) e ¢ € C(E,R") tais que, ¢|4 = ¢ e ¢|p = ¢. Se necessario,
podemos substituir $ e ¢ por suas partes impares, logo podemos supor qg e Y
fmpares. Agora, consideremos f = ($,¢), entio f € C(AU B,R™™\ {0}) ¢
impar. Portanto,

YAUB) > m+n = (4) +1(B).
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V) Paracadaz € A, definamos r(z) = 3||z|| =r = (—2) e T, = By(»)(2)UB,») (—2).

Pelo exemplo 15, temos (7;) = 1. Notemos que,

AclT

e pela compacidade de A, segue que existem xy,z9,- -,z € A tais que
A c Ui, T,,. Portanto,

k
Y(A) <~ (U Txi) < Zf:lV(Txi) =k < o0,
=1

Supondo v(A) = n, existe p € C(A,R"\ {0}) impar. Novamente, pelo Teorema
de Tietze, existe p € C(E,R") impar que estende ¢. Agora, sendo A compacto
e ¢ continua, existe d > 0 tal que @ # 0 em Ns(A). Logo, v(Ns(A)) < n = y(A).
Além disso, como A C Ns(A), temos v(A) < v(Ns(A)).

Observagao: A.7. Se v(B) < oo, entdao y(A\ B) > v(A) —v(B).
De fato, como

temos

o que implica em,

Para provar o proximo resultado, usaremos o Teorema de Borsuk-Ulam:

Teorema A.8. (Teorema de Borsuk-Ulam) Sejam Q@ C RN um aberto, limitado e
stmétrico com respeito a origem 0 € e f: Q) — R™ uma funcao continua. Suponha
que, m < N. Entao, eriste x € 02 tal que f(z) = f(—x).

Proposigao A.9. Sejam A € X(FE) e Q C R* um aberto limitado e simétrico com res-

peito a origem 0 € Q. Se emiste h € C(A,00) homeomorfismo impar, entdo
Y(A) = k.

Demonstragao. Verifiquemos que v(A) < k. De fato, notemos que, por 2 ser abeto,
temos 2 N IN = (. Logo,
0€Q=0¢oN.

Portanto, como 0S2 ¢ fechado e {0} é compacto, temos d({0}, 0€2) > 0. Assim, podemos
estender o contradominio de h para R*\ {0}, onde h ¢ 0 fora de uma ¢ vizinhanga de 99).
Dessa forma, v(A) < k. Suponhamos, v(A4) = j < k, entdo existe ¢ € C(A,R7 \ {0})
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fmpar. Como ¢ o h™' € C(9Q, R’ \ {0}) é impar, segue do Teorema de Borsuk-Ulam,
que existe x € 0f2, tal que

(poh™)(z) = (poh™)(~x)
logo,
(poh™)(z) = (poh ) (~2) =0

e, por @ o h™! ser impar, segue que
(poh ) (z)=0.

Absurdo! Portanto, v(A) = k. n

Observagao: A.10. Se F' é um subespaco de E' de dimensao k e Sllffl é a esfera unitaria
de F, entdao v(S5 ') = k.

De fato, na proposi¢ao anterior, consideremos A = S]]ffl, Q=DBF0,1)c F=R*
e h sendo a aplicacao inclusao ¢ : Sﬁ_l — 0f) que é um homeomorfismo impar. Logo,
V(S Y = k.
Proposicao A.11. Sejam X um subespago de E de codimensao k e A € Y(E) com
v(A) > k. Entao, AN X # 0.

Demonstracao. Facamos E = V @& X, onde V é subespaco fechado k— dimensional
de E. Tomemos P a projecao de E em V. Suponha, por absurdo, que AN X # 0.
Considere, P, : A — SNV dada por,

P(x)
P(x) = ——.
1P ()]
onde S é a esfera unitaria de E. Note que P, é continua e impar. Dai,
Y(A) < A(SNV) =~(SE™!) = k. Absurdo! Portanto, AN X # (. n

Como mencionado anteriormente, ha outros caminhos para "medir a simetria"
dos conjuntos, nao somente no Zs, mas para agoes de grupos mais gerais.
Sejam G um grupo e E um espaco de Banach real munido de uma acao de grupo

de G. Recordemos a definicao 1.27 do FlizG :
Fiz(G)={u € E | g-u=uparatodo g € G }.
Consideremos £ a familia de subconjuntos invariantes de £\ {0}, i.e.,
AelreA=gre A VgeGex e A
Dizemos que ha uma teoria do indice para (F,G) se existe uma aplicacao
i:&— NU{oo}

tal que, para todo A, B € & :
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12 Normalizagao: Se x ¢ FizG, entao i (UgeG gq:) =1

22 Preservacgio por aplicagdo continua: Se f € C(A, B) e f é equivariante (defi-

ni¢ao 1.26).
32 Monotonicidade: A C B = i(A) <i(B).
4° Subaditividade: i(AU B) < i(A) +i(B).

52 Propriedade da Continuidade: Se A é compacto e AN FizG = 0, entao i(A) <

oo e existe 6 > 0 tal que

Ns(A) € & e i(Ns(A)) = i(A).

Observe que a teoria do Género e a teoria de Categoria sao casos particulares da

Teoria do Indice. Para mais informacoes, indicamos a referéncia 22.



Apéndice B

Resultados sobre teoria da

regularidade

A seguir serao listados alguns resultados da teoria de regularidade como: O Teo-
rema de Brezis-Kato, um Teorema de existéncia de Solucao para o Problema de Diri-
chlet da Equacao de Poisson e uma versao do Teorema de Agmon-Douglis-Niremberg
e algumas imersoes continuas de Sobolev.

Consideremos o problema (A)
Au = g(-,u), em Q

onde  C RY & um dominio e g : @ x R — R & uma funcio de Carathéodory. Além

disso, suponhamos que g satisfaz a condi¢ao de crescimento,

|g(z, u)| < C(L+ [uf?),

com p € [1, %} , N > 3. Vejamos o que é uma solucao para o problema (A)

Definicao B.1. Uma funcao u € H}

loc

() é solugao do problema (A) quando
/QVU(ZL’)VU(J]) = /ﬂg(m,u(m))v

para todo v € H}

loc

Q).

Para regularizar as solugoes, precisamos de um resultado de regularidade que nao

necessite da limitacao do dominio, visto que estamos trabalhando no RY. Um teorema
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que, nesse contexto, nos sera bastante ttil é o teorema devido a Brezis-Kato presente

no apéndice B do livro de Michael Struwe (|24]):

Teorema B.2 (Brezis-Kato). Sejam Q um dominio em RY e g : Q x R — R uma

fungao de Carathéodory tal que, para quase todo x € €, vale
|g(z, u)] < a(x)(1 + |ul)

com uma fungdo a € Ll%OC(Q). Se u € H}.(Q) é uma solugao fraca de (A), entdo

u € LY (Q) para qualquer q € [1,00). Se u € H}(Q) e a € L3(), entdo u € LI(R),

para qualquer ¢ € [1,00). Se u € H}(Q) e a € L2(Q), entdo u € LI(Q) para todo
q € [1,00).

Observagao: B.3. A fungao g que cumpre o crescimento dado no problema (A) também

cumpre o crescimento da hipotese do Teorema de Brezis-Kato. De fato, basta considerar

gl )]
@) = T )]

e observar que a € L2 (Q).

loc

Teorema B.4. (Agmon-Douglis-Niremberg) Sejam f € L"(RY) e u € HY(RYN), verifi-
cando
Vqudx—i—/ uv = fu
RN RN RN

para todo v € C°(RY). Entdo, u € W™ (RY) e existe C > 0 independente de f, tal
que

[ullwer@yy < Cl|f]|Lr @y
E recordemos também as imersoes de Sobolev (Capitulo 4 do livro do Adams [1]):

Teorema B.5. Seja Q2 um dominio reqular, m € N e 1 < p < co. Entao, para qualquer

7 €N, as imersoes abairzo sao continuas:

(i) Sem <™, entio Witmr(Q) — WHi(Q), p < q < 2.

(1)) Sem = %, entao WItmr(Q) — Wi1(Q), p < q < oo.

(iii) Se % <m, entio Witm?(Q) — C%L(),

(iv) Sem —1 <X <m, entio WHmP(Q) — CH(Q), com 0 < a <m — .
P P

onde C'jjB(Q) ¢ o subespago de C7(Q) formado pelas fungoes que, juntamente com suas

deriwadas até a ordem j sao limitadas em €.

O seguinte teorema é baseado na se¢ao 9.2 das notas de aula de Rodney (|3])

onde ha a hipotese geométrica do postulado de barreira



101

Definicao B.6. Dado um aberto limitado 2 C RY, dizemos que 052 satisfaz o postu-
lado de barreira se para todo ponto y € 9 existe uma funcio w € C°(Q) tal que w é

super-harmonica em €, w(y) =0 e w > 0 em Q\ {y}.

Observemos o Teorema de Existéncia de Solucao para o Problema de Dirichlet

da Equacgao de Poisson:

Teorema B.7. (Ezxisténcia de Solugcdo para o Problema de Dirichlet da Fquacdo de
Poisson) Sejam Q C R™ um aberto limitado cuja fronteira satisfaz o postulado da
barreira, f € C2.(Q) N L®(Q) e h € C°0N). Entio o problema de Dirichlet para a
equUacao

—Au=f, em)

u=h, sobre 0f).

possui uma tnica solugio u € C*(Q) N C°(Q).
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