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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo das hipersuperficies " tipo-espacgo com-
pletas, com curvatura média constante, imersas no produto Lorentziano —R x M™ o
qual tem fibra Riemanniana M™ completa. Com o uso da féormula de Bochner junta-
mente com o principio do maximo de Omori-Yau demonstramos que, se considerarmos
uma, tal hipersuperficie imersa em —R x M"™ com M"™ completa e com curvatura sec-
cional nao negativa, e sendo limitado o angulo hiperbélico normal da hipersuperficie,
entao esta deve ser maxima. Além disso, se a hipersuperficie for limitada no infinito
futuro ou passado entao ela serd um slice. Verificamos também tal resultado para gra-

ficos inteiros.

Palavras chave: Produtos Lorentzianos, formula de Bochner, hipersuperficies tipo-

espaco completas.



Abstract

In this work we present a study of complete spacelike hypersurfaces >", with cons-
tant mean curvature, immersed in the Lorentzian product R x M"™ which has complete
Riemannian fiber M™. Using Bochner’s formula jointly with the Omori-Yau’s maxi-
mum principle we show that if we consider such a hypersurface immersed in —R x M
with M"™ having non-negative sectional curvature, and assuming the boundedness of
the normal hyperbolic angle of the hypersurface, then it must be maximal. Further-
more, if the hypersurface is bounded away from the future (or past) infinity then it is

a slice. We also verify this result for entire graphs.

Keywords: Lorentzian products, Bochner’s formula, complete spacelike hypersurfa-

ces.
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Introducao

O estudo da geometria de uma hipersuperficie tipo-espaco, imersa em um pro-
duto Lorentziano, tem crescido gradualmente nos tltimos anos. Do ponto de vista
matematico, esse crescimento se deve ao fato que tais hipersuperficies apresentam oti-
mos resultados do tipo Bernstein. Os resultados do tipo Bernstein podem ser obtidos
quando se considera a rigidez de uma hipersuperficie tipo-espago imersa em um produto
Lorentziano da forma —R x M™, em que a fibra M" é uma variedade Riemaninana de
dimensdo n. Em 1915 Bernstein [6] provou que os tnicos graficos inteiros e minimos do
espaco Buclidiano R? sdo os planos. Para o caso em que o ambiente é uma variedade de
Lorentz, Calabi [8] mostrou que para n < 4 as unicas hipersuperficies tipo-espaco, com-
pletas e maximas, imersas no produto de Lorentz-Minkowski I."*!, sdo os hiperplanos
tipo-espaco, tal resultado ficou conhecido como teorema de Calabi-Bernstein. Um caso
mais geral do teorema de Calabi-Bernstein, em que a hipersuperficie tem dimensao n
qualquer, foi provado por Cheng e Yau [11]. Posteriormente, Caminha [10] mostrou
que as Tnicas hipersuperficies tipo-espaco completas, com curvatura média constante
positiva e curvatura escalar nao negativa, imersas em L"™!, sdo os cilindros sobre uma
curva plana, generalizando entao o teorema de Calabi-Bernstein para o contexto de
hipersuperficies com curvatura média constante.

Quando se considera uma imersao f : X" — M de uma variedade diferen-
ciavel 3% de dimensdo n em uma variedade Riemanniana M1 de dimensio n + k,
pode-se induzir em X" uma métrica Riemanniana a partir da métrica de M para
v1,v9 € T,5", define-se (vy,ve) = (df,(v1), df,(vs)). Dessa forma chama-se f de imer-
sio isomeétrica de X" em M. Uma das principais relagoes entre as métricas de X" e

M ¢ a chamada formula de Gauss VxY = VxY — (AX,Y) N em que a aplicacio
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A:TY" — TY" dada por AX = —VxN é o operador de forma de " com respeito a
aplicagao normal de Gauss N. A partir da formula de Gauss podemos estudar relagoes
entre as geometrias de X" e M. Para uma imersao isométrica de codimensio igual a
1 e 0 ambiente " munido da métrica Lorentziana, isto é, M =R x M™ munido
da métrica (,) = —dt* + (,),,- Tem-se entdo uma imersio isométrica em um produto
Lorentziano —R x M™. Nestas condicoes podemos obter resultados do tipo Bernstein.

Nesta dissertacao estudamos a geometria de uma hipersuperficie tipo-espaco 3"
imersa no ambiente Lorentziano —R x M"™, em que a fibra M"™ é uma variedade Rie-
maniana conexa de dimensao n. Neste ambiente apresentamos os seguintes resultados:

Com o uso da formula de Bochner, o principio de Omori-Yau e uma extensao do
teorema de Liouville [17], mostremos que considerando uma hipersuperficie " com-
pleta, tipo-espaco, com curvatura média constante, imersa num produto Lorentziano
com fibra completa e curvatura seccional nao negativa. Teremos que, se o angulo hi-
perbolico normal 6 da hipersuperficie for limitado entdao a X" serd maxima. Além disso
se a hipersuperficie " for limitada no infinito futuro ou passado entao a " serd um
slice.

Considerando um grafico vertical ¥"(u) inteiro com curvatura média constante
em um espaco produto Lorentziano, cuja a fibra ¢ geodesicamente completa e tem
curvatura seccional nao negativa: Se a norma da func¢ao u é limitada por uma constante
positiva menor do que 1, entao 3" (u) é um grafico maximo completo. Além disso, se
¥"(u) for limitado no infinito futuro ou passado do ambiente Lorentziano, entao X" (u)
é um slice, ou seja, u € uma funcao constante.

Os resultados citados acima sdo referentes ao artigo de Aquino et al. [4]. Além
destes, apresentaremos o seguinte resultado, referente ao artigo da Alma et al. [3].

Para o caso n = 2, se considerarmos a fibra com uma superficie completa com
curvatura Gaussiana nao negativa entdo qualquer superficie Y2, maxima, completa,
imersa em —R x M? é totalmente geodésica. Além disso se a curvatura Gaussiana for

estritamente positiva em algum ponto da fibra M? entao X2 é um slice.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo trataremos de alguns pré-requisitos para o desenvolvimento dos
capitulos posteriores. Nas respectivas secoes deste capitulo abordaremos um pouco
dos conceitos relacionados a campos de vetores, Métricas Riemannianas, Geodésicas,
Tensores, Curvaturas e Variedades Riemannianas completas. Algumas demonstracgoes
dos resultados apresentados neste capitulo nao serao expostas, por escapar as nossas
finalidades, mas tais demonstracoes podem serem encontradas em [13].

Neste capitulo veremos que a partir da definicao de campo vetorial é possivel
introduzir na variedade uma outra aplicagao, via o produto interno munido no espaco
tangente a variedade M"™, que pega um par de vetores tangentes e leva em valores
de R, esta aplicacao é denominada de métrica, que nos permite calcular grandezas
geomeétricas de M", tais como comprimento de curvas e areas de dominios. Além disso é
possivel sempre considerar uma tinica conexao em M™ que satisfaz condi¢oes especificas,
a saber: a simetria e a compatibilidade com a métrica Riemanniana, chamada de
conexao de Levi-Civita (ou Riemanniana). Apoés estas construgoes, consideraremos
sempre uma variedade com a conexao de Levi-Civita.

Um estudo mais detalhado dos contetidos abordados neste capitulo pode ser feito

com acesso a referéncia [13].



1.1 Campos de vetores

Dada uma variedade M™ definimos um campo vetorial como uma aplicacao dife-
rencidvel que tem como imagem vetores tangentes a M".

Dados dois campos vetoriais diferenciaveis, digamos, X e Y em M" e uma funcao
diferenciavel f : M™ — R, podemos considerar as operagoes X (Y f) e Y(X f). No geral
essas operacoes nao sao campos vetoriais por si mesmas, por envolverem derivadas de
ordem superior a primeira, entretanto veremos adiante que a diferenca de tais operagoes

define um tinico campo em M™.

Definicao 1.1 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M™ é uma
correspondéncia que associa cada ponto p € M™ um vetor X(p) no espago tangente
T,M"™ de M™ no ponto p.

Quando a aplicacdo X : M" — TM = {(p,v);p € M™,v € T,M"} for diferenci-
vel, dizemos que o campo X é diferenciavel.

Dados X e Y campos de vetores diferenciaveis, definidos em uma variedade M™,
entao podemos definir um tnico campo da forma XY — Y X em M". Este campo é
chamado de Colchete de Lie e é denotado por [ X, Y], essa defini¢ao decorre do seguinte

lema

Lema 1.1 Sejam X,Y campos de vetores diferencidveis em uma variedade diferencid-
vel M™. Entao existe um inico campo [X,Y] tal que para toda funcio f € C®(M™) =
{¢p: M" — R; ¢ € diferencidvel } se tem [X,Y]|(f) = XY (f)) — Y(X(f))-

Prova. Inicialmente suponhamos a existéncia de um campo XY — Y X e mostraremos

que ele é tinico. Considere p € M™ e ¢ : U — M"™ uma parametrizacao em p, entao
n n
0 0
X = a; Y = bj—
; ‘Oz 2. Oz;

sao as expressoes de X e Y na parametrizagdo . Logo, para todo f € C®(M"),

teremos

n "I Ob; 0
X(Y(f))=X<Z Jax> Zzaiax aaj; ZZ bj@ 3%

7j=1 i=1 j=1 =1
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" s, 90 0 &f
Y(X(f) =Y (Z; aia—%) =22 aZj ow; 21: 2 O i,
j= 7=

i=1 j=1 i=

Portanto, o campo XY — Y X é dado, na parametrizacao ¢, por

(XY — Y X)(f) :XYf—YXf:i - <ai8bj b a“j) of

~ = ox; "o ox;’
donde o campo XY — Y X é tnico.

Para a demonstracao da existéncia definimos localmente XY — Y X em cada
vizinhanca coordenada ¢, (U,) de uma estrutura diferenciavel {U,, v,} de M™ pela
expressao acima. Da unicidade da expressdo, segue que (XY —Y X), = (XY -Y X);
em ©o(Uy) Npp(Us) # ¢, 0 que permite definir XY — Y X em toda M".

|

1.2 Meétrica Riemanniana

Para uma variedade diferencidvel M™ podemos definir uma aplicacao diferencia-
vel que nos permite medir comprimentos de vetores tangentes, e consequentemente
podemos calcular comprimentos de curvas definidas em M"™ e areas de regioes de M™.

A aplicacao é a seguinte

Definicao 1.2 Seja M"™ uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em

M™ é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M™ um produto interno {, >p

em T,M" de tal forma que para todo par X,Y de campos de vetores diferencidveis

definidos em uma vizinha¢a U de M", a funcdo (X,Y) € diferencidvel em U.

Uma variedade diferenciavel, com uma métrica Riemanniana introduzida, ¢ cha-
mada de variedade Riemanniana.
Para uma variedade Riemanniana N™* & possivel induzir, em uma outra varie-

dade diferencidvel M™, uma métrica por meio da aplicacao definida a seguinte

Definicao 1.3 Sejam M™ e N" wvariedades Riemannianas. Dizemos que um difeo-

morfismo f: M™ — N € uma isometria quando para todo u,v € T,M",

(u,0), = (), dfp(0)) gV E M.
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Dizemos que f : M™ — N™ é uma isometria local em p € M™ quando existe uma
vizinhanga U C M™ de p tal que f: U — f(U) é uma isometria. Se f é uma isometria

local para todo p € M™ entao M™ e N" sao ditos localmente isométricos.

Definicao 1.4 Sejam M™ e N™ variedades Riemannianas. Uma aplicacao diferencid-
vel [+ M™ — N™ € uma imersao se a diferencial df, : T,M™ — Ty, N™ € injetiva
para todop € M™.

Quando uma imersao f : M™ — N™ é¢ um homeomorfismo sobre sua imagem,
em que f(M™) tem topologia induzida pela topologia de N", dizemos que f é um
mergulho. Por exemplo, se M™ C N™ entao a inclusao ¢ : M™ — N™ é um mergulho
e neste caso dizemos que M™ é uma subvariedade de N".

Se f: M™ — N™ éuma imersao com n < m, entao a diferenca m —n é chamada
de codimensao da imersao f. Quando uma imersao tem codimensao igual a 1 dizemos
que f(M™) C N™ é& uma hipersuperficie.

Exemplo 1 Seja f: M"™ — N"* wuma imersao, se N"** tem estrutura Riemanniana,

[ induz wma estrutura Riemanniana em M" por (u,v), = (dfy(w), df,(v)) (), wv €

T,M. A métrica de M™ é chamada de métrica induzida por f.

Sejam M; e M, variedades Riemannianas, considerando a estrutura diferenciavel

produto M; x Ma, teremos para u,v € Ty q) (M x M) que
(U, 0) ) = (dm1(u), dmi(v)), + (dma(u), dm2(v)),

para todo (p,q) € M; x My, define uma métrica Riemanniana em M; X My, onde
m s My X My — My e moy : My X My — M, sao as projecoes naturais.

Em uma variedade diferenciavel M, uma aplicacao ¢ : I C R — M™ diferenciavel
¢ chamada de curva. Uma aplicacao que a cada t € [ associa um vetor tangente
V(t) € ToyM™ ¢ chamado de campo vetorial V' ao longo de c¢. Dizemos que V' ¢é
diferenciavel quando para toda fungio f € C°(M"), a fungdo t — V(t)f é diferenciavel
em I. O campo (t) é chamado campo velocidade, ou campo tangente da curva c.

Se M"™ é uma variedade Riemanniana, definimos entao o comprimento de uma

curva « : [a,b) CR — M™, por
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1.3 Conexoes Riemannianas

Indicaremos por X'(M™) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em uma

variedade diferenciavel M™.

Definicao 1.5 Uma conexdao afim V em uma variedade diferencidvel M™ é uma apli-
cacao
V:iX(M") x X(M") = X(M")

que pega um par de campos (X,Y) em X(M"™) x X(M") e leva num campo VxY,
satisfazendo

i) VixigyZ = fVxZ +gVyZ,

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.

Para uma variedade diferenciavel M" com uma conexao afim V. E possivel obter
uma Unica correspondéncia que associa, um campo vetorial V' ao longo de uma curva
diferenciavel ¢ : I — M™, um outro campo vetorial ao longo de ¢ denotado por %,
que satisfaz

a) g(vwv) =7 4 oV

b) B(fV) = V + f2Z, onde W é um campo de vetores ao longo de ¢ e f uma
funcao diferenciavel em I,

¢) Se V' ¢é induzido por um campo de vetores Y € X (M™), isto é, V(t) = Y (c(1)),
entao % = VC/

O campo 2¥ ¢ denominado de derivada covariante de V ao longo de c.

Sendo c(t) = (21(t), .., 2a(t)) e V = 37,0/ X, a derivada covariante tem expres-

sao classica
DV 0
W:Z< ZZF )83% (1.1)
k i=1 j=1

em que as funcoes I'F., definidas para um sistema de coordenadas locais (U, ¢) por

1]7

_ k_0 ~ ‘ x
Vx.X;=> I 52> sa0 os chamados simbolos de Christoffel da conexao V.
Podemos ver que no espaco euclidiano R™, Ff”j = 0 e neste caso a derivada cova-
riante coincide com a derivada usual.

Definicao 1.6 Seja M™ uma variedade diferencidvel com uma conexao V. Um campo

vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M"™ é chamado paralelo quando % =0,

para todo t € I.
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No caso em que M"™ é uma variedade Riemanniana. A conexao V é dita com-
pativel com a métrica (,), quando para toda curva diferenciavel c em M™ e quaisquer
pares de campos de vetores paralelos X, Y, ao longo de ¢, tenhamos (X, Y’) igual a uma

funcao constante.

Proposicao 1.7 Seja M"™ uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M™ é
compativel com a métrica se, e somente se, para todo par de campos de vetores Ve W

ao longo de uma curva diferencidvel ¢ : I — M™ tem-se

d DV DW
%(V,W>—<W,W>+<V,—dt > tel

Podemos escrever a Proposicao 1.7 em termos de campos quaisquer, como segue

no seguinte corolario

Corolario 1.8 Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M™ é compativel com

a métrica se, e somente se, para quaisquer campos X,Y, 7 € X(M"),

X (Y, 2) = (VxY, Z) + (Y,Vx2).

Quando VxY — Vy X = [X, Y] para uma conexao V em uma variedade Rieman-
niana M", dizemos que V é simétrica, e dai segue que em um sistema de coordenadas
O teorema a seguir classifica as variedades com uma conexao V de interesse, tal

conexao leva o nome de conexdo Riemanniana ou conexao de Levi-Civita.

Teorema 1.9 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M™. Ezxiste uma

unica conexao afim V em M"™, simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.

Prova. Partiremos da suposicao que existe uma conexao V, simétrica e compativel
com a métrica, em M" e mostraremos que tal conexao é tnica.

Do Corolario (1.8) teremos as seguintes expressoes:
XY, Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ), (1.2)
Y{(Z,X) = (VWZ,X)+(Z,VyX), (1.3)

Z(X)Y) = (VzX,Y)+ (X, V5Y). (1.4)
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Por outro lado, usando a simetria de V, teremos

ViV = [X,Y]+VyX (1.5)
(X,Z] = VxZ-VzX (1.6)
Y,Z] = VyZ— VY. (1.7)

Fazendo (1.2) 4 (1.3) — (1.4), teremos

XY, Z)+Y(Z,X) - Z(X,Y) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ) + (VyZ, X) + (Z,VyX)
(VX Y) — (X, VY.

Usando (1.5), (1.6) e (1.7), na expressao acima obtemos a chamada férmula de Koszul
(Z,VyX) = % (X (Y. Z)+Y (2, X) — Z (X,Y)

_<[X>Z]’Y>_<[KZ]>X>_<[X>Y]’Z>)' (18)

A expressao (1.8) mostra que qualquer conexdo simétrica e compativel com a
métrica terd sempre a mesma expressdao em (1.8), o que mostra a unicidade de V.
Para a demonstracao da existéncia, definimos V como esta em (1.8) e, mostrare-

mos que V é conexao, simétrica e compativel com a métrica.
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Considerando f,g € C*(M"™) e V,W € X(M"), teremos que

(X (fW+gV,Z)+ (fW+gV)(Z,X)— Z(X, fW+gV)

N | —

(Z,VwignX) =

1
92

—gZ <Xa V> - f<[X7 Z]aW> —g<[X, Z]7V> - <[fW7 Z]7X>

(fX W, Z2)+gX (V, Z)+ W (Z, X)+gV (Z, X)—fZ (X, W)

gV, 2}, X) ~ {[X. 1], 2) — {[X, V1, 2)

=L X {IW.2) + X (V. Z) + IV {Z,X) + gV {7, X)
~FZ(XW) = g2 (X V) = F{[X, 2, W) - g (X, Z],V)
(I, 2) = 2 X) = (olV )~ Z(g)V. X)
— (X W]+ X (W, 2) — (glX, V] + X (0)V. 2))
(2, f V0 X) + (2,990 X) + (W, Z(£)X) + (V. Z(9)X)

- (W, X(1)Z) = (V. X(9)Z) = (Z, [VwX + gVvX),

(Z,Vy(V+W)) = (V4+W)Y, Z)+Y(Z,V+W)—-Z(V+WY)

N | —

—(V+W.ZLY) —(IY, 2,V + W) = ([V + W, Y], 2))

VY, 2)+ WY, 2)+Y (Z,V)+Y (Z,W)

N | —

—Z <V> Y> - Z<VV’ Y> - <[V7 ZLY> - <[W> Z]’Y>
— (Y, 2, V) = (Iv, 2], W) = ([V. Y], Z) = (W, Y], Z))

(V<Y72> +Y<Z,V> - Z(‘/,Y) - <[V7Z]7Y> - <[KZ],V>

N | —

(VY] 2y (W (Y, 247 (2, W)~ Z (W,Y )~ (W, 2),7)
(¥, 2, W) - (WY1, 2))

= (Z,VV) +{Z,VyW) = (Z,VyV + Vy W)
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(XY, 2) +Y (2, fX) = Z{fX.Y) = ([f X, Z],Y)

N | —

(Z.9y(fX)) =
— (Y, 2),7X) ~ {IFX, Y], 2))
= SUXYZ)+ Y (Z,X) =~ [Z(XY) - [{[X.2)Y)
— Y, 20,X) = FUXYL2) + 5 (200X, Y) + (Y (DX, 2)
= (ZVYX)+ (ZY(DX) = (219X +Y(1)X).

Assim, V é uma conexao afim. Temos ainda que,

(Z,VyY —VyX) =

- <[Y7X]7 Z>>_% (X <}/7 Z>+Y <27 X>_Z <X7 Y>_<[X> Z}7Y>

- [Y7 Z]7X> - <[X7Y]7Z>)

([Y;X], 2) + 5 (X, Y], Z)

(
1
2
1
2

([X,Y],2)

Logo, V é uma conexao simétrica.

Por fim, vejamos que

(VxY, )Y, VxZ) =(Z,VxY)+(Y,VxZ)
= SV (XX (Z)-2 (Y, X)~ (V. 2, X)~(X. 2].Y)
—([Y, X], Z>)+% (Z (X, Y)+X (Y, Z)-Y (Z, X)—([Z,Y], X)
~ (X, Y),2) - (12,X],Y))
= X(Z,)Y).

Segue, entdo, do Corolario (1.8) que a conexao V é compativel com a métrica.
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O teorema de Levi-Civita, no geral, vale para qualquer variedade diferenciavel
munido de uma métrica nao-degenerada. De agora em diante, consideraremos sempre

variedades com a conexao de Levi-Civita.

1.4 Geodésicas

As geodésicas, de uma variedade Riemanniana M", sdo as curvas de M™ que tem
aceleracao nula. Uma geodésica em uma variedade Riemanniana M é caracterizada

por ser a curva que minimiza comprimento de arco, entre dois pontos de M™.

Definicao 1.10 Uma curva diferencidvel v : [ — M™ é uma geodésica se =0 em

I.

dt

Sejam v uma curva definida em uma variedade Riemanniana M™ e (U, ) um
sistema de coordenadas em torno do ponto y(ty) em que y(t) = (x(t), ..., z,(t)) em U.

Entdo segue de (1.1) que 7 é geodésica se e somente se
D (dy "~ [ d*zy, p A dx; 8
=_ (L) = ok 2 200
()L
Logo teremos um sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem

A’z i ok dz; dxj
=0 k=1,.. 1.9
a2 ZZ e dr et (1.9)

que sao as equacoes locais satisfeitas pela geodésica .

Para um aberto U C M"™ de uma variedade Riemanniana M". Dizemos que uma
colecao {Fy, ..., E,} de campos de vetores em U é um referencial ortonormal em U
quando (E;, E;) = §;; para 1 <, j < n para todo ponto de U, em que J;; ¢ o delta de
Kronecker.

Se U ¢ um dominio de uma carta em M" (aberto e conexo cuja fronteira ¢ a
imagem de uma esfera por um homeomorfismo diferenciavel), com campos coordena-
dos 04, ..., 0, entao sempre podemos obter um referencial ortonormal em U, usando o
processo de ortogonalizagao de Gramm-Schmidt.

Proposicao 1.11 Dadosp € M", existem uma vizinhanga V de p em M™, um nimero
€ > 0 e uma aplicagio v(—2,2) xU — M™, U ={(q,w) €e TM;q € V,w € T,M", |w| <
e} tal que t — ~v(t,q,w), t € (—=2,2), é a Unica geodésica de M™ que no instante t =0

passa por q com velocidade w, para cada ¢ € V e cada w € T,M", com |w| < e.
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Sejap € M" e d C TM um aberto dado conforme a Proposicao 1.11, entao
definimos a aplicacao exponencial de U, exp : U — M™", por

v

eXp((Lv) = 7(17(]7/0) = 7(|U|7q7m)7 (CZ’U) eu.

Para B.(0), uma bola aberta de centro na origem de 7, M" de raio ¢, definimos
a aplicacdo exp, : B.(0) C T,M™ — M™ por exp,(v) = exp(q,v). Geometricamente,
exp,(v) é o ponto de M™ obtido percorrendo um comprimento igual a |v|, a partir de
q, sobre a geodésica que passa por ¢ com velocidade ﬁ
Lema 1.2 Seja M™ uma variedade Riemanniana. Entdao para cada p € M™ existe

uma vizinhan¢a U C M™ de p e um referencial ortonormal {E;}; em U, tal que, em p,

Vi E;(p) =0. Esse referencial é chamado de referencial geodésico.

Prova. Consideremos Bs(0) C T,M™ tal que exp, : Bs(0) — exp,(Bs(0)) ¢ um
difeomorfismo e seja f = exp,o.J, em que J : Bs(0) C R" — Bs;(0) C T,M" é uma
isometria.

Agora, seja v € T,M" com exp,(tv) = y(t), v(0) = p e 7/(0) = v. Escrevendo
v =" a;E; em que {E;}™F! ¢ uma base ortonormal de T, M™, teremos para um

sistema de coordenadas (U, ;) normal em M™, que

pi(v(t) = fi(tv) = tfi(v) = ta;

1 : 1 ¢

em que J(ay,...,an1) = doiy @B Assim v = +/(0) = Y17 a;52| , deste modo
ilo

E; = 2| e oreferencial {-2-, ..., =2} ¢ ortonormal em p. Além disso, substituindo
J 8£Ej 0 aml’ ’ 8$7l+1 ?

©i(v(t)) = ta; em (1.9), obtemos

n+1

ST (v(t)aia; =0, ke {ln+1}
=1

Sendo a;, a; arbitrarios, teremos I'};(v(¢)) = 0, donde Va%% = 0.

Para mais detalhes da demonstragao acima, ver [16].

1.5 Tensores covariantes

Um tensor pode ser visto como a generalizacao de campos de vetores e um ponto
importante a se destacar é que, assim como os campos de vetores, os tensores podem

ser derivados covariantemente.
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Defini¢ao 1.12 Um tensor (covariante) de ordem r em uma variedade Riemanniana

€ uma aplicacao multilinear
T:X(M")" — C®(M"),
em que X(M™)" denota o produto cartesiano de X(M™) por ele mesmo r vezes.

O tensor de ordem 2
G:X(M")x X(M") — C>®(M")

definido por
GX)Y) =(X,Y)

é chamado de tensor métrico.

Vale salientar que um tensor 7' tem cariter pontual, no seguinte sentido: Se
considerarmos um ponto p € M"™ e uma vizinhanca U de p em M"™ onde definimos
campos Fi, ..., B, € X(M™), de modo que em cada ponto de U a cole¢do {E;};, i =
1,...,n é uma base local para o espaco tangente em U no respectivo ponto. Podemos
entao escrever 17" no ponto de M™ dependendo apenas dos valores em p da componentes
de T, e dos valores de X; € X(M™),i=1,..,r.

Podemos estender os tensores & nocao de derivada covariante, como segue no

exemplo seguinte

Exemplo 2 Sendo T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T dada

por
VT(Xy, . X, Y) = Y(T(Xy, ... X)) = T(Vy Xy, s X)) — -« = T(Xq, o0, Xo_1, Vy X,

para cada Y € X(M™), é um tensor de ordem r+1. De fato, basta verificar a linearidade
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em cada entrada de T, para isso considere V,W € X(M") e f € C*°(M™). Dai
VT(X1, o, [V + W, .., X,,Y)
=Y(T(Xy,.... [V4+W,...X,)) = T(Vy Xy, ..., f[V+W,.... X,)
— =T ( Xy, ..., Vy (fV 4+ W), .., X,) —
—T( X1, .., fV+W, ., X, 1, Vv X,)
= FY(T(X1, .., V, s X)) + Y(T(X1, s W,y X))
—fT(Vy X1, Ve X,) = T(Vy X1, o W, X)) — -+
—fT(Xy,...Vy V., X)) = T(Xq,...,.VyW, .., X)) — -+
—FT(X1, s Ve Xo 1, Vyr Xo) — T(X1s s Wi oo, X1, Vi X))

= VT (X1, Vs X0 Y) 4+ VT(Xy, o W, o X, Y.

A derivada covariante de tensores é uma generalizacdo da derivada covariante de
campos de vetores. De fato, fixando X € X'(M") e considerando a aplicacao que pega
Y € X(M") e leva na funcdo Gx(Y) = (X,Y), temos que a derivada covariante do
tensor G x em relagdo ao campo Z € X(M") é tal que, para todo Y € X(M™),

VGx(Y.Z) = Z(Gx(Y)) - Gx(VzY) = Z(X(Y)) - X(VzY)

= Z(X,)Y)—(X,V5Y)=(V,X,Y).

Assim o tensor VG x pode ser identificado ao campo VzX.

1.6 Curvatura

A nogao de curvatura (tensor curvatura) é um caso particular da nogao de tensor
covariante. Podemos pensar no tensor curvatura como o objeto que nos permite ver o

quanto uma variedade Riemanniana M™ deixa de ser euclidiana.

Definicao 1.13 Definimos o tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M™
como sendo a aplica¢io que associa a cada par de campos X,Y em X(M™), uma
aplicacio R(X,Y) : X(M™) — X(M"™) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —=VxVyZ+ Vxy|Z, Ze XM

em que V € a conexdo Riemanniana e [X,Y] o colchete de Lie de X e Y.
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O tensor curvatura da variedade Riemanniana R"™ é identicamente nula.

Proposicao 1.14 O tensor curvatura R satisfaz as sequintes propriedades:

a) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y, 2)X.T) + (R(Z. X)Y,T) = 0

b) (R(X,Y)Z,T) = — (R(Y,X)Z,T)
¢) (R(X,Y)Z,T) = — (R(X,Y)T, Z)
d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X.,Y).

A propriedade a) é conhecida como primeira identidade de Bianchi.

1.6.1 Curvatura seccional

A definicao de curvatura seccional de uma variedade Riemanniana generaliza a no¢ao
de curvatura Gaussiana de uma superficie do R3.
Para dois vetores lineamente independentes u e v em um espaco vetorial n-

dimensional V, definimos

fu o] =/ Jul2fof2 - (u, v)?.

que ¢é a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par u,v € V.
Definicao 1.15 Seja M™ uma variedade Remanniana e o uma espaco bi-dimensional
do espago tangente T,M". A curvatura seccional de M" associada a o € definida por

(R(X,Y)X,Y)
| X X Y|?

K(X,Y) =
em que X,Y € T,M" sao quaisquer dois vetores que formam uma base para o.

A curvatura seccional estd bem definida, isto é, K nao depende da base escolhida

para o espaco o.

Lema 1.3 Sejam M™ uma variedade Riemannniana e p € M™. Definindo para todo
XY, W, Z eT,M",

(R(X,Y)Z,W) = (X, Z) (Y, W) — (Y, Z) (X, W)

entao M™ tem curvatura seccional constante igual a Ky se, e somente se, R = KoR/,

em que R € o tensor curvatura de M™.
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1.6.2 Curvatura de Ricci

Considere uma base ortonormal {Ei, ..., E,_1} do hiperplano 7,M" ortogonal a E,

entao a expressao

—_

n—

1
n—1

<R(En7 Ez)En> E’L> ;

1

Ric, =

1

nao depende da base ortonormal. Assim podemos definir a curvatura de Ricci em todo

espaco tangente como segue

Definicao 1.16 Seja M™ uma variedade Riemanniana. Definimos o tensor curvatura
de Ricci de M™ como o tensorial covariante de ordem 2 dado como o traco, em relacao

a métrica, do tensor curvatura no seu primeiro e ultimo indice, isto €,

Ric(X,Y) = En: (R(X, E)Y, E;)

=1

em que {E;} é um referencial ortonormal em p.

1.7 Variedades Riemannianas geodesicamente com-

pletas

Nesta secao veremos algumas relacoes entre as propriedades locais e globais de
uma variedade Riemanniana. Veremos a relacao entre a completude, em termos de
espaco métrico, com a completude no sentido geodésico, isto significa que a variedade
nao possui furos ou fronteiras (Teorema de Hopf-Rinow). Veremos ainda uma outra
caracterizacdo das variedades Riemannianas completas (Proposi¢ao 1.19).

A defini¢ao a seguir caracteriza as propriedades globais de uma variedade Rie-

manniana M™.

Definicao 1.17 Uma variedade Riemanniana M™ € geodesicamente completa quando
para todo p € M™ as geodésicas radiais (t) partindo de p estao definidas para todo
t € R. FEquiwvalentemente, M™ ¢é geodesicamente completa se para todo p € M"™ a

aplicacao exponencial estd definida em todo T,M".

O seguinte lema estabelece uma equivaléncia em uma variedade Riemanniana,

entre sua completude como espago métrico e a completude geodésica.
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Lema 1.4 (Hopf-Rinow) Seja M"™ uma variedade Riemanniana. Entio M™ é geode-

sicamente completa se, e somente se, os limitados e fechados de M™ sao compactos.

Uma demonstragao para o teorema de Hopf-Rinow pode ser visto em [13].

Definicao 1.18 Seja M™ uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva o :
[0,a) — M™ é divergente se a([0,a)) ndo estd contida em nenhum compacto K de M™,

em que a € um numero real positivo ou a = +00.

A proposicao seguinte caracteriza uma variedade Riemanniana nao completa
como uma variedade que possui alguma curva divergente com comprimento de arco

finito.

Proposicao 1.19 Uma variedade Riemanniana M™ é completa se, e somente se, toda

curva divergente « : [0,a) — M™ satifaz

/ |/ (T)|dT = +00.
0

Prova. Suponha que [’ |o/(7)|dT = L < +00 e veja que

dist(a(0), a(t)) < /0 |/ (1)|dT < /Oa |/ (T)|dT = L < 400.

Assim, a([0,a]) é limitado, e dai segue do Lema 1.4 que «([0,a)) é compacto em M".
O que implica que o traco da curva a estid contido num compacto, donde o ¢ nao
divergente.

Reciprocamente suponha que M"™ nao é completa, segue entao que a aplicacao
exp nao esta definida em todo 7, M". Assim existem p € M", 0 <ty <ocewv € T,M"
com |v| < 1 tais que (t) = exp,(tv) esta definida para todo t € [0,%y), mas nao esta
definida em ¢,.

Agora suponha que v é nao divergente, entdo v([0,to)) esta contida em algum
compacto K de ¥". Considere uma sequéncia (t,), C [0,%y) tal que t, — to e seja

Yn = 7(t,), com isso para uma curva « parametrizada pelo comprimento de arco que

tn tn
/ |/ (7)|dT / ldr
tm tm

Logo (7Vn)n € uma sequéncia de Cauchy no compacto K, portanto vy, — v € K C M™.

passa por Y, € Vm, se tem

dist(Vn, Ym) = dist(y(tn), 7(tm)) < = = |tn — tml.
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Seja (V,J) uma vizinhanga totalmente normal de 7y, isto é, dado r € V existe
d > 0 tal que a aplicagao exp : Bs(0) — exp,(Bs(0)) D V é um difeomorfismo. Seja ng
tal que para n,m > ng se tenham |t, — t,,] < 0 € Y5, vm € V. Logo existe uma unica
geodésica g ligando 7, a 7, nesta vizinhanca totalmente normal. E g coincide com -,
onde esta ¢ definida. Usando que exp,; ) ¢ diefeomorfismo entre Bs e sua imagem que

contém V podemos estender v além de ty, o que é um absurdo. Logo v é uma curva

to to
/ 17 (7)|dT = / ldr =ty < o0,
0 0

donde v, também, nao tem comprimento infinito.

divergente. Além disso



Capitulo 2

Operadores diferenciaveis em
variedades Riemannianas e a féormula

de Bochner

Neste capitulo veremos alguns operadores diferenciaveis em variedades Rieman-
nianas e algumas de suas propriedades. Estes operadores serao utilizados para o de-
senvolvimento de alguns resultados principais desenvolvidos nos capitulos 4 e 5. Na
ultima secao deste capitulo, veremos a formula de Bochner, que sera usada fortemente
em alguns dos teoremas principais deste trabalho. A féormula de Bochner relaciona a
curvatura de Ricci, aplicada no gradiente de uma funcdo f, com operacoes entre os
operadores diferenciaveis, aplicados em f.

Nas respectivas secoes deste capitulo, veremos conceitos relacionados ao gradi-
ente de uma fungdo, A divergéncia de um campo vetorial, laplaciano de uma fungao,
Hessiano de uma funcao e a Formula de Bochner. Para um estudo mais detalhado

destes conceitos ver [9]

2.1 O gradiente de uma funcao

O gradiente de uma funcao f, definida em uma variedade Riemanniana M", tem
um comportamento analogo ao comportamento da derivada de uma func¢ao definida no

espaco euclidiano R”. Assim podemos pensar no gradiente como a derivada de uma
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fungao definida em um ambiente mais geral.

Definicao 2.1 Seja f : M™ — R uma funcdo suave. O gradiente de f € o campo
vetorial V f sobre M™, tal que

(Vf, X) = X(f)

para todo campo vetorial X de M™.

A definicao 2.1 garante a unicidade do gradiente de uma funcao f, se caso exista.
J& a existéncia é garantida pela seguinte proposicao

Proposicao 2.2 Seja f : M" — R uma fun¢io suave e {Ey, ..., E,} um referencial

ortonormal em uma vizinhanca aberta U C M™. Entao, em U, temos

Vf=>_ Ei(f)E:
=1

Prova. Escrevendo o campo de vetores X no referencial ortonormal, isto é, X =

> a;E;, teremos que

n n

j=1 i=1
Como (Ej, E;) = 0;; entao

n

<X, ZEi(f)Ei> =D aE(f) = X(f) = (VLX) = (X, Vf)

j=1
para todo campo vetorial X de U C M™. Logo,

Vf=>_ Ei(f)E:
=1

Deste resultado segue, entao, algumas propriedades de gradiente
Proposicao 2.3 Se f,g: M™ — R sao funcoes suaveis, entao

a) V(f+g)=Vf+Vyg.
b) V(fg) =gV f+fVg.

Um ponto p € M™ é um maximo local (respectivamente, minimo local) de uma
funcao f € C*°(M™) quando existe uma vizinhanga U de p, em M", tal que f(z) < f(p)
(respectivamente, f(x) > f(p)) para todo z € M™NU. Veremos na proposi¢ao seguinte

que o gradiente de um extremo local (méximo ou minimo local de uma func¢ao) é zero.
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Proposicao 2.4 Seja f : M" — R uma funcao suave. Dado p € M™ ev € T,M",

seja ¢ : (—e,€) = M™ uma curva suave, tal que ¢(0) =p e ¢(0) = v. Entdo

(V) = (o))

Em particular, se p € um extremo local para f, entio V f(p) = 0.

t=0

Prova. Considere V' um campo de vetores ao longo de ¢, com V(0) = v, dai

d

= Z(fo0)| .

(Vfv), = (V1,V(0) = (V())p) =<0)f
Agora, se p € M™ é extremo local para f, segue que existe U C M" vizinhanga de p em
M™ tal que f(p) > f(x) Vo € U caso f(p) seja valor de maximo local (ou f(p) < f(x)
caso f(p) seja valor de minimo local). Assim foc: (—¢,¢) — R tem um extremo local

em 0, dai

(Vfv),= %(f oc)(t) 0T 0 YveTl,M"

Logo Vf(p) = 0. [ |
Dizemos que p € M™ é um ponto critico de uma fungao f : M™ — Rse Vf(p) = 0.
Observemos que o gradiente de uma funcao constante é nulo. No geral a reciproca

desse resultado nao é verdadeira, mas se considerarmos que a variedade M" é conexa,

teremos o resultado da reciproca como segue no corolario a seguir

Corolario 2.5 Seja M™ uma variedade Riemanniana conexa e f : M"™ — R uma

funcao suave. Se Vf =0 em M"™, entio f é constante em M".

Prova. Fixando p € M" e considerando A = {x € M"|f(x) = f(p)}. Temos que
A # ¢, pois p € A e A é fechado, pois f é continua. Vejamos que A também é aberto.
De fato, seja y € A e U C M™ vizinhanca conexa de y. Para todo x € U existe uma

curva ¢ : [0,1] — U com ¢(0) =y e ¢(1) = z, segue entao que

d dc

Gre0n =(v1.5) =0
Assim (foc):[0,1] — R & constante. Dessa forma f(p) = f(y) = f(c(0)) = f(c(1)) =
f(x) = x € A. Como z € U é qualquer entdao U C A donde A é aberto.

Sendo M"™ conexo e A # ¢, teremos M" = A, e portanto f é constante em M™.



28

2.2 A divergéncia de um campo vetorial

A divergéncia de um campo pode ser vista como uma aplicacao, que leva valores

em R, que mede a variacao da densidade do fluido em cada ponto do campo.

Definigao 2.6 Seja X um campo vetorial em M™. A divergéncia de X é a fung¢ao
suave divX : M" — R, dada para p € M™ por

(divX)(p) = triv = (V. X)(p)}

em que v € T,M".

A proposicao seguinte fornece a expressao do divergente de um campo de vetores

X escristo em uma base ortonormal.

Proposicao 2.7 Seja X um campo de vetores diferencidvel em M™ e {Ey, ..., E,} um

referencial ortonormal em uma vizinhanga U C M". Se X =" a;E; em U, entdo

divX = Z — (Vg Ei, X))

Em particular se o refencial for geodeszco em p, entao

i=1

Prova. Temos que

(divX)(p) = tr{v = (V,.X)(p)} = Z (Vi X, Ei)

Com esse resultado, temos as seguintes propriedades de divergente
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Proposicao 2.8 Se X,Y sao campos de vetores sobre M", e f : M™ — R € uma
funcdo suave, entao

a) div(X +Y) = divX + divY

b) div(fX) = fdivX +(V[f, X)

2.3 O Laplaciano de uma funcao

Para uma funcao f € C*°(M") podemos calcular seu gradiente que é um campo
vetorial definido em M™", e para tal campo vetorial podemos fazer o célculo de seu

divergente que assume valores em R, essa composicao ¢ a funcao laplaciano de f.

Definicao 2.9 Seja f : M™ — R uma funcdo suave. O laplaciano de f é a funcdo
Af: M" — R, dada por

Af = div(Vf).

Se M™ é uma variedade Riemanniana, uma funcao suave f : M™ — R é harmonica
(respectivamente, subharmonica) se Af = 0 (respectivamente Af > 0) em M™.

Como consequéncia da proposicao 2.2, teremos o seguinte

Proposicao 2.10 Seja f : M™ — R uma funcdo suave em M™, e {Ey,...,E,} um

referencial ortonormal em um aberto U C M™. Entao
Af = Z (Ei(Ei(f)) = (VeE)f) -
i=1

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao teremos em p que

Af = Z E{(Ei(f))-

Prova. Temos que Vf =) E;(f)E; em U. Segue da defini¢ao de laplaciano que

Af = div(Vf) = div (Z Ei(f)Ei) .

i=1
Assim

n n

Af =Y (E(Ef) = (VEE.Vf) =Y (E(E(f) = (Vi.E) f).

i=1 =1

Com isso, temos a seguinte propriedade de laplaciano
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Proposicao 2.11 Dadas f,g: M™ — R funcgoes, tem-se

A(fg) = gAf + fAg+2(Vf Vg).
Em particular,

SAG) = FAf + VS

Prova. Usando as propriedades de gradiente e divergente,

A(fg) = div(V(fg)) =div(gVf+ fVg) = div(gV f)+ div(fVg)
= gdiv(V[f)+(Vg,Vf)+ fdiv(Vg) + (V[ ,Vg)

= gAf+ fAg+2(Vf,Vg).

2.4 O Hessiano de uma funcao

Para o nosso ambiente M™, definimos o Hessiano de umas fungio f € C>*°(M™)

via conexao de Levi-Civita V, como segue

Definicao 2.12 Seja f: M™ — R uma funcao suave. O hessiano de f, denotado por
V2, é o campo de operadores lineares V*f : T,M"™ — T,M", definido para v € T,M"

por

(V2f)(v) = Vo (V).
Com o uso da métrica introduzida em M", teremos

Proposicao 2.13 Seja f: M™ — R uma funcao suave e p € M™. O operador linear
(V2f)p: T,M"™ — T,M" ¢ auto-adjunto.

Prova. Sejam v,w € T,M™ e V, W suas respectivas extensoes a campos de uma
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vizinhanca de p € M™. Temos da definicdo de hessiano,
(V1)) w) = (Vn(V1). W),
= (VYL W) — (V1Y W),
= (VAVLW)G) ~ (VL VwV + VW),
= WVHE) + V. WIHE) ~ (V. IwV + [V, W),
= WVHE)+ ([V.WINE) — (VL. IwV), = (VL IV.W],
= W) - (V. V0V),
= W((VEV),) = (V£ TuD),
= (VwVLEV) + (VL VwV) —(Vf,VyV)

p p p

= <vaf> V>p

= (V2 f)p(w),v).

A hessiana V2 f é a forma bilinear em T, M™ que aplica v,w € T,M™ em
(V2 ) (), w) = (Vo(Vf),w) = v(w(f)) = (Vow)f.
Proposicao 2.14 Se f: M™ — R € uma funcao suave, entao
Af = tr(V2f).

Prova. Temos que

tr(V2f), = Z((VQf)p(Ei),ED

n

i=1

= tr{v > V,Vf)(p)}

= dw(V[f)(p) =Af(p).

Isso mostra a igualdade em cada ponto p € M"™. Agora se U é uma vizinhanca de

p € M™ onde esteja definido um referencial ortonormal E1, ..., E,, o resultado é obtido.
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2.5 A férmula de Bochner

Se T : V — V é um operador linear auto-adjunto definido no espacgo vetorial V',

entao denotaremos |T'|* = tr(T?), assim para {Ej, ..., E,} referencial ortonormal,

n

TP = (1) = 3 _(T*(E), Bi) = 3_(T(E). T(E)) = 3 |T(E

=1

Para maiores detalhes do teorema seguinte, ver [7].

Teorema 2.15 (Bochner). Seja M™ uma variedade Riemanniana e f: M™ — R uma

funcao suave. Entao
SAIV S = Ric(V1,V )+ (V. VAL + VS

Prova. Fixando p € M" e considerando {E;} um referencial ortonormal em uma

vizinhanca U C M™ de p, geodésico em p. Entao teremos em p,

%A|Vf|2 = —ZE (VL V)
_ —Z (Va(V 1)V + (VL. Va (V1))

_ % > QE (Ve (V). V)

n

— Z (Ve (Ve V),V + (Ve (VF), Ve (V)

= 2 (Ve (VeI V) +IVeVF)

n

= S (Va(VEVLVH + (V2 )(E)

i=1 i=1
n

= > (VR(VRVI), V) + VAP (2.1)

i=1
Agora para X € X'(M"), teremos

n n

> (R(EL,X)Vf E)=> (VxVE V-V VxVf+VyxVf E))

=1 i=1

n

=Y (VxVu VL E)=Y (Ve VxVf—VexVf E).(22)

=1 =1
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Para primeira soma de (2.2), seja {E;} um referencial geodésico em p € M™,

temos
X(Ve VI E) = (Vx(Vg V), E)+ (Ve V[, VxE)
= (Vx(VEe V), E).

Logo,

> (Vx(VEVf).E) = Z X (Vg Vf E)

- X (Z (Vi VS, El->)
i=1
= X(tr(Hessf))y(Ei) = X(Af)
= (X,V(Af)),- (2.3)
Para a segunda soma em (2.2), sendo V? auto-adjunta, teremos

(Viex)VfE) = (V2B X)), E;)

= ([E, X),(V2))(E))

= ([B:, X],VE V),
dai
zn: (Ve(VXVE), EY = (Vg x VT, E))
:' (EAVXV ] B = (s X ViV ) (24)

=) (Ei(VEV[.X) = (VX - VxE;, V5 V)
=1
=1

= Z (Ve (Ve V), X)

= (Ve (Ve V), X). (2:5)



Susbstituindo (2.3) e (2.5) em (2.2), teremos

n

Rie(X,Vf) = =) (R(E, X)Vf, E)

= —(X,V(Af), + Z (Ve (Ve V), X),

entao

n

Y (Ve (Ve V), X) = Rie(X, V) + (X, V(Af),,
i=1
fazendo X = Vf,

n

> (Vu(VeV(), V) =Ric(Vf,V )+ (VI V(AS),

=1

Usando (2.1),

SAIVIP = Ric(Vf,Vf) + (V1. V(AD) + [V

34



Capitulo 3

Hipersuperficies tipo-espaco em
—R x M"

Este capitulo é destinado as construgoes e apresentacoes de alguns conceitos e
resultados auxiliares que serao utilizados nos capitulos 4 e 5. Para isto, consideraremos
uma imersao isométrica, em um produto Lorentziano, com codimensao igual a um.

Um estudo em casos mais gerais referente a espago produto, que é apresentado
neste capitulo, pode ser feito com acesso a [12]

No que segue estudaremos a geometria de uma hipersuperficie tipo-espago 3"
imersa num produto Lorentziano de dimensao n + 1, da forma R x M"™, em que M" é

uma variedade Riemanniana conexa e R x M" é dotado com a métrica Lorentziana

() = —ma(dt*) + 7o ((, )

em que mr e 7y denotam as projecoes canonicas de R x M™ sobre as componentes
R e M™, respectivamente, dt* e (,),, denotam as métricas Riemannianas de R e M"
respectivamente. Como a métrica Lorentziana, definida acima, é nao-degenerada, entao
podemos sempre considerar uma conexao de Levi-Civita no ambiente Lorentziano —IR x
M".

. .. —n+1
Por simplicidade escrevemos M~ = —R x M" e

<v>:_dt2+<>>M'
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Com essa métrica, temos que o campo de vetores unitarios

7]
0y = (a—t) (t,p) € =R x M"
t (t.p)
é tipo-tempo, pois (0;,0;) = —1. Nessa configuracdo, dizemos que dois campos de

vetores X e Y em —R x M" estdo na mesma orientagao temporal se (X,Y) < —1.

Definicao 3.1 Uma imersao suave @ : X" — —R x M"™ de uma variedade conezxa
" € dita uma hipersuperficie tipo-espaco, se a métrica induzida em X" wvia i for

Riemanniana.

Para uma imersao ¢ : ¥ — —Rx M" no produto Lorentziano denotaremos (")
simplismente por »". Para o caso da imersao tipo-espaco denotaremos a métrica em

M

n+1 ,
e em M™ pelo mesmo simbolo (, ).

Definimos o complemento ortogonal X (X")* de X' (X") em X (—R x M™) por
X(EME={VeX(-Rx M")|(V,W)=0 YW € Xx(Z")}.

Uma vez que 0, é paralelo em —R x M", teremos V x0; = 0. Com isso temos o

seguintes resultado

Proposicao 3.2 Se X" ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco de uma variedade de Lorentz
! temporalmente orientada, entao X" admite um unico campo de vetores normal
unitirio N € X(X")* com mesma orientacdo temporal de 0;. Em particular, M™ ¢é

orientada.

Prova. Considere {E;}; um referencial ortonormal em ¥" e definimos

n

N =0, = (d)(E)d, 0) di(E;).

i=1
Veja que N estd unicamente definido, é um campo ortogonal e pode ser estendido

globalmente em >»". Além disso

n n

(NS0 = (0,00 = 3 (AU (E), 0)* = =1 = 3 _{dv(E), 8)° < -1.

=1 =1

Por fim definimos N, normalizando N
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==

|
Iremos nos referir a N como sendo a aplicacao normal de Gauss a qual esta na

mesma orientagao temporal de 0.

3.1 Equacoes fundamentais da imersao

Podemos considerar o espaco tangente de X" em p como subespago tangente para

—n-+1
M em p, e escrevermos

TPHN—H _ szn D (szn)L’

em que (7,X")* é o complemento ortogonal de 73" em TPWH. Da soma de Whitney,

teremos

T ysny = TS @ (TS")

. - ~ . .. ——n+1 . .
Sejam V e V as conexoes de Levi-Civita de M e X", respectivamente. Assim

para campos vetoriais X, Y € TX", teremos

VxY =VxY + (VxY)*

ou

VxY =VxY + I1(X,Y)

em que a aplicagio I1 : TYX" x TY" — (TX")* é chamada de segunda forma funda-
mental, a qual é bilinear e simétrica ao longo do anel C°(X™). Veja que N é base de

(TE")*, entdo I1(X,Y) = cixyyN e VxY — VxY = ¢(xy)N o0 que implica em
(VxY,N) =(VxY — VxY,N) = cxy) (N,N) = —c(xy),

com 1Sso

VxY =VyxY — (VxY,N)N.

Sendo (Y, N) = 0 para todo Y € T'Y" tem-se

0=X(Y,N)=(VxY,N)+(Y,VxN) = (VxY,N)N = —(Y,VxN) N,
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dai
VxY =VxY +(VxN,Y)N.

Definimos A : TY" — TX" por AX = —VxN o qual representa o operador de
forma (ou endomorfismo de Weingarten) de X" com respeito a aplicacdo normal de
Gauss N que tem mesma orientacao temporal de 0;. Com isso, teremos a formula de

Gauss

VxY =VxY — (AX,Y)N.

3.1.1 Equacao de Gauss

O tensor curvatura R da hipersuperficie X" pode ser escrito em termos do operador de
forma A e do tensor curvatura R do espaco ambiente M= Rx M7 pela chamada

equacao de Gauss.

. . ——n+1 . L . =
Proposicao 3.3 Seja ¢ : X" — M uma imersao isométrica e R, R o0s tensores
—n+1 4 N o
curvaturas de M e M™ respectivamente. Entao para campos vetoriais X,Y e Z em

TM wvale a equacao de Gauss dada por

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" —(AX,Z) AY + (AY,Z) AX

em que ()" denota a componente tangente de um campo vetorial em X(Mnﬂ) ao

longo de Y.
Prova. Temos, da singularidade da conexao, que
R(X,)Y)Z = VyVxZ—-VxVyZ+VixyvZ

= (Ww(Vx2)")T = (Vx(Vy2)")" + (Vixn2) ',

como

(RX,Y)Z2)" = (VyVx2)" = (VxVy2) + (Vixy2)'
entiio
RX,.Y)Z=(Vy(Vx2)" ) =(Vx(Vy2)" ) +(R(X,Y)2) =(VyVx2) +(VxVy2)"
= (Vv (Vx2) =V Vx Z) +(VxVy Z-Vx(Vy 2)") +(R(X,Y)Z)"
— (VyVxZ = VyVx2) + (VxVyZ - VxVy2Z) +(R(X,Y)Z)"

—— (Ww(VxZ-Vx2) + (Vx(VvZ - Vv 2)) + (R(X,Y)2)T,
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usando a féormula de Gauss, teremos

RX,Y)Z = —(Vy(=(AX,Z)N))" + (Vx (— (A, Z) N)) ' + (R(X,Y)2)"
= (WX, 2)N) — (Vx (¥, 2)N) + RX.Y)2)
— (Y (AX,Z) N + (AX, Z) VyN) ' — (X (AY,Z) N + (AY, Z) VxN)
+R(X,Y)2)T
= (AX,Z)VyN — (AY,Z)VxN + (R(X,Y)Z)"
= (AX,Z)(-AY) —(AY, Z) (-AX) + (R(X,Y)Z)"

= (R(X,Y)Z)" — (AX, Z) AY + (AY, Z) AX.

3.2 Funcao altura e funcao suporte

Definimos a funcao altura h, de uma hipersuperficie tipo espago ¢ : 3" — —R x
M™, como sendo a projecao canonica do produto Lorentziano —R x M™ sobre R, restrito
a X" istoé, h: X" — R é& dada por h(t,p) = t desde que (¢, (p)) corresponda a posigao

de ¥ (p) em —R x M™. Com isso temos o seguinte resultado
Proposicao 3.4 O gradiente da funcao altura € dado por

Vh=—8,— (N,d) N (3.1)

Consequentemente vale a rela¢ao
IVh|? = =1+ (N, 8,)>. (3.2)
Além disso, o laplaciano da func¢do altura é dada por
Ah = —nH (N,0), (3.3)

em que H = —%tr(A) é a curvatura média de X" em relagao a N.

Prova. Seja X € X(X"), entdo podemos escrever X = X*+ f0, em que X* é tangente

a fibra Riemanniana M", assim
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(Vh,X) = X(h) = X(t) = (X" + fO)(t) = X"(t) + fou(t) = [,
por outro lado X = X* 4 f0, o que implica em
<X7 at> = <X*7at> +f<at7at> = _f7

assim (Vh, X) = — (0;, X) para todo X € X(X"), dai

(Vh,X)=—(0+98],X)=—(9/,X)
donde se tem
Vh=-9 = —0,— (0;, N) N,

logo
Vh — —at - <3t,N>N

Agora, considerando uma extensao local de Vh em —R x M", de (3.1) teremos
VxVh = Vx(=08; — (9, N)N)
= —Vx0 — Vx((d;, N) N)
= —Vx0 — X({0,, N))N = (9,, N) Vx N
= —Vx0, — (Vx0,NYN — (8, VxN)N — (3;, N) VxN
= — (8, VxN)N — (8, N) VxN.

Usando a formula de Gauss, teremos

VxVh=— (0, VxN) N — (8, NYVxN — (VxN,Vh) N

— ({0 + Vh,VxN) N) — (3,, N) VxN.
Usando (3.1), novamente
VxVh = —(={(0,,N)N,VxN)N) —(0,,N) VxN
= (0, N)(N,VxN)N — (9;,N) VxN
= — (0, N)VxN
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Considere um referencial geodésico {E;} em X", dai para X = F;, temos Vg Vh =

(0;, N) AE; e assim

Ah = div(Vh) = tr{v = (V,Vh)}

= Y (Vg Vh E)

=1
n

= Z<<at7N> AE;, E;)

=1

n

= (0. N)) (AE;, E))

Portanto, Ah = —nH (0, N).
|
A funcdo (N, 0;) que mede, geometricamente, a menos de sinal, o cosseno hiper-
bolico do angulo entre o campo N, normal a ¥, e o campo 0;, é chamada de funcao

suporte.

Proposicao 3.5 O gradiente da funcio suporte (N,0;) € dado por

V(N,0;) = A(Vh)
em que A € o operador de forma e h € a funcao altura.
Prova. Sendo V0, =0 e VyxN = —AX, para todo X € TM, temos
(V(N,9),X) = X(N,0)=(VxN,0)+ (N, Vx0)

= (VxN,9,) = (—AX,9] + ;")

= (-AX,9]) = (AX,-9]) = (AX,Vh)

= (A(Vh), X)

= V(N,0;,) = A(Vh)

|
Uma interpretacao geométrica da norma do gradiente da funcao altura h envolve

a noc¢ao de angulo hiperbdlico normal, a qual apresentaremos na seguinte defini¢ao
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Definicao 3.6 Seja ¢ : X" — —R x M™ uma hipersuperficie tipo-espaco em que M™
uma variedade Riemanniana. A funcao dngulo hiperbdlico normal 6, é a aplicacao
diferencial 0 : ¥(X") — [0,400) tal que coshd = — (N,0;), onde N é a aplicagdo

normal de Gauss e tem a mesma orientacao temporal de O;.

Consequentemente de (3.2), teremos
|Vh|? = cosh®6 — 1. (3.4)

Dizemos que uma hipersuperficie X" é maxima quando sua curvatura média H
é identicamente nula, isto ¢, H = 0 em ¥". Dessa forma se 3" é uma hipersuperficie
méaxima em —R x M™, entdo de (3.3) h é uma fun¢do harmonica, isto é, Ah = 0 em X",
Notemos ainda que os slices M]* = {t} x M™ sao exemplos triviais de hipersuperficies
méximas em —R x M™. De fato, como N = 0; em M;" e J; é paralelo, entao segue que
o operador A é identicamente nulo, donde H = 0 em X".

Definicao 3.7 Dizemos que uma hipersuperficie tipo-espago ¢ @ X" — M imersa

em um espaco produto Lorentziano M = —R x M™ ¢ limitada no infinito futuro de

M se existe t;1 € R tal que
Y(=") C{(tp) e Mt <t}

Analogamente, dizemos que X" € limitado no infinito passado de M se existe ta €R
tal que
n ——n—+1
Y(E") C{(t,p) € M 5t > 1o}

3.3 Teorema de Omori-Yau

Em 1967 H. Omori [15] provou o primeiro resultado da ferramenta que conhecemos
hoje como principio de Omori-Yau. Entao em 1975, S.T. Yau [17]| obteve um principio

do maximo mais simples gerando o resultado seguinte

Lema 3.1 Seja X" uma variedade Riemmaniana n-dimensional completa cuja curva-
tura de Ricci € limitada inferiomente e u : X" — R € uma funcao suave que € limitada

superiomente em 3". Entdo existe uma sequéncia de pontos (pg)r em X" tal que

h]gnu(Pk) =supu, lim [Vu(pr)| =0, lim sup Au(py) <0
En

a sequéncia (py)r C X" € chamada de sequéncia mazimizante de Omori-Yau para a

funcao u, ou simplesmente, sequéncia de Omori- Yau.
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O principio de Omori-Yau é uma ferramenta analitica que iremos usar em alguns
dos principais resultados deste trabalho. Uma demonstracao e um estudo detalhado

referente ao Lema 3.1 pode ser encontrado em [5].



Capitulo 4

Resultados do tipo Bernstein em
—R x M"

Neste capitulo estudaremos a geometria de hipersuperficies completas, com cur-
vatura média constante e imersas em um produto Lorentziano —R x M™, cuja a fibra
M™ tem curvatura secional nao negativa. Para obtencao dos resultados deste capitulo
faremos uso dos contetidos abordados nos capitulos anteriores, especialmente usaremos
a formula de Bochner vista na Secao 2.5, principio de Omori-Yau visto na Secao 3.3 e

também uma extensao do teorema de Liouville devido a Yau [17].

4.1 Teoremas de rigidez

Nosso primeiro resultado faz uso do lema de Omori-Yau e da formula de Bochner

para mostrar que uma hipersuperficie ¢ méxima nas condigoes de algumas hipoteses.

Teorema 4.1 Seja X" uma hipersuperficie completa, tipo-espaco, com curvatura mé-
dia constante, imersa no espaco produto M = —R x M em que a fibra M"™ é
completa com curvatura seccional nao-negativa. Se o dngulo hiperbdlico normal 6, de

> € limitado, entao X" € mdrima.

Prova. Sendo a funcao angulo hiperbolico 8 limitada, para o uso do lema de Omori-
Yau, mostremos que o tensor curvatura de Ricci ¢ limitado inferiomente. Para isso

considere um referencial ortonormal {£;} em X" entdo, usando a equacdo de Gauss,
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R(X,E)X = (R(X,E)X)" — (AX, X) AE; + (AE;, X) AX

para todo X € X(¥"). Assim

Ric(X, X)

f: (R(X, E)X, Ey)
> ((RIX.E)X)T Bi) = 3 (AX, X) (AE;, E)

n

+> (AE;, X) (AX, E;)

i=1
> (R(X,E)X — (R(X,E;)X )= > (AX,X)(AE;, E;)
=1 =1

n

+> (AX, E;) (AX, E;)

i <R(X7 Ei)X7 EZ> - <AX7 X> i <AE17 EZ)

+ <AX, En: (AX, E;) E>

n

S (R(X.E)X.E) + (AX, X) nH + (AX, AX).

Agora, denotando o tensor curvatura e a curvatura seccional da fibra M™ por Ry e

Ky, respectivamente. Teremos

em que X*

= KM(X*’E;) (<X*7X*>M <Ez*’Ez*> - <Ez*7X*> <X*7Ez*>)

= Ku(X*E) (X*, X%, (B Bf) — (X", E})°)

=X+ (X,0,) 0, e Ef = E; + (E;, 0;) 0; sdo, respectivamente, as projecoes

dos campos vetoriais tangentes X e E; em M".

Sendo 9,

= 0y + (0, N)N = —Vh o que implica que (X,0;) = <X,8tT> =
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(X, —Vh), teremos
(X", X))y = (X+(X,0)0,X +(X,0)0)
= (X, X)+2(X,0) (X,0,) + (X,0:)* (01, D)
= |X]*+(X,0)"

= [XP+(X,Vh)*,

(B! By = 1+ (B, Vh)®

(X* By = (X +(X,0,) 0, Ei + (Ey;,0,) 0))°
= ((X,E) + (E;,0,) (X, 0,) + (X, 0,) (E;, ;) + (X, 0) (B, 04) (0s,0,))?
= ((X,E) +2(X,0) (E;,0;) — (X,9,) (Ei,9,))?
= (X, E) + (X, 0) (B, 0y))°
= ((X,E) + (X, -Vh) (E;, —Vh))?
= (X, E)* +2(X,Vh) (E;, Vh) (X, E}) + (X, Vh)* (E;, V]h)>.

Assim

(RIX,E)X Ei) = Ku(X* E}) (X" + (X, VR)?) (1+ (E;, VR)®) = (X, E;)”
—2(X,Vh) (E;, Vh) (X, E;) — (X, Vh)* (E;, Vh)?).

Segue que sendo Ky (X* EF) > 0, existe uma constante ndo negativa k tal que

Ky (X*, Ef) > k. Consequentemente teremos
(R(X,E)X.E) > k((|X]?+(X,VRh)") (1+ (E;, Vh)?) — (X, E;)°
—2(X,Vh) (E;, VLY (X, E;) — (X, Vh)’ (E;, Vh)?)
> k(X[ + | X2 (B, VA + (X, Vh)? + (X, Vh)’ (E;, Vh)®

—(X, E)*=2 (X, Vh) (E;, Vh) (X, E;)—(X, VR (E;, V])?),
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aplicando o somatorio no indice ¢, de 1 até n, teremos

> (R(X,E)X.E) > k<n|X|2+|X|QZ<EZ»,Vh)2+n(X,Vh)2
=1

=1

_ zn: (X, E;)* —2(X,Vh) zn: (Ei, Vh) (X, Ez->>

=1 =1

v

=1

k <n|X|2 + X2 <Z (E;,Vh) E;, Vh> +n(X,Vh)’

—<§nj (X, E;) Ei,X>—2 (X, Vh) <§n: (E;, Vh) EX>>
>k (n| X [P+ X VR[> +n (X, VR~ | X[*~2 (X, V) (Vh, X))
> k((n—1)X[*+ (n—2) (X, Vh)’ + |X|2|Vh[?).

Portanto,

Ric(X,X) >k ((n — D)X+ |[VRPIX)2 + (n — 2) (X, Vh)?) + nH (AX, X) + |AX|*.
(4.1)

Em particular, para X = Vh, teremos

Ric(Vh,Vh) > kIVh*(n — 1) (14 |Vh|*) + nH (A(Vh),Vh) + |A(VR)]*.  (4.2)

Agora, usando a féormula de Bochner, teremos

1
5A|Vh|2 = |V2h|* + Ric(Vh,Vh) + (VAh, Vh)

em que V? denota o tensor Hessiano em ¥". Sendo H constante, teremos que VAh =

—nHV (N,0;) = —nHA(Vh). Entao, de (4.2) segue que
1
§A]Vh\2 > V2R + (n — D)E|VR|*(1 + |VA]?) + nH (A(Vh), Vh) + |A(VR)?

+ (VAR, Vh)

v

|V2h|? + (n — D)k|VR|*(1 + |Vh]?) + nH (A(Vh), Vh) + |A(VR)|?

—nH (A(Vh), Vh)

IV

|V2h|? + (n — DE|VA2(1 + |VA]?) + |A(VH)|.
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Para um referencial ortonormal {E;} temos

n

Ah =tr(V?h) =Y (V?h(E), E) <> |V*h(E))|
i=1 i=1
o que implica em

n 2 n
(Ah)* < (Z IVQh(Ei)I) <> IVPR(E)|)? < n| V2|
i=1 =1
Usando a hipotese que k é uma constante nao negativa, teremos
1
5A|Vh|2 > |V2h]* + (n— DE|VAP(1 + |[VA]?) + |A(VhH)|?
Z ‘v?h’2
> l(Ah)2
- n )
consequentemente de (3.3) se tem
AIVRE > 2 (=nH (N,0))

onH? (N, d,)*

v

Vv

2nH?. (4.3)
Por outro lado, vejamos de (4.1) que
Ric(X,X) > k((n—1D|X*+|VRPIX]?+ (n—2)(X,Vh)?)

+nH (AX, X) + |AX?

v

k((n— DX+ |VRX)?+ (n - 2) (X, Vh)?)

n?H? n?H?

+nH (AX, X) + (X, X) 4 (AX, AX) —

(X, X)

v

k((n— DX+ |VRX)?+ (n - 2) (X, Vh)?)

27172
+<AX+%X,AX+%X>—”5

(X, X)

v

k((n— DX+ |VRX)?+ (n - 2) (X, Vh)?)

2
n?H?

v
|
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em que na ultima desigualdade usamos novamente que k£ > 0. Portanto, como H é
constante, a curvatura de Ricci de X" é limitada inferiomente. Dessa forma, observamos
que usando a hipdtese que o angulo hiperbolico normal de X" é limitado, de (3.4) segue
que a fung¢ao |VA|* também é limitada em X", Entao do Lema 3.1, existe uma sequéncia

de pontos (Py)r>1 em X" tal que

lilgn sup A|Vh[*(p) < 0. (4.5)

Usando novamente a hipotese que H é constante, teremos de (4.3) e (4.5) que

0o > lilgnsupA]VhF(pk)
> lilgnsup(QnHQ)

> 2nH?* > 0.

Portanto H = 0 em X", isto é, X" é uma hipersuperficie maxima.
|
O proximo lema é uma consequéncia de uma extensao mais geral de Liouville

devido a Yau [17].

Lema 4.1 As inicas funcoes harmonicas semi-limitadas definida em uma variedade
Riemanniana n-dimensional completa cujo a curvatura de Ricci é nao negativa, sao as

funcgoes constantes.

Como consequéncia do Teorema 4.1 e com o uso do Lema 4.1, mostraremos que
se acrescentarmos a hipotese de X" ser limitada no infinito futuro ou passado, entao a

hipersuperficie ¥ é um slice.

Teorema 4.2 Seja X" uma hipersuperficie completa, tipo-espaco, com curvatura mé-
dia constante, imersa mo espaco produto M = —R x M em que a fibra M"™ é
completa com curvatura seccional nao-negativa. Se o dngulo hiperbdlico normal 6, de
X" ¢ limitado e X € limitado no infinito futuro (ou passado) de V”H, entao X" € um
slice, isto é, X" = {to} x M™ para algum ty € R.

Prova. Uma véz que o angulo hiperbolico normal 6 de X™ ¢é limitado, teremos do
Teorema 4.1 que H = 0 em X". Assim segue de (3.3) que h é uma func¢do harménica

em X". Além disso, se tem de (4.4) que
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Ric(X,X) > 0.

Por hipotese, X" é limitada no infinito futuro (ou passado) em M”H, digamos que

existe t; € R fixo tal que
n = n+1
Xt CAt,p) e M5t <t}

o que é equelivalente a fungao altura h ser limitada superiomente em ". Analogamente
se X" for limitado no infinito passado, h sera limitado inferiomente em X". Dessa forma,
h é uma funcao harmonica e semi-limitada em X". Segue, entao, do Lema 4.1 que h é

constante em X" e, portanto, X" ¢ um slice. |



Capitulo 5

(Graficos 1nteiros

Neste capitulo aplicaremos os teoremas demonstrados no Capitulo 4 para obter-
mos resultados em graficos verticais inteiros tipo-espaco.

Definicao 5.1 Dados Q C M™ e u € C*™(R), definimos o grifico (vertical) de u em

—R x M™, como sendo a hipersuperficie
Y'u) = {(u(z),x);z € Q} C —R x M".

Dizemos que um grdfico € interro quando 2 = M™.

Podemos introduzir em {2 uma métrica a partir da métrica do espaco ambiente
Lorentziano via X" (u).
Proposigao 5.2 Um grifico vertical X" (u) € tipo espago se, e somente se, |Dul?, < 1,

sendo Du o gradiente de uw em e |Du|y sua norma, ambos com relagdo a métrica

(,)y em Q. Neste caso a aplicagio normal de Gauss €

1
N(z) = ———= (Ol (u(w)0) + Du(z)), x€Q.

V1 —1|Dul?%,
A qual tem mesma orientagao temporal de 0, em 3"(u).

' - R dada por G(t,p) =t —u(p) e

Prova. Primeiro considere a fungao G : M
mostremos que VG é uma campo normal sobre o grafico ¥"(u). De fato, veja que
G = 0 em X"(u), entdo considere uma curva « : (—¢,e) — X"(u), tal que «(0) =p e
o'(0) =v € T,X"(u). Dai

d )
0= (G oa)(t)ims = a/(0)G = v(G).
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Dessa forma, como v(G) = <vG,v> entdo, sendo v qualquer em T,3"(u), segue que
VG é ortogonal a T,X"(u).

Por outro lado

VG(t,p) = V(t = u(p)).
Considere w € T(t,p)ﬁnﬂ, entdo w = ((w, 0) Oy, w) em que w € T, M™, dai
w(G) = ((w,0) 0, w)(t — u(p))
= —(w,0;) — (Du,w)
= —(w,0) — (Du,w)
= (=0; — Du,wy,

logo <vG,@> = (=0y — Du, w) para todo w € T(tvp)MnH. Assim, VG = —0, — Du é
nao nulo, pois a métrica ¢ nao degenerada.

Agora, fazendo N = —V G, teremos
<N, 8t> = (0, + Du,0,) = -1 <0.
Logo N e 0, estdao na mesma orientacdo temporal. E vejamos que
(N,N) = (0,0,) +2(0;, Du) + (Du, Du) = —1 + | Dul|>.

Dessa forma, N é tipo tempo se, e somente se, | Du|*> < 1. Como uma hipersuperficie
6t t 1 & tipo t tao |Dul* < 1

é tipo espaco se, e somente se, seu campo normal é tipo tempo, entao |Dul® < 1 se, e
somente se, ¥."(u) é tipo espaco.

Por fim, normalizando N, obtemos a aplicacdo normal de Gauss

Nﬁ 3t—|—Du

N| /1= [Dulyn

N:

|
O préximo teorema é uma condicdo suficiente para que um gréafico tipo espaco

seja completo.

Teorema 5.3 Seja X"(u) um grdfico vertical inteiro com curvatura média constante
em um espaco produto Lorentziano M = _Rx M™, cuja a fibra M™ é geodesicamente
completa e tem curvatura seccional ndo negativa. Se |Du|y < a, para alguma constante
0 <a <1, entdo ¥X"(u) € um grdfico mdzimo completo. Além disso, se X" (u) € limitado

no infinito futuro (ou passado) de WH, entao u = ty para alguma contante to € R
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Prova. Consideramos uma curva vy : (—e,e) — X"(u) teremos y(t) = (u(5(t)), B(t))

em que (3 : (—e,e) — M", entdo

V() = ((w@B(1)),6'()
= ((Du,B'(t)),5'(t))
= (Du, () 0 + B'(1).
Dessa forma, para X € X (X"(u)), teremos
X = (Du, X*),, 0 + X*,
em que X* é a projecdo de X sobre X'(M™). Assim, teremos
(X, X) = (Du, X*)2,(0),0)) +2(Du, X*),, (0, X*) + (X*, X*),
= (X*,X*),, — (Du, X*)2,
> X3 — |Duly | X13,
= (1= [Duf3)| X[

em que na desigualdade usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Usando a hipotese

de que |Duly < a < 1, teremos
(X, X) > (1—a*)|X*3,. (5.1)

Agora, sendo [ a projecao de v sobre M"™, entao (' serd a projecao de ' sobre T M™.
Segue entao de (5.1),

('(),7 (1)) = (1= a®) (B'(1), B'(1)) -

Denotando por L. o comprimento de arco de v em ¥"(u) e por Lz o comprimento de

arco de sua projecao 3, teremos
t t
L, = / W)y () dr > VI=a / B BN dr =vI— Ly (52)
0 0

Agora suponhamos que v é uma curva divergente em ¥"(u) e teremos que sua
projecao [ também serd uma curva divergente em M"™. De fato, se [ tivesse contida

em algum compacto K de M" teriamos que sua pre imagem da projecao de ¥"(u) em
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M™ seria um compacto em ¥"(u), contendo 7 e dai vy ndo seria uma curva divergente.

Sendo M™ completo, segue da Proposi¢ao 1.19, que Lg = +oo donde de (5.2) se obtem

L., = +00 e, assim novamente da Proposi¢ao 1.19 teremos que X"(u) é completa.
Agora vejamos que

N*:N+<N,8t>at

em que N* é a projecao sobre M™ da aplicacao normal de Gauss N em X" (u). De (3.2)

e da expressao de N na Proposicao 5.2, teremos

2
—1
VA2 = -1+ (N3 = -1+ | —mo
il (v.a) e
_ 14 1 | Duljm

1—|Dul?,. 1—|Dul%.’
Como, por hipotese |Du|y < a < 1 para algum a € R, entao de (3.4) teremos
|Duly, 1 1

= < .
1—|Dul3, 1—|Dul?, ~ 1—a?

Assim a funcgao 6 é limitada superiomente. Portanto do Teorema 4.1 teremos que o

cosh’0 =1+ |Vh> =1+

grafico X™(u) é maxima, e do Teorema 4.2, u é constante. [

5.1 Um teorema de Calabi-Bernstein para superficies

maximas

Nesta secao abordaremos resultados relacionados a hipersuperficies Y2 imersas
em um espaco produto Lorentziano da forma —R x M2, em que M? é uma superficie
conexa e —R x M? & dotado da métrica Lorentziana.

Um estudo além do que vai ser apresentado nesta secao pode ser encontrado em
[3].

Antes de anunciarmos o teorema de Calabi-Bernstein, vejamos alguns resultados
que serao utilizados na demonstragao do teorema.

Lema 5.1 Seja v : X" — —R X M™ uma wmersao tipo-espag¢o com curvatura média

constante, entao

A(N,0p) = (Ric(N,N) +|A]*) (N, 0)

em que A € o operador de forma definido em TY".
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Prova. Consideremos { E;} um referencial geodésico de autovetores do operador A em

p € X" fixado, entao da Proposicao 2.10,

A(N,d,) = div(V(N,d,)) ZE (N, 0,))

i=1 i=1

n

N BAEG) = -3 (Va(AE).8) + (AB, V50)

i=1
- _ Z (Vi,AE;, 0;) .
=1

Denotando 0, + (N, 9;) N = > yE, e AE; = Z;L hij E;

A(N,9,) = —Z<VE (ZhUE> > Y i Vi, (hi;E;), 0,)

7j=1

= —ZZ z U E —|—hz]VE ',8t>

=1 j=1

= =D > Eilhi)(E;0) =Y hiy{(VeE;0

i=1 j=1 i=1 j=1

Sendo o; = (E;,0,) e 0, = 0, — (0;, N) N



A (N, 0y)

n n

= - ZZEi(hij>aj - Zzhij <inEjuatT - <at7N> N>

i=1 j=1 i=1 j=1
=D Eilhij)a; + (0, N) Y Y ki (Vi Ej, N)
=1 j=1 i=1 j=1
=3 > Eilhij)a; + (0, N) Y > b
=1 j=1 i=1 j=1
~S°N Eihig)ay + (0, N) Y S(AE, E;)?
i=1 j=1 i=1 j=1

- i i Ei(hij)a; + (9, N) i <AE¢, i (AE;, Ej)>

=1 j=1 i=1 j=1

n

- iia(w% (0, N) S (AE, AB)

=1 j=1 i=1

26
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—ZZE i5)a + (0, N) AP

i=1 j=1

3N EAAELE) a; + (0, N) AP

i=1 j=1

—ZZE (V,Ei, N)a; + (9, N) |A]?

=1 j=1

> > ((Ve(V5,E), N) + (V5 E;, Ve N)) a; + (9, N) | AP

i=1 j=1

—ZZWE (Vi E), N) aj + (9, N) | A]?

—+ <VEJ (vElEJ, N>) a; + <at, N> ’A|2

n

- Z Z ((VE,(VE,Ei) = Vi, (Vi E),N)

=1 j=1
+ E;(VEg,Ei,N) = (Vg,E;,Vg,N)) o + (0, N) |A]

n n

~S" N ((R(E;, E)Ei, N + E; (—AE;, Ey)) o + (9, N) |A]?

=1 j=1

(n i(R (B, B;)E;, N) — ZZE —AE;, E; )
n

i=1 j=1 =1 j=1

(0, N) |A]”

n n

> Ric(Ej;,N)a; + ZE <Z (AE;, Ez)) a; + (5, N) |A]?
j=1 =1
R_z'c(Zozj >+ZE —nH)a; + (9, N |AJ?

j=1

Ric(0; + (N,0;) N,N) + (9;, N) |A|?
(N, 8,) Ric(N,N) + (0, N) | A]?

(Ric(N,N) +|AF*) (N, )
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Podemos ainda escrever a curvatura Ric(/N, N) em propor¢ao da curvatura sec-

cional da fibra M", como segue

Lema 5.2 Seja v : X" — —R X M™ uma imersao tipo-espag¢o com curvatura média

constante, entao
A(N,9,) = (Ky(n—1)|Vh|* + |A]) (N, ;) .

Em que Ky € a curvatura seccional da fibra M™ e A é o operador de forma.

Prova. Consideremos a projecao do campo normal N, na fibra Riemanniana M",

N*=N + <N,8t) (9t, dai
m(‘]\CN) = %<N*_<N7at>ataN*_<N7at>at>
= Ric(N*,N*) —2(N,d,) Ric(N, ;) + (N, d,)* Ric(dy, D).

Como 0, é campo paralelo na conexdo V, entdo Ric(X,0,) = > <R(X, E;)oy, EZ-> = 0.
Considere um referencial ortonormal {E;}; em p tal que E, 11 = 0;, suponha que
N*#0 em (ty,p) e tome E, paralelo a N*. Entao

n+1
Ric(N*,N*) = Y (R(E;,N*)E;,N")
1=1
n— 1
= (R(E;, N)E;, NY+{R(Ep, N*)Eny, N Y R(Epy1, N*) Epy1, N¥)

=1

quando i = n + 1, se tem E; = E,.; = 0, e dai R(0;, N*)0, = 0. Para i = n vale
= A\E; e dai R(E;, N*)E; = R(E;, \E;)E; = 0, assim

[y

Ric(N*,N*) = (R(E;, N*)E;, N*)

i=1

sendo E; e N* tangentes ao slice M]? em (to,p), segue que (usando a equacao de Gauss
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com A=0setem R=R)

n—1
Ric(N*,N*) = Y (R(E;, N*)E;, N*),,
=1
n—1
= > Ku((Bi, E)y (N*,N*) = (B, N7)3y)
=1

n—1

= Y Ky (N*,N*),,
=1

n—1

= Y Ey((N+(N,0,)0, N+ (N,0,)))

=1

n—1

= KM Z(—l +2<Naat>2 - <N7 at>2)

=1

n—1

= Ky Y (14 (N.9)?)

=1

= Kuy(n—1)(=1+(N,9,)?)
_ KM(H—1)|vh|2-

Portanto, segue do Lema 5.1 que

A(N3y) = (Kyn(n — D|VA + |A]) (N.8)

|

O resultado de Calabi-Bernstein que veremos a seguir nao é valido em espacos

produtos Lorentzianos gerais. Podemos ver em [3| que quando M? = H? é o plano

hiperbélico, entao existe exemplos de superficies maximas completas em —R x H? que
nao sao totalmente geodésicas. Mas temos o seguinte resultado

Teorema 5.4 Seja M? uma superficie Riemanniana completa com curvatura Gaussi-

ana Ky ndo negativa. Entdo qualquer superficie Y2, mdzima, completa, imersa em

—R x M?2, € totalmente geodésica. Além disso, se Ky > 0 em algum ponto de M?,
entao X% é um slice {to} x M?, ty € R.

Prova. Para campos unitarios X,Y em ¥? temos da equaciao de Gauss,

(R(X,Y)X,Y) = (R(X,Y)X),Y) = (AX, X) (AV,Y) + (Y, X) (AX,Y),



o que implica em

K(X,Y)
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= K(X,Y)+ (AX,Y)? — (AX, X) (AY,Y).

Por outro lado temos a expressao (veja [3])

R(X,Y)Z =

u (X, 2)Y = (Y, 2) X) + K (Z,0) (X,0) Y = (Y, ;) X)

YK (X, 2) (Y, 0,) — (Y, Z) (X, ,)) b (5.3)

Em particular se {E1, E»} é um referencial ortonormal local em %2, entao segue

de (5.3) que

K(E,, Ey)

(R(E\, E»)Er, E»)

Ky ((Ey, Ey) By — (s, EY) Ey) , Ey)

F Ky (B, 00 (B, 0) By — (B, 8)) Ey) , Ba)

+ Ky ((By, By (B, 8)) — (Ey, By) (Ey, 01)) (9, Es)
Ky (Er, Er) + Ky (B1, 000 + Ky (B, 0,) (0, Ba)
K (1+ (B, 0]) + (B, 0])")

Ky (1+tr(9/]))

Ky (1419 %)

Ky (N,8,)%.

Considerando que {Ej, E;} ¢ uma base que diagonaliza o operador A e sendo %2 ma-

xima, segue da equacao de Gauss que

K(E\, Ey) = K(Ey, Ey) + (AEy, Ey))* — (AE,, E)) (AE,, Es)

M<N7at>2+

M <N7 at>2 +

KM <N7 at>2 - <AE17 El) <AE27 E2>

% (((ABy, Bv) + (AEy, By))” — 2(AEy, By) (AE;, E))
1
2

((AEy, E1) + (AE,, E5)?)

1
Ky (N, 0)* + §’A|2~
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Com isso teremos que K > 0 em Y2 e dessa forma X2 é uma superficie Riemanniana

completa com curvatura gaussiana nao negativa e, por um resultado classico devido

a Ahlfors [1]| e Blanc,

Fiala e Huber [14], teremos que ¥? ¢ parabolica, no sentido de

que qualquer funcdo sub-harmoénica nao positiva na superficie X2 deve ser constante.

Temos que

[V (N, 0y |*

[A(VR)|* = (A(Vh), A(Vh))
2 1 2 1 2 2
(A*(Vh),Vh) = <§|A| Vh,Vh> = 5|A| VA

SIAP (N~ 1), (5.4

e do Lema 5.2, temos também

A

Agora, sendo (N, ;) <

OIVOM@>

o que implica em

e dai

(v

(N,@t)A(

com isso

(N,0,) = (Kn((N,9,)* — 1) + |A]*) (N, 8,).

)+<

V (N, )

<N’ at>2 7

(5.5)

—1, vejamos que

way) = (e

o) -
)

1
Naat>

V(N,0),

1
<N7 8t>

(N, 0)
1

A(N,8t>+2<V<N,8t>,V(

o, a») TIN5

2(V(N,0,),V (N,0,))
(N, 8,)? '
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Assim usando as expressoes (5.4), (5.5), teremos
( 1 ) _A(N,@t)+2|V(N,8t> 2
(N, 0) (N.)° (V.0
(Km((N,0)" = 1) + |AP") (N, 8))
<N7 8t>2

KNP -D4AP AP AP
<N7 8t> <Na at> <N7 at>3
1 A]?

— Ky (V) - -

w(@90- 7)o

1 2 Els )
= (K (N9 —1)+ >0,

g (e -0+
isto é, =~ ¢ uma funcdo sub-harménica ndo positiva na superficie parabélica Y? e,

<N>8t>

portanto, deve ser constante em X2, e consequentemente |A|? = 0 e K ((N,0;)>—1) =
0 em Y2. Portanto X2 ¢ totalmente geodésica em —R x M?2.

Agora se K); > 0 em algum ponto de ¥2, entio neste ponto teremos (N, 8t)2 —1=
0 e segue de (3.2) que h é constante e dai X2 é um slice.

Finalmente, como a projecio de ¥? em M? é uma aplicacdo de recobrimento,
segue, entao de [3| pg.4, que Ky > 0 em algum ponto em X2 se e somente se Ky > 0
em algum ponto de M?2. [

Como consequéncia dos Teoremas 4.1, 5.4 e 4.2 teremos o seguinte resultado
Corolario 5.5 Seja X2 uma superficie tipo-espaco, com curvatura média constante,
imersa num produto Lorentziano M = —R x M?, cuja a fibra M? é completa com
curvatura Gaussiana Ky ndo negativa. Se o dngulo hiperbdlico normal de ¥? for

limitado, entdo Y? € totalmente geodésica. Além disso, se X? for limitado no infinito

futuro (ou passado) de M ou Ky > 0 em algum ponto de M?, entiao X2 é um slice.

Prova. Por hipotese inicial, a funcdo angulo hiperbolico normal 6 de X2 ¢ limitada,

segue entdo do Teorema 4.1 que X2 é maxima. Consequentemente do Teorema 5.4

teremos que X2 é totalmente geodésica e nos pontos em que Ky > 0, X2 é um slice.
Além disso se X2 for limitado no infinito futuro (ou passado), entao do Teorema

4.2 teremos que Y2 serd um slice.
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