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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns resultados abstratos da teoria de semigrupos e
aplicamos tais resultados no estudo da dinamica assintotica da equacao de campos neu-
rais, onde demonstramos resultados sobre boa posigao e existéncia de atratores global
e exponencial. Além disso, como consequéncia da existéncia do atrator exponencial,

obtemos a finitude da dimensao fractal do atrator global.



Abstract

In this work we study some abstract results on the semigroup theory and apply
these results in the study of asymptotic dynamics of the neural field equation, where
we demonstrate results about well posedness, existence of global attractor and exis-
tence of exponential attractor. Furthermore, as a consequence of the existence of the
exponential attractor, we obtain that the fractal dimension of the global attractor is

finite.
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Introducao

A necessidade da teoria de sistemas dinamicos estd fundamentada, principal-
mente, em problemas do mundo real oriundos de diversas areas, como fisica, mecanica
e biologia, por exemplo, no que diz respeito a oferecer modelos mateméticos para
tais problemas. Os modelos obtidos, em geral, sdo equacoes diferenciais denominadas
equagoes de evolugcao, cuja funcao incognita depende de uma varidvel espacial e de
uma variavel temporal. Sua evolugao ao longo do tempo pode ser continua (o estado
do sistema é avaliado continuamente) ou discreta (o estado do sistema é avaliado em
determinados momentos, por exemplo, a cada minuto ou a cada hora).

Um dos principais objetivos da teoria de sistemas dinamicos ¢ o estudo do compor-
tamento assintotico dos modelos considerados, que busca compreender e dar previsoes,
com o maximo de precisao possivel, a respeito das solucoes. Com este proposito, a
teoria de semigrupos aparece como uma importante ferramenta, cuja utilidade vém
sendo explorada em estudos e pesquisas, desde décadas recentes até os dias atuais.

Neste trabalho, nos interessamos por um sistema dinamico cujo comportamento
pode ser descrito por uma familia de operadores (nao necessariamente lineares) S(t) :
X — X, t >0, onde X é um espago de Banach. A familia {S(¢)};>0 ¢ chamada de
semigrupo e satisfaz algumas propriedades especiais. Em se tratando do comporta-
mento assintdtico deste sistema, uma questao de grande importancia ¢ a existéncia de
um conjunto compacto A C X, que é invariante pela agdo dos operadores S(t) (isto
¢, S(t)A = A) e que goza da seguinte propriedade: a partir de um certo tempo, a
acao do semigrupo sobre conjuntos limitados de X, fica “proxima” (em um determi-
nado sentido) de A. Um conjunto A nestas condi¢oes é dito um atrator global para o

semigrupo.
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Em geral, a existéncia de um atrator global esta atrelada a existéncia de um
conjunto B, chamado conjunto absorvente, com a propriedade de que, S(t)B C B
para t suficientemente grande, qualquer que seja B C X limitado. Quanto ao atrator
exponencial, este deve gozar de algumas outras propriedades que serao melhor esclare-
cidas ao longo do texto. Contudo, sua esséncia, conforme o nome sugere, esta no fato
de que a ideia de “proximidade” antes referida ocorre sob uma estimativa que decai
exponencialmente ao longo do tempo.

O principal objetivo desta dissertacao, é mostrar a existéncia de atratores, global
e exponencial, para o fluxo gerado pela equacao de campos neurais em um determinado

espaco de fases. Mais precisamente, estudamos o problema de evolucao nao local
w(x,t) = —u(x,t)+ J* (fou)(z,t)+h, z€R e t>0 (1)

sob a condicao de periodicidade u(—7,t) = u(7,t). Na equacdo (1) h é uma constante
positiva, J € C*(R) é uma funcio par nao negativa com suporte em [—1,1], f é uma
fungao de R em R e o simbolo * denota a convolugao de fungoes em R. A equagao (1)
foi introduzida na literatura por Wilson e Cowan (ver [23]) para modelar a atividade
neuronal . Devido a condicao de periodicidade é possivel considerar um problema

equivalente em S!,
u(w,t) = —u(w,t) +J* (fou)(w,t) +h, weS" e t>0, (2)

estabelecendo uma relacdo entre as solugoes de (1) e (2). A partir dai, estudamos
existéncia de atratores global e exponencial para o semigrupo gerado pela equacao (2)
no espago de fases L*(S').

A existéncia de atrator global para o problema (2) foi abordada em um trabalho
de Da Silva [20]. Considerando f Lipschitziana e assumindo algumas hipéteses técnicas
envolvendo J e a constante de Lipschitz de f, o autor prova a existéncia de atrator
global em L*(S') e em seguida estuda da semicontinuidade superior de uma familia
destes atratores. Apoiado nestes resultados, e em resultados abstratos de Efendiev
[5], o trabalho de Shomberg [21| trata da existéncia de atrator exponencial para o
problema (2) e também estuda a semicontinuidade superior de uma familia de atratores
exponenciais.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte maneira: no Capitulo 1, seguindo

Temam [22], apresentamos alguns conceitos e resultados sobre a Teoria de Semigrupos.
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Em particular, exploramos a questao da invariancia de conjuntos sob a acao de um se-
migrupo. No Capitulo 2, baseados no mesmo autor, exploramos ideias sobre conjuntos
absorventes e atratores globais. Em particular, vemos que a existéncia de um atrator
global garante a existéncia de um conjunto absorvente e que, com a adi¢cao de algumas
hipoteses no espago considerado e nos operadores S(t), a existéncia de um conjunto
absorvente limitado nos da a existéncia de um atrator global. Em seguida, apoiados em
Milani [17] e Efendiev [5], introduzimos o conceito de atrator exponencial e apresenta-
mos um resultado que assegura a existéncia de um conjunto com todas as propriedades
de atrator exponencial para um semigrupo discreto, a menos de compacidade.

No Capitulo 3, baseados em [20] e [21], usamos a teoria abstrata explorada nos
capitulos anteriores para obter atratores, global e exponencial, para o semigrupo gerado
pela equagao (2) no espago de fases L*(S').

Por fim, no Apéndice podem ser encontrados resultados de areas diversas da

matematica que foram utilizados no decorrer do texto.



Capitulo 1

Alguns Conceitos e Resultados

Introdutoérios da Teoria de Semigrupos

Neste capitulo, seguindo o livro do Temam [22] apresentamos alguns conceitos e

resultados relativos a teoria de Semigrupos.

1.1 Semigrupos de Operadores

Consideraremos sistemas dinamicos cujo estado é descrito por um elemento u =
u(t) de um espago métrico H. Na maioria dos casos e, em particular, para sistemas
dinamicos associados a Equagoes Diferenciais Ordinarias ou Parciais, o parametro ¢
varia continuamente em R ou em algum intervalo de R. Contudo, em alguns casos ¢

pode assumir apenas valores discretos, t € Zout € A com A C Z.

Definicao 1.1 Seja H um espago métrico. Uma familia {S(t)}+>o de operadores (nao

necessariamente lineares) S(t) : H — H, é um semigrupo se:
(1) S(t+s)=S5(t)-S(s), Vt,s >0
(it) S(0) =1 (onde I é a identidade em H ).

Quando, além das duas condi¢oes acima, tivermos,

(1i1) H € um espago de Banach, S(t)x € continuo em t e x e tem derivada de Fréchet

continua em x até ordem r, para (t,z) € Ry x H,

diremos que {S(t) }i>0 € um C"-semigrupo.
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Nos interessamos por sistema dinamicos cuja evolucao pode ser descrita por uma
familia de operadores S(t), t > 0, que mapeiam H sobre si mesmo e gozam da pro-
priedade usual de semigrupo, isto é, {S(t)}:+>o ¢ um semigrupo. Mais claramente, essa
descricao se d4 da seguinte maneira: se ¢ ¢ o estado do sistema dindmico no tempo s

entao S(t)p é o estado do sistema dinamico no tempo t + s. Assim,

u(t) = S(t)u(0), (1.1)
u(t+s) = S(t)u(s), s,t >0 (1.2)
Com efeito,
S(t)u(0) = u(t +0) = u(t)

De (1.2) segue que S(t)u(s) = S(s)u(t).

Exemplo 1.1 Seja X um espaco de Banach. Se F': X — X ¢é uma funcao Lipschit-

ziana, entao a solucao do problema de Cauchy

(1=

define um semigrupo S(t) : X — X, t > 0.
Solugao: Dado v € X, denotaremos por u(t,v) a solu¢ao da equagao u'(t) = F(u(t))
com condicao inicial u(0) = v. Note inicialmente que o problema (1.3) é equivalente a
equacao integral
t
u(t) = u(t, ug) = o —1—/ F(u(s))ds (1.4)
0
Realmente, se vale (1.3), integrando u’(s) = F(u(s)) de 0 a t obtemos a equacao acima.
Reciprocamente, derivando (1.4) com relagdo a ¢ obtemos u/(t) = F(u(t)) e por um

calculo direto obtemos que u(0) = uy.

Agora dado ug € X defina, para cada t > 0, S(t) : X — X por
S(t)ug = u(t, up).
Dai, para qualquer uy € X tem-se, por (1.4),

S(0)ug = u(0,ug) = ug
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e portanto S(0) = I. Além do mais, dados t,s > 0
S(t+ s)ug = u(t + s,up) e S(t)S(s)ug = u(t, S(s)ug) = u (t,u(s, up)).

Observe que se u é soluc¢do do problema (1.3) entao, para todos t,s > 0, u(t + s, up) =
u (t,u(s,up)). De fato, fixe s > 0 e considere o Problema de Cauchy

d
Zult) = F(u(t)

u(0) = u(s, up)

(1.5)

Defina para todo t > 0, y(t) = u(t + s,up) e z(t) = u(t,u(s,up)). Vejamos agora cada
funcao separadamente. Temos,

Cy(t) = i+ 5,u0) = Fult + 5,u0)) = Fly(1)

Cdt
e, como u(s) = u(s,uy) (pois u é solugdo do problema (1.3)),

y(0) = u(0+ s) = u(s) = u(s, up).

Portanto y & solu¢ao do problema (1.5). Por outro lado,

d d
EZ(O = Eu(t,u(s,uo)) = F(u(t,u(s,up))) = F(2(t))

2(0) = u(0, u(s,up)) = u(s, up).

Logo, z também & solu¢ao de (1.5) e, pela unicidade de solugao segue que u(t+ s, ug) =

u (t, u(s,up)). Desse modo,
S(t+ s)ug = S(t)S(s)ug
e pela arbitrariedade de ug € X resulta que
S(t+s)=S5(t)S(s),
como queriamos. ]

Observacao 1.1 Considerando que F' é uma funcao Lipschitziana, a existéncia e
unicidade de solugao para os problemas considerados no Exemplo 1.1 é assegurada

pelo Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard (ver Apéndice, Teorema A.10).
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Nos casos que nos interessam particularmente, o semigrupo S(t) sera determinado
pela solucao de uma equacgao diferencial parcial ou ordindria. No caso de equagoes
diferenciais ordinérias, os teoremas gerais de existéncia e unicidade de solucao, fornecem
a definicao dos operadores S(t). Por outro lado, em se tratando de dimensao infinita,
nao existem teoremas de existéncia e unicidade de solucao suficientes em geral. Sendo
assim, para o estudo dos sistemas dinamicos dados, pode ser necessario em um momento
prévio, provar a existéncia dos operadores S(t) satis fazendo as propriedades desejadas.

Por enquanto, assumiremos apenas qo seguinte: S(t) é um operador continuo
(ndo necessariamente linear) de H em si mesmo, para todo ¢t > 0.

Os operadores S(t) podem ou nao ser injetivos; a propriedade da injetividade
de S(t) é equivalente a propriedade “unicidade retrograda" para o sistema dinamico.
Quando S(t),t > 0, é injetivo denotamos por S(—t) sua inversa que leva S(t)(H) em H.
Obtemos entao uma familia de operadores S(t), ¢t € R, que satisfazem as propriedades
da definicao de semigrupo para quaisquer s,t € R. Um fato geral é que, em dimensao
infinita, mesmo se os operadores S(t), t > 0, sdo definidos em toda parte, os operadores

S(t), t <0, ndo sao, em geral, definidos em todo H.

Definicao 1.2 Para ug € H, a drbita ou trajetoria iniciando em ug € o conjunto
U {5(#)uo}-
>0

Analogamente, quando existir, uma orbita ou trajetoria finalizando em ugy, € um

conjunto de pontos

U {u®)},

<0
onde u é uma aplicacao de (—oo,0] em H tal que u(0) = ug e u(t+s) = S(t)u(s), para
quaisquer s,t com s <0, s+t <0 et > 0.

Temos entao o seguinte resultado.

Proposicao 1.1 Suponha que os operadores S(t), t > 0, sao injetivos e sejam t >
0, s<0, t+s<0. Entao
u(0) = ug -1
S u(t) € S(—t ugp}), Vt > 0.
i) — St } (1) € (1) ({uo})

Demonstracao: Se vale
u(0) = g
u(t +s) = S(t)u(s)
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entao, para qualquer ¢t > 0,
S(—t)u(t) = u(—t+1t) = u(0) = uo
de modo que u(t) € S(—t)"'({up}). Reciprocamente, suponha que
u(t) € S(—t) '({ue}), ¥t >0,
isto &,
S(—t)u(t) = ug, ¥t > 0.
Tomando ¢t = 0 obtemos
S(0)u(0) = up = ITu(0) = uy = u(0) = .

Além disto, para qualquer ¢ > 0 temos,

de onde vem que
u(t+s) = S(t+ s)u(0) = S(t)S(s)u(0) = S(t)u(s),

finalizando a demonstracao. [ ]

As orbitas iniciando e terminando em ug sao também chamadas de drbitas positiva
e negativa em ug, respectivamente. Uma orbita completa contendo ug é a uniao das
orbitas positiva e negativa correspondentes em ug.

Definigao 1.3 Para uy € H e para A C H, definimos 0s conjuntos w-limite de ugy e

de A como sendo, respectivamente,

w(ue) =) JS®)uo,

s>0 t>s

w(A) =) US4,

s>0 t>s
onde o fecho é tomado relativamente a H. Analogamente, quando os operadores S(t)
sao injetivos (caso no qual o sistema dindmico estd definido em (—o0,0]), o conjuntos
a-limite de ug e de A sao definidos, respectivamente por,

a(u) = () |JS(=)"1({uo}),

s<0 t<s

a(d) =) Js(=t)-1(A).

s<0 t<s
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Proposicao 1.2 Dado A C H tem-se:
(1) ¢ € w(A) se, e somente se, existe muma sequéncia de elementos v, € A e uma

sequéncia t, — +00 tais que
S(tn)en = ¢ quando n — oo.

(i) ¢ € a(A) se, e somente se, existem uma sequéncia v, convergindo para @ em H e

uma sequéncia t, — +00, tais que,

Pn = S(tn)¥n € A, Vn €N,
Demonstragao: (i) (=) Se ¢ € w(A) entdo

p el JS®)(A), Vs > 0.

Dados € > 0 e s > 0 tem-se que

(B«o,a) n (U s<t><A>)> £0.

Em particular, para todo n € N,

(e (o) o2

Escolha para cada n € N tnicos t,, > n e ¢, € A tais que S(t,)¢, € B(p,1/n).

Formamos assim sequéncias (p,) C A e (t,) C R, com ¢, — 400, tais que
S(tn)pn € B(p,1/n),Vn € N.
Logo,
1
0<||S(tn)pn —¢| < —, YneN
n
implicando que
S(tn)en — ¢ quando n — +o0.

(<) Suponha que existam sequéncias nas condi¢oes estabelecidas. Dado s > 0, como
t, — oo existe ng € N tal que

n>ny=1t, > S.

Sendo assim, considerando n > ng

A)c s

t>s



Desde que S(t,)¢, € S(t,)A para qualquer n € N, segue que

(S (’Dn n>ng U S

t>s
Como

lim S(t,)pn = ¢

n>ng

resulta que

wEUS

Pela arbitrariedade do s > 0 COﬂSlderado, podemos concluir que

pe ) UsHA) =wA).

s>0 t>s

(77) (=) Suponha que ¢ € a(A). Entao,

QDGUS , Vs <0.

Desse modo, dado s < 0, para qualquer £ > 0 tem-se

N (U S(—r)—l(A)) # 0.
r<s
Em particular, para todo n € N,

B(p,1/n)N (US )yé(i)

r<—n

Assim, para cada n € N, podemos escolher r,, < —n tal que
B(p,1/n) N S(=r,) 1 (A) # 0.
Por conseguinte, é possivel também escolher 1, tal que
Yn € By, 1/n) N S(=r) " (A).
Ademais, defina, para todo n € N,
bty =—Tn € @, = S(ty)Un.
Note que, por construcao,

t,>n, Vne N=1, - 40

15
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On = S(tn)n = S(=rp), € A, Vn € N.
Além disto,
tn € B(p,1/n) ¥n € N = nh—{gow” =
(<) Suponha que existam sequéncias (¢,) e (t,) com ¥, — ¢ em H e t,, — +00, tais
que

On = S(ty), € A, VYn € N.

Para n € N, defina r,, = —t,,. Como t,, — +oo temos r, — —oo. Assim, dado
s < 0, existe ng € N tal que

n>ng=7r, <S.

Logo, para n > ny,

S(=rn)7H(A) C | JS(=0)71(A).

t<s

Como,
S(ty)yn, € AVn €N
é possivel observar que
S(—ry), € AVn €N,
ou seja,
VY, € S(—r,) 1 (A), Vn € N.
Consequentemente, para n > ny,

e |JS(=0)7 (),
isto é,
()azno © | S(—1)71(A).

Como, por hipoétese, lim ), = lim ¢, = ¢, concluimos que
n>ng neN

p e JS(=1)1(A).

Pela arbitrariedade do s < 0 considerado, segue que ¢ € a(A). u
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Definicao 1.4 Um ponto fixo, ou um ponto estaciondrio, ou um ponto de equilibrio,
€ um ponto ug € H tal que
S(t)UO = U, Vi Z 0.

Exemplo 1.2 A drbita e os conjuntos w-limite e a-limite de um ponto estaciondrio

ug sao iguais a {ug}.
Com efeito, a orbita iniciando em uy é o conjunto
ULs(tyuo}.
>0
Como ug € ponto de equilibrio, S(t)ug = ug para todo t > 0. Logo,
J{S(#)uo} = {uo}-
>0
Vamos mostrar que w(ug) = {ug}. Se ¢ € w(ug), entdo existem sequéncias ¢, € {ug}
e t, — 00 tais que
lim S(t,)pn = ¢.
n—oo
Mas ¢, = ug para todo n € N, de modo que S(t,,)p, = S(t,)ug = ugp para todo n € N.
Logo, ¢ = ug e, portanto,
w(ug) = {uo}-
Analogamente, se ¢ € a(ug) entdo existem uma sequéncia 1, convergindo para

¢ em H e uma sequéncia t,, — oo tais que
S(ty)tn € {up}, Vn € N,
isto é,
S(tn)n = ug, Yn € N,

Existe N € N tal que

n>N=t,>0= S(t,)uo = uo.

Logo,
n >N = S(t,)n, = S(tn)uo.

Por definigao, para que a(ug) exista é necessario que tenhamos S(t) injetivo para

todo ¢t > 0. Assim S(t,) é injetivo para n > N. Dali,

n >N = 1, =ug
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e, por conseguinte,
¢ = lim ¥, = up.
n—oo
Portanto,
a(ug) = {uo}-
0
Se uy ¢ um ponto estacionario do semigrupo {S(t)}+>0, podemos definir os con-
juntos Variedade Estdvel e Variedade Instdvel de uy.
Defini¢ao 1.5 A Variedade Estdvel de ug, M_(ug), € o conjunto de pontos u, (po-

dendo este ser vazio) que pertencem a uma Jrbita completa {u(t), t € R}, digamos

us = u(ty), tais que
u(t) = S(t — to)us, — ug quando t — oo.

A Variedade Instdvel de uy, M (ug), € o conjunto dos pontos u, € H (podendo este

ser vazio) que pertencem a uma orbita completa {u(t), t € R} e tais que
u(t) = ug quando t — —o0.

Um ponto estaciondrio ug € estdvel quando M (ug) = 0. Do contrdrio ug € instdvel.

O caso discreto
Considere uma aplicacdo S : H — H e para cada n € N defina S(n) = S™ onde,

S"=S0S50---08.

n vezes

Convencionando que S° = I temos que a familia de operadores {S(n)}nenugor goza
das propriedades de semigrupo. Um familia de operadores netas condigoes é chamada
de semigrupo discreto. Se S é injetivo podemos definir S~! e, para cada n € N,
S(—n) := S = (S71)". Por fim, podemos ainda dizer que {S(n)} é o semigrupo
discreto gerado por S.

Neste trabalho daremos énfase ao estudo de semigrupos no caso continuo. Uma

abordagem mais detalhada acerca de semigrupos discretos pode ser encontrada em [9)].
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1.2 Conjuntos invariantes

Nesta secao estudamos conjuntos que apresentam caracteristicas especiais sob a

acao de um semigrupo.

Definicao 1.6 Dizemos que um conjunto X C H € positivamente invariante para o
semigrupo {S(t) h>o se
S(t)X c X, vt > 0.

Por outro lado, quando
S(t)X DX, vt >0,

dizemos que X € negalivamente invariante.

Quando o conjunto X é ao mesmo tempo positivamente e negativamente inva-
riante, dizemos que X é um conjunto invariante ou um conjunto conjunto invariante

funcional.

Definicao 1.7 Um conjunto X C H € um conjunto invariante para o Semigrupo

{S(t) }izo se
S(HX = X, ¥t >0. (1.6)

Quando os operadores S(t) sdo injetivos (possuem unicidade retrograda), a rela-

¢ao (1.6) implica que S(—t) é definido sobre X, para todo ¢t > 0. Neste caso,
SHX = X, Yt € R,

De fato, basta verificar esta igualdade para t < 0. Mas se t < 0 entao s = —t > 0.
Dai S(s)X = X (porque a igualdade ja vale para valores nao negativos de t) e S(—s) :
S(s)X — X é uma bijecdo. Logo,

S(=s)(S(s)X) =X = S(t)X = X.

Exemplo 1.3
(a) Se ug € ponto de equilibrio de {S(t) }1>0, entao X = {uo} € um conjunto invariante.

(b) Se {ur}aer € uma familia de pontos de equilibrio, entio X = U {ur} € um conjunto

. ‘ el
nvartante.
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Justifiquemos estas afirmacoes:

(a) Sendo ug ponto de equilibrio temos S(t)ug = uy para todo t > 0 e entao
SHX = X, Vt>0

mostrando que X é invariante.

(b) Dado t > 0 temos
veE X & v=u,, para algum A € I'.

Desde que uy é ponto de equilibrio, para todo r > 0 tem-se u) = S(r)uy. Em particular,

uy = S(t)uy. Sendo assim, da sentenca acima obtemos
veEX & v=_S5()uy, paraalgum A € ' & v e S(t)X.

Portanto, S(t)X = X. O

Definicao 1.8 Seja X um espaco vetorial. Uma fungao f: R — X € dita periddica se
existe um namero T' > 0 tal que f(t +T) = f(t) para todo t € R. Um ndmero T > 0
nestas condi¢oes ¢ chamado periodo de f. Quando f : R — X ¢é periodica e existe

Ty =min{T > 0; T € periodo de [}, o nimero Ty é chamado periodo fundamental de

7.

Exemplo 1.4 A funcdo f: R — R definida por f(t) = sen(t) € periddica, com periodo
fundamental igual a 2w. Se ¢ € R ¢é constante, entao f : R — R dada por f(t) = ¢

para todo ¢ € R, € uma fun¢ao periodica e qualquer T > 0 é um periodo de f.

E possivel que uma funcao seja peridédica sem que admita um periodo fundamen-

tal.

Exemplo 1.5 Se X € um espaco vetorial, qualquer funcao constante de R em X €

periodica, mas nao admite periodo fundamental.

Exemplo 1.6 Considere a funcao de R em R definida por

Xo(z) =

1, sexeQ
0, sex ¢ Q

Afirmamos que xq € periddica, mas nao admite periodo fundamental.
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De fato, seja T € Q, T > 0. Se x € Q entao x + T € QQ de sorte que

Xo(r +7T) =1= xo(v).

Se x ¢ Q entdo x + T ¢ Q de modo que

Xo(r +7T) = 0= xo(v).

Portanto

xo(z +7T) = xq(z), Yz € R.

Vemos assim que xq ¢é periodica e que qualquer 7' € Q com 7" > 0 ¢ um perfodo
de xq. Entretanto, nao existe 7y = min{7T" > 0; T é perfodo de xq} pois, dado T" > 0,
pela densidade de Q em R, existe 77 € (0,7) N Q. Assim, 7" é periodo de xgp com
T <T. O
Definicao 1.9 Dado uy € H, uma drbita iniciando em vy, OF = U{S(t)u0}7 ¢ dita

£>0
periddica quando existir T > 0 tal que S(t + T)ug = S(t)ug, para todo t > 0. Uma

constante T > 0 nestas condicoes é chamada periodo de OF. Se existir
To = min{T > 0; T € periodo de O}

entao Ty € chamado periodo fundamental de OF. De maneira andloga podemos defi-
nir uma orbita periddica finalizando em ug, bem como uma orbita completa periddica

contendo ug.

Exemplo 1.7 Suponha que os operadores S(t), t > 0 sao injetivos. Sejam ug € H e
{S(t)up; t > 0} uma orbita periddica, com T > 0 sendo um periodo. Entao S(t)uq estd
definida para todo t € R e o conjunto X = {S(t)uo; t € R} € invariante.

Considere t < 0. Entao r = —t > 0 e pela injetividade S(t) = S(—r) esta definido
sobre S(r)H. Escolha n € N de sorte que nT" > r. Entao,
up = S(0)ug = S(nT)ug = S(r +nT —r)ug = S(r) S(NT — r)ug .

————
€H

Logo, up € S(r)H e S(t) esta definido em wuy.

Seja s > 0. Se z € X entao z = S(t)ug para algum ¢ € R. Dai

S(s)x = S(s)S(t)ug = S(s + t)up.
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Logo, S(s)x € X o que mostra a inclusdo S(s)X C X. Por outro lado, se x € S(s)X

entao, para algum ¢t € R,
x=S5(5)S(t)ug = S(s+t)up € X,

mostrando a inclusdo contraria e portanto a igualdade S(s)X = X. Portanto X é

invariante.

Proposicao 1.3 Seja O = |, {S(t)uo} uma drbita periodica, com T > 0 sendo o
menor real positivo que satisfaz S(t + T)uy = S(t)ug para todo t > 0. Entdo:

(1) Definindo u : (—00,0] — H por u(s) = S(s + mT)ug, onde m € N € tal que
s € [=mT,—(m — 1)T1, temos que O~ := {J,o{u(s)} € uma orbdita finalizando

em Ug.

(i1) O conjunto X = OT U O_ € um conjunto invariante.

Demonstracao: (z) Vejamos inicialmente a boa defini¢ao de u. Dado s < 0, considere
o conjunto A ={n € N; s < —(n—1)T}. Observe que 1 € A e por isso A # (). Além

do mais, como —(n — 1)T" — —oo quando n — oo, existe ny € N tal que
n>ny=>—(n—-17T <s.

Assim, A é finito por esta contido em {1,2,...,ny — 1}. Por conseguinte A é limitado,
possuindo assim um elemento maximo, digamos m. Dessa forma, m + 1 ¢ A de sorte
que

s>—[(m+1)—=1]T = s> —mT.

Como m € A, s < —(m — 1)T e portanto, s € [-mT, —(m — 1)T]. Além disto
s>-mT = s+mT >0

de modo que fica bem definida a expressao S(s + mT)uo.

Vejamos agora que O~ é uma orbita finalizando em wuy. Para isto, devemos
verificar que u(0) = wugy e que u(t + s) = S(t)u(s) para quaisquer t,s € R com ¢t > 0,
s<0et+s<0. Desde que 0 € [-T,0] = [-1T, —(1 — 1)T] temos

u(0) = S0+ T)ug = S(0)ug = up.
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Considere t,s e Rcomt >0, s <0et+ s <0. Observe que

u(t+s) =St + s+ mT)uy,

>0
onde m € N é tal que t + s € [-mT,—(m — 1)T]. Seja k € N tal que s € [—kT, —(k —

1)T]. Como O é periddica, podemos escrever
u(t+s)=S{t+s+mT+kT)ug = S(s+ kT +t+ mT)ug.
Desde que t + mT' >t+s+mT > 0e s+ kT > 0, podemos escrever

u(t+s) =S(s+ kT)S(t +mT)ug = S(s+ kT)S(t)ug = S(s + kT + t)ug

= S(t)S(s+ kT)ug = S(t)u(s).
(#t) Sejat > 0. Dado x € X, se z € OF, entao x = S(r)uo, para algum r > 0. Dai,
S(t)x = S)S(r)ug = S(t +r)ug € OF.

Se x € O, entdo x = u(s), para algum s < 0. Seja m € N tal que s € [-mT,—(m —
1)T]. Dai,

S(t)x = S(t)u(s) = S(t)S(s + mT)ug = S(t + s + mT)uy € OF.
Portanto, se z € X entao S(t)r € OT C X mostrando que
S(t)X c X.
Para mostrar a inclusao contraria, vejamos primeiro que
{S(r)yug; >0} C S(t)X.

De fato, sejam r > 0 e © = S(r)ug. Escolha n € N tal que nT > t e defina t; :=
r+nT —t > 0. Perceba que S(t1)up € X, pois S(t1)ug € OF. Usando o fato de que

S(-)ug € periodica e T' é um periodo,
x=S(r)ug = S(r+nT)ug=S{t+r+nT —t)uy = S(t)S(t1)uo

Logo, z € S(t)X mostrando a inclusao desejada.
Agora, dado = € X, se x € O, entdo x = S(r)ug, para algum r > 0 de sorte

que x € S(t)X. Se x € O~ entdo x = u(s) = S(s + mT)up, para algum s < 0 e algum
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m € N com s +mT > 0. Fazendo r’ = s + mT temos ' > 0 e x = S(r')ug de onde

temos que x € S(t)X. Portanto vale a inclusao
X CcStX
e, consequentemente, a igualdade
St)X = X.

Considerando que t > 0 foi tomado fixo, porém arbitrario, é possivel concluir que
X é invariante. u
Proposicao 1.4 Assuma que X C H € invariante e que os operadores S(t), t > 0,

sao injetivos. Entao:
(1) Dado ug € X, S(t)ug existe para todot € R e

Xo = {S(t)ug, t € R}

€ um conjunto invariante.
(it) Se ug,u; € X entao Xyy N Xy, =0 ou Xy = X,

(7i1) Os conjuntos X, ug € X, sao conjuntos invariantes minimais, no sentido que

eles ndo contém propriamente nenhum outro conjunto invariante (ou equivalentemente,

se Y C X,, € invariante entdo Y = Xy, ).

Demonstragao: (7) Dado t > 0, supondo S(t) injetiva tem-se que S(t) : X — S(¢)X
¢ uma bijecdo. Neste caso fica definida a inversa S(—t) : S(t)X — X. Como X ¢
invariante, S(t)X = X de sorte que, temos definida a aplicagdo S(—t) : X — X.
Portanto, existe S(—t)ug. Pela arbitrariedade do ¢ > 0 considerado, concluimos que

existe S(t)ug para todo t > 0. Agora, considere s > 0. Dado ¢t € R temos
S(s)S(t)ug = S(s+ t)ug € Xy,-
Sendo assim,
S(8)Xuy C Xy

Por outro lado, dado v € X,,, v = S(t)ug para algum ¢t € R. Note entao que

v=.5(5)S(—s)S(t)ug = S(s5)S(—s+ t)up € S(5)Xy,-
I
Logo

Xuy C S(8) Xy,
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e, portanto,

S(8)Xuy = Xup, Vs >0,

isto é, X,,, € invariante.
(i7) Suponha que X, N X,, # 0 e considere v € X,, N X,,,. Entao, existem rg,r; € R

tais que v = S(rg)ug e v = S(r1)uy. Dali,
uy = S(s)uy,
onde s = —ry + 1. Considere entdo w € X, isto é, w = S(t)uy para algum t € R.

Assim,

w=_8(t)S(s)uy = S(t + s)u; € X,,.
Reciprocamente, se w € X,,,, ou seja, w = S(t)u; com ¢ € R, entao
w=S(t)S(—s)ug = S(t — s)ug € Xy,.
Portanto,
Xy = Xo,.
(7i1) Para este item fazemos as seguintes afirmagoes:

Afirmacao 1.1 Se Y C X, é um conjunto invariante entao uy € Y.
Justificativa: De fato, se Y é invariante entdao S(t)Y =Y C X,,, para todo ¢t € R.
Assim, fixados v € Y e t € R quaisquer, temos S(t)v € X,,, isto &, S(t)v = S(s)uy,
com s € R. Dai

u =S(—s+thve S(—s+t)Y =Y

e, portanto, ug € Y. [

Afirmacao 1.2 Se Y ¢ um conjunto invariante contendo wug, entdo Y contém S(t)ug
para todo t € R.

Com efeito, se Y é invariante entdo S(¢)Y =Y para todo t € R. Assim
StiweY, VteR e YveY.

Como ugp € Y temos, em particular, S(t)up € Y para todo t € R.
Finalmente, suponha que Y C X, é invariante. Entao pela Afirmagao 1.1 temos

que ug € Y e assim, da Afirmacao 1.2, resulta que

S(t)ug € Y, Vt € R,
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ou seja, X,, C Y. Consequentemente, ¥ = X, . [

Definicao 1.10 Um subconjunto Y de um espago métrico X é dito um conjunto rela-

tivamente compacto em X se seu fecho € compacto em X.

Alguns outros conjuntos invariantes que serao de nosso interesse particular sao

fornecidos pelo seguinte lema:

Lema 1.1 Assuma que para algum subconjunto A C H, A # 0, e para algum to > 0,

0 conjunto

SEIOX!

t>to
¢ relativamente compacto em H. Entdo w(A) é nao vazio, compacto e invariante.

Similarmente, se os conjuntos S(t)7*(A), t > 0 sdo ndo vazios e, para algum to > 0,

UJsw'a

t>to
¢ relativamente compacto, entao o(A) é ndo vazio, compacto e invariante.
Demonstracao: Desde que A é nao vazio, os conjuntos U S(t)A sdo ndo vazios para

t>s
todo s > 0. Note que, para si,ss > 0 com sy > s temos

UsmAac | sma= Jswmac ] swHa

t>s9 t>s1 t>so t>s1

Portanto, os conjuntos US(t)A, s > 0, sao conjuntos fechados nao vazios que
t>s
diminuem conforme s aumenta. Dali,

wA) = JsmHA

s>0 t>s

¢ um conjunto fechado (pois é a intersecao de fechados). Vamos mostrar que w(A) é

nao vazio. Considere ny € N com n; > tg. Defina o conjunto K, := U S(t)A. Pelo
t>n1
que ja vimos temos

K c|JsmA
t>to

Assim, K é um fechado contido em um compacto e portanto é compacto. Escolha

ny € N com ns > ny e defina Ky := U S(t)A. Temos, Ky C Ky e como K é fechado

t>no
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e K é compacto segue que Ky é compacto. Prosseguindo com este raciocinio, obtemos
nameros naturais ng < ng < -.- < n; < --+ e uma sequéncia de conjuntos compactos
USHAD K DKy DK; D+,

t>to

onde

Formemos a sequéncia (x,),en escolhendo para cada n € N, um elemento x,, €
K,. Observe entao que (z,),eny ¢ uma sequéncia de pontos de K; o qual é compacto e
por isso, existem um subconjunto infinito N C N, uma subsequéncia (z,)env € p € K3
tais que

lim x,, = p.
neN’ "

Dado j € N, sabemos que
n>j= K, CKj.

Como x, € K,, para todo n € N, segue que

(In)neN’ C K]
n>j

Ora

lim z, = lim z,, = p.
neN neN’
n>j

Desde que K é fechado resulta que p € K e, pela arbitrariedade do j € N considerado
temos

Agora, dado s > 0, considere j € N tal que n; > s. Temos entao

peK;=JsSmAacl]smA,

t>n; t>s
ou seja,

pelJsmaA.

Logo,
pe() Usia=w),

s>0 t>s
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mostrando que w(A) # 0.

Perceba agora que

wA) =) JsmAc | JswmA.

s>0 t>s t>to

Sendo w(A) fechado e U S(t)A compacto, resulta que w(A) é compacto. Resta mostrar
t>s
que w(A) é invariante, ou seja,

S(H)w(A) = w(A), Vt > 0.

Seja t > 0. Dado ¢ € S(t)w(A) tem-se » = S(t)p, onde ¢ € w(A). Pela Proposi¢io

1.2, existem sequéncias (p,) C A e t, — oo tais que

lim S(t,)pn = ¢.

n—oo

Ora, para cada n € N
S(t)‘s(tn)gpn = S(t + tn)@n.

Pela continuidade do operador S(t),
lim S(t + tn)en = S(8)[ lim S(tn)en] = S(t)p = 9.
n—oo n—oo

Como t + t, — oo segue, pela Proposi¢ao 1.2, que ¢ € w(A) e portanto

S(t)w(A) C w(A).

Suponha agora ¢ € w(A). Considere as sequéncias (¢,) C A e t, — oo dadas pela

Proposicao 1.2. Assim,
S(tn)en — ¢ quando n — oo.
Como t,, — co e t 4ty > 0, existe nyg € N tal que
n>nyg=t, >t+ .
Desta forma,

{S(t, —t)pn;n >mnot CT{S(tn —t)pn; th —t > 1o} C U S(r)A C U S(r)A.

r>to r>to
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e consequentemente
(S(tn = )n),an, C | S(NA = K.
r>to

Desde que, por hipoétese, K, é compacto, existem uma subsequéncia (S(tn]. —

t)SOnj)anno e € Ky C H tais que

lim S(t,, —t)pn, = V.

J]—00

Mas (¢n,) C A e (t,, —t) — oo de sorte que, pela Proposi¢ao 1.2 tem-se ¢ € w(A).
Agora, para todo 7 € N

S(t”j)gonj - S(t + tn]’ - t)gpnj - S(t)S(th - t)gpnj‘
Da continuidade do operador S(t) vem

lim S(t, )pn, = S(E)[lim S(tn, — t)pn ] = ¢ = S(t),

j—o00 Jj—oo

de onde que ¢ € S(t)w(A) e portanto
w(A) C S(t)w(A).

Das duas inclusoes verificadas e da arbitrariedade do ¢ > 0 considerado, concluimos
que
S(t)w(A) =w(A), ¥t >0,
ou seja, w(A) é invariante.
A demonstracdo é totalmente similar para a(A). Vejamos:

1) a(A) # 0. Dado s < 0 temos —t > 0 para todo t < s. Dai, por hipotese,
S(=t)'A£ 0, Vt<s=|JS(-t)'A£ 0= S(—t) A £
t<s t<s
Além disto, se s, < 0 com s < r entao
relJS(-t)y A= eSSt At<s=aeS(—t) A4 t<r=relJI(-t) A
t<s t<r

Logo,

Usnacl s ta=Js1rAac]S(-tA

t<s t<r t<s t<r
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Portanto, os conjuntos US(—t)—lA, s < 0, sao todos fechados, nao vazios e
t<s
decrescem conforme s diminui. Considere n; € N com n; > ¢y e defina

K= | S(-t)A

t<—n1

Note que K7 é um fechado contido em U S(t)"'A o qual & compacto e , por isso, K
t>to
é compacto. Escolha agora ny € N com ny > n; e defina

K= ] S(-t)A

t<—ng
Observe que K5 é uma fechado contido no compacto K; e, desta forma, K5 é compacto.
Prosseguindo com este raciocinio obtemos niimeros naturais n; <mnp <--- <n; <---

e uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos

US(t)ilADKlDKQD"’DKJ'D"',

t>to

onde, para cada j € N

K= ) S(-t)14

t<—n;

Formemos a sequéncia (z,),en escolhendo para cada n € N um tnico z,, € K,.
Observe entao que (x,)en € uma sequéncia de pontos de K; o qual é compacto e por
iss0, existem um subconjunto infinito N’ C N, uma subsequéncia (x,,)n,en € p € K tais
que

lim z,, = p.
neN/ " p

Dado j € N, sabemos que

Como x, € K,, para todo n € N, segue que

(xn)neN/ C Kj'
n>j

Ora

lim z, = lim z,, = p.
neN neN’
n2>j

Desde que K é fechado resulta que p € K e, pela arbitrariedade do j € N considerado
temos

€ K;, Vj €N
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Agora, dado s < 0, considere j € N tal que —n; < s. Temos entao

peK;=|J S(-t)rtAc|JS(-1)-

t<-n; t<s

ou seja,
pE U S(—

Logo,

pe) US(—) 4 =a(A),

s<0 t<s

mostrando que a(A) # 0.

2) a(A) é compacto. Claramente

= US(=r1tAc|]S(-r)14, ¥s<o.

s<0 r<s r<s

Em particular, como —ty < 0 temos

) | Se=n-a= | S(=rtAcsw

r<—to —r>tg t>to

Desde que a(A) é fechado (por ser a intersecao de fechados) U S(t)"'A é compacto,
t>to
segue que a(A) é compacto.

3) a(A) é invariante. De fato, fixemos ¢ > 0 e mostremos que

Seja 1 € S(t)a(A), isto é, p = S(t)p onde ¢ € «(A). Pela Proposigao 1.2,

existem sequéncias (p,) C H e (t,) C Ry, com ¢, = ¢ e t, — +00 tais que
S(tn)pn € A, ¥Yn € N,

Considere a sequéncia (¢,) C H onde, para todo n € N, 1, = S(t)p,. Pela

continuidade do operador S(t) temos

lim ¢, = lim S(t)p, = S(t) lim @, = S(t)p = .

n—oo n—o0 n—oo

Além disto, para todo n € N suficientemente grande, ¢, —t > 0 e

S(ty, — ), = S(tn —1)S(t)n = Sty — t + ) = S(tn)pn.
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Dessa forma,

S(tn - t)z/}n €A VneN.
Desde que (¢, — t) — +oo resulta, pela Proposi¢aol.2 que ¢ € a(A). Logo,
S(t)a(A) C a(A).

Por fim, seja ¢ € a(A). Pela Proposi¢ao 1.2, existem sequéncias (p,) C H e (t,) C R

tais que ¢, = @, t, = o0 e
S(tn)pn € A, ¥V eN.
Defina para todon € N
=1+t e v, = S(—t)pn.
Observe que
S(rp)v, € A, Ve N, (1.7)

pois,

Logo,
va € S(r) A C | S(r)7'A, VneN.
T>Tp
Desde que r,, — oo, existe ng € N de sorte que r,, > to sempre que n > ng. Dai,
(Un)nzno € | S(r)1 AL
r>to

Por compacidade, seque que existem uma subsequéncia (v, ) de (v,) e v € H tais que
— v. Como r,, — oo e (1.7), pela Proposi¢do 1.2 resulta que v € a(A). Além

Un,

disso, pela continuidade de S(t) temos,
lim S(t)vy,, = S(t)v.
Por outro lado,
lim S(t)v,, = lm S(t)S(—t)e,, = lime,, = ¢.

Portanto, ¢ = S(t)v de modo que a(A) C S(t)a(A). u
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Observacao 1.2 Este lema seré frequentemente usado, especialmente para conjuntos
w-limite. Ele dard exemplos de conjuntos invariantes sempre que pudermos mostrar

que U S(t)A é relativamente compacto. Este conjunto pode consistir de uma solu-
£>0
cao estacionéria singular u, se todas as trajetorias iniciando em A convergem para u,

quando t — 00; ou pode consistir de uma 6rbita ou solugao peridédica, ou uma solucao
“quase periddica", ou até conjuntos mais complexos. Para provar a suposicao de que

U S(t)A é relativamente compacto, usualmente mostramos que este conjunto é limi-
>0
tado se H é de dimensao finita ou, em dimensao infinita, mostramos que ele é limitado

em um espaco W compactamente contido em H.



Capitulo 2

Conjuntos Atratores

Estudamos neste capitulo os conceitos de conjuntos absorvente e conjuntos atra-
tores sob a acao de um semigrupo. Em particular, abordamos alguns resultados sobre
atratores globais e atratores exponenciais. Veremos que a existéncia de um atrator
global garante a existéncia de um conjunto absorvente. Para provar uma espécie de
reciproca, serao necessarias hipoteses adicionais sobre o semigrupo e sobre o conjunto
absorvente considerado. Em se tratando dos atratores exponencias, a propriedade de
atracao ocorre sob uma estimativa exponencial. Além disso, um tal atrator possui
dimensao fractal finita e, quando existir simultaneamente um atrator global, obriga-
toriamente o atrator global estarid contido no atrator exponencial, de maneira que o
atrator global herda a propriedade de dimensao fractal finita. O estudo de atratores
globais tem como principal referéncia [22] enquanto, para os atratores exponenciais,
nos debrucamos as ideias de Efendiev et al., Milani e Shomberg (ver [5], [17] e [21],

respectivamente).

2.1 Conjuntos Absorventes e Atratores Globais

Definigao 2.1 Um atrator é um conjunto A C H que goza das sequintes propriedades:
(1) A € um congunto invariante, isto €, S(t)A = A para todo t > 0.
(17) A possui uma vizinhanga aberta U tal que, para todo uy € U, S(t)ug converge para

A quando t — oo no sentido que

d(S(t)ug, A) = 0 quando t — oo.
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A distancia d na condicao (77) é entendida como sendo a distancia entre um ponto
e um conjunto dada por

d(w, A) = inf d(a,y),

d(z,y) denotando a distancia entre x e y em H. Se A é um atrator, o maior conjunto
aberto U que satisfaz (i) é chamado de bacia de atracio de A. Diremos que A atrai

uniformemente um conjunto B C U se
d(S(t)B,A) - 0 quando t— oo, (2.1)
onde d(By, By) é agora a semi-distdncia de dois conjuntos By, B; dada por
d(By,By) = sup inf d(zx,y), (2.2)

z€By yEB]

ou ainda,

d(By, By) = sup d(z, By).

z€By

A uniformidade referida antes é na ideia de que, para cada € > 0 é possivel achar
um t. de sorte que

t>t.=d(S(t)ug, A) < g,

independente de qual seja uyg € B. Em outras palavras o t. depende apenas do ¢
(enquanto na condicdo (i) da defini¢do de atrator, dado € > 0 se encontra um ¢,
dependendo de € e do uy).

Dado € > 0, chamamos de e-vizinhanga de A e denotamos por V.(A) (ou quando

nao causar confusdo, simplesmente V.) o conjunto

L B(y.2).

yeA
Proposicao 2.1 A convergéncia (2.1) € equivalente ao sequinte: para cada € > 0
existe t. tal que, para t > t. tem-se S(t)B C V..
Demonstragao: Suponha que vale (2.1) e seja € > 0. Assim, existe t. > 0 tal que

t>t.= sup infd(z,y) <e.
zeS(t)B YEA



36

Sendo assim, para t > t., dado x € S(t)B temos inﬁd(x,y) < e. Segue entao da
ye

defini¢ao de infimo que, existe yo € A tal que d(z,yy) < €, ou seja,
x € B(yo,e) = x € V..

Portanto,

t>t. = S{t)BC V..

Reciprocamente, suponhamos que para cada € > 0 existe ¢, tal que, para t > ¢,

tem-se S(t)B C V.. Sendo assim, dado ¢ > 0 existe t./5 > 0 tal que
t >t = S(t)BC V).

Seja t > t./5. Dado x € S(t)B existe yo € A tal que x € B(yo,£/2), ou seja, d(x,y0) <

/2. Logo,

inf d(z,y) < d(z, yo) < =

;gA r,Y) > Z, Yo 9
e entao

sup inf d(z,y) < Sces d(S(t)B,A) < e.
zeS(t)B VEA 2

Portanto,

t>t.=d(S(t)B,A) <¢e
mostrando que d(S(t)B, A) — 0 quando t — oc. n

Quando nao houver confusao, por simplicidade podemos dizer que A atrai 5. Por
exemplo, diremos que A atrai os conjuntos limitados (ou compactos) de U se A atrai
uniformemente cada conjunto limitado (ou cada conjunto compacto) de U. Um atrator
A pode ou nao ter tal propriedade.

Em dimensao infinita, onde precisamos trabalhar com diferentes topologias, po-
demos considerar conjuntos A que sao atratores em um espaco W, W C H. Isto

significa que:
(1) ACW, S(t)A= A, Vt > 0.

(77)" A condigdo (ii) da Definicao 2.1 é valida com a topologia de W, isto é, U é aberto

em W e a distancia em (2.1) é a de W (W um espago métrico).
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Um conceito chave neste estudo ¢ o de atratores globais (ou universais) de um

semigrupo.

Definicao 2.2 Dizemos que A C H é um atrator global (ou universal) para o semi-

grupo {S(t)}+>0 se A € um atrator compacto que atrai conjuntos limitados de H.

———————————
___________

_______
______

Figura 2.1: ITlustracao de um atrator global

Observe que a bacia de atragao de um atrator global A, é todo H. De fato, dado
up € H, como {up} ¢ limitado

d(S(t){uo}, A) = 0 quando ¢t — oo.

Mas, para todo t > 0,

A(S(@Ofuo}, A) = _sup ink d(z,y) = inf d(S(B)u, ) = d(S(E)uo, A)

z€S(t){uo} YEA

Logo,

d(S(t)ug, A) - 0 quando t — oo, Yug € H. (2.3)

Assim, H ¢ o maior aberto em H, contendo A e satisfazendo (2.3).

Proposicao 2.2 Um atrator global A para o semigrupo {S(t)}i>0, quando existir, é
unico. Além disto, A é o maior (no sentido da inclusio) dentre os atratores limitados

e dentre os conjuntos invariantes limitados (relativos ao semigrupo {S(t)}i>0).

Demonstracgao: Iniciamos com a seguinte Afirmacgao:
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Afirmacgdo 2.1 Se A, B C H sao tais que d(A, B) =0, entdo A C B.

De fato, seja xo € A. Por hipotese

sup ing d(z,y) =d(A, B) = 0.

z€A Y€

Dai, por definicao de supremo

= inf d =0.
a = inf d(zo,y) = 0

Como o infimo de um conjunto limitado inferiormente é sempre aderente ao préprio
conjunto (ver [12]|, Capitulo 5, Secdo 2), existe uma sequéncia (y,) C B tais que
d(xo,yn) — «, ou seja, d(xg,y,) — 0. Sendo assim y, — xo, mostrando que 79 € B e,
portanto, A C B.

Agora, suponha que A é um atrator global para o semigrupo {S(t)}:>o. Entao:
(1) S(t)A = A, para todo t > 0.
(17) Existe U aberto em H com A C U tal que, para todo ug € U tem-se
d(S(t)ug, A) - 0 quando t — oo.
7i1) A é compacto.
(2id)
(iv) A atrai conjuntos limitados em H, isto é¢, dado B C H limitado,

d(S(t)B,A) - 0 quando t — oo.

Vejamos inicialmente a maximalidade de A. Seja G C H limitado e invariante.

Pela propriedade (iv) acima tem-se
d(S(t)G,A) - 0 quando t — 0.

Assim, dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que d(S(t)G, A) < e. Como G & invariante segue

que d(G, A) < e. Pela arbitrariedade de ¢ tem-se
d(G,A) <e, Ve > 0.

Fazendo ¢ — 0 obtemos d(G, A) = 0. Pela Afirmacio 2.1, resulta que G C A e como

A é compacto (e portanto fechado) vem que G C A. Portanto A é o maior conjunto
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invariante limitado para o semigrupo {S(¢)}:>o. Em particular, A é o maior atrator
limitado para o referido semigrupo.

Seja D um atrator global para o semigrupo {S(t)}:+>o. Entao D goza de todas as
propriedades listadas de (i) a (iv) para A. Particularmente, D é um atrator limitado

e portanto

D cC A.

Além disso, usando os fatos de que, para todo conjunto limitado B C H,
d(S(t)B,D) — 0 quando t — oo

e que A é limitado, por um raciocinio ja utilizado antes d(A, D) = 0. Dai, pela

Afirmacio 2.1, A C D. Como D é compacto vem que
AcCD.

Portanto, A = D, o que demonstra a unicidade de A enquanto atrator global para
semigrupo {S(t) }+>o- n
Devido a Proposi¢ao 2.2 poderemos também chamar um atrator global de atrator
maximal. Também devido & mesma Proposi¢cao, poderiamos definir um atrator global
para um semigrupo (quando existir) como sendo o maior atrator compacto para tal
semigrupo, que atrai os conjuntos limitados de H.
No sentido de estabelecer a existéncia de atratores, um conceito bastante til é o
relacionado a conjuntos absorventes.
Definicao 2.3 Sejam B um subconjunto de H e U um conjunto aberto contendo B.
Dizemos que B € absorvente em U se a orbita de qualquer subconjunto limitado de U

entra em B depois de um certo tempo (que depende do conjunto). Simbolicamente, isto

significa que
VBQ C L{, BO limitado, 3 t1(80)/ S(t)BO - B, vVt > tl(B[}). (24)

Quando B € absorvente em U, também dizemos que B absorve os conjuntos limitados
de U.

Proposigao 2.3 A existéncia de um atrator global A para o semigrupo {S(t)}i>o0, im-

plica a existéncia de um conjunto absorvente.
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Demonstracao: Dado € > 0 seja V. a e-vizinhanca de A. Sendo A um atrator global

tem-se para qualquer conjunto limitado By C H,
t— o0 = d(S(t)By, A) — 0.
Sendo assim, existe t. > 0 tal que, para t > t.

d(S(t)Bo, A) < = = sup infd(z,y) <

zeS(t)By YA

DO ™

Dado z € S(t)B, temos in£1 d(z,y) < e/2. Como A é compacto, existe yp € A tal que
ye

inf d(l‘y y) = d(‘rv yO) L0g07
yeA
d(z,y0) <e/2 <e=x € B(yg,e) C V..

Portanto,

t>t. = St)By C V..

Vemos assim que V. é absorvente em H. [
Reciprocamente, vamos mostrar que um semigrupo que possui um conjunto ab-

sorvente e goza de algumas outras propriedades, possui um atrator.

Observacao 2.1 Podemos estender a definicao de conjunto absorvente e considerar
um conjunto B que absorve os pontos de U ou os conjuntos compactos de U (isto
é, (2.4)) é satisfeito com By = {uo}, up € U, ou By C U um conjunto compacto).
Contudo, essa extensao nao serd necessaria em nossos estudos.

Se considerarmos um espago W C H, entao podemos substituir (na Defini¢ao) os
conjuntos limitados e abertos de H pelos de W, obtendo o conceito de conjuntos que
sao absorventes em W.

Mostraremos agora, como provar a existéncia de um atrator quando a existéncia
de um conjunto absorvente é conhecida. Neste momento, suposicoes adicionais sobre
0 semigrupo S(t)tzo sao necessarias. A saber, devemos assumir pelo menos uma das

seguintes hipoteses:

(h1) Os operadores S(t) sdo uniformemente compactos para t suficientemente grande.
Com isto queremos dizer que para todo conjunto limitado B C H existe ¢, (que

a priori depende de B) tal que
L stB
t>1o

é relativamente compacto em H.
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(he) H é um espaco de Banach e, para todo t, S(t) = Si(t) + Sa(t) onde o operador
S1(t) é uniformemente compacto (isto é, satisfaz (hy)) e Sy(t) é uma aplicacdo

continua de H em H tal que, para todo conjunto limitado C' C H,

re(t) = sup ||S2(t)¢llg — 0 quando t — oo.
pelC

Em outros termos, (hy) assume que H é um espaco de Banach e que S(t) é a
pertubagao de um operador satisfazendo (h;) por uma aplica¢io (ndo necessariamente
linear) que converge para 0 quando t — oco. Claramente, se H é um espaco de Banach,
qualquer familia de operadores satisfazendo (h;) também satisfaz (hy) com Sy = 0 para
todo t.

Lema 2.1 Se o semigrupo {S(t) }1>o satisfaz (hy) ou (he) entdo, para qualquer conjunto

nao vazio e limitado By de H, w(By) € nao vazio, compacto e invariante.

Demonstragao: Suponha que vale (h;) e seja By C H limitado, By # (). Existe ¢, tal
que U S(t)By é relativamente compacto em H. Dai, pelo Lema 1.1 segue que w(B)

t>to
é nao vazio, compacto e invariante.

Suponhamos agora que vale (hy). Para demonstrar o desejado, usaremos a se-

guinte afirmacao:

Afirmagao 2.2 Se (hy) é valida, (p,,) € limitada e lim ¢, = oo, entao Sy(t,)p, — 0.
n—oo

Além disto, (S1(t,)¢n) € convergente se, e somente se, (S(t,)e,) converge (e neste caso

os limites coincidem).

Com efeito, como vale (hy), temos para todo n € N,

192(n)pnll < $UD [|S5(En) pnll = Tetn),

onde C' := {p,; n € N}. Fazendo n — oo temos que t,, — oo e entdo, de acordo com

(hs), 7.(t,) — 0. Pelo Teorema do Sanduiche resulta que
1S2(tn)@nllzr — 0 quando n — oo

e, por conseguinte,
So(tn)pn — 0 em H.
Por (hy),
S(tn)pn = S1(tn)pn + Sa(tn)on, Vn € N.
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Disto fica evidente que (Si(t,)¢,) converge se e somente se (S(t,)p,) converge. Em

caso afirmativo, da igualdade acima e do fato de que Sy(t,)¢, — 0, resulta que

lim S(t,)p, = lim Si(t,)en.

n—oo n—oo

Seja By C H nao vazio e limitado e considere o conjunto

wl(B()) = ﬂ U Sl(t)Bo.

s>0t>s
A definigao de wy(Byp) relembra a defini¢do de conjunto w-limite, porém S; nao
é (necessariamente) um semigrupo. Contudo, vale uma caracterizacao para wi(By),

semelhante aquela para conjuntos w-limite dada pela Proposicao 1.2:

Afirmagao 2.3 ¢ € w;(By) se, e somente se, existem uma sequéncia (¢,,) em By e
t, — 00, tais que

S1(tn)en — ¢ quando n — oo.

Idéntica a demonstragao do item (i) na Proposigao 1.2.
Vamos mostrar que o conjunto w-limite de By relativo ao semigrupo {S(¢)}i>o ¢
igual a wy(By). Assuma que ¢ € w(By). Assim, pela Proposicao 1.2 existem sequéncias

(pn) C By e t,, — oo tais que
S(tn)pn — ¢ quando n — oo.

Como (hy) é valida, (¢,) é limitada (pois By é limitado) e ¢, — oo, pela Afirmacdo
2.2 segue que Sy(t,)e, — 0. Mais que isso, como S(t,)¢, converge para ¢ a mesma
Afirmacao nos da que

S1(tn)pn — ¢ quando n — oo.

Pela Afirmacao 2.3 segue que ¢ € wq(Byp), mostrando que w(By) C wi(By). A inclusao

contraria é demonstrada de maneira idéntica e, portanto,
W(Bo) = wl(Bo). (25)

Com argumentos anélogos aos utilizados no Lema 1.1 para mostrar que w(A) é
nao vazio e compacto, mostra-se que w(By) é nao vazio e compacto em H, atendo-se

aos fatos de que By # 0 e que existe to > 0 para o qual U S1(t)By é relativamente
t>to
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compacto em H (hipotese (hy)). Dai, pela igualdade (2.5) resulta que w(Bj) é nao
vazio e compacto em H. Resta mostrar que w(B3y) é invariante por S.

A inclusao S(t)w(By) C w(By) para todo t > 0, é provada exatamente como no
Lema 1.1. Sejat > 0. Dado ¢ € S(t)w(By) tem-se ¢ = S(t)p, onde ¢ € w(By). Pela

Proposigao 1.2, existem sequéncias (p,) C By e (t,) C R, t, — oo tais que
S(tn)en — ¢ quando n — oo.

Para cada n € N, usando a propriedade de semigrupo, temos

S(t)S(tn)pn = St +tn)pn.
Dai, pela continuidade de S(t) temos

lim S(t+t,)pn = lim S(t)S(t,)pn = SE)[im S(t.)es] = S(t)p = 1.

n—oo n—oo n—oo

Como (t + t,) — oo, pela Proposicao 1.2 segue que ¢ € w(By) e portanto
S(t)(.U(BO) C (JJ(BO).

A inclusao oposta necessita de um argumento levemente diferente. Seja t > 0 e
considere ¢ € w(By). Pela Proposicao 1.2, existem sequéncias (¢,) C By e t,, — o0
tais que

S(tn)en — ¢ quando n — oo.

Pela hipotese (hy) existe to > 0 tal que Ky := U S1(r)By é compacto em H. Desde
r>to
que t, — 00, existe ng € N de sorte que

n>ng=t,>tg+t=1=4,—1>t.
Sendo assim,

(Sl(tn — t)wn)nzno - U 51(7")80 C K().

r>to

Pela compacidade de K, obtemos uma subsequéncia convergente (51 (tnj — t)gonj)fi]no
=
de (Si(tn—1t)¢y)

para todo 5 € N,

Sy’ digamos para 1 € Ky. Usando novamente a hipotese (hy) temos

S(tn, —t)on; = Si(tn, — t)n; + So(tn, —t)pn,-
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Desde que (t,, —t) % e (¢n,) € limitada (pois By é limitado), pela Afirmagao 2.2
vem que

hm SQ(tnj — t)SOnJ = 0.
Jj—o0

Portanto,

lim S(t,, —t)pn, = Hm Si(t,;, — 1), + Im Sy(t,, —t)on, =1 +0 = 1.
j—o00 j—o0

Jj—o0
Como (t,, —t) — o0 e (¢n,) C By, a igualdade acima nos da, pela Proposicao 1.2, que

Y € w(By). Além disto, pela continuidade de S(t),

lim S(t)S(t,; —t)pn, = S(t) li)m S(tn;, —t)on; = S(t)Y

Jj—0o0

enquanto, pela propriedade de semigrupo

lim S(t)S(t,, —t)pn, = Iim S(t,;)en, = @
Jj—o0

J—00

Pela unicidade de limites deve ser ¢ = S(t)1 e portanto ¢ € S(t)w(By). Concluimos
enfim que
S(t)w(Bo) = CU(B()), Vit Z O,

ou seja, w(By) é invariante. |

Lema 2.2 Suponha que H é um espago de Banach. Sejam U um aberto convexo e
K C U um conjunto compacto invariante que atrai conjuntos compactos em U. Entao
K é conerxo.

Demonstracao: Seja B = conv K. Pelo Teorema A.3 temos que B é compacto.
Além disso B é conexo e esta contido em U. Assim, K atrai B. Suponha que K nao
seja conexo. Entao existem A; e Ay abertos em H tais que, pondo W7 = A; N K e

Wy = Ay N K, tem-se:

1) Wy, Wy £ 10, 2) Wy NWy =0, 3) WU, = K.

Afirmacao 2.4 Existem U; e U, abertos em H tais que:
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Denotando por d a métrica de H, temos que (K,d) é um espago métrico compacto.
Desde que W; e W5 sao fechados em K, resulta que os mesmos sao compactos em

(K, d). Pelo Corolario A.2, existem p € W; e g € W, tais que
d(Wy, Ws) = d(p, q),

onde a distancia entre conjuntos considerada é aquela definida na Secao A.1. Clara-

mente p # ¢ pois Wi N Wy = (). Dai, d(p,q) > 0, ou seja,
g = d(Wl, WQ) > 0.
Considere r € (0,¢) e defina

UBQIT/Q ) e Uy = UBy,r/2

zeW, yeWs

Vamos mostrar que U; e U, satisfazem a tese da Afirmacao.

1) Usn K # 0, i =1,2. Para ver isto basta notar que

0A£W,CcUNK, i=1,2.

2) Uy NU, = (). Suponha que ocorra o contrario. Entao existem z € H, z € Wj e
y € Wy tais que
d(z,z) < 5 e d(z,y) <

l\')lﬁ

Logo,
d(z,y) <d(z,x) +d(z,y) <r <e.

Mas isso ¢ um absurdo pois
reWieyeWy=d(x,y) > dW,Wy) =¢
3) K C U; UU,. Para verificar esta inclusao, note que Wy C Uy e Wy C Us. Logo,
Wy U Wy C Uy UUs,

ou seja, K C Uy U Us.

Considere os abertos U; e U; dados pela Afirmacao 2.4. Como K C B temos

S(t)K C S(t)B, Vt > 0.
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Sendo K invariante, resulta que
K C S(t)B, Vt > 0.

Dado t > 0, tendo em vista que B ¢é conexo e S(t) é continuo, temos que S(t)B

¢ conexo. Por outro lado, U; N Uy = () implica em
[U; N S(t)B] N[UyNS(t)B] = 0.

Além disso,

DAUNKCUNSH)B=UNSH)B#0, i=1,2.

Uma vez que ocorre a inclusao
[UyNS(t)BJU[U,NS(t)B] C S(t)B,

a inclusao inversa nao pode ocorrer pois, do contrario, teriamos
[UyNS(t)BJU Uy N S(t)B] = S(t)B,

o que contradiz a conexidade de S(t)B.

Sendo assim, para qualquer t > 0, existe x; € S(t)B tal que =, ¢ [U; N S(t)B] U
[Us N S(t)B] e, consequentemente, x; ¢ Uy U Uy. Em particular, para cada n € N
podemos escolher x,, € S(n)B de sorte que z, ¢ U; U Us. Considere a sequéncia (z,,)
assim obtida. Vamos mostrar que (x,) possui uma subsequéncia que converge para um
ponto de K, chegando assim a uma contradicao.

Sabemos que K atrai B, isto é,
d(S(t)B, K) — 0 quando t — oo.

Dessa forma,

sup d(z, K) — 0 quando t — oc.
zeS(t)B

Seja € > 0. Existe . > 0 tal que,

t>t.=dx,K)< =, Ve e S(t)B.

DO ™

De modo especial,

n>t.=dz K)< =, VreSn)B.

DO | ™
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Logo,

n>t.=dz, K) < %.

Como K é compacto, pela Proposicao A.3, para cada n € N existe u,, € K tal que
d(n, K) = d(xn,u,). Pela compacidade de K, (u,) possui uma subsequéncia (u,,)

convergindo para u € K. Desse modo, existe j; € N tal que

7> g1 = d(ug,,u) <

DO ™

Além disto, existe j, € N tal que, para j > js tem-se n; > t.. Seja jo :=

max{ji, jo}. Logo,
j Z jU = d(xnjvu) S d(xnj7unj) + d(unjvu) <E.

Vemos assim que z,,;, — u. Mas u € K e consequentemente u € U; U U,. Portanto,
para j suficientemente grande tem-se z,,, € Uy UUy, o que ¢ uma contradigao pois ()
é uma subsequéncia de (z,) e, para todon € N, z,, ¢ U; U Us. [ ]
Teorema 2.1 Assuma que o semigrupo {S(t)}i>o0 satisfaca (hy) ou (he) e que existem
um conjunto aberto U e um subconjunto limitado B de U tal que B é absorvente em
U. Entio o conjunto w-limite de B, A := w(B), € um atrator compacto que atrai os
conjuntos limitados de U. Além disto, A é atrator limitado mazimal em U (com relagao

a inclusao de conjuntos). Mais ainda, se H é um espago de Banach e U é convezo

entao A é conexo.

Demonstracgao:

12 parte: A = w(B) é um atrator compacto que atrai os conjuntos limitados de U.

Vamos assumir primeiro que (h;) é valida. Neste caso, existe t; > 0 tal que (J,-, S(t)B
é relativamente compacto em H. Pelo Lema 1.1 segue que A = w(B) é nao vazio,

compacto e invariante. Para concluir que A é um atrator em I/ devemos mostrar que
d(S(t)ug, A) — 0 quando t — oo, Vuy € U. (2.6)

E para concluir que A atrai conjuntos limitados em U, devemos mostrar que, para todo

subconjunto limitado D de U, tem-se
d(S(t)D,A) — 0 quando t — 0. (2.7)

Como (2.6) é um caso particular de (2.7), é suficiente mostrar esta tltima sentenga, o

que sera feito por contradi¢do. Suponha que para algum By C U limitado, (2.7) nao
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ocorra. Entao existe 6 > 0 tal que, para todo M > 0 é possivel encontrar t > M, de
modo que d(S(t)By, A) > 6. Em particular, para todo n € N podemos escolher t,, > n
satisfazendo d(S(t,) By, A) > J. Logo,

)
sup d(xz,A) >4§> 3 Vn € N.

$€S(tn)BO
. . )
Pela definigao de supremo, para cada n € N existe z,, € S(t,)By tal que d(z,, A) > 3
Também para cada n € N existe b, € By de modo que z, = S(t,)b,. Sendo assim,
)
d(S(tp)bp, A) > 3 Vn € N. (2.8)

Por (h,), existe ¢, > 0 tal que {J,,, S(t)By ¢ compacto em H. Ora,
n >ty =ty >ty = S(ta)By C | S(t)Bo = S(tn)bn € | S(t)Bo.
t>to t>to
Sendo assim, a sequéncia (S(t,)bn)n>y, possui uma subsequéncia (S(ty,)bn;) conver-
gindo para b € H. Por (2.8) temos para todo j € N.

d(S(ty, )b, A) > g (2.9)

Desde que A é compacto, a funcao
g: H — R
v = g(r) =d(z,A)
¢ continua. Portanto, passando ao limite com j — oo em (2.9) temos

J

d(b, A) > 5 > 0. (2.10)

Como B é absorvente em U, existe to > 0 tal que, para t > to,
S(t)By C B.

Em particular, S(t2)b,, € B para todo j € N. Considerando j, € N de sorte que

tn, >ty sempre que j > jo, temos (S(t2)by,);>j, C B e mais

lim S (t, — t2)S(ta)by, = lim S(t, )by, = b.

Jj=jo J=jo
Como t,, —ty — oo, resulta da Proposicdo 1.2 que b € A = w(B). Neste caso

d(b, A) =0, o que ¢ uma contradigao com (2.10).
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Agora suponhamos que (hg) é valida. Pelo Lema 2.1 temos que A = w(B) é ndo
vazio, compacto e invariante. Resta mostrar que A é um atrator em U e que que A atrai
conjuntos limitados em Y. Para tanto, é suficiente mostrar que, para todo subconjunto
limitado D de U, vale (2.7). A prova sera de maneira similar ao feito sob a hipotese
(hy), com as modificagdes adequadas.

Suponha que para algum By C U limitado, (2.7) nao ocorra. Nestas condi¢oes
obtemos um numero § > 0, sequéncias (t,) C Ry e (b,) C By tais que, t, — oo e (2.8)

¢ satisfeito. Por (hy),
S(tn)bn = Sl(tn)bn + SQ(tn)bn, Vn € N.

Como {S1(t) }+>0 satisfaz (h;), podemos obter uma subsequéncia (S1(t,, )by, ) de (S1(t,)by),
convergindo para b € H. Desde que (by,) ¢ limitada, pela Afirmacdo 2.2 segue que

S(tn,;)bn;, — b quando j — oo. Dai, por (2.8) obtemos

d(b, A) > g > 0.

Por outro lado, usando o fato de que B é absorvente em U, mostra-se que b € A
e entao d(b, A) = 0, o que é uma contradic¢ao.

22 parte: A = w(B) é atrator limitado maximal em U. Seja A" atrator limitado em U.

Como B é absorvente em U, existe ¢’ > 0 tal que S(t')A" C B. Sendo A’ invariante,
temos S(t')A" = A’. Logo, A’ C B de sorte que

S(t)A" C S(t)B, vVt > 0.
Desse modo, dado s > 0, temos para t > s

SHA csBc|JsrBcl]sr)B.
r>s r>s
Usando novamente o fato de que A’ é invariante, vem que
Ac|JS)B, ¥s >0,
r>s

de onde resulta que A’ C w(B) = A.

32 parte: A é conexo (supondo que H é um espaco de Banach e U é convexo). Pela pri-

meira parte temos que A é compacto e invariante e que atrai conjuntos limitados em
U. Sendo assim, A atrai conjuntos compactos em U e portanto, usando o Lema 2.2,

segue que A é conexo.
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2.2 Atratores Exponenciais

Seja (H, || ||g) um espago de Banach. Denotaremos por disty a semidistancia de

Hausdorff na topologia de H, ou seja, dados A, B C H
disty (A, B) = sup inf ||z — y||u.
z€AYEDB

Dado r > 0 e A C H um subconjunto relativamente compacto, denotamos por
N.(A, H) o menor nimero de r-bolas (bolas de raio r centradas em pontos de H)
necessario para cobrir A. Quando nao houver confusao com relagdo ao espaco H no
qual estamos considerando A, escreveremos simplesmente N, (A). Claro que N,.(A, H)
estd bem definido pois, por compacidade, existem n € N e a1, 2o, ..., z, € A tais que

AcC UB(SCZ',T). Logo, 0 < N, (A, H) <n < oo.
i=1
Definicao 2.4 Dado um subconjunto A de X relativamente compacto, definimos a

dimensao fractal de A em H como sendo

dimp(A, H) = limsup M
r—0 ln—;

Mais uma vez, quando nao houver confusio, escreveremos simplesmente dimg(A)

para denotar a dimensao fractal de A em H.

Lema 2.3 Se (ex)ren € uma sequéncia decrescente tal que €, — 0 e, para algum o €
(0,1),

Ek+1 ZO&&‘/@V/{ZGN,

entao, para qualquer A C H relativamente compacto,

InN,, (A, H
dimp(A, H) = limsup w
k—o0 —Ingyg

Demonstracao: Dado r € (0,1), é possivel obter k € N tal que
Ek+1 <r<egg. (2.11)

De fato, como ¢; — 0, para j suficientemente grande temos ¢; < r. Assim, o conjunto
{j € N; r < ¢;} é finito e portanto limitado. Escolhendo k como o elemento méaximo
desse conjunto obtemos (2.11). Sendo 41 < r, é possivel cobrir A com uma quantidade

N, (A, H) de bolas de raio r. Logo,

Ek+1

N.(A,H) < N.,. (A, H).

k+1(
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Note que
1 1 1 1
r<e,=>lnr<lneg,=—> = .
Inr  Ingyg —Inr —Ineg,
Dai,
NT(A7 H) < €k+1 (A H) 5k+1 (A H) — 5k+1 (A H)
—Inr —Iney —Inegp+Inepyr —lnepn ere1 +1In (é‘k:l)
Além disto,
€k+1 > q €k+1 Ek41
e =In{— ) >ha= —Ilneg; +1n > —Ilnegp +Ina.
€k €k Ek
Desse modo,
N5k+1 (A7 H) < N5k+1 (A7 H)
~Ineggy I () T TGk +ina
Logo,
N, (A, H) - Ne . (A H)
—Inr —Inegg; +Ina’

Como () é decrescente, quando r — 0 para que (2.11) permaneca sendo satisfeito

devemos ter £ — o0o. Sendo assim,

N.(A, H) N., (A, H)
limsup ————= < limsup ——————.
r—0 —Inr hooo —Inep +Ina

Como ¢, — 0 temos —Ine, — oo quando £k — oco. Desse modo, a parcela constante

In o é desprezivel no denominador acima quando k£ — oo, isto é,

limsup(—Ineg + Ina) = limsup(—Iney).

k—00 k—00
Portanto,
g S < b
Segue da definicao que,
N, (A H)

dimp(A, H) < limsup
k—o0 —Inegy

Procedendo de maneira similar, vamos agora obter a desigualdade oposta. Desde que

r < &g, € possivel cobrir A com uma quantidade N,(A, H) de bolas de raio ;. Logo,

N., (A, H) < N,(A, H) o que implica em

InN., (A, H) < InN,(A, H).
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Além disto,

1 1 1 1
1 <r=Inegg <Inr = > — = <
Negyr  Inr —Ineg

—Inr’
Dai,

InN. (A, H) _ InN.(4 H)

—lneggy; T —Inr

Somando e subtraindo In £, no denominador da fracao a esquerda, usando propriedades

do logaritmo e o fato de que ;41 > aey obtemos

InN, (A H) < In N, (A, H)

—lnsk—klné_ —Inr
Portanto,
InN. (A H) . In N, (A, H
lim sup Lz < lim sup M
k—oo —Inep+In- 0 —Inr

de forma que

InN., (A H
lim sup Ve (A H)

k—o00 _lngk

Finalmente, concluimos que

InN. (A, H
dimp(A, H) = limsup In Ne((4, H)
k—o00 —IDEk

]
Abaixo listamos algumas propriedades da dimensao fractal, em conformidade com
a Proposicao 2.61 de |17].
Proposicao 2.4 Sejam H, e Hy espacos de Banach.
(1) Se Ky e Ky sdo dois subconjuntos compactos de Hy entio
K, C Ky = dimp(Ky, Hy) < dimp(K,y, Hy).
(i7) Se Ky é compacto em Hy e Ky é compacto em Hy entao

dlmF(K1 X KQ,Hl X HQ) < dlmF(Kl,Hl) +d1mF(K2,H2)

(1ii) Se f : Hy — Hy € Lipschitziana entdo, para todo conjunto compacto K C H,
tem-se

dimp (f(K), H) < dimp (K, Hy).
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(iv) Se I C R € um intervalo entdo dimp(I,R) = 1.
Demonstragao: (i) Seja r € (0,1). Qualquer cobertura para K> é uma cobertura

para K; de modo que, é possivel cobrir K7 por N,.(K3) bolas de raio r. Assim, por

definicao,
N,.(K;) < N, (K,). (2.12)

Agora,

1 1
r<l=->1=In->0.
r T

Logo, podemos multiplicar ambos os membros de (2.12) por ln% obtendo

N,(K;) < NT(K2).

Ini — Inid
T T
Consequentemente,
N, (K.
lim sup < lim sup a 12),
r—0 n ; r—0 n ;

ou seja, dimp(K;) < dimp(K>).
(17) Sejam r € (0,1) e § = /2. Sejam

N5 (K1) Ns(K2)
U B(z;,6) e U B(y;,9)
i=1

coberturas de K7 em H; e de Ky em Hs, respectivamente, por d-bolas. Entao

Ns(K1) N5(K2) N5(K1) N5(K2)
U Bio) | x| |J B,s U U (1, 8) % B(y;, 0)]
i=1 j=1

¢ uma cobertura para K; X Ky em H; X Hy com Ns(K7) - Ns(K3) bolas cujo raio é no
méaximo 20. Aumentando esse raio até 20, obtemos uma cobertura para K; x Ky em

Hy x Hy, com Ns(K7) - Ns(K3) bolas de raio 26. Logo,
Nos(Kq x K3) < Ns(Kq) - Ns(K>)

o que implica em

In N25<K1 X KQ) In N(;(Kl) + In Ng(Kg)

11’12—5

)

ln%

ou ainda,
IHNQ(;(Kl X Kg) lnN(;(Kl) + In Ng(KQ) In 1

3
T
In L 55 ln In 25



Disto vem que

. IHNQ(;(Kl X KQ)
lim sup

6—0 1

2% 6—0

Como 20 =r e

podemos escrever

In Ns(K In Ns( K. Ini
< Slimsup(n 5(K1) +In No(Ky) ntls)

In % In

[\

0

0—=0&s1r—0,

In N, (K, x K. In N5(K,) +1In Ns(K,) Inj
lim sup n AV ( 11>< 2)Slimsup(n it 1)—|—1n s 2). nf)
r—0 In - 50 In 5 In 55
Observe que
ln% B ln% 1 1
ln% ln%—i-ln% ln%:;n% %—i—l.
Logo
) ln%
lim —3- =1
§—0 In 55
de modo que
In N,.(K; x K. In Ns(K In Nj(K.
lim sup n NV ( 11X 2>§limsup(n o 1>+1n o 2))
r—0 hl; §—0 hlg
Portanto,
In N,.(K; x K. In Ns(K In Nj(K.
lim sup n NV ( 11X 2>§limsupn5—(11)+l su 1 6(1 2>,
r—0 In po §—0 In 3 §—0 In 5
concluindo a demonstracao do item (ii).

(7ii) Por hipotese existe L > 0 tal que

1 () = FW)llm < Ll =yl
Fixe r € (0,1) e seja § :=r/L. Se

Ns(K)

U B(ai,9)
i=1
¢ uma cobertura para K por d-bolas entao

Ns(K)

¢ uma cobertura para f(K) por Lo-bolas. De fato, se y € f(K) entdo y = f(z) com
r € K. Mas z € B(x;,0) para algum i € {1,2, ..., N5s(K)}. Dai,

ly = fzlla, = [[f(2) = f(@i)llm < Lz —2illg, < L.

o4
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Portanto,

Nps(f(K)) < Ns(K)

o que implica em

In Nps(f(K)) < In Ns(K).

Note que

1 1
L(S_r:>L6<1:>§>1:>1nm>0.

Podemos entdo escrever

In Nps(f(K)) _ InNs(K) _ InNs(K) Inl
In % ~ In % In % In % '
Assim,
In N,.(f(K)) < In N;(K) Inj
In % ~ In % In %
de onde temos que
In N, (f(K In N3(K) Ing
limsupol()) < limsup ( " 6(1 ). n‘f ) : (2.13)
5—0 In o §—0 In 5 In s
Desde que
0—=0&r—20
e
In %
T — 1 quando § — 0,
In s
a desigualdade (2.13) pode ser reescrita como segue
In N, (f(K In Ns(K
lim sup Lfl()) < lim sup LS).
r—0 In P §—0 In 3

Portanto dimp(f(K)) < dimp(K).

(1v) Sejam I C R um intervalo e a,b € R seus extremos, digamos a < b. Fixe k € N.

h—
Afirmamos que é possivel cobrir I com k bolas fechadas de raio r, := Ta' Para

e tomamos

k
como centros para as bolas desejadas o ponto médio de cada subintervalo. Em outros

isto, dividimos o intervalo I em k subintervalos de comprimento

termos, defina xy := a + 1 e, para cada j € {2,...,k} defina

Tj = Tj_1 + 2.
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Entao,

k
IC UB[.Tj,T’k].

J=1

Logo,
N, (I,R) < k,Vk e N.

Vamos verificar que na verdade ocorre a igualdade. Suponha que existam n € N com
n < k e C uma cobertura para I com uma quantidade n de bolas de raio r;. Denote
por u a medida de Lebesgue em R e por B; as bolas da cobertura C. Como I C C

temos

& b—a
b—a:u(I)Su(C)ﬁZu(Bj):n-Qrk<k-2 ok =b—a,

j=1

o que é um absurdo. Portanto, nao existe cobertura para I por bolas de raio r; com

uma quantidade de bolas menor do que k, ou seja,

N, (I,R) =k.
Dali,
InN, (I,R)  Ink Ink B Ink
—Inrg _—ln(bz’—k“)_—ln(b%“)—ln% —ln(b’T‘l)—i-lnk;
B 1 B 1
 —m(5%) 4k —In(%5e '
(mk) h(lk‘ )+1

Como —In (b’T“) é constante,

—In (%5%)
——=2 =0 quando k — oc.
Ink
Logo,
InN,, (I,R
lim sup VLR (2.14)
k—o0 —Inry

Para finalizar, vamos mostrar que a sequéncia (r) satisfaz as hipoteses do Lema 2.11.
E bem notorio que (ry) é decrescente e que rp — 0 quando k — oo. Agora, para todo

keN,

—1 >
:>k+1—

k

k N 1 >1
k+1 7~ 2k

E+1

vV
DN | —

= >

| =
DO | —
N | —

Bl
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Considerando qualquer a com 0 < o < % temos

—_

1 > ol o b—a >ab—a
k+1~ 'k = 2k+1)— 2k’

ou seja,
Tkl = QTk,

para todo k£ € N. Pelo Lema 2.3 e por (2.14) segue que dimp(/,R) = 1. n

Definicao 2.5 Seja {S(t)}i>0 um semigrupo sobre H. Um subconjunto compacto M C

H ¢ dito um atrator exponencial para S quando:
(1) M € positivamente invariante por S, isto é, S(t)M C M para todo t > 0.
(i7) M possui dimensao fractal finita.

(1ii) Existe w > 0 tal que, para todo subconjunto limitado B de H, existe uma constante
C(B) > 0, dependendo de B, tal que para todo t > 0,

distgr(S(t)B, M) < C(B)e "

Observacao 2.2 Quando existirem ambos, atrator exponencial M e atrator global

A, entao A C M. Com efeito, como A é limitado, existe C'(A) > 0 tal que
distz (S(t)A, M) < C(A)e ™, vt > 0.
Pela invariancia de A segue que
dist (A, M) < C(A)e ™, Vit >0.

Fazendo t — oo obtemos disty(A, M) = 0 e, pela Afirmacgao 2.1, segue que
A C M. Sendo M compacto vem que A C M. Além disso, como ambos os conjuntos

sao compactos (relativamente ao mesmo espaco de fases), dimp A < dimp M.

Observacao 2.3 Dado um conjunto A C H, a notacao #A indica a cardinalidade do
conjunto A.
O seguinte resultado sobre existéncia de atratores exponenciais é devido a Efen-

diev, Miranville e Zelik (ver [5], Proposicao 1).
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Teorema 2.2 Sejam (H,|| - ||g) e (H1,| - ||g,) espagos de Banach com H, C H, tais
que a imersao Hy — H ¢é compacta. Seja X C H um subconjunto limitado de H.
Considere uma aplicagao nao linear L : X — X tal que L pode ser decomposta em uma

soma de duas aplicacoes,
L=Ly+ K,

onde Ly : X — H € uma contracao com

| Lo(z1) — Lo(xo)||lgr < allxy — z2l|g, ¥ 21,20 € X, (2.15)
send00<a<%,'eK:X%HétalqueK(X)CHl e

| K (z1) — K(x2)||p, < Cllzy — z2llg, V 21,22 € X, (2.16)

para alguma constante C' > 0. Entao a aplicagéo L (ou ainda, o semigrupo discreto

gerado por L) admite um conjunto M C X com as sequintes propriedades:
(i) L*(M)C M, V¥V keN.
(17) dimp(M, H) < 0.

(i1i) Ezistem a,w > 0 tais que

disty (LF(X), M) < ae™* Vk € N.
Ademais, M € fechado em H.
Demonstragdo: Sendo a < 1/2 tem-se 1/2 — > 0. Fixe 6 € (0,1 — ). Assim
2(a+0) < 1.

Desde que X é limitado em H, existem R > 0 e zy € X tal que

X C By(zo, R). (2.17)

Defina os conjuntos Ey e V) pondo

Eq = Vo = {x0}.

Dado = € X, por (2.16)
1K (2) = K(xo) ||, < Cll = xollm

e entao de (2.17) resulta que

1K (x) = K(z0)|lm, < CR.
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Assim, a bola By, (K(z¢), CR) cobre a imagem K(X) de X por K em H;. Observe

que

U By (y,0R)

yEBHl (K(z0),CR)

é uma cobertura para By, (K(xo), CR) em H. Mas pela imersao compacta H; — H

temos que By, (K(x¢),CR) é compacto em H e portanto, a cobertura acima admite
uma subcobertura finita, a qual ¢ também uma cobertura finita para By, (K (x¢), CR)
em H por O R-bolas. Sendo assim, Ngr(Bpy, (K (x¢),CR), H) < co. Consideremos entao
uma cobertura para By, (K (o), CR) em H por Nyg(Bp, (K(z9), CR), H) bolas de raio
OR, cujos centros serao denotados por y;, i € {1,2, ..., Nor(Bp, (K(z0),CR), H)}.

Desse modo,
Nor(Bu, (K(z0),CR),H)

K(X) c U By (yi, OR).

Afirmacao 2.5 Nyr(Bp, (K(z0),CR),H) =N

0
C
Note que
Nor(Bu, (K(x0),CR), H) = Nggr(Bn,(0,CR), H) (2.18)
e que
By, (0,CR) = CRBg,(0,1). (2.19)
Seja

Nor(Bu, (0,CR),H)

U By (z,0R)

i=1
uma cobertura para By (0,CR) em H. Entao
70 )
NeR(BHlL(j R),H) . 1 9
~ "\Cr™C

é uma cobertura para By, (0,1) em H. De fato, dado = € By, (0,1) por (2.19) temos
CRx € By, (0,CR). Assim, existe i € {1,2,..., Npr(Bg,(0,CR), H)} tal que CRx €
BH(Zi, QR) Dai,

< 06R =
H

1
T — —==2

- R
|ICRx — zi||lg < R = C R

24

"7 CR

S0
g C
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e, consequentemente,

1 0

Portanto
’ Nor(Br, (0,CR),H)

1 0
B 1 By ==%i, =
1, (0,1) C ZL:J1 H (CRZZ7 C)
e por definicao de N%((BHl(O, 1), H)) resulta que

LA
[}

Analogamente, se
N%((BH1 (0,1),H))

¢ uma cobertura para By, (0,1) em H, entao

N ((BH1(071)7H))

U B(CRz,0R)

=1

0
C

¢ uma cobertura para By, (0,CR) em H. Com efeito, dado x € By, (0,CR) temos
ﬁx € By, (0,1). Assim, existe i € {1,2,...,N%((BHI(O,l),H))} tal que Az €

CR
By (=, £). Dat,

1 0 1 0
ou seja,
r € By(CRz;,0R).
Logo,
N (B, (0.1),1))
By, (0,CR) C U B(CRz,0R)

de onde segue, pela definicao de Nyg(By, (0,CR), H), que

Nor(Bu,(0,CR), H) < No (B, (0,1), H)). (2.21)

0

C

As desigualdade (2.20) e (2.21) nos dao a igualdade proposta pela Afirmacao.
Definindo N(6) := N%((BHl(O, 1), H)), pela Afirmagao 2.5 temos

N@R(BHl (K([L’o), CR), H) = N(Q)
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e, portanto,
N(0)

K(X) C U B (yi,0R)

i=1
¢ uma cobertura para K(X) em H. Entao, dado =z € X existe ¢ € {1,2,...,N(0)} tal

que K(z) € Br(y;,0R). Usando a Desigualdade Triangular e (2.15) temos

IL(x) — (Lo(zo) + i) llg = | Lo(x) + K(x) — Lo(zo) — yillu
< |[[Lo(x) — Lo(xo)|| + [|K () — villm
< allr —zo|lg +OR

<aR+0R=(a+0)R.

Vemos assim que
N(©)

U By (yi + Lo(xo), (o + 0)R)

=1

é uma cobertura para L(X) em H. Porém, os centros dessas bolas podem estar fora de
L(X) e até mesmo de X. Para evitar este problema, construimos uma nova cobertura

para L(X) em H da seguinte maneira: para cada i € {1,2,..., N(6)} escolhemos

e consideramos a bola By (z;,2(cc + )R). A unido dessas bolas com i € 1,2,..., N()

¢ uma cobertura para L(X). Para verificar isto basta notar que
De fato, sejam i € {1,2,..., N(0)} e z € By (y; + Lo(xo), (@ + 6)R). Entao temos,

|z — 25|l < ||o — (yi + Lo(wo)) ||l + llyi + Lo(wo) — il

<(a+80)R+ (a+0)R=2(a+0)R.

Defina o conjunto Vj := {z;; i = 1,2,..., N(0)}. Claramente V; C L(X). Além
disso, dado = € L(X) temos z € By (z;,2(a + 0)R) para algum i € {1,2,..., N(0)}.
Dai,

inf |z —yllug < ||z —xillw < 2(a+0)R.
yeWV

Desse modo

sup inf ||z —yllg < 2(a+0)R,
z€L(X) YEV1
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ou seja,

disty (L(X), V1) < R[2(a + 6)].

Note ainda que a cardinalidade de V; é igual a N(0).
Agora, dado i € {1,2,..., N(0)} seja B; = By (z;,2(a + 0)R). Por (2.16)

1K (2) = K(zi)|la, < Clle —zillu < C-2(a+0)R,

para todo z € B; N L(X). logo, a bola By, (K (x;),C2(a + 0)R) cobre K(B; N L(X))
em H;. Devido a imersao compacta H; < H podemos cobrir essa bola por um ntmero
finito de 0-2(a+ 0)R-bolas em H. Pela Afirmacgao 2.5 (substituindo R por 2(a+0)R),
o menor nimero de bolas para uma cobertura dessa natureza depende apenas de 0 e é
dado por N(6).

Sejam pois wy, wa, ..., wn(g) € H tais que

N(6)
K(B; N L(X)) C By, (K(x:),C2(a + 0)R) C ] B(w;, 02(cr + ) R).

i=1
Dado = € B; N L(X) temos, por (2.15), para algum j € {1,2,..., N(0)},
[1L(x) = (wj + Lo(zi)llm = | Lo(x) = Lo(w:) + K(2) — w;llu
< [1Lo(2) = Lo(wa)llu + | K (2) — w;llu
< allr—x||lg +02(a+0)R

<a2(a+0)R+02(a+0)R.
Com isto vemos que,
| L(x) — (w; + Lo(z:)||g < (a4 0)2(a+ )R = 2(a + 0)*R.

Logo,

N(6)
| Bu(w; + Lo(x:),2(c + 6)°R)

Jj=1

cobre L(B; N L(X)) em H. Escolhendo para cada j € {1,2,...,N(0)},
245 € By (wj + Lo(x;),2(e + 0)2R) N L(B; N L(X))

temos que
N(0)

U Bu(xi, 4(a +6)*R)
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¢ uma cobertura para L(B; N X), a qual contém N(#) bolas. Observe que

N(6)
L(X)=LLX)=LLX)nX)cL| | |JB|nX
=1
Sendo assim,
N(6) N(6) N(6) N(6)
rx)ycrL||yBnx|=JLBnX)C By (v, [2(a + 0))°R).
i=1 i=1 i=1 j=1
Portanto,
N(6) N(6)
i=1 j=1

é uma cobertura para L*(X) a qual contém (N (6))? bolas.

Definindo
Vo ={zij, i,j € {1,2,...,N()}}
temos #V, = (N(0))? e Vo C L*(X).Seja x € L*(X). Existem 7,5 € {1,2,...,N(0)}
tais que = € By (w4, [2(o + 0)]2R). Logo,

inf ||z —yllg < |z — 2yl < [2(a +0)PR.
yeV2

Desse modo

sup inf [z —yllw < [2(a +O)]°R,
zeL2(X)YEV2

ou seja,

distyr(L(X), Va) < R12(cx + 0)]*

Prosseguindo com este raciocinio obtemos uma sequéncia {V;} de conjuntos tais que

Vi C LF(X), (2.22)
L*X) C | Bu(v.[2(a+0)*R), (2.23)
dist (LF(X), Vi) < R[2(a + 0))F (2.24)

(2.25)

#Vi, = (N(9))", (2.26)
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para todo k € N.
Para cada k € N facamos Ej, := L(Ey_1) U V. Definimos

E=|JE e M=E", (2.27)

onde E" indica e fecho de F em H. Vamos mostrar que M satisfaz a tese do Teorema.
Convém observar que nao é garantida a inclusao ol C X, o que possibilita questio-
namentos quanto a coeréncia da imagem direta L(M). Entretanto, as hipoteses (2.15)
e (2.16) aliadas a imersdo compacta de H; em H, nos dao que L é uniformemente
continua relativamente a norma de H. Assim, L admite uma tnica extensao unifor-
memente continua L a X . A saber, para cada = € YH, Z(x) = lim L(z,), onde (z,)
é qualquer sequéncia em X com z,, — = em H (para maiores detalhes ver referéncia
[13]). Como E" ¢ YH, faz sentido o conjunto L(M) ao qual iremos nos referir por
L(M). Cabe ainda salientar que as hipoteses assumidas para L valem também para

o~

L, com as convenientes adequacoes.

(i) L¥(M) C M, para todo k € N.
De fato, dado x € E temos x € Ej para algum k € N. Dai, L(x) € Ex,q =

L(Ex) U Viiq. Consequentemente L(z) € E mostrando que
L(E) C E.
Agora, dado r € M tem-se x = limz,, com z,, € E. Pela continuidade de L temos

L(z) = L(limz,) = lim L(x,).

Desde que z,, € E tem-se L(z,) € E, para todo n € N. Assim L(x) € BN = Me
portanto

LM)cCc M
Usando inducao verifica-se que

LF(M) c M,

para todo k € N.
(1) dimp(M) < 0.

Comecamos relembrando os seguintes resultados da Analise Real, os quais podem
ser encontrados em [12]. Consideramos X C R, a € R um ponto de acumulagao de X

e f: X — R uma funcao:
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(i) Se existe lim f(z) entdo f ¢é limitada em uma vizinhanca de a, isto é, existem
r—a
A, > 0 tais que |f(x)] < A sempre que z € X e 0 < |z —a| < 9.

(ii) Se f é limitada em uma vizinhanga de a, entdo limsup f(z) < oo.
r—a

Direcionaremos a demonstracao deste item no sentido de mostrar que a funcao

In N,(M, H)

1
In -
,

T

é limitada em uma vizinhanca de 0, podendo assim concluir o desejado.

Verifiquemos inicialmente que, para todo n € N,

U Bx c L"(X). (2.28)

k>n

Note que, como Fy C X e V| C L(X), temos
Ey=L(Ey)uVy C L(X).
Desde que V5(X) C L*(X),
Ey=L(E) UV, C L*(X).
Por inducao, obtemos
E, c LF(X), Yk eN. (2.29)
Observe ainda que L(X) C X implica, também por indugao,
LX) c LX), Yk eN.
Agora, fixado k € N tem-se
LMP(X) c L*X), ¥YpeN. (2.30)

Ja sabemos que esta inclusao é vélida para p = 1. Suponha que vale para p. Usando o

fato de que L(X) C X temos

L) (X)) = LMP(L(X)) € LFMP(X) € LF(X),
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e isto demonstra (2.30). Finalmente, sejam n € Ne k > n. Entdo k = n+pcom p € N.
Por (2.30) L""P(X) C L"(X), ou seja, LF(X) C L"(X). Mas por (2.29), Ex C Li(X).
Logo Ej C L"(X) e portanto (2.28) estéd verificado. Por (2.28) e (2.23) segue que

U B ¢ | Bu(v.[2(a +0)]"R),

k>n veEV,
o que implica em
H H
UE c U Bu(v.2(a+0)"R)
k>n vEVR
ou seja,
UE < | Bu(v.20a+0)"R) . (2.31)
k>n veEV,

Agora fixe 0 < r < 2R(a+ 6). Sendo 2(a+0) < 1, temos lim R[2(a + 6)]" = 0.

n—00

Assim, existe ng € N tal que
n>ng = R2(a+0)]" <r.

Desse modo, o conjunto

{neN; R2(a+0)]">r}

é limitado e por isso possui um elemento méaximo m(r). Fixe n = m(r) + 1. Observe

que

M:@H: (UEk) U (UEk>H UEkHUUEkH

k=1 k<n k>n k<n k>n

Como Uk<n E} é um conjunto finito e portanto compacto em H, segue que

M = (U Ek> UUEkH.

k<n k>n

Logo,

N,(M, H) < N, (U Ek> + N, (U EkH) . (2.32)

k<n k>n

Como R[2(a + 0)]" < r (pois n > m(r)), por (2.31) resulta que

U EkH C U By (v,r)

k>n vEV




e entao

N, (U E,f) < #V, < N(O)".

k>n

Definindo Ny := max{2, N(6)}, temos

N, <U Ek> < #V, < N < Np+L

k>n

Para qualquer A C H relativamente compacto temos

N,(A, H) < #A
pois
AcC U B(v,r).
vEA
Logo,

N, (U Ek> <# <U Ek) <Y #E =#E +#E+ -+ #E, 1.

k<n k<n k<n

Recorde que, para todosa € Ren € N,
a"—1=(a—1D(a"+a" "+ +a*+a+1).

Lembre ainda que Ey = {x¢} de onde temos #L(Ey) = 1. Uma vez que Ej,

Vi, temos

#Ep < H#L(Ey1) +#Vi

para todo k € N. Dai, como Ny > 2,

#E, < H#L(E) +#Vi <1+ N(0) <1+ N,

#Ey < #L(E) +#Va < 1+ N(0)+ N(0)*> <1+ No+ N;.
Segue por inducao que, para todo k£ € N,
k
#E <D NG
i=0
Como

k+1
§ jvz fJ i —1 jvk+1
No—-1 o
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(2.33)

(2.34)

= L(Ej_1)U
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temos que
#E), < Nyt

Portanto, (2.34) nos diz que

N, (LJ.E@) <NJ+N3+- + NP <1+ No+ NS+ N5+ + N

k<n

Disto, por (2.32) e (2.33)

Nn+2 -1
N,(M,H) <14 No+ N+ NG+ + N+ Nt = h < Ny,
0 —
Podemos assim concluir que
In N, (M, H) < In N2, (2.35)

Por outro lado,

1 1

mi(r ].
R2(a+ 0" 2 1= poramm <5 = o <R[2(a n e)]mm) slho

Desse modo,

1 1 B 1
- < -

ml ( 1 ) 1 L\ "0
r R[2(cr + 0)]m() In—+1n (—Q(a n 9))

e por (2.35) resulta que

In N, (M, H) In NJ+2
In 1 < 1 1 m(r) "
- In—+In{——
r nR+n(2(a+8)>
ou melhor
In N,(M, H In NJ"+
= (/\14’ ) Sl . (2.36)
lIl — 1 1 + 1 1 mT
r "R 210
Note que,
In N +8 B (m(r) + 3) In Ny
m(r) 1 1
1 1
m—an(— In—= +m(r)In (—>
nR+n(ﬂa+m> R 2(ar+0)
B 1 B 1
In % +m(r)In (—2((11%)) Inl m(r)In <2(a1+9)>

(m(r) +3)In N, () +3) I Ny | (m(r) +3)In N
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Além disso,

R2(a + O)]™" I < = [2(a 4 0)" ! < % = (m(r)+ 1) In[2(a+6)] <In %

Como 2(a +6) < 1, In[2(a + 0)] < 0 e entdo, multiplicando ambos os membros da

ultima desigualdade por 1/(In[2(c + 6)]) obtém-se

In
(m(r)+1) > s £ o]

ou ainda

In =
m(r) > (a1 0)] 1.

Desta desigualdade concluimos que lirr(l] m(r) = oo e, consequentemente,
r—

1 1
o Y| T 1
r— r—
ln% N m(r) In <m) m(r) In (m)
(m(r)+3)In Ny~ (m(r) + 3)In Ny (m(r) + 3)In Ny
— lim (m(r) + 3)In Ny — lim m(r) In Ny fim 31n Ny

"YU (r) In <m> "Ym(r) In <m> " m(r) In (@)
In NO

—
In (2(a+9)>

Portanto, existe

In NJ+2

lim .
r—0 1 1 1 1 m(r)
"R 200

Desse modo, a fungao que a cada r € R associa o ntimero real

In N2

I~ 41 ! -
JE— n—
"R 2(c + 0)

é limitada em uma vizinhanga de 0. Por (2.36) resulta que

In N, (M, H)
1 9

In —

,

T =



é também limitada em uma vizinhanca de 0 e entao

, In N, (M, H)
lim sup — 1 <,
r—0 In=
,

ou seja, dimp(M) < oco.

(#12) Atracao exponencial.

Primeiramente, veja que
dist 7 (LF(X), M) < dist (L*(X), E).

De fato, seja # € L*(X). Como

{lz = ylle; v € EY C{llz —yllu; y € M}
por propriedades do infimo temos

inf{{|lz —yllu; y € M} <inf{[lz —yllu; y € E},
ou seja,
Jnf [lz —ylln < inf [l —ylx.

Logo

sup inf ||z —yllg < sup inf ||z — vy,

zeLk(X) YEM zeLk(Xx)YEE

isto &, disty(L*(X), M) < distg(L*(X), E).

Agora, sejam k € N e x € L¥(X). Dado z € V, tem-se z € E e por isso

. B < g — 2.
inf [lz = yllr < [lv — 2|
Por definicao de infimo segue que
inf ||z —y| < inf ||z — 2|
inf [lo —yll < inf Jlo — 2|
Passando ao supremo obtemos,
sup inf ||z —y|| < sup inf ||z — z||
zeLk(X)YEE weLk(X)*€Vk

ou seja,

dist(LF(X), E) < disty(L*(X), V).

70
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Por (2.24) vem
distz (L*(X), E) < R2(a +0)]*, ¥V k € N.

Seja a = 2(a + ). Temos
a<1l=Ilha<0= —Ina>0.

Além disso,
Rak _ Relnak _ Reklna _ Re—k(—lna)

e, portanto, o resultado segue com o = R e w = —Ina. [

O proximo resultado serd util no estudo de atratores exponenciais para equacoes
de campos neurais, o que serd feito no proximo capitulo. O mesmo pode ser encontrado
em Fabrie [6].

Teorema 2.3 Sejam (H,d) um espago métrico e {S(t)} um semigrupo agindo sobre
H tal que, para todot > 0,

d(S(t)ur, S(t)us) < CeX'd(uy,us), ¥ ur,us € H, (2.37)

onde C >0 e K > 0 sao constantes. Assuma que existam subconjuntos My, My, M3 C

H e constantes Cy,Cs, oy, a0 > 0 tais que

disty (S(t) My, M) < Cre™™", V£ >0 (2.38)
€
disty (S(t)Ma, M3) < Che™ %, ¥ ¢ > 0. (2.39)
Entao,
disty (S(t) My, M3) < C'e™t, Y £ >0
onde "
C'=0CC,+0Cy e o/:min{ —;&1,%}.

Demonstracao: Sejam t > 0 e z € S(t)M;, digamos x = S(t)u; onde uy € M.
Escrevendo t; =ty = % temos t = t; + t5. Por (2.38) temos
sup inf d(z,y) < Cre” ",
z€S(ty) M, YEM2

de onde obtemos

inf d(z,y) < Cre " YV x € S(t)M;.

yEM>
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Em particular,

inf d(S<t1>U1,y) < Cleialtl.

yEMo

Sendo assim existe us € My tal que

d(S(ty)uy, ug) < Cre” ", (2.40)

Analogamente, usando (2.39) obtemos uz € M3 de sorte que

d(S(ta)ug, uz) < Che™ 22, (2.41)

Usando (2.37) temos
d(S(t)uy, S(ta)us) = d(S(t2)S(t)ur, S(ta)us) < Ce X2d(S(t))uy, uy)
e por (2.40) segue que
7d(S(t)uy, S(ta)ug) < CCre Kizmonty, (2.42)

Agora, por definicao de infimo
inf d(r,y) = i d(S(Eur,) < A(S(Eu, us) < A5, S(ta)us) + d(S()us, ).

Por (2.41) e (2.42) vem que

K+ao a
ir}\g d(%,y) < CclefKt2*altl + Cgeiaﬁ? _ CCI€, J; 14 4 02677215_
yeMs

Ora,

K+« K+« K+a ,
"< ; Lo il Lt </t = e Tt < et

e da mesma forma vé-se que

«

_& — !
e 2t < g7t

Considerando as estimativas obtidas acima, é possivel observar que

inf d(z,y) < CCre ! + Cpe 't
yEeMs3

e por consequéncia, passando ao supremo com z € S(t)M;
sup inf d(x,y) < (CCy + Cy)e .
zeS(t)My YE€Ms
De (2.37) e da defini¢ao de C” segue que,
dist (S(t) My, M3) < C'e™ 't

e o teorema fica provado. [



Capitulo 3

Existéncia de Atratores para uma

Equacao de Campo Neural

Neste capitulo, apoiados em [20] e [21], aplicamos os resultados abstratos dos
capitulos anteriores para o semigrupo gerado pela equacao de campos neurais no es-
pago de fase L?(S'). Mais precisamente, estudamos a existéncia de atratores globais e
exponenciais para o fluxo gerado por esta equacao.

Considere a equacao,
wp(z,t) — J % (fou)(x,t) +ulz,t) =h (3.1)

sob a condicao inicial

u(0,x) = up(x). (3.2)

onde h é uma constante positiva, J € C'(R) é uma fungdo par niao negativa com
suporte em [—1,1]. A convolucio na equacio (3.1), entre J e a funcdo positiva nao
decrescente e nao linear f(u) é definida por

Ta(fou)e.t) = [ I —y)fuly.t) dy

R

A equacao (3.1) foi introduzida na literatura por Wilson e Cowan (ver referén-
cia [23]) para modelar um campo neural unidimensional. Em (3.1), u(z,t) denota o
potencial médio do tecido na localizacao x e tempo ¢ e, o termo de convolucao ¢ inter-
pretado como interacoes neurais. A fungao f representa a atividade neuronal é gerada

e a constante h denota alguma forca externa aplicada ao campo.
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3.1 Formulacao do Problema em Condicoes Periodi-

cas

As solugoes procuradas para a equagao (3.1) sdo fungoes 27 periddicas. Neste

caso ¢ natural dotar a equacao (3.1) com condigoes de fronteira periddica sobre [—7, 7],
u(—,t) = u(t,t).

A partir dai é possivel estabelecer uma relagdo entre as solugoes de (3.1) e as
solucoes de um problema similar considerado sobre S!, o que serd feito mais adiante,
pois nosso objetivo é estudar o comportamento assintotico da equacao (3.1) quando
posta sobre o dominio limitado S'.

A notagao || - [|,, sera usada para indicar a norma em LP(S'), 1 < p < oco. O
produto interno em L?(S') serd denotado por (-, ).

Mais adiante, estudaremos a boa posicao em L*(S') do problema

u(0,z) = ug(x)

, (3.3)

ou seja, estaremos interessados em garantir que existe uma tnica solucao do problema
(3.3) em L*(S'), a qual depende continuamente do dado inicial. Vale salientar que, a
depender das hipoteses sobre f, este problema pode admitir existéncia e unicidade de
solucao em diferentes espacos de Banach. Por exemplo, suponha que f é globalmente
Lipschitziana com constante de Lipschitz igual a M > 0. Desse modo, para qualquer

reR
[f (@) = [F(O)] < [f(x) = f(0)| < M|z -0
0 que implica em
f(2)] < M|z| + &, (3.4)

onde k = |f(0)]. Seja Cp(R) o espaco das func¢oes de R em R continuas e limitadas. A
aplicacao || - [|cm) : Cp(R) — R dada por

l9llcm) = sup |g(z)],
zeR

define uma norma em Cy(R) e mais, o par (Cy(R), || - [[¢m)) € um espago de Banach.
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Considere F': Cp(R) — Cp(R) dada por
F(u) = —u+J*(fou)+h.

Observe que J tem suporte compacto pois supp J ¢ um fechado contido no compacto
[—1,1]. Além disso, dado u € Cy(R), f o u & continua e por isso pertence a L; (R).

loc

Pela Proposiciao A.8 segue que J  (f ou) é continua. Agora, dado z € R temos

(T (f ou))(2)| =

[ e = wstut) dy' .

/}R—j(z)f(u(x—z)) dz
1 5 1 B

< / T()] - 1 fule — 2))) dz < / 1Ty (M — 2)] + &) d=
-1 -1
1 ~ ~

< /_1 ||| ooy (M [|1e]| ooy + k) dz = 2|| T || Loo () (M ||| oo () + &)

e portanto J x (f ou) é limitada. Este raciocinio garante a boa defini¢do de F. Dados

u,v € Cy(R) temos que

1E () = F(0) ey = | = w+ T * (f ou) + htv =T (f ov) = hlleym

< lu—vlleym + 1 (f ou) = T * (f 0 )lleym)-
Dali,
1E(u) = F(v)lleym < llu = vlleym + 1% (F o u = £ ov)lleym)-
Dado x € R temos,

[ * (fou— fouv)(z)] =

[ = lrenw - oo dy\

- \—/RJ(zn(fouxas—z) —(fou)a—2) dz

< [ V@I Ifute = 2) = Flola = ) d:
< ]\/[/_1 |J(2)] - |u(z — 2) —v(z — 2)| dz
< 2| |l @y M1 = vlleye).

Logo,

1F () = F(0)lley@ < (1+ 2] =@ M)llu = vl
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mostrando que F' é Lipschitziana. Pelo Teorema A.10 segue que, para cada ug € Cy(R),
o problema (3.3) possui tnica solugao em Cj(R).
Suponha que X é um espaco Banach de funcgoes reais onde o problema esta bem

posto (X = Cy(R), por exemplo) e considere o conjunto
Py, = {u € X;u é 27-periodica}.

Note que Py, é um subespaco de X. Afirmamos que este espaco é invariante pelo
Problema (3.1), ou seja, se ug = u(-,0) € Py, entao a solucao u(z,t) de (3.1) é 27-
periodica. De fato, seja u(z,t) a solu¢do de (3.1) com u(-,0) = ug € Py,. Definindo
v(z,t) = u(r + 27,1t) temos

31}(;{75) _ 8u(x;—tQT,t) = —u(z+2m,t)+ J* (fou)(z+27,t)+h

——ua+2r.0)+ [ I+ 2 =) f(ulyt) dy+ b

Fazendo z = y — 27 obtemos

ov(x,t)
ot

= —u(z+2n,t)+ [ J(x—2)f(u(z+27,t)) dz+h

= —u(x+2r,t) + | J(x—2)f(v(z,t)) dz +h

—

= —v(x,t)+ J = (f

e}

v)(x,t) + h.
Logo v(x,t) é solugao de (3.1). Além disso,
v(z,0) = u(z + 27,0) = up(r + 27) = up(x).

Portanto, v(z,t) é solu¢do do problema (3.3). Pela unicidade de solugao dada no
Teorema de Cauchy Lipschitz Picard (Teorema A.10), segue que v(z,t) = u(z,t), ou
seja,

u(z + 27,t) = u(x,t),vt >0

mostrando-nos que u(-,t) é 27-periodica.
O seguinte Lema lista alguns fatos sobre funcoes periddicas que serao de nosso

interesse.
Lema 3.1 Sejam u,v: R — R funcoes T-periddicas. Entao:

(i) Para cada x € R fizo, a funcao u(y) = u(z —y) € uma fungao T-periddica.
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11) O produto uv € uma funcao T-periddica.
p ¢ D
(131) Para qualquer funcao f: R — R, a composi¢ao f ou € T-periddica.

(iv) Se u € integrdvel entao, para qualquer a € R,

/aa+Tu(x) dz = /Oru@) dz,

ou seja, o valor da integral definida em qualquer intervalo de comprimento T € o

mesmo, independente do extremo inicial.
Demonstragio: (i) Dado y € R,
iy+7)=u@—y—7)=uz—y—7+7) = ulz —y) = a(y).
(ii) Para qualquer z € R,
(w)(z +7) = u(z +7) - vz +7) = ulz)o(z) = (w)(z).
(iii) Para qualquer = € R,
(fou)(w+7) = flulz+7)) = fu(x)) = (f o u)(x).

(iv) Dado a € R temos a = m7 + 1, onde m € Z e 0 < |r| < 7. Dai,

a+t (m+1)7+r (m+1)T (m+1)7+7r
/ u(z) dx :/ u(z) doe = / u(x) dx +/ u(z) de.
a (

mr—4r mr+r m+1)r
Facamos as seguintes mudancas de variaveis: na primeira integral x = y + m7 e

na segunda z = y + (m + 1)7. Com isto, temos

/(;HT u(z) de = /TT u(y +mr) dy + /Or(y+ (m + 1)7) dy.

Usando a periodicidade de u obtemos

o

/u dy+/r (y) dy

u(y) dy,

I
N

como queriamos. [ |

Lema 3.2 Seja T € R, um nimero fizo. Para cada x € R existemm € Z er € [—1,T]

tais que © = m(27) + 7.
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Demonstragao: Dividindo x — 7 por 27 obtemos, © — 7 = ¢(27) + s onde ¢ € Z e
0<|s| < 2r. (3.5)
Logo,
r=q27)+s+T. (3.6)

Se |s + 7| < 7 entdo o resultado fica demonstrado com m =qger =s+7. Se s =0
entao o mesmo vale com m = g e r = 7. O resultado também é vélido para s = 7,
bastando tomar m =q¢+1er = 0.

Assuma que |[s+7| > 7,5 # 0e s # 7. Desse modo, s+7 < —7 ou s+7 > 7. Mas
a primeira possibilidade implica em s < —27, o que contradiz (3.5). Logo, devemos
ter s+ 7 > 7, 0 que implica em s > 0 e, como s # 0, resulta em s > 0. Temos duas
possibilidades para analisar: s < 7 ou s > 7.

Se s < 7 entdo, considerando t =7 — s temos 0 <t < 7e s =7 —t. Por (3.6)

resulta
r=q27)+7—1t+7=(¢+1)(27)+ (1)

e o resultado segue com m =q+1er = —t.
Se s > 7 entdao s = 7 + r para algum r > 0. Neste caso devemos ter r < 7 pois

do contrario teriamos s > 27 contrariando (3.5). Sendo assim temos por (3.6),
r=q2T)+T17+r+7=(q+1)27)+r,

e o resultado segue com m = q + 1. [

Lema 3.3 A aplicacio ¢ : R — S' dada por

TiT

p(r) =e-
estda bem definida e satisfaz os sequintes itens:
(i) ¢(-7.7]) = S
(17) p(x) = —1+0i se, e somente se, t =T ou T = —T.
(ii1) @|(—rr) € injetiva.

(iv) ¢ € 27-periddica.
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Demonstracao: Claramente ¢ esta bem definida pois

T . T
= ‘COS (—) + 2sen (—)‘ =1.
T T

TiT

e T

Vamos demonstrar os itens (i) e (4i).
(i) Observe que p([—7,7]) = S'. De fato, a inclusao p([—7,7]) C S' é evidente. Por
outro lado, dado p = (a,b) € S!, seja 6 a medida do angulo que o vetor (a,b) forma
com o eixo das abscissas. Temos,

a=cosd =cos| = (Z0)] e b=send=sen |~ (Z0)].

T \T0 T \T0

Logo,
T T
a:cos<—> e b:sen(—),

T T

-
onde x = —. Dai,
0

p = a -+ ib = cos (—) + isen (—) =er =p().
T

Além disso,

e portanto p € ¢([—7,7]), o que mostra a inclusao S! C o([—7,7]) e nos permite
concluir a igualdade ¢([—7,7]) = S'.

(74) Por um calculo direto vemos que

o(1) = p(—7) = -1+ 01.

Para verificar a reciproca, suponha que x € [—7, 7| é tal que p(z) = —1 + 0i. Entao,
coS (E> + isen (E) = —1+10.
T T

Por igualdade de ntimeros complexos,

COS(E) :—1:(3057'(:>H::|:7T—|—2]{Z7T:>$::|:7'+2k'7',
T T

para algum k € Z.
Se © = 7 + 2k7 entao |r — 7| = 2|k|7. Supondo |k| > 1 temos 2|k|T > 27, de

modo que |x — 7| > 27, o que contradiz o fato de que = € [—7,7]. Portanto |k| <1
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e, desde que k € Z, temos k =1 ou k = —1. Mas k = 1 implica z = 37 0 que é um
absurdo, pois x € [—7,7|. Portanto k = —1 e x = —7.
Se x = —7 + 2kT entao
|lv — 7| = | — 27 + 2k7| = 27|k — 1].

Como z € [—7,7] segue que |k — 1| < 1, ou seja, 0 < k < 2. Logo k=0, k =1 ou
k = 2. Mas k = 2 implica x = 37, o que é absurdo pois z € [—7, 7]. Portanto k = 0 ou

k =1 o que nos d4 x = —7 ou x = 7.Por calculo direto vemos que
Pl7) = p(=7) = 1+ 0i
Suponha que x € [—7,7] é tal que p(z) = —1 + 0i. Entao,

CoS (E> + 7sen (E) = —1+10.

T T

Por igualdade de ntimeros complexos,

T T

para algum £k € Z.
Se x = 7 + 2k7 entdo |x — 7| = 2|k|r. Supondo |k| > 1 temos 2|k|T > 27, de

modo que |x — 7| > 27, o que contradiz o fato de que = € [—7,7]. Portanto |k| < 1

e, desde que k € Z, temos k =1 ou k = —1. Mas k = 1 implica x = 37 o0 que é um
absurdo, pois x € [—7,7|. Portanto k = —1 e x = —7.
Se x = —7 + 2kT entao

2k|lT =z 47| < |z|+7 <27

Dividindo ambos os membros por 27 obtemos |k| < 1. Portanto k =0 ou k = 1 o que
nosdir=—-rouzxr=r.
Concluimos que se p(z) = —1+ 0i entdo x =7 ou v = —7.
(i7i) Dados =,y € (—7,7T)
o(x) =p(y) = e = e = cos <—> + isen (—) = cos (_y) + isen <@) .
Sendo assim,

cos<ﬂ>:cos<@>iﬂzi@—i-%ﬂjx:iy‘i‘%ﬂ
T T
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para algum k € Z. Assuma que x = y + 2k7. Assim
[z —y| = [2k7| = 27k|

de modo que nao podemos ter |k| > 1 pois, do contrario, teriamos |z — y| > 27 o que
é um absurdo, uma vez que z,y € (—7, 7). Dai, segue que |k| < 1 e consequentemente
k = 0. Logo, x = y.

Suponha agora que x = —y + 2k7. Neste caso temos
2|k|T = |z +y| < |x| + |y| < 27.

Dividindo ambos os membros por 27 obtemos |k| < 1 e mais uma vez concluimos que
k = 0, de onde segue que x = y.

(iv) Dado = € R temos

Portanto, ¢ é 27-periodica. Dado v € F defina u : R — R por u(z) = v(p(x)). Dado

z € R temos, pelo item (iv) do Lema 3.3,
u(z 4 27) = v(p(x + 27)) = v(p(x)) = u(x).
Isso nos diz que u € P, [}

Proposigdo 3.1 Seja F := {v : S! = R; v € funcao}. Cada elemento de Py pode

ser identificado com um unico elemento de F.

Demonstracao: Considere a aplicacao T : Py, — F, que a cada u € Py, associa
Tu € F definido da seguinte maneira: dado z € Sy, escolha x € [—7,7] com z = ¢(z)
e ponha (Tu)(z) = u(x).

Dado u € Py, note que Tu estd bem definida. De fato, para z € S' o Lema 3.3

garante a existéncia de € [—7, 7] com z = ¢(z). Suponha que existam x,y € [—7, 7]
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tais que z = p(z) e 2 = p(y). Se z = —1 4 0i entdo, pelo Lema 3.3, tanto x quanto y
s6 podem ser ou —7 ou 7. Caso sejam ambos iguais —7 ou ambos iguais a 7, é claro
que u(z) = u(y). Se porém x = —7 e y = 7 (e 0 anédlogo vale se y = —7 e & = 7), como
u é 27-periodica temos, u(zr) = u(—7) = u(7) = u(y), o que garante a boa defini¢ao de
Tu em z. Agora, suponha z # —1 + 0:. Entao x e y sao ambos diferentes de —7 e 7,
isto é, x,y € (—7,7). Pelo Lema 3.3 temos que a restrigao de ¢ a (—7,7) é injetiva e,
portanto, p(z) = ¢(y) implica em z = y e, portanto, u(z) = u(y). Logo, T'u esta bem
definida para todo u € Py, e, por conseguinte, T" estd bem definida.

Vejamos agora que 7' é linear. Sejam u,v € Py, e A € R. Dado 2z € S! considere

x € [—7,7] com z = ¢(x). Temos,

(T (u+ M)|(2) = (u+ M) (z) =u(z) + Mv(z) = (Tu)(2) + N(Tv)(z)
= (Tu+ A\Tv)(2).

Portanto, T'(u + Av) = Tu + \Tw.
Suponha que u € Py, ¢ tal que Tu = 0. Entao (Tu)(z) = 0 para todo z € S'.
Dado z € [T, 7], pela definigao de ¢, p(x) € S!. Logo, pela definigao de T,

u(@) = (Tu)(p(x)) = 0.

Agora, dado y € R, pelo Lema 3.2 podemos escrever y = 2n7 + r onde n € Z e
r € [-7,7]. Usando a periodicidade de u e o fato de que u(xz) = 0 para z € [—7, 7],

podemos notar que
u(y) = u2nt +7r) =u(r) =0.

Portanto u = 0 e assim concluimos que T' é injetiva. Desse modo T' : Por — T'(Py,)
é um isomorfismo algébrico. Podemos entao identificar o elemento u € Py, com o
elemento Tu € T'(Py,) C F. u

Consideremos X = Cy(R). Assim Py, = {u € Cp(R); u é 27-periddica}. Assuma
que 7 > 1. Denote por J™ a extensio 27-periodica da restricio de .J ao intervalo [—7, 7],

ou seja,

r(z) = {(:c), se x € [—T,T]
J(r), onde x =m(27)4+r, meZere[-1,7], sex ¢ [T, 7]
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Figura 3.1: A esquerda a funcio J e a direita sua restricio a [—T, 7]

NN SN SN

Figura 3.2: Extensiao 27 periodica da restricio de J a [—7, 7]

A funcdo J7 definida desta maneira pertence a Py, e, pela Proposicio 3.1, pode
ser identificada com o elemento T'(J7) de F, onde T é dada na referida Proposicao.
Defina J := T'(J7).

O proximo resultado estabelece uma relacdo entre as solucoes de (3.1) e o pro-
blema similar, considerado em S!. Uma vantagem do estudo em S! é o fato de trabalhar
em um dominio limitado. Dentre outras coisas, isto nos dara a validade das imersoes
de Sobolev, que serao de grande utilidade para provar a existéncia de atrator global.
Proposicao 3.2 Uma funcgao 27-periddica u(z,t) é uma solugao de (3.1) se, e somente
se, v(w,t) = u(e Y w),t) (ou seja, v ="Tu) é uma solucio de

ov(w,t)
ot

onde agora * denota a convolucdo em S' dada por

(J xv)(w) = /sl J(w - z"Y(z) dz,

= —v(w,t)+ J * (f ov)(w,t) + h, (3.7)

T .. . - . .
onde dz = —df, onde df indica a integracao com respeito ao comprimento de arco.
T

Demonstragao: Relembre que, dado w € S!, como o([—7,7]) = S!, existe z € [—7, 7]

com w = p(z).
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Afirmacido 3.1 Sejamu € Py, ev : S' — R dada porv=Tu. Sew € S' ex € [-7,7]

sGo tais que w = p(x), entao

(J xv)(w) = (J *u)(x).
Para ver isto note inicialmente que para toda u € Py,

(Jxu)(z) = / " (@ — yuly) dy.

-7

De fato, usando o Lema 3.1, temos

(Jrua) = [ = pu) dy= [ I vty dy
= [T ) dy
~ [ - yputy) dy

Agora observe que, como u € Py, temos, por (3.8),

(Jxu)(z) = / " (@ — yuly) dy.

-7

Usando as definicoes de J e v podemos escrever

Observe que,

, T\l miy iy
_— = — —_— T T — 1
Pl =—|—e e
e
_ _ Tix —i mi(z—y)
weooy) =) ply) t=eT e =e 7 =p(r—y)
Logo,

(Jea)@) = [ o) o) T W)l dv

-7

(3.8)

Como ¢ é uma parametrizacao de S', pela definigao de comprimento de arco (medido

a partir de —7) temos, para qualquer y € [—7, 7],

o) = [ 166 ds
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de onde segue, pelo Teorema Fundamental do Calculo, que

do = |¢'(y)|dy.

Dai, escrevendo z = ¢(y) temos

T T

dz = —df = —|¢'(y)ldy

™ 7r

e entao, pelo Teorema de Mudanca de variaveis,
(Jxu)(z)= [ J(w-zYo(z) dz = (J*v)(w).
Sl

Assim, fica provada a afirmagao.

Suponhamos agora que u(z,t) é uma solucdo 27-periddica de (3.1), temos

8@(81;, t) _ au(wat(w)at) = —u(p (W), t) + J* (fou)(p t(w),t) +h

= —v(w,t) +Jx (fou)(z,t) + h.

Pela Afirmacao (3.1) temos

Tx (fou)(z,t) =T (fov)(w,t).

Logo,
(%(au;, ) = —v(w,t) +J * (fov)(w,t) + h,
ou seja, v é solugdo de (3.7). Reciprocamente, suponha que v(w,t) é solugdo (3.7).
Entao,
du(z,t)  Ou(p™'(w),t)  dv(w,t)
ot ot ot
= —v(w,t)+ J * (f ov)(w,t) + h,
= —u(p Nw),t) + J* (fou)(z,t) +h
= —u(x,t)+ J * (fou)(x,t) + h
e, portanto, u é solugao de (3.7). [ ]

Observacao 3.1 Os resultados para convolucao em R™ sao wvdlidos para a convolucao

em S' definida no enunciado da proposicao anterior.

Apresentaremos agora a Desigualdade de Poincaré em H'(S'), baseados em Ro-

binson (ver [18] ).



Lema 3.4 (Desigualdade de Poincaré) Para todo u € H'(S') temos
[ulla < =[Jul]
U U .
2 HL(SY)

Demonstracgao: Iniciamos verificando a seguinte afirmagao:

Afirmacgéao 3.2 Se u € H'([—7,7]) é uma fungdo 27-periddica (isto é u(—)

entao
T
||uHL2[7T,T] S % HUZEHLZ[*T,T} .

De fato, de acordo com Robinson [18|, podemos escrever

wik
u = g cpe ™,

keZ

onde c_p =Ty € Z |k|?|ck|* < 0o. Sendo assim,
keZ

fulag ) = <chez Z>
L2[—7,7]

keZ JEZ
_ mik mij
:E E ckcj<efx,ef””> )
- L2[—7,7]
keZ jeZ

Dados k,j € Z temos

Se j = 0 entao

T omik, T mkx . wkx
akj:akoz/ er d:z::/ cos — + 7sen — dzx.

Desse modo,
T k T k
g = / cos (H> dx —i—i/ sen (H) dx
., T _, T
— Lse @ ! + 1 _L @
7k o T . ! 7k o8 T .

= Lk(semrk — sen(—7k)) — i Tk (cosk — cos(—mk))

™ ™

T

=0.

Analogamente mostra-se que o; = 0. Portanto,

||UH%2[T,T] = Z Z ckc_jakj’

keZ* jeZ*

86

(3.11)
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Agora, para k,j € Z*,

(Wk‘l‘) <7rj93) (ka) (ij)]
cos| — Jcos| — ) +sen | — |sen | — || dx
T T T T
Logo,
T k . T k .
Ogj = / cos (ﬁ) cos (Mx) dx —i—/ sen (H> sen (w) dx
. T T . T T
7 wkx Tjx 7 Tjx wkx
+1 sen | — |Jcos | — | dx —1 sen | — ) cos [ — | dx.
. T T ., T T
Usando relagoes de ortogonalidade (ver Figueiredo [7]) obtemos, para todos k,j € Z*,

) T ose k=3j (3.12)
0, se k#£j

akj

Por (3.11) segue que

|U||L2 —7,7] Z CkCrT =T Z e (3.13)

kez* kez*
Analogamente,
d mik d g
2 mik wij
[uallL2p—rr = <%ch6 T, %che T m>
keZ JEZL LQ[—T,T}
ik wik . Z 7T’lj mij
= Ccp—e T ci——e'r
k - ) : g -
keZ JEZ L2[—7,7]
mik )
Yyt (o)
-
ke€Z jeL
. Z Z c wik c )
- ' k - J kj
keZ* jEZ
Usando (3.12) temos
Tik |?

7T
T= lal kP

keZ*

HuﬂvH%Q[—T,T} = Z

keZ*

Ck_
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de onde podemos concluir que

2
s
[ —— = D eIk (3.14)
kez*
Dado k € Z*,

k2> 1 = |enl?|kI? > |enl? = 7lenlP k> > 7lel?

Com isto obtemos

P feP <7 3 lenPIk?

keZ* keZ*
e por (3.13) resulta que
s e <73l IR (3.15)
kezZ*

Note que, por (3.14)
72 2 217,12
Sllualzeprn =7 > leklIk]
keZx*

e entao, por (3.15),

2

HUH%Q[_TW] S |u9€”%2[—7',ﬂ'

|
Portanto,
e
HUHLQ[—T,T] S ;HuLEHLQ[—T,T}

e a afirmacao fica demonstrada.

Agora, seja u € H'(S') e considere a funcao

v: [-n,7] - R
r =ov(z) =u(p(z)),

onde ¢ : R — S' é dada por

Usando o Teorema de Mudanca de Variaveis obtemos

[ Jutw)Faw = [ )Pz =T [ ok

-7 -7
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Desta igualdade concluimos que v € L?[—7, 7] e além disso

-
lelze@y = —lollzeir- (3.16)

Analogamente,

[ o= [ el Pl Ty = = [ uatetu) Py

—T
Pondo w = p(x) temos, a partir da Geometria Diferencial,

() = ) = - (u(p(a))) = ().

Logo,

T T
[ JuPao =T [ by

—T

Sendo assim v, € L*[—7, 7| e mais,

-
||Uw||2L2(SI) = ;H%H%qqﬁ]- (3.17)

A partir de (3.16) temos, pela Afirmagao 3.2,

T T T2 T2 T
el = 2Nl ry < = (Soluli o) = 5 (Sl o)

e, por (3.17), segue que
2
-
HUH%Q(Sl) < ﬁHUwH%Z(gl)‘

Consequentemente,

i
w21y < ;HUwHL?(sl)»

concluindo a demonstracao do lema. [

3.1.1 Boa Posicao no Espago L%(S?)

No inicio da se¢dao, comentamos que o Problema (3.3) pode admitir existéncia
e unicidade de solucao em diferentes espacos de Banach, dependendo das hipoteses
assumidas para f. Como exemplo, mostramos que isto ocorre no espacos das funcoes
continuas de R em R, supondo f Lipschitziana.

Mostraremos agora que, sob a mesma hipéotese para f, o problema (3.3) admite
existéncia e unicidade de solugao no espago L*(S!), a qual depende continuamente dos

dados iniciais.
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Lema 3.5 Se f é Lipschitziana com constante de Lipschitz M > 0 e u € L*(S'), entdo
foue L*(SY) e
I.f o ulla < Mjull, + kv/2r.

Demonstracao: Sendo f Lipschitziana temos

|f(z)] < M|z| + k, Vx € R,
onde k = |f(0)|. Dai, para todo z € S,

FE)E < e+ 1 > [ ()P e < [ ()] + 12 =
Dessa forma,
[ )P d= < 1000+ R < (Ml + k]2 < oc

e, portanto, f ou € L*(S'). Além disso, pela desigualdade acima temos

1] oulls < Mllullz + [kl

Usando o Teorema de Mudanca de Variaveis, obtemos

i = ( [ # dz);z (] %\w’(y)ldy)% =k(/_:1dy);:w7.

Portanto,

1 o ully < Mlulls + kv/2r.
||

Proposicao 3.3 Suponha que a funcdao f € globalmente Lipschitziana, ou seja, existe
M > 0 ta que,

Entao a fungao F : L*(S') — L*(S') dada por
Fu)=—u+Jx*(fou)+h
¢ globalmente Lipschitziana em L*(S').

Demonstragao: Verifiquemos inicialmente a boa defini¢do de F. Dado u € L*(S!)

temos, pelo Lema 3.5, f ou € L?(S'). Usando o Teorema de Mudanga de Variaveis,

/Sl 9@ dz = [ I I @) de

—T
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Como J e J sdo nio negativas,
T 7_ T ~
@I ds= [ 1) dz= [ Jee)Ie@] do= [ 17w o
St St —T ™ —7
~ [ U@lde= [ @)l do = 1,

Como J € Cy(R) temos J € L}(R) de modo que ||.J|| ;1) < oo. Portanto J € L}(S!),
Pelo Teorema de Young (Teorema (A.11)) segue que J * (f ou) € L?(S!). Desde que

—u, h € L*(S'), concluimos que
—u+J*(fou)+he L*SY, Vue L*S,

de modo que F' estd bem definida.
Agora, considerando u,v € L?(S!), tem-se fou — fov € L*(S') e, pelo Teorema

de Young, J * (fou — fowv) € L*S') com
|5 (fou— fov)lla < |J]1llfou—foul

Sendo assim,

[F(u) = F)lla = [ —u+J* (fou)+v—Jx(fouv)l2
<lu=vlla + [T (fou—fov)s

< lw=vllz + [J[[1]lf 0w = fov]s.
Dado w € S,

(f ou— fov)(w)] = |f(u(w)) = flv(w))] < Mlu(w) — v(w)|

o que implica em

[(f ou— fov)(w)]* < M?lu(w) —v(w)*.

Logo,

[ ou=fon@l do <2 [ Jutw) = o(w)? do

e consequentemente,

Ifou—fovly < Mlu—vl3=|fou—fouvlls < Mlu— vl
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A partir disto observamos que,
[ (fou— fov)lla < [[J[iM]lu— v (3.18)
e entao,
1E(u) = F(u)ll2 < [lu=vlla + [[[1M]lu = vz = (1 + [T M)[lu — v]l2.

Portanto F' é Lipschitziana. [

Corolario 3.1 Suponha f globalmente Lipschitziana. Entao, para cada uy € L*(SY),
o problema de Cauchy

ou(w,t)
5 = —u(w,t) + J * (fou)(w,t)+h

u(z,0) = up(x)

(3.19)

possui uma unica solu¢ao em L*(SY).
Demonstragao: Segue imediatamente da Proposicao 3.3 aliada ao Teorema A.10. m

Proposicao 3.4 Suponha que f é Lipschitziana e seja u(w,t) a solugao de (3.7) com

condi¢ao inicial u(w,0) = ug(w). Entdo
t
uw(w, t) = e ug(w) + / e T % (f ou)(w, s) + h] ds. (3.20)
0

Demonstracgao: Por hipdtese temos

ou(w, t)
ot

= —u(w,t) + J * (f ou)(w,t) + h.

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por e’ obtemos

1 Ou(w, t) t _ ot
e T—I—eu(w,t) =e'[J* (fou)(w,t) + hl,

ou seja,

d., o
a[e u(w,t)] = e'[J * (f ou)(w,t) + k.

Pelo Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard temos u € C*(]0, 00), L*(S')). Assim,
0
para cada t > 0 a fungao E[etu(w,t)] ¢ Bochner integravel em [0,¢]. Logo, pode-

mos integrar ambos os membros da igualdade acima de 0 a t obtendo, pelo Teorema

Fundamental do Célculo (ver Teorema (A.5)),

e'u(w,t) — e®u(w,0) = /0 e’[J* (f ou)(w,s) + h] ds,
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o que implica em
t
elu(w, t) = ug(w) + / e’[J * (f ou)(w,s) + h] ds.
0
Multiplicando os membros da igualde acima por e* resulta que
t
u(w,t) = e tup(w) + / eI % (f ou)(w,s) + h] ds.
0

Corolario 3.2 Suponha f globalmente Lipschitziana. FEntao a solucdo do Problema

(3.19) € continua com relagio a condi¢ao inicial ug.

Demonstracgao: Sejam u(w,t) e v(w,t) solugdes de (3.7) com condigdes iniciais g e

vp respectivamente. Pela Proposicao 3.4 temos, para t > 0 fixado,
u(-,t) —v(-,t) = e up(-) + /t e~ [T % (fou)(-,s)+ h] ds
0
— e up(+) — /Ot e T % (fouw)(-,s)+h] ds
= e "(uo(") — vo(*)) + /Ot e T+ (fou—fou)(s)] ds.

Dai,
t

efu(-,t) —v(-,t)] = [uo(-) — vo(+)] +/ e*[J* (fou— fouv)(s)] ds

0

e entao

eflu,t) = v )2 < [luo() = vo()ll2 + ‘ /O e[S« (fou—fou)(,s)] ds

2
Seja s > 0. Conforme visto na demonstra¢ao da Proposigao 3.3, Jx(fou— fov)(-,s) €

L*(S') e mais, por (3.18),
[+ (fou— fouv)(-,s)lz < I[iM|[u(-;s) —v(- 5)ll2. (3.21)

Como u(-,s) —v(-,s) € L*([0,t], L*(S")) (pois & continua) segue que J * (f ou — f o

v)(+,s) € L*([0,t], L*(S")) e entao, pelo Teorema A.6, podemos escrever

e'flu-,t) = v )2 < [luo() = vo(-)|l2 +/0 e+ (fou—=fouv)(,s)l, ds
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de onde segue por (3.21)
t
eflu-t) = vl )ll2 < [luo(-) = vo(-)ll2 +/ [Tl Me|ul-, 8) = v(-, 8)ll2 ds.
0
Pela Desigualdade de Gronwall resulta que
' flul ) = vl 1)lla < Ifuo(-) = vo()l2 €01 = Jlug(-) — g (-) | €I,
Logo,
lul-, ) = v, O)ll2 < Jluo(-) = vo(-)[l !MIHH=0"

e o resultado segue. ]

3.2 Existéncia de Atrator Global

Nesta secao mostraremos a existéncia de um conjunto compacto e invariante que
atrai conjuntos limitados em L?(S'). Para isto, além da hipotese de f ser Lipschitziana

(com constante de Lipschitz M), assumiremos daqui por diante que
M| J|; < 1. (3.22)

Dado ug € L*(S'), denotemos por u(-,t,up) a solu¢ao do P.V.I. (3.19), a qual é
dada pela formula (3.4). Pelo Exemplo 1.1, as solugdes da equagao

Ju(w, t)

e —u(w,t) + J x (fou)(w,t)+h (3.23)

definem um semigrupo em L?*(S'). Mais precisamente, definindo para cada t > 0,

S(t): LASY) — L2(SY)

ug = S(t)ug = ul(-,t, ug)

o Exemplo 1.1 nos diz que a familia {S(¢) };>0 ¢ um semigrupo. Além disso, o Teorema
de Cauchy-Lipschitz-Picard nos d& a continuidade de S(t)uy em t enquanto o Corolario
3.2 garante a continuidade em wug. Logo, {S(¢)};>0 ¢ um C°-semigrupo, no sentido da
Definicao 1.1.

Reescrevendo a demonstracao do Corolario 3.2 em termos do semigrupo .S, obte-

mos o seguinte:
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Lema 3.6 Para quaisquer ug,vo € L*(S) e para cada t > 0,
1S (8)uo — S(t)volla < flug — vl eW/IHM=11,
O seguinte resultado trata da existéncia de um conjunto absorvente para o semi-

grupo {S(¢)}+>o-

Lema 3.7 O conjunto

B := {u e LA(SY); |lull2 < 2v2r(kllJ ] + h>}

1= M|[J][x
é um conjunto absorvente para o semigrupo {S(t)} gerado por (3.7), onde k = |f(0)|.

Demonstragao: Seja By C L*(S') um conjunto limitado. Vamos mostrar que existe

to > 0 tal que, sempre que t >ty tem-se S(t)By C B. Dado ug € By e t > 0 temos

d

d , d d
EHS(t)UoH = —t<5(t)uo, S(t)uo) = <£S(t)uo, S(t)uo> + <S(t)UO> as(t)uo>

=2 <%S(t)uo, S(t)u0> =2(=S(t)ug + J * (f o S(t)ug) + h, S(t)up) .

A partir disto temos que,
%HS(WoH% = 2(=(S(t)uo, SE)uo) + (J * (f 0 S(t)uo), S(t)uo) + (h, S(t)uo)) .
(3.24)

Pela Desigualdade de Holder temos

(h, S(t)up) = /Sl(hS(t)uo)(w) dw < . ]

< 15(t)uoll2 (/S B2 dw)é

Usando mudanga de variaveis e o fato de que dw = Z|go’ (y)| dy temos
T

/ h? dw:hz/ 1dw:h2/ 1210 (y)] dy:hZ/ 1dy = h?2r.
St St P -7

(hS(t)uo)(w)| dw

Logo,

(h, S(t)uo) < ||S(E)uoll2hv/2r. (3.25)
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Agora, usando as Desigualdades de Holder e Young obtemos

(T % (f o S(t)uo), S(t)uo) :/ T % (f 0 S()uo) - S(t)uo] (w) duw

< | (f o SE)uo) 2]l S ()uoll2

< IS o SE)uo)lla]lS (#)uoll2-
Pelo Lema 3.5 segue que
(J* (f 0 S(t)uo), S(tyuo) < || [1S()uolla (M S()uoll2 + kv/27)
o que implica em
(J % (f o S(t)uo), S(tyuo) < MIIT|1llS()uoll3 + kv27 || T||1 |18 (t)uoll2- (3.26)
Usando (3.25) e (3.25) em (3.24) obtemos
%Ilg(t)w)lli <2 (—IIS(t)uOH% + M| J|1lIS@)uoll3 + kV2r [ T3 [1S (t)uoll2 + ||S(t)u0||2h\/2_7> :

Podemos supor sem perca de generalidade S(t)ug # 0 '. Desse modo,

EVar| Ty hvar )

d
LisOulz < 208 Ouoll2 | =1+ ML +
ZlIs@uol3 <2 <>uo|rz( M sl Ts@ucls

Definindo e =1 — M||J||; > 0 tem-se

d V21 (k|| J|| + R)
— 1S uo|? < 2|1S(B)ul? [ — + . 3.27
Afirmacao 3.3 Quando
2427 (k h
I5(0yun] > 22T 1) (3.%)
tem-se
1S (t)uo|3 < e Mg 3. (3.29)
De fato,
W27 (k|| I +h) e _ V2r(k||J|i + h)
S(t)u > = = > )
5ol = == 2= sl

Para todo ¢ tal que S(t)up = 0 ja se tem S(t)ug € B.
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Por (3.27) resulta que

d € €
ZlISWul3 < 25 Euoll3 (== + 5) < 20SEusl3 (=5 ) = —llSE)uol

ou seja,

d
S5l
at. <
[1S(B)uoll3 —
Integrando ambos os membros da desigualdade acima de 0 a ¢t obtemos
In([IS(t)uollz) — In([|S(0)uollz) < —et

e por propriedades de logaritmo vem

tugl|? tugl|?
i (S0l U@l s 5oyl < =150l

< —et = <
||S(0)Uo||%> 15(0)uoll3

Portanto,
1S (t)uolly < eI gy 2.

Assim, para que ocorra (3.28) é necessario que ocorra também (3.29). Ora, existe

to > 0 tal que

g 2 < 2V )
g

t>tg=>e

Por isso, se (3.28) ocorresse para t > t, terfamos, a partir de (3.29), um absurdo. Logo,

- 2271 (k|| J |1 + h)
E b)

t >t = [[S(t)uoll2
ou seja,
t >ty = S(t)up € B,
Como queriamos demonstrar. [
Lema 3.8 Se g € L>™(S") e u € L*(S") entdo, para todo w € S,
(g * u)(w)| < V27|glooullo-

Demonstracgdo: Como g € L>(S') temos |g(w)| < [|g]|oo q.t-p. em S'. Desta forma,

para todo w € S!,

[ ot ) d < [ lotw -+ lluta)] ds
< [ Nallut2) d= = gl [ a2 -1 =

(g * u)(w)| =
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Pela Desigualdade de Holder obtemos

(g w)(w)| < [|gllool[ll2l ]2 = V27| glloo[ee]2-
|

Teorema 3.1 Existe um atrator global A para o semigrupo {S(t)} gerado por (3.7),

o qual estd contido no conjunto B definido no Lema 3.7.
Demonstragao: Pela Proposi¢ao 3.4 temos para quaisquer ug € L*(S*) et >0
S(t)ug = e tug() + /t e [T % (fou)(-,s) + h] ds.
0
Para cada t > 0 defina Sy (t), So(t) : L*(S') — L*(S!) por
S1(t)ug = /t eI Tk (fou)(,s)+hlds e Sy(t)ug = e up.
0
Cada aplicagao Sy(t) é continua pois, para ug, u; € L*(S'),
1S2(t)uo — Sa(tyurllz = e~ fluo — willa < [Jug — ual2-

Sejam C' C L*(S') um conjunto limitado e A\¢ := sup ||v||o. Dado v € C
vel

1S2(t)vll2 = e vl < e FAe, VE>0. (3.30)
Logo,
sup ||Sa(t)v]ls < e A, VE > 0.
vel
Dali,
sup ||S2(t)v||l2 = 0 quando t — oo. (3.31)
vel

Agora, seja uy € C. Defina

VB +R)
T M

e R := max{\¢,r}. Pelo Lema 3.7 o conjunto B := B0, r] é absorvente (pelo semigrupo

{S(t)}). Assim, existe ¢ty > 0 tal que

t >ty = S(t)C C B.
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Logo,
t >ty = ||S{t)uglls < r.
A partir da Afirmacao 3.3 segue que
|S(#)uoll2 < R, ¥Vt >0. (3.32)

Por defini¢io, dado w € S* temos J'(w) = (Jo(z)) = (J7)(x), para algum z € [—T,7].
Como (J7)' é continua e limitada em [—7, 7], segue que J’ & continua e limitada. Assim
J' € L>=(SY). Indicaremos J' também bpo J,,. Pelos Lemas 3.8 e 3.5 temos, para todo

w € S,
| Jw * (f o u)(w)] < V27|l f 0 ullz < V27| Ju[loo (M ||ul|2 + kV27).
Dai, para todo w € S!,

[ * (f 0 w)(w)] < MV27 || ullocllullz + k271 J']|oc. (3.33)

Afirmacéo 3.4 Para cada t > 0 firado, a funcio s — e =9 [J x (fou)(-,s) + h] é

continua.

De fato, dados s, sy > 0 temos

|Jx (fou)(,8) +h—[J*(fou)(-,s)+hll =[] *[(fou)(s) = (fou)(,s)]l-
Usando o Lema 3.8 e o fato de que f é Lipschitziana temos,

[T 5 (fou)(ss) +h— [T (f ou)(:, 50) + hl| < V27| T||oc|lf (ul, 8)) = f(ul-, 50))l2
< V2|l Mlful-, 8) = (-, 50) 2.

Como u é continua (pelo Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard) segue que s + e~ (=) Jx
(fou)(-,s) + h] também o é.

Seja t > 0. Pela afirmacdo anterior, a funcio s — e~ “~)[J * (f o u)(-,s) + h]
pertence a L'([0,], L*(S")). Assim, podemos usar o Teorema A.7 para derivar sob o

sinal de integracao obtendo

0 0

g () = 5o [ I (F o) s) 4 h]ds

- / 6_(t_s)a%[J #(fou)(,s)+h] ds
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Pela Proposicao A.8 resulta que,

G 0uw) = [ I (Fou)(, )] ds

e por (3.33) vem
S

| e s (ool s < [ INa s (foun) ds

t
< / e (MV2T |y e, )l + k27 Tulloc ) dis
0

Como u(-, s) = S(s)ug segue por (3.32)

a t
’—Sl(t)uo(w)‘ §/ e~ (=9 (M\/QTHJU)“OOHS(S)UOHQ —|—]€2T||Jw||oo) ds
ow 0

t
< (MR\/2T||Jw||OO+k2T||Jw||oo>/ -9 g
0
Desde que
t t
0 0
temos
O 51 (tyuo(w)| < &
_ UpolW
ow"™! 0 =

onde ky := MRV27||Jy |00 + k27 || Jw||o- Logo,

J,

0
o que nos diz que %Sl (t)up € L*(S") e portanto Sy (t)ug € H*(S'). Além disso

2

0 dw < k321 < o0, (3.34)

ow

()uo(w)

H—sl w| < kvar

e mais, por (3.30) e (3.32)
[S1(E)uoll2 = [[S(t)uo — S2(t)uoll2 < [[S(E)uoll2 + [|S2(t)uoll2 < R + Ac.

Sendo assim,

0

— < R+ Ao+ k1V2T,
ow

2

151 (t)uo | sty = [|S1(t)uol2 + H Sy (t)uo
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quaisquer que sejam t > 0 e ug € C. Portanto, o conjunto

Usive

t>0

¢ um conjunto limitado em H'(S') e, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema
A.12), o mesmo conjunto é relativamente compacto em L%(S?). Vemos assim que o
semigrupo {S(t)} e o conjunto absorvente B estdo nas hipoteses do Teorema 2.1, com
{S(t)} satisfazendo (hy). Logo, pelo Teorema 2.1, o conjunto A := w(B) é um atrator
global para o semigrupo {S(¢)}. Além do mais, sendo B um conjunto absorvente, existe

sg > 0 tal que

Desse modo

UswBcB=|]suBcB

t>so t>s0

Mas por definicao,
Ac|JS®B, vs>o.

t>s

Portanto A C B. n

3.3 Existéncia de Atrator Exponencial

Nesta secao estudamos a existéncia de atrator exponencial para o semigrupo
gerado pelas solucoes de (3.7), apoiados nos resultados apresentados na Sec¢ao 1.5. Em
sintese, usaremos o Teorema 2.2 para obter um conjunto positivamente invariante, com
dimensao fractal finita e que atrai exponencialmente um conjunto absorvente limitado,
sobre a acdo de um determinado semigrupo discreto. A partir deste conjunto e com
o uso do Teorema 2.3, serd possivel obter um atrator exponencial para o semigrupo
desejado.

A fim de utilizar o Teorema 2.2, mostraremos que as seguintes condicdes sao

satisfeitas:

(H1) O semigrupo {S(¢)} admite um conjunto absorvente B; C H'(S'), o qual &
limitado em H'(S').



(H2)

(H3)

(H4)

(H5)
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Existe t; > 0 tal que, na topologia de L?(S!), S(¢)B, C B, para todo t > t;.
Existe t* > t; tal que, para todos uy,us € By,

St ) uy — St ) ug = L(ug, us) + K(uq, us),
onde L : By x By — L?(S!) uma “contragao"no sentido de que,

| L(u,u2)|l2 < afluy — usgl|2, ¥ ur, ug € B, (3.35)

1
para algum o com 0 < o < 3 K : By x By — H!(S!) satisfaz para todos

uy, us € B,
| K (ur, ug) || sty < Cllur — usgl|2, (3.36)
onde C' > 0 é uma constante.

A aplicagao
F: [t"2t]x B, — B
(t,u) — F(t,u) = S(t)u
¢ Lipschitziana sobre B; na topologia de L*(S'), uniformemente em ¢, ou seja,

existe A > 0 tal que, para todos ui, us € By,
[S()ur — S(t)uzll2 < Allur — uall2,
qualquer que seja t € [t*, 2t*].

A aplicagao
F: [t"2t] x B, — B
(t,u) — F(t,u) = S(t)u
¢ Lipschitziana sobre [t*,2t*], uniformemente em By, ou seja, existe C* > 0 tal

que, para todo u € By,
[S()u — S(t)ullz < C*[ty — ta],
quaisquer que sejam ti,ty € [t*, 2t*].

As condigoes (H1)-(H5) acima serdo verificadas nas seguintes subsegoes.
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Existéncia de Um Conjunto Absorvente Limitado em H!(S!)

Seja u € L*(S') uma solugdo de (3.7) com condigdo inicial ug € H*(S'). Sabemos
que, para todo t > 0,
U(t) = S(t)UQ = Sl(t)U() + Sz(t)U[L

onde
t
S1(t)ug = / eI Tx (fou)(,s)+hlds e Sy(t)ug = e tuy.
0

Claramente So(t)ug € H'(S') para todo t > 0. Agora, conforme visto na demonstragao

do Teorema 3.1, para todo ¢t > 0,
a t
S| < [ VISl + k2l o) .
0

Pondo Ry := max{||ugl||,r}, onde r é o raio da bola absorvente B definida no Lema 3.7,

segue da Afirmacao 3.3 que
HS(t)UoHQ S Ro, Vit Z 0.

Logo,
a t
‘a—Sl(t)u[)(w)' < <MR0\/27'||JwHOO + k:27'||Jw||Oo>/ e =) ds
w 0
< MRoV27 || w00 + K27 || T || 0o-
0
Dai a—Sl(t)uo € L*(S') e por conseguinte u(-,t) = S(t)uy € H'(S'), para todo ¢ > 0.
w
Este raciocinio nos diz que H'(S') é positivamente invariante pelo semigrupo {S(t)}.
Assumiremos daqui por diante que
s

V2r

2k 27 || Sl
T

1 — M—|[Jwll
™

definida no Lema 3.7 e ry =1 +1r. O conjunto

M| Tyl < (3.37)

Lema 3.9 (Hipotese H1) Sejam r' := , 7 o raio da bola absorvente B

B, = {v € HI(SI); ] sty < 7“1}.

¢ um conjunto absorvente limitado para {S(t)} sequndo a norma de H'(S').



Demonstragao: Sejam By C H'(S') um conjunto limitado, uy € By e u(-,t) = S(t)u.

Sendo u solugao de (3.7) temos

g—?:—quJ*foquh
de onde segue que
%%:—uw+<]w*fou.

Tomando o produto interno com u,, segue que

0 Ou
<%aauw> = _<uw7uw> + <=]w * f ou,uw>

Usando propriedades das distribuigoes obtemos

<%uw,uw> = — (U, Uy) + (S * f 0 U, Uy).

o que implica em
d 2
2 ( Uy Uy ) = —2|| U |5 + 2(J0p * f 0 U, Uy).

Notando que
d d

d
_ 2 = — = _
dt”uwHQ dt<u1lﬂuw> 2<dtuwauw>

temos

d
Flells + 2wy = 201w * f o u,uw).

Observe que J, € L'(S;). De fato, da geometria diferencial temos

para algum z € [—7,7]. Como J € C'(R) segue que .J' é limitada em [—7, 7] e portanto

|J'(w)| < ¢, para todo w € S' . Consequentemente

/ | (w)] dw < o0.
St

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young obtemos

2/(Juw * fou, uw)| <2 Jw * f o ullafjullz < 20[Jull1]lf o ull2]luwwll2
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Pelo Lema 3.5
2 # f 0w w)| < 20| Tl (M|ulls + Ev/27) |5
e pela Desigualdade de Poincaré resulta que
20+ f 0ty w)| < 20l (=t + k27t o
Logo,
a3 213 < 2l M sl + 2027

implicando em

d T
Zluwlls < =2lullz +2M — || Tullwwll3 + 25V 27| o 1]l 2
Dali,
d, ) T kv 27| Jwl|1
—Nuwlly < 2uwl|lz | =1+ M=y —_— | 3.38
9 sl < 23 ( Ml + 2 (3.38)
Afirmagao 3.5 Sejaa:=1— MZHJwﬂl. Set >0 € tal que
7r
2k 27 || |1
w2 2 ==, (3.39)
entao
[l (113 < e[| (uo)uo 13- (3.40)

A prova da Afirmacao acima é analoga ao que foi feito na Afirmacao 3.3 e, por isso,

daremos apenas um esboco do raciocinio. Supondo que

||u ( t)||2 > %— '27—HJ“JH1
Y — a )

usando (3.38) obtemos

d
w113

e S
e (- 113

Integrando de 0 a t e usando propriedades do logaritmo e da exponencial obtemos

el DI _ -
a0

—Q.
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o que implica em
[ (-, )15 < €[ (o) wll3-

Observe que existe t; > 0 tal que

e[| (uo)ull2 < (3.41)

2k 27 || T |1
a Y

sempre que t > t;. Por isso para t > t; (3.39) nao pode ocorrer pois, do contrario,
terfamos por (3.40) e (3.41) um absurdo. Logo,

2k 27| Ty |1
T .

1 — M—||Jyl
™

t >t = [Juw(-, 1)) <

Como By é limitado em H'(S'), devido a imersao compacta H'(S') — L*(S') temos

B, também limitado em L?(S'). Assim, pelo Lema 3.7, existe 5 > 0 tal que
t >ty = ||SWv|s <r, VvebB.
Pondo ¢y := max{t;, s} temos para t > tg
[u Ol ey = NulB)ll2 + luw ()l <r+1" =11,
concluindo assim a demonstracao do Lema. [
Lema 3.10 O conjunto By é positivamente invariante por {S(t)} em L*(S').

Demonstragao:

Como B, é conjunto absorvente em H'(S') e ¢ também limitado, existe ¢; > 0
tal que, para t > t; tem-se S(t)B; C By em H'(S'). Considerando a aplicagao I :
WiP(Q) — LP(Q) tem-se que, para t > ti,

em L%(S') e isto demonstra o desejado. ]

~ .. . . . LSt
Observacao 3.2 Note que se B; é positivamente invariante entao B; &)

Y

também
72
o é. De fato, sejat > 0. Se z € BlL ® entdo z = limz,, com (x,) C B;. Pela

continuidade de S(t) segue que

S(t)r = S(t)limz,| = lim S(t)z,.

—72(Q1
Mas, pela invariancia de By, S(t)z, € By para todo n. Logo S(t)z € BlL )
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Verificacao das Hipoteses (H4) e (H5)
A hipotese (H4) ja é satisfeita para o problema em estudo, sendo uma consequén-
cia imediata do Lema 3.6. Vamos verificar a validade de (H5).

Proposicao 3.5 FEzxiste uma constante C, > 0 tal que

<Cr,

d

para todo w € By et € [t*,2t"].

Demonstracao: Seja u € B;. Pela equagao (3.7),

%S(t)u =—-S{t)u+Jx* foS({t)u+ h.

Tomando a norma e usando a Desigualdade Triangular vem que

d
5@l < [S@ullz + [T+ f o SE)ull2 + |22
2

Pela Desigualdade de Young vem que

%S(W ) < IS@ullz + 171011 f o S(tyulls + hv2
e usando o Lema 3.5 obtemos
H%S“)“ SISOl + 1T VIS@ull +kv27) + hv2r
Logo,
|50 < sl + M1 Ol + 1VEI -+ 1V
ou seja,

< (L+ MITIDIS@)ullz + V27 (kI T[[1 + ).

2

| st

Como B, é limitado em H'(S'), devido a imersdo compacta H'(S') < L*(S')

temos B; também limitado em L?(S'). Assim, existe ¢’ > 0 tal que
t>t' = [|S@ull2 <r, Vue B,

onde r é o raio da bola absorvente B definida no Lema 3.7. Além disso, pela Afirmacao

3.3, se [|S(t)ul|s > r para u € By e t > 0 entao

1S @yulls < e 2yl < [fufls.
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Pela Desigualdade de Poincaré resulta que
-
S(t)ulls < —r1.
IS(t)uls < Zr,
Sendo assim, definindo R; : max {%7‘1, r} segue que
1S()ull2 < R,
para todos u € By e t > 0. Portanto,

< (14 M||J||\) Ry + V21 (k|| J||1 + h)

d
s,

e o resultado segue tomando

C* = (1+ M||J||1) Ry + V2r (k| |, + h).

Corolario 3.3 A aplicacao

F: [t*,Qt*]Xlgl — Bl
(t,u) — F(t,u) = S(t)u

é Lipschitziana sobre [t*, 2t*], uniformemente em B;.

Demonstracgao: Segue imediatamente da Proposicao 3.5, com C* sendo a constante
de Lipschitz qualquer que seja u € B;. [ ]

Corolario 3.4 A aplicacao

F: [t*,Qt*]XBl — Bl
(t,u) — F(t,u) = S(t)u

é Lipschitziana sobre [t*, 2t*] x B;.
Demonstragao: Seja C' := max{1,C*}. Dados (t1,u1), (ta, uz) € [t*,2t*] x By temos

[S(t1)ur — S(t2)ualla < [|S(t)ur — S(t1)ug + S(t1)us — S(t2)ual|2
< |[[S(t)ur — S(t)uzll2 + [[S(t)uz — S(t2)uso-

Usando o Lema 3.6 e o Corolario 3.3 segue que

[S(t1)ur — S(ta)uall2 < flur — uall2 + C*[t1 — Lo

< C([tr — ta] + flur — uzll2).
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Logo,

1S (t1)ur — S(t2)usll2 < Cl|(tr — b2, us — us)

[t*,2t*]x By
e portanto,

|F(t1,u1) — F(t2, uz)|l2 < C||(t1,u1) — (2, uz)

[t*,2t*] x By .
[
Decomposicao da Diferenca de Duas Solucoes
Sejam ug, vy € L*(S'). Dado t > 0, considere
u(t) = S(t)ug e v(t) = S(t)vo.
Defina
z(t) :==u(t) —v(t) e zo=1up— 2.
Note que z é solugao em L*(S') do problema de Cauchy
dy
—~ 4t y=Jxfou—J*fow
ar Y / / (3.42)
y(0) = yo
Com efeito,
Z(O) = U(O) — U(O) = S(O)UO - S(O)UQ = Ug — Vg = Zp-
Além disso,
d d d
d—j:d—?—d—::—u+J*fou—|—h—(—v+J*fov+h)

=—u+tv+Jxfou—Jxfouw

=—z2+4+Jxfou—Jx*xfouw

o que implica em

%—i—z:J*fou—J*fov.

Portanto z, é de fato uma solugao de (3.42). Agora considere os problemas de Cauchy

ar 700 (3.43)

¢(0) = 20



110

e
do
—+0=Jxfou—Jxfouw
dt / / (3.44)
6(0)=0
Ambos os prolemas podem der escritos na forma
dep
bk A
o = L) |
©(0) = w9

com F : L*(S') — L?(S') Lipschitziana. Desse modo, o Teorema de Cauchy-Lipschitz-
Picard garante existéncia e unicidade de solucao para os dois problemas, ambas per-
tencentes a C'([0,00), L*(S')). Denotaremos por ¢(t, -, ug, vo) € O(t, -, ug,vo) as so-
lugdes dos problemas (3.43) e (3.44), respectivamente, em L*(S'). Defina () =
o(t, -, up, vo) + 0(t, -, up,vp). Observe que

$(0) = ¢(0) +6(0) = =

dt at — dt dt
=Jxfou—Jxfou.

BB o (20) 4 (2 0)

Portanto, 1 é solucao de (3.42) e, pela unicidade de solu¢do (dada pelo Teorema de

Cauchy-Lipschitz-Picard) segue que z = 1), isto &,

Z(t) = ¢(t7 ) U07U0) + 9(t7 Yy u07U0)7 v t Z O (345)

Lema 3.11 Para todos ug, vy € By e todo t > 1n3 temos

1
H¢(t7 "5 U, UO)HQ < §HU’O - UOHQ- (346)

d
Demonstracao: A igualdade a0 + ¢ =0 nos da

dt
do B
<E + 0, 2¢> =0.
Ora,

dé _o (% _4
(5 +o20) =2(5.0) +200.0) = Z1olE+ 2001}
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Logo, para todo t > 0
d 2 2
1@z + 2lle@)l2 =0
o que implica em

d

o3

a____~ — 9
Gl

Dado t > 0, podemos integrar a igualdade acima de 0 a ¢ obtendo

In{l¢(®)] — In |6(0)[f3 = —2¢

de onde vem

ou seja,

le(®)ll2 = e"[|zoll2-

Para ¢ > In 3 temos

e 1
t<-In3=> t<ln3 '=et<ce™ oot < 3
Logo,
1 1
t>In3 =[]z < §||Zo||2 = §||U0 — w2,
conforme queriamos mostrar. [ ]

Lema 3.12 Para todos ug,vg € By et > 0, existe uma constante C = C(M, 1, J, J,,) >
0 tal que

10(t, -, uo, vo) ||z sty < Cllz0]|2. (3.47)

Demonstracao: Fixe ug, vy € By. Iniciamos argumentando a pertinéncia de 0(¢, -, ug, vo)
a H'(S'), qualquer que seja t > 0. Dado w € S', por um raciocinio analogo aquele

utilizado para obter (3.20) vemos que

O(t, w, ug,vg) = /t e ) T x (fou— fou)(w,s) ds. (3.48)
0
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Utilizando o Teorema A.7 e a Proposicao A.8 obtemos

O (t, W, ug, v9) = /t e I, % (fou— fou)(w,s) ds.
0
Pelo Lema 3.8
|0 (£, 0, 0, v0)| < /t eI % (fou— fov)(w,s)| ds
0
< [ INEI S o= Fon) )l ds

e pelo fato de f ser Lipschitziana segue que
|0 (£, w, uo, vo)| < /t eIV Ty oo Mu(-, 5) = v(,5)l|2 ds.
0
Pelo Lema 3.6
10 (£, w, 10, v0)| < MV27|[ T /t e~ =)= U=MIIs 140 — 0|4 ds.

0

Dali,
t
a0, 0] < MVl [ ds
e entao
610 (t, w, 10, 00)| < MV27 || T [loo 0]l (3.49)

para todo w € S'. Disto segue que 6,, € L*(S') e portanto |0(¢, -, ug,vo)| € H'(S),
para todo ¢ > 0. Ademais, por (3.49),

Bu(t, w0, 00) < M2 Tl ol
de onde onde obtemos
[ ot o0 Pdu < [ A2 ol
Note que
[ il = 22r Tl | 1w = el ol
Logo,

16 (t, w, w0, vo) Pdw < (27 M | Ju|oc | 20]]2)”
St



o que implica em

1622, -, w0, vo) |2 < 27 M| Ju[|oc [ 20 ][ 2-

113

Por fim, usando propriedades da integral, a Desigualdade de Young, o fato de f ser

Lipschitziana e o Lema 3.6, temos

10(, -, uo, vo)l2 < /Ot e INTIWI(fou—fov)(8)|2 ds
< /Ot e IM| I [l 5) = o, 5)[l2ds
< /t eI || e T M8 |4 — vg]|ods.
0
Como ||J]|1 < 1, segue que
16(, -, uo, vo) |2 < M||J||1\|Zo||2/0t e Ids < M| J||x |20l
Logo,

16t -, w0, vo)[| sty < M ([ 1[1 + 27 ([ Ju[loo) | 20]l2-

e o resultado fica demonstrado com C' = M(||J||1 + 27| Juw||s0)-
Fixe t* > In3 e defina L, K : B; x By — L*(S') por

L(“Oa UO) = ¢(t*7 *, Uo, UO)

K(UO, Uo) = Q(t*, -, Ug, ’Uo).
Pelos Lemas 3.11 e 3.12 temos, para quaisquer ug, vy € By

1
| L(uo, vo)|l2 < gHUo — vol|2

| K (w0, vo) | 1 (sty < Clluo — o2,
onde C' = M(||J||1 + ||Jwll1). Além disso, por (3.45) temos
S(t*)UO - S(t*)vo = L(Uo, U()) + K(Uo, ’Uo),

para todos ug, vy € B;.

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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Proposi¢ao 3.6 Para todost >0 e uy,uy € L*(SY),
¢(ta UL — U2, 0) = ¢(t7 U, O) - ¢(t7 "y U2, O)
Demonstragao: Sabemos que x = ¢(t, -, u,0) é solugdo do problema

o +9=0
$(0) =

ey = o(t, -, u,0) & solucao de

o +9=0
$(0) = uy

Seja ¢ = x — y. Entao,

Wty =x—yt+r—y=(x+x)—(p+y) =0

e
(0) = z(0) — y(0) = uy — us.
Pela unicidade de solucao para o Problema de Cauchy
O+ =0
$(0) = u1 — ug
segue que 1 = ¢(t, -, u; — uz,0), demonstrando o desejado. [ ]

Proposigdo 3.7 Para todost >0 e uy,us € L*(S),
Q(t, -, U, O) — Q(t, -, U9, 0) == Q(t, -, U, Ug).
Demonstragao: Sejam z = 0(t, -, uy,0) e y = 0(t, -, uz,0) as solu¢oes dos problemas

0(0) = 0

O, +60=JxfoS{t)ug—Jx*foS(t)-0
0(0) = 0
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respectivamente. Defina ¢ := x — y. Temos,

bty =m+r—(y+y)
=JxfoS{Htuy —JxfoS(t)-0— (J*foS({t)us—Jx*foS(t)-0)
=Jx*x foS(t)ug —J* foS(t)uy

»(0) =x(0) —y(0) =0—-0=0.
Pela unicidade de solucao para o problema

O +0=JxfoS(t)uy—J=*foS(t)usy
6(0) =0

segue que ¥ = 0(t, -, uy, us), como queriamos demonstrar. [ |

Defina Lo : B; — L*(S') e Ky : By — L*(S') por

Lo(u) = L(u,0) + S(t*) - 0 e Ko(u) = K (u,0). (3.55)

Dados uy,us € By. Por (3.50) temos
Lo(uy) — Lo(ug) = L(uq,0) — L(ug,0) = ¢(t*, -, u1,0) — ¢(t*, -, ug, 0)
e entao pela Proposicao 3.6 vem que
Lo(u1) — Lo(ug) = o(t*, -, ug — us, 0).
Usando (3.50) mais uma vez obtemos
Lo(u1) — Lo(ug) = L(ug — us,0).
Por (3.52),
Io(un) — Lofuz)a < s = ] (3.50)

Analogamente, por (3.51),

Ko(ul) - KQ(UQ) = K(Ul,O) - K(U,Q,O) = g(t*, ',Ul,O) - 9<t*, ',UQ,O).
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Da Proposicao 3.7 vem que
Ko(uy) — Ko(ug) = 0(t", -, ug, us).
Assim, por (3.51) obtemos
Ko(uy) — Ko(ug) = K (uq,uz).
Com isso, temos a partir de (3.53)
[ Ko(ur) — Ko(us)|[ g sty < Cllur — uglla. (3.57)
Agora, pela equacao (3.54),
St )Yu = L(u,0) 4+ S(t*) -0+ K(u,0), VY u € By,
ou seja,

St )u = Lo(u) + Ko(u), ¥V u € By. (3.58)

Existéncia do Atrator Exponencial

Desde que H'(S!') esta imerso compactamente em L?(S'), B; ¢ limitado e valem

as equagoes (3.56), (3.57), a aplicagdo S(t*) esta nas condigbes do Teorema 2.2. Sendo
_L2 Sl)

assim, o referido resultado garante a existéncia de um conjunto M* C B; ( com a
seguintes propriedades:
(1) S™(t*)(M*) C M*, para todo n € N;
(i) dimp(M, L3(SY)) < oc;
(173) Existem o*,w* > 0 tais que
dist 22 (g1 (S™ (") (B, M*) < a*e™ ™, ¥V n € N; (3.59)

(iv) M* é fechado em L?(S!).

Observacao 3.3 (i) A notacao S™(t*) indica a composi¢do de S(t*) consigo mesma
n vezes, isto é,
St ) =St ) o S(t*)o---S(t").

~\~
n vezes
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(74) Por propriedades de semigrupo decorre que
S™(t*) = S(nt), VneN

(i17) O conjunto M* é compacto em L?(S'). Com efeito, sendo B; limitado em H,(S'),

51)

72
a imersdo compacta H'(S') < L2(S!) nos da que By~ ®96 compacto em L*(S"). Como

M* é fechado em L*(S'), resulta que o mesmo é também compacto.

Teorema 3.2 O semigrupo S admite um conjunto M compacto em L*(S') com as

sequintes propriedades:

(1) O conjunto M € positivamente invariante pelo semigrupo S, isto €, S(t)M C M
para todo t > 0.

(i) O conjunto M possui dimensao fractal finita, ou seja, dimp(M, L*(S')) < oc.

(1ii) O conjunto M atrai By exponencialmente, isto €, eristem o > 0 e w > 0 tais

que, para todo t > 0,

distran (S(t)Bi, M) < ae™".

Demonstracao: Defina

M:= ] Smm.
]

teft*,2t*

Note que M = F ([t*, 2t*] x M*), onde

F: [0,00) x L*(SY) — L*(S;)
(t,u) — F(t,u) = S(t)u

Como consequéncia do Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard e do Corolario 3.2,
temos que F é continua. Desde que [t*, 2t*] x M* & compacto em [0, 00) x L*(S!), segue
da continuidade de F' que M é compacto em L?*(S'). Mostraremos que M satisfaz as
condicoes (i), (i7) e (iii) da tese do teorema.

(7) O conjunto M ¢é positivamente invariante pelo semigrupo S

Iniciamos verificando o seguinte:

spmc | Srmrvixo. (3.60)

-t <p<t42t*
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Seja t > 0. Dado z € M temos = € S(s)M* para algum s € [t*,2t*]. Entdo S(t)zr €
S(t+ s)M*. Pondo r =t + s segue que r € [t +t*,t + 2t*] e x € S(r)M* e portanto
(3.60) & valido.

Fixe t > 0 e suponha 0 < ¢ < ¢*. Por (3.60) temos

sHmc S(r)M*z( U S(r)M*)U( U smw).

tt <p<t+2t* tpte<p<2t* 1 <p<t+2t*

t+t" <r<2t"=relt2t
é imediato que

U semcm

-t <r<2t*

Agora, dado r € [2t*, 2t* + t] podemos escrever
r=2t"+s=s+t" 4+t
com s € [0,¢]. Logo,

U  SeMm = | Ss+t)SE)M".
2* <pr<t42t* s€[0,t]
Usando a invariancia de M* por S(t*) vem que
U semc | Ss+im
2% <r<t42t* s€[0,1]

Observe que
0<s<tet<t=t<s+t"<t+t"=t"<s+t"<2".
A partir disto é possivel notar que,

U somc | Seom,
2% <p<t421* t*<o<2t*
ou seja,

U sem cm.

Q* <<t 2t
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Portanto,
S(t)M C M.
Suponhamos agora t > t* e escrevamos
t=nt"+o
comn € Ne o e [0,t*). Desse modo,
S(t)M = S(nt*)S(o) M.
Pela primeira parte S(o)M C M, Por isso,
S(t)M C S(nt*)M.
Utilizando (3.60) obtemos

S(tH)M c U S(r)M* = U S(r)M*.

nt*+t* <r<nt*+2t* (n+1)t*<r<(n+2)t*

Dado r € [(n + 1)t*, (n + 2)t*] é possivel escrever
r=(n+ 1t +s,
onde s, € [0,t*]. Fazendo s = t* + s, temos s € [t*,2t*] e r = nt* + s. Dali,
S(r)M* = S(s)S(nt")M*.
Pela invariancia de M* por S(nt*) resulta que
S(r)yM* C S(s)M*.
Portanto,

U SrM c ) SsM =M

(n+1)t*<r<(n+2)t* sE[t*,2t*]

e, por conseguinte,
S(t)M C M.

Isto completa a demonstragao de (i).

(7i) A dimensao fractal de M é finita
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Por raciocinio analogo ao utilizado para provar que F é Lipschitziana em [t*, 2¢*] x

—72(g1
B; mostra-se que F' é Lipschitziana em [t*,2t*] x BlL ¢

Lipschitziana em [t*, 2t*] x M*. Definindo F : [0,00) x L*(S') — L*(S') da seguinte

Consequentemente, F' é

maneira,

F(t,u) , para (t,u) € [t*,2t*] x M*

= 0 . para (t,u) € <[O,oo) X L2(Sl)>\<[t*,2t*] X /\/l*>

temos F' Lipschitziana em [0,00) x L*(S') e M = F([t*,2t*] x M*). Como M* é
compacto em L%(S') e [t*,2t*] ¢ compacto em R, pela Proposigao 2.4 temos
dimp(M, L*(SY)) < dimp([t*, 2t*], R) + dimp(M*, L*(S)).
< 1+ dimpg(M*, L*(SY)).

Sendo dimp(M*, L2(S')) < oo, resulta que dimp(M, L3(S!)) < occ.

(17i) O conjunto M atrai By exponencialmente

Seja t > 0. Suponha primeiro ¢t € [0,t*). Sejam z € S(t)B; e yo € M. Temos
r=_S(t)beyy=S5(r)z* combe By, z* € M*er e [th2t"]. Fazendo 0 = r — ¢ temos

0>0(r>t">t)er=1t+o. Dai, pelo Lema 3.6

lz = yollz = [1S(0)b = S()S(0)2"[l2 < e '[|b = S(0)2" Iz,

1

72
onde Cy =1 — M||J||;. Pela Observacao 3.3 segue que S(o)z* € BlL ) (lembre que
—72(g1
M* C BlL ® )). Logo,
__712/(Q1
b — S(0)2*|| < diam (BlL © )) .
Definindo «; = diam (B_lLQ(Sl)) segue que

inf ||z — <z — < a2,
nf |z —yll2 < [lz —yoll2 < re

Dali,

sup inf [z —yls < et

z€S(t)By YEM

isto é,

diSth(S1) (S(t)Bl,M) S OéleicQt.
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Agora suponha t € [t*,2t*]. Seja x € S(t)By, isto &, x = S(t)b com b € B;. Dado
2* € M* temos 7 := S(t)z* € M*. Assim, usando o Lema 3.6,

inf o = glla < llo = Flla = 16 = S(E)" s < b= 2" < e
Dali,

sup inf ||z —ylls < e 2t

z€S(t)By YyeM
ou seja,
diStL2(gl) (S(t)Bl,M) S 0416_02t.
Finalmente, suponha ¢t > 2¢*. Como neste caso t > t*, podemos escrever

t:nt*—l—al

comn € Neo € [0,t*]. Mas, sendo t > 2t* devemos ter n > 2. Desse modo,

escrevendo
t=mn—-Dt"+t"+ 0y
e definindo m :=n — 1 e o = t* 4+ 01, vemos que
t=mt"+ o,

onde m € N e o € [t*,2t*]. Sejam = € S(t)B;, digamos x = S(t)b; com b € By e
z* € M*. Defina y = S(0)z*. Note que y € M e

Jnf [lz —yll2 < llz = Fll2 = [|S(0)S(mt")b — S(0) 7|2 < e~ || S(mt") — 2*|l2.
Pela arbitrariedade de z* € M* segue que

inf ||z — < e @7 inf ||S(mt*) — 2|, < e 7 su inf
i lle =l O inf S0nt) — o <% s inf

z— 2.
Logo,

inf |2 — ylls < e 7dist 2y (S(mt*)By, M*).

yeM

Por (3.59) resulta que

inf o < —Cho _* _—w*m
Jnf |z —ylls < e ™7a’e
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e como o > t* vem que
inf . < of —Cot* —w*m'
ylen./\/t |z —yll2 < a’e e
Pela arbitrariedade de x € S(¢)B; vem que
diStL2(Sl) (S(t)Bl, M) < afe Gt et m,

Observe que

t
t:mt*+0§mt*+2t*:>—mt*§—t+2t*:>—m§—t—*—|—2

w
= —nmw* < _t_*t+ 2w*.

Sendo assim,

*
w *

diSth(Sl) (S(t)Bl, M) < afe” Ot e Tt

*

* * w
*em ot o2 o (g = . temos

Definindo a5 := o
distrz) (S(E)Br, M) < aze 2"
Por fim, considerando
a:=max{a;,a}+1 e w:=min{wy,ws}
obtemos
distrzg) (S(t)B1, M) < ae™",

para todo t > 0. ]

Lema 3.13 Para todo subconjunto limitado B de L*(S"), existe uma constante Cy(B) >
0 dependendo de B, tal que para todo t > 0,

diStLQ(Sl) (S(t)B, Bl) S Cl(B)G_CQt.

Demonstragao: Seja B um subconjunto limitado de L*(S'). Fixe t > 0 e seja b €

S(t)B, digamos b= S(t)x com = € B. Entao,

inf ||b — = inf ||S(¢)x — .
ylenl‘hH yll2 yIGHBlH () =yl
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Dado z € B; temos para todo y € B;

1S@)z —yll2 < ISz = SE)zll2 + 15()z — yll2.
Pelo Lema 3.6,

ISz —ylls < e Mz — 2|, +[|S(t)z — yllo.
Se C1(B) é uma cota superior para B temos ainda
|M—2M3Hﬂb+WMEﬂj@D+%h
Definindo C}(B) := Cy(B) + %rl temos

1Sz = yll2 < Cr(B)e” MV 1S(8)2 — y]2,

para todo y € B;. Dai,
ﬁ%”ﬂﬂx—MbSCHBR*“MW““+£gWﬂﬂZ—Mb

Desde que z € B; e pelo Lema 3.10 B; é positivamente invariante por S, temos

S(t)z € By. Logo,
inf [|S(t)z —ylla < [|S(t)z = S(t)z]2 =0
yeBY
o que implica em
inf ||S(t)z — = 0.
inf [|S(1)z ~ylle
Portanto,
inf [[S(t)a — ylls < Cy(B)e (=M1
yEB]
e consequentemente,

sup inf ||S(t)z — ylly < C1(B)e” ML
beS(t)B YEBL

ou seja,

dist2s1) (S(t)B, Bi) < Cy(B)e .
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Corolario 3.5 O conjunto M dado no Teorema 5.2 € um atrator exponencial para o

semigrupo S gerado pelas solugoes da equagao (3.7).
Demonstracao: Pelo Lema 3.6
d(S(t)uy, S(t)ug) < Ce™ WM (4 uy), ¥ uy, ug € LAH(SY), (3.61)
onde C = 1. Dado B C L*(S') limitado, pelo Lema 3.13 existe C;(B) > 0 tal que
dist2(s1) (S(6)B, By) < Cy(B)e” MMty ¢ >, (3.62)
Pelo Teorema 3.2, existem a > 0 e w > 0 tais que,
distrzg) (S(t)Bi, M) < ae™", V> 0. (3.63)

Aplicando o Teorema 2.3 com K =1— M| J||1, s =1 — M| J|1, C =1, C; = C1(B),
Cy=a, ag =w, My = B, My =B, e M3 =M obtemos

dist 21y (S(t)B, M) < C'(B)e ™", ¥ ¢ > 0,
onde
C'(B)=Ci(B) +a e o =min {1~ M|J|, 5},

e portanto, o resultado fica demonstrado. [

Corolario 3.6 O atrator global A dado no Teorema 3.1 possui dimensao fractal finita.

Demonstracao: Consequéncia imediata do Corolario 3.5 e da Observacao 2.2. ]



Apéndice A

Resultados Complementares

A.1 Conjuntos Compactos em Espacos Métricos

Definicao A.1 Um subconjunto A de um espago métrico (X,d) é dito totalmente li-

mitado quando, para todo € > 0 existem n € N e x1,x9,...,x, € A tais que
A C B(xy,e) U B(xg,e) U--- U B(xp,€).

Proposicao A.1 Todo subconjunto compacto K de um espagco métrico (X, d) é total-

mente limitado.

Demonstragao: Suponha que K nao ¢ totalmente limitado. Entao existe ¢ > 0 tal
que, dado z; € K
K gZ B(l'h 5).

Escolhendo zy € K\B(xy,¢)
K ¢ B(x1,e) U B(xa,¢).
Da mesma forma, escolhendo x5 € K\ (U7, B(w:,¢))
K ¢ B(z1,¢e) U B(xg,e) U B(x3,¢€).

Prosseguindo com este raciocinio, obtemos uma sequéncia (z,) C K tal que,

r1 € Ke

n—1
Ty € K\ (U B(:rz-,e)) , Vn > 2.
i=1
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Como K é compacto, existe uma subsequéncia (v,,) de (z,), convergindo para um

ponto p € K. Dali, existe jo € N tal que

. 5
JZ]OZ>$nj€B< ;5)

.. 3 . .
Desde que os pontos de (x,,) sdo todos distintos, a bola B (p, §> contém infinitos

. - € .
pontos de (z,,). Considere entdo z,,z, € B (p, 5) comr <s. Assim, 1 <r<s—1le

Ts € K\ (U B(l‘i,e’f)> = x5 ¢ B(x,,¢).

Por outro lado,

A(ra,27) < d(wsp) + dlarp) < 5+ 5 =

o que implica em z; € B(z,,¢), um absurdo. [ ]

Lema A.1 Seja (X,| - ||) um espago vetorial normado. Se K C X é compacto e V €
uma vizinhanca do zero, entao existe Y C K finito tal que K CY + V.

Demonstragao: Se V' é uma vizinhanca do zero, existe € > 0 tal que B(0,¢) C V.
Como K é compacto, K é totalmente limitado. Assim, existem i, xo,...,z, € K tais
que

K C B(z1,e) U B(xg,e) U---U B(xy,¢).

Defina Y := {21, 29,...,2,}. Dado x € K tem-se x € B(x;,¢) para algum i €

{1,2,...,n}. Seja y = z — x;. Temos
[yl = llz — =il <e,
ou seja, y € B(0,¢). Assim,
r=x+y=c€Y+B0,e)=>xcY+V

Portanto K C Y + V. []

Antes de enunciarmos o préximo resultado, lembremos da seguinte definicao:

Definicao A.2 Os espago métricos nos quais toda sequéncia de Cauchy é convergente

sao ditos espacos métricos completos.
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Teorema A.1 (Teorema da Intersecdo de Cantor) Sejam (X,d) um espagco mé-

trico completo e { F,,} C X uma sequéncia decrescente de conjuntos nao vazios fechados

oo
em X tais que lim (diam F,) = 0. Entdo a interse¢ao F := ﬂ F,, contém um unico
n—oo
n=1

ponto.

Demonstragdo: Vejamos inicialmente que F' # (). Para cada n € N escolha z,, € F},

formando a sequéncia (x,). Seja ¢ > 0. Como lim (diam F,,) = 0, existe ny € N tal
n—oo

que

n > ng = diam F,, < e.

Sejam n,m > ny, digamos m > n. Sendo {F,} decrescente, temos F,, C F,, de

modo que x,, € F,. Dali,
d(xp, xm) < sup d(z,y) =diam F, <e.
z,yeFy,

Assim d(x,,z,,) — 0 quando n,m — 0, ou seja, (x,) é uma sequéncia de Cauchy.
Desde que X é completo, existe x € X tal que x, — =. Agora, tomado 7 € N € N,
para n > j temos que F,, C F} e portanto z,, € F}. Dai (z,),>; C F;. Uma vez que Fj
é fechado e (x,),>; converge para x segue que xz € F;. Pela arbitrariedade de j € N
resulta que x € I e portanto F' # ().

Agora, se y € X também pertence a F entao dadon € N, z,y € F,,. Dai,

d(z,y) < sup d(a,b) = diam F,
abeFy

Fazendo n — oo obtemos d(x,y) = 0 e portanto z = y. [ ]

Teorema A.2 Todo espaco métrico completo e totalmente limitado é compacto.

Demonstracgao: Sejam (X, d) um espaco métrico, (z,,) uma sequéncia em X e Y =
{z1, 22, ..., Ty, ...}. Se Y for finito, entdo algum termo da sequéncia (x,) se repete infi-
nitas vezes e, desta forma, ela possui alguma subsequéncia convergente. Suponhamos
entao que Y seja infinito. Sendo X totalmente limitado, existem yy, 4o, ..., yx € X tais
que

X C B(y1,1/4) U B(y2,1/4) U--- B(yx, 1/4).

Sendo assim,

Y C B(y1,1/4) U B(yz, 1/4) U B(yx, 1/4)
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e entdo, para algum dos conjuntos B(y;, 1/4), i € {1,2,...,k} possui infinitos pontos
de (z,). Podemos supor sem perca de generalidade que B(y;,1/4) é um tal conjunto.

Definimos entao

F:=By,1/HNnY.

Note que F} é fechado e que (para a sentenga abaixo lembre que os didmetros de um

conjunto e do seu fecho sao iguais)

diam F) = diam (B(y;,1/4)NY) <

N | —

Agora, como F; C X, temos que F; é totalmente limitado. Entao existem

ai,...,a, € Fy tais que
Fy € B(ay,1/8)U B(a,1/8) U --- B(a,, 1/8).

Desde que B(y;,1/4)NY ¢é infinito e esta contido em Fj, tem-se que F} contém infinitos
pontos de Y. Dai, algum dos conjuntos B(a;, 1/8) contém infinitos pontos de F; NY,
digamos B(ay,1/8). Defina

F2 = B(al, 1/8) N Fl ny.
Note que F5 é fechado, esta contido em Fj e

diam Fy = diam (B(a1,1/8)NFiNY) <

AN

Analogamente, [, é totalmente limitado de forma que existem by, ...,b, € X tais
que Fy C |JB(b;,1/16). Como B(ai,1/8) N Fy NY ¢é infinito e estd contido em Fy,
tem-se que Fy contém infinitos pontos de F;NY. Dai, algum dos conjuntos B(b;,1/16),
digamos B(b;,1/16), contém infinitos pontos de F» N (F3 NY). Defina

F3 = B(bl, 1/16) N FQ N Fl ny.

Claramente F3 é fechado, esta contido em F5 e

1
diam F3 S g

Prosseguindo de forma indutiva, podemos definir uma sequéncia Fj de conjuntos fe-
1

chados em X, tais que Fj,q C Fy, FiNY ¢é infinito, e diam Fj < o para todo k € N.

Assim sendo,

lim diam Fj, = 0.
k—o00
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Pelo Teorema A.1, existe x € X tal que
() £ = {«}.
k=1

Agora, formemos uma subsequéncia (x,, ) de (x,), escolhendo para cada k € N

um tnico z,, € Fi;NY. Como z € F}, para todo k € N temos
d(z,z,,) < diam Fy, Vk € N.

Segue, pelo Teorema do Sanduiche que d(z, x,, ) — 0 e, portanto, x,, — x, concluindo

a demonstragao. n

Definicao A.3 Se A e B sao subconjuntos de um espago métrico (X, d), definimos a
distincia entre A e B por

d(A, B) = inf{d(a,b); a € A e b € B}.

Proposicao A.2 Sejam Ay, As, By e By subconjuntos de um espaco métrico (X, d)
tais que Ay C Ay e By C By. Entdo, d(Ay, By) > d(Ay, Bs).

Demonstragao: Note que
{d(z,y); x € Ay ey € B} C{d(w,z2); we Ay e z € By}.
Pela definicao de infimo segue que
inf{d(w, z); we€ Ay e z € By} <inf{d(x,y); v € Ay ey € By},

ou Seja7 d(AQa B2) S d(Ah Bl) u

Proposicao A.3 Seja K um subconjunto compacto de um espago métrico (X,d). Se
A C M, entao existe p € K tal que d(p, A) = d(K, A).

Demonstrac¢ao: Ver Domingues [4]. |

Corolario A.1 Seja K um subconjunto compacto de um espagco métrico (X,d) e seja
A C M um subconjunto fechado tal que K N A =1(. Entao d(K,A) > 0.

Demonstragao: Ver Domingues [4]. |

Corolario A.2 Se K e L sao subconjuntos compactos de um espaco métrico (X,d),
entao existem p € K e q € L tais que d(K, L) = d(p, q).

Demonstracao: Ver Domingues [4]. u
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A.2 Conjuntos Convexos

Ao longo desta secdo, a menos de mencao contraria, X serd sempre um espaco
vetorial. Aqui, nossa principal referéncia é Aliprantis (ver |2]).

Definicao A.4 Um subconjunto C de X é dito convexo quando, para quaisquer x,y €
Cetel0,1] tem-setx+ (1 —t)y € C.

Exemplo A.1 Qualquer subespaco de X é um conjunto convero. Se X for um espacgo
vetorial normado e a € X entao, para qualquer r > 0 a bola aberta centrada em a com

raio r, B(0,r), é um conjunto convezo.

Lema A.2 Um subconjunto C C X € convexro se, e somente se, dados n € N,
n

{z1,29,...;2,} C C e ay,aq,...,q, escalares ndo negativos com E a; = 1, tem-se

=1
n
E o;T; € C.
=1

Uma combinacao linear nas condicoes acima é chamada combinacao convexa e os
coeficientes podem ser chamados de pesos.
Demonstracao do Lema A.2: (<) Supondo que C contém todas as combinacoes
convexas de seus elementos, em particular C' contém todas as combinacoes da forma
tr+ (1 —t)y, onde z,y € C et € [0, 1]. Logo C & convexo.
(=) Suponhamos que C' é convexo e mostremos que toda combina¢do convexa de
elementos de C' pertence a C. Para isto, usaremos inducao sobre o ntimero n de termos
da combinacao. Para n = 1 o resultado é 6bvio pois para a; = 1 e 27 € C tem-se

sempre ayx; € C'. Suponha que o fato seja valido para um certo n € N.
n+1
Sejam {1, ..., Tp, Tpi1} T C ey, ..., apyq > 0 tais que Zai =1. Se ap1 =
i=1
1 entao a; = 0 para todo ¢ € 1,2,...,n de modo que

n+1

Z a;r; = Ty € C

i=1
e entdo o resultado fica demonstrado. Assuma que «, # 1, ou seja, o, < 1. Neste

caso, 1 — a,, > 0 e assim podemos escrever

n+1 n n

Q;
E QT = E OT5 + O 1Tp41 = (1 - Oén+1) E 1—% + Q1T
i=1 i=1 im1 - Ontl

= (1 - an+1)y + Qp41Tn+1,
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onde

Observe que

n+1

Zal—léz:az—l an+1:>1_a+12a1—1:>2

Pela hipotese de inducao resulta que y € C' e como C é convexo,

1— an—i—l

(1 = py1)y + anp1ny1 € C,

n+1

ou seja, Z a;z; € C' e portanto o lema estd demonstrado. [ ]
i=1

Proposicao A.4 Se X ¢ um espaco vetorial, valem:

(1) A intersecao de uma familia qualquer de subconjuntos convexos de X € um conjunto

CONVETO.

(1) Um conjunto C C X € convexo se, e somente se, aC + C = (a + [)C para

quaisquer escalares nao negativos o e [3.

(731) A soma de dois conjuntos converos é um conjunto convero.

(1v) Se X é um espaco normado e C C X € convexo, entdo C' também é convezo.

Demonstragao: (i) Considere uma familia {C)} ez de subconjuntos convexos de X

e defina C' := ﬂ C. Fixe A € L. Dados z,y € C temos x,y € C) e sendo C), convexo,

AEL
segue que tr + (1 — t)y € C), qualquer que seja t € [0,1]. Pela arbitrariedade de A

temos

tr+(1—-t)yeC, Vte|0,1].

Como z e y foram tomados arbitrariamente em C', concluimos que C é convexo.
(71) Se a« =0 ou 8 = 0, o resultado é imediato. Por isso, assumiremos que «, 5 # 0.
Suponha inicialmente que C' é convexo. Dado z € aC + C, existem z,y € C tais que

2z = azx + [y. Seja
o g
= T+ .
a+p a—i—ﬁy

Como z,y € C' e
o g
+ pu—
a+pf a+p

segue pelo Lema A.4 que w € C. Agora, note que

(a+ pBw = ar+ By = z.
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Portanto z € (a + )C verificando a inclusao
aC + pC C (a+ B)C.

Agora, se z € (a + f)C temos o = aw + fw com w € C e isto verifica a inclusdo

contraria, nos dando a igualdade
aC + BC = (a+ p)C.

Reciprocamente, se vale a igualde aC + SC = (a + B)C entdo, para qualquer
t € [0,1] temos tC' + (1 —t)C = [t + (1 — t)]C = C. Logo, dados x,y € C tem-se
tr + (1 —t)y € C e portanto C é convexo.
(17i) Sejam A, B C X conjuntos convexos. Considere z,y € A+ B et € [0, 1]. Existem
Ta,ya € Ae xp,yp € B tais que x = x4 +xp e y = ya + yg. Dai, pela convexidade

de A e de B,

tr+ (1—t)y=tea+tep+ (1 —t)ya+ (1 —t)ys

=texa+(1—t)a+teg+ (1 —t)ys

€A eB

de onde segue que

tr+(1—tyye A+ B.

(iv) Sejam z,y € C e t € [0,1]. Existem sequéncias (x,), (y,) C C tais que x,, — x e
Yn — y. Considerando z, := tz,, + (1 — t)y, temos que z, € C para todo n € N (pois
C é convexo e x,,,y, € C) e 2z, — [tz + (1 — t)y]. Logo, tz + (1 —t)y € C mostrando
que C é convexo. [ |

Dado A C X, a familia dos subconjuntos convexos de X que contém A é nao vazia,
uma vez que o propria X é um desses conjuntos (lembre que estamos considerando X
um espaco vetorial). Pela Proposi¢do A.4, a intersegao .7 de todos os convexos que
contém A é um conjunto convexo. Além disto, se C' é convexo contendo A, claramente
o7 c C. Isto nos diz que A é minimal dentre os conjuntos convexos que contém A.
Ademais, é claro que 076 inico nestas condicoes. Diante disto, faz sentido a seguinte
definicao.

Definicao A.5 Dado um conjunto A C X, definimos a casca convexa de A, denotada

por conv A (ou ainda coA) como sendo o menor conjunto convexo de X que contém

A.
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Proposicao A.5 Dado A C X tem-se

ConvA:{Zaixi: neN €A a>0Vie{l,2,...,n} e Z%‘:l}-
=1 i=1

Em outros termos, conv A € conjunto de todas as combinacdes convexas possiveis
de elementos de A.

Demonstracao: Seja
B = {Zaixi :neN, z; €A o, >0Vie{l,2,...,n}e Zai = 1}.
i=1 i=1

Dados z,y € B, existem n,m € N tais que

r=Y i e y=y By
i=1 Jj=1

onde z;,y; € A, a;, 5; > 0, para todo i € {1,2,...,n} e todo j € {1,2,....m} e,

O S
i=1 j=1
Dado t € [0, 1] temos

tx—l—(l—ty—ZtaxH—Z 1 —1t)Bjy;.

7j=1
Defina \; e 2, [ € {1,2...,n +m} da seguinte maneira:
eparal € 1,2....n ponha \; =ta; e z; = xy;
eparal=n+j, j=1,2,...,mponha \, = (1 —1)53; e zy =y,.

Desta forma, temos

n+m n+m
tl’—i- l—ty—Z)\le— Z )\lzl Z)\m
l=n+1

Observe que z; € Ae A\ > 0 para todo [ € {1,2,...,n+ m}. Além disto,

n+m

Z)\l—tZaz 1—t)2m:5j:t+(1—t):1.

Portanto, tx + (1 —t)y € B e isto mostra que B é convexo. Ademais, dado z € A
claramente x € B, ou seja, A C B. Sendo assim, B é um convexo contendo A e por

definicao de casca convexa resulta que

conv A C B.
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Agora, como conv A é convexo e contém A, deve conter também todas as combinagoes

convexas de elementos de A. Logo,
B C conv A.

Portanto, conv A = B. [

Lema A.3 Sejam Ai, Ao, ..., A, C X conjuntos convexos nao vazios. A casca convera
n

da uniao U A; satisfaz
i=1

conv <UAZ> = {Z)\zxz AN >0, 7, € A;Vie{1,2,...,n} e Z)\i = 1}.
=1 =1 i=1

n

Em particular, se cada A; € compacto entdao conv <U AZ-) € também compacto.

i=1

Demonstragao: Sejam A =J!_, A; e

C .= {Z)‘sz : /\z Z 07 xT; € Az Vi € {1,2,...,71} e Z/\Z = 1} .
i=1 i=1

Evidentemente

C C {ZO&@‘%‘Z meN, z; €A, o >0Vie{l,2,...,m}e Zaizl}
i=1

=1

e entao, pela Proposicao A.5 segue que
C C conv A.

Agora, dados z,y € C temos

= i)\iasi ey = i&i?/i
i=1 =1

onde, A\;,; > 0 e x;,y; € A; para todo i € {1,2,...,n} e mais,

=1 i=1

Se t € [0, 1] tem-se

n

tr + (1 -ty = zn:t)\ixi + zn:(l — oy = Z[t)\ixi + (1 = t)auy).

=1 =1 1=1
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Para cada i € {1,2,...,n},
[thiz; + (1 — Oy € A + (1 — ) A;.
Como A; é convexo, pela Proposicao A.4 resulta que
[thiz; + (1 — t)ayi] € [thi + (1 — t)ay|A;, Vi€ {1,2,...,n}.
Sendo assim, para cada i{1,2,...,n} existe z; € A; tal que
[thiz; + (1 — gy = [t + (1 — t)ay]z;.

Logo,

n

tr+ (1 —t)y = Z[t/\i + (1 — b))z

i=1
Perceba que [tA; + (1 — t)ay;] > 0 para todo i € {1,2,...,n} e além disso,

n

Z[t)\i+(1—t)ai]:tikﬁ—(l—t)i:ai:t—i—(l—t):1.

i=1 i=1 i=1
Portanto, tz + (1 — t)y € C' o que nos diz que C é convexo. Como C contém cada A;

vemos que

AcC

e pela definicao de casca convexa resulta que
conv ACC

e consequentemente, conv A = C.

Por fim assuma que cada A; é compacto. Defina
fR" XA xAyx---xA, =X

pondo
f()\,ECl,I% ,l"n) = Z)\ﬂ?i,
i=1

onde A = (A, ..., A,) € R™. Considere o conjunto
K = {AeR";Ai >0Vie{l,2,..,n}e Y A= 1}.
i=1

Claramente K ¢é limitado. Seja ()\j)jen = ((A{,)\%, ...,)\%))jeN uma sequéncia em K

com A\; = A = (A1, Ag, ..., Ay). Entdo para cada i € {1,2,..,n} tem-se \; > 0 pois, do
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contrério, existiria jo € N tal que )\{O < 0, contrariando o fato de que \;, € K. Além

disto, para cada i =1,2,...,n,

;)\i - ;JlLIEOAZ :jhjgo;y =lim1=1.

Logo A € K e portanto K é fechado. Concluimos assim que K é compacto. Como
f é continua e K x Ay x --- x A, ¢ um compacto, segue que f(K X A; x --- x A,) é

um compacto em X. Do que ja foi demonstrado obtemos

FK x Ay x -+ x A,) = conv (CJA’)
i=1

o que nos da o desejado. ]

Corolario A.3 A casca convexra de um subconjunto finito de X é um compacto.

n
Demonstragao: Seja Y = {zy,...,x,} € X. Notando que Y = U{xz} e que cada
i=1
{z;} & um conjunto convexo e compacto, o resultado segue imediatamente do Lema

A3, ]

Lema A.4 Suponha que X € um espaco vetorial normado. Se V' é um aberto em X
com 0 € V, entao existe um aberto convexro W com 0 € W tal que W +W C V.

Demonstragao: Com efeito, a aplicacdo ¢ : X x X — X dada por ¢(z,y) =z +y é
continua e, em particular, continua em (0,0). Assim, existe U aberto em X x X com
(0,0) € U tal que o(U) C V. Como a colegao B = {G x H; G e H abertos em X} é
uma base para a topologia de X x X, existem G, Hy C X abertos com (0,0) € Gy x Hy,
tais que Gy x Hy C U. Mas,

0€ Gy= deg > 0; B(O,gl) C Gy

0 € Hy= Jey > 0; B(0,e2) C Hy.

Sejam € := min{ey, g0} e W := B(0, ). Temos entao que W é um aberto convexo,
com0eW, W CGyeW C Hy. Assim W x W C U de sorte que (W x W) C V,
isto é,

W+WcCV.
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Definicao A.6 Seja X um espaco vetorial normado. Definimos a casca convexa fe-
chada de um conjunto A C X, denotada por conv A ou por oA, como sendo o menor

conjunto convezo fechado que contém A.

Seja A um subconjunto de um espaco vetorial normado X. Pela Proposicao A.4

temos que conv A é um convexo fechado que contém A. Logo, conv A C conv A. Por

outro lado, sendo conv A o menor convexo que contém A, temos

conv A C conv A = conv A C conv A = conv A C conv A.

Portanto,

conv A = conv A.

Observacao A.1 Sejam A, B C X. Note que conv (A + B) C conv A + conv B.
De fato, como A C conv A e B C conv B temos que A+ B C conv A + conv B. Pela
Proposicao A.4, conv A + conv B é convexo e entao, por definicao de casca convexa,
devemos ter conv (A + B) C conv A + conv B. Além disto, se A C B entdo conv A C
conv B. Realmente, conv B é um convexo que contém B e portanto contém A. Sendo
conv A o menor convexo que contém A, segue que conv A C conv B. Estes fatos serao
utilizados na demonstracao do seguinte teorema.

Teorema A.3 Se X é um espago de Banach e K C X € compacto, entao a casca

convexa fechada de K, conv K, € um conjunto compacto.

Demonstracdo: Como conv K é um fechado contido em espaco métrico completo,
temos que conv K com a métrica induzida de X & um espaco métrico completo. Pelo
Teorema A.2 basta mostrar que conv K é totalmente limitado. Dado € > 0 pelo Lema
A 4 existe uma vizinhanga convexa W de 0 tal que W + W C B(0,¢). Desde que K é
compacto, pelo Lema A.1 existe um conjunto finito Y C K tal que K C Y + W. Pela

Observacao A.1 temos
conv K C conv (Y + W) C conv Y + conv W.
Como W é convexo, conv W = W de sorte que

conv K CconvyY + W.
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Pelo Corolario A.3 conv Y é compacto e, sendo W vizinhanca do 0, o Lema A.1
nos da a existéncia de um conjunto finito F' C conv Y C conv K, tal que conv Y C
F + W. Logo,
conv K CF+W+W C F+ B(0,¢).

Escrevendo F' = {x1, 2o, ...,x,} obtemos F' + B(0,¢) = ., B(z;,¢). Dai
conv K C B(z1,e) U B(x9,e) U---U B(x,,¢)
e portanto conv K é totalmente limitado.

Afirmacao A.1 Se A C X é totalmente limitado entdo A também é totalmente
limitado.

De fato, seja € > 0. Sendo A totalmente limitado, existem x1,...,x, € A tais que
A C B(x1,e/2)U B(xg,e/2) U+ U B(xy,£/2).

Dali,

A C B(xy,e/2) UB(x3,6/2) U---U B(z,,2/2).
Dado 7 € {1,2,...,n},
B(zi,¢/2) = Blxi,e/2] C B(;,¢).
Logo,
A C B(x1,e) UB(22,6) U---U B(ap, ¢

e portanto A é totalmente limitado. U
Da afirmacao acima segue que conv K é totalmente limitado e Teorema fica de-
monstrado. ]

Uma versao mais generalizada do Teorema A.3 pode ser encontrada em Aliprantis

(ver [2]).

A.3 Resultados sobre Diferenciacao e Integracao

Defini¢ao A.7 Sejam [a,b] C R e f : [a,b] = R uma fun¢do. Diz-se que f é abso-
lutamente continua quando, para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que, para toda familia
finita de intervalos abertos dois a dois disjuntos, (ai,b1), (ag,ba), ..., (an,by,), contidos
em |a,b], se

n

Z(bl — ai) <9

=1



139

entao

Z|f flay)| <e.

Teorema A.4 (Teorema Fundamental do Calculo) Sejam [ = [a,b] e f: ] — R

uma funcao. As sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) A funcdo f é absolutamente continua.

(17) A funcao f € derivdvel q.s., f' € integrdvel e
f@) = fla) = [ £(o)dt, Vo€ o)

A demonstragao do resultado anterior pode ser encontrada em Rudin [19]. Capitulo 7.

O seguinte Teorema trata-se de uma versao mais geral do Teorema Fundamental
do Calculo, envolvendo derivadas de funcoes em espaco de Banach e a integral de
Bochner. Tanto o Teorema quanto seu corolario podem ser encontrados em Lang e

Melo (ver [11] e [16], respectivamente).

Teorema A.5 Sejam f : [a,b] — X continua e F : [a,b] — X diferencidvel com
= f. Entao
b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

Corolario A.4 Se f :[a,b] — X € continua e F(x / f(t)dt, entao F'(x) = f(x).

Teorema A.6 Sejam X um espaco de Banach, I C R um intervalo e f : I — X

uma funcao mensurdvel. Entao f € Bochner integrdvel se, e somente se, a aplicacdo

t— ||f(t)|lx pertence a L'(I), isto €, /Hf(t)HX dt < co. Em caso afirmativo vale a
I

0 dtH < [ s a

Teorema A.7 Sejam I C R um intervalo, X,Y espacos de Banach e f: 1 — X uma

desigualdade,

funcdo Bochner-integrdvel. SeT' : X —'Y € uma aplicacao linear continua, entao T f

T/If(t) dt:/ITf(t) dt

Demonstracoes do Teorema A.7 em versoes mais gerais podem ser encontradas

¢ Bochner-Integravel e

em Hille e Yosida (ver [10] e |24], respectivamente).
O proximo resultado trata-se da Desigualdade de Gronwall, a qual é utilizado

com frequéncia ao longo do trabalho para a obtencao de estimativas importantes.
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Teorema A.8 (Desigualdade de Gronwall) Sejam «, 5 e d fungdes continuas de-

finidas em um intervalo aberto [a,b], tais que B >0 e

6(z) < alz) + /m B(s)d(s)ds.

Entao .
d(z) < alz) +/ B(s)a(s)els P

Em particular, se a(x) =k, onde k é uma constante, temos

i(z) < ke o P54

Para a demonstracao do Teorema A.8, sugerimos Djairo (ver [§]).

Proposicao A.6 Sejam u : [a,b] — R uma funcio absolutamente continua e o, €
L*([a,b],R). Se para quase todo t € [a,b],

u'(t) < at) + Bt)ult),
entdo para todo t € [a,b],
u(t) < u(a)efat Bls)ds 4 /t els Bs)ds o (1) dr.
Em particular, se a e B sao constantes com [ # 0 entao, para todo t € [a,b],

u(t) < e=u(a) + % (e(t_a)ﬁ —1)

A Proposi¢ao anterior encontra-se demonstrada em Milani (ver [17]).

A.4 Existéncia e Unicidade para o Problema de Cau-

chy Autéonomo em Espacos de Banach

Em toda esta secao, X serd sempre um espaco de Banach com norma denotada

por || - .

Preliminares

O proximo resultado diz que o limite uniforme de uma sequéncia de funcoes
continuas é uma funcao continua.
Proposicao A.7 Seja (f,) uma sequéncia de funcéoes continuas de um espago to-

poldgico (Z,7) em um espago métrico (Y,d). Se (f.) converge uniformemente para

g:Z —Y, entao g é continua.
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A ferramenta essencial para o principal resultado desta secao é o Teorema do
Ponto Fixo de Banach, o qual enunciaremos abaixo.

Teorema A.9 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam (X, d) um espag¢o mé-

trico completo e ' : X — X uma contracao, isto €, existe 0 > k < 1
d(F(z), F(y)) < kd(z,y), Va,y € X.

FEntao existe um unico ponto fixo p para F, isto é, F(p) = p. Além disso, p é um atrator
de F, isto é, para todo x € X a sequéncia x, = F"(x), onde F"(x) = F(F" (z)),

converge para p quando n — oQ.

Problema de Cauchy Auténomo

O principal objeto desta secao ¢ o Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard, o qual
fornece existéncia e unicidade de solugao para o seguinte problema de valor inicial, ou

Problema de Cauchy,
du
—(t) = F(u(t
(1) = Flult))

u(0) = ug

(A.1)

onde F' é uma aplicagdo de X em X. Seguimos aqui os textos de Brezis e Melo (ver

[3] e [16], respectivamente).

Definigao A.8 Uma funcio u € C([0,00); X) € dita ser solu¢io do Problema (A.1)

quando satisfaz as condicoes nele impostas.

Lema A.5 Supondo F continua, encontrar uma solu¢ao para o problema (A.1) é equi-

valente a encontrar u € C([0,00), X) que satisfa¢a a equagdo integral
t
u(t) = uo +/ F(u(s))ds, Vt > 0. (A.2)
0
Demonstragao: (=) Assuma que vale (A.1). Dado t > 0, pelo Teorema (A.5),

/0 u'(s)ds = u(t) — u(0) = u(t) — ug.

Dai,

t

u'(s) = F(u(s)) =>/0 u'(s)ds = / F(u(s))ds = u(t) —ug = /0 F(u(s))ds
=u(t

t
0
t

):m+AFMm@
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t
(<) Para ver a reciproca defina G(t) := / F(u(s))ds, para todo t > 0. Desde que
0

F o u é continua, pelo Corolario A.4 temos
G'(t) = F(u(t)), Vt > 0.

Assim, derivando (A.2) com relagao a t obtemos u/(t) = F(u(t)) e por um célculo direto
vé-se que u(0) = ug. [

Para uma constante k£ > 0, que serd fixada posteriormente, defina o conjunto
Y = {u € C([0,00), X); supe ™ ||u(t)| < oo} .
>0

Claramente a funcao identicamente nula pertence a Y e por isso Y # (). Note ainda
que, se u € Y entdo o conjunto {e *|lu(t)|, t > 0} é limitado; neste caso existe ¢ > 0

tal que ||u(t)|| < ce* para todo t > 0.

Lema A.6 O conjunto Y é um subespago vetorial de C([0,00), X).

Demonstracio: Ja foi comentado que 0 € Y. Agora, sejam u,v € Y e ¢ € R. E claro

que cu +v € C([0,00), X). Além do mais,

leu(t) +o@)] < lelllu@)] + llo@)]l, vt =0
implica em
sup e [leu(t) + v(t)]| < Sup (e ™ [elllu®)ll + e o))

t>0

< supe”[el[Ju(®)|| + sup e~ [|u(t)].
120 t>0

Dai,
sup e~ [|cu(t) +v(t)]| < |e|supe™ [[u(t)|| +sup e [Ju(t)]].
>0 >0 >0
<60 <00
Portanto, cu +v € Y. [

Lema A.7 A funcao

l-lly: ¥ — R

u > ully = supe™[u(t)]
t>0

€ uma norma em Y .
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Demonstracao: Evidentemente [|0]ly = 0. Suponha que u € Y é tal que |lu|ly =0,
isto é,

sup e ™ ||u(t)|| = 0. (A.3)

>0

Se existir £y € [0,00) tal que u(ty) # 0, entao
[uto)| > 0 = e~ lu(to)|| > 0
o que contraria (A.3). Logo, u = 0 e portanto,
llully =0« u=0.
Agora, dado qualquer ¢ € R
leully = sup e™[lcu(t)|| = sup e™™[c[[Ju(®)]| = |¢| sup e ™ [u()]| = |c[[Ju]ly-
£>0 >0 >0
Por fim, para qualquer t > 0 tem-se

lu(@) + @ < [lu@®l + lo@]-

Dali,
lu+vlly = supe™u(t) +v(t)]| < sup (e [Jult)]| + e v(®)])
>0 >0
< supe”™fu(t)| +sup e |l(t)]| = [lully + [[v]ly-
>0 >0
Portanto, || - ||y realmente define uma norma em Y. n

Observacao A.2 Note que, se u € Y entao

lu@®)]] < e™lully, vt = 0.
De fato, se u € Y entao, para todo t > 0,
e ut)| < sup e llu(s)|| = [lully

= [lu(®)ll < e [lully.

Lema A.8 O par (Y, | - |ly) € um espaco de Banach.
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Demonstracao: Seja (u,) C Y uma sequéncia de Cauchy em Y. Dado € > 0, fixe
t > 0 e considere \ := ce ¥ > 0. Existe ng = ng(\) € N tal que

n,m > ng = ||ty — unlly <A

= (supllun(s) ~ w0 ) < A

s>0

Particularmente temos

n,m > ng = e’ktHun(t) — Uy (V)] <A = Jun(t) — up(t)]] < ekt

= [Jun(t) — um ()] <e.

Portanto (un(t)) é uma sequéncia de Cauchy em X. Como X é de Banach, existe
u; € X tal que u,(t) = u; quando n — oc.
A arbitrariedade do ¢ > 0 considerado no raciocinio acima, nos permite definir a
funcao
u: [0,00) — X

t — u(t) =u = lim wu,(t).

n—oo

Afirmamos que u € Y. Para verificar isto, vejamos inicialmente a condigao de limitagao.

Seja € > 0. Como (u,) é de Cauchy em Y, existe n; € N tal que
nym > ny = e un(t) — um(t)]| < g vt > 0,
Sendo assim, fixado n > n; temos, para cada t > 0,
m>ny = e "up(t) — um(t)]| < =

e entao, por propriedades dos limites,

Portanto,
vt > 0. (A.4)
Mas, dado n € Ne t > 0 tem-se

e (lu®)ll = llun(@®)]) < e lun(t) — u®)l.
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Logo, para n = ny temos, por (A.4),

e (lu®)ll = llun, @) < 5, ¥t =0

= M u(t)| < 5+ ¢ un (D], V20
£
2

DO ™

=sup e “u(t)|| < 5 + sup e [Jun, ()]
£>0 >0

Desde que u,, €Y, segue que
sup e |u(t)|| < oo.
t>0

Para assegurar o que afirmamos devemos verificar ainda que u é continua em [0, 00).
Para tanto, considere s > 0 e fixe T > s. Dado ¢ > 0, como ee™* > 0 e (u,) ¢ de
Cauchy, por um raciocinio analogo ao utilizado para a obtengao de (A.4), existe ny € N
tal que

n > ny = e M|u,(t) —ut)|| < e, ¥t > 0.

Para qualquer ¢ € [0, 7]

T < —t= kT < —kt=eF < ¥

=e M Jun(t) — u(®)] < e un(t) —u(t)]], ¥n € N.
Dali,

n > ny =e " |u,(t) —u(t)| < ee™, Vvt € [0,T]

= ||lun(t) — u(t)|| < e, Vt €[0,T].

Portanto (u,,) converge uniformemente para u em [0,7]. Desde que u, restrita a [0, T
¢ continua, para todo n € N, resulta da Proposi¢ao A.7 que u é continua em [0,7]. Em
particular v é continua em s, mostrando o desejado.

Por fim, afirmamos que u,, — u em Y, quando n — oo. Com efeito, dado ¢ > 0
ja vimos que existe n; € N satisfazendo (A.4). Desse modo,

n > n; = sup e_kt||un(t) —u(t)]| <
>0

DO ™

=||u, — ully <e.

De tudo isto, concluimos que Y é um espaco de Banach. [
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Teorema A.10 (Cauchy, Lipschitz, Picard) Sejam X um espaco de Banach e F :
X — X uma aplicacao Lipschitziana, com constante de Lipschitz igual a L > 0, isto
€

|F(u) — F(v)|| < L|ju —v||, Yu,v € X.

Entao, para todo ug € X o problema (A.1) possui uma inica solugao.

Demonstracao: Pelo Lema A.5, encontrar uma solucao de (A.1) equivale a encontrar
uma funcdo u € C([0,00), X) tal que
t
u(t) = ug +/ F(u(s)) ds.
0
Dado u € Y defina
®,: [0,00) — X
¢
t — () =u —|—/ F(u(s)) ds.
0
Vamos mostrar que , € Y. Sendo F' e u continuas, o Corolario A.4 nos da que &,

é diferenciavel e portanto continua. Agora, para cada t > 0, usando propriedades da

integral, as hipdteses sobre F' e a Observacao A.2 temos,

H%®WZW+AFW@MS

U —i—/o [F(u(s)) — F(0(s))] ds —l—/o F(0(s)) ds

<l [ 1F (o) - FO)ds + [ 1F O
< o+ L [ ats)lds + 617 O]
<l + [ s + O]
Fazendo L := Lljully > 0 vem
201 < ool + L [ s+ H1FO)
0
< Juoll+ 22 (¢4 — 1) + 1 F(0)
< Jlugll + 2k + 1] F(0)]|.
Logo,

L
M @ut)] < e luoll + - + te” | F (V)] (A.5)
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Note que te=* — 0 quando t — oo e portanto te *||F(0)| é limitado. Perceba ainda

que, para t > 0,
—kt <0 = e M < 1= ||luglle™ < |luol| = sup |Juolle™ < oco.
>0

Assim, por (A.5) segue que

Ly

sup e[, (1) < sup e Juo]| + —
t>0 t>0

+sup te || F(0)]| < oo.
>0
Portanto, ®, € Y qualquer que seja u € Y. Podemos entao definir a aplicacao

®: Y — Y
u — O(u) =,

Dados u,v € Y, pelo Lema A.6, u — v € Y. Dai, usando propriedades da integral, o

fato de F ser Lipschitziana e a Observacao A.2, temos para qualquer ¢ > 0,
t t

/ F(u(s))ds —/ F(v(s))ds
0 0
t

| (Pats)) = Fo(s)ias

r@aw—@ﬁwz\
sAHF@@»—F@@mws
sALM@—mmm

t t
< / LGkSHU—’U”de:LHU—U“y/ e*ds
0 0

1
= Llju = vlly (e = 1)
L
< Zlhu—vlye®

Dai,
ket L
e[ Pu(t) = Pu(B)| < L llu—vlly, ¥t 20
_ L
= supe @y (t) — Du(t)]| < ~llu—vlly.
>0
Logo,

_ L
[P(u) = @(v)[ly = [|Pu = Puly = sup e “lRu(t) — ()] < 7l =vly.
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L
Escolhendo k£ > L temos = < 1 e portanto ® ¢ uma contracao. Pelo Teorema do Ponto
Fixo de Banach (Teorema A.9), existe u € Y tal que ®(u) = u, ou seja, ¢, = u. Dai

u € C(]0,00), X) e, para todo t > 0,

u(t) = uo +/0 F(u(s)) ds

e portanto u é solu¢ao do problema (A.1).
Para ver a unicidade, suponha que u; e us sdo solugoes do problema (A.1). Dado

t > 0 temos

fust) = ua)] = | [ Fustonas = [ Plastonas| = | [10nten) - Fustoas

= [|ua (t) — uz(t) g/o Llui(s) — usg(s)| ds.

Fixado T' > t, podemos usar a Desigualdade de Gronwall (Teorema A.8), com 6(z) =
|lur () — uz(z)|], B(z) = L e a(x) = 0, para todo = € [0, T}, obtendo

t
Jur(0) = o) < 0-ex ([ £ds) =0
0
Logo, ||u1(t) — ua(t)|| = 0, mostrando que
ul(t) = Ug(t), \ > O,

de modo que u; = uo. [}

A.5 Alguns Resultados Sobre Espacos L? e Espacos
de Sobolev

O seguintes resultados e suas demonstragoes podem ser encontrados em |[1], [3]
ou [15].
Proposicao A.8 Sejam k> 1, f € CE(R") e g € LL.(R™). Entdo f*ge CHR") e

D(f*g) = (Df) * g,

para todo o com |o| < k. Em particular, se f € C(R") e g € L}, (R"), entdo
fxgeC=R").
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Teorema A.11 (Young) Sejamu € L'(R") ev € LP(R"), com 1 < p < +oo. Entdo,
para quase todo x € R"™ a fungdo y — u(x — y)v(y) € integrdvel em R™ e além disso,
uxv e LP(R™) com

|w* vl zo@ny < [lullLrgn) 0] e @n)-

Teorema A.12 (Rellich-Kondrachov) Suponha que 2 C R™ ¢é limitado e de classe

C'. Entdo temos as sequintes imersoes compactas:
1 1
— L9(Q) Yq € [1,p*), onde — = — — —.
P* n
Sep=n, W?(Q) — L1(Q) Vq € [p, +0).
(%

=
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