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Resumo

Neste trabalho vamos estudar existéncia de solugao para problemas elipticos com

expoente variavel da forma:

—~Au = wP@®  em Q

u = 0 , sobre 09

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado e p : © — R é uma funcdo continua, podendo ter
Crescimento Sublinear, Crescimento superlinear Subcritico e Crescimento supercritico.
Para tal demonstramos alguns resultados de imersao dos espagos de Sobolev nos espagos
de Lebesgue variavel. A principal ferramenta utilizada é o Método Variacional.
Palavras-Chave: Problemas Elipticos, Expoentes variaveis, Métodos Variacio-

nais.



Abstract

In this work we study existence of solutions for elliptic problem with variable

exponents of the form:
—Au = w®, in Q

u = 0 , on 0N
where Q0 C R" is a bounded domain and p : Q — R is a continuous function having
Sublinear growth, Superlinear and Subcritical growth and Supercritical growth. To do
this we prove some results of embeddings from the Sobolev spaces into the variable
Lebesgue spaces. The main tools used is Variational Methods.

Keywords: Elliptic Problems, Variable Exponents, Variational Methods.



NOTACOES

Segue uma lista das principais notagoes e siglas utilizadas no texto. Alguns dos simbolos

aqui listados também sao definidos no texto.

e X' - Dual topologico de um espaco de Banach X;

o B, (x) ={y; ly—=ll <r}k

e |[.Il;- =|.ll, - Norma no espago L";

e ||.|| - Norma no espago H} (Q);

e 0(1) - Ordem pequena;

e O (eg) - Ordem grande;

° 2F = NQ—]XQ - Expoente critico de Sobolev;

e O () ={f:Q — R; f e todas suas derivadas sdo continuas}, para  C R";
o C° () ={ue C®(Q); suptu CC Q};

o Hp, (B) ={ueHy(B); u(x)=u(lz)}

o Sy = inf IVull2;

weDG?(RN) |y =1

e Sy () = inf ||Vu||§7

ueDF?(Q) [lulye=1
o D'?(RY) = {u e L* (RN); 2 e [2(RV), parai=1, .,.,N};
® C(C))O (Q)”“DLZ(Q) — Dé,Q (9)7

e supty - O suporte da fungao ;

— - Convergéncia forte em espagos vetoriais normados;

vi



— - Convergéncia fraca em espacos vetoriais normados;
|X| - Medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel,
q.t.p. - Em quase todo ponto;
wy_1 - Area da superficie da esfera unitaria em RV:

_ - essinf p;
p- - essinf p;
Py - €sSsup p;

Q

- _ . f .

p 1192 p;

pt - sup p.
Q

vil
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Introducao

Nesta dissertagao apresentaremos alguns resultados de existencia de solugoes para pro-

blemas elipticos que apresentam um termo nao-linear com poténcia variavel do tipo

—Au = w"@, em €

u = 0 , sobre 01,

(1)

onde 2 C RV é um dominio limitado, N > 3. Estudamos os casos em que:
(i) p é superlinear subcritico, ou seja,
l<p(z)<2"—1, para todo z € €
(ii) p ¢é sublinear, isto &,
0< igfpgp(x) Ssgpp< 1, para todo x €
(iii) p é supercritico, quer dizer,
p(z) =2+ |z|", para todo z € B,

. [N .
onde 0 < a < min 5 N — 2% e B é a bola unitéria em R,
Utilizaremos métodos variacionais para mostrar a existéncia de solugao nos trés

casos (i), (ii) e (iii), ou seja, vamos consider o funcional energia I : Hy () — R dado

_1 2 _ ;p(w)ﬂ

o qual esta associado naturalmente com (1) no sentido de que pontos criticos de T sdo

por,

solugoes fracas de (1). Para tal, promovemos alguns resultados de imersdo continua
e compacta dos espagos de Sobolev H! (2) nos espagos de Lebesgue com expoente

variavel LP@) (Q).



7

Historicamente, os espacos de Lebesgue com expoente variavel apareceram pela
primeira vez na literatura ja em um artigo de 1931 de Orlicz [28]. Neste artigo, Orlicz
essencialmente mostrou a desigualdade de Hélder no espaco (P™®). Trinta anos depois,
esses espagos foram desenvolvidos na reta, de forma independente, por pesquisadores
russos, notavelmente Sharapudinov [33]. Esses estudos se originaram em um artigo de
Tsenov [36], e foram brevemente comentados por Portnov [29,30]. Em [33] Sharapudi-
nov introduziu a norma de Luxemburgo para o espago de Lebesgue e mostrou que este
espago é reflexivo quando 1 < p_ < p, < oo.

Uma das razoes para o grande desenvolvimento da teoria classica dos Espacos de
Lebesgue LP (onde 1 < p < o0) é a descrigdo de varios fendmenos que aparecem em
ciéncias aplicadas. Por exemplo, muitos materiais podem ser modelados com precisao
suficiente usando os espagos de fungoes LP, onde p é uma constante fixa. Para alguns
materiais nao homogéneos, como fluidos eletro-reologicos (aqueles que podem modificar
algumas de suas propriedades, geralmente sua viscosidade, por exemplo, atraves de
estimulos de um campo elétrico ou magnético), esta abordagem nao é mais adequada,
mais sim o expoente p deve ser permitido variar. Nesses casos, modelos com expoentes
variaveis se mostram mais promissores, ver [31].

Problemas com expoentes variaveis podem representar modelos mais realisticos

em aplicagoes do mundo real. Por exemplo, o problema

% —Au = du—a(x)u”!™, em Qx (0,400)
u(z,t) = 0 , sobre z € 9§ x (0,400)
u(.,0) = up>0 , em

pode modelar uma reagao onde a produgao de um composto quimico é governada por
diferentes padroes de acordo com a regiao onde a reagao ocorre. Para mais informacgao
veja [16].

A dissertacao esta organizada da seguinte forma:

O capitulo 1 foi dedicado ao estudo dos espagos de Lebesgue com expoentes
variaveis, LP@® (Q), e suas propriedades, tais como: completeza, reflexividade, separa-
bilidade e densidade.

O capitulo 2 foi destinado a relembrar, ou aprender, os conceitos usados em

Métodos variacionais.
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O capitulo 3 foi baseado em [22] e [26]. Estudamos a compacidade, ou nédo, da
imersdo dos espagos de Sobolev, H} (£2), nos espagos LP(®) (). Utilizamos o Teorema
do Passo da Montanha para garantir a existéncia de solugao para o problema (1) com a
condigao (i). E por fim, usamos resultados da Teoria de Pontos Criticos para garantir
a existéncia de solugao para (1), com a condigao (ii).

No capitulo 4, baseado em [11], estudamos o caso (iii). Neste capitulo, usamos
o Teorema do Passo da Montanha e a estratégia de Brezis Niremberg |7| para garantir
que o problema (1) possua solugao.

Além dos capitulos, o trabalho conta com trés apéndices nos quais fazemos uma
exposicao breve de conceitos e resultados importantes no desenvolvimento dos capitu-

los.



Capitulo 1

Os espagos LP(*) ()

Neste capitulo, introduziremos conceitos, notagoes e principais resultados envolvendo
os espacos LP(®) (Q). Esses espagos desempenham um papel fundamental quando se
estuda problemas elipticos variacionais com expoentes variaveis. Para mais detalhes

recomendamos a leitura das referéncias [10], [12], [17], [20] e [34].

1.1 Definicao e propriedades

Com o intuito de definir os espacos de Lebesgue com expoente variavel, necessitamos
introduzir a classe dos expoentes que serao considerados. Seja Q@ C RY um conjunto

Lebesgue mensurével. Definimos
LT (Q) = {p €L (Q); po = essﬂinfp > 1} ‘

Dado p € LY (), escrevemos p para denotar seu expoente conjugado pontual, isto é,

=1 qt.pem {2,

com convencao de que &+ = 0.
[ee]

Definicao 1.1 Para cadap € LY (R2), definimos os espagos de Lebesque com expoente

varidvel, LP® (Q), como

L@ (Q) = {u : Q0 — R mensuravel; [ |u(2)["™dz < oo} .

Q

Sobre o espago LP(®) (), consideremos a fungao modular
p: LP@(Q) — R

U — p(u)=/ﬂ|u(x)|p(x)dx‘

9
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Devido a importancia dessa funcao, demonstraremos, a seguir, alguns resultados en-

volvendo p, e que serao aproveitados ao longo deste trabalho.
Proposicao 1.2 Para todos u,v € LP™ (Q), tem-se

(i) p(u) =0, se, e somente se, u = 0;

(i) p(—u) = p(u);

(iii) p(tu+ (1 =t)v) <tp(u)+ (1 —1t)p(v), para todo t € [0,1], i.e., p € uma fungao
conveza.

(iv) p(utwv) <20+ [p(u) +p(0)];

(v) Se A > 1, entdo
p () < Ap(u) < N p(u) < p () < Xp (),
ese) < A<, temos

AP p(u) < p(Au) < Ap(u) < Ap(u) < p(u).

(vi) Para cada LP@ ()~ {0}, p (\u) € uma fungdo crescente, continua e convexa em
A € [0, 00).

Prova. Sejam u,v € LP@ ().
(i) Note que

p(u) =0 < |u@)|"™ =0, qtp em Q < |u(z)]=0, q.t.p em Q

< u(r)=0, q.t.p em €.
(ii) Segue da defini¢ao de p.

iii) Note que a funcdo ¢ : @ x R — R dada por © (z.s) = |s["™ é convexa em R.
(iii) q Gao ¢ por ¢ (z,

Logo, pelas propriedades da integral de Lebesgue, concluimos que p é convexa.

(iv) Note que

lu (z) + v ()P < 2#@ (yu(a:)w@ + |v(x)yp<z>), g.t.p. em €.

Integrando a desigualdade acima, obtemos o resultado.
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Se A > 1, temos

Ju (@)™ < A (@) <X Ju (2) < A ()

< X+ u ()P, qtp. em Q
Se 0 < A < 1, temos

A Ju (@) P < (@) < v fu (@) < A fu ()P

< Ju@)P", qtp. em Q

Sejam Aj, Ay € [0,00), tais que A; < Ay. Fixando LP@® () \ {0}, temos

P @) = P @) < P fu ()

< ou (@)™, qt.p. em Q
Integrando esta desigualdade, obtemos
p(Au) < p(rau).
Logo,
p(Au) & crescente em A\ € [0,00).
Mostremos a continuidade. Seja A, — A em [0,00). Note que,

|p(~’v) |p(1’)

On = | Apu (2) é uma sequéncia crescente e ¢, — = [Au(x)

em quase todo ponto de €. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona temos
p (M) = p(Au).

Portanto, p (Au) é continua em A € [0, 00). Com relagao a convexidade, note que
a fungao ¢ (z, \) = |\u ()|’ @ X\>0, é convexa em \. Logo, pelas propriedades

da integral de Lebesgue, concluimos que p (Au) é convexa em \ € [0, 00).

Segue dos itens (i), (ii), (iv) e (v) da Proposi¢ao 1.2 que

Corolario 1.3 L™ (Q) ¢ um espaco vetorial.
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Nosso préximo objetivo é definir uma norma nos espacos LP@®) (), para isto,

precisamos do seguinte resultado
Proposicao 1.4 Para cada u € LP®) (Q) temos
(i) I, = (0,00), se u =0

(i) I, =[a,00), com a >0, seu #0,

L={rs0p(Y) <1},

Prova. Se u = 0, entao segue de (i) da Proposigao 1.2 que

ne Do (D) <0<} - 000

Mostrando o item (i). Suponha agora que u # 0 e seja a € I,. Para A > a temos

onde

<

>| =
Q|

Assim, pelo item (vi) da Proposigao 1.2 segue que

ORIGE

logo X\ € I,,. Portanto, I, ¢ um intervalo. |
Agora estamos prontos para definir uma norma nos Espacos LP® (Q), conhecida

como norma de Luxemburg.

Proposicao 1.5 A fun¢ao |.|pw) g LP@ () — R dada por

. Uu
[l por @) = |ulry = inf {A >0; p <X> < 1}

define uma norma em LP®) ().

Prova. Sejam u,v € LP@® (Q) e a € R. Devemos mostrar que

(i) Ju 4 vl < [l + 0]
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De fato,

(i) Segue da definigao de |ul,,, -

(ii) Se u=0, entdo pelo item (i) da Proposi¢ao 1.4 segue que

(i)

I, = (0700)7

e assim,

|ul ., =inf I, = 0.

p(x)
Seja agora |u| o(z) = 0. Vamos supor por contradi¢ao que u 7 0. Por propriedade
de infimo, existe (\,) C (0,1) tal que

A o= 0 e p<%)g1, VneN.

n

Logo,

1> (Ai) = /Q (i)pm lu (2)]" de > (%) /Q lu ()" da.

Sendo p (u) > 0, terfamos
u
P (—> — 00, quando n — o0,
uma contradi¢ao. Portanto, u = 0.

Se a = 0, o resultado é imediato. Se a # 0, temos
. Q@
laul,,) = inf {)\ >0; p (TZ <
= inf {|Oz| A>0; p (—)
A
5)
A
= o ulpg -

Considere o conjunto

C = {uELp(C’:) ()5 p(u) <1}.

Observe que I, = {\ > 0; A'u € C}. Sendo LP® () um espago vetorial e p
uma fungao convexa, temos que C' é convexo.
Denotando |ul,,, = a e [v],,) = b, segue que

u v
a+ec b+e

€ C, para todo € >0,
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poisa+e€l,eb+e€l,.

Sendo C' convexo, obtemos

t 1—t
“ +( )UEC’, para t € [0,1].
a+e b+e
Em particular, se
,__ate
a+b+2e’
entao
u+v
—— e (.
a+ b+ 2
Assim,
a+b+2e€l,,.
Logo,

Fazendo ¢ — 0, concluimos

p(r) — p(z)

A seguinte proposigao relaciona a norma de Luxemburg |.| . com a fun¢ao mo-

dular p(.).

p(z)

Proposigao 1.6 Seja u € LP@ () e S C LP™@) (Q). Entdo,

: u
(i) Seu#0, [ul,,, =asp (5) =1
(i) [ulym <1 p(u) <1;

P+ .
p(z)’

p— .
p(z)’

(iil) Se [ul ) > 1, entdo [ulf ) < p(u) < |u

(iv) Se [ul,,) <1, entdo [ul,f, < p(u) < |ul

(v) S € limitado em LP® (Q) se, e somente se, p(S) € limitado em R.

Prova. (i) Assuma primeiro |ul,,) = a. Pelo item (ii) da Proposicao 1.4,
I, =la,00) e p(%) <1

Suponha que
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Para t > 0, a fungao

(7).

é continua convexa decrescente. Logo, existe d > 0 tal que
u
p(;) <1, para te€(a—ada+9).

Assim, teriamos a — 5 € I, que é um absurdo. Portanto,

(2)-1

u

Assuma agora, p (—) = 1. Temos a € I,. Logo, ]u|p(x) < a. Suponha que ]u|p(x) < a.
a

Assim, existe \g € I, tal que

ﬁ%%><p(%>§1,

contradizendo a hipotese. Portanto, |u|

Consequentemente,

pz) — @

(ii) Seja u € LP@ (). Se u = 0 é imediato. Suponha u # 0. Se [l = a < 1,

1
entdo 1 < —. Sendo p (Au) crescente em A € [0,00), temos
a
u
<pl—)=1
p(u) p(@)
Se p(u) < 1, entdao 1 € I,. Ou seja,
|uly =inf I, <1,

e pelo item (i)

Ul < 1.

(ili) Seja |ul,,y = a > 1. Entao, pelo item (i)

1
Sendo — < 1, pelo item (v) da Proposigao 1.2 segue
a

1 u 1
a,jﬂ(u) SP(;) =1< GTP(U),



implicando

|u|£(_z) <pu) < |“|p(z)

(iv) Seja |ul,,y = a < 1. Entéo, pelo item (i)

1
Sendo — > 1, pelo item (v) da Proposi¢ao 1.2 segue
a

o <o (B =1<plw),

aP a ab+
implicando

(v) Segue dos itens anteriores.

Corolario 1.7 Para todo u € LP@ (Q), tem-se

16

it (ol oy« [y } < [ 107 < max{ iy Wl (1D

Prova. Segue dos itens (iii) e (iv) da Proposi¢ao 1.6.

As desigualdades acima implicam no seguinte resultado:
Corolario 1.8 Seja {u,} C LP@ (Q). Entdo,

(1) Um |uy|;pw =0 se, e somente se, lim p(u,) = 0.
n—oo n—oo

(i) lm |up|;pe = 00 se, e somente se, hm p (u,) = oc.
n—oo

Prova. (i) Suponha que lim |u,|;,w = 0, entdo dado 0 < ¢ < 1 existe ny € N tal
n—oo

que

n>nyg = ||, <e <l

p(z)

Pelo item (iv) da Proposigao 1.6,
n>ng = pu,) < ]unlﬁ(‘x) <el- <e.

Assim, lim p(u,) = 0.

n—oo
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Supondo agora que nh_}rglo p(u,) = 0, entdo dado 0 < € < 1 existe ng € N tal que
n>ny = pu,) <eltr <e<l.
Pelo item (ii) da Proposi¢ao 1.6 temos
[ty < 1,
sempre que n > ng. Pelo item (iv) da Proposigao 1.6,
n>ng = |un|§(+$) < p(uy) < P+,

Portanto, lim |uy|;pw = 0.
n—oe
(i) Assuma primeiro que lim |uy|;p@) = co. Entdo, dado A > 0, com A > 1, existe
n—oo
ng € N tal que

n>mny = [unly, > A

Pelo item (iii) da Proposigao 1.6, temos

n>ny = plu,) > ]unli(‘x) > AP- > A,

implicando que lim p (u,) = co.
n—oo
Assuma agora que lim p (u,) = oo, entao dado A > 0, com A > 1, existe ng € N
n—oo
tal que

n>ng = plu,) > A > A.

Pelo item (ii) da Proposicao 1.6,

|Unlpimy > 1.

Assim, segue pelo item (iii) da Proposi¢ao 1.6 que

n>ny = AP < p(u,) < ]unlga),

ou seja, lim |u = 0. |
ja, Hm funlye)
Com a Proposigao 1.6 e o Corolério 1.8 conseguimos mostrar a seguinte proposi-
Gao:

Proposicao 1.9 Os espagos LP™ (Q), munido da norma de Luzemburg, € um espaco
de Banach.
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Prova. Seja (u,) C LP® (Q) uma sequéncia de Cauchy. Mostrando que (u,) possui

uma subsequéncia convergente, demonstraremos o teorema.

Afirmagao 1.10 Eziste uma subsequéncia (ug) C (uy,) tal que

|k — Ukl < para todo k € N. (1.2)

1

?7
1 . o

De fato, dado ¢ = > existe n; € N tal que m,n > n; implica

Ui — Un| () <

N | =

1
Dado ¢ = 5 existe ny > ny tal que m,n > ny implica

1

Em particular,
’Unz - un1|p($) < ?
1 . R
Dado € = 25 existe ng > ny tal que m,n > ng implica

1

Em particular,
|tng — Uny |y < 5
E assim por diante. Denote (uy,, ) = (uy).

Mostraremos que (uy) é convergente. Defina a sequéncia ndo decrescente

0 () = 3 b (2) — e (2)], 2 €9
k=1
Entdo, (v,) C LP®) (Q) e, por (1.2), temos
||y <1, para todo n € N.
Logo, pela Proposicao 1.6
v ()P dz <1, para todo n € N. (1.3)
Q

Usando (1.3) e o Teorema da Convergéncia Monétona, existe v € LP@® () tal que

lim v, () =v(x), q.t.p. em . (1.4)

n—oo
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Por outro lado, para m,n > 2 e x € €2, temos

U (2) = Up (2)] <t (@) = U1 (2)] + (U1 (T) = o ()] + - - -

(1.5)
+ fung (2) —un ()] <0 (2) = v (2).
Por (1.4) e (1.5), segue que para quase todo = € Q, {ux (x)} C R é uma sequéncia de

Cauchy, logo convergente, digamos

limug () =u(z), qt.p. em €. (1.6)

k—o0

Resulta de (1.5) e (1.6) que
lug () —u(z)| <wv(x), para k>2 e q.t.p. em Q. (1.7)
Sendo v € LP®) (Q), entdo por (1.7) tem-se
ue P9 (Q).
Desde que, por (1.6) e (1.7),
lug () — u (2)P = 0 e Ju, (@) —u @) <ov@)P™, qtp. em Q
entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada

lim / g () — u ()@ = 0,
Q

k—o0

ou seja,

lim p (ug —u) = 0.

k—o0
Portanto, pelo Coroléario 1.8

lim |ug — ul 0,

k— o0 p(x) -
concluindo a demonstragao. |
Proposicao 1.11 Seja Q limitado e (u,) uma sequéncia em LP@® (Q) tal que

Uy — u em LP(Q).

Entdo, existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) e Q € LP® (Q) tal que

(1) up, () — u(x) ¢.t.p. em Q;
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(i) |tn, (x)] < Q(z) g.t.p. em Q, Vny € N.

Prova. (i) Como a sequéncia (u,) ¢ de Cauchy, existe uma subsequéncia (u,, ) veri-
ficando (1.2). Procedendo como na demonstragao da Proposigao 1.9, concluimos de

(1.6) que

klim Up, () =g (x), q.t.p. em €. (1.8)
—00
Além disso, por (1.7)

|tn, () — g (x)] <wv(z), para todo k>1, q.t.p. em €, (1.9)

com v € LP® (Q). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada g € LP® (Q) e

Un, — g em L™ (Q).

Logo, u (z) = g (x), q.t.p. em Q. E usando (1.8), obtemos (i).
(ii) Escolha Q@ = g + v e aplique (1.9). H

Teorema 1.12 (Desigualdade de Hélder Generalizada) Seja p,q € L° () tal
que p— > 1. Entdo, para u € LP® (Q) e v € L9 (Q) temos que

1 1
[ @@l e < (54 =) el Dol
1 1
onde +——=1
p(z)  q(z)
Prova. Sejam |[[u] ) = a e [[v][,,) = . Pela desigualdade de Young, temos
RN Py TR
Q a b Q a b
1 p(z) 1 q(z)
/— u(@) dr + / — v (@) dx,
o p)| a o q(x)| b
lembrando que p_ < p(z) q.t.p. em 2, segue
/ u(z) v(z) & < i/ u () P(z)dx . i/ v (z) q(a:)dx
o a p—Jo | @ 4- Jo b

A
|
|

de onde segue o resultado. |
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Lema 1.1 (Brezis - Lieb generalizados) Seja (f,) uma sequéncia limitada em LP™) (Q)
com f, — f € LP@(Q) q.t.p em Q. Sep(x) satisfaz,

1 <pr <p(x) <ps < +o0,

entao
tim [ (157~ 1~ ] de = / £ da.
n—+o00 Jo Q
Prova. Ver [34 - Lema 2.1]. H

1.2 Separabilidade, Reflexibilidade e dual de L*\*)

Teorema 1.13 (Representagao de Riesz) Seja p_ > 1 e seja g € LS (Q) tal que
1 1
——+——=1, para todo x €.
p(z)  q(z)
Entdo, dado f € (LP™) (Q))* existe um tinico v € L1 (Q) tal que

f(v)= /Qu(x) v(z)dz, para todo u e LP® ().

Prova. Ver [17, Teorema 1.12]. |
Identificamos,

(Lp(x) (Q))* _ 4@ ().
Teorema 1.14 Se p_ > 1, entdo LP™) (Q) é um espaco reflexivo.

Prova. Ver [12, Teorema 1.10]. H

Teorema 1.15 O espago LP®) (Q) € separdvel.

Prova. Ver [12, Teorema 1.6]. H

1.3 Densidade e resultados de Imersao em L’ ()

Teorema 1.16 Seja 2 C RY um conjunto aberto. Entao, o espago Cy (§2) € denso em
LP@) (Q)).

Prova. Ver [12, Teorema 1.5|. H

Teorema 1.17 Seja Q C RN um conjunto aberto. Entao, o espago C5° () € denso
em [P (Q).
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Prova. Ver [12, Teorema 1.8]. H
Teorema 1.18 Sejam h, m € LY (2). Se | < 0o ep(x) < m(x) ¢.t.p. emQ, entao

L@ (Q) < L@ (Q)

cont

Prova. Seja u € L™® (). Como p (z) < m (x) q.t.p. em ), entdo vale a relagio

P < 14 |u™™ q.t.p. em Q.

Portanto, u € LP™ (2) e consequentemente

/]u(x)]p(z)d:)s < / 1+ Ju(z)|"dz,
Q Q
acarretando,

Poe) (1) < Q2] 4 pima) (u) -

Assim, dado S C L™® (Q) limitado, temos pelo item (v) da Proposicdo 1.2 que
Pm(z) (S) € limitado em R, logo py() (S) € limitado em R e assim, S C LP()(Q) ¢
limitado.

Portanto, L™ () < LP®) (Q) é continua. H



Capitulo 2

Métodos Variacionais

2.1 Derivada a Fréchet e a Gateaux

Nesta secao faremos um estudo breve de derivada em espagos normados. Para mais
informagoes veja [2], [14] e [19].

Definicao 2.1 Dado um Espago de Banach X e um funcional f : X — R, dizemos
que f possui Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional linear

T € X' tal que
[la+h) =) ~Th
1m
Iall = o Al

Equivalentemente, podemos escrever

= 0.

flath)=f(a)=Th = r(h),
com - (h) L
17l ’
quando ||h|| — 0.
Denotamos,
T = f'(a).

Definig¢ao 2.2 Dado U C X aberto, dizemos que f € C' (U,R) quando a Derivada de
Fréchet de f existe em todo ponto a € U e a aplicagao f': U — X' for continua.

Observagao 2.1 Se f é diferencidvel a Frechet em a € U, entao f é continua nesse

ponto.

Definicao 2.3 Dado um Espa¢o de Banach X e um funcional f : X — R, dizemos
que [ possui Derivada de Gateauzr no ponto u € X quando existe um funcional linaer

T € X' tal que
. fla+th)— f(a)—Th
lim

t—0 t

=0

23
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para todo h € X.

Denotamos,
of

Observagao 2.2 Se f € Frechet diferencidvel em um ponto a € U, entdo, para cada

Th

h € X, f € Gateaux diferencidvel nesse ponto ao longo de h e a deriwada de Gateauz é
dada por f'(a)h.

O inverso da Observacao 2.2 nao vale. Uma funcao pode assumir derivada de
Gateaux em um ponto a, ao longo de cada dire¢ao, mas pode deixar de ser Frechet
diferenciavel nesse ponto. O préximo resultado garante a condicao suficiente para valer

0 1nverso.

Proposicao 2.4 Seja X um espaco vetorial normado e J : X — R um funcional

verificando:
o0J : . . )
1. 8_() (u) : X — R existe em cada u € X sendo um funcional linear e continuo,
0J
2. — X — X' € continuo.

a(.)
Entio, J € C* (X,R).

Este resultado serd usado muitas vezes neste trabalho.

2.2 Diferenciabilidade do funcional energia

Nesta secao, temos como objetivo mostrar a diferenciabilidade do funcional energia

I:H}(Q) — R dado por,

1 2 1
I == \V4 — e CO R
() 2/{2’ ul /Qp(x)“‘lu

Para isso, precisamos de alguns resultados auxiliares.

Proposigao 2.5 Sejam H um espaco de Hilbert e o : H — R o funcional dado por

1

_ = 2
=5 Il

p (u)
Tem-se que @ € diferencidvel (a Fréchet) com

¢ (u)v=(u,v), VuveH.
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0 L
Prova. Vamos comecar calculando —90, para u,v € H. Por defini¢ao

ov
1 1
2 plutt)—p(u) gl el gl
— (u) = lim = lim
ov t—0 t t—0 t
1 1, .9 2,
—(u+tv,u+tv) — = |Jull t(u,v) + — ||v]]
= lim 2 2 = lim 2
t—0 t t—0 t
— tim {u,v) + = ol = (u,0)
= lim (u,0) + g [|o]]” = (u,v
Note que,
0 1 1
Pluth=p@ =52 3l Al = gl = Gt
Al Al

Lo Lo 1o
=l Gy 5 2 = 5 Nl = G,
7]

1
= §||h|| — 0, quando |h|| — 0.
|

Proposicao 2.6 Seja Q C RY um aberto limitado e considere f : R — R uma funcao

continua com
|f (W) <A+ Blul*, (A,B>0)

comO<aseN=12e0<a<2*—1seN >3. Mostre que o funcional
o (u) = /QF(u)dx, onde F(t) = /Otf(s)ds
é diferencidvel com p € C' (H} (Q),R). Além disso,
O (u)v = /Qf(u)v dx.

Prova. Primeiramente, ¢ estd bem definida. Vamos calcular a derivada de Gateaux

da funcao o,

pelutt) =) o f Flutto) = F(u)
—0 t =0 Jq t
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Assuma hy (x) = / f (s)ds, obtemos hj (c¢) = f(c). Pelo teorema do Valor Médio,
0

existe 6 € (u,u + tv) tal que

hy (u + tv) — hy (u) = B, (0) to,

ou seja,
u+tv m
/ f(s)ds—/ f(s)ds= f(0)tv.
0 0
Assim,
’F(uﬂ? Pl _ 1 (O)] o] < (A+ B16|*) |v].
Desde que,

10 (2)] < Ju(z) + to(2)] + |u(2)] < 2[u(@)]+t|v(2)],
para t € (0, 1), resultando
10 (2)] < 2u(z)|+ |v(@)].
Logo,

F(u+tv)— F(u)
t

IN

Alo| + B o] (2[u] + |v])*

< Alvl+ Blo| (2% Jul* 427 [v]*)

< Avfol+ Ag ol [ul® + Ay o7
onde Al = A, A2 =2%p (S A3 = 2°B.
Sendo H} (£2) — L (), para 1 < s < 2%, temos

g:= Ay o] + Ay |v] [ul® + As |v|*Th € LM (Q).

E mais,

fim 2 =P r0)e = f )

t—0 t t—0
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim F(u-l—tv)—F(u):/wa)u

t=0 | t

Portanto, a derivada de Gateaux existe e é dada por

= [ rwe.
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Agora vamos mostrar que ¢ satisfaz as condi¢oes da Proposi¢ao 2.4. Mostra-se

que

92 ) m
50 W () = R

é linear e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, é continua. Valendo o item 1 da

Proposicao 2.4. Agora vamos mostrar o item 2, seja (u,) C H} () e u € H} (Q) com
u, —u em H}(Q).
Tome v € H} (Q), com ||v]| < 1. Obtemos

09 () — g—fw] < [ 17 ) = 7l

v
por Holder,
Op Op
5y (Un) = 5 (W] < f (un) = f @ o o) N0l asaey
como 1 < a+ 1 < 2% entao existe ¢ € R tal que
dp dp
— - — < — a . .
2 () = SE ()| < ¢ If () = f (@] 2 g el 21)
Sendo 2 limitado, temos Hi () < L7(Q), com 1 < g < 2*. Logo,
comp

U, —u em L*TH(Q)
e existe w € LT (Q) tal que
|, (2)] <w (z) q.t.p. em Q.
Assim,
Uy () = u(x) qt.p. em Q = f(u,(z)) = f(u(r)) q.t.p. em Q.

E mais,
a+1

[f (un) = fw)] = < (A4 Blun|”+ A+ Blul%)

a-+1
a

a+1

(2A+ B (Jun|" + [ul)) =

IN

a+1 a+1 otl
@

2% 1 + 27 g (Jun|™ + |ul®)

IN

a+1

IN

c3+Cq |Un|a+1 + ¢y |U’

¢4 cq |w|*™ ey Jul* e LH(Q).

IN
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim/|f(un)—f(u)|aa+l dz = 0.

n—oo Q

Em (2.1) resulta
Op Oy
S —_—
S| G (n) = 5 (u)

Portanto, pela Proposigao 2.4, p € C (H} (Q),R), com

’u)v:/ﬁf(u)vdx.

— 0.

Definicao 2.7 Uma funcio f: Q x R — R € dita ser Carathéodory quando
1. f(.,t), € mensurdvel para todo t € R;

2. f(x,.) € continua em quase todo ponto de 2.

Proposicao 2.8 Seja f : © x R — R wma funcdo Carathéodory, com a sequinte

condi¢ao de crescimento
If (z,t)] <a+b|tP™", para a,b>0 dados,

coml<p<2seN>3el<p<oo, se N=1ouN=2. O funcional ¢y : R — R

dado por .
_— 2 J—
v =3 [ IV~ [ P,

F (z,t) /fxs

¢ diferencidvel com 1 € C' (H} (), R). Além disso,

com

! u)v:/Vqu —/f(:v,u)v, para todo v € H, (9).
Q Q
Y € chamado de funcional energia.

Prova. Vamos considerar ¢ (u) = J; (u) — J2 (u) com

/ [Vl

Jg(u)=/QF(x,u).
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Em seguida mostraremos que Jy, J, € C' (H} () ,R) com

Ji(w)v= [ VuVo
Q

Jg(u)v:/gf(z,u)v

Pela Proposigao 2.5, segue que o funcional J; € C' (H} (Q),R) com a derivada

para todo v € H} ().

dada acima. Agora, vamos fazer as devidas consideracgoes para J,. Inicialmente, vamos
J:

calcular a derivada de Gateaux (9_2 Para cada t € R com 0 < [t| < 1, para cada
v

r € Q e para cada u,v € H} (), consideremos a fungao h : [0,1] — R dada por

h(s) =F (z,u+ stv).

Observe que K (s) = f (x,u+ stv)tv, h(l) = F (z,u+tv) e h(0) = F (x,u).
Desde que h é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), do Teorema do Valor
Médio, existe v € (0, 1) tal que
h(1) = h(0) =1 (v)

de onde concluimos

F(z,u+tv) — F(x,u)
t

= |f (z,u+tv)||v].
Da condigao de crescimento sobre a fungao f obtemos:
|f (z,u+ytv)| [v] < alv] +blu+~ytof’ o]
Portanto,
|f (z,u+~to)| |v] < alv|+ ColulP~" |v| + C |vP € L' (Q).
Além disso, para uma sequéncia |t,| — 0 temos que
f(z,u(x)+~vtpo(x))v(z) = f(z,u(zr))v(zr) pontualmente em .

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
Jo (u+tv) — Jo (u)

/F(x,u—i—tv)—/F(x,u)
lim = lim |*% &

t—0 t t—0 t

= lim f(xu—l—vtvv-/fxu

n—oo
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Portanto,
8J
2 / f(z,u)

¢ continuo. Seja (u,,) uma sequéncia em H} (£2)

Mostraremos que o operador 3 ( )

tal que u,, — u em H} ().

Assim, das imersoes continuas

u, > u em L°(2), com 1<s<2" no caso N >3

Do Teorema de Vainberg, existe (u,,) C (u,) e g € L* (2) tal que

Upn; (v) = u(r) quase em toda parte em (2

|unj (:)3)| < g(z) quase em toda parte em .

Desde que f é uma fungao Carathéodory,

[f (2, up, (2) — f(x,u(x))}# — 0 quase em toda parte em ()

e da condicao de crescimento sobre f obtemos

[F (2, (@) = F (wu @] < C[IF (@, (@) 41 (2 ()]

< 2(a+bg(z)rt € L'(Q).

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(2, () = £ )]t =0

Assim, para todo v € Hj (), tal que ||v|| < 1, temos

98 () = G2 )] = [ 17 () = Fla])

e p sao expoentes conjugados, da Desigualdade de Hélder,

Desde que P
p E—

aJQ 8J2
%( nj) B % (U)‘ < ‘f(x)unj) - f(x,u)|L%(Q)

ol = [£ (2, un,) = £ (@ 0)] 2

%
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Portanto,
0.Js 0Jy 0.Js 0J,
YN ni) o/ \ = S a n;) = "o .
H3(~) (1) () ) HEAED (1) = @)

< C|f (z,un, (x)) — f(w,U(ﬂf))|La%(m :

implicando que

b O
Jim 50y () = 575 @

Pela Proposicao 2.4, segue que o funcional J, € C' (H} (), R).
Portanto, ¢ € C' (H (Q),R) com

P (u)v = /QVUV’U — Qf(:v,u)v, para todo v € Hy ().

Agora, vamos mostrar a diferenciabilidade do funcional energia

_1 2 _ L sen
I(u)—2/Q|Vu| /Qp(x)—i-lu .

Denote
1
L=y [ [va
0

1
I — p(z)+1

vamos mostrar que ambos os funcionais sao diferenciaveis. Observe que a diferenciabi-
lidade de I; segue da Proposigao 2.5. Para o funcional /5 vamos dividir nos seguintes

Casos:

1. O<ilg12fp<p(x)<supp<1
Q

Na secao 3.4, provaremos que para p nestas condigoes, temos
™ <1+ |ul.
Assim, pela Proposicao 2.6, I é diferenciavel com

I () v = / W@, Vo e HL(Q).
Q



2. 1<p(x) <2*

Segue da Proposicao 2.8 que I, é diferenciavel, com

I (u)v = / W@y, Yoe H Q).
Q

3. p(x) =2"+r>

Vamos calcular a derivada de Gateaux e usar a Proposigao 2.4.

Com efeito, para cada v € H} (), temos

o1, . Luttv)—IL(u) (u + to)* T 2

— (u) = lim = lim

v =0 t =0 Jo t(2 4+ re+41)
Considere,

G (s) = (u+stv)> T

com s € [0,1]. Pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0,1) tal que

G1)-G0)=6"(V),

ou seja,
w+ to)? T g2 et o
( ) . = (2" 4+ 7"+ 1) (u+ Mo)* T 0,
implicando,
(wt 0 e
Oy = (u+ Mv) v
Observe que
pi= (w4 o) 0 = W,

q.t.p. em €2, quando t — 0. Além disso,

2% fp
] < (Jul + At [o])* 7 o]

(Ju| + At [o))* 7 € L7757 (),

pois, |u|, At [v] € L? (2). Pela desigualdade de Holder Generalizada, temos

il < (Jul + At o) o] € L' (9)



33

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

ol to) 2O 2t o
—2 (u) = lim (u+ tv) “ = / u* .
v =0 Jo t(2*+re+1) Q

Pode-se observar que a derivada de Gateaux, dada acima, satisfaz as condigoes

da Proposicao 2.4, logo I, é diferenciavel.

Portanto, o funcional energia

I S Vul? — S (CORS
(®) 2/Q| u /szp(x)+1u

é de classe C! com
I'(u)v = / VuVv — / ut T,
Q Q

para todo u,v € Hy (Q2).

2.3 Minimizacao

Dado um problema eliptico da forma

—Au = f(x,u), em
u = 0 , sobre 0N

(2.2)

onde f : QxR — R é uma funcao Carathéodory, com a mesma condicdo de crescimento
da Proposigao 2.8. Vamos denotar por F (z,t) a primitiva de f (z,t) com relagdo a
variavel t.

Recorde que u € H} (€2) é solugao fraca para o problema (2.2) se,

/VUVU = /f(:t,u)v, Yoe Hy ().
Q Q

Ou seja, u é ponto critico para o funcional

J(u)z%/ﬂ|Vu|2—/QF(:c,u),

Proposigao 2.9 Sejam (X, ||.||) um espaco vetorial normado, ® € C*' (X, R) e ug € X

verificando

O (ug) = min @ (u) (maX(ID (u)> .

ueX ueX

Mostre que ug € ponto critico de @, isto €,

(I)/ (UQ) =0.
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0P
Prova. Vamos mostrar que a derivada de Gateaux — (ug) = 0. Com efeito, por

oh
hipotese

D (ug) < P (ug +th),

logo,
@(UO-i-th) —(I)(U()) >0

Para cada t € R, temos os dois casos

) (UO + th) — & (UO)

lim <0
t—0— t
e
t—0+ t
Assim, sendo ® Gateaux diferenciavel, segue
0P
Como @ € C! (X, R), entao
)
(I)/(UO)]'L:Z—U(U()):O, VheX

Exercicio 2.10 Seja f : [0,00) — R uma fungdo continua crescente e (x,) C [0,00)
verificando

liminf z,, > xg.
n—oo

Mostre que
im inf £ (2,) > f (20).

n—oo

Proposigao 2.11 Sejam (X, ||.||) um espago normado reflexivo e ¥ : X — R um

funcional dado por
1
W () = 5l g (0

onde g : X — R é completamente continuo, isto é,
U, = u em X = g(u,) — g(u) em R.
Se U € coercivo, ou seja,
U (u) — 0o, quando ||u|| — oo,
e leva conjuntos limitados em limitados, entao existe ug € X tal que

U (up) = min ¥ (u) .

ueX



Prova. Sendo ¥ coercivo, dado M > 0, existe R > 0 tal que

U (u) > M, para |ul| > R.
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(2.3)

Por outro lado, sendo By (0) um conjunto limitado, temos W (Bg (0)) limitado,

ou seja,

|V (u)| <k, Yue Bg(0),

o que implica

U (u) > —k, Yue Bg(0).

Segue de (2.3) e (2.4) que
U(u)>—k, VueX,

mostrando que ¥ é limitado inferiormente, ou seja, o conjunto
ImVU={V(u); ue X}CR
é limitado inferiormente e, pelo Postulado de Dedeking, existe ¥, € R tal que

U, = inf U (u).

ueX
Usando propriedades de infimo, existe (u,) C X tal que
U (uy,) = Ve
Afirmacgao 2.12 A sequéncia (uy,) € limitada em X.
De fato, caso contrario, existiria uma subsequéncia (unj) C (uy,) tal que
||unjH — 00, quando n; — 00,

sendo ¥ coercivo,

v (ung) — 00, quando n; — 00,

o que contraria (2.5). Mostrando a Afirmagao 2.12.

(2.4)

(2.5)

Sendo (u,) limitada e X reflexivo, existem uma subsequéncia (u,,) C (u,) e

up € X tais que

Up, — Up em X.

(2.6)
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Sendo g completamente continuo,
g (Un,) = g (up) em R. (2.7)

Além disso, de (2.6) tem-se

limin | > o]

implicando pelo exercicio 2.10,

.1 2 1 2
- > — . .
lim inf > {|un, [|” = 5 |[uoll (2.8)
Passando lim inf na igualdade,
1 2
N4 (unk) 5 ||unk|| -9 (unk) )

obtemos,

L 1 2
liminf ¥ (up, ) = Uminf o ||up,[|” — lim inf g (us, ),

usando (2.5), (2.7) e (2.8), resulta

Por outro lado,

Portanto,

U (up) = min ¥ (u).

ueX

2.4 Teorema do Passo da Montanha

Neste secao enunciaremos uma das principais ferramentas utilizadas no trabalho para
mostrar a existéncia de uma solucao fraca para uma classe de problemas elipticos, o

Teorema do Passo da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz.

Teorema 2.13 (Teorema do Passo da Montanha - M. Willen) Sejam X um Es-
paco de Banach e I € C'(X,R) com I (0) = 0. Suponha que existem o,p > 0 tais
que

(Hy) I(u)>a >0, para todo ue X; |ul =p
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e existe e € X tal que ||e]| > p e
(Hs) I(e)<0.
Entao, para cada € > 0, existe u. € X tal que
(a) c—2e <1 (u.) <c+2e

(0) 1" (u)l < 4e,

onde
0 <c=infmax/ (v (¥))
e
I'={yeC(0,1],X); v(0)=0 e (1) =e}.
Prova. Ver [37, Teorema 1.15]. H

Observagao 2.14 As hidteses (Hy) e (Hy) sao chamadas, respectivamente, primeira

geometria e sequnda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Definig¢ao 2.15 Um funcional I : X — R verifica a condi¢io Palais-Smale (PS),, se

para ¢ € R, qualquer sequéncia (u,) C X verificando
I(uy)—=c e I'(uy,)—0
possui uma subsequéncia que converge forte em X.

Teorema 2.16 (Teorema do Passo da Montanha - Ambrosetti-Rabinowitz) Sejam
X um Espago de Banach e I € C' (X, R) com I (0) = 0. Suponha que existem a, p > 0

tais que
(Hy) I(u)>a >0, para todo u€ X; |ull=p
e existe e € X tal que ||e]| > p e
(Hy) I(e) <O.

Seja

= infmax I (v (t
0 < c=infmax (v (1)),

onde
I'={yeC(0,1],X); v(0)=0¢e y(1) =e}.

Se [ satisfaz a condigdo (PS)
u € X tal que

entao ¢ € um wvalor critico de I, isto €, existe

c’

I(uy=c>0 e I'(u)=0.



1 . .
Prova. Para ¢ = — no Teorema anterior, temos que existe (u,) C X tal que
n

I(u,) —c

I' (u,) — 0.

Desde que I satisfaz a condigao (PS),, existem (u,,) C (u,) e u € X tal que
Up, > u em X.
Da continuidade de I e I, temos

I(uy=c e I'(u)=0.
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Capitulo 3

Casos Superlinear Subcritico e

Sublinear

Nesta secdo estudaremos a imersdo, e falta de imersdo compacta de Hj (€2) em L@ (Q)

quando

2N
p (o) = N g Para algum xzy € €,

e mostraremos uma condigdo para p (z) para garantir tal imersao.
Como aplicagao, discutimos a existéncia de uma solugao positiva u € H} (2) para
o seguinte problema com valor de contorno eliptico nao linear com expoente variavel

2N
2 <

—Au(z) = u(z)P@ | x € ()
u(z) = 0 ,  x € 0K
3.1 Falta de imersao compacta

Teorema 3.1 Sejam Q um dominio limitado em RN, com N > 3 e p(x) uma fungdo

mensurdvel em € satisfazendo
1<p(z)<2° qt.p. em €.

Se existe xy € (2 e constantes Cy > 0, n > 0 tais que

39



N &
= log (Ix 1:':o|>

com |z — x| < n, entio a imersao de H} () em LP® (Q) ndo é compacta.

q.t.p. em €,

Prova. Assuma que zo = 0 e considere a funcao
r(z)=2"—p(x), Ve
Seja ¢ € C5° (RY) tal que
e 0<p(x) <1, Vo eRV;
e p(r)=1,Vre B, (0);
e o(x)=0,Vxe B(0).
Temos, supty C {z € RY; ||z < 1}. Para n € N, defina

N-2

on (x) =n"2 @ (nz).

Entao,
1
0, €C° () e supt p, C {x eRY; |z]| < E}

Assim,

2
/|Vc,0n (2)|Pdx = /‘n T Vi (na ‘ dr = nN_2/ In Vo (nz)|*dz
Q Q

= nN/|ch(nx)]2dx = nN/ Vo (nx)dzx
Q |z|<%

Fazendo mudanca de variavel, y = nz, temos

1
/ Ve (2)2de = n™ / Vo () — dy = / Vo (v)2dy
Q lyl<1 n ly|<1

_ (z)
o= [ () et ae
Q |x|<%

Note que,

r(e) = g — (@) = (N =2)r () = 2N —p(a) (N - 2)

40



ou seja,

px)(N=2)  pl)(N-2)
2 YT T T T

Logo, podemos reescrever (3.3) como

/ fon (@) do = / NI o ()P da
Q |a:|<%

—2)r(x)
= nN/ P o (nz) P da.
el <

Novamente, fazendo mudanca de variavel, y = nx, temos

=2).(u vy 1
/Iwn (@) do = "N/ n @ P )
@ lyl<1 n

Desde que,
1
ply) =1 se Jyl<3
e pela hipotese (3.2), para |z| ~ 0, temos
Co
r(z)=2"—p(r) < ——,
) = Tog ol

segue,

/| e @PEn 0 gy

Y
3|
=
N
1
3
—
3
~
ISY
<

WY
=
IN
3
z
N
| =
=
3k
QU
Neg

Y
=
IA

‘2
il
V)
-] =
<)
o
iﬂ
U
<

\V,
=
o
N
3
N\,Z =
N——
H
oK

1 1
Para 2 < |yl < 3 obtemos,

o (1) | = o ]~ g ] = g — g ]

dy
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onde n ~ oo, resulta,

1
log <M>’ = logn — log |y| > logn > alogn. (34)
n
Portanto,
IOg( —21402)
/ n (@) dz > / e \o T TR gy
Q 1<lyl<3
N2 Gy
_log<n ? Ilogliill)
> / e dy
1<lyl<3
(N=2) G
> / e T TelEE 4
1<lyI<3
Por (3.4),
(N—2) 2C
/ [ou (@) P da > / e T U
Q 1<lyl<3
> / em VR gy
1<lyl<3

> (NG Ly L <yl <4} =0=(6(N) >0

Uma vez que,

/ Ve (@) da = / Vo W) dy < [lo]* = C,
Q ly|<1

isso implica,

lenl® < €,

ou seja, (p,) C H () ¢ uma sequéncia limitada. Sendo Hf () reflexivo, entdo existe

On, — U em H& (),

acarretando,

= pn, = em L*(Q).
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A menos de subsequéncia, temos

On, (@) > ¥ (x) qt.p. em €. (3.5)

Porém,

_ 2
/ on (@) do = / 057 (na)| e == [ o (na)? e
Q Q Q

Fazendo mudancga de variavel, y = nx, obtemos

1

2 N—-2 2
n dr = — d
Q|90 (55)| z n éw |<P(y)| nN Y

= n‘z/ lo()]>dy — 0 quando n — oo,
RN

resultando
HSOnH; — 0 quando n — o0,
ou seja,
on—0 em L*(Q).
Portanto,

on () >0 qt.p. em Q. (3.6)
De (3.5) e (3.6), segue
Y (z)=0 qtp. em €.

Por outro lado,

/ lon ()P dz > 6 >0, para n~ oc.
0

Logo,

Q

Deste modo, a imersido de H} (Q2) em LP(® (Q) ndo é compacta. N
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3.2 Imersao compacta

Teorema 3.2 Sejam Q um dominio limitado em RY, com N > 3 e p(x) uma fungdo
mensurdavel em ) satisfazendo

1<p(z)<2° qt.p. em €.

Suponha que exista xo € 2 e constantes Cy, n >0 e 0 < € <1 tal que

(z) < 2N
ess sup p(x

€, |[x—x0|>n N -2
€

2N

Cy
x<

—5 1 5 q.t.p e,
og (57|

com |x — x| < n. Entdo, a imersio de H} (2) em LP® (Q) é compacta.

Prova. Podemos assumir xq = 0 e > 0 suficientemente pequeno. Primeiro, note que

se A C Q é mensuravel e p (z) <P < 2* em A, entdo para v € Hj ()

/]v(z)]p(x)dx = / ]v(a:)]p(x)dx—i-/
A An{v<1}

An{v>1}

v (z) " da

< /dx—l—/ v (2) [P da
A An{v>1}

< A+ / v () Pd,
An{v>1}

implicando,

/|v(x)|p(z)d:c< |A|+/ v (@) da.
A A

Observe que,

/4|v(x)|pdx:/4|1.v(x)|pdx

onde |v (2)|P € L (A), pois H} (2) = L¥ (). Utilizando a desigualdade de Holder,

fros = (o) (for)
< WF ([ 0@ a

3

bl

*|




Em (3.7), obtemos

et

/ o @) dr < A+ |A]
A

Sendo H} (A) — L* (A), consequéntemente

cont

HUHL2*(A) < Cl||v||H3(A)-

[ro@r ar < a1+ e 17 ([ o)

A A

2225 (/ ’V’UF)
Q

Assim,

|

acarretando,
D
2

/ v (@) Dda < |A| + 7| A
A

para cada v € H} (), onde ¢; > 1.

Seja ¢ > 1. Vamos mostrar que

lim Sup{/ [0 ()" de; [[v]] gy 0y < C2} = 0.
(0)

e—0t

Com efeito, seja € € (0,7) e defina & (= £ (¢)) por

1
(5)" =
5 =ec.
n

a, = (g)N, paran € N.

Considere,

2

Segue que,

e B, ., (0)CB,, (0), VneN.
De fato, dado z € B,,,, (0), temos

z]| < @npr ="t <" = ay,
para € ~ 0. Assim, = € B,, (0).
* B.(0)\ {0} = UL (Ba, (0)\ Ba,.i, (0))
De fato, dado = € |, (B, (0) \ Ba,,, (0)), entdo

Ing €N; x € B, (0)\ B, ., (0)

¥

= (/A v (2)* d:c)2 .

Y
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implicando,

x € B,,, (0) C By, (0) = B-(0).
Além disso, x # 0, pois caso contrario,
r=0=2z¢€B,, , (0),
contradizendo a hipétese. Logo x € B, (0) \ {0}.

Por outro lado, dado = € ({J2, (Ba, (0) \ Ba,,, (0))), temos

2 € () (Ba, (0)\ Ba,, (0)° = 2 € (B, (0)\ Ba,,, (0))", Vn €N

ou seja,

x € (Bg, (0))°U {0}, paran ~ oo,

por defini¢ao de aq,
z € (B-(0))°U {0}, paran ~ oo,
portanto,
z € ((B:(0))\ {0})".
Mostrando que,

(U (Ba (0)\ Ba,., (0))> C (B (0)\{0})7,

n=1

por consequéncia,

(B () \ {0} < [ (Buo (0)\ Ba (0).
n=1
o p(r)<2"— —— em B, (0)\B,,,, (0).
(IOg An41 D
De fato, por hipotese
s Co
p(zr) <2 — — 7 atp em Q, com |z|<mn.
(log[Z1)

Tomando x € B,, (0)\ B,,,, (0), temos

N
|x!<an:(§) =e"<n'<n, para n=0.

46
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E mais,
1
2] 2 lan| = 1og( ) < log (—)
| | |an+1|
ou melhor,
—Ch —Ch
7 < 7
(o (7)) (ee ()

Deste modo,

Co Co

<2 —

1\ T L \Y
(log m) (log |an+1|)

px) <2% —

para z € B,, (0)\ B,,,, (0).

Vamos denotar oy o volume da bola unitaria By (0). Entao, para cada £ > 0 suficien-

temente pequeno e para cada n € N, temos

Co

V4 CO
B, (0)\ Bavy (0)] (los (k1)) _ (1Bay, (0)] — | Bay., (0)]) 2 (=10 (lans1]))’

Co

= ((an)NUN — (an+1)NUN) 2 <_ log ( g n+)>z

Co
= (9 = @)oo lom2 s

Co
n * n+1) ¢
< [(%) JN} 2 (log2 —log&)"

Note que,

1

log2 —logé < —2logé < log2 < —logé < §§§.

Logo,
Co

| Ba, (0)\ Ba,,, (0)|2* (10g (la +1|>)

CyN*
[(;)%N} 2 (n+1)" (—2log &)’

IN

C()NK CONZ P
2 (04 1) (~2108) (¢ 2:(~2loge)’ wh)
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resultando,
Co
2+ (1 !
*{ lo -
|Ban (O) \ Ban-H (O)l ( g (lan+1|>> S €3 5" e’ (3]‘0)

onde c3 é constante positiva satisfazendo

CyN*

2¢ (n4 1) 2¢(—log &)*
O-N — 37

para cada £ ~ 0 e para cada n € N, 6 (=0 (§)) ¢ definido por
CoN*
5= (ﬁ) 2:2%(~log¢)".

2

Usando (3.8) e (3.10), com A = B. (0) e

obtemos,

jo(a / )
JRE Z S

por (3.8),
Co

| 2% (log

[SIS]]

7

< > | [Ba(0) an+1(0)|+c12*(/ yqu) | Ba,, (0) \ B, (0) @nt1
Q

n=1

Co
S 2 (1 ’
X . “( log ( - ))
= Z |Ba” (O) \ Ban+1 (0)| + 012 ”v”p|Ban (O) \ Ban+1 (O)| fonal )
n=1
implicando,
Co
2 (1 )Y
x * og(a ))
/ | ( )|p( )dx < |B +Cl C2 ZlBan an+1 (O)| lan1] )
= (0)

usando (3.10),

/ ()P dz < |B. (0)| + ¥ ¥ ey Z 5
5(0) n=1
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Observe que,

26”1_2 < 5+/ 5" < oo, para 0<4<1,
n=1 1
ed=(£(e)) = 0, quando € — 0T, entdo

d+ / 5§ 'dr — 0, quando e — 0%,
1

Assim,
o
—¢
25”1 —0 quando & — 0%,
n=1
Acarretando,
lim v (z) P dx = 0,
e—0+ BE(O)
portanto,

mﬂ&m{/ o ()P d vEHMQLIWHs@}zo,
B:(0)

e—0t

valendo (3.9).
Seja (v,) C Hy (22) tal que

v, —v em Hy ().

Sendo Q limitado e 1 < p(z) < p < 2*, pela imersao compacta de H} (2) —

comp

LP (Q) existe uma subsequéncia de (u,) (a qual ainda denotaremos por w,) tal que
u, —u em LP(Q).
Logo, passando novamente a uma subsequéncia se necessario, temos

Uy () = u(zr) qt.p. em Q

i (2)] < g € L7 (9.
Pela imersao compacta de Hj (Q) < L' (Q), existe uma subsequéncia
comp
u, —u em L'(Q).

A menos de subsequéncia,

Uy () = u(zr) qt.p. em Q



e
|un (2)] < g1 € L' (Q)
Defina
O ={recQ [u(x)|>1}
e

Em €, temos

com gf € L' (). Por outro lado,

()P < Juy ()] < g1 (2) < g (@) + 1 (2) q.tp. em Q.

Logo, por (3.11) e (3.12), tem-se
|y, (:(:)|p(x) < gb(z)+ g1 (z) qt.p. em QUQ,

ou ainda

[un ()" < g5 (@) + g1 () qt.p. em Q,

pois 2 = Qg U Q; U, com |0 =0 e
gh+a el ().
Sendo wu, ()" — u (x)p(z) q.t.p. e Q, pelo TCDL, temos
@ — uP@ em L'(Q),

ou seja,
p(un) = p(u),
se, e somente se,
/ |t — ufdz — 0,
Q
isto é,

50
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(3.12)
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3.3 O problema superlinear subcritico

Como consequéncia do Teorema 3.2, obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.3 Sejam Q um dominio limitado em RN, com N > 3 e p(x) uma fungdo

mensurdavel em ) satisfazendo
1<p(r)<2" q.t.p. em €.
Suponha todas as hipdteses do Teorema 3.2. Suponha também que OS2 € suave e
inf 2.
ess_in p(x) >

Entao, o problema (3.1) possui uma solug¢ao positiva u € Hj (Q).

Prova. Defina o funcional J : H} () — R, dado por

J(u)z/ﬂ%|Vu|2dx—/Qde,

p(z)
onde u; = max{u,0}. Temos J € C' (H} (Q);R), com

J (uw)v = /QVUVU — [1 (uy (2))P %0y (2) v (x) da.
Desde que

2 < essQinfq(x) <q(z) <2 e Hy(Q) < L* (Q),

cont
seguem as afirmagoes:

Afirmacgdo 3.4 FEuiste e € H} (), com |le|| > r e

b= inf J(u)>J(0)>J(e).

l[ull=r

De fato, observe que, para ||u|| = r, temos

s (2))P®) r2 s ()P
T ) Py S

2 p(z) 2 p(z)
Como,
1 1 1
2< ) <2"=> —— < = - —
PSS T T
Assim,



Por hipoétese do Teorema 3.2,

LP@) — HI(Q),

cont

logo, existe ¢; > 0 tal que
’U+’£(}) <allulf’” = eart-,
tomando 7 & 0, temos pelo item (iv) da Proposigao 1.6,

Uty S 1 = plug) < fuili,) < arf.

se, e somente se,

ou seja,

Tomando entao r ~ 0, tal que

temos,

lull=r
p(z)
Agora, considerando F (u) = (uy (z)) , obtemos
p(x)
p() (@) yp—
F(t)= > >—, se t>1
p(x) 2% 2%
e
()
F(t) = >c>0, se 0<t<1
p(z)
Resultando,
tP-

F)>c+=\ Yt>0 (p.=0>2).
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Fixando ¢ € C§° (2), ¢ > 0 e ¢ # 0, observe que para t > 0

1 tP-
/F(tso)d:v > /c+—*(w>p— > ¢+ 5; /sop‘-
Q Q 2 2" Ja
. 1
Seja, ca = ¢|Q| e63:§/gpp‘,segue
Q

/F(tap)d:)s > o+ cstt.
Q

Logo,
1 9 2 .
J (tp) = §||tgo|| — QF(zfgo)d:c < §||<p|| — ¢y — 3t~ — —oo  quando

Assim,

J (tp) - —oc0 quando t — +o0.

Tomando e = t,p, com t, =~ co, obtemos

lle]| >r e J(e) <O.

Afirmacao 3.5 J satisfaz a condi¢ao (PS).
De fato, dada (u,) C Hy () uma sequéncia (PS),, ou seja,
J(u,) —c e J(u,) =0, quando n — co.
Assim, (J (u,)) é uma sequéncia limitada em R, logo existe k& € R tal que
1T (un)| < k, VneN.

Vamos mostrar que (u,) C H} () é limitada. Com efeito, como

2<p <pz)=
E sabendo que

J (uy) = ¢ quando n — oo,

temos,

ut p(z)
cton(l) = Jw) =gl ~ [ 2L do

1 2 1 / +\P(z)
—lup||® — — U dx,
Sl == [ ()

Y
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x ]_
—/ (W) Vdz > Z|jun|* —c—on (1),
Q 2

[ e = Dol = pc = p-on (1),
Q

implicando,
1
Do
ou seja,
portanto,

onde ¢; =p_c+p_o, (1).

Por outro lado,

7 (u,) — %J’ () Uy =

[y e = Bl -, 513
Q

1 +\p() 1 1 .
—||un||2 — / —(u”) dr — —Hun||2 + —/ (u:{)p( )uzun dz
Q Q

Somando (3.15) e (3.16), temos

J (up) u
2

T (uy) - " <ot 0, (1) + 5 lluall

2 p(x) 2 2
1/ + (P@)=2 4 + /U: (CU)p(z)
= - [ u, (v u, () (u, (z) +u, (z))de — [ ——dx
5 ot @ @) @)+ (@)de = [ B
= 5 [ @ @) g @ (@ (@)
Q
[,
o 1)
1 (@) ut (x)p(z)
= —/u:{(x)p d:c—/ - dx
2 Jo o 1)
> 1/ui (x)p(x)d:c—i ut (2)" dx
2 Jo p-Ja
Resultando,
J (up) — =J" (un) up > (1 — i) /u:{ ()" dw (3.14)
2 p-/) Ja
Note que,
J (up) = c+ o0, (1) (3.15)
e
—J" ()t <N () wn| < T () [ unll < € lunl|- (3.16)



Logo, em (3.14) obtemos

1 1 x
(5-5) [ @ ar < o+ Sl

resultando,

€
L el
/“Jf (@)™ de < ——7—,
Q

2 po
onde ¢a = ¢+ 0, (1). Assim, tomando c¢3 =

1
2
1 =1

ez + cq||un| > / ut (a:)p(m)d:v.
Q

T, segue que
pP—

(3.17)
De (3.13) e (3.17), resulta

Sl e < st flunl]
acarretando,

onde ¢ = %

C5||Un||2 < o+ ez calunll,

Portanto, temos (u,) limitada em H} (), sendo Hj (£2) reflexivo, existe (u,,) C
(un) e u € H} () tal que

U, —u em Hj(Q).
Note que,

/ IV (tp, — u)|2 = / Vi, V (U, —u) — / VuV (uy, — u)
Q Q Q
Assim, como queremos mostrar que

Up, —u em Hj(9),
resta mostrar que,

/ Vu,, V (u,, —u) — 0, quando k — oo.
Q

(3.18)



Usando J’ (uy, ) — 0, concluimos

lim
k—o0

/ Vi, V (U, —u)
Q

Sabemos pelo Teorema 3.2 que

) (@)
(us,)" " € Lot ()

Nk

(Un, —u) € LP@ ().

Pela Desigualdade de Holder generelizada, temos

lim
k—oo

/ Vi,V (U, —u)
Q

. p(z)—1
< lim [c'(ui{k) ' o [, —u|p(x)}

k—o0 RS

. + _

Como (u;} ) ¢ limitada e Hj (Q) — LP® (Q), entdo

Tk comp

: + —
G [‘“nk ot = “'p@)} =0

e assim,

lim
k——+o0

=0,

/ Vi,V (tuy, —u) de
Q

valendo (3.18). Logo,

Un, —u em Hy(9).

Portanto, J satisfaz a condigao (P.S).

Pelo Teorema do Passo da Montanha, existe v € Hj () tal que
Ju)=c e J(u)=0,
ou seja, u é solucao fraca para o problema

—Au(r) = u @1 x €}

u(zr) = 0 . x € 0N

56

Pelo Principio do Maximo temos que u (z) > 0 em €, logo u é solu¢ao para o

problema (3.1) .
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3.4 O problema sublinear

Nosso objetivo agora é estudar anélise de solugoes positivas para o problema eliptico

sublinear
—Au = w@® | em ()

u = 0 | sobre 0f).

onde 0 C RY ¢ um dominio suave e limitado e o expoente p é considerado uma funcao
positiva em C7 (), sendo a principal caracteristica o fato que 0 < igf p<plx)<

sup p < 1.
Q

Teorema 3.6 Seja p € C7 (ﬁ), com 0 < igf p < p(x) <sup p < 1 e considere o
Q

problema

(3.19)

~Au(z) = w@® | z €
u(z) = 0 , xe€

Entdo, o problema (5.19) admite uma tinica solugdo fraca positiva ug € CHP (ﬁ),
0 < B < 1 arbitrdrio.

Prova.

Considere o funcional

J () = /Q (% |vu|2—ﬁ|u|“@“), (3.20)

Pode-se notar que o funcional estd bem definido, pois

u € Hy (Q) = [[flg < o0

/p()1 ™" /’u’p

onde H} (Q) — LP@+1(Q).

cont

Proposicao 3.7 J é coercivo.

Prova. Suponha por contradigao que exista {u, } C H} (Q) e ¢ € R tais que

Hun||H$ —o0 e J(u,) <ec
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Entao,

1 p(z)—|—1 /1 2
——— |u, = | S IVual" = T (un) > —c— o0
/Qp(x>+1'“' S

implicando,

ou seja,

Pelo Corolario 1.8, temos

|tnlpiy 1 —> 00 (3.21)
Note que,
L<p@+1 <2=LClP e |ul,g iy < clltnml, (3.22)
Usando (3.21) em (3.22), obtemos
il = oo

Definindo v, = %, onde t,, = ||uy||,, temos
n

L e pent < [ gl pen o [ e a7
ATe L R A L R A

’un|p(x)+1 1
< TR — P (Un) ,

n

por (3.22),
1 _ 21 1
/Q RS (27 fp, [ < 2 ¢ [[unll, -
n
Desde que,
c c _
2 [[unll 2 ty = ct,' =0,
n n
segue,
]‘ x)— X 1
ST AT P 0 (3.23)

Afirmagao 3.8 J (v,) < o(1)
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De fato,
1 1 11 1
J (Un) = / (5 |an|2 s |Un|p(z)+1> _ / (__2 |Vun|2 s |vn|p(x)+1) .
Q p(z)+1 o \2%; p(x)+1
Como
_ / ; |,Un’p(a:)+1 <0

o plr)+1

temos,
t2 9
(@) £ 2 ] (3.24)

Por hipétese, J (u,) < ¢, logo

1 2 ]- x
J(un) = 3 un||” — /Q P11 |, [P <

de onde segue,
1

1

2 p(z)+1

= lunl]” < ¢ + —— |up .

~ | s el

Em (3.24), obtemos

tn U, p(z)+1
tn

1
J(vp) < ct? + 2 /
(vr) GES

< ct? + / _ {72 @)+l g, ploFl
N q p(r)+1

1 1
< o(1) + / s T e
q p(r)+1 o

usando (3.23),
J(vn) < o(1).

Portanto,

v, — 0 em H(9).

Pela desigualdade de Poincaré, existe ¢ > 0 tal que
[onlly < ¢ l[onllyyy — 0,

de onde segue,

[ally — 0.
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Contradizendo,
[onll, = 1.

Portanto, J é coercivo. |
Por outro lado, seja Ay o primeiro autovalor de —Awu com condi¢ao de fronteira

de Dirichlet e ¢; a autofungao positiva associada a A;, temos

t2 2 / 1 1
- V _ t p(z)+
2 2

; 2 / 1+ i 1
i 0 () =1 p(@)+1
/Q 2 l ll o p(z)+1 l 1|

Pela 1% identidade de Green, temos

/|V<P1|2 = / A1
Q 9)
Substituindo em (3.25),

J(tSOI) _ / A1p] . / 1 p(@)—1 |901|p(z)+1
12 o 2 o plx)+1

parat > 0. Tomando t = 0,

(3.25)

[S)

implicando,
J (tp1)
t2

Portanto, J atinge o minimo absoluto em algum uy € H} (), ug # 0, que pode

< 0, para t=0.

ser assumido como nao negativo. Essa funcao ug é em particular uma solucao fraca
nao negativa para (3.19). Por [26] segue ug € C# (Q2), para cada 0 < 3 < 1.
Para provar a unicidade, assuma que u, v sao solugbes fraca para (3.19). Vamos

mostrar o Lema 3.1, que serd usado na préxima proposicao:
Lema 3.1 Para cada funcao u > 0 vale

[P <1+ |ul.

Prova. De fato, considere primeiro u > 1, e assim

|u|p(z) |u|p(x)—1 |p+—1

|u
o 1 - 1

utloy 2 g
u u

— 0 quando u — 0.



Ou seja, dado € > 0, existe M > 0 tal que

’u|p(w)

lul >M = —— <e¢,
u—+1

implicando,
uff™ <e(u+1), Ve
Tomando € < 1, segue que

lufP™ < (u+1).

Considere Agora u =~ (. Temos,

|u|p($)

lim

u—0 u—|—1 e

em outras palavras, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
lu| <6 = Juf™ <e(u+1).
Tomando, novamente, € < 1,
uf™ < (u+1), VazeQ e |u<é.

Por outro lado,

wf®@<e, Yo<|u/<M e zeQ

wf™ <u+1, V ju[<6 e |ul>M.

Assim,
’u|p(z) S C+U+ 1’

IN

max {c, 1} (u+1)

IN

c(u+1l), Vze

()

Proposigao 3.9 A aplicacao t —
a fungio x +— uP® € L= (Q).
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¢ decrescente em (0,+00) e para cada u > 0,
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De fato,
()

t

— plo)=1

Assim, tomando

t1 <ty em (0, +OO)

temos,
z)—1 x)—1

p(x)
Portanto, t +

Pelo Lema 3.1,

¢ decrescente em (0, +00) .

P < (14u).

Assim, se u € L™ (), entdo uP® € L>® ().

Por [8] temos que a seguinte desigualdade se mantém

() () )

isto é,

Por outro lado,
/ <_ﬁ 4 &) (w2 —v?) = / (@@= — @) (42 = ?)
Q u v Q
Observe que
o u<v = u?<v?eur®1 > -1 regultando,
W —1?2<0 e wP®1— @1 >

9

ou seja,
I < 0.
o u>v = u?>0v?ew!® 1 < @1 implicando,
W—1?>0 e wP@1_ -l <

I

logo,
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Portanto, I = 0. Consequentemente,

A A
/ (__u+_v> (UQ_UQ) =0 < u = cv, para algum c>0.
Q u v

Segue entao,

—Au=—A(cw) =c(—Av),

sendo u e v solugdes para (3.19), temos

usando novamente u=cv,
implicando,

Portanto, u = v. |



Capitulo 4

Caso Supercritico

Nosso objetivo neste capitulo é encontrar uma solucao radial nao trivial para o problema

~Au = w1t em B
v > 0 em B (4.1)
v = 0 sobre 0B

onde p(r) =2 +7r* com 0 < a < min{g,N—Q} e B = B;(0). Neste caso, o
método variacional nao pode ser aplicado diretamente. Para resolver esse problema,
usaremos a estratégia de [7].

Considere, por alguns momentos, 2 C RY um dominio suave limitado, N > 3,
A €R, p=2"e A\; > 0 o primeiro autovalor do operador —A com condicao de fronteira
de Dirichlet. Sabemos do resultado de nao existéncia de Pohozaev que o seguinte

problema
—Au = uluf? em 9
u > 0 em Q (4.2)
u = 0 sobre 0N

nao possui solugao quando €2 for um dominio estrelado. No entanto, Brezis e Nirenberg
em |7] mostraram que pertubando (4.2) por Au, para A > 0, o problema possui solugao

nos seguintes casos:
(i) se N > 4, entao para qualquer X\ € (0, A1) o problema (4.2) possui solugao;

(ii) se N = 3, entao existe A\, € [0, ;) tal que para todo A € (A, A\;) o problema

(4.2) possui solugao;
< M A -
(i) se N =3¢ Q= By (0), entdo \, = o ¢ para A< -, hdo hé solugao para (4.2).

64
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Note que, como em Brezis e Nirenberg [7], o problema (4.1) pode ser visto como

uma pertubacgao do problema critico.

4.1 Preliminares
Seja Sy > 0 a melhor constante na imersao de Sobolev
H'(RYM) — L* (RM) (4.3)

2N

*
com 2° = 3,

ie.,
Sy = inf {||vu||§; we D (RY) e flull g, = 1}.

Sabemos que o infimo Sy é atingido. Para qualquer subconjunto aberto €2 de

RY, defina
. 2 1,2
Sn() =inf {[Vull}; we DI* (@) e fullyg =1} (4.4)

Segue da referéncia [37],

Sy = Sn(§2),

ou seja, Sy independe de e Sy (€2) nunca ¢ atingido, exceto quando Q = R,
As hipoteses a seguir estao relacionadas com o artigo [Do O.

No que segue, denotamos por f : [0,1) — R uma fungao continua satisfazendo
(f1) f(0)=0e f(r) >0, para todo r > 0;

(f2) f(r) < m, para algum 3 > 2 e para r proximo de 0;

(f3) f(r) <

c
|1—’, para algum r proximo de 1.
—r

Veja a seguir alguns exemplos de fungoes que satisfazem as hipoteses acima:

Exemplo 1: f(r) =r® para a > 0.

0>0,r=0
a4 ,
Exemplo 2: f(r 10gr|

~ 1.
1—r
|10g7°]77 a>0,1n>0(r=0);
Exemplo 3: f(r
r=1.

Y
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Vamos mostrar apenas o exemplo 1: Com efeito, temos f (0) =0e f(r) =7r% >
0, para todo r > 0. Valendo (f).
(f2) Vamos mostrar que
7lﬂi_r>1r(1] r® [logr|” = 0.

Com efeito,
|log'r’|ﬁ _ Foo

lim 7 [log r|” = lim
r—0 T

-0 o +oo’

por L’Hospital,

-1
logr|”™ [ — _
' N 8 . B ’ g | ( r ) ' B |10g ’f"ﬁ 1 +00
lim r|logr|” = lim - = lim == ,
r—0 r—0 —q T r—0 ar-« +00

novamente, por L’Hospital,

g2 (1
85~ 1) flogr] <—) o BB =D flogr? 4o

a(—a) rot 0 a2 rme +o0’

lim r [logr|”® = lim

r—0 r—0

Sucessivamente, pelo Principio da Boa Ordenacao, existira ng € N tal que
B<ng = B—ng<0.

Assim, usaremos L’Hospital até ng — 1 < .
Afirmagao 4.1 Para todon € N, com n < 3, vale
B(B—1)..(8—n+1)logr/’™"

an 7»—0[

lim 7 |log 7|’ = lim
r—0 r—0
De fato, por inducao, para n=1, temos § — 1 > 0 e assim,

+00
+00

lim r [logr|” = :
r—0

por L’Hospital,

logr|”™!
lim r* [log r|” = lim M.
r—0 r—0 ar ¢

Suponha que para n=k vale, vamos mostrar que vale para n=k-+1. Com efeito, por

hip6tese de indugao,

—1)..(8 - k+1)|logr|"™"
lim % |10g,’,’[3 — lim ﬁ (B ) (Bk k+ ) ’ OgT| _ +00
r—0 r—0 o r—o —+00

9

por L’Hospital,

—1)...(8 — k) [logr|” """
hm T,a |10g7,|l3 — llIIl B (B ) (kﬁ ) ’ OgT| — +OO,
r—0 r—0 aktl p—o +00




valendo para k+ 1 < .
Portanto, a Afirmacao 4.1 vale.

Como ng — 1 < 3, aplicando a Afirmacao 4.1,
—1)...(3— 2) [logr|?~"ot!
lim 7% ’10g’/‘|'3 — lim B (B ) (ﬁ nlo + ) | Og’f" _ +00
r—0 r—0 qro—L pma +00

Y

por L’Hospital,

—1)...(B— 1) [log r|? "
lin%r“|logr|ﬁ _ limﬁw ) ... (B—mno+1)|logr|
r—

r—0 Qo pTo

— lim C [logr|”™"™ r* =0
r—0

onde 0= BB =1 (B-no+1)

Qo

Portanto,
lim 7 |log 7|’ = 0,
r—0
em outras palavras, dado € > 0, existe § > 0 tal que
Ir| <8 = r*[logr|’ <e.
Tomando ¢ = ¢,
re |log'r’|’8 <c¢, Vr~0 e para algum (3> 2.

(f5) Note que,
limr*|1 —r|=1|1-1]=0,
r—1
ou seja, para todo € > 0, existe > 0 tal que
Ir—1 <0 = r*|l —r| <e.
Considerando ¢ = ¢, segue
fr) < 1
r)< ——, para r=1.
flogr|” "
Provaremos, agora, a seguinte desigualdade:

Teorema 4.2 Suponha que f € C([0,1),R") satizfaz (f1) — (f3) e seja

p(r) =27+ f(r).

Entao,

s { [ @ ar: v e B (B), [ul, =1} < ox
B

Usaremos a seguinte versao do Lema Radial:



4.2 Lema Radial

Lema 4.1 Seja u € Hy,,4(B). Entao,

Prova. Se u € Hj,,4,(B), entao

/Tlu'(s)ds < /rl

Afirmagdo 4.3 u/(s)s'z € L2([r,1)) ¢ = € L%([r,1)).

s 2

_ 1
u'(5)s 7
S 2

Ju(r)] =

De fato, lembrando que
u(z) = u(lz]) = u(r),

onde |z| = y/a3 + ....2%, temos

or 12z oz  x

8xi_§m_|x|_'r"

Assim,
ou 6_u or d_u&
or; Ordx; drr’

Calculando o gradiente, obtemos

_ (dum duxy) dux
Vulr) = <dr r’ 7 dr o ) Cdrr’
resultando,
2 o |x|2 Nk
[Vu(r)]” = |u(r) T = w(r)| .
Assim,

/B|Vu(a:)|2dx = na(n) [ |Vu())? N dr

ds.
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Portanto,

2

’ N—-1 _
sV lds

u(s)s 2

[

9 1
ds=/

1

WN-1

/ 2 1 ’
u (s)' sN1ds S/ ’u (s)
0

/B \Vu(z)| dz = ¢ ||Vu||iz(3) < 400,

ou seja,

/ N-1

u(s)s z € L*([r,1)).

Calculando a outra integral,

1 2 1 —N+2 2-N
1 1 1
/ —~ | ds = / N_ldSZS ’71«: —
r |82 r s —N+2 2—N 2—N
(4.9)
1 1L, 11
N -2\ pN-2 - N —-2¢yN-2
Implicando,
1 < 1 1 -
TN—1 -~ — 0.
s oy~ (N=2)2r%%

Provando a Afirmagao 4.3. Usando Hoélder em (4.8),

1 1
lu(r)] < ||Vu . — < ||Vu . _
(r)] I ||L2([ 1)) 2] (D) | ”L2([ 1) (N — 2)%r¥
o que conclui (4.6).
Para obter (4.7), observe que podemos reescrever
1 1 1
r2N —1\ 2 _ 1 1 L 2 1 1—rN=2\2
N2 N2\ S N2\
) 1
- L 2
VN —2r =2
) 1
= — (=) +r+...+rV3)]2
T3, [ )
1 1 1
(1—1r)2 (1+r+ .+7’N_3)§<(1—r)2
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Assim, usando (4.9), temos

Ju(r)]

IN

N—
S 2

IVl ]

1
7,2—N -1 5
— IVl gy (—)
L2(jr1) N =2

1
(1—1)2
< |IVull 2y T2

obtendo (4.7). B
Agora vamos a demonstracao do Teorema 4.2.

Prova. Para u € Hy,.(B), com ||Vul|, = 1, podemos escrever

1 . !
/ u(@)* T de = / |u(r)
WN-1.)B 0

= [t

2%+ f(r) TN_ldT

1
PO g [ Yy
p

(4.10)
Vamos estimar cada uma dessas integrais separadamente:
P
/ |u(7“)2+f(r)rN_1dr = / lu(r) )|f(r 1—1)rNtdr
0
P
- / () ()7 — 1 + / () P dr
0
1
< / lu(r) )|f(r) )TN_ldr+/ lu(r)[> N tdr
0

" dx

1
< ulr ) _ TN_ldT—I— /U.CC 2
< [ e (a0 - 1) el MO
< /lu

EN = / |u
{ueHng ||Vu||2—1}

¢ a melhor constante da imersao

u() = 1) r¥ldr + ——3y

WN-1

onde,

(4.11)

H;,.(B) < L* (B).



Pelo Lema Radial, para u € Hy, (B) com [|[Vul|, = 1, podemos escrever
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(1—r)z 1
lu(r)| < ~—5=— < += (4.12)
r2 rz
o que implica,
2N
P . p 1 \ V-2 1 [F™
/ lu(r)[? (|u(7")|f(r) - 1) rNldr < / ( _2) ( — 1)~V tdr
0 0 rozo roz
Proposigao 4.1: Dado d > 1, existe p = p(d) > 0 tal que
e/ —1 < dg(s), Vse(0,p)
sempre que g(s) — 0 quando s — 0.
Considere
N -2
g(r) = Tf(r) log 7|,
por f(2), temos
() N -2 c
r )
ST ogr
parar — 0 e § > 1. Assim,
g(r) =0
Pela Proposigao 4.1,
_ N —2
et fMloerl _ 1 < ¢ f(r) [logr|, (4.13)

para todo 7 € (0, p) e para algum d > 1.



Voltando a integral, obtemos
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1 f(r)
2N
p 1 \ N2 1 \/™ p N1 111( N—z)
/<—N2> ((—N_Z) —1 |V lar = /TN e \17 —1|dr
0o \r 2 T2 o T

p
_ / 1 (€f<r>N;2|1nr| _ 1) ar.
o T

P \N2 1\ N -2
/ ( N_z) << _2> —1) TN_ldrg/ C—l—f( ) [ln 7| dr.
0 ro2 T2 o T

Portanto,
[,

N-—-2 [F 1
)|f ) N_ldTSd 5 / f(T)LOgT’ d
0

P 1
Afirmacgao 4.4 / M dr < 4o00.
0 r

De fato,

) |1 1 ? llog r|* "
/f !0g7“| / Cﬁlogrldrgc/logrl J
[log 7| r 0 r

para p ~ (0. Note que,
[log T|1_ﬁ 0
lim ———— = —,
r—0 T 0

por L’Hospital,
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tig Rog7” lim (1 8) flogr| ™ = (1~ 8) lim ——
r—0 r & r r=0 4 |10g7°|ﬁ

. 1 1 ) 1 1
< lim i lim e 0
r=0 71 |10g’/" |10g7*| r—0 HOgTT| |10grl

Assim, por definicao, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

logr|' ™’

. <e VY |r| <4 (4.14)

Voltando a integral com § ~ 0, conseguimos

1 1 ”3 1
/Iogr! dr _/ logTI / logr|'” ar.
T

logr|'~
T

usando (4.14) e sabendo que ¢ continua em (6, p), pelo Teorema de Weiers-

trass, existe o méximo e o minimo, desta forma

p -8
/ %dr < ce+c(p—19).
0

Segue a Afirmagao 4.4. Portanto,

[

)]f(r ) N ldr < 400,

implicando

PHO) PN < 1o,

[ 1t

Para estimar a segunda integral em (4.10), usando novamente (4.12) e (f3), po-

/pl lu(r

demos escrever

2+1(r)

1
2 rNldy

1
[N e < / .
P 2

r

IN

! 1
/ N+O=2 ¢ N dr
o T 5 r)—N+1

1
1
————dr.
/p P+ L2 f(r)

Fazendo mudanca de variavel na ultima integral, » = 1 — s, obtemos



! 1 0 1
/ 14+ 822 () ar = _/ 14+ =2
p Tz 1-p (1 — )+ 2 109

por (f3)>
1 1 J 1—p 1 J
——————dr < s.
/p e (N /0 (1-—s)+5575
1-p 1
Afirmacgao 4.5 —— ds < +o0.
o (1- 3)1+L22)§

De fato, fazendo mudanca de variavel, 1 — s = x, segue

1=r 1 ro 1
ds = / —————dx
/0 (1 — 3)1"'%? 1 $1+¥ j—

N
tomando ¢; =

1-p 1 1 1
/ N—2) ¢ ds = / ﬁdm
0 (1—s) 25 p xttie

Considerando,
c1— T+ 1
r—1

h(z) =

e passando ao limite com x — 1, conseguimos

lim h(x) = g,

rz—1

74



75

por L’Hospital,

lim L — lim
z—1 1 z—1

1
(-)lnz+(c—z+1)— c—wil
(—lnx—i-—) =c.

Por definicao, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
O<|z—1] <0

implica

()| = el < [h(z) —c| < ¢,

resultando,

|h(z)] <c+e Vaze(l-61+09) {1}

Substituindo na integral e lembrando que e é uma fungao crescente e continua

em (p,1 — ) temos
1 . 1-6 1
/ elz5—)me g, / M@ dy —l—/ " dzy
) 0 1-5
1
< ¢(1-56-0p) +/ e"tdx
1-5

< ¢(1=0—p)+cd < +oo.

Logo,

1—p 1
——ds < +o00.
/0 (1 - s)+9525

Concluindo a afirmacao 4.5. Acarretando,

/ ()

Assim, em (4.10) temos

ZHI) QN1 4o,

/ lu(z)[* " de < 400
B
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4.3 Imersao de H} (B) em L") (B)

Como consequéncia do Teorema 4.2, temos a seguinte imersao do subespago de fungoes

radiais em Hj (B) em um espago de Lebesgue invariante com expoente varidvel.
Corolario 4.6 A sequinte imersao
H;, (B) = L") (B).

é continua.

Prova. Considere o espaco de Lebesgue com expoente variavel

L¥H0(B) = {u :B—R mensuravel;/ lu(@)|* " de < —I-oo}
B

2°+f(r)

Assumindo que u € Hy, (B) com [|[Vul|, = 1, devemos mostrar que

COIn norma

u(z)
A

[u

[llyey iy < €llulliy sy -

Usando o Teorema 4.2, sabemos que

/ lu(2)]* " da < ¢ < +00. (4.15)
B
Para A > 1, podemos escrever
( 2%+ f(r |u 2*+f(7”)
/B By / )\2*)\f(") az,

1
sendo —— < 1, a igualdade acima resulta

M)
2%
/ +f(r d </ |u 2+f
B )\2* 7

u(z)
A

usando (4.15) e escolhendo ¢ = ¢|B|, obtemos
u(x)

/B A

Considerando A\ = \g &~ +00,

2" +f(r)




U(l’) 2%+ f(r)

Ao

c
der <
i 2*
Ao

2%+ f(r)
de <15,

< 1,

/,
)\06{)\>O;/
B

por defini¢ao de infimo
inf ¢ A > 0; /
B

2 i) < Mo [IVull o), ¥ u € Hy, (B)

ou seja,
u(zx)

2"+ f(r)

u(z)

Logo,

I
IVull o) = 1.

No que segue, assumiremos que

N
f(r)y=r*, c0m0<a<min{?,]\f_2}_

Definigao 4.7 Uy := sup / lu(z) " da.
{ueHs (B)|IVull,=1} /B

Vamos mostrar o seguinte teorema
. [N .
Teorema 4.8 Se p(r) =2 +1r%e 0 < a < min > N —2;, entdo
Uy > En.

Prova. Denotaremos por

N—2

ui(r) = CN€—2N_2, come >0 e Cy[N(N — 2)]¥
[52+T2]T

as instantons de Sobolev.

Proposigao 4.9 As instantons de Sobolev satisfazem

*_
—Au =u%"" sobre RY.

7

(4.16)

(4.17)

(4.18)



Prova. Relembrando que para uma funcao radial u o laplaciano é dado por

o N1
dr? roodr

Au =

Assim, calculando

du* N—2 d 1 N—2 d 2=N
e~ Cer ) = L ([
dr NE <[€2+TQ]N2‘2> NSy ([6 +77] )

= CNS 3 22— N)[

—N
2+ 7?2 2r

-N
= Cye 2z 2—N)[2+7]2 r.
Computando novamente a derivada de u} em relagao a r,

d*u’ d (du: d o g=N
e %(dr) Cye = 2= Mg+ )

N-—2
2 27“)

Deste modo,

—N—-2

Aur = CN5¥(2—N)[82+7’2]_2N—CN5 7 (2 — N)r2N [e2 + 12 2

=N
2

+ N_lCN€¥(2—N) [e2+72]2 r

9 —N-2

= G T @-N)[2+777 —Cue"TNE - N[ +17]

=N
2

+ (N=1)Cpe 7 (2= N)[e2 417

2 —N 2 —N-2

= Cpe = N2=N)[2+722 —Cpye 2 N2 = N)y2[e2 412 2
Deixando em evidéncia a parcela

N-2

Cye 2 N(2—N) [524—7"2]%,

78
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obtemos,
_ =N _
Auf =Cye 2 N(2— N) 2+ 1= [+ ).
Observe que
. s o ek
[e247r2] 2492 2242
substituindo na igualdade acima
A - Cye 2" N(2—=N) (NN —=2)"T N(N—2)(—e"2")
: (2 4+ r2)¥ (2 4+ r2)¥
_ (NN - 2) 7 ()
(e2 4+ 12)""
Consequentemente,
. e (N(N-2)%
—Aul = Nis )
(e2+7r2)2
Por outro lado,
N2
o O (N —2)) B
(UE (T)) = Ntz Ntz
[e2 + 2] 2 (€2 + 2] 2
Portanto,
~Auz = ()
H
As instantons de Sobolev satisfazem também
N
/ \Vui(z)[ de = S2 = / ()| de. (4.19)
RN RN
A igualdade (4.19) implica que para uma certa fungao cut-off 7 vale
N
IV (put)ll; = S + 0O (V%) (4.20)
. N
Inuz]5 =S¢ +0 (V). (4.21)
1
_ﬁ e
SN

Voltando a prova do Teorema 4.8, seja By :=
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ue (r) = Byn (r) uz (r),

aplicando a defini¢do de u} (r), obtemos

2

_Ban(n)Cne'T _ Ayp(r)e’T
(2+412)T (2427

ue (r

onde

AN =B NC N-
Usando (4.20) e (4.21), mostra-se que valem as seguintes igualdades para u,.

|Vae|l, =1+ 0 (eV7?) (4.22)

/ uc ()] do =Sy +0 (V) (4.23)
Para provar (4.16) recorremos ao seguinte Lema:

Lema 4.2 FEuxiste uma constante ¢ > 0 tal que para todo € > 0 suficientemente pequeno
/ lue (2)|* 7 da 2/ lue () dz + c|log | e* + O (aﬂ)
B B

Vamos usar tal Lema e depois demonstramos.

Sabendo que

LIN—sup{/ lu (x

entao, tomando

P dn weH L (B) e ||Vu||2=1},

Us = e (x) s
Ve,
temos,
2*+TQ
_ s pa ue ()
Uy > /|u(x)2+ d:c=/€— dx
B B 1 Vuell,

> / lue ()* T dz 4+ O (eN7?).
B

Pelo Lema 4.2
2 [ e deteliog o+ 0 (<) 40 (),
B
por (4.23),

Uy > Sy + 0 (V) + cllog s|s“+0(5%> +0 (" 7?).



Afirmagao 4.10 O (eV) +c¢|log €]e* + O (€%> +0 (eN?) > 0.

De fato, mostrar isso equivale

llog ¢| >

se, e somente se,

llog ¢| >

Mas, observe que para € =~ 0,

llog ¢| & +oc.

Assim, vamos mostrar que
O(eN)+0 (€%> + 0 (eN7?)

gOl

< +00.

Com efeito, procedemos em trés partes:

O <€%> O <€%> Y-a O (€%> N
. = % = ~ g2 % <ce27% < ¢, para e~ 0.
e e g2« 2
N-2 O (eN-2) N-2-a O (sN-2
o O (") _ (") e _ (") |[eN-2-a] < geN-2-a < ¢
e o €N—2—a €N—2
O N O N N—a O N
[0 _[0E) | (0E)] iy £ v,
e e E:N—a €N
Portanto,
O(M)+0 (5%> + 0O (eN72)
< 400,
EOt
valendo a afirmacao 4.10. Logo,
Uy > Y.
Vamos demonstrar o Lema 4.2.
Prova. Por definicao
N-2
* E: 2
us (r) =By (r)uz (r) = Ann (r) ————=,



lembrando da definigao de 7, obtemos

se, e somente se,

ou seja,

isolando r,

Considerando

entao, obtemos

us (r) < ByuZ (r) =Ay———5= < 1,
2
Aye'z < (2 +r*) 7,

2
- 2 2
Ay?e <ef 417,

2
Al Pe—e? <1

[NIE

2
Qe = |:A%_2€—€2:| :

u-(r)<1 & a. <.

Analisando a integral e tomando ¢ & 0, segue

1 ko e
/ s (@) de = / e (r)
WN-1 JB 0

1

Par®  N-1 gy +/ lu (1)

Qe

Vamos estimar a segunda integral. Com efeito,

/ . (r)

1
21 N g / B (1) u ()

sendo 1 < 1, segue a desigualdade

/ . (1)

usando (4.24)

/ e (7)

82

(4.24)

2% o _
+r TN 1dT.

2% a _
TN e

1
PArt o N-1 g < / |IByu? (T)|ra |Byu? (T)|2* rN1dr
(25

1
PArT N1 g < / IByul (7“)]2* PN dr,

Qe
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Aplicando a definigao de u’ (r),

1 1 €N2—2 2%
2* {e}) _ —
/ lue () TNl < / Ay —| N lar
Qg Qg (52 + Tz) 2
. 2°(N-2)
! A?VS 2 n—1
< Fay T dr
ac (g2 412)" 2

1 N-1
* T
< ARe" / e A
Qe (82 + T2)

tendo em vista que vale a desigualdade

1 < 1
(2 +r2)N 7 2N

substituindo na integral

/ . (1)

Assim,
1
/ s ()

usando a definicao de a.,

/al |ue (1)

2* fe} * 1 TN_]- * 1
TN g < A2 EN / —~ dr = A} eV / Nt dr,
r
[/ Qe

_.-N
2T N1 dr < A% eV [ ZV } =—x (a;N—l)

(5

o 2elV 25
2% 4 rN—ldTSAz}/\;f {Ax_zg_gﬂ 2 1

AQ* N 2 A
Afirmagao 4.11 ]}fvs [Aﬁ‘ze — 52} 2 _1l=0 (5%)

De fato,
-N —-N
AN (o] 2 vt [t _a] 2
T [Aﬁ‘ze—eﬂ —1 = N {Aﬁ‘ze—eQ} —1
£2
N
A% . 2 AZeh
B N Alﬁs—sz N
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por desigualdade triangular,

—-N
AN s P AY (T, 17|, Ake>
R Ay 25—52} -1 SWN {Aﬁz—e] I}ZV
Fazendo ¢ — 0, do lado direito obtemos
N N N
AQ* 2 s A2* = N—2
E SRR S S
Portanto,
—-N
AT N 2 o
NgN {A]’\?‘Zs—sz} 2 1] < 4o
Nez

Decorre da Afirmagao 4.11

/ . (1)

Pelas contas anteriores, vale também
1
| e
* a 1
AT NS gy = / (|u6 (r)
0
1 . 1
— / |, ('r’)|2 TN_ld’f’-i-/ (|u6 (r)
0 0
1 . Qg
_ / e (r) rN_ldT—i-/ (Ju ()
0 0

N2

o a _
N 1dr:O(€

) . (4.25)

N ldr =0 (5%) (4.26)

Logo,

[ e

T e ()7 Jue ()

2% _
) PN dr

T (r)

2% _
) rNoldr

2 u, (fr)|2) rNdr

1 * e *
+ / (|u6 (PP = |ue () )rN_l dr.
Observe que por (4.25) e (4.26),
1
/ (|u5 M) = Jue (r) 2*)7»N—1 dr = O (ﬁ)
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Assim,

1 1
ue ()F TN e = ue () [* PNy
0 0

+ [ (et

2 . (T)]2> rNldr + 0 (5%) )

(4.27)
Como
e<a., para =0,
na igualdade (4.27),
! * o 1 * € * a *
/ lu. ()T N dr = / lu (7Y N tdr —i—/ (!ua (PP = |ue ()] )rN_ldfr
0 0 0
s [ (O = 0 ) a4 0 (<)
1 5
> / luz (r))* N tdr —|—/ (|u€ () = Jue (r) 2*> rNdr
0 0

pois

[ (1)

Aplicando a defini¢ao de u. e usando que

S . ('r’)|2> rNldr > 0.

n(r)=1, para 0<r<e,

temos

[ e

1
[ e
0

o [ (B

ol

By (1)) Ve 40 (=

).

Defina



Construiremos uma estimativa inferior para I ..

Lembrando que

e sabendo que

temos

Sl Ane ) Aye’s ) B
Ila5 = / N 3 N — 1 ,,,,N 1 dT
0 |(e241r2) 2 (€2 4 r?)
Como r < ¢ implica
1 1
>

substituindo na igualdade acima,

e lA N-2 A N=2 |"
L. > / N NSl —n) Nt
0o [(2e2)7F (2e2) 7
utilizando a defini¢ao de 2*,
5 A?\;SN AN g% " N—1
L., > /0 ) | [P — 1| " dr

¢ ATN Anv \" / —ovepy _
> /0 (22[2)]\, ((2]2_2) (5 2 ) —1) N1 dr,

Ay

N-2)

275

sendo dy:—

86

(4.28)



Observe que podemos ver

—r*(N-2)
dTa —r%(N=2) In (dy\?s - 2 )
N € 2 =e .
Por propriedades de In,
PO (N— o _
drNo‘ 5# —1 = ¢ [lndN+¥|lna|] —1

> r*[lndy + 552 Inel] .

Em (4.28),

Az 1 N (N —2)

Il,s > 2 / (Ta Indy +

N g2N-N | 9

Denotando
A%
CcC = 2_N’

obtemos

c
L, > o (hldN-l‘

re |ln6|> PN dr,

15
(N;Z) |ln5]) / rotN=1 gy
0

a+N 7€
Cc (N—2) rot
> 6—]\]<lnd1\/—|——2 |ln€|) [oz-l—N )
a+N
c (N—2) gt
> Y <lndN+ — |ln5]) I

> ¢ (lndN + @ |ln€|> .

Distribuindo ce® e usando o fato de ser positivo,

(N—

L, > ce*lndy +cee¥2) lne| =ce®+ce®|lne|

2

> ce®|lnegl.

87
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Assim,

/01 |ue (1)

2 N_
rNtdr

1
2% e TN_l dr > / ’Ua (T)
0

Sk

b [ (B 0 By ) a0
0

)

acarreta

/ e ()

Portanto,

1
AN g > / lu. (r)* PVt dr 40 (5%> + c|lne|e”.
0

/ e ()27 da 2/ |ue (2)|* dx+o(g%) +c|lnele”.
B B

4.4 Sequéncia de Concentracao Normalizada

Defini¢ao 4.12 Uma sequéncia (u,) C Hj, (B) € uma Sequéncia de Concentragao

Normalizada se
(i) Hvun”2 =1
(i) u, =0 em Hg, (B);

(iii) Para qualquer 6 > 0 :

n n—+400

1
o2 ::/ ! (M)> PN dr — 0.
5

Denotaremos por N o conjunto formado por todas as sequéncias normalizantes.

Na proxima Proposicao, vamos caracterizar o limite maximal do funcional

[ o

1
Proposigao 4.13 sup { lim wN_l/ |ty (1)
0

(Un) EN n—+00

2* fe} _
RN gy

sobre N

2% 4re TN_l d’r’} S EN

Prova. E suficiente provar o seguinte: Dado € > 0, existe 7 > 0 e ng € N tal que para

qualquer n > ng temos
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(@ wvor [ " ()

* a £
e rN_ldT§2N+§;

P €
+r erld'rgﬁ.

1

® wver [ 0)
n

Vamos provar primeiro que (a) vale:

" "
wN_l/ [ty (1) PArT N g — ’LUN—1/ [tn (1)
0 0

n
— / ()
0

n
= wN_l/ [, (1)
0

2y (1) PN dre

7 (Jun (" =14 1) PN dr

z (|un ()" - 1) N dr

Observe que,

,'7 E3
Wy / g ()2 P dr < / iy ()
0 B

Substituindo na desigualdade acima, obtemos

wver [ )

Pelo Lema Radial,

z dx S ZN-

n

2 NS gy < wN_l/ [ty ()
0

N

A
=5
3

S

Por propriedades do In,

[ )

[ (N —2)2 ]
e B =
2 e " — 1| Nt ar,

2 (|un ()" — 1) PN < /0 (1)
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pela Proposigao 4.1,

[ 10 (0 =) ar < e [Nl @F [ <M>] gy

IN
o

(VAN
o
=

s
=

—(N=2)

tomando ¢y, 2 = (N —2)"

)

SIS

, temos

(VAN
o
=

S
=

o (|un o 1) N dr

IN
o
e
S
—~
=3
S~—

IN
(o)
_
g
S
—
=
~—
T
I
<
Q
—
=
—
o
=
<
=
=
i
_
ISH
=

Tendo em vista que In (eyr) < 0,

G

sendo 7 |lnr| crescente,

G

* a n .
(w0 = 1) e < [ 0 0 )] N
0

* a n *
2 (|un (r]" — 1) TN ldr < oo n® |lncN77|/ lup (r)|* 7N dr
0

2 N_
PN dr

IN

1
1 1 I ex / ity ()
0

IN

1 .
c1 0 [In ey e 1/ |u, (2)]* da,
— B

aplicando a definicao de Xy ,

)

Considerando 1 = 7 (¢) > 0 suficientemente pequeno tal que

2z (|un (7’)|TQ — 1) Nl dr < ey n® [Ineyn| Sy

€

o |lneyn| Xy < )

obtemos,

(4.30)

[ )

z (|un ()" - 1) Nl dr <

DO | M



91

De (4.29) e (4.30) concluimos (a).

Para provar o item (b), procedemos como segue: admita t € (1 (g),1). Podemos

[t as

por contas feitas na demonstragao do Lema Radial, temos

escrever

|un ()] =

1
u (s)s 7, —= € L2((t,1)),
S 2

assim, por Hoélder

t ) % t 1 %
N—
R A e Y
1 1
1 2 2N |1 2
< n d = Onp
= /t e AN P
< T poeNpEe T eV g In 2
(N —2)2 (N —2)2 (N —2)2
Pelo item (iii) da defini¢ao 4.12,
o, =0 quando n — 400,
entao podemos estimar
! 24 N-1 ! g [T N-1
|, (P)]” ™ P dr < / —" T2 r T dr
/77 n (N_Q)

(N —2)>*"
072:+ra ! N 2=Npa N
n
sendo o,, < 1,

1 2% 1 2%

2%4r® N-1 oy —1-N=2,a O,
Uy, (7 r dr < ————= r 2" dr = —5—=c¢(n),
/77 | n() —(N_2)2+7‘ /77 (N_2)2+'r (n)

onde ¢ (n) nao depende de n.
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Assim, para n &~ 400,

o a _

Y

/n (1)

valendo (b). |

DO ™

Sabemos que o supremo Yy em (4.10) nao é atingido sempre que 2 # RY. O

seguinte teorema mostra que Uy é alcangado se for maior que Xy .

Teorema 4.14 Se Uy > Xy, entao o supremo Uy € atingido.

Prova. Suponha por contradi¢ao que Uy nao é atingido. Seja (u,) uma sequéncia

maximizante, i.e.,

[Vunlly =1
e
/ lun (2)P7) de — Uy,
B n—-+o0o
Sendo (uy,) limitada em Hg, (B), existe uma subsequéncia fracamente convergente
u, ~w em Hj,(B).
Por resultados de Anélise Funcional,
Je0llgy oy < Nmin [y
ou seja,

IVl < limin [Vt = 1

Assim,

/ |V (2)|° da < 1.
B

Afirmagao 4.15 A fungio w € Hy, (B) € nula.
De fato, suponha por contradi¢ao que w # 0, temos

/ \Vw (2)° dz > 0.
B

Por uma argumento do tipo Brezis-Lieb,

[ feate)

P4 g / () — w () da + / o ()P dz+ 0 (1) (4.31)
B B



93

/B|Vun (2)|? dxz/B|V(un (z) —w (x))]? d:(:—l—/B|Vw ()] de+0(1). (4.32)

Da segunda identidade, se

/ 'V (2)|* dz =1,
B

entao,
1 :/B]V(un(a:) —w(z))? de+1+0(1)
consequentemente
/B IV (un (2) —w (2))]* de — 0, quando n — 400,
acarretando,

u, »w, em Hj,(B).

Por continuidade, Uy é atingido, contradizendo nossa hipotese. Assim, podemos assu-
mir,
0< / |Vw|® < 1.
B

Entao, definindo z,, = u,, — w e recordando que

/ u, (2)]P") de — Uy,
B

n—-+00

obtemos por (4.31),

Uy = / iz () dCE+/ lw (2)> dz 4 0 (1)
B B
|zn (l’)| )2*+TQ 2% 4r / ( ’w («I’)’ >2*+TQ
Vz, dr + —_ Vw
/B (Ilvznll2 1Vl 5 IV, ”

e [ (|20 (@) ) / <rw ()] )
dz + ||Vw dz+0(1).
i (uwnuz IVl ™ |\ [l

Por definicao de Uy,

2 dr 4+ 0 (1)

= [Vz,

Uy < Uy [Vally ™ Uy [[Voly 7 +0(1),
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usando (4.32),

2% 4™ 2% 4%

Uy < Uy 1—|Vull+0Q) * + Uy (Vi) = +0(1)

2% 470 2*

= Uy (- IVl 0 W)+ (Ivel) | 1o

< Z/[N7

para n suficientemente grande. Implicando
Uy < Uy

um absurdo. Portanto,

Assim,

u, =0 em Hf,(B). (4.33)

Agora, vamos mostrar que (u,) é uma sequéncia de concentragao normalizada.

Para isto, precisamos mostrar que
1
., (M) PN rdr — 0 4.34
5 n

para qualquer § > 0.
Lembre que

Hy, ([0.1)) = L7([6,1)),

comp
1
/ ity ()
)

Proposicao 4.16 FExiste A € R tal que

para todo p > 1 e entao

2 Nl dr 0. (4.35)

2*+TOL
upgp d,

/\/ Vu,Vo dr = / (2" 4+ 1) |uy,
B B

onde ¢ € H . (B).

Prova. Vamos colocé-lo nas condi¢oes do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.

Considere £ = H, (B),
F(u) = [Jug|* ~ 1,



J (u) :/ u () * da
B
e
M={uecH),(B); F(u)=0} = {ucH), (B); ||[Vul,=1}.
Obtemos
F'(u)v = / VuV dz
B

e

J (u)p = / (2% + ) [u)* T g da
B
Afirmacao 4.17 O funcional J é limitado inferiormente em M.

De fato, note que
J(u) = / > 7" de >0, Yue Hy, (B)
B

em particular, sobre M C Hy, (B).

Pelo Postulado de Dedeking, existe ¢, € R tal que

0<c.=infJ(u).

ueM

Afirmacgao 4.18 O funcional F' é nao nulo em M, i.e.,

F'(u) #0, YueM.

De fato, dado u € M, temos
Vully =1,
assim,
F' (u) :/B]Vu]2 dr=1%#0.
Valendo a afirmacgao 4.18.

Mostra-se também,

minJ (u) = J (uy) .

ueM

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe A € RV tal que

/\/ Vu,Vpdr = / (2" +7%) |un|2*+ra Upp d,
B B

para toda ¢ € Hy, (B).

95
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Afirmagao 4.19 A sequéncia (u,) € (PS), para J, i.e.,
J(up) > e e J(uy,) —0.

De fato, sendo

=

entao para € = —, existe
n

() C M,

tal que

1
n

Do Principio Variacional de Ekelend, para A = n, existe (u,) C M tal que

J (Up) = ¢

T () < J () + % [t — (4.36)

para todo u # u,,.

Seja w € M. Para cada n € N fixado, defina n

h,: R?> —R?
(t,s) — hy(t,s) = F (u, + tw + su,),

temos h, = F o, € C! onde

Uy (t,8) = uy, + tw + suy,

Iy (0,0) = F (u,) = 0.

Além disso,
oh,, _O(Foy) . .

pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

F (un) Unp 7é 07



assim,

Ohn
o (0.0) #0.

Aplicando o Teorema da Funcao implicita, existe > 0 e uma aplicacao

T,:(=6,0) > R
tal que
T, € C!,
hn (t,T,(t)) =0, Vte(—d,9)
e
T (0) = 0.
Logo
F(u, +tw+T,(t)u,) =0, Vte (—0,0)
= u, +tw+T, (t)u, € M, Vte(=90).
Considerando
a:(=0,0) — M
t  — alt)=u,+tw+T,(t) u,
temos
a(0) =u, + T, (0)u, = uy,
e

o () =w+ T, (t) uy,.
Tomando em (4.36), u = a(t), temos
T () < T (@ (B) + * Jlun — (1)

Resultando

Ja) T ) =l Tt ]l — ()

>
t = t
1 T, (t 1 T, (t
S et By (TR e
n n
1 1T (1)
> —ﬁ”’w”—g 7 Unll -

)

97



98

1
Sendo —— > —1, na desigualdade acima

n
J(a(t) —J(a(0)) 1 T, (t)
passando ao limite com t — 0,
J(a(t) —J(a(0 1 T, (t
py 2O =IO 5y (g B0, )
t—0 t t—0 n t
implicando
1
(700) (0)2 ~ llwll = I 0)
em outros termos
/ / 1 ! ]'
JH(a(0)) o’ (0) 2 —— Jlwll = |75, (0) wnll = =~ [lwl].
Substituindo « (0) = u, e o’ (0) = w, obtemos
, w 1
J (up) —= > ——, Ywée M.
Jwl| = n
Tomando —w € M, temos
1
J () 7 <
Jw] ~ n
acarretando,
1 @l oy = sup 17 )0l <
n)llgl (B) — n =
I N n
logo

J' (u,) =0, quando n — 400

Portanto, (u,) é (PS), para J restrito a M.

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange,

. / o / o / ,
0 (1) = 171y ()L, = min [ () = AP ()l

onde,

[T (un)l, = sup | (un) vl
F (un)v=0, [vl|=1



Observe que,

| (un) U, — A B () wn] < || (wn) — A F” (“n)”(H&r(B))”

por consequéncia,
| (tn) Uy — A B () 1| < mm I (un) — AF” (un)||( ) = =o0(1),

assim,

— M F (up) u, = 0(1).
Sendo, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange,

F' (uy) un, # 0,

segue,

A — 0, quando n — 4o0.

Portanto,

”‘]I (Un)H(H(l),T(B))' < ”‘]I (Un) - )\nF/ (un)”(Hé,T(B)) + |)‘ ’ HF/ (UTL)H(Hl (B) )

implicando,

|7 (Un)||(H1 (B) )/ — 0, quando n — 400

mostrando que (u,) ¢ uma sequéncia (PS), para J em Hg, (B).

Sabendo que (4.37) vale para todo ¢ € M, temos

/\n/ Vu,Vy dz = / (2% + ) [un)* T P U dz 40 (1) .
B B

Escolhendo ¢ = u,,, obtemos

)\n/ \Vu,|* de = /(2*+7»a) lun > T da 4 (0 (1), uy)
B B

> 2*/|un
B

liminf A\, > 2"Uy.

n——+00

T e 4 (0 (1), un) = 2Uy.

Concluindo
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(4.37)

=o0(1)

(4.38)
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Agora, escolha uma fungao corte

)
0 < =
,ser_2

n(r) =
1, ser>y,

e admita ¢ = nu,, em (4.38),
)\n/ Vu,V (nun) de = / (2" +7%) ’un’2*+ra_2 Un (Mn) dz + (0 (1), 1mun)

B B

isto equivale,
1 1 o

)\an_l/ Vu,V (nu,) r™ 1 dr = wy_, / (2" +r%) |un|2 N dr4-(o (1), nu)

0 0
usando a defini¢ao de n,

1 1 1 v
/ Vu,V (nuy) V=t dr = )\—/ (25 4+ ) Jua T e N dr 4 (0 (1), nuy,)
5 n JS
2 2

I s
Afirmagao 4.20 )\—/ (2% +7) Jun|* T PN dr 4 (0 (1), nuy) — 0.
nJo
2

De fato,

1 /! .o
@ e (o (), u)

IN

2

1 ! .o

@ o (1) )
nJ3

2* 1
N / [un
nJy

9% 1 oy
)\—/ lup|> T N dr — 0,
é
n 9
2

AN e (o (1), nuy) -

IN

Usando (4.35),

segue a afirmacao 4.20.

Assim,

1
/ Vu,V (qu,) r™ =t dr — 0.
s

Calculando o gradiente do produto,



1
o(l) = /S Vu, (Vu,n + u, V) r =t dr

1
— ﬁ IV |? 7N 7Y+ wy (Vu, Vi) V1 dr

v

1 1
/ (V| n 7Nt dr +/ Uy (Vu, V) rN 1 dr.
5 5
Note que
Vn=0, Vr>4.

Na desigualdade acima,
1
o(l) > / |Vu,|” ¥V dr 4 0(1)
5

resultando,

1
/|Vun|2 rM1dr -0, quando n— 4oo e V§>0.
5

Portanto, (u,) é uma sequéncia de concentragao normalizada,
(up) € N.
Pela Proposigao 4.13

. 2% @ —
lim / lun|> T PN dr < Sy
B

n—-+o0o

Por hipotese ,

Uy = lim / |un 2 ’f‘N_l dr < v < Z/[N,
n—-4oo B

ou seja,

Uy < Z/[N,

um absurdo. Deste modo, o supremo Uy é atingido.

4.5 O problema supercritico

101

(4.39)

Consideramos, a seguir, uma equacao eliptica relacionada com uma nao linearidade

supercritica.
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N
Teorema 4.21 Sejap (r) = 2*+r*, com 0 < a < min {3, N — 2}. Entao, o sequinte

problema
—Au = w1 em B
u > 0 em B (4.40)
u = 0 sobre 0B

tem uma solucao radial nao trivial.

Prova. Considere o funcional

1 1 o
I(u)= 5/ \Vul* d —/ T lu " d,
B B re

com u € Hy, (B). Pelo Teorema 3.1, I esta bem definido e é de classe C'. O funcional

I tem a geometria do Passo da Montanha na origem, mas claro, devido ao crescimento
supercritico, o funcional I nao satisfaz a condi¢ao (PS). Para contornar este problema
seguiremos a estratégia de Brezis-Niremberg |7]:

Identificaremos o nivel de nao compacidade, e mostraremos que abaixo desse nivel
h& compacidade. Entao, em um ultimo passo, mostraremos que o nivel minimax do
funcional esté de fato abaixo do nivel de nao-compacidade.

Procederemos em trés passos:

1
(1) O nivel NS 5 € o nivel de ndo compacidade para o funcional I;

(2) O nivel do Passo da Montanha ¢ de I satisfaz
c < NS N5
(3) Por (2), obteremos uma solugao fraca u no nivel
ceE (O, %Sg) .

Mostraremos entao que u # 0.

Nesta secao, denotaremos novamente

N-2
2

come>0eCy=[N(N-2)] 7.
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Vamos a demonstracao dos trés passos:

(1) Dado r > 0, sejan =1, € CF° (RN ) uma fungao radial nao negativa tal que
supt n C B, (0) e n=1 em B:(0).

Para ¢ > 0, defina u. = nu}. Podemos checar que u. € Hy, (B) é uma sequéncia

de Palais-Smale para I com

1 1 N 1 n
](UE):§/B’VU€|2 dx—/B2*+Ta lu|* T dr — NS]{‘}

A sequéncia u, estd se concentrando e converge fracamente para 0 e, portanto, nao
contém uma subsequéncia fortemente convergente.
(2) O funcional I tem a geometria do Passo da Montanha. Para provar que o nivel do

1 N
Passo da Montanha esta abaixo do valor NS v, escolha u. como no item (1) e defina

= inf I t
¢:i= Inf max (v (@),

onde

I':={v:[0,R] = Hj, (B) continua; y(0) =0 e 7 (R) = Ruc},

com R > 0 suficientemente grande, tal que
I (Ru.) <0.
Entéo, a curva 7. (t) = tu., com t € [0, R], pertence a I" e

< I (tu,) =: 1 (tou,).
c_t%(u) (toue)

Primeiro, vamos estimar o valor de t., usando argumentos similares como na

prova da Proposi¢ao 4.13. Com efeito, sendo

d
o] (tue) iz = 0,
temos
ol = [ de =0,
B
implicando

t. / V. (2)|* de = / 2 g ()T d. (4.41)
B B
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Por Brezis-Niremberg [7],

/B V. (2) dz=S7 +0 (eM?) (4.42)

/B e @) de =S¢ +0 (V). (4.43)

Usando (4.42) em (4.41),

S]% +0(V?) = / |V, (z))* dz = tg*_Q/ £ Jue ()7 da
B

= [ (@ e ) £ e () do
B

distribuindo ¢7* e separando as integrais, obtemos

7 N-2 22 [ o 2%y 2" 2+
SE4+0((EN?) = ¢ tr Jue (z)] — |us (2)]” + |ue (2)]° do
B
2 / Jue ()" da + 422 / " Jue @) = Jue (@) da
B B

= 22 / e ()% da+ 122 / . ()% ((ts . ()" —1) dz,
B B
utilizando (4.43),
N % N * ro
SE+0(eN2) = {Sﬁ —I—O(aN)—i—/B|u6 ()] ((t€ . (z)]) —1) d:c].

Defina
A= [ fu@F (el @) 1) da,

assim

N . N
i +0 (V) = 7257 +0 (V) + A (4.44)
Afirmagdo 4.22 —ce2 < A, < ce*|loge].
De fato, seja a. tal que, para ||z| = r, tem-se

lteue (x)] <1, para a. <r <1
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Por esse motivo,

— wN_l/ |ue (7")|2* (]taua (7")|Ta — 1) rN=1dr
0

1
vy [ Jue ) (e 0O~ 1) dr

Para a. < r <1, temos

(e}

[tue ()" —1<0.
Logo, na desigualdade anterior

A < wy_y / e (P)[% (|t€u€ )" - 1) PN g
0

resultando,

A< wN_l/ lue (1) o (e’"a Infteue(r)] _ 1) rN1 dr, (4.45)
0

Exercicio 4.23 e oltevs0l — 1 < ¢ [Ing|.

Substituindo o exercicio 4.23 na desigualdade (4.45), temos

A, < wN_l/ lue (r)[* er® [Ine|r¥ 1 dr. (4.46)
0
Observe que
% CN&H CNé“% CN
Ue \T") = 2 S T N T no
(62 + 7”2) 3 £ 2
assim,
. nCn
Ue (T) = nu, (T) < N2
E 2

Calculando o modulo e elevando a 2*, obtemos

2N 2N

2N Ch

N-2
N-2
E 2

N—-2 ~

Cn < Cpe N, (4.47)

nN—Z
E 2

2%

|ue (7)
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Por outro lado, temos também

« . CN&“% < CN€¥
Ua(T)—(2+ 2)¥ = " pN-2
£ r
logo,
2N
N—2 | N—3
2 nCye = Cnel

Substituindo (4.47) e (4.48) em (4.46),

(=
/ luz (r))* er® |Ine| N d7°+wN_1/ lu (1) er® |lne|rN =1 dr
g

g ae __
< wN_l/ Cye Ner®|Ine| vV dr + wN_l/ Cne™r=2Ner® |Ine| vV~ dr,
0 €

juntando as constantes,

€ ae
A. < c/ e Nr®|lne|rN ! d’r’—l—c/ eNp NI Ing| dr,
0 €
sendo r < ¢,

A.

IN

€ Qe
Nea |1n5|/ Nl dr + ee™ |ln5]/ p N gy
0 €

’f‘N € ,ra—N Qe
ce Ve |Ing {WL + N |lne| [0‘ — N]

£

IN

ceNe?|lngleh  ceV|lng
N a—N

IN

(a2 4 eoN)

IN

ce® |Ine| + ” (ce™|lnel a2 + ce® [Inel).

- N

Lembrando que

N
a<min{N—2,§},

ou seja,

a— N <0,

substituindo na desigualdade acima,

A, < ce%|lnegl.
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Por outro lado,

1
A, = wN_l/ |, (r)|2* (|t€u€ (7’)|TQ — 1) PN dr
0

1
> et [ a0 (fwe (O] = 1) 7 i
desde que,
tou. (r)|” —1>—1, Vr
temos,
1
A, > —wy_q lue (1) 2N gy
por (4.48),
1 N 1
C
Asz—wN_l/ ]\27; Nld’r’:c/ eN N1 gy
a. T e
NV N ~_N N
> —ceV —i =ce (1—(16 ) > —ce2.
—-N
Portanto,
—ee? < A, < ce®[lnel,

mostrando a afirmagao 4.22. Segue dessa desigualdade que

A.| < ce¥[lne| + ce2.

Claramente, temos

ce“|lne| = O (¥ |Ine|)

e
¥ —0(F).
Assim,
Al <O (e [lnel) + O (5ﬁ) .
Substituindo em (4.44),
S§ +0 (V%) =22 55 +0/() + O (e ) + 0 (=¥)]
acarretando,

SE +0(N2) =22 [Sﬁ +0 (e [me)) +0 ()]
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N
Dividindo por S, obtemos
1+0 (N ?) =2 [1 + 0 (e*|lng|) + O (5%” : (4.49)
Afirmacao 4.24 Vale a sequinte desigualdade

14+ (28 =2)(t—1) <t 2 Vix1(t>0).

De fato, defina
fO=t"2-1-(2"=-2)(t—-1).

Observe que

E mais,
et<l = 73 <l = (-t 3T <(27-2) = f(t) <0,
et>1 =t 3>1 = 2-2)t 3> (2"-2) = f(t) >0,
ou seja, 1 é minimo local para t ~ 1, logo
0=7(@1) < f(®), Vi=l
Aplicando a definicao de f
0 <t 2-1-(2=2)(t—1), Vtm1,

isso implica,

2> 12 =2)(t—1), Vil
Valendo a afirmacgao 4.24.

Afirmagao 4.25 t. — 1, quando ¢ — 0.
De fato, primeiro vamos mostrar que vale as seguintes convergéncias
(i) O(e*|lng|]) — 0, quando & — 0;

(ii) O(e%> — 0, quando ¢ — 0;
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(iii) O (M%) — 0, quando & — 0;
Com efeito, sabemos que existe ¢ > 0 tal que
|O (% |lng])| < ce®|lnegl.

Passando ao limite com € — 0 e observe no lado direito que

Ine +00
lim ce®|lne| = ¢lim [In <] = —,
e—0 e—=0 g« —+00
por L’Hospital,
i . 1 1 . 1 . &”
lim ce”|lne| = clim — —— = lim = lim — =0
=0 e—0 e —qe—o1 e—0 e~ =0 «

Assim,

ll_r)l(l) O (% |lng|) = 0.

Para os itens (ii) e (iii) basta notar que

'O (a‘%)' < ce? 0, quando ¢ — 0

|O (SN_2)| < ¢V ? -5 0, quando ¢ — 0

para alguma constante ¢ > 0. Valendo os itens (i), (ii) e (iii).

Passando ao limite, com ¢ — 0 em (4.49), obtemos
1=1imt..
e—0
Sendo assim, vale a afirmacao 4.24 para t., ou seja,

L+ (2°=2)(t. —1) < 272

multiplicando ambos os lados por [1 + O (e*|lne]) + O (8%)], resulta

(14 (2" —2) (t. — 1)) [1+0(5a |1ng|)+o(g%>] < 22 [Ho(ga |1n€|)+o(€g>},
usando (4.49),

(14 (2°—2) (t. — 1)) [1+0(ea |1nsy)+o(s%)} < 140(N?),
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subtraindo menos 1 nos dois lados e dividindo por V=2, temos

(1+ (2 —2)(t. — 1)) [1 + O |Inel) + O (gﬂ)} 1

€N—2

< ¢

ou seja,

|z

(1+ (2 —2) (t. — 1)) [1 L O [Ine]) + O (g

)| -1=0("").
Ou melhor,

(14 (2" —2) (t. — 1)) {1 +O (% [lne]) + O (sﬁﬂ —140(N2).
Desenvolvendo a multiplicagio,

140 (eV?) = 1+0(e¥|lne))+ 0O (&%) + (28 =2)(t. — 1)

N
2

+ (2 =2) (=)0 (eF) + (27 =2 (t. = 1) O (¢ ne]),

isolando (2* — 2) (t. — 1),

vz

(2" =2)(t.—1) = O(sN‘2)+O(5a|Ine|)+O(5

)

+ 2=t~ 1)O0 () + (20— 2) (t 1) O (e me]),

[=

dividindo tudo por (2* — 2),

O ("2) 4+ O (¢*|lne]) + O (&%)
(2r—2)

vl

(t.—1) = +(t€—1)0(5 >+(t€—1)0(80‘|h15|).

Resultando,

[z

(t:—1) =0 (=N2) + O (e* [Ine]) + O (€ﬂ> Y (t.—1)O (5) 4t — 1)O (= [Ine]).

Sabendo que
t. <R = t.—1 <R-1,

substituindo na igualdade acima

>4

N
2

(t.—1) <O (e"?) + O (e* [Inel) + O (5

)+ R=10 (%) + (R-1)0 (" mel),

usando propriedades de Ordem grande,

|z

(t:—1) <O (¥ %) + O (¢ lne]) + O (5 ) . (4.50)
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Afirmagao 4.26 O (¢V?) + O (¢* |Ine|) + O (5%) = 0 (g% |Ingl).
De fato, vamos mostrar um por vez:

e O(eV?) =0 (™ Inel).

O (EN_2) €N_2 8N—2—a

e |lne| Nz =€ Ine| ’

sendo a < N — 2,

€N—2—a c

< — 0, quando ¢ — 0,
Iln el Ilnel

por defini¢ao de limite,

O (eN72) N2 ¢

e |lne| eN=2 = |lng|

Logo, O (¥72) = O (¢* [In¢]).

e O (€%> =0 (e*|lne]).

()

o |1n€| I

o

N
€27 ¢ c

™
|z

— 0, quando e —0,

|z

= “mel = Jmel

novamente por defini¢ao de Limite,

O (5%> ey
<
o ’h’l <":| 8% = €
Concluindo, O (5%) =0 (e*|lnel).
Portanto, vale a afirmagao 4.26.
Substituindo em (4.50),
t.—1 = O(e“|lng|) =: R.. (4.51)

Voltando para estimativa de I (t.u.),

1 1 * o a
I(tu) = §/B|V(t8u€)|2 dx—/B2*+ra |t€u€2+r dx

2% o
T da,
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usando (4.51),
R. + 1) .+ 1 2 ‘ia
I (tou) = u/ |Vu€]2 d:v—/ M |u€|2 T dx,
2 B B 2* —+ re

por (4.42),
R+ 1) oy N-2 (Re+ 1> 2% 4o
o) = 55— (S§+0(V) = | 5o ™ e

desenvolvendo o quadrado da soma,

R2+2R. +1 N R.+1 2% e L
I'(tu.) = Ret 2 = (S]\2[ +O(€N_2)> _/ (2:“_—)0‘ |ue T
B +r

REgy | REg v 5 N-
5% + 50("7?) +R5F + R0 (£77)

9% 4y
T dx

N % Q

Sp2 0 (M?) ‘/‘(RE+])2+T

+ — .
2 2%  pa

N}

+ R20 (sV?) + R.S% +R.O (eV2)

(R.+ 1"

N
S22 o
+ TN + O(gN_2)_/ 2% 1 pa juc* 7 da
B

= ¢R2 + O (e"?) + RS2 + 5

. o
Somando e subtraindo |u.|",
N

x o S2 (R.+1)> .
I(t.u.) = cR? O (eN72) + R.S2 —N—/E— L d
(U) CE+ (8 )+ N+ 2 B 2*+,ro¢ |U z

R. 4+ 1)2 . .

_ /%(,%24“82)6@
B 2*+Ta
%
SN

= cRZ + O(eN7?) + RS + 5

* e * R 1 gre *
2+T—|u€2>dx—/%|u€2 dx
B re

-/ R+ 7T,
T :
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Afirmagao 4.27
(1+R)*H > 14 (2 +7*) R. + cR?

(14+R)>T"

2 2

De fato, ajustando o Bindémio de Newton, conseguimos mostrar a primeira desi-

gualdade. Em relagao a segunda, temos

(L+R)*¥™ 12+ 1
> > <1.
2% fpo Tk popa T Q% 4 opa’ pata 1=
Considerando
1
d —
2% 4 o’
temos a afirmacao.
Assim,
gz
N
[(tus) < cRZ 4 O (M) +RoS§ + =
1+ (2 4+7r*)R. + cR? sy 4o .
_ /("‘( + ) Re 4 cR7) |2 d:v—d/ (|u€2+ —|u52>d:)3
B 24 re B
Se [ Jul”
_ N Uge g
S CR?"‘O(EN 2)+R€S]\27+TN—/BM—WCZI’—/BRE|UE| dx
|Ue|2* 2% 2*
por (4.43),
N *
N G2 2 N
I(tu.) < cRZ + O(eN72) +R.SE + 25 —/ Juel” dr — R.S2
2 g 2 +re
|Ue|2* PARER 2%
B2 e B
Note que,

—cR? < —cR?

<l= <1l =
=R T s 2 e 241



deste modo,
I(teus) <
<
Como
e
entao,

5 h
cR? + O(aN_Z)—FSTN—/&dx—REO(aN)
B

R2 * * a *
S [ e = () do
241 Jp B

N S_:Zvr Ju)®
2 2 N
R?2 + O (e )+—2 —/3—2* Tadx—RgO(a)

cR? (S]% +0 (&‘N)> — d/ (|u€|2*+r0 — |u5|2*) dzx.
B

R.O (") = O (R.g")

R?0 (V) = O (R?).

£ £

> 2*
I(t-ue) < cRZ + O(eN7?) +S—N—/ fue dz + O (Re™)
B

2 2 4o

ﬂ * @ *
+ Oy -arsy — d [ (),
B

sendo,

_(R2S2
cRZS3 <0,

na desigualdade acima,

> 2"
I(teue) < cRZ + O(eN—2)+S—N—/ [ue — dz+ 0O (Re™)
B

2 2% 4+ r

0 —d [ (" ")

114



115

Podemos ver cR? = O (R?) e assim,

N
Sn
2

_ |u€|2* Ny /
/32*+radx+O(RE€ ) —d B(|u€

I(teus) <

]- * 1 *
LOR2) + O(N2) —5/ |2 d:c+§/ wf? da
B B

2*
wl”)

2% 4
|ue

N
2 1 N
< S Lom) 4 o) - o (5T o)
+ / 1 s d:c—l—O(RsN)—d/ (|u SR 2*>.
5 2* 2*-|—’/‘0‘ g (> 5 € €
Note que,
O (e"R.) =0 ("),
acarretando,
%o (ne vy Lo o
I(teu) < —-+O0(RZ) + O (e )—§S§ +0 (V)
11 o e
+ /B<2* 2*+r0¢)’u€ dzx d/B(lua |, )dx
< S]% + O (R?) + O(EN_2)+O(€N)+/ i luc|*" dx
= N € B 2* 2*+ro¢ €
4 62*+ra_ 62* de.
JAC u.f) d
Desde que,
O (€N) =0 (aN_Q) ,
obtemos,
S]% 2 N—2 / 11 2*
I (tou.) < N +O(R2) + O(eN?) + R lu.|* dx

(4.52)

2 |u8|2*) dx

- df (i

Afirmagao 4.28
/ ! .
B 2* 2* _|_ ro

2

T dx < ce®
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/ (0P — s ) de > < ine].
B

De fato, para a primeira integral, temos

/ ! —
_— uE
B 2* 2* _|_ ro

1
2+ 2 N-
de < c/ 7 ue|? N dr
0

5 1 SN
< ¢ roe ™ NpN=1 gr 4 ¢ ro——pN=1 gp
o j r2N

< e (e —eV) =ce”

Para a outra integral, temos,

J (e ey = [l (- 1) e
B B

€ * @
[l (e = 1) o ar

0

1 * o

— / |u.|? (1— lu.|” ) N1 dr

€ 1
/ e Nr®|loge| PV dr—/ |
0 Qe

> e*[loge]

v

2% _
PN dr

v

Substituindo a Afirmagao 4.28 na desigualdade (4.52), resulta

N
2

I(teu.) < b;ifv +O0(R2) + O(g"7?) + ce® — de” Ine|.

Observe que, para € = (, temos
e OR)<cR - 0

e O(eV?) < eV = 0

1
o c“|ln¢| = ] — +OO, por L’Hospital,
00

E—Ot

1
. . —= , 1
lim e® |lng| = lim < = lim
e—0 e—0 —qe—a-1 e—0 e«

=0.




Portanto,

N
g2
c < I(tu.) < ]{fv’ para &~ 0.

(3) Utilizando o Teorema do Passo da Motanha com,
H=H,,(B), e=Ru. e I=g,

onde

lle]l = [|Rue|| = R JJue|| > 7, pois R =~ +oo

I'(Ru.) <0=1(0)< inf I(u).

[[ull=1

Entao, existe {u,} C Hj, (B), tal que
I(u,) = ¢ e I'(u,) —0.

Assim,

I' (u,) = / Vu,Ve d:(:—/ lu,|” T o de — 0,
B B

para toda ¢ € Hg,. (B). Ou seja,

1 1
wN_l/ ul ' TN dr — wN_l/ [,
0 0

2% 4r*—1

gorN_l dr — 0.
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(4.53)

A sequeéncia {u,} C Hy, (B) ¢ limitada, assim, existe {uy,} C {u,} e v € Hy, (B) tal

que

Up, — u, quando Kk — +o00

e u é solucao fraca para o problema

*_
—Au = u¥!, em RV,

Se u # 0, entao terminamos a demonstragao. Assuma, u=0 e concluimos que isso

é impossivel.
Por (4.35), temos

o o _
Nl dr 0,

[
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para § > 0 fixado. Tomando n € C*,
0

0 , < -
se r_2

n(r) =
1, se r>96

e escolhendo ¢ = nu, em (4.53), obtemos

1 1
I' (uy) (nuy,) = wN_l/ ul, (nuy) TN dr—wN_l/ |un
0 0

2ol (nuy) vV tdr — 0,

assim,
1 ! , /I ON-1 ! 2% e —1 N-1
(o (1), nuy) = u, (nuy)” r dr — |tn (nuy) r dr — 0,
WN-1 0 0
implicando,
1 1 * {1
/ ul, (nuy) TN dr = / |y, 2l (nun) ™1 dr 4+ (o (1), nuy) — 0.
0 0 WN-1
Usando a defini¢ao de 7,
— 0.

2 (quy) PN dre + (o (1) nuy)
WN-1

1 1
[ ) v = |
s )

2 2

Acarretando,
" (quy) PNt dr — 0, quando n — +oo.

m\o.\
>

Realizando as mesmas contas feitas em (4.39), temos

1
1> / WP PN dr o (1),
)

ou seja,
1
2 N—
/ lu, | N tdr — 0,
5

para todo o > 0.

Afirmagao 4.29 I (u,) = Iy (u,) +0(1), onde

/|Vun 2 dr — —/ |ty (2

dz.
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De fato, temos

1 1 1
/ . 274 N-1 g / ’Un’2* S N / (’Un’2*+ra B ’Un’2*> PN-1 g
0 0 0

1
= / ’un
0

* ,'7 * (e}
TNl dr 4 / |t |? (!unlr — 1) N dr
0

Observe que por (4.30),

)

substituindo na desigualdade anterior,

1 1 1
/ I R e / lun|* 7N dr + g + / | |* (|un|ra — 1) N1 dr
0 0 n

1 1
< / lun|* 7N dr + % + / i |* || N1 dr,
0 "

Por (4.35) concluimos

1
[
0

o a o
/1 "™ PN dr < /1 [unl” N7 dr —i—si
0 9 + ro — 0 * :

1
9% @ _ o _
N 1dr§/ lun|” PNt dr + g,
0

ou melhor,

Portanto,

I (up) < Ip(u,)+o(l).

Da mesma forma, mostra-se que
I (up) > Iy (uy) +o0(1).

Conseqiientemente, obtemos que {u,} é uma sequéncia (PS), também para o
funcional I,. No entanto, sabe-se que para Iy a condi¢ao Palais-Smale é valida para
0<e< %S]J@V , ver |37, Teorema 1.45|, e, portanto, para a subsequéncia, temos que
u, — u = 0 fortemente em H{ (). Mas, isso implica que I (u,) — 0, em contradigao
com [ (u,) — ¢ >0.

Portanto, u # 0. |
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Lema 4.3 Toda sequéncia {u,} C H, (B) tal que

N
d = su I(u)<Sﬁ
wert SN

I'(u,) = 0

admite uma subsequéncia convergente, ou seja, I satisfaz a condicio (PS),.

Prova. Ver Lema 1.44 de [37]. |



Apéndice A

Resultados de Analise Funcional

Neste apéndice vamos fazer uma breve discuss@o sobre alguns resultados de Anélise
Funcional, ressaltando as principais propriedades que utilizamos no texto. Os resulta-

dos discutidos aqui sdo baseados em [5] e [21].

Teorema E.30 Seja X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear

compacto. Suponha que (x,) C X seja fracamente convergente, digamos,
T, — .
Entao, T (x,) CY converge forte para T (x).
Prova. Ver |21, Teorema 8.1-7]. |

Teorema E.31 Suponha que E é um espa¢o de Banach reflexivo e seja (x,) uma
sequéncia limitada em E. Entao existe uma subsequéncia (x,,) que converge na topo-
logia fraca o (E, E*).

Prova. Ver [5, Teorema 3.18| H

Teorema E.32 Seja E um espago vetorial normado e (z,) uma sequéncia em E. Se

r, — x em E, entdo ||x,| € limitada e

lz|| < liminf ||z, .
n—oo

Prova. Ver [5, Proposigao 3.5|. H
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Apéndice B
Espacos de Sobolev

Neste apéndice, vamos fazer uma sucinta exposicao sobre os Espacos de Sobolev. Os

resultados que apresentaremos podem ser encontrados em [5], [25] e [35].

Defini¢ao E.33 Para 1 < p < oo e m € N, definimos o espago de Sobolev WP (1)

como o sequinte subconjunto de LP (Q)
WP (Q) ={uel?(Q); D e LP(Q) para 0 < |a| < m}
O espago de Sobolev W™P (€2) é um espago de Hilbert munido do produto interno

(s V) ypmn () = Z (D%, D*0) 12(q)

laj<m

de modo que a norma correspondente é

llly = D 1Dl -

|| <m

O par (WW’P (Q), H.||Wm,p(m> é um espaco de Banach.
Denotaremos

Wo? Q) = CF @) = 1} ().
Teorema E.34 As sequintes imersoes

Hl(RN) — LP(RN), 2<p<oo, N=1,2,
H'(RY) — LP(RY), 2<p<2, N=>3,

DY (RY) < L¥ (RY), N23

sao continuas.
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Prova. As duas primeiras imersdes podem ser encontradas em [5|, Corolario 9.11 e

9.10 respectivamente. Para a terceira imersao, veja [35]. H

Teorema E.35 (Rellich) Se || < oo entdo a seguinte imersao é compacta

Hy (Q) — LP(Q), 1<p<?2-.
Prova. Ver |5, Teorema 9.16]. H

Proposigao E.36 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que 1 < p < oo e Q um
cojunto aberto limitado. Entdo, existe uma constante C (dependendo de ) e p) tal
que

”uHLP(Q) <C ”VUHLZD(Q) , Yue Hy(9).

Prova. Ver |5, Corolario 9.19]. H

Teorema E.37 Sejam K,F C RN com K compacto, F fechado e K N F = (. Entdo,
existe p € C3° (RY) tal que

() 0<p(x) <1, YoeRY;
(17) p(zr) =1, VzxeK;

(1it) p(x)=0, VzelF.

Prova. Ver [Adauto, exemplo 4. H



Apéndice C

Resultados utilizados na dissertacao

Neste Apéndice, enunciamos os demais resultados utilizados ao longo da dissertagao.
Os mesmos serao apresentados sem demonstragao, apenas serd citado onde a prova

pode ser encontrada.

2N
Seja N > 3 e 2" = N _3© expoente critico de Sobolev. O espaco

D'? (RY) := {u e L* (RY); % € L*(RY), para i=1, N}

possui estrutura de Hilbert quando dotado do produto interno

(u,v) =/ VuVo dx
RN

de modo que a norma correspondente &

1

Jull = ( [ v dx) 2.
]RN

O espago C3° (RY) & denso em D'? (R™), em outras palavras,
WIHIDM(W) — pL2 (RN) .
Para Q C RY, definimos
Dy (@) 1= O (@)1,

e mais, se || < 0o, temos

Dy* () = Hy ().

Teorema E.38 (Fungao Implicita) Dada a funcdo f : U — R, de classe C* (k > 1)
no aberto U C RN seja (2o, y0) € U tal que f (zg,y0) =c e g—g (%0, y0) # 0. Existem

uma bola B = B (z9;d) e um intervalo (yo — €, yo +€) com as sequintes propriedades:
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1) BxJcCU e%(m,y)#()pam todo (z,y) € B x J;
)

2) Para todo x € B existe um unicoy = & (x) € J tal que f (z,y) = f(z,&(x)) =
c.

A funcdo € : B — J, assim definida, € de classe C* e suas derivadas parciais

em cada ponto x € B sao dadas por

af
o e (56,5(56))‘
i eew
Prova. Ver [24, Teorema 1 - capitulo 4. H

Teorema E.39 (Mudanga de Variavel) Sejam X C RY um conjunto compacto J-
mensurdvel, h : U — V um difeomorfismo de classe C' entre abertos U, V C RY ¢
f:h(X) — R uma funcao integravel. Entao

/ fy)dy = / f(h(x))-|det B (z)| du.
h(X) X

Prova. Ver [24, Teorema 6 - capitulo 9. H

Teorema E.40 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R continua. Se f é

derivdvel em (a,b), eziste ¢ € (a,b), tal que

Prova. Ver |23, Teorema 7. |

Teorema E.41 Se f é uma funcio mensurdvel em RY, nao negativa ou integrdvel, tal

que f(x) = f(|z]) € uma fungdo radial, entao,

1
/ F(2) de = wns / £y dr
B1(0) 0

Prova. Ver |15, Teorema 2.49| |

Teorema E.42 (Teorma da Convergéncia Monotona) Seja (f,) uma sequéncia

em L™ tal que f; < fi+1 para todo j, e f = lim f,, | =supf, |, entdo
n—oo neN
f=1m [ f,
Q n—oo Q

Prova. Ver [15, Teorema 2.14]. N
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Teorema E.43 (Teorema da Convergéncia Monotona, Beppo Levi) Seja (f),)

uma sequéncia de funcoes em L' que satisfaz

(a‘) fl < f2 <..< fn < fn+1 <. qtp em Q,"

(b) sup/ﬂfn < 0.

neN

Entao f, (x) converge q.t.p. em §2 para um limite finito, que denotamos por f(x). A
fungao f pertence a L* e f, (x) || fn — fll; = 0.

Prova. Ver |5, Teorema 4.1]. |

Teorema E.44 (Teorma da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma

sequéncia em L' (Q) tal que
(@) fu—=f qtp. em

(b) FEwiste uma sequéncia nao negativa g € L' (Q) tal que |fn| < g q.t.p. em Q, para
todo n € N.

Entao, f € L' (Q) e
/ f=1lm [ f..

Prova. Ver [15, Teorema 2.24]. N
Teorema E.45 Sejam (f,) uma sequéncia de funcgoes em LP (QQ) e f € LP () tais que
fo— f em LP(Q).

Entao, eziste (f,,) C (fa) e uma fungio g € LP (Q) tal que

|fo, ()] < g(x) gqtp. em Q

foe = f qtp. em €L

Prova. Ver [6, Teorema IV.9). H

Teorema E.46 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espago
de Banach, J,F : X — R funcionais de classe C' (X,R) e M ={u € X; F(u)=0}=
F~1({0}) com F'(u) # 0, para todo u € M. Se J € limitado inferiormente sobre M e
existe ug € M tal que

J(uo) = mf J(u),

entao existe A € R (Multiplicador de Lagrange) verificando

J (ug) = AF' (ug) .
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Prova. Ver [18, Proposigao 14.3]. H
Corolario E.47 A derivada de J restrita a M tem norma dada por

/ . 1 . '
1137 (@)l = min |7 (w) = AF" ()] -
Prova. Ver |2, Corolario 4.1]. H

Teorema E.48 (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X um Espaco Métrico
Completo e & : X — (—00,400| um Funcional Semicontinuo Inferiormente. Supo-
nhamos que ® seja limitado inferiormente e sejam e > 0, A > 0 e u € X dados tais
que

O (u) < i)n(fq) +e.

Entao, existe v. € X tal que
(a) ®(v:) < @ (u);
1
b) d :) < 5
) d(wv) < &
(¢) Para cadaw # v. € X, ®(v.) < & (w) + eAd (v, w).

Prova. Ver [14, Teorema 6.1] H
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