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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos a classificagao das graduagoes em algebras de ma-
trizes sobre um corpo algebricamente fechado, embora muitos dos resultados sejam de
carater mais geral, sobre um corpo arbitrario. Ademais, descreveremos as graduagoes
por grupo nas matrizes triangulares superiores em blocos, provando a conjectura de
Valenti e Zaicev para corpos arbitrarios de caracteristica zero ou maior que a dimen-
sao da algebra e um grupo que nao é necessariamente abeliano nem finito. Por fim,
iremos descrever os isomorfismos graduados de anéis de endomorfismos de flags gra-
duados sobre algebras graduadas com divisao e, como consequéncia destes resultados,
descrevemos as classes de isomorfismo de algebras de matrizes triangulares superiores
em blocos, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, graduadas
por um grupo abeliano finito.

Palavras-chave: Algebras graduadas, Algebras de matrizes Triangulares Supe-

riores em Blocos, Flags Graduados.



Abstract

In this work we classify gradings on matrix algebras over an algebraically closed
field, although many of the results we present hold for more general algebras and
over an arbitrary field. Moreover, we will describe the group gradings on the algebra
of upper block triangular matrices, proving the conjecture of Valenti and Zaicev for
arbitrary fields of characteristic zero or greater than the dimension of the algebra and
a group which is not necessarily abelian or finite. Finally, we describe the graded
isomorphisms of rings of endomorphisms of graded flags over graded division algebras,
as a consequence of these results we describe the isomorphism classes of upper block
triangular matrix algebras, over an algebraically closed field of characteristic zero,
graded by a finite abelian group.

Key Words: Graded algebras, Algebras of upper block-triangular matrices, Gra-
ded flags.
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Introducao

Na area da Algebra somos apresentados as diversas estruturas algébricas como
grupos, anéis, modulos, corpos, algebras, entre outras estruturas. Toda teoria desenvol-
vida na Algebra tem como base tais estruturas e, em nosso trabalho, nio sera diferente.
Em diversos momentos utilizaremos conceitos e propriedades dessas estruturas algébri-
cas mais bésicas, o leitor interessado podera consultar as referéncias [I], [5] e [7] para
maiores detalhes.

Inicialmente, no Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos preliminares que serao
relevantes para o entendimento dos capitulos subsequentes. Introduziremos o primeiro
capitulo fazendo um breve resumo sobre algebras, mais especificamente, algebras as-
sociativas. De maneira sucinta, uma F-algebra associativa é um par (R, *), onde R é
um [F-espaco vetorial com uma operacao binaria bilinear associativa, e ' denota um
corpo. Ainda nessa primeira parte do Capitulo 1 serao apresentadas algumas defini-
¢oes, exemplos de algebras e, por fim, falaremos um pouco sobre homomorfismos de
algebras.

O breve resumo sobre algebras, na primeira parte do primeiro capitulo, tem como
objetivo estabelecer o alicerce necessério para introduzirmos o conceito de Algebras
Graduadas, mais especificamente, o conceito de Algebras Graduadas por um Grupo.
Essas algebras, em particular as superalgebras, desempenham um papel importante
em diferentes dreas da Matematica e da Fisica Tedrica. O mais interessante é que
existe uma conexao bem estabelecida entre superidentidades e identidades ordinérias
que permite reduzir alguns problemas ao caso de dimensao finita.

Sendo R uma élgebra e G um grupo, dizemos que uma G-graduagao em R é
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uma decomposicao do espago vetorial R em subespagos R = @RQ tal que para

geG
quaisquer g, h € G tem-se RyR;, C Ry,. Uma algebra R munida de uma G-graduagao

especifica é dita G-graduada. Na segunda segao do Capitulo 1, mencionaremos alguns
resultados e exemplos envolvendo algebras graduadas, introduziremos as defini¢coes de
homomorfismos de espacgos vetoriais graduados, aplicagoes lineares graduadas e, por
fim, homomorfismos de élgebras graduadas.

Como ja mencionamos anteriormente, os moédulos estao entre as principais estru-
turas na area da Algebra. Um dos motivos que torna essa estrutura muito importante é
o fato de que um moédulo pode ser visto como uma generalizacao do conceito de espago
vetorial. Na terceira se¢ao do nosso primeiro capitulo apresentaremos as definigoes de
modulo, submoédulo, médulo fiel, entre outras defini¢oes e, além disso, veremos que
assim como as algebras, os moédulos também podem apresentar uma graduacao sobre
um grupo. Portanto, definiremos os médulos graduados e homomorfismos de modulos
graduados.

Um dos teoremas classicos da Algebra é o Teorema de Wedderburn-Artin. Como
diversos resultados na matematica, o nome desse teorema se da devido a contribuicao
mutua dos matematicos Joseph Wedderburn e Emil Artin. O teorema de Wedderburn-
Artin foi provado para algebras de dimensao finita sobre um corpo, por Wedderburn
em 1908, e para anéis com condicao de cadeia descendente sobre ideais unilaterais,
por Artin em 1928 [7]. No segundo capitulo do nosso trabalho, que tem como base o
livro [4], apresentaremos uma versdao do Teorema de Wedderburn-Artin para Algebras
Graduadas. Essa versao do teorema afirma que se R é uma algebra qualquer gra-
duada simples, satisfazendo a condicao de cadeia descendente para ideais a esquerda
graduados, entdo R ¢ isomorfa a algebra Endp(V') de endomorfismos de um modulo
graduado V' de dimensao finita sobre uma &lgebra graduada com divisao D. Em um
segundo momento, ainda nesse capitulo, classificaremos algebras graduadas com di-
visao sobre corpos algebricamente fechados. Para encerrar, iremos unir os resultados
das primeiras se¢oes desse capitulo para obter uma classificacao de graduagoes por um
grupo em algebras de matrizes sobre um corpo algebricamente fechado.

Valenti e Zaicev, no ano de 2003, mostraram que qualquer graduacao de grupo na

algebra de matrizes triangulares superiores sobre um corpo algebricamente fechado de
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caracteristica zero, onde o grupo da graduacao é abeliano, é elementar, a menos de um
isomorfismo graduado [I2]. Os mesmos autores, em 2007, provaram o mesmo resultado
anterior, porém, agora, para um corpo arbitrario e um grupo qualquer [I3]. Ainda
no mesmo artigo, Valenti e Zaicev conjecturaram uma classificacao das graduacoes de
grupo na algebra de matrizes triangulares superiores em blocos. Entretanto, apenas
em 2011, Valenti e Zaicev provaram, de fato, a validade da conjectura que eles mesmos
haviam proposto, para um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e no
caso em que o grupo da graduagao ¢ abeliano e finito [I4]. Dando continuidade a
essa sequéncia, a ideia do terceiro capitulo é descrever as graduagoes por um grupo
em algebras de matrizes triangulares superiores em blocos, provando a conjectura de
Valenti e Zaicev para corpos arbitrarios de caracteristica zero, ou a caracteristica maior
que a dimensao da algebra, e um grupo que nao é necessariamente abeliano nem finito.
Para esse capitulo utilizamos como principal referéncia o artigo [15].

Por fim, e nao menos importante, no quarto e tltimo capitulo da nossa disser-
tagao, trabalharemos com a definicao de flags graduados que é a seguinte: sendo D
uma algebra graduada com divisao e V um espaco vetorial graduado sobre D, um
flag graduado sobre V' de comprimento r é uma cadeia de D-subespagos graduados
F:VocVyC---C V., onde Vo =0eV,=V. Denotaremos o conjunto EndpF como
sendo o conjunto dos endomorfismos do flag F e nosso principal objetivo deste capitulo
é descrever os isomorfismos graduados de anéis de endomorfismos de flags graduados
sobre algebras graduadas com divisao. Como uma consequéncia, também iremos des-
crever as classes de isomorfismo de algebras de matrizes triangulares superiores em
blocos, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, graduadas por
um grupo abeliano finito. Nesse tltimo capitulo utilizamos o artigo [IT] como referéncia

base.



Capitulo 1

Preliminares

No primeiro capitulo deste trabalho nosso intuito seréa estabelecer notagoes, apre-
sentar defini¢oes, exemplos e resultados que serao utilizados posteriormente ao longo
deste e, dessa forma, instituir um ambiente propicio com a finalidade de introduzir as-
suntos que serao fundamentais para o entendimento dos resultados que apresentaremos
no decorrer dos proximos capitulos. No decurso deste primeiro capitulo, utilizaremos
[F para denotar um corpo qualquer e estabelecemos como pré-requisitos os conceitos de

grupo e de espago vetorial.

1.1 Algebras

Um dos principais objetos de estudo do nosso trabalho sao as algebras graduadas
por um grupo. Mais especificamente, em nosso trabalho, estas algebras serao associati-
vas. Sendo assim, é conveniente apresentarmos a definicao de algebra associativa antes

de mencionarmos a defini¢ao de uma &lgebra graduada por um grupo.

Defini¢ao 1.1.1 Definimos uma F-dlgebra associativa como sendo um par (R, *), onde

R € um F-espago vetorial com uma operacao bindria x : R X R — R bilinear tal que
(axb)xc=ax(bxc),
para quaisquer a,b,c € R.

Na Definigao [1.1.1], denominamos a operagao “*” de multiplicacao. No decorrer

do texto, denotaremos a * b, para quaisquer a,b € R, simplesmente por ab.
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Definicao 1.1.2 Uma dlgebra R € dita comutativa se para quaisquer a,b € R tem-se
ab = ba.

Exemplo 1.1.3 A dlgebra Flx] dos polindmios na varidvel x e com coeficientes em F

é comutativa.

Definigao 1.1.4 Dizemos que uma dlgebra R é unitdria (ou que possui unidade), se
existir 1g € R tal que 1gr = rlg = r, para qualquer r € R. Por simplicidade, escreve-

mos 1 para indicar 1g.

A algebra do exemplo anterior é unitaria, bem como a maioria das algebras que
aparecerao ao longo deste trabalho. A seguir veremos um exemplo de algebra que nao

possui unidade.

Exemplo 1.1.5 A dlgebra S das matrizes n X n estritamente superiores com entradas

em ' nao possut unidade.

Definicao 1.1.6 Seja R uma dlgebra unitdria. Dizemos que um elemento a € R é

1

invertivel se existe a=! € R tal que aa™' = a~'a = 1. Denotamos o conjunto de todos

0s elementos invertiveis de R por U(R).

Exemplo 1.1.7 Um polinomio em F|x] € invertivel se, e somente se, for nao nulo e

tiver grau zero.

Definicao 1.1.8 Dizemos que uma dlgebra R é uma dlgebra com divisao, se R é uni-

1

taria e para qualquer a € R — {0}, existe a™* € R tal que aa™' = 1z = a™la.

Exemplo 1.1.9 Seja L uma extensao de F, entao I é uma F-dlgebra com divisao.

No exemplo acima temos uma algebra com divisao comutativa, a seguir apresen-

tamos um exemplo de algebra com divisao que nao é comutativa.

Exemplo 1.1.10 Seja H o R-espaco vetorial com base {1,i,j,k} e multiplicacdo tal
que 1 € a unidade e

P=j2=—1, ij=—ji=kF.

Entao H ¢ uma dlgebra com divisao nao comutativa.
Definigao 1.1.11 Dado um subconjunto B C R, dizemos que 3 € uma base para dlgebra

R, se B for base para o espaco vetorial R e, nesse caso, a dimensdo da dlgebra R € a

dimensao do espago vetorial R.
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Exemplo 1.1.12 (Algebm das Matrizes) Sejam F um corpo e n € N. O espago
vetorial M, (F) munido da multiplicagcao usual de matrizes é uma dlgebra associativa
unitdria, a unidade nesse caso € a matriz identidade I,,. As matrizes e;;, que possuem 1
na entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna e 0 nas demais, conhecidas como matrizes
elementares, sao elementos da dlgebra M, (F). Ademais, nao € dificil ver que essas

matrizes elementares formam uma base para M, (FF).

Definicao 1.1.13 Seja R uma dlgebra. Dizemos que um subespaco B de R ¢ uma
subdlgebra de R, se para quaisquer a,b € B, tem-se ab € B. Um subespaco I de R ¢é
um ideal (bilateral) de R, se para quaisquer r € I e a € R, tem-se ar € [ era € I. De

forma andloga, podemos definir ideal a direita se ra € I e ideal a esquerda se ar € 1.
Exemplo 1.1.14 Considere R uma dlgebra associativa. O conjunto
Z(R) ={a € R|azx = za, para todo x € R}
€ uma subdlgebra de R chamada de centro de R.
Nos capitulos subsequentes utilizaremos o conceito de homomorfismo de algebras.
Sendo assim, vejamos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.15 Sejam R e B dlgebras. Dizemos que uwma transformagao linear
f: R — B é um homomorfismo de dlgebras, se f(ab) = f(a)f(b), para quaisquer
a,be R.

Observe pela Definicao [1.1.15| que sendo f um homomorfismo de algebras, f é
também uma transformacao linear. Dessa forma, podemos mencionar o nicleo e a

imagem da aplicagao f, os quais denotaremos da seguinte maneira:

Ker(f) = {a € R[f(a) =0} e Im(f) ={f(a)]a € R}.
Para alguns tipos especificos de homomorfismos utilizaremos as seguintes nomen-

claturas:
Monomorfismo: Para indicar um homomorfismo injetivo;
Epimorfismo: Para indicar um homomorfismo sobrejetivo;

Isomorfismo: Para indicar um homomorfismo bijetivo. Quando existir um iso-
morfismo entre duas algebras quaisquer R e B, diremos que R e B sao isomorfas

e utilizaremos a notacao R = B;
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Endomorfismo: Para indicar um homomorfismo onde o dominio coincide com

o contra-dominio;

Automorfismo: Para indicar um endomorfismo bijetivo.

Exemplo 1.1.16 Seja R uma dlgebra associativa e unitdria. Sendo a € U(R), consi-

dere a sequinte aplicagao:

ve: R — R

T = p.(r)=aza.

Nao é dificil ver que a aplicagao ¢, € um automorfismo. Chamamos esse automorfismo

de automorfismo interno determinado por a.

1.2 Algebras Graduadas

Levando em consideragao a estrutura de uma algebra, mencionada na se¢ao an-

terior, podemos definir o conceito de graduagao em uma algebra por um grupo.

Definigao 1.2.1 Sejam R uma dlgebra e G um grupo. Uma G-graduagao em R € uma

decomposicao do espago vetorial R em subespacos

R=ER,

geG

tal que para quaisquer g,h € G tem-se RyRy, C Rgy. Uma dlgebra R munida de uma
G-graduacao especifica é dita G-graduada. Os subespagos Ry, g € G, sao chamados
de componentes homogéneas da graduagao e os elementos do conjunto UgeqR, sdao
chamados de elementos homogéneos. Dizemos que um elemento nao nulo de R, €
homogéneo de grau g e denotamos por deg(zx) = g.

Cada elemento a da dlgebra G-graduada R se escreve, de modo unico, como
a = deG ag onde a; € R, para todo g € G. Iremos nos referir a esta decomposi-

¢ao como a decomposi¢cao homogénea de a.

Proposicao 1.2.2 Sejam G um grupo com elemento neutro e, ¢ R uma dlgebra G-
graduada com unidade, entao 1 € R., isto € 1 € elemento homogéneo de grau e. Além

disso, se r € Ry € invertivel, entdo r~' € Ry-1.

Demonstracao: Seja 1 = ng a decomposicao homogénea da unidade de R.

geG
Escolhendo 7 € G e A € R,, entao

Ar=1:X =) 1ok,

geG
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onde ry A\ € Ry, pois R é G-graduada. Se g # e, entdo o elemento r A\, € R, nao

tera grau 7. Como devemos ter a igualdade A\, = Z TgAr, entao ry\; = 0, para todo

geG
g # eem (G. Sendo A € R, temos A = Z)‘T’ onde A\, € R, para todo 7 € G, e
T€EG
assim 74\ = ng)\T. Logo, r4A = 0, quando g # e. Em particular, tomando A =1

TEG
concluimos que r, = 0 se g # e, dai segue que 1 =r,. € R..

Sejar—! = > hec Sn a decomposi¢ao homogénea de r~1. Temos que 1 = Y hec TShy
como 75, € Ry, e 1 € R, segue que rs, = 0 se h # g~ !. Dai temos que s, = 0 se

h # g1, pois r & invertivel. Assim 7! = s,-1 € Ry-1. [
Exemplo 1.2.3 Qualquer dlgebra R pode ser graduada por um grupo qualquer G, basta

definirmos R = R., onde e € o elemento neutro de G, e Ry = 0, para qualquer g # e.

Denominamos essa graduagio de Graduagao Trivial.

Exemplo 1.2.4 Seja G um grupo. Considere o conjunto FG de todas as somas formais
Zagg, comay, €F e{g € G|a, #0} € finito. Diz-se que

geG

Zagg = Zﬂgga

geG geG

se ag = B, para todo g € G. Definamos as sequintes operagoes em FG :

Z Qg9 + Z Beg = Z(ag + By)g

geG geqG geqG
A Z Qg9 = Z(/\O‘g)ga
geG geG

onde A € F. Com essas operacoes, FG € um espago vetorial. Ademais, se considerarmos
o produto induzido pela operacao do grupo, isto €, definirmos g - h := gh para os
elementos da base, o espaco vetorial FG se torna uma dlgebra, usualmente conhecida
como Algebra de Grupo de G. A dlgebra de grupo R = FG de um grupo G ¢

naturalmente graduada por G, basta definirmos R, = spang{g}.

Exemplo 1.2.5 Seja G um grupo. Se (g1,...,9n) € uma n-upla de elementos de G

podemos induzir uma G-graduag¢io em R = M, (IF) pondo
Ry = span{ei;| 9:9; " = g},

onde e;; sao as matrizes elementares. Chamamos essa graduacao de Graduacao Ele-

mentar, visto que nessa graduacao as matrizes elementares sao elementos homogéneos.
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Exemplo 1.2.6 Eziste uma Zg X Zo-graduacio sobre R = My(C) associada as matri-

1 0 0 1 0 i
o3 = , 01 = , 09 = _ :
s 0 —1 ! 10 2 i 0

A saber, definimos

zes de Pauli

0 ~ 0 4|
Rom = , Ran = .

De forma mais geral, se F contém uma n-ésima raiz primitiva da unidade €, entao

podemos definir as sequintes matrizes n X n que generalizam —os3 e oy :

et0 0 - 00 0
0 &2 0 00 0 1 0 0
X = : e Y=1|": (1.1)
0 0O 0 -+ €0 0600 -- 0
0 0 0 - 01| (100 - 00

Como XY =eY X e X" =Y" =1, temos uma Z, X Z,-graduagio sobre R = M, (F) :
Rgp = span{ X*Y'}. (1.2)

Exemplo 1.2.7 Sejam G um grupo abeliano, R e B dlgebras graduadas tais que
R = @Rh e B = @BT. Dessa forma, temos uma graduagio para C = R Qg B,
heG TEG
basta considerarmos Cy 1= @ R, ® B;.
(h,7) € G2, ht=g

Definicao 1.2.8 Dizemos que o suporte da graduacao € o conjunto
Supp(R) = {g € G| R, # 0}.

Exemplo 1.2.9 Observe que na graduagdo mencionada no Ezemplo temos
Supp(R) = {e}, caso R # 0.

Definicao 1.2.10 Seja R uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um subespaco S de

R ¢ graduado se

S=EP(R,nS).

geG

De maneira andloga, podemos definir subdlgebras graduadas.
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Definicao 1.2.11 Seja R uma dlgebra G-graduada. Dizemos que I € um ideal a es-
querda graduado de R se I € um subespaco graduado tal que ra € I, para quaisquer
r € R ea € I. Analogamente, definimos ideal a direita graduado de uma dlgebra gra-

duada R. A tnica diferenca, nesse caso, € que temos ar € I, para quaisquer a € I e

r e R.

A seguir, iremos construir um ideal bilateral graduado a partir de uma &algebra

graduada que possui um ideal a esquerda graduado.

Exemplo 1.2.12 Seja R uma dlgebra graduada que possut um ideal I a esquerda gra-
duado. Entao, J := I 4+ IR é um ideal bilateral graduado. De fato, nao € dificil ver
que J € um ideal bilateral. Além disso, queremos mostrar que

J=EBNR,)

ceG

Suponha que Zaa € J. Entao existem x,xq,..., 0, €1 eyy,...,y, € R tais que

oeG
ZaaIfC—i—l‘lyl+"'+$nyn=$+z<l’iyz’>~
oeG =1
Pondo x; = le , com 3: € (RyN1I), Zyz , com yi(h) € Ry ex= Zw(")

geG hed
com z'9) € R, NI, temos:

So = e T T

oeG oeG
=zxﬁizzx%)
oelG ceG \gh=0c i=1
= 2 (M > i(z%@)) .
oeG gh=0 i=1

Dai, a, = ( (U)+sz yl ) e J e como a, € Ry, temosJ:@(JﬂRa).

gh=0 i=1 ceG

Definicao 1.2.13 Dizemos que uma dlgebra graduada R € uma dlgebra graduada com

divisao, se R € unitdria e todo elemento homogéneo nao nulo de R tem um inverso em
R.

Exemplo 1.2.14 Seja R uma F-dlgebra com divisao, G um grupo e I' uma G-graduag¢ao

qualquer em R. Entao R ¢ graduada com divisao.
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Exemplo 1.2.15 A dlgebra de grupo FG mencionada no Exemplo[1.2.4) é uma dlgebra
graduada com divisao. Com efeito, dado \g € span{g} ndao nulo, com \ € F, temos
que AN # 0 e

AN g =1

Definicao 1.2.16 Dizemos que uma dlgebra G-graduada R é graduada simples se te-

mos R% # 0 e o0s tnicos ideais graduados bilaterais sao R e 0.

Observacao 1.2.17 Toda dlgebra graduada com divisao é uma dlgebra graduada sim-
ples. De fato, seja R uma dlgebra G-graduada com divisao e suponha que existe um ideal
graduado bilateral nao nulo I contido em R. Tome r € I\ {0} e sejar =1y +---+1,,
a decomposi¢ao homogénea de v com r, # 0 para todo i. Como I € graduado, temos
rg, € I. Ora, mas 4, € homogéneo, portanto possui inverso, o qual denotaremos por

(ry,)"* € R. Como I € ideal, entdo r, (r, )" € I, ou seja, 1z € I € assim I = R.

Observacao 1.2.18 Sendo D uma dlgebra graduada também podemos identificar a
dlgebra de matrizes M, (D) com M,(F)® D. Basta para cada (N\;j) ® d € M, (F) ® D,

associarmos a matriz (A\;;d) € M,(D) e a graduagao é dada por:

deg(e;; @ d) = gi(deg(d))gj_l,
onde e;; sio as matrizes elementares. Iremos denotar por de;; a matriz de M, (D) com

d na i-ésima linha e j-ésima coluna e zero nas demais entradas. Deste modo e;; @ d €
identificada com de;;.

Exemplo 1.2.19 Seja D uma dlgebra graduada com divisao. A dlgebra M, (D) é uma
dlgebra graduada simples. Com efeito, seja J um ideal graduado de M, (D). Observe
que se J < M, (D), entdo como D tem unidade, existe I <D tal que J = M, (I). Agora
suponha J # 0. Nosso objetivo € mostrar que I 1D € graduado, isto é, I = @(D,N1I).

Para 1sso, considere a € I. Logo, a € D e como D = @Dg, podemos escrever
geG
a = g ag, onde agz € D,. Sendo assim, nos resta mostrar que ay, € 1. Observe que
geG

a-e;; € homogéneo e da Observagao seque que
deg(are;;) = deg(e;; ® a,) = gi(deg(aT))gj_1 = gﬂ'gj_l.

Considere A = aeqy. Assim, podemos escrever

A=uqae;; = (Z ag> el = Zagen e J

geG geG

Observe que agein € homogéneo em M, (D) e

deg(agen) = gi1g97 "
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Como J € graduado e Zagen € J, seque que cada parcela homogénea pertence a J,
geG
isto €, agery € J = My(I), logo a, € I. Assim, como I é um ideal graduado e D ¢

simples, visto que D € graduada com divisao, entao [ =0 ou I = D. Mas J # 0, logo
I = D e portanto J = M, (D).

Definicao 1.2.20 Sejam F um corpo e V' um espaco vetorial sobre F. Uma graduagao

em V por G é uma decomposicao de V' em subespagos

V=V,
geG

Definimos componentes homogéneas, elementos homogéneos, grau de um elemento e o

suporte da graduagao de modo andlogo ao que foi feito para dlgebras.

A defini¢ao acima serve de base para a definicao de médulos graduados, conceito

que terd papel importante nos capitulos seguintes.

Definicao 1.2.21 Sejam V e W espagos vetoriais G-graduados. Dizemos que uma
aplicagao linear f : V. — W € um homomorfismo de espacos G-graduados se
f(Vy) € W, para quaisquer g € G. Ademais, se a aplicagio f € um isomorfismo
de espacos vetoriais, entio f~1 : W — V também é um homomorfismo de espacos
G-graduados e, nesse caso, dizemos que o0s espacos vetoriais graduados V e W sao

isomorfos e que f € um isomorfismo de espacgos vetoriais graduados.

Exemplo 1.2.22 Sejam G um grupo qualquer, n um inteiro positivo tal que n < |G|
e B=A{q,...,9.} C G. Iremos construir duas G-graduagoes em R™. Para construir
a primeira ponha R} = span{e;}, onde e; € a base candnica do R", e R} = 0, se
g € G\ B. Para construir a sequnda, considere R} = span{e,1-:}, e R} = 0, se
g € G\ B. Considere a aplicagao f: R" — R™ tal que f((x1...,2,)) = (T, ..., 21).

Observe que f € um isomorfismo de espagos G-graduados.

Definicao 1.2.23 Sejam V e W espagos vetoriais graduados por grupos G e H res-
pectivamente. Dizemos que uma aplicagao linear f 'V — W € graduada, se para
qualquer g € G, existe h € H tal que f(V;) C Wy,

Exemplo 1.2.24 Consideremos os espacos vetoriais R® e R, Iremos munir esses
espacos com uma Zsz graduacdao e uma Zs graduacao, respectivamente. Considere
{e1,e2,e3} a base canénica do R? e {e}, ¢, e}, ¢y, et} a base canénica do R®. Defina
as componentes homogéneas de R® como span{e;} = (R*):=, com i € {1,2,3}. Defina
as componentes homogéneas de R® como span{e.} = (R®);—, com i € {1,...,5}. A
aplicagio f : R? — R® dada por f(x,y,2) = (z,y,2,0,0) é uma transformacao linear

graduada.
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Definicao 1.2.25 Dizemos que uma aplicacao linear invertivel f : V. — W € uma
equivaléncia de espagos vetoriais graduados, se as aplicacoes f e f~1 sao aplicagoes
graduadas. Nesse caso, obtemos uma bije¢ao o : supp V. — supp W tal que f(V,) =
Wag)-

Definicao 1.2.26 Sejam R e B dlgebras graduadas por grupos G e H, respectivamente.
Uma equivaléncia de R em B € um isomorfismo de dlgebras 1) : R — B que também

€ uma equivaléncia de espagos vetoriais graduados.

Definicao 1.2.27 Sejam R e B dlgebras graduadas por um grupo G. Um homomor-
fismo de dlgebras graduadas é um homomorfismo de dlgebras ¢ : R — B tal que
©(R,) C B, para todo g € G.

1.3 Mobdulos Graduados

A ideia de Espaco Vetorial é o alicerce onde vai ser estabelecido toda a Algebra
Linear. A generalizagao de ideias ou defini¢oes é algo intrinseco & Matematica e por-
tanto nada mais natural do que pensar em uma generalizacao para a nog¢ao de espago
vetorial. Sendo assim, apresentaremos a seguir uma estrutura que generaliza Espaco

Vetorial, a saber, os Modulos.

Definicao 1.3.1 Seja R uma dlgebra com unidade. Um mddulo a esquerda sobre R
(ou um R-mddulo a esquerda) é um espago vetorial M com uma aplicag¢do bilinear
Rx M — M dada por (r,m) — rm, onde para quaisquer r1,79 € R e qualquer m € M
tem-se:

(i) ri(ram) = (rir2)m;
De maneira andloga, definimos R-maodulo a direita.

Definicao 1.3.2 Seja M um R-mddulo a esquerda. Um subespago N C M diz-se um
R-submaodulo de M se rn € N para quaisquer r € R en € N.

Definicao 1.3.3 Um R-mddulo a esquerda V € dito fiel se a aplicagdo
¢: R— End(V), dada por r — @(r), € injetora, onde

or): V. - V

r — p(r)(z) =r.
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Assim como em algebras e espacos vetoriais, também podemos definir graduacoes

em modulos.

Definigao 1.3.4 Sejam G um grupo, R uma dlgebra G-graduada e V um R-mddulo.
A decomposi¢ao V = @ Vy € uma G-graduagao em V' se R,V C Vg, para quaisquer

geG
g,h € G. Definimos R-maddulo a direita graduado de maneira andloga, neste caso,

ViRy C Vg, para quaisquer g,h € G.

Exemplo 1.3.5 Seja G um grupo e R uma dlgebra G-graduada. Se considerarmos o

maodulo V' como sendo a propria dlgebra R, entdao V € graduado.

Definicao 1.3.6 Seja R uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um R-mddulo a es-

querda V' graduado € graduado simples, se RV # 0 e os unicos submddulos graduados
de 'V sao 0 eV.

Definicao 1.3.7 Um homomorfismo de R-modulos graduados é um homomorfismo de

R-mddulos que também ¢ um homomorfismo de espacos G-graduados.

Por convencao, ao longo deste trabalho, escreveremos homomorfismos de modulos
a esquerda do lado direito e homomorfismos de moédulos a direita do lado esquerdo.
Sejam V e W R-moédulos & esquerda graduados. Introduziremos as seguintes

definigoes:

o Homp(V,W) é o conjunto dos homomorfismos de R-moédulos entre V' e W.

Homy,(V,W) é o conjunto das transformacoes lineares f : V. — W tais que

(Vi) f C Wy, para qualquer h em G.

Hom#" (V,W) = 5 Hom, (V,W).

geG

Homf; (V.W) = Hom® (V.W) 0 Homg(V, ).

Hom$% (V,V) = End% (V).

Endr(V) é o conjunto dos endomorfismos de V' como R-mo6dulos.

Proposicao 1.3.8 A igualdade Hom% (V,W) = Hompg(V,W) € vdlida nos seguintes

casos:

1?) O grupo G € finito.
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29) V' como R-mddulo, sem considerar a graduacao, € finitamente gerado.

A demonstracao da Proposigao pode ser encontrada em [[10], Corollary 1.2.11].

Proposigao 1.3.9 Sejam R uma dlgebra G-graduada, V um R-mddulo a esquerda gra-
duado e D = End% (V). Se d € D é um elemento homogéneo nao nulo, entio Ker(d)

e Im(d) sao submddulos graduados de V.

Demonstragao: Mostraremos primeiramente que Ker(d) ¢ um submodulo graduado
de V. E imediato que Ker(d) é um subespaco. Além disso, sendo x € Ker(d) e r € R,
temos (rx)d = r(x)d = 0, assim rz € Ker(d). Agora considere W = Ker(d). Queremos
mostrar que W = GB(W NV,). Sendo x € W, temos x € V e assim z = Z:Ug, onde

geG geG

zy € V. Assim, (x)d = (Z :Eg> d = 0, logo Z(xg)d = 0. Considere h = deg(d).

geG geG
Observe que (V,)d C Vy;,. Logo, (z4)d € Vg, e portanto (z,)d = 0, assim z, € W,

mostrando que Ker(d) é um submoédulo graduado de V. Agora mostraremos que Im(d)
¢ um submoédulo graduado de V. Também ¢é imediato que Im(d) é um subespago.
Agora considere y € Im(d) e r € R. Dai, existe x € V tal que (z)d = y. Logo,
ry =r(z)d = (rz)d e assim ry € Im(d). Defina T' = I'm(d). Nosso objetivo é mostrar
que T = @(T NV,). Considerando y € T, existe z € V tal que y = (x)d. Logo,

geG
xr = ZmT, comz, €Vyey= Zyg, com y, € V. Assim,
TEG geG
S (T )a- S
geG TEG TEG

onde (z,)d sao elementos homogéneos, pois (V;)d C V. Consideremos y,,, onde y,, é

uma das parcelas da soma Z Yg € 7o = goh™ ' € G. Como (V;)d C Vyp,, temos (z,,)d €
geG
V- Assim, y,, = (x5)d, e, portanto, y,, € 7. Da arbitrariedade de y,,, qualquer

parcela da soma Zyg pertence a T, logo concluimos que I'm(d) é um submodulo
geG

graduado de V.
|

Definicao 1.3.10 Sejam V' e V' R-mddulos a direita graduados. Um homomorfismo
YV — V' € homogéneo de grau T, se (V,) C V!

Tg’

para todo g € G.
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Definicao 1.3.11 Sejam R uma dlgebra e V- um R-mddulo tal que S C V. Definiremos

o conjunto anng(S) como sendo o sequinte conjunto:
anng(S)={r € R|rs=0,¥s € S}.

Exemplo 1.3.12 Seja R uma dlgebra G-graduada. Suponha que V € um R-mddulo a
esquerda e seja D = End% (V). Sendo S CV um conjunto de elementos homogéneos,

entao
anng(S) ={r€ R|rs=0,Vse S}

¢ um ideal & esquerda graduado de R. E simples verificar que anng(S) € ideal a esquerda
de R. Resta mostrar que este é um ideal graduado. Para simplificar a notacao denote
anng(S) = 1. Considere i € I, isto é, is = 0, para todo s € S. Observe que i € R e

assim podemos escrever i = Zz}, onde i, € R.. Dessa forma, dado s € S, homogéneo
TEG
de grau g, temos is = Z(z}s) = 0. Como irs € V;, e para 7y # Ty temos T1g # Tag

T€EG
seque que i.s = 0, ou seja, i, € I.

Definicao 1.3.13 Seja G um grupo. Para cada g € G, definimos o shift a esquerda
WV de um espaco vetorial G-graduado V pondo 19! Vg = Vi, com h € G. Analogamente,
definimos o shift a direita V19,



Capitulo 2

Classificacao de Graduacoes em
Algebras de Matrizes

Neste capitulo do nosso trabalho utilizamos o livro [4] como principal referéncia.

Em todo o capitulo estaremos sempre considerando algebras associativas.

2.1 Algebras Graduadas Simples com Condicao de

Minimalidade

Na primeira secao deste capitulo apresentaremos um dos principais resultados em
nosso trabalho que é mostrar que qualquer algebra R graduada simples que satisfaca a
condicao de cadeia descendente para ideais a esquerda graduados é isomorfa a algebra
Endp (V') de endomorfismos de um modulo graduado V' de dimensao finita sobre uma

algebra graduada com divisao D.

Lema 2.1.1 Sejam R uma dlgebra G-graduada e V' um R-modulo a esquerda graduado
simples. Considere D = End% (V). Nessas condigoes, D é uma dlgebra graduada com

divisao.
Demonstragao: Como ja haviamos mencionado anteriormente, temos

D = End}, (V) = Hom (V,V)N Homg(V,V) = (EB Homy(V, V)) N Hompg(V,V).

geG
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Observe que Idy € Hom,.(V,V), onde Idy denota o operador identidade de V' em V.

Ademais, sendo r € R,v € V, temos:
(rv)Idy =rv=r(v)ldy,

logo Idy € Hompg(V,V) e assim Idy € D. Seja d € D um elemento homogéneo nao
nulo. Pela Proposi¢ao [1.3.9] Ker(d) e Im(d) sdo submédulos graduados de V. Como,
por hipdtese, V' é um R-modulo a direita graduado simples, entao os tinicos submodulos
graduados de V' s@o 0 0 e o V. Suponhamos que Ker(d) =V, logo (z)d = 0, para todo
xr € V e assim d = 0, o que é um absurdo visto que d é um elemento nao nulo.
Assim, Ker(d) = 0. Por outro lado, suponha que I'm(d) = 0, logo (z)d = 0, para todo
r € V e assim d = 0, o que é um absurdo e portanto, Im(d) = V. Portanto, existe
uma aplicacao inversa d=!. Se o grau de d é h, entao pela Proposicao temos que
d=' € Homy-1(V,V), além disso d~' € Hompg(V,V), pois para todo z € V temos
(ro)d = r(z)d, isto &, (rx)dd™' = (r(z)d)d"'. Assim, em particular, rzg = (r(x¢)d)d !,
para algum xy € V fixado. Como dado y € V, existe xy € V tal que y = (z)d, isto
¢, vo = (y)d~ !, temos r(y)d~t = (r((y)d~')d)d! e, dessa forma, r(y)d~' = (ry)d'.
Assim, d~! € D.

|

Teorema 2.1.2 Seja R uma dlgebra G-graduada. Suponha que V' é um R-maddulo a

esquerda graduado simples e seja D = End% (V). Se vi,...,v, € V sao elementos
homogéneos L.I sobre D, entao para quaisquer wi,...,w, € V exviste r € R tal que
rv; =w;, comi=1,...,n.

Demonstragao: Observe que é suficiente mostrar que existe t; € R homogéneo tal
que tiv; # 0, e tyvg = -+ = t1v, = 0. De fato, como V é simples, por hipotese, temos
< tyv; >=V, onde < t;v; > denota o subespaco gerado por tyvq, e assim existe u; € R
tal que u t;v; = wy. Repetindo o mesmo procedimento, para cada i = 1,...,n, teremos
ri :=wit; € R, onde r;v; = w; e rv; = 0, para ¢ # j. Considere r =1y + 79+ -+ 4+ 1.
Dai,

rv; = (r1+re e F 1)U = 0 4 rov s T = 10 = Wy,

concluindo assim a tese do teorema.
Para provar o que afirmamos anteriormente, faremos indugao em n. Paran =1

suponha que nao exista r € R tal que rv; # 0, dessa forma, Rv; = 0. Logo, o subespaco
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gerado por v; seria um submoédulo nao nulo de V' e assim igual a V. Como Rv; = 0,
entao RV = 0, o que é um absurdo, pois como V é graduado simples temos RV # 0.
Para o passo de indugao, considere I C R como sendo o anulador de {vs, ..., v, 1},
isto é,
I={reR|rvg=---=rv,_; =0}
Considerando o conjunto S do Exemplo como sendo o conjunto {vy, ..., v, 1},
concluimos que I é um ideal & esquerda graduado de R. Agora considere W C V o

anulador de I, ou seja,

W ={veV|lv=0}

Observe que W é um D-submoédulo graduado de V. Queremos mostrar agora que
W =uvD&- - dv,_1D. Como vy,...,v,_1 € W, entao voD & --- P v,_1D C W.
Por outro lado, suponha por absurdo, que exista v € W \ (voD & -+ @ v,_1 D). Dali,
{v,v9,...,v,_1} é L.I. Por hipotese de indugdo, existe r tal que rv # 0 e
rvg = -+ = rv,_; = 0. Observe que r € [ e como v € W, temos rv = 0, o que

¢ um absurdo, pois rv # 0. Dessa forma, W = v,D @ - -+ ® v,,_1D. Mostraremos agora

n—1
que v; ¢ W e o fato que v, ¢ W é obtido de modo anélogo. Suponha que vy € @ v D.
i=2
Logo, existem d; € D tais que:
vy = vodo + -+ + Up_1dp1
= v1lg+ vo(—do) + - + V1 (—dy1) =0,
onde {vy,...,v,-1} € L.I. sobre D. Dai, I; = 0, o que é um absurdo. Como vy, v, ¢ W,

entao Iv; = Iv, = V. De fato, como V é simples entao Iv; =V ou Iv; = 0. Se [v; =0,
entao v; € W, o que é um absurdo e assim Iv; = V. Analogamente mostra-se [v,, = V.
Se existe r € [ tal que rv; # 0 e rv, = 0, concluimos o resultado. Caso contrério, ou

seja, se para todo r € I temos rv; = 0 ou rv, # 0, a aplicacao:

d:Iv, — Ivn

v, — d(rv,) =ruv;

estd bem definida. Com efeito, sejam av,,bv, € Iv, tais que av, = bv,. Assim,

(a—b)v, = 0 e consequentemente (a—b)v; = 0. Dai, avy = bvy, ou seja d(av,,) = d(bvy,).
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Nao ¢ dificil ver que a aplicagao d ¢ um homomorfismo de R- médulos e uma

aplicagao homogénea de grau (deg(v,)) 'deg(v1). Sendo assim, d € D. Portanto,
Upd — v = v,d — 114 € v, D D v D.

Ademais,

(v,D @ v, D) W = {0}

e vpd —v1ly # 0, pois Iy # 0 e {v,, v} é L.I sobre D.

Dado r € I, temos:
r(vpd —v1) = (rv,)d —rvg = rvy —rvg =0
e portanto I(v,d —vy) = 0, ou seja, v,d —v; € W. Assim,
0 # v,d — vy € WN (v,D® v D) = {0},

o que é um absurdo. Logo, existe r € I tal que rv; # 0 e rv,, = 0.

Teorema 2.1.3 Sejam G um grupo e R uma dlgebra G- graduada. Se R é graduada
simples e satisfaz a condicao de cadeia descendente para ideais a esquerda graduados,
entao existem uma dlgebra G-graduada D e um D-modulo a direita graduado V' tais
que D € uma dlgebra graduada com divisao, V tem dimensdo finita sobre D e R €

isomorfa a Endp(V) como uma dlgebra G-graduada.

Demonstragao: Seja V um ideal a esquerda graduado minimal de R. Observe que
a existéncia do ideal graduado minimal V' segue do fato que, por hipotese, R satisfaz a
condicao de cadeia descendente para ideais a esquerda graduados. Para que V' seja um
modulo graduado simples, nos resta mostrar que RV # 0. Nao é dificil ver que V+V R
¢ um ideal graduado e como V' # 0, pois V' é minimal, temos V + VR # 0. Dessa
forma, como R é uma algebra simples, entao V' + VR = R. Suponha que RV = 0.
Como V + VR = R, entao para quaisquer z,y € R podemos escrever y = v + »_ v;r; €

portanto
Ty = a0+ Z(mvi)ri =0+ Z Or; =0,

pois zv,zv; € RV. Logo, R? = 0, o que é um absurdo pois R? # 0, visto que R é

uma algebra graduada simples. Portanto, RV # 0 e consequentemente V' é um modulo
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simples. Consideremos agora a seguinte aplicacao:

v:R — End(V)

ro— (),
onde

or): V. - V

r — p(r)(z) =r.

Observe que Ker(p) é um ideal graduado de R e como R é uma &algebra simples, entao
Ker(¢) = 0 ou Ker(p) = R. Suponha que Ker(¢) = R, ou seja, dado r € R temos
@(r) = 0. Dai, o(r)(x) = rz = 0, para todo z € V, logo RV = 0, o que é um absurdo,
pois RV # 0. Portanto, Ker(¢) = 0 e assim a aplicagao ¢ ¢é injetora. Como a aplicacdo
@ € injetora, concluimos pela Definicao [1.3.3| que R age fielmente sobre V. Observe
também que ¢(R) € Endp(V), onde D = End}, (V) e V esta sendo visto como um
D- modulo a direita com o produto z - f = (z)f, onde z € V e f € D. De fato, dados

f€Dere R segue que

p(r)(@- f)=r@-f) =r(@)f = (re)f = (e(r)(@))f = o(r)(z) - .

Portanto, ¢(R) C Endp(V) C End(V).

Agora mostraremos que V' tem dimensao finita sobre D. Suponha que V' nao tem
dimensao finita sobre D. Dai, existe uma sequéncia infinita v, vs,... de elementos
homogéneos D-independentes em V' e uma cadeia descendente de ideais & esquerda

graduados de R :

anng{vi} D anng{vi,ve} D -

onde todas as inclusoes acima sao proprias pelo Teorema [2.1.2l De fato, nao é dificil
ver que anng{vi},anng{vy,ve},... sdo ideais a esquerda graduados de R. Antes de

mostrar que as incluses acima sdo proprias, observe que o conjunto {vq, ..., Up, Upy1}

esta nas condigoes do Teorema e além disso, pela Definicao [1.3.11] temos:

anng{vi,...,v,} 2 anng{vy,..., U, Vpi1}
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Mostraremos que a inclusao acima é propria. Pelo Teorema[2.1.2] paraw; = wy = -+ - =
w, =0 e w, 1 # 0, existe r € R tal que rv; = w;. Logo, rvy =rve =---=rv, =0e
TUpi1 = Wpe1 # 0. Portanto, r € anng{vy,...,v,} e r & anng{vy,..., 05, vye1}. Como
R satisfaz a condicao de cadeia descendente sobre ideais a esquerda graduados, por
hipotese, entao toda cadeia descendente de ideais a esquerda graduados é estacionéaria,
o que é um absurdo, pois a cadeia que acabamos de ver anteriormente nao é estacionaria.
Sendo assim, V' tem dimensao finita sobre D.

Seja {vy,...,v,} uma D-base de elementos homogéneos de V. Como V ¢ fini-
tamente gerado sobre D, pela Observacao [1.3.8] temos Endp(V) = End} (V). Dada
f € Endp(V), queremos mostrar agora que f = ¢, := ¢(r). Para isso, considere os
elementos w; = f(v;). Pelo Teorema , existe r € R tal que rv; = w;. Observe que
dado z € V' podemos escrever x = vy -dy +---+ v, -dy, onde d; € D, parai=1,...,n

temos:

fl@)=floy-di+--+v,-dyp) = flog-dy)+---+ f(v,-dy) (2.1)
= (f())-di 4+ (f(n)) - dn
= (wl)'d1+"'+(wn)'dn
= (rv1)-di+---+ (rv,) - d,
= r(vy-dy) +--F (v, dy)
= r(vy-di+--+v,-dy)
= o(r)(z).
(2.2)

Dessa forma, podemos perceber que todo elemento de Endp (V') pode ser realizado
como a multiplicacao a esquerda por um elemento adequado de R. Portanto, a aplicacao
¢ : R — Endp(V) é um isomorfismo de algebras G-graduadas, donde a sobrejetividade
segue pelo que acabamos de mostrar e a injetividade segue do fato que R atua fielmente
sobre V.

|

Observacao 2.1.4 Fize uma D-base homogénea {vi,...,v,} em V e considere

g; = deg{v;}. Dessa forma, podemos identificar Endp(V') com a dlgebra de matri-
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zes M, (D). A saber, dado r € Endp(V'), para cada j =1,...,n, r é identificado pela

matriz (x;;), dada por:
n
TV, = E Vi -
i=1

Em outras palavras, a aplicacao:

¢: Endp(V) — M,(D)
o= o(r) = (xy)

€ um isomorfismo de dlgebras. De fato, ¢ € um homomorfismo de dlgebras, pois sendo
rirs € Endp(V), @ € F € ¢(r) = (w5), 6(ra) = (uiy), para j = 1,....,n, temos:

(r1 + arg)v; = rv; + a(rav;) szx” +a (Z vzyz]> :

Dessa forma,
d(r1 + ary) = (w5 + ayij) = (zij) + a(yi) = ¢(r1) + ap(r).

Ademais, para cada 7 =1,...,n, temos:

k=1 k=1 k=1 i=1

B ()

Logo, ¢(r113) = (wyj), com w;; = szkyk] Como a matriz (w;;) € o produto das

mrov; =T <Z Ukl/kj) = Z(T‘wkykj) = Z ((Z Uﬂz‘k) ykj)

matrizes (x;;) e (yij), entao ¢(riry) = qb(rl)gb(m).
Além disso, sejar € Ker(¢), isto €, ¢(r) = (bi;) = 0. Dessa forma, para quaisquer
iejtas quei = 1,...,n, j = 1,...,n, temos bj; = 0. Dai, rv; = 0, para todo

i=1,...,n. Assim, para qualquer v € V. — {0}, podemos escrever v = Zvi&i, onde

T =r (Z viozz-> = Z(rvz) a; = 0.

Dessa forma, r =0 e fica provado assim que ¢ € injetiva.

a; € D, e portanto

Para mostrar a sobrejetividade, observe que sendo (x;;) € My(D), existe

r € Endp(V), onde para cada j = 1,...,n, temos:

n
T"Uj: E Uza;ij
=1

e portanto ¢(r) = (x;;).
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Observagao 2.1.5 Observe que a reciproca do Teorema[2.1.5 também ¢é vdlida. Com
efeito, se V' é um D-mdodulo a direita graduado de dimensao finita sobre D, entdo

R:= Endp(V) = M,(D),

pelo que vimos na Observagao |2.1.4. Pelo Exemplo M, (D) é uma dlgebra

graduada simples e portanto R € graduada simples. Iremos mostrar agora que R = V"
como R-mddulo a esquerda graduado e, dessa forma, R satisfaz a condi¢do de cadeia

descendente para ideais a esquerda graduados. De fato, considere a aplica¢do

T:R — V"
ro— T(r)=(rvy,...,rv,),
onde = {vy,...,v,} € a D-base de V', formada por elementos homogéneos. Nao é
dificil ver que T € uma aplicagdo linear. Além disso, dado w = (wy,...,w,) € V",

pelo Teorema eziste ro € R tal que rov; = w;. Logo,
T(ro) = (rov1,...,ToUn) = (W1,...,Wy) = W,

ficando assim provado a sobrejetividade. Suponha agora que r € Ker(T). Assim,
rv; = 0, para todo i = 1,...,n. Portanto, se v € V', existem dy,...,d, € D tais que

v = > wvid;, pois B é uma D-base de V e assim

V=T (Z vidi> = Z((Tvi)di) = ZO = 0.

Dessa forma, r € anng(V'). Suponha agora que r € anng(V), entao rv = 0, para
todo v € V, dat T(r) = (0,0,...,0), ou seja, r € Ker(T). Sendo assim, concluimos
que Ker(T) = anng(V). Analogamente ao que foi feito no Exemplo mostra-
se que anng(V') é um ideal bilateral graduado. Como R é graduada simples, entao
anng(V) = R := Endp(V) ou anng(V) = 0. Mas devemos ter anng(V) = 0, pois
Idy € R e Idy - v = v. Portanto, Ker(T) = 0 e assim T € injetiva. Por fim, sejam

r',x € R, temos:
T(r'z) = ((r'z)vy, ..., (F2)v,) =1 (2o, ... 20,) = 7T ().

Concluimos entao que existe o isomorfismo de R-mddulos R = V™.
Ademais, R também satisfaz a condi¢do de cadeia descendente para ideais a direita

graduados, pois sendo 1 a sequinte aplicagao
Y R? — M, (D?)
ro—= Y(r) = (o)

onde ¢ € o isomorfismo R = Endp(V) = M, (D), mencionado na Observagao |2.1.4

mostraremos que Y € um isomorfismo. De fato, denotaremos a operacao em R°P por
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“ 2

o 7, a operagdo em R pela justaposi¢io dos elementos de R e a operagio em M, (DP)

“

por “x 7. Observe que para quaisquer a,b € RP, temos:

Y(aob) = (p(aod)) = (¢(ba))" = (¢(b)p(a))" = d(a)’ * B(D)" = t(a) x (b).

Além disso, observe que ¢ é composta de isomorfismos de espacos vetoriais e portanto

Y também € isomorfismo de espagos vetoriais.

2.2 Classificacao das Algebras Graduadas Simples de

Dimensao Finita

Considere R uma algebra G-graduada. Sejam V' um R-moédulo a esquerda gra-
duado e ¢ € G. Denote por I' a graduacio de V. O shift a direita V19 é o mesmo
conjunto que o conjunto V' onde cada componente homogénea desse conjunto é defi-
nida por Vh[g] = V},. Como RJVT[g] C VU[?], visto que V' é um R-moédulo a esquerda
graduado, entdo shift a direita V19 também serd um R-modulo a esquerda graduado
e denotaremos sua graduacao por I'l9,

Se f : V. — V é uma aplicagao homogénea de grau ¢, entao f sendo vista
como uma aplicacdo V19 — V19 sera homogénea de grau ¢—'tg. Com efeito, sendo

V = @VT, observe que V¥ = V,4-1. Queremos mostrar que (VT[g])f C VT[g]_ltg, ou
TEG

seja, (Vrg-1)f C Vig-1,. Mas observe que (V;4-1)f C V;,-1;, pois, por hipotese, f é
homogénea de grau t. Consequentemente, se D = Endj (V), entio Endy (V1) =
1 Dla]. Para mostrar esse fato, considere D' = End% (V19!). Nosso objetivo ¢ mostrar
que D' = 971D Note que ¢ suficiente mostrar que D = o1 plel, Seja ¢ € o1 ple,

Logo, ¢ € Dy,4-1 e portanto

(Vg[g})cp = (Vag”%p - ‘/crgflng*1 = ch-gfl = V[g]-

oT

Dessa forma, concluimos que ¢ € D.. Por outro lado, considere ¢ € D.. Dali,

(Vi C VI e assim
(VO')QO — (Vo_gg,1>go = (Vo[g})gp g V[g] — VO_ngfl.

ogT

Dessa forma, ¢ € Dyrg-1 = [Q_I]DLQ] e conluimos entao que

o™ Iplal — D' = End (V19)), (2.3)
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Lema 2.2.1 Seja R uma dlgebra graduada simples que possui um ideal I a esquerda
graduado minimal. Entao I € um R-modulo a esquerda graduado simples gerado por
um idempotente homogéneo de R. Além disso, se V € qualquer R-maddulo a esquerda
graduado simples, entio existe g € G tal que V € isomorfo a I9' como um R-mddulo

graduado.

Demonstragao: Como [ é minimal, por hipétese, entao I # 0. Pelo Exemplo|1.2.12]
J := 1+ IR é um ideal bilateral graduado e J # 0, pois I # 0. Suponha agora que

I? = 0. Como I é um ideal & esquerda, entdo RI C I e assim TRI C I*. Logo,
JP=I+IRI+IR)=I*+I*PR+IRI+IRIR=IRI+ (IRI)R=0. (2.4)

Como R é uma algebra simples, entao J = R ou J = 0. Mas como vimos anteriormente,
J # 0, logo J = R. Portanto, pela igualdade temos R? = 0, o que ¢ um absurdo,
pois R ¢ simples e assim /2 # 0. Como I é um ideal & esquerda graduado, entdo I é
um R-moédulo & esquerda graduado. Ademais, como I? # 0 e I? C RI, temos RI # 0.
Logo, como um R- submodulo graduado a esquerda de I é um ideal a esquerda de R
graduado que esta contido em [ e I é minimal, por hipotese, entao nao existem ideais
a esquerda graduados entre o 0 e o I. Logo, nao existem R-submoédulos graduados a
esquerda de I entre 0 e I e portanto I é simples. Consideremos agora um elemento
homogéneo x € I tal que Ix # 0. Nao é dificil ver que Ix é um ideal & esquerda
graduado de R contido em /. Assim, como [ é simples e [z # 0, entao Iz = I. Agora
iremos mostrar que

anni(z) ={reI|rx =0} =0.

De fato, suponha que exista r ndo nulo tal que rx = 0. Note que ann;(x) é um ideal
a esquerda graduado de R e I é minimal, entdo ann;(z) = 0 ou ann;(z) = I. Como
existe r nao nulo tal que rz = 0, entdo ann;(z) = I = Ix = 0, o que é um absurdo, pois
I ¢ minimal e I # 0. Como Iz = I, entao existe € € I tal que ex = x. Substituindo ¢
pelo seu componente homogéneo em R, podemos assumir que € tem grau e, visto que

como existe ¢ € I tal que ez = = e podemos escrever ¢ = g €r, entao g (e;x) =z,

TeG T€G
isto ¢, e, = x, para algum 79 € G. Dai, 1pdeg(z) = deg(z) e assim 75 = e. Observe

agora que (e2 —¢) €l e

(*—elx=c’r—cx=cr—ax=a—a=0.
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Portanto, (2 —¢) € annz(z) = 0 e assim € = £. Observe que ¢ # 0, pois caso contrario
teriamos x = ex = 0. Dai, I = Iz = 0, o que é um absurdo pois [ é minimal. Portanto,
Re # 0, visto que €2 € Re e €2 = ¢ # 0. Além disso, Re é um ideal & esquerda graduado
de Re Re C I. Como [ é minimal, temos Re = I.

Seja V um R-modulo & esquerda graduado simples. Nao é dificil ver que IV é
um submoédulo a esquerda graduado de V e como V' é simples IV = 0 ou IV = V.

Iremos agora mostrar que a acao de R sobre V' é fiel. Note que a aplicagao

v: R — End(V)
ro—= p(r) = e,

onde

oV o=V

v o= @ (v) =10,

¢ injetiva. Com efeito, como Ker(y) é um ideal bilateral graduado, entao Ker(¢) =0
ou Ker(¢) = R. Suponha que Ker(y¢) = R. Logo, dado r € R temos r € Ker(y), isto é,
rv = 0, para todo r € R e para todo v € V. Mas isso é um absurdo, pois RV # 0 visto
que V' é um R-modulo simples. Dessa forma, Ker(¢) = 0. Suponha agora que IV = 0.
Assim, dado r € I nédo nulo, entdo rv = 0, para todo v € V. Dai, ¢(r)(v) = 0, para
todo v € V', ou seja, r € Ker(¢) = 0, absurdo pois r foi tomado em I ndo nulo. Assim,
IV = V. Tome vy € V homogéneo tal que Tvy # 0 e seja g = deg(vg). Iremos mostrar
que o elemento vy existe. Suponha, por absurdo, que para todo v € V homogéneo

tivéssemos [v = 0. Sejai € [ e w € V. Como w € V', entao w = ng. Assim,
oceG

iw:ina:ZivU:Z:ZO:(),

oeG oelG oelG

para todo ¢ € I e para todo w € V e portanto IV = 0, o que é um absurdo pois

IV = V. Entao a aplicacao

v:I =V

i — V() =iv
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¢ um homomorfismo de R-modulos. De fato ¢ é linear. Ademais, dado r’ € R, temos
P(r'i) = (r'i)vg = r'(ivg) = " (3).
Além disso, a aplicacao ¢ leva I}, em V34, onde h € G. Com efeito, seja i, € I),. Note
que i, € I N Ry, e assim (i) = ipve. Observe também que deg(iy) = h, deg(vy) = g
e portanto deg(invg) = hg. Nao é dificil ver que Ker(¢)) é um submoédulo graduado
de I e como I ¢ simples, entdo Ker(¢) = I ou Ker(¢)) = 0. Note que se Ker(¢)) = 1,
entao vy = 0, o que é um absurdo pois tomamos vy € V' homogéneo tal que Tvg # 0.
Dessa forma, 1 é injetiva. Por outro lado, Im(%)) é um submodulo graduado de V
e V é simples, logo Im(y)) = V ou Im(yp) = 0. Observe que se Im(¢) = 0, entao
Ker(¢) = I, o que é um absurdo pois mostramos anteriormente que Ker(¢)) = 0. Dessa
forma, 1 é sobrejetiva. Consequentemente, 19 é isomorfo a V como R-moédulo. Ainda
mais, esse isomorfismo é um isomorfismo de R-moédulos graduados, pois como 1 leva

I}, em V44, como comentamos anteriormente, temos (/,,-1)1 C V;, em outras palavras,

(I C V. m

Lema 2.2.2 Sejam R wuma dlgebra graduada e I = Re, onde € € um idempotente

homogéneo de R. Entao a dlgebra graduada End%y (I) € igual a Endgr(I) e isomorfa a
eRe.

Demonstragao: A multiplicacao & direita por um elemento homogéneo a € cRe
resulta em um endomorfismo do R-moédulo & esquerda I que tem o mesmo grau que a.

Com efeito, defina a seguinte aplicacao:
Yol — I
r — (), = za.
Nao é dificil ver que ¢, ¢é linear. Ademais, dado r € R e x € I, temos:
(re)p, = (rr)a =r(xa) = r(r)p,.
Seja deg(a) = g. Queremos mostrar agora que
(I1)pa C Irg. (2.5)

Sendo z, € I, temos (x;)p, = zra. Note que deg(x,a) = 7g. Assim, z.a € I,
concluindo portanto que ¢, é um endomorfismo do R-médulo & esquerda I que tem o

mesmo grau que a.
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Considere a seguinte aplicagao:

p:eRe — Endy (1)

a — (a)p = Y,
onde

Yol — I

r — (), = za.

[remos mostrar que ¢ ¢ um homomorfismo de &lgebras graduadas. Nao ¢é dificil ver que
¢ € um homomorfismo. Ademais, seja deg(a) = g. Por ({2.5)), temos que ¢, € Endy(1).

Como a € eRe e €2 = ¢, por hipdtese, temos:
ea = eger’e = e¥r'e = er'e = a.

Seja a € Ker(y). Logo, (x)p, = 0, para todo x € I, ou seja, xa = 0, para todo
x € I. Em particular, temos ca = 0 e assim a = ca = 0, logo ¢ ¢é injetiva. Antes
de mostrarmos que a aplicagao ¢ é sobrejetiva, observe que, pela Observacgao [1.3.8],
End% (I) = Endg(I), pois I ¢ um R-moédulo e I ¢ finitamente gerado. De fato, como
e é idempotente, entdao ce = ¢ € I. Agora considere V' um submodulo de [ tal que
e € V. Como V é submodulo, entao para todo v € V' e para todo r € R temos rv € V.
Em particular, re € V, para todo r € R. Logo, I CV C I e assim V = [. Em
outras palavras, o submodulo de I gerado por €, que consiste na intersecao de todos os
submoédulos de I que contém ¢ é igual a I. Dessa forma, I é finitamente gerado.

Agora iremos mostrar que ¢ é sobrejetiva, para isso considere
f € End%(I) = Endg(I) ez € I. Como z € I, entdo x = re, logo ve =re? =re =x
e dai temos:

v f = (@)f = (@e)f = 2(e)f = w(c- f).

Observe que e - f =a € 1. Logo, x- f =x-a, com a € I e assim
cre =ca=cec-f=c-f=a.

Dessa forma, a € eRe e (z)f =z - f = xa = (x)p,, ou seja, f = p,.
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Observacao 2.2.3 Em particular, sob as condi¢oes do Teorema (2.1.5, o R-mddulo
graduado simples V' e a dlgebra graduada com dwisio D = End} (V) = Endg(V)
sao determinados a menos de shifts. Com efeito, pelo Teorema existe uma dl-
gebra G-graduada D, um D-modulo V' a direita graduado tal que D € uma dlgebra
graduada com divisio , V tem dimensao finita sobre D e R = Endp(V') como dlgebra
G-graduada. Como R satisfaz a condi¢ao de cadeia descendente para ideais a esquerda
graduados(hipdtese do Teorema , entao R possuit um ideal a esquerda graduado
minimal. Assim, R estd nas condi¢oes do Lema [2.2.1. Pelo Lema [2.2.1, se V € um
R-mddulo & esquerda graduado simples, entdo existe g € G tal que V =2 119 onde I ¢é
um ideal & esquerda graduado minimal de R e D = End% (V) = End% (I9). Logo,

D = End% (1) = 91 (End% (1)),

Definigao 2.2.4 Seja G um grupo e sejam D e D' dlgebras G-graduadas. Considere V
um D-mddulo a direita graduado e V' um D'-mddulo a direita graduado. Um isomor-
fismo de (D, V') em (D', V') é um par (g, 1), onde by : D — D' é um isomorfismo
de dlgebras G-graduadas e 1y : V. — V' € um isomorfismo de espagos G-graduados tal
que Y1 (vd) = Yy (v)ho(d), para todov € V ed € D.

Teorema 2.2.5 Seja G um grupo. Sejam D e D' dlgebras G-graduadas que sao dlge-
bras graduadas com divisao. Sejam V um D-mddulo a direita graduado e V' um D'-
modulo a direita graduado, ambos nao nulos e de dimensao finita. Sejam R = Endp(V)
e R = Endp/(V'). Sev : R — R € um isomorfismo de dlgebras G-graduadas, en-
tio existe g € G e um isomorfismo (g, 1) de (9 1DWL VI em (D', V') tal que
Py (rv) = Y(r)(v), para todo r € R e v € V. Por outro lado, dado uwm isomorfismo
(v, 11) de ([971]D[91,V[9}) em (D', V'), existe um wnico isomorfismo ¢ : R — R’ de
dlgebras G-graduadas tal que ¥ (rv) = (r)y(v), para todo r € R e v € V. Dois
isomorfismos (g, 101) e (¥h, 1)) determinam o mesmo isomorfismo R — R’ se, e so-
mente se, existe um homogéneo d € D' diferente de zero tal que Yy(x) = d " o(z)d e
Pi(v) = 1(v)d, para quaisquer x € D ev € V.

Demonstragao: Defina uma estrutura de R-moédulo & esquerda em V' pondo
rv' = P(r)v’, para todo r € Re v € V. Como V' é um R'-moédulo graduado
simples, entao V' também é um R-moédulo graduado simples. Com efeito, suponha
U # 0 um R-submoédulo de V. Logo, U também é um R’-submodulo. Considere
uw e U\ {0}. Dado v' € V', existe uma aplicagao linear com r € R onde ¥(r) = 1/, logo
ru = (r)u = r'u € U, portanto U =V’ e V/ & um R-mo6dulo graduado simples.

Pelo Lema existe um isomorfismo ¢y : V19 — V7’ para algum g € G. Pela

definicao de estrutura de R-médulo em V' e como 1, : V19 — V' & um isomorfismo de
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R-mo6dulos, temos:
Ui(rv) = ri(v) == P(r)ea(v),

paratodor € ReveV. Detemos o™ 1Dl = End% (V19)). Como V tem dimensao
finita sobre D, por hipotese, e D = End} (V), pela Observacao temos D =
Endg(V), de maneira analoga temos D’ = Endgz(V'). Observe que V19 também tem
dimensdo finita, visto que V tem dimensao finita, e assim Endf (V) = Endg(V19).
Como 1DV = Endg(VIW)) e D' = Endg(V'), podemos definir ¢ : Endg(V1¥) —
Endgr(V") pondo (v')(1o(d)) = 1 ((¢;(v'))d) para todo v' € V' e d € D. Observe
que 1o(d) de fato pertence a Endgr(V'), pois é a composigao de trés transformagoes
lineares que pertencem a Endgz(V') que sdo as aplicacdes 7', d e ¢;. Nao é dificil ver
que ¥y ¢ um isomorfismo de algebras. Ainda mais, ¥y é um isomorfismo de algebras
graduadas. De fato, sejam F' = Endz(V19) e D' = Endg(V'). Queremos mostrar que
Yo(Fy) € D., onde D. = (Endgr(V')),. Seja b € 1y(F;), ou seja, b = ¢y(f-), onde
fr € F.. Mostrar que b € D! ¢é equivalente a mostrar que (V)b C V! _. Sendo assim,

considere z/ € V! e dai

(25)b = (2, )¢0(fr) = Ui (vy " (27) fr)- (2.6)

Observe que v7'(2),) € V. Como (VIf, € VI pois f. € F,, temos
(W7 (@) fr € VI e consequentemente 1y (v; ' (z))f,) € V... Assim, segue de
que ()b e V] .

Por outro lado, dado (¢g,%1) um isomorfismo de pares, definimos ¥ (r) : V' —
V' para cada r € Endp(V), pondo ¢(r)(v') := 1 (r(¢;1(v'))). Iremos mostrar que
P(r) estd em R = Endp/(V'). Nao ¢ dificil ver que 1(r) é linear. Como existe um

isomorfismo (v, 1b1) de (91D, V) em (D', V'), por hipétese, entdo

Y1(vd) = 1 (v)tho(d), (2.7)

para quaisquer v € V e d € D. Pela definicao das aplicagoes g e 97 e fazendo as alte-
racoes necessarias em [2.7, temos 11 (Y7 (V) H(d')) = v'd’, ou seja, (v )yt (d) =

Ui (') Logo, ¢ (r(vy (v)g H(d'))) = ¢ (r(¥7 (v'd))) = ¢ (r)(v'd), para quaisquer
v € V'ed € D'. Por outro lado,

Ui (r(yy (V) H(d)) = i (r(y ()t (v (d) = ((r)(v)d',
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para quaisquer v’ € V' e d € D'. Dai, ¢ (r)(v'd") = (¢(r)(v))d’, parav’ € V' ed € D'.
Portanto, ¥ (r) estd em R’ = Endp/(V’). Suponha r homogéneo de grau h € G. Para
qualquer a € G, v;* manda V! em Vig1 = a[g], visto que 1 : V19 — V' & isomorfismo
de espacos vetoriais graduados, » manda V-1 em Vjq4-1, pois 7 & homogéneo de grau
h, e por fim, 1, manda Vj,,-1 em V), pois 1y : V09l — V' ¢ um isomorfismo de espacos

graduados, por hipotese, e Vjq-1 = Vh[g]. Dessa forma, sendo V) uma componente de

V', temos:

D(r) (V) = i (r(Wr (V) € ¥a(r(Vag—1)) € ¥1(Viag-1) € Via-

Portanto, 1(r) ¢ homogénea de grau h. Assim, ¥ : Endp(V) — Endp (V') é um
isomorfismo de algebras G-graduadas. Observe que 1 é tnica.

Se d € D' é um elemento homogéneo diferente de zero de grau t € G, entao a
aplicacao ¢, : ("9 1Dl — D' dada por )(x) = d4o(x)d é um isomorfismo de
algebras G-graduadas e a aplicacdo v, : V19 — V' dada por ¥/ (v) = ¥ (v)d é um

isomorfismo de espagos G-graduados que cumpre:

Vi (vz) = ¥r(va)d = 1 (v)o()d = i (v)dd™ o(w)d = 9 (v) g (@).

Como
Pi(rv) = i(ro)d = (P(r)er(v)d = () (¢ (v)d) = (r)dy(v),

para quaisquer r € R e v € V, concluimos que (¢, /) determina o mesmo isomor-
fismo ¢ : R — R'. Por outro lado, se (¢},) determina v, entdo ¢} o ¢);' ¢ uma
aplicagao homogénea de V’ em V' de um determinado grau e também um isomor-
fismo de R-modulos. Dessa forma, existe d € D' homogéneo diferente de zero tal que
(V) o T (v") = v'd, para qualquer v' € V'. Dai, segue que ¥ (v) = v, (v)d para
qualquer v € V e ¢} (z) = d""o(z)d para qualquer z € D.

|

Observagao 2.2.6 Se {vy,...,v,} € wma D-base homogénea para V, entao
{1(v1), ..., ¥1(v,))} € uma D'-base homogénea para V', onde deg(11(v;)) = (deg(v;))g.
Fizadas as bases para Ve V', o isomorfismo 1 correspondente a (1, 11) também pode

ser expresso em linguagem de matrizes.

Seja V um D-moédulo a direita graduado simples. Dai, para qualquer v € V

homogéneo nao nulo, temos V' = vD. De fato, nao é dificil ver que vD é um submoédulo
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(a direita) graduado de V' e como V é graduado simples, entdo vD = 0 ou vD = V.
Suponha que vD = 0. Logo, 0 = v.1 = v, o que é um absurdo, pois tomamos v nao

nulo. Dessa forma, vD = V. Considere a seguinte aplicagao

¢: WD — WD

r — p(r)=uor

Observe que:

1) Sejam 71,75 € WD e X\ € F, temos:

@Ay +72) = v(Ary + 1) = Avry) + vre = Ap(r1) 4+ @(72).

2) Dado v € WD e r € D, temos:

o(xr) =v(zr) = (ve)r = e(x)r.
Podemos ver 9D como um D-moédulo & direita. Dessa forma, considere M = 91D
e M, = Dy, e daf
M,Dy = Dy-1,Dy C Dy-1,5 = My, (2.8)

portanto M é um D-moédulo a direita graduado.

3) Dado x € M, temos:

¢<x> =vx € ‘/ng_lT - V;'a

pois V' é um D-moédulo a direita graduado e assim p(M,) C V.
4) Seja y € vD. Dai, y = vrg = (1), onde 19 € YD. Dessa forma, ¢ é
sobrejetiva.

5) Seja r € Ker(p). Note que r = ZT’T, onde r; € D;. Assim,
TeG

0=yp(r)=¢ (Z 7‘7> = (p(r)) =) (vr).

T€EG T€G TEG

Observe que vr; ¢ homogéneo e vr, € V,D, C V. Dai,

Z(UTT) =0= ovr, =0,
T€G



39

para todo 7 € G. Como D é uma algebra graduada com divisao, para cada 7 € G, se

rr # 0, existe r=! € D 1. Assim, se r, # 0 segue que

0=vr, = 0r.' = (vr)r;' = 0=,

o que é um absurdo, pois por hipotese v # 0. Dessa forma, nao existe nenhum r, # 0

e portanto r = Z’FT = 0. Logo, ¢ € injetiva.
TeG
Portanto, concluimos que 9D =V onde g = deg(v). Mostremos que:

9D > WD «— ¢T = hT,

onde T ¢ o suporte de D. De fato, sejam V = WD = @Dgfl,;— e
TG
w = Wp = @Dhqg. Suponha que exista um isomorfismo ¢ : V. — W. Dado
oeG

s € T, queremos mostrar que gs € hT. Ora, como s € T, entao Dy # 0. Ademais,
observe que ¢(Vys) = Wy,. Como Vg = Dy # 0, temos (V) # 0, pois ¢ € injetiva.
Logo, Wy, # 0. Note que Wy = Dj-1, # 0. Assim, h'gs € T, isto ¢, h'gs =\ € T.
Dessa forma, gs = hA € hT e assim ¢g7" C hT. A inclusao hT' C ¢T é obtida de
maneira analoga. Suponha agora que g7 = hT. Logo, h™'g € T. Assim, Dj-1, # 0.

Dessa forma, considere o € Dj,-1, — {0} fixado e defina a seguinte aplicagao:

p:V = W

v — p(v) = av.

Nao é dificil ver que ¢ é linear. Ademais, observe que:

1) Dados v € V e d € D temos:

o(vd) = a(vd) = (av)d = p(v)d.

2) Suponha v € V' tal que p(v) = 0, isto é, av = 0. Como « é homogéneo e nao
nulo, « € D e D é uma algebra graduada com divisao, temos que existe o~ € D tal

1'= 1. Portanto, se av = 0, entao o tav = 0, ou seja, v = 0. Logo, Ker(yp) =0

que aa~
e portanto ¢ é injetora.

3) Dado y € W, considere v = o'y € V. Dal,

p(v) = pla™y) = alaly) =y € Im(ep).
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Logo, ¢ é sobrejetora.
4) Seja v, € V. Como V, = Dy-1,, v, tem grau g~ '7 em D. Ademais, a« € Dj-1,.

Logo,

©(vr) = av; € Dp—1yDy-1, C Dyp—1, = W,

Dai, ¢(V;) C W,. Dessa forma, Wp~I[hp
Seja T C G o suporte de D. Se V' é um D-moddulo a direita graduado de dimensao

finita, entao existe uma decomposicao canénica de V' em uma soma direta
V = Vl PP {/;,7

onde V; é a soma de todos os submoédulos graduados que sao isomorfos a algum 91D

fixado, com ¢g; € G. Os elementos ¢y, ..., gs nao sao unicamente determinados, mas
suas classes laterais sdo determinadas a menos de permutagao. Escrevay = (g1,. .., gs),
onde g;'g; ¢ T, para i # j. Se {vi,...,v,} é uma D-base homogénea, entdo, para

cada 7, o subconjunto
{v;| deg(v;) € ¢:T'}

é uma D-base para V;. Considere k; = dimpV; e escreva
KR = (k’l,...,k's).

Por outro lado, dado um par (k, ), considere V (G, D, k,7) o D-médulo a direita que
possui uma D-base homogénea consistindo de k; elementos com os respectivos graus

gi, com ¢ = 1,...,s. Denotamos a algebra G-graduada Endp (V) por M(G, D, k,~).

Defini¢ao 2.2.7 Escreveremos (D, k,7y) ~ (D' K',v), se k e k' tém o mesmo nimero
s de componentes e existem um elemento g € G e uma permutacao © dos simbo-
los {1, ...,s} tais que D' = 1Dl [/ = kziy € g; € gr6)(SuppD)g, para todo

1=1,...,s.

Utilizando a Definicao e combinando os Teoremas e [2.2.5] temos o

seguinte resultado:

Corolario 2.2.8 Sejam G um grupo e R uma dlgebra G-graduada. Se R é graduada
simples e satisfaz a condi¢ao de cadeia descendente para ideais a esquerda graduados,
entio R é isomorfa a alguma M(G,D,k,7), onde D €é uma dlgebra graduada com
divisdo. Duas dlgebras G-graduadas M(G, D, k,v) e M(G,D’,k',~") sao isomorfas

se, e somente se, (D, k,v) ~ (D', k',7).
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Demonstragao: Como R é graduada simples e satisfaz a condigao de cadeia des-
cendente para ideais a esquerda graduados, pelo Teorema [2.1.3] existem uma algebra
G-graduada D e um D-moédulo a direita graduado V' tais que D é uma &algebra gra-
duada com divisao, V' tem dimensao finita sobre D e R = Endp(V) = M(G, D, k,7),
para algum k e algum . Observe que, pelo Teorema [2.2.5] temos que
M(G,D,k,v) = Endp(V) = Endp/(V') = M(G,D',Kk',7) se, e somente se, k e
k' tém o mesmo nimero s de componentes e existem um elemento g € G e uma permu-
tagao m dos simbolos {1, ..., s} tais que D’ = =1 plal, k; = kr@) € g € gr(s)(SuppD)g,
para todo i =1,...,s, ou seja, (D, k,7y) ~ (D', k', 7).

|

2.3 Algebras Graduadas com Divisao sobre Corpos

Algebricamente Fechados

Nesta secao iremos dar uma classificacao das élgebras graduadas com divisao de
dimensao finita, assumindo que o corpo [ é algebricamente fechado. Contudo, a priori,
comecgaremos com o caso geral.

Sejam D uma algebra graduada com divisao, T'= Supp D e A = D,.. Entao A
¢ uma algebra com divisao, isto é, 1 € D, e dado € D,, temos z~' € D,-1 = D,.
Para cada t € T', tome um elemento nao nulo X; € D;. Assim, D; = AX;. Com efeito,
seja y € AX;. Logo, y = 6X; € D.D, = D,. Por outro lado, seja y € D;. Observe que
§ =y(X;)"!' € A. Logo, y = §X; € AX,. Consequentemente, para quaisquer u,v € T

existe um elemento nao nulo o(u,v) € A tal que
XXy = o(u,v) Xy, (2.9)

visto que X, X, tem grau uv e X,, também tem grau uv, portanto X, X, X, tem grau
e, dessa forma o elemento X, X, X! é justamente o elemento o(u,v). Ademais, para

qualquer 6 € A et € T, existe um elemento nao nulo ¢ -6 € A tal que

De fato, observe que X;6 € D; = AX;. Logo, X;0 = yX;, onde y € A. Basta tomarmos

agora y = t-0. Consequentemente, podemos identificar D com o conjunto das expressoes
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formais Z 0; X¢, onde §; € A, todos, a menos de uma quantidade finita de d;, sao zeros,

teT
e a multiplicagdo dessas somas é determinada pela multiplicagao de A e equagoes 2.9/ e

2.10. Em outras palavras, D é o produto cruzado A x T associado a acao - e cociclo o.
A associatividade da multiplicacao de D é equivalente as seguintes condigoes:
1) Para qualquer ¢t € T', a aplica¢do 6 — t -4 é um automorfismo de A. De fato,
nao é dificil ver que essa aplicacao é linear. Ademais, seja d € A tal que t-0 = 0. Logo,
(t-9)X; = 0. Dai, segue de que X,6 = 0, isto é, X; *X;6 = 0. Logo, § = 0 e assim

a aplicacao é injetiva. Por fim, seja e € A. Dai, eX; € D, = X, A e assim
EXt = Xt5 = (t . 5>Xt7

com 6 € A. Portanto, e =1t -0 e concluimos assim que a aplicagao é sobrejetiva.

2) A aplicacao o : T'x T'— A* é um 2-cociclo, isto é,
o(u,v)o(uwv,w) = (u-o(v,w))o(u, vw), (2.11)

para quaisquer u,v,w € T. Com efeito, segue de que o(u, vw) = X\ Xpw(Xuw) ™

Portanto,

(u-o(v,w))o(u,vw) = (u- (v, w)) Xy Xpw(Xuow) (2.12)

Como u € T e o(v,w) € A, segue de que (u-o(v,w))X, = X,0(v,w). Logo,
(u-o(v,w))o(u,vw) = Xuo (v, ) Xow(Xuww) (2.13)
Segue de 2.9 que
X0 (0, ) X (Xuww) ™ = XuXo Xo(Xuww) ™ = o(u, v)o(uv, w). (2.14)
Portanto, de [2.13] e [2.14] concluimos
(u-o(v,w))o(u,vw) = o(u,v)o(uv,w).
3) A aplicagao - : T'x A — A é uma agao o — twisted, isto &,
u-(v-0) = o(u,v)((w) - §)o(u,v) ™,
para quaisquer u,v € T e 6 € A. Com efeito, como v € T e § € A, segue de que

u-(v-0) = u(X,0X, ) = (Xu X)X, 1 X, (2.15)
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Segue de [2.9| que (X, X)X, ' X! = o(u,v)X,,0 X, X . Dai, segue de que
u-(v-8) =0 (u, )Xo X, ' X = 0(u,0) X0 Xt X X X (2.16)
Por fim, utilizando [2.9] e em [2.16] temos:
u-(v-0) = o(u,v)((w) - §)o(u,v) .

A partir de agora, assumiremos que o corpo [F é algebricamente fechado e que
D tem dimensao finita sobre F. Logo, A = F, assim X;0 = 6X; = (¢ - §)X;, portanto

0 =1t-9, eaacao - é trivial. Logo, a equacgao pode ser simplificada, isto é,
o(u,v)o(uwv,w) = o(v,w)o(u, vw),

para quaisquer u,v,w € T. Em outras palavras, D ¢ a algebra de grupo torcida F7T,
onde o € Z*(T,F>).
Reescalar os elementos X; corresponde a trocar ¢ com um cociclo de cohomologia.

De fato, se X] = A(t)X;, para alguma aplicacao A : T — F*, entdo
X' X! = AMu) X A0) Xy = M)A (0)o (1, 0) Xy = o (u, v) M)A uv) A (0) X, .

Por outro lado, X/ X/ = o'(u,v)X!, e portanto o¢'(u,v) = o(u,v)d\(u,v), onde d
denota a aplicacdo co-fronteira. Escreveremos [o] para a classe de o em H?*(T,F*).

Lema 2.3.1 Se D = @Dg ¢ uma dlgebra G-graduada com divisao, entao

geG
T = Supp D é um subgrupo de G. Além disso, se D tem dimensao finita sobre um

corpo ' algebricamente fechado, entao dim Dy, = 1, para qualquer k € Supp D.

Demonstragao: Sejam a,b € Supp D. Logo, existem d, e d, nao nulos tais que
d, € D, edy, € Dy. Como D é uma algebra graduada com divisao, d, e d sao invertiveis
e além disso nao sao divisores de zero. Logo, d,d, # 0. Como D ¢é uma &algebra
graduada, entao D,D, C D,, e assim Dy, # 0, isto é, ab € Supp D. Como d, é nao
nulo e invertivel, existe d; ! tal que d,d;' = 1. Ademais, observe que d;' ¢ homogéneo
de grau a~!. Portanto, se a € SuppD entdao a~! € Supp D, concluindo assim que
Supp D é um subgrupo de G.

Como D, é uma algebra com divisao, como ja vimos anteriormente, de dimensao

finita e agora sobre um corpo algebricamente fechado, entao D, = F. Logo, dim D, = 1.
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Para quaisquer k # e e w € D, — {0}, existe w™! homogéneo tal que w™! € Dj-1.

Seja z € Dy — {0}. Logo, w™'z € D,, isto ¢, z = A\w, para algum X\ € F e portanto
dim Dy, = 1.

|

Antes de enunciarmos o Teorema [2.3.4], observe as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.3.2 Uma equivaléncia de espagos vetoriais graduados f:V — W € um

isomorfismo linear tal que f e f~' sdo aplicagoes graduadas.

Definicao 2.3.3 Sejam
rA=@A. e ":B=P B
ses teT

duas graduacgoes sobre dlgebras, com suportes S e T', respectivamente. Dizemos que I’
e IV sao equivalentes, se existe uma equivaléncia de dlgebras graduadas ¢ : A — B,
1sto €, um isomorfismo de dlgebras que € também uma equivaléncia de espagos vetoriais
graduados. Diremos também que @ € uma equivaléncia de I' e I'. Fica determinada

uma bijecao o : S — T tal que p(A;) = Bys), para todo s € S.

Teorema 2.3.4 Seja D uma dlgebra G-graduada de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado F. Se D € uma dlgebra graduada com divisao com suporte
T C G, entao D é isomorfa a dlgebra de grupo torcida F°T com a T-graduagio cano-
nica, onde T € um subgrupo finito de G e o : T X T — F* € um 2-cociclo em T. Duas
dlgebras de grupo torcidas, F°VT} e F72T,, sao isomorfas como dlgebras G-graduadas
se, e somente se, Ty = Ty e [01] = [02]. As dlgebras F'T e F7*Ty sao equivalentes
se, e somente se, existe um isomorfismo « : Ty — Ty tal que [01] = |02 0 a], onde

(o2 0 @) (u,v) := oo(a(u),a(v)), com u,v € Tj.

Demonstragao: Observe que os comentérios realizados anteriormente demonstram
as primeiras afirmacoes do Teorema [2.3.4] nos resta agora verificar a afirmacao sobre
a equivaléncia. Suponha que exista uma equivaléncia ¢ : F'T} — F°2T, com a
bijecao correspondente dos suportes « : Ty — T5. Dessa forma, para cada u € T
existe A\, € F* tal que ¢(X,) = A\Xqq). Dai, para quaisquer u,v € Ti, o elemento

P(XuXy) = (XW)Y(X,) é, por um lado, um miltiplo escalar nao nulo de Xy, pois
w(XuXv) = ¢(Ul (U, U)Xuv) =01 (U, U)be(Xuv) =01 (ua U))\qua(uv)a
por outro lado, temos

¢(Xu)w(Xv) - )\uXa(u))\vXa(v) = >\u/\vXa(u)Xa(v) - )\u)\v02(a<u>> a(v))Xa(u)a(v)‘



45

Dessa forma, a(uv) = a(u)a(v) , consequentemente o é um isomorfismo de gru-
pos e o1(u,v) = oa(au),a(v)) A t\,. Logo, [01] = [02 o a]. Reciprocamente, se
a : Ty — Ty é um isomorfismo tal que [07] = [03 0 @, entdo existe uma aplicagao

ATy — F* tal que og(a(u), a(v)) = o1 (u, v)dA(u, v). Defina

w ot T1 — FUQTQ

Xy = (X)) = A0 X,

para todo t € T;. Observe que a aplicacao v é equivaléncia de espagos vetoriais e um
isomorfismo de algebras. |

Denotaremos por I'y a graduagao canonica sobre D = FT. Queremos descrever
o grupo Stab(I'y) de automorfismos da algebra graduada D e o grupo Aut(I'y) das
auto-equivaléncias de D. Qualquer automorfismo v da algebra graduada D deve man-
dar X; em um miltiplo escalar nao nulo de si mesmo e consequentemente a aplicacao
Y é dada por X; — A(t) Xy, onde A : T — F* é um homomorfismo de grupos, isto
é, um caracter de T. De fato, A é um homomorfismo de grupos, pois como % manda

Xy, — AMt1) Xy, e Xy, — A(t2) Xy, temos:
V(X )JU(Xey) = A(t) A(E2) Xo, Xoy = A(E1)A(E2)0 (b1, 82) Xy, (2.17)
Por outro lado, temos:
(X, Xe,) = (o (ty,t2) Xiy1,) = o (t1, ta) A(t1te) Xiye, - (2.18)

Como 1 é um automorfismo, segue de e que A(t1)A(t2) = A(tits).
Observando a demonstragao do Teorema vé-se que qualquer equivaléncia
v : D — D deve induzir um automorfismo do grupo 7' que estabiliza a classe de
cohomologia [o] e, por outro lado, qualquer o como no Teorema , determina uma
equivaléncia 1) : D — D. Observe que existem muitas equivaléncias correspondentes a

a. Essas equivaléncias estao em correspondéncia biunivoca com o conjunto de caracteres

de T.

Proposigao 2.3.5 Sejam T um grupo e o € Z*(T,F*). Seja D = F°T e considere
Ty a T-graduagdo natural sobre D. Entao, o Stab(T'y) € isomorfo ao grupo Z*(T,F*)
de caracteres de T. Além disso, o grupo quociente Aut(I'y)/Stab(ly) é isomorfo ao

estabilizador da classe de cohomologia [o] no grupo Aut(T).
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Fixe um grupo finito T'. Para a classificacao de graduacoes sobre algebras de
matrizes sera importante saber quando existe o € Z2(T,F*) tal que D = F°T é uma
algebra simples, isto é, quando D for isomorfa a &lgebra de matrizes M, (F), onde
|T| = n? para corresponder a dimensao de M, (F).

Agora assuma que T é abeliano. Podemos descrever todos [o] € H?(T,F*) tal

que D = F?T é uma algebra simples. Seja

para quaisquer u,v € T. Nao é dificil ver que f = S, depende somente da classe
de cohomologia [o] e que f : T'x T — F* ¢ um bicaracter alternado, isto &, § ¢
multiplicativo em cada variével e tem a propriedade §(t,t) = 1, para todo t € T
Observe que X, X, = B(u,v)X,X,. Iremos mostrar agora que se D é simples,
entdo o centro de D é gerado pela identidade. De fato, considere M = (m;;) € Z(D).

Tome indices i, j tais que ¢ # j. Note que
0= eu»eij == eiiMejj = mijeij,
logo m;; = 0, para ¢ # j. Portanto, M = Zmiieii. Logo,
m;i€i; = eijM = Meij = My;€45,

e assim m;; = m;. Portanto, M ¢ gerado pela identidade. Dizemos que [ é nao
degenerado se 3(u,t) = 1, para todo u € T, implica que t = e e §(t,u) = 1, para todo

u € T, implica que t = e. Suponha que f(u,t) = 1, para todo u € T. Dessa forma,
XuXt = ,B(u, t)XtXu = XtX'u,

Logo, X; € Z(D) e assim t = e, ou seja, § é nao degenerado. Observe que
se charF = p > 0, onde p é um namero primo, entdao t¥ = e implica [(u,t) = 1,
para todo u € T. Com efeito, como 5 é um bicaracter segue que (B(u,t))? = f(u,t?) e

portanto, temos:
(ﬁ<u7t))p = B(ua tp> = B(UH 6) = 1.

Como char F = p, entao

(ﬁ(uat»p =1= (B(uat))p —1=0= (6(11,15) - 1);0 =0= B(U,t) - 17
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para todo u € T. Suponha que p||T|. Logo, pelo Teorema de Cauchy, 7" possui ao
menos um elemento de ordem p, digamos o(t) = p. Assim, t* = e. Dali, pelo que vimos
anteriormente (u,t) = 1, para todo u € T e assim ¢t = e, 0 que é um absurdo, visto
que o(t) = p, com p primo. Dessa forma, p nao divide |T'|. Por outro lado, se ¢ é um
2-cociclo tal que f = [, é nao degenerado, entao D é uma &algebra associativa semi-
simples(Teorema de Maschke, para maiores detalhes desse resultado consultar [§]) e o
Z(D) é gerado pela identidade, assim D é simples.
Apresentaremos agora uma definicao que utilizaremos logo a seguir.

Definicao 2.3.6 Sejam Ty e T, subgrupos de T. Diremos que Ty e Ty sao [3-ortogonais
se B(xz,y) =1, para todo x € T} e para todo y € Ts.

Suponha que exista um bicaracter alternado nao degenerado [ sobre 7. Mos-
traremos agora que existe uma decomposicao de T" no produto direto de subgrupos
ciclicos:

T=H; xH x---xH, xH, (2.19)

onde H; x H' e H; x H} sao B-ortogonais para i # j, e H] e H]' estdo em dualidade
por (3, isto é, nao sao ortogonais.

Sejam Tj e Ty grupos tais que |Ty| = n e |Ty] = m. Se T = Ty x T, onde
mdc(n,m) = 1, entdo B(t1,t2) = 1 para quaisquer t; € T3 e ty € Ty. De fato, como
mdec(n,m) = 1, entdo existem a,b € N tais que an + bm = 1. Por outro lado, como
& um bicaracter, temos (S(t1,12))" = (B(t7,t2))* e (B(t1,12))"™ = (B(t1,t3"))°. Segue
de [ ser bicaracter que f(e, ty) = 1 e B(t1,e) = 1. Portanto, para quaisquer t; € T} e

ty € T, temos:

(B(t1,t2))" = (B(t1,12)) ™0™ = (B(t1, 12)) " (B, 12))"™ = (B}, t2))*(B(t1,57))" = 1.

Consequentemente é suficiente considerar o caso de um g-grupo 7', onde ¢ é um nu-
mero primo e ¢ # charF. Iremos proceder agora por indugao sobre |T'|. Seja a um
elemento de ordem ¢™, onde m é maximal. Como S é nao degenerado, existe b tal que
f(a,b) = e, onde £ é uma ¢™-ésima raiz primitiva da unidade. Com efeito, note que
a?""" # 1, entdo existe b tal que & = B(a?" ', b) # 1 e por outro lado 6% = 1. Logo,
0(0) = q. Assim, § = 7" #£1ee?" =1 e assim ¢ é uma ¢™-ésima raiz primitiva da

unidade. Observe que (8(a,b))°® = B(a,b°®) = B(a,e) = 1. Recorde que $(a,b) = ¢,
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onde £ é uma ¢™-ésima raiz primitiva da unidade. Portanto, e°® = 1 e dessa forma
q™| o(b). Por outro lado, temos o(b) < o(a) = ¢, onde m é maximal. Assim, o(b) = ¢".
Além disso, b nao pode ser uma poténcia de a. Caso contrario, 3(a,b) = B(a,a™) e
como f3 é um bicaracter, temos 3(a,a™) = (S(a,a))™. Segue do fato de 5 ser alternado
que fS(a,a) = 1. Logo,
Bla,a™) = (B(a,a)™ =17 =1,

o que é um absurdo, pois f(a,b) = f(a,a™) = ¢ # 1. Sejam H' = (a) e H" = (b).
Entao H' e H” estao em dualidade por 3. Seja H = H' x H" e

H+ ={teT|B(u,t)=1,Yu € H}.

Logo, H-NH = {e}, pois a restrigao de 3 sobre H é nio degenerado. De fato, suponha
que x € H-N H, ou seja, x € H e v € H*. Como a restricdo de 3 sobre H é nao
degenerado, se (|g(x,u) = 1, para todo u € H, entdao x = e. Ora, como x € H*,
temos |y (x,u) = 1, para todo u € H. Iremos mostrar agora que para qualquer t € T,

B(b,t) = €', para algum . Com efeito, segue de 3 ser um bicaracter alternado que

L= Be,t) = B, 1) = (B0, 1)) = (B(b,1)""

Logo, B(b,t) ¢ uma raiz ¢"-ésima da unidade e assim [(b,t) ¢ poténcia de e, pois
pertence ao grupo ciclico gerado por £ que é o das raizes ¢ —ésimas da unidade, ou

seja, B(b,t) = &' para algum 4. Dessa forma,

B(b,t) =" = (B(a,b))" = ((B(b,a)) ") = (B(b,a)) "

Assim, B(b,t)(B8(b,a))® = 1, ou seja, B(b,t)B(b,a’) = 1. Logo, B(b,ta’) = 1. Analoga-
mente segue que 3(a,t) = &/, para algum j, e consequentemente ((a,tb™7) = 1. Como
B(b,ta’) = 1, temos:

B(b,ta")" = 1" = B(b",ta’) = 1. (2.20)

Por outro lado, como 3(a,tb™7) = 1, temos:
Bla, th)F = 1F = B(a", tb77) = 1. (2.21)
Ademais, observe que

B",b77) = B(b,b)" = B(b,b) " = 17" = 1. (2.22)
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De maneira analoga ao que foi feito em [2.22] concluimos que
Ba*, a’) = 1. (2.23)
Segue de que B(b", ta’) =1 e de que B3(b",b7) = 1. Portanto,
B b B ta") =11 = B(b",ta’b?) = 1. (2.24)
Segue de que B(a*,a’) =1 e de que B3(a*, tb=7) = 1. Assim,
Bla* b= B(a*, a’) =1-1 = B(a*, th~7a’) = 1. (2.25)
Multiplicando as equacoes e temos:
Bla*b™ ta’b™) =1, (2.26)

para qualquer de u = a¥b" € H. Portanto, concluimos que ta’b~/ € H*. Note que

1

a'b=/ € H e portanto é o inverso de algum elemento de H, digamos a’b~7 = u~!, onde

u € H. Assim, definindo v = tu™! temos

1

tut=ve H =t = v,

ondeu € Hev € H+. Dessa forma, T = Hx H*, onde H = H' x H", com H' e H" cicli-
CoS. Ademais, aplicando a hipétese de inducdo em H* temos que

H+ = H] x H} x --- x H. x H"

/. onde Hy, H{,...,H , H' sao grupos ciclicos, com

H} x H]' e H; x H} sendo [-ortogonais para i # j. Segue da prépria defini¢do do
conjunto H+, que H} x H!' e H x HY sao (-ortogonais para i # j. Sendo assim, fica
estabelecida a existéncia da decomposigao [2.19]

Os cociclos o tais que 3, é um bicaracter alternado nao degenerado dado e isomor-
fismos de F°T em uma algebra de matrizes podem ser descritos explicitamente, como
faremos a seguir. Denote por [; = |H!| = |H!|. Sejam H! = (a;) e H! = (b;), entdo
g; := P(a;, b;) € uma [;-ésima raiz primitiva da unidade, basta usarmos o que ja prova-
mos anteriormente, pois [; = o(a;) e ainda mais, [; é a maior ordem de um elemento de
H!. Além disso, todos os outros valores de f sobre os elementos ay, by, ..., a,, b, sdo 1,
visto que Hy, HY,..., H], H' sdo B-ortogonais. Note que podemos tomar os elementos
Xo, = a; € F°T e X3, = b; € F7T de modo que X} = Xél =1, pois [; = |H[| = |H/|.
Entao, obtemos um isomorfismo F°T — M, (F) ® - - - ® M, (F) definido por

Xy m @ - IX,I®-1 e Xp, »I® - IQY,0I®---1, (2.27)



20

onde
_e;H 0 0 0 0] [0 10 0 0]
0 20 0 0 0 01 0 0
X, = ... e V=] ... (2.28)
0 0 0 - & O 0 00 -+ 01
0 0 0 - 0 1] 1 00 - 00|

sdo as matrizes de Pauli generalizadas no i-ésimo fator, M, (IF). De fato, segue ime-
diatamente da definicao desta aplicacao que temos um homomorfismo de algebras. A
sobrejetividade segue da graduagao de Pauli, pois X; e Y; estao na imagem pela propria
definicao e assim poténcias, somas e produtos de X; e Y; também estarao na imagem.
Ademais, como a aplicagao ja é sobrejetiva e o dominio e contra-dominio tem a mesma

dimensao, visto que
dim T = |T| = [H}||H}| - |H\\H) = G- 12 = dim(M,,(F) @ - - © M, (F)),

concluimos que a aplicagao também ¢é injetiva. Dessa forma, podemos resumir o que

foi discutido anteriormente com o seguinte teorema:

Teorema 2.3.7 Sejam T um grupo abeliano finito e F um corpo algebricamente fe-
chado. Nessas condigoes, existe uma graduacao sobre a dlgebra de matrizes M, ()
com suporte T fazendo M, (F) uma dlgebra graduada com divisio se, e somente se, a
char T nao divide n eT' = Zfl X e X ler, ondely -1, =n. As classes de isomorfismo
dessas graduacoes estao em correspondéncia biunivoca com o0s bicaracteres alternados
nao degenerados B :T x T — F*. Todas essas graduagoes pertencem a uma classe de

equivaléncia.

Exemplo 2.3.8 A graduacao mencionada no Exemplo sobre D = My (F), onde

charF # 2, faz com que D seja uma dlgebra graduada com divisao com T = 73,

Xe: Lo ) Xa: Lo ) Xb: 01 ) XC: 0 -l )
0 1 0 1 10 1 0

onde a = (1,0), b = (0,1), e ¢ = (1,1) sao elementos nao triviais de T. Podemos
aplicar o Teoremam assim, T = 73 e neste caso temos Iy = 2 er = 1. Além disso,

existe somente um bicaracter alternado nao degenerado sobre T :

B(a,b) = p(b,a) = f(a,c) = B(c,a) = B(b,c) = B(c,b) = —1,
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com todos os demais valores iguais a 1, pois B € alternado. Consequentemente, como
so existe um bicaracter alternado nao degenerado [, entdo so existe uma classe de
isomorfismo e assim todas as graduagoes sobre My(IF) obtidas permutando a,b e ¢ sio
wsomorfas. Nao € dificil ver que, sobre um corpo algebricamente fechado, a dlgebra dos

quatérnions,
Q=F1aFieFjeFk onde i*=3j>=k*=1ik=—1,

¢ isomorfa a Ms(F). Observe que a decomposicao acima ¢ uma Z3—graduagao sobre Q
se definirmos degi = a, degj = b, degk = c, e assim Q com a Z3—graduagio é uma
dlgebra graduada com divisao. Como Q = My(FF), transportamos a Za— graduagao para

My(F). Assim, My(F) € uma dlgebra graduada com divisao.

Proposigao 2.3.9 Seja T um grupo abeliano finito. Suponha o € Z*(T,F*) de tal
forma que D = F°T € simples. Seja 'y a T-graduacao natural sobre D. Entdo, a
aplicagio que mandat € T no automorfismo interno X — X, X X, € um isomorfismo
entre T e Stab(Ty). O grupo quociente Aut(L'y)/Stab(Ty) € isomorfo a Aut(T, B,), onde
Aut(T, B,) € o subgrupo de Aut(T) dos o's tais que f(a(u), a(v)) = p(u,v).

Demonstracao: Considere a seguinte aplicacao:

p: T — Stab(Iy)

t — o) =v,
onde

gOt:D — D

X = ofX) =X, XX

Seja t € Ker(yp), isto é, ¢(t) = ¢ = 14, onde I; denota a funcao identidade de D. Dado
s € T, temos ¢ (X;) = Xs. Segue de comentérios anteriores que X; X = f(t, $) X X;.

Portanto,

X X X' =X, = B(t,s) X, X: X; ' = X, = B(t,s) =1,

para todo s € T. Como [ é um bicaracter nao degenerado, entao ¢t = e. Logo, ¢

~

¢ injetiva. Pela Proposicio 2.3.5, temos Stab(ly) = ZY(T,F*) = T = T. Assim,
|Stab(To)| = |T|, Stab(Ty) e T sdo finitos e ¢ ¢ injetora. Logo, ¢ é sobrejetiva. E

imediato que ¢ é um homomorfismo. Portanto, ¢ é um isomorfismo.
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Novamente pela Proposigao [2.3.5, Aut(Ty)/Stab(I'y) é isomorfo ao estabilizador
de [o] em Aut(T). Mas [o] é unicamente determinado por 3, consequentemente o esta-

bilizador de [o] é Aut(T, ). [

2.4 Classificacdo de Graduacoes sobre Algebra de Ma-

trizes

Nesta se¢ao iremos utilizar resultados das duas tltimas secoes, para obter uma
classificacao de graduacoes de grupo sobre dlgebra de matrizes sobre um corpo alge-
bricamente fechado.

Sejam W um espaco vetorial de dimensaon e W = Wy, @- - -@W,, uma decompo-
sicao em soma direta indexada por alguns elementos de um grupo G, com k; = dim W,,,.
Essa decomposi¢ao induz uma G-graduagao sobre a éalgebra R = End(WW') de maneira
usual: » € R é homogéneo de grau g se r(W},) C W, para todo h € G. Claramente essa
graduagao é dada pela graduagao do Exemplo com uma base escolhida adequada
de matrizes unitarias e;; e a n-upla de elementos do grupo como segue: os primeiros
k1 elementos sao iguais a g;, os seguintes ko elementos sao iguais a go, e assim por di-
ante. Utilizaremos a notacao xk = (k1,...,ks) e v = (g1, ..., 9s). Também utilizaremos
|k| == k1 + - + ks.

Definigao 2.4.1 Dizemos que uma G-graduagao sobre R = M, () é elementar se esta

graduacao for induzida de uma decomposi¢cao do espago vetorial F™, como descrito

acima.

Observe que, para n > 2, a componente nula R, sempre tem dimensao maior ou
igual a 1, visto que a unidade ja esta em R.. Por outro lado, a graduacao dada por
(1.2) tem a propriedade que todas as componentes nao nulas tem dimensao 1.

Lema 2.4.2 Seja R uma dlgebra de matrizes sobre um corpo algebricamente fechado e

considere R = @ R, uma graduacao. Entao, as sequintes condigoes sao equivalentes:

geG
1) dim R, < 1, para todo g € G;

2) dim R, = 1;
3) R é uma dlgebra graduada com divisao.
Demonstracao: 1) = 2). Suponha que dim R, < 1, para todo g € G. Logo,

dim R, = 0 ou dim R, = 1. Como a matriz identidade est4 em R., temos dim R, = 1.
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2) = 3). Suponha que R nao é graduada com divisao. Dali, algum R, contém
uma matriz X degenerada nao nula. Observe que RX R é um ideal bilateral nao nulo,
pois X # 0. Como R é simples, entao RX R = R. Consequentemente, existem gy, go
tais que 0 # Ry, XR,, C R., visto que existem Zi,...,Z,, Yi,...,Y, matrizes onde

n
Z Y;XZ; =1 € R.. Como R, consiste de matrizes escalares, pois dim R, = 1, e todas

i=1
as matrizes da forma AX B sao degeneradas, pois X é degenerada, temos:

AXB =)\ = det(AXB) =det(A\) = 0 =det(\) = \"= A\=0= AXB =0,

para quaisquer A € Ry, e B € R,,, o que é um absurdo pelo que vimos anteriormente.

3) = 1). Suponha que R é uma algebra graduada com divisdo. Sendo assim,

pelo Teorema , R=TF°T. Se g ¢ Supp R, entado dim R, = 0. Se g € Supp R, como
R =TT, entao dim R, = 1.

|

Defini¢ao 2.4.3 Dizemos que uma G-graduagao sobre R = M, (F) é uma graduagao

com divisao, se esta graduagao satisfaz as condi¢oes do Lema|[2.4.3

Pelo Corolério [2.2.8] qualquer G-graduacao sobre uma algebra de matrizes R
sobre um corpo algebricamente fechado é uma combinag¢ao de uma graduagao elementar
e uma graduagao com divisao, no sentido que R é isomorfa, como algebra G-graduada,
a alguma M(G, D, k,7), onde D é uma algebra de matrizes com uma graduagao com
divisao. Observe que podemos utilizar de fato o Corolario [2.2.8] pois R é graduada
simples e satisfaz a condicao de cadeia descendente para ideais & esquerda graduados,
pois R tem dimensao finita.

Combinando o Corolario com o Teorema [2.3.4] obtemos o seguinte:

Corolario 2.4.4 Seja G um grupo. Seja R uma dlgebra G-graduada de dimensao finita
sobre um corpo algebricamente fechado F. Suponha que R € graduada simples. Entao,
R ¢ isomorfa a M(G, D, k,7), como uma dlgebra G-graduada, onde D = F°T para
algum subgrupo T C G e o € Z*(T,F*). Duas dlgebras G-graduadas , M(G, D, k,~)
e M(G,D',K',v') sao isomorfas se, e somente se, k e k' tém o mesmo nimero de
componentes s, existem um elemento g € G e uma permutagio 7 de simbolos {1, ..., s}
tais que T" = g~ 'Tg, [0'] = [09], ki = kx(iy € 9; € gn(nyT'g, para todo i =1,....,s, onde

o9(u,v) := o(gug™t, gvg™t), para quaisquer u,v € T".
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As algebras M(G,F°T,k,v) sado graduadas simples. De fato, pelo Exemplo
M, (D) é graduada simples, pois D é graduada com divisdo. Logo, sendo V um
D-moédulo &  direita graduado de dimensao finita sobre D, temos
M(G, D, k,v) = Endp(V) = M,(D), donde concluimos que M(G, D, k,7) = Endp(V)
sao graduadas simples. Porém, as algebras M(G,F’T, k,~) nao sao necessariamente
simples, visto que F?T seréd uma algebra simples somente para escolhas especiais de T’

€ 0.

Definicao 2.4.5 Um representante concreto da classe de isomorfismo de graduagoes

correspondente a 3, como no Teorema |2.3.7 , pode ser obtido da sequinte maneira:
primeiramente, decomponha T como em e considere os geradores ay, by, ..., a.,b,.

Entao defina uma graduagdao sobre M, (F) declarando que X; tem grau a; e Y; tem grau
b;, onde X; e Y; sao dados por ee; = fla;,b;). Entao M), (F)® ---® M, (F) com
a graduagao do produto tensorial € um representante da classe desejada. Chamaremos

qualquer representante obtido deste modo de realizagao standard.

Exemplo 2.4.6 A Z2-graduagio sobre My(F) no Exemplo € uma realizagao stan-
dard da classe de isomorfismo correspondente ao unico bicaracter alternado nao dege-
nerado sobre Z3. Todas as outras realizagoes standard sao obtidas permutando a,b e
c. De modo mais geral, sejam T = 73 = (Z2)" e a; e b; a base candnica na i-ésima
cdpia de 72, defina B pondo B(a;,b;) = —1 e todos os outros valores sobre os geradores
iguais a 1. Entio D = My(F)®" tem uma graduagdo no produto tensorial por (Z3)", a
qual € uma realizagao standard da classe de isomorfismo de graduagoes sobre My (TF)

correspondente a f3.

Outra simplificacio no caso abeliano é que Y 1D = D. Com efeito, sendo
G um grupo abeliano qualquer, temos gr = 7g¢g, para quaisquer g,7 € G, isto é,

]

grg~' = 7. Logo, Dy.4-1 = D,. Mas, por defini¢do temos Dy, 41 =ls~1 plol. Portanto,

[gfl]D[Tg] = D,. Dai, nao nos preocuparemos com a agao de g sobre T" e ¢ como no
Corolario 244

Seré conveniente usar o conceito de um multiset, isto é, um conjunto munido com
uma fungdo a {1,2,...} que atribui a cada elemento sua multiplicidade. Por um ele-
mento de um multiset vamos dizer um elemento do conjunto fundamental. Uma fungao
sobre um multiset é apenas uma func¢ao sobre o conjunto fundamental. Dizemos que
dois multisets sao iguais, se os conjuntos fundamentais sao iguais e as multiplicidades
sdo iguais para cada elemento. A cardinalidade |Z| de um multiset = é a soma das

multiplicidades de todos os elementos.
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Defini¢ao 2.4.7 Escreveremos =(k,7y) para o multiset cujo o conjunto fundamental é
{nT,...,9sT} C G/T e cuja a fun¢ao multiplicidade é dada por k(g;T) = k;, para

todoi=1,...,s.

Portanto, =(k,v) = Z(k,7) se, e somente se, kK e K tém o mesmo numero de
componentes s e existe uma permutacao 7 dos simbolos {1,..., s} tal que k; = Er@) €
Gi = gr(i(mod T'), para todo i = 1,...,s. Também, |=(k,v)| = |x|. A acdo de G sobre

G/T por transla¢ao induz uma agao sobre os multisets em G/T.

Definicao 2.4.8 Seja D uma realizagao standard da dlgebra G-graduada com divi-
sao com suporte T C G e bicaracter . Seja R = M(G,D,k,7y) en = ]K]\/m
Entao, R pode ser identificada com a dlgebra de matrizes M, (F) via produto de Kro-
necker. Denotaremos a G-graduagao sobre M, (F), decorrente dessa identificac¢ao, por
'y (G, D, k,7y). Por abuso de notagdo, também escreveremos 'y (G, T, B, k,7), uma

vez que a classe de isomorfismo de D € unicamente determinada por T C G e (3.

Teorema 2.4.9 Sejam G um grupo abeliano e F um corpo algebricamente fechado.
Seja T' uma G-graduagao sobre a dlgebra de matrizes R = M, (F). Entao, I é isomorfa
a alguma Ty (G, T, B, K,7), onde T C G é um subgrupo, B : T xT — F* € um bicarac-
ter alternado nio degenerado e |k|\/|T| = n. Duas graduagées, Tp(G, Ty, By, k1,71) €
Ly (G, Ty, B, Ko,y Y2), sdo isomorfas se, e somente se, Ty = Ty, [ = [y e

E(k1,m) = g=(k2,72), para algum g € G.

Demonstracgao: Pelo Corolario m, R com a graduagao I" é isomorfa a M(G, D, k,7),
para algum k,y e uma algebra graduada com divisao D. Desconsiderando a graduacao,
R & isomorfa a My(D), onde k = |k|. Como R é uma algebra simples, entao My (D)
é simples e consequentemente D também é simples. Pelo Teorema [2.3.7, como uma
algebra graduada, D ¢ isomorfa a realizagao standard para tnico 7' C G e 3. Por fim,
como G ¢é abeliano, a relagdo de equivaléncia (D, k1,71) ~ (D2, ka,72) no Corolario

2.2.8 & equivalente a Dy = Dy e Z(k1,71) = g=(ka,72), para algum g € G. [ |

Observagao 2.4.10 No Teorema [2.4.9, se n é um nimero primo, entao so existem
duas possibilidades para T, isto é, T = {e} ou T = Z2. De fato, se n é um nimero
primo, temos duas possibilidades: ou |k| =n e \/|T| =1 ou |k| =1 e \/|T| =n. No
primeiro caso, se \/|T| = 1, temos T = {e}. No sequndo caso, se \/m = n, entao
IT| = n? e pelo Teorema [2.3.7, concluimos que I213---1> = n?. Dai, lily---1, = n e
assimn = l; e r = 1. Portanto, novamente pelo Teorema m T=72.
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Exemplo 2.4.11 Considere G-graduagoes sobre My(F). De acordo com o que vimos
na Observagao [2.4.10, temos duas possibilidades:

1% Possibilidade: Ty (G, {e},1,k,7) € determinado pelo multiset = = =(k, ")
em G. Neste caso, = tem cardinalidade 2, ou seja, € um par nao ordenado {g1, g2} onde
g1 € ga nao sao necessariamente distintos, pois como T = {e} e f =1, entdo F°T =F.
Dai, como n = |k|\/|T|, pelo Teorema temos |k| = 2. Como podemos mudar
= sem mudar a classe de isomorfismo da graduacgdo, toda informacgao estd contida
em g = gi1gy " a qual ¢ determinada a menos de inverso. Consequentemente, defina
I, (G, g) pondo deg Eyy = deg Eyy = e, deg Eyp = g e deg Eyy = g™

22 Possibilidade: Ty (G, T, 3,k,7) com T = 73 existe somente se charF # 2.
De fato, seque do Teorema [2.3.7 que charF ndo divide 2, portanto temos charF # 2.
Além disso, pelo Exemplo [2.3.8, existe apenas um bicaracter alternado nao degene-
rado (. Por fim, Z(k,v) tem cardinalidade 1. Com efeito, pelo Teorema temos
2= \/i\\/m Dessa forma, ainda nessa possibilidade, teremos dois casos:

1° Caso: |k|=2 e \/m =1, o que nao pode ocorrer pois T tem 4 elementos.

22 Caso: |k| =1 e \/|T| = 2. Neste caso, |T| = 4, Z(k,7) tem cardinalidade 1
e dessa forma nao existe repeti¢ao, isto €, a cardinalidade nao vai interferir.

Consequentemente, defina I3, (G,T) pondo degl = e, deg(Eyy — Es) = a,
deg (FE1o + E21) = b, deg (Eya — E9y) = ab, onde {a,b} é uma base do subgrupo T' C G.
Analogamente ao que foi feito no Exemplo[2.3.8, dd pra verificar que de fato, a menos
de sinal, degl = e, deg(Ey1 — Fy) = a, deg(E12 + Es1) = b, deg (E19 — Eqp) =
ab. (A classe de isomorfismo da graduagdo nao depende da escolha da base, entdo
faremos um abuso de notagao omitindo a e b). Em outras palavras, F?\b (G,T) € a G-
graduagao induzida da Z3-graduagio do Ezemplo por um isomorfismo Z3 — T.
Pelo Teorema qualquer G-graduagao sobre My(F) € isomorfa a alguma 'y, (G, g)
ou I3, (G, T), porém nao as duas. Além disso,

o I}, (G, g) €isomorfa a T}, (G,g') se, e somente se, ¢ =g oug =g *';

o I, (G, T) €isomorfa a T3, (G,T') se, e somente se, T' =T.

Outro modo para simplificar a situacao vista no Exemplo [2.4.11] é impor restri-
¢oes sobre o grupo que gradua. Por exemplo, se o subgrupo de torcao de G é ciclico,
entdao T = {e}. De fato, pelo que vimos na Observagao [2.4.10, entdao T' = {e} ou
T =7} x---xZj . Suponha que T' = Z} x---xZ} . Dai, como T ¢ finito, logo os elemen-
tos de T' tem ordem finita e assim 7T esté contido no subgrupo de tor¢ao de G. Como esse
subgrupo de tor¢ao de G ¢ ciclico, por hipotese, entao 1" deveria ser ciclico, o que é um
absurdo, pois dessa forma Zi X+ X Zi seria ciclico, o que ndo ocorre. Logo, T' = {e}.
Consequentemente as G-graduagoes sobre M, (F), para qualquer n, sdo classificadas

(a menos de isomorfismo) por multisets em G de cardinalidade n ( a menos de trans-
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lagdo). Isso ocorre porque como T' = {e}, entdo n = |k|v/1 = |k| = k1 + ko + - - - + ks,

onde |k| é a cardinalidade do multiset.

Exemplo 2.4.12 Seja G = Z,,. Entao um multiset de cardinalidade n em G
pode ser wisto como wuma m-upla de inteiros nao negativos (ki,..., k) com
ki+- -+ ky = n. Consequentemente, as Zp,-graduagoes sobre M, (F) sao classificadas,
a menos de isomorfismo, pelas classes de equivaléncia de tais m-uplas sob permutacoes
ciclicas. Alternativamente, podemos pensar em termos de n-uplas (ag,...,a,) de ele-
mentos de Z,,, onde @; nao sao necessariamente distintos. Em outras palavras, quando
temos um multiset (uma m-upla) e transladamos esse multiset por um elemento, diga-
mos T, onde esse T € justamente o elemento g € G do Teorema |2.4.9, o elemento T
“translada para frente” os elementos de cada entrada da m-upla. Dai, a nova m-upla
serd obtida pela translacao da m-upla anterior x vezes. Por exemplo, se considerar-
mos a 10-upla (ki, ..., k) e transladarmos por 1, iremos obter a 10-upla (kig, . . ., ko).

Para nao existir redunddncia devido as permutacgoes e translacoes, podemos tomar re-

presentantes 0 < a; < m, ordenar a n-upla de modo que a; > as > -+ > a, e definir
b; = a;—a;y1, parai=1,... ,n—1. Consequentemente, as Z,-graduagoes sobre M, (IF)
sao classificadas por (n — 1)-uplas (b, ...,b,—1) de inteiros onde 0 < b; < m.

Exemplo 2.4.13 Seja G = Zy X Zy. Se n € impar ou charF = 2, entio T = {e} e
consequentemente as Z3-graduagoes sobre M, (F) sdo classificadas, a menos de isomor-
fismo, pelas classes de equivaléncia de 4-uplas (ky, ka, ks, ky) de inteiros nao negativos
com ki + -+ -+ kg = n sob permutagoes (12)(34), (13)(24) e (14)(23). De fato, note que
G € o grupo de Klein e consequentemente |G| = 4. Portanto, como T € subgrupo G,
entio ou |T| =1, ou |T| = 2 ou |T| = 4. Primeiramente, analisaremos o caso em que
n € um numero impar. Se |T'| = 2, temos pelo Teorema que n = |k|V/2, o que é
um absurdo, visto que |k| é um natural diferente de zero. Se |T'| = 4, novamente pelo
Teorema n = |k|vV4 = |k|2, isto € n € par, o que é um absurdo pois n ¢ um
numero impar.



Capitulo 3

Graduacoes por um Grupo em
Matrizes Triangulares Superiores em

Blocos

3.1 Notacoes e Preliminares

Apos Kemer [9] mencionar em seus trabalhos Identidades Graduadas e utilizar
desses conceitos para resolver o tao conhecido Problema de Specht, as algebras gra-
duadas vém sendo cada vez mais objeto de estudo. Uma questao bem interessante a
respeito de graduagoes em &lgebras é classificar todas as graduagoes possiveis em uma
determinada algebra. Para algebras associativas simples de Lie e Jordan, a classifi-
cagao esté praticamente completa (olhar o livro [4] para maiores detalhes sobre esse
fato). Porém, neste capitulo iremos estudar uma algebra que nao é, em geral, simples,
a saber, a algebra das matrizes triangulares superiores em blocos. Essas algebras sao
definidas da seguinte maneira: sendo ny,na,...,n; € N, defina UT (ny, ng, ..., ny) como

o conjunto das matrizes

All A12 Alt

0 AQQ A2t (3 1)

0 - 0 Ay
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onde cada A;;, para 1 <17 < j < ¢, é uma matriz n; X n; com entradas no corpo F.

Estabeleceremos a notacao X;; para o (i, j)-ésimo bloco de X € UT'(ny,ns,...,n). O
radical de Jacobson J de UT(ny,ns, ...,n;) € o conjunto de todos os elementos tais que
todos A;; sao zero, parat = 1,2, ...,t. Observe que as matrizes triangulares superiores

sao um caso particular de matrizes triangulares superiores em blocos se considerarmos
ura,t,....1).

Ao longo deste capitulo fixaremos um grupo G' com notagao multiplicativa e um
corpo arbitrario F. Seja U = UT'(ny, na, ..., n¢). Se B é¢ uma algebra G-graduada, entao

podemos fornecer uma G-graduagao sobre U ®p B se colocarmos

deg(ei; ® b) = gi(deg(b))g; ™, (3:2)

para todo homogéneo b € B. Observe que essa ideia ¢ bem andloga a ideia da Ob-
servacao . Em [I3], Valenti e Zaicev conjecturaram que existe um isomorfismo
graduado de toda graduacao em U em UT(n,n,,...,n;) ® M,(F), onde M, (F) esta
munida com uma graduagao de divisao e UT (n, nj, ..., n}) estd munido com uma gra-
duacao elementar. Foi provado que essa conjectura, de fato, é valida se o corpo base ¢é
algebricamente fechado de caracteristica zero e o grupo é abeliano e finito [14].
Denotaremos por J o radical de Jacobson de U = UT(nq,na,...,n:). Denota-
remos também por M, ,, 0 subespaco das matrizes que tem todos os blocos nu-

los com possivelmente excegao do (i, j)-ésimo bloco. Dessa forma, podemos escrever

(como espagos vetoriais) U = @ M, xn;- Portanto, utilizando essa notagao, temos
1<i<j<t¢
J = @ M, %, Por fim, iremos definir M; = My, xn,, parai=1,2,... 1.
i<j

3.2 Resultados Principais

Lema 3.2.1 Se J € graduado, entao My, My, ..., M; sao subespagos graduados, a me-

nos de isomorfismo graduado.

Demonstragao: Nao ¢ dificil mostrar que o anulador de um subespaco graduado é
ainda graduado. (Esse fato pode ser verificado de forma analoga ao que foi feito no

Exemplo [1.3.12 onde anny(J) agora é um anulador a direita). Iremos mostrar agora



que R := anny(J)

t
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t
@menj. De fato, sendo B € @me temos

j=1 j=1
By B By
0 0 0
B = (3.3)
0 0 0
Ademais, dada uma matriz A € J temos:
0 A Ay By Big By,
0 0 Aoy 0 0 0
AB = =0. (3.4)
0 0 0 0 0 0

Por outro lado, seja _B € anny(J). Log(_), _B € Ue AB = 0, pz;ra qualquer A € J.
Nosso objetivo ¢ mostrar que as componentes M, «,,, com 7 > 1, sao nulas. Em ou-
tras palavras, queremos mostrar que By;, com k > 1, sdo nulos. Seja B = (bys)nxn €
anny(J), onde n = ny + --- + ny. Observe que a entrada (p,q) de By, com k > 1, é
Dinyt-tmp_14p, mit-tn;_1+q)- Considere p’ =mng + -+ +npg+peqg =ny+--nj 1+
g. Como k > 1, temos p' > ny. Logo, e;y € J. Portanto, por um lado temos

e1y Beyy = byye1y. Por outro lado, temos ey, Beyy = 0, pois B € anny(J) e ey € J.

Assim, by, que é a entrada (p,q) de By;, com k > 1, é nula. Logo, By; = 0, com
t

k > 1 e assim fica mostrado a igualdade R = @ My, xn;- Dessa forma, como anny (J)

J=1
t

é graduado e pela igualdade demonstrada acima, temos R = @ My, xn; € graduado.
j=1
Observe que em uma &algebra associativa com unidade, munida de uma graduacao,
a unidade é homogénea, como foi visto na Proposigao O mesmo argumento
utilizado para provar o que afirmamos anteriormente, poderé ser usado para provar o

seguinte: se uma algebra associativa tem uma unidade a esquerda, entao existe uma

unidade & esquerda homogénea nessa algebra. Observe que

Inysn, 0 0
0 0 0

11 == € Ml, (35)
0 0 0
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ademais 1; é uma unidade & esquerda de R. Seja u a componente de grau e de 1;.
Assim, temos que u é uma unidade & esquerda e, dessa forma, temos u? = u. Conse-
quentemente, u é diagonalizavel. De fato, o polinémio minimal de v tem que dividir
x(x — 1). Assim, o polindmio minimal ou é z, ou z — 1, ou z(x — 1). O minimal néo
pode ser x, pois u é uma unidade & esquerda. Se o minimal for x — 1, entao u = 1y.
Logo, u = 1y € R, o que é um absurdo. Assim, o minimal de u é z(x — 1). Além disso,
a forma diagonal de u é exatamente 1. Com efeito, como o minimal de u é z(x — 1),

entao os autovalores de u sao 1 e 0. A forma diagonal de u é do tipo

1 0 0 0 0

0 . -~ 0 0 0

» 0 1 0 0
PuP™! = (3.6)

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

)

onde P € U é uma matriz invertivel. A questao agora é saber a quantidade de 1’s
que tem nessa matriz da igualdade [3.6, Mas observe que essa quantidade de 1’s é

justamente o posto de PuP~! que coincide com o posto de u. Mostremos que o posto
t

de u é exatamente n;. Como v € R = @menw entao o posto de u é menor ou
j=1
igual a ny. Lembremos que o posto coincide com a dimensao da imagem do operador

u. Tome k < n; e considere

Vi = (37)

0

)

onde o numero 1 estd na posicao k. Note que uey; = egq, pois ey € M; € R. Como
uer; = €1, entao ao multiplicarmos a primeira linha de u pela primeira coluna de ey
temos zero e assim a primeira entrada de uvy é zero. Continuando a anéalise, a k-ésima

linha de w multiplicada pela primeira coluna de ey é 1, visto que ueg; = €. Logo, a
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k-ésima entrada de uwvy é 1. Dessa forma, uvy = vg. Fazendo k = 1,2,...,nq, nota-se
que existem n; vetores L.I na imagem de u. Portanto, n; é menor ou igual do que o
posto de u e consequentemente o posto de u é exatamente ny. Como u é diagonalizavel
e a forma diagonal de u é 11, temos u = P1,P~!, isto ¢, P~'uP = 1;, onde P € U =

UT(ni,...,n). Sejam U =UT(nqy,...,my) el : U = @ U, a graduagao de U. Defina
geG
a seguinte aplicagao:

(0, 1) — U
¢: (UT) (3.8)
a — ¢(a) =P taP.
Pelo Exemplo [1.1.16] temos que ¢ é um automorfismo e assim considerando U com a
seguinte graduagao

I':U =5 eU,),

geG

temos que ¢ é um isomorfismo de algebras graduadas. Note que u € U, (u é homogéneo)
e p(u) = P7'uP = 1,. Dessa forma, podemos assumir que 1; ¢ homogéneo a menos de
isomorfismo graduado.

Ademais, observe que

L s, 0 0 Lisn, 0 - 0
O ITLQXHQ Tt O 0 0 0
1-1, = ' . . _ —
0 0 I xn, 0 00
0 0 0
0 Tnyxn, 0
0o --- 0 I xn,
Sendo assim,
0 0 0 Ay A oo Ay 0O 0 --- 0

0 ITLQX’N,Q te 0 0 AQQ oo A2t 0 A22 ce A2t
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onde
A A - Ay
0 A A
22 2t cU
0 0 Ay

Note que (1 — 1)U = UT(ng,ng,...,n;) como &lgebras G-graduadas. De fato, seja
U' =UT(na,ns,...,n), e observe que (1 —1;) é homogéneo de grau e, dai (1 — 1,)U
¢ um subespago graduado, ou seja, U’ é graduado. Seguiremos por indugao em t para
mostrar que My, ..., M; sdo subespacos graduados. Note que U’ esta na nossa hipotese
de indugao. Dai, Mj,..., M, | sao subespacos graduados de U’. Podemos dizer que
My = Mj,...,M, = M| ,, visto que (1 — 1)U =2 UT(ng, ng,...,n;). Dessa forma, nos
resta mostrar que M; é graduado. Em geral, se 7 < j e 1; e 1; sao as matrizes identi-
dade de M; e M;, respectivamente, entao My, x,;, = 1;U1; é um subespago graduado.
Observe que, de fato, 1; e 1; sao elementos homogéneos, pois M; e M; sao componentes
homogeéneas e dessa forma 1;U1; ¢ um subespago graduado, ou seja, My, xn;, = 1;U1; &
um subespaco graduado. Assim, em particular, M; é um subespaco graduado.
|
Segue do Lema que os M;’s, com 1 < ¢ < t, sao subespacos graduados e

assim

geG
Observe que os M;’s sao &algebras se considerarmos a restricao da operagao de U
para cada M;. Logo, podemos definir M;, = M; N A, e dai M; = @Mig, onde

geG
M;, M;, C M;,,, para quaisquer g, h € G. Portanto, qualquer M;, com 1 <7 < ¢, é uma

in &
algebra graduada se J é graduado. Segue da Observagao [1.2.18 que M; = M, ® D;,
com 1 < ¢ <, onde M, ¢ uma algebra de matrizes munida da graduacao elementar
e D; é¢ uma algebra graduada com divisao, onde a graduacao em M,, ® D; ¢ induzida

por [3.2] Sabemos que todo automorfismo de uma algebra de matrizes é interno, isto é,
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todo automorfismo tem a forma

¢ My (F) — M, (F)
X = p(X)=A4AXA"
onde A € U é inversivel. Consequentemente, podemos encontrar uma matriz invertivel

A; tal que
A MAT = M, @ D,

visto que M; = M,,,(F) e M; = M,, ® D,. Tomando a matriz diagonal em blocos

A, 0 - 0
. 0 Ay, --- 0

A =diag(Ay, ..., A) = | . _ (3.9)
0 0 A

)

obtemos um automorfismo de U tal que M; = M, ® D;, para todo 7. Basta considerar

a aplicacao

o:U — U
X = p(X)=4Xx4"

e observar que ¢(M;) := A'M;A™' = A, M;A;7 = M, ® D;.

Lema 3.2.2 Utilizando as notacoes jda estabelecidas anteriormente, se J € graduado,
entao existe uma dlgebra graduada com divisao D, e elementos g1, 9s,...,q; € G tais
que D; = s plo™). Alem disso, U 2 U' ® D, onde U' é dado com uma G-graduagao

elementar.

Demonstracao:  Para todo ¢ = 1,2,...,t, denote por e; a unidade da algebra
graduada com divisao D; e denote eﬁ) € M,, a matriz elementar com 1 na entrada
(1,1) do i-ésimo bloco da matriz, e zero nas demais entradas. Para i < j, considere
X = e;el)Ue;el. (aqui e;el’) representa ey ® e; € M, ® D; = M; e representaremos

ejegjl) de maneira analoga). Note que dado d € D;, temos:

d(eie(lzi)UejeS{)) = (e11 ® de;)U(enn ® e;) = (enne11 @ de;)U(enn @ e;). (3.10)



65

Por outro lado, temos:
(eren @ de)U(en @ ¢;) = (e11 @ &) (e @ AU (enn © ¢j) = ezet) (BU)ejet),  (3.11)
onde B =ej; ® d € U. Logo, de ¢ segue que
d(eief)Uesell)) = exel (BU)esel?, (3.12)
e, além disso, BU C U. Assim,
eiet) (BU)eset) € X

e dessa forma X é um D;-mo6dulo a esquerda. Analogamente mostra-se que X é um
D;-moédulo a direita. Se D; consiste de matrizes n; x n; e D; de matrizes n; x n;,
entdo X é o espago das matrizes n; x n;. De fato, observe que dim(D;) = n? e
dim(M;) = dim(Mp,xn,) = n?. Dessa forma, como M; = M, ® D;, temos

dim(M;) = dim(M,,)dim(D;), isto é, n? = dim(M,,)n?. Dai, dimM,, = 1 e assim

M; = D;. Como M; = D;, 1; é a unidade de M; e e; é a unidade de D;, temos 1; = ¢;.

Logo,

eieg? =(en®e)=(en®l) =(101L) =1,

De maneira analoga, concluimos que ejegjl) = 1,. Assim,

X = eieg?Ueje%) = 1,U1; = My, xn,,
ou seja, como haviamos afirmado anteriormente, X ¢ o espago das matrizes n; x n;
e portanto dim(X) = n; - n;. Observe que o corpo ' C D;, pois D; tem unidade
visto que D; é uma &lgebra com divisao. Iremos mostrar agora que X tem dimen-
sao finita sobre D;. Suponha, por absurdo, que X tem uma D;-base infinita. Tome
s = (n; - n;) + 1 elementos dessa D;-base. Sejam z,...,z, elementos da D;- base.

Fazendo a combinacao linear
01T + Qg + -+ - + Qgxg = 0,

onde «; € I, observamos que como o corpo F C D;, entao o; € D;, parai =1,...,5.

Como 1, ...,xssa0 L.I. em D;, entdo o; = 0, parai = 1,...,s. Como adim(X) = s—1
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e encontramos s vetores L.I, chegamos a um absurdo. Logo, X tem uma D;-base finita,
isto é, X como D;-mo6dulo a esquerda tem dimensao finita. Sendo assim, podemos

considerar a dimensao de X sobre D; por k; e como D; consiste de matrizes n; X n;,

2

entdao a dimensdo de D; sobre F é n?. Dessa forma, a dimensdao de X sobre F é r; - n?.
Por outro lado, a dimensdo de X sobre F é n;-n;. Logo, n;-n; = k1 -n?. Analogamente,
analisando a algebra D;, concluimos que n; - n; = Ko - n?, para algum kg € N. Assim,
n;-n; = K1 nf = ﬁg-n?, donde concluimos que n; = Ky -n,. Assim, &, nf = Ko (K1-n;)?
e portanto 1 = kg - k1. Dai, k1 = kg = 1 e assim n; = n;. Consequentemente, dado
um elemento homogéneo v € X nao nulo de grau h € G, temos X = D;v = vDj, pois
como dim(X) =n; - nj e n; = n;, entdo dim(X) = n7. Ademais, nao é dificil perceber
que dim(D;v) = n?. Portanto, X = D;v. De maneira andloga, concluimos X = vD;.
Assim, para qualquer x € D;, existe y € D; tal que zv = vy. Dai, deg(x)h = h(deg(y))

e assim temos deg(x) = h(deg(y))h'. Defina agora a seguinte aplicacao:

T:D; — Dj

r — T(x)=y.

Nao ¢ dificil ver que a aplicagao T ¢é linear. Ademais, como deg(x) = h(deg(y))h™?,
entao h~'deg(x)h = deg(T(z)). Assim, utilizando a defini¢ao da aplicagao T e que para

qualquer z € D;, temos:
VT (2122) = 1290 = 20T (22) = 0T (21)T (22), (3.13)

para quaisquer z1,xs € D;. De segue que v(T(xyx9) — T(x1)T(x2)) = 0. Consi-

dere (T'(z1x) — T'(x1)T(x2)) =y, tal que y € D;. Dai, vy = 0, isto é, v <Z yg> =0,

oeG
onde y, € (Dj),. Assim, vy, = 0, para todo o € G. Ademais, suponha y # 0. Logo,

existe y,, 7 0. Observe que, em particular, vy,, = 0. Dessa forma, concluimos que
v = 0, o que é um absurdo pois v ¢ um elemento homogéneo nao nulo, por hipotese.
Portanto, y = 0, ou seja, T(x1x9) = T(x1)T (x2), para quaisquer 1,y € D;, e assim
T ¢ um isomorfismo de algebras entre D; e D;. Pelo que vimos anteriormente, a apli-
cacao T': D; — [h]Dj[-h_l] é um isomorfismo de algebras graduadas, para i < j, pois
dado x € (D;), , como deg(T(z)) = h™(deg(z))h, entdao deg(T(z)) = o em [h}Dj[.h_l},
visto que < [h}D][-hilvU = (Dj)p-1on. Dessa forma, para cada i = 1,...,t — 1, existe

-1
g; € G tal que D; = [gi]Digi | Basta considerarmos agora D; = D. Dessa forma,
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provamos a primeira parte do Lema, sob a hipotese de que D; consiste de matrizes
n; X n; , D; de matrizes n; X n; e assim X & o espago de matrizes n; X n;. Porém,
de forma geral, observe que n? = dim(M;) = dim(M,, ® D;) = dim(M,,)dim(D;) =

sidim(D;), onde s? = dim(M,,) e, portanto, dim(D;) é um quadrado perfeito, digamos

). Dai, como

dim(D;) = (nj)?. Analogamente, concluimos que dim(D;) = ()

i
X = eiegil)U ejeﬁ), de forma similar ao que foi feito anteriormente, concluimos que
X ¢ o espago das matrizes (n;) x (n}). Sendo assim, recaimos no primeiro caso e po-
demos repetir todos os argumentos anteriormente utilizados para concluir a primeira
parte do Lema.

Considerando todas as matrizes elementares eg) € M, e el € M, , podemos
repetir novamente os argumentos utilizados anteriormente para mostrar que ez(-;)U 6578121 é
um (D,., D)-bimédulo graduado que tem a dimensao de D. Com efeito, ja vimos ante-
riormente que X é um D;-médulo a esquerda e D;-moédulo a direita. Ademais, observe
que dz’m(el(-;)Ueg;iz@) = n, -n, = n? = dim(D,), visto que n, = n,. Segue da primeira
parte do Lema que D, = 1DW6r"1 Dai, dim(D,) = dim(D), isto ¢, n? = dim(D). Por-
tanto,
dim(eg)Uegfl%) = dim(D). Assim, obtemos U = U’ ® D, para alguma é&lgebra de
matrizes triangulares superiores em blocos U’ munida de uma graduagao elementar.

Observacao 3.2.3 Note que para o caso particular onde F € um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero e G um grupo abeliano, J serd imediatamente graduado
e a classifica¢ao de graduagoes de divisio em dlgebras de matrizes € conhecida (para
maiores detalhes ver [[4], Capitulo 1]). Consequentemente obtemos novamente o resul-
tado de Valenti e Zaicev [1j|]. A vantagem do resultado, apresentado anteriormente, é

depender apenas do fato de J ser graduado.

Agora mencionaremos um resultado muito importante que é o seguinte Lema:

Lema 3.2.4 [[6], Coroldrio 3.3/ Seja A uma dlgebra associativa de dimensao finita

sobre um corpo ¥ graduada por um grupo qualquer G. Suponha que ou charF = 0 ou
char F > dim(A). Entao o radical de Jacobson J := J(A) € um ideal graduado de A.

Combinando o Lema [3.2.4 ¢ o Lema [3.2.2] obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.5 Seja G um grupo qualquer. Considere qualquer G-graduacdao sobre a

dlgebra de matrizes triangulares superiores em blocos A = UT(ny,...,n;) sobre um
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corpo F. Suponha que ou charF = 0 ou charF > dim(A). Entao existem uma G-
graduagao sobre D = M, (F) tal que D é uma dlgebra G-graduada com divisao e uma
dlgebra de matrizes triangulares superiores em blocos B = UT(n},n},...,n,) munida

de uma graduacao elementar, tal que A= B® D.



Capitulo 4

Isomorfismos Graduados em Algebras
de Matrizes Triangulares Superiores

em Blocos

Como ja mencionamos anteriormente, na introducao do nosso trabalho, o princi-
pal objetivo deste capitulo é descrever os isomorfismos graduados de anéis de endomor-
fismos de flags graduados sobre élgebras graduadas com divisao. A definicao de flag
graduado serd mencionada posteriormente. Como uma consequéncia, também iremos
descrever as classes de isomorfismo de algebras de matrizes triangulares superiores em
blocos, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, graduadas por
um grupo abeliano finito. Alguns dos resultados que serao apresentados neste capitulo
serao adaptagoes de resultados j& demonstrados no Capitulo 2, porém agora, daremos
enfoque nos anéis de endomorfismos de flags graduados. A seguir, apresentaremos

alguns resultados prévios que serao essenciais para o entendimento deste capitulo.

4.1 Notacoes e preliminares

Ao longo deste capitulo, utilizaremos F e V' para denotar um corpo e um es-
paco vetorial, respectivamente. Iremos nos referir a moédulos a direta graduados sobre
uma algebra graduada com divisao como espagos vetoriais graduados. Sejam D uma

algebra graduada com divisao e V' um espago vetorial graduado sobre D. Denotare-
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mos EndpV o anel de endomorfismos do D-moédulo V. Para qualquer 7 € GG, o con-
junto (EndpV'), de endomorfismos homogéneos de grau 7 é um subespago de EndpV,
a soma de tais subespagos é direta, e se V' tem dimensao finita temos a igualdade

EndpV = @(EndDV)T (ver [[10], Corolario 1.2.11, pag. 10]). Além disso, temos

TEG
(EndpV)(EndpV)y C (EndpV).,. Portanto, essa decomposi¢ao é uma graduagao

pelo grupo G sobre EndpV.

Definigao 4.1.1 Sejam D uma dlgebra graduada com divisao e V- um espago vetorial
graduado sobre D. Um flag graduado sobre V de comprimento r é uma cadeia de
D-subespagos graduados F : Vo C VL C--- CV,., onde Vo =0eV,=V.

Observagao 4.1.2 O conjunto
EndpF ={p € EndpV | p(V;) CV;;i=1,...,r}
€ uma subdlgebra de EndpV. Com efeito, sendo p,v € EndpF e X € F, temos:
(e +20) (Vi) € (p(Vi)) + Ap(Vi)) € Vi,

visto que @, € EndpF. Logo, (¢ + M) € EndpF. Ademais, temos:

(e o) (Vi) = p(v(Vi)) € Vi,

pois ¢, € EndpF, e assim (¢ o) € EndpF.

Na Proposigao [4.1.3] mostraremos que EndpF ¢é uma subalgebra graduada.

Proposicao 4.1.3 Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre uma dlgebra
graduada com divisao D. Se F : Vo C V) C --- C V. é um flag graduado sobre V, entao
a dlgebra EndpF € uma subdlgebra graduada de EndpV.

Demonstragao: Para mostrar que EndpF ¢ uma subalgebra graduada de EndpV,

iremos provar que EndpF = EB(EndD}" N (EndpV),). Como EndpV é uma alge-

TEG
bra graduada, EndpF C EndpV e sendo ¢ um endomorfismo de F podemos es-

crever ¢ = 1 + -+ + ¢y, onde q,..., ¢ sao elementos homogéneos de EndpV
de graus dois a dois distintos 74, ..., 7, respectivamente. Dado v € V; NV, temos
P(v) = Y1 (v) + -+ 4+ Yg(v). Como ¢(v) € V; e V; é um subespaco graduado, entao
Y;(v) € V; para j = 1,... k. De fato, como 9;(v) € V para 1 < j <k, entao ¢;(v) é

homogéneo e tem grau 7;g, pois ¢; tem grau 7; e v tem grau g. Além disso, para ¢ # j,
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temos deg(v;(v)) # deg(;(v)). Dai, temos uma soma de elementos homogéneos de

graus dois a dois distintos e esta soma esta em V;. Logo, ¢;(v) € V; para j =1,...,k,
e assim ¢;(V; N'V,) C V;. Como V; = EB(Vz NV,), entao
geG
i (Vi) = 1 (@ (VinVy) ) Yo (Vinvy) €Y V=V,
geG geG geG

para ¢ = 1,...,r. Portanto, ¢; € EndpF para j =1,... k.
[ |

Definicao 4.1.4 Sejam D e D' dlgebras graduadas com divisao e F : Vo C Vi C -+ C
Vi, oV c Vi C--- C V! flags graduados de mesmo comprimento sobre os espagos
vetoriais V e V' sobre D e D', respectivamente. Um isomorfismo do par (D,F) em
(D', F") € um par (g, 1), onde vy : D — D' € um isomorfismo de dlgebras graduadas
ey V. — V' é um isomorfismo de espagos vetoriais graduados tal que 11 (V;) = V!,
para i =0,...,7 e 1(vd) = 1 (v)o(d), para quaisquer v € V ed € D.

Lema 4.1.5 Se R = FEndpF € o anel de endomorfismos de um flag
F:VoCcViC--- CV, sobre uma dlgebra graduada com divisao D, entao EndrV; = D,
parat=1,2,... 7.

Demonstracgao: Sejam v e f elementos homogéneos tais que v € V;\Vi_; e
f € EndgV;. Se v e vf sao linearmente independentes sobre D, entao existe r € R tal
que rv =0 e r(vf) # 0, o que é uma contradi¢do, visto que r(vf) = (rv) f = 0. Logo,
v e vf sao linearmente dependentes sobre D. Iremos mostrar que existe d € D tal
que vf = vd. Com efeito, como v e vf sao linearmente dependentes sobre D, existem

a,b € D com (a,b) # (0,0) tal que va + (vf)b = 0. Assim,

v (Z ag> + (vf) <Z bg> =0, (4.1)

Z(U%) + Z((Uf)bg) =

geG geG

Se b # 0, existe gy € G tal que by, # 0. Sejam deg(v) = h e deg(vf) =

isto é,

reindexando os indices, temos:

Z(Uam) + Z((Uf)bg> =

geG geG
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ou seja,

D (varg + (vf)by) = 0.

geG

Assim,

varg + (vf)by =0,

para qualquer g € GG. Fazendo g = g, temos:

Vlrg, = _(Uf)bg()'

Logo,
U(_a790>(b90)_1 =vf.

Sendo assim, basta considerar d = (—a,g,)(bg,) "

Seb=0, de segue que
Z(Ua’g) = 07

e assim vay, = 0, para todo g € G. Ademais, observe que se b = 0, necessariamente
a # 0, visto que (a,b) # (0,0). Logo, como a # 0, existe ¢’ € G tal que a, # 0. Em
particular, vay = 0 e como ay # 0, concluimos que v = 0, o que ¢ um absurdo pois
v ¢ V;_q porém 0 € V;_;. Portanto, s6 precisamos analisar o caso b # 0 e isso ja foi
feito anteriormente.

Dado w € Vj, existe r € R tal que v = w. De fato, fixado w € V;, iremos
considerar uma D-base de F contendo v, digamos {v} U {zs}sca. Defina a aplicacao

r:V — V, dada por r(x) = wd,, onde x = vd, + Zz(;d(;x, com d,,ds, € D, ou
SEAN

seja, T (vdz + Z 25d51> = wd,. Nao é dificil ver que r é linear e, além disso, dado
seA
d € D, temos r(zd) = wd,d = (wd,)d = r(x)d. Logo, r € EndpV. Ademais, dado

ge{l,....,r},se j > i, temos w € V; C Vj, e dai w € V;. Assim, se z € V}, entao
r(z) = wd, € V;D CV;, visto que V; é um D-subespaco. Portanto, r(x) € V}, ou seja,
r(V;) C V;. Para o caso em que j < i, como v ¢ V;_y e V; C V,_4, entdo v ¢ V;. Logo,
se x € V}, entdo d, = 0 e portanto r(z) = wd, = 0 € V. Dai, r(V;) C V;. Sendo assim,

r € R = EndpF. Além disso, como v = v.1 + 225.0, entdo r(v) = wd, = w.1 = w.
e
Consequentemente, wf = (rv)f = r(vd) = wd. Dai, nao ¢é dificil ver que f é homogéneo

de grau g, se, e somente se, d ¢ homogéneo de grau g.
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[
Na proposicao a seguir, mostraremos que um isomorfismo de pares

(D, F) — (D', F') induz um isomorfismo de EndpF em Endp F'.

Proposigao 4.1.6 Dado um isomorfismo (g, 1) de (D, F) em (D', F'), existe um
unico isomorfismo de dlgebras graduadas ¢ : R — R', onde R = FEndpF,
R = EndpF', tal que 11(rv) = (r)1(v), para todo r € R e para todo v € V.
Dois isomorfismos (Yo,11) e (), 1)) determinam o mesmo isomorfismo R — R’ de

dlgebras graduadas se, e somente se, existe um homogéneo nao nulo d € D., onde € é

o elemento neutro de G, tal que V() = d "o(z)d e ¥} (v) = 1 (v)d.

Demonstracao:  Observe que a Proposicao [4.1.6] é uma adaptacao do Teorema
[2.2.5] Nessa proposic¢ao, substituimos os conjuntos Endp(V) e Endp/ (V') por EndpF
e Endp F', respectivamente. Sendo assim, a prova da primeira parte da Proposigao
pode ser realizada utilizando os mesmos argumentos da demonstracao do Teorema
2.2.5, com excegao do fato de mostrar que ¢(r) € R'. Dessa forma, considere v' € V.
Pela Definicao m, temos ; *(v') € V;, para i = 1,...,r. Dai, dado r € R, temos
r(Yrt(v) € Vi, para i = 1,...,7. Logo, 1 (r(¢;(v)) € VY, ou seja, ¢(r)(v) € V7,
para i = 1,...,r, ficando assim provado que de fato ¢(r) € R'. A demonstragao da
segunda parte da Proposicao também é analoga a que foi realizada no Teorema
2,29

|

Definigao 4.1.7 Sejam D e D’ dlgebras graduadas com divisao, graduadas pelos gru-
pos G e H, respectivamente e sejam V e V' espagos vetoriais graduados sobre D e
D', respectivamente. Uma equivaléncia de (D, V') em (D', V") € um par (1o, 1), onde
Yo : D — D' é uma equivaléncia de dlgebras graduadas e 1, : V. — V' € uma equiva-
léncia de espagos vetoriais tal que 1 (vd) = 1(v)o(d), para todo v € V' e para todo
deD.

Observagao 4.1.8 Seja F : Vo € V3 C --- C V. um flag graduado sobre V, en-

tao Vb[g} C Vl[g] c - C VY éum flag graduado sobre V19! o qual denotaremos
por Fl9l. Com efeito, observe que Vo[g}, e ,VTM sio 91D _subespacos, pois V; para
1 =0,...,r, sao D-subespacos e portanto V;D C V;, para i =0,...,r. Ademais, como

Vo Vi C--- CV,, entao de fato temos a sequinte cadeia Vo[g} C Vl[g] c.-C VM
Além disso, como Vo =0 eV, =V, entao Vo[g} =0e W[g] =V
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4.2 Isomorfismos Graduados de Anéis de

Endomorfismos de Flags Graduados

Sejam R = EndpF e R' = Endp/F', onde F e F' sao flags sobre as dlgebras
graduadas com divisao D e D', respectivamente. Se existe g € G tal que ([gfl]D[gl, Flal)
¢ isomorfo a (D', F’), entao pela Proposigao [4.1.6, R e R’ sdo isomorfos como anéis

graduados. Ainda nesta segao, provaremos a reciproca dessa afirmacgao anterior.

Definicao 4.2.1 Seja F : Vo C V4 C --- C V, um flag graduado em um espago
vetorial graduado V' sobre uma dlgebra graduada com divisao D. Dizemos que uma
base f = {v1,...,v,} de V sobre D € uma base de F, se {vy,...,v,,} € uma base para

Vi, onde n = dimpV e n; = dimpV;, parai=1,...,r.

Lema 4.2.2 Seja R = EndpF, onde D é uma dlgebra graduada com divisao, V um
D-mddulo a direita graduado e F : Vo C Vi C --- CV, =V € um flag graduado sobre

V. Entao, os submodulos de V' como um R-mddulo a esquerda sao Vy, ..., V.

Demonstragao: Primeiramente, observe que Vg, Vi, ..., V, sao R-submodulos gra-
duados de V, visto que ¢(V;) C V;, para todo ¢ € Rei=1,...,r. Suponha que W é
um R-submoédulo graduado de V' nao nulo e seja p o inteiro que pertence ao conjunto
{1,....r} tal que W C V, e W € V,,_;. Dessa forma, sendo w € W\V,_, existe uma
base 5 = {vy,...,v,} de F tal que Un, 141 = w, onde n = dimpV', n,_1 = dimpV,_1.
Com efeito, sendo #; uma base para V7, podemos completar a base 3, de tal forma que
iremos conseguir uma nova base, digamos (35, para o V5. Iremos continuar esse procedi-
mento, completando base até chegarmos em uma base para o V,_;. Como W € V,,_y,
entao w é L.I com os elementos da base de V,,_;. Portanto, a uniao da base de V,_;
com {w} serd um subconjunto L.I de V},, portanto podera ser completado até se obter
uma base para V,. Continuando o procedimento, iremos fazer uma base para V,4; e
assim sucessivamente até chegarmos a uma base para V e, dessa forma, conseguimos
uma base 3 de F que cumpre as condigoes anteriormente mencionadas. Dado v € V,,
e sendo 7’ o endomorfismo D-linear de V' tal que r’'w = v e r'v; = 0, se i # ny_1 + 1,
entdo ' € R. Com efeito, basta mostrarmos que 7'(V;) C V;, para i = 1,...,r. Para
mostrarmos que ' € R, dividiiemos a prova em dois casos. Sendo x € V;, n; = dimpV;,
existem \; € D tais que = = Z v; \;. Assim,

i=1
12 Caso (i <p—1):
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r'(z) =1 <Z Uﬁ\i) =0e 0 € V. Portanto, v'(V;) C V.
i=1
22 Caso (i >p—1):

r(z) =’ (Z vMi> = ' (Un, 141) Ay i1) = 7(W) (A, 142) = (A, 1 41),

onde v(Ap,_,+1) € V, € V;. Logo, r'(V;) C V;.
Dessa forma, ' € R. Como W é um R-submodulo, concluimos que v = r'w € W
e portanto V,, € W.
|

Lema 4.2.3 Seja R = EndpF, onde F é um flag sobre a dlgebra graduada com divisdo
D. Se e € um idempotente de R tal que e(V) = Vi, entdo Ry = Re € um subanel de
R, a aplicagio r — 7|y, € um isomorfismo de Ry em EndpVy e R = Ry & I, onde
I = R(1—e).

Demonstragao: Nao ¢ dificil ver que R; e I; sao ideais & esquerda e, dessa forma,
em particular R; ¢ um subanel. Denotando ¢ : ; — V como a aplicacao inclusao, a
aplicac@o ¢ dada por ¢(ry) = irje € um homomorfismo injetivo de EndpV; em R;. De
fato, para cada x € V, temos re(x) € V;. Como e(V) = V;, por hipotese, para cada

x €V, existe y, € V tal que me(x) = e(y,). Dai, por um lado, temos:
o(rir)(x) = iryre(x) = rie(y,).
Por outro lado, temos:
(o(r1)p(r2))(x) = ((irr€e)(irze))(x) = rierze(x) = riee(y) = rie(ys).
Ademais, dado = € V| temos:
o(ry + 1) (x) = i(ry + m)e(x) = irre(x) + irqe(x) = (o(r1) + @(12)) ().
Logo, p(rim2) = @(r1)p(r2) e o(r1 +12) = @©(r1) + ¢(ra). Além disso, observe que:
Ker(p) = {ri1 € Endp(V1); ¢(r1) = 0},

isto ¢, Ker(yp) = {r; € Endp(V}); irie(xz) = 0,Yax € V}. Dai, como e(V) = Vi, temos
Ker(¢) = {r1 € Endp(V1); ri(v1) = 0,Yu; € Vi} = {0} e assim temos a injetivi-

dade. Além disso, dado r € Ry, a restri¢ao r|y, de r em Vj estd em EndpV; e como
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r € Ry = Re, entdo r = rge, para algum rq € R. Logo, i(r|y, )e = re = (roe)e = roe = 1.
Portanto, ¢ é um isomorfismo de anéis graduados. Para provar que R = R; @ I, onde
I, = R(1 — e), basta utilizar o Lema 2.54 em [3].

|

Observagao 4.2.4 Dado v € V er € R, o elemento re(v) estd em Vi, visto que
R = EndpF = {¢ € EndpV |p(V;) C Viyi = 1,...,r} ee(v) € Vi. Ademais, sendo
vy € Vi, observe que vy = e(y), onde y € V. Logo, e(y) = e(v1), ou seja, v, = e(vy).
Em particular, temos ere(v) = re(v), pois re(v) € V1. Dai, ere = re, para todo r € R.

Assim,
(I—er(l—e)=(r—er)(l—e)=r—re—er+ere=r—er=(1—e)r.

Dessa forma, I, também serd um ideal a direita, pois pelo Lema temos
I, = R(1 — e) e portanto, sendo r(1 —e) € I; e s € R temos:

r(l—e)s=r(l—-e)s(l—e),

onde r(1 —e)s € R. Dai, r(1 —e)s € I;. Ademais, temos I, = anngVy. De fato, se
r € anngVy, entao rv; = 0, para todo vy € V1. Como e(V) = V4, entao re(v) =0, para
todo v € V. Logo, re = 0. Como podemos escrever r = re+r(l—e), temosr = r(l—e),
e assim r € Iy. Por outro lado, se r € Iy, entio r = ro(1 — €), com ry € R, portanto
re =ro(1—e)e = 0. De forma andloga ao que foi feito anteriormente, se re =0, entdao
rvy = 0, para todo vi € Vi, ou seja, r € anngVi. Dessa forma, concluimos que re =0

se, e somente se, r € 1.

Lema 4.2.5 Seja ¢v : R — R um isomorfismo de dlgebras graduadas, onde
R = EndpF e R = EndpF' sao os anéis de endomorfismos dos flags graduados
F e F' sobre as dlgebras graduadas com divisio D e D', respectivamente. Se e € um
idempotente nao nulo de R tal que e(V') = Vi, entao V] = (e)(V').

Demonstragao: Primeiramente, observe que ¥ (e)(V’) é um subespaco, pois 1(e) é
linear e ¢(e)(V') é imagem de um espaco vetorial por uma transformacao linear. Além
disso, dados d' € D' e v' € V| temos ¥(e)(v")d = ¢(e)(v'd’), visto que 1(e) € R, onde
Y(e)(W'd) € P(e)(V'). Assim, ¢(e)(V’') é um D’-submodulo de V'. Ademais, ¥ (e)(V"’)
também é um R’-submodulo de V', pois dados ' € R', v' € V' e como ere = re, onde

r = ~1(r’"), pela Observagao [4.2.4] temos:
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onde ¥(re)(v') € V'. Ademais, ¢(e)(V’) ¢ um submoédulo ndo nulo, caso contrario,
P(e) = 0, isto é, e = 0, visto que ¢ é um isomorfismo. Porém, e ¢ nao nulo,
por hipotese. Como #(e)(V’) é um R-submodulo nao nulo de V', pelo Lema [4.2.2]
Y(e)(V') pode ser V/,..., V. Dai, V/ C 9(e)(V'). Seja f' uma proje¢do nao nula
de V' em V/ e f = ¢~ (f). Nao é dificil ver que f' € Endp/(V') e, além disso,
vy € vV € V/ parai = 1,...,7. Logo, f/ € R. Como f = ¥ (f"), entao
Y(f) = f' e sendo vy € V/, como V] C (e)(V'), temos vy = 1(e)(v'), isto &,
(e = Be)(W) = W(e)(v') = v}. Logo, ¥(e)f’ = f e portamto, ¥(e)p(f) = ()
e assim ef = f. Suponha que f(V) = 0. Dai, f = 0, ou seja, Y "(f') = 0 e assim
f" = 0, o que é um absurdo, pois ' é uma projecdo nao nula. Entao, nesse caso,
0# f(V)=ef(V) C Vi epelo Lema[d.2.2] como f(V) é um R-submédulo de V, temos
f(V) =V, =e(V). Observe que f atua como identidade sobre sua imagem, e portanto

sobre e(V), assim f(e(v)) = e(v), para todo v € V, logo, fe = e. Assim,

Y(e) (V) = () (V) S e(HV) =@ () (V) = f(V) = V.

Lema 4.2.6 Sejam R = EndpF e R' = Endp F' os anéis de endomorfismos dos flags
graduados F e F' sobre as dlgebras graduadas com divisao D e D', respectivamente.
Seja = {v1,...,v,} wma base de F e seja e;; o endomorfismo D-linear de V tal
que e;jvr, = 0jpv;. Se v : R — R’ € um isomorfismo de dlgebras graduadas, entdao
dimpV = dimp/V'. Além disso, dado v} nao-nulo em (e11)(V), existem v}, ..., v, em
V' tais que B = {v}, v}, ..., v} € uma base para V' e (e;;)(v),) = d;1v; para quaisquer
i,7 tais que e;; € R.

Demonstragao: Nao é dificil ver que ey, ..., e,, sao idempotentes ortogonais em

R tais que ey; + -+ + e,, ¢ a identidade de R. Dessa forma, V' = @Qg, onde
j=1

Q5 = 1(ej;)(V"). De fato, observe que

J
¢(611 + -+ enn) - ¢(611) + -+ ¢<€nn)a

dessa forma, 1(e11) + -+ + ¥(enn) ¢ a identidade de R'. Sendo assim, dado v € V’,

temos

v =(enn) (V) + - 4+ Y(enn) (),
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logo V' C Zlm@/}(eii). A inclusao Zlm¢(eii) C V' é imediata, e portanto

=1 i=1
n

V' = mew(eii). Ademais, como ¢ é um isomorfismo, entao 1 (eyq),. .., (ey,) sdo
i=1
idempotentes ortogonais e, consequentemente, cada um deles atua como identidade
n

sobre sua imagem e a composicao de dois distintos é zero , logo @ P(ej;) (V') de fato &

7j=1
uma soma direta. Dado z € @, temos x = 9(ej;)(v'), onde v' € V'. Dai, dado d’' € D',

temos xd = 1)(e;;)(v')d". Como (e;;) € R, entéo
wd' = 1(ej;)(v)d" = (ej;)(v'd).

Note que 9(ej;)(v'd’) € ¥(ej;) (V') = Q). Portanto, Q’; ¢ um D’-subespago nao nulo de

V'’ e assim
n
dimpV' =" dimpQ; > n = dimpV.
j=1
Analogamente, mostra-se que dimpV > dimp/V’', e portanto dimp'V' = dimpV.

n

Assim, ZdimD/Q; = n e portanto dimp/Q; = 1, para j = 1,...,n. Dado ¢;; € R,
j=1

temos:

V(eif)Qy = ()Y (ers) (V') = Y(esen) (V') = 0,
para qualquer k # j. Se 1(e;)Q; = 0, entdo (e;;)Y(ej;)(V') = 0 e, dessa forma,
P(eij) (V') = 0, isto &, P(ei;) = 0, o que é um absurdo. Assim, ¢(e;;)Q; # 0. Como
€ii€ij = €4, entao
P(ei) Q5 = P(ei)(ej;) (V) = (i) (V') = dblewei) (V') = v(en) (e (V),

onde ¢(e;;)(V') € V'. Logo, ¥(ei;)Q; € @, onde Q; = ¥(ey)(V'). Como Q; e Q)
sao D’-médulos de dimensdo 1, concluimos que a aplicacdo ¢ : Q) — @ dada
por ¢;;(v") = 1(e;;)v" € um isomorfismo de D'-moédulos. Com efeito, para quaisquer

viw' € Q) ed €D temos:

@i (V" +w') = Y(ey) (v +w') = Y(e;) (V) + (eij) (w') = i (V) + i (w')

i (V'd) = 1(ei;) (V'd) = 1h(ei;) (v)d" = i (V')
Ademais, como 1 = dimpQ; = dimKer(py;) + dimIm(gp;;), entao dimKer(py;) =

0 ou dimIm(p;;) = 0. Mas vimos anteriormente que v(e;;)Q; # 0 e, sendo assim,
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dimKer(p;;) = 0, ou seja, ¢;; ¢ injetiva. Nesse caso, dimIm(p;;) = 1 e p;; também
é sobrejetora, logo ¢;; é um isomorfismo. Seja v; o elemento tnico de @} tal que

n
P(ey;)(v)) = v}, com i =2,...,n. Sendo v, € Q, comi=1,...,n, e como vale @Q;,

i=1
entao {v},...,v,} é L.I. Como dimp'V' = dimpV = n, temos ' = {v],...,v,} é uma
base de V'. Para qualquer e;; € R e k # j, temos v}, = ¢(exx)(v'), para algum v’ € V7,

e portanto, 1 (e;;)(v},) = V(€)Y (er) (V') = Y(eijerr)(v') = 0. Além disso, e1; € R e
Y(en)P(ei)(v;) = Y(enies;) (Vi) = P(ewy)(v;) = vy.
Dado = € V' note que

Y(eij)(x) = P(ei)v(ei)(x) = Y(eq)(2),

onde 2" = (ey;) (). Logo, Imip(e;;) C Q;. Assim, 9(e;;)(v;) € Q;. Como v; & o tinico
elemento de Q] tal que ¥(ey;)(v;) = v}, com i = 2,...,n, temos Y(ey)(v]) = v;. [

Teorema 4.2.7 Sejam D, D’ dlgebras graduadas com divisao, V,V' mddulos a direita
graduados sobre D e D', respectivamente, e R = FEndpF, R = FEndpF,
onde F :Voc Vi C---C V., F:VygCcV/C---CV/ sao flags graduados sobre
V e V', respectivamente. Se ¢ : R — R’ € um isomorfismo de dlgebras graduadas,
entio r =1, existem g € G e um isomorfismo (1o, 1) de (97 1DW, Flaly em (D', F')
tal que ¥1(rv) = Y(r)y(v), para quaisquer r € R ev € V.

Demonstragao: Seja W, um subespago de V' tal que V =V} & W; e denote por e a
projecao correspondente sobre V;. Entao e ¢ um idempotente de R tal que e(V') = V7.
De fato, como V = V; & Wy, entao dado v € V, temos v = v; + wy, onde v; € Vj e
wy € Wi. Dai, e(v) = e(vy +w;) = v;. Assim, e?(v) = e(v1) = vy, logo €? = e. Dessa
forma, pelo Lema , temos R = Ry @ I, onde R; = Re e I; = R(1 — e). Considere
V'’ como um R-médulo & esquerda com a agao rv := (r)(v). Do Lemal[d.2.5] segue que
Vi = ¢(e)(V') e, assim, eV’ = V/. Da Observagao dado r € I, temos I e = 0,
ou seja, [1e(V) = 0. Como e(V) = Vi, temos I;V; = 0. Analogamente ao que foi feito
anteriormente, mostra-se que [;V/ = 0. Além disso, note que V; e V/ sao R-submoddulos,
assim pelo Lema temos que V; e V] sdo R-moédulos simples. Como V] = 0,
entao RV; = (Ry @ I1)Vh = R1Vi. Analogamente para [;V] = 0, temos RV} = R;V].
Sendo assim, Vj e V/ sdo R;-mo6dulos simples. Da Observagao , segue que existem

g € G e um isomorfismo 9 : Vl[g} — V/ de Ry-moédulos. As igualdades I1V; = 0 e
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1V} = 0 implicam que ¢/} é um isomorfismo de R-moédulos. Defina 1) : v Ipld — D
como
Vo(d) = ¢4 ((¢)) 7 (V)d),
para v' € V' e d € D. Portanto, (¢g,%}]) é um isomorfismo de ([gfl]D[g],Vl[g}) em
(D, 17).
Sejam 5 = {vy,...,v,} uma base para F e [/ = {v],...,v.,} a base de V'

mencionada no Lema com v} = 9} (v1). Considere ¢, : V. — V' a aplicacao

Yr(vidy 4 - -+ vpdy) = Vito(dr) + - - - 4 vbo(dy). (4.2)

Observe que (1, ;) € um isomorfismo de (1971 DWW, V19)) em (D', V). Vamos mostrar
agora que um escalar em R pode sair da aplicacao ¢;. Como e;jvy = d;v; € e;;v;, = djx0],

entao dado e;; € R e v, € 3, temos:

Ui(eion) = b1 (vi) = ) = €40 = eqjibn (vp). (4.3)
De fato, para d;; = 0 ndo ¢ dificil ver que a Equagao [£.3]é valida. Para d;; = 1, temos:
Pi(eijor) = Y1(0kvs) = Y1 (vi) = v; = G0y = €4v), = ey91(v).

Nao é dificil ver que 11 (v + w) =11 (v) + ¥1(w), para quaisquer v,w € V. Ademais,

dado v € V| podemos escrever v = > (v;d;). Sendo assim, por um lado temos:

vawd) = w1 (Yo (i) d) = v (P wildid)) = v (Fo (i) = D (ol £).

onde f; =d;d € D e d,d; € D. Por outro lado, temos:

Ur(0)o(d) = v (D (0ide) ) Yold) = (3 (ivo(d:))) vold) = 3 (iwro(fi)

onde f; = d;d € D e d,d; € D. Logo, ¥ (vd) = 11(v)o(d), para quaisquer v € V e
d € D. Portanto,
Un(eiv) = et (v), (4.4)
para todo e;; € R e para todo v € V.
Dado d € D, denote por r4 o endomorfismo D-linear de V' tal que r4(vx) = vd,

para k =1,...,n. Nao é dificil ver que ry € R, para todo d € D. Temos que

ravy = rafi(v1) = Y1(rav1) = 1 (v1d) = viahe(d).
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Além disso, temos rqv;, = v, Y0(d), para k = 2,...,n. De fato, primeiramente observe
que para qualquer d € D e para todo e;; € R, temos e;;rq = rqe;5, visto que dado
v € 3, temos:

e;ira(v) = e;;(vd) = e;j(v)d = rq(e;;v) = rae;;(v).

Sejam d, ..., d) elementos homogéneos em D’ tais que
!/ ! ! g/
TqU, = vidy + - +v,d,,.

Note que

n

eii(rquy) = e (Z v}d}) = Z(eiiv;)d; = Z(&jv;)dg = v.d..

j=1 j=1 j=1

/

Dai, se i # k, entao v,

d; = e;;(rquy) = raeivy, = rqadivs = 0, consequentemente d;, = 0.

Portanto, r4v), = v,.d},. Como eq;v), = O] = v}, temos:
! ! 7/ / / / /
vidy, = evpdy, = e vy, = Tee1pvy, = rqv; = vito(d),

o que implica que dj, = 1y(d) e assim fica provado o que afirmamos anteriormente que

rqvy, = vio(d), para k =2, ..., n. Dessa forma,

Y1(rqvr) = Y1(vrd) = viho(d) = rqv), = rathr (Vi)

e portanto

P1(rav) = ray(v), (4.5)
para todo d € D e para todo v € V. Considere r € R e sejam d;; os elementos de D
tais que rvy = vidig + -+ + vpduk, para k = 1,...,n. Entao r = Zrd”e”, onde a
soma ¢ sobre 4, j tais que e;; € R. Portanto, R é gerado como um anel pelos ¢;; que
estao em R juntamente com os elementos {r, | d € D}. Portanto, e implicam
que ¢ (rv) = 711 (v), para todo r € R e para todo v € V. Logo, ¥1(V;) C --- C 1 (V;)
sao R-submodulos de V. De fato, considere ¢4 (V}), com j = 1,...,r, e tome 9 (vg),

onde v, estd na base de Vj, para j = 1,...,r. Dado ¢;; € R, temos:

eijthr(ve) = Yr(eor) = Y (),
onde z = e vy, € RV; C V;, assim ¢1(x) € ¢1(V;). Analogamente, mostra-se que
o' (V]) € -+ C Y (V)) sdo R-submodulos de V. Pelo Lema [4.2.2] concluimos que
r=r"ey(V;)=V/ parai=1,...,r.
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|
Seja G um grupo. Dada uma algebra graduada com divisao D e
g=1(91,-..,9,) € G™, onde n é um namero natural, denote V(D,n,g) como sendo o

n

D-modulo a direita graduado @ 9D,

i=1
Observacao 4.2.8 Os pares (D,V(D,n,g)) e (D',V(D',n,g)) sao isomorfos se,
e somente se, D = D', n = n' e existem hy,...,h, € SuppD, o € S, tais que

9i = gé(i)hcr(i), parat=1,...,n.

Dada uma terna (D, m, g), onde D é uma élgebra com uma graduagao com divisao
pelo grupo G, m = (my,...,mgs) é uma s-upla de ndameros naturais e
g=1(91,-..,9n,) € G", onde n = my +- - -+ms. Denote por F(D,m, g) o flag graduado

‘/OC‘/l C .- C%,Onde%zoe%:@[gj]D’ni:ml_{_..._'_mi’ parai:l’.._’g.
j=1
O anel R = EndpF de endomorfismos desse flag é denotado por A(D, m, g).

Lema 4.2.9 Sejam F(D,m,g) : V, C --- C Vy e F(D',m/,¢) : Vj C --- C V!
flags graduados de mesmo comprimento e seja Yy : D — D' um isomorfismo de
dlgebras graduadas. Existe um isomorfismo ¢, : Vo — V! de espagos vetoriais
graduados tal que (Yo, Y1) € um isomorfismo de pares se, e somente se, m = m/ e

existem hy, ..., h, € SuppD, onden =ny +---+ng, e 0 € Sy, X -+ X Sy, tal que
g9i = g(;(i)ha(i)-

Demonstracao: Denote m = (my,...,my) em’ = (m},...,m.). Suponha que existe
um isomorfismo de espagos vetoriais graduados ¢; : V; — V! tal que (¢g,%1) é um
isomorfismo de pares. Nesse caso, os pares (D, V;;1/V;) e (D,V/ ,/V/) sdo isomorfos,
com ¢ = 0,...,s — 1. De fato, considere a aplicagao ¢ : Vi11/V; — V[ ,/V/ dada

por ¢(v) = ¥1(v). Essa aplicacao esta bem definida, pois dados w,v € V;41/V; tais que

W =1, temos w—v € V; e como (g, ¢1) é um isomorfismo de pares, entao ¢, (V;) C V7,

logo ¢ (w —wv) € V/, isto é, 1 (w) = 91 (v). A linearidade de ¢ é imediata. Além disso,

sendo U € V;11/V; e d € D, temos:

p(Ud) = p(vd) = Pr(vd) = ¥1(v)do(d) = ¥1(v)vo(d) = (T)Yo(d).

Seja T € Ker(yp). Logo, ¥1(z) = 0 e assim ¢(z) € V/. Como (p,%1) é um isomor-
fismo de pares, entao V/ = 1;(V;) e portanto existe y € V; tal que ¥y (z) = ¥1(y).
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Dai, x = y, visto que 1); é injetora. Assim, T = 0, ou seja, ¢ ¢ injetiva. Nao é difi-
cil ver que ¢ & sobrejetiva. Por fim, considere T € (Viy1/Vi), = ((Vig1)y + Vi)/Vi =
(((Vs)g N Viz1) + Vi)/V;. Dessa forma, T = @, onde a € (Viy1), = (Vi)g N Viys. Dai,

o) = p(@ = vYi(a). Como a € (Vit1)y, entao ¢y(a) € (Vi), e, dessa forma,

Pi(a) = p@) = o) € (V! ,/V/)g. O espaco vetorial V;;1/V; tem uma base de

elementos homogéneos de graus g,,11,. ., Gn;4miy,, onde ng = 0 e n; = n;_y + my
para i = 1,...,s. Com efeito, se {vq,...,v,, } é€ uma base homogénea do flag, entdo
{vi,...,vn,,,} € uma base de Vi1, logo {Uni1,...,Un,,,}, Ou até mesmo
{41, s Unytmis } € base para Vii1/V; com graus gn,+1, Gni+2, - - - » Gnstms, 1, FESPEC-

tivamente. Analogamente, V; ;/V/ tem uma base de elementos homogéneos de graus

/ / s _ .
Girs s It Convencionando que mgy = 0, observe que:

(D7 m, 8) = @ V(D7 my, gm¢71+17 cee 7gm¢,1+m¢)>

i=1
onde m = (my,...,ms), & = (g1,...,9,) cOm n = my + --- + m,. Dessa forma,
Vi = V(D,m1,(g1,--,9m,)) € V| = V(D’,m’l,(gi,...,g;l,l)). Como vimos anteri-
ormente, (Vi11/V;) = (V/,,/V/), logo para i = 0 temos Vi = V] e, dessa forma,
(D,Va) = (D', V7)), ou seia,

(D7 V(D7m1> (917 s 7gm1))) = (D/> V(D',m'l, (gia s >9;n’1)))

Portanto, m; = m/. Esse argumento pode ser repetido e de maneira geral tem-
se m; = m,. Sendo assim, pela Observagao , m; = m;, existem m,; elementos
que pertencem ao suporte, isto é, existem h,,t1,..., p4m; € SuppD e uma per-
mutagao o; de elementos {n; + 1,...,n;, + m;} tal que g; = g(’,i(j)hgi(j) para todo
j € {n; +1,...,n; + m;}. Portanto, m = m’, além disso se 0 = oy ---0,, entdo
gi = gff(i)hg(i) para i = 1,...,n. Para provar a reciproca, considere {v],..., v/} uma
base de F(D',m’,g’') de elementos homogéneos com degqv; = gi. Sejam d},...,d,
elementos homogéneos nao nulos de graus hq,...,h,, respectivamente. Sendo w; =
Ué(i)d;(i), o conjunto {ws,...,w,} é uma base de F(D',m’ g') e degow; = g¢; para
¢t = 1,...,n. De fato, observe que w; para ¢ = 1,...,n sao elementos homogéneos,
sao L.I, o conjunto formado por esses w)s tem n elementos e w; € YD, para cada

1=1,...,ne
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degaw; = (degv;(i))(degd;(i)) = g;(i) ho(i) = 9i-

Seja {v1,...,v,} uma base para F (D, m,g) de elementos homogéneos de graus
g1, - - -, gn, respectivamente. Entao, a aplicagao vy (vidy + -+ + vpd,) = wiho(dy) +
-+ + wpho(d,) é um isomorfismo de espagos vetoriais graduados tal que (g, 11) é um
isomorfismo de pares. Com efeito, de forma analoga ao que foi feito na aplicagao
do Teorema , fica estabelecido um isomorfismo entre V; e V! e, nesse caso, como
Y1 (v;) = w; onde deggw; = ¢; = degv;, com i = 1,...,n, temos um isomorfismo de
espagos vetoriais graduados. Além disso, 1 (V;) = V/, para todo i =0, ..., s, visto que
a base de V; esta sendo levada na base de V/. Por fim, a igualdade ¢ (vd) = 11 (v)(d),
para todo v € V e para todo d € D, pode ser verificada de forma analoga ao que foi
feito no Teorema [4.2.7
|

Corolario 4.2.10 As dlgebras A(D, m, g) e A(D',m/, ¢) sao isomorfas se, e somente
se, m = m/, existe g € G tal que 91DV =~ D' existem hy,..., h, € SuppD e
0 € Sy X -+ X Sy, tais que g; = go(i)ho@yg para i =1,... n.

Demonstragao: Pelo Teorema [4.2.7] as algebras A(D,m,g) e A(D',m’, g’) sao iso-
morfas se, e somente se, os flags F(D,m,g) e F(D',m’, g') sao do mesmo comprimento
e existe ¢ € G e um isomorfismo (1)g, 1) de (D', F') em (91D, Fll). Observe que
F(D,m,g)¥ = F(D,m,k), onde g = (g1,...,9:) e k = (g19,...,gs9). Além disso,

Supp 71Dl = ¢ (SuppD)g. Com efeito, dado 7 € SuppD, temos
0#D, =D

dado a € Supp 71D temos 0 # a1 pl) = Dy,og-1. Dal, gag™' = 7 € SuppD e,

1 -1

g € Supp 91D, Reciprocamente,

99 g9~

L =l DELTQ. Logo, g~

dessa forma, a = g~'7g, onde 7 € SuppD, concluindo assim que a € g~ (SuppD)g. O
resultado agora segue do Lema [4.2.9]

|

A seguir iremos considerar equivaléncia entre anéis de endomorfismos de flags

graduados. Para anéis de endomorfismos de espagos vetoriais temos o seguinte resul-

tado:

Proposigao 4.2.11 ([4], Proposicao 2.33) Sejam D e D' dlgebras graduadas com

divisao e sejam V e V' mddulos a direita graduados sobre D e D', respectivamente.
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Se vy : R — R é uma equivaléncia de dlgebras graduadas, onde R = EndpV,
R' = Endp/V', entao existe uma equivaléncia de pares (1o, 1) de (D,V) em (D', V')
tal que ¥1(rv) = (r)y(v), para todo r € R e para todo v € V.

Assim como foi feito no Teorema [4.2.7] obtemos o resultado andlogo para anéis

de endomorfismos de flags graduados.

Corolario 4.2.12 Sejam D e D’ dlgebras graduadas com divisao, considere V e V' mo-
dulos a direita graduados sobre D e D', respectivamente, e R = EndpF,
R = Endp/F', onde F e F' sao flags graduados sobre V e V' respectivamente. Se
Y : R — R' € uma equivaléncia de dlgebras graduadas, entao existe uma equivaléncia
de pares (g, 11) de (D, F) em (D', F') tal que ¢ (rv) = ¥ (r)i1(v), para todo r € R e
para todo v € V.

Demonstragao: Seja e uma projegao de V' sobre V; e Ry = Re. Pelo Lema [£.2.5]
temos que € = 1)(e) é uma projecao sobre V/. Sendo R| = R'¢’, segue do Lema [1.2.3]
que r — 7y, é um isomorfismo de Ry em EndpVi e v’ — 7'|ys € um isomorfismo de
R} em EndpV]. A restrigdo de ¢ a Ry é uma equivaléncia de R, em R}, visto que ¢ é

uma equivaléncia, por hipotese, e

U(Ry) = (Re) = ¥(R)ip(e) = R'e’ = Ry.

Consequentemente, pela Proposigao [4.2.11} existe uma equivaléncia de pares (¢, ¢1)
de (D, V1) em (D', V]) tal que ¢;(rv) = 1(r)y1(v), para todo r € Ry e para todo
v € V4. Pelo Lema [4.2.3) temos R = Ry € I, onde I} = anngV;. Logo, dado r € R

podemos escrever r = ry + i1, onde r; € Ry e 11 € I;. Dai, dado v € V;, temos

V1(1rv) = i ((ri+in)v) = Pi(rv) = (r)(v) = 7“/1%("0) = (7“/1“/1)%01(“) = (r)(v),

para todo r € R, com 1 € R} e i} € I]. Sejam = {vy,...,v,} uma base de F e
g = {vy,...,v,} a base obtida no Lema com vy = ¥;(vy). Entao, a aplicagao
Yy Vo — V' dada por ¢ (vidy + -+ + vady,) = Vite(dy) + -+ - + v)1bo(d,) é uma
equivaléncia de espagos vetoriais graduados tal que (t¢g,%7) é uma equivaléncia de
pares de (D, F) em (D', F'). Segue da demonstracao do Teorema que ¢ (rv) =
»(r)yy(v), para todo r € R e para todo v € V.

|

Como consequéncia do Corolario obtemos o seguinte resultado:
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Corolario 4.2.13 Se as dlgebras A(D, m,g) e A(D',m',h) sio equivalentes, entao
D é equivalente a D', m = m/, existe uma bijegao A de {g(Supp D)|g € SuppV'}
em {g'(SuppD")| ¢ € SuppV'} e uma permuta¢io o € Sy, X -+ X Sy, tal que
ho(iSupp D" = X(g;Supp D) parai=1,... n.

Demonstragao: Pelo Corolario [£.2.12] existe uma equivaléncia de F(D, m,g) em
F(D',m’ g'). Seja (1g,1) uma equivaléncia de pares. Isso implica que D é equiva-
lente a D', m = m’. Dado g € (SuppV), existe um tnico ¢ € (SuppV’') tal que
P1(Vy) = V,,, consequentemente temos a bijegio g — ¢'. Como 91 (vd) = 11 (v)tho(d),
para todo v € V e para todo d € D, entdao g(Supp D) = h(Supp D) se, e somente se,
g (Supp D') = K (Supp D'). De fato, g(Supp D) = h(Supp D) se, e somente se, g =
hr, com 7 € SuppD. Sejam v € Vj, d € D,, temos vd € V,D, C V,;. Como
P1(Vy) =V, entdo ¢ (vd) = 1(v)ho(d) = h'r" € V,, onde b’ € V}, e 7' € Supp D'".
Logo, ¢ = W7', onde 7 € SuppD’, isto ¢, ¢'(SuppD’) = K (Supp D'). Portanto,
g(Supp D) — ¢'(Supp D’) é uma bijecao, a qual denotaremos por A. Com efeito, a
boa defini¢ao e a injetividade da aplicagao A\ seguem diretamente desta equivaléncia

g(Supp D) = h(Supp D) se, e somente se, ¢'(Supp D') = K (Supp D'). A sobrejetivi-

dade de A é imediata. Seja 5 = {vy,...,v,} uma base de F de elementos homogéneos
de graus ¢y, ..., gn, respectivamente. Entao {v],...,v,}, onde v] = 1;(v;) é uma base
de F’ de elementos homogéneos de graus g1, . .., g, respectivamente. Portanto, existe

uma permutacdo o € Sy, X - - - X Sy, tal que A(g;:Supp D) = g;Supp D' = hy ;) Supp D'
[ |

4.3 Graduacoes sobre Algebras de Matrizes Triangu-

lares Superiores em Blocos

Seja p = (p1,...,ps) uma s-upla de nameros naturais. Defina indutivamente
no=0,n;,=p1+---+p;,parai =1,...,sedenote P, ={n; 1+1,....,n;},i=1,...,s.
Dado i € {1,...,n,}, existe um tnico k € {1,...,s} tal que i € Py, visto que P;, com
it =1,...,s, sao dois a dois disjuntos. Se i € P, e j € P, entao a matriz elementar
e;j € R=UT(p1,...,ps) se, e somente se, k < [. O conjunto das matrizes elementares
que pertencem a R formam uma base para essa algebra e iremos nos referir a essa base

como base canodnica de R.
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Definicao 4.3.1 Uma graduagao R = @Rg pelo grupo G sobre a dlgebra
geG
R = UT(p1,...,ps) de matrizes triangulares superiores em blocos é uma gradua¢ao

elementar se toda matriz elementar na base candénica de R é um elemento homogéneo.

Se R = UT(p1,...,ps) tem uma graduagao elementar, entdo existe uma n-upla
g = (91,-..,9n) de elementos de G, onde n = p; + - - + p;, tal que degge;; = gigj_l.
Reciprocamente, dado uma n-upla g = (g1, . . ., g,), denotamos por R, o subespaco de
R gerado pelas matrizes e;; na base canoénica de R, onde i, j sao tais que gig;1 =g.

Entao R = @ R, ¢ uma graduacao elementar sobre R.

geG
Qualquer graduacao elementar é isomorfa a algebra de endomorfismos de um

determinado flag sobre um corpo. Em [2], os autores provaram que dois anéis de
endomorfismos sao isomorfos se, e somente se, os flags graduados sao isomorfos a menos
de shift. Além disso, os autores determinaram em termos de uplas associadas quando
duas graduacoes elementares sao isomorfas. Nessa secao iremos considerar os resultados
analogos para graduacoes arbitrarias sobre élgebras de matrizes triangulares superiores
em blocos.

Definicao 4.3.2 Uma G-graduacio R = EBRQ sobre a dlgebra R € fina, se

geG
dimRy, < 1, para todo g € G.

Seja G um grupo, nao necessariamente abeliano, R = M,,(F) com uma graduagao
elementar induzida por (g1, ..., ¢g,) € G" e D uma éalgebra graduada por GG. O produto
tensorial R ® D tem uma G-graduagao tal que degg(e;; @ d) = gideggdgj_l. Se o grupo
G é abeliano, o produto tensorial sobre quaisquer duas élgebras G-graduadas S e D

tem uma graduacdo canoénica onde (S ® D), = @ Sh ® Dy. Isso coincide com a
hk=g
graduagao anterior se S = R é uma algebra de matrizes M, (IF) com uma graduagao

elementar. O resultado principal de [I4] é que se G é um grupo abeliano finito e o
corpo [ é algebricamente fechado de caracteristica zero, entao toda graduagao sobre
uma algebra de matrizes triangulares superiores em blocos é isomorfa, como algebra
graduada, a um produto tensorial de uma algebra de matrizes triangulares superiores
em blocos com uma graduacao elementar e a algebra de matrizes completa com uma

graduacgao fina. Mais especificamente, temos o seguinte resultado:
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Teorema 4.3.3 ([14], Teorema 3.2) Sejam G um grupo abeliano finito e
UT(dy,...,dy) uma dlgebra de matrizes triangulares superiores em blocos sobre um
corpo algebricamente fechado F de caracteristica zero. Entao existe uma decomposi¢ao
dy = tp1,...,dpym = tpm, um subgrupo H C G e uma n-upla (g1,...,9,) € G", onde
n=p+-+pm tal que UT(dy,...,dy) € isomorfa a My(F) @ UT(p1,...,pm) como
uma dlgebra G-graduada onde M (F) é uma dlgebra H-graduada com uma gradua-

¢ao fina com suporte H e UT(p1,...,pm) tem uma graduagao elementar definida por

(glv"‘vgn)'

Desde que F seja algebricamente fechado, pelo Lema[2.4.2] temos que uma gradua-
¢ao fina sobre M, (F) é uma graduacao com divisao. Na proxima proposi¢ao, provaremos
que a algebra M(F)@UT (p1, . .., pm) mencionada no Teorema [4.3.3]¢é isomorfa ao anel
de endomorfismos de um flag sobre D = M, (F).

Proposicao 4.3.4 Sejam G wum grupo, D wuma dlgebra graduada com divisao,
p = (p1,...,ps) uma s-upla de nimeros naturais e g = (gi,...,9,) wma n-upla de
elementos de G, onde n = py + -+ ps. A dlgebra UT (p1,...,ps) @ D com a gradua-
¢ao tal que degge;; ® d = gi(aleggd)g;1 ¢ isomorfa a dlgebra A(D, p, g).

Demonstragao: Sejan = p;+---+ps. Considere em M, (F)®p D a graduagao tal que
deggei; ®d = gi(deg(;d)gj’l. A algebra UT (p1, ..., ps) ®r D é uma subalgebra homogeé-
nea de M, (F) ®r D. Observe que A(D, p,g) é uma subélgebra homogénea de EndpV,
onde V =V (D,n,g). Seja 8 = {v1,...,v,} uma base de F(D,p,g) de elementos ho-
mogéneos tais que deggv; = g;. Denote por ¢ : M,,(F) ®p D — EndpV o isomorfismo

dado por
P((Aij) ® d)v = Zvi()\ikd)y k=1,...,n

Denotaremos por e;; o elemento de EndpV tal que e;jv, = 0;;v; para 1 < 4,5,k < n.
Dado d € D, denotaremos por r4 o elemento de EndpV tal que rqu, = wvpd para
k= 1,...,n. Un endomorfismo r € FEndpV é determinado pelas igualdades
rv; = > ,v;d;j, onde d;; € D, j = 1,...,n. Temos r = Zeijrdij, além disso o
elemento 7 esta em F(D,p,g) se, e somente se, d;; = 0 senzljpre que 7 e j sao tais
que i € Py, j € P, ek > l. Dessa forma, F(D,p,g) é gerado pelos elementos
{ejli € Pp,j € P,1 < k <1 < s} juntamente com os elementos {rq|d € D}.
Como ¢(e;; ® d) = e;jrq, entao a algebra UT (py,...,ps) ®r D é isomorfa a algebra

A(D,p,g).
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Corolario 4.3.5 Seja G um grupo abeliano.  Denote por S e S’ as dlgebras
My(F) @p UT(p1, ..., pm) € My(F) @p UT(p},...,p.,), respectivamente, onde M(F),
My (F) sao dlgebras com uma G-graduagao fina e UT (p1,...,pm), UT (P, ..., pl,) tem
uma graduacao elementar definida pelas u-plas g, ¢ de elementos de G, respecti-
vamente. As dlgebras S e S’ sdo isomorfas se, e somente se, My(F) = My(F),
(p1, -y Pm) = (P, ..., p),) e existemg € G, hy, ..., h, € Supp M, ec € Sy, x---X S,
tais que g; = go(i)howg parai=1,...,n.

Demonstragao: Pela Proposicao temos que S = A(D, p,g), onde D = M,(F),
p=(p1,.--pm) eSS =2 AD, p,g), onde D' = My(F), p’ = (p},...,p.,). Como o
grupo é abeliano temos ¥ 1D = D para qualquer g € G, logo o resultado segue do
Corolario

|

Observacgao 4.3.6 Se o corpo € algebricamente fechado de caracteristica zero, entao
seque do Teoremal{.3.3 que qualquer graduagio por um grupo abeliano finito na dlgebra
UT(dy,...,dy) € isomorfa a dlgebra My(F) @p UT (p1,...,pm) graduada como no Co-
roldrio[{.3.5. Neste caso, o Coroldriol{.3.5 nos permite determinar se duas graduagoes

sobre dlgebras de matrizes triangulares superiores em blocos sao isomorfas.

A reciproca do Corolario nao é valida em geral. Provamos que equivaléncia

de graduacoes diferenciam graduacoes elementares e nao elementares.

Corolario 4.3.7 Sejam F um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e
G um grupo abeliano finito. Sejam S = UT (p1,...,pm) uma dlgebra de matrizes tri-
angulares superiores em blocos com uma graduac¢ao elementar pelo grupo G definida
pela upla g e 8" = UT(py,...,p.,) graduada pelo grupo H respectivamente. As dl-
gebras S e S’ sao equivalentes se, e somente se, S’ tem uma graduacao elementar
(P1y. - yDm) = (PYy ..., D) e existe uma bijecao A de {g1,...,gn} em {hy1,... h,} tal
que a igualdade A(g)N(g;)™" = Mge)A(g)™! € vdlida sempre que gigj’1 = grg; €
uma permutacio o € Sy X -+ x S, tal que houy = Ag;) para i = 1,...,n, onde

hz‘ = (degHeh-)*l .

Demonstragao: Se S’ é equivalente a S, entdo pelo Corolario [4.2.13| e pelo Teo-
rema [4.3.3] S’ tem uma graduagao elementar. Observe que (hy,...,h,), onde h; =
(deggei;)™", induz a graduagao elementar em S’. A existéncia de A e o também segue

do Corolario4.2.13] Para provar a reciproca, note que S = A(F,p,g) e " = A(F, p, h).
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Sejam {vy,...,v,} a base candnica de F(F,p,g) e {v],...,v,} a base de F(F,p,h),
onde degpyv, = A(g;). A aplicagao linear ; tal que ¢;(v;) = v} é uma equivaléncia
de espagos vetoriais. Seja ¢ : A(F,p,g) — A(F,p,h) o homomorfismo de alge-
bras tal que ¥ (rv) = ¥(r)Y(v), para todo r € A(F,p,g) e para todo v € V. Entéo
¥(e;;) € homogeneo de grau A(g;)A\(g;)*. Isso é uma equivaléncia de algebras porque
Agi)A(g;) ™" = M) A(g)) " sempre que gig; " = gig; "

|
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