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Resumo

Neste trabalho, enunciamos e demonstramos dois resultados de caracteriza¢do de hiper-
superficies tipo-espago completas imersas, com curvatura média constante, em um espaco de
forma Lorentziano satisfazendo uma desigualdade tipo Okumura. Mais especificamente no pri-
meiro teorema trabalhamos com o espaco de de Sitter enquanto o segundo teorema trata acerca
dos espacos de forma Lorentzianos, isto €, os espacos de Lorentz-Minkowski, de de Sitter e o
Anti-de Sitter. Em ambos os resultados utilizamos uma desigualdade tipo Okumura para esta-
belecer relagdes entre o operador de umbilicidade e a curvatura média a fim de estabelecer que
as unicas hipersuperficies tipo-espago satisfazendo certas condi¢des previamente estabelecidas,
sdo alguns cilindros hiperbdlicos.

Palavras-chave: Desigualdade tipo Okumura; Férmula de Simons; Hipersuperficies tipo-

espaco completas de curvatura média constante; Espacos de forma Lorentzianos.
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Abstract

In this work, we state and demonstrate two results for the characterization of complete
space-like hypersurfaces immersed, with constant mean curvature, in a Lorentzian shape space
satisfying an Okumura-type inequality. More specifically in the first theorem we work with
the de Sitter space while the second theorem deals with Lorentzian shape spaces, that is, the
Lorentz-Minkowski, de Sitter and Anti-de Sitter spaces. In both results we use an Okumura-
type inequality to establish relations between the umbilicity operator and the mean curvature in
order to establish that the only space-like hypersurfaces satisfying certain previously established
conditions are some hyperbolic cylinders.

Key Words: Okumura type inequality; Simons formula; complete spacelike hypersurfa-

ces with constant mean curvature; Lorentzian space forms.
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Introducao

No ano de 1977, o matematico Goddard [13] langou a seguinte conjectura:

Conjectura 0.1 (Goddard)
As unicas hipersuperficies tipo-espaco completas com curvatura média constante do es-

pago de de Sitter ST sdo as hipersuperficies totalmente umbilicas.

Naturalmente, uma conjectura matematica chama a aten¢ao de diversos pesquisadores, em
um primeiro momento para sua veracidade ou falsidade e, em seguida, para as suas implicacgoes.
Com a Conjectura de Goddard ndo foi diferente, uma gama de matemaéticos passou a buscar uma
resposta - seja ela afirmativa ou negativa - para tal especulacdo. Em verdade, a conjectura, sob
as hipdteses em que foi proposta, mostrou-se falsa com o passar do tempo.

De fato, Montiel [21] contribuiu para a solu¢do da conjectura exibindo alguns contra-
exemplos. Montiel mostrou que certos cilindros hiperbélicos formados pelo produto de uma
esfera com o espacgo hiperbdlico sdo hipersuperficies tipo-espaco completas e com curvatura
média constante, entretanto niio sio totalmente umbilicas no espaco de de Sitter S7*" ( alguns
exemplos de tais cilindros hiperbdlicos serdao abordados no Capitulo 2 e no Capitulo 5). Em
breve voltaremos a falar das contribuicdes de Montiel para conjectura de Goddard.

Contudo, a falsidade da Conjectura de Goddard nao desmotivou a comunidade matema-
tica na procura de resultados similares. Em verdade, varios autores trabalharam com o intuito
de provar a veracidade da conjectura pagando o preco de admitir algumas hipéteses adicionais.
O primeiro resultado nesse sentido data de 1987 por Ramanathan [25]. Ele demonstrou que as
superficies tipo-espago completas e com curvatura média H constante tal que H? < 1 so total-
mente umbilicas em S?, deixando claro que, para a técnica de demonstragfo utilizada por ele,
era importante que a dimensao fosse 3. Eis o resultado em sua formulagdo original - traduzido

ao portugueés:



Teorema 0.2 Seja x : M — S? uma imersdo tipo-espaco completa com curvatura média H
constante. M é compacta se, e somente se, H?> < 1. Neste caso M é isométrica a uma 2-esfera
com curvatura de Gauss constante igual a 1 — H 2. Além disso, a imersdo x : M — S:{’ é

totalmente umbilica.

Nesse mesmo artigo, Ramanathan exibiu um exemplo, inicialmente estudado por Dajczer
e Nomizu [11], mostrando que quando H? > 1 ocorre, a conjectura de Goddard é falsa.
Mostraremos agora um resultado devido a Akutagawa [2].
Teorema 0.3 Seja M" " (c) uma variedade Lorentziana (n+1)-dimensional com curvatura sec-

cional positiva c. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco completa com curvatura média H

constante em M" ' (c). Suponha que
(i) H? < ¢, quando n = 2.

4(n —

(ii) H? < —20), quando n > 3.
n

Entdo Y. € totalmente umbilica.

Para os fins desta dissertacdo precisaremos apenas do resultado (ii), por esse motivo,
no Capitulo 4, exibimos a demonstracdo do teorema acima feita por Montiel. Esse teorema,
provado independentemente por Akutagawa, também € uma resposta positiva para a conjectura
de Goddard que, em verdade, para o caso ¢ = 1 e n = 2, recuperamos exatamente o Teorema de
Ramanathan. Desse modo, vemos que tal resultado devido a Akutagawa generaliza o Teorema
de Ramanathan.

O contra-exemplo para a conjectura de Goddard exibido por Montiel, isto €, o cilindro hi-

perbélico isométrico ao produto Riemanniano S*~!(v/1 + r2) xH!(r) C S7*!, com 7 > 0, é um

4(n—1)
n?

Todavia, Montiel também fez contribuicdes favoraveis para a veracidade da conjectura de God-

exemplo de hipersuperficie tipo-espago de curvatura média constante H tal que H? >

dard com o seguinte resultado:

Teorema 0.4 Seja o : X" — STt uma hipersuperficie tipo-espaco compacta imersa em um

espaco de de Sitter. Se p tem curvatura média H constante, entdo p é umbilica.

Destarte, Montiel provou que a conjectura € verdadeira para o caso compacto. Uma de-
monstracao desse fato serd apresentada no Capitulo 4 desta dissertagdo. Em 1994, Montiel [20]
estabeleceu um resultado em que caracteriza os cilindros hiperbélicos S*~!(v/1 + r2) x H(r)
como as tnicas hipersuperficies tipo-espaco completas ndo totalmente umbilicas no espago de

2v/n —1
n

Sitter com curvatura média satisfazendo H = . Tal resultado foi publicado por Mon-

tiel na forma da seguinte



Proposicao 0.5 Seja > uma hipersuperficie tipo-espaco completa imersa em um espaco de

: . 2v/n—1 P
Sitter ST com curvatura média H = ~~———. Entdo, ou X" é umbilica (e entdo compacta)

n
oun > 2 e a curvatura escalar r de X" satisfaz
2
supr(p) = (n —2)°.

Esse supremo ¢é atingido se, e somente se, a menos de movimentos rigidos, > corresponde a

um cilindro hiperbélico de S},

—2
n ¢ atingido em algum ponto de M. Aqui, deno-
NLD

tamos por ¢ o tensor de umbilicidade de M (o leitor pode encontrar mais informacdes acerca

E possivel mostrar que sup |¢| =

do tensor de umbilicidade ¢ no Capitulo 3). Ao passar dos anos, Brasil, Colares e Palmas [5]
forneceram uma generalizacio dessa proposicao de Montiel produzindo um resultado de carac-
terizacio dos cilindros hiperbélicos de S7™ como sendo as tnicas hipersuperficies tipo-espago

completas imersas em um espaco de Sitter ndo totalmente umbilicas com curvatura média cons-

2vn —1
tante vnz e < H <1ecom
n

_ \/ﬁ _ 212 _
sup|¢|—ﬁ(<n 2)[H| ~ v/m?H? = 4(n— 1)) ,

sendo atingido em algum ponto desse cilindro.

Caminhando nessa dire¢do, esta dissertacao tem como objetivo primordial apresentar dois
resultados recentes devidos a Colares, E. de Lima e H. de Lima [9] que, assumindo uma desi-
gualdade tipo Okumura (para mais informagdes veja o Capitulo 3), caracterizam certos cilindros
hiperbdlicos como sendo as tnicas hipersuperficies tipo-espaco completas imersas em um es-
paco de forma Lorentziano assumindo uma certa configuragdo de hipéteses. Daremos ao leitor

o deleite de vislumbrar antecipadamente os dois teoremas principais aqui presentes:

Teorema 0.6 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco completa imersa em um espago de Sitter

S com curvatura média constante. Se o tensor de umbilicidade total ¢ satisfaz

|t1"¢3| < (n—2p)|¢|3
= V/np(n—p)’

(1
para algum 1 < p < 3, entdo

(i) sup |p| = 0 e X" € uma hipersuperficie totalmente umbilica,

(ii) ou H? > p( e/8|H|p,1 < sup|¢| < 5‘H|p1, onde

v )<W—QMUU+V%”P—4Mn—M)

2y/p(n —p

B\Hlp,l

3



\/ﬁ 22
Biaip = NACED)] ((n — 2p)|H| — v/n?H? — 4p(n —p)> :

Além disso, se 4”(:2_1”) < H?* < 1 entdo Piyp1 > 0 e a igualdade sup |p| = Bip)pa

vale. Além disso, o supremo é atingido em algum ponto de 3" se, e somente se, X" é um
cilindro hiperbolico S*~P(v/1 + r2) x HP(r) C St com

W — 2+ |HIP I — 1o —p) .
r= :
2n(1 — H?) ~/n—2p

Ressaltamos que, gracas a um classico resultado devido a Okumura [22] (veja (3.9) no
Capitulo 3), (1) € trivialmente verdade para p = 1. Além disso, para p = 1, o resultado
inicialmente obtido por Brasil, Colares e Palmas € resgatado. Dessa forma, o teorema acima é
uma generalizacao desse fato.

Com o intuito de obter outros resultados de caracterizacdo sobre hipersuperficies tipo-
espaco completas satisfazendo a desigualdade tipo Okumura vista em (1), nasce o teorema
abaixo o qual, ao invés de se ater ao espago de de Sitter, considera hipersuperficies imersas em
formas espaciais Lorentzianas de curvatura seccional constante ¢ = {—1, 0, 1}. Eis o enunciado

do teorema:

Teorema 0.7 Seja >." uma hipersuperficie tipo-espagco completa imersa em um espaco de forma
Lorentziano L1, ¢ € {0,1, —1}, com curvatura média constante H. Se o tensor de umbilici-
dade total ¢ satisfaz

(n —2p)|o?
Vnp(n —p)’

[tre?’| <
para algum 1 < p < 3, entdo
(i) sup |¢| = 0 e X" € uma hipersuperficie totalmente umbilica,

(ii) ousup || < B p,e onde

v
2¢/p(n —p)

ﬁ\HI,nc =

(0 = 2p) | H| + /w2 HZ = dpe(n = p) ).

Além disso, se |¢| = Biu)p. vale, entdo

(a) ¢ =0e X" éum cilindro hiperbélico R" P x HP(r) C Ry, comr = % > 0;
n
(b) ¢ = 1 e X" é um cilindro hiperbélico S*™P(v/1+12) x HP(r) C St tal que
T‘:L>O,S€H2=1,0M

Vn(n—p)

H2 — 2p+ |H|\/n?H2 — dp(n —
m p+ [H|y/n p(n—p) _ /P

b
Vn(n — 2p) 2n(1 — H?) T Vn=2p




quando H* < 1, ou

2p — nH?* + |H|\/n?H? — 4p(n — p) - P
r= :
2n(H? — 1) —/n(n—2p)

quando H* > 1;

(c) c = —1e X" é um cilindro hiperbdlico maximal

o (552) o (f) e

ou um cilindro hiperbélico " P(\/1 — r2) x HP(r) C H"™ com

. nH? + 2p — |H|\/n*H? + 4p(n — p) < VD
B 2n(1+ H?) - Jn

Em verdade, para p = 1, este dltimo teorema também generaliza dois resultados obtidos
por Ki, Kim, Nakagawa em 1991, mais precisamente os Teoremas 1 e 2 de [15]. Como dito
inicialmente, esses dois dltimos teoremas sdo os resultados principais abordados neste trabalho.
Sendo assim, o leitor pode encontrar as demonstracdes desses dois teoremas no Capitulo 5.

Faremos um breve resumo sobre cada capitulo aqui contido. No Capitulo 1 - Tépicos
de Geometria Semi-Riemanniana, estabelecemos as notagdes que iremos utilizar ao longo da
dissertacao, bem como algumas nocoes, definicdes e resultados acerca das variedades semi-
Riemanniana bem estabelecidos no mundo da Geometria Diferencial, mas que sdo indispensa-
veis para os fins deste trabalho. No Capitulo 2 - Imersoes Isométricas € feita uma abordagem
bastante direta com o intuito de ambientar o leitor no universo das imersdes isométricas, pas-
sando pelas hipersuperficies, espacos de forma Lorentzianos, féormulas e equacdes de Gauss,
Weingarten e Codazzi.

Quanto ao Capitulo 3 - Formula de Simons e Desigualdade Tipo Okumura, estabelece-
mos uma férmula tipo Simons envolvendo uma igualdade diferencial e discutimos sobre um
resultado puramente algébrico denominado desigualdade Okumura, o qual serd de grande uti-
lidade no Capitulo 5. Em rela¢do ao Capitulo 4 - Alguns Resultados Auxiliares, apresenta-
mos resultados de toda sorte que foram fortemente utilizados no dltimo capitulo objetivando
a demonstrag@o dos resultados principais deste trabalho. Por fim, o Capitulo 5 - Resultados
Principais disserta sobre os resultados principais materializados em dois teoremas de caracteri-
zacdo de hipersuperficies, onde, sob certas hipéteses, estabelecemos condi¢des para que certos

cilindros hiperbdlicos sejam as tinicas solu¢des dos Teorema 5.1 e Teorema 5.2



Finalizamos esta introduc¢ao frisando que esta dissertacdo foi escrita tendo como alicerce
principal o artigo intitulado: Characterizations of complete CMC spacelike hypersurfaces sa-
tisfying an Okumura type inequality, devido a Colares, E. de Lima e H. de Lima, [9], publicado

em 2018 na revista intitulada Differential Geometry and its Applications.



Capitulo 1

Topicos de Geometria Semi-Riemanniana

1.1 Variedades Semi-Riemannianas

Como as variedades semi-Riemannianas sao nosso objeto de estudo primordial, investire-
mos certo esfor¢o e atencdo elencando e aprofundando, quando necessario, topicos essenciais
- e bem conhecidos na literatura matemdtica - acerca desses tipos particulares de variedades
diferencidveis. Destacamos que, de modo geral, este capitulo teve como base os livros do Man-

fredo [12] e do O’Neil [24].

1.1.1 Meétrica Semi-Riemanniana

Definicao 1.1 Seja M"™ uma variedade diferencidvel n-dimensional. Definimos uma métrica

semi-Riemanniana em M"™ como sendo uma correspondéncia que associa a cada ponto p €
n n L .

M™ um produto escalar (, ), no espago tangente T,M™, a qual varia diferenciavelmente no sen-

tido de que sex : U € R" — M" é um sistema de coordenadas em torno de p, de tal modo que

(q) = dx(0,...,1,...0), entdo <8(Z”Z (q), %(q)> _

0
x(x1, 20, ..,x,) =q€x(U) C M"e

ox j
Gij(x1, ..., x,,) é uma fungdo diferencidvel em U, onde 1 < i,5 < n, com i,j € N e dx denota

%

a diferencial de x. Quando ndo houver risco de confusdo, usaremos simplesmente (-, -) em vez
de <'7 '>P'

Definicao 1.2 Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana e p € M™ um ponto de M". De-
finimos o indice de um produto escalar (-, -), , ou simplesmente indice, denotado por v, como
sendo a dimensdo do subespago maximal B de T,M" tal que o produto escalar restrito a B é

negativo definido.

Podemos, enfim, definir uma variedade semi-Riemanniana como se segue:



Definicao 1.3 Chamamos de variedade semi-Riemanniana o par (M™, (-, -)), isto é, a varie-

dade diferencidvel M™ munida do produto escalar (-, -).

Observacido 1.1 Quando o indice de uma variedade semi-Riemanniana (M",(-,-)) é zero,
dizemos que ela é uma variedade Riemanniana. Quando o indice de uma variedade semi-

Riemanniana (M", (-,-)) é um, dizemos que ela é uma variedade Lorentziana.

Ressaltamos novamente que, por questdes de simplificagdo, iremos nos referir a uma variedade

semi-Riemanniana (A", (-, -)) apenas por M".

1.1.2 A conexao de Levi-Civita
Denotamos por X(M™) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis (isto é, de classe
C>) de M™ e por C*°(M™) o anel das funcodes diferencidveis (classe C*°) de M™.

Definicao 1.4 Sejam M" uma variedade diferencidvel e X, Y € X(M™). Definimos o Colchete
de Lie como o sendo o campo de vetores diferencidvel [ X, Y] = XY — Y X.

Proposicao 1.5 Se XY, Z sdo campos diferencidveis em M", a,b € R e f,g sdo funcoes
diferencidveis, entdo:

(i) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade),
(ii) [aX +bY,Z] = o[ X, Z] + b]Y, Z] (linearidade),
(iii) [[X,Y],Z]+[[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),
(iv) [fX,gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.
Demonstracao. Facamos a demonstragdo de cada item separadamente, por ordem de apari¢ao:
(1) Bastaverque —[Y, X|=—(YX - XY)=XY -YX = [X,Y].
(77) Usando novamente a defini¢@o e a linearidade dos campos, temos:

[aX +0Y, 7] = (aX +bY)Z — Z(aX + DY)
=aXZ —aZX +VYZ -bZY

=a[X, Z] +b[Y, Z].
(7i1) Veja que
[X,Y],Z] = [XY - YX, Z]

= (XY —YX)Z - Z(XY - YX)
= XYZ+2YX -YXZ— ZXY.



Analogamente, temos:

Y, 2], X]=YZX + X2ZY — ZYX — XY Z

[2,X],Y] = ZXY +YXZ - XZY — Y ZX.

Desse modo,

X, V), Z] + [V, 2], X] + [[Z,X],Y] = XYZ+ ZYX ~YXZ — ZXY
YYZX +XZY - ZYX - XYZ
Y ZXY +YXZ - XZY - YZX

=0.

(iv) Por fim, observamos que
[fX,gY] = [XgY —gY [X
= fX(9)Y + fgXY — gV (/)X —gfY X
= X, YT+ [X(9)Y —gY (/)X

Definicdo 1.6 Sejam X,Y,Z € X(M") e f,g € C®°(M"). Uma conexdo afim NV em uma

variedade diferencidvel M" é uma aplica¢do
Vi iX(M") x X(M™) — X(M"),
que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) VixigvZ = fVxZ +gVy Z;
(ii) Vx(Y + Z) = VxY + Vx Z;
(iii) Vx(fY) = fVxY + X (f)Y.

Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M" € simétrica quando
dados X, Y € X(M™) tem-se [ X,Y] = VxY —Vy X. Dizemos também que uma conexao afim
V em uma variedade diferencidvel M"™ é compativel com uma métrica (-, -) de M"™ quando da-
dos X,Y,Z € X(M™) tem-se X (Y, Z) = (VxY, Z)— (Y, VxZ). Estamos agora em condi¢des

de estabelecer um teorema importantissimo conhecido com Teorema de Levi-Civita:
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Teorema 1.7 Seja (M", (-, -)) uma variedade semi-Riemanniana. Entdo existe uma vinica co-

nexdo afim cumprindo as seguintes condicoes:
a) V é simétrica.

b) V é compativel com a métrica.

Demonstracao. Suponha, inicialmente, que existe uma conexao afim V que satisfaz tais con-

di¢des. Desse modo, dados X, Y, Z € X(M") pela compatibilidade com a métrica, temos

Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V,Y). (1.3)

Somando (1.1), (1.2) e subtraindo (1.3) e utilizando a simetria da conexdo obtemos:

XY, 2V +Y{(Z,X) = Z(X,Y) = (VxY,Z) + (Y, VxZ) + (Vy Z,X)
F(Z,VyX) — (VzX,Y) — (X,VY)

([Y; 2], X) + (X, 2, Y)
( Z

+([X,Y],Z) +2(Z,VyX).

Portanto,

(Z,VyX) = %{X(Y, Zy+Y(Z,X) - Z(X,Y)

—<[Y,Z],X>—<[X,Z],Y>—<[X,Y],Z>}. (1-4)

A equacio (1.4) é chamada de férmula de Koszul a qual nos mostra que, se existir, tal conexao
¢ unicamente determinada pela métrica semi-Riemanniana, uma vez que o produto escalar &,
em particular, ndo degenerado, isto €, se (X,Y) = 0 para todo Y entdo X = 0. Para provar a
existéncia, basta definir V pela férmula de Koszul. Nao € dificil verificar que tal conexdo esta

bem definida, é simétrica e compativel com a métrica. [}

1.1.3 Geodésicas, Variedades completas e o Teorema de Hopf-Rinow

Daremos ao leitor os conceitos e condicdes necessdrias para compreender o conteido
aqui trabalhado. Consideraremos até o fim dessa subse¢cdo M"™ como sendo uma variedade

Riemanniana com sua conexao de Levi-Civita denotada simplesmente por V.
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Definicdo 1.8 Uma curva v : I C R — M"™ é uma geodésica no ponto ty € I se Vv =0
em 1y, isto é, se vy é uma curva de aceleragcdo nula em ty. Se v é uma geodésica em t para todo

t € I, dizemos que vy é uma geodésica.

Eis alguns exemplos de geodésicas:

Exemplo 1 (Geodésicas do espaco Euclidiano R"™) Definimos o espaco Euclidiano n-dimensional

e denotamos por R" como sendo o conjunto de vetores
{z = (1,29, ...,2,);2; € Rparatodoi=1,2,...,n}.

0
A métrica usual do R", onde . estd sendo identificado como e; = (0,...,1,...,0), é
L
dada por:

1, se1 =3
0,sei#j

Ndo é uma tarefa dificil verificar que no espaco Euclidiano n-dimensional a derivada

(€i,€;) = bij =

covariante coincide com a derivada usual. Desse modo, as retas parametrizadas pelo compri-
mento de arco sdo geodésicas de R". Em verdade, essas sdo as uinicas geodésicas do espaco
Euclidiano. A fim de mostrar uma exemplificacdo mais palpdvel, ilustramos algumas geodési-

cas em R? :

—)

X

Figura 1.1: Geodésicas de R?

Exemplo 2 (Geodésicas da Esfera S"(r)) Definimos a Esfera n-dimensional de raio r, deno-
tada por S™(r), como sendo o seguinte conjunto {x € R"™; (x, z) = r?}, onde (-, -) é a métrica
do R""', Utilizando a métrica induzida de R™' em S™(r) C R", temos que todas as suas

geodésicas sdo os grandes circulos (ou circulos mdximos) parametrizados pelo comprimento

11



de arco, ou seja, sdo os circulos de S"(r) cujo raio tem o mesmo comprimento que o raio da
Esfera S"™(r), neste caso, os circulos de raio r.
Com a finalidade de tornar o exemplo mais claro, mostraremos um exemplo visual de

algumas geodésicas da esfera unitdria S> C R3 :

Figura 1.2: Geodésicas de S*
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Exemplo 3 (Geodésicas do espagco Hiperbdlico H" (1)) Inicialmente consideremos a seguinte
forma quadrdtica

Q(z0, 1, ., 7p) = —(20)* + Z(xi)Q,

onde (zg, 1, ...,x,) € R"™. Sendo r > 0 e considerando a quddrica Q(z) = —r?, isto ¢,
n
—(x0)* + Z(ﬂ%)Q = -’
i=1

definimos o espago hiperbdlico n-dimensional H"(r) como sendo a componente conexa que
corresponde a xo > 0 da superficie regular de R"! dada por Q(x) = —r?. Geometricamente,
Q(x) = —1r? é uma espécie de hiperboloide de duas folhas, enquanto que H"(r) é a folha
contida no semi-espaco superior dado por xy > 0 de R

Desse modo, temos dois tipos de geodésicas no espaco hiperbélico H"(r). O primeiro
tipo de geodésicas sdo as curvas geradas pela intersecdo entre o espaco hiperbdlico H"(r)
e os hiperplanos perpendiculares ao hiperplano to = 0 que contém a origem de R"'. O
segundo tipo de geodésicas sdo os circulos de H" (r) cujos planos sdo paralelos ao hiperplano
xo = 0 e cujos centros tem coordenada (x,,0,0, ...,0) € R"™ com xq > r. Finalizamos esse
exemplo mostrando algumas geodésicas do espaco hiperbélico 2-dimensional H?(2), donde
Q(z,y,2z) = —4comz > 0:

Figura 1.3: Geodésicas de H?
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As geodésicas possuem a interessante propriedade de serem as curvas que minimizam
distancias entre dois pontos de uma variedade, ao menos localmente. Por esse motivo dizemos
que as geodésicas em uma variedade Riemanniana V" exercem a mesma fun¢do que as retas
no R"™ abordadas em nosso primeiro exemplo. Usaremos o conceito de geodésica para enunciar

a defini¢do da aplicag¢do exponencial como se segue:

Definicdo 1.9 Seja v : [0,1] — M™ uma geodésica de M" partindo de p, isto é, v(0) = p,
com p € M". Denotaremos vy, como sendo esta geodésica v com ' (0) = v, onde v € T,M™.
Sejav € U C T,M™ tal que a geodésica v, estd bem definida em [0, 1]. Definimos a aplicagé@o

exponencial no ponto p € M"™ como sendo a seguinte aplicacdo

expy U — M"

v — exp,(v) = Y,(1).

A seguir, daremos a defini¢do de uma variedade completa e definiremos uma distancia em tal
variedade de tal modo que ela se torne um espaco métrico. Dessa forma teremos condi¢des de

enunciar o Teorema de Hopf-Rinow.

Definicao 1.10 Uma variedade Riemanniana M™ é geodesicamente completa se para todo
p € M", a aplicagdo exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M", ou seja, suas

geodésicas (t) que partem de p estdo definidas para todos os valores do pardmetro t € R.

Defini¢do 1.11 Definimos a distdncia de p a q e denotaremos por d(p, q) como sendo o infimo

dos comprimentos de todas as curvas [3, , diferencidveis por partes ligando p a q.

Nao € um trabalho hercileo verificar a seguinte proposicao:
Proposicao 1.12 Com a distancia d, M™ é um espaco métrico, isto é, para todos p,q,r € M",
(i) d(p,r) < d(p,q) + d(q,7);
(ii) d(p,q) = d(q, p);
(iii) d(p,q) 2 0ed(p,q) =0 = p=q.

Teorema 1.13 (Hopf-Rinow) Sejam M"™ uma variedade Riemanniana e p € M". As seguintes

afirmacdes sdo equivalentes:
(i) exp, estd definida em todo T, M".
(ii) Os limitados e fechados de M™ sdo compactos.

(iii) M™ é completa como espagco métrico.
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(iv) M™ é geodesicamente completa.

(v) Existe uma sucessdao de compactos K,, C M", K,, C intK,, e |JK,, = M", tais que
se g, ¢ K, entdo d(p, q,) — oo.(Aqui intK,, indica o interior do conjunto K,).

Além disso, todas as afirmacoes acima implicam em

(vi) Paratodo q € M" existe uma geodésica v ligando p a ¢ com l(7y) = d(p, q). (Onde I(y)

indica o comprimento da curva ).

Corolario 1.14 Se M" é compacta entdo M™ é completa.

Dentre as tantas implicagdes do Teorema de Hopf-Rinow, destacamos uma elegante e
surpreendente, a qual nos mostra que embora os conceitos de geodesicamente completo e ser
completo quanto espaco métrico sejam diferentes a priori, eles sdo, em verdade, equivalentes.

Apesar de um enunciado extenso, a demonstragdo do Teorema 1.13 ndo € dificil de ser
compreendida sendo, muitas vezes, deixada como exercicio. Contudo uma demonstragdo satis-

fatdria pode ser encontrada no Capitulo VII, Secdo 2 em [12].

1.2 Operadores Diferenciais

Nesta secao apresentaremos alguns operadores diferenciais que utilizaremos ao longo
deste trabalho. Ressaltamos ainda que esta secdo teve como base as notas de aula do Caminha
em [7]. Trataremos esta se¢cdo do ponto de vista Riemanniano, entdo, a menos de menc¢do
contréria, M"™ denotard uma variedade Riemanniana n-dimensional munida de sua métrica g =
(-,-) e sua conexdo de Levi-Civita V. Além disso, uma fungdo f : M™ — R suave significa

que f € C°(M™). Aproveitamos essa breve introducéo para trazer a seguinte:

Definicao 1.15 Sejam M™ uma variedade Riemanniana e p € M"™ um ponto de M". Dizemos
que {ey,...,e,} é um referencial local quando e, ..., e, sdo campos de vetores em uma vizi-
nhanga U C M™ de p tais que para cada q € U, {e1(q), ..., e,(q)} é uma base ortonormal de
T, M.

1.2.1 O Gradiente

Definicao 1.16 Seja f : M™ — R uma fungdo suave. Definimos o gradiente da funcdo f,

denotado por NV f, como sendo o campo vetorial sobre M" dado por

(VI X) = X(f),

para todo X € X(M).
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Pela prépria definigdo vemos que caso o campo gradiente exista ele € tinico, uma vez
que foi determinado em fun¢@o da métrica. Garantimos a existéncia do campo gradiente pela
seguinte

Proposicao 1.17 Sejam {ey, ..., e, } um referencial local em uma vizinhanga aberta U C M" e

f: M"™ — R uma fungdo suave. Entdo, em U temos:

V= eilfes
=1

n

Demonstracao. Com efeito, escrevendo X = Z ae; € X(U), tem-se que
i=1

<X,Zek(f)ek> = <Zaiei,26k(f)ek>
=D > aer(f)lener)

i=1 k=1

a;e;i(f)

Pela unicidade do campo gradiente, temos o resultado. ]
Provaremos, agora, algumas propriedades do campo gradiente.
Proposicao 1.18 Sejam f: M™ — Re g : M™ — R funcdes suaves. Entdo:
(i) V(f+9) =V[+Vy.
(i) V(fg) =gV [+ fVy.
Demonstracdo. De fato, por defini¢do, para todo X € X(M™) temos
(V(f +9),X)=X(f+9) = X(f) + X(9)
= (Vf, X) +(Vyg,X)
=(Vf+Vyg, X).
Assim, temos que V(f + g) = V f + Vg, o que prova o item ().
Novamente, usando a defini¢do, observamos que
(V(f9), X) = X(fg) = fX(g9) + gX(f)
= f{Vyg, X) +9{V[, X)
= (fVg+gVf X).

Donde, temos que V(fg) = gV f + fVg, provando o item (ii). ]
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1.2.2 O Divergente

Definicio 1.19 Seja X € X(M™). Definimos o divergente do campo X como sendo a fun¢do

suave

divX : M" — R
p — divX(p) = tr{v — (V,X)(p)},

ondev € T,M.

Assim como no campo gradiente, por vezes € ttil ter uma forma de expressar o divergente de

um campo em coordenadas locais. Enunciamos, entdo a proxima

Proposicao 1.20 Sejam {ey, ..., e, } um referencial local em uma vizinhang¢a aberta U C M" e

X eX(M"). Se X = Zaiei em U, entdo:

i=1
divX = Z ei(a;) — (Veei, X)) .
Demonstracao. Pela definicao de divergente, temos que:

divX =) (V. X, e;)
i=1

= Z(eZ<X, 6i> - <X7 veiei»

=1

n

=) (eila) = (Veen, X))
i=1
Vejamos, uma propriedade do divergente no que segue:
Proposicao 1.21 Sejam X,Y € X(M") e f : M"™ — R uma fungdo suave. Entdo:
(i) div(X +Y) =divX + divY.
(ii) div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Demonstracao. Sejam p E M™ um ponto arbltrarlo e{e1,...,e,}um referencial local em torno

de p. Escrevendo X = Z ae; eyY = Z bie;, vemos que X + Y = Z (a; + b;)e;. Pela
=1 i=1 i=1
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proposi¢do anterior, temos:

n

div(X +Y) = (eia; + b)) — (Ve,ei, X +Y))

= > (eilai) — (Veer, X +Zem (Vs ¥))

i=1

= div(X) + div(Y).

Pela arbitrariedade de p, fica demonstrado o item (i). Para o item (ii) prosseguiremos de forma
n

andloga. Desse modo, desde que fX = E fa;e;, encontramos:
=1
n

div(fX) = Z(ei(fai) — (Ve [ X))

— Z(fei(ai> + aie;(f) — f(Veei, X))

=/ <Z(€i(az‘) - <Ve¢€z‘,X>)> + Zaiei(f)
— fdivX + X(f)
— fdivX + (V], X).

]

O préximo teorema € um resultado profundo e bastante recorrente em diversos problemas

de Geometria e Andlise. Apresentaremos o Teorema do Divergente no contexto Riemanniano
pois utilizaremos o mesmo para provar um resultado devido a Montiel, no Capitulo 4. Uma

demonstracdo do Teorema do Divergente pode ser encontrada no Capitulo 14, Secdo 5 de [16].

. . =—ntl . . . .
Teorema 1.22 (do Dlvergente ) Sejam M """ uma variedade Riemanniana compacta, orientada
—n—+1

e X € X(M"™). Se M tem bordo OM" = M (possivelmente M = ()), munido com a
. ~ L, JU w5+l e
orientacdo e a métrica induzidas pela inclusdo v : M"™ — M ', e v denota o vetor unitdrio

normal exterior ao longo de M". Entdo

/ divXdM = (X,v)dM,
M oM

onde, interpretamos que / (X,v)dM = 0 quando M™ = ().
oM

1.2.3 O Laplaciano

Definicao 1.23 Seja f : M"™ — R uma funcdo suave. Definimos o Laplaciano de f, denotado
por Af, como sendo a funcdo Af : M" — R dada por

Af = div(VF).
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Facamos mais uma vez uma expressao local deste funcao. Vide a

Proposicao 1.24 Sejam ey, ..., e, um referencial local em um aberto U C M"™ e f : M™ — R

uma fun¢do suave. Entdo

Af = Z (ei(ei(f)) = (Ve,ei) f) -

n

Demonstracdo. Sabemos que em coordenadas locais Vf = Zei( f)e;. Desde que
=1

Af =div(Vf) temos
Af = Z (ei(ei(f)) = (Veei, V)

— Z (ei(ei(£)) = (Vee)(£)),

como querl’amos demonstrar. |

Vejamos algumas propriedades do Laplaciano na proxima
Proposicao 1.25 Sejam f : M" — Re g: M™ — R funcoes suaves. Entdo:
(i) A(fg) = 9Af + fAg+2(V [, Vg).
(i) SA(f?) = FAF + VP
Demonstracao. Por defini¢do, temos:
A(fg) = div(V(fg)
= div(fVg+gVf)
= div(fVyg) + div(gVf)
= fdiv(Vg) +(V[,Vg) + gdiv(V[f) + (Vg, V)
= fAg+gAf+2(Vf Vyg),

o que prova (i). Veja que (ii) segue de (i) fazendo f = g. De fato, que
A(f?) =2fAF+ 2|V [P,

donde
SAGP) = FAf 4 VA

Vejamos alguns resultados envolvendo o Teorema do Divergente e o Laplaciano.
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o ~ . S n+l1 . . . .
Proposicao 1.26 Sejam M~ uma variedade Riemanniana compacta e orientada, com bordo
—n+1

oM = M" (possivelmente M™ = ()) munido com a orientagdo e a métrica induzida pela
. - . ——n+1 —n—+1 L - L .
inclusaov: M™ — M . Se f: M~ — R éuma funcdo suave e v é o vetor normal exterior

ao longo de M". Entdo
/ AfdM = %dM ,

4 ot Ov
of

onde e (V f,v) é a derivada normal de f ao longo de M.
v

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema do Divergente ao campo X = V f. Com efeito, temos
que

/ Av(Vi)dT = [ (Vf.0)d.

M oM
/ AfdM = / 9F o
o a1 OV

Proposicao 1.27 (Identidades de Green) Sejam M uma variedade Riemanniana compacta

. ——n+1 . . : ~
e orientada, com bordo OM = M™ (possivelmente M"™ = () munido com a orientagdo e a

Assim,

L . . . ~ . N n+1 ~ ~ .
métrica induzida pela inclusdo i : M"™ — M . Se f,g: M — R sdo fungdes suaves e v é o

vetor normal exterior ao longo de M". Entdo

(a) (Primeira Identidade de Green)

[ uvs.vo+sagavi= [ r%an

yg ont OV
(b) (Segunda Identidade de Green)
— of dg
Ag— gAf)dM = — — f== ) dM.
/M(f 9—9Af) - <gay ay)

Demonstracido. Para demonstrar (a) basta aplicar o Teorema do Divergente para o campo

X = fVg. Desse modo, obtemos:

/diV(ng)dﬁz (fVg,v)dM,
M oM
donde tem-se que
[ g+ wsvonat= [ Sau
M on OV

Para (b) basta utilizar o item (a) para obter

[ s+ (@1 gndiT = [ i

M onr . OV
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— 0
/(gAJ“r (Vg,Vf))dM = ga—fdM
M oM OV
Subtraindo ambas as igualdades ganhamos
— dg af
| (fAg+ (V[ Vg)—gAf —(Vg,V[)dM = | (f-=—g |dM,
M oM (91/ (91/

donde obtemos

[ (0 0f
[ ag—ganair= [ (558 -g2Yan

Definicao 1.28 Seja M™ uma variedade Riemanniana. Uma fun¢do suave f : M™ — R é dita

harménica (respectivamente subharmonica) se A f = 0 (respectivamente Af > 0) em M".

Teorema 1.29 (Principio do Mdximo Forte de Hopf) Se M" é uma variedade Riemanniana
orientada, conexa e fechada (compacta e sem bordo), entdo toda funcdo subharmoénica (e, em

particular, toda fun¢do harmoénica) f - M™ — R ¢é constante.

Demonstracgdo. Pela Proposi¢do 1.26, como OM = () temos que [,, AfdM = 0. Como

Af > 0, concluimos que A f = 0 sobre M". Usando novamente Proposicdo 1.26, temos que:

_ 2 _ 2 _ 2
0= [ aint = [ 2gap st =2 [ (vspam,

donde temos que Vf = 0 sobre M". Pela conexidade de M" temos que f é constante sobre

M™. ]

1.2.4 O Hessiano

Definicao 1.30 Seja f : M™ — R uma fungdo suave. Definimos o hessiano de f como sendo
o campo de operadores lineares Hessf : T,M" — T,M™ dado por

(Hessf)(v) = V,Vf.

Vejamos a seguinte

Proposicio 1.31 Seja f : M™ — R uma fungdo suave e p € M". O operador linear (Hessf),, :
T,M"™ — T,M" é auto-adjunto.

Demonstracdo. Sejam v, w € T,M" e V, W extensoes de v e w respectivamente. Dizer que V'

¢ uma extensdo de v € T, M™ significa que o campo de vetores V' € X(M") definido em uma
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vizinhanca de p é tal que em p vale que V' = v. Desse modo, tem-se

(Hess f)p(v), w) = (VyV [, W),
=V(VL,W)(p) —(V,Vy W),
=VW(f) = (V£ VuwV +[V.W])
=WV () + IV, W) = (VwV)(f) = [V.WI(S)
=WV () = (VwV)(f)
=WV, Vi) — (VL VwV),
= (VwV /[, V),
= ((Hess f)p(w),v).

Por fim, mostraremos uma relacdo entre o Laplaciano e o hessiano na seguinte

Proposicao 1.32 Seja f : M" — R uma fungdo suave. Entdo:

Af = tr(Hessf).

Demonstracio. Seja p € M" e considere {ej,...,e,} um referencial local em um aberto

U C M"™tal que p € U. Assim,

n

tr(Hessf), = Z<Veivf7 €i)p

= div(VY)
_Af.

]
Denotaremos também por Hess f a forma bilinear simétrica em 7, M™ que aplica vetores

v,w e T,M" em

((Hessf)(v),w) = (V,Vf,w) =v(w(f)) — (V,w)f.

1.3 Curvaturas de Uma Variedade Semi-Riemanniana

O estudo de curvaturas acontece de maneira natural no ambito de curvas e superficies da

Geometria Diferencial cldssica. Nao obstante, sob a perspectiva da Geometria
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semi-Riemanniana, o estudo de curvaturas mostra-se primordial para uma abordagem mais pre-
cisa e completa da mesma, de modo que alguns aspectos particulares de uma determinada vari-
edade podem ser obtidos e/ou expressos em termos de suas curvaturas. Além disso, o Lema de
Omori-Yau - ferramenta analitica crucial utilizada para a demonstracdo dos resultados princi-
pais dessa dissertacdo - exige certa condi¢do sobre a curvatura de Ricci. Aprasentaremos alguns

resultados essenciais acerca de curvaturas.

1.3.1 Tensores

Desde que tensores generalizaram a ideia de campo de vetores e, assim como estes, tam-
bém podem ser diferenciados covariantemente e, como veremos adiante, a no¢do de curvatura
¢ um caso particular de tensor, comecaremos por definir e elencar certas propriedades de um
tensor. E importante observar que sendo )" uma variedade semi-Riemanniana, ¥ (M™) possui

uma estrutura linear quando consideramos os elementos de C'*°(M™) como "escalares".

Definicao 1.33 Um tensor I' de ordem r em uma variedade semi-Riemanniana M" é uma

aplicagcdo C>°(M)—multilinear

T X(M") x - x X(M") — C®(M™).

Isso significa que T' € linear em cada uma das suas entradas. Ademais,dados X1, ..., X, €

X(M™), temos que T'( X7, ..., X,) € uma fungdo diferencidvel em M™. Vejamos dois exemplos:

Exemplo 4 Seja M™ wuma variedade semi-Riemanniana. Considere a aplicacdo
G : X(M") x X(M") — C®°(M") dado por G(X,Y) = (X,Y). Tem-se que G é um ten-
sor de ordem 2, por causa da bilinearidade do produto escalar. Em verdade tal aplicacdo é

chamada tensor métrico.

Exemplo 5 Consideremos a conexdo semi-Riemanniana V definida por

Vo X(M™) x X(M™) x X(M™) — C(M™)
(X,Y,Z) — V(X,Y, Z) = (VxY, Z),

onde X,Y,7Z € X(M™). Veja que este exemplo ndo é um tensor, pois, como visto no item (iii)

da Definicdo 1.6, V ndo é linear em relagdo a segunda entrada.

Definicao 1.34 Sejam M"™ uma variedade semi-Riemanniana e T um tensor de ordem r. A

diferencial covariante de T, denotada por NV'T, é um tensor de ordem (r+1) dada por

T(X1, ... X,,Y) =Y(T(X1, ... X,))) — T(Vy X1, ..., X;)
- T(Xh "'7XT—17VYXT)7
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onde Xy, ..., X,., Y € X(M").
Para cadaY € X(M™), a derivada covariante Vy'T de T em relagdo a'Y é um tensor de
ordem r dado por VyT(Xy,...,X,) = VT'(Xy, .., X,,Y), com X1, ..., X,., Y € X(M™).

Exemplo 6 Seja M"™ uma variedade semi-Riemanniana. A diferencial covariante do tensor
métrico é o tensor nulo. De fato, dados X,Y, 7 € X(M") temos

VG(X,Y,Z) = Z(X,Y) — (V;X,Y) — (X,V,Y)
= (V2X,Y) + (X, V,Y) = (V;X,Y) — (X,V,Y) =0,

uma vez que V é a conexdo semi-Riemanniana.

1.3.2 Tensor Curvatura

Definicao 1.35 Definimos o tensor curvatura (ou simplesmente a curvatura) R de uma varie-
dade semi-Riemanniana M"™ como sendo a correspondéncia que associa a cada par
X,Y € X(M™) a seguinte aplicagdo

R(X,Y): X(M"™) — X(M™)
Z —> R(X, Y)Z = Vyvxz — VvaZ + V[Xy]Z.

Proposicao 1.36 Seja M"™ uma variedade semi-Riemanniana. A curvatura R possui as seguin-

tes propriedades:
(i) R é bilinear em X(M"™) x X(M"), ou seja,

R(fX + gV, Z)W = fR(X, Z)W + gR(Y, Z)W,
R(X, fY + gZ)W = fR(X, Y)W + gR(X, Z)W,

paratodo f,g € C°(M") etodo X,Y,Z,W € X(M")
(ii) Para todo par X,Y € X(M"), temos

RIX,Y)Z+W) =R(X,Y)Z + R(X,Y)W,
R(X,Y)(fZ) = [R(X.Y)Z,

com f € C®°(M™) e Z,W € X(M").
Para uma demonstracio desse fato deixamos, novamente, [24] como referéncia. Perceba que

esta proposicao mostra que a curvatura R € de fato um tensor. A préxima proposicao € bastante

conhecida e aparece de modo recorrente em inimeras situagdes em Geometria.

Proposicao 1.37 (Primeira Identidade de Bianchi) Sendo M"™ uma variedade semi-
-Riemanniana e X,Y, 7 € X(M"), entdo

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.
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Demonstracao. Pela definicdo de tensor curvatura e da conexdo de Levi-Civita, temos:

R(X,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =VyVxZ = VxVyZ +Vxy|Z
+VzVy X = VyVzX + Vy 721 X
+VxVzY = VzVxY +Viz Y
=Vy[X, Z]+ V2V, X]+ Vx[Z,Y]
= Vix,z1¥ = Vyx1Z — Vizn X
=V [X, 2]+ [Z, [V, X]| + [X, [2, Y]] = 0,
onde a dltima igualdade é diretamente obtida pela identidade de Jacobi, item (iii) da Proposi¢ao
L.5. ]

Vejamos agora algumas propriedades primordiais acerca do tensor curvatura expressas na

seguinte:

Proposicao 1.38 Sejam agora M"™ uma variedade semi-Riemanniana, R o seu tensor curvatura
e X,Y,Z, W € X(M"). Entdo:

(i) (R(X,Y)Z,W) + (R(Y, Z)X,W) + (R(Z, X)Y,W) =0,
(i) (R(X,Y)Z,W) = —(R(Y,X)Z, W),
(iii) (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z),
(iv) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

Demonstracao. Novamente, para um melhor entendimento do leitor, faremos as demonstragdes

de todos os itens separadamente na ordem de ocorréncia:
(1) E novamente a identidade de Bianchi.
(77) Basta ver que:
(RIX,Y)Z,W) =(VyVxZ =V xVyZ +Vixyv|Z, W)

= <—(VvaZ —VyVxZ + V[Y,X]Z),W>
— —(R(Y, X)Z, V).

(77i) Por linearidade, provar este item € equivalente a provar que (R(X,Y)Z,Z) = 0. Note
que:

(VyVxZ,2) =Y(VxZ,2) — (VxZ,Vy Z)
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(X, YZ,Z) =(Vixy)Z, Z) + (VixvZ, Z)

=2(Vix 12, Z),

ou ainda,

%[X, Y](Z,2) = (Vixy 2, 2).

Assim,
(R(X,Y)Z,Z) = (NyVxZ — VxVyZ + Vixy Z, Z)
— (VyVNZ, Z) — (VxVy 2, 2) + (Vixn 2. Z)
—Y(VxZ,Z) — (VxZ, Ny Z) — X(Vy 2, Z)
(V2,2 + %[X, Y1(2, 2)
— Y (VxZ,Z) - X(VyZ,2Z) + %[X, Y|(Z, 2)
_ %Y(X(Z, 7)) — %X(Y(Z, 7)) + %[x; Y)(2, 2)
1

— _é[X, YNZ,Z) + %[X, Y\Z,Z)

= 0.

(iv) Pelo item (i) temos
(R(X,Y)Z,W) + (R(Y, Z)X, W) + (R(Z, X)Y, W) =0,

(RYY, Z2)W, X) + (R(Z, W)Y, X) + (R(W,Y)Z,X) =0,
(R(Z,W)X,)Y)+(RW, X)Z,Y)+ (R(X,Z)W,Y) =0,

(R(W, X)Y, Z) + (R(X, Y)W, Z) + (R(Y, W)X, Z) = 0.
Utilizando as propriedades (ii) e (iii) € somando as equagdes acima temos:
2AR(Z, X)Y,W)+2(R(W,Y)Z,X) =0,
o que implica na seguinte igualdade:

(R(Z,X)Y,W) = (R(Y,W)Z,X).
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1.3.3 Curvatura Seccional

A partir do tensor curvatura € possivel definir a curvatura seccional, uma outra entidade
recorrente em Geometria. Para tanto, sendo /"™ uma variedade semi-Riemanniana e p € M",
um plano tangente a A" em p € um subespaco bi-dimensional do seu espago tangente 71, M".
Dados dois vetores tangentes x,y € 1,M" tais que geram um subespago bi-dimensional de
T,M", definimos

Qx,y) = (z,2){y,y) — (z,y)*

que € uma forma quadratica simétrica nao nula. Com efeito, temos que
Q(y7 ZE) = <y7 y> <$7 ZL‘) - <ya :L‘>2
= (z,2){y.y) — (z,9)",

donde verificamos a simetria. Para mostrar que ()(x,y) é ndo nula considere a fun¢do multili-

near F': T,(M™) x T,,(M") x T,(M™) x T,,(M"™) — R dada por

F(:E,y,z,w) = <$7Z><yaw> - <ya Z><ZL‘7"LU>

Note que F(x,y,z,y) = (z,z){y,y) — (x,y)*> = Q(x,y). Mostraremos que F € uma fung¢do

tipo-curvatura, ou seja, [’ possui as seguintes propriedades:
() F(z,y,z,w)=—F(y,z,z,w).
(i) F(x,y,z,w)=—F(z,y,w,z).
(i) F(z,y,z,w) = F(z,w,z,y).
(iv) F(z,y,z,w)+ F(x,z,w,y) + F(z,w,y,z) = 0.

Uma fungdo que cumpre tais propriedades € tal que: se F'(z,y,x,y) = 0, Vz,y € T,M™ tais
que {z,y} gera um plano bi-dimensional ndo degenerado entdo F' = 0. Assim, desde que
F' ndo € identicamente nula, basta mostrar que F' € uma fun¢do tipo-curvatura que estaremos

garantindo que Q(z,y) # 0. Os itens (7), (ii) e (i7i) sdo bem imediatos. Com efeito, temos:
(1) —F(y,z,z,w) = —(y, 2){x,w) + (z, 2){y,w) = F(z,y, z,w),
(i) —F(z,y,w,2) = —(z,w){y, 2) + (y,w)(z,2) = F(z,y,2,w),
(i) F(z,w,z,y) = (z,2)(w,y) — (w,2)(2,9) = F(2,y, 2, w).
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(iv) Oitem (iv) é a primeira identidade de Bianchi. Eis o cdlculo explicito:

F(z,y,z,w) + F(z,z,w,y) + F(z,w,y,2) = (z, 2){y, w) — (y, 2)(z, w)
+ (z, w)(z,y) — (2, w)(z,y)
+ (@, y)(w, 2) — (w, y)(z, 2)
=0.

Desse modo, mostramos que F' € uma func¢do tipo-curvatura e, pelos argumentos anteriores,
concluimos que Q(x,y) é ndo nula. Estamos em condi¢des de entender a curvatura seccional.
Para tanto, considere a seguinte:

Proposicao 1.39 Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana, p € M", o C T,M" um

subespago bi-dimensional ndo degenerado do espago tangente T,M" e x,y € o dois vetores

linearmente independentes. Entdo

ndo depende da escolha dos vetores x,y € o.

Para uma demonstragao da Proposicao 1.39 indicamos [24]. Podemos agora dar a definicao de
curvatura seccional como se segue.

Definicao 1.40 Sob as hipdteses e condigcdes da Proposicdo 1.39, o valor real K (z,y) = K (o)

é chamado de curvatura seccional de o em p, em que {x,y} é uma base qualquer de o.

Variedades que possuem a curvatura seccional constante, além de serem os objetos de
estudo desse trabalho, sdo de suma importancia para o desenvolvimento da Geometria semi-
Riemanniana. Destarte, a proxima proposi¢ao nos concede um modo de caracterizar tais varie-
dades em funcdo do seu tensor curvatura.

Proposicao 1.41 Sejam M"™ uma variedade semi-Riemanniana e p € M"™.  Para todo
X, Y, W.Z e T,M" defina a aplicagdo trilinear R' : T,M™ x T,M"™ x T,M"™ — T,M"

por

<R,(X’Y)VV7 Z> = <X7 W><K Z> - <Y7 W><X7 Z>

Neste contexto, M™ tem curvatura seccional constante c se, e somente se, R = cR', onde R é o

tensor curvatura de M™.

O leitor pode encontrar a demonstragdo da Proposicao 1.41 em [24].
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1.3.4 Curvatura de Ricci, Omori-Yau e o Teorema de Bonnet-Myers

Continuando nossa discussdo sobre tensores e curvaturas, apresentaremos, por fim, a cur-
vatura de Ricci que é obtida através de combinagdes do tensor curvatura. Sem mais delongas

exibimos a defini¢do de curvatura de Ricci como segue:

Definicao 1.42 Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana, p € M™, {ey,...,e,} um refe-
rencial ortonormal definido em torno de p e €y, o sinal de e, com k = 1,....n. Definimos a

aplicagdo
Ric: X(M") x X(M") — C*(M")

(X,Y) = Ric(X,Y) Zek R(X,er)Y, er).

Tal aplicacdo é o que chamamos de curvatura de Ricci. Em alguns casos, dado
X € X(M™), costuma-se denotar Ric(X, X) simplesmente por Ric(X). Nao é uma tarefa
dificil verificar que a curvatura de Ricci € um tensor, chamado tensor de Ricci. Para os fins
dessa dissertacdo usaremos a terminologia curvatura de Ricci.

Muitas vezes, informacdes sobre a curvatura de Ricci de uma variedade sdo de extrema
importancia para a obtencdo de poderosos resultados em Geometria. Com o intuito de exem-
plificar tal afirmacdo, exibiremos dois resultados - no contexto da Geometria Riemanniana -
extremamente famosos e de grande relevancia para o decorrer deste trabalho. O primeiro deles
¢ um resultado conhecido como Principio do Maximo de Omori-Yau. Vejamos entdo a
Proposicao 1.43 (Principio do Mdximo de Omori-Yau) Seja M"™ uma Variedade Riemanniana
completa n-dimensional cuja curvatura de Ricci é limitada por baixo e f : M" — R uma

fungdo suave satisfazendo sup f < oo. Entdo, existe uma sequéncia de pontos {py} C M" tal

que, para todo k € N :

f(px) >sup f — IVf(pk)\ <ze Af(pr) <

?vlr—ﬂ

Terminamos este capitulo apresentando um outro resultado profundo utilizando a curva-
tura de Ricci. O resultado a seguir é conhecido como o Teorema de Bonnet-Myers, o qual
relaciona informagdes acerca da curvatura de Ricci de uma variedade com suas informacdes

topoldgicas. Contemplemos o seguinte

Teorema 1.44 (Bonnet-Myers) Seja M™ uma variedade Riemanniana completa n-dimensional.

Suponhamos que a curvatura de Ricci de M" satisfaz

_ 1
Ric(v,v) > 2> 0,

paratodop € M" e todov €T,

= 1. Entdo X" é compacta.
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Tanto a Proposicao 1.43 quanto o Teorema 1.44 serdao importantes ao longo dessa dis-
sertacdo, tendo o papel indispensdvel na constru¢do de outros resultados diretamente utilizados
nas demonstracdes do Teorema 5.1 e doTeorema 5.2. As demonstra¢des da Proposicao 1.43 e
do Teorema 1.44 fogem dos propositos deste trabalho. Contudo, os leitores interessados podem
encontrar a demonstragdo da Proposicao 1.43 no Capitulo 1, Secdo 1.3, Subsecdo 1.3.1 em [23],

enquanto que uma versao da prova do Teorema 1.44 reside na Secdo 3 do Capitulo IX em [12].
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Capitulo 2

Imersoes Isométricas

2.1 Segunda Forma Fundamental e as Equacoes de Gauss e

Codazzi

Assim como no Capitulo 1, este capitulo teve como base os livros do Manfredo [12] e
do O’Neil [24], bem como o livro do Dajzer [10], o livro de Lymberopoulos e Couto [18] e
o artigo escrito por Aquino, de Lima e Veldsquez [4]. Para discutir os assuntos vindouros,
precisaremos dos conceitos de subvariedades, imersdes e mergulhos. Nada mais justo do que
conceder ao leitor defini¢Oes satisfatdrias acerca de cada um desses assuntos. Para inicio de
conversa, precisaremos dissertar acerca da aplicacdo diferencial de uma funcao entre variedades
diferencidveis. Considere entdo a seguinte definicao.
Definiciio 2.1 Sejam M"™ e M variedades diferencidveis, p € M", o : (—e, ) — M" uma
curva diferencidvel tal que a(0) = pe a'(0) = v, onde v € T,M", e f : M™ — M"™ uma

aplicagao diferencidvel. Definimos a aplicagdo diferencial de f como sendo a aplicacdo linear
df, : T,M" — Ty M dada por df,(v) = '(0), onde 8 = f o .

Vejamos a definicdo de uma imersao:

o~ . S 7m . . ., . . ~ .
Definicao 2.2 Sejam M"™ e M variedades diferencidveis de dimensdo n e m, respectivamente.

Dizemos que uma aplicacdo diferenciavel f : M" — M" ¢ uma imersdo se
dfy : T,M"™ — Ty M € injetiva para todo p € M".

S 7m pe . ~ ~ pe
Observe que se f : M™ — M = € uma imersdo, entdo n < m e o valor m — n é cha-
mado de codimensdo de f. Quando a codimensdo € igual a 1 (um), dizemos que M"™ é uma

. v’ e M
hipersuperficie de M e, neste caso, m = n + 1.



Definicao 2.3 Sob as mesmas condicoes da definicdo anterior, dizemos que a aplica¢do
f o M" — M" é um mergulho, se f é um homeomorfismo sobre f(M"™) C M. Além
disso, se M"™ C M" e ainclusdo i : M™ — M é um mergulho, dizemos que M"™ é uma
subvariedade de M.

Por fim, definimos o conceito de imersao isométrica.

o ~ . ~ . s,y . . ~ 3 5m
Definicao 2.4 Chamamos de imersdo isométrica uma imersdo f : M"™ — M ", entre duas

variedades semi-Riemannianas (M", (-, -)) e (Mm, (-, )37), tal que:

(X, V) = (dfyp(X), dfpy(X))ar,
para todo p € M" e para todo X,Y € T,M".

~ Mmoo, . . . ~ -

Observacao 2.1 No caso em que M~ é uma variedade Lorentziana, dada uma imersdo isomé-
. S 7m s, . . . . ~ ~ . . .

trica f : M™ — M tal que a métrica induzida por tal imersdo é Riemanniana, dizemos que f

€ uma imersdo tipo-espago.

Proposicao 2.5 Seja f : M™ — M ', n < m, uma imersdo da variedade M™ na variedade
M"™. Para todo ponto p € M" existe uma vizinhangca V' C M™" de p tal que a restrigdo a
fIV = M" é um mergulho.

A Proposicao 2.5 nos diz que localmente toda imersao ¢ um mergulho - uma demonstra-
cdo dessa proposicdo pode ser encontrada no Capitulo O em [12]. Por conta desse resultado,
costuma-se identificar V' com f(V') de tal modo que, localmente, f é a aplicacdo inclusdo.
Dessa maneira, podemos considerar o espaco tangente de M"™ em p como um subespago do

espaco tangente de M"™ em p de modo a obter
T,M" = T,M" & (T,M")*,
onde (T, M™)* é o complemento ortogonal de 7},M™. Em verdade nés temos que
X (M) [ar) = X(M") + X(M")*,
onde X(M™)* é o conjunto de campos suaves normais ao longo de M" e

X (M™) [jan) = {X € X(M™);n(X) € f(M"),

——m

onde 7 : X (M ) — M"™ é a aplicacio projecdo}.
Considerando as projecoes
O =2 (M") |pon — X(M")

O % (M") |gan) — X(M™)*
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chamadas, respectivamente, de projecao tangente (ou simplesmente parte tangente) e projecao
normal (ou simplesmente parte normal) de X (M) | y(ar).-

Até o fim desta se¢do, a menos que se diga o contrdrio, MHP ¢ uma variedade semi-
Riemanniana de dimensdo n + p, M"™ uma variedade semi-Riemanniana de n-dimensional,
V, V as conexdes de Levi-Civita de M " e M™, respectivamente, e f : M™ — M ¥ uma

imersdo isométrica entre M™ e M *. Dados X ,Y € X(M™) podemos escrever:
VxY = (V)" +(VxY)™.

~ . e e =T

Desde que, a conexdo proveniente do Teorema de Levi-Civita € unica, temos que V. =V,
. ) =T . . e .

uma vez que € possivel mostrar que V€ uma conexdo de M" simétrica e compativel com a

métrica. Obtemos, entdo, a importantissima formula de Gauss

onde « é chamada segunda forma fundamental. Mais precisamente temos a seguinte

Definicao 2.6 Definimos por segunda forma fundamental de M™ a aplicacdo

o X(M™) x X(M™) — X(M™)*
(X,Y) = a(X,Y) = (VxY)L

Perceba que, por (2.1), podemos escrever a(X,Y) como a(X,Y) = VxY — VY.
Desta ultima igualdade ndo € dificil perceber que a aplicacdo « € simétrica e bilinear sobre o

anel C*>°(M). De fato, dados X, Y, W € X(M") e g € C*(M™) temos que

aY,X) =VyX — VyX
= VxY + [V, X] - VxY — [V, X]
=VxY + [V, X] = VxY — [Y, X]
=VxY - VxY
= a(X,Y),

0 que prova a simetria. Provaremos a linearidade para o primeiro argumento da aplicacdo « e,

pela simetria, concluimos a bilinearidade. Para tanto, usando as propriedades da conexao, veja
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que:

a(gX +W)Y)=VxiwY — VyxiwY
= gVxY +VyY —gVxY —VyY
=g(VxY —VxY) + VY — VyY
=ga(X,Y)+a(W)Y).
A préxima definic@o traz a tona o conceito de operador de Weingarten ou operador de
forma que, por um abuso de linguagem, por vezes, também é chamado de segunda forma fun-

damental por possuir uma intima relacdo com a mesma, relacdo esta que serd apresentada em

breve. Por hora, considere a definicao abaixo.
Definicao 2.7 Definimos o operador de Weingarten de M" como sendo a aplicagcdo

A X(M™) x X(M™)*F — X(M™)
(X> 6) — A(Xv 5) = AfX = _<vX§)T'

Dados X,Y € X(M") e £ € X(M™)*, usando a férmula de gauss, podemos obter a relagdo,
anteriormente mencionada, entre o operador de forma e a segunda forma fundamental. Um
simples e instrutivo exercicio ao leitor é, a partir de tal relacdo explicitada abaixo, verificar que

o operador de Weingarten € bilinear. Como ja nao € sem tempo, eis o célculo explicito:
0=X(V,&) = (VxY,&) + (¥, Vx¢)
= <a(Xa Y)a §> + <Y7 (vXé)T> g
(A X,Y) = (X, Y),§). (2.2)

Dados X € X(M") e ¢ € X(M™)*, denotamos por V¢ a componente normal de V x&. Deste

modo obtemos a férmula de Weingarten:
Vxé=—AcX + VyE (2.3)

Podemos, enfim, Apresentar as equacdes de Gauss e Codazzi que serdo de grande utilidade ao

longo de toda a dissertacao.

Proposicao 2.8 (Equacdo de Gauss) Seja M™ uma variedade semi-Riemanniana, dados
XY, Z, W € X(M"), tem-se

(R(X,Y)Z, W) = <E(X, VZ, W) + (X, Z),a(Y,W)) — (a(X, W), (Y, Z)), (2.4)
onde R denota o tensor curvatura de Mnﬂ).
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Demonstracao. Para esta demonstracdo usaremos as férmulas de Gauss (2.1) e weingarten

(2.3) para determinar o tensor curvatura R(X,Y)Z. Vamos as contas:

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ
=Vy (VxZ+a(X,2)) = Vx (VyZ +a(Y,2)) + VixyiZ + a([X, Y], Z)
=VyVxZ+a(Y,VxZ) — Aux.)Y +Vya(X,Z) = VxVyZ — a(X,VyZ)
+ Aoy X — Vxa(Y, Z) + Vixy1Z + o([X, Y], Z)
=R(X,Y)Z+a(Y,VxZ) — Aux.2)Y + Vya(X, Z)

—a(X,VyZ) + Aay )X — VxaY, Z) + a([X,Y], Z). (2.5)

Desde que a(Y,VxZ),Via(X,Z),a(X,VyZ),Vxa(Y,Z),a([X,Y],Z) € X(M")*, te-

mos
(i) (Y, VxZ), W) =0;
() (Vya(X,Z),W) = 0;
(iil) (a(X,VyZ), W) =0;
Giv) (Vxa(Y,Z),W) = 0;
W) (a([X,Y],2),W) = 0.
Destarte, obtemos
(R(X,Y)Z,W) =(R(X,Y)Z,W) — (Aax.2)Y. W) + (Aaiy.y X, W).
Pela relagdo apresentada em (2.2), concluimos que
(RX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) = (a(Y, W), a(X, Z)) + (a(X, W), a(Y, 2)),
donde obtemos, como desejado, a equagdo de Gauss dada por
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z, W) +{a(X, Z), a(Y,WV)) — (a(X, W), a(Y, Z)).
]

Proposicao 2.9 (Equacdo de Codazzi) Seja M™ uma variedade semi-Riemanniana, dados
X, Y, Z € X(M), tem-se

(R(X,Y)2)" = (Vy)a(X, Z) = (Vx)a(Y, Z), (2.6)
onde, por defini¢ao, (Vx)a(Y,Z) = Vxa(Y,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ).
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Demonstracao. Analogamente a demonstracdo da equacao de Gauss, temos, por (2.5),

R(X.Y)Z = RIX.Y)Z + a(Y,VxZ) — Auxz)Y + Via(X, 2)

—a(X,VyZ) + AayyX — VxalY, Z) + o([X, Y], Z).
Desde que R(X,Y)Z, Aux.2)Y, Aaiy.n X € X(M™), dado & € X(M™)* temos
(i) (R(X,Y)Z,&) = 0;
(i) (Aax,2)Y, &) =0;
(iii) (Aav,2)X, &) = 0.
Além disso, escrevendo R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (R(X,Y)Z)*, tem-se
(R(X,V)2)7, ) =0,

de modo que,

(R(X,Y)Z,&) = (R(X,Y)Z)",€).

Assim, temos

(R(X,Y)Z)*",€) = (Y, Vx2),&) + (Vya(X, Z),€) — {a(X, Vy Z),E)
—(Vxa(Y; 2),&) + {a([X,Y], 2),£)
= (a(Y,VxZ),&) +(Vya(X, Z),€) — (a(X,VyZ),£)
—(Vxa(Y, 2),8) + (a(VxY, Z),€) — (a(Vy X, Z),€)
= (Vya(X,Z) — a(Vy X, Z) — a(X,VyZ),£)
—(Vxa(Y,Z) = a(VxY, Z) — a(Y,VxZ),€)
= ((Vy)a(X, Z) — (Vx)a(Y, Z),€).

Devido a arbitrariedade de £ € X(M ”)L, obtemos o desejado, isto é:

(R(X,Y)Z)" = (Vy)a(X, Z) = (Vx)a(Y, Z).
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2.2 Hipersuperficies

Passaremos a tratar agora das hipersuperficies, mostrando como as férmulas vistas acima
se expressam de maneira mais simples e, por vezes, mais elegante, além de introduzir o conceito
de curvatura média. Para tanto, considere >." uma hipersuperficie imersa em uma variedade
semi-Riemanniana MnH, de tal forma que existe um campo de vetores normal unitirio N
definido globalmente sobre ¥". Denotaremos por e = (N, N) = £1.

Por (2.2), temos que (AxyX,Y) = (a(X,Y), N) para X,Y € X(X"), donde

<€N<ANX,Y>N,N> = €N<ANX,Y><N,N>
= e (AN X,Y)
= <O,/(X,Y),N>,
desse modo, tem-se a(X,Y) = exy(AyX,Y)N, onde AyX = —(VxN)T. Como visto ante-

riormente, podemos escrever Vx N = (VxN)T + (VxN)*, entretanto temos (VxN)* = 0.

Com efeito, sendo (N, N) = +1,dado X € %(M”H), tem-se
0= X(N,N)=2(VxN,N).
Dessa maneira, (VxN, N) = 0, ou seja,

0=en(VxN,N)N
=en((VxN)',N)N 4+ &((VxN)* N)N
= en((VxN)", N)N
= (VxN)™.

Destarte, para todo X,Y € X(X"), as formulas de Gauss (2.1) e Weingarten (2.3) se

exprimem, respectivamente, mediante as seguintes igualdades:
(i) VxN = —AyX.

Mostraremos ainda a equacdo de Gauss (2.4) e a equacdo de Codazzi (2.6) no contexto
de hipersuperficies e no contexto em que o espaco ambiente possui curvatura seccional cons-

tante. Continuaremos a utilizar as mesmas notacoes do inicio do capitulo. Nesse espirito, dados
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XY, Z € X(¥") e N € X(X")+, a equagdo de Gauss se apresenta como segue
(RX,Y)2)" = R(X,Y)Z + en(ANY, Z)AnX — en(AnX, Z)ApY.

Supondo que M tem curvatura seccional constante igual a ¢, pela Proposicao 1.41 temos
que R(X,Y)Z = (X, Z)Y — c(Y, Z) X, logo encontramos que, sob tais condigdes, a equagio

de Gauss € dada pela identidade a seguir.
RX,)Y)Z =c(X,2)Y — (Y, Z)X + en(AnX, Z)ANY — en(ANY, Z) AN X.

Quanto a equagdo de Codazzi, dados X,Y,Z € X(M"), ela passa a assumir a seguinte
expressao:

(R(X,Y)Z)" = en((VA)(X,Y) = (VA)(Y, X), Z)N,

onde (VA)(X,Y) = VxANY — ANVxY.

Supondo novamente que M tem curvatura seccional constante igual a c, ainda pela
Proposi¢do 1.41 temos que R(X,Y)Z = ¢(X,Z)Y — ¢(Y, Z)X. Tomando a parte normal de
R(X,Y)Z, temos que (R(X,Y)Z)* = 0, logo encontramos que, sob tais condi¢des, a equagio

de Codazzi € expressa na sua forma mais simples como segue
(VA)(X,Y) = (VA)(Y, X).

Por fim, daremos uma defini¢do da funcdo curvatura média de uma hipersuperficie >."
com o propdsito de usa-la em um futuro breve. Eis o prometido:

o . mmtl . C e . . . .
Definicao 2.10 Seja M uma variedade semi-Riemanniana e considere uma hipersuperfiie

f: 3 — M Definimos a fungdo curvatura média da hipersuperficie 2", com respeito a
N € X(¥")%, denotada por H, como sendo H : X" — R dada por

H(p) = %tr(AN).

Naturalmente, dizemos que X" possui curvatura média constante quando a fun¢do curva-
tura média H for constante para todo p € X". Por simplicidade, quando ndo houver risco de
confusdo, escreveremos H (p) apenas como H.

Para o que segue, a menos de mencgao contrdria, até o fim dessa secio iremos considerar

n—+1 . . . L . —n+1
M uma variedade Lorentziana e >." uma hipersuperficie de M .

.~ . wnt1 . ~ . L, . . . . .
Definicao 2.11 Seja f : X" — M " uma imersdo isométrica, onde X" é uma hipersuperficie
. ——n+1 . . ~ e
tipo-espago de M. Dizemos que esta imersdo é mdxima no ponto p € X" quando H (p) = 0.

Dizemos que [ ¢ uma imersao mdaxima quando for mdxima em todo ponto de >.".
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Um caso particular bem interessante ocorre quando a segunda forma fundamental € iden-

. L . , - , . —n+1

ticamente nula. Temos, neste caso que as geodésicas de 2" também sdo geodésicas de M~ .
Ante a isso, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.12 Dizemos que uma imersdo isométrica f : X" — M é totalmente geodésica
no ponto p € X" quando a segunda forma fundamental é identicamente nula em p € X".
Dizemos que f é uma imersdo totalmente geodésica quando for totalmente geodésica em todo
ponto de X.".

Por fim, dissertaremos um pouco acerca do conceito de umbilicidade.

Definicao 2.13 Dizemos que uma imersdo isométrica f : X" — M ¢ umbilica no ponto
p € X" quando Ay = A\yI para todo N € (T,X")*, onde A é o operador de Weingarten de
X" Ay : X" = R e I denota o operador identidade de T,>". Dizemos que f é uma imersdo
umbilica quando for umbilica em todo ponto de ™.
Por simplicidade, iremos expressar o operador de weingarten apenas por A ao invés de Ay e
Ay por A\, onde N € (T,X")*.
Definicao 2.14 Sejam [ : X" — M uma hipersuperficie em uma variedade
semi-Riemanniana Mnﬂ, A e H, respectivamente, o operador de Weingarten e a curvatura
média de X", definimos o operador de umbilicidade, denotado por ¢, como sendo o operador
dado por
p:=A—HI.

Perceba que, do modo como foi definido, o operador de umbilicidade ¢ é um operador
auto-adjunto. Mostraremos um resultado de grande utilidade futura para nossos propésitos. Em
verdade, a proposi¢c@o a seguir explicita o motivo de chamarmos o operador ¢ de operador de

umbilicidade.

. ~ . ——n+1 . . . L ..
Proposicao 2.15 Sejam M uma variedade Lorentziana e > uma hipersuperficie tipo-espaco
——n+1 ~ P e e . .. .
de M . Entdo ¥ é umbilica se, e somente se, o operador de umbilicidade é identicamente

nulo.

Demonstracao. (=) Sendo X" umbilica, para todo p € X" existe A : X" — Rtal que A = AI.

desse modo, tem-se que
p=A—HI

1
=\ — —tr(A)]
n

=\ — ln/\]
n

= — )\

=0.
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(<) Desde que ¢(p) = 0, para todo p € X", temos que A = HI, para todo p € X",
donde, por defini¢do, > € umbilica. [}
Para o que segue, se 7' : V' — V' € um operador linear auto-adjunto em um espago vetorial
real de dimensdo finita e com produto interno, denotamos |7'|? = tr(7?). Desse modo, sendo

{e1, ..., e, } um referencial ortonormal de V', segue

T* = (T(e:), T(es)) = Z |7 (es)[*

Proposicao 2.16 No contexto da Proposicdo 2.15, o operador de umbilicidade ¢ éum operaa’or
sem trago, isto é, tr(¢) = 0. Além disso, vale a seguinte identidade |¢|* = |A|* —

Demonstracao. De fato este € um operador sem trago, com efeito:

tr(¢) =tr(A— HI)
=tr(A) —tr(HI)

=tr(A) —nH
=tr(A) — ntrglA)
= 0.

Por fim calculemos o valor de |¢|>. dado p € " e um referencial ortonormal {ey, ..., ¢, } de

T,5" temos:
o] = Z( (e:) — HI(e;), Ae;) — HI(es))

Z A(e;) —22 +Z (HI(e;), HI(e;))
=|A]? - ZHZ )) + H?|IJ?

= |A]* — 2Htr(A) + nH?
= |AP? — 2nH? + nH?
= |A]* = nH?
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2.3 Espacos de Forma Lorentzianos

Como parte primordial dessa dissertacdo, precisaremos da no¢do dos espagos de forma
Lorentzianos, os quais serdo as variedades ambientes das hipersuperficies que iremos abordar
nos resultados principais. Outrora definimos neste capitulo a noc@o de curvatura seccional e es-
tabelecemos uma relacao entre o tensor curvatura e curvatura seccional constante. A importan-
cia de se considerar variedades semi-Riemannianas de curvatura seccional constante revela-se,
dentre tantas outras situa¢des, na seguinte defini¢ao:

Definicao 2.17 Definimos um espaco de forma como sendo uma variedade semi-Riemanniana

M™ simplesmente conexa com curvatura seccional constante.

Na definicdo acima, M"™ ser simplesmente conexa significa dizer que M"™ € conexa por
caminhos e, em adi¢do, que todo caminho fechado simples pode ser deformado continuamente
até um ponto (Para mais detalhes veja Lima [17]). Seguimos com um estudo - necessdrio e
suficiente ao leitor deste trabalho - de cada um dos trés espagos de forma Lorentzianos aborda-
dos nesta dissertacdo, os quais s@o denominados de espaco de Lorentz-Minkowski, espaco de
de Sitter e o espaco anti-de Sitter. Sem mais delongas, comegaremos pelo espaco de Lorentz-

Minkowski.

2.3.1 O Espaco de Lorentz-Minkowski

Definicao 2.18 Definimos o espago de Lorentz-Minkowski de dimensdo n + 1, denotado por

R}t como sendo o espago Euclidiano R™*" munido com a seguinte métrica
2 2 2
<I,.7}>1 = _‘,'El —|—l’2 + M +.Z‘n+1,
onde v = (11,%9,...,Tpy1) € R,
Denotaremos por R, V, Ric e K o tensor curvatura, a conex@o de Levi-Civita, a curvatura
de Ricci e a curvatura seccional de R?“, respectivamente. Calculemos entdo o seu tensor
curvatura para todo X, Y, Z € X(R?*™!). Indicando Z = (zy, ..., 2,) as componentes do campo

Z obtemos

VxZ =(Xz,...,X2),
VyZ = Yz, ..., Yz,),

VyVxZ =YXz,...,YXz,)
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VxVyZ = (XYz,..,XY2,).

Pela simetria da conexdo, temos ainda que

V[_}Qy]Z = (XYZl - YXZl, ceny XYZn — YXZn),
desse modo, ¢é facil verificar que

RX,Y)Z = Wy V7 — VT 7+ Vixy 2
=YXz,.,.YXz2,) = (XY2,..,XY2z,)
+(XY2 =YXz, ., XYz, —YXz,)

=0.

Portanto, vemos que o tensor curvatura de R é identicamente nulo. Como a curvatura de

Ricci e a curvatura seccional dependem vitalmente do tensor curvatura, temos que

Desde que R} & simplesmente conexo, vemos que o espaco de Lorentz-Minkowski é um
espaco de forma Lorentziano com curvatura seccional constante igual a 0 (zero). Em verdade,
podemos definir o seguinte espago semi-Euclidiano R™™! como escrito na defini¢do abaixo.

Definicao 2.19 Definimos o espago semi-Euclidiano n+ 1—dimensional de indice v, denotado

por R comv € {0,1,...,n+ 1}, como sendo o espago Euclidiano R" ™ munido da seguinte

métrica
v n+1
2 2
<I,$>u=—§ i + E i,
i=1 i=v+1

onde v = (xq,...,T,,1) € R*L

Note que quando v = 0, esse espago semi-Euclidiano torna-se o espago Euclidiano R™*!
e quando v = 1, tal espago semi-Euclidiano se resume ao espago de Lorentz-Minkowski R,
Com o mesmo procedimento feito para o espaco de Lorentz-Minkowski € possivel constatar que
o espago semi-Euclidiano R”"! possui o tensor curvatura identicamente nulo, o que implica no
fato de que a curvatura de Ricci e a curvatura seccional de R”"! também sdo identicamente
nulas.

Abordaremos um pouco sobre quais sdo os tipos de vetores encontrados em um espaco

semi-Euclidiano R"*!. Facamos entdo a seguinte defini¢do:
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Defini¢io 2.20 (Cardter Causal de um vetor) Dizemos que um vetor x € R* ! é
(i) tipo-espaco se (x,x), > 0ouz = 0;
(ii) tipo-tempo se (x,x), < 0;
(iii) tipo-luz se (x,z), = 0, com x # 0.

Em todo caso, sendo x € R""Y, a norma de x, denotada por ||x

|, € dada por
[zl = v/ [{z, 2)0 .

Ressaltamos que cada vetor de R possui apenas um tipo de carater causal. Neste
sentido, € possivel classificar as hipersuperficies de um espago semi-Euclidiano R"™! como
segue:

Dadas as devidas defini¢cdes, falaremos acerca de hipersuperficies tipo-espago no espago
de Lorentz-Minkowski. Seja f : ¥" — R}*! uma imersdo tipo-espaco no espago de Lorentz-
Minkowski. Denotemos por R e R/ os tensores curvatura de R?*! e X", respectivamente.
Seguindo nesse contexto denotaremos ainda por V e V7 as conexdes de Levi-Civita de R}t e
¥", nesta ordem. Considerando o campo normal unitdrio N/ globalmente definido de ¥" em
R7*! de tal modo que (N7, N/) = —1.

Sejam X, Y € X(X"). Usando a férmula de Gauss, obtemos:
VxY = VxY 4+ (A X, YINT = VyxY — (Ays X, Y)N/.

Utilizando a férmula de Weingarten, vemos que Ays = —VxN/, com X € X(X"). Pas-
saremos a determinar as equacdes de Gauss e Codazzi para a hipersuperficie >". Dados
X,Y,Z € X(¥"), desde que R tem curvatura seccional constante igual a 0, entdo pela
Proposicio 1.41 temos R(X,Y)Z = 0. Utilizando a equagio de Gauss para hipersuperficie,
obtemos:

RIX,Y)Z = —(Ans X, Z2)An:Y + (AntY, Z)Ans X,

enquanto que a equacdo de Codazzi permanece como
(VA)X,Y) = (VA)(Y, X).

Encontraremos uma expressao para a curvatura de Ricci da hipersuperficie 2". A partir
de agora escreveremos AX para denotar Ay X paratodo X € X(X"). Como X" é tipo-espaco

observamos que, dada uma base ortonormal local {F1, ..., F,,} e X, Y € X(X") temos

Ric(X,Y)! = zn}Rf(X, E)Y, Ey),

i=1
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onde Ric(+,-)? denota a curvatura de Ricci de ¥". Entretanto, sabemos que
RI(X,E)Y = —(AX,Y)AFE; + (AE;, Y)AX.

Assim, temos:

Ric(X,Y)/ = i(Rf(X, E)Y, E;)

=1
n

=Y (—(AX,Y)AE; + (AE, Y)AX,E))

= —(AX,Y)tr(A) 4+ (AX, AY)
= —nH(AX,Y) + (AX, AY).

Exemplo 7 (O cilindro hiperbdlico R"? x HP(r)) O Cilindro Hiperbdlico R" P x HP(r) é
uma hipersuperficie de R"™. Estamos interessados em investigar o campo normal unitdrio

x
dessa hipersuperficie. Desde que n = —, com x € H"(r), define um campo normal na hipersu-
r

"/ . Ve z _x . ’, .
perficie H"(r) C R™ é razodvel escolher N = (0, —) como o campo normal unitdrio de
r

R™ P x HP(r). Mostraremos que de fato isso € verdade. Note inicialmente que:

R

.
1

= ﬁ<x7’x>H(T)
.2

- -1 2.7)
.

Por outro lado, sendo X = (v1,x5) € X(R"P x HP(r)) obtemos:

—1
(N, X) =(0,z1)r + <—x,x2>
r H(r)

—1
= T<$,$2>H(r)

—0. (2.8)

Diante de (2.7) e (2.8) vemos que, de fato, N = <O, —_x) define um campo normal unitdrio
r

sobre R"™P x HP(r). Como AX = —V xN, podemos representar A em sua forma matricial

pela seguinte matriz em bloco:
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em que Iy € 0 operador identidade de HP(r). Assim, ndo é dificil determinar os autovalores

de A que, nesse contexto, sdo chamados de curvaturas principais, as quais sdo dadas por:

1
)\1:"‘:)\nprOE)\nf;wl:"':)‘n:;'

% H e |¢]%. Desde que

Para finalizar este exemplo, calcularemos os valores de | A

n 1 n
AP=Y"Nerm==-%"\,
A ; e n;

temos:
A= =Y e 3w
i=1 i=1 i=n—p+1
oy
- 2
i=n—p+1
:% (2.9
(4

1
n

=L (2.10)
nr

Recorrendo as expressoes obtidas em (2.9), (2.10) e pela Proposicdo 2.16, temos a seguinte

expressdo para |p|* :

6" = |A]* = nH”
p_ np’
2 22
np — p?
nr?
p(n —p)
nr?
Exemplo 8 (O Cilindro Hiperbdlico R? x H"~?(r)) De maneira similar ao exemplo anterior, o

cilindro hiperbolico RP x H"P(r) é uma hipersuperficie de R} . E possivel mostrar, com os

. —T C .
mesmos argumentos apresentados acima, que N = ( 0, — | define um campo normal unitdrio
r

sobre RP xH""P(r). Desde que AX = —V x N, podemos representar A em sua forma matricial
pela seguinte matriz em bloco:

0o i 0

R D ARSI -,
1
0 ;[H(T)
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em que Iy € o operador identidade de H"P(r). Assim, ndo é dificil determinar os autovalores

de A que, nesse contexto, sdo chamados de curvaturas principais, as quais sdo dadas por:
1
)\1:...:)\p:Oe)\p+1:-..:>\n:;'

2, H e |¢|*. Por definicdo, tem-se

Para finalizar este exemplo, calcularemos os valores de | A

n 17’L
AP =) NeH=-> X,
AP =D Nell =10

donde encontramos as seguintes identidades:

n P n
AP =Y X =) X+ ) A
i=1 i=1

1=p+1
"1
= )
i=p+1
_F @.11)
,
e
1 n 1 p n
H==-) \=— ,
DRI RS Y
=1 =1 i=p+1
_n . T
i=p+1
/,’L_

= . (2.12)
Por (2.11), (2.12) e a Proposicdo 2.16 podemos encontrar uma expressdo para |¢|? como segue:

|6]* = |A[* — nH®
n—p n(n—p)?

_n(n—p)—(n—p)’
_(n=p)(n—(n—p)
_pln—p)

2.3.2 O Espaco de de Sitter

Definicdo 2.21 Definimos o espago de de Sitter de dimensdo n + 1, denotado por S, como

sendo
Sit = {z e RI*% (2, 2), = 1} C R}
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Tomaremos o campo normal unitdrio global N definido sobre 7, dado por N = z, em que

x € ST Assim temos que (N, N); = 1, para todo X € X(S"'), podemos escrever:
AnyX = —VxN = -Vxz = -X.

Desde que R = 0, com a igualdade acima podemos calcular o tensor curvatura de S7?, através

da equacdo de Gauss, como sendo

donde, pela Proposicio 1.41, S7*! tem curvatura seccional constante igual a 1 (um). Doravante,
da forma como foi definido e exposto, € possivel concluir que o espaco de de Sitter € uma hi-
persuperficie completa simplesmente conexa do espaco de Lorentz-Minkowski de tal modo que
sua curvatura seccional € constante igual a 1 sendo, portanto, um espaco de forma Lorentziano.

Passaremos a falar um pouco sobre hipersuperficies tipo-espaco no espaco de de Sitter.
Seja g : ¥ — S"! uma imersdo tipo-espaco no espago de de Sitter. Denotemos por R, R
e RY os tensores curvatura de RSP e ¥, respectivamente. Seguindo nesse contexto
denotaremos ainda por V, V e V¥ as conexdes de Levi-Civita de R72 ST e ¥.”, nesta ordem.
Admitimos um campo normal unitério global N9 de X" em S7* de tal modo que (N9, N9) =
-1

Sejam X,Y € X(X"), usando a férmula de Gauss, temos:
VxY =VxY + (A X, YINY = VxY — (X, Y)z. (2.13)
Por outro lado, usando novamente a férmula de Gauss obtemos:
VxY = VY + (AN X, Y)NI = VLY — (Ana X, Y)NY. (2.14)
De (2.13) e (2.14) tem-se
VxY =V5Y — (A X, Y)NY — (X, Y)z. (2.15)

Nao obstante, pela formula de Weingarten, tem-se que Ays X = —Vx N9, com X € X(X").

Desse modo, temos que
VxN9 =VxNI — (X N9z =VxNI = —An, X.

Determinemos as equagdes de Gauss e Codazzi para a hipersuperficie >". Dados

X,Y,Z € X(¥"), desde que S} tem curvatura seccional constante igual a 1, entio

47



R(X,Y)Z =(X,Z)Y — (Y, Z) X. Utilizando a equagdo de Gauss para hipersuperficie, encon-

tramos:
RI(X,Y)Z =(X,2)Y — (Y, Z2)X — (Ane X, ZYANnoY + (ANeY, Z) Ana X,
enquanto que a equagdo de Codazzi permanece como Vvisto anteriormente, ou seja,
(VA)(X,Y) = (VA)(Y, X).

Encerraremos essa subse¢do com uma expressdo para a curvatura de Ricci da hipersu-
perficie ¥ e dois exemplos de hipersuperficies tipo-espaco em S7*'. Escreveremos AX para
denotar AysX para todo X € X(X"). Como X" é tipo-espago observamos que, dado um

referencial ortonormal local {Ey, ..., E,} e X, Y € X(X") temos

Ric(X,Y)? = i<R~"(X )Y, Ey),

i=1
onde Ric(+,-)? denota a curvatura de Ricci de X". Entretanto, sabemos da equagio de Gauss
que

RY(X,E)Y = (X,Y)E;, — (E;,Y)X — (AX,Y)AE; + (AE;, Y)AX.

Assim, temos:

Ric(X,Y)? = i(Rg(X, E)Y, E;)

=1
n

=Y ((X.Y)E; — (E;,Y)X — (AX,Y)AE; + (AE; Y)AX, E,)

=1

= n(X,Y) — (X,Y) — (AX,Y)tr(A) + (AX,Y)
= (n—1)(X,Y) — nH{AX,Y) + (AX, AY).

Exemplo 9 (O Cilindro Hiperbélico S*P(v/1+12) x HP(r)) O cilindro hiperbélico
S*P(V1+12) x HP(r) é uma hipersuperficie de ST, Calculemos o seu campo normal.
Para tanto, precisamos ter um campo normal da forma N = (azy,bxs) com (N,N) = —1 e
com (N, X) = 0, onde X = (z,25) € X(S"P(V1+712) x H’(1)) e a,b € R. Desde que
(N,N) = —1, deemos ter:

(N, N) = (ax1, ax1)g 72y + (b2, br2)m(r)

- a2<x17*r1>8(\/1+7"2) + b2<$2, $2>H(7‘)
=a*(1+7r%) —b*r? = —1.
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Por outro lado, ao requerer (N, X) = 0 obtemos:

<N, X> = <CLJ,’1, $1>S( 1+r2) + <bZL’2, x2>H(r)

= a(l + 7“2) — bT2 =0.

Em seguida, resolvendo o seguinte sistema

a*(1+7?) —b*r? = -1
a(l1+7r?) —br2=0

)

—r —V1+ 72

encontramos, a menos de mudanca de sinal, s = —— e b = ———  , donde

V1+r? r
( - —v1+r? )
I | .

x?
Vit T

Como AX = —VxN, podemos representar A em sua forma matricial pela seguinte

matriz em bloco:

r
Vet (R
A= [ 7
fV1+ 12
0 o Ty

onde ]S(\/1+7) representa o operador identidade de S"™P (m) e Iy o operador iden-
tidade de HP(r). Assim, ndo é dificil perceber que tal matriz é diagonal, o que torna uma
tarefa facil determinar os seus autovalores que, nesse contexto, sdo chamados de curvaturas
principais, as quais sdo dadas por:

eXppr1 == Ay = ——.

V1+r? T

2 H e |¢|*. Desde que

)\1:"':)\71—]):

Para finalizar este exemplo, calcularemos os valores de | A

n 1 n
AP=N"NeH=-3"\,
4] ; e n;

temos:
n n—p n
AP =D A=) A+ D>, X
i=1 i=1 i=n—p+1
B X 2 Zn: 1472
o 2 2
i=1 Lt i=n—p-+1
_(n—=p)r*  p(l+7?)
1402 r2
nrt + 2pr2 +p
— 2.16
r2(1 +r?) ( )
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n

1 1 (<X -

i=n—p+1

= AN/ s

1=n—p+1

r Vit
((n - p) )

+
V1+r2 L

(n—p)r*+p(d+1?)
nryv'1 4+ r?

nr? — pr? +p + pr?

m"m

- nr? +p
nryv/1+ 12

Por fim, utilizando (2.16), (2.17) e Proposicdo 2.16 encontraremos um valor para |p|*

1
n

2.17)

como segue

612 = A] — B
ot 2prt 4 p . (nr? + p)?
r2(1 4 r?) n?r2(1+ r?)
nrt +2pr% +p B (n%rt + 2npr? + p?)

r2(1+12) nr2(1+1r2)
Pt 4 2npr? 4+ np — n?rt — 2npr? — p?
N nr2(1+r?)
_ np—p?
nr2(1+ r?)
p(n —p)
= m (2.18)

Exemplo 10 (O Cilindro Hiperbolico SP(/1+12) x H"P(r)) O cilindro hiperbdlico
SP(V1 +12) x H" P(r) é uma hipersuperficie de St™'. Para encontrar o vetor normal é
preciso um procedimento andlogo ao anterior, ou seja, precisamos ter um campo normal da
forma N = (axy,bxsy) tal que (N,N) = —1 e com (N, X) = 0, onde X = (x1,25) €
X(SP(V1+72) x H* P(r)) e a,b € R. De maneira inteiramente andloga, nés encontramos, a

menos de sinal, o seguinte campo normal:

()

— 5 X,
vi+r r

Entretanto, devemos fazer pequenos ajustes quanto aos cdlculos envolvendo o operador
de forma e o vetor curvatura média, uma vez que as dimensoes sdo ligeiramente diferente.
Usando novamente o fato de que AX = —V x N, podemos representar A em sua forma matri-

cial pela seguinte matriz em bloco:
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WIS( 14r ) 0
A= [ ’
V142
0 —T‘ ]H(r)

onde ]S( JiT:2) representa o operador identidade de SP(\/1 + 12) e Iy 0 operador identidade
de H""P(r). Novamente temos uma matriz diagonal e podemos encontrar as curvaturas prin-

cipais de SP(v/1 + r2) x H""P(r) de modo simples. Sdo elas:
r V1412

)\1:~~~:)\p:—e)\p+1:-v~:>\n_

V1412 r

2, H e |¢|?, assim como nos exemplos

Terminaremos este exemplo calculando os valores de | A

anteriores. Jd sabemos que

n 1 n
AP=S"NeH==-%"\,
A ; e n;

entdo temos:

AP=S A=Y e S A
=1 =1

i=p+1

Poop2 "L 142
:;1+r2+i§1 r2
_op? (n=p)(1+1?)

S 1402 r2
_prt A+ 20 4 nrt —p— 2pr? — prt
N r2(1+12)
n+ 2nr? +nrt — p — 2pr?
r2(1 +r?)
nrt+2(n—p)r?+n—p

_ ) (2.19)
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n

P n
H:lZAi:%<ZAi+ > Al)
=1

i=1 i=p+1

1(1” m)

3

-
B ;\/1+r2+i§1 r

1 r V142
= (p—mﬂL(n—p)T)
P —p( )
- nry/1 4 12
_pr*+n+nr® —p—pr?
B nry/1+ 12
- nr?+mn—p

nry/1+r2

Para calcular o valor de |¢|? utilizaremos as igualdades (2.19), (2.20) e Proposicdo 2.16, ob-

(2.20)

tendo:

o = 4P = ni?
n(l1+7?)%—p(1+2r?) n(nr?+n—p)?

r2(1 4 r?) n?r2(1+ r?)

- 21 42r2 + ") —np(l 4 2r?) — (n*r* 4 2nr2(n — p) + (n — p)?)
n nr2(1 4+ r?)
_n? 42022 + Pt —np — 2npr® — n®rt — 2n%r® 4 2npr® — n® + 2np — p?
N nr2(1+1r?2)
_ np—p?
=0 )
_ p(n—p)

nr2(1+r?)

2.3.3 O Espaco anti-de Sitter

Definicdo 2.22 Definimos o espago anti-de Sitter de dimensdo n+1, denotado por Hy**, como

sendo
Hi* = {o € Ry*% (,2), = —1} C R},

tendo em vista que (v, x)y = —x} — 3 + a3 + -+ - + 12,

Seguindo uma abordagem andloga as anteriores, tomaremos o campo normal unitdrio
global N definido sobre H™!, dado por N = —x, em que x € HJ}"'. Assim temos que

(N,N)y = —1,se X € X(H"), entdo:

ANX == —va == vxl‘ = X.
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Desde que R = 0, com a igualdade acima podemos calcular o tensor curvatura de H}t*, através

da equacgdo de Gauss, como sendo
R(X,Y)Z = - ((X,2)Y — (Y, Z)X),

donde, pela Proposi¢io 1.41, H? ™ tem curvatura seccional constante igual a —1. Dessa maneira
€ possivel concluir que o espago anti-de Sitter € uma hipersuperficie completa do espago semi-
Euclidiano R} *? de tal modo que sua curvatura seccional é constante igual a —1 sendo, portanto,
um espago de forma Lorentziano.

Faremos agora algumas consideracdes no que diz respeito a hipersuperficies tipo-espaco
no espaco anti-de Sitter. Seja h : ¥" — H}™ uma imersio tipo-espago no espaco anti-de Sitter.
Denotemos por R, R e R" os tensores curvatura de R7™? H}*! e ¥", respectivamente. Neste
sentido, denotaremos por v, V e V" as conexdes de Levi-Civita de R?”, H?H e X", respecti-
vamente e, por K e K as curvaturas seccionais de R7™ e H”™', nesta ordem. Admitimos um
campo normal unitério global N* de " em H™' de tal modo que (N" N"); = —1

Sejam X,Y € X(X"), usando a férmula de Gauss, temos que:
VxY =VxY 4+ (A X, YIN' = VY + (X, Y)x. (2.21)
Por outro lado, usando novamente a férmula de Gauss obtemos:
VxY =VAY + (A X, Y)N" = VALY — (A X, Y)N". (2.22)
De (2.21) e (2.22) tem-se que
VxY =VhiY — (A X, Y)N" + (X, Y ).

Nio obstante, pela formula de Weingarten, tem-se que Ayn = —Vx N h, com X € X(xm).

Desse modo, temos que
VxN"=VxN" 4+ (X,N"g = VxN"= —AunX.

Determinemos as equagdes de Gauss e Codazzi para a hipersuperficie >". Dados
X,Y,Z € X(¥"), desde que H}*" tem curvatura seccional constante igual a —1, entio
R(X,Y)Z = —(X,Z)Y + (Y, Z)X. Utilizando a equagdo de Gauss para hipersuperficie,
encontramos:

RMX,Y)Z = —(X,2)Y + (Y, 2)X — (A X, Z)AnrY 4+ (AnnY, Z) An X,
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enquanto que a equacdo de Codazzi permanece como visto anteriormente, ou seja,
(VA)X,Y) = (VA(Y, X).

Encerraremos essa subse¢do com uma expressao para a curvatura de Ricci da hipersu-
perficie X" e dois exemplos de hipersuperficies tipo-espaco em H}". Escreveremos AX para
denotar An»X para todo X € X(X"). Como X" € tipo-espago observamos que, dado um
referencial ortonormal local {Ey, ..., E,} e X, Y € X(X") temos

Ric(X,Y)" = Zn}Rh(X, E)Y, Ei),

i=1
em que Ric(-, )" denota a curvatura de Ricci de . Entretanto, sabemos da equagio de Gauss
que

RMX,E)Y = —(X,Y)E; + (E;,Y)X — (AX,Y)AE; + (AE;,Y)AX.

Assim, temos:

Ric(X,Y)" = En:(Rh(X, E;)Y, E;)

1=1
n

=Y (~(X.Y)E; + (E;,Y)X — (AX,Y)AE; + (AE;,Y)AX  E)

i=1

= —n({X,Y) + (X,Y) — (AX,Y)tr(A) + (AX,Y)
= (1=n)(X,Y) —nH(AX,Y) + (AX, AY).

Exemplo 11 (O Cilindro Hiperbélico H"P(v/1 —r2) x HP(r)) O cilindro hiperbdlico
H"?(v/1 —r2) x HP(r) é uma hipersuperficie de H}™. De maneira andloga aos exemplos
anteriores, calculemos o seu campo normal. Para tanto, precisamos novamente de um campo
normal da forma N = (axy,bxs), a,b € R, com (N,N) = —1 e com (N, X) = 0, para todo
X = (21, 29) € X(H" P(v/1 —12) x HP(r)). ao exigir que (N, N) = —1, temos:

(N,N) = {ax, axl)H(\/m) + (bxa, bra)w(r)
= a®(zy, 1wy + b* (2, Ta)w()
= —a*(1—r%) —v*r? = —1.

Por outro lado, fazendo (N, X) = 0 obtemos:

(N, X) = <ax1,x1>H(m) + (bxa, T2)m(r)
= CL(SL’l, 231>H( 1—12) + b<3727 x2>H(r)

=—a(l—7r*) —br?=0.
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Em seguida, ao resolver o seguinte sistema

—a*(1—r%) - 0’r? = -1
—a(l—7%)—-br?=0

I

, —r V1—1r2
encontramos, a menos de mudanga de sinal, a = Wi eb=——— donde

N:( — me)_

x
m 1 r
Desde que AX = —V x N, representamos A em sua forma matricial pela seguinte matriz
em bloco: ) )
r_ g :
NI A
R LR S -,
P—y/1 —r?
0 )

onde Iy == representa o operador identidade de H""P(\/1 —r?) e Iy(,) 0 operador iden-
tidade de HP(r). Assim, ndo é dificil perceber que tal matriz é diagonal, o que torna uma
tarefa facil determinar os seus autovalores que, nesse contexto, sdo chamados de curvaturas
principais, as quais sdo dadas por:

r —v1—r?

oz ¢ = T s

Para finalizar este exemplo, calcularemos os valores de |A|?, H e |¢|. Por definicdo, sabemos

A== Ayp =

que
AP =) "N eH= %Z)\
=1 =1

desse modo segue as seguintes igualdades:

AP =S N=Y s 3 A
=1 =1

1=n—p+1

-k 72 - 1—172
:; 1—1r2 +iznzp+1 r2
_(n=ppr?®  p—r?)

1 —r? r2

_ (n=p)rt+p(1 =)
N r2(1 —r?)
B nrt + p — 2pr?
T r2(1—12?)

r2(nr? —2
_ (r2(1 = fg)” (2.23)
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H:%ZZ:A,- (Z/\+ Z A)

- Vi
B 2 )

1 r Vi
—g((n—p) T—ﬂ_p , )
(n—p)r* —p(1—1?)
nry/1 —r?
m‘2—pr2—p—|—pr2
/172
nr? —p

- & 2.24
Y (229

Utilizando (2.23), (2.24) e Proposi¢do 2.16 vemos que:

o7 = |4 = i
_ r?’(nr? —2p)+p  n(nr? —p)?

r2(1 —r?) B n?r2(1 —r?)
nr?(nr? — 2p) + np — (nr? — p)?
B nr2(1 —r?)
Pt = 2npr? 4+ np — n®r* + 2npr? — p?
N nr2(1 —r?)
_ np—p°
nr2(1 —r?)
~ pn—p)
nr2(1 —r2)’

Exemplo 12 (O Cilindro Hiperbélico HP(\/1 —r2) x H"P(r)) Perceba que este exemplo
diferencia-se do anterior apenas pela dimensdo das variedades envolvidas. Nesse contexto,
o cilindro hiperbélico HP(v/1 — 12) x H"P(r) é uma hipersuperficie de H;*'. Sabemos entdo
que para encontrar o campo normal € preciso um campo normal da forma N = (axy,bzs) tal
que (N,N) = —1 e com (N,X) = 0, onde X = (x1,15) € X(HP(V1—72) x H* ?(r)) e
a,b € R. De maneira inteiramente andloga, nos encontramos, a menos de sinal, o seguinte

campo normal:

X1,

m r

Como o leitor jd deve estar acostumado, devemos fazer pequenos ajustes quanto aos

N:( — \/1—77“2332)'

cdlculos envolvendo o operador de forma e o vetor curvatura média. Usando novamente - e

pela ultima vez nesse capitulo - o fato de que AX = —V x N, podemos representar A em sua
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forma matricial pela seguinte matriz em bloco:

onde agora Iy /== representa o operador identidade de HP (V1 —=12) e Iy o operador
identidade de H" P (r). Novamente temos uma matriz diagonal e podemos encontrar as curva-
turas principais de H? (/1 — r2) x H""P(r) de modo simples. Sao elas:

r —V1-r?

Alz"':)\pzl—_ﬂe)\p_{_l:"':)\n: ,

2, H e |¢|*. Desde que

Enfim, calculemos os valores de | A

n 1 n
AP=N"22eH=-Y",
4] Zl e ”21

vemos que:

AP RS 3
=1 =1

i=pt1
r? 1—72
- Z =2 Z 2
i—1 i=pt1
oprt  (n=p)(1—1?)
12 72
_prt+n—2nr* +nrt — p+ 2pr* — prt
N r2(1 —1r2)
_n=2nr* +nrt —p+ 2pr
N r2(1 —r?)
_ n(l — r22)2 —p(1 —2r?) (2.25)
r2(1 —r?)
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i=1 i=1 i=p+1
1 r "N V112
100 =t
A\ L= i=p+1
1 r ( )\/1—77«2
= — —_— n J— -
n \U T =2 b

pr? —n+nr? +p — pr?
nry/1 —r?
2 _ —
_ w, (2.26)
nry/1 — 12
Terminaremos calculando o valor de |$|?, como prometido acima, através das igualdades em
(2.25), (2.26) e Proposicdo 2.16 obtendo:

6> = |A|* — nH?
_n(1=r?P —p(l—2r%)  n(w? —(n—p))’

r2(1 —1r2) n?r2(1 — r?)
_ n?(1 —2r2 + 1Y) —np(1 — 2r?) — (n*r* — 2n(n — p)r? + (n — p)?)
nr2(1 —r?)

n? — 2n%r? + n?rt — np 4 2npr? — n®r* 4+ 2n%r? — 2npr? — n? + 2np — p?
nr(1 —r2)

_ _mw—p
nr2(1 —r?)

_ p(n—p)
nr2(l —r2)’

Observacao 2.2 Em verdade, os cilindros hiperbolicos exibidos nos Exemplo 11 e Exemplo 12

sdo isométricos. Com efeito, considere a aplica¢do

U HP(V1 —72) x HP(r) — HP(V1 — 72) x H" P ()

r

, x1 |, emque x = (x1,x9) € H" P(\/1 —r2) x HP(r
N 1) q (21, 22) ( ) (r)

comxy € H" P(\/1—12) e xy € HP(r). Verifica-se que V € diferencidvel e uma bijecdo cuja

inversa é a aplicagcdo
U HP(VI —r2) x HP(r) — H" (V1 — 12) x HP(r)
(m

1—,2
dada por V(z) = ( . r To

dada por V1 (y) =

T
yl>, emquey — (yl,yQ) c HP(, /1 — TZ)XHn—p(T)

V1—r2
comy, € HP (V1 —1r2) ey, € H'P(7). Novamente ndo é dificil checar que V=" ¢ diferencid-

vel.
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Concluimos, portanto, que V é um difeomorfismo. Para que V seja uma isometria,
precisamos mostrar que (u,v), = (dV,(u),d¥,(v))y() para todo ¢ € H"P(v/1—1r2) x
HP(r), u,v € T,(H"P(v/1—12) x HP(r)). Sejam q = (q1, ), com 1 € H' P(v/1—12) e
@ € HP(r), u = (u,up) e v = (v1,v2) com up,v; € T, (H"P(V1—12)) e
Up, vz € Ty, (HP(r)).

Apos alguns cdlculos obtemos:

(i) (u,v)g = (U1, V1)gn-n(yi=2) + (U2, V2)E0 ()

. 1 —r? r?
(”) <d\11q(u)a dqjq(v»\ll(q) = T2 <u27 U2>Hp(,/1_r2) + m(uly U1>H"*P(T)-

Por fim, basta observar que:

r? 1—r?
(ut, V0 gy i=2) = T3 (Ut ianr(r) € (2, va)mn(r) = —5— (U2, U2)so(vi=ray-
Desse modo, mostramos que (u,v), = (d¥,(u), dV,(v))w(q) e consequentemente, que V é

uma isometria.

Observacao 2.3 Doravante, a menos de men¢do contrdria, iremos nos referir aos espacos de
forma Lorentzianos como L', com ¢ € {—1,0,1}, de modo que:

Lot =R (O Espago de Lorentz-Minkowski),
L™ .= ST*! (0 Espago de de Sitter),
L™t .= H}* (O Espago anti-de Sitter).

A fim de extrair ao maximo os beneficios proporcionados pelos exemplos anteriores, exi-
biremos as expressoes do tensor curvatura e da curvatura de Ricci que generalizam os casos em
hipersuperficies tipo-espaco em espagos de forma Lorentzianas. Seja 2" uma hipersuperficie
tipo-espago em um espago de forma Lorentziano L2 e { £}, ..., E,,} um referencial ortonor-
mal local de X", pela equacdo de Gauss, temos que para X, Y, Z € X(X") o tensor curvatura e

o tensor de Ricci sdo dados, respectivamente, por:
RX,)Y)Z =c({(X,2)Y — (Y, 2)X) — (AX, Z)AY + (AY, Z)AX,

e a seguinte

Proposicao 2.23 Sejam X" uma hipersuperficie tipo-espaco com curvatura média H constante
de um espaco de forma Lorentziano 1" e {E\, ..., E,,} uma base ortonormal local de ¥:".

Entdo o tensor de Ricci é limitado por baixo.
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Demonstracao. Utilizando a definicdo da curvatura de Ricci e a igualdade acima, temos:

Ric(X, X) = iu{(x, E)X,E;)

= i<c(<X,X>Ei — (E;, X)X) — (AX, X)AE; + (AE;, X)AX, E))

n n

= DX B E) = 3 el B X)X B) — Y (AX, X)(AE, E)

i=1 i=1

+ i(AX, ENAX, E)

i=1

=nec|X|* — | X|* — (AX, X)trA + |AX?
=c(n—1)|X]* - nH{AX, X) + |AX . (2.27)
Desde que |AX — %Xﬁ — 2 ¥12 — |AX|? — nH(AX, X temos, por (2.27)

n?H?
4

2 n2 H?2
4

H
Ric(X, X) = c(n — 1)| X > + ‘AX — %X

)
(2.28)

XP > (c<n _1)-

Desde que estamos supondo que nossa hipersuperficie 2" possui curvatura média A cons-

tante, concluimos pela desigualdade acima que a curvatura de Ricci € limitada por baixo. ]
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Capitulo 3

Formula de Simons e Desigualdade Tipo
Okumura

Este capitulo tem como finalidade expressar uma férmula tipo Simons (veja Equacao
(3.8)), que sera utilizada em nossos resultados principais, bem como estabelecer alguns resul-
tadosenvolvendo uma desigualdade tipo-Okumura. Nao obstante, destacamos que este capitulo
foi, em grande parte, embasado nos escritos de Sdnchez ( [26]), mais especificamente nos textos
do Capitulo 2 de sua Tesina de Licenciatura.

Sejam MZH uma variedade Lorentziana com curvatura seccional constante igual a ¢, 2"
uma hipersuperficie tipo-espago de MZH com curvatura média / constante e V sua conexao

de Levi-Civita. Defina o seguinte laplaciano AA : X(X") — X(X") por

AA(X) = tr(VPA(X, ) = Y V’A(X,E;, Ey), (3.1)

i=1
onde, {E1, ..., E,} é um referencial ortonormal local em X" € VZA : X(X") x X(Z") x
X(X") — X(X") o operador dado por V2A(X,Y,Z) = (VzVA)(X,Y). Pela equagdo de
Codazzi, vemos que V2A ¢é simétrico com relacdo as duas primeiras varidveis. Ndo obstante,

temos

V2AX,Y,Z) = (V,VA)X,
= Vz(VA(X,
= Vz(VA(Y,

)

X)

Y)

Y)) = VA(V,X,Y) — VA(X,V,Y)
) — VA(Y,VzX) — VAV Y, X)
X)=

= (VzVA)(Y, V2A(Y, X, Z).



Pode-se ainda mostrar uma relacao de simetria com relacdo as outras varidveis. Para tanto, pela
simetria da conexao, € simples verificar que podemos reescrever o tensor curvatura de 2" como

R(X,Y)Z =VvywZ —Vv,xZ —VxVyZ+ VyVxZ. Note ainda que

V2A(X,Y,Z) = (VzVA)(X,Y)
= V4(VA(X,Y)) = VAVzX,Y) = VA(X,VY)
= Vz(Vy(AX) — A(Vy X)) - Vy A(VzX)
+A(VyVzX) = Vy,y(AX) + A(Vy,y X).

O que segue agora é uma cadeia de igualdades um tanto quanto extensa, entretanto, nada tediosa

aos olhos dos mais dvidos. Utilizando a igualdade acima e algumas manipulagdes obtemos:

VIA(X,Y, Z) — VEA(X, Z,Y) = V(Vy(AX) — A(Vy X)) — Vy AV, X)
4 A(VyVzX) = Vv (AX) + A(Vy,y X)
— Vz(Vy(AX) — A(Vy X)) + Vy A(VzX)
— A(VyV2X) + Vv (AX) — A(Vy v X)
= V,Vy(AX) — V,A(Vy X)) — Vy AV X)
4 A(VyVzX) = Vv (AX) + A(Vy,y X)
= VyVz(AX) + VyA(VzX)) + VZA(Vy X)
— A(V,VyX) + Ve, 2(AX) — A(Vy, 2X)
= —Vy,v(4AX) + Vg, z(AX) + Vz(Vy(AX))
= Vy(Vz(AX)) + A(Vy vy X — Vg, 2X)
+ A(=Vz(VyX) + Vy(VzX))
—R(Z,Y)AX + A(R(Z,Y)X).

Assim, concluimos que
VQA(X7 Y, 7) = V2A(X, Z,)Y)—R(Z,Y)AX + A(R(Z,Y)X). (3.2)

Tendo ainda em mente que { £, ..., F,, } é um referencial ortonormal local X", considere-
mos os seguintes resultados que nos auxiliardo em um calculo posterior.

Como X" possui curvatura média H constante e trA = nH entdo, para X € X(X"),
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temos que

n

S (Vx(VA)(E;, ) = t(Vx(VA))

i=1
= Vx(tl"(VA))
= Vx(vtl"A)
=nVxVH =0. (3.3)

Considerando o espaco ambiente MZH, a equacgdo de Gauss € dada por
RX,Y)Z =c({X,2)Y — (Y, Z2)X) — (AX, Z)AY + (AY, Z)AX,
donde

ZR (E;, X)AE; = Z{c (E;, AE)X — (X, AE))E;) — (AE;, AE)AX + (AX, AE,)AE;}

=1

= ctr(A)X — cAX — tr(A*)AX + A*X (3.4)

A(Xn:R(Ez,X > <Z{C (B, Ei) X <X7E1>E1>}>

+A (Z{—(AEi, E)AX + (AX, E¢>AEZ‘}>

=1

= cnAX — cAX —tr(A)A’X + A*X. (3.5)
Fazendo a igualdade (3.5) menos a igualdade (3.4) obtemos a igualdade abaixo

—> R(E;, X)AE; + A <Z R(E;, X)Ei) = — ctr(A)X + cAX + tr(A%)AX — A3X

i=1 i=1

+ enAX — cAX —tr(A)A’X + A*X
= —cnHX + (tr(A?) + en)AX — nHA®X.
(3.6)

Usando a igualdade em (3.6) juntamente com as simetrias de V2A e as igualdades de (3.2) e
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(3.3) obtemos de (3.1) a seguinte sequéncia de igualdades
AA(X) =Y V’A(X,E;, E;)
=1
= Z VQA(EM X7 El)
=1

_ i{V2A(Ei, E;, X) — R(E;, X)AE; + A(R(E;, X)E;)}

_ Zn:{(vXVAin, E;) — R(E;, X)AE; + A(R(E;, X)E;)}

= —cnHx + (tr(A%) + en) AX —nHA?X

= cnAX — cnHr + |APAX —nHA?X.

Desde que, por definigdo, sA|A|> = |VA[*+ (A, AA), precisamos calcular (A, A A) para
alcancar a féormula desejada. Sem mais delongas, vamos as contas.

(A, 04) =) (A(E), AA(E))

=1
n

= (A(E), cnA(E;) — cnHE; + |APPA(E;) — nHA(E;))

i=1
= cn|A]? — enHtr(A) + |A|* — nHtr(A?)
= cn|A|> — en*H? + |A]* — nHtr(A?)
= cn(JA]* —nH?) + |Al* — nHtr(A%).

Podemos, enfim, alcancar um dos nossos preciosos objetivos, ao qual iremos nos referir de

agora em diante como férmula de Simons. Vide a igualdade abaixo:
1
5A|A|2 = |VA|? + en(|A]* — nH?) + |A|* — nHtr(A%). (3.7)

Proposicao 3.1 Considere os operadores de Weingarten A e o operador de umbilicidade ¢
de X". Se a fungdo curvatura média H de X" é constante, as seguintes propriedades sdo

verdadeiras:
(i) tr(¢?) = tr(A?) — nH?.
(ii) V¢ = V A e, consequentemente, |V ¢|* = |V A%

(iii) AA]? = Al

2, além de que tr(A3) = tr(¢®) + 3H|¢|* + nH?3.
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(iv) [A]* = [9]" + 2nH?|)|* + n*H".
Demonstracao. Facamos cada item separadamente.

(1) De fato, o célculo para verificar essa igualdade é andlogo ao que foi feito na Proposicdo

2.16.
(17) Desde que H é constante e ¢ = A — HI, tem-se que

Vo =VAe|Ve|* = VAP

(i17) Como mostrado na Proposi¢do 2.16, |¢]? = |A]*> + nH?, vemos que A|d|*> = A|A[%

Além do mais, temos:

tr(A%) = tr((¢ + HI)?)

tr(¢®) + 3Htr(¢?) + 3H*tr(¢) + Htr(I)

(

tr(¢® + 3¢°HI + 3pH*I + HI)
(
(

tr(¢®) + 3H|¢|* + nH?.

iv) Segue, imediatamente do fato de que |A|?> = |¢|? + nH?, uma vez que
g q q
|A[* = (|¢* + nH?)* = |¢|* + 2nH?|¢|* + n*H*.

]

Com uma simples substitui¢do dos resultados obtidos na Proposi¢do 3.1 € possivel rees-
crever (3.7) em termos de H e |¢| obtendo, dessa maneira, a igualdade que é pega fundamental
para a demonstra¢do dos teoremas principais dessa dissertagdo. Tal igualdade revela-se sob a

seguinte forma

—A|¢|2 Vo2 + |o|* — nHtr¢®> — n(H? — c)|o|. (3.8)

Conforme supracitado, tal igualdade € facilmente obtida através de uma simples substi-
tuicdo em (3.7) das relagdes acima encontradas. Entretanto, exibiremos a veracidade de tal fato

na demonstracio da seguinte

Proposicao 3.2 Sob as condicdes da Proposicdo 3.1, temos a seguinte formula de Simons

—A!W [AGP + [|* — nHtrg® — n(H* — ¢)|¢|*.
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Demonstragéo. O resultado segue do fato que $A|¢|? = A|AJ* e das igualdades abaixo

%A]A\Q — [VAP + en(|A]2 — nH?) + |A]* — nHtr(A%)
= |Vo|* + en|d|* + |o|* + 2nH?|p|* + n* H* — nHtr(¢®) — 3nH?|¢|* — n*H*
= [Vo|* + enlo|* + |¢]* — nHtr(¢®) — nH?|¢|?
= [Vo|* + [¢|* — nHtr(¢”) — n(H* — c)|o]*.

]
Findadas as discussdes sobre a féormula tipo Simons, iremos direcionar nossa atencao a

desigualdade tipo Okumura. Em verdade, esta € uma relacao puramente algébrica em que dados
n n

B, 11, ...y b € R tais que Z,ui =0e Z,uf = (3%, entdo

i=1 i=1

Z‘“ —ﬁ

Tal resultado foi melhorado inicialmente por Alencar e do Carmo ( [3]) como segue o

——18F". (3.9)

lema abaixo

Lema 3.1 Se 3, juq, .. ,,unGRsaotalsqueZ,ul—OeZul = /3%, entdo

=1 =1

Zuz < ﬁlﬁls’

e a igualdade ocorre se, e somente se, pelo menos n — 1 dos p; sdo iguais.

Apresentaremos um outro resultado nesse contexto devido a Melendéz ( [19]). Em ver-
dade, a demonstracdo do Lema 3.1 segue, com seus devidos ajustes, andloga a demonstracao do
seguinte
Lema 3.2 Sejam &1,&s,...,&, comn > 3 en € N, nimeros reais tais que Z& =0e

7

Z ¢ = 3%, onde 3 > 0. Entdo, a equagdo

> ——@3 l<k<n-l,
Vnk(n — k)
vale se, e somente se, k termos &; sdo iguais e ndo-negativos e o restante dos n. — k termos &;

sdo iguais e ndo-positivos.
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Demonstracao. Note, inicialmente, que o lema é trivialmente valido se 5 = 0, pois terifamos

Z & =0e Zf? = (%, o que implicaria em todos os & = 0 e satisfazendo todas as exi-

géncias do lema. Consideremos entdo o caso 8 > 0 e defina a fungdo g : R" — R dada por

g(&) = fo’, com ¢ = (&,...,&,) € R”, sujeita as condi¢des iniciais Zfi = 0Oe

(2

Z ¢2 = 2. Pelo método dos Multiplicadores de Lagrange e escolhendo os multiplicadores de

Lzagrange de maneira favoravel, temos
VY &= Qngz +3aV) ¢
i Z 2 i 1 i )
donde obtemos:
vy & - %VZ{‘) —3aVy &=0
i b2 i Z i Z
A
SV (5? B 3%.) 0
Y &-A—a=0.

Assim, segue que os pontos criticos sao dados pelos valores de &; que satisfazem a equagao
quadrética £ — \§; —a = 0, Vi = 1, ..., n. Resolvendo tal equagio, fazendo uma reenumeragao

se necessdrio, vemos que
Si=.. =6 p=—a<0e& pr1=...=& =0>0,a,b€R.

Desse modo, sob as condic¢des iniciais, 0s pontos criticos podem ser reescritos como

§—CL+ i b=0
1 n—p+1



) ] —(n—pla+pb=0
Resolvendo o seguinte sistema ( ) encontramos que a? = I (2
(n —p)a® + pb* = 3 n(n — p)

n —
eb? = b (3?. Nio obstante,
np

n n—p n
IR S
i=1 1

n—p+1

~ (a—=phpyp 3 pln—p)n—p

n(n —p)y/n(n —p) npy/np
I Y/ . <n—p>m> 5
- —p*+(n —p)2> 33
ny/np(n — p)
_ —p* +n?— 2np+p2> 5
ny/np(n — p)

n(n — 2p)

_ 3
ny/np(n —p)ﬁ
n—2p 3
S —y; L
np(n —p)

2
. —n .
Derivando g com relagé@o a p, observamos que ¢’ = % < 0, pois temos
2p(n — p)y/np(n — p)
que n,p, S > 0,com 0 < n — p. Assim, vemos que g € decrescente. Além disso, tem-se

n—2p n — 2k
g= B = 32,
np(n — p) np(n — k)

se, e somente se, k = p, donde concluimos que

|k —k
Si=..=&k=— mﬁ<oefn—p+1:---:§n: nnk 5 >0.
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Capitulo 4

Alguns Resultados Auxiliares

Neste capitulo exibiremos alguns resultados adicionais que serdo utilizados diretamente
ou indiretamente nas demonstragdes dos teoremas principais encontrados no Capitulo 5 dessa

dissertacao. Comecaremos com o seguinte resultado devido a Montiel [21].

Lema 4.1 Seja ¢ : X" — S uma hipersuperficie tipo-espaco compacta imersa em um
espaco de de Sitter e a = (ag, ay, ..., anp1) € R com |a|?> = —1, e ag < —1. Entdo, se H de-
nota a curvatura média de ¢ com respeito a um campo normal unitdrio
N : ¥ = {x = (20,21, ..., Tny1) € R 2|2 = —1,29 > 1} e dX a métrica Riemanni-

ana de X", nos temos

/<VH, a)ds > 0,
Y

e a igualdade vale se, e somente se, p é umbilica.

Demonstraciio. Sejam V, V e V¥ as conexdes de Levi-Civita de R7"?, STt e X" respectiva-
mente. Considere as fungdes suportes [, : X" — R dada por [, = (p,a) e f, : ¥" — R, dada

por f, = (N,a). Sejav € X(X"), desde que a = a' — f, N + I, temos que:

(Vla,v) = <V<90’ a>’v> = U(<907a>) = <vvgpva> = <U7a> = <'UvaT>'



Pela igualdade em (2.15), dados v, w € X(X") vemos que:
Hess(p, a)(v,w) = <VfVla,w> = (V, Vi, w)
= (Vya',w)
= (Vi(a+ fuN = lup), w)
= (VofaN,w) = (Vilop, w)
= fa(VoN,w) + (v(fa) N, w) = la{Vip, w) — (v(la)p, w)
= —(v,w){p,a) — (Av,w)(N, a).
Podemos determinar o laplaciano da funcdo I, = (y, a) como segue:
A{p,a) = tr(Hess(p, a))
= —n{p,a) —nH(N,a). 4.1)
Considerando agora a aplicagdo f, : X" — R. Temos:
(Vfo,v) = (V(N,a),v) = v((N,a)) = (V,N,a) = (—=Av,a) = (—A(a"),v).
Calcularemos a Hessiana de (IV, a).

Hess(N, a)(v,w) = (V¥V(N,a), w)

= —(V?VA(a"),w)

= —(V?A(a",v),w) — (A(V¥a"), w)

= —(V¥A(v,a"),w) — (V¥Vl,, Aw)

= —(V¥A(v,a"),w) — Hessl,(v, Aw)

= —(V¥A(v,a"),w) + lo(v, Aw) + fo(Av, Aw)

Considerando {ey, ..., ¢, } um referencial ortonormal local de X" tal que diagonalize A, temos

A(N,a) = tr(Hess(N, a))

= Z (VPA(ei,a"), e5) + laes, Aes) + fa(Aes, Aes))
- Z (Ve A(es,al), e) + Ltr(A) + fo| A

— _Z VQTA ei), € +Z aTez ;) +nlaH + fal Al
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Veja ainda que, como {ey, ..., e, } diagonaliza A, temos que A(e;) = 7;e;, com7; € Re

1 =1,...,n, obtemos:

<A(V§TGZ‘)7 €i> == <Vf—r€i7 A(61)> == Ti<v:-|—€i, 6i> =0.

Além disso, escrevendo a' = g (a,e;)e;, vemos que:

= (VE Ale) &) = — ZW%;; (T oo, Alei), €0)
=1 i

Concluimos, entdo, que
A(N,a) = nH(p,a) + |A*(N,a) — n{a, VH). 4.2)

Assim, por (4.1) e (4.2), temos:
A (H(p,a) + (N,a)) = AH{p,a) + A(N,a)

= HA(p,a) + (¢, a)AH + 2(VH,V{p,a)) + A(N, a)

= —nH(p,a) —nH*(N,a) + (¢, a) AH + 2(VH,V{p,a))

+nH({p,a) + |A*(N,a) — n(VH,a)
= (JA]? = nH?) (N,a) + (¢, a)AH — (n — 2)(VH, a). (4.3)
integrando ambos os lados da expressa obtida em (4.3) obtemos
/ZA (H{p,a) + (N, a)) d. = /Z (JAP — nH?) (N.a) + (g, ) AH — (n — 2)(VH, a)dS.

Pela compacidade da hipersuperficie, usando o Teorema do divergente o lado esquerdo dessa

igualdade € identicamente nulo. Com efeito,

/ZA (H{p,a) + (N,a)) d¥ = /@ E oH <so,agn+ (N, a))

dy, = 0,
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onde 7 é o vetor normal unitdrio exterior a >.". Desse modo, temos
0= / (JA]? = nH?) (N,a) + (¢, a) AH — (n — 2)(VH, a)dX. 4.4)
)

Utilizando novamente o Teorema do divergente, sob a forma da 1* identidade de Green, obser-

vamos que

/E<V<g0,a>,VH> + (g, ) AHAY = / OH(p:a) 152 _

% Ui
/E(go,a)AHdE: —/(V(gp,a},V[ﬂdZ

by

= — / (VH,a)dX.
b
Assim, podemos reescrever (4.4) como
0= / (|A]? = nH?) (N,a) — (n — 1)(VH, a)dx. 4.5)
b

Sabendo que o tensor de umbilicidade |¢|> = |A]* —nH? > 0, tem-se que |A|? > nH? e sendo

IN|?=|al]* = —1com Ny > 1eag < —1 temos que (N, a) > 1, donde (4.5) fica

/E (VH, a) > 0,

de modo que a igualdade vale se, e somente se, \A[Q —nH? =0, isto é, o tensor de umbilicidade
¢ igual a zero o que implica que ¢ €é umbilica.

]

O préximo resultado também foi provado por Montiel [21] e segue como uma consequén-

cia imediata do lema anterior. Vide o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Seja p : X" — ST uma hipersuperficie tipo-espaco compacta imersa em um

espaco de de Sitter. Se p tem curvatura média H constante, entdo p é umbilica.

Demonstracao. Bastar ver que, sendo H constante, VH = 0, logo / (VH,a)d> = 0, para
b
todo a € R?"? com |a|> = —1 e ap < —1. O resultado segue do Lema 4.1. ]

Segue abaixo um teorema inicialmente provado por Akutagawa (veja Teorema 0.3), mas

daremos aqui uma demonstra¢do desse mesmo fato devida a Montiel.

Teorema 4.2 Seja ¢ : X" — ST+ uma hipersuperficie tipo-espago completa em um espago de

4(n—1)

de Sitter com curvatura média H constante satisfazendo H? < 5— Entdo o é umbilica.
n
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Demonstracao. Se k ¢ um autovalor do operador de Weingarten entdo, pela equacao de Gauss,

obtemos

Ric(v) = (n — 1)(v,v) — nHE(Av,v) + (A%v,v)
= (n—D|* —nHE|v|* + k*|v]?

=(n—1—-nHk+ E*)|?,

ou seja, n — 1 — nHk + k* é um autovalor do operador de Ricci. Além disso, é facil verificar
que o discriminante de k* — nHk + n — 1 é dado por n*?H? — 4(n — 1) < 0 donde temos
k* —nHEk +n —1 > 0. Desse modo, fazendo uma simples derivacio nesse polindmio e

. nH .
igualando a zero obtemos que k = - Assim, vemos que k> — nHk = n — 1 assume seu

valor de minimo em k = - isto é,

nQHQ n2H2 N - ) n2H2
1 9 n =N 1 .

E —nHk+n—1>

27172

4
Bonnet-Myers temos que X" é compacta. Por fim, pelo Teorema 4.1 concluimos o resultado. m

Portanto, Ric(v) > n —1— z > () para todo v tangente a X" e |v| = 1. Pelo Teorema de

O préximo teorema € da autoria de Ki, Kim e Nakagawa [15] o qual versa sobre hipersu-
perficies tipo-espaco com curvatura média constante imersa em um espaco de forma Lorentzi-

ano. Eis enunciado juntamente com a sua demonstracao:

Teorema 4.3 (Ki-Kim-Nakagawa) Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco completa com cur-
vatura média H constante de um espaco de forma Lorentziano L', Se ela satisfaz uma das

propriedades abaixo:
(i) ¢ <0,
(ii) c>0,n>3eH*>4(n— 1)

(iii) ¢ > 0,n=2e H? > 4c.

Entao, |A]* < Sy (1)* em que

h (nh—i— (n —2)y/h? —4(n — 1)c>

S (1)* = —nc+ 1) ,

onde h = nH.
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Demonstracio. Considere uma funcio f ndo negativa tal que f? = tr¢?, isto &,
h2
f?=tr¢* =trA> —nH?> = —hy — —
n’

onde denotamos trA? = |A|*> por —hy. Desde que H €é constante, temos que

1 1 1
§Af2 = EA(—hz) = §A|A\2. Temos entdo

%A(—hg) = |[VA? + en(|A]? — nH?) + |A|* — nHtr(A?)
> en(JA)? — nH?) + |A]" — nHtr(A?)

2

= cn(—hy — %) + h3 — htr(A®)
h2\?
=cnf?+ <f2 + E) — htr(A?)
h2\?
=cnf? + <f2 + F) — h (tr(¢?) + 3H|¢|> + nH?)

zcnf2+<f2+h—2)2—h(tr(¢3) o hg)

22 f2 3h? . R
—enf W

= f? <cn — %2 + f2) — htr(¢3).

+ 7~ hir(0%) -

2

1
Assim, obtemos EA(—hQ) > f? (cn " + fz) — htr(¢?*). Sendo by, ..., b, os auto-
n

valores de ¢, uma vez que tr¢ = 0, temos que Z b; = O e, para algum k£ > 0 € R tal que
i=1

Z b7 = k?, pela desigualdade de Okumura, vemos que

i=1

n—2

Vn(n—1)

— k%

253

f3

—(n—2
Desde que f é ndo negativa, temos que —|h|tr(¢?) > (n—2)

T y/n(n—1)

Iaps p(p__n=22 »
INEEY (f Al e n)

1 1 .
\/ﬁ' Note que 0 < F' < %. Como X" € tipo-espago

com curvatura média H constante temos que a curvatura de Ricci € limitada por baixo como

Sejama > 0 € Re ' =

visto em (2.28). Aplicando o principio do Maximo de Omori-Yau em £, conseguimos uma
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sequéncia {py } tal que:

1 1 . 1
|V FE(pr)| < o AF(pg) > — einfF + ik F(p). (4.6)
1 1.1
Perceba que f2 = e Desse modo, vemos que §Af2 = §Aﬁ Assim, obtemos
1.1  —AF _|VF[
ZA— —
2 F? F3 3 ’ F2 |7

da igualdade acima e de (4.6) temos:

1, 2\ _ —AF (pr) VF(p) |
i )AL pe) = Fipe) ( F3(py) +3' F2(py) )
= Fp)AF () + 3VE @O <+ )

Como F' € limitada, temos que o lado direito vai para 0 quando k£ — oo. Nao € dificil checar
que quando isso ocorre, F'(py) — infF = Fye f(pr) — sup f = fo. Para k suficientemente
grande, existe ¢ > 0 tal que

Flpo)Af(pr) <e &

Af2(pr) < ef*(pr) + 2caf?(p) +ca® <

—2(n —2)|h| 200V (e - ca) — ca?
—nm_l)f(pkmf(pk)( : ) |

Destarte, temos que {f(px)} é limitada € quando ¢ — 0 temos que limsup A f%(p) < 0.

02f§<f§—w+nc—h—2>. 4.7)

0> (2—¢)f*(pw)

Assim, obtemos que

n(n —1) n
Considerando qualquer uma das trés condi¢des da hipdtese, (i), (ii) ou (iii) e assumindo,
sem perda de generalidade, que 2 > 0, podemos analisar a segunda parcela de (4.7) como uma
funcdo quadrética, de modo que seu discriminante é dado por

n?(h* —4(n — 1)c)
n(n —1) '

O que nos permite encontrar a seguinte igualdade:

(n —2)h+ny/h? —4(n —1)c
2¢/n(n—1)

fo=

)

h2
desde que |A|> = —hy = f>+ — e f < fo, a desigualdade abaixo torna-se um exercicio
n

simples de ser verificado, embora, talvez, um pouco demorado.

h2
’A|2 S f[? + )
n
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donde

h (nh + (n—2)\/h? —4(n — 1)c>
|A]? < —nc + :
2(n—1)
]
Exibiremos mais dois teoremas que serdo de grande valia no decorrer da argumentacao

necessdria para estabelecer os resultados do Capitulo 5. Abaixo encontram-se o Teorema 4.4 e

o Teorema 4.5.

Teorema 4.4 (Calabi-Cheng-Yau) Se " é uma hipersuperficie tipo-espaco completa mdaxima

2

do espago de Lorentz-Minkowski R, entdo X" é um hiperplano tipo-espago.

Teorema 4.5 (Ishihara) As subvariedades H,,, .

tipo-espago completas maximais de dimensdo n em H;*P(1) satisfazendo |A]? = np. Aqui

npsr em HIFP(1) sdo as tinicas subvariedades

denotamos H,,, .., por

H™ m X e x pt1 .
n n

Tanto a demonstragdao do Teorema 4.4 e quanto a do Teorema 4.5 fogem dos propdsitos
desta dissertacdo. Por esta razdo nao exibiremos as provas desses teoremas. Entretanto, dado
o grau de relevancia desses resultados, indicamos como leitura opcional e complementar, os

artigos encontrados em [6] e [8] para tratar do Teorema 4.4 e em [14] para o Teorema 4.5.
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Capitulo 5

Resultados Principais

Neste dltimo capitulo enfim cumpriremos a promessa de enunciar e demonstrar os dois
teoremas principais desse estudo. Como dito anteriormente, ambos os teoremas versam sobre
resultados de caracterizacdo de hipersuperficies em um ambiente Lorentziano. Tudo que foi
escrito desde o primeiro capitulo serd utilizado aqui - de maneira explicita ou implicita - para
a construgdo, argumentacdo e arremate das provas dos resultados aqui presentes. Para uma

melhor leitura dividiremos este capitulo em duas secdes, destinando uma para cada teorema.

5.1 No Espaco de de Sitter

Teorema 5.1 Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco completa imersa em um espaco de de

Sitter " com curvatura média constante. Se o operador de umbilicidade total ¢ satisfaz

(n —2p)|¢[*

|trg?®| < :
np(n — p)

para algum 1 < p < 3, entdo

(i) sup |p| = 0 e X" € uma hipersuperficie totalmente umbilica,

(ii) ou H? > p( e,6|H|p71<sup|qb| <5‘H|p1, onde

3 _n 2772
Bt = 5= (0 — 2p) [ H| + v/0?HZ = 4p(n = p))
‘ vn T



Além disso, se (” P < [? < 1 entdo Bi|pa > 0 e a igualdade sup || = Bim|pa
vale. Além disso, o supremo é atingido em algum ponto de 3" se, e somente se, X" é um
cilindro hiperbélico S"P(\/1 4+ 12) x HP(r) C ST com

\/nH2—2p+\H|\/n2H2—4p(n—p) - VP
r =

2n(1 — H?) ~/n=2p

Demonstragiio. Sabendo que $A[p> = |[V¢|? + |¢|* — nHtr¢® — n(H* — 1)|¢[%, como

. 3 . 3 3 < (n—2p)|¢|* x
nHtrg® > n|H||tr¢?| e sendo |[tr¢?| < s’ entdo observe que
> —n(n—2p)

— /np(n—p)

—n|H||tr¢? \HH(M3 Assim, obtemos que

1 n(n — 2p)
ZAlo|? 2 4 N AP 3| _ 2 _ 2 2
SAl01 2 [Vel™ + 4] np<n_p)\H|\¢ | —n(H* = D[] = 9" B pa(l9]),

isto &,

1

S OIS = 8 Py (D), (5.1)
onde P 1 € 0 polindbmio dado por

n(n — 2p)

) |H|z —n(H” —1).

Pripa(z) = z? —

Se H? < 4(7;;1) , segue do Teorema 4.2 que X" € totalmente umbilica. Nesse caso, levando
em conta a classificacdo de hipersuperficies tipo-espago totalmente umbilicas do espago de de
Sitter devida a Montiel, nés concluimos que 2" deve ser isométrica a uma esfera Euclidiana.

, segue do Teorema 4.3 que |[A]*> < (S,(1))? e como

Por outro lado, se H?> > %

—nH? < —27D emos |¢]? = |A]? — nH? < (S;(1))? — 2221 ogo |¢? é limitado. Pelo
que estamos supondo de >." podemos usar o fato da curvatura de Ricci ser limitada por baixo,

visto em (2.28) e concluir que estamos sob as hip6teses do Principio do Méximo de Omori-Yau.

Destarte, pela Proposi¢io 1.43, existe uma sequéncia {py} C X" tal que

. 1
lim |¢|(pr) = sup |¢| e Alp|*(px) < = VEEN,

o que implica por (5.1) que

1

55> A|¢| (pr) = |01 (0r) Pty o1 (16] (1))

Fazendo k — oo, temos que
0> (sup [¢])* Pa| pa (sup |¢])-

Uma andlise imediata revela que
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* Pp1 > 0implica que sup(|¢|*) = 0, donde |¢| = 0 e a hipersuperficie é totalmente

umbilica.
ou

* sup |¢| > 0 e Apppa(sup(|e])) < 0.

Com respeito a este ultimo caso, quando % < H? < 4’)(:—2_”) obtém-se que

P H|7p71(a:) > 0, Vo € R. Com efeito, uma vez que ainda estamos considerando 4(2—?) < H?,
para que se tenha P, 1 > 0 basta que o descriminante associado ao polindmio P, 1 seja

menor que zero. Um simples célculo desse discriminante nos permite checar que

1H? — 4n? — 4 —
n np(n —p) < 0 se, e somente se H? < M

dond
np(n —p) SN

4(n —1)

4p(n — p)

< H? <
TL2

4 — ~ L, qeps e .
%. Em verdade, ndo é dificil verificar que se

Ap(n— . . . —2p)|H
H? = 20-P) onido P p1 possui uma raiz dupla ayy)p1 = vr=2)lH| - enquanto que se
n 24/p(n—p)

Concluimos que devemos ter H? >

H? > w, entdo Py, desfruta de duas raizes distintas a saber

NG

0< BIHl,p,l = m{(" —2p)|H| + \/n2H? — 4p(n — p)}
c
Bt =~ {(n — 2p)|H| — B —dp(n —p)}.
2/p(n —p)

Portanto, se P, (sup |¢]) < 0 entdo tem-se fiz71,1 < sup |¢| < Ba|,pa. Além disso,

se 4”(;‘—2_1’) < H? < 1, entdo Bi#|pa > 0. De fato, perceba que

Birjpn >0 & (n—2p)|H| > \/n?H? — 4p(n — p)

& (n? —dnp + 4p*)H? > n*H? — dnp + 4p*
n?H? — 4npH? + 4p* H* > n’H? — 4np + 4p*
dpH*(—n +p) > 4p(—n +p)

H*(—=n+p) > (—n +p)
-n+p
—n+p

R

H? <

L,
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donde a ultima desigualdade € justificada pelo fato de que

n
p<§:>p<2p<n:>—n+p<().

Agora, vamos assumir que a igualdade sup |¢| = 51 € vélida. Desde que Py ,1(|¢]) >
0, tem-se, por (5.1), A|¢|*> > 0, o que implica no fato de |¢|* ser uma fun¢do subharmdnica em
Mn.

Assim, se existe um ponto em %" em que o supremo € atingido, pelo Principio do Maximo
Forte de Hopf, temos que |¢|* é constante. Com maior razdo, |¢| é constante e |¢| = S| p1-
Atente-se ainda que (5.1) torna-se trivialmente uma igualdade da forma 0 = 0. Um outro
aspecto interessante decorrente de |¢| = 5|1 € que [VA| = |V¢| = 0, em outras palavras,
> é uma hipersuperficie isoparamétrica *.

Além disso, a igualdade em (5.1) implica na igualdade da desigualdade tipo Okumura
ltrg?3| < (\7}%, donde, pelo Lema 3.2 devido a Meléndez, temos que tal hipersuperficie
possui duas curvaturas principais constantes e distintas com multiplicidade p e n — p. Des-
tarte, pelo cldssico resultado sobre hipersuperficies isoparamétricas em um espaco de forma

Lorentziano (ver Abe, Koike e Yamaguchi [1]) constatamos que >" deve ser um dos produtos

abaixo:
STP(V1+12) x HP(r) C S’f“ ouSP(V1+1r2) x H"P(r) C S?“, comrt > 0.

Analisemos o que acontece em ambos os casos. Para o primeiro, feita uma escolha ade-
quada de um campo de vetores normal (veja Exemplo 9), S"?(1/1 + r2) x HP(r) tem as suas
curvaturas principais dadas por

——C M1 = ... = Ay =
T2 r

No Exemplo 9 calculamos os valores da curvatura média, do operador de Weingarten e do

A== Ay =

operador de umbilicidade de S"?(v/1 + r2) x H' (r). Desse modo, ja possuimos conhecimento

das seguintes igualdades:

T e
nry/1+r2’
. ‘A’2:n7’4+2p7‘2+p

r2(14r2)

“Uma hipersuperficie € dita isoparamétrica quando suas curvaturas principais sio todas constantes.
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L2 Ppln—p)
o = nr2(1+r2)

Observe ainda que H? < 1 se, e somente se, 7 > ﬁ. Com efeito,
n(n—2p

n2rt + 2npr? + p?

1>H*<1>
n?r2(1+ r?)

& n* (1 +7%) > n’r* 4 2npr® + p?
< n2r? 4+ 02t > %t 4 2npr2 + p2
o n?r? > 2npr? 4+ p?

& n(n —2p)r* > +p?
2

2 p
= > —
"7 (- 2p)
or>——Pr
vn(n —2p)
Not dor = —2__ entio H? = 2P De fato,
ote que quando r menao i e fato
np ? np+ (n —2p)p\°
2 2 +p
e (nr* +p) _ n—2p _ n—2p
n2r2(1 + r?) n’p p n’p p+n—2p
1+
n—2p n—2p n—2p n—2p
(2p(n —p))*
__(n—=2p3 _ 4p(n—p)
n’p(n —p) n?
(n —2p)?
4p(n — p) VP
P b 7 < H? <1 d R
erceba que v quando r # NOET;

seguinte sequéncia de equivaléncias
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4p(n — p) 2 Ap(n—p) (0’ +p)?
—— L < H & <
n? n? n?r2(1+ r?)

& r2(1+rH4p(n — p) < (nr? + p)?

& dnpr? — 4p*r? + dnprt — 4p*rt < nPrt 4 2npr® + p?
& 2pr2(n — 2p) — p* < rt(n — 2p)?

<0< rt(n—2p)* —2pri(n — 2p) + p?

&0 < (r*(n—2p) —p)?

& 0#r*(n—2p)—p

VP

T L

vn—2p

Ap(n —
Mais ainda, se H? ¢ (p(n—2p)7 1) entdo existem dois valores distintos de
n
r>——2  comamesma curvatura média constante 2 dadas por
vn(n —2p)
2 H? - 2p—|H 2H? — 4p(n —
P . p—|H|y/n pin—p) _ _p 52)
n(n — 2p) 2n(1 — H?) n—2p
e
H? -2 H 2H? — 4p(n —
P _ 2 " p+|H|y/n p(n—p) 5.3)
n—2p 2n(1 — H?)
Ap(n —
Provemos tal afirmacdo. Tendo H? ¢ M, 1| entdio 12 > P ou
n2 n—2p
v p p
r? < , donde temos que —— < r? < ou < r2. Valendo-se
n—2p n(n — 2p) n—2p n—2p
de algumas manipulacgdes algébricas, do fato de que H 4 p elevando ambos os lados
u u , u = ——,¢lev
g pula¢ g q VI T2

(nr? + p)?

ao quadrado, encontramos que H? = ————
e 4 n2r2(1 + r?)

, 0 que implica na seguinte identidade
rin?(1 — H?) +r*(2np — n*H?) + p*> = 0.

Resolvendo essa equacdo biquadrada obtemos as seguintes quantidades:

nH? —2p — |H|\/n*H? — 4p(n — p)
2n(1 — H?)

nH? — 2p + |H|\/n*H? — 4p(n — p)
2n(1 — H?) ’
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em que a primeira € estritamente menor que a segunda. Provaremos agora as desigualdades
mencionadas em (5.2) e em (5.3). Suponha por contradicao que a desigualdade em (5.3) ndo

ocorre, logo nos resta que

nH? — 2p + |H|\/n*H? — 4p(n — p) P

< .
2n(1 — H?) n—2p
Desde que
nH? —2p < nH? — 2p + |H|\/n?H? — 4p(n — p)
2n(1 — H?) — 2n(1 — H?) ’
temos:
nH? — 2p P

<
2n(1—H?) n—2p
(n — 2p)(nH? — 2p) < 2np(1 — H?)
n?H? — 2np — 2npH? + 4p* < 2np — 2npH?>

n’H? < 4np — 4p*

4p(n —p)
2
H < T.
4]) (TL B p) 2 P ~ .
Entretanto, estamos supondo ———— < H*. Concluimos entdo que a desigualdade em
n

(5.3) é verdadeira. Para as desigualdades em (5.2) veja que ja temos conhecimento da seguinte

desigualdade

P _ o nH?=2p—[H|[\/n?H? —dp(n — p)
— <t = .
n(n — 2p) 2n(1 — H?)

Para provar a segunda desigualdade, suponha por contradicao que

P nH? — 2p — |H|\/n*H? —4p(n—p).
n—2p 2n(1 — H?)

VP
V%

rin?(1 — H?) +r*(2np — n*H?) + p°,

Tendo em vista que estamos supondo 7 # e H? < 1, vemos que

quando vista como um polindmio biquadrado, possui uma pardbola com concavidade voltada

p+e o nH? — 2p — |H|\/n2H? — 4p(n — p)
T =
n—2p 2n(1 — H?)

para cima. Tomando ¢ > 0 tal que

obtemos:
(preyn®(l— H?) (p+e)2np —n’H)

2
>0,
(n — 2p)? n—2p TP

donde fazendo ¢ — 0 temos
n?p* — n?*p*H? + 2n*p® — n®pH? — dnp® + 2n2p* H? 4+ n?p* — 4dnp® + 4p* > 0,

83



isto &,
H?n?*p(n — p) < 4n’p* — Snp® + 4p™.

4p(n — p)
n2

dp(n — p)

Assim, vemos que H? < o que contradiz o fato de que H? > 5
n

, logo as
desigualdades em (5.2) sdo verdadeiras.

Desse modo, com tudo que ja foi mostrado acima, concluimos o desejado, ou seja:

_ P nH o2 |HVRH —dpn—p) _p
n(n — 2p) 2n(1 — H?) n—2p
e
P _ .2 nH? — 2p + |H|\/n2H? — 4p(n — p)
re = .
n—2p 2n(1 — H?)

Substituindo (5.2) em (2.18), podemos escrever

9] = ((n = 2p)|H| + v/w?H? = 4p(n = p)) .

ﬁ
2¢/p(n —p)

) p(n — p) .
Com efeito, sendo |¢|?> = ————~— primeiro iremos encontrar o valor de ———
i nr2(1 +1r2) P r2(141r2)
1 B 1
T2(1 + Tz) B nH?—2p—|H|y/n?H2—4p(n—p) 1 nH?2—2p—|H|\/n?H?—4p(n—p)
2n(1—H?) + 2n(1—H?)

(2n(1 - H?))? §
((n = 2p)|H| = /2B = 2p(n =)
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Desse modo, temos que

Vp(n—p)  /p(n—p) 1

Y NN ey
p(n —p) on(1 — H?)

Vi ((n - 29)|H| /o HE — dp(n )
/ol —p) @t = H) ((n = 2p)|H| + /WP B = 4p(n — p))

vr (n —2p)*H? — (\/n2H2 — 4p(n — p))2
/ol —p) @t = B) ((n = 2p)|H| + /WP B = 2p(n — p))
— vn n2H? — dnpH? + 4pH? — n?H? + 4p(n — p)
ol —p) @t = B) ((n = 2p)|H| + /WP H” = 2p(n — p))
S —H24p(n — p) + p(n — )

ol —p) (21 = H2) ((n = 2p)| H| + /0P H = dp(n = 1))
R ap(n — p)(1 — H?)
ony/pin—p) (L= ) (0= 2p) H + /P = Tp(n = p))
~ 4py/n(n —p) (1— H?)
= 5o (=20l + V).

Isto &, [¢| = B\H|,p,1 > Bim|p1- Agora, substituindo (5.3) em (2.18), de maneira andloga,

encontramos que

61 = 5ot (0201 = VTP =T = 7]).

Nesse caso temos que |¢| = S| p1, onde vale a igualdade sup |¢| = Bju|p1. Concluimos,

entdo, que tal igualdade € valida para r? >

n—2p
Por outro lado, para o segundo caso feita uma escolha de um campo de vetores normal

(veja Exemplo 10), SP(v/1 + r2) x H" P(r) tem as suas curvaturas principais dadas por

1 2
P W S VORI G,
V1+1r? r

Ainda no Exemplo 10 nds calculamos o valor da curvatura média de SP(v/1 + r2) x H"?(r)

como sendo
nr?+mn—p

H=————,
nryv/1+r2
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donde temos:
(nr? +n — p)?

n2r2(1 +r?)
n?r* + 2n%r? — 2npr? + (n — p)?

n2r2(1 +r?)

n’r?2(1+7r%)  nri(n—2p) (n —p)?
n2r2(1+712) | n22(1+r2) | n2r2(l+r2)

n—2p (n —p)?
n(l+4+r2)  n2r2(1+r?)

H? =

=1+ > 1.

A dltima desigualdade segue do fato de (n — p)> > 0en —2p > 0,jaque p < g Como
BH|p,1 > 0 se, e somente se, H? < 1, temos que By#|p1 < 00queimplica em sup || > BiH|p1

e a igualdade nunca acontece. Isto prova o teorema. ]

5.2 Nos Espacos de Forma Lorentzianos

Teorema 5.2 Seja >." uma hipersuperficie tipo-espagco completa imersa em um espago de forma
Lorentziano 1", ¢ € {0,1, —1}, com curvatura média constante H. Se o operador de umbili-

cidade total ¢ satisfaz
(n —2p)|o[°

|trg?| < :
np(n — p)

para algum 1 < p < 3, entdo

(i) sup |p| = 0 e X" é uma hipersuperficie totalmente umbilica,

(ii) ousup || < B p,e. onde

vn

m ((n— 2p)|H| + \/n2H2 —4pc(n—p)> )

5\H|,p,c =

Além disso, se |¢| = Biu)p. vale, entdo:

(a) ¢ =0e X" é um cilindro hiperbélico R"™P x HP(r) C Ri™, comr = I H]| > 0;
n
(b) ¢ = 1 e X" é um cilindro hiperbélico S*™P(v/1+12) x HP(r) C ST*Y, tal que
r=—2L S0 seH?=1 ou
n(n —p)
P _ =t |HPH —dp(n—p) _ VD
/n(n — 2p) 2n(1 — H?) —Vn=2p

quando H?* < 1, ou

2p —nH? + |H|\/n*H? — 4p(n — p) - P
r= :
2n(H? — 1) — /n(n —2p)

quando H? > 1;
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(c) c = —1e X" é um cilindro hiperbolico maximal

H"? ( i‘/};p> x HP (\/72) c Hy

ou um cilindro hiperbélico H" P (\/1 — r2) x HP(r) C H™ com

p

<

Bl

nH? + 2p — |H|\/n2H? + 4p(n — p)
T =
2n(1+ H?)

Demonstracao. Temos, quase que imediatamente, a seguinte desigualdade

1
SAI6F = |6 Plap.e(19]), (54)

onde Py . € o polindmio dado por

n(n — 2
Riipe(®) = 2~ L= 2|y (2 ).
np(n —p)
A demonstracdo desse fato €, sem maiores complicacdes, andloga a que foi feita em (5.1).

Entretanto, por cortesia, faremos novamente. Por (3.8) temos

1
SO = VO + [g[* — nHtx(¢7) — n(H* — c)|g]".

(n—2p)|¢[>

Temos ainda pela desigualdade de Okumura que |tr¢?| < m—t
np(n—p

0 que implica em

—n|H||tr¢?| > —%U]\ |#|3. Basta agora concluir que
np(n—p

n(n — 2p)

V/np(n —p)

SAOP > [VoP + 1] - H6f —n(H? — o)lof,

donde, concluimos (5.4).

Para o caso em que ¢ = 1, a prova do Teorema 5.1 j4 mostrou a veracidade da primeira
parte do Teorema 5.2. Sendo assim, consideremos, por hora, os casosem que c = 0e c = —1.
Desse modo, temos que H 2_¢>0e, consequentemente, o discriminante de P, . € ndo-
negativo uma vez que ele é dado por

n?(n — 2p)?H? + 4n’*p(H? — ¢)(n — p)
np(n — p)

Note que tal discriminante é 0 quando H = ¢ = 0 e positivo nos demais casos. Um cdlculo
direto mostra que F |, . possui uma tnica raiz nao-negativa dada por:

Jn

2¢/p(n —p)

((n —2p)|H| + \/n2H? — 4pc(n —p)> :

B\HIJLC =
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Novamente pelo Teorema 4.3, temos que |A]? < S, (1)2, o que acarreta em |¢|? ser
limitada, uma vez que nH? é constante. Dai, pelo Principio do Mé4ximo de o Omori-Yau temos

que existe uma sequéncia { ¢} C X" que cumpre as seguintes condicdes:

El

lim ] (q) = sup |¢| e Al (qr) <

Pelos mesmos argumentos utilizados na demonstracao do teorema anterior, concluimos
que 0 > (sup |¢|)2 P p,c(sup |§]). Nessa diregdo, os possiveis cendrios para esse supremo sao
sup |¢| = 0, acarretando que X" € totalmente umbilica, ou sup |¢| > 0 e P p(sup |¢]) < 0.
Para esse tltimo caso, em particular, quando ¢ = 0, segue do Teorema 4.4 devido a Calabi [6],
Cheng e Yau [8] que deve-se ter, obrigatoriamente, H # 0.

Com efeito, suponha por absurdo que H = 0. Temos entdo que >" € uma hipersu-
perficie tipo-espaco completa maxima do espaco de Lorentz-Minkowski R”", pois ¢ = 0.
Pelo Teorema 4.4 concluimos que >" € um hiperplano tipo-espaco, donde uma hipersuperficie
totalmente geodésica e, portanto, A = 0. Assim, teriamos que ¢ = A — HI = 0, o que en-
tra em contradi¢cdo com o fato de que estamos considerando sup [¢| > 0. Desse modo, para

¢c=0o0uc= —1temos

0 < sup|¢| < Biu|p,e-

Para mostrar isso inicialmente vamos provar uma desigualdade auxiliar. Levando em
conta que p < 5 entdo temos que p < 2p < noqueimplicaemn —p > n —2p > 0. Além

disso, como ¢ = Oouc = —1 obtemos n|H| = Vn2H?2 < \/n2H? — 4pc(n — p). Assim,

tendo em vista que sup |¢| > 0, entdo sup |¢| + Bz pe > W\/ﬁ) ((n —2p)|H| + n|H]|).
pin—p
Por outro lado temos que:

NG

m((”—Qp)|H|+”|HD:m(2(n—p)|H|)
= (a—p)\H)
p(n—p)
=——((n—p)|H)
np(n —
> ———((n—2p)|H])
np(n —
Desse modo,
sup 8] + By pe > ———— ((n — 2p)|H]) . (5.5)
np(n — p)
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Entretanto, sabemos que 1| .. é raiz de P, 1020 P p.e(sup |¢]) < Pjp.. Dessa dltima

desigualdade observamos que

(n —2p)|H|

~ n “
(sup|¢])® — 5\2H|,p,c — P — 1) (SUP o] — 5|H|,p,c) <0,

o que implica que

<sup 9] — B\HLp,c) <—% + sup |o| + BHLI%C) <0,

donde sup |¢| < B‘ H|,p,c» UMa vez que, por (5.5), o outro termo desse produto € positivo.
Suponha agora que |p| = B| H|pe € vilida. Se H = 0, o que ocorre apenas quando
¢ = —1, caso contrdrio, isto é, se ¢ = 0 e H = 0 terfamos que |¢| = B()’p,o = 0 implicando que

sup |¢| = 0. Ento, pelo Teorema 4.5 devido a Ishira [ 14] temos ciéncia de que X" é um cilindro
hiperbdlico maximal H"? (_n—p) x HP (ﬁ) Cc H''', o qual satisfaz

) P VP
6] = Bogr = V.

Se H # 0, assim como na demonstracdo do Teorema 5.1, mostramos que X" € uma
hipersuperficie isoparamétrica com exatas duas curvaturas principais distintas e multiplicidade
p e n— p. Novamente por Abe, Koike e Yamaguchi [ 1], concluimos que >" deve ser isométrico

a um dos seguintes produtos abaixo:

(@) R x HP(r) C RI™ ou R? x H*P(r) C R}, comr > 0, se ¢ = 0;

(b) S*P(V1+72) x HP(r) C ST™ ou SP(v1 +12) x H*P(r) C S}™, comr > 0,se ¢ = 1;
(¢) HP(y/1T —72) x HP(r) C Hf™, com0 < r < 1,se ¢ = —1.

Analisemos cada um dos trés itens acima. Para o item (a), segundo o Exemplo 7 temos que

R™" P x HP(r) C R}™! com r > 0 tem as curvaturas principais dadas por
1
)\1 =..= )\n—p =0e /\n—p+l =...= )\n = ;,

donde tem-se que
IR p - p
H=-— N=-—¢el|A?= N =L
n ; nr [l Zzl o2

Desde que |¢|*> = |A]*> — nH? foi calculado ainda no Exemplo 7, vé-se que

_Ipln=p) nln—p) /nln—p) . -
9] = T, b [ H| = Bia|p0,
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onde a igualdade sempre é verdadeira. Sob outra perspectiva, tendo ainda » > 0, sabemos do

Exemplo 8 que R? x H"?(r) C R possui as curvaturas principais como seguem
1

A== Ay =0€ Ay = o = Ay = —

T

De maneira anédloga ao que foi feito acima, ainda sob a luz do Exemplo 8 determinamos as

seguintes quantidades

n—op n—p \/1p 5 Vn(n —p)
=L AP = L e o) = ] < G = L,

r? Vn—p Ve —p)
A ultima desigualdade vem do fato que n — p > g implica que L > 22 > n_ 1, pois:
D n

Vin—p) . VP —p) VP
p(n_p)lHl— Ji=p)p |H| > *!H! |91,

e assim, a igualdade nunca acontece.

5\H|,p,0 =

Quanto ao item (b) considerando, em um primeiro momento, o caso do cilindro hiperbd-

licoS"P(v/1 + 72)xHP(r) C S} provamos no teorema anterior que /2 < 1 se, e somente se,

r> P que a igualdade H? = 1 vale se r = P

Wl —2p) /nln—2p)

(5.2) e (5.3) temos que

Quando H? < 1 por

Vi A
= —F—((n— - —Dp)) = Bla|p;
9 (= 2p)|H| + VW H? = dp(n—p)) = 8
p(n —p)
quando
P =2 |H/PH —dpln—p) _ p
_— rT =
n(n — 2p) 2n(1 — H?) n—2p’

onde a igualdade sempre vale. Por outro lado, temos

Vi :
6l = =~ ((n = 2p) | H| — V/nZHZ = 4p(n — ) ) = By < By,
2¢/p(n—p)
quando
P _ o M= 2p+ |H|/nPH? — dp(n — p)
n—2p " 2n(1 — H?) ’

em que a igualdade nunca acontece. Por outro lado, vimos que H? > 1 se, e somente se, temos

D ,  (nr?+n—p)? o
r < —————=esendo H* = , resolvendo tal equacao biquadrada encontra-

A /n(n — 2p) N n27’2(1 —+ 7“2)

mos
2 2p—nH?+ |H|\/n?H? — 4p(n — p)
2 (H? — 1)
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p(n —p) 1
nr2(1 +r?) r2(1+1r2)
mais delongas, ap6s alguns calculos, obtemos a seguinte igualdade:

Desde que |¢|* = precisamos encontrar para determinar seu valor. Sem

1 _ 4n2(H2 - 1)2
r2(1+17?) ((n —2p)|H| — /n?H? — 4p(n — p)>2

Assim,

p(n —p) 2n(H? — 1)
v (—(n —2p)|H| + /n*H? — 4p(n —p>>

ol =) 2n(H? = 1)) (0 = 2p)| H| + /07 H? = dp(n — 1))
Vi ((\/"21’712 —4p(n — p)>2 —(n— 2p)2H2)

pln—p) 2n(H* = 1)) ((n —2p)|H| + \/n2H? — 4p(n — p))

o= Yeln=p) _vpn=p)

vn n2H? — dnp + 4p% — n2H? + dnpH? — 4p2H?
p(n —p) 2r(H”— 1)) ((” — 2p)|H| + \/n?H? + 4p(n — p)>
) v H24p(n — p) — 4p(n — p)
o =) @t = 1)) (0= 29)| H| + /o HP 5 4p(n — 1))
R Ap(n — p)(H? = 1)
on/pin =) (B2 = 1) (0 = 20) | + /BT + 30— )
B 4py/n(n — p) (H? —1)
Jn

= 5 ((n —2p)|H| + /n?H? — 4p(n — p)) = Biapa,

e a igualdade também ¢é verificada.
Para o caso do cilindro hiperbélico SP(v/1 + r2) x H*?(r) C S7*! com r > 0, mediante

o que foi exposto no Exemplo 10 obtemos as seguintes curvaturas principais

V1 2
Alz...:)\p: " e)\p+1:"':)\n: +T’
V1412 r

o que, segundo o Exemplo 10, implica em

m’2+n—pe|A|2:m’4—i—2(n—p)r2—|—n—p

H= ,
nry/1+ 12 r2(1412)

resultando em
|¢|2 — p(n - p)
nr2(1+r?)
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Resolvendo a equagdo biquadrada dada por

encontramos que

2 _ 2n—p)—nH?+ |H|\/n?H? — 4p(n — p)

2n(H? — 1)
Note que nH? = |H|vn?H? < |H|\/n>H? + 4p(n — p), donde 7> > 0. Tremos agora calcular
o valor de |¢|. Para tanto sendo |¢|* = % e sendo
1 _ (2n(H? —1))?

r2(1+12) <\/n2H2 —4p(n—p) + (n — QP)‘H|>27

temos que

vp(n—p) _ /p(n—p) 1
nr2(1+r?) Voo /r2(1+1?)

p(n —p) 2n(H? — 1)
Vi (et =0 = p) + (n — 2) H]

o —p) @n(H? = 1)) (\/HQH2 —4p(n—p) — (n— 2p)IH|>

9] =

v <\/H2H2 —4p(n — 10))2 — (n —2p)*H?
ot =) @ = 1)) (Va2 = dp(n = p) — (n — 2p)| H] )
N vn n2H? — 4np + 4p? — n?H? + 4npH? — 4p* H?
ol =) Cn(H? = 1)) (VB = dp(n = p) — (n — 20)| H]
VG H?4p(n — p) — 4p(n — p)
ol = p) Cn(H2 = 1) (/rZHZ = 2p(n = p) — (n - 2p)| H|)
- Vn 4p(n —p)(H? = 1)
o /ol = p) (2 = 1) (Ve HZ = 2p(n = p) — (n — 2p)|H])
= /1) (77— 1)
N

— S D) <\/n2H2 —4p(n —p) — (n — 2p)\H\) < B|H|,p,1'

Por fim, o item (c), isto €, o caso do espaco anti-de Sitter, para 0 < r < 1, temos do

Exemplo 11 que as curvaturas principais de H"?(v/1 — 72) x HP(r) C H}™ sdo

r Vi

€ Apopst = o = Ay = —

N :

A== Ay =
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2 20, .2
- -2
Nesse contexto, determinamos H = S € |A\2 . (m; p2) + p’ onde encontramos
S 2(1—r2)
2 N2 _
H? = (nr” = p) . Desse modo, |¢|? = p(n = p)

= =" ——————. Os leitores mais perspicazes a essa
n?r(1 —r?) nr2(1 —r?)

altura j4 terdo observado que, com um processo extremamente similar ao feito na demonstragcdo

do Teorema 5.1, resolvendo essa equacdo biquadrada encontramos:

o nH?>+2p+|H|\/n2H?+ 4p(n — p)
rT =
2n(1 + H?) ’

onde usamos o sinal + quando r? > P e o sinal — quando r* < =. Suponha por absurdo que
n

H? +2 H 2H? +4 —
2 +2p+ |H|\/n?H? + 4p(n p),masr2§ P ontio
2n(1 + H?) n

SRS

nH? + 2p+ |H|\/n2H? + 4p(n — p)
2n(1+ H?)

nH? + 2p + |H|\/n2H? + 4p(n — p) < 2p + 2pH?

H?(n — 2p) + [H|y/n?H? + 4p(n — p) <0

|H|\/n?H? + 4p(n — p) < —H*(n — 2p).

Desde que |H|/n2H? + 4p(n — p) > 0e — H*(n — 2p) < 0 e a igualdade s6 ocorre quando

H = 0, devemos ter 7> > P Analogamente € possivel mostrar que usamos o sinal — quando
n

r? < B

n

Sob esse prisma, verifica-se a seguinte igualdade

\/ﬁ 2172
ol = 5= (Fn = 20)|H| + VW + 4p(n =) ) .

em que o critério do sinal € o mesmo usado anteriormente. Daremos uma demonstragdo para o

p S p
caso em que 1> < =, 0 outro segue de modo inteiramente andlogo.
n

M primeiro iremos encontrar o valor de ——— .
nr2(1 —r?) Al —=r%)

Uma série de cdlculos diretos mostram que

Com efeito, sendo |¢]? =

1 _ (2n(1+ H?))? _
A (o T
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Desse modo, temos que

vpn—p) _ /pn—p) 1
T RV R e
p(n — p) 2n(1+ H?)
Vi (Ve (= p) — (n - 2p)|H))

ol =) 21+ 1) (0 = 2p) [ H| + \/w?I + 4p(n — 1))

9] =

v (\/n2H2+4p(n—p))2— (n —2p)2H?

o —p) (2n(L+ H2) ((n = 2p) | H| + /wH? + 4p(n — 1))
= \/ﬁ —n2H? + 4an2 _ 4p2H2 +n2H? + 4p(n _ p)

ol —p) (1 + H) (0 = )| H| + /WH?  4p(n =)
- Wn H?4p(n — p) +4p(n — p)

ol —p) @n(+ 1)) (0 = 2p) [ H| + /02 H? + 4p(n — p)
- Vn dp(n —p)(1+ H?)
on/pln—p) L+ HY) ((n —2p)|H| + \/n?H? + 4p(n —p))
~ Apy/n(n—p) (1+ H?)
= T\/:—p) ((n—2p)!H!+\/n2H2+4p(n—p))- (5.6)

\/ﬁ

Assim, para r? > g, temos que |p| = ——— (—(n —2p)|H| + v/n2H? + 4p(n —p)).
n 2¢/p(n —p)

Para este caso temos que |¢| < S, 1, porém, por (5.6), temos que a igualdade || = Sz .1

¢ sempre valida. Concluimos, enfim, a demonstragao desse Teorema. [}
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