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Resumo

Neste trabalho, enunciamos e demonstramos dois resultados de caracterização de hiper-

superfícies tipo-espaço completas imersas, com curvatura média constante, em um espaço de

forma Lorentziano satisfazendo uma desigualdade tipo Okumura. Mais especificamente no pri-

meiro teorema trabalhamos com o espaço de de Sitter enquanto o segundo teorema trata acerca

dos espaços de forma Lorentzianos, isto é, os espaços de Lorentz-Minkowski, de de Sitter e o

Anti-de Sitter. Em ambos os resultados utilizamos uma desigualdade tipo Okumura para esta-

belecer relações entre o operador de umbilicidade e a curvatura média a fim de estabelecer que

as únicas hipersuperfícies tipo-espaço satisfazendo certas condições previamente estabelecidas,

são alguns cilíndros hiperbólicos.

Palavras-chave: Desigualdade tipo Okumura; Fórmula de Simons; Hipersuperfícies tipo-

espaço completas de curvatura média constante; Espaços de forma Lorentzianos.
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Abstract

In this work, we state and demonstrate two results for the characterization of complete

space-like hypersurfaces immersed, with constant mean curvature, in a Lorentzian shape space

satisfying an Okumura-type inequality. More specifically in the first theorem we work with

the de Sitter space while the second theorem deals with Lorentzian shape spaces, that is, the

Lorentz-Minkowski, de Sitter and Anti-de Sitter spaces. In both results we use an Okumura-

type inequality to establish relations between the umbilicity operator and the mean curvature in

order to establish that the only space-like hypersurfaces satisfying certain previously established

conditions are some hyperbolic cylinders.

Key Words: Okumura type inequality; Simons formula; complete spacelike hypersurfa-

ces with constant mean curvature; Lorentzian space forms.
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Introdução

No ano de 1977, o matemático Goddard [13] lançou a seguinte conjectura:

Conjectura 0.1 (Goddard)
As únicas hipersuperfícies tipo-espaço completas com curvatura média constante do es-

paço de de Sitter Sn+1
1 são as hipersuperfícies totalmente umbílicas.

Naturalmente, uma conjectura matemática chama a atenção de diversos pesquisadores, em

um primeiro momento para sua veracidade ou falsidade e, em seguida, para as suas implicações.

Com a Conjectura de Goddard não foi diferente, uma gama de matemáticos passou a buscar uma

resposta - seja ela afirmativa ou negativa - para tal especulação. Em verdade, a conjectura, sob

as hipóteses em que foi proposta, mostrou-se falsa com o passar do tempo.

De fato, Montiel [21] contribuiu para a solução da conjectura exibindo alguns contra-

exemplos. Montiel mostrou que certos cilindros hiperbólicos formados pelo produto de uma

esfera com o espaço hiperbólico são hipersuperfícies tipo-espaço completas e com curvatura

média constante, entretanto não são totalmente umbílicas no espaço de de Sitter Sn+1
1 ( alguns

exemplos de tais cilindros hiperbólicos serão abordados no Capitulo 2 e no Capítulo 5). Em

breve voltaremos a falar das contribuições de Montiel para conjectura de Goddard.

Contudo, a falsidade da Conjectura de Goddard não desmotivou a comunidade matemá-

tica na procura de resultados similares. Em verdade, vários autores trabalharam com o intuito

de provar a veracidade da conjectura pagando o preço de admitir algumas hipóteses adicionais.

O primeiro resultado nesse sentido data de 1987 por Ramanathan [25]. Ele demonstrou que as

superfícies tipo-espaço completas e com curvatura média H constante tal que H2 < 1 são total-

mente umbílicas em S3
1, deixando claro que, para a técnica de demonstração utilizada por ele,

era importante que a dimensão fosse 3. Eis o resultado em sua formulação original - traduzido

ao português:



Teorema 0.2 Seja x : M → S3
1 uma imersão tipo-espaço completa com curvatura média H

constante. M é compacta se, e somente se, H2 < 1. Neste caso M é isométrica a uma 2-esfera
com curvatura de Gauss constante igual a 1 − H2. Além disso, a imersão x : M → S3

1 é
totalmente umbílica.

Nesse mesmo artigo, Ramanathan exibiu um exemplo, inicialmente estudado por Dajczer

e Nomizu [11], mostrando que quando H2 > 1 ocorre, a conjectura de Goddard é falsa.

Mostraremos agora um resultado devido a Akutagawa [2].

Teorema 0.3 Seja Mn+1(c) uma variedade Lorentziana (n+1)-dimensional com curvatura sec-
cional positiva c. Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa com curvatura média H

constante em Mn+1(c). Suponha que

(i) H2 ≤ c, quando n = 2.

(ii) H2 <
4(n− c)

n2
, quando n ≥ 3.

Então Σ é totalmente umbílica.

Para os fins desta dissertação precisaremos apenas do resultado (ii), por esse motivo,

no Capítulo 4, exibimos a demonstração do teorema acima feita por Montiel. Esse teorema,

provado independentemente por Akutagawa, também é uma resposta positiva para a conjectura

de Goddard que, em verdade, para o caso c = 1 e n = 2, recuperamos exatamente o Teorema de

Ramanathan. Desse modo, vemos que tal resultado devido a Akutagawa generaliza o Teorema

de Ramanathan.

O contra-exemplo para a conjectura de Goddard exibido por Montiel, isto é, o cilindro hi-

perbólico isométrico ao produto Riemanniano Sn−1(
√
1 + r2)×H1(r) ⊂ Sn+1

1 , com r > 0, é um

exemplo de hipersuperfície tipo-espaço de curvatura média constante H tal que H2 ≥ 4(n− 1)

n2
.

Todavia, Montiel também fez contribuições favoráveis para a veracidade da conjectura de God-

dard com o seguinte resultado:

Teorema 0.4 Seja φ : Σn → Sn+1
1 uma hipersuperfície tipo-espaço compacta imersa em um

espaço de de Sitter. Se φ tem curvatura média H constante, então φ é umbílica.

Destarte, Montiel provou que a conjectura é verdadeira para o caso compacto. Uma de-

monstração desse fato será apresentada no Capítulo 4 desta dissertação. Em 1994, Montiel [20]

estabeleceu um resultado em que caracteriza os cilindros hiperbólicos Sn−1(
√
1 + r2)×H1(r)

como as únicas hipersuperfícies tipo-espaço completas não totalmente umbílicas no espaço de

Sitter com curvatura média satisfazendo H =
2
√
n− 1

n
. Tal resultado foi publicado por Mon-

tiel na forma da seguinte
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Proposição 0.5 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa imersa em um espaço de

Sitter Sn+1
1 com curvatura média H =

2
√
n− 1

n
. Então, ou Σn é umbílica (e então compacta)

ou n > 2 e a curvatura escalar r de Σn satisfaz

sup r(p) = (n− 2)2.

Esse supremo é atingido se, e somente se, a menos de movimentos rígidos, Σn corresponde a
um cilindro hiperbólico de Sn+1

1 .

É possível mostrar que sup |ϕ| = n− 2√
n

é atingido em algum ponto de M . Aqui, deno-

tamos por ϕ o tensor de umbilicidade de M (o leitor pode encontrar mais informações acerca

do tensor de umbilicidade ϕ no Capítulo 3). Ao passar dos anos, Brasil, Colares e Palmas [5]

forneceram uma generalização dessa proposição de Montiel produzindo um resultado de carac-

terização dos cilindros hiperbólicos de Sn+1
1 como sendo as únicas hipersuperfícies tipo-espaço

completas imersas em um espaço de Sitter não totalmente umbílicas com curvatura média cons-

tante
2
√
n− 1

n
≤ H < 1 e com

sup |ϕ| =
√
n

2
√
n− 1

(
(n− 2)|H| −

√
n2H2 − 4(n− 1)

)
,

sendo atingido em algum ponto desse cilindro.

Caminhando nessa direção, esta dissertação tem como objetivo primordial apresentar dois

resultados recentes devidos a Colares, E. de Lima e H. de Lima [9] que, assumindo uma desi-

gualdade tipo Okumura (para mais informações veja o Capítulo 3), caracterizam certos cilindros

hiperbólicos como sendo as únicas hipersuperfícies tipo-espaço completas imersas em um es-

paço de forma Lorentziano assumindo uma certa configuração de hipóteses. Daremos ao leitor

o deleite de vislumbrar antecipadamente os dois teoremas principais aqui presentes:

Teorema 0.6 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa imersa em um espaço de Sitter
Sn+1
1 com curvatura média constante. Se o tensor de umbilicidade total ϕ satisfaz

|trϕ3| ≤ (n− 2p)|ϕ|3√
np(n− p)

, (1)

para algum 1 ≤ p < n
2
, então

(i) sup |ϕ| = 0 e Σn é uma hipersuperfície totalmente umbílica,

(ii) ou H2 ≥ 4p(n−p)
n2 e β|H|,p,1 ≤ sup |ϕ| ≤ β̂|H|,p,1, onde

β̂|H|,p,1 =

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
3



e

β|H|,p,1 =

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
.

Além disso, se 4p(n−p)
n2 ≤ H2 < 1 então β|H|,p,1 > 0 e a igualdade sup |ϕ| = β|H|,p,1

vale. Além disso, o supremo é atingido em algum ponto de Σn se, e somente se, Σn é um
cilindro hiperbólico Sn−p(

√
1 + r2)×Hp(r) ⊂ Sn+1

1 com

r =

√
nH2 − 2p+ |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
≥

√
p

√
n− 2p

.

Ressaltamos que, graças a um clássico resultado devido a Okumura [22] (veja (3.9) no

Capítulo 3), (1) é trivialmente verdade para p = 1. Além disso, para p = 1, o resultado

inicialmente obtido por Brasil, Colares e Palmas é resgatado. Dessa forma, o teorema acima é

uma generalização desse fato.

Com o intuito de obter outros resultados de caracterização sobre hipersuperfícies tipo-

espaço completas satisfazendo a desigualdade tipo Okumura vista em (1), nasce o teorema

abaixo o qual, ao invés de se ater ao espaço de de Sitter, considera hipersuperfícies imersas em

formas espaciais Lorentzianas de curvatura seccional constante c = {−1, 0, 1}. Eis o enunciado

do teorema:

Teorema 0.7 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa imersa em um espaço de forma
Lorentziano Ln+1

c , c ∈ {0, 1,−1}, com curvatura média constante H. Se o tensor de umbilici-
dade total ϕ satisfaz

|trϕ3| ≤ (n− 2p)|ϕ|3√
np(n− p)

,

para algum 1 ≤ p < n
2
, então

(i) sup |ϕ| = 0 e Σn é uma hipersuperfície totalmente umbílica,

(ii) ou sup |ϕ| ≤ β̂|H|,p,c, onde

β̂|H|,p,c =

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4pc(n− p)

)
.

Além disso, se |ϕ| = β̂|H|,p,c vale, então

(a) c = 0 e Σn é um cilindro hiperbólico Rn−p ×Hp(r) ⊂ Rn+1
1 , com r =

p

n|H|
> 0;

(b) c = 1 e Σn é um cilindro hiperbólico Sn−p(
√
1 + r2) × Hp(r) ⊂ Sn+1

1 , tal que
r =

p√
n(n− p)

> 0, se H2 = 1, ou

p√
n(n− 2p)

< r =

√
nH2 − 2p+ |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
≤

√
p

√
n− 2p

,
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quando H2 < 1, ou

r =

√
2p− nH2 + |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(H2 − 1)
≤ p√

n(n− 2p)
,

quando H2 > 1;

(c) c = −1 e Σn é um cilindro hiperbólico maximal

Hn−p

(√
n− p
√
p

)
×Hp

(√
n

√
p

)
⊂ Hn+1

1 ,

ou um cilindro hiperbólico Hn−p(
√
1− r2)×Hp(r) ⊂ Hn+1

1 com

r =

√
nH2 + 2p− |H|

√
n2H2 + 4p(n− p)

2n(1 +H2)
≤

√
p

√
n
.

Em verdade, para p = 1, este último teorema também generaliza dois resultados obtidos

por Ki, Kim, Nakagawa em 1991, mais precisamente os Teoremas 1 e 2 de [15]. Como dito

inicialmente, esses dois últimos teoremas são os resultados principais abordados neste trabalho.

Sendo assim, o leitor pode encontrar as demonstrações desses dois teoremas no Capítulo 5.

Faremos um breve resumo sobre cada capítulo aqui contido. No Capítulo 1 - Tópicos

de Geometria Semi-Riemanniana, estabelecemos as notações que iremos utilizar ao longo da

dissertação, bem como algumas noções, definições e resultados acerca das variedades semi-

Riemanniana bem estabelecidos no mundo da Geometria Diferencial, mas que são indispensá-

veis para os fins deste trabalho. No Capítulo 2 - Imersões Isométricas é feita uma abordagem

bastante direta com o intuito de ambientar o leitor no universo das imersões isométricas, pas-

sando pelas hipersuperfícies, espaços de forma Lorentzianos, fórmulas e equações de Gauss,

Weingarten e Codazzi.

Quanto ao Capítulo 3 - Fórmula de Simons e Desigualdade Tipo Okumura, estabelece-

mos uma fórmula tipo Simons envolvendo uma igualdade diferencial e discutimos sobre um

resultado puramente algébrico denominado desigualdade Okumura, o qual será de grande uti-

lidade no Capítulo 5. Em relação ao Capítulo 4 - Alguns Resultados Auxiliares, apresenta-

mos resultados de toda sorte que foram fortemente utilizados no último capítulo objetivando

a demonstração dos resultados principais deste trabalho. Por fim, o Capítulo 5 - Resultados

Principais disserta sobre os resultados principais materializados em dois teoremas de caracteri-

zação de hipersuperfícies, onde, sob certas hipóteses, estabelecemos condições para que certos

cilindros hiperbólicos sejam as únicas soluções dos Teorema 5.1 e Teorema 5.2
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Finalizamos esta introdução frisando que esta dissertação foi escrita tendo como alicerce

principal o artigo intitulado: Characterizations of complete CMC spacelike hypersurfaces sa-

tisfying an Okumura type inequality, devido a Colares, E. de Lima e H. de Lima, [9], publicado

em 2018 na revista intitulada Differential Geometry and its Applications.
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Capítulo 1

Tópicos de Geometria Semi-Riemanniana

1.1 Variedades Semi-Riemannianas

Como as variedades semi-Riemannianas são nosso objeto de estudo primordial, investire-

mos certo esforço e atenção elencando e aprofundando, quando necessário, tópicos essenciais

- e bem conhecidos na literatura matemática - acerca desses tipos particulares de variedades

diferenciáveis. Destacamos que, de modo geral, este capítulo teve como base os livros do Man-

fredo [12] e do O’Neil [24].

1.1.1 Métrica Semi-Riemanniana

Definição 1.1 Seja Mn uma variedade diferenciável n-dimensional. Definimos uma métrica
semi-Riemanniana em Mn como sendo uma correspondência que associa a cada ponto p ∈
Mn um produto escalar ⟨, ⟩p no espaço tangente TpM

n, a qual varia diferenciavelmente no sen-
tido de que se x : U ∈ Rn → Mn é um sistema de coordenadas em torno de p, de tal modo que

x(x1, x2, ..., xn) = q ∈ x(U) ⊂ Mn e
∂

∂xi

(q) = dx(0, ..., 1, ...0), então
〈

∂

∂xi

(q),
∂

∂xj

(q)

〉
q

=

gij(x1, ..., xn) é uma função diferenciável em U , onde 1 ≤ i, j ≤ n, com i, j ∈ N e dx denota
a diferencial de x. Quando não houver risco de confusão, usaremos simplesmente ⟨·, ·⟩ em vez
de ⟨·, ·⟩p.

Definição 1.2 Sejam Mn uma variedade semi-Riemanniana e p ∈ Mn um ponto de Mn. De-
finimos o índice de um produto escalar ⟨·, ·⟩p , ou simplesmente índice, denotado por ν, como
sendo a dimensão do subespaço maximal B de TpM

n tal que o produto escalar restrito a B é
negativo definido.

Podemos, enfim, definir uma variedade semi-Riemanniana como se segue:



Definição 1.3 Chamamos de variedade semi-Riemanniana o par (Mn, ⟨·, ·⟩), isto é, a varie-
dade diferenciável Mn munida do produto escalar ⟨·, ·⟩.

Observação 1.1 Quando o índice de uma variedade semi-Riemanniana (Mn, ⟨·, ·⟩) é zero,
dizemos que ela é uma variedade Riemanniana. Quando o índice de uma variedade semi-
Riemanniana (Mn, ⟨·, ·⟩) é um, dizemos que ela é uma variedade Lorentziana.

Ressaltamos novamente que, por questões de simplificação, iremos nos referir à uma variedade

semi-Riemanniana (Mn, ⟨·, ·⟩) apenas por Mn.

1.1.2 A conexão de Levi-Civita

Denotamos por X(Mn) o conjunto dos campos de vetores diferenciáveis (isto é, de classe

C∞) de Mn e por C∞(Mn) o anel das funções diferenciáveis (classe C∞) de Mn.

Definição 1.4 Sejam Mn uma variedade diferenciável e X, Y ∈ X(Mn). Definimos o Colchete
de Lie como o sendo o campo de vetores diferenciável [X, Y ] = XY − Y X .

Proposição 1.5 Se X, Y, Z são campos diferenciáveis em Mn, a, b ∈ R e f, g são funções
diferenciáveis, então:

(i) [X, Y ] = −[Y,X] (anticomutatividade),

(ii) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] (linearidade),

(iii) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (identidade de Jacobi),

(iv) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Demonstração. Façamos a demonstração de cada item separadamente, por ordem de aparição:

(i) Basta ver que −[Y,X] = −(Y X −XY ) = XY − Y X = [X, Y ].

(ii) Usando novamente a definição e a linearidade dos campos, temos:

[aX + bY, Z] = (aX + bY )Z − Z(aX + bY )

= aXZ − aZX + bY Z − bZY

= a[X,Z] + b[Y, Z].

(iii) Veja que

[[X, Y ], Z] = [XY − Y X,Z]

= (XY − Y X)Z − Z(XY − Y X)

= XY Z + ZY X − Y XZ − ZXY.
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Analogamente, temos:

[[Y, Z], X] = Y ZX +XZY − ZY X −XY Z

e

[[Z,X], Y ] = ZXY + Y XZ −XZY − Y ZX.

Desse modo,

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = XY Z + ZY X − Y XZ − ZXY

+ Y ZX +XZY − ZY X −XY Z

+ ZXY + Y XZ −XZY − Y ZX

= 0.

(iv) Por fim, observamos que

[fX, gY ] = fXgY − gY fX

= fX(g)Y + fgXY − gY (f)X − gfY X

= fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Definição 1.6 Sejam X, Y, Z ∈ X(Mn) e f, g ∈ C∞(Mn). Uma conexão afim ∇ em uma
variedade diferenciável Mn é uma aplicação

∇ : X(Mn)× X(Mn) → X(Mn),

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y.

Dizemos que uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável Mn é simétrica quando

dados X, Y ∈ X(Mn) tem-se [X, Y ] = ∇XY −∇YX . Dizemos também que uma conexão afim

∇ em uma variedade diferenciável Mn é compatível com uma métrica ⟨·, ·⟩ de Mn quando da-

dos X, Y, Z ∈ X(Mn) tem-se X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩−⟨Y,∇XZ⟩. Estamos agora em condições

de estabelecer um teorema importantíssimo conhecido com Teorema de Levi-Civita:

9



Teorema 1.7 Seja (Mn, ⟨·, ·⟩) uma variedade semi-Riemanniana. Então existe uma única co-
nexão afim cumprindo as seguintes condições:

a) ∇ é simétrica.

b) ∇ é compatível com a métrica.

Demonstração. Suponha, inicialmente, que existe uma conexão afim ∇ que satisfaz tais con-

dições. Desse modo, dados X, Y, Z ∈ X(Mn) pela compatibilidade com a métrica, temos

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩, (1.1)

Y ⟨Z,X⟩ = ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇YX⟩, (1.2)

Z⟨X, Y ⟩ = ⟨∇ZX, Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩. (1.3)

Somando (1.1), (1.2) e subtraindo (1.3) e utilizando a simetria da conexão obtemos:

X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, Y ⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩+ ⟨∇YZ,X⟩

+ ⟨Z,∇YX⟩ − ⟨∇ZX, Y ⟩ − ⟨X,∇ZY ⟩

= ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[X,Z], Y ⟩

+ ⟨[X, Y ], Z⟩+ 2⟨Z,∇YX⟩.

Portanto,

⟨Z,∇YX⟩ = 1

2
{X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, Y ⟩

− ⟨[Y, Z], X⟩ − ⟨[X,Z], Y ⟩ − ⟨[X, Y ], Z⟩}. (1.4)

A equação (1.4) é chamada de fórmula de Koszul a qual nos mostra que, se existir, tal conexão

é unicamente determinada pela métrica semi-Riemanniana, uma vez que o produto escalar é,

em particular, não degenerado, isto é, se ⟨X, Y ⟩ = 0 para todo Y então X = 0. Para provar a

existência, basta definir ∇ pela fórmula de Koszul. Não é difícil verificar que tal conexão está

bem definida, é simétrica e compatível com a métrica.

1.1.3 Geodésicas, Variedades completas e o Teorema de Hopf-Rinow

Daremos ao leitor os conceitos e condições necessárias para compreender o conteúdo

aqui trabalhado. Consideraremos até o fim dessa subseção Mn como sendo uma variedade

Riemanniana com sua conexão de Levi-Civita denotada simplesmente por ∇.
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Definição 1.8 Uma curva γ : I ⊂ R → Mn é uma geodésica no ponto t0 ∈ I se ∇γ′γ′ = 0

em t0, isto é, se γ é uma curva de aceleração nula em t0. Se γ é uma geodésica em t para todo
t ∈ I , dizemos que γ é uma geodésica.

Eis alguns exemplos de geodésicas:

Exemplo 1 (Geodésicas do espaço Euclidiano Rn) Definimos o espaço Euclidiano n-dimensional
e denotamos por Rn como sendo o conjunto de vetores

{x = (x1, x2, ..., xn);xi ∈ R para todo i = 1, 2, ..., n}.

A métrica usual do Rn, onde
∂

∂xi

está sendo identificado como ei = (0, ..., 1, ..., 0), é

dada por:

⟨ei, ej⟩ = δij =

{
1, se i = j

0, se i ̸= j
.

Não é uma tarefa difícil verificar que no espaço Euclidiano n-dimensional a derivada
covariante coincide com a derivada usual. Desse modo, as retas parametrizadas pelo compri-
mento de arco são geodésicas de Rn. Em verdade, essas são as únicas geodésicas do espaço
Euclidiano. A fim de mostrar uma exemplificação mais palpável, ilustramos algumas geodési-
cas em R3 :

Figura 1.1: Geodésicas de R3

Exemplo 2 (Geodésicas da Esfera Sn(r)) Definimos a Esfera n-dimensional de raio r, deno-
tada por Sn(r), como sendo o seguinte conjunto {x ∈ Rn+1; ⟨x, x⟩ = r2}, onde ⟨·, ·⟩ é a métrica
do Rn+1. Utilizando a métrica induzida de Rn+1 em Sn(r) ⊂ Rn+1, temos que todas as suas
geodésicas são os grandes círculos (ou círculos máximos) parametrizados pelo comprimento
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de arco, ou seja, são os círculos de Sn(r) cujo raio tem o mesmo comprimento que o raio da
Esfera Sn(r), neste caso, os círculos de raio r.

Com a finalidade de tornar o exemplo mais claro, mostraremos um exemplo visual de
algumas geodésicas da esfera unitária S2 ⊂ R3 :

Figura 1.2: Geodésicas de S2
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Exemplo 3 (Geodésicas do espaço Hiperbólico Hn(r)) Inicialmente consideremos a seguinte
forma quadrática

Q(x0, x1, ..., xn) = −(x0)
2 +

n∑
i=1

(xi)
2,

onde (x0, x1, ..., xn) ∈ Rn+1. Sendo r > 0 e considerando a quádrica Q(x) = −r2, isto é,

−(x0)
2 +

n∑
i=1

(xi)
2 = −r2,

definimos o espaço hiperbólico n-dimensional Hn(r) como sendo a componente conexa que
corresponde a x0 > 0 da superfície regular de Rn+1 dada por Q(x) = −r2. Geometricamente,
Q(x) = −r2 é uma espécie de hiperboloide de duas folhas, enquanto que Hn(r) é a folha
contida no semi-espaço superior dado por x0 > 0 de Rn+1.

Desse modo, temos dois tipos de geodésicas no espaço hiperbólico Hn(r). O primeiro
tipo de geodésicas são as curvas geradas pela interseção entre o espaço hiperbólico Hn(r)

e os hiperplanos perpendiculares ao hiperplano x0 = 0 que contém a origem de Rn+1. O
segundo tipo de geodésicas são os círculos de Hn(r) cujos planos são paralelos ao hiperplano
x0 = 0 e cujos centros tem coordenada (x0, 0, 0, ..., 0) ∈ Rn+1 com x0 ≥ r. Finalizamos esse
exemplo mostrando algumas geodésicas do espaço hiperbólico 2-dimensional H2(2), donde
Q(x, y, z) = −4 com x > 0:

Figura 1.3: Geodésicas de H2
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As geodésicas possuem a interessante propriedade de serem as curvas que minimizam

distâncias entre dois pontos de uma variedade, ao menos localmente. Por esse motivo dizemos

que as geodésicas em uma variedade Riemanniana Mn exercem a mesma função que as retas

no Rn abordadas em nosso primeiro exemplo. Usaremos o conceito de geodésica para enunciar

a definição da aplicação exponencial como se segue:

Definição 1.9 Seja γ : [0, 1] → Mn uma geodésica de Mn partindo de p, isto é, γ(0) = p,
com p ∈ Mn. Denotaremos γv como sendo esta geodésica γ com γ′(0) = v, onde v ∈ TpM

n.
Seja v ∈ U ⊂ TpM

n tal que a geodésica γv está bem definida em [0, 1]. Definimos a aplicação
exponencial no ponto p ∈ Mn como sendo a seguinte aplicação

expp :U −→ Mn

v −→ expp(v) = γv(1).

A seguir, daremos a definição de uma variedade completa e definiremos uma distância em tal

variedade de tal modo que ela se torne um espaço métrico. Dessa forma teremos condições de

enunciar o Teorema de Hopf-Rinow.

Definição 1.10 Uma variedade Riemanniana Mn é geodesicamente completa se para todo
p ∈ Mn, a aplicação exponencial, expp, está definida para todo v ∈ TpM

n, ou seja, suas
geodésicas γ(t) que partem de p estão definidas para todos os valores do parâmetro t ∈ R.

Definição 1.11 Definimos a distância de p a q e denotaremos por d(p, q) como sendo o ínfimo
dos comprimentos de todas as curvas βp,q diferenciáveis por partes ligando p a q.

Não é um trabalho hercúleo verificar a seguinte proposição:

Proposição 1.12 Com a distância d, Mn é um espaço métrico, isto é, para todos p, q, r ∈ Mn,

(i) d(p, r) ≤ d(p, q) + d(q, r);

(ii) d(p, q) = d(q, p);

(iii) d(p, q) ≥ 0 e d(p, q) = 0 ⇔ p = q.

Teorema 1.13 (Hopf-Rinow) Sejam Mn uma variedade Riemanniana e p ∈ Mn. As seguintes
afirmações são equivalentes:

(i) expp está definida em todo TpM
n.

(ii) Os limitados e fechados de Mn são compactos.

(iii) Mn é completa como espaço métrico.
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(iv) Mn é geodesicamente completa.

(v) Existe uma sucessão de compactos Kn ⊂ Mn, Kn ⊂ intKn+1 e
⋃
Kn = Mn, tais que

se qn /∈ Kn então d(p, qn) → ∞.(Aqui intKn indica o interior do conjunto Kn).

Além disso, todas as afirmações acima implicam em

(vi) Para todo q ∈ Mn existe uma geodésica γ ligando p a q com l(γ) = d(p, q). (Onde l(γ)
indica o comprimento da curva γ).

Corolário 1.14 Se Mn é compacta então Mn é completa.

Dentre as tantas implicações do Teorema de Hopf-Rinow, destacamos uma elegante e

surpreendente, a qual nos mostra que embora os conceitos de geodesicamente completo e ser

completo quanto espaço métrico sejam diferentes a priori, eles são, em verdade, equivalentes.

Apesar de um enunciado extenso, a demonstração do Teorema 1.13 não é difícil de ser

compreendida sendo, muitas vezes, deixada como exercício. Contudo uma demonstração satis-

fatória pode ser encontrada no Capítulo VII, Seção 2 em [12].

1.2 Operadores Diferenciais

Nesta seção apresentaremos alguns operadores diferenciais que utilizaremos ao longo

deste trabalho. Ressaltamos ainda que esta seção teve como base as notas de aula do Caminha

em [7]. Trataremos esta seção do ponto de vista Riemanniano, então, a menos de menção

contrária, Mn denotará uma variedade Riemanniana n-dimensional munida de sua métrica g =

⟨·, ·⟩ e sua conexão de Levi-Civita ∇. Além disso, uma função f : Mn → R suave significa

que f ∈ C∞(Mn). Aproveitamos essa breve introdução para trazer a seguinte:

Definição 1.15 Sejam Mn uma variedade Riemanniana e p ∈ Mn um ponto de Mn. Dizemos
que {e1, ..., en} é um referencial local quando e1, ..., en são campos de vetores em uma vizi-
nhança U ⊂ Mn de p tais que para cada q ∈ U , {e1(q), ..., en(q)} é uma base ortonormal de
TqM .

1.2.1 O Gradiente

Definição 1.16 Seja f : Mn → R uma função suave. Definimos o gradiente da função f ,
denotado por ∇f , como sendo o campo vetorial sobre Mn dado por

⟨∇f,X⟩ = X(f),

para todo X ∈ X(M).
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Pela própria definição vemos que caso o campo gradiente exista ele é único, uma vez

que foi determinado em função da métrica. Garantimos a existência do campo gradiente pela

seguinte

Proposição 1.17 Sejam {e1, ..., en} um referencial local em uma vizinhança aberta U ⊂ Mn e
f : Mn → R uma função suave. Então, em U temos:

∇f =
n∑

i=1

ei(f)ei.

Demonstração. Com efeito, escrevendo X =
n∑

i=1

aiei ∈ X(U), tem-se que

〈
X,

n∑
i=k

ek(f)ek

〉
=

〈
n∑

i=1

aiei,

n∑
k=1

ek(f)ek

〉

=
n∑

i=1

n∑
k=1

aiek(f)⟨ei, ek⟩

=
n∑

i=1

aiei(f)

= X(f).

Pela unicidade do campo gradiente, temos o resultado.

Provaremos, agora, algumas propriedades do campo gradiente.

Proposição 1.18 Sejam f : Mn → R e g : Mn → R funções suaves. Então:

(i) ∇(f + g) = ∇f +∇g.

(ii) ∇(fg) = g∇f + f∇g.

Demonstração. De fato, por definição, para todo X ∈ X(Mn) temos

⟨∇(f + g), X⟩ = X(f + g) = X(f) +X(g)

= ⟨∇f,X⟩+ ⟨∇g,X⟩

= ⟨∇f +∇g,X⟩.

Assim, temos que ∇(f + g) = ∇f +∇g, o que prova o item (i).

Novamente, usando a definição, observamos que

⟨∇(fg), X⟩ = X(fg) = fX(g) + gX(f)

= f⟨∇g,X⟩+ g⟨∇f,X⟩

= ⟨f∇g + g∇f,X⟩.

Donde, temos que ∇(fg) = g∇f + f∇g, provando o item (ii).

16



1.2.2 O Divergente

Definição 1.19 Seja X ∈ X(Mn). Definimos o divergente do campo X como sendo a função
suave

divX : Mn −→ R

p −→ divX(p) = tr{v → (∇vX)(p)},

onde v ∈ TpM .

Assim como no campo gradiente, por vezes é útil ter uma forma de expressar o divergente de

um campo em coordenadas locais. Enunciamos, então a próxima

Proposição 1.20 Sejam {e1, ..., en} um referencial local em uma vizinhança aberta U ⊂ Mn e

X ∈ X(Mn). Se X =
n∑

i=1

aiei em U , então:

divX =
n∑

i=1

(ei(ai)− ⟨∇eiei, X⟩) .

Demonstração. Pela definição de divergente, temos que:

divX =
n∑

i=1

⟨∇eiX, ei⟩

=
n∑

i=1

(ei⟨X, ei⟩ − ⟨X,∇eiei⟩)

=
n∑

i=1

(
ei

〈
n∑

j=1

ajej, ei

〉
− ⟨∇eiei, X⟩

)

=
n∑

i=1

(ei(ai)− ⟨∇eiei, X⟩) .

Vejamos, uma propriedade do divergente no que segue:

Proposição 1.21 Sejam X, Y ∈ X(Mn) e f : Mn → R uma função suave. Então:

(i) div(X + Y ) = divX + divY .

(ii) div(fX) = fdivX + ⟨∇f,X⟩.

Demonstração. Sejam p ∈ Mn um ponto arbitrário e {e1, ..., en} um referencial local em torno

de p. Escrevendo X =
n∑

i=1

aiei e Y =
n∑

i=1

biei, vemos que X + Y =
n∑

i=1

(ai + bi)ei. Pela
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proposição anterior, temos:

div(X + Y ) =
n∑

i=1

(ei(ai + bi)− ⟨∇eiei, X + Y ⟩)

=
n∑

i=1

(ei(ai)− ⟨∇eiei, X⟩) +
n∑

i=1

(ei(bi)− ⟨∇eiei, Y ⟩)

= div(X) + div(Y ).

Pela arbitrariedade de p, fica demonstrado o item (i). Para o item (ii) prosseguiremos de forma

análoga. Desse modo, desde que fX =
n∑

i=1

faiei, encontramos:

div(fX) =
n∑

i=1

(ei(fai)− ⟨∇eiei, fX⟩)

=
n∑

i=1

(fei(ai) + aiei(f)− f⟨∇eiei, X⟩)

= f

(
n∑

i=1

(ei(ai)− ⟨∇eiei, X⟩)

)
+

n∑
i=1

aiei(f)

= fdivX +X(f)

= fdivX + ⟨∇f,X⟩.

O próximo teorema é um resultado profundo e bastante recorrente em diversos problemas

de Geometria e Análise. Apresentaremos o Teorema do Divergente no contexto Riemanniano

pois utilizaremos o mesmo para provar um resultado devido a Montiel, no Capítulo 4. Uma

demonstração do Teorema do Divergente pode ser encontrada no Capítulo 14, Seção 5 de [16].

Teorema 1.22 (do Divergente) Sejam M
n+1

uma variedade Riemanniana compacta, orientada
e X ∈ X(Mn). Se M

n+1
tem bordo ∂M

n+1
= Mn (possivelmente M = ∅), munido com a

orientação e a métrica induzidas pela inclusão i : Mn ↪→ M
n+1

, e ν denota o vetor unitário
normal exterior ao longo de Mn. Então∫

M

divXdM =

∫
∂M

⟨X, ν⟩dM,

onde, interpretamos que
∫
∂M

⟨X, ν⟩dM = 0 quando Mn = ∅.

1.2.3 O Laplaciano

Definição 1.23 Seja f : Mn → R uma função suave. Definimos o Laplaciano de f, denotado
por ∆f , como sendo a função ∆f : Mn −→ R dada por

∆f = div(∇f).
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Façamos mais uma vez uma expressão local deste função. Vide a

Proposição 1.24 Sejam e1, ..., en um referencial local em um aberto U ⊂ Mn e f : Mn → R
uma função suave. Então

∆f =
n∑

i=1

(ei(ei(f))− (∇eiei)f) .

Demonstração. Sabemos que em coordenadas locais ∇f =
n∑

i=1

ei(f)ei. Desde que

∆f = div(∇f) temos

∆f =
n∑

i=1

(ei(ei(f))− ⟨∇eiei,∇f⟩)

=
n∑

i=1

(ei(ei(f))− (∇eiei)(f)) ,

como queríamos demonstrar.

Vejamos algumas propriedades do Laplaciano na próxima

Proposição 1.25 Sejam f : Mn → R e g : Mn → R funções suaves. Então:

(i) ∆(fg) = g∆f + f∆g + 2⟨∇f,∇g⟩.

(ii)
1

2
∆(f 2) = f∆f + |∇f |2.

Demonstração. Por definição, temos:

∆(fg) = div(∇(fg))

= div(f∇g + g∇f)

= div(f∇g) + div(g∇f)

= fdiv(∇g) + ⟨∇f,∇g⟩+ gdiv(∇f) + ⟨∇g,∇f⟩

= f∆g + g∆f + 2⟨∇f,∇g⟩,

o que prova (i). Veja que (ii) segue de (i) fazendo f = g. De fato, que

∆(f 2) = 2f∆f + 2|∇f |2,

donde
1

2
∆(f 2) = f∆f + |∇f |2.

Vejamos alguns resultados envolvendo o Teorema do Divergente e o Laplaciano.
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Proposição 1.26 Sejam M
n+1

uma variedade Riemanniana compacta e orientada, com bordo
∂M

n+1
= Mn (possivelmente Mn = ∅) munido com a orientação e a métrica induzida pela

inclusão i : Mn ↪→ M
n+1

. Se f : M
n+1 → R é uma função suave e ν é o vetor normal exterior

ao longo de Mn. Então ∫
M

∆fdM =

∫
∂M

∂f

∂ν
dM,

onde
∂f

∂ν
= ⟨∇f, ν⟩ é a derivada normal de f ao longo de M .

Demonstração. Basta aplicar o Teorema do Divergente ao campo X = ∇f . Com efeito, temos

que ∫
M

div(∇f)dM =

∫
∂M

⟨∇f, ν⟩dM.

Assim, ∫
M

∆fdM =

∫
∂M

∂f

∂ν
dM.

Proposição 1.27 (Identidades de Green) Sejam M
n+1

uma variedade Riemanniana compacta
e orientada, com bordo ∂M

n+1
= Mn (possivelmente Mn = ∅) munido com a orientação e a

métrica induzida pela inclusão i : Mn ↪→ M
n
. Se f, g : M

n+1 → R são funções suaves e ν é o
vetor normal exterior ao longo de Mn. Então

(a) (Primeira Identidade de Green)∫
M

(⟨∇f,∇g⟩+ f∆g)dM =

∫
∂M

f
∂g

∂ν
dM.

(b) (Segunda Identidade de Green)∫
M

(f∆g − g∆f)dM =

∫
∂M

(
g
∂f

∂ν
− f

∂g

∂ν

)
dM.

Demonstração. Para demonstrar (a) basta aplicar o Teorema do Divergente para o campo

X = f∇g. Desse modo, obtemos:∫
M

div(f∇g)dM =

∫
∂M

⟨f∇g, ν⟩dM,

donde tem-se que ∫
M

(f∆g + ⟨∇f,∇g⟩) dM =

∫
∂M

f
∂g

∂ν
dM.

Para (b) basta utilizar o item (a) para obter∫
M

(f∆g + ⟨∇f,∇g⟩) dM =

∫
∂M

f
∂g

∂ν
dM

20



e ∫
M

(g∆f + ⟨∇g,∇f⟩) dM =

∫
∂M

g
∂f

∂ν
dM.

Subtraindo ambas as igualdades ganhamos∫
M

(f∆g + ⟨∇f,∇g⟩ − g∆f − ⟨∇g,∇f⟩) dM =

∫
∂M

(
f
∂g

∂ν
− g

∂f

∂ν

)
dM,

donde obtemos ∫
M

(f∆g − g∆f) dM =

∫
∂M

(
f
∂g

∂ν
− g

∂f

∂ν

)
dM.

Definição 1.28 Seja Mn uma variedade Riemanniana. Uma função suave f : Mn → R é dita
harmônica (respectivamente subharmônica) se ∆f = 0 (respectivamente ∆f ≥ 0) em Mn.

Teorema 1.29 (Princípio do Máximo Forte de Hopf) Se Mn é uma variedade Riemanniana
orientada, conexa e fechada (compacta e sem bordo), então toda função subharmônica (e, em
particular, toda função harmônica) f : Mn → R é constante.

Demonstração. Pela Proposição 1.26, como ∂M = ∅ temos que
∫
M
∆fdM = 0. Como

∆f ≥ 0, concluímos que ∆f = 0 sobre Mn. Usando novamente Proposição 1.26, temos que:

0 =

∫
M

∆(f 2)dM =

∫
M

2(f∆f + |∇f |2)dM = 2

∫
M

|∇f |2dM,

donde temos que ∇f = 0 sobre Mn. Pela conexidade de Mn temos que f é constante sobre

Mn.

1.2.4 O Hessiano

Definição 1.30 Seja f : Mn → R uma função suave. Definimos o hessiano de f como sendo
o campo de operadores lineares Hessf : TpM

n → TpM
n dado por

(Hessf)(v) = ∇v∇f.

Vejamos a seguinte

Proposição 1.31 Seja f : Mn → R uma função suave e p ∈ Mn. O operador linear (Hessf)p :
TpM

n → TpM
n é auto-adjunto.

Demonstração. Sejam v, w ∈ TpM
n e V,W extensões de v e w respectivamente. Dizer que V

é uma extensão de v ∈ TpM
n significa que o campo de vetores V ∈ X(Mn) definido em uma
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vizinhança de p é tal que em p vale que V = v. Desse modo, tem-se

⟨(Hessf)p(v), w⟩ = ⟨∇V∇f,W ⟩p

= V ⟨∇f,W ⟩(p)− ⟨∇f,∇VW ⟩p

= V (W (f))− ⟨∇f,∇WV + [V,W ]⟩

= W (V (f)) + [V,W ](f)− (∇WV )(f)− [V,W ](f)

= W (V (f))− (∇WV )(f)

= W ⟨∇f, V ⟩(p)− ⟨∇f,∇WV ⟩p

= ⟨∇W∇f, V ⟩p

= ⟨(Hessf)p(w), v⟩.

Por fim, mostraremos uma relação entre o Laplaciano e o hessiano na seguinte

Proposição 1.32 Seja f : Mn → R uma função suave. Então:

∆f = tr(Hessf).

Demonstração. Seja p ∈ Mn e considere {e1, ..., en} um referencial local em um aberto

U ⊂ Mn tal que p ∈ U . Assim,

tr(Hessf)p =
n∑

i=1

⟨∇ei∇f, ei⟩p

= div(∇f)

= ∆f.

Denotaremos também por Hessf a forma bilinear simétrica em TpM
n que aplica vetores

v, w ∈ TpM
n em

⟨(Hessf)(v), w⟩ = ⟨∇v∇f, w⟩ = v(w(f))− (∇vw)f.

1.3 Curvaturas de Uma Variedade Semi-Riemanniana

O estudo de curvaturas acontece de maneira natural no âmbito de curvas e superfícies da

Geometria Diferencial clássica. Não obstante, sob a perspectiva da Geometria
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semi-Riemanniana, o estudo de curvaturas mostra-se primordial para uma abordagem mais pre-

cisa e completa da mesma, de modo que alguns aspectos particulares de uma determinada vari-

edade podem ser obtidos e/ou expressos em termos de suas curvaturas. Além disso, o Lema de

Omori-Yau - ferramenta analítica crucial utilizada para a demonstração dos resultados princi-

pais dessa dissertação - exige certa condição sobre a curvatura de Ricci. Aprasentaremos alguns

resultados essenciais acerca de curvaturas.

1.3.1 Tensores

Desde que tensores generalizaram a ideia de campo de vetores e, assim como estes, tam-

bém podem ser diferenciados covariantemente e, como veremos adiante, a noção de curvatura

é um caso particular de tensor, começaremos por definir e elencar certas propriedades de um

tensor. É importante observar que sendo Mn uma variedade semi-Riemanniana, X(Mn) possui

uma estrutura linear quando consideramos os elementos de C∞(Mn) como "escalares".

Definição 1.33 Um tensor T de ordem r em uma variedade semi-Riemanniana Mn é uma
aplicação C∞(M)−multilinear

T : X(Mn)× · · · × X(Mn) → C∞(Mn).

Isso significa que T é linear em cada uma das suas entradas. Ademais,dados X1, ..., Xr ∈

X(Mn), temos que T (X1, ..., Xr) é uma função diferenciável em Mn. Vejamos dois exemplos:

Exemplo 4 Seja Mn uma variedade semi-Riemanniana. Considere a aplicação
G : X(Mn) × X(Mn) → C∞(Mn) dado por G(X, Y ) = ⟨X, Y ⟩. Tem-se que G é um ten-
sor de ordem 2, por causa da bilinearidade do produto escalar. Em verdade tal aplicação é
chamada tensor métrico.

Exemplo 5 Consideremos a conexão semi-Riemanniana ∇ definida por

∇ : X(Mn)× X(Mn)× X(Mn) −→ C∞(Mn)

(X, Y, Z) −→ ∇(X, Y, Z) = ⟨∇XY, Z⟩,

onde X, Y, Z ∈ X(Mn). Veja que este exemplo não é um tensor, pois, como visto no item (iii)
da Definição 1.6, ∇ não é linear em relação a segunda entrada.

Definição 1.34 Sejam Mn uma variedade semi-Riemanniana e T um tensor de ordem r. A
diferencial covariante de T, denotada por ∇T , é um tensor de ordem (r+1) dada por

T (X1, ..., Xr, Y ) =Y (T (X1, ..., Xr))− T (∇YX1, ..., Xr)

− · · · − T (X1, ..., Xr−1,∇YXr),
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onde X1, ..., Xr, Y ∈ X(Mn).
Para cada Y ∈ X(Mn), a derivada covariante ∇Y T de T em relação a Y é um tensor de

ordem r dado por ∇Y T (X1, ..., Xr) = ∇T (X1, ..., Xr, Y ), com X1, ..., Xr, Y ∈ X(Mn).

Exemplo 6 Seja Mn uma variedade semi-Riemanniana. A diferencial covariante do tensor
métrico é o tensor nulo. De fato, dados X, Y, Z ∈ X(Mn) temos

∇G(X, Y, Z) = Z⟨X, Y ⟩ − ⟨∇ZX, Y ⟩ − ⟨X,∇ZY ⟩
= ⟨∇ZX, Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩ − ⟨∇ZX, Y ⟩ − ⟨X,∇ZY ⟩ = 0,

uma vez que ∇ é a conexão semi-Riemanniana.

1.3.2 Tensor Curvatura

Definição 1.35 Definimos o tensor curvatura (ou simplesmente a curvatura) R de uma varie-
dade semi-Riemanniana Mn como sendo a correspondência que associa a cada par
X, Y ∈ X(Mn) a seguinte aplicação

R(X, Y ) : X(Mn) −→ X(Mn)

Z −→ R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z.

Proposição 1.36 Seja Mn uma variedade semi-Riemanniana. A curvatura R possui as seguin-
tes propriedades:

(i) R é bilinear em X(Mn)× X(Mn), ou seja,

R(fX + gY, Z)W = fR(X,Z)W + gR(Y, Z)W,

R(X, fY + gZ)W = fR(X, Y )W + gR(X,Z)W,

para todo f, g ∈ C∞(Mn) e todo X, Y, Z,W ∈ X(Mn)

(ii) Para todo par X, Y ∈ X(Mn), temos

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W,

R(X, Y )(fZ) = fR(X, Y )Z,

com f ∈ C∞(Mn) e Z,W ∈ X(Mn).

Para uma demonstração desse fato deixamos, novamente, [24] como referência. Perceba que

esta proposição mostra que a curvatura R é de fato um tensor. A próxima proposição é bastante

conhecida e aparece de modo recorrente em inúmeras situações em Geometria.

Proposição 1.37 (Primeira Identidade de Bianchi) Sendo Mn uma variedade semi-
-Riemanniana e X, Y, Z ∈ X(Mn), então

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.
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Demonstração. Pela definição de tensor curvatura e da conexão de Levi-Civita, temos:

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y =∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

+∇Z∇YX −∇Y∇ZX +∇[Y,Z]X

+∇X∇ZY −∇Z∇XY +∇[Z,X]Y

=∇Y [X,Z] +∇Z [Y,X] +∇X [Z, Y ]

−∇[X,Z]Y −∇[Y,X]Z −∇[Z,Y ]X

=[Y, [X,Z]] + [Z, [Y,X]] + [X, [Z, Y ]] = 0,

onde a última igualdade é diretamente obtida pela identidade de Jacobi, item (iii) da Proposição

1.5.

Vejamos agora algumas propriedades primordiais acerca do tensor curvatura expressas na

seguinte:

Proposição 1.38 Sejam agora Mn uma variedade semi-Riemanniana, R o seu tensor curvatura
e X, Y, Z,W ∈ X(Mn). Então:

(i) ⟨R(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨R(Y, Z)X,W ⟩+ ⟨R(Z,X)Y,W ⟩ = 0,

(ii) ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = −⟨R(Y,X)Z,W ⟩,

(iii) ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = −⟨R(X, Y )W,Z⟩,

(iv) ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(Z,W )X, Y ⟩.

Demonstração. Novamente, para um melhor entendimento do leitor, faremos as demonstrações

de todos os itens separadamente na ordem de ocorrência:

(i) É novamente a identidade de Bianchi.

(ii) Basta ver que:

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,W ⟩

= ⟨−(∇X∇YZ −∇Y∇XZ +∇[Y,X]Z),W ⟩

= −⟨R(Y,X)Z,W ⟩.

(iii) Por linearidade, provar este item é equivalente a provar que ⟨R(X, Y )Z,Z⟩ = 0. Note

que:

⟨∇Y∇XZ,Z⟩ = Y ⟨∇XZ,Z⟩ − ⟨∇XZ,∇YZ⟩
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e

[X, Y ]⟨Z,Z⟩ = ⟨∇[X,Y ]Z,Z⟩+ ⟨∇[X,Y ]Z,Z⟩

= 2⟨∇[X,Y ]Z,Z⟩,

ou ainda,
1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩ = ⟨∇[X,Y ]Z,Z⟩.

Assim,

⟨R(X, Y )Z,Z⟩ = ⟨∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,Z⟩

= ⟨∇Y∇XZ,Z⟩ − ⟨∇X∇YZ,Z⟩+ ⟨∇[X,Y ]Z,Z⟩

= Y ⟨∇XZ,Z⟩ − ⟨∇XZ,∇YZ⟩ −X⟨∇YZ,Z⟩

+ ⟨∇YZ,∇XZ⟩+
1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩

= Y ⟨∇XZ,Z⟩ −X⟨∇YZ,Z⟩+
1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩

=
1

2
Y (X⟨Z,Z⟩)− 1

2
X(Y ⟨Z,Z⟩) + 1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩

= −1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩+ 1

2
[X, Y ]⟨Z,Z⟩

= 0.

(iv) Pelo item (i) temos

⟨R(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨R(Y, Z)X,W ⟩+ ⟨R(Z,X)Y,W ⟩ = 0,

⟨R(Y, Z)W,X⟩+ ⟨R(Z,W )Y,X⟩+ ⟨R(W,Y )Z,X⟩ = 0,

⟨R(Z,W )X, Y ⟩+ ⟨R(W,X)Z, Y ⟩+ ⟨R(X,Z)W,Y ⟩ = 0,

⟨R(W,X)Y, Z⟩+ ⟨R(X, Y )W,Z⟩+ ⟨R(Y,W )X,Z⟩ = 0.

Utilizando as propriedades (ii) e (iii) e somando as equações acima temos:

2⟨R(Z,X)Y,W ⟩+ 2⟨R(W,Y )Z,X⟩ = 0,

o que implica na seguinte igualdade:

⟨R(Z,X)Y,W ⟩ = ⟨R(Y,W )Z,X⟩.
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1.3.3 Curvatura Seccional

A partir do tensor curvatura é possível definir a curvatura seccional, uma outra entidade

recorrente em Geometria. Para tanto, sendo Mn uma variedade semi-Riemanniana e p ∈ Mn,

um plano tangente a Mn em p é um subespaço bi-dimensional do seu espaço tangente TpM
n.

Dados dois vetores tangentes x, y ∈ TpM
n tais que geram um subespaço bi-dimensional de

TpM
n, definimos

Q(x, y) = ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩2,

que é uma forma quadrática simétrica não nula. Com efeito, temos que

Q(y, x) = ⟨y, y⟩⟨x, x⟩ − ⟨y, x⟩2

= ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩2,

donde verificamos a simetria. Para mostrar que Q(x, y) é não nula considere a função multili-

near F : Tp(M
n)× Tp(M

n)× Tp(M
n)× Tp(M

n) → R dada por

F (x, y, z, w) = ⟨x, z⟩⟨y, w⟩ − ⟨y, z⟩⟨x,w⟩.

Note que F (x, y, x, y) = ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩2 = Q(x, y). Mostraremos que F é uma função

tipo-curvatura, ou seja, F possui as seguintes propriedades:

(i) F (x, y, z, w) = −F (y, x, z, w).

(ii) F (x, y, z, w) = −F (x, y, w, z).

(iii) F (x, y, z, w) = F (z, w, x, y).

(iv) F (x, y, z, w) + F (x, z, w, y) + F (x,w, y, z) = 0.

Uma função que cumpre tais propriedades é tal que: se F (x, y, x, y) = 0, ∀x, y ∈ TpM
n tais

que {x, y} gera um plano bi-dimensional não degenerado então F = 0. Assim, desde que

F não é identicamente nula, basta mostrar que F é uma função tipo-curvatura que estaremos

garantindo que Q(x, y) ̸= 0. Os itens (i), (ii) e (iii) são bem imediatos. Com efeito, temos:

(i) −F (y, x, z, w) = −⟨y, z⟩⟨x,w⟩+ ⟨x, z⟩⟨y, w⟩ = F (x, y, z, w),

(ii) −F (x, y, w, z) = −⟨x,w⟩⟨y, z⟩+ ⟨y, w⟩⟨x, z⟩ = F (x, y, z, w),

(iii) F (z, w, x, y) = ⟨z, x⟩⟨w, y⟩ − ⟨w, x⟩⟨z, y⟩ = F (x, y, z, w).
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(iv) O item (iv) é a primeira identidade de Bianchi. Eis o cálculo explicito:

F (x, y, z, w) + F (x, z, w, y) + F (x,w, y, z) = ⟨x, z⟩⟨y, w⟩ − ⟨y, z⟩⟨x,w⟩

+ ⟨x,w⟩⟨z, y⟩ − ⟨z, w⟩⟨x, y⟩

+ ⟨x, y⟩⟨w, z⟩ − ⟨w, y⟩⟨x, z⟩

= 0.

Desse modo, mostramos que F é uma função tipo-curvatura e, pelos argumentos anteriores,

concluímos que Q(x, y) é não nula. Estamos em condições de entender a curvatura seccional.

Para tanto, considere a seguinte:

Proposição 1.39 Sejam Mn uma variedade semi-Riemanniana, p ∈ Mn, σ ⊂ TpM
n um

subespaço bi-dimensional não degenerado do espaço tangente TpM
n e x, y ∈ σ dois vetores

linearmente independentes. Então

K(x, y) =
⟨R(x, y)x, y⟩

Q(x, y)

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ.

Para uma demonstração da Proposição 1.39 indicamos [24]. Podemos agora dar a definição de

curvatura seccional como se segue.

Definição 1.40 Sob as hipóteses e condições da Proposição 1.39, o valor real K(x, y) = K(σ)

é chamado de curvatura seccional de σ em p, em que {x, y} é uma base qualquer de σ.

Variedades que possuem a curvatura seccional constante, além de serem os objetos de

estudo desse trabalho, são de suma importância para o desenvolvimento da Geometria semi-

Riemanniana. Destarte, a próxima proposição nos concede um modo de caracterizar tais varie-

dades em função do seu tensor curvatura.

Proposição 1.41 Sejam Mn uma variedade semi-Riemanniana e p ∈ Mn. Para todo
X, Y,W,Z ∈ TpM

n defina a aplicação trilinear R′ : TpM
n × TpM

n × TpM
n → TpM

n

por
⟨R′(X, Y )W,Z⟩ = ⟨X,W ⟩⟨Y, Z⟩ − ⟨Y,W ⟩⟨X,Z⟩.

Neste contexto, Mn tem curvatura seccional constante c se, e somente se, R = cR′, onde R é o
tensor curvatura de Mn.

O leitor pode encontrar a demonstração da Proposição 1.41 em [24].
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1.3.4 Curvatura de Ricci, Omori-Yau e o Teorema de Bonnet-Myers

Continuando nossa discussão sobre tensores e curvaturas, apresentaremos, por fim, a cur-

vatura de Ricci que é obtida através de combinações do tensor curvatura. Sem mais delongas

exibimos a definição de curvatura de Ricci como segue:

Definição 1.42 Sejam Mn uma variedade semi-Riemanniana, p ∈ Mn, {e1, ..., en} um refe-
rencial ortonormal definido em torno de p e εk o sinal de ek, com k = 1, ..., n. Definimos a
aplicação

Ric : X(Mn)× X(Mn) → C∞(Mn)

(X, Y ) → Ric(X, Y ) =
n∑

k=1

εk⟨R(X, ek)Y, ek⟩.

Tal aplicação é o que chamamos de curvatura de Ricci. Em alguns casos, dado

X ∈ X(Mn), costuma-se denotar Ric(X,X) simplesmente por Ric(X). Não é uma tarefa

difícil verificar que a curvatura de Ricci é um tensor, chamado tensor de Ricci. Para os fins

dessa dissertação usaremos a terminologia curvatura de Ricci.

Muitas vezes, informações sobre a curvatura de Ricci de uma variedade são de extrema

importância para a obtenção de poderosos resultados em Geometria. Com o intuito de exem-

plificar tal afirmação, exibiremos dois resultados - no contexto da Geometria Riemanniana -

extremamente famosos e de grande relevância para o decorrer deste trabalho. O primeiro deles

é um resultado conhecido como Princípio do Máximo de Omori-Yau. Vejamos então a

Proposição 1.43 (Princípio do Máximo de Omori-Yau) Seja Mn uma Variedade Riemanniana
completa n-dimensional cuja curvatura de Ricci é limitada por baixo e f : Mn → R uma
função suave satisfazendo sup f < ∞. Então, existe uma sequência de pontos {pk} ⊂ Mn tal
que, para todo k ∈ N :

f(pk) > sup f − 1

k
, |∇f(pk)| <

1

k
e ∆f(pk) <

1

k
.

Terminamos este capítulo apresentando um outro resultado profundo utilizando a curva-

tura de Ricci. O resultado a seguir é conhecido como o Teorema de Bonnet-Myers, o qual

relaciona informações acerca da curvatura de Ricci de uma variedade com suas informações

topológicas. Contemplemos o seguinte

Teorema 1.44 (Bonnet-Myers) Seja Mn uma variedade Riemanniana completa n-dimensional.
Suponhamos que a curvatura de Ricci de Mn satisfaz

Ric(v, v) ≥ 1

r2
> 0,

para todo p ∈ Mn e todo v ∈ TpM
n, |v| = 1. Então Σn é compacta.
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Tanto a Proposição 1.43 quanto o Teorema 1.44 serão importantes ao longo dessa dis-

sertação, tendo o papel indispensável na construção de outros resultados diretamente utilizados

nas demonstrações do Teorema 5.1 e doTeorema 5.2. As demonstrações da Proposição 1.43 e

do Teorema 1.44 fogem dos propósitos deste trabalho. Contudo, os leitores interessados podem

encontrar a demonstração da Proposição 1.43 no Capítulo 1, Seção 1.3, Subseção 1.3.1 em [23],

enquanto que uma versão da prova do Teorema 1.44 reside na Seção 3 do Capítulo IX em [12].
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Capítulo 2

Imersões Isométricas

2.1 Segunda Forma Fundamental e as Equações de Gauss e
Codazzi

Assim como no Capítulo 1, este capítulo teve como base os livros do Manfredo [12] e

do O’Neil [24], bem como o livro do Dajzer [10], o livro de Lymberopoulos e Couto [18] e

o artigo escrito por Aquino, de Lima e Velásquez [4]. Para discutir os assuntos vindouros,

precisaremos dos conceitos de subvariedades, imersões e mergulhos. Nada mais justo do que

conceder ao leitor definições satisfatórias acerca de cada um desses assuntos. Para início de

conversa, precisaremos dissertar acerca da aplicação diferencial de uma função entre variedades

diferenciáveis. Considere então a seguinte definição.

Definição 2.1 Sejam Mn e M
m

variedades diferenciáveis, p ∈ Mn, α : (−ε, ε) → Mn uma
curva diferenciável tal que α(0) = p e α′(0) = v, onde v ∈ TpM

n, e f : Mn → M
m

uma
aplicação diferenciável. Definimos a aplicação diferencial de f como sendo a aplicação linear
dfp : TpM

n → Tf(p)M
m

dada por dfp(v) = β′(0), onde β = f ◦ α.

Vejamos a definição de uma imersão:

Definição 2.2 Sejam Mn e M
m

variedades diferenciáveis de dimensão n e m, respectivamente.
Dizemos que uma aplicação diferenciável f : Mn → M

m
é uma imersão se

dfp : TpM
n → Tf(p)M

m
é injetiva para todo p ∈ Mn.

Observe que se f : Mn → M
m

é uma imersão, então n ≤ m e o valor m − n é cha-

mado de codimensão de f . Quando a codimensão é igual a 1 (um), dizemos que Mn é uma

hipersuperfície de M
m

e, neste caso, m = n+ 1.



Definição 2.3 Sob as mesmas condições da definição anterior, dizemos que a aplicação
f : Mn → M

m
é um mergulho, se f é um homeomorfismo sobre f(Mn) ⊂ M

m
. Além

disso, se Mn ⊂ M
m

e a inclusão i : Mn ↪→ M
m

é um mergulho, dizemos que Mn é uma
subvariedade de M

m
.

Por fim, definimos o conceito de imersão isométrica.

Definição 2.4 Chamamos de imersão isométrica uma imersão f : Mn → M
m

, entre duas
variedades semi-Riemannianas (Mn, ⟨·, ·⟩M) e

(
M

m
, ⟨·, ·⟩M

)
, tal que:

⟨X, Y ⟩M = ⟨dfp(X), dfp(X)⟩M ,

para todo p ∈ Mn e para todo X, Y ∈ TpM
n.

Observação 2.1 No caso em que M
m

é uma variedade Lorentziana, dada uma imersão isomé-
trica f : Mn → M

m
tal que a métrica induzida por tal imersão é Riemanniana, dizemos que f

é uma imersão tipo-espaço.

Proposição 2.5 Seja f : Mn → M
m

, n ≤ m, uma imersão da variedade Mn na variedade
M

m
. Para todo ponto p ∈ Mn existe uma vizinhança V ⊂ Mn de p tal que a restrição a

f |V → M
m

é um mergulho.

A Proposição 2.5 nos diz que localmente toda imersão é um mergulho - uma demonstra-

ção dessa proposição pode ser encontrada no Capítulo 0 em [12]. Por conta desse resultado,

costuma-se identificar V com f(V ) de tal modo que, localmente, f é a aplicação inclusão.

Dessa maneira, podemos considerar o espaço tangente de Mn em p como um subespaço do

espaço tangente de M
m

em p de modo a obter

TpM
m
= TpM

n ⊕ (TpM
n)⊥,

onde (TpM
n)⊥ é o complemento ortogonal de TpM

n. Em verdade nós temos que

X
(
M

m) |f(M) = X(Mn) + X(Mn)⊥,

onde X(Mn)⊥ é o conjunto de campos suaves normais ao longo de Mn e

X
(
M

m) |f(M) = {X ∈ X(Mn); π(X) ∈ f(Mn),

onde π : X
(
M

m)→ M
m

é a aplicação projeção}.

Considerando as projeções

()⊤ : X
(
M

m) |f(M) → X(Mn)

()⊥ : X
(
M

m) |f(M) → X(Mn)⊥
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chamadas, respectivamente, de projeção tangente (ou simplesmente parte tangente) e projeção

normal (ou simplesmente parte normal) de X
(
M

m) |f(M).

Até o fim desta seção, a menos que se diga o contrário, M
n+p

é uma variedade semi-

Riemanniana de dimensão n + p, Mn uma variedade semi-Riemanniana de n-dimensional,

∇, ∇ as conexões de Levi-Civita de M
n+p

e Mn, respectivamente, e f : Mn → M
n+p

uma

imersão isométrica entre Mn e M
n+p

. Dados X, Y ∈ X(Mn) podemos escrever:

∇XY = (∇XY )⊤ + (∇XY )⊥.

Desde que, a conexão proveniente do Teorema de Levi-Civita é única, temos que ∇⊤
= ∇,

uma vez que é possível mostrar que ∇⊤
é uma conexão de Mn simétrica e compatível com a

métrica. Obtemos, então, a importantíssima fórmula de Gauss

∇XY = ∇XY + α(X, Y ), (2.1)

onde α é chamada segunda forma fundamental. Mais precisamente temos a seguinte

Definição 2.6 Definimos por segunda forma fundamental de Mn a aplicação

α : X(Mn)× X(Mn) → X(Mn)⊥

(X, Y ) → α(X, Y ) = (∇XY )⊥.

Perceba que, por (2.1), podemos escrever α(X, Y ) como α(X, Y ) = ∇XY − ∇XY .

Desta última igualdade não é difícil perceber que a aplicação α é simétrica e bilinear sobre o

anel C∞(M). De fato, dados X, Y,W ∈ X(Mn) e g ∈ C∞(Mn) temos que

α(Y,X) = ∇YX −∇YX

= ∇XY + [Y,X]−∇XY − [Y,X]

= ∇XY + [Y,X]−∇XY − [Y,X]

= ∇XY −∇XY

= α(X, Y ),

o que prova a simetria. Provaremos a linearidade para o primeiro argumento da aplicação α e,

pela simetria, concluímos a bilinearidade. Para tanto, usando as propriedades da conexão, veja
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que:

α(gX +W,Y ) = ∇gX+WY −∇gX+WY

= g∇XY +∇WY − g∇XY −∇WY

= g
(
∇XY −∇XY

)
+∇WY −∇WY

= gα(X, Y ) + α(W,Y ).

A próxima definição traz a tona o conceito de operador de Weingarten ou operador de

forma que, por um abuso de linguagem, por vezes, também é chamado de segunda forma fun-

damental por possuir uma íntima relação com a mesma, relação esta que será apresentada em

breve. Por hora, considere a definição abaixo.

Definição 2.7 Definimos o operador de Weingarten de Mn como sendo a aplicação

A : X(Mn)× X(Mn)⊥ → X(Mn)

(X, ξ) → A(X, ξ) := AξX = −(∇Xξ)
⊤.

Dados X, Y ∈ X(Mn) e ξ ∈ X(Mn)⊥, usando a fórmula de gauss, podemos obter a relação,

anteriormente mencionada, entre o operador de forma e a segunda forma fundamental. Um

simples e instrutivo exercício ao leitor é, a partir de tal relação explicitada abaixo, verificar que

o operador de Weingarten é bilinear. Como já não é sem tempo, eis o cálculo explicito:

0 = X⟨Y, ξ⟩ = ⟨∇XY, ξ⟩+ ⟨Y,∇Xξ⟩

= ⟨α(X, Y ), ξ⟩+ ⟨Y, (∇Xξ)
⊤⟩ ⇔

⟨AξX, Y ⟩ = ⟨α(X, Y ), ξ⟩. (2.2)

Dados X ∈ X(Mn) e ξ ∈ X(Mn)⊥, denotamos por ∇⊥
Xξ a componente normal de ∇Xξ. Deste

modo obtemos a fórmula de Weingarten:

∇Xξ = −AξX +∇⊥
Xξ. (2.3)

Podemos, enfim, Apresentar as equações de Gauss e Codazzi que serão de grande utilidade ao

longo de toda a dissertação.

Proposição 2.8 (Equação de Gauss) Seja Mn uma variedade semi-Riemanniana, dados
X, Y, Z,W ∈ X(Mn), tem-se

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨α(X,Z), α(Y,W )⟩ − ⟨α(X,W ), α(Y, Z)⟩, (2.4)

onde R denota o tensor curvatura de M
n+p

.
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Demonstração. Para esta demonstração usaremos as fórmulas de Gauss (2.1) e weingarten

(2.3) para determinar o tensor curvatura R(X, Y )Z. Vamos às contas:

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

= ∇Y (∇XZ + α(X,Z))−∇X (∇YZ + α(Y, Z)) +∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z)

= ∇Y∇XZ + α(Y,∇XZ)− Aα(X,Z)Y +∇⊥
Y α(X,Z)−∇X∇YZ − α(X,∇YZ)

+ Aα(Y,Z)X −∇⊥
Xα(Y, Z) +∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z)

= R(X, Y )Z + α(Y,∇XZ)− Aα(X,Z)Y +∇⊥
Y α(X,Z)

− α(X,∇YZ) + Aα(Y,Z)X −∇⊥
Xα(Y, Z) + α([X, Y ], Z). (2.5)

Desde que α(Y,∇XZ),∇⊥
Y α(X,Z), α(X,∇YZ),∇⊥

Xα(Y, Z), α([X, Y ], Z) ∈ X(Mn)⊥, te-

mos

(i) ⟨α(Y,∇XZ),W ⟩ = 0;

(ii) ⟨∇⊥
Y α(X,Z),W ⟩ = 0;

(iii) ⟨α(X,∇YZ),W ⟩ = 0;

(iv) ⟨∇⊥
Xα(Y, Z),W ⟩ = 0;

(v) ⟨α([X, Y ], Z),W ⟩ = 0.

Destarte, obtemos

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ − ⟨Aα(X,Z)Y,W ⟩+ ⟨Aα(Y,Z)X,W ⟩.

Pela relação apresentada em (2.2), concluímos que

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ − ⟨α(Y,W ), α(X,Z)⟩+ ⟨α(X,W ), α(Y, Z)⟩,

donde obtemos, como desejado, a equação de Gauss dada por

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨α(X,Z), α(Y,W )⟩ − ⟨α(X,W ), α(Y, Z)⟩.

Proposição 2.9 (Equação de Codazzi) Seja Mn uma variedade semi-Riemanniana, dados
X, Y, Z ∈ X(M), tem-se

(R(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Y )α(X,Z)− (∇⊥

X)α(Y, Z), (2.6)

onde, por definição, (∇⊥
X)α(Y, Z) = ∇⊥

Xα(Y, Z)− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ).
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Demonstração. Analogamente à demonstração da equação de Gauss, temos, por (2.5),

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z + α(Y,∇XZ)− Aα(X,Z)Y +∇⊥
Y α(X,Z)

− α(X,∇YZ) + Aα(Y,Z)X −∇⊥
Xα(Y, Z) + α([X, Y ], Z).

Desde que R(X, Y )Z,Aα(X,Z)Y,Aα(Y,Z)X ∈ X(Mn), dado ξ ∈ X(Mn)⊥ temos

(i) ⟨R(X, Y )Z, ξ⟩ = 0;

(ii) ⟨Aα(X,Z)Y, ξ⟩ = 0;

(iii) ⟨Aα(Y,Z)X, ξ⟩ = 0.

Além disso, escrevendo R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)⊤ + (R(X, Y )Z)⊥, tem-se

⟨(R(X, Y )Z)⊤, ξ⟩ = 0,

de modo que,

⟨R(X, Y )Z, ξ⟩ = ⟨(R(X, Y )Z)⊥, ξ⟩.

Assim, temos

⟨(R(X, Y )Z)⊥, ξ⟩ = ⟨α(Y,∇XZ), ξ⟩+ ⟨∇⊥
Y α(X,Z), ξ⟩ − ⟨α(X,∇YZ), ξ⟩

− ⟨∇⊥
Xα(Y, Z), ξ⟩+ ⟨α([X, Y ], Z), ξ⟩

= ⟨α(Y,∇XZ), ξ⟩+ ⟨∇⊥
Y α(X,Z), ξ⟩ − ⟨α(X,∇YZ), ξ⟩

− ⟨∇⊥
Xα(Y, Z), ξ⟩+ ⟨α(∇XY, Z), ξ⟩ − ⟨α(∇YX,Z), ξ⟩

= ⟨∇⊥
Y α(X,Z)− α(∇YX,Z)− α(X,∇YZ), ξ⟩

− ⟨∇⊥
Xα(Y, Z)− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ), ξ⟩

= ⟨(∇⊥
Y )α(X,Z)− (∇⊥

X)α(Y, Z), ξ⟩.

Devido a arbitrariedade de ξ ∈ X(Mn)⊥, obtemos o desejado, isto é:

(R(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Y )α(X,Z)− (∇⊥

X)α(Y, Z).
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2.2 Hipersuperfícies

Passaremos a tratar agora das hipersuperfícies, mostrando como as fórmulas vistas acima

se expressam de maneira mais simples e, por vezes, mais elegante, além de introduzir o conceito

de curvatura média. Para tanto, considere Σn uma hipersuperfície imersa em uma variedade

semi-Riemanniana M
n+1

, de tal forma que existe um campo de vetores normal unitário N

definido globalmente sobre Σn. Denotaremos por εN = ⟨N,N⟩ = ±1.

Por (2.2), temos que ⟨ANX, Y ⟩ = ⟨α(X, Y ), N⟩ para X, Y ∈ X(Σn), donde

⟨εN⟨ANX, Y ⟩N,N⟩ = εN⟨ANX, Y ⟩⟨N,N⟩

= ε2N⟨ANX, Y ⟩

= ⟨ANX, Y ⟩

= ⟨α(X, Y ), N⟩,

desse modo, tem-se α(X, Y ) = εN⟨ANX, Y ⟩N , onde ANX = −(∇XN)⊤. Como visto ante-

riormente, podemos escrever ∇XN = (∇XN)⊤ + (∇XN)⊥, entretanto temos (∇XN)⊥ = 0.

Com efeito, sendo ⟨N,N⟩ = ±1, dado X ∈ X(M
n+1

), tem-se

0 = X⟨N,N⟩ = 2⟨∇XN,N⟩.

Dessa maneira, ⟨∇XN,N⟩ = 0, ou seja,

0 = εN⟨∇XN,N⟩N

= εN⟨(∇XN)⊤, N⟩N + ε⟨(∇XN)⊥, N⟩N

= εN⟨(∇XN)⊥, N⟩N

= (∇XN)⊥.

Destarte, para todo X, Y ∈ X(Σn), as fórmulas de Gauss (2.1) e Weingarten (2.3) se

exprimem, respectivamente, mediante as seguintes igualdades:

(i) ∇XY = ∇XY + εN⟨ANX, Y ⟩N,

(ii) ∇XN = −ANX .

Mostraremos ainda a equação de Gauss (2.4) e a equação de Codazzi (2.6) no contexto

de hipersuperfícies e no contexto em que o espaço ambiente possui curvatura seccional cons-

tante. Continuaremos a utilizar as mesmas notações do início do capítulo. Nesse espírito, dados
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X, Y, Z ∈ X(Σn) e N ∈ X(Σn)⊥, a equação de Gauss se apresenta como segue

(R(X, Y )Z)⊤ = R(X, Y )Z + εN⟨ANY, Z⟩ANX − εN⟨ANX,Z⟩ANY.

Supondo que M
n+1

tem curvatura seccional constante igual a c, pela Proposição 1.41 temos

que R(X, Y )Z = c⟨X,Z⟩Y − c⟨Y, Z⟩X , logo encontramos que, sob tais condições, a equação

de Gauss é dada pela identidade a seguir.

R(X, Y )Z = c⟨X,Z⟩Y − c⟨Y, Z⟩X + εN⟨ANX,Z⟩ANY − εN⟨ANY, Z⟩ANX.

Quanto a equação de Codazzi, dados X, Y, Z ∈ X(Mn), ela passa a assumir a seguinte

expressão:

(R(X, Y )Z)⊥ = εN⟨(∇A)(X, Y )− (∇A)(Y,X), Z⟩N,

onde (∇A)(X, Y ) = ∇XANY − AN∇XY .

Supondo novamente que M
n+1

tem curvatura seccional constante igual a c, ainda pela

Proposição 1.41 temos que R(X, Y )Z = c⟨X,Z⟩Y − c⟨Y, Z⟩X . Tomando a parte normal de

R(X, Y )Z, temos que (R(X, Y )Z)⊥ = 0, logo encontramos que, sob tais condições, a equação

de Codazzi é expressa na sua forma mais simples como segue

(∇A)(X, Y ) = (∇A)(Y,X).

Por fim, daremos uma definição da função curvatura média de uma hipersuperfície Σn

com o propósito de usá-la em um futuro breve. Eis o prometido:

Definição 2.10 Seja M
n+1

uma variedade semi-Riemanniana e considere uma hipersuperfíie
f : Σn → M

n+1
. Definimos a função curvatura média da hipersuperfície Σn, com respeito a

N ∈ X(Σn)⊥, denotada por H , como sendo H : Σn → R dada por

H(p) =
1

n
tr(AN).

Naturalmente, dizemos que Σn possui curvatura média constante quando a função curva-

tura média H for constante para todo p ∈ Σn. Por simplicidade, quando não houver risco de

confusão, escreveremos H(p) apenas como H .

Para o que segue, a menos de menção contrária, até o fim dessa seção iremos considerar

M
n+1

uma variedade Lorentziana e Σn uma hipersuperfície de M
n+1

.

Definição 2.11 Seja f : Σn → M
n+1

uma imersão isométrica, onde Σn é uma hipersuperfície
tipo-espaço de M

n+1
. Dizemos que esta imersão é máxima no ponto p ∈ Σn quando H(p) = 0.

Dizemos que f é uma imersão máxima quando for máxima em todo ponto de Σn.
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Um caso particular bem interessante ocorre quando a segunda forma fundamental é iden-

ticamente nula. Temos, neste caso que as geodésicas de Σn também são geodésicas de M
n+1

.

Ante a isso, temos a seguinte definição:

Definição 2.12 Dizemos que uma imersão isométrica f : Σn → M
n+1

é totalmente geodésica
no ponto p ∈ Σn quando a segunda forma fundamental é identicamente nula em p ∈ Σn.
Dizemos que f é uma imersão totalmente geodésica quando for totalmente geodésica em todo
ponto de Σn.

Por fim, dissertaremos um pouco acerca do conceito de umbilicidade.

Definição 2.13 Dizemos que uma imersão isométrica f : Σn → M
n+1

é umbílica no ponto
p ∈ Σn quando AN = λNI para todo N ∈ (TpΣ

n)⊥, onde A é o operador de Weingarten de
Σn, λN : Σn → R e I denota o operador identidade de TpΣ

n. Dizemos que f é uma imersão
umbílica quando for umbílica em todo ponto de Σn.

Por simplicidade, iremos expressar o operador de weingarten apenas por A ao invés de AN e

λN por λ, onde N ∈ (TpΣ
n)⊥.

Definição 2.14 Sejam f : Σn → M
n+1

uma hipersuperfície em uma variedade
semi-Riemanniana M

n+1
, A e H , respectivamente, o operador de Weingarten e a curvatura

média de Σn, definimos o operador de umbilicidade, denotado por ϕ, como sendo o operador
dado por

ϕ := A−HI.

Perceba que, do modo como foi definido, o operador de umbilicidade ϕ é um operador

auto-adjunto. Mostraremos um resultado de grande utilidade futura para nossos propósitos. Em

verdade, a proposição a seguir explicita o motivo de chamarmos o operador ϕ de operador de

umbilicidade.

Proposição 2.15 Sejam M
n+1

uma variedade Lorentziana e Σn uma hipersuperfície tipo-espaço
de M

n+1
. Então Σn é umbílica se, e somente se, o operador de umbilicidade é identicamente

nulo.

Demonstração. (⇒) Sendo Σn umbílica, para todo p ∈ Σn existe λ : Σn → R tal que A = λI .

desse modo, tem-se que

ϕ = A−HI

= λI − 1

n
tr(λI)I

= λI − 1

n
nλI

= λI − λI

= 0.
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(⇐) Desde que ϕ(p) = 0, para todo p ∈ Σn, temos que A = HI , para todo p ∈ Σn,

donde, por definição, Σn é umbílica.

Para o que segue, se T : V → V é um operador linear auto-adjunto em um espaço vetorial

real de dimensão finita e com produto interno, denotamos |T |2 = tr(T 2). Desse modo, sendo

{e1, ..., en} um referencial ortonormal de V , segue

|T |2 =
∑
i

⟨T (ei), T (ei)⟩ =
∑
i

|T (ei)|2.

Proposição 2.16 No contexto da Proposição 2.15, o operador de umbilicidade ϕ é um operador
sem traço, isto é, tr(ϕ) = 0. Além disso, vale a seguinte identidade |ϕ|2 = |A|2 − nH2.

Demonstração. De fato este é um operador sem traço, com efeito:

tr(ϕ) = tr(A−HI)

= tr(A)− tr(HI)

= tr(A)− nH

= tr(A)− n
tr(A)

n

= 0.

Por fim calculemos o valor de |ϕ|2. dado p ∈ Σn e um referencial ortonormal {e1, ..., en} de

TpΣ
n temos:

|ϕ|2 =
∑
i

⟨A(ei)−HI(ei), A(ei)−HI(ei)⟩

=
∑
i

⟨A(ei), A(ei)⟩ − 2
∑
i

⟨A(ei), HI(ei)⟩+
∑
i

⟨HI(ei), HI(ei)⟩

= |A|2 − 2H
∑
i

⟨A(ei), I(ei)⟩+H2|I|2

= |A|2 − 2Htr(A) + nH2

= |A|2 − 2nH2 + nH2

= |A|2 − nH2.
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2.3 Espaços de Forma Lorentzianos

Como parte primordial dessa dissertação, precisaremos da noção dos espaços de forma

Lorentzianos, os quais serão as variedades ambientes das hipersuperfícies que iremos abordar

nos resultados principais. Outrora definimos neste capítulo a noção de curvatura seccional e es-

tabelecemos uma relação entre o tensor curvatura e curvatura seccional constante. A importân-

cia de se considerar variedades semi-Riemannianas de curvatura seccional constante revela-se,

dentre tantas outras situações, na seguinte definição:

Definição 2.17 Definimos um espaço de forma como sendo uma variedade semi-Riemanniana
Mn simplesmente conexa com curvatura seccional constante.

Na definição acima, Mn ser simplesmente conexa significa dizer que Mn é conexa por

caminhos e, em adição, que todo caminho fechado simples pode ser deformado continuamente

até um ponto (Para mais detalhes veja Lima [17]). Seguimos com um estudo - necessário e

suficiente ao leitor deste trabalho - de cada um dos três espaços de forma Lorentzianos aborda-

dos nesta dissertação, os quais são denominados de espaço de Lorentz-Minkowski, espaço de

de Sitter e o espaço anti-de Sitter. Sem mais delongas, começaremos pelo espaço de Lorentz-

Minkowski.

2.3.1 O Espaço de Lorentz-Minkowski

Definição 2.18 Definimos o espaço de Lorentz-Minkowski de dimensão n + 1, denotado por
Rn+1

1 , como sendo o espaço Euclidiano Rn+1 munido com a seguinte métrica

⟨x, x⟩1 = −x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n+1,

onde x = (x1, x2, ..., xn+1) ∈ Rn+1.

Denotaremos por R,∇,Ric e K o tensor curvatura, a conexão de Levi-Civita, a curvatura

de Ricci e a curvatura seccional de Rn+1
1 , respectivamente. Calculemos então o seu tensor

curvatura para todo X, Y, Z ∈ X(Rn+1
1 ). Indicando Z = (z1, ..., zn) as componentes do campo

Z obtemos

∇XZ = (Xz1, ..., Xzn),

∇YZ = (Y z1, ..., Y zn),

∇Y∇XZ = (Y Xz1, ..., Y Xzn)
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e

∇X∇YZ = (XY z1, ..., XY zn).

Pela simetria da conexão, temos ainda que

∇[X,Y ]Z = (XY z1 − Y Xz1, ..., XY zn − Y Xzn),

desse modo, é fácil verificar que

R(X, Y )Z =∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

= (Y Xz1, ..., Y Xzn)− (XY z1, ..., XY zn)

+ (XY z1 − Y Xz1, ..., XY zn − Y Xzn)

= 0.

Portanto, vemos que o tensor curvatura de Rn+1
1 é identicamente nulo. Como a curvatura de

Ricci e a curvatura seccional dependem vitalmente do tensor curvatura, temos que

Ric = 0 e K = 0.

Desde que Rn+1
1 é simplesmente conexo, vemos que o espaço de Lorentz-Minkowski é um

espaço de forma Lorentziano com curvatura seccional constante igual a 0 (zero). Em verdade,

podemos definir o seguinte espaço semi-Euclidiano Rn+1
ν como escrito na definição abaixo.

Definição 2.19 Definimos o espaço semi-Euclidiano n+1−dimensional de índice ν, denotado
por Rn+1

ν , com ν ∈ {0, 1, ..., n+1}, como sendo o espaço Euclidiano Rn+1 munido da seguinte
métrica

⟨x, x⟩ν = −
ν∑

i=1

x2
i +

n+1∑
i=ν+1

x2
i ,

onde x = (x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1.

Note que quando ν = 0, esse espaço semi-Euclidiano torna-se o espaço Euclidiano Rn+1

e quando ν = 1, tal espaço semi-Euclidiano se resume ao espaço de Lorentz-Minkowski Rn+1
1 .

Com o mesmo procedimento feito para o espaço de Lorentz-Minkowski é possível constatar que

o espaço semi-Euclidiano Rn+1
ν possui o tensor curvatura identicamente nulo, o que implica no

fato de que a curvatura de Ricci e a curvatura seccional de Rn+1
ν também são identicamente

nulas.

Abordaremos um pouco sobre quais são os tipos de vetores encontrados em um espaço

semi-Euclidiano Rn+1
ν . Façamos então a seguinte definição:
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Definição 2.20 (Caráter Causal de um vetor) Dizemos que um vetor x ∈ Rn+1
ν é

(i) tipo-espaço se ⟨x, x⟩ν > 0 ou x = 0;

(ii) tipo-tempo se ⟨x, x⟩ν < 0;

(iii) tipo-luz se ⟨x, x⟩ν = 0, com x ̸= 0.

Em todo caso, sendo x ∈ Rn+1
ν , a norma de x, denotada por ∥x∥ν , é dada por

∥x∥ν =
√

|⟨x, x⟩ν |.

Ressaltamos que cada vetor de Rn+1
ν possui apenas um tipo de caráter causal. Neste

sentido, é possível classificar as hipersuperfícies de um espaço semi-Euclidiano Rn+1
ν como

segue:

Dadas as devidas definições, falaremos acerca de hipersuperfícies tipo-espaço no espaço

de Lorentz-Minkowski. Seja f : Σn → Rn+1
1 uma imersão tipo-espaço no espaço de Lorentz-

Minkowski. Denotemos por R e Rf os tensores curvatura de Rn+1
1 e Σn, respectivamente.

Seguindo nesse contexto denotaremos ainda por ∇ e ∇f as conexões de Levi-Civita de Rn+1
1 e

Σn, nesta ordem. Considerando o campo normal unitário N f globalmente definido de Σn em

Rn+1
1 de tal modo que ⟨N f , N f⟩ = −1.

Sejam X, Y ∈ X(Σn). Usando a fórmula de Gauss, obtemos:

∇XY = ∇XY + ε⟨ANfX, Y ⟩N f = ∇XY − ⟨ANfX, Y ⟩N f .

Utilizando a fórmula de Weingarten, vemos que ANf = −∇XN
f , com X ∈ X(Σn). Pas-

saremos a determinar as equações de Gauss e Codazzi para a hipersuperfície Σn. Dados

X, Y, Z ∈ X(Σn), desde que Rn+1
1 tem curvatura seccional constante igual a 0, então pela

Proposição 1.41 temos R(X, Y )Z = 0. Utilizando a equação de Gauss para hipersuperfície,

obtemos:

Rf (X, Y )Z = −⟨ANfX,Z⟩ANfY + ⟨ANfY, Z⟩ANfX,

enquanto que a equação de Codazzi permanece como

(∇A)(X, Y ) = (∇A)(Y,X).

Encontraremos uma expressão para a curvatura de Ricci da hipersuperfície Σn. A partir

de agora escreveremos AX para denotar ANfX para todo X ∈ X(Σn). Como Σn é tipo-espaço

observamos que, dada uma base ortonormal local {E1, ..., En} e X, Y ∈ X(Σn) temos

Ric(X, Y )f =
n∑

i=1

⟨Rf (X,Ei)Y,Ei⟩,
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onde Ric(·, ·)f denota a curvatura de Ricci de Σn. Entretanto, sabemos que

Rf (X,Ei)Y = −⟨AX, Y ⟩AEi + ⟨AEi, Y ⟩AX.

Assim, temos:

Ric(X, Y )f =
n∑

i=1

⟨Rf (X,Ei)Y,Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨−⟨AX, Y ⟩AEi + ⟨AEi, Y ⟩AX,Ei⟩

= −⟨AX, Y ⟩tr(A) + ⟨AX,AY ⟩

= −nH⟨AX, Y ⟩+ ⟨AX,AY ⟩.

Exemplo 7 (O cilindro hiperbólico Rn−p × Hp(r)) O Cilindro Hiperbólico Rn−p × Hp(r) é
uma hipersuperfície de Rn+1

1 . Estamos interessados em investigar o campo normal unitário
dessa hipersuperfície. Desde que η =

x

r
, com x ∈ Hn(r), define um campo normal na hipersu-

perfície Hn(r) ⊂ Rn+1 é razoável escolher N =

(
0,

−x

r

)
como o campo normal unitário de

Rn−p ×Hp(r). Mostraremos que de fato isso é verdade. Note inicialmente que:

⟨N,N⟩ = ⟨0, 0⟩R +

〈
−x

r
,
−x

r

〉
H(r)

=
1

r2
⟨x, x⟩H(r)

=
−r2

r2
= −1. (2.7)

Por outro lado, sendo X = (x1, x2) ∈ X(Rn−p ×Hp(r)) obtemos:

⟨N,X⟩ = ⟨0, x1⟩R +

〈
−1

r
x, x2

〉
H(r)

=
−1

r
⟨x, x2⟩H(r)

= 0. (2.8)

Diante de (2.7) e (2.8) vemos que, de fato, N =

(
0,

−x

r

)
define um campo normal unitário

sobre Rn−p × Hp(r). Como AX = −∇XN , podemos representar A em sua forma matricial
pela seguinte matriz em bloco:

A =


0 0

0
1

r
IH(r)

 ,
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em que IH(r) é o operador identidade de Hp(r). Assim, não é difícil determinar os autovalores
de A que, nesse contexto, são chamados de curvaturas principais, as quais são dadas por:

λ1 = · · · = λn−p = 0 e λn−p+1 = · · · = λn =
1

r
.

Para finalizar este exemplo, calcularemos os valores de |A|2, H e |ϕ|2. Desde que

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i e H =

1

n

n∑
i=1

λi,

temos:

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i =

n−p∑
i=1

λ2
i +

n∑
i=n−p+1

λ2
i

=
n∑

i=n−p+1

1

r2

=
p

r2
(2.9)

e

H =
1

n

n∑
i=1

λi =
1

n

(
n−p∑
i=1

λi +
n∑

i=n−p+1

λi

)

=
1

n

(
n∑

i=n−p+1

1

r

)
=

p

nr
. (2.10)

Recorrendo as expressões obtidas em (2.9), (2.10) e pela Proposição 2.16, temos a seguinte
expressão para |ϕ|2 :

|ϕ|2 = |A|2 − nH2

=
p

r2
− np2

n2r2

=
np− p2

nr2

=
p(n− p)

nr2
.

Exemplo 8 (O Cilindro Hiperbólico Rp×Hn−p(r)) De maneira similar ao exemplo anterior, o
cilindro hiperbólico Rp ×Hn−p(r) é uma hipersuperfície de Rn+1

1 . É possível mostrar, com os

mesmos argumentos apresentados acima, que N =

(
0,

−x

r

)
define um campo normal unitário

sobre Rp×Hn−p(r). Desde que AX = −∇XN , podemos representar A em sua forma matricial
pela seguinte matriz em bloco:

A =


0 0

0
1

r
IH(r)

 ,
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em que IH(r) é o operador identidade de Hn−p(r). Assim, não é difícil determinar os autovalores
de A que, nesse contexto, são chamados de curvaturas principais, as quais são dadas por:

λ1 = · · · = λp = 0 e λp+1 = · · · = λn =
1

r
.

Para finalizar este exemplo, calcularemos os valores de |A|2, H e |ϕ|2. Por definição, tem-se

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i e H =

1

n

n∑
i=1

λi,

donde encontramos as seguintes identidades:

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i =

p∑
i=1

λ2
i +

n∑
i=p+1

λ2
i

=
n∑

i=p+1

1

r2

=
n− p

r2
(2.11)

e

H =
1

n

n∑
i=1

λi =
1

n

(
p∑

i=1

λi +
n∑

i=p+1

λi

)

=
1

n

(
n∑

i=p+1

1

r

)

=
n− p

nr
. (2.12)

Por (2.11), (2.12) e a Proposição 2.16 podemos encontrar uma expressão para |ϕ|2 como segue:

|ϕ|2 = |A|2 − nH2

=
n− p

r2
− n(n− p)2

n2r2

=
n(n− p)− (n− p)2

nr2

=
(n− p)(n− (n− p))

nr2

=
p(n− p)

nr2
.

2.3.2 O Espaço de de Sitter

Definição 2.21 Definimos o espaço de de Sitter de dimensão n+ 1 , denotado por Sn+1
1 , como

sendo
Sn+1
1 := {x ∈ Rn+2

1 ; ⟨x, x⟩1 = 1} ⊂ Rn+2
1 .
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Tomaremos o campo normal unitário global N definido sobre Sn+1
1 , dado por N = x, em que

x ∈ Sn+1
1 . Assim temos que ⟨N,N⟩1 = 1, para todo X ∈ X(Sn+1

1 ), podemos escrever:

ANX = −∇XN = −∇Xx = −X.

Desde que R = 0, com a igualdade acima podemos calcular o tensor curvatura de Sn+1
1 , através

da equação de Gauss, como sendo

R(X, Y )Z = ⟨X,Z⟩(Y )− ⟨Y, Z⟩(X),

donde, pela Proposição 1.41, Sn+1
1 tem curvatura seccional constante igual a 1 (um). Doravante,

da forma como foi definido e exposto, é possível concluir que o espaço de de Sitter é uma hi-

persuperfície completa simplesmente conexa do espaço de Lorentz-Minkowski de tal modo que

sua curvatura seccional é constante igual a 1 sendo, portanto, um espaço de forma Lorentziano.

Passaremos a falar um pouco sobre hipersuperfícies tipo-espaço no espaço de de Sitter.

Seja g : Σn → Sn+1
1 uma imersão tipo-espaço no espaço de de Sitter. Denotemos por R,R

e Rg os tensores curvatura de Rn+2
1 ,Sn+1

1 e Σn, respectivamente. Seguindo nesse contexto

denotaremos ainda por ∇,∇ e ∇g as conexões de Levi-Civita de Rn+2
1 ,Sn+1

1 e Σn, nesta ordem.

Admitimos um campo normal unitário global N g de Σn em Sn+1
1 de tal modo que ⟨N g, N g⟩ =

−1

Sejam X, Y ∈ X(Σn), usando a fórmula de Gauss, temos:

∇XY = ∇XY + ε⟨ANgX, Y ⟩N g = ∇XY − ⟨X, Y ⟩x. (2.13)

Por outro lado, usando novamente a fórmula de Gauss obtemos:

∇XY = ∇g
XY + ε⟨ANgX, Y ⟩N g = ∇g

XY − ⟨ANgX, Y ⟩N g. (2.14)

De (2.13) e (2.14) tem-se

∇XY = ∇g
XY − ⟨ANgX, Y ⟩N g − ⟨X, Y ⟩x. (2.15)

Não obstante, pela fórmula de Weingarten, tem-se que ANgX = −∇XN
g, com X ∈ X(Σn).

Desse modo, temos que

∇XN
g = ∇XN

g − ⟨X,N g⟩x = ∇XN
g = −ANgX.

Determinemos as equações de Gauss e Codazzi para a hipersuperfície Σn. Dados

X, Y, Z ∈ X(Σn), desde que Sn+1
1 tem curvatura seccional constante igual a 1, então
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R(X, Y )Z = ⟨X,Z⟩Y −⟨Y, Z⟩X . Utilizando a equação de Gauss para hipersuperfície, encon-

tramos:

Rg(X, Y )Z = ⟨X,Z⟩Y − ⟨Y, Z⟩X − ⟨ANgX,Z⟩ANgY + ⟨ANgY, Z⟩ANgX,

enquanto que a equação de Codazzi permanece como visto anteriormente, ou seja,

(∇A)(X, Y ) = (∇A)(Y,X).

Encerraremos essa subseção com uma expressão para a curvatura de Ricci da hipersu-

perfície Σn e dois exemplos de hipersuperfícies tipo-espaço em Sn+1
1 . Escreveremos AX para

denotar ANgX para todo X ∈ X(Σn). Como Σn é tipo-espaço observamos que, dado um

referencial ortonormal local {E1, ..., En} e X, Y ∈ X(Σn) temos

Ric(X, Y )g =
n∑

i=1

⟨Rg(X,Ei)Y,Ei⟩,

onde Ric(·, ·)g denota a curvatura de Ricci de Σn. Entretanto, sabemos da equação de Gauss

que

Rg(X,Ei)Y = ⟨X, Y ⟩Ei − ⟨Ei, Y ⟩X − ⟨AX, Y ⟩AEi + ⟨AEi, Y ⟩AX.

Assim, temos:

Ric(X, Y )g =
n∑

i=1

⟨Rg(X,Ei)Y,Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨⟨X, Y ⟩Ei − ⟨Ei, Y ⟩X − ⟨AX, Y ⟩AEi + ⟨AEi, Y ⟩AX,Ei⟩

= n⟨X, Y ⟩ − ⟨X, Y ⟩ − ⟨AX, Y ⟩tr(A) + ⟨AX, Y ⟩

= (n− 1)⟨X, Y ⟩ − nH⟨AX, Y ⟩+ ⟨AX,AY ⟩.

Exemplo 9 (O Cilindro Hiperbólico Sn−p(
√
1 + r2) × Hp(r)) O cilindro hiperbólico

Sn−p(
√
1 + r2) × Hp(r) é uma hipersuperfície de Sn+1

1 . Calculemos o seu campo normal.
Para tanto, precisamos ter um campo normal da forma N = (ax1, bx2) com ⟨N,N⟩ = −1 e
com ⟨N,X⟩ = 0, onde X = (x1, x2) ∈ X(Sn−p(

√
1 + r2) × Hp(r)) e a, b ∈ R. Desde que

⟨N,N⟩ = −1, deemos ter:

⟨N,N⟩ = ⟨ax1, ax1⟩S(√1+r2) + ⟨bx2, bx2⟩H(r)

= a2⟨x1, x1⟩S(√1+r2) + b2⟨x2, x2⟩H(r)

= a2(1 + r2)− b2r2 = −1.
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Por outro lado, ao requerer ⟨N,X⟩ = 0 obtemos:

⟨N,X⟩ = ⟨ax1, x1⟩S(√1+r2) + ⟨bx2, x2⟩H(r)

= a⟨x1, x1⟩S(√1+r2) + b⟨x2, x2⟩H(r)

= a(1 + r2)− br2 = 0.

Em seguida, resolvendo o seguinte sistema{
a2(1 + r2)− b2r2 = −1

a(1 + r2)− br2 = 0
,

encontramos, a menos de mudança de sinal, a =
−r√
1 + r2

e b =
−
√
1 + r2

r
, donde

N =

(
−r√
1 + r2

x1,
−
√
1 + r2

r
x2

)
.

Como AX = −∇XN , podemos representar A em sua forma matricial pela seguinte
matriz em bloco:

A =


r√

1 + r2
IS(

√
1+r2) 0

0

√
1 + r2

r
IH(r)

 ,

onde IS(
√
1+r2) representa o operador identidade de Sn−p(

√
1 + r2) e IH(r) o operador iden-

tidade de Hp(r). Assim, não é difícil perceber que tal matriz é diagonal, o que torna uma
tarefa fácil determinar os seus autovalores que, nesse contexto, são chamados de curvaturas
principais, as quais são dadas por:

λ1 = · · · = λn−p =
r√

1 + r2
e λn−p+1 = · · · = λn =

√
1 + r2

r
.

Para finalizar este exemplo, calcularemos os valores de |A|2, H e |ϕ|2. Desde que

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i e H =

1

n

n∑
i=1

λi,

temos:

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i =

n−p∑
i=1

λ2
i +

n∑
i=n−p+1

λi

=

n−p∑
i=1

r2

1 + r2
+

n∑
i=n−p+1

1 + r2

r2

=
(n− p)r2

1 + r2
+

p(1 + r2)

r2

=
nr4 + 2pr2 + p

r2(1 + r2)
(2.16)
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e

H =
1

n

n∑
i=1

λi =
1

n

(
n−p∑
i=1

λi +
n∑

i=n−p+1

λi

)

=
1

n

(
n−p∑
i=1

r√
1 + r2

+
n∑

i=n−p+1

√
1 + r2

r

)

=
1

n

(
(n− p)

r√
1 + r2

+ p

√
1 + r2

r

)

=
(n− p)r2 + p(1 + r2)

nr
√
1 + r2

=
nr2 − pr2 + p+ pr2

nr
√
1 + r2

=
nr2 + p

nr
√
1 + r2

. (2.17)

Por fim, utilizando (2.16), (2.17) e Proposição 2.16 encontraremos um valor para |ϕ|2

como segue

|ϕ|2 = |A|2 − nH2

=
nr4 + 2pr2 + p

r2(1 + r2)
− n

(nr2 + p)2

n2r2(1 + r2)

=
nr4 + 2pr2 + p

r2(1 + r2)
− (n2r4 + 2npr2 + p2)

nr2(1 + r2)

=
n2r4 + 2npr2 + np− n2r4 − 2npr2 − p2

nr2(1 + r2)

=
np− p2

nr2(1 + r2)

=
p(n− p)

nr2(1 + r2)
. (2.18)

Exemplo 10 (O Cilindro Hiperbólico Sp(
√
1 + r2) × Hn−p(r)) O cilindro hiperbólico

Sp(
√
1 + r2) × Hn−p(r) é uma hipersuperfície de Sn+1

1 . Para encontrar o vetor normal é
preciso um procedimento análogo ao anterior, ou seja, precisamos ter um campo normal da
forma N = (ax1, bx2) tal que ⟨N,N⟩ = −1 e com ⟨N,X⟩ = 0, onde X = (x1, x2) ∈
X(Sp(

√
1 + r2)×Hn−p(r)) e a, b ∈ R. De maneira inteiramente análoga, nós encontramos, a

menos de sinal, o seguinte campo normal:

N =

(
−r√
1 + r2

x1,
−
√
1 + r2

r
x2

)
.

Entretanto, devemos fazer pequenos ajustes quanto aos cálculos envolvendo o operador
de forma e o vetor curvatura média, uma vez que as dimensões são ligeiramente diferente.
Usando novamente o fato de que AX = −∇XN , podemos representar A em sua forma matri-
cial pela seguinte matriz em bloco:
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A =


r√

1 + r2
IS(

√
1+r2) 0

0

√
1 + r2

r
IH(r)

 ,

onde IS(
√
1+r2) representa o operador identidade de Sp(

√
1 + r2) e IH(r) o operador identidade

de Hn−p(r). Novamente temos uma matriz diagonal e podemos encontrar as curvaturas prin-
cipais de Sp(

√
1 + r2)×Hn−p(r) de modo simples. São elas:

λ1 = · · · = λp =
r√

1 + r2
e λp+1 = · · · = λn =

√
1 + r2

r
.

Terminaremos este exemplo calculando os valores de |A|2, H e |ϕ|2, assim como nos exemplos
anteriores. Já sabemos que

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i e H =

1

n

n∑
i=1

λi,

então temos:

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i =

p∑
i=1

λ2
i +

n∑
i=p+1

λi

=

p∑
i=1

r2

1 + r2
+

n∑
i=p+1

1 + r2

r2

=
pr2

1 + r2
+

(n− p)(1 + r2)

r2

=
pr4 + n+ 2nr2 + nr4 − p− 2pr2 − pr4

r2(1 + r2)

=
n+ 2nr2 + nr4 − p− 2pr2

r2(1 + r2)

=
nr4 + 2(n− p)r2 + n− p

r2(1 + r2)
(2.19)
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e

H =
1

n

n∑
i=1

λi =
1

n

(
p∑

i=1

λi +
n∑

i=p+1

λi

)

=
1

n

(
p∑

i=1

r√
1 + r2

+
n∑

i=p+1

√
1 + r2

r

)

=
1

n

(
p

r√
1 + r2

+ (n− p)

√
1 + r2

r

)

=
pr2 + (n− p)(1 + r2)

nr
√
1 + r2

=
pr2 + n+ nr2 − p− pr2

nr
√
1 + r2

=
nr2 + n− p

nr
√
1 + r2

. (2.20)

Para calcular o valor de |ϕ|2 utilizaremos as igualdades (2.19), (2.20) e Proposição 2.16, ob-
tendo:

|ϕ|2 = |A|2 − nH2

=
n(1 + r2)2 − p(1 + 2r2)

r2(1 + r2)
− n(nr2 + n− p)2

n2r2(1 + r2)

=
n2(1 + 2r2 + r4)− np(1 + 2r2)− (n2r4 + 2nr2(n− p) + (n− p)2)

nr2(1 + r2)

=
n2 + 2n2r2 + n2r4 − np− 2npr2 − n2r4 − 2n2r2 + 2npr2 − n2 + 2np− p2

nr2(1 + r2)

=
np− p2

nr2(1 + r2)

=
p(n− p)

nr2(1 + r2)
.

2.3.3 O Espaço anti-de Sitter

Definição 2.22 Definimos o espaço anti-de Sitter de dimensão n+1, denotado por Hn+1
1 , como

sendo
Hn+1

1 := {x ∈ Rn+2
2 ; ⟨x, x⟩2 = −1} ⊂ Rn+2

2 ,

tendo em vista que ⟨x, x⟩2 = −x2
1 − x2

2 + x2
3 + · · ·+ x2

n+2.

Seguindo uma abordagem análoga às anteriores, tomaremos o campo normal unitário

global N definido sobre Hn+1
1 , dado por N = −x, em que x ∈ Hn+1

1 . Assim temos que

⟨N,N⟩2 = −1, se X ∈ X(Hn+1
1 ), então:

ANX = −∇XN = ∇Xx = X.
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Desde que R = 0, com a igualdade acima podemos calcular o tensor curvatura de Hn+1
1 , através

da equação de Gauss, como sendo

R(X, Y )Z = − (⟨X,Z⟩Y − ⟨Y, Z⟩X) ,

donde, pela Proposição 1.41, Hn+1
1 tem curvatura seccional constante igual a −1. Dessa maneira

é possível concluir que o espaço anti-de Sitter é uma hipersuperfície completa do espaço semi-

Euclidiano Rn+2
2 de tal modo que sua curvatura seccional é constante igual a −1 sendo, portanto,

um espaço de forma Lorentziano.

Faremos agora algumas considerações no que diz respeito a hipersuperfícies tipo-espaço

no espaço anti-de Sitter. Seja h : Σn → Hn+1
1 uma imersão tipo-espaço no espaço anti-de Sitter.

Denotemos por R,R e Rh os tensores curvatura de Rn+2
1 ,Hn+1

1 e Σn, respectivamente. Neste

sentido, denotaremos por ∇,∇ e ∇h as conexões de Levi-Civita de Rn+2
1 ,Hn+1

1 e Σn, respecti-

vamente e, por K e K as curvaturas seccionais de Rn+2
1 e Hn+1

1 , nesta ordem. Admitimos um

campo normal unitário global Nh de Σn em Hn+1
1 de tal modo que ⟨Nh, Nh⟩2 = −1

Sejam X, Y ∈ X(Σn), usando a fórmula de Gauss, temos que:

∇XY = ∇XY + ε⟨ANhX, Y ⟩Nh = ∇XY + ⟨X, Y ⟩x. (2.21)

Por outro lado, usando novamente a fórmula de Gauss obtemos:

∇XY = ∇h
XY + ε⟨ANhX, Y ⟩Nh = ∇h

XY − ⟨ANhX, Y ⟩Nh. (2.22)

De (2.21) e (2.22) tem-se que

∇XY = ∇h
XY − ⟨ANhX, Y ⟩Nh + ⟨X, Y ⟩x.

Não obstante, pela fórmula de Weingarten, tem-se que ANh = −∇XN
h, com X ∈ X(Σn).

Desse modo, temos que

∇XN
h = ∇XN

h + ⟨X,Nh⟩x = ∇XN
h = −ANhX.

Determinemos as equações de Gauss e Codazzi para a hipersuperfície Σn. Dados

X, Y, Z ∈ X(Σn), desde que Hn+1
1 tem curvatura seccional constante igual a −1, então

R(X, Y )Z = −⟨X,Z⟩Y + ⟨Y, Z⟩X . Utilizando a equação de Gauss para hipersuperfície,

encontramos:

Rh(X, Y )Z = −⟨X,Z⟩Y + ⟨Y, Z⟩X − ⟨ANhX,Z⟩ANhY + ⟨ANhY, Z⟩ANhX,
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enquanto que a equação de Codazzi permanece como visto anteriormente, ou seja,

(∇A)(X, Y ) = (∇A)(Y,X).

Encerraremos essa subseção com uma expressão para a curvatura de Ricci da hipersu-

perfície Σn e dois exemplos de hipersuperfícies tipo-espaço em Hn+1
1 . Escreveremos AX para

denotar ANhX para todo X ∈ X(Σn). Como Σn é tipo-espaço observamos que, dado um

referencial ortonormal local {E1, ..., En} e X, Y ∈ X(Σn) temos

Ric(X, Y )h =
n∑

i=1

⟨Rh(X,Ei)Y,Ei⟩,

em que Ric(·, ·)h denota a curvatura de Ricci de Σn. Entretanto, sabemos da equação de Gauss

que

Rh(X,Ei)Y = −⟨X, Y ⟩Ei + ⟨Ei, Y ⟩X − ⟨AX, Y ⟩AEi + ⟨AEi, Y ⟩AX.

Assim, temos:

Ric(X, Y )h =
n∑

i=1

⟨Rh(X,Ei)Y,Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨−⟨X, Y ⟩Ei + ⟨Ei, Y ⟩X − ⟨AX, Y ⟩AEi + ⟨AEi, Y ⟩AX,Ei⟩

= −n⟨X, Y ⟩+ ⟨X, Y ⟩ − ⟨AX, Y ⟩tr(A) + ⟨AX, Y ⟩

= (1− n)⟨X, Y ⟩ − nH⟨AX, Y ⟩+ ⟨AX,AY ⟩.

Exemplo 11 (O Cilindro Hiperbólico Hn−p(
√
1− r2) × Hp(r)) O cilindro hiperbólico

Hn−p(
√
1− r2) × Hp(r) é uma hipersuperfície de Hn+1

1 . De maneira análoga aos exemplos
anteriores, calculemos o seu campo normal. Para tanto, precisamos novamente de um campo
normal da forma N = (ax1, bx2), a, b ∈ R, com ⟨N,N⟩ = −1 e com ⟨N,X⟩ = 0, para todo
X = (x1, x2) ∈ X(Hn−p(

√
1− r2)×Hp(r)). ao exigir que ⟨N,N⟩ = −1, temos:

⟨N,N⟩ = ⟨ax1, ax1⟩H(
√
1−r2) + ⟨bx2, bx2⟩H(r)

= a2⟨x1, x1⟩H(
√
1−r2) + b2⟨x2, x2⟩H(r)

= −a2(1− r2)− b2r2 = −1.

Por outro lado, fazendo ⟨N,X⟩ = 0 obtemos:

⟨N,X⟩ = ⟨ax1, x1⟩H(
√
1−r2) + ⟨bx2, x2⟩H(r)

= a⟨x1, x1⟩H(
√
1−r2) + b⟨x2, x2⟩H(r)

= −a(1− r2)− br2 = 0.
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Em seguida, ao resolver o seguinte sistema{
−a2(1− r2)− b2r2 = −1

−a(1− r2)− br2 = 0
,

encontramos, a menos de mudança de sinal, a =
−r√
1− r2

e b =

√
1− r2

r
, donde

N =

(
−r√
1− r2

x1,

√
1− r2

r
x2

)
.

Desde que AX = −∇XN , representamos A em sua forma matricial pela seguinte matriz
em bloco:

A =


r√

1− r2
IH(

√
1−r2) 0

0
−
√
1− r2

r
IH(r)

 ,

onde IH(
√
1−r2) representa o operador identidade de Hn−p(

√
1− r2) e IH(r) o operador iden-

tidade de Hp(r). Assim, não é difícil perceber que tal matriz é diagonal, o que torna uma
tarefa fácil determinar os seus autovalores que, nesse contexto, são chamados de curvaturas
principais, as quais são dadas por:

λ1 = · · · = λn−p =
r√

1− r2
e λn−p+1 = · · · = λn =

−
√
1− r2

r
.

Para finalizar este exemplo, calcularemos os valores de |A|2, H e |ϕ|2. Por definição, sabemos
que

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i e H =

1

n

n∑
i=1

λi,

desse modo segue as seguintes igualdades:

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i =

n−p∑
i=1

λ2
i +

n∑
i=n−p+1

λi

=

n−p∑
i=1

r2

1− r2
+

n∑
i=n−p+1

1− r2

r2

=
(n− p)r2

1− r2
+

p(1− r2)

r2

=
(n− p)r4 + p(1− r2)2

r2(1− r2)

=
nr4 + p− 2pr2

r2(1− r2)

=
r2(nr2 − 2p) + p

r2(1− r2)
(2.23)
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e

H =
1

n

n∑
i=1

λi =
1

n

(
n−p∑
i=1

λi +
n∑

i=n−p+1

λi

)

=
1

n

(
n−p∑
i=1

r√
1− r2

+
n∑

i=n−p+1

−
√
1− r2

r

)

=
1

n

(
(n− p)

r√
1− r2

− p

√
1− r2

r

)
=

(n− p)r2 − p(1− r2)

nr
√
1− r2

=
nr2 − pr2 − p+ pr2

nr
√
1− r2

=
nr2 − p

nr
√
1− r2

. (2.24)

Utilizando (2.23), (2.24) e Proposição 2.16 vemos que:

|ϕ|2 = |A|2 − nH2

=
r2(nr2 − 2p) + p

r2(1− r2)
− n(nr2 − p)2

n2r2(1− r2)

=
nr2(nr2 − 2p) + np− (nr2 − p)2

nr2(1− r2)

=
n2r4 − 2npr2 + np− n2r4 + 2npr2 − p2

nr2(1− r2)

=
np− p2

nr2(1− r2)

=
p(n− p)

nr2(1− r2)
.

Exemplo 12 (O Cilindro Hiperbólico Hp(
√
1− r2) × Hn−p(r)) Perceba que este exemplo

diferencia-se do anterior apenas pela dimensão das variedades envolvidas. Nesse contexto,
o cilindro hiperbólico Hp(

√
1− r2)×Hn−p(r) é uma hipersuperfície de Hn+1

1 . Sabemos então
que para encontrar o campo normal é preciso um campo normal da forma N = (ax1, bx2) tal
que ⟨N,N⟩ = −1 e com ⟨N,X⟩ = 0, onde X = (x1, x2) ∈ X(Hp(

√
1− r2) × Hn−p(r)) e

a, b ∈ R. De maneira inteiramente análoga, nós encontramos, a menos de sinal, o seguinte
campo normal:

N =

(
−r√
1− r2

x1,

√
1− r2

r
x2

)
.

Como o leitor já deve estar acostumado, devemos fazer pequenos ajustes quanto aos
cálculos envolvendo o operador de forma e o vetor curvatura média. Usando novamente - e
pela última vez nesse capítulo - o fato de que AX = −∇XN , podemos representar A em sua
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forma matricial pela seguinte matriz em bloco:

A =


r√

1− r2
IH(

√
1−r2) 0

0
−
√
1− r2

r
IH(r)

 ,

onde agora IH(
√
1−r2) representa o operador identidade de Hp(

√
1− r2) e IH(r) o operador

identidade de Hn−p(r). Novamente temos uma matriz diagonal e podemos encontrar as curva-
turas principais de Hp(

√
1− r2)×Hn−p(r) de modo simples. São elas:

λ1 = · · · = λp =
r√

1− r2
e λp+1 = · · · = λn =

−
√
1− r2

r
.

Enfim, calculemos os valores de |A|2, H e |ϕ|2. Desde que

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i e H =

1

n

n∑
i=1

λi,

vemos que:

|A|2 =
n∑

i=1

λ2
i =

p∑
i=1

λ2
i +

n∑
i=p+1

λi

=

p∑
i=1

r2

1− r2
+

n∑
i=p+1

1− r2

r2

=
pr2

1− r2
+

(n− p)(1− r2)

r2

=
pr4 + n− 2nr2 + nr4 − p+ 2pr2 − pr4

r2(1− r2)

=
n− 2nr2 + nr4 − p+ 2pr2

r2(1− r2)

=
n(1− r2)2 − p(1− 2r2)

r2(1− r2)
(2.25)
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e

H =
1

n

n∑
i=1

λi =
1

n

(
p∑

i=1

λi +
n∑

i=p+1

λi

)

=
1

n

(
p∑

i=1

r√
1− r2

+
n∑

i=p+1

−
√
1− r2

r

)

=
1

n

(
p

r√
1− r2

− (n− p)

√
1− r2

r

)
=

pr2 − (n− p)(1− r2)

nr
√
1− r2

=
pr2 − n+ nr2 + p− pr2

nr
√
1− r2

=
nr2 − (n− p)

nr
√
1− r2

. (2.26)

Terminaremos calculando o valor de |ϕ|2, como prometido acima, através das igualdades em
(2.25), (2.26) e Proposição 2.16 obtendo:

|ϕ|2 = |A|2 − nH2

=
n(1− r2)2 − p(1− 2r2)

r2(1− r2)
− n(nr2 − (n− p))2

n2r2(1− r2)

=
n2(1− 2r2 + r4)− np(1− 2r2)− (n2r4 − 2n(n− p)r2 + (n− p)2)

nr2(1− r2)

=
n2 − 2n2r2 + n2r4 − np+ 2npr2 − n2r4 + 2n2r2 − 2npr2 − n2 + 2np− p2

nr2(1− r2)

=
np− p2

nr2(1− r2)

=
p(n− p)

nr2(1− r2)
.

Observação 2.2 Em verdade, os cilindros hiperbólicos exibidos nos Exemplo 11 e Exemplo 12
são isométricos. Com efeito, considere a aplicação

Ψ : Hn−p(
√
1− r2)×Hp(r) −→ Hp(

√
1− r2)×Hn−p(r)

dada por Ψ(x) =

(√
1− r2

r
x2,

r√
1− r2

x1

)
, em que x = (x1, x2) ∈ Hn−p(

√
1− r2)×Hp(r)

com x1 ∈ Hn−p(
√
1− r2) e x2 ∈ Hp(r). Verifica-se que Ψ é diferenciável e uma bijeção cuja

inversa é a aplicação

Ψ−1 : Hp(
√
1− r2)×Hn−p(r) −→ Hn−p(

√
1− r2)×Hp(r)

dada por Ψ−1(y) =

(√
1− r2

r
y2,

r√
1− r2

y1

)
, em que y = (y1, y2) ∈ Hp(

√
1− r2)×Hn−p(r)

com y1 ∈ Hp(
√
1− r2) e y2 ∈ Hn−p(r). Novamente, não é difícil checar que Ψ−1 é diferenciá-

vel.
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Concluímos, portanto, que Ψ é um difeomorfismo. Para que Ψ seja uma isometria,
precisamos mostrar que ⟨u, v⟩q = ⟨dΨq(u), dΨq(v)⟩Ψ(q), para todo q ∈ Hn−p(

√
1− r2) ×

Hp(r), u, v ∈ Tq(Hn−p(
√
1− r2) × Hp(r)). Sejam q = (q1, q2), com q1 ∈ Hn−p(

√
1− r2) e

q2 ∈ Hp(r), u = (u1, u2) e v = (v1, v2) com u1, v1 ∈ Tq1(Hn−p(
√
1− r2)) e

u2, v2 ∈ Tq2(Hp(r)).
Após alguns cálculos obtemos:

(i) ⟨u, v⟩q = ⟨u1, v1⟩Hn−p(
√
1−r2) + ⟨u2, v2⟩Hp(r),

(ii) ⟨dΨq(u), dΨq(v)⟩Ψ(q) =
1− r2

r2
⟨u2, v2⟩Hp(

√
1−r2) +

r2

1− r2
⟨u1, v1⟩Hn−p(r).

Por fim, basta observar que:

⟨u1, v1⟩Hn−p(
√
1−r2) =

r2

1− r2
⟨u1, v1⟩Hn−p(r) e ⟨u2, v2⟩Hp(r) =

1− r2

r2
⟨u2, v2⟩Hp(

√
1−r2).

Desse modo, mostramos que ⟨u, v⟩q = ⟨dΨq(u), dΨq(v)⟩Ψ(q) e, consequentemente, que Ψ é
uma isometria.

Observação 2.3 Doravante, a menos de menção contrária, iremos nos referir aos espaços de
forma Lorentzianos como Ln+1

c , com c ∈ {−1, 0, 1}, de modo que:

Ln+1
0 := Rn+1

1 (O Espaço de Lorentz-Minkowski),

Ln+1
1 := Sn+1

1 (O Espaço de de Sitter),

Ln+1
−1 := Hn+1

1 (O Espaço anti-de Sitter).

A fim de extrair ao máximo os benefícios proporcionados pelos exemplos anteriores, exi-

biremos as expressões do tensor curvatura e da curvatura de Ricci que generalizam os casos em

hipersuperfícies tipo-espaço em espaços de forma Lorentzianas. Seja Σn uma hipersuperfície

tipo-espaço em um espaço de forma Lorentziano Ln+1
c e {E1, ..., En} um referencial ortonor-

mal local de Σn, pela equação de Gauss, temos que para X, Y, Z ∈ X(Σn) o tensor curvatura e

o tensor de Ricci são dados, respectivamente, por:

R(X, Y )Z = c(⟨X,Z⟩Y − ⟨Y, Z⟩X)− ⟨AX,Z⟩AY + ⟨AY,Z⟩AX,

e a seguinte

Proposição 2.23 Sejam Σn uma hipersuperfície tipo-espaço com curvatura média H constante
de um espaço de forma Lorentziano Ln+1

c e {E1, ..., En} uma base ortonormal local de Σn.
Então o tensor de Ricci é limitado por baixo.
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Demonstração. Utilizando a definição da curvatura de Ricci e a igualdade acima, temos:

Ric(X,X) =
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨c(⟨X,X⟩Ei − ⟨Ei, X⟩X)− ⟨AX,X⟩AEi + ⟨AEi, X⟩AX,Ei⟩

=
n∑

i=1

c|X|2⟨Ei, Ei⟩ −
n∑

i=1

c⟨Ei, X⟩⟨X,Ei⟩ −
n∑

i=1

⟨AX,X⟩⟨AEi, Ei⟩

+
n∑

i=1

⟨AX,Ei⟩⟨AX,Ei⟩

= nc|X|2 − c|X|2 − ⟨AX,X⟩trA+ |AX|2

= c(n− 1)|X|2 − nH⟨AX,X⟩+ |AX|2. (2.27)

Desde que
∣∣AX − nH

2
X
∣∣2 − n2H2

4
|X|2 = |AX|2 − nH⟨AX,X⟩ temos, por (2.27)

Ric(X,X) = c(n− 1)|X|2 +
∣∣∣∣AX − nH

2
X

∣∣∣∣2 − n2H2

4
|X|2 ≥

(
c(n− 1)− n2H2

4

)
|X|2.

(2.28)

Desde que estamos supondo que nossa hipersuperfície Σn possui curvatura média H cons-

tante, concluímos pela desigualdade acima que a curvatura de Ricci é limitada por baixo.
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Capítulo 3

Fórmula de Simons e Desigualdade Tipo
Okumura

Este capítulo tem como finalidade expressar uma fórmula tipo Simons (veja Equação

(3.8)), que será utilizada em nossos resultados principais, bem como estabelecer alguns resul-

tadosenvolvendo uma desigualdade tipo-Okumura. Não obstante, destacamos que este capítulo

foi, em grande parte, embasado nos escritos de Sánchez ( [26]), mais especificamente nos textos

do Capítulo 2 de sua Tesina de Licenciatura.

Sejam M
n+1

c uma variedade Lorentziana com curvatura seccional constante igual a c, Σn

uma hipersuperfície tipo-espaço de M
n+1

c com curvatura média H constante e ∇ sua conexão

de Levi-Civita. Defina o seguinte laplaciano ∆A : X(Σn) → X(Σn) por

∆A(X) = tr(∇2A(X, ·, ·)) =
n∑

i=1

∇2A(X,Ei, Ei), (3.1)

onde, {E1, ..., En} é um referencial ortonormal local em Σn e ∇2A : X(Σn) × X(Σn) ×

X(Σn) → X(Σn) o operador dado por ∇2A(X, Y, Z) = (∇Z∇A)(X, Y ). Pela equação de

Codazzi, vemos que ∇2A é simétrico com relação as duas primeiras variáveis. Não obstante,

temos

∇2A(X, Y, Z) = (∇Z∇A)(X, Y )

= ∇Z(∇A(X, Y ))−∇A(∇ZX, Y )−∇A(X,∇ZY )

= ∇Z(∇A(Y,X))−∇A(Y,∇ZX)−∇A(∇ZY,X)

= (∇Z∇A)(Y,X) = ∇2A(Y,X,Z).



Pode-se ainda mostrar uma relação de simetria com relação as outras variáveis. Para tanto, pela

simetria da conexão, é simples verificar que podemos reescrever o tensor curvatura de Σn como

R(X, Y )Z = ∇∇XYZ −∇∇Y XZ −∇X∇YZ +∇Y∇XZ. Note ainda que

∇2A(X, Y, Z) = (∇Z∇A)(X, Y )

= ∇Z(∇A(X, Y ))−∇A(∇ZX, Y )−∇A(X,∇ZY )

= ∇Z(∇Y (AX)− A(∇YX))−∇YA(∇ZX)

+A(∇Y∇ZX)−∇∇ZY (AX) + A(∇∇ZYX).

O que segue agora é uma cadeia de igualdades um tanto quanto extensa, entretanto, nada tediosa

aos olhos dos mais ávidos. Utilizando a igualdade acima e algumas manipulações obtemos:

∇2A(X, Y, Z)−∇2A(X,Z, Y ) = ∇Z(∇Y (AX)− A(∇YX))−∇YA(∇ZX)

+ A(∇Y∇ZX)−∇∇ZY (AX) + A(∇∇ZYX)

−∇Z(∇Y (AX)− A(∇YX)) +∇YA(∇ZX)

− A(∇Y∇ZX) +∇∇ZY (AX)− A(∇∇ZYX)

= ∇Z∇Y (AX)−∇ZA(∇YX))−∇YA(∇ZX)

+ A(∇Y∇ZX)−∇∇ZY (AX) + A(∇∇ZYX)

−∇Y∇Z(AX) +∇YA(∇ZX)) +∇ZA(∇YX)

− A(∇Z∇YX) +∇∇Y Z(AX)− A(∇∇Y ZX)

= −∇∇ZY (AX) +∇∇Y Z(AX) +∇Z(∇Y (AX))

−∇Y (∇Z(AX)) + A(∇∇ZYX −∇∇Y ZX)

+ A(−∇Z(∇YX) +∇Y (∇ZX))

= −R(Z, Y )AX + A(R(Z, Y )X).

Assim, concluímos que

∇2A(X, Y, Z) = ∇2A(X,Z, Y )−R(Z, Y )AX + A(R(Z, Y )X). (3.2)

Tendo ainda em mente que {E1, ..., En} é um referencial ortonormal local Σn, considere-

mos os seguintes resultados que nos auxiliarão em um cálculo posterior.

Como Σn possui curvatura média H constante e trA = nH então, para X ∈ X(Σn),
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temos que

n∑
i=1

(∇X(∇A))(Ei, Ei) = tr(∇X(∇A))

= ∇X(tr(∇A))

= ∇X(∇trA)

= n∇X∇H = 0. (3.3)

Considerando o espaço ambiente M
n+1

c , a equação de Gauss é dada por

R(X, Y )Z = c(⟨X,Z⟩Y − ⟨Y, Z⟩X)− ⟨AX,Z⟩AY + ⟨AY,Z⟩AX,

donde

n∑
i=1

R(Ei, X)AEi =
n∑

i=1

{c(⟨Ei, AEi⟩X − ⟨X,AEi⟩Ei)− ⟨AEi, AEi⟩AX + ⟨AX,AEi⟩AEi}

= ctr(A)X − cAX − tr(A2)AX + A3X (3.4)

e

A

(
n∑

i=1

R(Ei, X)Ei

)
= A

(
n∑

i=1

{c(⟨Ei, Ei⟩X − ⟨X,Ei⟩Ei)}

)

+ A

(
n∑

i=1

{−⟨AEi, Ei⟩AX + ⟨AX,Ei⟩AEi}

)
= cnAX − cAX − tr(A)A2X + A3X. (3.5)

Fazendo a igualdade (3.5) menos a igualdade (3.4) obtemos a igualdade abaixo

−
n∑

i=1

R(Ei, X)AEi + A

(
n∑

i=1

R(Ei, X)Ei

)
=− ctr(A)X + cAX + tr(A2)AX − A3X

+ cnAX − cAX − tr(A)A2X + A3X

=− cnHX + (tr(A2) + cn)AX − nHA2X.

(3.6)

Usando a igualdade em (3.6) juntamente com as simetrias de ∇2A e as igualdades de (3.2) e

63



(3.3) obtemos de (3.1) a seguinte sequência de igualdades

∆A(X) =
n∑

i=1

∇2A(X,Ei, Ei)

=
n∑

i=1

∇2A(Ei, X,Ei)

=
n∑

i=1

{∇2A(Ei, Ei, X)−R(Ei, X)AEi + A(R(Ei, X)Ei)}

=
n∑

i=1

{(∇X∇A)(Ei, Ei)−R(Ei, X)AEi + A(R(Ei, X)Ei)}

=
n∑

i=1

(∇X∇A)(Ei, Ei)−
n∑

i=1

R(Ei, X)AEi + A

(
n∑

i=1

R(Ei, X)Ei

)
= −cnHx+ (tr(A2) + cn)AX − nHA2X

= cnAX − cnHx+ |A|2AX − nHA2X.

Desde que, por definição, 1
2
∆|A|2 = |∇A|2+⟨A,∆A⟩, precisamos calcular ⟨A,∆A⟩ para

alcançar a fórmula desejada. Sem mais delongas, vamos às contas.

⟨A,∆A⟩ =
n∑

i=1

⟨A(Ei),∆A(Ei)⟩

=
n∑

i=1

⟨A(Ei), cnA(Ei)− cnHEi + |A|2A(Ei)− nHA2(Ei)⟩

= cn|A|2 − cnHtr(A) + |A|4 − nHtr(A3)

= cn|A|2 − cn2H2 + |A|4 − nHtr(A3)

= cn(|A|2 − nH2) + |A|4 − nHtr(A3).

Podemos, enfim, alcançar um dos nossos preciosos objetivos, ao qual iremos nos referir de

agora em diante como fórmula de Simons. Vide a igualdade abaixo:

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + cn(|A|2 − nH2) + |A|4 − nHtr(A3). (3.7)

Proposição 3.1 Considere os operadores de Weingarten A e o operador de umbilicidade ϕ

de Σn. Se a função curvatura média H de Σn é constante, as seguintes propriedades são
verdadeiras:

(i) tr(ϕ2) = tr(A2)− nH2.

(ii) ∇ϕ = ∇A e, consequentemente, |∇ϕ|2 = |∇A|2.

(iii) ∆|A|2 = ∆|ϕ|2, além de que tr(A3) = tr(ϕ3) + 3H|ϕ|2 + nH3.
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(iv) |A|4 = |ϕ|4 + 2nH2|ϕ|2 + n2H4.

Demonstração. Façamos cada item separadamente.

(i) De fato, o cálculo para verificar essa igualdade é análogo ao que foi feito na Proposição

2.16.

(ii) Desde que H é constante e ϕ = A−HI , tem-se que

∇ϕ = ∇A e |∇ϕ|2 = |∇A|2.

(iii) Como mostrado na Proposição 2.16, |ϕ|2 = |A|2 + nH2, vemos que ∆|ϕ|2 = ∆|A|2.

Além do mais, temos:

tr(A3) = tr((ϕ+HI)3)

= tr(ϕ3 + 3ϕ2HI + 3ϕH2I +H3I)

= tr(ϕ3) + 3Htr(ϕ2) + 3H2tr(ϕ) +H3tr(I)

= tr(ϕ3) + 3H|ϕ|2 + nH3.

(iv) Segue, imediatamente do fato de que |A|2 = |ϕ|2 + nH2, uma vez que

|A|4 = (|ϕ|2 + nH2)2 = |ϕ|4 + 2nH2|ϕ|2 + n2H4.

Com uma simples substituição dos resultados obtidos na Proposição 3.1 é possível rees-

crever (3.7) em termos de H e |ϕ| obtendo, dessa maneira, a igualdade que é peça fundamental

para a demonstração dos teoremas principais dessa dissertação. Tal igualdade revela-se sob a

seguinte forma
1

2
∆|ϕ|2 = |∇ϕ|2 + |ϕ|4 − nHtrϕ3 − n(H2 − c)|ϕ|2. (3.8)

Conforme supracitado, tal igualdade é facilmente obtida através de uma simples substi-

tuição em (3.7) das relações acima encontradas. Entretanto, exibiremos a veracidade de tal fato

na demonstração da seguinte

Proposição 3.2 Sob as condições da Proposição 3.1, temos a seguinte fórmula de Simons

1

2
∆|ϕ|2 = |∆ϕ|2 + |ϕ|4 − nHtrϕ3 − n(H2 − c)|ϕ|2.
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Demonstração. O resultado segue do fato que 1
2
∆|ϕ|2 = 1

2
∆|A|2 e das igualdades abaixo

1

2
∆|A|2 = |∇A|2 + cn(|A|2 − nH2) + |A|4 − nHtr(A3)

= |∇ϕ|2 + cn|ϕ|2 + |ϕ|4 + 2nH2|ϕ|2 + n2H4 − nHtr(ϕ3)− 3nH2|ϕ|2 − n2H4

= |∇ϕ|2 + cn|ϕ|2 + |ϕ|4 − nHtr(ϕ3)− nH2|ϕ|2

= |∇ϕ|2 + |ϕ|4 − nHtr(ϕ3)− n(H2 − c)|ϕ|2.

Findadas as discussões sobre a fórmula tipo Simons, iremos direcionar nossa atenção à

desigualdade tipo Okumura. Em verdade, esta é uma relação puramente algébrica em que dados

β, µ1, ..., µn ∈ R tais que
n∑

i=1

µi = 0 e
n∑

i=1

µ2
i = β2, então

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

µ3
i

∣∣∣∣∣ ≤ n− 2√
n(n− 1)

|β|3. (3.9)

Tal resultado foi melhorado inicialmente por Alencar e do Carmo ( [3]) como segue o

lema abaixo

Lema 3.1 Se β, µ1, ..., µn ∈ R são tais que
n∑

i=1

µi = 0 e
n∑

i=1

µ2
i = β2, então

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

µ3
i

∣∣∣∣∣ ≤ n− 2√
n(n− 1)

|β|3,

e a igualdade ocorre se, e somente se, pelo menos n− 1 dos µi são iguais.

Apresentaremos um outro resultado nesse contexto devido a Melendéz ( [19]). Em ver-

dade, a demonstração do Lema 3.1 segue, com seus devidos ajustes, análoga à demonstração do

seguinte

Lema 3.2 Sejam ξ1, ξ2, ..., ξn, com n ≥ 3 e n ∈ N, números reais tais que
∑
i

ξi = 0 e∑
i

ξ2i = β2, onde β ≥ 0. Então, a equação

∑
i

ξ3i =
n− 2k√
nk(n− k)

β3, 1 ≤ k ≤ n− 1,

vale se, e somente se, k termos ξi são iguais e não-negativos e o restante dos n − k termos ξi
são iguais e não-positivos.
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Demonstração. Note, inicialmente, que o lema é trivialmente válido se β = 0, pois teríamos∑
i

ξi = 0 e
∑
i

ξ2i = β2, o que implicaria em todos os ξi = 0 e satisfazendo todas as exi-

gências do lema. Consideremos então o caso β > 0 e defina a função g : Rn → R dada por

g(ξ) =
∑
i

ξ3i , com ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn, sujeita as condições iniciais
∑
i

ξi = 0 e∑
i

ξ2i = β2. Pelo método dos Multiplicadores de Lagrange e escolhendo os multiplicadores de

Lagrange de maneira favorável, temos

∇
∑
i

ξ3i =
3λ

2
∇
∑
i

ξ2i + 3α∇
∑
i

ξi,

donde obtemos:

∇
∑
i

ξ3i −
3λ

2
∇
∑
i

ξ2i − 3α∇
∑
i

ξi = 0

∑
i

∇
(
ξ3i −

3λ

2
ξ2i − 3αξi

)
= 0

∑
i

ξ2i − λξi − α = 0.

Assim, segue que os pontos críticos são dados pelos valores de ξi que satisfazem a equação

quadrática ξ2i −λξi−α = 0, ∀i = 1, ..., n. Resolvendo tal equação, fazendo uma reenumeração

se necessário, vemos que

ξ1 = ... = ξn−p = −a < 0 e ξn−p+1 = ... = ξn = b > 0, a, b ∈ R.

Desse modo, sob as condições iniciais, os pontos críticos podem ser reescritos como

n∑
i=1

ξi = 0

n−p∑
1

−a+
n∑

n−p+1

b = 0

−(n− p)a+ pb = 0

e
n∑

i=1

ξ2i = β2

n−p∑
1

a2 +
n∑

n−p+1

b2 = β2

(n− p)a2 + pb2 = β2.

67



Resolvendo o seguinte sistema

 −(n− p)a+ pb = 0

(n− p)a2 + pb2 = β2
encontramos que a2 =

p

n(n− p)
β2

e b2 =
n− p

np
β2. Não obstante,

g =
n∑

i=1

ξ3i =

n−p∑
1

−a3 +
n∑

n−p+1

b3

= −
(n− p)p

√
p

n(n− p)
√

n(n− p)
β3 +

p(n− p)
√
n− p

np
√
np

β3

=

(
−

p
√
p

n
√

n(n− p)
+

(n− p)
√
n− p

n
√
np

)
β3

=

(
−p2 + (n− p)2

n
√

np(n− p)

)
β3

=

(
−p2 + n2 − 2np+ p2

n
√

np(n− p)

)
β3

=
n(n− 2p)

n
√

np(n− p)
β3

=
n− 2p√
np(n− p)

β3.

Derivando g com relação a p, observamos que g′ =
−n2

2p(n− p)
√
np(n− p)

β3 < 0, pois temos

que n, p, β > 0, com 0 < n− p. Assim, vemos que g é decrescente. Além disso, tem-se

g =
n− 2p√
np(n− p)

β3 =
n− 2k√
np(n− k)

β3,

se, e somente se, k = p, donde concluímos que

ξ1 = ... = ξn−k = −

√
k

n(n− k)
β < 0 e ξn−p+1 = ... = ξn =

√
n− k

nk
β > 0.
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Capítulo 4

Alguns Resultados Auxiliares

Neste capítulo exibiremos alguns resultados adicionais que serão utilizados diretamente

ou indiretamente nas demonstrações dos teoremas principais encontrados no Capítulo 5 dessa

dissertação. Começaremos com o seguinte resultado devido a Montiel [21].

Lema 4.1 Seja φ : Σn → Sn+1
1 uma hipersuperfície tipo-espaço compacta imersa em um

espaço de de Sitter e a = (a0, a1, ..., an+1) ∈ Rn+2
1 com |a|2 = −1, e a0 ≤ −1. Então, se H de-

nota a curvatura média de φ com respeito a um campo normal unitário
N : Σn → {x = (x0, x1, ..., xn+1) ∈ Rn+2

1 ; |x|2 = −1, x0 ≥ 1} e dΣ a métrica Riemanni-
ana de Σn, nós temos ∫

Σ

⟨∇H, a⟩dΣ ≥ 0,

e a igualdade vale se, e somente se, φ é umbílica.

Demonstração. Sejam ∇, ∇ e ∇φ as conexões de Levi-Civita de Rn+2
1 , Sn+1

1 e Σn respectiva-

mente. Considere as funções suportes la : Σn → R dada por la = ⟨φ, a⟩ e fa : Σn → R, dada

por fa = ⟨N, a⟩. Seja v ∈ X(Σn), desde que a = a⊤ − faN + laφ temos que:

⟨∇la, v⟩ = ⟨∇⟨φ, a⟩, v⟩ = v(⟨φ, a⟩) = ⟨∇vφ, a⟩ = ⟨v, a⟩ = ⟨v, a⊤⟩.



Pela igualdade em (2.15), dados v, w ∈ X(Σn) vemos que:

Hess⟨φ, a⟩(v, w) = ⟨∇φ
v∇la, w⟩ = ⟨∇v∇la, w⟩

= ⟨∇va
⊤, w⟩

= ⟨∇v(a+ faN − laφ), w⟩

= ⟨∇vfaN,w⟩ − ⟨∇vlaφ,w⟩

= fa⟨∇vN,w⟩+ ⟨v(fa)N,w⟩ − la⟨∇vφ,w⟩ − ⟨v(la)φ,w⟩

= −⟨v, w⟩⟨φ, a⟩ − ⟨Av,w⟩⟨N, a⟩.

Podemos determinar o laplaciano da função la = ⟨φ, a⟩ como segue:

∆⟨φ, a⟩ = tr(Hess⟨φ, a⟩)

= −n⟨φ, a⟩ − nH⟨N, a⟩. (4.1)

Considerando agora a aplicação fa : Σ
n → R. Temos:

⟨∇fa, v⟩ = ⟨∇⟨N, a⟩, v⟩ = v(⟨N, a⟩) = ⟨∇vN, a⟩ = ⟨−Av, a⟩ = ⟨−A(a⊤), v⟩.

Calcularemos a Hessiana de ⟨N, a⟩.

Hess⟨N, a⟩(v, w) = ⟨∇φ
v∇⟨N, a⟩, w⟩

= −⟨∇φ
v∇A(a⊤), w⟩

= −⟨∇φA(a⊤, v), w⟩ − ⟨A(∇φ
v a

⊤), w⟩

= −⟨∇φA(v, a⊤), w⟩ − ⟨∇φ
v∇la, Aw⟩

= −⟨∇φA(v, a⊤), w⟩ − Hessla(v,Aw)

= −⟨∇φA(v, a⊤), w⟩+ la⟨v, Aw⟩+ fa⟨Av,Aw⟩.

Considerando {e1, ..., en} um referencial ortonormal local de Σn tal que diagonalize A, temos

∆⟨N, a⟩ = tr(Hess⟨N, a⟩)

=
n∑

i=1

Hess⟨N, a⟩(ei, ei)

=
n∑

i=1

(
−⟨∇φA(ei, a

⊤), ei⟩+ la⟨ei, Aei⟩+ fa⟨Aei, Aei⟩
)

=
n∑

i=1

−⟨∇φA(ei, a
⊤), ei⟩+ latr(A) + fa|A|2

= −
n∑

i=1

⟨∇φ
a⊤
A(ei), ei⟩+

n∑
i=1

⟨A(∇φ
a⊤
ei), ei⟩+ nlaH + fa|A|2.
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Veja ainda que, como {e1, ..., en} diagonaliza A, temos que A(ei) = τiei, com τi ∈ R e

i = 1, ..., n, obtemos:

⟨A(∇φ
a⊤
ei), ei⟩ = ⟨∇φ

a⊤
ei, A(ei)⟩ = τi⟨∇φ

a⊤
ei, ei⟩ = 0.

Além disso, escrevendo a⊤ =
n∑

j=1

⟨a⊤, ej⟩ej , vemos que:

−
n∑

i=1

⟨∇φ
a⊤
A(ei), ei⟩ = −

n∑
i=1

⟨∇φ∑n
j=1⟨a⊤,ej⟩ejA(ei), ei⟩

= −
n∑

i,j=1

⟨a⊤, ej⟩⟨∇φ
ej
A(ei), ei⟩

= −
n∑

i,j=1

⟨a⊤, ej⟩
(
ej⟨A(ei), ei⟩+ ⟨A(ei),∇φ

ej
ei⟩
)

= −
n∑

j=1

⟨a⊤, ej⟩ej

(
n∑

i=1

⟨A(ei), ei⟩

)

= −n

〈
a⊤,

n∑
j=1

ej(H)ej

〉

= −n⟨a⊤,∇H⟩ = −n⟨a,∇H⟩.

Concluímos, então, que

∆⟨N, a⟩ = nH⟨φ, a⟩+ |A|2⟨N, a⟩ − n⟨a,∇H⟩. (4.2)

Assim, por (4.1) e (4.2), temos:

∆(H⟨φ, a⟩+ ⟨N, a⟩) = ∆H⟨φ, a⟩+∆⟨N, a⟩

= H∆⟨φ, a⟩+ ⟨φ, a⟩∆H + 2⟨∇H,∇⟨φ, a⟩⟩+∆⟨N, a⟩

= −nH⟨φ, a⟩ − nH2⟨N, a⟩+ ⟨φ, a⟩∆H + 2⟨∇H,∇⟨φ, a⟩⟩

+ nH⟨φ, a⟩+ |A|2⟨N, a⟩ − n⟨∇H, a⟩

=
(
|A|2 − nH2

)
⟨N, a⟩+ ⟨φ, a⟩∆H − (n− 2)⟨∇H, a⟩. (4.3)

integrando ambos os lados da expressa obtida em (4.3) obtemos∫
Σ

∆(H⟨φ, a⟩+ ⟨N, a⟩) dΣ =

∫
Σ

(
|A|2 − nH2

)
⟨N, a⟩+ ⟨φ, a⟩∆H − (n− 2)⟨∇H, a⟩dΣ.

Pela compacidade da hipersuperfície, usando o Teorema do divergente o lado esquerdo dessa

igualdade é identicamente nulo. Com efeito,∫
Σ

∆(H⟨φ, a⟩+ ⟨N, a⟩) dΣ =

∫
∂Σ

∂(H⟨φ, a⟩+ ⟨N, a⟩)
∂η

dΣ = 0,
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onde η é o vetor normal unitário exterior a Σn. Desse modo, temos

0 =

∫
Σ

(
|A|2 − nH2

)
⟨N, a⟩+ ⟨φ, a⟩∆H − (n− 2)⟨∇H, a⟩dΣ. (4.4)

Utilizando novamente o Teorema do divergente, sob a forma da 1ª identidade de Green, obser-

vamos que ∫
Σ

⟨∇⟨φ, a⟩,∇H⟩+ ⟨φ, a⟩∆HdΣ =

∫
∂Σ

∂H⟨φ, a⟩
∂η

dΣ = 0∫
Σ

⟨φ, a⟩∆HdΣ = −
∫
Σ

⟨∇⟨φ, a⟩,∇H⟩dΣ

= −
∫
Σ

⟨∇H, a⟩dΣ.

Assim, podemos reescrever (4.4) como

0 =

∫
Σ

(
|A|2 − nH2

)
⟨N, a⟩ − (n− 1)⟨∇H, a⟩dΣ. (4.5)

Sabendo que o tensor de umbilicidade |ϕ|2 = |A|2−nH2 ≥ 0, tem-se que |A|2 ≥ nH2 e sendo

|N |2 = |a|2 = −1 com N0 ≥ 1 e a0 ≤ −1 temos que ⟨N, a⟩ ≥ 1, donde (4.5) fica∫
Σ

⟨∇H, a⟩ ≥ 0,

de modo que a igualdade vale se, e somente se, |A|2−nH2 = 0, isto é, o tensor de umbilicidade

é igual a zero o que implica que φ é umbílica.

O próximo resultado também foi provado por Montiel [21] e segue como uma consequên-

cia imediata do lema anterior. Vide o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Seja φ : Σn → Sn+1
1 uma hipersuperfície tipo-espaço compacta imersa em um

espaço de de Sitter. Se φ tem curvatura média H constante, então φ é umbílica.

Demonstração. Bastar ver que, sendo H constante, ∇H = 0, logo
∫
Σ

⟨∇H, a⟩dΣ = 0, para

todo a ∈ Rn+2
1 com |a|2 = −1 e a0 ≤ −1. O resultado segue do Lema 4.1.

Segue abaixo um teorema inicialmente provado por Akutagawa (veja Teorema 0.3), mas

daremos aqui uma demonstração desse mesmo fato devida a Montiel.

Teorema 4.2 Seja φ : Σn → Sn+1
1 uma hipersuperfície tipo-espaço completa em um espaço de

de Sitter com curvatura média H constante satisfazendo H2 <
4(n− 1)

n2
. Então φ é umbílica.
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Demonstração. Se k é um autovalor do operador de Weingarten então, pela equação de Gauss,

obtemos

Ric(v) = (n− 1)⟨v, v⟩ − nHk⟨Av, v⟩+ ⟨A2v, v⟩

= (n− 1)|v|2 − nHk|v|2 + k2|v|2

= (n− 1− nHk + k2)|v|2,

ou seja, n − 1 − nHk + k2 é um autovalor do operador de Ricci. Além disso, é fácil verificar

que o discriminante de k2 − nHk + n − 1 é dado por n2H2 − 4(n − 1) < 0 donde temos

k2 − nHk + n − 1 > 0. Desse modo, fazendo uma simples derivação nesse polinômio e

igualando a zero obtemos que k =
nH

2
. Assim, vemos que k2 − nHk = n − 1 assume seu

valor de mínimo em k =
nH

2
, isto é,

k2 − nHk + n− 1 ≥ n2H2

4
− n2H2

2
+ n− 1 = n− 1− n2H2

4
.

Portanto, Ric(v) ≥ n − 1 − n2H2

4
> 0 para todo v tangente a Σn e |v| = 1. Pelo Teorema de

Bonnet-Myers temos que Σn é compacta. Por fim, pelo Teorema 4.1 concluímos o resultado.

O próximo teorema é da autoria de Ki, Kim e Nakagawa [15] o qual versa sobre hipersu-

perfícies tipo-espaço com curvatura média constante imersa em um espaço de forma Lorentzi-

ano. Eis enunciado juntamente com a sua demonstração:

Teorema 4.3 (Ki-Kim-Nakagawa) Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa com cur-
vatura média H constante de um espaço de forma Lorentziano Ln+1

c . Se ela satisfaz uma das
propriedades abaixo:

(i) c ≤ 0,

(ii) c > 0, n ≥ 3 e H2 ≥ 4(n− 1)c,

(iii) c > 0, n = 2 e H2 > 4c.

Então, |A|2 ≤ S+(1)
2 em que

S+(1)
2 = −nc+

h
(
nh+ (n− 2)

√
h2 − 4(n− 1)c

)
2(n− 1)

,

onde h = nH.
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Demonstração. Considere uma função f não negativa tal que f 2 = trϕ2, isto é,

f 2 = trϕ2 = trA2 − nH2 = −h2 −
h2

n
,

onde denotamos trA2 = |A|2 por −h2. Desde que H é constante, temos que
1

2
∆f 2 =

1

2
∆(−h2) =

1

2
∆|A|2. Temos então

1

2
∆(−h2) = |∇A|2 + cn(|A|2 − nH2) + |A|4 − nHtr(A3)

≥ cn(|A|2 − nH2) + |A|4 − nHtr(A3)

= cn(−h2 −
h2

n
) + h2

2 − htr(A3)

= cnf 2 +

(
f 2 +

h2

n

)2

− htr(A3)

= cnf 2 +

(
f 2 +

h2

n

)2

− h
(
tr(ϕ3) + 3H|ϕ|2 + nH3

)
= cnf 2 +

(
f 2 +

h2

n

)2

− h

(
tr(ϕ3) +

3h

n
(f 2) +

h3

n2

)
= cnf 2 + f 4 +

2h2f 2

n
+

h4

n2
− htr(ϕ3)− 3h2

n
f 2 − h4

n2

= f 2

(
cn− h2

n
+ f 2

)
− htr(ϕ3).

Assim, obtemos
1

2
∆(−h2) ≥ f 2

(
cn− h2

n
+ f 2

)
− htr(ϕ3). Sendo b1, ..., bn os auto-

valores de ϕ, uma vez que trϕ = 0, temos que
n∑

i=1

bi = 0 e, para algum k > 0 ∈ R tal que

n∑
i=1

b2i = k2, pela desigualdade de Okumura, vemos que

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

b3i

∣∣∣∣∣ ≤ n− 2√
n(n− 1)

k3.

Desde que f é não negativa, temos que −|h|tr(ϕ3) ≥ −(n− 2)√
n(n− 1)

f 3|h|, ganhando que

1

2
∆f 2 ≥ f 2

(
f 2 − n− 2√

n(n− 1)
|h|f + nc− h2

n

)
.

Sejam a > 0 ∈ R e F =
1√

f 2 + a
. Note que 0 < F ≤ 1√

a
. Como Σn é tipo-espaço

com curvatura média H constante temos que a curvatura de Ricci é limitada por baixo como

visto em (2.28). Aplicando o princípio do Máximo de Omori-Yau em F , conseguimos uma
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sequência {pk} tal que:

|∇F (pk)| <
1

k
, ∆F (pk) > −1

k
e infF +

1

k
> F (pk). (4.6)

Perceba que f 2 =
1

F 2
− a. Desse modo, vemos que

1

2
∆f 2 =

1

2
∆

1

F 2
. Assim, obtemos

1

2
∆

1

F 2
=

−∆F

F 3
+ 3

∣∣∣∣∇F

F 2

∣∣∣∣2 ,
da igualdade acima e de (4.6) temos:

1

2
F 4(pk)∆f 2(pk) = F 4(pk)

(
−∆F (pk)

F 3(pk)
+ 3

∣∣∣∣∇F (pk)

F 2(pk)

∣∣∣∣2
)

= −F (pk)∆F (pk) + 3|∇F (pk)|2 <
3

k2
+

F (pk)

k
.

Como F é limitada, temos que o lado direito vai para 0 quando k → ∞. Não é difícil checar

que quando isso ocorre, F (pk) → infF = F0 e f(pk) → sup f = f0. Para k suficientemente

grande, existe ε > 0 tal que

F 4(pk)∆f 2(pk) < ε ⇔

∆f 2(pk) < εf 4(pk) + 2εaf 2(pk) + εa2 ⇔

0 > (2− ε)f 4(pk)
−2(n− 2)|h|√

n(n− 1)
f 3(pk) + 2f 2(pk)

(
nc− h2

n
− εa

)
− εa2.

Destarte, temos que {f(pk)} é limitada e quando ε → 0 temos que lim sup∆f 2(pk) ≤ 0.

Assim, obtemos que

0 ≥ f 2
0

(
f 2
0 − (n− 2)|h|f0√

n(n− 1)
+ nc− h2

n

)
. (4.7)

Considerando qualquer uma das três condições da hipótese, (i), (ii) ou (iii) e assumindo,

sem perda de generalidade, que h > 0, podemos analisar a segunda parcela de (4.7) como uma

função quadrática, de modo que seu discriminante é dado por

n2(h2 − 4(n− 1)c)

n(n− 1)
.

O que nos permite encontrar a seguinte igualdade:

f0 =
(n− 2)h+ n

√
h2 − 4(n− 1)c

2
√

n(n− 1)
,

desde que |A|2 = −h2 = f 2 +
h2

n
e f ≤ f0, a desigualdade abaixo torna-se um exercício

simples de ser verificado, embora, talvez, um pouco demorado.

|A|2 ≤ f 2
0 +

h2

n
,
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donde

|A|2 ≤ −nc+
h
(
nh+ (n− 2)

√
h2 − 4(n− 1)c

)
2(n− 1)

.

Exibiremos mais dois teoremas que serão de grande valia no decorrer da argumentação

necessária para estabelecer os resultados do Capítulo 5. Abaixo encontram-se o Teorema 4.4 e

o Teorema 4.5.

Teorema 4.4 (Calabi-Cheng-Yau) Se Σn é uma hipersuperfície tipo-espaço completa máxima
do espaço de Lorentz-Minkowski Rn+1

1 , então Σn é um hiperplano tipo-espaço.

Teorema 4.5 (Ishihara) As subvariedades Hn1,..,np+1 em Hn+p
p (1) são as únicas subvariedades

tipo-espaço completas maximais de dimensão n em Hn+p
p (1) satisfazendo |A|2 = np. Aqui

denotamos Hn1,..,np+1 por

Hn1

(√
n1

n

)
× · · · ×Hnp+1

(√
np+1

n

)
.

Tanto a demonstração do Teorema 4.4 e quanto a do Teorema 4.5 fogem dos propósitos

desta dissertação. Por esta razão não exibiremos as provas desses teoremas. Entretanto, dado

o grau de relevância desses resultados, indicamos como leitura opcional e complementar, os

artigos encontrados em [6] e [8] para tratar do Teorema 4.4 e em [14] para o Teorema 4.5.
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Capítulo 5

Resultados Principais

Neste último capítulo enfim cumpriremos a promessa de enunciar e demonstrar os dois

teoremas principais desse estudo. Como dito anteriormente, ambos os teoremas versam sobre

resultados de caracterização de hipersuperfícies em um ambiente Lorentziano. Tudo que foi

escrito desde o primeiro capítulo será utilizado aqui - de maneira explicita ou implícita - para

a construção, argumentação e arremate das provas dos resultados aqui presentes. Para uma

melhor leitura dividiremos este capítulo em duas seções, destinando uma para cada teorema.

5.1 No Espaço de de Sitter

Teorema 5.1 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa imersa em um espaço de de
Sitter Sn+1

1 com curvatura média constante. Se o operador de umbilicidade total ϕ satisfaz

|trϕ3| ≤ (n− 2p)|ϕ|3√
np(n− p)

,

para algum 1 ≤ p < n
2
, então

(i) sup |ϕ| = 0 e Σn é uma hipersuperfície totalmente umbílica,

(ii) ou H2 ≥ 4p(n−p)
n2 e β|H|,p,1 ≤ sup |ϕ| ≤ β̂|H|,p,1, onde

β̂|H|,p,1 =

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
e

β|H|,p,1 =

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
.



Além disso, se 4p(n−p)
n2 ≤ H2 < 1 então β|H|,p,1 > 0 e a igualdade sup |ϕ| = β|H|,p,1

vale. Além disso, o supremo é atingido em algum ponto de Σn se, e somente se, Σn é um
cilindro hiperbólico Sn−p(

√
1 + r2)×Hp(r) ⊂ Sn+1

1 com

r =

√
nH2 − 2p+ |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
≥

√
p

√
n− 2p

.

Demonstração. Sabendo que 1
2
∆|ϕ|2 = |∇ϕ|2 + |ϕ|4 − nHtrϕ3 − n(H2 − 1)|ϕ|2, como

−nHtrϕ3 ≥ −n|H||trϕ3| e sendo |trϕ3| ≤ (n−2p)|ϕ|3√
np(n−p)

, então observe que

−n|H||trϕ3| ≥ −n(n−2p)√
np(n−p)

|H||ϕ|3. Assim, obtemos que

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |∇ϕ|2 + |ϕ|4 − n(n− 2p)√

np(n− p)
|H||ϕ3| − n(H2 − 1)|ϕ|2 ≥ |ϕ|2P|H|,p,1(|ϕ|),

isto é,
1

2
∆|ϕ|2 ≥ |ϕ|2P|H|,p,1(|ϕ|), (5.1)

onde P|H|,p,1 é o polinômio dado por

P|H|,p,1(x) = x2 − n(n− 2p)√
np(n− p)

|H|x− n(H2 − 1).

Se H2 < 4(n−1)
n2 , segue do Teorema 4.2 que Σn é totalmente umbílica. Nesse caso, levando

em conta a classificação de hipersuperfícies tipo-espaço totalmente umbílicas do espaço de de

Sitter devida a Montiel, nós concluímos que Σn deve ser isométrica a uma esfera Euclidiana.

Por outro lado, se H2 ≥ 4(n−1)
n2 , segue do Teorema 4.3 que |A|2 ≤ (S+(1))

2 e como

−nH2 ≤ −4(n−1)
n

, temos |ϕ|2 = |A|2 − nH2 ≤ (S+(1))
2 − 4(n−1)

n
, logo |ϕ|2 é limitado. Pelo

que estamos supondo de Σn podemos usar o fato da curvatura de Ricci ser limitada por baixo,

visto em (2.28) e concluir que estamos sob as hipóteses do Princípio do Máximo de Omori-Yau.

Destarte, pela Proposição 1.43, existe uma sequência {pk} ⊂ Σn tal que

lim |ϕ|(pk) = sup |ϕ| e ∆|ϕ|2(pk) <
1

k
, ∀k ∈ N,

o que implica por (5.1) que

1

2k
>

1

2
∆|ϕ|2(pk) ≥ |ϕ|2(pk)P|H|,p,1(|ϕ|(pk)).

Fazendo k → ∞, temos que

0 ≥ (sup |ϕ|)2P|H|,p,1(sup |ϕ|).

Uma análise imediata revela que
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• P|H|,p,1 > 0 implica que sup(|ϕ|2) = 0, donde |ϕ| = 0 e a hipersuperfície é totalmente

umbílica.

ou

• sup |ϕ| > 0 e P|H|,p,1(sup(|ϕ|)) ≤ 0.

Com respeito a este último caso, quando 4(n−1)
n2 ≤ H2 < 4p(n−p)

n2 obtêm-se que

P|H|,p,1(x) > 0, ∀x ∈ R. Com efeito, uma vez que ainda estamos considerando 4(n−1)
n2 ≤ H2,

para que se tenha P|H|,p,1 > 0 basta que o descriminante associado ao polinômio P|H|,p,1 seja

menor que zero. Um simples cálculo desse discriminante nos permite checar que

n4H2 − 4n2p(n− p)

np(n− p)
< 0 se, e somente se H2 <

4p(n− p)

n2
, donde

4(n− 1)

n2
≤ H2 <

4p(n− p)

n2
.

Concluímos que devemos ter H2 ≥ 4p(n−p)
n2 . Em verdade, não é difícil verificar que se

H2 = 4p(n−p)
n2 então P|H|,p,1 possui uma raiz dupla α|H|,p,1 =

√
n(n−2p)|H|
2
√

p(n−p)
, enquanto que se

H2 > 4p(n−p)
n2 , então P|H|,p,1 desfruta de duas raízes distintas a saber

0 < β̂|H|,p,1 =

√
n

2
√

p(n− p)
{(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)}

e

β|H|,p,1 =

√
n

2
√

p(n− p)
{(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)}.

Portanto, se P|H|,p,1(sup |ϕ|) ≤ 0 então tem-se β|H|,p,1 ≤ sup |ϕ| ≤ β̂|H|,p,1. Além disso,

se 4p(n−p)
n2 ≤ H2 < 1, então β|H|,p,1 > 0. De fato, perceba que

β|H|,p,1 > 0 ⇔ (n− 2p)|H| >
√
n2H2 − 4p(n− p)

⇔ (n2 − 4np+ 4p2)H2 > n2H2 − 4np+ 4p2

⇔ n2H2 − 4npH2 + 4p2H2 > n2H2 − 4np+ 4p2

⇔ 4pH2(−n+ p) > 4p(−n+ p)

⇔ H2(−n+ p) > (−n+ p)

⇔ H2 <
−n+ p

−n+ p
= 1,
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donde a última desigualdade é justificada pelo fato de que

p <
n

2
⇒ p < 2p < n ⇒ −n+ p < 0.

Agora, vamos assumir que a igualdade sup |ϕ| = β|H|,p,1 é válida. Desde que P|H|,p,1(|ϕ|) ≥

0, tem-se, por (5.1), ∆|ϕ|2 ≥ 0, o que implica no fato de |ϕ|2 ser uma função subharmônica em

Σn.

Assim, se existe um ponto em Σn em que o supremo é atingido, pelo Princípio do Máximo

Forte de Hopf, temos que |ϕ|2 é constante. Com maior razão, |ϕ| é constante e |ϕ| = β|H|,p,1.

Atente-se ainda que (5.1) torna-se trivialmente uma igualdade da forma 0 = 0. Um outro

aspecto interessante decorrente de |ϕ| = β|H|,p,1 é que |∇A| = |∇ϕ| = 0, em outras palavras,

Σn é uma hipersuperfície isoparamétrica *.

Além disso, a igualdade em (5.1) implica na igualdade da desigualdade tipo Okumura

|trϕ3| ≤ (n−2p)|ϕ|3√
np(n−p)

, donde, pelo Lema 3.2 devido a Meléndez, temos que tal hipersuperfície

possui duas curvaturas principais constantes e distintas com multiplicidade p e n − p. Des-

tarte, pelo clássico resultado sobre hipersuperfícies isoparamétricas em um espaço de forma

Lorentziano (ver Abe, Koike e Yamaguchi [1]) constatamos que Σn deve ser um dos produtos

abaixo:

Sn−p(
√
1 + r2)×Hp(r) ⊂ Sn+1

1 ou Sp(
√
1 + r2)×Hn−p(r) ⊂ Sn+1

1 , com r > 0.

Analisemos o que acontece em ambos os casos. Para o primeiro, feita uma escolha ade-

quada de um campo de vetores normal (veja Exemplo 9), Sn−p(
√
1 + r2) × Hp(r) tem as suas

curvaturas principais dadas por

λ1 = ... = λn−p =
r√

1 + r2
e λn−p+1 = ... = λn =

√
1 + r2

r
.

No Exemplo 9 calculamos os valores da curvatura média, do operador de Weingarten e do

operador de umbilicidade de Sn−p(
√
1 + r2)×HP (r). Desse modo, já possuímos conhecimento

das seguintes igualdades:

• H =
nr2 + p

nr
√
1 + r2

,

• |A|2 = nr4 + 2pr2 + p

r2(1 + r2)
,

*Uma hipersuperfície é dita isoparamétrica quando suas curvaturas principais são todas constantes.
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• |ϕ|2 = p(n− p)

nr2(1 + r2)
.

Observe ainda que H2 < 1 se, e somente se, r > p√
n(n−2p)

. Com efeito,

1 > H2 ⇔ 1 >
n2r4 + 2npr2 + p2

n2r2(1 + r2)

⇔ n2r2(1 + r2) > n2r4 + 2npr2 + p2

⇔ n2r2 + n2r4 > n2r4 + 2npr2 + p2

⇔ n2r2 > 2npr2 + p2

⇔ n(n− 2p)r2 > +p2

⇔ r2 >
p2

n(n− 2p)

⇔ r >
p√

n(n− 2p)
.

Note que quando r =
√
p√

(n−2p)
, então H2 = 4p(n−p)

n2 . De fato,

H2 =
(nr2 + p)2

n2r2(1 + r2)
=

(
np

n− 2p
+ p

)2

(
n2p

n− 2p

)(
1 +

p

n− 2p

) =

(
np+ (n− 2p)p

n− 2p

)2

(
n2p

n− 2p

)(
p+ n− 2p

n− 2p

)

=

(2p(n− p))2

(n− 2p)2

n2p(n− p)

(n− 2p)2

=
4p(n− p)

n2
.

Perceba que
4p(n− p)

n2
< H2 < 1 quando r ̸=

√
p

√
n− 2p

. Tal afirmação segue da

seguinte sequência de equivalências
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4p(n− p)

n2
< H2 ⇔ 4p(n− p)

n2
<

(nr2 + p)2

n2r2(1 + r2)

⇔ r2(1 + r2)4p(n− p) < (nr2 + p)2

⇔ 4npr2 − 4p2r2 + 4npr4 − 4p2r4 < n2r4 + 2npr2 + p2

⇔ 2pr2(n− 2p)− p2 < r4(n− 2p)2

⇔ 0 < r4(n− 2p)2 − 2pr2(n− 2p) + p2

⇔ 0 < (r2(n− 2p)− p)2

⇔ 0 ̸= r2(n− 2p)− p

⇔
√
p

√
n− 2p

̸= r.

Mais ainda, se H2 ∈
(
4p(n− p)

n2
, 1

)
então existem dois valores distintos de

r >
p√

n(n− 2p)
com a mesma curvatura média constante H2 dadas por

p2

n(n− 2p)
< r2 =

nH2 − 2p− |H|
√

n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
<

p

n− 2p
(5.2)

e
p

n− 2p
< r2 =

nH2 − 2p+ |H|
√

n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
. (5.3)

Provemos tal afirmação. Tendo H2 ∈
(
4p(n− p)

n2
, 1

)
então r2 >

p

n− 2p
ou

r2 <
p

n− 2p
, donde temos que

p2

n(n− 2p)
< r2 <

p

n− 2p
ou

p

n− 2p
< r2. Valendo-se

de algumas manipulações algébricas, do fato de que H =
nr2 + p

nr
√
1 + r2

, elevando ambos os lados

ao quadrado, encontramos que H2 =
(nr2 + p)2

n2r2(1 + r2)
, o que implica na seguinte identidade

r4n2(1−H2) + r2(2np− n2H2) + p2 = 0.

Resolvendo essa equação biquadrada obtemos as seguintes quantidades:

nH2 − 2p− |H|
√

n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)

e
nH2 − 2p+ |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
,
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em que a primeira é estritamente menor que a segunda. Provaremos agora as desigualdades

mencionadas em (5.2) e em (5.3). Suponha por contradição que a desigualdade em (5.3) não

ocorre, logo nos resta que

nH2 − 2p+ |H|
√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
<

p

n− 2p
.

Desde que
nH2 − 2p

2n(1−H2)
≤

nH2 − 2p+ |H|
√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
,

temos:

nH2 − 2p

2n(1−H2)
<

p

n− 2p

(n− 2p)(nH2 − 2p) < 2np(1−H2)

n2H2 − 2np− 2npH2 + 4p2 < 2np− 2npH2

n2H2 < 4np− 4p2

H2 <
4p(n− p)

n2
.

Entretanto, estamos supondo
4p(n− p)

n2
< H2. Concluímos então que a desigualdade em

(5.3) é verdadeira. Para as desigualdades em (5.2) veja que já temos conhecimento da seguinte

desigualdade

p2

n(n− 2p)
< r2 =

nH2 − 2p− |H|
√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
.

Para provar a segunda desigualdade, suponha por contradição que

p

n− 2p
< r2 =

nH2 − 2p− |H|
√

n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
.

Tendo em vista que estamos supondo r ̸=
√
p

√
n− 2p

e H2 < 1, vemos que

r4n2(1−H2) + r2(2np− n2H2) + p2,

quando vista como um polinômio biquadrado, possui uma parábola com concavidade voltada

para cima. Tomando ε > 0 tal que
p+ ε

n− 2p
< r2 =

nH2 − 2p− |H|
√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
obtemos:

(p+ ε)2n2(1−H2)

(n− 2p)2
+

(p+ ε)(2np− n2H2)

n− 2p
+ p2 > 0,

donde fazendo ε → 0 temos

n2p2 − n2p2H2 + 2n2p2 − n3pH2 − 4np3 + 2n2p2H2 + n2p2 − 4np3 + 4p4 ≥ 0,
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isto é,

H2n2p(n− p) ≤ 4n2p2 − 8np3 + 4p4.

Assim, vemos que H2 ≤ 4p(n− p)

n2
o que contradiz o fato de que H2 >

4p(n− p)

n2
, logo as

desigualdades em (5.2) são verdadeiras.

Desse modo, com tudo que já foi mostrado acima, concluímos o desejado, ou seja:

p2

n(n− 2p)
< r2 =

nH2 − 2p− |H|
√

n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
<

p

n− 2p

e
p

n− 2p
< r2 =

nH2 − 2p+ |H|
√

n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
.

Substituindo (5.2) em (2.18), podemos escrever

|ϕ| =
√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
.

Com efeito, sendo |ϕ|2 = p(n− p)

nr2(1 + r2)
primeiro iremos encontrar o valor de

1

r2(1 + r2)

1

r2(1 + r2)
=

1(
nH2−2p−|H|

√
n2H2−4p(n−p)

2n(1−H2)

)(
1 +

nH2−2p−|H|
√

n2H2−4p(n−p)

2n(1−H2)

)
=

(2n(1−H2))2(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)2 .
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Desse modo, temos que

|ϕ| =
√
p(n− p)√

nr2(1 + r2)
=

√
p(n− p)√

n

1√
r2(1 + r2)

=

√
p(n− p)√

n

2n(1−H2)(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
=

√
p(n− p)√

n

(2n(1−H2))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
(n− 2p)2H2 −

(√
n2H2 − 4p(n− p)

)2
=

√
p(n− p)√

n

(2n(1−H2))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
n2H2 − 4npH2 + 4p2H2 − n2H2 + 4p(n− p)

=

√
p(n− p)√

n

(2n(1−H2))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
−H24p(n− p) + 4p(n− p)

=

√
p(n− p)√

n

(2n(1−H2))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
4p(n− p)(1−H2)

=
2n
√

p(n− p)

4p
√
n(n− p)

(1−H2)
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
(1−H2)

=

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
.

Isto é, |ϕ| = β̂|H|,p,1 > β|H|,p,1. Agora, substituindo (5.3) em (2.18), de maneira análoga,

encontramos que

|ϕ| =
√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
.

Nesse caso temos que |ϕ| = β|H|,p,1, onde vale a igualdade sup |ϕ| = β|H|,p,1. Concluímos,

então, que tal igualdade é valida para r2 ≥ p

n− 2p
.

Por outro lado, para o segundo caso feita uma escolha de um campo de vetores normal

(veja Exemplo 10), Sp(
√
1 + r2)×Hn−p(r) tem as suas curvaturas principais dadas por

λ1 = ... = λp =
r√

1 + r2
e λp+1 = ... = λn =

√
1 + r2

r
.

Ainda no Exemplo 10 nós calculamos o valor da curvatura média de Sp(
√
1 + r2) × Hn−p(r)

como sendo

H =
nr2 + n− p

nr
√
1 + r2

,

85



donde temos:

H2 =
(nr2 + n− p)2

n2r2(1 + r2)

=
n2r4 + 2n2r2 − 2npr2 + (n− p)2

n2r2(1 + r2)

=
n2r2(1 + r2)

n2r2(1 + r2)
+

nr2(n− 2p)

n2r2(1 + r2)
+

(n− p)2

n2r2(1 + r2)

= 1 +
n− 2p

n(1 + r2)
+

(n− p)2

n2r2(1 + r2)
> 1.

A última desigualdade segue do fato de (n− p)2 > 0 e n− 2p > 0, já que p <
n

2
. Como

β|H|,p,1 > 0 se, e somente se, H2 < 1, temos que β|H|,p,1 < 0 o que implica em sup |ϕ| > β|H|,p,1

e a igualdade nunca acontece. Isto prova o teorema.

5.2 Nos Espaços de Forma Lorentzianos

Teorema 5.2 Seja Σn uma hipersuperfície tipo-espaço completa imersa em um espaço de forma
Lorentziano Ln+1

c , c ∈ {0, 1,−1}, com curvatura média constante H. Se o operador de umbili-
cidade total ϕ satisfaz

|trϕ3| ≤ (n− 2p)|ϕ|3√
np(n− p)

,

para algum 1 ≤ p < n
2
, então

(i) sup |ϕ| = 0 e Σn é uma hipersuperfície totalmente umbílica,

(ii) ou sup |ϕ| ≤ β̂|H|,p,c, onde

β̂|H|,p,c =

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4pc(n− p)

)
.

Além disso, se |ϕ| = β̂|H|,p,c vale, então:

(a) c = 0 e Σn é um cilindro hiperbólico Rn−p ×Hp(r) ⊂ Rn+1
1 , com r =

p

n|H|
> 0;

(b) c = 1 e Σn é um cilindro hiperbólico Sn−p(
√
1 + r2) × Hp(r) ⊂ Sn+1

1 , tal que
r =

p√
n(n− p)

> 0, se H2 = 1, ou

p√
n(n− 2p)

< r =

√
nH2 − 2p+ |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
≤

√
p

√
n− 2p

,

quando H2 < 1, ou

r =

√
2p− nH2 + |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(H2 − 1)
≤ p√

n(n− 2p)
,

quando H2 > 1;
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(c) c = −1 e Σn é um cilindro hiperbólico maximal

Hn−p

(√
n− p
√
p

)
×Hp

(√
n

√
p

)
⊂ Hn+1

1 ,

ou um cilindro hiperbólico Hn−p(
√
1− r2)×Hp(r) ⊂ Hn+1

1 com

r =

√
nH2 + 2p− |H|

√
n2H2 + 4p(n− p)

2n(1 +H2)
≤

√
p

√
n
.

Demonstração. Temos, quase que imediatamente, a seguinte desigualdade

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |ϕ|2P|H|,p,c(|ϕ|), (5.4)

onde P|H|,p,c é o polinômio dado por

P|H|,p,c(x) = x2 − n(n− 2p)√
np(n− p)

|H|x− n(H2 − c).

A demonstração desse fato é, sem maiores complicações, análoga à que foi feita em (5.1).

Entretanto, por cortesia, faremos novamente. Por (3.8) temos

1

2
∆|ϕ|2 = |∇ϕ|2 + |ϕ|4 − nHtr(ϕ3)− n(H2 − c)|ϕ|2.

Temos ainda pela desigualdade de Okumura que |trϕ3| ≤ (n−2p)|ϕ|3√
np(n−p)

, o que implica em

−n|H||trϕ3| ≥ − n(n−2p)√
np(n−p)

|H||ϕ|3. Basta agora concluir que

1

2
∆|ϕ|2 ≥ |∇ϕ|2 + |ϕ|4 − n(n− 2p)√

np(n− p)
|H||ϕ|3 − n(H2 − c)|ϕ|2,

donde, concluímos (5.4).

Para o caso em que c = 1, a prova do Teorema 5.1 já mostrou a veracidade da primeira

parte do Teorema 5.2. Sendo assim, consideremos, por hora, os casos em que c = 0 e c = −1.

Desse modo, temos que H2 − c ≥ 0 e, consequentemente, o discriminante de P|H|,p,c é não-

negativo uma vez que ele é dado por

n2(n− 2p)2H2 + 4n2p(H2 − c)(n− p)

np(n− p)
.

Note que tal discriminante é 0 quando H = c = 0 e positivo nos demais casos. Um cálculo

direto mostra que P|H|,p,c possui uma única raiz não-negativa dada por:

β̂|H|,p,c =

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4pc(n− p)

)
.
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Novamente pelo Teorema 4.3, temos que |A|2 ≤ S+(1)
2, o que acarreta em |ϕ|2 ser

limitada, uma vez que nH2 é constante. Daí, pelo Princípio do Máximo de o Omori-Yau temos

que existe uma sequência {qk} ⊂ Σn que cumpre as seguintes condições:

lim |ϕ|(qk) = sup |ϕ| e ∆|ϕ|2(qk) <
1

k
.

Pelos mesmos argumentos utilizados na demonstração do teorema anterior, concluímos

que 0 ≥ (sup |ϕ|)2P|H|,p,c(sup |ϕ|). Nessa direção, os possíveis cenários para esse supremo são

sup |ϕ| = 0, acarretando que Σn é totalmente umbílica, ou sup |ϕ| > 0 e P|H|,p,c(sup |ϕ|) ≤ 0.

Para esse último caso, em particular, quando c = 0, segue do Teorema 4.4 devido a Calabi [6],

Cheng e Yau [8] que deve-se ter, obrigatoriamente, H ̸= 0.

Com efeito, suponha por absurdo que H = 0. Temos então que Σn é uma hipersu-

perfície tipo-espaço completa máxima do espaço de Lorentz-Minkowski Rn+1
1 , pois c = 0.

Pelo Teorema 4.4 concluímos que Σn é um hiperplano tipo-espaço, donde uma hipersuperfície

totalmente geodésica e, portanto, A = 0. Assim, teríamos que ϕ = A − HI = 0, o que en-

tra em contradição com o fato de que estamos considerando sup |ϕ| > 0. Desse modo, para

c = 0 ou c = −1 temos

0 < sup |ϕ| ≤ β̂|H|,p,c.

Para mostrar isso inicialmente vamos provar uma desigualdade auxiliar. Levando em

conta que p <
n

2
então temos que p < 2p < n o que implica em n − p > n − 2p > 0. Além

disso, como c = 0 ou c = −1 obtemos n|H| =
√
n2H2 ≤

√
n2H2 − 4pc(n− p). Assim,

tendo em vista que sup |ϕ| > 0, então sup |ϕ|+ β̂|H|,p,c >

√
n

2
√

p(n− p)
((n− 2p)|H|+ n|H|).

Por outro lado temos que:
√
n

2
√

p(n− p)
((n− 2p)|H|+ n|H|) =

√
n

2
√

p(n− p)
(2(n− p)|H|)

=

√
n√

p(n− p)
((n− p)|H|)

=
n√

np(n− p)
((n− p)|H|)

≥ n√
np(n− p)

((n− 2p)|H|) .

Desse modo,

sup |ϕ|+ β̂|H|,p,c >
n√

np(n− p)
((n− 2p)|H|) . (5.5)
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Entretanto, sabemos que β̂|H|,p,c é raiz de P|H|,p,c logo P|H|,p,c(sup |ϕ|) ≤ P|H|,p,c. Dessa última

desigualdade observamos que

(sup |ϕ|)2 − β̂2
|H|,p,c −

n(n− 2p)|H|√
np(n− p)

(
sup |ϕ| − β̂|H|,p,c

)
≤ 0,

o que implica que

(
sup |ϕ| − β̂|H|,p,c

)(
−n(n− 2p)|H|√

np(n− p)
+ sup |ϕ|+ β̂|H|,p,c

)
≤ 0,

donde sup |ϕ| ≤ β̂|H|,p,c, uma vez que, por (5.5), o outro termo desse produto é positivo.

Suponha agora que |ϕ| = β̂|H|,p,c é válida. Se H = 0, o que ocorre apenas quando

c = −1, caso contrário, isto é, se c = 0 e H = 0 teríamos que |ϕ| = β̂0,p,0 = 0 implicando que

sup |ϕ| = 0. Então, pelo Teorema 4.5 devido a Ishira [14] temos ciência de que Σn é um cilindro

hiperbólico maximal Hn−p

(√
n− p
√
p

)
× Hp

(√
n

√
p

)
⊂ Hn+1

1 , o qual satisfaz

|ϕ| = β̂0,p,−1 =
√
n.

Se H ̸= 0, assim como na demonstração do Teorema 5.1, mostramos que Σn é uma

hipersuperfície isoparamétrica com exatas duas curvaturas principais distintas e multiplicidade

p e n−p. Novamente por Abe, Koike e Yamaguchi [1], concluímos que Σn deve ser isométrico

a um dos seguintes produtos abaixo:

(a) Rn−p ×Hp(r) ⊂ Rn+1
1 ou Rp ×Hn−p(r) ⊂ Rn+1

1 , com r > 0, se c = 0;

(b) Sn−p(
√
1 + r2)×Hp(r) ⊂ Sn+1

1 ou Sp(
√
1 + r2)×Hn−p(r) ⊂ Sn+1

1 , com r > 0, se c = 1;

(c) Hn−p(
√
1− r2)×Hp(r) ⊂ Hn+1

1 , com 0 < r < 1, se c = −1.

Analisemos cada um dos três itens acima. Para o item (a), segundo o Exemplo 7 temos que

Rn−p ×Hp(r) ⊂ Rn+1
1 com r > 0 tem as curvaturas principais dadas por

λ1 = ... = λn−p = 0 e λn−p+1 = .... = λn =
1

r
,

donde tem-se que

H =
1

n

n∑
i=1

λi =
p

nr
e |A|2 =

n∑
i=1

λ2
i =

p

r2
.

Desde que |ϕ|2 = |A|2 − nH2 foi calculado ainda no Exemplo 7, vê-se que

|ϕ| =
√

p(n− p)

nr2
=

√
n(n− p)√
n2r2p

=

√
n(n− p)
√
p

|H| = β̂|H|,p,0,
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onde a igualdade sempre é verdadeira. Sob outra perspectiva, tendo ainda r > 0, sabemos do

Exemplo 8 que Rp ×Hn−p(r) ⊂ Rn+1
1 possui as curvaturas principais como seguem

λ1 = ... = λp = 0 e λp+1 = .... = λn =
1

r
.

De maneira análoga ao que foi feito acima, ainda sob a luz do Exemplo 8 determinamos as

seguintes quantidades

H =
n− p

nr
, |A|2 = n− p

r2
e |ϕ| =

√
np

√
n− p

|H| < β̂|H|,p,0 =

√
n(n− p)√
p(n− p)

|H|.

A última desigualdade vem do fato que n− p >
n

2
implica que

n− p

p
>

n

2p
>

n

n
= 1, pois:

β̂|H|,p,0 =

√
n(n− p)√
p(n− p)

|H| =
√
np(n− p)

(
√
n− p) p

|H| >
√
np

√
n− p

|H| = |ϕ|,

e assim, a igualdade nunca acontece.

Quanto ao item (b) considerando, em um primeiro momento, o caso do cilindro hiperbó-

lico Sn−p(
√
1 + r2)×Hp(r) ⊂ Sn+1

1 provamos no teorema anterior que H2 ≤ 1 se, e somente se,

r ≥ p√
n(n− 2p)

e que a igualdade H2 = 1 vale se r =
p√

n(n− 2p)
. Quando H2 ≤ 1 por

(5.2) e (5.3) temos que

|ϕ| =
√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
= β̂|H|,p,1,

quando
p2

n(n− 2p)
< r2 =

nH2 − 2p− |H|
√

n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
<

p

n− 2p
,

onde a igualdade sempre vale. Por outro lado, temos

|ϕ| =
√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
= β|H|,p,1 < β̂|H|,p,1,

quando
p

n− 2p
< r2 =

nH2 − 2p+ |H|
√

n2H2 − 4p(n− p)

2n(1−H2)
,

em que a igualdade nunca acontece. Por outro lado, vimos que H2 > 1 se, e somente se, temos

r <
p√

n(n− 2p)
e sendo H2 =

(nr2 + n− p)2

n2r2(1 + r2)
, resolvendo tal equação biquadrada encontra-

mos

r2 =
2p− nH2 + |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(H2 − 1)
.
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Desde que |ϕ|2 = p(n− p)

nr2(1 + r2)
precisamos encontrar

1

r2(1 + r2)
para determinar seu valor. Sem

mais delongas, após alguns cálculos, obtemos a seguinte igualdade:

1

r2(1 + r2)
=

4n2(H2 − 1)2(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 − 4p(n− p)

)2 .
Assim,

|ϕ| =
√

p(n− p)√
nr2(1 + r2)

=

√
p(n− p)√

n

1√
r2(1 + r2)

=

√
p(n− p)√

n

2n(H2 − 1)(
−(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
=

√
p(n− p)√

n

(2n(H2 − 1))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
((√

n2H2 − 4p(n− p)
)2

− (n− 2p)2H2

)

=

√
p(n− p)√

n

(2n(H2 − 1))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
n2H2 − 4np+ 4p2 − n2H2 + 4npH2 − 4p2H2

=

√
p(n− p)√

n

(2n(H2 − 1))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
H24p(n− p)− 4p(n− p)

=

√
p(n− p)√

n

(2n(H2 − 1))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
4p(n− p)(H2 − 1)

=
2n
√
p(n− p)

4p
√
n(n− p)

(H2 − 1)
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
(H2 − 1)

=

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 − 4p(n− p)

)
= β̂|H|,p,1,

e a igualdade também é verificada.

Para o caso do cilindro hiperbólico Sp(
√
1 + r2)×Hn−p(r) ⊂ Sn+1

1 com r > 0, mediante

o que foi exposto no Exemplo 10 obtemos as seguintes curvaturas principais

λ1 = ... = λp =
r√

1 + r2
e λp+1 = ... = λn =

√
1 + r2

r
,

o que, segundo o Exemplo 10, implica em

H =
nr2 + n− p

nr
√
1 + r2

e |A|2 = nr4 + 2(n− p)r2 + n− p

r2(1 + r2)
,

resultando em

|ϕ|2 = p(n− p)

nr2(1 + r2)
.
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Resolvendo a equação biquadrada dada por

H2 =
n2r4 + 2n(n− p)r2 + (n− p)2

n2r2(1 + r2)
,

encontramos que

r2 =
2(n− p)− nH2 + |H|

√
n2H2 − 4p(n− p)

2n(H2 − 1)
.

Note que nH2 = |H|
√
n2H2 < |H|

√
n2H2 + 4p(n− p), donde r2 > 0. Iremos agora calcular

o valor de |ϕ|. Para tanto sendo |ϕ|2 = p(n− p)

nr2(1 + r2)
e sendo

1

r2(1 + r2)
=

(2n(H2 − 1))2(√
n2H2 − 4p(n− p) + (n− 2p)|H|

)2 ,
temos que

|ϕ| =
√
p(n− p)√

nr2(1 + r2)
=

√
p(n− p)√

n

1√
r2(1 + r2)

=

√
p(n− p)√

n

2n(H2 − 1)(√
n2H2 − 4p(n− p) + (n− 2p)|H|

)
=

√
p(n− p)√

n

(2n(H2 − 1))
(√

n2H2 − 4p(n− p)− (n− 2p)|H|
)

(√
n2H2 − 4p(n− p)

)2
− (n− 2p)2H2

=

√
p(n− p)√

n

(2n(H2 − 1))
(√

n2H2 − 4p(n− p)− (n− 2p)|H|
)

n2H2 − 4np+ 4p2 − n2H2 + 4npH2 − 4p2H2

=

√
p(n− p)√

n

(2n(H2 − 1))
(√

n2H2 − 4p(n− p)− (n− 2p)|H|
)

H24p(n− p)− 4p(n− p)

=

√
p(n− p)√

n

(2n(H2 − 1))
(√

n2H2 − 4p(n− p)− (n− 2p)|H|
)

4p(n− p)(H2 − 1)

=
2n
√

p(n− p)

4p
√
n(n− p)

(H2 − 1)
(√

n2H2 − 4p(n− p)− (n− 2p)|H|
)

(H2 − 1)

=

√
n

2
√

p(n− p)

(√
n2H2 − 4p(n− p)− (n− 2p)|H|

)
< β̂|H|,p,1.

Por fim, o item (c), isto é, o caso do espaço anti-de Sitter, para 0 < r < 1, temos do

Exemplo 11 que as curvaturas principais de Hn−p(
√
1− r2)×Hp(r) ⊂ Hn+1

1 são

λ1 = ... = λn−p =
r√

1− r2
e λn−p+1 = ... = λn = −

√
1− r2

r
.
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Nesse contexto, determinamos H =
nr2 − p

nr
√
1− r2

e |A|2 = r2(nr2 − 2p) + p

r2(1− r2)
, onde encontramos

H2 =
(nr2 − p)2

n2r2(1− r2)
. Desse modo, |ϕ|2 =

p(n− p)

nr2(1− r2)
. Os leitores mais perspicazes à essa

altura já terão observado que, com um processo extremamente similar ao feito na demonstração

do Teorema 5.1, resolvendo essa equação biquadrada encontramos:

r2 =
nH2 + 2p± |H|

√
n2H2 + 4p(n− p)

2n(1 +H2)
,

onde usamos o sinal + quando r2 >
p

n
e o sinal − quando r2 ≤ p

n
. Suponha por absurdo que

r2 =
nH2 + 2p+ |H|

√
n2H2 + 4p(n− p)

2n(1 +H2)
, mas r2 ≤ p

n
então

nH2 + 2p+ |H|
√

n2H2 + 4p(n− p)

2n(1 +H2)
≤ p

n

nH2 + 2p+ |H|
√

n2H2 + 4p(n− p) ≤ 2p+ 2pH2

H2(n− 2p) + |H|
√

n2H2 + 4p(n− p) ≤ 0

|H|
√

n2H2 + 4p(n− p) ≤ −H2(n− 2p).

Desde que |H|
√

n2H2 + 4p(n− p) ≥ 0 e −H2(n− 2p) ≤ 0 e a igualdade só ocorre quando

H = 0, devemos ter r2 >
p

n
. Analogamente é possível mostrar que usamos o sinal − quando

r2 ≤ p

n
.

Sob esse prisma, verifica-se a seguinte igualdade

|ϕ| =
√
n

2
√

p(n− p)

(
∓(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
,

em que o critério do sinal é o mesmo usado anteriormente. Daremos uma demonstração para o

caso em que r2 ≤ p

n
, o outro segue de modo inteiramente análogo.

Com efeito, sendo |ϕ|2 =
p(n− p)

nr2(1− r2)
primeiro iremos encontrar o valor de

1

r2(1− r2)
.

Uma série de cálculos diretos mostram que

1

r2(1− r2)
=

(2n(1 +H2))2(
(n− 2p)|H| −

√
n2H2 + 4p(n− p)

)2 .
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Desse modo, temos que

|ϕ| =
√

p(n− p)√
nr2(1− r2)

=

√
p(n− p)√

n

1√
r2(1− r2)

=

√
p(n− p)√

n

2n(1 +H2)(√
n2H2 + 4p(n− p)− (n− 2p)|H|

)
=

√
p(n− p)√

n

(2n(1 +H2))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
(√

n2H2 + 4p(n− p)
)2

− (n− 2p)2H2

=

√
p(n− p)√

n

(2n(1 +H2))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
−n2H2 + 4npH2 − 4p2H2 + n2H2 + 4p(n− p)

=

√
p(n− p)√

n

(2n(1 +H2))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
H24p(n− p) + 4p(n− p)

=

√
p(n− p)√

n

(2n(1 +H2))
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
4p(n− p)(1 +H2)

=
2n
√

p(n− p)

4p
√
n(n− p)

(1 +H2)
(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
(1 +H2)

=

√
n

2
√

p(n− p)

(
(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
. (5.6)

Assim, para r2 >
p

n
, temos que |ϕ| =

√
n

2
√
p(n− p)

(
−(n− 2p)|H|+

√
n2H2 + 4p(n− p)

)
.

Para este caso temos que |ϕ| < β̂|H|,p,−1, porém, por (5.6), temos que a igualdade |ϕ| = β̂|H|,p,−1

é sempre válida. Concluímos, enfim, a demonstração desse Teorema.
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