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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria de ligacao de médulos finitamente gerados sobre
um anel comutativo Noetheriano semiperfeito. Tal teoria foi introduzida por Martsin-
kovsky e Strooker e generaliza a classica ligacao de ideais. Mostramos que sob certas
condigoes um modulo de dimensao de Gorenstein zero é ligado horizontalmente, e como
consequéncia fornecemos uma classe de modulos ligados horizontalmente sobre anéis lo-
cais Gorenstein. Além disso, para um moédulo ligado horizontalmente, discutimos conexoes
com seus invariantes: grade reduzido, dimensao de Gorenstein e profundidade.

Palavras-chave: Ligacao de modulos, dimensao de Gorenstein, grade reduzido.
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Abstract

In this work, we study the theory of linkage of finitely generated modules over a
semiperfect Noetherian commutative ring. Such theory was introduced by Martsinkovsky
and Strooker and generalizes the classical linkage of ideals. We show that under certain
conditions a module of Gorenstein dimension zero is horizontally linked, and as a con-
sequence we provide a class of horizontally linked modules over Gorenstein local rings.
Moreover, for a horizontally linked module, we discuss connections with its invariants:
reduced grade, Gorenstein dimension and depth.

Key Words: Linkage of modules, Gorenstein dimension, reduced grade.
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Notacoes

Todos os anéis considerados neste trabalho, a menos de mencao explicita em con-
trario, sao Noetherianos comutativos e com unidade e todos os modulos ao longo dos trés
capitulos sao finitamente gerados. Quando um anel R possui um tnico ideal maximal m,
dizemos que o anel é local, e denotamos por (R, m).

A seguir listaremos algumas notacoes usadas neste trabalho.

R denota um anel,;

e M, N, K, L, Pe(Q denotam modulos finitamente gerados;
e Ker(—) nicleo de um homomorfismo;

e Im(—) imagem de um homomorfismo;

e Coker(—) contcleo de um homomorfismo;

e Min(R) o conjunto dos primos minimais de R;

e Assgr(M) o conjunto dos primos associados do R-modulo M;
e 0:g M ideal anulador do R-mdédulo M;

e Suppy(M) suporte do R-modulo M;

e dim( ) dimensao de Krull;

e ht( ) altura de um ideal;

e 2r(M) o conjunto dos divisores de zero do R-médulo M;

e pdip(M) a dimensao projetiva do R-modulo M;



e idr(M) a dimensao injetiva do R-modulo M,

e M indica o final de uma demonstracao.



Introducao

A cléssica nocao de ligacao de variedades algébricas remonta ao final do século XIX
e inicio do século XX, quando o matemaético alemao Max Noether a usou para estudar
curvas algébricas no espaco projetivo P3. Gradualmente a teoria de ligacao foi sendo
aplicada em situagoes mais gerais. Em 1974, Peskine e Szpiro [33] introduziram a nogao
de ligacao de ideais. Posteriormente essas ideias foram estudadas por diversos autores,
em [13, 15, 16, 17, 18, 28, 31, 35, 40].

Essa teoria foi estendida para médulos por varios autores de diferentes maneiras, por
exemplo, Yoshino e Isogawa [41], Martin [24], Martsinkovsky e Strooker [25] e Nagel [30].
Com base nessas generalizagoes varios trabalhos foram produzidos, veja por exemplo, [9,
10, 11, 19, 32, 36]. Recentemente podemos destacar os trabalhos de Celikbas [7], Sadeghi
[37], Dehghani-Zadeh, Dibaei e Sadeghi [8]|, Jahandiri e Sayyari [21], Miranda-Neto e
Souza [29], e Souza [38, 39)].

Nesta dissertacao, estamos interessados na teoria de ligacao de modulos estabele-
cida por Martsinkovsky e Strooker [25|. Eles definiram a no¢ao de ligagdo de modulos
finitamente gerados sobre anéis Noetherianos semiperfeitos (ndo necessariamente comu-
tativos). Com base nesse estudo, Dibai e Sadeghi [9] contibuiram com a teoria de ligagao,
trabalhando com modulos de dimensao de Gorenstein finita, no contexto comutativo (o
qual adotaremos em todo o nosso trabalho).

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar a teoria de ligagao de modulos,
introduzida por Martsinkovsky e Strooker, no contexto comutativo. Daremos uma atengao
especial aos modulos ligados horizontalmente com dimensao de Gorenstein finita. Vale
destacar que uma das metas é contribuir para literatura matematica nacional, visto que

a teoria de ligacdo é um tema bastante escasso (possivelmente inexistente) no idioma



brasileiro. Este material foi construido com base nos artigos |9, 23, 25].

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos e trés apéndices. Sendo organizados
da seguinte forma:

No Capitulo 1, o foco é apresentar a dimensao de Gorenstein e a transposta de
Auslander, ferramentas essenciais para desenvolver a teoria dos capitulos 2 e 3. Neste Ca-
pitulo, estudamos a relacao entre a transposta de Auslander e o homomorfismo canénico
oy @ M — M** (Proposigao 1.7), fornecemos uma caracterizagao dos anéis locais Go-
renstein em termos da dimensdo de Gorenstein (Teorema 1.18), e demonstramos a famosa,
formula de Auslander-Bridger (Teorema 1.25), bastante usada no decorrer do texto.

No Capitulo 2, introduzimos a definicao de ligacao de m6dulos baseada na definicao
classica de ligagao de ideais sobre um anel local Gorenstein. E para tanto, definimos o
operador A como sendo a composi¢ao de dois operadores: sizigias e transposta. Neste ca-
pitulo, estudamos os primos associados de um modulo ligado horizontalmente (Teorema
2.18) e fornecemos uma importante caracterizagdo para modulos ligados horizontalmente
(Teorema 2.20). Como consequéncia mostramos que todo médulo Cohen-Macaulay ma-
ximal estavel sobre um anel local Gorenstein é ligado horizontalmente (Corolario 2.25).

O Capitulo 3, é dedicado ao estudo da teoria de ligacao para modulos de dimensao de
Gorenstein finita. Inicialmente, apresentamos algumas defini¢oes preliminares, entre elas,
a de destaque e bastante usada ao longo do capitulo é a de grade reduzido, r.grade(M).
Relacionamos o grade reduzido e a propriedade Sj, com a ligacdo horizontal (Proposigao
3.4). Ademais, caracterizamos o conjunto dos primos associados de Ext%gradeR(M)(M ,R),
onde M é um modulo ligado horizontalmente de dimensao de Gorenstein finita e positiva
(Teorema 3.8), e exploramos algumas consequéncias. Finalizamos o capitulo estudando o
Ext diagonal de um modulo ligado horizontalmente (Teorema 3.17).

Para concluir o trabalho, adicionamos trés apéndices com intuito de facilitar a lei-
tura e torna-la mais objetiva. No Apéndice A, apresentamos alguns conceitos e resultados
de algebra homoldgica. No Apéndice B, exibimos algumas definicoes e resultados relaci-
onados a profundidade e grade de um modulo, bem como dos anéis Gorenstein e Cohen-
Macaulay. Finalmente no Apéndice C, listamos alguns conceitos e resultados sobre os

anéis semiperfeitos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos a transposta de Auslander e a dimensao de Gorens-
tein, também chamada de G-dimensao, que serdao de fundamental importancia ao longo
dos proximos capitulos. A principal referéncia utilizada foi [23]. Relembramos que ao
longo da dissertacao assumiremos que todos os anéis sao Noetherianos comutativos e com

unidade e todos os modulos ao longo dos trés capitulos sao finitamente gerados.

1.1 Transposta de Auslander

Nesta secao, definiremos a transposta de Auslander de um modulo e apresentaremos
algumas de suas propriedades. Para um R-moédulo M, definimos M* = Hompg(M, R) e
M** = (M*)*. Os modulos M* e M** sdo chamados, respectivamente, o dual e bidual de

M e aplicar (—)* = Homg(—, R) é chamado dualizacao.
Defini¢ao 1.1 Sejam M um R-modulo qualquer (finitamente gerado sempre), e
7P S P D M0

uma apresentacao projetiva de M, ou seja, m é uma sequéncia exata de R-modulos com
P, e Py modulos projetivos. A transposta de Auslander de M, TrM, é definida como

TrM := Coker(u*), em outras palavras, dualizando 7 obtemos a sequéncia exata
70— ML P P T M 0

Definicao 1.2 Sejam M e N R-modulos. Dizemos que M e N sao projetivamente equi-
valentes se existem P e () projetivos tais que M @& P = N & (). Notagao M ~ N.



Note que TrM depende da escolha da apresentacao projetiva m usada na definigao.
Podemos também denotar Coker(u*) por Tr,M. O proximo resultado nos mostra que a

transposta de Auslander de M, TrM, é tnica a menos de equivaléncia projetiva.

Proposicao 1.3 Sejam
T:P 5 P, m—o

Q15 QoL M—0

duas apresentagoes projetivas de M, entao Tr M =~ Tr,M.

Demonstragao. Ver [23], Proposicao 4. u

Observacao 1.4 Dado M um R-moédulo, TrM é definida a menos de equivaléncia pro-
jetiva, ou seja, TrM é uma classe de equivaléncia de moédulos. No entanto, trabalharemos
com TrM livremente como se fosse um R-modulo, tendo o cuidado de especificar quando
necessario, que um determinado representante esta sendo usado. Em verdade, essa distin-
¢ao ¢ irrelevante dentro dos Ext’s para qualquer indice positivo, pois se Tr M =~ Tr,M,
entao por definicao, existem P e () projetivos tais que Tr,M @& P = Tr,M @ @, donde
Exty(Tr, M @ P, R) = Exty(Tr,M @ Q, R). Assim,

Extly(Tr, M, R) ® Ext’ (P, R) = Extly(Tr,M, R) ® Exth(Q, R).
Portanto, pela Proposigao A.17, Extl(Tr, M, R) & Ext’y(Tr,M, R) para todo i > 1.

Proposicao 1.5 Sejam M, M, e My R-mddulos.

(i) Se M =~ 0 (isto €, se M € projetivo), entao TrM =~ 0. Além disso, Tr(M; @ My) =~
TrMy & TrM, e consequentemente, se M ~ N, entao TrM ~ TrN.

(17) Tr(TrM) ~ M.

(i11) Se S € um conjunto multiplicativo em R, entdo Trg-1zr(S™'M) ~ S™'TrgrM. Em
particular, Trg, M, ~ (Trg M), para todo p € Spec(R).

Demonstragao. Ver [23], Observacoes (2), (3) e (5), paginas 5788 e 5789. n
Definicao 1.6 Para um R-médulo M. A aplicagao
on : M — Homp(Hompg(M, R), R) = M™

definida por opr(m)(p) = ¢(m) para ¢ € Hompg(M, R) e m € M é chamada de Homo-

morfismo candnico de M.

Em seguida, estudamos a relagao entre TrM, Ker(oy,) e Coker(oyy).
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Proposicao 1.7 Seja oy : M — M*™ o homomorfismo candnico, entao valem o0s iso-
morfismos Ker(oy) = Exty(TrM, R) e Coker(oy) = Extk(TrM, R). Assim, temos a

sequéncia exata
0 — Exth(TrM, R) — M 2% M*™ — Ext%(TrM, R) — 0.
Além disso, Extly(TrM, R) = Ext'>?(M*, R) para todo i > 3.

Demonstracao. Considere a apresentacao projetiva de M:

T:P 5 P ER VN
Dualizando m, obtemos:
7T*:O—>M*£>PO*£>P1*—>T1"M—>O
Dividindo 7* em sequéncias exatas curtas, temos:
0= M LN
7rf:0—>NB—1>Pf—>TrM—>O

onde N = Coker(f*) e 10y = u*. Como F; e P} sao projetivos, entdao pela Proposigao
A.17, temos que Ext% (P, R) = 0 = Ext’, (P}, R) para todo i > 0. Assim, pela Proposicio

A.18(i), obtemos as sequéncias exatas:
0— N* 2 pe I A Bxth (N, R) — 0

0 — (TrM)* — P 25 N* 5 ExtL(TeM, R) — 0

Considere o diagrama comutativo com linhas exatas:

pP—tp—t M —

jﬁfoapl lUPo lo’M

Como P, é projetivo, entao de acordo com o diagrama comutativo abaixo

op

P P

l~ l~

P1 ®RR P1 ®RHOH1R<R,R)

=3



segue que op, ¢ um isomorfismo.
Note que Coker(: o op,) = Coker() = ExtL(TrM, R). Pelo Lema da Serpente,

aplicado ao primeiro diagrama comutativo acima, existe uma sequéncia exata:
Ker(f] o op,) = Ker(op,) — Ker(oy) — Coker(5; o op,) — Coker(op,) — Coker(oa).
Como op, ¢ um isomorfismo, segue da exatidao acima que
Ker(oy;) = Coker(8; o op,) = Extp(TrM, R).

Pela Proposigao A.18(i), as sequéncias exatas 7 e 7], induzem as sequéncias exatas

longas:
T = ExtS?(Pr, R) — BExty?(M*, R) — Ext% ' (N, R) — Exthy {(Pf, R) — - -
e = Exto (P, R) — BExt Y(N, R) — Bxth(TrM, R) — Extyy(Py, R) — -+ -
Note que Im(f**) = Im(oys). Assim,
Coker(oy;) = Coker(f*™) = Extp(N, R) = Ext%(TrM, R)

onde o tltimo isomorfismo segue de 77" com ¢ = 2.

Por fim, de (77*) e (7$*), concluimos que:
Exty(TrM, R) = Extly '(N, R) 2 Ext%, *(M*, R)
para todo ¢ > 3. ]

Proposicao 1.8 Seja 0 — M’ — M — M"” — 0 uma sequéncia exata. Entdo para uma

escolha adequada de transpostas de Auslander, temos uma sequéncia exata longa:
0— M"™ - M — M*—TeM" — TrM — TrM' — 0
Demonstracao. Sejam P] — P — M’ — 0e P/ — P}/ — M" — 0 quaisquer

duas apresentacoes projetivas de M’ e M", respectivamente. Pelo Lema da Ferradura

(Proposicao A.12), podemos encaixéa-las em um diagrama comutativo com linhas e colunas



exatas

0 0 0
P P, M'——0
P @ P! — By ® P} —= M —0
Py Py M"—0
0 0 0

0 0 0
v V v
0 o M Y L - M
Y Y Y
0 Pl —— (R} PY) —— Pf ——0
0— > P — (P& P}y —— Pl ——0
Y V Y
Te M oo >-TrOM »»»»»»»»»»»»»»»»»» = Tr M/’ oo > ()
\ V Y
0 0 0

Aplicando o LLema da Serpente no diagrama destacado acima, concluimos que:
0— M"™* - M — M*— TeM" — TrtM — TrM' — 0

é exata. -

Definigao 1.9 Um R-médulo M é uma k-ésima sizigias (k > 1) se existe uma sequéncia
exata

0O0—-M-—>F—-— P
com P; projetivo, para todo j = 0,...,k — 1. Para k = 1, dizemos apenas que M é um

modulo de sizigias.

Exemplo 1.10 O dual de qualquer R-moédulo é uma segunda sizigias. De fato, sejam
M um R-moédulo qualquer e P, — Py — M — 0 uma apresentacao projetiva de M.

Dualizando-a temos que M* é pelo menos uma segunda sizigias.

9



Proposicao 1.11 Seja M um R-mddulo. Entao M € um mddulo de sizigias se, e somente
se, Extp(TrM, R) = 0.

Demonstracao. Segue de [23]|, Teorema 43. u

1.2 Dimensao de Gorenstein

Nesta se¢ao, apresentaremos diversas propriedades da dimensao de Gorenstein (ou
G-dimensao) que serdo usadas nesta dissertacdo. A G-dimensao foi introduzida por Aus-
lander em [1] e desenvolvida por Auslander e Bridger em [2]. Ela possui varias proprieda-
des analogas da dimensao projetiva (Veja Apéndice A), entre elas podemos citar a classica
formula de Auslander-Bridger (Teorema 1.25), bastante usada ao longo deste trabalho, e

que generaliza a formula de Auslander-Buchsbaum (Teorema B.15).

Definicao 1.12 Dizemos que um R-moddulo M é totalmente reflexivo ou tem dimensao

de Gorenstein zero, em simbolos G-dimpg(M) = 0, se satisfaz as seguintes condicoes:
(1) M é reflexivo, ou seja, o homomorfismo canonico oy : M — M** é um isomorfismo;
(i1) BExtl(M,R) =0 para todo i > 1;

(i3i) Exth(M* R) = 0 para todo i > 1.

Observacao 1.13 Seja M um R-mo6dulo. Pela Definicao 1.12 e Proposicao 1.7, note
que G-dimg(M) = 0 se, e somente se, Ker(oy) = 0 = Coker(oy) e Exth(M,R) = 0 =
Ext%(M*, R) para todo i > 1 se, e somente se, Extp(TrM, R) = 0 = Exth(TrM, R) e
Ext’% (M, R) = 0 = Ext%?(TrM, R) para todo i > 1. Portanto, G-dimp(M) = 0 se, e
somente se, Exth (M, R) = 0 = Exth(TrM, R) para todo i > 1.

Definicao 1.14 Sejam M um R-médulo e P — M um epimorfismo tal que P é projetivo.

O nucleo deste epimorfismo é denotado por QM e é chamado mddulo de sizigias de M.

Agora listaremos algumas propriedades importantes da dimensao de Gorenstein zero.

Lema 1.15 Seja M um R-mddulo.
(i) G-dimg(M) =0 < G-dimg(TrM) = 0.
(i) Se M ¢ projetivo, entao G-dimg(M) = 0.
(1ii) Considere a sequéncia erata 0 — QM — P — M — 0, onde P ¢é projetivo e

G-dimg(M) = 0, entdo G-dimg(QM) = 0.

10



(iv) G-dimg(M) = 0 se, e somente se, G-dimg,(M,) = 0 para todo p € Spec(R).

Demonstragao. Ver [23], comentario apdés Definigao 12 e Lema 13. [ |

Definicao 1.16 Um R-moédulo M tem dimensao de Gorenstein no mdzimo k para algum

inteiro k£ > 0, em simbolos G-dimg(M) < k, se existe uma sequéncia exata da forma
0> My —---—>My—M—=0

com G-dimpg(M;) = 0 para todo j =0, ..., k.

Se G-dimg(M) < k para algum k > 0, entdo escrevemos G-dimg(M) < co. Caso
contrario, G-dimg(M) = co. Se G-dimg(M) < oo, definimos a dimensdo de Gorenstein de
M, ou simplesmente a G-dimensao de M, como o menor inteiro k tal que G-dimg(M) < k.

Neste caso, escrevemos G-dimpg(M) = k.

Definicao 1.17 Sejam K e M R-moédulos e ¢ um nimero inteiro positivo. Dizemos que

K é uma i-ésima sizigias de M se existir uma sequéncia exata
O—+K—>FP 41— —=F—=>M=0

com Py, ..., P,_; moédulos projetivos. Neste caso, escrevemos K = QM. Por convencao,

todo modulo é uma 0-ésima sizigias.

Dizemos que um anel local R é Gorenstein se ele tem dimensao injetiva finita quando
visto como um modulo sobre si mesmo (Veja Apéndice B). A seguir apresentaremos uma

importante caracterizacdo de anéis Gorenstein em termos da G-dimensao.

Teorema 1.18 Sejam R um anel local com ideal mazimal m e corpo residual k. Considere

dim(R) = n. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) R é Gorenstein;
(17) G-dimg(M) < n para todo R-mddulo M;
(131) G-dimg(M) < oo para todo R-mddulo M ;
(iv) G-dimpg(k) < oo;
(v) G-dimpg(k) = n.
Demonstragdo. Vamos mostrar que (i) = (it) = (iii) = (iv) = (7) ; (i) + (40) + (4i7) +

(iv) = (v) e (v) = (iv). Note que, (ii) = (i17) = (iv) e (v) = (iv) sdo Obvias. Assim,

mostraremos apenas que (7) = (ii), (iv) = (i) e (i) + (1) + (i77) + (iv) = (v).
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(1) = (ii) Suponha que R é Gorenstein, entdo id(R) = n, pelo Teorema B.18. Se
n = 0, entao R é injetivo como R-mddulo. Pela Proposicao A.6, Ext’é(]\/[, R) =0 =
Ext’%(TrM, R) para todo i > 1 e para todo R-modulo M, ou seja, todo médulo M tem
G-dimensao zero, pela Observacao 1.13.

Agora assuma que n > 1 e seja M um R-moédulo. Considere
O—-K—-PFP 41— —=P—=F—=M-=0

uma sequéncia exata de R-mdédulos, onde P; é livre, para todo j = 0,...,n — 1. Como
id(R) = n, entdo pelas Proposicdes A.19 e A.21, Exth(K, R) = Exty"(M, R) = 0 para
todo ¢ > 1. Seja,

o= F—= =2 =2 —-K—=0

uma resolucao livre de K. Dualizando-a, temos:
O>K"=-F —F —--—=F_ | > F — .-

que é exato, pois Ext’ (K, R) = 0 para todo i > 1. Seja M’ = Coker(F* , — F* ).
Pela exatidao da sequéncia acima junto com a Proposicao A.21, temos EXt%(K*,R) =
Ext?"™(M’, R) = 0 para todo i > 1, pelo mesmo motivo do K. Logo, Exth(K,R) = 0 =
Ext’(K*, R) para todo i > 1. Resta mostrarmos que K é reflexivo. De fato, como K é um
modulo de sizigias, segue das Proposicdes 1.7 e 1.11 que Ker(og) = Exty(TrK, R) = 0,

ou seja, ok é injetor. Por fim, mostraremos que ok é sobrejetor. Para isso, considere a

sequéncia exata:

0 K’

N
N

com F livre. Assim, 0 — K’ — F 5 K — 0 é também exata. Logo, K’ é uma (n+1)-
ésima sizigias e com a mesma prova que para K, obtemos Ext (K’, R) = Extl (K™, R) = 0
para todo ¢ > 1. Em particular, usando a sequéncia exata longa dos Ext’s (Proposigao
A.18(1)), concluimos que f** : F** — K** é sobrejetor. Por ok o f = f* o op e usando o
fato que op é um isomorfismo, temos que Im(og) = Im(f**) = K**.

Portanto, G-dimg(K) = 0 e assim, G-dimg(M) < n.
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(1v) = (i) Assuma que G-dimg(k) < co. Digamos que G-dimg(k) = s, entdo existe

uma sequéncia exata de R-modulos da forma
0= My > My q—---—My—k—0

com G-dimp(M;) = 0 para todo 0 < i < s. Assim, Ext'*(k, R) & Ext’%(M,, R) = 0 para
todo i > 1. Fazendo j = i+ s, segue que Extz%(k:, R) = 0 para todo j > s. Pela Proposicao
A.22,id(R) < s < o0, ou seja, R é Gorenstein.
(i) + (#) + (i7) + (iv) = (v) Por (it), G-dimg(M) < n para todo R-mo6dulo M.
Em particular, vale para M = k, ou seja, G-dimpg(k) < n. Por outro lado, pelo Teorema
B.18, Exti(k, R) = k # 0. Logo, pela Proposicao A.22, id(R) > n. Agora pela prova de
() = (i), G-dimg(k) > id(R) > n. Portanto, G-dimg(k) = n. n
Agora, vamos listar algumas propriedades da G-dimensao.
Lema 1.19 Sejam M,N,L e K R-mddulos
(1) Seja k > 1. Assuma que

0—=+K—=>M,q1—-—>My—N—=0

¢ uma sequéncia exata de R-mddulos, com G-dimg(N) < k e G-dimg(M;) = 0, para
todo j =0,....k — 1. Entao, G-dimg(K) = 0.

(ii) G-dimg(M) < k < G-dimpg, (M) < k para todo p € Spec(R). Em outras palavras,
G-dimp(M) = sup{G-dimpg, (M,) | p € Spec(R)}.

(1ii) Se 0 > K — L — M — 0 ¢ uma sequéncia ezata, entdo:

(a) G-dimg(K) < max{G-dimg(L), G-dimg(M) — 1}
(b) G-dimg(L) < max{G-dimg(K), G-dimg(M)}
(¢) G-dimg(M) <1+ max{G-dimg(K), G-dimg(L)}

Em particular, se dois dos trés modulos K, L e M tem dimensao de Gorenstein

finita, entao o terceiro também tem.
(iv) G-dimg(M & N) = max{G-dimg(M), G-dimg(N)}.
(v) Se M ~ N. Entao, G-dimg(M) = G-dimg(N).
(vi) Seja M # 0 um R-mddulo tal que G-dimg(M) < oo, entdo

G-dimp(M) = sup{i > 0 | Ext,(M, R) # 0}.

13



Demonstracao. (i) Ver [23|, Teorema 20. (i) Ver [23]|, Corolario 22. (ii7) Ver 23],
Teorema 18. (vi) Ver [23], Lema 23(c).

(1v) Considere a sequéncia exata
O—-M-—->M®N — N —0.
Pelo item (iii)(b), G-dimp(M & N) < max{G-dimg(M), G-dimg(N)}. Suponha que
max{G-dimg(M), G-dimgr(N)} = G-dimg(M)

entdo G-dimg(M) > G-dimg(N) > G-dimg(N) — 1. Agora pelo item (iii)(a), temos que
G-dimp(M) < max{G-dimgr(M & N), G-dimg(N)—1} = G-dimg(M & N) e assim, temos
a igualdade.

(v) Se M =~ N, entao existem P e ) projetivos tais que M & P 2 N @ (). Logo,
G-dimg(M @ P) = G-dimg(N @ Q). Desde que P e ) sdo projetivos, o Lema 1.15(i7)
garante que G-dimg(P) = 0 = G-dimg(Q). Portanto, G-dimg(M) = G-dimg(N), pelo
item (iv). |

Vamos concluir a secao apresentando um importante resultado. Para isso, precisa-

remos da seguinte defini¢ao.
Definicao 1.20 Um R-mo6dulo M satistaz a propriedade Sk se
depthp (M) > min{k,depth(Ry)}
para todo p € Spec(R).
Teorema 1.21 Seja k um wnteiro positivo. Considere as sequintes afirmacoes.
(i) BExtls(TrM, R) = 0 para todo 1 <i < k;
(i1) M é uma k-ésima sizigias;
(i41) M satisfaz Sp.
Entao,
(@) (i) = (it) = (di1);
(b) Se G-dimg(M) < oo, entdo (iit) = (i);

Demonstracao. Ver [23], Proposi¢ao 38 e Teorema 42. n
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1.3 Foérmula de Auslander-Bridger

Nesta secao, provaremos a formula de Auslander-Bridger. Inicialmente enunciaremos
alguns resultados auxiliares necessarios para a demonstracao do resultado principal da
secao.

Sejam (R, m) um anel local e M um R-mo6dulo. Lembramos que a profundidade
de M, denotada por depthy (M), é o comprimento de uma M-sequéncia maximal em m

(Para mais detalhes, veja Apéndice B).

Lema 1.22 Sejam R um anel local e M um R-mddulo. Se G-dimpg(M) < oo e depth(R) =
0, entdo G-dimg(M) = 0.

Demonstragao. Ver [23], Corolério 26. n

Lema 1.23 Sejam R um anel local e M # 0 um R-mddulo tal que G-dimg(M) = 0.
FEntao, depthy(M) = depth(R).

Demonstracao. Ver [23], Lema 28. u

Lema 1.24 Sejam M um R-mddulo e x € R. Se x é R e M-regular e G-dimpg(M) < oo,
entdo G-dimp) (M /xM) < G-dimg(M). Além disso, se x € J(R) (o radical de Jacobson
de R), entio G-dimpz)(M/xM) = G-dimg(M).

Demonstragao. Ver [23], Corolario 33. n

Teorema 1.25 (Formula de Auslander-Bridger). Sejam (R, m) um anel local ¢ M # 0
um R-mddulo. Se G-dimg(M) < 0o, entdo G-dimpg(M ) + depth (M) = depth(R).

Demonstragao. Usaremos indugao sobre m = G-dimg(M). Se m = 0, o resultado segue
pelo Lema 1.23. Suponha que m > 1 e que o resultado é valido para médulos de dimensao
de Gorenstein igual a m — 1. Seja d = depth(R). Agora provaremos o caso m = 1.
Afirmagao: Se G-dimg(M) = 1, entado depthyp(M) =d — 1.
De fato, provemos por indugao em d. Se d = 0, entdo G-dimg(M) = 0, pelo Lema
1.22. Logo nesse caso, nao ha modulos M com G-dimg(M) = 1 e assim, o caso d = 0
¢ verdadeiro por vacuidade. Seja d > 1 e assuma que resultado é valido para um anel

arbitrario de profundidade d — 1 e mostraremos que vale para d.
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Considere uma resolucao livre de M.

F F
K
0 0
Assim, 0 - K — F — M — 0 é exata, com G-dimg(F') = 0 e desde que G-dimg(M) = 1,

entao pelo Lema 1.19(7), G-dimg(K) = 0. Como G-dimg(K) = 0 = G-dimg(F), entao
pelo Lema 1.23, depthz(K) = d = depthy(F). Agora pelo Lema B.5,

M 0

depth (M) > min{depth,(F),depthz(K) -1} =d — 1.

Suponha por contradigdo que depth,(M) > d. Pela Proposi¢ao B.14, existe um elemento
r € m que é R e M-regular. Considere R = R/tR e M = M/xM. Pela Proposicio
B.10, depth(R) = depth(R) — 1 = d — 1. Além disso, pelo Lema 1.24, G-dimgz(M) =
G-dimp(M) = 1. Por hipdtese de indugio, depthz(M) = d — 2, logo, pela Proposicio

B.10, temos que depth (M) = d — 2. Considere a sequéncia exata,

0oME5 M=o

onde f(a) = ax. Como depthp(M) > d e depthx(M) = d — 2, entdo depthyp(M) >
depthz(M). Pelo Lema B.5, d < depthp(M) = depthz(M) +1 = d — 1, absurdo.
Portanto, depth, (M) = d — 1. Isso conclui a prova da afirmagao, ou seja, do caso m = 1.

Finalmente, se m > 2, temos uma sequéncia exata 0 — K — F — M — 0,
com F' livre e pelo Lema 1.19(iii), G-dimg(K) = m — 1. Por hipdtese de indugao,
G-dimpg(K)+depthz(K) = depth(R). Dai, depth(K) = d—(m—1). Como depth,(F) =

d>d— (m—1) =depthy(K), pois m > 2, entdao pelo Lema B.5,
depth,(K) > min{depthy(F),depthz (M) + 1} = depthz(M) + 1.

Assim, depthz(F) > depthy(K) > depthyp(M) + 1 > depthy(M). Portanto, mais uma

vez pelo Lema B.5, depth(K) = depthp (M) + 1, o que implica que
depthp(M) =depthp(K) —1=d—(m—1) —1=d—m = depth(R) — G-dimg(M)
isto é, G-dimg(M) + depth (M) = depth(R). n
Dizemos que um R-modulo M é Cohen-Macaulay mazimal se depthp(M) = dim(R).
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Corolario 1.26 Sejam R um anel local Gorenstein e M # 0 um R-mddulo. FEntao,

G-dimg(M) = 0 se, e somente se, M é Cohen-Macaulay mazimal.

Demonstragado. Pelo Teorema 1.18, G-dimg(M) < oo para todo R-modulo M. Além
disso, sendo R um anel Gorenstein, entao R é Cohen-Macaulay, pela Proposicao B.19, ou
seja, depth(R) = dim(R).

Se G-dimg (M) = 0, entdo pela formula de Auslander Bridger (Teorema 1.25), temos
que depthyp (M) = depth(R). Portanto, depthy(M) = dim(R) e assim, M é um mo6dulo
Cohen-Macaulay maximal.

Por outro lado, suponha que M é um modulo Cohen-Macaulay maximal, entao
depthy(M) = dim(R). Novamente pelo Teorema 1.25, G-dimpg(M) + depthy(M) =
depth(R). Como depthy(M) = dim(R) e depth(R) = dim(R), temos G-dimgz(M) =0. m
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Capitulo 2

Ligacao de ideais e modulos

Neste capitulo, vamos introduzir a teoria de ligacao de ideais e estendé-la para mo-
dulos. Além de explorar algumas de suas propriedades e estudar os primos associados de
um modulo ligado horizontalmente. Concluimos apresentando uma caracterizagao de mo-
dulos ligados horizontalmente, seguido de algumas consequéncias. A principal referéncia

utilizada foi [25].

2.1 Ligacao de ideais

Nesta secao, reformulamos a classica definicao de ligacao de ideais com o intuito
de obter uma definicao no contexto de modulos. Definiremos o operador A como sendo
a composicao de dois operadores: sizigias e transposta. Esse operador A apareceu pela
primeira vez no livro de Auslander e Bridger em [2], onde foi denotado por D;.

Dizemos que um ideal I de um anel local R é Gorenstein se o anel quociente R/I é

Gorenstein. Para ideais I e J de um anel R, definimos o condutor de I em J (em R) por:

J:I=J:gl={zx€eR|zICJ}={rxeR|axyeJ Vyecl}

Definicao 2.1 Seja R um anel local Gorenstein. Dizemos que dois ideais a e b de R sao

(algebricamente) ligados por um ideal Gorenstein ¢ se satisfaz as seguintes condigoes:
(1) cCanb,

(i1) a=c:gbeb=c:ga

Comecamos provando o seguinte lema.



Lema 2.2 Sejam R um anel local Gorenstein, a,b e ¢ ideais de R com ¢ um ideal Go-
renstein tal que ¢ C aNb. Entdo, a e b sao ligados por ¢ se, e somente se, os ideais a/c
e b/c de R/c sao ligados pelo ideal nulo de R/c.

Demonstracgao. Inicialmente mostraremos as seguintes afirmacoes:

Afirmacao 1: (anb)/c=a/cNb/c.

C) Seja® € (anb)/c, entdo existe 21 € aNb tal que T =77. Dai, v1 €aexy €b, 0 que
implica que 71 € a/c e Ty € b/c. Assim, T =77 € a/cNb/c.

D) Considere agora 5 € a/cNb/c. Logo, T € a/c e § € b/c, ou seja, existem y; € a e
Yo € b tais que y =y ey = yy. Dai, 7 = ¥y e assim, y3 = y; — y2 € ¢ C b. Logo,
Y1 = ys + y2 € b. Desse modo, y; € anNb. Portanto, y =71 € (anNb)/c.

Afirmagao 2: (¢:b)/c=0:(b/c).

C) Tome Z € (¢ : b)/c, entado existe z; € ¢ : b tal que Z = Z1. Seja 7 € b/c arbitrario.
Assim, ZF =27 = z;7 = 0 em R/c. Portanto, z € 0: (b/c).

D) Sejaw € 0: (b/c) e considere s € b. Dai, ws =ws =0 em R/c. Logo, ws € ¢ e assim,
w € ¢: b. Portanto, w € (¢: b)/c.
Afirmacao 3: (¢:a)/c=0: (a/c) (andlogo a Afirmacao 2).

(=) Assuma que a e b sdo ligados por ¢, entdo por definicdio c Canb,a=c:be

b = ¢: a. Quocientando por ¢, temos:
¢/cC(anb)/c,a/c=(c:b)/ceb/c=(c:a)/c.

Assim, pelas Afirmacoes 1, 2 e 3
0Ca/cnb/c,a/c=0:(b/c)eb/c=0:(a/c)

ou seja, os ideais a/c e b/c de R/c sdo ligados pelo ideal nulo de R/c.
(<) Suponha agora que os ideais a/c e b/c de R/c sdo ligados pelo ideal nulo de
R/c. Dai,
0Ca/cNb/c,a/c=0:(b/c)eb/c=0:(a/c).

Novamente pelas Afirmagoes 1,2 e 3, ¢/¢ C (anb)/c, a/c=(c:b)/ceb/c=(c:a)/c, ou
seja, c Canb,a=c:beb=c:a. Portanto, a e b sao ligados por . [

Como uma consequéncia, ligacao de ideais por um ideal Gorenstein sempre pode ser
substituida pela ligagao pelo ideal nulo. De forma geral, para verificar se a e b sao ligados

por ¢, estendemos esses ideais ao longo do homomorfismo natural de anéis R — R/c,
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verificamos a ligacao dos ideais estendidos pelo ideal nulo e contraimos os ideais estendidos
de volta para R. Para simplificar a linguagem, apresentamos a seguinte definicao.

Definicao 2.3 Dois ideais em um anel local Gorenstein sao ligados horizontalmente se

eles sao ligados pelo ideal nulo.

Exemplo 2.4 Sejam k um corpo e R = k[X]/(X™) com m > 1 inteiro. Tome n €
{1,...,m — 1} e denotamos por ™ a classe residual de X" em R. Entdo os ideais (z") e

(z™~™) sao ligados horizontalmente.

Demonstragao. Ora, como k é corpo, temos que R é local com ideal maximal m =
(X)/(X™). Além disso, desde que R é Gorenstein, segue que o ideal nulo é Gorenstein.
E 6bvio que 0 C (2) N (2™ ™). Note que, (2") = 0 :z (z™™™). De fato, seja a € (2") e
considere b € (") arbitrario. Logo, existem r, s € R tais que a = 2"r e b = ™ "s. Dal,
ab = z"ra™ s = 2"rs = Ors = 0. Assim, a € 0 :g (2™ ™), isto &, (z") C 0 :g (™™).
Por outro lado, tome z € 0 :g (™™ ™). Entao, za™ ™ = 0. Como z € R, existe z; € k[X]
tal que z = Z1. Logo, ZzX™ " = 0 e assim, 2. X™ " € (X™), o que implica que 2, X™ ™" =
X™w, com w € k[X]. Desse modo, 2 = X"w, donde z = Z] = X"w = z"w € (2"), ou
seja, 0 :p (2™ ") C (2™). De forma analoga, mostramos que (2™ ") =0 :5 (2"). Assim,
(z™) é ligado a (2™~ ™) pelo ideal nulo e, portanto, sdo ligados horizontalmente. [ |

A discussao anterior mostra que a ligacao geral pode ser pensada informalmente
como um procedimento de trés etapas que consiste na extensao de um ideal, ligacao ho-
rizontal, e contracao de um ideal. Nosso préoximo objetivo é mostrar que todos os trés
componentes dessa sequéncia podem ser definidos para modulos. Para tanto, relembrare-

mos os operadores sizigias e transposta.

Observacao 2.5 Seja M um R-moédulo.

(1) Considere P — M um epimorfismo tal que P é projetivo. O ntcleo deste epi-
morfismo é denotado por QM e é chamado mddulo sizigias de M. Pelo Lema de
Schanuel’s (Lema A.11), QM é definido unicamente a menos de equivaléncia proje-
tiva. Porém, se R admite coberturas projetivas, entao pelo Lema C.7, QM é definido
unicamente a menos de isomorfismo assumindo que P — M é uma cobertura pro-
jetiva de M. De agora em diante, a menos que seja explicitamente declarado o

contrario, esta suposicao sempre sera feita.

(17) Seja P, — Py — M — 0 uma apresentacao projetiva de M. Vimos na Definigao 1.1

que a transposta, TrM, de M é definida pela sequéncia exata,

0= M — P — P —=TtM =0

20



obtida dualizando a apresentacao projetiva acima. Pela Proposicao 1.3, a transposta
é definida unicamente a menos de equivaléncia projetiva. Porém, se assumirmos a
existéncia de coberturas projetivas e que a apresentacao projetiva de M ¢ minimal,
entao pelo Lema C.8, TrM ¢ definida unicamente a menos de isomorfismo. De agora
em diante, a menos que seja explicitamente declarado o contrario, essa suposicao
da minimalidade sempre sera feita. Neste contexto, a transposta de um moddulo

projetivo serd o modulo nulo.

Como um primeiro passo para generalizar a ligagao horizontal, passamos dos ideais
aos modulos. Uma maneira natural de ver um ideal como um modulo é passar para
seu modulo ciclico correspondente. O significado preciso dessa afirmacao é capturado no

seguinte lema.

Lema 2.6 Dois ideais em um anel sao iguais se, e somente se, 0s modulos ciclicos cor-

respondentes $ao isomorficos.

Demonstracao. Sejam [ e J dois ideais em um anel R. Mostraremos que [ = J se, e
somente se, R/I = R/J como R-modulos.

(=) Suponha que I = J, entdo R/I = R/J. Como a aplica¢ao identidade Id :
R/I — R/I = R/J é um isomofismo segue que R/I = R/ J.

(<) Assuma agora que R/I = R/J, entao existe um isomorfismo ¢ : R/I — R/J.
Sabemos que, [ =0 : (R/I)e J=0:(R/J). Seja a € I. Por defini¢ao, a(R/I) = 0,
isto é, az = 0 para todo z € R/I. Considere agora, y € R/J. Como ¢ é um isomorfismo,

existe x € R/I tal que p(z) = y. Logo,

ay = ap(r) = plaz) = ¢(0) = 0.

Portanto, a € 0 : (R/J) = J, donde I C J. De forma analoga, mostramos que J C [ e
assim, [ = J. m

Agora, para descrever a ligacao horizontal em termos de moédulos precisaremos do
seguinte resultado.

Lema 2.7 Sejam a e b ideais em um anel local R, onde b é um ideal proprio. Entao,

a=0:b se, e somente se, R/a € isomorfo a QTr R/b.

Demonstragao. Se b = 0, entao a = 0 : b se, e somente se, a = R se, e somente se,
R/a=QTrR/b, pois QTrR/b =2 QTr R = 0.
Assuma agora que b # 0 e seja R" — b uma cobertura projetiva de b. Note que

R/b nao tem somando direto projetivo nao nulo. Caso contrario, existiria uma injegao
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R — R/b. Dai, R = Im(R < R/b), donde bR = bIm(R — R/b) = 0, ou seja,
b = bR = 0, absurdo, pois b # 0. Considere

R*"—< RS R/b—0

uma apresenta¢ao projetiva minimal de R/b, onde 7 é a proje¢ao natural. Dualizando-a,

temos a sequéncia exata:
0 — Homg(R/b, R) L Hompg(R, R) — Homg(R", R) — Tr R/b — 0
Pelo Teorema C.9,
Hompg (R, R) — Homg(R",R) = Tr R/b — 0

é uma apresentagao projetiva minimal de TrR/b. Como consequéncia, temos uma sequén-
cia exata

0 — Hompg(R/b, R) = Homp(R, R) — QTr R/b — 0

Seja ¢ : Homg(R, R) — R o isomorfismo, dado por ¢(f) = f(1). Compondo ¢ com 7*,

obtemos a sequéncia exata

0 — Homp(R/b,R) £ RS QTr R/b — 0

onde (po7)(a) = p(m*(a)) = plaom) = (awom)(1) = a(l).
Mostraremos que Im(¢ o 7*) = 0 : b. De fato, seja y € Im(p o 7*), entdo existe g €
Homp(R/b, R) tal que ¢ o*(g) = y, ou seja, g(1) = y. Dado z € b arbitrario, temos que
yr = g(1)z = g(T) = g(0) = 0, isto é, y € 0 : b, e assim Im(po7*) C0:b.

Por outro lado, considere z € 0 : b, entao zw = 0 para todo w € b. Defina
h : R/b — R por h(ZT) = zz. Como zw = 0 para todo w € b, h estd bem definida e

claramente i ¢ um homomorfismo. Logo, 2 = 21 = h(1) = (p o 7*)(h) € Im(p o 1), isto

é, z € Im(pon*), donde 0: b C Im(pon*). Dai, Im(pon*) =0:b. Pelo Lema 2.6,
a=0:0< R/a=R/(0:b)=R/Im(pon*)=R/Ker(¢p) = Im(yp) = QTr R/b.

Portanto, a = 0 : b se, e somente se, R/a é isomorfo a Q Tr R/b. [

Retornando para ligacao de ideais, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.8 Seja R um anel local Gorenstein. Entao, dois ideais a e b nao nulos de
R, com um deles proprio, sao ligados horizontalmente se, e somente se, R/a = QTr R/b
e R/b=QTrR/a.
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Demonstracao. Digamos que b seja proprio e suponha que a e b sao ligados horizontal-
mente. Pela Definicao 2.3, a e b sao ligados pelo ideal nulo. Em particular, a =0:b e
b=0:a Comob=0:a,entdao a# R. Caso contrario, teriamos b = 0 : R = 0, absurdo,

pois b #£ 0. Sendo a e b diferentes de R, segue pelo Lema 2.7 que
R/a=QTrR/be R/b=QTrR/a.

Reciprocamente, assuma que R/a =2 QTrR/b e R/b = QTr R/a. Pelo Lema 2.7,
a=0:beb=0:a Além disso, é imediato que 0 C anb. Portanto, por definicao, ae b
sao ligados horizontalmente. ]

A proposicao recém provada indica a importancia do operador €2Tr na teoria de
ligagao, de agora em diante ele sera denotado por A.

Se a e b sao ligados horizontalmente, entao cada um dos dois ideais é unicamente
determinado pelo outro como seu anulador. Portanto, faz sentido dizer que o ideal a é
ligado horizontalmente (omitindo o b), ou seja, a = 0 : (0 : a) (neste caso, b = (0 : a)).
Nesta terminologia temos a seguinte consequéncia.

Corolario 2.9 Seja a um ideal proprio nao nulo de um anel local Gorentein R. Entao,

a € ligado horizontalmente se, e somente se, R/a = \*(R/a).

Demonstracao. Suponha que a é ligado horizontalmente, digamos que a seja ligado a
b. Pela Proposi¢ao 2.8, R/a 2 A (R/b) e R/b = X\ (R/a). Portanto, R/a = A\?(R/a).

Por outro lado, por hipotese e pelo Lema 2.7 tem-se,
Rfa= X(R/a) = A(M(R/a)) = AN(R/(0: a))

e R/(0:a) = A(R/a). Pela Proposicao 2.8, a é ligado horizontalmente a (0 : a). u

2.2 Ligacao de moédulos

Tendo em vista os dois tltimos resultados da secao anterior, a ligacao horizontal de
ideais pode ser estendida para o contexto de modulos. Além disso, para que o operador
A esteja bem definido a tnica condicdo necessaria é a existéncia de coberturas projeti-
vas. Desse modo, os operadores sizigias e transposta estao bem definidos a menos de
isomorfismo e consequentemente o A\ est4 bem definido.

Desse modo, trabalharemos com anéis R para os quais todo modulo (lembrando

que estamos assumindo que todo moédulo é finitamente gerado) possui uma cobertura
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projetiva. Esses anéis sao chamados de anéis semiperfeitos. Todo anel local é semiperfeito.
Para mais informagoes sobre essa classe de anéis veja Apéndice C.
Comecaremos com a definicao de ligacao horizontal de modulos e, em seguida, apre-

sentaremos algumas propriedades.

Definicao 2.10 Sejam R um anel semiperfeito e M, N R-mo6dulos. Dizemos que M é
ligado horizontalmente a N quando M = AN e N = AM. Também dizemos que M é

ligado horizontalmente (a AM) se, e somente se, M = \?M.

Exemplo 2.11 Sejam k um corpo e R = k[X]/(X™) com m > 1 inteiro. Tome n €
{1,...,m — 1} e denotamos por z" a classe residual de X" em R. Entao, R/(z") ¢é ligado

horizontalmente a R/(x™").

Demonstracao. Pelo Exemplo 2.4 os ideais (z") e (z™ ") sdo ligados horizontalmente.
Pela Proposicao 2.8, segue que R/(z") Z AR/(z™ ™) e R/(x™ ™) = AR/(2"). Portanto,
pela Defini¢ao 2.10, R/(z™) é ligado horizontalmente a R/(z™ ™). m

Como consequéncia do resultado principal da Secao 2.3, mostraremos que todo mo-
dulo Cohen-Macaulay maximal e estavel (veja Observagdo 2.12 abaixo para defini¢ao de

estavel) sobre um anel local Gorenstein ¢ ligado horizontalmente (Veja Corolario 2.25).

Observacao 2.12 Segue desta definicao que um modulo projetivo é ligado horizontal-
mente, se e somente se, ele é isomorfo ao moédulo nulo. De fato, a transposta e o modulo
sizigias de um modulo projetivo sao nulos e assim, o A de um projetivo é também nulo.
Além disso, todo médulo ligado horizontalmente é estdvel, ou seja, ¢ um modulo que nao

possui somando direto projetivo ndo nulo (veja [25], Proposi¢ao 3).

Uma vez definida a ligacao horizontal para modulos, podemos agora definir a ligacao
geral para modulos.
Definicao 2.13 Seja R um anel semiperfeito. Um R-médulo M é dito ser ligado a um R-

modulo N por um ideal ¢ se, ¢ C (0:5 M)N(0:x N) e M e N sao ligados horizontalmente

como R/c-modulos. Nesta situagdo, denotamos M ~ N.
[

Convencgao 2.14 De agora em diante, além de Noetheriano comutativo e com unidade,

iremos assumir que R é semiperfeito.

Nosso principal objetivo é o estudo dos modulos ligados horizontalmente. Comeca-

remos esse estudo com o seguinte resultado.

Proposicao 2.15 Suponha que M € ligado horizontalmente. Entdao, AM também € ligado

horizontalmente e, em particular, A\M € estdvel.
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Demonstragdo. Como M ¢ ligado horizontalmente, entao M = \2M. Logo, A\2(A\M) =
AA2M) = MM, ou seja, A\M = \?2(AM). Portanto, AM & ligado horizontalmente e, pela
Observacao 2.12, AM é estavel. [

A partir de agora, relacionaremos a ligacao horizontal de médulos com a teoria de
primos associados. Primeiro, vejamos a definicao de mdédulo unmixed.

Definicao 2.16 Dizemos que um R-modulo M é unmized se todos os primos associados

tem a mesma altura.

Seja M um R-moédulo unmixed. Ja sabemos que Ming(M) C Assg(M). Agora, seja
p € Assg(M). Se p ndo for minimal, entdo p contém propriamente um minimal g. Dali,
ht(p) > ht(q), absurdo. Portanto, p € Ming(M) e assim Assg(M) C Ming(M), donde
Assgp(M) = Ming(M), ou seja, se M é unmixed, os primos associados de M sdo iguais
aos primos associados minimais de M.

Temos o seguinte resultado no contexto de ideais.

Proposicao 2.17 Sejam R um anel qualquer (nao necessariamente semiperfeito), b um
ideal de R e a =0:b. Entdo, Assg(R/a) C Ass(R) e se R é unmized e b =0 : a, temos

Assp(R/a) U Assg(R/b) = Ass(R).

Demonstragado. Se b = 0, entdo a = R. Dai, Assg(R/a) = 0 C Ass(R). Além disso,
0 U Ass(R) = Ass(R) e assim a segunda afirmacao é trivial. Assuma que b # 0 e seja
b = (b1, ...,b,). Considere a aplicacao f : R — R" definida por f(z) = (b, ...,b,z) € R".
Afirmagao: 0: b = Ker(f).

De fato, seja x € 0 : b, entdo xb = 0 para todo b € b. Dai, f(x) = (bix,...,b,x) = 0,
donde = € Ker(f). Agora, considere y € Ker(f). Logo, f(y) = (0,...,0), ou seja,
(b1y, ..., bpy) = (0, ...,0). Sendo by, ..., b, os geradores de b, segue que y € 0 : b.

Pelo Teorema do Isomorfismo, R/(0 : b) = R/Ker(f) = Im(f) — R". Assim,
Assp(R/(0 : b)) C Assg(R") = Ass(R). Dai, Assg(R/a) C Ass(R). Usando agora que
b = 0 : a mostramos que Assg(R/b) C Ass(R). Portanto, Assg(R/a) U Assg(R/b) C
Ass(R).

Tome agora p um primo associado de R. Como a :=0: b, entao ab =0 C p. Sendo
p primo, a C p ou b C p. Pela suposicao de R ser unmixed e p um primo associado de R,
entao p € um primo associado minimal de R que contém a ou b.

SepDa=0:(R/a), entdo p € Suppp(R/a), ou seja, p ¢ um primo minimal do

suporte de R/a. Como Ming(Suppy(R/a)) = Ming(Assg(R/a)), entdao p é um primo
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associado minimal de R/a, em particular, é um primo associado de R/a. Agora, se
supormos que p O b = 0 : (R/b), obtemos que p é um primo associado de R/b. Logo,
p é um primo associado de R/a ou R/b, ou seja, p € Assg(R/a) U Assg(R/b), donde
Ass(R) C Assg(R/a) U Assg(R/b). Portanto, Assg(R/a) U Assgr(R/b) = Ass(R). |

A generalizacao da Proposicao 2.17 para médulos pode ser feita da seguinte forma.

Teorema 2.18 Sejam R um anel local e M um R-mddulo. Entdo, Assg(AM) C Ass(R).

Se R é unmized e M # 0 € ligado horizontalmente, entdo

Assr(M) U Assgr(AM) = Ass(R).

Demonstracao. Como AM é um moédulo sizigias, entao existe um R-moédulo projetivo
P e uma injecao AM <— P. Além disso, P é livre, pois R é local. Dai, P = R™ para
algum inteiro n > 1. Portanto, Assg(AM) C Ass(R") = Ass(R).

Se M é ligado horizontalmente, entdao M = X2M = A(AM). Dai, Assg(M) C
Ass(R). Logo, Assg(M) U Assgr(AM) C Ass(R).

Seja p um primo associado de R e P, - Fy — M — 0 uma apresentagao livre

minimal de M. Dualizando-a, temos a sequéncia exata
0— M"— Py — M — 0.

Suponha que p ¢ Suppg(M) U Suppg(AM), entdo M, = 0 e (AM), = 0. Localizando a
sequéncia exata acima em p, obtemos a sequéncia exata
0—= (M), = (Fy)y = (AM), =0
Como M e P, sao finitamente gerados, temos que a sequéncia
0= (My)" = ((Fo)p)” — (AM), =0

é também exata, donde (Fy), = ((F)p)* = 0, absurdo, pois como P é livre, entdo
p € Ass(R) = Assg(R") = Assg(FPy) C Suppg(F}) para algum n > 1 inteiro e assim,
(Py)p # 0. Portanto, p € Suppr(M) U Suppr(AM), o que implica que

Ass(R) C Suppg(M) U Suppg(AM).

Se R ¢ unmixed, entdo Ass(R) = Min(R) e assim, p ¢ um primo associado minimal
de R. Se p € Suppyp(M), entdo p € Min(Suppp(M)) = Min(Assg(M)) C Assp(M). Se
p € Suppr(AM), entdo p € Min(Suppg(AM)) = Min(Assgr(AM)) C Assg(AM). Em todo
caso, p € Assgp(M) U Assg(AM). Portanto, Ass(R) C Assg(M) U Assg(AM) e assim,
Asspr(M) U Assp(AM) = Ass(R). u
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2.3 Critério para ligacao horizontal

Nesta secao, demonstraremos uma caracterizacao para os modulos ligados horizon-
talmente e apresentaremos algumas de suas consequéncias. Comegaremos com o seguinte

lema fundamental.

Lema 2.19 Seja M um R-mddulo estdavel. Entao a imagem do homomorfismo candnico
on M — M** € isomorfo a N2 M.

Demonstracio. Seja P, — P, & M — 0 uma apresentacio projetiva minimal de M.

Considere o diagrama comutativo:

Py—2 M

glUPo lJM
* %

Py =2 M
ou seja, ¢ oop, = oy 0 . Note que,
Im(on) = on(M) = on(Im(p)) = on(p(Fo)) = ¢ (op(Fo)) = ¢ (F5") = Im(™).
Dualizando a apresentagao projetiva minimal de M acima temos as sequéncias exatas:
0 M P 5P TtM = 0e0— M 25 Py — AM — 0

onde By — P/ — TrM — 0 é uma apresentacao projetiva minimal de TrM pelo Teorema
C.9. Em particular, P — AM — 0 é uma cobertura projetiva de AM. Considere

Qo Y M* = 0 uma cobertura projetiva de M*. Pela exatidao da sequéncia
0= M 25 Pr 5 AM =0

temos que Ker(F}] — AM) = M*. Logo,

Qp — 1= AM 0
0

Fy
N 4
M*
0
é uma apresenta¢do projetiva minimal de AM. Aplicando (—)* = Homg(—, R) a esta

apresentacao, temos a seguinte sequéncia exata:

0——= (AM)* Py ux Q; Tr(AM) —0

A A

M**
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Pela exatiddo da sequéncia acima, junto com a Proposi¢ao C.10, Im(a*) = QTr(AM) =
A2M. Por outro lado, como 9* ¢ um monomorfismo, isto é um homomorfismo injetor,

temos
Im(a”) = Im(y" 0 ™) = ¢ (™ (F5")) = ¢ (Im(¢™)) = Im(p™).
Portanto, Im (o) = Im(¢*™) = Im(a*) = A2M, ou seja, Im(oyr) = N2M. u
Podemos agora caracterizar os moédulos ligados horizontalmente.

Teorema 2.20 Seja M um R-mddulo. Entao M € ligado horizontalmente se, e somente
se, M € estdvel e Extp(TrM, R) = 0.

Demonstragao. (=) Suponha que M ¢ ligado horizontalmente, entao M = \?M. Diga-
mos que ¢ seja tal isomorfismo. Em particular, M é estével, pela Observacao 2.12. Pela

Proposicao 1.7, temos que a sequéncia
0 — Exthp(TrM, R) — M % Im(op) — 0

¢ exata, e assim Ker(g) & Exty(TrM, R). Além disso, pelo Lema 2.19 existe um isomor-
fismo f: Im(oy) — A2M. Como f,g e 1 sao sobrejetoras, entdao o =1 o fog: M — M
¢ um endomorfismo sobrejetor. Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo (veja [27], Teorema 2.4).

Em particular, Ker(¢) = 0. Note que, Ker(¢) = Ker(g). De fato,
z € Ker(p) & ¢(z) =0 < 9(f(g(x)) =0« f(9(z)) = 0 g(r) = 0 < x € Ker(g).

Assim, Ext(TrM, R) = Ker(g) = Ker(p) = 0.
(<=) Assuma agora que M é estavel e Exty(TrM, R) = 0. Pelo Lema 2.19 e Propo-

sicao 1.7, a sequéncia
0 — Exty(TrM, R) — M — X\>M — 0

¢ exata. Como Extp(TrM, R) = 0, segue que M = A\?M. Portanto, M ¢é ligado horizon-
talmente. ]
Vamos deixar registrado o seguinte fato utilizado na demonstragao do teorema an-

terior.
Observacao 2.21 Dado um R-médulo estavel M, existe uma sequéncia exata curta:
0 — Extp(TrM, R) — M — X\*M — 0 (2.1)
Concluiremos a se¢ao com algumas consequéncias do Teorema 2.20.
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Corolario 2.22 Um R-mddulo M € ligado horizontalmente se, e somente se, M é um

modulo de sizigias estdvel.

Demonstracao. (=) Suponha que M é ligado horizontalmente. Por definicao, M =
A2M = QTrAM, o que mostra que M é um modulo de sizigias. Pela Observacao 2.12, M
é estavel. Portanto, M é um moddulo de sizigias estavel.

(<) Assuma que M é um moédulo de sizigias estavel. Pela Proposicao 1.11, temos
que Exty(TrM, R) = 0. Como M também é estavel, tem-se pelo Teorema 2.20 que M é

ligado horizontalmente. ]

Corolario 2.23 Todo R-mddulo estdvel e reflexivo € ligado horizontalmente.

Demonstracao. Seja M um R-moédulo estavel e reflexivo. Como M é reflexivo, entao
o homomorfismo canoénico oy : M — M** é um isomorfismo. Logo, Ker(oy) = 0 =
Coker(oys). Pela Proposicao 1.7, Extp(TrM, R) = Ker(oy;) = 0. Portanto, pelo Teorema
2.20, M é ligado horizontalmente. ]

O proximo resultado relaciona G-dimensao zero com ligacao horizontal.

Corolario 2.24 Seja M um R-mddulo estavel de G-dimensao zero. Entao M € ligado

horizontalmente e A\M é um R-mddulo estdvel de G-dimensao zero.

Demonstracdo. Como G-dimg(M) = 0, segue que M é reflexivo. Pelo Corolario

2.23 e Proposigao 2.15, M é ligado horizontalmente e AM é estavel. Pelo Lema 1.15(7),

G-dimp(TrM) = 0. Portanto, G-dimg(AM) = G-dimg(Q2TrM) = 0, pelo Lema 1.15(ii7),

como queriamos. [ |
Concluiremos a se¢ao exibindo uma classe de moédulos ligados horizontalmente sobre

os anéis locais Gorenstein.

Corolario 2.25 Sejam R um anel local Gorenstein e M um R-mddulo estdvel Cohen-

Macaulay mazimal. Entao M é ligado horizontalmente e AM ¢é um R-mddulo estdvel

Cohen-Macaulay mazimal.

Demonstracao. Desde que R é um anel local Gorenstein e M Cohen-Macaulay maximal,
segue do Corolario 1.26 que G-dimg(M) = 0. Agora pelo Corolario 2.24, M é ligado
horizontalmente e AM é um R-modulo estavel de G-dimensao zero. Novamente pelo

Corolario 1.26, AM é Cohen-Macaulay maximal. ]
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Capitulo 3

Ligacao de modulos de dimensao de

(Gorenstein finita

Neste capitulo, estudaremos a teoria de ligacao para modulos que possuem dimensao
de Gorenstein finita. Trabalharemos com um importante invariante, o grade reduzido,
discutiremos sua relagao com a ligacao horizontal e a propriedade gk, e caracterizaremos
o conjunto dos primos associados de certos modulos Ext, bem como forneceremos algumas

consequéncias. A principal referéncia utilizada foi [9].

3.1 Grade reduzido, ligacao e primos associados

O grade reduzido foi introduzido por Hyman Bass [4], que utilizou essa no¢ao para
descrever modulos que sdo uma i-ésima sizigias para algum ¢ (veja Definicao 1.17). Co-

mecamos com a definicdo de grade reduzido.
Definicao 3.1 O grade reduzido de um R-mo6dulo M é definido por
r.gradey (M) = inf{i > 0 | Extl,(M, R) # 0}.
Observacao 3.2 Lembramos que o grade de um R-moédulo M é dado por
gradey(M) = inf{i > 0 | Ext',(M, R) # 0}.
(i) E facil ver que se gradey(M) > 0, entdo gradep(M) = r.gradey(M).

(i1) Se G-dimpg(M) = 0, entdo r.gradey (M) = oo.



(77i) Se M tem G-dimensao finita e positiva, entdo pelo Lema 1.19(vi), segue a desigual-
dade r.gradep(M) < G-dimg(M). Em particular, r.grade, (M) também é finito.

Note que todo modulo projetivo possui grade reduzido infinito pela Observacao

3.2(77). Segue abaixo um exemplo com grade reduzido finito.

Exemplo 3.3 Seja M um R-mo6dulo nao nulo tal que gradep(M) > 1. Entdo, TrM é

um R-moédulo com grade reduzido igual a 1.

Demonstragao. Por definigao, r.grade,(TrM) > 1. Pela Proposigao 1.7, temos a sequén-

cia exata:

0 — Exth(TrM, R) — M 2% M*™* — Ext%(TrM, R) — 0.

Como gradey(M) > 1, segue que M* = 0. Logo, Ext,(TrM, R) = M # 0. Portanto,
r.grader(TrM) = 1. |

Sejam M um R-moédulo estavel e P, — Py — M — 0 uma apresentacao projetiva
minimal de M. Entao pelo Teorema C.9, B — P — TrM — 0 é uma apresenta-
cao projetiva minimal de TrM. Consequentemente temos as seguintes sequéncias exatas

induzidas

0= M"— Py =AM —0 (3.1)
0= AM — P —TrM — 0 (3.2)

Vamos agora relacionar o grade reduzido e a propriedade S, com a ligacdo horizontal

de modulos.

Proposicao 3.4 Seja M um R-mddulo estdvel de G-dimensao finita. Entao as sequintes

afirmagoes sao verdadeiras.

(1) Seja k um inteiro positivo. Entao, M satisfaz a propriedade Sk se, e somente se,
r.gradep(AM) > k e M ¢ ligado horizontalmente.

(i7) Assuma que M € ligado horizontalmente. Entao G-dimg(M) # 0 se, e somente se,
r.grade(AM) < oco.

Demonstragdo. (i) (=) Assuma que M satisfaz S;. Desde que G-dimg(M) < oo, segue
do Teorema 1.21(b) que Extl(TrM, R) = 0 , para todo 1 < i < k. Como M ¢é estavel e
Ext(TrM, R) = 0, o Teorema 2.20 garante que M é ligado horizontalmente. Considere
a sequéncia exata (3.2)

0= A\M — P —-TrtM — 0

31



que induz a seguinte sequéncia exata longa (Proposi¢ao A.18(7))
o= Bxty(Pf, R) — Exty(AM, R) — Ext'Y(TrM, R) — -

Pela exatidao da sequéncia longa acima e usando o fato que Extgl(TrM, R) = 0, para
todo 0 <i < k—1e Exty(Pf, R) =0, para todo i > 1, segue que Ext%(AM, R) = 0, para
todo 1 <i < k — 1. Portanto, r.grade,(AM) > k.

(<) Suponha agora que M é ligado horizontalmente e r.grader(AM) > k. Se-
gue do Teorema 2.20 junto com a definicao de grade reduzido que Ext}{(TrM, R)=0ce
Ext’%(AM, R) = 0, para todo 1 < i < k— 1. De forma analoga a ida, obtemos a sequéncia

exata longa
o= Extly Y(AM, R) — Extly(TrM, R) — Exthy (P, R) — -

Pela exatidao da sequéncia longa acima e usando o fato que Extgl(AM, R) = 0, para
todo 2 <i < k e Exth(Py, R) = 0, para todo i > 1, segue que Ext%(TrM, R) = 0, para
todo 2 < i < k. Portanto, pelo Teorema 1.21(a), M satisfaz Sj.

(77) (=) Seja G-dimg(M) # 0, entdo pelo Lema 1.15(iv) existe p € Spec(R) tal que
G-dimp, (M) # 0. Pela formula de Auslander Bridger (Teorema 1.25),

G-dimpg, (M,) = depth(R,) — depthp (M;) > 0.

Dai, depth(Ry) > depthp (M,). Suponhamos por absurdo que r.gradez(AM) = oo. Como
M é ligado horizontalmente, entao pelo item (i), M satisfaz Sk para cada inteiro k. Desde
que R é Noetheriano e R, é local, entdo depth(R,) < dim(R,) < oo. Logo, podemos

escolher um nimero inteiro k tal que k& > depth(R,). Assim,
depthp (M,) > min{k,depth(R,)} = depth(R,),

o que ¢ um absurdo. Portanto, r.gradep(AM) < oco.

(<) Agora suponhamos que r.gradep(AM) < oo, entdo pela Observagao 3.2(i7),
G-dimg(AM) # 0, o que implica que G-dimg (M) # 0. Caso contrario, se G-dimg(M) =0
e sendo M estéavel, teriamos pelo Corolario 2.24 que G-dimg(AM) = 0, absurdo. [

Observacao 3.5 Seja M um R-moédulo. Note que:

(1) Se M é projetivo, entao TrM é zero. Agora, se M ndo é projetivo, podemos escrever

M = M' & P, onde M’ é estavel e P é um modulo projetivo. Entdo, a sequéncia
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0> M — M — P — 0 ¢é exata. Pelo Lema 1.8, existe uma sequéncia exata
longa 0 - P* - M* - M"™* — TrP — TrM — TrM’ — 0. Como P é projetivo,
TrP = 0, e pela exatidao da sequéncia acima TrM = TrM’. Portanto, pelo Teorema
C.9, TrM = TrM' é estavel. Portanto, a transposta de todo modulo é estavel ou

Z€ero.

(ii) Para k > 0, o operador T := Tr QF~! foi introduzido por Auslander e Bridger em
[2]. Por (i), TaM = TrQF 1M ¢é estavel. Substituindo M por T M na sequéncia
exata (2.1), temos 0 — BExty(TrTeM, R) — TpM — XN>*TpxM — 0. Pela Proposicio
1.5 (i1), Tr TpeM = TrTrQF 1M ~ QF 1 M. Assim,

Exth(TrTM, R) = Exth(QF M, R) = Exth(M, R),
onde o 1dltimo isomorfismo se deu pela Proposicao A.19. Portanto, a sequéncia
0 — Exth(M,R) = TpM — N*T.M — 0 (3.3)
é exata para todo k > 0.
Para demonstrar o resultado principal desta secao precisaremos de alguns lemas
auxiliares.

Lema 3.6 Sejam (R,m) um anel local e M # 0 um R-mddulo de G-dimensao finita e
positiva. Se M é um mddulo de sizigias, entio depthy(M) # 0.

Demonstragao. Suponha por absurdo que depthz (M) = 0. Pela formula de Auslander
Bridger (Teorema 1.25)

depth(R) = G-dimg(M) + depthz (M) = G-dimg (M) > 0.

Por outro lado, como M ¢ um modulo de sizigias, Assg(M) C Ass(R). Pela Proposi¢ao
B.13, m € Assg(M) C Ass(R), donde pela Proposicao B.12, depth(R) = 0, absurdo.
Portanto, depth (M) # 0. u

Lema 3.7 Sejam M um R-mddulo e n um inteiro positivo. Se r.gradegp(M) > n, entdo
TrM ~ Q1T M.

Demonstracdo. Suponha que r.gradey(M) > n. Pela Observacao 3.5(i7), temos a
sequéncia

0 — Extih(M,R) = TiM — N*T;M — 0 (3.4)
para todo ¢ > 0. Note que, pela Proposi¢ao 1.5(ii),
NTM = QIrQTrTeQ M ~ QTrQQ M ~ QTrQ'M = QT .1 M.
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isto &, A2T;M ¢ projetivamente equivalente a Q7;,1 M. Como r.gradep(M) > n, temos
que Ext’ (M, R) = 0 para todo 1 < i <n—1. Assim, por (3.4), TTM = N>T,M ~ QT M

para todo 1 <7 <n — 1. Assim, obtemos:
o TrM =TiM ~ QT>2M ;

o LM ~ QTsM = QT.M ~ Q*TsM:;

hd 7;L—1M ~ Q7:LM = Qn—Z%_lM ~ Qn_lﬁLM.

Logo, TrM =~ QToM ~ 2TsM ~ --- =~ Q" 2T, M ~ Q" YT, M. Portanto, concluimos
que TrM ~ Q" VT, M. [

Agora expressaremos os primos associados do Ext%grade(M) (M, R) para M um modulo
ligado horizontalmente de G-dimensao finita e positiva em termos de AM.

Teorema 3.8 Seja M um R-mddulo ligado horizontalmente de G-dimensdo finita e po-
sitiva. Considere n = r.grader (M) e E = Extiz(M, R). Entao,

Assp(E) = {p € Spec(R) | G-dimpg, (My) # 0,depthp ((AM),) = n = r.gradep (M,)}.

Demonstracao. Seja p € Assg(Exty(M, R)). Dai, Exty (M,, R,) = (Exti(M, R)), # 0
e assim G-dimpg, (M,) # 0. Caso contrario, se G-dimg,(M,) = 0, entdo teriamos que
Ext’ép (M,, Ry) = 0 para todo i > 0, o que seria um absurdo. Observe que r.gradep (M,) <
n, pois Ext%p(Mp,Rp) # 0. Por outro lado, como r.gradep(M) = n, em particular,
Ext’% (M, R) = 0 para todo 1 < i < n — 1. Localizando em p, temos Ext%p(Mp, R,) =0
para todo 1 <i <n — 1, ou seja, r.gradep (M,) > n. Logo, r.gradeg (M,) = n.

Desde que G-dimpg, (M,) é finita e positiva, a Observacao 3.2(ii) garante que
G-dimpg, (M,) > r.gradep (M,) = n.

Além disso, pelo Teorema 1.25 e Lema 3.6, depth(R,) —G-dimpg, (M,) = depthy (M;) > 0,
ou seja, depth(R,) > G-dimpg, (M,). Assim, depth(R,) > n. Localizando em p a sequéncia

exata de R-modulos (3.2) , temos que
0—= (AM), = (P/), = (TrM), — 0

é uma sequénca exata de Ry-modulos. Se (AM), = 0, entdo (TrM), = (Py), e assim,

(TrM), seria projetivo e portanto livre. Pela Proposicao 1.5(ii7), temos que (TrgM), ~
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Trg, M,. Por definicao, existem P e () projetivos tais que (TrgM ), &P = Trg, M, ®Q. As-
sim, Trg, M, ¢ um somando direto de um modulo livre e portanto é projetivo, pelo Teorema
A.4. Pelo Lema 1.15(i7), G-dimpg, (Trg,M,) = 0, o que implica que G-dimpg, (M,) = 0,
pelo Lema 1.15(7), o que é uma contradicdo. Logo, (AM), # 0.

Tomando k = n e localizando em p a sequéncia exata (3.3), temos que
pp € Assp, (Exty (My, Ry)) C Assg, (T M,).

Pela Proposicao B.12, deptth(%Mp) = 0. Logo, deptth(Q’}ipﬁlMp) = n, pelo Lema
B.8.

Como r.gradeRp(Mp) = n, o Lema 3.7 garante que Ag, M, ~ QEPEMP. Logo, pelo
Lema B.7, depthp (Ag,M,) = n. Além disso, como Ag, M, ~ (AM),, entdo novamente
pelo Lema B.7 concluimos que depthp ((AM),) = n.

Reciprocamente, seja p € Spec(R), com G-dimg,(M,) # 0, e depthy ((AM),) =
n = r.gradep (My). Logo, pelo Teorema 1.25 e Lema 3.6, depth(R,) > G-dimg, (M,) >
r.gradep (M,) = n. Pelo Lema 3.7, Q% T, M, ~ A, My ~ (AM),. Dai, segue do Lema
B.7 que

depthp (U T,M,) = depthp ((AM),) = n.

Assim, depthRP(ﬁLMp) = 0, pelo Lema B.9. Como )\%pﬁLMp ¢ um modulo de sizigias e
depth(R,) > 0, segue que depthp (A%, T,M,) # 0 e assim, p, ¢ Assg,(\j T, M,). Pela

sequéncia exata (3.3) localizada em p e k = n, temos
Assg, (T, M,) C Assg, (Exty (My, Ry)) U ASSRp(/\%p'];Mp).

Como depthp (7,M,) = 0, segue que p, € Assg,(7,M,). Portanto, concluimos que
pp € Assg, (Exty (My, Ry)) o que implica que p € Assp(Ext(M, R)). |

3.2 Grade reduzido, ligacao e G-dimensao

Nesta segao, apresentaremos algumas consequéncias do Teorema 3.8 envolvendo
grade reduzido, ligacao horizontal e G-dimensao. Iniciamos caracterizando o grade re-

duzido de um moédulo ligado horizontalmente com G-dimensao finita.

Proposicao 3.9 Seja M um R-mddulo ligado horizontalmente de G-dimensao finita. En-
tao,
r.gradep (M) = inf{depthy ((AM)y) | p € Spec(R), G-dimg, (M,) # 0}.
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Demonstragao. Seja n = r.gradeg(M) e assuma que G-dimg(M) > 0. Logo, pelo Lema
1.15(iv), existe p € Spec(R) tal que G-dimpg, (M,) # 0. Pela formula de Auslander Bridger
(Teorema 1.25) depth(Ry,) > 0. Como M, ¢ um médulo de sizigias, entdo depthp (M) >
0, pelo Lema 3.6.

Sendo r.grader(M) = n, temos que Ext%(M,R) = 0 para todo 1 < i < n.
Dai, Ext’ép(Mp,Rp) = 0 para todo 1 < i < n, ou seja, r.gradeRp(Mp) > n. Logo,
n < r.gradep (M,) < G-dimpg,(M,) < depth(R,). Como M é ligado horizontalmente,
entao pela Proposicao 2.15, AM também é ligado horizontalmente. Pelo Teorema 2.20,

Extp(TrAM, R) = 0. Além disso,
Exth(TrAM, R) = Extly '(QTrAM, R) = Ext’, '(A\2M, R) = Ext}, (M, R) = 0

para todo 2 < i < n, pois n = r.gradegy(M). Logo, temos que Ext’(TrAM, R) = 0 para
todo 1 <4 < n e assim pelo Teorema 1.21(a), AM satisfaz S,,, isto &, depthp ((AM),) >

min{n,depth(R,)} = n. Como p foi tomado de forma arbitraria, segue que
n <inf{depthp ((AM),) | p € Spec(R), G-dimg, (M,) # 0}.

Por outro lado, como r.gradep(M) = n, em particular, Exti (M, R) # 0, donde
Assp(Exth(M, R)) # 0. Seja p € Assp(Exth(M,R)). Pelo Teorema 3.8, segue que
n = depthp ((AM),) com G-dimg,(M,) # 0. Logo,

n > inf{depthy ((AM),) | p € Spec(R), G-dimg, (M,) # 0}.
Portanto,
r.gradeg(M) = inf{depthp ((AM)y) | p € Spec(R), G-dimp, (M,) # 0},

como queriamos. [ |

Para um anel R, seja X'(R) = {p € Spec(R) | depth(R,) < i}. O proximo resultado

fornece uma caracterizacao de modulos ligados horizontalmente de G-dimensao zero.

Proposicao 3.10 Seja M um R-mddulo ligado horizontalmente de G-dimensao finita.
Entao, G-dimg(M) = 0 se, e somente se, depthy (M,) + depthg ((AM),) > depth(R,)
para todo p € Spec(R)\ X°(R).

Demonstracao. Assuma que G-dimg(M) = 0 e suponha por contradicdo que
depthp (My) + depthy ((AM),) < depth(R,) (3.5)
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para algum p € Spec(R)\ X°(R). Note que p € Suppg(M). Caso contrario, terfa-
mos M, = 0, e assim por (3.5) co < depth(R,) < dim(R,) < oo, absurdo. Como
G-dimp(M) = 0, entdo pelo Lema 1.15(iv), G-dimpg, (M,) = 0. Pela formula de Auslander
Bridger (Teorema 1.25), depthp (M,) = depth([2,) e assim, depth(R,)+depthy ((AM),) <
depth(R,), ou seja, depthp ((AM),) < 0. Logo, depthp ((AM),) = 0, donde pela Pro-
posicao B.13, p, € Assg, ((AM),). Além disso, como (AM), é um modulo de sizigias,
Assg,((AM),) € Ass(R,), o que implica que p, € Ass(R,). Pela Proposicao B.12,
depth(R,) = 0, absurdo, pois p € Spec(R) \ X°(R).

Reciprocamente, sejam G-dimg(M) = n e assuma que
deptth(Mp) + deptth(()\M)p) > depth(R,)

para todo p € Spec(R)\ X°(R). Suponha por contradi¢do que n > 0. Pela Proposicao
3.9, existe q € Spec(R) tal que G-dimpg, (M,) # 0 e r.grader (M) = depthp ((AM)g). Pelo
Teorema 1.25, segue que q € Spec(R) \ X°(R). Logo,

depthp (M) + r.gradeg(M) > depth(Ry).
Usando mais uma vez o Teorema 1.25, tem-se
G-dimpg, (M,) + depthp (M,) = depth(Ry) < depthp (M) + r.gradez(M)
ou seja, G-dimpg, (M,) < r.gradep(M). Dai,
r.gradeg(M) > G-dimpg, (M,) > r.gradep (M,) > r.gradeg (M)

absurdo. Portanto, G-dimg(M) = 0. |

A seguir temos uma classe particular de modulos ligados horizontalmente.

Definicao 3.11 Dizemos que um R-moédulo M é autoligado horizontalmente se M =
AM. Note que todo modulo autoligado horizontalmente é ligado horizontalmente. De
fato, por definicao, M = AM. Dai, AM = \2M e assim, M = N\2M, ou seja, M ¢ ligado

horizontalmente.

Exemplo 3.12 Sejam k um corpo ¢ R = k[X]/(X?). Denotamos por z a classe residual
de X em R. Entdo, R/(x) é auto ligado horizontalmente.

Demonstracao. Segue do Exemplo 2.11 com m =2en =1 que R/(z) 2 AR/(z). =
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Corolario 3.13 Seja M um R-mddulo autoligado horizontalmente de G-dimensao finita.
1

Entao, G-dimg(M) = 0 se, e somente se, depthp (M) > édepth(Rp) para todo p €

Spec(R) \ X°(R).

Demonstragao. Pela Proposigao 3.10, G-dimg(M) = 0 se, e somente se, depthp (M,) +
depthp (AM),) > depth(R,) para todo p € Spec(R)\ X°(R). Desde que (AM), =
M,, a dltima desigualdade é equivalente a 2(depthp (M,)) > depth(R,) para todo p €
Spec(R) \ X°(R). n

Para o tltimo resultado da se¢do precisaremos da seguinte definigao.

Definigao 3.14 Seja X um subconjunto de Spec(R). Dizemos que M é de G-dimensao
zero em X se G-dimpg, (M,) = 0 para todo p € X.

Proposicao 3.15 Seja M um R-mddulo ligado horizontalmente de G-dimensao finita e
positiva. Considere ty; = r.gradez (M) + r.gradey(AM), entao M € de G-dimensdo zero
em X™~Y(R).

Demonstragao. Seja r.gradez(AM) = n e suponha por absurdo que G-dimpg, (M,) # 0
para algum p € X'™~1(R). Como M é ligado horizontalmente e r.grade,(AM) = n, temos
pela Proposico 3.4(i) que M satisfaz S,, ou seja, depthp (M) > min{n, depth(R,)} para
todo p € Spec(R).

Se depth(R,) < n, entao depthp (M,) > depth(R,). Desde que G-dimpg, (M,) > 0,
segue da formula de Auslander Bridger (Teorema 1.25) que depth(R,) — depthp (M,) =
G-dimg, (My) > 0, ou seja, depth(R,) > depthy (M,), contradigdo.

Agora, se depth(R,) > n, entdo depthy (M,) > n. Logo,

ty —n =r.gradey(M) < r.gradep (M,) < G-dimg, (M,) = depth(R,) — depthp (M,).
Note que como p € X ~1(R), entao depth(R,) < t) — 1. Logo,
depth(R,) — depthp (M,) <ty — 1 —depthy (M,) <ty —n—1.

Assim, ty —n < depth(R,) — depthg (M,) < ty —n — 1, 0 que também gera uma

contradicao. n

3.3 Ext diagonal e ligagao horizontal

Nesta secao, demonstraremos um resultado envolvendo o Ext diagonal de modulos

ligados horizontalmente. Para isso, precisaremos do seguinte lema.
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Lema 3.16 Sejam M e N R-mddulos e n um inteiro positivo com r.gradegp(M) > n.
Entao,

Ext’“(M,N), sel<i<n,

) Torl (T, M, N) =
(i) Tor;X ) {Torfin(AM,N), sei > n;

Tor® (M,N), sel<i<n,

1) Exti (T, M, N) = ,
(i) Excti( ) { Exty "(AM,N), sei>n.

Demonstracdo. SejaP: P, % P,_; — --- — P, — Py — 0 uma parte de uma resolucio
projetiva truncada a direita de M. Dualizando P, obtemos o co-complexo:

Homp(P,R): P; — P — -+ — P*_ £5 P* 0

Como Hompg(P, R) é um co-complexo podemos converté-lo em um complexo. E para
tanto, considere a seguinte conversao de indices F; = P, para 0 <4 < n. Logo, temos

um complexo de moédulos projetivos:
F:F,>Fpy— =5 Fy—0
Considere a seguinte apresentacdao projetiva de Q"M
P, 5P, = Q"M =0
Dualizando-a, temos:
0= (M) > F, 5 Fy —» TeQ" M — 0

Note que Coker(¢*) = TrQ" M = T,M e Ho(F) = Fy/Im(p*) = Coker(p*). Logo,
Ho(F) = T,M. Desde que r.grade(M) > n, segue que F & uma resolugido projetiva
truncada a direita de 7T, M.

(i) Pela Proposigao A.9,

F QR N = HOIHR([P, R) KRR N = HOII]R([P, R QR N) = HOHlR([P,N)
Assim,

Tor (T, M, N)

I

H;(F ® N)

I

H" “(Hompg(P, N))

I

Ext% (M, R)
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para todo 1 < i < n — 1. Por outro lado, pelo Lema 3.7, A\M =~ Q"7,M. Portanto, pela

Proposicao A.15,
Tor® (T, M, N) = Tor® (Q"T,M,N) = Tor’ (AM,N)

para ¢ > n.

(77) Pela Proposicao A.7,
P®r N =P ®gHomg(R, N) = Homg(Homg(P, R), N) = Homg(F, V).
Assim,

Exto(T,M,N) = H(Homg(F,N))

>~ Tor® .(M,N)
para todo 1 < i <n — 1. Entao, de forma similar a parte (i) temos,
Extl (T, M, N) = Extly"(Q"T,M, N) = Extly"(AM, N)
para i > n. [ |

Teorema 3.17 Sejam M e N R-mddulos. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

(i) Se M ¢ ligado horizontalmente, entio Extl(M, M) = Exth(AM,A\M) para todo
1 <i < inf{r.gradep (M), r.grader(AM)}.

(i4) Se M e N sdo autoligados horizontalmente, entio Ext'y(M, N) = Ext'y (N, M) para
todo 1 < i < inf{r.gradep(M),r.gradey(N)}.

Demonstracao. (i) Seja m um inteiro positivo tal que
1 <m < inf{r.grader(M),r.gradez(AM)}.

Sel <7< m,entdo 1 < m—i < m < rgradey(M). Logo, pela parte (i) do Lema
3.16, temos que Tor? (T, M, M) = Extgf(mfi)(M, M) = Ext’y (M, M). Além disso, pela
parte (ii) do Lema 3.16, segue que Ext’ (7, M, T,,M) = Tor® (M, T,,M) paral < i < m.

Portanto,

Extl(M, M) = Exty (T, M, T M) (3.6)
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para todo 1 < i < m. Novamente pelo item (i) do Lema 3.16, tem-se
Exth(TmM, R) = Torf (M, R)

para todo 1 < i < m. Como R é livre e portanto projetivo, entao Torﬁfi(M, R) =0, isto
&, Exths(T,uM, R) = 0 para todo 1 < i < m, ou seja, r.gradeg(7,,M) > m. Desde que
r.gradep (M) > m, segue do Lema 3.7 que TrM ~ Q™ 17, M.

Logo, Ext}(TM, R) = Extp(Q™7,,M, R) = Extyp(TrM, R) = 0, pelo Teorema
2.20. Portanto, r.gradeg(7,,M) > m. Assuma que r.gradep(7,M) < oo, digamos
que r.gradep(7,,M) = k > m. Por definicio, Ext},(7,,M, R) # 0 e Exth(7,,M,R) =
0 paratodol < i < k. Como TrM =~ Q™ 1T7,M, entdo \M ~ Q™7T,,M. Assim,
Exth(AM, R) = Extl, (0T, M, R) = Ext™(T,,M, R) para todo [ > 0. Nosso objetivo ¢
mostrar que r.gradep(AM) = k —m. Ora, Ext’™(AM, R) = Ext%(T,,M, R) # 0. Agora,

dado 1 <i <k —m, temos que 1 <i+m < k. Dai,
Exth(AM, R) = Ext' ™ (T,,M, R) = 0.

Portanto, r.gradegz(AM) = k — m. Logo, r.gradey (7, M) = r.gradeg(AM) + m > 2m,
isto é, Exty (7, M, R) = 0 para todo 1 < s < 2m. Assim, Ext}(7,,M, P) = 0 para todo
R-médulo projetivo P e todo inteiro 1 < s < 2m.

Note ainda que, se r.gradeg(7,M) = oo, entdo trivialmente obtemos a mesma
conclusao.

Agora considere a sequéncia exata abaixo:
0— QT M — P, — QT,,M — 0

para todo 0 < 7 < m, onde P; ¢ um moédulo projetivo para todo 0 < i < m, que induz a

seguinte sequéncia exata longa (Proposicao A.18(i7)):
<+ = Bxty (T M, Py) = Exth (T M, QT M) — Exty (T, M, O T, M) —

— Extly (T, M, P)) — Extly (T, M, Q' T, M) — Ext} (T, M, QT M) —
- EXt%+2<7;VLM7 H) — = EXt%+m71(TmM7 PZ) - Extig’mfl(TmM’ QZTmM) N

— EXt§é+m(TmM7 QH—ITmM) N Ext%&—m(TmM, R) ...
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Pela sequéncia exata longa e usando o fato que Ext%(’TmM, P;) = 0 para todo 1 < j < 2m,

concluimos que:

Exthy(To M, QT M) 2 Exti (T, M, 01T, M),
Exti (T, M, QT M) =2 Ext}y (T, M, Q™+, M);

Exti ™ (T M, Q' T, M) = Ext} ™ (T M, @, M),
para todo 1 < j < m e para todo 0 <7 < m. Logo,
Ext? (T M, Q°T, M) = Extly™ (T, M, Q' T,, M) = - - - = Ext), ™ (T,, M, Q" T,, M), (3.7)
para todo 1 < j < m. Portanto, por (3.6) e (3.7)

Ext), (M, M) = Exth(TM, T, M)
=~ Exti (T, M, Q™ T, M)

Il

Ext’ ™ (T, M, AM)

2

Ext’ (Q™ T, M, AM)

I

Ext’,(AM, AM)

para todo 1 < j < m.

(77) Seja m um inteiro positivo tal que 1 < m < inf{r.grade,(M),r.grade,(N)}. Se
1 <i<m,entdo 1 < m —1i < m < rgrader(M). Pela parte (i) do Lema 3.16, temos
que Tor® ,(T,,M,N) = Extl™ " (M, N) = Ext’(M, N). Além disso, pela parte (i) do
Lema 3.16, Tor®® (N, T,,M) = Ext%(T,,N, T,,M) para 1 <i < m. Logo,

Ext’ (M, N) = Exty(TuN, Tru M) (3.8)

para todo 1 <1i < m. Como r.gradep(M) > m, o Lema 3.7 garante que AM ~ Q"7T,, M.

Desde que M é autoligado horizontalmente, M = AM e assim, M ~ Q™7,,M. Em
particular, M é ligado horizontalmente. De forma analoga ao item anterior, concluimos
que r.gradeg (7, M) > 2m. Similarmente, temos r.gradez(N) > m, donde N ~ Q™7T,, N
e r.gradeg(7,,N) > 2m. Dai, Exty(7,,N,R) = Oparatodol < i < 2m, e assim,
Ext’% (TN, P) = 0 para todo R-mo6dulo projetivo P e para todo inteiro 1 < i < 2m.
Logo, usando a sequéncia exata 0 — QT M — B — Q7,M — 0 junto com a

sequéncia exata longa do Ext, obtemos o isomorfismo
Ext’ (TN, ToM) = ExtZ™(T,,N, Q" T,,M) (3.9)
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Portanto, por (3.8) e (3.9), temos

Exth(M,N) = Exth(T,N,T.M)

I

Exte (T, N, Q" T, M)

I

Ext™(T,,N, M)

2

Extk(Q™T,.N, M)

I

Ext% (N, M)

para todo 1 <7 < m. ]
Concluiremos o capitulo com a seguinte consequéncia do Teorema 3.17.
Corolario 3.18 Seja M um R-mddulo estavel com G-dimensao zero. Entao,
Ext’ (M, M) = Extl(AM, AM)
para todo i > 0.
Demonstragao. Como M é estavel e G-dimg(M) = 0, entao pelo Corolario 2.24, M
é ligado horizontalmente e G-dimg(AM) = 0. Em particular, r.gradezh(M) = oo =

r.gradegy(AM). Portanto, pelo Teorema 3.17(i), Ext’h(M, M) = Ext%(AM, M) para

todo 7 > 0. ]
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Apéndice A
Nocoes de Algebra Homoldgica

Assim como nos capitulos dessa dissertacao, ao longo dos apéndices assumiremos
que todos os anéis sao Noetherianos comutativos e com unidade. Vale mencionar que
essas hipoteses nao sao necessarias em todos os resultados, porém iremos manté-las para
simplificar a exposicao. Neste Apéndice, apresentaremos algumas definicoes e resultados

de algebra homologica.

Defini¢ao A.1 Um complezo D é uma sequéncia de médulos e homomorfismos (chama-

dos diferenciais) com indices decrescentes

An41 Qn
D:--- > Mypyy — M, — M,y — -

tal que a composi¢ao «a, oy, 1 = 0 para todo n € Z. Denotamos D e suas diferenciais por
(D, ). Observe que a;, o a1 = 0 é equivalente a Im(a,,41) € Ker(ay,). Assim, podemos

considerar o moédulo quociente Ker(a,)/Im(ay,41)-

Definicdo A.2 Se (D, «) é um complexo, entao H, (D) = Ker(a,)/Im(c,+1) é chamado

de n-ésimo mddulo de homologia de D, onde n é um inteiro.

Se H,(D) = 0 para todo n, entdo o complexo D é dito ezato ou aciclico. Isto é
equivalente a dizer que Ker(a,) = Im(a,,1) para todo n. Portanto, a homologia de um
5 14 27 = [43 2 £
complexo mede o quao “longe” ou o quao “perto” o complexo esta de ser exato.
Da mesma forma, uma sequéncia de moédulos e homomorfismos com indices crescen-

tes

n—1 n
F:ooos M M 2 P



1

é dita ser um co-complezo se a™oa™ " = ( para todo inteiro n. Dizemos que o co-complexo

F é exato se Im(a™~ 1) = Ker(a") para todo n. Para esses co-complexos definimos H"(F) =

Ker(a™)/Im(a™ ') como o n-ésimo mddulo de cohomologia de F.

Definicao A.3 Um R-mo6dulo P é projetivo se para qualquer homomorfismo sobrejetor
f + M — N e para qualquer homomorfismo g : P — N, existe um homomorfismo

h: P — M tal que o seguinte diagrama comuta

O proximo resultado nos fornece uma caracterizacao dos moédulos projetivos.

Teorema A.4 Um R-mddulo P € projetivo se, e somente se, P é um somando direto de

um livre.

Demonstragao. Ver |34], Teorema 3.5(i). n
Dessa caracterizacao segue que o dual de um modulo projetivo, é também, projetivo.
E claro que todo médulo livre é projetivo, e a reciproca vale, por exemplo, quando o anel

¢ local (Ver [27], Teorema 2.5).

Definicao A.5 Um R-modulo I é injetivo se dados um homomorfismo injetor i : M — N
e um homomorfismo qualquer f : M — I, existe um homomorfismo g : N — [ tal que o

seguinte diagrama comuta

A seguir temos algumas caracterizacoes de médulos injetivos.

Proposicao A.6 Seja I um R-mddulo finitamente gerado. As sequintes condigoes $Go

equivalentes:
(1) I € injetivo;
(i1) BExtly(M,I) =0 para todo R-mddulo finitamente gerado M e para todo i > 0.

Demonstracao. Ver [5], Proposicao 3.1.2. [ |
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Lema A.7 Sejam S uma R-dlgebra, M um R-mddulo e N e P S-mddulos (e portanto

R-mddulos). Entdao, o homomorfismo
¢1 1 P ®g Hompg(N, M) — Hompg(Homg (P, N), M)

dado por
e1(p® f)(g) = f(gp)

¢ um isomorfismo, se satisfaz pelo menos uma das condigcoes abaizo:
(1) P € finitamente gerado e projetivo;
(i7) P € finitamente gerado e M € injetivo.
Demonstragao. Ver [6], Capitulo VI Proposigoes 5.2 e 5.3. [ |

Definicao A.8 Um R-mo6dulo M é R-plano, ou simplesmente plano, se para toda sequén-

cia exata de R-modulos, G, a sequéncia tensorizada G ®zr M é também exata.

Lema A.9 Sejam S uma R-dlgebra, M um R-mdédulo e N e P S-mddulos (e portanto

R-mddulos). Entao, o homomorfismo
P9 : HOIHS(P, N) KRR M — Homs(P,N®R M)

dado por
p2( @ m)(p) = v(p) ®m

¢ um isomorfismo, se satisfaz pelo menos uma das condigoes abaizo:
(1) P € finitamente gerado e projetivo;

(i7) P € finitamente gerado e M é R-plano.

Demonstragao. Ver [20], Lema 1.1. u
Definicao A.10 Uma resolucao projetiva de um R-modulo M é uma sequéncia exata
[PI"'—>P3—)P2—>P1—>PU—>M—>O

onde P; é projetivo para todo i > 0.
Se omitirmos o R-mo6dulo M, entdo o complexo
"'—>P3—>P2—>P1%PO—>O

é chamado resolucao projetiva truncada a direita de M.
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Dizemos que P tem comprimento n se P, # 0 e P, = 0 para todo i > n, isto é,
P:0—-FP, = —=>P—>P—>P—-F—>M=0

Neste caso, M tem dimensao projetiva finita, e escrevemos pdy(M) = n se, n for o menor
inteiro tal que existe uma resolucao projetiva de M de comprimento n. Se tal n nao
existe, entao pdg (M) = oo.

Sabemos que um R-moédulo F' é dito livre se F' é isomorfo a uma soma direta de
copias do anel R. Além disso, todo mddulo M é o quociente de um modulo livre (Ver
[34], Teorema 2.35), ou seja, para qualquer R-modulo M, existe um R-modulo livre F' e
um epimorfismo ¢ : F' — M.

Uma resolugao livre é definida de maneira totalmente anéloga, substituindo modulos
projetivos por modulos livres. Todo modulo tem uma resolucao livre, e portanto, uma
resolucao projetiva. Uma resolucao livre pode ser facilmente construida, como veremos a
seguir.

Como todo moddulo é o quociente de um livre, entdao para um R-modulo M, existe

um R-modulo livre Fy e um epimorfismo 7 : Fy — M. Logo, obtemos a sequéncia exata
0= Ko % Fy 5 M—0

onde Ky é o niicleo de 7, e i é a injecao natural. Repetimos este procedimento com K|

no lugar de M e tomamos d; como sendo a composi¢ao ¢y o 7y,
R—" s F
1
10
K Ky
0 0 0

Este processo continua infinitamente ou até que se tenha K, = 0 para algum n.

=M 0

Proposigao A.11 (Lema de Schanuel) Dadas as sequéncias exatas

0 KS5PS M0

%

0= K 5P 2 M0

onde P e P’ sdo projetivos, entdao existe um isomorfismo K & PP = K' & P.
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Demonstragao. Ver [34], Proposigao 3.12. [ |

Proposicao A.12 (Lema da ferradura) Dado um diagrama de R-mddulos

0 A—A A" 0

onde as colunas sao resolucoes projetivas e a linha é exata, entao existe uma resolu¢ao
projetiva de A e homomorfismos de modo que as trés colunas formem uma sequéncia exata

de complexos, fazendo com o que diagrama acima comute.

Demonstragao. Ver |34], Proposi¢ao 6.24. [ ]
Definicao A.13 Uma resolugao injetiva de um R-mddulo M é uma sequéncia exata
1:0-M—=I"=T"—>1P—=1 ...

onde I' ¢ injetivo para todo i > 0. A dimensdo injetiva, denotada por idz(M) é o menor
inteiro n tal que existe uma resolucao injetiva de M com I = 0 para todo m > n. Se tal

n nao existe, idg(M) = oo.

Todo modulo pode ser mergulhado em um modulo injetivo (Ver [5], Teorema 3.1.8),
ou seja, para cada modulo M, existe um moédulo injetivo I e uma inje¢ao ¢ : M — [.
Usando um procedimento semelhante ao que fornece a existéncia de uma resolucao livre,

obtemos uma resolucao injetiva de M.
Definicao A.14 Sejam M e N R-moédulos e suponha que
d; di—1 d1
P:--- =P =P — =P —F—=0
é uma resolucao projetiva truncada a direita de M. Aplicando — ®zr N a P, temos o

complexo

di®N

PoprN: - — Pog N4 p o N 42N hi@N

oo > PLQr N — Py ®@r N — 0

onde para cada a ®@ b € P, ®g N temos d; ® N(a ®b) = d;(a) ® b. O i-ésimo Tor do par
M, N é o R-moédulo
Tor®(M,N) := H;(P®g N)
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Esta defini¢do é independente da escolha da resolugao projetiva (Ver |34], Corolario 6.21).
Logo, Torf (M, N) = 0 para todo i > 0 quando M & projetivo. Além disso, valem os
seguintes isomorfismos Tory (M, N) = M @z N (Ver [34], Teorema 6.29) e Tor (M, N) =
Torf (N, M) para todo i > 0 (Ver [34], Teorema 7.1).

o~

Proposicdo A.15 Sejam M um R-mddulo e n um inteiro positivo. Entdo, Tor®(Q"M, R)
Torf, (M, R) para todo i > 1. (Veja notagdo na Definigio 1.17).

Demonstragao. Ver [34], Corolario 6.23. n

Vamos definir agora os médulos Ext como segue.
Definicao A.16 Sejam M e N R-moédulos e suponha que
[P—>PZ£>PZ,1(11—_1>—>P1$PO—>O

é uma resolugao projetiva truncada & direita de M. Aplicando Hompg(—, N) a P, temos o
co-complexo

Homp(d1,N) Homp/(d2,N)
R, il N

HOHlR([P,N) ZO—>HOHIR(P0,N) HOIHR(PlyN) HOHIR(PQ,N) — -

onde para cada f € Hompg(P;, N), temos Hompg(d;, N)(f) = f od;. O i-ésimo Ext de M

com respeito a N é o R-moédulo

Extly (M, N) := H (Hompg(P, N)).
Esta defini¢ao ¢ independente da escolha da resolucao projetiva (Ver [34], Corolério 6.57).
Assim, se pdgp(M) = d, entdo Extl(M, N) = 0 para todo R-moédulo N e todo i >
d. Temos também o isomorfismo Homp(M, N) = Ext% (M, N) (Ver [12], Capitulo 17,

Proposi¢ao 3). De [34], Proposigoes 7.21 e 7.22, segue que o Ext comuta com somas

diretas finitas tanto a esquerda quanto a direita.

Proposicdo A.17 Sejam M e N R-mddulos. Se M ¢ projetivo, entio Ext'y(M, N) = 0
para todo i > 1.

Demonstragao. Ver [12], Capitulo 17 Proposigao 11. [ ]
Proposigao A.18 (Sequéncias exata longa dos Ext)
(1) Considere uma sequéncia exata curta de R-mddulos
O—=+L—-+M-—=N=0
Dado um R-mddulo K, exriste uma sequéncia exata longa
0 — Hompg(N, K) — Homg(M, K) — Homg(L, K) — Extp(N, K) — -

oo = Exth (N, K) — Ext%y (M, K) — Exth (L, K) — - -
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(11) Considere uma sequéncia exata curta de R-mddulos
O—=+L—+M-—=N=0
Dado um R-mddulo K, existe uma sequéncia exata longa
0 — Homp(K, L) — Homp(K, M) — Homp(K, N) — Exty(K, L) — -
oo = Extlh (K, L) — Extly(K, M) — Exth(K,N) — -
Demonstracao. Ver [12]|, Teoremas 8 e 10. u

Proposicao A.19 Sejam M um R-modulo e n um inteiro positivo. Entao, temos que
Ext% ("M, R) = Ext' (M, R) para todo i > 1. (Veja notagdo na Definigao 1.17).

Demonstragao. Ver [34], Corolario 6.55. n

Proposicao A.20 Seja U C R um conjunto multiplicativo. Se M é um R-mddulo fini-

tamente gerado, entao existem isomorfismos
U 'Exty (M, N) = Extl o1 ,(U M, U N)

para todo i > 0 e para todo R-mddulo N.
Demonstracao. Ver [34], Proposi¢ao 7.39. n
Proposicao A.21 Seja M um R-mddulo. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) idr(M) < n;

(i1) Extly(N, M) =0 para todo R-mddulo N e para todo j > n +1;
Demonstracao. Ver [34], Proposi¢ao 8.11. n

Proposicao A.22 Sejam (R,m, k) um anel local e M um R-mddulo finitamente gerado.
Entao,
idp(M) = sup{i > 0| Ext%(k, M) # 0}.

Demonstragao. Ver [5], Proposi¢ao 3.1.14. n
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Apéndice B

Profundidade, grade e anéis especiais

Neste apéndice, além das hip6teses sobre os anéis também assumiremos que todos
os modulos sdo finitamente gerados. Denotamos por dim(R) a dimensdo de Krull do
anel R. Para um R-modulo M, definimos a dimensao de M como sendo dim(M) :=
dim(R/Anng(M)). Assim, dim(M) < dim(R). Dizemos que z € R é um elemento M-
reqular se vz = 0 para z € M, implica z = 0, em outras palavras, £ nao ¢ um divisor de

zero de M. Sequéncias regulares sao composicoes sucessivas de elementos regulares.

Definicao B.1 Seja M um R-moédulo. Uma sequéncia x = x1, ..., x, de elementos de R
é chamada sequéncia M-regular, ou simplesmente M-sequéncia, se as seguintes condicoes

sao satisfeitas:
(1) x1 € M-regular e x; € M/(xq,...,x;_1)-regular para i = 2,...,n;

(i) M/xM # 0.

Uma sequéncia reqular ¢ uma R-sequéncia. Dizemos que x é uma M-sequéncia fraca se
satisfaz a condigao (7).

Sejam R um anel local com ideal maximal m e M # 0 um R-mddulo. Se x C m,
entao a condicao (i) é automaticamente satisfeita devido ao Lema de Nakayama, que no
caso local nos diz que: Se M é um R-moédulo e I C m é um ideal tal que IM = M, entao
M = 0.

Uma M-sequéncia x = x1,...,x, contida em um ideal [ ¢ dita ser mazimal em I,
S€ X1, ..., Tp, Tpe1 NA0 € uma M-sequéncia para qualquer z,,; € I. O proximo resultado
nos diz que toda M-sequéncia maximal em um ideal [ com IM # M tem o mesmo

comprimento. Isso nos permite introduzir a nocao geral de grade e profundidade.



Teorema B.2 (Rees) Sejam M um R-mddulo e I um ideal tal que IM # M. FEntdo

toda M-sequéncia mazimal em I tem o mesmo comprimento n dado por:

n =min{i > 0|ExtyL(R/I, M) # 0}.

Demonstragao. Ver [5], Teorema 1.2.5. u

Definicao B.3 Sejam M um R-mo6dulo e I um ideal tal que IM # M. Entao o com-
primento de uma M-sequéncia maximal em / é chamado de grade de I em M, denotado

por grade(/, M). Pelo Teorema B.2, temos
grade(I, M) = min{i > 0| Ext%(R/I, M) # 0}.

Definigao B.4 Sejam (R, m, k) um anel local com ideal maximal m e corpo residual k
e M # 0 um R-moédulo. Entao, o grade de m em M ¢é chamada de profundidade de M,
denotada por depthp(M). Em outras palavras, a profundidade de M é o comprimento de

uma M-sequéncia maximal em m, ou seja,
depthp(M) = min{i > 0| Ext’(k, M) # 0}.
Por convencao, depth(0) = oo.

Proposicao B.5 Sejam R um anel local e 0 = U — M — N — 0 uma sequéncia ezata

de R-mdoulos. Entao,
(1) depthp(M) > min{depth(U), depth,(N)};
(i7) depthyr(U) > min{depthz(M),depthz(N) + 1};
(77i) depthp(V) > min{depthy(M),depthy(U) — 1}.
Em particular, se depthy(M) > depthz(N) ou depthz(M) > depthy(U), entdo

depthz(U) = depthz(N) + 1.

Demonstragao. Ver [5], Proposi¢ao 1.2.9. |
Corolario B.6 Sejam R um anel local e M, N R-mddulos. Entao,

depthp(M @& N) = min{depthy(M), depthz(N)}.

Demonstracao. Considere a sequéncia exata 0 — M — M & N — N — 0. Pela

Proposicao B.5(i), depthz(M @ N) > min{depthy(M), depthz(N)}. Suponha que
min{depth(M),depthy(N)} = depth (M)

52



entao depthz(N) > depthz(M). Por outro lado, pela Proposicao B.5(ii), depthy(M) >
min{depth, (M & N),depthz(N)+1} = depthp(M & N), pois depth(N) > depth (M),

como queriamos.
Lembramos que dois médulos M e N sao projetivamente equivalentes se existem

P, Q) projetivos com M & P = N ® () e denotamos M ~ N.

Lema B.7 Seja R um anel local. Considere M e N R-mddulos tais que M =~ N. Se
depth (M) < depth(R), entdo depthy(M) = depthy(N).

Demonstracao. Sejam P e () projetivos tais que M & P = N & (). Logo, temos que
depthz(M @ P) = depthz(N @ Q). Assim, pelo Corolario B.6

min{depthy(M), depthy(P)} = min{depthy(NV), depthr(Q)} (B.1)

Como P e @ sdo projetivos e portanto livres, temos que depthp(P) = depth(R) =
depth(Q). Desde que depthz(M) < depth(R), por (B.1) concluimos que depth (M) =
depth,(N). u

Lema B.8 Sejam R um anel local, M um R-mddulo e n um inteiro positivo. Se
depthz (M) =0 e depth(R) > n

entdao depthp(Q"M) = n.

Demonstracao. Faremos inducdao em n. Suponha que n = 1 e considere a sequéncia

exata

0—=>QM — Qy—> M — 0

onde Qg é projetivo. Note que depthy(Qo) = depth(R) > n > 0 = depthz(M). Pela
Proposicao B.5, depthz(QM) = depthy(M)+1 = 1. Assuma que n > 1 e que o resultado

é valido para n — 1. Considere agora a sequéncia exata:
0= Q"M = Q1 — Q"M =0

onde @, ¢ projetivo. Como depthy(Q,_1) = depth(R) > n > n—1 = depthz(Q" "' M),

entao pela Proposigao B.5, depth(Q"M) = depthz(Q" M) +1=n—-1+1=n. [ ]

Lema B.9 Sejam R um anel local, M um R-mddulo e n um inteiro positivo. Se
depth(Q"M) =n e depth(R) > n

entdo depthp(M) = 0.
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Demonstracao. Considere a sequéncia exata abaixo

0—=Q"M — Q1 Qn—2 e Qo M 0
\ /
Q10
O / \ O

onde Q; é projetivo para todo i =0,...,n —1. Como 0 — Q"M — Q.1 — Q" M — 0
¢ exata e depthy(2"M) = n < depth(R) = depthyz(Q,—1), entdo pelo Proposicao B.5,
segue que depthp(Q"'M) = depthz(Q2"M) — 1 = n — 1. Continuamos com esse processo

até chegar na sequéncia exata
0—>QM — Qy —- M — 0
com depthz(QM) =1 < n < depth(R) = depthy(Qy). Logo,
depthz (M) = depthz(QM) —1 =0,
como queriamos. [ |

O proximo resultado fornece uma formula que seré atil no célculo de profundidades.

Proposicao B.10 Sejam (R, m) um anel local ¢ M um R-mddulo. Se x = xy,...,x, €

uma M -sequéncia em m, entao
depth ) x) (M/xM) = depthp(M/xM) = depth (M) — n.
Demonstragao. Ver [5], Proposi¢ao 1.2.10(d). [ |
Definigao B.11 Seja M # 0 um R-mo6dulo. Entao, o grade de M é dado por
gradep(M) = min{i > 0| Ext® (M, R) # 0}.

Proposicao B.12 Sejam (R, m) um anel local e M # 0 um R-mddulo. Entdo temos que
depthp (M) < dim(M). Além disso, depthz(M) < dim(R/p) para todo p € Assr(M).
Em particular, se m € Assg(M), entdo depthy(M) = 0.

Demonstracao. Ver [5], Proposi¢oes 1.2.12 e 1.2.13. u

Proposigao B.13 Sejam (R, m) um anel local e M # 0 um R-mddulo. Se depthy(M) =
0, entdo m € Assp(M).
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Demonstracao. Como depthy(M) = 0 nao existe elemento M-regular x € R tal que
M/xM # 0. Dado x € m, pelo Lema de Nakayama temos que M/xM # 0. Logo, x
nao pode ser M-regular, donde x € zg(M) e assim, m C zz(M). Sendo R Noetheriano e

M # 0 um R-médulo, zg(M) = () P- Pelo Lema da Esquiva m C p para algum

pEASSR

p € Assgr(M). Como m é maximal m = p. Portanto, m € Assg(M). u

Proposicao B.14 Sejam (R, m) um anel local e M # 0 um R-mddulo. Se depthp (M) >
0 e depth(R) > 0, entdo m contém um elemento R e M -regular.

Demonstracgido. Como R ¢ Noetheriano e M # 0 ¢ finitamente gerado, zg(M) = ., pi
com p; € Assp(M) e z(R) = ], q; com q; € Ass(R). Logo, zr(M) U 2(R) é uma finita
de primos, logo esta contida propriamente em R. Como depthy(M) > 0 e depth(R) > 0,
entao pela Proposicao B.12, m ¢ Assp(M)UAss(R), donde m & zr(M)Uz(R). Portanto,
mN R\(zr(M)U z(R)) # 0 e assim m contém um elemento R e M-regular. |

O proximo teorema é um instrumento eficaz para o célculo da profundidade de um

modulo.

Teorema B.15 (Foérmula de Auslander-Buchsbaum) Sejam R um anel local e M #
0 um R-mddulo. Se pdg(M) < oo, entdo pdg(M) + depthy (M) = depth(R).

Demonstracao. Ver [5], Teorema 1.3.3. n

Definicao B.16 Seja R um anel local. Um R-médulo M # 0 é um mddulo Cohen-
Macaulay se depthy(M) = dim(M). Se o proprio R é um modulo Cohen-Macaulay, entao

ele é chamado de anel Cohen-Macaulay. Um mddulo Cohen-Macaulay mazrimal é um
modulo Cohen-Macaulay M tal que dim(M) = dim(R).

Vamos agora introduzir uma outra importante classe de anéis locais.
Definicao B.17 Um anel local R é dito ser Gorenstein se id(R) < occ.

Teorema B.18 Seja (R, m, k) um anel local tal que dim(R) = n. Entao as seguintes

condicoes sao equivalentes:
(1) R € Gorenstein;
(1) id(R) < oo;
(1ii) id(R) = n;
(iv) Extl(k, R) =0 para i #n e Ext}(k, R) = k;
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(v) Extl(k, R) = 0 para algum i > n;

(vi) Ext’(k, R) =0 para i <n e Ext}(k, R) = k.

Demonstracao. Ver [27|, Teorema 18.1.

Proposicao B.19 Todo anel local Gorenstein é um anel Cohen-Macaulay.

Demonstracao. Ver [5], Proposi¢ao 3.1.20.
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Apéndice C
Anéis Semiperfeitos

O foco deste apéndice é apresentar uma importante classe de anéis utilizada ao
longo do texto. Vimos no Capitulo 2 que para termos a operagao A := Q2Tr bem definida
é necessario que o anel em questao admita coberturas projetivas, tais anéis sao chamados

de anéis semiperfeitos. Mais detalhes podem ser encontrados em [3], [14], [22] e [34].

Definicao C.1 Um submo6dulo N de um modulo M é supérfluo se L C M for um sub-
modulo com L+ N = M, entao L = M. Neste caso, denotamos N < M.

Definicao C.2 Uma cobertura projetiva de um modulo M é um par ordenado (P, ),

onde P é projetivo e ¢ : P — M um epimorfismo com Ker(p) < P.

Definicao C.3 Dizemos que um anel R é semiperfeito se todo moddulo finitamente gerado

tem uma cobertura projetiva.

Teorema C.4 Todo anel local é semiperfeito.

Demonstragao. Ver [34], Teorema 4.62. u

Definicao C.5 Uma sequéncia exata de R-modulos P; i> Py — M — 0 é chamada

apresentacao projetiva minimal de M se Py e Py sao projetivos finitamente gerados com
Ker(f) < P, e Im(f) < B.

Observacao C.6 (i) Quando R é semiperfeito todo modulo finitamente gerado tem uma
apresentacdo projetiva minimal. (Ver [3], pag 354). Tomando J = J(R) (o radical de
Jacobson de R), a minimalidade significa apenas que Ker(f) < JP; e Im(f) < JF.

(77) Uma sequéncia exata de R-moédulos
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é chamada resolucao projetiva minimal de M caso P; é projetivo finitamente gerado e
Ker(f;) < JP; para todo i > 0.
(7i1) Usando coberturas projetivas, é facil ver que todo modulo finitamente gerado

sobre um anel semiperfeito tem uma resolucao projetiva minimal.

O préximo resultado nos mostra que as coberturas projetivas sao Unicas quando

existem.

Lema C.7 Assuma que P 5 M ¢é uma cobertura projetiva de um R-mddulo M. Se

Q Iy M ¢ uma cobertura projetiva, entao ) = P.

Demonstracao. Ver [14], Lema 22.11. n
As apresentacgoes projetivas minimais sao essencialmente tinicas como mostra o se-

guinte resultado.

Lema C.8 Se M e N tém apresentacoes projetivas minimais

PLp— M=o

Q15 Qy—N—=0

entao M = N se, e somente se, existem isomorfismos o1 e g tal que o diagrama

Py . p 0
®1 L LAOO
Q==
comuta.
Demonstragao. Ver [3|, Lema 32.11. n

Teorema C.9 Sejam R um anel semiperfeito e M um R-mddulo estdvel finitamente ge-
rado. Se
PP—-F—-M-—0

¢ uma apresentacao projetiva minimal de M, entao
Py — P/ —TrM — 0

¢ uma apresentacao projetiva minimal de TrM. Além disso, TrM € estdvel.

Demonstragao. Ver [3], Teorema 32.13. n
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Proposicao C.10 Sejam R um anel semiperfeito, M um R-mddulo finitamente gerado
com apresentacao projetiva minimal P, — Py — M — 0 e

0— M*— Pf — P 5 TrM — 0

a correspondente apresentacao projetiva da TrM. Entao, w : Pf — TrM € uma cobertura

projetiva.

Demonstracao. Ver [26], Proposi¢ao 3(a). n
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