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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria de ligação de módulos �nitamente gerados sobre

um anel comutativo Noetheriano semiperfeito. Tal teoria foi introduzida por Martsin-

kovsky e Strooker e generaliza a clássica ligação de ideais. Mostramos que sob certas

condições um módulo de dimensão de Gorenstein zero é ligado horizontalmente, e como

consequência fornecemos uma classe de módulos ligados horizontalmente sobre anéis lo-

cais Gorenstein. Além disso, para ummódulo ligado horizontalmente, discutimos conexões

com seus invariantes: grade reduzido, dimensão de Gorenstein e profundidade.

Palavras-chave: Ligação de módulos, dimensão de Gorenstein, grade reduzido.
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Abstract

In this work, we study the theory of linkage of �nitely generated modules over a

semiperfect Noetherian commutative ring. Such theory was introduced by Martsinkovsky

and Strooker and generalizes the classical linkage of ideals. We show that under certain

conditions a module of Gorenstein dimension zero is horizontally linked, and as a con-

sequence we provide a class of horizontally linked modules over Gorenstein local rings.

Moreover, for a horizontally linked module, we discuss connections with its invariants:

reduced grade, Gorenstein dimension and depth.

Key Words: Linkage of modules, Gorenstein dimension, reduced grade.

vii



Sumário

Introdução 3

1 Preliminares 5

1.1 Transposta de Auslander . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Dimensão de Gorenstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Fórmula de Auslander-Bridger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Ligação de ideais e módulos 18

2.1 Ligação de ideais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Ligação de módulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3 Critério para ligação horizontal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Ligação de módulos de dimensão de Gorenstein �nita 30

3.1 Grade reduzido, ligação e primos associados . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2 Grade reduzido, ligação e G-dimensão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3 Ext diagonal e ligação horizontal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

A Noções de Álgebra Homológica 44

B Profundidade, grade e anéis especiais 51

C Anéis Semiperfeitos 57

Bibliogra�a 60



Notações

Todos os anéis considerados neste trabalho, a menos de menção explícita em con-

trário, são Noetherianos comutativos e com unidade e todos os módulos ao longo dos três

capítulos são �nitamente gerados. Quando um anel R possui um único ideal maximal m,

dizemos que o anel é local, e denotamos por (R,m).

A seguir listaremos algumas notações usadas neste trabalho.

� R denota um anel;

� M , N , K, L, P e Q denotam módulos �nitamente gerados;

� Ker(−) núcleo de um homomor�smo;

� Im(−) imagem de um homomor�smo;

� Coker(−) conúcleo de um homomor�smo;

� Min(R) o conjunto dos primos minimais de R;

� AssR(M) o conjunto dos primos associados do R-módulo M ;

� 0 :R M ideal anulador do R-módulo M ;

� SuppR(M) suporte do R-módulo M ;

� dim( ) dimensão de Krull;

� ht( ) altura de um ideal;

� zR(M) o conjunto dos divisores de zero do R-módulo M ;

� pdR(M) a dimensão projetiva do R-módulo M ;



� idR(M) a dimensão injetiva do R-módulo M ;

� ■ indica o �nal de uma demonstração.
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Introdução

A clássica noção de ligação de variedades algébricas remonta ao �nal do século XIX

e início do século XX, quando o matemático alemão Max Noether a usou para estudar

curvas algébricas no espaço projetivo P
3. Gradualmente a teoria de ligação foi sendo

aplicada em situações mais gerais. Em 1974, Peskine e Szpiro [33] introduziram a noção

de ligação de ideais. Posteriormente essas ideias foram estudadas por diversos autores,

em [13, 15, 16, 17, 18, 28, 31, 35, 40].

Essa teoria foi estendida para módulos por vários autores de diferentes maneiras, por

exemplo, Yoshino e Isogawa [41], Martin [24], Martsinkovsky e Strooker [25] e Nagel [30].

Com base nessas generalizações vários trabalhos foram produzidos, veja por exemplo, [9,

10, 11, 19, 32, 36]. Recentemente podemos destacar os trabalhos de Celikbas [7], Sadeghi

[37], Dehghani-Zadeh, Dibaei e Sadeghi [8], Jahandiri e Sayyari [21], Miranda-Neto e

Souza [29], e Souza [38, 39].

Nesta dissertação, estamos interessados na teoria de ligação de módulos estabele-

cida por Martsinkovsky e Strooker [25]. Eles de�niram a noção de ligação de módulos

�nitamente gerados sobre anéis Noetherianos semiperfeitos (não necessariamente comu-

tativos). Com base nesse estudo, Dibai e Sadeghi [9] contibuíram com a teoria de ligação,

trabalhando com módulos de dimensão de Gorenstein �nita, no contexto comutativo (o

qual adotaremos em todo o nosso trabalho).

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar a teoria de ligação de módulos,

introduzida por Martsinkovsky e Strooker, no contexto comutativo. Daremos uma atenção

especial aos módulos ligados horizontalmente com dimensão de Gorenstein �nita. Vale

destacar que uma das metas é contribuir para literatura matemática nacional, visto que

a teoria de ligação é um tema bastante escasso (possivelmente inexistente) no idioma



brasileiro. Este material foi construído com base nos artigos [9, 23, 25].

Esta dissertação está dividida em três capítulos e três apêndices. Sendo organizados

da seguinte forma:

No Capítulo 1, o foco é apresentar a dimensão de Gorenstein e a transposta de

Auslander, ferramentas essenciais para desenvolver a teoria dos capítulos 2 e 3. Neste Ca-

pítulo, estudamos a relação entre a transposta de Auslander e o homomor�smo canônico

σM : M → M∗∗ (Proposição 1.7), fornecemos uma caracterização dos anéis locais Go-

renstein em termos da dimensão de Gorenstein (Teorema 1.18), e demonstramos a famosa

fórmula de Auslander-Bridger (Teorema 1.25), bastante usada no decorrer do texto.

No Capítulo 2, introduzimos a de�nição de ligação de módulos baseada na de�nição

clássica de ligação de ideais sobre um anel local Gorenstein. E para tanto, de�nimos o

operador λ como sendo a composição de dois operadores: sizígias e transposta. Neste ca-

pítulo, estudamos os primos associados de um módulo ligado horizontalmente (Teorema

2.18) e fornecemos uma importante caracterização para módulos ligados horizontalmente

(Teorema 2.20). Como consequência mostramos que todo módulo Cohen-Macaulay ma-

ximal estável sobre um anel local Gorenstein é ligado horizontalmente (Corolário 2.25).

O Capítulo 3, é dedicado ao estudo da teoria de ligação para módulos de dimensão de

Gorenstein �nita. Inicialmente, apresentamos algumas de�nições preliminares, entre elas,

a de destaque e bastante usada ao longo do capítulo é a de grade reduzido, r.gradeR(M).

Relacionamos o grade reduzido e a propriedade S̃k com a ligação horizontal (Proposição

3.4). Ademais, caracterizamos o conjunto dos primos associados de Extr.gradeR(M)
R (M,R),

onde M é um módulo ligado horizontalmente de dimensão de Gorenstein �nita e positiva

(Teorema 3.8), e exploramos algumas consequências. Finalizamos o capítulo estudando o

Ext diagonal de um módulo ligado horizontalmente (Teorema 3.17).

Para concluir o trabalho, adicionamos três apêndices com intuito de facilitar a lei-

tura e torná-la mais objetiva. No Apêndice A, apresentamos alguns conceitos e resultados

de álgebra homológica. No Apêndice B, exibimos algumas de�nições e resultados relaci-

onados a profundidade e grade de um módulo, bem como dos anéis Gorenstein e Cohen-

Macaulay. Finalmente no Apêndice C, listamos alguns conceitos e resultados sobre os

anéis semiperfeitos.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, introduziremos a transposta de Auslander e a dimensão de Gorens-

tein, também chamada de G-dimensão, que serão de fundamental importância ao longo

dos próximos capítulos. A principal referência utilizada foi [23]. Relembramos que ao

longo da dissertação assumiremos que todos os anéis são Noetherianos comutativos e com

unidade e todos os módulos ao longo dos três capítulos são �nitamente gerados.

1.1 Transposta de Auslander

Nesta seção, de�niremos a transposta de Auslander de um módulo e apresentaremos

algumas de suas propriedades. Para um R-módulo M , de�nimos M∗ = HomR(M,R) e

M∗∗ = (M∗)∗. Os módulos M∗ e M∗∗ são chamados, respectivamente, o dual e bidual de

M e aplicar (−)∗ = HomR(−, R) é chamado dualização.

De�nição 1.1 Sejam M um R-módulo qualquer (�nitamente gerado sempre), e

π : P1
u−→ P0

f−→M → 0

uma apresentação projetiva de M , ou seja, π é uma sequência exata de R-módulos com

P1 e P0 módulos projetivos. A transposta de Auslander de M , TrM , é de�nida como

TrM := Coker(u∗), em outras palavras, dualizando π obtemos a sequência exata

π∗ : 0 →M∗ f∗−→ P ∗
0

u∗−→ P ∗
1 → TrM → 0

De�nição 1.2 Sejam M e N R-módulos. Dizemos que M e N são projetivamente equi-

valentes se existem P e Q projetivos tais que M ⊕ P ∼= N ⊕Q. Notação M ≈ N .



Note que TrM depende da escolha da apresentação projetiva π usada na de�nição.

Podemos também denotar Coker(u∗) por TrπM . O próximo resultado nos mostra que a

transposta de Auslander de M , TrM , é única a menos de equivalência projetiva.

Proposição 1.3 Sejam

π : P1
u−→ P0

f−→M → 0

ρ : Q1
v−→ Q0

g−→M → 0

duas apresentações projetivas de M , então TrπM ≈ TrρM .

Demonstração. Ver [23], Proposição 4.

Observação 1.4 Dado M um R-módulo, TrM é de�nida a menos de equivalência pro-

jetiva, ou seja, TrM é uma classe de equivalência de módulos. No entanto, trabalharemos

com TrM livremente como se fosse um R-módulo, tendo o cuidado de especi�car quando

necessário, que um determinado representante está sendo usado. Em verdade, essa distin-

ção é irrelevante dentro dos Ext's para qualquer índice positivo, pois se TrπM ≈ TrρM ,

então por de�nição, existem P e Q projetivos tais que TrπM ⊕ P ∼= TrρM ⊕ Q, donde

ExtiR(TrπM ⊕ P,R) ∼= ExtiR(TrρM ⊕Q,R). Assim,

ExtiR(TrπM,R)⊕ ExtiR(P,R) ∼= ExtiR(TrρM,R)⊕ ExtiR(Q,R).

Portanto, pela Proposição A.17, ExtiR(TrπM,R) ∼= ExtiR(TrρM,R) para todo i ≥ 1.

Proposição 1.5 Sejam M,M1 e M2R-módulos.

(i) Se M ≈ 0 (isto é, se M é projetivo), então TrM ≈ 0. Além disso, Tr(M1 ⊕M2) ≈
TrM1 ⊕ TrM2 e consequentemente, se M ≈ N , então TrM ≈ TrN .

(ii) Tr(TrM) ≈M .

(iii) Se S é um conjunto multiplicativo em R, então TrS−1R(S
−1M) ≈ S−1TrRM . Em

particular, TrRpMp ≈ (TrRM)p para todo p ∈ Spec(R).

Demonstração. Ver [23], Observações (2), (3) e (5), páginas 5788 e 5789.

De�nição 1.6 Para um R-módulo M . A aplicação

σM :M → HomR(HomR(M,R), R) =M∗∗

de�nida por σM(m)(φ) = φ(m) para φ ∈ HomR(M,R) e m ∈ M é chamada de Homo-

mor�smo canônico de M .

Em seguida, estudamos a relação entre TrM,Ker(σM) e Coker(σM).
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Proposição 1.7 Seja σM : M → M∗∗ o homomor�smo canônico, então valem os iso-

mor�smos Ker(σM) ∼= Ext1R(TrM,R) e Coker(σM) ∼= Ext2R(TrM,R). Assim, temos a

sequência exata

0 → Ext1R(TrM,R) →M
σM−−→M∗∗ → Ext2R(TrM,R) → 0.

Além disso, ExtiR(TrM,R) ∼= Exti−2
R (M∗, R) para todo i ≥ 3.

Demonstração. Considere a apresentação projetiva de M :

π : P1
u−→ P0

f−→M → 0

Dualizando π, obtemos:

π∗ : 0 →M∗ f∗−→ P ∗
0

u∗−→ P ∗
1 → TrM → 0

Dividindo π∗ em sequências exatas curtas, temos:

π∗
0 : 0 →M∗ f∗−→ P ∗

0

β0−→ N → 0

π∗
1 : 0 → N

β1−→ P ∗
1 → TrM → 0

onde N = Coker(f ∗) e β1 ◦ β0 = u∗. Como P ∗
0 e P ∗

1 são projetivos, então pela Proposição

A.17, temos que ExtiR(P
∗
0 , R) = 0 = ExtiR(P

∗
1 , R) para todo i > 0. Assim, pela Proposição

A.18(i), obtemos as sequências exatas:

0 → N∗ β∗
0−→ P ∗∗

0

f∗∗−−→M∗∗ → Ext1R(N,R) → 0

0 → (TrM)∗ → P ∗∗
1

β∗
1−→ N∗ → Ext1R(TrM,R) → 0

Considere o diagrama comutativo com linhas exatas:

P1
u //

β∗
1◦σP1

��

P0
f //

σPo

��

M //

σM
��

0

0 // N∗
β∗
0

// P ∗∗
0 f∗∗

//M∗∗

Como P1 é projetivo, então de acordo com o diagrama comutativo abaixo

P1

σP1 //

∼=
��

P ∗∗
1

∼=
��

P1 ⊗R R ∼=
// P1 ⊗R HomR(R,R)

7



segue que σP1 é um isomor�smo.

Note que Coker(β∗
1 ◦ σP1) = Coker(β∗

1)
∼= Ext1R(TrM,R). Pelo Lema da Serpente,

aplicado ao primeiro diagrama comutativo acima, existe uma sequência exata:

Ker(β∗
1 ◦ σP1) → Ker(σP0) → Ker(σM) → Coker(β∗

1 ◦ σP1) → Coker(σP0) → Coker(σM).

Como σP0 é um isomor�smo, segue da exatidão acima que

Ker(σM) ∼= Coker(β∗
1 ◦ σP1)

∼= Ext1R(TrM,R).

Pela Proposição A.18(i), as sequências exatas π∗
0 e π

∗
1, induzem as sequências exatas

longas:

π∗∗
0 : · · · → Exti−2

R (P ∗
0 , R) → Exti−2

R (M∗, R) → Exti−1
R (N,R) → Exti−1

R (P ∗
0 , R) → · · ·

π∗∗
1 : · · · → Exti−1

R (P ∗
1 , R) → Exti−1

R (N,R) → ExtiR(TrM,R) → ExtiR(P
∗
1 , R) → · · ·

Note que Im(f ∗∗) = Im(σM). Assim,

Coker(σM) = Coker(f ∗∗) ∼= Ext1R(N,R) ∼= Ext2R(TrM,R)

onde o último isomor�smo segue de π∗∗
1 com i = 2.

Por �m, de (π∗∗
1 ) e (π∗∗

0 ), concluimos que:

ExtiR(TrM,R) ∼= Exti−1
R (N,R) ∼= Exti−2

R (M∗, R)

para todo i ≥ 3.

Proposição 1.8 Seja 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 uma sequência exata. Então para uma

escolha adequada de transpostas de Auslander, temos uma sequência exata longa:

0 →M ′′∗ →M∗ →M ′∗ → TrM ′′ → TrM → TrM ′ → 0

Demonstração. Sejam P ′
1 → P ′

0 → M ′ → 0 e P ′′
1 → P ′′

0 → M ′′ → 0 quaisquer

duas apresentações projetivas de M ′ e M ′′, respectivamente. Pelo Lema da Ferradura

(Proposição A.12), podemos encaixá-las em um diagrama comutativo com linhas e colunas

8



exatas

0

��

0

��

0

��
P ′
1

//

��

P ′
0

//

��

M ′ //

��

0

P ′
1 ⊕ P ′′

1
//

��

P ′
0 ⊕ P ′′

0
//

��

M //

��

0

P ′′
1

//

��

P ′′
0

//

��

M ′′ //

��

0

0 0 0

Dualizando todo o diagrama, obtemos

0

��

0

��

0

��
0 //M ′′∗ //

��

M∗ //

��

M ′∗

��
0 // P ′′∗

0
//

��

(P ′
0 ⊕ P ′′

0 )
∗ //

��

P ′∗
0

//

��

0

0 // P ′′∗
1

//

��

(P ′
1 ⊕ P ′′

1 )
∗ //

��

P ′∗
1

//

��

0

TrM ′′ //

��

TrM //

��

TrM ′ //

��

0

0 0 0

Aplicando o Lema da Serpente no diagrama destacado acima, concluimos que:

0 →M ′′∗ →M∗ →M ′∗ → TrM ′′ → TrM → TrM ′ → 0

é exata.

De�nição 1.9 Um R-módulo M é uma k-ésima sizígias (k ≥ 1) se existe uma sequência

exata

0 →M → P0 → · · · → Pk−1

com Pj projetivo, para todo j = 0, ..., k − 1. Para k = 1, dizemos apenas que M é um

módulo de sizígias.

Exemplo 1.10 O dual de qualquer R-módulo é uma segunda sizígias. De fato, sejam

M um R-módulo qualquer e P1 → P0 → M → 0 uma apresentação projetiva de M .

Dualizando-a temos que M∗ é pelo menos uma segunda sizígias.
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Proposição 1.11 SejaM um R-módulo. EntãoM é um módulo de sizígias se, e somente

se, Ext1R(TrM,R) = 0.

Demonstração. Segue de [23], Teorema 43.

1.2 Dimensão de Gorenstein

Nesta seção, apresentaremos diversas propriedades da dimensão de Gorenstein (ou

G-dimensão) que serão usadas nesta dissertação. A G-dimensão foi introduzida por Aus-

lander em [1] e desenvolvida por Auslander e Bridger em [2]. Ela possui várias proprieda-

des análogas da dimensão projetiva (Veja Apêndice A), entre elas podemos citar a clássica

fórmula de Auslander-Bridger (Teorema 1.25), bastante usada ao longo deste trabalho, e

que generaliza a fórmula de Auslander-Buchsbaum (Teorema B.15).

De�nição 1.12 Dizemos que um R-módulo M é totalmente re�exivo ou tem dimensão

de Gorenstein zero, em símbolos G-dimR(M) = 0, se satisfaz as seguintes condições:

(i) M é re�exivo, ou seja, o homomor�smo canônico σM :M →M∗∗ é um isomor�smo;

(ii) ExtiR(M,R) = 0 para todo i ≥ 1;

(iii) ExtiR(M
∗, R) = 0 para todo i ≥ 1.

Observação 1.13 Seja M um R-módulo. Pela De�nição 1.12 e Proposição 1.7, note

que G-dimR(M) = 0 se, e somente se, Ker(σM) = 0 = Coker(σM) e ExtiR(M,R) = 0 =

ExtiR(M
∗, R) para todo i ≥ 1 se, e somente se, Ext1R(TrM,R) = 0 = Ext2R(TrM,R) e

ExtiR(M,R) = 0 = Exti+2
R (TrM,R) para todo i ≥ 1. Portanto, G-dimR(M) = 0 se, e

somente se, ExtiR(M,R) = 0 = ExtiR(TrM,R) para todo i ≥ 1.

De�nição 1.14 SejamM um R-módulo e P →M um epimor�smo tal que P é projetivo.

O núcleo deste epimor�smo é denotado por ΩM e é chamado módulo de sizígias de M.

Agora listaremos algumas propriedades importantes da dimensão de Gorenstein zero.

Lema 1.15 Seja M um R-módulo.

(i) G-dimR(M) = 0 ⇔ G-dimR(TrM) = 0.

(ii) Se M é projetivo, então G-dimR(M) = 0.

(iii) Considere a sequência exata 0 → ΩM → P → M → 0, onde P é projetivo e

G-dimR(M) = 0, então G-dimR(ΩM) = 0.
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(iv) G-dimR(M) = 0 se, e somente se, G-dimRp(Mp) = 0 para todo p ∈ Spec(R).

Demonstração. Ver [23], comentário após De�nição 12 e Lema 13.

De�nição 1.16 Um R-móduloM tem dimensão de Gorenstein no máximo k para algum

inteiro k ≥ 0, em símbolos G-dimR(M) ≤ k, se existe uma sequência exata da forma

0 →Mk → · · · →M0 →M → 0

com G-dimR(Mj) = 0 para todo j = 0, ..., k.

Se G-dimR(M) ≤ k para algum k ≥ 0, então escrevemos G-dimR(M) < ∞. Caso

contrário, G-dimR(M) = ∞. Se G-dimR(M) <∞, de�nimos a dimensão de Gorenstein de

M , ou simplesmente a G-dimensão deM , como o menor inteiro k tal que G-dimR(M) ≤ k.

Neste caso, escrevemos G-dimR(M) = k.

De�nição 1.17 Sejam K e M R-módulos e i um número inteiro positivo. Dizemos que

K é uma i-ésima sizígias de M se existir uma sequência exata

0 → K → Pi−1 → · · · → P0 →M → 0

com P0, ..., Pi−1 módulos projetivos. Neste caso, escrevemos K = ΩiM . Por convenção,

todo módulo é uma 0-ésima sizígias.

Dizemos que um anel local R é Gorenstein se ele tem dimensão injetiva �nita quando

visto como um módulo sobre si mesmo (Veja Apêndice B). A seguir apresentaremos uma

importante caracterização de anéis Gorenstein em termos da G-dimensão.

Teorema 1.18 Sejam R um anel local com ideal maximal m e corpo residual k. Considere

dim(R) = n. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) R é Gorenstein;

(ii) G-dimR(M) ≤ n para todo R-módulo M ;

(iii) G-dimR(M) <∞ para todo R-módulo M ;

(iv) G-dimR(k) <∞;

(v) G-dimR(k) = n.

Demonstração. Vamos mostrar que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (i) ; (i) + (ii) + (iii) +

(iv) ⇒ (v) e (v) ⇒ (iv). Note que, (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) e (v) ⇒ (iv) são óbvias. Assim,

mostraremos apenas que (i) ⇒ (ii), (iv) ⇒ (i) e (i) + (ii) + (iii) + (iv) ⇒ (v).
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(i) ⇒ (ii) Suponha que R é Gorenstein, então id(R) = n, pelo Teorema B.18. Se

n = 0, então R é injetivo como R-módulo. Pela Proposição A.6, ExtiR(M,R) = 0 =

ExtiR(TrM,R) para todo i ≥ 1 e para todo R-módulo M , ou seja, todo módulo M tem

G-dimensão zero, pela Observação 1.13.

Agora assuma que n ≥ 1 e seja M um R-módulo. Considere

0 → K → Pn−1 → · · · → P1 → P0 →M → 0

uma sequência exata de R-módulos, onde Pj é livre, para todo j = 0, ..., n − 1. Como

id(R) = n, então pelas Proposições A.19 e A.21, ExtiR(K,R) ∼= Exti+nR (M,R) = 0 para

todo i ≥ 1. Seja,

· · · → Fn → · · · → F1 → F0 → K → 0

uma resolução livre de K. Dualizando-a, temos:

0 → K∗ → F ∗
0 → F ∗

1 → · · · → F ∗
n−1 → F ∗

n → · · ·

que é exato, pois ExtiR(K,R) = 0 para todo i ≥ 1. Seja M ′ = Coker(F ∗
n−2 → F ∗

n−1).

Pela exatidão da sequência acima junto com a Proposição A.21, temos ExtiR(K
∗, R) ∼=

Exti+nR (M ′, R) = 0 para todo i ≥ 1, pelo mesmo motivo do K. Logo, ExtiR(K,R) = 0 =

ExtiR(K
∗, R) para todo i ≥ 1. Resta mostrarmos que K é re�exivo. De fato, como K é um

módulo de sizígias, segue das Proposições 1.7 e 1.11 que Ker(σK) ∼= Ext1R(TrK,R) = 0,

ou seja, σK é injetor. Por �m, mostraremos que σK é sobrejetor. Para isso, considere a

sequência exata:

0 // K ′ // F
f

��

// Pn−1
// · · · //// P0

//M // 0

K

<<

""
0

>>

0

com F livre. Assim, 0 → K ′ → F
f−→ K → 0 é também exata. Logo, K ′ é uma (n + 1)-

ésima sizígias e com a mesma prova que paraK, obtemos ExtiR(K
′, R) = ExtiR(K

′∗, R) = 0

para todo i ≥ 1. Em particular, usando a sequência exata longa dos Ext's (Proposição

A.18(i)), concluímos que f ∗∗ : F ∗∗ → K∗∗ é sobrejetor. Por σK ◦ f = f ∗∗ ◦ σF e usando o

fato que σF é um isomor�smo, temos que Im(σK) = Im(f ∗∗) = K∗∗.

Portanto, G-dimR(K) = 0 e assim, G-dimR(M) ≤ n.
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(iv) ⇒ (i) Assuma que G-dimR(k) <∞. Digamos que G-dimR(k) = s, então existe

uma sequência exata de R-módulos da forma

0 →Ms →Ms−1 → · · · →M0 → k → 0

com G-dimR(Mi) = 0 para todo 0 ≤ i ≤ s. Assim, Exti+sR (k,R) ∼= ExtiR(Ms, R) = 0 para

todo i ≥ 1. Fazendo j = i+s, segue que ExtjR(k,R) = 0 para todo j > s. Pela Proposição

A.22, id(R) ≤ s <∞, ou seja, R é Gorenstein.

(i) + (ii) + (iii) + (iv) ⇒ (v) Por (ii), G-dimR(M) ≤ n para todo R-módulo M .

Em particular, vale para M = k, ou seja, G-dimR(k) ≤ n. Por outro lado, pelo Teorema

B.18, ExtnR(k,R) ∼= k ̸= 0. Logo, pela Proposição A.22, id(R) ≥ n. Agora pela prova de

(iv) ⇒ (i), G-dimR(k) ≥ id(R) ≥ n. Portanto, G-dimR(k) = n.

Agora, vamos listar algumas propriedades da G-dimensão.

Lema 1.19 Sejam M,N,L e K R-módulos

(i) Seja k ≥ 1. Assuma que

0 → K →Mk−1 → · · · →M0 → N → 0

é uma sequência exata de R-módulos, com G-dimR(N) ≤ k e G-dimR(Mj) = 0, para

todo j = 0, ..., k − 1. Então, G-dimR(K) = 0.

(ii) G-dimR(M) ≤ k ⇔ G-dimRp(Mp) ≤ k para todo p ∈ Spec(R). Em outras palavras,

G-dimR(M) = sup{G-dimRp(Mp) | p ∈ Spec(R)}.

(iii) Se 0 → K → L→M → 0 é uma sequência exata, então:

(a) G-dimR(K) ≤ max{G-dimR(L),G-dimR(M)− 1}

(b) G-dimR(L) ≤ max{G-dimR(K),G-dimR(M)}

(c) G-dimR(M) ≤ 1 +max{G-dimR(K),G-dimR(L)}

Em particular, se dois dos três módulos K,L e M tem dimensão de Gorenstein

�nita, então o terceiro também tem.

(iv) G-dimR(M ⊕N) = max{G-dimR(M),G-dimR(N)}.

(v) Se M ≈ N . Então, G-dimR(M) = G-dimR(N).

(vi) Seja M ̸= 0 um R-módulo tal que G-dimR(M) <∞, então

G-dimR(M) = sup{i ≥ 0 | ExtiR(M,R) ̸= 0}.
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Demonstração. (i) Ver [23], Teorema 20. (ii) Ver [23], Corolário 22. (iii) Ver [23],

Teorema 18. (vi) Ver [23], Lema 23(c).

(iv) Considere a sequência exata

0 →M →M ⊕N → N → 0.

Pelo item (iii)(b), G-dimR(M ⊕N) ≤ max{G-dimR(M),G-dimR(N)}. Suponha que

max{G-dimR(M),G-dimR(N)} = G-dimR(M)

então G-dimR(M) ≥ G-dimR(N) > G-dimR(N)− 1. Agora pelo item (iii)(a), temos que

G-dimR(M) ≤ max{G-dimR(M⊕N),G-dimR(N)−1} = G-dimR(M⊕N) e assim, temos

a igualdade.

(v) Se M ≈ N , então existem P e Q projetivos tais que M ⊕ P ∼= N ⊕ Q. Logo,

G-dimR(M ⊕ P ) = G-dimR(N ⊕ Q). Desde que P e Q são projetivos, o Lema 1.15(ii)

garante que G-dimR(P ) = 0 = G-dimR(Q). Portanto, G-dimR(M) = G-dimR(N), pelo

item (iv).

Vamos concluir a seção apresentando um importante resultado. Para isso, precisa-

remos da seguinte de�nição.

De�nição 1.20 Um R-módulo M satisfaz a propriedade S̃k se

depthRp
(Mp) ≥ min{k, depth(Rp)}

para todo p ∈ Spec(R).

Teorema 1.21 Seja k um inteiro positivo. Considere as seguintes a�rmações.

(i) ExtiR(TrM,R) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ k;

(ii) M é uma k-ésima sizígias;

(iii) M satisfaz S̃k.

Então,

(a) (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii);

(b) Se G-dimR(M) <∞, então (iii) ⇒ (i);

Demonstração. Ver [23], Proposição 38 e Teorema 42.
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1.3 Fórmula de Auslander-Bridger

Nesta seção, provaremos a fórmula de Auslander-Bridger. Inicialmente enunciaremos

alguns resultados auxiliares necessários para a demonstração do resultado principal da

seção.

Sejam (R,m) um anel local e M um R-módulo. Lembramos que a profundidade

de M , denotada por depthR(M), é o comprimento de uma M -sequência maximal em m

(Para mais detalhes, veja Apêndice B).

Lema 1.22 Sejam R um anel local eM um R-módulo. Se G-dimR(M) <∞ e depth(R) =

0, então G-dimR(M) = 0.

Demonstração. Ver [23], Corolário 26.

Lema 1.23 Sejam R um anel local e M ̸= 0 um R-módulo tal que G-dimR(M) = 0.

Então, depthR(M) = depth(R).

Demonstração. Ver [23], Lema 28.

Lema 1.24 Sejam M um R-módulo e x ∈ R. Se x é R e M-regular e G-dimR(M) <∞,

então G-dimR/(x)(M/xM) ≤ G-dimR(M). Além disso, se x ∈ J(R) (o radical de Jacobson

de R), então G-dimR/(x)(M/xM) = G-dimR(M).

Demonstração. Ver [23], Corolário 33.

Teorema 1.25 (Fórmula de Auslander-Bridger). Sejam (R,m) um anel local e M ̸= 0

um R-módulo. Se G-dimR(M) <∞, então G-dimR(M) + depthR(M) = depth(R).

Demonstração. Usaremos indução sobre m = G-dimR(M). Se m = 0, o resultado segue

pelo Lema 1.23. Suponha que m ≥ 1 e que o resultado é válido para módulos de dimensão

de Gorenstein igual a m− 1. Seja d = depth(R). Agora provaremos o caso m = 1.

A�rmação: Se G-dimR(M) = 1, então depthR(M) = d− 1.

De fato, provemos por indução em d. Se d = 0, então G-dimR(M) = 0, pelo Lema

1.22. Logo nesse caso, não há módulos M com G-dimR(M) = 1 e assim, o caso d = 0

é verdadeiro por vacuidade. Seja d ≥ 1 e assuma que resultado é válido para um anel

arbitrário de profundidade d− 1 e mostraremos que vale para d.
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Considere uma resolução livre de M .

· · · // F1

  

// F //M // 0

K

  

??

0

>>

0

Assim, 0 → K → F →M → 0 é exata, com G-dimR(F ) = 0 e desde que G-dimR(M) = 1,

então pelo Lema 1.19(i), G-dimR(K) = 0. Como G-dimR(K) = 0 = G-dimR(F ), então

pelo Lema 1.23, depthR(K) = d = depthR(F ). Agora pelo Lema B.5,

depthR(M) ≥ min{depthR(F ), depthR(K)− 1} = d− 1.

Suponha por contradição que depthR(M) ≥ d. Pela Proposição B.14, existe um elemento

x ∈ m que é R e M -regular. Considere R = R/xR e M = M/xM . Pela Proposição

B.10, depth(R) = depth(R) − 1 = d − 1. Além disso, pelo Lema 1.24, G-dimR(M) =

G-dimR(M) = 1. Por hipótese de indução, depthR(M) = d − 2, logo, pela Proposição

B.10, temos que depthR(M) = d− 2. Considere a sequência exata,

0 →M
f−→M →M → 0

onde f(a) = ax. Como depthR(M) ≥ d e depthR(M) = d − 2, então depthR(M) >

depthR(M). Pelo Lema B.5, d ≤ depthR(M) = depthR(M) + 1 = d − 1, absurdo.

Portanto, depthR(M) = d− 1. Isso conclui a prova da a�rmação, ou seja, do caso m = 1.

Finalmente, se m ≥ 2, temos uma sequência exata 0 → K → F → M → 0,

com F livre e pelo Lema 1.19(iii), G-dimR(K) = m − 1. Por hipótese de indução,

G-dimR(K)+depthR(K) = depth(R). Daí, depthR(K) = d−(m−1). Como depthR(F ) =

d > d− (m− 1) = depthR(K), pois m ≥ 2, então pelo Lema B.5,

depthR(K) ≥ min{depthR(F ), depthR(M) + 1} = depthR(M) + 1.

Assim, depthR(F ) > depthR(K) ≥ depthR(M) + 1 > depthR(M). Portanto, mais uma

vez pelo Lema B.5, depthR(K) = depthR(M) + 1, o que implica que

depthR(M) = depthR(K)− 1 = d− (m− 1)− 1 = d−m = depth(R)−G-dimR(M)

isto é, G-dimR(M) + depthR(M) = depth(R).

Dizemos que um R-móduloM é Cohen-Macaulay maximal se depthR(M) = dim(R).
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Corolário 1.26 Sejam R um anel local Gorenstein e M ̸= 0 um R-módulo. Então,

G-dimR(M) = 0 se, e somente se, M é Cohen-Macaulay maximal.

Demonstração. Pelo Teorema 1.18, G-dimR(M) < ∞ para todo R-módulo M . Além

disso, sendo R um anel Gorenstein, então R é Cohen-Macaulay, pela Proposição B.19, ou

seja, depth(R) = dim(R).

Se G-dimR(M) = 0, então pela fórmula de Auslander Bridger (Teorema 1.25), temos

que depthR(M) = depth(R). Portanto, depthR(M) = dim(R) e assim, M é um módulo

Cohen-Macaulay maximal.

Por outro lado, suponha que M é um módulo Cohen-Macaulay maximal, então

depthR(M) = dim(R). Novamente pelo Teorema 1.25, G-dimR(M) + depthR(M) =

depth(R). Como depthR(M) = dim(R) e depth(R) = dim(R), temos G-dimR(M) = 0.
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Capítulo 2

Ligação de ideais e módulos

Neste capítulo, vamos introduzir a teoria de ligação de ideais e estendê-la para mó-

dulos. Além de explorar algumas de suas propriedades e estudar os primos associados de

um módulo ligado horizontalmente. Concluímos apresentando uma caracterização de mó-

dulos ligados horizontalmente, seguido de algumas consequências. A principal referência

utilizada foi [25].

2.1 Ligação de ideais

Nesta seção, reformulamos a clássica de�nição de ligação de ideais com o intuito

de obter uma de�nição no contexto de módulos. De�niremos o operador λ como sendo

a composição de dois operadores: sizígias e transposta. Esse operador λ apareceu pela

primeira vez no livro de Auslander e Bridger em [2], onde foi denotado por D1.

Dizemos que um ideal I de um anel local R é Gorenstein se o anel quociente R/I é

Gorenstein. Para ideais I e J de um anel R, de�nimos o condutor de I em J (em R) por:

J : I = J :R I = {x ∈ R | xI ⊆ J} = {x ∈ R | xy ∈ J, ∀ y ∈ I}.

De�nição 2.1 Seja R um anel local Gorenstein. Dizemos que dois ideais a e b de R são

(algebricamente) ligados por um ideal Gorenstein c se satisfaz as seguintes condições:

(i) c ⊆ a ∩ b,

(ii) a = c :R b e b = c :R a.

Começamos provando o seguinte lema.



Lema 2.2 Sejam R um anel local Gorenstein, a, b e c ideais de R com c um ideal Go-

renstein tal que c ⊆ a ∩ b. Então, a e b são ligados por c se, e somente se, os ideais a/c

e b/c de R/c são ligados pelo ideal nulo de R/c.

Demonstração. Inicialmente mostraremos as seguintes a�rmações:

A�rmação 1: (a ∩ b)/c = a/c ∩ b/c.

⊆) Seja x ∈ (a ∩ b)/c, então existe x1 ∈ a ∩ b tal que x = x1. Daí, x1 ∈ a e x1 ∈ b, o que

implica que x1 ∈ a/c e x1 ∈ b/c. Assim, x = x1 ∈ a/c ∩ b/c.

⊇) Considere agora y ∈ a/c ∩ b/c. Logo, y ∈ a/c e y ∈ b/c, ou seja, existem y1 ∈ a e

y2 ∈ b tais que y = y1 e y = y2. Daí, y1 = y2 e assim, y3 = y1 − y2 ∈ c ⊆ b. Logo,

y1 = y3 + y2 ∈ b. Desse modo, y1 ∈ a ∩ b. Portanto, y = y1 ∈ (a ∩ b)/c.

A�rmação 2: (c : b)/c = 0 : (b/c).

⊆) Tome z ∈ (c : b)/c, então existe z1 ∈ c : b tal que z = z1. Seja r ∈ b/c arbitrário.

Assim, z r = z1 r = z1r = 0 em R/c. Portanto, z ∈ 0 : (b/c).

⊇) Seja w ∈ 0 : (b/c) e considere s ∈ b. Daí, ws = w s = 0 em R/c. Logo, ws ∈ c e assim,

w ∈ c : b. Portanto, w ∈ (c : b)/c.

A�rmação 3: (c : a)/c = 0 : (a/c) (análogo a A�rmação 2).

(⇒) Assuma que a e b são ligados por c, então por de�nição c ⊆ a ∩ b, a = c : b e

b = c : a. Quocientando por c, temos:

c/c ⊆ (a ∩ b)/c, a/c = (c : b)/c e b/c = (c : a)/c.

Assim, pelas A�rmações 1, 2 e 3

0 ⊆ a/c ∩ b/c, a/c = 0 : (b/c) e b/c = 0 : (a/c)

ou seja, os ideais a/c e b/c de R/c são ligados pelo ideal nulo de R/c.

(⇐) Suponha agora que os ideais a/c e b/c de R/c são ligados pelo ideal nulo de

R/c. Daí,

0 ⊆ a/c ∩ b/c, a/c = 0 : (b/c) e b/c = 0 : (a/c).

Novamente pelas A�rmações 1,2 e 3, c/c ⊆ (a ∩ b)/c, a/c = (c : b)/c e b/c = (c : a)/c, ou

seja, c ⊆ a ∩ b, a = c : b e b = c : a. Portanto, a e b são ligados por c.

Como uma consequência, ligação de ideais por um ideal Gorenstein sempre pode ser

substituída pela ligação pelo ideal nulo. De forma geral, para veri�car se a e b são ligados

por c, estendemos esses ideais ao longo do homomor�smo natural de anéis R → R/c,
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veri�camos a ligação dos ideais estendidos pelo ideal nulo e contraímos os ideais estendidos

de volta para R. Para simpli�car a linguagem, apresentamos a seguinte de�nição.

De�nição 2.3 Dois ideais em um anel local Gorenstein são ligados horizontalmente se

eles são ligados pelo ideal nulo.

Exemplo 2.4 Sejam k um corpo e R = k[X]/(Xm) com m > 1 inteiro. Tome n ∈
{1, ...,m − 1} e denotamos por xn a classe residual de Xn em R. Então os ideais (xn) e

(xm−n) são ligados horizontalmente.

Demonstração. Ora, como k é corpo, temos que R é local com ideal maximal m =

(X)/(Xm). Além disso, desde que R é Gorenstein, segue que o ideal nulo é Gorenstein.

É óbvio que 0 ⊆ (xn) ∩ (xm−n). Note que, (xn) = 0 :R (xm−n). De fato, seja a ∈ (xn) e

considere b ∈ (xm−n) arbitrário. Logo, existem r, s ∈ R tais que a = xnr e b = xm−ns. Daí,

ab = xnrxm−ns = xmrs = 0rs = 0. Assim, a ∈ 0 :R (xm−n), isto é, (xn) ⊆ 0 :R (xm−n).

Por outro lado, tome z ∈ 0 :R (xm−n). Então, zxm−n = 0. Como z ∈ R, existe z1 ∈ k[X]

tal que z = z1. Logo, z1Xm−n = 0 e assim, z1Xm−n ∈ (Xm), o que implica que z1Xm−n =

Xmw, com w ∈ k[X]. Desse modo, z1 = Xnw, donde z = z1 = Xnw = xnw ∈ (xn), ou

seja, 0 :R (xm−n) ⊆ (xn). De forma análoga, mostramos que (xm−n) = 0 :R (xn). Assim,

(xn) é ligado a (xm−n) pelo ideal nulo e, portanto, são ligados horizontalmente.

A discussão anterior mostra que a ligação geral pode ser pensada informalmente

como um procedimento de três etapas que consiste na extensão de um ideal, ligação ho-

rizontal, e contração de um ideal. Nosso próximo objetivo é mostrar que todos os três

componentes dessa sequência podem ser de�nidos para módulos. Para tanto, relembrare-

mos os operadores sizígias e transposta.

Observação 2.5 Seja M um R-módulo.

(i) Considere P → M um epimor�smo tal que P é projetivo. O núcleo deste epi-

mor�smo é denotado por ΩM e é chamado módulo sizígias de M . Pelo Lema de

Schanuel's (Lema A.11), ΩM é de�nido unicamente a menos de equivalência proje-

tiva. Porém, se R admite coberturas projetivas, então pelo Lema C.7, ΩM é de�nido

unicamente a menos de isomor�smo assumindo que P → M é uma cobertura pro-

jetiva de M . De agora em diante, a menos que seja explicitamente declarado o

contrário, esta suposição sempre será feita.

(ii) Seja P1 → P0 →M → 0 uma apresentação projetiva de M . Vimos na De�nição 1.1

que a transposta, TrM , de M é de�nida pela sequência exata

0 →M∗ → P ∗
0 → P ∗

1 → TrM → 0
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obtida dualizando a apresentação projetiva acima. Pela Proposição 1.3, a transposta

é de�nida unicamente a menos de equivalência projetiva. Porém, se assumirmos a

existência de coberturas projetivas e que a apresentação projetiva de M é minimal,

então pelo Lema C.8, TrM é de�nida unicamente a menos de isomor�smo. De agora

em diante, a menos que seja explicitamente declarado o contrário, essa suposição

da minimalidade sempre será feita. Neste contexto, a transposta de um módulo

projetivo será o módulo nulo.

Como um primeiro passo para generalizar a ligação horizontal, passamos dos ideais

aos módulos. Uma maneira natural de ver um ideal como um módulo é passar para

seu módulo cíclico correspondente. O signi�cado preciso dessa a�rmação é capturado no

seguinte lema.

Lema 2.6 Dois ideais em um anel são iguais se, e somente se, os módulos cíclicos cor-

respondentes são isomór�cos.

Demonstração. Sejam I e J dois ideais em um anel R. Mostraremos que I = J se, e

somente se, R/I ∼= R/J como R-módulos.

(⇒) Suponha que I = J , então R/I = R/J . Como a aplicação identidade Id :

R/I → R/I = R/J é um isomo�smo segue que R/I ∼= R/J .

(⇐) Assuma agora que R/I ∼= R/J , então existe um isomor�smo φ : R/I → R/J .

Sabemos que, I = 0 : (R/I) e J = 0 : (R/J). Seja a ∈ I. Por de�nição, a(R/I) = 0,

isto é, az = 0 para todo z ∈ R/I. Considere agora, y ∈ R/J . Como φ é um isomor�smo,

existe x ∈ R/I tal que φ(x) = y. Logo,

ay = aφ(x) = φ(ax) = φ(0) = 0.

Portanto, a ∈ 0 : (R/J) = J , donde I ⊆ J . De forma análoga, mostramos que J ⊆ I e

assim, I = J .

Agora, para descrever a ligação horizontal em termos de módulos precisaremos do

seguinte resultado.

Lema 2.7 Sejam a e b ideais em um anel local R, onde b é um ideal próprio. Então,

a = 0 : b se, e somente se, R/a é isomorfo a ΩTrR/b.

Demonstração. Se b = 0, então a = 0 : b se, e somente se, a = R se, e somente se,

R/a ∼= ΩTrR/b , pois ΩTrR/b ∼= ΩTrR ∼= 0.

Assuma agora que b ̸= 0 e seja Rn → b uma cobertura projetiva de b. Note que

R/b não tem somando direto projetivo não nulo. Caso contrário, existiria uma injeção
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R ↪→ R/b. Daí, R ∼= Im(R ↪→ R/b), donde bR ∼= bIm(R ↪→ R/b) = 0, ou seja,

b = bR ∼= 0, absurdo, pois b ̸= 0. Considere

Rn → R
π−→ R/b → 0

uma apresentação projetiva minimal de R/b, onde π é a projeção natural. Dualizando-a,

temos a sequência exata:

0 → HomR(R/b, R)
π∗
−→ HomR(R,R) → HomR(R

n, R) → TrR/b → 0

Pelo Teorema C.9,

HomR(R,R) → HomR(R
n, R) → TrR/b → 0

é uma apresentação projetiva minimal de TrR/b. Como consequência, temos uma sequên-

cia exata

0 → HomR(R/b, R)
π∗
−→ HomR(R,R) → ΩTrR/b → 0

Seja φ : HomR(R,R) → R o isomor�smo, dado por φ(f) = f(1). Compondo φ com π∗,

obtemos a sequência exata

0 → HomR(R/b, R)
φ◦π∗
−−−→ R

ψ−→ ΩTrR/b → 0

onde (φ ◦ π∗)(α) = φ(π∗(α)) = φ(α ◦ π) = (α ◦ π)(1) = α(1).

Mostraremos que Im(φ ◦ π∗) = 0 : b. De fato, seja y ∈ Im(φ ◦ π∗), então existe g ∈

HomR(R/b, R) tal que φ ◦ π∗(g) = y, ou seja, g(1) = y. Dado x ∈ b arbitrário, temos que

yx = g(1)x = g(x) = g(0) = 0, isto é, y ∈ 0 : b, e assim Im(φ ◦ π∗) ⊆ 0 : b.

Por outro lado, considere z ∈ 0 : b, então zw = 0 para todo w ∈ b. De�na

h : R/b → R por h(x) = zx. Como zw = 0 para todo w ∈ b, h está bem de�nida e

claramente h é um homomor�smo. Logo, z = z 1 = h(1) = (φ ◦ π∗)(h) ∈ Im(φ ◦ π∗), isto

é, z ∈ Im(φ ◦ π∗), donde 0 : b ⊆ Im(φ ◦ π∗). Daí, Im(φ ◦ π∗) = 0 : b. Pelo Lema 2.6,

a = 0 : b ⇔ R/a ∼= R/(0 : b) = R/Im(φ ◦ π∗) = R/Ker(ψ) ∼= Im(ψ) = ΩTrR/b.

Portanto, a = 0 : b se, e somente se, R/a é isomorfo a ΩTrR/b.

Retornando para ligação de ideais, temos o seguinte resultado.

Proposição 2.8 Seja R um anel local Gorenstein. Então, dois ideais a e b não nulos de

R, com um deles próprio, são ligados horizontalmente se, e somente se, R/a ∼= ΩTrR/b

e R/b ∼= ΩTrR/a.
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Demonstração. Digamos que b seja próprio e suponha que a e b são ligados horizontal-

mente. Pela De�nição 2.3, a e b são ligados pelo ideal nulo. Em particular, a = 0 : b e

b = 0 : a. Como b = 0 : a, então a ̸= R. Caso contrário, teríamos b = 0 : R = 0, absurdo,

pois b ̸= 0. Sendo a e b diferentes de R, segue pelo Lema 2.7 que

R/a ∼= ΩTrR/b e R/b ∼= ΩTrR/a.

Reciprocamente, assuma que R/a ∼= ΩTrR/b e R/b ∼= ΩTrR/a. Pelo Lema 2.7,

a = 0 : b e b = 0 : a. Além disso, é imediato que 0 ⊆ a∩ b. Portanto, por de�nição, a e b

são ligados horizontalmente.

A proposição recém provada indica a importância do operador ΩTr na teoria de

ligação, de agora em diante ele será denotado por λ.

Se a e b são ligados horizontalmente, então cada um dos dois ideais é unicamente

determinado pelo outro como seu anulador. Portanto, faz sentido dizer que o ideal a é

ligado horizontalmente (omitindo o b), ou seja, a = 0 : (0 : a) (neste caso, b = (0 : a)).

Nesta terminologia temos a seguinte consequência.

Corolário 2.9 Seja a um ideal próprio não nulo de um anel local Gorentein R. Então,

a é ligado horizontalmente se, e somente se, R/a ∼= λ2(R/a).

Demonstração. Suponha que a é ligado horizontalmente, digamos que a seja ligado a

b. Pela Proposição 2.8, R/a ∼= λ (R/b) e R/b ∼= λ (R/a). Portanto, R/a ∼= λ2(R/a).

Por outro lado, por hipótese e pelo Lema 2.7 tem-se,

R/a ∼= λ2(R/a) = λ(λ(R/a)) ∼= λ(R/(0 : a))

e R/(0 : a) ∼= λ(R/a). Pela Proposição 2.8, a é ligado horizontalmente a (0 : a).

2.2 Ligação de módulos

Tendo em vista os dois últimos resultados da seção anterior, a ligação horizontal de

ideais pode ser estendida para o contexto de módulos. Além disso, para que o operador

λ esteja bem de�nido a única condição necessária é a existência de coberturas projeti-

vas. Desse modo, os operadores sizígias e transposta estão bem de�nidos a menos de

isomor�smo e consequentemente o λ está bem de�nido.

Desse modo, trabalharemos com anéis R para os quais todo módulo (lembrando

que estamos assumindo que todo módulo é �nitamente gerado) possui uma cobertura
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projetiva. Esses anéis são chamados de anéis semiperfeitos. Todo anel local é semiperfeito.

Para mais informações sobre essa classe de anéis veja Apêndice C.

Começaremos com a de�nição de ligação horizontal de módulos e, em seguida, apre-

sentaremos algumas propriedades.

De�nição 2.10 Sejam R um anel semiperfeito e M,N R-módulos. Dizemos que M é

ligado horizontalmente a N quando M ∼= λN e N ∼= λM . Também dizemos que M é

ligado horizontalmente (a λM) se, e somente se, M ∼= λ2M .

Exemplo 2.11 Sejam k um corpo e R = k[X]/(Xm) com m > 1 inteiro. Tome n ∈
{1, ...,m− 1} e denotamos por xn a classe residual de Xn em R. Então, R/(xn) é ligado

horizontalmente a R/(xm−n).

Demonstração. Pelo Exemplo 2.4 os ideais (xn) e (xm−n) são ligados horizontalmente.

Pela Proposição 2.8, segue que R/(xn) ∼= λR/(xm−n) e R/(xm−n) ∼= λR/(xn). Portanto,

pela De�nição 2.10, R/(xn) é ligado horizontalmente a R/(xm−n).

Como consequência do resultado principal da Seção 2.3, mostraremos que todo mó-

dulo Cohen-Macaulay maximal e estável (veja Observação 2.12 abaixo para de�nição de

estável) sobre um anel local Gorenstein é ligado horizontalmente (Veja Corolário 2.25).

Observação 2.12 Segue desta de�nição que um módulo projetivo é ligado horizontal-

mente, se e somente se, ele é isomorfo ao módulo nulo. De fato, a transposta e o módulo

sizígias de um módulo projetivo são nulos e assim, o λ de um projetivo é também nulo.

Além disso, todo módulo ligado horizontalmente é estável, ou seja, é um módulo que não

possui somando direto projetivo não nulo (veja [25], Proposição 3).

Uma vez de�nida a ligação horizontal para módulos, podemos agora de�nir a ligação

geral para módulos.

De�nição 2.13 Seja R um anel semiperfeito. Um R-móduloM é dito ser ligado a um R-

módulo N por um ideal c se, c ⊆ (0 :R M)∩(0 :R N) eM e N são ligados horizontalmente

como R/c-módulos. Nesta situação, denotamos M ∼
c
N .

Convenção 2.14 De agora em diante, além de Noetheriano comutativo e com unidade,

iremos assumir que R é semiperfeito.

Nosso principal objetivo é o estudo dos módulos ligados horizontalmente. Começa-

remos esse estudo com o seguinte resultado.

Proposição 2.15 Suponha queM é ligado horizontalmente. Então, λM também é ligado

horizontalmente e, em particular, λM é estável.
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Demonstração. Como M é ligado horizontalmente, então M ∼= λ2M . Logo, λ2(λM) ∼=

λ(λ2M) ∼= λM , ou seja, λM ∼= λ2(λM). Portanto, λM é ligado horizontalmente e, pela

Observação 2.12, λM é estável.

A partir de agora, relacionaremos a ligação horizontal de módulos com a teoria de

primos associados. Primeiro, vejamos a de�nição de módulo unmixed.

De�nição 2.16 Dizemos que um R-módulo M é unmixed se todos os primos associados

tem a mesma altura.

SejaM um R-módulo unmixed. Já sabemos que MinR(M) ⊆ AssR(M). Agora, seja

p ∈ AssR(M). Se p não for minimal, então p contém propriamente um minimal q. Daí,

ht(p) > ht(q), absurdo. Portanto, p ∈ MinR(M) e assim AssR(M) ⊆ MinR(M), donde

AssR(M) = MinR(M), ou seja, se M é unmixed, os primos associados de M são iguais

aos primos associados minimais de M .

Temos o seguinte resultado no contexto de ideais.

Proposição 2.17 Sejam R um anel qualquer (não necessariamente semiperfeito), b um

ideal de R e a = 0 : b. Então, AssR(R/a) ⊆ Ass(R) e se R é unmixed e b = 0 : a, temos

AssR(R/a) ∪ AssR(R/b) = Ass(R).

Demonstração. Se b = 0, então a = R. Daí, AssR(R/a) = ∅ ⊆ Ass(R). Além disso,

∅ ∪ Ass(R) = Ass(R) e assim a segunda a�rmação é trivial. Assuma que b ̸= 0 e seja

b = (b1, ..., bn). Considere a aplicação f : R → Rn de�nida por f(x) = (b1x, ..., bnx) ∈ Rn.

A�rmação: 0 : b = Ker(f).

De fato, seja x ∈ 0 : b, então xb = 0 para todo b ∈ b. Daí, f(x) = (b1x, ..., bnx) = 0,

donde x ∈ Ker(f). Agora, considere y ∈ Ker(f). Logo, f(y) = (0, ..., 0), ou seja,

(b1y, ..., bny) = (0, ..., 0). Sendo b1, ..., bn os geradores de b, segue que y ∈ 0 : b.

Pelo Teorema do Isomor�smo, R/(0 : b) = R/Ker(f) ∼= Im(f) ↪→ Rn. Assim,

AssR(R/(0 : b)) ⊆ AssR(Rn) = Ass(R). Daí, AssR(R/a) ⊆ Ass(R). Usando agora que

b = 0 : a mostramos que AssR(R/b) ⊆ Ass(R). Portanto, AssR(R/a) ∪ AssR(R/b) ⊆

Ass(R).

Tome agora p um primo associado de R. Como a := 0 : b, então ab = 0 ⊆ p. Sendo

p primo, a ⊆ p ou b ⊆ p. Pela suposição de R ser unmixed e p um primo associado de R,

então p é um primo associado minimal de R que contém a ou b.

Se p ⊇ a = 0 : (R/a), então p ∈ SuppR(R/a), ou seja, p é um primo minimal do

suporte de R/a. Como MinR(SuppR(R/a)) = MinR(AssR(R/a)), então p é um primo
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associado minimal de R/a, em particular, é um primo associado de R/a. Agora, se

supormos que p ⊇ b = 0 : (R/b), obtemos que p é um primo associado de R/b. Logo,

p é um primo associado de R/a ou R/b, ou seja, p ∈ AssR(R/a) ∪ AssR(R/b), donde

Ass(R) ⊆ AssR(R/a) ∪ AssR(R/b). Portanto, AssR(R/a) ∪ AssR(R/b) = Ass(R).

A generalização da Proposição 2.17 para módulos pode ser feita da seguinte forma.

Teorema 2.18 Sejam R um anel local e M um R-módulo. Então, AssR(λM) ⊆ Ass(R).

Se R é unmixed e M ̸= 0 é ligado horizontalmente, então

AssR(M) ∪ AssR(λM) = Ass(R).

Demonstração. Como λM é um módulo sizígias, então existe um R-módulo projetivo

P e uma injeção λM ↪→ P . Além disso, P é livre, pois R é local. Daí, P ∼= Rn para

algum inteiro n ≥ 1. Portanto, AssR(λM) ⊆ Ass(Rn) = Ass(R).

Se M é ligado horizontalmente, então M ∼= λ2M ∼= λ(λM). Daí, AssR(M) ⊆

Ass(R). Logo, AssR(M) ∪ AssR(λM) ⊆ Ass(R).

Seja p um primo associado de R e P1 → P0 → M → 0 uma apresentação livre

minimal de M . Dualizando-a, temos a sequência exata

0 →M∗ → P ∗
0 → λM → 0.

Suponha que p /∈ SuppR(M) ∪ SuppR(λM), então Mp = 0 e (λM)p = 0. Localizando a

sequência exata acima em p, obtemos a sequência exata

0 → (M∗)p → (P ∗
0 )p → (λM)p → 0

Como M e P0 são �nitamente gerados, temos que a sequência

0 → (Mp)
∗ → ((P0)p)

∗ → (λM)p → 0

é também exata, donde (P ∗
0 )p

∼= ((P0)p)
∗ = 0, absurdo, pois como P ∗

0 é livre, então

p ∈ Ass(R) = AssR(Rn) = AssR(P ∗
0 ) ⊆ SuppR(P

∗
0 ) para algum n ≥ 1 inteiro e assim,

(P ∗
0 )p ̸= 0. Portanto, p ∈ SuppR(M) ∪ SuppR(λM), o que implica que

Ass(R) ⊆ SuppR(M) ∪ SuppR(λM).

Se R é unmixed, então Ass(R) = Min(R) e assim, p é um primo associado minimal

de R. Se p ∈ SuppR(M), então p ∈ Min(SuppR(M)) = Min(AssR(M)) ⊆ AssR(M). Se

p ∈ SuppR(λM), então p ∈ Min(SuppR(λM)) = Min(AssR(λM)) ⊆ AssR(λM). Em todo

caso, p ∈ AssR(M) ∪ AssR(λM). Portanto, Ass(R) ⊆ AssR(M) ∪ AssR(λM) e assim,

AssR(M) ∪ AssR(λM) = Ass(R).
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2.3 Critério para ligação horizontal

Nesta seção, demonstraremos uma caracterização para os módulos ligados horizon-

talmente e apresentaremos algumas de suas consequências. Começaremos com o seguinte

lema fundamental.

Lema 2.19 Seja M um R-módulo estável. Então a imagem do homomor�smo canônico

σM :M →M∗∗ é isomorfo a λ2M .

Demonstração. Seja P1 → Po
φ−→ M → 0 uma apresentação projetiva minimal de M .

Considere o diagrama comutativo:

P0
φ // //

∼= σP0

��

M

σM
��

P ∗∗
0

φ∗∗
//M∗∗

ou seja, φ∗∗ ◦ σP0 = σM ◦ φ. Note que,

Im(σM) = σM(M) = σM(Im(φ)) = σM(φ(P0)) = φ∗∗(σP0(P0)) = φ∗∗(P ∗∗
0 ) = Im(φ∗∗).

Dualizando a apresentação projetiva minimal de M acima temos as sequências exatas:

0 →M∗ φ∗
−→ P ∗

0 → P ∗
1 → TrM → 0 e 0 →M∗ φ∗

−→ P ∗
0 → λM → 0

onde P ∗
0 → P ∗

1 → TrM → 0 é uma apresentação projetiva minimal de TrM pelo Teorema

C.9. Em particular, P ∗
0 → λM → 0 é uma cobertura projetiva de λM . Considere

Q0
ψ−→M∗ → 0 uma cobertura projetiva de M∗. Pela exatidão da sequência

0 →M∗ φ∗
−→ P ∗

0 → λM → 0

temos que Ker(P ∗
0 → λM) ∼= M∗. Logo,

Q0
α:=φ∗◦ψ //

ψ !!

P ∗
0

// λM // 0

M∗
φ∗

==

""
0

<<

0

é uma apresentação projetiva minimal de λM . Aplicando (−)∗ = HomR(−, R) a esta

apresentação, temos a seguinte sequência exata:

0 // (λM)∗ // P ∗∗
0

α∗ //

φ∗∗
""

Q∗
0

// Tr(λM) // 0

M∗∗
ψ∗

<<
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Pela exatidão da sequência acima, junto com a Proposição C.10, Im(α∗) ∼= ΩTr(λM) =

λ2M . Por outro lado, como ψ∗ é um monomor�smo, isto é, um homomor�smo injetor,

temos

Im(α∗) = Im(ψ∗ ◦ φ∗∗) = ψ∗(φ∗∗(P ∗∗
0 )) = ψ∗(Im(φ∗∗)) ∼= Im(φ∗∗).

Portanto, Im(σM) = Im(φ∗∗) ∼= Im(α∗) ∼= λ2M , ou seja, Im(σM) ∼= λ2M .

Podemos agora caracterizar os módulos ligados horizontalmente.

Teorema 2.20 Seja M um R-módulo. Então M é ligado horizontalmente se, e somente

se, M é estável e Ext1R(TrM,R) = 0.

Demonstração. (⇒) Suponha que M é ligado horizontalmente, então M ∼= λ2M . Diga-

mos que ψ seja tal isomor�smo. Em particular, M é estável, pela Observação 2.12. Pela

Proposição 1.7, temos que a sequência

0 → Ext1R(TrM,R) →M
g−→ Im(σM) → 0

é exata, e assim Ker(g) ∼= Ext1R(TrM,R). Além disso, pelo Lema 2.19 existe um isomor-

�smo f : Im(σM) → λ2M . Como f, g e ψ são sobrejetoras, então φ = ψ ◦ f ◦ g :M →M

é um endomor�smo sobrejetor. Portanto, φ é um isomor�smo (veja [27], Teorema 2.4).

Em particular, Ker(φ) = 0. Note que, Ker(φ) = Ker(g). De fato,

x ∈ Ker(φ) ⇔ φ(x) = 0 ⇔ ψ(f(g(x))) = 0 ⇔ f(g(x)) = 0 ⇔ g(x) = 0 ⇔ x ∈ Ker(g).

Assim, Ext1R(TrM,R) ∼= Ker(g) = Ker(φ) = 0.

(⇐) Assuma agora que M é estável e Ext1R(TrM,R) = 0. Pelo Lema 2.19 e Propo-

sição 1.7, a sequência

0 → Ext1R(TrM,R) →M → λ2M → 0

é exata. Como Ext1R(TrM,R) = 0, segue que M ∼= λ2M . Portanto, M é ligado horizon-

talmente.

Vamos deixar registrado o seguinte fato utilizado na demonstração do teorema an-

terior.

Observação 2.21 Dado um R-módulo estável M , existe uma sequência exata curta:

0 → Ext1R(TrM,R) →M → λ2M → 0 (2.1)

Concluiremos a seção com algumas consequências do Teorema 2.20.
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Corolário 2.22 Um R-módulo M é ligado horizontalmente se, e somente se, M é um

módulo de sizígias estável.

Demonstração. (⇒) Suponha que M é ligado horizontalmente. Por de�nição, M ∼=

λ2M = ΩTrλM , o que mostra que M é um módulo de sizígias. Pela Observação 2.12, M

é estável. Portanto, M é um módulo de sizígias estável.

(⇐) Assuma que M é um módulo de sizígias estável. Pela Proposição 1.11, temos

que Ext1R(TrM,R) = 0. Como M também é estável, tem-se pelo Teorema 2.20 que M é

ligado horizontalmente.

Corolário 2.23 Todo R-módulo estável e re�exivo é ligado horizontalmente.

Demonstração. Seja M um R-módulo estável e re�exivo. Como M é re�exivo, então

o homomor�smo canônico σM : M → M∗∗ é um isomor�smo. Logo, Ker(σM) = 0 =

Coker(σM). Pela Proposição 1.7, Ext1R(TrM,R) ∼= Ker(σM) = 0. Portanto, pelo Teorema

2.20, M é ligado horizontalmente.

O próximo resultado relaciona G-dimensão zero com ligação horizontal.

Corolário 2.24 Seja M um R-módulo estável de G-dimensão zero. Então M é ligado

horizontalmente e λM é um R-módulo estável de G-dimensão zero.

Demonstração. Como G-dimR(M) = 0, segue que M é re�exivo. Pelo Corolário

2.23 e Proposição 2.15, M é ligado horizontalmente e λM é estável. Pelo Lema 1.15(i),

G-dimR(TrM) = 0. Portanto, G-dimR(λM) = G-dimR(ΩTrM) = 0, pelo Lema 1.15(iii),

como queríamos.

Concluiremos a seção exibindo uma classe de módulos ligados horizontalmente sobre

os anéis locais Gorenstein.

Corolário 2.25 Sejam R um anel local Gorenstein e M um R-módulo estável Cohen-

Macaulay maximal. Então M é ligado horizontalmente e λM é um R-módulo estável

Cohen-Macaulay maximal.

Demonstração. Desde que R é um anel local Gorenstein eM Cohen-Macaulay maximal,

segue do Corolário 1.26 que G-dimR(M) = 0. Agora pelo Corolário 2.24, M é ligado

horizontalmente e λM é um R-módulo estável de G-dimensão zero. Novamente pelo

Corolário 1.26, λM é Cohen-Macaulay maximal.
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Capítulo 3

Ligação de módulos de dimensão de

Gorenstein �nita

Neste capítulo, estudaremos a teoria de ligação para módulos que possuem dimensão

de Gorenstein �nita. Trabalharemos com um importante invariante, o grade reduzido,

discutiremos sua relação com a ligação horizontal e a propriedade S̃k, e caracterizaremos

o conjunto dos primos associados de certos módulos Ext, bem como forneceremos algumas

consequências. A principal referência utilizada foi [9].

3.1 Grade reduzido, ligação e primos associados

O grade reduzido foi introduzido por Hyman Bass [4], que utilizou essa noção para

descrever módulos que são uma i-ésima sizígias para algum i (veja De�nição 1.17). Co-

meçamos com a de�nição de grade reduzido.

De�nição 3.1 O grade reduzido de um R-módulo M é de�nido por

r.gradeR(M) = inf{i > 0 | ExtiR(M,R) ̸= 0}.

Observação 3.2 Lembramos que o grade de um R-módulo M é dado por

gradeR(M) = inf{i ≥ 0 | ExtiR(M,R) ̸= 0}.

(i) É fácil ver que se gradeR(M) > 0, então gradeR(M) = r.gradeR(M).

(ii) Se G-dimR(M) = 0, então r.gradeR(M) = ∞.



(iii) Se M tem G-dimensão �nita e positiva, então pelo Lema 1.19(vi), segue a desigual-

dade r.gradeR(M) ≤ G-dimR(M). Em particular, r.gradeR(M) também é �nito.

Note que todo módulo projetivo possui grade reduzido in�nito pela Observação

3.2(ii). Segue abaixo um exemplo com grade reduzido �nito.

Exemplo 3.3 Seja M um R-módulo não nulo tal que gradeR(M) ≥ 1. Então, TrM é

um R-módulo com grade reduzido igual a 1.

Demonstração. Por de�nição, r.gradeR(TrM) ≥ 1. Pela Proposição 1.7, temos a sequên-

cia exata:

0 → Ext1R(TrM,R) →M
σM−−→M∗∗ → Ext2R(TrM,R) → 0.

Como gradeR(M) ≥ 1, segue que M∗ = 0. Logo, Ext1R(TrM,R) ∼= M ̸= 0. Portanto,

r.gradeR(TrM) = 1.

Sejam M um R-módulo estável e P1 → P0 → M → 0 uma apresentação projetiva

minimal de M . Então pelo Teorema C.9, P ∗
0 → P ∗

1 → TrM → 0 é uma apresenta-

ção projetiva minimal de TrM . Consequentemente temos as seguintes sequências exatas

induzidas

0 →M∗ → P ∗
0 → λM → 0 (3.1)

0 → λM → P ∗
1 → TrM → 0 (3.2)

Vamos agora relacionar o grade reduzido e a propriedade S̃k com a ligação horizontal

de módulos.

Proposição 3.4 Seja M um R-módulo estável de G-dimensão �nita. Então as seguintes

a�rmações são verdadeiras.

(i) Seja k um inteiro positivo. Então, M satisfaz a propriedade S̃k se, e somente se,

r.gradeR(λM) ≥ k e M é ligado horizontalmente.

(ii) Assuma que M é ligado horizontalmente. Então G-dimR(M) ̸= 0 se, e somente se,

r.gradeR(λM) <∞.

Demonstração. (i) (⇒) Assuma queM satisfaz S̃k. Desde que G-dimR(M) <∞, segue

do Teorema 1.21(b) que ExtiR(TrM,R) = 0 , para todo 1 ≤ i ≤ k. Como M é estável e

Ext1R(TrM,R) = 0, o Teorema 2.20 garante que M é ligado horizontalmente. Considere

a sequência exata (3.2)

0 → λM → P ∗
1 → TrM → 0
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que induz a seguinte sequência exata longa (Proposição A.18(i))

· · · → ExtiR(P
∗
1 , R) → ExtiR(λM,R) → Exti+1

R (TrM,R) → · · ·

Pela exatidão da sequência longa acima e usando o fato que Exti+1
R (TrM,R) = 0, para

todo 0 ≤ i ≤ k− 1 e ExtiR(P
∗
1 , R) = 0, para todo i ≥ 1, segue que ExtiR(λM,R) = 0, para

todo 1 ≤ i ≤ k − 1. Portanto, r.gradeR(λM) ≥ k.

(⇐) Suponha agora que M é ligado horizontalmente e r.gradeR(λM) ≥ k. Se-

gue do Teorema 2.20 junto com a de�nição de grade reduzido que Ext1R(TrM,R) = 0 e

ExtiR(λM,R) = 0, para todo 1 ≤ i ≤ k− 1. De forma análoga a ida, obtemos a sequência

exata longa

· · · → Exti−1
R (λM,R) → ExtiR(TrM,R) → ExtiR(P

∗
1 , R) → · · ·

Pela exatidão da sequência longa acima e usando o fato que Exti−1
R (λM,R) = 0, para

todo 2 ≤ i ≤ k e ExtiR(P
∗
1 , R) = 0, para todo i ≥ 1, segue que ExtiR(TrM,R) = 0, para

todo 2 ≤ i ≤ k. Portanto, pelo Teorema 1.21(a), M satisfaz S̃k.

(ii) (⇒) Seja G-dimR(M) ̸= 0, então pelo Lema 1.15(iv) existe p ∈ Spec(R) tal que

G-dimRp(Mp) ̸= 0. Pela fórmula de Auslander Bridger (Teorema 1.25),

G-dimRp(Mp) = depth(Rp)− depthRp
(Mp) > 0.

Daí, depth(Rp) > depthRp
(Mp). Suponhamos por absurdo que r.gradeR(λM) = ∞. Como

M é ligado horizontalmente, então pelo item (i), M satisfaz S̃k para cada inteiro k. Desde

que R é Noetheriano e Rp é local, então depth(Rp) ≤ dim(Rp) < ∞. Logo, podemos

escolher um número inteiro k tal que k > depth(Rp). Assim,

depthRp
(Mp) ≥ min{k, depth(Rp)} = depth(Rp),

o que é um absurdo. Portanto, r.gradeR(λM) <∞.

(⇐) Agora suponhamos que r.gradeR(λM) < ∞, então pela Observação 3.2(ii),

G-dimR(λM) ̸= 0, o que implica que G-dimR(M) ̸= 0. Caso contrário, se G-dimR(M) = 0

e sendo M estável, teríamos pelo Corolário 2.24 que G-dimR(λM) = 0, absurdo.

Observação 3.5 Seja M um R-módulo. Note que:

(i) SeM é projetivo, então TrM é zero. Agora, seM não é projetivo, podemos escrever

M = M ′ ⊕ P , onde M ′ é estável e P é um módulo projetivo. Então, a sequência
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0 → M ′ → M → P → 0 é exata. Pelo Lema 1.8, existe uma sequência exata

longa 0 → P ∗ → M∗ → M ′∗ → TrP → TrM → TrM ′ → 0. Como P é projetivo,

TrP = 0, e pela exatidão da sequência acima TrM ∼= TrM ′. Portanto, pelo Teorema

C.9, TrM ∼= TrM ′ é estável. Portanto, a transposta de todo módulo é estável ou

zero.

(ii) Para k > 0, o operador Tk := TrΩk−1 foi introduzido por Auslander e Bridger em

[2]. Por (i), TkM = TrΩk−1M é estável. Substituindo M por TkM na sequência

exata (2.1), temos 0 → Ext1R(TrTkM,R) → TkM → λ2TkM → 0. Pela Proposição

1.5 (ii), Tr TkM = TrTrΩk−1M ≈ Ωk−1M . Assim,

Ext1R(TrTkM,R) ∼= Ext1R(Ω
k−1M,R) ∼= ExtkR(M,R),

onde o último isomor�smo se deu pela Proposição A.19. Portanto, a sequência

0 → ExtkR(M,R) → TkM → λ2TkM → 0 (3.3)

é exata para todo k > 0.

Para demonstrar o resultado principal desta seção precisaremos de alguns lemas

auxiliares.

Lema 3.6 Sejam (R,m) um anel local e M ̸= 0 um R-módulo de G-dimensão �nita e

positiva. Se M é um módulo de sizígias, então depthR(M) ̸= 0.

Demonstração. Suponha por absurdo que depthR(M) = 0. Pela fórmula de Auslander

Bridger (Teorema 1.25)

depth(R) = G-dimR(M) + depthR(M) = G-dimR(M) > 0.

Por outro lado, como M é um módulo de sizígias, AssR(M) ⊆ Ass(R). Pela Proposição

B.13, m ∈ AssR(M) ⊆ Ass(R), donde pela Proposição B.12, depth(R) = 0, absurdo.

Portanto, depthR(M) ̸= 0.

Lema 3.7 Sejam M um R-módulo e n um inteiro positivo. Se r.gradeR(M) ≥ n, então

TrM ≈ Ωn−1TnM .

Demonstração. Suponha que r.gradeR(M) ≥ n. Pela Observação 3.5(ii), temos a

sequência

0 → ExtiR(M,R) → TiM → λ2TiM → 0 (3.4)

para todo i > 0. Note que, pela Proposição 1.5(ii),

λ2TiM = ΩTrΩTrTrΩi−1M ≈ ΩTrΩΩi−1M ≈ ΩTrΩiM = ΩTi+1M.
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isto é, λ2TiM é projetivamente equivalente a ΩTi+1M . Como r.gradeR(M) ≥ n, temos

que ExtiR(M,R) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n−1. Assim, por (3.4), TiM ∼= λ2TiM ≈ ΩTi+1M

para todo 1 ≤ i ≤ n− 1. Assim, obtemos:

� TrM = T1M ≈ ΩT2M ;

� T2M ≈ ΩT3M ⇒ ΩT2M ≈ Ω2T3M ;
...

� Tn−1M ≈ ΩTnM ⇒ Ωn−2Tn−1M ≈ Ωn−1TnM .

Logo, TrM ≈ ΩT2M ≈ Ω2T3M ≈ · · · ≈ Ωn−2Tn−1M ≈ Ωn−1TnM . Portanto, concluímos

que TrM ≈ Ωn−1TnM .

Agora expressaremos os primos associados do Extr.grade(M)
R (M,R) paraM ummódulo

ligado horizontalmente de G-dimensão �nita e positiva em termos de λM .

Teorema 3.8 Seja M um R-módulo ligado horizontalmente de G-dimensão �nita e po-

sitiva. Considere n = r.gradeR(M) e E = ExtnR(M,R). Então,

AssR(E) = {p ∈ Spec(R) | G-dimRp(Mp) ̸= 0, depthRp
((λM)p) = n = r.gradeRp

(Mp)}.

Demonstração. Seja p ∈ AssR(Ext
n
R(M,R)). Daí, ExtnRp

(Mp, Rp) ∼= (ExtnR(M,R))p ̸= 0

e assim G-dimRp(Mp) ̸= 0. Caso contrário, se G-dimRp(Mp) = 0, então teríamos que

ExtiRp
(Mp, Rp) = 0 para todo i > 0, o que seria um absurdo. Observe que r.gradeRp

(Mp) ≤

n, pois ExtnRp
(Mp, Rp) ̸= 0. Por outro lado, como r.gradeR(M) = n, em particular,

ExtiR(M,R) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. Localizando em p, temos ExtiRp
(Mp, Rp) = 0

para todo 1 ≤ i ≤ n− 1, ou seja, r.gradeRp
(Mp) ≥ n. Logo, r.gradeRp

(Mp) = n.

Desde que G-dimRp(Mp) é �nita e positiva, a Observação 3.2(iii) garante que

G-dimRp(Mp) ≥ r.gradeRp
(Mp) = n.

Além disso, pelo Teorema 1.25 e Lema 3.6, depth(Rp)−G-dimRp(Mp) = depthRp
(Mp) > 0,

ou seja, depth(Rp) > G-dimRp(Mp). Assim, depth(Rp) > n. Localizando em p a sequência

exata de R-módulos (3.2) , temos que

0 → (λM)p → (P ∗
1 )p → (TrM)p → 0

é uma sequênca exata de Rp-módulos. Se (λM)p = 0, então (TrM)p ∼= (P ∗
1 )p e assim,

(TrM)p seria projetivo e portanto livre. Pela Proposição 1.5(iii), temos que (TrRM)p ≈
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TrRpMp. Por de�nição, existem P e Q projetivos tais que (TrRM)p⊕P ∼= TrRpMp⊕Q. As-

sim, TrRpMp é um somando direto de um módulo livre e portanto é projetivo, pelo Teorema

A.4. Pelo Lema 1.15(ii), G-dimRp(TrRpMp) = 0, o que implica que G-dimRp(Mp) = 0,

pelo Lema 1.15(i), o que é uma contradição. Logo, (λM)p ̸= 0.

Tomando k = n e localizando em p a sequência exata (3.3), temos que

pp ∈ AssRp(Ext
n
Rp
(Mp, Rp)) ⊆ AssRp(TnMp).

Pela Proposição B.12, depthRp
(TnMp) = 0. Logo, depthRp

(Ωn
Rp
TnMp) = n, pelo Lema

B.8.

Como r.gradeRp
(Mp) = n, o Lema 3.7 garante que λRpMp ≈ Ωn

Rp
TnMp. Logo, pelo

Lema B.7, depthRp
(λRpMp) = n. Além disso, como λRpMp ≈ (λM)p, então novamente

pelo Lema B.7 concluímos que depthRp
((λM)p) = n.

Reciprocamente, seja p ∈ Spec(R), com G-dimRp(Mp) ̸= 0, e depthRp
((λM)p) =

n = r.gradeRp
(Mp). Logo, pelo Teorema 1.25 e Lema 3.6, depth(Rp) > G-dimRp(Mp) ≥

r.gradeRp
(Mp) = n. Pelo Lema 3.7, Ωn

Rp
TnMp ≈ λRpMp ≈ (λM)p. Daí, segue do Lema

B.7 que

depthRp
(Ωn

Rp
TnMp) = depthRp

((λM)p) = n.

Assim, depthRp
(TnMp) = 0, pelo Lema B.9. Como λ2Rp

TnMp é um módulo de sizígias e

depth(Rp) > 0, segue que depthRp
(λ2RP

TnMp) ̸= 0 e assim, pp /∈ AssRp(λ
2
Rp
TnMp). Pela

sequência exata (3.3) localizada em p e k = n, temos

AssRp(TnMp) ⊆ AssRp(Ext
n
Rp
(Mp, Rp)) ∪ AssRp(λ

2
Rp
TnMp).

Como depthRp
(TnMp) = 0, segue que pp ∈ AssRp(TnMp). Portanto, concluímos que

pp ∈ AssRp(Ext
n
Rp
(Mp, Rp)) o que implica que p ∈ AssR(Ext

n
R(M,R)).

3.2 Grade reduzido, ligação e G-dimensão

Nesta seção, apresentaremos algumas consequências do Teorema 3.8 envolvendo

grade reduzido, ligação horizontal e G-dimensão. Iniciamos caracterizando o grade re-

duzido de um módulo ligado horizontalmente com G-dimensão �nita.

Proposição 3.9 SejaM um R-módulo ligado horizontalmente de G-dimensão �nita. En-

tão,

r.gradeR(M) = inf{depthRp
((λM)p) | p ∈ Spec(R),G-dimRp(Mp) ̸= 0}.
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Demonstração. Seja n = r.gradeR(M) e assuma que G-dimR(M) > 0. Logo, pelo Lema

1.15(iv), existe p ∈ Spec(R) tal que G-dimRp(Mp) ̸= 0. Pela fórmula de Auslander Bridger

(Teorema 1.25) depth(Rp) > 0. Como Mp é um módulo de sizígias, então depthRp
(Mp) >

0, pelo Lema 3.6.

Sendo r.gradeR(M) = n, temos que ExtiR(M,R) = 0 para todo 1 ≤ i < n.

Daí, ExtiRp
(Mp, Rp) = 0 para todo 1 ≤ i < n, ou seja, r.gradeRp

(Mp) ≥ n. Logo,

n ≤ r.gradeRp
(Mp) ≤ G-dimRp(Mp) < depth(Rp). Como M é ligado horizontalmente,

então pela Proposição 2.15, λM também é ligado horizontalmente. Pelo Teorema 2.20,

Ext1R(TrλM,R) = 0. Além disso,

ExtiR(TrλM,R) ∼= Exti−1
R (ΩTrλM,R) ∼= Exti−1

R (λ2M,R) ∼= Exti−1
R (M,R) = 0

para todo 2 ≤ i ≤ n, pois n = r.gradeR(M). Logo, temos que ExtiR(TrλM,R) = 0 para

todo 1 ≤ i ≤ n e assim pelo Teorema 1.21(a), λM satisfaz S̃n, isto é, depthRp
((λM)p) ≥

min{n, depth(Rp)} = n. Como p foi tomado de forma arbitrária, segue que

n ≤ inf{depthRp
((λM)p) | p ∈ Spec(R),G-dimRp(Mp) ̸= 0}.

Por outro lado, como r.gradeR(M) = n, em particular, ExtnR(M,R) ̸= 0, donde

AssR(Ext
n
R(M,R)) ̸= ∅. Seja p ∈ AssR(Ext

n
R(M,R)). Pelo Teorema 3.8, segue que

n = depthRp
((λM)p) com G-dimRp(Mp) ̸= 0. Logo,

n ≥ inf{depthRp
((λM)p) | p ∈ Spec(R),G-dimRp(Mp) ̸= 0}.

Portanto,

r.gradeR(M) = inf{depthRp
((λM)p) | p ∈ Spec(R),G-dimRp(Mp) ̸= 0},

como queríamos.

Para um anel R, seja X i(R) = {p ∈ Spec(R) | depth(Rp) ≤ i}. O próximo resultado

fornece uma caracterização de módulos ligados horizontalmente de G-dimensão zero.

Proposição 3.10 Seja M um R-módulo ligado horizontalmente de G-dimensão �nita.

Então, G-dimR(M) = 0 se, e somente se, depthRp
(Mp) + depthRp

((λM)p) > depth(Rp)

para todo p ∈ Spec(R) \X0(R).

Demonstração. Assuma que G-dimR(M) = 0 e suponha por contradição que

depthRp
(Mp) + depthRp

((λM)p) ≤ depth(Rp) (3.5)
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para algum p ∈ Spec(R) \X0(R). Note que p ∈ SuppR(M). Caso contrário, tería-

mos Mp = 0, e assim por (3.5) ∞ ≤ depth(Rp) ≤ dim(Rp) < ∞, absurdo. Como

G-dimR(M) = 0, então pelo Lema 1.15(iv), G-dimRp(Mp) = 0. Pela fórmula de Auslander

Bridger (Teorema 1.25), depthRp
(Mp) = depth(Rp) e assim, depth(Rp)+depthRp

((λM)p) ≤

depth(Rp), ou seja, depthRp
((λM)p) ≤ 0. Logo, depthRp

((λM)p) = 0, donde pela Pro-

posição B.13, pp ∈ AssRp((λM)p). Além disso, como (λM)p é um módulo de sizígias,

AssRp((λM)p) ⊆ Ass(Rp), o que implica que pp ∈ Ass(Rp). Pela Proposição B.12,

depth(Rp) = 0, absurdo, pois p ∈ Spec(R) \X0(R).

Reciprocamente, sejam G-dimR(M) = n e assuma que

depthRp
(Mp) + depthRp

((λM)p) > depth(Rp)

para todo p ∈ Spec(R) \X0(R). Suponha por contradição que n > 0. Pela Proposição

3.9, existe q ∈ Spec(R) tal que G-dimRq(Mq) ̸= 0 e r.gradeR(M) = depthRq
((λM)q). Pelo

Teorema 1.25, segue que q ∈ Spec(R) \X0(R). Logo,

depthRq
(Mq) + r.gradeR(M) > depth(Rq).

Usando mais uma vez o Teorema 1.25, tem-se

G-dimRq(Mq) + depthRq
(Mq) = depth(Rq) < depthRq

(Mq) + r.gradeR(M)

ou seja, G-dimRq(Mq) < r.gradeR(M). Daí,

r.gradeR(M) > G-dimRq(Mq) ≥ r.gradeRq
(Mq) ≥ r.gradeR(M)

absurdo. Portanto, G-dimR(M) = 0.

A seguir temos uma classe particular de módulos ligados horizontalmente.

De�nição 3.11 Dizemos que um R-módulo M é autoligado horizontalmente se M ∼=
λM . Note que todo módulo autoligado horizontalmente é ligado horizontalmente. De

fato, por de�nição, M ∼= λM . Daí, λM ∼= λ2M e assim, M ∼= λ2M , ou seja, M é ligado

horizontalmente.

Exemplo 3.12 Sejam k um corpo e R = k[X]/(X2). Denotamos por x a classe residual

de X em R. Então, R/(x) é auto ligado horizontalmente.

Demonstração. Segue do Exemplo 2.11 com m = 2 e n = 1 que R/(x) ∼= λR/(x).
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Corolário 3.13 Seja M um R-módulo autoligado horizontalmente de G-dimensão �nita.

Então, G-dimR(M) = 0 se, e somente se, depthRp
(Mp) >

1

2
depth(Rp) para todo p ∈

Spec(R) \X0(R).

Demonstração. Pela Proposição 3.10, G-dimR(M) = 0 se, e somente se, depthRp
(Mp)+

depthRp
((λM)p) > depth(Rp) para todo p ∈ Spec(R) \X0(R). Desde que (λM)p ∼=

Mp, a última desigualdade é equivalente a 2(depthRp
(Mp)) > depth(Rp) para todo p ∈

Spec(R) \X0(R).

Para o último resultado da seção precisaremos da seguinte de�nição.

De�nição 3.14 Seja X um subconjunto de Spec(R). Dizemos que M é de G-dimensão

zero em X se G-dimRp(Mp) = 0 para todo p ∈ X.

Proposição 3.15 Seja M um R-módulo ligado horizontalmente de G-dimensão �nita e

positiva. Considere tM = r.gradeR(M) + r.gradeR(λM), então M é de G-dimensão zero

em X tM−1(R).

Demonstração. Seja r.gradeR(λM) = n e suponha por absurdo que G-dimRp(Mp) ̸= 0

para algum p ∈ X tM−1(R). ComoM é ligado horizontalmente e r.gradeR(λM) = n, temos

pela Proposição 3.4(i) queM satisfaz S̃n, ou seja, depthRp
(Mp) ≥ min{n, depth(Rp)} para

todo p ∈ Spec(R).

Se depth(Rp) ≤ n, então depthRp
(Mp) ≥ depth(Rp). Desde que G-dimRp(Mp) > 0,

segue da fórmula de Auslander Bridger (Teorema 1.25) que depth(Rp) − depthRp
(Mp) =

G-dimRp(Mp) > 0, ou seja, depth(Rp) > depthRp
(Mp), contradição.

Agora, se depth(Rp) > n, então depthRp
(Mp) ≥ n. Logo,

tM − n = r.gradeR(M) ≤ r.gradeRp
(Mp) ≤ G-dimRp(Mp) = depth(Rp)− depthRp

(Mp).

Note que como p ∈ X tM−1(R), então depth(Rp) ≤ tM − 1. Logo,

depth(Rp)− depthRp
(Mp) ≤ tM − 1− depthRp

(Mp) ≤ tM − n− 1.

Assim, tM − n ≤ depth(Rp) − depthRp
(Mp) ≤ tM − n − 1, o que também gera uma

contradição.

3.3 Ext diagonal e ligação horizontal

Nesta seção, demonstraremos um resultado envolvendo o Ext diagonal de módulos

ligados horizontalmente. Para isso, precisaremos do seguinte lema.
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Lema 3.16 Sejam M e N R-módulos e n um inteiro positivo com r.gradeR(M) ≥ n.

Então,

(i) TorRi (TnM,N) ∼=

{
Extn−iR (M,N), se 1 ≤ i < n,

TorRi−n(λM,N), se i > n;

(ii) ExtiR(TnM,N) ∼=

{
TorRn−i(M,N), se 1 ≤ i < n,

Exti−nR (λM,N), se i > n.

Demonstração. Seja P : Pn
φ−→ Pn−1 → · · · → P1 → P0 → 0 uma parte de uma resolução

projetiva truncada à direita de M . Dualizando P, obtemos o co-complexo:

HomR(P, R) : P
∗
0 → P ∗

1 → · · · → P ∗
n−1

φ∗
−→ P ∗

n → 0

Como HomR(P, R) é um co-complexo podemos convertê-lo em um complexo. E para

tanto, considere a seguinte conversão de índices Fi = P ∗
n−i para 0 ≤ i ≤ n. Logo, temos

um complexo de módulos projetivos:

F : Fn → Fn−1 → · · · → F1
φ∗
−→ F0 → 0

Considere a seguinte apresentação projetiva de Ωn−1M :

Pn
φ−→ Pn−1 → Ωn−1M → 0

Dualizando-a, temos:

0 → (Ωn−1M)∗ → F1
φ∗
−→ F0 → TrΩn−1M → 0

Note que Coker(φ∗) ∼= TrΩn−1M = TnM e H0(F) = F0/Im(φ∗) = Coker(φ∗). Logo,

H0(F) ∼= TnM . Desde que r.grade(M) ≥ n, segue que F é uma resolução projetiva

truncada a direita de TnM .

(i) Pela Proposição A.9,

F⊗R N = HomR(P, R)⊗R N ∼= HomR(P, R⊗R N) ∼= HomR(P, N)

Assim,

TorRi (TnM,N) ∼= Hi(F⊗N)

∼= Hn−i(HomR(P, N))

∼= Extn−iR (M,R)
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para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. Por outro lado, pelo Lema 3.7, λM ≈ ΩnTnM . Portanto, pela

Proposição A.15,

TorRi (TnM,N) ∼= TorRi−n(Ω
nTnM,N) ∼= TorRi−n(λM,N)

para i > n.

(ii) Pela Proposição A.7,

P⊗R N ∼= P⊗R HomR(R,N) ∼= HomR(HomR(P, R), N) = HomR(F, N).

Assim,

ExtiR(TnM,N) ∼= Hi(HomR(F, N))

∼= Hn−i(P⊗N)

∼= TorRn−i(M,N)

para todo 1 ≤ i ≤ n− 1. Então, de forma similar a parte (i) temos,

ExtiR(TnM,N) ∼= Exti−nR (ΩnTnM,N) ∼= Exti−nR (λM,N)

para i > n.

Teorema 3.17 SejamM e N R-módulos. Então as seguintes a�rmações são verdadeiras.

(i) Se M é ligado horizontalmente, então ExtiR(M,M) ∼= ExtiR(λM, λM) para todo

1 ≤ i < inf{r.gradeR(M), r.gradeR(λM)}.

(ii) Se M e N são autoligados horizontalmente, então ExtiR(M,N) ∼= ExtiR(N,M) para

todo 1 ≤ i < inf{r.gradeR(M), r.gradeR(N)}.

Demonstração. (i) Seja m um inteiro positivo tal que

1 < m ≤ inf{r.gradeR(M), r.gradeR(λM)}.

Se 1 ≤ i < m, então 1 ≤ m − i < m ≤ r.gradeR(M). Logo, pela parte (i) do Lema

3.16, temos que TorRm−i(TmM,M) ∼= Extm−(m−i)
R (M,M) ∼= ExtiR(M,M). Além disso, pela

parte (ii) do Lema 3.16, segue que ExtiR(TmM, TmM) ∼= TorRm−i(M, TmM) para 1 ≤ i < m.

Portanto,

ExtiR(M,M) ∼= ExtiR(TmM, TmM) (3.6)
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para todo 1 ≤ i < m. Novamente pelo item (ii) do Lema 3.16, tem-se

ExtiR(TmM,R) ∼= TorRm−i(M,R)

para todo 1 ≤ i < m. Como R é livre e portanto projetivo, então TorRm−i(M,R) = 0, isto

é, ExtiR(TmM,R) = 0 para todo 1 ≤ i < m, ou seja, r.gradeR(TmM) ≥ m. Desde que

r.gradeR(M) ≥ m, segue do Lema 3.7 que TrM ≈ Ωm−1TmM .

Logo, ExtmR (TmM,R) ∼= Ext1R(Ω
m−1TmM,R) ∼= Ext1R(TrM,R) = 0, pelo Teorema

2.20. Portanto, r.gradeR(TmM) > m. Assuma que r.gradeR(TmM) < ∞, digamos

que r.gradeR(TmM) = k > m. Por de�nição, ExtkR(TmM,R) ̸= 0 e ExtiR(TmM,R) =

0 para todo 1 ≤ i < k. Como TrM ≈ Ωm−1TmM , então λM ≈ ΩmTmM . Assim,

ExtlR(λM,R) ∼= ExtlR(Ω
mTmM,R) ∼= Extl+mR (TmM,R) para todo l > 0. Nosso objetivo é

mostrar que r.gradeR(λM) = k −m. Ora, Extk−mR (λM,R) ∼= ExtkR(TmM,R) ̸= 0. Agora,

dado 1 ≤ i < k −m, temos que 1 ≤ i+m < k. Daí,

ExtiR(λM,R) ∼= Exti+mR (TmM,R) = 0.

Portanto, r.gradeR(λM) = k − m. Logo, r.gradeR(TmM) = r.gradeR(λM) + m ≥ 2m,

isto é, ExtsR(TmM,R) = 0 para todo 1 ≤ s < 2m. Assim, ExtsR(TmM,P ) = 0 para todo

R-módulo projetivo P e todo inteiro 1 ≤ s < 2m.

Note ainda que, se r.gradeR(TmM) = ∞, então trivialmente obtemos a mesma

conclusão.

Agora considere a sequência exata abaixo:

0 → Ωi+1TmM → Pi → ΩiTmM → 0

para todo 0 ≤ i < m, onde Pi é um módulo projetivo para todo 0 ≤ i < m, que induz a

seguinte sequência exata longa (Proposição A.18(ii)):

· · · → ExtjR(TmM,Pi) → ExtjR(TmM,ΩiTmM) → Extj+1
R (TmM,Ωi+1TmM) →

→ Extj+1
R (TmM,Pi) → Extj+1

R (TmM,ΩiTmM) → Extj+2
R (TmM,Ωi+1TmM) →

→ Extj+2
R (TmM,Pi) → · · · → Extj+m−1

R (TmM,Pi) → Extj+m−1
R (TmM,ΩiTmM) →

→ Extj+mR (TmM,Ωi+1TmM) → Extj+mR (TmM,Pi) → · · ·
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Pela sequência exata longa e usando o fato que ExtjR(TmM,Pi) = 0 para todo 1 ≤ j < 2m,

concluímos que:

ExtjR(TmM,ΩiTmM) ∼= Extj+1
R (TmM,Ωi+1TmM);

Extj+1
R (TmM,ΩiTmM) ∼= Extj+2

R (TmM,Ωi+1TmM);

...

Extj+m−1
R (TmM,ΩiTmM) ∼= Extj+mR (TmM,Ωi+1TmM),

para todo 1 ≤ j < m e para todo 0 ≤ i < m. Logo,

ExtjR(TmM,Ω0TmM) ∼= Extj+1
R (TmM,Ω1TmM) ∼= · · · ∼= Extj+mR (TmM,ΩmTmM), (3.7)

para todo 1 ≤ j < m. Portanto, por (3.6) e (3.7)

ExtjR(M,M) ∼= ExtjR(TmM, TmM)

∼= Extj+mR (TmM,ΩmTmM)

∼= Extj+mR (TmM,λM)

∼= ExtjR(Ω
mTmM,λM)

∼= ExtjR(λM, λM)

para todo 1 ≤ j < m.

(ii) Seja m um inteiro positivo tal que 1 < m ≤ inf{r.gradeR(M), r.gradeR(N)}. Se

1 ≤ i < m, então 1 ≤ m − i < m ≤ r.gradeR(M). Pela parte (i) do Lema 3.16, temos

que TorRm−i(TmM,N) ∼= Extm−(m−i)
R (M,N) = ExtiR(M,N). Além disso, pela parte (ii) do

Lema 3.16, TorRm−i(N, TmM) ∼= ExtiR(TmN, TmM) para 1 ≤ i < m. Logo,

ExtiR(M,N) ∼= ExtiR(TmN, TmM) (3.8)

para todo 1 ≤ i < m. Como r.gradeR(M) ≥ m, o Lema 3.7 garante que λM ≈ ΩmTmM .

Desde que M é autoligado horizontalmente, M ∼= λM e assim, M ≈ ΩmTmM . Em

particular, M é ligado horizontalmente. De forma análoga ao item anterior, concluímos

que r.gradeR(TmM) ≥ 2m. Similarmente, temos r.gradeR(N) ≥ m, donde N ≈ ΩmTmN

e r.gradeR(TmN) ≥ 2m. Daí, ExtiR(TmN,R) = 0 para todo 1 ≤ i < 2m, e assim,

ExtiR(TmN,P ) = 0 para todo R-módulo projetivo P e para todo inteiro 1 ≤ i < 2m.

Logo, usando a sequência exata 0 → Ωi+1TmM → Pi → ΩiTmM → 0 junto com a

sequência exata longa do Ext, obtemos o isomor�smo

ExtiR(TmN, TmM) ∼= Exti+mR (TmN,ΩmTmM) (3.9)

42



Portanto, por (3.8) e (3.9), temos

ExtiR(M,N) ∼= ExtiR(TmN, TmM)

∼= Exti+mR (TmN,ΩmTmM)

∼= Exti+mR (TmN,M)

∼= ExtiR(Ω
mTmN,M)

∼= ExtiR(N,M)

para todo 1 ≤ i < m.

Concluiremos o capítulo com a seguinte consequência do Teorema 3.17.

Corolário 3.18 Seja M um R-módulo estável com G-dimensão zero. Então,

ExtiR(M,M) ∼= ExtiR(λM, λM)

para todo i > 0.

Demonstração. Como M é estável e G-dimR(M) = 0, então pelo Corolário 2.24, M

é ligado horizontalmente e G-dimR(λM) = 0. Em particular, r.gradeR(M) = ∞ =

r.gradeR(λM). Portanto, pelo Teorema 3.17(i), ExtiR(M,M) ∼= ExtiR(λM, λM) para

todo i > 0.
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Apêndice A

Noções de Álgebra Homológica

Assim como nos capítulos dessa dissertação, ao longo dos apêndices assumiremos

que todos os anéis são Noetherianos comutativos e com unidade. Vale mencionar que

essas hipóteses não são necessárias em todos os resultados, porém iremos mantê-las para

simpli�car a exposição. Neste Apêndice, apresentaremos algumas de�nições e resultados

de álgebra homológica.

De�nição A.1 Um complexo D é uma sequência de módulos e homomor�smos (chama-

dos diferenciais) com índices decrescentes

D : · · · →Mn+1
αn+1−−−→Mn

αn−→Mn−1 → · · ·

tal que a composição αn ◦αn+1 = 0 para todo n ∈ Z. Denotamos D e suas diferenciais por

(D, α). Observe que αn ◦ αn+1 = 0 é equivalente a Im(αn+1) ⊆ Ker(αn). Assim, podemos

considerar o módulo quociente Ker(αn)/Im(αn+1).

De�nição A.2 Se (D, α) é um complexo, então Hn(D) = Ker(αn)/Im(αn+1) é chamado

de n-ésimo módulo de homologia de D, onde n é um inteiro.

Se Hn(D) = 0 para todo n, então o complexo D é dito exato ou acíclico. Isto é

equivalente a dizer que Ker(αn) = Im(αn+1) para todo n. Portanto, a homologia de um

complexo mede o quão �longe� ou o quão �perto� o complexo está de ser exato.

Da mesma forma, uma sequência de módulos e homomor�smos com índices crescen-

tes

F : · · · →Mn−1 αn−1

−−−→Mn αn

−→Mn+1 → · · ·



é dita ser um co-complexo se αn◦αn−1 = 0 para todo inteiro n. Dizemos que o co-complexo

F é exato se Im(αn−1) = Ker(αn) para todo n. Para esses co-complexos de�nimos Hn(F) =

Ker(αn)/Im(αn−1) como o n-ésimo módulo de cohomologia de F.

De�nição A.3 Um R-módulo P é projetivo se para qualquer homomor�smo sobrejetor

f : M → N e para qualquer homomor�smo g : P → N , existe um homomor�smo

h : P →M tal que o seguinte diagrama comuta

P

g
��

h

~~
M

f
// N // 0

O próximo resultado nos fornece uma caracterização dos módulos projetivos.

Teorema A.4 Um R-módulo P é projetivo se, e somente se, P é um somando direto de

um livre.

Demonstração. Ver [34], Teorema 3.5(i).

Dessa caracterização segue que o dual de um módulo projetivo, é também, projetivo.

É claro que todo módulo livre é projetivo, e a recíproca vale, por exemplo, quando o anel

é local (Ver [27], Teorema 2.5).

De�nição A.5 Um R-módulo I é injetivo se dados um homomor�smo injetor i :M → N

e um homomor�smo qualquer f : M → I, existe um homomor�smo g : N → I tal que o

seguinte diagrama comuta

I

0 //M

f

OO

i
// N

g
``

A seguir temos algumas caracterizações de módulos injetivos.

Proposição A.6 Seja I um R-módulo �nitamente gerado. As seguintes condições são

equivalentes:

(i) I é injetivo;

(ii) ExtiR(M, I) = 0 para todo R-módulo �nitamente gerado M e para todo i > 0.

Demonstração. Ver [5], Proposição 3.1.2.
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Lema A.7 Sejam S uma R-álgebra, M um R-módulo e N e P S-módulos (e portanto

R-módulos). Então, o homomor�smo

φ1 : P ⊗S HomR(N,M) → HomR(HomS(P,N),M)

dado por

φ1(p⊗ f)(g) = f(gp)

é um isomor�smo, se satisfaz pelo menos uma das condições abaixo:

(i) P é �nitamente gerado e projetivo;

(ii) P é �nitamente gerado e M é injetivo.

Demonstração. Ver [6], Capítulo VI Proposições 5.2 e 5.3.

De�nição A.8 Um R-móduloM é R-plano, ou simplesmente plano, se para toda sequên-

cia exata de R-módulos, G, a sequência tensorizada G⊗RM é também exata.

Lema A.9 Sejam S uma R-álgebra, M um R-módulo e N e P S-módulos (e portanto

R-módulos). Então, o homomor�smo

φ2 : HomS(P,N)⊗RM → HomS(P,N ⊗RM)

dado por

φ2(ψ ⊗m)(p) = ψ(p)⊗m

é um isomor�smo, se satisfaz pelo menos uma das condições abaixo:

(i) P é �nitamente gerado e projetivo;

(ii) P é �nitamente gerado e M é R-plano.

Demonstração. Ver [20], Lema 1.1.

De�nição A.10 Uma resolução projetiva de um R-módulo M é uma sequência exata

P : · · · → P3 → P2 → P1 → P0 →M → 0

onde Pi é projetivo para todo i ≥ 0.

Se omitirmos o R-módulo M , então o complexo

· · · → P3 → P2 → P1 → P0 → 0

é chamado resolução projetiva truncada à direita de M .
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Dizemos que P tem comprimento n se Pn ̸= 0 e Pi = 0 para todo i > n, isto é,

P : 0 → Pn → · · · → P3 → P2 → P1 → P0 →M → 0

Neste caso, M tem dimensão projetiva �nita, e escrevemos pdR(M) = n se, n for o menor

inteiro tal que existe uma resolução projetiva de M de comprimento n. Se tal n não

existe, então pdR(M) = ∞.

Sabemos que um R-módulo F é dito livre se F é isomorfo a uma soma direta de

cópias do anel R. Além disso, todo módulo M é o quociente de um módulo livre (Ver

[34], Teorema 2.35), ou seja, para qualquer R-módulo M , existe um R-módulo livre F e

um epimor�smo φ : F →M .

Uma resolução livre é de�nida de maneira totalmente análoga, substituindo módulos

projetivos por módulos livres. Todo módulo tem uma resolução livre, e portanto, uma

resolução projetiva. Uma resolução livre pode ser facilmente construída, como veremos a

seguir.

Como todo módulo é o quociente de um livre, então para um R-módulo M , existe

um R-módulo livre F0 e um epimor�smo π : F0 →M . Logo, obtemos a sequência exata

0 → K0
i0−→ F0

π−→M → 0

onde K0 é o núcleo de π, e i0 é a injeção natural. Repetimos este procedimento com K0

no lugar de M e tomamos d1 como sendo a composição i0 ◦ π1,

F1
d1 //

π1

  

F0
π //M // 0

K1

>>

K0

i0

>>

!!
0

>>

0

==

0

Este processo continua in�nitamente ou até que se tenha Kn = 0 para algum n.

Proposição A.11 (Lema de Schanuel) Dadas as sequências exatas

0 → K
i−→ P

π−→M → 0

e

0 → K ′ i′−→ P ′ π′
−→M → 0

onde P e P ′ são projetivos, então existe um isomor�smo K ⊕ P ′ ∼= K ′ ⊕ P .
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Demonstração. Ver [34], Proposição 3.12.

Proposição A.12 (Lema da ferradura) Dado um diagrama de R-módulos

�� ��
P ′
1

��

P ′′
1

��
P ′
0

ϵ′

��

P ′′
0

ϵ′′

��
0 // A′

i
// A q

// A′′ // 0

onde as colunas são resoluções projetivas e a linha é exata, então existe uma resolução

projetiva de A e homomor�smos de modo que as três colunas formem uma sequência exata

de complexos, fazendo com o que diagrama acima comute.

Demonstração. Ver [34], Proposição 6.24.

De�nição A.13 Uma resolução injetiva de um R-módulo M é uma sequência exata

I : 0 →M → I0 → I1 → I2 → I3 → · · ·

onde I i é injetivo para todo i ≥ 0. A dimensão injetiva, denotada por idR(M) é o menor

inteiro n tal que existe uma resolução injetiva de M com Im = 0 para todo m > n. Se tal

n não existe, idR(M) = ∞.

Todo módulo pode ser mergulhado em um módulo injetivo (Ver [5], Teorema 3.1.8),

ou seja, para cada módulo M , existe um módulo injetivo I e uma injeção i : M → I.

Usando um procedimento semelhante ao que fornece a existência de uma resolução livre,

obtemos uma resolução injetiva de M .

De�nição A.14 Sejam M e N R-módulos e suponha que

P : · · · → Pi
di−→ Pi−1

di−1−−→ · · · → P1
d1−→ P0 → 0

é uma resolução projetiva truncada à direita de M . Aplicando − ⊗R N a P, temos o

complexo

P⊗R N : · · · → Pi ⊗R N
di⊗N−−−→ Pi−1 ⊗R N

di−1⊗N−−−−→ · · · → P1 ⊗R N
d1⊗N−−−→ P0 ⊗R N → 0

onde para cada a⊗ b ∈ Pi ⊗R N temos di ⊗N(a⊗ b) = di(a)⊗ b. O i-ésimo Tor do par

M, N é o R-módulo

TorRi (M,N) := Hi(P⊗R N)
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Esta de�nição é independente da escolha da resolução projetiva (Ver [34], Corolário 6.21).

Logo, TorRi (M,N) = 0 para todo i > 0 quando M é projetivo. Além disso, valem os

seguintes isomor�smos TorR0 (M,N) ∼= M ⊗RN (Ver [34], Teorema 6.29) e TorRi (M,N) ∼=

TorRi (N,M) para todo i > 0 (Ver [34], Teorema 7.1).

Proposição A.15 SejamM um R-módulo e n um inteiro positivo. Então, TorRi (Ω
nM,R) ∼=

TorRi+n(M,R) para todo i ≥ 1. (Veja notação na De�nição 1.17).

Demonstração. Ver [34], Corolário 6.23.

Vamos de�nir agora os módulos Ext como segue.

De�nição A.16 Sejam M e N R-módulos e suponha que

P : · · · → Pi
di−→ Pi−1

di−1−−→ · · · → P1
d1−→ P0 → 0

é uma resolução projetiva truncada á direita de M . Aplicando HomR(−, N) a P, temos o

co-complexo

HomR(P, N) : 0 → HomR(P0, N)
HomR(d1,N)−−−−−−−→ HomR(P1, N)

HomR(d2,N)−−−−−−−→ HomR(P2, N) → · · ·

onde para cada f ∈ HomR(Pi, N), temos HomR(di, N)(f) = f ◦ di. O i-ésimo Ext de M

com respeito a N é o R-módulo

ExtiR(M,N) := Hi(HomR(P, N)).

Esta de�nição é independente da escolha da resolução projetiva (Ver [34], Corolário 6.57).

Assim, se pdR(M) = d, então ExtiR(M,N) = 0 para todo R-módulo N e todo i >

d. Temos também o isomor�smo HomR(M,N) ∼= Ext0R(M,N) (Ver [12], Capítulo 17,

Proposição 3). De [34], Proposições 7.21 e 7.22, segue que o Ext comuta com somas

diretas �nitas tanto à esquerda quanto à direita.

Proposição A.17 Sejam M e N R-módulos. Se M é projetivo, então ExtiR(M,N) = 0

para todo i ≥ 1.

Demonstração. Ver [12], Capítulo 17 Proposição 11.

Proposição A.18 (Sequências exata longa dos Ext)

(i) Considere uma sequência exata curta de R-módulos

0 → L→M → N → 0

Dado um R-módulo K, existe uma sequência exata longa

0 → HomR(N,K) → HomR(M,K) → HomR(L,K) → Ext1R(N,K) → · · ·

· · · → ExtiR(N,K) → ExtiR(M,K) → ExtiR(L,K) → · · ·
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(ii) Considere uma sequência exata curta de R-módulos

0 → L→M → N → 0

Dado um R-módulo K, existe uma sequência exata longa

0 → HomR(K,L) → HomR(K,M) → HomR(K,N) → Ext1R(K,L) → · · ·

· · · → ExtiR(K,L) → ExtiR(K,M) → ExtiR(K,N) → · · ·

Demonstração. Ver [12], Teoremas 8 e 10.

Proposição A.19 Sejam M um R-módulo e n um inteiro positivo. Então, temos que

ExtiR(Ω
nM,R) ∼= Exti+nR (M,R) para todo i ≥ 1. (Veja notação na De�nição 1.17).

Demonstração. Ver [34], Corolário 6.55.

Proposição A.20 Seja U ⊆ R um conjunto multiplicativo. Se M é um R-módulo �ni-

tamente gerado, então existem isomor�smos

U−1ExtiR(M,N) ∼= ExtiU−1R(U
−1M,U−1N)

para todo i ≥ 0 e para todo R-módulo N .

Demonstração. Ver [34], Proposição 7.39.

Proposição A.21 Seja M um R-módulo. As seguintes condições são equivalentes:

(i) idR(M) ≤ n;

(ii) ExtjR(N,M) = 0 para todo R-módulo N e para todo j ≥ n+ 1;

Demonstração. Ver [34], Proposição 8.11.

Proposição A.22 Sejam (R,m, k) um anel local e M um R-módulo �nitamente gerado.

Então,

idR(M) = sup{i ≥ 0 |ExtiR(k,M) ̸= 0}.

Demonstração. Ver [5], Proposição 3.1.14.
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Apêndice B

Profundidade, grade e anéis especiais

Neste apêndice, além das hipóteses sobre os anéis também assumiremos que todos

os módulos são �nitamente gerados. Denotamos por dim(R) a dimensão de Krull do

anel R. Para um R-módulo M , de�nimos a dimensão de M como sendo dim(M) :=

dim(R/AnnR(M)). Assim, dim(M) ≤ dim(R). Dizemos que x ∈ R é um elemento M-

regular se xz = 0 para z ∈ M , implica z = 0, em outras palavras, x não é um divisor de

zero de M . Sequências regulares são composições sucessivas de elementos regulares.

De�nição B.1 Seja M um R-módulo. Uma sequência x = x1, ..., xn de elementos de R

é chamada sequência M-regular, ou simplesmente M-sequência, se as seguintes condições

são satisfeitas:

(i) x1 é M -regular e xi é M/(x1, ..., xi−1)-regular para i = 2, ..., n;

(ii) M/xM ̸= 0.

Uma sequência regular é uma R-sequência. Dizemos que x é uma M-sequência fraca se

satisfaz a condição (i).

Sejam R um anel local com ideal maximal m e M ̸= 0 um R-módulo. Se x ⊆ m,

então a condição (ii) é automaticamente satisfeita devido ao Lema de Nakayama, que no

caso local nos diz que: Se M é um R-módulo e I ⊆ m é um ideal tal que IM =M , então

M = 0.

Uma M -sequência x = x1, ..., xn contida em um ideal I é dita ser maximal em I,

se x1, ..., xn, xn+1 não é uma M -sequência para qualquer xn+1 ∈ I. O próximo resultado

nos diz que toda M -sequência maximal em um ideal I com IM ̸= M tem o mesmo

comprimento. Isso nos permite introduzir a noção geral de grade e profundidade.



Teorema B.2 (Rees) Sejam M um R-módulo e I um ideal tal que IM ̸= M . Então

toda M-sequência maximal em I tem o mesmo comprimento n dado por:

n = min{i ≥ 0 |ExtiR(R/I,M) ̸= 0}.

Demonstração. Ver [5], Teorema 1.2.5.

De�nição B.3 Sejam M um R-módulo e I um ideal tal que IM ̸= M . Então o com-

primento de uma M -sequência maximal em I é chamado de grade de I em M , denotado

por grade(I,M). Pelo Teorema B.2, temos

grade(I,M) = min{i ≥ 0 |ExtiR(R/I,M) ̸= 0}.

De�nição B.4 Sejam (R,m, k) um anel local com ideal maximal m e corpo residual k

e M ̸= 0 um R-módulo. Então, o grade de m em M é chamada de profundidade de M ,

denotada por depthR(M). Em outras palavras, a profundidade de M é o comprimento de

uma M -sequência maximal em m, ou seja,

depthR(M) = min{i ≥ 0 |ExtiR(k,M) ̸= 0}.

Por convenção, depthR(0) = ∞.

Proposição B.5 Sejam R um anel local e 0 → U → M → N → 0 uma sequência exata

de R-móulos. Então,

(i) depthR(M) ≥ min{depthR(U), depthR(N)};

(ii) depthR(U) ≥ min{depthR(M), depthR(N) + 1};

(iii) depthR(N) ≥ min{depthR(M), depthR(U)− 1}.

Em particular, se depthR(M) > depthR(N) ou depthR(M) > depthR(U), então

depthR(U) = depthR(N) + 1.

Demonstração. Ver [5], Proposição 1.2.9.

Corolário B.6 Sejam R um anel local e M,NR-módulos. Então,

depthR(M ⊕N) = min{depthR(M), depthR(N)}.

Demonstração. Considere a sequência exata 0 → M → M ⊕ N → N → 0. Pela

Proposição B.5(i), depthR(M ⊕N) ≥ min{depthR(M), depthR(N)}. Suponha que

min{depthR(M), depthR(N)} = depthR(M)
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então depthR(N) ≥ depthR(M). Por outro lado, pela Proposição B.5(ii), depthR(M) ≥

min{depthR(M ⊕N), depthR(N)+1} = depthR(M ⊕N), pois depthR(N) ≥ depthR(M),

como queríamos.

Lembramos que dois módulos M e N são projetivamente equivalentes se existem

P,Q projetivos com M ⊕ P ∼= N ⊕Q e denotamos M ≈ N .

Lema B.7 Seja R um anel local. Considere M e N R-módulos tais que M ≈ N . Se

depthR(M) < depth(R), então depthR(M) = depthR(N).

Demonstração. Sejam P e Q projetivos tais que M ⊕ P ∼= N ⊕ Q. Logo, temos que

depthR(M ⊕ P ) = depthR(N ⊕Q). Assim, pelo Corolário B.6

min{depthR(M), depthR(P )} = min{depthR(N), depthR(Q)} (B.1)

Como P e Q são projetivos e portanto livres, temos que depthR(P ) = depth(R) =

depthR(Q). Desde que depthR(M) < depth(R), por (B.1) concluímos que depthR(M) =

depthR(N).

Lema B.8 Sejam R um anel local, M um R-módulo e n um inteiro positivo. Se

depthR(M) = 0 e depth(R) > n

então depthR(Ω
nM) = n.

Demonstração. Faremos indução em n. Suponha que n = 1 e considere a sequência

exata

0 → ΩM → Q0 →M → 0

onde Q0 é projetivo. Note que depthR(Q0) = depth(R) > n > 0 = depthR(M). Pela

Proposição B.5, depthR(ΩM) = depthR(M)+1 = 1. Assuma que n > 1 e que o resultado

é valido para n− 1. Considere agora a sequência exata:

0 → ΩnM → Qn−1 → Ωn−1M → 0

onde Qn−1 é projetivo. Como depthR(Qn−1) = depth(R) > n > n− 1 = depthR(Ω
n−1M),

então pela Proposição B.5, depthR(Ω
nM) = depthR(Ω

n−1M) + 1 = n− 1 + 1 = n.

Lema B.9 Sejam R um anel local, M um R-módulo e n um inteiro positivo. Se

depthR(Ω
nM) = n e depth(R) > n

então depthR(M) = 0.
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Demonstração. Considere a sequência exata abaixo

0 // ΩnM // Qn−1
//

%%

Qn−2
// · · · // Q0

//M // 0

Ωn−1M

99

%%
0

99

0

onde Qi é projetivo para todo i = 0, ..., n− 1. Como 0 → ΩnM → Qn−1 → Ωn−1M → 0

é exata e depthR(Ω
nM) = n < depth(R) = depthR(Qn−1), então pelo Proposição B.5,

segue que depthR(Ω
n−1M) = depthR(Ω

nM)− 1 = n− 1. Continuamos com esse processo

até chegar na sequência exata

0 → ΩM → Q0 →M → 0

com depthR(ΩM) = 1 ≤ n < depth(R) = depthR(Q0). Logo,

depthR(M) = depthR(ΩM)− 1 = 0,

como queríamos.

O próximo resultado fornece uma fórmula que será útil no cálculo de profundidades.

Proposição B.10 Sejam (R,m) um anel local e M um R-módulo. Se x = x1, ..., xn é

uma M-sequência em m, então

depthR/(x)(M/xM) = depthR(M/xM) = depthR(M)− n.

Demonstração. Ver [5], Proposição 1.2.10(d).

De�nição B.11 Seja M ̸= 0 um R-módulo. Então, o grade de M é dado por

gradeR(M) = min{i ≥ 0 |ExtiR(M,R) ̸= 0}.

Proposição B.12 Sejam (R,m) um anel local e M ̸= 0 um R-módulo. Então temos que

depthR(M) ≤ dim(M). Além disso, depthR(M) ≤ dim(R/p) para todo p ∈ AssR(M).

Em particular, se m ∈ AssR(M), então depthR(M) = 0.

Demonstração. Ver [5], Proposições 1.2.12 e 1.2.13.

Proposição B.13 Sejam (R,m) um anel local e M ̸= 0 um R-módulo. Se depthR(M) =

0, então m ∈ AssR(M).
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Demonstração. Como depthR(M) = 0 não existe elemento M -regular x ∈ R tal que

M/xM ̸= 0. Dado x ∈ m, pelo Lema de Nakayama temos que M/xM ̸= 0. Logo, x

não pode ser M -regular, donde x ∈ zR(M) e assim, m ⊆ zR(M). Sendo R Noetheriano e

M ̸= 0 um R-módulo, zR(M) =
⋃

p∈AssR(M) p. Pelo Lema da Esquiva m ⊆ p para algum

p ∈ AssR(M). Como m é maximal m = p. Portanto, m ∈ AssR(M).

Proposição B.14 Sejam (R,m) um anel local e M ̸= 0 um R-módulo. Se depthR(M) >

0 e depth(R) > 0, então m contém um elemento R e M-regular.

Demonstração. Como R é Noetheriano e M ̸= 0 é �nitamente gerado, zR(M) =
⋃n
i=1 pi

com pi ∈ AssR(M) e z(R) =
⋃m
j=1 qj com qj ∈ Ass(R). Logo, zR(M) ∪ z(R) é uma �nita

de primos, logo está contida propriamente em R. Como depthR(M) > 0 e depth(R) > 0,

então pela Proposição B.12, m /∈ AssR(M)∪Ass(R), donde m ̸⊆ zR(M)∪z(R). Portanto,

m ∩R\(zR(M) ∪ z(R)) ̸= ∅ e assim m contém um elemento R e M -regular.

O próximo teorema é um instrumento e�caz para o cálculo da profundidade de um

módulo.

Teorema B.15 (Fórmula de Auslander-Buchsbaum) Sejam R um anel local eM ̸=
0 um R-módulo. Se pdR(M) <∞, então pdR(M) + depthR(M) = depth(R).

Demonstração. Ver [5], Teorema 1.3.3.

De�nição B.16 Seja R um anel local. Um R-módulo M ̸= 0 é um módulo Cohen-

Macaulay se depthR(M) = dim(M). Se o próprio R é um módulo Cohen-Macaulay, então

ele é chamado de anel Cohen-Macaulay. Um módulo Cohen-Macaulay maximal é um

módulo Cohen-Macaulay M tal que dim(M) = dim(R).

Vamos agora introduzir uma outra importante classe de anéis locais.

De�nição B.17 Um anel local R é dito ser Gorenstein se id(R) <∞.

Teorema B.18 Seja (R,m, k) um anel local tal que dim(R) = n. Então as seguintes

condições são equivalentes:

(i) R é Gorenstein;

(ii) id(R) <∞;

(iii) id(R) = n;

(iv) ExtiR(k,R) = 0 para i ̸= n e ExtnR(k,R) ∼= k;
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(v) ExtiR(k,R) = 0 para algum i > n;

(vi) ExtiR(k,R) = 0 para i < n e ExtnR(k,R) ∼= k.

Demonstração. Ver [27], Teorema 18.1.

Proposição B.19 Todo anel local Gorenstein é um anel Cohen-Macaulay.

Demonstração. Ver [5], Proposição 3.1.20.
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Apêndice C

Anéis Semiperfeitos

O foco deste apêndice é apresentar uma importante classe de anéis utilizada ao

longo do texto. Vimos no Capítulo 2 que para termos a operação λ := ΩTr bem de�nida

é necessário que o anel em questão admita coberturas projetivas, tais anéis são chamados

de anéis semiperfeitos. Mais detalhes podem ser encontrados em [3], [14], [22] e [34].

De�nição C.1 Um submódulo N de um módulo M é supér�uo se L ⊆ M for um sub-

módulo com L+N =M , então L =M . Neste caso, denotamos N ≪M .

De�nição C.2 Uma cobertura projetiva de um módulo M é um par ordenado (P, φ),

onde P é projetivo e φ : P →M um epimor�smo com Ker(φ) ≪ P .

De�nição C.3 Dizemos que um anel R é semiperfeito se todo módulo �nitamente gerado

tem uma cobertura projetiva.

Teorema C.4 Todo anel local é semiperfeito.

Demonstração. Ver [34], Teorema 4.62.

De�nição C.5 Uma sequência exata de R-módulos P1
f−→ P0 → M → 0 é chamada

apresentação projetiva minimal de M se P1 e P0 são projetivos �nitamente gerados com

Ker(f) ≪ P1 e Im(f) ≪ P0.

Observação C.6 (i) Quando R é semiperfeito todo módulo �nitamente gerado tem uma

apresentação projetiva minimal. (Ver [3], pág 354). Tomando J = J(R) (o radical de

Jacobson de R), a minimalidade signi�ca apenas que Ker(f) ≤ JP1 e Im(f) ≤ JP0.

(ii) Uma sequência exata de R-módulos

· · · → Pn
fn−→ · · · → P1

f1−→ P0
f0−→M → 0



é chamada resolução projetiva minimal de M caso Pi é projetivo �nitamente gerado e

Ker(fi) ≤ JPi para todo i ≥ 0.

(iii) Usando coberturas projetivas, é fácil ver que todo módulo �nitamente gerado

sobre um anel semiperfeito tem uma resolução projetiva minimal.

O próximo resultado nos mostra que as coberturas projetivas são únicas quando

existem.

Lema C.7 Assuma que P
g−→ M é uma cobertura projetiva de um R-módulo M . Se

Q
f−→M é uma cobertura projetiva, então Q ∼= P .

Demonstração. Ver [14], Lema 22.11.

As apresentações projetivas minimais são essencialmente únicas como mostra o se-

guinte resultado.

Lema C.8 Se M e N têm apresentações projetivas minimais

P1
f−→ P0 →M → 0

e

Q1
g−→ Q0 → N → 0

então M ∼= N se, e somente se, existem isomor�smos φ1 e φ0 tal que o diagrama

P1
f //

φ1

��

P0

φ0

��
Q1

g // Q0

comuta.

Demonstração. Ver [3], Lema 32.11.

Teorema C.9 Sejam R um anel semiperfeito e M um R-módulo estável �nitamente ge-

rado. Se

P1 → P0 →M → 0

é uma apresentação projetiva minimal de M , então

P ∗
0 → P ∗

1 → TrM → 0

é uma apresentação projetiva minimal de TrM . Além disso, TrM é estável.

Demonstração. Ver [3], Teorema 32.13.
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Proposição C.10 Sejam R um anel semiperfeito, M um R-módulo �nitamente gerado

com apresentação projetiva minimal P1 → P0 →M → 0 e

0 →M∗ → P ∗
0 → P ∗

1
ω−→ TrM → 0

a correspondente apresentação projetiva da TrM . Então, ω : P ∗
1 → TrM é uma cobertura

projetiva.

Demonstração. Ver [26], Proposição 3(a).
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