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Resumo

Este trabalho estuda um problema sobredeterminado envolvendo um domínio ilimi-

tado com duas fronteiras livres dadas por grá�cos de funções. Sob condições especí�cas

nas fronteiras, demonstra-se que as soluções do problema podem ser explícitadas e que as

fronteiras do domínio são retas paralelas. Para concluir tal objetivo utiliza-se técnicas de

análise, incluindo Princípio do Máximo, Lema de Hopf, funções barreiras e métodos de

comparação, garantindo a classi�cação da solução e a simetria do domínio.

Palavras-chave: Problema Sobredeterminado, Classi�cação de Solução, Fronteira

livre, Princípio do Máximo, Lema de Hopf.
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Abstract

This work studies an overdetermined problem involving an unbounded domain with

two free boundaries given by the graphs of functions. Under speci�c conditions on the

boundaries, it is shown that the solutions to the problem can be explicitly described and

that the domain boundaries are parallel straight lines. To achieve this goal, analytical

techniques are employed, including Maximum Principles, Hopf Lemma, barrier functions,

and comparison methods, ensuring the classi�cation of the solution and the symmetry of

the domain.

Key Words: Overdetermined Problem, Solution Classi�cation, Free boundary, Ma-

ximum Principle, Hopf Lemma.
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Notação

Notações e De�nições

� R denota o conjunto dos números reais;

� R2 = {(x, y) : x, y ∈ R};

� e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) denotam os vetores canônicos do R2;

� ⟨·, ·⟩ denota o produto interno usual do R2;

� |(x, y)| =
√
x2 + y2 denota a norma Euclidiana em R2;

� [A,B] = {Bt+ (1− t)A : t ∈ [0, 1]} com A,B ∈ R2;

� Dr(z) ou D′
r(z) representam discos de raio r > 0 e centro z ∈ R2;

� dist(Z,W ) = inf{|z − w| : z ∈ Z e w ∈ W} onde Z, W são subconjuntos de R2;

� ∇u =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
denota o vetor gradiente de u em R2;

� ∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
denota o operador Laplaciano de u em R2;

� f(x) = Ox(1) quando x → 0, indica que f(x) é limitada para x ≈ 0;

� projνη = ⟨η, ν⟩ ν

|ν|2
representa a projeção do vetor η sobre o vetor ν;

� Vδ(Z) = {w ∈ R2 : dist(w,Z) ≤ δ} denota a vizinhança fechada de raio δ > 0 do

conjunto Z ⊂ R2;



Introdução

Problemas de classi�cação de soluções em equações diferenciais parciais tem des-

pertado amplo interesse na literatura matemática, tanto pelas suas implicações teóricas

quanto por suas aplicações em mecânica dos �uidos, elasticidade e física matemática.

Neste contexto, um exemplo clássico surge ao estudar o escoamento de um �uido

viscoso mediante um tubo reto de comprimento l, submetido a uma pressão δ nas suas

extrimidades. Fixando-se as coordenadas espaciais (x, y, z), com o eixo z orientado ao

longo do tubo, seja Ω a seção transversal, no plano (x, y), que contém a origem. Então,

neste regime a velocidade u do �uido satisfaz a equação de Poisson

∆u = − δ

ηl
em Ω, (1)

onde η representa a viscosidade do �uido. Além disso, a condição de aderência a parede

do tubo é dada por

u = 0, em ∂Ω (2)

e a tensão tangencial por

η
∂u

∂ν

onde ν denota o vetor normal interior a fronteira. Determinar, de forma precisa, o ponto

de maior tensão tangencial constitui um problema bastante complexo. Por outro lado,

uma questão natural que se coloca é a seguinte: quando a tensão tangencial assume o

mesmo valor em todos os pontos da parede do tubo ?. Em outras palavras, pergunta-se

se existe uma solução u do problema (1) − (2) que satisfaça, adicionalmente, a condição

de Neumann
∂u

∂ν
= const. em ∂Ω.



Um trabalho celebrado nessa direção é o clássico artigo de Serrin [8], no qual se

demonstra que, se u ∈ C2(Ω) é uma solução do problema sobredeterminado:
∆u = −1, em Ω

u = 0, em ∂Ω

|∇u| = const, em ∂Ω

então o domínio Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, é uma bola de raio d e a função u admite uma represen-

tação explícita:

u(x) =
d2 − |x|2

2n
.

Figura 1: Solução de Serrin

Fonte: Autoria própria, com o uso do GeoGebra.

Esse resultado conecta as propriedades geométricas do domínio com a estrutura da

solução, revelando que a condição de Neumann no bordo força a simetria esférica do

domínio.

Recentemente, assumindo n = 2, De Silva e Valdinoci [3] estudaram um problema

sobredeterminado em um domínio ilimitado com fronteiras de�nidas por grá�cos de fun-

ções. Nesse trabalho, os autores consideraram equações totalmente não lineares (fully
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nonlinear) do tipo F (D2u) = 0. Mostraram, sob hipóteses adequadas, que as fronteiras

são retas paralelas e a solução é um plano, obtendo assim uma classi�cação das soluções.

Figura 2: Solução de De Silva e Valdinoci

Fonte: Autoria própria, com o uso do GeoGebra.

O nosso objetivo nesta dissertação é estudar o artigo de Lihe Wang e Lizhou Wang [9]

que trata de um problema sobredeterminado sob domínios ilimitados com duas fronteiras

dadas por grá�cos de funções. Mais precisamente, considerando a > 0 estudamos o

problema:

0 < u < a, ∆u = −1, em Ω, (3)

sob as condições superdeterminadasu = 0, |∇u(x)| = b, x ∈ J0;

u = a, |∇u(x)| = 0, x ∈ J1.

(4)

onde

� b > 0;

� ϕ0, ϕ1 ∈ C2(R), com ϕ0 < ϕ1 em R;
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� Ω = {(x, y) ∈ R2 : ϕ0(x) < y < ϕ1(x)};

� Ji = {(x, y) ∈ R2 : y = ϕi(x)}, i = 0, 1.

Veri�camos, sob tais condições, que as fronteiras devem ser retas paralelas e a solução

u(x, y) é explicitamente dada por uma parábola com relação a variável y, a ver:

Teorema 0.1 Se u ∈ C2(Ω) é uma solução do problema (3), veri�cando as condições de

contorno (4), então

(i) b =
√
2a;

(ii) Ω = {(x, y) ∈ R2 : 0 < y <
√
2a};

(iii) u(x, y) = −1

2
y2 +

√
2ay, (x, y) ∈ Ω, a menos de rotação e translação.

Na prova deste teorema, utilizaremos ferramentas clássicas da análise, tais como: Prin-

cípio do Máximo Forte (ver Teorema 1.2), Lema de Hopf (ver Lema 1.1) e o método do

deslizamento (sliding method), evitando o uso de desigualdades do tipo Harnack (con-

forme usado em [3]) ou métodos dos planos móveis (conforme usado em [8], [2]).

A estrutura deste trabalho de dissertação é a seguinte: No Capítulo 1, revisitamos

alguns conceitos de funções harmônicas e apresentamos ferramentas auxiliares; no Ca-

pítulo 2, construímos uma função barreira essencial para a análise comparativa com a

solução; e, no Capítulo 3, faremos a prova do teorema principal por meio de princípios de

comparação, �nalizando com a caracterização precisa da solução e de seu domínio.
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Capítulo 1

Resultados preliminares

Neste capítulo revisitamos alguns resultados de equações diferenciais parciais em R2.

Esses resultados são fundamentais para o estudo do problema sobredeterminado proposto

neste trabalho (a ver (3) e (4)).

1.1 Teoria de funções harmônicas

O objetivo desta seção é revisitar o Princípio do Máximo e o Lema de Hopf para

funções harmônicas, baseado no livro do Evans [4]. Para isso, assuma que U é um domínio

de R2, isto é, aberto e conexo, e suponha ainda que U seja limitado. Lembramos a seguir

a de�nição de função harmônica.

De�nição 1.1 Uma função u ∈ C2(U) é dita harmônica (em U) sempre que

∆u = 0, em U.

Uma informação importante sobre as funções harmônicas é que elas veri�cam a proprie-

dade da média, dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1 Seja u ∈ C2(U). Então u é harmônica se, e somente se,

u(w) =
1

2πr

�
∂Dr(w)

u dH1 =
1

πr2

�
Dr(w)

u dz

para cada disco Dr(w) ⊂ U.

Demonstração. Inicialmente, assuma

� u harmônica em U ;



� D2r(w) ⊂ U,

� z ∈ ∂D1(0) 7→ ν(z) um campo de vetores normais exterior a D1(0).

Considerando

η(t) :=
1

2πt

�
∂Dt(w)

u dH1, t ∈ (0, 2r),

observe que

η(t) =
1

2π

�
∂D1(0)

u(w + tz) dH1
z, t ∈ (0, 2r),

e veri�ca a seguinte a�rmação:

A�rmação 1.1 η ≡ const. em (0, 2r).

Dados t ∈ (0, 2r) e h ∈ (0, 2r− t), vai existir ξ ∈ (0, 1) (via Teorema do Valor Médio) tal

que

u(w + (t+ h)ν)− u(w + tν) = h⟨∇u(w + (t+ ξh)ν), ν⟩.

Deste fato, uma vez que as derivadas parciais são contínuas

lim
h→0+

u(w + (t+ h)ν)− u(w + tν)

h
= ⟨∇u(w + tν), ν⟩. (1.1)

Por outro lado, ∣∣∣∣u(w + (t+ h)ν)− u(w + tν)

h

∣∣∣∣ = |⟨∇u(w + (t+ ξh)ν), z⟩|

≤ |∇u|L∞(U).

(1.2)

De (1.1) e (1.2), temos pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver Teo-

rema A.7)

lim
h→0+

�
∂D1(0)

u(w + (t+ h)ν)− u(w + tν)

h
dH1

ν =

�
∂D1(0)

⟨∇u(w + tν), ν⟩ dH1
ν

=

�
∂Dt(w)

∂u

∂ν
dH1.

Sabendo disto, segue da Fórmula de Green (ver Teorema A.6 )

η′(t) = lim
h→0+

η(t+ h)− η(t)

h

=
1

2πt

�
Dt(w)

∆u dz

= 0,

(1.3)
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mostrando assim a A�rmação 1.1.

Sendo u uma função contínua, tem-se que w é um ponto de Lebesgue (ver de�nição

de ponto de Lebesgue, Teorema A.8) e portanto

η(r) = lim
λ→0+

η(λ) = lim
λ→0+

1

2πλ

�
∂Dλ(w)

u dH1 = u(w),

isto é,

u(w) =
1

2πr

�
∂Dr(w)

u dH1. (1.4)

Agora, via coordenadas polares

u(w)πr2 =

� r

0

2πtu(w)dt

=

� r

0

2πt

(
1

2πt

�
∂Dt(w)

u dH1

)
dt

=

� r

0

(�
∂Dt(w)

u dH1

)
dt

=

�
Dr(w)

u dz.

(1.5)

De (1.3) e (1.4), concluímos que u veri�ca a propriedade da média.

Reciprocamente, assuma agora que

u(w) =
1

2πr

�
∂Dr(w)

u dH1

para cadaDr(w) ⊂ U. Sendo u uma função de classe C2 em U temos que∆u é contínuo em

U. Logo, ∆u = 0 em U. Com efeito, suponha por contradição que ∆u(w0) ̸= 0, para algum

w0 ∈ U. Sem perda de generalidade, assuma ∆u(w0) < 0, implicando por continuidade

∆u(w) < 0, ∀ w ∈ Dr0(w0),

para algum r0 > 0 su�cientemente pequeno. Mas, por outro lado, segue de (1.3)

0 =
d

dt
(u(w0))

∣∣∣
t=r

=
dη

dt
(t)
∣∣∣
t=r

=
1

2πr

�
Dr(w0)

∆u dz < 0,

uma contradição.

O resultado a seguir revela que os pontos de máximos e mínimos de uma função

harmônica, pertencem à fronteira do domínio.

Teorema 1.2 (Princípio do Maxímo Forte) Assuma
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� U limitado;

� u ∈ C2(U) ∩ C(U) uma função harmônica.

Então

max
U

u = max
∂U

u. (1.6)

Além disso, se

u(w0) = max
U

u,

para algum w0 ∈ U, então

u = const, em U. (1.7)

Demonstração. Veri�cação de (1.7) : Assumindo que

u(w0) = max
U

u = M,

considere Λ o seguinte conjunto de pontos

Λ := {w ∈ U : u(w) = M}.

Mostraremos agora que Λ é um aberto e fechado relativo a U . Com efeito, dado w ∈ Λ

tome r > 0 tal que Dr(w) ⊂ U. Sendo u harmônica, segue do Teorema 1.1

M = u(w) =
1

πr2

�
Dr(w)

u(z) dz,

o que implica
1

πr2

�
Dr(w)

(M − u) dz = 0.

Portanto,

u(z) = M, ∀ z ∈ Dr(w),

mostrando que Λ é aberto, e consequentemente é um aberto relativo a U. Além disso,

desde que

Λ = u−1({M}),

o conjunto Λ é um fechado relativo de U. Destes fatos,

Λ = U e u ≡ M em U,

provando assim o item (1.7).

Veri�cação de (1.6) : Primeiramente, assuma que

u(w0) = max
U

= M.
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Se w0 ∈ ∂U, o resultado segue imediatamente. Agora, se w0 ∈ U, então segue de (1.7) que

u ≡ M em U. E portanto, via continuidade de u em U, podemos concluir (1.6).

O resultado a seguir garante que toda função super-harmônica (∆u ≤ 0), não nega-

tiva e não trivial, toca a fronteira com ângulo no ponto onde ela mesma se anula.

Lema 1.1 (Lema de Hopf) Assuma

� u ∈ C2(U) ∩ C1(U);

� u ≥ 0, e u ̸≡ 0 em U ;

� ∆u ≤ 0 em U.

Então

u > 0 em U.

Além disso, se

� u(z0) = 0 para algum z0 ∈ ∂U ;

� existe Dℓ(w0) ⊂ U, ℓ > 0, tal que ∂Dℓ(w0) ∩ ∂U = {z0},

então
∂u

∂ν
(z0) < 0,

onde ν é vetor unitário normal exterior a ∂U.

Demonstração. Primeiramente, suponha por contradição que u(z0) = 0 para algum

z0 ∈ U, ou seja,

u(z0) = inf
U

u = 0.

De�na agora o seguinte conjunto

Υ = {z ∈ Rn : u(z) = 0}.

Note que Υ é um fechado relativo a U, pois u é contínua. Mostraremos agora que Υ,

também, é um aberto relativo a U. Para isso, sejam w ∈ Υ e r > 0 tal que Dr(w) ⊂ U,

pela Desigualdade da Média (ver Teorema A.4 )

0 = −u(w) ≤
 
Dr(z)

−u dz ≤ 0,

logo, pela continuidade

u = 0 em Dr(w).
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Consequentemente, Υ é aberto em U. Destes fatos, concluímos que

Υ = U e u ≡ 0 em U,

uma contradição (pois u ̸≡ 0). Mostrando assim que u > 0 em U.

A título de simpli�cação, assuma

� û(z) := u(z + w0), para z ∈ Dℓ := Dℓ(0);

� Û := U − w0;

� ẑ0 := z0 − w0.

Agora, note que ẑ0 + tν ∈ Û para t < 0, com |t| < ℓ, e

û(ẑ0 + tν)− û(ẑ0)

t
=

û(ẑ0 + tν)

t
< 0.

Logo, passando ao limite de t → 0− segue que

∂û

∂ν
(ẑ0) = lim

t→0−

û(ẑ0 + tν)− û(ẑ0)

t
≤ 0.

Por outro lado, tomando λ > 0 (a ser de�nida), considere

vλ(z) := e−λ|z|2 − e−λℓ2 , z ∈ Dℓ.

Sendo v radial, observe que

∆vλ(z) = v′′λ(r) +
1

r
v′λ(r), r = r(z) = |z| < ℓ.

Deste fato,

∆vλ(z) = −2λe−λr2 + 4λ2r2e−λr2 +
1

r

(
−2λre−λr2

)
= (−4λ+ 4λ2r2)e−λr2 , |z| = r < ℓ.

Em particular,

∆vλ(z) ≥ λ

(
−4 + 4λ

(
ℓ

2

)2
)
e−λ( ℓ

2)
2

, z ∈ Γℓ := Dℓ \D ℓ
2
.

Daí, se

−4 + 4λ

(
ℓ

2

)2

≥ 0 ⇔ λ ≥ 4

ℓ2
,
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então

∆vλ(z) ≥ 0, ∀ z ∈ Γℓ. (1.8)

Além disso, �xando λ ≥ 4
ℓ2
, tome ϵ = ϵ(λ) > 0, su�cientemente pequeno, de sorte que

û(z) ≥ min
∂D ℓ

2

û ≥ ϵmax
∂D ℓ

2

vλ ≥ ϵvλ(z), ∀ z ∈ ∂Dℓ\2, (1.9)

Agora, observando que vλ = 0 em ∂Dℓ temos

û(z) ≥ 0 = ϵvλ(z), z ∈ ∂Dℓ. (1.10)

Assumindo

σ(z) := û(z)− ϵvλ(z), z ∈ Γℓ,

segue de (1.8) - (1.10) ∆σ(z) ≤ 0, z ∈ Γℓ

σ(z) ≥ 0, z ∈ ∂Γℓ.

Logo, pelo Princípio do Máximo Fraco (ver Teorema A.5)

inf
Γℓ

σ ≥ inf
∂Γℓ

σ− = inf
∂Γℓ

(min{σ, 0}) = 0,

logo,

σ ≥ 0, em Γℓ.

Deste fato,

∂û

∂ν
(ẑ0)− ϵ

∂vλ
∂ν

(ẑ0) =
∂σ

∂ν
(ẑ0) = lim

t→0−

σ(ẑ0 + tν)− σ(ẑ0)

t
≤ 0,

donde segue-se que

∂û

∂ν
(ẑ0) ≤ ϵ

∂vλ
∂ν

(ẑ0)

= ϵ⟨∇vλ(ẑ0), ẑ0⟩

= −ϵ(2λe−λℓ2)⟨ẑ0, ẑ0⟩

= −2ϵλe−λℓ2ℓ2

< 0,

como queríamos demonstrar.
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1.2 Condição do disco interior e exterior

Nesta seção, mostraremos que grá�cos de funções reais de classe C2 satisfazem a

condição do disco interior e exterior. Para isso, comecemos relembrando a de�nição dessas

condições.

De�nição 1.2 Seja α : R → R2 uma curva contínua, dividindo o plano em duas regiões

π1 e π2. Dizemos que α satisfaz a condição do disco interior (e/ou exterior) sempre que

para cada z0 ∈ α, existir um disco Dr ⊂ π1 (e/ou Dr ⊂ π2), r > 0, tal que

Dr ∩ α = {z0}.

Assumindo f : R → R uma função de classe C2, considere α uma curva suave

de�nida da seguinte forma:

α : x ∈ R 7→ α(x) = (x, f(x)). (1.11)

Neste caso,

α′(x) = (1, f ′(x)) e nα(x) :=
(−f ′(x), 1)√
1 + f ′(x)2

, x ∈ R,

de�nem um campo de vetores velocidade e normal unitário para a curva α, respectiva-

mente. Veri�caremos agora que nα : R → R2 é localmente Lipschitz. Para isso, observe

inicialmente que

n′
α(x) =

(
−f ′′(x)

(1 + (f ′(x))2)
3
2

,
−f ′(x)f ′′(x)

(1 + (f ′(x))2)
3
2

)
, ∀ x ∈ R. (1.12)

Por outro lado, dado k ∈ N, tome Ck > 2 veri�cando

max{|f ′(x)|, |f ′′(x)|} ≤
(
Ck

2

) 1
2

, para |x| ≤ k. (1.13)

De (1.12) e (1.13)

|n′
α(x)| ≤ Ck, para |x| ≤ k.

Daí, segue pelo Teorema da Desigualdade do Valor Médio (ver Teorema A.2) que

|nα(x)− nα(y)| ≤ Ck|x− y| ∀x, y ∈ [−k, k]. (1.14)

Mostrando assim que nα é uma aplicação localmente Lipschitz em R.
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Tomando rk ∈
(
0,

1

Ck

)
, obtemos de (1.14)

|nα(x)− nα(y)| ≤
1

rk
|x− y| ∀x, y ∈ [−k, k]. (1.15)

A desigualdade (1.15) assegura que a curva α satisfaz a condição de 1/rk-Lipschitz em

[−k, k] (ver p. 549 de [6]). Pelo Teorema 1 de [?], que estabelece a equivalência entre

a condição 1/rk-Lipschitz e a condição de existência de discos interiores e exteriores,

concluímos que α satisfaz a condição do disco interior e exterior, com discos Drk , em

[−k, k].

Com esses fatos, estamos prontos para provar a seguinte proposição.

Proposição 1.1 Grá�cos de funções reais de classe C2 satisfazem a condição do disco

interior e exterior.

Demonstração. Seja α uma curva suave dada por (1.11). Neste caso, dado

z0 = (x0, f(x0)) ∈ α,

escolha k > 0 su�cientemente grande para que |x0| < k. Como discutido anteriormente,

existe rk > 0 tal que a curva α satisfaz a condição do disco interior e exterior com discos

Drk , de modo que

Drk ∩ α = {z0},

como queriamos demonstrar.
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Capítulo 2

Função Barreira

Neste capítulo iremos determinar um protótipo de solução radial Ψ : R2 −→ R

para o problema ∆Ψ = −1 em R2 \ {0}, com o objetivo de estudar algumas propriedades

assintóticas.

2.1 Construção da função Barreira

Fixado R > 0, assuma

ΨR(z) = 1− |z|2 −R2

4
+

R2

2
ln

(
|z|
R

)
, z ∈ R2 \ {0}.

Figura 2.1: Função ΨR

Fonte: Autoria própria, com o uso do GeoGebra.



Observando que ΨR é uma função radial, tem-se

∆ΨR(z) = Ψ′′
R(r) +

2− 1

r
Ψ′

R(r), para r = |z| > 0,

e portanto

∆ΨR(z) = −1

2
− R2

2r2
+

1

r

(
−r

2
+

R2

2r

)
= −1.

Neste caso, ΨR é uma solução radial para a equação ∆u = −1 em R2 \ {0}. A próxima

proposição veri�ca algumas propriedades de ΨR.

Proposição 2.1 Para cada R > 0, existem (únicos) γR
0 e γR

1 , positivos, de sorte que:

(i) γR
0 < R < γR

1 ;

(ii) ΨR(R) = max
r>0

ΨR(r);

(iii) ΨR(γ
R
i ) = 0, i = 0, 1.

Demonstração. Primeiramente, observe que

� se r ∈ (R,∞),

Ψ′
R(r) = −r

2
+

R

2r
< −R

2
+

R2

2R
= 0;

� se r ∈ (0, R),

Ψ′
R(r) = −r

2
+

R

2r
> −R

2
+

R

2R
= 0,

ou seja

� ΨR é descrescente em (R,∞);

� ΨR é crescente em (0, R).

Por outro lado

lim
r→∞

ΨR(r) = 1−R2 + lim
r→∞

(
−r2

4
+

R2

2
ln
( r

R

))

= 1−R2 + lim
r→∞

−r2

4
+

r2

2

ln
( r

R

)
r2

R2



= 1−R2 + lim
r→∞

r2

−1

4
+

1

2

ln
( r

R

)
r2

R2


= −∞,
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e

lim
r→0+

ΨR(r) = 1−R2 + lim
r→0

(
−r2

4
+

R2

2
ln
( r

R

))
= −∞.

Por esses fatos, uma vez que

ΨR(R) = 1− R2 −R2

4
+

R2

2
ln

(
R

R

)
= 1,

e

Ψ′
R(R) = −R

2
+

R2

2R
= 0,

concluímos que ΨR, possui exatamente duas raízes, γR
0 e γR

1 (mostrando o item (iii)),

veri�cando (i) e (ii).

A proposição a seguir nos dá informações sobre o comportamento assintótico de Ψ′
R

em γR
i , i = 0, 1.

Proposição 2.2 Sejam γR
0 e γR

1 números positivos dadas pela Proposição 2.1. Então,

lim
R→∞

Ψ′
R(γ

R
0 ) = − lim

R→∞
Ψ′

R(γ
R
1 ) =

√
2.

Demonstração. Primeiramente, assuma

dRi := γR
i −R, e kR

i :=
dRi
R

, i = 0, 1.

Note que kR
i ̸= 0 (pois |γR

i −R| > 0) e kR
i > −1 (pois kR

i + 1 =
γR
i

R
> 0). Uma vez que

1− 1

4

(
(γR

i )
2 −R2

)
+

R2

2
ln

(
γR
i

R

)
= ΨR(γ

R
i ) = 0,

temos,
1

4

(
(γR

i )
2 −R2

R2

)
− 1

2
ln

(
γR
i

R

)
=

1

R2
.

Lembrando que γR
i = dRi +R, tem-se

1

R2
=

1

4

(
(γR

i )
2 −R2

R2

)
− 1

2
ln

(
γR
i

R

)
=

1

4

(
(dRi +R)2 −R2

R2

)
− 1

2
ln

(
dRi +R

R

)
=

1

4

(
(dRi )

2

R2
+

2RdRi
R2

)
− 1

2
ln(1 + kR

i )

=
1

4
(kR

i )
2 +

1

2
kR
i − 1

2
ln(1 + kR

i ),
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isto é,

0 <
1

4
(kR

i )
2 =

1

2
ln(kR

i + 1)− 1

2
kR
i +

1

R2
. (2.1)

A�rmação 2.1 Se x > −1, então ln(x+ 1) ≤ x.

De fato, seja

f : (−1,∞) −→ R

x −→ ln(x+ 1)− x.

Para cada x > −1, temos

f ′(x) =
1

x+ 1
− 1 =

−x

x+ 1
.

Neste caso

� f ′(x) = 0 ⇔ x = 0;

� f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (−1, 0];

� f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0,∞).

Logo, 0 é ponto de máximo global para a função f(x), e portanto

ln(x+ 1)− x = f(x) ≤ f(0) = ln(0 + 1)− 0 = 0, ∀x ∈ (−1,∞),

ou seja,

ln(x+ 1) ≤ x, ∀x ∈ (−1,∞).

Sabendo que kR
i > −1, segue de (2.1) e da A�rmação 2.1 que

0 <
1

4
(kR

i )
2 =

1

2
ln(kR

i + 1)− 1

2
kR
i +

1

R2

≤ kR
i

2
− kR

i

2
+

1

R2

=
1

R2
.

Por este fato, podemos concluir:

0 < (dRi )
2 = (kR

i R)2 ≤ 4 e lim
R→∞

kR
i = 0. (2.2)
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Agora, via expansão de Taylor, obtemos:

ln(x+ 1) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ ....

= x− x2

2
+ x3

(
1

3
− x

4
+ ....

)
= x− x2

2
+ x3Ox(1) (para x ≈ 0)

= x− x2

2
+O(x3) (para x ≈ 0).

Sabendo disto, segue de (2.1) e (2.2)

1

4
(kR

i )
2 =

1

2

(
kR
i − (kR

i )
2

2
+O

(
(kR

i )
3
))

− 1

2
kR
i +

1

R2

= −(kR
i )

2

4
+

1

R2
+O

(
(kR

i )
3
)

Multiplicando esta expressão por R2, obtém-se

1 =
R2(kR

i )
2

2
+R2O((kR

i )
3)

=
R2(kR

i )
2

2
+R2(kR

i )
2O(kR

i )

= (dRi )
2

(
1

2
+O(kR

i )

)
.

Neste caso, passando ao limite de R → ∞, obtemos

lim
R→∞

|dRi | =
√
2,

e como dR0 < 0 e dR1 > 0, segue que

lim
R→∞

dR0 = −
√
2 e lim

R→∞
dR1 =

√
2. (2.3)
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Por outro lado,

Ψ′
R(γ

R
i ) =

−γR
i

2
+

R2

2γR
i

= −1

2

(
(γR

i )
2 −R2

γR
i

)

= −1

2

(
(dRi +R)2 −R2

dRi +R

)

= −1

2

(
(dRi )

2 + 2RdRi
dRi +R

)

= −1

2


(dRi )

2

R
+

2RdRi
R

dRi +R

R



= −1

2

(
kR
i d

R
i + 2dRi

kR
i + 1

)
. (2.4)

De (2.2)− (2.4), podemos concluir �nalmente que

lim
R→∞

Ψ′
R(γ

R
0 ) = lim

R→∞
−1

2

(
kR
i d

R
0 + 2dR0

kR
0 + 1

)
=

√
2

e

lim
R→∞

Ψ′
R(γ

R
1 ) = lim

R→∞
−1

2

(
kR
i d

R
1 + 2dR1

kR
1 + 1

)
= −

√
2.
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Capítulo 3

Problema sobredeterminado

O objetivo deste capítulo é classi�car as possíveis soluções do problema sobredeter-

minado, conforme enunciado na Introdução (ver (3) e (4))

3.1 Sobre o problema

Conforme estabelecido na introdução, assuma:

� a, b > 0;

� ϕ0, ϕ1 : R → R funções de classe C2 com ϕ0 < ϕ1;

� Ω = {(x, y) : x, y ∈ R, ϕ0(x) < y < ϕ1(x)};

� Ji = {(x, ϕi(x)) : x ∈ R}, i = 0, 1

e suponha que exista u : Ω → R uma solução de classe C2, para o problema

0 < u < a e ∆u = −1 em Ω, (3.1)

veri�cando as seguintes condições sobredeterminadas:u = 0, |∇u| = b, em J0,

u = a, |∇u| = 0, em J1.

(3.2)

Neste caso, sendo

� Ω̂ = 1√
a
Ω,



� Ĵi =
1√
a
Ji, i = 0, 1,

o rescaling û : Ω̂ → R dado por

û(x, y) :=
u (

√
a(x, y))

a
, (x, y) ∈ Ω̂,

é uma solução para o problema:

(P )



∆û = −1, em Ω̂;

0 < û < 1, em Ω̂;

û = 0, |∇û| = a−
1
2 b =: c, em Ĵ0;

û = 1, |∇û| = 0, em Ĵ1.

Analogamente, suponha que exista û uma solução do problema (P ), então

u(x, y) = aû

(
x√
a
,
y√
a

)
veri�ca (3.1) e (3.2). Sabendo disto, nas próximas seções focaremos no problema (P ) com

o objetivo de mostrar que as fronteiras Ĵ0 e Ĵ1 são retas paralelas de sorte que

Ω̂ = {(x, y) ∈ R2 : 0 < y <
√
2},

e a solução do problema (P ), se existir, é dada por

û(x, y) = −1

2
y2 +

√
2y, (x, y) ∈ Ω̂,

a menos de translação e rotação. Neste caso, equivalente ao Teorema 0.1 temos o seguinte

teorema auxiliar:

Teorema 3.1 Assuma que û ∈ C2(Ω) é uma solução do problema (P ). Então

(i) c =
√
2;

(ii) Ω̂ = {(x, y) ∈ R2 : 0 < y <
√
2};

(iii) û(x, y) = −1

2
y2 +

√
2y, (x, y) ∈ Ω̂, a menos de translação e rotação.

A título de simpli�cação, consideraremos ao longo do capítulo u,Ω e Ji, i = 0, 1 ao invés

de û, Ω̂ e Ĵi, i = 0, 1. Além disso, com intuito de facilitar as provas dos resultados das

próximas seções, assumiremos que:
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� Ω0 = {(x, y) ∈ R2 : y < ϕ0(x)};

� Ω1 = {(x, y) ∈ R2 : y > ϕ1(x)};

� u = 0 em Ω0;

� u = 1 em Ω1.

Por �m, dizemos que um conjunto E ⊂ R2 está acima de J0 se, E ⊂ R2 \ Ω0 e diremos

também que E está estritamente acima de J0 se, A ⊂ R2 \ Ω0. De forma análoga,

de�nimos que o conjunto E ⊂ R2 está abaixo e estritamente abaixo de J1, quando

E ⊂ R2 \ Ω1 e E ⊂ R2 \ Ω1, respectivamente.

3.2 Princípios de comparação

Primeiramente, de�namos a seguinte função:

φ(y) =


0, y < 0,

−1

2
y2 +

√
2y, 0 ≤ y ≤

√
2,

1, y >
√
2.

(3.3)

Dados A0, B0 ∈ R2, de sorte que

(B0 − A0) · e1 ̸= 0,

assuma

A1 = A0 +

√
2

ν2
e2 e B1 = B0 +

√
2

ν2
e2,

onde ν = (ν1, ν2) é o vetor normal unitário ao segmento (A0, B0) com ν2 > 0. No que

segue, assuma Q um paralelogramo aberto de vertíces A0, A1, B0, B1, e

Φ(x, y) = φ (⟨(x, y)− A0, ν⟩) , (x, y) ∈ R2.
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Figura 3.1: Função Φ

Fonte: Autoria própria, com o uso do GeoGebra.

Com esses fatos, o resultado a seguir estabelece um princípio de comparação da

solução u com Φ sobre o paralelogramo Q.

Proposição 3.1 Assumindo c =
√
2, temos:

(i) Se u ≥ Φ em [A0, A1] ∪ [B0, B1], então u ≥ Φ em Q;

(ii) Se u ≤ Φ em [A0, A1] ∪ [B0, B1], então u ≤ Φ em Q.

Demonstração. Veri�cação de (i) : Seja (x, y) ∈ Q. Sendo Q um conjunto aberto,

(x, y) /∈ [A1, B1] e desta forma a projeção de ((x, y)−A0) sobre o vetor ν é menor do que

a projeção do vetor (A1 − A0) sobre ν, isto é,

|projν((x, y)− A0)| < |projν(A1 − A0)|.

E portanto,

0 < ⟨(x, y)− A0, ν⟩ = |projν((x, y)− A0)|

< |projν(A1 − A0)|

= |⟨A1 − A0, ν⟩|

=
√
2.

Deste modo,

0 < Φ(x, y) = φ(⟨(x, y)− A0, ν⟩) < 1, (3.4)
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e assumindo A0 = (a01, a
0
2), tem-se

Φ(x, y) = φ(⟨(x, y)− A0, ν⟩)

=
[⟨(x, y)− A0, ν⟩]2

2
+
√
2⟨(x, y)− A0), ν⟩

= − [(x− a01)ν1 + (y − a02)ν2]
2

2
+
√
2[(x− a01)ν1 + (y − a02)ν2].

(3.5)

Logo,

∆Φ(x, y) = −
(
∂2Φ

∂x2
(x, y) +

∂2Φ

∂y2
(x, y)

)
= −(ν2

1 + ν2
2) = −1. (3.6)

De (3.4) e (3.5), podemos concluir:∆Φ = −1 em Q;

0 < Φ < 1 em Q.

(3.7)

Além disso,

� |∇Φ| = 0 em [A1, B1];

� |∇Φ| =
√
2 em [A0, B0].

Agora, para cada t ∈ R vamos estabelecer as seguintes notações:

� Qt := Q+ te2;

� Φt(x, y) := Φ((x, y)− te2), (x, y) ∈ Qt.

A�m de provarmos que

u ≥ Φ em Q,

deslizaremos o grá�co de Φ para cima. Neste intuito, de�namos

t∗ := inf{t : u > Φs em Qs,∀s > t}.

Note que t∗ esta bem de�nido. De fato, se tomarmos t0 > 0, su�cientemente grande, de

sorte que o conjunto Qt0 esteja estritamente acima de J1, então u > Φt0 em Qt0 e portanto

u > Φs em Qs para todo s > t0. Deste fato, t∗ ≤ t0.

Segue imediatamente da de�nição de t∗,

u ≥ Φt em Qt, ∀t ≥ t∗.
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Para provarmos o item (i), é su�ciente mostrar que t∗ ≤ 0. De fato, tomando t = 0 ≥ t∗

tem-se

u ≥ Φ0 = Φ em Q0 = Q.

Sabendo disto, suponha por contradição que t∗ > 0.

A�rmação 3.1 Fixe i ∈ {0, 1}. Se

[Ai, Bi] + te2 está estritamente a cima de Ji, (3.8)

e

u > Φt em Q ∪ (A0, A1) ∪ (B0, B1) + te2, (3.9)

existe ϵ > 0 tal que

u > Φs em Qs, ∀s ∈ [t− ϵ, t].

Primeiramente, vamos provar que, dada uma sequência de números reais (αn) tal que

αn → α0 ∈ R,

temos

u(·+ αne2) → u(·+ α0e2) uniformemente em Q (n → ∞). (3.10)

Com efeito, dado δ > 0, tome n0 = n0(δ) ∈ N, su�cientemente grande, de sorte que

|αn − α0| < δ, ∀ n ≥ n0.

Por outro lado, tendo em vista que u ∈ C(R2), u é uniformemente contínua em uma

vizinhança fechada V1(Q+ α0e2). Assim, para todo ϵ > 0, existe τ = τ(ϵ, α0) > 0 tal que

para todo z, w ∈ V1(Q+ α0e2), temos

|z − w| < τ ⇒ |u(z)− u(w)| < ϵ.

Destes fatos, tomando δ ∈ (0,min{1, τ}), temos para todo (x, y) ∈ Q :

(x, y) + αne2 ∈ V1(Q+ α0e2), ∀ n ≥ n0,

com

|((x, y) + αne2)− ((x, y) + α0e2)| = |αn − α0| < δ < τ, ∀ n ≥ n0.

Logo,

|u((x, y) + αne2)− u((x, y) + α0e2)| < ϵ, ∀ n ≥ n0 e ∀ (x, y) ∈ Q,

mostrando assim (3.10).

De (3.9),
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� Ω1 ∩Qt ̸= ∅;

� Ω ∩QC
t ̸= ∅;

� Ω ∩Q ̸= ∅.

Por outro lado, de (3.8)

inf {u((x, y) + te2)− Φ(x, y) : (x, y) ∈ Ω ∩Q} = inf {(u− Φt)((x, y) + te2) : (x, y) ∈ Ω ∩Q}

= inf {(u− Φt)(z) : z ∈ Ω ∩Qt}

> ϵ0,

para algum ϵ0 > 0. Daí,

u((x, y) + te2)− ϵ0 > Φ(x, y), ∀(x, y) ∈ Ω ∩Q. (3.11)

Seja (sn) uma sequência tal que sn → t−, então por (3.9) existe n0 > 0 tal que

u((x, y) + te)− ϵ2 < u((x, y) + sne2), ∀ n ≥ n0 e ∀ (x, y) ∈ Ω ∩Q. (3.12)

Combinando (3.11) e (3.12)

u((x, y) + sne2) > Φ(x, y), ∀ n ≥ n0 e ∀ (x, y) ∈ Ω ∩Q.

Por este fato, a A�rmação 3.1 pode ser provada por contradição.

A�rmação 3.2 {Ai, Bi}+ t∗e2 está estritamente acima de Ji, para i = 0, 1.

De fato, observando que

u ≥ Φ, em [A0, A1] ∪ [B0, B1], (3.13)

segue da continuidade de u e Φ que {Ai, Bi} está acima de Ji, para i = 0, 1. E assim,

{Ai, Bi}+ t∗e2 está estritamente acima de Ji, para i = 0, 1, provando a A�rmação 3.2.

A�rmação 3.3
∂Φ

∂y
(x, y) > 0, ∀(x, y) ∈ (A0, A1) ∪ (B0, B1).

De fato, analogamente ao feito em (3.5), tem-se

∂Φ

∂y
(x, y) = −⟨(x, y)− A0, ν⟩ν2 +

√
2ν2, ∀(x, y) ∈ (A0, A1) ∪ (B0, B1).
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Sem perda de generalidade, se (x, y) = sA1 + (1− s)A0 com s ∈ (0, 1), então

∂Φ

∂y
(x, y) = −⟨(sA1 + (1− s)A0)− A0, ν⟩ν2 +

√
2ν2

= −s⟨A1 − A0, ν⟩ν2 +
√
2ν2

= −s⟨
√
2

ν2
, ν⟩ν2 +

√
2ν2

= (1− s)
√
2ν2 > 0,

(3.14)

mostrando a A�rmação 3.3.

A�rmação 3.4

u > Φt∗ em (A0, A1) ∪ (B0, B1) + t∗e2.

Sem perda de generalidade, suponha que w∗ ∈ (A0, A1) + t∗e2, então existe um ponto

(x, y) ∈ (A0, A1) tal que

w∗ = (x, y) + t∗e2,

tendo em vista que t∗ > 0, segue de (3.13) e (3.14)

u(w∗)− Φt∗(w
∗) = u((x, y) + t∗e2)− Φ(x, y)

= (u((x, y) + t∗e2)− Φ((x, y) + t∗e2)) + (Φ((x, y) + t∗e2)− Φ(x, y))

> 0,

mostrando a A�rmação 3.4.

Das A�rmações 3.1 e 3.4, podemos concluir que um dos itens é veri�cado:

(d1) [A0, B0] + t∗e2 toca J0 acima ou [A1, B1] + t∗e2 toca J1 acima;

(d2) Existe algum z∗ ∈ Qt∗ ∩ Ω tal que u(z∗) = Φt∗(z
∗).

Inicialmente, suponha que [A0, B0] + t∗e2 toca J0 acima, então existe

z0 ∈ ([A0, B0] + t∗e2) ∩ J0,

tal que

� u(z0) = Φt∗(z0) = 0,

� |∇u(z0)| = |∇Φt∗(z0)| =
√
2.

Além disso, deve existir um disco de raio r > 0, Dr, tal que
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Dr ∩ J0 = {z0} e Dr ⊂ Qt∗ ∩ Ω.

via condição da esfera interior (ver Proposição 1.1). Logo,

� (Φt∗ − u)(z0) = 0,

� ∆(Φt∗ − u) = 0, em Dr,

� Φt∗ − u < 0, em Dr.

Aplicando agora o Lema 1.1, temos

∂Φt∗

∂η
(z0) >

∂u

∂η
(z0),

onde o vetor η é o vetor unitário exterior e normal ao disco Dr em z0. Daí,

|∇Φt∗(z0)| cos θ(∇Φt∗(z0), η) > |∇u(z0)| cos θ(∇u(z0), η),

e consequentemente, pelo fato do conjunto J0 ser a curva de nível zero da função u e

[A0, A1] + t∗e2 parte da curva de nível zero da função Φt∗ , segue

θ(∇u(z0), η) = θ(∇Φt∗(z0), η) = π.

Logo,

−|∇Φt∗(z0)| > −|∇u(z0)|,

uma contradição, tendo em vista que

|∇u| = |∇Φt∗ | =
√
2, em ([A0, B0] + t∗e2) ∩ J0.

Agora, se [A1, B1] + t∗e2 toca J1 acima, em um dado ponto z1, consideremos Dr

tocando J1 abaixo em z1 com Dr ⊂ Qt∗ ∩Ω via condição da esfera interior (ver Proposição

1.1). Analogamente, como feito no caso anterior,

|∇Φt∗(z1)| > |∇u(z1)|,

contradizendo o fato de

|∇u| = |∇Φt∗| = 0, em ([A1, B1] + t∗e2) ∩ J1.

Com estes fatos, (d1) não é veri�cado. Assim, pelo item (d2) o conjunto T, dado por

T := {u = Φt∗} ∩ (Qt∗ ∩ Ω),
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é diferente do vazio. Mostraremos agora que T é um conjunto aberto e fechado relativa-

mente a Qt∗ ∩ Ω. Com efeito, como u e Φt∗ são funções contínuas,

{u = Φt∗} = (u− Φt∗)
−1({0})

é fechado em R2 e portanto T é um fechado relativo. Além disso, se w ∈ T, então existe

r > 0 tal que

Dr(w) ⊂ Ω ∩Qt∗ .

Neste caso, uma vez que

� (Φt∗ − u)(w) = 0;

� ∆(Φt∗ − u) = 0, em Dr(w);

� Φt∗ − u ≤ 0, em Dr(w),

temos pelo Princípio do Máximo (ver Teorema 1.2)

Φt∗ ≡ u em Dr(w),

o que implica Dr(w) ⊂ {u = Φt∗}. Mostrando que T é um aberto relativo. Por estes fatos,

sendo T ̸= ∅ e Qt∗ ∩ Ω conexo,

T = Qt∗ ∩ Ω,

isto é,

u ≡ Φt∗ em Qt∗ ∩ Ω,

contradizendo a A�rmação 3.4. Portanto, t∗ ≤ 0 e consequentemente

u ≥ Φ0 = Φ em Q0 = Q.

A veri�cação do item (ii) segue de maneira análoga ao feito anteriormente.

Na proposição a seguir, apresentaremos mais um resultado de comparação, agora

com a função Barreira, ΨR, desenvolvida no Capítulo 2. Recorde que γR
0 e γR

1 são as raízes

de ΨR, com 0 < γR
0 < R < γR

1 , obtidas pela Proposição 2.1.

Proposição 3.2 Temos:

(i) Se DγR
0
está abaixo de J0, então u ≤ ΨR em DR \DγR

0
;

(ii) Se DγR
1
está acima de J0, então u ≥ ΨR em DγR

1
\DR.
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Demonstração. Veri�cação do item (i) : Dado t ∈ R, de�na

� Dt := DR \DγR
0
+ te2;

� Γt(w) := ΨR(w − te2), em w ∈ Dt.

Conforme visto no Capítulo 2,

� 0 < Γt < 1 em Dt;

� ∆Γt = −1 em Dt.

Além disso, de (ii) Proposição 2.1, tem-se

|∇Γt| = 0, em ∂DR(te2).

Conforme visto na demonstração da proposição anterior, utilizaremos novamente o método

do deslizamento. Para isto, considere

t∗ := sup{t : u < Γs em Ds,∀s < t}.

Note que t∗ está bem de�nido. De fato, tomando t0 < 0, com |t0| su�cientemente grande,

Dt0 está estritamente abaixo de J0, e portanto

u < Γs, em Ds para todo s < t0,

deste modo, t0 ≤ t∗. Além disso, por continuidade

u ≤ Γt∗ em Dt∗. (3.15)

Agora, observe que para provar o item (i) é su�ciente mostrar que t∗ ≥ 0, pois assim

u ≤ Γ0 = ΨR em D0 = DR \DγR
0
,

e por continuidade o item (i) é veri�cado.
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Figura 3.2: Função ΨR

Fonte: Autoria própria, com o uso do GeoGebra.

Suponha por contradição que t∗ < 0.

A�rmação 3.5 Fixe i ∈ {0, 1}. Se

∂DγR
i
(te2) está estritamente abaixo de Ji, para i = 0, 1, (3.16)

e

u < Γt em Dt. (3.17)

Existe ϵ > 0 tal que

u < Γt em Ds,∀s ∈ [t, t+ ϵ].

A prova da A�rmação 3.5 segue de maneira análoga a prova da A�rmação 3.1.

Segue de (3.15) e da A�rmação 3.5 que um dos itens abaixo é veri�cado:

(h1) DγR
0
+ t∗e2 toca J0 por baixo ou DR + t∗e2 toca J1 por baixo;

(h2) Existe w∗ ∈ Dt∗ tal que u(w∗) = Γt∗(w
∗).

Vejamos agora que (h1) não é verdadeiro. Com efeito, uma vez que DγR
0
está abaixo de

J0 (por hipótese) e t∗ < 0, temos

DγR
0
+ t∗e2 está estritamente abaixo deJ0.
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A�rmação 3.6 DR + t∗e2 está estritamente abaixo de J1.

De fato, suponha por contradição que exista w1 ∈ J1 ∩ ∂(DR + t∗e2). Daí, vai existir via

condição da esfera interior (ver Proposição 1.1) r > 0, e D′
r ⊂ Ω ∩ Dt∗ , de sorte que

D′
r ∩ J1 = {w1}.

Por estes fatos, tem-se que:

� (u− Γt∗)(w1) = 0;

� ∆(u− Γt∗) = 0, em D′
r;

� u− Γt∗ < 0, em D′
r,

de onde se segue pelo Lema de Hopf (ver Lema 1.1),

∂u

∂η
(w1) >

∂Γt∗

∂η
(w1),

onde η é o vetor unitário normal ao disco D′
r em (x1, y1). Logo,

|∇u(w1)| > |∇Γt∗(w1)|,

contradizendo o fato de

|∇u(w1)| = |∇Γt∗(w1)| = 0,

Provando assim a A�rmação 3.6, e consequentemente que (h1) não é veri�cado.

Agora, segue de (h2) que o conjunto

T = {u = Γt∗} ∩ (Dt∗ ∩ Ω),

é diferente do vazio.

A�rmação 3.7 T é aberto e fechado, relativamente a Dt∗ ∩ Ω.

De fato, como u− Γt∗ é contínuo o conjunto

{u = Γt∗} = (u− Γt∗)
−1({0})

é fechado em R2 e por conseguinte fechado relativo. Agora, tomando w ∈ T, vai existir

r > 0 tal que

Dr(w) ⊂ Ω ∩ Dt∗ .

Deste modo, uma vez que
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� (u− Γt∗) ≤ 0, em Dr(w);

� (u− Γt∗)(w) = 0;

� ∆(u− Γt∗) = 0, em Dr(w),

segue pelo Princípio do Máximo (ver Teorema 1.2)

u ≡ Γt∗ em Dr(w),

mostrando que w é um ponto interior de T. Logo, T é um aberto relativo de Ω ∩ Dt∗ ,

mostrando assim a A�rmação 3.7.

Sendo T ̸= ∅ e Dt∗ ∩ Ω conexo, podemos concluir pela A�rmação 3.7 que

u ≡ Γt∗ , em Dt∗ ∩ Ω. (3.18)

Por outro lado, como J0 ∩ Dt∗ ̸= ∅ (pois DγR
0
está abaixo de J0), temos

0 = u(z) < Γt∗(z), z ∈ J0 ∩ Dt∗ ,

contradizendo (3.18). Portanto, t∗ ≥ 0 como queriamos provar.

A prova do item (ii) segue de maneira análoga ao feito no item (i).

Figura 3.3: Função ΨR

Fonte: Autoria própria, com o uso do GeoGebra.
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3.3 Estudo das fronteiras livres

Nesta seção, estamos interessados em determinar alguns resultados qualitativos so-

bre as fronteiras livres.

Proposição 3.3 c =
√
2.

Demonstração. Iniciamente, tome z0 ∈ Ω0 tal que DγR
0
(z0) toca por baixo J0 via

condição da esfera interior e exterior (ver Proposição 1.1). Deste modo, segue de (i)

Proposição 3.2 que

u(z) ≤ ΨR(z − z0), ∀ z ∈ DR(z0) \DγR
0
(z0).

Agora, assumindo

{w} = J0 ∩DγR
0
(z0),

considere r > 0 de sorte

Dr ⊂ Ω ∩
(
DR(z0) \DγR

0
(z0)

)
e Dr ∩ J0 = {w}

via condição da esfera interior e exterior (ver Proposição 1.1).

Figura 3.4: Anel DR(z0) \DγR
0
(z0)

Fonte: Autoria própria, com o uso do GeoGebra.

Destes fatos, temos
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� u−ΨR(· − z0) ≤ 0, em Dr;

� u(w)−ΨR(w − z0) = 0;

� ∆(u−ΨR(· − z0)) = 0, em Dr.

Aplicando o Lema de Hopf (ver Lema 1.1), tem-se

∂(u−ΨR(· − z0))

∂ν
(w) > 0, (3.19)

onde

ν =
z0 − w

γR
0

,

é o vetor normal exterior unitário de Dr. Por outro lado, observe que

θ(∇u(w), ν) = θ(∇ΨR(w − z0), ν) = π (3.20)

pois o gradiente de uma função é sempre ortogonal a sua curva de nível. De (3.19) e (3.20)

−c = −|∇u(w)| > −|∇ΨR(w − z0)|,

donde segue-se que

c < |∇ΨR(w − z0)| = |Ψ′
R(γ

R
0 )|.

Passando ao limite R → ∞ obtemos pela Proposição 2.2

c ≤
√
2. (3.21)

Para obtermos a outra desigualdade, faremos um raciocinio análogo ao feito anteri-

ormente. Sendo assim, considere DγR
1
(z1) um disco que toca J0 por cima (via condição

da esfera interior e exterior). Segue de (ii) Proposição 3.2 que

u(z) ≥ ΨR(z − z1), z ∈ DγR
1 (z1) \DR(z1).

Assumindo

{w1} = J0 ∩DγR
1
(z1),

consideremos s > 0 tal que

D′
s ⊂ Ω ∩

(
DγR

1
(z1) \DR(z1)

)
e D′

s ∩ J0 = {w1}.
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Figura 3.5: Anel DγR
1
(z1) \DR(z1)

Fonte: Autoria própria, com o uso do GeoGebra.

Por estes fatos

� (ΨR(· − z1)− u) ≤ 0, em D′
s;

� ΨR(w1 − z1)− u(w1) = 0;

� ∆(ΨR(· − z1)− u) = 0, em D′
s,

implicando do Lema de Hopf (ver Lema 1.1)

∂(u−ΨR(· − z1))

∂ν
(w1) > 0.

onde

ν =
w1 − z1

γR
1

,

é o vetor normal unitário exterior a D′
s. Daí, analogamente ao feito em (3.20) podemos

concluir que

|Ψ′
R(γ

R
1 )| < c.

Passando ao limite de R → ∞, temos pela Proposição 2.2

√
2 ≤ c. (3.22)

De (3.21) e (3.22) c =
√
2, como queriamos demonstrar.
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Proposição 3.4 Existe uma reta que esta acima de J0.

Demonstração. Primeiramente, considere V a envoltória convexa de Ω0 dado por:

V = {tx+ (1− t)y : x, y ∈ Ω0 e t ∈ [0, 1]}.

A�rmação 3.8 V está abaixo de J1.

Com efeito, assuma:

� A′
1, B

′
1 ∈ Ω0, com (B′

1 − A′
1) · e1 ̸= 0;

� ν ′ = (ν ′
1, ν

′
2) o vetor normal unitário ao segmento [A′

1, B
′
1], com ν ′

2 > 0;

� A′
0 := A′

1 −
√
2

ν ′
2

e2 ∈ Ω0;

� B′
0 := B′

1 −
√
2

ν ′
2

e2 ∈ Ω0;

� Q′ o paralelogramo aberto de vértices A′
0, A

′
1, B

′
0, B

′
1.

Além disso, assuma

Φ(x, y) = φ (⟨(x, y)− A′
0, ν

′⟩) , (x, y) ∈ Q′,

onde φ dada por (3.3). Desde que

[A′
0, A

′
1], [B

′
0, B

′
1] ⊂ Ω0

temos

u(z) = 0, ∀ z ∈ [A′
0, A

′
1] ∪ [B′

0, B
′
1],

e consequentemente

0 = u ≤ Φ em [A′
0, A

′
1] ∪ [B′

0, B
′
1].

Segue do item (ii) Proposição 3.1

u ≤ Φ, em Q′. (3.23)

Agora, suponha por contradição que [A′
1, B

′
1] não esteja abaixo de J1. Neste caso, vai

existir w ∈ Q′ ∩ Ω1 tal que

1 = u(w) > Φ(w),
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contradizendo (3.23). Portanto, qualquer segmento de extremos em Ω0 está abaixo de J1,

mostrando assim a A�rmação 3.8.

Segue da A�rmação 3.8 que V ̸= R2, consequentemente dado uma reta tangente,

ℓ0, de ∂V, temos que ℓ0 está acima de J0 (pois V está abaixo de ℓ0, por propriedade de

envoltória convexa).

Proposição 3.5 Existe uma reta que está acima de J1.

Demonstração. Segue da Proposição 3.4 que existe uma reta ℓ0 acima de J0. Assumindo

� η = (η1, η2) um vetor unitário normal a ℓ0 com η2 > 0;

� z ∈ ℓ0,

temos que

DγR
1
(z + γR

1 η) está acima de J0,

donde segue-se de (ii) Proposição 3.2

u ≥ ΨR(· − (z + γR
1 η)) em DγR

1
(z + γR

1 η) \DR(z + γR
1 η).

Logo, DR(z + γR
1 η) está acima de J1. E pela arbitrariedade de z ∈ ℓ0, podemos concluir

que

ℓ′0 := ℓ0 + γR
1 η está acima de J1,

como queriamos demonstrar

3.4 Prova do Teorema 0.1

Com o objetivo de provarmos o Teorema 0.1, veri�caremos inicialmente o seguinte

lema:

Lema 3.1 Sejam

� φ a função dada em (3.3);

� ν = (ν2, ν2) ∈ R2 um vetor unitário, com ν2 > 0;

� Φν(x, y) := φ(⟨(x, y), ν⟩), (x, y) ∈ R2.
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Se

(i) u ≥ Φν em R2;

(ii) u ̸≡ Φν em R2,

então, existe δ > 0 tal que

u(x, y) ≥ Φν((x, y) + δe2), ∀ (x, y) ∈ R2.

Demonstração. A prova deste resultado se dará em quatro etapas:

Etapa 1. Assumindo

� ℓi = ∂{Φν = i}, i = 0, 1;

� H = {0 < Φν < 1},

temos

u > Φν em H, (3.24)

e consequentemente

ℓi está estritamente acima de Ji, i = 0, 1. (3.25)

Primeiramente, note que se ({u = Φν}∩H) = ∅, então de (i), (3.24) segue imediatamente.

Com efeito, assuma ({u = Φν} ∩H) ̸= ∅ e

T := {u = Φν} ∩H.

Neste caso

� 0 < u(x, y) = Φν(x, y) < 1, ∀ (x, y) ∈ T, ou seja, T ⊂ Ω;

� T é um fechado relativo a H.

Veri�caremos agora que T é, também, um aberto relativo a H. Dado (x, y) ∈ T, tome

r > 0 de sorte que

Dr(x, y) ⊂ (Ω ∩H).

Uma vez que,

� Φν − u ≤ 0, em Dr(x, y);
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� (Φν − u)(x, y) = 0;

� ∆(Φν − u) = 0, em Dr(x, y),

temos pelo Princípio do Máximo (ver Teorema 1.2)

u ≡ Φν em Dr(x, y),

ou seja, Dr(x, y) ⊂ {u = Φν}. Logo {u = Φν} é um aberto do R2 e por conseguinte T é

um aberto relativo a H. Sendo H conexo, tem-se

T = H ou T = ∅.

Se T = H, podemos concluir, por continuidade, que ℓ0 = J0 e ℓ1 = J1. Deste modo,

u ≡ Φν em R2, contradizendo (ii). Logo T = ∅, mostrando (3.24).

Etapa 2: Dados µ = (µ1, µ2) e t ∈ R, de�na

Φµ,t(x, y) := φ(⟨(x, y)− te2, µ⟩), (x, y) ∈ R2.

Para algum δ > 0,

u(0, y) ≥ Φµ,−δ(0, y), ∀ y ∈ R e ∀ µ ∈ Dδ(ν).

Primeiramente, observe que

� ℓ0 = {(x, y) ∈ R2 : ⟨(x, y), ν⟩ = 0};

� ℓ1 = {(x, y) ∈ R2 : ⟨(x, y), ν⟩ =
√
2};

� 0 ∈ ℓ0;

�

√
2

ν2
e2 ∈ l1.

Destes fatos, segue de (3.25)

ϕ0(0) < 0 e ϕ1(0) <

√
2

ν2
,

e consequentemente

t0 :=
1

2
min

{
−ϕ0(0),

√
2

ν2
− ϕ1(0)

}
> 0.
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Além disso, por (3.24), temos

u(x, y) > Φν(x, y), ∀ (x, y) ∈

(
0,

√
2

ν2
e2

)
⊂ H,

em particular,

u(0, y) > Φν(0, y), ∀ y ∈ (0, ϕ1(0) + t0]. (3.26)

Por outro lado,

u(0, y) > 0 = Φν(0, y), ∀ y ∈ [−t0, 0]. (3.27)

De (3.26) e (3.27), podemos considerar

c0 := min
y∈I0

[u(0, y)− Φν(0, y)] > 0,

onde I0 := [−t0, ϕ1(0)+ t0]. Agora, dados t ∈ (0, t0) e µ ∈ Dt(ν), temos os seguintes casos:

1° Caso. y < −t0.

Neste caso,

u(0, y) ≥ 0 = Φµ,−t(0, y).

2° Caso. y > ϕ1(0) + t0.

Neste caso,

u(0, y) = 1 ≥ Φµ,−t(0, y).

3° Caso. y ∈ I0. Para este caso, observe inicialmente

u(0, y)− Φµ,−t(0, y) = (u(0, y)− Φν(0, y)) + (Φν(0, y)− Φµ,−t(0, y))

≥ min
y∈I0

[u(0, y)− Φν(0, y)] + (Φν(0, y)− Φµ,−t(0, y))

≥ c0 − |(Φν(0, y)− Φµ,−t(0, y))|.

(3.28)

Por outro lado, assumindo

α = min{yν2, (y + t)µ2} e β = max{yν2, (y + t)µ2}

observe que

|φ(yν2)− φ((y + t)µ2)| =


0, se β ≤ 0;

(φ(β)− φ(0)), se α ≤ 0 < β;

(φ(β)− φ(α)), se 0 < α < β.
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Sabendo disto, uma vez que φ é de classe C1 em [0,∞) e

φ′(s) ≤
√
2, ∀ s ≥ 0,

temos pelo Teorema do Valor Médio que

|Φν(0, y)− Φµ,−t(0, y)| = |φ(yν2)− φ((y + t)µ2)|

≤
√
2|yν2 − (y + t)µ2|

≤
√
2(|y(ν2 − µ2)|+ t|µ2|)

<
√
2|y|t+

√
2|µ2|t

≤
√
2(ϕ1(0) + t0)t+

√
2t (pois y ∈ I0)

≤
√
2

(
ϕ1(0)

2
+

√
2

2ν2
+ 1

)
t

(
pois t0 ≤

1

2

(
−ϕ1(0) +

√
2

ν2

))
.

Deste modo, tomando

t1 :=
c0

2
3
2

(
ϕ1(0)

2
+

√
2

2ν2
+ 1

) ,

e t ∈ (0,min{t0, t1}) tem-se

|Φν(0, y)− Φµ,−t(0, y)| ≤
c0
2
. (3.29)

De (3.28) e (3.29)

u(0, y)− Φµ,−t(0, y) ≥
c0
2

> 0.

Finalmente, �xando δ ∈ (0,min{t0, t1}), obtemos do 1°, 2° e 3° caso

u(0, y)− Φµ,−δ(0, y) ≥ 0, ∀ y ∈ R e ∀ µ ∈ Dδ(ν).

Com o objetivo de enunciar a Etapa 3 considere

� A0 := −δe2, onde δ é dado pela Etapa 2;

� s ∈ R;

� B0,s ∈ ℓ1, com ⟨B0,s, e1⟩ = s.

Além disso, assuma

� µs = (µs,1, µs,2) o vetor normal unitário a [A0, B0,s], com µs,2 > 0;
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� A1,s := A0 +

√
2

µs,2

e2;

� B1,s := B0,s +

√
2

µs,2

e2;

� Qs o paralelogramo aberto de vértices A0, A1,s, B0,s, B1,s.

Etapa 3: Temos:

(i) lim
|s|→∞

µs = ν;

(ii) lim
|s|→∞

dist(Qs ∪Q−s ∪ (A0, A1,s), H − δe2) = 0.

Tendo em vista que

ℓ1 = {(x, y) ∈ R2 : ⟨(x, y), ν⟩ =
√
2} =

{
(x, y) ∈ R2 : y =

−ν1
ν2

x+

√
2

ν2

}
,

o ponto B0,s pode ser dado por

B0,s =

(
s,
−ν1
ν2

s+

√
2

ν2

)
.

Neste caso,
−→
ts := B0,s − A0 =

(
s,
−ν1
ν2

s+

√
2

ν2
+ δ

)
,

e seu vetor perpendicular é dado por

−→ns :=

(
ν1
ν2
s−

√
2

ν2
− δ, s

)
.

Destes fatos, podemos escrever o vetor µs da seguinte forma:

µs =



−→ns

|−→ns|
, se s > 0,

−
−→ns

|−→ns|
, se s ≤ 0.
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Veri�cação de (i) : Observando que

|−→ns| =

∣∣∣∣∣
(
ν1
ν2
s−

√
2

ν2
− δ, s

)∣∣∣∣∣
=

√√√√(ν1
ν2
s−

(√
2

ν2
+ δ

))2

+ s2

=

√√√√ν2
1

ν2
2

s2 − 2
ν1
ν2
s

(√
2

ν2
+ δ

)
+

(√
2

ν2
+ δ

)2

+ s2

=

√√√√√s2
(
ν2
1

ν2
2

+ 1

)
− s2

2
s

ν1
ν2

(√
2

ν2
+ δ

)
+

1

s2

(√
2

ν2
+ δ

)2


= |s|

√√√√√ν2
1

ν2
2

+ 1−

2
s

ν1
ν2

(√
2

ν2
+ δ

)
+

1

s2

(√
2

ν2
+ δ

)2
,

temos

lim
|s|→∞

|−→ns|
|s|

=

√
ν2
1

ν2
2

+ 1 =
1

ν2
.

Deste modo,

lim
|s|→∞

µs = lim
|s|→∞

(
ν1
ν2

|s|
|−→ns|

− s

|s|

( √
2

ν2|−→ns|
+

δ

|−→ns|

)
,
|s|
|−→ns|

)

=

(
ν1
ν2
ν2, ν2

)
= ν,

mostrando o item (i).

Veri�cação de (ii) : Assumindo

� ℓ+1 :=

{
(x, y) ∈ R2 : y =

−ν1
ν2

x+

√
2

ν2
, x ≥ 0

}
;

� ℓ−1 =

{
(x, y) ∈ R2 : y =

−ν1
ν2

x+

√
2

ν2
, x < 0

}
,

observe que

lim
s→±∞

dist([A1,s, B1,s], ℓ
±
1 − δe2) = 0, (3.30)

pois

� lim
|s|→∞

|B1,s − A1,s| = ∞;
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� lim
|s|→∞

|A1,s + δe2| = 0;

� lim
|s|→∞

B1,s − A1,s

|B1,s − A1,s|
= lim

|s|→∞
(−µs,2, µs,1) = (−ν2, ν1).

Analogamente, se

� ℓ+0 :=

{
(x, y) ∈ R2 : y =

−ν1
ν2

x, x ≥ 0

}
;

� ℓ−0 =

{
(x, y) ∈ R2 : y =

−ν1
ν2

x, x < 0

}
,

então

lim
s→±∞

dist([A0, B0,s], ℓ
±
0 − δe2) = 0. (3.31)

De (3.30) e (3.31), podemos concluir o item (ii).

Etapa 4: Existe s0 > 0, su�cientemente grande, tal que

u ≥ Φµs,−δ, em Qs,

para todo |s| ≥ s0.

Inicialmente, observe que por (i) Etapa 3, vai existir s0 > 0, su�cientemente grande,

de sorte que µs ∈ Dδ(ν). Por este fato, segue da Etapa 2:

u(0, y) ≥ Φµs,−δ(0, y), para − δ ≤ y ≤

(
−δ +

√
2

µ2,s

)
e |s| ≥ s0,

isto é,

u ≥ Φµs,−δ, em [A0, A1,s], (3.32)

para todo |s| ≥ s0. Por outro lado, uma vez que ℓ1 está acima de J1 (ver (3.25)) e B0,s ∈ ℓ1

(por construção), temos

u = 1 = Φµs,−δ, em [B0,s, B1,s], (3.33)

para todo s ∈ R. De (3.32) e (3.33), podemos concluir, via (i) Proposição 3.1, que a Etapa

4 é veri�cada.

Agora, segue da Etapa 4 e (3.32)

u ≥ Φµs,−δ, em Qs ∪Q−s ∪ (A0, A1,s),
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para todo |s| ≥ s0. Fazendo |s| → ∞, podemos concluir da Etapa 3 e da continuidade de

Φµs,−δ que

u(x, y) ≥ Φν,−δ(x, y) = Φν((x, y) + δe2), em H − δe2,

e consequentemente por continuidade

u(x, y) ≥ Φν,−δ(x, y) = Φν((x, y) + δe2), em R2,

como queríamos demonstrar.

Demonstração do Teorema 0.1: Conforme vimos na Seção 3.1 basta provarmos o

Teorema 3.1. Pela Proposição 3.5, existe uma reta ℓ′1 acima de J1. Neste caso, �xe um

vetor ν unitário e normal a ℓ′1, com ν · e2 > 0. Agora, tomando (x0, y0) ∈ ℓ′1, de�na

Φν(x, y) := φ(⟨(x, y)− (x0, y0), ν⟩), (x, y) ∈ R2,

onde φ é dado por (3.3). Destes fatos, note que

u(x, y) ≥ Φν(x, y), ∀ (x, y) ∈ R2.

Com o objetivo de deslizar o grá�co de Φν para baixo, assuma:

� Φν,t(x, y) = Φν((x, y)− te2), (x, y) ∈ R2 = R2 + te2;

� t∗ := inf{t : u ≥ Φν,s, em R2,∀s > t}.

Conforme visto na demonstração da Proposição 3.1, t∗ está bem de�nido e além disso

u ≥ Φν,t∗ em R2.

Suponha por contradição que u ̸≡ Φν,t∗ . Então, pelo Lema 3.1 existe δ > 0 tal que

u(x, y) ≥ Φν,t∗((x, y) + δe2) = Φν,(t∗−δ)(x, y), (x, y) ∈ R2,

contradizendo a minimalidade de t∗. Portanto,

u ≡ Φν,t∗ em R2,

como queriamos demonstrar. ■
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Apêndice A

Resultados de Análise no Rn e Medida

e Integração

Colecionamos aqui, neste apêndice, resultados clássi�cos da análise no Rn e teoria

da medida e integração.

Teorema A.1 (Teorema do Valor Médio, ver [7]) Seja U ⊂ Rn um aberto. Dada uma

função f : U ⊂ Rn → R diferenciável, se o segmento [a, a+ v] estiver contido em U então

existe ξ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v)− f(a) = ⟨∇f(a+ ξv), v⟩,

onde v = (v1, v2, ..., vn).

Teorema A.2 (Desigualdade do Valor Médio, ver [7]) Seja f : [a, b] → Rn contínuo,

diferenciável no intervalo aberto (a, b). Se |f ′(t)| ≤ M para todo t ∈ (a, b), então

|f(a)− f(b)| ≤ M(b− a).

Teorema A.3 (Coordenadas Polares, ver [4]) Seja f : Rn → R contínua e integrável.

Então �
Rn

fdx =

� ∞

0

(�
∂Br(y)

fdS

)
dr

onde y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn e Br(y) = {z ∈ Rn : |z − y| ≤ r}.

Teorema A.4 (Ver [5]) Seja U ⊂ Rn um domínio. Dada u ∈ C2(U) satisfazendo ∆u ≤ 0

em U então

u(z) ≥
 
∂Br(z)

f dS e u(z) ≥
 
Br(z)

f dx

para toda bola Br(z) = {w ∈ Rn : |w − z| ≤ r} ⊂ U.



Teorema A.5 (Princípio do Máximo Fraco, ver [5]) Seja U ⊂ Rn aberto e limitado.

Assuma u ∈ C2(U) ∩ C(U), logo

(i) Se ∆u ≤ 0 em U então

sup
U

≤ sup
∂U

u+.

(ii) Se ∆u ≥ 0 em U então

inf
U

u ≥ inf
∂U

u−,

Onde u+ = max{0, u} e u− = max{0,−u}.

Teorema A.6 (Fórmulas de Green, ver [4]) Seja U ⊂ Rn um domínio com fronteira

suave e u ∈ C2(U). Então �
U

∆udx =

�
∂U

∂u

∂ν
dS,

onde ν é o vetor unitário normal a fronteira de U.

Teorema A.7 (Convergência Dominada de Lebesgue, ver [1]) Seja U ⊂ Rn um aberto

e (fn) uma sequência de funções em L1(U) que converge quase sempre para uma função

mensurável f. Se existe uma função g ∈ L1(U) tal que |fn| ≤ g quase sempre em U então,

f ∈ L1(U) e fn → f em L1(U).

Teorema A.8 (Diferenciação de Lebesgue, ver [10]) Seja f : Rn → R uma função em

L1
loc(Rn), então para quase todo ponto z ∈ Rn

 
Br(z)

f dx → f(z) quando r → 0.

Dizemos também que pontos de Rn que satisfazem esta propriedade são pontos de Lebesgue.
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