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Resumo

Este trabalho estuda um problema sobredeterminado envolvendo um dominio ilimi-
tado com duas fronteiras livres dadas por graficos de fungoes. Sob condicoes especificas
nas fronteiras, demonstra-se que as solugoes do problema podem ser explicitadas e que as
fronteiras do dominio sao retas paralelas. Para concluir tal objetivo utiliza-se técnicas de
andlise, incluindo Principio do Maximo, Lema de Hopf, funcdes barreiras e métodos de
comparagao, garantindo a classificagao da solugao e a simetria do dominio.

Palavras-chave: Problema Sobredeterminado, Classificacao de Solucao, Fronteira

livre, Principio do Maximo, Lema de Hopf.



Abstract

This work studies an overdetermined problem involving an unbounded domain with
two free boundaries given by the graphs of functions. Under specific conditions on the
boundaries, it is shown that the solutions to the problem can be explicitly described and
that the domain boundaries are parallel straight lines. To achieve this goal, analytical
techniques are employed, including Maximum Principles, Hopf Lemma, barrier functions,
and comparison methods, ensuring the classification of the solution and the symmetry of
the domain.

Key Words: Overdetermined Problem, Solution Classification, Free boundary, Ma-

ximum Principle, Hopf Lemma.
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Notacao

Notacoes e Definicoes

e R denota o conjunto dos ntimeros reais;

o R*={(z,y) : =,y € R}

e ¢; = (1,0),e5 = (0,1) denotam os vetores canonicos do R?;

e (-,-) denota o produto interno usual do R?;

e |(z,9)] = /22 +y? denota a norma Euclidiana em R?;

o [A/B]={Bt+(1—t)A :te[0,1]} com A, B € R%

e D,(z) ou D.(z) representam discos de raio r > 0 e centro z € R?;

o dist(Z, W) =inf{|z —w| : 2 € Z e w € W} onde Z, W sdo subconjuntos de R?;

ou 0
o Vu= ( “ u) denota o vetor gradiente de u em R?;

oz’ dy
0? 0?
o Au= gu + gu denota o operador Laplaciano de u em R?;
oxr?  Oy?

o f(z) = 0,(1) quando x — 0, indica que f(z) é limitada para x ~ 0;
v

e proj,n = (n, V>W representa a projecao do vetor 1 sobre o vetor v;
v

o V5(Z) ={w e R? : dist(w,Z) < §} denota a vizinhanga fechada de raio § > 0 do

conjunto Z C R?



Introducao

Problemas de classificacao de solucoes em equagoes diferenciais parciais tem des-
pertado amplo interesse na literatura matematica, tanto pelas suas implicacoes teoricas
quanto por suas aplicacoes em mecanica dos fluidos, elasticidade e fisica matemética.

Neste contexto, um exemplo classico surge ao estudar o escoamento de um fluido
viscoso mediante um tubo reto de comprimento [, submetido a uma pressao d nas suas
extrimidades. Fixando-se as coordenadas espaciais (z,y,z), com o eixo z orientado ao
longo do tubo, seja 2 a secdo transversal, no plano (x,y), que contém a origem. Entao,

neste regime a velocidade v do fluido satisfaz a equacao de Poisson

J
Au = o em ), (1)

onde 7 representa a viscosidade do fluido. Além disso, a condicao de aderéncia a parede

do tubo é dada por
u =0, em 0 (2)

e a tensao tangencial por

ou
Tov
onde v denota o vetor normal interior a fronteira. Determinar, de forma precisa, o ponto
de maior tensao tangencial constitui um problema bastante complexo. Por outro lado,
uma questao natural que se coloca é a seguinte: quando a tensao tangencial assume o
mesmo valor em todos os pontos da parede do tubo 7. Em outras palavras, pergunta-se
se existe uma solugao u do problema (1) — (2) que satisfaga, adicionalmente, a condic¢ao
de Neumann
ou

£ = const. em Of).



Um trabalho celebrado nessa dire¢ao é o classico artigo de Serrin [8], no qual se

demonstra que, se u € C*(Q) é uma solucio do problema sobredeterminado:

(

Au = —1, em

§u=0, em 0

|Vu| = const, em 02
\

entao o dominio Q C R"™, n > 2, é uma bola de raio d e a funcao u admite uma represen-
tacao explicita:
d2 _ |l’|2

u(w) = 2n

Figura 1: Solugao de Serrin

Fonte: Autoria prépria, com o uso do GeoGebra.

Esse resultado conecta as propriedades geométricas do dominio com a estrutura da
solucao, revelando que a condicao de Neumann no bordo forca a simetria esférica do
dominio.

Recentemente, assumindo n = 2, De Silva e Valdinoci [3] estudaram um problema
sobredeterminado em um dominio ilimitado com fronteiras definidas por gréficos de fun-

¢oes. Nesse trabalho, os autores consideraram equagoes totalmente nao lineares (fully



nonlinear) do tipo F(D?u) = 0. Mostraram, sob hipoteses adequadas, que as fronteiras

sao retas paralelas e a solu¢ao é um plano, obtendo assim uma classificacao das solucoes.

Figura 2: Solucao de De Silva e Valdinoci

Fonte: Autoria propria, com o uso do GeoGebra.

O nosso objetivo nesta dissertagao é estudar o artigo de Lihe Wang e Lizhou Wang [9]
que trata de um problema sobredeterminado sob dominios ilimitados com duas fronteiras
dadas por gréaficos de funcoes. Mais precisamente, considerando a > 0 estudamos o

problema:

O<u<a, Au=-—1, em (), (3)
sob as condigoes superdeterminadas

u=0, |Vu(z)|=0b, z € Jy;

u=ua, |Vu(z)|=0, z € J;.
onde

e b>0;

® 0o, 91 € CQ(R)u com ¢ < ¢; em R;



o O ={(z,y) €R? : ¢o(z) <y < pr(x)};

o Ji={(r,y) eR?: y=¢i(x)}, i=0,1.

Verificamos, sob tais condigoes, que as fronteiras devem ser retas paralelas e a solugao
u(z,y) é explicitamente dada por uma parabola com relagao a variavel y, a ver:

Teorema 0.1 Se u € C%(Q) é uma solugio do problema (3), verificando as condicdes de

contorno (4), entdo
(1) b=+2a;

(it) Q= {(z,y) €R* : 0 <y < V2a};

1 —
(131) u(z,y) = —§y2 + V2ay, (z,y) € (), a menos de rotacao e translagao.

Na prova deste teorema, utilizaremos ferramentas classicas da anélise, tais como: Prin-
cipio do Maximo Forte (ver Teorema 1.2), Lema de Hopf (ver Lema 1.1) e o método do
deslizamento (sliding method), evitando o uso de desigualdades do tipo Harnack (con-
forme usado em [3]) ou métodos dos planos moveis (conforme usado em [8], [2]).

A estrutura deste trabalho de dissertagdo é a seguinte: No Capitulo 1, revisitamos
alguns conceitos de fun¢oes harmonicas e apresentamos ferramentas auxiliares; no Ca-
pitulo 2, construimos uma funcao barreira essencial para a anélise comparativa com a
solucao; e, no Capitulo 3, faremos a prova do teorema principal por meio de principios de

comparacao, finalizando com a caracterizagao precisa da solugao e de seu dominio.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo revisitamos alguns resultados de equacoes diferenciais parciais em R2.
Esses resultados sao fundamentais para o estudo do problema sobredeterminado proposto

neste trabalho (a ver (3) e (4)).

1.1 Teoria de funcoes harmonicas

O objetivo desta secao é revisitar o Principio do Maximo e o Lema de Hopf para
fungoes harmonicas, baseado no livro do Evans [4]. Para isso, assuma que U é um dominio
de R?, isto &, aberto e conexo, e suponha ainda que U seja limitado. Lembramos a seguir

a definicao de funcao harmonica.
Defini¢ao 1.1 Uma fun¢iao u € C*(U) é dita harménica (em U) sempre que
Au=0, em U.
Uma informacao importante sobre as fung¢oes harmonicas é que elas verificam a proprie-
dade da média, dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1 Seja u € C*(U). Entdo u é harménica se, e somenle se,

1 1
u(w) —/ udH = — u dz
aD, (w)

B 2rr 2 Dy (w)
para cada disco D, (w) C U.

Demonstracao. Inicialmente, assuma

e u harmonica em U,



[ ] DQT(T,U) C U,

e 2 € 0D;(0) — v(z) um campo de vetores normais exterior a D;(0).

Considerando
1
n(t) = — udH', te(0,2r),
2mt D¢ (w)

observe que

1

n(t) = — u(w +tz) dHL, t € (0,2r),
27 Jap, (o)

e verifica a seguinte afirmacao:

Afirmagao 1.1 1 = const. em (0,2r).

Dados t € (0,2r) e h € (0,2r —t), vai existir £ € (0,1) (via Teorema do Valor Médio) tal

que
w(w + (t+ h)v) —u(w + tv) = h{(Vu(w + (t + Eh)v), v).

Deste fato, uma vez que as derivadas parciais sao continuas

lim wlw+ (t+hv) = ufw + tv) = (Vu(w + tv),v). (1.1)
h—0+ h
Por outro lado,

w(w + (t+ h)v) — u(w + tv)
h

= |[(Vu(w + (t + Eh)v), 2)]

(1.2)
< |Vu| o).

De (1.1) e (1.2), temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teo-
rema A.7)

lim w(w + (t+ h)v) — u(w + tv)
h—0+t dD1(0) h

= [ (Vutwrw),v) i}
0D1(0)

_ / 0u g,
0D (w) v

Sabendo disto, segue da Formula de Green (ver Teorema A.6 )

"(t) = i
() = im =
1
= — Au dz (1.3)
27Tt Dt(w)
=0,



mostrando assim a Afirmagao 1.1.
Sendo u uma fun¢do continua, tem-se que w é um ponto de Lebesgue (ver defini¢do

de ponto de Lebesgue, Teorema A.8) e portanto

1
= i A = lim — dH' =
1) =l 0N = 10 57 Sy =)
isto é,
(w) L dH? (1.4)
u\w) = —— u . .
2mr D, (w)

Agora, via coordenadas polares

u(w)mr? = /0" 2mtu(w)dt

" 1
= / 27t (—/ U d’Hl) dt
0 27t Jop,(w)
= / ( / u d?—[1> dt
0 OD¢(w)
—/ u dz.
D, (w)

De (1.3) e (1.4), concluimos que u verifica a propriedade da média.

(1.5)

Reciprocamente, assuma agora que

1
u(w) = — u dH*
2mr dD,(w)
para cada D, (w) C U. Sendo u uma fungao de classe C? em U temos que Au é continuo em
U. Logo, Au = 0 em U. Com efeito, suponha por contradigdo que Au(wg) # 0, para algum

wo € U. Sem perda de generalidade, assuma Au(wg) < 0, implicando por continuidade
Au(w) <0, YV w € Dy, (wp),

para algum ry > 0 suficientemente pequeno. Mas, por outro lado, segue de (1.3)

_4d
ot

1

= — Au dz <0,
t=r 27T7” D, (wp)

0 =
t=r dt

(u(wo))

uma contradicao. [ ]
O resultado a seguir revela que os pontos de maximos e minimos de uma funcao

harmoénica, pertencem & fronteira do dominio.

Teorema 1.2 (Principio do Mazximo Forte) Assuma



o U limitado;
e uc C*U)NC(U) uma fung¢do harmonica.
Entao
max u = maxu. (1.6)

Além disso, se

u(wpy) = maxu,
U
para algum wy € U, entao

u = const, em U. (1.7)
Demonstracao. Verificagio de (1.7) : Assumindo que
u(wg) = max u = M,
considere A o seguinte conjunto de pontos
A={weU : u(w)=M}.

Mostraremos agora que A é um aberto e fechado relativo a U. Com efeito, dado w € A

tome r > 0 tal que D,(w) C U. Sendo u harmonica, segue do Teorema 1.1

1
M =u(w) = — u(z) dz,
T2 Dy (w)
o que implica
1
— (M —u)dz=0
wr Dy (w)

Portanto,

u(z) =M, V ze D.(w),

mostrando que A é aberto, e consequentemente é um aberto relativo a U. Além disso,

desde que
A=t ({M}),

o conjunto A é um fechado relativo de U. Destes fatos,
A=Ueu=MemU,

provando assim o item (1.7).

Verifica¢ao de (1.6) : Primeiramente, assuma que

u(wy) = max = M.
U



Se wy € OU, o resultado segue imediatamente. Agora, se wy € U, entao segue de (1.7) que
u = M em U. E portanto, via continuidade de v em U, podemos concluir (1.6). [
O resultado a seguir garante que toda fungao super-harmoénica (Au < 0), nao nega-

tiva e nao trivial, toca a fronteira com angulo no ponto onde ela mesma se anula.

Lema 1.1 (Lema de Hopf) Assuma
e uc C*U)NCYU);
e u>0,euz0emU;
e Au<0emU.

Entao
u>0emU.

Além disso, se
e u(z9) =0 para algum z, € OU,
o criste Dy(wo) C U, £ >0, tal que ODy(wo) N OU = {2},

entao

ou
%(ZO) < 0,

onde v é vetor unitdrio normal exterior a OU.

Demonstragao. Primeiramente, suponha por contradi¢do que u(zp) = 0 para algum
29 € U, ou seja,

( 0) U

T={zeR" : u(z) =0}.

Note que T é um fechado relativo a U, pois u é continua. Mostraremos agora que 7T,
também, ¢ um aberto relativo a U. Para isso, sejam w € T e r > 0 tal que D,.(w) C U,

pela Desigualdade da Média (ver Teorema A.4 )

0= —u(w) §][ —udz <0,
D,(2)

logo, pela continuidade

u=0em D,(w).

10



Consequentemente, T é aberto em U. Destes fatos, concluimos que
T=Ueu=0em VU,

uma contradigdo (pois u # 0). Mostrando assim que u > 0 em U.

A titulo de simplificacdo, assuma
e Uu(z) :=u(z+wp), para z € Dy := Dy(0);
o U:=U— Wo;
® 2y = 2y — Wy.

Agora, note que zy + tv € U para t < 0, com |t| </, e

WG+ tv) —(3) (3 + tv)

< 0.
t t
Logo, passando ao limite de ¢t — 0~ segue que
ou . u(zo + tv) — u(zp)
i = [ <0
o) = L. : :

Por outro lado, tomando A > 0 (a ser definida), considere
on(z) = e MNP e 2 e D,
Sendo v radial, observe que
2 ]‘ /
Avy(z) = vy(r) + ;v)\(r), r=r(z)=|z| <.

Deste fato,

2 2 1 2
Avy(2) = =20 ™ 4+ 4\%r%e ™ 4 = (—2/\T€_>\T )
r

= (—AA+ AN e 2l =1 < 0.

Em particular,

2 , o
Avy(z) > A (—4—1—4)\ (é) ) eM2) , 2z €T :=Dy\ Dy.

2
Dai, se )
14 4
—4+4X (=] > A > —
n(8) 2oens



entao

AUA(Z) >0, Vzell, (18)
Além disso, fixando \ > 212, tome € = ¢(\) > 0, suficientemente pequeno, de sorte que
u > minu > > D 1.
u(z) > minu > emaxvy > evy(z), YV z € 0Dps, (1.9)

u(z) > 0=euv\(z), z € 0D,. (1.10)

Assumindo

segue de (1.8) - (1.10)

Ao(2) <0, zeTy
O'(Z) > 0, A 8Fg

Logo, pelo Principio do Méaximo Fraco (ver Teorema A.5)

inf o > inf o~ = inf (min{c, 0}) = 0,
or'y

T, oy
logo,
oc>0, em Iy
Deste fato,
D) - 22z = 25 = i ZEIW0C) o
donde segue-se que
ou , . Ovy

como queriamos demonstrar.

12



1.2 Condicao do disco interior e exterior

Nesta secao, mostraremos que graficos de fungoes reais de classe C? satisfazem a
condicao do disco interior e exterior. Para isso, comecemos relembrando a defini¢ao dessas

condigoes.

Definicao 1.2 Seja o : R — R? uma curva continua, dividindo o plano em duas regioes
m e mo. Dizemos que « satisfaz a condi¢ao do disco interior (e/ou exterior) sempre que

para cada zg € «, existir um disco D, C my (e/ou D, C my), r > 0, tal que
D,Na={z}.

Assumindo f : R — R uma funcdo de classe C?, considere o uma curva suave

definida da seguinte forma:
a:ze€R— a(z) = (z, f(z)). (1.11)

Neste caso,
(=/f'(x),1)

definem um campo de vetores velocidade e normal unitirio para a curva «, respectiva-

o (z) = (1, f'(z)) e ng(z) := r €R,

mente. Verificaremos agora que n, : R — R? ¢ localmente Lipschitz. Para isso, observe

inicialmente que

n;(x):< —[@) _f/“)f"(x)g), VzeR. (1.12)
(L4 (f(2)?)2 1+ (f(2))?)?

Por outro lado, dado k € N, tome C} > 2 verificando

1

max((7 @)@l < () para o] < & (113
De (1.12) e (1.13)
In.(z)] < Cy, para |z| < k.
Dai, segue pelo Teorema da Desigualdade do Valor Médio (ver Teorema A.2) que
[na(x) —no(y)| < Cilz —y| Yo,y € [k, K| (1.14)
Mostrando assim que n, ¢ uma aplicacao localmente Lipschitz em R.

13



1
Tomando ry € (0, F) , obtemos de (1.14)
k

10 (2) — na(y)] < %u —y| Yoy € [~k k) (1.15)

A desigualdade (1.15) assegura que a curva « satisfaz a condigao de 1/rp-Lipschitz em
[—k, k] (ver p. 549 de [6]). Pelo Teorema 1 de |?], que estabelece a equivaléncia entre
a condigdo 1/r-Lipschitz e a condi¢do de existéncia de discos interiores e exteriores,
concluimos que « satisfaz a condi¢ao do disco interior e exterior, com discos D, , em
[—Ek, k.

Com esses fatos, estamos prontos para provar a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1 Grdficos de funcoes reais de classe C? satisfazem a condicdo do disco

interior e extertor.
Demonstragdo. Seja o uma curva suave dada por (1.11). Neste caso, dado

20 = (0, f(70)) € a,

escolha k& > 0 suficientemente grande para que |ro| < k. Como discutido anteriormente,
existe r, > 0 tal que a curva « satisfaz a condi¢ao do disco interior e exterior com discos
D,,, de modo que

Erk Na =1z},

como queriamos demonstrar.
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Capitulo 2

Funcao Barreira

Neste capitulo iremos determinar um protétipo de solucao radial ¥ : R? — R
para o problema A¥ = —1 em R?\ {0}, com o objetivo de estudar algumas propriedades

assintoticas.

2.1 Construcao da funcao Barreira

Fixado R > 0, assuma

I et A A 2
Up(z)=1 1 +2ln I , z € R*\ {0}.

Figura 2.1: Funcao Vg

Fonte: Autoria prépria, com o uso do GeoGebra.



Observando que ¥y é uma funcao radial, tem-se

2—-1
. U'h(r), parar =|z| > 0,

AWp(z) = Wp(r) +

e portanto
1 R 1 r R?
AV =————+—|—=+ =] =-1
#(2) = =3 2r2+r( 2+2r>
Neste caso, Up ¢ uma solugao radial para a equagao Au = —1 em R?\ {0}. A proxima

proposicao verifica algumas propriedades de V.
Proposigao 2.1 Para cada R > 0, existem (1inicos) vt e 4, positivos, de sorte que:
(1) 7 < R<fh

(1) Wg(R) = max Wg(r);
(iii) Wr(yF) =0, i=0,1.

Demonstracao. Primeiramente, observe que

e ser € (R,00),

R R R?
V()= -4 Lo,
rr) ==+, <=5 TR =0
e ser e (0,R),
Py T R RLR
Vel = =5+ 5> 5 +55 =0
ou seja

e Uy & descrescente em (R, 00);

e Uy é crescente em (0, R).

Por outro lado

_ 1 _ n2 ; - -
=1 R—i—rlg?o 1 —1—2 2
R?
r
1n<—)
— 1
—1— 2 1 2 - - R
A S I S
R?
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2 2
- Rt (2 (2
TllglJr\IJR(r)—l R +}41£I(1)( 1 + 5 1n<R>)

= —OQ.

Por esses fatos, uma vez que

4 2 R
e
R R?
/ - - —

concluimos que Wp, possui exatamente duas raizes, 7 e v (mostrando o item (iii)),
verificando (i) e (ii). n
/

A proposicao a seguir nos da informacoes sobre o comportamento assintotico de ¥/,

em ’yZR, 1=0,1.

Proposigao 2.2 Sejam v e v* nimeros positivos dadas pela Proposi¢io 2.1. Entao,
Jim Wh(ag) = — lim Wh(o) = V2.
Demonstragao. Primeiramente, assuma

dr
dt :=~F — R, ekﬁ::é, i=0,1.

R
Note que k£ # 0 (pois |7/ — R| > 0) e k' > —1 (pois K +1 = % > 0). Uma vez que

1 R\2 2 R? %R _ Ry _
1 4((%) R)+21n R —‘I/R(%)—Oa

LOQf? =R 1 () _ 1
A R? 2"\ R )T R

Lembrando que 7/ = df + R, tem-se

<(’Y¢R);2— RQ) _%
((dﬁﬂ;l? - R?) . (dﬁ; R)

df®)?2  2RdE 1
(% + R; ) - 51n(1 + k)

1 1
kR — ZIn(1 + k"
2 (3 2 n( + 7 )7

temos,

1
= =

1
4
1
4
1
4
L Ry2
:Z(kz) +
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isto é,

(B2 = —In(kB+1) — ZkR + —.
0< L0 = SI(kE +1) = SkE+ —

Afirmagao 2.1 Se x> —1, entdo In(x + 1) < x.
De fato, seja
f:(=1,00) — R
r—In(zx+1) -z

Para cada x > —1, temos

Neste caso

o fllx)=0&2=0;

e f'(x) >0, Vx € (—1,0];

e f'(xz) <0, Yz e 0,00).
Logo, 0 é ponto de méaximo global para a funcdo f(z), e portanto

In(x+1)—2=f(z) < f(0)=In(0+1)—0=0, Vx € (—1,0),
ou seja,
In(z+1) <z, Vz € (—1,00).

Sabendo que k' > —1, segue de (2.1) e da Afirmagao 2.1 que

1 1 1 1
(kB2 = Zn(kP 1) = ZkR L —
KRR
-2 2 R?

1
TR

Por este fato, podemos concluir:

0< (d?=(k'R)* <4 e lim k' =0.

R—o0
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Agora, via expansao de Taylor, obtemos:

2 .133 .1,‘4

1 V=2 —— 4+ = — — + ...
nz+1)==x 2+3 4—|—

—x—x—2+x3 1—z—l—
= 5 5 1

2

=z — % +230,(1)  (para x ~0)
2

=x— % +O(2*)  (para x ~0).

Sabendo disto, segue de (2.1) e (2.2)

q2 =3 (- B o () - i+ 5
(k) , 1 R\3
——tmto(EY)

Multiplicando esta expressao por R2, obtém-se

_ RAE)?

1 + RO((kF))

R2<k'R)2

= 0 R RPO(E)

= @y (5 + 0.

Neste caso, passando ao limite de R — 0o, obtemos
lim |df| = V2,
R—o0

e como d¥ < 0 e df > 0, segue que

lim df = —v/2 e lim dff = V2. (2.3)
—00

R—o00
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Por outro lado,

_~R R2
\II, f)/f _ fy’L
L) R
2 VE
L (df+RP-R
2 df + R
1 ((df')* + 2Rd]"
2 dff+ R
(df')* | 2Rd}
+
_ 1|l _R R
2 df + R
R

1 (KRdE 4 2dF
B P41 )

De (2.2) — (2.4), podemos concluir finalmente que

1 RJR 2 R
lim V(1) = lim —= (—kl do + dO) =2

kE4+1

R—o00 R—oo 2

1 [(kldf + 24%
I%EI;O\I;/R(VF) = lim —= (#) — V2.
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Capitulo 3

Problema sobredeterminado

O objetivo deste capitulo é classificar as possiveis soluc¢oes do problema sobredeter-

minado, conforme enunciado na Introducao (ver (3) e (4))

3.1 Sobre o problema

Conforme estabelecido na introducao, assuma:
e a.b>0;
e ¢, ¢ : R — R funcoes de classe C? com ¢y < ¢1;
e Q= {(z,y) : 2,y €R, ¢o(x) <y < d1(x)};
o Ji={(z,¢;(x)) :x€R}, i=0,1
e suponha que exista « : © — R uma solucdo de classe C2, para o problema

O<u<a e Au=—1lem Q, (3.1)

verificando as seguintes condi¢oes sobredeterminadas:
u=0, |Vu| =b, em Jp,
u=a, |Vu| =0, em J;.
Neste caso, sendo

e O=-LQ,

1
va



® j;:\/LaJiai:Oalv

o rescaling u : Q — R dado por

u(z,y) =

w, (z,y) € Q,

¢ uma solucao para o problema:

)
Au = —1, em Q;

O<u<l1, em

u=0, |Vu| = a"2b=:c, em Jy;

(@=1, |Vi| =0, em J,.

Analogamente, suponha que exista # uma solu¢do do problema (P), entao

s -5 3

verifica (3.1) e (3.2). Sabendo disto, nas proximas se¢oes focaremos no problema (P) com

o objetivo de mostrar que as fronteiras jo e jl sao retas paralelas de sorte que
Q={(z,y) eR>: 0<y <2},
e a solucdo do problema (P), se existir, ¢ dada por
~ 1, =
i(w,y) ==y + V2, (v.9) €Q,

a menos de translagao e rotacao. Neste caso, equivalente ao Teorema 0.1 temos o seguinte

teorema auxiliar:

Teorema 3.1 Assuma que 4 € C?(Q) ¢ uma solugio do problema (P). Entdo

(i) c=V2;

~

(it) Q= {(z.y) eR* : 0 <y < V2

N 1 = . N
(131) u(z,y) = —§y2 + 2y, (z,y) € Q, a menos de translagio e rotacao.

A titulo de simplificacao, consideraremos ao longo do capitulo u,Q e J;,7 = 0,1 ao invés
de ﬁ,ﬁ e :]\i,z' = 0,1. Além disso, com intuito de facilitar as provas dos resultados das

proximas secoes, assumiremos que:
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o Q= {(r,y) ER?: y < go(x)};
o O ={(z,y) eR? : y> () };
e u=0em Q;
e u=1em .

Por fim, dizemos que um conjunto £ C R? esta acima de Jy se, £ C R?\ Qq e diremos
também que E esti estritamente acima de Jy se, A C R?\ Qy. De forma analoga,
definimos que o conjunto £ C R? estd abaixo e estritamente abaixo de J;, quando

ECR?\ Qe ECR?\ Qy, respectivamente.

3.2 Principios de comparacao

Primeiramente, definamos a seguinte func¢ao:

(

0, y <0,
1
e(y) = —v' V2y, 0<y <2, (3.3)

1, y > /2.

\

Dados Ay, By € R?, de sorte que

(BO—AO) e1 # 0,

assuma

2 2
A1=A0+£62 e BlzBo+£€2,
12 Vy

onde v = (v1,15) € o vetor normal unitario ao segmento (Ag, By) com v5 > 0. No que

segue, assuma () um paralelogramo aberto de vertices Ay, A1, By, By, €

(I)($,y) = go(((x,y) - A07V>)7 (xvy) € R?.

23



Figura 3.1: Funcao ¢

Fonte: Autoria prépria, com o uso do GeoGebra.

Com esses fatos, o resultado a seguir estabelece um principio de comparacao da

solucao u com P sobre o paralelogramo Q).

Proposicdo 3.1 Assumindo ¢ = v/2, temos:

(1) Seu>® em [Ag, A1) U [By, Bi], entdo u > ® em Q;

(17) Seu < P em [Ag, A1] U [By, Bi], entio u < ® em Q.

Demonstragao. Verificagdo de (i) : Seja (z,y) € . Sendo @) um conjunto aberto,

(x,y) ¢ [A1, B1] e desta forma a proje¢ao de ((x,y) — Ap) sobre o vetor v é menor do que

a projecao do vetor (A; — Ap) sobre v, isto é,
|p7“0j,,((x, y) - A0)| < |p7’0j,,(A1 - AO)’

E portanto,

0 <({(z,y) — Ao,v) = [proj.((z,y) — Ao)|
< |proj,(Ar — Ao)|
= [(A1 — Ao, V)|
— /2.

Deste modo,
O<(I)(.I,y>:g0(<($,y)—A0,V>> < 17 (34)
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e assumindo Ag = (a?, a3), tem-se

®(z,y) = p(((z,y) — Ao, 1))

= M) A () - A (35)
_ [(z — af)n +2 (y — ay)vy] X \/5[@ — O + (y — ).
Logo,
0*P 0?P 2 2\ _
AD(x,y) = — (w(x,y) + a—yZ(ﬂf,y)) =—(i+r)=-1L (3.6)

De (3.4) e (3.5), podemos concluir:

AP =—1em Q;
(3.7)

0<d<1lem Q.
Além disso,
o |[VO| =0em [A, By];
o |[VO| =2 em [Ay, By).
Agora, para cada t € R vamos estabelecer as seguintes notagoes:

o () :=Q + tey;

b (I)t(l’,y) = @((Z‘,y) - te?)? (.f,y) € Qt‘

Afim de provarmos que

u>®em Q,
deslizaremos o grafico de ® para cima. Neste intuito, definamos
t*:=inf{t : u> P, em Q;, Vs > t}.

Note que t* esta bem definido. De fato, se tomarmos ¢y > 0, suficientemente grande, de
sorte que o conjunto (Qy, esteja estritamente acima de J;, entao u > &, em )y, e portanto
u > &, em (), para todo s > ty. Deste fato, t* < t,.

Segue imediatamente da definicao de t*,

u> P em Q;, Vi > t*.
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Para provarmos o item (i), é suficiente mostrar que t* < 0. De fato, tomando ¢t = 0 > ¢*
tem-se

uzq)g:q)eng:Q.
Sabendo disto, suponha por contradicao que t* > 0.
Afirmagao 3.1 Fizei € {0,1}. Se

[A;, B;] + tey estd estritamente a cima de J;, (3.8)

u > P, em Q U (A(), Al) U (B(), Bl) + teo, (39)

existe € > 0 tal que
u>d; em Qs, Vs € [t —¢,t].

Primeiramente, vamos provar que, dada uma sequéncia de nimeros reais (o) tal que
a, = ag € R,
temos
u(- + apes) = u(- + apez) uniformemente em @ (n — oo). (3.10)
Com efeito, dado § > 0, tome ny = ny(0) € N, suficientemente grande, de sorte que
la, — | <6, YV n>mng.

Por outro lado, tendo em vista que u € C(R?), u ¢ uniformemente continua em uma,
vizinhanga fechada V;(Q + apez). Assim, para todo € > 0, existe 7 = 7(¢, ap) > 0 tal que

para todo z,w € V1(Q + apes), temos
|z —w| <7 = |u(z) —u(w)| <e.
Destes fatos, tomando 6 € (0, min{1,7}), temos para todo (z,y) € @ :
(,y) + ayes € VI(Q + apea), ¥V n > ng,

com

|((z,y) + anea) — ((z,y) + ages)| = |, —ag| <6 <7, ¥V n>n.
Logo,

lu((z,y) + anea) —u((z,y) + apes)| <€, Yn>ngeV (z,y) € Q,

mostrando assim (3.10).

De (3.9),
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e U NQ;: # I;
e QNQY # ;
e ONQ # 2.

Por outro lado, de (3.8)

inf {u((z,y) +tez) — ®(z,y) : (z,y) € AN Q} = inf {(u — )((z,y) + tez) : (2,9) € AN Q}

—inf{(u—®)(z) : z€ QNQ,}

> €0,
para algum ¢, > 0. Dali,
u((z,y) + tes) — g > (x,y), Y(z,y) € AN Q.
Seja (s,) uma sequéncia tal que s, — t~, entdo por (3.9) existe ng > 0 tal que
u((z,y) +te) — ea < u((z,y) + sne2), Vn>mng e V(x,y) € QNQ.
Combinando (3.11) e (3.12)
u((z,y) + spe2) > ®(z,y), Vn>ng e V(x,y) € QANQ.

Por este fato, a Afirmacao 3.1 pode ser provada por contradicao.

Afirmacgao 3.2 {A;, B;} + t*ey estd estritamente acima de J;, para i =0, 1.
De fato, observando que

u Z (I), em [A(), Al] U [B(), Bl],

(3.11)

(3.12)

(3.13)

segue da continuidade de u e ® que {A;, B;} estd acima de J;, para i = 0,1. E assim,

{A;, B;} + t*ey esta estritamente acima de J;, para i = 0, 1, provando a Afirmagao 3.2.

Afirmacao 3.3 5
P
8—y($,y) >0, V(x,y) € (Ao, A1) U (Bo, Br).

De fato, analogamente ao feito em (3.5), tem-se

z—ju,y) — {(e,y) — Ao, v)va + Vv, ¥(a,y) € (Ao, A) U (B, By).
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Sem perda de generalidade, se (z,y) = sA; + (1 — s)Ap com s € (0, 1), entdo

g—j(m,y) = —((sA1 + (1 — 5)Ag) — Ag, V)1 + V21,

= —S<A1 — Ao, V>V2 -+ \/§V2

2
= —S(i——, Vs + V20,
2

= (1 —5)V21, > 0,

(3.14)

mostrando a Afirmacao 3.3.

Afirmacao 3.4
u > Dy em (Ag, Ar) U (Bo, By) + t¥es.

Sem perda de generalidade, suponha que w* € (Ay, A1) + t*ey, entdo existe um ponto
(:B,y) € (AOaAl) tal que
w* = (x,y) + t"eq,

tendo em vista que t* > 0, segue de (3.13) e (3.14)

w(w?) = & (w*) = u((2,y) + t'er) — O(x,y)
= (u((z,y) +17e2) = ©((z,y) +17¢2)) + (P((2,9) + 7€) — (2, y))

>0,

mostrando a Afirmacao 3.4.

Das Afirmacoes 3.1 e 3.4, podemos concluir que um dos itens é verificado:
(dy) [Ag, Bo] + t*ey toca Jy acima ou [Ay, By] + t*es toca J; acima;
(dy) Existe algum z* € @y N Q tal que u(z*) = O (2%).
Inicialmente, suponha que [Ag, By| + t*es toca Jy acima, entao existe
20 € ([Ao, Bo] + t"ez) N Jo,

tal que

e u(zg) = P (20) =0,

o [Vu(z)| = [V (2)| = V2.
Além disso, deve existir um disco de raio r > 0, D, tal que
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D,NJy={z}e D, CQpNQ.
via condigao da esfera interior (ver Proposigao 1.1). Logo,
o (P —u)(20) =0,
e A(®ys —u) =0, em D,,
e Oy —u<0, em D,.

Aplicando agora o Lema 1.1, temos

8CI)t* ou

an (20) > 8_77(2(])’

onde o vetor 7 é o vetor unitario exterior e normal ao disco D, em zy. Dali,
VP (20)| cos O(V Py (20),m) > [Vu(zo)| cos0(Vu(zy),n),

e consequentemente, pelo fato do conjunto Jy ser a curva de nivel zero da funcao u e

[Ag, A1] + t*ey parte da curva de nivel zero da fungdo -, segue
0(Vu(z0),n) = (VP4 (20),m) = .

Logo,
—[V®(20)] > —|Vu(z)],

uma contradicao, tendo em vista que

]Vu] = |V(I)t* = \/5, em ([Ao,BQ] —|—t*€2) N Jo.

Agora, se [Ay, By] + t*ey toca J; acima, em um dado ponto z;, consideremos D,
tocando J; abaixo em z; com D, C Q4 N§2 via condigao da esfera interior (ver Proposigao

1.1). Analogamente, como feito no caso anterior,
VO (21)] > [Vu(z1)],
contradizendo o fato de

‘VU‘ — |V®t*

= 0, em ({Al, Bl] + t*eg) N Jl.
Com estes fatos, (d;) nao é verificado. Assim, pelo item (dy) o conjunto 7', dado por
T := {u = (I)t*} N (Qt* N Q),
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é diferente do vazio. Mostraremos agora que 7' é um conjunto aberto e fechado relativa-

mente a Q- N Q. Com efeito, como u e P4« sao funcodes continuas,

{u=®p} = (u—2n)" ({0})

é fechado em R? e portanto T é um fechado relativo. Além disso, se w € T, entdo existe
r > 0 tal que

Neste caso, uma vez que
o (Op —u)(w) = 0;
e A(®p —u) =0, em D,.(w);
o Oy —u <0, em D,(w),
temos pelo Principio do Méximo (ver Teorema 1.2)
Oy =uem D,(w),

o que implica D, (w) C {u = $;+ }. Mostrando que 7" é um aberto relativo. Por estes fatos,
sendo T # & e Q4 N ) conexo,
T = Qt* N 97

isto é,
U= Dp em Qp N,

contradizendo a Afirmacao 3.4. Portanto, t* < 0 e consequentemente
’LLZCI)QZCI)GHI QOZQ

A verifica¢ao do item (i7) segue de maneira analoga ao feito anteriormente. ]
Na proposicao a seguir, apresentaremos mais um resultado de comparacao, agora
com a fungio Barreira, ¥, desenvolvida no Capitulo 2. Recorde que 7 e v sdo as raizes

de Ug, com 0 < v < R < ~f obtidas pela Proposigio 2.1.

Proposicao 3.2 Temos:
(i) Se D.r estd abaizo de Jo, entdo u < Wg em Dg\ D, r;
(11) Se D,r estd acima de Jo, entdo u > Vg em 57{2 \ Drg.
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Demonstragao. Verificacao do item (i) : Dado t € R, defina
o D, = DR\E%? + teg;
o [';(w) = Vp(w —tey), em w € D,.
Conforme visto no Capitulo 2,
e 0<I'y<1lem Dy
o Al'y = —1 em D;.
Além disso, de (i7) Proposicao 2.1, tem-se
VI =0, em 0Dg(tes).

Conforme visto na demonstragao da proposicao anterior, utilizaremos novamente o método

do deslizamento. Para isto, considere
t* :=sup{t : u<Ts em Dy, Vs < t}.

Note que t* estd bem definido. De fato, tomando ¢y < 0, com [ty| suficientemente grande,
D,, esta estritamente abaixo de Jy, e portanto
u < I'y, em D, para todo s < tg,
deste modo, ty < t*. Além disso, por continuidade
u < Ty em Dy,. (3.15)
Agora, observe que para provar o item (7) é suficiente mostrar que t* > 0, pois assim

USFOI\I’R em’DOIDR\b,Yé%,

e por continuidade o item (i) é verificado.
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Figura 3.2: Funcao Vg

Fonte: Autoria propria, com o uso do GeoGebra.

Suponha por contradicao que t* < 0.
Afirmagao 3.5 Fizei € {0,1}. Se

0D, r(tes) estd estritamente abaizo de J;, para i = 0,1, (3.16)

u < Ft em Dt' (317)

Existe € > 0 tal que
u<T; em D, Vs € [t,t+ €.

A prova da Afirmacgao 3.5 segue de maneira andloga a prova da Afirmacao 3.1.

Segue de (3.15) e da Afirmacao 3.5 que um dos itens abaixo é verificado:
(h1) D.r + 1€ toca Jo por baixo ou Dy + t"e; toca Ji por baixo;
(he) Existe w* € Dy tal que u(w*) = 'y (w?*).

Vejamos agora que (hy) nao é verdadeiro. Com efeito, uma vez que Dﬁ esta abaixo de

Jo (por hipotese) e t* < 0, temos
D7§ + t¥eq esté estritamente abaixo deJ,.
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Afirmacao 3.6 Dy + t*ey estd estritamente abaizo de J.

De fato, suponha por contradi¢do que exista w; € J; N 9(Dg + t*es). Dai, vai existir via

condigao da esfera interior (ver Proposi¢ao 1.1) r > 0, e D, C QN D+, de sorte que
D.nJp = {w}.
Por estes fatos, tem-se que:
e (u—T4)(wy) = 0;
e A(lu—Tp)=0, em D.;
o u—1I'y <0, em D/,

de onde se segue pelo Lema de Hopf (ver Lema 1.1),

(9u 8Ft*
8_77<w1> > 8_77<w1)’

onde 7 é o vetor unitario normal ao disco D! em (z1,y;). Logo,
[Vu(w)| > [V (wr)],

contradizendo o fato de

[Vu(wi)| = [V (w1)] =0,

Provando assim a Afirmagao 3.6, e consequentemente que (hy) nao é verificado.

Agora, segue de (h2) que o conjunto
T = {U:Ft*}m(Dt* ﬂQ),
é diferente do vazio.

Afirmacao 3.7 T ¢ aberto e fechado, relativamente a Dy N €.

De fato, como u — 'y« é continuo o conjunto

{u="Tp}=(u—T¢)"({0})

é fechado em R? e por conseguinte fechado relativo. Agora, tomando w € T, vai existir
r > 0 tal que

Deste modo, uma vez que
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o (u—TI4) <0, em D,(w);
o (u—Tp)(w)=0;
e A(u—T4)=0, em D,.(w),
segue pelo Principio do Maximo (ver Teorema 1.2)
u =T em D,(w),

mostrando que w é um ponto interior de T. Logo, T' é um aberto relativo de Q N Dy,
mostrando assim a Afirmacao 3.7.

Sendo T' # @ e Dy N conexo, podemos concluir pela Afirmagao 3.7 que
u =Ty, em Dy NQ. (3.18)
Por outro lado, como Jy N Dy # & (pois D, r esta abaixo de Jo), temos
0=u(z) <Ty(2), 2 € JyN Dy,

contradizendo (3.18). Portanto, t* > 0 como queriamos provar.

A prova do item (77) segue de maneira analoga ao feito no item (7).

Figura 3.3: Funcao ¥p

Fonte: Autoria propria, com o uso do GeoGebra.
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3.3 Estudo das fronteiras livres

Nesta secao, estamos interessados em determinar alguns resultados qualitativos so-

bre as fronteiras livres.

Proposicao 3.3 ¢ = /2.

Demonstracao. Iniciamente, tome z, € )y tal que ﬁﬁ(zo) toca por baixo Jy via
condi¢ao da esfera interior e exterior (ver Proposi¢ao 1.1). Deste modo, segue de (i)

Proposicao 3.2 que
u(z) < V(2 — 2), V 2 € Dp(z) \ Dvéa(zo).

Agora, assumindo

{'U)} = JO N ﬁ,y(l)?,(Z()),
considere r > 0 de sorte
D, cQn (DR(ZO) \ Dﬁ(zo)) e DN Jo = {w)

via condigao da esfera interior e exterior (ver Proposicao 1.1).

Figura 3.4: Anel Dg(z0) \ D,z (20)

Fonte: Autoria propria, com o uso do GeoGebra.

Destes fatos, temos
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o u—Wg(-—2) <0, em D
o u(w) — Vr(w— z) =0;
o A(u—Vg(-—2))) =0, em D,.

Aplicando o Lema de Hopf (ver Lema 1.1), tem-se

O(u—Vg(-— 2))
ov

(w) >0, (3.19)

onde
20 — W

¢

é o vetor normal exterior unitario de D,. Por outro lado, observe que

Y

O(Vu(w),v) =0(VUgr(w — z),v) =7 (3.20)
pois o gradiente de uma funcao é sempre ortogonal a sua curva de nivel. De (3.19) e (3.20)
—c = —|Vu(w)| > —=|V¥g(w — )|,

donde segue-se que

¢ < |[VUR(w = 2)| = [Tr(19)]-
Passando ao limite R — oo obtemos pela Proposigao 2.2

c< V2. (3.21)

Para obtermos a outra desigualdade, faremos um raciocinio analogo ao feito anteri-
ormente. Sendo assim, considere vaa(zl) um disco que toca Jy por cima (via condi¢ao

da esfera interior e exterior). Segue de (i7) Proposi¢ao 3.2 que
u(z) > Vr(z —21), z € ﬁﬁ(a) \ Dr(z1).

Assumindo

{wl} = JO N 57{%(21),

consideremos s > 0 tal que

D.can (Dﬁ(zl) \ DR(Z1)> e DN Jo = {uw}.
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Figura 3.5: Anel D, r(z1) \ Dg(z1)

Fonte: Autoria propria, com o uso do GeoGebra.

Por estes fatos
o (Up(-—2)—u) <0, em D.;
o Up(wy — z1) —u(w,) = 0;
e A(Ug(-—21)—u)=0, em D,

implicando do Lema de Hopf (ver Lema 1.1)

O(u—Vg(-—21))
v

(wl) > 0.

onde
w1 — 21
- R
T
¢ o vetor normal unitario exterior a D’. Dai, analogamente ao feito em (3.20) podemos

Y

concluir que

[Th(rr)] <.

Passando ao limite de R — oo, temos pela Proposicao 2.2
V2<e (3.22)

De (3.21) e (3.22) ¢ = /2, como queriamos demonstrar.
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Proposicao 3.4 Ezxiste uma reta que esta acima de Jy.

Demonstracao. Primeiramente, considere V' a envoltoria convexa de )y dado por:
V=A{te+(1—-t)y: x,y€Qyetel01]}.
Afirmacgao 3.8 V estd abaizo de J;.

Com efeito, assuma:

A}, B} € Qp, com (B] — A}) -e; #0;

e V' = (v],14) o vetor normal unitario ao segmento [A}, B}], com v} > 0;

2

PR Cpr
Vs
2

B = B} — L/_eg € Qo;
V2

()’ o paralelogramo aberto de vértices A, A}, By, Bi.

Além disso, assuma

O(z,y) = ¢ ((z,y) — 4,V)), (z,y) €Q',
onde ¢ dada por (3.3). Desde que
[A67 A/1]7 [B(l)a Bi] - QO

temos

uw(z) =0, Vze |4, A U[By, B,

e consequentemente

— u< @ em [4), 4] U[B), Bl
Segue do item (i7) Proposicao 3.1
u< @, em Q. (3.23)

Agora, suponha por contradicdo que [A], Bj] ndo esteja abaixo de .J;. Neste caso, vai
existir w € Q' N2y tal que
1 =u(w) > o(w),
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contradizendo (3.23). Portanto, qualquer segmento de extremos em ) esta abaixo de Jj,
mostrando assim a Afirmacao 3.8.

Segue da Afirmacao 3.8 que V # R?, consequentemente dado uma reta tangente,
lo, de OV, temos que /, esta acima de Jy (pois V esta abaixo de £y, por propriedade de

envoltoria convexa).

Proposicao 3.5 Eziste uma reta que estd acima de J;.

Demonstracao. Segue da Proposicao 3.4 que existe uma reta ¢y acima de Jy. Assumindo
e 1) = (11, 12) um vetor unitario normal a ¢, com 7y > 0;
o 2 €/,
temos que
D r(z + i) estd acima de Jp,
donde segue-se de (i) Proposigao 3.2
u> WUg(-— (2 +9m)) em Don(z + ") \ Dr(z +7'n).

Logo, Dr(z + ~vfn) esta acima de J;. E pela arbitrariedade de z € £y, podemos concluir
que

0 = Ly + vi'n esta acima de Ji,

como queriamos demonstrar

3.4 Prova do Teorema 0.1
Com o objetivo de provarmos o Teorema 0.1, verificaremos inicialmente o seguinte
lema:
Lema 3.1 Sejam
e v a funcao dada em (3.3);
o v = (1n,1n) € R? um vetor unitdrio, com vy > 0;
e O,(z,y) = o(((2,9),v)), (z,y) € R
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Se

(i) u> @, em R?

(ii) u #Z @, em R?,
entao, existe 6 > 0 tal que

u(z,y) > ®,((z,y) + dez), ¥V (z,y) € R

Demonstracao. A prova deste resultado se dard em quatro etapas:

Etapa 1. Assumindo
o l;=0{®, =i}, i=0,1,;
e H={0<?, <1},
temos
u>®, em H, (3.24)
e consequentemente
/; esta estritamente acima de J;,7 =0, 1. (3.25)

Primeiramente, note que se ({u = ®,}NH) = &, entao de (i), (3.24) segue imediatamente.

Com efeito, assuma ({u=®,} NH) # e
T:={u=2a,}NH.
Neste caso
o 0 <u(z,y)=d,(r,y) <1, V (z,y) €T, ouseja, T CQ;
e T é um fechado relativo a H.

Verificaremos agora que T' é, também, um aberto relativo a H. Dado (z,y) € T, tome
r > 0 de sorte que
D,(zx,y) C (QNH).

Uma vez que,

e &, —u <0, em D,(z,y);
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o (®, —u)(x,y) = 0;
o A(®, —u) =0, em D,(x,y),
temos pelo Principio do Méaximo (ver Teorema 1.2)
u=o, em D,(x,y),

ou seja, D, (z,y) C {u=®,}. Logo {u = ®,} é um aberto do R? e por conseguinte T ¢

um aberto relativo a H. Sendo H conexo, tem-se
T=H ou T=2.

Se T' = H, podemos concluir, por continuidade, que ¢y, = Jy e {1 = J;. Deste modo,
u = ®, em R? contradizendo (i7). Logo T = @, mostrando (3.24).

Etapa 2: Dados = (1, 112) e t € R, defina

©,i(1,y) = o(((w,y) — tes, 1)), (w,y) € R
Para algum ¢ > 0,
w(©,y) =2 @, 5(0,y), VyeReV pue D).
Primeiramente, observe que
o lo={(z,y) eR* : ((z,y),v) = O}
o (1 ={(z,y) €R* : ((z,),v) = V2};
o (€ ly;
\/§

e —¢o € ll.
Vs

Destes fatos, segue de (3.25)

e consequentemente
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Além disso, por (3.24), temos

u(z,y) > @,(x,y), ¥V (z,y) € (O, \/—§€2> C H,

1)

em particular,
u(0,y) > ®,(0,y), V y € (0,61(0) +tol.
Por outro lado,
u(0,y) >0=a,(0,y), Vy € [t,0].
De (3.26) e (3.27), podemos considerar

co := minfu(0,y) — ®,(0,y)] > 0,

yElp

(3.26)

(3.27)

onde Iy := [—tg, ¢1(0) +to]. Agora, dados t € (0,%) e u € Dy(v), temos os seguintes casos:

1° Caso. y < —tp.
Neste caso,

u<07 y) 2 0= q)u,—t(07 y)

2° Caso. y > ¢1(0) + to.
Neste caso,

u(0,y) =1> @, _4(0,y).

3° Caso. y € [. Para este caso, observe inicialmente

U(O, y) - (I)u,—t(oa y) = (U(O, y) - (I)V<Oa y)) + (CI)V(O> y) - (I)lh—t(ov y))

> minfu(0,y) — ®,(0,y)] + (2,(0,y) — @, _+(0,y))

yelo
2 Co — ‘(¢I/(O7 ?J) - (I)u,—t<07 y))|

Por outro lado, assumindo

a =min{yvs, (y + )2} e f = max{yva, (y +t)pa}

observe que

(

0, se § <0;
lp(yra) — o((y +t)pa)| = (p(B) — ¢(0)), se a <0< 5;

((B) —p(a)), se 0 < a < .

\
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Sabendo disto, uma vez que ¢ é de classe C' em [0, 0) e
¢(s) <V2, Vs>0,

temos pelo Teorema do Valor Médio que

2,0, y) = u—e(0,9)] = le(yra) — o((y + t)p2)]
<V20yvy — (y + t)pol
< V2(|ly(vs — p2)| + tpal)
< V2ylt + V2| st
< V2(1(0) + to)t + V2t (pois y € I)

1(0) V2 . 1 V2
< <= |- Y2,
_\/5( 5 2y +1 p01sto_2 ¢»1(0) + ”
Deste modo, tomando
Co
T (a0 V3 Y
s [ 91(0
23 | 2 4 Y24
( 2 * 21/2 *
et € (0,min{to, t;}) tem-se
Co
[.(0,9) = @~ (0,9)] < 7 (3.29)

De (3.28) e (3.29)
u(0,y) = Bi(0,y) = > 0.
Finalmente, fixando 6 € (0, min{tg,¢;}), obtemos do 1°, 2° e 3° caso
u(0,y) — @,-5(0,y) >0, VyeRe Vpue Dsr).
Com o objetivo de enunciar a Etapa 3 considere

e Ay := —dey, onde § é dado pela Etapa 2;

e scR;

e By, € ly, com (Byg, er) =s.
Além disso, assuma

® (15 = (fts1, fs2) O vetor normal unitario a [Ag, Bos|, com pso > 0;
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V2

o A=A+ €2;
,U/S,Q
2
[ ] Bl,s = BO,S =+ \/_62;
Hs.2

® (), o paralelogramo aberto de vértices Ay, A; s, Bos, B1s.
Etapa 3: Temos:
(Z) lim s = v
|s| =00

(i1) lim dist(Qs U Q_sU (Ag, A1), H — dey) = 0.

|s| =00

Tendo em vista que

b= {(,0) € B : ((3,0),1) = v} = {@,y) R ym —_WHQ},

Vo Vo

o ponto By s pode ser dado por

= 2
BO,S = <8, is + \/__> .

1) Vg

Neste caso,

Uy Uy

— 2
t_;I:BQS—AO: (3,£8+£+5>,

e seu vetor perpendicular é dado por

ny = (ﬂs—£—5,5>.

Vo Vo

Destes fatos, podemos escrever o vetor g da seguinte forma:

(=
Uz
>0
WS_" se s s
Hs =
_>
%
— =, se s <0.
‘n8|7 _

\
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Verificagcio de (i) : Observando que

temos
%
T (L
|s|—so0 |$] V3 Vs

Deste modo,

mostrando o item (i).

Verifica¢ao de (i7) : Assumindo

— 2
o (= {<x,y> ER? y:luﬁ,xzo};
1%) 1%)]
— 2
o (] = {(x,y)€R2 : yzix+£,x<0},
%) 2)
observe que
1@1mawh&&gxf—&gzo, (3.30)
S—>1 00

pois

o lim |Byy— A4 = o0
|s]—o0
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e lim |A,+ dey| = 0;

|s]—00
B, — A
li L — . | = .
° |S|1m |Bl,s 1,s| ‘S‘lm ( #8,27;Ls,1) ( I/2,V1)

Analogamente, se

o ( ::{(:L',y)G]R2 ; y:_—ylx,azZO};

Vo

065:{(m,y)€R2:y:_—ylx,x<O},

Uy

entao

lim dist([Ao, Bos), lz — des) = 0. (3.31)

s—+oo

De (3.30) e (3.31), podemos concluir o item (7).

Etapa 4: Existe sy > 0, suficientemente grande, tal que
u 2 (I)MS7,§, €m Qs>

para todo |s| > so.
Inicialmente, observe que por (i) Etapa 3, vai existir s > 0, suficientemente grande,

de sorte que us € Ds(v). Por este fato, segue da Etapa 2:

2
u(0,y) > P, 5(0,y), para —¢ <y < (—5+ \/_> e |s| > so,
M2, s
isto é,
u > CI)M57—57 em [AO’ALS]? (332)

para todo |s| > sg. Por outro lado, uma vez que ¢, esta acima de J; (ver (3.25)) e By s € (3

(por construgao), temos
u=1=2®, _s5 em [Bys, B, (3.33)

para todo s € R. De (3.32) e (3.33), podemos concluir, via (i) Proposigao 3.1, que a Etapa
4 ¢ verificada.

Agora, segue da Etapa 4 e (3.32)

u Z (I)p,s,—57 em Qs U Q—s U (A(]a A1,3)7
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para todo |s| > sg. Fazendo |s| — 0o, podemos concluir da Etapa 3 e da continuidade de
®..—s que

U(l’,y) Z q)u,—d(l‘7y) = q)u((xuy) + 562)7 em H — 5627

e consequentemente por continuidade
u(a:,y) Z (I)V,—(S('T?y) = q)u((xvy) + 562)) em Rz?

como queriamos demonstrar. [

Demonstracao do Teorema 0.1: Conforme vimos na Secao 3.1 basta provarmos o
Teorema 3.1. Pela Proposicao 3.5, existe uma reta ¢} acima de J;. Neste caso, fixe um

vetor v unitario e normal a ¢}, com v - e5 > 0. Agora, tomando (xg,yo) € ¢}, defina
@, (2,y) = ¢(((z,y) = (20,%0), ), (z,y) € R?,
onde ¢ é dado por (3.3). Destes fatos, note que
u(z,y) > ®,(z,y), ¥V (z,y) € R%
Com o objetivo de deslizar o grafico de ®,, para baixo, assuma:
o &, (z,y)=d,((x,y) — tea), (z,y) € R? =R? + tey;
o t*:=inf{t : u>d,,, em R? Vs >t}
Conforme visto na demonstracao da Proposicao 3.1, t* estd bem definido e além disso
u>®,- em R2.
Suponha por contradi¢ao que u # ®,+. Entao, pelo Lema 3.1 existe 6 > 0 tal que
u(@,y) = Pup((2,y) + 0€2) = Ty o) (2, y), (w,y) €R?,
contradizendo a minimalidade de t*. Portanto,
u= o, em R,

como queriamos demonstrar. [ |
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Apéndice A

Resultados de Analise no R" e Medida

e Integracao

Colecionamos aqui, neste apéndice, resultados classificos da analise no R™ e teoria

da medida e integracao.

Teorema A.1 (Teorema do Valor Médio, ver [7]) Seja U C R™ um aberto. Dada uma
funcgao f: U C R" — R diferencidvel, se o segmento [a,a+v] estiver contido em U entdo
existe £ € (0,1) tal que

fla+v) = fla) =(Vf(a+E&v),v),
onde v = (v1, Vg, ..., Up).

Teorema A.2 (Desigualdade do Valor Médio, ver [7]) Seja f : [a,b] — R™ continuo,
diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Se |f'(t)| < M para todo t € (a,b), entdo

[f(a) = F(O)] < M(b—a).

Teorema A.3 (Coordenadas Polares, ver [}]) Seja f : R" — R continua e integrdvel.

Entao -
fdr = / ( / f dS) dr
R™ 0 0B:(y)

onde y = (y1,Y2, .. Yn) ER" e B, (y) ={z € R" : |z —y| <r}.

Teorema A.4 (Ver [5]) Seja U C R™ um dominio. Dadau € C*(U) satisfazendo Au < 0

em U entao
U(Z)Z][ deeu(z)Z][ fdx
0By (2) By (2)

para toda bola B,(z) ={w e R" : |lw—2z| <r} CU.



Teorema A.5 (Principio do Mdzimo Fraco, ver [5]) Seja U C R™ aberto e limitado.
Assuma u € CHU) N C(U), logo

(1) Se Au <0 em U entdo

sup < supu™.
T U

(i7) Se Au>0 em U entao

infu > infu™,
U oU

Onde ut = max{0,u} e u~ = max{0, —u}.

Teorema A.6 (Fdrmulas de Green, ver [4]) Seja U C R™ um dominio com fronteira

suave e u € C*(U). Entdo
/ Audr = / @dS,
U ou OV

onde v € o vetor unitdrio normal a fronteira de U.

Teorema A.7 (Convergéncia Dominada de Lebesgue, ver [1]) Seja U C R™ um aberto
e (fn) uma sequéncia de fungoes em L'(U) que converge quase sempre para uma fungdo
mensurdvel f. Se existe uma fungao g € LY(U) tal que |f,| < g quase sempre em U entdo,

feL*U)ef,— fem LY U).

Teorema A.8 (Diferenciagao de Lebesgue, ver [10]) Seja f : R™ — R uma fungdo em
Ll

loc

(R™), entdo para quase todo ponto z € R"

fdx — f(z) quandor — 0.
By (2)

Dizemos também que pontos de R™ que satisfazem esta propriedade sdo pontos de Lebesgue.
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