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Resumo

Usando como principal referéncia o livro “Direct Methods in the Calculus of Varia-
tions”, de Enrico Giusti, estudamos os conceitos de quase-minimos (@-minimos) de funci-
onais regulares no célculo das variacoes. Nosso objetivo é mostrar que os quase-minimos
sao fungoes Holder continuas, sem recorrer ao método das equacoes de Euler-Lagrange,
tratando o problema com métodos diretos variacionais. Para isso, estudamos a teoria dos
quase-minimos introduzida por Giaquinta e Giusti em “On the reqularity of the minima
of variational integral”, estabelecendo diversas estimativas locais e desigualdades funda-
mentais. Ademais, embasamos nossos resultados de regularidade Holder continuidade a
partir do estudo das classes de De Giorgi, uma vez que os ()-minimos pertencem a uma
classe particular destas.

Palavras-chave: Quase-Minimos; Holder Continuidade; Classes De Giorgi; Regu-

laridade.
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Abstract

Using as the main reference the book ”Direct Methods in the Calculus of Variati-
ons” by Enrico Giusti, we study the concepts of almost-minimizers (Q-minimizers) of regu-
lar functionals in the calculus of variations. Our goal is to show that almost-minimizers are
Holder continuous functions, without resorting to the Euler-Lagrange equation method,
treating the problem via direct variational methods. To this end, we study the the-
ory of almost-minimizers introduced by Giaquinta and Giusti in ”On the regularity of
the minima of variational integrals”, establishing several local estimates and fundamental
inequalities. Furthermore, we base our Holder regularity results on the study of De Giorgi
classes, since Q-minimizers belong to a particular subclass thereof.

Key Words: Almost-Minimizers; Holder Continuity; De Giorgi Classes; Regularity.
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Notacoes

R conjunto dos nimeros reais;

R™ espago euclidiano n dimensional;

Du gradiente da funcao u;

Au laplaciano de w;

Q subconjunto aberto e limitado de R";
BccQ o conjunto B é compacto e esta contido em (2;
Q(xo,7) cubo de centro xq e lado 2r;

p* = n’f’p expoente critico de Sobolev para n > 3;

() produto interno usual em R";

— convergéncia fraca,;

LP(Q2) espacos de Lebesgue usual com 1 < p < oo;
LPA(Q,RY) espacos de Morrey, definido na subsecao 1.2;
LPAQ,RY) espagos de Campanato, definido na subsecao 1.2;
BMO(Qy) subespaco de L'(Qo, RY) tal que [u], é finito;
LP () espago LP-fraco;

DG, classe de De Giorgi, definido na subsegao 3.2;
med(FE) ou |F| medida de Lebesgue de um conjunto F;
q.t.p. para quase todo ponto;

supp(u) suporte da funcao u;

WmP(Q) espacos de Sobolev inteiros usual;

|- o norma do espago LP*;

[\ seminorma do espago L£P?;

-1l norma do espago LP;

[u].« seminorma do espaco BMO;

c constante e pode variar de linha pra linha;

[ fim de uma demonstracao.
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Introducao

Os métodos diretos do Célculo das Variagoes constituem uma das ferramentas mais
importantes na teoria moderna da existéncia de solucoes para problemas variacionais e
equacoes diferenciais parciais elipticas. A ideia fundamental do método direto consiste
em interpretar solugoes de problemas elipticos como minimizantes de funcionais integrais
definidos em espacos funcionais adequados. Para este trabalho iremos estudar o funcional
integral

F(u, ) :—/gF(m,u,Du)dm, (0.1)

aqui temos F : W'P(Q) — R, onde © é um dominio limitado do R". Quando ndo
houver risco de ambiguidade na notagao, denotaremos F(u, ) = F(u). A func¢do u é uma
funcao escalar, isto é, u : 2 C R — R. Ademais, F': 2 x R x R” — R é uma funcao
Carathéodory.

Sob hipéteses adequadas de convexidade (ou quase-convexidade no caso de fungoes
com valores vetoriais) da fungdo F'(z,u,z) com respeito a varidavel z, mostra-se que o
funcional atinge seu valor minimo entre as fungoes de W'?(€Q) que assumem valores dados
na fronteira de Q (problema de Dirichlet).

Assim, resta o problema de determinar se, e sob quais condigoes, a funcao mini-
mizante u(x) possui propriedades adicionais de regularidade, além daquelas derivadas do
fato de pertencer & classe W'P(2). A este problema de regularidade dedicaremos este
trabalho.

Para tratar o caso de regularidade dos minimos o caminho “natural” passa pela
equagao de Euler de F e pelo teorema de regularidade de De Giorgi [6] para solugdes de
equagoes elipticas com coeficientes descontinuos. Um avango importante na utilizagao de

métodos diretos em problemas de regularidade, isto é, na obtencao de propriedades de



regularidade diretamente da condicao de minimalidade, sem recorrer a equacao de Eu-
ler-Lagrange, foi obtido por Giaquinta e Giusti [11]. No contexto de funcionais escalares,
os autores demonstraram que os minimizantes do funcional (0.1), mesmo sem hip6teses
de diferenciabilidade sobre F', pertencem as chamadas classes de De Giorgi e, consequen-
temente, satisfazem as condi¢oes do teorema de regularidade de De Giorgi, o que implica
continuidade Holder.

A ferramenta técnica aqui é a introdugao das classes de De Giorgi , introduzidas
em [6] e depois levadas a generalidade étima em [15], e a prova da continuidade Holder
das fungoes desta classe. Outro resultado fundamental obtido utilizando as fun¢oes nestas
classes foi a Desigualdade de Harnack que foi provada por Di Benedetto e Trudinger [7]
para funcoes em classes de De Giorgi e, portanto, para quase-minimos de funcionais
integrais

f(u,Q):/QF(:r,u,Du)dx.

Os autores Giaquinta e Giusti destacam que alguns resultados obtidos em [11] para
minimos se estendem em geral para quase-minimos, em particular a continuidade de

Holder, isto é, para fungoes u para as quais
Flu, K) < QF(u+ 6, K) (0.2)

para todo ¢ com suporte compacto K C €.

A nocao de quase-minimo inclui, naturalmente, a de minimo, a qual se reduz quando
@ = 1. Na verdade, é substancialmente mais geral, pois inclui solucoes de equacoes e
sistemas elipticos lineares e nao lineares (e, no caso vetorial, aplica¢bes quase-regulares).
Temos assim, sob a nogao geral de quase-minimo, um tratamento unificado da regularidade
dos minimos de funcionais no cédlculo das variacoes e das solucoes de equagoes e sistemas
elipticos na forma divergente.

Os espagos de Morrey e Campanato foram introduzidos por este ultimo em [4] e [5],
e tém se mostrado uma ferramenta importante na prova da continuidade Holder das
solugoes de equagoes diferenciais parciais. Os espagos de Campanato medem oscilagoes
médias locais e possuem estreita relacao com os espagos Holder. Um dos resultados fun-
damentais da teoria afirma que, sob condigoes adequadas sobre os parametros, garantimos

um isomorfismo entre

LPA ~ O



isto é, os espacos de Campanato coincidem com os espacos de Holder continuos. Essa
equivaléncia constitui uma das principais ferramentas utilizadas na obtencao de regula-
ridade Holder. Em particular, utilizamos estes espagos para a provar a Holder continu-
idade dos w-minimos. Dada uma funcao continua crescente w(R), definida para R > 0,
com w(0) = 0, chamamos de w-minimo de F uma fun¢ao u(z) tal que para todo cubo
Qr = Q(x, R) de lado 2R e centro xg, e para toda fungao ¢ com suporte contido em Qg,

temos
Flu,Qr) < (1 +w(R))F(u+ ¢, Qr)- (0.3)

Com base no que foi mencionado acima, este trabalho tem o objetivo de introduzir
os conceitos de quase-minimos e provar a regularidades advindas destas funcoes. Para
isso, o presente trabalho foi divido em trés capitulos. A principal referéncia foi o livro
“Direct Methods in the Calculus of Variations” de Enrico Giusti [12].

No primeiro capitulo foi inserido uma grande parte dos resultados nos espacos L? que
serao utilizados nos capitulos posteriores. No inicio do capitulo temos varias definigoes
e resultados preliminares acerca de fungoes mensuraveis que geralmente sao vistos no
curso de Teoria da Medida. O principal objetivo deste capitulo é introduzir os espagos de
Morrey e Campanato e provar alguns resultados que servirao de base para obter a Holder
continuidade de fungoes nestes espacos.

Neste capitulo ainda apresentamos alguns lemas e resultados interessantes como o
teorema da cobertura de Calderon-Zygund, os lemas de John-Nirenberg sobre funcgoes
BMO e os teoremas de interpolagao de Marcinkiewicz e Stampacchia. Alguns desses
sao usados mais adiante. Como ja mencionado, os espacos de Morrey e Campanato
serao utilizados para provar a continuidade de Holder para w-minimos através do seguinte
teorema

Teorema 0.1 Seja 2 um conjunto aberto limitado sem cispides externas e sejan < A <

n+p. O espaco LP(Q) € isomorfo a CO%(Q), com a = %.

No segundo capitulo, iniciamos a introdugao dos quase-minimos. O objetivo deste
capitulo é apresentar a relacao existente entre os quase-minimos e equagoes elipticas em
forma divergente, mais precisamente das solugoes fracas destas equagoes. Neste capitulo
vé-se que o estudo dos quase-minimos permite unificar o tratamento de diferentes pro-
blemas, em primeiro lugar aqueles relativos aos minimos de funcionais e as solugoes de

equacoes diferenciais parciais elipticas, mas também a aplicacoes quase-conformes e a



minimos com obstdculos, cada um dos quais exigiria, de outra forma, uma discussao
separada. Para cada um desses problemas temos um exemplo no decorrer deste capitulo.

Além disso, é introduzida a nocao de quase-minimo cibico que se trata de um caso
mais geral de quase-minimo uma vez que as estimativas sao feitas sobre cubos. Apre-
sentamos um exemplo que permite distinguir os dois conceitos e que por tal motivo os
resultados do capitulo posterior para quase-minimos nao pode ser estendido para todos os
quase-minimos ctibicos, uma vez que o método De Giorgi, sobre o qual se fundamentam os
resultados de continuidade Holder do capitulo posterior, requer estimativas sobre conjun-
tos completamente gerais. Provamos a LP-somabilidade das derivadas de quase-minimos
ctibicos. Uma fungio u € W,2"(Q2) é chamada de Q-minimo ciibico para o funcional F se

para todo cubo Qr C 2 e para toda ¢ € Wol’p(QR) tivermos

F(u,Qr) < QF (u+ ¢, Qr).

Aqui, como nos capitulos seguintes, o papel principal é desempenhado por uma desi-
gualdade, que permite estimar as derivadas pela fungao, a qual se associa o nome de
Caccioppoli [3].

Por fim, no terceiro capitulo fazemos o estudo (com N = 1) de regularidade para
quase-minimos e w-minimos de funcionais regulares do célculo das variagoes, este ltimo
¢ um caso particular de quase-minimo cubico. O principal teorema a ser demonstrado
neste capitulo é o seguinte

Teorema 0.2 Seja u(x) uma fungao limitada, satisfazendo (3.46) e (3.47) com p > 1

para todo k € R. Entao, u € (localmente) Hélder-continua em Q.

Ou seja, provaremos que ambos os objetos ditos acima sao fungoes Holder-continua.
Para isso, foi provada uma variacao da desigualdade de Caccioppoli para sub-quase-
minimos que consiste no Teorema 3.1. Com isso, foi introduzido uma nova classe de
fungoes que é denominada de Classes de De Giorgi, que foi introduzida pelo mesmo em [6],
e depois Giusti provou que as fungoes nessas classes sao Holder-continuas. A regularidade
dos quase-minimos escalares é uma consequéncia do fato de pertencerem a classes ade-
quadas de De Giorgi. Provamos também a regularidade na fronteira para solugoes do
problema de Dirichlet.

Além disso, seguindo Di Benedetto e Trudinger [7] (ver também Di Benedetto [2]), foi

provada a desigualdade de Harnack para essas funcoes. Com esta desigualdade provamos



versoes adaptadas de teoremas bastante conhecidos como o Principio do Maximo Forte e
o Teorema de Liouville.

Por fim, introduzimos o conceito de w-minimo. Com os estudos provenientes dos
quase-minimos cubicos adaptamos a demonstracao para essa classe de fungoes, ja que
como mencionado anteriormente, o método de De Giorgi nao vale em geral para quase-

minimos cubicos.



Capitulo 1
Espacos LF

O objetivo deste capitulo é listar algumas defini¢oes e propriedades dos espacos
LP que serao tteis durante todo o decorrer do texto. Para as demonstragoes, o leitor
é remetido a um dos muitos livros sobre integrais de Lebesgue, como Royden [19] ou
Saks [20].

E claro que, quando falamos de conjuntos e fungoes mensuraveis, estaremos sem-
pre nos referindo a medida de Lebesgue; como de costume, nao faremos disting¢ao entre
funcoes que diferem apenas em um conjunto de medida nula, de modo que, por exemplo,
a afirmagao “a funcdo f(x) é continua em A” significa estritamente “a fungao f coin-
cide quase sempre com uma funcao f continua em A”. Se E é um conjunto mensuravel,
indicaremos sua medida por med(F), ou simplesmente por |E|.

Comecamos recordando as definicoes de alguns espacos de fungoes bem conheci-
dos. Denotaremos por C*(Q) (k = 0,1,...) o espago das fungdes que possuem derivadas
continuas até (e incluindo) a ordem k (se k = 0, serd o espago das fungdes continuas); e
por C*(Q)) o espago das fungoes infinitamente diferencidveis em (2, ou seja, a intersecgao
de todos os espacos C*(€). Com C*((2) indicaremos o espaco das funcoes em C*(Q) cujas
derivadas até a ordem k podem ser estendidas a funcoes continuas até a fronteira OS2,
e com CF(Q) (k = 0,1,...) o subespago de C*(Q) formado pelas fungoes com suporte
compacto contido em €2.

Destacamos que, os espacos C*(€)) sao espacos de Banach, com a norma

lullox = sup [D u()].

18| <k T



Se 0 < a<1,ese D éum dominio em R" (ou seja, o fecho de um aberto limitado),
denotaremos por C%®(D) o espago das fungoes Holder-continuas em D, isto é, fungoes

continuas para as quais

[u]07a = sup M < 400. (11)
me |z —yl
TFY

Mais geralmente, denotaremos por C**(D) o espaco das fungoes cujas derivadas até ordem
k sdo Holder-continuas em D. Os espacos C*(D) sdo espacos de Banach, com a norma
ullea = llullex + D (D uloa-

|81=k
Finalmente, se 2 é um aberto em R, indicaremos com C*%(Q) o espaco das funcoes
que pertencem a C*(D) para todo dominio D C Q.
Lembramos os seguintes resultados relativos a integral de Lebesgue, que podem ser

encontrados em [19] ou [20].

Teorema 1.1 (Lusin) Seja f uma fungdo mensurdvel em R™, com f = 0 fora de um
aberto A de medida finita. Para todo € > 0 eziste uma fungdo g. € CJ(A) tal que

med{x € R" : f(x) # g.(x)} < e

sup |ge| < sup|f].
Rn Rn

Teorema 1.2 (Egorov) Seja E um conjunto mensurdvel com |E| < +00, e seja (f;) uma
sequéncia de funcoes mensurdveis em E, convergindo quase sempre para uma funcdao f.
Entao, para todo € > 0 existe um conjunto mensurdvel N com |N| < € e tal que f; — f

uniformemente em E\ N.

Teorema 1.3 (Continuidade absoluta da integral) Se f é uma fun¢ao somdvel em R™,

isto €, a integral de Lebesque de f € finita, entdao para todo € > 0 existe um § > 0 tal que

/E]f\dx<5.

Lembramos ainda, as seguintes definicoes bem conhecidas:

se E € mensurdvel e |E| < 6, entdo

Definigao 1.1 Seja Q um aberto em R™ e seja 1 < p < +o00. Denotamos por LP(£2, RY)

o0 espaco das funcoes mensurdveis f : ) — RY tais que

I fllp = {/Q \f|pda:}p < +o0. (1.2)

Além disso, com L>®(Q,RY) indicamos o espago das fun¢oes mensurdveis limitadas em
Q.



Observacao 1.1 Quando nenhuma confusdo possa surgir, escreveremos simplesmente

LP(Q2) ou mesmo LP, sem mencao explicita do contradominio RY.
Os espagos LP(€2) (1 < p < 4+00) e L>®(Q2) sao espagos de Banach, respectivamente,
com a norma (1.2) e
1/ l|cc.0 = sup | f ()], (1.3)
e

onde

sup|f(z)] =inf{A e R: |f] < A q.t.p. em Q}.
z€eQ
Ainda podemos recordar que, como pode ser verificado em [19], temos

() convergindo para uma fungdo f em L}, (Q)

Teorema 1.4 Toda sequéncia (fi,) em L} L

loc

(isto é, tal que fr — f em L'(K) para todo compacto K C ) podemos extrair uma sub-

sequéncia convergindo para f quase sempre em €.
Agora, observemos que se f pertence a LP(2), o conjunto
Fi={zeQ:|f(z)]>1}
é mensuravel, e como

/ fPde> [ 1fPde> IR,
Q Fy

temos

[Fel <771 fllp0r (1.4)

Finalmente, recordamos a formula bem conhecida:

“+oo
/Q|f|pdx:p/ 117 dt. (1.5)
0

Uma consequéncia imediata de (1.4) e dos Teoremas 1.1 e 1.3 pode ser encontrada em [19],

que nos garanteo resultado

Teorema 1.5 Seja Q um aberto em R", e sejap < +o0o. Entao CJ(Q) é denso em LP(Q).

No que concerne a estrutura funcional dos espagos LP, temos os seguintes resultados:

Teorema 1.6 Para 1 < p < 400, LP é um espaco de Banach reflexivo, cujo dual é
1somorfo ao espago L9, com % + % =1. O espaco L' tem L™ como seu dual, mas ndio é

reflexivo. Finalmente, L*> € um espaco de Hilbert, com produto escalar dado por

(f.0) = / f(2)g(z) dz. (1.6)

Lembramos que se V (£2) é um espaco de fungoes em €, Vioe(£2) é o espaco das fungoes que pertencem

a V(M) para todo aberto A CC Q (ou seja, tal que A é um conjunto compacto contido em €2).



Temos ainda:
Proposicao 1.1 (Desigualdade de Hélder) Sejamp > 1, f € LP eg € L4, com %—i—é =1.
Entao, fg € L' e
/Q!f(w)g(%)\ dx < || fllp.llgllg0- (1.7)

A desigualdade (1.7), que para p = ¢ = 2 também recebe o nome de desigualdade
de Schwartz, permanece valida parap =1 e ¢ = 400.
No caso particular em que €2 tem medida finita, se 1 < s < r < 400, podemos

tomar f = |ul®, g =1ep=r/sem (1.7), obtendo

1_1
s T

lullso < 10" [[ullo (1.8)

de modo que, se |Q] é finita e r > s, temos L"(2) C L*(2) algebricamente e topologica-

mente (isto é, a topologia de L" é mais fina que a de L?).

Observagao 1.2 A desigualdade (1.8) pode ser enunciada de modo mais sugestivo di-

zendo que, para u € L", a funcdo

() = {]{2 Iulpdx}; = {ﬁ/ﬂwypdx};

cresce no intervalo [1,7]. A func¢ao v(p) € uma fun¢ao continua, e para u € L™ temos

lim v(p) = [Juf/s,0-

p—>+o00

De fato, para mostrar a continuidade de v basta mostrar a continuidade da funcao

pr—>/|u\pdx.
Q

Fixado pg € [1,7). Como u € L"(2) e p < r, por separagao dos casos em que |u| > 1 e
lu| < 1, vale

[ul” < 1+ Jul" € LY(Q).

Além disso, para quase todo z,
p Po
0-
lu(z) P — |u(x)| quando p — p

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

/|u|pdx—>/|u|p°dx.
Q Q



Logo, a funcao p — fQ |u|P dz é continua, e portanto, v é continua.
Agora, mostremos que lim, 1 7(p) = ||t]|oo0- Temos |u(z)| < M = |||l q.t-p.,
logo
/ |ulP dz < MP|Q.
Q

v = (i |u\pda:)l/p <M

Assim, limsup,,_, . v(p) < M. Por outro lado, seja e > 0 e defina

Portanto,

A.={z e Q:|u(x)| > M —¢}.

Como M ¢ o infimo essencial, temos |A.| > 0 para todo ¢ > 0 (exceto se M = 0, caso

trivial). Entao

[tupdez [ Jupdo = (01 - 27l
Q Ac

v(p) > ('?{,l)w (M —e).

1/p
) — 1, pois |A.|/|Q2] é constante positivo. Assim,

logo

|Ae |
1€2]

Quando p — oo, (

liminfy(p) > M —e Ve >0,

p—0o0

portanto

liminf v(p) > M.

p—o0

Deste modo, concluimos que

lim 5(p) = [[ullec.g

p—+00
Por fim, concluimos esta secao com o seguinte resultado que também pode ser en-

contrado nas referéncias ja citadas

Teorema 1.7 (Lebesque) Seja f uma funcao em LY(Y). Para quase todo x € Q temos

lim — f(x)|dy = 1.9
R10+ " )|f(y) (z)|dy =0 (1.9)
e, portanto,
lim fly)dy = . 1.10
Rl o+ Jow.n) (y)dy = f(x) ( )
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1.1 Funcoes Teste e Suavizadores

As funcoes da classe C§° sao também chamadas de fungoes teste. Uma funcao

teste tipica é 2

exp (W%J se |z| < 1,
n(z) =
0 se |z| >1

cujo suporte é o fecho da bola unitaria B;(0).
Defini¢ao 1.2 Uma funcao ¢ € C(R™) tal que
(1) ¢(x) =0,
(ii) suppp C B1(0),
(11i) [on o(x)dz =1

¢ chamada de suavizador (ou mollifier).

Dada uma fungao f € L}, (R"), chamamos de regularizagao de f a fungao

fulz) = / F()pela — y)dy = / F(@ — 2)pd2)dz = / fa—e)ey)dy,  (L11)

onde

Pe(x) =€ "p <§> : (1.12)

€

Diferenciando sob o sinal de integral, segue imediatamente de (1.11) que, para todo
e > 0, f. é uma funcao infinitamente diferenciavel em R™. Além disso, se o suporte de f

esta contido em K, teremos
supp fe C K¢ ={z € R" : dist(z, K) < €}.

Os préximos resultados a seguir e suas respectivas demonstracoes podem ser encon-
trados em [12]
Lema 1.1 Seu € L?, entao u. € LP, e

[[eellp < [lellp- (1.13)

Teorema 1.8 Considere a funcdo u : R* — RN uma funcdo em R™. Quando € tende a

2€ro,

2Temos que exp(t) = e'.
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(i) Se u € continua, u. converge para u uniformemente em todo compacto K C R";

(ii) sew e LP(R"), 1 <p < 400, u. converge para u em LP(R™).

Em particular, C§°(R") é denso em LP(R™). Com um argumento similar, podemos

mostrar o seguinte:

Corolario 1.1 Para qualquer aberto 2 C R™ e para qualquer p, com 1 < p < +o0,
Ce(QQ) € denso em LP(Q).

1.2 Espacos de Morrey e Campanato

Os espagos aqui introduzidos por Morrey e Campanato, sao espagos de funcgoes
integraveis, desenvolvidos e estudados por Morrey e Campanato, provaram ser particu-
larmente uteis no estudo das equacoes diferenciais parciais elipticas.

Por Q(z, R) denotamos o cubo de R", com lados paralelos aos eixos coordenados,
com centro em x = (x1,,...,&,) ¢ lado de comprimento 2R:

Q(z,R) = {y €R": max |y, — 4| < R}.

1<i<n

Quando nao houver risco de confusao, escreveremos simplesmente (Qg, sem indicar

o centro.

Definigao 1.3 (Espacos de Morrey) Seja 0 um conjunto aberto e limitado em R™, e
sejam 1 < p < 400 e A > 0. Denotamos por LPA(Q,RY) o espaco das funcioes u €
LP(Q,RY) tais que

o€

[ullb \ =: sup p_A/ |ul? dz < +o0, (1.14)
S0 Q(z0,p)

onde (xg, p) = Q2N Q(x0, p).

Quando o centro z ja estiver bem indicado, escreveremos €, para indicar Q(zo, p) =
QNQ(xo, p). E claro que a condicao (1.14) depende apenas do comportamento para raios

pequenos, pois para p > € temos

pA/ |ulP dx < e’\/ |ul? dz.
Q(zo,p) Q

Como no caso dos espacos LP, frequentemente escreveremos LP* () ou simplesmente LP?,
e omitiremos a indicacao do contradominio RY sempre que nao houver risco de confusao.

A fungéo ||ul,» é uma norma e o espago LP* é completo. De fato, temos que
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(i) Observe que ||ul[,x > 0, pois o integrante é ndo negativo. Ademais, se ||ul|,,» = 0,

entao para todo xg € 2 e todo p > 0 temos

/ |ulP dx = 0.
Q(zo,p)

Logo u = 0 q.t.p. para cada §)(xg, p), como esses conjuntos cobrem €2, entdo u = 0

q.t.p. em €.
(ii) Seja a € R. Entao,

P
PN

Joulg, =supp™ [ Jaulde = laPsupp [ fupde = fapu
Q(z0,p) Q(z0,p)

Zo,pP xo,p

logo [laullpx = [e[[ullpa-

(iii) Por tltimo, para provar a desigualdade triangular, usamos a desigualdade de Min-

kowski em LP(§2(xo, p)). Para cada x, p fixos:

1/p 1/p 1/p
(/ \u—l—vlpdq:) < </ \u|pd:€) + (/ ]v]pdx) :
Qz0,p) Qz0,p) Q(zo,p)

Multiplicando por p—*/P:

1/p 1/p 1/p
(,0_’\/ lu+ v|? d:v) < (p_’\/ |ul|? d:x) + (p_k/ ol dx) :
Q(zo,p) Q(z0,p) Q(zo,p)

o lado direito ¢é limitado por ||ul|,x + ||v||p., independente de xq, p. Tomando su-

premo no lado esquerdo, obtemos

lu+vllpx < flullpr +[lv

DA

Agora, mostremos que LP* é completo. Seja (u;) uma sequéncia de Cauchy em LP*(Q).
Como € é limitado, existe Ry > 0 e xg € Q tais que Q C Q(xg, Rmax). Da defini¢ao da
norma de Morrey, temos para quaisquer k, m € N, que
Rl [ e = wnlrde = B2, = P < e = ]
Q Q(20, Rmax)
Portanto,

e = vl < Rl — w1} 5.

Como (uy) é de Cauchy em LP*(Q), segue que é também de Cauchy em LP(Q). Pela

completude de L, existe u € LP(Q2) tal que uy — u em LP(2), consequentemente, uj, — u

13



em LP(Q(zg, p), 0 que nos diz que ug(x) — u(z) q.t.p. em Q(xg, p). Usando a convergéncia

e o Lema de Fatou temos

p’\/ |ul? dz < lim inf p’\/ |ug|P dx < sup (p’\/ g [P dx) < sup [luglf; , < C7,
Qx0.p) koo Qx0.p) k z0.p) k ’

onde C' ¢ a constante que limita a sequéncia de Cauchy (uy). Tomando o supremo em x
e p, obtemos

logo u € LP*Q). Para k fixo, usando que |ug(x) — wp(x)| = |up(z) — u(z)| q.t.p. em

Q(zo, p), temos pelo lema de Fatou

pA/ |up, — ulP de < liminf [p’\/ |ug — wp | dx
x0.p) e Azo,0)

assim, segue que®

ek = wllpn < T inf [l —
m—r00

Como (uy,) é de Cauchy, o lado direito tende a zero quando k — co. Assim,
[, — ullpr — 0,

logo, LP*(2) é um espaco de Banach.

Observacgao 1.3 Se u € uma funcdao definida em € = Q1 Uy e se as restricoes de u a
Oy e a Qy pertencem, respectivamente, a LPQ1) e LPA (), entdo u estd em LPH(S2).
Basta notar que Q(xq, p) = (21 U Q) N Q(xo, p).

Observagao 1.4 Temos ||ull,0 = |Jull,, de modo que LP® = LP. Mais geralmente, usando

a desigualdade de Hélder, prova-se que, se s > p e "p%)‘ > *=E entao vale o sequinte

n—p
S

noA_
[ullpr < diam($2)

|u||87;m

e, portanto, a 1mersao
Lo# ey [P (1.15)

€ continua.
Proposicao 1.2 O espago LP™ ¢é isomorfo a L™, e

n
pn = 27 [l oo,

[l

3Usamos um exercicio de andlise que nos diz SUD,,, s 00 liminf; ay, ; < liminf,, o SUDPjcr Um,j-
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Demonstragao. Sabemos que Q(zg, p) é o cubo em R™ de centro zy e lado 2p. Assim,

temos |Q(xg, p)| = 2"p". Se u € L™ temos

[ b o < 19 suplup < [QCav, ) sup lul? = 27" sup P

Qp
logo
p_”/ |u|P de < 2" sup |ul?,
Q, Q

e, portanto,

n
[ullpn < 27 [Juflco-

Reciprocamente, seja u € LP™. Pelo Teorema 1.7, para quase todo xg € €2 temos

|u(zo)| = lim][ |u| dz.
P70 ) Q(o.0)

Lembrando que

1
il do = / 0] da,
]é(ﬂﬁo,f?) |Q(z0, p)| Q(z0,p)

e, pela desigualdade de Holder, temos

1
[ s ( / |u|pdx)” Qs )7,
Q(Cl?o,p) Q(w()vp)

=

chegamos que

1
lu| dz = (— |ul d:l:)
]é(xo,p) |Q(z0, P)| J(0.p)

1
< 00, p)] 7 ( / |uv’dx)
Q(zo,p)

1

v
= (][ lul? da:) :
Q(z0,p)
Agora, observe que

1 1
][ |ulP dx = —/ [ul dz = —— / |ul? dz.
Q(o.0) Q0. £)| Joeo,p) 270" J Qo)

Pela definicao da norma de Morrey quando A = n, temos

o / P de < |lul2, = P dz < plJul?,.
Q(zo,p Q(zo,p)

Substituindo na igualdade anterior, obtemos

1 7 —-n
o e gl =2
Zo,pP

15
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Tomando a raiz p-ésima,

1/p
(£ wpas) <2,
Q(z0,p)

f e < 277,
Q(zo,p)

e, portanto, passando ao limite quando p — 0

e assim, segue que

[u(zo)l S 2% [lullpn = llulloe < 277 lullpn

0 que prova a inclusao oposta.

Observagao 1.5 Em particular, os espagos LP™ (p > 1) sdo todos isomorfos.

Definigao 1.4 (Campanato) Denotamos por LPA (2, RY) o espago das funcoesu € LP(2, RY)

tais que

[ulps = o a /Q( ) U — Uy p|" d < +00, (1.16)
zo& Zo,pP
p>0

onde

Ugy,p 1= ][ udz
Q(zo,p)

¢ a média de u em Q(xg, p). Quando o centro estiver explicito, usaremos u, = Uy, .

Observacao 1.6 Em vez dos cubos Q(x, p), poderiamos definir os espagos de Campanato
por meio de bolas B(x, p), ou, de modo geral, por meio de qualquer familia de vizinhangas
I(x,p). Todos esses espagos sao isomorfos, desde que existam duas constantes o e [ tais

que, para todo p < diam(Q2), se tenha®

I(z,ap) C Q(z,p) C I(z, Bp). (1.17)
De fato, supondo que essas relacées sejam satisfeitas, temos para todo & € RN que
vale .
wp == F uly)dy- oo el = (uly) - €)dy,
g Q(z,p) ‘Q(,ﬁ(]’ p)| Q(z,p)
logo

|um,p — P =

f (uly) — £) dy sf u — £[P dy. (1.18)
Q(z,p) Q(z,p)

A desigualdade dois € obtida usando Holder e sequindo os mesmos passos da Pro-

posicao 1.2. Ademais, sabemos que

|U(y> - ur,p’p § 2p(’u(y) - glp + |u1‘,p - §|p)

4E suficiente que essas inclusdes sejam validas para p suficientemente pequeno

16



Integrando sobre Q)(x, p), seque que

/ it — g P dy < 27 / o — €7 dy + 2710, ) sy — €7
Q(z,p) Qz,p)

Por outro lado, observando (1.18), obtemos

1. p)] |z — € < / fu— &P dy.

Q(z,p)

Substituindo na estimativa anterior, chegamos em

/ [P dy < 21’/ o — €7 dy + 2?/ u— [P dy,
Q(z,p) Q(z,p) Q(z,p)

/ =y [P dy < 27 / T
Q(z,p) Q(z,p)

Agora, tomando & = uong, e recordando (1.17), obtemos imediatamente

/ U — g [P dy < 2P+ / [u = uonr(e.p0)|” 4y,
Q(Q,P) Qﬂ](fﬂ,ﬁp)

1sto €,

observe que multiplicando por p= e usando que p=> = B*(Bp)~ temos
p / [ — g P dy < 20752 (Bp) / [t — ugni (50" dy-
Q(z,p) QNI (z,8p)
Consequentemente,
[U]Z,A,Q < QPBA[U]Z,A,I‘
Seque-se que a quantidade (1.16) pode ser estimada pela quantidade andloga, obtida subs-

tituindo os cubos pelas vizinhancas I,. Trocando os papéis dessas duas familias, obtemos

a estimativa oposta e, em conclusdo, o isomorfismo dos espacgos relativos.

Observagao 1.7 A quantidade [u], €é um seminorma em L, equivalente a

sup p~* inf / lu — &P dx . (1.19)
70€Q EERY S (zo,p)
p

De fato, seque da justificativa da observacdo acima que

/ i = gy P da < 2p+l/ u— P da, (1.20)
Q(z0,p) Q(z0,p)

para todo ¢ € RN. Tomando primeiro o infimo sobre & € RY depois o supremo sobre

Xo, P, Seque que

[u]? , < 2P7 | sup p=* inf / lu — &P dx
pA 20€) RN JQ(a0,p)
p>

A outra desigualdade é imediata usando

inf/ |lu — &P dx g/ U — g, [P d.
EERN Q(z0,p) Q(z0,p) "
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A norma que trabalharemos nos espacgos de Campanato é dada por

ulllpx = [lullp + [ulp

a qual £PA(Q, RY) é um espago de Banach. Além disso, a imersdo (1.15) permanece valida

para os espacos LP.

Observagao 1.8 Tomando & = 0 em (1.20), concluimos que a imersio de LP* em LP*

€ continua.

Com feito, tomando ¢ = 0, dado u € LP* temos

/ gy P dr < 2 / WPdr = [l < clulf,.
Q(zo,p) Q(zo,p)

Por outro lado, tomando p de forma que Q C Q(wo, p), obtemos que [[ullp < cl|ulf} ;.

Assim, obtemos a imersao garantida por

lulllpx < Clluliy -

Definicao 1.5 Dizemos que 2 nao possui cuspides externas se existe uma constante A >

0 tal que, para todo xo € Q e para todo p, 0 < p < diam (), temos
(w0, p)| = A|Q,]-

Um conjunto aberto com fronteira Lipschitz-continua nao possui cuspides externas

nem internas. Se () nao possui cuspides externas, a norma

hSA

_A
sup [z, p)| / fuf? de
Q(z0,p)

zo€ES)
p>0

é equivalente a (1.14). Com efeito, como 2 nao possui cispides externas entao
A2 = AIQ,| < |00, p)| < Q] = 27",
assim, elevando ambos os lados a —\/n, temos
c1p ™ < |Q(@o, p)| V" < eop

Tomando o supremo em cada uma das desigualdades acimas obtemos o resultado.

Observagao 1.9 Também ¢ possivel substituir p= por |z, p)| =% em (1.16) e (1.19),

obtendo seminormas equivalentes.
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Lema 1.2 Suponha que S ndo possui cispides externas, e seja u uma fungao em LP(Q).
Se T = ’\n’—;, para todo xo € Q) e para todo p, R € R, com 0 < p < R < diam 2, temos

(U, k. — Uag,p| < culpr [Qxo, p)|”  seT <O, (1.21)

(U, R — Uag,p| < clu]p [Q(xo, R)|” seT > 0. (1.22)

Demonstragao. Sejam p < r < s < R. Temos

1
ur—usz—/ udxr — ug.
€[ Jq,

Observando que

1 1
|Q|\/§2uSdI:uS'|Q|"QT‘|:uS7

logo
1

B 1 1
|QT | Qr |Q7" | Q. |QT’ | Q.

Consequentemente, juntando esta informagao e utilizando Holder, obtemos

1

p

|us—ur\§][ lu — ug| do < (][ \u—us|pd:c) )
Q, o

e dai, sabendo que €2, C {2, temos

1
P
lus — u,| < |QT|_% (/ |u—us|pd:p)
Qs

1
< |Qr|_% (€2 ’\/n[u]gk)p (Observagao 1.9)

Uy — Usg wdr — Us dT = (u— ug) dx.

A _1
< 1 9P .

Pela Definicdo 1.5, existe A > 0 tal que, para todo ¢ € Q e todo p com 0 < p < diam €,

temos
(20, p)| > A|Q,], (1.23)

onde |Q,| = (2p)". Como p <r < s < R < diam{2, obtemos as seguintes estimativas
A2r)" < |, < (2r)" e A(2s)" < Q] < (28)™.

Logo,

Reciprocamente



Pelas desigualdades anteriores temos
S n

ACG) I < 1ol < 47 (2) e, (1.24)

e, portanto, chegamos que

A
S\ 7 -
g = | < clulpa (2) 121" (1.25)

Escolha agora r; = R27" e ; = Q,,. Escrevendo (1.25) com r = r; e s = r;_y, isto

é, '
S Tio1 R/2%1 _y
~n T Rj2 7

<

obtemos
‘uﬁ‘ﬁ - uri| < C[u]pJ\ ’ 2/\/p ' ’Qn‘r'

Denotando ¢ := ¢ - 2P, temos

< clulpx|€%]7, onde ; =, (1.26)

’un‘—l — Uy
Agora, observe que temos uma soma telescopica em
o u?“k)

UR — Up, = (uTo - UT‘1) + (uﬁ - UT‘2) +oeee (U'Tk_1

Usando a desigualdade triangular

k
‘uR - urk‘ < Z |u7"¢71 = Upy|-
=1

Substituindo em (1.26) obtemos

k
fup — try] < clulpn 3141 (1.27)
=1

Agora, usamos (1.24) com s =r;er =19 =R
A <2) Q0| <[] < A7 (ﬁ) €.
To To

) —i .
Como & = 2~ =277 temos

<

A 27| < Q] < AT 27y (1.28)

Usando novamente (1.24) com s = 1y e r = r; chegamos em
] < A7 (279) "),
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0 que nos garante

AP0 < |9 (1.29)
De (1.28) e (1.29), segue que
ATR27MQ| > (9] > A2" |0y
e portanto, se 7 < 0,
up = Up, | < clufp [l

Por outro lado, se 7 > 0

up = Un, | < clulpx [Qr]"

De fato, por (1.29) temos
Q] > A2 |0
Se 7 < 0, obtemos

|QZ|T S |:A2n(k—z)|QkHT — A7 2n7’(/€—i) |Qk|7—

dai,
k

k
Z |Qz‘7 < AT‘QHTZQnT(kfz)

=1 i=1

Recordando que,
k
Ur — u"'k’ < C[u]pJ\ Z |Qi|7—v
i=1

obtemos

[ur — | < cfulpa[%]"

O caso para 7 > 0 ¢é andlogo. Finalmente, escolhendo k£ de modo que r, < p < ri_q,

obtemos a partir de (1.25) tomando r = 7, e s = p, a estimativa
[ty = tr, | < clulp %7,

seT <0, e

|uﬂ - uTk’ < C[u]p,A|QP|T7

se 7 > 0. De fato, facamos para o caso 7 < 0, o outro caso ¢ analogo. Usando a

desigualdade triangular e as desigualdades obtidas abaixo

ur = up | < clulpal™ e fup = un | < clufp Q47
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desta forma, obtemos a partir da soma
[ur — up| < culp |l
Sendo r, < p < 1rp_1 = 21, temos % < 2. Aplicando (1.24) com s =per =1y

0 <47 (2) ol a7l = U2 <

Como 7 < 0, entao

" < (42771, "
Portanto

lur — up| < clulpal]",
o que mostra o resultado (1.21). Analogamente, é possivel concluir a outra desigualdade.
[ |

Proposicao 1.3 Se 2 é um conjunto aberto limitado sem cuspides externas, e se 0 <
A < n, entio LPMQ) € isomorfo a LPA(Q).

Demonstragao. E suficiente provar que ||ul|,» < ¢|||u||p.a, pois j& sabemos que a imersao

de LP* em LP* é continua. Para p < diam(f2) temos
Jul < fu—wup| + [y,

desta forma,

/ |u|pdx§/ (= wy| + Jul)? dz.
Q, Q,

Usando a desigualdade de Minkowski, segue que

(/ |u|pd:l:> S(/ \u—up]pd:x> +</ \up|pda:> :
Qp Qp QP

Como |u,| é constante, conclui-se que

1
P 1
( / rupwpdx) =1,/ Ju, .

A
consequentemente, multiplicando a desigualdade anterior por |£2,|”™» obtemos

_A ! A .
<|Qp| : / |u|de) s(\w : / |u_u,,|pdx> 1 ), (1.30)
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onde 7 = % Como 7 < 0, tomando R = diam({2) obtemos do lema anterior
(o] = [ur| < |u, —ug| < clulpa|Q,["

Logo,

|0 | < 2T ur] 4 clup.
Por outro lado, como |ug| < c||lu||, (basta usar Holder), temos
2] up| < 2" url + clulpa < c(lully + [ulpa)-
Assim, usando (1.30), a desigualdade acima e tomando o supremo, obtemos

[ullpr < Tulpa + ellullp + [ulpa) < ellully + [ulpa) = clllulllpa

e a proposicao segue imediatamente.

O isomorfismo entre LP* e L£P* nao se verifica se A\ > n. Isto é evidente quando
A > n, pois neste caso a Unica funcao em LP* é a funcdo nula. De fato, dado zy €
podemos tomar um cubo @), tal que esteja contido em €2, dai, usando o fato que {2 nao

tem cuspides externas, temos [€2,| > A|Q,| e, assim,

A
- p P p P
) / WPde < ul?, = f P dz <~ Jlu
Q, P Q, AlQ,]

tomando o limite quando p — 0 obtemos pelo Teorema 1.7

o = P ATI2ZT

|u(zo) P = lim |ulP dy < 0.
=07 Ja(aop)

Como z, ¢ arbitrario, temos que |u(z)| =0 q.t.p. em €.

Por outro lado, £P* contém todas as funcdes continuas no sentido de Holder em €,

com expoente o = ’\P%". Com efeito, seja u € C%*(Q), isto é,

u(z) —u(y)] < [u)oale—yl* Vr,yel,
onde [u]o, é a seminorma de Hélder. Para z,y € Q(zo, p) temos |z — y| < 2p, logo
u(x) = u(y)] < [uloa(2p)*.

Em particular, para todo x € Q(zo, p),

1
() = tag | < —/ u(x) —uly)|dy < 2°[u]o.ap®,
o |Q(‘T0710)| Q(zo,p) °
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elevando a poténcia p e integrando em $(xg, p), temos

/ it — gy P d < (2°utlo)" 0|20, ),
Q(zo0,p)

observando que, |2(xq, p)| < 2"p", obtemos

[t e < ol
Q(z0,p)

Agora, multiplicando por p=*

> / gy P dz < Clull o p™ o7,
Q(z0,p)

Dai, tomando o supremo sobre xy € 2 e p > 0, com A\ = n + ap, a expressao sera

[u]?, = sup p / P < Ol
Zo,pP

xo,p
logo

[ulp,x < clufo,o-

Como a norma em C%® ¢ dada por

[ello.e = llttlloo + [ulo,as

entao segue que

[ulllpn < cllulloa

Quanto ao caso A = n, observamos que a funcio — log z pertence a £1((0,1)) mas nio a

LU = L((0,1)).

O interesse dos espagos de Campanato reside principalmente no seguinte resultado.

Teorema 1.9 Seja Q2 um conjunto aberto limitado sem cuspides externas e sejan < A <
n+p. O espaco LP(Q) € isomorfo a CO%(Q), com a = %.

Demonstracao. Vimos anteriormente que C%* C £P*. Para mostrar a inclusdo oposta,

comecemos da desigualdade (1.22), da qual decorre que o limite

zlzlg%) Uy g =: V()

existe uniformemente em z € 2. De fato, da desigualdade (1.22) para x € Q fixo
|ta,r = ta,p| < clulpa|Qz, R)[T < clu],AR™
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Logo, dado € > 0 tomemos R, tal que Rj™c[u], < €. Assim,

€
< —

X para 0 < p < R,p.

|umyR0 - ux7p

Desta forma,
|ufﬂ7ﬁl - uz7p2| < |u17,R0 - u$702| + |uI,R0 - uI7P1| <,

onde 0 < p; < pg < Ry. Assim, (u, z) é de Cauchy em RY quando R — 0. Desta forma,

existe o limite. Ademais, o lado direito da desigualdade anterior nao depende de x entao

sup ‘UI,R - uz,p’ S C[u]p,)\RTn
€l

portanto, o limite é uniforme em = € Q2.

A fungao x +— u, g sendo continua, veja Observagao A.2, temos que v(z) também
é continua, e o mesmo vale para u(z), que pelo Teorema de Lebesgue 1.7 coincide quase
sempre com v.

Passando ao limite em (1.22) para p — 0, e escrevendo 2R no lugar de R, obtemos
|ua2r — u(z)] < clulpx [z, 2R)[" < cul, AR™ (1.31)
onde nT = «. Sejam agora x,y € Q) e seja R = |x — y|, dai
u(@) — u(y)| < |u(@) = vozr| + [ts2r — uy2r| + [uy2r — u(y)|.
Por outro lado,

Uz 2r — Uy2r| < [u(2) — Ugor| + |u(z) — uy2rl,

e, integrando em z € (Q(z,2R) NQ(y,2R)) D (Qx, R) UQ(y, R)), segue desta relacao de

inclusao as desigualdades

oo — 1ty ] < [, )| /

|u(z)—u$ng|dz—|—|Q(y,R)|_1/ |u(z) —uy 2r| dz.
Q(z,2R)

Q(y,2R)

Agora, analisemos uma das integrais acima, a outra é analoga. Note que

1
/ |u(z) — uyop| dz < (/ |u(z) — ugz2r|” dz) ’ |Q(x,2R)|F1’
Q(z,2R) Q(z,2R)

consequentemente, multiplicando por |Q(z, R)|™ temos

1 1-1 1 P
— — < Q) 2 p— _ P
‘Q(ZL', R)‘ /9(33:2}2) |U<Z) uxsz’ dZ — | ($7 R)| |Q(.I'7 R)| (/{2(1,21%) ’U(Z) Ux,?R‘ dZ)
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Pela definicao de seminorma de Campanato

[ ) = el d < R
Q(z,2R)

logo
;/ 0(2) — szl dz < o O, 2R) [ (2RP[ul2,)?
|Q<J], R)| Q(z,2R) - N |Q(J}7 R)l ’ A
Pela desigualdade (1.24), tomando r = R e s = 2R, obtemos
9z, 2R)|'7 < I, R)'7,

o que implica

1

. — u(2) — ugor|dz < OR? [u],A|Qz, R)| 7.
|Q(va)‘ Q(z,2R) ’ P

Desta forma,
1

A—n
—_— u(2) — ugop|dz < Clujp R 7 .
|Q(ZL‘,R)| Q(x,ZR)| ( ) 72R| [ ]p)\

Portanto,

Uy 2r — Uy 2r| < Clulp \R?,
em conjunto com (1.31) e lembrando que R = |z — y|, fica claro que
u(z) —u(y)] < ClulpaR™ = Clulpale —y|* = [uloa < Clulpa
Finalmente, tomando 2R = diam {2 em (1.31), obtemos
()] < |ua2r| + |u(@) = us2r| < Allull, + Blulpa < cfl|ulllp.a,

dai,

[ulloe < Clllulllpx

Portanto, concluimos

[ullcoe = llulloo + [tlo.a < cllulllpa,

o que demonstra o resultado.
[ |

Concluimos esta secao com uma prova do isomorfismo dos espacos de Campanato

(e, portanto, de Morrey) com respeito a difeomorfismos do aberto €.
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Observacao 1.10 Lembramos que, se g : A — B € um homeomorfismo entre dois abertos
A e B, e se M(A) e M(B) sao os espagos de fungdes mensurdveis respectivamente em
A e B, a aplicagao induzida g, de M(B) em M(A) € definida por g.u = uo g.

Proposicao 1.4 Sejam Q, A C R™ dois abertos limitados, ambos sem cuspides externas,
e seja g : Ay — Qy um homeomorfismo bilipschitz, onde A C Aje Q C Qi, e cuja

restricao satisfaz g(A) = Q. Considere a aplica¢ao

gs : LPANQRY) — LPA(A,RY),
definida por g,u = wo g. Entdo g, é um isomorfismo de espacos de Banach.
Demonstragao. Se u : 2 — R, temos U := uog : A — R. Devemos provar que

u € LPA(Q) se, e somente se, U € LPA(A). A priori, observe que g, : LPA(Q) — LPA(A)

é bijetora. Sejam u,v € LP*(2), entdo
J:U =g, v => uUog=vog = U=71.
Ademais, dado U € LPA(A) defina u = U o g}, logo g,u = U e, portanto, g. é uma
bijecao.
Agora, como g é Lipschitz-continua juntamente com sua inversa, existird uma cons-

tante L > 0 tal que, para todo z,z¢ € Ay,

L7g(x) — g(=o)| < | — o] < Llg(z) — g(o)],
dai, fazendo yo = g(zo) e tomando
R < Ry := min{dist(€2, 09 ), dist(A, A1)},
temos
9(A(zo, R)) C Qyo, LR) e g (2o, R)) C Ao, LR).

Com efeito, seja y € g(A(zo, R)), entdo existe x € A(xg, R) tal que y = g(x). Agora, note
que

ly — ol = |g(z) — g(x0)| < Lz — x| < LR,

logo, y € Q(yo, LR). O outro caso é andlogo. Agora, trabalhemos com ¢! :  — A, e note
que u(y) = U(g ' (y)). Se R < Ry, obtemos através da mudanga de varidvel y = g(z), isto
é, x = g '(y), e com |J| sendo a norma do Jacobiano que ¢ limitada pois g~* ¢ lipschitz,

para todo £ € RV

/ uly) — €7 dy = / U(z) — €] do < / U(z) - €P da.
Q(yo,R) 9~ 1(Q(yo,R)) A(zo,LR)
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Assim, tomando o infimo sobre ¢ € RV

inf/ lu—¢Pdy < C inf/ U — &|P dx.
SERY J(yo.R) EERN A (o, LR)

Usando a equivaléncia das seminormas dada em (1.19) tanto A quanto em 2 obtemos

[ulpn < UL -

Nao é dificil ver que ||u||,.0 < ||U||p.a, basta usar mudanca de variavel e o fato do Jacobiano

ser limitado. Logo,

lullloa < elllU[lpa-

Trocando g e ¢g~! obtemos a desigualdade oposta, e o teorema estd demonstrado.

1.3 Os Lema de John e Nirenberg

Nesta secao, reunimos dois resultados relativos a estimativas para as medidas dos
conjuntos de nivel de uma funcao u, sujeita a condi¢oes adequadas. O primeiro destes esta
conectado com o espaco de Campanato £, e ser4 1itil na demonstracao do isomorfismo
dos espacos LP".

A demonstragao faz uso do seguinte teorema, que também € interessante por si s6 e
serd util em outras ocasioes.

Teorema 1.10 (Calderén—Zygmund) Seja Qo um cubo em R™, e seja g(x) uma fun¢ao

positiva em L'(Qy). Seja L um nimero real tal que

1
gdr == — gdr < L.
][0 |Q0| Qo

FEziste uma sequéncia (possivelmente um nimero finito) de cubos dois a dois disjuntos

Qi C Qo, com faces paralelas as de Qq, tal que
(i) L < fQigdx <2"L.

(i) g < L qtp. em Qo — Qi

Demonstracao. Chamamos de final um cubo @) para o qual fQ gdr > L. Seja Qg
(que por hipé6tese nao é final) subdividido em 2™ cubos iguais, cada um com lado igual

a metade do lado de ()y. Se algum desses cubos nao for final, subdividimo-lo novamente
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em 2" cubos iguais, e procedemos assim sucessivamente. Seja {Q;}i=12, . a familia dos
cubos finais. Por defini¢ao, temos va gdx > L, o que nos garante uma desigualdade do

item (i). Por outro lado, cada @); deve ter sido obtido por subdivisao de um cubo W (de

][ gdr < L.
w

Considere 2R sendo o lado de W temos que |W| = 2"R" e |Q;| = R"™. Logo,

1 1
gdwﬁ/gdm = /gdx§ /gd$,
/i w 2"R" o, 2"R" Jw
][ gd:z:'§2”][ gdr < 2"L,
; w

K3

lado duplo) que nao é final. Assim,

ou seja,

isto prova (i). Para demonstrar (ii), observamos que cada ponto = € Qo \ |J,Q: ¢ a

interse¢cao de uma sequéncia decrescente de cubos Wy, nenhum dos quais é final. Segue-se

][ gdr < L,

de modo que, pelo Teorema de Lebesgue 1.7, passando ao limite quando s — oo, obtemos

g(z) < L para quase todo z € Qo \ |, @;-

que para cada s vale

Observacao 1.11 Suponha que, nao encontremos nenhum cubo que seja final. Entdo,
dado x € Qg e cubos Qp C Qo contendo x tais que os lados de Q diminuem quando
k — 0, temos por 1.7

g(z) = lim gdy < L.

O que nos diz que g < L q.t.p. em Qy, isso satisfaz (ii). O caso (i) é satisfeito por

vacuwidade.

Seja agora u : @y — RY uma funcdo somével (integravel) em Q. Denote por @ um
cubo genérico, com lados paralelos aos de @)y, e considere Ag, uma familia desses cubos.

Definimos

(U], = sup ][|u ) — ugl dx, (1.32)
QReAQ,

onde ug = fQ udz. Quando nao houver ambiguidade, denotaremos [ul. g, por [u]. para
simplificar a notagao. Finalmente, denotamos por BMO(Q,) = BMO(Qq, RY)® o espaco

das fungoes u € L'(Qp, RY) para as quais a quantidade [u], é finita.

5Das iniciais de Bounded Mean Oscillation. As vezes, 0 espaco BMO é chamado de £°.
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Proposicao 1.5 O espaco BMO ¢ isomorfo a L1
Demonstracao. Temos que [u], < [u];,. De fato, lembrando que

[u]1, = sup /J‘n/ U — gy, do.
z0€Qo Qo(zo,p)
p>0

Note que cada @ C Qo pode ser visto como Q(xg, p), cubo de centro z( e raio 2p, para

algum zo € Qp e p > 0. Assim,

QI /Q [u(w)—uq| dz = (2p) ™" /Q< [u@) o p|dz < 7" /Q< (@)=t da-
Z0,pP. £0,P

Desta forma,

[u]*,Qo = Sup |Q|_1/ |U(IL’) - UQ| dx < sup p—n/ |U - ul’o,p|1 dx = [u]l,n-
Q Q x%icgo Q(Io,p)

Por outro lado, se Z é um cubo arbitrario de R"”, com centro em (g, existe um cubo
Q) C Qo, com lados paralelos aos de Q, tal que P := ZNQy C Q e |Q| < ¢|P|, onde ¢

depende apenas de n. Segue que

][|u—uP|dx§2][\u—uQ|dx§2%][ |u—uQ|dx§c][ lu — ugl dz,
P P | | Q Q

Com efeito, utilizando a desigualdade triangular
u(z) = up| < |u(z) —ug| + |ug — up|,
dai, tomando a média em P obtemos

][|u—up|d:1:§][|u—uQ|dx+|uQ—uP|.
P P

Por outro lado, temos a seguinte estimativa

]{D(UQ —u)dx

logo, obtemos a primeira desigualdade

][]u—uP\dx§2][|u—uQ|dx.
P P

Agora, para a segunda desigualdade, pela definicao de integral média

1
lu —u |dx——/\u—u | dx
il vl = 37 f o=
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como P C @,

/]u—uQ]dx§/|u—uQ|dx,
P Q
logo,

Q| @
][|u—uQ|dx<|P|/|u—uQ|d :ﬂ |Q| lu — Q|dx—ﬁ Q|u—uQ|dx.

Por fim, utilizando |Q| < ¢|P| chegamos nas desigualdades desejadas. Portanto, tomando

o supremo sobre os cubos ) C Qg

][ lu —up|de < clul. = / |lu — up|de < c|Pllu]. = clul..
P P

Por outro lado, olhando P = Z N Qy = Z(xg, p) N Qo com zg € Qp, e tomando o supremo
sobre xg e p obtemos

[t < clul

Para v € BMO(Q) e ¢ > 0, definimos

TooW) :={req:|v(x)—uvg| >0}

Teorema 1.11 (John-Nirenberg I [15]) Existem duas constantes positivas A e « tais que,
para toda v € BMO(Qo,RY) e todo o > 0, tem-se

— O
00 (0)] < Aexp(
“ [u].

Demonstragao. Escrevendo u/[u], no lugar de u, e o /[u], no lugar de o, podemos supor

> |Qol- (1.33)

[u], = 1. Podemos também supor que ug, = 0. Para qualquer cubo @) e para o > 0,

definimos

(o) = sup {W D ulvg =1, ug = 0} :

A funcao ¢ nao depende do cubo @, ja que tanto a razao

Tol/1Q1,

quanto a quantidade [u]. g sao invariantes por homotetias. Além disso,

= sy Lo
w(o) T

[u]+,@<1
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Se [v].o < 1, temos

1 1
sup—/|v—vQ]dx§1 = —/|v—vQ\dx§Q
Q |Q| Q g Q o

Por outro lado, por (1.4), concluimos

1
ool < [ o= vlas <12

e portanto p(o) < % Vamos provar que para s > 1 e o > 2"s temos

—_

p(o) < ;90(0 —2"s).

Para isso, seja w uma funcdo em BMO(Qy), com [w].g, = 1 e valor médio zero, e

apliquemos o teorema de Calderén-Zygmund (Teorema 1.10) a funcao |w|. Temos

f\waéWL=1<&
Qo

e portanto existem cubos Qr C @y, dois a dois disjuntos, tais que

SS][ |lw|dx < 2"s
Qk

w <5, em Qo — | J Q.
K

Em particular, da primeira desigualdade segue que

1 1 1
Z|Qk|§—2/ |w|dx:—/ \w|dm§—/ | da.
k ST Qe S Uy Qr S JQo

Denotando por wy a média de w em @, temos |wy| < 2"s, e portanto, se x € @ e

|w(z)| > o, deduzimos |w(x) — wg| > |w(x)| — |wg| > o — 2"s, ou seja,
QrNYog, C To_ons g,-
Como |w| < s <o em Qo — J,, @, entdo T, 0, C |J, Qk, assim
Yoo € |J Yooz
k

consequentemente,

Yool €Y [ Tomsqnl-
k
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Por outro lado, [w].q, < [w].q, = 1, e portanto, pela definicao de ¢

k

|TU—2"S Qk|
—= < (o —2"s).
Qi Sl
Segue que
Toqu(w)] < oo —25) S 1Q4] < “olo = 2%) [ Juwlde < =0p(0 — 27,
k o
deste modo
Toq,(w)| _ 1
— == < —p(o —2"s),
Q=57
e portanto
1
p(o) < —p(a —2"s) (1.34)
s

para todo s > 1 e 0 > 2"s. Escolhamos agora s = ¢ e definamos o = 27"~ Se

0 < o < 2% temos que !~ > 1, assim

1T, <1Qo| < e ~*7|Q0l,

isto ¢, (1.33) com A = e. Suponhamos agora que 2"¢k < o < 2"e(k+1), k > 1. De (1.34)
,obtemos por inducao

o(o) < e Fp(o — k2").

Por outro lado, 0 < o0 — 2"ek < 2", e portanto, pelo mesmo argumento do primeiro caso
temos

|T0—2nek| S |Q0‘ S el_a(U_ZHEk)|QO|7

e dai

(p(U _ QnGkJ) < Ae—a(a—?"ek) _ 146143—0407

0 que, em combinagao com a estimativa anterior, fornece novamente (1.33).

Observacgao 1.12 As suposicoes iniciais do teorema acima seque das sequintes observagoes.

Se vocé substitui u por U := u/[u]., entdo tg = ug/|u)«

=1 e Jide) ol = orfu(e) — ol
Para u,

Yoo@) = (o' fula) gl > oful.} = Yopu.olu).
Logo,

Too(@)] _ [Tofu.qw)
Q Q-
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Portanto, provar a desigualdade para fungoes com [u], = 1 implica automaticamente
o caso geral, bastando trocar o por o/[u].

Ademais, também podemos supor que ug, = 0 pois temos uma invariancia por adi¢ao
de constantes. De fato, defina i 1= u — ug,. Entao, por definicao,

[u], = sup ][ lu(x) — ug| d.
QReAQ, JQ
Calculando a média de u em @) temos
g = ][ u(z)dx = ][ (u(z) —ug,) dov = ][ u(z) de — ug, = ug — ug,,
Q Q Q
logo,
a(x) — g = (u(z) — ug,) — (ug — ug,) = ulz) — uq.

Tomando madulo,

|a(z) = tdq| = |u() = ugl.

7£|a<x>—-aQ|dx:=:7£|u<x>_.uQ|dx.

Como isso vale para todo cubo Q) C Qq, ao tomar o supremo obtemos

sendo assim,

[al. = [u].
Portanto, Y,o(a) = Y,qo(u). Ademais, provemos a sequinte desigualdade (a outra é
imediata)
T,
plo)> sup [Leald)]
[u]«,<1 ’Q|

Seja u tal que [ul,o <1 eug=0. Se [ul.qo =0, entao u € constante q.t.p., logo
Toqu) =0

e ndo contribui para o supremo. Suponha agora 0 < [u,q < 1. Defina v := [ufiQ. Com

contas andlogas as anteriores mostra-se que vg =0 e [v]. g = 1, e portanto,

Too(u) = Yo, 0.0)-

Como [u]sg < 1, temos
o

[u]+q
Logo, pela monotonicidade dos conjuntos de nivel,

> 0.

Lo /.. q(v) € Too(v),
dai, Yo 0(u) C Yhn(v), € portanto

Toa()] _ [Yoa()] _
Q- = el ¢
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Tomando o supremo sobre todas as fungoes com [u], g <1,

sup Lol oy

o<t QT

Corolério 1.2 Seu € BMO(Qo, RY), entdo u € LP(Qo, RY) para todo p > 1, e para todo
cubo Q) paralelo a Qg vale

][ lu — ug|? dx < clul?.
Q
Demonstragao. De fato, temos por (1.4) e (1.5)
/ lu —uglP de = p/ ", 0| do
Q 0

<pA / " o exp (— [j]’) Qldo

A (M*)p @l [~ et < i
0

«

Assim, observando que
[ully < llu = uqlly + lluelly, < oo

concluimos que u € LP(Qo, R™).
[ |

Observagao 1.13 Em particular, se u € BMO(Qq,RY), entio u € LP"(Qy, RY). De
fato, pois

[ o ds < 1o, p)lul? < co"lul
Qo(zo,p)

logo
[ g s < el
Qo(z0,p)
Tomando o supremo sobre xg e p > 0 obtemos [u],, < c[u].. Desta forma
elllpn = llully + [ulpn < llullpy + clu]. < oo.

Por outro lado, temos que [u], < [u]1, < [u]lpn. De fato, a primeira desigualdade foi

provada anteriormente no Teorema 1.5, enquanto para a sequnda temos

1
P 1
o [ anlie <o ([ - uq e il
Qo Qo
1
—n 1—1 p P
=p "|Qo| "7 | — ugy["dx
’ 1
—n p
<Cpvr (/ |u—uQ0|pdx>
Qo

(o [ - uglar)
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logo
o [ u ugylds < Cluly
0

Agora, tomando o supremo sobre o e p > 0 obtemos

[ulin < Clulpn,

e portanto BMO € isomorfo a LP™ para todo p > 1. Como consequéncia, temos o sequinte:

Corolério 1.3 Os espacos LP™(Qq, RY) sdo todos isomorfos entre si parap > 1 en fizo.

O mesmo vale para £P"(Q2), desde que a fronteira de € seja suficientemente regular,
por exemplo, Lipschitz-continua.

O proximo lema também é devido a John e Nirenberg, e tem sido amplamente usado
na teoria das equacoes elipticas.
Lema 1.3 (John-Nirenberg II [13]) Seja u : Qy — RY wuma fun¢io somdvel em Qq, e

suponha que existam duas constantes K > 0 e p > 1 tais que, para toda particao de Qg

em uma quantidade enumerdvel de cubos (Q;, dois a dois sem pontos interiores comuns,

> 1Rl (]2 |U—qu|d$) < K”. (1.35)
j=1 /

J

tenhamos

Neste caso, denotando por [u], a menor constante para a qual (1.35) se verifica,

temos »
]TJQO] < A (%) (1.36)

com uma constante A dependendo apenas de n e p.

Demonstragao. Para 1 < p < +00, seja g o expoente conjugado de p, isto é, 5 + 1—17 =1,
e defina

M=) ¢ = il B p(1—q ")
: 1—qt! ‘

Temos A\, = \y_1 + ¢~ %, e portanto, ¢*\; = ¢*\;_1 + 1. Defina ainda

1

- onth(nt1) gk ), <1l

Tk

Podemos sempre supor ug, = 0. Afirmamos que se v tem média nula em algum cubo @

e se, para algum inteiro k, vale
][ lv|dx < oy, (1.37)
Q

entao .

Ak q
1
’TU,Q(UH < Ay ()\k|v|p> (_/ |U| dl’) , (1_38)
o vl Q
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com Ag=1e
k

Ac=TI@ 2n+j(n+1))4‘j_

j=1
Definimos por simplicidade V, = T, o(v) = {z € @ : |v(z)| > o}. Uma vez que, por
(1.4), temos

1
V| < —/ lv| dx,
9.JQ

a estimativa (1.38) é vélida para k = 0, pois Ag = A9 = 1. Suponhamos agora que (1.37)
implique (1.38) para k — 1; provaremos que o mesmo vale para k. Admitamos, portanto,
que (1.37) se verifica. Pelo Teorema 1.10, podemos concluir que existe uma sequéncia de

subcubos ), de @), dois a dois sem pontos interiores comuns, tais que

o < ][ lv|dx < 2"oTy, (1.39)

lv(z)] <o < o em Qp — UQm. (1.40)
Defina w,, = v — vg,, em Q,,. A fungao w,, tem obviamente média nula em @,,, pois
][ Wy, dx = ][ v(z) dr —vg,, = vg,, —vq,, =0.

Além disso, pela definigao de [v],, temos

> walh < Jolh. (1.41)

m=1
De fato, para cada m, considere uma parti¢ao arbitraria {R,,}r de Q. em subcubos

disjuntos. Pela defini¢do de [wy,],, temos

> s (f, o = Gl o)’ <

A familia P := {R,,, : m > 1, k > 1} é uma particao de Q). Pela definicao de [v],,

S R (]i o v, ) < o] (1.42)
m,k m,k

Observe que, para Ry, ; C Qm,

Wm — <wm)Rm,k - (U - UQm) - (URm,k - va) =vU = URm,k'

Portanto, (1.42) equivale a

S Sl ()’ <

m,k
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Logo, concluimos

Agora, como 7 < 2”q+k’“ entao

1 Ak—1

-2 >1— — =
T qF i A

(1.43)

e, portanto,
2—n—(l~c—1)(n+1) pY
2"y = : < Tpo1(1 = 2"73).
* " A qAk i )

Consequentemente, levando em conta (1.39)

][ Wy, | dz < 2][ lv|dz < 2" or, < o(1 — 2" 1) Ty,
m Qm

de modo que podemos escrever (1.38) para w,,, com k — 1 no lugar de k e o(1 — 2"7;) no

lugar de o. Definindo

Wa,k,m = {.’L’ € Qm : ’wm<$)‘ > 0(1 - 2n7—k)}7

segue de (1.43) que \g_1 < A\g(1 — 2"7), e assim, aplicando a hipétese indutiva

Ak—1 q
|Wa,k,m| S Ak—l ([wm]p)\k’) ( L / |wm| dl’)
o (Wil o,

Por outro lado, de (1.39) segue que |vg,,

1-k

< 2"1,0, e portanto, se © € @y, € |v(x)| > o,
obtemos |w,, ()| > |v(z)| — |vg,,| > o(1 —2"7;). Conclui-se que V, N Qp, C Wy €

assim, considerando (1.40), obtemos que V,, C J,, Qm, logo V, C U,, Woxm €, portanto,

Vol <3 [Woam| < Aemt A 070> w202, (1.44)

m
am:/ Wy, | de.
m

Para avaliar a ultima soma, usamos a desigualdade de Holder. Lembrando que A\;,_o =

onde

1=k) temos

p(l—¢q
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e além disso

Zam = Z ’Qm’%am’Qm‘%
< (mev—paa)p (Z|Qm|>
(Z[%]i)p (Z\%\)q. (1.45)

m

1
q

IN

Observe que para esta ultima desigualdade utilizamos a definicao de [wm]g para a particao

trivial de @,,. De fato,

mlipgn: m md)p
> 1Qul e zmj\m(]é ] d

Pela definigao de [wy,]h, tomando a particio {Q,,} de @, temos

o (f |wm|dx) Sl s S (Qul < S wnl,

o que prova a ultima desigualdade de (1.45).

m

Por outro lado, o ultimo termo em (1.45) pode ser estimado por meio de (1.39).

Temos
1 1 1
Z Q| < —Z lv| de = — lv|de < — [ |v|dz.
" OTk 0 JQm Tk JU, Qm Tk JQ

Assim, temos a seguinte estimativa

[
B
3.,

\%_/

hSA

R

[
Q
3

N———

Q|

:[~]
B
El
T~ =

N——

3 =

VR
Q‘H
=
@\
=
QL
5
N———

I
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Introduzindo essa estimativa em (1.44), e levando em conta (1.41), obtemos

‘V0'| < Akil)\quo—)\k,l Z[wm])\k72aqlik

p m

q S +1_q17k 1 q—k

<Ak 1)\ Ak 10'7)\]C !

([l
e (G

1-k

onde usamos que A\y_1 = A\, — ¢ ¥
desejada (1.38), precisamos apenas ajustar a constante A;. Temos 7, ' = gF\,2n+kM+D)
e portanto

A R A L

)

de onde obtemos imediatamente (1.38) para k.

Voltando a funcao u, e observando que as constantes A, e A\, sao limitadas, podemos

][O | dz < o7,
i) (G )

—k-1)

concluir que se

entao .

Lembrando-se que A\, = p(1 — ¢ = p — pg %!, a tltima relacdo também pode ser

escrita na forma ;.

[\ (51l £ )
|TU!§0( U) ( [u]g Qoy \d) . (1.46)

Com efeito, observe que
[\ _ ()" (o)™
o \o [ulp
1 —k

s () () ()

—k

s () [ o]
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Desta forma

e, portanto,




Seja agora uldr < 27", isto é, 1o = 27", e seja k tal que
Qo
OTpr1 < ][ lu| dx < o1y
0

Neste caso (1.46) se verifica, e estimando o por 7, fQo |u| dz, obtemos

—k
D
q

T Sc(%)p (<rk;1][0\u|dx) % g ]u|dac>q

—k

<c (%)pmﬁ_k_l (% <]éo 1 d:c) Z+:>q
<o) (5 £, me)

. — —k—1 ’
O dltimo fator é menor que a unidade, e 7, ¢ menor que uma constante fixa, de

modo que, em conclusao, obtemos (1.36), desde que o > 2" fQo |u| dz.

No caso oposto, temos
o< 2"7[ lu| da: < 2"[u],| Qo] 7,
0

e portanto
2], \*
< joo < (£ L)

de modo que (1.36) também se verifica neste caso. |

1.4 Interpolacao

J& observamos que se u é uma func¢ao em LP(2) e se para o > 0 definirmos
U, ={x € Q: |u(z)] > o},

segue, por (1.4), que
Mu,0) = |Uy| < <M>I’.
o
A reciproca nao é verdadeira, visto que, a funcdo u(x) = |z|~"/? satisfaz |U,| < co™? na
bola unitdria B, mas nao pertence a LP(B).

Definicao 1.6 Dizemos que uma funcdo mensurdvel u : Q — RN pertence ao espaco
LP(Q2)-fraco (que denotaremos por LP(Q2)), se existe uma constante K tal que para todo
o> 0:

U,| < (%)p (1.47)
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Segue de (1.4) que L C LP. Além disso, se € tem medida finita, temos L2 (Q2) C L*(Q2)
para todo s < p. De fato, temos de (1.5):

/|u|5dx: s/ o* U, | do
Q 0
1 oo
:s/ 051|Ug|da+3/ o* U, | do
0 1
< 19| +s/ o NU,| do
1

< 9| +5Kp/ o 1P do
1
sKP

p—s

=9 +

Os espacos LP-fracos podem ser caracterizados em termos de integrais sobre conjuntos

arbitrarios.

Definigao 1.7 Para 0 <9 < 1 denotemos por M?(Q) o espaco das fungdes mensurdveis
u: Q= RY tais que

llu||o := sup |E|_’9/ lu| dx < +o0,
E E

onde o supremo € tomado sobre todos os conjuntos mensurdveis E C Q, com |E| > 0.

Observacao 1.14 E comum que os espacos M? sejam chamados espacos de Lorentz.
Temos que ||ullg € uma norma e que M? é completo. Temos também M° = L' e M*' =
L™ além disso, M? C LY, jd que neste tiltimo integramos apenas sobre cubos e suas

intersecoes com ). Vejamos a ultima inclusdo. Seja u € M? entdo
Sup|E\§/ |u| dx < +oo0.
E E

Assim,
Q/wmswmm@
E

Tomando o caso particular em que E = Q(xg, p) para algum xo € Q e p > 0, e sabendo
que 19(zo, p)|” < (2%")? < Cp™. Temos

pW/ jul dz < Cllalo.

Q(z0,p)

Consequentemente, tomando o supremo sobre xq e p seque
lallimw < Clullo

o que mostra a inclusao desejada.

42



Proposigao 1.6 Seja 1 < p < 400 e seja ¥ = % =1— 1. Entio, L, = M?.

1
p

Demonstragao. Para u € L2 temos, por (1.5)

/|u|dx:/ |U, N E|do
E 0

|E|z971 00
z/ |Ung\da+/ \U, N E|do
0 |

E‘ﬁfl
<l [ (Uldo
|E‘|‘l9—l
< |E|19—|—Kp/ o Pdo.
jBjo-1
Como p > 1, temos
00 _ptl 7o
/ 5P o — {‘7 ’ } _ L po-nee

|E‘1971 —p -+ 1 ‘E|19_1 P — 1

Observando que ¥ = 1 — ]lg e—p+1=—(p—1), obtemos

(W =1)(-p+1)= (—%) (=(p—-1)) = p—1 = 9.
Portanto

o 1
/ o Pdo = ——|E|,
| p—1

E|19—1
e consequentemente,

/ (| dz < c|E|”,
E

ou seja, u € M?. Reciprocamente, se u € M? temos por (1.4)

oV < [ Julda < U
Us

|U ‘ < ||u||19 P
ol > i .

e, portanto,

Introduzimos agora uma notacao. Para evitar complicacoes nao essenciais, suporemos

que Q tem medida finita, de modo que L*(Q2) C LP(2) para p < s < 4o00. Se T é

uma aplicacdo de LP(2,RY) em LP(A,RM), diremos que T' é quasilinear se existir uma

constante () tal que para quase todo x € €Q:
T (u+0)(z)| < QTu()] + |Tv(z)]).
O primeiro resultado é um teorema de interpolacao entre s e +o00.
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Teorema 1.12 (Marcinkiewicz I) Sejam 1 < s < 400, e T uma aplica¢ao quasilinear de
L, RY) no espago das fungoes mensurdveis em A, com valores em R”. Suponha que T
aplica L*(Q,RY) em LS, (A, R”) e L>=(,RY) em L¥(A,RY), com as estimativas:

NTf,0) < (%) (1.48)
€
1790 < Ascllglloo (1.49)

para todo f € L, g € L*® e 0 > 0. Entdo, T aplica LP(Q,RY) em LP(A,R") para todo

p > s, e temos
.

1 Tull, < cAZ AL Jull, (1.50)

para todo u € LP.

Demonstracgao. Seja u € L? e seja v > 0. Definindo

fa) = u(z), se|u(z)| >n~o
\O, se |u(x)] < ~vo
0, se |u(x o

o (@) >
u(z), selu(z)| <~vo

temos f € L*, g € L™ e u = f + g, de modo que |Tu(x)| < Q(|Tf(x)| + |Tg(x)|). Para
que |T'u(z)| > o, pelo menos uma das duas quantidades |T'f(z)| e |T'g(x)| deve ser maior

que 0/2@Q), caso contrario, teriamos

o o o
Tf(x)| +|Tg(x)] < = + — = =
TI@)+T9(0)| < o+ o =
e daf, |Tu(x)| < o, 0o que ndao queremos. Assim, lembrando que A(Tu,0) = [{z € Q :

|Tu(z)| > o}| e observando o argumento acima, temos

g

(r€Q: |Tu(z)| > o} C ({xGQ: Tf(z)] > QQ}U{x €Q:|Ty(x)| > %})

consequentemente

AT, 0) <\ (Tf, %) + A (Tg, %) , (1.51)

assim, por (1.48) temos

A (Tf, %) < (%) < (@)/U lu|® dz. (1.52)
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Por outro lado
1Tg]lce < Asollglloc < A0,

de modo que, escolhendo v = 2Q;A obtemos

A\ (Tg, %) =z € Q:|Ty(x)] > ¢/2Q}| = 0. (1.53)

Definindo a5 = (2QA;)*, segue de (1.51) e (1.52)
/ |Tu|P doe = p/ o? I\ (Tu, o) do
A 0
o o o
Sp/ O'p1<)\(T,—>+)\(T,—)>dO'
: 4P 72
o o
D oP N (Tf, —) do
J 0
< pas/ Jp_s_lda/ |u|® dz.
0 U

Yo

Agora, observemos que, se 0 < 7 < 0 entao [{z € U,, : |u(x)] > 7} = AMu,v0),
enquanto que se yo < 7 entdo [{x € Uy, : |u(z)| > 7}| = A(u, 7). Deste fato, temos as
seguintes igualdades

/U |ul® de = 5/0 ™ "z € Uy : |u(z)] > 7} dr

Yo

o 00
= s/ 7 \(u,yo) dr + S/ T\, 7) dr
0 gl

o
o0

= Nu,v0)(v0)® + S/ I \u, 7) dr.
Yo
Assim, obtemos
/ |Tul? dx < pa, /OO o=t (s /OO 7 \(u, 7)dT + (’yo)s)\(u,fyo)) do.
A 0 vo
Podemos inverter a ordem de integragao, para isso, reescrevemos o dominio D, original-
mente descrito como uma regiao de Tipo I, em termos de uma regiao de Tipo II, para

mais detalhes ver o livro de Calculo de James Stewart sobre integracao dupla em regioces

gerais. Desta forma temos

/ |Tul? dz < pasg (S/ 1 \(u, 7‘)/7 ap_s_1d0d7'+75/ ap_l)\(u,va)da) :
A 0 0 0
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Resolvendo com cuidado o termo em parénteses e utilizando a mudanga de varidavel 7 = yo

na segunda parcela dentro do parénteses, temos

oo s

Tul? dx < pas (/ ™ \(u, T d7> {— + ps}

/A’ | 0 ) w—snr
1 [oe)
= pa, ~°P (p/ ™1\ (u, T)d7'>
p_

/ |ul? dz,

—s

donde obtemos a desigualdade desejada (1.49), levando em consideracao as definigoes de

= a7

as e de . |

Consideramos agora a interpolacao entre dois expoentes finitos s e r.

Teorema 1.13 (Marcinkiewicz I1I) Sejam 1 < s < r < 400, e seja T uma aplica¢io
quasilinear de L*(, RY) no espaco das fun¢oes mensurdveis em A, com valores em R”.
Suponha que T aplica L*(Q,RY) em L5 (A, R”) e L"(Q,RY) em L (A, RY), com as esti-

mativas:

MTf,0) < (%) (1.54)
e ATy < (Al 59

para todo f € L*, g € L" e 0 > 0. Entao, para todo p entre s er, T aplica LP(,RY) em
LP(A,RY), e temos
| Tull, < cASA|ull, (1.56)

para todo u € LP, onde € € (0,1) € tal que

1 € 1—c¢
p s ro

Demonstracao. Procedendo como anteriormente obtemos (1.51) e (1.52), enquanto que

em vez de (1.53) obtemos

o 2QA. 9]l 20A, T/ ,
A <Tg 2@) (—0 — o |u|" dz.
Segue-se que

/ | Tul? dx :p/ o’ "\(Tu, o) do
A 0

o o (M (1) +r (1)) oo
o . QQAS s o0 . % T ;
p/o P! (—U > /U |ul*dx do —i—p/o o 1( - ) /Q_Uw |u|" dz do

Yo

<p(2QAS)S/ ap_s_l/ |ul® dx do +p(2QAT)T/ Jp_r_l/ lu|" dzx do.
0 U 0 Q-Uyo

Yo

IN

IN
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A primeira integral pode ser estimada observando a conta da demonstracao do teorema

anterior por

204,y L / ul? da.
P—5Ja

Para a segunda, temos
oo oo yo
/ Jp_r_l/ |u|" dx do :/ ot (r/ T A (u, ) dr — (VU)T/\(U,VU)) do
0 Q-Uso 0 0
:7“/ TT1>\(U,T)/ apTldadT—'yr/ o’ \(u, yo) do.
0 z 0

Vamos resolver por partes esta tltima igualdade. Como p < r entao

/OO p-r=1,4 [ oP™" ] > TP
o o= =
T/’y p—r T/'y <r - p)f}/p—T

—r r

00 P 00
r N, T T—dT = — 7"_p/ P\ (u, 7) dr. 1.57
/0 (t7) (r—phyr r—p Lo (t7) (157)

Agora, observando a outra parcela, podemos fazer a mudanca de variavel 7 = o, obtendo

& o /r\P! dr
v [T oo =y [T(2) awn T
0 0 i i

:,er/ ™\ (u, 7) dr. (1.58)
0

assim,

assim

Dai, subtraindo (1.57) de (1.58), obtemos
r— r ~ —1 p r— ~ —1
~'TP ( — 1) / TP Nu, 1) dr = v p/ TP Nu, 7)dr.
0 0

r—p r—p

Assim, voltando a nossa igualdade principal obtemos

/ aprl/ |u|" dx do = Lyrp/ o’ '\u, o) do
0 Q-Uyo r—p
1

0
Y / P de,
r—p Q

temos portanto,

1
IR (%vsP<2@AS>S+TW<2QAT>T) [ Jup az,
A b—s r—p Q

e a conclusao segue se escolhermos

1 =
— —ATA T

[ |
Podemos agora provar um tltimo teorema de interpolacao, que usaremos posteriormente.
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Teorema 1.14 Seja Qo um cubo em R", e seja T uma aplicacio linear de L*(Qq, RY)
em L*(Qo, R”), aplicando L>=(Qy, RY) em BMO = L*"(Qq,R"), com as estimativas:

ITflls < Asl[f]ls (1.59)

[T'g]s < A9l (1.60)

para todo f € L* e g € L>®. Entdo, T aplica LP(Qo,RY) em LP(Qq,R”) para todo p > s,
e temos

[Tu = (Tw)gollp < Apllully, (1.61)
onde -
A, =cAYAL . (1.62)

Demonstracao. Seja {Qx} uma particao de @)y em cubos dois a dois sem pontos internos
em comum. Seja T a aplicacao que a cada u € L® associa a funcao 7 u que em cada cubo

(. assume o valor constante, dado por
Tu(zr) = |Tu — (Tu)y| dy
Qk
para todo x € Qy, onde (Tu), = ‘Q—lﬂ ka Tudy. A aplicagao T é quasilinear, com ) = 1.

De fato, em cada cubo @), temos
T(u+v)(z) = ]é IT(u+ ) — (T(u + v))gu| dy.
Pela linearidade de 7' temos
T(u+v) = (T(ut0))e = (Tu = (Tu)r) + (Tv — (T)x),

dai, usando a desigualdade triangular, segue que

]ék [Tu+ ) = (Pt vl dy < f

|Tu — (Tu)g| dy + ][ |Tv — (Tv)x| dy,
Qk

Qk
o que nos diz que T é quasilinear, com () = 1. Ademais, levando em consideracao a

defini¢ao de BMO, ela aplica L= (Qq, RY) em L*>°(Qo, R¥). Com efeito, para todo x € Q,

1
To(x) 79— (To)ldy < sup oo /Q Ty — (Tghl dy = [Tgl < Allglln.

1
|Qk‘ Qk QCQO

Isso vale para todos os cubos @), entao para todo = € Qg

Ty(x) < Acl|glloo;
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consequentemente,

ITgllec < Acollglloo-

Além disso, observe que

o T ul* de = g/@h (]ék Tu - (Tu)kldy)s .
=2l (72 (T~ (Tu) dy)s.

Agora, trabalhemos com a integral média entre parénteses. Temos, por Holder, que

(]2 = (T dy)s < f 1ru=@uplay

porém

|Tu — (Tu)|® < 257 (|Tul® + |(Tu)]* (1.63)

][ Tudy' S][ |Tu| dy
Qk Qk

podemos usar Holder novamente para obter

e, sabendo que,

[(Tu)i| =

(@uf < f [Tafdy.
Qk
Assim, passando a integral média em (1.63) e usando a desigualdade anterior obtemos
][ Tu — (T dy < 2! (][ Tl + |(Tu)k|5) <o (][ |Tu|5dy) |
Qk Qk Qk
Logo, usando a estimativa (1.59) obtemos
Tulde <237 1Qul . [Tuldy
Qo L Qk
=2° |Tu|® dz
< (245)° [ ul*dy,
de modo que T aplica L® em L° com a estimativa adequada. Assim,

2A ’
ATuo) <o~ Tul < (221

o

Pelo Teorema de Marcinkiewicz 1 1.12, 7 aplica L? em L? para todo ¢ > s, com a

estimativa

s g=s
[Tully < cAf A [ullg =: Agllully-

49



Da defini¢ao de T, obtemos

q
il (f, 17u - ronldy) < aghul,
k Qk
para toda partigao {Q}. Aplicando o Lema 1.3, podemos concluir que para todo o > 0,
) _ Agllullg \*

Hz € Qo : |Tu(z) — (Tu)g,| > o} <c¢ - |- (1.64)

Consequentemente, a aplicagdo © : v — Tu — (T'u)g, aplica L* em L®, com
[Oulls < 2A,|[ulls (1.65)

e L9 em LI, com a estimativa (1.64). A segunda estimativa é imediata, vejamos a primeira.

Note que, temos a desigualdade
[Oulls = |Tu — (Tw)qolls < 1 Tulls + [[(Tw)qqlls-

Mas, [[(T'u)q,|ls ¢ a norma de uma funcao constante, dada por

1(Tw)qy lls = 1(Tw)qol - 1Qol*,

e, pela desigualdade de Holder,

1 1
[(Tu)q,| = ‘— Tudr| < —— [ |Tuldz < — || Tulls|Qo|'/* = || Tulls|Qo| "
’ 1Qol Jo, 1Qol Jo, Qo
Portanto
[(Tu)qolls < 1Tulls,
dai

1©ulls < [ Tulls + Tulls = 2[|Tul]s

e por (1.59), segue que
[Oulls < 24;]|uls,

0 que prova a afirmacdo (1.65). Pelo segundo teorema de Marcinkiewicz 1.13 concluimos
que O aplica L? em LP, para s <p < ¢, e

||@u||p < ApHqu'

Um calculo com os expoentes s, p e ¢ nos mostra que a constante A, é dada por (1.62).
Finalmente, se quisermos estimar a norma ||7Tul,, sera suficiente estimar a quantidade

|(T'w)g,|. Observemos que,

(Mo, < f [Tuldy < (][ |Tu|5dy)
0 (0]
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Por outro lado, pela estimativa (1.59)

1 1 1
s s p _1
(f warar) < (f wrar) <a(f wrar) = ol
0 o Qo

e, portanto,

[Tully < [®ullp + [Qol7 [(Tu)qo| < (Ap + Ad)lullp-

Observagao 1.15 O teorema acima permanece vdlido em abertos ) mais gerais que os
cubos, e em particular se ) € a imagem de um cubo QQy sob uma aplicagao g, restri¢ao a
Qo de um homeomorfismo bilipschitziano de um aberto C' D Qy em A D Q

De fato, seja T uma aplicagao linear continua de L*(Q,RY) em L*(Q, R) bem como
de L*(Q2) em BMO(SY), e defina

T, = g*ngl‘

A aplicacao T, € linear, pois € a composicao de fungoes lineares. Ademais, pela T,
aplica L*(Qq) em L*(Qq), pois g. € g, ' sdo isomorfismos em L*, ou seja, estamos com a

sequinte situacgao,
L¥(Qo) = L(Q) —— L(Q) —*— L*(Qu)

E, por fim, pela Proposi¢io ??, T, aplica L*>°(Qo) em BMO(Qyo), com as estimativas
adequadas, neste caso, temos

L2(Qy) s 1(Q) —Ls BMO(Q) —*— BMO(Qy)

Pelo teorema anterior, T, aplica LP(Qo) em LP(Qy) para todo p > s. Consequente-
mente, T = g; ' T.g, aplica LP(,RYN) em LP(2,RY), com a estimativa

[Tull, < cllullp.
O préximo lema é bastante 1til.

Lema 1.4 Seja G uma familia arbitrdria de cubos, tal que® M := SUpgoeg T(Q) < +oo.

Eziste uma subfamilia enumerdvel (ou finita) I' := {11;} de cubos dois a dois disjuntos,

Uﬂz D) Ug,
i=1

onde 11 indica o cubo concéntrico com 11 e com lado quintuplo.

tal que

6Se P é um cubo, indicamos por r(P) o seu raio, isto é, metade do seu lado.
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Demonstracgao. Para cada inteiro h, definimos

Gn:={PcG:27"M < r(P)<2""M}.
Seja G: uma subfamilia maximal de cubos dois a dois disjuntos de Gy, isto é, tal que
(i) para todo P,Q € G, PNQ =0
(ii) para todo Q € G existe P € G; com PN Q # 0.

A propriedade (i) é imediata. Agora, observe a propriedade (ii), seja Q € Gy, se
Q € G, entdo tomamos Q = P, se Q ¢ G1, entdo @ deve intersectar algum cubo ja
contido em Gy, do contrério quebrarfamos a maximalidade do conjunto.

A familia G, é no méximo enumeravel, pois, sendo M/2 < r(P) < M para todo
P € Gy, no méximo um ntmero finito de cubos de G; pode intersectar qualquer conjunto
compacto. Com efeito, seja K um compacto. Se P € G; é um cubo de raio no méximo M
que intersecta K, entdo P C Koy = {x € R" : dist(x, K) < 2M}. Note que Ko também
é compacto, logo tem volume/medida finito. Como o volume de cada cubo em G é >0,
entao nao podemos ter infinitas interse¢oes com K, caso contrario, Koy, possuiria volume
infinito. Desta forma, como temos R” = U°(B[0,m]) entdo G, é a unido enumeravel de
uma quantidade finita de cubos que intersectam cada bola compacta B[0, m].

Suponhamos agora que Gy, Gs, . . ., Gn_1 ja foram definidos indutivamente, e entre os
cubos de G, que nao intersectam nenhum dos cubos de I',_; := U?;ll (jz escolhamos uma

familia maximal G, de cubos dois a dois disjuntos. Temos
(i) para todo P,Q € Ty, PNQ = 0;
(i) para todo Q € Gy, existe P € 'y, com PN Q # .

A condigao (i) é imediata. Averiguemos a condicao (ii). Seja @ € Gp,. Se Q € T',_q,
entdao ) € I'y,, logo tomamos Q) = P € I',. Agora, se Q ¢ I';,_1, entdo @) é um candidato
para estar em Gy, daf, se Q € G, entdo Q € I'), bastando tomar Q = P novamente. Se
Q¢ G entdo para nio contrariar a maximalidade deste conjunto, deve existir P € G, C
[, tal que PN Q # 0. Assim, esta provado a propriedade (ii).

Como acima, G, é no méximo enumerdvel. A familia I' = Uiz, G, é o que procu-

ramos. De fato, ela é no maximo enumeravel, sendo a uniao de enumeraveis familias de
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conjuntos enumeraveis ou finitos. Além disso, se () é um cubo de G, portanto de G;, para

algum h, entao temos 2 possibilidades:
(i) Se @ €T, entao Q C Q.

(ii) Se Q ¢ T, existird um cubo P € T, com PN Q # (). Sabendo que Q € G, e P €T,
entao

r(Q) <2VhM =2.27"M < 2r(P).

Como PN (Q # ), entao os dois cubos se intersectam, logo a distancia entre seus centros

é controlada por seus raios
[z —zp| < 7(Q) +1(P).

Como r(Q) < 2r(P), temos
lzg — xp| < 3r(P).

Agora, tome um ponto y € ), dai

ly — zq| <7(Q) < 2r(P),

logo
ly —zp| < |y — 3ol + |z — xp| < 2r(P) + 3r(P) = 5r(P).

Isso mostra que y € ]3, pois P é o cubo concéntrico com P e raio 5r(P). Como y era
arbitrario @) C P.

Portanto, para todo () € G, ou ) € I" ou existe P € I" tal que ) C P. Ou seja,

UJrolJs

Pel’
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Capitulo 2

Quase-Minimos

2.1 Preliminares

Sob hipéteses adequadas de convexidade (ou quase-convexidade no caso de
fungdes com valores vetoriais) da fungao F(x,u, z) com respeito a varidvel z, Giusti [12]

mostra que o funcional

F(u, ) ::/QF(:E,u,Du)dx, (2.1)

atinge seu valor minimo entre as funcoes de W1P(Q) que assumem valores dados na
fronteira de 2. O autor faz uso de definigbes de semicontinuidade inferior sequencial,
abreviadamente por (LSC), além de usar a convexidade de F' para trocar a propriedade
de ser fortemente LSC' para ser fracamente LSC. O principal resultado do capitulo 4 do
livro do Enrico nos diz:

Teorema. Seja Q um conjunto aberto em R™, seja M um conjunto fechado em RY, e
seja F(u) um funcional semicontinuo inferiormente na topologia fraca de Wli’cp(Q,M),
com p > 1. Seja V um subconjunto fracamente fechado de Wl»(Q), M), e suponha que F
€ coercivo em 'V, isto é

F(u) = +o0.

[Jul|1,p—>o00, ueV
Entao, F atinge seu minimo em V.
Resta o problema de determinar se, e sob quais condicoes, a fun¢ao minimizante
u possui propriedades adicionais de regularidade, além daquelas derivadas do fato de

pertencer a classe WP, A este problema de regularidade dedicaremos este trabalho.



Daqui em diante, o nosso funcional F : W'?(Q) — R, onde € é um dominio
limitado do R™. Quando nao houver risco de ambiguidade na notac¢ao, denotaremos
F(u, ) = F(u). A fungdo u é uma funcao escalar, isto é, u :  C R"” — R, com a ressalva
que existem resultados para fungoes vetoriais mas que nao iremos nos atentar a este tipo
de funcao. Ademais, F': 2 x R x R" — R é uma fungao Carathéodory.

Para tornar os resultados independentes do problema de valor de fronteira (ou me-
lhor, para separar a regularidade interior, que nao depende dos dados de fronteira, da re-
gularidade na fronteira), observamos em primeiro lugar que é possivel considerar fungoes
minimizantes que sao integraveis apenas localmente. Mais precisamente, suponhamos que

a fungao F'(x,u, z) satisfaz a desigualdade
|F(z,u, 2)| < L|z|P 4+ b(z)|u]” + a(x) (2.2)
com! 1 < p <7y <p* escjauc WP(Q).

Definicao 2.1 Dizemos que, u € Wicp(Q) € um minimo local do funcional F se para

toda o € WHP(Q), com K := supp ¢ CC S, tivermos
Flu, K) < Flu+ ¢, K). (2.3)
Observacao 2.1 Uma forma equivalente de (2.2), por vezes mais itil em cdlculos, é
|F(z,u,2)| < L(]z] + 9(x,u))?, (2.4)

onde

Iz, u)? = b(z)|u|” + a(x). (2.5)

Observacao 2.2 No que se seque, assumiremos sempre que p < n. O caso p > n € mais
simples em muitos aspectos, pois pelas imersoes de SOBOLEV a fungdo u pertence a todo

L% (se p=n) ou é Hélder-continua (quando p > n).

Como vemos de (2.3), as integrais sao sempre calculadas em dominios estritamente
contidos em €2 e, de modo geral, ndo se exige que um minimo local satisfaga F(u,2) <
+00. Por exemplo, uma fun¢ao harmonica na bola unitaria B é um minimo local para a

integral de Dirichlet

D(u):/ | Du|? de,
B

LA hipétese v > p ndo é restritiva, pois para v < p temos |u|” < |ul? + 1.
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pois, se u é harmonica temos Au = 0. Dai, dado ¢ € W1?(Q), pelo Teorema de Green,

/Du-Dcp:—/goAu:O
K K

D(u—i—gp,K):/ |D(u—|—<p)|2dx:/ |Du|2dm—|—/ Du-Dcpdm+/ |Dyp|? du,
K K K K

temos

observando que

segue que

D(u+gp,K):/ \Du|2da:+/ ]Dgo\zd:zZ/ |Du|? = D(u, K).
K K K

No entanto, u pode nao pertencer a W12(B). Isso é observado considerando a funcao de

duas variaveis (dada em coordenadas polares)

B Yy
U(l’,y) - (l,+1)2+y27

que ¢ harmonica no disco unitario B, mas cuja integral de Dirichlet

dx dy
Dul*d :/
/B‘ Wde= | Gyt P

é infinita. Portanto, embora u seja um minimo local, v ¢ W1?(B), pois a norma em

L*(B) do gradiente de w vai para infinito, ou seja, minimos locais podem ter energia
global infinita.

Por outro lado, se um minimo local u pertence a W?(§2), entao u minimiza F entre
todas as fungoes v em W1P(Q) que assumem na fronteira o mesmo valor que u, isto é, tais
que v —u € Wy P(Q). Com efeito, seja ¢ = v —u € Wy (Q). Entéo, existe (¢) C C5°(Q)

tal que p, — @ em WP(Q). Para cada k temos
F(u, Q) = F(u,supp px) + F(u, 2 \ supp py,).
Como ¢, = 0 fora do suporte, temos
F(u+ px, ) = F(u + @r, supp ¢x) + F(u, Q \ supp ¢,
e, por u ser minimo local, obtém-se

F(u, supp @) < F(u + @, SUpp ¥x),

ou seja, fica claro que

f(u, Q) < ]:(u+ (,Ok,Q).
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Agora, usando a continuidade de F' nas tltimas entradas, temos a convergéncia q.t.p.
abaixo

F(z,u+ ¢r, D(u+ ¢r)) = Fx,u+ ¢, D(u+ ¢)),

e utilizando o crescimento de F', conseguimos uma majoragao por uma fungao em L'((Q),

dai usamos o Teorema da Convergéncia Dominada, que nos garante
Flu+ ¢, Q) = Fu+ ¢, Q) = F(v,Q) em L'(Q).

Portanto, fica claro que F(u,2) < F(v,Q) para todo v € WHP(2) que assume o mesmo
valor de u na fronteira. Como os problemas de regularidade sao essencialmente locais,

podemos sempre supor, sem perda de generalidade, que u pertence a W1?(Q).

2.2 Quase-Minimos e Equacoes Diferenciais

Uma generalizagao util da nog¢ao de minimo local é a seguinte.

Definicao 2.2 Uma funcao u € Wlif(Q) ¢ um quase-minimo do funcional F, com
constante () > 1, por simplicidade Q-minimo, se para toda v € Wlif(Q), com K =
supp(u —v) CC 2, tivermos

Fu, K) < QF (v, K). (2.6)

Se além dissou € WP, a relacdo anterior é verificada para toda v tal que v—u € Wol’p(Q).

Fica claro pelo que foi dito que um minimo local é um quase-minimo, na verdade,

os minimos locais nada mais sao do que 1-minimos.

Observacao 2.3 Mais geralmente, pode-se supor que em vez de (2.6) tenhamos (Hong
[17]):
F(u, K) < QF(v,K) + Q/ (|Dv| + 9z, v))P dz,
K

ou, 0 que € o mesmo por (2.4):
Flu, K) < Q/ (|Dv] + 9(x, ) P da. 2.7)
K

Poderiamos também tomar a constante () dependente do conjunto compacto K, sem
prejuizo para a maioria dos resultados que provaremos, uma vez que, como observamos,
eles sao essencialmente de carater local. Naturalmente, neste caso, as varias constantes

que aparecem nos enunciados dependeriam do conjunto compacto em questao.
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A introducgao dos quase-minimos é justificada pelos seguintes resultados. Comece-
mos por recordar a nocao de solugao fraca de uma equagao diferencial parcial. Vamos

considerar equagoes na forma de divergéncia:

0
a—Ai(x, u(z), Du(x)) — B(z,u(z), Du(z)) = 0. (2.8)
L
Observacao 2.4 A equacdo (2.8) acima representa a soma de i = 1 até n. Ademais, a
notag¢do A; representa uma entrada do vetor (Ay, Aa, ..., An) assim como os D; sdo as
derivadas parciais do vetor gradiente (Dq, Do, ..., D,).

Definicao 2.3 Uma funcao u € VV;?(Q) ¢ uma solucao fraca, ou uma solu¢ao no sentido

das distribuicées da eq. (2.8) se, para toda ¢ € Wy (Q) tivermos

/Q{Ai(x, u(z), Du(x))Dyp + B(x,u(x), Du(z))p} dz = 0. (2.9)

Formalmente, a eq. (2.9) é obtida de (2.8) multiplicando por ¢ e integrando o primeiro
termo por partes. Isso é formal porque para fazer integracao por partes supomos implici-
tamente que u tem derivadas suficientes e que A; é diferenciavel. Mas, no sentido fraco,
nao sabemos isso a priori. Por outro lado, em (2.9) nao assumimos que a fungao u possui
derivadas segundas, de modo que a equagcao faz sentido mesmo para funcoes u € VV&f(Q)
E claro que, as duas formas da equagcao se tornam equivalentes se for possivel integrar por
partes em (2.9), isto é, quando a funcdo u possui derivadas segundas e, naturalmente, os
coeficientes A; sao diferenciaveis.

Para mostrar a relacao entre solucoes fracas e quasi-minimos, comecemos exami-

nando o caso simples das equacoes lineares
/aij(x)DjuDigo dr =0 Ve Wy Q), (2.10)
em que os coeficientes a;;(z) s@o funcoes limitadas, assim fixamos
[A()] = sup [A(x)g] < M (2.11)

onde A(x) = {a;;(z)} é a matriz dos coeficientes. Além disso, os coeficientes satisfazem

as condigoes de elipticidade forte, dada por
aij(x)6:&; > VIEP®, v >0. (2.12)

Lembre-se que nas equagoes temos um somatério implicito, neste caso, um somatorio

duplo em i e j. Agora, seja v € Wllof(ﬂ) uma funcao que coincide com u fora de um
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conjunto compacto K C €. Escrevendo ¢ = v — u em (2.10), obtemos
/ &iijUDiUdl' :/ aiijuDiv dx
K K

e, usando (2.11) e (2.12), chegamos

1 1
,,/ \Duldz < M/ \Du||Do|dz < M (/ |Du\2da:) </ \m\?m) |
K K K K

M2
/ | Dul|? dz < —2/ |Dv|? dx
K Ve Jk

donde segue imediatamente que v é um @-minimo da integral de Dirichlet, com @) =

logo,

M?v~2. Mais geralmente, podemos considerar solugoes fracas de (2.9), com os coeficientes

A;(x,u, z) satisfazendo a condicao de elipticidade uniforme
Ai(zyu, 2)z > |2|P — by(@)|u]” — a1 (x), (2.13)
com 1l <p<~vy<p'= n”Tpp e as estimativas
|A(z,u, 2)| < L|z[P~1 + by () |ul|” + ax(x), (2.14)

—1 ~ o . . . . .
com o = 77’7. Em relac@o ao termo B(x, u, z), podemos distinguir dois casos. O primeiro,

mais simples em muitas abordagens, é o das condigoes de crescimento controlado, dada

por
|B(w,u, )| < HI2I" + by(w)[ul® + ag(x), (2.15)
com T = p”T_l e = ’yp;: . Suporemos que as funcgoes b; e a; sao positivas, com
P P *
ap,ay b al Tt e LY e by, by by T € L#=. Temos o seguinte resultado

Teorema 2.1 Seja u € Wi)cp(ﬂ) uma solugdo fraca da Eq. (2.8), com coeficientes A e
B satisfazendo as condigoes (2.13), (2.14) e (2.15). Entao, u é um quase-minimo do
funcional J : W1?(Q) — R dado por

J(u, Q) = /Q(|Du|p + b(x)|u|” + a(x)) dz, (2.16)

com

*

b(z) =bi+by +bf €L

(I(IL') = al(l') + CLQ(.I)% + a/3(:[')p£)771 + bpfj c Ll.
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Demonstracio. Seja v € W, com K = supp(u — v) CC Q. Tomando ¢ = u — v em

loc »
(2.9), obtemos
/ Ai(z,u, Du)Dyudx = / Ai(x,u, Du)D;v dx + / B(z,u, Du)(v — u) dz
K K K

e, usando as relagoes (2.13)—(2.15):

/\Du]pd:cg(/ b1|u]”dx+/ aldx)
K K K
+ <L/ |Du\p1|Dv|da:+/ b2|u]"|Dv|d:c+/ angvld:c)
K K K

+ <H/ |Du\7|u—v]dx+/ bg|u|5|u—v|dx+/ a3|u—v|dx>.
K K K

(2.17)

Usaremos a desigualdade de Young e a desigualdade de Holder para obter desigualdades
adequadas para o nosso problema. Assim, usando Young na forma generalizada (A.2),

tomando € > 0 e ¢,p > 1 tais que % + é =1, temos
|Du|P~t|Du| < €| Du|P~Y7 4 ¢(€)| Du|P = €| DulP 4 c(€)| Dvl?

dai
/ | DulP~!| Dv| dz < e/ | Du|P dx + c(e)/ | Doul|? dz. (2.18)
K K K

Agora, passemos para outra parcela de (2.17). Usamos a desigualdade de Holder com

p
expoentes p e 55, donde

p—1

1/p =1
/ bo|u|”| Du| dx < </ |Dv\pdx> </ (bs|ul”)7 T dx)
K K e

Agora, observando que

_p _p
(bolu|7) 7T = by u|” 7T = by " |u]”

p—1

aplicamos a desigualdade de Young, com a = ([, |Dv|?) Vo= <fK by |u\7> T, temos

Poopi ] -1 T
a-b< + 1 :—/ \Dv|p+p—/b§_1\u|7.
p ;= PJk P Jk

p—1
p

/b2|u|"|Dv|dx§c{/ |Dv|pdx+/ b§1|u|7dx}. (2.19)
K K K
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Fazendo esse mesmo processo nas outras parcelas de (2.17), obtemos as deigualdades

/a2|Dv\dm<c{/ |Dv|pdzv+/ flalas} (2.20)

/ | Dul|” |u—v|dx<e/ | Dul? dx + (e / lu — |7 dx; (2.21)
/bg\u] lu —v|dx < e/ lu — v da + c(e )/ by _l\u]'ydx, (2.22)
K

/ag\u—v|dx < 6/ lu — vl da:—i—c(e)/ a¥ ' du. (2.23)
K K K

Por outro lado, usando a desigualdade de Young na segunda desigualdade abaixo para os

pr—y _ 1 1 1 _
= g com g+ g = 1, segue que

1
expoentes % =ze
blul” < e(y)(Bfo]” + blu —v|") < efu—v]”" + c(v, b7 + c(v)blo]*,
e pelo Teorema de Sobolev A.1, sabemos que se p = u —v € Wol’p(Q), entao
[u = vllp- < Cl[D(u —v)]lp,

além disso, usando que |Du — Dvl? < ¢(|Dul? + |Dv|P), obtemos

*

p_

/ lu — v|p* dr < c{/ (|Dul? 4 | Dvl|?) dx}
K K

Pl
_ c{/ (|Dul? + | Do]?) daz} /(\Du!”+ \Dul?) da
K K

Observamos agora que é possivel supor que

/(]Du\p+b]u\7)dx>/ | Dv|P dx
K K

pois, caso contrério, terfamos trivialmente J (u, K) < J (v, K). Segue-se que

P
/ lu —v|P" dr < ¢ {/ (2| Du|P + blu|7) da:} / (|Du|P + |Dv|P) dx
K K K

< Dl 9] 4e.) [ (P + Do) . (224

Introduzindo (2.18)-(2.24) em (2.17) e adicionado a ambos os membros a quantidade

/K (bluf” + a(x)) de,

obtemos
/(\Du]p+b\u|7+a) dx gce/ ]Du\pdx+c(e)/ |Dvl? dx
K K K

—l—c(e)/Kb|v|7dx+c(e)/Kadx+c(e),
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logo
(1-— ce)/ (|Dul? + blu|” 4+ a) dz < Ce/ |Dul? + blv|” + adx.
K K

Assim, tomando € suficientemente pequeno, temos
/ (|Dul? + blu|” + a) dx < Q/ |Dv|P + blv|” + a dx,
K K
isto é,
J(u, K) <QJ (v, K).

Note que a constante () depende de u, como é permitido, mas nao de v.

Consideremos agora o segundo caso, em que o termo B(x, u, z) satisfaz hipéteses de
crescimento natural 2

|B(z,u,2)| < H|z|P + as(x), (2.25)

com 0 < az € L'().

Neste caso, temos um teorema analogo ao anterior apenas para solugoes limitadas
da eq. (2.9). Isto explica porque omitimos o termo bs|u|’ em (2.25); podemos também
assumir by = by = 0 em (2.13) e (2.14), e permitir que as constantes L, H e as fungoes
a; dependam de M = supwu. Consideraremos o caso de uma equagao (N = 1) e para o
caso de um sistema de equagoes (N > 1) podemos obter um resultado anédlogo, desde que

sejam dadas hipdteses adicionais.

Teorema 2.2 Seja u uma solugao limitada de (2.9), para N = 1, com as condig¢oes
(2.13), (2.14) (com by = by =0) e (2.25). Entdo, u € um quase-minimo do funcional

H(u, Q) = /Q(|Du|p + a(x))dz, (2.26)

onde
a(x) = a1(2) + az(2)77 + a().

Demonstragao Seja v € W'?(Q) tal que K := supp(u — v) CC €, e suponha que
lv(x)] < M := supg |u|. Tomando em (2.9)

o= (u—uv)Ter?),

2A razdo para esta terminologia reside no fato de que quando (2.8) é a equacido de Euler de um
funcional, temos A = F, e B = F,,. Se a fungdo F(z) cresce como |z[P, é natural esperar que A cresga
como |z|P71, enquanto o crescimento de B permanece o mesmo que o de F, isto é, |z|P. Daf a distingao

entre condigoes naturais e ndo-naturais (ou condigbes de crescimento controlado).
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com At = max{A,0}, e denotando por S o suporte de p, obtemos através da regra do

produto

/A,-Dm[l%—A(u—v)]eMu_v) d:zc:/
S

Az‘Dw[l—I—/\(u—v)]e’\(“_“) dx+/B(u_v)ek(u—v) dz,
s

s
onde os coeficientes A; e B sdo obviamente calculados em (z, u(z), Du(x)). Usando (2.13),

(2.14) e (2.25), e lembrando que u — v > 0 em S, deduzimos
/S |DulP[1 4+ Mu — v)]e** ™) dz < /s ar[1 + Mu — v)]eM) dg
- /S(L’DMpl +az)[1 + Mu — 0)]eX" ™| Do| do
+ /S(H|Du|p + as)(u — v)e* ) dz,
dai, uma vez que |u| e |v| sdo ambos limitados por M, temos
/S | DulP[1 4 Au — v)]e** ) da < C/S a; dr + C/S(L|Du|p1 + az)|Dv| dx
+ C/S azdx + /s H|DulP(u — v)e*" ™) dz.

Escolhendo agora A = H, a ultima integral do lado direito pode ser subtraida do lado

esquerdo. Além disso, pela estimativa usual
AB < eAvT + c(e)BP,
obtemos

/(L|Du|p_1—|—a2)|Dv| gce/|Du|p+C’(e)/ (1Del +a5 7).
S S

S

Substituindo na desigualdade principal e lembrando que v — v é limitado, temos

(1—ce)/S|Du]pdx§ C(e)/S|Dv|pd:c+C(e)/Sadx

dai, tomando € suficientemente pequeno

/]Du\pdach/]Ddex—i-C/adz.
s s s

Agora, somando na integral a ambos os membros

/adx
s

/(ypu|P+a) iz < c/(|Dv|p+a) da. (2.27)
S S
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Similarmente, escolhendo

obtemos a desigualdade

/(|Du|p +a)dr < c/(|Dv|p +a) dx,
T T

onde 7' = supp ¢. A conclusao segue somando a desigualdade acima com (2.27).
Finalmente, se v nao verifica a relagao |v| < M, definimos v = min{ M, max{v, —M }},

ou seja,

() =S v(z), —M<wv(z)<M

—M, wv(z) < —M.
\
Assim, note que |v| < M dai, como v € WP(Q), pois é a composigao de fungoes Lipschitz,
segue da primeira prova que

H(u, K) < cH(v, K).

Por outro lado |Do| < |Dv|. Desta forma concluimos imediatamente
H(u, K) < cH(v, K) < ¢H(v, K).

Exemplo 2.1 (Frehse [9]) Observamos que, no teorema acima, a hipdtese de que u é
limitada € essencial. Na verdade, como veremos mais adiante, no caso escalar (N = 1),
todo quase-minimo do funcional H (ou, mais geralmente, de qualquer funcional regular
F) é Hélder-continuo e, portanto, em particular, é limitado.

Por outro lado, a fun¢ao
u(z) = 12loglog |z| ™

€ uma solugcao da equagao de Fuler do funcional

1
= 1 Dul?
Flu) /D{ +1+eu<1og\:c|>—12}‘ uf de

no disco D C R? de raio e, ou seja, temos um exemplo de uma solucdo que nao €

limitada, entao pela explicacao anterior, a solucao ndao pode ser um quase-minimo do

funcional acima.
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Observacao 2.5 Se N = 1, podemos considerar uma subsolugcdo de (2.9), isto €, uma

fungdo u(x) que satisfaz a desigualdade

/Q{Ai(x, u(z), Du(x))D;p + B(x,u(x), Du(z))p}de <0 (2.28)

para toda ¢ > 0. Se u € uma subsolucdo limitada, podemos repetir a demonstra¢ao

3

anterior,” e concluir que u € um sub-quase-minimo do funcional H, ou seja, que

H(u, K) < QH(v, K)

para toda v < u, com K = supp(u —v) C ). Analogamente, uma supersolugao limitada

de (2.9) € um super-quase-minimo de H.

Quando passamos de uma 1nica equacao para sistemas de equagoes, a limitacao da
solugao ja nao é mais suficiente. Na verdade, ja para N = n = 2 existem sistemas satisfa-
zendo as condigoes do teorema anterior, e que possuem solugoes descontinuas limitadas,

como se pode ver no exemplo seguinte.

Exemplo 2.2 (Frehse [8]) A func¢ao

sin (log log ﬁ)

u(z) =
cos (log log |71\>

¢ uma solucao fraca em R? do sistema
Au® = BY(u, Du), «o=1,2

com
1 2
U +u
2
B(U, Z) = 2 1 |Z| )
uc—u
verificando condigoes de crescimento natural com p = 2. Veremos mais adiante neste
/. 7/ . 1 2
capitulo que todo quase-minimo pertence a W, e para algum € > 0. Portanto, se a
. . . : 1,2
fungdo u acima fosse um quase-minimo, ela pertenceria a W *e e pelo Teorema de

Sobolev seria Holder-continua, no entanto, a funcdo u ndo € continua na origem.

Observacao 2.6 Como destacado anteriormente, é possivel obter um resultado andlogo
ao teorema anterior para o caso em que u € uma fun¢ao vetorial, ou seja, para o caso em

que N > 1. Para isso, € necessario uma hipotese adicional além da limitacao. Para mais
detalhes ver [12], pdg. 182.

3Naturalmente, neste caso uma limitacao inferior para o termo B ¢ suficiente. Além disso, no caso de
crescimento controlado, podemos omitir a hipétese de que u é limitada.
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Um segundo exemplo de quase-minimo surge de aplicacoes quase-requlares. Recor-

damos a definicao deste conceito.

Definicao 2.4 Uma aplicacao u : Q2 — R™ € quase-reqular se existe uma constante A > 0
tal que
|Du|™ < Adet(Du).

Se, além disso, u for um homeomorfismo, a aplicagao é denominada quase-conforme.

Teorema 2.3 Uma aplicagdo quase-reqular u € W™ (Q, R™) é um quase-minimo do fun-

cional

K(U,Q):/|Du|”dx.
Q

Demonstracao. Seja ¢ uma aplicagao de 2 em R", com suporte K CC ) . Assim,

como u = ¢ + u na K, entao?

/ det(Du) dx :/ det(Du + Do) dz.
K K

Usando a desigualdade de Hadarmard A.9, onde |D(u + ¢)| = (3, |Dij(u + ¢)|[})Y2,

0]

segue
/ det(Du) dx = / det(Du + D) dx < c/ |D(u+ ¢)|" dx
K K K

Assim, pela definicao de quase-regularidade temos
K(u, K) = / | Du|™ dx < C’/ |D(u+¢)|["de = CK(u+ ¢, K)
K K

onde concluimos que u é um quase-minimo. |

Exemplo 2.3 Outro exemplo de quase-minimo provém de minimos com obstdculos. Seja
Y(x) uma fungio em W'P(Q), e suponha que u € WP (Q) satisfaz a desigualdade u(z) >
P(x) em Q e, além disso,

Flu, K) < F(w, K),

para todo w € WEP(Q), com K = supp (u—w) CC Q e w > 1. Em outras palavras, u
minimiza o funcional F entre todas as funcoes cujo grdfico esta acima do obstaculo 1.

Agora seja v uma funcao genérica em Wi)’f(Q), que em geral nao estd acima do
obstaculo, com K = supp (u —v) CC Q. Definindo ¥ = {x € Q : v(zx) > ¥(z)} e
w = max{v, v}, temos que w > e supp (u —w) C K CC Q, dai®

Fu, K) < Fw,K)=F(v, KNE)+F,K\X)

Se duas fungoes g e h coincidem em uma vizinhanca de 99, temos [, det(Dg)dz = [, det(Dh) dx.
(Ver [12], pag. 146)
Por simplicidade, assumimos que F(z,u,z) > 0. Veja, no entanto, a Observacao 2.7.
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< Flu, K) + F(¥, K),
e, portanto, adicionando a ambos os membros o termo F(i, K), obtemos
Flu, K)+ F(, K) < Fv, K) + F(¥, K) + F(¢, K),
donde, concluimos que
G(u, K) < 2G(v, K),

onde definimos

G(u, A) = /A (F (2, u, Du) + y(2)] dx

V(x) = F(z,9(x), DY(x)).

E imediatamente verificdvel que F(z,u,z) 4+ vy(x) satisfaz as mesmas estimativas (2.2)
que ', com a+ v em vez de a. Em conclusao, um minimo, e também um quase-minimo,
do funcional F, com obstaculo 1, € um quase-minimo livre do funcional G, isto €, ndao

existe mais restri¢cao u > 1.

Observacao 2.7 O funcional
T(u,) = /(|Du|p+b|u|7—|—a(a:))dx
Q

€ tipico na teoria dos quase-minimos, uma vez que € possivel reduzir a ele todas as integrais
do tipo

F(u, ) = / F(z,u, Du)dz,
Q
quando a fun¢ao F(x,u, z) satisfaz as desigualdades
|27 = blu|" — a(z) < F(z,u,2) < L[z’ + blu]” + a(x), (2.29)

comL>1,0<ae L), v<p ebeL%.

Mais precisamente, se u € um @Q-minimo para F, entao ele é um @Q-minimo, com
uma constante Q) diferente, para o funcional J. Reciprocamente, um QQ-minimo para J
é também um Q-minimo para F + [(blu|” + a) dz.

A justificativa seque as mesmas linhas daquela do Teorema 2.1. Tomando qualquer

funcao v tal que u — v tem suporte K CC (), temos

/(|Du\p—l)]u|“Y —a)dx §/ F(z,u, Du)dx
K K

< Q/ F(z,v, Dv)dx
K

< Q/ (L|Dv|P + blv|" 4+ a) dx
K
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e, portanto, adicionando os termos finitos necessdrios em ambos os lados temos
T K) < M/ (Dol + blo[” + blu]” + a) do
K

e a conclusao seque como no Teorema 2.1, onde trabalhamos com a estimativa de blu|”

para obter

J(u, K) < QI (v, K).
Reciprocamente, suponha que u € um Q-minimo para J, ou seja,
/K(|Du|p +blu|” +a)dx < Q/K(|Dv|p + bl + a) dx.
Da desigualdade estrutural (2.29),
F(x,u, Du) < L|Dul? + blu|" + a

logo,
F(z,u, Du) + blu|” + a < L|Dul? 4 2bju|” + 2a.

Integrando sobre K e tomando C = max{L,2} seque que
/ (F(z,u, Du) + blu|” +a) < C/ (|Dul? + blu|” + a).
K K

Portanto,

Flu,K) <CJ(u, K).

Usando a hipotese de quase-minimalidade de J, temos
Flu, K) < CQ /K(|Dv|p + bl + a) da.
Agora, usando a estimativa inferior de (2.29), obtemos
|Dul? + bjv]” + a < F(x,v, Dv) + 2blv|" + 2a,

desta forma
/ (IDof? + bjo] +a) < C / (F(z,0, D)+ blo]" + a).
K K

ou seja,
/ (| D[P + blo|" + a) < C F(v, K).
K

Substituindo na nossa estimativa encontrada anteriormente, seque

.;E(u,K) < Q/%(U,K>, com Q' = C*Q.
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2.3 Quase-Minimos Cubicos

Uma definigao mais geral do que a de quase-minimos ¢ a seguinte, que envolve apenas
integrais sobre cubos de R™.

Definigao 2.5 Seja @@ > 0. Uma funcdo u € Wlicp(Q) ¢ chamada de Q-minimo cibico
para o funcional F se para todo cubo Qg C ) e para toda ¢ € Wol’p(QR) tivermos

F(u,Qr) < QF (u+ ¢, Qr).

De modo analogo, considerando bolas de R™ em vez de cubos, poderiamos definir quase-
minimos esféricos. Em geral, pode-se definir um quase-minimo com respeito a uma familia
uniparamétrica de dominios homotéticos relativamente compactos.

Observagao 2.8 E claro que um Q-minimo € também um Q-minimo cubico ou esférico.
Como efeito, seja u € Wllof(Q) um @Q-minimo do funcional F. Dado Qr C 2 e p €
Wol’p(QR), defina v =u+ @ em Qr e v =u fora deste cubo. Logo, v € Wllocp(Q) Agora,
note que u—v = —p em Qg e u—v = 0 fora deste cubo. Entao K := supp (u—v) CC Qg.

Pela definicao de Q-minimo, temos
Flu, K) < QF(v, K).

Mas, em Qr — K, temos u = v, logo adicionando F(u,Qr — K) em ambos os lados da

equagao acima, obtemos

‘F(uv QR) < Qf(vw QR) = Q‘F(u + 2 QR)

Em dimensao n > 2, as duas nog¢oes nao coincidem, vejamos o exemplo abaizo.

Exemplo 2.4 (Giaquinta e Giusti [11]) Seja n > 2 e seja u uma fun¢io homogénea de

grau 3,0 > > 1—2 reqular em R"\ {0}, sem pontos estaciondrios’

fronteira de qualquer cubo de R™." Mostraremos que u € um Q-minimo cibico da integral

de Dirichlet
/ | Dul|? da.
Q

Serd suficiente provar que em qualquer cubo Qr = Q(xo, R), temos

, e nao constante na

8

R/ |Dul? dx < c/ lu — upg,)® dHn 1, (2.30)
Qr 0QR

5Dizemos que u nao tem pontos estaciondrios se Du(z) # 0, Vax # 0.
"Um exemplo de tal funcio é u(x) = |z|?.
8Denotamos por H,,_; a medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional em 952, que coincide com a medida

de superficie usual quando 92 é Lipschitz-continua.

69



pois, por (A.7), se v =u em OQr temos

/ U — ugg,|* dHn 1 = / v — vogul? dHn_1 < cR |Dv|? da.
0QRr O0QR Qr

Podemos reduzir ao cubo Q@ = Q(0,1) fazendo uma mudan¢a de varidvel o = Ryo e
r = R(yo +v), isto €, enquanto x varia em Qr oy varia em Q(0,1). Levando em conta

a homogeneidade de u, temos
u(Ax) = Nu(z) = Du(\x) = N7 Du(x)

assim, temos
Du(zx) = Du(R(yo +y)) = R*' Du(yo + y).

Desta forma, no lado esquerdo de (2.30) temos a partir da mudan¢a de varidvel que
R [ RO \Dus+ )P Ry = R [ (Du+g)Pdy. (@231
Q Q

Agora, olhando para o lado direito de (2.30) temos

1
UoQpr = A
9% = 10Qx| Jaq,,

que quando aplicada a mudanga de varidvel, escrevendo |0Qr| = R"0Q| obtemos

u(z) dH,—1(x)

1
UOQr = Ton TTAAT / w(R(yo +y))R" ™ dH,1(y) = Rﬂ][ w(yo +y) dHn 1 (y).
Rn=100Q)| Jag 0Q

Desta forma, aplicando a mudanga de varidvel no integrando do lado direito de (2.30)

temos
u(z) — uag,(2)]* = R¥|ulyo +y) — uaq(yo + y)|*.

Integrando em ambos os lados com relagcao a x e usando a mudanca de varidvel, seque

que

/ () — wooy (@) dHyr (z) = R+ / (o + ) — usg(yo + 1) PHos(y)
OQRr oQ

Fazendo a expansdao do quadrado do integrando, nao € dificil ver que

/ (o + ) — wso (o + 1) dHr(y) =190 (f o + )| dHor(y)
aQ 0Q

- (]éQ u(vo + ) cmnl(y))Z) @3

Portanto, juntando (2.30), (2.31) e (2.32), obtemos

[ 1Dutun -+ )Py < { £ o+ ) - (]iQU(Z/o 1) dHn_1<y>)2} |
(2.33)
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Considere que
F(yo) :== /Q | Du(yo + y)I* dy

G(yo) = ]iQ lu(yo + y)|* dHn1(y) — (iQ u(yo +y) d”Hnl(y)) 2 :

Ambas F' e G sao funcdes positivas continuas, uma vez que u ndao € constante na fronteira
de qualquer cubo de R™. A razdio F/G €, portanto, limitada em conjuntos compactos e
devemos apenas investigar seu comportamento quando yy — 00, ou seja, em conjuntos
além dos compactos. Como jd vimos, se u € homogénea de grau 3 entao Du € homogénea
de grau 8 — 1, mas com um método indutivo vé-se que se u € homogénea de grau 3 entdo
DFu € homogénea de grau B — k. Assim, utilizando a férmula de Taylor com resto de

Lagrange, temos para todo y € Q) que

ulyo -+ y) = ulyo) + (Dulyo). ) + 3(D*u(uo)y.v) + Ollunl*~)

em que o resto é dado por r2(y) = O(|yo|°~3). Enquanto para a fungdo gradiente, temos

a expansao de primeira ordem

Du(yo +y) = Du(yo) + (D*u(yo),y) + O(Jyo|”~?).

Além disso, observando que y € Q € limitado, temos

YolY _ _
(D?u(yo),y) < |D*ulyo)lly] < |D% (%) | < [yolP21D%uyo/ yo])] < Clyol*2,

deste modo a igualdade anterior torna-se
Du(yo +y) = Du(yo) + O(lyo|"~?).

Mostremos que da ultima equagao acima obtemos

F(yo) = Q] [Du(yo)* + O(Jyo[**7). (2.34)

Com efeito, tomando a norma ao quadro e integrando, e definindo Ro(y) := O(|yo|?#~3)

temos
Flyo) = /Q Du(yo)? dy +2 /Q (Duyo), Ro(y)) dy + /Q Ro(y)* dy.

Para o primeiro termo, observe que
| 1Dutwl?dy =101 1Dutao)
Q

enquanto que no sequndo termo, tem-se
[ 1Dt Bt o] < Dutuoll [ Rl
Q Q
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Agora, usando que
[Du(yo)l < Clyol”" ¢ |Ro(y)] < Clyo|”?,

seque que

/ (Du(yo), Ro(y)) dy
Q

Por fim, para o terceiro termo temos

< [Dulyo)| /Q (Ro(y)| dy < Clyof2*~*.

/Q R)P dy < Clyol®2|Q| = Clyo*,

observando que 25 — 3 > 25 — 4, entdo o termo dominante é 23 — 3, donde seque (2.34).
Agora, olhemos para expansdao de Taylor de ordem 2 da func¢do u. Tomando a norma

ao quadro e trabalhando com homogeneidade de u e Du ganhamos

[uyo+y)* = [ulyo) [ +(Dulyo), y)*+2ulyo) (Dulyo), y) +ulyo) (D*u(yo)y, y) +O (o[ ~).
(2.35)
Por outro lado, passando a integral média sobre a expansao de u e usando a simetria do

cubo Q com centro na origem tem-se’

/8 (D). ) s (9) =0

e assim, conquistamos

F uloo+ ) dHos) = uloo) + 5 F (DPulun)y. o) dHoms + Ollsol’).
oQ oQ

Agora, podemos tomar a integral média de (2.35) e calcular a diferenca com o quadrado
da igualdade acima para obter G(yo). Observando que alguns dos termos serao absorvidos

pelo erro por conta do grau de homogeneidade, temos
Glon) = (D) 1) Hocs(0) + Ollyo ™) = e D) + Ol ). (230

Note agora que, como Du é homogéneo de grau  —1 e nunca se anula, temos |Du(yg)| >
clyo|?~t (nesse caso ¢ = min), de modo que, por (2.34) e (2.36), existem constantes
Ch,Cy > 0 tais que

F(yo) < |Q[|Du(yo)” + Cilyo*~*

G(yo) > c1 | Dulyo)* — Calyol*~>.
Além disso, pela homogeneidade de Du, obtemos

lyo|2P3 |y |23 1

[Du(yo)? = cilyol>*=2  cilyol

9Basta observar que f(y) = (Du(yo),y) é uma funcdo fmpar em um dominio simétrico centrado na

origem.
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que vai a zero quando Yy — 0o. Assim, seque que para F
Ch
Fly) < |Dulzo)? (|c2| LG )
00’3/0’

e, para G
C!
Glon) = Dulm)l (- 52 ).

ﬁ%’

Fazendo a razao, ganhamos

C
F@®<|@+¥wd
G(yo) - Wf;ﬂ

Deste modo, quando yo — oo temos que a razao € limitada. Em conclusdo, a razio F/G
¢ limitada tanto em compactos quanto para yy grande, portanto € limitada sempre, deste
modo (2.33) vale, e consequentemente, (2.30) vale, isto implica que a funcao u(zx) é um
Q-minimo cubico para a integral de Dirichlet.

Por outro lado, u ndo é um Q-minimo, pois a fun¢io v = min{u, 1} € diferente de
u na bola unitaria B, pois, por ter grau de homogeneidade negativo, a funcao u obrigato-

riamente explode para o infinito conforme chegamos perto do centro da bola unitdaria B.

/ |Dv|* dz = 0,
B

/ | Dul|? dz # 0.
B

Portanto, u é um @Q-minimo cubico mas nao é um @Q-minimo para o funcional de
Dirichlet. [ |

Desta forma

enquanto que

A desigualdade inferior em (2.29) é bastante restritiva, em particular quando lidamos
com funcoes u com valores em RY. Por exemplo, se n = N = 2, ela nao é satisfeita pela
funcao

F(2) = |2]* + 2det(z). (2.37)

De fato, a condigao (2.29) é apropriada no caso de fungées F(z,u, z) convexas em z, mas
muito menos quando F' é apenas quase-convexa. Neste caso, sera preferivel introduzir
uma condi¢ao menos simples, porém mais geral.

A definicao seguinte é um reforco da quase-convexidade.

Definicao 2.6 Dizemos que o funcional

]}(u,Q):/QF(Q;,u,Du)da:
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¢ estritamente quase-convezo em (o, ug, z0) € Q2 X R x R", se existe uma constante v > 0

tal que para toda @ € Wy (Q), temos
/[F(xo, g, 20 + D) — F (g, ug, 20)] dx > 1// |Do|P dx. (2.38)
Q Q

Correspondentemente, a funcao F(x,u, z) € dita estritamente quase-convexa em (g, g, o).
Finalmente, dizemos que I € estritamente quase-convexa se o € em todos os pontos, com

a constante v independente do ponto (xq,ug, 2o)-

Consideremos agora uma funcao F(z,u, z) satisfazendo a estimativa
|F(z,u, 2)| < c(|z]| + 9(z,u))? (2.39)

com

Wz, u)? = b(z)|u]” + a(x).

Em vez de (2.29), assumiremos que existe uma funcio F(z), dependendo apenas de z e

estritamente quase-convexa em 0, tal que para todo (z,u, z) € Q X R x R™ temos
F(z,u,z) > F(z) —0(x, u)P. (2.40)

Adicionando possivelmente uma constante & funcao ¥, podemos supor que F (0) = 0.
Observamos que, como |z|P é estritamente quase-convexo em 0, com v = 1, (2.40) é
realmente mais geral do que (2.29), pois (2.29) acaba se tornando um caso particular
quando F = |z|7.

No que diz respeito aos expoentes p e 7, e as fungdes b(x) e a(x), faremos as hipdteses

habituais:
n

n—p

l<p<n, p<~y<p'= (2.41)

*

b(z) € L=, a(x) e L. (2.42)
O seguinte teorema ¢é vélido:

Teorema 2.4 (Desigualdade de Caccioppoli) Suponha que a fungio u € WHP(Q) é um

quase-minimo cubico para o funcional

Fu,Q) = /Q Flz, u(x), Du(z)) da (2.43)
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com F(x,u,z) satisfazendo (2.39) e (2.40) acima. Entao, existe Ry > 0, dependendo
apenas de u, tal que para R < Ry e Qg CC €1, temos

« 1 p*
[ o i el [ - vignl (£ )+ [ ga
Qry/2 Rp Qr . -

(2.44)

e, além disso,

][ (1Dl + ") dz < (7[ <|Du|p+|u|p*)mdx)
QRry/2 Qr

*

v
— _n — *_
ondem—p+n<1eg—a+bp v,

3=

—i—]é g(x) da:} . (2.45)

Para a demonstracao do teorema acima, anteciparemos o seguinte:

Lema 2.1 Seja Z(t) uma fungdo nao negativa e limitada no intervalo [p, R]. Suponha

que, para o <t < s < R, tenhamos
Z@t) <[A(s—t) ™+ B(s —t) " + C] +9Z(s) (2.46)
com A, B,C>0,a>>0e0<9<1. Entao,
Z(0) < e(a, 0)[A(R = 0) " + B(R— )" + CJ. (2.47)
Demonstracgao. Considere a sequéncia t; tal que to =g e
tiy1 —t; = (1= AM)X(R - o)

com 0 < A < 1. De (2.46), por indugao obtemos

k ) B k—1 e
R [TV e R +C] " ;M |

Agora, escolha A de tal forma que A9 < 1. Por hipdtese, Z(t) é limitada, além disso,
0 <9 < 1, ou seja, ¥¥ — 0 quando k — oo, entdo ¥*Z(t;) — 0 quando k — oo. Por
outro lado, a série no lado direito é uma série geométrica com razao r = IA~* < 1, entao
ela converge para (1 — 9A~)"! e, portanto, passando ao limite para k — oo, obtemos a

conclusao com c(a,d) = (1 — A)7(1 — JIA")~1,

Podemos agora provar o teorema.

Demonstracao (Teorema 2.4). Seja Qg um cubo estritamente contido em (2, e seja
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R/2 <t < s < R. Seja n uma fungdo em C§°(Qs), com 0 < n <1, n=1em Q; e

|Dn| < -=. Denotando por u, a média de u em @), temos que

U :][ udz,
S

fixamos ¢ = n(u — ug). Como F depende apenas de z, é estritamente quase-convexa em

0 e F(0) = 0, entdio por (2.38) e (2.40) temos

|Dgo|pdx§/ﬁ’(Dap)dx
QS
S/ F(z,u, Dp) dw—i—/ V(x,u)? dr
:/ F(z,u, Du) dx—i—/ (x,u, Dp) — F(x,u, Du)| dx

+ [ O(x,u)Pde. (2.48)
QS

Agora seja v = u — ¢ = ug + (1 — n)(u — ug). Observemos que v = u; em @y, pois n = 1
em @), ademais v = u perto da fronteira de @, pois n = 0 ja que n € C{°(Qs). . Da

propriedade de quase-minimo cibico de u, tomando —¢ € I/VO1 P(Qs), temos
Flu, Qs) < Flu—p,Qs) = Flv,Qs),
donde, observando (2.39), obtemos
/ F(z,u, Du)dz < c/ (|Dv| + 9(x,v))? dx. (2.49)
Observamos agora que Dy = Du em )y, e portanto,

/ [F(z,u, Dy) — F(z,u, Du)] dx = / W [F(z,u, Dp) — F(x,u, Du)] dzx

assim,

/ |F(x,u,D<p)—F(m,u,Du)|dx§/ (|F(z,u, Dp)| + |F(z,u, Du)|) dx
s Qt S*Qt

< / c(|Dp| + 9z, u))P + (| Du| + d(x,u))? dz
s—Qt

c(|Dv Dul|)? + c(¥(x, u))?
<[ Dol DUy + oz, )
+ ¢(|Du| + ¥(z,u))? dx

< c/ (|Dul? + |Dv|P + 9(x, uw)?P) dz,
s_Qt
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ou seja,
/ |F(z,u, Dp) — F(x,u, Du)|dx < c/ (|Dul? + |Dvl? + 9(x,w)?) dz, (2.50)
S_Qt S_Qt
Introduzindo (2.50) e a desigualdade (2.49) em (2.48), e recordando que Dy = Du em

Q:, obtemos

\DulP dz < c/ ]Du|pd:c—|—c/ |Dv|pdx+c/ Oz, u)? + Oz, v)?) dz
Qs

Qt S_Qt s

< c/ |Dul? dx + ¢ ]Dv|pdx—|—c/ [a(z) + b(z)(|v]” + |u|7)] dz,
s_Qt

Qs s
(2.51)

logo, adicionando a ambos os lados st |u|P" dx, usando a desigualdade
|Dof? = |(1 = n)Du + (u = ug) Dy < c[(L =)’ | Dul” + (s = 1) |u —us|"],
as desigualdade obtidas por Young

blu|” < ¢ (|u|p* + br’fi—v>

o < e (ol + b7 ),
bem como |v| < |u—us| + |us| e |u| < |u—us|+ |us|. Obtemos assim uma nova estimativa

para (2.51)

« 1
/ (|Dul? + |ul? )dz Sc{/ |DulPdx + —/ |u — us|Pdx
: Q@ (s =1 Ja.
—l—/ u — ug|P dr + Qs |us|P” ~|—/ gdx} : (2.52)

com g = a + P/~ Por outro lado, usando uma versiao para médias da desigualdade

de Sobolev-Poincaré, ver Teorema A.6, temos

*
p_

lu—usP dr < c ( |Du\pd:c) R ( |Du\pd:v)
QS QS QS

onde
p/(n—p)
\(s) = ( / |Du|pdx)

¢ infinitesimal com s, isto é, x(s) — 0 quando s — 0. Segue-se que, tomando R (e

_n_
n—

— x(s) /Q |DuPds, (253

portanto s) suficientemente pequeno, a desigualdade (2.53) nos dé

lu — ug|P da < 6/ |DulPdx = € |Du]pdx+€/ | Du|P dz.
Qs

Qs Qt s _Qt
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Assim, podemos ter uma nova estimativa para (2.52).

. 1
(|Dul? + |ul? )dx <c |Du|Pdx + |u — ug|Pdx
G-y
' —Q s =1 Jo,

+€ |Du\pdx+e/ | DulP dz + |Qs]us
Q¢ s—Qt

p*—l—/ gdm},
QS

Escolhendo adequadamente ¢ > 0, podemos subtrair € th |Dul? dz do lado esquerdo,
restando no lado direito a quantidade € f Qa1 | Du|P dx que pode ser somada a parcela ja

existente. Chegamos assim a desigualdade

/ (|Dul? + |u

« 1
Pydx <c / |DulP dx + |u — us|P dx
szt (S _t)p Qs
+@M%W+/“Wm} (2.54)

Afirmamos que vale as duas estimativas abaixo:

|u — ug|? do < c/ lu — ug|P dx
Qs Qr

lus| < 2"][ lu| dx.
R

Com efeito, para a primeira desigualdade observemos que
u—us|” < c(|lu—ugl” + [ur — us[”)
desta forma, integrando em (4, obtemos
g |u — ug|? dr < C/Q |u — uglP dx + c|Qs||us — uglP. (2.55)

Estimemos a segunda parcela a direita da desigualdade acima. Pela definicao de média,

claro que
us—uR:][ (u—ug)dx

donde, aplicando Holder, obtemos
1 »
1 ‘u - uRlp )
Q7 \Ja,

como consequéncia, elevando ambos os lados a p

lus —ug| <

1Qul[ts — unl? < / = upl? da.

s
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Logo, substituindo essa estimativa em (2.55), segue que

lu — ug|P do < c/ |u — ug|P dx
Qs Qs

/|u—us|pdx§c/ |u — ugl|? d.
s Qr

Para provarmos a segunda afirmagao feita, lembre-se que s > R/2, observe que pela

lus| = ‘][ udz S][ |u| dz.
Qs Qs
Agora, escrevemos

1 1 1
F = juldo < ufdr = 92l _L g 188
Qs |QS| Qs |Q8| Qr |QS| |QR| Qr |QS| Qr

como s > R/2,

e, como Qs C Qrg,

definicao de média

1Qul = Qx| = (R/2)" = 27| Qe

implica que,

|Qr|

T S 28,

|Qs]

lus| < 2"][ lu| dz.
R

Assim, substituindo essas duas desigualdades provadas acima em (2.54), obtemos
* * 1
/(|DU|P+|UP )dxgc{/ (1Dul? + [ul”) d + / = upl? da
¢ s—Qt (S - t)p Qr

+1Qx] (]é |u|dx)p* +/QRgdx}.

Agora, pelo método de “preenchimento de buraco” (hole filling) de Widman [?]. Adicio-

desta forma

nando a ambos os lados a quantidade

c/ (|Dul? 4+ |u|p*)dx

e dividindo por ¢+ 1, obtemos

/ (1Dul? + |u

* * 1
P da gﬁ/@ (|Dul? + |ulP") dz + G /QR lu — ug|P dx

p*
1Qxl (][ |u|dx) [ gan
Qr Qr
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onde ¢ := -7 < 1. Aplicando o Lema 2.1, com

Z@>=1/'ﬂDuP+qu3dx

p*
A= |lu —uglPdx, B=0, C=|Qg (][ | dac) —|—/ gdx,
Qr Qr Qr

obtemos imediatamente a desigualdade (2.44). Para obter (2.45) devemos estimar o lado

direito de (2.44). Definindo ¢ = %, temos ¢* = % = p, e portanto, pela desigualdade
de Sobolev-Poincaré A.6, claro que

P

/ lu —ug|Pdr <c (/ | Du|? dx) "¢ </ | Du[P™ d:v) " , (2.56)
R R R

_n_

com m = e

Por outro lado, temos p*m > 1 e, portanto, usando Holder

1
][ lu| dz < <][ |ulP™™ d:L‘) o (2.57)
R R

Introduzindo as desigualdades'® (2.56) e (2.57) em (2.44) obtemos facilmente a estimativa

requerida (2.45). [

Observagao 2.9 No que se seque, necessitaremos dos resultados acima também em uma

forma ligeiramente diferente. Partindo de (2.51), temos

| Du|P dx < c/ ]Du\pdx—l—c/ |Dv|pd:1:+c/ [a(z) + b(z)(|v]” + |u|7)] d.
Qs

s

Qt s _Qt

Estimando |Dv|P exatamente como feito acima e lembrando que v = u — ¢, em que

o =n(u—us) e0<n<1, temos
o] = Ju— ¢ < ul + |@] < ful +[nflu — us] < ful + |u—
e, elevando ambos os lados a vy, seque que
0" < e(lul™ + |u— ug]7).

Precisamos fazer uma nova estimativa para blu — us|". Pela Desigualdade de Hélder com

os expoentes de tal forma que 1% + 2 =1, temos a desigualdade

/b(x)]u—us\vdx:/ b(x)|u — usPlu — ug|" P dx
S QS

2 2
* P* n n
< ([ b a)” ([ @t wrmiac)
Qs Qs
10Se ¢ < 1, as desigualdades anteriores continuam vélidas com m = 5

1
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dat, usando a desigualdade de Sobolev-Poincaré A.6 na primeira integral do lado direito

temos a sequinte estimativa

/ b()(u — ug|7) dar < cg(s)/ DulP da

s Qs
com
ya
6= ([ 0l wpnia)
utilizando Holder com os coeficientes r = n(’;p_*p) er = n(é’fiy) e depois elevando a ©,
obtemos
b3 1=p 1—
n n . P * p*
( / <b<x>|u_us|”>pdx> < ( [ umwp dx) ( [ v dx>
S QS S
Y—p 171

Sc(/ |u|p*dx>p (/ bpf*vdx> ’

< cllullp="lbll_pe_.
pT =7

Se escolhermos R (e portanto s) suficientemente pequeno, temos c&(R) < % e assim

podemos subtrair o termo correspondente do lado esquerdo de (2.51), obtendo

1
| Du|P dx < c(/ |Du|P dz + / |u—us|pdx)
Q —Q (s =) Ja.

+c/ (a(x) + b(x)|u|”) dx.

Podemos agora argumentar como no Teorema 2.4 e usar o lema assim como foi usado no

teorema sendo que neste caso vamos ter C' = fQR(a + blu|") dx. Podemos concluir que

1
/ | Du|P dx < c{—p/ |u—uR]pda:+/ (@ + blul™) dx}. (2.58)
QRry2 R Qr Qr

2.4 Estimativas L’ para o gradiente

*

Definindo f(z) = |DulP + |[ulP" e g(z) = a(z) + b(z)7 7, escrevendo 2R em vez de
R, a desigualdade (2.45) torna-se

g f(x)dz < c { ( - fm dx) . + ]ém 9(z) d;c} . (2.59)

O objetivo desta se¢ao é mostrar como (2.59) implica uma somabilidade mais alta da
funcao f, e consequentemente das derivadas de wu, sob a hipdtese de que a funcao g

pertence a algum L", com r > 1.
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Para isso, comecemos considerando o caso das fungoes f e g definidas no cubo

Q = Qu1- Seja d(x) = dist(x,0Q), e para k =0,1,2,... defina
Cr = {x €Q: %2’“1 <d(x) < 22’“} :

Cada camada C} pode ser dividida em uma familia finita Gy de cubos iguais, cada um

Q = Qa1

Ci D i = {meQ" %2-“‘ <d(@) < %2*}

B o - e do cawc iy

|:| Guiar= /e Q" %2*“' gdmg%fz K2y

D C, = {z€Q: 13—6 grl(zr)gg}

Da,: (z€Q: ggd(z)gg}

Figura 2.1: Tlustracao 3D do problema 1

de lado 4, = %2”“’1. Se a uniao desses cubos adicionarmos o cubo 1,4 concéntrico a @,
obtemos a totalidade de Q).
Suponha agora que (2.59) é satisfeita para todo cubo Qg CC Q. Se P é um cubo,

denotamos por P o cubo concéntrico a P e com lado duplo, de modo que (2.59) se torna

]{Df(x)dxﬁc{(]éfmdx)’;_i_]égdx} (2.60)

para todo P tal que P CC Q. Se adicionalmente P C Cj, temos %2_’“ <d(x) < %22"“
para todo z € P. De fato, pois tomando um cubo em Cj ele tem no méximo lado de
comprimento J; = %2*’“*1, assim, P que tem lado duplo prolonga metade dos seus lados
em todas as n direcgoes, logo o novo intervalo é dado por

3 3 1 3 3 1
okl [ Soth ) o <(a) < 2R [ S27RL) 2
4 (4 )2—<@—4 T\ 2

3

logo, 162_’C <d(x) < %2_’“. Em particular P CC Q, e assim, elevando a n as desigual-

dades e multiplicando por f(x) temos

d(z)"f(z) < eif(z) < f(z), paraz€eP

e:f(x) < d@)"f@) e cgla) < d@)"g(z), paraxe P.
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Dai, passando as integrais médias e observando (2.60), claro que

F(z)dz < B F™dz "%+ Gdx (2.61)
froass{(f i)« fou)

onde definimos

E f4cil verificar que (2.61) também vale para P C (1,4, pois se isso ocorre, entao P cc
(ON /2, consequentemente, PcC (). Com isso em mente, podemos enunciar e demonstrar o

préximo resultado.

Lema 2.2 Para todo t com

t>ty:= ][ f(z) dz,
Q
definindo

O, ={reQ: Flx)>t} e I''={ze€Q:G(x) >t}

/ Fd:cgc{tl—m/ Fmder/ de}. (2.62)
[oF Py It

Demonstracao. Seja s = At, onde A\ é uma constante que fixaremos durante a prova. Se

temos

P € G, temos

s—)\t>)\][f dx>)\|Q|][f 2)dp > M- ]{DF(I)da:Z]{DF(x)dx, (2.63)

sempre que A > 4". Provemos com mais detalhes a peniltima desigualdade. Sabemos

que |Q| =2" e |[P| =67 = (227%)", assim

P n
u - 372—’6".
QI 2%
Como P € Gy, entao d(x) < 227% logo para z € P C P,
n 3 —k "
F() = ()" (@) < (227+) (@),

consequentemente

AN\" AN\"
f(z) > <§> 2k () = ]if(x) dx > (g) Qk"ﬁF(x) dx.
Desta forma
IQl][f—%" 3) ]{DF ! ﬁF
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o que prova nossa penultima desigualdade de (2.63). A relacao (2.63) permanece vélida se
P = Q1/4. A cada um dos cubos P podemos aplicar o Teorema de Calderén-Zygmund (Te-
orema 1.10). Dessa forma, obtemos uma familia enumerédvel {Q);} de subcubos disjuntos
de @, tais que

s <]€2 F(z)dx <2"s

J

e F(r) <sem @ —JQ;. De (2.61) inferimos que ou

f reraean (f rar)’ o

J

ou

]2 F(z)dz < 219][~ G dz. (2.65)

j Qj

1
s<2B ][ F"dx
Qj

e, portanto, elevando ambos os lado a m

No primeiro caso, temos

s™Q,| < (2B)™ / BT da (2.66)

Qj

Além disso, observando que ®; = {x € Q) : F(z) > t} temos

J

dai, sabendo que s = At, temos por (2.66) e (2.67) que

fm@:/ zmm+/ zmmg/ Frde+m|0s),  (267)
Q;Nd, Qj—, QNP

J

1Q;| < (2B)"s™ (/ F™ dx+tm|c§j\> = (23)%%/ F™dz + (2B)™A"™|Q,|

Q;NP¢ Q;NP¢
e, tomando A suficientemente grande, de tal modo que (2B)" A\~ < %, temos
1Q;] < 2(2B)™s™™ / F™dx | . (2.68)
Q;NPy
Agora, caso (2.65) for vélida, temos

s|Q;] < 23/ G dx

Qj
e, consequentemente, olhando para o conjunto I'y = {z € @ : G(x) > t} e desde que
2BA 1 < %, segue de contas andlogas que

Q;NT't

1Q;] §4Bs_1/ G dz. (2.69)
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Em conclusao, temos em todo caso

Q] < < (tl—m/ Fm dx+/ de). (2.70)
S Qjﬂq)t Qij‘t

Vamos agora avaliar a integral de F' sobre @, usando as propriedades obtidas do Teorema

de Calderén-Zygmund, temos

/Fd:)s:/ Fd:vgi/ Fda:§2”s§:|Qj|:2”s DQ]- GQJ
s uQ; =17 j=1 j=1 Jj=1

Queremos estimar a tltima quantidade por meio de (2.70). Para isso, aplicamos o Lema

< s (2.71)

1.4 a familia {Qj}, e obtemos uma subfamilia enumeravel de cubos disjuntos dois a dois

{II,} tais que, denotando por P o cubo concéntrico com P e de lado quintuplo,

U Qj C U ﬂz
Temos, portanto,

’UQJ < ’Uﬂz

notando que cada II; é algum Q;, entdao por (2.70)

| < & (tl—m/ Fmda;+/ de).
S I1,Nd; ;NI

Somando sobre ¢ e usando que os II; sao disjuntos, fica claro que

) E 1-m m
;\szg > (t Z/Hm)F dx+;/mrtedx>.

Por outro lado, os II; sao disjuntos, as integrais em II; sao sobre partes disjuntas de ®; e

00
=1

Iy, isto é,

Z/ Fmdzz::/ Fmg/Fmd:ce Z/ de:/ Gg/de.
5 JILN®, U(I;Ndy) oy 5 JILNT, U(II;NTy) Ty

Portanto,
Yoml< S (tl-m/ Fmdx+/ de),
. S ‘I)t Ft

(2

donde juntando com (2.72) e (2.71), obtemos

/ Fdxgc{tl_m[b Fmdx+/F G(z) d;c}. (2.73)

Por outro lado, como s = At > 1t = t, entao ®; C P4, pois F(x) > s > t. Assim, no

conjunto ¢, — P, temos
t<F(x)<s = Flmm < glmm = F <sl—mpm
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lembrando que, pelas hipéteses anteriores, 0 < 1 —m. Logo, integrando a tltima desigual-

dade acima sobre o conjunto ¢, — &, temos

/ Fdz < / sITMET dr < slm/ Fdx < ctlm/ F"dx (2.74)
B,—d, B,—, ®, &,

Agora, observando que
/Fdx—/ Fdx—i—/Fdx
[N D —Dy s

e usando (2.73) e (2.74), temos

/Fdxgc{tl_m/ Fmdx—l—/Gda:}.
[oF [im Tt

Precisamos agora do seguinte:

Lema 2.3 Sejam h > m >0 e seja F € L"Q). Definindo
o(t) = / F™dz,
(t)

/thx:—/ th=m dip(t).

Demonstragao. Podemos supor que F' é limitada e que ¢(t) é continua no ponto 7, pois

temos

o resultado geral segue por aproximagao. Note que, para F'(z) > 7 temos

F(z)
F(x)h—m = gh=m 4 / (h — m)t"—™ dt

T

Multiplicando por F'(z)™, obtemos
F(x)" = =™ F(2)™ + F(:E)m/ (h —m)th—m"1 dt,
agora, integramos sobre x € @, para chegarmos que

/ Fh dx:Thm/ Fm dx—i—(h—m)/ F™dx / th=m=1dt.
D, o o T

Trabalhemos com a tltima parcela. Usando Fubini e observando que o conjunto { (z,vy) :

re b, 7<t<F(zx)} éequivalente a { (z,y) : 7 <t, x € I, }, claro que

F(x) 00
/ F™dg / th=m=1d = / th=m=1 gt / F™dz.
- T T Dy
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Mas, por hipdtese, temos p(t) = fcbt F™dx, assim

/ F™dx / th=m=1 gt = / th=m=1o(t) dt.

/ F'dz = 7™ o(r) + (h — m) / el i, (2.75)

T

Portanto,

dai, por integracao por partes, segue que

(h=m) [ oty dt = el — [ ().

Notando que, o termo [p(¢)t"~™] vai para 0 quando t — oo, pois dado x € ®;, temos

F(z) > t, ou seja,
F(x)h=m > ¢h=m = F(z)™"™ < F(x)".
Podemos integrar, uma vez que F' € L", daf obtemos
o< [ P
Dy

onde a integral vai para zero quando t — oo pois F' é limitada e, consequentemente, o

conjunto ®; se torna vazio quando t — oco. Assim, a nossa integragao por partes acaba

em
(=m) [0y =~ = [T 0ot
que substituindo em (2.7;) obtém-se o resultado. T [
Com a notagao precedente, (2.62) pode ser escrita na forma
-/ T dg(r) < Aff () + w(t)]. (2.76)
t
onde

w(t):/r G dzx.

Proposigao 2.1 (Gehring [10]) Suponha que p(t) é uma fungdo decrescente em [a,+00),
infinitesimal quando t — +o00, e que verifica (2.76) com m < 1 para todo t > a. Existe

um numero real r > 1 tal que

_/ u"" dp(u) < —2a7"1/ u' " do(u) — 2A/ u" ™ dw(u). (2.77)
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Demonstracao. Comecemos supondo que ¢(s) = 0 e w(s) = 0 para s > k — 1. Para

q > 0 definimos

I,(s) = —/fuq do(u), I,=1I(a) e Q= —/: u dw(u).

Claramente, pela definicao acima

k k
I = —/ u" " dp(u) = —/ u T dop(u). (2.78)

Segue, por propriedades da Integral de Stieltjes (ver [1]), que a derivada de Stieltjes de

uma integral do tipo

Fu) = / £(r) da(r)

dF (u) = — f(u) da(u).
Assim, definindo I;_,,(u) = — ff T dp(T), tem-se
dl_pm(u) = u'""dp(u),
donde, substituindo em (2.78), obtemos

k
o= — / WL ().

Aplicamos a férmula de integragao por partes para integrais de Riemann-Stieltjes (ver [1]),

para chegarmos que
k i k
/ urdl g (u) = [u’”_lll_m(u)}a - / I () (r — 1)u" 2 du
a a .
=—a"_py— (r— 1)/ w2 (u) du.
Substituindo, obtemos
k
Ly =a I+ (r — 1)/ w21, () du. (2.79)

A dltima integral pode ser estimada por meio de (2.76). De fato, lembrando que, por

hipétese, se 7 > k — 1 entao (1) = 0, dai
k 00
L _p(u) = —/ M dp(T) = —/ T do(1) < Al "o (u) + w(u)].
Usando a desigualdade acima em (2.79), claro

k k
Lo <d Ly + Alr — 1) (/ u"" o (u) du +/ u"2w(u) du) :
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Por outro lado, integrando por partes, obtemos

Ir—m a”"m Ir—m

/a k u T (u) du = - p(a) <

r—m r—m r—m

e, similarmente, integrando por partes

segue que

-1
Ir—m S aT_lll—m + Ar—]r—m + AQT—l'
r—m

Se assumirmos agora que A(r — 1) < =™ concluimos que

2

I _
Irfm S @Tilllfm + 9 + Aﬂrfl = [rfm S 2a" 1117m + 2AQr71

assim, lembrando que

k k k
I = —/ "M de(u), g, = —/ ut M dp(u), e Q= —/ u" ! dw(u),
a a a
e que, sob a hipé6tese de suporte compacto (¢ = w = 0 para s > k — 1), as integrais até k
coincidem com as integrais até co, obtemos exatamente

—/ u" " dp(u) < —2a’"_1/ ut ™™ dp(u) —2A/ u "t dw(u),

e (2.77) esté provada quando ¢(t) = w(t) = 0 a partir de algum ponto. No caso geral,
observamos em primeiro lugar que como ¢ ¢é decrescente entao dp < 0, dai para s > k
temos

_Sl—m < _k,l—m = —Sl_md(p > —kfl_mdgo,

logo
_ / S dp(s) >~k / dip(s) = K" ip(k) — p(T)]

de modo que, fazendo T' — +o0:

—/k s dp(s) > K o(k). (2.80)
Agora, definindo
o(t), set<k
pi(t) =
0, set>k
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e o andlogo para wy, e levando em conta (2.76), obtemos para t < k:

e k fe’e)
—/ st=m dok(s) = —/ st=m dpg(s) — / gt—m dor(s)
¢ t k

== [ St Bl

< [ apts) < A enlt) + ()

t

em que o passo da segunda igualdade é garantido por [Teorema 7.9, 1].
A relagao precedente obviamente permanece valida para t > k. Pelo que acabamos

de provar, temos portanto, pelo caso particular j& demonstrado, e lembrando que dy < 0

—/ s dpg(s) < —2@“1/ s dipp(s) — 2A/ s" 1 duwy(s)
< —2a’"1/ s dip(s) — 2A/ s" 1 dw(s),
e a conclusao segue fazendo k — 4o00.

Uma aplicacao da proposicao anterior ao Lema 2.2 pode ser feita observando que,

com a notagao do Lema 2.3, temos

_/ urmd(p(u)—/ F"da —/ ulmdso(u)—/ Fdr e —/ u”dw(u)—/ G" dr;
a D, a d, a Ta

donde, usando o resultado da proposicao, segue

/ Frdz < 2a’"1/ Fdx—l—QA/ G" dzx,
q>a q:'a Fa

com a = dx. Por outro lado, em () — ®, temos F' < a logo
fQ f I g

/ Frdxgar_l/ Fdzx,
Q—, Q—P,

e, portanto, juntando as duas desigualdades, temos a desigualdade sobre todo o cubo )

/ Frdz < 2@7"1/ Fdzx + ZA/ G"dz. (2.81)
Q Q Q

Voltando as fungoes f(x) e g(x), trabalhamos com as desigualdades F'(z) = d(x)" f(z) >
cf(xz) em Q12 ¢ F(x) =d(z)" f(x) < Cf(x) em @, encontramos

frde <c <a’"_1/ fdx—i—/grda:) ,
Q12 Q Q
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ou ainda, observando que 1 = |Q1/2| = 27"|Q| temos

o frdx < c{(]éfdx) + ]ég” dx}. (2.82)

Se em vez do cubo () de lado 1 considerarmos um cubo Qg de lado 2R, obtemos,
por meio de uma simples homotetia (ou seja, uma redugao ou amplia¢ao do cubo):

Teorema 2.5 (Giaquinta e G. Modica [1]) Seja f € LY(QRr), e suponha que para todo
cubo Q C Q CC Qg tenhamos

f fmdw{(f@ fmdx)*wé gdx} 2,59

com 0 < m < 1. Suponha que, a fungdio g pertence a L*(Qg) para algum s > 1. Entao,
existe um r > 1 tal que f € L"(Qry2), € além disso

Tdr < d 7q—l— "d } 2.84
s c{(][Rf x) ][Rg . (2.84)

Corolario 2.1 A conclusao do teorema anterior é vdlida se substituirmos a hipdtese

(2.83) por

]éf(:c)dxge AQfd:chB{(]{Qfmdx);+/Adix}, (2.85)

com \ > 1, desde que € seja menor que um niumero ¢y dependente apenas den e \.

Demonstracgao. Sejam t < s < R. O cubo @; pode ser coberto por cubos ); de lado
r = ST_t, de modo que no maximo N(n,A) cubos AQ); se intersectam, onde AQ; C @

(Observe a figura abaixo). O nimero total de cubos @Q); nao excede c¢(s — t)~"(At)", pois

n
|Q:| _ (20) _
= — =c(s—t)"(A)".
Q;] L=
)\n
; ool T
W e ramsrans e r ot B ) 7
,/,/_[ | ‘:
4 I A
— £ “ |
] (i e
Emmmram— | _
Q | i "1 Q,: cubo interno (lado 2t)
o | ! [] Qi : cubos de cobertura (lado r = %)
\ /J )/: [] AQ; : cubos dilatados (lado Ar), todos contidos em Q,
v [ oy iy
f——— 2%t ——

Figura 2.2: Tlustracao 3D do problema 2
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De (2.85) para @); segue que

1
fdr <e fdx+ B ( fmda:> +][ gdz .
Qi AQ; AQ; AQi

Assim, multiplicando por |Q;| e majorando por % < 1 temos

fdr<e| fdr4c\)(s—t)"m < fmdx> " +c/ gdz.
Qi AQi AQ; AQ;

Somando sobre %, e lembrando que @, C |J, @;, no lado esquerdo da desigualdade ficamos

fdxs/ fde < I da,
Qt U; Qi zl: Qi

deste modo, utilizando essa desigualdade obtemos

dx < d N(s—)""m nd ' b
/Qtf:p_e;/AQiforC( s~ 1) Z(wlf ) *C;/A@”

i
Agora, sabendo que N representa o numero maximo de interse¢oes dos cubos AQ); e,

consequentemente, N < ¢(s —t)""(\t)", segue que

1
fdr <eN [ fdx+c\t(s—1t)m (/ fmdx) +cN | gda
Qt Qs s Qs

e,se R<t<s<2R,

3=

3

/fdxgeN fda:+c()\)R”(s—t)_n< fmd:zc) +cN gdz.
¢ Qs Q2r Q2r

Se eN < 1 podemos aplicar o Lema (2.1), obtendo

fdxgc(n,A){( fmdx)m+][ gdx}
Qr Q2r Q2r

de modo que ficamos reduzidos ao Teorema 2.5.

Aplicando o teorema anterior aos quase-minimos, obtemos:
Teorema 2.6 Seja u: 2 — R um quase-minimo cubico para o funcional
F(u,) = / F(z,u(z), Du(x)) dz,
Q

e suponha que as hipoteses do Teorema 2.4 sao satisfeitas, em particular

F(z2) = d(x,u)’ < F(x,u,2) < c(|z] + Iz, u))?
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com F(z) estritamente quase-conveza em 0, 9(z,u)? = b(z)|u|” + a(x), e com as funcies
bGL",a>pfi7 ea€c L’ s>1.
Entdo, a fungio |DulP + |ulP” pertence a L} () para algum r > 1, e além disso

loc
para todo cubo Qr C Qo CC €2, temos:

][ (|DulP + |u"")" dx < ¢ { (7[ (|DulP + |u|P") dx) +][ g dm} , (2.86)
Qr Q2R Q2r

ondeg::a—kbpfj.

Observacao 2.10 Se usarmos a estimativa (2.58) em vez de (2.45), ou seja, com f(x) =
|DulP, e levarmos em conta que a fung¢ao g(x) = a(x)+b(x)|u|” pertence a L" para algum

r > 1, obtemos a desigualdade

]éR |Du|™ dz < ¢ (]ém | Dul? d:c>’" n c]ém(a(x) +b(@)u])" da. (2.87)

Observacao 2.11 A estimativa (2.86) pode ser ainda melhorada. Temos, na verdade,
que

]éR(!DuV’ +uP) dz < o(q) {(ém(mup 4 |up*)qu)3 N ]ém g dx}, (2.89)

para todo g > 1 e todo cubo Qr C Qar C . Definindo 1(x) = |DulP+|ulP", sejay € Qag,

e escreva (2.86) para o cubo de raio 1’70‘9 e centro em y. Temos

f @/er:pgc{(][ @/de) +f gdx.},
Qy,*3%0) Qy,(1-a)0) Qy.(1-a)0)

ou equivalentemente, mutliplicando por |Q(y, 1_Ta(9)|

/ Yrdr < (1 — a)f)"t=" </ wdx) + c/ gdr.  (2.89)
Q(y,1520) Q(y,(1-)9) Q,(1-a)0)

Usando o mesmo argumento do Corolario 2.45, o cubo Q.9 pode ser coberto por cu-

bos Q(yi,l’TQQ), de modo que apenas um numero finito N de cubos de lado duplo

Q(yi, (1 — a)f) C Qg se intersectam, e desta forma, observe que

ey TES S N

somando sobre i a desigualdade (2.89), e absorvendo a constante N que ird aparecer no

lado esquerdo de (2.89) ganhamos

"d — 9”“—”( d)r da. .
Q(wzﬂ r < c[(1—a)b) /Qewx —1—0/6299:16 (2.90)
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Por outro lado, pela desigualdade de interpolacao (A.1)

1—gq

e (fvae) " ([

de modo que, definindo s = 6,t = af e

U, = Y"dx
Qs

temos, a partir de (2.90),

r(r—1)

r(1—q) r—q
Ut S C(S . t)n(l—?")Us r—q (/ ¢q de) + C/ gd[L‘
Qs s

Usando a desigualdade de Young para ¢ = %, p= ﬁ ep = ﬁ, segue que

1 —n(r—g a
Ut§§Us+C(3—t) g )(/ wqu> +c/ gdz

e,se R<t<s<2R, temos

1 —n(r—gq q
U < =Us+c(s—t) T ( ¢qu) —l—c/ gdx.
2 Q2r Q2r

Podemos agora aplicar o Lema 2.1 entre R e 2R, obtendo assim a estimativa desejada.

2.5 Estimativas de Fronteira

Um resultado anélogo vale para quase-minimos cibicos que assumem valores pres-
critos na fronteira. Mais precisamente, suponha que U(z) é uma fungao em W1HEH(R"?),
com t > p, e seja u € WP(Q) uma funcio tal que u—U € W, 7(Q), e que para todo cubo
@r C R™ tenhamos

Flu, Q) < c/ (1Dv| + 9(x, v))? da

Qr
para toda funcao v tal que v —u € Wol’p(QR), onde Qr = QN Qr. Suponha ainda que
a fungdo F(x,u,z) satisfaz as condi¢oes do teorema anterior, e que ) ndo tem cuspides
internas, isto é, que existe uma constante positiva aq tal que para todo cubo (Jr com

centro em 0f2 temos
Qr — Q| > a|Qr|. (2.91)

Em particular, a condicao acima é satisfeita se 02 é Lipschitz- continua. Agora, como

de costume, sejam p <t < s < R, esejan € Ci°(Qs),com 0 <n<1,n=1em Q; e
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|Dn| < 2/(s —t). Definindo u =U em R" — Q, p =n(u—U) e v =u — ¢, temos, como

na demonstracao do Teorema 2.4, as seguintes desigualdades

/]Dgp\pdxg/ F(D<p)dx§/ F(w,u,Dga)da:—i—/ Uz, u)P dx

:/ F(x,u, Du) dx+/ [F(z,u, Dp) — F(x,u, Du)] dz

+ / Iz, u)’ dx (2.92)
Agora usando o Lema A.3, temos
|F(2,u, Dy) — F(x,u, Du)| < (|Dul +|De| +3(z, )"~ Dv|

e, pela desigualdade (2.49), fica imediato que

/ F(z,u, Du)dx < c/ (|Dv| + 9(x,v))? dx,

dai, substituindo as duas desigualdades acima na desigualdade (2.92), obtemos
|Dpl? dx < c/ (|Dv| + Y(z,v))? dx + c/ (|Du| + |Dg| + Iz, u))*~!|Dv| dx
Qs Qs Qs

+/ V(x,u)? dz.

Usamos agora a estimativa AP~' B < e AP+c(€) BP obtida por Young (A.2), para chegarmos
em

| D"~ | Du| < €| Do|” + c(€)| Duf?,

|DulP~!Dv| < €| D(u — U)[? + c(€)| Dv|? + | DUP.

Tomando € suficientemente pequeno, o termo com |Dg|P e |D(u — U)J|? podem ser sub-
traidos do lado esquerdo, como no Teorema 2.4. Ademais, trabalhando com as mesmas
desigualdades usadas para obter (2.52), e observando que Dy = D(u—U) em @Q); obtemos
a desigualdade semelhante a (2.52)
|D(u—U)|pdx§c/ |D(u —U)P dz

s—Qt

te [ (Dep +1DUP +u= U + |UP" +)da,
Qs

Qt

*

com g = a+ b7 =5 . Por outro lado, temos v = U + (1 — )(u — U), e portanto derivando

e usando a desigualdade triangular

ju—U]

Dol < DU+ (1 = )| Du— )| + 2,
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e, inserindo-a na desigualdade anterior, obtemos

ID(u— U)P dz < c/ ID(u— U)|P dz + — / lu— U da
Q: - (s =1 Jq,

P |UP" 4+ g) da.

+c/ (IDUP + |u— U
Qs

Mais uma vez, o termo |u — U[P" pode ser estimado como no Teorema 2.4, aplicando o
Teorema A.5 a funcao u — U, que é nula em ), — 2, um conjunto de medida maior que

ap|Qs|. Segue-se que se R, e portanto s, é suficientemente pequeno, temos

|D(u—U)\pdx§c/ |D(u—U)|P dx + ‘ / |u — UlP dx
Qt S_Qt (S_t)p Qs

P+ g)dz.

+c/ (|DUP +|U
Qs

Aplicamos neste ponto o método de “preenchimento de buraco” (hole filling), ja usado
anteriormente. Adicionamos a ambos os lados a quantidade

c| |Du—-U)Pdx
Q1

e dividimos por ¢ + 1, assim, escrevendo ¥ := ¢/(c + 1) temos

1
|D(u—U)|Pde <9 | |[D(u—U)Pde+ / |u —UlP dx
Q¢ Q1 (8_t>p Qs

+/ (|DUP + |UP" + g) d.
Qs

Aplicando o Lema 2.1 obtemos a desigualdade de Caccioppoli

C
D(u— V)P dz < —/ |u—U\”da:—i—c/ o da,

na qual definimos g; = a+b7 = +|DUP+|U|P". Finalmente, para obter a segunda equagio

do Teorema 2.4, estimamos o primeiro termo do lado direito por meio da Desigualdade
de Sobolev-Poincaré A.4, e escrevemos 2R no lugar de R, chegando a desigualdade seme-

lhante!'! a (2.45)

][ \D(u—U)Pdz < (7[ D(u — U)|”mdx) " +c][ o dz,
Qr Q2r Q2r

com m = nLer sep, > 1, em= é se p, < 1. Podemos agora repetir os argumentos da
Secao 3.4, tomando f(z) = |D(u—U)]|, e concluir que D(u—U) (e portanto Du) pertence
a WP (Qp /o) para algum 7 > 1, com a estimativa correspondente. Cobrindo 9§ com um
nimero finito de cubos, e depois o que resta de €2 com outros cubos estritamente contidos

em (), obtemos finalmente o seguinte:

HPode-se também adicionar a ambos os membros o termo |u[P", obtendo o andlogo de (2.45).
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Teorema 2.7 Seja €2 um conjunto aberto com fronteira Lipschitz-continua, e seja u €
WP(Q) um quase-minimo cibico para o funcional F, verificando as hipdteses do Teorema

2.4, entre todas as funcoes que assumem em O o valor U(x) € WH(Q), t > p. Entdo,
Du pertence a LP"(Q2) para algum r > 1.

Observacgao 2.12 Os teoremas que acabamos de provar, e aqueles que provaremos nos
capitulos sequintes, continuam vdlidos se p > n, com as devidas alteracoes nas hipoteses
e nas demonstracoes. Em particular, se p = n, os Teoremas 2.6 e 2.7 implicam que a
funcao u(x) é Hélder-continua em 2, respectivamente em €.
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Capitulo 3

Holder Continuidade

O objetivo deste capitulo é provar que, no caso escalar N = 1, os quase-minimos
e os w-minimos (veremos adiante) de funcionais regulares do cdlculo das variagoes sao
funcoes Holder-continuas. O resultado principal ¢ uma versao do teorema fundamental de
De Giorgi [6] e Nash [18] sobre a regularidade de solugdes de equagoes lineares elipticas
com coeficientes descontinuos, um resultado que foi posteriormente generalizado, entre
outros, por Ladyzenskaya e Ural’ceva [16] para solugoes limitadas de equagoes elipticas
nao lineares. Provaremos, seguindo Giaquinta e Giusti [11], que a mesma técnica se aplica
a quase-minimos de funcionais. Como mostramos no capitulo anterior, solucoes fracas de

equagoes elipticas na forma divergéncia sao quase-minimos de funcionais adequados.

3.1 Desigualdade de Caccioppoli

Consideremos o funcional
Flu, Q) = / F(z,u, Du) da. (3.1)
Q

Como de costume, F'(x,u, z) é uma func¢ao de Carathéodory satisfazendo as desigualdades

|2|P = b(x)|u|” — a(x) < F(z,u,2) < L|z|P + b(x)|u|]” + a(z), (3.2)
onde! 1 < p < vy < p' = np—fp, e a e b sao duas fungdes nao negativas, pertencentes
respectivamente a L*() e L7(f2), com s > % ¢ ¢ > £ Assumiremos que * = 2 — ¢ e

p pT—= s n

1Se p > n podemos tomar « arbitrariamente. Por outro lado, neste caso, levando em conta os
resultados do capitulo anterior e do teorema de imersao de Sobolev, todo quase-minimo do funcional F é

automaticamente uma funcao Holder-continua, de modo que seré suficiente discutir apenas o caso p < n.



1 _ ol
;—1—F—eparaalgume>0.
Nosso primeiro resultado diz respeito a sub-quase-minimos do funcional F. Lem-

1 / s ~ ~ o,
bramos, que u € W P(2) é um sub-quase-minimo se para toda func¢do nao positiva

© € WHP(Q), com suporte K C €, temos
Flu, K) < QF(u+ ¢, K).

Analogamente, v é um super-quase-minimo se a relacao anterior vale para toda ¢ > 0.
Um quase-minimo é simultaneamente um super- e um sub-quase-minimo.

Se u pertence a W'?(Q), k é um nitmero real, e Qp é um cubo estritamente contido
em (2, definimos

Ak, R) ={x € Qg : u(z) > k} (3.3)

B(k,R) ={zx € Qr : u(z) < k}. (3.4)

Temos |A(k, R)| = |Qr| — | B(k, R)| para quase todo k, de modo que, quando necessario,
podemos assumir sem perda de generalidade que todos os valores k considerados satisfa-
zem esta relagao.

O préximo teorema é uma variacao da desigualdade de Caccioppoli.

Teorema 3.1 Sejau € WHP(Q) um sub-quase-minimo do funcional (5.1), e sejam vdlidas
as condigoes (3.2). Entao, existe Ry > 0 (dependendo de ||u||,~ e ||b]|,) tal que para todo
xo € Q, todo o, R, com 0 < o < R < min(Ry, dist(zg,0N)) e todo k > 0 temos:

/ | Dul” dz < L/ (w— k)P dz + c(|Jalls + P R")|A(k, R)['~5F. (3.5)
A(k,0) (R—0)" Jaw,r)

Demonstracao. Seja 7 uma fungdo em C{°(Qg), com 0 < n < 1, n =1lem Q, e
|Dn| < RL_Q. Definindo w = (u — k)™ = max{u — k,0}, a fun¢do v = v — nw ndo é maior

que u, e difere de u no maximo em A(k, R). De fato, basta observar que

u, se max{u—k,0} =0
v=u—nw=u—n(max{u—k,0}) =

<wu, se u>k.

Segue que, tomando ¢ = —nw < 0, temos que o supp(yp) = A(k, R), donde da defini¢ao
de subminimo obtemos

Flu, A(k, R)) < QF (v, Ak, R)).
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Usando as desigualdades de (3.2), temos

/ | Dul? dx—/ blu|" +adr < / F(z,u, Du) dx (3.6)
A(k,R) A(k,R) A(k,R)

e por outro lado

/ F(x,v,Dv)dzx < / L\Dv\pda:+/ blv|” + adx. (3.7)
A(k,R) A(k,R) A(k,R)

Por (3.6) e (3.7), obtemos

/ DulP dz < Q (/ \Dof? da +/ (lul” + [o]") + d] da:) O (38)
A(k,R) A(k,R) A(k,R)

Para x € A(k,R) temos u = u(l —n) + n(w + k), v = u(l —n) + nk, e portanto
Dv = (1—-n)Du — (u— k)Dn, e usando que (a + b)* < ¢(s)(a® + b*) temos

Jul" + " < e(n){(nw)” + [ul" (L =n)” +n"k7}

1
DolP < c¢(p { 1— pDup—i-—u—kp}.
(Dol < elp) { (1 =my|Dul” + = (= k)
Adicionando a ambos os membros de (3.8) o termo [ Ak.R) blu|” dz, usando as desigualda-

des acima, e observando que (1 — 7)Y < (1 —=7)? < 1en? <1, obtemos com os devidos

agrupamentos

/ (|Dul? + blu|”) dx < ¢ {/ (1 =n)?(|Dul? + blu|”) dx
A(k,R) A(k,R)

1 / / }
S wP dr + b(nw)” + bk” +a)dx o .
(R —=0)P Jaur) A(laR)( ) )

(3.9)

Por outro lado, escrevendo b(nw)” = b(nw)? P (nw)P, utilizando Holder com os expoentes
de modo que ]% + 2 =1 e pela desigualdade de Poincaré, segue que

p

Jotries ([ oo ) (] s on)

< DO s ( [ty i) '

Observando que 0 <7 <1ew =wu—k em A(k, R) segue que

D(nw) = (Dn)w +nDw = |D(nw)[? = |(Dn)w +nDwl? < c(|DnfPw? 4 |Dul?).
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Passando a integral na ultima desigualdade, obtemos da estimativa anterior

1
/ b(nw)? dx < c&(R) </ | Dul|P dx + —/ w? da:) :
A(K,R) A(k,R) (R—0)? Jaw.r)

onde definimos

3

e = ( |ty )

.
Loy =
n(y—p)

pp*
n(p*—)

Utilizando Holder com os coeficientes r = e elevando a %

am = (fmra)” (o)

comon<lew=u—k>0,mas k>0, entao w < u e, assim

£(R) < (/R M dx> ” (/Rbpf;)l_;*'

Agora, defina ¢ = pfiv, trabalhemos com a ultima integral. Aplicando com Holder com
1 _ 0l =1
0s expoentes % e ﬁ e lembrando que ~ =1 — or — €=, — € segue que

/b%lxs(/ b”)“lQRl"?q,
Qr QR

elevando ambos os lados a 1/¢, temos

1 1
</ qul’)q = </ ba) Q|2 D = |1bl|, | Q|
R R

§(R) < lu

Portanto,

o I0llo| @l

Se escolhermos R suficientemente pequeno (dependendo apenas de ||ul|,« € ||b]|5), a quan-
tidade [ A1) | Du|? pode ser parcialmente subtraida do lado esquerdo de (3.9), restando

no lado direito o termo

c
— wP dz.
(R— o) /A(k,R)

Desta forma, fica claro que

/ (IDul? + bluf") dz < { / (1= (1 Dup + blul") de
A(k,R) A(k,R)

1
—l——/ wpda:+/ (bk'y—i—a)dx}.
(R—0)? Jaw.r) A(K,R)
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Recordando que n =1 em @, e A(k, ) C A(k, R), pois Q, C Qr, assim

/ (1Dul? + blu]") dx < c{/ (1Dul? + blu]") da+
A(k,0) A(k,R)\A(k,0)
1
—/ wpd:v+/ (bk”+a)dx}.
(R —=0)? Jaur A(k,R)
Neste ponto podemos argumentar como no capitulo anterior, utilizando o método de
“preenchimento de buraco” (hole filling), somando a ambos os lados a quantidade do

lado esquerdo multiplicada por ¢, e fazendo uso do Lema 2.1; chegamos desta forma a

desigualdade

/ (|Dul? + blu|”) dx < ;/ wP dx + c/ (bk” + a) dx. (3.10)
Alk,0) (R—=0)? Jawr A(k,R)

Observamos agora que em A(k, R) ocorre u > k, assim

/ lulP" do > / kP dx = k" |A(k, R)|,
A(k,R) A(k,R)
e, consequentemente, como A(k, R) C QQr obtemos
kP |A(k, R)| < / |ul?" du, (3.11)
R
Agora, usando Holder segue que
m/ bdx < k7|b|,|A(k, R)|*" 7. (3.12)
A(k,R)

Sabendo que 1 — 1 = = + €, podemos escrever k7| A(k, R)|*"= = k| A(k, R)|7"|A(k, R)|*

e observar que

KAk, B[P = (k)7 |A(k, R)|7 = (k" |A(k, R)|)7".
Usando a decomposicao z% = 7};” + 1%’ entao
(K| Ak, R)|)7 = (K| A(k, R)) 7 (K| Ak, B)])7,

dai, ao simplificarmos o segundo fator

P
p*

(K" |A(k, R)|)>" = k?| A(k, R)

Desta forma, juntando os dois fatores, podemos escrever

o ol
L

= (AR, R))) % K |A(k, R)

p_
p*

K| A(k, R)
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Substituindo tudo em (3.12), é fato que

P
p*

A(k,R)|) 7 k?|A(k, R)

m/ bdr < K7||bllo|A(k, R)['"= = ||blo (k" A(k, R)|".
A(k,R)

Desde que, z% =1— £ fica evidente

A(k, R)|) 7 kP| Ak, R)|' .

m/ bdx < |||, (k"
A

)

Escrevendo 1 = |Qgr||Qr|™¢ = |Qr|(2R)™™, observando que 27" < 1 e usando (3.11),

segue da desigualdade acima que

T Qr| KPRV A(k, R) [P

i / bz < |[bll|lu
A(k,R)

)

Uma vez que, tendo escolhido R < Ry, podemos assumir que ||b||, ||

q—p
p*

Qr|c <1, donde
ficamos com

m/ bdr < kPR™™|A(k, R)|* "=
A(k,R)

Temos ainda por Holder,
/ adr < [|all,|A(k, R)|'"* = [lall,|A(k, R)['~ ",
A(k,R)

e o resultado segue imediatamente usando estas tltimas estimativas em (3.10).

Observacgao 3.1 Se u é um super-quase-minimo para o funcional F, entao —u serd um

sub-quase-minimo para o funcional
F(v,Q) = / F(z,v, Dv) dz,
Q

com F(z,u,z) = F(z,—u,—z). Uma vez que F satisfaz as condigdes (3.2), concluimos
que a desigualdade de Caccioppoli (3.5) vale para a fungdo —u, com k substituido por —k;
temos portanto para todo k < 0:

/ | Dul? dx < L/ (k—u)? dx+c(||alls + [kPR)|B(k, R)|'nte, (3.13)
B(k,p) (R=0)? ),

relagdo vdlida para 0 < p < R < min{ Ry, dist(xq, 08)}.

Observagao 3.2 As desigualdades de Caccioppoli (5.5) e (3.13) sio vdlidas se u per-
tence a Wllo’f. Naturalmente, neste caso deve-se assumir que Qr C X CC ), e o raio
Ry dependerd de Y. Por outro lado, como temos repetido frequentemente, ao lidar com
resultados locais as hipéteses u € WP eu € Wz};f sao equivalentes, uma vez que é sempre

possivel nos restringirmos a um conjunto aberto fizo arbitrdrio ¥ CC ().
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Observacao 3.3 As mesmas desigualdades permanecem vdlidas se uw € um sub-quase-
minimo (ou um super-quase-minimo) com condi¢oes de Dirichlet em OS); mais precisa-

mente, se para toda funcao v < u, com v —u € Wol’p(Q), e K =supp(v — u), temos
Fu, K) < QF(v, K).

Se o traco de u em OS2 € uma funcao limitada, podemos repetir a demonstracdao do teorema
anterior, desde que tomemos k > supyong, u; de fato, neste caso a fungao n(u — k)t

pertence a WOI’p(QT). De modo andlogo, (3.13) serd vdlida para todo k < infaong,, u.

3.2 Classes de De Giorgi

Os resultados da secao anterior sugerem a definicao de novas classes de fungoes.

Definicao 3.1 Seja u € Wli’f(ﬂ), dizemos que u pertence a classe de De Giorgi DG; =
DG;“(Q,H,X,E, Ry, ko), com H,x, €, Ry, kg € R, se para todo par de cubos concéntricos
Q, CQr CC ), com R < Ry, e para todo k > ko > 0 tivermos

H p
/ Dufde < —11 / (= k)P d + H(® + KPRV Ak, R)[57. (3.14)
Ak,0) (R —0)? Jag,r)
Podemos definir similarmente DG como a classe das fungoes u tais que —u € DG;. Mais
explicitamente, sao as fungoes em I/Vlicp(Q) tais que para todo p < R < Ry e k < —Kyg

tem-se
H —ne 1—-24¢
|DufP do < ——— (k — w)? dz + H(x? + |k[PR™™)|B(k, R)|' . (3.15)
B(k,0) (R—0)” Jpw.r)

E claro que se uma funcao u satisfaz (3.14) ou (3.15) com algum ¢, entao ela as verificard
com qualquer ¢ < € positivo, a menos de uma constante. Consequentemente, podemos
. <p
sempre assumir que € < Z.
n
Finalmente, indicaremos por DG, a classe das fungoes que pertencem tanto a DG;r
quanto a DG, isto ¢,

DG, := DGy N DG, .

Uma caracteristica surpreendente das classes de De Giorgi é que (3.14) e (3.15) contém
praticamente toda a informacao proveniente das propriedades de minimo da funcao wu,
pelo menos no que diz respeito a sua continuidade Hélder.

Antes de iniciar o estudo das propriedades das funcoes em DG;'E, faremos alguns

comentarios que simplificarao consideravelmente as demonstracgoes seguintes.
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Observagao 3.4 Se definirmos v = u + YR° (B = %) e h =k+ xR’ em (5.14), e
v=u—xR’ eh=k— xR’ em (5.15), obtemos respectivamente:

H P
/ DufPde < —H / (0= WP de + HOE + KR A(h, R)[-5%, (3.16)
A(h,o) (R—=0)P Jamr

poisu =v—xR? >k =h—xRP, logov > h, tendo assim, as equivaléncias entre A(k, R)
e A(h, R), como também de A(k, 0) e A(h, ). Além disso, pelas outras defini¢oes obtemos

a sequnda desigualdade

H P
/ | Dv|? do < —/ (h —v)P dx + H(x* + |k|PR™™)|B(h, R)|* =T (3.17)
B(h,0) (R—0)? Jpnr)

Para (3.16), fazemos a estimativa que
h=k+xR’>xR’ = W >yPR™ = HIPR ™ >\P (3.18)
adicionalmente, temos
h=k+xR’>k = WW>k = hHR"™>kKFR"™ (3.19)
Somando (3.18) e (3.19), temos
EPR™™ + x? < 2hPR™™,
donde podemos substituir na primeira expressao e obter

H p
/ Do dz < —1— / (v — h)Pdz+ HWPR™[A(h, R[5, (3.20)
Alho) (R—=0)" Jag,p)

Para (3.17) fazemos o mesmo passo, observando que, para h = k — xyR°? < k <0, temos

|h| = —h = —(k — xRP) = |k| + xR? e processo seque andlogo, obtendo
H p
/ |DvlP dz < —/ (h — )P dx + H|h[PR™"|B(h, R)|* =t (3.21)
B(h,0) (R—0)" Jpnr)

E claro que a primeira relagcdo serd vdlida para h > hy = ko + xRP, pois k > kg, € a

sequnda para h < —hy = —kg — YR®, pois k < —ko.

Observagao 3.5 Por meio de uma homotetia, podemos reduzir ao caso R = 1. Mais
precisamente, sejam s <1 < R e escrevamos (3.20) e (3.21) (com y no lugar de x) para

0s raios s e r. Assim, temos

H )
/ Dul? dy < / (v — B dy + HRr"|A(h, r)[-54, (3.22)
A(h,s) (r = 3)P Ja(h

H P
/ DulP dy < / (h— v dy + HhPr= B(h,r)[~2+. (3.23)
B(h,s) (r =) Jpnn
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Fazendo a mudanga de varidveis y = Rx e definindo s = cR, r = TR e w(z) = v(y) =

v(Rx), temos que 0 < T < 1, a funcao w esta definida no cubo Q1 e satisfaz as relagoes

H P
/ Dwlds < — 2 / (w— B dz + HRP 7| A(h, 1) 54, (3.24)
Alh,o) (T =0)” Jagm

H P
/ \Dwl? dz < —/ (h— w)? dz + HWPr—|B(h, )5+ (3.25)
B(h,o) (1 —o)r B(h,7)

Com efeito, provemos que vale (3.24) e o caso para (3.25) seque analogamente. Para o

gradiente temos pela regra da cadeia Dw(x) = R Dv(Rx), logo
[Do(y)|P = |Du(Rx)|P = R |Dw(x)[".

Além disso, para o elemento de volume tem-se dy = R"dx. Desta forma, olhando para o

lado esquerdo de (3.22), obtemos

/ | Dv(y)|P dy = / R7P|Dw(x)|P - R"dx = R”p/ |Dw|P dx.
A(h,s) A(h,o) A(h,o)

Agora, vejamos o lado direito de (3.22), note que

/ (v—h)pdy:/ (w—h)pR"dx:R"/ (w— h)Pdx
A(h,r) A(h,T) A(h,T)

ademais, como
r—s=R(r—o) = (r—s)P=R\(T—0),

entao o primeiro termo nos da
_ 1
HR"P—m— /(w — h)?Pdz.
(1 — o)
Por outro lado, observando que |A(h,r)| = R"|A(h,T)|, ganhamos
A, ) = RYUE A, ) R

que juntamente com " = R™"17" nos fornece para o sequndo termo do lado direito a
wgualdade
HhPr="|A(h,r)|'= 5t = HRPR"Pr="|A(h, 7)|' 7.

Assim, todos os termos tém fator R"P, cancelamos e conquistamos a desigualdade reque-

rida

H P
/ |Dw|? dx < —/ (w—h)?Pdr + thT*n€’A<h’T>’17;+e'
A(hyo) (T =) Jagnm

Como jd mencionado, a desigualdade (3.25) € andloga. Em particular, se T > %
Hl 1—24¢
|Dw|P do < ——— (w— h)Pdx + HihP|A(h,T)|" " (3.26)
A(h,o) (T —o)p A(h,T)
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H p
/ \Dwp dz < —1/ (h—w) dz + Hi|BP|B(h, 7)|=5. (3.27)
B(h,o) B(h,r)

(r—o)P

Em conclusdo, podemos assumir que (3.26) € satisfeita para todo h > hy = ko + xR, e
(3.27) para h < —hg = —kg — xR®. Podemos retornar ao caso geral com uma homotetia
adequada, escrevendo u + xR ouu — YR® em vez de u.

O seguinte lema serd bastante util mais adiante.
Lema 3.1 Seja a > 0 e seja (x;) uma sequéncia de nimeros reais positivos, tal que
Tit1 S CBixll+a7

com C>0eB>1. Sexy< C_iB_a%, entao

_i
z; < B amg
e, em particular,
lim x; = 0.
1—00

Demonstragao. Procedemos por indugao. A desigualdade (7.15) é obviamente verda-

deira para ¢ = 0. Suponha agora que ela vale para ¢. Temos que

i(1+a) i

. . i 1+a .
zip1 < OBizHe < OB (B_Ex0> = OB B~ gt = ¢Baglte

i+l 1
o Ba, obtemos

Escrevendo B~ & = B~

_ i+l i+1

zip < CBaglte. p=& = (CB%{;) B~ 1.
Pela hipétese xy < C”éBfﬁ, temos CBéa:g <1, logo

il
Tip1 < BT ez,

o que completa a inducao.

Estamos agora em condigoes de provar o seguinte:

Teorema 3.2 Seja u uma fungdo de DG . Entdo, u € localmente limitada superiormente
em Q, e para todo xo € Q e R < min{ Ry, dist(xq, 0Q)} temos:

1

supu(z) < ¢ (7[ ufl dx) gt Ko+ xR 3. (3.28)
Qg Qr
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Demonstracao. Podemos supor R = 1, e que (3.26) é satisfeita para todo h > hy. Para
: <o <7 <1, sejan uma funcio de classe CSO(QUTM) comn=1em Q, e |Dn| < 2.

Definindo ¢ = n(w — k)" = nmax{w — k,0}, com k > hg, temos

/ (w—k:)deg/ ¢Pdx
A(k,o) A(k,T)

< ( / ¢ dw) " |A(k,7)["#  (Usando Holder)
A(k,T)

< c|A(k, )| / |DCJP dx. (Usando Poincaré)
A(k,T)

Agora, observe que em A(k, 7) temos (w—k)* = w—Fk, dai | D{| = |(Dn)(w—k)+n(Dw)|,
donde segue

[DCP < e(|DnfP(w = k)P + [[nllZ [ Dwl?) < e(|DnfP(w = k)” + [Dw]?).

Usando |Dn| < ﬁ, integrando e substituindo na nossa primeira desigualdade obtemos

Pdr <c wpx; w — kP dr )|
i (Aw@wm P+ T e k>d>M%’”'

Introduzindo a desigualdade (3.26) na anterior, obtemos para k > hy,

Ak, )|
/ (w— k) dy < SAEDI / (w — k)P dz + ckP|A(k, )| (3.29)
Ak,0) (T =) Jagn

Observamos agora que se h < k, e sabendo que em A(k,T) tem-se w > k, segue que

w—h>k—h,dai

(w— h) dz < /A L whyds (3.30)

o= hylae ) <

A(k,T)

e, além disso, como h < k, entao —k < —h e

/ (w—k)pdxg/ (w—h)pdxg/ (w — h)Pdx,
A(k,T) A(k,T) A(h,T)

Trabalhando com as duas estimativas acima podemos ter uma estimativa para (3.29). De

fato, primeiramente, observe que

1 1+e€
ckP|A(k, T 1+E§ck”[/ w — h)Pdx ]
Ak ) g

S B = o
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Agora, usando a hipétese que € < £ e o fato de que [A(k, 7)| < |Q1], temos
Ak, 7)|% = [Ak, 7)["~“[A(k, 7)< |Qu] " | A(k, 7)| = | Ak, T)I,

e, dai

QAR [N 1
(r—gygtmﬂ( k)P de < (Amﬂ( M(i) = ﬁ—oﬁ'(aw)

Introduzindo (3.31) e (3.32) em (3.29), obtemos

/A(k,o) (w—kfdr<e (/A(h,r) (w=hY dx) - . (k —1h)p6 ((T —10)p * (k fph)p) '
(3.33)

Seja agora d > hy um numero que fixaremos mais tarde, e consideremos as sequéncias
—i—1 1 —i

Escrevendo (3.33) para 0 = 0,41, T = 04, k = ki1 e h = k;, temos

/ (w—kiy1 )P dw < (/ ( k)P d >1+e 1 ( 1 + ki )
W—K; r s C w — K; X .
A(kit1,0i41) o A(ki,oi) (kiJrl - ki>p€ (Ui - ai+1)p (ki+1 - kl)p

e definindo
dpq)i = / (U) — kl)p dl‘,
A(ki,o4)
obtemos
1 1 54
D,y < cddiTe. ( + : ).
o (kig1 — ki)Pe \ (03 — 0i41)P  (Kiy1 — Ky)P

Trabalhando com os valores de k; e o;, obtemos a relagao
(I)i+1 < CQ'L’p(1+6)(I)1+6.

Podemos agora aplicar o lema anterior com B = 2P(79  Se &, for menor que uma

constante adequada, entdo poderemos aplicar o lema. A priori, note que

by = d_p/ (w — d)P dx,
A(d,1)

em que A(d,1) = {z € Q; : w(z) > d}. Comod > hy >0, eem A(d, 1) temos w > d > 0,

segue que wy > w e, portanto,
/ (w—d)pd:pg/ wh dz.
A(d»l) 1
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Assim, fica claro que
o, < dp/ wh dx.
1

Neste caso, a condicao de ¢y < ¢, onde ¢ é a constante adequada, é satisfeita se

d_p/ wh de <c
Q1

ou seja, tomando d adequado tal que

dzc</ wﬁdm)p,
Q1

=

temos, pelo Lema 3.1

lim &; = 0,
1—00
ou de outro modo,
lim (w—k;)Pdx = 0. (3.34)

1—00 A(kl,Ul)
Pela defini¢ao de k; e o; temos k; — 2d e 0; — 1/2 quando ¢ — co. Ademais, note que

A(2d,1/2) C A(k;,0;) para todo i, uma vez que k; < 2q e 0; > 1/2. Dali,

0< / (w—k;)Pdx < / (w — k;)P dx.
A(2d,1/2) A(kq,04)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

1—00

lim (w— k)P dx = / (w — 2d)P dz.
A(2d,1/2) A(2d,1/2)

Pelo Teorema do sanduiche, temos

/ (w—2d)P dz =0,
A(2d,1/2)

entao,
(w—2d) =0, q.t.p.em A(2d,1/2),
no entanto, sobre A(2d,1/2) temos que w > 2d, o que nos diz que |A(2d,1/2)| = 0. Desta

forma, podemos escrever na forma

supw < 2d.
Q12

As condigoes impostas sobre d podem ser satisfeitas definindo

d:hg—i-c(/ wﬁdx>p7
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e, portanto

supw < ¢ (/ wﬁdx) + 2hy.
Q12 Q1

A conclusdo segue retornando & funcao u(z) = w (%) — yR”.

Se, em vez do cubo () &, quisermos uma estimativa sobre o cubo Q);g, com ¢t < 1, podemos
2

usar o seguinte

Corolario 3.1 Com as hipdteses do teorema anterior, temos

1 v
supu(z) < ¢ (—n ][ uf dw) + Ko+ xR 3. (3.35)
QtR (1 - t) QR

Demonstracao. Seja x; um ponto em ;g tal que

supu(z) = sup  u(x).
Qtr Q1,5 R)

2

Pelo teorema anterior, temos

supu(z) =  sup wu(z) <c (7[ ufl dx) + ko 4+ x[(1 = )R] 3 |
Qtr Q(m,%R) Qu-tR

donde (3.35) segue com os devidos célculos.

O seguinte resultado também é uma consequéncia do Teorema 3.2.

Teorema 3.3 Com as hipéteses do Teorema 3.2, para todo q > 0 existe uma constante

1 :
supu < c(q (—/ ul dx) + Ko+ xR 3, 3.36
u <>{ g [, o) e (3.6

para todo o < R < min{ Ry, dist(zq, 0Q)}.

c(q) tal que

Demonstragao. Seja U, = sup,_u. Para ¢ < o <7 < R, podemos tomar t = 2 < 1e

aplicar a equacao (3.35) usando o = t7, obtendo

1 v
Uggc{(m/fu’idx) +/<J0—|—X7'5}.

Escrevendo uf, = uf - uf?, obtemos

/uidx:/cgui-ui_quSUf_q/Q u? dz,
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donde segue

1 % _4a
U, <c —/ ul dr UTl”—i—FaO—i—XT'B .
(T—0o)" Jg.

Agora, aplicando a desigualdade de Young A.2, com € = %, e os expoentes p%q e §, temos

1

1 q
/ ul dx) + c(ko + XRP).
Qr

1
U, < §UT + ¢(q) (

Uma aplicagao direta do Lema 2.1 leva a conclusao.

Resultados anélogos valem para fungoes u € DG, . Serd suficiente observar que, neste
caso, tem-se —u € DG;;, e escrever, por exemplo, (3.36) para —u. Além disso, se a funcao

u pertence a DG, = DG; N DG, , temos

1 Y
sggp lul < c(q) { (m /QR |[ul dx) + ko + XRB} , (3.37)

para todo ¢ < R < min{ Ry, dist(zq, 0Q2)}.

Finalmente, se X é um conjunto aberto estritamente contido em €2, cobrindo ¥ com
cubos de lado R, com 2R = min { Ry, 1 dist(3,09)} e escrevendo (3.37) para raios R e
2R, obtemos:

Teorema 3.4 Seja uw uma fungao na classe de De Giorgi DG, e seja X CC ). Para

todo q > 0 existe uma constante ¢ = ¢(q,%) tal que

1
sup |u| < c{(/ |u|qu) et Ko —I—X} . (3.38)
2 Q

Demonstragao. Como ¥ CC €, existe d := dist(%, 92) > 0. Escolhemos

2R = min {RO, g} .

Isso nos garante que todo cubo de raio R centrado em algum z € X estd contido em (2,
e além disso podemos aplicar os teoremas anteriores com ¢ = R e o raio maior sendo 2R

em vez de R. Como ¥ é compacto, existe uma cobertura finita

N
X C UQ(%‘,R)’ xr; € 2.
i=1
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Fixando ¢ e aplicando a desigualdade (3.37), ganhamos

1 q
sup |u| < ¢(q) @/ lul?dz |+ Ko+ xR® 3. (3.39)
Qa;.R) Q(a;,2R)

Como @4, 2r) C €2, claro que

/ \u|qu§/|u|qu
Q(z;,2R) Q

desta foma, substituindo em (3.39), obtemos

1 .
sup |u| < ¢(q) {<§/ |u|? dx) + Ko + XRB} :
(IivR) Q

Ademais, sabendo que ¥ C |J Qr(x;), segue que

sup |u] < max sup |ul
D

1SISN Qp(a:)
e, portanto, .
SIE1p lu| < ¢(q) { (% /Q |u|qdas)q + Ko + XRﬁ} :
Lembrando que R depende apenas de 3, entao % e R’ sao absorvidos na constante

¢ = ¢(q,%). Portanto,

sup |u| < ¢(q, X) { (/ |u|? dx) ’ + Ko +X}-
5 Q

Podemos agora enunciar um primeiro resultado de regularidade para quase-minimos de
funcionais regulares do célculo das variagoes, o qual segue imediatamente do que foi
dito acima, se observarmos que, pela desigualdade de Caccioppoli, um sub-quase-minimo

pertence a DG} com kg = 0.

Teorema 3.5 Seja u(x) € WHP(Q) um sub-quase-minimo de um funcional F satisfa-

zendo as condigoes (3.2). Entdo, u € localmente limitado superiormente em Q. Além

p* € ||ng,

disso, para todo q > 0 existe uma constante c(q), dependendo também de ||u
tal que para todo o < R < min(Ry, dist(zq, 082)) temos

1 a
supu < c(q (—/ ul d:z:) + ||a||YPRP } . 3.40
u (){ F—or [y, " al (3.40)
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Analogamente, todo super-quase-minimo de F ¢é localmente limitado inferiormente, com
uma estimativa andloga a (3.40). Finalmente, todo quase-minimo é localmente limitado

em €1, e temos

1 4y ' allt/p
SSSIM Sc(q){(m /QR |ul*d > + [lalls Rﬂ}‘ (3.41)

Demonstragao. Dadas as hipdteses acima, como u é um sub-quase-minimo entao vale
a desigualdade do Teorema 3.1, o que nos diz que u € DG; , € nos permite concluir a
partir do Teorema 3.3 que u é localmente limitado superiormente em 2. Para o caso de
super-quase-minimo, usamos a Observacao 3.1 e concluimos o mesmo resultado. Se u é
um quase-minimo, entao u ¢ sub e super quase-minimo, o que nos diz que u € DG, e
pelo teorema anterior segue o resultado.

Observagao 3.6 Se uma funcdo u na classe DG (DG~ ) pertence a W'P(Q) e se seu
trago em OS) é uma funcao limitada superiormente (inferiormente), entio u € limitada
superiormente (inferiormente) em Q. Na verdade, se Qr € um cubo que intersecta OS2, e
se definimos Qr = QrNQ e Xgp = Qr NI, a fungdo

w = 77(“ - k)+7

pertence a Wol’p(QR) sempre que k > ko > supy, u. Usando as mesmas linhas de ra-

ciocinio para demonstrar o teorema (3.2) e (3.3) chegamos a

1
1 q
supu < ¢(q) <ﬁ / ud dm) +supu+ YR} . (3.42)
QQ (R Q) QR ZR

Uma desigualdade andloga vale para w € DG™:

1 ‘
infu > c(q) < — (—/ ul dx) +infu— yR? . 3.43
e @) { (R—0)" Jay, IR (3.43)

Em particular, se u € DG, definindo osc(u, A) = sup, u — inf 4 u, temos

osc(u, Q,) < ¢(q) { ((R; /QR ]u|qal:1:)é + osc(u, Xg) + XRﬁ} : (3.44)

_ Q)n

uma estimativa que serd util mais adiante.

114



3.3 Quase-Minimos

Os resultados da secao anterior podem ser usados para provar a Hoélder conti-
nuidade dos quase-minimos de funcionais regulares do calculo das variagoes e, portanto,
das solucgoes de equacoes diferenciais parciais do tipo eliptico. Observamos primeiramente

que, uma vez provada a limitacao local dos (-minimos do funcional
F(u,Q) = /QF(.CE, u, Du) dx,
pode-se assumir que a fungao F'(z,u, z) satisfaz, em vez de (3.2), as desigualdades
|2|P — oz, M) < F(x,u,z) < L(M)|z]P + a(z, M), (3.45)

onde M > suplu| e L(M) e a(x, M) sao funcoes crescentes de M. No que segue, serd
suficiente tomar M = 2sup |u|. Em particular, seguindo a demonstracao do Teorema
(3.1), pode-se ver que os -minimos de F satisfazem, para todo o0 < R < Ry e para todo
k € R, as estimativas

H p
/ |DulP dx < ——— / (u— k)P do + HxP|A(k, R)|' =t (3.46)
Alk,0) (R—=0)" Jap,p)

H p
/ \Dul? dz < —/ (k — w) dx + Hy"| B(k, R)|' 5+, (3.47)
B(k,0) (R—0)” Jpu,pr)
isto é, as desigualdades (3.14) e (3.15) sem o termo kP, mas com H e x dependendo de M.

Como ja observamos, é possivel assumir que € < 2. Segue-se que as estimativas anteriores

valem com as mesmas constantes para u — ¥, pelo menos enquanto |9| + sup |u| < M.

Observacao 3.7 Se a func¢dio F(x,u,z) satisfaz as desigualdades (3.2), podemos tomar
L independente de M e ax, M) = a(x) + b(x)M" em (3.45), e portanto temos (3.46) e
(3.47) com H independente de M e

X' = lla(z, M)|ls = [la(z) + b(x) M. (3.48)

Temos a seguinte proposi¢ao, andloga ao Teorema 3.2:

Proposicao 3.1 Seja u(x) uma funcao limitada, verificando (3.46) para todo k € R.
Entao, se |ko| + sup |u| < M, temos

1 e
1 r (|A(k B
supu < ¢ (— / (u— ko)? da:) <M> + ko + cx R, (3.49)
Qg R™ [ Ako,R) R

onde o € a solucdo positiva da equacdo o + a = .
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Demonstracao. Podemos supor ky = 0. Repetindo com as modificagoes necessarias a
demonstragao do Teorema 3.2, e usando (3.46) em vez de (3.26), obtemos no lugar de

(3.29) a estimativa

A(k,r)|»
/ (u— k)P dr < Ak I / (u — k)P dx + ex?| Ak, r)|*, (3.50)
A(k,0) (r =0 Jagn

para todo o < r < R. Denote por

Uk,t) = /A(kt)(u — k)P dx.

Observe que U(.,r) é nao-crescente e U(k,.) é nao-decrescente. Além disso, para cada

h <k etodo o <r, dai
Uh,r) = / (u— hy d > / (w—hyPde > (k- hY|A(k,r)] > (k — W) A(K, o)),
A(h,r) A(k,r)

logo obtemos

1Ak, 0)| < (k — h)*U(h, 7). (3.51)

Lembrando que ne = pf3, obtemos imediatamente de (3.50) e (3.51):

Uk, 0) < c(r — o) PU(k,r)|A(k, r)| " + ex?| Ak, r)|| Ak, r)|°
c(r— o) PU(h,r)|A(h, r)|% + exP(k — h)"PU(h,r)|A(h,7)|

IN

c(r—0)PU(h,r)|A(h, r)|5 + exP(k — h)"PU(h,r)|A(h,7)|".

IN

Escrevendo |A(h, 7)|7 = |A(h,7)|¢|A(h, )7 ¢, observemos que

|A(h,7)|[7 ¢ < cr(579).

Porém, n (% — e) = ne (% — 1) = p — ne, pois ne = pf. Portanto,

|A(h,7)|7 < crP™™|A(h, T)|°.

e consequentemente, junto coma estimativa de U(k, o) temos

U(k,g)ch i )Z(%ﬂ rU (h, )| A(h, ).

r—o

Elevando ambos os membros de (3.51) a poténcia «, e multiplicando cada membro pelo

membro correspondente da ultima desigualdade, obtemos

U(k, 0)|A(k, 0)|* < ¢ KT - Q)p + (kxi)p} i C:)an(h,r)1+a|A(h,r)|e.
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Escolhamos agora a de modo que a(1 + «) = ¢, e definamos
p(k,t) =U(k, )| Ak, 1)
Para p <r < Re h < k temos

ok, 0) < ¢ Kr r Q)P N (kxiﬁhﬂ (kr__:>pa¢(h,r)l+a_ (3.52)

Seja agora d > yR” uma constante que fixaremos mais tarde, e definamos

ki =d(1—27"), e = g(l +279).

De (3.52) com o = 1441, 7 =713, k = kiyq e h = k; obtemos

Qi1 < Cdfpoz2pi(1+oz)Fifne(pilJroz7

onde ¢; = ¢(k;, ;). Podemos agora aplicar o Lema 3.1. De modo anédlogo a demonstragao
do Teorema 3.2, escolhemos
ne l
d>cR e pf,

com a constante c¢ suficientemente grande, podemos concluir que a sequéncia ¢; tende a

R
d, =) =o.
o(a3)-0

o(d,R/2) =U(d, R/2)|A(d, R/2)|*.

zero e, portanto,
mas temos

entao necessariamente
U(d,R/2)=0 ou |A(d,R/2)|=0.
No entanto,

U(d, R)2) = / (1 — d)P dz.

A(d,R/2)

Isso s6 pode ser zero se |A(d, R/2)| = 0, ou seja, v < d quase em todo Qg/». Portanto,

sup u < d. As condigoes impostas sobre d serao satisfeitas tomando
QRry2
ne l
d= xR’ +cR orpp,
e, assim, recordando que a(l + a) = ¢, chegamos a

v (1A 5
supu(z) <d=c (R‘"/ uP dx) <M) + yR?.
Qg A(O,R) R
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A conclusao segue imediatamente escrevendo u — kg em vez de u.

Devemos agora avaliar a medida do conjunto A(k, R), quando k estd proximo do méaximo
de u. Para isso, precisamos do seguinte lema, que, com as devidas modifica¢oes, também

sera util mais adiante.

Lema 3.2 Seja u uma fungao limitada, satisfazendo (3.46) (com p > 1) para todo k € R,
e seja 2ko = Mgy + my2r) := supg, , u + infg,, u. Suponha que |A(ko, R)| < v|Qr| para
algum v < 1. Se para um inteiro v vale

osc(u, 2R) > 2"\ RP, (3.53)

entdo, definindo k, = Mar) — 2771 osc(u, 2R), temos
n(p—1)
|A(k,, R)| < cv™ »=D |QRg|. (3.54)

Demonstracgao. Para ky < h < k definamos

.

k—h, seu(xr)>k,

v() =qu—h, seh<u(x)<k,

0, se u(x) < h.
\

Temos v = 0 em Qg — A(ko, R), pois u < ko < h, e como a medida deste conjunto é maior

que (1 —7)|Qg|, podemos aplicar a desigualdade de Sobolev A.5, obtendo

1—-1
(/ = dl’) < c/ | Dv| dz.
Qr Qr

Mas v =0 em Qr— A(ko, R) e A(ko, R) D A(h, R) D A(k, R), entdo o suporte de Dv esta
contido em A(h, R) — A(k, R). Desta forma,

1—1
(/ vnild:v> §c/]Dv|dx:c/]Du|dx
R A A

em que A = A(h, R) — A(k, R). Temos portanto, da desigualdade acima e por Holder

1—-1 1—1
(k — W) A(k, R)|"* = ( / i dx) - ( / o dx)
A(k,R) Qr

< A </ | Dul? d:r) " (3.55)
A(h,R)
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Por outro lado, de (3.46), estimando |A(h,2R)|,|A(k,2R| < cR™ e usando Mg =

Supg, , v deduzimos
/ \Dul? dz < i/ (1 — )P da + ex?| A(k, 2R)|'~ 5+
A(h,R) RP A(h,2R)
S CRn_p<M(gR) — h)p —+ CXpRn—p—Q—ne. (356)
Para h < k,, temos por (3.53) que M(apy — h > Mg — k, > xR”, e portanto
(M(zR) _ h)p > XpRpB = \PR" = R”_p(M(zR) _ h)p > XPR’H—ZH'TLE'

Substituindo em (3.56), temos

/A(h o |DulP dz < cR"P(M@g) — h)*. (3.57)
Usando (3.57) em (3.55), obtemos

_1_n-p
(k= WAk, R)|' < | A" 7 R'7 (M — h).

Escrevendo a desigualdade acima para os niveis

k=Fki = Mgop — 27" osc(u, 2R)

h=ki1=Mgg — 2 " osc(u, 2R),
fica claro que
11 1 1—1 -1 np (1
(ki — hi)|Ag, r| "7 = ﬁosc(u, 2R)| Ak, rl " <A PR (5 osc(u, 2R)) .
Para 1,--- ,i,--- , v a desigualdade acima implica

| A 7] < A g < dATERT

onde A; = Ay, | r — Ak, .r. Elevando ambos os lados da desigualdade acima a poténcia
L obtém-se
p—1
p(n—=1) p(n—1) n—p
| Ak, 5|70 < A, g 7070 < cRvTA]L
Somamos agora sobre ¢ de 1 a v os extremos da desigualdade acima, obtendo

p(n—1)

v Ak, R)| "0 < cRvE |Alko, R)| < R,

119



e dai, segue que

n(p—
Ak, R)| < cv™ 51 |Qpl.

Finalmente, precisaremos do seguinte lema algébrico.

Lema 3.3 Seja p(t) uma fungdo positiva, e suponha que exista uma constante q e um

numero 7, 0 < 7 < 1, tais que para todo R < Ry
¢(TR) < 7°p(R) + BR” (3.58)

com (< pB<d,e
p(t) < qo(T*R)

para todo t no intervalo (T**'R, 78 R].2 Entdo, para todo p < R < Ry, temos

o(p) < C { (2) e(m) + Bpﬂ} , (3.50)

onde C' € uma constante que depende apenas de q, 7,0 e 3.

Demonstragao. Partindo de (3.58), provamos por inducao que

k
(p(Tk+1R) < T(kJrl)égD(R) + BRBTkﬁ Z Tz‘(éf,B)
=0

e, portanto, uma vez que a série no lado direito é convergente,
go(Tk+1R) < T(k+1)5g0(R) + ¢cBRAT*8,

Escolhendo agora k de modo que 7' R < p < 7% R, chegamos imediatamente ao resultado

desejado.

Teorema 3.6 Seja u uma funcdao limitada, satisfazendo (3.46) e (3.47) com p > 1 para

todo k € R. Entao, u € localmente Holder-continua em €.

Demonstragao. Seja, como acima, 2kg = Mg) + m2r). Podemos assumir sem perda
de generalidade que |A(ko, R)| < £|Qg|, pois caso contrério terfamos |B(ko, R)| = |Qr| —
|A(ko, R)| < 1|Qg|, e serd suficiente escrever —u em vez de u, essa hipStese serve para

usar o Lema 3.2 posteriormente.

2Em particular, esta desigualdade é valida com ¢ = 1 se ¢ for ndo decrescente.
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Definindo k, = Mgy — 277 osc(u, 2R), temos k, > ky. Podemos escrever (3.49)

com k, em vez de ky:

1 «a

v (|A(K,, >
sup(u — k,) < (i / (u—k,)P dx) (—| ( R)’) + xR’
Qp R™ J Ak, .R) R"

at

A kl/? e
< csup(u — k) (|(R—nﬁw) +cxR”. (3.60)
Qr

-

Escolhamos agora o inteiro v de modo que

_n(e=1) atl
cy pn-h) p <

1
27
sendo osc(u, 2R) > 2"y RP deduzimos de (3.54), que

(M(R) — k,,) + CXRB

N =N =

< o (Mgry — k) + xR,

de modo que, subtraindo de ambos os membros a quantidade m(e) e usando a defini¢ao
2

de k, temos
R 1 —v—1 5]
ose | u, = <k, + 5(2 osc(u,2R)) | + xR —m(s)
2

1
_ B
< <1 2V+2> osc(u,2R) + cxR".

Em conclusao, ou a fungao osc(u, g) satisfaz a relacao acima, ou entao
osc(u, 2R) < 2"y RP.

Em qualquer caso, temos

R 1
- _ v B
0SC (u, 2) < (1 2y+2> osc(u,2R) + 2" xR". (3.61)

Podemos agora aplicar o Lema 3.3 com 7 = 1/4 e § = log (1 — 27772). Diminuindo, se

necessario, o valor de 3, podemos assumir que S < . Temos, portanto,

B
osc(u, 0) < c { (%) osc(u, R) + Xgﬁ} , (3.62)
para todo ¢ < R < min{ Ry, dist(zg, 9Q)}. |

Observagao 3.8 A desigualdade (3.62) € equivalente a Holder continuidade. De fato,
fixrado R pequeno temos, pela desigualdade acima, que para o < R
B
osc(u, 9) = supu(zx) — iélfu(l‘) <c { (%) osc(u, R) + XQB} < Coh.
Qo e
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Tomando agora dois pontos quaisquer x,y € Qg(a:o) definimos ¢ = | — y|. Considere o

cubo Q,(2) C Qr(wo) contendo ambos os pontos. Entio,
u(z) — u(y)| < osc(u, o),
como consequéncia, temos
lu(z) —u(y)| < Co” = Cla —y|’

o que nos garante a Holder continuidade.

Observacao 3.9 Note que o expoente 6 nao depende do centro do cubo Qgr, e portanto
u € C%P(Q). E claro que a norma de u em % CC ) pode divergir quando > — ).

O seguinte resultado sera 1til posteriormente.

Teorema 3.7 Seja u € WLP(Q) satisfazendo (3.46) e (3.47) com p > 1 para todo k € R,
e seja Qur C 2. Entao, para todo o < R temos

n+pp
/|u—ug\pd:v§c<%> p/ lu — ugl? do + exP o™ P, (3.63)
R

4

0\ "—ptrB —ptpB
|DulPdx < ¢ (= | DulP dx + cxPo" PP, (3.64)
R Qr

e
Demonstragao. Provaremos (3.63) primeiro. Seja ¢ < sup|u|. Observamos que as

fungoes u — ¥ e ¥ — u satisfazem (3.46) e (3.47) e, portanto, pelo Teorema 3.2 temos

SSP[U —d] <c { <][(u — )% dm) : + Xrﬂ} , (3.65)
ngp[ﬁ—u] < c{(f%(z?—u)ﬁdx); —l—erB}. (3.66)

Usaremos a propriedade que osc(u, ) = supg, (u— 1) +supg (¥ —u). Somando ambos os

lados, se infg, u < ¥ < supg_ u, em particular se ¥ = u, := fQ u dx, obtemos

osc(u, r) §c{<][ \u—urypdx>p +2X7"3}
' 1
<c { (][ |u — ug,|? dx) + 2)(7'6} : (3.67)
2r
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onde na ultima passagem levamos em conta a Observacao A.1, e em particular a equacao

(A.5), com R =2r e a = 1/2. Por outro lado, observe que

1 ) .
U— U = U — —— wdr < wu—infu <supu — infu
|Qt| Q+
e
1 .
—u+ut:—u+@ udr < —u+supu < supu — infu
t t

deste modo, podemos passar o modulo e obtemos

][ |u — wy|P dr < osc(u, t)?

t

e, portanto, considerando (3.62) e (3.67), obtemos para o < r = &

][ |u — u,|P dz < osc(u, o) < ¢ { <£>p5 osc(u, )P + ngpﬁ}
© — ) = R 5

0\ PP
< & _ P p pPPB p P8
_C{<R> (]éRw unl” o+ x"R >+Xgp}
o\PB
< & _ P p P8
_c{<R> ][R]u uRl dx—i—xgp},

e dai, sabendo que |Q,| < co" temos

n+pp
/ |u — u,|P dx < c{(ﬁ) ][ |u_uR|pd$+Xan+pﬂ}’
Q, R Qn

isto é, (3.63) para o < g. Agora, provaremos (3.64) observando que, escrevendo (3.46) e

(3.47) entre £ e o, com k = u, chegamos a

/ |DulP dx < % (u — u,)P dx + cx?| A(ug, 0)|' 7T
Alup,0/2) 07 J A(up,0)

[ prar< S [ - wpde e Bl o
B(uQ7Q/2) Q B(“Qv@)

Somando ambos os lados, e multiplicando por ¢” obtemos

o’ |DulP dz < c / lu — u,|P da 4 xPo" PP 5 . (3.68)
QQ/2 o
Por outro lado, temos por Poincaré A.6
/ lu — ug|P der < cRp/ |Du|P dx. (3.69)
R R
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Vamos introduzir estas relacoes em (3.63) para obtermos (3.64), desta vez para o < £.
Usando (3.63) em (3.68) obtemos

n+pB
o° | Dul? dz < c{(£> / ]u—uR|pd:B+X”Q"+p5}.
Qo2 R Qr

Agora, utilizamos (3.69) na desigualdade anterior para obter

n—p+pp
o | Dul? dx < c{@p <g> n / | Dul? dx+x”g"+”5}-
R Qr

QQ/Q
Dividindo por ¢P chegamos

n—p+pp
/ |DulPdx < ¢ { (£> / |Du|P dz + ngnpﬂ’ﬁ} .
Qo/2 R R

Fazendo a mudanga de ¢/2 para p, e lembrando que a nossa desigualdade é vélida para
0 < R/2, entdao obtemos (3.64) para g9 < %.
Finalmente, observamos que ambas as estimativas valem para todo ¢ < R, possivel-

mente com uma constante diferente. Por exemplo, se o > % temos

n+pB
/ |u—ug|pd:v§c/ lu — uglP de < c4"tPP (%) / lu — ug|? dz,
Qr Qr

em que a primeira desigualdade ocorre dos seguintes fatos

4

u = wl” < eflu —upl” + [ur = u,|)

e dai, integrando em @),

/ ]u—ug|pdx§c{/

4

lu — ug|P dz +|Q,| ]uR—ug|p}. (3.70)

§][ |lu — ug|dx.

e

1/p
lurp — u,| < ][|u—uR\pd3: :
Qo

Elevando a p e multiplicando por |Q,|

1Qol Jur — gl < / o — ugf.

Qo

4

][ (u — up) dz

e

Mas temos

|UR - u9| =

aplicando Holder

Substituindo em (3.70) segue que

/ |u—ug|p§c/ lu — ug|P.
Q

e e

Dai, basta utilizar (), C Qr que a desigualdade esta provada. Um argumento andlogo

prova (3.64) para todo o < R.
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3.4 Regularidade na Fronteira

Quando a funcao u é um quase-minimo com condicoes de Dirichlet em 0f2, e seu
trago em 0f2 é uma funcao Holder-continua, é possivel estender o Teorema 3.6, provando

a Holder-continuidade de w até a fronteira.

Teorema 3.8 Seja €2 um conjunto aberto em R™ com fronteira Lipschitz-continua, e seja
u € WHP(Q) um quasi-minimo para o funcional F. Suponha que o trago de u em O seja

uma funcdo Hélder-continua. Entdo, u é Hélder-continua em .
Demonstracgao. Para t < 1 definimos

M (t) = supu, Mg(t) = sup u;

o 20NQ:
m(t) = 1Sr21tfu, mg(t) = 8(1)%2% u;

osc(u,t) = M(t) —m(t), oscg(u,t) = Mg(t) — mg(t).

Seja Qg um cubo tal que Q)op intersecta 0€2. Nao é restritivo supor que
M(2R) — Ms(2R) = ms(2R) — m(2R),
pois, caso contrario, podemos reduzir a esse caso trocando u por —u. Suponhamos que
osc(u, 2R) > 2o0scs(u, 2R)., (3.71)
dai, fica claro que
osc(u,2R) = M(2R) — Ms(2R) + oscs(u, 2R) + mg(2R) — m(2R)
< 2[M(2R) — Ms(2R)] + %osc(u, 2R),

e, portanto,

M(2R) — iosc(u, 2R) > Ms(2R).

Segue-se que para v > 1 vale k, := M(2R) — 27" Y osc(u,2R) > Mg(2R) e, portanto,
levando em conta a Observagao 3.3, temos a desigualdade de Caccioppoli (3.5) para todo

k > k,. Consequentemente, pela Proposicao 3.1, temos

1 (1A v
supu < ¢ (— / (u—k,)P dx) <M> +k, + cxR. (3.72)
Qs R"™ J Ak, R) R

Por outro lado, se h > Mg(2R), a funcao v(z) definida no Lema 3.2 é zero em 092 N Qg

de modo que pode ser estendida a uma funcao em Q)i definindo-a como zero em Qr — 2.
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Como o bordo de €2 é Lipschitz-continuo, temos v = 0 em um conjunto cuja medida é maior
que v|Qg|, de modo que a conclusao do Lema 3.2 também vale neste caso. Argumentando

como no Teorema 3.6, chegamos a relagao

R 1
i _ v, RB
0sc (u, 2) < (1 2V+2) osc(u, 2R) + 2" xR”,

que é vélida sempre que osc(u,2R) > 2oscs(u, 2R). Em qualquer caso, temos

R 1
osc (u, 5) < (1 - 2y+2> osc(u, 2R) + cox R? + 20scs(u, 2R),

e, uma vez que por hipétese® oscg(u,2R) < BRP:

R 1
osc <u, 5) < (1 — 2V+2) osc(u, 2R) + ¢, (2v + x + B)R”. (3.73)

Comparando com (3.61), concluimos que a ultima desigualdade também é valida quando
()or nao intersecta JS2, pois esta desigualdade torna-se mais geral do que (3.61) usada
para mostrar o caso interior. A conclusao segue entao argumentando como no Teorema

3.6. Em particular, supondo que 8 < § := —log,(1 + 27"7%), temos para todo ¢ < R:
B
osc(u, 0) < c (%) osc(u, R) + c(x + B)d". (3.74)

A partir da ultima desigualdade, podemos deduzir o andlogo de (3.63) e (3.64) para o

problema de Dirichlet com dados de contorno nulos. Neste caso, temos B = 0, e portanto
0 B R\P P
|u|P dx < cos(c(u, 0)?) < ¢ <§> osc | u, o + exPoP”.
QQ

O lado direito pode ser estimado usando (3.44) com p = %. Obtemos entao o analogo de

(3.63)
n+ps
/ lulP dz < ¢ (ﬁ) " / ul? dz + cxPo" PP, (7.55)
Q R QR

A partir desta desigualdade, argumentando como no Teorema 3.7, obtemos

n—p+pp
/ \Dul? dz < ¢ (ﬁ) / | DulP dzz + exP " PP, (7.56)
Qe R Qg

3Nao é restritivo supor que o traco de u seja Holder-continuo com expoente §3.
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3.5 A Desigualdade de Harnack

Quando a func¢ao u € DG, é positiva, podemos estimar seu infimo com maior
precisao. Como de costume, podemos supor que u satisfaz as estimativas (3.27), isto é,

(3.15) com x =0 e! R=1.

Lema 3.4 Seja u € DG, com kg = 0, e suponha que u seja positiva no cubo ) = Q.

Eziste uma constante positiva o tal que, se |B(9,1)| < v|Q| para algum ¢ > 0, entao

inf u> —.
Q12

Demonstragao. Podemos argumentar como no Lema 3.2. Para h < k < ¢, definimos

(

0, se u(z) > k,

v(x) =k —u, seh<u(z)<k,

k—h, seu(x)<h.

Seja % < p<1;temos v =0em Q, — B(k, ), e como |B(k, 0)| <|B(9,1)] <7|Q| e por

outro lado de 1 < 2"p" tem-se |Q,| > 27"|Q)|, e dai obtemos,

Qe = B(k, 0)| = Qo = [B(k, 0)| = [Qof = 20[Ql = (27" = 70)[Qyl-

Segue que, se 7o < 27" !, podemos aplicar a desigualdade de Sobolev, obtendo

1

1—1
/ vt dx §c/|Dv|d:p,
0 A

onde A = B(k,9) — B(h,0) ev=0¢€ Q, — B(k, o). Portanto, pela desigualdade acima e
por Holder

(k — h)|B(h, o)|" % = /B(h (k— )" da (3.75)

,0)

1 n
< (/ v da:)

< oA (/ | Dul? da:) " (3.76)
B(k,0)

4Como u é limitada, poderfamos usar (3.47), isto é, (3.15) sem o termo kP, em vez de (3.27). Neste

caso, no entanto, nao poderiamos assumir x = 0, pois, com excecao do caso homogéneo, que discutiremos

mais adiante, nao é possivel ao mesmo tempo eliminar o termo kP e assumir y = 0.
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Por outro lado, em (3.27) consideramos R = 7 < 1, dai
|B(k. R)| = |B(k, R)|'" 4| B(k, R)|*~° < [B(k, R)|'™%|Q|" ™ < ¢ B(k, R)['~%*

e assim, pelo fato de % <o < R <1, temos que > 1 e dai, usando este fato e a

_1
(R—o)?

desigualdade acima, obtemos

¢ p
Do < ot [ (e da o |BR R
/B(k,Q) (R - Q)p B(k,R)

C P
< ———kP|B(k,R)| + ckP|B(k, R)|* nt¢
=g 1Bk Bl + k| Bk, R)

C j2
< —— kPIB(k, R)|*nte, 3.77

T—gp BB (3.77)

uma vez que u > 0 e e < 2. De (3.75), usamos a estimativa acima e deduzimos

k 6
RC IB R)[\ 5. (3.78)

(k= h)[B(h, o)|" "+ <
Considere agora a sequéncia de raios r; = 3(1 +27) e os niveis correspondentes k; =
2(1+27%). Definindo B; = |B(k;,r;)|, obtemos a partir de (3.78)

. _1 . 1-14e
—i—1 1 n 1+1 n ' p
2--1B! [ < 2B

e, em conclusao,

Biy1 < C4n=1 B,

onde definimos a = ﬁ. Aplicando o Lema 3.1, obtemos
lim B; =0,
1—00

isto é, |B(g, %)] =0, logo u > g em 12, desde que como requerido para aplicar o Lema
3.1 tenhamos

Bo = |B(W,1)| < O~ a4 tna? = 4|Q).

A conclusdo do lema segue entao definindo vy = min(27"71 ).

O préximo lema é uma melhoria do anterior.

Lema 3.5 Seja u € DG, com ko = 0, e suponha que u seja positiva no cubo Qz. Para
todo 7y, com 0 < v < 1, existe uma constante A(y) > 0 tal que se |B(9,1)| < ~|Q1| para
algum ¥ > 0, entao

inf u > A(y)0.

Q12
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Demontracao. Tomando o =1 e R = 2 na desigualdade (3.77) acima, obtemos

/ | Dul? dx < ck?,
B(k,1)

que, introduzida em (3.75), fornece

—1

< ek(1B(k D]~ [B(h,1)])T

(n—

(k= h)|B(h, 1)[ "=

a qual podemos elevar ambos os lados a ﬁ

(k — h)#3| B(h, 1)|*6°D < ko1 (|B(k,1)| — [B(h, 1)]). (3.79)

Considere agora a sequéncia de niveis k; = 927" e h; = ki1, com i < v. Definindo

b; = |B(k;, 1)| temos, uma vez que b;_y > b; > b,,

p(n—1)

Dby "0 < (92771 (b — bipa).

(027715

Simplificando e somando sobre ¢ entre 0 e v, obtemos

p(n—1)

(l/ + 1)b3(p71) S C(b() — b,,_:,_l),

lembrando que by — b,+1 < by < ¢|@Q] temos

p(n—1) p(

n—1)
(V + 1)b,"}(17—1) S C’Q| — C|Q|n(p71)’

onde como de costume () = ()1, e portanto

n(p—1)

b < C p(n—1)
< ()" e

Tomando v suficientemente grande, temos entao

b, = |B(027",1)] < %lQ,
com v = v(7), de modo que, pelo lema anterior, u > 927! em Q1/2, ou seja,

inf u > 927" = \(y)0.
Q1/2

O lema acima pode ser ainda mais generalizado. De fato, se |B(9,1)| < v|Q|eseT > 1/2,

temos
l—~
21r)"

AW, 2T)| = |AW, 1) = Q| = |B(, 1) = (1 =7)[Q] = |Qar|

e, portanto,

150,20)] = Q| = 14020 < (1= 7 ) 1Qur

Podemos entao aplicar o lema anterior e concluir o seguinte:
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Lema 3.6 Para todoy € (0,1) e para todo T > 1/2 existe uma constante positiva (v, T)
tal que se uw >0 em Qaor e se |B(Y,1)| < |Q| para algum ¥ > 0, entao

infu > p(y, T)0.
Qr

Temos p(y,T) = A (1 — é%) A seguir, usaremos o lema acima com T = 1.

Observacao 3.10 Os trés lemas que acabamos de demonstrar valem obviamente para

todo cubo Qr com R < Ry. Em particular, se u € positivo em Qargr € se

|B(9, R)| <7|@rl,

entao
inf u(x) > p(y, T)0.
Qrr
Finalmente, precisaremos do seguinte teorema de cobertura, cuja analogia com o

Teorema de Calderén e Zygmund (Teorema 1.10) é evidente.

Proposicao 3.2 (Krylov e Safonov [14]) Sejam E C Qr C R™ um conjunto mensurdvel
e0<d<1. Além disso, seja

E; = | {Q(x,30) N Qg : 1Q(x,30) N E| > §Q,[}.

TEQR
0>0
Entao, ou |E| > 0|Qr|, caso em que Es = Qg, ou entao
B3| > £|B]
5 — 5 *
Demonstragao. Ver [12] pagina 238.

Podemos agora provar o teorema principal desta secao.

Teorema 3.9 (Di Benedetto e Trudinger [7]) Seja u uma fungao positiva, pertencente a

classe de De Giorgi DG, (Q2), com ko = 0. Erzistem Ry > 0, um expoente ¢ > 0 e uma
constante c tais que, se xg € {2 e R < min {RO, #ﬁ dist(zo, 89)}, temos

inf wu(x)>c (][ u? dx) L xR” (3.80)
Q(xo, %) Q(zo,R)

Demonstragao. Podemos assumir x = 0 e R = 1. Para um 0 fixo (por exemplo, § = %),

aplicamos a proposicao anterior ao conjunto

AT =AM ) = {r € Qrulx) >ty
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onde vy =1—37"0 e u = pu(y,2) é a constante do Lema 3.6. Suponha agora que para
algum z € Q tenhamos Q(z,30) N Q C (A1), e portanto

‘ )
At 1) N Q= 30)] 2 8]Qu| = 71 Qs, -
Logo,
. )
| At 30)| > 3—n|Q3g|

e consequentemente, temos

B 300 < (1 55 ) 10630

Pelo Lema 3.6 com T = 2, levando em conta a observacao que se segue imediatamente a
ele, temos infg, 60 u > pp' 't = p't em Q(z,60) e em particular, v > p't em Q(z,3p), e

assim, u(z) > tu'~!, portanto sendo z arbitrdrio temos
(Ai-hs C AL (3.81)
Pela proposicao anterior, temos dois casos possiveis devemos ter ou
(A7 )51 > 6@ = (A7 s =Q
ou
i—1 Lo
(A7) > 5147

Utilizemos (3.81). Para o primeiro caso, concluisse que Q C A% Ja pelo o segundo,
observamos que |A?| > |(Ai™)s|. Concluimos entdo que A = Q ou |A} > §~!|A Y. Em
qualquer caso, podemos concluir que se para algum inteiro s tivermos

A7 = At 1) > 0°1Ql, (3.82)
entao

AT > 0THATTE > - > 010 AY] > 61Q)
e, portanto, A = Q. De fato, caso exista i < s tal que A! = Q entdo, pela monotonicidade
de A* C AL temos
Al=Q,  Vizi,

em particular para ¢ = s. Do contrério, a cadeia de desigualdades acima ¢é formada, e dai,
para i = s temos que ou A? = @ ou |A| > 671 A57!|, para o segundo caso, concluimos

pela cadeia que

A7l > 1€
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0 que nao ocorre pois A C (), portanto, A7 = (), em qualquer caso.
Em conclusao, u(x) > p°t em Q. Escolhemos s de modo que (3.82) seja satisfeita; por

exemplo, seja s o menor inteiro tal que

> 1 1
8_log5 o8

Alt, 1)‘
Q|

Com esta escolha de s obtemos

log p
A(t, 1) Toe?
igfu(x)z,ust:ctc (t )|) ’ :

@
ou equivalentemente, definindo £ = infg u(z) e a = llggz:
A(t,1)] < Qi (3.83)

Por outro lado, por (1.5) sabemos

/“q dv = q/ tH At 1) dt < q/ T A(E D] dt + |QlE”.
Q 0 ¢

Introduzindo a estimativa (3.83), obtemos

][uq dr < cqf“/ pa—a-t dt + £1.
Q §

Se escolhermos ¢ < a a integral converge e, portanto,

][ ul dr < &1
Q

de modo que, lembrando que § = infg u(x) temos

1
inf u(x) > infu(x) > ¢ (][ u? dx) :
Q12 Q Q

A conclusao segue voltando a um R genérico e escrevendo u + yR* em vez de u.

Juntando o resultado acima com o Teorema 3.3 obtemos a seguinte desigualdade de Har-

nack:

Teorema 3.10 Seja u uma fungdo positiva pertencente a classe de De Giorgi DG, (€2)
com kg = 0, e seja o um niumero menor que %, tal que o cubo de lado 60 esteja contido
em 2. Entao,

supu < ¢ (infu + XQ”‘) . (3.84)
Qo Qe
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Demonstracao. Comecamos mostrando que

u(xg) < c inf wu(x), 3.85
(@) < e inf,_ulx) (355

ou, equivalentemente,

v(z) = () >c>0

em Q(zg, R). Como de costume, podemos assumir y =0 e R = 1.

A funcao v satisfaz as desigualdades (3.26) e (3.27) para todo h > 0, com as mesmas

constantes que u. Em particular, o Teorema 3.6 vale para v, com a estimativa

o\? o\?
OSCQ(LQ) v S C- OSCQ(%R) v (E) S CHUHoo,Q(:c,R) (E) 3 (386)

para todo z € Q e todo p < R < %dist(x, 09).

Agora seja K, = (1 —7)7%, onde § > 0 serd escolhido mais tarde, e seja 75 0 maior
valor de 7 para o qual ||[v]|sc,Q(ze,r) = K-. Como o lado esquerdo da relagao anterior é
limitado e o lado direito diverge quando 7 — 1, temos 0 < 75 < 1. De fato, pois para
To = 0 temos

K,

0

=1

e por outro lado para x = xy temos que v(zg) = 1 entdo, vale a desigualdade. Agora,
para 7 — 1 temos que K, — 00, entao tomamos 7 < 1.

Como o Teorema 3.6 faz de v Holder-continua, podemos tomar Z € Q(x, ) tal que

0(Z) = [[v]lco.Q(zo.m) = (1 —70)™°. Assim, observando que Q(Z, 152) C Q(zo, 1£™), temos

pela maximalidade de 7y que

s -5
I0oc o ) = 10l e, 150y < Ko = 201 = 7)™

Zz,
Por outro lado, usando (3.62) com x =0, R =152 e 9 = €R (¢ < 1), obtemos
B 8 6 —0.8
05C (7,170 ) U <c- 08C 7, 1) € < CHUHOO,Q(;@%)G <2°(1—m19) %

e, portanto, como

1—7'0
2

0SCy (5 1= oy U = v(z) — v(z), Vo € Q(z,
T2

Q(x

€).

entao

v(x) > v(z) — osc v > (1—79)7°(1 — 2°).

Q(z,75%)
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Escolhendo € = (¢~1279-1)5, obtemos

o(z) > (1= 1)~ em Q(f,l_QToe). (3.87)

N —

Podemos agora aplicar a Observacao 3.10 com R = IETOE, T=2ed= %(1 —70)7%. Temos

v = 0, e portanto

v(z) > =(1-— 7'0)*5 em Q(z,(1—1)e),

IS

com p = p(0,2). Iterando o argumento acima, isto é, usando a Observagao 3.10 da mesma

forma na desigualdade acima, obtemos para todo inteiro v

v

v(r) > —(1—71)"° em Q(z,2" (1 —m)e). (3.88)

Seja v tal que 2 < 271(1 — 7)€ < 4. Dividindo tudo por (1 — 7p)e
2 4
- < 21/71 < —_
(1 —19)e — (1 —m19)e
temos, desta forma
1 <2< i
(1 —79)e — (1—m9)e
Usando a propriedade de logaritmo, pu” = (2V)°82# e sabendo que 0 < u < 1, temos
log, 1 < 0. Logo, elevando a log, 1 < 0, obtemos
log, p
8 2
v — (9v\logap > -
= (o)

e, portanto,

1 8 log, 14
v(x) > 5 (E) (1-— TO)_5_1°g2“ em Q(z,2).

Como Q(7,2) D Q(xg, 1), entao a desigualdade acima vale para todo Q(xo, 1). Escolhemos

1
agora 0 = —log, p; temos € = (zﬁc) # e, portanto,
1 9 % logy 1t
v(x) > = (8 (—C> )
2 I
em Q(zo,1), o que fornece a estimativa (3.85). Seja agora (), = Q(z1,0) um cubo

contido em €2, com p suficientemente pequeno, e seja zy € Q, tal que u(zy) = supg, u().

Tomando R = 3p, obtemos de (3.85):

supu(z) <c¢ inf wu(x)=c inf wu(x) <cinfu(z),
Qf (2) < Q(z0,R) (@) Q(z0,30) (@) < Qo (@)

desde que @, C Q(zo,30) e, portanto, obtemos (3.84) com y = 0. O caso geral segue

como de costume, escrevendo u + yR® em vez de u. [ |
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3.6 O Caso Homogéneo

De particular interesse é o caso em que a funcao u pertence a uma classe homogénea

de De Giorgi DGO,, isto é, quando satisfaz as relagoes

H
/ | DuPdz < —/ (u— k)Pdx (3.89)
A(k,0) (R—0)" Jaw,nr)

H
/ \Dufds < —1 / (k — u)Pda. (3.90)
B(k,0) (R—0)" Jpu.r)

Em particular, isso ocorre quando v é um quase-minimo do funcional

F(u, Q):/QF(x,u(x),Du(:p))dx

com

|z|P < F(x,u,z) < L|z[F.

O exemplo mais significativo dessa situacao é o de funcionais quadraticos
F(z,u,2) = aj;(z,u) 224,
com os coeficientes a;; limitados e satisfazendo a condicao de elipticidade
a;j(x,u)&€ > V|§|2, v > 0.
Para fungoes positivas u € DGO,, temos a estimativa (3.84) com x = 0, e portanto:

Teorema 3.11 (Desigualdade de Harnack) Seja Q2 um conjunto aberto, limitado e conexo
em R™, e seja ¥ CC Q. Seja u uma fungdo positiva em DGO,(QY), (p > 1). Eriste uma
constante C(X, ) tal que

sgpu < Cirzlfu. (3.91)

Demonstracgao. Sejam (Q1,(Q)s,...,Qx uma familia finita de cubos tais que quaisquer
dois cubos consecutivos ); e ;11 tenham intersecao nao vazia e que

SLleu = sclgllpu; ilzlfu = gle u.
Podemos supor que cada um desses cubos tenha lado o < Ry, e que os cubos de lado 6o
estejam contidos em (2. Para cada cubo @); podemos escrever a desigualdade (3.84) com
x = 0:

supu < C'inf u.
Q; Qi
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Por outro lado, como quaisquer dois cubos consecutivos se intersectam, temos
infu < inf u< sup w<supu,
Qi QiNQit1 QiNQit+1 Qi+1
assim, juntando as duas desigualdades conquistamos
supu =supu < cinfu < csupu < --- < csupu < cinf u = cinf u.
= Q1 Q1 Q2 QN @n z
Portanto,

supu < cinf u.
» >

Se além disso €2 for um cubo de lado R, e ¥ for um cubo concéntrico de lado 7R, a

constante C' depende apenas de 7 mas é independente de R.

Duas consequéncias da desigualdade de Harnack merecem particular destaque.

Teorema 3.12 (Principio do mdzimo forte) Seja 0 um conjunto conezo, e seja u(x)
uma funcdao da classe DGOP_(Q). Se u possui um ponto de minimo interior, entdo u €

constante em ().

Demonstracao. Notamos que (3.89) e (3.90) nao se alteram se escrevemos u+ A em vez
de u. Como consequéncia, adicionando possivelmente uma constante a u, podemos supor
que mingu = 0, ou seja, u > 0. Seja E o conjunto dos pontos de {2 nos quais u atinge
seu valor minimo 0. Por hipétese, E ¢ nao vazio.

Para € > 0, a funcao u + € é positiva, e podemos aplicar o Teorema 3.9. Se () é um

cubo com centro em um ponto de E e lado suficientemente pequeno, temos

e=inf(u+e) e (]é(w e)pd:v); > ¢ (]é updx>;

e, portanto, como € > 0 é arbitrario, devemos ter u© = 0 em (). Da conta acima, segue que

E é um conjunto aberto; ademais, pela continuidade de u ele também é fechado. Mas por
hipdtese ) é conexo, concluimos, que E = 2. Portanto, u é constante.

[ |

De maneira analoga, pode-se provar que se u € DGO; (©) possui um ponto de

maximo interior, entdo ela é constante. Finalmente, se u € DGO,(12), ela deve assu-

mir tanto seu maximo quanto seu minimo apenas na fronteira de €2, a menos que seja

constante.
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Teorema 3.13 (Liouville) Seja u € DGO,(R™), e suponha que u seja limitada inferior-

mente. Entao, u € constante.

Demonstracao. Seja A = inf u > —oo. Escrevendo v := u — X\ em vez de u, temos que
v € DGO,(R™), v > 0einfv = 0. Assim, pelo principio do méximo forte, v =0 ouv > 0
em R". Caso o primeiro caso ocorra, entao u é constante. Do contrario, v > 0 em R"™.

Da desigualdade de Harnack temos para todo R > 0

supv < cinfwo
Qnr Qr

Se fizermos R tender ao infinito, o lado direito tende a zero e, portanto, v = 0, o que é

uma contradicao. Portanto, v = 0, consequentemente, u é constante.

3.7 w-Minimos

Como vimos anteriormente (Exemplo 2.4), a regularidade Hélder (continuidade) nao
vale para quasi-minimos cubicos. De modo geral, estimativas apenas em cubos nao sao
suficientes para provar regularidade.

Pode-se perguntar se estimativas em cubos sao suficientes em alguns casos especiais,
naturalmente mais gerais do que 1-minimos (isto é, quasi-minimos com ) = 1), para os
quais a diferenca entre estimativas em cubos e em conjuntos gerais desaparece. A resposta
é positiva para um tipo particular de quasi-minimos ctibicos, os w-minimos, de acordo com

0 seguinte:

Definicao 3.2 Seja w : Ry — Ry wma funcdo continua, limitada, crescente e concava,
, . 1 , . :
com w(0) = 0. Dizemos que uma fun¢io v € W, ;*(2) é um w-minimo para o funcional

F se para todo cubo Qr C Q e toda w € WHP(QRr) com w = u em dQg, tivermos

F(u,Qr) < [1+w(R)]F(w,Qr). (3.92)

E claro que um w-minimo é também um quasi-minimo cibico, e que a diferenca
entre eles estd apenas no comportamento para lados muito pequenos. Nao se sabe se um
w-minimo é também um quasi-minimo. No entanto, pode-se provar que w-minimos sao
fungoes Holder continuas. A presente secao sera dedicada a demonstracao desse resultado.

Como antes, assumiremos que o integrando F(x, u, z) é uma fungao de Carathéodory

satisfazendo as desigualdades
|2|P — b(x)|u|” — a(x) < F(z,u,2) < L|z|P + b(x)|u|]” + a(z), (3.93)
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comp <n, 1 <p<~y<p = :%"p, sendo a(z) e b(x) duas fungdes nao negativas,
pertencentes respectivamente a L*(€2) e L7(€2), com s > % e 0 > pf;.

Vimos no capitulo anterior (Observagao 2.10) que as hipdteses acima implicam a

7pr

7)), com a

. A~ . . ,. s . 1
existéncia de um r > 1 tal que todo quasi-minimo esférico u pertence a W,

estimativa

]éR |Du|™dx < ¢ (]ém | Du? dx>7" N c]ém (a(2) + b(a) u")" da- (3.04)

E evidente que podemos tomar r tao proximo de 1 quanto desejarmos, de modo que
podemos assumir, sem perda de generalidade, que ry < p*.

Como acima, assumiremos que % =2 _—ce % =1- 1% — ¢ para algum € > 0. B fcil
ver que podemos tomar € tao pequeno quanto desejarmos, sem prejuizo para os resultados
das segoes anteriores, sendo as constantes independentes de ¢, desde que este permaneca
limitado inferiormente longe de zero.

Uma vez que, como observamos, nao se sabe se w-minimos sao quasi-minimos, nao
podemos aplicar diretamente o resultado de regularidade das secoes anteriores aos w-
minimos. A prova sera obtida comparando w-minimos do funcional F em cubos de lado
R com quase-minimos do funcional

Q(U,QR):/ (IDuP + a() + A + b(@)[o]") de (3.95)

R

com uma constante apropriada A dependendo de R.

Comecaremos com uma estimativa relativa a quasi-minimos do funcional acima. Por
simplicidade, definimos a(z) = a(z) + A.
Teorema 3.14 Seja v um Q-minimo do funcional G em um cubo de lado R. Entao,

ewiste uma constante positiva Ry, dependendo apenas de a,b e da norma de v em WP,

tal que para todo o < R < Ry temos
_ 0 n—p-+ne _ o
(1Dvl? + o "|o]") da < c (—) (1DvfP + R#[v]") da + ||| PP+
Qo R Qn
+ (llall By s Rl (3.96)

onde jp = 2, e ¢ € uma constante dependendo de a,b e da norma de v em whe,

Demonstragao. Serd mais simples provar a estimativa (3.96) com 2R em vez de R.

Suponha primeiro que ¢ < R. Usamos a desigualdade (3.64)

n—p+pp
/ |Dul? dx < ¢ (ﬁ) o {/ IDvl”de’”R”"’*pﬁ} :
Qu R Qn
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onde, de acordo com a Observacao 3.7,
X" = lla+0M™||s < |lafls + [[bl|s M.

A quantidade M = 2supg,, [v| pode ser estimada por meio de (3.41) com g = :

ol
sup [v]” < ¢ {][ |v|" dx + ||oz||§’Rﬁ“’} ,
Qr Q2r

onde § = “=. Além disso, temos [|b[|; < chHUR"@_%). De fato, observe que

</ b%) < </ b(’dx>” Qnl'—%
Qr Qr
<c (/ g d:v) T Res(i-3),
QR

onde elevando ambos os lados a 1/s, chegamos na estimativa requerida. Assim, juntando

essas desigualdades obtemos a seguinte estimativa para y”
X
@ <lall + el (RC30 [ ppde 4l G20
Q2r

Em conclusao,

0\ "—ptrB _

vfPde <cl—= v|P dx v|" dx
Dude < ¢ () [DufPde+ R [ Jo'd
Qo R Qr Qr
1 .
+ ||| sR* P + HozHé’RTZJF"EJFM} . (3.97)

Por outro lado, lembrando que —pp = —n/o e |Q,| < cp”, temos

Qﬂ/ ol dz < co"(=5) M = cgn G+ A

)
n( X +e Y,
<c(%) : >{R“/ \vl”d:v+ucyu£R”“”em}
R Q2r
n—p-+ne 2
<c(z) {R” | wpacs HauspRPWW} 7
R Q2r

onde na tltima passagem usamos a desigualdade % > % = n — p. Somando a ultima

desigualdade a (3.97), obtemos (3.96) para ¢ < R. Por outro lado, se R < p < 2R, (3.96)

vale trivialmente. De fato, basta observar que como ), C ()2r, temos

/ Dol < / DP e / ol < / o],
Q Q2r Q Q2r

Além disso, como ¢ > R, entao p~* < R™*, 0 que nos garante

o / o' < R / o],
Q2R
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Somando as desigualdades, obtemos

| Qoo orry < [ popsr [
2R Q2r

[4

)nfp+ne

Agora, observe o fator ( . Como R < 9 < 2R, temos 1 < & < 2 e, portanto,

Qo
R

n—p-+ne
1< <}%) < gneptne .

Dai,
/ (IDvfP + B[v]") < Gy (}%)”_““/ (IDvfP + R[v]").
2R

2R

Adicionando os outros fatores positivos para chegar em (3.96), podemos concluir que o
teorema esta provado.

|
Seja agora u um w-minimo do funcional F. Obteremos uma estimativa semelhante a
(3.96) comparando u com um @-minimo adequado v do funcional G. Para a construgao
de tal v usaremos o principio variacional de Ekeland A.8. Definimos um espago métrico

X como o conjunto de todas as funcoes w € WP(Qp) tais que u —w € WyP(Qr) e

/(|Dw|p+b|w|7)dxg/ (IDup + blu]") d.
Qr QRr

Dotamos X com a métrica
d(w,v) = C’R/ |Dw — Dv|dx, (3.98)
QR

onde Cr é uma constante que escolheremos mais adiante. Mostremos que X é completo.

Seja (wy) C X uma sequéncia de Cauchy em (X, d). Entao
/ | Dwy, — Dw,,|dx — 0 (k,m — o0).
Qr

Logo, (Dwy) é de Cauchy em L'(Qg), como este espago é Banach, existe G € L'(Qg) tal
que

Dw, — G em Ll(QR).
Fixado u dado inicialmente, escreva
wy =u — @, com g € WP (Qr),
entdo Dy, = Du — Dwy,. Como Dwy, — G em L', segue que
Dy, — Du— G em L'(Qg).
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Como wy € X, temos a partir da estimativa de energia que (@) é limitada em VVO1 P(Qr).
Sendo p > 1, o espaco Wy (Qg) é reflexivo, portanto existe ¢ € Wy"(Qg) tal que, a
menos de subsequéncia,

o — ¢ em W'(Qp).

Em particular, Dgy — Dy em LP(Qg). No entanto, sabemos que
D(pk — Du—G em Ll(QR),

segue que os limites coincidem

Dy =Du—-G.

Defina w := u — ¢. Entéo, sabendo que v € W'P(QR) e ¢ € Wy (Qg) temos
we WY (Qr), u—w=¢ecW”(Qr)

e, além disso,

Dw = Du— Dy =G.

Dai, como Dwy, — G = Dw em L'(Qg), segue que
/ | Dwy, — Dw| dz — 0,
Qr

ou seja,

d(wg, w) — 0.

Por fim, basta mostrarmo que w satisfaz a desigualdade de energia. Sabemos que

/(|Dwk|p+b|wk|7)dx§/ (IDul?’ + bluf") da.
Qr Qr

Como Dwjy, — Dw em L'(Qg), entdo, a menos de subsequéncia, converge q.t.p. em Qg,

logo pelo Lema de Fatou

/ |Dw? dx < liminf/ | Dwy|? dzx.
Qr koo JQn

Analogamente, da convergéncia fraca de wy, — w em W'?(Qpr) e da imersao de Sobolev

para v < p* em conjunto limitado, temos por Fatou

/ blw|" dx §liminf/ blwg|” dx.
R k—o0 Qr
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Somando as desigualdades acima

/ (|Dw|? + blw|”) dx < liminf/ (|Dwg|? + blwy|") dz.
k—

[e.@]
R R

Portanto, w € X, logo X ¢ completo.

Para § > 0, seja v5 uma fungao em X tal que
F(vs,Qr) < igl(f}"%— J.
Segue do fato de u ser um w-minimo de F que
F(u,Qr) < (1 4+ w(R))F(vs, Qr) < igl(f}—‘i‘ 0 +w[F(u,Qr) + 9],
fazendo 6 — 0, obtemos

F(u) <inf F +wF(u) < inf]-'—i—cwR”][
X X On

(|DufP + blu|” + a) dz < i&f}" + €,
na qual escrevemos F(u) em vez de F(u,Qr) € € := cwR" fQR (|Dul? + blu]” +a) dz. Pelo
principio de Ekeland A.8, existe uma funcao v € X, em particular tal que

/(ymyubw)dxg/ (1Dul? + blul") da,
QR Qr

satisfazendo

/Q |Dv — Du|dz < Cx? (3.99)
R

e tal que

F(v) < F(w) + cwR”CR][ (|Dul’ + blu|” + a) d:v/ |Dv — Du| dz.

R R

Se escolhermos agora

Cpl = R'w <][ (|Du|? + blu|” + a) dm) ’ :
Qr

a ultima desigualdade torna-se

Fv) < F(w)+ A7 / |Dv — Du| dz, (3.100)
Qr
com
A=A(R) = c][ (|Dul’ + blu|” + a) dz. (3.101)

R
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Observamos que, temos
/ | Dol dx < / | Dul? + blv|” do < / (|DulP 4+ blu|”) dz < ¢ (3.102)
R Qr Qr

e também, usando o Teorema A.1, segue que

/ lv[P" dx < c/ v — ul?” d:z:+c/ lul" dx
R R R

<c (/ (|Du| + |Dvl)? dx) ’ + c/ lulP” dz < ¢, (3.103)
QRr Qr

com ¢ e ¢o independentes de R.
Vamos provar agora que v é um @Q-minimo do funcional G. Seja w € W'?(Qg), com

p=v—weW,", eseja K =suppp. Se w € X, temos de (3.100)
/ (IDv|P = blo| — @) dz < F(v, K) < F(w, K) + A'"» / |Dy| d
K K
e, portanto, passando uma parte para o lado direito temos
/ \Dul? da < / (LI Dwl? + blw| + a) dm+/ (B[ +a) dx+A1-é/ Dyl dz. (3.104)
K K K K
Estimamos utilizando Young A.2
A1*%|Dcp| < €|Dp? + c.A < ce(|DvP + | Dwl|?) + cA
de modo que, tomando € suficientemente pequeno, podemos reordenar (3.104)
/K(\DUP’ +bv]"+a+A)dx < c/K(]DwV” +blw|” + a + blv|” + A) du. (3.105)
Por outro lado, se w ¢ X, devemos ter
/ (IDwf? + bJo[") d < / (|Duf? + blu") dz < / (IDwl” + bw[) dz
K K K

de modo que a desigualdade acima vale para todo w € W'?(Qg) com w —v € Wy (Qg).
Neste tultimo caso, v satisfaz a desigualdade desejada para ()-minimo.
Argumentando como no Teorema 2.1, podemos estimar b|v|” que aparece no caso

em que w € X, e concluimos que em ambos os casos
/ (|Dv|P + blv|” +a+ A)dx < Q/ (|[DwfP 4+ blw|” + a+ A) dz
K K

e, portanto, v é um (Q-minimo do funcional G. A constante () dependerda de v apenas

através de sua norma || Dv||, + ||v]|,+ e, portanto, em tltima instancia, depende apenas de
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u e é independente de R.

Estimemos agora a quantidade

][ |Du — Dvl|P dz.
“g

r(p—1)

T Temos, pela interpolacao A.1, para

Seja r > 1 o expoente em (2.87), e seja ) =

l<p<rpef=1-9

1 A 1-9
p Tp

][ |Du — Dv|Pde | < ][ |Du — Dv|™ dx ][ |Du — Dv| dx
Qg QR

Qr R
2 2

(3.106)

Estimamos os dois fatores separadamente. Para o primeiro, usamos (2.87) tanto para u

quanto para v, e obtemos

1
rp

][ |Du — Dv|™dz <c ][ | Du|"Pdx +c ][ | Dv|"™Pdx
Qg QR QR

2 2
1

<c (][ |Du|pdx)p +c (f (b|u|”’+a)”"dx> "
Qr Qr
—|—c<][ |Dv]pdx>p —l—c(][ (b\v|7—|—a+A)rd$) " :
Qr Qr

(3.107)

dai, usando (3.102) temos

c (7{93 |Dv|pdaz> > (723, ]Du|pd:c) e (]éR(b|uP)da:> :

Aplicando Hélder no ultimo termo da desigualdade acima chegamos

1/p 1/(rp)
(7[ b|uwdg;> < (][ (b|u|’7)"dx) |
Qr QR
donde concluimos

1/p 1/p 1/(rp)
c<][ \Dv\pdx) Sc(][ \Du!”d:c) +c(][ (b|umrdx)
R R R

e portanto, substituindo em (3.107)

1

TP 1 1
][ |Du — Dv|"™dz <c <][ |Du\pdx) “te (][ (b|u|7)rdx) ’
Qg Qr Qr

1 1
+c (][ (b!v\y)rdzz:) Tt (][ a’”dx) " 1A,
R R
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Da definicao de A, temos

Ab <ec (][ |Du|pdx> ’ +c <][ (blu|™) dx) ’ +c (][ adm) ’
Qr Qr Qr

Usando Holder nos dois ultimos termos da desigualdade acima, temos

<o {(f, o) (f, o)+ (f, )"}

logo, este termo sera absorvido na desigualdade, restando

1
][ |Du — Dv|"™Pdz < cM,
“g

em que

M= { (723 |Du|pdx>; be <][QR(b|u|V)de) v
+c<7[QR<dex)*H(];ardx)*’}.

Por outro lado, para a segunda parte da desigualdade (3.106), obtemos da desigualdade
(3.99) que
][ |Du — Dv|dx < cR™"Cp' = cw(R)A%,
Qr
2

e da definicao de A, temos

][ |Du — Dv|dx < cw(R)M.
“g

Deste modo, aplicando essas estimativas em (3.106), temos

1/p
][ |Du — Dl < (eM)? (cw(R)M)' ™" = cw(R)'M,
Qr
2

de modo que, em conclusao

][ |Du — Dv|Pdx <cw(R)" {][ |Du|Pdx + (][ (b]u|7)r> " dx
QRr R R
e (][ <b!v|v>’"dfv)r + R lalls o
Qr
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com algum expoente k > 0.

Finalmente, estimamos as integrais contendo a funcao b. Temos

(éR(bIUP)waY <c (]éR(blu — uR|“’)7‘dx)i te (]éR(b|uR|7)’"d;c>i . (3.108)

Agora, usando Holder em ambos os membros abaixo, temos

1 1
lur|” (][ brdx) < (][ bgdx) ][ lu]"dx < CR“][ lu|"dx (3.109)
R R R R

onde foi utilizado Holder para estimar |ug|”. Agora, estimando o primeiro termo de

(3.108). Utilizando Hélder, com ;—Z, temos

(f oemwaryas) < ([ qumwyae)” ([ sar) 7

dai,

< c/ | Dul? dzx. (3.110)

Observe que devemos justificar a ultima desigualdade. O primeiro termo ¢ justificado

pela desigualdade de Sobolev-Poincaré A.6. Ja o segundo e terceiro sao limitados por

. V . * . . *
constantes. Com efeito, para o ultimo termo, o fato que o > pfﬂ implica que pf fav > 1,
0 que nos permite tomar r < -ZE— e consequentemente, obtemos —£— < o, assim
p*+oy p*—ry

o ultimo termo fica controlado por uma constante que depende de ||b||z-. Por fim, no
segundo termo, usamos novamente (A.6), e usamos que u € WP(Qpr).

Assim, por (3.108), (3.109) e (3.110) obtemos

(]éR(bm'v)rdm)i = C/QR<|D“|p + R7M|u|") da. (3.111)

De maneira andloga

(][R@W)r dx)}" <ec (][R(b\u ek dx)i +e (][R(byuwy dx)
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O dltimo termo do lado direito ja foi tratado; o primeiro pode ser estimado como acima
por

c/ (1Dul? + R4 [ul") dz.
Qr

Em conclusao, retirando a integral média, obtemos

/ |Du — Dv|P do < cw(R)" {/ (|Dul|? + R™*|u|") dx + Ha||SR”_p+”€} . (3.112)
Qr Qr

2
Com a ajuda da estimativa acima, podemos transferir a desigualdade (3.96) para o w-

minimo u. Entao, para o < %, somando e subtraindo os termos adequados e usando

desigualdade triangular, temos

/(|Du|p—|—g_“|u|7)dzx§c/ (|Dv|p+g_“|v|7)d:t+c/ (1Du — DulP + o=|u — v[") da

QQ QQ e

< (}%)MW {/QR(|DU|p + R da + @(R)}

+c/ (|Du— DvP 4+ o7 *|lu — v|") dx

o

<c (}%)"_”"5 {/QR(]DUV’ + R MulY) dx + @(R)}

+ c/ (|Du — Dv|P + o *|u — v|") dx,
Q

=

onde

O(R) = [lal|,R" P+ 4 (||a||R"P*+")» R™.

Vamos estimar os termos individuais no lado direito, comecando com ©. Lembre-se que
a(x) = a(x) + A, daf
ledls < llalls + R*A.

e desta forma, multiplicando por R"P*"¢ obtemos
||| s R*PE < |la]| ] R* 21" + R*A := M.
Assim, obtemos
O(R) < ([lallR" " + R"A) + (|[aflR™7F" + R"A)» R™.
Agora, lembrando que
AR" = C/Q (1Dul? + blu] +a) dz < c,
R
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entao, M7 R = M(M%AR"E) < ¢M e dai obtemos
O(R) < c(||al|R* Pt + AR™)
<c (||CL||8R”_1°+”6 + / (|Dul? 4 blu|” + a) dw)
Qr

Fazendo uma estimativa semelhante a (3.111), com r = 1, temos

/ blul? dz < c/ (IDul? + R#[u]") dx, (3.113)
Qr Qr
e, portanto,
O(R) <c (/ (|Dul? + R7*|u|") dx + Ha|]sR”_p+m) . (3.114)
Qr

O termo fQR |Du — Dvl? dx ja foi considerado em (3.112). O termo restante pode ser
tratado da seguinte forma, usando Holder na primeira desigualdade, Sobolev-Poincaré
na segunda desigualdade e as estimativas (3.113) e (3.102) para a terceira desigualdade,
obtemos
X
N P
/ lu —v|7dx < cR" (7[ lu —v|? d:c)
Qr Qr
2
X2
P
< cr(1-5%) (/ |Du — Dv]pdx)
R

< cR’””E/ (|Dul? + R™*|u|")dx
R

1 . R
uma vez que — +¢€ =1 o

Juntando todas essas desigualdades, obtemos o seguinte:

Teorema 3.15 Seja u um w-minimo do funcional F. FExiste Ry > 0 tal que para todo
cubo Qr CC €2, com R < Ry,

/Qe(‘Du’p + o HulY)dz < ¢ { (%>n—p+ne ) (%)H Rne}

x/ (|Dul? + R~"|u|")dx + c||a|R"~P*". (3.115)
R

A desigualdade (3.115) é a principal ferramenta na demonstragdo da continuidade de
Holder de u. Escrevendo, por simplicidade,

o(0) = / (1Dl + o}ul") de,

4

e 40 = ne, ela se torna

oo <c{(8)" " wutmr+ () wob ot + el



Seja 7 tal que 2¢7? = 1, e seja Ry tal que

W(R)K—i-Ti“RM < Tnfp+26’

DN | —

para todo R < Ry. Escolhendo ¢ = TR, a desigualdade anterior se torna
p(TR) < 7" P**0(R) + c|la|,R*P*°.

Uma vez que para todo t € (TR 7FR) temos p(t) < 77 (7" R), podemos aplicar o

Lema 3.3, do qual obtemos

o0 < (£)7 ot ¢l ). (3,110

Seja agora ¥ CC ) um conjunto aberto com fronteira suave, e seja Ry < dist(X, 092).

Se @, ¢ um cubo qualquer centrado em ¥ e de lado p < Ry, obtemos de (3.116) e de (A.6)

J

|u — u,|Pdr < cgp/ | Du|Pdz
Qo

4

< cd”¢(0)
< {(£)""" et + lal.r+

< o ([Jullip + llalls),

assim,

g_(”+5)/ |u — u,|Pdr < co.

o

Consequentemente, isso nos diz que u € L£P"(X), e portanto, pelo Teorema 1.9, u é

Holder-continua em Y. Provamos entao o seguinte:

Teorema 3.16 Seja
F(u,A):/F(m,u(x),Du(x))dx
A

com a fung¢ao F(z,u,z) satisfazendo as condigoes (3.93). Todo w-minimo de F pertence
a C*(Q) para algum & > 0.

Observacao 3.11 Com argumentos similares aos da se¢ao anterior, podemos provar a
continuidade de Holder até a fronteira para w-minimos com valores de fronteira prescritos.
Para mais detalhes ver [12] pg. 255.

149



Apeéendice A
Definicoes e Resultados Utilizados

Definicao A.1 Seja Q2 C R™ um conjunto convexo e f : Q0 — R uma fungao. Dizemos

que [ € conveza se, para quaisquer x,y € §2 e para todo t € [0, 1], vale a desigualdade:

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).
Definicao A.2 Uma funcio de Carathéodory é uma funcio F(x,y) : @ x R® — R tal que
(i) F(-,y) é mensurdvel para todo y € R?,
(ii) F(x,-) € continua para quase todo x € Q.
Definigao A.3 [Quase-conveza] O funcional

F(u,Q)z/ﬂF(m,u,Du)dx

¢ chamado de quase-convezo se para todo (zg,ug, z0) € Q X RY x R™ ¢ para toda ¢ €
CH(Q,RYN) tivermos

F(xg, uo, 20) S/F(xo,uo,zo—i-Dgo(x))dx.
Q

Definigao A.4 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que a fungio F : X — R € (se-
quencialmente) semicontinua inferiormente, abreviando por LSC, se, para toda sequéncia
vk convergente para algum v € X, tivermos

F(v) < liminf F(vg).

k—o0

Definigao A.5 Dados a € R™, com a # 0, e b € R, um hiperplano I1 em R™ é um

conjunto da forma

II={zeR"|{(a,z)=0b}.



Definicao A.6 Seja C' C R™ um conjunto convexo. Um hiperplano de suporte a C é
um hiperplano

H={xeR":(a,x) =b}, a#0,

tal que

(a,z) <b para todo z € C,

e existe pelo menos um ponto xo € C' satisfazendo

{(a,xo) =b.

Lema A.1 [Desigualdade de Young] Sejam 1 < p,q < oo com ;z_la + % = 1. Entao,

aP a
ab< —+ —, Va,b>0.
p q

Lema A.2 [Desigualdade de Young com €] Sejam 1 < p,q < oo com % + % =1lee>0
qualquer. Entao,

ab < ea? + C(e)b?, Va,b> 0,
onde C(e) = (ep) " rq .

Teorema A.1 Seja Q um conjunto aberto em R™, e seja u € Wy (Q). Entdo
. . np
(i) Se p <n, u pertence a L¥", p* = e
n—p

p < cf|[Dull,.

[

(ii) Se p > n, u pertence a CO%(Q), a=1——, ¢

SRR

[u]a < cl| Dull,.

Além disso, se Q0 for limitado, temos
sup [u] < e (diam(2))* | Dull.

Teorema A.2 Seja €2 um conjunto aberto e limitado em R™ com fronteira Lipschitz-
continua, e seja u € WHP(Q). Entao:

*

(i) Se p < n, u pertence a LP", p* = %, e temos
[ull o o < cllullipo-

(ii) Se p > n, u pertence a CO*(Q), a=1-12, ¢

SAE

[ulla < cllul

1,P7Q'
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Teorema A.3 [Desigualdade de Poincaré] Seja Q@ C R™ um conjunto aberto, conexo e
limitado, com fronteira Lipschitz-continua OS). FEziste uma constante c(n,p,Q) tal que
para todo u € WhHP(Q)

/|u—uQ]”da¢ < c/ | Du|? dx,
Q Q

1
uq = 4 udx ::—/udx
. 7{1 12 Jo

Teorema A.4 [Desigualdade de Sobolev-Poincaré] Com as hipdteses do teorema ante-

onde

é a média de u em ).

rior, se p < n, temos

Ju — ugl|p < c(n, p, Q)| Dull,.

Teorema A.5 Seja ) um conjunto aberto conexo e limitado em R™, com fronteira Lipschitz-
continua. Para todo uw € WYP(Q), p < n, que assume o valor zero em um conjunto A de

medida positiva, temos

)\
ra<c (W |Dull e

onde ¢ € o dobro da constante na desigualdade de Sobolev—Poincaré.

Teorema A.6 [Desigualdade de Sobolev-Poincaré para médias sobre cubos| Para toda
fungdo u € WP(Qg) vale que

lu = urllp@r < c(n, P Dullpen (A1)

e, portanto,

/ lu — uglP dr < c(n,p)Rp/ | Dul? dz, (A.2)
R R

onde up = UQ,.

Além disso, se a fungdo u € nula em um conjunto A C Qg de medida positiva, temos

Orl\ 7
llly 0 < c(n.p) (‘W' 1Dl 0 (A.3)
/ lulP dz < c(n, p) (@) R / | Dul? d. (A4)
QR |A| QR

Observagao A.1 Podemos substituir o lado esquerdo de (A.1) e (A.2) respectivamente
pelas quantidades:
inf ||u —
ot Ju — &

p* 7QR
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inf/ |u — &|P dz.
5 R
As desigualdades resultantes sao equivalentes a (A.1) e (A.2), em virtude de (1.20).

Além disso, a média em Qg pode ser substituida pela média em qualquer cubo Q.g,

com o < 1, uma vez que

/ |u — uqg|®dx < c {/ lu —up|®dr + |Qg| |ur — uaR|S}
Qr Qr

Sc{/ |u—uR|sdx+oz_”/ |u—uR|sdx}
Qr Qar

<e(1+a™ / [ — gl dz. (A.5)
Qr

Proposicao A.1 [Desigualdade de Interpolag¢ao] Sew € LP(Q)NLYQ) com1 <p<gq<
oo entdao u € L™(Q2) para todo p <1 < q e se tem a desigualdade

lullr@y < lullzog el (o, (A.6)

onde 0 < 0 < 1 verifica

1 8 1-4

rp q

Teorema A.7 Seja 2 um conjunto aberto limitado, com fronteira 0S) conexa e Lipschitz-

continua. Eziste uma constante c(p,n, ) tal que para todo u € WHP(Q)

lu(z) — upq|? dH,—1 < c/ | Du|P dx. (A.7)
o0 Q

Além disso, se ) € o cubo Qg de lado 2R, temos

/ |u(x) — upgy|” dHn—1 < c(p, n)Rpl/ | Du|P dx. (3.43)
0Qr

R

Definigao A.7 Uma funcio F(z,u, 2) definida em Q x RY x R™Y ¢ conveza de posto um

se para todo (g, up, 20) € 2 x RY x R"™™ ¢ funcgdo
g(&?ﬁ) = F($07U0>ZO +£®77)
¢ separadamente convera em £ € R™ en € RV,
Lema A.3 Seja F(z) uma fungdo convexa de posto um, tal que

[F(2)] < c(A+[z), A=0.

com p > 1. Entao,
|[F(2) = Fw)] < e(A+ |2] + [w])P |z — wl.
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Além disso, se F' possui primeiras derivadas, temos

IEL] < e(A+ |27

Teorema A.8 [Principio Variacional de Ekeland] Seja (V,d) um espago métrico com-
pleto, e seja F : V — R uma fungdo semicontinua inferiormente (na topologia métrica),
limitada inferiormente e assumindo um valor finito em algum ponto.

Suponha que para algum uw € V' e algum € > 0 tenhamos
F(u) < igf]:—i-e.
Entao, existe um ponto v € V' tal que:
(i) d(u,v) <1;
(1) F(v) < F(u);
(1) F(v) < F(w)+ed(v,w) YwelV.

Teorema A.9 [Desigualdade de Hadamard] Seja A € Mat(R,n). Entao,

[det(A)° < T[> 144l

j=1 i=1

sendo A;; o elemento ij da matriz A. Segue disso que
| det(A)] < ClA[",
para toda matriz A € Mat(C,n).

Observacao A.2 Provemos a continuidade da fun¢do x — u, g que aparece na demons-

tracao do Teorema (1.9). Queremos provar que, se Ty — x, entdo Uy, p — Uy g. Escreva

1 1
Uy, p— Up g = ——— u(y)dy — —————— u(y) dy.
R U R rmxk,Rn/Qm,R) ) dy |Q<I,R>|/Q(x,m ) dy

Somando e subtraindo o termo

: /
Y u(y) dy,
|Q(Ik7R)| Q(z,R) ( )

obtemos
Uz R — Ug,r = Ak + By,
onde .
PP (/ )y [ u(y)dy) ,
12z, R)| \Jaw@,r) O(z,R)
e

1 1
= <|Q<a:k,R>| T, R>|> /Q@,m uly)dy.
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Vamos mostrar que ambos tendem a zero.
1. O termo Ay Como Q(xy, R) = xp + Qgr, fazemos a mudancga de varidvel

[ wway= [ atmer 2,
Q(zx,R) R

entendendo u = 0 fora de ). Analogamente,

/ u(y) dy = / u(z + 2) dz,
Q(va) QR

1
~ Q(xx, B)] Qr (u

Agora faca hy, =z — x, obtemos

y =x + 2. Entao

logo

Ay, z, + 2) — u(x + 2))dz.

1

A = — "
"9 R Jo,

(u(z + 2z + hi) — u(z + 2))d=.

Mudando novamente a varidvel y = x + z, obtemos

1

Ap— b uf
1z, R)| Jo.r) (

Y+ hi) — u(y))dy.

Tomando mddulo,

1

Ay <
|Q(xk7R)| Q(z,R)

[u(y + he) — u(y)| dy.

Como §) nao tem cuspides externas, existe ¢ > 0 tal que
[z, R)| > cR",

desta forma,
1

Al <
| k|_cR”

/ fuly + ) — u(y)] dy.
Q(z,R)

Agora usamos a continuidade das translagoes em L]

/ fuly + ) — uly)| dy — 0,
Q(z,R)

pois hy, — 0. Assim, Ap — 0.
2. O termo B, Temos

|By| =

/ u(y) dy‘ :
Q(z,R)

Precisamos mostrar que |Q(zy, R)| — |Q(z, R)|. Observe

Qo B~ 106 B = [ vdy- [ 1dy
Q(zy,R) Q(z,R)
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Como Q(x, R) = Q(x, R) + hy, temos
Qe B)| - 190 R = [ (xaly + bs) = xaln))d.
Tomando maodulo,
9o B = 106 R < [ xaly+ he) = xa(w)] do
Q(z,R)
Agora usamos novamente continuidade por translagio em L', mas para a fungdo xq €

Ll.

loc*

/ Ixa(y + he) — xa(y)| dy — 0.
Q(x,R)

Desta maneira,

|k, B)| — |2z, B)].

Portanto,
1 1
Qe B 0@ R
e dat,
By — 0.
Portanto,

Uy, R — Uz, R = Ak + Bk — 0.

e dessa forma, x — uy g € continua.
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