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Resumo

Neste trabalho, investigamos a geometria de sólitons completos do �uxo da curvatura

média ponderada imersos em produtos warped do tipo I ×ρM
n, munidos de uma função

densidade φ que não depende do parâmetro real t ∈ I ⊂ R. Sob uma restrição de

curvatura adequada envolvendo a curvatura seccional da �bra Mn e a função warped

ρ : I → R, aplicamos algumas ferramentas analíticas, tais como versões do princípio do

máximo de Omori-Yau e técnicas envolvendo o tensor de Bakry-Émery-Ricci, para obter

resultados de não existência e de redução de codimensão desses sólitons.

Palavras-chave: Produtos warped com densidade; sólitons do �uxo da curvatura mé-

dia ponderada; tensor de Bakry-Émery-Ricci; resultados de não existência; redução de

codimensão; princípio do máximo de Omori-Yau.
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Abstract

In this work, we investigate the geometry of complete solitons of the weighted mean

curvature �ow immersed in warped products of the type I×ρM
n endowed with a density

function φ that does not depend on the real parameter t ∈ I ⊂ R. Under a suitable

curvature constraint involving the sectional curvature of the �ber Mn and the warping

function ρ : I → R, we apply some analytical tools, such as mild versions of the Omori-

Yau's maximum principle and some techniques involving the Bakry-Émery-Ricci tensor,

to derive nonexistence and codimension reduction results concerning these solitons.

Keywords: Warped products with density; weighted mean curvature �ow solitons;

Bakry-Émery-Ricci tensor; nonexistence results; codimension reduction; Omori-Yau's ma-

ximum principle.
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Introdução

Este trabalho foi desenvolvido com base no artigo publicado por de Lima, Gomes

e Velásquez [23], que apresenta, como principais objetos de estudo, os sólitons do �uxo

da curvatura média ponderada imersos em produtos warped com densidade. Nosso ob-

jetivo é apresentar os principais resultados obtidos pelos autores, enfatizando as técnicas

geométricas e analíticas empregadas em suas demonstrações.

Os chamados �uxos geométricos se tornaram uma ferramenta fundamental no con-

texto moderno da geometria diferencial, oferecendo uma abordagem poderosa no entendi-

mento da evolução geométrica de subvariedades em variedades Riemannianas. Nesse cená-

rio, o �uxo da curvatura média desempenha um papel central na compreensão das proprie-

dades geométricas intrínsecas das subvariedades. Ainda sob essa perspectiva, destacam-se

os sólitons do �uxo da curvatura média, que são soluções especiais que evoluem sem apre-

sentar mudança de forma, a menos de isometrias. Essas soluções têm despertado atenção

signi�cativa devido à sua conexão com formação de singularidades, estabilidade de solu-

ções e variedades de Einstein. Estes sólitons são fundamentais para o entendimento da

geometria de espaços que evoluem sob �uxos de curvatura, particularmente em geometria

Riemanniana.

Destacamos que o �uxo da curvatura média relacionado a uma subvariedade m-

dimensional ψ : Σm ↬M
n+1

em uma variedade Riemanniana (n+ 1)-dimensional M
n+1

é de�nido como sendo uma família, a um parâmetro, constituída de imersões diferenciáveis

Ψt = Ψ(t, ·) : Σm ↬ M
n+1

cujas imagens correspondentes Σm
t = Ψt(Σ

m) satisfazem a

seguinte equação de evolução 
∂Ψ

∂t
= H⃗

Ψ(0, p) = ψ(p)

(1)



em algum intervalo de tempo, onde H⃗ representa o vetor curvatura média não normalizado

da subvariedade Σm
t imersa em M

n+1
.

O estudo dos �uxos da curvatura média sob a perspectiva das equações diferenciais

parciais começou com Huisken [32] ao abordar os �uxos de hipersuperfícies convexas e,

desde então, motivou vários trabalhos que investigam soluções especiais da equação (1),

que são os sólitons do �uxo da curvatura média. Nesse contexto, quando o ambiente é

o espaço Euclidiano Rn+1, a imersão ψ : Σm ↬ Rn+1 é denominada de self-shrinker se

satisfaz a equação

H⃗ = −ψ⊥,

onde ψ⊥ denota a parte normal de ψ. Essa classe de imersões desempenha um papel impor-

tante no estudo do �uxo da curvatura média, pois auxiliam na descrição de singularidades

e, como foi apontado por Colding e Minicozzi [19], as self-shrinkers são hipersuperfícies

críticas para o funcional entropia. Essa linha de pesquisa tem se mostrado cada vez mais

ativa após a publicação de Colding e Minicozzi [19], que inspirou uma quantidade impres-

sionante de trabalhos relacionados à problemas de existência e classi�cação, resultados

de rigidez, propriedades espectrais e de estabilidade. Podemos citar, por exemplo, as

referências [12,13,16�18,25,26,40].

Em [4], Alías, de Lira e Rigoli estenderam estes estudos ao introduzirem a de�nição

geral de �uxo da curvatura média auto-similar em uma variedade Riemanniana M
n+1

munida de um campo de vetores K, assim como estabeleceram a noção de sóliton do

�uxo da curvatura média correspondente. Em particular, quando M
n+1

é um produto

warped da forma I ×ρ M
n e K = ρ(t)∂t, eles aplicaram princípios do máximo para ga-

rantir que um sóliton completo n-dimensional do �uxo da curvatura média é um slice

{t} ×Mn de M
n+1

, para algum t ∈ I ⊂ R. Enquanto isso, Colombo, Mari e Rigoli [20]

também estudaram algumas propriedades dos sólitons do �uxo da curvatura média em

variedades Riemannianas mais gerais e em produtos warped, com ênfase em espaços de

curvatura constante e de Schwarzschild. Eles se concentraram em resultados de decompo-

sição e rigidez considerando várias condições geométricas diferentes. Mais recentemente,

de Lima, Santos e Velásquez [24] estudaram sólitonsm-dimensionais do �uxo da curvatura

média imersos em I ×ρ M
n, com m ≤ n, e aplicaram princípios do máximo apropriados

para garantir que tais sólitons são slices do espaço ambiente, assim como desenvolveram

resultados de não existência desses sólitons.
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Por outro lado, vale também destacar as chamadas variedades com densidade, as

quais possuem importância notável no escopo da Análise Geométrica, aparecendo, por

exemplo, no contexto dos �uxos das curvaturas média e de Ricci. Sabe-se que, dada

uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional (M
n+1

, g) e uma função diferenciável

φ : M
n+1 → R, uma variedade com densidade M

n+1

φ associada a M
n+1

e φ é a terna

(M
n+1

, g, e−φdM), onde dM denota o elemento de volume padrão de (M
n+1

, g). Dize-

mos que φ é a função densidade de M
n+1

φ . Para uma discussão mais completa sobre

variedades com densidade, indicamos, por exemplo, os artigos [28, 31, 37, 43]. Um mo-

delo padrão conhecido de variedade com densidade é o denominado espaço Gaussiano

Gn+1, que corresponde ao espaço Euclidiano Rn+1 munido da medida de probabilidade

Gaussiana

e−φdx2 = (2π)−
n+1
2 e−

|x|2
2 dx2. (2)

Em [9], Borisenko e Miquel estudaram o �uxo de uma hipersuperfície imersa em

Gn+1, guiado pelo seu vetor curvatura média ponderado. Mais precisamente, eles consi-

deraram o �uxo da curvatura média ponderada Ψ : [0, T )× Σn → Gn+1 de uma hipersu-

perfície ψ : Σn ↬ Gn+1, satisfazendo
∂Ψ

∂t
= H⃗φ

Ψ(0, p) = ψ(p)

(3)

onde H⃗φ é o vetor curvatura média ponderado não normalizado, que é dado por

H⃗φ = H⃗ + (∇φ)⊥.

Nessa con�guração, eles forneceram um estudo detalhado da evolução de hipersu-

perfícies convexas sob a presença do �uxo (3).

Inspirados pelos trabalhos mencionados até aqui, de Lima, Gomes e Velásquez [23]

investigaram a geometria de sólitons completos do �uxo da curvatura média ponderada

imersos em produtos warped do tipo I×ρM
n munidos de uma função densidade φ que não

depende do parâmetro t ∈ I ⊂ R. Considerando uma restrição de curvatura apropriada,

que envolve a curvatura seccional da �bra Mn e a função warped ρ : I → R, foram

aplicadas ferramentas analíticas, tais como versões do princípio do máximo de Omori-

Yau e algumas técnicas que utilizam o tensor de Bakry-Émery-Ricci, com o objetivo de

obter resultados de não existência e redução de codimensão com relação aos sólitons do

�uxo da curvatura média ponderada.
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Esta dissertação está organizada da seguinte maneira: no Capítulo 1, apresentamos

as de�nições e resultados clássicos em geometria Riemanniana que são necessários para a

compreensão dos capítulos posteriores. No Capítulo 2, abordamos os principais espaços

ambientes deste trabalho, que são os chamados produtos warped. Buscamos dividir a

exposição deste capítulo em produtos warped Riemannianos clássicos (veja Seções 2.1,

2.2 e 2.3) e produtos warped com densidade (Seções 2.4 e 2.5), focando, particularmente,

em produtos da forma I ×ρM
n
φ , onde I ⊂ R é um intervalo aberto, Mn é uma variedade

Riemanniana e φ é uma função densidade diferenciável. No Capítulo 3, faremos uma breve

exposição sobre �uxos da curvatura média e seus sólitons correspondentes. Aqui também

consideramos os contextos clássico (Seção 3.1) e com densidade (Seção 3.2). E por �m, no

Capítulo 4, vamos estabelecer resultados de existência e redução de codimensão de sólitons

do �uxo da curvatura média ponderada imersos em produtos warped com densidade. Para

obter tais resultados, são aplicadas duas versões do princípio do máximo de Omori-Yau

(ver Seções 4.1 e 4.2), um princípio do máximo que envolve a noção de convergência para

zero no in�nito (Seção 4.3) e condições apropriadas de integrabilidade (Seção 4.4).
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Capítulo 1

Preliminares Seletos sobre Geometria

Riemanniana

Este capítulo destina-se a estabelecer brevemente as noções mais básicas sobre Ge-

ometria Riemanniana que serão utilizadas no decorrer de todo o trabalho. Os resultados

que aparecem neste capítulo serão apresentados sem demonstrações e têm como base prin-

cipal as referências [10], [27], [21] e [39], as quais indicamos fortemente para um maior

aprofundamento. Ao longo de todo o texto, Mn representará uma variedade diferenciável

de dimensão n.

1.1 Variedades Riemannianas

Começaremos apresentando as noções fundamentais de métrica e variedade Rieman-

nianas, seguidas de um importante exemplo e a de�nição de isometria.

1.1.1 Métrica Riemanniana

De�nição 1.1. Umamétrica Riemanniana em uma variedade diferenciávelMn é uma

correspondência que associa a cada ponto p de Mn uma forma bilinear simétrica, positiva

de�nida, denotada por ⟨ , ⟩p no espaço tangente TpM , que varia diferenciavelmente com

p.

Dizer que a métrica Riemanniana varia diferenciavelmente com p ∈ Mn signi-

�ca dizer que se x : U ⊂ Rn → Mn é uma parametrização local em torno de p e



{
∂
∂x1

∣∣
p
, ..., ∂

∂xn

∣∣
p

}
é uma base coordenada de TpM associada a x, então as aplicações

gij(p) =

〈
∂

∂xi

∣∣∣
p
,
∂

∂xj

∣∣∣
p

〉
p

são diferenciáveis.

Ao longo do texto, quando não houver possibilidade de confusão, vamos omitir o

índice p e denotar a métrica ⟨ , ⟩p simplesmente por ⟨ , ⟩.

Uma variedade diferenciável Mn munida de uma métrica Riemanniana é chamada

de variedade Riemanniana. Frequentemente utilizamos o par (Mn, ⟨ , ⟩) ou (Mn, g)

para nos referirmos a uma variedade Riemanniana.

Vamos agora apresentar um exemplo bastante importante de métrica Riemanni-

ana que serve de base para os espaços ambientes que serão apresentados nos próximos

capítulos.

Exemplo 1.2. (A métrica produto). Sejam (Mn, ⟨ , ⟩M) e (Nm, ⟨ , ⟩N) duas variedades
Riemannianas e considere a variedade produto Mn × Nm. Sejam π1 : Mn × Nm → Mn

e π2 : Mn × Nm → Nm as projeções canônicas. Vamos munir a variedade produto da

seguinte métrica:

⟨ , ⟩ = π∗
1(⟨ , ⟩M) + π∗

2(⟨ , ⟩N). (1.1)

Logo, dados (p, q) ∈M ×N e u, v ∈ T(p,q)(M ×N), temos, no ponto (p, q),

⟨u, v⟩ = ⟨dπ1(u), dπ1(v)⟩M + ⟨dπ2(u), dπ2(v)⟩N .

Com a métrica (1.1), Mn×Nm é uma variedade Riemanniana. Pode-se também veri�car

que as projeções π1 e π2 são funções diferenciáveis, assim como, para cada (p, q) ∈M×N ,

os espaços tangentes

T(p,q)(M × {q}) e T(p,q)({p} ×N)

são subespaços de T(p,q)(M ×N) e vale a soma direta

T(p,q)(M ×N) = T(p,q)(M × {q})⊕ T(p,q)({p} ×N). (1.2)

Para mais detalhes, recomendamos [39, Lema 1.43].

Outra noção bastante importante neste contexto de métricas Riemannianas é o de

isometria.

De�nição 1.3. Sejam Mn e Nm variedades Riemannianas. Dizemos que um difeomor-

�smo f :Mn → Nm é chamado de isometria se

⟨u, v⟩p = ⟨dfp(u), dfp(v)⟩f(p),

para todo p ∈ M e para todos u, v ∈ TpM , onde dfp : TpM → Tf(p)N é a aplicação

diferencial de f no ponto p. Se existe uma isometria entre M e N , dizemos que estas

variedades são isométricas.
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1.1.2 Conexões Riemannianas

Vamos denotar por X(M) o conjunto dos campos de vetores diferenciáveis em Mn,

isto é, o conjunto das seções diferenciáveis do �brado tangente TM =
⋃
p∈Mn TpM (ver [27,

Exemplo 4.1 do Capítulo 0]). Denotamos também por C∞(M) o conjunto das funções

reais diferenciáveis de�nidas em Mn.

De�nição 1.4. Uma conexão a�m ∇ em uma variedade diferenciável Mn é uma apli-

cação

∇ : X(M)× X(M) → X(M)

denotada por (X, Y ) 7→ ∇XY , que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y ,

onde X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M).

Vamos agora enunciar, sem demonstração, o teorema fundamental das conexões

em uma variedade Riemanniana. Devido à sua importância, recomendamos consultar os

detalhes em [27, Teorema 3.6 do Capítulo II].

Teorema 1.5 (Levi-Civita). Seja Mn uma variedade Riemanniana. Então, existe uma

única conexão a�m ∇ em Mn satisfazendo as seguintes condições:

(a) A conexão ∇ é simétrica, ou seja,

[X, Y ] = ∇XY −∇YX, para todos X, Y ∈ X(M).

(b) A conexão ∇ é compatível com a métrica Riemanniana, ou seja,

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩, para todos X, Y, Z ∈ X(M).

A conexão dada pelo teorema de Levi-Civita é denominada conexão de Levi-

Civita, ou simplesmente conexão Riemanniana de Mn.

Neste contexto, vale destacar a chamada fórmula de Koszul , que caracteriza a

conexão Riemanniana ∇ e que utilizaremos mais adiante:

2⟨∇XY, V ⟩ = X⟨Y, V ⟩+Y ⟨V,X⟩−V ⟨X, Y ⟩−⟨X, [Y, V ]⟩+⟨Y, [V,X]⟩+⟨V, [X, Y ]⟩, (1.3)

onde X, Y, V ∈ X(M).
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1.1.3 Curvaturas

Vamos agora relembrar os principais conceitos sobre curvaturas em uma variedade

Riemanniana. Começaremos de�nindo o chamado tensor curvatura, o qual aparecerá em

vários momentos durante o texto.

De�nição 1.6. Seja ∇ a conexão Riemanniana de Mn. A curvatura ou tensor cur-

vatura R de uma variedade Riemanniana Mn é uma correspondência que associa a cada

par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X, Y ) : X(M) → X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, Z ∈ X(M).

Vale destacar, por meio da próxima proposição, que o tensor curvatura R cumpre

determinadas propriedades que o caracterizam, de fato, como um tensor. Neste trabalho

não faremos uma discussão detalhada sobre tensores e suas propriedades de uma maneira

geral. Para tal discussão, sugerimos a leitura de [39, Capítulo 2].

Proposição 1.7. A curvatura R de uma variedade RiemannianaMn cumpre as seguintes

propriedades:

(i) R é bilinear em X(M)× X(M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

onde f, g ∈ C∞(M) e X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M).

(ii) Para todo par X, Y ∈ X(M), temos

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W,

R(X, Y )(fZ) = fR(X, Y )Z,

onde f ∈ C∞(M) e Z,W ∈ X(M).

Para consultar os detalhes de uma demonstração da Proposição 1.7, indicamos a

referência [27, Proposição 2.2 do Capítulo IV].

A partir da noção do tensor curvatura R, podemos de�nir a chamada curvatura

seccional. No que se segue, a notação |x ∧ y| representa a área do espaço vetorial 2-

dimensional σ determinado por um par de vetores linearmente independentes.
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De�nição 1.8. Sejam Mn uma variedade Riemanniana, p ∈Mn e σ um subespaço bidi-

mensional de TpM . A curvatura seccional de Mn associada a σ é de�nida por

K(x, y) =
⟨R(x, y)x, y⟩

|x ∧ y|2
=

⟨R(x, y)x, y⟩
|x|2|y|2 − ⟨x, y⟩2

,

onde {x, y} é uma base qualquer de σ.

É comum denotar a curvatura seccional por K(σ). Vale ressaltar que o conheci-

mento do número K(σ) para todo σ determina completamente a curvatura R. Uma

demonstração deste fato pode ser encontrada em [27, Lema 3.3 do Capítulo IV].

Antes de falarmos sobre a chamada curvatura de Ricci, vamos de�nir a noção de

referencial ortonormal local, que será utilizada em vários momentos durante o texto.

De�nição 1.9. Sejam Mn uma variedade Riemanniana, p ∈ Mn e U ⊂ Mn uma vi-

zinhança de p em Mn tal que é possível de�nir campos de vetores E1, ..., En ∈ X(M).

Dizemos que o conjunto {E1, ..., En} é um referencial ortonormal local quando, para

cada q ∈ U , os vetores Ei(q), i = 1, ...n, formam uma base ortonormal de TqM .

Em geral, não há como garantir a existência do referencial da De�nição 1.9 em toda

a Mn. Porém, pode-se mostrar que, localmente, sempre é possível garantir a existência

de tal referencial. Para mais detalhes, consultar [39, pág. 85].

Vamos agora utilizar a De�nição 1.9 para apresentar a curvatura de Ricci, ou tam-

bém, como chamaremos ao longo do texto, tensor de Ricci.

De�nição 1.10. Sejam Mn uma variedade Riemanniana e {E1, ..., En} um referencial

ortonormal local em X(M). De�nimos a curvatura de Ricci ou tensor de Ricci como

sendo a aplicação

Ric : X(M)× X(M) → C∞(M)

(X, Y ) 7→ Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

⟨R(X,Ei)Y,Ei⟩

Assim como ocorre com a curvatura R, temos que a curvatura de Ricci é também

um tensor. Veremos, ao longo deste trabalho, que impondo determinadas condições sobre

as curvaturas seccional e de Ricci, vamos obter lemas auxiliares e resultados geométricos

importantes para os nossos objetivos (vide, por exemplo, o Lema 2.11).
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1.1.4 Geodésicas e Variedades Completas

Antes de apresentar o conteúdo dessa sessão, vamos estabelecer a noção de derivada

covariante, com base em [10, pág. 10]. Seja I ⊂ R um intervalo aberto e considere uma

curva diferenciável c : I → Mn em uma variedade Riemanniana Mn. Para to ∈ I seja

X ∈ X(M) uma extensão de c′(t0). Logo, para qualquer Y ∈ X(M), é possível mostrar

que o vetor (∇XY )t0 só depende de c′(t0) e da restrição de Y a c(I). Obtemos assim um

campo ao longo de c, denotado por DY
dt

e denominado de derivada covariante de Y ao

longo de c.

Diminuindo I, se necessário, pode-se mostrar que o campo c′(t) pode ser estendido

a um campo Y ∈ X(M). Neste caso, denotamos DY
dt

por Dc′

dt
.

Dessa forma, podemos agora apresentar a de�nição de geodésica. No que se segue,

Mn é uma variedade Riemanniana munida de sua conexão Riemanniana ∇.

De�nição 1.11. Uma curva parametrizada γ : I ⊂ R →Mn é uma geodésica em t0 ∈ I

se Dγ′

dt
= 0 no ponto t0. Se γ é uma geodésica em t, para todo t ∈ I, dizemos que γ é uma

geodésica.

Como consequência de De�nição 1.11, vale mencionar que se γ : I →Mn é uma geo-

désica, o comprimento do vetor tangente γ′ é constante. Consequentemente, o parâmetro

de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.

As geodésicas têm a propriedade de serem curvas que, ao menos localmente, mini-

mizam distâncias entre dois pontos em uma variedade Riemanniana. De um modo geral,

esta propriedade não pode ser generalizada globalmente em uma variedade, ao menos que

esta variedade cumpra uma condição especial que veremos mais adiante.

De posse da de�nição do que é uma geodésica, vamos agora apresentar o conceito de

aplicação exponencial em uma variedade Riemanniana. No que se segue, vamos denotar

por γv uma geodésica γ : [0, 1] → Mn partindo de p ∈ Mn, ou seja, γ(0) = p, com

γ′(0) = v, onde v ∈ TpM .

De�nição 1.12. Sejam U ⊂ TpM e v ∈ U tal que a geodésica γv está bem de�nida em

[0, 1]. De�nimos a aplicação exponencial no ponto p ∈Mn por

expp : U → Mn

v 7→ expp(v) = γv(1).
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Geometricamente, expp(v) é ponto deM
n obtido percorrendo um comprimento igual

a |v|, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com velocidade igual a v
|v| .

Vamos agora apresentar a noção de variedade geodesicamente completa.

De�nição 1.13. Uma variedade RiemannianaMn é geodesicamente completa se para

todo p ∈Mn, a aplicação exponencial expp está de�nida para todo v ∈ TpM , isto é, se as

geodésicas γ(t) que partem de p estão de�nidas para todos os valores do parâmetro t ∈ R.

A De�nição 1.13 abre caminho para estendermos a propriedade minimizante das

geodésicas globalmente em uma variedade Riemanniana Mn. Para isso, vamos antes

de�nir a noção de distância Riemanniana.

De�nição 1.14. Sejam dois pontos p, q ∈ Mn. A distância Riemanniana d(p, q) é

de�nida como sendo o ín�mo dos comprimentos de todas as curvas diferenciáveis por

partes que ligam p a q.

É possível veri�car que, munida da distância Riemanniana,Mn é um espaço métrico.

Vale mencionar também que, �xado p0 ∈Mn, a função

f :Mn → R

p 7→ f(p) = d(p, p0)

é contínua.

Então, podemos enunciar o principal teorema relacionado ao contexto de variedades

geodesicamente completas, que é o Teorema de Hopf-Rinow. Para mais detalhes de uma

demonstração deste teorema, sugerimos [27, Teorema 2.8 do Capítulo VII].

Teorema 1.15 (Hopf-Rinow). Sejam Mn uma variedade Riemanniana e p ∈ Mn. As

seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) expp está de�nida em todo o TpM .

(b) Os limitados e fechados de Mn são compactos.

(c) Mn é completa como espaço métrico.

(d) Mn é geodesicamente completa.

(e) Existe uma sucessão de compactos Kn ⊂ Mn, Kn ⊂ intKn+1 e
⋃
nKn = Mn, tais

que se qn /∈ Kn então d(p, qn) → ∞.

Além disso, cada uma das a�rmações acima implica que

(f) Para todo q ∈ Mn existe uma geodésica γ ligando p a q com ℓ(γ) = d(p, q), onde

ℓ(γ) é o comprimento de γ.
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Vale enunciar como principal consequência do Teorema 1.15 o seguinte corolário.

Corolário 1.16. Se Mn é compacta, então Mn é completa.

Dessa forma, temos a equivalência entre o conceito de variedade geodesicamente

completa com o de variedade completa como espaço métrico. Estes conceitos serão de

suma importância para estabelecermos as condições de integrabilidade do capítulo 5.

1.2 Operadores Diferenciais

Vamos apresentar os principais operadores diferenciais que utilizaremos ao longo

deste trabalho, juntamente com suas principais propriedades. Esta apresentação baseia-se

em [10, Capítulo 2]. Durante toda esta seção,Mn representa uma variedade Riemanniana

de dimensão n com conexão Riemanniana ∇. Começaremos apresentando a de�nição de

gradiente de uma função.

De�nição 1.17. Seja f ∈ C∞(M). De�nimos o gradiente de f , denotado por ∇f ,
como sendo o campo vetorial em Mn tal que

⟨∇f,X⟩ = X(f),

para todo X ∈ X(M).

Apresentamos também algumas propriedades operatórias do gradiente que serão

úteis posteriormente.

Proposição 1.18. Sejam f, g ∈ C∞(M). Então,

(i) ∇(f + g) = ∇f +∇g.

(ii) ∇(fg) = g∇f + f∇g.

Outro operador diferencial que será parte fundamental do nosso texto é o divergente

de um campo vetorial diferenciável.

De�nição 1.19. Seja X ∈ X(M). De�nimos o divergente do campo X como a aplica-

ção diferenciável divX :Mn → R, dada, para p ∈Mn, por

(divX)(p) = tr{v 7→ (∇vX)(p)},

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.
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Considerando um referencial ortonormal local {E1, ..., En} em X(M), segue direta-

mente da De�nição 1.19 que o divergente de X pode ser escrito da forma

divX =
n∑
i=1

⟨∇Ei
X,Ei⟩. (1.4)

Seguem algumas propriedades operatórias do divergente que serão de grande utili-

dade.

Proposição 1.20. Sejam X, Y ∈ X(M) e f ∈ C∞(M). Então,

(i) div(X + Y ) = divX + divY .

(ii) div(fX) = fdivX + ⟨∇f,X⟩.

Ainda no contexto do operador divergente, vamos enunciar o Teorema da Diver-

gência, o qual será utilizado posteriormente no capítulo 6, quando estivermos destacando

os resultados associados às condições apropriadas de integrabilidade. Para mais detalhes

sobre este Teorema, indicamos [33, Teorema 16.32].

Teorema 1.21 (da Divergência). Sejam Mn uma variedade Riemanniana compacta e

orientada e X ∈ X(M). Se Mn tem bordo ∂M munido com a orientação e a métrica

induzidas pela inclusão ι : ∂M → Mn, e ν denota o campo de vetores normal unitário

exterior a Mn ao longo de ∂M , então∫
Mn

(divX)dMn =

∫
∂M

⟨X, ν⟩dσ,

onde dσ é o elemento de integração ao longo de ∂M . Caso ∂M = ∅, interpretamos∫
∂M

⟨X, ν⟩dσ como sendo igual a 0.

Vamos agora apresentar o operador Laplaciano de uma função.

De�nição 1.22. Seja f ∈ C∞(M). De�nimos o Laplaciano de f , denotado por ∆f ,

como sendo a função ∆f :Mn → R dada por

∆f = div(∇f).

Podemos também destacar algumas propriedades operatórias do Laplaciano, que

podem ser obtidas diretamente da De�nição 1.22.

Proposição 1.23. Sejam f, g ∈ C∞(M). Então,

(i) ∆(fg) = g∆f + f∆g + 2⟨∇f,∇g⟩.
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(ii) 1
2
∆(f 2) = f∆f + |∇f |2.

Finalizamos esta seção com o operador Hessiano de uma função.

De�nição 1.24. Seja f ∈ C∞(M). O Hessiano de f é o campo de operadores lineares

Hessf : TpM → TpM , de�nido para v ∈ TpM por

(Hessf)(v) = ∇u∇f.

A partir da De�nição 1.24, pode-se mostrar que o operador linear (Hessf)p : TpM →

TpM é auto-adjunto.

Vale destacar que podemos associar ao Hessiano uma forma bilinear simétrica de�-

nida por

Hessf(X, Y ) = ⟨∇X∇f, Y ⟩ = X(Y f)− (∇XY )f, (1.5)

onde X, Y ∈ X(M).

1.3 Teoria Elementar de Imersões Isométricas

Nesta seção vamos abordar os principais conceitos básicos sobre as chamadas imer-

sões isométricas em variedades Riemannianas. A exposição será baseada principalmente

nas referências [21] e [27], que são as nossas recomendações para um maior detalhamento

do conteúdo apresentado.

Começaremos relembrando os conceitos de imersão, mergulho e subvariedade em

uma variedade diferenciável.

De�nição 1.25. Sejam Σm e M
n
variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

ψ : Σm ↬ M
n
é uma imersão se dψp : TpΣ → Tψ(p)M é injetiva para todo p ∈ Σm.

Se, além disso, ψ é um homeomor�smo sobre ψ(Σm) ⊂M
n
, onde ψ(Σm) tem a topologia

induzida por M
n
, dizemos que ψ é um mergulho. Se Σm ⊂ M

n
e a inclusão ι : Σm →

M
n
é um mergulho, dizemos que Σm é uma subvariedade mergulhada de M

n
. Se ψ

for uma imersão que não é um mergulho, então Σm é uma subvariedade imersa. Por

simplicidade, utilizaremos o termo subvariedade para nos referirmos a uma subvariedade

imersa.

Note que se ψ : Σm ↬ M
n
é uma imersão, então m ≤ n. A diferença p = n−m é

chamada de codimensão da imersão ψ.

De posse das De�nições 1.25 e 1.3, podemos agora estabelecer a de�nição de imersão

isométrica.
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De�nição 1.26. Sejam Σm eM
n
variedades Riemannianas. Dizemos que uma aplicação

ψ : Σm ↬ M
n
é uma imersão isométrica se ψ é uma imersão ao mesmo tempo que é

uma isometria, ou seja, se a aplicação dψp : TpΣ → Tψ(p)M é injetiva para todo p ∈ Σm e

⟨u, v⟩p = ⟨dψp(u), dψp(v)⟩ψ(p),

para todo p ∈ Σm e para todos u, v ∈ TpM .

Perceba que mesmo que não seja exigida a hipótese de que Σm seja uma variedade

Riemanniana, a estrutura Riemanniana de M
n
induz, através da aplicação ψ, uma estru-

tura Riemanniana em Σm. Como dψp é injetiva, é possível veri�car, pela igualdade da

De�nição 1.26, que ⟨, ⟩p é de fato uma métrica em Σm induzida naturalmente por ψ.

Dessa forma, seja ψ : Σm ↬ M
n
uma imersão isométrica. Para cada p ∈ Σm,

existe uma vizinhança U ⊂ Σm de p tal que a restrição de ψ a U é um mergulho. A

demonstração deste fato pode ser encontrada em [27, Proposição 3.7 do Capítulo 0].

Então, podemos identi�car U com sua imagem ψ(U), pois ψ é localmente a aplicação

inclusão. Por isso, vamos considerar o espaço tangente TpΣ como subespaço de TpM .

Escrevemos

TpM = TpΣ⊕ (TpΣ)
⊥,

onde (TpΣ)
⊥ é o complemento ortogonal de TpΣ.

Desta decomposição, obtemos o chamado �brado normal de Σm, denotado por

(TΣ)⊥ =
⋃
p∈Σ(TpΣ)

⊥ (ver [21, pág. 2]). Nesse contexto, denotamos por X⊥(Σ) o conjunto

dos campos de vetores diferenciáveis normais a Σm, de forma que temos a decomposição

X(M)
∣∣
ψ(Σ)

= X(Σ)⊕ X⊥(Σ), (1.6)

onde X(M)
∣∣
ψ(Σ)

denota o conjunto de campos de vetores diferenciáveis de M
n
de�nidos

ao longo de Σm.

Com relação a decomposição (1.6), temos as projeções

( )⊤ : X(M)
∣∣
ψ(Σ)

→ X(Σ)

( )⊥ : X(M)
∣∣
ψ(Σ)

→ X⊥(Σ),

que são chamadas de tangente e normal, respectivamente.

Dado que M
n
é uma variedade Riemanniana, a sua conexão de Levi-Civita será

denotada por ∇. Sendo ψ : Σm ↬M
n
uma imersão isométrica e X, Y ∈ X(Σ), temos

∇XY = (∇XY )⊤ + (∇XY )⊥.
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Segue, da unicidade do Teorema 1.5, a conexão (∇)⊤ é a conexão de Levi-Civita de

Σm, a qual vamos denotar por ∇. Logo,

∇XY = ∇XY + (∇XY )⊥. (1.7)

A igualdade (1.7) determina a chamada segunda forma fundamental de Σm, a qual

apresentamos na próxima de�nição.

De�nição 1.27. De�nimos a segunda forma fundamental de Σm como sendo a apli-

cação

II : X(Σ)× X(Σ) → X⊥(Σ)

(X, Y ) 7→ II(X, Y ) = (∇XY )⊥.

Logo, pela De�nição 1.27 e (1.7), obtemos a fórmula de Gauss :

∇XY = ∇XY + II(X, Y ) (1.8)

Pela fórmula (1.8) e utilizando as propriedades da De�nição 1.4, pode-se veri�car

que II é uma aplicação simétrica e bilinear sobre C∞(Σ).

Ainda no mesmo contexto estabelecido até agora, vamos de�nir o chamado operador

de Weingarten de Σm.

De�nição 1.28. Seja ξ ∈ X⊥(Σ). De�nimos o operador de Weingarten ou operador

de forma de Σm com respeito a ξ como sendo a aplicação

Aξ : X(Σ) → X(Σ)

X 7→ AξX = −(∇Xξ)
⊤.

Existe uma relação muito importante entre o operador de Weingarten e a segunda

forma fundamental. Sejam X, Y ∈ X(Σ) e ξ ∈ X⊥(Σ). Pela fórmula de Gauss (1.8) e a

compatibilidade com a métrica do Teorema 1.5, temos

0 = X⟨ξ, Y ⟩ = ⟨∇Xξ, Y ⟩+ ⟨ξ,∇XY ⟩

= ⟨(∇Xξ)
⊤ + (∇Xξ)

⊥, Y ⟩+ ⟨ξ,∇XY + II(X, Y )⟩

= ⟨(∇Xξ)
⊤, Y ⟩+ ⟨ξ, II(X, Y )⟩,

consequentemente,

⟨AξX, Y ⟩ = ⟨II(X, Y ), ξ⟩. (1.9)
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Denotando a componente normal (∇Xξ)
⊥ de ∇Xξ por ∇⊥

Xξ, obtemos a chamada

fórmula de Weingarten :

∇Xξ = −AξX +∇⊥
Xξ. (1.10)

Denominamos a conexão ∇⊥ como sendo a conexão normal da imersão ψ.

Podemos agora enunciar a chamada equação de Gauss, que relaciona os tensores

curvatura entre as variedades da imersão. Para mais detalhes da demonstração desta

equação, indicamos [21, pág. 4].

Proposição 1.29. Considere ψ : Σm ↬ M
n
uma imersão isométrica entre duas varie-

dades Riemannianas Σm e M
n
. Dados X, Y, Z,W ∈ X(Σ), a equação de Gauss é dada

por

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨II(X,Z), II(Y,W )⟩ − ⟨II(X,W ), II(Y, Z)⟩,

onde R e R são os tensores curvatura de Σm e M
n
, respectivamente e II é a segunda

forma fundamental de Σm.

De posse dos conceitos estabelecidos até agora, podemos apresentar as noções de

imersões totalmente geodésicas e totalmente umbílicas.

De�nição 1.30. Seja ψ : Σm ↬ M
n
uma imersão isométrica entre duas variedades

Riemannianas Σm e M
n
. Dizemos que ψ é totalmente geodésica quando a segunda

forma fundamental de Σm é identicamente nula, ou seja, II(X, Y ) = 0 para todos X, Y ∈
X(Σ).

Note que, pela fórmula de Gauss (1.8), se a imersão ψ é totalmente geodésica,

∇XY = ∇XY.

para todos X, Y ∈ X(Σ). Temos também que as geodésicas de Σm são geodésicas de M
n

que estão totalmente contidas em Σm.

De�nição 1.31. Dizemos que a imersão isométrica ψ : Σm ↬M
n
entre duas variedades

Riemannianas Σm e M
n
é totalmente umbílica quando

AξX = λξX,

para todo X ∈ X(Σ) e para todo ξ ∈ X⊥(Σ), onde λξ ∈ R.

Vamos �nalizar este capítulo apresentando a de�nição do vetor curvatura média.
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De�nição 1.32. Seja ψ : Σm ↬ M
n
uma imersão isométrica entre duas variedades

Riemannianas Σm e M
n
. O vetor curvatura média de Σm é de�nido por

H⃗ =
m∑
i=1

II(Ei, Ei),

onde II é a segunda forma fundamental de Σm e {E1, ..., Em} é um referencial ortonormal

local em X(Σ).

Note que, pela De�nição 1.32, H⃗ = tr(II), isto é, H⃗ é o traço da segunda forma

fundamental de Σm.

Seja {N1, ..., Np} um referencial ortonormal local em X⊥(Σ), onde p = n − m é a

codimensão da imersão. Por simplicidade, vamos denotar ANj
por Aj. Pela De�nição

1.32 e (1.9), podemos escrever

H⃗ =
m∑
i=1

p∑
j=1

⟨II(Ei, Ei), Nj⟩Nj

=

p∑
j=1

m∑
i=1

⟨AjEi, Ei⟩Nj

=

p∑
j=1

(trAj)Nj =

p∑
j=1

HjNj, (1.11)

onde Hj = trAj, j = 1, ..., p, são funções diferenciáveis de�nidas em Σm.
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Capítulo 2

Produtos Warped com Densidade da

Forma I ×ρMn
φ

Neste capítulo, vamos apresentar os espaços ambientes principais do nosso trabalho,

que são os chamados produtos warped. Dividiremos a nossa abordagem em cinco seções.

Nas três primeiras, apresentaremos as noções básicas sobre produtos warped Riemannia-

nos, com ênfase nos produtos da forma I ×ρM
n, onde I é um intervalo aberto real, Mn

é uma variedade Riemanniana e ρ é uma função real positiva. Nas duas últimas seções,

falaremos brevemente sobre variedades com densidade e algumas de suas características

básicas, juntamente com os chamados produtos warped com densidade.

2.1 Produtos Warped Riemannianos

Vamos começar expondo os conceitos iniciais sobre produtos warped, adotando como

referência principal a abordagem de [39, Capítulo 7], com as devidas adaptações para o

contexto Riemanniano.

De�nição 2.1. Sejam (B, ⟨ , ⟩B) e (F, ⟨ , ⟩F ) variedades Riemannianas e considere uma

função positiva ρ ∈ C∞(B). Denominamos produto warped de B e F com função

warped ρ, denotado por M = B ×ρ F , a variedade produto B × F munida da métrica

⟨ , ⟩ = π∗
B(⟨ , ⟩B) + (ρ ◦ πB)2π∗

F (⟨ , ⟩F ), (2.1)

onde as aplicações πB e πF são as projeções canônicas do produto B × F sobre os fatores

B e F , respectivamente.



Nas condições da De�nição 2.1, dizemos que as variedades B e F são a base e a

�bra de M , respectivamente.

Como ⟨ , ⟩B e ⟨ , ⟩F são métricas Riemannianas, segue, diretamente da de�nição da

métrica (2.1) que M é uma variedade Riemanniana.

Note que, se (p, q) ∈M e u ∈ T(p,q)M , então

⟨u, u⟩ = ⟨dπB(u), dπB(u)⟩B + ρ2(πB(p, q))⟨dπF (u), dπF (u)⟩F

= ⟨dπB(u), dπB(u)⟩B + ρ2(p)⟨dπF (u), dπF (u)⟩F .

Dessa forma, se ρ ≡ 1, a métrica (2.1) passa a ser equivalente a métrica produto

usual (1.1), fazendo com que o produto warped funcione como uma generalização da

variedade produto.

Seja (p, q) ∈M . Denominamos de slices (ou �bras) e folhas, respectivamente, os

conjuntos

{p} × F = π−1
B ({p}) e B × {q} = π−1

F ({q}). (2.2)

Para cada (p, q) ∈M , os slices e as folhas são subvariedades mergulhadas de M . De

fato, basta observar que, no caso dos slices, �xado p ∈ B, a aplicação

ιp : {p} × F → B × F

(p, y) 7→ ιp(p, y) = (p, y)

é um mergulho, ou seja, possui diferencial injetiva e é um homeomor�smo sobre sua

imagem. Analogamente, �xado q ∈ F , a aplicação

ιq :B × {q} → B × F

(x, q) 7→ ιq(x, q) = (x, q)

também é um mergulho.

Vamos agora de�nir a noção de levantamento.

De�nição 2.2. Seja M = B ×ρ F um produto warped e (p, q) ∈M .

(a) Se f ∈ C∞(B), o levantamento de f para M é f̃ = f ◦ πB ∈ C∞(M). Analoga-

mente, g̃ = g ◦ πF é o levantamento de g ∈ C∞(F ).

(b) Se u ∈ TpB e q ∈ F , o levantamento ũ de u para M é o único vetor ũ ∈ T(p,q)(B ×
{q}) tal que (dπB)(p,q)(ũ) = u. O levantamento ṽ ∈ T(p,q)({p} × F ) de v ∈ TqF é o

único vetor tal que (dπF )(p,q)(ṽ) = v.
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(c) Se X ∈ X(B), o levantamento de X para M é o campo vetorial X̃ ∈ X(M) que

em cada (p, q) é o levantamento de Xp para M . Equivalentemente, o levantamento

X̃ de X para M é o único campo X̃ ∈ X(M) tal que dπB(X̃) = X e dπF (X̃) = 0.

Neste caso, X̃ é dito levantamento horizontal. Analogamente, o levantamento

Ỹ ∈ X(M) de Y ∈ X(F ) é o único campo Ỹ tal que dπF (Ỹ ) = Y e dπB(Ỹ ) = 0.

Dizemos que Ỹ é levantamento vertical. Os conjuntos de todos os levantamentos

horizontais e de todos os levantamentos verticais são denotados, respectivamente,

por H (B) e V (F ).

Note que, pela De�nição 2.2 e por (1.2), dado X ∈ X(M),

X = X1 +X2,

onde X1 ∈ H (B) e X2 ∈ V (F ), com X1 = dπB(X) e X2 = dπF (X). A partir daqui, por

simplicidade, vamos comumente omitir o "∼" dos levantamentos.

Outra terminologia importante é que denominamos de vetores horizontais e ve-

tores verticais os vetores tangentes às folhas e aos slices, respectivamente.

Temos a seguinte proposição que enumera algumas características da métrica war-

ped.

Proposição 2.3. Seja M = B ×ρ F um produto warped. Valem as seguintes a�rmações:

(i) Para cada q ∈ F , a aplicação πB
∣∣
B×{q} é uma isometria sobre B.

(ii) Para cada p ∈ B, a aplicação πF
∣∣
{p}×F é uma homotetia positiva sobre F , com fator

de homotetia 1
ρ(p)

.

(iii) Para cada (p, q) ∈M , a folha B × {q} e o slice {p} × F são ortogonais em (p, q).

Demonstração.

(i) Para cada q ∈ F , a restrição πB
∣∣
B×{q} é um difeomor�smo. Sejam u, v ∈ T(p,q)(B ×

{q}), ou seja, vetores horizontais. Logo, em (p, q),

⟨u, v⟩ = ⟨(dπB)(u), (dπB)(v)⟩B + (ρ ◦ πB)2⟨(dπF )(u), (dπF )(v)⟩F

= ⟨(dπB)(u), (dπB)(v)⟩B.

(ii) Para cada p ∈ B, a restrição πF
∣∣
{p}×F é um difeomor�smo. Sejam os vetores verticais

u, v ∈ T(p,q)({p} × F ). Em (p, q) temos

⟨u, v⟩ = ⟨(dπB)(u), (dπB)(v)⟩B + (ρ ◦ πB)2⟨(dπF )(u), (dπF )(v)⟩F

= (ρ ◦ πB)2⟨(dπF )(u), (dπF )(v)⟩F .
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Logo,

⟨(dπF )(p,q)(u), (dπF )(p,q)(v)⟩F =
1

ρ2(πB(p, q))
⟨u, v⟩(p,q) =

(
1

ρ(p)

)2

⟨u, v⟩(p,q).

(iii) Sejam (p, q) ∈M , u ∈ T(p,q)(B × {q}) um vetor horizontal e v ∈ T(p,q)({p} × F ) um

vetor vertical. Daí, em (p, q),

⟨u, v⟩ = ⟨(dπB)(u), (dπB)(v)︸ ︷︷ ︸
=0

⟩B + (ρ ◦ πB)2⟨(dπF )(u)︸ ︷︷ ︸
=0

, (dπF )(v)⟩F = 0.

Na próxima proposição, vamos estabelecer relações bastante úteis entre as conexões

Riemannianas do produto warped e de suas variedades componentes, no que diz respeito

a campos que são levantamentos horizontais ou verticais. Mas antes, vamos enunciar o

seguinte lema que versa sobre o levantamento do gradiente de uma função diferenciável

no produto warped.

Lema 2.4. Seja M = B ×ρ F um produto warped e h ∈ C∞(B). Então, o gradiente do

levantamento h ◦ πB de h para M é o levantamento do gradiente de h para M .

Demonstração. Primeiramente, considere ∇ e ∇ as conexões Riemannianas de M e

B, respectivamente. Sejam (p, q) ∈ M e v ∈ T(p,q)({p} × F ) um vetor vertical. Daí,

(dπB)(p,q)(v) = 0. Pela de�nição de gradiente 1.17, em (p, q) temos

⟨∇(h ◦ πB), v⟩ = v(h ◦ πB) = (dπB)(v)(h) = 0.

Logo, ∇(h ◦ πB) é vetor horizontal. Seja agora u ∈ T(p,q)(B × {q}) um vetor horizontal.

Como πB
∣∣
B×{q} é uma isometria, segue que

〈
(dπB)(∇(h ◦ πB)), (dπB)(u)

〉
B

=
〈
∇(h ◦ πB), u

〉
= u(h ◦ πB)

= (dπB)(u)(h) = ⟨∇h, (dπB)(u)⟩B .

Portanto, ∇h = (dπB)
(
∇(h ◦ πB)

)
.

No que se segue, por simpli�cação, vamos denotar h ◦πB por h e ∇(h ◦πB) por ∇h.
De posse do Lema 2.4, podemos demonstrar a seguinte proposição.

Proposição 2.5. Sejam um produto warped M = B ×ρ F e as conexões de Levi-Civita

∇B, ∇F e ∇ de B, F e M , respectivamente. Se X, Y ∈ H (B) e V,W ∈ V (F ), então
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(i) ∇XY ∈ H (B) é o levantamento de ∇B
XY em B.

(ii) ∇XV = ∇VX = X(ρ)
ρ
V .

(iii) (∇VW )⊥ = II(V,W ) = − ⟨V,W ⟩
ρ

∇ρ.

Demonstração.

(i) Sendo X e Y levantamentos horizontais e V um levantamento vertical, temos

[X, V ] = 0 e [Y, V ] = 0. Logo, a fórmula de Koszul (1.3) se reduz a

2⟨∇XY, V ⟩ = −V ⟨X, Y ⟩+ ⟨V, [X, Y ]⟩.

Por outro lado, como X, Y ∈ H (B), então ⟨X, Y ⟩ é constante nos slices. Como

V ∈ V (F ) então V ⟨X, Y ⟩ = 0. Além disso, [X, Y ] ∈ H (B), acarretando que

⟨V, [X, Y ]⟩ = 0. Assim,

⟨∇XY, V ⟩ = 0, ∀V ∈ V (F ).

Logo, ∇XY ∈ H (B). Pela Proposição 2.3, πB
∣∣
B×{q} é isometria sobre B, então

∇XY é o levantamento de ∇B
XY.

(ii) Como 0 = [X, V ] = ∇XV −∇VX, então ∇XV = ∇VX e estes campos são verticais,

pois, pelo item (i) temos

⟨∇XV, Y ⟩ = X ⟨V, Y ⟩︸ ︷︷ ︸
=0

−⟨V,∇XY︸ ︷︷ ︸
∈H (B)

⟩ = 0.

Assim, aplicando novamente a fórmula de Koszul, temos

2⟨∇XV,W ⟩ = X⟨V,W ⟩.

Por outro lado, em (p, q) ∈M ,

⟨V,W ⟩ = ρ2(p)⟨Vq,Wq⟩F .

Escrevendo ρ := ρ ◦ πB, segue que

⟨V,W ⟩ = ρ2 (⟨V,W ⟩F ◦ πF ) .
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Observando que ⟨V,W ⟩F ◦ πF é constante nas folhas onde X é tangente, então

X⟨V,W ⟩ = X
[
ρ2 (⟨V,W ⟩F ◦ πF )

]
= 2ρX(ρ) (⟨V,W ⟩F ◦ πF )

= 2
X(ρ)

ρ

[
ρ2 (⟨V,W ⟩F ◦ πF )

]
= 2

X(ρ)

ρ
⟨V,W ⟩.

Assim,

2⟨∇XV,W ⟩ = X⟨V,W ⟩ = 2
X(ρ)

ρ
⟨V,W ⟩.

Portato, ∇XV =
X(ρ)

ρ
V .

(iii) Pelo item (ii),

⟨∇VW,X⟩ = V ⟨W,X⟩ − ⟨W,∇VX⟩ = −X(ρ)

ρ
⟨W,V ⟩.

Pelo Lema 2.4, X(ρ) = ⟨∇ρ,X⟩ tanto em M como em B. Assim,

⟨∇VW,X⟩ = −⟨∇ρ,X⟩
ρ

⟨W,V ⟩

=

〈
−⟨W,V ⟩

ρ
∇ρ,X

〉
, ∀X ∈ H (B).

Portanto,

−⟨W,V ⟩
ρ

∇ρ =
(
∇VW

)⊥
= II(V,W ).

Vamos �nalizar esta seção enunciando, sem demonstração, a seguinte proposição

que fornece como calcular os tensores curvatura de levantamentos horizontais e verticais.

Para maiores detalhes, ver [39, Proposição 7.42].

Proposição 2.6. Seja um produto warped M = B ×ρ F com tensor curvatura R. Se

X, Y, Z ∈ H (B) e U, V,W ∈ V (F ), então

(i) R(V,X)Y =
Hess ρ(X, Y )

ρ
V .

(ii) R(X, Y )V = R(V,W )X = 0.

(iii) R(X, V )W =
⟨V,W ⟩
ρ

∇X

(
∇ρ
)
.

(iv) R(V,W )U = RF (V,W )U − ⟨∇ρ,∇ρ⟩
ρ2

{⟨V, U⟩W − ⟨W,U⟩V },

onde RF é o tensor curvatura da �bra F .
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2.2 Produtos Warped da forma I ×ρM
n

Conhecendo a noção generalizada de produtos warped Riemannianos, vamos agora

particularizar a abordagem para um espaço ambiente mais especí�co. Considere I um

intervalo aberto de (R, dt2), onde dt2 é a métrica Riemanniana usual de R. Sejam

(Mn, ⟨ , ⟩M) uma variedade Riemanniana n-dimensional e ρ : I → R uma função dife-

renciável positiva.

Então, a partir deste ponto, vamos considerar o produto warped M
n+1

= I ×ρM
n

que, como já vimos, é uma variedade Riemanniana munida da métrica

⟨ , ⟩ = π∗
I (dt

2) + (ρ ◦ πI)2π∗
M(⟨ , ⟩M), (2.3)

onde πI :M
n+1 → I e πM :M

n+1 →Mn são as projeções canônicas.

Nesse contexto, vamos escolher em M
n+1

a orientação de cada slice {t}×Mn como

sendo o campo de vetores unitário

∂t =
∂

∂t

∣∣∣∣
(t,x)

, (t, x) ∈M
n+1

, (2.4)

que é, a rigor, o levantamento a M
n+1

do campo unitário ∂t de�nido em I. Por simplici-

dade, vamos utilizar a mesma notação para os dois campos.

Como já vimos anteriormente em (2.2), os slices e as folhas são subvariedades mer-

gulhadas do produto warped. Vamos veri�car que, �xado um t∗ ∈ I, o slice {t∗} ×Mn é

subvariedade totalmente umbílica.

Para isso, vamos primeiramente de�nir o chamado campo de vetores conforme

fechado

K(t, x) = ρ(t)∂t
∣∣
(t,x)

, (t, x) ∈M
n+1

, (2.5)

onde estamos atribuindo a notação ρ como sendo a mesma do levantamento ρ ◦ πI .

Campos da forma (2.5) serão de grande importância neste momento e nos próxi-

mos capítulos. Para uma discussão mais detalhada sobre campos conformes fechados em

ambientes Riemannianos, indicamos a leitura de [11].

Seja ∇ a conexão Riemanniana de M
n+1

. Vamos agora mostrar que

∇VK = ρ′(t)V, ∀V ∈ X(M). (2.6)

Com efeito, seja V ∈ X(M). Temos a decomposição

V = V1 + V2, V1 ∈ H (I), V2 ∈ V (Mn),
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onde V1 = ⟨V, ∂t⟩∂t. Segue que

∇VK = ∇(⟨V,∂t⟩∂t+V2)K = ∇⟨V,∂t⟩∂tK +∇V2K

= ⟨V, ∂t⟩∇∂t(ρ(t)∂t) +∇V2(ρ(t)∂t)

= ⟨V, ∂t⟩

ρ(t)∇∂t∂t︸ ︷︷ ︸
=0

+∂t(ρ(t))∂t

+ ρ(t)∇V2∂t + V2(ρ(t))︸ ︷︷ ︸
=0

∂t

= ρ′(t)⟨V, ∂t⟩∂t + ρ(t)∇V2∂t

= ρ′(t)⟨V, ∂t⟩∂t + ρ(t)
∂t(ρ(t))

ρ(t)
V2

= ρ′(t)(⟨V, ∂t⟩∂t + V2)

= ρ′(t)V,

onde para calcular ∇V2∂t foi utilizado o item (ii) da Proposição 2.5.

Seja agora t∗ ∈ I �xo. Considere o conjunto

Mn
t∗ = {t∗} ×Mn, (2.7)

que é um slice deM
n+1

. Vamos mostrar que (2.7) é uma subvariedade totalmente umbílica

de M
n+1

.

Seja Nt∗ ∈ X⊥(Mt∗), de forma que Nt∗ = ∂t é uma orientação deMn
t∗ . Pela De�nição

1.28 do operador de Weingarten,

ANt∗V = −
(
∇VNt∗

)⊤
= −

(
∇V ∂t

)⊤
, ∀V ∈ X(Mn

t∗). (2.8)

Segue que

∇V ∂t = ∇V

(
1

ρ
K

)
=

1

ρ
∇VK + V

(
1

ρ

)
K

=
ρ′

ρ
V − 1

ρ2
V (ρ)K

=
ρ′

ρ
V − 1

ρ2
〈
∇(ρ ◦ πI), V

〉
K

=
ρ′

ρ
V − ρ′

ρ2
〈
∇πI , V

〉
ρ∂t. (2.9)

Para continuar, precisamos calcular ∇πI . Para isso, considere V ∈ X(M) e vamos aplicar

a decomposição

V = ⟨V, ∂t⟩∂t + V ∗, V ∗ ∈ V (Mn).
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Pela de�nição 1.17 de gradiente, temos

〈
∇πI , V

〉
= V (πI) = (⟨V, ∂t⟩∂t + V ∗)(πI)

= ⟨V, ∂t⟩ ∂t(πI)︸ ︷︷ ︸
=1

+V ∗(πI)︸ ︷︷ ︸
=0

= ⟨∂t, V ⟩,

pois πI(t, x) = t, para todo (t, x) ∈M
n+1

. Então,

∇πI = ∂t. (2.10)

Logo, se V ∈ X(Mn
t∗) e substituirmos (2.10) em (2.9), temos

∇V ∂t =
ρ′

ρ
V − ρ′

ρ
⟨∂t, V ⟩︸ ︷︷ ︸

=0

∂t =
ρ′

ρ
V.

Portanto, em (2.8),

ANt∗V = −
(
ρ′(t∗)

ρ(t∗)
V

)⊤

= −ρ
′(t∗)

ρ(t∗)
V, (2.11)

ou seja, o slice Mn
t∗ é subvariedade totalmente umbílica.

Podemos também calcular o vetor curvatura média de Mn
t∗ , o qual vamos denotar

por H⃗t∗ . Considere um referencial ortonormal local {E1, ..., En} em X(Mt∗). Note que a

codimensão de Mn
t∗ é p = (n + 1) − n = 1. Logo, por (2.11) e pela forma de calcular o

vetor curvatura média em (1.11), temos

H⃗t∗ = tr(ANt∗ ) =
n∑
i=1

⟨ANt∗Ei, Ei⟩Nt∗

= −ρ
′(t∗)

ρ(t∗)

n∑
i=1

⟨Ei, Ei⟩∂t

= −nρ
′(t∗)

ρ(t∗)
∂t. (2.12)

Vamos �nalizar esta seção apresentando alguns exemplos, que serão retomados pos-

teriormente, de produtos warped da forma I ×ρM
n.

Exemplo 2.7. (Recuperando o produto simples I × Mn). Quando ρ ≡ 1, a métrica

warped (2.3) se torna a métrica produto usual (1.1), fazendo com que recuperemos a

variedade produto I ×Mn, cujo modelo mais generalizado foi abordado no Exemplo 1.2.

Neste caso, temos o campo K = ∂t e, como caso particular, se I = R e Mn = Rn, temos

Rn+1 = R× Rn.
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Exemplo 2.8. (Espaço pseudo-hiperbólico). Seguindo a terminologia que foi apresentada

por Tashiro [41], quando ρ(t) = et, o produto warped I ×et M
n é denominado de espaço

pseudo-hiperbólico. Esta denominação se deve ao fato de que o espaço hiperbólico

(n + 1)-dimensional Hn+1 é isométrico ao produto warped R ×et Rn, tais que os slices

{t} × Rn são isométricos às chamadas horoesferas de Hn+1. Mais detalhes sobre esses

espaços podem ser consultados em [1,2, 30,36].

Exemplo 2.9. (Espaços de Schwarzschild). Considere um parâmetro m > 0 e o espaço

produto

S
n+1

= (r0(m),+∞)× Sn,

onde Sn é a esfera unitária de Rn+1 munida da métrica Euclidiana induzida padrão e

r0(m) = (2m)
1

n−1 é a única raíz positiva de Vm(r) = 0, com Vm(r) = 1 − 2mr1−n. Este

espaço é denominado de espaço de Schwarzschild e é munido da métrica

g = Vm(r)
−1dr2 + r2gSn ,

onde dr2 e gSn são as métricas padrões de (r0(m),+∞) e Sn, respectivamente. A função

Vm(r) é denominada função potencial do espaço S
n+1

.

A importância deste tipo de espaço reside no fato de que a variedade R × S
n+1

munida da métrica Lorentziana −Vm(r)dt2 + g é uma solução das chamadas equações

de campo de Einstein no vácuo, com constante cosmológica zero (ver, por exemplo, a

referência [39, Capítulo 13] para mais detalhes a respeito da geometria de Schwarzschild).

Baseado em [20, Exemplo 1.3], o espaço S
n+1

pode ser reduzido ao produto warped

da forma I×ρ Sn, com a métrica warped (2.3), aplicando a seguinte mudança de variáveis

t =

∫ r

r0(m)

dσ√
Vm(σ)

, ρ(t) = r(t) ∈ R+. (2.13)

Como foi evidenciado em [20, Exemplo 4.1], a função Vm(r) é estritamente crescente em

(r0(m),+∞). De fato,
dVm
dr

=
2m(n− 1)

rn
> 0

para todo r > r0(m) e, como Vm(r0(m)) = 0, conclui-se que Vm(r) > 0 em (r0(m),+∞).

Dessa maneira, a função warped ρ obtida de (2.13) satisfaz

ρ′(t) = r′(t) =
√
Vm(r(t)) > 0 e ρ′′(t) = r′′(t) =

1

2

dVm
dr

(r(t)) > 0. (2.14)

Exemplo 2.10. (Espaços de Reissner-Nordström). Considere os parâmetros m > 0 e

q ∈ R, com |q| ≤ m. De�nimos o espaço de Reissner-Nordström como sendo o

espaço produto

R
n+1

= (r0(m, q),+∞)× Sn

munido da métrica

g = Vm,q(r)
−1dr2 + r2gSn ,
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onde dr2 e gSn são, respectivamente, as métricas padrões de (r0(m, q),+∞) e Sn, Vm,q(r) =
1− 2mr1−n + q2r2−2n é a função potencial de R

n+1
e a maior raiz positiva de Vm,q(r) = 0

é

r0(m, q) =

(
q2

m−
√
m2 − q2

) 1
n−1

.

De forma semelhante ao que vimos no Exemplo 2.9, a variedade R×R
n+1

munida da

métrica Lorentziana −Vm,q(r)dr2+g é também uma das soluções das Equações de Einstein

no vácuo com constante cosmológica zero (para mais detalhes, ver [14, Observação 4.5]

e [42, Seção 12.3]).

Analogamente ao espaço de Schwarzschild, o espaço R
n+1

pode ser reduzido à forma

I ×ρ Sn com a métrica (2.3) aplicando a mudança de variáveis

t =

∫ r

r0(m,q)

dσ√
Vm,q(σ)

, ρ(t) = r(t) ∈ R+. (2.15)

A derivada da função potencial é

dVm,q
dr

= 2(n− 1)r−n(m− q2r1−n).

Então, Vm,q(r) é estritamente crescente se

q2r1−n < m. (2.16)

Se q = 0, (2.16) é satisfeita. Considerando q ̸= 0, reescrevemos (2.16) como

r >

(
q2

m

) 1
n−1

.

Note que (
q2

m

) 1
n−1

<

(
q2

m−
√
m2 − q2

) 1
n−1

= r0(m, q),

ou seja, Vm,q(r) é estritamente crescente para todo r > r0(m, q).

Por (2.15), podemos calcular as derivadas de ρ(t):

ρ′(t) = r′(t) =
√
Vm,q(r(t)) > 0 e ρ′′(t) = r′′(t) =

1

2

dVm,q
dr

(r(t)) > 0. (2.17)

2.3 Subvariedades Imersas em I ×ρM
n

Com base em todos os conceitos apresentados até agora, o nosso foco se voltará para

o contexto de imersões em produtos warped. Mais especi�camente, vamos lidar com uma

subvariedade m-dimensional orientável ψ : Σm ↬ M
n+1

, onde m ≤ n, imersa em um

produto warped M
n+1

= I ×ρM
n.
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A métrica de Σm será a deM
n+1

induzida por ψ, que vamos denotar sempre por ⟨ , ⟩.

Vamos denotar por ∇ e ∇ as conexões Riemannianas deM
n+1

e de Σm, respectivamente.

Sendo p = n + 1 − m a codimensão de Σm, podemos obter um referencial ortonormal

local {N1, ..., Np} em X⊥(Σ), de forma que a fórmula de Gauss (1.8) pode ser expressa da

forma

∇XY = ∇XY +

p∑
i=1

⟨AiX, Y ⟩Ni, (2.18)

para quaisquer X, Y ∈ X(Σ), onde Ai = ANi
, com i = 1, ..., p.

Fazendo a restrição da projeção πI à subvariedade Σm, podemos de�nir a chamada

função altura de Σm:

h := πI
∣∣
Σm : Σm → I

(t, x) 7→ h(t, x) := πI(t, x) = t.
(2.19)

A�rmamos que o gradiente de h é dado por

∇h =
(
∇πI

)⊤
= ∂⊤t , (2.20)

onde ∂⊤t é a componente tangente do campo ∂t ao longo de Σm. De fato, considere o

campo X ∈ X(Σ). Pela De�nição 1.17,

⟨∇h,X⟩ = X(h) = X(πI ◦ ψ)

= (dψ)(X)(πI)

=
〈
∇πI , (dψ)(X)

〉
=

〈(
∇πI

)⊤
+
(
∇πI

)⊥
, X
〉

=
〈(

∇πI
)⊤
, X
〉
=
〈
∂⊤t , X

〉
.

Portanto, (2.20) está veri�cado.

Vamos �nalizar esta sessão com o seguinte lema (ver [7, Lema 3.3]) que oferece uma

estimativa inferior para a curvatura de Ricci de Σm, dada uma restrição sobre a curvatura

seccional da �bra Mn do produto warped M
n+1

= I ×ρM
n.

Lema 2.11. Seja ψ : Σm ↬ M
n+1

uma subvariedade imersa em um produto warped

M
n+1

= I ×ρM
n obedecendo a seguinte restrição para a curvatura seccional

KM ≥ sup
I
(ρ′2 − ρρ′′). (2.21)

Então, para todo X ∈ X(Σ), a curvatura de Ricci de Σm satisfaz a seguinte estimativa

inferior

Ric(X,X) ≥ −m |ρ′′|
ρ

|X|2 −
n+1−m∑
i=1

∣∣∣∣AiX − Hi

2
X

∣∣∣∣2 + |H⃗|2

4
|X|2,
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onde H⃗ é o vetor curvatura média de Σm e as funções H1, H2, ..., Hn+1−m são de�nidas

em (1.11).

Demonstração. Sejam X, Y, Z,W ∈ X(Σ). Pela Proposição 1.29, vale a equação de

Gauss

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩+⟨II(X,Z), II(Y,W )⟩−⟨II(X,W ), II(Y, Z)⟩, (2.22)

onde R é o tensor curvatura de Σm, R é o tensor curvatura do espaço ambiente I ×ρM
n

e II é a segunda forma fundamental de Σm.

Sejam X ∈ X(Σ), os conjuntos {E1, ..., Em} e {N1, ..., Np} referenciais ortonormais

locais em X(Σ) e X⊥(Σ), respectivamente, onde p = n + 1 − m é a codimensão de Σm.

Segue de (2.22), que podemos escrever o tensor curvatura de Ricci da seguinte forma

Ric(X,X) =
m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩

=
m∑
i=1

[
⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+ ⟨II(X,X), II(Ei, Ei)⟩ − ⟨II(X,Ei), II(Ei, X)⟩

]
=

m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+ ⟨II(X,X),
m∑
i=1

II(Ei, Ei)⟩ −
m∑
i=1

|II(X,Ei)|2

=
m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+ ⟨II(X,X), H⃗⟩ −
m∑
i=1

|II(X,Ei)|2

=
m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+

〈
p∑

k=1

⟨AkX,X⟩Nk,

p∑
l=1

HlNl

〉

−
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
p∑

k=1

⟨AkX,Ei⟩Nk

∣∣∣∣∣
2

=
m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+
p∑

k,l=1

⟨AkX,X⟩Hl ⟨Nk, Nl⟩︸ ︷︷ ︸
δkl

−
m∑
i=1

p∑
k=1

|⟨AkX,Ei⟩Nk|2

=
m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+
p∑

k=1

⟨AkX,X⟩Hk −
m∑
i=1

p∑
k=1

|⟨AkX,Ei⟩|2

=
m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ −
p∑

k=1

|AkX|2 +
p∑

k=1

⟨AkX,X⟩Hk −
|H⃗|2

4
|X|2

+
|H⃗|2

4
|X|2 +

p∑
k=1

|AkX|2 −
p∑

k=1

m∑
i=1

⟨AkX,Ei⟩2. (2.23)
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Antes de prosseguir, a�rmamos que

−
p∑

k=1

∣∣∣∣AkX − Hk

2
X

∣∣∣∣2 = −
p∑

k=1

|AkX|2 +
p∑

k=1

⟨AkX,X⟩Hk −
|H⃗|2

4
|X|2. (2.24)

De fato, temos

−
p∑

k=1

∣∣∣∣AkX − Hk

2
X

∣∣∣∣2 = −
p∑

k=1

〈
AkX − Hk

2
X,AkX − Hk

2
X

〉

= −
p∑

k=1

(
|AkX|2 − 2

〈
AkX,

Hk

2
X

〉
+
H2
k

4
|X|2

)

= −
p∑

k=1

|AkX|2 +
p∑

k=1

⟨AkX,X⟩Hk −
1

4

p∑
k=1

H2
k |X|2

= −
p∑

k=1

|AkX|2 +
p∑

k=1

⟨AkX,X⟩Hk −
|H⃗|2

4
|X|2,

obtendo a igualdade (2.24).

Vale também que
p∑

k=1

|AkX|2 =
p∑

k=1

m∑
i=1

⟨AkX,Ei⟩2. (2.25)

Com efeito,

p∑
k=1

|AkX|2 =

p∑
k=1

⟨AkX,AkX⟩

=

p∑
k=1

〈
m∑
i=1

⟨AkX,Ei⟩Ei,
m∑
j=1

⟨AkX,Ej⟩Ej

〉

=

p∑
k=1

m∑
i=1

m∑
j=1

⟨AkX,Ei⟩⟨AkX,Ej⟩ ⟨Ei, Ej⟩︸ ︷︷ ︸
δij

=

p∑
k=1

m∑
i=1

⟨AkX,Ei⟩2.

Então, segue de (2.23), (2.24) e (2.25) que

Ric(X,X) =
m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ −
p∑

k=1

∣∣∣∣AkX − Hk

2
X

∣∣∣∣2 + |H⃗|2

4
|X|2. (2.26)

Agora, precisamos mostrar que a primeira parcela após o sinal de igualdade em (2.26) é

limitada inferiormente. Para isso, considere as seguintes decomposições

X = ⟨X, ∂t⟩∂t +X∗ e Ei = ⟨Ei, ∂t⟩∂t + E∗
i , (2.27)

onde X∗ ∈ V (Mn) e E∗
i ∈ V (Mn), para cada i ∈ {1, ...,m}.
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Aplicando as decomposições (2.27) e as propriedades da Proposição 1.7 repetidamente,

temos

R(X,Ei)X = R (⟨X, ∂t⟩∂t +X∗, ⟨Ei, ∂t⟩∂t + E∗
i ) (⟨X, ∂t⟩∂t +X∗)

= −⟨X, ∂t⟩2R(E∗
i , ∂t)∂t + ⟨X, ∂t⟩R(∂t, E∗

i )X
∗ − ⟨Ei, ∂t⟩R(∂t, X∗)X∗

+⟨X, ∂t⟩⟨Ei, ∂t⟩R(X∗, ∂t)∂t + ⟨X, ∂t⟩R(X∗, E∗
i )∂t +R(X∗, E∗

i )X
∗

Pela Proposição 2.6 e aplicando as De�nições (1.17) e (1.24), segue que

R(X,Ei)X = −⟨X, ∂t⟩2ρ′′

ρ
E∗
i +

⟨X, ∂t⟩⟨E∗
i , X

∗⟩ρ′′

ρ
∂t −

⟨Ei, ∂t⟩|X∗|2ρ′′

ρ
∂t

+
⟨X, ∂t⟩⟨Ei, ∂t⟩ρ′′

ρ
X∗ − ρ′2

ρ2
(
|X∗|2E∗

i − ⟨E∗
i , X

∗⟩X∗)+RM(X∗, E∗
i )X

∗,

onde RM é o tensor curvatura de Mn.

Sabendo que ∂t = ∇h+ ∂⊥t e

|E∗
i |2 = ⟨E∗

i , E
∗
i ⟩ = ⟨Ei − ⟨Ei, ∂t⟩∂t, Ei − ⟨Ei, ∂t⟩∂t⟩ = 1− ⟨Ei, ∂t⟩2,

|X∗|2 = ⟨X∗, X∗⟩ = ⟨X − ⟨X, ∂t⟩∂t, X − ⟨X, ∂t⟩∂t⟩ = |X|2 − ⟨X, ∂t⟩2,

⟨X∗, E∗
i ⟩ = ⟨X − ⟨X, ∂t⟩∂t, Ei − ⟨Ei, ∂t⟩∂t⟩ = ⟨X,Ei⟩ − ⟨X, ∂t⟩⟨Ei, ∂t⟩,

temos

m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ =
m∑
i=1

⟨RM(X∗, E∗
i )X

∗, E∗
i ⟩ −

ρ′′

ρ
|∇h|2|X|2

+
ρ′2

ρ2
(
|∇h|2 − (m− 1)

)
|X|2

+(m− 2)

(
ρ′2 − ρρ′′

ρ2

)
⟨X,∇h⟩2.

Note também que, pela restrição (2.21),

m∑
i=1

⟨RM(X∗, E∗
i )X

∗, E∗
i ⟩ =

m∑
i=1

KM(X∗, E∗
i )(|X∗|2|E∗

i |2 − ⟨X∗, E∗
i ⟩2)

=
1

ρ2

m∑
i=1

KM(X∗, E∗
i )(|X|2 − ⟨∇h,Ei⟩2|X|2 − ⟨X,∇h⟩2

−⟨X,Ei⟩2 + 2⟨X,∇h⟩⟨X,Ei⟩⟨∇h,Ei⟩)

≥ ρ′2 − ρρ′′

ρ2
(m|X|2 − |∇h|2|X|2 −m⟨X,∇h⟩2 − |X|2

+2⟨X,∇h⟩2).
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Logo,

m∑
i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ ≥ −ρ
′′

ρ
|X|2(m− 1)

≥ −|ρ′′|
ρ

|X|2(m− 1)

= −m |ρ′′|
ρ

|X|2 + |ρ′′|
ρ

|X|2︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ −m |ρ′′|
ρ

|X|2. (2.28)

Portanto, por (2.26) e (2.28), obtemos a estimativa inferior

Ric(X,X) ≥ −m |ρ′′|
ρ

|X|2 −
n+1−m∑
i=1

∣∣∣∣AiX − Hi

2
X

∣∣∣∣2 + |H⃗|2

4
|X|2.

2.4 Produtos Warped da Forma I ×ρM
n
φ

Nesta seção, vamos começar a introduzir no nosso trabalho as chamadas variedades

com densidade. Faremos uma breve apresentação dos conceitos iniciais sobre este tipo de

ambiente e, em seguida, vamos aplicar este conceito aos produtos warped I ×ρM
n. Para

uma discussão mais aprofundada sobre as variedades com densidade, recomendamos as

referências [28], [31], [37] e [43].

Vamos começar de�nindo o que é uma variedade com densidade.

De�nição 2.12. Sejam (Mn, ⟨ , ⟩) uma variedade Riemanniana n-dimensional e uma

função diferenciável φ : Mn → R. Dizemos que a terna ordenada (Mn, ⟨ , ⟩, e−φdM)

é uma variedade com densidade associada a Mn e φ, a qual denotamos por Mn
φ , onde

dM denota o elemento padrão de volume de (Mn, ⟨ , ⟩). Nesse contexto, φ é denominada

função densidade de Mn
φ .

Note que, pela De�nição 2.12, se φ é identicamente nula, teremos e−φ ≡ 1, ou seja,

teremos uma variedade Riemanniana convencional. Logo, as variedades com densidade

funcionam como uma generalização das variedades Riemannianas. De certa forma, a

função densidade φ atua como um modi�cador no cálculo de volume de domínios limitados

nesses espaços, porém, sem alterar a métrica Riemanniana em questão.
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Podemos citar como exemplo de variedade com densidade o chamado espaço Gaus-

siano Gn+1, que corresponde ao espaço Euclidiano Rn+1 munido da chamada medida de

probabilidade Gaussiana (2).

Vamos agora aplicar a De�nição 2.12 ao contexto dos produtos warped. Mais pre-

cisamente, sejam o produto warped M
n+1

= I ×ρ M
n, uma função diferenciável real φ

em M
n+1

e ⟨ , ⟩ a métrica warped (2.3). Então, a terna ordenada (M
n+1

, ⟨ , ⟩, e−φdM) é

o nosso produto warped com densidade, o qual vamos denotar por M
n+1

φ = (I ×ρM
n)φ.

Contudo, vamos admitir, a partir deste momento, que a função densidade φ não

depende do parâmetro t ∈ I. Isto signi�ca que, se ∇φ é o gradiente de φ na métrica do

espaço M
n+1

φ , e �zermos a decomposição

∇φ = ⟨∇φ, ∂t⟩∂t +
(
∇φ
)∗
,
(
∇φ
)∗ ∈ V (Mn),

então ⟨∇φ, ∂t⟩ = 0. De fato, pela De�nição 1.17 e como φ não depende de t, temos

⟨∇φ, ∂t⟩ = ∂t(φ) = 0. (2.29)

Nesse cenário, vamos denotar o produto warped com densidade (I×ρM
n)φ simples-

mente por I ×ρ M
n
φ . Uma motivação para considerar a não dependência do parâmetro t

pela função densidade pode ser encontrada em [29, Teorema 1.1].

Baseado nos exemplos apresentados na seção 2.2, vamos evidenciar alguns exemplos

de produtos warped com densidade.

Exemplo 2.13. (Produto simples com densidade). Considerando o produto simples dado

no Exemplo 2.7, podemos obter a variedade com densidade I×Mn
φ , onde φ ∈ C∞(I×M)

e ⟨∇φ, ∂t⟩ = 0.

Exemplo 2.14. (φ-espaço pseudo-hiperbólico). Seja I×etM
n o espaço pseudo-hiperbólico

do Exemplo 2.8. Associando a este espaço uma função densidade φ ∈ C∞(I ×et M), onde

⟨∇φ, ∂t⟩ = 0, temos, ainda seguindo a terminologia adotada em [41], os chamados φ-

espaços pseudo-hiperbólicos I ×et M
n
φ .

Exemplo 2.15. (Espaços de Schwarzschild com densidade). Considere o espaço S
n+1

do Exemplo 2.9 associado a uma função densidade φ ∈ C∞(S), com ⟨∇φ, ∂t⟩ = 0. Temos

S
n+1

φ = (r0(m),+∞)× Snφ,

que vamos denominar de φ-espaço de Schwarzschild munido da mesma métrica, função

potencial e valor de r0(m) do Exemplo 2.9.
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Assim como anteriormente, S
n+1

φ pode ser reduzido à forma I ×ρ Snφ utilizando a

transformação (2.13). Dessa forma, segue de (2.14) que

ρ′(t)2 − ρ(t)ρ′′(t) = 1− 2mr1−n −m(n− 1)r1−n = 1− m(n+ 1)

rn−1︸ ︷︷ ︸
>0

< 1.

Sabe-se que a curvatura seccional de Sn é KSn = 1. Logo,

ρ′(t)− ρ(t)ρ′′(t) < KSn ,

ou seja, o φ-espaço de Schwarzschild cumpre a restrição de curvatura (2.21).

Exemplo 2.16. (Espaços de Reissner-Nordström com densidade). Seja R
n+1

o espaço

de Reissner-Nordström do Exemplo 2.10. Denominamos o produto

R
n+1

φ = (r0(m, q),+∞)× Snφ

de φ-espaço de Reissner-Nordström , onde φ ∈ C∞(Rφ) é a uma função densidade,

com ⟨∇φ, ∂t⟩ = 0 e R
n+1

φ possui mesma métrica, parâmetros e função potencial do Exem-

plo 2.10.

Aplicando a mudança de variáveis (2.15), reduzimos o espaço R
n+1

φ à forma I×ρ Snφ.
Como r(t) > r0(m, q), por (2.17) e (2.16) temos

ρ′(t)2 − ρ(t)ρ′′(t) = 1− 2mr(t)1−n + q2r(t)2−2n − r(t)(n− 1)r(t)−n(m− q2r(t)1−n)

= 1−mr(t)1−n︸ ︷︷ ︸
>0

−n(m− q2r(t)1−n)r(t)1−n︸ ︷︷ ︸
>0

< 1.

Então,

ρ′(t)− ρ(t)ρ′′(t) < KSn

e o espaço R
n+1

φ cumpre a restrição (2.21).

Com a presença da função densidade φ, podemos de�nir dois operadores diferenciais

modi�cados que serão de crucial importância para os resultados que veremos mais adiante.

O primeiro deles é operador φ-divergente.

De�nição 2.17. Sejam M
n+1

φ = I ×ρ Mn
φ um produto warped com densidade φ ∈

C∞(Mφ) e X ∈ X(Mφ). De�nimos o operador φ-divergente do campo X por

divφ(X) = eφdiv(e−φX).

A partir da De�nição 2.17, vamos de�nir o operador φ-Laplaciano.
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De�nição 2.18. Sejam M
n+1

φ = I ×ρ Mn
φ um produto warped com densidade φ ∈

C∞(Mφ) e uma função ζ ∈ C∞(Mφ). De�nimos o operador φ-Laplaciano ou drift

Laplaciano da função ζ por

∆φζ = divφ(∇ζ).

Note que, se aplicarmos a De�nição 2.17 na igualdade da De�nição 2.18 e utilizarmos

a propriedade (ii) da Proposição 1.20, temos

∆φζ = eφdiv(e−φ∇ζ)

= eφ
(
e−φdiv(∇ζ) +

〈
∇e−φ,∇ζ

〉)
= ∆ζ −

〈
∇φ,∇ζ

〉
(2.30)

Observe que, se φ é constante, as De�nições 2.17 e 2.18 se tornam, respectivamente,

as De�nições 1.19 e 1.22 de divergente e Laplaciano convencionais.

2.5 Subvariedades Imersas em I ×ρM
n
φ

Assim como na seção 2.3, vamos continuar trabalhando com imersões em produtos

warped, mas desta vez com a presença de uma função densidade. Dessa maneira, seja

M
n+1

φ um produto warped com densidade φ e a subvariedade ψ : Σm ↬M
n+1

φ imersa em

M
n+1

φ . Vamos estabelecer uma generalização do vetor curvatura média da De�nição 1.32.

De acordo com Gromov em [31], o chamado vetor curvatura média ponderado

ou simplesmente φ-vetor curvatura média de Σm é de�nido por

H⃗φ = H⃗ +
(
∇φ
)⊥
, (2.31)

onde H⃗ é o vetor curvatura média da De�nição 1.32 e
(
∇φ
)⊥ ∈ X⊥(Σ) é a componente

normal de ∇φ ao longo de Σm. Observe mais uma vez que se a função densidade é

constante, o vetor curvatura média ponderado se iguala ao vetor curvatura média con-

vencional. Para uma discussão moderna e mais aprofundada sobre subvariedades imersas

em produtos warped com densidade, ver [22, Capítulos 5,6 e 9].

Conhecendo a função altura (2.19) e as de�nições de φ-Laplaciano e vetor curvatura

média ponderado, podemos enunciar o próximo lema que terá importância vital para os

principais resultados deste trabalho. Com a premissa de que vale a condição (2.29), ou

seja, a função densidade φ não depende do parâmetro t, vamos estabelecer fórmulas para
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calcular o φ-Laplaciano da função altura h de uma subvariedade imersa em um produto

warped com densidade, juntamente com φ-Laplaciano de uma primitiva da função warped

ρ.

Lema 2.19. Sejam ψ : Σm ↬ M
n+1

φ uma subvariedade imersa em um produto warped

M
n+1

φ = I ×ρM
n
φ com densidade e uma função densidade φ. Então

(i) ∆φh = (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] + ⟨H⃗φ, ∂t⟩;

(ii) ∆φu = mρ′(h) + ρ(h)⟨H⃗φ, ∂t⟩, onde u := v(h) para alguma primitiva v de ρ.

Demonstração. Vamos provar o item (i). Pela de�nição de φ-Laplaciano e levando em

conta que a função φ não depende do parâmetro t, temos

∆φh = ∆h− ⟨∇h,∇φ⟩

= ∆h− ⟨∂t − ∂⊥t ,∇φ⟩

= ∆h− ⟨∂t,∇φ⟩+ ⟨∂⊥t ,∇φ⟩

= ∆h+ ⟨∇φ, ∂⊥t ⟩. (2.32)

Antes de prosseguir, a�rmamos que

∆h = (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] + ⟨H⃗, ∂t⟩. (2.33)

Para veri�car esta a�rmação, considere os conjuntos {E1, ..., Em} e {N1, ..., Np},

que são referenciais ortonormais locais em X(Σ) e X⊥(Σ), respectivamente, onde p =

n+ 1−m é a codimensão de Σm. Temos

∆h = div(∇h) = div(∂t − ∂⊥t )

= div

(
∂t −

p∑
i=1

ΘiNi

)

= div(∂t)−
p∑
i=1

div(ΘiNi), (2.34)

onde Θi = ⟨Ni, ∂t⟩.

Pela de�nição de divergente, temos

ρ(h)div(∂t) =
m∑
i=1

〈
ρ(h)∇Ei

∂t, Ei
〉

=
m∑
i=1

〈
∇Ei

(ρ(h)∂t), Ei
〉
−

m∑
i=1

⟨(Eiρ(h))∂t, Ei⟩

=
m∑
i=1

⟨ρ′(h)Ei, Ei⟩ −
m∑
i=1

⟨ρ′(h)Ei(h)∂t, Ei⟩ .
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Daí,

ρ(h)div(∂t) = ρ′(h)

[
m−

m∑
i=1

⟨Ei(h)∂t, Ei⟩

]

= ρ′(h)

[
m−

m∑
i=1

⟨⟨∇h,Ei⟩∂t, Ei⟩

]

= ρ′(h)

[
m−

m∑
i=1

⟨∇h,Ei⟩⟨∂t, Ei⟩

]
= ρ′(h)

[
m− ⟨∇h, ∂⊤t + ∂⊥t ⟩

]
= ρ′(h)

[
m− |∇h|2

]
. (2.35)

Por outro lado, para cada i = 1, ..., p, temos

div(ΘiNi) =
m∑
j=1

〈
∇Ej

(ΘiNi), Ej
〉

=
m∑
j=1

Θi

〈
∇Ej

Ni, Ej
〉
+

m∑
j=1

⟨(EjΘi)Ni, Ej⟩

= −Θi

m∑
j=1

⟨ANi
Ej, Ej⟩

= −ΘiHi. (2.36)

Logo, por (2.34), (2.35) e (2.36),

∆h =
ρ′(h)

ρ(h)
[m− |∇h|2] +

p∑
i=1

ΘiHi

= (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] +
p∑
i=1

⟨HiNi, ∂t⟩

= (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] + ⟨H⃗, ∂t⟩.

Pelas igualdades (2.32), (2.33) e pela de�nição do vetor curvatura média ponderado,

obtemos

∆φh = (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] + ⟨H⃗, ∂t⟩+ ⟨∇φ, ∂⊥t ⟩

= (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] + ⟨H⃗, ∂t⟩+ ⟨(∇φ)⊥, ∂t − ∂⊤t ⟩

= (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] + ⟨H⃗ + (∇φ)⊥, ∂t⟩

= (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] + ⟨H⃗φ, ∂t⟩,

provando o item (i).
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Vamos agora provar o item (ii). Utilizando a de�nição de φ-Laplaciano e sabendo

que a função φ não depende do parâmetro t, temos

∆φu = ∆u− ⟨∇u,∇φ⟩

= ∆u− ρ(h)⟨∇h,∇φ⟩

= ∆u− ρ(h)⟨∂t − ∂⊥t ,∇φ⟩

= ∆u+ ρ(h)⟨∂⊥t , (∇φ)⊤ + (∇φ)⊥⟩

= ∆u+ ρ(h)⟨(∇φ)⊥, ∂⊥t ⟩. (2.37)

Com relação ao Laplaciano de u (ver [6, Lema 1]), vale que

∆u = mρ′(h) + ρ(h)⟨H⃗, ∂t⟩. (2.38)

Com efeito, note primeiramente que

∇u = ∇(v(h)) = v′(h)∇h = ρ(h)∇h = ρ(h)∂⊤t = K⊤, (2.39)

onde K⊤ é a componente tangente do campo conforme fechado K em I ×ρM
n
φ .

Seja X ∈ X(Σ). Utilizando as fórmulas de Gauss e Weingarten de Σm, temos

∇XK = ∇XK + II(X,K)

= ∇X(K
⊤ +K⊥) + II(X,K⊤ +K⊥)

= ∇XK
⊤ +∇XK

⊥ + II(X,K⊤) + II(X,K⊥)

= ∇XK
⊤ +∇XK

⊥ + II(X,K⊤) +∇XK
⊥ −∇XK

⊥

= ∇XK
⊤ + II(X,K⊤)− AK⊥X +∇⊥

XK
⊥.

Então,

(∇XK)⊤ = ∇XK
⊤ − AK⊥X. (2.40)

Sabendo que ∇XK = ρ′(h)X, obtemos

(∇XK)⊤ = ρ′(h)X. (2.41)

Assim, por (2.39), (2.40) e (2.41),

∇X∇u = ∇XK
⊤ = ρ′(h)X + AK⊥X, ∀X ∈ X(Σ). (2.42)
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Considere um conjunto referencial ortonormal local {E1, ..., Em} em X(Σ). Pela

de�nição de Laplaciano, divergente e (2.42), concluímos que

∆u = div(∇u) =
m∑
i=1

⟨∇Ei
∇u,Ei⟩

=
m∑
i=1

⟨ρ′(h)Ei, Ei⟩+
m∑
i=1

⟨AK⊥Ei, Ei⟩

= mρ′(h) +
m∑
i=1

⟨II(Ei, Ei), K⊥⟩

= mρ′(h) +

〈
m∑
i=1

II(Ei, Ei), K −K⊤

〉
= mρ′(h) + ⟨H⃗,K⟩

= mρ′(h) + ρ(h)⟨H⃗, ∂t⟩.

Por (2.37), (2.38) e pela de�nição do vetor curvatura média ponderado,

∆φu = mρ′(h) + ρ(h)⟨H⃗, ∂t⟩+ ρ(h)⟨(∇φ)⊥, ∂t − ∂⊤t ⟩

= mρ′(h) + ρ(h)⟨H⃗φ, ∂t⟩,

provando o item (ii).

Além da extensão do vetor curvatura média, pode-se também de�nir uma extensão

da curvatura de Ricci, de acordo com o trabalho desenvolvido por Bakry e Émery em [8],

cujas origens remontam aos trabalhos de Lichnerowicz [34, 35]. De�nimos o tensor de

Bakry-Émery-Ricci de Σm
φ como sendo

Ricφ = Ric− Hessφ, (2.43)

onde Ric é o tensor de Ricci de Σm
φ e Hessφ é o Hessiano da função densidade φ, de�nidos

em 1.10 e 1.24, respectivamente.

Observação 2.20. A de�nição original encontrada na literatura para a equação (2.43)

é feita com o sinal o sinal positivo �+�. Porém, para os propósitos do nosso trabalho,

tomamos o sinal negativo �−�.

De maneira semelhante ao que foi obtido no Lema 2.11, mas desta vez em um espaço

ambiente com função densidade φ, vamos �nalizar esta seção com uma proposição que

oferece uma limitação inferior para os tensores de Ricci e de Bakry-Émery-Ricci.

Proposição 2.21. Sejam M
n+1

φ = I ×ρM
n
φ um produto warped com densidade φ e uma

subvariedade imersa ψ : Σm ↬ M
n+1

φ tais que vale a restrição de curvatura (2.21).
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Suponha que o Hessiano da função densidade φ é limitado superiormente, a segunda

forma fundamental de Σm é limitada e a razão
|ρ′′|
ρ

é limitada em Σm. Então, os tensores

de Ricci, Ric, e o de Bakry-Émery-Ricci de Σm, Ricφ, são limitados inferiormente.

Demonstração. Sejam X ∈ X(Σ) e p = n+ 1−m. Note primeiramente que

|H⃗|2

4
|X|2 ≥ 0.

Logo, pelo Lema 2.11,

Ric(X,X) ≥ −m |ρ′′|
ρ

|X|2 −
p∑
i=1

∣∣∣∣AiX − Hi

2
X

∣∣∣∣2 . (2.44)

Como a segunda forma fundamental II é limitada, existe C > 0 tal que |II| ≤ C.

Sejam {E1, ..., Em} e {N1, ..., Np} dois referenciais ortonormais locais em X(Σ) e

X⊥(Σ), respectivamente. Segue que

C2 ≥ |II|2 =
m∑

i,j=1

|II(Ei, Ej)|2

=
m∑
i=1

|II(Ei, Ei)|2 +
∑
i ̸=j

|II(Ei, Ej)|2︸ ︷︷ ︸
≥0

≥
m∑
i=1

⟨II(Ei, Ei), II(Ei, Ei)⟩

=
m∑
i=1

〈
p∑
j=1

⟨II(Ei, Ei), Nj⟩Nj,

p∑
k=1

⟨II(Ei, Ei), Nk⟩Nk

〉

=
m∑
i=1

p∑
j,k=1

⟨II(Ei, Ei), Nj⟩⟨II(Ei, Ei), Nk⟩ ⟨Nj, Nk⟩︸ ︷︷ ︸
δjk

=
m∑
i=1

p∑
j=1

⟨II(Ei, Ei), Nj⟩2 =
m∑
i=1

p∑
j=1

⟨AjEi, Ei⟩2. (2.45)

Se solicitarmos que {E1, ..., Em} seja tal que

AjEi = λjiEi, λji ∈ R, ∀ i ∈ {1, ...,m},
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então, de (2.45),

C2 ≥ |II|2 ≥
m∑
i=1

p∑
j=1

⟨λjiEi, Ei⟩2

=

p∑
j=1

m∑
i=1

(λji )
2 ⟨Ei, Ei⟩2︸ ︷︷ ︸

=1

=

p∑
j=1

m∑
i=1

⟨(λji )2Ei, Ei⟩

=

p∑
j=1

m∑
i=1

⟨A2
jEi, Ei⟩.

Como o operador Aj é auto-adjunto, segue que

C2 ≥
p∑
j=1

m∑
i=1

⟨AjEi, AjEi⟩ =
p∑
j=1

|Aj|2.

Portanto, |Aj| ≤ C, para cada j ∈ {1, ..., p}.

Note também que, para cada j ∈ {1, ..., p},

|Hj| = |trAj| =

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

⟨AjEi, Ei⟩

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=1

|⟨AjEi, Ei⟩|

≤
m∑
i=1

|AjEi||Ei| ≤
m∑
i=1

|Aj| ≤ mC.

Dessa forma, obtemos∣∣∣∣AjX − Hj

2
X

∣∣∣∣2 =

〈
AjX − Hj

2
X,AjX − Hj

2
X

〉
= |AjX|2 −Hj⟨AjX,X⟩+

H2
j

4
|X|2

≤ |Aj|2|X|2 + |Hj||Aj||X|2 + |Hj|2

4
|X|2

≤
(
1 +m+

m2

4

)
C2|X|2.

Somando de j = 1 a j = p,

p∑
j=1

∣∣∣∣AjX − Hj

2
X

∣∣∣∣2 ≤ C1|X|2, (2.46)

onde C1 = p
(
1 +m+ m2

4

)
C2 > 0.

Por hipótese, a razão
|ρ′′|
ρ

é limitada. Logo, existe C2 > 0 tal que
|ρ′′|
ρ

≤ C2. Daí,

−m |ρ′′|
ρ

|X|2 ≥ −mC2|X|2. (2.47)
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Logo, por (2.44), (2.46) e (2.47), temos

Ric(X,X) ≥ −m |ρ′′|
ρ

|X|2 −
p∑
i=1

∣∣∣∣AiX − Hi

2
X

∣∣∣∣2 ≥ −(mC2 + C1)|X|2, (2.48)

O que conclui que o tensor de Ricci é limitado inferiormente. O Hessiano de φ é limitado

superiormente, ou seja, existe C3 ∈ R tal que

Hessφ(X,X) ≤ C3|X|2. (2.49)

Portanto, de (2.43), (2.48) e (2.49),

Ricφ(X,X) = Ric(X,X)− Hessφ(X,X) ≥ −(mC2 + C1 + C3)|X|2,

e temos o resultado.
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Capítulo 3

Sólitons do Fluxo da Curvatura Média

Ponderada em Produtos Warped com

Densidade

Estabelecemos no capítulo anterior que os produtos warped são os principais espaços

ambientes do nosso trabalho. Neste momento, vamos evidenciar quais são os principais

objetos de estudo inseridos nesses espaços, que são os chamados sólitons do �uxo da

curvatura média ponderada. Começaremos apresentando os �uxos da curvatura média em

variedades Riemannianas convencionais, e, logo em seguida, em variedades com densidade.

Com estas noções, vamos de�nir o que é um sóliton do �uxo da curvatura média que, de

forma simpli�cada, é um tipo de solução especial conhecida para os problemas de �uxo

que vamos estabelecer.

3.1 Sólitons do Fluxo da Curvatura Média

Baseado na noção apresentada por Alías, de Lira e Rigoli em [4], escrevemos a

seguinte de�nição.

De�nição 3.1. Sejam Σm e M
n+1

variedades Riemannianas e ϵ > 0. Considere a apli-

cação diferenciável

Ψ : (−ϵ, ϵ)× Σm →M
n+1

,

tal que, para cada t ∈ (−ϵ, ϵ), a aplicação Ψt = Ψ(t, ·) : Σm ↬ M
n+1

é uma imersão.

De�nimos o �uxo da curvatura média associado a subvariedade ψ : Σm ↬M
n+1

como



sendo a família de imersões Ψt = Ψ(t, ·) que satisfaz a seguinte equação de evolução
∂Ψ

∂t
= H⃗

Ψ(0, p) = ψ(p)
(3.1)

onde p ∈ Σm e H⃗ é o vetor curvatura média de Σm
t = Ψt(Σ

m).

Existe uma classe de soluções especiais conhecidas para o problema (3.1), que são

os sólitons do �uxo da curvatura média.

De�nição 3.2. Seja o �uxo da curvatura média que satisfaz o problema (3.1). Dizemos

que uma imersão isométrica ψ : Σm ↬ M
n+1

é um sóliton do �uxo da curvatura

média com respeito ao campo de vetores X ∈ X(M) se

H⃗ = cX⊥,

ao longo de ψ para alguma constante c ∈ R, denominada de constante sóliton.

Nesse contexto, quando o espaço M
n+1

é o produto warped I ×ρ M
n e o campo

de vetores é o campo conforme fechado de�nido em (2.5), é possível garantir, como foi

evidenciado em [4], que um sóliton n-dimensional completo do �uxo da curvatura média

é um slice {t} ×Mn de M
n+1

para algum t ∈ I.

Destacamos que os sólitons do �uxo da curvatura média em variedades Riemannianas

tem recebido considerável atenção na literatura recente, sendo investigados por diversos

autores sob diferentes perspectivas geométricas. Para uma abordagem mais ampla deste

tópico em variedades Riemannianas mais gerais como também em produtos warped da

forma I ×ρM
n, recomendamos a leitura de [4, 15, 20,24].

3.2 Sólitons do Fluxo da Curvatura Média Ponderada

Nos principais resultados que vamos apresentar no nosso trabalho, os espaços am-

bientes serão os produtos warped com densidade. Analogamente ao que estabelecemos

na seção anterior, vamos de�nir o chamado �uxo da curvatura média ponderada e seus

sólitons correspondentes. De acordo com o que foi apresentado em [9], temos a seguinte

de�nição para o �uxo da curvatura média ponderada em uma variedade Riemanniana

com densidade.

De�nição 3.3. Sejam T > 0, Σm uma variedade Riemanniana e M
n+1

φ uma variedade

Riemanniana com densidade. Considere a aplicação diferenciável

Ψ : [0, T )× Σm →M
n+1

φ ,
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tal que, para cada t ∈ [0, T ), a aplicação Ψt = Ψ(t, ·) : Σm ↬ M
n+1

φ é uma imersão. O

�uxo da curvatura média ponderada associado a subvariedade ψ : Σm ↬ M
n+1

φ é a

família de imersões Ψt = Ψ(t, ·) que satisfaz a seguinte equação de evolução
∂Ψ

∂t
= H⃗φ

Ψ(0, p) = ψ(p)
(3.2)

onde p ∈ Σm e H⃗φ é o vetor curvatura média ponderado de Σm
t = Ψt(Σ

m).

Dessa maneira, se o espaço ambiente considerado for o produto warped M
n+1

φ =

I ×ρ M
n
φ com função densidade φ que não depende do parâmetro t ∈ I, então podemos

de�nir os sólitons do �uxo da curvatura média ponderada de forma similar à De�nição

3.2.

De�nição 3.4. Sejam o produto warped M
n+1

φ = I ×ρ M
n
φ com densidade e o �uxo da

curvatura média que satisfaz (3.2). Dizemos que uma imersão isométrica ψ : Σm ↬M
n+1

φ

é um sóliton do �uxo da curvatura média ponderada com relação ao campo de

vetores conforme fechado K = ρ(t)∂t ∈ X(Mφ) se

H⃗φ = cK⊥,

ao longo de ψ para alguma constante sóliton c ∈ R.

Os estudos sobre os sólitons do �uxo da curvatura média ponderada tem ganhado

destaque recente, tendo como base os conceitos estabelecidos para subvariedades imersas

em produtos warped com densidade, dos quais podemos citar as referências [6] e [22]. A

abordagem de Borisenko em [9] serviu como inspiração para o artigo feito por de Lima,

Gomes e Velásquez em [23], que busca dar continuidade aos trabalhos contemporâneos

sobre os sólitons do �uxo da curvatura média ponderada.

Vamos agora aplicar a De�nição 3.4 para mostrar que, �xado t∗ ∈ I, o slice {t∗}×Mn
φ

é um sóliton do �uxo da curvatura média ponderada com respeito ao campo K = ρ(t)∂t,

cuja constante sóliton é dada por

c = −n ρ
′(t∗)

ρ2(t∗)
.

De fato, como já vimos anteriormente em (2.11), o slice {t∗} ×Mn
φ é subvariedade

totalmente umbílica e possui codimensão p = 1. Dessa forma, seja H⃗t∗ o vetor curvatura

média do slice calculado em (2.12) e Nt∗ ∈ X⊥({t∗} ×Mφ) a direção normal ao slice, de
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forma que Nt∗ = ∂t. Sabendo que φ não depende de t, temos

H⃗φ = H⃗t∗ +
(
∇φ
)⊥

= H⃗t∗ + ⟨∇φ,Nt∗⟩Nt∗

= −nρ
′(t∗)

ρ(t∗)
∂t + ⟨∇φ, ∂t⟩︸ ︷︷ ︸

=0

∂t

= −n ρ
′(t∗)

ρ2(t∗)
ρ(t∗)∂

⊥
t

= cK⊥,

onde c = −n ρ
′(t∗)

ρ2(t∗)
é a constante sóliton.

Note também que, no slice {t∗} ×Mn
φ , a função altura é constante, com h = t∗. Se

u = v(h), onde v é uma primitiva de ρ, temos, pelo item (ii) do Lema 2.19,

0 = ∆φu = mρ′(t∗) + ρ(t∗)⟨H⃗φ, ∂t⟩

= mρ′(t∗) + ρ(t∗)⟨cρ(t∗)∂⊥t , ∂t⟩

= mρ′(t∗) + cρ2(t∗). (3.3)

Logo, utilizando a notação e terminologias introduzidas em [4] e [20], temos a cha-

mada função sóliton

ζc : I → R

t 7→ ζc(t) := mρ′(t) + cρ2(t),
(3.4)

que possui a interessante propriedade de detectar sólitons dados pelos slices {t∗} ×Mn
φ ,

pois, como vimos em (3.3), t∗ é obtido implicitamente pela condição ζc(t∗) = 0.
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Capítulo 4

Não Existência e Redução de

Codimensão de Sólitons do Fluxo da

Curvatura Média Ponderada em

Produtos Warped com Densidade

Com base em tudo que foi apresentado nos capítulos anteriores, vamos estabelecer

resultados de não existência e redução de codimensão de sólitons do �uxo da curvatura

média ponderada imersos em produtos warped com densidade. Utilizaremos duas versões

do princípio do máximo de Omori-Yau, um princípio do máximo que aproveita a noção de

convergência para zero no in�nito e, �nalmente, condições apropriadas de integrabilidade.

Algumas aplicações dos resultados são também apresentadas neste capítulo.

4.1 Resultados utilizando uma Primeira Versão do Prin-

cípio do Máximo de Omori-Yau

Começamos esta seção estabelecendo a seguinte de�nição, que aborda a noção do

princípio do máximo de Omori-Yau (ver [38] e [44]). Neste trabalho, não apresentaremos

uma discussão detalhada sobre este princípio. Uma abordagem mais profunda deste tópico

pode ser encontrada em [5, Capítulo 2]. Para os nossos objetivos, a seguinte noção é

su�ciente.



De�nição 4.1. Sejam Σm uma variedade Riemanniana e φ : Σm → R uma função

diferenciável. Dizemos que o φ-Laplaciano ∆φ satisfaz o princípio do máximo de Omori-

Yau em Σm se, para qualquer função f ∈ C2(Σ) com supΣ f < +∞, existe uma sequência

de pontos {pk}k∈N em Σm satisfazendo

lim
k→∞

f(pk) = sup
Σ
f, lim

k→∞
|∇f(pk)| = 0 e lim

k→∞
∆φf(pk) ≤ 0.

Equivalentemente, para qualquer função f ∈ C2(Σ) com infΣ f > −∞, existe uma sequên-

cia de pontos {xk}k∈N em Σm satisfazendo

lim
k→∞

f(xk) = inf
Σ
f, lim

k→∞
|∇f(xk)| = 0 e lim

k→∞
∆φf(xk) ≥ 0.

Vamos enunciar, sem demonstração, a seguinte versão do princípio do máximo de

Omori-Yau com relação ao operador φ-Laplaciano, a partir uma limitação do tensor de

Bakry-Émery-Ricci. Mais detalhes podem ser consultados em [15].

Lema 4.2. Sejam Σm uma variedade Riemanniana e φ : Σm → R uma função tal

que φ ∈ C∞(Σ) e Ricφ é limitado inferiormente. Então, o φ-Laplaciano ∆φ satisfaz o

princípio do máximo de Omori-Yau.

Antes de prosseguir, vamos estabelecer a seguinte noção que aparecerá durante todo

este capítulo. Dizemos que um slab de I ×ρM
n é uma região delimitada por dois slices,

isto é, um conjunto da forma

[t1, t2]×Mn = {(t, q) ∈ I ×ρM
n : t1 ≤ t ≤ t2}.

Vamos agora enunciar e demonstrar o primeiro resultado de não existência deste

capítulo, utilizando a noção do princípio do máximo de Omori-Yau estabelecida no Lema

4.2.

Teorema 4.3. Seja M
n+1

φ = I ×ρ M
n
φ um produto warped com densidade obedecendo

a restrição de curvatura (2.21) tal que o Hessiano da função densidade φ é limitado

superiormente. Então, não existe sóliton completo ψ : Σm ↬M
n+1

φ do �uxo da curvatura

média ponderada com respeito a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c ̸= 0 e segunda forma

fundamental limitada, contido em um slab [t1, t2]×Mn tal que a função sóliton ζc(t) tem

sinal estrito em [t1, t2].

Demonstração. Suponha, por contradição, a existência de um sóliton ψ : Σm ↬M
n+1

φ

do �uxo da curvatura média ponderada com as características do enunciado.

50



Pelo item (i) do Lema 2.19 temos

∆φh = (log ρ)′(h)[m− |∇h|2] + ⟨H⃗φ, ∂t⟩

= m
ρ′(h)

ρ(h)
− ρ′(h)

ρ(h)
|∇h|2 + 1

ρ(h)
⟨cK⊥, ρ(h)∂t⟩

= m
ρ′(h)

ρ(h)
− ρ′(h)

ρ(h)
|∇h|2 + 1

ρ(h)
⟨cρ(h)(∂t − ∂⊤t ), ρ(h)∂t⟩

= m
ρ′(h)

ρ(h)
− ρ′(h)

ρ(h)
|∇h|2 + cρ2(h)

ρ(h)
(1− ⟨∇h, ∂t⟩)

=
1

ρ(h)
(mρ′(h) + cρ2(h))− ρ′(h)

ρ(h)
|∇h|2 − ⟨cρ(h)∇h, ∂t⟩

=
ζc(h)− ρ′(h)|∇h|2

ρ(h)
− ⟨c∇u, ∂⊤t + ∂⊥t ⟩

=
ζc(h)− ρ′(h)|∇h|2

ρ(h)
− ⟨∇(uc),∇h⟩. (4.1)

Segue, de (4.1), que

∆φh+ ⟨∇(uc),∇h⟩ = ζc(h)− ρ′(h)|∇h|2

ρ(h)
.

De�na φ̃ := φ − uc como uma função densidade modi�cada onde u = v(h) para alguma

primitiva v de ρ. Pela de�nição de φ-Laplaciano, temos

∆φ̃h = ∆φ−uch = ∆h− ⟨∇h,∇(φ− uc)⟩

= ∆h− ⟨∇h,∇φ⟩+ ⟨∇h,∇(uc)⟩

= ∆φh+ ⟨∇h,∇(uc)⟩.

Logo,

∆φ̃h =
ζc(h)− ρ′(h)|∇h|2

ρ(h)
. (4.2)

Como Σm está contido em um slab, a função altura h é limitada e, consequentemente,

ρ(h) e u = v(h) também são limitadas, devido à diferenciabilidade de ρ. Logo, as derivadas

de ρ são limitadas e Hessu é limitado.

Por hipótese, vale a restrição de curvatura (2.21), o Hessiano de φ é limitado supe-

riormente e a segunda forma fundamental de Σm é limitada. Segue, pela Proposição 2.21,

que o tensor Ricφ é limitado inferiormente.

Assim, podemos aplicar a De�nição (2.43) do tensor de Bakry-Émery-Ricci para

obter

Ricφ̃ = Ricφ−uc = Ric− Hess (φ− uc) = Ricφ + cHessu.
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Dessa maneira, Ricφ̃ também é limitado inferiormente. Logo, pelo Lema 4.2, te-

mos que o φ̃-Laplaciano ∆φ̃ satisfaz o princípio do máximo de Omori-Yau. Assim, pela

De�nição 4.1, existem sequências {pk}k∈N e {xk}k∈N em Σm tais que

lim
k→∞

h(pk) = sup
Σ
h =: h∗, lim

k→∞
|∇h(pk)| = 0 e lim sup

k→∞
∆φ̃h(pk) ≤ 0,

e

lim
k→∞

h(xk) = inf
Σ
h =: h∗, lim

k→∞
|∇h(xk)| = 0 e lim inf

k→∞
∆φ̃h(xk) ≥ 0.

Podemos então obter, utilizando a expressão (4.2), que

0 ≥ lim sup
k→∞

∆φ̃h(pk)

= lim sup
k→∞

(
ζc(h(pk))− ρ′(h(pk))|∇h(pk)|2

ρ(h(pk))

)
=

ζc(h
∗)

ρ(h∗)

e

0 ≤ lim inf
k→∞

∆φ̃h(xk)

= lim inf
k→∞

(
ζc(h(xk))− ρ′(h(xk))|∇h(xk)|2

ρ(h(xk))

)
=

ζc(h∗)

ρ(h∗)
.

Portanto,

ζc(h
∗) ≤ 0 ≤ ζc(h∗),

com t1 ≤ h∗ ≤ h∗ ≤ t2, contradizendo a hipótese de que ζc(t) tem sinal estrito em [t1, t2].

Vamos agora apresentar algumas aplicações do Teorema 4.3. Considere primeira-

mente a variedade produto com densidade do Exemplo 2.13. Temos o seguinte corolário.

Corolário 4.4. Seja I×Mn
φ um produto com densidade cuja �bra Mn tem curvatura sec-

cional não-negativa, tal que o Hessiano da função densidade φ é limitado superiormente.

Então, não existe sóliton completo ψ : Σm ↬ I × Mn
φ do �uxo da curvatura média

ponderada com respeito a ∂t, com constante sóliton c ̸= 0 e segunda forma fundamental

limitada, contido em um slab [t1, t2]×Mn.

Demonstração. Basta observar que ρ ≡ 1. Deste modo,

ρ′2 − ρρ′′ = 0.
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Logo, a restrição (2.21) é cumprida. Aplicando o Teorema 4.3, seque o resultado.

Quando a função warped é a função exponencial ρ(t) = et, obtemos o φ-espaço

pseudo-hiperbólico do Exemplo 2.14 e mais um corolário do Teorema 4.3.

Corolário 4.5. Seja I ×et M
n
φ um φ-espaço pseudo-hiperbólico cuja �bra Mn tem curva-

tura seccional não-negativa, tal que o Hessiano da função densidade φ é limitado supe-

riormente. Então, não existe sóliton completo ψ : Σm ↬ I ×et M
n
φ do �uxo da curva-

tura média ponderada com respeito a K = et∂t, com constante sóliton c < 0 e segunda

forma fundamental limitada, contido em um slab [t1, t2] × Mn onde t1 < log
(
−m

c

)
ou

t2 > log
(
−m

c

)
.

Demonstração. Como ρ(t) = et,

ρ′2 − ρρ′′ = e2t − etet = 0.

Então a restrição (2.21) é satisfeita. Pelo Teorema 4.3, não existe sóliton completo ψ :

Σm ↬ I ×et M
n
φ do �uxo da curvatura média ponderada com respeito a K = et∂t, com

constante sóliton c ̸= 0, segunda forma fundamental limitada, contido em um slab tal que

ζc(t) < 0 ou ζc(t) > 0 em [t1, t2]. Dessa forma, sendo c < 0,

ζc(t) < 0 ⇔ et(m+ cet) < 0 ⇔ m+ cet < 0 ⇔ t > log
(
−m
c

)
.

Analogamente,

ζc(t) > 0 ⇔ m+ cet > 0 ⇔ t < log
(
−m
c

)
.

Considere agora o φ-espaço de Schwarzschild do Exemplo 2.15. Já vimos que este

espaço satisfaz a restrição de curvatura (2.21). Dessa maneira, temos a seguinte con-

sequência do Teorema 4.3.

Corolário 4.6. Seja S
n+1

φ = I×ρ Snφ o φ-espaço de Schwarzschild, onde a função warped

ρ é obtida de (2.13) e o Hessiano da função densidade φ é limitado superiormente. Então,

não existe sóliton completo ψ : Σn ↬ S
n+1

φ do �uxo da curvatura média ponderada com

respeito a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c < 0 e segunda forma fundamental limitada,

inserido em um slab [t1, t2]× Sn onde ρ(t) ≥
√

−n
c
para t ≥ t1.

Demonstração. Note que, como r(t) = ρ(t) > 0, temos

Vm(r(t)) = 1− 2m

(
1

r(t)

)n−1

< 1, ∀ t ∈ I.
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Suponha que existe um sóliton ψ : Σn ↬ S
n+1

φ nas condições do enunciado. Sendo c < 0,

temos

ρ(t) = r(t) ≥
√
−n
c

⇔ cr2(t) ≤ −n

⇔ n
√
Vm(r(t)) + cr2(t)︸ ︷︷ ︸

ζc(t)

≤ n(
√
Vm(r(t))− 1) < 0,

para todo t ≥ t1, o que contraria o Teorema 4.3.

Como última decorrência do Teorema 4.3, vamos retornar ao φ-espaço de Reissner-

Nordström do Exemplo 2.16 para lembrar que este espaço também satisfaz a restrição de

curvatura (2.21).

Corolário 4.7. Seja R
n+1

φ = I ×ρ Snφ o φ-espaço de Reissner-Nordström, onde a função

warped ρ é obtida de (2.15) e o Hessiano da função densidade φ é limitado superiormente.

Então, não existe sóliton completo ψ : Σn ↬ R
n+1

φ do �uxo da curvatura média ponderada

com respeito a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c < 0 e segunda forma fundamental

limitada, inserido em um slab [t1, t2]× Sn onde Vm,q(r(t)) < c2

n2 r(t)
4 para todo t ∈ [t1, t2].

Demonstração. Suponha que existe um sóliton ψ : Σn ↬ R
n+1

φ nas condições do

enunciado. Como c < 0, segue que

Vm,q(r(t)) <
c2

n2
r(t)4 ⇔

√
Vm,q(r(t)) <

|c|
n
r(t)2

⇔ n
√
Vm,q(r(t))− |c|r(t)2 < 0

⇔ n
√
Vm,q(r(t)) + cr(t)2︸ ︷︷ ︸

ζc(t)

< 0,

para todo t ∈ [t1, t2], o que é uma contradição com o Teorema 4.3.

Observação 4.8. Se tomarmos c > 0 nos Corolários 4.5, 4.6 e 4.7, teremos ζc(t) > 0.

Nesse cenário, os resultados de não existência são obtidos imediatamente.

Ainda no contexto do princípio do máximo de Omori-Yau do Lema 4.2, se estabe-

lecermos um controle adequado do gradiente da função altura h pela função sóliton ζc,

podemos obter o seguinte resultado de redução de codimensão.

Teorema 4.9. Seja M
n+1

φ = I ×ρ M
n
φ um produto warped com densidade obedecendo

a restrição de curvatura (2.21) tal que o Hessiano da função densidade φ é limitado
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superiormente. Seja também ψ : Σm ↬M
n+1

φ um sóliton completo do �uxo da curvatura

média ponderada com respeito a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c ̸= 0, segunda forma

fundamental limitada e contido em um slab [t1, t2] ×Mn. Se a função sóliton ζc é não-

negativa (resp. não-positiva) e a função altura h satisfaz

|∇h| ≤ inf
Σm

ζc (resp. |∇h| ≤ inf
Σm

(−ζc)) (4.3)

em Σm, então ψ(Σm) está contido em um slice {t} ×Mn para algum t ∈ [t1, t2].

Demonstração. Seja u := v(h) para alguma primitiva v de ρ. Pelo Lema 2.19, temos

∆φu = mρ′(h) + ρ(h)⟨H⃗φ, ∂t⟩

= mρ′(h) + ⟨cK⊥, ρ(h)∂t⟩

= mρ′(h) + ⟨cρ(h)(∂t − ∂⊤t ), ρ(h)∂t⟩

= mρ′(h) + cρ2(h)⟨∂t −∇h, ∂t⟩

= mρ′(h) + cρ2(h)(1− ⟨∇h, ∂t⟩)

= ζc(h)− ρ(h)⟨cρ(h)∇h, ∂t⟩

= ζc(h)− ⟨∇(uc), ρ(h)(∇h+ ∂⊥t )⟩

= ζc(h)− ⟨∇(uc),∇u⟩ (4.4)

Segue de (4.4) que

∆φu+ ⟨∇(uc),∇u⟩ = ζc(h).

De�nindo φ̃ := φ− uc, temos, pela de�nição de φ-Laplaciano,

∆φ̃u = ∆φ−ucu = ∆u− ⟨∇u,∇(φ− uc)⟩

= ∆u− ⟨∇u,∇φ⟩+ ⟨∇u,∇(uc)⟩

= ∆φu+ ⟨∇u,∇(uc)⟩.

Dessa forma,

∆φ̃u = ζc(h) (4.5)

Por hipótese, Σm está contido em um slab de M
n+1

φ , que obedece a restrição de

curvatura (2.21), possui segunda forma fundamental limitada e o Hessiano da função φ

é limitado superiormente. Logo, utilizando exatamente o mesmo raciocínio da demons-

tração do Teorema 4.3, podemos concluir que o tensor de Bakry-Émery-Ricci, Ricφ̃, é

limitado inferiormente.
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Assim, pelo Lema 4.2, ∆φ̃ satisfaz o princípio do máximo de Omori-Yau, ou seja,

existem sequências {pk}k∈N e {xk}k∈N em Σm tais que

lim
k→∞

u(pk) = sup
Σ
u, lim

k→∞
|∇u(pk)| = 0 e lim

k→∞
∆φ̃u(pk) ≤ 0.

e

lim
k→∞

u(xk) = inf
Σ
u, lim

k→∞
|∇u(xk)| = 0 e lim

k→∞
∆φ̃u(xk) ≥ 0.

Se ζc é não-negativa, pela igualdade (4.5) temos

0 ≥ lim
k→∞

∆φ̃u(pk) = lim
k→∞

ζc(h(pk)) ≥ 0.

Então, lim
k→∞

ζc(h(pk)) = 0, consequentemente, inf
Σ
ζc = 0. Portanto, pela hipótese (4.3),

|∇h| ≤ inf
Σ
ζc = 0 em Σm,

o que garante que ∇h = 0 em Σm.

Concluímos que h é constante em Σm, acarretando que ψ(Σm) está contido em um slice

{t} ×Mn, para algum t ∈ [t1, t2].

Por outro lado, se ζc é não-positiva,

0 ≤ lim
k→∞

∆φ̃u(xk) = lim
k→∞

ζc(h(xk)) ≤ 0.

Logo, lim
k→∞

ζc(h(xk)) = 0, o que implica que sup
Σ
ζc = 0. Mas,

inf
Σ
(−ζc) = − sup

Σ
ζc = 0.

Por (4.3), ∇h = 0 em Σm, donde segue o resultado.

Como aplicação do Teorema 4.9, temos o seguinte resultado no φ-espaço pseudo-

hiperbólico.

Corolário 4.10. Seja I ×et M
n
φ um φ-espaço pseudo-hiperbólico cuja �bra Mn tem cur-

vatura seccional não-negativa, tal que o Hessiano da função densidade φ é limitado supe-

riormente. Se ψ : Σm ↬ I ×et M
n
φ é um sóliton completo do �uxo da curvatura média

ponderada com respeito a K = et∂t, com constante sóliton c < 0, segunda forma funda-

mental limitada e inserido em um slab [t1, t2]×Mn
φ onde t1 ≤ log

(
−m

c

)
ou t2 ≥ log

(
−m

c

)
,

então Σm está contido no slice {log
(
−m

c

)
} ×Mn

φ .
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Demonstração. Observando que ρ(t) = et, temos

ρ′2 − ρρ′′ = e2t − etet = 0.

Então, a restrição (2.21) é cumprida. Seja ψ : Σm ↬ I ×et M
n
φ um sóliton completo do

�uxo da curvatura média ponderada com respeito a K = et∂t cumprindo as condições do

enunciado. Note que

ζc(t) = 0 ⇔ m+ cet = 0 ⇔ t = log
(
−m
c

)
.

Logo, o próprio slice {log
(
−m

c

)
}×Mn

φ é um sóliton do �uxo da curvatura média ponderada

com respeito a K = et∂t.

Além disso, como c < 0,

t ≤ log
(
−m
c

)
⇔ et ≤ −m

c

⇔ m+ cet ≥ 0

⇔ et(m+ cet) ≥ 0 ⇔ ζc(t) ≥ 0.

Analogamente,

t ≥ log
(
−m
c

)
⇔ ζc(t) ≤ 0.

Pelo Teorema 4.9, segue o resultado.

No contexto dos φ-espaços de Schwarzschild e de Reissner-Nordström, temos os

seguintes corolários do Teorema 4.9.

Corolário 4.11. Seja S
n+1

φ = I×ρSnφ o φ-espaço de Schwarzschild, onde a função warped

ρ é obtida de (2.13) e o Hessiano da função densidade φ é limitado superiormente. Se

ψ : Σn ↬ S
n+1

φ é um sóliton completo do �uxo da curvatura média ponderada com

respeito a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c < 0, segunda forma fundamental limitada

e inserido em um slab [t1, t2] × Sn onde ρ(t) ≥
√

−n
c
para t ≥ t1, então Σn está contido

em um slice {t} × Sn, para algum t ∈ [t1, t2].

Demonstração. Já vimos que, no φ-espaço de Schwarzschild, a função warped ρ cumpre

a restrição (2.21). Considere ψ : Σn ↬ S
n+1

φ um sóliton cumprindo as condições do

enunciado. Como c < 0, temos

ρ(t) = r(t) ≥
√

−n
c

⇔ cr2(t) ≤ −n.
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Logo,

ζc(t) = n
√
Vm(r(t)) + cr2(t) ≤ n

(√
Vm(r(t))− 1

)
< 0,

donde concluímos o resultado pelo Teorema 4.9.

Corolário 4.12. Seja R
n+1

φ = I×ρ Snφ o φ-espaço de Reissner-Nordström, onde a função

warped ρ é obtida de (2.15) e o Hessiano da função densidade φ é limitado superiormente.

Se ψ : Σn ↬ R
n+1

φ é um sóliton completo do �uxo da curvatura média ponderada com

respeito a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c < 0, segunda forma fundamental limitada,

inserido em um slab [t1, t2]× Sn onde Vm,q(r(t)) < c2

n2 r(t)
4 para todo t ∈ [t1, t2], então Σn

está contido em um slice {t} × Sn, para algum t ∈ [t1, t2].

Demonstração. No espaço R
n+1

φ , a restrição (2.21) é satisfeita. Seja ψ : Σn ↬ R
n+1

φ

um sóliton cumprindo as condições do enunciado. Como c < 0, segue que

Vm,q(r(t)) <
c2

n2
r(t)4 ⇔

√
Vm,q(r(t)) <

|c|
n
r(t)2

⇔ n
√
Vm,q(r(t))− |c|r(t)2 < 0

⇔ n
√
Vm,q(r(t)) + cr(t)2︸ ︷︷ ︸

ζc(t)

< 0,

Pelo Teorema 4.9, temos o resultado.

4.2 Resultados utilizando uma Segunda Versão do Prin-

cípio do Máximo de Omori-Yau

Nesta seção continuaremos apresentando resultados de não existência e redução de

codimensão, porém utilizando uma outra versão do princípio do máximo de Omori-Yau.

Para isso, precisamos primeiramente estabelecer algumas condições.

Seja o espaço H formado pelas funções positivas Λ ∈ C1(R+
∗ ) que satisfazem as

seguintes propriedades.

(i) inf
R+
∗

Λ′

Λ3/2
> −∞.

(ii)
1√
Λ
/∈ L1(+∞).

(iii) (
√
Λ)′(t) ≥ −B(log t+ 1), para t≫ 1 e alguma constante positiva B.
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Estas condições tem origem em [5, Corolário 8.3], que servirá de base para esta-

belecermos uma segunda versão do princípio do máximo de Omori-Yau com relação ao

operador φ-Laplaciano. A ideia é trazer novamente uma limitação no tensor de Bakry-

Émery-Ricci, mas desta vez utilizando funções radiais Λ, onde Λ ∈ H. Para isso, vamos

inicialmente enunciar o seguinte Lema.

Lema 4.13. Seja Σm uma variedade Riemanniana completa munida de uma função den-

sidade φ : Σm → R tal que |∇φ| é limitado. Se, para alguma função radial Λ(r) com

Λ ∈ H, o tensor de Bakry-Émery-Ricci Ricφ satisfaz

Ric−φ(X,X) ≥ −Λ(r)|X|2,

para todo X ∈ X(Σ), então o φ-Laplaciano ∆φ satisfaz o princípio do máximo de Omori-

Yau.

Dessa forma, podemos agora enunciar e demonstrar a próxima Proposição que es-

tabelece uma segunda versão do princípio do máximo de Omori-Yau.

Proposição 4.14. Seja M
n+1

φ = I ×ρM
n
φ um produto warped com densidade obedecendo

a restrição de curvatura (2.21), cuja função densidade φ tem |∇φ| limitado e o Hessiano

Hessφ é limitado inferiormente por uma função radial Λ(r) com Λ ∈ H. Seja também

ψ : Σm ↬M
n+1

φ uma subvariedade completa contida em um slab de M
n+1

φ . Se a segunda

forma fundamental de Σm é limitada, então o φ-Laplaciano ∆φ satisfaz o princípio do

máximo de Omori-Yau.

Demonstração. Vamos primeiramente calcular o Hessiano da função densidade φ. Seja

X ∈ X(Σ) e {N1, ..., Np} um referencial ortonormal local em X⊥(Σ), com p = n+ 1−m.

Por (1.5), temos

Hessφ(X,X) = ⟨∇X∇φ,X⟩ = ⟨∇X [(∇φ)⊤ + (∇φ)⊥], X⟩

= ⟨∇X [∇φ+

p∑
i=1

⟨∇φ,Ni⟩Ni], X⟩

= ⟨∇X∇φ,X⟩+

〈
∇X

(
p∑
i=1

⟨∇φ,Ni⟩Ni

)
, X

〉
= ⟨(∇X∇φ)⊤ + (∇X∇φ)⊥, X⟩

+

〈
p∑
i=1

∇X

(
⟨∇φ,Ni⟩Ni

)
, X

〉

= ⟨∇X∇φ,X⟩+
p∑
i=1

⟨∇φ,Ni⟩⟨−AiX,X⟩

= Hessφ(X,X) +

p∑
i=1

⟨∇φ,Ni⟩⟨−AiX,X⟩.
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Segue que

Hessφ(X,X) = Hessφ(X,X) +

p∑
i=1

⟨∇φ,Ni⟩⟨AiX,X⟩. (4.6)

Observe que, para cada i ∈ {1, ..., p},

⟨∇φ,Ni⟩⟨AiX,X⟩ ≥ −|⟨∇φ,Ni⟩⟨AiX,X⟩|.

Somando de i = 1 até i = p e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

p∑
i=1

⟨∇φ,Ni⟩⟨AiX,X⟩ ≥ −
p∑
i=1

|⟨∇φ,Ni⟩||⟨AiX,X⟩|

≥ −
p∑
i=1

|∇φ||AiX||X|

≥ −
p∑
i=1

|∇φ||Ai||X|2. (4.7)

Por (4.6) e (4.7),

Hessφ(X,X) ≥ Hessφ(X,X)−
p∑
i=1

|∇φ||Ai||X|2. (4.8)

Por hipótese, |∇φ| é limitado e Hessφ é limitado inferiormente por uma função radial

Λ(r), com Λ ∈ H. Logo, existe uma constante positiva C1 tal que

|∇φ| ≤ C1 e Hessφ(X,X) ≥ −Λ(r)|X|2. (4.9)

Temos também que a segunda forma fundamental de Σm é limitada. Pela demonstração

da Proposição 2.21, isso implica que existe uma constante positiva C2 tal que

|Ai| ≤ C2, (4.10)

para cada i ∈ {1, ..., p}.

Logo, por (4.8), (4.9) e (4.10),

Hessφ(X,X) ≥ −Λ(r)|X|2 −
p∑
i=1

C1C2|X|2

≥ −(Λ(r) + C3)|X|2, (4.11)

onde C3 = pC1C2 > 0.

Por outro lado, Σm está contido em um slab de M
n+1

φ . Vimos, na demonstração

do Teorema 4.3, que isso implica que a função warped ρ e suas derivadas são limitadas,

devido à diferenciabilidade de ρ. Consequentemente, a razão |ρ′′|
ρ

é limitada.
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Então, por (4.10) e pela demonstração da Proposição 2.21, existe uma constante

positiva C4 tal que

Ric(X,X) ≥ −C4|X|2. (4.12)

Por (4.11), (4.12) e pela De�nição (2.43), temos

Ric−φ(X,X) = Ric(X,X)− Hess(−φ)(X,X)

= Ric(X,X) + Hessφ(X,X)

≥ −Λ̃(r)|X|2, (4.13)

onde

Λ̃(r) = Λ(r) + C, (4.14)

com C = C3 + C4 > 0.

É necessário mostrar que Λ̃ ∈ H. Para isso, vamos veri�car as propriedades (i), (ii) e (iii)

do início desta Seção. De (4.14), temos

Λ̃′

Λ̃3/2
=

Λ′

(Λ + C)3/2
=

Λ′

Λ3/2

Λ3/2

(Λ + C)3/2
. (4.15)

Observe que

0 <
Λ3/2

(Λ + C)3/2
< 1.

Como Λ ∈ H, existe C5 ∈ R tal que

Λ′

Λ3/2
≥ C5.

Se C5 ≥ 0,
Λ′

Λ3/2

Λ3/2

(Λ + C)3/2
≥ 0. (4.16)

Se C5 < 0,
Λ′

Λ3/2

Λ3/2

(Λ + C)3/2
≥ C5

Λ3/2

(Λ + C)3/2
> C5. (4.17)

Segue, de (4.15), (4.16) e (4.17), que
Λ̃′

Λ̃3/2
veri�ca a propriedade (i), ou seja,

inf
R+
∗

Λ̃′

Λ̃3/2
> −∞.

Vamos veri�car a propriedade (ii). Seja M = max{Λ(r), C}. Por (4.14), temos

Λ̃(r) = Λ(r) + C ≤ 2M.
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Daí,
1√
Λ̃(r)

≥ 1√
2
√
M

.

Se M = Λ(r),
1√
Λ̃(r)

≥ 1√
2
√
Λ(r)

.

Como
1√
Λ
/∈ L1(+∞), temos

1√
Λ̃
/∈ L1(+∞).

Por outro lado, se M = C,
1√
Λ̃(r)

≥ 1√
2
√
C
.

Sendo a > 0, segue que ∫ +∞

a

dr√
2
√
C

= +∞,

consequentemente,
1√
Λ̃
/∈ L1(+∞). Logo, Λ̃ veri�ca a propriedade (ii).

Para veri�car a propriedade (iii), note primeiramente que, por (4.14),

(
√

Λ̃)′ =
Λ̃′

2
√

Λ̃
=

Λ′

2
√
Λ + C

=
Λ′

2
√
Λ

√
Λ√

Λ + C

= (
√
Λ)′

√
Λ√

Λ + C
. (4.18)

Como Λ ∈ H,

(
√
Λ)′(t) ≥ −B(log t+ 1), (4.19)

para t≫ 1 e alguma constante positiva B.

Observando que

0 <

√
Λ√

Λ + C
< 1, (4.20)

temos, de (4.18), (4.19) e (4.20), que

(
√

Λ̃)′(t) ≥ −B(log t+ 1),

para alguma constante B > 0 e t≫ 1.

Portanto, Λ̃ ∈ H e, por (4.13) e pelo Lema 4.13, temos o resultado.

Com a Proposição 4.14 demonstrada, podemos apresentar o seguinte resultado de

não existência dessa seção.
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Teorema 4.15. Seja M
n+1

φ = I ×ρM
n
φ um produto warped com densidade obedecendo a

restrição de curvatura (2.21), cuja função densidade φ tem |∇φ| limitado e o Hessiano

Hessφ é limitado inferiormente por uma função radial Λ(r) com Λ ∈ H. Então, não

existe sóliton completo ψ : Σm ↬ M
n+1

φ do �uxo da curvatura média ponderada com

respeito a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c ̸= 0, contido em um slab [t1, t2] ×Mn tal

que ζc(t) tem sinal estrito em [t1, t2] e cuja segunda forma fundamental é limitada.

Demonstração. Suponha, por contradição, a existência de um sóliton ψ : Σm ↬M
n+1

φ

do �uxo da curvatura média ponderada com as características do enunciado.

Pelo item (i) do Lema 2.19 temos

∆φh = m
ρ′(h)

ρ(h)
− ρ′(h)

ρ(h)
|∇h|2 + ⟨cK⊥, ∂t⟩

= m
ρ′(h)

ρ(h)
− ρ′(h)

ρ(h)
|∇h|2 + ⟨cρ(h)(∂t − ∂⊤t ), ∂t⟩

= m
ρ′(h)

ρ(h)
− ρ′(h)

ρ(h)
|∇h|2 + cρ(h)(1− ⟨∇h,∇h+ ∂⊥t ⟩)

= m
ρ′(h)

ρ(h)
− ρ′(h)

ρ(h)
|∇h|2 + cρ2(h)

ρ(h)
(1− |∇h|2)

=
ζc(h)

ρ(h)
−
[
ρ′(h) + cρ2(h)

ρ(h)

]
|∇h|2. (4.21)

Por hipótese, o espaço ambiente satisfaz a restrição de curvatura (2.21), a função

densidade tem |∇φ| limitado, o Hessiano Hessφ é limitado inferiormente por uma função

radial Λ(r) com Λ ∈ H e Σm está contido em um slab de M
n+1

φ . Como a segunda forma

fundamental é limitada, pela Proposição 4.14, o φ-Laplaciano ∆φ satisfaz o princípio do

máximo de Omori-Yau.

Logo, existem sequências {pk}k∈N e {xk}k∈N em Σm tais que

lim
k→∞

h(pk) = sup
Σ
h =: h∗, lim

k→∞
|∇h(pk)| = 0 e lim sup

k→∞
∆φh(pk) ≤ 0,

e

lim
k→∞

h(xk) = inf
Σ
h =: h∗, lim

k→∞
|∇h(xk)| = 0 e lim inf

k→∞
∆φh(xk) ≥ 0.

Assim, podemos deduzir, utilizando a expressão (4.21), que

0 ≥ lim sup
k→∞

∆φh(pk)

= lim sup
k→∞

(
ζc(h(pk))

ρ(h(pk))
−
[
ρ′(h(pk)) + cρ2(h(pk))

ρ(h(pk))

]
|∇h(pk)|2

)
=

ζc(h
∗)

ρ(h∗)
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e

0 ≤ lim inf
k→∞

∆φh(xk)

= lim inf
k→∞

(
ζc(h(xk))

ρ(h(xk))
−
[
ρ′(h(xk)) + cρ2(h(xk))

ρ(h(xk))

]
|∇h(xk)|2

)
=

ζc(h∗)

ρ(h∗)
.

Portanto,

ζc(h
∗) ≤ 0 ≤ ζc(h∗),

com t1 ≤ h∗ ≤ h∗ ≤ t2, contradizendo a hipótese de que ζc(t) tem sinal estrito em [t1, t2].

4.3 Resultados utilizando Convergência para Zero no

In�nito

A partir desta seção, vamos apresentar uma abordagem diferente das seções an-

teriores. Com base no trabalho feito em [3] por Alías, Caminha e Nascimento, vamos

utilizar um princípio do máximo no in�nito para variedades Riemannianas completas e

não-compactas, de forma a estabelecer um resultado de redução de codimensão.

Para isso, vamos primeiramente de�nir a noção de convergência para zero no in�nito.

De�nição 4.16. Sejam (Σm, g) uma variedade Riemanniana completa e não-compacta e

a aplicação d(·, o) : Σm → [0,+∞) que denota a distância Riemanniana em Σm, medida

de um ponto �xo o ∈ Σm. Dizemos que a função f ∈ C∞(Σ) converge para zero no in�nito

quando satisfaz a condição

lim
d(x,o)→+∞

f(x) = 0.

Estabelecida a De�nição 4.16, vamos enunciar o seguinte lema, que corresponde

a [3, Teorema 2.2, item (a)]. Este resultado estabelece um princípio do máximo no in�nito

que vai nos auxiliar no próximo resultado de redução de codimensão.

Lema 4.17. Sejam (Σm, g) uma variedade Riemanniana completa e não-compacta e X ∈
X(Σ) um campo diferenciável de vetores em Σm. Suponha que existe uma função f ∈
C∞(Σ) não-negativa, não identicamente nula e que converge para zero no in�nito tal que

⟨∇f,X⟩ ≥ 0. Se divX ≥ 0 em Σm, então ⟨∇f,X⟩ ≡ 0 em Σm.

Antes de enunciar o próximo resultado, vamos estabelecer a seguinte noção: dada

uma variedade Riemanniana Σm completa e não-compacta e t∗ ∈ R, dizemos que uma
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função f ∈ C∞(Σ) converge superiormente (inferiormente) para t∗ no in�nito quando

f ≥ t∗ (f ≤ t∗) e a função f̃ := f − t∗ (f̃ := t∗ − f) cumpre a De�nição 4.16, ou seja,

converge para zero no in�nito.

Teorema 4.18. Seja M
n+1

φ = I×ρM
n
φ um produto warped com densidade, com �bra Mn

completa e não-compacta e função densidade φ. Seja também ψ : Σm ↬M
n+1

φ um sóliton

completo e não-compacto do �uxo da curvatura média ponderada com respeito a K =

ρ(t)∂t, com constante sóliton c ̸= 0. Se a função altura h de Σm converge superiormente

(resp. inferiormente) para algum t∗ ∈ I no in�nito e a função sóliton ζc(h) associada a

Σm satisfaz

ρ′(h)|∇h|2 ≤ ζc(h) (resp. ρ′(h)|∇h|2 ≥ ζc(h) ),

então Σm está contido no slice Mt∗.

Demonstração. Suponha que Σm não está contido no slice Mt∗ . Vamos lidar primei-

ramente com o caso em que a função altura h converge superiormente para t∗ ∈ I no

in�nito. De�na a função

f := h− t∗

e o campo de vetores

X = e−φ̃∇f,

onde φ̃ := φ− uc, com u = v(h), sendo v uma primitiva de ρ.

Por hipótese, obtemos f ≥ 0, f não identicamente nula e f ∈ C∞(Σ). Segue que

⟨∇f,X⟩ = ⟨∇f, e−φ̃∇f⟩ = e−φ̃|∇f |2 ≥ 0.

Pela de�nição de φ-divergente e (4.2), temos

divX = e−φ̃eφ̃div(e−φ̃∇f)

= e−φ̃divφ̃(∇f)

= e−φ̃∆φ̃(h− t∗)

= e−φ̃∆φ̃h

= e−φ̃
(
ζc(h)− ρ′(h)|∇h|2

ρ(h)

)
.

Pela hipótese, temos ρ′(h)|∇h|2 ≤ ζc(h) . Consequentemente, divX ≥ 0.

Logo, pelo Lema 4.17, ⟨∇f,X⟩ ≡ 0 em Σm, ou seja, e−φ̃|∇f |2 = 0, o que equivale a

∇f = 0. Então, ∇h = 0 em Σm.
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Assim, h é constante em Σm e, como h converge para t∗ no in�nito, concluímos que

h = t∗, fazendo com que Σm esteja contido no slice Mt∗ , o que é uma contradição.

Analogamente, se a função altura h converge inferiormente para t∗ ∈ I no in�nito,

de�nimos a função

g := t∗ − h.

Logo, g ≥ 0, g é não identicamente nula e g ∈ C∞(Σ). Daí,

⟨∇g,X⟩ = e−φ̃|∇g|2 ≥ 0

e

divX = e−φ̃∆φ̃g = e−φ̃∆φ̃(t∗ − h) = −e−φ̃∆φ̃h = −e−φ̃
(
ζc(h)− ρ′(h)|∇h|2

ρ(h)

)
≥ 0,

pois, pela hipótese, ρ′(h)|∇h|2 ≥ ζc(h). Portanto, utilizando novamente o Lema 4.17,

concluímos que h é constante em Σm e temos o resultado.

Se o espaço considerado for o produto simples com densidade, temos a seguinte

consequência do Teorema 4.18.

Corolário 4.19. Seja M
n+1

φ = I×Mn
φ um produto com densidade φ, com �bra Mn com-

pleta e não-compacta. Seja também ψ : Σm ↬M
n+1

φ um sóliton completo e não-compacto

do �uxo da curvatura média ponderada com respeito a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton

c ̸= 0. Se a função altura h de Σm converge superiormente (resp. inferiormente) para

algum t∗ ∈ I no in�nito com função sóliton ζc(h) ≥ 0 (resp. ζc(h) ≤ 0), então Σm está

contido no slice Mt∗.

Demonstração. Note que ρ(h) = 1 e ρ′(h) = 0. Logo, ζc(h) = c.

Se h converge superiormente (resp. inferiormente) para algum t∗ no in�nito e ζc(h) ≥ 0

(resp. ζc(h) ≤ 0), então

0 = ρ′(h)|∇h|2 ≤ ζc(h) (resp. 0 = ρ′(h)|∇h|2 ≥ ζc(h)).

Pelo Teorema 4.18, Σm está contido no slice Mt∗ .

4.4 Resultados utilizando Condições de Integrabilidade

Nesta última seção vamos obter mais resultados de não existência baseados em

algumas condições de integrabilidade. Serão também apresentadas algumas aplicações.

Vamos inicialmente demonstrar o seguinte resultado.
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Teorema 4.20. Seja M
n+1

φ = I ×ρ M
n
φ um produto warped com densidade. Não existe

sóliton completo ψ : Σm ↬ M
n+1

φ do �uxo da curvatura média ponderada com respeito

a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c ∈ R, contido em um slab de M
n+1

φ , cuja função

sóliton modi�cada ζc := hζc é estritamente positiva tal que

lim
r→+∞

1

r

∫
Br

|∇h|e−φ̃dΣ = 0,

onde φ̃ := φ − uc, com u = v(h) para alguma primitiva v de ρ, Br é a bola geodésica de

raio r > 0 e dΣ denota o elemento padrão de volume de Σm.

Demonstração. Suponha, por contradição, que exista um sóliton ψ : Σm ↬ M
n+1

φ do

�uxo da curvatura média ponderada nas condições do enunciado. Da expressão (4.5),

temos

h∆φ̃u = hζc(h) = ζc(h).

Utilizando a de�nição de φ-Laplaciano, segue que∫
Bs

ζc(h)e
−φ̃dΣ =

∫
Bs

(h∆φ̃u)e
−φ̃dΣ

=

∫
Bs

heφ̃div(e−φ̃∇u)e−φ̃dΣ

=

∫
Bs

hdivX dΣ,

onde X = e−φ̃∇u = e−φ̃ρ(h)∇h.

Sabendo que

div(hX) = hdivX + ⟨∇h,X⟩,

e utilizando o Teorema da Divergência e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos∫
Bs

ζc(h)e
−φ̃dΣ =

∫
Bs

div(hX)dΣ−
∫
Bs

⟨∇h,X⟩dΣ

=

∫
Bs

div(he−φ̃ρ(h)∇h)dΣ−
∫
Bs

⟨∇h, e−φ̃ρ(h)∇h⟩dΣ

=

∫
∂Bs

⟨ν, he−φ̃ρ(h)∇h⟩dσ −
∫
Bs

ρ(h)e−φ̃|∇h|2︸ ︷︷ ︸
≥ 0

dΣ

≤
∫
∂Bs

|ν||he−φ̃ρ(h)∇h|dσ

=

∫
∂Bs

ρ(h)|h||∇h|e−φ̃dσ.

Como Σm está contido em um slab de M
n+1

φ , a altura h é limitada. Consequentemente,

pela diferenciabilidade da ρ, ρ(h) também é limitada. Então, para alguma constante
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positiva C ∈ R,

ρ(h)|h| ≤ C.

Logo, ∫
Bs

ζc(h)e
−φ̃dΣ ≤ C

∫
∂Bs

|∇h|e−φ̃dσ. (4.22)

Dessa forma, de (4.22), obtemos

C

r

∫
Br

|∇h|e−φ̃dΣ =
C

r

∫ r

0

(∫
∂Bs

|∇h|e−φ̃dσ
)
ds

≥ 1

r

∫ r

r
2

(
C

∫
∂Bs

|∇h|e−φ̃dσ
)
ds

≥ 1

r

∫ r

r
2

(∫
B r

2

ζc(h)e
−φ̃dΣ

)
ds

=
1

r

(∫ r

r
2

ds

)(∫
B r

2

ζc(h)e
−φ̃dΣ

)

=
1

2

∫
B r

2

ζc(h)e
−φ̃dΣ.

Assim, ∫
B r

2

ζc(h)e
−φ̃dΣ ≤ 2C

r

∫
Br

|∇h|e−φ̃dΣ. (4.23)

Sabendo que ζc é estritamente positiva, pelas hipóteses e (4.23), concluímos que

0 <

∫
Σ

ζc(h)e
−φ̃dΣ = lim

r→+∞

∫
B r

2

ζc(h)e
−φ̃dΣ

≤ 2C lim
r→+∞

1

r

∫
Br

|∇h|e−φ̃dΣ = 0,

o que é uma contradição.

Antes de apresentar os últimos resultados, vamos considerar o espaço das funções

φ-integráveis a Lebesgue, de�nido por

L1
φ(Σ) :=

{
f : Σm → R :

∫
Σ

|f |e−φdΣ < +∞
}
.

Vamos enunciar o seguinte lema auxiliar, que é uma consequência de [11, Proposição

2.1] (ver também [45, Corolário pág. 660].

Lema 4.21. Sejam (Σm; g; dµ = e−φdΣ) uma variedade Riemanniana completa de di-

mensão m com densidade e f ∈ C∞(Σ) uma função diferenciável tal que ∆φf não muda

de sinal em Σm. Se |∇f | ∈ L1
φ(Σ), então ∆φf é identicamente nulo em Σm.
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Segue então o nosso último resultado de não existência.

Teorema 4.22. Seja M
n+1

φ = I ×ρ M
n
φ um produto warped com densidade. Não existe

sóliton completo ψ : Σm ↬ M
n+1

φ do �uxo da curvatura média ponderada com respeito

a K = ρ(t)∂t, com constante sóliton c ∈ R, contido em um slab de M
n+1

φ , cuja função

altura h satisfaz |∇h| ∈ L1
φ(Σ) tal que

(a) cρ′(h) ≥ 0 em Σm e

(b) c ̸= 0 ou o conjunto em que ρ′(h) ̸= 0 é denso em Σm.

Demonstração. Vamos supor, por contradição, a existência de um sóliton completo

ψ : Σm ↬M
n+1

φ do �uxo da curvatura média ponderada cumprindo as hipóteses.

Considerando novamente a função densidade modi�cada φ̃ = φ−uc, onde u = v(h)

para alguma primitiva v de ρ, vamos mostrar primeiramente que L1
φ(Σ) ⊂ L1

φ̃(Σ).

De fato, seja f ∈ L1
φ(Σ). Como Σm está contido em um slab de M

n+1

φ , a função

altura h é limitada em Σm e, consequentemente, as funções u e e−uc são limitadas. Então,

inf
Σ
e−uc < +∞. Logo,

(inf
Σ
e−uc)

∫
Σ

|f |e−φ̃dΣ ≤
∫
Σ

|f |e−φ̃e−ucdΣ =

∫
Σ

|f |e−(φ̃+uc)dΣ =

∫
Σ

|f |e−φdΣ < +∞

Assim, f ∈ L1
φ̃(Σ).

Dessa forma, pela hipótese, obtemos que |∇h| ∈ L1
φ̃(Σ).

Vamos agora analisar as possibilidades envolvendo os itens (a) e (b) do enunciado.

De (a), temos cρ′(h) ≥ 0 em Σm. Segue que:

� c ̸= 0: Caso c > 0, temos ρ′(h) ≥ 0 e, consequentemente,

ζc(h) = mρ′(h) + cρ2(h) > 0.

Analogamente, caso c < 0, temos ρ′(h) ≤ 0 e ζc(h) < 0.

� ρ′(h) ̸= 0 em um subconjunto denso de Σm: Caso ρ′(h) > 0, temos c ≥ 0 e ζc(h) > 0.

Se ρ′(h) < 0, temos c ≤ 0 e ζc(h) < 0.

Então, em qualquer caso, temos ζc(h) ̸= 0 em um subconjunto denso de Σm. Logo,

de (4.5) concluímos que ∆φ̃u ̸= 0 neste subconjunto.
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Por outro lado, sabendo que ρ(h) é limitada (pois h é limitada), |∇h| ∈ L1
φ̃(Σ) e

∇u = ρ(h)∇h, segue que∫
Σ

|∇u|e−φ̃dΣ =

∫
Σ

|ρ(h)∇h|e−φ̃dΣ < +∞.

Ou seja, |∇u| ∈ L1
φ̃(Σ). Portanto, pelo Lema 4.21, obtemos que ∆φ̃u = 0 em Σm, o que

é uma contradição.

Vamos agora apresentar algumas aplicações do Teorema 4.22. Quando o espaço

ambiente é uma variedade produto com densidade da forma I ×Mn
φ , temos o seguinte

Corolário.

Corolário 4.23. Não existe sóliton completo ψ : Σm ↬ I ×Mn
φ do �uxo da curvatura

média ponderada com respeito a ∂t, com constante sóliton c ̸= 0, contido em um slab de

I ×Mn
φ , cuja função altura h satisfaz |∇h| ∈ L1

φ(Σ).

Demonstração. Basta observar que ρ ≡ 1. Como c ̸= 0, temos cρ′(h) = 0 em Σm,

satisfazendo os itens (a) e (b) do Teorema 4.22.

No contexto dos φ-espaços pseudo-hiperbólicos, temos mais um corolário.

Corolário 4.24. Não existe sóliton completo ψ : Σm ↬ I ×et M
n
φ do �uxo da curvatura

média ponderada com respeito a K = et∂t, com constante sóliton c ≥ 0, contido em um

slab do φ-espaço pseudo-hiperbólico I×etM
n
φ , cuja função altura h satisfaz |∇h| ∈ L1

φ(Σ).

Demonstração. Note que ρ(t) = et. Logo, ρ′(h) > 0 em Σm e, consequentemente,

cρ′(h) ≥ 0 em Σm, satisfazendo os itens (a) e (b) do Teorema 4.22.

Finalizamos o nosso trabalho com mais duas consequências do Teorema 4.22, desta

vez envolvendo os φ-espaços de Schwarzschild e Reissner-Nordström.

Corolário 4.25. Não existe sóliton completo ψ : Σm ↬ S
n+1

φ do �uxo da curvatura

média ponderada com respeito a K = ρ(t)∂t, onde ρ é obtida de (2.13), com constante

sóliton c ≥ 0, contido em um slab do φ-espaço de Schwarzschild S
n+1

φ , cuja função altura

h satisfaz |∇h| ∈ L1
φ(Σ).

Demonstração. Note que

ρ(t) = r(t) e ρ′(t) = r′(t) =
√
Vm(r(t)) > 0.
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Logo, como c ≥ 0,

cρ′(h) ≥ 0 e ρ′(h) > 0 em Σm.

Então, as condições (a) e (b) do Teorema 4.22 são satisfeitas.

Corolário 4.26. Não existe sóliton completo ψ : Σm ↬ R
n+1

φ do �uxo da curvatura

média ponderada com respeito a K = ρ(t)∂t, onde ρ é obtida de (2.15), com constante

sóliton c ≥ 0, contido em um slab do φ-espaço de Reissner-Nordström R
n+1

φ , cuja função

altura h satisfaz |∇h| ∈ L1
φ(Σ).

Demonstração. Temos

ρ(t) = r(t) e ρ′(t) = r′(t) =
√
Vm,q(r(t)) > 0.

Então,

cρ′(h) ≥ 0 e ρ′(h) > 0 em Σm,

satisfazendo as condições (a) e (b) do Teorema 4.22.
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