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Resumo

Neste trabalho, investigamos a geometria de soélitons completos do fluxo da curvatura
média ponderada imersos em produtos warped do tipo I x, M"™, munidos de uma fun¢ao
densidade ¢ que nao depende do parametro real t € I C R. Sob uma restricao de
curvatura adequada envolvendo a curvatura seccional da fibra M™ e a funcao warped
p: I — R, aplicamos algumas ferramentas analiticas, tais como versoes do principio do
maximo de Omori-Yau e técnicas envolvendo o tensor de Bakry-Emery-Ricci, para obter

resultados de nao existéncia e de reducao de codimensao desses solitons.

Palavras-chave: Produtos warped com densidade; sélitons do fluxo da curvatura mé-
dia ponderada; tensor de Bakry-Emery-Ricci; resultados de ndo existéncia; reducio de

codimensao; principio do maximo de Omori-Yau.
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Abstract

In this work, we investigate the geometry of complete solitons of the weighted mean
curvature flow immersed in warped products of the type I x, M™ endowed with a density
function ¢ that does not depend on the real parameter ¢t € I C R. Under a suitable
curvature constraint involving the sectional curvature of the fiber M"™ and the warping
function p : I — R, we apply some analytical tools, such as mild versions of the Omori-
Yau’s maximum principle and some techniques involving the Bakry-Emery-Ricci tensor,

to derive nonexistence and codimension reduction results concerning these solitons.

Keywords: Warped products with density; weighted mean curvature flow solitons;
Bakry-Emery-Ricci tensor; nonexistence results; codimension reduction; Omori-Yau’s ma-

ximum principle.
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Introducao

Este trabalho foi desenvolvido com base no artigo publicado por de Lima, Gomes
e Velasquez [23], que apresenta, como principais objetos de estudo, os solitons do fluxo
da curvatura média ponderada imersos em produtos warped com densidade. Nosso ob-
jetivo é apresentar os principais resultados obtidos pelos autores, enfatizando as técnicas
geométricas e analiticas empregadas em suas demonstragoes.

Os chamados fluxos geométricos se tornaram uma ferramenta fundamental no con-
texto moderno da geometria diferencial, oferecendo uma abordagem poderosa no entendi-
mento da evolucao geométrica de subvariedades em variedades Riemannianas. Nesse cena-
rio, o fluxo da curvatura média desempenha um papel central na compreensao das proprie-
dades geométricas intrinsecas das subvariedades. Ainda sob essa perspectiva, destacam-se
os solitons do fluxo da curvatura média, que sao solugoes especiais que evoluem sem apre-
sentar mudanca de forma, a menos de isometrias. Essas solucoes tém despertado atencao
significativa devido & sua conexao com formacao de singularidades, estabilidade de solu-
coes e variedades de Einstein. Estes solitons sao fundamentais para o entendimento da
geometria de espacos que evoluem sob fluxos de curvatura, particularmente em geometria
Riemanniana.

Destacamos que o fluxo da curvatura média relacionado a uma subvariedade m-
dimensional 9 : X" 9 M""" em uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional VAR
é definido como sendo uma familia, a um parametro, constituida de imersoes diferenciaveis
U, = U(t,-) : X™ M cujas imagens correspondentes X7 = W, (X™) satisfazem a

seguinte equagao de evolucao
ov i,
- _FH
ot (1)
v(0,p) = ¥(p)



em algum intervalo de tempo, onde H representa o vetor curvatura média nao normalizado
da subvariedade X}" imersa em M

O estudo dos fluxos da curvatura média sob a perspectiva das equacoes diferenciais
parciais comecou com Huisken [32] ao abordar os fluxos de hipersuperficies convexas e,
desde entdo, motivou varios trabalhos que investigam solugées especiais da equacao (1),
que sao os solitons do fluxo da curvatura meédia. Nesse contexto, quando o ambiente é
o espaco Euclidiano R™™!, a imersao ¢ : ¥™ 9 R"! ¢ denominada de self-shrinker se
satisfaz a equacao

H=—v,

onde 1" denota a parte normal de ?). Essa classe de imersoes desempenha um papel impor-
tante no estudo do fluxo da curvatura média, pois auxiliam na descricao de singularidades
e, como foi apontado por Colding e Minicozzi [19], as self-shrinkers sdo hipersuperficies
criticas para o funcional entropia. Essa linha de pesquisa tem se mostrado cada vez mais
ativa apos a publicagao de Colding e Minicozzi [19], que inspirou uma quantidade impres-
sionante de trabalhos relacionados a problemas de existéncia e classificagao, resultados
de rigidez, propriedades espectrais e de estabilidade. Podemos citar, por exemplo, as
referéncias [12,13,16-18,25, 26, 40].

Em [4], Alias, de Lira e Rigoli estenderam estes estudos ao introduzirem a defini¢ao
geral de fluxo da curvatura média auto-similar em uma variedade Riemanniana M
munida de um campo de vetores K, assim como estabeleceram a nocao de soéliton do
fluxo da curvatura média correspondente. Em particular, quando M 6 um produto
warped da forma I x, M™ e K = p(t)0,, eles aplicaram principios do méaximo para ga-
rantir que um soéliton completo n-dimensional do fluxo da curvatura média é um slice
{t} x M"™ de Mnﬂ, para algum ¢ € I C R. Enquanto isso, Colombo, Mari e Rigoli [20]
também estudaram algumas propriedades dos soélitons do fluxo da curvatura média em
variedades Riemannianas mais gerais e em produtos warped, com énfase em espacos de
curvatura constante e de Schwarzschild. Eles se concentraram em resultados de decompo-
sicao e rigidez considerando varias condicoes geométricas diferentes. Mais recentemente,
de Lima, Santos e Velasquez [24] estudaram solitons m-dimensionais do fluxo da curvatura,
média imersos em [ x, M", com m < n, e aplicaram principios do méximo apropriados
para garantir que tais sélitons sao slices do espaco ambiente, assim como desenvolveram

resultados de nao existéncia desses solitons.



Por outro lado, vale também destacar as chamadas variedades com densidade, as
quais possuem importancia notavel no escopo da Analise Geométrica, aparecendo, por
exemplo, no contexto dos fluxos das curvaturas média e de Ricci. Sabe-se que, dada
uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional (Mnﬂ,g) e uma funcdo diferenciavel
QY : M R, uma variedade com densidade W;H associada a M e @ & a terna
(37

n-+ -5 N+

1,?, e~?dM), onde dM denota o elemento de volume padrdo de (M 1,§). Dize-
mos que ¢ é a funcao densidade de M;LH. Para uma discussao mais completa sobre
variedades com densidade, indicamos, por exemplo, os artigos [28,31,37,43]. Um mo-
delo padrao conhecido de variedade com densidade é o denominado espaco Gaussiano
G™*1, que corresponde ao espaco Euclidiano R™™! munido da medida de probabilidade
Gaussiana

_n+1 |z

e ¥dx® = (2m) 2 e 2 da’. (2)

Em [9], Borisenko e Miquel estudaram o fluxo de uma hipersuperficie imersa em
G™*!, guiado pelo seu vetor curvatura média ponderado. Mais precisamente, eles consi-
deraram o fluxo da curvatura média ponderada ¥ : [0,T) x X" — G"*! de uma hipersu-
perficie ¢ : ¥ ¢ G™*1, satisfazendo

ov .
— =H,
ot (3)

v (0,p) = (p)

onde H, & o vetor curvatura média ponderado nao normalizado, que é dado por

H,=H+ (Vp)*.

Nessa configuracao, eles forneceram um estudo detalhado da evolucao de hipersu-
perficies convexas sob a presenca do fluxo (3).

Inspirados pelos trabalhos mencionados até aqui, de Lima, Gomes e Velasquez [23]
investigaram a geometria de solitons completos do fluxo da curvatura média ponderada
imersos em produtos warped do tipo I x, M™ munidos de uma fung¢ao densidade ¢ que nao
depende do parametro t € I C R. Considerando uma restricao de curvatura apropriada,
que envolve a curvatura seccional da fibra M™ e a funcao warped p : I — R, foram
aplicadas ferramentas analiticas, tais como versoes do principio do maximo de Omori-
Yau e algumas técnicas que utilizam o tensor de Bakry-Emery-Ricci, com o objetivo de
obter resultados de nao existéncia e reducao de codimensao com relacao aos sélitons do

fluxo da curvatura média ponderada.



Esta dissertacao esté organizada da seguinte maneira: no Capitulo 1, apresentamos
as definicoes e resultados classicos em geometria Riemanniana que sao necessarios para a
compreensao dos capitulos posteriores. No Capitulo 2, abordamos os principais espacos
ambientes deste trabalho, que sao os chamados produtos warped. Buscamos dividir a
exposigao deste capitulo em produtos warped Riemannianos classicos (veja Segbes 2.1,
2.2 e 2.3) e produtos warped com densidade (Segoes 2.4 e 2.5), focando, particularmente,
em produtos da forma I X, M7, onde I C R é um intervalo aberto, M™ é uma variedade
Riemanniana e ¢ é uma funcao densidade diferenciavel. No Capitulo 3, faremos uma breve
exposicao sobre fluxos da curvatura média e seus solitons correspondentes. Aqui também
consideramos os contextos cléassico (Se¢ao 3.1) e com densidade (Sec¢ao 3.2). E por fim, no
Capitulo 4, vamos estabelecer resultados de existéncia e reducao de codimensao de sélitons
do fluxo da curvatura média ponderada imersos em produtos warped com densidade. Para
obter tais resultados, sao aplicadas duas versoes do principio do maximo de Omori-Yau
(ver Secoes 4.1 e 4.2), um principio do méximo que envolve a noc¢ao de convergéncia para

zero no infinito (Se¢do 4.3) e condiges apropriadas de integrabilidade (Segao 4.4).



Capitulo 1

Preliminares Seletos sobre Geometria

Riemanniana

Este capitulo destina-se a estabelecer brevemente as no¢oes mais bésicas sobre Ge-
ometria Riemanniana que serao utilizadas no decorrer de todo o trabalho. Os resultados
que aparecem neste capitulo serao apresentados sem demonstracoes e tém como base prin-
cipal as referéncias [10], [27], [21] e [39], as quais indicamos fortemente para um maior
aprofundamento. Ao longo de todo o texto, M™ representara uma variedade diferenciavel

de dimensao n.

1.1 Variedades Riemannianas

Comecaremos apresentando as no¢oes fundamentais de métrica e variedade Rieman-

nianas, seguidas de um importante exemplo e a defini¢ao de isometria.

1.1.1 Meétrica Riemanniana

Definicao 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M™ € uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M™ uma forma bilinear simétrica, positiva

definida, denotada por (, ), no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente com

p.

Dizer que a métrica Riemanniana varia diferenciavelmente com p € M™ signi-

fica dizer que se x : U C R® — M"™ é uma parametrizacao local em torno de p e



0
o0z

|p} ¢ uma base coordenada de T),M associada a x, entao as aplicagoes

),

Ao longo do texto, quando nao houver possibilidade de confusdo, vamos omitir o

9
' Bam

0

9i(p) = <(9_931 0

p7 85Ej

sao diferenciaveis.

indice p e denotar a métrica (, ), simplesmente por (, ).
Uma variedade diferencidvel A" munida de uma métrica Riemanniana é chamada
de variedade Riemanniana. Frequentemente utilizamos o par (M", (,)) ou (M",g)

para nos referirmos a uma variedade Riemanniana.
Vamos agora apresentar um exemplo bastante importante de métrica Riemanni-
ana que serve de base para os espagos ambientes que serdo apresentados nos proximos

capitulos.

Exemplo 1.2. (A métrica produto). Sejam (M",(, )a) e (N™,(, )n) duas variedades
Riemannianas e considere a variedade produto M™ x N™. Sejam 7 : M"™ x N™ — M"
em : M" x N™ — N™ as projecoes canonicas. Vamos munir a variedade produto da

seguinte métrica:
(, ) =m(( ) +73(()w) (1.1)
Logo, dados (p,q) € M x N e u,v € T, (M x N), temos, no ponto (p,q),
(u,v) = (dm(u),dmri(v)) s + (dma(u), dma(v)) N

Com a métrica (1.1), M™ x N™ é uma variedade Riemanniana. Pode-se também verificar
que as projegoes m e mo sdo fungodes diferencidveis, assim como, para cada (p,q) € M x N,

0S espagos tangentes
Tpg(M x{q}) e Tpq{p}txN)

sao subespacos de T(, (M x N) e vale a soma direta
Tipq) (M x N) =T (M x {q}) ® Tipq)({p} x N). (1.2)

Para mais detalhes, recomendamos [39, Lema 1.43].

Outra nocao bastante importante neste contexto de métricas Riemannianas é o de

isometria.

Definicao 1.3. Sejam M"™ e N™ variedades Riemannianas. Dizemos que um difeomor-

fismo f: M"™ — N™ é chamado de isometria se

(u, v)p = (dfp(w), dfp(v)) ),
para todo p € M e para todos u,v € T,M, onde df, : T,M — Ty, N € a aplicagdao

diferencial de f no ponto p. Se existe uma isometria entre M e N, dizemos que estas

variedades sao isométricas.



1.1.2 Conexoes Riemannianas

Vamos denotar por X(M) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em M",
isto ¢, o conjunto das segoes diferencidveis do fibrado tangente TM = cpm T, M (ver [27,
Exemplo 4.1 do Capitulo 0]). Denotamos também por C*(M) o conjunto das funcoes

reais diferenciaveis definidas em M™.

Definicao 1.4. Uma conexao afim NV em uma variedade diferenciavel M™ é uma apli-
cacao
V:X(M)xX(M)— X(M)

denotada por (X,Y) — VxY, que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) VixigvZ = [VxZ +gVyZ,
i) Vx(Y+2) =VxY +VxZ,
(iii) Vx(fY)=fVxY +(X[)Y,
onde X,Y, Z € X(M) e f,g € C°(M).
Vamos agora enunciar, sem demonstragao, o teorema fundamental das conexoes

em uma variedade Riemanniana. Devido a sua importancia, recomendamos consultar os

detalhes em |27, Teorema 3.6 do Capitulo II].

Teorema 1.5 (Levi-Civita). Seja M"™ uma variedade Riemanniana. Entao, existe uma

Unica conexao afim V em M"™ satisfazendo as sequintes condicoes:
(a) A conexao V € simétrica, ou seja,

[X,Y] =VxY —VyX, paratodos X,Y € X(M).

(b) A conexao V ¢é compativel com a métrica Riemanniana, ou seja,

XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ), paratodos X,Y,Z € X(M).

A conexao dada pelo teorema de Levi-Civita é denominada conexao de Lewi-
Chwvita, ou simplesmente conexao Riemanniana de M".
Neste contexto, vale destacar a chamada formula de Koszul, que caracteriza a

conexao Riemanniana V e que utilizaremos mais adiante:

onde XY,V € X(M).



1.1.3 Curvaturas

Vamos agora relembrar os principais conceitos sobre curvaturas em uma variedade
Riemanniana. Comecaremos definindo o chamado tensor curvatura, o qual aparecera em

varios momentos durante o texto.

Definigao 1.6. Seja V a conexdao Riemanniana de M™. A curvatura ou tensor cur-

vatura R de uma variedade Riemanniana M"™ € uma correspondéncia que associa a cada
par X, Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’Y]Z, 7 € %(M)

Vale destacar, por meio da proxima proposicao, que o tensor curvatura R cumpre
determinadas propriedades que o caracterizam, de fato, como um tensor. Neste trabalho
nao faremos uma discussao detalhada sobre tensores e suas propriedades de uma maneira

geral. Para tal discussdo, sugerimos a leitura de [39, Capitulo 2|.

Proposigao 1.7. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M"™ cumpre as sequintes

propriedades:
(i) R ¢ bilinear em X(M) x X(M), isto é,
R(f X1+ gXe, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),
R(Xy, fY1 4 gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X4, V3),
onde f,g € C®(M) e X1, Xs,Y1,Ys € X(M).
(ii) Para todo par X,Y € X(M), temos
RIX,Y)(Z + W) = R(X,Y)Z + R(X,Y)W,

RX,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,
onde f € C*(M) e Z,W € X(M).

Para consultar os detalhes de uma demonstracao da Proposicao 1.7, indicamos a
referéncia |27, Proposi¢ao 2.2 do Capitulo IV].

A partir da nocao do tensor curvatura R, podemos definir a chamada curvatura
seccional. No que se segue, a notacao |z A y| representa a area do espacgo vetorial 2-

dimensional o determinado por um par de vetores linearmente independentes.



Definicao 1.8. Sejam M™ uma variedade Riemanniana, p € M™ e o um subespaco bidi-

mensional de T,M. A curvatura seccional de M"™ associada a o € definida por

Ayl [Pyl = ()

K(ill',y) — <R($,y)$,y> (R(m,y)x,y>

onde {x,y} € uma base qualquer de o.

E comum denotar a curvatura seccional por K (o). Vale ressaltar que o conheci-
mento do nimero K (o) para todo o determina completamente a curvatura R. Uma
demonstracdo deste fato pode ser encontrada em [27, Lema 3.3 do Capitulo IV].

Antes de falarmos sobre a chamada curvatura de Ricci, vamos definir a nocao de

referencial ortonormal local, que sera utilizada em varios momentos durante o texto.

Definicao 1.9. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana, p € M™ e U C M"™ uma vi-
zinhanga de p em M"™ tal que é possivel definir campos de vetores Ey, ..., E, € X(M).
Dizemos que o conjunto {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal local quando, para

cada q € U, os vetores E;(q), i = 1,...n, formam uma base ortonormal de T, M.

Em geral, ndao ha como garantir a existéncia do referencial da Defini¢ao 1.9 em toda
a M™. Porém, pode-se mostrar que, localmente, sempre ¢ possivel garantir a existéncia
de tal referencial. Para mais detalhes, consultar [39, pag. 85].

Vamos agora utilizar a Defini¢ao 1.9 para apresentar a curvatura de Ricci, ou tam-

bém, como chamaremos ao longo do texto, tensor de Ricci.

Defini¢ao 1.10. Sejam M™ uma variedade Riemanniana e {Ey, ..., E,} um referencial
ortonormal local em X(M). Definimos a curvatura de Ricci ou tensor de Ricci como

sendo a aplicacao

Ric : X(M) x X(M) — C®(M)
(X,Y) ~ Ric(X,Y) =) (R(X,E)Y,E)

i=1

Assim como ocorre com a curvatura R, temos que a curvatura de Ricci é também
um tensor. Veremos, ao longo deste trabalho, que impondo determinadas condigoes sobre
as curvaturas seccional e de Ricci, vamos obter lemas auxiliares e resultados geométricos

importantes para os nossos objetivos (vide, por exemplo, o Lema 2.11).



1.1.4 Geodésicas e Variedades Completas

Antes de apresentar o conteiido dessa sessao, vamos estabelecer a nocao de derivada
covariante, com base em [10, pag. 10]. Seja I C R um intervalo aberto e considere uma
curva diferenciavel ¢ : I — M"™ em uma variedade Riemanniana M"™. Para t, € I seja
X € X(M) uma extensao de ¢/(tp). Logo, para qualquer Y € X(M), é possivel mostrar
que o vetor (VxY);, s6 depende de (ty) e da restricao de Y a ¢(I). Obtemos assim um
campo ao longo de ¢, denotado por % e denominado de derivada covariante de Y ao
longo de c.

Diminuindo 7, se necessario, pode-se mostrar que o campo ¢ (t) pode ser estendido
a um campo Y € X(M). Neste caso, denotamos % por Z—f.

Dessa forma, podemos agora apresentar a definicao de geodésica. No que se segue,
M™ é uma variedade Riemanniana munida de sua conexao Riemanniana V.

Definicao 1.11. Uma curva parametrizada v : I C R — M™ é uma geodésica em ty € [

se Dd—zl = 0 no ponto ty. Se v € uma geodésica em t, para todo t € I, dizemos que v € uma

geodésica.

Como consequéncia de Defini¢ao 1.11, vale mencionar que se v : I — M"™ é uma geo-
désica, o comprimento do vetor tangente ' é constante. Consequentemente, o parametro
de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.

As geodésicas tém a propriedade de serem curvas que, ao menos localmente, mini-
mizam distancias entre dois pontos em uma variedade Riemanniana. De um modo geral,
esta propriedade nao pode ser generalizada globalmente em uma variedade, ao menos que
esta variedade cumpra uma condicao especial que veremos mais adiante.

De posse da definicao do que é uma geodésica, vamos agora apresentar o conceito de
aplicagao exponencial em uma variedade Riemanniana. No que se segue, vamos denotar
por 7, uma geodésica v : [0,1] — M™ partindo de p € M™, ou seja, v(0) = p, com
7'(0) = v, onde v € T, M.

Definicao 1.12. Sejam U C T,M e v € U tal que a geodésica vy, estd bem definida em
[0,1]. Definimos a aplica¢gdo exponencial no ponto p € M™ por
exp,: U — M"
v o= expy(v) = (1)
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Geometricamente, exp,(v) é ponto de M™ obtido percorrendo um comprimento igual

a |v], a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com velocidade igual a ‘71"

Vamos agora apresentar a nocao de variedade geodesicamente completa.

Definicao 1.13. Uma variedade Riemanniana M" é geodesicamente completa se para
todo p € M", a aplicagio exponencial exp, estd definida para todo v € T,M, isto €, se as

geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do pardmetro t € R.

A Definicao 1.13 abre caminho para estendermos a propriedade minimizante das
geodésicas globalmente em uma variedade Riemanniana M™. Para isso, vamos antes

definir a nocao de distancia Riemanniana.

Definicao 1.14. Sejam dois pontos p,q € M™. A distdncia Riemanniana d(p,q) ¢
definida como sendo o infimo dos comprimentos de todas as curvas diferencidveis por

partes que ligam p a q.

E possivel verificar que, munida da distancia Riemanniana, M"™ é um espaco métrico.
Vale mencionar também que, fixado py € M", a fungao
f:M" - R
p = f(p) = dp,po)
é continua.
Entao, podemos enunciar o principal teorema relacionado ao contexto de variedades

geodesicamente completas, que ¢ o Teorema de Hopf-Rinow. Para mais detalhes de uma

demonstracao deste teorema, sugerimos |27, Teorema 2.8 do Capitulo VIIJ.

Teorema 1.15 (Hopf-Rinow). Sejam M"™ uma variedade Riemanniana e p € M"™. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(a) exp, estd definida em todo o T,M.
(b) Os limitados e fechados de M™ sao compactos.
(c) M™ é completa como espago métrico.
(d) M™ ¢ geodesicamente completa.

e) Existe uma sucessao de compactos K, C , K, CintK, | e = M", tais
Exist Go d tos K M™, K int /<, 4 o K M™, tas
que se q, ¢ K, entdao d(p,q,) — 0.

Além disso, cada uma das afirmacoes acima implica que

(f) Para todo q € M™ existe uma geodésica 7y ligando p a q com £(y) = d(p,q), onde

U(y) € o comprimento de 7.
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Vale enunciar como principal consequéncia do Teorema 1.15 o seguinte corolario.

Corolario 1.16. Se M™ ¢é compacta, entao M™ é completa.

Dessa forma, temos a equivaléncia entre o conceito de variedade geodesicamente
completa com o de variedade completa como espago métrico. Estes conceitos serao de

suma importancia para estabelecermos as condicoes de integrabilidade do capitulo 5.

1.2 Operadores Diferenciais

Vamos apresentar os principais operadores diferenciais que utilizaremos ao longo
deste trabalho, juntamente com suas principais propriedades. Esta apresentacao baseia-se
em [10, Capitulo 2. Durante toda esta se¢ao, M" representa uma variedade Riemanniana
de dimensao n com conexao Riemanniana V. Comecaremos apresentando a definicao de

gradiente de uma funcao.

Definicao 1.17. Seja f € C*(M). Definimos o gradiente de f, denotado por Vf,

como sendo o campo vetorial em M™ tal que
(V. X)=X(f),
para todo X € X(M).

Apresentamos também algumas propriedades operatérias do gradiente que serdao

lteis posteriormente.
Proposicao 1.18. Sejam f,g € C*(M). Entao,
(i) V(f+9) =Vf+ Vg

(i) V(fg) =gV f+ fVy.

Outro operador diferencial que sera parte fundamental do nosso texto é o divergente

de um campo vetorial diferenciavel.

Definicao 1.19. Seja X € X(M). Definimos o divergente do campo X como a aplica-
cao diferencidvel divX : M™ — R, dada, para p € M™, por

(divX)(p) = tr{v = (Vo X)(p)},

onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear entre chaves.
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Considerando um referencial ortonormal local {Ey, ..., E,} em X(M), segue direta-

mente da Defini¢ao 1.19 que o divergente de X pode ser escrito da forma
divX =Y (VpX, E). (1.4)
i=1
Seguem algumas propriedades operatorias do divergente que serao de grande utili-

dade.
Proposicao 1.20. Sejam X,Y € X(M) e f € C®(M). Entao,
(i) div(X +Y) =divX + divY.

(i) div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Ainda no contexto do operador divergente, vamos enunciar o Teorema da Diver-
géncia, o qual sera utilizado posteriormente no capitulo 6, quando estivermos destacando
os resultados associados as condigoes apropriadas de integrabilidade. Para mais detalhes
sobre este Teorema, indicamos [33, Teorema 16.32].

Teorema 1.21 (da Divergéncia). Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta e
orientada e X € X(M). Se M™ tem bordo OM munido com a orientagdo e a métrica

induzidas pela inclusao v : OM — M™, e v denota o campo de vetores normal unitdrio

exterior a M™ ao longo de OM, entdo

/A () - / (X, v)do,

oM

onde do é o elemento de integracao ao longo de OM. Caso OM = (), interpretamos

Jour (X, v)do como sendo igual a 0.

Vamos agora apresentar o operador Laplaciano de uma funcao.

Definigao 1.22. Seja f € C>*°(M). Definimos o Laplaciano de f, denotado por Af,
como sendo a funcao Af : M™ — R dada por

Af = div(Vf).

Podemos também destacar algumas propriedades operatorias do Laplaciano, que

podem ser obtidas diretamente da Definicao 1.22.
Proposicao 1.23. Sejam f,g € C*(M). Entao,
() A(fg) =gAf + fAg+2(Vf,Vg).
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(i) 3A(f2) = fAf+ VP

Finalizamos esta secao com o operador Hessiano de uma funcao.

Definigao 1.24. Seja f € C*°(M). O Hessiano de f é o campo de operadores lineares
Hessf : T,M — T,M, definido para v € T,M por

(Hessf)(v) = V,Vf.

A partir da Defini¢ao 1.24, pode-se mostrar que o operador linear (Hessf), : T,M —
T,M ¢é auto-adjunto.

Vale destacar que podemos associar ao Hessiano uma forma bilinear simétrica defi-
nida por

Hessf(X,Y) = (VXV}, Y) = X(Y[) = (VxY)/, (1.5)

onde X,Y € X(M).

1.3 Teoria Elementar de Imersoes Isométricas

Nesta secao vamos abordar os principais conceitos basicos sobre as chamadas imer-
soes isométricas em variedades Riemannianas. A exposicao serd baseada principalmente
nas referéncias |21] e [27], que s@o as nossas recomendagbes para um maior detalhamento
do contetudo apresentado.

Comecaremos relembrando os conceitos de imersao, mergulho e subvariedade em
uma variedade diferenciavel.

Definicdo 1.25. Sejam Y™ e M " variedades diferencidveis. Uma aplicacio diferencidvel
Y X" % M" 6 uma imersdo se dy, © TpyX — T¢(p)M ¢ injetiva para todo p € ™.

Se, além disso, 1) é um homeomorfismo sobre 1(3™) C M", onde »(X™) tem a topologia

induzida por M", dizemos que 1 é um mergulho. Se ¥™ C M " e a inclusio v : ¥™ —

- . . . = n
M~ € um mergulho, dizemos que X é uma subvariedade mergulhada de M . Se 1
for uma imersao que nao é um merqgulho, entao X" é uma subvariedade imersa. Por
stmplicidade, utilizaremos o termo subvariedade para nos referirmos a uma subvariedade

1mersa.
-—n , . ~ ~ . .
Note que se ¢ : X & M~ é uma imersao, entao m < n. A diferenca p =n—m é
chamada de codimensao da imersao 1.

De posse das Definicoes 1.25 e 1.3, podemos agora estabelecer a definicao de imersao

isométrica.
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. o~ . Rl . . . . . ~
Definicao 1.26. Sejam X™ e M~ variedades Riemannianas. Dizemos que uma aplicacao
-—n , . ~ . L. . L . ~ .
Y X" G M € uma tmersao isométrica se v € uma imersao ao mesmo tempo que €

uma isometria, ou seja, se a aplicag¢ao di, : T3 — Tw(p)M ¢ injetiva para todo p € X" e

<U7 U>P = <d7vbp(u)7 d¢p(v)>¢(p)7

para todo p € X™ e para todos u,v € T,M.

Perceba que mesmo que nao seja exigida a hipotese de que X seja uma variedade
Riemanniana, a estrutura Riemanniana de M " induz, através da aplicacdo ¢, uma estru-
tura Riemanniana em X™. Como di, é injetiva, é possivel verificar, pela igualdade da
Definicao 1.26, que (,), é de fato uma métrica em "™ induzida naturalmente por .

Dessa forma, seja ¢ : ¥™ 9 M uma imersdo isométrica. Para cada p € ¥,
existe uma vizinhanca U C X™ de p tal que a restricao de ¢ a U é um mergulho. A
demonstracao deste fato pode ser encontrada em [27, Proposigao 3.7 do Capitulo 0].

Entao, podemos identificar U com sua imagem ¢ (U), pois ¢ é localmente a aplicacao
inclusao. Por isso, vamos considerar o espaco tangente 7, como subespaco de TpM.
Escrevemos

T,M =T,Y & (T,%)*,
onde (T,2)* & o complemento ortogonal de T,.
Desta decomposicao, obtemos o chamado fibrado normal de ¥™, denotado por

(TE)F = U, ex(TyX)*" (ver [21, pag. 2]). Nesse contexto, denotamos por X*(X) o conjunto

dos campos de vetores diferencidveis normais a X", de forma que temos a decomposicao

%(W)\M) =X(2) @ X+ (D), (1.6)

onde X(M denota o conjunto de campos de vetores diferencidveis de M definidos

o)
ao longo de ™.

Com relagao a decomposi¢ao (1.6), temos as projegoes
() ()], — X(2)
() X(BD)|, 5 — X(2),

que sao chamadas de tangente e normal, respectivamente.
S rn o, . . . ~ . . . .
Dado que M é uma variedade Riemanniana, a sua conexao de Levi-Civita serd

denotada por V. Sendo 1 : ¥ ¢ M " uma imersdo isométrica e X,Y € ¥(X), temos
VxY = (V) +(VxY)™.
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Segue, da unicidade do Teorema 1.5, a conexao (V)T ¢ a conexao de Levi-Civita de

™. a qual vamos denotar por V. Logo,
VxY =VxY + (VxY)*t (1.7)

A igualdade (1.7) determina a chamada segunda forma fundamental de ¥™, a qual

apresentamos na proxima defini¢ao.

Definicao 1.27. Definimos a seqgunda forma fundamental de X como sendo a apli-

cacao

IT:X(2) x X(Z) — X2
(X,Y) — I1I(X,Y)=(VxY)"

Logo, pela Defini¢do 1.27 e (1.7), obtemos a férmula de Gauss:
VxY =VxY +I1(X,Y) (1.8)

Pela formula (1.8) e utilizando as propriedades da Defini¢ao 1.4, pode-se verificar
que I é uma aplicagdo simétrica e bilinear sobre C>(X).
Ainda no mesmo contexto estabelecido até agora, vamos definir o chamado operador

de Weingarten de X™.

Definigao 1.28. Seja & € X1(X). Definimos o operador de Weingarten ou operador

de forma de X com respeito a & como sendo a aplicag¢ao

A 1 X(2) — X(D)
X = AX =—(VxO".

Existe uma relagao muito importante entre o operador de Weingarten e a segunda
forma fundamental. Sejam X,Y € X(X) e £ € X*+(X2). Pela formula de Gauss (1.8) e a

compatibilidade com a métrica do Teorema 1.5, temos

= ((VxOT+(Vx&),Y) + (£, VxY +1I(X,Y))
= <(vX£)T7Y>+ <’£7[I<X7Y)>7
consequentemente,
(AcX,Y) = (II(X,Y), ). (1.9)
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Denotando a componente normal (Vx&)t de Vx& por V&, obtemos a chamada
formula de Weingarten:

Vxé=—AcX + VyE (1.10)

Denominamos a conexao V+ como sendo a conexdo normal da imersao ).
Podemos agora enunciar a chamada equacao de Gauss, que relaciona os tensores
curvatura entre as variedades da imersao. Para mais detalhes da demonstracao desta

equagao, indicamos [21, pag. 4].

Proposicdo 1.29. Considere ¢ : ¥ & M uma imersio isométrica entre duas varie-
dades Riemannianas ¥™ e M". Dados X,Y,Z,W € X(X), a equagio de Gauss é dada

por
(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) + (II(X, 2), [1(Y,W)) — (II(X, W), [I(Y, Z)),

J— - - n . -
onde R e R sao os tensores curvatura de X™ e M ~, respectivamente e I é a sequnda

forma fundamental de ™.
De posse dos conceitos estabelecidos até agora, podemos apresentar as nogoes de
imersoes totalmente geodésicas e totalmente umbilicas.

Definicdo 1.30. Seja ¢ : ¥ & M uma imersio isométrica entre duas variedades
Riemannianas ™ e M. Dizemos que 1 é totalmente geodésica quando a sequnda
forma fundamental de X™ € identicamente nula, ou seja, I1(X,Y) =0 para todos X,Y €
X(X).

Note que, pela formula de Gauss (1.8), se a imersao ¢ é totalmente geodésica,
VxY = VY.

para todos X,Y € X(X). Temos também que as geodésicas de ™ sdo geodésicas de M"

que estao totalmente contidas em ™.

Definicio 1.31. Dizemos que a imersio isométrica v : ™ & M entre duas variedades

Riemannianas ¥ e M " ¢ totalmente umbilica quando
AeX = A X,

para todo X € X(X) e para todo & € X*+(X), onde \¢ € R,

Vamos finalizar este capitulo apresentando a definicao do vetor curvatura média.
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Definigdo 1.32. Seja ¢ : ™ & M wma imersio isométrica entre duas variedades

. . -—n L. . .
Riemannianas X™ e M . O vetor curvatura média de X ¢é definido por

m

H=> I1I(E,E),

=1

onde I é a sequnda forma fundamental de X™ e {E\, ..., En, } € um referencial ortonormal

local em X(X).

Note que, pela Definicao 1.32, H = tr(11), isto é, Héo traco da segunda forma
fundamental de »™.

Seja {Ni, ..., N} um referencial ortonormal local em X*(X), onde p =n —m é a
codimensao da imersao. Por simplicidade, vamos denotar Ay, por A;. Pela Definicao

1.32 e (1.9), podemos escrever

p
H = > (II(E;, E;), Nj)N;

M-

.
Il
—
<.
Il
—

M@
NE

(A E;, E;)N;

j=1 i=1
p p

= Z(tl‘AJ)NJ = ZHij’ (111)
j=1 j=1

onde H; =trd;, j=1,...,p, sao funcoes diferenciaveis definidas em X™.
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Capitulo 2

Produtos Warped com Densidade da
Forma I X, MZ,}

Neste capitulo, vamos apresentar os espacos ambientes principais do nosso trabalho,
que sao os chamados produtos warped. Dividiremos a nossa abordagem em cinco secoes.
Nas trés primeiras, apresentaremos as nocoes basicas sobre produtos warped Riemannia-
nos, com énfase nos produtos da forma I x, M", onde I é um intervalo aberto real, M"
é uma variedade Riemanniana e p é uma funcao real positiva. Nas duas tltimas segoes,
falaremos brevemente sobre variedades com densidade e algumas de suas caracteristicas

bésicas, juntamente com os chamados produtos warped com densidade.

2.1 Produtos Warped Riemannianos

Vamos comecar expondo os conceitos iniciais sobre produtos warped, adotando como
referéncia principal a abordagem de [39, Capitulo 7|, com as devidas adaptagoes para o
contexto Riemanniano.

Definicao 2.1. Sejam (B,(, )5) e (F,(, )r) variedades Riemannianas e considere uma

fungdo positiva p € C®°(B). Denominamos produto warped de B e F com fungao

warped p, denotado por M = B X, F, a variedade produto B x F' munida da métrica

(,)=mp((,)B) + (poms)'7r((, )r), (2.1)

onde as aplicacoes Tp e T sGo as projecoes canonicas do produto B x F sobre os fatores

B e F, respectivamente.



Nas condigoes da Definicao 2.1, dizemos que as variedades B e F sao a base e a
fibra de M, respectivamente.

Como (, )p e (, )r sao métricas Riemannianas, segue, diretamente da definicao da
métrica (2.1) que M ¢é uma variedade Riemanniana.

Note que, se (p,q) € M e u € T, )M, entao

(w,u) = (drp(u),drp(u))s + p*(75(p, @) {drr(u), drp(u))

= (drp(u), drp(u))s + p*(p){drp(u), drp(u))p.

Dessa forma, se p = 1, a métrica (2.1) passa a ser equivalente a métrica produto
usual (1.1), fazendo com que o produto warped funcione como uma generalizacao da
variedade produto.

Seja (p,q) € M. Denominamos de slices (ou fibras) e folhas, respectivamente, os

conjuntos
{p}x F=m5'({p}) e Bx{q}=nrp"({a}) (2.2)

Para cada (p, q) € M, os slices e as folhas sio subvariedades mergulhadas de M. De
fato, basta observar que, no caso dos slices, fixado p € B, a aplicacao
b {p} xF — BXF
y) = wby) = (y)
¢ um mergulho, ou seja, possui diferencial injetiva e é um homeomorfismo sobre sua
imagem. Analogamente, fixado g € F', a aplicacao
tg:Bx{q} - BXxF
(,q) = tqlz,q) = (2,9)

também é um mergulho.

Vamos agora definir a no¢ao de levantamento.
Definicao 2.2. Seja M = B x, F' um produto warped e (p,q) € M.

(a) Se f € C=(B), o levantamento de f para M ¢ f=fompe C*>®(M). Analoga-

mente, § = gomp € o levantamento de g € C°(F).

(b) SeueT,B eqeF, olevantamento i de u para M ¢ o tnico vetor @ € Tip.g) (B x
{q}) tal que (drp) g (@) = u. O levantamento v € T(,o({p} X F) dev € T,F € o

tnico vetor tal que (dmp)p.q)(0) = v.
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(c) Se X € X(B), o levantamento de X para M é o campo vetorial X € X(M) que
em cada (p,q) € o levantamento de X, para M. Equivalentemente, o levantamento
X de X para M ¢ o nico campo X € X(M) tal que dnp(X) = X e drp(X) = 0.
Neste caso, X ¢ dito levantamento horizontal. Analogamente, o levantamento
Y € X(M) de Y € X(F) ¢ o tnico campo Y tal que dnp(Y) =Y e drg(Y) = 0.
Dizemos que Y ¢ levantamento vertical. Os conjuntos de todos os levantamentos

horizontais e de todos os levantamentos verticais sao denotados, respectivamente,

por F(B) e V(F).
Note que, pela Defini¢io 2.2 e por (1.2), dado X € X(M),
X =X+ Xo,

onde X; € #(B) e Xo € V(F), com Xy =drg(X) e Xo =dnp(X). A partir daqui, por
simplicidade, vamos comumente omitir o "~" dos levantamentos.
Outra terminologia importante ¢ que denominamos de vetores horizontais e ve-

tores verticats os vetores tangentes as folhas e aos slices, respectivamente.
Temos a seguinte proposicao que enumera algumas caracteristicas da métrica war-

ped.
Proposicdo 2.3. Seja M = B X, F' um produto warped. Valem as sequintes afirmacgoes:

(i) Para cada q € F, a aplica¢do WB‘BX{Q} € uma 1sometria sobre B.

(ii) Para cada p € B, a aplicagao WF‘{p}XF ¢ uma homotetia positiva sobre F', com fator

de homotetia —.
p(p)
(iii) Para cada (p,q) € M, a folha B x {q} e o slice {p} x F sdo ortogonais em (p,q).
Demonstragao.

(i) Para cada ¢ € F', a restrigdo 7TB|BX{q} é um difeomorfismo. Sejam u,v € T{, o)(B %

{q}), ou seja, vetores horizontais. Logo, em (p, q),

(u,v) = ((drp)(w), (drp)(v))s + (pomp)*((drr)(u), (drF)(v))F
= ((dmp)(u), (dmp)(v)) .

(ii) Paracadap € B, arestricio 7TF| (DI F é um difeomorfismo. Sejam os vetores verticais

u,v € Ty ({p} x F). Em (p, q) temos

(u,v) = ((dmp)(u), (drp)(v))s + (p o wp)*((drp)(u), (drp)(v))F
= (pomp)*((drp)(u), (drp)(v)) .
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Logo,

1 1\?
((d7E) (p.g) (W), (dTF) (p.g) (V) F = mw,vm,q) = (@) (Us V) (p,g)-

(iii) Sejam (p,q) € M, u € T, 4 (B x {g}) um vetor horizontal e v € T(, ,({p} X F) um
vetor vertical. Dai, em (p,q),
(u,v) = ((drp)(u), (dnp)(v)) 5 + (po 75)*((drF)(u), (drF)(v))F = 0.

0 0

[ ]

Na proxima proposicao, vamos estabelecer relagoes bastante titeis entre as conexoes
Riemannianas do produto warped e de suas variedades componentes, no que diz respeito
a campos que sao levantamentos horizontais ou verticais. Mas antes, vamos enunciar o
seguinte lema que versa sobre o levantamento do gradiente de uma funcao diferenciavel

no produto warped.

Lema 2.4. Seja M = B x, F um produto warped e h € C*(B). Entio, o gradiente do

levantamento h o g de h para M é o levantamento do gradiente de h para M.

Demonstracdo. Primeiramente, considere V e V as conexdes Riemannianas de M e
B, respectivamente. Sejam (p,q) € M e v € T, »({p} X F) um vetor vertical. Dai,

(d7B)(p.g)(v) = 0. Pela definicdo de gradiente 1.17, em (p, q) temos
(V(homp), v) = v(h o 75) = (dr) (v)(h) = 0.

Logo, V(h o mg) é vetor horizontal. Seja agora u € Tj, (B x {g}) um vetor horizontal.

Como 7TB|BX{q} ¢ uma isometria, segue que

((drp)(V(homp)), (dnp)(u)), = (V(homg),u)

= wu(homp)

= (dmp)(u)(h) = (Vh, (drp)(u))p -

Portanto, Vh = (drg) (V(ho7g)).

[ ]
No que se segue, por simplificacio, vamos denotar homp por h e V(howp) por Vh.

De posse do Lema 2.4, podemos demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicdo 2.5. Sejam um produto warped M = B x, F e as conexdes de Levi-Civita
VB, VI" eV de B, F e M, respectivamente. Se X,Y € H#(B) e V,W € ¥ (F), entio
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(i) VxY € J(B) € o levantamento de VEY em B.

(i) VxV =VyX =22y,

(i) (VyW)t =11V, W) = LT,

p

Demonstragao.

(i) Sendo X e Y levantamentos horizontais e V um levantamento vertical, temos

[X,V]=0e[Y,V]=0. Logo, a formula de Koszul (1.3) se reduz a
2(VxY, V) = —V(X,Y)+ (V,[X,Y]).

Por outro lado, como X,Y € J#(B), entao (X,Y) é constante nos slices. Como
V e ¥(F) entdo V(X,Y) = 0. Além disso, [X,Y]| € #(B), acarretando que
(V,[X,Y]) = 0. Assim,

(VxY,V)=0, VYV e¥(F).

Logo, VxY € #(B). Pela Proposicio 2.3, 7TB|BX{q} é isometria sobre B, entao

VY é o levantamento de Vf}Y.

(ii) Como 0 = [X,V] = VxV —Vy X, entdo VxV = VX e estes campos sio verticais,

pois, pelo item (i) temos

(VxV,Y) =X (V,Y)—(V,VxY) =0.
N—— N~
=0 € (B)

Assim, aplicando novamente a formula de Koszul, temos
2(VxV, W) = X(V,W).
Por outro lado, em (p,q) € M,
(V.W) = p*(0)(Ve, Wo) .

Escrevendo p := p o wg, segue que

(V.W) =p* ((V.W)pomp).
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Observando que (V, W) o mp & constante nas folhas onde X é tangente, entao

X<V,W> = X[p2(<V,W>FO7TF)]
= 2pX(p) (V,W)pomp)

— 2@ [0* (V.W)pomp)] = 2@0/, W).
p p
Assim,
2TV, W) = X(V, W) = @m w).

= X
Portato, VxV = %V.

(iii) Pelo item (ii),
— — X
(FoIW,X) = VIW.X) - (. 90x) = =S wv),
Pelo Lema 2.4, X(p) = (Vp, X) tanto em M como em B. Assim,

wowx) = -y
. _<W7 V>_
= < ; Vp,X>, VX € Z(B).
Portanto,
—@W — (VeW)" = II(V,W).

[ ]
Vamos finalizar esta secao enunciando, sem demonstracao, a seguinte proposicao
que fornece como calcular os tensores curvatura de levantamentos horizontais e verticais.

Para maiores detalhes, ver |39, Proposigao 7.42|.
Proposicao 2.6. Seja um produto warped M = B X, I com tensor curvatura R. Se
XY, Z e A (B) eUV,W e ¥(F), entio

Hess p(X,Y)
— —
(ii) R(X,Y)V =R(V,W)X = 0.

=

(i) R(V,X)Y V.
(iii) R(X, V)W = W’—pmvx (Vp).

(iv) R(V,W)U = Rp(V, W)U — @

onde Rr € o tensor curvatura da fibra F.

{(v,w —(W,0)vy,
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2.2 Produtos Warped da forma I x, M"

Conhecendo a nocao generalizada de produtos warped Riemannianos, vamos agora
particularizar a abordagem para um espaco ambiente mais especifico. Considere I um
intervalo aberto de (R,dt?), onde dt? ¢ a métrica Riemanniana usual de R. Sejam
(M™, (, )n) uma variedade Riemanniana n-dimensional e p : I — R uma funcao dife-
renciavel positiva.

Entao, a partir deste ponto, vamos considerar o produto warped M =1 X, M™

que, como ja vimos, é uma variedade Riemanniana munida da métrica

(,) =m(dt?) + (pom)*my((, )ur), (2.3)

——n+1 ———n+1
onde my : M —1 e mpy: M

— M™ sao as projegoes canonicas.
—n+1 . ~ .
Nesse contexto, vamos escolher em M~ a orientagao de cada slice {t} x M™ como
sendo o campo de vetores unitario

(9 —n+1
0y = — t M 2.4
t at (t@)? ( ,$) € ) ( )

que é, a rigor, o levantamento a M do campo unitario 9; definido em I. Por simplici-
dade, vamos utilizar a mesma notacao para os dois campos.

Como ja vimos anteriormente em (2.2), os slices e as folhas sdo subvariedades mer-
gulhadas do produto warped. Vamos verificar que, fixado um ¢, € I, o slice {t.} x M" é
subvariedade totalmente umbilica.

Para isso, vamos primeiramente definir o chamado campo de vetores conforme
fechado

K(t,2) = p®)a] ), (ta)e ", (2.5)

onde estamos atribuindo a notacao p como sendo a mesma do levantamento p o 7.

Campos da forma (2.5) serdao de grande importancia neste momento e nos proxi-
mos capitulos. Para uma discussao mais detalhada sobre campos conformes fechados em
ambientes Riemannianos, indicamos a leitura de [11].

Seja V a conexio Riemanniana de M"™. Vamos agora mostrar que
VvK =gV, VYV eX(M). (2.6)
Com efeito, seja V € X(M). Temos a decomposi¢io
V=WV+V, Viest(l), VoeV(M"),
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onde Vi = (V,0;)0;. Segue que

VvK = Voo K =

Vivona K + Vi, K

= (V,0)Va,(p(t)0) + Vi, (p(t)0;)

= <V, 8t>
= p/ t

/

p(t) Vo,0, +0,(p(t)) 0
——

(
(V,0,)0; + p(t)w%
(

+p(t) Vi, 0, + Va(p(t)) O,
——

=0 =0

V,0)0, + P(t)vwat

p(t)

= P t){V,00)0, + V3)

(t)
(t)
(t)
= PV,

onde para calcular Vy,d; foi utilizado o item (ii) da Proposigao 2.5.

Seja agora t, € I fixo. Considere o conjunto

M = {t.} x M",

(2.7)

que é um slice de 1", Vamos mostrar que (2.7) ¢ uma subvariedade totalmente umbilica

de Mnﬂ.

Seja N;, € X*+(M,,), de forma que N,, = 9, é uma orientagao de M. Pela Defini¢ao

1.28 do operador de Weingarten,
= T
An, V = — (VVNt*) =
Segue que

Vo, = Ty (%K) -

—(Vva)', YV ex(p). (2.8)
1 1

-VyK +V (—) K

p p

P 1

Lv-ZvipK

SV (p)

4 1

;V — ? <V(p e} 7T[), V> K

p/ /

;V - <V7T17 V> PO, (2'9)

Para continuar, precisamos calcular V. Para isso, considere V' € X(M) e vamos aplicar

a decomposi¢ao

V = (V,0,)0, + V",

Ve v (MM,
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Pela definicao 1.17 de gradiente, temos

<vﬂf’ V> =V(m) = (V,00)0,+V*)(np)
= (V,0,) O(m1) + V*(7r)
N~ N>

=1 =0

= <8t7 V>7
pois 77(t, z) = t, para todo (t,x) € M Entao,
V=0, (2.10)

Logo, se V € X(M]) e substituirmos (2.10) em (2.9), temos

/ /

vvﬁt - ﬁ‘/ - p— (8t,V> at - ﬁ‘/
p P ~~—~— p

=0

Portanto, em (2.8),

()N )
Ay, V = (p(t*)v> = p(t*)v, (2.11)

ou seja, o slice M;* é subvariedade totalmente umbilica.

Podemos também calcular o vetor curvatura média de M, o qual vamos denotar
por ﬁt*. Considere um referencial ortonormal local {E, ..., E,} em X(M,,). Note que a
codimensao de M é p = (n+ 1) —n = 1. Logo, por (2.11) e pela forma de calcular o
vetor curvatura média em (1.11), temos

n

Ij[t*:tr(ANt*) = Z(ANt*EiyEi>Nt*
A g
= ;<EZ,EZ>&
_ Pt
_ o o, (2.12)

n

Vamos finalizar esta secao apresentando alguns exemplos, que serdao retomados pos-

teriormente, de produtos warped da forma I x, M™.

Exemplo 2.7. (Recuperando o produto simples I x M™). Quando p = 1, a métrica
warped (2.3) se torna a métrica produto usual (1.1), fazendo com que recuperemos a
variedade produto I x M", cujo modelo mais generalizado foi abordado no Exemplo 1.2.

Neste caso, temos o campo K = 0; e, como caso particular, se I = R e M"™ = R", temos
R =R x R™.
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Exemplo 2.8. (Espaco pseudo-hiperbolico). Seguindo a terminologia que foi apresentada,
por Tashiro [41], quando p(t) = €, o produto warped I X, M™ é denominado de espago
pseudo-hiperbolico. Esta denominagao se deve ao fato de que o espago hiperbolico
(n + 1)-dimensional H"™! ¢ isométrico ao produto warped R x. R", tais que os slices
{t} x R" sdo isométricos as chamadas horoesferas de H""'. Mais detalhes sobre esses

espacos podem ser consultados em [1,2, 30, 36].

Exemplo 2.9. (Espagos de Schwarzschild). Considere um parametro m > 0 e o espago
produto

—n+1

S = (ro(m),+o00) x S",

onde S™ é a esfera unitaria de R™"! munida da métrica Euclidiana induzida padrio e
ro(m) = (2m)ﬁ ¢ a tnica raiz positiva de Viu(r) = 0, com Vy(r) = 1 — 2mr!™". Este

espaco ¢ denominado de espaco de Schwarzschild e é munido da métrica

G = Va(r) tdr? + r?gsn,

", respectivamente. A funcao

onde dr? e gs« sao as métricas padroes de (ro(m),+00) e S
V() € denominada func¢ao potencial do espago S
A importancia deste tipo de espaco reside no fato de que a variedade R x g
munida da métrica Lorentziana —Vy(r)dt*> + g ¢ uma solugao das chamadas equagoes
de campo de Einstein no vicuo, com constante cosmologica zero (ver, por exemplo, a
referéncia [39, Capitulo 13] para mais detalhes a respeito da geometria de Schwarzschild).
Baseado em [20, Exemplo 1.3|, o espago el pode ser reduzido ao produto warped

da forma I x,S", com a métrica warped (2.3), aplicando a seguinte mudanga de varidveis

" do
t:/m(m)T@, p(t) = r(t) € R,. (2.13)

Como foi evidenciado em [20, Exemplo 4.1], a funcao Vi, (r) é estritamente crescente em

(ro(m), +00). De fato,
dVym 2m(n—1)
= >0
dr rn

para todo r > ro(m) e, como Vy(ro(m)) = 0, conclui-se que Viy(r) > 0 em (ro(m), +00).

Dessa maneira, a fun¢do warped p obtida de (2.13) satisfaz

1dVy
pt)y=r'(t) =+ Valrt) >0 e p't)=r"(t) = §W(T(t)> > 0. (2.14)
Exemplo 2.10. (Espacos de Reissner-Nordstrom). Considere os parametros m > 0 e
q € R, com |q < m. Definimos o espaco de Reissner-Nordstrém como sendo o
espaco produto

R = (ro(m, q), +00) x S

munido da métrica
qg= Vnal,q(r)_ldr2 + r2ggn,
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onde dr? e gs» sdo, respectivamente, as métricas padrées de (ro(m, q), +00) e S”, Vi 4(r) =
1 —2mri=" + g%r272" ¢ a funcio potencial de R ¢ a maior raiz positiva de Vg 4(r) =0

é
1

De forma semelhante ao que vimos no Exemplo 2.9, a variedade R xR munida da

métrica Lorentziana — Vi, 4(r)dr?+g é também uma das solugdes das Equagdes de Einstein
no vacuo com constante cosmologica zero (para mais detalhes, ver [14, Observacao 4.5
e [42, Secao 12.3]).

Analogamente ao espaco de Schwarzschild, o espaco R pode ser reduzido a forma

I x,S" com a métrica (2.3) aplicando a mudanga de variaveis
" d
- / _ Y9 ) =r(t) €R,. (2.15)
ro(m.a) / Ving(0)
A derivada da funcao potencial é

AVing
dr

=2(n—1)r"(m—g*'™").
Entdo, Vi 4(r) é estritamente crescente se
2.1-n

g r " <m. (2.16)

Se q =0, (2.16) é satisfeita. Considerando q # 0, reescrevemos (2.16) como
2\ 7T
> (3
m

g\ q’ o
&) <) e

ou seja, Vi q(r) € estritamente crescente para todo r > ro(m, q).

Note que

Por (2.15), podemos calcular as derivadas de p(t):

_ 1dVag

= S=Pr() > 0. (217)

() =7r"(t) = \/Vag(r(t)) >0 e p't)=7r"(t)

2.3 Subvariedades Imersas em [ x, M"

Com base em todos os conceitos apresentados até agora, o nosso foco se voltara para

o contexto de imersoes em produtos warped. Mais especificamente, vamos lidar com uma
. . . . , —n+1 .

subvariedade m-dimensional orientavel ¢ : ¥™ 94 M |, onde m < n, imersa em um

—n+1
produto warped M =1 x,M".
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A métrica de Y™ serda de M induzida por 1, que vamos denotar sempre por (, ).
Vamos denotar por V e V as conexdes Riemannianas de M e de >, respectivamente.
Sendo p = n 4+ 1 — m a codimensao de ¥X™, podemos obter um referencial ortonormal
local {Ny, ..., N,} em X1(X), de forma que a formula de Gauss (1.8) pode ser expressa da
forma

p
VxY = VxV +> (AX,Y)N;, (2.18)
i=1
para quaisquer XY € X(X), onde A; = Ay, comi=1,...,p.

Fazendo a restricao da projecao 7wy a subvariedade 3™, podemos definir a chamada

funcao altura de ¥X™:

h = 7r1|zm: Xm = I

(2.19)
(t,z) +— h(t,z):=m(t,z) =t.
Afirmamos que o gradiente de h é dado por
Vh=(Vr) =9/, (2.20)

onde 0, é a componente tangente do campo J; ao longo de ¥™. De fato, considere o

campo X € X(X). Pela Definicao 1.17,
(Vh,X) = X(h) = X(m00)
= (dy)(X)(m1)
<V7r1, CZ X >
= < 7T] V7T[> s >
(Vm)" x) = (9] x).
Portanto, (2.20) esta verificado.
Vamos finalizar esta sessdo com o seguinte lema (ver |7, Lema 3.3|) que oferece uma

estimativa inferior para a curvatura de Ricci de ¥, dada uma restricao sobre a curvatura
. —n+1
seccional da fibra M™ do produto warped M =1 x,M".

Lema 2.11. Seja ¢ : ¥™ M"™ wma subvariedade imersa em um produto warped
n+1

M = I x, M" obedecendo a sequinte restricao para a curvatura seccional
K > sup(p? — pp"). (2.21)
I
Entao, para todo X € X(X), a curvatura de Ricci de ¥ salisfaz a sequinte estimativa
inferior
n+l—m 2 712
. ‘P |12 i H; |H]| 2
Ric(X, X X A X — — —| X",
ie(X, X) > —m ! X2 3 x|+ Ehix)

i=1
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onde H é o vetor curvatura média de ¥™ e as fungoes Hy, Ho, ..., H, 11, sao definidas
m (1.11).

Demonstracao. Sejam X,Y,Z, W € X(X). Pela Proposicao 1.29, vale a equacao de

Gauss
(RIX,VZ, W) = (R(X,Y)ZW)+{UI(X,Z), [I(Y,WV))—(II(X,W),I1(Y,Z)), (2.22)

onde R é o tensor curvatura de ¥™, R é o tensor curvatura do espaco ambiente [ X, M"
e I é a segunda forma fundamental de X™.

Sejam X € X(X), os conjuntos {Ey, ..., E,} e {Ny,...,N,} referenciais ortonormais
locais em X(X) e X1(X), respectivamente, onde p = n + 1 — m ¢ a codimensao de ¥™.

Segue de (2.22), que podemos escrever o tensor curvatura de Ricci da seguinte forma

NE

Ric(X, X) = (R(X, E3) X, Ey)

1

-
Il

M

.
Il
—

[(R(X, E)X, E}) + (II(X, X), [I(E;, Ey)) — (II(X, E;), [I(E;, X))]

(R(X, E)X, E;) + <II(X7X)7§:]]<E1'7EZ')> - f: I1(X, E;)|?

1=1 =1

M

-
I
A

M-

s
I
—

(R(X,E)X,E;) +(II(X, X), Z 1I1(X,E;)

NE

(R(X,E)X, E;) + <§p:<AkX, X) Ny, Z HlNl>
>

=1

1

-
Il

ZAkXEN

k=1

p
(R(X, E)X, E;) + Y (AuX, X)H (Ny., Np)
ki=1 —

=) AKX, E)N,|?

i=1 k=1

M

-
I
—

m p

k=1 i=1 k=1

M-

s
Il
—

p p 7
— H 2
(R(XE)X, E;) = ) [AXP+ ) (AuX, X)Hy — %W

k=1 k=1

’|X|2+Z|AX|2 ZZAkXE (2.23)

k=1 i=1

M-

s
Il
—
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Antes de prosseguir, afirmamos que
De fato, temos

-3

k=1

Ak

- - |H?
== JAXP+ ) (AX, X)H,, — PRLLE (2.24)
k=1 k=1

2

A X — —X

— Z <AkX — —X AL X — %X>
2
- Z (|AkX| —2 <AkX ngX> + %\XP)

k=1

p p p
1
= - ; |AL X%+ ;(Akx,xwk - ZH,§|X\2

p p |H|
- _Z\AkX\erZ(AkX,X)Hk— X%,

k=1 k=1
obtendo a igualdade (2.24).
Vale também que
i |ALX|? = Zm: AL X, E;)? (2.25)
k=1 k=1 i=1

Com efeito,

k=1

= Zp:<zm:(AkX,E Ezm: AX, E;) >
k=1 i=1 j=1
P m m

= (AX, ENMAX, E;) (E;, E;)
klzzljzl ' ' ’ \7;_{/
p

Entao, segue de (2.23), (2.24) e (2.25) que

S - Hy |H|2
Ric(X, X) =) (R(X,E)X, E;) — 5 + | X (2.26)
i=1 k=1

Agora, precisamos mostrar que a primeira parcela apos o sinal de igualdade em (2.26) é

limitada inferiormente. Para isso, considere as seguintes decomposicoes
X =(X,0)0;+X" e Ei=(FE,0)0 +E], (2.27)
onde X* € ¥ (M™) e Ef € ¥(M"), para cada i € {1,...,m}.
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Aplicando as decomposigoes (2.27) e as propriedades da Proposi¢ao 1.7 repetidamente,
temos
R(X,E)X = R{X,0)0, + X*,(E;,0,0, + E}) ({(X,0,)0, + X*)
= _<X7 at>2E(Ez*7 825)875 + <X7 at>§<8ta E:)X* - <Eza at>E<at7 X*)X

+(X,0)(Ei, ) R(X*,0,)0, + (X, 0,) R(X*, E})0, + R(X*, E;) X*

Pela Proposicao 2.6 e aplicando as Defini¢oes (1.17) e (1.24), segue que

—_— 2 * * : X* 2 1
RX,E)X = K00 g (XONEL XN, (B ONXTTP
p P P
X, OME;, 80" ?
Y

onde R, é o tensor curvatura de M".

Sabendo que 0; = Vh + 0 e
|E7* = (E], Ef) = (E; — (Ei,0)0:, E; — (E;,0,)0,) = 1 — (E,0,)°,

X = (X7, X7) = (X = (X,0)0, X = (X,0)0,) = |X]” = (X,0,),

<X*=E;<> = <X - <X7 at>ataEi - <Ei,at>at> = <X7 Ez> - <X7 at><Ei,at>u

temos
m m 1/
S (R(X,E)X.E) = Z<RM<X*,E:>X*,E;>—%rvm%xﬁ
=1 =1

12

+’;—2 (VA2 = (m — 1)) | X2

+(m —2) (’ﬂ%) (X, Vh)2.

Note também que, pela restricao (2.21),

Y (Ru(X* ENXTE) = Y Ku(X' EN(IXPIE — (X7, E)?)

i=1 i=1

1 m
= 5 D KX ED(XP = (Vh, ED*|XP = (X, Vh)?
=1
—(X, B;)* + 2(X, VI)(X, E)(Vh, E;))
2 "
%(mm? — VR IX P — m(X,Vh)? — | X|?

Vv

+2(X, Vh)?).
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Logo,
m 1"

> (R(X.E)X.E) > —%\X\Q(m—l)

//|

> W xpom -y

P
/! /!
=
P P
——
>0
10"l 12
> —m X2 (2.28)
0

Portanto, por (2.26) e (2.28), obtemos a estimativa inferior

/" n+l-m
Ric(X, X) > —m%|X|2 - Y

=1

H:
AX — =X

9 =
H? 1o
— X"

5 X| Xl

2.4 Produtos Warped da Forma [ x, M}

Nesta secao, vamos comecar a introduzir no nosso trabalho as chamadas variedades
com densidade. Faremos uma breve apresentacao dos conceitos iniciais sobre este tipo de
ambiente e, em seguida, vamos aplicar este conceito aos produtos warped I x, M". Para
uma, discussao mais aprofundada sobre as variedades com densidade, recomendamos as
referéncias [28], [31], [37] e [43].

Vamos comecar definindo o que é uma variedade com densidade.

Defini¢ao 2.12. Sejam (M",(,)) uma variedade Riemanniana n-dimensional e uma
funcao diferencidvel ¢ : M™ — R. Dizemos que a terna ordenada (M",(,),e"?dM)
€ uma variedade com densidade associada a M" e p, a qual denotamos por My, onde

dM denota o elemento padrao de volume de (M",(, )). Nesse contexto, p é denominada
Jungao densidade de M.

Note que, pela Definicao 2.12, se ¢ é identicamente nula, teremos e”% = 1, ou seja,
teremos uma variedade Riemanniana convencional. Logo, as variedades com densidade
funcionam como uma generalizacao das variedades Riemannianas. De certa forma, a
fungao densidade ¢ atua como um modificador no calculo de volume de dominios limitados

nesses espacos, porém, sem alterar a métrica Riemanniana em questao.
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Podemos citar como exemplo de variedade com densidade o chamado espaco Gaus-
stano G"*!, que corresponde ao espaco Euclidiano R"*! munido da chamada medida de
probabilidade Gaussiana (2).

Vamos agora aplicar a Defini¢ao 2.12 ao contexto dos produtos warped. Mais pre-
cisamente, sejam o produto warped M= X, M", uma func¢ao diferencidvel real ¢

em M

e (, ) a métrica warped (2.3). Entdo, a terna ordenada (MnH, (,),e ¢dM) é

o nosso produto warped com densidade, o qual vamos denotar por MZH = (I x, M"),.
Contudo, vamos admitir, a partir deste momento, que a funcao densidade ¢ nao
depende do parametro t € I. Isto significa que, se Vi é o gradiente de ¢ na métrica do

espaco M;H, e fizermos a decomposicao
Vo= (Vp,000+ (Vo) , (Vo) € v (M),
entdo (Vi,d;) = 0. De fato, pela Definicdo 1.17 e como ¢ ndo depende de ¢, temos
(V,0;) = 0,(p) = 0. (2.29)

Nesse cendrio, vamos denotar o produto warped com densidade (I x, M™), simples-
mente por [ X, M7. Uma motivagao para considerar a nao dependéncia do parametro ¢

pela funcao densidade pode ser encontrada em |29, Teorema 1.1].
Baseado nos exemplos apresentados na secao 2.2, vamos evidenciar alguns exemplos

de produtos warped com densidade.

Exemplo 2.13. (Produto simples com densidade). Considerando o produto simples dado
no Exemplo 2.7, podemos obter a variedade com densidade I x M7, onde ¢ € C>(I x M)
e (Vip,d;) = 0.

Exemplo 2.14. (p-espaco pseudo-hiperbdlico). Seja I x . M™ o espaco pseudo-hiperbolico
do Exemplo 2.8. Associando a este espaco uma funcao densidade ¢ € C°(I X M), onde
(Vy,d;) = 0, temos, ainda seguindo a terminologia adotada em [41], os chamados ¢-

espagos pseudo-hiperbolicos I X . M.
Exemplo 2.15. (Espacos de Schwarzschild com densidade). Considere o espago g

do Exemplo 2.9 associado a uma funcio densidade ¢ € C*(&), com (V, d;) = 0. Temos

-—n+1

& = (ro(m). +00) x S,

©

que vamos denominar de p-espago de Schwarzschild munido da mesma métrica, fungao

potencial e valor de ro(m) do Exemplo 2.9.
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. . —n+1 . N .1
Assim como anteriormente, &, pode ser reduzido a forma I X, S} utilizando a

transformagao (2.13). Dessa forma, segue de (2.14) que

m(n+ 1)
- yn—1

—_——
>0

P —pt)p" ) =1—-2mr'™" —m(n—1)r' " =1 < 1.

Sabe-se que a curvatura seccional de S™ ¢ Kg» = 1. Logo,

p'(t) = p(t)p"(t) < Ksn,
ou seja, o p-espago de Schwarzschild cumpre a restricao de curvatura (2.21).

Exemplo 2.16. (FEspacos de Reissner-Nordstrom com densidade). Seja "o espaco
de Reissner-Nordstrém do Exemplo 2.10. Denominamos o produto

n+1

g{tp = (TO(mv q)7 —|—OO> X SZ

de p-espaco de Reissner-Nordstrom, onde ¢ € C°(R,) é a uma fungdo densidade,
=1 S+l . . ~ .
com (Vp,0;) =0e R, possul mesma métrica, parametros e fun¢ao potencial do Exem-
plo 2.10.
Aplicando a mudanga de variaveis (2.15), reduzimos o espago S_QZH a forma I x,S7.
Como r(t) > ro(m, q), por (2.17) e (2.16) temos

P2 —p®)p"(t) = 1=2mr(t) ™"+ ¢*r()**" —r(t)(n — Dr(t) " (m —g’r(t)' ™)
= 1-—mr@t)'™" —Z”L(m — qQT(t)l_”)T(t)l_”/
———

-

>0 >0

Entao,
p'(t) = pt)p"(t) < Ksgn

e 0 espaco 9_%Z+1 cumpre a restrigao (2.21).

Com a presenca da funcao densidade ¢, podemos definir dois operadores diferenciais
modificados que serao de crucial importancia para os resultados que veremos mais adiante.

O primeiro deles é operador ¢-divergente.

Definicao 2.17. Sejam Mg“ = I x, MJ um produto warped com densidade p €
C=(M,) e X € X(M,). Definimos o operador p-divergente do campo X por

divy(X) = e?div(e ?X).

A partir da Defini¢ao 2.17, vamos definir o operador p-Laplaciano.
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Definicao 2.18. Sejam M;H = I x, Mj um produto warped com densidade p €
C>®(M,) e uma funcio ¢ € C°(M,). Definimos o operador p-Laplaciano ou drift
Laplaciano da funcao ¢ por

Ay ¢ = divy,(VQ).

Note que, se aplicarmos a Definicao 2.17 na igualdade da Defini¢ao 2.18 e utilizarmos

a propriedade (ii) da Proposigao 1.20, temos

A = e?div(e ¥V()
= e (e_@div(vo + <76_“",7C>)
A (T T (2.30)

Observe que, se ¢ é constante, as Definicoes 2.17 e 2.18 se tornam, respectivamente,

as Definicoes 1.19 e 1.22 de divergente e Laplaciano convencionais.

2.5 Subvariedades Imersas em [ X P MZ,}

Assim como na secao 2.3, vamos continuar trabalhando com imersdes em produtos
warped, mas desta vez com a presenca de uma funcao densidade. Dessa maneira, seja

M:H um produto warped com densidade ¢ e a subvariedade ¢ : ¥ ¢ M:;H imersa em

_n+

1 .. - .
M, . Vamos estabelecer uma generalizagao do vetor curvatura média da Definigao 1.32.
De acordo com Gromov em [31], o chamado vetor curvatura média ponderado

ou simplesmente p-vetor curvatura média de X" é definido por
- - i
H,=H+ (Vy) (2.31)

onde H ¢ o vetor curvatura média da Definicdo 1.32 e (790)L € X*(X) ¢ a componente
normal de V¢ ao longo de ¥™. Observe mais uma vez que se a funcio densidade é
constante, o vetor curvatura média ponderado se iguala ao vetor curvatura média con-
vencional. Para uma discussao moderna e mais aprofundada sobre subvariedades imersas
em produtos warped com densidade, ver [22, Capitulos 5,6 e 9].

Conhecendo a fun¢ao altura (2.19) e as defini¢oes de ¢-Laplaciano e vetor curvatura
média ponderado, podemos enunciar o proximo lema que terd importancia vital para os
principais resultados deste trabalho. Com a premissa de que vale a condigao (2.29), ou

seja, a fungao densidade ¢ nao depende do parametro ¢, vamos estabelecer formulas para
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calcular o p-Laplaciano da fungao altura h de uma subvariedade imersa em um produto
warped com densidade, juntamente com p-Laplaciano de uma primitiva da fungao warped
p.

Lema 2.19. Sejam ¢ : ¥ & M ! wma subvariedade imersa em um produto warped

—n+1
]\/[90

(i) Aph = (log p)/(h)[m — [Vh[*] + (H,, 0y);

=1 x, My com densidade e uma fung¢ao densidade @. Entao

(ii) Ayu=mp'(h) + p(h)(H,,d,), onde u := v(h) para alguma primitiva v de p.

Demonstragao. Vamos provar o item (i). Pela defini¢ao de p-Laplaciano e levando em

conta que a funcao ¢ nao depende do parametro ¢, temos

Ayh = Ah—(Vh, Vgo)
= Ah— (0, V) + (0}, V)
= Ah+ (Vp,0;"). (2.32)
Antes de prosseguir, afirmamos que
Ah = (log p)'(h)[m — |Vh|*] + (H, ). (2.33)

Para verificar esta afirmagdo, considere os conjuntos {E\,..., E,} e {Ny,...,N,},
que sdo referenciais ortonormais locais em X(X) e X*(X), respectivamente, onde p =

n+1—m é a codimensao de X™. Temos
Ah =div(Vh) = div(9, — ;)
p
= div(d,) — Zdlv (O:NN;), (2.34)

onde @z = <Nz,at>

Pela definicao de divergente, temos

p(h)div(0) = Z<P(h>inaﬁE¢>

0,), Eiy = Y _((Eip(h))os, Ey)

i=1

h)E;, E;) f: h)oy, ) .

i=1

> (Y

<
5

I
Ms INgERE

s
Il
R
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Dati,

Ms

p(h)div(dy) = p'(h) |m — (Ei(h)0y, Ey)

1

<.
Il

3

= p(h) |m—= ) ((Vh, E;)O;, E;)

1=

m

= J(h) |m— Z Vh, E;){0, E;)

L =1

= p/(h) [m = (Vh,0 + ;)]

= p'(h) [m—|Vh|]?]. (2.35)
Por outro lado, para cada i = 1, ..., p, temos

div(O;N;) = ZWE O;N;), E;)

3 i

= S 6. (TN B + S NEOIN, B

J=1

~0;> (AN,Ej, Ej)

j=1

_ _eum. (2.36)
Logo, por (2.34), (2.35) e (2.36),

_ Pl(h)m_ 2 - 7
Ah = p(h)[ ]Vh|]+;@zHl

= (logp)'(R)[m — |VA|*] + Z<HiNia )
= (logp)'(h)[m — |Vh[*] + (H, ).

Pelas igualdades (2.32), (2.33) e pela definicdo do vetor curvatura média ponderado,

obtemos

Ah = (logp)(h)[m — |Vh[’| + (H ) + (Ve, )
= (logp)/(h)[m — [V + (H,0) + (Vo) ", 0, — 9/
= (logp)'(h)[m — |VA]*] + (H + (Vo)*, 0y)
= (logp)'(h)[m — |VA|*] + (H,, 1),

provando o item (i).
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Vamos agora provar o item (ii). Utilizando a defini¢do de ¢-Laplaciano e sabendo

que a funcao ¢ nao depende do parametro ¢, temos

Aju = Au— (Vu, Vi)

= Au— p(h)(Vh, V)

= Au—p(h)(0; — 07, V)
= Au+p(h)(07, (Vo) + (V)b
= Au+tp()((Ve)*,07). (2.37)
Com relagao ao Laplaciano de u (ver [6, Lema 1]), vale que

Au = mp'(h) + p(h)(H, d). (2.38)

Com efeito, note primeiramente que

Vu = V(v(h)) = (h)Vh = p(h)Vh = p(h)d] = KT, (2.39)

onde KT é a componente tangente do campo conforme fechado K em I X, M7,

Seja X € X(X). Utilizando as formulas de Gauss e Weingarten de ¥, temos

VxK = VxK+I1I(X, K)
= Vx(K'+KH+I1I(X, K" + K*)
= VxK' +VxK"*+1I(X, K"+ 11(X,K")
= VxK' +VxKT+II(X,K")+ VxK*+ - VxK*

= VxK'+I1I(X,K") — A1 X + V3 K.

Entao,

(VxK) =VxK" — Ag. X. (2.40)

Sabendo que Vx K = p/'(h)X, obtemos
(VxEK)" =p/(h)X. (2.41)
Assim, por (2.39), (2.40) e (2.41),

VxVu=VxK' =0 (h)X + A X, VX € X(2). (2.42)
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Considere um conjunto referencial ortonormal local {E, ..., E,,} em X(X). Pela

defini¢ao de Laplaciano, divergente e (2.42), concluimos que

Au = div(Vu) = Z (Vg Vu, E;)

m

i=1 i=1

(I1(E;, E;), K*)

VL

= mp'(h) +

Por (2.37), (2.38) e pela defini¢cao do vetor curvatura média ponderado,

Agu = mp'(h)+ p(h)(H, ) + p(h)(Ve)*, 0, — 0]

—

= mp'(h) + p(h){Hy, 9),
provando o item (ii). "

Além da extensao do vetor curvatura média, pode-se também definir uma extensao
da curvatura de Ricci, de acordo com o trabalho desenvolvido por Bakry e Emery em 8],
cujas origens remontam aos trabalhos de Lichnerowicz [34,35]. Definimos o tensor de

Bakry-Emery-Ricci de Y7 como sendo

Ric, = Ric — Hess ¢, (2.43)

onde Ric ¢ o tensor de Ricci de X7 e Hess ¢ € o Hessiano da fungao densidade ¢, definidos

em 1.10 e 1.24, respectivamente.

Observacao 2.20. A definicao original encontrada na literatura para a equagao (2.43)
¢ feita com o sinal o sinal positivo “+7. Porém, para os propositos do nosso trabalho,
tomamos o sinal negativo “—".

De maneira semelhante ao que foi obtido no Lema 2.11, mas desta vez em um espaco
ambiente com func¢ao densidade ¢, vamos finalizar esta secdo com uma proposi¢ao que

oferece uma limitacao inferior para os tensores de Ricci e de Bakry-Emery-Ricci.

Proposicao 2.21. Sejam M;lﬂ =1 x, M7 um produto warped com densidade ¢ e uma

subvariedade tmersa ¢ : X" 9 M:H tais que vale a restri¢io de curvatura (2.21).
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Suponha que o Hessiano da funcao densidade @ € limitado superiormente, a sequnda

//
forma fundamental de ¥X™ € limitada e a razao — ‘ | € limitada em X™. Entao, os tensores
P

de Ricci, Ric, e o de Bakry-Emery-Ricci de ¥, Ricy, sao limitados inferiormente.

Demonstracao. Sejam X € X(X) e p=n+ 1 — m. Note primeiramente que

H2

Logo, pelo Lema 2.11,

H; |
Ric(X, X) > —m l\X|2 Z AX - X

=1

(2.44)

Como a segunda forma fundamental /] ¢é limitada, existe C' > 0 tal que |I1| < C.
Sejam {Ey,...,E,} e {Ny,...,N,} dois referenciais ortonormais locais em X(X) e

X1(X), respectivamente. Segue que

C* > = ) |[I(E;,E)f

z'j 1
- Zu[ EL E)P + ) |II(E;, Ey)P
I )

>0

M

(II(Ei, E3), [1(E;, E;))

=1
m p p
= Z<Z(II(EZ-,EZ-),Nj>Nj,Z<H(EZ-,Ei),Nk>Nk>
i=1 \j=1 k=1
m p
= Z (II(E;, E;), NyYII(E;, E;), Ni) (N;, Ni.)
i=1 j,k=1 7_/
ik
m p m p
= > > ((ELE)N)? =) Y (AE;, E)’ (2.45)
i=1 j=1 i=1 j=1

Se solicitarmos que {F1, ..., E;,,} seja tal que

AEi=MNE;, XcR, Vie{l, ., m},
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entao, de (2.45),

C?>|II* >

Como o operador A; é auto-adjunto, segue que
p m p
C* >3 Y (AE, AE) =) |Al
j=1 i=1 j=1
Portanto, |A;| < C, para cada j € {1,...,p}.

Note também que, para cada j € {1,...,p},

m

> (AE;, E;)

i=1

[ Hj| = |trA;| = < D HAE;, E)
=1

< D IAENE[ <) 4] < mC.
i=1 i=1

Dessa forma, obtemos

H.

2
H; H;

2 HJQ 2
= |A; X" = Hj(A4; X, X) + T\X!

IN

AP X2+ | H||A ]| X %XQ
A4 PIXT? + B |4 X+ )

2
< (LHn+%JCﬂXR

Somando de j =1a j =p,

H |
A X — 7”)( <X (2.46)

J

J=1

onde C’lzp<1+m+%2> C? > 0.

/! //|

p

< CQ. Dai,

Por hipotese, a razao é limitada. Logo, existe Cy > 0 tal que

p

/!
—mm|X|2 > —mCy| X |2 (2.47)
P
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Logo, por (2.44), (2.46) e (2.47), temos

. 10" 2 -
Ric(X, X) > —m—|X|* —
(X, X) p! >

2

H
> —(mCy + C)| X2, (2.48)

AX — 2ty
9

i=1
O que conclui que o tensor de Ricci é limitado inferiormente. O Hessiano de ¢ ¢é limitado

superiormente, ou seja, existe C3 € R tal que
Hess o(X, X) < Cs] X |2 (2.49)
Portanto, de (2.43), (2.48) e (2.49),
Ric, (X, X) = Ric(X, X) — Hess (X, X) > —(mCy + Cy + C3)| X2,

e temos o resultado. ]
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Capitulo 3

Solitons do Fluxo da Curvatura Média

Ponderada em Produtos Warped com
Densidade

Estabelecemos no capitulo anterior que os produtos warped sao os principais espagos
ambientes do nosso trabalho. Neste momento, vamos evidenciar quais sao os principais
objetos de estudo inseridos nesses espacos, que sao os chamados solitons do fluxo da
curvatura meédia ponderada. Comecaremos apresentando os fluxos da curvatura média em
variedades Riemannianas convencionais, e, logo em seguida, em variedades com densidade.
Com estas nocoes, vamos definir o que é um soliton do fluxo da curvatura média que, de
forma simplificada, é um tipo de solugao especial conhecida para os problemas de fluxo

que vamos estabelecer.

3.1 Soélitons do Fluxo da Curvatura Média

Baseado na nogao apresentada por Alias, de Lira e Rigoli em [4], escrevemos a

seguinte definicao.

Definicao 3.1. Sejam X e M variedades Riemannianas e ¢ > 0. Considere a apli-
cacdo diferencidvel
U:(—e€e) x 3™ — M

tal que, para cada t € (—¢,€), a aplicagio ¥y, = U(t,-) : ¥ G M ¢ uma imersao.

. P . . —n+1
Definimos o fluxo da curvatura média associado a subvariedade 1 : ¥X™ & M como



sendo a familia de imersoes U, = V(t,-) que satisfaz a sequinte equacao de evolugdo
ov

— =H
ot (3.1)

v (0,p) = ¢(p)
onde p e X™ ¢ H € o vetor curvatura média de X" = U, (5™).

Existe uma classe de solucoes especiais conhecidas para o problema (3.1), que sao

os solitons do fluxo da curvatura média.

Definigao 3.2. Seja o fluzo da curvatura média que satisfaz o problema (3.1). Dizemos

-

. ~ . . —n+1 P
que uma imersao isométrica ¢ : X" & M é um sdoliton do fluxo da curvatura

média com respeito ao campo de vetores X € X(M) se
H= Xt
ao longo de i para alguma constante ¢ € R, denominada de constante soliton.

Nesse contexto, quando o espaco M 6o produto warped I x, M" e o campo
de vetores é o campo conforme fechado definido em (2.5), é possivel garantir, como foi
evidenciado em [4], que um soliton n-dimensional completo do fluxo da curvatura média
¢ um slice {t} x M™ de M para algum ¢ € I.

Destacamos que os solitons do fluxo da curvatura média em variedades Riemannianas
tem recebido consideravel atencao na literatura recente, sendo investigados por diversos
autores sob diferentes perspectivas geométricas. Para uma abordagem mais ampla deste
topico em variedades Riemannianas mais gerais como também em produtos warped da

forma I x, M™, recomendamos a leitura de [4, 15,20, 24].

3.2 Soélitons do Fluxo da Curvatura Média Ponderada

Nos principais resultados que vamos apresentar no nosso trabalho, os espacos am-
bientes serao os produtos warped com densidade. Analogamente ao que estabelecemos
na se¢ao anterior, vamos definir o chamado fluxo da curvatura média ponderada e seus
solitons correspondentes. De acordo com o que foi apresentado em [9], temos a seguinte
definicao para o fluxo da curvatura média ponderada em uma variedade Riemanniana
com densidade.

Definicao 3.3. Sejam T > 0, X uma variedade Riemanniana e H;H—l uma variedade

Riemanniana com densidade. Considere a aplicacdao diferencidvel
V[0, T)x X" - M)
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tal que, para cada t € [0,T), a aplicacao ¥y = V(t,-) : X" 3 M ¢ uma imersio. O
©
fluzo da curvatura média ponderada associado a subvariedade 1) : X G M;H € a

familia de imersoes W, = V(t,-) que salisfaz a sequinte equacdo de evolugdo

ov .
o~ e (3.2)
U(0,p) = ¥(p)

ondep e X™ e ]j]@ € o vetor curvatura média ponderado de L' = U, (X™).

. . . = n+l
Dessa maneira, se o espaco ambiente considerado for o produto warped M, =

I'x, M7 com fungao densidade ¢ que ndo depende do pardmetro ¢ € I, entao podemos
definir os soélitons do fluxo da curvatura média ponderada de forma similar & Definicao
3.2.

Definicao 3.4. Sejam o produto warped W:H =1 X, M7 com densidade e o fluzo da

L. . . . ~ . L. —n—+1
curvatura média que satisfaz (3.2). Dizemos que uma imersao isométricatp : 3™ & M,

¢ um soliton do fluxo da curvatura média ponderada com relacao ao campo de
vetores conforme fechado K = p(t)0; € X(M,) se

ﬁ¢ =cK*,
ao longo de Y para alguma constante soliton c € R.

Os estudos sobre os solitons do fluxo da curvatura média ponderada tem ganhado
destaque recente, tendo como base os conceitos estabelecidos para subvariedades imersas
em produtos warped com densidade, dos quais podemos citar as referéncias [6] e [22]. A
abordagem de Borisenko em [9] serviu como inspira¢do para o artigo feito por de Lima,
Gomes e Velasquez em [23|, que busca dar continuidade aos trabalhos contemporaneos
sobre os solitons do fluxo da curvatura média ponderada.

Vamos agora aplicar a Defini¢do 3.4 para mostrar que, fixado t, € I, o slice {t,} x M,
é um soliton do fluxo da curvatura média ponderada com respeito ao campo K = p(t)0;,

cuja constante soliton é dada por

De fato, como ja vimos anteriormente em (2.11), o slice {t.} x M7 é subvariedade
totalmente umbilica e possui codimensao p = 1. Dessa forma, seja H;, o vetor curvatura

média do slice calculado em (2.12) e N;, € X+ ({t.} x M,) a dire¢io normal ao slice, de
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forma que Ny, = 9,. Sabendo que ¢ nao depende de t, temos

—

— — 1 — —_—
HCP = Ht* + (v(lp) = Ht* _'_ <V()07 Nt*>Nt*
p(ts)

= —n—-=0 V,0) 0
o Z2
Pl(t*) 1
= —n p(ty)0
i) "%
= cK*,
/
1. .
onde c = —n p2( ) é a constante soéliton.
p*(ts)

Note também que, no slice {t.} x M7, a fun¢do altura é constante, com h = t.. Se

u =wv(h), onde v é uma primitiva de p, temos, pelo item (ii) do Lema 2.19,

0=2Apu = mp(t.)+p(t.)(H,, o)
= mp/(t.) + p(t.)(cp(t.)0}", )
= mp/(t.) + cp’(L). (3.3)
Logo, utilizando a notagdo e terminologias introduzidas em [4] e [20], temos a cha-
mada funcao soliton

(.:I - R

(3.4)
oo Gt = mp () + cp(t),

que possui a interessante propriedade de detectar solitons dados pelos slices {t.} x Mg,

pois, como vimos em (3.3), ¢, é obtido implicitamente pela condigao (.(t.) = 0.
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Capitulo 4

Nao Existéncia e Reducao de
Codimensao de Sélitons do Fluxo da
Curvatura Média Ponderada em

Produtos Warped com Densidade

Com base em tudo que foi apresentado nos capitulos anteriores, vamos estabelecer
resultados de nao existéncia e reducao de codimensao de sélitons do fluxo da curvatura
média ponderada imersos em produtos warped com densidade. Utilizaremos duas versoes
do principio do maximo de Omori-Yau, um principio do maximo que aproveita a nocao de
convergéncia para zero no infinito e, finalmente, condicoes apropriadas de integrabilidade.

Algumas aplicacoes dos resultados sao também apresentadas neste capitulo.

4.1 Resultados utilizando uma Primeira Versao do Prin-

cipio do Maximo de Omori-Yau

Comecamos esta secao estabelecendo a seguinte defini¢ao, que aborda a nocao do
principio do maximo de Omori-Yau (ver [38] e [44]). Neste trabalho, nao apresentaremos
uma discussao detalhada sobre este principio. Uma abordagem mais profunda deste topico
pode ser encontrada em [5, Capitulo 2|. Para os nossos objetivos, a seguinte nogao é

suficiente.



Definicao 4.1. Sejam X uma variedade Riemanniana e @ : X"™ — R uma fungao
diferencidvel. Dizemos que o @-Laplaciano A, satisfaz o principio do mdzimo de Omori-
Yau em ™ se, para qualquer funcao f € C*(X) com supy, f < +00, existe uma sequéncia

de pontos {py}ren em L™ satisfazendo
lim f(py) =sup f, lim [Vf(pr)|=0 e lim A, f(px) <0.
k—o0 D) k—ro0 k—ro0

Equivalentemente, para qualquer funcio f € C*(X) com infy f > —o0, existe uma sequén-

cia de pontos {xy}ren em X™ satisfazendo

klim flxg) = irzlff, klim IV (z)] =0 e lim A,f(xy) > 0.

k—o0

Vamos enunciar, sem demonstracao, a seguinte versao do principio do maximo de
Omori-Yau com relacdo ao operador p-Laplaciano, a partir uma limitacao do tensor de
Bakry-Emery-Ricci. Mais detalhes podem ser consultados em [15].

Lema 4.2. Sejam ¥X™ uma variedade Riemanniana e ¢ : X™ — R wma funcao tal

que ¢ € C®(X) e Ric, € limitado inferiormente. Entdo, o ¢-Laplaciano A, satisfaz o

principio do mdximo de Omori-Yau.

Antes de prosseguir, vamos estabelecer a seguinte no¢ao que aparecerd durante todo
este capitulo. Dizemos que um slab de I x, M"™ é uma regiao delimitada por dois slices,

isto ¢, um conjunto da forma
[tbtg] X M" = {(t,Q) el XpMn 1 <t < tQ}

Vamos agora enunciar e demonstrar o primeiro resultado de nao existéncia deste

capitulo, utilizando a no¢ao do principio do méximo de Omori-Yau estabelecida no Lema

4.2.

Teorema 4.3. Seja M;H = I x, M7 wm produto warped com densidade obedecendo
a restricao de curvatura (2.21) tal que o Hessiano da funcao densidade ¢ € limitado
supertormente. FEntao, nao existe soliton completo v : X™ 3 M:H do fluxo da curvatura
média ponderada com respeito a K = p(t)0;, com constante soliton ¢ # 0 e sequnda forma
fundamental limitada, contido em um slab [ty,ts] X M™ tal que a funcao sdliton (.(t) tem

sinal estrito em [ty,ts].

Demonstracao. Suponha, por contradicao, a existéncia de um séliton ¢ : X" ¢ M;H

do fluxo da curvatura média ponderada com as caracteristicas do enunciado.
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Pelo item (i) do Lema 2.19 temos

Agh = (logp)'(h)[m — V] + (H,, )

= i S T e )

_ p(<)> %WhFJr (1)<cp< (@ — 7). (1))
e B cna

= )+ e () = T — (o) T,

_ SR g g

_ Gelh) p’zlgwhp (V(uc), Vh). (4.1)

Segue, de (4.1), que

Ce(h) — p'(R)| VR
p(h) ‘

Defina ¢ := ¢ — uc como uma fung¢io densidade modificada onde u = v(h) para alguma,

Ayh+ (V(uc), Vh) =

primitiva v de p. Pela definicao de ¢-Laplaciano, temos

Ash = A, wech = Ah— (Vh V(o —uc))
= Ah— (Vh,V) + (Vh,V(uc))
= Ayh+ (Vh,V(uc)).
Logo,

p'(h)|Vh|?
p(h) ‘

Como X™ esté contido em um slab, a fungao altura h é limitada e, consequentemente,

Aph = )= (12)

p(h) e u = v(h) também sao limitadas, devido a diferenciabilidade de p. Logo, as derivadas
de p sao limitadas e Hessu é limitado.

Por hipotese, vale a restricao de curvatura (2.21), o Hessiano de ¢ é limitado supe-
riormente e a segunda forma fundamental de X é limitada. Segue, pela Proposicao 2.21,
que o tensor Ric, é limitado inferiormente.

Assim, podemos aplicar a Defini¢do (2.43) do tensor de Bakry-Emery-Ricci para
obter

Ricg = Ric,_ye = Ric — Hess (¢ — uc) = Ric, + cHess u.
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Dessa maneira, Ricg também ¢ limitado inferiormente. Logo, pelo Lema 4.2, te-
mos que o @-Laplaciano Ag satisfaz o principio do maximo de Omori-Yau. Assim, pela
Defini¢ao 4.1, existem sequéncias {pg tren € {Tk fren em L™ tais que

lim h(py) =suph =:h*, lim |Vh(py) =0 e limsupAzh(p;) <0,
k—o0 » k—ro0

k—o0

k—o0

lim h(zy) =infh = h,, lim |[Vh(zy)| =0 e liminf Azh(zy) > 0.
) k—o00 k—o00
Podemos entao obter, utilizando a expressao (4.2), que

0 > limsup Azh(py)

QXhQuJ)—-p%hO%)HV”kaHQ>
p(h(pr))

= limsup (

k—o00
Ce(h?)
p(h*)

0 < lilggiogf Agh(xy)

o (Glb() — (b)) V()
= f( p(h(zr)) )

k—o0
Ce(he)
p(hs)

Portanto,
Ce(h") <0 < Ce(ha),

com t; < h, < h* < ty, contradizendo a hipotese de que (.(t) tem sinal estrito em [ty t5].
|

Vamos agora apresentar algumas aplicagoes do Teorema 4.3. Considere primeira-
mente a variedade produto com densidade do Exemplo 2.13. Temos o seguinte corolério.
Corolario 4.4. Seja I x M7 um produto com densidade cuja fibra M™ tem curvatura sec-
cional nao-negativa, tal que o Hessiano da funcao densidade ¢ € limitado superiormente.
Entao, nao existe soliton completo ¢ = X™ & I X My do fluzo da curvatura média

ponderada com respeito a 0y, com constante soliton ¢ # 0 e sequnda forma fundamental

limitada, contido em um slab [ty,ts] x M".

Demonstracao. Basta observar que p = 1. Deste modo,

p/2 _ pp// =0
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Logo, a restri¢cdo (2.21) é cumprida. Aplicando o Teorema 4.3, seque o resultado.
[ ]
Quando a funcao warped é a fungdo exponencial p(t) = €', obtemos o p-espago
pseudo-hiperbolico do Exemplo 2.14 e mais um corolério do Teorema 4.3.
Corolario 4.5. Seja I X My um p-espago pseudo-hiperbdlico cuja fibra M™ tem curva-
tura seccional nao-negativa, tal que o Hessiano da fungao densidade ¢ € limitado supe-
riormente. Entao, nao existe soliton completo 1 @ X™ & I Xee My do fluro da curva-

tura média ponderada com respeito a K = €'0,, com constante sdliton ¢ < 0 e sequnda

forma fundamental limitada, contido em um slab [t1,ts] X M™ onde t; < log (—%) ou

to > log (—%)

Demonstracdo. Como p(t) = €,

p/2 _pp// — 621t _etet = 0.

Entdo a restricao (2.21) é satisfeita. Pelo Teorema 4.3, nao existe soliton completo ¢ :
Y™ G I Xt My do fluxo da curvatura média ponderada com respeito a K = eld,, com
constante soliton ¢ # 0, segunda forma fundamental limitada, contido em um slab tal que

C(t) < 0 ou (.(t) > 0 em [ty,ts]. Dessa forma, sendo ¢ < 0,
(1) <0 & ef(m+ce’) <0 & mtce <0 & t>log (—@> .
C

Analogamente,

Ct)>0 & m+ce' >0 & t<log<—m>.
c

]

Considere agora o p-espaco de Schwarzschild do Exemplo 2.15. J& vimos que este

espaco satisfaz a restri¢do de curvatura (2.21). Dessa maneira, temos a seguinte con-
sequéncia do Teorema 4.3.

Corolario 4.6. Seja @ZH = 1 %X,5 o p-espago de Schwarzschild, onde a fung¢ao warped

p € obtida de (2.13) e o Hessiano da func¢dao densidade p € limitado superiormente. Entdo,

nao existe soliton completo ¢ : X" 3 @ZH do fluro da curvatura média ponderada com

respeito a K = p(t)0;, com constante so’liton c < 0 e segunda forma fundamental limitada,
inserido em um slab [t,ts] x S™ onde p(t V5 para t = ty.

Demonstracao. Note que, como r(t) = p(t) > 0, temos

Via(r(t)) —1—2m( ) 1, Vtel.



Suponha que existe um soliton ¢ : X" & @ZH nas condic¢oes do enunciado. Sendo ¢ < 0,

p(t) =r(t) > \/—7% & cor?t) < -n

& n Va(r(t)) + cr2(t)1 <n(y/Va(lr(t)) —1) <0,
Ce(2)

temos

para todo t > t1, o que contraria o Teorema 4.3.
[ ]
Como ultima decorréncia do Teorema 4.3, vamos retornar ao p-espaco de Reissner-
Nordstrom do Exemplo 2.16 para lembrar que este espaco também satisfaz a restricao de
curvatura (2.21).

Corolario 4.7. Seja ﬁ;ﬂ =1 X,S] o p-espago de Reissner-Nordstrom, onde a fungao

warped p € obtida de (2.15) e o Hessiano da fun¢ao densidade p € limitado superiormente.
Entao, nao existe soliton completo iy : X" 3 S_QZH do fluxo da curvatura média ponderada
com respeito a K = p(t)0y, com constante séliton ¢ < 0 e sequnda forma fundamental

limitada, inserido em um slab [ty,t2] X S™ onde Vi q(r(t)) < 2—227“(1%)4 para todo t € [ty,ta].

~ . 1 Sntl -
Demonstragao. Suponha que existe um soéliton ¢ : X" G ffig nas condigoes do
enunciado. Como ¢ < 0, segue que
2

Vg (r(8) < —7(t) o /Vaa(r(1)) <

n2

%r(t)2

& ny/Vag(r(t)) — |ejr(t)* <0
& g/ Vag(rt)) +cr(t)?® <0,

C(t)

para todo t € [t1,t5], 0 que é uma contradi¢do com o Teorema 4.3.

Observacao 4.8. Se tomarmos ¢ > 0 nos Corolarios 4.5, 4.6 e 4.7, teremos (.(¢) > 0.

Nesse cenério, os resultados de nao existéncia sao obtidos imediatamente.

Ainda no contexto do principio do méximo de Omori-Yau do Lema 4.2, se estabe-
lecermos um controle adequado do gradiente da funcao altura h pela funcao séliton (.,

podemos obter o seguinte resultado de reducao de codimensao.

Teorema 4.9. Seja M;ZH = I x, M7 wm produto warped com densidade obedecendo

a restricao de curvatura (2.21) tal que o Hessiano da func¢ao densidade ¢ € limitado
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superiormente. Seja também ¢ : XM G- M;LH um soliton completo do fluro da curvatura
média ponderada com respeito a K = p(t)0, com constante sdliton ¢ # 0, sequnda forma
fundamental limitada e contido em um slab [t1,ts] x M™. Se a fun¢io sdliton (. é nao-

negativa (resp. nao-positiva) e a funcao altura h satisfaz
|Vh| < 1211"? e (resp. |Vh| < iznj(—(c)) (4.3)

em X™, entao ¥(X™) estd contido em um slice {t} x M™ para algum t € [t1,ts].

Demonstragao. Seja u := v(h) para alguma primitiva v de p. Pelo Lema 2.19, temos

Agu = mp/(h) + p(h)(Hy, &)
= mp/(h) + (K, p(h)0y)
= mp/(h) + (cp(h)(: — ;' ), p(h) )
= mp/(h) + cp*(h) (D, — Vh, d,)
= mp/(h) + cp*(h)(1 — (Vh, )
= Ce(h) = p(h)(cp(h)Vh, By)
= Ce(h) = (V(uc), p(h) (VI + ;)
= C(h) — (V(uc), Vu) (4.4)

Segue de (4.4) que
Ayu+ (V(uc), Vu) = (.(h).

Definindo ¢ := ¢ — uc, temos, pela definicao de p-Laplaciano,

Asu= A, ou = Au— (Vu,V(p —uc))
= Au— (Vu, V) + (Vu, V(uc))
= Aju+ (Vu, V(uc)).

Dessa forma,

Agu = (c(h) (4.5)

Por hipotese, X™ esta contido em um slab de MZH, que obedece a restricao de
curvatura (2.21), possui segunda forma fundamental limitada e o Hessiano da fungao ¢
é limitado superiormente. Logo, utilizando exatamente o mesmo raciocinio da demons-
tracdo do Teorema 4.3, podemos concluir que o tensor de Bakry-Emery-Ricei, Ricg, &

limitado inferiormente.
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Assim, pelo Lema 4.2, Aj satisfaz o principio do méximo de Omori-Yau, ou seja,

existem sequéncias {pg }ren € {Zk }rey em X™ tais que

k—o0

lim u(py) =supw, lm [Vu(py)| =0 e lim Agu(py) <0.
3 k—ro0 k—o0

: . : _ : ] S
kh—>I£lo u(zy) lgf u, kh_>nolo Vu(zg)| =0 e kh—>Holo Agu(zg) > 0.

Se (. é ndo-negativa, pela igualdade (4.5) temos
0> lim Agu(py) = lim C.(h(px)) > 0.
k—o0 k—o0
Entéo, klim C.(h(pr)) = 0, consequentemente, igf (. = 0. Portanto, pela hipotese (4.3),
— 00
|Vh| < irzlfg“c =0 em X",

o que garante que VA =0 em X™.

Concluimos que h é constante em ¥, acarretando que ¥ (X™) esta contido em um slice
{t} x M™, para algum t € [t;,1ts].

Por outro lado, se (. é nao-positiva,

0 < lim Agu(zy) = klim C(h(zy)) <0.

k—o0

Logo, klim C.(h(zg)) = 0, o que implica que sup . = 0. Mas,
—00 »
inf(—¢.) = —sup (. = 0.
by !

Por (4.3), VA =0 em ¥™, donde segue o resultado.
|
Como aplicacao do Teorema 4.9, temos o seguinte resultado no ¢-espaco pseudo-
hiperbélico.
Corolario 4.10. Seja I X M7 um p-espago pseudo-hiperbolico cuja fibra M™ tem cur-
vatura seccional nao-negativa, tal que o Hessiano da fungao densidade ¢ € limitado supe-
riormente. Se ¢ @ Y™ G I X M7 € um sdliton completo do fluzo da curvatura média
ponderada com respeito a K = €'d,, com constante séliton ¢ < 0, sequnda forma funda-

mental limitada e inserido em um slab [t1, ty] X Mg onde t; < log (—%) ou ty > log (—%),

entao $™ estd contido no slice {log (—2)} x M.
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Demonstragao. Observando que p(t) = €', temos
02— pp = e —etet = 0.

Entdo, a restrigdo (2.21) é cumprida. Seja ¢ : X" & [ X M7 um séliton completo do
fluxo da curvatura média ponderada com respeito a K = !9, cumprindo as condi¢oes do
enunciado. Note que

(t)=0 & m+c'=0 & t:10g<_ﬂ>_
c

Logo, o proprio slice {log (—%) }x M, € um soliton do fluxo da curvatura média ponderada
com respeito a K = €'0;.
Além disso, como ¢ < 0,

m : m
t <log (——) S el < ——
c c

& m4cet >0

& e(m+ce’) >0 & ((t)>0.

Analogamente,
t > log (—@> < ((t) <0.
c

Pelo Teorema 4.9, segue o resultado.
[ ]
No contexto dos -espacos de Schwarzschild e de Reissner-Nordstrom, temos os

seguintes corolarios do Teorema 4.9.
Corolario 4.11. Seja @ZH = IX,S7, 0 p-espago de Schwarzschild, onde a fun¢ao warped
p € obtida de (2.13) e o Hessiano da funcao densidade ¢ é limitado superiormente. Se
(PR DI @ZH é um soliton completo do fluxo da curvatura média ponderada com
respeito a K = p(t)0;, com constante sdliton ¢ < 0, seqgunda forma fundamental limitada

e inserido em um slab [ty,ts] x S onde p(t) > \/—% para t > t1, entdo X" estd contido

em um slice {t} x S", para algum t € [t1, o).

Demonstracao. Ja vimos que, no p-espago de Schwarzschild, a funcao warped p cumpre
a restricdo (2.21). Considere ¢ : X" % @Zﬂ um soliton cumprindo as condigoes do

enunciado. Como ¢ < 0, temos

p(t) =r(t) > \/T% & or?(t) < —n.
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Logo,
C(t) = n/Va(r(D) + er*(t) < n ( Va(r(D)) — 1) <0,
donde concluimos o resultado pelo Teorema 4.9.

Corolario 4.12. Seja ﬁzﬂ = I x,S o p-espago de Reissner-Nordstrom, onde a fungao
warped p € obtida de (2.15) e o Hessiano da fun¢ao densidade p € limitado superiormente.
Se : ¥ ﬁg“ ¢ um soliton completo do fluzo da curvatura média ponderada com
respeito a K = p(t)0;, com constante sdliton ¢ < 0, sequnda forma fundamental limitada,
inserido em um slab [ty,t2] X S™ onde Vi 4(r(t)) < fl—zr(t)‘l para todo t € [t1,ts], entao X"

estd contido em um slice {t} x S", para algum t € [t1,1s].

Demonstracao. No espaco E)_C{ZH, a restricdo (2.21) é satisfeita. Seja ¢ : X" & 9_%:;“
um soliton cumprindo as condi¢oes do enunciado. Como ¢ < 0, segue que
2

Ving(r(8) < —7(t)" < /Vaa(r(1)) <

n2

%r(tﬁ

& ny/Vag(r(t)) — lc|r(t)* < 0

& ny/Vag(r@t) +er(t)? <0,

N J/

C(t)

Pelo Teorema 4.9, temos o resultado.

4.2 Resultados utilizando uma Segunda Versao do Prin-

cipio do Maximo de Omori-Yau

Nesta secao continuaremos apresentando resultados de nao existéncia e reducao de
codimensao, porém utilizando uma outra versao do principio do maximo de Omori-Yau.
Para isso, precisamos primeiramente estabelecer algumas condicoes.

Seja o espago H formado pelas fungoes positivas A € CH(R}) que satisfazem as

seguintes propriedades.

(i) inf —00.

— >
R A3/2

1 1
(ii) 7 ¢ L (+00),

(iii) (v/A)'(t) > —B(logt + 1), para t > 1 e alguma constante positiva B.
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Estas condigbes tem origem em |5, Corolario 8.3], que servird de base para esta-
belecermos uma segunda versao do principio do méximo de Omori-Yau com relagdo ao
operador op-Laplaciano. A ideia é trazer novamente uma limitacao no tensor de Bakry-
Emery-Ricci, mas desta vez utilizando funcoes radiais A, onde A € #. Para isso, vamos

inicialmente enunciar o seguinte Lema.

Lema 4.13. Seja X™ uma variedade Riemanniana completa munida de uma fun¢ao den-
sidade ¢ : X™ — R tal que |V| € limitado. Se, para alguma fungao radial A(r) com
A € H, o tensor de Bakry-Emery-Ricci Ric, satisfaz

Ric—@(X7X) > _A<T)‘X’27

para todo X € X(X), entdo o p-Laplaciano A, satisfaz o principio do mdzimo de Omori-
Yau.

Dessa forma, podemos agora enunciar e demonstrar a proxima Proposicao que es-

tabelece uma segunda versao do principio do méximo de Omori-Yau.

Proposicao 4.14. Seja MZH = I x, M7 um produto warped com densidade obedecendo
a restricio de curvatura (2.21), cuja funcdo densidade o tem |Vl limitado e o Hessiano
Hess ¢ € limitado inferiormente por uma funcdo radial A(r) com A € H. Seja também
v X" % M;H uma subvariedade completa contida em um slab de M;H. Se a sequnda

forma fundamental de X™ € limitada, entao o -Laplaciano A, satisfaz o principio do

mdzximo de Omori- Yau.

Demonstracao. Vamos primeiramente calcular o Hessiano da fungao densidade ¢. Seja
X € X(X) e {Ny, ..., N,} um referencial ortonormal local em X*(X), com p =n+1—m.
Por (1.5), temos

%@(Xv X) = <vaS07 X> = <vX[(v§0)T + (va)L]v X>

= (Vx[Vo+ Z<v% Ni)Ni], X)

=1

= (VxVp,X)+ <7X (zp}v% Ni>Ni> ,X>

i=1

= (VxVe)" + (VxVe)", X)
+ <ZVX (Y, N))Ny) ,X>

= Hessp(X, X) + Zp}v@, Ni) (A, X, X).

i=1
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Segue que
p

Hess (X, X) = Hess o(X, X) + Y (Vo N)(4:X, X). (4.6)

Observe que, para cada i € {1, ..., p},
(Vio, N)(A:X, X) > —|(V, N)(A: X, X)].

Somando de ¢ = 1 até i = p e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

p

D (Vo Nj(AX, X) > —Z|<%,Ni>|l<AiX,X>|

=1

p
> =) |VellAx|IX|
i=1
p —
> -3 [Fell Al (47)
i=1
Por (4.6) e (4.7),
p —
Hess p(X, X) > Hess p(X, X) — Z [Vl A | X 2. (4.8)
i=1

Por hipétese, |Vl| é limitado e Hess é limitado inferiormente por uma funcdo radial

A(r), com A € H. Logo, existe uma constante positiva C tal que
Vo <O e Hessp(X, X) > —A(r)| X~ (4.9)

Temos também que a segunda forma fundamental de X ¢ limitada. Pela demonstracao

da Proposicao 2.21, isso implica que existe uma constante positiva C5 tal que
|Ai| < Co, (4.10)

para cada i € {1,...,p}.
Logo, por (4.8), (4.9) e (4.10),

p
Hess o(X,X) > —A(r)|X[P =) C1Co| X[
i=1
> —(A(r) + C3)| X, (4.11)
onde C3 = pC1Cy > 0.
Por outro lado, ™ esta contido em um slab de M:H. Vimos, na demonstracao
do Teorema 4.3, que isso implica que a funcao warped p e suas derivadas sao limitadas,

"]

devido a diferenciabilidade de p. Consequentemente, a razao pT ¢ limitada.
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Entdo, por (4.10) e pela demonstragdo da Proposi¢ao 2.21, existe uma constante
positiva Cy tal que

Ric(X, X) > —Cy4| X |2 (4.12)

Por (4.11), (4.12) e pela Definigao (2.43), temos

Ric_,(X,X) = Ric(X,X) —Hess(—¢)(X, X)
= Ric(X, X) + Hess p(X, X)
> —A(r)| X[ (4.13)
onde
A(r) =A(r) + C, (4.14)

com C' =C3+ Cy > 0.
E necessario mostrar que A € H. Para isso, vamos verificar as propriedades (i), (ii) e (iii)

do inicio desta Se¢ao. De (4.14), temos

A/ B A B A A3/2 (4 15)
A2 (A+C)3/2  A3/2 (A4 C)3/2 '
Observe que
A3/2
— < 1.
VS S
Como A € H, existe C5 € R tal que
A/
m > 05.
Se C5 > O,
A A3/2
N2 (A 1 C)2 > 0. (4.16)
Se C5 < 0,
/ 3/2 3/2
A A A Cs. (4.17)

> -
A3/2 (A+ 0)3/2 > Cs (A+ 0)3/2 >

A
Segue, de (4.15), (4.16) e (4.17), que Ko

verifica a propriedade (i), ou seja,

A/
inf = > —00
R+ A3/2

Vamos verificar a propriedade (ii). Seja M = max{A(r),C}. Por (4.14), temos
A(r) = A(r) + C < 2M.
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Dati,

1 1
mzﬁm'

Se M = A(r),
1 1
Jim VARG
L Y400 emosL Y400
Comoﬁgél}(—i— )y b \/X¢L(+ ).

Por outro lado, se M = C,

1 1
> .

'/ ]\(T) V2VC

Sendo a > 0, segue que
/ oo dr N
- @ @@ - OO,
o V2VC
1 ~

consequentemente, —= ¢ L'(+00). Logo, A verifica a propriedade (ii).

Para verificar a propriedade (iii), note primeiramente que, por (4.14),

=, A A
(VA= /A  2/A+C
N WA
2VAVA+C
= (\/K)’\/X/Kic. (4.18)
Como A € H,
(VA (t) > —=B(logt + 1), (4.19)
para t > 1 e alguma constante positiva B.
Observando que
0< /;/JKFC <1, (4.20)

temos, de (4.18), (4.19) e (4.20), que
(VA)(t) > —B(logt + 1),

para alguma constante B > 0e ¢t > 1.
Portanto, A € H e, por (4.13) e pelo Lema 4.13, temos o resultado.
]
Com a Proposicao 4.14 demonstrada, podemos apresentar o seguinte resultado de

nao existéncia dessa secao.
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Teorema 4.15. Seja M:H = I x, M7 um produto warped com densidade obedecendo a
restri¢ao de curvatura (2.21), cuja funcao densidade ¢ tem |Vl limitado e o Hessiano
Hess ¢ ¢ limitado inferiormente por uma fungdo radial A(r) com A € H. Entdo, nao
existe soliton completo ¢ . X™ % M;H do fluxo da curvatura média ponderada com
respeito a K = p(t)0;, com constante sdliton ¢ # 0, contido em um slab [ty,ts] x M™ tal

que (.(t) tem sinal estrito em [t1,ts] e cuja sequnda forma fundamental é limitada.

Demonstragao. Suponha, por contradigdo, a existéncia de um soliton ¢ : ¥™ & M,
do fluxo da curvatura média ponderada com as caracteristicas do enunciado.

Pelo item (i) do Lema 2.19 temos

Ah = pl((h; - %Wh\z + (K™, )
= mld = L+ (ol - 9]).0)
— i) = LI+ cplt (1~ (Th, T+ 07)
R AN
e

Por hipotese, o espago ambiente satisfaz a restricdo de curvatura (2.21), a fungao
densidade tem |V| limitado, o Hessiano Hess ¢ ¢ limitado inferiormente por uma fungio
radial A(r) com A € H e ¥™ esta contido em um slab de M;LH. Como a segunda forma
fundamental ¢ limitada, pela Proposicao 4.14, o ¢-Laplaciano A, satisfaz o principio do
méaximo de Omori-Yau.

Logo, existem sequéncias {pi}ren € {Zk }ren em X tais que

lim h(py) = suph =:h*, lim |Vh(pr) =0 e limsupAyh(pg) <0,

k—o0 k—o0 k—00

lim h(zy) =infh = h,, lim |[Vh(zy)| =0 e liminf Ajh(zg) > 0.

k—o0 P k—o0 k—o0

Assim, podemos deduzir, utilizando a expressao (4.21), que

0 > limsup A,h(py)

k—o0

— s ((Ser@e)) [ (Rpx)) + o (h(px)) 2
=t (St - [T o)
Ce(h")
p(h*)
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0 < liminf A,h(z)

— g ((SeizR) [P (k) + ep?(h(z) )2
= f<p<h<xk>> [ POS) ]’W “‘)

k—oo

Cc(h*)
p(h.)

Portanto,
Ce(h®) <0 < Ce(ha),

com t; < h, < h* < ty, contradizendo a hipotese de que (.(t) tem sinal estrito em [ty t5].

4.3 Resultados utilizando Convergéncia para Zero no

Infinito

A partir desta secdo, vamos apresentar uma abordagem diferente das secoes an-
teriores. Com base no trabalho feito em [3] por Alias, Caminha e Nascimento, vamos
utilizar um principio do maximo no infinito para variedades Riemannianas completas e
nao-compactas, de forma a estabelecer um resultado de reducao de codimensao.

Para isso, vamos primeiramente definir a nocao de convergéncia para zero no infinito.
Definicao 4.16. Sejam (X™, g) uma variedade Riemanniana completa e nao-compacta e
a aplicagao d(-,0) : ¥ — [0, +00) que denota a distdncia Riemanniana em X™, medida
de um ponto fixo o € X™. Dizemos que a funcao f € C®(X) converge para zero no infinito
quando satisfaz a condi¢ao

d(a:})l)IE)lJrOO J(x) =0.

Estabelecida a Definicao 4.16, vamos enunciar o seguinte lema, que corresponde
a [3, Teorema 2.2, item (a)|. Este resultado estabelece um principio do méximo no infinito
que vai nos auxiliar no préximo resultado de reducao de codimensao.

Lema 4.17. Sejam (X, g) uma variedade Riemanniana completa e nao-compacta e X €

X(X) um campo diferencidvel de vetores em ™. Suponha que eziste uma fung¢ao f €

C*(X) nao-negativa, nao identicamente nula e que converge para zero no infinito tal que
(Vf,X)>0. SedivX >0 em ™, entao (Vf,X) =0 em ™.

Antes de enunciar o proximo resultado, vamos estabelecer a seguinte no¢ao: dada

uma variedade Riemanniana ¥™ completa e nao-compacta e t, € R, dizemos que uma

64



fungdo f € C*™(X) converge superiormente (inferiormente) para t, no infinito quando
f >t (f <t e afungao f = f —t, (f = t, — f) cumpre a Defini¢do 4.16, ou seja,
converge para zero no infinito.

Teorema 4.18. Seja M:H = I x, M um produto warped com densidade, com fibra M"
completa e nao-compacta e funcao densidade . Seja também ¢p : X™ M;H um sdliton
completo e nao-compacto do fluxo da curvatura média ponderada com respeito a K =
p(t)0:, com constante sdliton ¢ # 0. Se a fun¢ao altura h de X converge superiormente
(resp. inferiormente) para algum t. € I no infinito e a funcdo sdliton (.(h) associada a
XM satisfaz

PV < () (resp. p'(R)|[VAI* = ¢(R)),

entao 2™ estd contido no slice My, .

Demonstracao. Suponha que X nao estd contido no slice M, . Vamos lidar primei-
ramente com o caso em que a funcao altura h converge superiormente para t, € I no
infinito. Defina a funcao

f=h—t,

e o campo de vetores

X =e*Vf,

onde ¢ := ¢ — uc, com u = v(h), sendo v uma primitiva de p.

Por hipdtese, obtemos f > 0, f nao identicamente nula e f € C*°(X). Segue que
(VI,X)=(Vfe?Vf)=e?IVf[>0.
Pela defini¢do de ¢-divergente e (4.2), temos

divX = e “e?div(e ?Vf)
= €7¢diV@(Vf)

= e PAs(h—t,)

= €_¢A@h

s p’(h)IVhIQ)
p(h) '

Pela hipotese, temos p/(h)|Vh|> < (.(h). Consequentemente, divX > 0.
Logo, pelo Lema 4.17, (Vf, X) = 0 em X™, ou seja, e ?|Vf|? = 0, o que equivale a
Vf=0. Entao, Vh =0 em X™.
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Assim, h é constante em 3™ e, como h converge para t, no infinito, concluimos que
h = t., fazendo com que ™ esteja contido no slice M,,, o que é uma contradicao.
Analogamente, se a funcao altura h converge inferiormente para t, € I no infinito,
definimos a funcao
g =t.—h.

Logo, g > 0, g é nao identicamente nula e g € C*°(X). Dai,

(Vg,X) =e7?|Vg[* > 0

N 2
divX = e PAzg = e PAu(t, —h) = —e PAsh = —¢ ¢ <<c(h) /Z}E)h)IVhI > > 0,
p

pois, pela hipotese, p'(h)|Vh|?> > (.(h). Portanto, utilizando novamente o Lema 4.17,
concluimos que h é constante em > e temos o resultado.

|
Se o espaco considerado for o produto simples com densidade, temos a seguinte

consequéncia do Teorema 4.18.

Corolario 4.19. Seja M;LH = I x Mg um produto com densidade ¢, com fibra M™ com-
pleta e nao-compacta. Seja também 1y : X" & M;H um soliton completo e nao-compacto
do fluzo da curvatura média ponderada com respeito a K = p(t)0;, com constante sdliton
¢ # 0. Se a fungao altura h de ™ converge superiormente (resp. inferiormente) para
algum t. € I no infinito com fungio soliton (.(h) > 0 (resp. (.(h) < 0), entdo X" estd
conlido no slice M, .

Demonstragao. Note que p(h) =1 e p/(h) = 0. Logo, (.(h) = c.

Se h converge superiormente (resp. inferiormente) para algum ¢, no infinito e (.(h) > 0

(resp. (.(h) < 0), entdo
0=p'(W)|VAP <((h)  (resp. 0= p/(R)|[VA[* > ((h)).

Pelo Teorema 4.18, >™ esta contido no slice M, .

4.4 Resultados utilizando Condicoes de Integrabilidade

Nesta tdltima secao vamos obter mais resultados de nao existéncia baseados em
algumas condigoes de integrabilidade. Serao também apresentadas algumas aplicagoes.

Vamos inicialmente demonstrar o seguinte resultado.
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Teorema 4.20. Seja M:H = 1 X, M um produto warped com densidade. Nao eziste

soliton completo ¢ : ¥X™ M;H do fluro da curvatura média ponderada com respeito

a K = p(t)0;, com constante sdliton ¢ € R, contido em um slab de M:H, cuja funcao

soliton modificada C, := h(. € estritamente positiva tal que

r—4oco 71

1 -
lim —/ |Vhle™?d¥ =0,
By

onde ¢ := ¢ — uc, com u = v(h) para alguma primitiva v de p, B, € a bola geodésica de

rato r > 0 e dX denota o elemento padrao de volume de ™.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que exista um séliton ¢ : ¥™ Wgﬂ do
fluxo da curvatura média ponderada nas condi¢oes do enunciado. Da expressao (4.5),

temos
hAgu = hie(h) = C.(h).
Utilizando a definicao de p-Laplaciano, segue que

C(h)e ?d% = /(hA¢u)e_¢dZ

BS K]

= / hediv(e ?Vu)e ?dx

E]

= / hdivX dy,

onde X = e ?Vu = e %p(h)Vh.
Sabendo que
div(hX) = hdivX + (Vh, X),

e utilizando o Teorema da Divergéncia e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

C(h)e ?dY = / div(hX)dY — / (Vh, X)d¥

Bs

— / div(he=?p(h)Vh)dY — / (Vh, e ?p(h)Vh)dY

S S

= / (V,he_@p(h)VhMa—/ p(h)e”?|Vh|*d%
9B, N——

S
>0

< / w|[he % p(h)Vh|do
0Bs

= / p(h)|h||Vhle™?do.
0Bs

. —n+1 o
Como X™ esta contido em um slab de M;Jr , a altura h é limitada. Consequentemente,

pela diferenciabilidade da p, p(h) também é limitada. Entao, para alguma constante
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positiva C' € R,
p(h)[h] < C.

Logo,
C(h)e ?dx < C’/ |Vhle ?do. (4.22)
BS aBs

Dessa forma, de (4.22), obtemos

¢ |Vhle™?dY = Q/ (/ yVh\e%o) ds
r JB, rJo dBs

!

r

v

vV
S|
wh\%

Assim,

_ _ 2 _
C.(h)e?ds < TC Vhle?ds. (4.23)
Br

T

Sabendo que (, é estritamente positiva, pelas hipoteses e (4.23), concluimos que

r—-+00

0< /E C(h)e?dS = lim /B % C (h)e—?ds.

1 .
< 2C lim —/ |Vhle™#d¥ =0,
B

r—4+oco T

o que é uma contradicao.
[ ]
Antes de apresentar os ultimos resultados, vamos considerar o espago das funcoes

p-integraveis a Lebesgue, definido por
E;(E) = {f X" >R / |fle ?dE < —|—oo}.
)

Vamos enunciar o seguinte lema auxiliar, que é uma consequéncia de [11, Proposi¢ao

2.1] (ver também [45, Corolario pag. 660].

Lema 4.21. Sejam (X™;g;dp = e %dX) uma variedade Riemanniana completa de di-
mensao m com densidade e f € C(X) uma func¢ao diferencidvel tal que A, f nao muda
de sinal em X", Se |V f| € LL(X), entao A, f ¢ identicamente nulo em ™.
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Segue entao o nosso ultimo resultado de nao existéncia.

Teorema 4.22. Seja MZH = I X, M um produto warped com densidade. Nao eziste
soliton completo v : X™ 4 M;Jr
a K = p(t)0;, com constante soliton ¢ € R, contido em um slab de M;H, cuja funcao
altura h satisfaz |Vh| € LL(X) tal que

1 . .
do fluzo da curvatura média ponderada com respeito

(a) ¢p/'(h) >0 em X™ e

(b) ¢# 0 ou o conjunto em que p'(h) # 0 € denso em ¥™.

Demonstragao. Vamos supor, por contradicdao, a existéncia de um soéliton completo
Yo X" % M:H do fluxo da curvatura média ponderada cumprindo as hipoteses.
Considerando novamente a fun¢ao densidade modificada @ = ¢ — uc, onde u = v(h)
para alguma primitiva v de p, vamos mostrar primeiramente que £ () C L5(%).
De fato, seja [ € E;(Z). Como X esta contido em um slab de MZH, a funcao
altura h é limitada em X" e, consequentemente, as funcoes v e e~"¢ sao limitadas. Entao,

—uc

irzlfe < +o00. Logo,

(inf e~u¢) / |fle=?d® < / | fle Peedy = / | fle”@ruddy = / |fle ?d% < +o0
z ® b 2 2

Assim, f e LL(X).
Dessa forma, pela hipotese, obtemos que |VA| € L5(X).
Vamos agora analisar as possibilidades envolvendo os itens (a) e (b) do enunciado.

De (a), temos cp'(h) > 0 em ¥™. Segue que:
e ¢ #0: Caso ¢ > 0, temos p'(h) > 0 e, consequentemente,

Ce(h) = mp'(h) + cp*(h) > 0.

Analogamente, caso ¢ < 0, temos p'(h) <0 e (.(h) <O0.

e p'(h) # 0 em um subconjunto denso de £¥™: Caso p/(h) > 0, temos ¢ > 0 e (.(h) > 0.
Se p/(h) <0, temos ¢ < 0 e (.(h) < 0.

Entao, em qualquer caso, temos (.(h) # 0 em um subconjunto denso de ™. Logo,

de (4.5) concluimos que Azu # 0 neste subconjunto.
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Por outro lado, sabendo que p(h) ¢ limitada (pois h ¢ limitada), [VA| € LL(X) e

Vu = p(h)Vh, segue que
/|Vu|e_¢’d2 = / |p(h)Vhle™?d% < +oo.
> s

Ou seja, |Vu| € E;(Z). Portanto, pelo Lema 4.21, obtemos que Azu = 0 em X, 0 que
é uma contradicao.

]

Vamos agora apresentar algumas aplicacoes do Teorema 4.22. Quando o espaco

ambiente ¢ uma variedade produto com densidade da forma I x M7, temos o seguinte

Corolario.

Corolario 4.23. Nao existe soliton completo ¢ : X™ & I X M7 do fluzo da curvatura

média ponderada com respeito a 0y, com constante soliton ¢ # 0, contido em um slab de

I x M7, cuja fungao altura h satisfaz [Vh| € E}O(Z).

Demonstracao. Basta observar que p = 1. Como ¢ # 0, temos ¢p/(h) = 0 em X,

satisfazendo os itens (a) e (b) do Teorema 4.22.

No contexto dos p-espacos pseudo-hiperbolicos, temos mais um corolario.

Corolario 4.24. Nao exziste soliton completo 1 : 3™ & I X M7 do fluzo da curvatura
média ponderada com respeito a K = €', com constante sdliton ¢ > 0, contido em um
slab do p-espago pseudo-hiperbdlico I X My, cuja fungao altura h satisfaz |Vh| € E}O(E).

Demonstragdo. Note que p(t) = €.

Logo, p'(h) > 0 em X™ e, consequentemente,
cp'(h) > 0 em X", satisfazendo os itens (a) e (b) do Teorema 4.22.

[ ]

Finalizamos o nosso trabalho com mais duas consequéncias do Teorema 4.22, desta

vez envolvendo os p-espacos de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom.

—=n

Corolario 4.25. Nao existe sdliton completo ¢ : X™ & &,

média ponderada com respeito a K = p(t)0;, onde p € obtida de (2.13), com constante

+1
do fluxo da curvatura

soliton ¢ > 0, contido em um slab do p-espaco de Schwarzschild @ZH, cuja funcao altura

h satisfaz [Vh| € L(X).

Demonstragao. Note que



Logo, como ¢ > 0,

co'(h)>0 e p(h)>0 emX™

Entao, as condi¢oes (a) e (b) do Teorema 4.22 sao satisfeitas.

Corolario 4.26. Nao existe soliton completo ¢ : Y™ 9 ﬁ;ﬂ do fluzo da curvatura
média ponderada com respeito a K = p(t)0;, onde p € obtida de (2.15), com constante
soliton ¢ > 0, contido em um slab do p-espago de Reissner-Nordstrom ﬁzﬂ, cuja func¢ao
altura h satisfaz [Vh| € L(X).

Demonstragao. Temos

Entao,

co'(h)>0 e p'(h)>0 em X"

satisfazendo as condigoes (a) e (b) do Teorema 4.22.
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