
Resumo

Nesta dissertação, estudamos a existência de solução blow-up para uma classe de

problemas e sistemas elípticos. A principal ferramenta usada foi o Método de Sub e Su-

persolução, além de Regularidade Elíptica e alguns resultados de Equações Diferenciais

Ordinárias.
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Blow-up, Sub e Supersolução, Estimativas para Equações Elípticas.



Abstract

In this dissertation, we study the existence of blow-up solution for some classes

of elliptic problem, which include scalar problem and elliptic systems. The main tool

used is the sub and super-solution methods combined with elliptic regularity and some

results of Ordinary Differential Equations.

Keywords: Elliptic Equations, Elliptic Equations Systems, Blow-up Solutions, Sub

and Supersolution, Estimates for Elliptic Equations.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos alguns resultados de existência de soluções do tipo

Blow-up para equações e sistemas elípticos.

Inicialmente, estudamos a seguinte classe de problemas elípticos ∆u = h(x, u,∇u) em Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,
(1)

em que Ω ⊂ RN (N ≥ 3) é um domínio limitado ou ilimitado e h : Ω×R×RN → R é

uma função satisfazendo certas condições.

Em seguida, estudamos a existência de solução radial do tipo Blow-up para a

seguinte classe de sistemas ∆u = p(| x |)f1(v)f2(u) em RN ,

∆v = q(| x |)g1(v)g2(u) em RN ,
(2)

em que p, q, fi : [0,+∞) → [0,+∞) e gi : [0,+∞) → [0,+∞) (i = 1, 2) são funções

contínuas sujeitas a certas condições que serão apresentadas ao longo do texto.

O estudo de soluções do tipo Blow-up iniciou-se em 1916 com o trabalho de

Bieberbach [9] que estudou o caso particular ∆u = eu e Ω ⊂ R2 um domínio limitado

motivado por questões na teoria de funções automorfas e também sobre Superfícies

Riemannianas com curvatura negativa constante. Ele mostrou que existe uma única

solução tal que u(x) − log
(
dist−2(x, ∂Ω)

)
é limitada quando dist(x, ∂Ω) → 0. Pro-

blemas desse tipo surgem em Geometria Riemanniana, por exemplo: Se uma métrica

Riemanniana da forma | ds |2= e2u(x) | dx |2 possui Curvatura Gaussiana −c2, então

∆u = c2e2u.

Motivado por um problema em Física Matemática com estudos envolvendo Po-

tenciais Elétricos em corpos metálicos, em 1943, Radamacher [42] continuou os estudos

de Bieberbach em domínios limitados e regulares de R3.

9
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Em 1957, Keller [24] e Osserman [39], demonstraram de forma independente que

o problema ∆u = f(u) tem uma solução Blow-up se, e somente se, f satisfaz a condição∫ ∞
1

[2F (t)]−
1
2dt <∞, onde F (t) =

∫ t

0

f(s)ds,

com f ∈ C1
(
[0,+∞)

)
, f ′ ≥ 0, f(0) = 0 e f > 0 em (0,+∞).

Motivados por certos problemas de Geometria, em 1974, Loewner e Nirenberg

[38], estabeleceram a existência e unicidade de solução para o problema ∆u = u
N+2
N−2 ,

N > 2.

Em 1992, Bandle e Marcus [7], estudaram o problema (1) quando ∆u = us,

s > 1. Relacionando unicidade de soluções do tipo Blow-up com seu comportamento

assintótico na fronteira, estendem os resultados de [38].

Em 1993, Lazer-MacKena [32] estenderam os resultados de Bieberbach e Radamacher

para domínios suaves do RN satisfazendo a condição da esfera exterior, considerando

não-linearidades da forma ∆u = b(x)eu, onde b é uma função contínua e estritamente

positiva em Ω.

As referências contidas em [21] e [43] podem ser consultadas para dar uma visão

mais ampla das diversas motivações físicas e matemáticas tanto para os problemas (1)

quanto para os sistemas (2).

Este trabalho está organizado da seguinte forma:

No Capítulo 1, baseados nos trabalhos de Cîrstea & Rǎdulescu [12] (2002) e

Lair [26] (1999) estudamos a existência de soluções do tipo Blow-up para o problema

(1) quando h(x, u,∇u) = p(x)f(u), mais precisamente estudamos a seguinte classe de

problemas semilineares  ∆u = p(x)f(u) em Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

em que Ω ⊂ RN (N ≥ 3) é um domínio regular limitado ou ilimitado, p : Ω→ [0,+∞) e

f : [0,+∞)→ R são funções satisfazendo hipóteses adequadas. A principal ferramenta

usada foi o método de sub e supersolução. Para melhorar a regularidade das soluções

usamos um argumento do tipo boot-Strap seguindo idéias de Aires [3] e Vieira [45].

Mostramos que a condição de Keller - Osserman é uma condição necessária e suficiente

para a exitência de solução Blow-up em domínios limitados.
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No Capítulo 2, seguindo idéias de um artigo de Ghergu, Niculescu & Rǎdulescu

[17] (2002) estudamos alguns resultados de existência de solução do tipo Blow-up para

o problema (1) quando h(x, u,∇u) = p(x)f(u) − q(x) | ∇u |a, isto é, estudamos a

seguinte classe de problemas quasilineares com termo convectivo ∆u + q(x) | ∇u |a = p(x)f(u) em Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

em que Ω ⊂ RN (N ≥ 3) é um domínio regular limitado ou ilimitado, 1 ≤ a ≤ 2,

p, q : Ω→ [0,+∞) e f : [0,+∞)→ R são funções satisfazendo certas condições. Neste

caso, a função f é chamado termo de absorção e | ∇u |a é chamado termo convecção.

Utilizamos o método de sub e supersolução encontrado em Holanda [21]. Além disso,

usamos estimativas de Ladyzhenskaya & Ural’tseva [25] para obter regularidade das

soluções. Problemas desse tipo surgem em Teoria de Controle Estocástico estudada

por Lasry & Lions em [31].

O Capítulo 3, foi dedicado a estudar a existência soluções radiais do Tipo Blow-

up para as seguintes classes de sistemas ∆u = p(| x |)vα em RN ,

∆v = q(| x |)uβ em RN

e  ∆u = p(| x |)f1(v)f2(u), em RN ,

∆v = q(| x |)g1(v)g2(u), em RN ,

em que p, q, fi : [0,+∞) → [0,+∞) e gi : [0,+∞) → [0,+∞) (i = 1, 2) são funções

contínuas sujeitas a certas condições que serão apresentadas ao longo do texto. Baseado

nos artigos de Lair [27] e [28] mostramos uma condição necessária e suficiente para a

existência de soluções para o primeiro tipo de sistema. Tomando por base os artigos de

Li, Zhang P. & Zhang Z. [34] e [35], usando alguns argumentos de E.D.O., mostramos

a existência de solução para o segundo tipo de sistema.

No Apêndice A apresentamos o Princípio de Máximo Clássico para a Equação

de Laplace e para um operador linear Uniformemente Elíptico de segunda ordem.

Por fim, no Apêndice B enunciamos os principais resultados que utilizamos em

nossa dissertação tais como um teorema encontrado em Ladyzhenskaya & Ural’tseva

[25] e Estimativas de Schauder encontrados no livro do Gilbarg & Trudiguer[19].



Capítulo 1

Soluções do Tipo Blow-up para
Equações Elípticas Semilineares

Neste capítulo, estudaremos alguns resultados de existência de soluções para a

seguinte classe de equações elípticas semilineares: ∆u = p(x)f(u) em Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,
(1.1)

em que Ω ⊂ RN (N ≥ 3) é um domínio regular (limitado ou ilimitado) com fronteira

(possivelmente vazia) compacta.

A principal finalidade deste capítulo é mostrar a existência de soluções do tipo

Blow-up para o problema (1.1).

No que segue, sejam p : Ω→ R e f : [0,+∞)→ R funções satisfazendo:

(p1) p(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω;

(p2) p ∈ C0,α(Ω) se Ω é limitado ou p ∈ C0,α
loc (Ω) se Ω é ilimitado;

(f1) f ∈ C1
(
[0,+∞)

)
, f ′ ≥ 0, f(0) = 0 e f > 0 em (0,+∞);

(KO)

∫ ∞
1

[2F (t)]−
1
2dt <∞, onde F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

A condição (KO) é chamada condição de Keller-Osserman ver [24] e [39]. Vale

ressaltar que a mesma pode ser substituída por

(?)

∫ ∞
δ

[F (t)]−
1
2dt <∞;
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para algum δ > 0, uma vez que a condição (KO) implica na condição (?).

Neste capítulo, a menos que seja mencionado o contrário, as soluções de (1.1)

serão soluções no sentido clássico, ou seja, funções em C2(Ω) que satisfazem (1.1).

A seguir, alguns exemplos de funções que satisfazem as condições (f1) e (KO):

(a)

g : [0,+∞) → R

t 7→ g(t) = tr (r > 1)

(b)

h : [0,+∞) → R

t 7→ h(t) = et − 1

(c)

l : [0,+∞) → R

t 7→ l(t) = t
[

ln(t+ 1)
]r

(r > 2)

Agora, definimos soluções Blow-up de (1.1).

Definição 1. Sejam Ω ⊂ RN e u ∈ C2(Ω). Dizemos que u é uma solução

(i) Blow-up se
lim

dist(x,∂Ω)→0
u(x) = +∞ quando Ω 6= RN .

(ii) Blow-up no RN se

lim
|x|→+∞

u(x) = +∞ quando Ω = RN .

1.1 Resultados Preliminares

Nesta seção, vamos estabelecer alguns resultados de existência de solução para o

problema (1.1) em domínios limitados. Para tanto, mostraremos inicialmente alguns

resultados técnicos.
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1.1.1 O Método de Sub e Supersolução

Uma das principais ferramentas usadas para encontrar soluções de problemas

elípticos é conhecida como Método de Sub e Supersolução. Iremos usar tal método

para estudar, primeiramente, o seguite problema
∆u = p(x)f(u) em Ω,

u = g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

(1.2)

em que Ω ⊂ RN é um domínio limitado, g : ∂Ω→ (0,+∞) contínua, p e f satisfazem

as condições (p1), (p2) e (f1), respectivamente.

Definição 2. Uma função u é dita subsolução do problema (1.2) se u ∈ C2(Ω)∩C(Ω)

e satisfaz 
∆u ≥ p(x)f(u) em Ω,

u ≤ g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω.

Definição 3. Uma função u é dita supersolução do problema (1.2) se u ∈ C2(Ω)∩C(Ω)

e satisfaz 
∆u ≤ p(x)f(u) em Ω,

u ≥ g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω.

A seguir, veremos o método de sub e supersolução para o problema (1.2). Iremos

mostrar tal resultado seguindo as idéias de Figueiredo [14], que de forma bem elegante

demonstra o método para uma classe mais geral de equações semilineares, o qual contém

a idéia central da iteração monôtonica encontrada nos celebres trabalhos [4] e [5] devidos

à Amann.

Teorema 1.1. Suponha que o problema (1.2) tenha uma supersolução u e uma sub-
solução u com u ≤ u. Suponha ainda que f e p satisfaçam (f1), (p1), (p2), respectiva-
mente. Então, o problema (1.2) tem uma solução u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

Demonstração.

Seja

M0 = max{‖ u ‖∞ , ‖ u ‖∞} (1.3)
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o qual existe, pois u, u ∈ C(Ω). Desde que f ∈ C1
(
[0,+∞)

)
, considere

M = max
t∈[0, M0]

| f ′(t) | .

Defina a seguinte função

h : Ω× [0,M0] → R

(x, t) 7→ h(x, t) = p(x)f(t)− kt,

em que k = ‖ p ‖∞ M . Por definição, temos
∂h

∂t
≤ 0, isto é, h é não-crescente na

variável t.

Note que a função h0 : Ω → R dada por h0(x) = h(x, u(x)) é localmente Hölder

contínua1 em Ω. Com efeito, como u ∈ C2(Ω)∩C(Ω), em particular, u ∈ C0,α
loc (Ω) para

algum 0 < α ≤ 1. Sendo

| h0(x)− h0(y) |
| x− y |α

=
| p(x)f(u)(x)− ku(x)− p(y)f(u)(y) + ku(y) |

| x− y |α
,

dados x, y ∈ Ω, temos

| h0(x)− h0(y) |
| x− y |α

≤ | p(x)− p(y) || f(u)(y) |
| x− y |α

+
| p(x) || f(u)(x)− f(u)(y) |

| x− y |α

+ k
| u(x)− u(y) |
| x− y |α

.

Daí,

sup
x 6=y

| h0(x)− h0(y) |
| x− y |α

≤ sup
x 6=y

| p(x)− p(y) || f(u)(y) |
| x− y |α

+ sup
x6=y

| p(x) || f(u)(x)− f(u)(y) |
| x− y |α

+ k sup
x 6=y

| u(x)− u(y) |
| x− y |α

p,f(u)∈L∞(Ω)︷︸︸︷
≤ c1 sup

x 6=y

| p(x)− p(y) |
| x− y |α

+ c1 sup
x 6=y

| f(u)(x)− f(u)(y) |
| x− y |α

+

+k sup
x 6=y

| u(x)− u(y) |
| x− y |α

.

Uma vez que p, f(u), u ∈ C0,α
loc (Ω), segue que

sup
x 6=y

| h0(x)− h0(y) |
| x− y |α

< +∞,

1ver Apêndice B
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o que implica em h0 ∈ C0,α
loc (Ω). Segue do Teorema B.21 que o problema
∆u− ku = p(x)f(u)− ku em Ω

u = g em ∂Ω

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω

tem uma única solução u1 ∈ C2,α
loc (Ω) ∩ C(Ω).

Com o mesmo procedimento feito anteriormente, concluímos que h1 : Ω → R

dada por h1(x) = h(x, u1(x)) é localmente Hölder contínua de expoente α em Ω e,

consequentemente, o problema
∆u− ku = h1(x) em Ω,

u = g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

tem uma única solução u2 ∈ C2,α
loc (Ω) ∩ C(Ω).

Dessa forma, obtemos indutivamente uma sequência
(
un

)
n≥0
⊂ C2,α

loc (Ω) ∩ C(Ω)

de funções tais que u0 = u e un é a única solução do problema
∆u− ku = hn−1(x) em Ω,

u = g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

(Pn)

em que hn−1(x) = h(x, un−1(x)) ∈ C0,α
loc (Ω).

Note que a sequência
(
un

)
n∈N

é não-decrescente e limitada em [u, u]. Com efeito,

verifiquemos inicialmente que u ≤ u1 ≤ u. Pela definição de supersolução, temos

∆u ≤ p(x)f(u) em Ω,

o que implica

∆u− ku ≤ h(x, u(x)) em Ω.

Por outro lado,

∆u1 − ku1 = h0(x) = h(x, u(x)) em Ω,

pois u1 é solução única de (P1). Sendo u ≤ u e h não-crescente na variável t, temos

∆u− ku ≤ ∆u1 − ku1 em Ω.



Capítulo 1. Resultados Preliminares 17

Logo,  ∆u1 − ku1 ≥ ∆u− ku em Ω,

u1 ≤ u em ∂Ω.

Por princípio do máximo2 segue que u1 ≤ u em Ω.

Pela definição de subsolução,

p(x)f(u) ≤ ∆u em Ω

assim

h(x, u(x)) ≤ ∆u− ku em Ω.

Sendo u1 solução única de (P1),

∆u1 − ku1 = h(x, u(x)) em Ω.

Daí,  ∆u1 − ku1 ≤ ∆u− ku em Ω,

u1 ≥ u em ∂Ω.

Por princípio do máximo segue que u ≤ u1 em Ω.

Agora, por indução, mostraremos que un ≤ un+1 para todo n ≥ 0 em Ω. O caso

n = 0 foi feito anteriormente. Suponha que

ul−1 ≤ ul em Ω.

Desde que ul+1 é a solução única de (Pl+1), temos

∆ul+1 − kul+1 = hl(x) em Ω

usando a hipótese de indução e o fato de h ser não-crescente na variável t, temos

h(x, ul(x)) ≤ h(x, ul−1(x)) em Ω,

isto é, hl(x) ≤ hl−1(x) em Ω. sendo ul solução única de (Pl), segue que

∆ul − kul = hl−1(x) em Ω.

Portanto,  ∆ul+1 − kul+1 ≤ ∆ul − kul em Ω,

ul+1 ≥ ul em ∂Ω.

2ver Corolário A.3
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Assim, por princípio de máximo ul ≤ ul+1 em Ω, mostrando a monotonicidade da

sequência
(
un

)
n∈N

.

Por fim, para concluir que a sequência é limitada basta verificar que un ≤ u em

Ω para todo n ≥ 0. O caso n = 0 é satisfeito por hipótese. Suponha, que

ul ≤ u em Ω.

Desde que ul+1 é a solução única de (Pl+1), temos

∆ul+1 − kul+1 = hl(x) em Ω.

Usando a hípotese de indução e o fato de h ser não-crescente na variável t, temos

h(u) ≤ h(x, ul(x)) em Ω,

o que implica

p(x)f(u)− ku ≤ hl(x) em Ω,

e portanto  ∆u− ku ≤ ∆ul+1 − kul+1 em Ω,

u ≥ ul+1 em ∂Ω.

Por princípio de máximo ul+1 ≤ u em Ω, mostrando que u ≤ un ≤ u para n ≥ 0.

Uma vez que para cada x ∈ Ω a sequência
(
un(x)

)
n∈N

é monótona não-decrescente,

fica bem definida a função

u : Ω → R

x 7→ u(x) = lim
n
un(x).

Agora, mostraremos que u é solução do problema (1.2), isto é, u ∈ C2(Ω)∩C(Ω)

e satisfaz (1.2).

Com efeito, sendo u ≤ un ≤ u para todo n ≥ 0 em Ω segue

| un(x) | ≤ M0 ∀x ∈ Ω ∀n ≥ 0, (1.4)

isto é,
(
un

)
n≥0

é uniformemente limitada em Ω por M0.

Desde que f ∈ C1
(
[0,+∞)

)
, segue que

hn ∈ L∞(Ω) ∀n ∈ N.
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Logo, ∀s ≥ 1

hn ∈ Ls(Ω) n ∈ N.

Pelo Teorema B.113 segue que

un ∈ W 2,s(Ω) ∀n ∈ N.

Escolhendo s ≥ N , temos por Imersão Compacta

un ∈ C1,γ(Ω) ∀n ∈ N,

para algum 0 < γ < 1, o que implica hn ∈ C0,γ(Ω). Pelo Teorema B.154, un ∈ C2,γ(Ω)

e existe C > 0 tal que

‖ un ‖C2,γ(Ω) ≤ C ‖ hn ‖C0,γ(Ω)< +∞.

Como

C2,γ(Ω) ↪→ C2(Ω)

compactamente, existe uma subsequência
(
unj

)
e ũ ∈ C2(Ω) tais que

unj → ũ em C2(Ω).

Por unicidade do limite

unj → u em C2(Ω).

O resultado segue passando ao limite em (Pnj) quando nj → +∞.

Observação 1.1. O Teorema 1.1 contínua sendo verdadeiro para uma classe bem mais
geral de Equações Elípticas Semilineares. Para maiores detalhes ver [14] p. 92.

A seguir um resultado de existência de solução positiva para o problema (1.2)

que usaremos com frequência no decorrer do capítulo.

Proposição 1.1. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado. Suponha p ∈ C0,α(Ω) uma
função não-negativa, f satisfazendo (f1) e g : ∂Ω → (0,+∞) uma função contínua.
Então, o problema de valor de fronteira

∆u = p(x)f(u) em Ω,

u = g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

tem uma única solução clássica.
3Teorema de Agmon, Douglis e Niremberg
4Teorema de Schauder
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Demonstração.

Existe uma constante c > 0 tal que

| g(x) | ≤ c ∀x ∈ ∂Ω, (1.5)

pois g é contínua no compacto ∂Ω.

Seja n0 ∈ N tal que n0 > c e defina a função

u : Ω → R

x 7→ u(x) = n0.

Note que u é uma supersolução do problema (1.2). Com efeito, sendo p e f não-

negativas,

∆u = 0 ≤ p(x)f
(
u(x)

)
em Ω. (1.6)

De (1.5) e (1.6), 
∆u ≤ p(x)f(u) em Ω,

u ≥ g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

mostrando que u é uma supersolução de (1.2).

Para obter uma subsolução de (1.2), vamos supor sem perda de generalidade que

0 /∈ Ω e considerar o seguinte problema auxiliar:

∆v = Φ(r) em A(r,r) = {x ∈ RN ; r <| x |< r} (1.7)

onde

r = inf{τ > 0; ∂B(0, τ) ∩ Ω 6= ∅}

r = sup{τ > 0; ∂B(0, τ) ∩ Ω 6= ∅}
(
o qual existe pois Ω é limitado

)
e

Φ : [r, r] → R

r 7→ Φ(r) = max
|x|=r

p(x).
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A função dada por

v : [r, r] → R

r 7→ v(r) = 1 +

∫ r

r

[
σ1−N

(∫ σ

0

τN−1Φ(τ)dτ

)]
dσ

é uma solução radial de (1.7).

Com efeito, defina a seguinte função

h : [0,+∞) → R

σ 7→ h(σ) =

∫ σ

0

τN−1Φ(τ)dτ.

Assim,

v(r) = 1 +

∫ r

r

σ1−Nh(σ)dσ.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo

dv

dr
= r1−Nh(r) ⇒ N − 1

r

dv

dr
=
N − 1

r
r1−Nh(r) (1.8)

e

d2v

dr2
= (1−N)r−Nh(r) + r1−NrN−1Φ(r) ⇒ d2v

dr2
= −N − 1

r
r1−Nh(r) + Φ(r).(1.9)

De (1.8) e (1.9) temos

∆v =
N − 1

r

dv

dr
+
d2v

dr2
= Φ(r),

isto é, v é solução radial de (1.7).

A continuidade de g em ∂Ω, assegura a existência de x0 ∈ ∂Ω tal que

g0 := g(x0) = min
∂Ω

g > 0.

Considere a seguinte função

h̃ : (0, g0] → R

z 7→ h̃(z) =

∫ g0

z

1

f(t)
dt

e observe que

lim
z→0+

h̃(z) = +∞. (1.10)
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De fato, desde f ′(0) existe considere L = lim
t→0

f(t)

t
. Dado ε > 0 existe ζ > 0, tal

que 0 < t ≤ ζ implica
f(t)

t
< ε+ L, ou seja,

1

tε′
≤ 1

f(t)
∀ 0 < t ≤ δ, (1.11)

em que ε′ = L + ε. Escolhendo δ suficientemente pequeno, de modo que 0 < δ ≤ g0,

ficamos com ∫ g0

z

dt

f(t)
≥
∫ δ

z

dt

f(t)

e por (1.11) ∫ δ

z

dt

f(t)
≥
∫ δ

z

dt

tε′
.

Logo, ∫ g0

z

dt

f(t)
≥ 1

ε′
ln t

∣∣∣∣δ
z

=
1

ε′
(ln δ − ln z). (1.12)

Passando ao limite em (1.12) quando z → 0+, obtemos

lim
z→0+

∫ g0

z

1

f(t)
dt = +∞.

Sendo h̃ contínua e h̃(g0) = 0, segue do Teorema Fundamental do Cálculo que
dh̃

dt
< 0,

o que implica h̃ é decrescente.

De (1.10) dado ε > 0, existe δ > 0 tal que 0 < z < δ implica h̃(z) > ε. Em

particular, existe δ0 > 0 tal que para 0 < z < δ0

h̃(z) > max
∂Ω

v.5

Considere z0 ∈ (0, δ0), então ∫ g0

z0

dt

f(t)
> max

∂Ω
v. (1.13)

Pelo Teorema do Valor Intermediário existe c ∈ (z0, g0) tal que

h̃(c) = max
∂Ω

v.

5Como v é contínua no compacto [r, r] existe ζ = max
Ω

v. Desde que ∆v ≥ 0, v é uma função

subharmônica(cujo máximo é atingido na fronteira), temos

ζ = max
∂Ω

v.
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Note que para cada x ∈ Ω, existe um único y ∈ (c, g0) tal que

v(x) =

∫ y

c

1

f(t)
dt.

De fato, dado x ∈ Ω, temos

v(x) ≤ max
∂Ω

v.

De (1.13) (existência), da monotonicidade de h̃ e do Teorema do Valor intermediário

(unicidade) existe um único y ∈ (c, g0) tal que

v(x) = h̃(y).

Agora, basta notar que existe um único y ∈ R com c < y ≤ y < g0 tal que

h̃(y) =

∫ y

c

1

f(t)
dt.

Suponha que existem y1, y2 ∈ (c, g0) com y1 6= y2 tais que∫ y1

c

1

f(t)
dt =

∫ y2

c

1

f(t)
dt. (1.14)

Supondo, sem perda de generalidade, que y1 < y2, temos

∫ y1

c

1

f(t)
dt

1
f
>0︷︸︸︷
<

∫ y1

c

1

f(t)
dt+

∫ y2

y1

1

f(t)
dt,

isto é, ∫ y1

c

1

f(t)
dt <

∫ y2

c

1

f(t)
dt,

o que é um absurdo com (1.14). Portanto, para cada x ∈ Ω, existe um único y ∈ (c, g0)

tal que

v(x) =

∫ y

c

1

f(t)
dt.

Dessa forma, podemos definir implicitamente a seguinte função

u : Ω → R

x 7→ u(x) := y

onde y é o único número em (c, g0) tal que

v(x) =

∫ y

c

1

f(t)
dt =

∫ u(x)

c

1

f(t)
dt. (1.15)
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Vamos mostrar agora que u é Subsolução de (1.2). Para tanto, observe inicial-

mente que a aplicação

F : Ω× R → R

(x, y) 7→ F (x, y) = v(x)− h̃(y)

é de classe C2 em Ω× R, pois f é de classe C1
(
[0 +∞)

)
. Além disso, F (x, u(x)) = 0

com
∂F

∂y
(x, u(x)) 6= 0. Logo, pelo Teorema da Função Implicita6 existe uma bola

B = B(x; δ) e um intervalo J = (u(x)− ε, u(x) + ε) com as seguintes propriedades:

1. B × J ⊂ Ω× R e
∂F

∂y
6= 0 para todo (x, y) ∈ B × J ;

2. Para todo x ∈ B existe um único y = u(x) ∈ J tal que F (x, y) = F (x, u(x)) = 0

Ademais, a função u : Ω→ R, assim definida, é de classe C2 e suas derivadas parciais

em cada ponto x ∈ B são dadas por

∂u(x)

∂xi
(x) = −

∂F
∂xi

(x, u(x))
∂F
∂y

(x, u(x))
.

Por outro lado u < g0, o que implica

u(x) < g(x) em ∂Ω.

Assim, basta verificar que

∆u ≥ p(x)f(u) em Ω.

Observe que, aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo em (1.15)

∂v

∂xi
=

1

f(u(x))

∂u(x)

∂xi

daí,

∂2v

∂x2
i

=
−f(u(x))[
f(u(x))

]2

∂u(x)

∂xi

∂u(x)

∂xi
+

1

f(u(x))

∂2u(x)

∂x2
i

=
−f(u(x))[
f(u(x))

]2

[∂u(x)

∂xi

]2

+
1

f(u(x))

∂2u(x)

∂x2
i

.

6ver Teorema B.3
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Então,

∆v(x) =
N∑
i=1

∂2v

∂x2
i

=
−f(u(x))[
f(u(x))

]2

N∑
i=1

[∂u(x)

∂xi

]2

+
1

f(u(x))

N∑
i=1

∂2u(x)

∂x2
i

=
−f(u(x))[
f(u(x))

]2 | ∇u(x) |2 +
1

f(u(x))
∆u(x).

Sendo f ≥ 0, temos

∆v(x) ≤ 1

f(u(x))
∆u(x)

e por (1.7), concluímos

∆u(x) ≥ p(x)f(u(x))

donde 
∆u ≥ p(x)f(u) em Ω,

u ≤ g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

mostrando que u é uma subsolução de (1.2). Pelo Teorema 1.1, segue que o problema

(1.2) tem uma solução clássica u tal que

u ≤ u ≤ u.

Uma vez que u é positiva em Ω, concluímos que a solução do problema (1.2) é positiva.

Por fim, mostraremos que u é solução única de (1.2). Para isso, suponha que

existam u1, u2 soluções de (1.2).

Note que u1 ≤ u2 em Ω. De fato, suponha, por contradição, que exista x0 ∈ Ω

tal que u2(x0) < u1(x0). Dessa forma, o conjunto

ω = {x ∈ Ω ; u2(x) < u1(x)} 6= 0.

Sendo f não-decrescente,

f(u2) ≤ f(u1) em ω,

o que implica

∆
(
u1(x)− u2(x)

)
= p(x)

(
f(u1)− f(u2)

)
≤ 0 em ω.
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Desde que

u1(x) ≤ u2(x) em ωc,

temos

u1(x) = u2(x) em ∂ω.

Assim,  ∆ũ ≥ 0 em ω,

ũ = 0 em ∂ω,

em que ũ(x) = u1(x) − u2(x). Logo, ũ é uma função subharmônica, e portanto o

máximo é atingido na fronteira. Assim

ũ(x) ≤ max
x∈ω

ũ(x) ≤ 0 em ω,

ou seja,

u1 ≤ u2 em ω

o que é uma contradição. Portanto, u1 ≤ u2 em Ω. De maneira inteiramente análoga,

verificamos que u2 ≤ u1 em Ω mostrando, dessa forma, a unicidade da solução.

Observação 1.2. Vale ressaltar que quando g ≡ C constante, a regularidade da sub-
solução é melhorada. Neste caso, em verdade, tanto a sub quanto a supersolução são
funções C2,γ(Ω) para algum 0 < γ < 1.

1.1.2 Resultados Técnicos

Tomando como base o artigo do Keller [24], estabelecemos o seguinte resultado:

Proposição 1.2. Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado, f : [0,+∞)→ R uma função
satisfazendo (f1) e (KO) e u : Ω→ R uma solução do problema

∆u = f(u) em Ω. (1.16)

Então, existe uma função contínua não-crescente µ : R+ → R+ tal que

u(x) ≤ µ(ρ(x)) ∀x ∈ Ω,

onde ρ(x) = dist(x, ∂Ω). A função µ satisfaz os limites

lim
t→0+

µ(t) = +∞ e lim
t→+∞

µ(t) = 0.
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Demonstração.

Note que é suficiente mostrar o resultado em bolas. Com efeito, sejam u : Ω→ R

solução do problema (1.16) e x0 ∈ Ω. Desde que Ω é aberto, existe r > 0 tal que

B(x0, r) ⊂⊂ Ω. Seja c > 0 tal que

| u(x) | ≤ c em ∂B(x0, r).

Considere o seguinte problema ∆v = f(v) em B(x0, r),

v = c em ∂B(x0, r).
(1.17)

Seja v uma solução de (1.17) a qual existe pela Proposição 1.1. Por princípio de

máximo, temos

u(x) ≤ v(x) em B(x0, r). (1.18)

De fato, suponha que

ω = {x ∈ B(x0, r); v(x) < u(x)} 6= ∅.

Pela monotonicidade de f , vem

f(v(x)) ≤ f(u(x)) em ω,

o que implica

∆(u(x)− v(x)) ≥ 0 em ω.

Como u(x) ≤ v(x) em ωc, temos u(x) = v(x) em ∂ω. Assim, fazendo w = u− v, temos ∆w ≥ 0 em ω,

w = 0 em ∂ω,

mostrando que w é uma função subharmônica, logo o máximo é atingido na fronteira,

de onde segue

w(x) ≤ 0 em ω,

o que é um absurdo. Portanto, ω = ∅ e a desigualdade em (1.18) segue.

Sendo a Proposição válida em bolas, existe µ : R+ → R+ tal que

v(x) ≤ µ
(
dist

(
x, ∂B(x0, r)

))
∀x ∈ B(x0, r).
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Em particular,

v(x0) ≤ µ
(
dist

(
x0, ∂B(x0, r)

))
. (1.19)

Passando ao limite em (1.19) quando dist
(
x0, ∂B(x0, r)

)
→ dist

(
x0, ∂Ω

)
, vem que

v(x0) ≤ µ
(
dist(x0, ∂Ω)

)
,

pois µ é contínua. Portanto, de (1.18) segue

u(x0) ≤ µ
(
dist(x0, ∂Ω)

)
.

Desde que x0 ∈ Ω foi arbitrário o resultado segue em domínios limitados.

Agora, mostraremos que o resultado é verdadeiro em bolas. Para tanto considere

B = B(x,R) uma bola arbitrária de RN . Sem perda de generalidade, suponha x = 0.

Primeiramente, observe que para todo n ∈ N existe uma única solução un do problema ∆u = f(u) em B,

u = n em ∂B.
(P
′
n)

assegurada pela Proposição 1.1.

Para cada x ∈ B a sequência
(
un(x)

)
n∈N

é não-decrescente. Com efeito, seja

x ∈ B e suponha, por absurdo, que existe n0 ∈ N tal que un0+1(x) < un0(x). Logo, o

conjunto

ω
′
= {y ∈ B ; un0+1(y) < un0(y)} 6= ∅.

Como f é não-decrescente, temos

f(un0+1(y)) ≤ f(un0(y)) em ω
′
. (1.20)

Note que

un0(y) < un0+1(y) em
(
ω
′)c

o que implica

un0(y) = un0+1(y) em ∂ω
′

(1.21)

Assim, de (1.21) e (1.22), temos ∆ν ≤ 0 em ω
′
,

ν = 0 em ∂ω
′
,
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onde ν(x) = un0+1(x) − un0(x). Logo, ν é uma função superharmônica e seu ínfimo é

atingido na fronteira. Então,

ν ≥ 0 em ω
′
,

isto é,

un0+1(x)− un0(x) ≥ 0 em ω
′

o que é um absurdo. Portanto, dado x ∈ B a sequência
(
un(x)

)
n∈N

é não-decrescente.

Além disso, para todo n ≥ 1, un é radialmente simétrica. Com efeito, caso

contrário, existiria uma função un0 tal que dado x ∈ B, obteríamos y = y(x) de tal

modo que

un0(x) 6= un0(y).

Dessa forma, poderíamos definir vn0 dada por

vn0(x) = un0(y)

Desde que o Laplaciano é invariante por rotações, teríamos

∆vn0(x) = ∆un0(y)

e consequentemente  ∆vn0(x) = f(vn0(x)) em B,

vn0 = n0 em ∂B,

contrariando a unicidade de un0 , justificando que un é uma função radial para todo

n ∈ N. Sendo un uma função radial, temos

vn(r) := un(x) onde | x |= r ∀n ∈ N.

Assim,

v
′′

n(r) +
N − 1

r
v
′

n(r) = f(vn) em (0, R) (1.22)

vn(R) = n (1.23)

Agora, observe que sem perda de generalidade podemos substituir a condição de

fronteira (1.24) por

vn(0) = v0,n. (1.24)
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Com efeito, basta mostrar que cada vn(0) é unicamente determinado. Suponha que

exista ṽn satisfazendo (P
′
n) tal que

ṽn(0) = v0,n.

Então,

vn(R) = ṽn(R).

De fato, caso contrário, poderíamos supor, sem perda de generalidade, que

vn(R) < ṽn(R).

Por Princípio do Máximo teríamos

vn(r) < ṽn(r),

em particular, vn(0) < ṽn(0) o que é um absurdo, mostrando que

vn(R) = ṽn(R).

Consequentemente, podemos substituir a condição de fronteira pela condição na origem

vn(0) = v0,n.

Mulplicando ambos os membros de (1.23) por rN−1, encontramos

rN−1N − 1

r
v
′

n(r) + rN−1v
′′

n(r) = rN−1f(vn(r)), 0 < r < R.

Por outro lado,

rN−1N − 1

r
v
′

n(r) + rN−1v
′′

n(r) = (N − 1)rN−2v
′

n(r) + rN−1v
′′

n(r) =
(
rN−1v

′

n(r)
)′
.

Assim,

rN−1f(vn(r)) =
(
rN−1v

′

n(r)
)′
, 0 < r < R.

Integrando de 0 a r a igualdade anterior, concluímos pelo Teorema Fundamental do

Cálculo

rN−1v
′

n(r) =

∫ r

0

sN−1f(vn(s))ds,

isto é,

v
′

n(r) = r1−N
∫ r

0

sN−1f(vn(s))ds. (1.25)
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De (1.26) temos v′n(r) ≥ 0, isto é, vn(r) é não-decrescente para todo n ∈ N. Uma vez

que f também é não-decrescente, segue

v
′

n(r) ≤ r1−N
∫ r

0

sN−1f(vn(r))ds

donde

v
′

n(r) ≤ r

N
f(vn(r)) 0 < r < R. (1.26)

De (1.23) e (1.27), temos

f(vn) ≤ v
′′

n(r) +
N − 1

r

r

N
f(vn(r))

o que implica

1

N
f(vn) ≤ v

′′

n(r). (1.27)

Por outro lado, de (1.23)

v
′′

n(r) ≤ f(vn). (1.28)

De (1.28) e (1.29), obtemos

1

N
f(vn) ≤ v

′′

n(r) ≤ f(vn). (1.29)

Multiplicando as desigualdades em (1.30) por v′n(r) e integrando de 0 a r, encontramos

1

N

∫ r

0

v
′

n(s)f(vn)ds ≤
∫ r

0

v
′′

n(s)v
′

n(s)ds ≤
∫ r

0

v
′

n(s)f(vn)ds.

Se fizermos t = v
′
n(s), temos dt = v

′′
n(s)ds, então

1

N

∫ r

0

v
′

n(s)f(vn)ds ≤
∫ v

′
n(r)

v′n(0)

tdt ≤
∫ r

0

v
′

n(s)f(vn)ds.

Agora, fazendo τ = vn(s), temos dτ = v
′
n(s)ds e daí

1

N

∫ vn(r)

vn(0)

f(τ)dτ ≤
∫ v

′
n(r)

v′n(0)

tdt ≤
∫ vn(r)

vn(0)

f(τ)dτ. (1.30)

Segue de (1.25) e (1.31) que

1

N

∫ vn(r)

v0,n

f(τ)dτ ≤
∫ v

′
n(r)

v′n(0)

tdt ≤
∫ vn(r)

v0,n

f(τ)dτ. (1.31)
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Um fato importante que devemos observar é:

v
′

n(0) = 0.

De fato, por (1.26)

v
′

n(r) =

∫ r
0
sN−1f(vn(s))ds

rN−1
·

Desde que

lim
r→0

rN−1 = 0 = lim
r→0

∫ r

0

sN−1f(vn(s))ds,

segue da regra de L′Hôspital e do Teorema Fundamental do Cálculo,

lim
r→0

v
′

n(r) = lim
r→0

rN−1f(vn(r))(
N − 1

)
rN−2

,

o que implica

v
′

n(0) = lim
r→0

rf(vn(r)))

N − 1
= 0,

pois vn ∈ C2(B).

Denote, por simplicidade,

H(vn, v0,n) = 2

∫ vn(r)

v0,n

f(τ)dτ.

Por (1.32) vem que

1

N
H(vn, v0,n) ≤

[
v
′

n(r)
]2

≤ H(vn, v0,n),

ou seja, [ 1

N
H(vn, v0,n)

] 1
2 ≤ v

′

n(r) ≤
[
H(vn, v0,n)

] 1
2
.

Desde que v′n > 0 para r ∈ (0, R) multiplicando as desigualdades acima por
(
v
′
n(r)

)−1

encontramos[ 1

N
H(vn, v0,n)

] 1
2 (
v
′

n(r)
)−1 ≤ 1 ≤

[
H(vn, v0,n)

] 1
2 (
v
′

n(r)
)−1 (1.32)

e integrando (1.33) de 0 a r, encontramos∫ r

0

[
H(vn, v0,n)

]− 1
2
v
′

n(s)ds ≤
∫ r

0

ds ≤
√
N

∫ r

0

[
H(vn, v0,n)

]− 1
2
v
′

n(s)ds. (1.33)

Fazendo t = vn(s), obtemos de (1.34)∫ vn(r)

v0,n

[
H(t, v0,n)

]− 1
2
dt ≤ r ≤

√
N

∫ vn(r)

v0,n

[
H(t, v0,n)

]− 1
2
dt. (1.34)
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A condição de Keller-Osserman assegura que a função

A : R+ → R+

r 7→ A(r) :=

∫ +∞

r

[
H(t, r)

]− 1
2
dt

está bem definida. Em particular, temos

A(v0,n) =

∫ ∞
v0,n

[
H(t, v0,n)

]− 1
2
dt.

Além disso, note que

lim
v0,n→+∞

A(v0,n) = 0 e lim
v0,n→0+

A(v0,n) = +∞. (1.35)

O segundo limite ocorrendo devido a condição de Keller - Osserman. Observe que se

existe r ∈ (0, R) tal que

vn(r) = +∞,

então r ∈
[
A(v0,n),

√
NA(v0,n)

]
.

De fato, suponha que exista r0 ∈ (0, R) tal que vn torne-se infinito. Então,

passando ao limite em (1.34) quando r → r0, concluímos∫ +∞

v0,n

[
H(t, v0,n)

]− 1
2
dt ≤ r0 ≤

(
N
) 1

2

∫ +∞

v0,n

[
H(t, v0,n)

]− 1
2
dt,

ou seja,

r0 ∈
[
A(v0,n),

√
NA(v0,n)

]
.

A pergunta que podemos fazer é: Será que existe pelo menos um

r ∈
[
A(v0,n),

√
NA(v0,n)

]
para o qual vn(r) = +∞? A resposta para essa pergunta é positiva. Caso contrário,

de (1.23), teríamos

v
′′

n(r) +
N − 1

r
v
′

n(r) = f(vn) em
(

0,
√
NA(v0,n)

)
.

Passando ao limite em (1.35) quando r →
√
NA(v0,n), obteríamos

√
NA(v0,n) ≤

√
N

∫ vn

(√
NA(v0,n)

)
v0,n

[
H(t, v0,n)

]− 1
2
dt <

√
NA(v0,n)

o que é um absurdo.
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Agora, note que o intervalo máximo de definição da EDO

v
′′

n(r) +
N − 1

r
v
′

n(r) = f(vn) (∗)

é (0, R0) com R0 ∈
[
A(v0,n),

√
NA(v0,n)

]
.

Com efeito, note primeiramente que R0 6= +∞. Do contrário, a solução de

(∗) vn(r) sería Blow-up globalmente definida, consequentemente seria limitada em[
A(v0,n),

√
NA(v0,n)

]
o que não pode ocorrer. Com o mesmo argumento, justificamos

que não pode ocorrer
√
NA(v0,n) < R0. Dessa forma, R0 ∈

[
A(v0,n),

√
NA(v0,n)

]
, pois

onde a solução da EDO (∗) é Blow-up se encontra no intervalo máximal de definição.

Dessa forma, podemos definir B : R+ → R+ contínua de modo que B(v0,n) := r

onde r é um número real escolhido em
[
A(v0,n),

√
NA(v0,n)

]
tal que vn(r) = +∞.

Defina a seguinte função

µ : R+ → R+

s 7→ µ(s) := min{v0,n ; B(v0,n) = s}.

A continuidade de µ segue da continuidade da função B. Não é difícil ver que µ é

não-crescente. Com efeito, desde que B é não-crescente quanto menor s ∈ R+ maior

será os valores de v0,n para os quais B(v0,n) = s. Dessa forma, dados s1, s2 ∈ (0,+∞),

com s1 < s2, temos

µ(s2) ≤ min{v0,n ; B(v0,n) = s2}

≤ max{v0,n ; B(v0,n) = s2}

≤ min{v0,n ; B(v0,n) = s1}

≤ µ(s1),

ou seja, µ é não-crescente.

Agora, observe que por princípio de máximo

u(x) ≤ vn(x) ∀x ∈ B(0, R)

para todo n ∈ N tal que vn(R) = +∞. Em particular,

u(0) ≤ vn(0) n ∈ N
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tal que vn(R) = +∞. Logo, u(0) é cota inferior para o conjunto {v0,n ; B(v0,n) = R}.

Portanto, por definição,

u(0) ≤ µ(R) = µ
(
dist(0, ∂Ω)

)
.

Para concluir, recorde que

A(v0,n) ≤ B(v0,n) ≤
√
NA(v0,n).

Logo, por (1.36) segue que se B(v0,n) → +∞, então v0,n → 0. Além disso, pela

definição da função B, se B(v0,n)→ 0+, temos v0,n → +∞ o que implica

lim
R→+∞

min{v0,n ; B(v0,n) = R} = 0 e lim
R→+0+

min{v0,n ; B(v0,n) = R} = +∞,

ou seja,

lim
R→+∞

µ(R) = 0 e lim
R→+0+

µ(R) = +∞.

Como queríamos demonstrar.

A seguir, um resultado técnico de fundamental importância no estudo desse capí-

tulo.

Lema 1.1. Se f é uma função que satifaz (f1) e (KO), então∫ ∞
1

dt

f(t)
< +∞. (1.36)

Demonstração.

Seja R > 0 e B = B(0, R). Segue da Proposição 1.1 que para cada n ∈ N o

problema  ∆u = f(u) em B,

u = n em ∂B,
(P
′′
n )

tem uma única solução un ∈ C2(B) ∩ C(B) positiva. Com os mesmos argumentos

feitos na Proposição 1.2, verificamos que para cada x ∈ B a sequência
(
un(x)

)
n∈N

é

não-decrescente.

Além disso,
(
un(x)

)
n∈N

é uniformemente limitada em subdomínios compactos de

B. De fato, sejam K ⊂ B um conjunto compacto e dK := dist
(
K, ∂B

)
a distância

entre K e ∂B que é atingida. Pela definição de ínfimo para cada x ∈ K temos

0 < dK ≤ dist
(
x, ∂B

)
.



Capítulo 1. Resultados Preliminares 36

Segue da Proposição 1.2 que existe uma função contínua, não-crescente µ : R+ → R+

tal que

un(x) ≤ µ

(
dist

(
x, ∂B

))
∀x ∈ K,

o que implica

un(x) ≤ µ(dK) ∀x ∈ K,

mostrando un ∈ L∞(K) para todo subdomínio compacto K de B. Consequentemente,

para todo subdomínio compacto de B existe o limite pontual u(x) := lim
n
un(x) em B.

Mostraremos que tal limite é uniforme, e portanto, u ∈ C2(B), pois un ∈ C2(B)∩C(B).

Para tanto, seja K ⊂ B compacto. Então,

un ∈ L∞(K) (1.37)

de onde segue que

f(un) ∈ L∞(K). (1.38)

Como med
(
Ω
)
< +∞,

f(un) ∈ Ls(K) ∀ s ≥ 1,

em particular, escolhendo r > N e aplicando o Teorema B.11,

un ∈ W 2,r(Ω1), Ω1 ⊂ K

e existe c > 0 tal que

‖ un ‖2,r,Ω1 ≤ c
(
‖ u ‖r,K + ‖ f(un) ‖r,K

)
.

De (1.37) e (1.38), existe c1 > 0 tal que

‖ un ‖2,r,Ω1 ≤ c1 ∀n ∈ N.

Por outro lado, pelo Teorema B.13, temos que

un ∈ C1,γ(Ω1) para algum 0 < γ < 1− N

r
(1.39)

e existe uma constante c2 > 0 tal que

‖ un ‖C1,γ(Ω1) ≤ c2 ∀n ∈ N.
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Dessa forma, sendo f de classe C1
(
[0,+∞)

)
segue de (1.39) que

f(un) ∈ C0,γ(Ω1). (1.40)

Desde que un ∈ C2(B) e f satisfaz (1.40), pelo Teorema B.24 o problema ∆v = f(un) em Ω1,

v = un em ∂Ω1,

tem uma única solução un ∈ C2,γ(Ω1). Além disso, existe c3 > 0 tal que

‖ un ‖C2,γ(Ω1) ≤ c3

(
‖ f(un) ‖C0,γ(Ω1) + ‖ un ‖C(Ω)

)
o que implica na existência de c4 > 0 tal que

‖ un ‖C2,γ(Ω1) ≤ c4.

Uma vez que

C2,γ(Ω1) ↪→ C2(Ω1)

compactamente, segue que existe uma subsequência que converge uniformemente em

C2, isto é, existe (unj) subsequência de (un) tal que

unj → u em C2(Ω1)

uniformemente. Portanto, u ∈ C2(B) e satisfaz

∆u = f(u) em B. (1.41)

Agora, mostraremos que para cada n ∈ N temos que un é radialmente simétrica

em B. Para isso, primeiramente observe que por (P
′′
n ), temos ∆

(
un − n

)
≥ 0 em B,

un − n = 0 em ∂B.

Assim, un−n é uma função subhamônica cujo o supremo é atingido na fronteira. Logo,

un(x)− n ≤ 0 em B,

isto é,

un(x) ≤ n em B.
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Dessa forma, a função vn = n− un verifica

∆vn = −∆un = −f(un) = −f(n− vn).

implicando que 
∆vn ≤ 0 em B,

vn = 0 em ∂B,

vn ≥ 0, vn 6= 0 em B.

Defina g(t) := f(n− t) e considere o problema ∆vn + g(vn) = 0 em B,

vn > 0, em B.
(P
′′′
n )

Aplicando o Teorema B.277 em (P
′′′
n ) temos que vn é radialmente simétrica em B, con-

sequentemente un é radialmente simétrica em B. Ademais, u é radialmente simétrica,

pois é o limite de uma sequência de funções radiais em B.

Sendo u radialmente simétrica

N − 1

r
u
′
(r) + u

′′
(r) = f(u(r)) 0 < r < R. (1.42)

Mulplicando por rN−1 ambos os membros de (1.42), encontramos

rN−1f(u(r)) = rN−1N − 1

r
u
′
(r) + rN−1u

′′
0 < r < R.

Uma vez que,

rN−1N − 1

r
u
′
(r) + rN−1u

′′
(r) = (N − 1)rN−2u

′
(r) + rN−1u

′′
(r) =

(
rN−1u

′
(r)
)′

obtemos

f(u(r)) =
(
rN−1u

′
)′

0 < r < R. (1.43)

Integrando (1.43) de 0 a r, concluímos pelo Teorema Fundamental do Cálculo

rN−1u
′
(r) =

∫ r

0

sN−1f(u(s))ds,

isto é,

u
′
(r) = r1−N

∫ r

0

sN−1f(u(s))ds 0 < r < R. (1.44)

7Gidas-Ni-Niremberg



Capítulo 1. Resultados Preliminares 39

Daí, u′(r) ≥ 0 e sendo f não-descrescente,

u
′
(r) ≤ r1−N

∫ r

0

sN−1f(u(r))ds

donde

u
′
(r) ≤ r

N
f(u(r)) 0 < r < R. (1.45)

Com um procedimento análogo, verificamos que un também satisfaz as propriedades

(1.44) e (1.45) para n ≥ 1, ou seja,

u
′

n(r) = r1−N
∫ r

0

sN−1f(un(s))ds (1.46)

e

u
′

n(r) ≤ r

N
f(un(r)) 0 < r < R. (1.47)

Agora, mostraremos que u é solução Blow-up do problema (1.41), equivalente-

mente, provaremos que

u(r)→ +∞ quando r ↑ R−.

Suponha, por contradição que exista C > 0 tal que

u(r) < C, ∀ r ∈ (0, R).

Considere n0 ∈ N de modo que n0 > 2C. Desde que

lim
ruparrowR

un0(r) = lim
dist
(
x,∂B
)
→0

un0(x) = n0.

Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que | r −R |< δ implica

| un0(r)− n0 |< ε,

em particular, existe δ0 > 0 tal que para 0 < R− δ0 < r < R, temos

n0 − C < un0(r) < n0 + C.

Assim, para r ∈ (r0, R), temos

C

n0>2C︷︸︸︷
< un0(r). (1.48)
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onde r0 = R− δ0.

Desde que para cada r ∈ (0, R)
(
un(r)

)
é não-decrescente segue que,

un0(r) ≤ un0+1(r) ≤ · · · ≤ un(r) ≤ un+1(r) ≤ · · · ∀ r ∈ (r0, R),

isto é,

C < un(r) ∀ r ∈ (r0, R),

implicando

C ≤ lim
n
un(r) = u(r) ∀r ∈ (r0, R),

o que é uma contradição, mostrando que u é solução Blow-up de (1.41).

Para concluir (1.36), observe que integrando de 0 a r ambos os membros da

desigualdade em (1.47), ficamos com∫ r

0

u
′
(s)

f(u(s))
ds ≤

∫ r

0

s

N
ds,

ou seja, ∫ r

0

u
′
(s)

f(u(s))
ds ≤ r2

2N
.

Se fizermos t = u(s), temos dt = u
′
(s)ds, então∫ u(r)

u(0)

dt

f(t)
ds ≤ r2

2N
. (1.49)

Passando ao limite em (1.49) quando r → R, concluímos∫ +∞

u(0)

dt

f(t)
ds ≤ R2

2N
< +∞.

como queríamos demonstrar.

1.2 Existência de Solução Blow-up

Nesta seção, estudaremos alguns resultados de existência de solução Blow-up.

No que segue, considere as seguintes condições

(p1) Para todo x0 ∈ Ω com p(x0) = 0, existe um domínio Ω0 3 x0 tal que Ω0 ⊂ Ω e

p > 0 em ∂Ω0.

(p1)
′ Existe uma sequência de domínios limitados (Ωn)n≥1 tais que Ωn ⊂ Ωn+1,

Ω =
⋃∞
n=1 Ωn e (p1) vale em Ωn ∀n ≥ 1.

(p2)

∫ ∞
0

rφ(r)dr < +∞, onde φ(r) = max{p(x); | x |= r}.
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1.2.1 Existência de Solução Blow-up em Domínios Limitados

Nosso próximo resultado estabelece existência de solução Blow-up para o prob-

lema (1.1) quando Ω é um domínio limitado.

Teorema 1.2. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado. Suponha que p não-negativa e f
satisfaçam as condições (p2), (p1), (f1) e (KO), respectivamente. Então, o problema
(1.1) tem uma solução Blow-up a qual é positiva.

Demonstração.

Para cada n ∈ N, a Proposição 1.1 assegura que o problema
∆u = p(x)f

(
u
)

em Ω,

u = n em ∂Ω,

u > 0 em Ω,

tem uma única solução vn ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω). Com argumentos similares ao anteriores

verificamos que a sequência
(
vn
)
n≥1

é não-decrescente.

Considere o seguinte problema
∆ζ = ‖ p ‖∞ f(ζ) em Ω,

ζ = 1 em ∂Ω,

ζ > 0 em Ω.

Segue da Proposição 1.1 que o problema acima tem uma única solução ζ.

Observe que ζ ≤ vn em Ω. De fato, suponha que existem n0 ∈ N, x0 ∈ Ω tal que

vn0(x0) < ζ(x0). Dessa forma, o conjunto

ω = {x ∈ Ω ; vn0(x) < ζ(x)} 6= ∅.

Desde que f é não-decrescente, temos

f(vn0) ≤ f(ζ) em ω

o que implica

∆
(
ζ(x)− vn0(x)

)
= p(x)

(
f(ζ)− f(vn0)

)
em ω.

Como

ζ(x) ≤ vn0(x) em ωc,
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segue que

ζ(x) = vn0(x) em ∂ω.

Logo,  ∆ũ ≥ 0 em ω,

ũ = 0 em ∂ω,

onde ũ(x) = ζ(x) − vn0(x). Então, ũ é uma função subharmônica cujo o máximo é

atingido na fronteira. Assim

ũ(x) ≤ max
x∈ω

ũ(x) ≤ 0 em ω,

ou seja,

ζ ≤ vn0 em ω

o que é uma contradição. Portanto,

0 < ζ ≤ v1 ≤ · · · ≤ vn ≤ · · · em Ω.

Agora, note que dado x0 ∈ Ω existem um aberto Ω0 ⊂⊂ Ω com x0 ∈ Ω0 e

M0 = M0(x0) > 0 tais que

vn ≤M0 em Ω0 ∀n ≥ 1.

Com efeito, seja x0 ∈ Ω. Estudaremos dois casos, à saber,

(i) p(x0) > 0;

(ii) p(x0) = 0.

Caso (i)

Desde que p é contínua existe r > 0 tal que

p(x) > 0 em B(x0, r) com B(x0, r) ⊂⊂ Ω.

Dessa forma, existe

m0 = min
x∈B(x0,r)

p(x) > 0.

Defina

h : [0,+∞) → R

t 7→ h(t) = m0f(t).
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Segue do Lema 1.1 que o problema

∆w = h(w) em B(x0, r)

tem uma solução w ∈ C2
(
B(x0, r)

)
a qual é Blow-up.

Por outro lado, mostramos por princípio de máximo que para todo n ∈ N,

vn(x) ≤ w(x) em B(x0, r).

Além disso, w é limitada em B(x0,
r
2
), pois w ∈ C2

(
B(x0, r)

)
o que implica na

existência Mx0 = sup
x∈B(x0,

r
2

)

w(x). Portanto, para n ≥ 1, temos

vn(x) ≤ w(x) ≤Mx0 em Ω0

onde Ω0 = B(x0,
r
2
).

Caso (ii)

Por hipótese, existe Ω0, com x0 ∈ Ω0 e Ω0 ⊂⊂ Ω tal que p > 0 em ∂Ω0. Dado

x ∈ ∂Ω0, temos p(x) > 0 e pelo Caso (i), existem B(x, rx) ⊂⊂ Ω e uma constante

Mx > 0 tais que para todo n ∈ N

vn ≤Mx em B(x,
rx
2

).

Uma vez que
(
B(x, rx

2
)
)
x∈∂Ω0

é uma cobertura aberta para ∂Ω0 que é compacta, pode-

mos extrair uma cobertura finita B(x1,
rx1
2

), B(x2,
rx2
2

), · · ·, B(xk0 ,
rxk0

2
). Considerando

M0 = max{Mx1 , ...,Mxk0
},

temos

vn ≤M0 em ∂Ω0 ∀n ≥ 1.

Aplicamos princípio de máximo, de modo similar ao que já fizemos, para concluir que

vn ≤M0 em Ω0 como queríamos.

Dessa forma, podemos definir a seguinte função

v : Ω → R

x 7→ v(x) = lim
n→+∞

vn(x).
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Considere o seguinte problema linear
−∆z = p(x) em Ω

z = 0 em ∂Ω

z > 0, z 6= 0 em Ω

Desde que p ∈ C0,α(Ω), o Teorema B.15 garante que o problema acima tem uma única

solução z ∈ C2,α(Ω).

Segue do Lema 1.1 que a função

h : (0,+∞) → R

r 7→ h(r) =

∫ ∞
r

dt

f(t)

está bem definida.

Agora, mostraremos que dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

h
(
vn(x)

)
≤ ε
(

1+ | x |2
)− 1

2
+ z(x) ∀n ≥ n0 ∀x ∈ Ω. (1.50)

Com efeito, não é difícil notar que (1.50) ocorre em ∂Ω, pois dado x ∈ ∂Ω

h
(
vn(x)

)
=

∫ ∞
vn(x)

dt

f(t)
=

∫ ∞
n

dt

f(t)
= h(n) ∀ n ∈ N.

Daí

lim
n→+∞

h
(
vn(x)

)
= 0 = z(x).

Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

h
(
vn(x)

)
< ε
(

1 +R2
)− 1

2 ∀n ≥ n0 ∀x ∈ ∂Ω,

onde R e escolhido de modo que Ω ⊂ B(0, R). Donde

h
(
vn(x)

)
< ε
(

1+ | x |2
)− 1

2
+ z(x) ∀n ≥ n0 ∀x ∈ ∂Ω. (1.51)

Suponha, por aburdo, que (1.50) não ocorra em Ω. Assim, existem ε0 > 0, x0 ∈ Ω

e n′ ≥ n0 tais que

h
(
vn′ (x0)

)
− z(x0)− ε0

(
1+ | x0 |2

)− 1
2
> 0.

De (1.51), deve existir x1 ∈ Ω tal que

∆

[
h
(
vn′ (x)

)
− z(x)− ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
∣∣
x=x1

≤ 0. (1.52)
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Pelo Teorema Fundamental do Cálculo (TFC), vem

h
(
vn′ (x)

)
= lim

b→+∞

∫ b

v
n
′ (x)

dt

f(t)

TFC︷︸︸︷
= lim

b→+∞

[
G(b)−G(vn′ (x))

]
onde G é a primitiva da função

1

f(t)
. Desde que o lim

b→+∞

[
G(b)

]
existe, pois

lim
b→+∞

[
G(b)

]
= lim

b→+∞

∫ b

v
n
′ (x)

dt

f(t)
+ lim

b→+∞

[
G(vn′ (x))

]
.

Segue que

h
(
vn′ (x)

)
= lim

b→+∞

[
G(b)

]
−
[
G(vn′ (x))

]
.

Novamente, pelo Teorema Fundamental do Cálculo (TFC), ficamos

∂

∂xi
h
(
vn′ (x)

)
= − 1

f(vn′ (x))

∂

∂xi
vn′ (x),

o que implica

∂2

∂x2
i

h
(
vn′ (x)

)
=

f(vn′ (x))[
f(vn′ (x))

]2

[
∂

∂xi
vn′ (x)

]2

− 1

f(vn′ (x))

∂2

∂x2
i

vn′ (x)

Logo,

∆

[
h
(
vn′ (x)

)]
=

N∑
i=1

∂2

∂x2
i

h
(
vn′ (x)

)
=

f(vn′ (x))[
f(vn′ (x))

]2

N∑
i=1

[
∂

∂xi
vn′ (x)

]2

− 1

f(vn′ (x))

N∑
i=1

∂2

∂x2
i

vn′ (x)

=
f(vn′ (x))[
f(vn′ (x))

]2 | vn′ (x) |2 − 1

f(vn′ (x))
∆vn′ (x)

=
f(vn′ (x))[
f(vn′ (x))

]2 | vn′ (x) |2 −p(x)

Portanto,

∆

[
h
(
vn′ (x)

)
− z(x)− ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
∣∣
x=x1

=

[
f(vn′ (x))[
f(vn′ (x))

]2 | vn′ (x) |2

−ε0∆
(

1+ | x |2
)− 1

2

]
∣∣
x=x1
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Por outro lado, como

∂

∂xi

(
1+ | x |2

)− 1
2

= −1

2

(
1+ | x |2

)− 3
2 ∂

∂xi

(
1 +

N∑
i=1

x2
i

)
= −1

2

(
1+ | x |2

)− 3
2
2xi

= −
(

1+ | x |2
)− 3

2
xi.

Dessa forma,

∂2

∂x2
i

(
1+ | x |2

)− 1
2

=
3

2

(
1+ | x |2

)− 5
2
2xixi −

(
1+ | x |2

)− 3
2 ∂xi
∂xi

= 3
(

1+ | x |2
)− 5

2
x2
i −

(
1+ | x |2

)− 3
2
.

Logo,

∆
(

1+ | x |2
)− 1

2
=

N∑
i=1

∂2

∂x2
i

(
1+ | x |2

)− 1
2

= 3
(

1+ | x |2
)− 5

2

N∑
i=1

x2
i −

(
1+ | x |2

)− 3
2

N∑
i=1

1

= 3
(

1+ | x |2
)− 5

2 | x |2 −N
(

1+ | x |2
)− 3

2

= 3
(

1+ | x |2
)− 5

2 | x |2 −N
(

1+ | x |2
)− 3

2
+

+ 3
(

1+ | x |2
)− 5

2 − 3
(

1+ | x |2
)− 5

2

=
(
3−N

)(
1+ | x |2

)− 3
2 − 3

(
1+ | x |2

)− 5
2
,

ou seja,

∆
(

1+ | x |2
)− 1

2
=
(
3−N

)(
1+ | x |2

)− 3
2 − 3

(
1+ | x |2

)− 5
2
. (1.53)

Assim,

∆

[
h
(
vn′ (x)

)
− z(x)− ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
∣∣
x=x1

=

[
f(vn′ (x))[
f(vn′ (x))

]2 | vn′ (x) |2 +

+ ε0
(
N − 3

)(
1+ | x |2

)− 3
2

+

+ 3ε0

(
1+ | x |2

)− 5
2

]
∣∣
x=x1

> 0
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o que é um absurdo com (1.52), mostrando (1.50).

Para concluir, provaremos que v é solução Blow-up de (1.1). Note que, fazendo

ε→ 0 em (1.50), ficamos com

h(vn(x)) ≤ z(x) ∀x ∈ Ω

para todo n suficientemente grande, o que implica

h(v(x)) ≤ z(x) ∀x ∈ Ω.

Então

0 ≤ lim
dist(x,∂Ω)→0

h(v(x)) ≤ lim
dist(x,∂Ω)→0

z(x) = 0,

isto é,

lim
dist(x,∂Ω)→0

h(v(x)) = 0 (1.61)

consequentemente

lim
dist(x,∂Ω)→0

v(x) = +∞.

Observação 1.3. De maneira geral, o Teorema 1.2 afirma que sob certas hipóteses a
condição de Keller-Osserman é uma condição necessária para a existência de solução
Blow-up em domínios limitados. Uma pergunta natural que podemos questionar é: A
existência de solução Blow-up implica na condição de Keller-Ossermam? A resposta a
essa questão é positiva como mostra o próximo resultado.

Teorema 1.3. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado. Suponha que p e f satisfaçam as
condições (p1), (p2), (p1) e (f1), respectivamente. Se u é solução Blow-up do problema
(1.1), então f satisfaz (KO).

Demonstração.

Com efeito, seja u uma solução Blow-up de (1.1). Suponha, por absurdo, que∫ ∞
1

[ ∫ t

0

f(s)ds
]− 1

2
dt = +∞. (∗)

Desde que p ∈ C0,α(Ω), existe uma constante positiva M0 tal que

p(x) ≤M0 em Ω.

Para cada n ∈ N, sabemos pela Proposição 1.1 que o problema ∆u = M0f
(
u
)

em Ω,

u = n em ∂Ω,
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tem uma única solução un a qual é positiva. Com os mesmos argumentos do Lema 1.1,

verificamos que
(
un

)
n∈N

converge para uma função ũ solução Blow-up de

∆ζ = M0f
(
ζ
)

em Ω. (?)

Por princípio de máximo un ≤ u em Ω, e consequentemente, ũ ≤ u em Ω.

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 ∈ Ω. Como ũ é Blow-up, existe

uma constante a > 0 tal que ũ(0) < a.

Seja R > 0 o maior número real tal que a bola B(0, R) ⊂ Ω e considere w uma

solução radial8 de (?) em BR(0) tal que

w(0) = a e w
′
(0) = 0.

Como w é limitada emBR(0), podemos definir uma função w̃ até ∂Ω tal que w̃
∣∣∣
BR(0)

= w

de modo que ainda seja limitada. Novamente por princípio de máximo, temos w̃ ≤ ũ

em Ω contrariando o fato de ũ(0) ≤ w̃(0).

Portanto, segue dos Teoremas 1.2 e 1.3 que a condição de Keller-Oserman é uma

condição necessária e suficiente para a existência de solução Blow-up para o problema

(1.1) em domínios limitados.

1.2.2 Existência de Solução Blow-up em Domínios Ilimitados

Nessa seção estudaremos a existência de soluções em dominíos ilimitados. Os

resultados que seguem nos oferecem um método que estabelece uma relação direta entre

solução maximal e qualquer solução Blow-up. Uma solução maximal U é caracterizada

pelo seguinte fato: Se u é solução do mesmo problema, então u(x) ≤ U(x) para todo

x ∈ Ω.

O próximo resultado mostra a existência de solução Blow-up no RN , isto é, quando

Ω = RN .

Teorema 1.4. Suponha que p e f satisfaçam (p1), (p2) e (f1), (KO), respectivamente.
Se p satisfaz a condição (p1)

′ para Ω = RN , então existe uma solução U do problema
(1.1) a qual é maximal e positiva. Além disso, se p também verifica a condição (p2),
então U é uma solução Blow-up no RN .

8w(r) = a+
∫ r

0
t1−N

[ ∫ t

0
sN−1M0f

(
w(s)

)
ds
]
dt
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Demonstração.

Para cada n ∈ N, segue de (p1)
′ que (p1) é válido em Ωn. Logo, o Teorema 1.2

nos assegura que o problema ∆u = p(x)f(u) em Ωn,

u > 0, u 6= 0 em Ωn,
(P n)

tem uma única solução vn ∈ C2(Ωn) a qual é Blow-up em Ωn. Com argumentos

similares aos que vem sendo usados, verificamos que
(
vn(x)

)
n≥1

é não-crescente para

todo x ∈ Ωn0 com n0 fixado.

Desde que RN =
∞⋃
n=1

Ωn com Ωn ⊂ Ωn+1, dado x0 ∈ RN , existe n0 ∈ N tal que

x0 ∈ Ωn ∀ n ≥ n0.

Como

0 < vn(x0) ≤ · · · ≤ vn0+1(x0) ≤ vn0(x0) ∀ n ≥ n0

podemos definir a seguinte função

U : RN → R

x 7→ U(x) = lim
n→+∞

vn(x0)

Observe que U ∈ C2,α
loc (RN). Com efeito, seja Ω ⊂ RN um domínio limitado. Por

(p1)
′ , existe n1 ∈ N tal que

Ω ⊂ Ωn ∀ n ≥ n1.

Mostraremos que

vn → U em C2(Ω).

Desde que
(
vn
)
é não-crescente, vem

vn ∈ L∞(K)

para todo compacto K ⊂ Ω.

Seja Ω̃ ⊂ Ω um compacto. Existe M > 0 tal que

‖ u ‖∞≤M,

o que implica

f := f |
[0,M ]
∈ L∞(Ω̃).
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Logo,

f ∈ Ls(Ω̃) ∀ s ≥ 1.

Em particular, para r > N , temos pelo Teorema B.11

vn ∈ W 2,r(Ω̂), Ω̂ ⊂ Ω̃.

e existe uma constante positiva c tal que

‖ vn ‖2,r,Ω̂≤ c
(
‖ vn ‖r,Ω̃ + ‖ f ‖r,Ω̃

)
o que implica na exitência de c1 > 0 tal que

‖ vn ‖2,q,Ω̂ ≤ c1.

Por imersão, temos

vn ∈ C1,ν(Ω̂).

Agora, para cada n ∈ N considere o seguinte problema ∆v = p(x)f(vn) em Ω̂

v = vn em ∂Ω̂
(P n)

Como pf(vn) ∈ C0,ν(Ω̂) e vn ∈ C(∂Ω̂), segue do Teorema B.24 que o problema (P n)

tem uma única solução un ∈ C2,ν(Ω̂). Por unicidade de solução

vn ∈ C2,ν(Ω̂).

Além disso, existe constante c2 > 0 tal que

‖ vn ‖C2,ν(Ω̂)=‖ un ‖C2,ν(Ω̂) ≤ c2

(
‖ f(vn) ‖C0,ν(Ω̂) + ‖ vn ‖C0,ν(Ω̂)

)
,

o que implica na existência de c3 constante positiva tal que

‖ vn ‖C2,ν(Ω̂) ≤ c3.

Desde que

C2,ν(Ω̂) ↪→ C2(Ω̂)

compactamente, segue que existe uma subsequência
(
vnj

)
que converge em C2(Ω̂), isto

é, existe Ũ ∈ C2,ν
loc (RN) tal que

vnj → Ũ em C2(Ω̂)
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e por unicidade de limite U = Ũ . Portanto, de (P n), temos

∆vnj = p(x)f(vnj) em Ωnj . (1.54)

Passando ao limite quando j → +∞ em (1.54), concluímos que U é solução de (1.1),

ou seja,

∆U = p(x)f(U)

com U ∈ C2,ν
loc (RN).

Supondo que p > 0, mostraremos que U é solução maximal. Seja u uma solução

arbitrária de (1.1). Por princípio de máximo, dado n ∈ N temos u ≤ vn em Ωn.

Dessa forma, dado x ∈ RN , existe n0 ∈ N tal que x ∈ Ωn para todo n ≥ n0. Assim,

u(x) ≤ vn(x) para todo n ≥ n0, donde

u(x) ≤ lim
n
vn(x) = U(x),

isto é, U é solução maximal de (1.1).

Por fim, suponha que vale (p2), ou seja,∫ ∞
0

rφ(r)dr < +∞.

Mostraremos que U é Blow-up no RN , em outras palavras

lim
|x|→+∞

U(x) = +∞.

Supondo (p2), provaremos que

K =

∞∫
0

r1−N
[ r∫

0

σN−1φ(σ)dσ
]
dr < +∞.
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Com efeito, note que para cada R > 0, fazendo integração por partes (IP), temos∫ R

0

r1−N
(∫ r

0

σN−1φ(σ)dσ

)
dr = lim

ε→0

∫ R

ε

(
1

2−N
d

dr
r2−N

)(∫ r

0

σN−1φ(σ)dσ

)
dr

=
1

2−N
lim
ε→0

[
R2−N

∫ R

0

σN−1φ(σ)dσ
∣∣∣R
ε
−

+

∫ R

ε

r2−NrN−1φ(r)dr

]
IP︷︸︸︷
=

1

2−N
lim
ε→0

[(
R2−N

∫ R

0

rN−1φ(r)dr −

+ ε2−N
∫ ε

0

rN−1φ(r)dr

)
−
∫ R

ε

rφ(r)dr

]

=
1

2−N

[(
R2−N

∫ R

0

rN−1φ(r)dr −

+ lim
ε→0

ε2−N
∫ ε

0

rN−1φ(r)dr

)
−
∫ R

0

rφ(r)dr

]
.

Uma vez que,

ε2−N
∫ ε

0

rN−1φ(r)dr =

∫ ε

0

rN−1

εN−2
φ(r)dr

e ∫ ε

0

rN−1

εN−2
φ(r)dr ≤

∫ ε

0

εN−1

εN−2
φ(r)dr

temos

0 < ε2−N
∫ ε

0

rN−1φ(r)dr ≤ ε

∫ ε

0

φ(r)dr. (∗)

Daí, passando ao limite em (∗) quando ε→ 0, concluímos

lim
ε→0

ε2−N
∫ ε

0

rN−1φ(r)dr = 0

o que implica∫ R

0

r1−N
(∫ r

0

σN−1φ(σ)dσ

)
dt =

1

N − 2

(∫ R

0

rφ(r)dr −R2−N
∫ R

0

rN−1φ(r)dr

)
donde ∫ R

0

r1−N
(∫ r

0

σN−1φ(σ)dσ

)
dt ≤ 1

N − 2

∫ R

0

rφ(r)dr (1.55)

passando ao limite em (1.55) quando R→ +∞, temos∫ ∞
0

r1−N
(∫ r

0

σN−1φ(σ)dσ

)
dt ≤ 1

N − 2

∫ ∞
0

rφ(r)dr

(p2)︷︸︸︷
< +∞
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mostrando que K < +∞.

Dessa forma podemos definir a seguinte função

z : R+ → R

r 7→ z(r) = K −
r∫

0

σ1−N
[ σ∫

0

τN−1φ(τ)
]
dr

Não é difícil verificar, pelo Teorema Fundamental do Cálculo que z é solução radial

para o problema 
−∆ζ = φ(r), r =| x |< +∞

lim
|x|→+∞

ζ(x) = 0

e por princípio de máximo concluímos que z é a única solução do problema acima.

Por outro lado, existe δ > 0 tal que

lim
r→0+

∫ δ

r

dt

f(t)
= +∞. (∗∗)

Com efeito, desde que f ′(0) existe podemos considerar L = lim
t→0

f(t)

t
. Assim, dado

ε > 0 existe δ > 0 tal que para 0 < t < δ temos

f(t)

t
< L+ ε ⇒ 1

t
(
L+ ε

) < 1

f(t)
. (1.56)

Seja r ∈ (0, δ). Observe que por (1.56)

1

(L+ ε)

∫ δ

r

dt

t
<

∫ δ

r

dt

f(t)
.

Além disso, uma vez que

1

(L+ ε)

∫ δ

r

dt

t
=

ln δ − ln r(
L+ ε

) ,

temos

ln δ − ln r

L+ ε
<

∫ δ

r

dt

f(t)
. (1.57)

Passando ao limite quando r → 0+ em (1.57) obtemos (∗∗). Sendo lim
r→+∞

z(r) = 0,

temos que z é limitada, assim podemos fazer um argumento similar como na Proposição

1.1, para mostramos que dado x ∈ RN , existe um único número real y ∈ (0, δ], tal que

z(x) =

∫ +∞

y

dt

f(t)
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O que nos permite definir de maneira implicita uma função

w : RN → R

x 7→ w(x) = y

onde y é o único número real positivo para o qual

z(x) =

∫ +∞

y

dt

f(t)
=

∫ +∞

w(x)

dt

f(t)
. (1.58)

Daí, passando ao limite quando | x |→ +∞ em (1.58), obtemos

lim
|x|→+∞

∫ +∞

w(x)

dt

f(t)
= 0.

Portanto,

lim
|x|→+∞

w(x) = +∞

Para concluir nossa demonstração, basta verificarmos que

w(x) ≤ vn(x) em Ωn ∀ n ∈ N (1.59)

Desde que vn é Blow-up em Ωn, segue que (1.59) é satisfeita em ∂Ωn para todo n ∈ N.

Dessa forma, basta notar que (1.59) também ocorre em Ωn para n ≥ 1.

Desde que dado ε > 0

w(x) ≤ vn(x) + ε
(

1+ | x |2
)− 1

2 em Ωn
9.

Da arbitraridade de ε, concluímos (1.59), e consequentemente

w(x) ≤ lim
n
vn(x) = U(x) em RN . (1.60)

Passando ao limite em (1.60) quando | x |→ +∞, temos

lim
|x|→+∞

U(x) = +∞

como queríamos demonstrar.

Observação 1.4. Quando Ω = RN , toda solução Blow-up no RN é positiva. Com
efeito, dado uma solução explosiva u de (1.1), suponha por contradição, que existe

9A verificação é similar procedendo como na demonstração do Teorema 1.2, trocando apenas Ω

por Ωn.
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x0 ∈ RN tal que u(x0) = 0. Desde que u é Blow-up no RN , existe uma constante
positiva R >| x0 | tal que

u > 0 em ∂B(x0, r).

Segue da Proposição 1.1 que o problema
∆ζ = p(x)f(ζ) em B(x0, r),

ζ = u em ∂B(x0, r),

ζ > 0, ζ 6= 0 em B(x0, r),

tem uma única solução. Sendo u também solução do problema acima, por unicidade,
u deve ser positiva o que é uma contradição.

Como consequência do Teorema 1.4, temos o seguinte resultado de existência de

solução para domínios ilimitados Ω 6= RN .

Corolário 1.1. Suponha que p e f satisfaçam (p1), (p2) e (f1), (KO), respectivamente.
Se p satisfaz a condição (p1)

′ em Ω, então existe uma solução U do problema (1.1) a
qual é maximal e positiva.

Observação 1.5. Se p(x) > 0 para todo x ∈ RN com | x | suficientemente grande,
então (p1)

′ é automaticamente satisfeita.
De fato, se p(x) > 0 para todo x ∈ RN com | x | suficientemente grande, deve

existir R > 0 tal que

p(x) > 0 para todo x ∈ RN ∩
(
B(0, R)

)c
.

Logo, os possíveis x ∈ RN onde p pode se anular estão na bola B(0, R). Assim, basta
considerar uma sequência

(
Ωn

)
com Ωn ⊂ Ωn+1 cuja B(0, R) ⊂ Ω1, por exemplo, de

bolas centradas na origem e raio R + n.

A observação anterior nos faz pensar na seguinte questão : Existe p ≥ 0 satis-

fazendo (p1)
′ e (p2) que se anule para x ∈ RN com | x | suficientemente grande? A

resposta para essa pergunta é verdadeira, veja o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1. Considere uma função p ∈ C1
(

[0,+∞)
)
com

max
r∈[n,n+1]

p(r) =
2

n2
(
2n+ 1

)
tal que  p(r) = 0 para | x |= r ∈

[
n− 1

3
, n+ 1

3

]
, n ≥ 1,

p(r) > 0 em R+ ∩
( ∞⋃
n=1

[
n− 1

3
, n+ 1

3

])c
.
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O próximo resultado é um caso particular bem interessante, pois mostra a exis-

tência de solução Blow-up na fronteira e no infinito. para um caso particular de

domínio exterior, à saber, o exterior de uma bola.

Teorema 1.5. Sejam R > 0 e Ω = RN ∩
(
B(0, R)

)c
. Suponha que p e f satisfaçam

(p1), (p2), (p1)
′ e (f1), (KO), respectivamente. Se p satisfaz a condição (p2) em Ω,

com φ(r) = 0 para r ∈ [0, R], então a solução maximal10 U é uma solução Blow-up na
fronteira de B(0, R) e no infinito do problema (1.1).

Demonstração.

Com efeito, usaremos um argumento similar ao do Teorema 1.2, ou seja, mostraremos

que existe uma função w ∈ C(RN ∩
(
B(0, R)

)c
), w ≤ U tal que

lim
|x|↓R

w(x) = +∞ e lim
|x|→+∞

w(x) = +∞.

Considere o seguinte problema
∆ζ = φ(r), | x |= r > R,

lim
r↓R

ζ(r) = 0,

lim
r→+∞

ζ(r) = 0.

(1.61)

Supondo que hipótese (p2) seja satisfeita, vem
∞∫

0

r1−N
[ r∫

0

σN−1φ(σ)
]
dr < +∞.

Logo, a função

z : R+ → R

r 7→ z(r) =
( 1

RN−2
− 1

rN−2

) ∞∫
R

σ1−N
( σ∫

0

τN−1φ(τ)dτ
)
dσ +

− 1

RN−2

r∫
R

σ1−N
( σ∫

0

τN−1φ(τ)
)
dσ

está bem definida. Além disso, aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo não é

difícil mostrar que z é solução de (1.61), e por princípio do máximo verificamos que a

mesma é a única solução de (1.61). Observe que os limites

lim
r↓R

z(r) = 0 e lim
r→+∞

z(r) = 0 (1.62)

10A existência segue do Colorário 1.1
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implicam que z é limitada. Portanto, existe c0 = max
x∈Ω

z(x) e com argumentos similares

aos da Proposição 1.1, justificamos que dado x ∈ Ω, existe um único y ∈ R+ tal que

z(x) =

∫ ∞
y

dt

f(t)
.

Então, podemos definir

w : RN ∩
(
B(0, R)

)c
→ R

x 7→ w(x) = y

onde y é o único número real tal que

z(x) =

∫ ∞
y

dt

f(t)
.

Segue da definção de w e (1.62) que

lim
|x|↓R

w(x) = +∞ e lim
|x|→+∞

w(x) = +∞. (1.63)

Por princípio de máximo, verificamos que

w(x) ≤ vn em Ωn.

onde vn é uma solução do problema (Pn). Dessa forma,

w(x) ≤ U(x) em Ω.

Basta observar que dado x ∈ Ω existe n0 ∈ N tal que x ∈ Ωn para todo n ≥ n0, impli-

cando w(x) ≤ vn em Ωn para todo n ≥ n0. Portanto, de (1.63) segue o resultado.

A seguir, mostraremos uma condição necessária para a existência de solução Blow-

up no RN para o problema (1.1).

Teorema 1.6. Sejam p ∈ C(RN) não-negativa (não identicamente nula) satisfazendo
(p2) e f satisfazendo (f1). Se u é uma solução Blow-up no RN do problema (1.1),
então ∫ ∞

1

dt

f(t)
< +∞.

Demonstração.
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Seja u uma solução Blow-up no RN de (1.1). Considere a ∈ (0, u0), em que

u0 = inf
x∈RN

u(x) > 0 e defina a seguinte função

v : R+ → R

r 7→ v(r) =
1

ωNrN−1

∫
∂Br(0)

(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dS.

Mostraremos que existe uma constante positiva k tal que

| v(r) |≤ k.

De fato, considere

g(x) =

∫ u(x)

a

dt

f(t)

assim,

v(r) =
1

ωNrN−1

∫
∂Br(0)

g(x)dS. (1.64)

Observe que pelo Teorema de Mudança de Variáveis11

v(r) =
1

ωNrN−1

∫
∂B1(0)

g(rξ)dS. (1.65)

Sendo f ∈ C1, de (1.65) temos

v
′
(r) =

1

ωN

d

dr

∫
∂B1(0)

g(rξ)dS

=
1

ωN

∫
∂B1(0)

d

dr
g(rξ)dS.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, ficamos com

v
′
(r) =

1

ωN

∫
∂B1(0)

1

f
(
u(rξ)

) ∂
∂r
u(rξ)dS (1.66)

Pela Regra da Cadeia

∂

∂r
u(rξ) =

∂

∂r
u(rξ1, rξ2, ..., rξN)

=
∂

∂x1

u(rξ)
d

dr
rξ1 +

∂

∂x2

u(rξ)
d

dr
rξ1 + · · ·+ ∂

∂xN
u(rξ)

d

dr
rξ1

= ∇u(rξ)ξ,

o que implica

v
′
(r) =

1

ωN

∫
∂B1(0)

1

f
(
u(rξ)

)∇u(rξ)ξdS.

11Ver Teorema B.5



Capítulo 1. Existência de Solução Blow-up 59

isto é,

v
′
(r) =

1

ωNrN

∫
∂Br(x)

1

f
(
u(y)

)∇u(y)ydS. (1.67)

Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Cálculo

∂

∂xi

∫ u(y)

a

dt

f(t)
=

1

f
(
u(y)

) ∂

∂xi
u(y)

logo

∇
(∫ u(y)

a

dt

f(t)

)
= f

(
u(y)

)
∇u(y).

De (1.67), temos

v
′
(r) =

1

ωNrN−1

∫
∂Br(0)

∇
(∫ u(y)

a

dt

f(t)

)y
r
dS,

ou seja,

v
′
(r) =

1

ωNrN−1

∫
∂Br(0)

∂

∂ν

(∫ u(y)

a

dt

f(t)

)
dS. (1.68)

Segue de (1.68) e do Teorema do Divergente que

v
′
(r) =

1

ωNrN−1

∫
Br(0)

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dx. (1.69)

Daí,

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
=

[( 1

f

)′(
u(x)

)
| u(x) |2 +

1

f
(
u(x)

)∆u(x)

]
. (1.70)

Por outro lado,

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
≤ 1

f
(
u(x)

)p(x)f
(
u(x)

)
p∈C0,α

loc (Br(0))︷︸︸︷
≤ ‖ p ‖∞ , x ∈ Br(0)).

Assim, pelo Teorema de Mudança de Variáveis

v
′
(r) ≤ ‖ p ‖∞

ωNrN−1

∫
Br(0)

1dx

≤ ‖ p ‖∞
ωNrN−1

∫
B1(0)

rNdx

≤ ‖ p ‖∞ r

ωN
ωN ,
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ou seja,

v
′
(r) ≤‖ p ‖∞ r.

Então,

lim
r→0

v
′
(r) = 0. (1.71)

De (1.69), temos

ωNr
N−1v

′
(r) =

∫
Br(0)

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dx. (1.72)

Daí, para 0 < r < R temos

ωN

(
RN−1v

′
(R)− rN−1v

′
(r)
)

=

∫
BR(0)

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dx−

∫
Br(0)

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dx

=

∫ R

r

[∫
∂Bz(0)

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dS

]
dz.

Dividindo ambos os membros da igualdade anterior por R− r, obtemos

ωN

(
RN−1v

′
(R)− rN−1v

′
(r)
)

R− r
=

∫ R
r

[ ∫
∂Bz(0)

∆
( ∫ u(x)

a
dt
f(t)

)
dS

]
dz

R− r
. (1.73)

Segue do Teorema Fundamental do Cálculo que

G(R)−G(r) =

∫ R

r

[∫
∂Bz(0)

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dS

]
dz, (1.74)

onde G é a primitiva de
∫
∂Bz(0)

∆
( ∫ u(x)

a
dt
f(t)

)
dS. De (1.73) e (1.74), encontramos

ωN

(
RN−1v

′
(R)− rN−1v

′
(r)
)

R− r
=
G(R)−G(r)

R− r
. (1.75)

Passando ao limite quando r → R em (1.75), obtemos

lim
R→r

ωN

(
RN−1v

′
(R)− rN−1v

′
(r
)

r −R
= lim

R→r

G(R)−G(r)

R− r
,

isto é,

ωN

(
rN−1v

′
(r)

)′
=

d

dr
G(r).

Por (1.74), ficamos com

ωN

(
rN−1v

′
(r)

)′
=

∫
∂Br(0)

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dS
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de onde segue de (1.70)

ωN

(
rN−1v

′
(r)

)′
=

∫
∂Br(0)

∆
(∫ u(x)

a

dt

f(t)

)
dS

=

∫
∂Br(0)

[( 1

f

)′(
u(x)

)
| u(x) |2 +

1

f
(
u(x)

)∆u(x)

]
dS.

Consequentemente

ωN

(
rN−1v

′
(r)

)′
≤

∫
∂Br(0)

[
1

f
(
u(x)

)∆u(x)

]
dS

≤
∫
∂Br(0)

p(x)dS

≤ max
|x|=r

p(x)

∫
∂Br(0)

1dS

≤ φ(r)rN−1

∫
∂B1(0)

1dS

≤ φ(r)ωNr
N−1

o que implica (
rN−1v

′
(r)

)′
≤ rN−1φ(r). (1.76)

Segue de (1.71) v′(0) = 0. Logo, integrando de 0 a r ambos os mebros da

desigualdade em (1.76), podemos aplicar o Teorema Fundamental do Cálculo para

concluir

tN−1v
′
(t)

∣∣∣∣r
0

≤
∫ r

0

tN−1φ(r)dt

isto é,

rN−1v
′
(r) ≤

∫ r

0

tN−1φ(r)dt.

Dessa forma,

v
′
(r) ≤ 1

rN−1

∫ r

0

tN−1φ(r)dt. (1.77)

Integrando de 0 a r ambos os membros da desigualdade em (1.77), vem

v(r)− v(0) ≤
∫ r

0

σ1−N
[ ∫ σ

0

τN−1φ(τ)dτ
]
dσ ∀r ≥ 0. (1.78)

Supondo (p2), temos

K =

∫ ∞
0

r1−N
[ ∫ r

0

σN−1φ(σ)dσ
]
dr < +∞.
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e por (1.78), obtemos

v(r) ≤ k, (1.79)

onde k = v(0) +K. Mostrando que v é limitada.

Por fim, suponha, por absurdo, que∫ ∞
1

dt

f(t)
= +∞. (1.80)

Sendo u solução Blow-up no RN de (1.1), segue que

lim
r→+∞

u(rξ) = lim
r→+∞

u(r) = +∞,

para qualquer ξ ∈ RN vetor unitário. Então, de (1.80)

lim
r→+∞

∫ u(rξ)

a

dt

f(t)
=

∫ ∞
a

dt

f(t)
= +∞.

Então, dado A > 0, existe B > 0 tal que r > B implica∫ u(rξ)

a

dt

f(t)
> A. (1.81)

Recorde que

v(r) =
1

ωNrN−1

∫
∂B1(0)

(∫ u(rξ)

a

dt

f(t)

)
dS. (1.82)

Por (1.81) e (1.82), para r > B,

v(r) ≥ 1

ωN

∫
∂B1(0)

AdS.

Logo, Teorema de Mudança de Variáveis, existe uma constante c > 0 tal que

v(r) ≥ cA.

o que implica

lim
r→+∞

v(r) = +∞,

obtendo um absurdo com (1.79), e portanto,∫ ∞
1

dt

f(t)
< +∞,

como queríamos demonstrar.



Capítulo 2

Soluções do Tipo Blow-up para
Equações Elípticas Quasilineares

Neste capítulo, seguindo as idéias de Ghergu, Niculescu, & Rǎdulescu [17] estu-

daremos alguns resultados de existência de solução Blow-up para a seguinte classe de

equações elípticas quasilineares:

 ∆u + q(x) | ∇u |a = p(x)f(u) em Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,
(2.1)

em que Ω ⊂ RN (N ≥ 3) é um domínio regular (limitado ou ilimitado) com fronteira

(possivelmente vazia) compacta. Assumiremos que a ∈ [1, 2], p, q : Ω→ R são funções

não-negativas tais que

(p1) p, q ∈ C0,α(Ω) se Ω é limitado ou p, q ∈ C0,α
loc (Ω) se Ω é ilimitado

e f : [0,+∞)→ R satisfaz,

(f1) f ∈ C1
(
[0,+∞)

)
, f

′
> 0, f(0) = 0 e f > 0 em (0,+∞);

(f2) lim
t→+∞

F (t)[
f(t)

] 2
a

= 0;

(KO)

∫ ∞
1

[
F (t)

]− 1
2dt < +∞, onde F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

Recorde que, no Capítulo 1, estudamos o problema (2.1) quando q ≡ 0. Nosso

principal objetivo, neste capítulo, é estudar o quanto o termo não-linear | ∇u |q influ-

encia na existência e no comportamento assintótico das soluções Blow-up de (2.1).

A seguir algumas funções que satisfazem as codições (f1), (f2) e (KO):
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(a)

f : [0,+∞) → R

t 7→ f(t) = ts
(
s > 1 e 0 < a <

2s

s+ 1

)
(b)

g : [0,+∞) → R

t 7→ g(t) = et − 1

Vale salientar que para a = 2 e q ≡ 1, podemos reduzir o problema (2.1) a um

problema semilinear, sem o termo não-linear, que estudamos no capítulo anterior.

Com efeito, se u é solução Blow-up de ∆u + | ∇u |2 = p(x)f(u) em Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω.
(2.2)

Defina

v : Ω → R

x 7→ v(x) = eu(x).

Daí, v é solução do problema semilinear ∆v = p(x)g(v) em Ω,

v(x)→ +∞ quando dist(x, ∂Ω)→ 0,
(2.3)

onde g(v) = vf(ln v)1.

De fato,

∂v

∂xi
= eu

∂u

∂xi
⇒ ∂2v

∂x2
i

= eu

[( ∂u
∂xi

)2

+
∂2u

∂x2
i

]
⇒ ∆v = eu

(
| ∇u |2 +∆u

)
⇒ ∆v = eu

[
p(x)f(u)

]
em Ω,

isto é,

∆v = v
[
p(x)f(ln v)

]
em Ω. (2.4)

1Observe que g satisfaz a condição de (KO).
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Por outro lado, uma vez que lim
dist(x,∂Ω)→0

u(x) = +∞ segue da definição de v que

v(x)→ +∞ se dist(x, ∂Ω)→ 0. (2.5)

De (2.4) e (2.5), temos que v é solução de (2.3) e não é difícil notar que vale a reciproca.

Nesse sentido, iremos nos concentrar principalmente nos casos quando 1 ≤ a < 2.

A menos que seja mencionado o contrário, soluções de (2.1) serão soluções clássi-

cas.

2.1 Resultados Preliminares

Nesta seção, baseado em Holanda [21] iremos estudar o método de sub e super-

solução para uma equação quasilinear envolvendo o Laplaciano. Em seguida, veremos

um resultado auxiliar.

2.1.1 O Método de Sub e Supersolução

No que segue, seja Ω um domínio limitado e s ∈ [1,+∞). Estudaremos o método

de sub e supersolução para o seguinte problema ∆u = h(x, u,∇u) em Ω,

u = ϑ em ∂Ω.
(2.6)

A seguir, definimos sub e supersoluções para o problema (2.6).

Definição 2.1. Uma função u ∈ W 2,s(Ω) é chamada de subsolução de (2.6) se{
∆u ≥ h(x, u,∇u) em Ω,

u ≤ ϑ em ∂Ω.

Definição 2.2. Uma função u ∈ W 2,s(Ω) é chamada de supersolução de (2.6) se{
∆u ≤ h(x, u,∇u) em Ω,

u ≥ ϑ em ∂Ω.

Uma solução de (2.6) é uma função u ∈ W 2,s(Ω) que satisfaz (2.6).

O próximo resultado é uma das principais ferramentas usadas para encontrar

soluções de (2.1), trata-se do método de Sub e Supersolução. Iremos demonstrar tal

resultado usando um teorema devido à Leray-Schauder2.
2Ver Teorema B.20.
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Teorema 2.1. Suponha que h : Ω×RN×RN → R é uma função contínua satisfazendo

| h(x, t, ξ) | ≤ H(t)(1 + Λ | ξ |2) x ∈ Ω, t ∈ R, ξ ∈ RN . (2.7)

em que H é uma função contínua não-decrescente e Λ é uma constante positiva. Se
u e u são sub e supersoluções de (2.6) com u ≤ u, então existe u = u0 ∈ W 2,s(Ω),
solução de (2.6) tal que u ≤ u ≤ u.

Demonstração.

Defina a seguinte função

hθ(x, t, ξ) := h(x, t+ θ, ξ) x ∈ Ω, t ∈ R, ξ ∈ RN .

Observe que resolver o problema (2.6) é equivalente a resolver, ∆v = hθ(x, v,∇v) em Ω,

v = 0 em ∂Ω,
(2.8)

em que v := u− θ.

Com efeito, por (2.6) escrevendo u = v + θ ficamos com ∆
(
v + θ

)
= h

(
x, v + θ,∇

(
v + θ

))
em Ω,

u− θ = 0 em ∂Ω,

equivalentemente  ∆v = h(x, v + θ,∇v) em Ω,

v = 0 em ∂Ω.

Segue da definição de hθ que os problemas (2.6) e (2.8) são equivalentes.

Além disso, u é subsolução ( u é supersolução) de (2.8) se, e somente se, v := u−θ

é subsolução (v := u − θ é supersolução) de (2.6). Mais ainda, v e v são funções em

W 2,s(Ω) com p > N e por imersão v, v ∈ C1,ν(Ω) para algum 0 < ν < 1, sendo as

mesmas ordenadas, isto é, v ≤ v.

Considere o seguinte operador T dado por

(
Tv
)
(x)


v(x) se v(x) ≥ v(x),

v(x) se v(x) ≤ v(x) ≤ v(x),

v(x) se v(x) ≥ v(x).

(2.9)

Desde que v, v ∈ C1,ν(Ω), existe uma constante positiva M tal que

v ≤M + 1 e v ≥ 1−M em Ω.
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Defina as seguintes funções

vM := v −M e vM := v +M.

Logo, vM ≤ 1 ≤ vM . Agora, defina

a := max{−∆vM ,∆v
M , 1}.

Como v, v ∈ W 2,s(Ω) segue que a ∈ Ls(Ω).

Para cada t ∈ [0, 1] considere o seguinte problema ∆v − [t+ (1− t)a]v = t[hθ(x, Tv,∇v)− Tv] em Ω,

v = 0 em ∂Ω.
(2.10)

Mostraremos que vM e vM são respectivamente sub e supersolução de (2.10) para cada

t ∈ [0, 1]. De fato, observe que

TvM = Tv = v e ∇vM = ∇v.

Dessa forma,

∆vM − [t+ (1− t)a]vM = ∆vM − (1− t)avM − tvM

≥ ∆vM − (1− t)∆vM − tvM

= t∆vM − tvM

= t[∆(v −M)− (v −M)]

≥ t(∆v − v)

≥ t[hθ(x, v,∇v)− v]

= t[hθ(x, TvM ,∇vM)− TvM ] em Ω.

Além disso,

vM = v −M ≤ v em ∂Ω,

mostrando que vM é subsolução de (2.10). Com um procedimento similar mostra-se

que vM é supersolução de (2.10).

Agora, observe que se v ∈ W 2,p(Ω) é solução de (2.10), então

vM ≤ v ≤ vM .
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Com efeito, vamos verificar apenas que vM ≤ v, pois a outra desigualdade obtemos de

modo análogo. Suponha que v ∈ W 2,p(Ω) é solução de (2.10) e defina w := v − vM .

Sendo w contínua definida no compacto Ω existe x0 um ponto de minímo de w.

Suponha, por absurdo, que w(x0) < 0, pela continuidade de w existe uma vizin-

hança Vδ(x0) de x0 tal que w < 0 em Vδ(x0), o que implica

v(x) < vM(x) em Vδ(x0).

Segue da definição do operador T que

Tv = TvM = v em Vδ(x0). (2.11)

Por outro lado,

∆w − [t+ (1− t)a]w ≤ t[hθ(x, Tv,∇v)− Tv]− t[hθ(x, TvM ,∇vM)− TvM ] em Vδ(x0),

e por (2.11) segue que

∆w − [t+ (1− t)a]w ≤ t[hθ(x, v,∇v)− hθ(x, v,∇vM)] em Vδ(x0).

Por definição a ≥ 1 e sendo w < 0 em Vδ(x0), temos

∆w < ∆w − w ≤ ∆w − [t+ (1− t)a]w em Vδ(x0),

consequentemente

∆w < t[hθ(x, v,∇v)− hθ(x, v,∇vM)] em Vδ(x0), (2.12)

pois ∇v(x0) = ∇vM(x0). Assim,

∆w(x0) < 0. (2.13)

Escolhendo δ suficientemente pequeno de modo que

t[hθ(x, v,∇v)− hθ(x, v,∇vM)] < −w
2

em Vδ(x0)

e por (2.12) ficamos com

∆w < 0 em Vδ(x0).

Então, w é uma função superhamônica em Vδ(x0) que tem minímo no interior de Ω,

ou seja, w é constante em Vδ(x0) o que é um absurdo com (2.13). Portanto, vM ≤ v

em Ω.
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Agora, mostraremos que para algum ν ∈ (0, 1),

‖ v ‖C1,ν(Ω) ≤ M0,

onde a constante positiva M0 independe de t.

De fato, desde que

vM ≤ v ≤ vM em Ω, t ∈ [0, 1].

Segue da definição de T que

vM ≤ Tv ≤ vM em Ω, t ∈ [0, 1].

Sendo vM , vM ∈ C1(Ω), existe m > 0 tal que

| v(x) |≤ m, | Tv(x) |≤ m em Ω, t ∈ [0, 1]. (2.14)

Defina as seguintes funções ã, bt : Ω→ R dadas por

ã(x) = 1 +ma(x) e bt(x) =
t[hθ(x, Tv(x),∇v(x))− Tv(x)] + (1− t)(a(x)− 1)v(x)

ã(x) + Λ | ∇v(x) |2
·

Note que,

| bt(x) | ≤ | hθ(x, Tv(x),∇v(x)) | + | Tv(x) | +(1− t)(a(x)− 1) | v(x) |
ã(x) + Λ | ∇v(x) |2

·

De (2.7), temos

| bt(x) | ≤ H(Tv(x) + θ)(1 + Λ | ∇v(x) |2)+ | Tv(x) | +(1− t)(a(x)− 1) | v(x) |
ã(x) + Λ | ∇v(x) |2

·

Sendo H não-decrescente segue da desigualdade acima e (2.14), vem

| bt(x) | ≤ H(m+ θ)(1 + Λ | ∇v(x) |2) +m+ (1− t)(a(x)− 1)m

ã(x) + Λ | ∇v(x) |2

≤ H(m+ θ)(1 + Λ | ∇v(x) |2)

ã(x) + Λ | ∇v(x) |2
+

a(x)m

ã(x) + Λ | ∇v(x) |2

≤ H(m+ θ)(1 + Λ | ∇v(x) |2)

1 + Λ | ∇v(x) |2
+
a(x)m

ã(x)

≤ H(m+ θ) + 1 ≡ C(m, θ).

Da definição de b(t) temos

bt(x)
(
ã(x) + Λ | ∇v(x) |2

)
− (1− t)(a(x)− 1)v(x). (2.15)
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Substituindo (2.15) em (2.10), ficamos com

∆v − [t+ (1− t)a]v + (1− t)(a− 1)v = bt(x)[ã(x) + Λ | ∇v |2] em Ω,

isto é,

∆v − v = bt(x)[ã(x) + Λ | ∇v |2] em Ω. (2.16)

Por outro lado, observando que ã ∈ Ls(Ω) segue do Teorema B.17 que o problema ∆z − z = bt(x)ã(x) em Ω,

z = 0 em ∂Ω,
(2.17)

tem uma única solução z ∈ W 2,s(Ω). Além disso,

‖ z ‖2,s ≤ C ‖ btq ‖s ≤ C1, 0 ≤ t ≤ 1. (2.18)

Considere w = v − z e defina

βt(x) =
Λbt(x) | ∇(w + z) |2

1+ | ∇w |2

De (2.16) e (2.17) segue que ∆w − w = βt(x)(1+ | ∇w |2) em Ω,

w = 0 em ∂Ω.

Observe que, agora, que para todo t ∈ [0, 1], βt é uniformemente limitada em Ω.

Com efeito, por (2.18) segue que

| βt(x) | =
Λbt(x) | ∇(w + z) |2

1+ | ∇w |2

≤ 4Λ | bt(x) |
( | ∇w |2

1+ | ∇w |2
+
| ∇z |2

1+ | ∇w |2
)

≤ 4Λ | bt(x) | (1+ | ∇z |2)

≤ ΛC̃(m, θ).

mostrando que βt ∈ L∞(Ω). Pelo Teorema B.18 devido à Amann e Grandall existe

uma constante positiva C2 independente de t ∈ [0, 1] tal que

‖ w ‖2,s ≤ C2.

Portanto,

‖ v ‖2,s = ‖ w + z ‖2,s ≤ ‖ w ‖2,s + ‖ z ‖2,s ≤ C1 + C2.
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Uma vez que p > N , segue do Teorema B.13 que existe ν ∈ (0, 1) tal que

‖ v ‖C1,v(Ω) ≤M0, (2.19)

para algum M0 independente de t. Mostrando a limitação uniforme em C1,v(Ω).

Para concluir, para cada v ∈ C1(Ω) considere o seguinte problema linear ∆w − [t+ (1− t)a]w = t[hθ(x, Tv,∇v)− Tv] em Ω,

w = 0 em ∂Ω.
(2.20)

Segue do Teorema B.19 que o problema (2.20) tem solução única w ∈ W 2,s(Ω). Dessa

forma, podemos definir o seguinte operador

S : C1(Ω)× [0, 1] → W 2,s(Ω) ↪→ C1(Ω),

(v, t) 7→ S(v, t) := w

em que w é a única solução associada ao problema (2.20).

Por unicidade de solução vem que

S(v, 0) = 0.

Ainda do Teorema B.19 temos que S : C1(Ω)× [0, 1]→ C1(Ω) é um operador contínuo

e compacto. Desde que,

‖ v ‖C1(Ω) ≤M0, t ∈ [0, 1]

para toda v ∈ C1(Ω) verificando S(v, t) = v. Segue do Teorema do Ponto Fixo de

Leray - Schauder3 que a equação S(v, 1) = v tem uma solução v ∈ C1(Ω). Sendo

S
(
C1(Ω)× [0, 1] ⊂ W 2,s(Ω)

)
, vem que v ∈ W 2,s(Ω) e satisfaz ∆v − v = hθ(x, Tv,∇v)− Tv em Ω,

v = 0 em ∂Ω.

Por outro lado, com o mesmo raciocínio utilizado para provar que vM ≤ v ≤ vM

mostramos que

v ≤ v ≤ v. (2.21)
3Ver Teorema B.20
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o que implica que Tv = v de onde segue que v satisfaz ∆v = hθ(x, v,∇v) em Ω,

v = 0 em ∂Ω.
(2.22)

De (2.21), (2.22) e das definições de hθ, v, v e v concluímos que u = v + θ é solução de ∆v = h(x, u,∇u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

com u ≤ u ≤ u, como queríamos demonstrar.

2.1.2 Um Resultado Auxiliar

A seguir um resultado com condição de fronteira.

Proposição 2.1. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado. Suponha que p, q ∈ C0,α(Ω)

sejam funções não-negativas e 1 ≤ a ≤ 2. Suponha ainda que p > 0, f satisfaz (f1) e
g ∈ C(∂Ω) é uma função positiva. Então, o problema

∆u + q(x) | ∇u |a = p(x)f(u) em Ω,

u = g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω.

(2.23)

tem uma única solução clássica.

Demonstração.

Desde que g é contínua no compacto ∂Ω, existe uma constante c > 0 tal que

| g(x) | ≤ c ∀x ∈ ∂Ω. (2.24)

Considere n0 ∈ N tal que n0 > c e defina a função

u : Ω → R

x 7→ u(x) = n0

Note que u é uma supersolução do problema (2.23). Com efeito, sendo p e f são

não-negativas, temos

∆u + q(x) | ∇u |a = 0 ≤ p(x)f
(
u(x)

)
em Ω. (2.25)
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Por (2.24) e (2.25), temos
∆u + q(x) | ∇u |a ≤ p(x)f(u) em Ω,

u ≥ g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω,

isto é, u é uma supersolução de (2.23).

Agora, encontraremos uma subsolução para o problama (2.23). Para tanto, iremos

considerar o seguinte problema
∆u = p(x)f(u) em Ω,

u = g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω.

Segue da Proposição 1.1 e da Observação 1.2 que o problema acima tem uma única

solução u ∈ C2,γ(Ω) a qual é positiva. Observe que u é uma subsolução do problema

(2.23). De fato, uma vez que

∆u = p(x)f(u) em Ω,

e q ≥ 0, temos

∆u + q(x) | ∇u |a ≥ p(x)f(u) em Ω.

Consequentemente,
∆u + q(x) | ∇u |a ≥ p(x)f(u) em Ω,

u ≤ g em ∂Ω,

u ≥ 0, u 6= 0 em Ω.

ou seja, é uma subsolução do problema (2.23).

Agora, mostraremos que sem perda de generalidade podemos substituir a condição

de fronteira por g = 0. Para isso, considere o seguinte problema linear ∆u− αu = 0 em Ω,

u = g em ∂Ω,
(2.26)

onde α uma constante positiva. Segue de um Teorema Schauder que o problema acima

tem uma única solução w ∈ C2,λ(Ω) ∩ C(Ω) para algum 0 < λ ≤ 1.
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Defina

h0 : Ω× R× RN → R

(x, ξ, η) 7→ h0(x, ξ, η) = h
(
x, ξ + w(x), η +∇w(x)

)
− αw(x),

onde h(x, ξ, η) = p(x)f(ξ)− q(x) | η |a. Então, uma função u é solução de (2.23) se, e

somente se, v = u− w é solução de ∆v = h0(x, v,∇v) em Ω,

v = 0 em ∂Ω.
(2.27)

Com efeito, por (2.26) se u é solução de (2.23), então

u− w = g − g = 0 em ∂Ω. (2.28)

Além disso,

h0(x, v,∇v) = h
(
x, v + w(x),∇v(x) +∇w(x)

)
− αw(x)

= h(x, u,∇u)− αw(x)

= ∆u−∆w

= ∆
(
u− w

)
em Ω,

isto é,

∆v = h0(x, v,∇v) em Ω. (2.29)

Por (2.28) e (2.29), concluímos que v = u− w é solução de (2.27).

Reciprocamente, por (2.26) se u− w é solução de (2.27), então

u = (u− w) + w = g em ∂Ω. (2.30)

Ademais,

∆u = ∆
(
(u− w) + w

)
= ∆

(
u− w

)
+ ∆w

= h0

(
x, u− w,∇(u− w)

)
+ ∆w

= h(x, u,∇u) em Ω,
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ou seja,

∆u = h(x, u,∇u) em Ω. (2.31)

Segue de (2.30) e (2.31) que u é solução de (2.23).

Por outro lado, u é subsolução (supersolução) de (2.23) se, e somente se, u−w é

subsolução (supersolução) de (2.27).

De fato, por (2.26) se u é subsolução de (2.23), então

v = u− w ≤ g − g = 0 em ∂Ω. (2.32)

Observe também que

h0(x, v,∇v) = h
(
x, v + w(x),∇v +∇w(x)

)
− αw(x)

= h(x, u,∇u)− αw(x) em Ω.

e daí, uma vez que u é subsolução de (2.23),

h0(x, v,∇v) ≤ ∆u−∆w = ∆v em Ω, (2.33)

Por (2.32) e (2.33), segue que v = u− w é subsolução de (2.27).

Com um procedimento inteiramente análogo mostramos que u é supersolução de

(2.23) se, e somente se, u − w é supersolução de (2.27). Ademais, não é difícil notar

que uma subsolução u e uma supersolução u de (2.23) estão ordenadas4 se, e somente

se, u− w e u− w estão ordenadas com relação ao problema (2.27).

Desde que h0 dada por

h0(x, ξ, η) = h
(
x, ξ + w(x), η +∇w(x)

)
− αw(x)

satisfaz as mesmas condições de regularidade e crescimento de h, sem perda de gene-

ralidade, podemos assumir g = 0 em (2.23).

Escolha n0 suficientemente grande de modo que u e u estejam ordenadas. Desde

que, u, u ∈ C2,γ(Ω), em particular, u, u ∈ W 2,s(Ω). Segue do Teorema 2.1 que existe

u ∈ W 2,s(Ω) tal que u ≤ u ≤ u, solução de (2.23). Iremos verificar que u ∈ C2,β∩C(Ω)

4No sentido de que u ≤ u.
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para algum 0 < β ≤ 1, mostrando que u é solução clássica do problema (2.23). Para

tanto considere o seguinte problema ∆w = h0(x, u(x),∇u(x)) em Ω,

w = u em ∂Ω,
(2.34)

em que h0(x, u(x),∇u(x)) = p(x)f(u(x))− q(x) | ∇u(x) |a.

Pelo Teorema B.25 de Ladyzenskaya e Ural’tseva de estimativa interior do gradi-

ente, para Ω1 ⊂⊂ Ω existe uma constante positiva C1 tal que

max
x∈Ω1

| ∇u(x) | ≤ C1 max
x∈Ω
| u(x) | . (2.35)

Sendo u ≤ u em Ω, vem

C1 max
x∈Ω
| u(x) |≤ C1 max

x∈Ω
| u(x) | < C1 ‖ u ‖∞ . (2.36)

Por (2.35) e (2.36), segue que | ∇u |a∈ L∞(Ω1) o que implica h0 ∈ L∞(Ω1), em

particular, h0 ∈ Ls(Ω1) para todo s ≥ 1. Assim, pelo Teorema B.11 concluímos que

u ∈ W 2,s(Ω1) para todo s ≥ 1. Escolhendo q > N e aplicando o pelo Teorema de

Imersões5, existe 0 < β < 1− N
q
tal que u ∈ C1,β(Ω). Considerando, o problema ∆w = h0(x, u(x),∇u(x)) em Ω,

w = u em ∂Ω.
(2.37)

Segue que h0 ∈ C0,β(Ω) e pelo Teorema de Schauder o problema acima tem uma solução

w ∈ C2,β(Ω) ∩ C(Ω), e por unicidade u ∈ C2,β(Ω) ∩ C(Ω). Portanto, u é uma solução

clássica de (2.27), consequentemente u é solução clássica de (2.23).

Por fim, mostraremos a unicidade da solução. Sejam u1 e u2 soluções de (2.23).

Afirmamos que

u1 = u2 em Ω.

Uma vez que u1 = g = u2 na fronteira, basta mostrar

u1 = u2 em Ω.

Note que

u1 ≥ u2 em Ω.

5Teorema B.13
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De fato, suponha, por absurdo, que existe algum x0 ∈ Ω tal que u1(x0) < u2(x0). Logo,

max
x∈Ω
{u2(x)− u1(x)} > 0

é atingido em algum ponto x1 ∈ Ω. Então, ∇(u2 − u1)(x1) = 0 e ∆
(
u2 − u1)(x1

)
≤ 0

daí

| ∇u2(x1) |a=| ∇u2(x1) |a . (2.38)

Sendo f é crescente e p > 0, temos

p(x0)
(
f(u2(x1))− f(u1(x1))

)
> 0.

Assim,

0 ≥ ∆
(
u2 − u1)(x1

) (2.38)︷︸︸︷
= p(x0)

(
f(u2(x1))− f(u1(x1))

)
> 0

o que é um absurdo. Então, u1 ≥ u2 em Ω. Com um procedimento analógo verificamos

que u1 ≥ u2 em Ω, e portanto,

u1 = u2 em Ω

2.2 Resultados de Existência de Solução Blow-up

Nesta seção, estudaremos a existência de solução Blow-up para o problema (2.1).

Considere as seguintes condições:

(p1) Para todo x0 ∈ Ω com p(x0) = 0, existe um domínio Ω0 3 x0 tal que Ω0 ⊂ Ω e

p > 0 em ∂Ω0.

(p1)
′ Existe uma sequência de domínios limitados (Ωn)n≥1 tal que Ωn ⊂ Ωn+1,

RN =
⋃∞
n=1 Ωn e (p1) vale em Ωn ∀n ≥ 1.

(p2)

∫ ∞
0

rφ(r)dr < +∞, onde φ(r) = max{p(x); | x |= r}.
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2.2.1 Existência de Solução Blow-up para Domínios Limitados

No que segue, sejam p, q e f funções satisfazendo as condições (p1), (p2), (f1), (f2)

e (KO), respectivamente.

Teorema 2.2. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado. Se p satisfaça (p1), então, o
problema (2.1) tem uma solução Blow-up a qual é positiva.

Demonstração.

Pela Proposição 2.1, para cada n ∈ N o problema
∆vn + q(x) | ∇vn |a =

[
p(x) +

1

n

]
f(vn) em Ω,

vn = n em ∂Ω,

vn ≥ 0, vn 6= 0 em Ω,

tem uma única solução vn positiva.

Note que a sequência (vn)n≥1 é não-decrescente em Ω. De fato, seja k′ =‖ p ‖∞ +1

e considere o seguinte problema
∆ζ + q(x) | ∇ζ |a = k

′
f(ζ) em Ω,

ζ = 1 em ∂Ω,

ζ > 0 em Ω.

(2.39)

A Proposição 2.1 assegura que o problema (2.39) tem uma única solução, pois f é

crescente e k′ > 0.

Observe que

0 < ζ ≤ v1 ≤ · · · ≤ vn ≤ · · · , em Ω. (2.40)

De fato, suponha, por absurdo, que existe algum x0 ∈ Ω tal que v1(x0) < ζ(x0). Logo,

max
x∈Ω
{ζ(x)− v1(x)}

é atingido em algum ponto x1 ∈ Ω, pois (2.40) é satisfeita em ∂Ω. Então,

∇(ζ − v1)(x1) = 0 e ∆
(
ζ − v1)(x1

)
≤ 0.

Assim,

| ∇ζ(x1) |a=| ∇v1(x1) |a . (2.41)
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Sendo f crescente,

(p(x1) + 1)
(
f(ζ(x1))− f(v1(x1))

)
> 0.

Assim,

∆
(
ζ − v1)(x1

)
= k′f(ζ(x1))− q(x1) | ∇ζ(x1) |a +

−
[(
p(x1 + 1)f(v(x1))

)
− q(x1) | ∇v1(x1) |a

]
= k′f(ζ(x1))−

[
p(x1) + 1

]
f(v1(x1)) ≥ (p(x1) + 1)

[
f(ζ(x1))− f(v1(x1))

]
> 0.

o que é um absurdo. Então, v1 ≥ ζ em Ω. De maneira analoga, mostramos que

vn ≤ vn+1 em Ω para todo n ∈ N.

Agora, mostraremos que dado x0 ∈ Ω existem um aberto Ω0 ⊂⊂ Ω com x0 ∈ Ω0

e M0 = M0(x0) > 0 tais que para n ≥ 1,

vn ≤M0 em Ω0.

De fato, seja x0 ∈ Ω. Analizaremos os seguintes casos:

(i) p(x0) > 0;

(ii) p(x0) = 0.

Caso (i)

Sendo p ∈ C0,α(Ω) existe r > 0 tal que

p(x) > 0 em B(x0, r) com B(x0, r) ⊂⊂ Ω.

Defina

m0 = min
x∈B(x0,r)

p(x).

Seja v solução clássica Blow-up6 do problema ∆z + | q |∞| ∇z |a = m0f(z) em B(x0, r),

z > 0 em B(x0, r),
(2.42)

Considere para cada n ∈ N o seguinte problema ∆u+ q(x) | ∇u |a = m0f(u) em B(x0, r),

u = n em ∂B(x0, r).
(Pn)

6A existência de tal solução é assegurada por um resultado encontrado em [6] com a mudança de
variável z(x) = u

(
‖ q ‖

1
2−a
∞

x
)
.
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Segue da Proposição 2.1 que o problema (Pn) tem uma solução wn. Com os mesmos

argumentos usados para mostrar a unicidade da solução na Proposição 2.1, verificamos

que

wn(x) ≤ wn+1(x) ≤ v(x), x ∈ B(x0, r).

Logo, podemos definir w(x) := lim
n→+∞

wn(x). Mostraremos que tal limite é uniforme

em subconjuntos compactos. Para isso considere Ω1 um subconjunto compactamente

contido em B(x0, r). Assim,

wn ∈ L∞(Ω1). (2.43)

Pelo Teorema B.25 de estimativas interiores do gradiente existe uma constante positiva

c1 tal que para Ω2 ⊂⊂ Ω1

max
x∈Ω2

| ∇wn(x) | ≤ c1 max
x∈Ω1

| wn(x) |, (2.44)

o que implica por (2.43) que hn dada por

hn(x) := m0f(wn(x))− q(x) | ∇wn |a

pertence a L∞(Ω2), em particular, hn ∈ Ls(Ω2) para todo s ≥ 1. Dessa forma, pelo

Teorema de B.11 wn ∈ W 2,s(Ω2) para todo s ≥ 1 e existe uma constante positiva c2

tal que

‖ wn ‖2,s,Ω3 ≤ c2

(
‖ wn ‖s,Ω2 + ‖ hn(x) ‖s,Ω2

)
, Ω3 ⊂⊂ Ω2

donde segue que, existe c3 > 0 tal que

‖ wn ‖2,s,Ω3≤ c3.

Além disso, escolhendo q > N , por Imersões temos wn ∈ C1,γ(Ω1) e existe c4 > 0

tal que

‖ wn ‖C1,γ(Ω1)≤ c4.

Consequentemente, pelo Teorema de estimativas interiores de Schauder wn ∈ C2,γ(Ω4)

com Ω4 ⊂ Ω3 e existe c5 > 0 tal que

‖ wn ‖C2,γ(Ω4)≤ c5.

Uma vez que

C2,γ(Ω4) ↪→ C2(Ω4)
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compactamente, existe uma subsequência
(
wnj

)
que converge em C2(Ω4) uniforme-

mente, isto é, existe w̃ ∈ C2(Ω4) tal que

wnj → w̃ em C2(Ω4). (2.30)

Por unicidade de limite temos w = w̃. Portanto, por (2.42) segue que w é solução

Blow-up do problema ∆u+ q(x) | ∇u |a = m0f(u) em B(x0, r)

u > 0 em B(x0, r)

Desde que vn ≤ w em B(x0, r)
7 e w é limitada em B(x0,

r
2
), existem um aberto,

à saber, Ω0 = B(x0,
r
2
) e M0 = sup

Ω0

w, tal que

vn(x) ≤ w(x) ≤M0 em B(x0,
r

2
).

Caso (ii)

Por hipótese, existe Ω0, com x0 ∈ Ω0 e Ω0 ⊂⊂ Ω tal que p > 0 em ∂Ω0. Dado

x ∈ ∂Ω0, temos p(x) > 0 e pelo Caso (i), existem B(x, rx) ⊂⊂ Ω e uma constante

Mx > 0 tais que para todo n ∈ N

vn ≤Mx em B(x,
rx
2

).

Uma vez que
(
B(x, rx

2
)
)
x∈∂Ω0

é uma cobertura aberta para ∂Ω0 que é compacta,

podemos extrair uma cobertura finita B(x1,
rx1
2

), B(x2,
rx2
2

), · · ·, B(xk0 ,
rxk0

2
).

Considerando

M0 = max{Mx1 , ...,Mxk0
},

temos

vn ≤M0 em ∂Ω0 ∀n ≥ 1.

Com o mesmo procedimento que vem sendo usado concluímos que vn ≤M0 em Ω0.

Uma vez que para cada x ∈ Ω a sequência
(
vn(x)

)
é limitada, podemos definir

v : Ω → R

x 7→ v(x) = lim
n→+∞

vn(x)

7A verificação segue de modo similar como na demonstração do Proposição 2.1
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Mostraremos que

lim
dist(x,∂Ω)→0

v(x) = +∞.

Para isso, considere o seguinte problema linear
−∆z = p(x) em Ω,

z = 0 em ∂Ω,

z > 0 em Ω.

Desde que p ∈ C0,α(Ω) pelo Teorema de Schauder o problema acima tem uma única

solução z ∈ C2,α(Ω).

Pelo Lema 1.1 do Capítulo 1 a função

h : (0,+∞) → R

r 7→ h(r) =

∫ ∞
r

dt

f(t)

está bem definida.

Note que dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que n ≥ n0

h
(
vn(x)

)
≤ ε
(

1+ | x |2
)− 1

2
+ z(x) ∀x ∈ Ω. (2.45)

Com efeito, observe que (2.45) ocorre em ∂Ω, pois para todo x ∈ ∂Ω, temos

h
(
vn(x)

)
= h(n) ∀n ∈ N.

Então,

lim
n→+∞

h
(
vn(x)

)
= 0 = z(x).

Considere R > 0 de modo que Ω ⊂ B(0, R). Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N, à

saber,

n0 >
1

ε(N − 3)(1 +R2)−
3
2 + 3ε(1 +R2)−

5
2

, (2.46)

tal que

h
(
vn(x)

)
< ε
(

1 +R2
)− 1

2 ∀n ≥ n0 ∀x ∈ ∂Ω,

o que implica

h
(
vn(x)

)
< ε
(

1+ | x |2
)− 1

2
+ z(x) ∀n ≥ n0 ∀x ∈ ∂Ω. (2.47)
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Suponha, por aburdo, que (2.45) não ocorra em Ω. Dessa forma, existem ε0 > 0,

x0 ∈ Ω e n′ ≥ n0 tais que

h
(
vn′ (x0)

)
− z(x0)− ε0

(
1+ | x0 |2

)− 1
2
> 0.

De (2.47), deve existir x1 ∈ Ω tal que

h
(
vn′ (x1)

)
− z(x1)− ε0

(
1+ | x1 |2

)− 1
2

= max{h
(
vn′ (x)

)
− z(x)− ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2}.

Daí,

∆

[
h
(
vn′ (x)

)
− z(x)− ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
∣∣
x=x1

≤ 0. (2.48)

Por outro lado,

∆

[
h
(
vn′ (x)

)
− z(x)− ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
∣∣
x=x1

=

[
f(vn′ (x))[
f(vn′ (x))

]2 | vn′ (x) |2 − 1

n

+q(x)
| ∇vn′ |a

f(vn′ )
+
(
N − 3

)(
1+ | x |2

)− 3
2

+ 3
(

1+ | x |2
)− 5

2

]
∣∣
x=x1

=
[
q(x)
| ∇vn′ |a

f(vn′ )

]∣∣
x=x1

+
f(vn′ (x1))[
f(vn′ (x1))

]2

| vn′ (x1) |2 + ε0
(
N − 3

)(
1+ | x1 |2

)− 3
2

+ ε03
(

1+ | x1 |2
)− 5

2 − 1

n
> 0,

o que é um absurdo com (2.48).

Desde que ε > 0 foi arbitrário, passando ao limite em (2.45) quando ε → 0,

obtemos

h(vn(x)) ≤ z(x) ∀x ∈ Ω,

para todo n suficientemente grande, o que implica

h(v(x)) ≤ z(x) ∀x ∈ Ω.

Então

0 ≤ lim
dist(x,∂Ω)→0

h(v(x)) ≤ lim
dist(x,∂Ω)→0

z(x) = 0.
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isto é,

lim
dist(x,∂Ω)→0

h(v(x)) = 0

mostrando que

lim
dist(x,∂Ω)→0

v(x) = +∞

2.2.2 Existência de Solução Blow-up para Domínios Ilimitados

O próximo resultado mostra a existência de solução Blow-up quando Ω = RN .

Teorema 2.3. Suponha que p satisfaça a condição (p1)
′. Então, existe uma solução

U do problema (2.1) a qual é maximal. Além disso, se p também verifica a condição
(p2), então U é uma solução Blow-up no RN .

Demonstração.

Segue do Teorema 2.1 e da hipótese (p1)
′ que para cada n ∈ N o problema ∆v + q(x) | ∇v |a = p(x)f(v) em Ωn

v > 0 em Ωn

(2.49)

tem uma solução vn Blow-up em Ωn.

Desde que Ωn ⊂ Ωn+1 podemos aplicar os mesmos argumentos que vem sendo

usados para verificamos que dado x0 ∈ RN , existe n0 ∈ N tal que

x0 ∈ Ωn ∀ n ≥ n0.

Assim

0 < vn(x0) ≤ · · · ≤ vn0+1(x0) ≤ vn0(x0), ∀ n ≥ n0. (2.50)

Logo, podemos definir a seguinte função

U : RN → R

x 7→ U(x) = lim
n→+∞

vn(x).

Seja Ω
′
1 ⊂ RN . Por (p1)

′ existe n0 ∈ N tal que

Ω
′

1 ⊂ Ωn, para todo n ≥ n0.
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Por (2.50)

vn ∈ L∞(Ω
′
1). (2.51)

Segue do Teorema de Ladyzenskaya e Ural’tseva8 de estimativa interior do gradiente

que existe uma constante positiva c1 tal que para Ω
′
2 ⊂⊂ Ω

′
1

max
x∈Ω

′
2

| ∇vn(x) | ≤ c1 max
x∈Ω

′
1

| vn(x) |, (2.52)

o que implica por (2.51) que hn dada por

hn(x) := m0f(vn(x))− q(x) | ∇vn |a

pertence a L∞(Ω
′
2), em particular, hn ∈ Ls(Ω

′
2) para todo s ≥ 1. Pelo Teorema de

Agmon, Douglis e Niremberg, vn ∈ W 2,s(Ω
′
2) para todo s ≥ 1 e existe uma constante

positiva c2 tal que

‖ vn ‖2,s,Ω
′
3
≤ c2

(
‖ vn ‖s,Ω′2 + ‖ hn(x) ‖s,Ω′2

)
,

isto é, ‖ vn ‖2,s,Ω
′
3
é uniformemente limitada.

Escolhendo p > N e aplicando o Teorema B.13 segue que ‖ vn ‖C1,γ(Ω
′
3)

é uni-

formemente limitada. Consequentemente, pelo Teorema de estimativas interiores de

Schauder vn ∈ C2,γ(Ω
′
4) para algum 0 < γ < 1 e existe c3 > 0 tal que

‖ vn ‖C2,γ(Ω
′
4)
≤ c3

(
‖ hn ‖C0,γ(Ω

′
3)

+ ‖ vn ‖C0,γ(Ω
′
3)

)
. (2.53)

Segue de (2.53) que existe c4 > 0 tal que

‖ vn ‖C2,γ(Ω
′
4)
≤ c4. (2.54)

Uma vez que

C2,γ(Ω
′
4) ↪→ C2(Ω

′
4)

compactamente, existe uma subsequência
(
vnj

)
que converge em C2(Ω

′
4) uniforme-

mente, isto é, existe Ũ ∈ C2(Ω4) tal que

vnj → Ũ em C2(Ω
′

4). (2.55)

8Ver Teorema B.25
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Por unicidade de limite U = Ũ . Portanto, U ∈ C2,γ
loc (RN) e por (2.49) concluímos que

U é solução do problema (2.1).

Mostraremos agora que U é solução maximal de (2.1). Para tanto, note que dada

uma solução u de (2.1), temos pelos argumentos que vem sendo usados que

u(x) ≤ vn em Ωn.

Por (p1)
′ dado x0 ∈ RN existe n0 ∈ N tal que

u(x0) ≤ vn(x0) em Ωn ∀n ≥ n0,

o que implica

u(x0) ≤ U(x0).

Segue da arbitraridade de x0 que

u(x) ≤ U(x) em RN .

Por fim, suponha que p satisfaça (p2). Mostraremos que U é Blow-up no RN .

Para tanto considere o problema ∆w = p(x)f(w) em RN ,

w ≥ 0, w 6= 0 em RN .

Segue do Teorema 1.3 que o problema acima tem uma solução maximal V Blow-up.

Assim sendo, para concluir a demonstração do teorema, basta verificar que dado ε > 0

V (x) ≤ vn(x) + ε
(

1+ | x |2
)− 1

2 ∀x ∈ Ωn, ∀n ≥ 1. (2.56)

De fato, por (2.56) teríamos

V (x) ≤ vn(x) em Ωn ∀n ≥ 1,

e portanto,

V (x) ≤ U(x) em RN .

Dessa forma, verifiquemos (2.56). Suponha, por absurdo, que existe ε0 > 0 e um ponto

x0 ∈ Ω tal que

V (x0) > vn(x0) + ε0

(
1+ | x0 |2

)− 1
2
.
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Uma vez que a desigualdade (2.56) se verifica em ∂Ωn, existe x1 ∈ Ω tal que

V (x1)− vn(x1) − ε0

(
1+ | x1 |2

)− 1
2

= max
x∈Ω

[
V (x)− vn(x) − ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
.

Assim,

∆

[
V (x)− vn(x) − ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
∣∣
x=x1

≤ 0.

Por outro lado,

∆

[
V (x)− vn(x) − ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
∣∣
x=x1

= ∆
[
V (x1)− vn(x1)

]
+ ε0

(
N − 3

)(
1+ | x1 |2

)− 3
2

+ 3ε0

(
1+ | x1 |2

)− 5
2
.

Daí,

∆

[
V (x)− vn(x) − ε0

(
1+ | x |2

)− 1
2

]
∣∣
x=x1

> 0,

pois

∆
[
V (x1)− vn(x1)

]
= p(x1)

[
f(V (x1))− f(vn(x1))

]
+ q(x) | vn(x1) |a,

o que é um absurdo. Portanto, vale (2.56), como queríamos demonstrar.

Nosso próximo resultado assegura a existência de solução Blow-up para domínios

ilimitados Ω 6= RN . Omitiremos sua demonstração, pois é essencialmente a mesma do

Teorema anterior.

Corolário 2.1. Suponha que p satisfaça a condição (p1)
′ em Ω. Então, existe uma

solução U do problema (2.1) a qual é maximal. Além disso, se p também verifica a
condição (p2), então U é uma solução Blow-up no RN .

A seguir, mostraremos a existência de solução Blow-up para um caso interessante

de domínio ilimitado, à saber, Ω = RN ∩
(
B(0, R)

)c
. Veremos que o problema (2.1)

tem uma solução Blow-up na ∂B(0, R) e Blow-up no infinito.

Teorema 2.4. Suponha que p satisfaça as condições (p1)
′ e (p2) no exterior de uma

bola, isto é, em Ω = RN ∩
(
B(0, R)

)c
, com φ(r) = 0 para r ∈ [0, R]. Então, o problema

(2.1) tem uma solução U tal que

lim
|x|↓R

U(x) = +∞ e lim
|x|→+∞

U(x) = +∞. (2.57)
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Demonstração.

Seja U uma solução9 de (2.1). Mostraremos os limites em (2.57). Para isso,

recorde que pelo Teorema 1.4 o problema ∆w = p(x)f(w) em Ω,

w ≥ 0, w 6= 0 em Ω,

tem uma solução maximal V tal que

lim
|x|↓R

V (x) = +∞ e lim
|x|→+∞

V (x) = +∞.

Agora, basta notar que

V (x) ≤ U(x) em RN .

Justificamos tal desigualdade com o mesmo raciocínio usado para mostrar a desigual-

dade (2.56), trocando vn por U e Ωn por Ω.

A seguir, uma condição necessária para a existência de solução Blow-up para o

problema (2.1) sem a condição de Keller-Osermann. O Teorema 1.6 ainda continua

sendo verdadeiro para o problema (2.1). Não faremos aqui sua demonstração, pois é

inteiramente análoga a prova do Teorema 1.6. No entanto, devido a sua importância

enuciamos:

Teorema 2.5. Suponha que f satisfaça apenas a condição (f1) e p ∈ C(RN) seja
não-negativa satisfazendo (p2). Então,∫ ∞

1

dt

f(t)
< +∞

é uma condição necessária para a existência de solução Blow-up de (2.1).

9A existência de solução Maximal segue do Corolário 2.1.



Capítulo 3

Soluções Radiais do Tipo Blow-up
para Sistemas Elípticos em RN

Nosso objetivo, no presente capítulo, é estudar a existência de solução radial

positiva do tipo Blow-up para a seguinte classe de sistemas elípticos ∆u = p(| x |)f1(v)f2(u) em RN ,

∆v = q(| x |)g1(v)g2(u) em RN ,
(3.1)

onde N ≥ 3 e p, q, fi, gi : [0,+∞)→ [0,+∞) (i = 1, 2) são funções contínuas.

Em [29], Lair e Wood mostraram que a equação

∆u = p(| x |)uα (0 < α ≤ 1) x ∈ RN (N ≥ 3)

tem uma solução radial Blow-up não-negativa se, e somente se, p satisfaz∫ +∞

0

τp(τ)dτ = +∞. (3.2)

No entanto, segundo Lair [27] não existe um resultado equivalente para sistemas

com apenas essa hipótese, mas uma condição suficiente que assegura a existência de

solução radial do tipo Blow-up ver ( [29], [13] ) é supor que p satisfaça (3.2) e q satisfaça∫ +∞

0

τq(τ)dτ = +∞. (3.3)

Os mesmos autores também mostraram que se p e q satisfazem

(a)

∫ +∞

0

τp(τ)dτ < +∞ , (b)

∫ +∞

0

τq(τ)dτ < +∞, (3.4)

então o sistema (3.2) não tem solução radial Blow-up .
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Baseado nos artigos [27] e [28], veremos resultados que analizam também os

casos em que p e q satisfaçam as condições (3.4) (a) e (3.3), respectivamente, ou que p

satisfaça (3.2) e que q satisfaça (3.4) (b).

A seguir definimos solução radial Blow-up para o sistema (3.1).

Definição 3.1. Sejam u, v ∈ C2(RN). Dizemos que o par (u, v) é uma solução radial
Blow-up para (3.1) se (u, v) satisfazem (3.1) e

lim
|x|→+∞

u(x) = +∞ , lim
|x|→+∞

v(x) = +∞. (3.5)

3.1 Uma Condição Necessária e Suficiente para Exis-
tência de Solução Radial Não-Negativa no RN

Nesta seção, mostraremos alguns resultados de existência quando f2, g1 ≡ 1,

f1 = vα e g2 = uβ. Mais precisamente, mostraremos a existência de solução para o

seguinte sistema  ∆u = p(| x |)vα em RN ,

∆v = q(| x |)uβ em RN ,
(3.6)

em que α, β são constantes positivas com αβ ≤ 1 e p, q : [0,+∞) → [0,+∞) são

funções contínuas.

No que segue, considere P,Q : [0,+∞)→ [0,+∞) funções dadas por

P (r) =

∫ r

0

τp(τ)dτ e Q(r) =

∫ r

0

τq(τ)dτ.

Lema 3.1. Se p e q satisfazem

(i) (3.2) e (3.3), respectivamente, então∫ +∞

0

tp(t)

(
t2−N

∫ t

0

sN−3Q(s)ds

)α
dt = +∞ (3.7)

e ∫ +∞

0

tq(t)

(
t2−N

∫ t

0

sN−3P (s)ds

)β
dt = +∞. (3.8)

(ii) (3.4), então (3.7) e (3.8) são falsas.
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Demonstração.

(i) Com efeito, defina

G : (0,+∞) → (0,+∞)

r 7→ G(r) = r2−N
∫ r

0

tN−3P (t)dt.

Note que podemos escrever

G(r) =

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt. (3.9)

De fato, integrando por partes, temos

G(r) = r2−N
∫ r

0

tN−3P (t)dt

= r2−N
[ rN−2

N − 2
P (r)−

∫ r

0

tN−2

N − 2
tp(t)dt

]
=

1

N − 2

[ ∫ r

0

tp(t)dt− r2−N
∫ r

0

tN−1p(t)dt
]
,

Ou seja,

G(r) =
1

N − 2

[ ∫ r

0

tp(t)dt− r2−N
∫ r

0

tN−1p(t)dt
]
. (3.10)

Por outro lado, novamente fazendo integração por partes, vem∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt = lim

ε→0

∫ r

ε

(
1

2−N
d

dt
t2−N

)(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt

=
1

2−N
lim
ε→0

[
t2−N

∫ t

0

sN−1p(s)ds
]r
ε
−
∫ r

ε

t2−N tN−1p(t)dt

]

=
1

2−N
lim
ε→0

[(
r2−N

∫ r

0

tN−1p(t)dt− ε2−N
∫ ε

0

tN−1p(t)dt

)

−
∫ r

ε

tp(t)dt

]

=
1

2−N

[(
r2−N

∫ r

0

tN−1p(t)dt− lim
ε→0

ε2−N
∫ ε

0

tN−1p(t)dt

)

−
∫ r

0

tp(t)dt

]
.

Desde que

ε2−N
∫ ε

0

tN−1p(t)dt =

∫ ε

0

tN−1

εN−2
p(t)dt
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e ∫ ε

0

tN−1

εN−2
p(t)dt ≤

∫ ε

0

εN−1

εN−2
p(t)dt,

segue que

0 < ε2−N
∫ ε

0

tN−1p(t)dt ≤ ε

∫ ε

0

p(t)dt. (3.11)

Daí, passando ao limite em (3.11) quando ε→ 0, concluímos

lim
ε→0

ε2−N
∫ ε

0

tN−1p(t)dt = 0,

o que implica∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt =

1

N − 2

(∫ r

0

tp(t)dt− r2−N
∫ r

0

tN−1p(t)dt

)
. (3.12)

Logo, (3.9) segue de (3.10) e (3.12).

De modo análogo, verificamos que a função

H : (0,+∞) → (0,+∞)

r 7→ H(r) = r2−N
∫ r

0

tN−3Q(t)dt

pode ser dada por

H(r) =

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1q(s)ds

)
dt. (3.13)

Mostraremos que

lim
r→+∞

G(r) = +∞ e lim
r→+∞

H(r) = +∞. (3.14)

se, e somente se, (3.2) e (3.3) valem, respectivamente. Verifiquemos apenas

lim
r→+∞

G(r) = +∞ ⇔ lim
r→+∞

P (r) = +∞, (3.15)

pois a prova da equivalência

lim
r→+∞

H(r) = +∞ ⇔ lim
r→+∞

Q(r) = +∞.

é feita de modo analógo.

Suponha que lim
r→+∞

G(r) = +∞. Como p ≥ 0, temos

1

N − 2

(∫ r

0

tp(t)dt− r2−N
∫ r

0

tN−1p(t)dt

)
≤ 1

N − 2

∫ r

0

tp(t)dt. (3.16)
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De (3.12) e (3.16), segue∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt ≤ 1

N − 2

∫ r

0

tp(t)dt. (3.17)

Passando ao limite quando r → +∞ em (3.17), obtemos

lim
r→+∞

G(r) ≤ lim
r→+∞

1

N − 2

∫ r

0

tp(t)dt,

e, portanto, ∫ ∞
0

tp(t)dt = +∞.

Agora, suponha ∫ +∞

0

tp(t)dt = +∞.

Seja 0 < t ≤ r. Por (3.12),∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt =

1

N − 2

1

rN−2

∫ r

0

(
rN−2 − tN−2

)
tp(t)dt. (3.18)

Desde que,

1

rN−2

∫ r

0

(
rN−2 − tN−2

)
tp(t)dt ≥ 1

rN−2

[
rN−2 −

(r
2

)N−2
] ∫ r

2

0

tp(t)dt. (3.19)

De (3.18) e (3.19), temos∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt ≥ 1

N − 2

[
1−

(1

2

)N−2
] ∫ r

2

0

tp(t)dt. (3.20)

Passando ao limite em (3.20) quando r → +∞, concluímos

lim
r→+∞

G(r) = +∞. (3.21)

mostrando (3.15). De maneira inteiramente análoga justificamos que

lim
r→+∞

H(r) = +∞ ⇔ lim
r→+∞

Q(r) = +∞. (3.22)

Suponha que p e q satisfaçam (3.2) e (3.3), respectivamente. Por (3.21), existe

B1 > 0 tal que r > B1 implica

G(r) > 1.

Assim, ∫ +∞

0

tq(t)
(
G(t)

)β
dt ≥

∫ +∞

B1

tq(t)
(
G(t)

)β
dt

≥
∫ +∞

B1

tq(t)dt

(3.3)︷︸︸︷
= +∞.
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Obtendo (3.8). Por outro lado, de (3.22) existe B2 > 0 tal que r > B2 implica

H(r) > 1.

Daí, ∫ +∞

0

tp(t)
(
H(t)

)α
dt ≥

∫ +∞

B2

tp(t)
(
H(t)

)α
dt

≥
∫ +∞

B2

tp(t)dt

(3.2)︷︸︸︷
= +∞.

Obtendo (3.9).

(ii) Sejam M1 =

∫ +∞

0

τp(τ)dτ e M2 =

∫ +∞

0

τq(τ)dτ . Note que

∫ +∞

0

tq(t)
(
G(t)

)β
dt ≤

∫ +∞

0

tq(t)
[
r2−N

∫ r

0

tN−3
(∫ +∞

0

τp(τ)dτ
)
dr
]β
dt

≤ Mβ
1

∫ +∞

0

tq(t)
(
r2−N

∫ r

0

tN−3dr
)β
dt

≤ Mβ
1(

N − 2
)β ∫ +∞

0

tq(t)dt =
Mβ

1(
N − 2

)βM2.

De modo similar verificamos que∫ +∞

0

tp(t)
(
H(t)

)α
dt < +∞.

Como queríamos demonstrar.

Nossos próximos dois resultados servirão de base para justificar a existência de

solução para o sistema (3.6).

Lema 3.2. Sejam a e b constantes não-negativas tais que a + b > 0. Suponha que p,
q sejam contínuas. Então, o sistema de equações integrais

u(r) = a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)vα(s)dsdt (3.23)

v(r) = b+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)uβ(s)dsdt (3.24)

tem uma solução.

Demonstração.

Sem perda de generalidade suponha que a ≤ b e considere u0 = a e v0 = b. Defina

indutivamente as sequências
(
un

)
e
(
vn

)
por

un(r) = a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)vαn−1(s)dsdt (3.25)
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e

vn(r) = b+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)uβn(s)dsdt. (3.26)

Observe que

u1(r) = a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)bαdsdt ≥ a = u0,

consequentemente

v1(r) = b+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)uβ1 (s)dsdt ≥ b = v0.

Além disso,

u1(r) = a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)bαdsdt ≤ a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)vα1 (s)dsdt = u2,

o que implica

v1(r) = a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)uβ1 (s)dsdt ≤ a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)uβ2 (s)dsdt = v2.

Prosseguindo com o mesmo raciocínio, verificamos que para todo r ≥ 0

un(r) ≤ un+1(r) e vn(r) ≤ vn+1(r) ∀n ∈ N. (3.27)

Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo em (3.26), concluímos que v′n(r) ≥ 0.

Assim,

un(r)

(3.27)︷︸︸︷
≤ a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)vαn(s)dsdt

v
′
n(r)≥0︷︸︸︷
≤ a+ vαn(r)

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt,

isto é,

un(r) ≤ a+ vαn(r)G(r), (3.28)

onde G está definida no Lema 3.1. Consequentemente, de (3.26) e (3.28), vem

vn(r) ≤ b+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)
[
a+ vαn(s)G(s)

]β
dsdt.

Logo,

vn(r) ≤ b+
1

2−N

∫ r

0

d

dt
t2−N

∫ t

0

sN−1q(s)2β
[
aβ + vαβn (s)Gβ(s)

]
dsdt. (3.29)
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Integrando por partes (3.29), obtemos

vn(r) ≤ b+
2β

N − 2

∫ r

0

(
1− tN−2

rN−2

)
tq(t)

[
aβ + vαβn (t)Gβ(t)

]
dt

≤ b+ 2β
∫ r

0

tq(t)
[
aβ + vαβn (t)Gβ(t)

]
dsdt,

ou seja,

vn(r) ≤ b+ 2β
∫ r

0

tq(t)
[
aβ + vαβn (t)Gβ(t)

]
dt. (3.30)

Recorde que b ≤ vn(r) para n ≥ 0. Desde que αβ ≤ 1 temos vn(t)αβ−1 ≤ bαβ−1 o

que implica

vn(t)αβ ≤ vn(t)bαβ−1. (3.31)

Por (3.30) e (3.31), obtemos

vn(r) ≤ b+ 2β
∫ r

0

tq(t)
[
aβ + vn(t)bαβ−1Gβ(t)

]
dt,

de onde segue

vn(r) ≤ b+ 2βaβ
∫ r

0

tq(t)dt+ 2β
∫ r

0

tq(t)bαβ−1Gβ(t)vn(t)dt, (3.32)

Considere c0 > r. Por (3.32),

vn(r) ≤ b+ 2βaβ
∫ c0

0

tq(t)dt+

∫ r

0

2βtq(t)bαβ−1Gβ(t)vn(t)dt.

Assim, existe uma constante positiva c0 tal que

vn(r) ≤ c0 +

∫ r

0

tq(t)2βbαβ−1Gβ(t)vn(t)dt ∀r ∈ [0, c0]. (3.33)

Aplicando a Desigualdade de Gronwall1 em (3.33), segue que existe uma constante

positiva C tal que

vn(r) ≤ Ce
∫ r
0 2βtq(t)bαβ−1Gβ(t)dt ∀r ∈ [0, c0]. (3.34)

Logo,
(
vn

)
é uniformente limitada em [0, c0]. Consequentemente de (3.28), concluímos

que
(
un

)
também é uniformente limitada em [0, c0].

1Ver Teorema B.26 Apêndice B
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Agora, mostraremos que
(
vn

)
,
(
un

)
são equicontínuas em [0, c0]. Basta mostrar

que existem constantes positivas Kc0 e K ′c0 tais que

| u′n(r) |≤ Kc0 e | v′n(r) |≤ K
′

c0
.

Por (3.25) e (3.26), vem

u
′

n(r) = r1−N
∫ r

0

tN−1p(t)vαn−1(t)dt e v
′

n(r) = r1−N
∫ r

0

tN−1q(t)uβn(t)dt. (3.35)

Note que por (3.35), temos

| u′n(r) | ≤
∫ r

0

| t
N−1

rN−1
|‖ p ‖∞ vαn−1(t)dt

≤
∫ r

0

‖ p ‖∞ vαn−1(t)dt.

Desde que vn e un são uniformemente limitadas em [0, c0], existe Mc0 > 0 tal que

| u′n(r) | ≤
∫ c0

0

‖ p ‖∞ Mc0dt

≤ ‖ p ‖∞ Mc0c0 = Kc0 .

De modo similar, verificamos que existe K ′c0 > 0 tal que

| v′n(r) | ≤ K
′

c0
em [0, c0].

Por outro lado, dado ε > 0, considere δ = ε
Kc0+K′c0

. Segue do Teorema do Valor

Médio, que existem θ1, θ2 ∈ [0, c0] tais que

| un(r)− uk(s) |≤ u
′

n(θ1) | r − s | e | vn(r)− vn(s) |≤ v
′

k(θ2) | r − s |,

para | r − s |< δ, temos

| un(r)− un(s) |≤ Kc0

ε

Kc0 +K ′c0
e | vn(r)− vn(s) |≤ K

′

c0

ε

Kc0 +K ′c0
,

o que implica

| un(r)− un(s) |< ε e | vn(r)− vn(s) |< ε.

mostrando que
(
vn

)
,
(
un

)
são equicontínuas em [0, c0].

Portanto, segue do Teorema de Ascoli-Arzelá que existem uc0 , vc0 e subsequências(
vnj

)
,
(
unl

)
tais que

unj → uc0 e vnl → vc0
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uniformemente em [0, c0].

Note que, a menos de subsequências,

u1,2, u1,3, u1,4, · · · −→ u1 em [0, 1]

u2,3, u2,4, u2,5, · · · −→ u2 em [0, 2]

u3,4, u3,5, u3,6, · · · −→ u3 em [0, 3]

...

tais que uj+1

∣∣∣
[0,j]

= uj. Dessa forma, defina

u : [0,+∞) → R

r 7→ u(r) = ui quando r ∈ [0, i]

e observe que subsequência diagonal
(
un,2n

)
(n = 2, 3, ...) converge unifomemente para

u em intervalos compactos.

Fazendo o mesmo procedimento com as subsequências
(
vn,j

)
encontramos uma

função v a qual é limite uniforme em intervalos compactos. Desde que os limites são

uniformes, concluímos por passagem ao limite em (3.25) e (3.26),

u(r) = a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)vα(s)dsdt

e

v(r) = b+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)uβ(s)dsdt.

isto é, o par (u, v) é uma solução do sistema de equações integrais (3.23) e (3.24).

Lema 3.3. Para quaisquer constantes não-negativas a e b com a+ b > 0 uma solução
(u, v) do sistema de equações integrais (3.23) e (3.24) é uma solução radial do sistema
(3.6). Uma solução radial de (3.6) é uma solução de (3.23) e (3.24) para uma escolha
conveniente das constantes a e b.

Demonstração.

Seja (u, v) solução do sistema de equações integrais (3.23) e (3.24). Recorde que

o laplaciano de uma função radial w é dado por

∆w = w
′′

+
N − 1

r
w
′
.
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Dessa forma, para mostrar que (u, v) é solução de (3.6), basta verificarmos que

p(r)vα(r) = u
′′
(r) +

N − 1

r
u
′
(r) e q(r)uβ(r) = v

′′
(r) +

N − 1

r
v
′
(r).

Por (3.23), temos

u
′′
(r) = (1−N)r−N

∫ r

0

tN−1p(t)vα(t)dt+ p(r)vα(r) (3.36)

Logo,

u
′′
(r) +

N − 1

r
u
′
(r) = (1−N)r−N

∫ r

0

tN−1p(t)vα(t)dt+ r1−NrN−1p(r)vα(r) +

+
N − 1

r
r1−N

∫ r

0

tN−1p(t)vα(t)dt

= p(r)vα(r).

De modo análogo, obtemos

v
′′
(r) +

N − 1

r
v
′
(r) = q(r)uβ(r),

ou seja, o par (u, v) é solução de (3.6).

Se (u, v) é solução do sistema (3.6), então existem constantes apropriadas a, b

não-negativas com a + b > 0 de modo que (u, v) também é solução de (3.23) e (3.24).

Basta escolher a = u(0) e b = v(0).

Com efeito, mulplicando ambos os membros de (3.23) por rN−1, encontramos

rN−1p(r)vα(r) = rN−1N − 1

r
u
′
(r) + rN−1u

′′
(r)

Observe que,

rN−1N − 1

r
u
′
(r) + rN−1u

′′
(r) = (N − 1)rN−2u

′
(r) + rN−1u

′′
(r)

=
(
rN−1u

′
(r)
)′
,

temos

p(r)vα(r) =
(
rN−1u

′
(r)
)′
. (3.37)

Integrando de 0 a r (3.37), concluímos pelo Teorema Fundamental do Cálculo

rN−1u
′
(r) =

∫ r

0

sN−1p(s)vα(s)ds,
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isto é,

u
′
(r) = r1−N

∫ r

0

sN−1vα(s)ds.

Integrando de 0 a r a igualdade acima, concluímos novamente pelo Teorema Funda-

mental do Cálculo

u(r)− u(0) =

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)vα(s)dsdt,

ou seja,

u(r) = u(0) +

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)vα(s)dsdt.

De maneira similar, concluímos

v(r) = v(0) +

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)uβ(s)dsdt,

justificando que (u, v) também é solução de (3.23) e (3.24). Como queríamos demons-

trar.

A seguir, o resultado mais importante desta seção. Mostramos uma condição

necessária e suficiente para a existência de solução radial Blow-up do sistema (3.6).

Teorema 3.1. Sejam p e q funções contínuas não-negativas. Então, o sistema (3.6)
tem uma solução (u, v) radial Blow-up no RN se, e somente se, as funções p e q

satisfazem as condições (3.7) e (3.8).

Demonstração.

Segue do Lema 3.3 que soluções raidais de (3.6) são soluções do sistema de

equações integrais (3.23) e (3.24) as quais existem pelo Lema 3.2. Dessa forma,

mostraremos que uma solução de (3.23) e (3.24) é uma solução Blow-up no RN se,

e somente se, as funções p e q satisfazem as condições (3.7) e (3.8).

Estamos interessados em solução Blow-up, por esse motivo não vamos considerar

o caso em que p e q satisfaçam (3.4) (Ver Teorema 1 em [13]). Nosso objetivo é estudar

os casos onde as hipóteses são misturadas, isto é,

(i) p e q satisfaçam (3.4)-(a) e (3.3), respectivamente;

(ii) p e q satisfaçam (3.2) e (3.4)-(b), respectivamente.
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Nesse sentido, também não vamos analizar o caso em que p e q satisfaçam (3.2) e

(3.3), respectivamente, no entanto, podemos encontrar sua demonstração em [13] (Ver

Teorema 1) ou em Lair & Wood [29].

Suponha, inicialmente, que p e q satisfazem as condições (3.7) e (3.8). Seja (u, v)

uma solução de (3.6). Mostraremos que o par (u, v) é Blow-up.

CASO (i):

Sejam a e b como no Lema 3.2. Suponha, sem perda de generalidade, que a > 0.

Desde que u(r) ≥ a > 0,

v(r) = b+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)uβ(s)dsdt ≥ b+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)aβdsdt

≥ aβ
∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1q(s)dsdt

≥ aβ

N − 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ r
2

0

tq(t)dt.

Então, passando ao limite na desigualdade acima quando r → +∞ e usando a hipótese

(3.3), conluímos

lim
r→+∞

v(r) ≥ aβ

N − 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ +∞

0

tq(t)dt = +∞.

Portanto,

lim
r→+∞

v(r) = +∞.

Agora, mostraremos que

lim
r→+∞

u(r) = +∞.

De (3.23), temos

u(r) = a+
1

2−N

∫ r

0

d

dt
t2−N

∫ t

0

sN−1p(s)vα(s)dsdt,

equivalentemente

u(r) = a+
1

2−N
lim
δ→0

∫ r

δ

d

dt
t2−N

∫ t

0

sN−1p(s)vα(s)dsdt.

Integrando por partes e aplicando a regra de L’Hôspital, obtemos

u(r) = a+
1

2−N
lim
δ→0

[
t2−N

∫ t

0

sN−1p(s)vα(s)ds

]r
δ

− 1

2−N
lim
δ→0

∫ r

δ

tp(t)vα(t)dt

= a+
1

N − 2

∫ r

0

(
1− tN−2

rN−2

)
tp(t)vα(t)dt.
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Assim, podemos escrever

u(r) = a+
1

N − 2

∫ r

0

(
1− tN−2

rN−2

)[
d

dt

∫ t

0

sp(s)vα(s)ds

]
dt.

Fazendo integração por partes, temos

u(r) = a+

{[(
1− tN−2

rN−2

)∫ t

0

sp(s)vα(s)ds

]∣∣∣∣r
0

− 1

N − 2

∫ r

0

d

dt

(
1− tN−2

rN−2

)∫ t

0

sp(s)vα(s)ds

}
= a− 1

N − 2

∫ r

0

d

dt

(
1− tN−2

rN−2

)∫ t

0

sp(s)vα(s)ds,

ou seja,

u(r) = a+ r2−N
∫ r

0

tN−3

∫ t

0

sp(s)vα(s)dsdt. (3.38)

Analogamente, temos

v(r) = b+ r2−N
∫ r

0

tN−3

∫ t

0

sq(s)uβ(s)dsdt. (3.39)

Desde que u(r) ≥ a > 0, de (3.39) temos

v(r) = b+ r2−N
∫ r

0

tN−3

∫ t

0

sq(s)uβ(s)dsdt ≥ b+ aβr2−N
∫ r

0

tN−3

∫ t

0

sq(s)dsdt

ou seja,

v(r) ≥ aβr2−N
∫ r

0

tN−3Q(t)dt. (3.40)

Dessa forma, segue de (3.38) e (3.40) que

u(r) ≥ a+ r2−N
∫ r

0

tN−3

∫ t

0

sp(s)

(
aβs2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
dsdt

≥ aαβr2−N
∫ r

r
2

tN−3

∫ t

0

sp(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
dsdt,

isto é,

u(r) ≥ aαβr2−N
∫ r

r
2

tN−3

∫ t

0

sp(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
dsdt. (3.41)

Definindo

h(t) =

∫ t

0

sp(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
ds, (3.42)
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segue do Teorema Fundamental do Cálculo,

h
′
(t) = tp(t)

(
t2−N

∫ t

0

sN−3Q(s)

)
ds ≥ 0. (3.43)

Então, por (3.42) e (3.43), obtemos

h

(
r

2

)
≤ h(t) ∀t ∈ [

r

2
, r]. (3.44)

De (3.41) e (3.44) segue

u(r) ≥ aαβr2−N
∫ r

r
2

tN−3

∫ r
2

0

sp(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
dsdt

≥ aαβr2−N
∫ r

r
2

tN−3dt

∫ r
2

0

sp(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
ds

≥ aαβ

n− 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ r
2

0

sp(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
ds,

isto é,

u(r) ≥ aαβ

n− 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ r
2

0

sp(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
ds. (3.45)

passando ao limite quando r → +∞ em (3.45), obtemos por (3.7)

lim
r→+∞

u(r) ≥ aαβ

n− 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ +∞

0

sp(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Q(ξ)dξ

)α
ds = +∞.

CASO (ii):

Note que dado ε > 0, v(r) > 0 para todo r ≥ ε, pois v′(r) ≥ 0. Daí,

u(r) ≥ a+

∫ r

0

t1−N
∫ t

0

sN−1p(s)vαdsdt

≥ a+

∫ r

ε

t1−N
∫ t

ε

sN−1p(s)vαdsdt

≥ v(ε)α
∫ r

ε

t1−N
∫ t

ε

sN−1p(s)dsdt

≥ v(ε)α

N − 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ r
2

ε

tp(t)dt,

ou seja,

u(r) ≥ v(ε)β

N − 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ r
2

ε

tp(t)dt. (3.46)

Assim, passando ao limite quando r → +∞ em (3.46), concluímos de (3.2)

lim
r→+∞

u(r) = +∞.
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Por outro lado, de (3.38) segue que

u(r) ≥ r2−N
∫ r

ε

tN−3

∫ t

ε

sp(s)vα(s)dsdt

≥ vα(ε)r2−N
∫ r

ε

tN−3

∫ t

ε

sp(s)dsdt,

isto é,

u(r) ≥ vα(ε)r2−N
∫ r

ε

tN−3Pε(t)dt

onde Pε(r) =

∫ r

ε

sp(s)ds. Assim, seguindo de modo similar ao caso anterior, vem

v(r) ≥ b+ r2−N
∫ r

ε

tN−3

∫ t

ε

sq(s)uβ(s)dsdt

≥ vαβ(ε)

n− 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ r
2

ε

sq(s)

(
s2−N

∫ s

0

ξN−3Pε(ξ)dξ

)β
ds,

ou seja,

v(r) ≥ bαβ

n− 2

[
1−

(
1

2

)N−2] ∫ r
2

ε

sq(s)

(
s2−N

∫ s

ε

ξN−3Pε(ξ)dξ

)β
ds. (3.47)

Passando ao limite em (3.47) quando r →∞, obtemos por (4.8)

lim
r→+∞

v(r) = +∞.

Mostraremos a recíproca pela contra-positiva. Para tanto, suponha sem perda de

generalidade que ∫ +∞

0

tp(t)

(
t2−N

∫ t

0

sN−3Q(s)ds

)α
dt < +∞. (3.48)

É suficiente provar que u é limitada2, pois o par (u, v) não poderá ser solução Blow-up

de (3.6).

Defina H como no Lema 3.1 e recorde que H ′(r) ≥ 0, isto é, H é não-decrescente.

Escolha δ > 0 de maneira que H(δ) 6= 0. Então,∫ +∞

0

tp(t)
(
H(t)

)α
dt ≥

∫ +∞

δ

tp(t)
(
H(δ)

)α
dt

≥
(
H(δ)

)α ∫ +∞

δ

tp(t)dt.

2Caso (3.8) seja falsa, a demonstração segue de maneira análoga. Neste caso, mostramos que v é
limitada.
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Logo, por (3.48) ∫ +∞

δ

tp(t)dt < +∞.

e portanto, ∫ +∞

0

tp(t)dt < +∞. (3.49)

Sendo u′(r) ≥ 0 segue de (3.39)

v(r) ≤ b+ uβ(r)H(r).

Substituindo em (3.38), ficamos com

u(r) ≤ a+ r2−N
∫ r

0

tN−3
(∫ t

0

sp(s)
(
b+H(s)uβ(s)

)α
ds
)
dt (3.50)

Por outro lado,

r2−N
∫ r

0

tN−3
(∫ t

0

sp(s)
(
b+H(s)uβ(s)

)
ds
)
dt ≤

(∫ r

0

sp(s)
(
b+H(s)uβ(s)

)α
ds
)

t2−N
∫ r

0

tN−3dt,

pois sp(s)
(
b+H(s)uβ(s)

)
é uma função contínua e não-negativa. Segue de (3.50) que

u(r) ≤ a+
1

N − 2

∫ r

0

tp(t)
(
b+H(t)uβ(t)

)α
dt,

donde

u(r) ≤ a+
1

N − 2

∫ r

0

tp(t)2α
(
bα +Hα(t)uαβ(t)

)
dt. (3.51)

Desde que αβ ≤ 1, temos

uαβ−1(s) ≤ aαβ−1,

pois a ≤ u(r), o que implica

uαβ(s) ≤ u(s)aαβ−1 (3.52)

Substituindo (3.52) em (3.51), obtemos

u(r) ≤ a+
1

N − 2

∫ r

0

tp(t)2α
(
bα +Hα(t)u(t)aαβ−1

)
dt

≤ a+
2αbα

N − 2

∫ r

0

tp(t)dt+

∫ r

0

2αaαβ−1

N − 2
tp(t)Hα(t)u(t)dt,
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isto é,

u(r) ≤ a+
2αbα

N − 2

∫ r

0

tp(t)dt+

∫ r

0

2αaαβ−1

N − 2
tp(t)Hα(t)u(t)dt, (3.53)

Considere

C = a+
2αbα

N − 2

∫ +∞

0

tp(t)dt.

Segue de (3.49) que C é um número real positivo e por (3.53),

u(r) ≤ C +

∫ r

0

H̃(t)u(t)dt, (3.54)

onde H̃(t) =
2αaαβ−1

N − 2
tp(t)Hα(t). Aplicando a Desigualdade de Gronwall em (3.54)

u(r) ≤ C

∫ r

0

H̃(t)
[
e
∫ r
t H̃(t)ds

]
dt

e por (3.48), segue que u é limitada. Como queríamos demonstrar.

3.2 Existência de Solução Radial Positiva: Caso Geral

Nesta seção, estudaremos a existência de solução radial do tipo Blow-up para o

seguinte problema  ∆u = p(| x |)f1(v)f2(u), em RN

∆v = q(| x |)g1(v)g2(u), em RN
(3.55)

sob as seguintes condições:

(H1) As funções p, q, fi, gi : [0,+∞)→ [0,+∞) são contínuas;

(H2) as funções fi e gi são não-decrescentes em [0,+∞);

(H3) f1(s)f2(s) + g1(s)g2(s) > 0, ∀s 6= 0.

Denote

G(+∞) := lim
r→+∞

H(r) , H(r) =

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)ds

)
dt, r ≥ 0,

H(+∞) := lim
r→+∞

G(r) , G(r) =

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1q(s)ds

)
dt, r ≥ 0,

F (+∞) := lim
r→+∞

F (r) , F (r) =

∫ r

a

ds

f1(s)f2(s) + g1(s)g2(s)
, r ≥ a > 0.
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Note que F ′(r) =
1

f1(r)f2(r) + g1(r)g2(r)
> 0 ∀r > a, isto é, F é crescente, sobre-

jetora sobre F ([a,+∞)), portanto tem inversa F−1, a qual é monótona não-decrescente.

Observe que se valem (H1), (H2) e F (+∞) = +∞, então∫ +∞

0

ds

f1(s)f2(s)
= +∞,∫ +∞

0

ds

g1(s)g2(s)
= +∞.

De fato, de (H1) segue que fi, gi são não negativas. Assim,∫ r

0

ds

f1(s)f2(s) + g1(s)g2(s)
≤
∫ r

0

ds

f1(s)f2(s)
,

para todo r > 0, logo passando ao limite quando r → +∞,

F (+∞) =

∫ +∞

0

ds

f1(s)f2(s) + g1(s)g2(s)
≤
∫ +∞

0

ds

f1(s)f2(s)
.

Portanto, ∫ +∞

0

ds

f1(s)f2(s)
= +∞.

Analogamente, temos que ∫ +∞

0

ds

g1(s)g2(s)
= +∞.

Teorema 1. Suponha que as condições (H1), (H2) e (H3) são satisfeitas. Então, o
sistema (3.55) tem uma solução radial positiva (u, v) ∈ C2

(
[0,+∞)

)
× C2

(
[0,+∞)

)
.

Além disso, se
G(+∞) < +∞ e H(+∞) < +∞,

u e v são limitadas. Se
G(+∞) = H(+∞) = +∞,

o par (u, v) é solução Blow-up.

Demonstração.

Sabemos que soluções radiais de (3.55) são soluções do sistema de equações dife-

renciais ordinárias  u
′′
(r) + N−1

r
u
′
(r) = p(r)f1(v)f2(u),

v
′′
(r) + N−1

r
v
′
(r) = p(r)g1(v)g2(u).

(3.56)
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Mostraremos, inicialmente, que o sistema acima tem solução. Desde que soluções

do sistema (3.56) são soluções do sistema integral
u(r) = b+

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)f1(v(s))f2(u(s))ds

)
dt, r ≥ 0,

v(r) = c+

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1q(s)g1(v(s))g2(u(s))ds

)
dt, r ≥ 0.

(3.57)

De fato, basta notar que

u
′
(r) = r1−N

∫ r

0

sN−1p(s)f1(v(s))f2(u(s))ds

e

u
′′
(r) = (1−N)r−N

∫ r

0

sN−1p(s)f1(v(s))f2(u(s))ds+ r1−NrN−1p(r)f1(v(r))f2(u(r)),

portanto

u
′′
(r) +

N − 1

r
u
′
(r) = p(r)f1(v)f2(u).

De maneira análoga, obtemos

v
′′
(r) +

N − 1

r
v
′
(r) = q(r)g1(v)g2(u).

Sejam u0(r) = b, v0(r) = c, com b + c > 0 e defina as seguintes sequências
(
un

)
e
(
vn

)
por

un+1(r) = b+

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)f1(vn(s))f2(un(s))ds

)
dt, r ≥ 0,

vn+1(r) = c+

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1q(s)g1(vn(s))g2(un(s))ds

)
dt, r ≥ 0.

(Pn)

Como p(r)f1(vn(r))f2(un(r)) ≥ 0 e q(r)g1(vn(r))g2(un(r)) ≥ 0, para todo r ≥ 0 e

n ∈ N, temos un ≥ b, vn ≥ c e

v0 ≤ v1, u0 ≤ u1 ∀r ≥ 0.

Segue da motonicidade das funções fi e gi (i= 1, 2) que

u1 ≤ u2 v1 ≤ v2 ∀r ≥ 0.

Continuando com o mesmo raciocínio, concluímos que as sequências
(
un

)
e
(
vn

)
são

não-decrescentes em [0,+∞). Desde que

G
′
(r) = r1−N

∫ r

0

sN−1p(s)ds.
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Seque de (H1) e (H2) que para todo r > 0

u
′

n+1(r) ≤ r1−N
∫ r

0

sN−1p(s)f1(vn(r))f2(un(r))ds

≤ f1(vn(r))f2(un(r))r1−N
∫ r

0

sN−1p(s)ds

≤ f1(vn(r))f2(un(r))G
′
(r)

≤ f1(vn(r) + un(r))f2(un(r) + vn(r))G
′
(r)

≤ [f1(vn(r) + un(r))f2(un(r) + vn(r)) +

+ g1(vn(r) + un(r))g2(un(r) + vn(r))]G
′
(r)

≤ [f1(vn+1(r) + un+1(r))f2(uk+1(r) + vn+1(r)) +

+ g1(vn+1(r) + un+1(r))g2(un+1(r) + vn+1(r))]G
′
(r).

De modo similar encontramos a seguinte desigualdade

v
′

n+1(r) ≤ [f1(vn+1(r) + un+1(r))f2(un+1(r) + vn+1(r)) +

+ g1(vn+1(r) + un+1(r))g2(un+1(r) + vn+1(r))]H
′
(r),

pois

H
′
(r) = r1−N

∫ r

0

sN−1q(s)ds

daí

u
′

n+1(r) + v
′

n+1(r) ≤ [f1(vn+1(r) + un+1(r))f2(un+1(r) + vn+1(r)) +

+ g1(vn+1(r) + un+1(r))g2(un+1(r) + vn+1(r))](G
′
(r) +H

′
(r)),

então

u
′
n+1(r) + v

′
n+1(r)

2∏
i=1

[
fi(vn+1(r) + un+1(r))

]
+

2∏
i=1

[
gi(vn+1(r) + un+1(r))

] ≤ G
′
(r) +H

′
(r). (3.58)

Integrando de 0 a r ambos os membros da desigualdade em (3.58), vem∫ r

0

u
′
n+1(s) + v

′
n+1(s)

2∏
i=1

[
fi(vn+1(s) + un+1(s))

]
+

2∏
i=1

[
gi(vn+1(s) + un+1(s))

]ds ≤
∫ r

0

(
G
′
(s)+H

′
(s)
)
ds.

Fazendo uma mudança de variáveis,
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• un+1(s) + vn+1(s) = τ =⇒
(
u
′
n+1(s) + v

′
n+1(s)

)
ds = dτ ;

• s = 0 =⇒ τ = b+ c, s = r =⇒ τ = un+1(r) + vn+1(r),

vem ∫ vn+1(r)+un+1(r)

b+c

dτ

f1(τ)f2(τ) + g1(τ)g2(τ)
≤ H(r) +G(r).

Consequentemente, pela definição de F ,

F (vn(r) + un(r))− F (b+ c) ≤ G(r) +H(r) ∀r ≥ 0.

Uma vez que F−1 é não-decrescente, pois F é crescente em [0,+∞), segue que

vn(r) + un(r) ≤ F−1(G(r) +H(r) + F (b+ c)) ∀r ≥ 0, (3.59)

mostrando que as sequências
(
un

)
e
(
vn

)
são uniformemente limitadas em [0, c0], para

todo c0 > 0. Com efeito, segue de (3.59) e da motonicidade de un que

un(r) < un(c0) ≤ F−1(P (c0) +Q(c0) + F (b+ c)) ∀n ∈ N

em [0, c0], ou seja, existe uma constante K > 0, à saber C = F−1(P (c0) + Q(c0) +

F (b+ c)) tal que

| un(r) |< C ∀n ∈ N em [0, c0].

Analogamente, verificamos que

| vn(r) |< C ∀n ∈ N em [0, c0].

Mostraremos agora que (un) e (vn) são equicontínuas em [0, c0]. Para tanto,

observe inicialmente que u′k e v′k também são uniformemente limitadas em [0, c0]. De

fato, de (H1) existem c1, c2 > 0 tais que∣∣∣fi∣∣[−C,C]

∣∣∣ ≤ c1 ,
∣∣∣gi∣∣[−C,C]

∣∣∣ ≤ c2.

Além disso, para s < r, temos
sN−1

r1−N < 1, o que implica3

u
′

n(r) =

∫ r

0

sN−1

r1−N p(s)f1(vn−1(s))f2(un−1(s))ds ≤
∫ r

0

p(s)f1(vn−1(s))f2(un−1(s))ds

≤
∫ r

0

‖ p ‖∞ c1c2ds

≤ ‖ p ‖∞ c0c1c2 em [0, c0].

3Recorde que

u
′

n(r) = r1−N
∫ r

0

sN−1p(s)f1(vn(r))f2(un(r))ds,
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Seja C ′ =‖ p ‖∞ c0c1c2. Dado ε > 0, considere δ =
ε

K ′
. Segue do Teorema do

Valor Médio que existe θ ∈ [0, c0] tal que para | r − s |< δ, temos

| un(r)− un(s) |≤ u
′

n(θ)δ,

o que implica

| un(r)− un(s) |≤ K
′
δ,

ou seja,

| un(r)− un(s) |< ε.

isto é,
(
un

)
é equicontínua. Analogamente, mostra-se que

(
vn

)
é equicontínua. Pelo

Teorema de Ascoli-Arzelá existem (u, v) e subsequências
(
unj

)
⊂
(
un

)
e
(
vnj

)
⊂
(
vn

)
tais que

unj → u em vnj → v.

uniformemente em [0, c0].

Note que,

u(r) = b+

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)f1(v(s))f2(u(s))ds

)
dt, r ≥ 0

Por (H1) segue que

f1(vnj(s))f2(unj(s)) −→ f1(v(s))f2(u(s)).

Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que nj ≥ n0 implica

| f1(vnj(s))f2(unj(s))− f1(v(s))f2(u(s)) | < 2ε

‖ p ‖∞ c2
0

. (3.60)

Por simplicidade, denote fn(s) = f1(vnj(s))f2(unj(s))− f1(v(s))f2(u(s)). Assim, para

r ∈ [0, c0], temos∣∣∣ ∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)fn(s)ds

)
dt
∣∣∣ ≤ ∫ r

0

(∫ t

0

sN−1

t1−N
‖ p ‖∞| fn(s) | ds

)
dt

≤
∫ r

0

(∫ t

0

‖ p ‖∞| fn(s) | ds
)
dt (3.61)

De (3.60) e (3.61), segue que∣∣∣ ∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)fn(s)ds

)
dt
∣∣∣ < ε.
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Portanto,

u(r) = b+

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1p(s)f1(v(s))f2(u(s))ds

)
dt.

De modo similar, justificamos que

v(r) = c+

∫ r

0

t1−N
(∫ t

0

sN−1q(s)g1(v(s))g2(u(s))ds

)
dt.

Desde que c0 foi arbitrário, fazendo um procedimento similar ao Lema 3.2, concluímos

que (u, v) é solução radial de (3.57).

Agora, suponha que G(+∞) < +∞ e H(+∞) < +∞. Passando ao limite em

(3.59) quando nj → +∞, temos

v(r) ≤ F−1(G(r) +H(r) + F (b+ c)) ∀r ≥ 0. (3.62)

e

u(r) ≤ F−1(G(r) +H(r) + F (b+ c)) ∀r ≥ 0. (3.63)

Passando ao limite em (3.62), (3.63) quando r → +∞, segue da continuidade de F−1

ficamos com

lim
r→+∞

u(r) ≤ F−1
[
G(+∞) +H(+∞) + F (b+ c)

]
< +∞

e

lim
r→+∞

v(r) ≤ F−1
[
G(+∞) +H(+∞) + F (b+ c)

]
< +∞.

Logo, (u, v) é solução limitada de (3.55).

Por fim, suponha que G(+∞) = +∞ e H(+∞) = +∞. Segue de (3.57), da

monotonicidade das sequências
(
un

)
,
(
vn

)
e das hipóteses H1 e (H2) que

u(r) ≥ b+ f1(c)f2(b)H(r) e v(r) ≥ c+ g1(c)g2(b)G(r). (3.64)

Passando ao limite em (3.64) quando r → +∞, observamos que

lim
r→+∞

u(r) ≥ b+ f1(c)f2(b)H(+∞),

e

lim
r→+∞

v(r) ≥ c+ g1(c)g2(b)G(+∞),

mostrando que

lim
r→+∞

u(r) = lim
r→+∞

v(r) = +∞,

de onde segue que (u, v) é uma solução Blow-up.



Apêndice A

Princípios de Máximo

A maioria das equações diferenciais surgem de modelos físicos. Uma outra im-

portante classe surge de problemas de geometria diferencial. Como exemplo de áreas

que são altamente dependentes do estudo de EDPs, destacamos as seguintes: acústica,

aerodinâmica, elasticidade, eletrodinâmica, dinâmica dos fluidos, geofísica (propagação

de ondas sísmicas), transferência do calor, meteorologia, ocenografia, ótica, prospecção

de petróleo, física do plasma, mecânica quântica, relatividade, circulação de fluidos e

formação de tecidos e padrões dentro de organismos vivos e crescimento de tumores.

A.1 Princípio do Máximo para Equação de Laplace

Os Princípios do Máximo para equações diferenciais parciais elípticas é uma das

princípais ferramentas para provar unicidade de soluções e estimativas a priori. Vere-

mos, a seguir, alguns resultados envolvendo a equação de Laplace.

Teorema A.1. Suponha que u ∈ C2(Ω) satisfaça a equação de laplace, isto é, ∆u = 0.
Se Ω é conexo e existe um ponto x0 ∈ Ω tal que u(x0) = max

Ω
u, então u é constante.

Em outras palavras, uma função harmônica não pode assumir um máximo no interior
a menos que ela seja constante.

Demonstração.

Seja M = max
Ω

u e considere o seguinte conjunto

ω = {x ∈ Ω;u(x) = M}.

Sendo ω não-vázio, por hipótese, e u uma função contínua em Ω segue que ω é fechado

em Ω. Para mostrar que u é constante, basta provar que ω = Ω, para tanto como Ω
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é conexo basta provar que ω também é aberto em Ω. Assim, seja x ∈ ω e uma bola

Br = B(x, r) ⊂⊂ Ω. Segue da desigualdades do valor médio para funções harmônicas

que

M = u(x) =
1

wn

∫
Br

u ≤ 1

wn

∫
Br

M = M.

Se houvesse pelo menos um ponto x1 ∈ Br no qual u(x1) < M , teríamos uma con-

tradição. Logo, u(x) = M para todo x ∈ Br, mostrando que ω é aberto em Ω donde

concluímos a demonstração.

Observação A.1. De modo similar, pode-se provar que se uma função harmônica
assume um mínimo no interior, então ela é constante. Analogamente, podemos concluir
que se u é uma função subharmônica, (superharmônica) ∆u ≥ 0 (∆u ≤ 0) e u assume
um máximo (mínimo) interior, então u é constante;

Mais formalmente,

Teorema A.2. (Princípio do Máximo Forte) Seja u ∈ C2(Ω) uma função Sub-
harmônica ( Superharmônica ) em Ω. Suponha que exista y ∈ Ω tal que

u(y) = sup
Ω
u
(

inf
Ω

)
u,

então u é constante.

Segue do Princípio do Máximo Forte o seguinte resultado

Teorema A.3. (Princípio do Máximo Fraco) Seja u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) uma função
tal que ∆u ≥ 0(∆u ≤ 0) em Ω. Se Ω for limitado, então

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u
(

inf
Ω
u = inf

∂Ω
u
)
.

Consequentemente,
inf
∂Ω
u ≤ u(x) ≤ sup

∂Ω
u x ∈ Ω.

Demonstração.

Para primeira parte basta observar que

sup
∂Ω

u = sup
Ω

u = sup
Ω
u

(
inf
∂Ω
u = inf

Ω
u = inf

Ω
u
)
.

A segunda parte segue de

inf
∂Ω
u = inf

Ω
u ≤ u(x) ≤ sup

Ω
u = sup

∂Ω
u.
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Corolário A.1. Se u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), satisfazem{
∆u = ∆v em Ω,

u = v em ∂Ω,

então u = v.

Demonstração.

De fato, fazendo w = u− v, temos ∆w = 0 em Ω,

w = 0 em ∂Ω,

e pelo Teorema anterior

0 = inf
∂Ω
w ≤ w(x) ≤ sup

∂Ω
w = 0 ∀x ∈ Ω.

Portanto, u = v em Ω.

Observação A.2. Se u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) são funções tais que{
∆u ≥ ∆v em Ω,

u ≤ v em ∂Ω,

então u ≤ v em Ω.
Com efeito, basta fazer w = u− v e aplicar o Princípio do Máximo Fraco.

A.2 Princípio do Máximo Clássico

Nesta seção, estudaremos as generalização do princípio de máximo para uma

classe maior de operadores de segunda ordem, à saber:

Lu =
N∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

N∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u (A.1)

atuando em funções u ∈ C2(Ω), onde Ω é um aberto em RN . Assumiremos que a matriz

(aij(x)) é simétrica para todo x ∈ Ω. Note que essa hipótese não implica em perda

de generalidade para operadores lineares de segunda ordem atuando sobre funções de

classe C2(Ω). Com efeito, se u ∈ C2(Ω) e

Lu =
N∑

i,j=1

αij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

N∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u
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é um operador linear de segunda ordem arbitrário, então pelo Teorema de Schwarz

∂2u

∂xi∂xj
=

∂2u

∂xj∂xi
.

Assim, se definirmos

aij = aji =
αij + αji

2
,

obtemos o operador (A.1) com a matriz (aij(x)) simétrica. Além dessa hipótese, assu-

miremos que o operador L satisfaz as seguintes condiçõess adicionais:

(i) aij, bi, c ∈ C(Ω);

(ii) L é elíptico, ou seja, a matriz (aij(x)) é positiva definida para todo x ∈ Ω, isto é,

se λ(x) e Λ(x) denotam o menor e o maior autovalor de (aij(x)), então

0 < λ(x) | ξ |2 ≤
N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ(x) | ξ |2

para todo ξ ∈ RN {0}.

Diremos que L é estritamente elíptico se existe λ0 > 0 tal que λ(x) ≥ λ0

para todo x ∈ Ω. Se
Λ(x)

λ(x)
é limitada em Ω, então dizemos que L é uniformemente

elíptico. Vale observar que, por continuidade, qualquer operador elíptico em Ω é

uniformemente elíptico em subconjuntos compactos de Ω.

Observação A.3. Sob uma transformação ortogonal de coordenadas, não apenas a
elipticidade do operador é preservada, como também as funções Λ(x) e λ(x). Dessa
forma, o fato do operador ser estritamente elíptico ou uniformemente elíptico continua
verdadeiro após uma mudança de coordenadas ortogonal.

Lema A.1. (Princípio do Máximo Forte) Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado. Seja
L um operador estritamente elíptico tal que c = 0. Se Lu > 0, então u não pode atingir
um ponto de máximo interior em Ω.

Demonstração.

De fato, se existisse x0 ∈ Ω tal que u(x0) = max
Ω

u, teríamos ∇u(x0) = 0. Além

disso, a matriz hessiana ( ∂2u

∂xi∂xj
(x0)

)
i,j=1,...,N

seria negativa semidefinida. Desde que a matriz (aij) é positiva definida, teríamos

Lu(x0) =
N∑

i,j=1

aij(x0)
∂2u(x0)

∂xi∂xj
+

N∑
i=1

bi(x0)
∂u(x0)

∂xi
=

N∑
i,j=1

aij(x0)
∂2u(x0)

∂xi∂xj
≤ 0.

o que contraria o fato de Lu > 0.
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Teorema A.4. (Princípio de Máximo Fraco) Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado.
Seja L um operador estritamente elíptico tal que c = 0.

• Se Lu ≥ 0 em Ω, então
max

Ω
u = max

∂Ω
u.

• Se Lu ≤ 0 em Ω, então
min

Ω
u = min

∂Ω
u.

Demonstração.

Suponha que Lu ≥ 0. Para cada ε, γ > 0 defina a função uε : Ω→ RN dada por

uε(x) = u(x) + εeγx1 .

Desde que L é elíptico para cada x ∈ Ω, temos

0 < λ(x) | ξ |2 ≤
N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ(x) | ξ |2

para todo ξ ∈ RN {0}. Em particular, para ξ = (1, 0, ..., 0), temos

λ(x) ≤ a11 ∀x ∈ Ω.

Considere γ ∈ (0,+∞) tal que γ2 − kγ > 0. Assim,

• γ2a11(x) ≥ γ2λ(x);

• | b1(x) |≤ λ(x)k o que implica γ | b1(x) |≤ −γλ(x)k.

De onde segue que

γ2a11(x) + γb1(x) ≥ λ(x)
(
γ2 − γk

)
> 0. (?)

Note que

Leγx1(x) = γ2a11(x)eγx1 + γb1(x)eγx1 = eγx1
(
γ2a11(x) + γb1(x)

)
.

e por (?) segue que Leγx1(x) > 0. Logo,

Luε = Lu+ εLeγx1(x) > 0.

Então, pelo Lema A.1, segue

sup
Ω
uε = sup

∂Ω
uε ∀ε > 0.
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Como

u(x) + εeγx1 ≤ sup
Ω
uε.

e

sup
∂Ω

uε ≤ sup
∂Ω

u ≤ sup
∂Ω

εγx1

segue que

u(x) + εγx1 ≤ sup
∂Ω

u+ sup
∂Ω

εγx1 .

Sendo ε > 0 arbitrário, passando ao limite na desigualdade acima, ficamos com

u(x) ≤ sup
∂Ω

u ∀x ∈ Ω,

o que implica

sup
Ω

u(x) ≤ sup
∂Ω

u. (A.2)

Sendo ∂Ω ⊂ Ω, vem

sup
∂Ω

u(x) ≤ sup
Ω

u. (A.3)

Por (A.2) e (A.3) segue o resultado.

Observação A.4. Este resultado continua válido se L é um operador apenas elíptico,
desde que a condição

| bi(x) |
λ(x)

≤ b0 ∈ R para todo x ∈ Ω

seja satisfeita.

Definimos a parte positiva e a parte negatica de u, respectivamente por

u+ = max(u, 0) u− = min(u, 0).

Corolário A.2. Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado. Seja L um operador estritamente
elíptico tal que c ≤ 0.

• Se Lu ≥ 0 em Ω, então
max

Ω
u ≤ max

∂Ω
u+.

• Se Lu ≤ 0 em Ω, então
min

Ω
u ≥ min

∂Ω
u−.



Apêndice A. Princípio do Máximo Clássico 119

Consequentemente, se Lu = 0 em Ω, então

max
Ω
| u | = max

∂Ω
| u | .

Para maiores detalhes ver [19].

Corolário A.3. (Princípio da Comparação) Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado.
Seja L um operador estritamente elíptico tal que c ≤ 0. Se u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),
satisfazem {

Lu = Lv em Ω,

u = v em ∂Ω,

então u = v. Em particular, se o problema de Dirichlet{
Lu = f em Ω,

u = g em ∂Ω,

possuir uma solução u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), então a solução é única. Além disso, se{
Lu ≥ Lv em Ω,

u ≤ v em ∂Ω,

então u ≤ v em Ω.

Demonstração.

Considere w = u− v. No primeiro caso, w satisfaz Lw = 0 em Ω,

w = 0 em ∂Ω,

e consequentemente

max
Ω
| w | = max

∂Ω
| w | = 0.

de onde segue que u = v em Ω. No segundo caso, w satisfaz Lw ≥ 0 em Ω,

w ≤ 0 em ∂Ω,

donde

max
Ω

w ≤ max
∂Ω

w+ ≤ 0.

Tal resultado motiva a seguinte definição

Definição A.1. Seja L um operador elíptico. Dizemos que u é uma subsolução de L
se Lu ≥ 0, e quando Lu ≤ 0 u será chamada supersolução de L.



Apêndice B

Resultados Utilizados na Dissertação

Neste apêndice, enunciaremos os principais resultados que utilizamos no decorrer

do nosso trabalho. Não demonstraremos tais resultados, no entanto, será citado onde

a prova pode ser encontrada.

B.1 Resultados de Análise no RN e de Teoria da Me-
dida

Teorema B.1. (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a, b] → RN um caminho
contínuo, diferenciável no intervalo aberto (a, b). Se |f ′(t)| ≤ M para todo t ∈ (a, b),
então |f(b)− f(a)| ≤ M.(b− a).

Ver [37] p. 89.

Teorema B.2. (Teorema Fundamental do Cálculo) Se uma função integrável

f : [a, b]→ R possui primitiva F : [a, b]→ R, então
∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Ver [36] p. 324.

Teorema B.3. (Teorema da Função Implícita) Seja f : U → R uma função de
classe Ck (k ≥ 1), definida num aberto U ⊂ Rn+1. Se um ponto p = (x0, y0) ∈ U é tal

que f(p) = c e
∂f

∂y
(p) 6= 0, então existem uma bola B = B(x0, δ) ⊂ Rn e um intervalo

J = (y0 − ε, y0 + ε) tais que f−1(c)∩ (B × J) é o gráfico de uma função ξ : B → J , de
classe Ck. Para todo x ∈ B, tem-se

∂ξ

∂xi
(x) = −

∂f
∂xi

(x, ξ(x))
∂f
∂y

(x, ξ(x))
, (i = 1, ..., n)

ver [37] p. 164.
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Teorema B.4. (Integração Por Partes) Se f, g : [a, b] → R possuem derivadas
integráveis então ∫ b

a

f(t)g
′
(t)dt = fg

∣∣∣b
a
−
∫ b

a

f
′
(t)g(t)dt,

onde f.g
∣∣∣b
a

= f(b).g(b)− f(a).g(a).

Ver [36] p. 327.

Teorema B.5. (Teorema de Mudança de Variáveis) Sejam h : U → V um difeo-
morfismo de classe C1 entre abertos U, V ⊂ Rm, X ⊂ U um compacto J-mensurável e
f : h(X)→ R uma função integrável. Então foh : X → R é integrável e∫

h(X)

f(y)dy =

∫
X

f(h(x))|det.h′(x)|dx.

Ver [37] p. 385.

Teorema B.6. (Teorema de Ascoli-Arzelà) Seja K ⊂ R compacto. Toda sequência
equicontínua e simplesmente limitada de funções fn : K → R possui uma subsequência
uniformemente convergente.

Ver [36] p. 412.

Teorema B.7. (Desigualdade de Young envolvendo ε) Sejam a, b > 0. Então,
dado ε > 0, temos

ab ≤ εap + C(ε)bq, (a, b > 0, ε > 0),

para C(ε) = (εp)−
q
p q−1.

Ver [15] pag. 622.

Teorema B.8. (Desigualdade de Holder) Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq com p > 1 e
1
p

+ 1
q

= 1. Então, fg ∈ L1 e ‖ fg ‖1 ≤ ‖ f ‖p‖ g ‖q.

Ver [8] p. 56.

Teorema B.9. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam (fn)

uma sequência de funções integráveis que converge q.t.p. para uma função mensurável
f . Se existe uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo n, então f é integrável
e ∫

fdµ = lim

∫
fndµ.

Ver [8] p. 44.
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B.2 Espaços de Hölder - Espaços de Sobolev - Esti-
mativas de Schauder

Sejam Ω ⊂ RN um aberto, u : Ω→ R e 0 < γ ≤ 1.

Definição 4. Seja x0 ∈ Ω. Dizemos que u é Hölder contínua de expoente γ em x0 ∈ Ω

se

[u]γ,x0 = sup
Ω

| u(x)− u(x0) |
| x− x0 |γ

< +∞.

Definição 5. Dizemos que u é uniformemente Hölder contínua de expoente γ em Ω,
ou simplismente, Hölder contínua em Ω se

[u]γ,Ω = sup
x,y∈Ω;x 6=y

| u(x)− u(y) |
| x− y |γ

< +∞.

Diremos que u é localmente Hölder contínua de expoente γ em Ω quando

u for uniformemente Hölder contínua em subconjuntos compactos de Ω.

Observação B.1. Uma função Hölder contínua de expoente γ = 1 é chamada Lips-
chitziana.

Recorde que uma função u : Ω → R é dita Lipschitziana quando existe uma

constante C > 0 tal que

| u(x)− u(y) |≤ C | x− y | ∀x, y ∈ Ω.

Definição 6. O espaço de Hölder Ck,γ(Ω)(Ck,γ(Ω)) é definido como sendo o subespa-
ço de Ck(Ω)(Ck(Ω)) consistindo das funções k-vezes diferenciáveis cuja as k-ésimas
derivadas são limitadas e Hölder contínuas de expoente γ.

Observação B.2. Por simplicidade escrevemos

C0,γ(Ω) = Cγ(Ω), C0,γ(Ω) = Cγ(Ω).

para 0 < γ < 1.

Denotaremos por Ck,γ
0 (Ω) o espaço das funções em Ck,γ(Ω) com suporte compacto

em Ω.

Teorema B.10. Seja Ω ⊂ RN um domínio de classe C∞. Então, vale a seguinte
imersão contínua

W 1,2(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [2, 2∗].
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Ver [1] p. 97.

Teorema B.11. (Teorema de Agmon, Douglis e Niremberg) Sejam Ω ⊂ RN um
domínio limitado com fronteira suave, f ∈ Ls(Ω) com 1 < s <∞ e u ∈ H1

0 (Ω) solução
fraca do problema {

−∆u = f(x) em Ω,

u = 0, em ∂Ω.
(B.1)

Então, u ∈ W 2,s(Ω) e existe uma constante C > 0 (independente de u) tal que

‖ u ‖2,s≤ C ‖ f ‖s .

Em particular, se s > N
2
e ϕ ∈ C(Ω), então existe uma única solução do problema de

Dirichlet {
−∆u = f(x) em Ω,

u = ϕ, em ∂Ω.

Ver [2] p. 46.

Observação B.3. O teorema acima afirma que dado f ∈ Ls(Ω) existe uma unica
solução u ∈ W 2,s(Ω) ∩W 1,s

0 (Ω) do problema (B.1). Além disso, vale a seguinte afir-
mação

f ∈ W k,s(Ω) ⇒ u ∈ W k+2,s(Ω).

Teorema B.12. (Imersões de Sobolev) Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado com
fronteira suave, um inteiro m ≥ 1 e 1 ≤ p < ∞. Então, vale as seguintes imersões
contínuas

(i) Se
1

s
− m

N
> 0, então Wm,s(Ω) ⊂ Lq(Ω) onde

1

q
=

1

s
− m

N

(ii) Se
1

s
− m

N
= 0, então Wm,s(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [s,+∞)

(iii) Se
1

s
− m

N
< 0, então Wm,s(Ω) ⊂ L∞(Ω)

Ver [1] p. 97.

Teorema B.13. Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado com fronteira suave. Se s > N ,
então

W 2,s(Ω) ⊂ C1,γ(Ω) , 0 < γ < 1− N

s

Ver [1] p. 98.

Teorema B.14. Sejam Ω ⊂ RN tal que med(Ω) < +∞. Se s > q, então

Ls(Ω) ⊂ Lq(Ω).
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Teorema B.15. (Teorema de Schauder) Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado com
fronteira suave e f ∈ C0,γ(Ω). Então, existe u ∈ C2,γ(Ω) solução do problema{

−∆u = f(x) em Ω,

u = 0, em ∂Ω.

Além disso, existe C > 0(independente de u) tal que

‖ u ‖C2,γ(Ω) ≤ C ‖ f ‖C0,γ(Ω)

Ver [19], p. 56 (Teorema 4.3) e p. 106(Teorema 6.13).

Teorema B.16. Seja L um operador estritamente elíptico em um domínio limitado
Ω, com c ≤ 0. Suponha que f e os coeficientes de L sejam limitados e pertencem a
C0,α(Ω). Suponha ainda que Ω satisfaz a condição da esfera exterior em todo ponto de
∂Ω. Se, ϕ ∈ C(∂Ω), então o problema de Dirichlet{

Lu = f(x) em Ω,

u = ϕ, em ∂Ω,

tem uma única solução u ∈ C2,α(Ω) ∩ C(Ω).

Ver [19], p. 106(Teorema 6.13).

Teorema B.17. Sejam c uma constante positiva, f ∈ Ls(Ω) e φ ∈ W 2,s(Ω) com
1 < p < +∞. Então, o problema{

∆u− cu = f(x) em Ω,

u− φ ∈ W 1,s
0 (Ω)

tem solução única u ∈ W 2,s(Ω). Além disso, existe uma constante K, independente de
u tal que

‖ u ‖2,s≤ K ‖ f ‖s

para todo u ∈∈ W 2,s(Ω) ∩W 1,s
0 (Ω).

Ver [22] p. 46 (Teorema 11.2).

Teorema B.18. (Amann e Grandall) Seja Ω ⊂ RN . Para cada b ∈ L∞(Ω) o
problema {

∆u− u = b(1+ | ∇u |2) em Ω,

u = 0 em ∂Ω

admite uma única solução ub ∈ w2,s(Ω). Além disso, existe uma função não-decrescente
φ : [0,+∞)→ [0,+∞), dependendo apenas de N,Ω e s tal que

‖ ub ‖2,s ≤ φ(‖ b ‖∞).
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Ver [5] (Lema 4).

Teorema B.19. Sejam c uma constante positiva. Suponha que f, a ∈ Ls(Ω) com
s > N e a ≥ c. Então, se Lu = ∆u− au, existe uma constante K tal que

‖ u ‖2,s ≤ ‖ Lu ‖s para toda u ∈ W 2,s(Ω).

Além disso, o problema {
Lu = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω

tem solução única u ∈ W 2,s(Ω).

Ver [23] ((3.11) e (3.13)).

Teorema B.20. (Teorema do Ponto Fixo de Leray - Schauder) Sejam X um
espaço de Banach e T uma aplicação compacta de X × [0, 1] em X tal que T (x, 0) = 0

para todo x ∈ X. Suponha que existe uma constante M tal que

| x |X < M

para todo (x, t) ∈ X × [0, 1] satisfazendo x = T (x, t). Então, a aplicação dada por
T1x = T (x, 1) tem um ponto fixo.

Ver [19] p. 286 (Teorema 11.6).

Teorema B.21. Seja c ≥ 0. Se f ∈ C0,γ
loc (Ω) e ϕ ∈ C(∂Ω), então o problema{

∆u− cu = f(x) em Ω,

u = ϕ, em ∂Ω,

tem solução única u ∈ C2,γ
loc (Ω) ∩ C(Ω).

Ver [19] p. 106 (Teorema 6.13).

Teorema B.22. Suponha que u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e c ≥ 0 é uma constante. Se{
∆u− cu ≥ ∆v − cv em Ω,

u ≤ v, em ∂Ω,

então, u ≤ v.

Ver [19] p. 33 (Teorema 3.3).

Teorema B.23. Sejam Ω um domínio de RN e u ∈ C2(Ω), f ∈ C0,γ
loc (Ω) tal que ∆u = f

em Ω. Então, u ∈ C2,γ
loc (Ω) e para Ω0,Ω1 ⊂ Ω com Ω0 ⊂ Ω1, Ω1 ⊂ Ω e Ω1 compacto,

temos
‖ u ‖C2,γ

loc (Ω0) ≤ K
(
‖ u ‖∞,Ω1 + ‖ f ‖C0,γ(Ω1)

)
,

onde K ≡ K(Ω0,Ω1)
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Ver [19] p. 60 (Teorema 4.6).

Teorema B.24. Seja c ≥ 0. Se f ∈ C0,γ(Ω) e ϕ ∈ C2,γ(Ω), então{
∆u− cu = f(x) em Ω,

u = ϕ, em ∂Ω,

tem solução única u ∈ C2,γ(Ω). Além disso,

‖ u ‖C1,γ(Ω) ≤ K
(
‖ u ‖C0,γ(Ω) + ‖ f ‖C0,γ(Ω)

)
,

onde K ≡ K(Ω, γ).

Ver [22] p. 46 (Teorema 11.2).

Antes de enunciar o Teorema de Ladyzhenskaya & Ural’tseva considere a seguinte

equação
N∑
i=1

∂

∂xi
ai(x, u(x), v) + a(x, u(x), v) = 0. (B.2)

Suponha para cada x ∈ Ω, u e v as funções ai e a são funções mensuráveis, diferenciáveis

com respeito a x, u e v e satisfazem

ψ(| u |)
(
1+ | v |

)m−2
N∑
i=1

ξi ≤
N∑
i=1

∂ai(x, u, v)

∂vj
ξjξi

≤ φ(| u(x) |)
(
1+ | v |

)m−2
N∑
i=1

ξi (B.3)

e
N∑
i=1

(
| ∂ai
∂u
| + | ai |

)
(1+ | v |) +

N∑
i=1

| ∂ai
∂u
| + | a | ≤ φ(| u |)(1+ | v |)m (B.4)

para funções positivas ψ, φ, ξ = (ξ1, ..., ξN) e m > 1.

Teorema B.25. (Teorema de Ladyzhenskaya & Ural’tseva) Suponha que as
condições (B.3) e (B.4) são satisfeitas. Se u ∈ L∞(Ω)∩W 1,2(Ω) é solução da equação
(B.2), então existe uma constante C > 0 tal que

max
x∈Ω′

| ∇u(x) | ≤ C max
x∈Ω
| u(x) |

para Ω
′ ⊂⊂ Ω. Em particular, dados Ω1,Ω2 ∈ RN tais que Ω2 ⊂ Ω1. Se u ∈ L∞(Ω1)

satisfaz
∆u = h(x, u,∇u)1 em Ω1,

então existe uma constante positiva C tal que

max
x∈Ω2

| ∇u(x) | ≤ C max
x∈Ω1

| u(x) | .

1h satisfazendo as condições (B.3) e (B.3).
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Ver [25] p. 266 (Teorema 3.1).

Teorema B.26. (Desigualdade de Gronwall - Forma Integrável) Sejam f, g e
h funções contínuas em [a, b], tais que g ≥ 0 e

h(x) ≤ f(x) +

∫ x

a

g(x)h(x)ds x ∈ [a, b].

Então,

h(x) ≤ f(x) +

∫ x

a

g(x)f(x)e
∫ x
s g(t)dtds

Em particular, se f ≡ K constante, temos

h(x) ≤ Ke
∫ x
a g(s)ds.

Ver [44] p. 37 ou [15] p. 625.

Teorema B.27. (Gidas, Ni & Niremberg) Seja B(x,R) ⊂ RN uma bola centrada
em x e raio R. Se u > 0 é tal que u ∈ C2(Ω) e satisfaz{

∆u+ f(u) = 0 em B(x,R),

u = 0, em | x |= R,

em que f ∈ C1. Então, u é radilmente simétrica e satisfaz

∂u

∂r
< 0, r ∈ (0, R).

Ver [18] p. 209 (Teorema 1).
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