Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a existéncia de solugao blow-up para uma classe de
problemas e sistemas elipticos. A principal ferramenta usada foi o Método de Sub e Su-
persolugao, além de Regularidade Eliptica e alguns resultados de Equagoes Diferenciais

Ordinarias.
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Blow-up, Sub e Supersolucao, Estimativas para Equacoes Elipticas.



Abstract

In this dissertation, we study the existence of blow-up solution for some classes
of elliptic problem, which include scalar problem and elliptic systems. The main tool
used is the sub and super-solution methods combined with elliptic regularity and some

results of Ordinary Differential Equations.

Keywords: Elliptic Equations, Elliptic Equations Systems, Blow-up Solutions, Sub

and Supersolution, Estimates for Elliptic Equations.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos alguns resultados de existéncia de solugoes do tipo
Blow-up para equagoes e sistemas elipticos.

Inicialmente, estudamos a seguinte classe de problemas elipticos

Au = h(z,u,Vu) em €,
u>0,u # 0 em £

(1)

em que 2 C RY (N > 3) é um dominio limitado ou ilimitado e h: Q x R x RY — R &
uma funcgao satisfazendo certas condigoes.
Em seguida, estudamos a existéncia de solucao radial do tipo Blow-up para a

seguinte classe de sistemas

Au = p(|z])fi(v)f2(u) em RY,

(2)
Av = q(|z)gi(v)ga(u) em RY,

em que p,q, f; : [0,+00) = [0,400) e g; : [0,400) = [0,400) (i = 1,2) sdo fungdes
continuas sujeitas a certas condi¢oes que serao apresentadas ao longo do texto.

O estudo de solucgoes do tipo Blow-up iniciou-se em 1916 com o trabalho de
Bieberbach [9] que estudou o caso particular Au = e e Q C R?* um dominio limitado
motivado por questoes na teoria de fungoes automorfas e também sobre Superficies
Riemannianas com curvatura negativa constante. Ele mostrou que existe uma tnica
solugao tal que u(x) — log (dist=*(x,09)) ¢ limitada quando dist(z,0Q) — 0. Pro-
blemas desse tipo surgem em Geometria Riemanniana, por exemplo: Se uma métrica
Riemanniana da forma | ds |?= ¢*®) | dx |* possui Curvatura Gaussiana —c?, entdo
Au = c?e?v,

Motivado por um problema em Fisica Matematica com estudos envolvendo Po-
tenciais Elétricos em corpos metalicos, em 1943, Radamacher [42] continuou os estudos

de Bieberbach em dominios limitados e regulares de R3.
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Em 1957, Keller [24] e Osserman [39], demonstraram de forma independente que

o problema Au = f(u) tem uma solu¢ao Blow-up se, e somente se, f satisfaz a condigao

/1 TRP@]Edt < 0o, onde F(t) = /Ot £(s)ds,

com f € C'([0,400)), f'>0, f(0)=0e f>0em (0,+00).

Motivados por certos problemas de Geometria, em 1974, Loewner e Nirenberg
[38], estabeleceram a existéncia e unicidade de solugao para o problema Au = u%,
N > 2.

Em 1992, Bandle e Marcus [7], estudaram o problema (1) quando Au = u?,
s > 1. Relacionando unicidade de solugoes do tipo Blow-up com seu comportamento
assintotico na fronteira, estendem os resultados de [38|.

Em 1993, Lazer-MacKena [32| estenderam os resultados de Bieberbach e Radamacher
para dominios suaves do RY satisfazendo a condicdo da esfera exterior, considerando
nao-linearidades da forma Au = b(z)e", onde b é uma fun¢do continua e estritamente
positiva em €.

As referéncias contidas em [21] e [43] podem ser consultadas para dar uma visao
mais ampla das diversas motivagoes fisicas e matematicas tanto para os problemas (1)
quanto para os sistemas (2).

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, baseados nos trabalhos de Cirstea & Radulescu [12] (2002) e
Lair [26] (1999) estudamos a existéncia de solugdes do tipo Blow-up para o problema
(1) quando h(z,u, Vu) = p(z) f(u), mais precisamente estudamos a seguinte classe de

problemas semilineares

Au = p(x)f(u) em
u>0,u # 0 em

em que 2 C RY (N > 3) é um dominio regular limitado ou ilimitado, p : Q@ — [0, +00) e
f [0, +00) — R sao fungdes satisfazendo hipoteses adequadas. A principal ferramenta
usada foi o0 método de sub e supersolugao. Para melhorar a regularidade das solugoes
usamos um argumento do tipo boot-Strap seguindo idéias de Aires [3| e Vieira [45].
Mostramos que a condi¢ao de Keller - Osserman é uma condigao necessaria e suficiente

para a exiténcia de solucao Blow-up em dominios limitados.
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No Capitulo 2, seguindo idéias de um artigo de Ghergu, Niculescu & Radulescu
[17] (2002) estudamos alguns resultados de existéncia de solu¢ao do tipo Blow-up para
o problema (1) quando h(z,u, Vu) = p(x)f(u) — q(z) | Vu |%, isto é, estudamos a

seguinte classe de problemas quasilineares com termo convectivo

Au + glz) | Vult = p(a)f(u) em €
u>0,u # 0 em £

em que 2 C RY (N > 3) é um dominio regular limitado ou ilimitado, 1 < a < 2,
p,q:Q—[0,4+00) e f:[0,4+00) — R sdo funcdes satisfazendo certas condicdes. Neste
caso, a func¢do f é chamado termo de absor¢ao e | Vu |* é chamado termo convecgao.
Utilizamos o método de sub e supersolugao encontrado em Holanda [21]. Além disso,
usamos estimativas de Ladyzhenskaya & Ural’tseva [25] para obter regularidade das
solugoes. Problemas desse tipo surgem em Teoria de Controle Estocéstico estudada
por Lasry & Lions em [31].

O Capitulo 3, foi dedicado a estudar a existéncia solugoes radiais do Tipo Blow-

up para as seguintes classes de sistemas

Au = p(lx|)v® em RY,
Av = q(|z)u® em RN

Au = p(|z|)fi(v)fo(u), em RY,
Av = q(|z |)gi(v)ge(u), em RY,
em que p,q, f; : [0,+00) = [0,400) e g; : [0,400) — [0,400) (i = 1,2) sdo fungoes
continuas sujeitas a certas condi¢oes que serao apresentadas ao longo do texto. Baseado
nos artigos de Lair [27] e [28] mostramos uma condigao necesséria e suficiente para a
existéncia de solugoes para o primeiro tipo de sistema. Tomando por base os artigos de
Li, Zhang P. & Zhang Z. [34] e [35], usando alguns argumentos de E.D.O., mostramos
a existéncia de solugao para o segundo tipo de sistema.
No Apéndice A apresentamos o Principio de Maximo Classico para a Equagao
de Laplace e para um operador linear Uniformemente Eliptico de segunda ordem.
Por fim, no Apéndice B enunciamos os principais resultados que utilizamos em
nossa dissertacao tais como um teorema encontrado em Ladyzhenskaya & Ural’tseva

[25] e Estimativas de Schauder encontrados no livro do Gilbarg & Trudiguer[19].



Capitulo 1

Solucoes do Tipo Blow-up para

Equacoes Elipticas Semilineares

Neste capitulo, estudaremos alguns resultados de existéncia de solugoes para a

seguinte classe de equacoes elipticas semilineares:

Au = p(z)f(u) em €,
u > 0, u#0 em

(1.1)

em que 2 C RY (N > 3) ¢ um dominio regular (limitado ou ilimitado) com fronteira
(possivelmente vazia) compacta.

A principal finalidade deste capitulo é mostrar a existéncia de solugoes do tipo
Blow-up para o problema (1.1).

No que segue, sejam p: Q — Re f : [0, +00) — R funcgoes satisfazendo:
(p1) p(z) >0, Vo e
(p2) p € C**(Q) se Q & limitado ou p € C¥(Q) se Q ¢ ilimitado;
(f1) feC([0,400)), f>0, f(0)=0e f>0em (0,+00);
(KO) /1 TRE ()] hdt < 0, onde F(t) — /0 H(s)ds.

A condi¢ao (KO) é chamada condi¢ao de Keller-Osserman ver [24] e [39]. Vale

ressaltar que a mesma pode ser substituida por

(%) /600[F(t)]_5dt < 00;
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para algum 0 > 0, uma vez que a condigdo (KO) implica na condi¢do (*).
Neste capitulo, a menos que seja mencionado o contrario, as solugoes de (1.1)
serao solugoes no sentido cldssico, ou seja, fungdes em C%(Q) que satisfazem (1.1).

A seguir, alguns exemplos de fungoes que satisfazem as condigdes (f1) e (KO):

(a)

g:[0,4+00) — R

t — gt)y=t"(r>1)

h:[0,400) — R

t = hit)=e —1

[:[0,400) — R

t = () =t[In(t+1)]" (r>2)

Agora, definimos solugoes Blow-up de (1.1).
Definigao 1. Sejam Q C RN e u € C%(Q). Dizemos que u é uma solugdo
(1) Blow-up se
lim  u(z) = +oo quando Q #RY.

dist(z,000)—0

(ii) Blow-up no RN se

lim w(z) = +oo quando Q=RY.
|z| =400

1.1 Resultados Preliminares

Nesta secao, vamos estabelecer alguns resultados de existéncia de solucao para o
problema (1.1) em dominios limitados. Para tanto, mostraremos inicialmente alguns

resultados técnicos.
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1.1.1 O Método de Sub e Supersolugao

Uma das principais ferramentas usadas para encontrar solu¢oes de problemas
elipticos é conhecida como Método de Sub e Supersolugao. Iremos usar tal método

para estudar, primeiramente, o seguite problema

Au = pl@)f(w) em ©,
u = g em 0, (1.2)
u > 0, u#0 em £

em que 2 C RY é um dominio limitado, g : 9Q — (0, 4+00) continua, p e f satisfazem
as condigoes (p1), (p2) e (f1), respectivamente.

Definigao 2. Uma funcdo u € dita subsolugdo do problema (1.2) se u € C?() N C(S)

e satisfaz

Au > p()f(w) em €,
u < g em 09,
u > 0, u#0 em Q.

Definicao 3. Uma funcdo @ € dita supersolucdo do problema (1.2) sew € C?*(Q)NC(Q)

e satisfaz
Au < plx)f(m) em €
u > g em 0,
u > 0, u#0 em Q.

A seguir, veremos o método de sub e supersoluc¢ao para o problema (1.2). Iremos
mostrar tal resultado seguindo as idéias de Figueiredo [14], que de forma bem elegante
demonstra o método para uma classe mais geral de equacoes semilineares, o qual contém
a idéia central da itera¢ado monotonica encontrada nos celebres trabalhos [4] e [5] devidos
a Amann.

Teorema 1.1. Suponha que o problema (1.2) tenha uma supersolu¢io T e uma sub-

solug¢ao u com u < w. Suponha ainda que f e p satisfacam (f1), (p1), (p2), respectiva-
mente. Entdo, o problema (1.2) tem uma solugio u € C*(Q) N C(Q).

Demonstragao.

Seja

My = max{[| w [, [ @[} (1.3)
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o qual existe, pois u,u € C(Q). Desde que f € C*([0,400)), considere

M= max |f(t)].

te[0, Mo]

Defina a seguinte funcao

h:Qx[0,M] — R

(z,t) = h(x,t) =plx)f(t) = ki,

em que k = || p ||, M. Por defini¢do, temos % < 0, isto é, h é nao-crescente na
variavel ¢.

Note que a funcio hg : Q — R dada por ho(z) = h(z,u(x)) é localmente Holder
continua! em €. Com efeito, como u € C*(Q)NC(Q), em particular, u € C2%(Q) para
algum 0 < a < 1. Sendo

| ho(z) —ho(y) | _ | p() f(u)(x) — ku(z) — p(y) f(w)(y) + ku(y) |
|z —y | |z —y

dados x,y € €2, temos

| o) —hoy) | _ [ p(@) —p@) [ f)() | [p() || flw)(z) — fw)(y) |

< +
|z —y|* |z —y | |z —y |«
kJM@—ywH
|z —y |

Dali,

| ho(x) = ho(y) | | p(z) = p(y) || fW)(y) |

sup - < sup o
ay 2 -y 7Y Ed
PO @G| s
Ty |z —y| vty [Ty
RIS | pla) — ply) | | W) (@) = fw)(y) |
< clsUpM + cisup =2 :_L .
+k‘sup|g(x) —g(;y) ‘
xF#y |x_y‘
Uma vez que p, f(u),u € C%(Q), segue que
h —h
Sup| o(z) 0(y) | < +oo,

zFy |z —y |

lyer Apéndice B
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o que implica em hy € O (). Segue do Teorema B.21 que o problema

loc

Au—Fku = p(x)f(u) —ku em
u = g em OS2
u > 0, u#0 em

tem uma tnica solucio u; € CrY(Q) N C(Q).
Com o mesmo procedimento feito anteriormente, concluimos que by : Q@ — R
dada por hy(z) = h(x,ui(x)) é localmente Holder continua de expoente o em €2 e,

consequentemente, o problema

Au—ku = hi(xr) em £,
u = g em 0f),
u > 0, u#0 em €

tem uma tnica solucio uy € CY(Q) N C(Q).

loc

Dessa forma, obtemos indutivamente uma sequéncia (un) C CEM () NCQ)
n>0

de fungoes tais que ug = u e u,, é a tnica solucao do problema

Au—Fku = hy,_1(z) em €
u = g em S, (Pn)
u > 0, u#0 em £,

em que hy,_1(z) = h(z, uy_1(z)) € C2 ().

loc

Note que a sequéncia ( > é nao-decrescente e limitada em [u, @]. Com efeito,
U

ne
verifiquemos inicialmente que v < u; < wu. Pela definicao de supersolucao, temos

Au < p(x)f(u) em €,

o que implica

At — ku < h(z,u(x)) em €.

Por outro lado,
Auy — kuy = ho(z) = h(z,u(z)) em Q,
pois u; é solugao unica de (P;). Sendo u < 7 e h ndo-crescente na variavel ¢, temos

At —ku < Aup — ku; em €.



Capitulo 1. Resultados Preliminares 17

Logo,
Auy —ku; > Au—ku em (,

w < uw em Of).

Por principio do maximo? segue que u; < u em ).

Pela definicao de subsolucao,
p(@)f(u) <Au em Q

assim

h(z,u(z)) < Au—Fku em Q.

Sendo u; solugdo tnica de (P;),
Auy — kuy; = h(z,u(x)) em Q.

Dai,
Aup —ku; < Au—ku em €,

w; > u em OS2

Por principio do méximo segue que u < u; em §2.
Agora, por indugao, mostraremos que u, < u,;1 para todon > 0 em 2. O caso

n = 0 foi feito anteriormente. Suponha que
w—y < uy em €.
Desde que w4 é a solugao unica de (FP11), temos
Aupy — kugy = hy(z) em Q
usando a hipotese de inducgao e o fato de h ser nao-crescente na variavel ¢, temos
h(z,w(x)) < h(x,u_1(x)) em €
isto é, hy(x) < hy_1(x) em . sendo w; solugao unica de (F,), segue que
Auy — kuy = hy_1(z) em Q.

Portanto,

IN

Aupyq — kugyq Au; — ku; em  §,

wpr > w em Of).

2ver Corolario A.3
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Assim, por principio de maximo u; < w41 em €2, mostrando a monotonicidade da

sequéncia (un) .
neN

Por fim, para concluir que a sequéncia é limitada basta verificar que u,, < u em

Q) para todo n > 0. O caso n = 0 é satisfeito por hipétese. Suponha, que
w < em €.

Desde que 4,41 € a solugao unica de (FP11), temos

Aupyy — kupy = hy(z) em Q.
Usando a hipotese de inducao e o fato de h ser nao-crescente na variavel ¢, temos

h@) < h(z, u(z) em

o que implica

p(x)f(@) — ku < hy(x) em €,

e portanto
Au—Fku < Auyq—kugq em €
u > uy, em 0N

Por principio de maximo u;; <@ em €2, mostrando que u < u,, < u para n > 0.

Uma vez que para cada x € () a sequéncia (un (x)) é monodtona nao-decrescente,
neN

fica bem definida a funcao

u:Q — R

r u(x)zliT{nun(x).

Agora, mostraremos que u ¢é solucdo do problema (1.2), isto &, u € C?(Q)NC(Q)
e satisfaz (1.2).

Com efeito, sendo u < u,, < u para todo n > 0 em segue
| up(z) | < My VYo eQ Vn >0, (1.4)

isto é, <un> ¢é uniformemente limitada em 2 por M,.
n>0

Desde que f € C'([0,400)), segue que

hn, € L*(Q2) Vn €N,
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Logo, Vs > 1
h, € L*(Q) ne€N.

Pelo Teorema B.112 segue que

u, € W>5(Q) Vn €N.
Escolhendo s > N, temos por Imersao Compacta

u, € C'(Q) VneEN,

para algum 0 < v < 1, o que implica h,, € C*7(Q). Pelo Teorema B.15%, u,, € C*7(Q)

e existe C' > 0 tal que
[t [leza@) < Cll o [l o @< +oo.
Como
C*1(Q) — C*(Q)
compactamente, existe uma subsequéncia (un]> eucC? (ﬁ) tais que

Up, = U em  C*(Q).

Por unicidade do limite

Up, —> U €m C%(Q).

O resultado segue passando ao limite em (F,;) quando n; — +oo0.

Observagao 1.1. O Teorema 1.1 continua sendo verdadeiro para uma classe bem mais

geral de Equacoes Elipticas Semilineares. Para maiores detalhes ver [14] p. 92.

A seguir um resultado de existéncia de solugao positiva para o problema (1.2)
que usaremos com frequéncia no decorrer do capitulo.
Proposicao 1.1. Seja Q C RY wm dominio limitado. Suponha p € C%*(Q) uma

fun¢io nao-negativa, f satisfazendo (f1) e g : 02 — (0,4+00) uma fungao continua.

Entao, o problema de valor de fronteira

Au = p@)f(w) em 9,
= g em 09,
> 0, u#0 em €,

tem uma unica solucao cldssica.

3Teorema de Agmon, Douglis e Niremberg
4Teorema de Schauder
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Demonstracgao.

Existe uma constante ¢ > 0 tal que
lg(z) | < ¢ Vae o, (1.5)

pois g é continua no compacto 0f).

Seja ng € N tal que nyg > ¢ e defina a funcao
:Q — R
x — u(x) = no.

Note que u ¢ uma supersolugao do problema (1.2). Com efeito, sendo p e f nao-

negativas,
Au = 0 < p(x)f(u(z)) em <. (1.6)

De (1.5) e (1.6),
AT < p(a)f(@) em Q,
uw > g em Of),
uw > 0, u#0 em €,

IN

mostrando que @ é uma supersolucao de (1.2).
Para obter uma subsolugao de (1.2), vamos supor sem perda de generalidade que

0 ¢ Q) e considerar o seguinte problema auxiliar:
Av=0(r) em Ayy={zeRY;r<|z|<7} (1.7)
onde

inf{r > 0;0B(0,7) N Q # 0}

1=
I

7 = sup{T >0;0B(0,7)NQ # P} (o qual existe pois €2 é limitado)

O:[r,7] - R

r +— ®(r) = maxp(x).

|z|=r
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A funcao dada por

vi[r,7] — R

T v(r)=1+/: |:0'1_N</OUTN_1(I)(T)dT):|dU

¢ uma solucao radial de (1.7).

Com efeito, defina a seguinte fungao

h:[0,400) — R

oo~ h(g):/OUTN—ch(T)dT.

Assim,

v(r)y =1+ /TT o Nh(o)do.

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo

N—-1dv N-1

dv _ _
i rNh(r) = rNh(r) (1.8)
e
d*v -N 1-N,.N—1 d*v N—-1,x
i (L=N)r " h(r)4+r"r" 7 ®(r) = T h(r) 4+ ®(r).(1.9)
De (1.8) e (1.9) temos
N—1dv d*
Av = rdr drr (r),

isto ¢, v & solugao radial de (1.7).

A continuidade de g em 0f2, assegura a existéncia de xq € 0f) tal que

9o = g(wo) = ming > 0.

Considere a seguinte funcao

h:(0,90] — R
- 9 1
z +— h(z) :/Z mdt

e observe que

lim h(z) = +o0. (1.10)

z—0t
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ft)

De fato, desde f'(0) existe considere L = }ir% - Dado € > 0 existe ¢ > 0, tal
—
t
que 0 < t < ¢ implica %) < €+ L, ou seja,
1 1
—<— YO0<t<y, (1.11)
te — f(t)

em que € = L + €. BEscolhendo § suficientemente pequeno, de modo que 0 < & < g,

ficamos com

w0
- f) T f()
e por (1.11)
o dt /Jdt
—> | —.
. f8) 7). te
Logo,
Pt L s (1.12)
Zﬂt)_e,nz e,n ngz). .

Passando ao limite em (1.12) quando z — 0", obtemos

1 go 1 d
i —dt = +o0.
S / Fy T

Sendo h continua e ﬁ(go) = 0, segue do Teorema Fundamental do Célculo que i <0,
o que implica h & decrescente.
De (1.10) dado € > 0, existe 6 > 0 tal que 0 < z < ¢ implica E(z) > e. Em

particular, existe dyp > 0 tal que para 0 < z < §y

h(z) > maxv.’
B)

Considere zy € (0, dp), entao

90 It
—— > maxv. (1.13)

o f(E) o9
Pelo Teorema do Valor Intermediario existe ¢ € (zg, go) tal que

h(c) = maxv.

5Como v é continua no compacto [r,7] existe ( = maxv. Desde que Av > 0, v é uma fungao

subharmonica(cujo maximo é atingido na fronteira), temos

= maxv.
C o0
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Note que para cada x € €2, existe um unico y € (¢, go) tal que
Y1
z) = / Lo
e ft)

v(z) < maxw.
o0N

De fato, dado x € €2, temos

De (1.13) (existéncia), da monotonicidade de e do Teorema do Valor intermediario

(unicidade) existe um tnico § € (¢, go) tal que

Agora, basta notar que existe um tnico y € R com ¢ < y <7y < gg tal que

~ L}

Suponha que existem yi, y2 € (¢, go) com y; # ys tais que

Y1 1 Y2 1
/C mdtz/c T (1.14)

Supondo, sem perda de generalidade, que y; < ys, temos

Y1

is0
1 f,\ Y1 1 Y2 1
—d —d —d
Ao / " o

[ e 7

o que é um absurdo com (1.14). Portanto, para cada = € €, existe um tnico y € (¢, go)

x):/cy%dt

Dessa forma, podemos definir implicitamente a seguinte fungao

isto é,

tal que

onde y é o inico namero em (¢, go) tal que

vy o1 u(z)  q
v(:zc):/c mdt:/c mdt. (1.15)
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Vamos mostrar agora que u é Subsolugao de (1.2). Para tanto, observe inicial-
mente que a aplicacao

F:OxR — R

(z,y) — F(z,y)=v(z)— h(y)

¢ de classe C? em Q x R, pois f ¢ de classe C' ([0 + 00)). Além disso, F(z,u(z)) =0
oF
com a_y

(z,u(z)) # 0. Logo, pelo Teorema da Fungao Implicita® existe uma bola

B = B(z;9) e um intervalo J = (u(x) — €,u(z) + €) com as seguintes propriedades:

_ F _
1. B><JCQxRe8—7&Oparatodo(x,y)EB><J;
Y

2. Paratodo z € B existe um tnico y = u(x) € J tal que F(z,y) = F(z,u(z)) =0

Ademais, a funcao u : Q — R, assim definida, é de classe C? e suas derivadas parciais
em cada ponto z € B sao dadas por

w (T u(@))
o &)= ~ o)

Por outro lado u < gg, 0 que implica

u(z) < g(z) em 0N,
Assim, basta verificar que
Au > p(z)f(u) em Q.

Observe que, aplicando o Teorema Fundamental do Célculo em (1.15)

ov 1

_ du()
Or;  f(u(x)) Ox
dai,
v —flu(x)) du(x) du(z) 1 u(x)
Ox; [f(g(x)) or; Ox;

6ver Teorema B.3



Capitulo 1. Resultados Preliminares 25

Entao,
Av(z) = %
—flu(x) §~[ou@) 1 g~ Oula)
- 2 + Z :
flu@)] = | Oz | flu(z)) & ox
[ (u(x)) .
= 5 | Vu(z) [* + u(z).
(@) (@)
Sendo f > 0, temos
1
Aole) < Fagay 24

e por (1.7), concluimos

donde

>
1S
V

p(z)f(u) em <,
g em OS2,

> 0, u#0 em £

IS
IA

mostrando que u é uma subsolugao de (1.2). Pelo Teorema 1.1, segue que o problema

(1.2) tem uma solugdo classica u tal que
u<u<su.

Uma vez que u é positiva em €, concluimos que a solucio do problema (1.2) ¢ positiva.
Por fim, mostraremos que u é solu¢do tnica de (1.2). Para isso, suponha que
existam wuy, uy solugoes de (1.2).
Note que u; < us em §2. De fato, suponha, por contradicao, que exista xg € §2

tal que ug(zg) < ui(zp). Dessa forma, o conjunto
w={r € Q; uz) <u(x)} #0.
Sendo f nao-decrescente,
flug) < flur)  em  w,
o que implica

A(ul(:v) —uQ(:U)> = p(z) (f(ul) — f(m)) <0 em w.
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Desde que

u(z) < uz(z) em W,
temos

ur(z) = uz(z) em Ow.
Assim,

Au > 0 em w,
u = 0 em OJw,

em que u(x) = uy(z) — uz(x). Logo, u é uma fun¢ao subharmoénica, e portanto o

maximo é atingido na fronteira. Assim

u(r) < maxu(x) <0 em w,
TEW
ou seja,
U1 < Ug em w

o que é uma contradicao. Portanto, u; < us em (). De maneira inteiramente anéloga,
verificamos que us < u; em €2 mostrando, dessa forma, a unicidade da solucao.

Observacao 1.2. Vale ressaltar que quando g = C constante, a reqularidade da sub-
solucao € melhorada. Neste caso, em verdade, tanto a sub quanto a supersolucao sao
fungées C%7(Q) para algum 0 < v < 1.

1.1.2 Resultados Técnicos

Tomando como base o artigo do Keller [24], estabelecemos o seguinte resultado:

Proposigao 1.2. Sejam Q C RY um dominio limitado, f : [0, +00) — R uma funcgao
satisfazendo (f1) e (KO) eu: Q — R uma solugao do problema

Au = f(u) em Q. (1.16)
Entao, existe uma fungao continua nao-crescente p: RT™ — R tal que
u(z) < plp(z)) Vo €,
onde p(x) = dist(x,00). A funcio p satisfaz os limites

lim p(t) =400 e lim wu(t) = 0.

t—0t t—+o0
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Demonstracgao.
Note que ¢ suficiente mostrar o resultado em bolas. Com efeito, sejam u : 2 — R
solugdo do problema (1.16) e o € . Desde que Q é aberto, existe r > 0 tal que

B(zg,7) CC . Seja ¢ > 0 tal que
|u(z) | < ¢ em  0B(xg,7).

Considere o seguinte problema

Av = f(v) em B(xg,r), (1.17)

v = ¢ em O0B(xg,7).

Seja v uma solugdo de (1.17) a qual existe pela Proposigao 1.1. Por principio de

maximo, temos
u(z) < v(x) em B(wzg,T). (1.18)
De fato, suponha que
w = {x € B(xg,7);v(x) <u(z)} # 0.

Pela monotonicidade de f, vem

o que implica

A(u(z) —v(z)) >0 em w.
Como u(x) < v(z) em we, temos u(x) = v(x) em dw. Assim, fazendo w = u — v, temos

Aw > 0 em w,

w = 0 em OJw,

mostrando que w é uma funcao subharmonica, logo o maximo é atingido na fronteira,

de onde segue

o que é um absurdo. Portanto, w = ) e a desigualdade em (1.18) segue.

Sendo a Proposicao valida em bolas, existe p : RT — R™T tal que

v(r) < u(dist(z,@B(xo,r))> Vo € B(xo,r).
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Em particular,
v(xg) < u(dist(mo,aB(acg,r))). (1.19)
Passando ao limite em (1.19) quando dist (xo, 0B(xy, r)) — dist (a:o, 89), vem que
(o) < p(dist(wo,00)),
pois p é continua. Portanto, de (1.18) segue
u(wo) < p(dist(zo,09)).

Desde que xy € (2 foi arbitrario o resultado segue em dominios limitados.
Agora, mostraremos que o resultado é verdadeiro em bolas. Para tanto considere
B = B(z, R) uma bola arbitraria de RY. Sem perda de generalidade, suponha x = 0.

Primeiramente, observe que para todo n € N existe uma tnica solucao u,, do problema
Au = f(u) em B, ,
u = n em OB.

assegurada pela Proposigao 1.1.

Para cada x € B a sequéncia (un(x)> é nao-decrescente. Com efeito, seja
neN

xr € B e suponha, por absurdo, que existe nyg € N tal que u,,11(x) < u,,(x). Logo, o

conjunto
w = {y € B unes1(y) <uno(y)} # 0.

Como f é nao-decrescente, temos

Fltng1(y)) < flune(y))  em w. (1.20)

Note que
Ung (Y) < Ungy1(y) em (w/)c
o que implica
Ung () = Ungr1(y) em 0w (1.21)
Assim, de (1.21) e (1.22), temos

Av < 0 em W,

/
v = 0 em Ow,
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onde v(z) = Upy+1(x) — upy(x). Logo, v é uma fun¢do superharmonica e seu infimo é
atingido na fronteira. Entao,

/
v>0 em w,
isto é,
!

Upg+1(T) — Upy () >0 em w

o que é um absurdo. Portanto, dado z € B a sequéncia (un(m)> ¢ nao-decrescente.
neN

Além disso, para todo n > 1, u, ¢é radialmente simétrica. Com efeito, caso
contrario, existiria uma fungao u,, tal que dado =z € B, obteriamos y = y(x) de tal

modo que
Dessa forma, poderfamos definir v,, dada por
Uny () = ting (y)
Desde que o Laplaciano ¢é invariante por rotacoes, teriamos

AUno (:B) = Auno (y)

e consequentemente
Avno(x) = f(Uno(J?)) em B,
Upy = Mo em 0B,
contrariando a unicidade de u,,, justificando que u,, ¢ uma funcao radial para todo
n € N. Sendo u,, uma fungao radial, temos

Un(r) == up(x) onde |z|=r Vn € N.

Assim,

o)+ YL ) = fw) em (0,R) (1.22)

w(R) = n (1.23)

Agora, observe que sem perda de generalidade podemos substituir a condi¢ao de

fronteira (1.24) por

v,(0) = vg 1. (1.24)
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Com efeito, basta mostrar que cada v,(0) é unicamente determinado. Suponha que

exista v, satisfazendo (P)) tal que
?)}L(O) = ’Uo,n.
Entao,
vn(R) = U, (R).

De fato, caso contréario, poderiamos supor, sem perda de generalidade, que
v (R) < Un(R).

Por Principio do Maximo teriamos
U (1) < Up(r),

em particular, v,(0) < v,(0) o que é um absurdo, mostrando que

Consequentemente, podemos substituir a condi¢ao de fronteira pela condigao na origem
v, (0) = vop-

Mulplicando ambos os membros de (1.23) por r¥ =1, encontramos

N - ]_ / "
PNy (r) N () = N (o (1)), 0 <71 < R

n n
,
Por outro lado,

TNlNr_ lv;(r) + V) (r) = (N = 1)V 20 (r) + 7V ) (r) = (TN*lUI (7")>/-

Assim,

/

P () = (P ) 0<r< R

n

Integrando de 0 a r a igualdade anterior, concluimos pelo Teorema Fundamental do

Calculo
PN (r) = / N1 f (v (s))ds.
0

isto é,

v, (r) =r= /07" sV (v,(s))ds. (1.25)
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De (1.26) temos v, (r) > 0, isto ¢, v,(r) é ndo-decrescente para todo n € N. Uma vez

que f também é nao-decrescente, segue

v (r) <tV /07‘ SN (v, (r))ds

donde
vl (r) < %f(vn(r)) 0<r<R (1.26)
De (1.23) e (1.27), temos
F(oa) () + 2 (o)
o que implica
() <), (1.27)
Por outro lado, de (1.23)
un(r) < flva). (1.28)
De (1.28) ¢ (1.20), obtemos
) S 0) < Flon), (1.29)

Multiplicando as desigualdades em (1.30) por v, (r) e integrando de 0 a 7, encontramos

!/

- /0 " (5)f(vn)ds < /0 " (50 (s)ds < /0 "o (5)f (o) ds.

Se fizermos t = v, (s), temos dt = v, (s)ds, entdo

1 T v;(r) T
— n)ds < dt < N n)ds.
N/Ovn(s)f(v)s< /v tdt < /OU(S)f(v)s

n(0)
Agora, fazendo 7 = v,,(s), temos dr = v, (s)ds e dai

/

L o) oh(r) e
1 / f(r)dr < / it < / F(r)dr. (1.30)
N v (0) v v

n(0) n(0)

Segue de (1.25) e (1.31) que

1 v, (1) v, (1) v, (1)
N/ f(r)dr < / tdt < / f(r)dr. (1.31)

;L(O) vo,n
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Um fato importante que devemos observar é:

De fato, por (1.26)

Desde que

: N—-1 __ 1 N-1
tim ™ =0 = lim | f(v(5))ds.

segue da regra de L'Hospital e do Teorema Fundamental do Célculo,

r¥ T f (a(r))

lim v, (r) = lim

r—0 r—0 (N — ]_)TN_Q’
o que implica
Cn e T (a(1)
va(0) = lim =77 =0,

pois v, € C*(B).
Denote, por simplicidade,
v (r)
H(on, v0) = 2 / f(r)dr.
Vo,n

Por (1.32) vem que

ou seja,
[ H000] " < ) <[]
Desde que v, > 0 para r € (0, R) multiplicando as desigualdades acima por (U;L(T))_l
encontramos
1 St 201
[NH<un,U0,n)] (vh(r) < 1< [H(vn,vom)] (v (r)) (1.32)

e integrando (1.33) de 0 a r, encontramos
r _1 r
/ [H(vn,vom)] ol (s)ds < / ds < VN
0 0
Fazendo t = v,(s), obtemos de (1.34)

/v"(r) [H(t,vo,n)};dt < r< VN [H(t’vo’")] %dt' (1:34)

Vo,n Vo,n



Capitulo 1. Resultados Preliminares 33

A condicao de Keller-Osserman assegura que a funcao

A:RT —» RT

1
2

roes Alr) = / " [H(t,r)] dt

estd bem definida. Em particular, temos

Alv,n) — / h [H(1.v0,)] o

Vo,n

Além disso, note que

lim A(v,) =0 e lim  A(vy,) = +o0. (1.35)

V0,n—+00 v0,n—0F
O segundo limite ocorrendo devido a condi¢ao de Keller - Osserman. Observe que se
existe r € (0, R) tal que
U (1) = +00,

entao r € [A(vojn), \/NA(UOJZ)]

De fato, suponha que exista 9 € (0, R) tal que v, torne-se infinito. Entao,
passando ao limite em (1.34) quando r — rg, concluimos

+oo 1 L oo _1
/ [H(t,uo,n)] Yt < 1 < (N)Q/ [H(t,vo,n)} “dt,
V0,n W0.n

ou seja,

ro € [A(vom), \/NA(UM)} )

A pergunta que podemos fazer é: Serd que existe pelo menos um
r € | Alvnn), VNA(v,)|

para o qual v,(r) = 4007 A resposta para essa pergunta é positiva. Caso contrario,

de (1.23), terfamos

v, (1) + N = 1U;L(T) = f(v,) em <0, \/NA<UO7n)>.

r

Passando ao limite em (1.35) quando r — v/N A(v,,), obteriamos

VN A(vg ) < \/N/Un(\/mwo’n)) [H(t,vo,n)]_édt < V'NA(vg,)

o que é um absurdo.
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Agora, note que o intervalo méximo de definicao da EDO

o)+ XL ) = F) (+)

r

é (0, Ry) com Ry € [A(vo,n), \/NA(UO,n)].
Com efeito, note primeiramente que Ry # +o0o. Do contrario, a solugao de
(%) vn(r) seria Blow-up globalmente definida, consequentemente seria limitada em
Avon), VN A(vo,n)] o que nao pode ocorrer. Com o0 mesmo argumento, justificamos
que nao pode ocorrer \/NA(UOM) < Ry. Dessa forma, Ry € [A(voﬁn), \/NA(UOJL) , pois
onde a solucao da EDO (x) é Blow-up se encontra no intervalo maximal de definigao.
Dessa forma, podemos definir B : Rt — R™ continua de modo que B(vy,) :=r
onde r é um namero real escolhido em |A(vg ), \/NA(UO’H)] tal que v, (r) = +oo.

Defina a seguinte fungao

p:RY — R

s +— p(s) :=min{vg, ; B(vo,) = s}.

A continuidade de p segue da continuidade da fungao B. Nao é dificil ver que p é
nao-crescente. Com efeito, desde que B é nao-crescente quanto menor s € R* maior
sera os valores de vy, para os quais B(vy,) = s. Dessa forma, dados sy, s2 € (0, +00),

com s; < 89, temos

p(s2) < min{vg, ; B(vo,) = s2}
< max{vy, ; B(von) = s2}
< min{wg, ; B(von) = s1}
< pls1),

ou seja, i € nao-crescente.
Agora, observe que por principio de maximo
u(z) < wvy(z) Vo e B(0,R)

para todo n € N tal que v,(R) = +o0c0. Em particular,

u(0) < v,(0) neN



Capitulo 1. Resultados Preliminares 35

tal que v, (R) = +o00. Logo, u(0) é cota inferior para o conjunto {vy,, ; B(von) = R}.

Portanto, por definicao,
u(0) < () = pldist(0,09)).
Para concluir, recorde que
Avy ) < B(von) < \/NA(Uo,n)-

Logo, por (1.36) segue que se B(vy,) — +00, entdo vy, — 0. Além disso, pela

definigao da funcao B, se B(vy,) — 07, temos vy, — +00 o que implica

lim min{vg, ; B(vg,) =R} =0 e lim min{vg, ; B(vy,) = R} = +o0,
R—+00 { . ( 0 ) } R—+0* { 0 ( 0 ) }
ou seja,
li R)=0 li R) = +o0.
AR D=0 e ) = o
Como queriamos demonstrar. [

A seguir, um resultado técnico de fundamental importancia no estudo desse capi-

tulo.

Lema 1.1. Se f ¢ uma fungao que satifaz (f1) e (KO), entdo
°° dt

o) < +o0. (1.36)

Demonstragao.
Seja R > 0 e B = B(0,R). Segue da Proposigao 1.1 que para cada n € N o

problema
Au - f (u) em B 9 17

u = n em 0B,

tem uma tnica solucdo u, € C?(B) N C(B) positiva. Com os mesmos argumentos
feitos na Proposicao 1.2, verificamos que para cada x € B a sequéncia (un(x))neN é
nao-decrescente.

Além disso, (un (m))neN ¢ uniformemente limitada em subdominios compactos de
B. De fato, sejam K C B um conjunto compacto e dg := dist([Q 8B) a distancia

entre K e 0B que é atingida. Pela definicao de infimo para cada z € K temos

0 <dg < dist(:r:,@B).
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Segue da Proposicao 1.2 que existe uma funcao continua, nao-crescente u : RT™ — R
tal que
up(z) < u(dist(m,@B)) Vo € K,

o que implica

un(x) < pldic) Vo € K,

mostrando u, € L>°(K) para todo subdominio compacto K de B. Consequentemente,
para todo subdominio compacto de B existe o limite pontual u(x) := limu,(z) em B.
Mostraremos que tal limite ¢ uniforme, e portanto, u € C2(B), pois u,, € C*(B)NC(B).

Para tanto, seja K C B compacto. Entao,
u, € L¥(K) (1.37)
de onde segue que
f(uy,) € L= (K). (1.38)

Como med(Q) < 400,
fluy) € L*(K) Vs>1,

em particular, escolhendo r > N e aplicando o Teorema B.11,
Uy € WQ’T(Ql), ﬁl CcCK

e existe ¢ > 0 tal que

Itz < el el + 11 FCun) e ).
De (1.37) e (1.38), existe ¢; > 0 tal que
|| Unp, ||277‘791 S C1 Vn € N.
Por outro lado, pelo Teorema B.13, temos que
N N
U, € CH7 () para algum 0<~vy<1— — (1.39)
r

e existe uma constante ¢ > 0 tal que

| un Hcl,v(ﬁl) < G Vn € N.
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Dessa forma, sendo f de classe C’l([O, ~|—oo)) segue de (1.39) que
f(uy,) € CO7(Qy). (1.40)
Desde que u,, € C?(B) e f satisfaz (1.40), pelo Teorema B.24 o problema

Av = f(u,) em €,

v = u, em Of),

tem uma tnica solugdo u, € C*7(£);). Além disso, existe c3 > 0 tal que

It Nz < es (1 £ (n) ooy + Il un o )

o que implica na existéncia de ¢4 > 0 tal que
| wn HCM(ﬁl) < G

Uma vez que

02’7 (ﬁl) — 02 (ﬁl)

compactamente, segue que existe uma subsequéncia que converge uniformemente em

C?, isto ¢, existe (u,,) subsequéncia de (u,) tal que
Up, > u em  C*((y)
uniformemente. Portanto, u € C?(B) e satisfaz
Au= f(u) em B. (1.41)

Agora, mostraremos que para cadan € N temos que u,, € radialmente simétrica

1

em B. Para isso, primeiramente observe que por (P, ), temos
A(un — n) > 0 em B,
up,—n = 0 em OB.

Assim, u,, —n é uma funcao subhamonica cujo o supremo é atingido na fronteira. Logo,
up(z) —n <0 em B,

isto é,

un(z) <m em B.
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Dessa forma, a funcao v, = n — u,, verifica
Av, = =Au, = —f(u,) = —f(n —vy,).

implicando que
Av, 0 em B,
v, = 0 em 0B,
v, > 0,v,#0 em B.

IN

Defina ¢(t) := f(n — t) e considere o problema

Av, +g(v,) = 0 em B, p

v, > 0, em B.

. " L, . . L.

Aplicando o Teorema B.277 em (P,’) temos que v,, ¢ radialmente simétrica em B, con-
sequentemente u,, é radialmente simétrica em B. Ademais, u é radialmente simétrica,
pois é o limite de uma sequéncia de fungoes radiais em B.

Sendo u radialmente simétrica

Ny 14 () = Fu(r) 0<r<R. (1.42)

,
Mulplicando por r¥~! ambos os membros de (1.42), encontramos

N i 1 ! 12
N (u(r)) =N ——u () + ¥ 0<r <R
T

Uma vez que,

rN—lNT_ 1u’(7«) + ¥ () = (N = D)V 20 () + 7V (r) = <7"N_1U,(7”)>/

obtemos

/

flu(r)) = (erlu/) 0<r<R. (1.43)
Integrando (1.43) de 0 a r, concluimos pelo Teorema Fundamental do Célculo

Nl (r) = /T sV f(u(s))ds,

0

isto é,

u(r)=r= /OT s (u(s))ds 0<r < R. (1.44)

7Gidas-Ni-Niremberg
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Dai, u'(r) > 0 e sendo f nao-descrescente,

u/(r) < gpl=N /OT sV f(u(r))ds

donde

u (r) < Nf(u(r)) 0<r<R. (1.45)

Com um procedimento analogo, verificamos que u, também satisfaz as propriedades

(1.44) e (1.45) para n > 1, ou seja,

u/n(r) = pi=N /07“ sV f(up(s))ds (1.46)
u,(r) < Nf(un(r)) 0<r<R. (1.47)

Agora, mostraremos que u é solu¢ao Blow-up do problema (1.41), equivalente-

mente, provaremos que
u(r) — 400 quando rT R™.
Suponha, por contradi¢ao que exista C' > 0 tal que
u(r) < C, Vre(0,R).
Considere ng € N de modo que ny > 2C. Desde que

lim Ung (T) = lim Uny (‘T> = To-
ruparrowR dist (Cﬂ,aB) —0

Dado € > 0, existe § > 0 tal que | r — R |< ¢ implica
| Uny (1) — ng |< €,
em particular, existe g > 0 tal que para 0 < R — §y < r < R, temos
ng — C < Uy (r) <mng+ C.

Assim, para r € (g, R), temos

Oty (1) (1.48)
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onde ro = R — dy.

Desde que para cada r € (0, R) (un(r)) ¢ nao-decrescente segue que,

Uno(r> S uno-‘rl(r) S e < un(r) S un+1(7‘) S T vre (TO’ R>’

isto é,
C' < uy(r) YV r e (ro, R),
implicando
C< li7£nun(7") =u(r) Vre (ro,R),
o que é uma contradigdo, mostrando que u é solugdo Blow-up de (1.41).

Para concluir (1.36), observe que integrando de 0 a r ambos os membros da

desigualdade em (1.47), ficamos com
"o (s) / " s
ds < —ds,
/0 f(u(s)) o N
T (s) r?
———ds < —.
/o flu(s)) — 2N
Se fizermos t = u(s), temos dt = u'(s)ds, entao
ur) gy 2
——ds < —. 1.49
/u(O) f(t) 2N (1.49)
Passando ao limite em (1.49) quando r — R, concluimos

/+OO dtd <R2<+oo
——ds < — .
wo) f(t) 2N

como queriamos demonstrar. [

ou seja,

1.2 Existéncia de Solucao Blow-up

Nesta secao, estudaremos alguns resultados de existéncia de solugao Blow-up.

No que segue, considere as seguintes condigoes

(p,) Para todo zy € © com p(zy) = 0, existe um dominio y > 7o tal que Qy C Qe

p>Oem 890

(]51)/ Existe uma sequéncia de dominios limitados (£2,,),>1 tais que Q, C Qpit,

Q=U",Q e (p) vale em Q, Vn > 1.

) /000 ro(r)dr < 400, onde ¢(r) = max{p(z); |z |=r}.
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1.2.1 Existéncia de Solugcao Blow-up em Dominios Limitados

Nosso préximo resultado estabelece existéncia de solugao Blow-up para o prob-

lema (1.1) quando € é um dominio limitado.

Teorema 1.2. Seja Q2 C RN um dominio limitado. Suponha que p nao-negativa e f

satisfagam as condigoes (p2), (P1), (f1) e (KO), respectivamente. Entao, o problema
(1.1) tem uma solugao Blow-up a qual é positiva.

Demonstragao.

Para cada n € N, a Proposigao 1.1 assegura que o problema

Au = p(z)f(u) em Q,
u = n em S,

u > 0 em €

tem uma tnica solugao v, € C?(2) N C(Q). Com argumentos similares ao anteriores
verificamos que a sequéncia (vn)n>1 é nao-decrescente.

Considere o seguinte problema

A¢ = plls f(Q) em €,
= 1 em 01,

> 0 em £

Segue da Proposicao 1.1 que o problema acima tem uma tnica solucao (.
Observe que ¢ < v, em €. De fato, suponha que existem ny € N, xy € €2 tal que

Uno (o) < ((x0). Dessa forma, o conjunto

w=A{r€Q; vny(x) <((2)} #0.

Desde que f é nao-decrescente, temos

flong) < f(C)  em w

o que implica

Como
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segue que
((z) =vp(x) em Ow.

Logo,
Au > 0 em w,

u = 0 em Ow,
onde u(z) = () — vy, (x). Entdo, u é uma fungdo subharmonica cujo o méaximo é

atingido na fronteira. Assim

u(r) < maxu(z) <0 em w,
TEW
ou seja,
¢ < Uy, em w

o que é uma contradi¢ao. Portanto,

0 < (< vy <~ <y, <-vv em ).

Agora, note que dado zy € €2 existem um aberto g CC € com zg € (g e

My = My(x) > 0 tais que
v, < My em €y Vn > 1.
Com efeito, seja xg € (). Estudaremos dois casos, a saber,
(1) p(xo) > 0;
(i) p(xo) = 0.
Caso (i)
Desde que p é continua existe r > 0 tal que

p(z) >0 em B(xg,7) com B(zg,r) CC .

Dessa forma, existe

mo = min p(x) > 0.
x€B(zo,r)

Defina

h:[0,+00) — R
t — h(t) =mof(t).
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Segue do Lema 1.1 que o problema
Aw = h(w) em B(zo,7r)

tem uma solucao w € C? (B(a:o, 7")) a qual é Blow-up.

Por outro lado, mostramos por principio de méaximo que para todo n € N,

vn(z) < w(x) em B(xg,r).

Além disso, w é limitada em B(z, %), pois w € C? (B(xo, r)) o que implica na

existéncia M,, = sup w(x). Portanto, para n > 1, temos
xeg(xo,g)

vn(z) < w(x) < My, em €

onde QO = B(ZL'(), %)

Caso (i1)
Por hipotese, existe €2y, com xg € g e 2y CC Q tal que p > 0 em 0€)y. Dado
z € 09, temos p(x) > 0 e pelo Caso (i), existem B(x,r,) CC e uma constante

M, > 0 tais que para todo n € N

v, < M, em Bz, %m)

Uma vez que (B (x, %”)) é uma cobertura aberta para 0y que é compacta, pode-
€00

. . T T T .
mos extrair uma cobertura finita B(wy, ), B(x2, 52), - - -, B(@k,, —=). Considerando

My = max{M,,,..., M, },

y My,

temos

Un < MO em 690 Vn > 1.

Aplicamos principio de maximo, de modo similar ao que ja fizemos, para concluir que
v, < My em €y como querfamos.

Dessa forma, podemos definir a seguinte funcao

v:92 — R

r — v(r)= lir+n vn ().
n—-+0oo
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Considere o seguinte problema linear

—Az = p(z) em £
z = 0 em 00
z > 0, 2#0 em

Desde que p € C%*(2), o Teorema B.15 garante que o problema acima tem uma tnica
solugdo 2z € C*(0Q).

Segue do Lema 1.1 que a fungao

h:(0,4+00) — R
r +— h(r)= i

- f(t)
estd bem definida.

Agora, mostraremos que dado € > 0, existe nyg € N tal que

D=

h(va(z)) < 6(1—1— | 2 |? >_ + z(x) Vn > ng Vz € Q. (1.50)

Com efeito, nao é dificil notar que (1.50) ocorre em 0f2, pois dado = € 02

< dt < dt
h(vn(x)):/vn(x)m: : m:h(n) VneN.

Dai
lim h(v,(z)) =0 = z().

n—-+4o0o

Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que
_1
h(vn(x)) < 6(1 + RQ) ’ Yn > ng Vo € 09,

onde R e escolhido de modo que Q C B(0, R). Donde

1
2

h(va(z)) < e<1+ | @ |? > + 2(z) Yn > nyg YV € 09. (1.51)

Suponha, por aburdo, que (1.50) ndo ocorra em 2. Assim, existem ¢y > 0, zg € 2

! .
en > ng tals que

h(vy (20)) — 2(z0) — € <1+ | o |? > > 0.

N

De (1.51), deve existir z; € € tal que

N|=

Alh(v, (x)) —z(x)—e()(l—{— |z |2)_ ] < 0. (1.52)

T=x1
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Pelo Teorema Fundamental do Célculo (TFC), vem

' b dt
hvg (@) = bEIEoo /Un’ () f(#)
TFC
~~ bEinoo [G(b) — G(Un/(l’))}

onde G ¢é a primitiva da fungao ——. Desde que o lim [G(b)] existe, pois
f(t) b—+o0

m / b/ . % + lim (Go ().

n

Segue que

6]~ |Glo, (@)

h(Un’ (ZE)) - blgi—noo

Novamente, pelo Teorema Fundamental do Calculo (TFC), ficamos

5} 1 0
3Iih(vn/ (x)) N _f(Un’ (2)) Ox; v (@)
o que implica
o2 fo @) [ o ’ 1
vy (2) = ——"—— [—,vn' (fﬂ)] — 3V (2)
axz [f(vn ( )):| ox; f(vn’ (ZL’)) axz
Logo,
N g2
Alh(v, (:v))] = Z@x2 (v, (2))
_ _flw@) i [ 0 (x)r_ L L "
_f(vn/ (x)) Py Ox; floy () i1 dz;
[y (@) 2 1
S G ) Ry v
£, (a)) Fne o)
= D)y @) ey
[y (2))
Portanto,
A h(vn (x)) — z(x) — € <1+ |z |? )2] _ h;((vn’((fﬂ))))r | v, (2) |2
_60A<1+ | |2 )_]
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Por outro lado, como

2 (ep)? o Leer) 2002w
)

Dessa forma,

Logo,
_1 N o9 _1
At lap) " = ;a—x%<1+|x|2) :
_5 N 3 N
- 3(1+|x|2> ;xf —(1+|x|2) ;1
— 3(1+|x|2>_§ | |2 —N<1+|ac|2)_5
- 3(1+|x\ >_g|x\2 —N<1+]x|2>_g+
+3(1+|5E\2>2—3<1+\x|2>3
_ (3—1\1)(1+|:c|2)g - 3<1+|x|2>g,
ou seja,
A<1+|gs|2)é - (3-]\1)(1+m|2>g - 3(1—1—\:5]2)3. (1.53)
Assim,
A h(vn,m)_Z@)_eo(uw)5] = | @
/(0 (@)]

+60(N—3)<1+|m|2)7 +

s
+360<1—|—|£L'|2> 2] >0

T=x]
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o que é um absurdo com (1.52), mostrando (1.50).
Para concluir, provaremos que v é solu¢ao Blow-up de (1.1). Note que, fazendo

¢ — 0 em (1.50), ficamos com
h(vn(z)) < z(z) Vre
para todo n suficientemente grande, o que implica

h(v(z)) < z(xz) Vo e

Entao
0= dist(}fivgfl?)%o Mole)) < dist(:%:%la%)%OZ(x) =0,
isto é,
oy V) =0 (1.61)
consequentemente

lim  v(z) = +o0.
dist(xz,000)—0

Observagao 1.3. De maneira geral, o Teorema 1.2 afirma que sob certas hipdteses a
condicao de Keller-Osserman € uma condi¢cao necessdria para a existéncia de solugao
Blow-up em dominios limitados. Uma pergunta natural que podemos questionar é: A
existéncia de solugao Blow-up implica na condicao de Keller-Ossermam? A resposta a

essa questao € positiva como mostra o proximo resultado.

Teorema 1.3. Seja Q C RY um dominio limitado. Suponha que p e f satisfacam as

condigoes (p1), (p2), (P1) e (f1), respectivamente. Se u € solu¢ao Blow-up do problema
(1.1), entdo f satisfaz (KO).

Demonstracgao.

Com efeito, seja v uma solu¢ao Blow-up de (1.1). Suponha, por absurdo, que
00 t _1
/ [/ f(s)ds} ‘At = +o0. (%)
1 0
Desde que p € C O’O‘(ﬁ), existe uma constante positiva M, tal que
p(z) < M, em Q.

Para cada n € N, sabemos pela Proposicao 1.1 que o problema

Au = Mof(u) em (2,

u = n em Of),
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tem uma tnica solugao u,, a qual é positiva. Com os mesmos argumentos do Lema 1.1,

verificamos que (un> converge para uma funcao u solugado Blow-up de
neN

AC:MOf(C) em (2. (%)

Por principio de maximo u,, < u em €2, e consequentemente, u < u em ).
Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € 2. Como u é Blow-up, existe

uma constante a > 0 tal que u(0) < a.

Seja R > 0 o maior namero real tal que a bola B(0, R) C () e considere w uma

solugao radial® de (x) em Br(0) tal que

Como w é limitada em Bg(0), podemos definir uma fungao w até 952 tal que w " =w
Br(0

de modo que ainda seja limitada. Novamente por principio de maximo, temos w < u

em () contrariando o fato de u(0) < w(0).

Portanto, segue dos Teoremas 1.2 e 1.3 que a condigao de Keller-Oserman é uma
condicao necessaria e suficiente para a existéncia de solu¢ao Blow-up para o problema

(1.1) em dominios limitados.

1.2.2 Existéncia de Solucao Blow-up em Dominios Ilimitados

Nessa secao estudaremos a existéncia de solugoes em dominios ilimitados. Os
resultados que seguem nos oferecem um método que estabelece uma relacao direta entre
solugao maximal e qualquer solugao Blow-up. Uma solugao maximal U é caracterizada
pelo seguinte fato: Se u ¢ solugdo do mesmo problema, entao u(x) < U(z) para todo
x e .

O proximo resultado mostra a existéncia de solucao Blow-up no RY, isto é, quando

Q=R

Teorema 1.4. Suponha que p e f satisfacam (p1), (p2) e (f1), (KO), respectivamente.
Se p satisfaz a condi¢ao (p,) para Q = RN, entio existe uma solugio U do problema
(1.1) a qual é mazimal e positiva. Além disso, se p também verifica a condigao (ps),
entdo U é uma soluciao Blow-up no RV .

Sw(r) = a+ fy 157N o sV Mo f (w(s))ds| b
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Demonstracgao.
Para cada n € N, segue de (p;) que (p,) ¢ valido em €,. Logo, o Teorema 1.2

nos assegura que o problema

Au = p(x)f(u) em Q,,
u > 0, u#0 em Q,,

(Pn)

tem uma tnica solugao v, € C?(Q,) a qual é Blow-up em €,. Com argumentos

similares aos que vem sendo usados, verificamos que (vn(x)> ¢ nao-crescente para
n>1

todo x € (,, com ng fixado.

Desde que RY = |J Q, com Q, C Q,41, dado 2y € R, existe ng € N tal que

n=1

xo € Q, YV n>ng.
Como
0 < vp(xg) < - < vpgr1(xo) < vpy(xg) ¥V >ng
podemos definir a seguinte fungao
U:RY — R

r — Ux)= lir_{l v (o)
n—-+0o0

Observe que U € C>*

CH(RYN). Com efeito, seja @ C RY um dominio limitado. Por

(p,), existe n; € N tal que
QcQ, V' n>n;.

Mostraremos que

v, > U em C?(Q).
Desde que (vn) é nao-crescente, vem
v, € L7(K)

para todo compacto K C €.
Seja QCQum compacto. Existe M > 0 tal que

<M,

o que implica

f=fly ., € L)
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Logo,
fel’(Q) Vs>1

Em particular, para r > N, temos pelo Teorema B.11

v €W(Q),  Qcq.
e existe uma constante positiva ¢ tal que
I D e(lonlhg+11F s )
o que implica na exiténcia de ¢; > 0 tal que

o200 = e

Por imersao, temos

v, € CH()).
Agora, para cada n € N considere o seguinte problema

Av = p(z)f(v,) em Q

—~
~l
3
N—

v = v, em Of)

Como pf(v,) € C*(Q) e v, € C(9), segue do Teorema B.24 que o problema (P,,)

tem uma tnica solucao u,, € CQ’”(Q). Por unicidade de solugao
v, € C2¥ ().
Além disso, existe constante ¢ > 0 tal que

I on sy =1 tn loze@) < e2( 1 F@0) leow@ + lltn llcoug )-
o que implica na existéncia de c3 constante positiva tal que

|| Un, ||C2,u(§) S Cs.

Desde que
C27(Q) — C(Q)
compactamente, segue que existe uma subsequéncia (vn]) que converge em CQ(Q), isto

¢, existe U € C2Y(RN) tal que

loc

vnj%fj em C*(Q)
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e por unicidade de limite U = U. Portanto, de (P,), temos
Av,, = p(x)f(vn;) em . (1.54)

Passando ao limite quando j — +o0 em (1.54), concluimos que U é solugao de (1.1),
ou seja,

AU = p(x) f(U)

com U € C2Y(RN).

Supondo que p > 0, mostraremos que U é solu¢ao maximal. Seja u uma solucao
arbitraria de (1.1). Por principio de méaximo, dado n € N temos u < v, em §),.
Dessa forma, dado z € RV, existe ng € N tal que = € §, para todo n > ng. Assim,

u(z) < v,(z) para todo n > ng, donde
u(z) < limo,(z) = U(z),

isto ¢, U ¢ solugao maximal de (1.1).

Por fim, suponha que vale (p,), ou seja,

/OO ro(r)dr < 4o0.
0

Mostraremos que U ¢ Blow-up no R¥, em outras palavras

lim U(z) = +oo.

|z| =400

Supondo (p,), provaremos que

T

K = 0/ | / oV 9(0)do | dr < +o0.

0
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Com efeito, note que para cada R > 0, fazendo integragao por partes (IP), temos

/OR rl_N(/OT gN_lng(U)da) dr = lg% /GR (ﬁ%ﬁ_l\[) (/OT UN_1¢(U)dU> dr

1 R
R*YN / oV o(o)do
0

= lim

R
2—N64)0 6_

Uma vez que,

€ e .N—1
62_N/0 N o(r) 7’:/0 :N—_ng(r)dr
€ .N—1 € N—-1
| St < [ Smotin

0<e /OE Vo (r)dr < 6/06 o(r)dr. (%)

Dai, passando ao limite em (%) quando € — 0, concluimos

temos

lime2N/ Vo (r)dr = 0
0

e—0

o que implica

/oR rtN ( /or UN_lcb(a)dU) dt = ﬁ ( /oR rolr)dr — & /oR TN_1¢(T)dT)

donde
v [T o~ 1 X
/0 r (/0 o gb(a)da)dtg N—2/0 ro(r)dr (1.55)

passando ao limite em (1.55) quando R — 400, temos

/000 Tl_N(/OT JN_qu(J)dU) dt < N 1_ 5 /000 r¢(r)drf/<\+oo
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mostrando que K < +o0.
Dessa forma podemos definir a seguinte fungao

2:RY -5 R

T (o

P () = K — / | / ()] ar

0 0
Nao ¢ dificil verificar, pelo Teorema Fundamental do Célculo que z é solugao radial

para o problema
“AC = 6(r), r=|w|< 4o
lim ¢(z) = 0

|z| =400
e por principio de maximo concluimos que z é a tnica solugao do problema acima.

Por outro lado, existe 6 > 0 tal que

)
dt
lim —— = +00. (**)

r=0t J, f(t)

/ t
Com efeito, desde que f (0) existe podemos considerar L = %in% @ Assim, dado
—)

e > 0 existe 6 > 0 tal que para 0 < ¢t < 9 temos

@<L+e = L 1 (1.56)

t(L+e)  f(t)

Seja r € (0,0). Observe que por (1.56)

/dt O dt
L—i—e f@y

1 /5dt_1n5—1nr
(L+e) ). t (L+e)

Além disso, uma vez que

temos

Ind—1 o dt
LA (1.57)
L+e » f)
Passando ao limite quando r — 07 em (1.57) obtemos (xx). Sendo liljrn z(r) =0,
r—+00
temos que z é limitada, assim podemos fazer um argumento similar como na Proposicao

1.1, para mostramos que dado x € RY | existe um tnico ntimero real y € (0, 4], tal que

Too ot

z(x) = i m
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O que nos permite definir de maneira implicita uma funcao
w:RY — R
r — wE) =y

onde y é o tnico nimero real positivo para o qual

oo dt oo dt
z(x) = i o /w(z) 10} (1.58)

Dai, passando ao limite quando | z |— +oo em (1.58), obtemos
oo dt
lim / — = 0.

lim w(z) =400
|z|—=+o0

Portanto,

Para concluir nossa demonstragao, basta verificarmos que
w(z) <wv,(z) emQ, VneN (1.59)

Desde que v, é€ Blow-up em €,,, segue que (1.59) é satisfeita em 9€2,, para todo n € N.
Dessa forma, basta notar que (1.59) também ocorre em §2,, para n > 1.

Desde que dado € > 0

ol

w(z) < wv,(z) + e(1+ | 2 |? >_ em ,°.
Da arbitraridade de €, concluimos (1.59), e consequentemente
w(z) < li£n vp(r) =U(x) em RY. (1.60)
Passando ao limite em (1.60) quando | z |— +o00, temos

lim U(z) = +o0

|z| =400
como queriamos demonstrar. |

Observacao 1.4. Quando Q = R, toda solucio Blow-up no RY € positiva. Com

efeito, dado uma solugdo explosiva u de (1.1), suponha por contradi¢do, que eziste

9A verificacdo é similar procedendo como na demonstracdo do Teorema 1.2, trocando apenas §2

por Q..
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9 € RY tal que u(xzy) = 0. Desde que u é Blow-up no RY, existe uma constante
positiva R >| xq | tal que
u>0 em OB(xo,r).

Seque da Proposi¢ao 1.1 que o problema

A¢ = p(x)f(¢) em B(xo,r),
¢ = u em 0B(wxo,7),
C > 07 C#O em B(x0>r)7

tem uma unica solu¢do. Sendo u também solucao do problema acima, por unicidade,

u deve ser positiva o que € uma contradicao.

Como consequéncia do Teorema 1.4, temos o seguinte resultado de existéncia de
solucdo para dominios ilimitados Q # RY.
Corolario 1.1. Suponha que p e [ satisfacam (p1), (p2) € (f1), (KO), respectivamente.

Se p satisfaz a condigio (p,) em Q, entio existe uma solu¢io U do problema (1.1) a

qual € mazximal e positiva.

Observagao 1.5. Se p(x) > 0 para todo x € RY com | x| suficientemente grande,
entdo (p,) € automaticamente satisfeita.
De fato, se p(x) > 0 para todo x € RN com | x | suficientemente grande, deve

existir R > 0 tal que
p(x) >0 para todo =€ RN (B(O, R))C.

Logo, os possiveis x € RY onde p pode se anular estio na bola B(0, R). Assim, basta
considerar uma sequéncia (Qn> com Q, C Qi1 cuja B(0, R) C Qy, por exemplo, de

bolas centradas na origem e raio R+ n.

A observagao anterior nos faz pensar na seguinte questao : Existe p > 0 satis-
fazendo (7,) e (P,) que se anule para z € RY com | z | suficientemente grande? A

resposta para essa pergunta ¢ verdadeira, veja o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1. Considere uma funcdao p € Cl([O, —|—oo)> com

e —

max p(r) =

re[n,n+1] p n? (Qn + 1)

tal que
p(r) = 0 para |zl|=r€ [n—%,n%—%},nzl,
p(r) > 0 em R+Q<U [n—%,n—i—%]).

n=1
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O préximo resultado é um caso particular bem interessante, pois mostra a exis-
téncia de solugao Blow-up na fronteira e no infinito. para um caso particular de
dominio exterior, a saber, o exterior de uma bola.

Teorema 1.5. Sejam R >0 e Q) =RV N (B(O,R)) . Suponha que p e f satisfacam

(p1), (p2), (B)) e (f1), (KO), respectivamente. Se p satisfaz a condi¢io (p,) em €,

llO

com ¢(r) =0 para r € [0, R], entdo a solugao mazximal® U € uma solu¢ao Blow-up na

fronteira de B(0, R) e no infinito do problema (1.1).
Demonstracao.

Com efeito, usaremos um argumento similar ao do Teorema 1.2, ou seja, mostraremos

que existe uma fungao w € C(RY N (B(O, R)) ), w < U tal que

lim w(x) = 400 e lim w(z) = +o0.
2l R Jal —>-+00

Considere o seguinte problema

AC - ¢<T)7 |ZE|:7’>R,

lim¢(r) = 0, (1.61)

Supondo que hipotese (p,) seja satisfeita, vem

o0 T

/rl_N[/JN_lqb(J)] dr < +o0.
0 0
Logo, a fungao
z: Rt — R
1 1 _ _
o= 2(r)= <W—m)/01 N(/TN 1(;5(7')d7')d0+
R 0

1 ' ) g B

—RN2/01 N(/TN 1gb(7‘)>d0

R 0

estd bem definida. Além disso, aplicando o Teorema Fundamental do Calculo nao é
dificil mostrar que z é solugao de (1.61), e por principio do méximo verificamos que a

mesma ¢ a tnica solugao de (1.61). Observe que os limites

lrlf};l 2(r)=0 e TE?OOZ(T) =0 (1.62)

10A existéncia segue do Colorario 1.1
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implicam que z é limitada. Portanto, existe ¢y = max z(x) e com argumentos similares
xe

aos da Proposicao 1.1, justificamos que dado x € 2, existe um tnico y € R™ tal que

z(x) = Ooﬂ

y f)

Entao, podemos definir

w:RNﬂ<m>c - R

r — w(x)=y

onde y é o Unico nimero real tal que

< dt
z(x) = —.
y f)
Segue da defingao de w e (1.62) que
lim w(z) =400 e lim w(x)=4o0. (1.63)
x| 12 |z| =400

Por principio de maximo, verificamos que

Basta observar que dado = € () existe ng € N tal que = € (), para todo n > ng, impli-
cando w(x) < w, em €, para todo n > ny. Portanto, de (1.63) segue o resultado.
|

A seguir, mostraremos uma condi¢ao necesséria para a existéncia de solucao Blow-
up no RY para o problema (1.1).
Teorema 1.6. Sejam p € C(RY) ndo-negativa (nao identicamente nula) satisfazendo

Do) e [ satisfazendo (f1). Se u € uma solugcao Blow-up no RN do problema (1.1),
2

entao

Demonstragao.
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Seja u uma solucdo Blow-up no RY de (1.1). Considere a € (0,ug), em que

up = inf w(z) > 0 e defina a seguinte fungao
zeRN

v:RT =5 R
1 u®@) gt
r — u(r)=—— — |dS.
r) wyrN /83,.(0)(/a f(t))

Mostraremos que existe uma constante positiva k tal que

| v(r) |< k.
De fato, considere
9(x) Z/ m
assim,
=i [ gl (1.64)
v(r) = ———— x)dS. .
wyrN=1 aBT(o)g
Observe que pelo Teorema de Mudanca de Varidveis!!
=y
v(r) = ——— g(r&)dS. 1.65
1= o [, 909 (1.65)
Sendo f € C', de (1.65) temos
, 1d
v(r) = g(r&)dS
" = o 900
1 d
= — —g(r
o Jomo drg( §)dS

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, ficamos com

, 1 1 0
Pela Regra da Cadeia
0 0
Eu(rf) = Eu(rfl,rﬁg, o TEN)
0 0 0 d
= (‘993 (7"5)—7"51 + a—u(rﬁ)—rfl %U(T’O%Tfl
= Vu(rgg,
o que implica
v (r) = L ! Vu(ré)éds.

wy Jom o) f(u(re))

1Ver Teorema B.5
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isto é,
)= / L Su(y)yds (1.67)
v(r)=—— —Vu(y)ydS. :
wnrN 9B, (z) f(u(y))
Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Calculo
o ["® at 1 0
Jacs u(y)
Ori Jo  f(t)  flu(y)) Ow;
logo

V(/aU(y) %) = f(uly)) Vu(y).
De (1.67), temos

/ 1 u(y) dt y
i = o V([ )b

ou seja,
, uw) gy
J(r) = #/M(O)%Ua )is (1.68)
Segue de (1.68) e do Teorema do Divergente que
/ 1 u@ gy
v (r) = m/BT(O)A(/Q ) (1.69)
Dali,

(1.70)

u(z) /
s[5 = | G) e 1o i)

Por outro lado,

AT E )

pEC, (B (0))
=
<

Ipl., =€ B0)).

Assim, pelo Teorema de Mudancga de Variaveis
/ Fal /
vi(r) <
n < Sl

ol /
<
- wyriV-l

el
WN

<
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ou seja,
V) <lpll.r
Entao,
lgr(l)v (r)=0. (1.71)
De (1.69), temos
wyrN 7 (r :/ A / — |dx. 1.72
Y ) B.(0) < a f(t)> (172)

Dai, para 0 < r < R temos

wN<RN*1UI(R)—rN*1UI(r)) - /BR(O)A(/;(@ %)dm—/r(o)A</jm %)dm
_ /TR [/@BZ(O)A</;($) %)ds] dz.

Dividindo ambos os membros da igualdade anterior por R — r, obtemos

R u(@) dt
o (B0 (R) — V1 (1)) [f onin A m>dS] N
_ . (1.73)
R—r R—r

Segue do Teorema Fundamental do Calculo que

G(R) — G(r) = /TR [/&BZ(O)A(/;(I) %)dS] dz, (1.74)

onde G ¢ a primitiva de faBz(o) A(fau(z) %)ds. De (1.73) e (1.74), encontramos

WN <RN_1UI(R) — TN_lv/(r)) G(R) — G(r)
—— =D (1.75)

Passando ao limite quando » — R em (1.75), obtemos

WN <RN_1UI(R) — N1y (r)
lim = lim

R—r r—R R—r R—1r

isto é,

Por (1.74), ficamos com

wN(rN—lv’(r)) = /a BT(O)A< / " %)ds
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de onde segue de (1.70)

/

(700) = L

P>

u(z)
( / %)ds

Consequentemente

€
/7~
=
T
<.
©
~——
IN

1
Au(x
/aBrw) [f(“(x)) @
/ p(x)dS
9B, (0)
esr® [, 149

P(r)yrV 1 / 1dS
9B1(0)

IA IA

IA

A
=
<=
£
:
d
P

o que implica

/

(rN—lv’(r)) <N lo(r). (1.76)

Segue de (1.71) v'(0) = 0. Logo, integrando de 0 a r ambos os mebros da
desigualdade em (1.76), podemos aplicar o Teorema Fundamental do Calculo para

concluir

N (1)

< / Nl (r)dt
0 0
isto é,
rN_lv,(r)S/ tN L o(r)dt.
0

Dessa forma,

/ 1 "N
v(r) < TNl/O tN Lo (r)dt. (1.77)
Integrando de 0 a 7 ambos os membros da desigualdade em (1.77), vem
v(r) —v(0) < / O'I_N[/ TN_lgb(T)dT] do Nr >0. (1.78)
0 0

Supondo (py), temos

K = /00 rlN[/r JN’1¢(J)da] dr < +oo.
0

0
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e por (1.78), obtemos
v(r) <k, (1.79)

onde k = v(0) + K. Mostrando que v ¢é limitada.

Por fim, suponha, por absurdo, que

dt
 Fg ot (1.80)

Sendo u solucao Blow-up no RY de (1.1), segue que

o re) = B ulr) = oo,

para qualquer & € RY vetor unitario. Entao, de (1.80)

, )t > dt
lim — = —— = +00.

roreo fy S0 Ja f()

Entao, dado A > 0, existe B > 0 tal que » > B implica

w(ré) gt
/a m > A. (1.81)

Recorde que

u(rg)
o(r) = ﬁ/a&(o) (/ %)ds. (1.82)

Por (1.81) e (1.82), para r > B,

1
v(r) > — AdS.
WN JoB(0)

Logo, Teorema de Mudanga de Variaveis, existe uma constante ¢ > 0 tal que
v(r) > cA.

o que implica

lim v(r) = +o0,
T—+00

obtendo um absurdo com (1.79), e portanto,

< dt
—— < 400,

1 f@)

como queriamos demonstrar. [



Capitulo 2

Solucoes do Tipo Blow-up para

Equacoes Elipticas Quasilineares

Neste capitulo, seguindo as idéias de Ghergu, Niculescu, & Radulescu [17] estu-
daremos alguns resultados de existéncia de solucao Blow-up para a seguinte classe de

equagoes elipticas quasilineares:

Au + g(z) | Vu|* = p(z)f(u) em Q,
u>0,u # 0 em £,

(2.1)

em que 2 C RY (N > 3) ¢ um dominio regular (limitado ou ilimitado) com fronteira
(possivelmente vazia) compacta. Assumiremos que a € [1,2], p,q : Q — R sdo fungdes
nao-negativas tais que

(p1) p,q € C%*(Q) se Q ¢é limitado ou p,q € C2%(Q) se Q ¢ ilimitado

e f:]0,+00) — R satisfaz,

(f) feC([0,+00), f >0, f(0)=0 e f>0 em (0,+00);

(f2) lim &

= ();
t—+o00 [f(t)}

ISEIN)

(KO) /1 T IR()] Hdt < 400, onde F(t) = /0 H(s)ds.

Recorde que, no Capitulo 1, estudamos o problema (2.1) quando ¢ = 0. Nosso
principal objetivo, neste capitulo, é estudar o quanto o termo nao-linear | Vu |7 influ-
encia na existéncia e no comportamento assintotico das solu¢oes Blow-up de (2.1).

A seguir algumas fungoes que satisfazem as codigoes (f1), (f2) e (KO):
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(a)

f:[0,40) — R

2s
t — t:t5<>1 O<ac< >
f(t) s>lel<a<—m

g:10,+0) — R

t — glt)y=¢€" -1

Vale salientar que para a = 2 e ¢ = 1, podemos reduzir o problema (2.1) a um
problema semilinear, sem o termo nao-linear, que estudamos no capitulo anterior.

Com efeito, se u é solucao Blow-up de

Au+ | Vul? = p()f(u) em Q,

(2.2)
u>0,u # 0 em
Defina
v:Q — R
z = v(z) =™,
Dali, v é solugao do problema semilinear
Av = x)g(v) em €,
pa)gle) s
v(z) - +o00 quando dist(z,00Q) — 0,
onde g(v) = vf(Inv)t.
De fato,
v _euau N @—e“ <8u>2 N P®u
or;  Ox; ox? N Ox; ox?
= Av= e“( | Vu |? +Au)
= Av=e" [p(m)f(u)] em ()
isto é,
Av = [p(x)f(ln v)] em . (2.4)

LObserve que g satisfaz a condigao de (KO).
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Por outro lado, uma vez que  lim  wu(z) = 400 segue da defini¢do de v que
dist(x,002)—0

v(x) = +oo se dist(x,00Q) — 0. (2.5)

De (2.4) e (2.5), temos que v ¢ solugao de (2.3) e nao ¢ dificil notar que vale a reciproca.
Nesse sentido, iremos nos concentrar principalmente nos casos quando 1 < a < 2.
A menos que seja mencionado o contrario, solugdes de (2.1) serao solugoes classi-

cas.

2.1 Resultados Preliminares

Nesta segao, baseado em Holanda [21] iremos estudar o método de sub e super-
solugao para uma equagao quasilinear envolvendo o Laplaciano. Em seguida, veremos

um resultado auxiliar.

2.1.1 O Método de Sub e Supersolucao

No que segue, seja 2 um dominio limitado e s € [1,4+00). Estudaremos o método

de sub e supersolucao para o seguinte problema

Au = h(z,u,Vu) em €,
u = ¥ em ONQ.

(2.6)

A seguir, definimos sub e supersolugdes para o problema (2.6).
Definigao 2.1. Uma fungio u € W?*(Q) é chamada de subsolugdo de (2.6) se

Au > h(x,u,Vu) em Q,
< 9 em 0N

u

S

Definigao 2.2. Uma fungio u € W**(Q) é chamada de supersolugdo de (2.6) se

v em Of).

Au < h(z,u,Vu) em €,
u >

Uma solugao de (2.6) é uma fungdo u € W?*(Q) que satisfaz (2.6).
O proximo resultado é uma das principais ferramentas usadas para encontrar
solugbes de (2.1), trata-se do método de Sub e Supersolugao. Iremos demonstrar tal

resultado usando um teorema devido & Leray-Schauder?.

2Ver Teorema B.20.
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Teorema 2.1. Suponha que h : QxRN xRY — R € uma funcdo continua satisfazendo
| Wz, t,6) | < HOA+A|ED) zeQteR R, (2.7)

em que H é uma fun¢do continua nao-decrescente e A € uma constante positiva. Se
u e u sao sub e supersolugoes de (2.6) com u < u, entao existe u = ug € W>5(Q),

solugao de (2.6) tal que u < u < .

Demonstragao.

Defina a seguinte funcao
ho(x,t,&) :=h(z,t +0,§) z€Q, tcR, £ cRY.
Observe que resolver o problema (2.6) é equivalente a resolver,

Av = hy(x,v,Vv) em Q,
v = 0 em 09,

(2.8)

em que v :=u — 6.

Com efeito, por (2.6) escrevendo u = v + 6 ficamos com

A(v + 9) = h(x, v+ 0, V(v + 0)) em (),
u—0 = 0 em O0f),
equivalentemente
Av = h(z,v+60,Vv) em £,
v = 0 em ON.
Segue da defini¢ao de hy que os problemas (2.6) e (2.8) sao equivalentes.

Além disso, u é subsolugao ( u é supersolugao) de (2.8) se, e somente se, v := u—0
¢ subsolucao (v := u — # é supersolucao) de (2.6). Mais ainda, v e ¥ sdo fung¢oes em
W25(Q) com p > N e por imersdo v,7 € C(Q) para algum 0 < v < 1, sendo as
mesmas ordenadas, isto é, v < .

Considere o seguinte operador 1" dado por
o
(Tv)(2) § v(z) se v(w) <o) <T(x), (2.9)

v(z) se v(x) > v(z).

N
n
@

=

¥

v
<l

—~

N

Desde que v,v € Cl’”(ﬁ), existe uma constante positiva M tal que

v<M+1lev>1—M em €.
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Defina as seguintes fungoes

Logo, vy < 1 < v™. Agora, defina
a := max{—Auv;, AvM 1}

Como v, € W%5(Q) segue que a € L*(Q).

Para cada t € [0, 1] considere o seguinte problema

Av—[t+ (1 —=t)alv = tlhe(z,Tv,Vv)—Tv] em Q,
v = 0 em OfL

(2.10)

Mostraremos que vy e v sao respectivamente sub e supersolugio de (2.10) para cada

t € [0, 1]. De fato, observe que
Toyy=Tv=v e Vuy =Vu.
Dessa forma,

Avy —[t+ (1 —t)aloyr = Avy — (1 —t)avy — toy
Z AUM — (1 — t)AUM — tUM
= tAUM —tUM

= Alu—M) - (v— M)

v

t(Av —v)

v

tho(z, v, Vv) — ]

tlhg(x, Tvpr, Vopr) — Top] em

Além disso,

vy=v—M<v em S,

mostrando que vy, é subsolu¢ao de (2.10). Com um procedimento similar mostra-se
que vM & supersolugao de (2.10).

Agora, observe que se v € W?P(Q) é solugao de (2.10), entao

ngvgvM.



Capitulo 2. Resultados Preliminares 68

Com efeito, vamos verificar apenas que vy; < v, pois a outra desigualdade obtemos de

modo andlogo. Suponha que v € W%P(2) ¢ solugao de (2.10) e defina w := v — vy,.

Sendo w continua definida no compacto € existe z, um ponto de minimo de w.
Suponha, por absurdo, que w(zy) < 0, pela continuidade de w existe uma vizin-

hanga V(o) de zo tal que w < 0 em Vj(zg), o que implica
v(z) <wvy(z) em  Vi(zg).
Segue da definicao do operador T que
Tv=Tuvy =v em Vs(xg). (2.11)
Por outro lado,
Aw—[t+(1—=t)aw < tlhy(x,Tv,Vv) —Tv| — tlhe(x, Tvar, Vour) — Topy] em Vi),
e por (2.11) segue que
Aw—[t+ (1 —=t)alw < tlhy(z,v, V) — hg(z,v, Vo) em  Vi(zo).
Por defini¢ao a > 1 e sendo w < 0 em Vj(zy), temos
Aw < Aw—w < Aw —[t+ (1 —t)aJw em Vj(xo),
consequentemente
Aw < tlho(z,v, Vv) — ho(z,v, Vuy)] em  V(zo), (2.12)
pois Vu(xg) = Vup(xg). Assim,
Aw(xg) < 0. (2.13)
Escolhendo 4 suficientemente pequeno de modo que
tlhy(z,v, Vv) — ho(z,v, Vuy)] < —% em Vs(zo)

e por (2.12) ficamos com

Aw <0 em V(xg).

Entao, w é uma func¢do superhamonica em V(zy) que tem minimo no interior de €2,
ou seja, w é constante em Vs(xo) o que é um absurdo com (2.13). Portanto, vy < v

em ﬁ
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Agora, mostraremos que para algum v € (0, 1),
v llerv@ < Mo,

onde a constante positiva M, independe de t.

De fato, desde que

M

vy <ov<w em €, te]l0,1].

Segue da definigao de T' que
oy <Tv<o™ em Q, te€l0,1]
Sendo vy, v € C1(Q), existe m > 0 tal que

lv(z) |<m, |Tv(z)|<m em Q, tel0,1]. (2.14)

Defina as seguintes funcoes a, b; : © — R dadas por

d(z) = 1+ma(z) e bz)= tlhg(x, Tv(x), Vo(zx)) — Tv(|x)] + (1 = t)(a(z) — 1)1,(‘%).

Note que,

| ho(x, Tv(x), Vo(z)) | + [ To(x) [ +(1 = t)(a(z) = 1) [v(z) |
a(z) + A | Vo(zx) |?

| bi(z) | <

De (2.7), temos

H(Tv(z) +0)(1+ A | Vo(z) [*)+ | To(z) | +(1 —t)(a(z) —1) | v(z) |
a(z)+ A | Vo(x) |?

| bi() | <

Sendo H nao-decrescente segue da desigualdade acima e (2.14), vem

Hm+0)(1+ A | Vo(z) |?) +m+ (1 —t)(alx) — 1)m

@) | < @) + A | Vo) P
_ Hm+0)(1+A| Vo) P) a(z)m
B a(z) +A | Vo(z) |2 a(z) + A [ Vo(z) 2
o Hm+0)(A+A][Vo(z) ?) N a(x)m
- 1+ A | Vou(x) |? a(x)

< H(m+86)+1=C(m,0).
Da definigao de b(t) temos

b(z)(a(z) + A | Vo(z) 7)) = (1 = t)(a(z) — L)v(z). (2.15)
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Substituindo (2.15) em (2.10), ficamos com
Av—[t+ (1 —t)av+ (1 —t)(a — 1)v = b(x)[a(z) + A | Vv |?] em €,
isto é,
Av—v=0bt(x)[a(x)+A| Vv [)] em €. (2.16)
Por outro lado, observando que a € L*(£2) segue do Teorema B.17 que o problema

Az—z = b(x)a(x) em Q,

(2.17)
z = 0 em 09,
tem uma tnica solugao z € W%%(Q). Além disso,
|2 ]les < Cllbiglls < G, 0<t<L (2.18)

Counsidere w = v — z e defina

_ Ab(x) | V(w + 2) |2

fil) 1+ | Vw |?

De (2.16) e (2.17) segue que

Aw—w = Bi(zr)(1+ | Vw [}) em Q,
w = 0 em 0N
Observe que, agora, que para todo ¢ € [0, 1], f; é uniformemente limitada em .

Com efeito, por (2.18) segue que
Abi(z) | V(w + 2) |?

| Vuw |? | V2 |?
< 4A|D
= () | <1+|Vw 27 1+ [ Vw |2>
< AN | b(x) | (14 [ V2 ]?)
< AC(m,0).

mostrando que f; € L>*(Q2). Pelo Teorema B.18 devido & Amann e Grandall existe

uma constante positiva Cy independente de ¢ € [0, 1] tal que
[wllzs < Co.

Portanto,

[0 llzs = [lw+2llas < T wllas + 12 [l2s < Cr+ G
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Uma vez que p > N, segue do Teorema B.13 que existe v € (0, 1) tal que
v llcie@ < Mo, (2.19)

para algum M, independente de t. Mostrando a limitacao uniforme em C*(€).

Para concluir, para cada v € C*(Q) considere o seguinte problema linear

Aw—[t+ (1 —t)alw = tlhe(z,Tv,Vv)—Tv] em Q,
w = 0 em 09Q.

(2.20)

Segue do Teorema B.19 que o problema (2.20) tem solugao tnica w € W2#(Q). Dessa

forma, podemos definir o seguinte operador

SN x [0,1] — W2(Q) = C1(Q),

(v,t) — Sv,t):=w

em que w ¢é a unica solugao associada ao problema (2.20).

Por unicidade de solugao vem que
S(v,0) =0.

Ainda do Teorema B.19 temos que S : C*(Q) x [0, 1] — C'(©2) é um operador continuo
e compacto. Desde que,

lvller@ < Mo, t€0,1]

para toda v € C'(Q) verificando S(v,t) = v. Segue do Teorema do Ponto Fixo de
Leray - Schauder® que a equacdo S(v,1) = v tem uma solucio v € C*(Q). Sendo

S(CH) x [0,1] € W2(Q2)), vem que v € W?%(Q) e satisfaz

Av—v = hyg(x,Tv,Vv)—Tv em
v = 0 em Of.

Por outro lado, com o mesmo raciocinio utilizado para provar que vy < v < oM

mostramos que

IS
IN
S
IN
St

(2.21)

3Ver Teorema B.20
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o que implica que Tv = v de onde segue que v satisfaz

Av = hyg(z,v,Vv) em £
v = 0 em Of.

(2.22)

De (2.21), (2.22) e das definigdes de hy,v,v e T concluimos que u = v + 6 é solugao de

Av = h(z,u,Vu) em €,
u = 0 em ON.

com u < u < u, como queriamos demonstrar.

2.1.2 Um Resultado Auxiliar

A seguir um resultado com condic¢ao de fronteira.

Proposicao 2.1. Seja Q C RY um dominio limitado. Suponha que p, ¢ € C%%(Q)
sejam fungoes nao-negativas e 1 < a < 2. Suponha ainda que p > 0, f satisfaz (f1) e
g € C(0R) € uma funcao positiva. Entao, o problema

Au + q(z) | Vul|* = plz)f(u) em €,
u = g em 08, (2.23)
u>0,u # 0 em S

tem uma unica solucao cldssica.

Demonstracgao.

Desde que g é continua no compacto 0f2, existe uma constante ¢ > 0 tal que
|g(z) | < ¢ Ve 9. (2.24)
Considere ng € N tal que ng > ¢ e defina a funcao

7:Q0 — R

x = Tu(xr) =ng

Note que @ é uma supersolugao do problema (2.23). Com efeito, sendo p e f sao

nao-negativas, temos

Au +q(x) | Vul|*= 0 < p(z)f(u(z)) em Q. (2.25)



Capitulo 2. Resultados Preliminares 73

Por (2.24) e (2.25), temos

AT + g(z) | Va|* < plx)f(@) em Q,
u > g em 0,
u>0,u # 0 em £,

isto ¢, w ¢ uma supersolugao de (2.23).
Agora, encontraremos uma subsolugao para o problama (2.23). Para tanto, iremos

considerar o seguinte problema

Au = p(x)f(u) em Q,
u = g em O0f),
u>0,u # 0 em Q.

Segue da Proposigao 1.1 e da Observacao 1.2 que o problema acima tem uma tnica
solucdo u € C%7(Q) a qual é positiva. Observe que u ¢ uma subsolucio do problema

(2.23). De fato, uma vez que

e q > 0, temos

Consequentemente,

Au + q(z) | Vul|* > p(x)f(u) em Q,
u < g em 0f),

u>0,u # 0 em Q.

ou seja, ¢ uma subsolugdo do problema (2.23).
Agora, mostraremos que sem perda de generalidade podemos substituir a condigao

de fronteira por g = 0. Para isso, considere o seguinte problema linear

Au—au = 0 em €,
(2.26)

u = g em O0f),

onde o uma constante positiva. Segue de um Teorema Schauder que o problema acima

tem uma tnica solucio w € C?*(Q) N C(Q) para algum 0 < A < 1.
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Defina

ho : OxRxRY — R
(z,&,m) = ho(z,&,n) = h(z, & +w(x),n+ Vw(z)) — aw(z),

onde h(z,&,n) = p(z)f(&) —q(z) | n |*. Entdo, uma fungao u é solucdo de (2.23) se, e

somente se, v = u — w é solucao de

Av = ho(z,v,Vv) em €
v = 0 em Of.

(2.27)

Com efeito, por (2.26) se u é solugao de (2.23), entao
u—w=g—g=0 em 0. (2.28)
Além disso,
ho(z,v,Vv) = h(z,v+w(z), Vo(z) + Vuw(z)) — aw(z)

= h(z,u, Vu) — aw(x)

= Au—Aw

= A(u — w) em (),
isto é,

Av = ho(x,v,Vv) em (. (2.29)

Por (2.28) e (2.29), concluimos que v = v — w & solugao de (2.27).

Reciprocamente, por (2.26) se u — w ¢ solugao de (2.27), entao
u=(u—w)+w=g em . (2.30)
Ademais,
Au = A((u—w)+w)
= Alu—w)+Aw

= ho(z,u—w,V(u—w)) + Aw
= h(z,u,Vu) em €
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ou seja,
Au = h(z,u,Vu) em €. (2.31)

Segue de (2.30) e (2.31) que u é solugao de (2.23).
Por outro lado, u é subsolugao (supersolugao) de (2.23) se, e somente se, u —w é

subsolugao (supersolugao) de (2.27).

De fato, por (2.26) se u é subsolugao de (2.23), entao
v=u—w<g—g=0 em 0. (2.32)
Observe também que

ho(z,v,Vv) = h(z,v+w(z), Vo+ Vw(z)) — aw(z)
= h(z,u,Vu) —aw(r) em .

e daf, uma vez que u é subsolugao de (2.23),
ho(z,v,Vv) < Au—Aw =Av em £, (2.33)

Por (2.32) e (2.33), segue que v = u — w ¢ subsolugao de (2.27).

Com um procedimento inteiramente anélogo mostramos que u é supersolugao de
(2.23) se, e somente se, u — w & supersolugao de (2.27). Ademais, nao ¢é dificil notar
que uma subsolugao u e uma supersolugao u de (2.23) estao ordenadas? se, e somente
se, u — w e U — w estao ordenadas com rela¢ao ao problema (2.27).

Desde que hy dada por
ho(z,€,m) = h(z,§ +w(z),n+ Vw(z)) — aw(z)

satisfaz as mesmas condigoes de regularidade e crescimento de h, sem perda de gene-
ralidade, podemos assumir g = 0 em (2.23).

Escolha ng suficientemente grande de modo que u e u estejam ordenadas. Desde
que, u,u € C*7(Q), em particular, u,u € W?*(2). Segue do Teorema 2.1 que existe

u € W25(Q) tal que u < u < 7, solucdo de (2.23). Iremos verificar que u € C*#NC(Q)

4No sentido de que u < u.



Capitulo 2. Resultados Preliminares 76

para algum 0 < § < 1, mostrando que u é solugdo classica do problema (2.23). Para

tanto considere o seguinte problema

Aw = ho(z,u(x), Vu(x em (),
o(a u(z), Vu(o)) .
w = u em OS2,
em que ho(z,u(z), Vu(z)) = p(z) f(u(z)) — q¢(x) | Vu(z) |*
Pelo Teorema B.25 de Ladyzenskaya e Ural’tseva de estimativa interior do gradi-
ente, para {); CC () existe uma constante positiva C; tal que

max | Vu(z) | < Cymax | u(z) | . (2.35)

rEM e

Sendo u < u em €2, vem

Cymax |u(z) |[< Cimax |u(z) | < Cy || ul]l, . (2.36)
e e

Por (2.35) e (2.36), segue que | Vu |*€ L*>®(Q) o que implica hg € L®(€;), em

particular, hy € L*(£21) para todo s > 1. Assim, pelo Teorema B.11 concluimos que

u € W?%(Q) para todo s > 1. Escolhendo ¢ > N e aplicando o pelo Teorema de
N

Imersoes®, existe 0 < 8 <1 — " tal que u € C*#(Q). Considerando, o problema

Aw = ho(z,u(z), Vu(z)) em Q, (2.37)

w = u em Of).

Segue que hy € C%P(Q) e pelo Teorema de Schauder o problema acima tem uma solugao
w € C*P(Q) N C(Q), e por unicidade u € C?#(Q) N C(Q). Portanto, u é uma solugio
classica de (2.27), consequentemente u é solugdo classica de (2.23).

Por fim, mostraremos a unicidade da solugao. Sejam u; e ug solugoes de (2.23).
Afirmamos que

u; = uy em ).

Uma vez que u; = g = ug na fronteira, basta mostrar
U = Uy €1m Q.

Note que

5Teorema B.13
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De fato, suponha, por absurdo, que existe algum zy € Q tal que u;(z¢) < us(zo). Logo,

max{us(x) —uy ()} >0
x€Q)

¢ atingido em algum ponto z; € Q. Entdo, V(us —uq)(z1) =0 e A(u2 - ul)(xl) <0
dai

| VUQ(Z'l) |a:‘ VU2<.T1) |a . (238)
Sendo f é crescente e p > 0, temos

p(wo) (f(uz(z1)) — fur(z1))) > 0.

Assim,
(2.38)

0> Aluy —ur)(w1) "= plwo) (f(uz(21)) = f(ur(21))) >0

o que é um absurdo. Entao, u; > us em 2. Com um procedimento analégo verificamos

que u; > ug em ﬁ, e portanto,

2

Uy = Uy e€1m

2.2 Resultados de Existéncia de Solucao Blow-up

Nesta segao, estudaremos a existéncia de solu¢ao Blow-up para o problema (2.1).

Considere as seguintes condigoes:

(p,) Para todo zy € © com p(zy) = 0, existe um dominio y > x¢ tal que Qy C Q e

p>06m aQO

(p,)" Existe uma sequéncia de dominios limitados (Q)n>1 tal que Q, C Q1

RN =2, Q, e (p1) vale em Q, Vn > 1.

(Py) /000 ro(r)dr < +oo, onde ¢(r) = max{p(z);| z |=r}.
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2.2.1 Existéncia de Solugcao Blow-up para Dominios Limitados

No que segue, sejam p, ¢ e f fungdes satisfazendo as condicoes (p1), (p2), (f1), (f2)
e (KO), respectivamente.

Teorema 2.2. Seja Q C RN um dominio limitado. Se p satisfaca (D), entdo, o

problema (2.1) tem uma solu¢ao Blow-up a qual € positiva.

Demonstragao.
Pela Proposigao 2.1, para cada n € N o problema

Av, + q(z) | Vo, |* = [p(w) + %}f(vn) em

v, = n em OS2,

v, > 0,0, # 0 em £,

tem uma tnica solugao v,, positiva.
N . 2, ~ . !/
Note que a sequéncia (v, ),>1 € ndo-decrescente em €2. De fato, seja k' =|| p ||, +1

e considere o seguinte problema

AC + q(z) | VCI|* = Kf) em
¢ = 1 em 09, (2.39)
¢ > 0 em Q.

A Proposigao 2.1 assegura que o problema (2.39) tem uma tunica solugao, pois f é
crescente e k > 0.

Observe que

0<(<v <<, <00, em (). (2.40)

De fato, suponha, por absurdo, que existe algum zq € Q tal que vy(xg) < ((zo). Logo,

max{((z) — v1()}

z€Q

é atingido em algum ponto x; € Q, pois (2.40) é satisfeita em 0. Entao,
V¢ —v)(z1) =0 e A(¢—v)(z) <0.
Assim,

| V() "= Vou () * (2.41)
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Sendo f crescente,
(p(z1) + D (F(C(x2) = F(on(a1))) > 0.

Assim,

A(C—w)@) = KF(Cn) —ale) | V(o) " +
— (a1 + Df (1)) = gla1) | Toa(an) |
= KI(C(@n) = [plan) + 1] fr(an)) 2 (pler) + D[F(E) = (oa(a)] >0,

o que é um absurdo. Entdo, v;1 > ¢ em . De maneira analoga, mostramos que
Up < vpaq em § para todo n € N.
Agora, mostraremos que dado xg € €2 existem um aberto 2y CC 2 com xg € €2

e My = My(xg) > 0 tais que para n > 1,
v, < My em €.
De fato, seja xg € €. Analizaremos os seguintes casos:
(4) p(xo) > 0;
(i) p(xo) = 0.
Caso (i)
Sendo p € C%*(Q) existe r > 0 tal que

p(z) >0 em B(xg,r) com B(xg,r)CC Q.

Defina

moy = min  p(x).
z€B(zo,r)

Seja v solucao classica Blow-up® do problema

Az + ’ q ’oo’ Vz ’a = mOf(’Z) cm B(ﬂfo,T),

(2.42)
z > 0 em B(xg,r),
Considere para cada n € N o seguinte problema
Au + Q(x) | Vu |a = m()f(U) cm B("L‘07T)7 (P )

u = n em 0B(xg,7).

6A existéncia de tal solucio é assegurada por um resultado encontrado em [6] com a mudanca de

variavel z(z) = u( || ¢ Hfﬁ z).
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Segue da Proposigao 2.1 que o problema (P,) tem uma solu¢do w,. Com os mesmos

argumentos usados para mostrar a unicidade da solugao na Proposic¢ao 2.1, verificamos

que
Wp () < wpir(z) <wv(x), = € Bz, 7).
Logo, podemos definir w(zx) := liI_iI_l wy(x). Mostraremos que tal limite é uniforme
n—-+0o0

em subconjuntos compactos. Para isso considere {2; um subconjunto compactamente

contido em B(xzg,r). Assim,
w, € L=(). (2.43)

Pelo Teorema B.25 de estimativas interiores do gradiente existe uma constante positiva

c1 tal que para Qs CC Oy

max | Vw,(z) | < ¢ max | w,(z) |, (2.44)
€ zefl

o que implica por (2.43) que h,, dada por
ho(z) := mo f(wn(z)) — q(x) | Vw, |

pertence a L*({)), em particular, h, € L*({)y) para todo s > 1. Dessa forma, pelo
Teorema de B.11 w,, € W2*(2,) para todo s > 1 e existe uma constante positiva c,
tal que

| wn HQ,s,Qg < C2( | wn Hs,Qz + || hn(2) Hs,ﬂz )> Q3 CC

donde segue que, existe c3 > 0 tal que

H Wp, ||2,s,§23§ C3.

Além disso, escolhendo ¢ > N, por Imersoes temos w, € C*7(€2;) e existe ¢4 > 0
tal que
| wy ||cln(§1)§ C4-
Consequentemente, pelo Teorema de estimativas interiores de Schauder w, € C%*7(€))

com €, C Q5 e existe ¢5 > 0 tal que

| wn [l ez @y < 5.

Uma vez que

CQ"Y (54) — 02 <§4)
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compactamente, existe uma subsequéncia (wnj) que converge em C?(£);) uniforme-

mente, isto ¢, existe w € C%(€y) tal que
Wo, > w em  C*(Qy). (2.30)

Por unicidade de limite temos w = w. Portanto, por (2.42) segue que w é solucdo

Blow-up do problema

Au+q(x) | Vu|® = mof(u) em B(xg,r)

u > 0 em B(xg,r)

Desde que v, < w em B(zg,7)” e w é limitada em B(xo, 5), existem um aberto,

a saber, Qy = B(w, 5) e My = supw, tal que
Qo

vn(z) < w(z) < My em B(x, g)

Caso (i1)
Por hipotese, existe €2y, com zg € g e Q¢ CC Q tal que p > 0 em 0€)y. Dado
x € 09, temos p(z) > 0 e pelo Caso (i), existem B(z,r,) CC € e uma constante

M, > 0 tais que para todo n € N

vy < M, em B(z, %)

Uma vez que (B (x, %)) é uma cobertura aberta para 0€)y que é compacta,
EIN

. . & r Tz,
podemos extrair uma cobertura finita B(xy, 5-), B(w2, 52), - - -, B(Try, ).
Considerando
Mo = max{M,,, ..., My, },
temos

vy, < My em 0y Vn > 1.
Com o mesmo procedimento que vem sendo usado concluimos que v, < My em €.
Uma vez que para cada = € Q a sequéncia (Un(a:)) é limitada, podemos definir
v:Q — R

r = v(r) = lir+n Up ()
n—-+0oo

7A verificacdo segue de modo similar como na demonstracio do Proposicio 2.1



Capitulo 2. Resultados de Existéncia de Solugao Blow-up 82

Mostraremos que

lim  wv(z) = +o0.
dist(xz,000)—0

Para isso, considere o seguinte problema linear

—Az = p(x) em Q,
z = 0 em 09,

z > 0 em €.

Desde que p € C%*(Q) pelo Teorema de Schauder o problema acima tem uma tnica
solugio 2z € C*(0Q).

Pelo Lema 1.1 do Capitulo 1 a fungao

h:(0,+00) — R

r +— h(r)= OO%

estd bem definida.

Note que dado € > 0, existe ng € N tal que n > ny

1

h(va()) < e<1+ |z |2 )7 +o2(z)  VreQ (2.45)
Com efeito, observe que (2.45) ocorre em 02, pois para todo x € 0, temos
h(va(z)) = h(n) VneN.

Entao,

lim h(v,(z)) = 0= 2(z).

n—-+00
Considere R > 0 de modo que Q C B(0, R). Assim, dado € > 0, existe ng € N, a
saber,

1
e(N —3)(1+ R?)"2 +3e(1+ R?)"3

ng > , (2.46)

tal que

[SIES

h(va(z)) < 6(1 + R2>_ Vn>ng Ve o,

o que implica

N

h(va(2)) < e<1+ |z [? )7 +o2(z)  Vn>ne Ve o (2.47)
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Suponha, por aburdo, que (2.45) néo ocorra em (2. Dessa forma, existem ¢y > 0,
zg € Qen > ng tais que

h(v,y (z0)) — 2(z0) — €0 <1+ | o |2 ) > 0.

N[

De (2.47), deve existir 1 € Q) tal que

N|=
N

h(v, (1)) — 2(z1) — € <1+ | 71 |? ) = max{h(v, (z)) — 2(z) — € <1+ |2 |? >_ }.

Dat,
Alh (v, (@) —z<x>—eo(1+|x|2)‘5] <o 15
Por outro lado, -
ety st et >1 o [;g:(f))))]z e
: +q(x)|]Y(ZZ',>’a (v =3) (142 P)

fv,)

o [f)]

| v, (1) 2 EO(N—?)) <1+ L P )7

_5 1
+€03<1+|(L’1’2) 2_ﬁ>0’

o que é um absurdo com (2.48).
Desde que ¢ > 0 foi arbitrario, passando ao limite em (2.45) quando ¢ — 0,

obtemos

h(v,(x)) < z(x) VreQ,
para todo n suficientemente grande, o que implica
h(v(z)) < z(x) Vz €.
Entao

0<  lim  A(v(z) < lim  z(z)=0.
dist(z,000)—0 dist(z,000)—0

TG N (CHCS)

Nl
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isto é,

li h =0
dist(xl,gfll)—)O (/U(x»

mostrando que

lim  o(z) =400
dist(z,000)—0

2.2.2 Existéncia de Solucao Blow-up para Dominios Ilimitados

O proximo resultado mostra a existéncia de solucao Blow-up quando Q = RY.

Teorema 2.3. Suponha que p satisfaga a condi¢ao (]_91)'. Entao, existe uma solucao
U do problema (2.1) a qual é mazimal. Além disso, se p também verifica a condi¢do

(D), entio U € uma solugio Blow-up no RY.

Demonstragao.

Segue do Teorema 2.1 e da hipotese (]_91)/ que para cada n € N o problema

Av + q(z) | Vo |* = p(z)f(v) em €,

v > 0 em €,

(2.49)

tem uma solucao v, Blow-up em €2,,.
Desde que ©,, C ©,,1 podemos aplicar os mesmos argumentos que vem sendo

usados para verificamos que dado zy € RY, existe ng € N tal que
To € Q, V' n > ng.
Assim
0 < vp(xg) < < pgr1(xg) < vpg(0), V1> mnp. (2.50)
Logo, podemos definir a seguinte funcao

U:RY - R

r — Ulx)= lirJlrn U ().
n—-+0oo

Seja Q) € RY. Por (p;) existe ng € N tal que

’

2, C Q,, paratodo n > ng.
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Por (2.50)
v, € L2(). (2.51)

Segue do Teorema de Ladyzenskaya e Ural’tseva® de estimativa interior do gradiente

que existe uma constante positiva c¢; tal que para Q’z cC Q’l

max | Vo, (z) | < cpmax [ va(2) |, (2.52)

:cEQ z€

o que implica por (2.51) que h,, dada por

hn() = mo f(va(2)) — () | Vo, [*

pertence a L>®(,), em particular, h, € L*(f),) para todo s > 1. Pelo Teorema de
Agmon, Douglis e Niremberg, v,, € W?#(€2,) para todo s > 1 e existe uma constante

positiva ¢y tal que

Fvn [0, < c2( T vn sy + 1 An(2) 0, )

isto é, || vy ||, o € uniformemente limitada.
199853
Escolhendo p > N e aplicando o Teorema B.13 segue que || v, || ,,. = & uni-
c ”Y(Qg)
formemente limitada. Consequentemente, pelo Teorema de estimativas interiores de

Schauder v,, € CQ’V(Q ) para algum 0 < v < 1 e existe ¢z > 0 tal que

Fon o ey < €8l om Nl o @y + 1 om lcoayy )- (2.53)

Segue de (2.53) que existe ¢4 > 0 tal que

I g, < 5 (2.54)

Uma vez que

C2(€) = C*(€))

. N ’ .
compactamente, existe uma subsequéncia (vnj> que converge em C?(€),) uniforme-

mente, isto ¢, existe U € C?(£) tal que

VUn, —U em C*()). (2.55)

8Ver Teorema B.25
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Por unicidade de limite U = U. Portanto, U € 012 T(RY) e por (2.49) concluimos que

oc

U é solugao do problema (2.1).

Mostraremos agora que U ¢é solugdo maximal de (2.1). Para tanto, note que dada

uma soluc¢do u de (2.1), temos pelos argumentos que vem sendo usados que

u(z) <wv, em €.

Por (p;)" dado xy € R existe ny € N tal que
u(zg) < wvp(zg) em €, Vn > ng,

o que implica

u(zo) < Ul(xp).
Segue da arbitraridade de xy que
u(z) <U(xr) em RN,
Por fim, suponha que p satisfaca (ps). Mostraremos que U é Blow-up no RY.
Para tanto considere o problema
Aw = pa)f(w) em RY,
w>0,w # 0 em RV
Segue do Teorema 1.3 que o problema acima tem uma solu¢ao maximal V' Blow-up.
Assim sendo, para concluir a demonstragao do teorema, basta verificar que dado € > 0
_1
V(z) < wv,(x) + 6(1+ |z |? ) Ve, Vn>1. (2.56)

De fato, por (2.56) terfamos

V(z) <vp(xz) em Q,Vn>1,

e portanto,

V(z) <U(z) em RY.

Dessa forma, verifiquemos (2.56). Suponha, por absurdo, que existe ¢, > 0 e um ponto

xo € €2 tal que

N

V(zo) > vn(zo) + €o <1+ | 2o |? >7 .
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Uma vez que a desigualdade (2.56) se verifica em 0f2,,, existe z; € ) tal que

N

V(zy) — vp(z1) — eo<1—i— | 21 |2 >_ = max

z€Q

V(z) — vu(z) — 60(1+ |z |? )_%]

Assim,

Por outro lado,

AV (@) - va(z) — 60(1+ |z |2 )_5] — A[vm) —Un(aq)} + (N = 3) (1+ |2 )‘
+ 360<1—|— | 2 |2 )_g.
Dal,
AV (2) = on(z) — 60(1+ |z |2 )_%] >0,
pois o
AlV(@1) = vala1)] = plan)[£(V(@1)) = Fon@))| +a(@) [ vaer) I
0 que é um absurdo. Portanto, vale (2.56), como querfamos demonstrar. n

Nosso proximo resultado assegura a existéncia de solucao Blow-up para dominios
ilimitados € # RY. Omitiremos sua demonstracio, pois é essencialmente a mesma do
Teorema anterior.

P . .~ — / ~ .
Corolario 2.1. Suponha que p satisfaga a condi¢iao (p;) em 2. Entdo, existe uma

solugiao U do problema (2.1) a qual é mazximal. Além disso, se p também verifica a

condicao (p,), entdao U é uma solug¢do Blow-up no RY.

A seguir, mostraremos a existéncia de solu¢ao Blow-up para um caso interessante
de dominio ilimitado, & saber, Q = RN N <B(O, R)> . Veremos que o problema (2.1)
tem uma solugao Blow-up na dB(0, R) e Blow-up no infinito.
Teorema 2.4. Suponha que p satisfaca as condicées (p,) e (Dy) no exterior de uma

bola, isto é, em 2 = RV N <B(O, R)) , com ¢(r) =0 parar € [0, R]. Entao, o problema
(2.1) tem uma solugao U tal que

lim U(x) =400 e lim U(x) = +o0. (2.57)
[zl R || =00

(NI
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Demonstragao.
Seja U uma solugao? de (2.1). Mostraremos os limites em (2.57). Para isso,

recorde que pelo Teorema 1.4 o problema

Aw = p(z)f(w) em
w>0, w # 0 em €

tem uma solucao maximal V' tal que

lim V(z) =400 e lim V(z)=+o0.
lz[{ R || =400

Agora, basta notar que

V(z) <U(z) em RY.

Justificamos tal desigualdade com o mesmo raciocinio usado para mostrar a desigual-
dade (2.56), trocando v,, por U e €, por €. [ ]

A seguir, uma condigao necessaria para a existéncia de solucao Blow-up para o
problema (2.1) sem a condi¢do de Keller-Osermann. O Teorema 1.6 ainda continua
sendo verdadeiro para o problema (2.1). Nao faremos aqui sua demonstragao, pois é
inteiramente analoga a prova do Teorema 1.6. No entanto, devido a sua importancia
enuciamos:

Teorema 2.5. Suponha que f satisfaca apenas a condicio (f1) e p € C(RY) seja

nao-negativa satisfazendo (p2). Entao,

© dt
— < 4+

i

¢ uma condi¢ao necessdria para a existéncia de solu¢ao Blow-up de (2.1).

9A existéncia de solucio Maximal segue do Corolério 2.1.



Capitulo 3

Solucoes Radiais do Tipo Blow-up

para Sistemas Elipticos em RY

Nosso objetivo, no presente capitulo, é estudar a existéncia de solucao radial

positiva do tipo Blow-up para a seguinte classe de sistemas elipticos

Au = p(lz|)fi(v)f2(u) em RY,

(3.1)
Av = q(|z])gi(v)gz(u) em RY,
onde N >3 ep,q, fi, g : [0,+00) = [0,+00) (i = 1,2) sdo fungdes continuas.
Em [29], Lair e Wood mostraram que a equagao
Au = p(lzu* O<a<l) zeRY (N>3)
tem uma solucao radial Blow-up nao-negativa se, e somente se, p satisfaz
+o0
/ Tp(T)dT = +00. (3.2)
0

No entanto, segundo Lair [27] ndo existe um resultado equivalente para sistemas
com apenas essa hipdtese, mas uma condi¢ao suficiente que assegura a existéncia de

solugao radial do tipo Blow-up ver ( [29], [13] ) é supor que p satisfaga (3.2) e q satisfaca

/0 () = oo (3.3)

Os mesmos autores também mostraram que se p e ¢ satisfazem

(a) /0 h p(T)dT < 400 , (b) /0 h Tq(T)dT < 400, (3.4)

entao o sistema (3.2) ndo tem solugao radial Blow-up .
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Baseado nos artigos [27| e [28], veremos resultados que analizam também os
casos em que p e ¢ satisfagam as condigoes (3.4) (a) e (3.3), respectivamente, ou que p
satisfaga (3.2) e que ¢ satisfaga (3.4) (b).

A seguir definimos solugao radial Blow-up para o sistema (3.1).

Definigao 3.1. Sejam u,v € C*(RY). Dizemos que o par (u,v) € uma solugdo radial

Blow-up para (3.1) se (u,v) satisfazem (3.1) e

lim wu(x) = 400 lim v(z) = 4o0. (3.5)

|z| =400 |z| =400

3.1 Uma Condicao Necessaria e Suficiente para Exis-
téncia de Solucao Radial Nao-Negativa no RY
Nesta se¢ao, mostraremos alguns resultados de existéncia quando fo,9; = 1,

fi = v* e g» = u®. Mais precisamente, mostraremos a existéncia de solucdo para o

seguinte sistema

fu = plle (3.6)
|

Av = ¢(|x

em que «, 3 sdo constantes positivas com aff < 1 e p,q : [0,400) — [0,+00) sdo
fungoes continuas.

No que segue, considere P, Q) : [0,4+00) — [0, +00) funcoes dadas por

P(r)= /Or p(T)dr e Q(r) = /OT Tq(T)dT.

Lema 3.1. Se p e q satisfazem

(i) (3.2) e (3.3), respectivamente, entdo

/0+00 tp(t) <t2_N /Ot sN_3Q(s)ds) adt = 400 (3.7)

/0 ) (t” /O t sNSP(s)ds)ﬂdt — to0. (3.8)

(ii) (3.4), entao (3.7) e (3.8) sao falsas.
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Demonstragao.

(i) Com efeito, defina
G:(0,400) — (0,400)

o= G(r)erN/ tNT3P(t)dt.
0

Note que podemos escrever

Gr) = /0 Tth( /0 t lep(s)ds>dt. (3.9)

De fato, integrando por partes, temos

G(r) = r2_N/UTtN_3P(t)dt

N-2

= 2N [hf’(r)— /O ' ]f[Nthp(t)dt}

- /O ()t — 2 /0 ()],

Ou seja,

Gr) = ﬁ [ /0 Cip(t)dt — 1N /0 ' ¥ p(t)a] (3.10)

Por outro lado, novamente fazendo integracao por partes, vem

r t r 1 d t
=N N=lp(s)ds |dt = i — 2N / N=lp(s)ds |dt
[ momhon = [ (e ) ([ =
I t r r
= 5 im tQ_N/ SN_lp(s)ds] —/ t2—NtN—1p(t)dt]
€ 0 € €

_ (T o [N on [N
= 2—N1£% (r /o Y T p(t)dt — e i Y p(t)dt

_ 1 oon [N o [N
- 2_N[(T /Ot p(t)dt llg%e i " p(t)dt

- /0 tp(t)dt] :

Desde que
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e
€ thl € 6Nfl
| St < [ S
segue que
0< eQ—N/ tN"Ip(t)dt < e/ p(t)dt. (3.11)
0 0

Dai, passando ao limite em (3.11) quando € — 0, concluimos

lim >V / tNp(t)dt = 0,
0

e—0

o que implica

/07" H-N < /O t SN—lp(s)ds> dt = ﬁ ( /O tp(t)dt — 2N /O T tN‘lp(t)dt)' (3.12)

Logo, (3.9) segue de (3.10) e (3.12).

De modo anélogo, verificamos que a funcao

H:(0,+00) — (0,+00)

ro— H(T):rz_N/rtN_?’Q(t)dt
0

pode ser dada por

Mostraremos que

lim G(r) =400 e lim H(r)=4o0.

r—-+00 r—-+00

se, e somente se, (3.2) e (3.3) valem, respectivamente. Verifiquemos apenas

lim G(r) =400 < lim P(r) = +oo,

r—-+00 r—-+00

pois a prova da equivaléncia

lim H(r)=+0c0 < lim Q(r) = +oc.

r—+00 r—+00

¢ feita de modo anal6go.

Suponha que lim G(r) = 4+00. Como p > 0, temos

r—-+o00

1 ' an [N 1 /r
- — < .
N5 (/0 tp(t)dt —r /0 " p(t)dt ) < N2, tp(t)dt

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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De (3.12) e (3.16), segue
r t 1 r
/ N / sV tp(s)ds | dt < / tp(t)dt. (3.17)
0 0 N—=2J
Passando ao limite quando r — 400 em (3.17), obtemos
1 T
. < 1
TEI—POO G(T> - T‘EI-EIOO -2 0 tp(t)dt’
e, portanto,
tp(t)dt = +o0.
0
Agora, suponha
+o0
/ tp(t)dt = +oo.
0
Seja 0 < t <r. Por (3.12),
/ ey / "N p(s)ds \dt = — L / TN SN Ypnd. (3.18)
Desde que,
1 TN—2  N—2 dt > 1 N-2 riN-2] [ d 319
7 . (rN =2 = V2 tp(t)dt > 3 [7’ — (5) } i tp(t)dt. (3.19)
De (3.18) e (3.19), temos
BRIy ' N-1 1 l\N-2 :
t sV p(s)ds | dt > [1 - (3) ] tp(t)dt. (3.20)
Passando ao limite em (3.20) quando r — +o00, concluimos
lim G(r) = +oo. (3.21)
r—+00
mostrando (3.15). De maneira inteiramente analoga justificamos que
lim H(r)=+0c0 <  lim Q(r) = +oo. (3.22)

r—-+00 r—-+00

Suponha que p e ¢ satisfagam (3.2) e (3.3), respectivamente. Por (3.21), existe

By > 0 tal que r > By implica
G(r) > 1.

Assim,

/0 o (c) ar > / ) (6) ar

By
+oo (3.3)
> / tq(t)dt = "+400.
By
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Obtendo (3.8). Por outro lado, de (3.22) existe By > 0 tal que r > By implica
H(r)> 1.
Dai,

/0 ) <H(t)> "ot > / ) (H(t))adt

Bo
(3.2)

“+00
> / tp(t)dt™="~+00.
B>

Obtendo (3.9).
+oo +o0
(ii) Sejam M; = / Tp(T)dT € My = / Tq(7)dr. Note que
0 0

/0 +Ootq(t)(G(t)>ﬁdt < /0 - [ /O thw( /0*”7p<7>d7) o] a
< M? /0 +Ootq(t)<7‘2_N /0 TtN—?’dr)Bdt

Myt M
W/ )it = g

De modo similar verificamos que

/ ) <H(t)>adt < to0.

Como queriamos demonstrar.

Nossos proximos dois resultados servirao de base para justificar a existéncia de

solucao para o sistema (3.6).

Lema 3.2. Sejam a e b constantes nao-negativas tais que a + b > 0. Suponha que p,

q sejam continuas. Entdo, o sistema de equagoes integrais

u(r) = a+/ t N/ N=1p(s)v*(s)dsdt
v(r) = b+/ t N/ N=Lg(s)uP (s)dsdt

tem uma solucgao.

Demonstragao.

(3.23)

(3.24)

Sem perda de generalidade suponha que a < b e considere ug = a e vy = b. Defina

indutivamente as sequéncias (un> e (vn) por

r t
r)=a+ / tl_N/ sNhp(s)ve (s)dsdt
0 0

(3.25)
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v(r) =b+ /OT tl_N/O sV q(s)ul (s)dsdt. (3.26)

Observe que

r t
u(r) =a+ / th/ sNhp(s)b¥dsdt > a = uy,
0 0

consequentemente
_b+/t1N/ N=Ly(s)u? (s)dsdt > b = vg.
Além disso,

T t r t
uy(r) =a +/ tl_N/ sMp(s)bdsdt < a +/ tl_N/ sV (s)v(s)dsdt = us,
0 0 0

0

o que implica

—a—l—/tl N/ N=Lo(s)uP (s)dsdt < a+/t1N/ N=Lg(s)ub (s)dsdt = vs.

Prosseguindo com o mesmo raciocinio, verificamos que para todo r > 0
Un (1) < Upar () e Un(r) < vppa(r) ¥n €N, (3.27)

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo em (3.26), concluimos que v, (r) > 0.

Assim,
22
up(r) < a+/ th N/ N=1p(s)v2(s)dsdt
e t
< a+v§(r)/ t N(/ st (3)d5>dt,
0 0
isto é,

un(r) < a+ vy (r)G(r), (3.28)
onde G esta definida no Lema 3.1. Consequentemente, de (3.26) e (3.28), vem

<b+/t1N/ N-1g a+v()G(s)rdsdt.

Logo,

()<b+—/ dt2N/0 Nl()zﬁ{ +uaﬁ()Gﬁ()]dsdt (3.29)
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Integrando por partes (3.29), obtemos

o(r) < b+ NQi 5 /0 (1- ;Z:Z)tq(t) [ + 022 (0GP ()] at
< b+ 2° / ' tq(t) [aﬂ + 2P (t)Gﬁ(t)] dsdt,
ou seja,
V() < b+ 2° / ' tq(t) [aﬁ + 22 (1) GP (t)] dt. (3.30)

Recorde que b < v,(r) para n > 0. Desde que a3 < 1 temos v, (t)* 1 < b1 o
que implica
U (1) < v, (£)0*P L (3.31)
Por (3.30) e (3.31), obtemos
V(1) < b+ 2° / tq(t) [aﬁ + 0, (VPTG (1) | dt,
0
de onde segue
v (r) < b4 2°a° / tq(t)dt + 2° / tq()bP LGP (t)v, (t)dt, (3.32)
0 0
Considere ¢y > r. Por (3.32),
<

v (r) < b+2’3a’3/

tq(t)dt + / ' 25tq(H) b1 GP (t)v, (t)dL.

0
Assim, existe uma constante positiva ¢y tal que
v, (1) < G+ / tq(£)2°b°P LGP (t)v, (t)dt  Vr € [0, ¢q). (3.33)
0

Aplicando a Desigualdade de Gronwall! em (3.33), segue que existe uma constante

positiva C' tal que
vn(r) < Cefor 2B1q(t)b*B—1GP (t)dt o= [0700]' (3_34)

Logo, <vn> ¢ uniformente limitada em [0, ¢g]. Consequentemente de (3.28), concluimos

que <un) também ¢é uniformente limitada em [0, ¢o).

1Ver Teorema B.26 Apéndice B
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Agora, mostraremos que (vn>, (un) sao equicontinuas em [0, ¢o]. Basta mostrar

. . . ! .
que existem constantes positivas K., e K, tais que

[un(r) [S Koy e | 0,(r) S K,

— co”

Por (3.25) e (3.26), vem

u, (r) =rt=N /01“ tNTptee (t)dt e v, (r) =rV /07“ Nl (t)dt.  (3.35)

Note que por (3.35), temos

tN_l

< [ e o

< [ plov o

0

Desde que v, e u, s@o uniformemente limitadas em [0, ¢o], existe M., > 0 tal que

co
/0 19 Il Modt

< H p ”oo MCOCO = KCO'

IN

[ (1) |

De modo similar, verificamos que existe K ;O > 0 tal que
‘ Un<7') ‘ < Kco cm [0760]'

Por outro lado, dado € > 0, considere § = . Segue do Teorema do Valor

€
Keg+ K,

Médio, que existem 6,05 € [0, co| tais que
| n(r) —ur(s) [ u, (1) [r—s| e [va(r) —vals) [ v (6a) | —s],

para | r — s |< 0, temos

‘ e | un(r) — vn(s) |< K. —

| un(r) = un(s) |[< K Koy 1 K,

co KCO + Kéo
o que implica

| un(r) —un(s) [<e e | vu(r) —uvu(s) [<e

mostrando que (vn>, <un> sao equicontinuas em [0, .

Portanto, segue do Teorema de Ascoli-Arzeld que existem u,,, v, € subsequéncias

(vn]), <Um> tais que

Up; —> Uy € Upy —> Vg
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uniformemente em [0, co).

Note que, a menos de subsequéncias,

U2, U1 3, U4, " —> Ui €m [0; 1]

U3, U24,U25, " * —7 U2 €m [07 2]

U3.4, U35, U36," " * > U3 em [07 3]
tais que uj11| = u;. Dessa forma, defina

[0,7]
u:[0,+00) — R

r — wu(r)=w; quando r € [0,

e observe que subsequéncia diagonal (uMn) (n =2,3,...) converge unifomemente para
u em intervalos compactos.

Fazendo o mesmo procedimento com as subsequéncias <vn,j> encontramos uma
funcao v a qual é limite uniforme em intervalos compactos. Desde que os limites sao

uniformes, concluimos por passagem ao limite em (3.25) e (3.26),

u(r) =a+ /0 Cpew /0 t sN=1p(s)v°(s)dsdt

T t
v(r)=1> +/ th/ sVl q(s)uP (s)dsdt.
0 0
isto é, o par (u,v) é uma solugao do sistema de equagoes integrais (3.23) e (3.24). =

Lema 3.3. Para quaisquer constantes nao-negativas a e b com a+ b > 0 uma solugao
(u,v) do sistema de equagoes integrais (3.23) e (3.24) é uma solugao radial do sistema
(3.6). Uma solucao radial de (3.6) é uma solugdo de (3.23) e (3.24) para uma escolha

conveniente das constantes a e b.

Demonstragao.
Seja (u,v) solu¢do do sistema de equagdes integrais (3.23) e (3.24). Recorde que

o laplaciano de uma funcao radial w é dado por

1 N_]. !
Aw=w + w .

r
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Dessa forma, para mostrar que (u,v) é solugao de (3.6), basta verificarmos que

PR () = o' (1) + ) e g () = o)+ S ),
Por (3.23), temos
u (r)=(1—-N)yr™>N /0 NI () () dt + p(r)v (r) (3.36)
Logo,
W) = (- N /0 V(e ()t + NN () (r) +

De modo anélogo, obtemos

ou seja, o par (u,v) é solugao de (3.6).

Se (u,v) é solu¢ao do sistema (3.6), entao existem constantes apropriadas a, b
nao-negativas com a + b > 0 de modo que (u,v) também ¢é solugdo de (3.23) e (3.24).
Basta escolher a = u(0) e b = v(0).

Com efeito, mulplicando ambos os membros de (3.23) por V! encontramos

N - ]. ’ "
N () (r) = PN = () + N ()

r

Observe que,

temos

p(r)o?(r) = (TN_lul(r)>/. (3.37)

Integrando de 0 a 7 (3.37), concluimos pelo Teorema Fundamental do Célculo

i) = [
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isto é
b) l ,,«
u(r) = rlN/ sN’lva(s)ds.
0

Integrando de 0 a r a igualdade acima, concluimos novamente pelo Teorema Funda-

u(r /tl N/ N=1p(s)v*(s)dsdt,
u(r /tl N/ N=1p(s)u®(s)dsdt.

De maneira similar, concluimos

/th/ N=1g(s)uP(s)dsdt,

justificando que (u,v) também ¢é solugao de (3.23) e (3.24). Como queriamos demons-

mental do Céalculo

ou seja,

trar.
]
A seguir, o resultado mais importante desta secdo. Mostramos uma condicao
necessaria e suficiente para a existéncia de solugao radial Blow-up do sistema (3.6).
Teorema 3.1. Sejam p e q fungdes continuas nao-negativas. Entao, o sistema (3.6)

tem uma solugao (u,v) radial Blow-up no RN se, e somente se, as fungoes p e q
satisfazem as condigoes (3.7) e (3.8).

Demonstragao.

Segue do Lema 3.3 que solugbes raidais de (3.6) sao solugoes do sistema de
equagoes integrais (3.23) e (3.24) as quais existem pelo Lema 3.2. Dessa forma,
mostraremos que uma solugao de (3.23) e (3.24) ¢ uma solugiao Blow-up no RY se
e somente se, as fungoes p e g satisfazem as condigoes (3.7) e (3.8).

Estamos interessados em solu¢ao Blow-up, por esse motivo nao vamos considerar
o0 caso em que p e ¢ satisfagam (3.4) (Ver Teorema 1 em [13]). Nosso objetivo é estudar

os casos onde as hipoteses sao misturadas, isto é,
(1) p e q satisfagam (3.4)-(a) e (3.3), respectivamente;

(i7) p e ¢ satisfagam (3.2) e (3.4)-(b), respectivamente.
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Nesse sentido, também nao vamos analizar o caso em que p e ¢ satisfagam (3.2) e
(3.3), respectivamente, no entanto, podemos encontrar sua demonstragao em [13] (Ver
Teorema 1) ou em Lair & Wood [29].

Suponha, inicialmente, que p e ¢ satisfazem as condigoes (3.7) e (3.8). Seja (u,v)
uma solucao de (3.6). Mostraremos que o par (u,v) é Blow-up.

CASO (i):

Sejam a e b como no Lema 3.2. Suponha, sem perda de generalidade, que a > 0.

Desde que u(r) > a > 0,

_b+/t1N/N1 )dsdt2b+/t1N/N1 YaPdsdt
> aﬁ/ tl_N/ sV g (s)dsdt
0 0
S0-6) 1L
1— (= tq(t)dt.
N —2 2 0 ®)

Entao, passando ao limite na desigualdade acima quando r — +oc0 e usando a hipotese

>

(3.3), conluimos

a? NVt
. N (1 _
i o) 2 573 [1 (2) } /0 ta(t)dt

Portanto,

Agora, mostraremos que
De (3.23), temos
equivalentemente

1 "d !
= li —t*” N/ N=1p(s)v®(s)dsdt.
u(r) =a+ 2—N61£%/5 o i sV p(s)v(s)ds

Integrando por partes e aplicando a regra de L’Hospital, obtemos

T T

1 . 2—N ! N-1 a : (e}
—NcISI—I>% {t /0 s p(s)v*(s)ds 5 2_N(1$1_r>r(1) i tp(t)v™(t)dt

1 r tN_2
= a—l—m/ (1— TN_2>tp(t)v (t)dt.

u(r) = a—|—2
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Assim, podemos escrever

1 r tNEN[d [
u(r) = a—l—m/ (1— TN_z) [E/o sp(s)vo‘(s)ds] dt.
Fazendo integragao por partes, temos
tN—Q t
u(r) = a+{{(1— N_2)/ Sp(S)Ua(S)d8:|
1 T d tN_2 t N
- /O a(p rm) /0 sp(s)v (s)ds}
1 T d tN_2 t N
= a— m/ov E(l — 7"]\7—2)/0' Sp(S)U (S)dS,

u(r) = a +r* N/ N 3/ s)dsdt. (3.38)

Analogamente, temos

r)=b+r?" N/ N 3/ sq(s)u”(s)dsdt. (3.39)

Desde que u(r) > a > 0, de (3.39) temos

T t
r)=b+1r"" N/ N 3/ sq(s)u(s)dsdt > b+ a’r*” N/ tN_3/ sq(s)dsdt
0 0

ou seja,

r

ou seja,

v(r) > aPr*N /OT tN3Q(t)dt. (3.40)

Dessa forma, segue de (3.38) e (3.40) que

oon Mg [ s2-n [ N-3 :
u(r) > a+r /Ot /Osp(s)(a s /Of Q(f)d{) dsdt
g o-n [Fon-s [ 2N [ N3 :
> a®r %t /OSP(S)(S /05 Q(ﬁ)df) dsdt,

r) > a*Pr N / CyN- /0 t sp(s) (52—N /O S §N‘3Q(§)d§)adsdt. (3.41)
o) = [ ot (o [ Q) ds (3.42)

isto é,

Definindo
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segue do Teorema Fundamental do Calculo,

B () = tp(t) <t2N /0 t sN3Q(s)>ds > 0. (3.43)

Entao, por (3.42) e (3.43), obtemos

h(%) < h(t) Vte [g,r]. (3.44)

De (3.41) e (3.44) segue

a®Bp2—N N-3 2N [ N3 d ad d
u(r) > /t /0 (s /f Q&) f) sdt
aB,2—N N— 3d 2—N N-3 d) d
> a*’r %t t/o sp(s ( /§ Q&)d¢ ) ds
af N-—-2 %
> S l-(5) | [ (e [eraga) o

oz S ()] [P [eaen) v e

passando ao limite quando r — +o00 em (3.45), obtemos por (3.7)

af N-2 +00 s e’
i )= e ()] [T (2 [ e aoa) s =

CASO (ii):

isto é,

Note que dado € > 0, v(r) > 0 para todo 7 > ¢, pois v'(r) > 0. Dai,

u(r) > a—l—/ - N/ N=lp(s)v™dsdt
Za—l—/th/Nl Yvdsdt
> /tl N/ sVl s)dsdt

}/;tpwd

u(r) > ;;(6_)62 {1 _ (%) N_T /  (0)d (3.46)

Assim, passando ao limite quando r — +o00 em (3.46), concluimos de (3.2)

v

ou seja,

lim wu(r) = +o0.
r—-+00
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Por outro lado, de (3.38) segue que

u(r) > 2N/ N 3/sp s)dsdt
> 2N/tN3/ s)dsdt,

isto é,
u(r) > Uo‘(e)r2_N/ tNT3P.(t)dt

T
onde P.(r) = / sp(s)ds. Assim, seguindo de modo similar ao caso anterior, vem
€

b+’ N/ N 3/ sq(s s)dsdt
1;1_(62){1—(5) }/ (”/gNBP )df)
ou seja,

o) = 2 {1— (%)N} / " sqls) (s” | fNSPG(E)dﬁ)BdS- (3.47)

Passando ao limite em (3.47) quando r — 0o, obtemos por (4.8)

v(r)

v

AV

lim v(r) = 4o0.
T—+00

Mostraremos a reciproca pela contra-positiva. Para tanto, suponha sem perda de

generalidade que

/0+Oo tp(t) (t2_N /Ot SN_3Q(8)ds> "t < +oo. (3.48)

E suficiente provar que u é limitada?, pois o par (u,v) ndo podera ser solucio Blow-up
de (3.6).
Defina H como no Lema 3.1 e recorde que H'(r) > 0, isto ¢, H ¢ ndo-decrescente.

Escolha 6 > 0 de maneira que H(9) # 0. Entao,
/0 ) <H(t)> "ot > /5 ) (H((S)) "t
> (H((S))a /;OO tp(t)dt.

2Caso (3.8) seja falsa, a demonstragao segue de maneira analoga. Neste caso, mostramos que v é

limitada.
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Logo, por (3.48)
—+00
/ tp(t)dt < +oo.
5

e portanto,
+oo
/ tp(t)dt < +oo. (3.49)
0
Sendo u'(r) > 0 segue de (3.39)
v(r) < b+uP(r)H(r).
Substituindo em (3.38), ficamos com
r t
u(r) < a+r*" / N3 (/ sp(s) (b + H(s)u’g(s))ad:;) dt (3.50)
0 0

Por outro lado,
r2=N /OT tN?’(/Ot sp(s)(b+ H(s)uﬂ(s))ds) dt < </Or sp(s) (b -+ H(s)uﬁ(s))ads)

2-N /r N3t
0

pois sp(s)(b+ H(s)u’(s)) é uma fun¢do continua e ndo-negativa. Segue de (3.50) que

u(r) < a+ ﬁ /0 () (b H( (1) dt,

donde
u(r) <a+ ﬁ /0 tp()2° (b™ + H*(t)u’(t))dt. (3.51)

Desde que aff < 1, temos
uaﬁ—1<8) < ao&ﬁ—l

— I

pois a < u(r), o que implica
u(s) < u(s)a*?! (3.52)
Substituindo (3.52) em (3.51), obtemos

u(r) < a+ ﬁ /0 tp(£)2* (b™ + H*(t)u(t)a® ") dt

Qoo T Tzaaaﬁfl
tp(t)dt tp(t)H*(t)u(t)dt
o3 | s [ S uta,

IN

a—+
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isto é,

[eFNe2

<
u(r) < a~l—N_2/0 tp(t)dt +

r 2aao¢,8—1
, N-—2

tp(OH Ou(t)dt,  (3.53)

Considere

C—a+ 20" / )t
=a N=3 ), D .

Segue de (3.49) que C' é um numero real positivo e por (3.53),

u(r) < C+ / H(t)u(t)dt, (3.54)
0
- Qaaaﬁfl
onde H(t) = N7 tp(t)H*(t). Aplicando a Desigualdade de Gronwall em (3.54)
u(r) < C’/ H(t) [ef[f](t)ds] gt
0
e por (3.48), segue que u ¢é limitada. Como queriamos demonstrar. [ ]

3.2 Existéncia de Solucao Radial Positiva: Caso Geral

Nesta secao, estudaremos a existéncia de solugao radial do tipo Blow-up para o

seguinte problema

Au = p(lz|)fi(v)fo(u), em RY

(3.55)
Av = q(lz[)g1(v)ge(u), em RN

sob as seguintes condigoes:
(Hy) As fungoes p, q, fi, gi : [0,+00) — [0, +00) sdo continuas;
(H,) as fungdes f; e g; sdo ndo-decrescentes em [0, +00);

(H3) fi(s)fa(s) + g1(s)ga(s) >0, Vs #0.

Denote

G(400) := lim H(r), H(r) :/Ortl—N</0t SN_lp(s)ds)dt, r>0,

r—-+o0o

H(4o0) := lim G(r), G(r) = /Orth(/Ot leq(s)ds)dt, r >0,

ds
)+ 91(8)g2(s)’

r>a>0.

r—-+o00

Foo)i= lim F). P = [ 5
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/ 1 .
Note que F' (r) = > 0 Vr > a, isto é, F' é crescente, sobre-

Fi(r) fa(r) + g1(r)g(r)

jetora sobre F'([a, +00)), portanto tem inversa F~!, a qual ¢ monétona nao-decrescente.

Observe que se valem (H;), (Hy) e F(+00) = 400, entao

oo ds

0, HOI)
/o g;<s>g;<s> -

De fato, de (H;) segue que f;, g; sdo nao negativas. Assim,

/fl )fa( )191 $)ga(s /fl ) fa(s

para todo r > 0, logo passando ao limite quando r — +oo,

== —I—OO’

ds oo ds

Ftoo) :/o f1(8) f2(s) + g1(5)ga(s) = 0o H(S)A()

Portanto,

/om % me

/0+°° % m

Teorema 1. Suponha que as condi¢oes (Hy), (Hs) e (Hs3) sao satisfeitas. Entao, o
sistema (3.55) tem uma solugdo radial positiva (u,v) € C*([0,400)) x C?([0,+00)).

Além disso, se

Analogamente, temos que

G(+0) < 400 e H(+00) < 400,

u e v sao limitadas. Se
G(+00) = H(400) = +o00,

o par (u, v) € solugao Blow-up.
Demonstragao.

Sabemos que solugoes radiais de (3.55) sao solugoes do sistema de equagoes dife-

renciais ordinarias

(3.56)
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Mostraremos, inicialmente, que o sistema acima tem solugao. Desde que solucoes

do sistema (3.56) sao solugoes do sistema integral

) = o+ [ o /OtsN1p(8)f1(v(8))f2(u(8))d5>dt, r>0,
o(r) = c+/Ortl_N(/OtsN_lq(s)gl(v(s))gg(u(s))ds>dt, >0,

De fato, basta notar que

(3.57)

u(r) = N / " p(s) fu(w(s)) falu(s))ds

portanto

De maneira analoga, obtemos

o)+ YT ) = 4(r)gs (v) g (w):

r

Sejam ug(r) = b,vo(r) = ¢, com b+ ¢ > 0 e defina as seguintes sequéncias (un>
e <vn> por
N N( (i) ol (s ), 7,

(Pn)
sV q(s) g1 (vn(s ))g2<un(8))d8>dt, r > 0.

Upp1(r) = c+ tl N

Como p(r) fi(va(r ))f (u (7“) > 0 e q(r)gi(va(r))gz(un(r)) = 0, para todo r > 0 e

n € N, temos u,, > b, v, > ce
v <wi, ug<u Vr>0.
Segue da motonicidade das fungdes f; e g; (i= 1, 2) que
u <uy v <wvy Vr>0.

Continuando com o mesmo raciocinio, concluimos que as sequéncias (un> e (vn> sao

nao-decrescentes em [0, +00). Desde que

G (r) :rl_N/ sV p(s)ds.
0
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Seque de (H;) e (Hs) que para todo r > 0

Uy (r) < vﬂNpérsNﬁxsxﬁ<wxr»fxuno»ﬁw

< AN Al [ s
< o) falun(r)G (1)
< A0nr) + n(0) folten(r) + 0a(r)G (1)
< [uon(r) + n (1)) folatn(r) + 0a (7)) +
4 g1(vn(r) + wn(1))galtn(r) + o ()]G (1)
< [fi(Wnga (7) + nga (1)) fotupsa () + vnyga (1)) +

+ g1 (Va1 (1) + Ung1 (1) g2 (Unt1(r) + vas1 ()]G (1).

De modo similar encontramos a seguinte desigualdade

Unar (1) < [0ns1 (1) + wnir (7)) fo (g (7) + vpga (1)) +

+ g1 (V1 (1) A+ Un1 (1)) G2 (U1 (1) + Vpr ()] H (1),

pois
H (r) :rlN/ sV lq(s)ds
0

dai

U1 (1) + 0 (1) < (i () + sa () fo () + v (7)) +

+ 9101 (1) + i1 ()92 (st () + 0aa (NG () + H (1)),

entao

U;H-l (r) + U;'L—I—l(r)
2

IT [0 ) + 0 (0] + T [5(00100) + a0

i=1

<G (r)+H(r). (3.58)

Integrando de 0 a r ambos os membros da desigualdade em (3.58), vem

/r 2 uanrl(S) + U2;1+1(5) ds < /r (G/(S>+H/(S))d8
T [filvura(s) + wasa(s)] + 11 [9:(n11(5) + tny1(5))] ’

=1

Fazendo uma mudanca de variaveis,



Capitulo 3. Existéncia de Solugao Radial Positiva: Caso Geral 110

@ Upi1(8) +Upsi(s) =7 = (u;ﬁl(s) + U;H(s))ds = dr;

e s=0=rT17=b+c, S=7=>T = Up1(7T) + Vpt1(7),
vem
/vn+1(7”)+“n+1(7”) dT ( ) G( )
< H(r)+ G(r).
bte Si(T) f2(7) + 91(7)g2(7)

Consequentemente, pela definicao de F',
F(vn(r) +un(r)) — F(b+¢) < G(r)+ H(r) VYr>0.
Uma vez que F~! ¢ nao-decrescente, pois F' é crescente em [0, +00), segue que
O (1) + un(r) < F Y G(r) + H(r) + F(b+¢)) Vr>0, (3.59)

mostrando que as sequéncias (un> e <vn) sao uniformemente limitadas em [0, ¢y, para

todo ¢y > 0. Com efeito, segue de (3.59) e da motonicidade de u,, que
Un (1) < Un(co) < FH(P(cy) + Q(co) + F(b+¢)) VneN

em [0, o], ou seja, existe uma constante K > 0, a saber C' = F~1(P(co) + Q(co) +
F(b+ c)) tal que

| up(r) |[< C ¥YneN em [0,c.
Analogamente, verificamos que

|op(r) |<C ¥YneN em [0,c].

Mostraremos agora que (u,) e (v,) s@o equicontinuas em [0,co]. Para tanto,
e e . / / , ~ . . .
observe inicialmente que w, e v, também sdo uniformemente limitadas em [0, ¢o]. De

fato, de (Hy) existem ¢, co > 0 tais que

‘Scl )

fi | [—-C,C]

N-1

Além disso, para s < r, temos < 1, o que implica?

rl=-N

SN—I

) = [ S i D el (Dds <[ o)Al falttna(5))s

™
/ 19 Il crcads
0

| pll. cocica em [0, col.

IN

IA

3Recorde que

uly(r) = PN / "N p(8) Fy (0 (1)) o (1),
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Seja C" =|| p ||.. cocica. Dado € > 0, considere § = % Segue do Teorema do

Valor Médio que existe 6 € [0, ¢o] tal que para | r — s |< ¢, temos
| n(r) = un(s) |< u,(0)6,
o que implica
| tn (1) — un(s) |< K6,

ou seja,

| U (1) — un(s) |< e

isto é, (un> é equicontinua. Analogamente, mostra-se que (Un> ¢é equicontinua. Pelo
Teorema de Ascoli-Arzela existem (u, v) e subsequéncias (un]> C (un) e <vnj> C (vn>
tais que

Up, = U €em U, — 0.

uniformemente em [0, co).

Note que,

u(r) = b+ /0 Ttl‘N( /0 "N (8) fu(0(s)) fg(u(s))ds>dt, " >0

Por (H;) segue que

J1(n; (5)) fa(un; (5)) — f1(v(s)) f2(u(s)).

Dado € > 0, existe ng € N tal que n; > ny implica

- 2e
|2l g

| f1(vn; (8)) fo(un, () = fr(v(s)) fa(u(s)) | (3.60)

Por simplicidade, denote f,,(s) = fi(vy,(5)) fo(un,(s)) — f1(v(s)) f2(u(s)). Assim, para

r € [0, ¢, temos

)/OTtl‘N(/OtsN_lP(S)ﬁ(S)ds)dt) < /0 (/Otj%l ||p||oo\7n(s)]ds>dt

/OT (/Ot D lll fa(s) | ds)dt (3.61)
De (3.60) e (3.61), segue que

/OT tl_N( /0 | SN_IP(SWn(s)ds) t| <e.

IA
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Portanto, T t
)= ot [0 ([0 Ao atuteis .

De modo similar, justificamos que

e+ [0 (] t S g(3)00 065 )

Desde que ¢q foi arbitréario, fazendo um procedimento similar ao Lema 3.2, concluimos
que (u,v) é solugao radial de (3.57).
Agora, suponha que G(+00) < +00 e H(+00) < +00. Passando ao limite em

(3.59) quando n; — +00, temos

v(r) < FHG(r)+ H(r) + F(b+¢)) Vr>0. (3.62)

u(r) < FHG)+H(r)+ F(b+c) Vr>0. (3.63)

Passando ao limite em (3.62), (3.63) quando r — +o0, segue da continuidade de F~*

ficamos com

lim u(r) < F! [G(+oo) 4 H(+00) + F(b+ c)] < 400

r—+00

lim v(r) < ! [G(+oo) + H(+00) + F(b+ c)] < +00.
r——4o00
Logo, (u,v) é solugao limitada de (3.55).
Por fim, suponha que G(4+00) = +00 e H(+00) = +00. Segue de (3.57), da
monotonicidade das sequéncias (un), (vn> e das hipoteses Hy e (Hs) que
uw(r) > b+ fi(e)fa(b)H(r) e v(r)>c+ gi(c)g2(b)G(r). (3.64)

Passando ao limite em (3.64) quando r — 400, observamos que

lim wu(r) > b+ fi(c)f2(b)H(+00),

r—+00

lim v(r) > ¢+ gi1(c)g2(b)G(+00),

T—+00
mostrando que
lim u(r) = lim v(r) =400,
r—+00 r—+00

de onde segue que (u,v) é uma solu¢ao Blow-up. [ |



Apéndice A

Principios de Maximo

A maioria das equagoes diferenciais surgem de modelos fisicos. Uma outra im-
portante classe surge de problemas de geometria diferencial. Como exemplo de areas
que sao altamente dependentes do estudo de EDPs, destacamos as seguintes: actstica,
aerodinamica, elasticidade, eletrodinamica, dinamica dos fluidos, geofisica (propagagao
de ondas sismicas), transferéncia do calor, meteorologia, ocenografia, 6tica, prospeccao
de petroleo, fisica do plasma, mecanica quantica, relatividade, circulagao de fluidos e

formacao de tecidos e padroes dentro de organismos vivos e crescimento de tumores.

A.1 Principio do Maximo para Equacao de Laplace

Os Principios do Maximo para equacoes diferenciais parciais elipticas é uma das
principais ferramentas para provar unicidade de solugoes e estimativas a priori. Vere-
mos, a seguir, alguns resultados envolvendo a equacao de Laplace.

Teorema A.1. Suponha que u € C*(Q) satisfaga a equagio de laplace, isto €, Au = 0.
Se Q é conexo e existe um ponto xy € Q tal que u(zy) = mgx u, entao u € constante.

Em outras palavras, uma funcao harmonica nao pode assumir um mdximo no interior

a menos que ela seja constante.

Demonstracgao.

Seja M = mgxu e considere o seguinte conjunto
w={z € Qu(x)=M}.

Sendo w nao-vazio, por hipotese, e © uma funcao continua em €2 segue que w é fechado

em €. Para mostrar que u é constante, basta provar que w = 2, para tanto como ¢
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é conexo basta provar que w também é aberto em ). Assim, seja © € w e uma bola
B, = B(z,r) CC €. Segue da desigualdades do valor médio para fun¢oes harmonicas
que

1 1
M:u(x):—/u<— M =M.

Wn, N W, B,
Se houvesse pelo menos um ponto x; € B, no qual u(z;) < M, teriamos uma con-
tradigao. Logo, u(x) = M para todo z € B,, mostrando que w é aberto em ) donde
concluimos a demonstragao. [ ]
Observacao A.1. De modo similar, pode-se provar que se uma fun¢ao harmoénica
assume um minimo no interior, entao ela € constante. Analogamente, podemos concluir

que se u € uma fun¢ao subharmoénica, (superharmonica) Au >0 (Au < 0) e u assume

um mdximo (minimo) interior, entao u € constante;

Mais formalmente,

Teorema A.2. (Principio do Mdximo Forte) Seja u € C*(Q)) uma fungao Sub-

harmoénica ( Superharmoénica ) em Q. Suponha que exista y € Q) tal que

u(y) = sgpu (igf)u,

entao u € constante.
Segue do Principio do Maximo Forte o seguinte resultado

Teorema A.3. (Principio do Mdximo Fraco) Seja u € C?(Q)NC(Q) uma fungdo
tal que Au > 0(Au < 0) em Q. Se Q for limitado, entao

supu = supu(infu =infu).
Qp 8Qp ( Q 0 )
Consequentemente,
infu < u(z) <supu z € Q.
o0 99
Demonstragao.

Para primeira parte basta observar que

supu = supu = Supu (infu = infu = infu).
0 Q Q o0 Q Q

A segunda parte segue de

infu = infu <wu(r) < supu=supu.
Er) Q Q 0
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Corolario A.1. Se u,v € C*(Q) N C(Q), satisfazem

u = v em O0f),

{Au:Av em €,

entao u = v.

Demonstragao.

De fato, fazendo w = u — v, temos

Aw = 0 em £,
w = 0 em 01,

e pelo Teorema anterior

0=infw <w(x) <supw=0 Ve
15)9) 90

Portanto, u = v em €. n

Observagao A.2. Se u,v € C?(Q) N C(Q) sdo fungdes tais que

entao u < v em €2.

Com efeito, basta fazer w = u — v e aplicar o Principio do Mdzimo Fraco.

A.2 Principio do Maximo Classico

Nesta se¢ao, estudaremos as generalizacao do principio de maximo para uma

classe maior de operadores de segunda ordem, & saber:

N N
0%u ou
Lu:ijzlaij(fﬁ) dron, ZZbi(x) 5o, +el@u (A1)

atuando em fungoes u € C?(£2), onde Q ¢ um aberto em RY. Assumiremos que a matriz
(a;j(x)) é simétrica para todo x € €. Note que essa hipotese ndo implica em perda
de generalidade para operadores lineares de segunda ordem atuando sobre fungoes de

classe C*(2). Com efeito, se u € C*(Q) e

L= Z (@ ax,(?xj Z bl 8@ (w)u

i,5=1 i=1
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é um operador linear de segunda ordem arbitrario, entao pelo Teorema de Schwarz

0%u 0%y

8951-8%- B (9%8@

Assim, se definirmos
Qij + Qg
2 3

obtemos o operador (A.1) com a matriz (a;;(x)) simétrica. Além dessa hipotese, assu-

Qij = Qji =

miremos que o operador L satisfaz as seguintes condigoess adicionais:
(Z) aij,bl-, cec C(Q),

(i) L é eliptico, ou seja, a matriz (a;;(z)) é positiva definida para todo x € €2, isto ¢é,

se A(x) e A(z) denotam o menor e o maior autovalor de (a;;(x)), entéo
N

0<Ax) [§P < D ay(@)és < Ax) | €

4,j=1

para todo £ € RY {0}.

Diremos que L é estritamente eliptico se existe Ay > 0 tal que A(z) > Ao
A(z)
A(z)
eliptico. Vale observar que, por continuidade, qualquer operador eliptico em €2 é

para todo x € €. Se ¢é limitada em €2, entao dizemos que L é uniformemente
uniformemente eliptico em subconjuntos compactos de 2.

Observagao A.3. Sob uma transformagao ortogonal de coordenadas, nao apenas a
elipticidade do operador é preservada, como também as funcoes A(z) e A(x). Dessa
forma, o fato do operador ser estritamente eliptico ou uniformemente eliptico continua

verdadeiro apds uma mudanga de coordenadas ortogonal.

Lema A.l. (Principio do Mdximo Forte) Seja Q C RY um aberto limitado. Seja
L um operador estritamente eliptico tal que ¢ = 0. Se Lu > 0, entdo u nao pode atingir
um ponto de mdximo interior em €.
Demonstragao.

De fato, se existisse o € Q tal que u(xy) = max u, teriamos Vu(zg) = 0. Além

disso, a matriz hessiana

(23
x
0z;0x; 0 ij=1,..,N
seria negativa semidefinida. Desde que a matriz (a;;) é positiva definida, terfamos

N N

82u(z) N Ou(zo) d?u(xo)
_ ) . _ () 0
LU(xO) Z i (IL'()) axlaa:] + ; bl(xo) axl Z @ij (Zlﬁ'()) 8.2:13% o 0

i,j=1 i,j=1

o que contraria o fato de Lu > 0. [
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Teorema A.4. (Principio de Mdzimo Fraco) Seja Q2 C RY um aberto limitado.

Seja L um operador estritamente eliptico tal que ¢ = 0.

e Se Lu >0 em (), entao

maxu = maxu.
Q 89
e Se Lu <0 em (), entao
minu = minwu.
Q o0

Demonstragao.

Suponha que Lu > 0. Para cada €,y > 0 defina a funcdo u. : Q@ — R dada por
ue(xr) = u(z) + e’

Desde que L é eliptico para cada x € €2, temos

N

0<Az) | €< Z ai;(2)&& < A=) | €

ij=1

para todo £ € RY {0}. Em particular, para £ = (1,0, ...,0), temos
AMz) <ap; Vo eQ.

Considere 7 € (0, +00) tal que v2 — kv > 0. Assim,

o Yan(z) = y*AMx);

o | bi(z) |< A(2)k o que implica v | by(x) |[< —yA(2)k.
De onde segue que

(@) + b (@) > A@) (32 = 1K) > 0. ()
Note que
L™ (z) = y?ari (z)e"™ + vby (2)e?™ = ™ (yar1(x) + b1 (2)).
e por (%) segue que Le"!(z) > 0. Logo,
Lu. = Lu+ eLe™(z) > 0.

Entao, pelo Lema A.1, segue

sup u. = supu. Ve > 0.
Q o0
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Como
u(z) + €€’ < sup u,.
Q
e
supu, < supu < supe’™?
o0 o9 o0
segue que

u(z) + € < supu+sup e’
o0 G

Sendo € > 0 arbitrario, passando ao limite na desigualdade acima, ficamos com

u(z) < supu  Vz €,

G
o que implica
supu(z) < supu. (A.2)
a )
Sendo 0f) C €2, vem
supu(xz) < supu. (A.3)
) a
Por (A.2) e (A.3) segue o resultado. u

Observacgao A.4. FEste resultado continua vdlido se L € wm operador apenas eliptico,

desde que a condicao

< byg € R para todo x € )
seja satisfeita.
Definimos a parte positiva e a parte negatica de u, respectivamente por

u" = max(u,0)  u = min(u,0).

Corolario A.2. Seja Q C RN um aberto limitado. Seja L um operador estritamente

eliptico tal que ¢ < 0.

e Se Lu >0 em Q, entdo

maxu < maxu’.
Q 0

e Se Lu <0 em (), entao

minu > minu .
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Consequentemente, se Lu = 0 em €2, entao

max | u| = max |u]|.
a 50

Para maiores detalhes ver [19].

Corolério A.3. (Principio da Comparagao) Seja Q@ C RN um aberto limitado.
Seja L um operador estritamente eliptico tal que ¢ < 0. Se u,v € C?*(Q) N C(Q),

satisfazem

Lu = Lv em (),
u = v em 0,

entao uw = v. Em particular, se o problema de Dirichlet

Lu = f em £,
u = g em OS2,

possuir uma solucio u € C*(Q) N C(Q), entdo a solugdo ¢ tnica. Além disso, se

v oem O0f),

Lu > Lv em (),
u <

entao u < v em §2.

Demonstragao.

Considere w = v — v. No primeiro caso, w satisfaz
Lw = 0 em
w = 0 em 0,
e consequentemente
max |w | = max |w|= 0.
Q o0
de onde segue que u = v em €2. No segundo caso, w satisfaz

Lw > 0 em £,

w < 0 em 0,

donde

maxw < maxw' < 0.

Tal resultado motiva a seguinte definicao

Definicao A.1. Seja L um operador eliptico. Dizemos que u é uma subsolugao de L

se Lu >0, e quando Lu < 0 u serd chamada supersolugao de L.



Apéndice B
Resultados Utilizados na Dissertacao

Neste apéndice, enunciaremos os principais resultados que utilizamos no decorrer
do nosso trabalho. Nao demonstraremos tais resultados, no entanto, sera citado onde

a prova pode ser encontrada.

B.1 Resultados de Analise no RY e de Teoria da Me-
dida

Teorema B.1. (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — RY um caminho
continuo, diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Se |f (t)] < M para todo t € (a,b),
entdo |f(b) — f(a)] < M.(b—a).

Ver [37] p. 89.

Teorema B.2. (Teorema Fundamental do Cdlculo) Se uma fungao integrdvel

b
f i la,b] = R possui primitiva F : [a,b] — R, entao / f(z)dz = F(b) — F(a).
Ver [36] p. 324.

Teorema B.3. (Teorema da Fung¢ao Implicita) Seja f : U — R uma fungao de
classe C* (k > 1), definida num aberto U C R™!. Se um ponto p = (xq,y0) € U € tal

que f(p)=ce a—f(p) # 0, entdao existem uma bola B = B(x0,0) C R™ e um intervalo
Y

J = (yo—¢&,y0+¢) tais que f~1(c)N (B x J) € o grifico de uma funcio & : B — J, de

classe C*. Para todo x € B, tem-se

o, _ _am@t@)
0" T el T

ver [37| p. 164.
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Teorema B.4. (Integracao Por Partes) Se f,g : [a,b] — R possuem derivadas

integrdveis entao

b , b b ,
| g = to - [ £ wgtar

onde f9 = F).90) ~ f(a) g(a).
Ver [36] p. 327.

Teorema B.5. (Teorema de Mudanga de Varidveis) Sejam h: U — V um difeo-
morfismo de classe C' entre abertos U,V C R™, X C U um compacto J-mensurdvel e

f:h(X) = R uma fungao integravel. Entao foh : X — R € integrdvel e

/‘f@@:/ﬂmmmmuwm
h(X) b'e

Ver [37] p. 385.

Teorema B.6. (Teorema de Ascoli-Arzela) Seja K C R compacto. Toda sequéncia
equicontinua e simplesmente limitada de funcoes f,, : K — R possui uma subsequéncia

uniformemente convergente.

Ver [36] p. 412.

Teorema B.7. (Desigualdade de Young envolvendo €) Sejam a,b > 0. Entao,
dado € > 0, temos

ab < ea” + C(e)b?, (a,b>0,e>0),
para C(e) = (ep) " rg".
Ver [15] pag. 622.

Teorema B.8. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP e g € L9 comp > 1 e
s+ o =1 Entao, fge L' el fgls < | f Il 9 llo-

Ver [8] p. 56.

Teorema B.9. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam (f,)
uma sequéncia de fungoes integrdveis que converge q.t.p. para uma fun¢ao mensurdvel

f. Se existe uma fungao integrdvel g tal que |f,| < g para todo n, entao f € integravel

/}@:um/ﬁm.

(&

Ver [8] p. 44.
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B.2 Espacos de Holder - Espacos de Sobolev - Esti-

mativas de Schauder

Sejam Q C RY um aberto, u: Q - Re 0 <y < 1.

Definicao 4. Seja x¢ € ). Dizemos que u € Hdélder continua de expoente v em xg € 2

Se

o < .
[u]yzy = sup T +o0

Definicao 5. Dizemos que u € uniformemente Hélder continua de expoente v em €,

ou simplismente, Holder continua em €2 se

[U] 0 = sup | U(.Q?) B u(y) |
" z,yEQxHy | r—=y |'y

< 400

Diremos que u é localmente Hoélder continua de expoente v em () quando

u for uniformemente Holder continua em subconjuntos compactos de €.

Observagao B.1. Uma funcao Hélder continua de expoente v = 1 € chamada Lips-

chitziana.

Recorde que uma fungao u : 2 — R é dita Lipschitziana quando existe uma

constante C' > 0 tal que

|u(@) —u(y) |[<Clz—-y| VYoyel

Definigao 6. O espaco de Hélder C*7(Q)(C*(Q)) € definido como sendo o subespa-
co de C*(Q)(C*(Q)) consistindo das funcgdes k-vezes diferencidveis cuja as k-ésimas

deriwadas sao limitadas e Hélder continuas de expoente .
Observacao B.2. Por simplicidade escrevemos
Co(Q) = C7(Q), C"(Q) =C7(Q).
para 0 <y < 1.
Denotaremos por Ci”? () o espaco das fungdes em C*7(Q) com suporte compacto
em ).

Teorema B.10. Seja Q@ C RY wum dominio de classe C*. Entdo, vale a sequinte

mmersao continua

Wh2(Q) — LUQ) Vq € [2,2%].
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Ver [1] p. 97.

Teorema B.11. (Teorema de Agmon, Douglis e Niremberg) Sejam Q C RN um
dominio limitado com fronteira suave, f € L*(Q) com 1 < s < oo e u € H} () solugao

fraca do problema

{—Au = f(x) em Q (B.1)

u = 0, em 0.
Entio, u € W?(Q) e existe uma constante C > 0 (independente de u) tal que
[l s< C S ls -

Em particular, se s > % e o € C(Q), entdo existe uma tinica solugio do problema de
Dirichlet
—Au = f(z) em
u = ¢, em OS.

Ver [2] p. 46.

Observagao B.3. O teorema acima afirma que dado f € L°(Q)) existe uma unica
solugio u € W25(Q) N W,°(Q) do problema (B.1). Além disso, vale a sequinte afir-
macao

fewkQ) = wuecWk?(Q).

Teorema B.12. (Imersées de Sobolev) Sejam Q C RY um dominio limitado com

fronteira suave, um interro m > 1 e 1 < p < co. Entao, vale as sequintes imersoes

continuas
1 1 1
(1) Se o % > 0, entao W™*(2) C L4(2) onde s %
g 1 m ~
(i7) Se TN 0, entao W™*(Q) C L1(2) Vq € [s,+00)
1 m ~
(7ii) Se — — — < 0, entdo W™*(Q2) C L>(Q)
s N
Ver [1] p. 97.

Teorema B.13. Sejam Q0 C RY um dominio limitado com fronteira suave. Se s > N,
entao

_ N
W Q) coY(Q) , 0<y<1-— =

Ver [1] p. 98.
Teorema B.14. Sejam Q C RY tal que med(Q?) < +o00. Se s > q, entdo

L*(Q) C LYQ).
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Teorema B.15. (Teorema de Schauder) Sejam Q C RN um dominio limitado com

fronteira suave e f € C%(Q). Entdo, existe u € C27(Q) solu¢do do problema

—Au = f(z) em £,
u = 0, em ONQ.

Além disso, existe C > 0(independente de u) tal que
[ ullen@ < Ol f lleon@)

Ver [19], p. 56 (Teorema 4.3) e p. 106(Teorema 6.13).

Teorema B.16. Seja L um operador estritamente eliptico em um dominio limitado
Q, com ¢ < 0. Suponha que f e os coeficientes de L sejam limitados e pertencem a
C%(Q). Suponha ainda que 2 satisfaz a condi¢io da esfera exterior em todo ponto de
00). Se, p € C(0N2), entdo o problema de Dirichlet

Lu = f(z) em €,
u = ¢, em O,

tem wma tinica solugio u € C**(Q) N C(Q).

Ver [19], p. 106(Teorema 6.13).

Teorema B.17. Sejam ¢ uma constante positiva, f € L*(Q) e ¢ € W?5(Q) com
1 < p < +4o00. Entao, o problema

Au—cu= f(x) em €Q,
u—¢€Wy'(Q)

tem solugdo tinica u € W5(Q). Além disso, existe uma constante K, independente de

u tal que
[ ullos< K[| f I

para todo u €€ W>5(Q) N W,5(Q).
Ver [22] p. 46 (Teorema 11.2).
Teorema B.18. (Amann e Grandall) Seja Q@ C RY. Para cada b € L>(Q) o

problema

Au—u = b(1+|Vul?) em Q,
u = 0 em 0f

admite uma tinica solu¢ao u, € w**(Q). Além disso, existe uma fungdo nao-decrescente

¢ : [0, +00) — [0, +00), dependendo apenas de N, e s tal que

| up [|2,s < (] bl )-
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Ver [5] (Lema 4).

Teorema B.19. Sejam ¢ uma constante positiva. Suponha que f,a € L*() com

s> N ea > c. Entio, se Lu = Au — au, existe uma constante K tal que
| wllos < || Lul|ls  para toda u € W>5(Q).

Além disso, o problema

Lu = f(z) em €,
u = 0 em 0f

tem solucao unica u € W5(1Q).

Ver [23] ((3.11) e (3.13)).

Teorema B.20. (Teorema do Ponto Firo de Leray - Schauder) Sejam X um
espago de Banach e T uma aplicagao compacta de X x [0,1] em X tal que T(x,0) =0

para todo x € X. Suponha que existe uma constante M tal que
| T |X < M

para todo (x,t) € X x [0,1] satisfazendo x = T(x,t). Entdo, a aplicacdo dada por
Tix =T(z,1) tem um ponto fizo.

Ver [19] p. 286 (Teorema 11.6).

Teorema B.21. Seja ¢ > 0. Se f € C27(Q) e p € C(9Q), entio o problema

loc

Au—cu = f(z) em £,
u = @, em 08,

tem solugdo unica u € C27(Q) N C(Q).

loc

Ver [19] p. 106 (Teorema 6.13).

Teorema B.22. Suponha que u,v € C2(Q)NC(Q) e c >0 é uma constante. Se

u < v, em 0,

{Au—cu > Av—cv em €,

entao, u < v.

Ver [19] p. 33 (Teorema 3.3).

Teorema B.23. Sejam Q um dominio de RN eu € C*(Q), f € CX7(Q) tal que Au = f

loc

em Q. Entio, u € C21(Q) e para Qo, Q C Q com Qy C Qy, Q1 € Q e Q compacto,

loc
temos
IKC Hcﬁ;j(go) < K( [ ulloor + I f llconion )a

onde K = K(, )
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Ver [19] p. 60 (Teorema 4.6).
Teorema B.24. Seja ¢ > 0. Se f € C%7(Q) e p € C?7(Q), entio

Au—cu = f(x) em £,
u = ¢, em 08,

tem solugdo tinica u € C*7(Q). Além disso,

| u ||cm(ﬁ) < K( | u Hco,w(ﬁ) + I f ||00w(ﬁ) )a
onde K = K(9,7).

Ver [22] p. 46 (Teorema 11.2).
Antes de enunciar o Teorema de Ladyzhenskaya & Ural’tseva considere a seguinte

equacao

3 (st o) + ale, u(a),0) =0, B2

Suponha para cada x € €2, u e v as fungoes a; e a sao fungoes mensuraveis, diferencidveis

com respeito a x,u e v e satisfazem

da;(z,u,v)

G(lu (o)™ 22& m

&6

IN
i

N

< ¢(lul@) A+ |v])"*Y & (B3)

=1

S (155 1l ) o+ 3155 4 al < (b o )" (B

para fungoes positivas ¢, ¢, £ = (&1, ...,&n) e m > 1.
Teorema B.25. (Teorema de Ladyzhenskaya & Ural’tseva) Suponha que as
condigoes (B.3) e (B.4) sao satisfeitas. Se uw € L®(Q)NW12(Q) € solugio da equagao

(B.2), entao existe uma constante C' > 0 tal que

max | Vu(z) | < Cmax | u(z) |
zeQ’ zefd

para Q' CC Q. Em particular, dados Qi,Qs € RN tais que Qy C Q. Se u € L®(Q)
satisfaz

Au = h(z,u, Vu)' em Q,
entao existe uma constante positiva C' tal que

max | Vu(z) | < Cmax | u(x) | .
€ el

h satisfazendo as condigoes (B.3) e (B.3).
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Ver [25] p. 266 (Teorema 3.1).

Teorema B.26. (Desigualdade de Gronwall - Forma Integrdvel) Sejam f,g e

h funcées continuas em [a,b], tais que g > 0 e

hz) < f(x)+/xg(a:)h(a:)ds v € [a,b]
Entao, N
W) < f(z)+ / g() f ()l 90t g

Em particular, se f = K constante, temos

h(x) S Kef:g(s)ds'

Ver [44] p. 37 ou [15] p. 625.

Teorema B.27. (Gidas, Ni & Niremberg) Seja B(z, R) C RY uma bola centrada
em x e raio R. Seu >0 € tal que u € C%(Q) e satisfaz

{Au+f(u) = 0 em B(z,R),

u = 0, em |z|=R,

em que f € C'. Entao, u € radilmente simétrica e satisfaz

ou
3 < 0, re(0,R).

Ver [18] p. 209 (Teorema 1).
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