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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia, multiplicidade e concentracdo de solugdes

para a seguinte campo néao linear
—1?Av + V(x)o — mPAyo+ W/ (v) =0 x € RV,

onde v : RN — RN*!, 3 < N < p, o potencial V é positivo e W é uma funcio
singular apropriada. Supondo algumas condi¢des em V e W, aplicamos o método

variacional para estabelecer existéncia e multiplicidade de solugdes.

Palavras-chave: métodos variacionais; sequéncias minimizantes.
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Abstract

In this work, we study existence, multiplicity and concentration of solutions for the

following nonlinear field
—1?Av + V(x)o — Ao+ W/ (v) =0 x € RV,

where v : RN — RN*! 3 < N < p, the potential V is positive and W is an
appropriate singular function. Under suitable conditions on V and W, we apply the

variational method to establish existence and multiplicity of solutions.

Keywords: variational methods; minimizing sequence.
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Haverd um dia em que vocé ndo haverd de ser feliz,
Sentird o ar sem se mexer,

Sem desejar como antes sempre quis,

Vocé vai rir... sem perceber,

Felicidade é s6 questiio de ser,

Quando chover... deixar molhar...

Pra receber o sol quando voltar.

Lembrard os dias que vocé deixou passar sem ver a luz,
Se chorar, chorar é vio,

Porque os dias vdo pra nunca mais...

Melhor viver meu bem,
Pois hd um lugar em que o sol brilha pra voce,
Chorar, sorrir também e depois dangar na chuva

Quando a chuva vem.

Melhor viver meu bem,
Pois hd um lugar em que o sol brilha pra vocé,
Chorar, sorrir também e dancar,

Dangar na chuva quando a chuva vem.

Tem vez que as coisas pesam mais

Do que a gente acha que pode aguentar,

Nessa hora fique firme pois tudo isso logo vai passar,
Vocé vai rir... sem perceber...

Felicidade é s6 questiio de ser,

Quando chover... deixar molhar...

Pra receber o sol quando voltar.

Marcelo Jeneci
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Introducao

Um problema proposto na década de 60

Na década de 1960, na tentativa de encontrar um modelo para as particulas

elementares, alguns autores consideraram modelos de equagdes da forma

aZ
a—tf — 2Ap + W (g) = 0. )

No caso unidimensional, Enz [16] mostrou que

com 0 = 6(x,t), W(#) = sin?(0) , possui solugdo estatica estavel cuja energia se
localiza ao redor de um ponto sobre o eixo x.

A equacdo de sine- Gordon

02 02 .
S — 5 +sin(p) =0, @

dx?
é um exemplo desse tipo de propriedade. Em Rajaraman [23] e Whitham [24], foi
observado que as solugdes estaticas de (2), isto é, que ndo dependem do tempo, de-
nominadas kink e ant-kink, dao origem a sdlitons. A grosso modo, um séliton é uma
solucdo da equagdo de um campo cuja energia viaja em pacotes localizados e que
preserva sua forma sob perturbagdes, em outras palavras, sélitons sdo ondas solité-
rias que possuem algum tipo de estabilidade sob perturbac¢des (uma defini¢do mais
formal para sélitons serd dada na préxima se¢do). Dessa forma, sélitons tem um
comportamento similar a de uma particula e ocorrem em muitas questdes da Fisica-
Matematica, tais como, teoria quantica de campos, Optica ndo-linear, mecanica dos

fluidos, fisica dos plasmas. Para mais detalhes indicamos os artigos [17],[23] e [24].



Estes resultados levaram Derrick em 1964, em seu famoso artigo [15], a se per-
guntar: A equagdo (1) pode ter solugdo estdtica, estdvel e localizada em dimensdo 37, em
outras palavras, a equagdo (1) admite sélitons como solugdes?. A resposta dada por
ele foi “ndo”. Contudo, Derrick prop0s varias maneiras de superar esta dificuldade,
uma delas foi a seguinte:

A equacdo (1) é a equacdo de Euler-Lagrange relativa a agio
s~ [ caxat
onde a densidade Lagrangeana L é dada por
L =—a(o) = W(g),

com

de

ot

Derrick sugeriu tomar uma densidade Lagrangeana com

2
w(o)=0, o=c?|Vg|*— ’

I 3
_n _ 2 2 _ ¢ —
a(c) =0", o=c"|Ve| ’81& e n>s.

Derrick conclui que: “uma tal densidade Lagrangeana, contudo, conduz a equagdes dife-
rencias muito complicadas”. De fato, na década de 1960, os métodos da analise ndo-
linear ndo estavam suficientemente desenvolvidos para tratar com equagdes quase-
lineares.

Em 1998, Benci, Fortunato e Pisani [7], realizaram um amplo estudo sobre a
existéncia de sélitons em dimensdo 3, considerando uma densidade Lagrangeana

andloga a proposta por Derrick, a saber,

onde )
_ €3 _ 2 2 |d¢
oc((f)—0+3(7, oc=c" |V 5| e >0.

Mais detalhes sobre as principais hipéteses assumidas, os principais resultados e o

porqué da escolha de uma tal densidade Lagrangeana sera dado a seguir.



Um modelo para particulas em dimensao 3

Provavelmente, a equagdo mais simples que tem soélitons como solugdo é a

equagdo de sine-Gordon

02 02 ,
a—t(zp - cza—xqzo +sin(¢) =0,

a qual é uma equacgdo semilinear hiperbélica em uma dimens&o espacial.

Em [7], Benci, Fortunato e Pisani estavam interessados em determinar uma
equacdo, em trés dimensdes espaciais, que preservasse as principais peculiaridades
da equacdo de sine-Gordon, a saber, que tivesse sélitons como solugdes, que fosse
invariante pelas transformacdes de Lorentz e, entre outras coisas, que os sélitons

satisfizessem a famosa equagdo de Einstein
E = mc”°.

A partir daqui, as palavras grifadas em italico sdo oriundas da teoria cldssica
de campos da fisica. Para mais informagdes acerca desta teoria, veja por exemplo
[18].

Sejam N, M € IN. Denotaremos por RNT! e RM, respectivamente, o espago-tenpo

RN+ gera

fisico (tipicamente N = 3) e o espaco das configuragdes. Um ponto em
denotado por (x,t), com x € RN et € R. Os campos que estamos interessados sdo
aplicagdes

:RNTL L RM o= (p!,...,oM).

Desde que desejamos invaridncia pelas transformacdes de Lorentz, ver [18],

vamos considerar densidades Lagrangeanas da forma
L=L(p0)

com
2

4

0
2 2 |99
o =c"|Veg| ’at

. d . .
e sendo ¢ a velocidade da luz com Vg e 5 denotando, respectivamente, a matriz
Jacobiana com relacdo a x e a derivada com relacédo a ¢.

No que segue, consideramos uma Lagrangeana da forma

L(p,0) = —5a(0) ~ W(p), ®

3



onde « : R — R é uma funcdo suave e W é uma funcao real definida em um aberto
Q C RM.

O funcional agdo relacionado a (3) é

S(p) = /]RNH L(p,0)dxdt = /N+1 <—%[X(0’) — W(go)) dxdt.

R
Assim, a equagdo de Euler-Lagrange associada ao funcional acima é

d

o (' (o)) — >V (&' () V) + W (9) =0, (4)

onde ¢ = aa—qf, V (&/(0)V¢) denota o vetor cujo j-ésima componente é dada por
div (oc’(a)quj)

e W’ denota o gradiente de W.

Quando (o) = o, a equagéo (4) se reduz a equagdo da onda semilinear
Do +W(g) =0,

onde
02 92
1

Op =g —c?Ap e Ap= =
ox3,

ox

j& apresentada anteriormente.
Sob boas condi¢des em a e W, cada solugao estatica de (4), solugdes da forma

@(x,t) = u(x), sdo solugdes da equagdo
—V ((0)Ve) + W'(g) =0 (5)

tendo energia localizada em uma regido compacta.
Seja u = u(xq,x2, x3) uma solugdo de (5) e considere um vetor v com |v| < c.

Por simplicidade, tomaremos v = (v, 0,0). Entdo, nédo é dificil verificar que

x1 — 0t
§0v(x1/ X2, X3, t) =u (1/ X2, x3) (6)
1- ()
C
é uma solugdo da equacdo (4).

Note que a fung¢do ¢ sofre uma contragdo de um fator



na dire¢do do movimento. Isso é uma conseqiiéncia do fato da equagdo (4) ser inva-
riante pelas transformacdes de Lorentz.

Além disso, é possivel mostrar que (6) tem algum tipo de estabilidade, se a
solucdo estatica de (4) é obtida como minimo local do funcional energia associado a

(5), dado por
I(u) = / (Lx(cz Vul?) + W(u)) dx.
RN \ 2
Essa observagdes conduzem a seguinte definicao.

Definigao 0.1 Uma solucdo ¢ da equagdo (4), serd denominada um séliton, se ¢ tem a
forma (6), onde u é um minimo local do funcional energia.

Antes de fazer a escolha das fung¢des a e W, faremos algumas observagdes com
relacdo a diferenca entre o caso unidimensional (N = 1) e o caso tridimensional
(N = 3). No caso unidimensional, a equagdo nao linear cldssica que tem um soéliton

como solugdo é a equagdo de sine-Gordon
Ue +sing = 0. (7)
Observe que (7) pode ser obtida de (4), fazendo as escolhas
M=1, a(c)=0, W() =1-cosi.
Solugdes estaticas de (7) sdo pontos criticos do funcional energia

I(u) = /IR %(u’(x))z + (1= cosu(x))dx

sobre o espaco H das fungdes reais suaves u que satisfazem as seguintes condi¢des
assintoticas

lim u(x) =2kir, lm u(x) = 2kym, (8)

xX—>+o0 X—r—00
com kq,ky € Z. Observe que os valores assint6ticos de 1 sdo minimos do potencial
W, dessa forma, a energia I(u) é finita.
Célculos explicitos mostram que essas solugdes possuem um comportamento
solitonico (veja [23]). Além disso, desde que o espaco H pode ser dividido em infini-
tas componentes conexas de acordo com as condig¢des assintéticas (8), os sélitons po-

dem ser classificadas topologicamente. Mais precisamente, desde que



I(u) = I(u + 2kqy71), € suficiente fixar kq e considerar a diferenca k; — ky. Fixando
ki = 0, temos

H=J A M= {u : lim u(x) =0, lim u(x) = 2k7'c}

X— X——
keZ e oo

Agora consideremos o caso mais realistico, pelo menos do ponto de vista fisico,
que € o caso em trés dimensdes espaciais (N = 3). Considere, como antes, M = 1.
Se considerarmos «(¢) = ¢, como na equagdo de sine-Gordon, entdo o funcional

energia de soluges estaticas é

I() = /w G Vul? + W(u)) dx. 9

Se o potencial W for positivo, entdo, o argumento usado por Derrick em [15],
mostra qualquer funcdo u que minimiza (9) é necessariamente trivial. Portanto, ao
considerar « (&) = ¢, ndo poderemos supor que W > 0.

Por outro lado, se considerarmos um potencial W nao-positivo, somos forga-
dos a procurar por pontos de sela ao invés de minimo e para solugdes estaticas

obtidas como pontos de sela temos uma perda de estabilidade. Por exemplo, esco-

lhendo

W(E) = 58 - 58

os pontos criticos do funcional energia

2
I(u) = /]R3 (% |Vu|2—|— %]u!z = }l]uﬁ‘) dx

foram encontrados em [22]. Mas em [1], os autores mostraram que tais solugdes
estaticas ndo sdo estaveis. Portanto ndo é interessante considerar potenciais ndo-
positivos.

Tendo isso em mente, apresentaremos agora como foi feita a escolha, por Benci,
Fortunato e Pisani em [7], da fungdo a. Em seguida, apresentaremos as principais
hipéteses usadas, bem como o principal teorema estabelecido por tais autores.

Benci, Fortuanto e Pisani propuseram um modelo de equagdo em dimensdo
3 da forma (4), cujas solugdes estaticas podiam ser topologicamente classificadas,

assim como acontece na equagdo de sine-Gordon.



Como ja foi observado anteriormente, a linear implica que (4) ndo tem soéliton

estatico. Portanto, somos forcados a escolher a ndo-linear:
— 2 3
(o) =0+ayoc”+azo” +---.

Agora, analisaremos a escolha mais simples de «, que é

a(0) = o+ ayo?.

No entanto, esta é uma escolha ruim, pois a’(¢) muda de sinal, na equagao de evo-

lugdo (4). Entdo, é natural considerar a proxima escolha mais simples, a saber

a(0) = 0+ az0°;

que foi a escolha considerada em [7]. Por simplicidade, foi considerado que
L3
a(c) =0+ 37

Com uma tal escolha, a equagao (4) pode ser escrita como
J 2 2 2 o) —
py ((1—1—0 )got) —c°V ((1+0 )qu) +Wi'(g) =0,

ou

O¢+0sp+ W' (p) =0

onde
d 2 2 2 2
Oog = = ((2 Vol = lgi*)2gr) =2V (( |Vl —9:*)2Vg).
Logo, solugdes estaticas v resolvem a equagao
—280 — &V (|Vo[* Vo) + W'(0) = 0,
que pode ser escrita como
—c?Av — ®Agv + W' (v) =0,
ou ainda, através de uma mudanca de varidvel, pode ser escrita da forma

—Av — Agv+ W' (v) = 0. (10)



Com relagdo a fungdo ndo-negativa W, supomos que a mesma estd definida

em
iy =
Q=R"\{¢}
sendo ilimitada em um vizinhanga de &. Mais precisamente, as seguintes hip6teses

foram assumidas sobre W:
e We C*>O,R);
e W(Z) > W(0) =0 paratodo ¢ € Q)

e existem k, 0 > 0 tais que

|€|<Q:W(§+€)zé;

Il =1

e por simplicidade,

A presenga de Ag em (10) implica que as fungdes sobre as quais E é finito sdo
continuas e tendem a zero no infinito. A presenca do termo singular W’ implica
que as fungdes v tem suas imagens contidas em (). Dessa forma, as propriedades
topoldgicas nao-triviais de () (a saber 713(Q)) ~ Z) permite, assim como na equagao
de sine-Gordon, dar uma classificagdo topoldgica para solucdes estaticas. Esta clas-
sificacdo é dada por meio de um invariante topolégico, a carga topolégica, a qual
depende essencialmente da regido onde a fungdo esta concentrada.

O principal resultado obtido em [7] foi o seguinte teorema.

Teorema 0.2 Existe © solugdo fraca de (10), a qual é obtida como minimo do funcional
energia E, dado por,

_ 1 2, 1 6
E(v)_/]Rs <2|VU| +21vol +W(v)) dx,

na classe das fungdes que ndo sdo homotdpicas a fungio nula, ou seja, que tem carga topold-
gica diferente de zero.

Nos artigos [4], [5], [8], [14], [19], [20], [21] novas equagdes ndo lineares que
admitem sélitons como solugdes foram estudadas. Em [4], os resultados obtidos em
[7] foram generalizados em varios sentidos. Primeiramente, o trabalho é feito em

dimensado maior do que ou igual a 2. Dessa forma sao consideradas func¢oes
@:RNTT o RNTL N >0

8



Em segundo lugar, a densidade Lagrangeana é considerada da forma

£ = —2a(o) - W(p), 1)

onde

2
w(o) =ac+b|o]?, o=c2|Vel* - '3—9”

5| p>N, a>0, b>0.

Portanto, quandoa = 1, N = 3 e p = 6, obtemos o caso que foi estudado em
[7]. Ademais, os autores provaram em [4], com hipéteses adicionais as consideradas
em [7], um resultado de multiplicidade de solucdo. Veja também [12], onde Cid e
Felmer, com hipéteses ligeiramente mais fracas, porém em dimensado 3, mostraram
também um resultado de multiplicidade.

Por outro lado,sea = 0,b = 1e N = 3, (11) é exatamente a densidade Lagran-
geana proposta por Derrick em [15]. Para os leitores interessados no problema de
Derrick, citamos os artigos [11], [14], [20] e [21].

Monica Musso em 2001, no artigo [19], considera um modelo de equacdo, em
dimensdo 3, que consiste do acoplamento de duas equagdes de onda e obtém uma
equagdo que tem soliton como solugdo. O curioso em tal trabalho é que solugdes

estdticas de tal equacdo, obedecem a seguinte equagdo
—Au+ A*u+W'(u) =0. (12)

Em comparagio com a equacdo (10), h4 uma mudanca do termo Ag por A%, mas
que ainda permite que as solugdes estaticas sejam classificadas topologicamente.
Infelizmente, um generaliza¢do natural de (12) para dimensdes maiores nao é tao

simples, por falta de maiores informacgdes envolvendo as imersdes de Sobolev.

Proposta da dissertacao

Em 2001, Badiale, Benci e D’Aprile [2] pertubaram a equagédo (10) pelo termo
V(x)v e estudaram o limite semi-cldssico. Nesse sentido, foi introduzido um para-

metro pequeno /i e considerado a equagdo de campo ndo linear
—h*Av + V(x)v — iP Ayo + W/ (v) =0, (Py)

onde



v: RN — RN+

N>3,p>N,

V:RN 5 R,

W:Q — R, com Q = RN\ {7},

Z| =1 e W’ denota o gradiente de W.

O termo —h?Av é usual no estudo do limite semi-cldssico para equacdes de Schro-
dinger linear e nao-linear. Aqui A,v denota o vetor em RN"! cuja j-ésima entrada é
dada por

div <|VZJ|P_2 Vv]-> .
O fator 71” multiplicando A,v é necessério para fazer a seguinte mudanga de varia-

veis: x — xh, e assim, permitir que (P;) pode ser reescrita da forma
—Au~+ Vi(x)u — Apu+W'(u) =0, (Py)

onde V;(x) = V(hx) e u(x) = v(hx). Neste sentido, esta equacdo é a mesma equa-
¢do (*) exceto pelo termo Vj,(x)u. Foi provado em [2] existéncia e multiplicidade de
solugdes de (P») (ou (Py) ). Além disso, também foi mostrado que tais solugdes se
concentram em torno de um ponto de minimo do potencial V, quando i — 0. O
objetivo central desta dissertacdo é apresentar a demonstra¢do dos resultados obti-
dos em [2], bem como o caso em que V é constante que foi considerado em [7].

A dissertagao esta dividida em cinco capitulos. No Capitulo 1, primeiramente
é apresentado o problema bem como as hipéteses basicas assumidas. Depois, é apre-
sentado o espago de fun¢des demonstrando as principais propriedades acerca do
mesmo. E exposto o conceito de carga topolégica demonstrando suas propriedades.
Ainda no Capitulo 1, é feio um estudo minucioso do funcional energia associado ao
problema. No Capitulo 2, adicionando a hipétese de coercividade sob o potencial
V é mostrado que o problema possui infinitas solugdes com carga topolégica nao
nula. O Capitulo 3 é dedicado ao estudo do problema considerando o potencial V
sendo constante positivo. Neste capitulo é demonstrado um resultado de existén-
cia, o qual se baseia em um fantdstico resultado obtido por Benci, Fortunato e Pisani
em [7], que a grosso modo nos dd o comportamento exato de sequéncias minimi-

zantes no espaco das fungdes com carga topolégica diferente de zero. O Capitulo 3

10



é crucial para o desenvolvimento do Capitulo 4. No Capitulo 4 é estabelecido um
resultado de existéncia quando o poténcial V ndo é coercivo. Para obter tal resul-
tado, também se faz necessario outras hipéteses em V e W. Por fim, no Capitulo 5 é
estudado o fendmeno de concentra¢do onde serd visto que as solug¢des do problema

se concentram em um ponto de minimo do potencial V.
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Notacao e Terminologia

Sendo A C RN denotaremos por x 4 a fungéo caracteristica do conjunto A.

Sendo u : RN — RN*1, denotaremos por u!,...,uN*!1 : RN — R as funcdes

componentes de u.

Para u : RN — RN*!, Vu denota a matriz real (N + 1) x N cujas linhas sdo

dadas pelos gradientes das fun¢des componentes de u.

Sejal < s < oco. O espago L° (RN, RNT1) consiste das fungdes u : RN —
RN*1 tais que as fungdes componentes u!, ..., uN*1 € L¢ (RN, R).
Analogamente, W7 (RN, RN*™1) consiste das fungdes u : RN — RN™ tais

que as fungdes componentes u!, ..., uN*t1 € W7 (RN, R).

Sendo u € L (RN, RN*1), denotaremos por [|u||;s ou ||u||; a norma usual em

Ls (RN, RN*1), a saber
N+1 .
= | X2 [~

ou, a seguinte norma, a qual é equivalente a anterior,

1
s

ul

N+1

e = Y |Ju
i=1

i

L$(RN,R)



Capitulo 1

O Espaco de Funcdes e a Nocao de
Carga Topologica

Neste capitulo, apresentamos o espago de fung¢des que iremos trabalhar e de-
monstraremos algumas de suas propriedades. Posteriormente, vamos introduzir o
conceito de carga topoldgica, que é uma ferramenta topolégica crucial no nosso es-
tudo. Finalizamos o capitulo estudando algumas propriedades do funcional energia

associado ao problema.

1.1 Apresentacdo do problema

Estamos interessados em mostrar resultados de existéncia, multiplicidade e
concentragdo de solugdo da seguinte equagdo de campo ndo linear:

—h?Av+ V(x)o — iAo+ W' (v) =0 x € RN (P)

onde v : RN — RN*1,3 < N < peas fungdes V e W serdo apresentadas a seguir.
Antes disso, através da mudanca de varidveis: x — x%, observamos que (P;) pode

ser escrita na forma
—Au+ Vi (x)u — Dyu+ W (u) =0, xRN (Py)
onde V;(x) = V(hx) e u(x) = v(hx).

Em todo este trabalho iremos assumir as seguintes hip6teses com relacdo as

funcoes Ve W:



1.2. O ESPACO DE FUNCOES 14

(V1) V € CHRN,R) e Vy =inf,cgn V(x) > 0;

(Wy) W e CH(Q,R), onde O = RN\ {Z} para algum ¢ € RN*! com [¢| = 1;
(Wp) W é duas vezes diferencidvel em 0;

(W3) W(&) > W(0) = 0 para todo ¢ € ();

(Wy) Existem x, 0 > 0 tais que

- K
0<|€|<Q:>W(C+€)>W,
onde%:%—%,N23,p>N.

Um exemplo simples de uma funcdo W que satisfaz (W) — (Wy) é o seguinte:

‘:2
e = !5’—’5\”

Outras hipéteses em V e W serdo apresentadas em cada situacdo especifica.

Por exemplo, no Capitulo 2, serd provado um resultado de existéncia e multiplici-
dade de solugdo, supondo que o potencial V é coercivo.

O funcional energia associado a (P,) é dado por

En(u) = /]RN (% (|Vu|2 + Vi(x) |u|2> + % |Vul|P + W(u)) dx. (1.1)

Um célculo direto mostra que solugdes fracas de (P,) correspondem a pontos criticos

do funcional energia Ey,.

1.2 O espaco de funcdes

Seja Hj, o subespago de W2 (RN, RN*1) consistindo das fungdes u tais que
1/p

1/2
||u||Hh=(/]RN(|Vu]2+Vh(x)|u]2> dx) -|—</]RN]Vu|de) < too. (1.2)

O espago Hj, pode também ser obtido como

Hh — CSO (RN,RN_H[)HHHFI.

No Apéndice A é demonstrado que Hj é um espaco de Banach reflexivo com a

norma (1.2). As principais propriedades de Hj, estdo contidas no seguinte lema.

Alan Carlos B. dos Santos PPGMat - UFCG
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Lema 1.1 (i) As imersdes abaixo envolvendo Hy, sdo continuas

Hh SN Wl,z (IRN, IRN+1>

H;, < WP (]RN, ]RN+1> .
(ii) Existem duas constante Cy, C1 > 0 tais que, para cada u € Hp,

[ull L < Collull g,

p—N
u(x) —u(y)| < Cilx—y|'7 |Vull,, VxyeRY. (13)
(iii) Para cada u € Hy,
lim u(x) =0. (1.4)
\x|—>+oo

(iv) Se (uy) converge fracamente em Hy, para alguma fungio u, entdo ela converge unifor-
memente em cada conjunto compacto de RN.

Demonstragdo. (i) De (1.2), note que |u[|, > C ||u[[yy12, onde C é uma constante
positiva. Logo, Hj estd imerso continuamente em W2 (IRN ,RN +1).

- 5 , Lp (RN RN+1
Desde que [|Vul[;, < |[ul|p, , para provar a imerséo continua de H, em W'" (RN, RN+
é suficiente provar a seguinte imersao continua: Hy, — L? (RN, RN™1).
Considere a sequéncia (¢¢) C (0, +oo| definida recursivamente por

2N
0 =2"=——
! N -2
[
li =52, G <N

+o00, ¢ > N.

£k+1 =

Vamos mostrar que

lim ¢, = +co. (1.5)

k—+co

Suponha, por contradi¢do, que a menos de subsequéncia () é limitada. Entéo, pela

defini¢do da sequéncia () deve ocorrer

lp, < N VkeN.

Fixe k € N tal que k >

> 0. Note que

N4

12 N+ ——
k= N— 4t

< N <= 2/,_1 < N.

Alan Carlos B. dos Santos PPGMat - UFCG
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Analogamente,

2N,

200 1 < N<+— ———=

< N < 3/,_, < N.

Recursivamente, obtemos

(m + 1)£k—m < N.
Como k € N estd fixo, considere m € IN tal que k — m = 1. Assim,

\ 2kN N-2

o que contradiz nossa escolha de k e portanto fica provado (1.5).

Por hipétese N > 2, logo ¢ = 2* < +oc0. Distinguiremos dois casos:
(@)l = 2% > p ou (by) V1 = 2% < p

Suponha que (a;) ocorra. Note que W% (RN, RN*1) — L1 (RN, RN*1) continua-
mente para qualquer g € [2,2*]. Em particular, p € [2,27], logo valem as imersdes
continuas

H, < W12 (1RN,1RN+1) < LV (IRN,IRN“) .
Consideremos o caso (b1). Veja que

w2 (]RN, ]RN+1) ey 12 (]RNI ]RN+1> .

Seja o = §£;(ap—_23 € (0,1), (2 < 2* < p). Como Vu € L?>N LP, usando a desigualdade

de interpolagdo, obtemos

1—
IVull 2 < IVull2 [ Vull®,

donde segue

IVl 2 < [ullg, ,

e portanto,

Hy, < wl2* (]RN, RN—H) ‘

Novamente distinguimos dois casos

@)l >p ou (by) b < p

Alan Carlos B. dos Santos PPGMat - UFCG
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Se (ay) ocorrer, entdao
Hh SN W1,2* (RN’RN+1) <y [P (RN’RN+1) )

No caso (b,) teremos Hy, < L2 (RN, RN*1) e repetimos o mesmo argumento usado
em (b;). Este processo termina em um ntamero finito de passos. De fato, por (1.5),
faz sentido considerar kg = min{k € IN : {; > p} € (2, +o0). Portanto, o caso (a,)

deve ocorrer o que termina a prova do item (i).

(ii) Como p > N, segue do Teorema de Morrey que
w7 (RY,R) < L* (RV,R),
ou seja,
HwHLw(IRN,IR) < Co HwHWLP(IRN,IR)

para todo w € W (RN, R) com Cy > 0. Seja u € WL? (RN, RN*1) arbitrario. Te-

mos que as fun¢gdes componentes ul, ... ulNt1 pertencem a wlp (IRN , IR) e portanto

|

vale
é é Vi=1,... N+1.

<C0’u

L®(RN,R) WLP(RN,R)

Assim,
N+1

M

i=1

N+1

L=(RN,R) = Co ; ) "

i i

WLP(RN,R)

e portanto,
HuHL“(]RN,]RNH) < Co ||u||W1/p(]RNI]RN+1)

0 que prova a imersao continua
Wl,p (IRN IRN+1> s LOO (IRN IRN+1> .
Logo, usando o item (i) concluimos que
Hy, < L (RN, 1RN+1> )

provando a primeira desigualdade desejada do item (ii).
Usando novamente o Teorema de Morrey e um argumento andlogo ao usado acima,

obtemos a segunda desigualdade do item (ii), isto é, existe C; > 0 tal que

PN
u(x) —u)| < Cilx—yl 7 |Vul, VxyeRY,
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qualquer que seja u € Hy,.
(iii) Dado u € Hj, existe uma sequéncia (u,,) C C5° (RN, RN*1) tal que u, — u

em Hy. Pelo item (ii), existe Cy > 0 tal que
[0l < Collvll, Vo€ Hp

Entdo, para qualquer x € RY,

()| = [un(x)]

IN

[14(x) = un(x)]

[ = thn |

IN

< Collu —unlly, -
Assim, dado € > 0, para n suficientemente grande, temos

u(x)] < £+ ua(x)| Vxe RN

2
Como u, tem suporte compacto, existe M > 0 tal que, se |x| > M, entdo |u,(x)| < 5.
Assim,
lu(x)| <e Vx€RN com |x| > M.
Portanto,
‘xl‘ir_?oou(x) = 0.

(iv) No que segue, consideramos uma subsequéncia arbitrdria de (u,), que
ainda denotaremos por (u,). Claro que ainda vale u, — u, assim (u,) é limitada

em Hj e portanto (Vu,) é limitado em L? (IRN, IRN“). Logo, por (1.3),
~ p=N
() — un(y)] < Clx—yl'7, e N

e portanto, (u,) é uma sequéncia equicontinua. Além disso, como Hj, estd imerso
continuamente em L® (IRN ,RNT1), temos que a sequéncia (u,) também ¢ equilimi-
tada. Portanto, fixado K ¢ RN compacto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe ug tal

que, passando para uma subsequéncia,
un(x) — up(x) uniformemente em x € K.

Resta provar que u = 1. Desde que Hj, estd imerso continuamente em W12 (RN, RN 1)
que por sua vez esta imerso compactamente em L2 (K, RN ), temos que vale a imer-
sao compacta

Hy, < 12 (K,]RN).
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Logo, a menos de subsequéncia, u,(x) — u(x) q.t.p em x € K. Por unicidade do

limite concluimos que u = ug. Pelo estudo feito, foi provado que toda subsequéncia

de (uy,) possui uma subsequéncia que converge para # uniformemente em K. Isso é

suficiente para mostra que a sequéncia inteira (1, ) converge uniformemente para u
sobre K.

m

De (1.3), obtemos a seguinte propriedade que serd usado varias vezes nas de-

monstragdes dos resultados:

Dada uma familia {u,} C Hy de fungoes verificando ||Vuyl||;, < M para algum
M > 0, entdo para todo € > 0, existe 5 > 0 tal que

x—y| <6 = [ua(x) — un(y)| <e V.

Nos referiremos a esta propriedade como a “continuidade equi-uniforme” da fami-
lia {uy}.
Desde que as fun¢des em Hj sdo continuas, podemos considerar o conjunto

Ah:{uEHh:u(x)#E VxE]RN}.

Proposicao 1.2 Ay, é aberto em Hp,.

Demonstragao. Fixado u € Ay, primeiramente vejamos que

d= inf |u(x)—¢| > 0.

x€RN

Por contradicdo, suponha d = 0. Entdo, da defini¢cdo de infimo, existe uma sequén-

cia (x,) C RN tal que
ju(xy) —¢| — 0 quando n — +co.

Se (xy) for limitada, entdo existe uma subsequéncia (x,;) de (x,) e xo € RN de sorte
que xn; — Xo. Por continuidade temos |u(xo) —&| = 0, donde u(xp) = & o que é
contradi¢do, uma vez que u € Ay,.

Se (xy) ndo for limitada, deve existir uma subsequéncia (xy;) de (x) tal que

— 400 quando j— +oo.

Xn,
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Logo, de (1.4),

li ) =0.
f—1>I—Poo u(xn])

Por outro lado,
‘u(xn],) —E‘ — 0 quando j— +o
ou seja,

I )=
i uen) = ¢

Por unicidade de limite, devemos ter ¢ = 0, chegando a um absurdo. Portanto
d > 0.

d
Agora, dado u € Ay, considere a bola aberta centrada em u e raior = -— > O em

2Cy
relacdo a Hy, isto é,

d
By(u) = {w € Hy: |lu—wly < ﬁ}

onde Cyp > 0 é a constante que aparece no Lema 1.1 (ii).

Vejamos que B, (1) C Ay. Com efeito, se w € B,(u) e x € RV, entdo

¢ —wx)] > [u(x) —¢] = |u(x) —w(x)]
> d_Hu_wHLoo(]RNI]RI\H—l)
> d—=Cyllu—wlp,

d d
>d—§_§>a

Logo w(x) # & para todo x € RN e por conseguinte w € Ay. Assim, B,(u) C Ay,

mostrando que Ay é um aberto de Hj,.

1.3 Carga topoldgica

Agora queremos dar uma classificacdo topoldgica para as aplicagdes u € Ay.
Nesta sec¢do, usaremos a teoria do grau de Brouwer para definir um invariante to-
polégico denominado carga topolégica, que serd uma ferramenta crucial no decorrer
deste trabalho. No Apéndice B, recordamos as principais propriedades do grau to-

polégico de Brouwer que serdo usadas aqui.
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No conjunto aberto Q = RN*1\{Z}, consideremos a esfera unitéria centrada
em 7
- {ge]RNH e—¢ = 1}.
Em X~ tomamos os pélos norte e sul, denotados respectivamente por {n e ¢s com
respeito a reta que passa pela origem e por ¢, isto ¢, desde que |¢| = 1 temos &y = 2¢
els =0.
Agora considere a projegdo P : () — X dada por

|
™

|
|

, V¢ e Q.

S
I
SR

Pela prépria definicdo de P temos
P@) =2 «=C=(1+[¢-¢])¢

logo
P(g) =2 = [g| > 1. (1.6)
A figura abaixo foi feita para melhor compreensado do que foi dito acima bem como

da definicdo a seguir.
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Defini¢do 1.3 Sejam u € Ay e U C RN um aberto tal que |u(x)| < 1 para todo x € 9U.
Definimos a carga topoldgica de u no conjunto U como sendo o seguinte niimero inteiro

ch(u,U) = deg (Pou,UNK(u),2¢),
onde K(u) é o conjunto aberto
K(u) = {x RN : [u(x)] > 1}.
Seja u € Ay. Definimos a carga topologica de u como sendo o niimero inteiro

ch(u) = deg (Pou,K(u),2¢) .

Agora vamos nos deter, por um momento, em provar que a defini¢do acima
estd bem posta. Um primeiro fato a ser observado é que sempre é possivel obter um
aberto U C RN de sorte que |u(x)| < 1 para x € 9U. De fato, por (1.4), é possivel

escolhermos M > 0 tal que
x| > M = [u(x)| <1,

ou seja, se X € (BM(O))[3 entdo |u(x)| < 1. Dai, basta considerar U = By;(0) pois é
claro que |u(x)| < 1 para todo x € dBy;(0) = oU.

O leitor atento deve ter notado que na definicio acima Pou : RV — ¥ ¢ RN*!
e, por outro lado, U N K(u) C RN. A priori tal fato gera uma inconsisténcia no
célculo do grau de Brouwer. Entretanto, lembre que a projegio estereogrdfica 7 nos
da um isomorfismo entre ¥ \ {0} e RN. Portanto, para cada x € RN, (Pou)(x) e
2¢ sdo identificados com pontos de RY via 7, isto &, (Pou)(x) = m((Pou)(x)) e
2¢ = 71(20).

Para fazer sentido o calculo do grau de Brouwer na defini¢do acima, devemos ter

certeza de duas coisas:
I) UNK(u) é um aberto limitado de RY;

I &y =22 ¢ (Pou) (AU NK(w)).

No que segue, mostraremos que I) e II) ocorrem.
E claro que U N K(u) é aberto. Logo, basta provar que K(u) é limitado. Su-

pondo o contrario, existe uma sequéncia (x,) C K(u) tal que

n
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Em virtude de (1.4),

lim u(x,) = 0.
n

Assim, existe ng € IN de sorte que
n>ny = |u(x,)| <1.

Como (x,) C K(u) temos |u(x,)| > 1 Vn € N o que nos leva a um absurdo.
Portanto K(u) é limitado, mostrando I).

Para estabelecer II), suponhamos por contradi¢do que existe
C
xo €9 (UNK(u) CaUUD (K(u) )

tal que P(u(xp)) = 2¢. Devido a (1.6), temos |u(xg)| > 1.
Caso xp € 9U temos |u(xp)| < 1. Se xp € 0 (K(u)ﬂ> devemos ter |u(xp)| = 1, 0 que

nos leva a um absurdo em qualquer caso.

Observacgao 1.4

1. Pode ocorrer de U N K(u) = @. Neste caso, recordamos da propriedade do grau de
Brouwer
deg (Pou,2,2%) = 0.

Dessa forma, ch(u,U) = 0 quando UNK(u) = @.

2. Foi escolhido o valor 1 na Defini¢do 1.3, pois a singularidade & tem norma 1.

O préximo lema mostra que a carga topoldgica tem uma certa propriedade de
invariancia.
Lema 1.5 Sejam u € Ay e U C RN um aberto limitado com |u(x)| < 1 para todo x € 9U.

Entdo
ch(u,U) = deg (Pou,U,2¢).

Da mesma forma, para cada u € Ay e R > 0 tal que K(u) C Br(0), vale a igualdade
ch(u) = deg (P ou, Bg(0),2¢) .

Demonstragio. Como U = (UNK(u)) U (U\K(u)) e U\ K(u) =UnN (K(u))U é

um fechado de U, basta provar que 2¢ ¢ (Pou)(U \ K(u)) e usar a propriedade da
excisdo do grau de Brouwer para concluir o resultado.

Supondo, por absurdo, que existe xo € U \ K(u) tal que P(u(xq)) = 2¢&. Por (1.6)
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temos |u(xg)| > 1. Por outro lado, como xy ¢ K(u) devemos ter |u(xp)| < 1 0 que
nos leva a um absurdo. Logo, 2¢ ¢ (Pou) (U \ K(u)) e pela propriedade da excisdo

concluimos que
ch(u,U) = deg (Pou,UNK(u),2¢) = deg (Pou,U,2¢).

Analogamente, Br(0) \ K(u) é um fechado de Bg(0) e 2¢ ndo pode pertencer a (P o
u) (Br(0) \ K(u)) porque, do contrério, 2& = P(u(xg)) para algum xy € Bg(0) \
K(u). Chegando assim no absurdo de 1 < |u(xp)| < 1devidoa (1.6) ea xo & K(u).

Segue da propriedade da excisdo que
ch(u,U) = deg (Pou,K(u),2¢) = deg (P ou, Bg(0),2¢) .

]
Das propriedades do grau de Brouwer podemos obter outras boas proprieda-

des para a carga topoldgica. Um exemplo disso estd contido na seguinte proposigéo.

Proposigdo 1.6 Seja U C RN um aberto que consiste de m componentes conexas: Uy, . .., Uy,
tal que |u(x)| < 1 para todo x € oU. Entdo

m
ch(u,U) = )_ ch(u, Uj) (1.7)
j=1
Demonstragio. Segue da propriedade aditiva do grau de Brouwer.
m

Uma outra conseqiiéncia é que a carga topoldgica é estavel com respeito a con-

vergéncia uniforme, conforme especificado no préximo lema.

Lema 1.7 Sejam (u,) C Ay, u € Ay e U C RN um aberto tal que

Uy — u  uniformementeem U

lun(x)| <1, Ju(x)| <1 Vxeol,VneN.

Entdo, para n suficientemente grande,

ch(u,U) = ch(u,,U).
Demonstragio. Primeiramente vamos provar que

Pou, — Pou uniformemente em U. (1.8)
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Afirmacao 1.8 Existem M, d > 0 tais que

|un ()] <M, Ju(x)] < M,

up(x) —Z| > d,

u(x) —¢| >d VxeU,VneN.
Com efeito, como u, — u uniformemente sobre U, existe ny € IN tal que
lup(x) —u(x)] <1 VxelU,n> ny.

Logo,
lup ()] <14+ |u(x)] <1+ |ul;e =M1 Vxel e n>ny.

Assim, fixando M = max{||u1/;e,- .-, ||ttny || , M1}, Obtemos que
1 (2)] < M, u(x)] < Jullo <1+ Jul s <M Vel V¥neN.
Agora, como u € Ay, temos que inf, gy }u(x) — E’ > 0. Logo,
lu(x) — ¢| > 2do

para algum dyp > 0 e para todo x € RN. Por outro lado, segue da convergéncia

uniforme de (u,) para u sobre U que existe n; € IN tal que
lun(x) —u(x)| <dy VxelU,Vn>n.
Portanto,
|un(x) — €| > |u(x) — &| — |un(x) —u(x)| >2do —do =do Vx € U,Vn > n.
Desde que uy, ..., u,, € Ay, existemdy,...,d,, > 0 tais que
lui(x) —¢| >d; vxeRN,ie{l,...,m}.
Escolhendo d = min{dy, dy,...,dys, }, obtemos

lun(x) —¢| > d,

u(x) —¢|>d VxelUVneN

o que conclui a afirmacdo.

Note que o conjunto K = Bj(0) \ B4(&) é um compacto de Q. Pela escolha de
M e d temos que u(x),u,(x) € K Vx € U,Vn € N. Como a projecdo P é continua,
temos que P é uniformemente continua sobre o compacto K. Assim, dado ¢ > 0,

existe > 0 de sorte que

GEeK |T-¢l<é=1[P(Q) —P()| <¢
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Seja np € N tal que |u,(x) — u(x)| < 0 paratodo x € U e todo n > ny. Entdo
|((Pouy)(x) —(Pou)(x)| <e VxelU,Vn>ng

e portanto fica provado (1.8).

Afirmacdo 1.9 Existe R > 0 tal que, para n suficientemente grande, vale

()] < &, Jun(x)] < = Vx € U\ Br(0).

2 2
Segue de (1.4) que existe R > 0 tal que
1 1
|u(x)| < Z < E Vx € U\BR(O)

Para n suficientemente grande
1
lun (x) — u(x)] < 1 Vx e U.

Assim, para n grande e x € U \ Br(0), obtemos

()| < () — ()] + ()| <+ 5 =

N =

Afirmacao 1.10 Para n suficientemente grande vale

UNK(u) =(UNBr(0))NK(u) e UNK(u,) = (UNBgr(0)) NK(uy).
Basta mostrar que
UNK(u) C Br(0), UNK(u,) C Br(0).

Dado x € U N K(uy), suponha por absurdo que x ¢ Bgr(0). Pela afirmacao anterior,
para n grande, devemos ter |u,(x)| < 1. Por outro lado, como x € K(u,) temos que
|un(x)| > 10 que nos leva a um absurdo. Analogamente mostra-se a outra inclusao.

Combinando (1.8), Lema 1.5 e a continuidade do grau topolégico de Brouwer

com respeito a convergéncia uniforme, para n grande obtemos:
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ch(u,U) = deg (Pou,UNK(u),28)
— deg (Pou, (UNBg(0)) NK(u),2)
= ch(u,UN Bg(0))
— deg (P ou,U N Bg(0),28)
— deg (P ouy, UnN Bg(0),27)
= ch(uy, U N Bg(0))
— deg (Pouy,, (UNBg(0)) NK(uy),28)
— deg (Pouy, UNK(uy),28)
= ch(u,, U).

]
A seguinte consequéncia do lema anterior serd usado com frequéncia neste

trabalho.

Corolario 1.11 Para cada u € Ay existe p = p(u) > 0 tal que, para cada v € Ay,

|u -2~ <p=> ch(u) = ch(v).

Demonstragio. Em primeiro lugar, vejamos que é suficiente provar que se (u,) C
Ay, converge uniformemente para u em RY, entdo, para n grande ch(u,) = ch(u).
De fato, tendo isso verdadeiro por um momento e suponhamos, por contradicao,
que para cada n € N exista v, € Ay com ||v, — u||; < L, mas ch(u) # ch(vy).
Entdo, temos v, — u uniformemente, no entanto ch(u) # ch(v,). Contradigdo
com nossa suposicao.

Devido a (1.4) e a convergéncia uniforme 1, — u em RY, podemos escolher

R > 0 tal que, para n grande, vale (veja Afirmacao 1.9)

u(@)] < 5, ln(x)| < 5 ¥x € RN\ Br(0)

Da Definicdo 1.3, e do fato de K(u), K(u, ) C Bg(0), obtemos

ch(u) = deg (Pou,K(u),2¢) = deg (P ou, Br(0) NK(u),2¢) = ch(u, Bg(0))

ch(u,) = deg (P ou,K(uy),2¢) = deg (P ou, Br(0) N K(uy),2Z) = ch(un, Br(0))
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Pelo Lema 1.7 obtemos o desejado
ch(u) = ch(u, Br(0)) = ch(uu, Br(0)) = ch(uy).

m

Finalmente daremos uma descri¢do da estrutura topolédgica para o conjunto

de fungdes Ay. Mostraremos que Ay possui uma rica estrutura topolédgica, mais

precisamente, o mesmo consiste de uma infinidade de componentes conexas e estas
componentes conexas sdo identificadas por meio da carga topolégica.

Usando a terminologia adotada em [8], para cada q € Z definimos o setor
Al ={u e Ay:ch(u)=q}.
Proposicao 1.12 Ag é aberto em Hjy,.

Demonstragio. Dado u € A, pelo Coroldrio 1.11, existe p > 0 tal que
veE Ay ||[u—10|;0 <p= ch(u) =ch(v).

Seja Cp > a constante da imersdo continua de Hy em L* (ver Lema 1.1). Sendo

P

r= . > 0, considere a bola em Hj,
0

B, (1) = {v € Hy: |lu—oly < r}.
Vamos mostrar que B,(u) C Al. Se v € B,(u), entdo
Ju =0l < Collu—ovlly, <Cor=p

logo ch(v) = ch(u) =gedaiv € Al

Como u foi escolhido arbitrariamente em AZ, concluimos que AZ é aberto em Hj,.

Observamos que

Ay = |J A]
qeZ

esep #q,entéoAZﬂAg = .
Definimos o seguinte conjunto aberto

Ay = |J AL
qezZ*
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Proposigao 1.13 Se u € A}, entdo ||u||;« > 1.

Demonstragio. Dado u € A}, existe g € Z* tal que u € Al. Dai, ch(u) = q # 0.
Pela propriedade de Existéncia de Solu¢do do grau de Brouwer, existe xo € K(u)

tal que P(u(xg)) = 2Z. Logo, de (1.6),
1< Ju(xo)| < [Juf| o -

m

Nosso objetivo é minimizar o funcional energia Ej; no setor A; ou em AZ para
g # 0, a fim de obter existéncia de solugdo no conjunto de campos com carga nao
trivial. No que segue, usaremoas as seguintes notagoes:

Ef = inf E ,
f ulenA; n(u)

paracadag € Z,
El = inf Ejy(u).

q
ueAh

1.4 Sobre o Funcional Energia

Nesta sec¢do iremos estudar as principais propriedades do funcional energia

Ey. Para descargo de consciéncia vamos escrever a expressao do funcional Ej,.

En(u) = /]RN (% (|Vu|2—|— Vi (x) |u|2) + % |Vul|P + W(u)) dx

Primeiramente queremos mostrar que Ej, estd bem definido em Ay, isto é, para
cada u € Ay temos

Ej(u) < +oo. (1.9)

Segue das hipéteses (W1), (W) e (Ws3) que existem p,M > 0 tais que, para todo
ceq,
2 <p= W@ <M.

De fato, pela Férmula de Taylor,

W(@) = W(0) + W(0)E + W (0)[e] +7(¢) onde lim "&) —
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Assim, existe p > 0 tal que

<1

7

r(g)
|§|§P:>'|€|z

e como 0 € Q) é ponto de minimo de W, temos que W/(0) = 0. Logo

El < p= |W(@)| < |§|2<W"|(§|)2[€‘2] N r|;?>
2 (W) 2] 1)
= ( A
= [ (IW"(0)] +1)

= M[g].

Fixando [|u| < p] = {x € RN : ju(x)| <p} e [[u] > p] = {x € RN : u(x)| > p},

temos

/]RN W(u)dx = /[u|<p} W(u)dx—i—/[ubp] W (u)dx

VAN
<
—_—
=
A
=,
=
o
U
=
+
—
=
vV
=,
=
=
QU
=

IA
<

|u|* dx + max W - ’Hu| > p]’
RY [[ul>p]

< o0,
tendo em vista que u € L2 (]RN, ]RNH) e [|u| > p] é compacto gracas a (1.4). Por-
tanto, fica estabelecido (1.9), ou seja, Ej, estd bem definido sobre Ay,

Desde que V;,(x) > 0, Vx € RN e W(&) > 0, V& € Q, temos que
Eh(u) >0 YueA;.

O préximo resultado apresenta uma importante informacgéo a respeito do funcional
energia, a saber, que o mesmo é coercivo em Hjy,.

Proposicdo 1.14 O funcional energia Ey, é coercivo com relagdo a norma de Hy, isto é,

lim Eh(u) = —+o0.

HuHHh—H'""

2

Demonstracdo. Seja (u,) C Hj tal que [juy|y, — +oo quando n — +oo. E
suficiente provar que Ej,(u,) — 400 quando n — +o0.
Desde que

[unllpy, —> +o0 quando 1 — +oo

temos uma dasseguintes possibilidades ocorrendo:
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(D
/ |Vitn|* + Vi (x) 140 |* dx — 400, / |Vuy|Pdx <M Vn
RN RN

(ID
/ (Vitn)? 4+ Vi (x) [y |* dx — 400, / |V, |P dx — +o0
RN RN

(I1D)
/ Vit|? + Viy(x) un 2 dx < M, / Vity|? dx —s +oo.
RN RN

Se ocorrer (I), entdo, pela defini¢do de Ej;, podemos concluir que Ep(u,) —> +oo.

Analogamente analisando (II) e (III) obtemos 0 mesmo resultado.

Lema 1.15 O funcional energia Ey, pertence a classe C* (A, R).

Demonstracdo. Através de estimativas bem conhecidas, sabemos que a primeira

parte de Ey, isto é,
uEAh»—>/ 1(|Vu|2—|—Vh(x)|u|2>+1|Vu|P dx
RN \ 2 p
é de classe C! (A, R). Entdo, vamos focar nossa atengdo para o funcional
¥ (1) = /NW(u)dx, Vi € Ay, (1.10)
R

Primeiramente provaremos que Y é Giteaux diferencidvel. Para este fim, para cada

u € Ay ev € Hy, devemos mostrar que

oo

Comecamos a nossa demonstracdo, recordando que pelo Teorema do Valor Médio,

W(u + to) — W(u)

p — W (u)o

dx — 0 quando t—0 (1.11)

para cada x € RY, vale a seguinte desigualdade

W(u+ to) — W(u)
t

— W' (u)o

< W/ (u(x) +6to(x))o(x) — W' (u(x))o(x)]
< |W/(u(x) +6to(x)) — W (u(x))] [o(x)

onde 6 = 6(t,x) € (0,1). Portanto, para cada x € RY,

tbv(x) — 0 quando t — 0.
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Consequentemente, desde que W € C! (), R)
W/ (u(x) + 0tv(x)) — W (u(x)) — 0 quando t— 0, Vx € RN.

Agora, usando a diferenciabilidade de W' em 0, temos

W'(Z) = W'(0) + W(0)[g] + w(Z) = W'(0)[¢] + w(?) (1.12)
onde |éi|mO % = 0. Fixe ¢ > 0 arbitrariamente e escolha p > 0 tal que, para cada
¢eQ

Gl <p=|w(@)] <eld]. (1.13)

Fazendo ¢ = u(x) + 6tv(x) e depois § = u(x) em (1.12) e subtraindo as igualdades,

ficamos com

W' (u(x) + 0to(x)) — W (u(x)) = W’(0)[u(x) + 0tv(x)] + w(u(x) + 6tv(x)) —
—W"(0)[u(x)] — w(u(x))
= 0tW"(0)[v(x)] + w(u(x) + 0to(x)) — w(u(x))

Sejam K1 = {x € RN : Ju(x)| > §} e K, = {x e RN : [v(x)| > §}. Como u e v sdo
continuas e tendem a zero no infinito, K; e K, sdo compactos. Além disso,
K= |J {xeRY:ju@x) +0m@)| >0} c KUK (1.14)
0<t<1
0<o<1
Vamos mostrar que
KPnKb c kb = N {x € RN : Ju(x) + 0to(x)| < p}.
0<t<1
0<0<1

Com efeito, dados xg € K1E N KZU, te0,1]ef € (0,1), temos

u(xo)l <& e fo(xo) <&

implicando em

|u(x0) +6to(x0)| < [u(xo)| + 6t [v(x0)]
< £+9t§ (0<6t<1)

2
PP

< 7273

:p'
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Logo, xg € {x € RN : |u(x) + 6tv(x)| < p} para todo t € [0,1] e todo 6 € (0,1)
donde xg € KC. Portanto, fica provado (1.14).
Ademais, desde que o conjunto {u(x) + 6tv(x) : x € RN, 0 € (0,1),¢ € [0,1]} c RN*!

tem fecho compacto (pois é limitado) e w é continua, existe M > 0 tal que
| (u(x) +6tv(x)) — w(u(x))| < 2Mxx(x) + 2¢ |[u(x)[ +e[v(x)|

para todos x € RN, 0 € (0,1) et € [0,1], onde xx denota a fungdo Caracteristica
associada ao conjunto K.
No que segue, denotamos por M o seguinte ntiimero real
M= max |w(z)| + [[ule
z€BRr

onde R = ||u]|c + ||7]|co- Sejam, 8 € (0,1) e t € [0, 1] arbitrdrios. Caso x € K,

jw(u(x) +0to(x)) —w(u(x))] < |w(u(x) +6tv(x))| +[w(u(x))|

IN

M+ M
< 2M+2¢|u(x)| + ¢ |v(x)|

2Mx(x) 4 2¢|u(x)| + €|v(x)|
Por outro lado, se x € KL, ento |u(x) + 6tv(x)| < p e |u(x)| < p. Logo por (1.13),

jw(u(x) + 0to(x)) — w(u(x))]

IN

| (u(x) + 6tv(x))] + [ (u(x))]

IN

elu(x) + 0to(x)| + e|u(x)]

IN

2¢e|u(x)| + Ote |v(x)]

IN

2Mxk(x) + 2e[u(x)| + efv(x)]
Portanto, para cada x € RN, 0 € (0,1) et € [0,1] temos

W' (u(x) + 0to(x)) = W' (u(x))] [o(x)] < [W(0)] [o(x)|* + 2Mxk(x) [o(x)] +

te (2[u(@)] oG] + o))

Usando que u,v € L? (RN, RN*1), K é compacto e a Desigualdade de Hélder, con-
cluimos que as fungdes do lado direito da tltima desigualdade estdao em L! (RN, R)
endo dependem de t. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

fica provado (1.11).
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Resta provar que a Derivada de Gateaux ¥’ : A, —> (Hy,)' dada por
Y (u)o = /N W' (u)odx Yu € Ay, Vo € Hy,
R

é continua.

Sejam (u,) C Ay e ug € Ay, tais que
up —r ug em Hp quando n — +oco.
Nosso objetivo é provar que

Y (u,) — ¥'(ug) em (Hp)' quando n — +oo.

Desde que H; < L2 (RN,RN*1) e H; — L® (RN, RNT1), em particular, valem as

convergeéncias
Uy —> 1y em [2 (RN,RN+1) e L% (RN,RN+1)

Usando novamente (1.12), obtemos

W (un(x)) = W'(uo(x)) = W (0)[un (x) — o (x)] + w(utn (x)) — w(uo(x))

de onde segue

¥ (1) =¥ (o)

() supveHh,”v”thﬂ<'Y(“n)—‘¥(“0)ﬂ’>\

IN

SUPveHy o], <1 JrNIW (1) =W (o) ||v]dx

IN

IN

1
SupveHh,nvthg1(\W'/(0)\(f]RNlun—uolzdx) 2(fpnloldx) 2+

1
+(n | (i) —w (o) [Pdx) 2 ( [ |o]?dx)

Nl—

)

w’(0) 1 1
SUPve Hy, o] 1, <1 (—‘ \/—|(fRN\u —ug[*dx) % ([gn VoloPdx) 2+

(f]RN|W ”n (

0)
1
SqueHh,”y”th( v (f]RN\Hn i dx)ZHz)HHth

IN

v (Jrwvleo ()= (o) ) 111,
W (0 )

\/— (]]RN|”71 ”O‘ dx

1
+— = (fav [ (1) = (o) [Pdx) 2

(=)

Py oy, <1 ey W/ (0) =t [old+ f e (1) () o)

Nl—=

1
| dx) 2(JxN V0|v\2dx)

(1.15)

De (1.15) deduzimos imediatamente que [y |1y — up|*dx — 0 quando n — +oo.

Entdo, resta-nos mostrar que

/N |\ (1) —w(u0)|2dx — 0 quando n — +oo.
R
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Fixe ¢ > 0 e considere p > 0 tal que (1.13) seja satisfeito.
Por (1.4), podemos fixar R > 0 tal que |x| > R implica |ug(x)| < § < p. Por outro

lado, usando (1.15), existe ng € IN de sorte que
_ P
n>ny = ||uy, uoHLm<2

Logo, para |x| > Ren > np, temos
()] < Jatn(x) = w0 ) [+ o ()] < [ — vl + lun()] < 5+ 5 =
Portanto,
()| <p e |ug(x)| <p VxeRN\Bg(0),n> n.
Logo, paran > ny
JooJeotmn) =) = [ eolun) (o) P+ [ feolon) (o)
< J oot w42 [ () +lw) )
= /BR(O) (i) = w(u)|* + 4¢” /BR(O)D <|u”’2+ ’u0|2>

Desde que o conjunto {u,(x) : x € RN} U {ug(x) : x € RN} ¢ RN*! é limitado, w

é continua e u, — up uniformemente, obtemos que
w(un) — w(upg) uniformemente, quando n — +oo.
donde concluimos que

/ |w (1) — a)(uo)|2 — 0 quando n — +oo.
Br(0)

Ademais, de (1.5) concluimos que existe M; > 0 tal que ||un||%2 < M; Vn e N.

2 2 2 2 2 2
@ [ (i) < s ([ wl [P

< 4 (My+ [Juoll32)

Assim,

Como ¢ é arbitrdrio, o resultado segue.
]
Um corolédrio imediato é que pontos criticos u € Ay, para o funcional Ej; sdo

solugdes fracas de (P,).
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Proposicao 1.16 Os pontos de minimo u € Ay, para o funcional Ey, sdo solugdes fracas do
sistema (D).

Demonstragdo. Sejam ¢ € C (RN, R) e ej € RN*1 ¢ j-ésimo vetor da base candnica
de RN*1 Se t > 0 ¢é suficientemente pequeno, entdo u + tpej € Ay e dai Ep(u +
tgpej) < +o0. Desde que u é ponto de minimo de Ey, devemos ter

d
0 = ZEn(u+tgej)fi—o

= / Vusqo-l—Vh(x)ujqo—t—|Vu]p_2Vusqo+a—V(u)qo dx.
RN ag]'

]

Os proximos trés resultados lidam com outras propriedades referentes ao fun-

cional Ej,. O primeiro deles apresenta o comportamento de E;, quando u se aproxima
da fronteira de Aj,.

Proposi¢dao 1.17 Seja (u,) C Ay limitada e fracamente convergente para u € Hy \ Ay,

Entdo
/N W(u,)dx — 400 quando n — +oo.
R

Demonstragdo. Desde que u € Hj \ Ay, existe x € RN tal que u(X) = & Como W é

ndo-negativa é suficiente provar que existe uma bola centrada em x tal que
/ ( )W(un)dx — 400 quando n — +oo. (1.16)
Bs(x

Da convergéncia uniforme em conjuntos compactos, ver Lema 1.1, segue que

m u, (%) = 2. (1.17)

n—+oo

Agora, mostraremos que existe 6 > 0 tal que, para cada x € Bs(X) e para n suficien-

temente grande,

lun(x) — €| <o (1.18)

onde ¢ satisfaz a hip6tese (Wy).
Com efeito, desde que (u,) é limitada em Hy, (Vu,) ¢ limitado em L? (RN, RN*1).
Assim, (u,) é equi-uniformemente continua, donde

p—N

jun(x) —u(x)| < Cylx —x| 7 VxRV, (1.19)
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Fixe 6 > 0 tal que

- _ =X 0
x€Bs(X) = |x—X| 7 < = (1.20)
2Cy
Usando (1.17), para n grande temos
ua () =] < 5. (1.21)
Logo, para n grande e x € Bs(X), de (1.19), (1.20) e (1.21) obtemos
’”n(x) _a < un(x) = un ()] + }”n(f) —a
p-N o
< Cilx =% 7 + |ua(x) —
Q2 .9
< 20, + >
= QI
mostrando (1.18). Em verdade, o argumento acima mostra que
|un(x) — €| < C1|x—x| —i—on(l) (1.22)

Agora, usando (1.18) e (W,), para cada x € Bs(X) vale a desigualdade

K
W(u (X)) 2 T ——
' [ () — 8
onde
g N p p
Usando (1.22), obtemos
W (i (x)) > i

Co|x — %N 4 04(1)

Logo, integrando em B;(x), encontramos

K
W(u, (x))dx > / dx
/135(x) (4n)) B;(x) C2|x—Y|N—|—on(1)
K
/ — dx
C2|x—x| +0,(1)
> / dx
|x—XI +0n(1)

= / —  dx
]x] +0u(1)

- /(/ N +on(1)dw)dr'
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Assim,

5 pN-1
/ W (u,(x))dx > C/ ———dr
Bs(x) 0

N +0,(1)
C oN4ou(1) 1
N Jo,(1) Y
C N 0, (1)

= Iny ]On(l)

N
N
= %ln (5 0:(01”)(1)) > +00 quando n — +-oo0.

Isso conclui a demonstracao.
m
A préxima proposigdo estabelece uma importante propriedade envolvendo
sequéncias contidas em Ay,.

Proposi¢do 1.18 Seja (u,) C Ay com u, — u em Hp com (Ep(uy)) sendo limitado.
Entidou € Ay,

Demonstragdo. Suponha, por contradicdo, que u ¢ Ay. Pela proposi¢do anterior
devemos ter

/N W(u,)dx — 400 quando n — +oo,
R

donde

Ep(un) — 400 quando n — oo,

o que é contradigdo. n
Agora vamos provar que o funcional energia Ej é fracamente semi-continuo

inferiormente.
Proposicao 1.19 Se (u,) C Ay, é tal que u, — u em Hy, entdo

lim inf Eh (un) > Eh (Ll)

n——+oo

Demonstrac¢io. O resultado é trivial quando

lﬁlﬂiﬂ‘of Ep(uy) = +oo.

Entdo, vamos estudar o caso em que

l;li}irc}of Ep(upn) < +o0.
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Para simplificar a notagdo, seja
I (w) :/ 1(!Vw|2+V(x)|w]2)+l|Vw|P dx
h ry \ 2 h p .
Como toda funcdo continua convexa é fracamente semi-continua, temos
im i > . .
lim inf I () > In(u) (1.23)

Agora, devemos analisar o que ocorre com o termo

/]RN W (uy )dx.

Desde que (u,) converge uniformemente para u sobre compactos de RY, fixado
Br(0) temos

I W (1t )d :/ W (u)dx.
I AL

Por outro lado, desde que W é ndo negativa

minf [ W(iy)dx > liminf W(un):/ W(u)dx VR > 0.
n—-+oo JRN n——+o00 BR(O) BR(O)

Fazendo R — 400, ficamos com

iminf [ W(i)dx > / W (1) dx. (1.24)

n—-+oo JRN RN

Como Ep(w) = In(w) + [gv W(w)dx, (1.23) e (1.24) implicam em
liminfEy (1) > lminf Iy (u,) + liminf /]R W(uy)dax

> Ih(u)+/IRNW(u)dx
= E;,(u).
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Capitulo 2

Resultado de Existéncia e
Multiplicidade: Potencial Coercivo

Neste capitulo, supondo que o potencial V' é coercivo, sera estabelecido um
resultado de existéncia e multiplicidade de solugdes para (P,). Tais solugdes serdo

obtidas como minimo local do funcional energia Ej em cada setor A;’l com g # 0.

2.1 Potencial coercivo

Neste capitulo, além das hipoteses (V7), (Wy) — (Wy), assumiremos também

(V2) O potencial V é coercivo, ou seja, |x‘li_>rr+1 V(x) = +oo.

Uma funcio V que satisfaz as hipéteses (V1) e (V3) é a seguinte: V(x) = |x[* + 1.
Iniciamos esta se¢do com um lema técnico que serd usado ao longo dos proxi-

mos capitulos.

Lema 2.1 Seja u € Hy,. Entdo a fungio x € RN — |u(x)| atinge mdximo.

Demonstracio. Desde que u € Hy, temos que |x|li_>rr+100u(x) = 0. Supondo u # 0, fixe
R > 0 grande de forma que |u(x)| < |u(x;)| para todo x € RN\ Bg(0), onde x1 €
Bg(0) é escolhido de modo que u(x;) # 0. Uma vez que Bg(0) é compacto e u € Hp,
é continua, existe xy € Bg(0) tal que |u(x)| < |u(xo)| para todo x € Bg(0).Como
também |u(x)| < |u(x1)| < |u(xp)| para todo x € RN \ Bg(0) isto demonstra que x

é ponto de maximo de |u| em RV,
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Lema 2.2 Assuma as hipdteses (V1), (Va), (Wy) — (Wy) e seja (1) C Aj tal que
Ep(un) <a Vn €N,
para algum a > 0. Entdo, existe u € Ay, com ||u||;~ > 1 tal que, a menos de subsequéncia,
Up —u em Hy.
Demonstragdo. Seja x, € RN um ponto de méximo de |u,| em RN. Note que
|tn(xn)| > 1 para todo n € IN. Com efeito, caso contrdrio, para algum n € IN

teriamos

1 ()| < |un(xn)] <1 Vx € RV,

Donde

[tnllpe <1

o que é uma contradi¢do com a Proposic¢ao 1.13.
Agora vamos provar que a sequéncia de maximos (x;) é limitada em RN. Su-

ponha, por contradi¢do, que para alguma subsequéncia
|Xy| — 400 quando n — +o0. (2.1)
Fixado ¢ € (0,1), definimos para cada n € IN o nimero real
Ry =sup{R >0:|uy(x)|>1—¢ Vx & Br(xn)}.

Desde que as u;,’s tendem para zero no infinito, temos que R, < 4o para todo
n € IN.

Agora, usando a coercividade de V vamos mostrar que
R, — 0 quando n — 4-oco. (2.2)

Com efeito, se (2.2) ndo fosse verdade, entdo para alguma constante M > 0 e para
uma quantidade infinita de indices 1, deveria ocorrer R, > M, implicando que para

tais indices a desigualdade

/ Vh(x)|un|2dx 2/ Vh(x)|un|2dx
]RN BRn(x")

(1—¢)? /B o Vil

v
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Vamos mostrar que
/ Vi (x)dx — +c0  quando n — +oo.
B (xn)

Fixe A > 0 arbitrariamente. Como V}, é coercivo, pois V o é, existe R > 0 tal que

Vi(x) > Vx € RN\ Bg(0).

A
[Bm(0)]
Por (2.1), x, — +o0 quando n — +oo, logo, para todo n suficientemente grande
devemos ter

Bai(x,) € RN\ Bg(0).

Assim, para todo 7 suficientemente grande,

A A
thdxz/ ———dx = —— |Bpm(xy)| = A.
ot 02 o TR = B )
Como A > 0 foi fixado arbitrariamente, fica provado que

/ Vi (x)dx — 400 quando n — +oo.
B (xn)

Porém, isso contradiz a hipétese Ej,(u,) < a. Portanto (2.2) é verdadeiro.

Da hipétese de limita¢do do funcional energia atuado nas u,’s podemos con-
cluir que (Vuy,) é limitado em L? (RN, RN*1), logo (u,,) é equi-uniformemente con-

tinua e dai existe § > 0 tal que
Vn € N,Vx,y € RY; |x —y| <6 = |un(x) —uu(y)| <e. (2.3)
Afirmamos que, para cada n € IN fixo, existe x,, € RN com |xn — Xn| = Ry tal que
lun (%) <1—¢
Supondo, por absurdo, a afirmacdo falsa, devemos ter
|un(x)| >1—¢ Vx € 9dBg, (xn).
Entdo, por resultados de andlise real, existe uma vizinhanca U de dBg, (x,) tal que

lup(x)| >1—¢ Vxel.
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Portanto, existe 7 > 0 tal que
jun(x)] >1—¢e Vx € Br,yy(xn)

contradizendo a definicdo de R,,.

Agora, fixe n € IN de sorte que R;; < 4. Veja que
|14 (Xn) — wn(Xn)| 2 [tn(xn)| = [un(Xn)| >1—(1—¢) =

0 que entra em contradi¢do com (2.3). Assim, (x,) deve ser de fato limitada.

Além disso, note que (u,) é limitada em Hy. De fato, se para alguma sub-
sequéncia tivéssemos ||u,|| H, — 10, entdo a coercividade do funcional energia
Ej, acarretaria-nos que Ej(u,) — +0c0, uma contradigdo.

Portanto, desde que Hy, é reflexivo, a menos de subsequéncia, podemos assumir que
Uy, — u em Hy, x,,—)xem]RN,
e que
un(x) — u(x). (2.4)

Note que

|t (200) = u(x)] < Jun(xn) =t ()| + |un (x) = u(x)]

Devido a equi-uniformidade continua de (u,) e a (2.4) concluimos que o lado direito

da desigualdade acima tende a zero quando n — +o0. Portanto,
Up(xy) — u(x) quando n — +oo,

e como |u,(x)| > 1, obtemos que |[u||;~ > 1.
Finalmente, desde que (u,) C Ay e (Ep(uy,)) é limitado, segue da Proposic¢ao

1.18 que u € Ay,

Agora podemos provar o principal resultado deste Capitulo.

Teorema 2.3 Assuma as hipéteses (V1), (Va), (W1) — (Wy). Entdo, para cada g € Z*, o
funcional energia Ey, atinge o infimo no setor A}, isto é, existe u € A;]l tal que Ep(u) = EZ.
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Demonstragio. Seja (u#,) uma sequéncia minimizante para E; em Ag. Claro que
(En(un)) € limitada. Pelo lema anterior, existe u € Ay tal que, a menos de sub-
sequéncia,

upy = u em Hjpe |ul[~>1
Por outro lado, usando a semi-continuidade inferior fraca de Ej

< limi _
En(u) < liminf B (un) = Ey

ou seja, Ey (1) < EJ. Portanto, resta provar que u € A.

Fixe v € (0,1) e considere R > 0 tal que
lu(x)] <y VxRN com |x| >R (2.5)
Neste momento, nosso objetivo é mostrar que para n suficientemente grande,
lun(x)] <y Vx€RN com |x| >R (2.6)

Supondo por contradi¢do que (2.6) ndo ocorre, deve existir uma subsequéncia de
(uy) tal que a seguinte propriedade ocorre:

Vi eN 3x, € RN com |x,| >R mas |uy(x,)| > 7.
Procedendo da mesma maneira que na demonstragdo do Lema 2.2, obtemos que
(x) é limitada em RV e isto implica que existe x € RN com |x| > R tal que |u(x)| >
v em contradi¢do com (2.5). Assim, fica estabelecido (2.6).

Pelo Lema 1.1,

uy, — u uniformemente em Bg(0).
Usando (2.5) e (2.6), obtemos
Jun (x) = u(x)| < un(x)| + Ju(x)| <27 Vx € R\ Br(0)
e como 7y € (0,1) foi fixado arbitrariamente, segue que
u, — u uniformemente em RN\ Bg(0).

Assim, (uy,) converge uniformemente para u em RN. Usando o Corolério 1.11 con-
cluimos que
ch(u) = ch(u,) = q.

Portanto, u € Al e Ey(u) = EJ.
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Observacio 2.4 E 6bvio que o funcional energia Ej, tem O como minimo global o qual é
atingido em u = 0 no setor AY). Por outro lado, Teorema 2.3 nos garante que o infimo Eg
¢ atingido para cada q € Z* sobre o setor Ag. Uma vez que Ag ¢ aberto e Ey, e de classe
C! (A],R) concluimos que (P») (conseqiientemente (Py)) tem infinitas solugdes com carga
topoldgica ndo trivial. Veja a Proposig¢do 1.6 para mais detalhes.

Concluimos este capitulo com o seguinte Corolario.

Corolario 2.5 Com as mesmas hipoteses assumidas no Teorema 2.3, existe u € Aj tal que
E;,(u) = E;.

Demonstracdo. Seja (u,;) C Af uma sequéncia minimizante. Usando os mesmos ar-
h

gumentos que aparecem na demonstragdo do Teorema 2.3, a menos de subsequén-

cia, temos que

u, = u em Hj

U, — u uniformemente em RV
para alguma u € Ay. O Coroldrio 1.11 implica que a sequéncia de cargas (ch(uy))
é constante para todo n € IN suficientemente grande, logo

ch(u) = lim ch(u,) #0,

n—+oo

consequentemente

E; < Ey(u) < liminfEy(u,) = E.

n——+oo
m
Como conseqiiéncia imediata do Teorema 2.3 e do Corolario 2.5, existe g € Z*

verificando EZ = E;.
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Capitulo 3

Estudo com o Potencial Constante

3.1 Potencial constante
Neste capitulo, iremos mostrar os resultados contidos em [7], os quais estdo
relacionados ao estudo da equagdo
—Au+ Vi — Apu+W'(u) =0 (P,)

onde V, > 0 é uma constante positiva e W satisfaz (W;) — (Wy). O estudo feito aqui
serd imprescindivel para o préximo capitulo, onde o potencial V serd considerado
NA0-COercivo.

No que segue, consideramos o seguinte espaco
H = w2 (RN ]RN+1> AWLP (RN ]RN+1>

com a norma

2 2 L
lull, = (/RN (IVuf+ v, Ju )dx) + (/]RN|Vu|de)

o qual é exatamente o espaco Hj, fazendo V;,(x) = V; para todo x € RN. Considere-

1/2

mos também o conjunto
A:{uEH:u(x);éE VxEIRN}.
O funcional energia associado a (P ) é dado por

B = [ | G (1VupP + V. uP) + % Yl + W(u)) dx.
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Note que todas as defini¢des e resultados acerca de Hj, e Ey, estabelecidos no
Capitulo 1, sdo validos para H e E,.

Também definimos
AN ={ue A:ch(u)#0}

e paracadag € Z,
AN ={ueAN:ch(u)=gq}.
O préximo lema mostra uma importante estima inferior para o funcional E,

restrito ao conjunto aberto A*.

Lema 3.1 Existe A* > 0 tal quese u € He ||u||;~ > 1, entdo E,(u) > A*.
Demonstra¢ido. Suponha, por contradi¢do, que para cada n € N exista u, € A com
1

Assim,

Ey(un) — 0 quando n — oo,
implicando que
|lunl|yra — 0 e ||[Vuy|;p — 0 quando n — +oo
de onde concluimos que
|tn||y — 0 quando n — +oo.

Por outro lado, como temos a imersdo continua H < L% (]RN ,RN +1), existe Cp > 0
tal que
[unllg = Collunllpe = Co Vn €N,

obtendo uma contradicdo. Portanto, o lema fica demonstrado.

3.2 Splitting

A demonstragao do principal resultado deste capitulo é baseado no préximo
teorema. Este teorema nos oferece uma descri¢do precisa do que ocorre com sequén-
cias de energia E, limitada, em particular, o que ocorre com sequéncias minimizan-

tes.
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Teorema 3.2 (Splitting) Seja (u,) C A* tal que, para algum a > 0,

Ei(uy) <a VYneN. (3.1)
Entdo, existe / € IN,
a
1</2< A (3.2)
e existem y,...,HU; € A, (x}l),...,(xf,) C RN, Ry,...,R; > 0 tais que, a menos de
subsequéncia,
up (- +2) = U ; (3.3)
[l pe > 1 (3.4)
xi — x| — +oo para i #j; (3.5)
14
Y. Eu() < liminfE () (3.6)
é .
un(x)| <1 Vx € RN\ | B, (x}). (3.7)
i=1
Ademais,
14
chuy) = ) ch(it;) ; (38)
i=1

Demonstracdo. A demonstragdo consiste de um processo iterativo, onde provare-
mos a existénciade £ € IN, uy,...,u; € A, (x}l),...,(xﬁ) C RN, Ry,..., Ry > 0 tais
que (3.2) — (3.7) sdo satisfeitos. Depois, usando as propriedades ja provadas iremos
estabelecer facilmente (3.8).

Primeiramente, fixe v € (0, 1) arbitrariamente.

Seja x); € RN um ponto de méximo de |u;,|. Devido a Proposigao 1.13 devemos ter
|un(x3)| > 1. Definindo

thy, = ttn(- + xp),

obtemos

Como E,(u}) = E.(uy) e E, é coercivo, entdo (1)) é limitada em H. Desde que H é

u

u},(O)‘ > 1. (3.9)

n

reflexivo, a menos de subsequéncia, temos

1

u, —u; em H. (3.10)
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Logo, de (3.9) resulta que ||71 |~ > 1.

Desde que (1)) C A e E.(u}) < a, por (3.10) e pela Proposigdo 1.18 segue que

u; € A. Como E, é fracamente semicontinuo inferiormente

E, (1) < iminfE, (1)) = liminf E, (1) (3.11)

n——+o0 n——+oo

Agora, usando (1.4), fixe Ry > 0 de modo que
@ (x)| <7y Vxe RN\ Bg(0). (3.12)

Por simplicidade escreveremos

Distinguiremos dois casos:

(A1) Para n suficientemente grande

uy(x)| <1 VxeRN\B!;
n

ou

(B1) Eventualmente passando a uma subsequéncia,

dx ¢ RN\ B, talque |u,(x)| > 1.

Se ocorrer a situagdo (A1), entdo a primeira parte do teorema fica provado com
¢ = 1. Entdo, vamos considerar o caso (By).
Seja x2 um ponto de méaximo de |u,| em RN \ BL. Temos que |u,(x3)| > 1. Defi-
nindo
= (- +23),
temos
|

e, repetindo o argumento feito para (u,li), temos

Loo

2

u, =~ up em H e up € A (3.13)

com

Tall e > 1. (3.14)
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Agora, iremos provar que

x2 — xll — +oo. (3.15)

Seja y, = x2 — x}. Argumentando por contradigéo, iremos supor que (y,,) é limitada

em RY. Entdo, a menos de subsequéncia,

Yn — 9.
Desde que x2 € RN\ B}, temos |y,| = |x2 — x| > Ry, dai |[§| > Ry. Logo, por
(3.12),
(7)< v <1 (3.16)

Por outro lado,

1< un(x7)| = |tn (Y + x3)| = | (yn)|,
de onde segue por (3.16)

0 < 1—[m(@)
< ity (yn) | — [T (7)]
< Jubyn) ~ (@)
< g (yn) = T (yn) | + 2 (yn) = T0(7)]
< (sup un(y)—m(y)’)+|u1(1/n)—u1(17)|

ly—yl<1

Tomando o limite em n — 4-co obtemos um absurdo, pois as duas parcelas da tltima
desigualdade acima tendem a zero quando n — +oo. A primeira devido ao Lema
1.1 (iii) e a segunda pela continuidade de ;.

Agora, mostraremos que

E. () + E, (i) < UiminfE, (i) (3.17)

n——4o0

A seguir, por simplicidade, denotaremos, para cadau € Ae A C RN
Eaaln) = [ > (VP4 Ve ) + 5 [Vul? + Wiw) ) dx.
Fixado 7 > 0, considere p > 0 tal que

E*|BP(O)C (ﬁl) <

N
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De (3.15) segue que, para 1 suficientemente grande, B,(x},) N B,(x2) = &, portanto

v

lim infE*(un) lim inf (E*‘BP(X%)(L[”) + E*‘Bp(x%)(un))

n—-+oo n—-+o0o

v

lim infE, g, (x1) (un) + UM InfE, 1 (o2) (11n)

lim inf E, 5, o) (1) + im inf E, 5 (o) (117)

Vv

E,i8,(0) (1) + Exjp,(0) (112)
Exin) =, g, o (F1) + Eli2) = E 1y ()c(02)
> E*(ﬁl) + E*(ﬁz) -7

Desde que # é arbitrario, obtemos (3.17).

Finalmente, assim como feito para 1, fixe Ry > 0 tal que
ia(x)] <9 Vx € RY\ Bgy(0)

e denote

B;Zz = BRz(xfz)'
Aqui também distinguiremos dois casos:

(Ap) Para n suficientemente grande
lup(x)| <1 Vx e RN\ BLUB2;

ou

(B2) A menos de subsequéncia,

Jx ¢ RN\ BLUB? talque |u,(x)| > 1.

Ocorrendo (Ajy), a primeira parte do teorema fica provada com ¢ = 2. Caso contra-
rio, isto &, se ocorrer (B,), considere um ponto de maximo de |u,| em RN \ B} U B2

e repita 0 mesmo argumento usado no caso (B1).

Afirmacao 3.3 Este processo iterativo termina em um niimero finito de passos.

Sendo ¢ a quantidade de passos, basta mostrar que ¢ é limitado por cima.

Com efeito, segue de (3.4) e do Lema 3.1 que

E (i) > A" i=1,...0L (3.18)
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Usando (3.6) e (3.18) obtemos

i
< ) < limi <
IA* < ;E*(ul) < lérilirgofE*(un) <a

donde concluimos a validade de (3.2)

a
1<0< &
e esta estimativa independe de (u,).
Agora, demonstraremos (3.8). Considere n suficientemente grande de modo
que (3.7) ocorra e

BZOBLZQ para i #j.

Pela propriedade aditiva do Grau de Brouwer, temos

l
ch(u,) = deg (P o Uy, U B;,ZE)

i=1

I
™-

~
Il
—_

deg (P o Uy, Bil, 25)

I
M~

deg (P o iy, By, (0), 25) (3.19)
1

~.

Por outro lado, para cada i € {1,...,/}, como (u},) converge uniformemente para
1; sobre Bg (0) e
@) <y<1  xeRN\By(0)

obtemos, para n suficientemente grande, (veja Lema 1.7)
deg (P oul, BRL,(O),ZE) = deg (P oi;, Bg,(0),28) = ch (i) (3.20)

substituindo (3.20) em (3.19) obtemos (3.8).

3.3 Existéncia de minimo nas componentes conexas de
A

Antes de estabelecermos o principal resultado deste capitulo vamos por algu-
mas notacgoes:

Ef = inf E.(u)

Alan Carlos B. dos Santos PPGMat - UFCG



3.3. EXISTENCIA DE MINIMO NAS COMPONENTES CONEXAS DE A 53

eparacadag € Z

El = inf E,(u).
uei

Pela Lema 3.1 temos que

0< A* < E*.
Teorema 3.4 Existen € A* tal que E, (i) = EJ.

Demonstragio. Seja (1,) C A* uma sequéncia minimizante para E, em A*. Claro
que (u,) tem energia limitada, isto é, existe a > 0 tal que E,(u,) < a para todo
n € IN. Aplicando o Teorema 3.2, existem ¢ € N e uy,...,u, € A tais que, a menos

de subsequéncia,

{
i_21 Ec(;) < UminfE,(un) = E,; (3.21)
{
ch(uy) =Y ch (). (3.22)

1
Desde que ch (u,,) # 0, por (3.22), existe i € {1,...,¢} (por simplicidade tomaremos
i = 1) de modo que

ch (ﬁl) 7é 0,

logo 117 € A*. Assim, por (3.21),
{
Ei > ZE*(ﬁi) > E*(ﬁl) > Ei
i=1

donde concluimos que

E.(i) = E7.

m

Agora, queremos estudar quando E! é atingido. E claro que o funcional E, tem

0 como minimo absoluto na classe AY. Por outro lado, pelo Teorema 3.4, existe pelo
menos um 7 = ch (i) # 0 tal que E7 é atingido, ou seja, E, (1) = EL.

Proposicio 3.5 Para cada q # 0, uma condigio suficiente para garantir que E1 seja atin-

gido é que exista uma sequéncia minimizante em A que satisfaz as propriedade do Teorema

3.2 com £ = 1. Dessa forma, se E] nio for atingido, entio toda sequéncia minimizante em
N1 satisfaz as propriedades do Teorema 3.2 com ¢ > 2.
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Demonstragio. Seja (1,) uma sequéncia minimizante para E, em A que satisfaz as

propriedades do Teorema 3.2 com ¢ = 1. De (3.8),
ch(uy) = ch(u,) =g,

logo, u; € Ale
E, (1) > EL

Por outro lado, por (3.6)

El = liminf E, (u,) > E, ().

n——+oo

mostrando que E] = E, (u1).

Corolario 3.6 Para cada q # 0, se E] < 2E}, entdo o infimo E1 é atingido na classe A1.

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia minimizante em Af7. Para n suficiente-
mente grande, temos

E, (uy) < 2EZ. (3.23)

Usando o Teorema 3.2, existem ¢ € IN e uy,...,u; € A tais que, a menos de sub-

sequéncia,
Z E,(u1;) < lim inf E,(u,) = El; (3.24)
{
g = ch(u,) = Z (3.25)

Segue de (3.25) que existe i € {1,...,¢} tal que ch(u;) # 0. Tal indice é tnico. De
fato, se existissem 7,j € {1,...,£} com i # j tais que ch(u;) # 0 e ch(u;) # 0, entao
por (3.23) e (3.24) teriamos

Ef + Ef < E.(;) + E.(u) < liminfE, (u,) = E] < 2EJ,

n— 00

chegando a um absurdo. Por simplicidade, vamos considerar i = 1. Assim,
ch(uy) = ch(un) =¢q

e, usando (3.24), obtemos
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donde ,
Z E, (ﬂi ) =0
i=2
e portanto, temos que ter necessariamente ¢ = 1. Entdo, podemos aplicar a Propo-

si¢do 3.5 para obter o resultado desejado.
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Capitulo 4

Resultado de Existéncia: Potencial nao
Coercivo

Este capitulo trata da existéncia de pelo menos uma solugdo fraca néao trivial
de (P,) para I pequeno assumindo uma nova condigdo sobre o potencial V e na
fungdo singular W. Rapidamente falando, iremos supor que V, além de satisfazer a
condi¢do de Rabinowitz, seja ndo-coercivo e com relacdo a W, assumiremos que em
uma vizinhanga da origem de RN*!, tal fungdo tenha uma geometria parecida com

a de um paraboléide.

4.1 Hipébteses adicionais

Novas hipéteses sdo necessdrias para o desenvolvimento deste capitulo. A se-
guir, apresentamos uma lista de quatro hip6teses que serdo assumidas neste capitulo
além das hipoteses basicas adotadas no Capitulo 1.

(V3) O potencial V néo é coercivo, isto é, Voo = |11|m inf V(x) < 4o0.
X|—+o0

(V4) (Condicdo de Rabinowitz) Vy = inf, gy V() < Veo.

(Ws) Existe € € (0,1) tal que para todo ¢ € Q) com |{| < g vale

W(E) <inf{W(Q):C€Q, g >e}.
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(W) Para todos ¢, € ), vale
Sl =12] <8 = W(Z) = W(]);

Além disso, a funcdo ¢ : [0,€] — R definida por ¢(s) = W({) onde ¢ € Q

com |¢| = s, é ndo-decrescente.

A imagem a seguir ilustra a geometria de W préximo a origem de RN*! e

préximo a singularidade &, de acordo com as hip6teses (Wy), (Ws) e (Wp).

R

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
P'S

e ¢ RN

No que segue, ficara clara a relevancia do capitulo anterior em considerar
equacgdes do tipo (P,) com potencial V constante positivo. Podemos considerar em
(Py) Vi = Vy e depois V, = Vi, obtendo assim equagdes cujos funcionais energia

sdo dados por

Eo(u) = /]RN (% (|Vu|2+ Vo ]u|2> + % |Vul|? -I—W(u)) dx

1 1
Eeo(u) = /]RN (E (|Vu|2 + Voo |u|2> - p |VulP + W(u)) dx,

respectivamente. Algumas nota¢des aqui sdo necesséarias

Ef = inf Eo(u), EX = inf Ee
0 ulenA* O(M) ulenA* (u)
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e,paracadag € Z,

El = inf Eg(u), EL = inf Ee
0~ B o(t) e (u)

onde A* e A sdo exatamente os mesmos conjuntos apresentados no Capitulo 3.

O Teorema 3.4 garante a existéncia de ug e U« pertencentes a A* tais que

Eo(ug) = inf Eo(u) e Eeo(ieo) = inf Eco(u).

4,2 Resultados

Lema 4.1 Sob as hipéteses (V1), (V3) e (Vy), existe xo € RN tal que V(xy) = Vp.
Demonstragao. Seja (x,) C RN tal que

lim V(x,) = V.

n——+o0

A sequéncia (x,) é limitada, pois do contrério, a menos de subsequéncia, teriamos
|Xy| — 400 quando n — oo,

logo
Vo < Voo <liminfV(x,) =V

n—-+o0o
0 que é um absurdo.

Assim, a menos de subsequéncia,
Xp — Xo quando n — 400,

e o resultado segue da continuidade de V. m
Lema 4.2 Sob as hipdteses (V1), (W1) — (Wy), temos

lim E; = E;.

o M0

Demonstragdo. Fixe R > 0 tal que K(u9) = {x € RN : Jug(x)| > 1} C Bg(0). Con-
sidere gg € C7° (RN, R) de sorte que

1,  xeBg(0)

Pr(x) = 0, x € RN\ Byr(0)
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0 < ¢r <1, |Vegr| <acomaindependente de R.
Sejam ur = @rug e w(x) = ur(x — 3), onde xg é fixado de modo que V(xg) = V.

Veja que K(w) C Br(3*), com efeito, dado x € K(w), temos

(=3 > (e -3)
)
= |w(x)]
> 1

ou seja, x — 3 € K(up) C Bg(0), logo x € Br(32).
Assim, pelo Lema 1.5,
O#Ch(uo) = ch(uR)
= deg (Poug, Br(0),2¢)

= deg(Pow BR( )2@’)
= ch(w)

donde concluimos que w € A; para cada /i > 0.

Assim, usando mudanca de varidveis,

Ef < Ep(w)

- Eo<w>+§ [ (Vi) = Vo) e

- %/ (v (P5E22) ~ o) ux )P

1
= 3 [ V g+ 30) = Vo) lur () dy.

Agora, note que V (hx + x9) — V(x9) = Vy quando 71 — 0 uniformemente sobre
Byr(0), uma vez que V é continua e ix — 0 quando /# — 0. Tendo isso em mente,
fica facil mostrar que a tltima integral acima tende a zero quanto 7 — 0. De fato,

dado ¢ > 0, tome /i pequeno de sorte que V(hix + x9) — Vp <

€
> para todo
[u0]l72
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x € Bygr(0). Portanto, para i pequeno, temos

v(n “Vo)lur® = [ (v(n — Vo) |pr|? o2 d
Jro (Vo) = Vo) sl = [ (v (h30) = Vo) Lokl ol

< / (V (x + x0) — Vo) |uo|” dx
Byr(0)

€
5 / o) dx
||uo]| 72 ¥ B2r(0)

< e

Assim, fica provado a seguinte sentenga: dado ¢ > 0, para todo 7z > 0 suficiente-
mente pequeno

E;-lk < Ey (u R) +¢&
e portanto, por defini¢do de lim sup obtemos
limsup E; < Eo(ugr).
h—0t
A partir de gora, vamos nos concentrar para mostrar que
Eo(ur) — Eo(up) quando R — +oo.

Por simplicidade, vamos usar as notagdes

() = 3 (I9URGOP + Vo lur()) + 3 [Vt ()P + Wi ()

IV + Vo o)) + 3 [Fo(x) | + Wit )

N +—

fo(x) =

Logo,
Eo(ug) = /]RN fr(x)dx e Eolug) = /IRN folx)dx.

Portanto, para estabelecer o desejado, é suficiente mostrarmos que fr(x) — fo(x)
quando R — +oo para quase todo x € RN e que existe uma fungdo ¢ € L! (RN, R)
tal que |fr| < g para todo R > 0, pois, o resultado seguird imediatamente do Teo-
rema da convergéncia Dominada de Lebesgue.
Para mostrar que fr(x) — fo(x) quando R — +o0, devemos mostrar as trés con-

vergéncias abaixo
(D ug(x) — ug(x) quando R — +oo para quase todo x € RY;

(ID) Vug(x) — Vug(x) quando R — +oo para quase todo x € RY;
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(I W(ug(x)) — W(uo(x)) quando R — +oo para quase todo x € RY;

Oitem (I) segue da prépria definicdo de ug. O item (III), contudo, é uma conseqiién-

cia imediata de (I) e da continuidade de W. Assim, nos resta estabelecer (II). Veja

que
oult oul
Pr ()52 (x) + 1 (x) 52 () Pr() 52 (x) + (%) 525 (x)
(2) 25 () + 143 (x) 22 () (2) 256 () + 12 () 222 (x)
vuR(x) — (PR X1 . 0 X1 (PR aXN axN
aul\H—l ) aul\H—l p)
gr(0)TE— () + ul () SR (x) - gr(x) i (x) + 1) T (1) 52 ()
© d d
2 (x) 219 ()
% () G ()
Viug(x) = H W
auN+1 auN+1
() T (%)

Fixados k € {1,...,N+1},i € {1,...,N} e dado x € RY, considere R > 0

grande de modo que x € Bg(0). Temos

e portanto fica provado (II).

Agora, vamos mostrar a dominagdo de fr. Veja que

N+1 N y 2
Vug(x)P = Zz(w aax? @) “o<x>a£f”>

IA
/—\
Z
m™s =
+
1=
-
W
/‘\
Q| U
C/
N
_l’_
Z
g
—_
Z
=
o
=
e
VR
3] QO
<
Rall
-
N
v

k=1 i=1
JNAELN oy 2 N /g5 2 N+1
- ( ZZ(a;: ) £ (o) B o)

= 4 (pr(0? [Vuo(0)]* + [V pr(x) o (x)[)
(19100 + o))

IN
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E claro que a fungdo g1 = 4 <|Vuo|2 + a? |u0|2> € L' (RN, R). Além disso,
p
2

Vur(x)[P < 45 (|Vao(x)] + a2 fuo (x)|)
< 27 (|Vuo(x) [P+ a? [uo(x)])

e também temos que g» = 27 (|Vug|? +a? |ug|¥) € L' (RN, R).

Assim,

limsup E; < Ej.
h—0+

Por outro lado, desde que Ej (1) > Eo(u) > E; para qualquer u € A}, obtemos

liminf E; > Ej.
h—0+

Assim,

liminfE; > Ej > limsup E; > liminf E;,
h—0+ 0+ h—0+

e portanto, temos o resultado desejado

lim Ef = E;.
h—0t+ f 0

]

Observe que na demonstragdo do ultimo lema, ndo foi preciso que Voo =

liminf|y, o V(x) fosse finito ou mesmo infinito, portanto, este lema ¢ valido na

presenca da hipétese (V,) ou (V3). Este fato sera usado no Capitulo 5, onde serd

mostrado o comportamento de concentra¢do de uma sequéncia de solucgdes de (P,)
ou (P;) quando V satisfaz indiferentemente (V,) ou (V3).

A fim de obter o principal resultado deste capitulo, precisamos do préximo

lema o qual estabelece uma propriedade de compacidade.

Lema 4.3 Assuma as hipéteses (V1), (V3), (Va), (Wy) — (Wy). Seja (u,) uma sequéncia
minimizante para Ey, em A} tal que

u, —u em Hy e u e Ay.

Entdo, para h suficientemente pequeno, u # 0.
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Demonstracao. Primeiramente note que
E, < E%. 4.1)
De fato, diante da hipétese de Rabinowitz (Vy):

EfX = Ecl(i)
= ! 2 2y, 1 p
= /]RN (2 (!Vuoo| + Voo [tico] ) + ; ™ +W(uoo)) dx

1 2 2 1 p
> /]RN (E (!Vuoo| ™ ) + p |Viteo| +W(uoo)) dx
= Eo(uo)

> Ej.
De (4.1) e do Lema 4.1 deduzimos que existe iy > 0 tal que
E; <EL Vhe (0 hp). (4.2)

Agora, suponha, por contradigdo, que para algum & € (0, %) tenhamos u,;, — u =
0 € A; onde (1) é uma sequéncia minimizante para E; em Af. Entdo, para todo

e > 0 dado, segue da definicdo de V. segue que existe R, > 0 de modo que
Vi(x) > Vo—e Vx€RY com [x| >R

Conseqiientemente, pondo M = sup,, . ||tn ||%2, para cada n € IN temos

Brlin) = Eeolia)+5 [ (Ve(x) = Vo) P
> Z/M% Vo) |t dx+2/x>R€ (Ve(x) — Vo) |12 dx
> E;z,+§ /M% (Vi(x) = Vi) [t dx — = / iz
= 2/|x|<1<£ Vi) = Veo) il dx_EHuHHLZ

€
> EL+5 ( inf V5 Voo)/ Un|”dx — M
= 2 \xe[jx|<Rd] i)~ (%] <Re] it 2
Pelo Lema 1.1, temos que 1, — 0 quando n — +o0 uniformemente no compacto

[|x| < R¢], logo, passando ao limite na desigualdade acima, obtemos

* * €
Ez = lim Ep(un) > E, — ;M

n——4o0 2
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e como ¢ > 0 é arbitrério, concluimos que
* *
Er > EL

0 que é uma contradigdo com (4.2). Portanto, para todo /i € (0,%), sendo u o limite

fraco de uma sequéncia minimizante para E; em A, devemos ter necessariamente

u # 0.

Agora podemos provar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 4.4 Assuma as hipéteses (V1), (V3), (Va), (Wy) — (Ws). Entdo, existe g > 0
tal que o infimo E; é atingido no conjunto aberto Aj para cada i € (0, ho).

Demonstracgao. Seja fip > 0 suficientemente pequeno de modo que o Lema 4.3 seja
valido. Considere (u,) uma sequéncia minimizante para E, em A; com i € (0, f1g).

Dessa forma, podemos assumir que
u, = u em Hp e u e A\ {0}.
Pelo Lema 1.1 (iii) existe R > 0 tal que

lu(x)] < = Vx € RN\ Br(0). (4.3)

N —

Comecamos provando a seguinte afirmacao.

Afirmacido 4.5 Existem £ € IN, R > R, r > 0 e £ sequéncias de pontos (x}),...,(x) C
RN tais que, a menos de subsequéncia,

up(x))| >1 YneN, Vie{l,... ()
Xl — x| — +oo quando n — +oco para i # j; (4.4)
x| — +oo quando n— +oo Vie {1,...,0}; (4.5)
g .
lup(x)] <1 Vx e RN\ <U B,(x;,) U BR(O)> , VneNN. (4.6)
i=1

A demonstracdo desta afirmacdo é uma conseqiiéncia imediata do Teorema
3.2. Aplicaremos tal teorema para a sequéncia (i) e o funcional Ey o que é perfeita-
mente possivel porque (u,) C A*, umavez que A; C A* e, além disso, (Eq(uy)) € li-

mitada pois Eo(u,) < Ej(un) e (u,) é minimizante para Ej,. Portanto, de acordo com
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Teorema 3.2 existem sequéncias (12),..., (v!,) e ntimeros reais positivos Ry, ..., Ry

tais que, a menos de subsequéncia,

ua(yl)| >1 vneN, Vie{o,... 0}
yil_y{;l — +00 quando n — 400 para i#j; (4.7)

14
up(x)] <1 Vx e RN\ (U Br(y;)> , VneN.
i=0
Aqui, temos duas possibilidade:

— —|—OOI

(@) a menos de subsequéncia, para todo i € {0,..., ¢} vale gm i
n

m |V

ou
(b) amenos de subsequéncia, existe iy € {0, ..., ¢} tal que (y¢) é limitada.

No caso (a) a Afirmacado 4.5 fica provada com ¢ + 1 ao invés de /, R = R,

r= max Rjexl =y, paraiec {0,...,¢}.
i€{0,....0}
Vamos considerar o caso (b). Observe que ip é tnico, pois, se existissem iy,ip €

{0,...,0}, i1 # ip e M1, My > 0 tais que yi} < Mje yi,z

< M; paratodon € N,

entao

yi}—yi% <Mi+M; VneNN

o que ndo pode ocorrer devido a (4.7).
Sem perda de generalidade podemos assumir que iy = 0. Agora, escolha R > R

suficientemente grande de sorte que para todo n € IN

0
Bg, (yn) - BF(O)'
Entdo, pondo r = r{nax }Ri ex!, =y, parai € {1,...,/}, temos que as sequéncias
ic{l,...0
(x1),..., (x%) e os nimeros positivos r e R satisfazem a Afirmacio 4.5.

Desde que R > R temos Br(0) C Bx(0). Ademais, K(u) C Bg(0). Com
efeito, dado x € RN \ Bg(0), por (4.3) temos |u(x)| < 3 < 1 donde concluimos que
x € RN\ K(u). Portanto, K(u) C Bg(0) e dai K(u) = K(u) N Bg(0). Assim, por
defini¢do de carga topoldgica,

ch(u) = deg (Pou,K(u),2Z)
= deg (P ou,K(u) N Bg(0),2¢)
— ch(u, Bx(0))
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Segue do Lema 1.1 que u, — u uniformemente sobre B;(0) e por conseguinte,

usando o Lema 1.5, para n suficientemente grande temos
ch(u) = ch(uy, B(0)). (4.8)
Agora, distinguiremos dois casos:
(D ch(uy, Bx(0)) # 0 para todo n suficientemente grande
ou
(1) ch(u,, Bx(0)) = 0 para todo n suficientemente grande.

Se (I) ocorrer, entdo, por (4.8) deduzimos que ch (1) # 0, logo u € Aj. Assim,
segue da semi-continuidade inferior fraca de E; que

Ej = liminfEy (1) > Ey(u) > E,
n o0

portanto Ej(u) = E; e o teorema fica provado.

Para concluir a demonstracdo do teorema vamos descartar a alternativa (II),
ou seja, vamos mostrar que (II) ndo pode ocorrer. Argumentaremos por contra-
digdo supondo que ch(u,, Bx(0)) = 0 para n grande. Dessa forma, o resto desta
demonstracdo serd desenvolvido para mostrar que isso nos leva a uma contradicéo.

Antes de prosseguirmos com o descrito acima, observe que (4.4) e (4.5) impli-

cam que, para n grande

B.(x)NB.(x)) =2, B(x\)NBx(0)=2 Vije{l,...,l} com i#].

Conseqiientemente, da aditividade do grau de Brouwer (veja Proposi¢do 1.6), de
(4.6) e (II) segue que
4

0+#ch(u,) = ch (u,,, B,(x}) UBR(O)>

=1

I
™~

ch (1, B(x}) ) + ch (its, By (0))

1

Il
—_

I
™~

Il
—_

ch (un,B,(x;;)) . (4.9)

1

Dividiremos o restante do argumento em trés passos.
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Passo 1. Para cada e > 0 ey > 0 existe R > <y tal que, a menos de subsequéncia,

’x—x; =R, = |uq(x)| < e Vx € RN, Vie{l,...,¢}, VneN.

Argumentaremos por contradi¢do assumimos a existéncia de € > 0 e y > 0 tais que

para cada R > vy exista 7iz € N verificando

vn>ng 3ie{l,...,¢}, Ixc€RN com ’x—xi, =R talque |uu(x)| >¢&

Fixe Ry > 7y e tome 711 € IN de sorte que

Vn>n Jiy,€{l,...,0}, 3z, € RN com |z} — x| =Ry tal que |uy(zL)| > &
Aumentando 777 se necessdrio, por (4.4) e (4.5) podemos supor que
Bg,(x},) N Bg,(x)) = @, Bg,(x,)NBz(0) = &
Vn>mn, Vi, je{l,...,0} comi #j.
Agora considere Ry > R; + 1. Entdo, existe np € IN com 7, > 117 de sorte que
Vn>7, Ji,e{l,....0}, IZcRN com |2 —xif"” =Ry talque |u,(z3)| >
e além disso, para 71, suficientemente grande
BRz(xiz) N BRz(xll) =9, BRz(xiz) n BE(O) =0
Vn >, Vi, je{l,..., 0} comi #j.
Indutivamente, para cada k > 2, podemos escolher Ry > Ry_1 + 1 e obter iy € IN
com 7y > 1y_1 de sorte que
Vn>n Jig, € {1,...,0}, 3z8 e RN com |Z¥ —xif’” —R; talque |u,(Z%)| > ¢,

e além disso

Bg, (x,) N By (x}) = @, Bg, (x}) NBx(0) = @
Vn >mng, Vi je{1,...,0} comi#j.

Da continuidade equi-uniforme da sequéncia (u,), existe § > 0 tal que

Vi, y € RY, |x —y| <6 = |up(x) — uy(y)| < Vn € N.

N
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Z’fl—zn

Agora, tomek € N, n > npez, € RN com < 4. Logo,

|t (20)] = 1n(2)| = [tn(Z5) — un(za)| > €= 5 =

N

g
2

Conseqiientemente, obtemos que
Bs(z) {x e RN : Ju, (x)] > g} Vk € N, Vn > n.
Agora, ponha ¢’ = min{J, 1} e fixe k, k' € IN com k > k’. Note que
Rioi+1>Re o +2>Re3+3> - > Ry_jpy +k—kK > Ry +1,

ouseja, Ry_1 > Rp. Tome n > 7. Se iy, # iy , pOT construcdo, obtemos

=k _ =K' iy, iy, =k Lk, =
Zy —Zp| = Xy x| =2, x| — |2, — X
> 2Ry — Ry — Ry
> Ry —Ryp_q
> 1.
Por outro lado, se iy ,, = iy ,,, temos
_ _J! _ 1 i
Zk—Zk 2 Zk xrfn o Z]r(z _x;’,n
> Ry —Ryp_q
> 1.

Em qualquer caso, para todo k € IN e todo n > my, as bolas {By (Z’n)} . sdo
1=

ey

disjuntas e
k ~
_ g
By (z,) C {x e RN : Ju, (x)] > E}'
i=1
Desde que k é arbitrario, temos que (1) ndo é limitada na norma L2. De fato,

/ ] dx>Z/B

Mas isso é um absurdo, pois (i, ) é obviamente limitada em Hj,.

|1 |2 dx > K Z ’B(;/

5/

Passo 2. Existe uma sequéncia minimizante (ii,,) para E; em A} tal que

i, 0 em Hyp.
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Por hipétese, (u,) C A} e como estamos assumindo (II), ch (u,, Bz(0)) = 0.
Logo, desde que ch(u,) # 0, segue de (4.9) que para cada n € N existe i, €
{1,...,¢} de sorte que

ch (un, (xh )) £ 0.
Agora considere € dado pelas hipoteses (W5) e (Wg). O Passo 1 implica que existem

Ry > r e uma subsequéncia (u}) de (u,) verificando

€
u}l(x)lgi Vx € RN com ’x—@}l

1 =Ry, Vnel,
(N+1)2

onde Z} denota o centro da bola de raio r que “transporta” uma carga ndo trivial,
isto ¢, {} ¢ um dos x; e ch (u}, B,(C})) # 0. Como para n suficientemente grande
Z} esta longe do centro das outras (possiveis) bolas que “transportam” carga ndo

trivial, temos
ch (1}, Br, (Z})) # 0. (4.10)

De fato,

ch (), Br, (6h)) = ch( uh, Br, (C3) O (UBr o>>>

= ch (u}, /BR1 (@n) N Br(€n)>
= ch (u},B/(Z})) £0.

Ademais, como

Tn

— 400 quando n — 4oo,

sem perda de generalidade, podemos assumir que

|-

Ri < min
nelN

Agora, tomando g2 > 0 (usando novamente o Passo 1) existe R, > 0, com R, > Ry
e existe uma subsequéncia (u2) de (u),) verificando

EZ
=Ry, VneN,

N 2
Vx € RY com ’x—gn

un(x)’ < m

e além disso, podemos fazer com que

Zal-

Ry < min
nelN
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Note que ({2) é uma subsequéncia de ({}). Repetimos 0 mesmo argumento apre-

. 3 4 . . .o . L . N .
sentado acima para &, €* e assim por diante. O objetivo disso é construir a sequéncia
minimizante desejada através de um argumento de diagonal.

Para simplificar a notagdo, para cada a > 0 pomos a fungdo

T, : RN+1 N RN+1

definida por
(sign zl)min{|zl| ,—E— }
(N+1)2 Z1
(sign zp) min < |zp|, —2 z
Tu(z) = i (N+1)3 vz=| 7 | eRrRN,
(sign zy+1) min { zn+1], %} N
(N+1)2
Agora, considere a sequéncia
n(x) se [x = Gal < Ry
ip(x) =9 Ta(ul(x)) se R <|x—{F <Riy1, i€{l,....n—1}
Ten(uji(x)) se |x — | > Ra.

Por construgdo, segue que

(N+1)

Assim, cada 7, é continua sobre a esfera {x € RN : [x — (| = R;} para cada i €

lugy (x)] < Vx € RN com |x— % <R,

(S

{1,...,n} e portanto, cada ii, é continua em todo RYN. Donde podemos concluir
que il, € Hy. Por um lado, por construgdo, para cada x € RY tal que i, (x) # u’(x)

temos

m<?<€<1:]a.

Nossa conclusdo é que
ﬁn E Ah vn 6 N.
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Agora queremos provar que para cada x € RN en € N
W (itn (x)) < W(uy(x)). (4.11)

Para x € Bg,({}:) a desigualdade acima na verdade é uma igualdade, como é facil-
mente verificado pela propria definicdo de i,. Tome x € RN \ Bg, ({"). Se [u!(x)| >
g, entdo, desde que |il,(x)| < & a desigualdade (4.11) segue imediatamente da hi-
potese (Ws). Caso contrério, se |u”(x)| < €, entdo, a hipotese (Wy) implica que W
é nao ndo decrescente com respeito a norma no conjunto {¢& € RN*! : |¢| < g}.
Assim, uma vez que |ii,(x)| < |uli(x)] <& concluimos a validade de (4.11).

Por outro lado, veja que os termos de Ej que ndo envolvem W decrescem

quando trocamos uj; por il,. Portanto
Eh(ﬁn) < Eh(uZ) Vn € N.

Além disso, como para cada x € RN\ Bg,(¢%) vale |ii,(x)| < & < 1, por (4.10)

obtemos
ch(ity) = ch (i, Br, (Z) = ch (), Bg, (1)) # 0.

Portanto, (ii,) é uma sequéncia minimizante em Aj para Ej. Para completar a de-

monstragdo, devemos mostrar que , a menos de subsequéncia,
iy, -0 em Hp quando n — +oo (4.12)

Desde que a sequéncia (il ) é limitada em Hj, podemos assumir que ela con-
verge fraco para alguma funcdo de Hj, uma vez que Hj, é reflexivo. Assim, para

provar (4.12) é suficiente provar que para cada compacto K C RN
il, — 0 uniformementeem K quando n — o0 (4.13)

Fixe um compacto K C RN e tome M > 0 de sorte que K C By;(0). Por construgao,
temos

|Cy| — +00 quando n — +oo

R in|¢"| keN.
e<min|f;| ke
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Entdo, para cada k € IN existe ny > k tal que |()}| — Ry > M para todo n > ny.
Assim, se x € By(0), entdo |{}| — Ry > M > |x| o que acarreta em |()} — x| > Ry.
Dessa forma,

|, (x)] <& Vx € By(0), Vn>my
ecomo ¢ € (0,1), fazendo k — +o0 obtemos (4.13).

Passo 3. Fim da demonstracao.

Do Passo 2 e do Lema 4.3 obtemos uma contradigdo. Tal contradi¢do é proveniente
de assumirmos que (II) é valido. Isso conclui a demonstragao.

]

O ultimo teorema assegura a existéncia de uma solugéo fraca de (P,) ou (P;)

para /i pequeno. Esta solugdo é obtida como minimo do funcional energia E; na

classe A;.
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Capitulo 5

Concentracao de solu¢oes: o limite
semi-classico

5.1 Fenomeno de concentragao

Em todo este capitulo iremos assumir as hipéteses (V;), (Vi), (W1) — (Ws).
Como nossa atengdo agora estéd focalizado no comportamento de solugdes quando
h — 07, os Capitulos 2 e 4 nos garantem que podemos assumir i pequeno de modo
que o funcional Ej atinja o infimo E; na classe A;. Sejam u;, € A; uma fungdo que
minimiza E; em A} e

on(x) = un () (5.1)

Entdo, vy, é solucgdo de (P;). Reciprocamente, uma tal solugdo vy, de (Py) corresponde
a uma solugdo de (P») através da relagdo (5.1). No que segue, uy e vy, estdo sempre
relacionados segundo (5.1). Nosso objetivo é investigar o comportamento da familia

(vy) quando it — 0.

Teorema 5.1 Assuma as hipéteses (V1), (Vy), (Wy) — (We). Entdo, para cada sequéncia
hy — 0T, existe uma subsequéncia (hy) tal que, denotando vy := vy, a sequinte afirmagio
ocorre: para cada k > 0, |vg| tem um ponto de mdximo local xy, com |vy(xy)| > 1e xx — xo
quando k — 400, onde x é um ponto de minimo global de V. Ademais, para qualquer 6 > 0
temos que

vp(x) — 0 quando k — +oo uniformemente no conjunto {x e RN : |x — xo| > 25} .
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Demonstracdo. Primeiramente observe que (”h;) é uma sequéncia minimizante

para o funcional Eyg em A*. De fato, pelo Lema 4.2
Ej < Eo(uh]/() < Eh,’((”h,’() = E;;{ — E; quando k — +oo. (5.2)

Logo, podemos aplicar o Teorema 3.2 para Ej e (”h,’()' Entdo, existe uma subsequén-

cia i, — 0T e existem £ € N, Ry,...,R; >0, (x} ),..., (x} ) C RN, @y,..., 1 € A

tais que:
up, (- + x%n) —1u; em H quando n — +oo; (5.3)
il = 1
x%n é um ponto de méximo local de  |uy, |; (5.4)
x%n — xén’ — +00 quando n — 400 para i#j; (5.5)
g .
up, ()] <1 Vx € RN\ (U BRi(x;ln)> ; (5.6)
i=1
4
i_Zl Eo(#;) < lim inf Eo(up, ); (5.7)
4
ch (uhn) = ZCh (ﬁi). (5.8)

i=1
Desde que ch(uy,) # 0, por (5.8) podemos assumir que ch(#1) # 0. Logo, usando
(5.7) obtemos

e dai

Eo(i1) = Ey. (5.9)

Agora, seja
wy(x) = up, (x + x;ln) = vy, (Mux + hnx;ln).
Para simplificar a notagdo, considere w := ;. De acordo com (5.3) e (5.9),
w, =~ wy em H,wye A" e Eyp(wy)=Ej.
Além disso, temos que

wy(x) — wo(x) qtpem RV, (5.10)
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O restante da demonstragdo estd dividido em quatro afirmagdes. O argumento
usado aqui é muito semelhante ao usado na demonstracdo do Teorema 4.4, por isso,

algumas passagens que sdo idénticas serdo omitidas.

Afirmacgdo 5.2 A menos de subsequéncia,
hnx;ln — xo quando n — +oo,

onde xo é um ponto de minimo global de V.

Primeiramente devemos observar que a (hnxh ) é limitada, pois do contrario , le-

vando em conta a condi¢do de Rabinowitz (V}), deve ocorrer

liminf V (f, x—i—hnxh )>Vo+p VYxeRN

n——+00

para algum p > 0. Por semi-continuidade inferior fraca,

lim inf ( |Vw,|* + = |an|p)dx>/ ( |Vl + = |Vwo|p)
RN

n—-+oo JRN

Além disso, o Lema de Fatou implica que

lim inf th(x-i—x;ln)]wnlzdxz/]RN(VO—t—p)]w0|2

n——+oo

liminf [ W(wp)dx > /

n—+oo JRN RN

W (wg)dx.

Combinando essas desigualdades com a defini¢cdo de w, e wy obtemos

. . * _
Wi B, = St En o)

— liminf (E (|an|2-|—th(x+x%,n)|wn[2>+%|an|p+W(wn)) dx

n—-+oo JRN

1 2 2 1 p

2
= Eo(wo) + p ||wo||7e

Como wy € A*, temos que wy # 0 e por conseguinte ||wy||;~ > 0. Assim, usando o

Lema 4.2, obtemos

n——+oo
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0 que é um absurdo, mostrando que (hnx;ln) ¢é limitada. Assim, a menos de sub-

sequéncia, existe xg € RN tal que
1 N
hnxhn — xg em R™.

Agora, vamos mostrar que xy é ponto de minimo de V, isto é, vamos provar que
V(Xo) = Vo.

Suponha, por contradigdo, que V(xp) > Vp. Usando os mesmos argumentos acima,
obtemos

E; = liminfE;
n— oo n

o 1 1
= liminf o (E (]anyz + V(hnx —I—hnx%n) |wn’2) + v |Vw,|P + W(wn)) dx

n——+oo

v

1 2 2 1 p
/]RN (2 <|Vwo| + V(xq) |wo| ) + ; |V —i—W(wo)) dx

V

1 ) N1
/s (E (102 + Vo |awo| >+E|Vwo| —|—W(w0)) dx
Eo(wo)

> Ep,

o que é um absurdo. Portanto a Afirmacao 5.2 deve ocorrer.
Afirmagdo 5.3 Paracadan > 0ey > 0existe R, > vy tal que, a menos de subsequéncia,
jwp(x)| < Vx€RN com |x|=R,, YneN.

Argumentaremos por contradi¢do, assumindo a existéncia de? > 0 ey > 0 de sorte

que para cada R > 7 e para n grande
Jx RN com |x|=R, talque |wy(x)|>7.

Fixe R% > 0 e tome 17 € IN de maneira que

vn>n; 3x, € RN com |} > 7.

:R%, tal que ’wn(x}l)

Agora, escolha R% > Rlﬁ + 1. Entdo, existe np € IN, n, > ny, de sorte que

Vn>ny 3x2€RN com |x? > 7.

:R%, tal que ’wn(x%)
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Indutivamente, para cada k > 2, podemos encontrar R% > R%_l + 1 e obter a exis-

téncia de n, € IN de modo que

k N k
Vn>mne dx, € RY com |x, > 7.

:R%, tal que ’wn(x]fl)

De (5.2) deduzimos que a sequéncia (|| Vuy, ||, ,) é limitada, implicando que (|| Vw,||;»)
tanbém é limitada. Portanto, (w,) é equi-uniformemente continua. Dessa forma,

existe 6 > 0 tal que

N3

Vr,y € RY, |x —y| <6 = |w(x) — wn(y)| < Vn € N.

Agora, tomek € N, n > npex € RN com }x — x’,‘,} < 4. Entéo,

[wa ()] > [wa(x5) 1-1

=5

~ [n () = wa )] > 71 -
Donde deduzimos imediatamente que
k N. i
Bs(x;) C {x e RY : |wy(x)| > 2} Vk e N, Vn > n.

Ponha ¢’ = min{J,1} e fixe k, k' € IN com k > k’. Por construgdo, para cada n > ny

temos
k

k/
n— Xn

X

k K k k—1

Entdo, para cada k € N e todo n > ny as bolas { By (xk) }i:1,...,k sdo disjuntas e

k —
iL_JlB(s/(x;) C {x e RN : jwy,(x)| > g}

Desde que k é arbitrério, segue da inclusdo acima que a sequéncia (wy,) ndo é limi-

tada na norma L?, o que é uma contradicéo.

Afirmagao 5.4 A menos de subsequéncia, (wy) verifica: para cada n > 0 existe R, > 0 tal
que, para n grande,
wa(x)| <7 ¥x e RN\ By, (0),

isto é, wy(x) é arbitrariamente pequeno quando |x| e n sdo suficientemente grandes.

Usando (5.5), vamos mostrar que

L
lw,(x)] <1 Vxe RN\ <BR1(O) U | Br,(x}, — x;ln)> : (5.11)
i=2
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Com efeito, observe que

V4 V4
x € RN\ (BR1 (0) U | Br,(x}, — x;ln)> — x+x, € RV | Bg,(x}, )
i=2 i=1

uma vez que

(x+2,) =, | =12l = Ry

. .
’(x + xhn) — x;,n

= ‘x— (x%n—x;ln)‘ >R; Vi=2,...,0

Portanto, por (5.6),

l
|wﬂ(x)| = }uhn(x +x;z,1)‘ <1 Vxe ]RN\ <BR1(O) U U BRi(x;zn - x;zn))
i=2
Ademais, por (5.5) e (5.10), obtemos
lwo(x)| <1 Vx € RN\ Bg,(0).

Desde que ch(wy) = ch (wg, Bg,(0)) # 0, usando o Lema1.1e 0 Lema 1.5, podemos
assumir que

ch (wy,Bg,(0)) #0 Vn e N. (5.12)

Agora, considere € > 0 satisfazendo as hipoteses (Ws) e (Wg) e tome ¢ < g. Entéo,
a Afirmagao 5.3 garante a existéncia de R} > R; tal que, possivelmente passando a

uma subsequéncia,

|, (x)| < ﬁ Vx e RN com |x|=R!, VneN. (5.13)
2

Agora, por (5.4), tome v € IN de sorte que
Bpi(0) N By (x), —x) =@ Vie{2,... 0}, Vn>v. (5.14)
Por um argumento simples podemos provar uma versdo mais forte de (5.13), isto &,
lw,(x)] <e Vxe RN\ Bri(0), Vn=>wv. (5.15)

Com efeito, suponhamos por contradicdo que (5.15) ndo se verifique para algum
n € IN. Por continuidade, podemos encontrar x, € RN \ Bri(0),p >0ed >0
satisfazendo

wn(x))* > e +6 Vx € By(xn).
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Considere a funcao

o (x) = { wy(x) se X € Bri(0)

Te(wn(x)) se x € RN\ Bg(0).

onde T, é definido na demonstracdo do Teorema 4.4. Por (5.13) deduzimos que @j,
é continua sobre a esfera {x € RN : |x| = R!}, conseqiientemente, @, € H. Além
disso, Wy = wy em Bpi(0) e [Wy(x)| < e <1 = || para x € IRN\BR%(O), o que
implica que @, € A. Ainda, estes fatos implicam que ch(@,) = ch (wn , B (0)) .
Combinando (5.11) com (5.12) e (5.14), obtemos

l
ch (wn, BR}: (0)) = ch <wn, BR} (0) N <BR1 (0) U U BRi(X;l;ln - x;zn)>>
i=2

— ch (wn,BRg(O)ﬂBRl(O»
— ch (wy, Bg, (0))

logo, ch(@y,) = ch (wy,,Br,(0)) # 0, isto é, @, € A*.

Agora, seja

iy, (x) = Wp(x — x;ln).
Desde que ch(iy,) = ch(@,) # 0, obtemos imediatamente que #;, € A; . Como

por construgdo B, (x,) C RN\ Bri(0) e [@n| < eem RN\ Bgi1(0), temos que

_ 2 -2
/]RNth(x)|uhn| dx = /RNth(x—l—x;ln)|wn| dx

Vi (x+xi ) |w 2dx—|—/ Vi (x+xi )@ 2 dx
Jevg o VinE b P [ Vi (ot 2 ) [

IN

< /]R oy O xb Y |wa|? dx + & /B oy Vi xk )dx
< /}RN Vi, (x + 2} ) ]wnyzdx—é/BP(xn) Vi, (x + 2} )dx

< /]RNth(x—i—x;lnHwﬂzdx

_ /]RNth(x)]uhnlzdx,

ou seja,
/ Vo, (x) |y, |2dx < / Vi, (x) |y |*dx (5.16)
RN RN

Agora, iremos mostrar que paracadax € RN en € N

W (i, (x)) < W(up, (x)). (5.17)
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Para isso, tome x € RN\ Bri(0). Se [us,(x)| > & > ¢ entdo (5.17) segue imedi-
atamente da hipé6tese (Ws). Se |up, (x)| < & entdo, a hipétese (Wy) implica que
W é ndo-decrescente, com respeito a norma, no conjunto {¢ € RN*! : || < g},
conseqiientemente, a construcdo feita acima implica na validade de (5.17). Por ou-
tro lado, veja que os termos de Ej, que envolvem o gradiente decrescem quando

trocamos uy, por iy, . Logo, (5.16) permite concluir que
EZH < Ehn(ﬁhn) < Ehn (uhn) = E;zkn’

o que é um absurdo. Este absurdo mostra a validade de (5.15).
Resumindo, fixado ¢ < g arbitrariamente, existe Rg > 0 tal que, possivelmente

passando a uma subsequéncia, digamos (w),),
)w;(x)) <e VxeRV\By(0), VneNl.

Repetindo 0 mesmo argumento para € > 0, existe R? > R! e uma subsequéncia

(w?) de (w},) verificando

’w%,(x)‘gez vx € RN\ Bpo(0), VneN

3

e assim por diante para ¢, %, etc.

Agora, aplicamos um método de diagonal considerando
’d\)n — ZUZ \V/Yl ~ ]N.

Claro que (@) é uma subsequéncia da sequéncia original (w,). Resta provar que
() satisfaz a propriedade desejada na Afirmagéo 5.4. Fixado 7 > 0, tome p € IN
tal que e < 5. Por definicdo

[Du(x)| <y Vn>u, VrxeRN\ BRQ‘(O)'

mostrando a Afirmacgao 5.4.
Para simplificar a notagdo, continuaremos denotando por (w, ) a sequéncia que

satisfaz a Afirmagédo 5.4.
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Afirmacgio 5.5 Fim da demonstragio.

Como conseqiiéncia imediata da Afirmagao 5.4, obtemos que

x x—xj
Un(x) = Up, (Fl_) = Wn 7 .
n n

tende a zero uniformemente para x fora de cada vizinhanga fixa de xp quando n —

~+o00. Isso conclui a demonstracao.
m
A imagem seguinte ilustra o fendmeno de concentracdo dado pelo Teorema

5.1.
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Apéndice A
Hj é um Espaco de Banach Reflexivo

Neste apéndice iremos provar que o espago de Banach Hj, definido constitui-
dos das fungdes u € H! (IRN, IRNH) tais que

1/p

1/2
it = ([, (90 e v ) ar) o ([ wuran)” < e

é Reflexivo.

Primeiramente, considere o espago
2 N pN+1 _ 72

(0 ) 0) = 1

onde y é a medida o-finita dada por
u(A) = /N Vi(x)xadx, A CRN Lebesgue mensuravel.
R
Logo, u € L%, quando
/]RN lu?dy = /]RN Vi (x) [u? dx < 400

e naturalmente colocamos a norma

1/2 1/2
full = ([ 1) = ([, o) e

Veja que o espago Li tem, essencialmente, as mesmas propriedades de L? (RN, RN*1),

por exemplo o mesmo é um espago de Hilbert separavel, e portanto reflexivo.



84

Vejamos que Hj, é um espago de Banach.

Seja (1) uma sequéncia de Cauchy em Hj. Da definicdo da norma |||| . segue que
(Vuy,) é de Cauchy em L2, (uy) é de Cauchy em Li e (Vu,) é de Cauchy em LP*.

Dessa forma existem u em L2 e i em L7 tais que
Vu, — Vu em L?
2
U, — U em LV

Vu, — i em LP.

A menos de subsequéncia, temos que

Vi, (x) — Vu(x) qtp xRN

Viu,(x) — ii(x) qtp x € RN,

Portanto, i = Vu. E assim, concluimos que u, — u em Hy e u € Hy demonstrando
que Hy é um espago de Banach.

Vejamos que Hj, é um espaco Reflexivo.

Dos resultados de Anélise Funcional contidos em Brézis [10], podemos provar o

seguinte resultado.

Lema A.1 Sejam H e E espacos de Banach com E sendo reflexivo. Suponha que exista uma
isometria linear ¢ : H — E, isto é, ¢ satisfaz

() ¢(u+ Av) = ¢(u) + Ap(v) para todo u,v € H e todo A € R.
(i) ||ullg = ||@(u)| g para todo u € H.

Entdo H é reflexivo.

Considere o espago
£ (1 (0)) ™ (1 (0)) 0 ()

Sendou € E, u = (alr'--/aN(N+1)/b1/'--/bN+1/C1/---/CN(N+1)> consideremos a

seguinte norma em E:

NN+ N+l 172 NN+ 1/p
Jullg = ( Y laillamy + ) ||bi||L%(]RN)> + ( > ||Ci||;£p(]RN)>
=1

i=1 i i=1
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Ademais, E é reflexivo, pois, é o produto cartesiano finito de espacos reflexivos.

Agora considere a funcédo ¢ : H; — E definida por ¢(u) = (Du, (11, ..., uNn+1), Du),

onde

Du — 8u1 aul auz auz 8uN+1 8uN+1
N axl’”"axN'8x1"”’8xN’”" 8x1 T axN

Note que
(i) ¢ élinear.

p(u+Av) = (D(u+Av), (ug + Avy, ..., uNns+1 + Avnt1), D(u+ Av))
= (Du+ADv, (uy,...,un+1) + (Avy, ..., Avn+1), Du+ ADv)
= (Du,(uq,...,un+1),Du) + A (Do, (vy,...,oN+1), D0)
= ¢(u) +A¢(0)

(ii) ¢ éisométrica.

N N+1 au] - N+1 7 N N+1
qu(u)HE N <1§ j=1 a—xz Lz(]RN) + Z Hu]HLZ ]RN) + (; ; ax1
1
= (fRN(ZzI\]1ZN+1 o, )dx+fRN<Vh x)Y¥ N+1|u]’> )2 (f (Z{\IlZNHa_]

1

1 1
— (/ |Vu|2dx—|—/ Vh(x)|u|2dx>2—|— (/ |Vu|de>p
RN RN RN

= |ullg,

De (i), (ii) e do Lema A.1 concluimos que Hj, é reflexivo.
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Apéndice B

Sobre a Teoria do Grau de Brouwer

Neste Apéndice serd apresentado de forma concisa os elementos da Teoria do
grau de Brouwer. Para detalhes sobre o assunto, consulte a tese de doutorado do

professor Berestycki [9].

B.1 Caso regular

Definigdo B.1 Seja S = {x € O : J¢[x] = 0}, onde J[x] = det[f'(x)].

Sejam Q0 C RN um dominio limitado, ¢ : Q — RN uma fungio de classe C'(Q)) e b ¢
p(0Q)) U ¢(S). O grau de Brouwer de ¢ em Q) relacionado a b, denotado por deg(¢, ), b),
é o miimero inteiro dado por

0 se b e(Q)

_ N
BN = S signgle) se o7 l(b) = (G B
i=1

onde sign: R\ {0} — {—1,1} é dada por

1 se t>0,
-1 se t<0.

sign (t) = {
Lema B.2 Seja ¢ € CH(Q) eb & ¢(9Q) U ¢(S). Entdo, existe uma vizinhanca U de ¢ na
topologia C! tal que para todo € U, tem-se que:
@ b & p(302);

(b) Sex € p~1(b), temos Jy(x) # 0;
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(c) deg(p, ), b) = deg(p, ), D)

Corolario B.3 Seja ¢ € C2(Q)) e by, by € ¢(9Q)) U ¢(S). Se by e by estiverem na mesma
componente conexa de RN \ ¢(9Q), teremos deg(¢p, Q), by) = deg(p, ), by).

B.2 Definicio do Grau para ¢ € C2(Q)) e b & ¢(9Q2)

Seja O C RN um aberto limitado e ¢ € C2(Q). Se b ¢ ¢(d0), existe x € Cp \
¢(S), onde Cj, é a componente conexa de RN \ ¢(9Q)), pois do contrdrio teriamos

Cp C @(S) e portanto, ¢(S) teria medida positiva, o que é um absurdo pelo Teorema

de Sard.
Definic¢ao B.4 O grau de ¢ em () com relacdo a b é definido por
deg(@,Q,b) := deg(p, ), x), onde x € Cy\ ¢(S).
Note que o grau estd bem definido, pois, se x,y € C; \ ¢(S) pelo Corolario B.3
devemos ter deg(¢p, (), x) = deg(¢,Q, y).

Corolario B.5 Seja ¢ € C2(Q)) e b € ¢(0Q)). Entdo existe uma vizinhanca U de ¢ em
C2(Q) induzida pela topologia C'(Q)) de maneira que se € U, temos :

({) b & p(0Q));
(i) deg(p, ), b) = deg(p, ), b).

Corolario B.6 Seja H € C>(Q2x [0,1],RN) comb ¢ H(dQ x [0,1]). Entdo, deg(H(-,t),Q,b) =
c em [0, 1], onde ¢ é uma constante.

B.3 Definicao do grau para funcdes continuas

Seja QO C RN um aberto limitado, ¢ : QO — RN uma fungdo continua e
b & ¢(9Q)). Considere r = dist(b, ¢(9Q2)). Sabemos do Teorema de Aproximagdo de

Weierstrass que existe ¢ € C2(Q)), com

le = ¥llc@m <

N =

Lema B.7 Sejam 1,42 € C*(Q) com ||¢ — illciq) < §, i = 1,2 Entao b & ¢;(0Q2),
parai =1,2¢
deg(y1,Q, b) = deg(y, Q, b).
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Definicao B.8 O grau de Brouwer de ¢ em () com relagdo a b é definido como sendo
deg(p, O, b) := deg(p, ), b) parap € C>(Q) el — Yllc@) < 5, onder = dist(b, p(9Q2)).

A defini¢do acima estd bem posta devido ao lema tdltimo lema.

B.4 Principais propriedades do grau de Brouwer

1. Continuidade
Seja ¢ € C(Q)) eb ¢ ¢(9Q)). Entdo, existe uma vizinhanca U de ¢ em C(Q) de

forma que

@ b &), Yy € U;

(b) deg(¢,Q,b) = deg(yp,Q,b), Vi € U.
2. Invaridncia do grau por homotopia

Seja H € C(Q x [0,1]) com b ¢ H(dQ x [0,1]). Entdo deg(H(-,t),Q,b) é

constante em [0, 1].

3. O grau é constante em componentes conexas

Se by e b estdo na mesma componente conexa de RN \ ¢(9Q)), temos
deg(p,Q),b1) = deg(¢p, O, by).

4. Aditividade do grau

Seja ¢ € C(A) e O = O3 UQOp com Qg e () abertos disjuntos. Seja b ¢
@(0Q1) U ¢(00)). Entéo,

deg(p,Q),b) = deg(¢p,Oq,b) + deg(p, o, b).

B.5 Conseqiiéncias das principais propriedades

1. Normalizagao
1 se beQ

deg(Id,Q,b) = _
0 se bg&Q.

2. Existéncia de solu¢ao

Se deg(¢, O, b) # 0, entdo existe xg € Q) tal que ¢(xp) = b.
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3. Propriedade da Excisao

Seja K C Q) um fechado com b ¢ ¢(K). Entéo,

deg(p,Q,b) = deg(p, O\ K, D).
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Apéndice C
Alguns resultados de Analise

Teorema C.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma sequén-
cia de funcdes em L' (Q)) satisfazendo:

@ fu(x) — f(x) g.t.pem Q)
(b) Existe uma fungio ¢ € L'(Q) tal que para todon € IN, |f,(x)| < g(x) g.t.p em Q;
Entao, f € L'(Q) e || fu — fll11(q) — 0 quando n — +co.

Demonstragio. ver [9].

]
Lema C.2 (Lema de Fatou) Seja (f,,) uma sequéncia de fungdes em L'(Q)) tal que
(@) paracadan € N, f, > 0q.t.p sobre (),
(b) sup [q fu(x)dx < 400
Para cada x € Q, pomos f(x) = liminf, f,(x). Entdo, f € L1(Q) e
/Qf(x)dx < limninf/ﬂfn(x)dx.
Demonstragio. ver [9].
]

Teorema C.3 (Desigualdade de Interpolagdo) Se f € LF(QQ) NLI(QY) com1 < p <
g < 400, entio f € L"(QY) paratodor € [p,q] e

ANy < IFNEr iy L1 gt
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Demonstragio. ver [9].

m
Teorema C.4 (Teorema de Morrey) Seja p > N. Entdo, vale a imersio continua
WYP(RY,R) — L*°(RM,R).
Além disso, para todo u € WYP (RN, R) temos
u(x) —u(y)| < Clx—y*[IVullpgyg) Gtp xyeRY,
N
onde x =1 — — e C é uma constante (que dependendo somente de N e p).
Demonstragio. ver [9].
m
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