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Resumo

Neste trabalho serão estudadas as graduações e identidades polinomiais graduadas

da álgebra Un(K) das matrizes triangulares superiores n×n sobre um corpo K, o qual

será sempre in�nito. Primeiramente, será estudado o caso n = 2, para o qual será

mostrado que existe apenas uma graduação não trivial e serão descritos as identidades,

as codimensões e os cocaracteres graduados. Para o caso n qualquer, serão estudadas

as identidades e codimensões graduadas, considerando-se a Zn-graduação natural de

Un(K). Finalmente, será apresentada uma classi�cação das graduações de Un(K) por

um grupo qualquer.

Palavras-chave: Matrizes triangulares, graduação, identidades graduadas, co-

dimensões, cocaracteres.



Abstract

In this work we study the gradings and the graded polynomial identities of the

upper n×n triangular matrices algebra Un(K) over a �eld K, which is always in�nity.

The case n = 2 will be �rstly studied, for which will be shown that there is only

one nontrivial grading and we shall describe the graded identities, codimensions and

cocharacters. For the general n case, we shall study graded identities and codimensions,

considering the natural Zn-grading of Un(K). Finally, we will present a classi�cation

of the gradings of Un(K) by any group.

Keywords: Triangular matrices, gradings, graded identities, codimensions, co-

characters.
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Introdução

Na álgebra moderna existe um ramo que estuda a estrutura algébrica chamada

de anel. Dentro deste estudo se destaca a teoria dos anéis não-comutativos, e como

uma vertente deste estudo temos a PI-teoria ou teoria das identidades polinomiais.

No início, as identidades polinomiais eram estudadas em relação a anéis, mas com

o aprofudamento da teoria, este estudo se estendeu a uma estrutura um pouco mais

so�sticada, chamada de álgebra.

Um álgebra A é um espaço vetorial munido de um produto bilinear. Um polinômio

f(x1, . . . , xn) é uma identidade para a álgebra A se este polinômio se anula em qualquer

substituição de suas variáveis por elementos de A, e uma álgebra que possui identidades

polinomiais não nulas é chamada de PI-álgebra. Por exemplo, toda álgebra comutativa

é uma PI-álgebra, assim como toda álgebra de dimensão �nita.

O estudo de identidades polinomiais para álgebras ganhou força com o artigo

de Amitsur e Levitzki [2], publicado em 1950. Neste artigo foram utilizados métodos

combinatórios para provar que o polinômio standart de grau 2n é uma identidade para

a álgebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K, Mn(K). Uma das questões

centrais no estudo das identidades polinômiais é a descrição de um conjunto gerador

para o T -ideal (ideal das identidades polinomiais) de uma álgebra, e com visão neste

estudo Specht, em 1950, conjecturou que toda álgebra associativa tem uma base �nita

para o seu T -ideal. Porém a demonstração deste fato só foi realizada em 1987, por

Kemer ([17] e [18]), para um corpo de característica zero.

Uma álgebra A é dita graduada por um grupo G se A =
⊕

g∈GAg, onde Ag é

um subespaço de A, para qualquer g ∈ G, e AgAh ⊆ Agh, para quaisquer g, h ∈ G.

Podemos ver a álgebra associativa livre unitária K〈X〉 (álgebra dos polinômios em
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variáveis associativas e não comutativas com coe�cientes em K) como sendo uma ál-

gebra G-graduada e seus polinômios f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) como sendo polinômios gradu-

ados. De�nimos uma identidade para uma álgebra G-graduada A, como sendo um

polinômio G-graduado f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) tal que f(a

(g1)
1 , . . . , a

(gn)
n ) = 0 para quaisquer

a
(g1)
1 ∈ Ag1 , . . . , a

(gn)
n ∈ Agn . O estudo das identidades graduadas foi motivado pela

sua importância na estrutura dos T -ideais (veja [18] e [19]) e ao longo das ultimas

décadas importantes resultados foram obtidos. Por exemplo, foi provado em [5] e em

[7] que sendo G um grupo �nito e comutativo, então uma álgebra G-graduada A é uma

PI-álgebra se, e somente se, Ae é uma PI-álgebra, onde e é o elemento neutro de G.

Outra parte da PI-teoria que tem sido largamente estudada são os conceitos de

codimensão e cocaracter, que foram introduzidos por Regev [25]. Considerando Pn

como sendo o espaço vetorial dos polinômios multilineares em n variáveis, observa-

mos que podemos considerá-lo como sendo um Sn-módulo de maneira natural e sendo

Id(A) o T -ideal das identidades de uma álgebra associativa A, de�nimos a n-ésima

codimensão desta álgebra como sendo a dimensão do Sn-módulo Pn(A) = Pn
Pn∩Id(A)

e o

n-ésimo cocaracter como sendo o caracter da representação correspondente. De forma

análoga, de�nimos as codimensões e os cocaracteres graduados, bastando para isto

considerar P gr
n , o espaço vetorial dos polinômios multilineares graduados. Utilizando

a teoria de Young das representações do produto simétrico, Regev e Latyshev ([25]

e [23], respectivemente) mostraram que a sequência de codimensões de uma álgebra

A é exponencialmente limitada. Disto Giambruno e Zaicev ([12] e [13]) de�niram o

expoente de uma PI-álgebra, que é lim
n→∞

n
√
cn(A), e provaram que este expoente de fato

existe e é um inteiro não negativo. De modo análogo, temos o conceitos de expoente

graduado para uma álgebra graduada.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo baseado nos artigos [27],

[20] e [28], sobre graduações e identidades polinomiais, codimensões e cocaracteres

graduados da álgebra Un(K), das matrizes triangulares sobre um corpo K. Ele está

dividido em 4 capítulos, sendo o primeiro voltado para os conceitos básicos que se-

rão utilizados no seu desenvolvimento, como por exemplo, álgebras, homomor�smos,

álgebras graduadas, representações de grupos e o radical de Jacobson. Vale a pena

ressaltar que algumas das seções deste capítulo estão bem resumidas e focadas apenas

para o que iremos utilizar no decorrer do trabalho. Muitos conceitos deste capítulo são
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utilizados de uma maneira implícita nos demais capítulos, tendo em vista que o leitor

deste trabalho já deve dominar boa parte deles, logo não tendo muitas di�culdades

para observá-los.

No segundo capítulo, iremos trabalhar com as matrizes triangulares superiores

de ordem 2. Mais precisamente, iniciaremos mostrando que as únicas graduações para

esta álgebra, a menos de isomor�smo, são a trival e a canônica. Em seguida, iremos

encontrar uma base para o T -ideal das identidades graduadas Idgr(U2(K)) de U2(K).

Com isto, iremos calcular os cocaracteres graduados desta álgebra, e encerraremos este

capítulo calculando o expoente graduado.

No tercereiro capítulo, iremos generalizar parte do segundo, tendo em vista que

iremos encontrar uma base para o T -ideal das identidades graduadas Idgr(Un(K)) da

álgebra das matrizes triangulares superiores de ordem n. Além disto, iremos mostrar

que estes polinômios de fato formam uma base para este T -ideal através das matri-

zes genéricas. Por �m, iremos aplicar os resultados deste capítulo para calcular as

codimensões graduadas de Un(K).

No último capítulo, iremos descrever todas as G-graduação das matrizes triangu-

lares superiores de ondem n, mostrando que todas elas são isomorfas as G-graduações

elementares.

Por �m, espero que este trabalho agrade ao leitor e o ajude a compreender os

conceitos aqui trabalhados. Muito obrigado e boa leitura!



Capítulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capítulo iremos tratar de conceitos básicos que serão utilizados no decorrer

deste trabalho. Alguns dos resultados aqui apresentados são casos especí�cos de casos

mais gerais. Entretanto, eles estarão focados em nosso trabalho e para a necessidades

posteriores do leitor, e iremos indicar a bibliogra�a que contém os casos mais gerais de

cada um deles. Por todo este capítulo, K indicará um corpo arbitrário e G um grupo.

1.1 Álgebras

De�nição 1.1.1 Seja A um K-espaço vetorial. Diremos que o par (A, ?) é uma álge-

bra, onde ? é uma operação em A que iremos chamar de multiplicação ou produto, se

ele atende as seguintes propriedades:

(i) a ? (b+ c) = a ? b+ a ? c

(ii) (a+ b) ? c = a ? c+ b ? c

(iii) λ(a ? b) = (λa) ? b = a ? (λb)

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.

Observação 1.1.2 (i) Iremos representar a álgebra (A, ?) simplesmente por A, �-

cando subentendida a operação de multiplicação, a ? b será representada simples-

mente por ab.
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(ii) Sejam A uma K-álgebra e a, b ∈ A. De�nimos o comutador de a com b, repre-

sentado por [a, b], como sendo [a, b] = ab− ba.

(iii) Sejam V um K-espaço vetorial e S ⊂ V , então o subespaço de V gerado por S,

será representado por spanS.

(iv) Neste trabalho iremos sempre considerar todas as álgebras sobre K e sendo sempre

associativas e com unidade. Uma álgebra será dita associativa se seu produto

for associativo, ou seja, (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A e unitária (ou

com unidade) se o seu produto tiver unidade, ou seja, se existir 1 ∈ A tal que

a1 = 1a = a, para todo a ∈ A.

De�nição 1.1.3 Seja A uma álgebra. Então:

(i) Dizemos que um subespaço B de A é uma subágebra se B é fechado em relação

a multiplicação, ou seja, ab ∈ B para quaisquer a, b ∈ B.

(ii) Dizemos que um subespaço I de A é um ideal a esquerda (respectivamente, a

direita) se ele absorve produto pela esquerda (respectivamente, pela direita), ou

seja, se ax ∈ I para quaisquer a ∈ A e x ∈ I (respectivamente, xa ∈ I). Quando

um subespaço é um ideal a esquerda e a direita simultaneamente, dizemos que ele

é um ideal bilateral, ou simplesmente, que é um ideal.

(iii) Dizemos que A é simples se {0} e A são seus únicos ideais bilaterais.

De�nição 1.1.4 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A, e considere o espaço vetorial

quociente A
I
. Para cada a ∈ A, iremos denotar o elemento a + I de A

I
simplesmente

por a. Neste espaço, podemos considerar o seguinte produto: · : A
I
× A

I
−→ A

I
, de�nido

por a · b = ab Observe que este produto está bem de�nido e que ele atende as condições

impostas pela de�nição de álgebras. Portanto, A
I
é uma álgebra, chamada de álgebra

quociente de A por I.

Proposição 1.1.5 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Então:

(i) Se A é associativa, então A
I
também é.

(ii) Se A é comutativa (ab = ba, para todos a, b ∈ A), então A
I
também é.
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(iii) Se A possui unidade 1, então 1 é a unidade de A
I

Demonstração: Fica como exercício ao leitor. �

Exemplo 1.1.6 (i) Todo corpo K ser visto com uma K-álgebra, munido da soma e

do produto que o de�nem como corpo. Particularmente os corpos R,Q, e C podem

ser vistos como álgebras sobre si mesma. Ademais, observe que estas álgebras são

associativas, comutativas e com unidade.

(ii) O K-espaço vetorial das matrizes de ordem n, Mn(K), munido de seu produto

usual é uma K-álgebra associativa e com unidade. A unidade de Mn(K) é a

matriz identidade, que denotaremos por Idn. Para 1 ≤ i, j ≤ n, considere a

matriz Eij como sendo a matriz que possue 1 na entrada da linha i e coluna j, e

zero nas demais entradas; daí note que

EijEkl =

 Eil, se j = k

0, se j 6= k

Ademais, estas matrizes formam uma base para a K-álgebra Mn(K).

(iii) O K-espaço vetorial das matrizes triangulares superiores de ordem n, Un(K), é

uma subálgebra da álgebra Mn(K).

(iv) Seja V um K-espaço vetorial e considere o K-espaço vetorial de todos os ope-

radores lineares de V , L(V ). Munido da composição de transformações, L(V ) é

uma K-álgebra.

(v) Considere o espaço dos polinômios na variável x, K[x]. Este espaço munido

do produto usual de polinômios é uma K-álgebra. De uma maneira geral, se

considerarmos X = {xi/i ∈ I} um conjunto de variáveis, então K[X], munido

de suas operações usuais, é uma K-álgebra.

Sendo A1, A2, . . . , An álgebras, de�ne-se o produto direto de A1, A2, . . . , An como sendo

A1 × A2 × · · · × An = {(a1, a2, . . . , an)/ai ∈ Ai}, com as operações de soma, produto

por escalar e multiplicação entrada a entrada. Observe que este produto direto é uma

álgebra.

De�nição 1.1.7 Considere A uma álgebra associativa e seja a ∈ A. Então:
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(i) a é nilpotente se existe n ∈ N tal que an = 0. O menor n que satisfaz esta

propriedade é chamado de índice de nilpotência de a.

(ii) A é nil se todo elemento de A é nilpotente.

(iii) A é nilpotente se existe n ∈ N, tal que, a1a2...an+1 = 0, para quaisquer a1, a2, ...,

an+1 ∈ A. O menor n ∈ N que satisfaz esta condição é chamado de índice de

nilpotência de A.

Exemplo 1.1.8 Considere a K-álgebra das matrizes triangulares estritamente superi-

ores de ordem n

A =




0 a1,2 . . . a1,n

...
. . . . . .

...
...

. . . an−1,n

0 . . . . . . 0

 ; aij ∈ K


cuja multiplicação é o produto usual de matrizes. Esta álgebra é uma álgebra nilpotente.

Proposição 1.1.9 Sejam A um espaço vetorial e β um base de A. Então, dada uma

aplicação φ : β × β −→ A, existe uma única aplicação bilinear Φ : A × A −→ A

estendendo φ.

Demonstração: Exercício para o leitor! �

1.2 Homomor�smos de álgebras

De�nição 1.2.1 Sejam A e B duas K-álgebras. Dizemos que uma transformação

linear φ : A −→ B é um homomor�smo de álgebras quando φ(ab) = φ(a)φ(b), para

quaisquer a, b ∈ A e φ(1A) = 1B.

Diremos que um homomor�smo de álgebras φ : A −→ B é um isomor�smo se ele

for bijetivo. Chamaremos um homomor�smo φ : A −→ A de endomor�smo de A e se

este endomor�smo for bijetivo, então será chamado de automor�smo. Denotaremos

por End(A) e Aut(A) os conjuntos de todos os endomor�smos e automor�smos de A,

respectivamente.

Sendo φ : A −→ B um homomor�smo de K-álgebras, então o conjunto Kerφ =

{a ∈ A/φ(a) = 0} é chamado de núcleo de φ e o conjunto Imφ = {φ(a)/a ∈ A}
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é chamdo de imagem de φ. Observe que Kerφ é um ideal de A e que Imφ é uma

subálgebra de B.

Exemplo 1.2.2 (i) Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Temos que a seguinte

aplicação φ : A −→ A
I
, de�nida por φ(a) = a, é um homomor�smo de álgebras,

chamado de projeção canônica.

(ii) Seja V um K-espaço vetorial de dimensão �nita n. Sabemos que existe um iso-

mor�smo entre o espaço dos operadores lineares L(V) e o espaço das matrizes de

ordem n, Mn(K). Obeserve que este isomor�smo preserva a multiplicação. Logo,

ele é um isomor�smo de álgebras.

(iii) Considere um homomor�smo φ : A −→ B, onde A e B são K-álgebras. Temos

que a seguinte aplicação é um isomor�smo:

φ :
A

Kerφ
−→ Imφ

a 7→ φ(a) = φ(a)

Proposição 1.2.3 Sejam A e B K-álgebras e S um subconjunto gerador de A (como

espaço vetorial) e φ : A −→ B uma transformação linear . Então φ é um homomor-

�smo de álgebras se, e somente se, φ(ab) = φ(a)φ(b) para quaisquer a, b ∈ S.

Demonstração: Basta observa que os produtos em A e B são bilineares e usar

a linearidade de φ. �

Teorema 1.2.4 Se A é uma álgebra associativa e com unidade, então são equivalentes:

(i) A é isomorfa a um produto direto A1 × ...× Ak (k ≥ 2) de álgebras associativas

e com unidade.

(ii) Existem ideais I1, ..., Ik de A (k ≥ 2) tais que A = I1 ⊕ ...⊕ Ik.

(iii) Existem elementos u1, . . . , uk ∈ Z(A) (k ≥ 2) tais que uiuj = 0, se i 6= j e

u1 + ...+ uk = 1.

Demonstração: Fica como exercício ao leitor. �
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1.3 Álgebras Graduadas

De�nição 1.3.1 Sejam A uma álgebra e G um grupo arbitrário. De�nimos uma G-

graduação em A, como sendo uma família de subespaços {Ag/g ∈ G} de A tais que

A =
⊕
g∈G

Ag e AgAh ⊆ Agh,∀g, h ∈ G

Dizemos que uma álgebra éG-graduada, quando ela esta munida de umaG-graduação.

Dizemos que um elemento a ∈ A é homogêneo de grau g quando a ∈ Ag, para algum

g ∈ G; o subespaço Ag é chamado de componente homogênea de grau g da graduação

e um subespaço qualquer B de A é dito homogêneo quando B =
⊕

g∈G(Ag ∩B).

Exemplo 1.3.2 (i) Toda álgebra A possui uma G-graduação. Basta considerar

Ae = A e Ag = {e}, para todo g ∈ G − {0}, onde e é o elemento neutro de

G. Esta graduação é chamada de graduação trivial.

(ii) Considere a álgebra Mn(K) das matrizes de ordem n. Para cada λ ∈ Zn, con-

sidere o subespaço Mλ = span{Eij/j − i = λ}; e para cada µ ∈ Z, considere o

seguinte subespaço

Mµ =

 0, se |µ| ≥ n

span{Eij/j − i = µ}, se |µ| < n

onde Eij são as matrizes elementares de�nidas no exemplo 1.1.6.

Como as matrizes Eij formam uma base de Mn(K), então

Mn(K) =
⊕
λ∈Zn

Mλ e Mn(K) =
⊕
µ∈Z

Mµ

Ademais, como

EijElk =

 Eik, se j = l

0, se j 6= k

teremos que estas decomposições de�nem uma Zn-graduação e uma Z-graduação,

respectivamente. Esta Zn-graduação é chamada de graduação canônica deMn(K).
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(iii) De modo análogo ao feito no exemplo anterior, também de�nimos uma Zn-

graduação e uma Z-graduação para a álgebra das matrizes triangulares superiores

Un(K) de ordem n, onde as respectivas componentes homogêneas são:

Uλ = span{Eij/j − i = λ} e Uµ =

 0, se |µ| ≥ n

span{Eij/j − i = µ}, se |µ| < n

Esta Zn-gradução é chamada de graduação canônica para a álgebra das matrizes

triangulares superiores.

(iv) Considere B uma subálgebra homogênea de uma álgebra G-graduada A. Como

uma subálgebra é por si uma álgebra e como

B =
⊕
g∈G

(B ∩ Ag), e (B ∩ Ag)(B ∩ Ah) ⊆ (B ∩ Agh), ∀h, g ∈ G

temos que B é uma álgebra G-graduada, com a graduação induzida pela G-

graduação de A.

(v) Considere uma álgebra G-graduada A e I um ideal de A. Observe que a álgebra

A
I
será G-graduada, quando I for um subespaço homogêneo.

Proposição 1.3.3 Seja A uma K-álgebra G-graduada. Se A possuir unidade, digamos

1A, então 1A ∈ Ae.

Demonstração: De fato, considere 1A =
∑

g ag, onde ag ∈ Ag e {g ∈ G/ag 6= 0}

é �nito. Logo, para um elemento homogêneo arbitrário bh, teremos que,

bh =
∑
g∈G

bhag.

Como bhae ∈ Ah, bhag ∈ Ahg, então pela graduação teremos que bh = bhae e

bhai = 0. Logo ae = 1 e ag = 0, ∀g ∈ G− e. Portanto 1 ∈ Ae. �

De�nição 1.3.4 Sejam A e B duas álgebras G-graduada e φ : A −→ B um homo-

mor�smo. Dizemos que φ é um homomor�smo graduado quando φ(Ag) ⊆ Bg, para

todo g ∈ G. Diremos que φ é um isomor�smo graduado quando φ é um homomor�smo

graduado bijetivo.

Observação 1.3.5 Sejam A uma álgebra e (Ag)g∈G e (Ag′)g∈G duas G-graduações em

A. Dizemos que estas G-graduações são isomorfes se existe um automor�smo φ de A

tal que φ(Ag) = Ag′ para todo g ∈ G.
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1.4 Módulos sobre álgebras e representações de gru-

pos

De�nição 1.4.1 Seja A uma álgebra associativa e com unidade. De�nimos um A-

módulo como sendo um K-espaço vetorial M , munido de um produto A ×M −→ M ,

de�nido por (a, v) −→ av, quel satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (a1 + a2)v = a1v + a2v

(ii) a(v1 + v2) = av1 + av2

(iii) (λa)v = a(λv) = λ(av)

(iv) a1(a2v) = (a1a2)v

(v) 1Av = v

para quaisquer a, a1, a2 ∈ A, v, v1, v2 ∈M e λ ∈ K.

Exemplo 1.4.2 (i) Seja A uma álgebra. Então A é naturalmente um A-módulo

sobre si mesmo. O módulo A será denotado por AA

(ii) Considere V como sendo um espaço vetorial e L(V ) a álgebra dos operadores

lineares de V . Então V , munido do produto L(V ) × V −→ V , de�nido por

(T, v) 7→ T.v = T (v), é um L(V )-módulo.

De�nição 1.4.3 Sejam A um álgebra e M um A-módulo. De�nimos:

(i) Um submódulo N de M como sendo um subespaço vetorial de M tal que a.n ∈ N

para quaisquer a ∈ A e n ∈ N .

(ii) Um submódulo minimal N de M como sendo um submódulo não nulo tal que não

exista submódulo N1 de M com 0 6= N1 ( N .

(iii) Um submódulo maximal N de M , como sendo um submódulo próprio tal que não

exista submódulo N2 de M com N ( N2 (M .

(iv) M como sendo um A-módulo irredutível (ou simples) se seus únicos submódulos

são {0} e M .
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Exemplo 1.4.4 (i) Os submódulos do A-módulo AA são exatamente os ideais a

esquerda de A.

(ii) Sendo V um K-espaço vetorial, temos que V é irredutível como L(V )-módulo.

De fato, seja W um submódulo não-trivial de V tal que T (W ) ⊂ W , para todo

T ∈ L(V ). Considere 0 6= w ∈ W . Logo, para qualquer v ∈ V , existe T ∈ L(V ),

tal que v = T (w) = T.w ∈ W e assim W = V .

De�nição 1.4.5 Sejam A um álgebra e M1 e M2 dois A-módulos. Dizemos que uma

transformação linear φ : M1 −→ M2 é um homomor�smo de A-módulos quando

φ(am) = aφ(m), para quaisquer a ∈ A e m ∈ M1. Se φ for bijetiva, diremos que

este homomor�smo e um isomor�smo de A-módulos.

De�nição 1.4.6 Sejam G um grupo e V um K-espaço vetorial. De�nimos uma re-

presentação linear de G em V como um homomor�smo de grupos:

φ : G −→ GL(V )

g −→ φg

onde GL(V ) é o grupo dos operadores lineares de inversíveis de V . De�niremos o grau

da representação de φ como sendo a dimensão de V .

Observação 1.4.7 Quando a dimensão de V é �nita, sabemos que existe um isomor-

�smo entre GL(V ) e GLn(K), onde GLn(V ) é o grupo da matrizes inversíveis de ordem

n sobre K. Logo, podemos ver a representação de�nida acima da seguinte maneira:

φ : G −→ GLn(K).

Exemplo 1.4.8 (i) Sejam G um grupo e V um espaço vetorial. A seguinte aplicação

é uma representação linear:

φ : G −→ GL(V )

g 7→ φg = IdV

Esta representação é chamada de representação trivial. Se dimensão de V for

�nita, então teremos que uma representação trivial que pode ser vista da seguinte
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forma:

φ : G −→ GLn(K)

g 7→ φg = Idn

onde dimV = n.

De�nição 1.4.9 Sejam G um grupo, V um espaço vetorial e φ : G −→ GL(V )

uma representação linear. Dizemos que um subespaço W de V é φ-invariante quando

φg(W ) ⊆ W , para todo g ∈ G. Se existir algum subespaço W φ-invariante de V tal

que 0 6= W 6= V , então diremos que φ é uma representação redutível, caso contrário,

diremos que φ é uma representação irredutível.

Seja W um subespaço φ-invariante de V . Se g ∈ G, então podemos restringir φg

a W :

φg|W : W −→ W

w 7→ φg(w)

Como φg é bijetora, φg(W ) ⊆ W e φ−1
g (W ) = φg−1(W ) ⊆ W , teremos que φg(W ) = W

e portanto φg ∈ GL(W ). Logo, podemos de�nir uma sub-representação de φ, que é a

restrição de φ a W , dada por:

φ|W : G −→ GL(V )

g 7→ φ(g) = φg|W

De�nição 1.4.10 Sejam G um grupo, V um espaço vetorial e φ : G −→ GL(V ) uma

representação linear. Dizemos que φ é completamente redutível (ou semi-simples) se

existem W1, ...,Wk subespaços de V φ-invariantes, tais que:

(i) V = W1 ⊕ ...⊕Wk;

(ii) A restrição de φ a cada Wi é uma representação irredutível.

Teorema 1.4.11 (Maschke) Seja G um grupo �nito cuja ordem não é divisível por

charK. Se φ : G −→ GL(V ) é uma representação linear de grau �nito e W é um

subespaço φ-invariante de V , então existe W1 subespaço φ-invariante de V tal que

V = W
⊕

W1 . Logo φ é completamente redutível.
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Demonstração: Veja [21], capítulo 2, seção 6. �

De�nição 1.4.12 Sejam G um grupo, V e W K-espaços vetoriais e φ e ψ represen-

tações lineares de G em V e W , respectivamente. Dizemos que φ e ψ são represen-

tações equivalentes se existe uma transformação linear bijetora T : V −→ W tal que

ψgT = Tφg, para todo g ∈ G.

Considere G um grupo e o conjunto KG de todas as somas formais
∑

g∈G αgg,

onde αg ∈ K e {g ∈ G/αg 6= 0} é um conjunto �nito. Sendo
∑

g αgg,
∑

g∈G βgg ∈ KG,

dizemos que
∑

g∈G αgg =
∑

g∈G βgg sempre que αg = βg, para todo g ∈ G. De�namos

as seguintes operações em KG:∑
g∈G

αgg +
∑
g∈G

βgg =
∑
g∈G

(αg + βg)g e λ
∑
g∈G

αgg =
∑
g∈G

(λαg)g

para λ ∈ K. Munido destas destas operações KG é um K-espaço vetorial, chamado de

K-espaço vetorial com base G. Observe que G é de fato uma base para este K-espaço.

Se ∗ for a operação de G, então pela Proposição 1.1.9, ∗ estende-se a uma única

operação bilinear de KG. Munido desta operação, teremos que KG é uma álgebra

associativa e com unidade, chamada de álgebra de grupo. Ademais, observe que

KG será comutativa se, e somente se, G for abeliano.

Agora iremos descrever a relação entre os KG-módulos e as K-representações

lineares de G. Sejam G um grupo e V um K-espaço vetorial. Suponhamos que

φ : G −→ GL(V ) seja uma representação linear e consideremos o produto

KG× V −→ V

de�nido por (
∑

g∈G λgg).v =
∑

g∈G λgφg(v). Temos que este produto faz de V um

KG-módulo. Observe que sendo W um subespaço de V φ-invariante, teremos que W

será um KG-submódulo de V .

Por outro lado, seja V umKG-módulo e considere a aplicação: ψ : G −→ GL(V ),

de�nida por ψ(g) = ψg, onde ψg(v) = gv. Temos que ψ assim de�nida será uma

representação linear deG. Ademais, observe que seW é um submódulo deKG-módulo,

então W é um subespaço φ-invariante de V . Portanto, existe uma correpondência

biunívoca entre as estruturas de KG-módulo em V e as representações lineares de G

em V .
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Proposição 1.4.13 Sejam φ : G −→ GL(V ) e ψ : G −→ GL(W ) representações

lineares de G. Então valem

(i) φ e ψ são equivalentes se, e somente se, os respectivos KG-módulos V e W são

isomorfos.

(ii) φ é irredutível se, e somente se, o respectivo KG-módulo V é irredutível.

Demonstração: Veja [26], Capítulo 8, seção 1. �

Considere a representação linear

φ : G −→ GL(KG)

onde φg : KG −→ KG é de�nida por φg(x) = gx. Esta representação é chamada de

representação regular a esquerda de G. Observe que os subespaços φ-invariantes

de KG são exatamente os ideais a esquerda de KG. Já os ideais minimais a esquerda

de KG correspondem as φ-sub-representações irredutíveis de φ. Suponha G um grupo

�nito e que a charK não divide a ordem de G. Então, pelo Teorema de Maschke,

teremos queKG é a soma direta de uma quantidade �nita de ideais minimais a esquerda

e, a menos de equivalência, o número de K-representações irredutíveis de G é �nito e

menor ou igual ao número de classe de conjugação de G (veja [16], seção 5.3).

Considere m como sendo o número de representações irredutíveis (a menos de

equivalencia) de G. Seja I1, . . . , Im ideais minimais à esquerda de KG dois a dois não

isomorfos como KG-módulo. Para cada j = 1, . . . ,m, e considere os ideais bilaterais

Jj = IjKG. Daí, nas condições do Teorema de Maschke, teremos o seguinte resultado

Proposição 1.4.14 KG = J1 ⊕ · · · ⊕ Jm e m é menor ou igual ao número de classes

de conjugação de G.

Demonstração: Veja [26], seção 8.1, Teorema 8.1.3. �

O próximo teorema irá mostrar que se o corpo K é algebricamente fechado, então

o número de K-representações do grupo G é igual ao número de classes de conjugação

de G.
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Teorema 1.4.15 Se K é um corpo algebricamente fechado cuja característica não

divide a ordem de um grupo �nito G, então:

(i) O número de K-representações lineares irredutíveis de G é �nito e, a menos de

equivalência, é igual ao número de classes de conjugação de G.

(ii) Se d1, d2, ..., dm são os graus das K-representações irredutíveis (não equivalentes)

de G, então |G| = d2
1 + d2

2 + ...+ d2
m.

Demonstração: Veja [26], pag. 224. �

De�nição 1.4.16 Sejam V um espaço vetorial de dimensão �nita e φ : G −→ GL(V )

uma repreentação linear. Então, de�nimos o caracter da representação φ, como sendo

a seguinte aplicação:

χφ : G −→ K

g 7→ χφ(g) = trφg

Diremos que o caracter χφ é um caracter irredutível quando a representação φ for

irredutível. Observe que duas representações equivalentes têm o mesmo caracter e que,

sendo e o elemento neutro do grupo G, então, χ(e) = trId = dimV . Ademais, temos

que elementos conjugados de G têm a mesma imagem por um caracter e daí dizemos

que os caracteres são funções de classes de G em K.

De�nimos o caracter de umKG-módulo como sendo o caracter daK-representação

de G de�nida por este KG-módulo.

Exemplo 1.4.17 (i) Considere G um grupo e φ0 : G −→ GL(V ) uma representação

trivial de grau �nito. Então χφ0(g) = trIdV = dimV , para todo g ∈ G.

(ii) Considere uma representação linear, φ : G −→ K − 0. Então χφ(g) = φ(g), para

todo g ∈ G.

Teorema 1.4.18 Todo caracter de um grupo G é uma soma de caracteres irredutíveis.

Demonstração: Veja [26], pag. 227. �
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Seja G um grupo �nito e suponha que charK não divide a ordem de G. Sendo f

e h duas funções de G em K, de�nimos

〈f, g〉G = |G|−1
∑
g∈G

f(g−1)h(g).

Diremos que K é um corpo de decomposição de G se todo caracter irredutível

de G sobre K for ainda irredutível quando visto como caracter de G sobre qualquer

extensão L de K.

Teorema 1.4.19 (Relações de Ortogonalidade) Sejam G um grupo �nito e φ :

G −→ GL(V ) e ψ : G −→ GL(W ) representações irredutíveis de G, com os respectivos

caracteres χ1 e χ2. Suponha que charK = 0. Então:

(i) Se φ e ψ são não equivalentes, então 〈χ1, χ2〉G = 0.

(ii) Se K um corpo de decomposição de G, então 〈χ1, χ1〉G = 1.

(iii) 〈χ1, χ1〉G = q, para algum inteiro positivo q ∈ K.

Demonstrão: Veja [26], pag. 229 e [16], pag. 273. �

Corolário 1.4.20 Sejam K um corpo de característica zero, G um grupo �nito e χ

um K-caracter de G. Então:

(i) 〈χ, χ〉G é um inteiro positivo.

(ii) Se 〈χ, χ〉G = 1, então χ é um caracter irredutível.

Demonstração: Consequência imediata do resultado anterior, do Teorema 1.4.18

e da bilinearidade de 〈, 〉G. �

Teorema 1.4.21 Se K é um corpo de característica zero, então duas K-representações

lineares de um grupo G que têm o mesmo caracter são equivalentes.

Demonstração: Veja [26], pag. 230. �
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1.5 Representações do Grupo Simétrico

Nesta seção iremos dar uma introdução a teoria de Young sobre as representações

do grupo simétrico. Para isto iremos supor que K seja um corpo de característica zero.

Esta teoria será muito utilizada no próximo capítulo. Iniciaremos com a seguinte

de�nição:

De�nição 1.5.1 Seja n ∈ N. De�nimos uma partição de n como sendo uma k-umpla

λ = (n1, n2, ..., nk) de números naturais tais que n1 +n2 + ...+nk = n e n1 ≥ n2 ≥ ... ≥

nk. De�nimos a altura de λ, denotada por h(λ) como sendo o número k. Usaremos a

notação (n1, ..., nk) ` n e p(n) denotará o número total de partições de n.

De�nição 1.5.2 Sendo λ = (n1, ..., nk) ` n, de�nimos o diagrama de Young Dλ da

partição λ como sendo o conjunto Dλ = {(i, j) ∈ N× N/1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni}.

Usualmente, descrevemos um diagrama de de Young Dλ por n quadrados, dispos-

tos em k �las horizontais, chamadas de linhas, onde a i-ésima linha tem ni quadrados.

Cada �la vertical será chamada de coluna. Por exemplo, considere n = 7 e a seguinte

partição de 7, λ = (3, 2, 2). Então, teremos o seguinte diagrama de Young:

Dλ =

De�nição 1.5.3 Sejam n ∈ N e λ = (n1, ..., nk) ` n. De�nimos uma tabela de Young

do diagrama Dλ como sendo uma função bijetora T : Dλ −→ In = {1, 2, ..., n}. Dize-

mos que uma tabela de Young T é standard se satisfaz as seguintes condições:

(i) T (i, j) < T (i, j + 1), para 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j < ni;

(ii) T (i, j) < T (i+ 1, j) para 1 ≤ j ≤ n1 e 1 ≤ i < cj, onde cj é o número de células

da j-ésima coluna.

Observação 1.5.4 Dizer que uma tabela de Young T é standard signi�ca dizer que

as entradas nas linhas crescem da esquerda para a direita e nas colunas de cima para

baixo.
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Sendo σ ∈ Sn, de�nimos σT como sendo a composição σ◦T : Dλ −→ In, que será

também um tabela de Young do diagrama Dλ. Ademais, sendo T1 e T2 duas tabelas

de Young de um mesmo diagrama, então existe σ ∈ Sn tal que σT1 = T2.

De�nição 1.5.5 Seja T uma tabela de Young. Então, de�nimos:

(i) O grupo das permutações das linha, que denotaremos por R(T ), como sendo:

R(T ) = {σ ∈ Sn/σ(L) = L para toda linha L de T}.

(ii) O grupo das permutações das colunas, que denotaremos por C(T ), como sendo

C(T ) = {σ ∈ Sn/σ(C) = C para todo coluna C de T}.

Considere uma tabela de Young T . De�nimos os seguintes elementos da álgebra

de grupo KSn:

PT =
∑

σ∈R(T )

σ, QT =
∑

µ∈C(T )

(−1)µµ e ET = PTQT =
∑
σ∈R(T )
µ∈C(T )

(−1)µσµ

Lema 1.5.6 Sejam α ∈ Sn, λ um partição de n e T um tabela de Young do diagrama

Dλ, então existe a, tal que, ETαET = aET

Demonstração: Veja [16], capítulo 5, seção 4. �

Como consequência do Lema 1.5.6, teremos que E2
T = aET , para algum a ∈ K.

Logo, sendo eT = a−1ET , teremos que e2
T = a−2E2

T = eT . Este idempotente assim

de�nido, é chamado de idempotente minimal de T . Tomemos agora MT = KSnET =

{αET/α ∈ KSn} = KSneT , que é um ideal a esquerda de KSn.

Teorema 1.5.7 Sejam n ∈ N, λ, λ1, λ2 ` n e T, T1, T2 tabelas de Young dos diagramas

D,Dλ1 , Dλ2, respectivamente. Então:

(i) MT é um Sn-modulo irredutível.

(ii) MT1 e MT2 são Sn-módulos isomorfos se, e somente se, λ1 = λ2.
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Demonstração: Veja [16], capítulo 5, seção 4. �

Seja n ∈ N. Então, pelo teorema acima, podemos concluir que o número de

KSn-módulo irredutíveis é maior ou igual ao número de partições de n. Sabemos que o

número de classes de conjugação do grupo simétrico Sn é igual a p(n). Logo o número

de Sn-representações irredutíveis será menor ou igual a p(n). Daí e da Proposição

1.4.14, concluimos que o grupo KSn possui, a menos de equivalência, exatamente p(n)

representações irredutíveis. Sabemos que existe uma correspondência biunívoca entre

as partições de n e os KSn-módulos irredutíveis (veja [14], seção 10.4). Daí, podemos

representar um caracter irredutível χ de KSn por χλ, onde λ ` n. Logo, sendo χ um

caracter de KSn, pelo teorema 1.4.18, teremos que

χ =
∑
λ`n

mλχλ

onde mλ ∈ Z e mλ ≥ 0.

Para terminarmos esta seção, iremos descrever a famosa fórmula do gancho, que

conta o número de tabelas standard. Inicialmente, sejaDλ um tabela de Young e (i0, j0)

uma célula desta tabela, então de�nimos o gancho de (i0, j0) como sendo o conjunto

{(i0, j)/j0 ≤ j ≤ ni0} ∪ {(i, j0)/i0 ≤ i ≤ cj0}

Obeserve que o gancho de (i0, j0) do diagrama Dλ é exatamente o conjunto das células

da linha i0 que estão a direita de (i0, j0) e da coluna j0 que estão abaixo de (i0, j0).

Considerando h(i0,j0) como sendo o número de células, ou tamanho, do gancho (i0, j0),

temos o seguinte teorema

Teorema 1.5.8 (Fómula do Gancho) Sendo n ∈ N, λ = (n1, . . . , nr) uma partição

de n e ST (λ) o número de tabelas standard do diagrama Dλ, então temos

ST (λ) =
n!∏

(i,j)∈Dλ h(i.j)

Demonstração: Veja [8], capítulo 4, seção 3.

Observação 1.5.9 A importância da fórmula do Gancho para a teoria de represen-

tações do Sn reside no fato de que ST (λ) coincide com o grau dλ da representações

irredutível de Sn associada a partição λ (veja [8], pag 121).
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1.6 Álgebra associativa livre e identidades polinomi-

ais

Nesta seção iremos de�nir a álgebra associativa unitária livre, que será represen-

tada por K〈X〉. Em seguida iremos de�nir as identidades polinômiais de uma álgebra

e o que vem a ser uma PI-álgebra.

Inicialmente, seja A uma álgebra associativa unitária e S ⊂ A. Dizemos que S

gera A como álgebra quando A = span{1A, s1 . . . sk/k ∈ N, si ∈ S}.

De�nição 1.6.1 Seja A uma álgebra associativa. Dizemos que ela é livre se existe um

conjunto S ⊂ A tal que S gera A e para toda álgebra associativa B e toda aplicação

f : S −→ B existe um único homomor�smo de álgebras φ : A −→ B que estende esta

aplicação. Neste caso diremos que S é um conjunto gerador livre de A, ou que A é

gerada livremente por S.

Considere um conjunto de variáveis X = {x1, x2, . . .}. Uma palavra em X é

uma sequência xi1xi2 . . . xik de variáveis, onde k ∈ N − {0} e xij ∈ X (no caso em

que k = 0, de�nimos com sendo a palavra vazia e representamos por 1). Considere

S(X) como sendo o conjunto de todas as palavras em X. Dizemos que duas palavras

xi1 . . . xik1 e xj1 . . . xjk2 são iguais quando k1 = k2 e i1 = j1, . . . , ik1 = jk2 . Considere

o conjunto K〈X〉 que é formado por elementos formais do tipo
∑

m∈S(X) αmm, onde

αm ∈ K. Observe que este conjunto, munido das seguintes operações,∑
m∈S(X)

αmm+
∑

m∈S(X)

βmm =
∑
m∈X

(αm + βm)m

e

λ
∑

m∈S(X)

αmm =
∑

m∈S(X)

(λαm)m

para qualquer λ ∈ K, é um K-espaço vetorial, com base S(X). Os termos αmm são

chamados de monômios e as somas formais de monômios são chamadas de polinômios.

De�nimos como sendo o grau do monômio xi1xi2 . . . xik1 o número natural k1 e observe

que o grau da palavra vazia 1 será 0. O grau de um polinômio f ∈ K〈X〉 − {0},

que será representado por ∂f , é de�nido como sendo o máximo dentre os graus dos

monômios de f .
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Considere agora em S(X) a operação de concatenação:

(xi1 . . . xik1 )(xj1 . . . xjk2 ) = xi1 . . . xik1xj1 . . . xjk2

Observe que esta operação é associativa e que tem elemento neutro (a palavra vazia 1).

Daí, K〈X〉 munido da operação bilinear induzida por esta operação de concatenação

(Proposição 1.1.9), é uma álgebra associativa e com unidade.

Agora considere uma aplicação g : X −→ A, dada por g(xi) = ai, onde A é

uma álgebra associativa e com unidade. Então, de�namos a seguinte aplicação linear

φ : K〈X〉 −→ A, que satisfaz φ(1) = 1A e φ(xi1 . . . xik) = ai1 . . . aik . Temos então

que φ é o único homomor�smo de álgebras tal que φ(xi) = g(xi). Portanto, K〈X〉

é uma álgebra associativa unitária livre, livremente gerada por X. Representaremos

f(ai1 , . . . , aik) como sendo a imagem de f(ai1 , . . . , aik) pelo homomor�smo φ. Observe

que f(ai1 , . . . , aik1 ) é o elemento de A obtido substituindo-se xij por aij no polinômio

f .

De�nição 1.6.2 Sejam A uma álgebra associativa e unitária e f(x1, . . . xn) ∈ K〈X〉

um polinômio. Diremos que f(x1, . . . xn) é um identidade polinomial para a álgebra A

quando f(a1, . . . an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Se A possui alguma identidade

polinômial não nula diremos que A é uma PI- álgebra.

Observação 1.6.3 Considere o conjunto Φ de todos os homomor�smo φ : K〈X〉 −→

A. Então teremos que f ∈ K〈X〉 é um identidade para para a álgebra A se, e somente

se, f ∈∩φ∈Φkerφ.

Exemplo 1.6.4 (i) Qualquer álgebra comutativa A é uma PI-álgebra, pois temos

que [x1, x2] é uma identidade para A.

(ii) Toda álgebra nilpotente é uma PI-álgebra. De fato, supondo que n seja o índice de

nilpotência de A, então teremos que o monômio x1x2 . . . xnxn+1 é uma identidade

polinomial para A.

(iii) Considere a álgebra das matrizes de ordem n sobre K, Mn(K) e o polinômio

conhecido como o polinômio de standard, sn =
∑

σ∈Sn(−1)σxσ(1) . . . xσ(n). O teo-

rema de Amitsur-Levitzki a�rma que o polinômio s2n(x1, . . . , x2n) é um identidade

para a álgebra Mn(K).
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(iv) Considere a álgebra das matrizes triangulares superiores de ordem n, Un(K).

Então o polinômio [x1, x2] . . . [x2n−1, x2n] é uma identidade para esta álgebra.

Seja A uma álgebra e considere Id(A) o subconjunto de K〈X〉 de todas as iden-

tidades de A. Observe que Id(A) será um ideal de K〈X〉.

Proposição 1.6.5 Seja A uma álgebra associativa qualquer. Então, o ideal Id(A) é

invariante por todos os endomor�smos de K〈X〉.

Demonstração: Veja [14], pag. 3. �

De�nição 1.6.6 Um ideal I de K〈X〉 é um T -ideal quando φ(I) ⊆ I, para todo en-

domor�smo φ de K〈X〉.

Observação 1.6.7 (i) Pelo argumentado na Proposição 1.6.5 teremos que Id(A) é

um T -ideal de K〈X〉, para qualquer álgebra A. Logo, toda álgebra determina um

T -ideal.

(ii) A soma e a interseção de uma família arbitrária de T -ideais é ainda um T -ideal.

(iii) Se f(x1, . . . , xn) ∈ I, onde I é um T -ideal de K〈X〉 e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉, então

temos que f(g1, . . . , gn) ∈ I.

De�nição 1.6.8 Considere S ⊆ K〈X〉. A classe de todas as álgebras A tais que,

para qualquer f ∈ S, f é um identidade para A, é chamada de variedade determinada

por S, que será denotada por V = V(S). Sendo S = {fi(x1, ..., xni) ∈ K〈X〉/i ∈ I}

e D a variedade determinada por S, consideremos o T -ideal T (D) da variedades D

que é a interseção de todos os T -ideais das identidades das álgebras de D. Diremos

que este T -ideal é gerado por S = {fi ∈ K〈X〉/i ∈ I} e iremos representar por

T (D) = 〈S〉T = 〈fi ∈ K〈X〉/i ∈ I〉T . Observe que 〈S〉T é o menor T -ideal de K〈X〉

que contém S.

Observação 1.6.9 De modo análogo ao feito na de�nição anterior, podemos de�nir

a variedade determinada por um único polinômio f , como sendo a classe de todas as

álgebras que têm f como uma identidade polinomial
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De�nição 1.6.10 Dois conjuntos de polinômios de K〈X〉 são ditos equivalentes se eles

geram o mesmo T -ideal. Um polinômio g é consequência de um conjunto de polinômios

{fi/i ∈ I} se g ∈ 〈fi/i ∈ I〉T .

Agora iremos de�nir a álgebra livre G-graduada, onde G é um grupo �nito ar-

bitrário. Seja K〈X〉 a álgebra livre, livremente gerada pelo conjunto X =
⋃
g∈GXg,

onde Xg = {x(g)
1 , x

(g)
2 , . . . } e Xg1 ∩Xg2 6= ∅ para g1 6= g2. As variáveis de Xg são ditas

variáveis de grau g. De�nimos o G-grau de um monômio x(g1)
i1

x
(g2)
i2

. . . x
(gt)
it
∈ K〈X〉

como sendo g1g2 . . . gt ∈ G, e denotamos por K〈X〉(g) o subespaço de K〈X〉 gerado por

todos os monômios de G-grau g. Observe que

K〈X〉(g)K〈X〉(h) ⊆ K〈X〉(gh) e que K〈X〉 =
⊕
g∈G

K〈X〉(g)

Portanto, K〈X〉 é uma álgebra G-graduada, que será denotada por K〈X〉gr.

Para a álgebra K〈X〉gr também teremos a propriedade das álgebras livremente

geradas, ou seja, para toda álgebra G-graduada A⊕g∈GAg e toda aplicação f : X −→ A

tal que f(x
(g)
i ) ∈ Ag, existe um único homomor�smo G-graduado φ : K〈X〉gr −→ A

que estende esta aplicação. Considerando um polinômio graduado f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gk)
k ) ∈

K〈X〉gr, dizemos que f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gk)
k ) é uma identidade G-graduada para a álgebra

G-graduada A, se f(a
(g1)
1 , . . . , a

(gk)
k ) = 0, para quaisquer a(g1)

1 ∈ A(g1), . . . , a
(gk)
k ∈ A(gk).

Observe que o conjunto Idgr = {f ∈ K〈X〉gr/f é uma identidade G-graduada de A} é

um T -ideal graduado de K〈X〉gr, ou seja, um ideal de K〈X〉gr invariante por todos os

endomor�smos G-graduados de K〈X〉gr.

1.7 Polinômios multihomogêneos e polinômios multi-

lineares

Nesta seção iremos de�nir os polinômios multihomogêneos e multilineares, além

de apresentarmos um teorema, que dependendo da característica do corpo, irá mostrar

que qualquer T -ideal é gerado por polinômios de um destes tipos.

De�nição 1.7.1 Seja m(x1, ..., xk) ∈ K〈X〉 um monômio em K〈X〉. De�nimos o

grau do monômio m(x1, ..., xk) na variável xi como sendo o número de vezes em que xi
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aparece em m(x1, ..., xk). De�nimos o grau total de m(x1, ..., xk) como sendo a soma

dos graus de todas as variáveis deste monômio.

De�nição 1.7.2 Diremos que um polinômio p(x1, ..., xk) ∈ K〈X〉 é homogêneo de

grau ni na variável xi, para i ∈ {1, ..., k}, se cada monômio de p(x1, ..., xk) tiver o

grau ni na variável xi. Um polinômio p(x1, ..., xk) é dito multihomogêneo de multigrau

(n1, ..., nk) se p(x1, ..., xk) é homogêneo em todas as suas variáveis com grau ni em

xi, para todo i ∈ {1, ..., k}. Quando um polinômio for multihomogêneo de multigrau

(1, ..., 1), diremos que ele é um polinômio multilinear.

Em um polinômio f(x1, . . . , xk), de�nimos a componente multihomogêneas de

multigrau (n1, . . . , nk) como sendo a soma do todos os monômios em f que têm o

multigrau (n1, . . . , nk).

Iremos denotar por Pn o espaço vetorial de todos os polinômios em K〈X〉 que

são multilineares na variáveis {x1, . . . , xn}. Observe que a dimensão de Pn é n! e que

Pn tem como base o seguinte conjunto de monômios: {xσ(1) . . . xσ(n)/σ ∈ Sn}.

Teorema 1.7.3 Seja I um T -ideal de K〈X〉 e suponha que K seja um corpo in�nito.

Se f(x1, . . . , xk) ∈ I, então todas as componentes multihomogêneas de f pertencem a

I. Daí, concluimos que I é gerado por seus polinômios multihomogêneos.

Demonstração: Veja [14], teorema 1.3.2 �

Teorema 1.7.4 Toda PI-álgebra A satisfaz uma identidade multilinear.

Demonstração: Veja [14], teorema 1.3.7. �

Teorema 1.7.5 Seja K é um corpo de característica zero. Se I é um T -ideal de K〈X〉,

então I é gerado por seus polinômios multilineares.

Demonstração: Veja [14], corolário 1.3.9. �

Considere o espaço vetorial Pn = span{xσ(1), . . . , xσ(n)/σ ∈ Sn} dos polinômios

multilineares nas variáveis x1, . . . , xn na álgebra associativa livre K〈X〉. Considere

a aplicação, φ : KSn −→ Pn, de�nida por φ
(∑

σ∈Sn ασσ
)

=
∑

σ∈Sn ασxσ(1) . . . xσ(n).
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Observe que esta aplicação é um isomor�smo entre K-espaços vetoriais. Além disto

podemos de�nir uma ação do grupo Sn no espaço vetorial Pn da seguinte maneira:

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Através disto, podemos de�nir o Sn-módulo Pn de maneira natural, considerando o

produto bilinear . : KSn × Pn −→ Pn tal que σ.f(x1, . . . xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)) e

observar que Pn ∩ Id(A) é invariante por esta ação, uma vez que se f ∈ Pn ∩ T (A) e

σ ∈ Sn, então σf ∈ Pn ∩ T (A). Temos então que Pn ∩ T (A) é um KSn-submódulo de

Pn. Daí, podemos considerar

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)

e de uma maneira natural (σ.f = σf , para σ ∈ Sn e f ∈ Pn) este quociente tem uma

estrutura de KSn-módulo. Daí, daremos a seguinte de�nição:

De�nição 1.7.6 Seja A uma PI-álgebra.

(i) O número inteiro não negativo

cn(A) = dim
Pn

Pn ∩ Id(A)

é chamado de n-ésima codimensão da álgebra A, para cada n ∈ N.

(ii) Para n ∈ N, o Sn-caracter de Pn(A) = Pn
Pn∩Id(A)

é chamado de n-ésimo cocaracter

de A, denotado por χn(A)

Se decompusermos o n-ésimo cocaracter em soma de caracteres irredutíveis, te-

remos que χn(A) =
∑

λ`nmλχλ, ondeχλ é o caracter irredutível de Sn associado a

partição λ ` n e mλ é a multipicidade correspondente.

Seja G um grupo �nito e considere o espaço dos polinômios multilineares G-

graduados

P gr
n = span{x(g1)

σ(1) . . . x
(gn)
σ(n)/σ ∈ Sn; g1, . . . gn ∈ G}.

Temos que P gr
n ∩Idgr(A) é o conjunto de todas as identidadesG-graduadas multilineares

para a álgebra G-graduada A, nas variáveis com índices de 1 a n.
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Observação 1.7.7 Observe que a G-graduação não interefere no fato de um polinômio

ser multilinear. Logo, teremos que o teorema 1.7.5 também será válido para o caso G-

graduado.

De�nição 1.7.8 De�nimos a n-ésima codimensão G-graduada cgrn (A) de A da seguinte

maneira:

cgrn (A) = dim
P gr
n

P gr
n ∩ Idgr(A)

.

1.8 Radical de Jacobson e semi-simplicidade

De�nição 1.8.1 De�nimos o radical de Jacobson de uma álgebra A como sendo a

interseção de todos os ideais maximais a esquerda de A, que iremos denotar por J(A).

Observe que o radical de Jacobson J(A) é um ideal à esquerda de A. Ademais,

iremos mostrar que este é um ideal bilateral de A.

Lema 1.8.2 Sejam A uma álgebra e a ∈ A. Então as seguintes a�rmações são equi-

valentes:

(i) a ∈ J(A);

(ii) 1− xa é inversível à esquerda para todo x ∈ A;

(iii) a ∈ AnnAM = {x ∈ A/xm = 0, m ∈ M} para todo A-módulo irredutível de

M .

Demonstração: i) =⇒ ii) Suponha que a ∈ J(A) e x ∈ A. Então, xa ∈ M ,

onde M é um ideal maximal à esquerda abitrário. Daí, 1− xa /∈M , donde concluímos

que 1− xa é inversível à esquerda.

ii) =⇒ iii) Suponhamos que (ii) seja válido e suponhamos, por contradição, que

exista um A-módulo irredutível M tal que aM 6= 0. Considere então um elemento m

deM tal que am 6= 0. Logo A(am) = M e daí existe x ∈ A tal que x(am) = m e então

(1− xa)m = 0. Como 1− xa é inversível à esquerda, teremos que m = 0, o que é uma

contradição.

iii) =⇒ i) Seja M um ideal maximal a esqueda de A e considere o A-módulo A
M
,

cujo produto é de�nido por aa = ax. Note que A
M

é um A-módulo irredutível, e assim

a ∈ AnnA( A
M

), donde a = a1 = 0. Daí, a ∈M , e portanto a ∈ J(A).
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Corolário 1.8.3 J(A) é um ideal bilateral de A.

Demonstração: Temos que J(A) é um ideal á esquerda e assim temos que

provar que ele é também um ideal à direita. Suponha que x ∈ A e a ∈ J(A). Daí,

considere um A-módulo irredutível M qualquer. Então, neste A-módulo teremos que

(ax)y = a(xy) = 0, uma vez que ax ∈ AnnAM , e do Lema 1.8.2 teremos que ax ∈ J(A).

Portanto, J(A) é um ideal bilateral.

Exemplo 1.8.4 Sendo Un(K) a álgebra das matrizes triangulares superiores de ordem

n sobre um corpo K, então

J(Un(K)) = {A ∈ Un(K)/A tem a diagonal nula}

De fato, considere N = {A ∈ Un(K)/A tem a diagonal nula} e Y ∈ N . Observe

que Y X tem a diagonal nula e daí det(Id −XY ) = 1, ou seja, Id −XY é inversível

para qualquer X ∈ Un(K), e pelo Lema 1.8.2 teremos que Y ∈ J(Un(K)). Por outro

lado, suponha que J(Un(K)) 6⊆ N e considere Z ∈ J(Un(K)) tal que Z /∈ N . Sendo

Z =


z11 . . . z1,n

...
. . .

...

0 . . . znn

, onde zii 6= 0 para algum i ∈ {1, . . . , n}, considere a matriz

Y ∈ Un(K) de�nida como sendo a matriz diagonal tal que as entradas não nulas serão

os elementos z−1
ii , sempre que zii 6= 0. Daí, observe que Id − Y Z não será inversível

à esquerda, o que é um absurdo, já que contraria o Lema 1.8.2. Portanto teremos que

J(Un(K)) ⊆ N , e daí J(Un(K)) = N .

Temos então que J(Un(K)) = {X ∈ Un(K)/X é nilpotente}.

Proposição 1.8.5 Se I é um ideal (unilateral ou bilateral) nil de uma K-álgebra A,

então I ⊆ J(A).

Demonstração: Veja [21], pag. 53. �

Agora iremos falar um pouco da teoria de álgebras semi-simples, porém de uma

maneira bem sucinta, apenas descrevendo o que iremos precisar. Porém, se o leitor

quiser ou precisar se aprofundar nesta teoria consulte [21], capítulo 1, seções 2 e 3. Lá

está a teoria para aneis, mas como estamos tratando de álgebras associativas e com

unidade, teremos que o mesmo ocorre para estas álgebras.
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De�nição 1.8.6 Considere A uma álgebra e M um A-módulo. Então dizemos que

M é semi-simples (ou completamente redutível) se M pode ser escrito como soma de

submódulos minimais.

Dizemos que uma álgebra A é semi-simples se todos os seus A-módulos são semi-

simples. Segue que se A é semi-simples, então o A-módulo AA é semi-simples e assim

A é a soma dos seus ideais minimais a esquerda.

Supondo agora A de dimensão �nita, sabe-se que se A é semi-simples, então

A = I1 ⊕ · · · ⊕ In, onde cada Ij é um ideal bilateral minimal, chamado de somando

simples de A. Cada um deles é simples como álgebra, donde A é isomorfa a um produto

direto �nito de álgebras simples (veja 1.2.4). É também um fato conhecido que A é

semi-simples se, e somente se, J(A) = {0}.



Capítulo 2

As Identidades Graduadas para a

Álgebra U2(K)

Neste capítulo iremos descrever, a menos de isomor�smos, todas as graduações

da álgebra U2(K) das matrizes triangulares superiores de ordem 2, sobre um corpo

qualquer K. Depois, sob a hipótese de K ser um corpo de caracterítica zero, encon-

traremos uma base para o ideal das identidades Z2graduadas Idgr(U2(K)), e através

disto calcularemos suas codimensões e seus cocaracteres graduados.

2.1 Graduações de U2(K)

Nesta seção iremos descrever todas as possíveis graduações de U2(K) onde K é

um corpo arbitrário. Seja G um grupo arbitrário e considere (Ag)g∈G uma G-graduação

para U2(K). Dizemos que esta graduação é trivial quando Ae = U2(K) e Ag = {0},

para todo g ∈ G− {e}, e dizemos que esta graduação é canônica quando

Ae =


 a 0

0 b

 /a, b ∈ K
 , Ag =


 0 c

0 0

 /c ∈ K


para algum g ∈ G − {e} e Ah = {0}, para todo h ∈ G − {e, g}. Temos o seguinte

resultado.
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Teorema 2.1.1 Uma G-graduação de U2(K) é, a menos de isomor�smo, trivial ou

canônica.

Demonstração: Se a dimAe = 3, então Ae = U2(K) e a graduação é trivial.

Daí, assumiremos que dimAe ≤ 2.

Suponha inicialmente que dimAe = 2. Note que v1 = Id2 = E11 + E22 e v2 =

aE11 + bE12 formam uma base para Ae sobre K, para adequados a, b ∈ K. Basta

observar que sendo v3 =

 λ1 λ2

0 λ3

 ∈ Ae tal que {Id2, v3} é LI, então λ1 6= λ3

ou λ2 6= 0 e assim v2 = v3 − λ3v1 =

 λ1 − λ3 λ2

0 0

 ∈ Ae e {v1, v2} é LI. Como

dimU2(K) = 3, então existe g ∈ G−{e} tal que dimAg = 1, e considere Ag = KB, B =

(α1E11 + α2E12 + α3E22). Suponhamos a = 0. Como AgAe ⊆ Ag e AeAg ⊆ Ag, então

bα3E12Ag = (bE12)α3 ∈ Ag e bα3E12 ∈ Ae, e daí λ2α3E12 = 0, o que nos dá α3 = 0.

Por outro lado, temos que α1bE12 = B(bE12) ∈ Ag e α1bE12 ∈ Ae. Logo α1bE12 = 0

e daí α1 = 0, ou seja, Ag = KE12 ⊂ Ae, o que é uma contradição, pela de�nição de

graduação. Portanto a 6= 0. Com isto, note que os elementos E11 + λE12 e E22 − λE12

formam uma base de Ae, para λ = a−1
1 b, pois E11 + λE12 e E22 − λE12 são L.I. e

pertencem a Ae, pois, como a 6= 0 e aE11 + bE12 ∈ Ae, então E11 + λE12 ∈ Ae e

E22 − λE12 = E11 + E22 − (E11 + λE12). Suponha λ 6= 0. Então, pela de�nição de

graduação, teremos que B(E11 + λE12) = α1(E11 + λE12) ∈ Ag
⋂
Ae, donde α1 = 0.

Analogamente, multiplicando-se α2E12 + α3E22 à esquerda por E22 − λE12, obtemos

α3 = 0. Daí, Ag = KE12, Ae = K(E11 + E22) + K(E11 + λE12) e a G-graduação em

questão isomorfa à G-graduação canônica de U2(K), pois a aplicação φ : U2(K) −→

U2(K), de�nida por

φ(xE11 + yE12 + zE22) = xE11 + (λx− λz + y)E12 + zE22)

é um isomor�smo G-graduado que leva a G-graduação canônica de U2(K) na G-

graduação em questão. Supondo λ = 0, temos Ae = KE11 + KE22, e fazendo um

processo análogo ao anterior, obtemos que Ag = KE12. Logo a graduação referida

seria canônica. Portanto, se dimAe = 2, teremos uma graduação canônica, a menos de

isomor�smo.
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Suponhamos agora que dimAe = 1. Logo, teremos que Ae = K(E11 + E22).

Por isto, teremos duas possibilidades para a graduação: ou Un(K) = Ae
⊕

Ag
⊕

Ah,

onde dimAg = dimAh = 1 ou U2(K) = Ae
⊕

Ag, onde dimAg = 2. Seja Un(K) =

Ae
⊕

Ag
⊕

Ah e suponha inicialmente que gh 6= e. Então, AgAh = 0, pois, caso

contrário, Agh 6= {0}, com gh 6= g, gh 6= h e gh 6= e, ou seja, teríamos uma nova

componente homogênea não nula, o que seria um absurdo, já que dimUn(K) = 3. Logo

AgAh = 0, e analogamente AhAg = 0. No caso em que g2 6= e e h2 6= e, teremos que

Ag
⊕

Ah é um ideal nilpotente de dimensão dois de U2(K), pois se x ∈ U2(K), então

existem a ∈ Ae, b ∈ Ag e c ∈ Ah tais que x = a+ b+ c. Logo, x(Ag
⊕

Ah) ⊆ Ag
⊕

Ah,

e analogamente teremos que (Ag
⊕

Ah)x ⊆ Ag
⊕

Ah. Daí, Ag
⊕

Ah é de fato um

ideal de U2(K). Ademais, ele é um ideal nilpotente, o que contradiz o fato de que

a dimensão do radical de Jacobson J de U2(K) é igual a 1 (veja o Exemplo 1.8.4),

pois todo ideal nilpotente está contido no radical de Jacobson (pelo Teorema 1.8.5).

Portanto, ou g2 6= e e h2 = e ou h2 = g2 = e. No primeiro caso temos que A3
g = 0

e assim Ag é um subespaço nilpotente de dimensão igual a 1, donde Ag = J . Seja

Ah = K(aE11 + bE12 + cE22). De AgAh = AhAg = {0}, temos que a = c = 0, ou seja,

Ah = Ag, uma contradição. No caso g2 = h2 = e temos Ag = Ku e Ah = Kv, com

u2 = αId e v2 = βId, com α, β ∈ K, pois (Ag)
2, (Ah)

2 ⊆ Ae. Se α = 0, então Ag = J

e daí temos uma contradição. Analogamente, se β 6= 0 e então u(uv)v = αβId 6= 0 e

assim 0 6= uv ∈ AgAh = {0}, o que é uma contradição.

Suponha agora que gh = e, ou seja, g = h−1 Se g3 6= e, então h3 6= e. Temos

então g2 6= h, g2 6= e (pois g 6= h = g−1) e g2 6= g. Logo, (Ag)
2 ⊆ Ag2 = {0} e daí

Ag ⊆ J . Analogamente, (Ah)
2 ⊆ Ah2 = {0}. Daí Ag ⊕ Ah ⊆ J , um absurdo. No caso

de g3 = e, teremos que g2 = h e h2 = g. Daí considere a =

 α β

0 θ

 ∈ U2(K) tal que

Ka = Ag. Logo, Ka2 = Ah. Note que Ag 6= J , pois se Ag = J nos daria que A2
h ⊆ J

e daí Ah ⊆ J , um absurdo. Assim a tem ao menos uma entrada não nula na diagonal

principal. Supondo agora que α = θ, teriamos que a2 também teria os elementos da

diagonal principal iguais, o que seria um absurdo, já que span{Id, a, a2} = U2(K), pela

graduação. Logo, α 6= θ. Daí a é diagonalizável e, a menos de automor�smo, podemos

supor que Ag = Ka, onde a é diagonal. Então obteríamos que dim(Ka+Ka2+KId) =

2, o que é uma contradição.
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Ficamos com U2(K) = Ae
⊕

Ag, onde dimAg = 2. Se g2 6= e, segue que Ag seria

um subespaço nilpotente. Logo, pelo Exemplo 1.8.5, teríamos que Ag ⊆ J , o que seria

um absurdo. Sendo g2 = e, temos AgAg ⊆ Ae. Se a2 = 0 para todo a ∈ Ag, então

Ag ⊆ J , um absurdo. Então existe a ∈ Ag tal que a2 ∈ Ae−{0} e assim a2 = λId2 para

algum λ ∈ K − {0}. Logo a é inversível, donde dim(aAg) = 2, o que é um absurdo,

pois aAg ⊆ Ae. Portanto, temos o a�rmado. �

2.2 Cocaracteres e Codimensões graduados

Nesta seção iremos apresentar alguns conceitos que envolvem álgebras Z2-graduadas.

Alguns deles já foram descritos, em seu caso geral, no primeiro capítulo

SejaK〈X〉 a álgebra associativa livre, livremente gerada pelo conjuntoX = Y ∪Z,

onde Y = {y1, y2, ...}, Z = {z1, z2, ...} e Y ∩ Z = ∅. Assumindo que Y e Z são os

conjuntos de variáveis de grau zero e um, respectivamente, teremos que K〈X〉 tem uma

estrutura natural de superálgebra (ou álgebra Z2-graduada). Mais precisamente, se

K〈X〉0 é o subespaço de K〈X〉 gerado por todos os monômios que têm um número par

de variáveis de grau um eK〈X〉1 é o subespaço deK〈X〉 gerado por todos os monômios

que têm um número impar de variáveis de grau um, então K〈X〉 = K〈X〉0
⊕

K〈X〉1
uma Z2-graduação. Para qualquer superálgebra A = A0

⊕
A1 e qualquer aplicação

h : Y ∪Z −→ A que preserva Z2-graduação (h(yi) ∈ A0 e h(zi) ∈ A1), podemos estender

esta aplicação a um único homomor�smo de superálgebras φh : K〈X〉 −→ A. Nesta

seção, iremos considerar Idgr(A) como sendo o ideal das identidades Z2-graduadas

de A, que sabemos ser um ideal T2-ideal ou ideal Z2-graduado de K〈X〉, ou seja,

é invariante por todos os endomor�smos Z2-graduados de K〈X〉. Iremos supor que

charK = 0, donde pelo Teorema 1.7.5, temos que Idgr(A) é gerado por seus polinômios

multilineares.

De�nimos uma identidade Z2-graduada para a superálgebra A = A0 ⊕ A1 como

sendo um polinômio f(y1, ..., yn, z1, ..., zn) ∈ K〈X〉 = K〈Y ∪ Z〉 tal que

f(a1, ..., an, b1, ..., bn) = 0

para quaisquer a1, ..., an ∈ A0 e b1, ..., bn ∈ A1.

Agora iremos de�nir as codimensões Z2-graduadas e cocaracteres Z2-graduados.
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Iniciaremos de�nindo o espaço dos polinômios multilineares Z2-graduados de grau n,

como sendo

P gr
n = spanK{xσ(1), ..., xσ(n)/σ ∈ Sn, xi = yi ou xi = zi, i = 1, ..., n}.

Agora, como feito na De�nição 1.7.8, iremos de�nir as codimensões Z2-graduadas. A

n-ésima codimensão Z2-graduada de uma superálgebra A, que será representada por

cgrn (A), é de�nida como sendo

cgrn (A) =
P gr
n

P gr
n ∩ Idgr(A)

.

Antes de de�nirmos os cocaracteres Z2-graduados, falaremos sobre as represen-

tações lineares do produto direto. Sejam G1 e G2 grupos �nitos, G = G1 × G2 e K

um corpo. Sendo φ : G1 −→ GL(V1) e ψ : G2 −→ GL(V2) K-representações lineares,

de�namos, para a ∈ G e b ∈ G

φa ⊗ φb : V1 ⊗ V2 −→ V1 ⊗ V2

como sendo o operador linear que satisfaz (φa ⊗ ψb)(v1 ⊗ v2) = φa(v1) ⊗ ψb(v2), para

v1 ∈ V1 v2 ∈ V2. Claramente, φa ⊗ ψb ∈ GL(V1 ⊗ V2), e φ#ψ : G −→ GL(V1 ⊗ V2),

de�nida por (φ#ψ)(a, b) = φa ⊗ ψb é uma K-representação linear de G. Sendo χφ,

χφ e χφ#ψ os caracteres de φ, ψ e φ#ψ, respectivemente, teremos que χφ#ψ(a, b) =

χφ(a)χφ(b) para (a, b) ∈ G.

Fixado r ∈ {0, 1, .., n}, sejam x1 = y1, . . . , xr = yr, xr+1 = zr+1, . . . , xn = zn

P gr
r,n−r = spanK{xσ(1) . . . xσ(n)/σ ∈ Sn}

o espaço dos polinômios multilineares nas variáveis y1, ..., yr, zr+1, ..., zn.

Considere o grupo Sr × Sn−r, onde Sr é o grupo permutacional sobre o conjunto

{1, . . . , r} e Sn−r é o grupo permutacional sobre o conjunto {r + 1, . . . , n}. Considere

também a ação h de Sr × Sn−r sobre P gr
r,n−r, de�nida de maneira natural, onde Sr age

nas variáveis y1, ..., yr e Sn−r age nas variáveis zr+1, ..., zn, ou seja,

h : (Sr × Sn−r)× Pr,n−r −→ Pr,n−r

(η, γ).f(y1, . . . , yr, zr+1, . . . , zn)) = f(yη(1), . . . , yη(r), zγ(r+1), . . . , zγ(n)).
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Esta ação faz de P gr
r,n−r um (Sr×Sn−r)-módulo. Note que P gr

r,n−r ∩ Idgrn (A) é invariante

por esta ação, e assim teremos que

Pr,n−r(A) =
P gr
r,n−r

P gr
r,n−r ∩ Idgr(A)

é um (Sr × Sn−r)-módulo, sendo o seu caracter representado por χr,n−r(A). Dizemos

que χr,n−r(A) é um cocaracter Z2-graduado (parcial) de A.

Considere λ ` r e µ ` (n− r), Tλ e Tµ tabelas de Young destas partições. Temos

que Mλ = KSreTλ e Mµ = KSn−reTµ são módulo irredutíveis sobre KSr e KSn−r,

respectivamente. Considerando agora o (Sr × Sn−r)-módulo Wλ,µ = Mλ ⊗Mµ, cujo

produto é dado por (σ, η)(v1⊗v2) = σv1⊗ηv2, temos queWλ,µ é um (Sr×Sn−r)-módulo

irredutível e Wλ,µ ≡ K(Sr × Sn−r)(eTλeTµ).

Teorema 2.2.1 Sejam charK = 0, λ ` r e µ ` (n−r). Considere χλ como sendo o Sr-

caracter irredutível associado a λ, χµ como sendo o Sn−r-caracter irredutível associado

a µ e φλ e ψµ as respectivas representações irredutíveis. Então

{φλ#ψµ /λ ` r e µ ` (n− r)}

é um conjunto completo de representações irredutíveis não equivalentes, de Sr×Sn−r e

{χλ ⊗ χµ/λ ` r, µ ` (n− r)}

é o conjunto dos caracteres irredutíveis de Sr × Sn−r.

Demonstração: Sendo m1,m2 e m os números de classes de cconjugação de

Sr, Sn−r e Sr × Sn−r, temos que m = m1m2. Sendo λ1, λ2 ` r e µ1, µ2 ` n − r, temos

que

〈χλ1 ⊗ χµ1 , χλ2 ⊗ χµ2〉Sr×Sn−r = 〈χλ1 , χλ2〉Sr .〈χµ1 , χµ2〉Sn−r

(veja a de�nição de 〈, 〉G na página 22).

É um fato conhecido que todo corpo de caractarística 0 é um corpo de decompo-

sição dos grupos simétricos. Logo pelo Teorema 1.4.19 temos que

〈χλ1 ⊗ χµ1 , χλ1 ⊗ χµ1〉Sr×Sn−r = 1

e assim pelo Corolário 1.4.20 φλ#ψµ é uma representação irredutível de Sr × Sn−r.
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Supondo agora λ1 6= λ2 ou µ1 6= µ2, temos que 〈χλ1 , χλ2〉Sr = 0 ou 〈χµ1 , χµ2〉Sn−r =

0 (por 1.4.19), donde

〈χλ1 ⊗ χµ1 , χλ2 ⊗ χµ2〉Sr×Sn−r = 0.

Segue que φλ1#ψµ1 e φλ2#ψµ2 são não equivalentes pelo Corolário 1.4.20. Como o

conjunto

{φλ#ψµ /λ ` r e µ ` (n− r)}

possui m = m1m2 elementos e, a menos de equivalência, o número de K-representações

irredutíveis de Sr ×Sn−r é menor ou igual a m (Proposição 1.4.14), temos o resultado.

�

Daí teremos que

χr,n−r(A) =
∑
λ`r

µ`n−r

m(λ,µ)(χλ ⊗ χµ)

onde m(λ,µ) ≥ 0 é a multiplicidade de cada caracter irredutível. De�nimos

cgrr,n−r(A) = dimP gr
r,n−r(A)

Como o grau do caracter χλ ⊗ χµ é igual a dλdµ (lembrando que dλ e dµ são os

graus de χλ e χµ, respectivamente), temos que

cgrr,n−r(A) =
∑
λ`r

µ`n−r

mλµdλdµ.

É um fato conhecido que

cgrn (A) =
n∑
r=0

 n

r

 dimKP
gr
r,n−r(A) =

n∑
r=0

 n

r

 ∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µdλdµ.

Veja, [14], pag. 273.

2.3 Identidades graduadas de U2(K)

Nesta seção iremos encontrar uma base para Idgr(U2(K)), o ideal das indentida-

des Z2-graduadas de U2(K), e depois iremos calcular os seus cocaracteres graduados.
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Para tal, considere U2(K) munida da mZ2-graduação canônica e K um corpo de ca-

racterística zero.

Os polinômios Z2-graduados z1z2 e [y1, y2] são identidades graduadas de U2(K).

De fato, sendo

A =

 a11 0

0 a22

 , B =

 b11 0

0 b22

 ∈ A0

e

C =

 0 c12

0 0

 , D =

 0 d12

0 0

 ∈ A1,

teremos

[A,B] = AB −BA =

 a11b11 0

0 a22b22

−
 b11a11 0

0 b22a22

 = 0

e

CD =

 0 c12

0 0

 0 d12

0 0

 = 0.

Iremos agora mostrar que estes polinômios geram Idgr(U2(K)), como um T2-ideal.

Primeiramente temos o seguinte lema:

Lema 2.3.1 Se m ∈ K〈X〉 é um monômio contendo pelo menos duas variáveis de

grau 1, então m ∈ I = 〈z1z2, [y1, y2]〉T2 .

Demonstração: Seja m = m0z1m1z2m2, onde m0 e m1 são monômios em variá-

veis de grau 0 e m2 é um monômio em K〈X〉. Observe que mi podem ser vazio, para

i = 0, 1, 2. Como m0z1,m1z2 ∈ K〈X〉1, temos que m0z1m1z2 é consequência de z1z2 e

daí m0z1m1z2 ∈ I. Como I é ideal, temos que m ∈ I. �

O próximo teorema exibirá um conjunto gerador de Idgr(Un(K)).

Teorema 2.3.2 : Os polinômios z1z2 e [y1, y2] geram Idgr(Un(K)) como T2-ideal.

Demonstração: Considere I = 〈z1z2, [y1, y2]〉T2 e seja f um polinômio multili-

near de Idgr(U2(K)). No início desta seção, mostramos que os dois polinômios z1z2 e

[y1, y2] são identidades Z2-graduadas para U2(K) e então temos que I ⊆ Idgr(U2(K)).

Logo, resta-nos mostrar que Idgr(U2(K)) ⊆ I. Como o corpo K é de característica
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0, então, pelo Teroema 1.7.5, temos que o T2-ideal Idgr(Un(K)) é gerado pelos seus

polinômios multilineares. Logo, para que I = Idgr(Un(K)), temos que mostrar que

f ∈ I, ou seja, temos que mostrar que f é um polinômio congruente a zero módulo I.

Observe que

f = f1(y1, . . . , ys) + f2(z, y1, . . . , ys−1) + f3

onde f3 contém todos os monômios de f com pelo menos duas variáveis de grau 1 (se

existirem). Por 2.3.1, temos que f3 ∈ I. Logo f1(y1, . . . , ys) + f2(z, y1, . . . , ys−1) ∈

Idgr(U2(K)). Substituindo z por zero, concluímos que f1, e consequentemente f2

é uma identidade Z2-graduada para U2(K). Agora, como [y1, y2] ∈ I, temos que

f1(y1, . . . , ys) ≡ αy1 . . . ys(modI).

Fixados u = {i1, . . . , it} e v = {j1, . . . , js−1−t}, com i1 < · · · < it, j1 < · · · < js−1−t

e {i1, . . . , it, j1, . . . , js−t} = {1, . . . , s − 1}, de�na mu,v = yi1 . . . yitzyj1 . . . yjs−t . Agora,

como [y1, y2] ∈ I, temos f2 ≡
∑

u,v αu,vmu,v(modI) com αu,v ∈ K. Fixando novamente

u0, v0 tais que u0 ∩ v0 = ∅ e u0 ∪ v0 = {1, . . . , s − 1}, e substituindo z por E12, as

variáveis yj, com j ∈ u0 por E11 e as variáveis yj, com j ∈ v0, por E22, concluímos que

αu0,v0 = 0. Daí, f2 ∈ I

Portanto, f ∈ I e podemos concluir que Idgr(A) = 〈z1z2, [y1, y2]〉 �

O próximo resultado traz a descrição dos cocaracteres Z2-graduados de U2(K).

Teorema 2.3.3 Considere U2(K) munida da Z2-graduação canônica. Sejam n ∈ N,

r ∈ {0, 1, . . . , n} e χgrr,n−r(U2(K)) =
∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µ(χλ ⊗ χµ). Então:

(i) Se r ≤ n− 2, então mλ,µ = 0

(ii) Se r = n, então m(n),∅ = 1 e mλ,∅ = 0 se λ 6= (n)

(iii) Se r = n− 1 e λ = (p+ q, p)eµ = 1, então mλ,µ = q + 1.

(iv) Se r = n− 1 e h(λ) > 2, então mλ,µ = 0

Demonstração: (i) Supondo que r ≤ n− 2, então teremos que n− r ≥ 2. Logo

os monômios em P gr
r,n−r terão mais que uma variável de grau um e daí pelo Lema 2.3.1

teremos que
P grr,n−r

P grr,n−r∩Idgr(U2(K))
terá apenas o elemento nulo e portanto temos o a�rmado.
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(ii) Considere r = n. Observe que Sn × Sn−r = Sn e

P gr
n,0 = span{yσ(1) . . . yσ(n)/σ ∈ Sn}.

Como [y1, y2] ≡ 0 (modIdgr(U2(K)), teremos que yσ(1) . . . yσ(n) = y1 . . . yn em

P gr
n,0(U2(K)) para todo σ ∈ Sn, e daí dimP gr

n,0(U2(K)) = 1. Assim P gr
n,0(U2(K)) é

um Sn-módulo irredutível. Por outro lado σ.y1 . . . yn = yσ(1) . . . yσ(n) = y1 . . . yn e as-

sim a Sn-representação correspondente ao Sn-módulo P gr
n,0(U2(K)) é a trivial, a qual

corresponde à partição (n) de n. Assim, m(n),∅ = 1 e mλ,∅ = 0, se λ 6= (n).

(iii) e (iv) Veja [27]. �

Considere A um superálgebra satisfazendo uma identidade polinomial não-trivial.

Sabemos que cn(A) ≤ cgrn (A) ≤ 2ncn(A) (veja [14], pag. 304). Observando o cresci-

mento exponencial das codimensões graduadas, de�nimos expgr(A) = lim
n→∞

√
cgrn (A).

No próximo resultado calcularemos expgr(U2(K)) no caso em que U2(K) é consi-

derado com a Z2-graduação canônica.

Proposição 2.3.4 expgr(U2(K)) = 2

Demosntração: É um fato conhecido que cn(U2(K)) = 2n−1(n − 2) + 2 (veja

[14], pag. 88). Para todo n ∈ N, temos

cgrn (U2(K)) =
n∑
r=0

∑
λ`r

µ`n−r

 n

r

mλ,µdλdµ.

Pelo Teorema 2.3.3, temos que mλ,µ = 0 se r ≤ n− 2. Logo,

cgrn (U2(K)) =
∑
λ`n−1
µ`1

 n

n− 1

mλ,µdλdµ +
∑
λ`n
µ`0

 n

n

mλ,∅dλdµ.

Como mλ,µ = 0 para h(λ) > 2 (pelo teorema 2.3.3),

cgrn (U2(K)) =
∑
λ`n−1
h(λ)≤2

nmλ,(1)dλ +
∑
λ`n

h(λ)≤2)

mλ,∅dλ.

Por 2.3.3, mλ,µ ≤ n, e assim
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cgrn (U2(K)) ≤ n

 ∑
λ`n−1
h(λ)≤2

ndλ +
∑
λ`n

h(λ)≤2)

dλ

 ≤ (n2 + n)
∑
λ`n

h(λ)≤2)

dλ ≤ 2n(n2 + n).

A penúltima desigualdade vem do seguinte fato: se λ ` (n − 1), onde λ = (p, q) e

λ′(p+ 1, q) ` n, então temos que dλ ≤ dλ′ e daí,∑
λ`n−1
h(λ)≤2

dλ ≤
∑
λ′`n

h(λ′)≤2

dλ′ ≤
∑
λ`n

h(λ)≤2

dλ.

Já a última desigualdade sai do Teorema do gancho (Seção 1.5), mais precisamente da

seginte maneira: sendo λ(p+ q, p) ` n,

n! = dλ(p!q!(p+ q + 1)(p+ q)(p+ q − 1) . . . (q + 2))

≥ dλ((p!q!)(p+ q)(p+ q − 1) . . . (q + 1)) = dλ(p!(p+ q)!),

donde

dλ ≤
n!

p!(p+ q)!
=

 n

p

 .

Observe ainda que ∑
λ`n

h(λ)≤2

dλ ≤
n∑
p=0

 n

p

 = 2n.

Logo, 2n−1(n−2)+2 ≤ cgrn (U2(K)) ≤ 2n(n2+n), e daí n
√

2n−1(n− 2) + 2 ≤ n
√
cgrn (U2(K)) ≤

2 n
√
n2 + n. Fazendo agora n tender ao in�nito, temos o resultado. �



Capítulo 3

Identidades Graduadas para a Álgebra

Un(K)

Neste capítulo iremos encontrar uma base para o ideal das identidades Zn-graduadas

da álgebra Un(K). Com isto, poderemos calcular as codimensões graduadas desta ál-

gebra. Para tanto iremos ultilizar para Un(K) sua Zn-graduação canônica de�nida na

Seção 1.3, do primeiro capítulo.

Inicialmente iremos usar um abuso de notação e denotar o grupo Zn como sendo

Zn = {0, 1, . . . , n − 1} ⊂ Z, e para diferenciarmos as operações de soma de cada um

destes conjuntos, iremos utilizar +n para denotar a soma em Zn (soma módulo n) e +

para a soma em Z (soma usual).

Em todo capítulo,K será um corpo in�nito eK〈X〉 denotará a álgebra associativa

livre Zn-graduada (ou simplismente n-graduada).

3.1 As Identidades graduadas de Un(K)

Nesta seção iremos considerar a álgebra Un(K) com sua Zn-graduação canônica,

de�nida no primeiro capítulo. Iniciaremos com o seguinte lema

Lema 3.1.1 A álgebra Un(K) satisfaz as seguintes identidades Zn-graduadas:

x
(0)
1 x

(0)
2 − x

(0)
2 x

(0)
1 ≡ 0
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x
(i1)
1 x

(i2)
2 ≡ 0

onde i1, i2 ∈ Zn e i1 + i2 ≥ 0.

Demonstração: Sejam as seguintes matrizes do grau 0,

A =


a11 0 . . . 0

0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0 ann

 e B =


b11 0 · · · 0

0 b22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · bnn


Então, como os elementos do corpo são comutativos, teremos que

AB =


a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · ann




b11 0 · · · 0

0 b22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · bnn

 =


a11b11 0 · · · 0

0 a22b22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · annbnn

 =

=


b11a11 0 · · · 0

0 b22a22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · bnnann

 = BA

Logo, o primeiro polinômio descrito acima é uma identidade para Un(K). Resta-nos

provar que o segundo polinômio também será identidade.

Sendo X uma matriz de grau i1 e Y uma matriz de grau i2, então

X = a1,1+i1E1,1+i1 + a2,2+i1E2,2+i1 + · · ·+ an−i1,nEn−i1,n e

Y = b1,1+i2E1,1+i2 + b2,2+i2E2,2+i2 + · · ·+ bn−i2,nEn−i2,n

onde os aij′s e os bkl′s são elementos do corpo K e i1 + i2 ≥ n. Sabemos que a única

possibilidade para que AB 6= 0 é que exista k, onde 1 ≤ k ≤ n− i1, tal que i1 + k = l,

com 1 ≤ l ≤ n − i2. Logo, 1 ≤ i1 + k ≤ n − i2 e então 1 ≤ i1 + i2 + k ≤ n, o que é

uma absurdo, já que i1 + i2 ≥ n e k ≥ 1. Daí, AB tem que ser a matriz nula, como

queríamos provar. Portanto os polinômios dados acimas são identidades Zn-graduadas

para a álgebra Un(K). �
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Denotaremos por I o T -ideal n-graduado de K〈X〉 gerado pelos polinômios

do Lema 3.1.1, e por Idgr(Un(K)) o ideal das identidades n-graduadas de Un(K).

Observa-se, pelo Lema anterior, que I ⊆ Idgr(Un(K)). Nosso intuito é mostrar que

I = Idgr(Un(K)). Antes de mostrarmos este fato, iremos enunciar e provar uma pro-

posição que nos ajudará na sua demonstração.

Proposição 3.1.2 Sejam i1, i2, ..., ik ∈ Zn tais que i1 + i2 + ... + ik ≥ n. Então o

monômio x
(i1)
1 x

(i2)
2 ...x

(ik)
k é uma identidade n-graduada para Un(K).

Demonstração: Demonstraremos por indução. Para k = 2, já foi demonstrado

no Lema 3.1.1. Agora, suponhamos que a proposição seja válida para k e provaremos

que ela será válida para k + 1. De fato, considere o monômio x
(i1)
1 x

(i2)
2 ...x

(ik)
k x

(ik+1)
k+1

e sejam p(x
(i1)
1 , x

(i2)
2 , ..., x

(ik)
k ) = x

(i1)
1 x

(i2)
2 ...x

(ik)
k e i = i1 + i2 + ... + ik. Se i ≥ n,

temos, por hipótese de indução, que p(x(i1)
1 , x

(i2)
2 , ..., x

(ik)
k ) é identidade n-graduada para

Un(K), e daí o polinômio x(i1)
1 x

(i2)
2 ...x

(ik)
k x

(ik+1)
k+1 = p(x

(i1)
1 , x

(i2)
2 , ..., x

(ik)
k )x

(ik+1)
k+1 também

será identidade n-graduada para Un(K). Agora suponhamos que i < n. Neste caso,

temos que i1 + · · · + ik = i1 +n · · · +n ik é o Zn-grau de p(x(i1)
1 , x

(i2)
2 , ..., x

(ik)
k ). Como

x
(i1)
1 x

(i2)
2 ...x

(ik)
k x

(ik+1)
k+1 = p(x

(i1)
1 , x

(i2)
2 , ..., x

(ik)
k )x

(ik+1)
k+1 e i+ik+1 ≥ n, pelo Lema 3.1.1 temos

que x(i1)
1 x

(i2)
2 ...x

(ik)
k x

(ik+1)
k+1 é de fato uma identidade n-graduada para Un(K). Portanto,

x
(i1)
1 x

(i2)
2 ...x

(ik)
k é uma identidade n-graduada para Un(K), sempre que i1 + i2 + ...+ ik ≥

n.�

Considere o conjunto dos monômios de K〈X〉 da forma

u = w0x
(i1)
k1
w2...wt−1x

(it)
kt
wt (3.1)

onde i1 + ...+ it < n e w0, w1, ..., wt são monômios (possivelmente vazios) nas variáveis

homogêneas x(0)
i de Zn-grau zero, e em cada wi estas variáveis estão escritas em ordem

crescente de índices, da esquerda para a direita. O próximo teorema nos dará uma

base para K(X)
Idgr(Un(K))

e como consequência mostraremos que I = Idgr(Un(K)). Porém,

antes iremos provar os seguintes lemas:

Lema 3.1.3 Os monômios (3.1) geram K〈X〉 módulo I e consequentemente módulo

Idgr(Un(K)).
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Demonstração: Seja f ∈ K〈X〉 um poilinômio tal que f 6= I. Como [x
(0)
1 , x

(0)
2 ] ∈

I, teremos que as variáveis de Zn-grau 0 comutam módulo I, e como x(i1)
1 x

(i2)
2 ∈ I, com

i1 + i2 ≥ n, então teremos que f tem o Zn-grau total menor que n. Perceba então que

f é congurente módulo I a um dos monômios do tipo (3.1). Ademais, sabemos que

I ⊆ Idgr(Un(K)), donde segue a ultima a�rmação. �

Lema 3.1.4 Sejam V um K-espaço vetorial, I e J dois subespaços de V tais que

I ⊆ J , e β = {vj/vj ∈ Λ} um subconjunto de V tal que β = {vj + I/j ∈ Λ} gera V
I
e

β = {vj + J/j ∈ Λ} é L.I. em V
J
. Então I = J .

Demonstração: Seja w ∈ J . Então existem λ1, . . . , λn ∈ K tais que w + I =

(λ1v1 + · · · + λnvn) + I, donde w = (λ1v1 + · · · + λnvn) + v, onde v ∈ I. Daí, como

I ⊆ J e consequentemente v + J = 0 + J , temos que

0 = w + J = λ1(v1 + J) + · · ·+ λn(vn + J)

e como β é L.I. módulo J , teremos que λ1 = · · · = λn = 0. Portanto w ∈ I e I = J . �

Teorema 3.1.5 Se K é um corpo in�nito, então os monômios em (3.1) formam uma

base de K〈X〉 módulo Idgr(Un(K)). Ademais,

Idgr(Un(K)) = I = 〈[x(0)
1 , x

(0)
2 ], x

(i)
0 x

(j)
1 /i+ j ≥ n〉Tn .

Demonstração: Observe que I ⊆ Idgr(Un(K)) pelo Lema 3.1.1 e que os monô-

mios em (3.1) são linearmente independentes módulo Idgr(Un(K)). De fato, suponha

que f =
∑
αiui ∈ Idgr(Un(K)), onde αi ∈ K e os monômios ui são do tipo (3.1).

Como K é um corpo in�nito, então os T -ideais n-graduados são gerados pelos polinô-

mios multihomogêneos. Daí, assumiremos que f é multihomogêneo, isto é, as mesmas

variáveis aparecem o mesmo número de vezes em cada monômio ui. Fixando-se um

monômio com coe�ciente não nulo, digamos u1 e seja u1 = w0x
(k1)
i1

w2...wt−1x
(kt)
it
wt.

Iremos agora fazer as seguintes substituições em f : cada variável que aparece em w0,

por E11; a variável x(k1)
i1

, por E1,k1+1; cada variável que aparece em w1, por Ek1+1,k1+1;

a variável x(k2)
i2

por Ek1+1,k1+k2+1;...; a variável x(kt)
it

, por Ek1+...+kt−1+1,k1+...+kt+1 e cada

variável wt por Ejj, onde j = k1 + ...+ km + 1. Logo temos que 0 = α1E1j, o que é um

absurdo.
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Agora, observe que todo elemento de K〈X〉, é escrito, módulo I, como combi-

nação linear dos monômios do tipo (3.1), pelo Lema 3.1.3. Levando em conta o que

acabamos de fazer, temos a priemira a�rmção.

Pelo Lema 3.1.4, temos que I = Idgr(Un(K)), ou seja,

Idgr(Un(K)) = 〈[x(0)
1 , x

(0)
2 ], x

(i)
1 x

(j)
2 /i+ j ≥ n〉Tn .

�

3.2 Matrizes genéricas e identidades graduadas

Nesta seção tralharemos para dar uma outra demonstração do Teorema 3.1.5.

Para isto, iremos trabalhar com matrizes genéricas.

Considere as seguintes variáveis comutativas, y(k)
ij , onde 1 ≤ i ≤ j ≥ n e k =

1, 2, . . . , . Considere também a álgebra polinomial K[y
(k)
ij ]. Então, teremos a seguinte

proposição.

Proposição 3.2.1 As álgebras Un(K)⊗KK[y
(k)
ij ] e Un(K[y

(k)
ij ]) são isomorfas.

Demonstração: Considere a seguinte aplicação linear

φ : Un(K)⊗KK[y
(k)
ij ] −→ Un(K[y

(k)
ij ])

de�nida por φ(Eij⊗Kf) = Eij(f), onde Eij(f) é a matriz que tem f ∈ K[y
(k)
ij ] (f é um

monômio) na entrada da linha i e coluna j, além de zero nas demais entradas. Observe

que φ está bem de�nida pela propriedade universal do produto tensorial, e da maneira

como foi de�nida, como uma correspodência biunívoca entre duas bases, temos que

φ é um isomor�smo de espaços vetorias. Ademais, é um homomor�smo de álgebras.

Portanto, temos o a�rmado. �

Seja

Y
(i)
k = y

(k)
1,i+1E1,i+1 + y

(k)
2,i+2E2,i+2 + ...+ y

(k)
n−i,nEn−i,n ∈ Un(K[y

(k)
ij ])

com 0 ≤ i ≤ n − 1 e k ∈ N. Seja Gn a subálgebra de Un(K[y
(k)
ij ]) gerada por estas

matrizes, para cada i ∈ Z. Considere o subespaço

Un(K[y(k)ij ])i = {f1E1,1+i + f2E2,2+i + · · ·+ fn−iEn−i,n/f1, f2, . . . , fn−1 ∈ K[y
(k)
ij ]}
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e Bi = Gn ∩ U(K[y(k)ij ])i. Daí, teremos que Gn = B0 ⊕ B1 ⊕ · · · ⊕ Bn−1 e Bi1Bi2 ⊆

Bi1+ni2 , para i1, i2 ∈ Zn.

De modo análogo ao que foi feito na demonstração do Lema 3.1.1, mostra-se que

Gn satisfaz as identidades n-graduadas [x
(0)
1 , x

(0)
2 ] e x(i1)

1 x
(i2)
2 , com i1 + i2 ≥ n. Logo

I ⊆ Idgr(Gn).

Lema 3.2.2 Seja f(x
(i1)
1 , . . . , x

(in)
n ) ∈ K〈X〉. Então f(Y

(i1)
1 , . . . , Y

(in)
n ) = 0 se, e so-

mente se, f ∈ Idgr(Un(K)).

Demonstração: De fato, f(Y
(i1)

1 , . . . , Y
(in)
n ) ∈ Un(K[y

(k)
ij ]) e f é identidade n-

graduada de Un(K) se, e somente se, todas as entradas de f(Y
(i1)

1 , . . . , Y
(in)
n ) se anula

para quaisquer substistuições das variáveis y(k)
ij por elementos deK. Como K é in�nito,

isto acontece se, e somente se, todas as entradas de f(Y
(i1)

1 , . . . , Y
(in)
n ) são polinômios

identicamente nulo. �

Lema 3.2.3 A álgebra Gn é isomorfa, como uma álgebra n-graduada, à álgebra

K〈X〉
Idgr(Un(K))

.

Demonstração: Considere a aplicação de�nida por x(i)
k −→ Y

(i)
k . Daí, como

K〈X〉 é gerado livremente por X = {x(i)
k /k ∈ N, 0 ≤ i ≤ n − 1}, teremos que existe

um homomor�smo φ : K〈X〉 −→ Gn tal que φ(x
(i)
k ) = Y

(i)
k . Ademais, teremos que

φ é um epimor�smo, uma vez que todas as matrizes Y (i)
k estão na imagem de φ e

Gn é gerada (como álgebra) por elas. Ademais, pelo teorema anterior, teremos que

kerφ = Idgr(Un(K)). Daí, existe um isomor�smo Φ : K〈X〉
Idgr(Un(K))

−→ Gn, de�nido por

Φ(x
(k)
i ) = φ(x

(k)
i ) = Y

(i)
k . Ademais, da meneira como φ foi de�nida ela leva variáveis

n-graduadas em matrizes com o mesmo n-grau. Logo Φ preserva graduação. �

Lema 3.2.4 Sejam A1 e A2 dois elementos de Un(K[y
(k)
ij ]), tais que A1 ∈ Bi e A2 ∈ Bj.

Sendo A1 =



0 . . . 0 f1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 f2 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . fn−i
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


e A2 =



0 . . . 0 g1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 g2 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . gn−j
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


,
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onde f1, ..., fn−i, g1, ..., gn−j ∈ K[y
(k)
ij ] e 0 ≤ i, j ≤ n− 1, se i+ j ≥ n, então A1A2 = 0,

se i+ j < n, então

A1A2 =



0 . . . 0 f1gi+1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 f2gi+2 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . f
n−i−jgn−j

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


Demonstração: Inicialmente, se i + j ≥ n, então i + 1 ≥ n − j. Como A1 =

f1E1,i+1 +f2E2,i+2 + ...+fn−iEn−i,n e A2 = g1E1,j+1 +g2E2,j+2 + ...+gn−jEn−j,n, então,

concluimos que A.B =
n−i∑
l=1

n−j∑
q=1

flgqEl,i+lEq,j+q = 0.

Suponha agora que i + j < n. Logo teremos que i + 1 ≤ n − j e daí A1.A2 =

(f1E1,i+1 + f2E2,i+2 + ...+ fn−iEn−i,n)(g1E1,j+1 + g2E2,j+2 + ...+ gn−jEn−j,n) =

f1gi+1E1,j+i+1 + f2gi+2E2,i+j+2 + ...+ fn−i−jgn−jEn−jEn−i−j,n, como a�rmado. �

Proposição 3.2.5 Seja 0 6= m(x
(i1)
1 , ..., x

(il)
l ) ∈ K〈X〉 um monômio tal que seu grau

total seja q e m /∈ Id(Un(K)). Então existem k1, ..., kq ∈ N e j1, ..., jq ∈ {i1, . . . , il} tais

que

m(Y
(i1)

1 , ..., Y
(il)
l ) =



0 . . . 0 w1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 w2 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . wt
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


onde t = n − (i1 + · · · + jq) e wk = y

(k1)
k,j1+ky

(k2)
j1+k,j1+j2+k...y

(kq)
j1+...+jq−1+k,j1+...+jq+k

são

monômios em K[y
(k)
ij ].

Demonstração: Provaremos por indução sobre q. Para q = 1 nada a se de-

monstrar, pois m(Y
(i1)

1 ) = Y
(i1)

1 . Agora, suponha q > 1. Então existe um monômio

0 6= n(x
(i1)
1 , ..., x

(il)
l ) tal que m(x

(i1)
1 , ..., x

(il)
l ) = n(x

(i1)
1 , ..., xill )x

(jq)
q , onde o grau total de

n(x1, ..., xl) é q − 1. Logo, por hipétese de indução, temos que existem k1, ..., kl ∈ N e
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j1, ..., jq−1 ∈ {i1, ..., il} tais que

n(Y
(i1)

1 , ..., Y
(il)
l ) =



0 . . . 0 w1′ 0 . . . 0

0 . . . 0 0 w2′ . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . w′t
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0

,


onde t′ = n − (j1 + · · · + jq−1) e wk′ = y

(k1)
1,j1+ky

(k2)
j1+k,j1+j2+k...y

(kq)
j1+...+jq−1+k,j1+...+jq−1+k.

Como m /∈ Idgr(Un(K)), temos que j1 + · · ·+ jq−1 + jq < n. Daí, pelo Lema 3.2.4

m(Y
(i1)

1 , ..., Y
(il)
l ) = n(Y

(i1)
1 , ..., Y

(il)
l )Y (jq)

q =



0 . . . 0 w1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 w2 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . wt
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0


onde t e os wi′s são como no enunciado. �

Lema 3.2.6 Sejam m(x
(i1)
1 , ..., x

(in)
n ) e n(x

(i1)
1 , ..., x

(in)
n ) dois monômios de K〈X〉. Se as

matrizes m(Y
(k1)
i1

, ..., Y
(kn)
in

) e n(Y
(k1)
i1

, ..., Y
(kn)
in

) têm na primeira linha a mesma entrada

não nula, então m(Y
(k1)
i1

, ..., Y
(kn)
in

) = n(Y
(k1)
i1

, ..., Y
(kn)
in

).

Demonstração: Este lema sai como consequência da Proposição 3.2.5, pois

perceba que a entrada não nula na primeira linha da matriz m(Y k1
i1
, ..., Y kn

in
) determina

as outras, assim como a primeira entrada não nula na primeira linha de n(Y
(i1)
k1

, ..., Y
(in)
kn

)

determina as demais. �

Corolário 3.2.7 Sejam ms = ms(x
(i1)
k1
, ..., x

(in)
kn

), para s ∈ {1, 2}, dois monômios de

K〈X〉. Suponha que as matrizes m1(Y
(i1)
k1

, ..., Y
(in)
kn

) e m2(Y
(i1)
k1

, ..., Y
(in)
kn

) tenham na

primeira linha a mesma entrada não nula, para quaisquer k1, . . . , kn ∈ N. Então,

teremos que m1 −m2 ∈ Idgr(Un(K)).

Demonstração: Pelo Lema 3.2.6 teremos quem1−m2 = 0 na álgebraGn e como,

pelo Lema 3.2.3, Gn é isomorfa a K〈X〉
Idgr(Un(K))

, teremos que m1 −m2 ∈ Idgrn (Un(K)). �
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Daremos uma prova alternativa do Teorema 3.1.5.

Demonstração: Considere I como sendo o Tn-ideal gerado pelos polinômios

{[x(0)
1 , x0

1], xi1x
j
2/i + j ≥ n}. Já sabemos que I ⊆ Idgr(Un(K)). Logo, só necessitamos

provar que Idgr(Un(K)) ⊆ I. Suponhamos por contradição, que existe pelo menos

um polinômio multihomogêneo f ∈ Idgr(Un(K)) tal que f /∈ I. Iremos trabalhar na

álgebra K〈X〉
I

. Considere f ∈ Idgr(Un(K))
I

de menor grau possível expresso na forma

f = α1m1 + α2m2 + ... + αsms, onde os mt′s são monômios distintos do tipo (3.1),

αt ∈ K − {0} e s é o mínimo possível.

Supondo mt = mt(x
(i1)
k1
, ..., x

(il)
kl

), então, como f ∈ Idgr(Un(K)), teremos que

m1(Y i1
k1
, ..., Y in

kn
) =

r∑
z=2

βzmz(Y
i1
k1
, ..., Y in

kn
)

onde βz = −αz
α1

, que é diferente de zero, pela minimalidade de s, para todo z = 2, 3, ..., s.

Comom1(Y (i1)k1 , . . . , Y
(il)
kl

) 6= 0, na primeira linha dessa matriz haverá uma entrada não

nula que deverá aparecer na primeira linha da matriz
∑r

z=2 βzmz(Y
k1
j1
, ..., Y kn

jn
). Logo,

teremos a igualdade entre um monômio (entrada do primeiro membro) e um polinômio

(entrada do segundo membro) da álgebra K[y
(k)
ij ]. A matriz m1(Y (i1)k1 , . . . , Y

(il)
kl

) terá

o elemento não nulo na primeira linha igual ao elemento não nulo da primeira linha de

uma das outras matrizes, digamos da matriz m2(Y (i1)k1 , . . . , Y
(il)
kl

). Logo, m1 −m2 ∈

Idgr(Un(K)), de acordo com o Corolário 3.2.7. Mas, então m1 = m2, pois os monômios

em (3.1) são LI módulo Idgr(Un(K)) e nós reduzimos f a s − 1 monômios, o que

contradiz a escolha do s. Portanto, I = Idgr(Un(K)).

Agora iremos provar que os monômios (3.1) são linearmente independentes mó-

dulo Idgr(Un(K)). Supondo o polinômio
∑t

i=1 αimi ∈ Idgr(Un(K)), onde os mi′s são

monômios distintos do tipo (3.1), com 0 6= αi ∈ K, comoK é in�nito, podemos assumir

que os monômios mi′s são todos multihomogêneos e todos com o mesmo multigrau.

Pode-se expressarm1 da seguinte maneira: m1 =
∑t

i=2 βimi módulo Idgr(Un(K)), onde

βi = −αi
α1

. Agora, substituindo as variáveis pelas respectivas matrizes genéricas gradua-

das, a primeira linha de m1 conterá alguma entrada não nula, pois, caso contrário, m1

pertenceria a Idgr(Un(K)). A mesma entrada não-trivial deve aparecer em algum dos

monômios da soma, suponhamos que seja em m2. Daí, m1 −m2 ∈ Idgr(Un(K)) e nós

reduzimos nossa combinação para t−1 termos. Finalmente, repetindo-se este processo

nos outros monômios obtemos um monômio que será uma identidade para Un(K), o
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que é um absurdo, pois nenhum monômio do tipo (3.1) é identidade n-graduada de

Un(K). �

3.3 Aplicações

Iremos agora aplicar os resultados das seções anteriores para calcularmos as co-

dimensões n-graduadas de Un(K).

Considere

g1x
(z1)
j1
g2x

(z2)
j2
...grx

(zr)
jr
gr+1 (3.2)

monômio multilinear não nulo de grau total m em K〈X〉
Idgr(Un(K))

, onde cada gi é formado

por variáveis de n-grau zero x(0)
j e j1, j2, . . . , jr, z1, z2, . . . , zr estão �xos, onde 1 ≤ zi ≤

n − 1, para todo i ∈ {1, 2, . . . , r}. Suponha que este monômio tenha s variáveis de

n-grau zero. Então, r = m− s. Observe que se permutarmos as r variáveis de n-graus

diferentes de zero, obtemos r! = (m − s)! monômios do tipo (3.2), �xados os gi′s.

Como [x
(0)
1 , x

(0)
2 ] ∈ Idgr(Un(K)), temos que as variáveis de n-grau zero são comutativas

em cada gi. Logo, podemos supor que em cada gi as variáveis de n-grau 0 aparecem

em ordem crescente de índices. Observe que cada variável de n-grau 0 tem r + 1 =

m−s−1 possibilidades de localizaçõa. Logo, pelo princípio fundamental da contagem,

teremos um total de monômios do tipo (3.2) igual a (m− s)!(m− s+ 1)s, �xadas as r

variáveis de n-graus diferentes de zero. Observe que impomos uma condições que não

foi mencionada: z1 +z2 +· · ·+zr < n (lembre que o monômio é não nulo em K〈X〉
Idgr(Un(K))

).

Como consequência do que acabamos de fazer, teremos a seguinte proposição:

Proposição 3.3.1 Sejam m um inteiro positivo �xado e x
(0)
j1
, x

(0)
j2
, ..., x

(0)
js

�xadas. Su-

ponha que x
(z1)
j1
, x

(z2)
j2
, ..., x

(zr)
jr
, r = m − s, e 1 ≤ zi ≤ n − 1sejam �xadas, com

z1 + z2 + ... + zr ≤ n − 1. Então, o espaço gerado por todos os monômios multili-

neares nestas variáveis em K〈X〉
Idgr(Un(K))

tem dimensão (m− s)!(m− s+ 1)s.

Agora, iremos calcular a codimensão cm = cgrm (Un(K)).

Teorema 3.3.2 A codimensão cm será

cm =
M∑
q=0

 m

q

 n− 1

q

 q!(q + 1)m−q
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onde M = min{m,n− 1}.

Demonstração: Basta contar quantos monômios de tipo (3.1) existem de ta-

manho m (veja o Teorema 3.1.5). Seja f = g1y1g2y2...gqyqgq+1 ∈ P gr
m (Un(K)) =

P grm
P grm ∩Idgr(Un(K))

um monômio multilinear não nulo nas variáveis x(k)
i , onde 0 ≤ k ≤ n−1

e 1 ≤ i ≤ m. Para todo l = 1, ..., q + 1, os gl′s são monômios, possivelmente vazios,

somente nas variáveis x(0)
i , e para r = 1, ..., j, tem-se yr = x

(ar)
br

, onde 1 ≤ ar ≤ n − 1

e 1 ≤ br ≤ m. Como f ∈ P gr
m (Un(K)) não é trivial, então pelo provado no Teorema

3.1.5, teremos que ter a1 +a2 + ...+aq ≤ n− 1. Observe então que q ≤ min{m,n− 1}.

Denote por An−1(q) o número de q-uplas de inteiros positivos a1, ..., aq tais que

a1 + ...+ aq ≤ n− 1, e por Bn−1(q) o número de q-uplas tais que a1 + ...+ aq = n− 1.

Então, obviamente temos que An−1(q) = Bn−1(q) +Bn−2(q) + ...+Bq(q). Sabemos que

Br(q) =

 r − 1

q − 1

 é o número de partições de r em q partes não nulas (veja [3], pag.

54). Daí, usando as propriedades dos números binomiais, temos que

An−1(q) =
n−1∑
r=q

Br(q) =
n−1∑
r=q

 r − 1

q − 1

 =

 q − 1

q − 1

+

 q

q − 1

+ ...+

 n− 2

q − 1

 =

 n− 1

q

 =
(n− 1)!

q!(n− 1− q)!

Escolhido os graus, observe que temos m!
(m−q)! = q!

 m

q

 possíveis escolhas para

os índices br da variáveis yr = x
(ar)
br

, onde ar ∈ {1, . . . , n − 1}. Assim, o número de

possibilidades para as variáveis y1, . . . , yq no monômio f acima é exatamente

q!

 m

q

 n− 1

q


Fixados agora q ∈ {0, . . . ,M} e uma escolha das variáveis y1, . . . , yq temos que

existem (q+ 1)m−q possibilidades de posicionamento das variáveis de grau 0, pois cada

uma das m − q variáveis de grau 0 pode entrar em qualquer um dos g′is (observe a

demonstração da proposição anterior).

Temos então

q!

 m

q

 n− 1

q

 (q + 1)m−q
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possibilidades para o monômio f , �xado q ∈ {0, . . . ,M}.

Neste cálculo convencionamos que o coe�ciente binomial

 n− 1

q

 é igual a

zero sempre que q > n− 1. Finalmente temos que

cm =
M∑
q=0

 m

q

 n− 1

q

 q!(q + 1)m−q

onde M = min{m,n− 1} �

Como consequência do Teorema 3.3.2 podemos avaliar assintoticamente a sequên-

cia das condimensões graduadas cgrm (Un(K)).

De�nição 3.3.3 Sejam f(x) e g(x) são duas funções reais, onde x é uma variável

natural, ou seja, o domínio é o conjunto dos naturais. Então diremos que f(x) e g(x)

são assintoticamente iguais, que será representado por f(x) ' g(x), se limx→∞
f(x)
g(x)

= 1.

Corolário 3.3.4 Para qualquer n ∈ N teremos

cgrm (Un(K)) ' 1

nn−1
mn−1nm.

Demonstração: Sendo M = min{m,n − 1}, para m ≥ n − 1, temos que

M = n− 1 e assim

cgrm (Un(K)) =
n−1∑
q=0

 m

q

 n− 1

q

 q!(q + 1)m−q

Mostremos que

cm(Un(K)) '

 m

n− 1

 (n− 1)!nm−n+1Defato, para

q=n-1, temos

 m

q


 n− 1

q

q!(q+1)m−q

 m

n− 1

(n−1)!nm−m+1

= nm−qnm−n+1 = 1.Para0≤ q ≤ n − 2, tere-
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mos que

lim
m→∞

 m

q

 n− 1

q

 q!(q + 1)m−q

 m

n− 1

 (n− 1)!nm−n+1

= 0

pois,  m

q

 n− 1

q

 q!(q + 1)m−q

 m

n− 1

 (n− 1)!nm−n+1

=

(n−1)!
(n−1−q)!(q + 1)m−q

nm−n+1

 m

q


m!

(m−n+1)

e ambos os termos do segundo membro acima tendem a zero, quando m tende para o

in�nito. Assim

lim
m→∞

cgrm (Un(K)) m

n− 1

 (n− 1)!nm−n+1

=
n−1∑
q=0

lim
m→∞

 m

q

 n− 1

q

 q!(q + 1)m−q

 m

n− 1

 (n− 1)!nm−n+1

= 1

Como m(m− 1) . . . (m− n+ 2) = mn−1 + f(m), onde f(m) é um polinômio em

m de grau n− 2, temos que

lim
m→∞

m(m− 1) . . . (m− n+ 2)

mn−1
= 1

e assim

m(m− 1) . . . (m− n+ 2)

(n− 1)!
(n− 1)!nm−n+1 ' mn−1nm−n+1 =

1

nn−1
mn−1nm.

Portanto, temos o a�rmado no teorema. �



Capítulo 4

Graduações da Álgebra das Matrizes

Triangulares Superiores

Neste capítulo iremos descrever todas as G-graduações da álgebra das matrizes

triangulares superiores de ordem n, Un(K), para um grupo qualquer G. Considerare-

mos K como sendo um corpo qualquer por todo este capítulo. Como de costume, Idn

indicará a matriz identidade de ordem n.

Seja Gn = G × · · · × G. Fixando-se uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn, considere

Ag = span{Eij/g−1
j gj = g}, para cada g ∈ G. Então teremos que A =

⊕
g∈GAg é uma

G-graduação de Un(K), chamada de G-graduação elementar de�nida pela n-upla

(g1, . . . , gn).

Provaremos que toda G-graduação de Un(K) é, a menos de isomor�smo, uma

graduação elementar.

4.1 Graduações de Un(K)

Lema 4.1.1 Seja V um K-espaço vetorial n-dimensional e considere V1, ..., Vn como

sendo n-subespaços de V tais que V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vn e dimVk = k, para k = 1, ..., n.

Então temos que Un(K) é a álgebra de todos os operadores lineares de V que preservam

V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vn.
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Demonstração: Suponhamos que A seja a álgebra de todos os operadores li-

neares de V que preservam V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vn e que β = {v1, v2, ..., vn} seja uma

base de V tal que Vk = span{v1, v2, ..., vk}, para todo k ∈ {1, 2, ..., n}. Então te-

mos que mostrar que Un(K) = A. Observe que estamos identi�cando cada operador

T : V −→ V de A pela sua respectiva matriz [T ]β. De fato, sendo X ∈ A, então

X(V1) ⊆ V1, X(V2) ⊆ V2, ..., X(Vn) ⊆ Vn e daí

X(v1) = λ11v1, X(v2) = λ12v1 + λ22, . . . , X(vn) = λ1nv1 + λ2nv2 + ...+ λnnvn.

Logo,

X =


λ11 λ12

... λ1n

0 λ22 . . . λ2n

...
...

. . .
...

0 0 . . . λnn


Com isto temos que X ∈ Un(K), ou seja, A ⊆ Un(K).

Suponha agora que T ∈ Un(K). Sendo

T =


a11 a12

... a1n

0 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

0 0 . . . ann


teremos que T (v1) = a11v1, T (v2) = a12v1 +a22v2, ..., T (vn) = a1nv1 +a2nv2 + ...+annvn.

Daí, T (V1) ⊂ V1, ..., T (Vn) ⊂ Vn, ou seja, T ∈ A

Portanto, Un(K) é a álgebra das transformações linerares que preservam

V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vn. �

Já é um fato conhecido que qualquer matriz idempotente de Mn(K) é conjugada

a uma matriz diagonal. O próximo lema irá mostrar que isto também ocorre para as

idempotentes em Un(K).

Lema 4.1.2 Qualquer matriz idempotente em Un(K) é conjugada a uma matriz dia-

gonal do tipo Ei1i1 + ...+ Eikik , para alguns 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n.

Demonstração: Considere um K-espaço vetorial n-dimensional V . Sabemos

que existem subespaços V1, . . . , Vn, tais que V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vn = V , onde dimVk =
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k, para k = 1, ..., n. Pelo Lema 4.1.1 sabemos que Un(K) é a álgebra de todos os

operadores lineares de V que preservam V1, . . . , Vn, tais que V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vn = V .

Seja e ∈ Un(K) um idempotente. Para provarmos este lema, precisamos mostrar

que existe uma base de V , digamos β = {v1, ..., vn}, tal que, Vk = span{v1, ..., vk} e

e(vi) = εivi, para todo i ∈ {1, ..., n}, onde εi = 0 ou εi = 1, pois a matriz deste operador

seria igual a E11ε1 + ...+ Ennεn, ou seja, na forma pedida.

Provaremos a existência desta base por indução. Para n = 1, é trivial, pois

V = K e U1(K) ' K. Perceba que a restrição de e a Vn−1 será uma matriz triangular

superior de ordem n − 1, e daí assumiremos que e(vi) = εivi, para i = 1, ..., n − 1. Se

e(vn) /∈ Vn−1, então, e(e(vn)) = e2(vn) = e(vn), e assim teremos que {v1, ..., vn−1, e(vn)}

é a base procurada. Porém, se e(vn) ∈ Vn−1, então considere vn′ = e(vn) − vn. Note

que vn′ ∈ Vn− Vn−1, pois vn ∈ Vn−1, e que e(vn′) = e(e(vn)− vn) = e2(vn)− e(vn) = 0.

Daí, {v1, ..., vn−1, vn′} é a base procurada de V . �

Como corolário do Lema 4.1.2 obtemos o seguinte lema.

Lema 4.1.3 Seja e um elemento idempotente de A = Un(K). Então a subálgebra eAe

é isomorfa a Uk(K), onde k = tr(e)

Demonstração: Sejam eae, ebe ∈ eAe, onde a, b ∈ A e λ ∈ K. Então teremos

eae+ ebe = e(a+ b)e ∈ eAe

λeae = e(λa)e ∈ eAe

eaeebe = eaebe ∈ eAe.

Observe que a igualdade na primeira equação ocorre ao colocarmos os elemento idem-

potentes em evidência e a igualdade de terceira equação ocorre pelo fato de e ser um

elemento idempotente. Logo, eAe é uma subálgebra de A.

Como e é um elemento idempotente de Un(K), pelo Lema 4.1.2, temos que existem

uma matriz inversível X ∈ Un(K) e Ei1i1 , ..., Eikik ∈ Un(K) tais que

e = X−1(Ei1i1 + ...+ Eikik)X.

Daí, teremos que

eAe = X−1(Ei1i1 + ...+ Eikik)XAX
−1(Ei1i1 + ...+ Eikik)X =
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X−1(Ei1i1 + ...+ Eikik)A(Ei1i1 + ...+ Eikik)X.

Observe que (Ei1i1 + ...+Eikik)Eij(Ei1i1 + ...+Eikik) = Eij, sempre que i ∈ {i1, ..., ik} e

j ∈ {i1, ..., ik}, e zero nos demais casos, ou seja, (Ei1i1+...+Eikik)Eij(Ei1i1+...+Eikik) =

Eiljh se i = il e j = ih, para alguns l, h ∈ {1, ..., k}. De�namos então o seguinte

isomor�smo de álgebras

Φ : (Ei1i1 + ...+ Eikik)A(Ei1i1 + ...+ Eikik) −→ Uk(K)

Eilih 7→ Elh

Como e é conjugado de Ei1i1 + ...+Eikik , temos que tr(e) = tr(Ei1i1 + ...+Eikik) =

k, e como a aplicação por conjugação

Ψ : X−1(Ei1i1 + ...+ Eikik)A(Ei1i1 + ...+ Eikik)X −→ Uk(K),

de�nida por Ψ(X−1Y X) = Φ(Y ), também é um isomor�smo, temos o desejado. �

Sendo A uma lgebra, dizemos que {x1, . . . , xn} ⊂ A um conjunto de idempotentes

ortogonais se cada xi idempotente e xixj = 0 para i 6= j.

Lema 4.1.4 Qualquer conjunto {a1, ..., an} de n idempotentes ortogonais de Un(K) é

conjugado a {E11, ..., Enn}, ou seja, existe X ∈ Un(K) invertível tal que X−1aiX = Eii,

para 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração: Pelo Lema 4.1.1, podemos considerar Un(K) como sendo a ál-

gebra dos operadores lineares de um K-espaço vetorial n-dimensional V que preservam

V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vn. Observe que para demonstrarmos este teorema só precisamos

encontrar uma base de V , {v1, ..., vn}, tal que Vk = spanK{v1, ..., vk} e ai(vj) = δijvj

(onde δij é o delta de Kroneker) para todos i, j ∈ {1, ..., n}, pois teramos que a matriz

da transformação ai nesta base seria a matriz Eii.

Considere uma base arbitrária {u1, ..., un} de V , onde Vk = span{u1, ..., uk} para

todo k = 1, ..., n. Então, para cada operador linear a1, . . . , an de V , determinado por

cada a1, ..., an, existe uma matriz triangular superior associada, que é a matriz desta

transformação na base {u1, ..., un}, e seja (ak)ij a (ij)-entrada da matriz associada a
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ak, para k = 1, .., n. Como ak é idempotente, observe que a matriz associada a ak

também será idempotente. Logo teremos que (ak)ii = 0 ou (ak)ii = 1, para todo

k = 1, .., n. Ademais, estas matrizes associadas também serão ortogonais entre si. Pela

ortogonalidade do conjunto {a1, ..., an} teremos que cada [ak] terá um único elemento

não nulo em sua diagonal e, como são idempotentes, este elemento ser 1. Reordenando

se necessário, podemos assumir que (a1)11 = ... = (an)nn = 1 e (ai)jj = 0, sempre que

i 6= j. Considerando e = a1+...+an−1, temos que e2 = a2
1+...+a2

n−1 = a1+...+an−1 = e,

ou seja, temos que e é idempotente e tr(e) = tr(a1) + ...+ tr(an) = 1 + ...+ 1 = n− 1.

Daí, pelo Lema 4.1.3, teremos que a subálgebra eUn(K)e de L(Vn−1) é isomorfa a

Un−1(K). Agora, aplicando indução sobre n, tomemos uma base {v1, ..., vn−1} de Vn−1

tal que ai(vj) = δijvj, para todos i, j = 1, ..., n − 1. Agora considere vn = an(un).

Observe que vn /∈ Vn−1, an(vn) = a2
n(un) = an(un) = vn e ak(vn) = ak(an(uk)) = 0,

para k = 1, . . . n− 1. Logo, o conjunto {v1, ..., vn} é a base procurada. �

Lema 4.1.5 Seja Un = Un(K) = ⊕g∈GAg a álgebra das matrizes triangulares superi-

ores sobre um corpo arbitrário K e graduada por um grupo G, com elemento neutro

1 ∈ G. Então, A1 contém n idempotentes ortogonais.

Demonstração: Na Seção 1.3 mostramos que Id ∈ A1, e então, como a subálge-

bra gerada por Id é isomorfa ao corpoK e como qualquer corpo é semi-simples, teremos

que esta subálgebra também será semi-simples. Portanto A1 contém uma subálgebra

semi-simples não trival. Daí, considere B como sendo uma subálgebra não-trivial semi-

simples maximal de A1, C como sendo um de seus somandos simples e e como sendo a

unidade de C. Pelo Lema 4.1.2, e é conjugada a uma matriz diagonal. Logo, teremos

dois casos: ou e e Id − e são dois idempotentes ortogonais não nulos ou e = Id e

C = B = span{Id}.

No primeiro caso, provaremos com indução sobre n. Observe que para n = 1

teremos que o lema é válido. Logo, suponha n > 1. Para este caso, pelo Lema

4.1.3, P = eUne ' Uk e Q = (Id − e)Un(Id − e) ' Un−k, onde k 6= 0, n. Como

Id − e, e ∈ A1, é fácil notar que P e Q são homogêneas na G-graduação. De fato,

temos que
⊕

g∈G(P ∩ Ag) ⊆ P . Considerando agora p ∈ P , existem a1 ∈ Ae, ag1 ∈

Ag1 , . . . , agk ∈ Agk tais que p = a1 + ag1 + · · · + agk , e como e ∈ A1, teremos que
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p = epe = ea1e+ eag1e+ · · ·+ eagk e e daí, pela graduação, teremos que aj = eaje ∈ P

para todo j ∈ {1, g1, . . . , gk}. Assim p ∈
⊕

g∈G(P ∩ Ag) e da P =
⊕

g∈G(P ∩ Ag). De

modo análogo prova-se que Q =
⊕

g∈G(Q ∩ Ag) e portanto P e Q são G-graduadas.

Logo, por hipótese de indução teremos que existem n idempotentes ortogonais em A1,

a saber, a1, ..., ak ∈ P e ak+1, ..., an ∈ Q, que prova o lema para o primeiro caso.

No segundo caso, observe que dimB = 1. Iremos mostrar que esta possibilidade

gera sempre uma contradição. Para tal utilizaremos indução sobre a ordem de G. Se

|G| = 1, então A1 = Un e existe uma subálgebra maximal semi-simples com dimensão

n > 1, sendo esta a subálgebra gerada pelo conjunto {E11, ..., Enn}. Temos então uma

contradição.

Suponha agora que para qualquer grupo �nito H tal que |H| < |G|, já tenha sido

provado que a igualdade dimB = 1 é impossível.

Provaremos inicialmente que qualquer elemento homogêneo de Un é nilpotente

ou inversível. De fato, suponha que a ∈ Ag não seja nilpotente. Para m su�ciente-

mente grande (basta considerar m > dimUn), temos que a, a2, ..., am são linearmente

dependentes, e observe que estes elementos são homogenêos. Como a, a2, ..., am são LD,

existe l ∈ {1, ...,m} tal que al = α1a+...+αl−1a
l−1 +αl+1a

l+1 +...+αma
m, com αi ∈ K,

e como todos são componentes homegêneas, então existe j ∈ {1, .., l − 1, l + 1, ...,m}

tal que al ∈ Agl ∩ Agj , donde gl = gj, ou seja, gl−j = 1. Daí, concluímos que g

tem ordem �nita, digamos k, e que ak ∈ A1. Como provado na Seção 1.8, temos que

J(Un) é formado por todos os seus elementos nilpotentes e como a não é nilpotente,

então ak também não pode ser nilpotente. Logo, ak /∈ J(Un) e daí ak /∈ J(A1), pois

J(A1) ⊂ J(Un). Como dim A1

J(A1)
= 1 e ak ∈ A1−J(A1), temos que existe λ ∈ K tal que

ak = λId, donde ak − λId = 0, ou seja, ak − λId ∈ J(A1) e daí ak − λId é nilpotente.

Isto signi�ca que ak é inversível, e assim provamos o a�rmado.

Agora iremos provar que o radical de Jacobson J(Un) não contém elementos

homogêneos não nulos. De fato, suponha por contradição que 0 6= ag ∈ Ag seja

nilpotente, ou seja, suponha que ag ∈ J(Un). Considere L = {x ∈ Un/xag = 0} e

observe que este é um subespaço homogêneo de Un. De fato, sendo x =
∑
h∈G

xh ∈ L,

temos 0 = xag =
∑
h∈G

xhag e pela graduação teremos que xh ∈ L, para todo h ∈ G,

ou seja, L = ⊕h∈G(L ∩ Ag). Provamos acima que todos os elementos homogêneos são
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inversíveis ou nilpotentes, e como elementos inversíveis não são divisores de zero, então

os elementos homogêneos de L são todos nilpotentes. Portanto toda matriz de L será a

soma de matrizes nilpotentes, e com isto toda matriz de L terá a diagonal nula. Como ag

é nilpotente, então ela tem a diagonal nula, donde Ennag = 0, ou seja, Enn ∈ L, o que,

por nossa argumentação, é uma contradição. Logo, provamos que J(Un) não contém

elementos homogêneos não nulos. Mas, como J(A1) ⊆ J(Un), então teremos que J(A1)

também não contém elementos homogêneos não nulos, e como J(A1) ⊂ A1, teremos

que J(A1) = {0}. Logo, A1 é semi-simples e portanto A1 = B = {λId/λ ∈ K}. Como

dimUn é �nita, então o suporte de Un, suppUn = {g ∈ G/Ag 6= G}, é um subconjunto

�nito de G. Ademais, se g, h ∈ supp(Un), x ∈ Ag − {0} e y ∈ Ah − {0}, ento x e

y devem ser inversveis e da gh ∈ supp(Un). Segue ento que supp(Un) um subgrupo

�nito de G. Logo, podemos supor que suppUn = G, pois, caso contrário, aplicaríamos

a hipótese de indução.

Vejamos agora que dimAg = 1, para qualquer g ∈ G. De fato, suponha que

x, y ∈ Ag sejam linearmente independentes. Como Ag ∩J(Un) = {0} e x, y ∈ Ag−{0},

temos que x e y são inversíveis. Logo, x−1 ∈ Ag−1 e yx−1 ∈ A1, ou seja, existe λ ∈ K

tal que yx−1 = λId. Daí, teremos (x− λ−1y)x−1 = xx−1 − λ−1yx−1 = Id− λ−1λ = 0,

o que nos diz que x−1 é um divisor de zero, um absurdo.

para g, h ∈ g, teriamos que [Ag, Ah] ⊆ Agh +AhgAgh e segue-se que a subálgebra

comutador [Un, Un] é um ideal graduado não-trivial nilpotente de Un(K) (de fato,

é conhecido que [Un, Un] é um ideal não trivial nilpotente de Un(K), logo, restanos

mostrar que é graduado, note que [Un, Un] ⊂ J(Un), uma vez que o comutador de

duas matrizes triangulares superiores será uma matriz com a diagonal nula, ou seja,

nilpotente; temos que [a, b] = [
∑
g∈G

ag,
∑
h∈G

ah] =
∑
g,h∈G

[ag, ah] e como cada [ag, ah] ∈ Agh,

teremos que [a, b] é a soma de componentes homogêneas em [Un, Un] e daí [Un, Un] é

homogêneo), o que não pode ocorrer já que [Un, Un] ⊂ J(Un).

Note que G não pode ser abeliano. De fato, pois sendo G abeliano, tomemos

x ∈ Ag e y ∈ Ah elementos homogêneos arbitrários. Temos que [x, y] ∈ J(Un), pois

tem a diagonal nula, e [x, y] = xy − yx ∈ Agh +Ahg ⊆ Agh. Logo, [x, y] ∈ J(Un) ∩Agh
e asssim [x, y] = 0. Segue então que xy = yx e daí concluímos que Un é comutativa,

um absurdo.
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Como G não é abeliano, considere o subgrupo comutador não-trivial G′ e a gra-

duação pelo quociente G
G′ , dada por Un = ⊕t∈ G

G′
Ct, onde Ct = ⊕h∈tAh. Como G

G′ tem

ordem menor que a ordem de G, então, por hipótese de indução, dimB 6= 1. Logo,

para esta graduação, só pode ocorrer o primeiro caso estudado nesta demonstração, e

daí existem n idempotentes ortogonais e1, ..., en em D = C1 =
⊕

h∈G′Ah.

Por outro lado, sabemos que G′ é gerado por todos os comutadores a−1b−1ab, com

a, b ∈ G. Se h = a−1b−1ab, 0 6= x ∈ Aa e 0 6= y ∈ Ab, então, como todos os elementos

homogêneos não nulos são inversíveis, z = x−1y−1xy é um elemento não nulo de Ah.

Como dimAh = 1, obtemos que Ah = span{z}. Particularmente, D como álgebra é

gerada por todos os elementos x−1y−1xy, onde x e y são homogêneos. Observe que

x−1y−1xy =


1 ? . . . ?

0 1 . . . ?
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0 1

 = Id+ a,

onde a ∈ J(Un). Ademais, qualquer elemento de D é da forma λId+a, com a ∈ J(Un)

e λ ∈ K. Particularmente para os idempotentes e1, ..., en ∈ D existem elementos

não nulos λ1, ..., λn ∈ K tais que ei = λiId + ai (observe que λi deve ser mesmo no

nulo, pois ei /∈ J(Un), j que ei no pode ser nilpotente). Mas, para i 6= j, teremos

que eiej = λiλjId + b 6= 0, com b ∈ J(Un) o que contraria a ortogonalidade dos ei′s.

Portanto, dimB 6= 1. Logo, só pode ocorrer o primeiro caso. �

Em [29] foi provado que que uma G-graduação em Mn(K) é elementar, se e

somente se, todas as matrizes unitárias Eij são homogêneas. Povaremos agora que isto

também é válida para Un(K).

Sendo A = ⊕g∈GAg uma lgbera G-graduada e x ∈ Ag, denoteremos o G-grau de

x por degx, ou seja, degx = g.

Lema 4.1.6 Seja Un(K) = ⊕g∈GAg G-graduada. Então esta graduação é elementar

se, e somente se, todas as matrizes unitárias Eij, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, são homogêneos.

Demonstração: Se a G-graduação é elementar, então, por de�nição, as matrizes

elementares Eij são homogêneas.
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Suponha agora que toda matriz elementar seja homogênea. Inicialmente, prova-

remos que existem g1, ..., gn ∈ G tais que

degEi,i+1 = g−1
i gi+1 (4.0)

para todo i = 1, ..., n − 1. Para tal, utilizaremos indução sobre i. Tomemos g1 = 1 e

g2 = degE12. Então degE12 = g−1
1 g2 = g2, ou seja, teremos (4.1) para i = 1. Agora,

supondo que j se tenha de�nido g1, . . . , gk e que (4.1) seja válida para i = 1, ..., k−1, 4.1,

provaremos que ela é válida para i = k. Se h = degEk,k+1, então de�nimos gk+1 = gkh

e assim teremos que degEk,k+1 = g−1
k gk+1. Logo, (4.1) é válida para i = k. Finalmente,

o G-grau de Eij, para quaisquer 1 ≤ i < j ≤ n, será

degEij = deg(Ei,i+1...Ej−1,j) = (degEi,i+1)(degEi+1,i+2)...(degEj−1,j) =

g−1
i gi+1g

−1
i+1gi+2...g

−1
j−1gj = g−1

i gj,

e a prova do lema est completa. �

Lema 4.1.7 Seja Un = Un(K) = ⊕g∈GAg, graduação por um grupo G, com elemento

neutro 1 ∈ G. Então esta graduação é elementar se, e somente se, todas as matrizes

unitárias Eii pertencem a A1.

Demonstração: Se a G-graduação é elementar, então Eii ∈ A1, para todo

1 ≤ i ≤ n, pela de�nição de graduação elementar. Por outro lado, suponha que todas

as Eii pertençam a A1. Então, note que Aij = EiiUnEjj é um subespaço homogneo,

para todo 1 ≤ i < j ≤ n. De fato, sendo EiiaEjj, EiibEjj ∈ Aij e λ ∈ K, então

EiiaEjj + EiibEjj = Eii(a+ b)Ejj ∈ EiiUnEjj e λEiiaEjj = EiiλaEjj ∈ Aij, donde Aij
é um subespaço. Ademais, para qualquer a ∈ A, teremos que a =

∑
g∈G

ag, com ag ∈ Ag.

Logo, EiiaEjj = Eii(
∑
g∈G

ag)Ejj =
∑
g∈G

EiiagEjj, e como EiiagEjj ∈ Ag ∩ Aij, teremos

que Aij é de fato homogneo. Observe que Eij ∈ Aij e que dimAij = 1, pois se X ∈ Un,

então EiiXEjj = Eii(
n∑

1≤l≤k≤n

λlkElk)Ejj = λijEij. Logo Aij = spanEij e daí, como Aij

é homogneo, teremos que Eij um elemento homogêneo e, pelo Lema 4.1.6, teremos o

a�rmado. �

Teorema 4.1.8 Sejam G um grupo arbitrário e K um corpo. Suponha que a lgebra

Un(K) = ⊕g∈GAg das matrizes triangulares superiores de ordem n×n sobre o corpo K
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é G-graduada. Então Un(K), como álgebra G-graduada, é isomorfa a Un(K) com uma

G-graduação elementar.

Demonstração: Pelo Lema 4.1.5, Un(K) contém n idempotentes ortogonais

em A1. Então, pelo Lema 4.1.4 estes idempotentes são conjugadas a E11, ..., Enn.

Daí, pelo isomor�smo de�nido pela conjugação, Un(K), como álgebra G-graduada, é

isomorfa a Un(K), com uma G-graduação onde E11, ..., Enn são elementos homogêneos

pertencentes a A1. Daí, pelo Lema 4.1.7, a graduação de Un(K) é isomorfa a uma

G-graduação elementar. �
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