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Resumo

Neste trabalho, apresentamos métodos envolvendo sub e supersolugao para estu-

dar a existéncia de solucao de certas equagoes elipticas.

Palavras-chaves: Iteracao Monotonica, Teorema do Ponto Fixo, Sub e Supersolugao,

Equagoes Elipticas.



Abstract

In this work, we present methods involving sub and supersolution to study the

existence of solution of certain elliptic equations.

Keywords: Monotone Iteration, Fixed Point Theorem, Sub and Supersolution, El-

liptic Equations.
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Introducao

Nas ultimas décadas, os problemas elipticos tem chamado atengao dos pesquisa-
dores em Equagoes Diferenciais Parciais pelas aplicagoes em diversas areas do conheci-
mento humano. Em geral, a busca por solu¢oes para as equagoes diferenciais parciais
elipticas nao é simples. Portanto mostrar a existéncia de solucoes dessas equacoes é
suficiente para determinados propésitos como, por exemplo, verificar se esta, de fato,
modela o que se deseja. Em virtude disto, os métodos mateméticos e os argumentos
de analise matemética desenvolvidos, fundamentados pela teoria eliptica, podem ser
aplicados em muitos problemas. Ao longo deste trabalho destacaremos métodos en-
volvendo sub e supersolucao para estudar a existéncia de solugao de certas equacoes
elipticas.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1, estudaremos a existéncia de solugao para o problema

—Au = f(u) em ©,
u = 0 em 02,

onde Q C RN, N > 1, é um dominio limitado e regular e f : R — R uma funcao de
classe C*. Para tanto, apresentaremos o método conhecido como Iteragao Monotonica
cuja a idéia é baseada num resultado devido a Amann (Ver [2] e [3]) e que também
¢ presente em de Figueiredo (Ver [17]). Além disso, veremos sob que condigbes o
problema acima tem solugao tnica. Faremos, também, um esboco do método quando
se trata de sub e supersolugoes fracas.

No Capitulo 2, usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para mostrar a

existéncia de solugao, entre uma sub e supersolucao, de alguns problemas elipticos.



O primeiro problema considerado foi
—Au = f(u) em ©,
u = g em 02,

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado, f : R — R e ¢ : 9 — R sao continuas. Aqui,
seguimos idéias desenvolvidas por Clément e Sweers (Ver [13]).

Em seguida, estudaremos um sistema de Neumann-Dirichlet dado por

—Au = f(u)—wv em ),
—Av = du—~yv+g(v) em £,
g—z = v=0 em 02,

onde Q C RY (N > 2) ¢ um dominio limitado e regular e f,g : R — R sdo fun¢oes

localmente Lipschitzianas satisfazendo a seguinte condicao:

existe uma constante positiva M tal que f(t) + Mt e g(t) = (M — ~)t

sao ambas nao-decrescentes.

Para isso, adaptaremos o Método de Sub e Supersolugdo usado em Hernandez (Ver
[20]).
Seguindo as idéias desenvolvidas em Chipot e Corréa (Ver [15]), estudaremos um

problema nao-local dado por

—A(z,u)Au = Af(u) em €,
u = 0 em 0f2,

em que Q C RY, N > 1, um dominio limitado e regular, onde A : Q x L?(2) — R

satisfaz:

z +— A(z,u) é mensurdvel, Vu € L* (),

u > A(x,u) é continua de L* () em R, q.s. em x €
e existem duas constantes ag e a. tais que

0<ap<Ax,u) < as q.s. em x € Q,Vu € L* (Q).



Além disso, f:[0,6] — R é uma fungao de classe C* com

F(t) > 0, € (0,6),

No Capitulo 3, tomando por base o artigo de Lee, Shivaji e Ye (Ver [26]),
usaremos o Método de Sub e Supersolucao apresentado no Capitulo 2, para estudar a

existéncia de solugao do problema

—Au = Af(u) em Q,
u = 0 em 02,

em que A\ é um parametro positivo e f : [0,00) — R é uma fungio de classe C'.
Este tipo de problema surge no estudo de processos de reagao difusao estacionario, em
particular , geracao de calor nao-linear, teoria da combustao, teoria de reatores quimicos
e dindmica populacional. Discutiremos, especificamente, o tipo semipositone (quando
f(0) < 0) deste problema que é matematicamente mais desafiador como apontado por
P.L.Lions [27].

No Apéndice A, enunciamos os principais resultados e definicoes que foram
utilizados nesta dissertagcao.

Por fim, no Apéndice B damos uma breve introdugao aos Espacgos de Sobolev.



Lista de Notacoes

Notacgoes Gerais

|

QCRY

Q

o0

Au::\l%

Rl O it
()

q.s.

)

indica final de demonstragao;

denota um dominio limitado e regular;

fecho do conjunto €2;

fronteira de €2;

Laplaciano de u;

gradiente de u;

derivada normal exterior;

denota o produto interno;

quase sempre;



(=4, Hy ()

©1

dist(x, A)

>1

Espacos de Funcoes

Lr(Q)

L=(Q)

W2r(Q) , H2(Q) e HA(Q)

Normas

1/p
el ey = ( / |u|Pda:)
Q

|ull, = inf {C; Ju(z)] < C g.s. em Q}

10

designa o Laplaciano sob condigoes de
fronteira de Dirichlet;

denota o autovalor de

(=4, Hy());

primeiro

autofungao de (—A, H}(2)) associada ao

autovalor Aq;

distancia do ponto z ao conjunto A;

suficientemente grande;

conjuntos das fungoes mensuraveis u so-

bre Q tais que [, [u[Pdz < 0o, 1 < p < o0;

conjuntos das fungdes mensuraveis u so-
bre 2 tais que existe C' satisfazendo

lu(z)] < C g.s. em

espagos de Sobolev;

norma no espago LF(Q);

norma no espago L>(£2).



Capitulo 1

Existéncia de Solucao para um
Problema Eliptico via Método de

Iteracao Monotoénica.

Vamos estudar, neste capitulo, a existéncia de solugao para o problema

—Au = f(u) em {2,
u = 0 em 0f),

(1.1)

onde Q C RN, N > 1, é um dominio limitado e regular e f : R — R uma funcao de
classe C'“.
Quando falamos em solugao de (1.1) estamos nos referindo, a menos que se diga

algo em contrario, a solucao classica, isto é, uma funcao v € C? (ﬁ) que satisfaz (1.1).

1.1 Preliminares Sobre Espacos de Schauder
Nesta secao, apresentaremos os principais resultados envolvendo os espacgos de
Schauder, que podem ser encontrados em de Figueiredo (Ver [16]).

Definig¢ao 1.1 Uma funcio u : Q — R € dita Hélder continua de expoente o, 0 < o <

1, se

H,[u] = sup ————= < 0.
THy |-T - y|a
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Defini¢ao 1.2 (Espago C (ﬁ)) Designamos por C (ﬁ) o espago das funcgoes con-
tinuas u : Q — R, munido da norma

[ully = sup |u(z)].
e

Defini¢ao 1.3 (Espago C™ (ﬁ)) Designamos por C™ (ﬁ), m € N, o espaco de todas
as funcoes u : Q — R que juntamente com todas as derivadas de ordem inferior ou

igual a m sao continuas em ). Ele € um espaco de Banach se munido com a norma

lullon(@y = > I1D7ully.

lo|<m
em que 0 = (01,09, ,0n), como; EN, |o| =01+ 03+ -+ o0y €
ololu(z)

D7u(z) =
RS e W B

Defini¢ao 1.4 (Espago C™* (ﬁ)) Designamos por C™® (ﬁ) o espago das fungoes
pertencentes a C™ (ﬁ) cujas m-ésimas deriwadas sao Holder continuas de expoente a,

0<a<l, emQ. Ele é um espaco de Banach se munido com a norma

||u||Cm,a( ) |u||Cm + Z H DO’

|o|=m
Denotaremos C** (ﬁ) por C¢ (_) e || Hcoa( Q) por |- Hca< Q)

Teorema 1.5 (Schauder) Sejam f € C¢ (ﬁ) e k uma constante real nao-negativa.

Entao o problema

(1.2)
u = 0 em 0.

{—Au+ku = f em,

possui uma unica solucio u € C** (ﬁ)

Teorema 1.6 (Estimativa de Schauder) Sejam f € C*(Q) e v € C**(Q) a

solugao unica de (1.2). Entao existe uma constante C, que independe de f e u, tal que

lllgea@y < Cllflleamy Vo € € (Q).

1.2 O Método da Iteracao Monotonica

Nesta secao, apresentaremos o método conhecido como Iteracao Monotonica. A
demonstracao do teorema que sera enunciado adiante e que contém a idéia do método
¢ baseada num resultado devido a Amann (vide [2] e [3]). Este resultado esté, também,
presente em de Figueiredo (vide [17]), onde encontramos referéncias para este assunto.

Antes de enunciarmos o préoximo teorema, definamos sub e supersolucao para o

problema (1.1).
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Definicao 1.7 Uma funcio U € C? (ﬁ) ¢ dita uma subsolugdo do problema (1.1) se

{—A

Definic¢ao 1.8 Uma funcio U € C? (ﬁ) é dita uma supersolugdo do problema (1.1) se

{—A

Teorema 1.9 Suponhamos que o problema (1.1) possua uma subsolu¢io U e uma

fU) emQ,

1.3
0 em 0f). (13)

IS 1=
INIA

fU) emQ,

1.4
0 em 0f). (14)

<l <l
Y

supersolucao U, com U < U em . Suponhamos, ainda, que f : R — R seja de classe
C%e

f(t) = f(t2) > —k(t — ta), (1.5)

para alguma constante k > 0 e para todo t; > to, |t1], |ta] < maX{HQHOO,HUHOO}.
Entao o problema (1.1) possui solugoes U,V € C?* (ﬁ) tais que U < U <V < U.
Além disso, qualquer solucdo u de (1.1) com U < u < U € tal que U < u <V, ou seja,

U € solugao minima e V € solu¢cao mdxima com respeito ao intervalo [Q, U].

Demonstragao. Inicialmente, demonstraremos a existéncia de solucao para o

problema em questao. Para tanto, consideremos a fungao

glt) = F(t) + kt, (1.6)

onde k£ > 0 e |t| < maX{HQHOO,HU”OO}. Note que, por (1.5), g é crescente neste
intervalo. Definamos, indutivamente, uma sequéncia de funcoes u,, € C? (ﬁ) por uy =

U e, para todo n > 1, u, é a solugao tnica do problema linear

_Aun+kun = g(un—l) em Q)
u, = 0 em 0€2.

Afirmagao 1. A funcio g(u,—1) € C* (Q).
Com efeito, sendo u, € C? (ﬁ) temos, pela Desigualdade do Valor Médio (ver
Teorema A.5 do Apéndice A), que existe M > 0 tal que

[tn—1(2) = un-1(y)| < Mz —yl,
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o que implica

9(un—1)(2) — g(un—1)(y)| _ |f(un-1)(x) + Kun1(z) = f(un-1)(y) — kn1(y)|
|z —y|® |z —y|*
< Lﬂm%ﬁ@ﬂ—fymAxwl+kwm4@)—u34@N
2 —yl lz —y
__Iﬂw%ﬁ@ﬁ—fquﬂm!+kMﬂx—yL
|z —y |z —y
|f (un—1) () = f(un—1)(y)]

= = —{—kM\:U—y\lfa
|z —yl

Logo,

l9(un—1)(x) = g(un1)(W)| _ |f (un—1)(x) = f(un-1)(¥)|

sup

sup

aty |z —y[® T ey |z —y[®
+ kMsup|z —y/'®
TFY
< o0.

Uma vez que g(u,—1) € C* (©2), pelo Teorema de Schauder (ver Teorema 1.5), o
problema (1.7) possui uma tnica solucao u, € C? (ﬁ)
Afirmacao 2. U=uy<u; < - <tp <tppqg <--- < U.

De fato, mostremos, primeiramente, que U = uy < uy em 2. Como U é sub-

solugao de (1.1), temos

U < 0 em Of2.
Se k > 0, entao
—AU+kU < f(U)+kU em Q,
U < 0 em 0f),
isto é,
U < 0 em Of).

Sendo u; solugao de (1.7), segue

—Au; +kuy = g(U) em €,

(1.8)
u, = 0 em Of),
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dai

—AU + kU

IN

—A'U,l -+ ku1 em Q,

I
IA

Uy em OS2,

implica em

—A(uy —U)+k(uy —U) > 0 em 9,
uy—U > 0 em 0N

Pelo principio do maximo (ver Teorema A.8 do Apéndice A), uy — U > 0 em §2, ou
seja, U < uy em Q.

Agora, mostremos que u; < U em . Sendo U supersolucio de (1.1), temos

—AU

v

F(O) emo,
> 0 em Of).

=l

Se k > 0, entao
~AU+kU > f(U)+kU emQ,
U >0 em 02,
ou seja,

AU+ kU > g(U) em Q,
U > 0 em Of).

Por g ser crescente, segue que g(U) < g(U) e de (1.8) obtemos

—Auy +kuy < g(U) em Q,
u, = 0 em OS2,

e assim,

—Auy +kuy < —AU+EKU em Q,

w < U em 0f2,

donde,

~A(U —w) + k(U —u;) > 0 em Q,

U—-wu; > 0 em 0f.

Logo, usando o principio do maximo, u; < U em (2.
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Agora, suponhamos que U < --- < 4y < u, < --- < U e mostremos U <
Upy < U. Considerando as equacoes que definem wu,, e Upi1, tEMOS

_Aun_l'kun = g(un—l) em Q?
u, = 0 em Of)

(1.9)

— Ay + ku, = u,) em ),
! n = glun) (1.10)
Upyr = 0 em Of).

Dai, subtraindo membro a membro as equagdes em (1.9) de (1.10), obtemos

_A(unJrl - un) + k(un+1 - un) = g(”n) - g(unfl) cm Q,

Up4+1 — Up = 0 em 39

Como g é crescente, g(u,) — g(un,—1) > 0 e, pelo principio do méaximo, u,1 — u, > 0
em (2, isto é, u,, < u,y1 em €L
Evidentemente, U < wu,,; em ). Com o raciocinio andlogo para mostrar que

u < U em €, chega-se a u, 1 < U em (). Portanto,
U<ty <tpy <Uem Q,Vn eN. (1.11)

Por (1.11) e em virtude da monotonicidade de (u,), existe uma func¢ao U, definida
em Q, tal que u, — U pontualmente em Q. E uma vez que U,U € C?(Q), temos
U,U € LP(Q) para todo p > 1.

De (1.11) segue

|un| < max {||U]|, HUHOO} =K em Q,Vn e N.
Definamos a seguinte sequéncia
hyp = |u, — U

e note que

pontualmente em ) e

] < 2P(|KJP + [KTP)

= 2PT'KP em Q. Vn € N,
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donde 2P K? € L'(Q)). Logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (ver Teorema A.15 do Apéndice A), temos
it = Ulliay = | 1in = UP do =0,
ou seja,
up, — U em LP(Q).

Da existéncia de uma constante real M > 0 tal que

lu,| < M em Q,Vn € N,
e da continuidade de g, obtemos uma constante C' > 0 de modo que

lg(u,)| < C em Q,Vn € N,

donde segue que g(u,) € LP(Q)). Além disso, g(u,) — g(U) pontualmente em € e,

novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos
lotua) = 90 e, = [ lotun) =@ do =0,
isto é,
g(u,) = g(U) em LP(9).

Sendo g(u,_1) € LP(Q) satisfazendo (1.7), entao u, € W*P(Q) (ver Teorema A.19 do

Apéndice A) e existe uma constante C', que nao depende de n, tal que

[un = tmly2m () < Cllg(un-1) = g(um—1)ll 1oy (1.12)

Logo, (u,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em W?*P(Q), pois (g(u,)) é uma sequéncia de
Cauchy em LP(Q). Por W??(Q) ser um espaco de Banach, existe U € W??(Q) tal que
u, — U em W?P(Q). Além disso, por

un—U‘

<

o]

Lr(Q) w2e(Q)

segue que u, — U em LP (). Assim, pela unicidade do limite, obtemos U = U e dai,

u, — U em WP(Q).
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Tomando p > N, tem-se a imersio compacta, W2P(Q) — C+*(Q), para a =
1— %. Isso implica
U, — U em CH*(Q).
Pela estimativa de Schauder, obtemos
[unllc2a@ < Cllg(un-1)llce@) VY € N. (1.13)

Consequentemente, (u,) é limitada em C%%(Q). Desde que C?%(Q) < C?(Q) com-
pactamente, existe uma subsequéncia de (u,) que converge para U em C?(Q2). Como

(u,) é mondtona, a sequéncia toda converge para U em C%(Q). Uma vez que
_AunJrl + kunJrl = f(un) + ku, em Q7
Upr1 = 0 em Of)

passando ao limite, segue-se

—AU+kU = f(U)+kU em Q,
U =0 em OS2
e dai
—AU = f(U) em ,
U =0 em Of).

Analogamente, obtemos uma sequéncia nao-crescente (v,,) tal que
U< <t <o, < <=0

de modo que v, — V em C%(Q) e

—AV = f(V) em Q,
V =20 em Of).

Além disso, U < U <V < U em Q.

Mostraremos as existéncias das solugoes minimal e maximal com respeito ao
intervalo [U,U]. Seja u uma solucdo de (1.1) com U < u < U em Q. Considere o
intervalo [U, u] e apliquemos o procedimento anterior para obter uma sequéncia nao-

decrescente em que
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com u, — U. Logo, U < u é solucao minima com respeito a [Q , U]. Analogamente,

demonstramos a existéncia da solucao maximal. [

Vejamos algumas observagoes relacionadas com o Teorema 1.9.

Observacao 1.1 Pode-se, eventualmente, ter U = V. FEsse é o caso quando se tem

unicidade de solug¢ao. Vide Secao 1.4.

Observacgao 1.2 A existéncia de solucao nesse teorema, assim como a minimalidade
e maximalidade devem ser entendidas com relagao ao intervalo [Q,m . Fventualmente,

podem existir solucoes do problema fora desse intervalo.

Observagao 1.3 A condi¢ao (1.5) serd automaticamente satisfeita se f for de classe

Cc*.

Observacao 1.4 A condi¢io U < U nao é automaticamente satisfeita se U e U forem,

respectivamente, sub e supersolugoes.

Um exemplo onde isso acontece é no problema

—Au = M\Nu em €,
u = 0 em 02,

(1.14)

onde A\; > 0 é o primeiro autovalor de (—A, H}(€)). Toda solugao de (1.14) ¢ da
forma u = tp;, em que t é uma constante real e p; > 0 em € é uma autofungao de

(—A, H}(Q)) associada ao autovalor \;. De fato, pois

—A(tp1) = t(=Ap1) = t(Ap1) = Ai(ter) em Q

e o, = 0 em 0. Escolhamos U = ¢, e U = —¢;, entdo U é subsolucio e U ¢é

supersolucao de (1.14), mas U > U em (.

Observagao 1.5 O Teorema 1.9 continua vdlido se tivermos

{—Au = f(xz,u) em Q,

(1.15)
u = 0 em 0f),

onde f: QxR —= R € uma funcio de classe C.
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1.3 Aplicagoes

Obviamente, a dificuldade na aplicacao do Teorema 1.9 reside na descoberta de
uma subsolucdo U e de uma supersolucao U tais que U < U. Nesta secdo, estudaremos

alguns exemplos como ilustragoes do método.

Exemplo 1.1 Consideremos o problema

“Au = 1-— 0
{ “ ful - em €2, (1.16)

u = 0 em OS2,

e observemos que f(t) = 1—|t| satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.9. Além disso, como
€ facil ver, as funcoes u = —1 e w = 1 sao, respectivamente, sub e supersolu¢ao do
problema (1.16) satisfazendo uw < . Logo, existe uma soluc¢ao cldssica u, do referido

problema, tal que u < u < u.

Exemplo 1.2 De maneira andloga, o problema

—Au = 1—|ulf Q
u lulP em Q, (1.17)
u = 0 em 0f),
para p > 1, também satisfaz as condigoes do Teorema 1.9 e u = —1 ew = 1 sao,

respectivamente, sub e supersolu¢ao do problema (1.17) satisfazendo w < u. Logo,

existe uma solucao cldssica u, do referido problema, tal que u < u < u.

Exemplo 1.3 Consideremos o problema

(1.18)

—Au = u®* em (),
u = 0 em 09,

onde 0 < o < 1. Entao existe solugcdo de (1.18).

Com efeito, a fungao f(t) = t*,0 < a < 1, é de classe C* e crescente. Conse-
quentemente, ela satisfaz as condigoes do Teorema 1.9. Construamos uma subsolucao

e uma supersolucao ordenadas. Seja t > 0 suficientemente pequeno tal que
M o1 (2)] T < 1,Vz € Q, (1.19)
o que implica
—A(tpr) = t(—=Ap1) = thipr < (tpr)® em Q. (1.20)

E como te; = 0 em 09, u = tp; é subsolugdo para (1.18), ¢ > 0 suficientemente

pequeno.
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Seja e > 0 a solucgao tnica do problema

—Ae = 1 em(,

(1.21)
e = 0 em 0Of.
Escolhamos uma constante M > 0 tal que
M > le(x)]*, Vo € Q. (1.22)
Entao
—A(Me) = M(—Ae) = M > (Me)* em ) (1.23)

e Me =0 em 0%, logo w = Me é uma supersolucao de (1.18). Além disso, para t > 0

suficientemente pequeno, temos
u=tp; < Me=m. (1.24)
De fato, seja 6 > 0 suficientemente pequeno e definamos o conjunto €25 por
Qs = {x € Q;dist (x,00) <6}

Como ¢1,e > 0 em e pela compacidade de Q \ €, existe ¢ > 0 de modo que

Me(zx)
e1(z)

> ¢, Vo e Q\ Q. (1.25)

Por outro lado, sendo g—; < 0 em 0N e por 0f) ser compacto, existe m < 0 tal que

Do mesmo modo, sabendo que ¢, € C} (ﬁ), existe k > 0 satisfazendo

%—f]l(x)‘ < k,Vz € Q.
Seja
ko = inf 2L < 0
Qs On

e consideremos a fungao

h(z) = yp1(z) — e(2),
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com 7 > 0, definida em ;. Entao

oh % Oe

—(x) = — (z) > — Q

desde que v > 2.

Fixemos = € Qs e definamos
g(s) = h(z + sn),Vs € R.

Para cada = € Qj, escolhamos um tnico & € Qg tal que a reta que passa por esses dois
pontos coincida com a reta suporte do vetor normal exterior n = 7(Z). Dessa forma,

existe § > 0 de modo que x + 5n =7 € 092. Por h(02) = 0 temos
9(3) = h(z + 3n) = h(Z) = 0.

Observe que g ¢ a composigao de fungoes de classe C*, logo g : [0, 5] — R é continua

em [0, 5] e derivavel em (0, 5), e aplicando o Teorema do Valor Médio, existe £ € (0, 3)

tal que
9(3) — 9(0) = ¢g'(§)(5 - 0)
Como
Oh _ o hlz &+ tn) — h(z +En)
_ H% hx + (€ + t)z) — h(x +&n)
90— 9(6)
t—0 t
= g/(5)7
segue-se
—h(z) = Z—Z(x +€n)5 > 0 em Q.

Consequentemente, h(z) < 0 para todo x € {5 e assim
vo1(x) < e(z),Vz € Qs.

Logo

Me(x)
Y1

> M~y >0 em Qs (1.26)
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e de (1.25) e (1.26), segue

M
ﬂ2m>O,Vx€Q,
Y1

onde m = min {c, M~}. Entao basta que 0 < ¢ < m para termos (1.24).

Portanto, pelo Teorema 1.9 o problema (1.14) possui solugao u satisfazendo
u=tp1 <u< Me=7u

No proximo exemplo, daremos uma condi¢ao para que o problema (1.1) possua

sub e supersolugao.

Exemplo 1.4 Se

t
a = lim infM > A\ (1.27)
t—0+ t
e
o ft)
b= tlg})lo sup —— < A1, (1.28)

onde \; > 0 € o primeiro autovalor de (—A, Hj(Q)) e f: RT — RT € de classe C°.

Entao o problema (1.1) possui sub e supersolugao.

Estas duas condi¢oes nos dizem que nas proximidades de 0 o grafico da fungao
f se encontra acima da reta \it, enquanto que para t suficientemente grande o grafico
da funcao f esta abaixo do grafico da reta A;t.

De (1.27), dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
(a—e)t < f(t) < (a+ €)t quando 0 < t < 0.
Consideremos
f(t) > (a—e)t,vt € (0,0).

Desde que a > A1, podemos tomar ¢ suficientemente pequeno tal que a—e > A\; e assim
f(t) > A\t, onde t € (0,6). Seja ¢; > 0 uma autofungao associada a A\;. Se t > 0, ¢

suficientemente pequeno, temos

toi(x) < §,Vx € Q. (1.29)
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Portanto u = tp; é subsolucao de (1.1), pois

—A(ng&l) = t(-AgOl) = t>\1g01 = )\1(15901) < f(tg01> em Q, (130)

e typ; = 0 em 0f).
Por (1.28), segue que dado € > 0, existe M > 0 tal que

b—et< f(t)<(b+etset>M.
Consideremos a desigualdade
ft) < (b+e)t, vVt > M.
Como f é continua, existe ¢ > 0 de modo que f(t) < ¢, com 0 <t < M. Assim
ft) < (b+e)t+c vVt >0.

Consideremos € suficientemente pequeno, para que b+ ¢ < A\;. Seja v € C?%(Q) a

solugao do problema

—Av = (b+ev+c emQ,
v = 0 em Of2.

(1.31)

Pelo Principio do Maximo, v > 0 em 2. Segue-se que u = v é uma supersolucao de

(1.1), pois
—Av=(b+e€)v+c> f(v) em Q (1.32)

e v =0 em 0. Mostrando, assim, a existéncia de sub e supersolugao de (1.1). Além
disso, podemos tomar ¢t > 0, suficientemente pequeno, de modo que u = tp; < v ="u
(ver exemplo 1.3). Logo, usando o Teorema 1.9, existe solugao u do problema (1.1) em

que
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1.4 Unicidade

Observemos que o problema (1.1) pode possuir multiplicidade de solugoes. Isso

¢ 0 que mostra o exemplo a seguir:

—Au = —2Ju|l em €,
u = 0 em OS2,

(1.33)

em que Q = (0,7) x (0,7) C R% Como ¢é facil ver, para cada k < 0, a funcio
u(z,y) = k(senx)(seny),0 < z,y <,

¢ solucao do problema (1.33). Assim, o problema (1.33) possui uma infinidade de
solugoes.

Nesta secao, discutiremos algumas questoes relacionadas a unicidade. Antes
disso, porém, estabeleceremos resultados sobre minimalidade e maximalidade de solugoes
as quais serao utilizadas nesse estudo.

Observamos que, no Teorema 1.9, as solu¢oes minimal e maximal o eram em
relagdo ao intervalo [u,w]. Mostraremos, no proximo resultado, que, sob determinadas
condicoes, obtém-se solucoes minimal e maximal globais. Isso acontece se tivermos um

controle conveniente da sublinearidade. Para isso, consideremos o problema

—Au = f(u) em ,
u > 0 em 2, (1.34)
u = 0 em 0f),

em que f: Rt — R* ¢ de classe C* e (1.27)-(1.28) ocorrem.
Notemos que, de (1.28), temos a existéncia de constantes positivas a < A\; e C' > 0

tais que
f(t) <at+ C,Vt>0.

Seja U a solucdo tnica e positiva do problema

—~AU = aU+C em9,

. (1.35)
U =0 em 9.

Teorema 1.10 Seja f : R — R uma funcdo de classe C satisfazendo (1.27) e (1.28).

Entao existem uma solugao minima e mdzima globais para o problema (1.84).
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Demonstragao. Seja u uma solucao do problema (1.34). Consideremos U = tp; e U
dada na equagao (1.35). Como vimos anteriormente, U = t¢; é subsolugao se t > 0 for

suficientemente pequeno e U > 0 é supersolucdo. Além disso, nestas condicoes,
U=tp, < U em .
Dai, pelo Teorema 1.9, existe uma solu¢ao minima u e uma solu¢gao méaxima u com
U<u<u<UemQ.
Assim, é suficiente mostrar que
U<u<Uem .

Provemos que u < U. Para isso, calculemos

~A(U—=u)—a(U—-nu) ~AU — aU — [-Au — au]

= C—[f(u) - aul

> 0.

Pelo Principio do Méaximo U — u > 0 em €, provando que v < U em . Desse modo,

usando o Teorema 1.9, a solugao w maxima no intervalo [Q , m, onde vy = U, satisfaz
u<u<U em .

Agora, usemos o par de sub e supersolu¢ao (U, u). Observemos que u > 0 em (2
e % < 0 em 0N e como U = ty;, podemos considerar ¢ > 0 suficientemente pequeno
"

tal que
U=ty <uem .

Assim, a solucao u, obtida por iteracao monotonica, onde ug = U é solucao minima no

intervalo [Q , m , satisfaz

Logo,

S
IN
IS
IN
Sl
[}
B
2
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e dai u é solugao minima global e u é solucao méaxima global. [
O teorema a seguir, nos mostra sob que condiges a solugdo do problema (1.34)
é Unica.
Teorema 1.11 Sob as hipdtese (1.27), (1.28) e
f(t)

t— T,t > 0, € decrescente, (1.36)

entao o problema (1.34) possui solugao inica.

Demonstragao. Adaptaremos a demonstracao presente em Brezis-Oswald (ver [8]).
Sejam wu; e uy solugoes de (1.34). Desde que, sob as hipdteses assumidas, o
problema (1.34) possui solu¢ao minima global, pelo Teorema 1.10, dai podemos supor

w1 < up. Desse modo,

—Auy = f(uy) em €

_AUQ = f(u2) eI Qv
implica em

(—Auy)ug = f(u1)uz em €

e
(—Aug)uy = f(uz)u; em Q.
Com isso,
/VU1VU2:/f(U1)U2
Q Q
e
/VUQVUl :/f(u2>U]_,
Q Q
donde

/Q [f (up)ug — fug)ug] =0
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ou, equivalentemente,

/Qulng {fszl) - fgf)l ~0 (1.37)

De (1.36) e 0 < uy(x) < ug(z), Vo € Q, temos

f(ui(x)) S f(ua(z)) Vi € Q

ur(z)  — ua(z)

isto é,

flur(x)) — flua(x))

uy () us(x)

> 0,Vz € Q.

No entanto ujus > 0 e para ocorrer (1.37), devemos ter

flw) _ flm)
Ul (%) 7

ou seja,

f(ur) _ f(Uz)

Uy U2

Mas por (1.36), segue que uj(x) = us(x), Vo € Q, o que conclui a demonstracao. W

A seguir, como mais uma ilustracao do que foi feito até agora com relagao a
existéncia e unicidade de solucao, estudaremos a Fquag¢ao Logistica que, além de inte-
ressante do ponto de vista matematico, possui motivacoes relacionadas com a Biologia,
mormente com questoes associadas & dinamica populacional. Para mais informacgoes
sobre esse problema veja Chipot [12], Sattinger [28] e suas referéncias.

Se a > 0 é uma constante positiva, a equagao logistica é dada por

—Au = ula—wu) em Q,
u > 0 em (2, (1.38)
0 em Of).

u

Caso nao imponhamos a condi¢ao u > 0 em 2 a funcao u = 0 é solucao da equagao
(1.38). A unicidade a que nos referiremos sera com respeito a classe de fungoes positivas
em ).

Teorema 1.12 Designemos por Ay o primeiro autovalor de (—A, H}(2)). O problema

(1.88) possui solugdo se, e somente se, a > \y. Além disso, tal solugdo é unica.
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Demonstragao. Suponhamos, inicialmente, que a < A;. Assim, se considerarmos

¢ € HL(Q) como funcio teste na equagio (1.38) e integrarmos por partes, teremos

/Vu~Vg0—a/ug0:—/u2g0.
Q Q Q

Fazendo ¢ = u nessa tltima igualdade, obtemos

/|Vu|2—a/u2:—/u3.
Q Q Q
Desde que a < Ay, temos

/|Vu|2—a/u22/|Vu|2—)\1/u220
0 0 Q 0

em que na ultima desigualdade utilizamos a caracterizacao variacional de Aq, isto é,

Vul*d
M= inf JolVOLdr
Q) [ vidx

/\Vu\Q—a/vfz—/u?’
0 0 Q
/u3§0

Q

donde segue-se que u = 0, pois u é ndo-negativa. Conclusdo: o problema (1.38) nao

Em vista de

concluimos que

possui solucao se a < \y.

Suponhamos, a partir daqui, que \; < a e observemos que estamos trabalhando
com solugoes classicas. Na verdade, desde que f(t) = t(a —t) é de classe C, segue-se
que toda solugao fraca do problema (1.38) é classica.

Inicialmente, observemos que @ = a é uma supersolugao do problema (1.38). Isso
vem do fato de que —Au =0=1u(a —u) em Q e T > 0 em OS2

Para construir uma subsolucao, sejam ¢t > 0 e ¢; > 0 em €2 uma autofungao de

(—A, H}(9)) associada ao autovalor ;. Consideremos u = tp; e observemos que

—A(tr) = Mty < (tor)(a — tpr)

se

Alga—tapl
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e isso acontece se, e somente se,
tor <a— A

Desde que a — Ay > 0 e ¢ é positiva e regular, para t > 0 suficientemente pequeno
teremos tp; < a — A\ e dai

u =ty

¢ uma subsolucao positiva com uv < u = a. Portanto, pelo Teorema 1.9 o problema

(1.38) possui uma solugao u tal que
to1 <u < a.

Observemos que toda solu¢ao u da equagao logistica (1.38) satisfaz u < a. Com
efeito, se u for uma solugao (classica) de (1.38), suponhamos que u atinja maximo, que

é positivo, em um ponto xy € 2. Assim,
0 < —Au(zg) = u(zo)(a — u(zg)) <0

o que é uma contradi¢do. Na verdade, se u for solugao de (1.38), teremos ||u|| < a. De
fato, desde que, pela observacao precedente temos ||u|l, < a, consideremos a fungao
a— u.

Vejamos a questao de unicidade. Observemos que se considerarmos f(t) = t(a—t)
e em virtude do fato de que toda solugao u da equagao logistica (1.38) satisfaz u < a

¢ suficiente observar que a condigao (1.36), ou seja,

t
Q =a—1t >0 é decrescente

é satisfeita em 0 < t < a. Assim, a equagao logistica (1.38) possui uma tunica solugao.

1.5 Iteracao Monotonica via Sub e Supersolucao Fraca

O Método da Iteragao Monotonica descrito na Segao 1.2, referente a solugao clas-

sica, aplica-se, também, quando trabalha-se com sub e supersolucoes fracas. Nesta
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secao, descreveremos, de maneira suscinta, haja vista que o procedimento é bem se-
melhante aquele desenvolvido na Secdo 1.2, essa técnica remetendo o(a) leitor(a) a
referéncia Chipot [12] para os detalhes.

Estudaremos o problema

—Au+ f(u) =g em €,

(1.39)
u € Hi(Q),

em que g € H'(Q) e f: R — R é uma fungdao Lipschitziana, isto ¢, existe uma

constante positiva L tal que

If(z) — f(y)| < L|xz —y|,Vz,y € R.

Definigao 1.13 Diz-se que u € H}(Q) € solugdo fraca do problema (1.39) se

/ Vu-Voudr + / fu)vdz = {(g,v),Yv € H}(Q),
0 0
em que (-,-) € o par de dualidade entre g € H=*(Q) e H} ().

Antes de introduzirmos as defini¢oes de sub e supersolugoes fracas, relembremos
que, dadas uy,us € H'(Q), diz-se que u; < ug em 9O se (u; — ug)™ € H(), onde

ut = max {u,0} é a parte positiva de wu.

Definigao 1.14 Diz-se que U € uma supersolugao fraca do problema (1.39) se

ue Hy(), u>0emd,
—Au+ f(u) > g no sentido fraco, isto €,

/ Vi - Vvdx+/ f@wdz > {g,v),Yv € Hj(Q),v > 0.
Q Q
Defini¢ao 1.15 Diz-se que u € uma subsolucdo fraca do problema (1.39) se

u € Hy(Q), u < 0emdQ,
—Au+ f(u) < g no sentido fraco, isto €,

/Vg~Vvdx+/f(g)vdx§ (g,v),Yv € Hy(Q),v > 0.
Q Q
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Antes de enunciarmos o teorema central desta secao, introduziremos o Principio

do Mdzimo Fraco. Veja Teorema 4.4 em Chipot [12].

Teorema 1.16 Seja a € L>=() uma fun¢ao nao-negativa. Sejam uy,us € H'(Q) tais
que

—Auy + a(x)u; < —Aus + a(z)uz, no sentido fraco, e
u; < ug em o).

Entao
w < uy emSl.

A seguir, enunciaremos e daremos um breve esbo¢o da demonstragao do teorema

que traduz o método da iteracao monotonica envolvendo sub e supersolucao fracas.

Teorema 1.17 Seja g € H (). Suponhamos que existam u e U, respectivamente,

sub e supersolugao fracas do problema (1.39) tais que
u < uemf.

Entao existem u,, e uy solugoes do problema (1.39) tais que qualquer que seja a solugao

u de (1.39) satisfazendo u < u <7 teremos

U< Uy Su < upy < U

Demonstragao. Suponhamos A > L onde L é a constante de Lipischitz da fungao f.

Para cada v € L?(Q) seja u = S(v) € H}() a tnica solugao fraca do problema

—Au+ A= v — f(v) + g em Q,

(1.40)
u e H}Q).

Em virtude da imersao HJ(Q2) < L*(Q2), S é uma aplicagao de L*(Q2) em L*(Q).

Além disso,
1. S: L*(Q) — L*(Q) é continua e compacta;

2. S é monoténica, isto é, v; < vy implica S(v;) < S(vg). Esse fato segue-se da
definicao de S e do principio de maximo fraco.

Consideremos as sequéncias dadas por

uy=u, u, = S(y_y), k>1
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Uy =0, U = S(Up—1), k> 1.

Novamente, usando a definicao de S e o principio de maximo fraco, obtém-se

U< U, <u < U <Upq <.

Tomando limites nessas sequéncias, usando o Teorema da Convergéncia Monétona

de Lebesgue, encontramos fungoes u,, e uy; tais que
Uy, = U, U — upr em L*(9).

Pelas defini¢oes de u,,uy e da continuidade de S em L*(fQ), verifica-se facilmente que
um € uy sdo pontos fixos de S e, consequentemente, solugoes fracas de (1.39) que
satisfazem

Uy =u < u < U= Up.

Aplicando S* a essa tltima desigualdade, obtemos
w, < u=S"u) <y

e passando ao limite

Uy, < U < upr

o que conclui o esboco da demonstracao do teorema. |

Observagao 1.6 O Método da Iteragao Monoténica também se aplica em vdrias outras
situagoes que nao abordaremos aqui para nao tornar este trabalho demasiado longo.
Citemos duas situagoes em que tal método pode ser aplicado.

Comecemos com o caso do p-Laplaciano. Em Cuesta Leon [21] a autora estuda
o problema

{—dw(\Vu\P—2Vu) = [flz,u,Vu) em, (1.41)

u = 0 em 02, u >0 em Q.

em que Ayu = div(|VulP=2Vu) € o operador p-Laplaciano. Usando definigoes ade-
quadas de sub e supersolugcao e principios de comparacao convenientes, a autora usa

o Método da Iteracao Monotonica para demonstrar a existéncia de solucoes para o
problema (1.41). Veja [21] para os detalhes.
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Ja em Wang [29], o autor considera um problema com condi¢do de fronteira nao-
local da forma

{—Au = f(z,u) em €2, (1.42)

u(z) = [, Kz y)uly)dy em 0, emu >0 Q.

e, usando principios de comparac¢ao e crescimentos adequados na fungao f, conseque-
se aplicar o Método da Iteragao Monotonica ao problema (1.42) e assim mostrar a

existéncia de solugoes para o referido problema.



Capitulo 2

O Método de Sub e Supersolucao via

Teorema do Ponto Fixo

Neste capitulo, usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para mostrar a
existéncia de solugao, entre uma sub e uma supersolugao, de alguns problemas elipticos.
A primeira classe de problemas que estudaremos é dada por

—Au = f(u) em ,
u = g em Of),
onde 2 C RY ¢ um dominio limitado, f : R — R e g : 9Q — R satisfazem algumas
condicoes que serao explicitadas na secao 2.2.

Em seguida, estudaremos um sistema de Neumann-Dirichlet dado por

—Au = f(u)—wv em ),
—Av = du—ryv+g(v) em €,
g_:; = v=0 em 02,

onde Q C RY (N > 2) ¢ um dominio limitado e regular e f,g : R — R satisfazem
algumas hipoteses a serem dadas na secao 2.3.
Por fim, estudaremos um problema nao-local dado por
—A(z,u)Au = Af(u) em Q,
u = 0 em Of),
em que Q C RY, N > 1, um dominio limitado e regular, onde A : 2 x L?(2) - R e

f:0,0] — R satisfazem as condigoes dadas na secao 2.4.
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2.1 Resultados Preliminares

Nesta se¢ao, apresentaremos o Teorema do Ponto Fizo de Schauder e uma proposicao

a serem usadas no teorema que sera enuciado adiante.

Teorema 2.1 (do Ponto Fixo de Schauder - 1* Versao) SejamY um subconjunto
convexo de um espago de Banach X, A CY compacto e T :' Y — A uma aplicagao

continua. Entao T possui ponto fixo em Y .

Demonstragao. Ver [6], p. V-25, Teorema V 4.

Teorema 2.2 (do Ponto Fixo de Schauder - 2 Versao) SejamY um subconjunto
convexo, limitado, fechado de um espago de Banach X e¢T :' Y — Y um operador com-

pacto. Entao T tem um ponto fizo em Y .

Demonstragao. Ver [16], p. 60, Proposi¢ao 2.4.

Proposicao 2.3 Seja Q C RY um dominio limitado e reqular e f € C (ﬁ) Entao

existe um unico u € C' (ﬁ) satisfazendo
i) / [u(—=Ap) + fo|dr =0 para toda ¢ € C§° (),
Q
i) u=0 em 0.
Além disso, a aplicagao f — u é compacta em C (ﬁ)

Demonstragao: Inicialmente, mostremos a unicidade. Para isso, suponhamos que u

e v satistazem (i) e (ii). Desse modo,
/Q(u—v) (—Ap)dr = /Qu(—A@ dx—/u—A@) dz

Q
= — / fodx + / fpdx
Q Q

= O,

para toda ¢ € C§° (2). Logo, u —v € C (ﬁ) ¢ harmonica e pelo principio do maximo
para fun¢oes harmonicas, u — v assume maximo em 0€2. Porém u — v = 0 na fronteira

de 2, donde segue u — v = 0 em (2, ou seja, u = v em €.

e A . . —=c .
Para a existéncia, estendemos f de modo que seja 0 em €2 e consideremos

w@) = [ T@= )i 2.1)
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o potencial Newtoniano de f. Uma vez que w € C* (ﬁ) (ver Lema A.1 do Apéndice

A) definamos a aplicagao

H.C@) - O (@)
f— Hf=w

e mostremos sua continuidade. Mais precisamente, mostremos que
fn—>femC’(§):>wn:an—>Hf:wemC1(§).
Seja (f,) uma sequéncia em C (ﬁ) tal que
fo— fem C(Q)

entao

||fn_f||0—>06m R. (2.2)
Dessa forma
1Hfn = Hller@y = llwn = wlleaa)
|| [ re-nfds- [ Te-prww)|
o RN (@)

_ / T = y)lfaly) — F(u))dy

c (@)

_ / T = y)lfaly) ~ FW)ldy

0

Como
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(ver Lema A.2 do Apéndice A) temos

|Hfo— Hfllore) =

< wgéNW@—yMMﬂD—f@N@

+ Zsup/

Como a sequéncia (f,) converge uniformemente para f, segue do Teorema A.6 do

Apéndice A e de (2.2) que

or
85Ei

<x—whh@»—ﬂwm9

[ I = l150) = )l dy =0

or
al’z‘

@—yﬁmm»—ﬂwmyﬁo.

/.

Sendo assim, obtemos
1 fo = H 1 (@) = 0

mostrando a continuidade de H.

Desde que a imersao C! (ﬁ) — (ﬁ) é compacta, a aplicacao

ﬁ::ioH:C’(ﬁ) — C(ﬁ)

f = w

também o é.
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Seja h € C (ﬁ) a Unica funcao harménica satisfazendo h = w em 0f). Entéao,

usando as identidades de Green e o Lema A.2 (Ver Apéndice A), temos

Jw=napie = [ w-sgde— [ n-aps

Q

= —/ wa—gpdva/ wa—wds—/gkoda:
oo On oo On Q

— {—/ hg—gods—i—/ gp@ds—/cpAhdx}

oo On oo On Q

= —/ wa—(pds—/gpAwdx—i-/ hg—wds
oo On Q o0 On

= —/ waids—/wAwdx+/ wa—(pds
oo On Q oo On

= —/@Awdm
)

- —/Qsofdw

para toda ¢ € C§° (2). Portanto, u = w — h é uma solugao de (i) e (ii). Uma vez que

a aplicacao

¢ continua, temos que

é compacta. |
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2.2 O Meétodo de Sub e Supersolucao via Teorema do

Ponto Fixo: Um Problema Escalar

Consideremos o problema
—Au = f(u) em Q,
() (2.3)
u = g em Of),
onde Q@ C RY & um dominio limitado em que f: R — R e g : 99 — R sao funcoes
continuas, hipoteses essas que serao sempre admitidas ao longo de toda esta secao.

Quando (2.3) possui sub e supersolugoes ordenadas e f satisfaz, por exemplo,

uma condic¢ao da forma
t— f(t) +at

é crescente, para algum a > 0, entao usamos a iteragao monotonica para demonstrar a
existéncia de solucao. Nesta secao, relaxaremos essa tltima condicao e utilizaremos o
Teorema do Ponto Fixo de Schauder e uma versao do principio do maximo forte para
obter a existéncia de uma solugao para o problema, onde basta ter a continuidade no
segundo membro, com a existéncia de C-sub e C-supersolucao, conforme defini¢oes a
seguir.

Definig¢ao 2.4 Dizemos que u € C (ﬁ) é C-subsolugao de (2.3) se
| a0 - rwel <o, (2.4
para toda ¢ € DT (Q), onde DT (Q) ={p € C°(Q);¢0 >0 em Q}, ¢
u < g em S (2.5)
Definig¢ao 2.5 Dizemos que u € C (ﬁ) é C-supersolugao de (2.3) se
| a0 -r@e=o, (2.6
para toda ¢ € DT (Q), e
u>g em ON). (2.7)

Defini¢ao 2.6 Uma funcao u € C (ﬁ) ¢ uma C-solugdo de (2.3) se

/Q u(—Ag) — f (u) ] = 0,V € CF () 2.8)

u=g em 0. (2.9)
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Teorema 2.7 Sejam u e u C-sub e C-supersolugdo, respectivamente, de (2.3) satis-

fazendo u < 7w em Q. Entao o problema (2.3) possui uma C-solu¢io w comu < u <
em €.
Demonstragao. A demonstracao se dard em quatro passos.

Passo 1. Redugao do problema (2.3) a um problema homogéneo.

Seja h a tnica funcao satisfazendo

—Ah = 0 em €,
h = g em 0NQ.

(2.10)

Notemos que h € C? () N C (Q). Seja v =u — h.

Afirmamos que u é C-solugao de (2.3) se, e somente se, v = u — h é C-solugao de

—Av = f(h+v) emQ,
v = 0 em Of).

(2.11)

De fato, u € C (ﬁ) é C-solugao de (2.3) se, e somente se,

/Q [u(—A) — f(u)g] = 0.¥ € C° ()

e u = g em Jf) se, e somente se, v € C’(ﬁ) e

/Q [0+ W)(~Ag) — f(u+ h)g] = 0.Yp € CF ()

se, e somente se,

/Q [0(—Ap) + h(~Ag) — fu+ h)g] = 0,V € CF ()

se, e somente se,

/Q (= Ap) + p(—AR) — f(u+ h)g] = 0,V € CF ()

se, e somente se,

/Q [(~Ap) — f(v+ h)g] = 0,Yp € C3° ()

e v(z) = u(z) — h(z) = g(z) — g(z) = 0,V 2 € 9Q se, e somente se, v € C (Q) &
C-solugao de (2.11).
Observemos que f(h + v) é uma fungao real continua. Desde que u —h ew — h

sao C-sub e C-supersolugao, respectivamente, para o problema modificado (2.11) e sdo
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ordenadas, podemos supor que g = 0 em 0f).

Passo 2. A modificagao de f.

Definamos
fu(z)) seu<u(x),
fru) =4 flu) se u(z) < u < u(x), (2.12)
fu(z)  seu(z) <w, em z € €.
Entao f*: R — R é continua e limitada. Notemos que, se u é uma C-solugao de
—Au = f*(u) em £,
f ) (2.13)

u = 0 em 02

eu <u<7uem (), entdo u ¢ uma C-solugao de (2.3) com g = 0. De fato, toda C-
solugao de (2.12) satisfaz u < u < 7 em Q. Isso seréa demonstrado usando o principio
do maximo no proximo passo.

Passo 3. O uso do principio do maximo.

Seja v uma solugao de (2.12) e definamos
O ={zeQ; ulx) <u(x)}.

Como u,u € C (), entdo QT & aberto. Provemos que Q" = (). Suponhamos QF % 0.

Temos que

[w-m-apa = [ wcapn- [ w-anw

O+

f*(u)godx—/ u(—Ap)dx

+ O+

IA
S— 5—

+

£ (u)pdz — / f(@)pdz

O+

= (f*(u) = f(u))pdx

O+

I
o

Vo € DT (QF), pois em QF f*(u) = f(u).

Assim, u—wu € C (W) ¢ subharmonica e nao-negativa em Q1. Pelo principio do
méximo para funcoes subharmonicas, © — u atinge maximo na fronteira de Q*. Mas,
u—u=0em N edaiu —u =0 em Q7F, isto é, u = W em QT o que é um absurdo.

Logo, QT = 0.
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Mostremos, agora, que u < u em ). Definamos
Q" ={z e u(zr) <ulx)}.

Observemos que €2~ é aberto, pois u,u € C (ﬁ) Queremos mostrar que Q- = 0.

Suponhamos, por contradigao, que Q= # (). Dali,

| w-u-agde = [ u-agde- [ u-ap

u(—Ap)dr — . [ (u)pdz

S— 5—

fw)pdr — . [ (u)edx

= (f (w) = f*(u))pdz

-

I
o

Vo € DT (Q7), uma vez que f*(u) = f(u) em Q. Desse modo, u —u € C ()
¢ subharmoénica e nao-negativa em €2~. Usando o principio do maximo para funcgoes
subharmonicas, obtemos que v — u assume méaximo em 0§2~. Contudo, u — u = 0 em
00~ e assim u = u em €27, 0 que contraria a hipotese. Portanto, Q= = ().

Passo 4. Aplicagcao do Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Observemos que o problema

—Au = f(z) em
u = 0 em OS2,

(2.14)

com f € C (ﬁ), possui uma tnica solucao u € C (ﬁ) Seja K : C (ﬁ) - C (ﬁ) 0
operador solugao de (2.14), isto é, u = K(f). Como sabemos, K ¢é linear e compacto
em C' (ﬁ) equipado com a norma da convergéncia uniforme. (Ver Proposigao 2.3).

Seja F : C (ﬁ) —C (ﬁ) o operador de Niemytski associado & f*, ou seja,
Pu)(x) = f*(ue)),u € C (9)

Entdo F ¢ continua e existe M > 0 tal que ||F(u)|| < M, para todau € C (22). Desse
modo, F (C’ (ﬁ)) ccC (ﬁ) é limitado e por K ser compacto, segue que

KF(C(Q)) (2.15)

€ compacto.
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Seja A a envoltoria convexa de (2.15) e consideremos a aplicagdo continua
KF:C(Q) > A
Finalmente, notemos que u é C-solugao de (2.13) se , e somente se,
u=KF(u).

Uma aplicacao direta do Teorema do Ponto Fixo de Schauder (1* Versao) mostra
que KF possui um ponto fixo u que, pelo passo 3, satisfaz u < u < u e assim é C-

solugao do problema original. [ |

2.3 Um Sistema de Neumann-Dirichlet

No que segue estudaremos o problema de Neumann-Dirichlet

—Au = f(u)—wv em (2,
—Av = du—yv+g(v) em Q, (2.16)
g—z = v=0 em 02,

adaptando o Método de Sub e Supersolu¢ao usado em Hernandez (ver [20]). Inicial-

mente, fixaremos algumas notacoes e introduziremos defini¢oes.

Definigao 2.8 Um par da forma (ug,ve) — (u®,0°) é chamado uma sub-supersolugao

para o problema (2.16) se ug < u’, vy < v° e

g, vo, u’, 00 € H? () N L™ (Q) (2.17)

—Aug — f(ug) +v <0< =Au’ — f(u®) +v em Q,

, o (2.18)
para toda v € [vg,v°] e T < o 09,
an on
—Avg — du+ yvg — g(vo) <0 < —Av? — du + 7% — g(v°) em Q,
(2.19)

para toda u € [up,u’] e vy <0 < 0¥ em ON.
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No proximo teorema, adaptaremos um resultado de Hernandez (ver Teorema 2.1

de [20]) para o nosso problema especifico. Nesta segdo, sempre suporemos que:

f,9 : R — R sao fungoes localmente Lipschitzianas satisfazendo: existe
uma constante positiva M tal que f(t) + Mt e g(t) = (M — )t sd@o ambas

nao-decrescentes.

Nas desigualdades precedentes u < v significa u(z) < v(z) quase sempre em 2
ouem 99 e [u,v] ={z € L*(Q);u(x) < z(x) < v(x) q.s. em Q}.
Teorema 2.9 Se (ug,vg)— (u®,v") € uma sub-supersolucio de (2.16), entio existe uma

solugdo (u,v) de (2.16) satisfazendo ug < u < u® e vy < v < 0.

Demonstragao. Usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para mostrar a exis-
téncia de um ponto fixo que sera solugao classica de (2.16). Antes disso, consideremos
o espaco de Hilbert E = [L?()]? constituido pelas fun¢des (u,v) com u,v € L* (1),
munido como produto interno

((ug,v1), (us, vg)>[L2(Q)}2 - /

ulugd:v—ir/vwgdx,
Q Q

cuja norma associada é

1/2
Q Q
2

Seja K = [ug, u’] x [vg,2°] o retangulo contido em [L? (2)]".
Afirmagao 1. O conjunto K é fechado, convexo e limitado.

De fato, seja (un,v,) € K tal que (u,,v,) — (u,v) em E. Entado, u, — u e
v, — v em L?(Q). Ora, em particular, u, — u q.s. em Q e v, — v q.s. em €.

Ademais,
uogunguoevogvngvo,
dai tomando o limite em n, obtemos
uoguguoevogvgvoq.s. em ().
‘]

Logo (u,v) € K e portanto K é fechado. Agora, sejam uy, us € [ug, u’], temos

up < up < u’eup < uy < ud
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Assim, para t € [0, 1],

(1—tug < (I —t)uy < (1 —t)u’ e tug < tuy < tu’
implica que

(1 —t)ug + tug < (1 —t)ug +tug < (1 —t)u’ + tu°
donde segue

tug < (1 — t)ug + tuy < u.

Logo [ug, u’] é convexo. De maneira andloga, chegamos na convexidade de [vg,v?].
Como o produto cartesiano de conjuntos convexos é convexo, concluimos que K ¢é
convexo. Temos, ainda, que se u € [ug, u’], entdao ug(r) < u(r) < u’(z) q.s. em Qe

uma vez que up, u’ € L (), segue

—ug(x) < |ug(x)] < ||u0||oo

u’(z) < [u(x)| < [[u°]]
isto é,
— Jluolloo < uo(z) e u®(z) < |Ju’]|, .

Consideremos ¢; = max {|Juo|| . , [[u’||.}. Portanto |u(z)| < ¢; e assim u € [—c, ¢1],
donde segue [ug, u’] C [—c¢1, ¢1]. Do mesmo modo, tomando ¢, = max {||vo|| ., [[0°ll .}
obtemos [vg, v°] C [—¢2, ¢]. Logo, sendo ¢ = méax {cy, ca}, chegamos em K C [—¢,c]* e
dai K ¢ limitado.

Definamos o operador nao-linear T : K — FE por: para (u,v) € K, (u,v) =
T (u,v) é a solugao unica dos problemas

—Au+ Mu = f(u)—v+ Mu em Q,

2.20
@ =0 em Of) ( )

—Av+Mv = ou+ (M —~)v+g(v) em ,
v = 0 em Of).

(2.21)
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Note que existe kq, ko > 0 tais que |f(u)| < k; e |g(v)| < k2 donde

|f(@) —v+ Mu| < |f@)|+ [o(x)] + M [a(z)]

< k[l + Ml

e

00 + (M —7)v+9(@)] < dfulx)| +|M = [o(x)] + |g(0)]

< Oull + 1M = [ [0l + k.
Logo
1f (@) =+ M|, 07+ (M = ~)7+ g(0)|, < o0,
ou seja,
f@) —v+ Mu, du+ (M —~v)v+ g(v) € L=(Q)

dai

f@) —v+ Mu, du+ (M —~v)v + g(v) € LP(Q),Vp > 1.

Portanto, existem u,v € H?(£2) solugdes tinicas, respectivamente, de (2.20) e (2.21), e
assim 7" estd bem definida.
Afirmacao 2. T é compacto.

Para mostrarmos isso, consideremos o operador solucio S : K — [H2 (Q)]° do
sistema (2.20)-(2.21), isto ¢é, para cada (u,v) € K temos que (u,v) = S(@,v) é solucao
de (2.20) e (2.21). Naturalmente, estamos considerando K munido com a topologia

induzida pela topologia de E. Seja (u,,7,) uma sequéncia tal que
(Un, V) — (u,7) em E,
onde (uy,,), (u,v) € K. Mostremos que
(tny V) = S(Tn, Tp) — (w,0) = S(w,0) em [H? ()],

Com efeito, de (2.20) segue-se

—Au—uy,) + M(u—mu,) = f(uw)—-7v+Mu- f(a,)+v, —Mu, (2.22)

= J@) = @) = (@ =0n) + M@ = up).
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Como (@p,7,) — (u,7) em E entdo, a menos de subsequéncia,
(Un(2),0,(x)) — (u(x),v(z)) q.8. em Q
o que implica
f(n(x)) = f(u(x)) gs. em €,

pois f & continua. Dai, visto que (u,,v,), (u,v) € K, temos f(u,) e f(u) limitados.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(U, Un) — (W, 0) em LP (Q),p>1

f(@,) — f(u) em LP(Q),p > 1.
Chamando A,, o membro direito de (2.22), obtemos
[Anl < £ @) = f(@a)| = [0 =Tl + M [@ = up| — 0 em L* (),
portanto por (2.22) teremos
u, — uem H*(Q).
Fazendo o analogo para

—Av—v)+Mw—uv,) = du+(M—)v+g®) —du, — (M —~)v, — g(v,)

= 6(u—1y,) + (M —)(T—0,) + g(v) — g(Vn)
chegamos em
v, — v em H? ().

Logo,

2

(Uns v) = (u,v) em [H*(Q)]

mostrando assim a continuidade de S.
Agora, em virtude da compacidade da imersao H? () — L? (), a aplicagao
K> [H2 ()] s F ¢ compacta o que implica T : K — E é compacto.

Afirmacgao 3. T(K) C K.
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Demonstraremos que ug < u. Observemos, primeiramente, que uy < u é equiva-
lente a (ug — u)*™ = 0. Com efeito, supondo que ug < u é equivalente a ug —u < 0 e
por (uy —u)" = max{up — u,0}, obtemos (uy —u)" = 0. Reciprocamente, supondo
(ug — u)*t =0, teremos max {ug — u,0} = 0 e assim uy — u < 0.

Tomando (u,v) = T'(u,v), para (u,v) € K, temos que a equagao (2.20) ¢ satisfeita

—AUO+MUO < f(UJ(])—E‘i‘MUO emQ,

2.23
% < 0 em Of). ( )
on

Logo, subtraindo (2.23) de (2.20), obtemos

—Aug —u) + M(uo —u) < f(uo) + Muo — [f(w) + Mu] em Q,
O(ug — u)
on

Visto que f(t) + Mt & ndo-decrescente, segue-se

< 0 em Of).

f(up) + Mug — [f(w) + Mu] <0 em 2
e assim
—A(ug — u) + M(up —u) <0 em
Desse modo, multiplicando ambos os membros da desigualdade por (ug—u)", obtemos
—A(ug — u)(ug — u)" + M(ug — u)(ug —u)* < 0em Q

e chamando o membro esquerdo da desigualdade acima de w segue, usando a identidade

de Green, que
Af): Lvam—mvam—m+—éﬂﬂ%#ﬁhm—uﬁ
01 [ o =" = (0 =07 (w0~ )"

_ /Qv[(uo—u)+—(uo—u)-}wuo—u)*—/

a0 on

w oot { [ -0~ [ =0 (w00

— /|V Uy — u) |—/ (uo —u)™ V (ug —u)"

+ M/ up — u)* —/ W(o—u)+

= /|V Uy — ) | +M/ wy —u)* —/ma(ug—n_u)(Uo—u)+
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Como
0 (ug —u
%g()e (up — 0)" >0,
segue que
9 (uo — u) +
— 2 (ug —u < 0
/89 on (1o )<
donde

9 (uo — u) +
— ———(ug—u)" >0,
/69 on (o )" 2

o que nos da

/‘VUO— }—FM/ Ug — W SO

Sendo M > 0, concluimos que (uyp —u)* = 0, logo uy < u. Procedendo de maneira
analoga, provamos que u < v é valido.

Mostremos, agora, que vy < v. Em virtude de (2.21) e usando (2.19), temos

—A(vg—v) — Mv < —vug+ g(vo) — [(M —~)v+ g(v)] em Q,
v—v < 0 em 0f).

donde, por g(t) + (M — ~)t ser ndo-decrescente, vemos que

—Avg —v) = Mv < —yvg + g(vo) — [(M — )0 + g(v)]
< —vvo + g(vo) — [(M —v)vo + g(vo)]
= —Muvgem

e assim

—A(vg—v) — M(vg—v) < 0 em

vo—v < 0 em 0.

Logo, pelo Principio do Maximo, obtemos vy — v < 0 em €2, ou seja, vy < v em ().
Analogamente, mostra-se que v < v° em .

Portanto, o Teorema do Ponto Fixo de Schauder (2* Versao) nos da a existéncia
de um ponto fixo de T ou, equivalentemente, uma solugao fraca (i.e., em H?(Q)) de

(2.16). Finalmente, usando o fato de que f, g sdo localmente Lipschitzianas, juntamente
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com a Teoria da Regularidade Eliptica (Ver [16]), mostra-se que (u,v) € [C? (ﬁ)]z, ou

seja, (u,v) é solugao classica de (2.16) satisfazendo vy < u < u e vy < v <O, [

A seguir, veremos sob que condigoes o problema (2.16) possui uma sub e uma

supersolugao.

Exemplo 2.1 Suponhamos que f,q: R — R sejam funcgoes localmente Lipschitzianas

satisfazendo: existem constantes ag,a’, by e b0 tais que
(fr) flao) > f(a®) e f(a®) <O
(f2) flag) > 0°

(91) g (0°) = 0 para algum b° > 0

t
(g2) liminf, ,o+ 9(t) > A+ 7.

Suporemos, também, que yb° > da°.
Sob essas hipdteses, mostraremos que o problema (2.16) possui uma sub e uma

supersolugao.
Observemos que a condi¢do (g) implica que existe € > 0 tal que
g(t) > (M + )t para 0 < t < e.

Seja r > 0 de modo que 0 < r¢y(x) < € para todo x € Q, onde ¢; > 0 é uma
autofungao de (—A, H(Q2)) associada a \;.

Fagamos

O e vy =rp(z) <o’ =1".

O<ug=ay<u'=a

Assim,

—Aug — f(ug) +v = —f(ag) +v

< —f(a0)+v

= AU —f (uo) + v em €,
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para toda rp; < v <0 e

—Avy — 0u + yvg — g(vo) rArpr — du+yrer — g (req)

< (A7) (ren) — g(ren)

< 0

< —6a’ +~4b°

< A —Su+y’—g (vo) em (), Vu € [ao, ao} .

Portanto, pelo Teorema 2.9, existe uma solugao (u,v) de (2.16) satisfazendo
0<a0§u§a0e0<r<p1§v§b0.

Como uma ilustracao do que vimos até agora, consideremos o seguinte problema

—Au = ulu—a)(l—u)—w em 2,

—Av = du—~vv+ (A +7v)sen(av) em €, (2.24)
@ — =0 em 0f),
on

onde ym > dae 0 <a < 1/2.

Notemos que a fungao dada por
() =tt—a)(1—t), t R,

em que 0 < a < 1/2, possui um tnico ponto de maximo ag. Dai, tomando a° = 1

temos

up =ag < a’ =1=1u".
Seja g a funcao dada por
g(t) = (A1 +v)sen(at),t € R.
Entao, para b° = 7/, segue-se
flag) > = =1

se « for suficientemente grande. Além disso,

g(b°) = (A + ) sen (ag) =0



sen(at)
at

%t) = Oé(>\1 +’Y>

>\ 4y

set — 0T, ou seja,

liminf@ > A\ 4.

t—0t

23

Uma vez que f,g satisfazem as condigoes do exemplo anterior, obtemos uma

solugao (u,v) de (2.24) tal que

O<ay<u<a’e0<ryp <v<b.

2.4 Um Problema Nao-local

Nesta secao usaremos o método de sub e supersolucao para estudar um problema

nao-local. Para isso, consideremos 2 C RY, N > 1, um dominio limitado e regular, e

seja
A:Qx L*(Q) =R,
p > 1, satisfazendo

x + A(x,u) é mensuravel, Vu € L? (Q),

u > A(z,u) é continua de L* () em R, q.s. em x € Q
e existem duas constantes ag e a., tais que
0<ap < A(r,u) < as q.s. em x € Q,Vu € L* (Q).

Seguindo Chipot-Corréa [15], estudaremos o problema

—A(z,u)Au = Af(u) em Q,
u = 0 em OS2,

em que f:[0,0] — R é uma fungao de classe C' com

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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F(t) > 0,9t € (0,0), (2.31)

e A > 0 é um parametro.

Designaremos por A\; o primeiro autovalor de (—A, H} (2)) satisfazendo

Vol*d
A= it alVeldT (2.32)
Hi©Q) [, vide
Temos o seguinte teorema:
Teorema 2.10 Sob as hipdteses (2.25) - (2.27), (2.29) - (2.31) e
)\1@00
A > ——, (2.33
70 )
existe uma solucao nao-trivial do problema
A
—Au = f(u) em €2,
Az, u) (2.34)
ue H(Q),
tal que u(x) € (0,0) g.s. em x € Q.
Demonstragao. Seja p; uma autofungao de (—A, Hj (€2)) satisfazendo
—Ap; =\ em (),
1 141 (2.35)

o1 € HY (), fﬂgole, w1 >0 em €.

A demonstragao se dard em varios passos, a fim de que se torne mais clara.

Passo 1. Escolhamos ¢, > 0 tal que u = typ; satisfaz, para toda w € L (£2),

Af ()

—Au < Q. 2.36
5= Alww) (2:30)

Com efeito, devido a (2.35) temos
—Au = A\top; em €. (2.37)

Tomemos t, > 0, suficientemente pequeno, tal que 0 < tpp; < 6 em 2. Para cada

w € LP () teremos

A (topr) _ Af(w)
oo Alz,w)’

Em virtude da condigao (2.33), escolhendo 5 > 0 teremos

—)\f (fopr) em §).

>\1aoo S
topr
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De (2.37) e das desigualdades anteriores, obtemos

M (topr) _ M (w)
s Alz,w)

—AQ = )\1f0§01 < em ().

A partir daqui, fixemos ¢ty > 0 de modo que (2.36) se verifique e definamos
K={vel*Q)top1 <v<60qs. emQ}.

Notemos que K C L? (2) é convexo e fechado. De fato, seja (v,) uma sequéncia em K
tal que v, — v em L? (), em particular v, — v q.s. em §2. Como v, € K temos, para

todo n € N, typ; < v, < 6 e passando o limite em n segue que
topr < v <60 q.s. em S

Mostrando que K é fechado. Agora, sejam v1,vs € K, entao top; < v1 < 0 e top; <

v < 0 q.s. em Q. Assim, para t € [0, 1],
(1 —=t)topr < (1 —t)vy < (1 —1t)0 e ttopr < tvg < t0
donde segue
towr = (1 — t)topr + ttopr < (1 —t)vy +tve < (1 — )0 +t0 = 6.

Logo K é convexo.

Passo 2. Existe pu > 0 tal que
g(t) = Mf(t) + ut é ndo-decrescente em (0, 6). (2.38)

Com efeito, desde que f é de classe C! em [0, 6], existe u > 0 tal que

. , B
EINCER 23
Portanto,
/ — ! > . !/ > )
g#) =Af(O) +pu= A mf f(t)+p=0 (2.40)

Com isso fica mostrado que g é nao-decrescente.
No que segue, suporemos que (2.38) seja valido.

A seguir, para w € K consideremos

u=Tuw, (2.41)
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em que u é solucao do problema

Au pu g(w) om
AUt )~ Alnw) (2.42)
u € H (Q).

Observemos que em virtude de w € K, temos w € L? (Q), para todo p > 1, e assim
(2.42) possui uma tnica solugao u € H} (2). Outro fato que deve ser enfatizado é que
pontos fixos de T' ser@o solugoes de (2.34).

Passo 3. u=Tw e K

Devido a monotonocidade de g, teremos

pu g(w) 9(0) 0
_ — < - _
Aut Az, w)  A(z,w) — Az, w) A0+ Az, w) em §)
e assim u < . Também,
pu g(w) g (w) M (W) p p
_ — > — > _
Aut Az, w)  A(z,w) — Alz,w) Az, w) * Alx,w) — Aut Az, w) em £

dai u < u e consequentemente u < u < 6 q.s. em (2, isto é, u € K.

Passo 4. Existe uma constante C' > 0, independente de w € K, tal que
IVl 20y < C,

isto ¢, u ¢ limitada em H{ (9), independente de w € K. De fato, em virtude da

formulagao fraca de (2.42), teremos

/Q|Vu|2 dx+/ﬂ%’2w) d:c:/Q%u dz. (2.43)

Designemos por M o seguinte

M = sup |g(t)|. (2.44)
te(0,6]

A partir de (2.43), da desigualdade de Holder e de (2.32) obtemos

M
/|Vu|2 dr < — [ wdx
Q o Jo

M 1/2
< = (/ u? dx) (IR
Qo Q
MO 1/2 1/2
< MY </|VU|2 dx) .
ag A1 Q
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Desse modo,

1/2 1/2
(/ |Vu|? dx) < M :
Q ao A1

Passo 5. A aplicacao T': K — K é continua.
Evidentemente, estamos considerando K munido com a topologia induzida pela

topologia de L? (Q2). Seja (w,) uma sequéncia tal que

w, — wem L*(Q), wy,w € K. (2.45)
Mostraremos que
U, = Tw, = u=Twem L?(Q). (2.46)
De (2.42), obtemos
—A(u—up) + pu o HUn gw)  g(wn)

A(z,w)  Alz,w)  Alx,w) Az, w,)’

ou seja,

Ay Pl w) 11 glw) g (wy)
A ( n) + A w) un{A(x’wn) A(ﬂc,w)}+{A(x,w) A(x’wn)}(zu)

Desde que w, — w em L* (), entdo, a menos de subsequéncia, w, — w q.s. em €.

Como w,,,w € K, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
w, —wem LP (), p>1. (2.48)

Designemos por A,, o membro direito de (2.47). Logo

1 1
Al < b _ _
[Aul <10\ 2 o) A(x,w>’+‘

De (2.26) e (2.48) temos

Az, w,) = A(z,w) q.s. em €.
Usando, novamente, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-se que
A, — 0em L*(9).
Por (2.47) teremos

u, — uem Hy ().
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Isso mostra a continuidade de T pois o possivel limite é tinico.
Passo 6. Conclusao.

Pela compacidade da imersao Hj () < L*(Q), T é uma aplicagao compacta de
K em K. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder, existe u € K tal que T'u = u, isto

¢,
toer(z) < u(zr) <6 q.s. em

e u é solucao fraca do problema em estudo.



Capitulo 3

O Método de Sub e Supersolucao
Aplicado a Problemas do Tipo

Semipositone

Neste capitulo, discutiremos o problema do tipo semipositone

—Au = Af(u) em €,
u = 0 em 02,

em que \ é um parametro positivo e f : [0,00) — R ¢ uma funcao de classe C"*.

Estaremos interessados em solugoes cléssicas de (3.1), isto ¢, solugoes u € C? (ﬁ)

3.1 Introducao

Cohen e Keller em [14] iniciaram o estudo do problema (3.1) para f positiva
e mondtona, e introduziram a terminologia problemas "positone". Na literatura, os
problemas "semipositone"se referem a busca de solugoes positivas para o problema (3.1)
quando f(0) < 0. Este tipo de problema surge na flambagem de sistemas mecanicos,
no design de pontes suspensas, nas reagoes quimicas, na astrofisica, na combustao e
gestao dos recursos naturais.

Como apontado por Lions em [27], os problemas semipositone sdo matematica-
mente muito desafiadores, do ponto de vista de muitas aplicagoes importantes, inte-

ressantes, especialmente para solugoes positivas. De fato, durante as ultimas décadas,
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encontrar solugoes positivas para os problemas da forma (3.1) com f(0) < 0 tem sido
bastante estudado. A dificuldade de encontrar solugoes positivas para tais problemas,
foi encontrado pela primeira vez por Brown e Shivaji em [9], quando estudaram o

problema de bifurcacao perturbado
—Au = Mu—u?)—¢ em ),
u = 0 em 02,
com € > 0. No entanto, o estudo dos problemas semipositone foi formalmente apre-

sentado por Castro e Shivaji em [10]. Para mais informgdes sobre este assunto veja

Castro, Maya e Shivaji [11] e suas referéncias.

3.2 Problema do Tipo Semipositone

Nesta se¢ao, usaremos o Teorema 2.7, apresentado no Capitulo 2, para mostrar
a existéncia de solu¢do do problema (3.1) em que f(0) < 0. Antes disso, fagamos

algumas consideragoes.

Definigao 3.1 Uma subsolugio de (3.1) é uma fungao 1) € C* (ﬁ) que satisfaz

SAY < A(W) em @, 52)
v < 0 em Of). '
Definigao 3.2 Uma supersolugio de (3.1) é uma funcao Z € C* (ﬁ) que satisfaz
-AZ > M\N(Z Q
= M(2) em (3.3)
Z >0 em 0f2.
Suponhamos que f : [0,00) — R seja uma funcao de classe C* e satisfaca
f(0) <0 (3.4)
e
Slggo f(s) = 0. (3.5)
Como consequéncia de (3.5) temos:
existe ko > 0 tal que f(s) > —ky,V s > 0. (3.6)

Observemos que (3.6) inclui o caso f(0) < 0. Por exemplo, fungoes definidas por

f(z) = 2% —a, onde o € (0,1) e a > 0, satisfazem essas condigoes.
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Teorema 3.3 Suponhamos que f : [0,00) — R seja uma fungdo de classe C' satis-
fazendo (3.5), (3.6) e

lim LS)

§—00 S

~0. (3.7)
Entao (3.1) possui uma solugdo positiva para A > 1.

Demonstragao. Seja A\; > 0 o primeiro autovalor de (—A, H} (Q)) e ¢ > 0 em €,

%5‘7’7—1 < 0 em 0f2, uma correspondente autofuncéo com ||¢1||,, = 1, ou seja, ¢, satisfaz
—Ap; = A1 em
o1 = 0 em Of).

Para 6 > 0, suficientemente pequeno, consideremos o conjunto
Qs = {z € Q; dist (x,00) < 6}.
Sejam 0 > 0, > 0 e m > 0 tais que

‘VQD1|2 — )\1@% Z m em 55 (38)

< <1lem Q\Qs. (3.9)

Notemos que (3.8) é possivel pois 83—“21 = Vgol.ﬁ < 0 em 02 e assim |Vp1| > 0 em 9.
Seja 1 = %(p% Entao
koA
Vi = ==V
m

donde

—AY = —div (Vy) = —div <%901V901>

ko .
= —22div (1 V)
m
koA .
koA
= ——{p1Ap + |V [*}
m
koA
= —% 901(—)\1%01)+‘V<P1‘2}

koA
= —% {IVei” = Mgt}
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De (3.8) temos

1 9 9 a

- {IVei]” = Mgl } > 1 em Qy,
donde

koA _
_% {IVer]? = Mig?} < —ko) em Q.

Assim,

— A < —koA < Af(2p) em Q. (3.10)

Vejamos o que acontece em €2\ 5. Da condicao (3.5), se A > 1, teremos

kO/\l < f (@MZ) )

m 2m

Dai em  \ 5, em virtude de (3.9), temos

—AY = == el - |Vel'}
m

IA
2
5

IN

(3.11)

IA

>

s

©

= DN
N————

Das desigualdades (3.10) e (3.11), segue-se

—AY < Af(¢) em Q,
v = 0 em Of).

Isso mostra que ¢ é uma subsolugao positiva de (3.1).

Construamos uma supersolucao. Para isso, comecemos definindo

f(s) = max f(@).

Claramente f(s) < f(s).

Afirmacao. f ¢é nao-decrescente e lim,_, ! (:) = 0.

De fato, se s; < s, entao

J(s1) = max f(t) < f(s2) = jax f(t) = f(s2)
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e assim f é nao-decrescente. De (3.7) segue que dado € > 0, existe so, > 0 tal que

’ fs)

< €, S€ 5 > Seo,

isto é,

—€< Js) <e= —es < f(s) < es, quando § > Sq.
s

Se 0 < s < 8o, entao existe c. > 0 de modo que f(s) < ¢, eassim f(s) < es+c,V s > 0.
Dessa maneira

f(s) = max f(t) < max et + c.) = max(et) + ¢,

f( ) te[o,s]f( ) - te[o,s}< ) te[o,s]< )

implica que

Como f(s) < f(s), temos

<—<e+—
s s s
logo
0§1im@§e
s—oo S

e portanto limg_, fe)

Em vista disso, existe m(A) > 0 tal que

1 F ) fell)
Tl =m0V el

em que e ¢ a solugao unica de
—Ae = 1 em Q,
e = 0 em 0N

Definamos Z = m(\)e. Entéao
—AZ = =A(m(\)e) = m(A)(=Ae) = m(A) = Af(m(N) [lell.) = Af(m(N)e).

Portanto, Z é uma supersolucao de (3.1). Escolhendo m(\) suficientemente grande
teremos ¢ < Z. Isso é possivel, pois e > 0 em (2 e g—; < 0 em 0f2. Entao, existe uma

solugdo u € [1, Z] se A > 1. [ |
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3.3 Problema do Tipo Semipositone com f(t) < 0 se
t>1

Nesta se¢ao discutiremos um problema em que f(t) < 0 se ¢t > 1. Neste caso, a

condigao (3.5) nao ¢é satisfeita.

Consideremos o problema

—Au = au—bu®—c em Q,

u = 0 em OS2,

(3.12)

onde a,b e ¢ sdo constantes reais satisfazendo hipdteses convenientes.
. . 9
Como no problema anterior, seja 1 > 0 em €2, 52 <0 em 0Q e [l¢1][, =1 uma
autofungao de (—A, Hj (Q)) correspondente ao primeiro autovalor A;. Desse modo,

existem constantes positivas k, p e u tais que

M2 — Vo' < —k,Vzeq, (3.13)

o1 >,V reN\Q, (3.14)
com Q, = {z € Q;dist (x,00) < p} em que p > 0 ¢ suficientemente pequeno.
Desse modo, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.4 Suponhamos que a < 2k e 2\, < ap?®. Entao existe co = co(a,b) tal que

se 0 < ¢ < ¢y, entdo o problema (3.12) possui uma solugdo positiva .

Demonstragao. Construiremos uma sub e supersolugao ordenadas. Para tanto, seja
= dp? 0> 0 fi fici ; bsoluga
u = 0] e mostremos que se o > 0 for suficientemente pequeno u sera uma subsolucao.

Observemos que |lul|,, < 6. Além disso, temos

Vu = 26p1 Vi
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e dai

—Au = —div(Vu) = —div(20p1Vr)
= —20div(p1 V1)
= —20{pdiv(Vy1) + V1V }
= =26 {p18p1 + Vi [’}
= —20{-Jpi +|Verl’}
= 26 {hef — [Veu |’}

Entao u = dp? sera subsolugao de (3.12) se
25 (Mgt — [Verl?) < a(d7) — b(d0})? — .

Analisemos o que acontece em §,. Nesse conjunto, temos \¢? — |V |* < —k e

dai
26 (Ml — Vi |?) < —2ks.
Como 2k — a > 0, fagamos

2k —
0<d< a4

e escolhendo
0<c<d(2k—a—0bd),
segue-se
c < 2ké — ad — by?
implica que
—2ké < —ad — b6* — c.
Uma vez que u = dp?7 < 6§, temos

—ad < —au < au

u? < 6% = —bs% < —bu’.
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Logo, nas condicoes acima
—Au =26 (Mpf — \Vgpl\Q) < —2ké < —ad — bd® — ¢ < au — bu® — c em .
Vejamos o que acontece em €\ €2,. Sabemos que ||| = 1, assim

26 (Mgt — [Vul”) < 26

Visto que ap? —2\; > 0, tomemos 0 < § < L;Z)‘l e escolhamos 0 < ¢ < §(au® — 2\, —

bd). Por (3.14) temos adp? < adp? = au e assim
c < adp® — 200 — b6*
implica que
—Au =25 (M} — ]V901]2) <200 < adp® — b8 —c < au—bu* —cem Q\ Q,.
2k—a ap®—2M\1

. 2
Logo, tomando 0 < § < mln{T,““ ;

min {6(2k — a — bd), §(ap® — 2X\; — bd)}, obtemos

} e fazendo 0 < ¢ < ¢y, onde ¢y =

~Au < au—Dbu?—c em Q,

u = 0 em Of).

Mostrando assim que u = §p? ¢ uma subsolugao positiva de (3.12).

Para construirmos a supersolucao, devemos observar que a funcao
f(t)=at —bt* —c— —o0

se t — +o0. Desse modo, escolhendo N > 0 suficientemente grande tal que f(N) < 0
teremos que u = N satisfaz
~Au=0 > au—bu®—c em Q,
u > 0 em Of).

Eseu = N > u = d¢? obtemos a sub e supersolucio ordenadas u < wu. Portanto,

existe uma solucao u com u < u < u, o que conclui a demonstragao.



Apéndice A

Alguns Resultados Utilizados

Neste apéndice, enunciaremos algumas defini¢oes e alguns teoremas utilizados no

decorrer desta dissertacao.

Teorema A.1 (Teorema de Weierstrass)(Ver [22]) Toda sequéncia limitada em RN

possut uma subsequéncia convergente.

Definigao A.2 (Ver [22]) Dado X C R™, uma aplica¢io f : X — RN diz-se Lips-
chitziana quando existe k > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer

x,y € X, tem-se

1f(z) = fFW < kllz =yl

Definigao A.3 (Ver [22]) Dado X C R™, uma aplicagio f : X — RY chama-se
localmente Lipschitziana quando, para todo x € X, existe uma bola aberta B, de centro
z, tal que f|(BNX) € Lipschitziana.

Teorema A.4 (Teorema do Valor Médio)(Ver [22]) Seja f : [a,b] — RY um caminho
continuo, diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Se |f'(t)] < M para todo t € (a,b),

entao
|f(b) — f(a)| < M|b—al.

Teorema A.5 (Desigualdade do Valor Médio)(Ver [22]) Dado U C RN um aberto,
seja f U — R™ diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a + v) e
tal que sua restri¢ao ao segmento fechado [a,a+v] C U seja continua. Se |f'(x)] < M

para todo x € (a,a + v), entdo

[f(a+wv) = fla)] < M.
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Teorema A.6 (Ver [22]) Seja Q@ C RY. Se uma sequéncia de fungdes integrdveis
fn 2 = R converge uniformemente para uma fungao f, : Q2 — R, entao f € integravel

e

n—o0

lim an(x)dx:/gf(x)dx

Teorema A.7 (As Identidades de Green)(Ver [19]) Seja Q C RY um dominio onde
vale o teorema da divergéncia e sejam u,v € C? (ﬁ) Entao valem as sequintes identi-

dades:

(i) Primeira Identidade de Green

/(vAu—i-VUVu) dxdy:/ v@ds (A1)
Q o 0N

(11) Segunda Identidade de Green

ou ov
vAu — ulAv) dxdy = / (v— — u—) ds, A2
/Q ( ) oo \ On On (A2)

onde 8% € a derivada direcional na dire¢ao da normal unitdria exterior 1.

Teorema A.8 (Principio do Mdximo)(Ver [18]) Seja uw € Hj (Q) solugdo de

(A.3)

—Au+AIu = h emQ,
u = 0 em 09,

onde h € L7 (Q), 0 = ]\2,—52, A um pardmetro real nao-negativo e h > 0 em §2. Entao
u >0 em Q. Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entao u > 0
em €.

Seu e C! (ﬁ), entao a derivada normal exterior g—:;(w) < 0, para todo x € €.
Teorema A.9 (Principio do Mdximo Forte)(Ver [19]) Sejam Q C RN um aberto e
ue C*Q)NCY (ﬁ) com Au > 0(Au < 0) em § e suponha que existe um ponto y €
tal que

u(y) = sgpu (igf u) .

Entao v € constante.

Teorema A.10 (Principio do Mdzimo Fraco)(Ver [19]) Sejam Q@ C RN um aberto e
ueC*(Q)NC°(Q) com Au> 0(Au < 0) em Q. Entdo

SuUp u = sup u (infu = infu> :
Q a0 Q o0
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Definigao A.11 (Potencial Newtoniano)(Ver [19]) Para uma fungao integravel f num

dominio €, o potencial Newtoniano de f é a funcdo w definida em RY por

w(z) = / I(x — ) f(y)dy,

onde I' € a solucao fundamental da equacao de Laplace dada por

S — |z —y> N, N >2
(e~ y) =Tz —yl) = | 0=
ﬂog|x—y|, N =2.

Lema A.1 (Ver [19]) Sejam f limitada e integrdvel em Q e w o potencial Newtoniano
de f. Entao w € C* (RN).

Lema A.2 (Ver [19]) Seja f limitada e localmente Hélder continua (com expoente
a<1)em$, esejaw o potencial Newtoniano de f. Entao w € C*(Q) e Aw = f em
Q.

Definigao A.12 (Ver [/]) Seja @ C RN, N > 1. Diz-se que [ : @ x R — R ¢ uma

funcao de Carathéodory se:
(i) f(-,s) € mensurdvel em Q, qualquer que seja s € R fizxado,

(11) f(x,-) € continua em R, q.s. em Q.

Teorema A.13 (Ver [4]) Suponha que existam constantes c¢,r > 0 e uma fungdao
b(z) € L1N), 1 < ¢ < 400 tais que

|f(z,s)] <c|s]"+b(x), Vo € Q, Vs € R.
Entao,
(i) Ny: L't — L4

1) Ny € continua e limitada (mais ainda, leva conjunto limitado em conjunto limi-
f
tado).

N € chamado Operador de Niemytski.

Teorema A.14 (Teorema da Convergéncia Mondtona)(Ver [5]) Se (f.) é uma sequén-

cia mondtona crescente de fungoes mensurdveis nao-negativas na qual converge para

/ fdu = lim / jnm

f, entao
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Teorema A.15 (Teorema da Converéncia Dominada de Lebesque)(Ver [5]) Seja (fn)
uma sequéncia de fungoes integrdveis, as quais convergem em quase toda parte para
uma fun¢ao mensurdvel f a valores reais. Se existe uma func¢ao integravel g tal que

|ful < g para todo n, entao f é integrdvel e

/ fdu = lim / Fadp.

Teorema A.16 (Desigualdade de Holder)(Ver [5]) Seja f € LP () e g € L1(R2), onde
p=1ey+y=1 Entio, fg€ L' (Q) e|fglloia) < Ifllzoe l19llLoe-

Teorema A.17 (Ver [7]) Seja (f.) uma sequéncia em LP () e f € LP(Q), tais que

| fro — fHL,,(Q) — 0. Entao, existe uma subsequéncia (f,,) tal que

(i) fo, = f q.t.p em Q

(it) | fn,| < h g.t.p. em Q, para todo k, com h € LP(2).

Teorema A.18 (Ver [7]) Seja H um espago de Banach reflexivo. Se (uy,) é uma
sequéncia limitada em H, entdo existem uma subsequéncia (un,) C (u,) e u € H tais

que
Up; — U em H.

Teorema A.19 (Ver [24] p.46) Sejam f € LP () com 1 < p < +00 e k uma constante

real ndo-negativa. Entdo existe uma tinica u € WP (Q) N Wy (Q) tal que

—Au+ku = f emQ, (A)
u = 0 em 09,
além disso, existe uma constante C' independente de f e u tal que
HUHW2,p(Q) <C ”fHLP(Q) : (A.5)

Em particular, se p > % epeC (ﬁ), entao existe uma unica u € C' (ﬁ) N Ww?2r ()

loc

solucao do problema

{—Au+ku = f em(, (A.6)

u = ¢ em .

Definicao A.20 (Ver [23]) Seja X um conjunto nao-vazio. A envoltéria conveza de

X € o menor conjunto convexo contendo X.



Apéndice B
Introducao aos Espacos de Sobolev

Neste apéndice vamos apresentar alguns resultados sobre Espacos de Sobolev que
foram utilizados nesta dissertagao. Para tanto, antes veremos alguns resultados sobre

a Teoria das Distribui¢oes. Mais informagdes sobre este contetdo veja [1].

B.1 Resultados sobre Distribuicoes

Apresentaremos nesta secao a definicao de Distribuicao sobre Q.
Dado a = (ay,as,...,a,) € NV define-se |a| = a; + ay + ... + a,. Por D%

denotaremos o operador de derivacao de ordem « definido por

olal
0z 0x5? ... 0z
e para a = (0,0,...,0) definimos D% = u para toda funcio u. Por D;, para i =
1,2,..., N, representaremos a derivacao parcial 8%1-‘

B.1.1 Suporte de Funcoes

Sejam u :  — R uma fungao mensuravel e (O;);c; a familia de todos os abertos O; C Q

tais que u = 0 ¢.s. em ;. Consideremos O = | J._; O;, entdao u = 0 ¢.s. em O. Desse

il

modo, o suporte de u, denotado por supp u, é definido como sendo

supp u = '\ O.
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Note que se u é uma funcao continua, entao o suporte de u é dado por

supp u = {x € Q;u(x) # 0}

B.1.2 Espaco das Funcgoes Testes

Seja 2 um subconjunto aberto do RY e por C5°(€2) denotaremos o espago vetorial de
todas as fungoes numericas em €2, com suporte compacto em €2, possuindo ai derivadas
parciais continuas de todas as ordens. Os elementos de C§°(£2) sdo denominados fungoes

testes. Observe que C5°(Q) C C5°(RY) no sentido de que se ¢ € C5°(€2), entdo

o(z), z€Q,
0, z¢Q

o(z) =
pertence a C5°(RY).
Diremos que (¢,,) C C§°(f2) converge para 0 quando:

(i) Os suportes de todas as fungoes testes (¢,), da sequéncia dada, estdo contidos

num compacto fixo K.
(ii) Para cada a € NV a sequéncia (D%¢,) converge para 0 uniformemente em K.

Se ¢ € C§°(R2), dizemos que a sequéncia (¢,) C C§°(2) converge para ¢ em C5°(€),
quando a sequéncia (¢, — ¢) converge para 0 no sentido dado acima.
O espago vetorial C§°(Q2) com esta no¢ao de convergéncia é representado por

D(Q) e denominado espago das fungoes testes em (2

B.1.3 Distribuicoes sobre ()

Uma distribui¢do sobre sobre {2, é uma transformacao linear 7' : D(Q2) — R que é

continua segundo a convergéncia em D(S2), isto &,

(i) (T, o+ XYy = (T, @) + N{T, ), Vo, b € D(Q) e VA € R. (Note que (T, p) é o
valor de 7" em o).

(i) ¢n — ¢ em D(Q) implicar em (T, ¢,,) — (T, ¢) em R.

O conjunto de todas as distribuic¢oes sobre €2 é um espaco vetorial o qual representamos

por D'(2).
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Sejam (7,,) C D'(2) e T € D'(Q), diremos que (7},) converge para T" em D'((2),

e denotamos por
T, — T em D'(Q)
quando, para cada ¢ € D(Q), tivermos
(T, o) = (T, ) em R.

Quando u € L}, (©), ¢ comum dizer que u é uma distribui¢ao, neste caso, devemos

perceber que estamos identificando u com Tu. Toda distribuicao tem derivada de todas

1

loe(£2) tem derivada de todas as ordens no

as ordens. Assim, todas as fungoes de L
sentido das distribuigoes.
Consideremos T : D(2) — R uma distribui¢do e o € NV. Definimos a derivada

de ordem o de T', DT, como sendo a seguinte distribuicao

DT : D) — R
Y = <DaT7 (10> = (_1)‘04 <T> Da¢>

B.2 Espacos de Sobolev

Esta é a secao fundamental para este apéndice, nela apresentaremos os resultados
mais usados sobre Espacgos de Sobolev desta dissertacgao.
Sejam p € [1,4+o00], m € N e 2 C RY um aberto. Definimos o espago W™?(2)

como sendo
W™P(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q),Va € NV com |a| < m}

cuja norma ¢é definida por:

1/p
lullymoy = D D]  1<p<oo,
0<|a|<m
R (0%
[l gm0y = Ogrﬁ@mHD ullo -

Chamamos os espagos normados WP (§2) de espagos de Sobolev.

Proposicao B.1 O espaco de Sobolev W™P(Q) é um espago de Banach.
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No caso em que p = 2, denotamos o espago de Sobolev W™?(Q2) por H™(2). O

espago H™(£2) é um espago de Hilbert com o produto interno dado por:

(u, U)m f— Z (Dau, Dav)LQ(Q)

0<|ar|<m
para todo u,v € H™(2), e é denominado espago de Sobolev de ordem m.

Definicao B.2 (O Espago Wy""(Q)) Definimos o espago W3""(Q) como sendo o fecho
de D(2) em W™P(Q), isto ¢,

W(;n,p(Q) _ mll-\lwm,pm)'

Quando p = 2, escrevemos HI"(Q) em lugar de W™2(Q).

B.2.1 TImersoes nos Espacgos de Sobolev

Apresentaremos os teoremas de imersoes dos espacgos de Sobolev.

Defini¢ao B.3 (Imersio Continua) Dizemos que o espago normado (X, | . ||y) estd

imerso continuamente no espago (Y, | . |ly) e escrevemos X — Y se:
(i) X for subespago vetorial de Y,
(i1) A aplicagao identidade
1 X = Y
r = i(z)=u
é continua, isto é, existe M > 0 tal que ||i(z)|ly < M ||z|ly, ¥V z € X.

Definicao B.4 (Operador Linear Compacto)(Ver [25]) Um operador linear T : X —
Y € dito compacto, se toda sequéncia limitada (x,) C X € levada em uma sequéncia

T(x,) que admite uma subsequéncia convergente em Y .

Defini¢ao B.5 (Imersao Compacta) Dizemos que o espago normado (X, | . ||y) estd
imerso compactamente no espago (Y, || . ||y) e escrevemos X — Y se:
1 X =Y

x = i(r)==x
€ um operador linear compacto.

Teorema B.6 (Teorema das Imersoes Continuas) Sejam Q um dominio regular, m >

0el<p<oo. Entao, para qualquer 7 > 0 as imersoes abaixo sao continuas:
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. ﬂ ‘_;'_m’ ‘7 N
(Z) Sem < p7W] p(Q)%W]q(Q)fpgqu—fnp
(ii) Sem =, Witme(Q) — Wi1(Q), p < q < o0

(iii) Sem > 5 Witme(Q) — C}(Q)

(iv) Sem —1 <& <m, Witm»(Q) — 7(Q), 0 <a <m — ¥,
p p

Observagdo B.1 C%(Q) € o espago das fungoes u € C9(Q) tais que D*u, para o] < 7,

€ limitada em €2, cuja norma €

max sup |D%u(z)]

u . p—
[ulleg (@) 0<[o]<j e

Teorema B.7 (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja 2 um dominio regular limitado,

1720, m>1el <p<oo. Entao, as imersoes abaixo sao compactas:

(i) Sem <X Witmp(Q) < Wia(Q), 1< g < 2

(i) Se m = %, Witm2(Q) — WH(Q), 1 < g < oo
(iii) Sem > I Witme(Q) — C(Q) e WITme(Q) — Wi9(Q), 1 < g < oo

(iv) Sem —1 <& <m, Witm»(Q) — 7(Q), 0 < a <m — ¥,
p p



Bibliografia

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

Adams, R. A., Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975

Amann, H., On the Ezistence of Positive Solutions of Nonlinear Elliptic Boundary
Value Problems, Indiana University Mathematics Journal, Vol. 21, 125-146
(1971).

Amann, H., Fized Point Equation and Nonlinear Eigenvalue Problems in Ordered

Banach Spaces, SIAM Review 18 (1976), 620-709.

Ambrosetti, A. e Prodi, G., A Primer of Nonlinear Analysis, Cambridge University
Press, New York, 1993.

Bartle, Robert G., Elements of Integration and Lebesque Measuare, Wiley Classics
Library Edition Published, New York, 1995.

Berestycki, H., Methodes Topologiques et Problemes aux Limites non Lineaires,

(Tese de Doutorado de Berestycki), Soutenue, These de Docteur, Franga, 1975.
Brézis, H., Analyse Fonctionnelle, Masson, Paris, 1983.

Brézis, H. e Oswald, L., Remarks on Sublinear Elliptic Equations, Nonlinear Ana-

lysis: Theory, Methods & Applications, vol. 10, no. 1, pp. 5564, 1986.

Brown, K.J. e Shivaji, R., Simple Proofs of some Results in Perturbed Bifucation
Theory, Proc. Roy. Soc. Edin., 93(A)(1982), pp. 71-82.

Castro, A. e Shivaji, R., Nonnegative Solutions for a Class of Nonpositone Pro-

blems, Proc. Roy. Soc. Edin., 108(A)(1988), pp. 291-302.

Castro, A., Maya, C. e Shivaji, R., Nonlinear Figenvalue Problems with Semiposi-
tone Structure, Electron. J. Diff. Eqns., Conf. 05, 2000, pp. 33-49.



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

20]

[21]

22]

23]

[24]

7

Chipot, M., Elliptic Fquations: An Introductory Course, Birkhduser Adavanced
Texts, Germany, 2009.

Clément, P. e Sweers, G., Getting a Solution between Sub - and Supersolutions

without Monotone Iteration, Rend. Istit. Mat. Univ. Trieste 19 (1987), 189-194.

Cohen, D.S. e Keller, H.B., Some Positone Problems Suggested by Nonlinear Heat
Generation, Journal of Math. Mech., 16 (1967), pp. 1361-1376.

Chipot, M. e Corréa, F.J.S.A, Boundary Layer Solutions to Functional Elliptic
FEquations, Bull Braz Math Soc, New Series 40(3), 381-393 (2009), Sociedade

Brasileira de Matemaéatica.

de Figueiredo, D. G., Fquagoes Elipticas nao Lineares, 11° Coloquio Brasileiro de

Matemética, IMPA, Rio de Janeiro, 1977.

de Figueiredo, D. G., Positive Solutions of Semilinear Elliptic Problems, Escola
Latino-Americana de Equacoes Diferenciais, IME-USP, Sao Paulo, 1981.

Evans, Lawrence C., Partial Differential Equations, Vol. 19, American Mathema-

tical Society, U.S.A., 1998.

Gilbarg, David e Trundinger Neil S., FElliptic Partial Differential Equations of
Second Order, Classics in Mathematics, Springer, 3* Edicao, New York, 2001.

Hernandez, J. Some FExistence ana Stability Results for Solutions of Reaction-
diffusion Systems with Nonlinear Boundary conditions, Nonlinear Differential

Equations: Invariance, Stability and Bifurcation, 1981, 161-173.

Leon, Mabel C., FEuxistence results for quasilinear problems via ordered sub and
supersolutions, Annales de la faculté des sciences de Toulouse, 6 Série, tome 6,

N. 4, (1997), 591-608.

Lima, Elon L., Andlise Real Vol. 2, Colecao Matematica Universitaria, IMPA, Rio
de Janeiro, 2004.

Lima, Elon L., Homologia Bdsica, Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 2009.

Kavian, O., Introduction a la Théorie des Points Critiques et Applications auz

Problémes Elliptiques, Springer-Verlag, (1993)



78

[25] Kreyszig, Erwin, Introductory Funtional Analysis: A First Course, Narosa Publi-
shing House, 1999.

[26] Lee, E. K., Shivaji, R. e Ye, J., Subsolutions: A journey from positone to infi-
nite semipositone problems, Seventh Mississippi State - UAB Conference on
Differential Equations and Computational Simulations, Electronic journal of

Differential Equations, Conf. 17 (2009), pp.123-131.

[27] Lions, P.L., On the Existence of Positive Solutions of Semilinear Elliptic Equa-
tions,STAM Rev. 24 (1982), 441-467.

[28] Sattinger, D.H., Topics in Stability and Bifurcation Theory, Lecture Notes in
Mathematics 309, Springer, New York, 1973.

[29] Wang, Y., Solutions to nonlinear elliptic equations with a nonlocal boundary con-
dition, Eletronic Journal of Differential Equations, Vol. 2002, N. 5, (2002),
1-16.



