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Resumo

Seja A uma álgebra associativa sobre um corpo de característica zero e (cn(A))n≥1 a

sequência de codimensões de A. Neste trabalho estudaremos o comportamento assin-

tótico de tal sequência com base em um artigo de A. Giambruno e M. Zaicev. Neste

artigo, utilizando-se de métodos da Teoria de Young e da Teoria das Representações,

os autores provaram que se A é �nitamente gerada, então o seu PI-expoente, de�nido

por exp(A) = limn→∞
n
√
cn(A), existe e é um número inteiro. Para tanto, primeiro é

demonstrada a validade do resultado para álgebras de dimensão �nita, e daí, por um

resultado de A. Kemer, é possível estender o resultado para álgebras �nitamente gera-

das. Como parte do estudo de PI-expoente, apresentaremos uma caracterização para

álgebras simples: A é central simples sobre K se, e somente se, exp(A) = dimA. Ainda

estudaremos neste trabalho algumas condições necessárias e su�cientes para garantir

que a sequência de codimensões de A seja polinomialmente limitada.

Palavras-chave: Álgebras associativas, PI-álgebra, PI-expoente, Crescimento, Co-

dimensões, Diagramas de Young.



Abstract

Let A an associative algebra over a �eld of characteristic zero and (cn(A))n≥1 the

sequence of codimensions of A. In this work we will study the asymptotic behavior of

such sequence based on a paper of A. Giambruno and M. Zaicev. In this paper, using

methods of the Young's Theory and the Representations' Theory, the authors proved

that if A is �nitely generated, then its PI-exponent, which is de�ned as exp(A) =

limn→∞
n
√
cn(A), exists and is an integer. For this purpose, �rst, it is shown the

validity of the result for algebras of �nite dimensional, and hence, by a result of A.

Kemer, it is possible to extend the result to �nitely generated algebras. As part of

the study of PI-exponent, we will present a characterization for simple algebras: A is

central simple over K if and only if exp(A) = dimA. In addition, we will study also

some necessary and su�cient conditions to ensure that the sequence of codimensions

of A is polynomially bounded.

Keywords: Associative algebras, PI-algebra, PI-exponent, Growth, Codimension,

Young's diagram.
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Introdução

Sejam K um corpo e K〈X〉 a álgebra associativa livre gerada livremente pelo

conjunto enumerável de variáveis X = {x1, x2, . . .} sobre K. Se A é uma PI-álgebra

associativa sobre K, então o conjunto das identidades polinomiais de A, denotado por

Id(A), é um T -ideal de K〈X〉. É um fato bem conhecido que, em característica zero,

toda identidade polinomial é equivalente a um número �nito de identidades multiline-

ares, e daí Id(A) é totalmente determinado por seus polinômios multilineares. Sendo

assim, considerando K〈A〉 = K〈X〉/Id(A) a álgebra livre de posto enumerável na va-

riedade gerada por A e Pn o espaço vetorial de todos os polinômios multilineares nas

variáveis x1, . . . , xn, temos que um importante invariante é fornecida pelas dimensões

cn(A) dos Sn-módulos Pn/(Pn ∩ Id(A)), ou seja,

cn(A) = dimK
Pn

Pn ∩ Id(A)
, n ≥ 1,

que é de�nido como sendo a n-ésima codimensão de A.

O primeiro resultado acerca do comportamento da sequência de codimensões de

uma álgebra foi obtido por Regev em [R], o qual a�rma que a sequência de codimen-

sões de toda PI-álgebra associativa A é exponencialmente limitada, isto é, existem

constantes C, a > 0 satisfazendo cn(A) ≤ Can, para todo n ≥ 1.

Dada uma PI-álgebra associativa A, para n ≥ 1, de�nimos o n-ésimo cocarac-

ter de A como sendo o Sn-caracter de Pn(A) = Pn/Pn ∩ Id(A), e o denotamos por

χn(A). Kemer em [K3] mostrou que se A é uma álgebra associativa sobre um corpo de

característica zero com crescimento polinomial das codimensões, então pode-se descre-

ver o crescimento das codimensões de A em linguagem da sequência dos cocaracteres

de A. Ainda em [K3], Kemer mostrou que para toda PI-álgebra A, ou A tem cresci-

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG



12 Introdução

mento polinomial das codimensões, ou cn(A) ≥ 2n, para n su�cientemente grande (ver

também Teorema 4 da referência [GMZ]). Já em [K1], Kemer provou que se cn(A) é

polinomialmente limitada, então existe uma certa subálgebra B de dimensão �nita tal

que Id(A) = Id(B).

Muitas linhas de estudo surgiram a partir daí e o comportamento assintótico da

sequência de codimensões tem sido computado para algumas álgebras em característica

zero.

Seja A uma PI-álgebra associativa. Como existem constantes C, a > 0 tais

que cn(A) ≤ Can, para todo n ∈ N, a sequência
(

n
√
cn(A)

)
n≥1

é limitada e as-

sim podemos de�nir exp(A) = lim infn→∞
n
√
cn(A), exp(A) = lim supn→∞

n
√
cn(A)

e exp(A) = exp(A) = exp(A) caso ocorra a igualdade, o qual chamaremos de PI-

expoente de A. Assim, o PI-expoente de A é exatamente o limite limn→∞
n
√
cn(A),

quando este limite existe.

Na década de 1980 Amitsur conjecturou que para toda PI-álgebra associativa A

o PI-expoente existe e é um número inteiro. No �nal da década de 1990, A. Giambruno

e M. Zaicev, em [GZ] e em [GZ1], deram uma resposta positiva para esta questão, no

caso do corpo base ser de característica zero.

Quando se tem uma PI-álgebra não necessariamente associativa, também existe

a ideia de sequência de codimensões e consequentemente se pode perguntar sobre a

existência e o que pode ser o PI-expoente. Giambruno, Mishchenko e Zaicev prova-

ram que para todo número real α ≥ 1 existe alguma álgebra A (não-associativa) tal

que exp(A) = α. Os mesmos autores também provaram que se A é uma álgebra de

dimensão 2, então cn(A) ≤ n + 1, para todo n ∈ N, ou exp(A) = 2. Estes e outros

resultados acerca de PI-expoente podem ser encontrados na referência [GMZ].

Giambruno, Regev e Zaicev mostraram em [GRZ1] que existe, e é um inteiro, o

expoente de toda álgebra de Lie de dimensão �nita sobre um corpo de característica

zero cujo radical solúvel é nilpotente.

Dessa forma, o PI-expoente de uma álgebra, quando existir, será um número real

não negativo, podendo ser inteiro ou não.

Neste trabalho de dissertação, estudaremos, como �zeram Giambruno e Zaicev

em [GZ], o PI-expoente de uma álgebra associativa �nitamente gerada. Temos ainda

que o caso geral para álgebras associativas foi resolvido pouco tempo depois em [GZ1],

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG
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também por Giambruno e Zaicev. O principal ponto deste trabalho é determinar uma

limitação para cn(A) sob a forma C1n
r1dn ≤ cn(A) ≤ C2n

r2dn, para algumas constantes

C1, C2, r1, r2, d > 0, onde A é uma álgebra associativa �nitamente gerada. Com esse

resultado em mãos, responderemos outra pergunta: como caracterizar uma álgebra

central simples em termos do comportamento das codimensões?

Outro ponto que atacaremos nesse trabalho é apresentar uma caracterização para

álgebras com crescimento polinomial das codimensões. Os resultados aqui apresenta-

dos podem ser encontrados em [GZ3]. Uma condição necessária e su�ciente para que

uma álgebra A de dimensão �nita sobre um corpo K de característica zero tenha cres-

cimento polinomial das codimensões é que possamos escrever A =
⊕m

i=0Ai, onde Ai
é uma K-álgebra tal que Ai = Bi + Ji, com Bi ∼= K e Ji é um ideal nilpotente de Ai;

A0, Ji, . . . , Jm são ideais nilpotentes à direita de A e AiAj = {0} e BiA0 = {0} para

quaisquer i, j ∈ {1, . . . ,m} distintos. Pode-se provar, e faremos isso no decorrer deste

trabalho, que sendo A uma álgebra de dimensão �nita cuja sequência de codimensões

é polinomialmente limitada, podemos escrever χn(A) =
∑

λ`nmλχλ, com mλ = 0 se

|λ| − λ1 ≥ q, onde J é o radical de Jacobson de A, Jq = {0}, e λ = (λ1, λ2, . . .). Vale

a recíproca.

Este trabalho está estruturado em quatro capítulos, de modo a facilitar o en-

tendimento dos tópicos abordados. No Capítulo 1 apresentaremos as noções básicas

de álgebras sobre um corpo, módulos sobre álgebras e representações de grupos, bem

como os principais resultados. Também faremos um breve estudo sobre o radical de

Jacobson e sobre semissimplicidade. Por �m, faremos uma introdução às Identidades

Polinomiais.

Já no Capítulo 2 faremos um estudo da teoria clássica das representações do

grupo simétrico Sn através da teoria das tabelas de Young. Tal teoria tem papel

fundamental no estudo de PI-Teoria. Falaremos das relações existentes entre as Sn-

representações irredutíveis e as Tabelas de Young, e também apresentares resultados

referentes à ação natural do Sn sobre os polinômios multilineares de grau n.

No Capítulo 3 trabalharemos no sentido de mostrar que o PI-expoente de toda

álgebra associativa �nitamente gerada sobre um corpo de característica zero sempre

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG



14 Introdução

existe e é um inteiro. Para tanto, exibiremos uma limitação do tipo

C1n
r1dn ≤ cn(A) ≤ C2n

r2dn,

onde C1, r1, C2, r2, d > 0 são constantes e dimA < ∞, e depois estenderemos o resul-

tado para álgebras �nitamente geradas fazendo-se utilizar um dos teoremas de Kemer.

Concluiremos o capítulo computando o expoente de algumas álgebras.

Por �m, no Capítulo 4, exibiremos caracterizações de álgebras que possuem

crescimento polinomial das codimensões. Nosso objetivo é analisar em quais situações

a sequência de codimensões de uma certa classe de álgebras é polinomialmente limitada.

Campina Grande, 17 de Outubro de 2014

Antonio Marcos Duarte de França

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG



Capítulo 1

Identidades Polinomiais e PI-Álgebras

Para um melhor desenvolvimento dos conteúdos a serem abordados nos próximos

capítulos, apresentaremos neste primeiro capítulo notações, de�nições e principais re-

sultados concernentes ao estudo de PI-Teoria. Em todo este capítulo, K denotará um

corpo, charK a característica de K e, a menos de mencionado o contrário, K será o

corpo base de todos os espaços vetoriais e álgebras aqui apresentados.

Primeiro, introduziremos a noção de álgebra sobre K. Posteriormente, falaremos

de módulos sobre álgebras e representações de grupos. Um breve estudo do Radical de

Jacobson de uma álgebra será feito, e por �m, trataremos de expor alguns dos principais

resultados pertinentes as Identidades Polinomiais.

Toda teoria desenvolvida aqui neste capítulo poderá ser encontrada nas referências

[CR], [GZ2], [H], [H1], [HK], [L].

1.1 K-Álgebras

Iniciaremos com um breve estudo sobre K-álgebras.

De�nição 1.1.1 Seja A um espaço vetorial. Dizemos que um par (A, ∗) é uma K-
álgebra (ou álgebra sobre K) se �∗� é uma operação bilinear em A, ou seja,

∗ : A×A → A satisfaz:

i) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

ii) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG



16 1. Identidades Polinomiais e PI-Álgebras

iii) (λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b),

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.

Na de�nição acima, �∗� é dita multiplicação ou produto, e por simplicidade, deno-

taremos o produto a∗b por ab, para dados a, b ∈ A. Dessa forma, escreveremos simples-

mente A ao invés de (A, ∗), deixando subentendida a operação produto, assim como

diremos �álgebra� ao invés de �K-álgebra�. De�nimos o produto a1a2a3 como sendo

(a1a2)a3 e, indutivamente, o produto a1a2 · · · an−1an como sendo (a1a2 · · · an−1)an, para

ai ∈ A. Diremos que um subconjunto β de A é uma base da álgebra se é uma base

do espaço vetorial A, e de�nimos a dimensão de A como sendo a dimensão de A como

espaço vetorial.

De�nição 1.1.2 Seja A uma álgebra. Dizemos que A é:

i) Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ K;

ii) Comutativa (ou abeliana) se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ K;

iii) Unitária (ou com unidade) se existe um elemento em A, denotado por 1A, tal

que a1A = 1Aa = a, para todo a ∈ K;

iv) uma álgebra de Lie se A satisfaz:

1) a2 = aa = 0 (anticomutatividade);

2) (ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 (identidade de Jacobi),

para quaisquer a, b, c ∈ A.

Para facilitar a notação, escreveremos 1 em vez de 1A, caso A seja unitária e

não se tenha confusão com a unidade do corpo base K. Neste caso, identi�camos

naturalmente o elemento λ1 de A com λ, para todo λ ∈ K, e consequentemente, o

conjunto {λ1 : λ ∈ K} com K. Note que a condição 1) do item iv) da de�nição acima

nos diz que xy = −yx, para quaisquer x, y ∈ A.

A proposição a seguir nos dará algumas propriedades das álgebras, cujas demons-

trações serão omitidas por se tratarem de imediatas consequências da de�nição.

Proposição 1.1.3 Seja A uma K-álgebra. Tomando a, b, c ∈ A e λ, γ ∈ K, temos

que:

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG
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a) 0a = a0 = 0;

b) (λa)(γb) = (λγ)ab;

c) (−a)b = a(−b) = −ab e (−a)(−b) = ab;

d) a(b− c) = ab− ac e (a− b)c = ac− bc;

e) Se A possui unidade, então (−1)a = a(−1) = −a e (−1)(−a) = a;

f) Se A = 0 e A possuir unidade, então 1 = 0.

Daremos agora alguns exemplos de álgebras.

Exemplo 1.1.4 Podemos naturalmente ver K como uma álgebra sobre qualquer sub-

corpo de K. Em outras palavras, seja K uma extensão do corpo F . Temos que K é

uma F-álgebra, na qual o produto é dado pelo produto do corpo K. Note que K é uma

álgebra associativa, comutativa e com unidade.

Exemplo 1.1.5 Considere o espaço vetorial Mn(K) de todas as matrizes n × n com

entradas em K, onde n ∈ N. Munido do produto usual de matrizes, Mn(K) é uma

K-álgebra associativa com unidade de dimensão n2 . É importante destacar em Mn(K)

as matrizes unitárias Eij, para 1 ≤ i, j ≤ n, onde Eij é dada pela matriz cuja única

entrada não nula é 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. Não é difícil veri�car que

{Eij ∈Mn(K) : 1 ≤ i, j ≤ n} é uma base para Mn(K).

Mais geralmente, se A é uma álgebra, consideremos o espaço vetorial Mn(A) de

todas as matrizes n × n com entradas em K. O produto de matrizes em Mn(A) é

análogo ao produto de matrizes com entradas em A. Temos então uma estrutura de

álgebra em Mn(A).

Observe que, a menos que n = 1 e A seja comutativa, Mn(A) não é comutativa.

De fato, suponha por simplicidade que A é unitária e tomemos E11, E12 ∈Mn(A), para

n ≥ 2. Temos que E11E12 = E12 6= 0 = E12E11.

Exemplo 1.1.6 Sejam V um espaço vetorial e L(V) o espaço vetorial dos operadores

lineares sobre V. Temos que L(V), munido da composição de funções, é uma álgebra

associativa com unidade, chamada de álgebra dos operadores lineares sobre V. Se T, S ∈
L(V), vamos denotar T ◦ S simplesmente por TS.

Exemplo 1.1.7 Seja V um espaço vetorial com base {e1, e2, e3, . . .}. De�nimos a ál-

gebra de Grassmann (ou álgebra exterior) de V, denotada por E(V) (ou simplesmente

por E), como sendo a álgebra com base

{1, ei1ei2 · · · eik | i1 < i2 < · · · < ik, k ≥ 1}

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG



18 1. Identidades Polinomiais e PI-Álgebras

e cujo produto é de�nido pelas relações e2
i = 0 e eiej = −ejei, para quaisquer i, j ∈ N.

Destacamos em E os subespaços vetoriais E0 e E1, gerados pelos conjuntos

{1, ei1ei2 · · · eim | m é par} e {ei1ei2 · · · eik | k é ímpar},

respectivamente. Note que E = E0 ⊕ E1 como espaço vetorial.

Observe que a condição eiej = −ejei nos permite fazer (ei1 · · · eim)(ej1 · · · ejk) =

(−1)mk(ej1 · · · ejk)(ei1 · · · eim), para quaisquer m, k ∈ N, e assim podemos concluir que

ax = xa para quaisquer a ∈ E0 e x ∈ E, e bc = −cb, para quaisquer b, c ∈ E1.

Observa-se facilmente que se charK = 2, então E é uma álgebra comutativa.

Tomando agora E ′ como sendo a álgebra com base

{ei1ei2 · · · eik ; i1 < i2 < · · · < ik, k ≥ 1}

e com o produto de�nido acima, temos que E ′ não tem unidade e é chamada de álgebra

exterior sem unidade.

Exemplo 1.1.8 Seja R um anel (com unidade) simples, ou seja, {0} e R são os

únicos ideais bilaterais de R. Sendo Z(R) = {x ∈ R | xa = ax,∀a ∈ R} o centro de

R, não é difícil veri�car que Z(R) é um corpo, e assim R tem uma estrutura natural

de espaço vetorial sobre Z(R). Este espaço vetorial, munido do produto do anel R, é
então uma Z(R)-álgebra.

Exemplo 1.1.9 Seja A uma álgebra e consideremos o espaço vetorial

K ⊕A = {(λ, a) | λ ∈ K, a ∈ A},

cuja adição é dada por (λ, a) + (γ, b) = (λ + γ, a + b) e multiplicação por escalar é

dada por γ(λ, a) = (γλ, γa), para quaisquer λ, γ ∈ K e a, b ∈ A. De�nindo em K ⊕A
o produto (λ, a)(γ, b) = (λγ, λb + γa + ab), temos que K ⊕ A é uma K-álgebra com

unidade (que é o elemento (1, 0)). Observe que K ⊕A é associativa (respectivamente,

comutativa) se, e somente se, A é associativa (respectivamente, comutativa). Esta

construção é chamada de adjunção formal da unidade a A.

Exemplo 1.1.10 Sejam A e B duas K-álgebras. O produto direto de A por B é de�-

nido como sendo a álgebra A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} cujas operações de soma,

produto por escalar e multiplicação são de�nidas coordenada a coordenada. De forma

análoga, sendo {Ai}i∈In uma família de K-álgebras indexadas por In = {1, 2, . . . , n},
de�nimos o produto direto das álgebras A1,A2, . . . ,An como sendo a álgebra

A1 ×A2 × · · · × An, cujas operações são coordenada a coordenada.

Vejamos agora a construção da álgebra de grupo KG, para um dado grupo G.

Considere todas as somas formais∑
g∈G

αgg, αg ∈ K,
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1.1. K-Álgebras 19

onde o conjunto {g ∈ G;αg 6= 0} é �nito e
∑
g∈G

αgg =
∑
g∈G

βgg se, e somente se, αg = βg

para todo g ∈ G. Denotemos por KG o conjunto de todas as somas formais acima

de�nidas.

De�nimos em KG as operações de soma, produto por escalar e produto pelas

regras ∑
αgg +

∑
βgg =

∑
(αg + βg)g,

λ
∑

αgg =
∑

(λαg)g, λ ∈ K

e (∑
g∈G

αgg

)(∑
h∈G

βhh

)
=
∑
g,h∈G

(αgβh)gh,

onde o produto gh acima, g, h ∈ G, é dado pela operação de G.

Com essas de�nições, é fácil veri�car que KG é uma K-álgebra, chamada de

álgebra de grupo de G sobre K, sendo G uma base de KG. Note que KG é associativa

e unitária, onde sua unidade é dada por 1K1G, e que é comutativa se, e somente se, G

é um grupo abeliano.

Dadas uma álgebra A e subespaços vetoriais V eW de A, de�nimos o espaço pro-

duto VW como sendo o subespaço vetorial de A gerado pelo conjunto

{xy | x ∈ V, y ∈ W}. Note que VW não é necessariamente uma álgebra.

De�nição 1.1.11 Seja A uma álgebra. Dizemos que:

i) A possui divisores de zero se existe a ∈ A−{0} tal que ab = 0 ou ba = 0, para

algum b ∈ A− {0}. Neste caso, dizemos que a é um divisor de zero em A;

ii) a ∈ A é um elemento idempotente se a2 = a;

No caso em que A é associativa:

iii) um elemento a ∈ A é nilpotente se existe n ∈ N tal que an = 0. O menor n

que satisfaz an = 0 é chamado de índice de nilpotência e a;

iv) A é uma álgebra nil se todo elemento de A é nilpotente.

v) A é uma álgebra nilpotente se existe n ∈ N tal que An+1 = {0}, isto é,

a1 · · · an+1 = 0 para quaisquer a1, . . . , an+1 ∈ A. O menor n satisfazendo An+1 =

{0} é chamado de índice de nilpotência de A.
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Observe que, necessariamente, se a ∈ A − {0, 1} é um elemento idempotente,

então a é um divisor de zero em A. Note também que se A é nilpotente, então A é

ainda nil. Claramente, nenhuma álgebra unitária pode ser nil.

É fácil veri�car que A não possui divisores de zero se, e somente se, valem as leis

do cancelamento (para o produto), isto é, dados a, b, c ∈ A, com a 6= 0,

ab = ac⇒ b = c e ba = ca⇒ b = c.

Seja agora A uma álgebra associativa com unidade. Dizemos que a ∈ A− {0} é

um elemento inversível de A existe a−1 ∈ A, chamado de inverso (multiplicativo), tal

que aa−1 = a−1a = 1. Não é difícil veri�car que se a é inversível, então seu inverso

é único, e que o conjunto U(A) = {a ∈ A | a é inversível}, munido da multiplicação

de A, é um grupo, chamado de grupo multiplicativo de A. Note que se a ∈ U(A) e

λ ∈ K − {0}, então λa ∈ U(A).

De�nição 1.1.12 Seja A uma álgebra associativa com unidade. Dizemos que A é

uma álgebra com divisão se U(A) = A− {0}.

Exemplo 1.1.13 Sendo n ∈ N, temos que U(Mn(K)) = {X ∈ Mn(K); det(X) 6= 0}.
Note que se n = 1, então Mn(K) é uma álgebra com divisão. Usualmente denotamos

U(Mn(K)) por GLn(K) e o chamamos de grupo linear de grau n de K.

Sendo A associativa e a, b ∈ A, de�nimos o comutador [a, b] e o produto de Jordan

a ◦ b, respectivamente, como sendo

[a, b] = ab− ba e a ◦ b =
1

2
(ab+ ba),

onde neste último caso, charK 6= 2. De�nimos ainda o comutador de comprimento n

como sendo [a1, a2, . . . , an−1, an] = [[a1, a2, . . . , an−1], an], com a1, . . . , an ∈ A. Obser-

vando que [ab, c] = a[b, c] + [a, c]b, para quaisquer a, b, c ∈ A, por indução, pode-se

mostrar que

[a1a2 · · · an, b] =
n∑
i=1

a1 · · · ai−1[ai, b]ai+1 · · · an.

De�nimos ainda o comutador de A, denotado por [A,A], como sendo o subespaço

vetorial de A gerado pelo conjunto {[a, b] | a, b ∈ A}. Não é difícil ver que A é

comutativa se, e somente se, [A,A] = {0}.

Um resultado básico, o qual também omitiremos a demonstração, é dado pela

proposição a seguir.
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Proposição 1.1.14 Sejam A uma álgebra e S um subconjunto gerador de A (como

espaço vetorial). Então A é:

a) associativa se, e somente se, (uv)w = u(vw), para quaisquer u, v, w ∈ S;

b) comutativa se, e somente se, uv = vu, para quaisquer u, v ∈ S;

c) unitária se, e somente se, se existe 1 ∈ A tal que 1u = u1 = v, para todo u ∈ S;

De�nição 1.1.15 Seja A uma álgebra. Dizemos que:

i) Um subespaço vetorial B de A é uma subálgebra de A se B é multiplicativamente

fechado, isto é, b1b2 ∈ B para quaisquer b1, b2 ∈ B;

ii) Um subespaço vetorial I de A é um ideal à esquerda (respectivamente, à direita)

de A se xa ∈ I (respectivamente, ax ∈ I) para quaisquer a ∈ I e x ∈ A. No

caso em que ax, xa ∈ I, para quaisquer a ∈ I e x ∈ A, diremos que I é um ideal

(bilateral) de A.

Exemplo 1.1.16 Sendo A uma álgebra, temos que {0} e A são ideais de A, chamados

ideais triviais de A. Note que todo ideal de A é por si só uma subálgebra de A.

Exemplo 1.1.17 Considere X = {x1, x2, x3, . . .} um conjunto in�nito e enumerável.

Os elementos xi ∈ X são chamados de variáveis (ou indeterminadas). Uma palavra

em X é uma sequência xi1xi2 · · · xik , com k ∈ N0 = N ∪ {0} e i1, i2, . . . , ik ∈ N. A

palavra xi1 · · ·xis tal que s = 0 será a palavra vazia e denotada por 1. Seja U o conjunto

de todas as palavras em X, e U0 = U \ {1}. Considere um produto em U como sendo

a justaposição de palavras, isto é,

(xi1xi2 · · ·xik)(xj1xj2 · · ·xjl) = xi1xi2 · · ·xikxj1xj2 · · ·xjl ,

para i1, i2, . . . , ik, j1, j2, . . . , jl ∈ N. Esta operação é associativa e tem um elemento

neutro, a palavra vazia. O produto de um escalar β ∈ K por uma palavra xi1xi2 · · ·xik
de U , isto é, βxi1xi2 · · ·xik , será chamado de monômio. Diremos que dois monômios

βxi1xi2 · · ·xik e γxj1xj2 · · ·xjl são iguais se β = γ, k = l e ir = jr, para r = 1, . . . , k.

Análogo para U0, observando apenas que em U0 não possui elemento neutro para jus-

taposição.

Denotamos por K〈X〉 o K-espaço vetorial gerado pelos elementos de U . Dessa

forma, K〈X〉 é formado por todas as somas formais �nitas
∑

(i) αiwi, onde αi ∈ K e

wi ∈ U . Não é difícil ver que K〈X〉, munido da multiplicação induzida pela justaposição

de palavras, é uma K-álgebra associativa e unitária, mas não comutativa. Observe que

o subespaço de K〈X〉 gerado por U0, o qual denotaremos por K0〈X〉, é uma subálgebra

(não unitária) de K〈X〉. Note que K〈X〉 = K0〈X〉 ⊕ 〈1〉. Os elementos de K〈X〉 são
chamados de polinômios.
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Se f ∈ K〈X〉, escreveremos f = f(x1, x2, . . . , xr) =
∑

i λiwi para indicar que

x1, x2, . . . , xr ∈ X são as únicas variáveis que aparecem em f , onde λi ∈ K e wi ∈ S
são palavras que dependem de x1, x2, . . . , xr.

Caso X = {x1, . . . , xn} e xixj = xjxi, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, denotamos K〈X〉 por
K[x1, . . . , xn] ou K[X], e podemos escrever

K[x1, . . . , xn] =

{ ∑
l1,...,ln

αl1···lnx
l1
1 · · ·xlnn | αl1···ln ∈ K, l1 · · · , ln ∈ N0

}
,

o qual chamamos de álgebra dos polinômios em n variáveis (comutativas), onde N0 =

N ∪ {0}.

Exemplo 1.1.18 Sendo A uma álgebra, de�nimos como sendo o centro da álgebra

A o subconjunto de A

Z(A) = {a ∈ A | ax = xa,∀x ∈ A}.

Não é difícil mostrar que Z(A) é um subespaço vetorial de A. Caso a álgebra A seja

associativa, temos

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab),

para quaisquer a, b ∈ Z(A) e x ∈ A, e assim, Z(A) é uma subálgebra de A. É um fato

conhecido que, para todo n ∈ N, Z (Mn(K)) = {λIn×n;λ ∈ K}, onde In×n é a matriz

identidade de Mn(K).

Exemplo 1.1.19 Considere a álgebra das matrizesM2(R). Sendo B o subespaço veto-

rial de M2(R) gerado pelas matrizes E12 e E22, veri�ca-se que B é um ideal à esquerda

de M2(R), mas não à direita.

De�nição 1.1.20 Sejam A uma álgebra associativa e S um subconjunto não vazio de

A. De�nimos:

i) a subálgebra gerada por S, denotada por K〈S〉, como sendo a interseção de

todas as subálgebras de A que contêm S (e 1, no caso de A ser unitária);

ii) o ideal gerado por S como sendo a interseção de todos os ideais de A que

contêm S.

Não é difícil mostrar que K〈S〉 coincide com o subespaço de A gerado pelo con-

junto {s1s2 · · · sr | r ∈ N, si ∈ S} (caso A não seja unitária), ou com o gerado pelo

conjunto {1, s1s2 · · · sr | r ∈ N, si ∈ S} (casoA possua unidade). Analogamente, o ideal

de A gerado por S coincide com o subespaço de A gerado por {asb | a, b ∈ A, s ∈ S}.

Dizemos que uma álgebraA é �nitamente gerada se existir um subconjunto S ⊆ A

tal que K〈S〉 = A.
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De�nição 1.1.21 Dizemos que uma álgebra A é simples se seus únicos ideais (bila-

terais) são os triviais e A2 6= 0.

Um resultado de fácil demonstração é que �sendo A uma álgebra unitária simples,

seu centro é um corpo�. Outro resultado de fácil veri�cação é que a álgebra das matrizes

Mn(K) é simples.

Vamos agora de�nir álgebra quociente. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A.

Consideremos o espaço vetorial quociente A/I = {a + I; a ∈ A}. Denotamos por a

o elemento a + I de A, para cada a ∈ A. De�nimos uma operação produto em A/I

como
· : A/I ×A/I −→ A/I

(a, b) 7−→ a · b = ab
.

É fácil veri�car que este produto é bem de�nido e que A/I, munido de tal (além, é

claro, das operações que possui como espaço vetorial), é uma álgebra sobre K, chamada

de álgebra quociente de A por I.

De�nição 1.1.22 Sejam A e B duas K-álgebras. Dizemos que uma transformação

linear ϕ : A → B é um homomor�smo de álgebras se ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) para

quaisquer a, b ∈ A.

Seja ϕ : A → B um homomor�smo de álgebras. Dizemos que ϕ é um mono-

mor�smo se é injetivo, e que é um epimor�smo se é sobrejetivo. Caso ϕ seja bijetivo,

dizemos que é um isomor�smo. Neste caso, dizemos que A e B são isomorfas e de-

notamos por A ' B. No caso em que A = B, diremos que ϕ é um endomor�smo de

A. Além disso, sendo ϕ um endomor�smo e um isomor�smo, o qual chamaremos um

automor�smo de A.

Sendo ϕ : A → B um homomor�smo, dizemos que o conjunto ker(ϕ) = {a ∈ A |

ϕ(a) = 0} é o núcleo de ϕ, e o conjunto Im(ϕ) = {ϕ(a) ∈ B | a ∈ A} é a imagem de ϕ.

Não é difícil veri�car que ker(ϕ) é um ideal de A e que Im(ϕ) é uma subálgebra de B.

Também não é difícil mostrar que é um isomor�smo de álgebras a aplicação

ϕ : A/ ker(ϕ) −→ Im(ϕ)

a 7−→ ϕ(a) = ϕ(a)
.

Exemplo 1.1.23 Seja A um álgebra unitária. Consideremos a aplicação

ψ : K −→ A
λ 7−→ λ1A

.
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Temos que ψ é um monomor�smo de K em A e assim K é isomorfo a Im(ψ) =

{λ1A;λ ∈ K}. Logo, é óbvio que Im(ψ) é um corpo. Daí, podemos identi�car natural-

mente K com {λ1A;λ ∈ K}.

Exemplo 1.1.24 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. A Aplicação

π : A −→ A/I
a 7−→ a+ I

é um homomor�smo sobrejetor de álgebras, chamado de projeção canônica.

Teorema 1.1.25 Seja A uma álgebra associativa e unitária. São equivalentes:

a) A é isomorfo a um produto direto A1 × A2 × · · · × An de álgebras associativas

com unidade (não triviais);

b) Exitem ideais (bilaterais não triviais) I1, I2, . . . , In de A tais que

A = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ In;

c) Existem elementos e1, e2, . . . , en ∈ Z(A) (n ≥ 2) tais que eiej = 0, para i 6= j,

e1 + e2 + · · ·+ en = 1 e e2
k = ek, k = 1, 2, . . . , n.

Demonstração: Ver [CR], capítulo IV, seção 25, página 165. �

Vamos de�nir o produto tensorial entre duas álgebras. Sejam A e B duas álgebras

sobre K. Como feito na construção da álgebra de grupo, olhando A e B como espaços

vetoriais, considere o K-espaço vetorial K(A×B) com baseA×B, munido das operações

de soma e de multiplicação por escalar dadas por∑
αss+

∑
βss =

∑
(αs + βs)s e λ

∑
αss =

∑
(λαs)s, s ∈ A× B, λ ∈ K.

Considere agora o subespaço U de K(A× B) gerado pelos elementos do tipo

(a+ a1, b)− (a, b)− (a1, b)

(a, b+ b1)− (a, b)− (a, b1)

(λa, b)− λ(a, b)

(a, λb)− λ(a, b)

com a, a1 ∈ A, b, b1 ∈ B e λ ∈ K. De�nimos o produto tensorial de A e B, denotado por

A⊗K B (ou simplesmente por A⊗B), como sendo o espaço vetorial quociente
A× B
U

.
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Dado (a, b) ∈ A × B, vamos denotar por a ⊗ b o elemento (a, b) ∈ A ⊗ B.

Chamaremos os elementos da forma a ⊗ b de tensores. Temos então que o conjunto

S = {a⊗ b | a ∈ A, b ∈ B} é um conjunto gerador de A⊗ B. Note que

(a+ a1)⊗ b = a⊗ b+ a1 ⊗ b

a⊗ (b+ b1) = a⊗ b+ a⊗ b1

(λa)⊗ b = λ(a⊗ b)

a⊗ (λb) = λ(a⊗ b)

para a, a1 ∈ A, b, b1 ∈ B e λ ∈ K. Dessa forma, vê-se que os elementos de A ⊗ B são

da forma
∑

(ai ⊗ bi), com ai ∈ A e bi ∈ B.

Considere agora a aplicação produto ? : S × S → S dada por

(a⊗ b) ? (c⊗ d) 7→ ac⊗ bd,

para quaisquer a, c ∈ A e b, d ∈ B. Não é difícil ver que �star� é bem de�nida. Temos

que A⊗B, munido da multiplicação induzida por ?, é uma álgebra sobre K, chamada

de produto tensorial das álgebras A e B.

O teorema a seguir refere-se à Propriedade Universal do Produto Tensorial e nos

dará uma ferramenta para construção de produtos tensoriais entre álgebras.

Teorema 1.1.26 Sejam V , W e U K-espaços vetoriais. Para toda aplicação bilinear

ϕ : V ×W → U , existe uma única aplicação linear ϕ : V ⊗W → U , tal que ϕ(v⊗w) =

ϕ(v, w) para quaisquer v ∈ V e w ∈ W .

Demonstração: Ver [CR], Teorema 12.3, página 61. �

A proposição a seguir traz um resultado acerca do centro de um produto tensorial

entre álgebras unitárias .

Proposição 1.1.27 Sejam A e B duas K-álgebras unitárias.

a) Se S = {ai | i ∈ I} e R = {bj | j ∈ J} são subconjuntos LI de A e B,
respectivamente, então S ⊗ R = {ai ⊗ bj | i ∈ I, j ∈ J} é um subconjunto LI de

A⊗ B;

b) Sejam S = {ai | i ∈ I} e R = {bi | i ∈ I} subconjuntos de A − {0} e B − {0},
respectivamente. Se S ou R for LI, então S ⊗ R = {ai ⊗ bi | i ∈ I} é um

subconjunto LI de A⊗ B;
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c) Z(A⊗ B) = Z(A)⊗ Z(B).

Demonstração: a) Tomemos λij ∈ K, com i ∈ I e j ∈ J , tais que∑
i∈I

∑
j∈J

λij(ai ⊗ bj) = 0.

Fixados i0 ∈ I e j0 ∈ J , tomemos uma aplicação bilinear ϕ : A×B → K que satisfaça

ϕ(ai0 , bj0) = 1 e ϕ(ai, bj) = 0 se (i, j) 6= (i0, j0). Pelo Teorema 1.1.26, temos que existe

uma transformação linear ϕ : A⊗ B → K tal que ϕ(ai0 ⊗ bj0) = 1 e ϕ(ai ⊗ bj) = 0 se

(i, j) 6= (i0, j0). Dessa forma, temos que

0 = ϕ

(∑
i∈I

∑
j∈J

λij(ai ⊗ bj)

)
=
∑
i∈I

∑
j∈J

λijϕ(ai ⊗ bj) = λi0j0 .

Como i ∈ I e j ∈ J foram tomados arbitrariamente, segue-se o resultado.

b) Sem perda de generalidade, suponhamos que S seja LI, e tomemos β uma base

do subespaço vetorial de B gerado por R. Para cada i ∈ I, considere o subespaço

Zi de A ⊗ B gerado pelo conjunto {ai ⊗ b; b ∈ β}. Pelo item anterior, temos que

{ai ⊗ b; i ∈ I, b ∈ β} é um subconjunto LI de A⊗ B, e assim {Zi}i∈I é uma família de

subespaços independentes de A⊗B, isto é, Zi ∩
(∑

j∈I,j 6=i Zj

)
= {0}, para todo i ∈ I.

Observe que os elementos de Zi são da forma
∑

α∈β ai⊗λαα = ai⊗
∑

α∈β λαα, e assim

temos que ai ⊗ bi ∈ Zi − {0}, para cada i ∈ I. Dessa forma, concluímos que S ⊗ R é

LI.

c) De fato, é fácil ver que Z(A)⊗ Z(B) ⊆ Z(A⊗ B). Por outro lado, tomemos

α ∈ Z(A ⊗ B). Temos que existem a1, . . . , an ∈ A não nulos e b1, . . . , bn ∈ B linear-

mente independentes tais que α =
∑n

i=1 ai ⊗ bi. Tomando a ∈ A qualquer, temos que

(a⊗ 1B)α = α(a⊗ 1B). Daí, temos
∑n

i=1 aai ⊗ bi =
∑n

i=1 aia⊗ bi. Logo,

0 =
n∑
i=1

(aai − aia)⊗ bi =
n∑
i=1

[a, ai]⊗ bi.

Pelo item b) desta proposição, concluímos que [a, ai] = 0, para todo i = 1, . . . , n, e

portanto, ai ∈ Z(A), i = 1, . . . , n. Dessa forma, α ∈ Z(A)⊗ B. Por sua vez, podemos

tomar a′1, . . . , a
′
m ∈ Z(A) linearmente independentes e b′1, . . . , b

′
m ∈ B não nulos tais que

α =
∑m

i=1 a
′
i⊗b′i. Tomando b ∈ B arbitrário, temos (1A⊗b)α = α(1A⊗b), e daí segue-se

que
∑m

i=1 a
′
i ⊗ [b, b′i] = 0, donde, b′1, . . . , b

′
m ∈ Z(B). Segue-se então α ∈ Z(A)⊗ Z(B),

donde concluímos que Z(A⊗ B) ⊆ Z(A)⊗ Z(B), e assim o resultado segue. �
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Proposição 1.1.28 Sejam A e B álgebras sobre K, com B unitária. Se A = A1⊕A2,

onde A1 e A2 são subálgebras de A, então

A⊗K B ∼= T1 ⊕ T2,

onde Ti ∼= Ai ⊗K B, para i = 1, 2.

Demonstração: Ver [Rot], Teorema 8.87, página 584, e utilizar o Teorema 1.1.26. �

1.2 A-Módulos e Representações de Grupos

Nesta seção, trataremos de apresentar os principais resultados relativos aos mó-

dulos sobre álgebras e representações de grupos, assim como a relação entre eles. Aqui,

todas as álgebras serão unitárias e associativas.

De�nição 1.2.1 Seja A uma álgebra e M um espaço vetorial. Diremos que M é um

A-módulo à esquerda (ou módulo à esquerda sobre A) se está munido de um produto

· : A×M −→ M

(a,m) 7−→ a ·m

que satisfaça:

i) (a1 + a2) ·m = (a1 ·m) + (a2 ·m),

ii) a · (m1 +m2) = (a ·m1) + (a ·m2),

iii) (λa) ·m = a · (λm) = λ(a ·m),

iv) a1 · (a2 ·m) = (a1a2) ·m,

v) 1A ·m = m,

para quaisquer a, a1, a2 ∈ A, m,m1,m2 ∈M e λ ∈ K.

Observe que os itens i), ii) e iii) da de�nição acima nos dizem que o produto �·�

é uma aplicação bilinear.

Exemplo 1.2.2 Sendo A uma álgebra qualquer, podemos naturalmente olhar A como

uma A-módulo à esquerda, cujo produto é a multiplicação de A. Mais geralmente, se

tomarmos B uma subálgebra (unitária) de A, temos que A é um módulo à esquerda

sobre B, cujo produto é dado pela restrição da multiplicação de A a B × A. Vamos

denotar este B-módulo por BA.
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Exemplo 1.2.3 Sejam V um espaço vetorial e L(V ) a álgebra dos operadores lineares

de V . Considere o produto

· : L(V )× V −→ V

(T, v) 7−→ T.v = T (v)
,

que é bem de�nido. Temos que V , munido deste produto, é um L(V )-módulo à es-

querda.

Exemplo 1.2.4 Sejam G um grupo, M um espaço vetorial e ϕ : G → GL(M) um

homomor�smo de grupos, com ϕ(g) = ϕg. Considere a aplicação

· : KG×M −→ M

(
∑

g∈G λgg, v) 7−→
∑

g∈G λgϕg(v)
.

Temos que M , munido deste produto, é um KG-módulo (à esquerda).

Exemplo 1.2.5 Sejam Mn(K) a álgebra de matrizes n × n sobre K e Kn o espaço

vetorial das n-uplas em K. Considere o produto

· : Mn(K)×Kn −→ Kn

((aij)n, (λ1, . . . , λn)) 7−→

(
n∑
j=1

a1jλj, . . . ,
n∑
j=1

anjλj

)
,

onde (aij)n =

a11 · · · a1n

...
. . .

...

an1 · · · ann

 ∈ Mn(K). Temos que Kn, munido deste produto, é

um Mn(K)-módulo.

Analogamente, de�ne-se A-módulo à direita (ou módulo à direita sobre A), bas-

tando considerar o produto

· : M ×A −→ M

(m, a) 7−→ m · a

satisfazendo:

i) m · (a1 + a2) = (m · a1) + (m · a2),

ii) (m1 +m2) · a = (m1 · a) + (m2 · a),

iii) m · (λa) = (λm) · a = λ(m · a),

iv) (m · a1) · a2 = m · (a1a2),
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v) m · 1A = m,

para quaisquer a, a1, a2 ∈ A, m,m1,m2 ∈M e λ ∈ K.

É importante observar que existe uma diferença mais do que sutil entreA-módulos

à esquerda e A-módulos à direita, onde geralmente não é possível simplesmente mudar

o escalar de um lado para o outro. Observe que as condições a1 · (a2 ·m) = (a1a2) ·m

(para A-módulo à esquerda) e (m · a1) · a2 = m · (a1a2) (para A-módulo à direita)

apresentam uma real diferença quando, por exemplo, A é não comutativa.

De�nição 1.2.6 Sejam A uma álgebra e M um A-módulo. Dizemos que:

i) Um subespaço vetorial N de M é um submódulo (ou A-submódulo) de M se

a · n ∈ N , para quaisquer a ∈ A e n ∈ N .

ii) Um submódulo N 6= {0} de M é minimal se não existe submódulo N1 não nulo

de M tal que N1 ( N .

iii) N é um submódulo maximal de M se N 6= M e se não existe submódulo N1 de

M tal que N ( N1 (M .

iv) M 6= {0} é um A-módulo irredutível (ou simples) se seus únicos submódulos

são {0} e M .

Exemplo 1.2.7 Seja A uma álgebra e consideremos o A-módulo AA. Temos que os

submódulos de AA são exatamente os ideais à esquerda da álgebra A. Sendo M um A-
módulo e m ∈M , então o conjunto A·m = {a ·m; a ∈ A} é um submódulo de M . Caso

M seja um A-módulo irredutível, temos que A ·m = M para qualquer m ∈ M − {0}.
Reciprocamente, se A ·m = M para qualquer m ∈M − {0}, então M é um A-módulo

irredutível.

Exemplo 1.2.8 Sendo M um A-módulo, temos que os seus submódulos minimais são

exatamente aqueles que são A-módulos irredutíveis. Caso M tenha dimensão �nita,

como espaço vetorial, então temos que M possui necessariamente algum submódulo

minimal.

Exemplo 1.2.9 Sendo V um espaço vetorial, temos que V é um L(V )-módulo irre-

dutível. De fato, considere W um submódulo não nulo de V . Tomemos w ∈ W − {0}
e v ∈ V qualquer. Temos que existe uma transformação linear T ∈ L(V ) tal que

T (w) = v, e daí temos v = T (w) = T · w ∈ W , e assim V ⊆ W , donde W = V .
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De�niremos agora módulo quociente. SejamM um A-módulo e N um submódulo

de M . Olhando N como um subespaço vetorial do espaço M , consideremos o espaço

vetorial quociente M/N que é o conjunto de todas as classes laterais de N em M , isto

é, M/N = {m + N | m ∈ M} = {m | m ∈ M}. Considere agora a aplicação produto

de um elemento de A por um elemento de M/N dada da seguinte forma

· : A×M/N −→ M/N

(a,m) 7−→ a ·m
.

Mostra-se facilmente que tais operações são bem de�nidas. Não é difícil ver que M/N ,

munido de tal produto, é um A-módulo, chamado de módulo quociente de M por N .

É interessante observar que N é um submódulo maximal de M se, e somente

se, M/N é um modulo irredutível. Como justi�cativa, observe que os submódulos de

M/N são da forma M1/N , onde M1 é um submódulo de M tal que N ⊆M1.

De�nição 1.2.10 Sejam A uma álgebra, M1 e M2 A-módulos. Dizemos que uma

transformação linear ϕ : M1 →M2 é um homomor�smo de A-módulos se

ϕ(a ·m) = a · ϕ(m),

para quaisquer a ∈ A e m ∈M1.

Exemplo 1.2.11 Sejam A uma álgebra e M um A-módulo. Fixado m ∈M , considere

a aplicação
T : AA −→ M

a 7−→ T (a) = a ·m
.

Temos que T é um homomor�smo de A-módulos.

Exemplo 1.2.12 Sejam M um A-módulo, N1 e N2 submódulos de M tais que M =

N1 ⊕N2. Temos que as projeções

π1 : M −→ N1

m = n1 + n2 7−→ π1(m) = n1

e
π2 : M −→ N2

m = n1 + n2 7−→ π2(m) = n2

,

onde n1 ∈ N1 e n2 ∈ N2, são homomor�smos de A-módulos.

Exemplo 1.2.13 Sejam M um A-módulo e N um submódulo de M . Considere a

aplicação
ψ : M −→ M/N

m 7−→ ψ(m) = m = m+N
.

Temos que ψ é um homomor�smos de A-módulos.
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Não é difícil veri�car que se ϕ : M1 → M2 é um homomor�smo de A-módulos,

então seu núcleo ker(ϕ) = {m ∈M1;ϕ(m) = 0} é um submódulo de M1 e sua imagem

Im(ϕ) = {ϕ(m) ∈M2;m ∈M1} é um submódulo de M2.

Exemplo 1.2.14 Tomemos M e M1 A-módulos tais que existe um homomor�smo

ϕ : M →M1 sobrejetivo. Não é difícil mostrar que

ϕ : M/ ker(ϕ) −→ M1

m 7−→ ϕ(m) = ϕ(m)

é um isomor�smo de A-módulos. Ademais, se ψ : M → N é um homomor�smo de

A-módulos, então M/ ker(ψ) ∼= Im(ψ).

Seja M um A-módulo. Chamamos de endomor�smo do A-módulo M um ho-

momor�smo (de A-módulos) de M em M . Vamos denotar por EndA(M) o conjunto

de todos os endomor�smos do A-módulo M . Observando que EndA(M) ⊆ L(M),

não é difícil veri�car que EndA(M) é uma subálgebra de L(M) (ver Exemplo 1.1.6).

Considere a aplicação

ϕ : A −→ L(M)

a 7−→ ϕ(a) = ϕa
,

onde ϕa(m) = a ·m, para qualquer m ∈M . Temos que se T ∈ EndA(M), então

(T ◦ ϕa)(m) = T (ϕa(m)) = T (a ·m)

= a · T (m) = ϕa(T (m))

= (ϕa ◦ T )(m),

para quaisquer a ∈ A e m ∈M . Isso signi�ca que

EndA(M) = {T ∈ L(M)|T ◦ ϕa = ϕa ◦ T,∀a ∈ A}.

Proposição 1.2.15 (Lema de Schur) Seja M um A-módulo irredutível. Temos en-

tão que EndA(M) é uma álgebra com divisão.

Demonstração: Seja T ∈ EndA(M) − {0}. Temos que ker(T ) 6= M e Im(T ) 6=

{0}. Como Ker(T ) e Im(T ) são submódulos de M , e este é irredutível, devemos ter

Ker(T ) = {0} e Im(T ) = M . Logo, T é inversível como transformação linear. Não é

difícil ver que T−1 ∈ EndA(M). Portanto, segue-se o resultado. �
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Proposição 1.2.16 SejamM um A-módulo de dimensão �nita (como espaço vetorial)

e N1, N2, . . . , Nr submódulos minimais de M . Se J ⊆ N1 + N2 + · · · + Nr é um

submódulo (não trivial) minimal de M , então J ∼= Ni (como A-módulos), para algum

i ∈ {1, 2, . . . , r}.

Demonstração: Suponhamos sem perda de generalidade que N1 ∩ (N2 + · · ·+Nr) 6=

{0}. Como N1 é minimal, devemos ter N1 ⊆ N2 + N3 + · · · + Nr, e assim

N1 + N2 + N3 + · · · + Nr = N2 + N3 + · · · + Nr. Logo, podemos supor que a soma

N1 +N2 + · · ·+Nr é direta.

Dado x ∈ J , existem únicos x1 ∈ N1, . . . , xr ∈ Nr tais que x = x1 + · · ·+xr. Para

cada j = 1, . . . , r, considere o homomor�smo de A-módulos

πj : J −→ Nj

x =
r∑
i=1

xi 7−→ πj(x) = xj
.

Como J 6= {0}, deve existir um j0 ∈ {1, . . . , r} tal que πj0 6= 0, e assim, pela mini-

malidade de J , temos que ker(πj0) = {0}, donde concluímos que J ∼= Im(πj0) (como

A-módulos). Mas como Nj0 também é minimal, devemos ter Im(πj0) = Nj0 . Portanto,

πj0 é um isomor�smo de A-módulos. �

O resultado abaixo diz respeito à unicidade da decomposição em submódulos

irredutíveis de um A-módulo.

Proposição 1.2.17 Seja M um A-módulo de dimensão �nita (como espaço vetorial).

Se existem W1,W2, . . . ,Wr e N1, N2, . . . , Ns submódulos minimais (não triviais) de M

tais que M = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr = N1 ⊕ N2 ⊕ · · · ⊕ Ns, então r = s e existe uma

permutação {j1, j2, . . . , jr} de {1, 2, . . . , r} tal que

W1
∼= Nj1 ,W2

∼= Nj2 , . . . ,Wr
∼= Njr .

Demonstração: Ver [CR], Teorema 14.5, página 83. �

Começaremos agora um breve estudo sobre representações de grupos. Nesta seção,

G denotará um grupo �nito, salvo menção contrária. Recordamos que GL(M) denota

o grupo de todos os operadores lineares invertíveis do espaço vetorial M e GLn(K)

refere-se ao grupo multiplicativo de todas as matrizes invertíveis n× n sobre K.
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De�nição 1.2.18 Sejam G um grupo e M um espaço vetorial. Uma representação

de G com espaço representação M é um homomor�smo de grupos

ϕ : G −→ GL(M)

g 7−→ ϕ(g) = ϕg
.

Duas representações ϕ e ϕ′ de G com espaços M e M ′, respectivamente, são ditas

equivalentes se existe um K-isomor�smo ψ : M →M ′ tal que ϕgψ = ψϕ′g, para todo

g ∈ G, isto é, ϕgψ(m) = ψϕ′g(m) para todo m ∈ M e g ∈ G. A dimensão dimKM de

M sobre K é chamada o grau de ϕ.

Por simplicidade, diremos apenas �ϕ é uma representação de G em M � ao in-

vés de �ϕ é uma representação de G com espaço representação M �. Quando se tem

dimKM = n <∞, para algum n ∈ N, sabe-se que GL(M) ∼= GLn(K). Neste caso, uma

representação ϕ de G em M pode ser vista como um homomor�smo ϕ : G→ GLn(K).

Observe que se n = 1, como GL1(K) ∼= K∗, onde K∗ é o grupo multiplicativo do corpo

K, podemos considerar ϕ como um homomor�smo ϕ : G→ K∗.

Exemplo 1.2.19 Sejam G um grupo e M um espaço vetorial qualquer. O homomor-

�smo
ψ : G −→ GL(M)

g 7−→ ψ(g) = IdM

é uma representação de G em M , chamada de representação trivial.

Exemplo 1.2.20 Sejam ψ : G → GL(M) uma representação de G em M e H um

subgrupo de G. Temos que a restrição de ψ a H é ainda um homomor�smo de grupos.

Logo, a aplicação
ψH : H −→ GL(M)

h 7−→ ψH(h) = ψ(h)

é uma representação de H em M . Ademais, ψ e ψH têm o mesmo grau.

Exemplo 1.2.21 Seja C∞ o grupo cíclico in�nito. Sendo g ∈ C∞ tal que C∞ = 〈g〉,
de�nimos

ϕ : C∞ −→ GL2(R)

gn 7−→ ϕ(gn) =

(
1 n

0 1

)
, n ∈ Z.

Temos que ϕ é uma representação de grau 2 de C∞ em GLn(R).

Exemplo 1.2.22 Tomemos Sn o grupo simétrico de grau n, n ∈ N. Considere a

aplicação
θ : Sn −→ R∗

σ 7−→ θ(σ) = (−1)σ
,

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG



34 1. Identidades Polinomiais e PI-Álgebras

onde (−1)σ = sign(σ) é o sinal da permutação σ ∈ Sn. Temos que θ é uma repre-

sentação de Sn em R∗. Note que θ(σ) ∈ C2 = {−1, 1}, para qualquer σ ∈ Sn. Tal

representação é chamada de representação sinal de Sn.

De�nição 1.2.23 Sejam G um grupo, M um espaço vetorial e ϕ : G → GL(M)

uma representação de G. Dizemos que um subespaço W de M é ϕ-invariante se

ϕg(W ) ⊆ W para todo g ∈ G. Se existe algum subespaço não nulo W ϕ-invariante de

M , tal que W 6= M , dizemos que ϕ é uma representação redutível. Caso contrário,

dizemos que ϕ é uma representação irredutível.

Observe que os subespaços triviais {0} e M deM são ϕ-invariantes. Dessa forma,

a�rmar que ϕ é irredutível, é o mesmo que dizer que os únicos subespaços ϕ-invariantes

de M são os triviais.

Sendo W um subespaço ϕ-invariante de M e g ∈ G, temos que a restrição de ϕg

a W é pode ser de�nida por

ϕg|W : W −→ W

w 7−→ ϕg|W (w) = ϕg(w)
.

Como ϕg(W ) ⊆ W e ϕg−1(W ) ⊆ W , e do fato de que ϕg−1 = ϕ−1
g , segue-se que

ϕg(W ) = W . Ademais, ϕg é injetora. Dessa forma, temos que ϕg|W ∈ GL(W ). Isso

motiva a seguinte de�nição:

De�nição 1.2.24 Sejam ϕ : G → GL(M) uma representação de G em M e W um

subespaço ϕ-invariante de M . De�nimos a sub-representação ϕW como sendo a

representação de G
ϕW : G −→ GL(W )

g 7−→ ϕW (g) = ϕg|W
.

A sub-representação ϕW é ainda chamada de restrição de ϕ a W .

Exemplo 1.2.25 Toda representação de grau 1 é irredutível. Sendo G um grupo �nito

de ordem ≥ 2, então temos que toda representação de G de grau maior ou igual a |G| é
redutível. De fato, seja ϕ : G → GL(M) uma representação de G, com dimM ≥ |G|.
Tomemos v0 ∈M −{0} e considere subespaço W = 〈ϕg(v0) | g ∈ G〉 de M . Temos que

W é um subespaço não nulo ϕ-invariante de M , com dimW ≤ |G|. Observando que,

para cada v ∈ M \ {0}, Wv = 〈
∑

g∈G ϕg(v)〉 é um subespaço ϕ-invariante de M , com

dimMv = 1 < |G| ≤ dimM , devemos ter
∑

g∈G ϕg = 0, e daí, o conjunto {ϕg(v0) |
g ∈ G} é linearmente dependente. Logo, dimW < |G|, e assim dimW < dimM .

Portanto, ϕ é redutível.
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Exemplo 1.2.26 A representação

ψ : C∞ −→ GL2(R)

gn 7−→ ϕ(gn) =

(
1 n

0 1

)
, n ∈ N0,

é redutível. Com efeito, basta observar que o subespaço W =

{(
λ

0

)
| λ ∈ R

}
de

M2×1(R) satisfaz ψ(x)(W ) ⊆ W para todo x ∈ C∞.

Exemplo 1.2.27 Tomemos um K-espaço vetorial M de dimensão n ∈ N, n ≥ 2.

Fixemos uma base β = {v1, v2, . . . , vn} de M . Para cada σ ∈ Sn, consideremos a

transformação linear Tσ : M → M que satisfaz Tσ(vi) = vσ(i), i = 1, 2, . . . , n. Temos

que a representação
φ : Sn −→ GL(M)

σ 7−→ φ(σ) = Tσ

é redutível. De fato, observe que os subespaços W1 = 〈v1 + v2 + · · · + vn〉 e W2 =

{λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn | λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 0} de M são φ-invariantes. Note que

φW1 é obviamente irredutível, pois têm grau 1. Por sua vez, não é difícil mostrar que

a sub-representação φW2 é irredutível quando charK = 0.

Proposição 1.2.28 Sejam ϕ : G → GL(M) e ψ : G → GL(N) representações de G

equivalentes. Então ϕ é irredutível se, e somente se, ψ é irredutível.

Demonstração: Considere T : M → N um isomor�smo de espaços vetoriais tal que

Tϕg = ψgT , para todo g ∈ G. Primeiramente, suponhamos que ϕ é irredutível. Agora,

por contradição, suponhamos que N1 é um subespaço não trivial ψ-invariante de N .

Considere o subespaço M1 = T−1(N1) de M . Note que M1 é não trivial. Para todo

g ∈ G, temos que

ϕg(M1) = (T−1ψgT )(M1) = (T−1ψg)(T (M1)) = (T−1ψg)(N1) ⊆ T−1(N1) = M1,

e daí M1 é subespaço ϕ-invariante de M . Contradição! Portanto, ϕ é irredutível.

Analogamente, demonstra-se que vale a recíproca. �

Exemplo 1.2.29 Considere as representações do grupo Sn em K∗ dadas por

ς : Sn −→ K∗

σ 7−→ ς(σ) = 1
e

θ : Sn −→ K∗

σ 7−→ θ(σ) = (−1)σ
,

que são as representações trivial e sinal, respectivamente, de Sn. É fácil ver que ς e θ

não serão equivalentes em hipótese de charK 6= 2.
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De�nição 1.2.30 Sejam G um grupo e ϕ : G → GL(M) uma representação de G.

Dizemos que ϕ é completamente redutível (ou semissimples) se existem sub-

espaços W1,W2, . . . ,Wn ϕ-invariantes de M tais que M = W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ Wn e

ϕW1 , ϕW2 , . . . , ϕWn são irredutíveis.

Observe que toda representação irredutível é completamente redutível.

Exemplo 1.2.31 Sejam K um corpo de característica 2 e G ∼= Z2 um grupo. Sendo

T : K2 −→ K2

(x, y) 7−→ T (x, y) = (x+ y, y)

uma transformação linear, temos que

ψ : G −→ GL(K2)

g 7−→ ψ(g) = T

é uma representação de G, pois charK = 2. Uma vez que W = 〈(1, 0)〉 é o único

subespaço ψ-invariante de K2, temos que ψ não é completamente redutível.

Teorema 1.2.32 (Maschke) Seja G um grupo �nito tal que sua ordem não é divisível

por charK. Se ϕ : G → GL(M) é uma representação de grau �nito e W é um

subespaço ϕ-invariante de M , então existe um subespaço W1 ϕ-invariante de M tal

que M = W ⊕W1. Ademais, ϕ é completamente redutível.

Demonstração: Ver [CR], Teorema 10.8, página 41. �

O teorema anterior nos diz que se ϕ : G → GL(M) é uma representação de

G, com M um espaço vetorial de dimensão �nita e G um grupo de ordem �nita tal

que charK - |G|, então M = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wn, onde Wi é ϕ-invariante e a sub-

representação ϕWi
é irredutível, para i = 1, 2, . . . , n.

Tomemos um KG-módulo M . Considere, para cada g ∈ G, a aplicação

ϕg : M −→ M

v 7−→ ϕg(v) = g · v
.

Note que, dados g, h ∈ G, tem-se ϕgh = ϕg ◦ ϕh. Observe ainda que ϕ1 = IdM , onde 1

é o elemento neutro de G, e assim ϕg−1 ◦ ϕg = ϕg ◦ ϕg−1 = IdM . Logo, ϕg ∈ GL(M).

Não é difícil ver que a aplicação

ϕ : G −→ GL(M)

g 7−→ ϕ(g) = ϕg
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é uma representação de G emM . SendoW um submódulo deM , temos que g ·w ∈ W ,

para quaisquer g ∈ G e w ∈ W . Dessa forma, temos queW é um subespaço ϕ-invariante

de M .

Por outro lado, sejamM um espaço vetorial e ϕ : G→ GL(M) uma representação

de G em M . Considere o KG-módulo de�nido no Exemplo 1.2.4. Tomando W um

subespaço ϕ-invariante de M , temos que g · w = ϕg(w) ∈ W , para quaisquer g ∈ G e

w ∈ W . Lembrando que G é um conjunto gerador (como espaço vetorial) da álgebra

de grupo KG, dado λ ∈ KG arbitrário, segue-se que λ · w ∈ W para qualquer w ∈ W .

Dessa forma, temos que W é um submódulo do KG-módulo M .

Portanto, podemos concluir que existe um correspondência biunívoca entre as

representações de G e os respectivos KG-módulos.

Finalizaremos esta seção com alguns resultados que envolvem as representações

de um grupo G e os KG-módulos.

Proposição 1.2.33 Sejam ϕ : G → GL(M) e ψ : G → GL(N) representações de G.

Temos então que:

a) ϕ e ψ são equivalentes se, e somente se, os seus respectivos KG-módulos M e N

são isomorfos;

b) ϕ é irredutível se, e somente se, o respectivo KG-módulo M é irredutível.

Demonstração: a) Suponha que ϕ e ψ são equivalentes. Tomemos T : M → N um

isomor�smo linear tal que Tϕg = ψgT , para todo g ∈ G. Considerando os KG-módulos

M e N correspondentes, respectivamente, a ϕ e ψ, temos

T (g · v) = T (ϕg(v)) = ψg(T (v)) = g · T (v)

para quaisquer g ∈ G e v ∈ M . Como T é linear e G é um conjunto gerador de

KG, temos que T (λ · v) = λ · T (v), para quaisquer λ ∈ KG e v ∈ M . Logo, T é um

homomor�smo de KG-módulos. Sendo T bijetora, temos que M e N são isomorfos

como KG-módulos.

Por outro lado, suponhamos que M e N são KG-módulos isomorfos. Seja

F : M → N um isomor�smo de KG-módulos. Temos que F é uma transformação

linear bijetora que satisfaz F (λ · v) = λ · F (v) para quaisquer λ ∈ KG e v ∈M . Dessa

forma, temos

(Fϕg)(v) = F (ϕg(v)) = F (g · v) = g · F (v) = ψg(F (v)) = (ψgF )(v),
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para quaisquer g ∈ G e v ∈ M . Logo, Fϕg = ψgF , para qualquer g ∈ G, e portanto,

ϕ e ψ são equivalentes.

b) Pelo que vimos anteriormente, os submódulos do KG-módulo M são exata-

mente os subespaços ϕ-invariantes de M , e vice-versa. Daí, segue-se o resultado. �

A partir da proposição anterior, podemos reformular o Teorema de Maschke

(Teorema 1.2.32) em termos de submódulos. Segue abaixo tal reformulação.

Teorema 1.2.34 (Maschke reformulado) Sejam G um grupo �nito e M um KG-
módulo de dimensão �nita (como espaço vetorial). Se W é um submódulo de M e

charK - |G|, então existe um submódulo W1 de M tal que M = W ⊕W1. Ademais,

existem N1, N2, . . . , Nr submódulos minimais de M tais que M = N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Nr.

Demonstração: Basta combinar a demonstração da Proposição 1.2.33 e o Teorema

de Maschke. �

Pela Proposição 1.2.17, temos que a decomposição de M garantida no teorema

anterior é única, a menos de isomor�smo.

Consideremos G um grupo �nito cuja ordem não é múltiplo de charK. Nestas

condições, temos que toda representação de grau �nito de G é completamente redutível

(Teorema de Maschke). Para cada g ∈ G, considere a aplicação linear ρ : KG → KG

que satisfaz ρg(α) = gα, para todo α ∈ KG. Note que ρg ∈ GL(KG). Considere agora

a aplicação ρ dada por

ρ : G −→ GL(KG)

g 7−→ ρ(g) = ρg
,

que é uma representação de G, chamada de representação regular à esquerda de G.

Temos que ρ é injetiva e é a representação correspondente ao KG-módulo KGKG. Note

que os subespaços ρ-invariantes de KG são exatamente os ideais à esquerda de KG.

Dessa forma, segue-se do Teorema de Maschke que se W é um ideal à esquerda de KG,

então existe um ideal à esquerda W1 de KG tal que KG = W ⊕W1.

Observando que N é um ideal minimal à esquerda de KG se, e somente se, a sub-

representação ρN é irredutível, temos que podemos escrever KG como uma soma direta

de um número �nito de ideais minimais à esquerda de KG (Teorema de Maschke).
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Teorema 1.2.35 Seja G um grupo �nito cuja ordem não é divisível por charK. En-

tão todo KG-módulo irredutível é isomorfo a algum ideal minimal à esquerda de KG.
Em outras palavras, toda representação irredutível de G é equivalente a uma sub-

representação da representação regular à esquerda de G.

Demonstração: Ver [CR], Teorema 25.10, página 166. �

Nas condições do teorema acima, e tomando uma decomposição de KG tal qual

a que é garantida pelo Teorema 1.2.34, segue da Proposição 1.2.16 que o número de

representações irredutíveis de G é �nito, a menos de equivalência. Pode-se mostrar que

o número de representações irredutíveis de G é menor ou igual ao número de classes

de conjugação distintas de G (ver [CR], Observação 27.25, página 188).

Teorema 1.2.36 Seja G um grupo �nito, tal que charK - |G|. Sendo r o número de

representações irredutíveis de G, a menos de equivalência, considere I1, I2, . . . , Ir ideais

minimais à esquerda de KG, dois a dois não isomorfos (como KG-módulos). Então

Ji = IiKG é um bilateral de KG, para i = 1, 2, . . . , r. Ademais,

KG = J1 ⊕ J2 ⊕ · · · ⊕ Jr.

Demonstração: Ver [CR], Teorema 25.15, página 168. �

Uma importante ferramenta em Teoria das representações é fornecida pela Teoria

dos Caracteres. Aqui, a aplicação tr : L(M)→ K é a função traço em L(M), onde M

é um espaço vetorial de dimensão �nita.

De�nição 1.2.37 Seja ϕ : G → GL(M) uma representação de G de grau �nito.

De�nimos o caracter de ϕ como sendo a aplicação

χϕ : G −→ K
g 7−→ χϕ(g) = tr(ϕg)

.

Dizemos que χϕ é um caracter irredutível se ϕ for uma representação irredutível de

G. Ademais, dimM = degχϕ é chamado o grau do caracter χϕ.

No caso de um representação ϕ : G → GLn(K), de�nimos o caracter de ϕ de

forma análoga, observando apenas que χϕ(g) é o traço da matriz ϕg, g ∈ G.

Sendo ϕ : G → GL(M) e ψ : G → GL(N) representações equivalentes de G,

ambas de graus �nitos, tomemos T : M → N um isomor�smo linear tal que Tϕg = ψgT ,

g ∈ G. Temos daí que

χϕ(g) = tr(ϕg) = tr(T−1ψgT ) = tr(ψg) = χψ(g),
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para todo g ∈ G. Logo, χϕ = χψ.

Tomando ϕ : G→ GL(M) uma representação deG de grau �nito e χ seu caracter,

temos que se g, g1 ∈ G são conjugados, isto é, g = h−1g1h para algum h ∈ G, então

χ(g) = tr(ϕg) = tr(ϕh−1g1h) = tr(ϕh−1ϕg1ϕh) = tr(ϕg1) = χ(g1).

Note que χϕ(1) = tr(IdM) = dimM , onde 1 é o elemento neutro de G.

Exemplo 1.2.38 Sendo ς : G → GL(M) uma representação trivial de grau �nito de

G, isto é, ς(g) = IdM , para todo g ∈ G, temos que χς(g) = dimM , para todo g ∈ G.
Agora, seja ρ : G→ K∗ uma representação de G. Note que ρ tem grau 1. Então

χρ(g) = ρ(g),

para todo g ∈ G. Logo, χρ = ρ.

Exemplo 1.2.39 Seja M um espaço vetorial real de dimensão �nita n. Considere a

representação de G
φ : Sn −→ GL(M)

σ 7−→ φ(σ) = Tσ

de�nida no Exemplo 1.2.27. Seja rσ = #{i | σ(i) = i, i = 1, 2, . . . , n}, onde σ ∈ Sn,
isto é, rσ é o número de pontos �xados por σ ∈ Sn. Sendo χ : Sn → R o caracter de

φ, não é difícil ver que χ(σ) = rσ.

Sob hipótese de G ser um grupo �nito e sendo a característica de K igual a zero,

então vale o Teorema de Maschke, e com isso, temos os resultados a seguir.

Teorema 1.2.40 Todo caracter de G pode ser escrito como soma de caracteres irre-

dutíveis de G.

Demonstração: Ver [JL], Proposição 13.18, página 127. �

Uma outra demonstração do teorema acima pode ser encontrada em [S], Propo-

sição 2, página 11.

Teorema 1.2.41 Duas representações de graus �nitos de G com o mesmo caracter

são equivalentes.

Demonstração: Ver [JL], Teorema 14.21, página 143. �

Ver também [B], Teorema 7.4, página 79, ou [S], Corolário 2, página 16.
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Note que do teorema acima podemos concluir que existe uma correspondência

biunívoca entre as representações irredutíveis de grau �nito de um grupo �nito G e os

caracteres irredutíveis de representações de G. Consequentemente, existe uma corres-

pondência biunívoca entre os KG-módulos irredutíveis e os G-caracteres irredutíveis.

1.3 Radical de Jacobson e Semissimplicidade

Nesta seção apresentaremos os principais resultados pertinentes ao Radical de

Jacobson de uma álgebra e a semissimplicidade. As principais referências indicadas

para esta seção são [H] e [Fe], nas quais o leitor poderá encontrar demonstrações e

maiores detalhes. Em toda esta seção, toda álgebra apresentada será sempre uma

álgebra associativa de dimensão �nita sobre um corpo de característica zero.

Seja A uma K-álgebra. Sabe-se que se I e J são ideais (bilaterais) nilpotentes

de A, então I + J é um ideal (bilateral) nilpotente de A (ver [Fe], Lema 16.1, página

48). Assim, sendo N um ideal nilpotente de A de dimensão máxima, segue que N deve

conter todos os ideais nilpotentes de A, e daí N é o maior ideal nilpotente de A.

De�nição 1.3.1 Dada uma K-álgebra A, de�nimos o Radical de Jacobson de A,
denotado por J(A), como sendo o maior ideal (bilateral) nilpotente de A.

Observe então que J(A) contêm todos os ideais nilpotentes de A.

Proposição 1.3.2 Seja A uma álgebra. Todo ideal nil à esquerda (ou à direita) de A
está contido em J(A).

Demonstração: Ver [Fe], Teorema 16.2, página 50. �

O seguinte resultado diz respeito ao quociente de uma álgebra A por seu radical

de Jacobson J(A).

Teorema 1.3.3 Considere a álgebra quociente A/J(A). Temos que

J (A/J(A)) = {0}.

Demonstração: Ver [H], Teorema 1.2.4, página 15. �

O teorema acima motiva a seguinte de�nição, que relaciona o conceito de radical

de Jacobson ao importante conceito de semissimplicidade.
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De�nição 1.3.4 Seja A uma álgebra e J o radical de Jacobson de A. Dizemos que A
é uma álgebra semissimples se J = {0}.

Sendo assim, temos do Teorema 1.3.3 que A/J(A) é uma álgebra semissimples,

seja qual for a álgebra A. Note que toda álgebra simples é ainda semissimples, uma

vez que A2 é um ideal bilateral não nulo de A e assim A2 = A, donde A não pode ser

nilpotente e portanto J(A) deve ser nulo.

Observação 1.1 Sabe-se que toda álgebra semissimples (e consequentemente toda ál-

gebra simples) possui unidade (ver [Fe], Corolário 2, página 59).

O teorema a seguir traz um resultado importante sobre álgebras simples. Tal

resultado é conhecido como Teorema de Wedderburn-Artin.

Teorema 1.3.5 (Wedderburn-Artin) Seja A uma K-álgebra simples. Então A ∼=
Mn(D), para alguma K-álgebra com divisão D, n ≥ 1. Ademais, n é único, assim

como D, a menos de isomor�smo. Reciprocamente, para toda álgebra com divisão D,

Mn(D) é uma álgebra simples.

Demonstração: Ver [Fe], Teorema 24.1, página 65. �

É um fato bem conhecido que se K é um corpo algebricamente fechado e D é

uma K-álgebra com divisão (de dimensão �nita), então D ∼= K (para mais detalhes,

ver [H], Lema 2.1.5, página 50). Assim, o seguinte resultado segue imediatamente.

Teorema 1.3.6 Sendo K um corpo algebricamente fechado e A uma álgebra simples

de dimensão �nita sobre K, então A ∼= Mn(K), para algum n ∈ N.

Proposição 1.3.7 Seja A uma álgebra semissimples. Então A é a soma direta de um

número �nito de ideais minimais de A, isto é,

A = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ Ir,

onde I1, I2, . . . , Ir são ideais minimais de A.

Demonstração: Ver [Rot], Corolário 8.44, página 554. �

Teorema 1.3.8 (Wedderburn-Artin II) Toda K-álgebra semissimples A é isomorfa

a um produto direto

Mn1(D1)×Mn2(D2)× · · · ×Mnr(Dr),

onde D1, D2, . . . , Dr são K-álgebras com divisão, e os números inteiros r, n1, n2, . . . , nr,

assim como as álgebras Di, são unicamente determinados por A.
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Demonstração: Ver [Fe], Teorema 25.1, página 69. �

Note que se r = 1 no teorema acima, então teremos o Teorema 1.3.5.

Sendo A uma álgebra semissimples sobre um corpo algebricamente fechado K,

temos dos Teoremas 1.3.8 e 1.3.6 que

A ∼= Mn1(K)×Mn2(K)× · · · ×Mnr(K),

onde r, n1, n2, . . . , nr são inteiros.

Um importante resultado é o Teorema de Wedderburn-Malcev, que traz uma de-

composição de uma álgebra pertencente a uma certa classe de álgebras em termos do

radical de Jacobson da álgebra e de uma subálgebra semissimples.

Teorema 1.3.9 (Wedderburn-Malcev) Sejam A uma álgebra de dimensão �nita

sobre um corpo K, de característica zero. Então existe uma subálgebra semissimples

maximal B tal que

A = B + J.

Ademais, se B e B′ são subálgebras tais que A = B + J = B′ + J , então existe x ∈ J
tal que B′ = (1 + x)B(1 + x)−1.

Demonstração: Ver [CR], Teorema 72.19, página 491. �

Concluiremos esta seção com a ideia de extensão do corpo base de uma álgebra

e com dois resultados que relacionam esta ideia com radical de Jacobson e semissim-

plicidade.

Sendo F um corpo de extensão de K, considere a F -álgebra dada porA = A⊗KF ,

cujo produto por escalar é dado por λ(a ⊗ b) = a ⊗ λb, para quaisquer a ∈ A e

λ, b ∈ F . Dizemos que A é obtida de A por extensão de escalares. Vale ressaltar que

dimF(A⊗K F) = dimKA.

Teorema 1.3.10 Suponha A uma álgebra sobre K, charK = 0, e K ⊆ F uma extensão

algébrica de corpos. Considerando a F-álgebra A = A⊗K F , tem-se

J(A) = J(A)⊗K F .

Demonstração: Ver [Ro], Teorema 2.5.36, página 192. �
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De�nição 1.3.11 Dada uma álgebra A sobre um corpo K, dizemos que A é central

sobre K se Z(A) = K. Dizemos ainda que A é central simples sobre K se é simples e

central sobre K.

Quando não houver confusão com respeito ao corpo base da álgebra em questão,

omitiremos �sobre K� dizendo apenas que �A é central simples�.

Proposição 1.3.12 Seja F = K o fecho algébrico do corpo K. Se A é uma K-álgebra
central simples de dimensão �nita, então A⊗K F é uma F-álgebra central simples.

Demonstração: Ver [Fe], Lema 29.1, página 78. �

Lema 1.3.13 Sendo A uma K-álgebra, temos que

Mn(A) ∼= Mn(K)⊗A.

Ademais, Mn(K)⊗Mm(K) ∼= Mnm(K).

Demonstração: Ver [J2], Proposições 4.9 e 4.10, páginas 216-217. �

Sendo F ⊇ K é uma extensão �nita de corpos, com charK = 0, então F é uma

K-álgebra e

F ⊗K K ∼=
s⊕
i=1

Ki (como K-álgebras)

para algum s ∈ N, e Ki ∼= K, para i = 1, . . . , n. De fato, como F estende K, temos que

F é uma K-álgebra simples. Logo, segue do Teorema 1.3.10 que F⊗KK é semissimples

sobre K. Pelo Teorema de Wedderburn-Artin II e por K ser algebricamente fechado,

temos que

F ⊗K K ∼= Mn1(K)× · · · ×Mns(K),

para algum s ∈ N. Mas observe que F ⊗K K e abeliano. Logo, n1 = · · · = ns = 1 e

com isso Mni(K) ∼= K, para i = 1, . . . , s.

A seguir apresentaremos um resultado básico pertinente às álgebras simples.

Teorema 1.3.14 Seja A uma K-álgebra simples de dimensão �nita, com charK = 0.

Considere F = K o fecho algébrico de K. Então

A⊗K F ∼= B1 ⊕ · · · ⊕ Bn,

onde B1, . . . ,Bn são F-álgebras centrais simples, tais que Bi ∼= Bj, para i 6= j.
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Demonstração: Como A é uma álgebra simples de dimensão �nita sobre K, segue do

Teorema de Wedderburn-Artin que existem m ∈ N e D uma K-álgebra com divisão de

dimensão �nita tais que A ∼= Mm(D). Pelo Lema 1.3.13, A ∼= Mm(K)⊗K D.

Considere o produto tensorial A⊗KK ∼= (Mm(K)⊗KD)⊗KK. Podemos assumir

que F = Z(D) ⊆ K, uma vez que F ⊇ K é uma extensão �nita (e portanto algébrica)

de corpos. Temos que D é uma F -álgebra central simples. Segue da Proposição 1.3.12

que D ⊗F K é uma K-álgebra central simples. Dessa forma, segue do Teorema 1.3.6

que D ⊗F K ∼= Ml(K), para algum l ∈ N.

Observe que F é uma K-álgebra de dimensão �nita. Da observação feita acima,

temos que F ⊗K K ∼=
⊕s

i=1K, para algum s ∈ N. Temos então que

D ⊗K K ∼= (D ⊗F F)⊗K K ∼= D ⊗F
(
F ⊗K K

)
∼= D ⊗F

(
s⊕

n=1

K

)
∼=

s⊕
n=1

(
D ⊗F K

) ∼= s⊕
n=1

Ml(K)

∼=
s⊕

n=1

(
Ml(K)⊗K K

)
.

Logo, usando o Lema 1.3.13 temos

A⊗K K ∼= Mm(K)⊗K
(
D ⊗K K

)
∼= Mm(K)⊗K

(
s⊕

n=1

(
Ml(K)⊗K K

))
∼=

s⊕
n=1

(
(Mm(K)⊗KMl(K))⊗K K

)
∼=

s⊕
n=1

(
Mml(K)⊗K K

)
.

Como Mml(K) é uma K-álgebra central simples, segue da Proposição 1.3.12 que B =

Mml(K)⊗K K é uma K-álgebra central simples. Portanto,

A⊗K K ∼= B1 ⊕ · · · ⊕ Bs

onde Bi ∼= B, para i = 1, . . . , s. �

1.4 Identidades Polinomiais

Nesta seção serão dadas de�nições e exemplos pertinentes à PI-Teoria. Iniciare-

mos com a de�nição de álgebra livre.
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De�nição 1.4.1 Sejam ζ uma classe de álgebras e A ∈ ζ uma álgebra gerada por um

conjunto X. A álgebra A é chamada de álgebra livre na classe ζ, livremente gerada

pelo conjunto X, se para toda álgebra B ∈ ζ, qualquer aplicação φ : X → B pode ser

estendida para um único homomor�smo Φ : A → B. A cardinalidade |X| do conjunto

X é chamado de posto de A.

Exemplo 1.4.2 A álgebra K〈X〉, com X = {x1, x2, . . .}, é livre na classe de todas as

álgebras associativas unitárias. De fato, tomemos uma álgebra B associativa e unitária

qualquer, e considere uma aplicação φ de X em B. Sendo φ(xi) = ai, i = 1, 2, . . .,

considere a aplicação φ′ que satisfaz xi1 · · ·xis 7→ ai1 · · · ais, para todo s ∈ Z+. Note

que φ′ estende φ e que

φ′(xi1 · · ·xisxj1 · · ·xjr) = ai1 · · · aisaj1 · · · ajr
= φ′(xi1 · · ·xis)φ′(xj1 · · ·xjr),

para quaisquer r, s ∈ Z+. Como K〈X〉 é gerado (como espaço vetorial) pelas palavras

em X, segue-se que existe uma transformação linear Φ : K〈X〉 → B que estende φ′.

Dessa forma, não é difícil ver que Φ é um homomor�smo de álgebras que estende

φ. A partir da aplicação Φ introduzimos a notação f(a1, . . . , as), onde f ∈ K〈X〉 e
a1, . . . , as ∈ B, que nada mais é do que a imagem de f por Φ. Agora, se considerarmos

a subálgebra K0〈X〉 de K〈X〉, temos que esta é livre na classe de todas as álgebras

associativas. Sendo X um conjunto enumerável de variáveis comutativas, temos que

K[X] é livre na classe de todas as álgebras associativas unitárias, livremente gerada

por X.

De�nição 1.4.3 Seja f = f(x1, x2, . . . , xs) =
∑d

i=1 wi um polinômio não nulo de

K〈X〉, onde wi = λixi1xi2 · · ·xir é um monômio com variáveis em {x1, x2, . . . , xs},
i = 1, . . . , d. De�nimos o grau:

i) de xj em wi, o qual denotaremos por degxj(wi), como sendo o número de ocor-

rências de xj em wi;

ii) de wi, i = 1, 2, . . . , d, denotado por deg(wi), como sendo o número total de va-

riáveis que aparecem no monômio wi, inclusive contabilizando as multiplicidades

de cada variável;

iii) de f como sendo o maior grau dentre os graus de seus monômios, que denota-

remos por deg(f), isto é, deg(f) = max{deg(wi) | i = 1, 2, . . . , d};

iv) de xj em f como sendo o inteiro max{degxj(wi) | i = 1, 2, . . . , d}, e o denotare-

mos por degxj(f).
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Sendo um polinômio f = f(x1, x2, . . . , xs) em K〈X〉 tal que k = deg(w1) =

deg(w2) = · · · = deg(wd), onde f(x1, x2, . . . , xs) =
∑d

i=1wi, diremos que f é um

polinômio homogêneo de grau k. Caso degxi(w1) = degxi(w2) = · · · = degxi(wd),

para algum i ∈ {1, 2, . . . , s}, diremos que f é um polinômio homogêneo em xi. Se f for

homogêneo em todas a suas variáveis, então diremos que f é polinômio multi-homogêneo

de multigrau (k1, k2, . . . , ks), onde ki = degxi(w1), i = 1, 2, . . . , s.

Exemplo 1.4.4 Considere o polinômio

f(x1, x2) = [x3
1, x2] = x3

1x2 − x2x
3
1

em K〈x1, x2〉. Temos que f é um polinômio multi-homogêneo de multigrau (3, 1). Con-

sidere agora o polinômio

g(y1, y2, y3) = y3y2y3y1y3y2 + 4y1y3y
2
2y

2
3 − y2y1y2y

3
3

pertencente a K〈y1, y2, y3〉. Note que g é um polinômio homogêneo de grau 6, e mais,

é multi-homogêneo de multigrau (1, 2, 3).

Dizemos que um polinômio f = f(x1, x2, . . . , xs) ∈ K〈X〉 é linear na variável xi

se f é homogêneo em xi e degxi(f) = 1. No caso em que f é linear em todas as suas

variáveis (ou ainda, f é um polinômio multi-homogêneo de multigrau (1, 1, . . . , 1)),

dizemos que f é um polinômio multilinear.

Proposição 1.4.5 Seja f = f(x1, x2, . . . , xs) um polinômio em K〈X〉 que é linear na

variável xi, para algum i = 1, . . . , s. Então

f(x1, . . . , xi−1,

t∑
j=1

λjyj, xi+1, . . . , xs) =
t∑

j=1

λjf(x1, . . . , xi−1, yj, xi+1, . . . , xs),

onde λj ∈ K e y1, . . . , yt ∈ X. Ademais, sendo f um polinômio multilinear, temos que

f(

t1∑
i=1

λi1yi1, . . . ,
ts∑
i=1

λisyis) =

t1∑
i1=1

λi11 . . .
ts∑
is=1

λiss(yi11, . . . , yiss).

Demonstração: Ver [Ro1], Observação 1.1.30, página 08. �

De�niremos agora o que vem a ser uma identidade polinomial.

De�nição 1.4.6 Sejam A uma álgebra e f = f(x1, x2, . . . , xs) ∈ K〈X〉 um polinômio.

Dizemos que f é identidade polinomial de A se

f(a1, a2, . . . , as) = 0, ∀a1, a2, . . . , as ∈ A.

Neste caso, diremos que f ≡ 0 é uma identidade de A, ou ainda, A satisfaz a identidade

f ≡ 0.
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Vale observar que f ≡ 0 é identidade de A se, e somente se, f pertence aos

núcleos de todos os homomor�smos de K〈X〉 em A.

Denotaremos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais da álgebra

A, isto é, Id(A) = {f ∈ K〈X〉 | f ≡ 0 em A}. Observando que o polinômio nulo f = 0

é identidade polinomial de qualquer álgebra A (chamado assim de identidade trivial),

temos a seguinte de�nição.

De�nição 1.4.7 Se A é uma álgebra satisfazendo uma identidade não trivial f ≡ 0,

ou seja, Id(A) 6= {0}, dizemos que A é uma PI-álgebra.

De�nição 1.4.8 Dizemos que duas álgebras A e B são PI-equivalentes se Id(A) =

Id(B).

Exemplo 1.4.9 Sendo A uma álgebra comutativa, temos que A satisfaz a identidade

f(x1, x2) = [x1, x2] ≡ 0, e assim toda álgebra comutativa é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.4.10 Sendo A uma álgebra nil de índice limitado, temos que A é uma PI-

álgebra. De fato, temos que exite r ∈ Z tal que ar = 0 para qualquer a ∈ A. Tomando

o polinômio f(x) = xr, temos que f ≡ 0 em A, visto que f(a) = ar = 0, para

qualquer a ∈ A. Considere agora N como sendo uma álgebra nilpotente, cujo índice

de nilpotência é s. Logo, N s+1 = {0}, e daí o polinômio g = g(x1, x2, . . . , xs+1) =

x1x2 · · ·xs+1 ≡ 0 em N . Portanto, toda álgebra nilpotente é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.4.11 Considere a álgebra de Grassmann de�nida no Exemplo 1.1.7. Te-

mos que E é uma PI-álgebra. De fato, observando que [E,E] ⊆ E0 = Z(E), onde

E = E0 ⊕ E1, temos que o polinômio f = f(x1, x2, x3) = [x1, x2, x3] é uma identidade

polinomial para E.

Proposição 1.4.12 Seja K um corpo de característica zero e A uma K-álgebra. Se

K ⊆ F é uma extensão de corpos, então

Id(A) ⊆ Id(A⊗K F).

Demonstração: Ver [GZ2], Lema 1.4.2, página 10. �

De�nição 1.4.13 Seja f = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yt) um polinômio linear nas variáveis

x1, . . . , xn. Dizemos que f é alternante nas variáveis x1, . . . , xn se o polinômio f se

anula quando substituímos xi por xj, para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n} distintos.
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Note que, pela linearidade de f nas variáveis x1, . . . , xn, se f for um polinômio

alternante nas variáveis x1, . . . , xn, então para todo σ ∈ Sn (onde Sn é o grupo simétrico

de grau n) temos que

f(xσ(1), . . . , xσ(n), y1, . . . , yt) = (−1)σf(x1, . . . , xn, y1, . . . , yt).

Para os detalhes, ver [Ro1], Corolário 1.2.6, página 11.

Caso f seja alternante em todas as suas variáveis, diremos que f é alternante.

Vale observar que se f(x1, . . . , xn) é alternante em algum subconjunto {xi1 , . . . , xis}

de {x1, . . . , xn}, então é alternante em todo subconjunto de {xi1 , . . . , xis}. Uma pro-

priedade básica de polinômios alternantes em algum conjunto de variáveis é dado a

seguir.

Proposição 1.4.14 Seja f = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yt) um polinômio alternante nas

variáveis x1, . . . , xn e A uma álgebra sobre K. Se a1, . . . , an ∈ A são linearmente

dependentes sobre K, então f(a1, . . . , an, b1, . . . , bt) = 0, para quaisquer b1, . . . , bt ∈ A.

Demonstração: Ver [GZ2], Proposição 1.5.2, página 12. �

De�nição 1.4.15 De�nimos o polinômio Standard de grau n como sendo o polinô-

mio

Stn(x1, x2, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2) · · · xσ(n).

Note que Stn(x1, . . . , xn) é um polinômio multilinear e alternante. A proposição

a seguir nos traz duas propriedades importantes à respeito de polinômios alternantes.

Proposição 1.4.16 Seja A uma álgebra sobre K. Então temos:

a) Se f(x1, . . . , xn) é um polinômio multilinear alternante de grau n, então

f = αStn(x1, . . . , xn),

para algum α ∈ K.

b) Se dimKA = m <∞, então A satisfaz a identidade Standard de grau m+1, isto

é, Stm+1 ≡ 0 em A.

Demonstração: a) Ver [Ro1], Observação 1.2.15, página 13.

b) Ver [GZ2], Teorema 1.5.8, página 14. �
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Pela proposição anterior, temos que as matrizes deMn(K) satisfazem a identidade

Standard de grau n2 + 1. O Teorema de Amitsur-Levitzki nos dá um valor bastante

inferior com relação a condição n2 + 1, como podemos ver abaixo.

Teorema 1.4.17 (Amitsur-Levitzki) A álgebra de matrizes Mn(K) satisfaz a iden-

tidade Standard St2n ≡ 0.

Demonstração: Ver [GZ2], Teorema 1.7.7, página 18. �

Agora, tomemos f ∈ Id(A). Temos então que gfh ∈ Id(A), para quaisquer

g, h ∈ K〈X〉. Logo, observando que Id(A) é um subespaço de K〈X〉 Id(A), temos que

Id(A) é um ideal (bilateral) de K〈X〉. Além disso, não é difícil ver que Id(A) é inva-

riante por endomor�smos de K〈X〉. Com efeito, tomemos f(x1, x2, . . . , xs) ∈ Id(A),

g1, g2, . . . , gs ∈ K〈X〉, com gi = gi(x1i, . . . , xkii), e ψ ∈ EndK(K〈X〉) satisfazendo

ψ(xi) = gi(x1i, . . . , xkii). Assim, temos que

ψ(f(x1, x2, . . . , xs)) = f(ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xs))

= f(g1(x11, . . . , xs11), g2(x12, . . . , xs22), . . . , gs(x1s, . . . , xkss)).

Observando agora que gi(a1, a2, . . . , aki) ∈ A para quaisquer a1, a2, . . . , aki ∈ A, po-

demos concluir que ψ(f) ≡ 0 em A. Portanto, ψ(Id(A)) ⊆ Id(A), para qualquer

ψ ∈ EndK(K〈X〉). Isso motiva a seguinte de�nição.

De�nição 1.4.18 Seja I um ideal de K〈X〉. Dizemos que I é um T -ideal de K〈X〉
se ψ(I) ⊆ I, para todo ψ ∈ K〈X〉.

Dessa forma, segue-se diretamente da de�nição e do que foi feito acima que Id(A)

é um T -ideal de K〈X〉, qualquer que seja a álgebra A. Temos ainda que, sendo B

subálgebra da álgebra A, Id(A) ⊆ Id(B).

Proposição 1.4.19 Sendo I um T -ideal de K〈X〉, temos então que I = Id(K〈X〉/I).

Demonstração: Primeiramente, tomemos f = f(x1, x2, . . . , xs) ∈ I. Sejam

g1 + I, g2 + I, . . . , gs + I ∈ K〈X〉/I quaisquer. Temos que

f(g1 + I, g2 + I, . . . , gs + I) = f(g1, g2, . . . , gs) + I = I = 0,

visto que f(g1, g2, . . . , gs) ∈ I, pois I é invariante por endomor�smos de K〈X〉. Logo,

f ∈ Id(K〈X〉/I), e com isso I ⊆ Id(K〈X〉/I).
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Por outro lado, tomemos f = f(x1, x2, . . . , xs) ∈ Id(K〈X〉/I). Uma vez que

x1, x2, . . . , xs ∈ K〈X〉/I, temos que

0 = f(x1, x2, . . . , xs) = f(x1, x2, . . . , xs),

e portanto f ∈ I, donde concluímos que Id(K〈X〉/I) ⊆ I.

Portanto, I = Id(K〈X〉/I). �

De�nição 1.4.20 Dado um subconjunto S de K〈X〉, de�nimos o T -ideal gerado por

S, denotado por 〈S〉T , como sendo o subespaço vetorial de K〈X〉 gerado pelo conjunto

{h1ϕ(f)h2 | f ∈ End(K〈X〉), h1, h2 ∈ K〈X〉}.

Vale observar que 〈S〉T pode ser visto como a interseção de todos os T -ideais de

K〈X〉 que contêm S. Sendo S um conjunto gerador de Id(A) para uma certa álgebra

A, dizemos que S é uma base de identidades de A.

Exemplo 1.4.21 Seja A uma álgebra comutativa e unitária. Temos que Id(A) =

〈[x1, x2]〉T .

Exemplo 1.4.22 Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão in�nita sobre K, com
charK = 0. Então temos que Id(E) = 〈[x1, x2, x3]〉T . Para a demonstração, ver [D],

Teorema 5.1.2, página 50, ou ver [KR], Corolário do Teorema 4.1, página 437.

De�nição 1.4.23 Dois conjuntos de polinômios S e S1 são ditos equivalentes se eles

geram o mesmo T -ideal, isto é, 〈S〉T = 〈S1〉T .

Relembremos que se Id(A) = Id(B), para dadas PI-álgebras A e B, então A e

B são ditas PI-equivalentes.

Proposição 1.4.24 Se charK = 0, então todo polinômio não nulo f ∈ K〈X〉 é equi-

valente a um conjunto �nito de polinômios multilineares.

Demonstração: Ver [D], Proposição 4.2.3, página 39. �

Podemos reescrever o resultado anterior em termos de T -ideais.

Corolário 1.4.25 Se charK = 0, então todo T -ideal é gerado (como T -ideal) por seus

polinômios multilineares.
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Demonstração: Ver [GZ2], Corolário 1.3.9, página 09. �

Do corolário acima, temos que se A é uma PI-álgebra e charK = 0, então é

su�ciente estudar as identidades multilineares de A.

Teorema 1.4.26 (Kemer) Seja A uma PI-álgebra associativa �nitamente gerada so-

bre um corpo in�nito K. Então existe uma K-álgebra C de dimensão �nita tal que A e

C são PI-equivalentes.

Demonstração: Ver [K2], Teorema 1, página 91. �

Foi visto que uma álgebra qualquer determina um T -ideal de K〈X〉. Reciproca-

mente, muitas álgebras podem corresponder ao mesmo T -ideal de K〈X〉. Isso motiva

a de�nição de Variedades de Álgebras, dada a seguir.

De�nição 1.4.27 Dado um conjunto não vazio S ⊆ K〈X〉, a classe de todas as álge-

bras A tal que f ≡ 0 em A, para todo f ∈ S, é chamada de variedade determinada

por S, a qual denotaremos por V = V(S).

Note que se V é uma variedade determinada pelo conjunto S ⊆ K〈X〉 e 〈S〉T
é o T -ideal gerado por S, então V(S) = V(〈S〉T ) e 〈S〉T =

⋂
A∈V Id(A). Neste caso,

escreveremos 〈S〉T = Id(V).

Suponhamos V uma variedade e A uma K-álgebra tal que Id(A) = Id(V). Dize-

mos neste caso que V é a variedade gerada por A e escreveremos V = var(A).

O teorema a seguir, conhecido como Teorema de Birkho�, traz uma caracterização

das propriedades que determinam as variedades.

Teorema 1.4.28 (Birkho�) Uma classe V (não vazia) de álgebras é uma variedade

se, e somente se, satisfaz:

a) Se A ∈ V e ϕ : B → A é um monomor�smo, então B ∈ V;

b) Se A ∈ V e ϕ : A → B é um epimor�smo, então B ∈ V;

c) Se {Aγ}γ∈Γ é uma família de álgebras e Aγ ∈ V, para todo γ ∈ Γ, então∏
γ∈ΓAγ ∈ V.

Demonstração: Ver [GZ2], Teorema 1.2.3, página 04. �
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No resultado abaixo, as álgebras de Grassmann têm posto enumerável sobre um

corpo de característica zero. Diremos que uma álgebra A é uma superálgebra se existi-

rem A0 e A1 subespaços de A tais que A = A0⊕A1 e AiAj ⊆ Ai+j, i, j = {0, 1}. Sendo

E = E0 ⊕ E1 a álgebra de Grassmann e A = A0 ⊕A1 uma superálgebra, de�nimos a

envoltória de Grassmann de A como sendo a álgebra

E(A) = (A0 ⊗ E0)⊕ (A1 ⊗ E1).

Teorema 1.4.29 (Kemer) Em característica zero, toda variedade (não trivial) de

álgebras é gerada pela envoltória de Grassmann de alguma superálgebra de dimensão

�nita. Se uma variedade não contém nenhuma álgebra de Grassmann, então ela é

gerada por alguma álgebra de dimensão �nita.

Demonstração: Ver [K1], Teorema 2.3, página 64. �
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Capítulo 2

Sn-Representações

Neste capítulo apresentaremos um pouco da teoria clássica das representações

do grupo simétrico Sn através das teoria da tabelas de Young. Tal teoria tem pa-

pel fundamental no estudo de PI-Teoria. Iniciaremos com um breve estudo das Sn-

Representações e suas relações com as Tabelas de Young. Posteriormente, falaremos

sobre as Sn-ações em polinômios multilineares, as quais fornecem uma ferramenta bas-

tante útil no estudo de PI-Teoria. Por �m, na última seção, serão dados alguns resul-

tados que envolvem polinômios multilineares obtidos a partir de um elemento especí�co

de KSn, através das tabelas de Young.

Toda a teoria apresentada aqui poderá ser encontrada nas referências [GZ2], [Ja],

[JK], [Rob]. Em todo este capítulo, K será um corpo de característica zero.

2.1 Sn-Representações e Tabelas de Young

Nesta seção descreveremos alguns pontos da teoria das representações do grupo

simétrico Sn, n ≥ 1, sobre um corpo de característica zero. Descreveremos também

alguns resultados importantes da teoria de Young e sua estreita relação com as Sn-

representações irredutíveis. Iniciaremos com a de�nição de partição de n.

De�nição 2.1.1 Seja n ≥ 1 um inteiro. Uma partição λ de n é uma sequência de

inteiros λ = (λ1, . . . , λr) tal que λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0 e
∑r

i=1 λi = n. Neste caso,

escrevemos λ ` n ou |λ| = n.
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Para uma partição λ ` n tal que λ1 = · · · = λr = k, escrevemos λ = (kr) em vez

de λ = (k, . . . , k) e n = kr. Dadas duas partições λ = (λ1, . . . , λr) e µ = (µ1, . . . , µs) de

n, dizemos que λ > µ se λk > µk para k = min{i ∈ N | λi 6= µi} (ordem lexicográ�ca).

Logo, temos uma relação de ordem no conjunto das partições de n.

É um fato bem conhecido que as distintas classes de conjugação de Sn estão em

correspondência biunívoca com as partições de n. De fato, se σ ∈ Sn, então podemos

decompor σ como produto de ciclos disjuntos. Seja σ = (i1 · · · ir) · · · (j1 · · · js) uma

decomposição em ciclos disjuntos de σ, onde r + · · · + s = n. Daí, dado qualquer

permutação β ∈ Sn, temos que

βσβ−1 = (β(i1) · · · β(ir)) · · · (β(j1) · · · β(js)). (2.1)

Como os cilos acima são disjuntos, podemos assumir sem perda de generalidade que

r ≥ · · · ≥ s. Note que podemos associar σ a uma partição λ = (r, . . . , s) de n. Segue

de (2.1) que duas permutações de Sn são conjugadas se, e somente se, determinam a

mesma partição de n. Para mais detalhes, ver [J3], páginas 74-75.

Dados ϕ : G → GL(M) uma representação de grau �nito, onde M é um espaço

vetorial de dimensão �nita, e χϕ o seu caracter, temos que χϕ(g) = χϕ(h), desde

que g, h ∈ G sejam conjugados um do outro, e assim χϕ é constante nas classes de

conjugação de G, isto é, χϕ é uma função de classes de G. Temos ainda que o número de

caracteres irredutíveis de um grupo �nito G é igual ao número de classes de conjugação

de G (ver [JL], Teorema 15.3, página 152). Dessa forma, os caracteres irredutíveis de

Sn (que estão em correspondência biunívoca com os Sn-módulos irredutíveis) estão em

correspondência 1 − 1 com as partições de n. Daí, denotaremos por χλ o Sn-caracter

irredutível (e porMλ o Sn-módulo irredutível) correspondente a λ ` n, e por dλ = χλ(1)

o grau de χλ.

Proposição 2.1.2 Seja n ≥ 1. Existe uma correspondência biunívoca entre os Sn-

caracteres irredutíveis e as partições de n. Sejam {χλ | λ ` n} o conjunto de todos os

caracteres irredutíveis de Sn e dλ = χλ(1) o grau de χλ, para λ ` n. Então

KSn =
⊕
λ`n

Iλ ∼=
⊕
λ`n

Mdλ(K),

onde Iλ = eλKSn e eλ =
∑

σ∈Sn χλ(σ)σ é a unidade de Iλ.

Demonstração: Ver [GZ2], Proposição 2.2.2, página 47. �
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De�nição 2.1.3 Sendo λ = (λ1, . . . , λr) ` n, de�nimos o diagrama de Young as-

sociado a λ como sendo o subconjunto de Z× Z de�nido como

Dλ = {(i, j) ∈ Z× Z | i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , λi}.

Uma notação bastante utilizada para denotar um diagrama de Young Dλ de uma

partição λ de n consiste em distribuir n caixas em r linhas de modo que na i-ésima

linha haja λi colunas. Associamos cada caixa a um par (i, j) ∈ Dλ tal que a primeira

coordenada i (o índice da linha) aumenta de cima para baixo e a segunda coordenada

j (o índice da coluna) aumenta da esquerda para direita. Por exemplo, o diagrama

D(4,3,1) é representado por

D(4,3,1) = .

Para a partição λ ` n, denotaremos por λ′ a partição conjugada de λ, que é dada

por λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s), onde λ

′
1, . . . , λ

′
s são os comprimentos das colunas de Dλ. Por

exemplo, sendo λ = (4, 3, 1) uma partição de 8, temos que λ′ = (3, 2, 2, 1).

De�nição 2.1.4 Seja λ ` n uma partição. De�nimos uma tabela de Young Tλ do

diagrama Dλ como sendo um preenchimento das caixas de Dλ com os inteiros 1, . . . , n.

Diremos que Tλ é uma tabela da forma λ.

Exemplo 2.1.5 Considere o diagrama de Young dado por

D(4,3) = .

Temos que a tabela

T(4,3) = 2 7 1 4
3 6 5

é uma tabela de Young.

De�nição 2.1.6 Uma tabela Tλ da forma λ é dita standard se os inteiros em cada

linha e em cada coluna de Tλ aumentam da esquerda para a direita e de cima para

baixo, respectivamente.

Exemplo 2.1.7 A tabela

T(3,3,2,1) =

1 2 4
3 5 6
7 9
8

é standard. Já a tabela

T(3,1) = 1 4 3
2

não é standard.
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Existe uma estreita relação entre o número de tabelas standards da forma λ e o

grau do Sn-caracter irredutível χλ.

Teorema 2.1.8 Dada uma partição λ ` n, o número de tabelas standards da forma λ

é igual a dλ, o grau de χλ, o Sn-caracter irredutível correspondente a λ.

Demonstração: Ver [B], Teorema 4.6, página 114. �

Apresentaremos aqui uma fórmula para determinar o grau dλ do caracter irredu-

tível χλ.

Dado um diagrama Dλ, λ ` n, identi�camos uma caixa de Dλ com o par cor-

respondente (i, j). Por exemplo, a quarta caixa da terceira linha corresponde ao par

(3, 4).

De�nição 2.1.9 Para toda caixa (i, j) ∈ Dλ, de�nimos o gancho de (i, j) como sendo

o número hij = λi + λ′j − i− j + 1, onde λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s) é a partição conjugada de λ.

Note que hij conta o número de caixas que estão à direita e abaixo de (i, j),

incluindo a própria caixa (i, j).

Teorema 2.1.10 (Fórmula do Gancho) Sendo λ ` n, temos que

dλ =
n!∏

i,j

hij
,

onde o par (i, j) percorre todos os elementos de Dλ.

Demonstração: Ver [JK], Teorema 2.3.21, página 56. �

Descreveremos agora o conjunto de todos os ideais minimais à esquerda de KSn.

Dada uma tabela Tλ da forma λ, para λ ` n, denotaremos por Tλ = Dλ(aij), onde aij

é o inteiro que preenche a caixa (i, j).

De�nição 2.1.11 Seja λ = (λ1, . . . , λr) ` n. De�nimos o estabilizador de linhas

de Tλ como sendo

RTλ = Sλ1(a11, . . . , a1λ1)× · · · × Sλr(ar1, . . . , arλr) (produto direto interno),

onde Sλi(ai1, . . . , aiλi) denota o subgrupo de Sn que age nos inteiros ai1, . . . , aiλi,

deixando os demais �xos. Observe que Sλi(ai1, . . . , aiλi) ∼= Sλi.
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Assim, RTλ é o subgrupo de Sn composto por todas as permutações que estabili-

zam as linhas de Tλ.

Analogamente, de�nimos estabilizador de colunas de Tλ no que segue.

De�nição 2.1.12 Seja λ = (λ1, . . . , λr) ` n e considere a sua partição conjugada

λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s). De�nimos o estabilizador de colunas de Tλ como sendo

CTλ = Sλ′1(a11, . . . , aλ′11)× · · · × Sλ′s(a1λ1 , . . . , aλ′sλ1) (produto direto interno).

Por isso, CTλ é o subgrupo de Sn constituído de todas as permutações que esta-

bilizam as colunas de Tλ.

De�nição 2.1.13 Para uma dada tabela Tλ, λ ` n, de�nimos

eTλ =
∑
σ∈RTλ
τ∈CTλ

(−1)τστ.

Dizemos que um elemento e ∈ KG é idempotente essencial se existe algum γ ∈ K,

γ 6= 0, tal que e2 = γe. Dizemos que um elemento idempotente é minimal se o ideal

gerado por ele for minimal.

Fixada λ ` n, pode-se mostrar que e2
Tλ

= aeTλ , onde a =
n!

dλ
=

∏
(i,j)∈Dλ

hij é

um inteiro não nulo (ver [B], Teorema 3.1, página 109), isto é, eTλ é um elemento

idempotente essencial.

Proposição 2.1.14 Sejam α ∈ Sn, λ e µ partições de n, Dλ e Dµ diagramas de Young

e Tλ e Tµ suas respectivas tabelas de Young. Então temos:

a) Existe γ ∈ K satisfazendo eTλαeTλ = γeTλ;

b) Se λ > µ, então eTλαeTµ = 0.

Demonstração: Ver [J2], Capítulo 5, Seção 4, páginas 265-269. �

Temos abaixo um importante resultado a respeito de eTλ .

Proposição 2.1.15 Para toda tabela de Young Tλ da forma λ ` n, o elemento eTλ é

um idempotente essencial minimal de KSn e KSneTλ é um ideal minimal à esquerda de

KSn com caracter χλ. As tabelas de Young Tλ e T ∗λ são da mesma forma se, e somente

se, eTλ e eT ∗λ geram representações equivalentes em KSn.
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Demonstração: Ver [B], Teorema 3.1, página 109, para a primeira parte, e Teorema

3.2, página 110, para a segunda parte. �

A proposição acima nos diz que se duas tabelas Tλ e T ∗λ são da mesma forma

λ, então KSneTλ ∼= KSneT ∗λ como Sn-módulos, ao passo que se Tλ e T ∗λ são de formas

diferentes, então KSneTλ � KSneT ∗λ .

Temos que as tabelas standards aparecem quando se quer encontrar uma decom-

posição de Iλ (ver Proposição 2.1.2) como soma direta de ideais minimais à esquerda

de KSn. Esta decomposição é dada em função dos idempotentes essenciais resultantes

das tabelas standard da forma λ. Isto é expressado no seguinte resultado.

Proposição 2.1.16 Se T1, . . . , Tdλ são todas as tabelas standards da forma λ, então

Iλ, o ideal (bilateral) minimal de KSn correspondente a λ, tem a decomposição

Iλ =

dλ⊕
i=1

KSneTi .

Demonstração: Ver [GZ2], Proposição 2.2.14, página 49. �

Relembrando que KSn =
⊕

µ`n Iµ (ver Proposição 2.1.2), onde Iµ é o ideal (bila-

teral) de KSn correspondente a µ, pela proposição anterior, temos que

KSn =
⊕
µ`n

Tµstandard

KSneTµ .

Agora, observando que Sn pode ser imerso em Sn+1, bastando ver Sn como um

subgrupo de Sn+1 formado de todas as permutações que �xam o inteiro n+ 1, daremos

um resultado que dá uma decomposição em irredutíveis de todo Sn-módulo induzido

em Sn+1.

Sejam H um subgrupo do grupo G e M um G-módulo. Relembramos que pode-

mos considerar, por restrição, M como um H-módulo, e o denotaremos por M ↓ H,

chamando-o de módulo induzido em H. Reciprocamente, sendo M um H-módulo, o

espaço vetorial KG⊗KHM tem uma estrutura natural de G-módulo. Denotaremos tal

módulo por M ↑ G e o chamaremos de G-módulo induzido por M .

No teorema abaixo, denotaremos porMλ o Sn-módulo irredutível correspondente

a partição λ de n.
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Teorema 2.1.17 (Branching) Sendo o grupo Sn imerso em Sn+1 como o subgrupo

de Sn+1 que �xa o inteiro n+ 1, temos:

a) Se λ ` n, então
Mλ ↑ Sn+1

∼=
∑
µ∈λ+

Mµ,

onde λ+ é o conjunto de todas as partições de n + 1 cujo diagrama é obtido de

Dλ adicionando-se uma caixa;

b) Se µ ` n+ 1, então

Mµ ↓ Sn ∼=
∑
λ∈µ−

Mλ,

onde µ− é o conjunto de todas as partições de n cujo diagrama é obtido de Dµ

retirando-se uma caixa.

Demonstração: Ver [JK], Teorema 2.4.3, página 59. �

Vale observar que se γ = (γ1, . . . , γr) ` n, então

γ+ = {γi+ ` n+ 1 | γi+ = (γ1, . . . , γi−1, γi + 1, γi+1, . . .), i = 1, . . . , r + 1}

onde γ(r+1)+ = (γ1, . . . , γr, 1), e

γ− = {γi− ` n− 1 | γi− = (γ1, . . . , γi−1, γi − 1, γi+1, . . .), i = 1, . . . , r − 1}.

2.2 Sn-ação em polinômios multilineares

Nesta seção introduziremos uma ação do grupo simétrico Sn no espaço dos po-

linômios multilineares em n variáveis �xas. Tal ação é uma das principais ferramentas

para demonstrar alguns importantes resultados da PI-Teoria. Iniciaremos com um

resultado acerca de Sn-módulos irredutíveis.

Proposição 2.2.1 Seja M um Sn-módulo à esquerda irredutível com caracter χ(M) =

χλ, para algum λ ` n. Então existem algum f ∈ M e alguma tabela de Young Tλ
da forma λ tais que M é gerado como Sn-módulo por um elemento da forma eTλf .

Ademais, para toda tabela de Young T ∗λ da forma λ, existe f ′ ∈ M tal que M =

KSneT ∗λf
′.

Demonstração: Ver [GZ2], Lema 2.4.1, página 52. �
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A proposição anterior diz que dada uma partição γ ` n e uma tabela de Young Tγ

da forma γ, todo Sn-módulo irredutível M , com caracter χ(M) = χγ, pode ser gerado

por um elemento do tipo eTγf , para algum f ∈M .

Considere agora, �xado n ≥ 1, o subespaço vetorial Pn de K〈X〉 gerado pelo

conjunto {xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) | σ ∈ Sn}. Logo, se f ∈ Pn, então podemos escrever

f =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n), ασ ∈ K.

Não é difícil ver que Pn contêm todos os polinômios (de grau n) multilineares nas

variáveis x1, x2, . . . , xn da álgebra livre K〈X〉, e por isso Pn é chamado de espaço dos

polinômios multilineares de grau n. Observe que dimPn = n!, uma vez que o conjunto

{xσ(1) · · ·xσ(n) | σ ∈ Sn} é uma base do espaço Pn.

De�nimos a aplicação ϕ : KSn → Pn como sendo a que satisfaz

ϕ

(∑
σ∈Sn

ασσ

)
=
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n), ασ ∈ K.

Note que ϕ é um isomor�smo linear. Assim, quando não houver confusão, pode-

mos usar a mesma notação para um elemento f ∈ KSn e para sua imagem por ϕ em

Pn. Observe que Sn age em Pn da seguinte forma: se σ ∈ Sn e f(x1, . . . , xn) ∈ Pn,

então

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)),

ou seja, σ age em f permutando suas variáveis conforme σ. Esta ação faz de Pn um

Sn-módulo à esquerda.

Como os T -ideais são invariantes por endomor�smos, pode-se ver que são ainda

invariantes por permutações de variáveis, e daí, sendo A uma PI-álgebra associativa,

temos que σf ∈ Pn ∩ Id(A), para quaisquer σ ∈ Sn e f ∈ Pn ∩ Id(A). Logo, obtemos

que Pn ∩ Id(A) é um Sn-submódulo de Pn. Daí, o quociente Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
tem

uma estrutura de Sn-módulo à esquerda.

De�nição 2.2.2 Para n ≥ 1, de�nimos o n-ésimo cocaracter de uma PI-álgebra

associativa A como sendo o Sn-caracter de Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
, e o denotamos por

χn(A).

Nos próximos capítulos, iremos estudar o comportamento assintótico da sequência

de codimensões (cn(A))n≥1, onde cn(A) = χn(A)(1), para toda PI-álgebra A.
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Pelo Teorema 1.2.40, podemos decompor o n-ésimo cocaracter de A em irredutí-

veis, e daí podemos escrever

χn(A) =
∑
µ`n

mµχµ ,

onde χµ é o Sn-caracter irredutível associado à partição µ de n e mµ ≥ 0 é a corres-

pondente multiplicidade.

O teorema a seguir nos dará uma ferramenta para computar o n-ésimo cocaracter

de uma PI-álgebra A.

Teorema 2.2.3 Seja A uma PI-álgebra com n-ésimo cocaracter χn(A) =
∑

µ`nmµχµ

(como descrito acima). Para cada partição µ ` n, a multiplicidade mµ é igual a zero

se, e somente se, a álgebra A satisfaz a identidade eTµf ≡ 0, para toda tabela Tµ da

forma µ e todo polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn.

Demonstração: Ver [GZ2], Teorema 2.4.5, página 55. �

Lembremos que, pela Proposição 1.4.24, em característica zero, toda identidade

polinomial não nula é equivalente a um conjunto �nito de identidades multilineares. No

próximo resultado, descreveremos a estrutura do espaço das identidades multilineares

em termos de Sn-ações.

Teorema 2.2.4 Seja f ∈ Pn um polinômio multilinear qualquer. Então existem um

conjunto �nito de polinômios g1, . . . , gr ∈ Pn e partições λ1, . . . , λr de n, r ≥ 1, tais

que

KSnf = KSneTλ1g1 + · · ·+KSneTλr gr.

Demonstração: Tomemos f ∈ Pn qualquer. Escrevendo M = KSnf , segue do

Teorema 1.2.34 que podemos escreverM = M1⊕· · ·⊕Mr, ondeMi é um Sn-submódulo

irredutível de M . Note que M ⊆ Pn. Pela Proposição 2.2.1, existem g1 ∈M1, . . . , gr ∈

Mr e tabelas de Young Tλ1 , . . . , Tλr , onde Tλi é da forma λi ` n, tais que M1 =

KSneTλ1g1, . . . ,Mr = KSneTλr gr. Portanto, KSnf = KSneTλ1g1 + · · ·+KSneTλr gr. �

2.3 Alguns Outros Resultados

Nesta seção, daremos alguns resultados úteis acerca de polinômios multilineares

do tipo eTλf , onde λ ` n e Tλ é uma tabela de Young da forma λ, além de outros

resultados mais gerais da Teoria de Young.
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Proposição 2.3.1 Sejam H um subgrupo de CTλ, N subgrupo de RTλ, M um Sn-

módulo e eTλu 6= 0 para algum u ∈M . Então:(∑
σ∈H

(−1)σσ

)
eTλu 6= 0 e

(∑
σ∈N

σ

) ∑
τ∈CTλ

(−1)ττ

 eTλu 6= 0.

Demonstração: Ver [GZ2], Lema 2.5.1 e Lema 2.5.2, página 57. �

De�nição 2.3.2 Dado um polinômio multilinear f = f(x1, . . . , xn), dizemos que f

corresponde à tabela Tλ se f = eTλf0 para algum polinômio f0 ∈ Pn, onde Tλ é uma

tabela de Young associada à partição λ ` n.

Proposição 2.3.3 Sendo f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn − {0} um polinômio correspondente

à tabela Tλ, para algum λ ` n, temos então que KSnf é um Sn-módulo irredutível.

Demonstração: Seja f0 ∈ Pn tal que f = eTλf0. De�na a aplicação

ϕ : KSneTλ −→ KSnf

a 7−→ ϕ(a) = a · f0

.

Temos que ϕ é um homomor�smo sobrejetivo de Sn-módulos. Como KSneTλ é irre-

dutível (Proposição 2.1.15) e Kerϕ 6= KSneTλ , visto que ϕ(eTλ) = f 6= 0, temos que

Kerϕ = {0} e assim ϕ é um isomor�smo. Portanto, KSnf é irredutível. �

Agora, tomemos inteiros d, l, t ≥ 0. De�nimos a partição

h(d, l, t) = (l + t, . . . , l + t︸ ︷︷ ︸
d

, l, . . . , l︸ ︷︷ ︸
t

).

Observe que o diagrama associado à partição h(d, l, t) é o gancho da forma

� t -6

t

?

� l -

6

d

?
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Também de�nimos o gancho in�nito como segue:

H(d, l) =
⋃
n≥1

{λ = (λ1, λ2, . . .) ` n | λd+1 ≤ l}.

Então, H(d, l) pode ser visto como o conjunto de todos os diagramas contidos no

diagrama dado pela seguinte �gura

� l -

6

d

?

O inteiro d é chamado de mão do gancho e l é o pé do gancho. Dizemos que uma

partição λ pertence ao ganchoH(d, l), e denotamos por λ ∈ H(d, l), se o correspondente

diagrama de Young Dλ está contido em H(d, l). Analogamente, se M é um Sn-módulo

com caracter χ(M) =
∑

λ`mλχλ, então escrevemos χ(M) ⊆ H(d, l) se λ ∈ H(d, l)

para toda partição λ ` n tal que mλ 6= 0.

Observe que h(s, 0, n) = (n, . . . , n︸ ︷︷ ︸
s

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) = (ns), e daí o conjunto

H(s, 0;n) = {λ ` n | Dλ ⊆ Dh(s,0,n)}

= {λ = (λ1, . . . , λr) ` n | r ≤ s}

é formado por todas as partições de n que pertencem ao gancho in�nito H(s, 0) (faixa

de altura s). Temos o seguinte resultado.

Proposição 2.3.4 Seja A uma álgebra associativa. Se dimA = s <∞, então

χn(A) =
∑

λ∈H(s,0;n)

mλχλ.

Demonstração: Ver [GRZ], Lema 3.4, página 1939. �

Agora, considere a estrutura do polinômio multilinear correspondente à tabela de

Young Tλ, onde λ ∈ H(d, l), o gancho in�nito. O teorema a seguir nos dá uma uma

ferramenta para construir polinômios simétricos ou alternantes.
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Teorema 2.3.5 Sejam λ uma partição de n, Tλ uma tabela de Young da forma λ

e f = eTλg, onde g = g(x1, . . . , xn) ∈ Pn é um polinômio multilinear nas variáveis

x1, . . . , xn. Se λ ∈ H(d, l), então existe uma decomposição de Xn = {x1, . . . , xn} em
uma união disjunta

Xn = X1 ∪ · · · ∪Xd′ ∪ Y1 ∪ · · · ∪ Yl′ (2.2)

com d′ ≤ d, l′ ≤ l e um polinômio multilinear f ′ = f ′(x1, . . . , xn) tal que

- f ′ é simétrico em cada conjunto de variáveis Xi, i = 1, . . . , d′;

- f ′ é alternante em cada conjunto de variáveis Yj, j = 1, . . . , l′;

- KSnf = KSnf ′;

- os inteiros d′, l′, |X1|, . . . , |Xd′ |, |Y1|, . . . , |Yl′ | são unicamente determinados por λ

e não dependem da escolha da tabela Tλ;

- a decomposição (2.2) é unicamente determinada por Tλ e não depende de g.

Demonstração: Ver [GZ2], Lema 2.5.6, página 60. �

Tomemos agora duas partições λ = (λ1, . . . , λr) ` n e µ = (µ1, . . . , µs) ` m.

Dizemos que λ ≥ µ se r ≥ s e λi ≥ µi para todo i = 1, 2, . . . , s. Note que λ ≥ µ se,

e somente se, Dµ ⊆ Dλ. É importante observar que na página 56 apresentamos uma

relação de ordem no conjunto das partições de um mesmo número inteiro, já esta última

de�nição (que não chega a ser uma relação de ordem) traz uma forma de comparar

partições de números inteiros distintos.

Proposição 2.3.6 Se λ ` n, µ ` m são tais que µ ≤ λ, com n−m ≤ c, então

dµ ≤ dλ ≤ ncdµ.

Demonstração: Pela fórmula do gancho (Teorema 2.1.10), temos que

dλ =
n!∏

(i,j)∈Dλ

hλij
e dµ =

m!∏
(i,j)∈Dµ

hµij
,

onde hλij e h
µ
ij são os ganchos de (i, j) dos diagramas Dλ e Dµ, respectivamente. Como

µ ≤ λ, e daí Dλ ⊇ Dµ, temos que
∏

(i,j)∈Dλ h
λ
ij ≥

∏
(i,j)∈Dµ h

µ
ij. Note que n! =

n(n− 1) · · · (m+ 1)m! ≤ nn−mm!, e daí, por hipótese, n! ≤ ncm!. Temos então

dλ =
n!∏

(i,j)∈Dλ

hλij
≤ n!∏

(i,j)∈Dµ

hµij
≤ ncm!∏

(i,j)∈Dµ

hµij
= ncdµ
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e assim, provamos a segunda inequação.

Por outro lado, para demonstrar a inequação dµ ≤ dλ, utilizaremos o Teorema

Branching (Teorema 2.1.17). Sem perda de generalidade, podemos supor que n = m+1.

Assim, µ ∈ λ−, ou ainda, λ ∈ µ+. Temos que λ ` m + 1, e assim, pelo Teorema

Branching,

Mλ ↓ Sm ∼=
∑
µ′∈λ−

Mµ′ ,

como Sm-módulos. Sendo χ′λ o caracter correspondente a Mλ ↓ Sm, segue-se que

χ′λ
∼=
∑
µ′∈λ−

χµ′ ,

mas como dλ = dimMλ = dim(Mλ ↓ Sm) = χ′λ(1), temos que dλ =
∑

µ′∈λ− dµ′ ≥ dµ.

Portanto, dµ ≤ dλ ≤ ncdµ. �

O resultado a seguir também poderá ser encontrado em [R1], Casos Especiais 4.5,

Caso 1, página 134.

Dadas duas funções f(n) e g(n) de um argumento real n, dizemos que f(n) e

g(n) assintoticamente iguais, e denotamos por f(n) ∼= g(n), se lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 1.

Proposição 2.3.7 Para algumas constantes C, r > 0, temos a seguinte inequação∑
µ`n

µ∈H(d,l)

dµ ≤ Cnr(d+ l)n.

Ademais, para algumas constantes a, b, temos a seguinte igualdade assintótica

dh(d,l,k)
∼=

n→∞
anb(d+ l)n,

onde h(d, l, k) ` n.

Demonstração: Ver [GZ2], Lema 6.2.5, página 148. �

Observe que se λ ∈ H(d, 0) e λ ` n, então λ ∈ H(d, 0;n). Por outro lado, dado

λ ∈ H(d, 0;n), temos que λ ∈ H(d, 0) e λ ` n. Temos então o seguinte corolário da

proposição anterior.

Corolário 2.3.8 Existem constantes C, r > 0 tais que∑
λ∈H(d,0;n)

dλ ≤ Cnrdn.
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Demonstração: Pela Proposição 2.3.7,∑
λ∈H(d,0;n)

dλ =
∑
λ`n

λ∈H(d,0)

dλ ≤ Cnrdn,

para algumas constantes C, r > 0. �

Por �m, encerraremos este capítulo com um importante resultado acerca do cres-

cimento das multiplicidadesmλ's que aparecem na decomposição χn(A) =
∑

λ`nmλχλ,

onde χn(A) é o n-ésimo cocaracter da K-álgebra A. Uma outra demonstração desse

teorema poderá ser encontrada em [GZ2], Lema 4.9.2, página 116.

Teorema 2.3.9 Seja A uma álgebra sobre um corpo de característica zero, cujo coca-

racter é dado por χn(A) =
∑

λ`nmλχλ. Então a multiplicidade mλ é polinomialmente

limitada, para cada λ ` n, isto é, existem constantes a, k > 0 tais que

mλ ≤ ank,

para quaisquer n ∈ N e λ ` n.

Demonstração: Ver [BR], Teorema 16, página 566. �
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Capítulo 3

PI-Expoente de Álgebras

Neste capítulo apresentaremos a de�nição de codimensões de uma álgebra, que

será denotada por cn(A), da qual se deriva o conceito de PI-expoente de uma álgebra.

O principal objetivo deste capítulo é demonstrar a existência do PI-expoente para toda

álgebra associativa �nitamente gerada, e que este é um inteiro (não negativo). A chave

para tal resultado é encontrar uma limitação do tipo C1n
r1dn ≤ cn(A) ≤ C2n

r2dn, onde

C1, r1, C2, r2, d > 0 são constantes e A é uma álgebra associativa de dimensão �nita

sobre um corpo de característica zero, e utilizar um teorema de Kemer (ver Teorema

1.4.26) para estender o resultado para álgebras �nitamente geradas. Por �m, na última

seção, daremos algumas consequências importantes de o PI-expoente existir e ser um

inteiro, como por exemplo, que uma álgebra é central simples sempre que seu PI-

expoente for igual a sua dimensão. Vale a recíproca. Todos os principais resultados aqui

apresentados podem ser encontrados na referência [GZ]. Alguns resultados oriundos

do estudo da análise real serão admitidos sem a devida comprovação, mas que podem

ser encontrados em [Li].

Em todo este capítulo K denotará sempre um corpo de característica zero e serão

consideradas apenas álgebras associativas �nitamente geradas sobre K.

3.1 Codimensões de uma Álgebra

Sejam A uma PI-álgebra sobre K e K〈X〉 a álgebra associativa livre de posto

enumerável, com X = {x1, x2, . . .}. Dizemos que um subespaço vetorial de K〈X〉 é
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um T -espaço se é um subespaço invariante por todos os endomor�smos de K〈X〉. Pelo

Corolário 1.4.25, Id(A) é gerado por seus polinômios multilineares. Daí, segue-se que

Id(A) é gerado (como T -espaço) pelo subespaço

(P1 ∩ Id(A))⊕ (P2 ∩ Id(A))⊕ · · · ⊕ (Pn ∩ Id(A))⊕ · · ·

na álgebra K〈X〉.

Nesta seção, daremos alguns resultados a respeito das dimensões de Pn ∩ Id(A)

em relação a Pn. Iniciaremos com a de�nição formal de codimensão de um álgebra A.

De�nição 3.1.1 Seja A uma álgebra. O número inteiro

cn(A) = dimPn(A) = dim
Pn

Pn ∩ Id(A)

é chamado de n-ésima codimensão da álgebra A. A sequência (cn(A))n∈N é chamada

de sequência de codimensões de A.

Note que dim(Pn∩ Id(A)) = n!− cn(A). Dessa forma, se cn(A) < n!, para algum

n ≥ 1, então A é uma PI-álgebra.

Se V é uma variedade de álgebras e A é tal que V = var(A), de�nimos cn(V) =

cn(A).

Exemplo 3.1.2 Seja N uma álgebra nilpotente tal que Nm = {0}. Logo, Pn ⊆ Id(N )

para todo n ≥ m. Assim, cn(N ) = 0 para qualquer n ≥ m.

Exemplo 3.1.3 Sendo A uma álgebra comutativa, temos então que cn(A) ≤ 1, para

todo n ∈ N. Com efeito, pelo Exemplo 1.4.21, Id(A) = 〈[x1, x2]〉T . Segue daí que

xixj ≡ xjxi(mod Pn ∩ Id(A)), i, j = 1, 2, . . . , n. Logo, para toda σ ∈ Sn, temos

xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) ≡ x1x2 · · ·xn(mod Pn ∩ Id(A)).

Tomando f(x1, x2, . . . , xn) =
∑

σ∈Sn λσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) ∈ Pn, λσ ∈ K, temos que

f(x1, x2, . . . , xn) ≡ λx1x2 · · ·xn(mod Pn ∩ Id(A)),

para algum λ ∈ K. Dessa forma, Pn(A) = 〈x1x2 · · ·xn〉, isto é, x1x2 · · ·xn gera Pn(A).

Portanto, cn(A) ≤ 1.

Note que se A for unitária, então cn(A) = 1, visto que, x1, x2, . . . , xn /∈ Id(A).

Proposição 3.1.4 Sendo E a K-álgebra de Grassmann de dimensão in�nita (como

espaço vetorial). Então

cn(E) = 2n−1,

para todo n = 1, 2, . . . .
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Demonstração: Ver [KR], Corolário do Teorema 3.1, página 436. �

O resultado acima pode ser encontrado também em [D], Teorema 5.1.2, página

50, e ainda em [GZ2], Teorema 4.1.8, página 90.

Considere UT2(K) =


a11 a12

0 a22

 ∈M2(K) | a11, a12, a22 ∈ K

 a álgebra das

matrizes 2× 2 triangulares superiores sobre K. Temos o seguinte resultado.

Proposição 3.1.5 Em característica zero, o T -ideal das identidades de UT2(K) é ge-

rado pelo polinômio

[x1, x2][x3, x4].

Ademais,

cn(UT2(K)) = 2n−1(n− 2) + 2,

para todo n = 1, 2, 3 · · · .

Demonstração: Ver [GZ2], Teorema 4.1.5, página 88. �

Ainda é possível encontrar a primeira parte da proposição acima em [M], Propo-

sição 3, página 243.

A seguir, daremos uma condição que nos garantirá a igualdade de T -ideais de

identidades de álgebras, além de mostrar que a aplicação A 7→ cn(A), onde A é uma

PI-álgebra, inverte ordem.

Proposição 3.1.6 Sejam A e B duas PI-álgebras sobre o mesmo corpo K. Então

temos:

a) Se Id(A) ⊆ Id(B), então cn(B) ≤ cn(A), para todo n ≥ 1;

b) Se Id(A) ⊆ Id(B) e cn(A) = cn(B), para todo n ≥ 1, então Id(A) = Id(B).

Demonstração: a) Primeiramente, temos que Pn ∩ Id(A) ⊆ Pn ∩ Id(B), para todo

n ≥ 1. Logo, dim(Pn ∩ Id(A)) ≤ dim((Pn ∩ Id(B)), n ≥ 1. Dessa forma, para todo

n ≥ 1, temos que

cn(A) = n!− dim(Pn ∩ Id(A)) ≥ n!− dim(Pn ∩ Id(B)) = cn(B).

b) Temos que Pn∩Id(A) ⊆ Pn∩Id(B), para todo n ≥ 1. Do fato de cn(A) = cn(B)

segue que dim(Pn∩Id(A)) = dim(Pn∩Id(B)). Logo, Pn∩Id(A) = Pn∩Id(B), para todo
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n ≥ 1. Como charK = 0, temos que Id(A) e Id(B) são gerados por seus polinômios

multilineares, e daí segue-se que Id(A) = Id(B). �

Agora, apresentaremos um resultado que a�rma que podemos �estender� o corpo

base de uma álgebra A e mesmo assim nem as codimensões e nem os cocaracteres

de A se alteram. Segue da Proposição 1.4.12 que a álgebra A = A ⊗K F , vista como

K-álgebra, satisfaz todas as identidades de Id(A), isto é, Id(A) ⊆ Id(A⊗KF). Isto sig-

ni�ca que podemos considerar identidades de A com coe�cientes em F . Denotemos por

cFn (A) a n-ésima codimensão, olhando A como F -álgebra. Sejam χn(A) =
∑

λ`nmλχλ

e χn(A) =
∑

λ`nm
F
λ χλ o n-ésimo cocaracter de A e o n-ésimo cocaracter de A, res-

pectivamente.

Teorema 3.1.7 Seja A uma álgebra sobre um corpo K e K ⊆ F uma extensão de

corpos. Temos então

cFn (A) = cn(A),

para todo n = 1, 2, . . .. Ademais, mFλ = mλ, para qualquer λ ` n.

Demonstração: Ver [GZ2], Teorema 4.1.9, página 93. �

Segue do teorema acima que podemos assumir (em característica zero), sempre

que quisermos, K como um corpo algebricamente fechado. Vale observar também que

a decomposição do n-ésimo cocaracter de A em componentes irredutíveis não se altera

quando �estendemos� o corpo base, isto é, χn(A) = χn(A ⊗K F), para todo n ≥ 1 e

K ⊆ F uma extensão de corpos.

Enunciaremos agora um resultado que garante que a sequência de codimensões

de toda PI-álgebra é exponencialmente limitada. Tal resultado serve como ferramenta

para mostrar que o produto tensorial de PI-álgebras é ainda uma PI-álgebra.

Teorema 3.1.8 Seja A uma PI-álgebra satisfazendo uma identidade de grau d ≥ 1.

Então

cn(A) ≤ (d− 1)2n,

para todo n ∈ N.

Demonstração: Ver [D], Teorema 8.1.7, página 111. �
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Teorema 3.1.9 Sejam A e B duas PI-álgebras sobre o corpo K. Então

cn(A⊗ B) ≤ cn(A)cn(B), n ≥ 1.

Demonstração: Ver [GZ2], Teorema 4.2.5, página 96. �

É imediato dos Teoremas 3.1.8 e 3.1.9 o resultado a seguir.

Teorema 3.1.10 O produto tensorial A⊗B de duas PI-álgebras é também uma PI-

álgebra.

Demonstração: Ver [R], Teorema 5.1, página 151. �

3.2 PI-Expoentes

Nesta seção, de�niremos o PI-expoente de uma álgebra. Também enunciaremos

alguns resultados preliminares acerca de PI-expoente.

Sejam A uma PI-álgebra sobre o corpo K, e (cn(A))n≥1 a sequência de codimen-

sões de A.

Caso A seja nilpotente, segue do Exemplo 3.1.2 que existe um n0 ∈ N tal que

cn(A) = 0 para todo n ≥ n0. Caso contrário, se A não for nilpotente, então

x1 · · ·xn /∈ Id(A)

seja qual for n ≥ 1, e assim, cn(A) 6= 0 para todo n ≥ 1. Pelo Teorema 3.1.8, cn(A) é

exponencialmente limitada, ou seja, deve existir uma constante a > 0 tal que

1 ≤ cn(A) ≤ an,

e daí a sequência das n-ésimas raízes
(

n
√
cn(A)

)
n≥1

é limitada, tanto superiormente

quanto inferiormente.

De�nição 3.2.1 Seja A uma PI-álgebra. De�nimos:

i) o expoente inferior de A como sendo o limite

exp(A) = lim inf
n→∞

n
√
cn(A) ;
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ii) o expoente superior de A como sendo o limite

exp(A) = lim sup
n→∞

n
√
cn(A) ;

iii) o expoente (ou PI-expoente) de A como sendo o limite

exp(A) = lim
n→∞

n
√
cn(A) ,

desde que se tenha exp(A) = exp(A).

No caso em que V = var(A) é uma variedade de álgebras, onde A é uma PI-

álgebra, escrevemos exp(V) = exp(A) e chamaremos exp(V) o expoente da variedade

V .

Veremos agora que uma limitação superior do crescimento das codimensões de

uma álgebra A pode ser dada em termos da dimensão desta álgebra.

Teorema 3.2.2 Seja A uma álgebra de dimensão �nita, com dimA = d. Então

cn(A) ≤ dn .

Demonstração: Ver [BD], Proposição 2.3, página 19. �

Uma consequência imediata do teorema acima pode ser vista no corolário a seguir.

Corolário 3.2.3 Se dimA = d é �nita, então exp(A) ≤ d .

Demonstração: Pelo Teorema 3.2.2, temos que cn(A) ≤ dn, para todo n ≥ 1. Logo,

exp(A) = lim sup
n→∞

n
√
cn(A) ≤ lim sup

n→∞

n
√
dn = d ,

e portanto exp(A) ≤ d. �

Observe que o corolário anterior nós dá uma boa estimativa para o expoente

superior de A.

3.3 Existência de um PI-Expoente

Nesta seção, apresentaremos o principal objetivo de estudo deste trabalho, o qual

pode ser encontrado no artigo [GZ]. Aqui, A será sempre uma PI-álgebra associativa

�nitamente gerada sobre o corpo K de característica zero. Vamos mostrar a existência
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de um PI-expoente de A. No artigo [GZ1], tal resultado é estendido para toda álgebra

associativa.

Dados os números naturais d, k, t, considere xj1, . . . , x
j
d, y1, . . . , yt, com 1 ≤ j ≤ k,

como sendo variáveis distintas. De�nimos Qd,k como sendo o conjunto de todos os

polinômios multilineares

f = f(x1
1, . . . , x

1
d, . . . , x

k
1, . . . , x

k
d, y1, . . . , yt),

onde t = 1, 2, . . ., tal que f é alternante em cada conjunto de variáveis {xj1, . . . , x
j
d},

para todo j = 1, 2, . . . , k. Dizemos que f ∈ Qd,k é um polinômio (k; d)-multi-alternante.

O lema a seguir nos dará uma limitação superior para a n-ésima codimensão de

uma álgebra de dimensão �nita que satisfaça uma certa classe de identidades polino-

miais.

Lema 3.3.1 Seja A uma álgebra de dimensão �nita satisfazendo todas as identidades

f ≡ 0, f ∈ Qd+1,k, para algum k > 0 e algum d > 0. Então cn(A) ≤ Cnrdn para

algumas constantes C, r > 0.

Demonstração: Seja dimA = s. Pela Proposição 2.3.4, segue-se que

cn(A) = dimχn(A) =
∑

λ∈H(s,0;n)

mλdλ ,

onde mλ é a multiplicidade de χλ em χn(A). Pelo Teorema 2.3.9, existem constan-

tes a, k1 > 0 tais que para todo n ≥ 1 e λ ∈ H(s, 0;n) tem-se mλ ≤ ank1 , e daí

cn(A) ≤ ank1
∑

λ∈H(s,0;n) dλ. Pelo Corolário 2.3.8, existem constantes C1, k2 > 0 tais

que
∑

λ∈H(s,0;n) dλ ≤ C1n
k2sn. Logo,

cn(A) ≤ ank1
∑

λ∈H(s,0;n)

dλ ≤ ank1C1n
k2sn = aC1n

k1+k2sn.

Portanto, cn(A) ≤ Cnksn, para algumas constantes C, k > 0. Dessa forma, para o caso

em que s ≤ d temos o resultado procurado.

Suponhamos agora d < s. Seja λ uma partição de n e suponhamos que Dλ

contém um (d + 1) × k retângulo (com d + 1 linhas e k colunas). Para toda tabela

Tλ, o polinômio eTλ(x) é uma combinação linear de polinômios alternantes em pelo

menos k conjuntos, onde cada conjunto contém ao menos d + 1 variáveis, logo, f é

uma combinação linear de polinômios alternantes em k conjuntos que contém d + 1
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variáveis cada, e assim, eTλ(x) ∈ Qd+1,k. Aplicando-se a hipótese, temos que todo Sn-

módulo irredutível KSneTλ correspondente a λ está contido em Pn∩Id(A), e assim, pelo

Teorema 2.2.3, temos quemλ = 0 seDλ contém um (d+1)×k retângulo. Portanto, para

completar a demonstração deste lema, é su�ciente mostrar que E =
∑

λ∈T dλ ≤ Cnrdn,

para algumas constantes C, r > 0, onde T é o conjunto de todas as partições de

H(s, 0;n) cujos diagramas não contêm um (d + 1) × k retângulo. Esta soma consiste

de duas partes E = E1 + E2, onde

E1 =
∑

λ∈H(d,0;n)

dλ e E2 =
∑
λ∈T

d<h(λ)≤s

dλ ,

com h(λ) sendo a altura de λ. Segue do Corolário 2.3.8 que E1 ≤ C1n
r1dn, para

convenientes constantes C1, r1 > 0.

Para o segundo somando E2, tomemos λ ∈ T , com d < h(λ) ≤ s. Sendo λ =

(λ1, . . . , λd, λd+1, . . .), considere a partição λ∗ = (λ1, . . . , λd). Temos que λ∗ ≤ λ e

daí Dλ∗ ⊆ Dλ. Logo, pela Proposição 2.3.6, segue-se que dλ ≤ nn−|λ
∗|dλ∗ . Como

n − |λ∗| ≤ h(λ)(k − 1) (pois λi < k, para i ≥ d + 1), segue que dλ ≤ nh(λ)(k−1)dλ∗ .

Vejamos abaixo a �gura de um gancho que contêm Dλ e Dλ∗ .

� n -

6

s

?

� k − 1 -

6

d

?

Considere o conjunto T ∗ = {λ∗ | λ ∈ T, d < h(λ) ≤ s}. Uma estimativa

para o número de partições µλ de n tais que µλ ∈ T , com d < h(µλ) ≤ s, e que

determinam uma mesma partição λ∗ ∈ T ∗, é que esse número não supera ns (isto é,

#{µλ ∈ T | (µλ)∗ = λ∗} ≤ ns), uma vez que λ1, . . . , λs ≤ n. Desde que s ≥ h(λ),
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segue-se que

E2 =
∑
λ∈T

d<h(λ)≤s

dλ ≤
∑
λ∈T

d<h(λ)≤s

ns(k−1)dλ∗ = ns(k−1)
∑
λ∈T

d<h(λ)≤s

dλ∗ (3.1)

≤ ns(k−1)
∑
λ∗∈T ∗

nsdλ∗ = nsk
∑
λ∗∈T ∗

dλ∗ .

Além disso, dada partição λ∗ ∈ T ∗ podemos associá-la a uma partição µλ∗ ∈

H(d, 0;n) tal que λ∗ ≤ µλ∗ . Observe que o número de partições de T ∗ não supera nd,

uma vez que os elementos de T ∗ são partições que tem altura exatamente d. Logo,

desde que a Proposição 2.3.6 garante que dλ∗ ≤ dµλ∗ , temos que∑
λ∗∈T ∗

dλ∗ ≤ nd
∑

µ∈H(d,0;n)

dµ . (3.2)

Logo, segue das desigualdades (3.1) e (3.2) que

E2 ≤ nsk
∑
λ∗∈T ∗

dλ∗ ≤ nsk+d
∑

µ∈H(d,0;n)

dµ = nsk+dE1 .

Portanto,

E = E1 + E2 ≤ E1 + nsk+dE1 = (1 + nsk+d)E1

≤ (1 + nsk+d)C1n
r1dn

≤ 2nsk+dC1n
r1dn = 2C1n

sk+d+r1dn.

Tomando agora C = 2C1 e r = sk + d+ r1, temos que

E ≤ Cnrdn.

Dessa forma, concluímos a demonstração do lema. �

Assumiremos agora que A é uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo K

de característica zero e algebricamente fechado. Seja J = J(A) o radical de Jacobson

de A. Pelo Teorema de Wedderburn-Malcev (Teorema 1.3.9), existe uma subálgebra

semissimples B de A tal que A = B+J e B∩J = {0}. Sendo B semissimples, podemos

tomar B1, . . . ,Bn subálgebras simples de B tais que

B = B1 ⊕ · · · ⊕ Bn .
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Como dimA <∞, segue da de�nição de radical de Jacobson que J é nilpotente.

No caso em que A = J , temos que A é nilpotente, e daí existe k ∈ N tal que

Ak 6= {0} e Ak+1 = {0}. Logo, cm(A) = 0 para todo m > k.

Assumiremos a partir de agora que A 6= J . Assim, podemos escrever A = B+ J ,

com B 6= {0} nas condições acima.

Considere todos os produtos não nulos do tipo

C1JC2J · · · JCk−1JCk 6= {0}, (3.3)

onde k = 1, 2, . . ., e C1, . . . , Ck são subálgebras duas a duas distintas do conjunto

{B1, . . . ,Bn}. De�nimos então d = d(A) como sendo a maior dimensão de uma subál-

gebra C1 + · · ·+ Ck satisfazendo (3.3). Em outros termos,

d = max{dim(C1 + · · ·+ Ck) | C1, . . . , Ck satisfazem (3.3)}. (3.4)

Observe que d ≥ max{dimK Bi | i = 1, 2, . . . , n}. Desde que K é algebricamente

fechado e dimA <∞, pelo Teorema 1.3.6, podemos encontrar números d1, . . . , dk ∈ N

tais que Ci ∼= Mdi(K), i = 1, 2, . . . k, e daí dim Ci = d2
i e d = d2

1 + · · ·+ d2
k.

O resultado a seguir mostra que não é necessário requerer que as álgebras Ci's

que determinam d = d(A) sejam tomadas duas a duas distintas.

Lema 3.3.2 Suponhamos que A1,A2, . . . ,Am sejam subálgebras simples do conjunto

{B1,B2, . . . ,Bn}, não necessariamente distintas entre si, tais que

A1JA2J · · · JAm−1JAm 6= {0}. (3.5)

Então dim(A1 + · · ·+Am) ≤ d.

Demonstração: Observando que se j ∈ {1, . . . , n}, então JBjJ ⊆ J , pois J é um

ideal bilateral de A, temos que JAiJ ⊆ J (pois J é ideal), para todo i = 1, . . . ,m,

uma vez que Ai ∈ {B1, . . . ,Bn}. Logo, caso Ai = Aj em (3.5), para i < j, temos que

{0} 6= A1JA2J · · · JAiJAi+1J · · · JAj−1JAjJAj+1J · · · JAm−1JAm

⊆ A1JA2J · · · JAj−1JAj+1J · · · JAm−1JAm.

Além disso, temos que A1 +A2 + · · ·+Am = A1 +A2 + · · ·+Aj−1 +Aj+1 + · · ·+Am,

visto que Ai + Aj = Ai. Dessa forma, podemos tomar subálgebras Ai1 , . . . ,Ail em

{A1, . . . ,Am} duas a duas distintas tais que

{0} 6= A1JA2J · · · JAm−1JAm ⊆ Ai1JAi2J · · · JAil−1
JAil
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e A1 + · · ·+Am = Ai1 + · · ·+Ail . Portanto,

dim(A1 + · · ·+Am) = dim(Ai1 + · · ·+Ail) ≤ d(A) = d.

�

Mostraremos agora que um polinômio multilinear alternante num conjunto de

variáveis Y , com |Y | > d, se anulará se substituirmos suas variáveis alternantes por

elementos da subálgebra semissimples B e suas outras variáveis por elementos quaisquer

de A.

Lema 3.3.3 Seja f = f(x1, . . . , xd+1, y1, . . . , yt) um polinômio multilinear que é alter-

nante nas variáveis x1, . . . , xd+1, e t ≥ 0. Se substituirmos x1, . . . , xd+1 por elementos

da subálgebra semissimples B e y1, . . . , yt por elementos arbitrários de A, então o valor

de f será zero.

Demonstração: Como f é multilinear, basta mostrar que o resultado vale para uma

base deA. Fixe alguma base deA como sendo a união de bases de B1, . . . ,Bn e J . Como

Bi é um ideal bilateral de B, para i = 1, 2, . . . n, temos que BiBj = {0}, j = 1, 2, . . . , n

e i 6= j, desde que Bi∩Bj = {0}. Dessa forma, se substituirmos todas as variáveis de f

por elementos básicos correspondentes à parte semissimples B, então o valor de f será

zero, a menos que tais elementos pertençam à mesma componente simples Bi de B, para

algum i = 1, 2, . . . , n. Observe ainda que d+1 > max{dimK Bi | i = 1, 2, . . . n} e assim,

por f ser alternante nas variáveis x1, . . . , xd+1, então f = 0 (ver Proposição 1.4.14),

caso sejam substituídas as variáveis de f por elementos de uma mesma componente

simples de B. Assim sendo, só será possível encontrar um valor não nulo para f se ao

menos uma das variáveis de f for substituída por algum elemento de J e se as variáveis

alternadas x1, . . . , xd+1 forem substituídas por elementos básicos não todos de uma

mesma componente simples de B.

Dessa forma, tomemos os distintos elementos básicos a1 ∈ A1, . . . , ad+1 ∈ Ad+1,

onde A1, . . . ,Ad+1 são componentes simples pertencentes ao conjunto {B1, . . . ,Bn},

não necessariamente duas a duas distintas. Fazendo xi = ai, para todo i = 1, . . . , d+1,

desde que BiBj = {0}, para i 6= j, segue-se que os monômios de f avaliados nos ai's

e em outros elementos de A (sempre com pelo menos um elemento de J) estão em
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subespaços dos seguintes tipos:

Ai1JAi2J · · · JAim−1JAim , JAi1JAi2J · · · JAim−1JAim ,

JAi1JAi2J · · · JAim−1JAimJ , Ai1JAi2J · · · JAim−1JAimJ , (3.6)

onde Ai1 , . . . ,Aim são subálgebras duas a duas distintas do conjunto {A1, . . . ,Ad+1}.

Observe ainda que

Ai1 +Ai2 + · · ·+Aim = A1 +A2 + · · ·+Ad+1,

pois Ai + Aj = Ai se Ai = Aj. Logo, desde que o conjunto {a1, . . . , ad+1} é LI, por

hipótese de construção, segue do fato que dim(〈ai〉) = 1, para todo i = 1, 2, . . . , d+ 1,

onde 〈ai〉 é o subespaço de Ai gerado por ai, que

dim(Ai1 +Ai2 + · · ·+Aim) = dim(A1 +A2 + · · ·+Ad+1)

≥ dim(〈a1〉+ · · ·+ 〈ad+1〉)

≥ dim(〈a1〉) + · · ·+ dim(〈ad+1〉) = d+ 1.

Mas, pelo Lema 3.3.2, devemos ter que os produtos em (3.6) são iguais a zero.

Portanto, f se anula em todas as possibilidades existentes, e com isso temos o

resultado. �

Uma importante consequência do Lema 3.3.3 é a seguinte.

Lema 3.3.4 Sejam A uma álgebra descrita acima e Jq = {0}, para algum q ≥ 0.

Então, para todo f ∈ Qd+1,q, f ≡ 0 é uma identidade para A.

Demonstração: Tomando um polinômio f ∈ Qd+1,q, temos que f contêm q conjuntos

de variáveis alternantes, onde cada conjunto consiste de d + 1 variáveis. Pelo Lema

3.3.3, se avaliarmos f em A de forma que pelo menos um desses conjuntos de variáveis

alternantes seja substituído por elementos da subálgebra semissimples B, então o valor

de f será zero.

Por outro lado, suponha que em cada conjunto de variáveis alternantes, pelo

menos uma variável seja substituída por algum elemento de J . Como J é um ideal

bilateral de A, então em cada monômio de f teremos pelo menos q elementos de J .

Portanto, como Jq = {0}, devemos ter f ≡ 0 em A. �
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O teorema dado a seguir nos fornecerá uma ferramenta básica para determinar

uma melhor limitação inferior para as codimensões de uma álgebra A. Antes, daremos

a de�nição de polinômio central para uma álgebra.

De�nição 3.3.5 Seja A uma K-álgebra cujo centro Z(A) é não trivial, isto é, Z(A) 6=
{0}. Dizemos que um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é um polinômio central

para A se satisfaz as seguintes condições:

i) para quaisquer a1, . . . , an ∈ A, f(a1, . . . , an) ∈ Z(A);

ii) f /∈ Id(A);

iii) f(0, . . . , 0) = 0, ou seja, o termo constante de f é nulo.

Observe que se f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é um polinômio central para A então

o polinômio

g = g(x1, . . . , xn, xn+1) = [f(x1, . . . , xn), xn+1]

é uma identidade polinomial de A.

Teorema 3.3.6 Considere Mn(K) a álgebra das matrizes n× n sobre um corpo K de

característica zero. Então o polinômio de�nido por

Ln(x; y) =f(x1, . . . , xn2 , y1, . . . , yn2)

=
∑

σ,τ∈Sn2

(−1)στxσ(1)yτ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)yτ(2)yτ(3)yτ(4)xσ(5) · · ·

· · ·xσ(9)yτ(5) · · · yτ(9) · · ·xσ(n2−2n+2) · · ·xσ(n2)yτ(n2−2n+2) · · · yτ(n2)

é central para Mn(K).

Demonstração: Ver [F], Teorema 16, página 106. �

Uma outra demonstração poderá ser encontrada em [GZ2], Teorema 5.7.4, página

134. Note que o polinômio Ln(x; y) é multilinear e alternante em cada conjunto de

variáveis {x1, . . . , xn2} e {y1, . . . , yn2}.

Dadas uma partição µ de algum inteiro positivo m e uma tabela de Young Tµ,

consideremos os elementos

CTµ =
∑
σ∈CTµ

(−1)σσ e RTµ =
∑
τ∈RTµ

τ
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da álgebra de grupo KSm. Temos que CTµ e RTµ são os estabilizadores de colunas e de

linhas (de�nidos no Capítulo 2) da tabela Tµ, respectivamente.

Considere agora a partição λ = (2n
2
) referente ao diagrama retangular n2 × 2,

representado pela �gura

6

n2

?

e considere também uma tabela de Young Tλ da forma λ, na qual a primeira coluna

corresponde aos xi's e a segunda corresponde aos yj's. Não é difícil ver que

Ln(x; y) = CTλ(x1y1x2x3x4y2y3y4 · · · x(n−1)2+1 · · · xn2y(n−1)2+1 · · · yn2).

Demostraremos agora o principal resultado desse trabalho de dissertação.

Teorema 3.3.7 Seja A uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo K de caracte-

rística zero. Então, para alguns inteiros positivos a1, a2, r1, r2 e d, temos que

a1n
r1dn ≤ cn(A) ≤ a2n

r2dn,

para n su�cientemente grande.

Demonstração: Pelo Teorema 3.1.7, podemos assumir que K é um corpo algebrica-

mente fechado. Seja d = d(A) o inteiro de�nido em (3.4). Os Lemas 3.3.1 e 3.3.4 nos

garantem que existem inteiros positivos C, r tais que cn(A) ≤ Cnrdn. Vamos a partir

de agora trabalhar para demonstrar a existência de uma similar limitação inferior.

Consideremos uma família de K-subálgebras simples C1, . . . , Ck de B satisfazendo

(3.3), onde A = B+J(A) é a decomposição dada pelo Teorema de Wedderburn-Malcev,

tais que dim(C1 + · · ·+ Ck) = d. Para cada i = 1, . . . , k, desde que K é algebricamente

fechado, e A tem dimensão �nita, segue do Teorema 1.3.6 que Ci é isomorfo a álgebra

de matrizes MDi(K), para algum Di ∈ N. Note que dim Ci = D2
i e Ci é unitária, para

todo i = 1, . . . , k. Escrevamos dim Ci = di, i = 1, . . . , k, e daí di = D2
i .

Para cada i = 1, . . . , k, considere fi(x1, . . . , xdi , y1, . . . , ydi) o polinômio central

para A determinado no Teorema 3.3.6. Relembramos que fi é alternante em cada con-

junto de variáveis {x1, . . . , xdi} e {y1, . . . , ydi}, separadamente, além de ser multilinear.
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Desde que fi é central para Ci, temos que existem elementos ai1, . . . , a
i
di
, bi1, . . . , b

i
di
∈ Ci

tais que

fi(a
i
1, . . . , a

i
di
, bi1, . . . , b

i
di

) = 1i ,

onde 1i é a unidade da álgebra Ci. De fato, tomemos Ai1, . . . , A
i
di
, Bi

1, . . . , B
i
di
∈MDi(K)

tais que

fi(A
i
1, . . . , A

i
di
, Bi

1, . . . , B
i
di

) = λIDi 6= 0 ,

para algum λ ∈ K−{0}, onde IDi é a matriz unitária de MDi(K). Logo, segue do fato

de fi ser multilinear que

fi(λ
−1Ai1, A

i
2, . . . , A

i
di
, Bi

1, . . . , B
i
di

) = λ−1fi(A
i
1, . . . , A

i
di
, Bi

1, . . . , B
i
di

)

= λ−1λIDi = IDi .

Agora, tomando-se ai1, a
i
2 · · · , aidi , b

i
1, . . . , b

i
di

em Ci como sendo os elementos (via iso-

mor�smo de álgebras) λ−1Ai1, A
i
2, . . . , A

i
di
, Bi

1, . . . , B
i
di
, respectivamente, temos que

fi(a
i
1, . . . , a

i
di
, bi1, . . . , b

i
di

) = 1i.

De�nimos o polinômio

hm(x1, . . . , xm2 ; y1, . . . , ym2) = x1y1x2x3x4y2y3y4 · · ·x(m−1)2+1 · · · xm2y(m−1)2+1 · · · ym2

Para inteiros positivos i, j, k, l, considere

x1
1, . . . , x

1
di
, x2

1, . . . , x
2
di
, . . . , xj1, . . . , x

j
di

y1
1, . . . , y

1
di
, y2

1, . . . , y
2
di
, . . . , yj1, . . . , y

j
di

z1, . . . , zk e u1, . . . , ul

variáveis distintas. Observe que, para todo t ≥ 1,

fi(x
1
1, . . . ,x

1
di
, y1

1, . . . , y
1
di

) · · · fi(xt1, . . . , xtdi , y
t
1, . . . , y

t
di

) =

= CTµi

(
hdi(x

1
1, . . . , x

1
di

; y1
1, . . . , y

1
di

) · · ·hdi(xt1, . . . , xtdi ; y
t
1, . . . , y

t
di

)
)
,

onde Tµi é uma conveniente tabela da forma µi = (2tdi), ou seja, Dµi é um retângulo

de di linhas e 2t colunas.
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Agora, para todo t ≥ 1, considere o polinômio

gt =gt(x
1
1, . . . , x

1
d1
, y1

1, . . . , y
1
d1
, x2

1, . . . , x
2
d1
, y2

1, . . . , y
2
d1
, . . .

· · · , xtk1 , . . . , xtkdk , y
tk
1 , . . . , y

tk
dk
, z1, . . . , zk, u1, . . . , uk−1)

=fd1(x
1
1, . . . , x

1
d1
, y1

1, . . . , y
1
d1

) · · · fd1(xt1, . . . , xtd1 , y
t
1, . . . , y

t
d1

)z1u1

fd2(x
t+1
1 , . . . , xt+1

d2
, yt+1

1 , . . . , yt+1
d2

) · · · fd2(x2t
1 , . . . , x

2t
d2
, y2t

1 , . . . , y
2t
d2

)z2u2

fd3(x
2t+1
1 , . . . , x2t+1

d3
, y2t+1

1 , . . . , y2t+1
d3

) · · · fd3(x3t
1 , . . . , x

3t
d3
, y3t

1 , . . . , y
3t
d3

)z3u3

...

fdk−1
(x

(k−2)t+1
1 , . . . , y

(k−2)t+1
dk−1

) · · · fdk−1
(x

(k−1)t
1 , . . . , y

(k−1)t
dk−1

)zk−1uk−1

fdk(x
(k−1)t+1
1 , . . . , y

(k−1)t+1
dk

) · · · fdk(xkt1 , . . . , y
kt
dk

)zk .

Denote por gt, t ≥ 1, a soma alternada

gt =

( ∑
σ1,τ1∈Sd

(−1)σ1τ1

)
· · ·

( ∑
σt,τt∈Sd

(−1)σtτt

)
gt ,

onde σi age nas variáveis xi1, . . . , x
i
d1
, xt+i1 , . . . , xt+id2

, . . . , x
(k−1)t+i
1 , . . . , x

(k−1)t+i
dk

e τi age

nas variáveis yi1, . . . , y
i
d1
, yt+i1 , . . . , yt+id2

, . . . , y
(k−1)t+i
1 , . . . , y

(k−1)t+i
dk

, i = 1, . . . , t. Temos

que o conjunto das variáveis xji e o conjunto das variáveis yji em gt estão divididos em

2t conjuntos distintos com d = d1 + · · · + dk variáveis alternantes em cada conjunto.

Dessa forma, observe que o grau total de gt é igual a 2dt+2k−1. Simplesmente falando,

gt pode ser construído de uma tabela obtida através do empilhamento das tabelas de

Young Tµ1 , . . . , Tµt , colando-se uma sobre a outra nesta ordem.

Pela de�nição das subálgebras C1, . . . , Ck, segue-se que existem r1, . . . , rk−1 ∈ J ,

c1 ∈ C1, . . . , ck ∈ Ck tais que

c1r1c2r2 · · · rk−1ck 6= 0.

Dessa forma, tomemos z1 = c1, . . . , zk = ck, u1 = r1, . . . , uk−1 = rk−1 e

x
(j−1)t+1
i = x

(j−1)t+2
i = · · · = xjti = aji ,

y
(j−1)t+1
i = y

(j−1)t+2
i = · · · = yjti = bji ,

onde t ≥ 1, j = 1, . . . , k, i = 1, . . . , dj. Como aji , b
j
i , cj ∈ Cj e Cj1Cj2 = {0}, para j1 6= j2,
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temos o seguinte valor para gt:

(f1(a1
1, . . . , a

1
d1
, b1

1, . . . , b
1
d1

)) · · · (f1(a1
1, . . . , a

1
d1
, b1

1, . . . , b
1
d1

))︸ ︷︷ ︸
t−termos

c1r1

(f2(a2
1, . . . , a

2
d2
, b2

1, . . . , b
2
d2

)) · · · (f2(a2
1, . . . , a

2
d2
, b2

1, . . . , b
2
d2

))︸ ︷︷ ︸
t−termos

c2r2

...

ck−1rk−1 (fk(a
k
1, . . . , b

k
dk

)) · · · (fk(ak1, . . . , bkdk))︸ ︷︷ ︸
t−termos

ck =

= (f1(a1
1, . . . , b

1
d1

))tc1r1(f2(a2
1, . . . , b

2
d2

))tc2r2 · · · ck−1rk−1(fk(a
k
1, . . . , b

k
dk

))tck =

= 1t1c1r11t2c2r2 · · · rk−11tkck = (11c1)r1(12c2)r2 · · · rk−1(1kck) =

= c1r1c2r2 · · · rk−1ck 6= 0 .

Dessa forma, gt não é uma identidade polinomial de A. Além disso, para todo s ≥ 1,

se w1, . . . , ws são novas variáveis, então segue que o polinômio gtw1 · · ·ws não é uma

identidade para A. Para provar isto, basta substituir os wi's por 1k, e assim gtwk · · ·ws
assumirá o valor c1r1c2r2 · · · rk−1ck 1k · · · 1k︸ ︷︷ ︸

s termos

= c1r1c2r2 · · · rk−1ck, uma vez que ck ∈ Ck

e 1k é a unidade de Ck.

Para todo N ≥ 2d, considere o espaço dos polinômios multilineares de grau N ,

que é denotado por PN = PN(x1, . . . , xN). Dividindo N − 2k + 1 por 2d, desde que

k ≤ d, podemos escrever N = 2td + 2k − 1 + s, para algum inteiro t ≥ 1 e algum

0 ≤ s ≤ 2d− 1.

Fixemos n = 2td. Note então que o polinômio

w = gt(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+2k−1)xn+2k · · ·xN ∈ PN

não pertence ao Id(A), o T -ideal das identidades polinomiais de A.

Observando que N ≥ 2td = n, então podemos olhar Sn como um subgrupo de SN ,

visto que Sn está imerso em SN , bastando perceber que uma permutação σ ∈ Sn ⊆ SN

é tal que deixa �xo os elementos n+1, . . . , N . Sendo assim, como PN é um SN -módulo,

podemos olhar PN como um Sn-módulo.

SejaM o Sn-módulo de PN(A) =
PN

PN ∩ Id(A)
gerado por w = w+(PN ∩Id(A)),

ou seja,

M = KSnw =
KSnw + (PN ∩ Id(A))

PN ∩ Id(A)
.
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Note que M 6= {0}, pois w ∈ PN(A)− {0}.

Vamos mostrar que a dimensão de M é maior ou igual a Cnrdn, para algumas

constantes C, r > 0.

Baseado no comentário feito logo após a Proposição 2.1.16, podemos concluir que

existem partições λ1, λ2, . . . , λm de n e tabelas de Young Tλ1 , Tλ2 , . . . , Tλm tais que

M = KSnw = KSneTλ1 (w)⊕KSneTλ2 (w)⊕ · · · ⊕ KSneTλm (w), (3.7)

com eTλi (w) 6= 0 em PN(A), ou seja, eTλi (w) /∈ Id(A).

Suponhamos agora que para alguma λ ∈ {λ1, λ2, . . . , λm}, a altura h(Tλ) de Tλ

é maior que d e o seu diagrama correspondente Dλ contém ao menos q caixas abaixo

das d primeiras linhas, onde Jq = {0}. Desde que eTλ = RTλCTλ é um elemento

essencialmente idempotente (isto é, e2
Tλ

= γeTλ , γ ∈ K − {0}), temos que CTλeTλ 6= 0.

Daí, a identidade eTλ(w) ≡ 0 é equivalente à identidade

w′ = CTλeTλ(w) ≡ 0.

De fato, é imediato que w′ ∈ 〈eTλ(w)〉T . Por outro lado,

eTλ(w) = γ−1e2
Tλ

(w) = γ−1RTλ(CTλeTλ(w)) = γ−1RTλw
′ ∈ 〈w′〉T .

Portanto, 〈w′〉T = 〈eTλ(w)〉T .

Necessitamos avaliar w′ em A. Visto que eTλ(w) é um polinômio multilinear em

x1, . . . , xN , temos que w′ é combinação linear de polinômios do tipo CTλ(xi1 · · ·xiN ).

Dessa forma, para provar que w′ ≡ 0 é uma identidade em A, é su�ciente mostrar

que f = CTλ(x1 · · ·xN) se anula em A. Observando que as s primeiras colunas de λ

possuem mais que d caixas, considere λ′ = (d+r1, . . . , d+rs, λ
′
s+1, . . . , λ

′
m) como sendo

a partição conjugada de λ. Aqui, r1 + · · ·+ rs ≥ q e λ′s+1, . . . , λ
′
m ≤ d.

Desde que, para cada i = 1, . . . , s, f é alternante em um conjunto de d + ri

variáveis, pelo Lema 3.3.3, se substituirmos d + 1 dessas variáveis por elementos da

subálgebra semissimples B, então teremos f = 0. Portanto, temos que substituir

nesse conjunto, ao menos, ri elementos de J , para i = 1, . . . , s. Então, fazendo essas

substituições, teremos em cada monômio de f pelo menos r1 + · · ·+ rs ≥ q elementos

de J . Desde que J é um ideal bilateral de A e Jq = {0}, obteremos que f se anula em

A. De toda forma, w′ ≡ 0 em A e assim eTλ(w) ∈ Id(A), contradizendo assim (3.7).
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Logo, para toda λ ∈ {λ1, λ2, . . . , λm}, temos h(Dλ) ≤ d ou h(Dλ) > d e Dλ têm até

q − 1 caixas abaixo das d primeiras linhas.

Suponhamos agora que o comprimento l(Tλ) = λ1 de Tλ é maior que 2t. Ob-

serve que, pela de�nição de w, todas as variáveis x1, . . . , xn em σ(w) podem ainda ser

separadas em 2t conjuntos de d variáveis alternantes (cada um), para todo σ ∈ Sn.

Como RTλ = RTλγ, para qualquer γ ∈ RTλ , temos que a ação de RTλ dá uma sime-

trização em pelo menos 2t + 1 variáveis, que ainda são alternantes em 2t conjuntos

separados. Existem então duas variáveis que pertencem a um desses 2t conjuntos de

variáveis alternantes e tais que a transposição γ1 delas pertence a RTλ . Logo, devemos

ter RTλσ(w) = 0, visto que

(RTλγ1)σ(w)) = RTλσ(w) e RTλ(γ1σ(w)) = −RTλσ(w),

acarretando que RTλσ(w) = −RTλσ(w), donde RTλσ(w) = 0. Dessa forma, como σ é

arbitrária, temos que

eTλ(w) = RTλCTλ(w)

=
∑
σ∈CTλ

(−1)σRTλσ(w)

=
∑
σ∈CTλ

(−1)σ0 = 0.

Portanto, observe que deve existir um submódulo irredutível de M isomorfo a KSneTλ
com l(Tλ) ≤ 2t. Neste caso, devemos ter no mínimo d linhas em Dλ, com até 2t caixas

em cada, uma vez que n = 2td. Além disso, h(Dλ) ≤ d ou h(Dλ) > d e Dλ tem até

q − 1 caixas abaixo da d-ésima linha. No primeiro caso devemos ter λ = ((2t)d); no

segundo, sendo λ = (λ1, . . . , λd, λd+1, . . .), devemos ter

2t− q + 1 ≤ λd ≤ 2t.

Assim �ca garantido que Dλ contém o retângulo Dµ = D((2t−q+1)d) e portanto

dλ ≥ dµ (ver Proposição 2.3.6). Pela Proposição 2.3.7, dµ ∼=
n→∞

C(n − dq + d)rdn−qd+d,

para algumas constantes C, r > 0, desde que µ ` d(2t− q + 1) = n− dq + d.

Observando que d − qd é constante, tomemos C1 = Cdd−dq. Temos C1 > 0 e

C(n−dq+d)rdn−qd+d = C1(n−qd+d)rdn. Ademais, lim
n→∞

(n− dq + d)r

nr
= 1 e daí temos
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C1(n − qd + d)rdn ∼=
n→∞

C1n
rdn. Assim dµ ∼=

n→∞
C1n

rdn. Logo, para n su�cientemente

grande,
dµ

C1nrdn
≥ 1/2 e, consequentemente,

dimM ≥ dλ ≥ dµ ≥ C2n
rdn,

onde C2 = C1/2.

Lembrando que N = 2td + 2k − 1 + s, onde t ∈ N e 0 ≤ s ≤ 2d − 1, e n = 2td,

temos que n = N − 2k − s + 1 e que n → ∞ quando N → ∞. Ademais, como

−s ≥ 1− 2d, temos −2k − s+ 1 ≥ 2− 2d− 2k e assim

C2n
rdn = C2(N − 2k − s+ 1)rdN−2k−s+1 ≥ C2(N − 2k − s+ 1)rdN+2−2d−2k.

Logo, C2n
rdn ≥ C3(N−2k−s+1)rdN , onde C3 = C2d

2−2d−2k. Como N−n = 1−2k−s

é uma constante, segue que C3(N − 2k − s + 1)rdN ∼=
n→∞

C3N
rdN , e assim, para N

su�cientemente grande, temos

C3(N − 2k − s+ 1)rdN ≥ C4N
rdN

onde C4 = C3/2, e assim

CN(A) ≥ dimM ≥ C2n
rdn ≥ C4N

rdN

Portanto, concluímos a demonstração do Teorema.

�

Agora daremos alguns resultados signi�cativos à respeito do PI-expoente de A.

Corolário 3.3.8 Seja A uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo K de carac-

terística zero. Então exp(A) existe e é um inteiro. Ademais, se K é algebricamente

fechado, então exp(A) = dimKG, para alguma apropriada subálgebra G semissimples

de A.

Demonstração: Pelo Teorema 3.3.7, existem inteiros positivos a1, a2, r1, r2 e d tais

que

a1n
r1dn ≤ cn(A) ≤ a2n

r2dn. (3.8)

Calculando-se os expoentes inferior e superior de A, segue-se das desigualdades em

(3.8) que

exp(A) = lim inf
n→∞

n
√
cn(A) ≥ lim

n→∞
n
√
a1nr1dn ≥ d lim

n→∞
n
√
a1

n
√
nr1 = d
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e

exp(A) = lim sup
n→∞

n
√
cn(A) ≤ lim

n→∞
n
√
a2nr2dn ≤ d lim

n→∞
n
√
a2

n
√
nr2 = d

Logo, exp(A) ≤ d ≤ exp(A), e portanto exp(A) = exp(A), donde concluímos que

exp(A) existe e é igual a d, ou seja, exp(A) = d.

Suponhamos agora que K é um corpo algebricamente fechado. Pelo Teorema

de Wedderburn-Malcev (Teorema 1.3.9), temos que existem K-subálgebras simples

B1, . . . ,Bk de A de forma que

A = (B1 ⊕ · · · ⊕ Bk) + J(A).

Como K é algebricamente fechado, existem i1, . . . im ∈ {1, . . . , k} tais que

d = d(A) = dimK(Bi1 + · · ·+ Bim).

Considere G = Bi1 + · · · + Bim . Temos que G é uma K-subálgebra de A. Como

Bi ∩ Bj = {0}, para todo i 6= j, e Bi é simples, i = 1, . . . , k, temos que G é uma

subálgebra semissimples de A.

Por �m, note que exp(A) = d = dimKG. �

Pelo Teorema 1.4.26, dada uma PI-álgebra A associativa e �nitamente gerada

sobre um corpo in�nito K, podemos encontrar uma K-álgebra C de dimensão �nita tal

que Id(A) = Id(C). Isso serve de motivação para o resultado a seguir.

Corolário 3.3.9 Se A é uma PI-álgebra �nitamente gerada sobre K, com charK = 0,

então exp(A) existe e é um inteiro.

Demonstração: Como charK = 0, temos que K é um corpo in�nito, e assim estamos

nas condições do Teorema 1.4.26, donde podemos tomar uma K-álgebra C de dimensão

�nita tal que A e C são PI-equivalentes. Logo, cn(A) = cn(C), para todo n > 0. Segue

do Corolário 3.3.8 que exp(C) existe e é um inteiro. Como

exp(A) = lim
n→∞

n
√
cn(A) = lim

n→∞
n
√
cn(C) = exp(C),

concluímos que exp(A) existe e é um inteiro. �
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3.4 Computando o PI-Expoente de algumas Álgebras

Nesta última seção serão trabalhadas mais algumas consequências do Teorema

3.3.7. Serão feitas caracterizações dos PI-expoentes de álgebras simples, semissimples,

não simples e centrais simples.

Antes de enunciarmos a próxima consequência do Teorema 3.3.7 relembraremos

a de�nição de álgebra central simples. Recordemos que Z(A) refere-se ao centro da

álgebra A. Dada uma álgebra A sobre um corpo K, dizemos que A é central simples

se é simples e Z(A) = K.

É um fato bem conhecido que a álgebra Mn(K) das matrizes n×n é uma álgebra

simples e que seu centro é composto pelas matrizes múltiplo-escalares da matriz iden-

tidade, isto é, Z(Mn(K)) = {λIn | λ ∈ K}, onde In é a matriz identidade de Mn(K).

Dessa forma, Mn(K) é uma álgebra central simples.

O resultado abaixo determina o valor de exp(A) em termos da dimensão de uma

subálgebra simples de A, quando A é uma álgebra semissimples de dimensão �nita.

Corolário 3.4.1 Seja A uma álgebra semissimples de dimensão �nita sobre um corpo

K de característica zero. Seja A =
n⊕
i=1

Ai a decomposição de A em soma direta de

subálgebras simples. Então exp(A) = maxi{dimZ(Ai)Ai}.

Demonstração: Seja K o fecho algébrico de K. Segue da Proposição 1.1.28 que

A⊗K K =

(
n⊕
i=1

Ai

)
⊗K K ∼=

n⊕
i=1

(
Ai ⊗K K

)
.

Fixado i, segue do Teorema 1.3.14 que

Ai ⊗K K ∼= Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bisi ,

onde Bi1, . . . ,Bisi são K-álgebras simples, duas a duas isomorfas (e portanto de mesma

dimensão). Como K é algebricamente fechado, todas são álgebras de matrizes sobre K

e portanto são centrais simples.

Agora, vamos mostrar que si = [Z(Ai) : K]. Observe que Bij é central, para todo
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j = 1, . . . , si. Logo, temos que

dimK Z(Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bisi) = dimK Z(Bi1) + · · ·+ dimK Z(Bisi)

= dimKK + · · ·+ dimKK︸ ︷︷ ︸
si−termos

(3.9)

= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
si−termos

= si.

Por outro lado, temos

[Z(Ai) : K] = dimK Z(Ai) = dimK Z(Ai)

= dimK Z(Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bisi).

Segue-se de (3.9) e de (refeq7.1) que [Z(Ai) : K] = si.

Como J(A) = {0} e BijBlk = {0}, i 6= l ou j 6= k, temos que

exp(A) = d(A) = max
i,j
{dimK Bij} = max

i
{dimK Bi1},

uma vez que dimK Bi1 = · · · = dimK Bisi .

Dessa forma, como

(dimZ(Ai)Ai)[Z(Ai) : K] = dimKAi = dimK(Ai ⊗K K)

= dimK(Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bisi) = si dimK Bi1

= [Z(Ai) : K] dimK Bi1,

devemos ter exp(A) = maxi{dimK Bi1} = maxi{dimZ(Ai)Ai}. �

No Corolário 3.4.2 abaixo, daremos uma condição necessária e su�ciente que

determina se uma álgebra A é ou não central simples.

Corolário 3.4.2 Seja A uma K-álgebra de dimensão �nita, com charK = 0. Então:

a) Se A não é simples, então exp(A) ≤ dimKA− 1;

b) Se A é simples, então exp(A) = dimZ(A)A;

c) A é central simples sobre K se, e somente se,

exp(A) = dimKA.
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Demonstração: a) Seja B = B1⊕ · · ·⊕Br uma subálgebra semissimples de A tal que

A = B+ J , onde J é o radical de Jacobson de A. Note que se B = {0}, isto é, A = J ,

então cn(A) = 0, para n su�cientemente grande. Logo, exp(A) = 0 ≤ dimKA− 1.

Suponhamos r ≥ 1. Caso J = {0}, devemos ter A = B, e assim, A é semis-

simples, com r > 1, pois A é não simples. Segue do Corolário 3.4.1 que exp(A) =

maxi{dimZ(Bi) Bi}. Seja i0 ∈ {1, . . . , r} tal que exp(A) = dimZ(Bi0 ) Bi0 . Como r > 1,

devemos ter que A 6= Bi0 , e com isso, desde que K ⊆ Z(Bio), temos que

exp(A) = dimZ(Bi0 ) Bi0 ≤ dimK Bi0 < dimKA.

Nesse caso, exp(A) ≤ dimKA− 1.

Considere agora o caso em que J 6= {0}. Temos então que dimK B < dimKA,

pois A 6= B. Como d = d(A) ≤ dimK B, temos que

exp(A) = d ≤ dimK B < dimKA.

Também neste caso, temos que exp(A) ≤ dimKA− 1.

Portanto, vale a desigualdade exp(A) ≤ dimKA− 1, seja qual for a K-álgebra A

de dimensão �nita não simples, com charK = 0 .

b) Suponha que A seja uma álgebra simples, donde é ainda uma álgebra semis-

simples, com uma única componente Bi. Segue-se Corolário 3.4.1 que

exp(A) = dimZ(A)A.

c) Suponha primeiro que A é uma álgebra central simples sobre K. Logo, Z(A) =

K, e daí, pelo já demonstrado item (b) deste corolário, temos que

exp(A) = dimZ(A)A = dimKA.

Por outro lado, suponhamos que exp(A) = dimKA. Logo, exp(A) > dimKA− 1,

e assim, pelo item (a) deste corolário, devemos ter que A é uma álgebra simples, e com

isso A é unitária (ver Observação 1.1).

Sendo A uma álgebra unitária simples, temos que K ⊆ Z(A) é uma extensão de

corpos. Pelo item (b) deste corolário, temos

dimZ(A)A = exp(A) = dimKA.

Dessa forma, como dimZ(A)A = dimKA e K ⊆ Z(A), segue-se que K = Z(A) e

portanto A é uma álgebra central simples. �

Antonio M. D. França Outubro de 2014 PPGMat � UFCG



Capítulo 4

Álgebras com Crescimento Polinomial

das Codimensões

Neste capítulo daremos duas caracterizações de álgebras que possuem crescimento

polinomial das codimensões. Este capítulo tem embasamento na referência [GZ3].

Aqui, K denotará um corpo de característica zero.

Seja A uma álgebra associativa. Mostraremos que A tem crescimento polinomial

das codimensões se, e somente se, toda álgebra B de dimensão �nita PI-equivalente a

A tem uma decomposição em subálgebras que satisfazem duas convenientes condições.

Ainda, apresentaremos outra condição necessária e su�ciente para que as codimensões

cn(A) sejam polinomialmente limitadas.

4.1 Preliminares

Nesta seção relembraremos alguns resultados que serão utilizados no decorrer

deste capítulo. Tais resultados podem ser encontrados nas Seções 1.1 e 1.4 do Capítulo

1, e na Seção 3.1 do Capítulo 3. Todas as álgebras de Grassmann abaixo têm posto

enumerável.

Lema 4.1.1 Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão in�nita (como espaço veto-

rial) sobre K. Então, para todo n ∈ N, cn(E) = 2n−1.

Lema 4.1.2 Toda variedade V (não trivial) de álgebras é gerada pela envoltória de

Grassmann de alguma superálgebra de dimensão �nita. Se a variedade V não contém
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nenhuma álgebra de Grassmann, então ela é gerada por alguma álgebra de dimensão

�nita.

Lema 4.1.3 Para toda álgebra associativa e unitária A são equivalentes:

a) A ∼= A1×A2×· · ·×An, onde A1, · · · ,An são álgebras associativas com unidade

não nulas;

b) Exitem ideais (bilaterais não triviais) I1, I2, . . . , In de A tais que

A = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ In;

c) Existem elementos e1, e2, . . . , en ∈ Z(A) (n ≥ 2) tais que eiej = 0, para i 6= j,

e1 + e2 + · · ·+ en = 1 e e2
k = ek, k = 1, 2, . . . , n.

4.2 Álgebras com Crescimento Polinomial das Codi-

mensões

Nesta seção daremos duas condições necessárias e su�cientes para que a sequência

de codimensões de uma álgebra seja polinomialmente limitada.

O resultado a seguir é devido a Kemer.

Teorema 4.2.1 Seja A uma PI-álgebra. Se tivermos cn(A) ≤ ant, para toda n ∈ N
e algumas constantes a, t > 0, então existe uma álgebra B de dimensão �nita tal que

Id(A) = Id(B).

Demonstração: Seja E uma álgebra de Grassmann de posto enumerável sobre um

corpo K. Pelo Lema 4.1.1, temos que cn(E) = 2n−1, para todo n ∈ N. Daí, para

todo n su�cientemente grande, cn(A) < cn(E), uma vez que lim
n→∞

2n−1

ant
= ∞. Logo,

Id(A) * Id(E), e assim E /∈ var(A), onde var(A) é a variedade gerada por A.

Concluímos que var(A) não contém nenhuma álgebra de Grassmann, uma vez que E

foi tomada arbitrariamente de posto enumerável, e o ideal de identidades de qualquer

álgebra de Grassmann de dimensão �nita contém Id(E). Sendo V = var(A), temos

que Id(A) = Id(V). Dessa forma, segue do Lema 4.1.2 que existe uma álgebra B de

dimensão �nita tal que Id(B) = Id(V) = Id(A). �

Relembrando que a n-ésima codimensão de A não se altera caso �estendamos�

o corpo base K (ver Teorema 3.1.7), podemos assumir, ao estudar as propriedades de

cn(A), que K é um corpo algebricamente fechado.
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Teorema 4.2.2 Seja A uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo algebricamente

fechado K. Então a sequência de codimensões (cn(A))n≥1 de A é polinomialmente

limitada se, e somente se,

a) A = A0 ⊕ A1 ⊕ · · · ⊕ Am (como espaço vetorial), onde, para i = 1, . . . ,m,

Ai = Bi + Ji é uma K-subálgebra de A, Bi ∼= K, Ji um ideal nilpotente de Ai e
A0, J1, . . . , Jm são ideais nilpotentes à direita de A;

b) para todos i, k ∈ {1, . . . ,m}, i 6= k, temos que AiAk = {0} e BiA0 = {0}.

Demonstração: Suponhamos primeiro que cn(A) é polinomialmente limitada. Seja

A = B+J a decomposição de A garantida pelo Teorema de Wedderburn-Malcev, onde

B é uma subálgebra semissimples de A e J = J(A) é o radical de Jacobson. Escreva

B = B1⊕· · ·⊕Bm, com B1, . . .Bm álgebras simples. Desde que cn(A) é polinomialmente

limitada e, pelo Teorema 3.3.7, podemos encontrar inteiros positivos a1, a2, r1, r2 e d

(onde d = d(A) é o inteiro de�nido em (3.4)), tais que a1n
r1dn ≤ cn(A) ≤ a2n

r2dn, para

n su�cientemente grande, devemos ter d = 1, uma vez que a1n
r1dn ≤ cn(A) ≤ cnt, para

alguns c, t > 0, e lim
n→∞

a1n
r1dn

cnt
= ∞, caso d > 1. Logo, BiJBk = {0}, para quaisquer

i 6= k, e dimK Bj = 1 para j = 1, . . . ,m.

Sendo semissimples de dimensão �nita, temos que B é unitária, e daí segue-se do

Lema 4.1.3 que existem e1, e2, . . . , em ∈ Z(B) tais que eiej = 0 se i 6= j, e1 + e2 + · · ·+

em = 1B e e2
k = ek, para k = 1, 2, . . . ,m.

Note que Bi ∼= K, para i = 1, . . . ,m, uma vez que Kei ⊆ B e dimK Bi = 1. Como

Bi é simples (além de ser um ideal de B), temos que Bi = eiB, para todo i = 1, . . . ,m.

Assim, eiB ∼= K, i = 1, . . . ,m.

Para todo i = 1, . . . ,m, de�na Ji = eiJ e J0 = {x ∈ J | Bx = {0}}. Observe

que x ∈ J0 se, e somente se, 1Bx = 0. Note que J0, J1, . . . , Jm são ideais nilpotentes à

direita de A. Temos

A = (B1 + J1)⊕ · · · ⊕ (Bm + Jm)⊕ J0.

De fato, façamos A′ = (B1 + J1) ⊕ · · · ⊕ (Bm + Jm) ⊕ J0. É claro que A′ ⊆ A.

Reciprocamente, tomemos a ∈ J qualquer. Vamos mostrar que a ∈ 1BJ+J0. Tomando
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x =
∑m

i=1 eixi ∈ B qualquer, temos que

x(a− 1Ba) =
m∑
i=1

eixi

(
a−

m∑
j=1

eja

)

=
m∑
i=1

eixia−
m∑
i=1

m∑
j=1

eiejxia

=
m∑
i=1

eixia−
m∑
j=1

e2
jxja = 0.

Logo, a− 1Ba ∈ J0, e assim a ∈ 1BJ + J0. Dessa forma, concluímos que J = 1BJ + J0,

uma vez que é imediato 1BJ + J0 ⊆ J . Observando que 1B = e1 + e2 + · · · + em,

concluímos que J ⊆ J1 + · · ·+ Jm + J0 e assim A = A′.

Tomemos Ai = Bi + Ji, com i = 1, . . . ,m, e A0 = J0. Observe que Ai é uma

subálgebra de A, i = 1, 2, . . . ,m. Logo, temos que

BiA0 = BiJ0 ⊆ BJ0 = {0}.

Observe que Ji é um ideal (bilateral) nilpotente de Ai, visto que ei ∈ Z(B) e J é um

ideal nilpotente de A. Como eiej = 0 para quaisquer i 6= j em {1, . . . ,m}, temos que

BiBk = {0} e JiJk = {0}, uma vez que eiJek ⊆ BiJBk = {0}, donde segue que

AiAk = (Bi + Ji)(Bk + Jk) = BiJk + JiBk,

e por BiJk = BiekJ ⊆ BiBkJ = {0} e JiBk ⊆ BiJBk = {0}, temos que AiAk = {0}.

Portanto, concluímos a primeira implicação.

Por outro lado, seja A uma álgebra satisfazendo (a) e (b). Tomando J = A0 +

J1 + · · · + Jm, segue de (a) e (b) que J é um ideal bilateral de A. Como cada Ji é

nilpotente, devemos ter J1 + · · · + Jm nilpotente, uma vez que JiJk = {0}. Ademais,

sendo A0 e J1 + · · · + Jm nilpotentes e (J1 + · · · + Jm)A0 = {0} (pois BiA0 = {0}),

podemos concluir que J é nilpotente. Como Bi ∼= K e A =
⊕m

i=0Ai = B1⊕· · ·⊕Bm⊕J ,

devemos ter J = J(A).
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Considere agora todos os produtos da forma BiJBj, com i 6= j. Temos que

BiJBj = BiA0Bj +
m∑
l=1

BiJlBj

=
m∑
l=1

BiJlBj

=
m∑
l=1
l 6=i

(BiJl)Bj + (BiJi)Bj

= Bi(JiBj) = {0},

desde que BiA0 = {0}, AiAj = {0}, para quaisquer i, j ∈ {1, . . . ,m} distintos.

Portanto, pela de�nição de d = d(A) dada em (3.4), no Capítulo 3, segue-se

que d = maxi{dimBi} = 1, e assim, pelo Teorema 3.3.7, concluímos que cn(A) é

polinomialmente limitada. �

Segue do teorema acima e do Teorema 3.3.7 que se A é uma álgebra de dimensão

�nita tal que exp(A) = 1, então A tem crescimento polinomial das codimensões, uma

vez que exp(A) = d = d(A). Uma outra consequência imediata do teorema acima é a

seguinte.

Corolário 4.2.3 Seja A uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo algebrica-

mente fechado K satisfazendo as condições (a) e (b) do Teorema 4.2.2. Sejam J o

radical de Jacobson de A e, para todo i = 1, . . . ,m, Ci = Ai ⊕A0. Então

Id(A) = Id(C1) ∩ · · · ∩ Id(Cm) ∩ Id(J).

Demonstração: Suponhamos que possamos tomar f ∈ (
⋂m
i=1 Id(Ci))∩Id(J) de forma

que f /∈ Id(A). Desde que charK = 0, podemos assumir que f é multilinear, e assim

tomemos r1, . . . , rs ∈ A0 ∪ A1 ∪ · · · ∪ Am tais que f(r1, . . . , rs) 6= 0.

Se r1, . . . , rs ∈ J , então f /∈ Id(J), o que é contradição. Com isso, podemos tomar

i0 ∈ {1, . . . , s} tal que ri0 /∈ J . Pela linearidade de f , podemos assumir que ri0 ∈ Bk,

para algum k ∈ {1, . . . , s}. Recordemos que BlA0 = {0}, Jl é um ideal à direita de

A e AlAk = {0}, para quaisquer l, k ∈ {1, . . . ,m} distintos. Ademais, A0Ai ⊆ A0 e

AiA0 = JiA0 ⊆ Ji ⊆ Ai, para todo i = 1, . . . ,m.

Como f = f(x1, . . . , xs) é multilinear, podemos escrever f =
∑
σ∈Ss

λσxσ(1) · · · xσ(s),

com λσ ∈ K. Fixando σ ∈ Ss, arbitrário, considere o produto

rσ(1) · · · rσ(j−1)ri0rσ(j+1) · · · rσ(s),
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com i0 = σ(j). Se supusermos que algum ri /∈ Ak ∪ A0, com i ∈ {1, . . . , s} e i 6= i0,

então rσ(1) · · · rσ(j−1) ou rσ(j+1) · · · rσ(s) pertence a

A1 ∪ · · · ∪ Ak−1 ∪ Ak+1 ∪ · · · ∪ Am.

Como ri0 ∈ Bk ⊆ Ak, temos que rσ(1) · · · rσ(i0) · · · rσ(s) = 0, qualquer que seja σ ∈ Ss, e

assim

f(r1, . . . , rs) = 0.

Contradição! Portanto, r1, . . . , ri0−1, ri0+1, . . . , rs ∈ Ak ∪A0. Dessa forma, f /∈ Id(Ck).

Contradição! Portanto, concluímos que f /∈ Id(A), e garantimos a igualdade procu-

rada. �

Uma pergunta que �ca sobre o teorema acima é: o que podemos dizer se o corpo

K não é algebricamente fechado?

Para responder tal pergunta, tomemos inicialmente uma álgebra A de dimensão

�nita sobre um corpo K. Escrevemos A = B+ J , com B = B1⊕ · · · ⊕ Bm uma álgebra

semissimples. Sendo K o fecho algébrico de K, escrevemos A = A ⊗K K, e daí, pelo

Teorema 1.3.10, temos que J(A) = J(A)⊗K K. Segue disso que

A ∼= B1 ⊕ · · · ⊕ Bm + J(A),

onde Bi = Bi ⊗K K é uma álgebra semissimples.

Pelo Teorema 1.3.14 e pelo que foi feito na demonstração do Corolário 3.4.1,

temos que Bi ∼= Ci1 ⊕ · · · ⊕ Citi , onde ti = dimK Z(Bi) e Ci1 ∼= · · · ∼= Citi são álgebras

centrais simples sobre K.

No caso em que cn(A) = cn(A) é polinomialmente limitada, pelo Teorema 3.3.7,

temos que Cik ∼= K, para quaisquer i, k, e CikJ(A)Crs = {0} se (i, k) 6= (r, s). Obser-

vando que dimK Bi = dimK Bi =
∑ti

j=1 dimK Cij = ti, temos que Bi = Z(Bi) é um corpo,

sendo uma extensão de grau ti de K. Desde que charK = 0 e K ⊆ Bi é uma extensão

algébrica, temos então que tal extensão é simples, e daí podemos escrever Bi = K(ai),

para algum ai ∈ Bi. Portanto, nós mostramos que se K é um corpo qualquer e A é

uma K-álgebra com crescimento polinomial das codimensões, então

A ∼= K(a1)⊕ · · · ⊕ K(am) + J(A), (4.1)
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com K(ai)J(A)K(ak) = {0}, para quaisquer i, j ∈ {1, . . . ,m} distintos.

Daremos agora uma caracterização para o crescimento polinomial das codimen-

sões de uma álgebra em função da sequência de cocaracteres.

No que segue, para λ ` n, também escreveremos |λ| = n. Note que se λ =

(λ1, λ2, . . .), então |λ| − λ1 denota o número de caixas abaixo da primeira linha do

diagrama de λ.

Teorema 4.2.4 Seja A uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo K. Então

(cn(A))n≥1 é polinomialmente limitada se, e somente se,

χn(A) =
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

mλχλ ,

onde J(A)q = {0}.

Demonstração: Lembremos que a decomposição de χn(A) em componentes irredutí-

veis não se altera quando �estendemos� o corpo base (ver Teorema 3.1.7). Além disso,

como J(A⊗KK)l = J(A)l⊗KK, para todo inteiro l > 0, temos que J(A⊗KK)q = {0},

uma vez que J(A)q = {0}. Sendo assim, podemos assumir, sem perda de generalidade,

que K é um corpo algebricamente fechado.

Primeiramente, suponhamos que χn(A) =
∑

λ`nmλχλ, com mλ = 0 sempre

que |λ| − λ1 ≥ q. Pelo Teorema 2.3.9, as multiplicidades mλ's são polinomialmente

limitadas, ou seja, podemos tomar C, t > 0 constantes tais que mλ ≤ Cnt, para

qualquer λ ` n. Daí, segue-se que

cn(A) =
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

mλdλ ≤ Cnt
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

dλ. (4.2)

Para cada λ = (λ1, λ2, . . .) ` n, com |λ| − λ1 < q, considere λ∗ = (λ1) ` λ1.

Observe que λ∗ ≤ λ, seja qual for λ ` n. Como n − |λ∗| = |λ| − λ1 < q, segue do

Teorema 2.3.6 que

dλ ≤ nqdλ∗ = nq, (4.3)

uma vez que λ∗ é uma partição de um só termo e assim seu diagrama possui apenas uma

linha, admitindo portanto uma única tabela standard, e daí dλ∗ = 1. Uma estimativa

para o número de partições de λ ` n tais que |λ| − λ1 < q é que esse número não
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supera nq. Para ver isto, basta observar que se |λ| − λ1 < q, então Dλ tem no máximo

q linhas, com cada uma delas contendo um número de caixas menor ou igual a n.

Dessa forma, temos de (4.2) e de (4.3) que

cn(A) ≤ Cnt
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

dλ

≤ Cnt
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

nq = Cnt+q
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

1

≤ Cnt+qnq = Cnt+2q,

onde C, t+ 2q > 0 são constantes, e portanto a sequência (cn(A))n≥1 das codimensões

de A é polinomialmente limitada.

Por outro lado, suponhamos que as codimensões de A são polinomialmente li-

mitadas. Seja λ ` n tal que |λ| − λ1 ≥ q e suponhamos, por contradição, que

mλ 6= 0. Pelo Teorema 2.2.3, podemos tomar alguma tabela Tλ e algum h ∈ Pn

tais que eTλh /∈ Id(A). Seja λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
t) a partição conjugada de λ, com t = λ1.

Observe que eTλh = RTλ(CTλh) e assim CTλh /∈ Id(A). Observe também que CTλh é

uma combinação linear de polinômios f = CTλ(xi1 · · ·xin), sendo cada um alternante

em t conjuntos disjuntos entre si com λ′1, . . . , λ
′
t variáveis, respectivamente. Chegaremos

a uma contradição se provarmos que cada polinômio f se anula em A.

Fixemos uma base de A que seja a união de bases de B1, . . . ,Bm e J , respecti-

vamente, onde A = B1 ⊕ · · · ⊕ Bm + J é a decomposição garantida pelo Teorema de

Wedderburn-Malcev (Teorema 1.3.9). Desde que, pelo Teorema 4.2.2, BiBk = {0} =

BiJBk, para quaisquer i, k ∈ {1, . . . ,m} distintos, para termos um valor não nulo de

f , precisamos substituir todas as variáveis de f por elementos de J e de uma mesma

componente simples, digamos Bi. Também, desde que dimBi = 1, poderemos no má-

ximo substituir um elemento de Bi em cada um dos conjuntos alternantes. Daí, como

o número de conjunto alternantes é t = λ1, então podemos no máximo substituir as

variáveis de f por t elementos de Bi. Segue-se que para termos um valor não nulo de

f , devemos substituir as variáveis de f por ao menos |λ| − t = |λ| − λ1 ≥ q elementos

de J . Mas, desde que Jq = {0}, esta substituição anularia f , e com isso temos uma
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contradição, provando assim que mλ = 0 se |λ| − λ1 ≥ q, e portanto

χn(A) =
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

mλχλ ,

concluindo a demonstração do teorema. �

O teorema anterior diz que A tem crescimento polinomial das codimensões se, e

somente se, todos os caracteres irredutíveis que aparecem com multiplicidade não nula

em χn(A) tem diagrama associado com no máximo q − 1 caixas abaixo da primeira

linha, onde Jq = {0}.

Dessa forma, concluímos que se A é uma PI-álgebra com crescimento polinomial

das codimensões, então existe uma álgebra B de dimensão �nita, com Id(A) = Id(B),

tal que B possui uma decomposição semelhante a (4.1) e o n-ésimo cocaracter de B

tem uma decomposição como a dada no Teorema 4.2.4. Observe que vale a recíproca,

uma vez que teremos cn(A) = cn(B), para todo n ≥ 1.
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