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Resumo

As ideias de codimensoes e cocaracteres de uma Pl-algebra sao de grande im-
portancia e sao centrais nas aplicagoes das representagoes dos grupos simétricos a PI-
teoria (teoria das identidades polinomiais). Os conceitos de codimensao e cocaracter
comecgaram a ser estudados em 1972 por Amitai Regev em seu importante trabalho so-
bre identidades polinomiais do produto tensorial de PI-algebras. Ao longo das ultimas
décadas muitos resultados importantes surgiram com o uso das representacoes e dos
métodos assintoticos na Pl-teoria. Neste trabalho apresentaremos inicialmente ideias
e resultados bésicos da Teoria de Young sobre as representagoes dos grupos simétricos.
De posse desses resultados, estudaremos as sequéncias limitadas de codimensoes e as
sequéncias de cocaracteres de algebras que satisfazem alguma identidade de Capelli.
Apresentaremos também os calculos das codimensoes e dos cocaracteres da algebra de

Grassmann.

Palavras-chave: Identidades polinomiais, grupo simétrico, representagoes, codi-

mensoes, cocaracteres.



Abstract

The ideas of codimensions and cocharacters of a Pl-algebra are of great and cen-
tral importance in the applications of representations of symmetric groups to PI-theory
(theory of the polynomial identities). The study of the concepts of codimensions and
cocharacters started in 1972 by Amitai Regev in his important work about polynomial
identities of the tensor product of Pl-algebras. During the last decades many important
results arose with the use of representations and asymptotic methods in Pl-theory. In
this work we will present firstly ideas and basic results in the Young’s theory about
the representations of symmetric groups. With these results we shall study the limited
sequences of codimensions and the cocharacter sequences of algebras that satisfy some
of the Capelli identity. It will also be presented the calculation of the codimensions

and cocharacters of the Grassmann Algebra.

Keywords: Polynomial identities, symmetric group, representations, codimen-

sions, cocharacters.
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Introducao

Considerado um conceito importante da Teoria de Anéis, define-se dglgebra sobre
um corpo K (ou K-algebra) como sendo um espago vetorial munido de um produto
que é uma aplicagao bilinear. Um tipo especial de algebras é constituido daquelas que
satisfazem uma identidade polinomial (PI-dlgebras), que é um polinémio nao nulo e
nao comutativo que se anula em qualquer substituicao de suas variaveis por elementos
da algebra. Como exemplos bésicos de Pl-algebras, temos as algebras comutativas, as
nilpotentes, as de dimensao finita, entre outras.

A principio, as identidades polinomiais eram estudadas com relacao a anéis, como
podemos ver nos artigos de Dubnov, Ivanov, Jacobson, Kaplansky e Levitzki (][9], [15],
[24] e [17]). Mas foi com o artigo de Amitsur e Levitzki [2], em 1950, que a teoria das
algebras com identidades polinomiais (PI-teoria) ganhou forga e notoriedade. Nesse
trabalho foi provado, por métodos combinatoérios, que o polinémio standard de grau
2n ¢ identidade para a élgebra das matrizes quadradas M, (K).

Partindo do fato de que uma identidade polinomial diz muito sobre a estrutura
de uma &lgebra, um dos principais problemas da Pl-teoria é descrever as identidades
de uma algebra determinando uma base para o seu T-ideal de identidades. Em 1950,
Specht questionou se o T-ideal de uma algebra associativa sobre um corpo de carac-
teristica zero é finitamente gerado. Entretanto, foi somente em 1987 que Kemer (ver
[18] e [19]) obteve uma resposta positiva para esta questao, conhecida como Problema
de Specht. Mesmo com a grande profundidade de seu trabalho, Kemer s6 conseguiu
provar que tal base finita existe, sem mostrar uma forma de obté-la. Atualmente, algu-
mas algebras ja possuem seus T-ideais de identidades descritos, como podemos ver em

[22], [27], [7] e [20]. Por outro lado, o problema da descri¢ao das identidades ainda estéa
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em aberto para muitas algebras importantes, como por exemplo, M, (K), para n > 3,
e My(E), onde FE é a élgebra de Grassmann (ou exterior).

Em 1972, Amitai Regev publicou um importante trabalho sobre identidades poli-
nomiais do produto tensorial de PI-algebras [29]. Nele foram apresentados os conceitos
de codimensao e cocaracter de uma algebra com o intuito de aplicar a Teoria de Young
das representagoes dos grupos simétricos a Pl-teoria. Sendo A uma K-algebra asso-
ciativa e T'(A) o seu T-ideal de identidades, definimos a n-ésima codimensao de A,

denotada por ¢,(A), como sendo a dimensao (como K-espago vetorial) do S,-mo6dulo

P,(A) = Pnrf;( Tj> € 0 n-ésimo cocaracter de A, denotado por Xn(A), como sendo o
caracter do S,-médulo P,(A). Aqui S, denota o grupo simétrico sobre o conjunto
{1,2,...,n} e P, denota o K-espaco vetorial dos polindémios associativos multilineares
de grau n, o qual tem uma estrutura natural de S,,-moédulo. Por meio da aplicacao da
teoria das representacoes dos grupos simétricos podemos, por exemplo, obter o menor
grau de uma identidade polinomial de uma algebra ou determinar o crescimento da
sequéncia de codimensdes de um T-ideal, que pelo Teorema de Regev-Latyshev (ver
[29] e [23]) ¢, no maximo, exponencial.

Ao longo das ultimas décadas, as representagoes dos grupos simétricos mostraram-
se uma poderosa e engenhosa ferramenta para o estudo de Pl-algebras. Importantes
trabalhos foram desenvolvidos através da sua utilizacao, dentre os quais citaremos
alguns. Em 1976, Olsson e Regev [25] caracterizaram as sequéncias limitadas de codi-
mensoes, e em 1979 Regev [30] apresentou um resultado sobre caracterizacao, através
de sequéncias de cocaracteres, de algebras que satisfazem uma identidade de Capelli
(estes resultados serao apresentados neste trabalho). Posteriormente, Amitsur e Regev
[3] provaram o Teorema do Gancho, o qual trata do comportamento da sequéncia de
cocaracteres de uma Pl-algebra, e possui importantes consequéncias. J& no final da
década de 1990, Giambruno e Zaicev (ver [12] e [13]) deram uma resposta positiva
para uma conjectura de Amitsur feita na década anterior, provando que, para uma PI-
algebra A, o limite nglfoo V/cn(A) (chamado de ezpoente de A) existe e é um ntamero
inteiro ndo negativo. Recentemente, Giambruno e La Mattina [11] obtiveram resul-
tados acerca de PI-dlgebras tais que sua sequéncia de codimensoes possui um baixo
crescimento.

Este trabalho tem como objetivo apresentar alguns resultados sobre T-ideais obti-
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dos com aplicagoes da Teoria de Young de representacoes do grupo simétrico a Pl-teoria.
Para tanto, o texto esté organizado em trés capitulos, sendo o primeiro uma abordagem
bésica sobre algebras e identidades polinomiais, contendo, entre outras coisas, resulta-
dos como o de que todo T-ideal de polinémios ¢ um T-ideal de identidades para uma
algebra e de que, sobre um corpo de caracteristica zero, um T-ideal é gerado por poli-
nomios multilineares. Além disso, é apresentado um estudo sobre médulos e represen-
tagoes lineares de grupos com enfoque na relagao biunivuca entre as K-representacoes
lineares de um grupo G (onde K é um corpo) e os KG-modulos, e seus caracteres.

O segundo capitulo é iniciado com a Teoria de Young de representacoes do grupo
simétrico, e sua ligacao com os K.S,-modulos (ou simplesmente S,,-modulos), sempre
considerando K um corpo de caracteristica zero. Definiremos conceitos basicos como
particao de um numero natural n, diagrama de uma particao, tabela de Young de
um diagrama, entre outros. Também apresentaremos resultados importantes acerca
de decomposi¢ao de S,-modulos, tabelas standard (um tipo importante de tabela de
Young), codimensoes e cocaracteres de Pl-dlgebras.

O terceiro e tultimo capitulo é iniciado com um estudo do artigo de Olsson e
Regev |26] sobre as codimensoes, cocaracteres e cotamanhos (conceito que seré definido
no texto) da algebra de Grassmann E. Com tais ferramentas, apresentaremos uma
descrigao detalhada do T-ideal de identidades de E. O capitulo segue com resultados
baseados em outra publicacao de Olsson e Regev [25], em que é demonstrado que se
uma sequéncia de codimencoes é limitada, entao ela é eventualmente limitada por 1.

Também sera apresentado um estudo do T-ideal da algebra

a b
M = | a,be K p,
00

a qual possui sequéncia constante de cotamanhos.

Com base no artigo de Regev [30], finalizaremos o capitulo com uma caracteriza-
¢ao das algebras que satisfazem uma identidade de Capelli através de suas sequéncias
de cocaracteres, incluindo resultados envolvendo a élgebra M, (K), a algebra de Grass-

mann e o T-ideal gerado pelo polindmio standard de grau 3.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 Algebras

A menos que haja men¢ao em contréario, K denotard um corpo qualquer.

Defini¢ao 1.1.1 Uma K-dlgebra é um par (A,*), onde A é um K-espaco vetorial

43 7

e “x7 € uma operagdo bindria em A, além de ser uma aplica¢ao bilinear, ou seja,
x: A X A— A satisfaz:

(i) ax(b+c)=(axb)+ (a*c)

(i) (a+b) s c=(axc)+ (bxc)

(iii) (\a) % b= ax (\b) = A(a b)
para quaisquer a, b, c € A e X € K.

Wy ”

Na definicao acima, “x” é chamada de produto ou multiplica¢ao. Para simplificar
a notagdo, vamos denotar a algebra (A, x) simplesmente por A, deixando o produto
subentendido, e a*xb simplesmente por ab, para a, b € A. Uma K-algebra também pode
ser chamada de algebra sobre K ou somente de algebra, ficando subentendido o corpo
K. Por simplicidade, a partir de agora usaremos o termo algebra. Definimos ajasag
como sendo (ajaz)as e, indutivamente, ajas...a,a,+1 como sendo (ajas...ap)a,11, para
a; € A. Se um subconjunto [ é uma base de A como espago vetorial, dizemos que 3 é
uma base da dlgebra A e definimos a dimensao de A, denotada por dim A (ou dimg A),

como sendo a dimensao de A como espago vetorial.
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Definicao 1.1.2 Dizemos que uma dlgebra A é:

(i) Associativa se o produto de A € associativo, ou seja, se (ab)c = a(bc) para quais-

quer a, b, c € A.

(i1) Comutativa se o produto de A é comutativo, ou seja, se ab = ba para quaisquer

a, be A.

(111) Unitéaria (ou com unidade) se o produto de A possui elemento neutro, ou seja,

se existe 14 € A tal que 15a = aly para todo a € A.

(iv) Algebra de Lie se o produto de A satisfaz a®> = aa = 0, ou seja, € anticomutativo,
e satisfaz também a identidade de Jacobi, (ab)c+ (bc)a+(ca)b = 0, para quaisquer
a, b, c e A.

A partir de agora, a menos de mencao contraria, o termo &algebra significaré

algebra associativa.

Exemplo 1.1.3 Considere o espago vetorial M, (K) das matrizes n X n com entradas
em K. Munido do produto usual de matrizes, M,,(K) é uma algebra com unidade,
que ¢é exatamente a matriz identidade [,,. Destacaremos nessa algebra as matrizes
unitdrias E;;, com 1 < 4,7 < n, onde E;; é a matriz cuja tnica entrada nao nula ¢ 1
na i-ésima linha e j-ésima coluna. E facil ver que as matrizes unitarias formam uma
base para M, (K), donde dim M, (K) = n?.

Generalizando, se A é uma algebra, considere o espago vetorial M, (A) de todas
as matrizes n X n com entradas em A. Definindo um produto em M, (A) analogo ao

produto usual em M, (K), teremos uma estrutura de algebra em M, (A).

Exemplo 1.1.4 Sejam V um espago vetorial e £(V') o espago vetorial dos operadores
lineares sobre V. Munido da composi¢ao de fungoes, £(V') é uma algebra com unidade
(o operador identidade), chamada de dlgebra dos operadores lineares sobre V. Para
T,S € L(V), denotaremos T o S simplesmente por T'S.

Exemplo 1.1.5 Um corpo K possui naturalmente uma estrutura de espago vetorial
sobre si mesmo. Ademais, se L é uma extensao do corpo K, entao L também possui
uma estrutura de K-espaco vetorial. E facil ver que, vistos dessa forma, K e L séo
K-algebras, comutativas e com unidade, cujos produtos sao exatamente os produtos

dos corpos K e L, respectivamente.
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Definicao 1.1.6 Seja A uma dlgebra.

(i) Dizemos que um elemento a € A € nilpotente se a™ = 0, para algum n € N. O
menor numero natural n com tal propriedade é denominado de indice de nilpotén-
cia de a. Se todos os elementos de A sao nilpotentes, diremos que A € nil. Se

existe n € N tal que a™ = 0 para todo a € A, dizemos que A € nil de indice

limitado.
(1) Dizemos que A € nilpotente se eziste n € N tal que ajas...ana,+1 = 0 para
quaisquer ay, s, ..., Gn, any1 € A. Neste caso, dizemos que o menor n que

satisfaz esta condi¢do € o indice (ou classe) de nilpoténcia de A.

Teorema 1.1.7 (Nagata-Higman) Seja A uma dlgebra sem unidade sobre um corpo
de caracteristica zero. Se A € uma dlgebra nil de indice limitado m, entao existe d € N
tal que A € nilpotente de indice d — 1. Além disso, d < 2™ — 1.

Demonstra¢ao. Veja [8], Teorema 8.3.2, pagina 118. |

E facil ver que toda algebra nilpotente é nil. Porém, a reciproca nao é verdadeira
sem a hipotese de que a algebra seja nil de indice limitado, como veremos no préximo

exemplo.

Exemplo 1.1.8 Seja V' um espaco vetorial com base {ej, €9, €3, ...}. Definimos a dlge-
bra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V, denotada por E, como sendo a algebra
com base {1, e;e;,...e;, | i1 < iy < .. < i, n > 1} e cujo produto ¢ definido pelas
relagoes €2 = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer i, j € N. Observa-se facilmente que se
char K = 2, entao E é uma algebra comutativa.

Considere em E os subespagos vetoriais Fy, gerado por {1, e; e;,...e;,, | m par},
e Ey, gerado por {e;e;,...e;, | k impar}. Claramente, £ = E; & E; como espaco
"k (e, ..ej,) (€€,

para quaisquer m, n € N. Podemos concluir entao que ax = ra para quaisquer a € Fj

vetorial. Segue de e;e; = —eje; que (e;...€;,,)(€),...ej,) = (—1)

ez € F, e bc = —cb para quaisquer b, c € Fj.

Considerando agora E’ como sendo a algebra que tem como base o conjunto
{€i €y, | 11 <iy < ...<i,, n>1}, temos que £’ ndo tem unidade e é chamada de
dlgebra exterior sem unidade. E' é uma algebra nil, mas nao é de indice limitado, pois

nao é nilpotente, ja que dado n € N tem-se eje,...e, # 0.

Observagao 1.1.9 Sejam A um espago vetorial, § uma base de Ae f: 5 x [ — A
uma aplicagao qualquer. Entao existe uma tnica aplicacao bilinear F': A x A — A
estendendo f. Com isso concluimos que, para definir uma estrutura de élgebra em A,

basta definir o produto para os elementos de uma base. Com o produto definido, para
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que uma algebra A seja associativa, é necessario e suficiente que (viv2)vs = vy (v9vs3)
para quaisquer vy, vs, vz € (. Essa afirmacao é valida porque a aplicacao trilinear
h:AxAxA— A, definida por h(a,b,c) = (ab)c — a(bc) é nula se, e somente se, é
nula em § x § x .

Proposigao 1.1.10 Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto gerador de A como

espaco vetorial. Entao:
(a) A € associativa se, e somente se, (uwv)w = u(vw) para quaisquer u,v,w € S.
(b) A € comutativa se, e somente se, uv = vu para quaisquer u,v € S.

(c) A possui unidade se, e somente se, existe 1 € A tal que lv = vl = v para todo
ves.

Demonstracao.  Segue da bilinearidade da multiplicacao da algebra. Os detalhes

deixaremos a cargo do leitor. [ ]

Exemplo 1.1.11 Seja S um conjunto nao vazio. Considere o conjunto KS de todas
as somas formais do tipo ) _qays, onde o, € K e {s € S| ag # 0} ¢é finito. Aqui,
s é um simbolo formal. Diremos que ZSGS g8 = ZSGS Bss em K S se oy = (3, para

todo s € S. Agora, vamos definir a soma em K.S como sendo

Zass + ZBSS = Z (as +65>3

seS seS seSs

e o produto por escalar como sendo

)\Zass = Z (Aas)s, para A € K.

ses seS
Assim, munido destas operagoes, K S é um K-espaco vetorial, chamado de K-espaco
vetorial com base S. Identificando sy € S com ) s as, onde oy = { L, ses=s ,
0, ses# s
temos que S é, de fato, uma base de K S.

Se “x” & uma operagao definida em S, pela Observagao 1.1.9, “x” se estende a uma
tnica operagao bilinear em K S, que também denotaremos por “*”. Assim, (KS,x*) é
uma K-algebra. Segue da Proposi¢ao 1.1.10 que se “*” ¢é associativa, comutativa ou
possui elemento neutro em S, a algebra K.S também tera tais caracteristicas.

Um caso particular e importante de construgao deste tipo aparece quando temos
um grupo . Adotando a notacgao multiplicativa em G e considerando, no espaco
vetorial K(G, o produto induzido pela operacao de G, temos que KG é uma alge-
bra (associativa) unitéria, chamada de dlgebra de grupo. Vamos utilizar bastante no
decorrer do nosso trabalho a algebra K.S,, construida a partir de 5,, o grupo das

permutacoes de n elementos.
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Sejam A uma algebra e a, b € A. Definimos o comutador de a e b como sendo
[a,b] = ab — ba e o produto de Jordan de a e b como sendo a o b = ab + ba. E facil ver

que, para quaisquer a, b, ¢ € A, vale
[ab, c] = a[b, c| + [a, c]b . (1.1)

Além disso, se usarmos indugao e a equacao (1.1), podemos mostrar que

n

la1asy...a,, ] = Zal...ai_l[ai,c]aiﬂ...an : (1.2)
i=1

Definimos também o comutador de comprimento n como sendo [ay, ..., a,_1, ay] =
[lai, ..., an—1],an] para a; € A, e o comutador de A, denotado por [A, A], como sendo o
subespago vetorial de A gerado pelo conjunto {[z,y] | z,y € A}. Note que uma algebra
A é comutativa se, e somente se, [A, A] = 0.

Se A é uma algebra e a € A, definimos aA = {az | x € A} e Aa = {za | x € A}.

Definicao 1.1.12 Seja A uma dlgebra. Dizemos que um subespaco vetorial B de A €
uma subdlgebra de A se B € multiplicativamente fechado, ou seja, se bibs € B para
quaisquer by, by € B. Dizemos também que um subespaco I de A € um ideal & esquerda
(respectivamente a direita) de A se ax € I (respectivamente se xa € 1) para quaisquer
r€e€leacA Sel éumideal a esquerda e a direita de A simultaneamente, dizemos

que I € um ideal bilateral de A.

Observacao 1.1.13 Sejam A uma élgebra e W um subespaco de A. E de facil de-
monstra¢ao que se S e X sao subconjuntos geradores de A e W (como subespagos

vetoriais), respectivamente, entao:
1) W é uma subélgebra de A se, e somente se, 125 € W para quaisquer zp,xs € X.

2) W é um ideal de A se, e somente se, sz, rs € W para quaisquer z € X e s € S.

Exemplo 1.1.14 Considere a élgebra exterior £ (Exemplo 1.1.8). Dado n € N,

tomemos F, como sendo o subespaco vetorial de E gerado pelo conjunto
{]_, €;1€iy---C4p, | 1 <tg <. <ip< TL}

Definida assim, FE, é uma subalgebra de E de dimensao 2", e é a dlgebra exterior do

espago vetorial com base {ey, e, ...,e,}.
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Exemplo 1.1.15 (Centro de uma algebra) Seja A uma algebra. O conjunto
Z(A) = {a € A | ax = za, Yx € A} ¢ uma subalgebra de A que chamamos de
centro de A. Sabemos da Algebra Linear que, fixado n € N, as tnicas matrizes

que comutam com todas as demails sao as matrizes escalares. Teremos entao que
Z(M,(K)) = {Mpxn | A € K}. Para a élgebra exterior E e char K # 2, temos que
Z(E) = Ey (veja o Exemplo 1.1.8).

Exemplo 1.1.16 Sejam K um corpo de caracteristica zero, S, o grupo das permu-
tagoes de n elementos e u, = Y, g 0 € s, = ) g (—1)70 elementos de K.JS,,.

Considere os seguintes subespacos vetoriais de K S,,:

W, = {Z (=1)" A | A€ K} = (s,), Wa = {Z At € KSy | ) (—1)FN, = o},

HESK HESH HESy

:{ZmeKsnMeK} (u,) e Vo = {ZAMMEKSR| Z/\,L—O}

€Sn €Sn €Sn
E de facil percepcao que W, N W, = Vi NV, = {0}.
Vejamos que Wy, Wy, Vi e V5 sao ideais bilaterais da algebra K S,,. De fato, sendo
p € Sy, observe que ps, = s,p = (—1)s, e que pu, = u,p = u,. Isso mostra que W
e V) sao ideais bilaterais de KS,. Tomando Zuesn Autt € Vo e p € 5, temos

p (Z Auu> =) A=) a0 e

HESH HESH oc€ESnh

(Z Aw) =) Ao =) b,

HESy HESy 0eSn

onde 0 = pu, 0 = pp, e = A1, € g = Agp-1. Como Y o @ = D yeq g = 0,
temos que V5 é ideal bilateral de K.S,,. A demonstracao para W5 é analoga.

Proposicao 1.1.17 Seja v = Zaesn a0 € KS,, com o, € K. Considere os elemen-
tos un =D eq, B € Sn =D ,cq, (—1)"1 de KS,. Entio valem:

(a) up € KSpv <=3 g a5 # 0.
(b) sp € KSyw <=3 .o (—1)7as #0.
Demonstra¢ao. (a) Suponha inicialmente que w, € KS,v e considere V; e V5 os

ideais bilaterais vistos no Exemplo 1.1.16. Se »_ .o a, = 0, teremos que v € V5 e

assim KS,v C V3, contradizendo o fato de que w, ¢ V,. Portanto, ZJESn a, # 0.
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Reciprocamente, suponha que A = _¢ a, # 0. Como

o= () ()= (5 (20)
- |5z )] =[5 (20

= > ozg> Up = AUy,

7€Sn
onde 7 = uo, temos que u, = A" Au, = A tu,v € KS,v.
(b) Considere os ideais bilaterais W e Wy vistos no Exemplo 1.1.16 e suponha que
sn € KSpv. Se Y .o (—1)7a, = 0, teremos que v € Wy e assim K.S,v € W5, o que é
uma contradicdo, pois observe que s, ¢ W5. Portanto, teremos que ) _ o (—1)7ay #

0. Reciprocamente, suponha que A = o (—1)?a, # 0. Como

Sl = (zuesn< e ﬁ‘) (ZUES p0) = [Zaesn QAo (Zuesn M) (—1)“0}

[ seS, Yo <Zues —1)0(—1)‘%0)}

= [ ses, (1) (Zues"( 1)“0,“0)} = [Ypes, (170 (3 cq, (—1)77)]
(Poes, (=1)70s) sn = Asy,

onde 7 = po, temos que s, = A"!As, = A ls,v € KS,v. [ |

Corolario 1.1.18 Sejav=Id—(n n—1 ... 2 1) € KS,. Entio u, ¢ KS,v e, se
n for impar, s, ¢ KSyv.

Definigao 1.1.19 Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto nao vazio de A. Defini-
mos a subélgebra de A gerada por S, denotada por K(S), como sendo a interse¢io de
todas as subdlgebras de A que contém S (e 14, no caso de A possuir unidade). Defini-
mos também o ideal de A gerado por S como sendo a intersecdo de todos os ideais de

A que contém S.

Podemos mostrar que a subalgebra de A gerada por S coincide exatamente com o
subespago vetorial de A gerado pelo conjunto {s12...5; | K € N, s; € S} (no caso de A
possuir unidade, acrescentamos 14 a este conjunto). Além disso, o ideal de A gerado por

S coincide com o subespago vetorial de A gerado pelo conjunto {asb | s € S, a,b € A}.

Definicao 1.1.20 Sejam A e B dlgebras. Uma transformagao linear ¢ : A — B é
um homomorfismo de algebras se p(zy) = ¢(x)p(y) para quaisquer x,y € A e, caso A

e B sejam unitdrias, p(14) = 1p.
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Chamamos ¢ de mergulho (ou monomorfismo) se ¢ ¢ um homomorfismo injetivo,
e de isomorfismo se ¢ € um homomorfismo bijetivo. Dizemos que ¢ é um endomorfismo
de A se ¢ é um homomorfismo de A em A e que é um automorfismo de A se p é um
endomorfismo bijetivo de A.

Denotamos por End A e Aut A os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da algebra A. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos
que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de &algebras. Teremos que o conjunto
ker o = {a € A | ¢(a) = 0}, que chamamos de nicleo de ¢, é um ideal de A, e o
conjunto I'm ¢ = {¢(a) | a € A}, que chamamos de imagem de ¢, é uma subéalgebra
de B.

Se A é uma éalgebra e I é um ideal de A, considere o conjunto quociente A/I,
cujos elementos sao da forma a+ 1 = {a+z | € I} com a € A (classes laterais de
I). Definindo operagoes de soma e produto por escalar em A/I por (a+ 1)+ (b+1) =
(a+b)+1eXa+1)=(Xa)+1, temos o espago vetorial quociente A/I. Vamos definir

agora a algebra quociente A/I.

Definigao 1.1.21 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Definimos a algebra
quociente de A por I como sendo o espago vetorial quociente A/I munido do produto
definido por (a+ I)(b+ 1) = ab+ I para a,b € A.

Note que o produto de A/I esta bem definido, pois ndo depende da escolha dos
representantes das classes laterais. Denotaremos a classe lateral a + [ por a. Sejam
¢ : A — B um homomorfismo de algebras e I C ker ¢ um ideal de A. Entao a

aplicacao
p: A/l — B
a — 9@ = ¢(a)
é bem definida e é um homomorfismo de algebras. Se I = ker ¢, entao p é injetora e
consequentemente A/ker ¢ ~ I'm . Esta tltima afirmagao é conhecida como Teorema

Fundamental dos Homomorfismos.

Exemplo 1.1.22 Sejam A uma &lgebra e I um ideal de A. Temos que a aplicagao
m: A — A/I, definida por 7(a) = @, ¢ um homomorfismo sobrejetivo (ou epimorfismo)

de algebras chamado de projecao candnica.
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Exemplo 1.1.23 Seja A uma algebra unitaria. A aplicagao

v: K — A
A — p(A)= Ay

¢ um mergulho de K em A. Com isso, K ¢ isomorfo a Im ¢ = {A\14 | A € K}, donde

Im ¢ é um corpo. E dai que fazemos a identificacdo natural entre K e {\l4 | A € K}.

Seja A uma algebra unitaria. Dizemos que um elemento a € A é inversivel se

I'— a7 'a = 1. Note que se a € A é inversivel,

existe um elemento a=! € A tal que aa”
entdao seu inverso é tnico. Ademais, o conjunto U(A) = {a € A | a é inversivel} é
multiplicativamente fechado. Observe que U(A), munido do produto de A, é um grupo,
chamado de grupo multiplicativo de A. E facil ver que se a € U(A) e A € K — {0},

entdo Aa € U(A).

Exemplo 1.1.24 Sendo a € U(A), a aplicagao 9, : A — A, definida por ¢,(x) =

1

a~'za, ¢ um automorfismo de A, conhecido como automorfismo interno determinado

por a.

Exemplo 1.1.25 Seja V' um K-espaco vetorial de dimensao qualquer. Temos que
UL(V))={T € L(V) | T é inversivel}. Este grupo é chamado de grupo linear sobre
V' e vamos denota-lo por GL(V).

Para n € N, temos que U(M,(K)) ={X € M,(K) | det X # 0}. Este grupo é
chamado de grupo linear de grau n sobre K e vamos denotéa-lo por GL,(K). Observe
que se dim V = n, entdo GL(V) ~ GL,(K).

1.2 Identidades polinomiais

Seja X = {x1, z9, ..., Ty, ...} um conjunto enumeravel de simbolos que chamaremos
de varidveis. Definimos uma palavra em X como sendo uma sequéncia z;, z;,...x;, com
n € NU{0} e z;, € X (paran = 0 temos a palavra vazia). Dizemos que n ¢ o tamanho
da palavra e ainda que x;, @j,...T;, = Tj,Tj,...T5, S€ N =M € Ty} = Tj,, Tiy = Tjy, -y
:L’in

em X e Sp(X) o conjunto S(X) — {1}.

= z;,. Denotaremos por 1 a palavra vazia, S(X) o conjunto de todas as palavras

Vamos considerar agora K (X) como sendo o K-espago vetorial com base S(X).
Assim, os elementos de K(X), chamados de polindmios, sdo somas (formais) de termos

(ou monémios), que sdao produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.
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Consideremos agora em K (X) a multiplica¢do definida por
(a:ila:iz,...xin)(lemh...mjm) = Tjy iy Lij, Ljy Ljp el -

Munido deste produto, K (X) é uma algebra associativa com unidade, a qual é a palavra
vazia 1. Observe que o subespago de K (X) gerado por So(X), o qual denotaremos por
Ky(X), ¢ uma subéalgebra (sem unidade) de K(X). Observe também que K(X) =
Ko(X) @ (1).

Definigao 1.2.1 Dizemos que uma dlgebra F' ¢é livre (na classe das dlgebras associa-
tivas) se existe um conjunto S C F tal que S gera F (como dlgebra) e, para cada

dlgebra A e cada aplicagao h : S — A, existe um unico homomorfismo ¢ : F — A

estendendo h, ou seja, p|s = h . Neste caso, dizemos que F é livremente gerada por

S.

Sejam A uma algebra e h : X — A uma aplicagdo arbitraria, de modo que
h(z;) = a; para i € N. Considerando a aplicacao linear ¢, : Ko(X) — A tal
que @(z;, x;y... ;) = a5,04...q;,, temos que @, ¢ um homomorfismo de &lgebras e
¢ o tnico que satisfaz ¢p|x = h. Dizemos entdao que Ko(X) é uma dlgebra livre
(sem unidade) na classe das dlgebras associativas, livremente gerada por X. Dado
f = flx,...,x,) € Ko(X), denotemos por f(ay,...,a,) a imagem de f por ;. Note
que f(ay,...,a,) € um elemento de A obtido pela substitui¢ao de x; por a; em f.

Se A ¢é unitéaria, analogamente ao que foi feito anteriormente e acrescentando a
condigao de que pp(1) = 14, teremos que ¢y, : K(X) — A é um homomorfismo de
algebras (unitarias) e é o tnico satisfazendo ¢p| = h. Assim, K (X) é livre na classe
das algebras unitérias, e livremente gerada por X.

No nosso trabalho iremos lidar com algebras nao necessariamente unitarias.

Observagao 1.2.2 Observe que se f = f(x1,...,2,) € K(X) — Ko(X) (ou seja, se f
tem termo constante nao nulo) a avaliagao f(ay, as, ...a,), para ay, as, ..., a, € A, s6 faz

sentido se A for unitaria.

Exemplo 1.2.3 Considere a algebra polinomial K[z]. Temos que K|x] é unitéaria e
gerada pelo conjunto X = {x}. Sendo A uma algebra unitaria e a € A, considere a

aplicagao h : X — A tal que h(z) = a. Considere agora o homomorfismo

0o : Klz] — A
fl@) — waf(x)) = fla)
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Como ¢,.(x) = a, temos que p,|x = h. E de facil verificacio que ¢, é o tnico ho-
momorfismo de algebras de K[z] em A estendendo h, e portanto K[z| é uma algebra

livremente gerada por {x}.

A defini¢ao a seguir é de extrema importancia para nosso trabalho, pois é o ponto

de partida em qualquer estudo na area de PI-algebras.

Defini¢ao 1.2.4 Sejam A uma dlgebra e f(xq, s, ...,x,) € Ko(X). Diremos que f (ou
a expressao [ = 0) é identidade polinomial de A se f(ay, as, ..., a,) = 0 para quaisquer
ai, as, ...,a, € A. Se A possuir uma identidade polinomial nao nula, diremos que A é

uma Pl-algebra.

Nao é dificil ver que um polinémio f € Ky(X) é identidade polinomial de A se,
e somente se, f pertence aos nicleos de todos os homomorfismos de Ky(X) em A.

Deixaremos os detalhes da verificagao para o leitor.

Observagao 1.2.5 E interessante observar que se A ¢ unitaria e f(71, ..., z,) € K(X)

¢ identidade polinomial de A (a definigao é a mesma que a Defini¢ao 1.2.4), entao

f(x1, s zn) = AL+ f'(21, .0 )

com A € K e fl(x1,....2,) € Ko(X), e 0 = f(0,...,0) = A4 + f/(0,...,0). Como
f(0,...,0) =0, temos A =0 e dai f(xy,...,2,) € Ko(X).

Exemplo 1.2.6 Se A € uma dlgebra nilpotente de indice n, entao A € uma Pl-dlgebra,

pois f(x1, X, ..., Tpy1) = T12T2...Tp41 € identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.7 Seja E a algebra de Grassmann apresentada no Exemplo 1.1.8. Temos
que E = Ey @ Ey, com Z(E) = Ey. Note que [E,E|] C Ej, e assim E satisfaz a

identidade polinomial f(z1,zq, x3) = [x1, T2, 3] = [[71, 2], 23] = 0.

b
¢ la,be Kb de M,(K).
0 0

b b b
Sejam @ , 2 b2 , 4 € M. Note que, como
0 0 0 0 0 0

ar by as by ] as bs B 0 a1by — ashy as bs
o 0)'\o o o o) \o 0 Lo o
) 0
0

segue que o polinémio f(xq,xs, x3) = [21, x2]zs ¢ identidade polinomial de M.

Exemplo 1.2.8 Considere a subélgebra M = {(
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Definicao 1.2.9 Considere os sequintes polinémios

Uy, = Up(T1, T, .y Ty) = E To(1)To(2)--Lo(n) e
O'ESn

Sp = sn($1,$2, ,xn) = Z (—1)J$U(1)$0(2)...$0(n).
UESTL

Dizemos que u, € o polindbmio unitario de grau n e que s, € o polindomio standard de

grau n.

Exemplo 1.2.10 Considere a algebra das matrizes M,,(K) (ver Exemplo 1.1.3). O
polinomio standard de grau 2n, s, (21, T2, ..., Ta, ), € identidade polinomial para M, (K).
Esse resultado é conhecido como Teorema de Amitsur-Levitzki e foi demonstrado

primeiramente em [2], em 1950. Posteriormente, outras demonstragoes foram dadas
(veja [21], [33], [28] e [32]).

Definicao 1.2.11 Sejam y1,ys, ..., ys varidveis fivas. Definimos

Y1 Ys
Sp(T1y ooy Tk V Thg1y ooy Ty V Tpg 1y ooy Tpy)

como sendo o polinomio Y (=1)7Ty0)- - Lo()Y1Zo(k1)---Lo@l)YsTo(it1)---Lo(n) -
O’GSn

Lema 1.2.12 Sejam s,(x1, %2, ...,2,) 0 polindmio standard e ay,as, ..., a, elementos

de uma dlgebra tais que a; comuta com as,as, ..., a,. Entao

0, sen € par
sn(ay, ag, ..., a,) = o .
Sp—1(ag, ...,a,) - a1, sen € impar

Demonstrag¢ao. Seguindo a notacao da Definicao 1.2.11, note que

aj
spay, a9, ...ya,) = ay- (sp—1(ag,...,an)) — Sn_1(as V as, ..., a,) + ...
. a
+(—1)lsn,1(a2, vy Qj—q \} Qg ..., (Zn) + ...

+(—=1)"sp—1(ag, ..., an-1 v an) + (=1)"*s, 1(ag, ...,a,) - a;.

Se a; comuta com ao,as, ..., a,, entao cada termo da soma acima serd igual a
Sn—1(az, ..., a,) - aj, a menos do sinal. Assim, para n par, temos que todos os termos se

cancelam dois a dois e, para n impar, resta somente um dos termos. [ |

Defini¢ao 1.2.13 Seja I um ideal de Ko(X). Dizemos que I é um T-ideal de Ky(X)
se I é invariante por todos os endomorfismos de Ko(X), ou seja, se (1) C I para
todo ¥ € End Ko(X).
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Proposicao 1.2.14 Seja I um ideal de Ko(X). Entao I é um T-ideal de Ko(X) se,
e somente se, f(g1,...,gn) € I para quaisquer f(xq,...,x,) € I € g1, ..., gn € Ko(X).

Demonstra¢ao. Suponha que I é um T-ideal de Ko(X). Sejam f(z1,z9,...,x,) € I
€ g1, 92, -, gn € Ko(X). Tome ¢ : Ko(X) — K¢(X) o homomorfismo de algebras
tal que ¢(z;) = g;, para i = 1,2,...,n, e p(z;) = x;, para todo j > n. Como I é
p-invariante, temos que f(g1,...,9n) = f (@(x1), ..., p(xn)) = 0 (f(x1, ..., 2,)) € 1.
Reciprocamente, sejam I um ideal de Ky(X) com a propriedade apresentada no
enunciado e ¥ um endomorfismo de Ko(X). Se f(x1,...,z,) € I, entdao ¢ (f(x1,...,x,)) =
f(W(xy), ..., ¥(x,)) = f(g1,..-,9n) € I. Logo, I & y-invariante, e portanto I é um T-
ideal de Ky(X). |

Proposicao 1.2.15 Seja A uma dlgebra e denote por T(A) o conjunto de todas as
identidades polinomiais de A. Entao T(A) é um T-ideal de Ko(X). Por outro lado, se
I € um T-ideal de Ko(X), entao T(B) = I para alguma dlgebra B.

Demonstragao. Sejam f(xy,...,x,) € T(A) e » um endomorfismo de Ky(X). Con-
sidere g(z1,...,xm) = ¥(f) e suponha que g(xy,...,x,) ¢ T(A). Assim, deve existir
um homomorfismo h : Ky(X) — A tal que h(g) # 0. Tomando o homomorfismo
ho : Ko(X) — A, teremos que (ho¥)(f) = h(¢(f)) = h(g) # 0, uma contradi¢ao
ao fato de f € T(A). Portanto, T(A) é um T-ideal de Ko(X).

Agora, seja [ um T-ideal de K((X). Tome B = Ko(X)/I e f(x1,....,x,) € T(B).
Segue que f(zy,...,2,) = f(T1,...,Tn) = 0, e dai f € I, donde T(B) C I. Por outro
lado, sejam g(x1,...,2,,) € I e by, ...,b,, € B. Como I ¢ um T-ideal, g(by, ...,b,,) € I, e
assim ¢ (b_l, ,ﬂ) = m = 0. Segue que g € T(B) e assim I C T(B), o que

conclui a demonstragao. [

De posse desse resultado, diremos que o conjunto T'(A) de todas as identidades
polinomiais de A é o T-ideal de identidades de A. Além disso, todo T-ideal de Ky (X)
¢ um T-ideal de identidades.

Citando algumas propriedades de T-ideais, temos que a soma, o produto e a

intersegao de uma familia de T-ideais de Ky(X) é também um T-ideal.
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Defini¢ao 1.2.16 Seja Q C Ko(X). Chamaremos de T-ideal de Ky(X) gerado por
Q o T-ideal obtido pela intersegao de todos os T-ideais de Ko(X) que contém Q, e o

denotaremos por (Q)T.

Nas condi¢oes da defini¢ao anterior e fazendo I = (Q)T, chamamos Q de conjunto
gerador do T-ideal I, e, sendo A uma algebra tal que T'(A) = I, @ também ¢é chamado
de base das identidades de A. Em 1987, A. Kemer (veja [19]) provou que se A é uma
algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero, entdo T'(A) é finitamente
gerado (ou possui base finita). Como trabalharemos sempre com essas hipoteses, ao

considerarmos () como um conjunto gerador de um T-ideal I, tal conjunto seré finito.

Observagao 1.2.17 As defini¢coes de T-ideal e T-ideal gerado por um conjunto em
K (X) sao analogas as apresentadas para Ky(X), assim como as propriedades ja citadas.

Observe também que se A possui unidade, T(A) é um T-ideal em K(X).

Uma grande motivacao dos estudos em Pl-teoria é encontrar os polinémios que
geram as identidades de uma algebra. A seguir, exemplos de descri¢oes de alguns

T-ideais de identidades.

Exemplo 1.2.18 Se A é uma algebra comutativa e unitaria sobre um corpo K infinito,
entdao T(A) = ([z1, z2])7.

Exemplo 1.2.19 Considere a &algebra exterior E sobre um corpo infinito de carac-
teristica diferente de 2. Entao T(E) = {[zy, 2, z3])T (vide [22] e [10]).

Exemplo 1.2.20 Razmyslov [27]| obteve em 1973 um conjunto gerador com 9 identi-
dades para T'(Ms(K)), com char K = 0. Posteriormente, em [7] Drensky melhorou o
resultado de Razmyslov mostrando que T'(My(K)) = (s4(x1, T2, T3, 74), [[21, 12]%, 23]) 7T
Uma generalizacao do resultado de Drensky para K infinito de caracteristica diferente
de 2 e 3 foi obtida por Koshlukov [20] em 2001. Para char K = 3, foi provado em [5] que
¢ necessario mais uma identidade para gerar T'(My(K)). Para o caso de char K = 2,

o problema ainda estd em aberto.

1.3 Polinémios multi-homogéneos e multilineares

Nesta se¢ao apresentaremos os conceitos de polinomios multi-homogéneos e mul-
tilineares, assim como alguns resultados a respeito de tais polindémios que serao impor-

tantes para o desenvolvimento do nosso trabalho.



23

Nesta segao, denotaremos por X = {1, xa, ..., Ty, ...} um conjunto enumeravel de

variaveis.
Definicao 1.3.1 Sejam m € K(X) um monémio e f € K(X) um polinomio.

(i) Dizemos que o nimero de vezes que x; aparece no monémio m € o grau de m em

T;, € o denotamos por deg, m.

(11) O polinémio f € dito homogéneo em x; se o grau de z; em todos os monémios
de f € 0o mesmo. Se f é homogéneo em todas as suas varidveis, dizemos que f é

multi-homogéneo.
(iii) O mondémio m € dito linear em x; se deg, m = 1.

(iv) Chamamos o polinomio f(x1,xa, ..., T,) de linear em x; se todos os seus mondémios
sao lineares em x;. Se f(x1,xs,...,x,) € multi-homogéneo e linear em todas as

suas n varidveis, diremos que f(x1,xs, ..., x,) € multilinear (de grau n).

Exemplo 1.3.2 Os polinémios [x1, Zso|, Uy, S, sdo multilineares. Porém, o polindémio
r1 + xoxy ndo o é, pois ndo é multi-homogéneo. Note que f(z1,x9,...,x,) € K(X) &

multilinear se, e somente se,

f(ajla Za, ..., xn) = Z ona(l)xU(Q)'”xU(n%

O’GSn

onde )\, € K.

Fixadas as variaveis x, xs, ..., ¥, denotaremos por P, o subespaco vetorial de
K(X) de todos os polinémios multilineares nas variaveis zi, xs, ..., z,. Observe que

dim P, = n!. Agora, considere a transformacao linear

T : KS, — P,

o T(0) =Zs1)-To(n)

Note que T' é um isomorfismo de espagos vetoriais, e assim temos uma correspondéncia
biunivoca entre K S, e P,. Note que as imagens dos elementos u,, ¢ s,, de K.S,, (Exemplo
1.1.16) pela T sao, respectivamente, o polinémio unitério e o polindémio standard de
grau n. Diante desse isomorfismo, a partir de agora podemos tratar elementos de K.S,,

como polinémios em P, e vice-versa.

Proposicao 1.3.3 Sejam A uma dlgebra, 5 = {b; | i € A} uma base de A e f um
polinémio multilinear de grau m. Entao f(xq1,x9,...,2,) € T(A) se, e somente se,

f(biy, biy, ..y b)) = 0 para quaisquer by, by,, ..., b;, € B.
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Demonstra¢ao. Sendo f(xy,...,x,) € P,, note que f induz uma aplica¢do n-linear de

A" em A, e assim o resultado segue como uma generalizagao da Observagao 1.1.9. B

Exemplo 1.3.4 Considere a subélgebra da algebra exterior E' com base {ej, ez, e1€s}.
Note que sy(z1, x2) ndo é identidade polinomial para essa subalgebra, pois ss(eq,e3) =
2e1e9. Agora, note que Sa(xy @ To) = T1yre — Taywy € identidade polinomial para
essa subélgebra, pois sy(x; v x9) é multilinear de grau 3 e o produto de quaisquer 3

elementos de {ey, €2, e1€2} & igual a zero.

Teorema 1.3.5 Se f(x1, 22, ..., z,) € uma identidade polinomial (nao nula) de uma dl-
gebra A, entao existe g(x1, xa, ..., tq) multilinear com d < n que € identidade polinomial
de A. Em outras palavras, se A é uma Pl-dlgebra, entao A satisfaz uma identidade

multilinear.

Demonstragao. Ver [14], Teorema 1.3.7, pagina 7. |

Teorema 1.3.6 Sejam K um corpo infinito e I um T-ideal de K(X). FEntdao I €

gerado pelos seus polindmios multi-homogéneos.

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 1.3.2 em [14], pagina 6. [

Teorema 1.3.7 Se I é um T-ideal de K(X), entao I é gerado pelos seus polindémios

multilineares.

Demonstragao. Ver [14], Corolario 1.3.9, pagina 9. |

Teorema 1.3.8 Sejam I um T-ideal de Ko(X), com char K =0 e Q um conjunto de

geradores multilineares de I. Entao o conjunto

{a- f(My,...M,)-b| fe€Q, a,b, My, ..., M, monémios, a,b € K(X), M; € Ko(X)}
gera I como espago vetorial.

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos chamar de ); o conjunto dado no enunciado.

Nao é dificil ver que o subespaco J gerado por )1 é um T-ideal e contém (). Logo,

I ={(Q)T C J. Por outro lado, Q; C (Q)T e assim J C (Q)T = 1. -
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Exemplo 1.3.9 Seja M a algebra vista no Exemplo 1.2.8. Agora, considere o polindémio

10 0 1
f(z1,22) = Mx129 + Aoxox;. Tomando A = < 00 ) e B= 00 ), teremos

f(A,B) = \MAB+ \BA = X\B #0,
para \; # 0 e
f(B,A) = \MBA+ MAB = X\B #0,

para Ay # 0. Segue que M nao possui nenhuma identidade multilinear de grau 2.
Conforme visto no Exemplo 1.2.8, g(x1, 22, x3) = |21, 22]x3 = 212223 — X2x123 é uma

identidade multilinear de grau 3 de M.

Sendo I um T-ideal de Ko(X), claramente (INP,)" C I para todon € N. Apesar
da inclusao contréaria nao ser valida em geral, ¢ facil ver que I e (I N P,)” possuem
os mesmos polindomios multilineares de grau n. Como consequéncia da proposicao a
seguir, teremos que se [ é gerado por polindbmios multilineares de grau no maximo d,
entdo, paran > d, I e (IN P,)T possuirao os mesmos polinémios multilineares de grau

maior ou igual a n.

Proposicao 1.3.10 Seja I um T-ideal gerado por um conjunto de polinémios multili-

neares com grau. no mdximo d. Entao, paran > d, vale

INPi={UNP) NP,y

Demonstragao. E imediato que <IﬂPn)TﬂPn+1 C INP,,;. Pelo Teorema 1.3.8, segue
que um polinémio em /N P, ¢ uma combinacao linear de polinémios multilineares do
tipo a- f(My, My, ..., M,.)-b, onde r < d, f(x1, 2, ..., z,) € um dos polindmios que geram
Iea,b, M,..., M, sao monémios. Assim, basta-nos mostrar que a- f(My, Ms, ..., M,)-b
estdi em (IN P, NP,y Se a # 1, podemos supor a = ,,1a’, pois T-ideais sao
invariantes por permutagoes de variaveis. Entao a' - f(My, Ms,...,M,) -b € I N P,
e assim, x,1a - f(My, My, ..., M,)-b € (IN P)' N P,,;. Analogamente, teremos
o resultado para b # 1. Agora, suponha que a = b = 1. Por f(M,...,M,) ser
multilinear de grau n +1 > d > r, temos que pelo menos um dos monoémios M; tem
grau maior que 1. Suponha, sem perda de generalidade, que M; = M{z,.;. Entdo

f(M!,..,M,) € INP, e,assim, f(M{xy41,...M,) € {INP) NP,,,. [
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1.4 Mobdulos e representagoes de grupos

A menos que haja mencao contraria, todas as algebras e espacos vetoriais con-
siderados nesta seg¢ao serao sobre um corpo K.

Definicao 1.4.1 Sejam A uma dlgebra unitdria e M um espago vetorial. Considere o

sequinte produto
AxXM — M

(a,m) +—— a-m

satisfazendo as condicdes:

(1) (a1 +az) - m = (ar-m) + (az - m)
(ii) a- (my+ms) = (a-m)+ (a-my)
(ii) (\a)-m = a - (Am) = AMa - m)

(iv) ai - (ag-m) = (ajaz) -m

(0) 14-m=m

para quaisquer a,ai,as € A, m,my,mg € M e X\ € K. Dizemos que M, munido desse

produto, € um A-moédulo (ou modulo sobre A).

Observe que, pelos itens (i), (ii) e (iii) da definigao anterior, temos que o produto

“won

é uma aplicacao bilinear. De agora em diante, vamos considerar todos os modulos

como sendo de dimensao finita (como espagos vetoriais).

Exemplo 1.4.2 Seja A uma algebra unitaria. Pelo que acabamos de observar, A é
um A-modulo, cujo produto é a sua multiplicacao. Isso s6 é valido porque estamos
trabalhando com algebras associativas, pois se A nao for associativa, ndao teremos o
item (iv) da Definigao 1.4.1 satisfeito.

Exemplo 1.4.3 Na definicao de modulo, M é um K-espaco vetorial. Mas se em
particular A for um corpo (uma extensao de K), entdo M sera também um A-espago

vetorial.

Exemplo 1.4.4 Sejam G um grupo, V um espago vetorial e ¢ : G — GL(V) um

homomorfismo de grupos, onde ¢(g) = ¢,. Considere o seguinte produto

KGxV — V
((deG Agg) ’U) — <dec /\99> V=30 ca Agpe(v)

Note que V', munido desse produto, ¢ um KG-moédulo (ou simplesmente, G-modulo),
onde as cinco condigoes seguem da hipotese de que ¢ é um homomorfismo de grupos.

Deixaremos os detalhes a cargo do leitor.
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Definicao 1.4.5 Sejam A uma dlgebra e M um A-modulo. Definimos um submoédulo
(ou A-submodulo) N de M como sendo um subespago vetorial N de M tal que a-n € N
para quaisquer a € A en € N. Se os unicos submddulos de M sao {0} e M, entdo
M ¢ dito irredutivel (ou simples). Dizemos que um submddulo N de M ¢é minimal se
nao existe submddulo Ny de M satisfazendo 0 # Ni C N (ou seja, se N, visto como

mddulo, é irredutivel).

Exemplo 1.4.6 Seja A uma algebra. Considerando A como A-moédulo, segue direta-
mente da definicao que os submoédulos de A sao exatamente os ideais & esquerda da

algebra A.

Exemplo 1.4.7 Sejam M um modulo sobre uma algebra A e m € M. Note que o

conjunto A-m = {a-m | a € A} é um submoédulo de M.

Exemplo 1.4.8 Considere a algebra de grupo KS,,, o subespago vetorial P, de K(X)

dos polindmios multilineares de grau n e o seguinte produto bilinear

KS,x P, — P,
(aaf) — Oé'f

n

satisfazendo o - (@;,...%5,) = Zs(iy)---To(i,), PATa quaisquer o € S, e x;,...z;, mondmio
multilinear em P,. Munido desse produto, P, é um K.S,-modulo (ou simplesmente um
Sp-modulo). Além disso, note que o - f(21, T2, ..., 2n) = f(To(1), To(2), --r Ta(m)), € COM
isso P, NT(A) é um submodulo de P,.

A seguir, enunciaremos algumas propriedades basicas de A-moédulos.

Observacao 1.4.9 Seja M um A-moddulo.

(a) Se N é um submoédulo de M, o espago quociente M /N é um A-mddulo, munido
do produto definido por a-m = a-m, para a € A e m € M. Chamamos M/N de
modulo quociente de M por N.

(b) A soma e a intersegdo de uma familia de submo6dulos de M é também um submo-
dulo de M.

Definigao 1.4.10 Sejam My e My mddulos sobre uma dlgebra A. Definimos um ho-
momorfismo de A-moédulos como sendo uma transformacao linear ¢ : My — My tal
que p(a-m) = a-p(m) para quaisquer a € A e m € My. Se ¢ € bijetivo, dizemos que

© € um isomorfismo de A-moédulos.
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Exemplo 1.4.11 Sejam M um A-mddulo e v € K. Considere a sequinte transfor-

macao linear
Ydy: M — M
m = yldy(m) =ym

Tomando a € A e m € M arbitrarios, teremos yIdy(a-m) = ~v(a-m) = a - (ym) =

a- (YIdp(m)), e assim yIdys € um homomorfismo de A-mddulos.

Seja M um modulo sobre uma algebra A. Definimos um endomorfismo do A-
mddulo M como sendo um homomorfismo (de A-modulos) de M em M e denotaremos
o conjunto de todos os endomorfismos do A-médulo M por Ends(M). Nas condigoes

do exemplo anterior, vIdy, € Enda(M).

Exemplo 1.4.12 Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e £(V') a algebra
das transformagoes lineares de V em V (ver Exemplo 1.1.4). Definindo o produto
2 L(V)xV — V tal que T - v = T(v) para quaisquer T € L(V) e v € V, temos
que V é um modulo sobre L£(V). Observe agora que se f ¢ um endomorfismo do
L(V)-modulo V', temos

f(TW) = f(T-v)=T- f(v) =T(f(v))

para quaisquer 7' € L(V) e v € V, e assim f é um multiplo escalar da transformagao
identidade. Portanto, Endy (V) = {Ndy | A € K}.

Vimos na se¢ao 1.3 que
T : KS, — P,
g — T(O’) = Zg(1)---To(n)

é um isomorfismo de espagos vetoriais. Mais ainda, T, nas condic¢Oes ja apresentadas
anteriormente, ¢ um homomorfismo de S,,-moédulos. Sendo assim, KS,, e P, sao S,-

modulos isomorfos. Com isso, podemos reescrever o Corolario 1.1.18 como

Corolario 1.4.13 Seja v = [2123...0p_1, ). Entdo u,(xq,...,x,) ¢ KSyv e, sen for

impar, entao s, (1, ...,x,) ¢ KSyv.

Proposigao 1.4.14 Sejam M um A-mddulo de dimensao finita e My, Msy, ..., My,
N1, No, ..., Ny, J submodulos minimais de M. Entao:

(a) Se J C Ny + Ny+ ... + Ny, entio J ~ N; (como A-mddulos) para algum j =

1,2,...,m.
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(b) Se N1, Na, ..., Ny sdo 2 a 2 nao isomorfos (como A-mddulos), entio a soma
Ny + Ny + ...+ N, € direta.

(c) Se M =M &My P ...EM, =N &Ny ...H N,,, entio k =m e M; e N; sao

isomorfos para todo i = 1,2, ...,k (reodernando os N;’s, se necessdrio).

Demonstragao. (a) Se existe algum N;, digamos Ny, tal que Ny N (Ny+ ... + N,,) # 0,
entdo, pela minimalidade de Ny, devemos ter Ny C (N3 + ... + N,,,), e dai

Ni+No+ ...+ Ny =No+ ... + Ny,

Com isso, podemos supor que a soma é direta.
Agora, seja n € J. Entao, existem tinicos ny, ng, ..., n,, tais que n =nq + ... + n,,
en; € N;j, com 1 <7 <m. Considere, para cada j = 1,2,...,m, o homomorfismo de

A-médulos
QOj J — Nj

n — @;(n) =n; '

Como J # {0}, deve existir algum j € {1,2,...,m} tal que ¢; é ndo nulo. Segue da
minimalidade de J e N; que ker ¢; = {0} e Im ¢; = N;. Logo, ¢; é um isomorfismo
de A-modulos.

(b) Suponha que a soma nao é direta. Assim, algum dos V;’s, digamos Ny, esté contido
na soma dos demais, ou seja, sem perda de generalidade, temos que Ny C No+...+ N,,.
Segue do item (a) que N; é isomorfo a algum dos N;’s restantes, uma contradicao.
(¢) Este resultado é conhecido como Teorema de Krull-Schmidt. Uma demonstracao

pode ser encontrada em [16], Se¢ao 3.4, pagina 115. |

Vamos introduzir agora conceitos e resultados bésicos sobre representagoes linea-

res de grupos. A partir de agora, G denotara sempre um grupo finito.

Definicao 1.4.15 Definimos uma representacao linear de G em um espaco vetorial V

como sendo um homomorfismo de grupos
¢ : G — GL(V)
g — w9 =,

Definimos o grau da representac¢ao linear @ como sendo a dimensao do espaco vetorial

V.
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Se dim V =mn, com n € N, temos que os grupos GL(V') e GL,(K) sao isomorfos,
e assim, uma representacao linear de G em V pode ser vista como um homomorfismo
¢ : G — GL,(K). Em particular, quando n = 1, podemos considerar como um
homomorfismo ¢ : G — K*, onde K* = K — {0} é o grupo multiplicativo do corpo
K.

Exemplo 1.4.16 Seja V um espacgo vetorial tomado arbitrariamente. Chamamos de

representacao trivial o homomorfismo

v : G — GL(V)
g — wlg)=1Idy

Exemplo 1.4.17 Sejam ¢ : G — GL(V) uma representacao linear de G em V e H
um subgrupo de G. Note que a restrigdo ¢|, : H — GL(V) é uma representacao

linear de H em V. Além disso, ¢|; e ¢ possuem o mesmo grau.

Definigao 1.4.18 Seja ¢ : G — GL(V') uma representagao linear. Um subespago W
de V € dito p-invariante se ¢ (W) C W para todo g € G. Se existe um subespago W
nao trivial ({Oy} # W # V) de V' que é p-invariante, chamamos ¢ de redutivel. Se

nao existe W nessas condigoes, chamamos ¢ de irredutivel.

Observe que os subespacos triviais de V', {0y} e V, sdo p-invariantes. Assim, ¢
¢ irredutivel se, e somente se, os inicos subespagos ¢-invariantes sao os triviais. Note
que toda representacao de grau 1 ¢ irredutivel.

Se W é um subespago g-invariante de V e g € G, temos que ¢ (W) C W. Dai

podemos definir

Oglyy + W — W
w o py(w)
De o' (W) € W segue que p4(@, " (W)) C @y(W), e assim W C ¢y (W). Disso
concluimos que pg(W) = W e dai, ¢4|,, € GL(W). De posse disso, estamos aptos
para a definicao abaixo.
Definigao 1.4.19 Sejam V um espago vetorial, p : G — GL(V) uma representa¢ao

linear e W um subespaco p-invariante de V. Definimos a restricao de ¢ a W como

sendo a representacao linear
ow @ G — GL(W)
g QDW(Q) = 909|W ,

que também é chamada de sub-representacao pyy .
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Defini¢ao 1.4.20 Sejam V' um espago vetorial e ¢ : G — GL(V') uma representagdao
linear. Se existem Wi, Wy, ..., W,, subespacos vetoriais p-invariantes de V tais que
V=W aeWyd..dW, earestricao de p a W; € irredutivel, para todo i =1,2,...,n,

entao dizemos que ¢ é completamente redutivel (ou semi-simples ).

Exemplo 1.4.21 Observe que toda representacao irredutivel ¢ completamente re-

dutivel.

Teorema 1.4.22 (Maschke) Suponha que a caracteristica de K nao divide |G|, que
¢ : G — GL(V) € uma representa¢ao linear de grau finito e que W € um subespago
w-invariante de V. Entao V. =W @& Wy, onde Wy € um subespaco @-invariante de V.

Consequentemente, @ é completamente redutivel.

Demonstragao. Ver [16], Se¢ao 5.2, pagina 253. |

Definigao 1.4.23 Sejam V e W espagos vetoriais e ¢ : G — GL(V) e : G —
GL(W) representagdes lineares. Se existe T : V. — W isomorfismo de espagos ve-
toriats tal que Y, T = T, para todo g € G, entao ¢ e 1 sao ditas representagoes
equivalentes.

Exemplo 1.4.24 Sejam ¢ : G — GL(V) ey : G — GL(W) representagoes lineares
equivalentes. Entao ¢ ¢é irredutivel se, e somente se, 1 é irredutivel. De fato, tome
T :V — W isomorfismo de espagos vetoriais tal que ¥, = T'¢, T para todo g € G.
Suponha que 1 é irredutivel e, por contradi¢ao, que V; é um subespago nao trivial de
V' ¢-invariante. Considere agora o subespago nao trivial Wy = T'(V}) de W. Assim,
teremos 1, (W1) = (T, T~ (W1) = (Tp,) (Vi) C T (V1) = W para todo g € G e daf,

W1 é 1-invariante, uma contradi¢ao. Portanto, ¢ é irredutivel. A reciproca é analoga.

Exemplo 1.4.25 Considere as seguintes representacoes de grau 1 do grupo S,

v S, — K*¥ e S, — K*

o — plo)=1 °© o s (o) = (1)
chamadas de representacao trivial e representacao sinal, respectivamente. Se a carac-
teristica de K ¢é diferente de dois, ¢ e € nao sao equivalentes.

Agora seja ¥ : S,, — K* uma representagao de grau 1 de S,. Temos que
Sn/ker 1 & abeliano, pois é isomorfo a I'm 1» C K* (Teorema Fundamental dos Ho-
momorfismos). Assim, segue da teoria de grupos que ker ¢ 2 S/ = A,. Com isso,
Y(p) =1 para toda pu € A,.

Fixemos agora og € S, — A,, arbitraria. Teremos S,, = A,UoA,,, S,— A, = 004,
eod € A, eassim (07) = (¢¥(09))? = 1, donde 1(0y) = £1. Logo, se ¥(0y) = 1, entao
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ker ) = S, e dai ¢ coincide com a representagao trivial. Por outro lado, se 1(og) = —1,
supondo ¢ € S,, — A, entdo 0 = oo para alguma p € A, donde ¥ (o) = —1, e assim
1 coincide com a representacao sinal. Logo, as representagoes trivial e sinal sao as

tnicas de grau 1 do grupo S,,.

Seja V' um KG-modulo. Para cada g € G, defina

g V. — V
v @uv)=g-v '
Observe que, para quaisquer gi,g2 € G, teremos g4, = ©q, © @4, Denotando o
elemento neutro de G' por “1”7, note que ¢; = Idy, e assim ¢, 0@ -1 = @ -10p, = Idy,

logo, ¢, € GL(V). Concluimos que a aplicagao

e : G — GL(V)
g — »lg) =

é uma representacao linear de G em V. Agora, seja W um submodulo de V. Como
g-w € W, temos que p4(w) € W para quaisquer g € G e w € W. Com isso, temos
que W é um subespaco ¢-invariante de V.

Por outro lado, considere V o KG-modulo obtido através da representacao linear
¢ como visto no Exemplo 1.4.4. Veja que se W é um subespaco y-invariante de V/,
teremos que ¢,(w) = ¢g-w € W para quaisquer g € G e w € W. Como G é um
conjunto gerador da algebra K G (como espago vetorial), tomando o € K G arbitrario,
segue que « - w € W, e assim W é um submoédulo de KG.

Diante disso, as estruturas de K G-moédulos em V' e as representacoes lineares de

G em V estao em correspondéncia biunivoca.

Agora iremos apresentar alguns resultados envolvendo representagoes lineares e

KG-moédulos.

Proposicao 1.4.26 Sejam V e W KG-mddulos e p e 1, respectivamente, as repre-
sentagoes lineares de G correspondentes. Entao ¢ e i sao equivalentes se, e somente
se, Ve W sao KG-mddulos isomorfos. Além disso, @ € irredutivel se, e somente se,

V é um KG-modulo irredutivel.

Demonstracao. Segue do que vimos acima que os submodulos do KG-moédulo V' sao

exatamente os subespagos p-invariantes de V. Logo, temos a segunda afirmagao.
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Agora, suponha que ¢ e 1) sdo representacoes equivalentes. FEntao existe um
isomorfismo de espacos vetoriais 7' : V. — W tal que 9,1 = T'p, para todo g € G.

Tomando g € G e v € V arbitrarios, teremos

T(g-v) =T(pg(v)) = 1g(T(v)) = g - T(v).

Como G é uma base (como espago vetorial) de KG e T ¢ linear, temos, para quaisquer
ace KGeveV,queT(a-v)=a-T(v), eassim T é um isomorfismo de K G-modulos.
Reciprocamente, considere T : V' — W um isomorfismo de K G-médulos. Para

g € G e v €V arbitrarios, note que

(Vg T)(v) = g(T(v)) = g - T(v) = T(g-v) = T(pg(v)) = (Tpy)(v)-

Logo, ¢,T" = T'p, para todo g € G, e assim ¢ e 1) sao representacoes equivalentes. W

De posse desse resultado, podemos interpretar o Teorema de Maschke (1.4.22)

em termos de K G-modulos. E o que apresentaremos a seguir.

Teorema 1.4.27 (Maschke) Seja V' um KG-mddulo de dimensao finita. Suponha
que a caracteristica de K nao divide |G| e que W é um submddulo de V. Entao eziste
Wi submodulo de V' tal que V =W & W;.

Segue do Teorema de Maschke que se char K nao divide |G| e M ¢é um KG-
modulo de dimensao finita, entao existem Ny, Ns, ..., N, subm6dulos minimais de M
tais que M = Ny & Ny @ ... & N,,. Segue da Proposicao 1.4.14 que esta decomposicao

¢ Gnica a menos de isomorfismo e da ordem em que os termos aparecem.

Exemplo 1.4.28 Para cada g € G, considere p, : KG — KG tal que p,(o) = ga.

A representacao linear definida por

p : G — GLKG)
g — p(9) = pg

¢é chamada de representacao reqular & esquerda de G sobre K. Observe que p € injetora
e corresponde a KG visto como um modulo sobre si mesmo. Pelo que foi visto no
Exemplo 1.4.6, temos que os subespagos p-invariantes de KG sao exatamente seus
ideais a esquerda. Supondo agora que char K nao divide |G|, segue do Teorema de
Maschke (1.4.27) que se W é um ideal a esquerda de KG, entao KG = W @& Wy, onde
Wi é um ideal & esquerda de KG.
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Como os ideais minimais a esquerda de K G correspondem as sub-representacoes
irredutiveis de p, segue novamente do Teorema de Maschke que K'G pode ser escrito
como uma soma direta finita de ideais minimais & esquerda.

Considere agora o grupo S, e o S,,-médulo P, conforme vimos no Exemplo 1.4.8.

Como K S, e P, sao S,-modulos isomorfos, segue que a representacao

v o S, — GL(F,)
o — (o) =1,

onde ¢, : P, — P, é definida por ¢,(f) = o - f, € uma representagao equivalente
a representacao regular a esquerda de S, sobre K. Ademais, se a caracteristica de K
nao divide a ordem de G, segue que P, pode ser escrito como soma direta de uma

quantidade finita de submoédulos minimais.

Para os proximos resultados, suponha que char K nao divide |G|.

Proposigao 1.4.29 Todo KG-mddulo irredutivel é isomorfo a um ideal minimal a es-
querda de KG. Em termos de representacoes lineares, toda representagao linear irre-

dutivel de G € equivalente a uma sub-representacao da representacao reqular a esquerda
de G.

Demonstragao. Veja 6], Teorema 25.10, pagina 166. |

Segue das Proposicoes 1.4.29 e 1.4.14 que o ntimero de representacoes irredutiveis
de G sobre K ¢é finito, a menos de equivaléncia. E possivel mostrar (veja [16], Secdo

5.3, pagina 261) que este nimero é menor ou igual ao nimero de classes de conjugagao

de G.

Proposicao 1.4.30 Sejam n o nimero de representagoes irredutiveis (a menos de
equivaléncia) de G sobre K e Iy, Io, ... , I, ideais minimais a esquerda de KG dois a
dois nao isomorfos (como KG-mddulos). Para cadai =1,...,n, considere {1;; | j € A;}
como sendo a familia de ideais minimais a esquerda de KG isomorfos a I;. Entao
Ji= > I;; € um ideal bilateral minimal de KG, para cadai=1,...,n, e KG pode ser
decori;;:)lsto como

KG=h®J® .. J,.

Demonstragao. Veja 6], Teorema 25.15, pagina 168. |
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Definigao 1.4.31 Seja ¢ : G — GL(V') uma representa¢ao linear de grau finito. A
aplicagao
X : G — K
g — Xel9) =tr ¢

chamada de caracter de ¢. Se ¢ for uma representacao irredutivel, diremos que x,

SN

um caracter irredutivel de G.

SN

A definigao de caracter para uma representacao da forma ¢ : G — GL,(K)
¢ feita de maneira analoga, onde x,(g) é o traco da matriz ¢,. Denotando por 1 o

elemento neutro de G, temos que x,(1) = tr Idy = dim V.

Exemplo 1.4.32 Seja ¢ : G — K* uma representagao linear (de grau 1). Entéo
Xo(9) = ¢(g) para todo g € G.

Do fato de matrizes semelhantes terem o mesmo trago, segue que representacoes
equivalentes tém o mesmo caracter. Segue também deste fato que se ¢ : G — GL(V)
¢ uma representacao de grau finito e g, 9, € G sdo conjugados (g = x 'gox com
z € G), entdo x,(g1) = X, (92)-

Teorema 1.4.33 Seja K um corpo de caracteristica zero. Se ¢ e sao representacgoes

lineares de G' que tém o mesmo caracter, entao ¢ e ) sio equivalentes.

Demonstragao. Veja [|31], 8.3.7, pagina 230. [ |

Definicao 1.4.34 Definimos o caracter de um K G-modulo M como sendo o caracter

da representacao associada a esse modulo e o denotaremos por X -

Para finalizar a secao, falaremos rapidamente sobre soma direta de representacoes
lineares e seu caracter.

Sejam ¢ : G — GL(V}), po : G — GL(V4), ..., ¢, : G — GL(V,)
representagoes lineares. Considere V' = V| x V4 x ... X V,, e a representacao linear

¢ : G — GL(V), definida por ¢(g) = ¢4, onde

Pg - V — V
(01,02, 00y Un) > P01, V2, o0y V) = ((£1)g(V1), (£2)g (V) s (Pn)g(vn))
Nessas condigoes, dizemos que ¢ € a soma direta de 1, ps, ..., Y, € denotamos por
©=p1 DD ... 0 p,. Observe que o subespago {0y, } x ... x V; x ... x {0y, } de V ¢é

p-invariante e, como K G-moddulo, é isomorfo a V.
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Considere agora ¢ : G — GL(V') uma representacao completamente redutivel
e subespagos Wi, W, ..., W, 1-invariantes de V tais que v; = zMWi é irredutivel e
V=W ®&W,&..HW,. Observe que para cada g € G e w; € W;, com 1 <1 < n,

temos

Vg(wr +wy + .o +wy) = g(wr) + Pg(wz) + ... + Py (wy)
= (Y1)g(wr) + (Ya)g(w2) + .. 4 (¥n) g (wn).

Observando o isomorfismo natural entre V e W; x Wy x ... x W,,, temos que

V=1 DY D ... DYy

Tomando agora [3; uma base de W;, paracadai=1,2,....,n,e f = 1UBU...ULS,,

temos que [ é base de V' e [1),]s é uma matriz diagonal em blocos, os quais sao

[(wl)g]ﬁlv [(w2>g]ﬂ27 ey [(wn)g]ﬂn Logo, X = Xyt Xopo T o0 T Xo-

Teorema 1.4.35 Se char K nao divide |G|, entdo todo caracter de G sobre K pode

ser escrito como soma de caracteres irredutivess.

Demonstragao. Segue do Teorema de Maschke (1.4.22) e do que foi feito acima. W



Capitulo 2

Representacoes e PI-Algebras

Neste capitulo, estudaremos um pouco sobre a teoria de Young sobre represen-
tagoes lineares dos grupos simétricos e a relacionaremos com a teoria das algebras com
identidades polinomiais, focando nos conceitos de codimensoes e cocaracteres. Nosso
objetivo aqui é obter o embasamento necessario para os resultados que iremos apresen-
tar provenientes da juncao dessas duas teorias.

Em todo o capitulo, K denotard um corpo de caracteristica O.

2.1 Representacoes do grupo simétrico

Nesta se¢ao consideraremos I,, = {1,2,...,n}, paran € N.

Definicao 2.1.1 Seja n € N. Definimos uma particao de n como sendo uma r-upla

(ny,na, ...,n,) de nimeros naturais tais que ny > ng > ... > N, €Ny +Ng+ ... + N, = N.

Dado n € N, usaremos (nq,ns, ...,n,) = n para denotar que (ny, ng, ...,n,) ¢ uma
partigdo de n. Denotaremos por Par(n) o conjunto das partigoes de n e por p(n) o
nimero de parti¢oes de n. Se n; = n;41 = ... = ng, denotaremos (ny,ng,...,n,.) Fn

Nk, ..., ny). E possivel mostrar que o ntimero de classes de

por (ni,...,ni_1,n’"
conjugacao do grupo simétrico S, é igual a p(n).

Se A\ = (ny1,n9,...,n,.) € Ay = (my, ma,...,mg) pertecem a Par(n) dizemos que
A1 > Ag se ny > my, para k = min{i € N | n; # m;} (ordem lexicografica). Com isso,

temos uma relacao de ordem total no conjunto das parti¢coes de n.
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Defini¢ao 2.1.2 Seja A = (ny,ng, ...,n,.) b n. Definimos o diagrama de Young D, da
partigdo A como sendo o conjunto Dy = {(i,7) e Nx N |1 <i<r 1<j<n;}.

Note que D, é um conjunto composto por n elementos. Na pratica, representare-
mos D, por n quadrados (ou células) dispostos em r filas horizontais, chamadas de
linhas, com a 7-ésima linha composta por n; quadrados. Da esquerda para a direita,
os primeiros quadrados aparecem numa mesma fila vertical (coluna). Observe que o
numero de colunas € igual a n;. A numeracao das linhas é feita de cima para baixo e a
das colunas da esquerda para a direita. Dado (7, j) € D,, o quadrado correspondente a
ele esta na i-ésima linha e na j-ésima coluna. Como exemplo, vejamos a representagao

do diagrama de Young da particao A = (3,3,2,1) do nimero 9:

Dy =

Para i € {1,2,...,r} e j € {1,2,...,n1}, note que a i-ésima linha intersecta a
j-ésima coluna se, e somente se, n; > j. Assim, denotando o numero de células da
j-ésima coluna por ¢;, temos que ¢; = max{i € {1,2,....,7} | n;, > j}. Observe que

r=0C >0 2 ..2 Cp.

Definigao 2.1.3 Seja A = (ny,na,...,n,) = n. Dizemos que r é a altura de \, a qual
¢ denotada por h(X\). Dizemos também que h(\) € a altura do diagrama de Young

associado a A.

Definicao 2.1.4 Denomina-se diagrama retangular o diagrama associado a uma par-

ticao da forma (k'). Tal particio é chamada de particao retangular.

Defini¢ao 2.1.5 Sejam n € N e A\ = (ny,na,...,n,.) b n. Definimos uma tabela de
Young do diagrama D, (ou da particdo A\) como sendo uma bijecio T : Dy — I,,.

Dizemos que uma tabela de Young T € standard quando satisfaz as sequintes condigoes:
(i) T(i,j) <T(i,j+1) paral <i<rel<j<n;
(ii) T(1,7) <T@+ 1,7) paral <j<ny el <i<cg.

Note que para uma particao A de n existem exatamente n! tabelas de Young

do diagrama D). Representa-se uma tabela de Young 7' do diagrama D), colocando
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cada elemento T'(7, j) na célula (7, j) (i-ésima linha e j-ésima coluna) do diagrama D).
Quando dizemos que uma tabela de Young T é standard, significa dizer que as entradas
na tabela crescem em cada linha da esquerda para a direita e em cada coluna de cima
para baixo.

Seja o € S,,. Definimos o7 como sendo a composta c o1 : Dy — I,, que
também é uma tabela de Young do mesmo diagrama D). Note que o1 = T se, e
somente se, 0 = Id. Note também que, para cada par de tabelas T} e T de um mesmo

diagrama D), existe u € S, tal que Ty = uT7.

Exemplo 2.1.6 Considere as seguintes tabelas de Young

3156
71918 L 1
T, = e T, =| 3
1 5 2
5
4

Observe que a segunda tabela é standard, mas a primeira nao é. Considerando agora
a permutacao 0 = (1 78 3)(46 9 2) € Sy, temos

UTl =

|| 00|~

Definicao 2.1.7 Dada uma tabela de Young T, definimos o grupo das permutagoes

nas linhas de T', denotado por R(T), como sendo
R(T)={c€ S, | o(L) =L para toda linha L de T}
e o grupo das permutagoes nas colunas de T, denotado por C(T'), como sendo

C(T)={pe€ S, | n(C)=C para toda coluna C de T'}.

Observagao 2.1.8 Sejam A = (ny,ns,...,n,.) Fn e T uma tabela de Young associada
a D)\.

e Sejam Ly, Lo, ..., L, as linhas de T'. Definindo, para cada i = 1,2, ...,r,
H={c€S,|ok)=Fk VEkel,— L},
teremos que
R(T) = H Hy...H, ~ Hy X Hy X ... x H. =~ 8, X S, X ... X S, .

Note que, se 0 € H; e i € Hj, entao op = po, para quaisquer 1 < ¢, 7 < r tais
que 7 # j.
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e Sejam (1, Cy,...,C,, as colunas de T'. Definindo, para cada j = 1,2, ...,nq,
K,={oce€S,|ok)=k Vkel,—C,},
teremos que

C(T) = K1 Ky.. K, ~ K1 X Ko X ... X K;;; =S5, xS, X...xS5

Tnys

onde 1, | = 2,3,...,n1, € a quantidade de elementos de C;. Note que, se 0 € K;

e u € Kj, entao op = po, para quaisquer 1 <i,5 < n; tais que ¢ # j.

E facil ver que, se 0 € R(T), entdo o1 e T tém as mesmas linhas. Analogamente,
se u € C(T), entdao uT" e T tém as mesmas colunas. Logo, se 0 € R(T) N C(T),
entao o1 e T tém exatamente as mesmas linhas e as mesmas colunas, donde segue que
ol =T e, portanto, o = Id.

Seja T' uma tabela de Young. Consideremos os seguintes elementos da algebra de
grupo KS,:
Pr=>Y o Qr= > (=D)'u e Er=PrQr= Y (-1)'op,

cER(T) HeC(T) veR(T)

onde (—1)* é o sinal da permutacao p.

Exemplo 2.1.9 Considere a tabela de Young 75 do Exemplo 2.1.6

4

1
T, =316
5

As linhas de Ty sdo Ly = {1,2,4}, Ly = {3,6} e L3y = {5}, e as colunas de T5 sao

Cy1 ={1,3,5}, Cy ={2,6} e C3 = {4}. Assim, teremos que

R(Ty) ={Id, (12), (14), (24), (124), (142), (36), (12)(36), (14)(36), (24)(36),
(124)(36), (142)(36)}

e que

C(Ty) = {Id, (13), (15), (35), (135), (153), (26), (13)(26), (15)(26), (35)(26),
(135)(26), (153)(26)).

Agora vamos apresentar uma série de resultados e comentarios necessérios para

construirmos S,,-moédulos irredutiveis a partir de tabelas de Young.

Observagao 2.1.10 Sejam n € N e T uma tabela de Young de uma particao de n.

Entao valem:
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(a) Se o1,09 € R(T), p1, o € C(T) € o111 = Oaopin, entao o1 = 09 € i1 = fia.
(b) R(cT)=0cR(T)o™ ! e C(cT) =0cC(T)o™ " para toda o € S,,.
(¢) Pyr = 0cProt, Qur = 0Qro~' e E,7 = cEro™! para toda o € S,,.
(d) Pro = oPr = Pr e cEr = Er para toda 0 € R(T).

(e) Qru = pQr = (=1)*Qr e Erp = (—1)"Er para toda p € C(T).

Lema 2.1.11 Sejam a € Sy, A\, A\; e Ay particoes den e T, Ty e T, tabelas de Young

dos diagramas Dy, Dy, e D,,, respectivamente. Entao valem:
(a) Existe v € K tal que EraEr = vEr.

(b) Se Ay > X, entao Eq,aET, = 0.
Demonstragao. Ver [4], capitulo IV, §2. [ |

Pelo lema anterior, temos que E% = aFEy para algum a € K (em [6], §28, pagina

195, é demonstrado que a ¢ nao nulo). Tomando entao er = a~ ! Er, teremos
er=(a'Er)(a'Er) = a *E} = a *(aEr) = a 'Er = er.
Tomemos agora o ideal & esquerda de K S,
Mp = KS,Er = {aFEr | a € KS,}.

Observe que My = KSper. Pelo Exemplo 1.4.6, M7 é um submodulo de K'S,, (visto
como S,-moédulo). Ja vimos no Exemplo 1.4.11 que yIdy, € Endgg, My para todo
v € K. Considere agora ¢ € Endggs, My e o € K S, tais que p(er) = aer. Teremos,

pelo Lema 2.1.11,

oler) = plerer) = erpler) = eraer = yer

para algum v € K. Assim, para x € My, temos x = [Ser para algum g € KS5,, e dai
segue que

p(x) = p(Ber) = Pypler) = yBer = vz.
Logo, ¢ = ~vIdy,. Concluimos que Endgs,Mr = {yIdy, | v € K}, e assim

Endgg, My é um corpo isomorfo a K.
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Teorema 2.1.12 Sejam n € N, A\, A\, Ao Fn e T,T1,T5 tabelas de Young dos diagra-

mas Dy, Dy, e D,,, respectivamente. Entao:
(a) My é um KS,-mddulo irredutivel.

(b) My, e Mr, sao KS,-modulos isomorfos se, e somente se, A\y = As.

Demonstragao. (a) Seja N um submoédulo de Myp. Pelo Teorema de Maschke (1.4.27),
existe N; submodulo de My tal que My = N & N;. Tomando a aplicagao ¢ : My —
My tal que p(a+3) = aparaa € N e 8 € Ny, teremos que ¢ € Endys, My e ©* = ¢.
Como Endgs, My ¢ um corpo, devemos ter ¢ = 0 ou ¢ = Id, e com isso N = {0} ou
N = Mr. Logo, My é irredutivel.

(b) Sejam My, e My, S,-mo6dulos isomorfos. Suponha por contradigao que A; # Ag e,
sem perda de generalidade, que A\; > A\y. Segue do Lema 2.1.11 que ey, aep, = 0 para
todo a € KS,. Seja ¢ : My, — My, um homomorfismo de S,,-médulos. Tomando

ag € K S, tal que ¢(er,) = ajer,, teremos

¢(6T1> = QP(eTleTl) = eTﬁp(eTl) = eén e, = 0,

e dai, ¢ = 0. Logo, Mp, e My, nao sao isomorfos, contradizendo nossa suposigao inicial.
Reciprocamente, suponha A\; = Ay. Teremos T} = pT5 para algum p € 5, e,
pela observagao 2.1.10, ep, = aper,p~ ! para algum a € K — {0}. Com isso, temos que

My, = Mg, p~t. Portanto, My, e My, sao K S,-médulos isomorfos. [ |

Seja n € N. Como consequéncia do teorema acima, temos que o numero de .5,-
modulos irredutiveis, a menos de isomorfismo, é maior ou igual ao nimero de diagramas
de Young associados a n, que é igual a p(n), o nimero de parti¢gdes de n. Por outro
lado, pelo apresentado na Secao 1.4, o nimero de K-representagoes irredutiveis de S,,,
a menos de equivaléncia, é menor ou igual ao nimero de classes de conjugacao de
S,. Como o namero de K-representagoes irredutiveis de S, coincide com o nimero
de S,-moédulos irredutiveis e o nimero de classes de conjugagao de .S, coincide com
p(n), podemos afirmar que o grupo S, possui, a menos de equivaléncia, eratamente
p(n) representagoes irredutiveis sobre K.

Denotaremos por M, o S,-modulo irredutivel (a menos de isomorfismo) corres-

pondente a particao A F n, por ¢, a representacao irredutivel de S,, correspondente



43

a M), por dy, a dimensao do moédulo M)y, que coincide com o grau da representacao
linear associada a A, e por x, o caracter irredutivel de .S,, associado a A.

Pela Proposicao 1.4.29, todo S,,-moédulo irredutivel é isomorfo a um ideal minimal
a esquerda de K'S,,. Sendo A - n, denotemos por J, a soma de todos os ideais minimais
a esquerda de KS,, isomorfos (como S,-modulos) a M,. Segue da Proposigao 1.4.30

que Jy é um ideal bilateral minimal de KS,, e que K.S,, = € J,.
AFn

Proposicao 2.1.13 Seja A = n. SeTi, ..., Tj, sao todas as tabelas standard da par-

ticao A, entao Jy, o ideal bilateral minimal de K S, associado a A\, € decomposto como

l

i=1

Demonstra¢ao. Veja [14], Proposigao 2.2.14, pagina 49. |

Teorema 2.1.14 Seja A F n. Entao a dimensao dy do S,-maodulo irredutivel M, é

wgual ao numero de tabelas standard da particao .

Demonstragao. Ver [4], Capitulo IV, Teorema 4.6, §4, pagina 121.
Corolério 2.1.15 Se Ay, Ag, ..., \pn) 8a0 as distintas partigoes de n, entao

2 2 2
Syl = dx, +di, + ... + dy .-

Demonstragao.  Temos, pela conversa anterior, que |S,| = dimgK.S, = > dimJ,.
AFn
Segue da Proposi¢ao 2.1.13 e do Teorema 2.1.14 que dimJy, = d3. |

Observagao 2.1.16 Sendo y um caracter do grupo S,, temos xy = Y. myxa, pelo

AFn
Teorema 1.4.35. Segue do Teorema 2.1.12 e da Proposigao 2.1.13 que K.S,, >~ @ d,\M,,
AFn
onde dy M) denota a soma direta de d) modulos isomorfos a M), e dai xxs, = Y dax»,

AFn
onde x, é o caracter irredutivel associado a A. Se M; e M5 sao submoédulos de K.S,

tais que K S, = My ® My, com xn, = D) anXa € Xan = 2. BaXa, entdao ay + By = dy
AFn AFn
para todo A F n, pela Proposigao 1.4.14, item (¢).

Uma maneira de obter o numero de tabelas standard associadas a uma particao é
pela Formula do Gancho. O gancho (i, j) em um diagrama D) é o conjunto das células

a direita e abaixo da célula (i, j), incluindo ela propria.
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Teorema 2.1.17 (Férmula do Gancho) Sejam A = (ny,ng,...,n,) = n e ST(A\) o

numero de tabelas standard do diagrama D). Entao

n!

[T hiy’

(l’])eDA

ST()) =

onde h;; denota o nimero de células do gancho (i, j).

Demonstra¢ao. Veja [4], Capitulo VI, §3, pagina 211. [

Exemplo 2.1.18 Considere a particdo A = (3,2) 5 e o seu diagrama de Young

Dy =

Na notacao do teorema anterior (Féormula do Gancho), temos hy; = 4, his = 3, hyz = 1,
hor =2 e hgy = 1, e dai
51

ST(A):4-3.2'.1-1:

D.

Exemplo 2.1.19 Considere n € N, n > 2, e as tabelas de Young

T1 T2

I
—_
[\
S
@

n

Temos R(Ty) = C(Tz) = S, e C(T1) = R(T») = {Id}, donde
Er, = Pp, = Z o= uy, e Er, =Qr, = Z (—D*u = s,
oESy WESy
(veja o Exemplo 1.1.16). Assim, dado « € S,,, temos au,, = aEp, = E7, = u, e as, =
abr, = (—1)*Er, = (—1)%s,. Observe entdo que Mp, = (Er,) e My, = (Er,), donde os
Sp-modulos My, e Mrp, tém dimensao 1. Ademais, My, é o S,-mo6dulo correspondente
a representacgao trivial de grau 1 e My, é o S,-modulo correspondente a representagao

sinal. Essas sao as tnicas representagoes de grau 1 de S,, (ver Exemplo 1.4.25).

Proposicao 2.1.20 Os inicos submddulos de dimensao 1 de KS, (respectivamente

P,) sao Ku, e Ks, (respectivamente Kuy,(x1,...,z,) e Ks,(x1,...,x,)).
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Demonstragao. Considere as partigoes Ay = (n) e Ay = (1"). Temos dy, = dy, = 1,
Ku, C J\, e Ks, C J,,, donde J), = Ku, e Jy, = Ks,. Suponha agora, por
contradicao, que K.S,, possui algum submoédulo M de dimensao 1 tal que Ku, #* M
e Ks, # M. Assim, M N Ku, = M N Ks, = {0} e M esta associado a alguma
representacao de grau 1. Como as tunicas representagoes de grau 1 do grupo S,, sao
a trivial e a sinal (veja Exemplo 1.4.25), segue do Exemplo 2.1.19 que M ~ Ku, ou
M ~ Ks,. Logo, M C Jy, ou M C J,,, o que é uma contradigao. |

Sejam p = (nq,ng, ...,n,) Fne X = (my,my,...,my) Fm. Observe que D, C D)
se, e somente se, r < k e n; < my, para todo i = 1,2,...,r. Geometricamente, se
D, C D,, entao podemos cobrir D, com D).

Se ) ¢é a representacao irredutivel associada a A, a sua restricao a S, _; nao é
necessariamente irredutivel. A descricao dessa restricao é mostrada no préximo teo-

rema.

Teorema 2.1.21 (Branching) Sejam n € N, comn > 2, A+ n. Se ¢, € a represen-
tacao irredutivel de S, associada a X\, entdo

¢>\|Sn_1 = @ ’QZ)M,

pEn—1
DpEDy

onde v, € a representacao irredutivel de S,_1 associado a parti¢ao fi.

Demonstragao. Ver [4], Capitulo IV, §5, Teorema 5.4, pagina 126. |

Denotando por My|g o KS, 1-médulo associado a py|g , temos que xalg |
¢ o seu caracter. Nas condigoes do Teorema Branching, teremos

Mg, ~ @ M,

pFn—1
D, CDy

Note que o niimero de termos nesta soma seré igual ao nimero de diagramas de Young

que pode ser obtido retirando uma célula de D). Observando este dltimo comentéario,

concluimos que @, | s, , € irredutivel se, e somente se, D) € retangular.
.

Observagao 2.1.22 Sejan € N, com n > 2. Os tnicos diagramas dos quais podemos

retirar alguma célula para obter diagramas associados a representagoes de grau 1 de
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S,_1 sao exatamente aqueles com no méximo uma linha com mais de uma célula.

Observe que estes diagramas sdo associados as partigoes (n), (1), (n—1,1) e (2,1"72).

Lema 2.1.23 Considere A = n, n > 5, tal que dy > 1 e @) a representac¢ao linear

irredutivel associada a A. Se pl|s, , € irredutivel, entao ¢|s, , nao possui componente

—1 n—2

wrredutivel de grau 1.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que @, | s,_, bossui componente irredutivel
de grau 1. Ja que (p,\|5n71 é irredutivel, pelo Teorema Branching (2.1.21), segue que
D, & retangular. Assim, existem k,I € N tais que n = k-1l e A = (k'). Como
as componentes irredutiveis de grau 1 de @, | s, , correspondem as partigoes (1"2) e
(n —2), entdao k = | = 2, pois esta é a tnica possibilidade que nos permite obter os
diagramas dessas duas partigoes retirando duas células de D). Com isso, n = k-1 = 4,

uma contradigao. [ |

Teorema 2.1.24 Sejan € N tal que n > 7.

(a) O grau de uma representacao irredutivel de S,, € igual a 1 ou é maior ou igual a

n—1.

(b) Ezistem exatamente duas representacoes irredutiveis de S, de graun — 1, e elas

correspondem as parti¢oes (n —1,1) e (2,1"72) de n.

Demonstragao.  Utilizando a Férmula do Gancho (2.1.17), temos que o resultado
é valido para n = 7,8. Tomemos entao n > 9. Supondo, por inducgao, que todo
o teorema é valido para n — 1 e n — 2, mostremos sua validade para n, um item
de cada vez. Para o item (a), suponha, por contradigdo, que existe A - n tal que
1 <dy <n—1, onde dy é o grau de ), a representacao associada a A\. Como 90/\|sn_1
tem grau dy, aplicando o Teorema Branching (2.1.21) e usando a hipotese de indugao,
temos que py|g € irredutivel de grau n —2 ou ,|g ¢ redutivel com todas as suas
componentes de grau 1. Supondo a segunda possibilidade, pela observacao anterior, as
possiveis alternativas para A sao (n — 1,1) e (2,1"72). Porém, se )\ fosse uma dessas
duas parti¢oes, pelo Teorema Branching, ¢, | s, , teria componente de grau maior que

1. Logo, nao podemos ter 90/\|Sn,1 redutivel com todas as suas componentes de grau 1.
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Sendo entdo ¢, | s, , irredutivel de grau n — 2, pela hipotese de indugao, oA s, , esta
associada a partigao (n—2, 1) ou a partigao (2, 1"73), e assim, pelo Teorema Branching,
terfamos uma representacao de grau 1 na composic¢ao de ¢, | s, ,» contradizendo o lema
anterior. Com isso, concluimos a prova de (a) para n.

De posse da hipotese de indugao (para todo o teorema), provemos o item (b) para
n. Suponha que existe A partigdo de n, com X # (n—1,1),(2,1"72) tal que dy = n— 1.
Aplicando o Teorema Branching, temos que py|g ¢ irredutivel, pois, caso contrario,
terfamos, por hipotese de indugao e pela observagao anterior, ¢, | s,_, com pelo menos
duas componentes irredutiveis de grau maior ou igual a n —2. Assim, 2(n—2) <n-—1,
e dai, n < 3 uma contradigdo. Como ¢,| s, , € lrredutivel, A é retangular, e assim
¢xlg, , possui pelo menos duas componentes irredutiveis. Temos, pelo lema anterior e
pela hipotese de inducao, que os graus dessas componentes sao no minimo n—3. Assim,
2(n —3) < n—1, uma vez que o grau de py|lg  én — 1. Dai, n <7, contradizendo
a suposi¢ao que n > 9, o que prova (b) para n. Logo, todo o resultado é valido para

n > 7 e a demonstragao esta concluida. |

Observagao 2.1.25 A proposicao anterior possui apenas duas excegoes quando n < 7.
O item (a) ndo é valido somente para n = 4 e o item (b) ndo ¢ valido somente para

n = 6. Isso pode ser verificado utilizando a Formula do Gancho (2.1.17).

Seja A = (my, ma, ..., m,) F n. Denotaremos por Ty, a tabela

1fr+1] ... |p+1
20 r4+2 | ... |p+2
n
Tox =
T+ 79

r

mi—1
onde r; é o nimero de células da j-ésima coluna, com 2 <j<myep=r+ > ;.

j=2

Proposigao 2.1.26 Sejam A+ n e T\ uma tabela associada a .
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(a) Entao existe ) € Sy, tal que Ep, =1~ Eg, 1.

(b) Qmyy - (T172...20) = 8p(X1, oo, ) Spy (Trg1y oo Trogry) o Spp (Tpits oy Tp), Onde 75 € 0
mi1—1
nimero de células da j-ésima coluna, com2<j<myep=r+ > rj.
j=2
Demonstracao. (a) Segue da Observagao 2.1.10, item (c).
(b) Pela Observagao 2.1.8, temos que (—1)Hu = (—=1)* py (—1)"2pg...(—1)"™ iy, , para

todo p € C(T). Note que

QTO,A = ( Z (_1>M1:u1) ( Z (_1)M2/~L2> Z (_1)Hm1:um1

neKy ua€Ko Hmq EKml

e que < > (—1)“1u1> (1129 T0) = $p (X1, ooty Ty )Ty Ty, AsSiM, segue que
mEKy

Qrys - (T172..70) = 8p(T15 00y 00) S0y (T 1y oy Trgpy) oS (Tpyts oy Tn).

2.2 Codimensoes de PI-Algebras

Nesta se¢ao X denotara o conjunto {xi, zs, x3,...}.

Como visto na Se¢ao 1.3, dado n € N, P, denotard o espago dos polinomios
multilineares de K (X) nas variaveis xi,s,...,Z,. Vimos também que o conjunto
{Ze)Zo(@)---Zom) | 0 € Sy} € uma base de P, como espaco vetorial. Assim, dimP, = n!.

Seja A uma &lgebra. Como P, e T'(A) sao K S,-modulos, pela Observacao 1.4.9,
também é um K.S,-modulo e a partir de agora o denotaremos por

segue que

P,(A).

Py,
PanT(A)

Definicao 2.2.1 Seja A uma dlgebra. Para n € N, definimos a n-ésima codimensao

de A como sendo

P,

Observagao 2.2.2 (i) Temos ¢,(A) = n! —dim(P, NT(A)) < nl.
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(11) A & uma Pl-algebra se, e somente se, para algum n € N, dim(P, NT(A)) > 1.
Observe que se ¢,(A) < n!l, para algum n € N, entao existe 0 # f(x1,z2,...,x,) €
P,NT(A), eassim, f(x1, T, ..., Tn) Tpi1...Tm € PpNT(A). Segue que ¢,,,(A) < m!

para todo m > n.

(111) Pela Proposi¢ao 1.2.15, temos que todo T-ideal é um T-ideal de identidades para
alguma algebra A. Assim, se Q é um conjunto de polindomios e (Q)T ¢ o T-ideal
gerado por (), diremos que

P

(Q) = ca((Q)7) = dimpnﬂ—(@Tl

Definigao 2.2.3 Seja A uma dlgebra. Definimos a sequéncia de codimensoes de A

como sendo a sequinte sequéncia NUMErica
(en(A))nen = (c1(A), c2(A), c3(A), .. cn(A), .).

Exemplo 2.2.4 Seja A uma &lgebra nilpotente de indice n — 1 (Definigao 1.1.6).
Assim, ajas...a,, = 0 para quaisquer ay, as,...,a, € A. Segue que r123...x, € T(A) e
assim z1s...2, € T(A) para todo m > n. Portanto, P,, NT(A) = P, e dai ¢,,(A) =0
para todo m > n.

Reciprocamente, se ¢,(A) = 0 para algum n € N, entao P, N T(A) = P, e dai
T1Ty...x, € T(A). Logo, A é nilpotente.

Exemplo 2.2.5 Se A é uma algebra comutativa, entao ¢,(A) < 1 para todo n € N.

De fato, para todo o € S,, temos To(1)To(2)..-Lom) = T1%2...0,(mod T(A) N P,) e

dal To(1)To(2)--To(n) = Tid2..-T, em P,(A). Logo, T173...2, gera P,(A) como espago
vetorial, donde dim P,(A) < 1. Além disso, se A é unitaria, temos T1Ts...2, # 0 em

P,(A), uma vez que z1%s...x, ¢ T(A). Dai ¢,(A) = 1.

Para finalizar a se¢ao, apresentaremos rapidamente alguns conceitos e resultados
para demonstrarmos o Teorema de Regev-Latyshev que nos mostra que um T-ideal de
identidades tem sua sequéncia de codimensoes com crescimento, no maximo, exponen-

cial.
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Definicao 2.2.6 Sejam d,n € N tais que 2 < d < n. Uma permutacio o € S, € dita
d-ruim se ezistem 1 < iy < iy < ... < ig < n tais que o(iy) > o(iz) > ... > 0(ia).
Se uma permutacao nao € d-ruim, dizemos que ela € d-boa. Chamamos um mondmio
To(1)To(2)---To(n) de d-ruim (respectivamente d-bom) se o € uma permuta¢ao d-ruim

(respectivamente d-boa,).

Exemplo 2.2.7 A permutagao identidade é d-boa para d = 2 e todo n > 2. Nao
é dificil ver que, se uma permutagao é d-ruim e 2 < d; < d, entao a permutagao é

di-ruim, e se uma permutacao é d-boa e d < dy < n, entao a permutacao é ds-boa.

Lema 2.2.8 Sejam d,n € N, tais que 2 < d < n. O grupo S, possui, no mdxrimo,

(d —1)?" permutagdes d-boas.

Demonstragao. Vide [14], Segao 4.2, Lema 4.2.3, pagina 95. |

Teorema 2.2.9 (Regev-Latyshev) Seja A uma Pl-dlgebra que satisfaz alguma iden-
tidade de grau d. Entdo sua n-ésima codimensao € limitada superiormente por (d—1)".

2n

Em outras palavras, entao c,(A) < (d —1)*" para todo n € N.

Demonstra¢ao. Pelo Teorema 1.3.7, podemos supor f(z1,...,z4) € P;NT(A), e assim,
flz1, .y xq) = v129... 20+ > QT (1) T p(2)---Tp(d)- Suponha, por contradigao, que
existe um monomio multil?rfézziiil)im que nao seja combinagao linear (mod P,NT(A))
de monomios d-bons em P, e considere m = Ty(1)To(2)..-To(n) O Menor mondmio, pela
ordem lexicografica, com tais propriedades. Ja que o é d-ruim, existem 1 < i < iy <
.. <ig < ntais que o(iy) > o(ia) > ... > o(iq). Agora, facamos mg = To(1)...To(i-1),
M1 = To(iy)--Lalin)s - Md = To(iy)---Ta(n), ASSIM M = MeMy...Mg € M1 > My > ... > My,
pela ordem lexicografica.

Note que, para toda p € (S; — {Id}), temos
MMEM(1)Mp(2) - TMpu(d) < Mmgmimes... Mg = M,

COM. MoIMyu(1)My(2)---My(d) combinacao linear (mod P, N T(A)) de monémios d-bons.

Como f(x1,x2,...,xq) € PyNT(A), teremos mgf(my, msg,...,mq) € P, NT(A) e

mof(my, ma,...,mg) =m — Z QMO (1) ()
peSqa—{1d}
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donde segue que m = Y a,momy)...My@) (mod P, NT(A)), uma contradigao.
pe€Sqa—{1d}

Portanto, os monémios d-bons geram P,(A) e, pelo lema anterior, ¢,(A) < (d — 1)*".

[ |

2.3 Cocaracteres de PI-Algebras

Nesta secao apresentaremos os conceitos e resultados béasicos relacionados com

cocaracteres de PI-algebras.
Definicao 2.3.1 Sejam A uma dlgebra e n € N.

(i) Definimos o n-ésimo cocaracter de A como sendo o caracter do S,-mddulo P,(A)

e o denotaremos por xn(A).

(11) Definimos a sequéncia de cocaracteres de A como sendo a sequinte sequéncia
(XH(A))HEN = (Xl(A)7 XZ(A)v XB(A)u E3) Xn(A)7 )

Observagao 2.3.2 Como todo T-ideal / é um T-ideal de identidades, é coerente falar-

mos do n-ésimo cocaracter de I, denotado por x,(I), e o definimos como sendo o

caracter do S,-modulo P, /(P, N1).

Denotando por y, o caracter irredutivel associado ao S,-médulo My, teremos,

pelo Teorema 1.4.35, que x,(A) = > myxy, com my > 0. Dizemos que my é a
AFn
multiplicidade do caracter y, em x,(A). Escrevendo P,(A) como soma direta de

submodulos irredutiveis, m) é exatamente o nimero de submoédulos isomorfos a M.

Observagao 2.3.3 Sejam A uma algebra e n € N. Segue do isomorfismo (como S,,-

modulos) entre P, e KS,, que xp, = Xks, = »_ daxx (veja Observacao 2.1.16). Pelo
AFn
Teorema de Maschke (1.4.27), existe J, tal que P, = (P, NT(A)) & J,. Teremos

entdo que J, ~ P,(A), e dai x;, = xn(A4). Assim, xp, = Xp,nr(a) + Xn(A), e sendo

Xpor(a) = 2 bhxa € xn(A) = > maxy, teremos [y + my = dy, para toda A - n.
AFn AFn
Por outro lado, teremos ¢,(A) = dim P,(A) = Y mydy e dim (P, NT(A)) = > l\d,.
AFn AFn
Segue entdao que n! = dim P, = > (my +1))dy = . d3.
AFn AFn
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Defini¢ao 2.3.4 Diremos que Y my € o n-ésimo cotamanho de A e o denotaremos

AFn
por 1, (A).

Lema 2.3.5 Sejam pp=n e N um S,-submddulo irredutivel com caracter xny = X,-
Entao existe algum m € N e alguma tabela de Young Ty associada a particao p de n
tal que N = KS,Er, -m = {aEr, -m | a € KS,}. Além disso, para qualquer tabela
T, da parti¢ao p, eriste g € N tal que N = KS, Er, - g.

Demonstracao. Como

KS,= Y KS,Er e KS,-N=N,
T tabela
de Young
existem algum m € N e alguma tabela de Young 7T} associada a alguma particao A
de n tais que Ep, - m # 0. Pela irredutibilidade de N, segue que KS,Er, -m = N, e
assim a aplicagdo ¢ : KS,Er, — N definida por ¢(a) = o+ m é um isomorfismo de
Sp-modulos, donde teremos que x, = XN = Xks,B5r, = X € dal A = p.
Agora, seja T, uma tabela associada a p1 = n. Tome o € S, tal que 0T, = T1.
1

Assim, pelo item (¢) da Observagao 2.1.10, temos Ep, = 0Er,0~!. Tomando g = 0~ 'm,

temos que N = KS,Er, - g. [ |

Teorema 2.3.6 Sejam A uma Pl-dlgebra, n € N e pu = n. Considere x,(A) =

Y sbn MaAXA- S0 equivalentes:
(Z) mu = 07'

(1)) Er - f € T(A) para quaisquer f € P, e T tabela de Young associada & parti¢ao
I

Demonstragao. Seja J um submodulo do S,-médulo P, tal que P, = (P,NT(A))® J.
Entao J ~ P,(A) (como S,-moédulos) e assim x; = xn(A). Supondo m, = 0 temos que
J nao possui nenhum submodulo isomorfo a K.S, Er, onde T' é uma tabela de Young
qualquer associada a u. Supondo agora que existe h € J tal que Er-h # 0, temos que
¢ : KS,Er — KS, Er-h, definida por ¢(a) = a-h, € um isomorfismo de S,,-modulos,
contradizendo o fato de J nao possuir nenhum submodulo isomorfo a K'S,, Er, ji que

KS,Er-h C J. Segue que Ep - h =0 para todo h € J.
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Tome agora f € P,. Temos f = g+ h, com g € P,NT(A) e h € J. Assim,
Er-f=FEr-g+FEr-h=Ep-g € T(A). Portanto, Er - f € T(A) para quaisquer
f € P, e T tabela de Young associada a particao p.

Suponha agora que m, # 0. Entao J possui algum submédulo minimal N tal
que Xy = Xu- Pelo Lema 2.3.5, N = KS, Er - f para algum f € N e alguma tabela de
Young T associada a p. Logo, Er- f € N —{0} edai Ep- f ¢ T(A). |

Corolario 2.3.7 Sejam A uma Pl-dlgebra e pu t n. Considere x,(A) = > myxa. Se
AFn
pn € tal que m, =0 e M € um submddulo de P, isomorfo a M,, entao M C T(A).

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 2.3.6 e do Lema 2.3.5.



Capitulo 3

Aplicacoes da Teoria de

Representacoes a PI-Algebras

Neste capitulo, apresentaremos nosso estudo sobre algumas aplicagoes da teo-
ria de Young para obter informacoes sobre T-ideais de PI-dlgebras através de suas
codimensoes, cocaracteres e cotamanhos.

Em todo o capitulo, K denotaréd um corpo de caracteristica zero.

3.1 Codimensoes, cocaracteres e cotamanhos da al-
gebra exterior

Nesta sec¢ao, iremos apresentar os resultados obtidos por Olsson e Regev em [26]
sobre as codimensoes, cocaracteres e cotamanhos da algebra exterior.

Sejam A, Ag, ..., \p Fn e mq,ma, ..., m; € N. Denotaremos por

Ay ey Ak

my, ..., Mg

o conjunto de todos os S,-moédulos isomorfos a my My, (z,)®... B my Mg, (»,), onde T:(\i)

¢ uma tabela do diagrama Dy, e m;Mr,\,) = Mr,,) @ ... ® Mry,) (m; vezes), para
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i€{1,2,...,k}. Note que se J é um S,-modulo tal que

A, e A
Je 1 k 7

mq, ..., Mg

entdo [(J) =my +mo + ... +my € X7 = MiXa, + M2Xry + oo+ MpX .-

Lema 3.1.1 Considere S),_,., como sendo o grupo das permutagdoes dos elementos
{Lk+1,k+2,...,n}. O polinomio
fr(xy, zo, ooy xp) = Z Se(To(1), T2, T3, ooy Th) Lo (ki 1) - Tor(n)
OES, _ji1

para 0 < k < n, nao € identidade para a dlgebra de Grassmann.

Demonstracao. Seja k € N impar. Substituindo z; por e;, para i = 2,....k, e
x; por aj, para j = 1,k + 1,k + 2,...,n, onde cada a; € Z(FE) = E, e satisfazem

€9...65a10K11...ay, 7 0, teremos, pelo Lema 1.2.12, que

fr(ar, e, €3, ..., €, Qpr1, Apro, ooy Gp) = Yo S5k(Go(1), €25 €3, s €8) Ao(kt1) - --Aor(n)
JGS;_,C_H

= > skilez, €3, ., €)00(1) Ao (kt1) Qo (n)
UGS;LikJrl

= Yo (k—=1)leses...epo01)ao(it1)---Ao(n)
oes’

k41
= (k=1 (n—Ek+1)leses...exaiapy1...ap,
# 0.
Agora, tome k£ € N par. Substituindo z; por e;, para i = 1,2,...,k, e z; por
a;, para j = k+ 1,k + 2,...,n, onde, novamente, cada a; € Z(E) = E, e satisfazem

e1€3...exp41...0, # 0, teremos, pelo Lema 1.2.12 e considerando S],_, o conjunto das

permutagoes dos elementos {k + 1,k +2,....,n},

fk(el, €2y ooy €Ly Aft1, At 2y -y an) = Z sk(el, €2, ..., ek)ao(k+l)...ag(n)
oeS! .

= Y Kleieses...eplopi)---Gom)
oS! .

= k"(n — k)!€1€263...6kak+1...a,n
# 0.
Portanto, para todo k € {1,2,...,n}, fr(x1,x2, ..., z,,) ndo é identidade polinomial

para a algebra de Grassmann. |
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Corolario 3.1.2 Seja n € N. Os polinoémios u, e s, nao sao identidades polinomiais

para a dlgebra de Grassmann.
Lema 3.1.3 Considere o comutador triplo [x1, ze,x3]. Entdo c,([z1, T, x3]) < 2771

Demonstragdo. Fagamos C' = ([z1,x9,z3])T. Substituindo x; por xy, xo por y e z3

por z em [[z1, x5, x3] e usando [zy,y] = [z, y|ly (da equagao 1.2), obteremos

[zy,y,2] = llzy,ul 2] = [[=,9ly, 2] = [z, ylyz — 2[z, 9]y

= [z,ylyz — zylz, y] = 2[[z, yl, 4],
e assim [z,y|lyz — zy[z,y] € C. Por outro lado, [[x,y],yz] = [z,y|lyz — yz[z,y|, e com
isso

[z, yllz,y] = zyle,y] — yzlz,y]

= aylw,yl —yzlr gl + [z, ylyz — o, ylyz

= [z ylyz —yzlry] = (2, ylyz — zyle,y]) € C.
Substituindo y por y; + yo em [z, y][z, y], teremos que

2oy +ellz,yn +ue] = ([2,00] + [2,82]) ([, 9] + [, 92])
= [Z7y1”xvy2] + [Zva][x7y1] + [Zvyl][wayl} + [Z7y2][x7y2]>

e assim [z, y1][x, yo| + [z, vo] [z, 1] € C, ja que [z, v1][z, y1] + [2, yo] [z, y2] € C. Segue que
[zoullz, go] = [z 9l pn] e [z @25 =0 (mod C).

Dessas relagoes de congruéncia, concluimos que qualquer polindmio multilinear

de grau n é uma combinagao linear (mod C') de mondmios do tipo

Ly -y, [le ) x]é]'“ [xj2m—l ) ijm]

com i1 < ... < Uy, J1 < J2 < .. < Jom € 2m + k = n. Isso porque, ao escrever
um polindémio multilinear como combinagao linear (mod ') de mondémios formados
pelo produto de algumas variéveis, ordenadas com indice crescente, por comutadores,

nos restara somente os mondmios com comutadores duplos, pois [z, T, x3] é zero

em plas. A ordem crescente dos indices ji’s pode ser obtida pois [z,y] = —[y,z] ¢
[z, 1]z, y2] = —[2,y2][x, y1] em P,/(P, N C). Note que o ntimero de polinémios com a

forma z;,...7;, [T, Tjp]. - [Tjgr 15 Tjoyn] ODde 1 < .o <'ig, 1 < Jo < ... < Jome2m+k=n

OGRS

é igual a
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onde ¢ = [—] ¢ a parte inteira de §. Denotando por s; a soma dos coeficientes (?) do

2

binémio com ¢ < n impar, segue da férmula do binémio de Newton que

2n:(1+1)n:80—|—81,

Portanto, sy = 2", e assim ¢, ([xy, 1o, 13]) < 2771

Observagao 3.1.4 Sendo A = (k,1"7%) I n, temos

O:(l—l)n:Sg—Sl.

onde a primeira linha é composta por k células e a primeira coluna é composta por

n — k + 1 células. Nessas condigoes, diremos que D, é um diagrama em forma de L.

Observe que para obtermos uma tabela standard de Dy, o niimero 1 deve estar na célula

(1,1), e assim resta-nos escolher £ — 1 nimeros entre os n — 1 restantes para ocupar a

primeira linha. Uma vez escolhidos estes k — 1 ntimeros, s6 havera uma possibilidade

para o preenchimento da primeira linha e da primeira coluna. Com isso, temos que

o ntimero de tabelas standard de Dy, com A\ = (k,1"7%), ¢ igual a (

Teorema 2.1.14 que dimg M) = (”_1).

k—1

) . Segue do

Teorema 3.1.5 Seja E a dlgebra de Grassmann (Exemplo 1.1.8) e considere T(E), o

seu T-ideal de identidades. Temos c,(E) =2""1 e

(n), (n—1,1),

P,(E) €
1, 1,

para todo n € N.

ey (n =k, 1F),

ceey

Demonstra¢ao. Sejam x,(E) = > myxy e J, um S,-submoédulo de P, tal que P, =

AFn

(P,NT(E))® J,. Observe que J, ~ P,(E). Para cada particio \, = (n —k+1,1%71),

com k € {1,2,...,n}, considere a tabela

1

E+1

k+2

2
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Com isso, teremos

fi(zy, .y xn) = Epy - (21...200) = up(x1, ..y 2) = Z (1) Lo(n),

O'ESn

o polinémio unitario de grau n,

falzy, .oyzn) = Ep, - (21...2,) = Sp(T1, .0y x,) = Z (—=1)7To(1)-To(n)s

oESH
o polinémio standard de grau n, e em geral
fk($1, 7%) = ETk : (961---9%) = E Sk(%(l),xz,ﬁs, ~--;Ik)$a(k+1)-~-ita(n)7
UES;_,C_H

onde S;,_, ., ¢ o grupo das permutacoes dos elementos {1,k + 1,k +2,...,n}.

Pelo Lema 3.1.1, para qualquer k € {1,2,....n}, fu(xi,...,z,) nao é identidade
para a algebra de Grassmann, seja ela com ou sem unidade. Segue do Teorema 2.3.6
que my, # 0 e dai .J, possui algum submoédulo minimal N}, isomorfo a M,,. Como
Ni, Ns, ..., N, sao dois a dois nao isomorfos, temos, pela Proposicao 1.4.14, que a
soma N = Ny + Ny + ... + N, é direta. Além disso, N C J,. Pela Observacao 3.1.4,

dim Ny = (7)) edal dim N = 3 dim Ny = 3 (77]) = 271, Logo, ¢, (E) > 2"~}
k=1 =

para todo n € N.
Segue do Exemplo 1.2.7 que ([z1, 22, 23])T C T(E) e, do lema anterior, temos
que 271 > ¢, ([z1, w9, 23])) > ¢, (E) > 2771 Portanto, ¢,(E) = ¢, ([x1, 2, 23]) = 2771

Concluimos também que J, = N1 & Ny & ... & N, e dai segue a segunda afirmacao. H

Corolario 3.1.6 O n-ésimo cotamanho da dlgebra de Grassman é n. Em simbolos,

l.(E) =n, para todo n € N.

3.2 Sequéncias de codimensoes limitadas

Agora vamos apresentar, com base no estudo do artigo [25] de Olsson e Regev,
uma série de resultados para demonstrar o principal teorema desta secao, que diz que se
a sequéncia de codimensoes de uma Pl-dlgebra A é limitada, entao ela é eventualmente
limitada por 1, ou seja, vai existir m € N tal que ¢,(A) < 1, para todo n > m.

T

Seja ) um conjunto de polindémios e considere (Q)*. Nos resultados a seguir,

denotaremos ¢, (Q)) simplesmente por ¢,,.
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Lema 3.2.1 Se ¢, <k para todo n € N, entao ¢, <2 paran >k + 1.

Demonstracao.  Se k < 2, esta feito. Suponhamos entao £ > 3 e fagcamos P, =
(Q)TNP,)®J,. Obviamente, segue direto da defini¢do de codimensao que ¢,, = dim J,,.
Decompondo J,, como uma soma direta de submoédulos irredutiveis de P,, no maximo
dois deles terao dimensao 1 (Proposi¢ao 2.1.20) e, pela Teorema 2.1.24 e Observagao
2.1.25, os demais terao dimensao maior ou igual a n—1. Supondo que J, possua algum
submoédulo de dimensao n — 1 e, como n — 1 > k, segue que ¢, > k, contradizendo
a hipdtese. Com isso, para n > k + 1, s6 podemos ter submédulos de dimensao 1 na

decomposicao de J,, e, assim, ¢, < 2. [ |

Lema 3.2.2 Sejam n,m € N.
(a) Se ¢, =0, entao ¢, =0 para todo n > m.
(b) Considere ¢, # 0 para todo n. Se ¢,, = 1, entao ¢, = 1 para todo n > m.

Demonstragao. Considere que [ = (Q)T, I, = P, N1 e C, = P, N {[z1,2:])T, para
todo n € N.
(a) Segue diretamente da defini¢ao que ¢, = 0 se, e somente se, I,, = P, ou seja,
x1Ts...xym € I. Como [ é um T-ideal, teremos que x1Ts...TpTmi1..-T, € I para todo
n > m e, portanto, ¢, = 0.
(b) Fagamos novamente P,, = (I,,,) & J,,. Assim, dim J,,, = 1. Existem exatamente
dois submoédulos de P, de dimensao 1, o gerado pelo polinémio standard de grau m e o
gerado pelo polindmio unitario de grau m, u, = Y . s, To(1)To(2)-Lo(m)- Supondo que
JIm # Ku,,, pela Observagao 2.1.16 e pela Proposi¢ao 2.1.20, temos que Ku,, C I,
e assim u,, € I,,. Substituindo x; por z, para todo 1 < ¢ < m em u,,, teremos que
™ € I. Mas, pelo Teorema de Nagata-Higman (1.1.7), para [ = 2™ — 1, zy29...77 € I,
ou seja, P, C I e, com isso, ¢; = 0, gerando uma contradicao.

Concluimos que J,, = Ku,,. Segue que I,, = C,,. Observe que (I,,)T C I,
que I, € {I,,) N P,, e, como (I,,)T & gerado por polinomios de grau m, temos pela

Proposicao 1.3.10 que {I,,)" N P,y = ({I,,)" N P,)T N P,,11. Segue que

(L)' N P = (L))" NP NPy D U NPT NPy = (Cru NP N Py,
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que por sua vez, pela Proposigao 1.3.10 (([x1,22])T ¢ gerado por um polindémio de
grau 2) é igual a C,,, 1, entdo Cpyq1 C (I,,)T N P,41. Note que (I,,)7 C I implica
em (I, NP,y CINP, . = I,,1, com isso, teremos que Cy,y1 C I,,41 € assim
0 < emt1 < emyr([z1,22]) = 1. Como ¢, # 0, para todo n € N, temos que ¢,,41 = 1.

O resultado segue por inducao. |

Lema 3.2.3 Sejad >2 ¢ R= ([x1...7q,z411])". Entdo c,(R) =1 sen >d+2.

Demonstragao.  Suponha n > d+ 2. Se o € 5, considere M, = Z,(1)T5(2).--To(n)-

13 7

Definimos uma relacao de equivaléncia “ ~ 7 em S,, da seguinte forma:
on~p quando M,— M, € RNP,.

Agora, facamos G = {0 € S,, | ¢ ~ Id} e mostremos que G é um subgrupo de S,,.
De fato, se 0,p € G, entdo M,, = oM, = oMy = M, = Mg (mod RN P,). Assim,
op € G. Como S, ¢é finito, G deve ser um subgrupo.

Vamos mostrar que G = S,,. Para tanto, precisamos mostrar que (k k+1) € G
para k =1,2,...,n — 1, pois o conjunto {(k k+1) | k=1,...,n— 1} gera o grupo S,,.
Jaquen—12>d+ 1, temos, médulo RN P,, que

L1..p1Tp = Tpd1...Tp—1

mk(:vk+1$k+2...xnx1...xk,l)

33'].3($k+2...xn$1...$k_1$k+1)

Lp42.. . L. . Lp—1Tk+1Tk

L1 L 1T 1 X[ La2... Ty,

para qualquer k € {1,2,....,n — 1}. Logo, (kK k+1) € G.
Ja que G = S, entao ¢,(R) < 1. Ora, mas ([z1..24,7as1])? C {[z,y])T e a
sequéncia de codimensoes de ([z,y])T é constante igual a 1. Assim, c¢,(R) > 1, e

portanto ¢,(R) = 1. |
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Teorema 3.2.4 Se a sequéncia de codimensoes de uma Pl-dlgebra € limitada, entdo

ela é eventualmente limitada por 1, ou seja, existe m € N tal que, para todo n > m,

cn(A) < 1.

Demonstrac¢ao. Seja A uma Pl-algebra. Segue do Lema 3.2.1 e do Lema 3.2.2 que,
se A é um contra-exemplo para o resultado, entao a sequéncia de codimensoes de A
é eventualmente igual a 2. Suponha, por contradi¢ao, que isso acontece, ou seja, que
existe m € N tal que ¢,(A) = 2 para todo n > m. Fazendo P, = (T'(A)NP,) & J, para
n > m, segue do Teorema 2.1.24 e da Proposicao 2.1.20 que J,, = Ku, ® Ks,. Logo,
Xn(A) = > myxa, com my = 0 para A # (n), (1"). Tomando v = [x1x9...2,_1, Tp),
com n imi’\);, segue do Corolario 1.4.13 que u,, s, ¢ KS, - v e assim, pela Proposigao
2.1.20, K.S,,-v nao possui submoédulo de dimensao 1. Assim, K.S,,-v é uma soma direta
de S,-modulos irredutiveis de P, contidos em T'(A) N P,, pelo Coroléario 2.3.7. Segue
que R = ([x129...2,_1,7,))T C T(A). Pelo Lema 3.2.3, ¢x(R) = 1 para k > n + 1.
Como ci(R) > ¢x(A) = 2 para k > n, temos uma contradi¢cdo. Portanto ndo existe

A com sequéncia de codimensoes limitada tal que sua sequéncia de codimensoes seja

eventualmente igual a 2. |

Corolario 3.2.5 Se a sequéncia de codimensoes de uma Pl-dlgebra A € limitada por m,
entio ¢, (A) < 1 paran > m+1. Ou seja, paran suficientemente grande, (T(A)NP,) =
P, ou (T(A)NP,) = ({[z,y)T N P,).

Proposigao 3.2.6 Sejam ¢, as codimensoes e l, os cotamanhos de um T-ideal I. Se
cn <(k+1)n—Fk, ondek € Z e k>0, entao l,, < k+ 2 paran > 5. Em particular,

se ¢, < n, entao [, < 2.

Demonstragao. Sejan € N tal que n > 5, e considere x,,(I) = >, maxx. Suponha,
por contradi¢ao, que I, > k+ 3. Segue do item (a) do Teorema 2.1.24 e da Observagao

2.1.25 que
Cn = Mp) - 1+ miny - 1+ Z mydy

AFn
A#(n),(17)

> M) +many + Yoo omy | (n—1).
AFn
A#(n),(1™)
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Como ; my | = b, — Mm@y — many, I, = k+ 3 e m@) + man) < 2, teremos
A#£(n),(17)
cn 2> (ln —m@E) —man))(n — 1) + mg) + man
= (ln=2)(n—=1)+2(n—1) + (n = 2)(=m@m) — man))
> (l,=2)(n—1)+2(n—1)— (2n —2)
= (l,—2)(n—1)+2
> (k+1)(n—1)+2
= (k+1)n—Fk+1,

contradizendo que ¢, < (k + 1)n — k. Portanto, se n > 5, entao [, < k+ 2 e, em

particular para k£ = 0, temos que se ¢, < n, entao [,, < 2. |

Exemplo 3.2.7 Sejam I = ([z,y]2)" e zyx;,..z;, € P,, para n > 3. Note que

n

Tjy Tiyeo Tj, = T1... T4, 14, +1.--LnT;, (mod I), ja que a Gnica variavel que ndo pode ser

movida, moédulo 7, é a ultima. Com isso, R = {Z2T3...2,,%1, T3T4---ZnT1L2, -y T1T--- Ty,
é um conjunto gerador do espago vetorial P, /(P, N I). Assim, ¢,(I) < n.

Considere agora a algebra
a b
M = | a,be K
00

Pelo Exemplo 1.2.8, temos que [z, y]z é identidade para M, donde, I C T'(M). Agora,

vamos mostrar que R é um conjunto linearmente independente. Se

Q1 T223...TpX] + QT3T4... LT 122 + ... + QpT1To...2, = 0,

entdo f = aTos...TpT1 + QAX3Tg... TpT1 Ty + ... + T To... T, € INP,, edai f € T(M).

0 1 10
Fazendo as substituicoes 1 = A = exry=T3=..=x,=B= ,
0 0 0 0

como A-A=A A-B=BeB-A=0, teremos a;- B = 0 e dai, a; = 0. Com processo
analogo, a; = 0 para i = 2,3,...,n e, com isso, R é linearmente independente. Segue
que, para n > 3, ¢,(I) = n.

E facil ver que P,NT (M) = {0} e, pelo Exemplo 1.3.9, P,NT(M) = {0}. Agora,

seja f € T(M) N P,, com n > 3. Ora, pelo que ja foi feito anteriormente,

f = a1xow3...0,01 + QoX3T4... 00 X1 + ... + QT T2... Ty + q,
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onde g € I. Fazendo substitui¢coes andlogas as ja feitas, teremos que o; = 0 para i =
1,2,3,...,n, com isso, f = q € I. Segue que T(M) = I. Portanto, ¢,(M) = ¢,(I) = n,
para todo n € N.

Fagamos P, = (T'(M) N P,) @& J,. Segue da Proposi¢ao 3.2.6 que [,(M) < 2,
para n > 5. B claro que I,,(M) # 0 e [;(M) = 1. Agora, suponha que existe m € N,
m > 5, tal que [,, = 1. Assim, J,, é irredutivel de dimensao c,,(M) = m, nao
possuindo submodulo de dimensao 1. Pela Observacao 2.1.16 e pela Proposigao 2.1.20,
u, € T(M). Segue do Teorema de Nagata-Higman (1.1.7) que existe d € N tal que
z1...xq € T(M) e dai ¢ = 0, uma contradi¢do. Com isso, concluimos que [,(M) = 2,

para todo n > 5.

3.3 Algebras satisfazendo uma identidade de Capelli

Em toda esta se¢ao, consideraremos os conjuntos de variaveis X = {z1, xq, x3, ...}
e Y = {y1, 42,93, }-

Identidades de Capelli foram usadas por Razmylov em 1973 para construir poli-
nomios centrais para algebras de matrizes. Posteriormente, foram usadas por Amitsur
em 1975 para deduzir, entre outros resultados, o Teorema de Artin-Procesi em algebras
de Azumaya satisfazendo polinémios centrais e identidades de Capelli.

Nesta se¢ao vamos caracterizar, tendo como base o artigo de Amitai Regev [30],
K-algebras que satisfazem uma identidade de Capelli pelas suas sequéncias de cocarac-
teres. Esse resultado pode ser aplicado no estudo das identidades de algumas algebras

especificas, como por exemplo, a dlgebra M, (K).
Definicao 3.3.1 Chamamos o sequinte polinémio
A (X, Y) = dp (21, Ty ooy T Y1, Y2, ooy Y1)
= Y (1) T Y1 %@ Y2To(3) - To(m-1)YmTo(m)
0cESm

em K(X UY) de polinomio de Capelli de tamanho m.

O polinémio de Capelli de tamanho m é multilinear de grau 2m — 1. Através dele
podemos obter 2"~! polinémios substituindo alguns dos y;’s € Y por 1. Denotaremos

o conjunto desses polindmios por {d,,(X,Y)}.
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Exemplo 3.3.2 Para m = 3, e utilizando a Defini¢ao 1.2.11, teremos
d3($1,132,3735 Y1, y2) = 53(551 !G T2 l\/; 373) = desg (_1)0%(1)311%(2)3/2%(3)7
d3($1,x27$3§ Y1, 1) = 33(% ?<} I, $3) = desg, (_1)0950(1)91%(2)%(3),
ds(zy, T2, 051 1, 2) = 8521, 10 V 3) = Y vess (T1)7To(1)To(2)Y2To(3),
ds(xy1,z9,x3;1,1) = s3(xy, x2, x3) €, assim,

{ds(X,Y)} = {ds(x1, %2, x3; Y1, Yo2), d3(z1, T2, x3; Y1, 1), d3(x1, T, 35 1, yo), s3(x1, Ta, x3) }.

Defini¢ao 3.3.3 Dizemos que uma dlgebra A satisfaz {d,,,(X,Y)} se todos os elemen-
tos de {d,,(X,Y)} sao identidades polinomiais para A.

Note que se A é unitaria e d,,(X,Y) é uma identidade para A, entdo todos os
elementos de {d,,(X,Y)} também o sdo. Entretanto, se 1 ¢ A, isso ndo é valido. De
fato, considere a subalgebra da algebra exterior E com base {eq, es, €165}, Temos que
dy(X,Y) é identidade polinomial para essa algebra, mas sy(x1,z3) nao o é, conforme
calculamos no Exemplo 1.3.4.

Dizemos que uma algebra A unitaria é algébrica de grau limitado n sobre K se
cada elemento de A é algébrico de grau menor ou igual a n sobre K, isto é, para cada

a € A, existe um polindémio nao nulo f(x) € K[z], com degf < n, tal que f(a) = 0.

Definigao 3.3.4 Seja f = f(x1, 29, ..., Tpn, Y1, Yo, ..., Yt) um polinémio linear em cada
uma das varidveis xi,xs, ..., T,. Dizemos que f é alternado em xq,xo,...,x, Se, para
quaisquer 1 < i < j < n, o polinomio f se torna o polinémio nulo quando se substitui

Z; por Xj.

E facil ver, pela linearidade de f em x1, 29, ..., x,, que f é alternado em x1, xo, ..., T,

se, e somente se, para 1 <17 < j < n,

f(xla ey Ly "'7xj7 cooy Ty Y1, "'7yt) = _f(xb "'7:[;j> ceey Ly oeny Ty Y1, "'7yt)-

Mais ainda, como qualquer permutacao de S,, pode ser escrita como um produto de

transposigoes, temos que,

f(xa(1)7 s La(n)s Y1, "'7yt) = (_1)0']!'(1.1’ oy Ty Y1, "'7yt)'

No caso de f ser alternado em todas as suas variaveis, dizemos simplesmente que f é

alternado.
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Exemplo 3.3.5 O polinémio de Capelli de grau m, d,,,(X,Y), é um polinémio alter-
nado nas varidveis x1, T, ...T,,. O polinémio standard de grau n, s,, é um polindémio

alternado. O polindmio unitario de grau n, u,, nao é um polindmio alternado.

Proposicao 3.3.6 Sejam f(x1, T2, ..., Tpmy Tina1, -, Tn) um polindmio alternado nas va-
TIAVELSs Ty, To, ..., T, S um subconjunto nao vazio de {1,...,n} tal que |[SN{1,...,m}| >

2 e H o subgrupo das permutacoes de S em S,. Entao (ZUGH 0) - f=0.

Demonstra¢ao. Como H possui ao menos uma transposicao, H ,Q_ A, e assim, segue
da teoria de grupos que |H,NA,| = |[HN(S,—A,)|, donde |H : HNA,| = 2. Tomando
0= (1 j),ondei,jeSN{l,..,n}, temos H=(HNA,)U(HNA,)- 0. Com isso,

teremos

(EU)% = > f+H| X p9>-f

oceH pEHNA, pEHNA,

S SN REES U SR MYy

pEHNA, pEHNA,
- ool fHl X p)-(=h)
pEHNA, pEHNA,

= 0.

Proposicao 3.3.7 Sejam f = f(x1, 29, ..., Tp, Y1, Yo, ..., Yt) wm polinémio alternado em
L1, X2, oy Ty € A uma K-dlgebra. Se{ay,as,...,a,} C A € linearmente dependente sobre

K, entao f(ay,aq,...,an,b1,be,...,0;) = 0 para quaisquer by, by, ...,by € A.

Demonstragao. Por hipotese e sem perda de generalidade, digamos que a; = Y1, aya;,

com o; € K. Mas
n
f(al,az, ...,an,bl,bg, ...,bt) = E ozif(ai,ag, ...,an,bl,bg, ...,bt) = 0,
i=2
ja que f é alternado em x4, X9, ..., x, € em cada termo f(a;,as, ..., an, by, ba, ..., b;) dois

argumentos coincidem. |

Teorema 3.3.8 Seja A uma K -dlgebra.

(a) Se dimxg A = m finita, entdo A satisfaz a identidade de Capelli d,,11(X,Y);



66

(b) Se A € algébrica de grau limitado m sobre K, entdo o polinémio

dm+1(y7 ry, x2y7 ) Imy, AR Zm+2)
¢ identidade polinomial da dlgebra A.

Demonstragao. (a) Como d,,,1 € multilinear, basta que provemos que o polinémio se
anula substituindo suas variaveis por elementos da base de A (vide Proposigao 1.3.3).
Como dimgA = m e d,, 11 é alternado em m + 1 variaveis, o resultado segue da
Proposicao 3.3.7.

(b) Sejaa € Ae f(x) € K[x] ndonulo, com degf < metal que f(a) = 0. Paratodob €
A, f(a)b = 0 implica que o conjunto {b, ab, a®b, ...,a™b} é linearmente dependente. No-
vamente pela Proposicao 3.3.7, segue que dy,1(y, Ty, T2Y, ..., T™Y; 21, oy Zmie) € iden-

tidade polinomial de A. [ |

Definig¢ao 3.3.9 Sejam A uma Pl-dlgebra e x,(A) seu n-ésimo caracter. Dizemos que

a sequéncia de cocaracteres de A € de altura limitada por [ se, para todo n € N,

onde h(\) € a altura da parti¢io \ (vide Defini¢ao 2.1.3).

Observagao 3.3.10 Se a sequéncia de cocaracteres de A € de altura limitada por I,

entdo my = 0 para toda A+ n tal que h(\) > [.

Para o préximo resultado, precisaremos do conceito de agao a direita de S,, em

P.. Seja p € Sy e f(x1,22,...,%0) = Y. QoTo(1)---Tom) € Py, onde a, € K. Definimos

O'ESn
f(x1, 29, ...,2,) - p como sendo > QoTo(p(1))---To(pmn))- Para vy = > k,p € Ky,
oESn pPESH
definimos f(z1,2,...,xy,) - v como sendo > k,f(x1,xa, ..., 2,) - p. Observe que
PESH

1O (T1T2...Tn) = Tp(o(1)Tu(0(2) - Lu(o(n) = (Tu()Tu@)--Lum)) * 0,
para quaisquer u,o € S,.

Teorema 3.3.11 Uma dlgebra A satisfaz {d,,(X,Y)} se, e somente se, sua sequéncia

de cocaracteres € de altura limitada por m — 1.
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Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que {d,,(X,Y)} C T'(A). Observe que dn(X,Y)
(h > m) pode ser escrito como uma soma de d,,(X,Y’)’s multiplicados por monémios
pela esquerda e pela direita, e assim {d,(X,Y)} C T'(A) para todo h > m. Queremos
mostrar que a sequéncia de cocaracteres de A tem altura limitada por m — 1, ou seja,
que para qualquer A - n com h(A) > m, temos my = 0. Pelo Teorema 2.3.6, m) = 0
equivale a Ep - f € T(A) para toda tabela T" de A e para todo f € P, (observe que
podemos supor f monémio).

Fixemos A F n, com h(\) > m, T uma tabela da particdo A\ e o mondmio
[ = zoyTo@)--- oy = 0 - (x122...7,). Considerando agora a tabela Tj, (veja a
Proposi¢ao 2.1.26), tomemos n € S, tal que nilETOAn. Sendo p = nf, mostremos
que B, pu(z1...2,) € T(A). Observe que Eg , p(71...2,) = Er , (71...7,) - 1. Note que,
pelo item (b) da Proposic¢ao 2.1.26, temos

ETO,)\ (x1$2-'-$n) = PTO,XQTO,/\ (.’L’lxg...itn)

= Py (80 (21, %2, ooy ) Spy (T 15 Ty 2y oo Trgry) oS (Tpits Ty, ooy Tn))

= Z O (8p(@1, 02, oy ) Sy (T 1, Trg2y ooy Trry ) o Sppy (Tpi1s Tpray ey Tn)).-
UERTO,)\

Considere (T,41, ..oy Tn) = (Yra1s -y Yn) €

Sy (Tpi1y oens xr+r2)...STm1 (Tps1s ooy Tn) = G(Yrt1, s Yn),

onde g(Yri1y -y Un) = > A M (Yrit, e, Yn), sendo 0s M (y,41, ..., Yn)’s mondmios. Nos
M

resta agora provar que, para cada mondémio M,

Sp(x1y ey )M (Ypi1y ooy Yn) - o € T(A).

Observe que

Sr(Ih ...,xr)M(y'r-i-la 7yn) T

= (Z (_1)00') 1‘1---er(3/¢+1> "'7yn) T

U’ES’I‘

= (Z (—1)00> Yor; Yixs,..Y, 11 Y,

gESy

onde cada Y; é um mondmio em algumas das variaveis {y,41,...,yn}, com cada y;

figurando em somente um dos Y;’s, e (iy, ..., 4,) € uma permutagao de (1,...,7). Assim,

Sp(T1y ooy T ) M (Yrg1y oY) +
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= (=1)" Z (—1)7Yoxo)Y1.. Y120 Yr

o€Sy
= (_]-)n}/(]dr (Il) ey Ly }/17 ) }/;‘—1) }/7‘ € T<A>7
ja que é consequéncia de um dos polinémios de {d,(X,Y)} C T(A). Finalmente, como

Er,  pu(z122...2,) € T(A), temos que
Er-f= 77_1ETM779($1$2-~$n) = 77_1ETMM($1IB2---IEn) e T(A).

Reciprocamente, suponha m, = 0 sempre que h(\) > m e considere o polinémio
f=flxy, 20, .., xom1) = Z (—1)7Z0(1)Tms1T0(2) Tmt2 - T2m—1To(m)-
oESm
Queremos provar que f é uma identidade para A, ou seja, que K Sy, 1f C T(A). Para
tanto, como K S,,,_1 é a soma dos seus ideais minimais a esquerda associados as tabelas
das particoes de 2m — 1, segue que ¢é suficiente mostrar que Er, f € T'(A) para toda
A 2m — 1 e para toda tabela T de A.

Tomando A F 2m — 1 arbitréaria, se h(\) > m, entdo my, = 0 e, pelo Teorema
2.3.6, Er, f € T(A). Suponha agora que h(A\) < m. Como f é alternado nas variavéis
X1, T2, ..., Ty, NOte que, para todo 7 € Sy, 1, 0 polindmio

T = D (S0 Zro() Trimt ) Tr(o(@) Tr(m+2)--Tr(2m-1)Tr(o(m)
oESm
¢ alternado nas variaveis x-(1y, Zr(2), ..., Tr(m). Sendo h(A) = ¢, temos R(T\) = H,H,...H,
de acordo com o que foi visto na Observagao 2.1.8. Segue também da Observacao 2.1.8
que Y, cpiry) 0 = (X oicm, 1) - (X,,em, 0t), sendo estes fatores comutativos.

Note que pelo menos dois ntimeros entre 7(1),...,7(m) estardao em uma mesma

linha de T}, digamos, na i-ésima linha. Teremos, pela Proposicao 3.3.6, que

(ZU)szO,

o, €H;

ou seja, € o polinémio nulo de K(X). Segue que (ZJGR(TA) a) 7f = 0 e consequente-
mente Er, f = 0, ja que Ep, = <ZU€R(TX) o) (ZTGC(TA) (—1)TT> . Provamos assim
que, para todo A - n com h(\) < m, En, f € T(A). Portanto f € T'(A).

Finalmente, note que, para qualquer polindémio g € {d,,(X,Y)}, teremos, de

maneira anéloga, que g € T(A). Portanto, {d,,(X,Y)} C T(A). |
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Corolario 3.3.12 Seja A uma dlgebra tal que dimg A = k. Entdo, para todo n > 1,

Xn(A) = Z MAX -

Abn
R(A)<k

Demonstracao. Consequéncia imediata do resultado anterior com o Teorema 3.3.8. W

Corolario 3.3.13 Considere a dlgebra My(K) (ver Ezemplo 1.1.3). Entao

Demonstra¢ao. Em [1]| foi demonstrado por Amitsur que dy2,1(X,Y) é identidade
para My(K) e que k? + 1 é o menor indice com essa propriedade. Como M (K) é
unitaria, segue que ela satisfaz a identidade de Capelli dy2,1(X,Y"), logo, pelo teorema

anterior, temos o resultado. [ |

Corolario 3.3.14 A dlgebra de Grassman nao satisfaz nenhuma identidade de Capelli.

Demonstracao.  Se E satisfizesse uma identidade de Capelli, entao, pelo Teorema
3.3.11, T(F) teria sua sequéncia de cocaracteres de altura limitada, o que seria uma

contradicao com o Teorema 3.1.5. [ |

Exemplo 3.3.15 Considere o T-ideal gerado pelo polinémio standard de grau 3 que
vamos denotar simplesmente por (s3)7. Queremos mostrar que {ds(X,Y)} C (s3)T.

Seguindo a Defini¢ao 1.2.11, note que
Y
sa(x1, 20, 23,y) = —y-s3(x1, 22, 23) + s3(21 V 22, 3)
y
—s3(x1, 22 V x3) + s3(21, 22, 23) - U,

disso, segue que

Y Y
53(1’1 V Zg, Ig) — 83<I1, T V .1'3) - <83>T. (31)

Agora, veja que

3y
s3(21, T2, x3Y) = S2(21,22) - X3y — S2(T1 V X2) + 23y - S2(21, 2).
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Assim, teremos
s3(71, T2, 13y) + 53(72, T3, 1Y) + 53(73, T1, T2Y)

= (1Y - 52(@2, T3) — T2y - S2(T1, T3) + 3Y - S2(71, T2))

T2y x1yY 3y
+ (32(301 Vo) — so(xe V x3) — So(x1 V .7:2))

+ (s2(21, 22) - 23y — s2(1, T3) - Toy + S2(T2, T3) - 1Y)
y y
= s3(x1 V xa, x3) + s3(1, T2 V x3) + S3(21, T2, T3) - ¥,
e, com isso,

Y Y
s3(x1 V xo, x3) + s3(x1, 20 V 23) € <53)T. (3.2)

Das equagdes 3.1 e 3.2, segue que s3(z v To,x3), S3(x1, To v x3) € (s3)T e, como

Y T4
s3(x1 Vg V xg) = (21y2o243 — ToYT10a%3 + T3YT1T4Ty — T1YT3T4T2
+ToYT3T4T1 — T3YToXgT1) + (T4YT1ToT3 — T4YTo2T1 T3
+ YT T3 — T1YTaZol3) — (T4YT1T2T3 — T4YToX1 T3
+ XYLy T T3 — T1YT4T2T3)
y
= s3(21 V 29, 74) - 13 — (T1YT3T4T2 — T3YT1T4To
+T3YT4T1 T2 — T1YT4T3T2 + T4YT1T3T2 — T4YT3T1T2)
H(2oyx3T4T1 — T3YT2T4T1 + TIYT4T2T1 — ToYT4T3T1
+T4YToT3T) — T4yr3TaT1) — (T4YT1T2T3 — T4YToT1T3
+XoYTsT1T3 — $1y$4$2$3) + ($3y$4$1$2 — L1YTyT3T2
+TAYT1 3Ty — TAYT3T1T2) — (T3YT4TaT1 — ToYT4T3T1
+X4YT2T3T1 — TAYL3T2T1)
y y y
= s3(w1 V x9,24) - w3 — 83(x1 V X3, 24) - To + S3(xa V X3, 24) - 71
H(X1YT4ToT3 — T1YT4T3T2 + T2YLT4T3T1 — ToYT4T1T3
+XYT4T1 Ty — T3YLaToT1) — (TAYT1T2T3 — T4YT1T3T2
+T4YT2T3T1 — TAYL2T1 T3 + TaYT3T1 T2 — T4YT3T2T1)
y y y
= s3(x1 V 2o, x4) - k3 — S3(x1 V w3, 24) - Ty + S3(x2 V T3, 24) - X1

Yyra
+s3(x1 V 29, 23) — x4y - s3(21, T2, T3),

teremos s3(xy Vo, V x3) € (s3)T. Portanto, {ds(X,Y)} C (s3)”. Segue do Teorema

3.3.11 que a sequéncia de cocaracteres de (s3)” é de altura limitada por 2.
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