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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência de, pelo menos, três soluções distintas para dois
problemas de inclusão diferencial. Para isto, faremos uso da teoria da análise convexa
para funcionais localmente Lipschitz, bem como métodos variacionais.

Palavras-chave: Derivada direcional generalizada, gradiente generalizado, funcionais
localmente Lipschitz, métodos variacionais, inclusão diferenciais.



Abstract

In this work we study the existence of, at least, three distinct solutions to two
problems of differential inclusion. For this, we use the theory of convex functional
analysis Lipschitz locally, and variational methods.

Keywords: Generalized directional derivative, generalized gradient, locally Lipschitz
functional, variational methods, differential inclusion.
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Notações

• [u > a] representa o conjunto {x ∈ Ω;u(x) > a}.

• #J representa a cardinalidade do conjunto J .

• |A| é a medida de Lebesgue do conjunto A.

• dist(x,A) = inf{∥x− y∥; y ∈ A ⊂ X}.

• 2∗ =
2N

N − 2
é o expoente crítico de Sobolev para a imersão W 1,2(Ω) ↪→ Lp(Ω).

• 2
∗
=

2(N − 1)

N − 2
é o expoente crítico de Sobolev para a imersãoW 1,2(Ω) ↪→ Lq(∂Ω).

• |u|p =
(∫

Ω

|u|pdx
) 1

p , ∀u ∈ Lp(Ω) com 1 ≤ p <∞.

• |u|q,∂Ω =
(∫

∂Ω

|u|qdσ
) 1

q , ∀u ∈ Lq(∂Ω) com 1 ≤ q <∞.

• ⟨u, v⟩W =

∫
Ω

(∇u∇v − uv) dx, u, v ∈ W 1,2(Ω).

• ∥u∥ =
(∫

Ω

|∇u|2dx+
∫
Ω

|u|2dx
) 1

2 , ∀u ∈ W 1,2(Ω).

• ∥u∥RN =
(∫

RN

|∇u|pdx+
∫
RN

|u|pdx
) 1

p , ∀u ∈ W 1,p(RN).

• Para um espaço vetorial de Banach (X, ∥.∥), ∥.∥∗ representará a norma do seu
espaço dual topológico.

• q.t.p em quase todo ponto.

• ess inf{f(s); |s− t| < ε} = sup{α ∈ R; f(s) ≥ α q.t.p. em (t− ε, t+ ε)}.

• ess sup{f(s); |s− t| < ε} = inf{α ∈ R; f(s) ≤ α q.t.p. em (t− ε, t+ ε)}.

• |u|∞ = inf{α; |u(x)| ≤ α q.t.p. em RN}, ∀u ∈ L∞(RN).
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Introdução

Um dos objetivos deste trabalho é mostrar a existência e multiplicidade de
soluções para as seguintes classes de inclusões diferenciais: a primeira com a condição
de Neumann, dado por  −∆u+ u ∈ λ∂F (u(x)), Ω

∂u

∂η
∈ µ∂G(u(x)), ∂Ω,

(1)

para λ, µ > 0, Ω limitado com fronteira suave e F,G : R −→ R funcionais localmente
Lipschitz satisfazendo certas condições; o segundo, um problema de inclusão diferencial
no RN da seguinte forma{

−∆pu+ |u|p−2u ∈ λα(x)∂F (u(x)) + µβ(x)∂G(u(x)), RN

u(x) → 0, quando |x| → +∞,
(2)

onde p > N ≥ 2, λ, µ > 0, F,G : R → R são funcionais localmente Lipschitz e
α ∈ L1(RN)∩L∞

loc(RN), β ∈ L1(RN) funções radialmente simétricas com α e F satisfa-
zendo algumas condições. Tais classes de problemas vêm sendo estudadas por diversos
autores, ao longo de vários anos.

Em 2004, Gasiński-Papageorgiou [9], publicaram um livro, onde organizaram
diversas referências envolvendo a seguinte classe de problemas{

−∆pu+ |u|p−2u = α(x)f(u(x)), em Ω

u ∈ W 1,p(Ω),
(3)

onde Ω ⊂ RN é um domínio aberto limitado com fronteira suave, 1 < p < +∞,
α ∈ L1(Ω) e f : R −→ R uma função.

Em 2001, Ricceri [23] trabalhou o problema (3) com a condição de Neumann,
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quando p > N , ou seja, −∆pu+ λ(x)|u|p−2u = α(x)f(u(x)) + β(x)g(u(x)), em Ω
∂u

∂η
= 0, em ∂Ω

(4)

onde λ ∈ L∞(Ω) satisfazendo ess inf
Ω
λ > 0, f, g : R → R funcionais contínuos. Além

disso, α, β ∈ L1(Ω) verificando min{α(x), β(x)} > 0 q.t.p. em Ω.
Pouco depois, em 2002 Marano-Motreanu [20], estudaram um problema de de-

sigualdade variacional-hemivariacional, dado por
Encontrar u ∈ K que cumpre

−
∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u.∇(v − u) + λ(x)|u|p−2u(v − u)

]
dx

≤
∫
Ω

[
α(x)F 0(u; v − u) + β(x)G0(v; v − u)

]
dx, ∀v ∈ K,

(5)

nas mesmas condições do problema (4), com F,G : R −→ R funcionais localmente
Lipschitz dados por

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds e G(t) =

∫ t

0

g(s)ds

onde f, g : R → R funções apenas localmente limitadas e K ⊂ W 1,p(Ω) convexo e
fechado contendo as funções constantes. O problema (5), quando f, g : R → R são
contínuas e K = W 1,p(Ω), resume-se a encontrar soluções para o problema (4).

Posteriormente, em 2004, Kristály [15], utilizou princípios variacionais e estudou
a seguinte classe de inclusões diferenciais{

−∆pu+ |u|p−2u ∈ α(x)∂F (u(x)), RN

u ∈ W 1,p(RN),
(6)

onde p > N ≥ 2, α ∈ L1(RN) ∩ L∞(RN) é radialmente simétrica e F : R → R é um
funcional localmente Lipschitz, verificando algumas condições.

Motivado por estes estudos, em 2010 os autores Kristály-Marzantowicz-Varga
[16], mostraram a existência e multiplicidade de soluções para as classes de inclusões
diferenciais (1) e (2) via métodos variacionais, ou seja, para encontrar soluções para os
problemas (1) e (2), encontraram pontos críticos para funcionais I : X → R localmente
Lipschitz, com X um espaço de Banach reflexivo, associados a tais problemas. Assim,
para chegarmos em nosso objetivo, seguindo Kristály-Marzantowicz-Varga, faremos
uso da Análise Convexa, seguindo basicamente os livros de Clarke [7] e Grossinho-
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Tersian [10], para demonstrar teoremas abstratos de existência de pontos críticos para
funcionais localmente Lipschitz. Vejamos a seguir como este trabalho está organizado:

No Capítulo 1, seguiremos o trabalho de Clarke [7] e, por vezes, Santos [28],
para apresentarmos a teoria de gradiente generalizado, onde provaremos uma versão
ainda não vista da Regra da Cadeia.

No Capítulo 2, enfatizaremos o gradiente generalizado dos funcionais

Φ1 : Lp(Ω) −→ R

u 7−→ Φ1(u) =

∫
Ω

F (u(x))dx

e
Φ2 : Lq(∂Ω) −→ R

u 7−→ Φ2(u) =

∫
∂Ω

G(u(x))dσ,

com p ∈ [1, 2∗] e q ∈ [1, 2
∗
] e F,G : R −→ R verificando certas condições. Na seção

seguinte, para o funcional Φ : L∞(RN) −→ R, definido como

Φ(u) =

∫
RN

f(x, u(x))dx,

onde f : RN × R −→ R é uma função, com N ≥ 2, verificando certas condições.
Por sua vez, no Capítulo 3, provaremos uma versão do Teorema da Deformação

segundo Motreanu-Varga [21], a qual utilizaremos para demonstrar o Teorema do Link,
também devido a Motreanu-Varga [21].

Seguindo o texto, no Capítulo 4, mostraremos uma versão, devido a Kristály-
Marzantowicz-Varga [16], do Teorema de Multiplicidade de Ricceri [24], tal qual nos
garantirá a existência de, pelo menos, três pontos críticos de certos funcionais local-
mente Lipschitz.

Depois, nos Capítulo 5 e Capítulo 6 faremos duas aplicações seguindo o artigo
dos autores Kristály-Marzantowicz-Varga [16], onde utilizaremos a versão do Teorema
de Multiplicidade, para mostrar que os problemas de inclusão diferencial (1) e (2),
respectivamente, possuem pelo menos três soluções distintas.

No Apêndice A, enunciaremos alguns resultados e um breve resumo versando
a Análise Funcional, Medida e Integração e Espaços de Sobolev.

O Apêndice B, será dedicado a Grupos, Ações de Grupos e uma seção abor-
dando Simetria e Compacidade, onde definiremos o conjunto W 1,p

rad(R
N), formado pelas
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funções radialmente simétricas pertencentes a W 1,p(RN) e mostraremos que a imersão

W 1,p
rad(R

N) ↪→ L∞(RN)

é compacta para 2 ≤ N < p <∞.
O Apêndice C conterá informações sobre resultados gerais a respeito de Es-

paços Métricos, Integrais e Equações Diferenciais Ordinárias em Espaços de Banach e
outros resultados que serão importantes para o decorrer de nossa dissertação.

Por fim, e igualmente importante, temos o Apêndice D, onde faremos a de-
monstração de dois lemas do Capítulo 5 e 6, que são fundamentais para os nossos
propósitos.



Capítulo 1

Gradiente Generalizado de Funcionais
Localmente Lipschitz

Neste capítulo, abordaremos uma teoria que é apresentada por Clarke [7], em
alguns de seus trabalhos, que trata sobre Gradiente Generalizado e suas respectivas
propriedades, e alguns resultados que serão importantes no decorrer deste trabalho.
Nos limitaremos em apresentar a demonstração de alguns resultados, pois os demais,
pode ser encontrado em detalhes no trabalho de Santos [28].

No decorrer deste capítulo, X denotará um espaço de Banach separável e refle-
xivo, ∥.∥ denotará uma norma em X e X∗ o dual topológico de X.

1.1 Gradiente Generalizado

Definição 1.1 Diremos que um funcional f : X −→ R é Localmente Lipschitz, e
denotaremos por f ∈ Liploc(X,R), se para cada x ∈ X, existir uma vizinhança aberta
V (x) de x e uma constante K(x) > 0, tais que

|f(y)− f(z)| ≤ K(x)∥y − z∥, ∀y, z ∈ V (x).

Quando a constante K(x) não depender do ponto x dado, diremos que f é
Lipschitz.

Definição 1.2 Definimos a Derivada Direcional Generalizada de um funcional
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f ∈ Liploc(X,R), em um ponto x ∈ X e direção v ∈ X, por

f 0(x; v) = lim sup
h→0,λ→0+

f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ
.

Teorema 1.1 Seja f : X −→ R um funcional contínuo. Se a diferencial a Gâteaux
f ′ : X −→ X∗ é fraca∗ contínua, então f ∈ Liploc(X,R) e f0(x; v) = ⟨f ′(x), v⟩, isto
é,

f0(x; v) = lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
.

Proposição 1.1 Seja f, g ∈ Liploc(X,R). Temos as seguintes propriedades:

(i) A função f 0(x; .) : X −→ R é subaditiva e homogênea positiva, isto é,

f 0(x; v1 + v2) ≤ f 0(x; v1) + f 0(x; v2), ∀v1, v2 ∈ X.

f0(x; cv) = cf 0(x; v), ∀v ∈ X e c > 0.

(ii) f 0(x; .) é um funcional convexo.

(iii) |f0(x; v)| ≤ K(x)∥v∥, onde K(x) > 0 é a mesma da condição localmente Lipschitz.

(iv) f 0(x; v) é uma função semicontínua superiormente, isto é,

lim sup
(xj ,vj)→(x,v)

f 0(xj; vj) ≤ f 0(x; v),

onde (xj, vj) ∈ X ×X.

(v) |f0(x;u) − f 0(x; v)| ≤ K(x)∥u − v∥, para todo u, v ∈ X, ou seja, f0(x; .) é
lipschitziana, com constante K(x).

(vi) (f + g)0(x; v) ≤ f 0(x; v) + g0(x; v) e f0(x;−v) = (−f)0(x; v), ∀x, v ∈ X.

Agora definiremos o Gradiente Generalizado de um funcional localmente Lipschitz.
Vejamos:

Definição 1.3 Seja f ∈ Liploc(X,R). Definimos o Gradiente Generalizado de f no
ponto x ∈ X, e denotamos por ∂f(x), o subconjunto de X∗ dado por:

∂f(x) = {ξ ∈ X∗; ⟨ξ, v⟩ ≤ f 0(x; v),∀v ∈ X}.
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Exemplo 1.1 Seja f : R −→ R dada por f(x) = |x|. Temos que f ∈ Liploc(R,R) e o
gradiente generalizado de f é

∂f(x) =


{−1}, se x < 0

[−1, 1] , se x = 0

{1}, se x > 0.

Lema 1.2 O gradiente generalizado de um funcional f ∈ Liploc(X,R) é sempre não
vazio, isto é, ∂f(x) ̸= ∅.

Lema 1.3 Dados x, v ∈ X, tem-se f 0(x; v) = max{⟨ξ, v⟩; ξ ∈ ∂f(x)}.

Definição 1.4 Seja um subconjunto C ⊂ X não vazio. Definimos como Função Su-
porte de C, a seguinte função

σ(C, .) : X∗ −→ R
ξ 7−→ σ(C, ξ) = sup{⟨ξ, x⟩;x ∈ C}.

Pela definição que acabamos de apresentar, para cada Σ ⊂ X∗ a função suporte
σ(Σ, .) : X∗∗ −→ R é dada por

σ(Σ, φ) = sup{⟨φ, ξ⟩; ξ ∈ Σ}.

É comum utilizar X em vez de X∗∗, pois estamos trabalhando com X reflexivo, logo
pela aplicação canônica

J : X −→ X∗∗

v 7−→ J(v) : X∗ −→ R
ξ 7−→ ⟨J(v), ξ⟩ = ⟨ξ, v⟩

que é sobrejetiva, isto é, J(X) = X∗∗.
Portanto, para cada φ ∈ X∗∗ existe um único v ∈ X tal que ⟨φ, ξ⟩ = ⟨ξ, v⟩. Por isso,
podemos denotar

σ(Σ, .) : X −→ R
v 7−→ σ(Σ, v) = sup{⟨ξ, v⟩; ξ ∈ Σ}.

Observação 1.1 Note que ∂f(x) ⊂ X∗, assim

σ(∂f(x), .) : X −→ R
v 7−→ σ(∂f(x), v) = sup{⟨ξ, v⟩; ξ ∈ ∂f(x)},
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assim pelo Lema 1.3, temos σ(∂f(x), v)) ≡ f 0(x; v).

O próximo resultado, mostra algumas propriedades das funções suportes, definidas
acima.

Proposição 1.2 Sejam C,D,C1, C2 ⊂ X e Σ,∆,Σ1,Σ2 ⊂ X∗. Temos:

(i) Sejam C,D ⊂ X não vazios, fechados e convexos, e Σ,∆ ⊂ X∗ não vazios,

fechados fraco∗ e convexos. Então,

C ⊂ D ⇔ σ(C, ξ) ≤ σ(D, ξ), ∀ξ ∈ X∗

e
Σ ⊂ ∆ ⇔ σ(Σ, v) ≤ σ(∆, v), ∀v ∈ X.

(ii) Seja Σ fechado fraco∗. Então, o conjunto Σ é limitado e compacto na topologia

fraca∗ se, e somente se, a função suporte σ(Σ, .) for finita sobre X.

(iii) Dados ξ ∈ X∗ e w ∈ X, tem-se que:

• σ(C1 + C2, ξ) = σ(C1, ξ) + σ(C2, ξ).

• σ(Σ1 + Σ2, ξ) = σ(Σ1, ξ) + σ(Σ2, ξ).

• σ(λC, ξ) = λσ(C, ξ), ∀λ > 0.

• σ(λΣ, ξ) = λσ(Σ, ξ), ∀λ > 0.

Vejamos agora algumas propriedades com respeito ao Gradiente Generalizado.

P1) Para cada x ∈ X, existe ξ0 ∈ ∂f(x) tal que

∥ξ0∥∗ = min{∥ξ∥∗; ξ ∈ ∂f(x)}.

P2) Para todo x ∈ X o conjunto ∂f(x) ⊂ X∗ é convexo e compacto na topologia
fraca∗. Além disso, para ξ ∈ ∂f(x) temos

∥ξ∥∗ ≤ K(x).
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P3) Para cada f, g ∈ Liploc(X,R) e λ ∈ R, tem-se que

∂(f + g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x)

e
∂(λf)(x) = λ∂f(x).

P4) A função
∂f : X −→ P(X∗)

x 7−→ ∂f(x),

onde P(X∗) é o conjunto das partes de X∗, é semicontínua superiormente, isto é, para
cada x0 ∈ X e ε > 0 dados, existe δ = δ(x0, ε) > 0, tal que se ∥x−x0∥ < δ e ξ ∈ ∂f(x),
então existe ξ0 ∈ ∂f(x0) verificando

∥ξ − ξ0∥∗ < ε

equivalentemente, temos

|⟨ξ − ξ0, v⟩| < ε, ∀v ∈ X, com ∥v∥ ≤ 1.

ou ainda, escrevendo de outra forma:

Dado ε > 0 e x0 ∈ X, existe δ = δ(x0, ε) > 0 tal que

∂f(x) ⊂ ∂f(x0) + εB1(0),

para todo x ∈ x0 + δB1(0).

P5) A função
∂f : X −→ P(X∗)

x 7−→ ∂f(x),

é fechada fraca∗, no sentido que, se (xj, ξj)j∈N ⊂ X × X∗ é uma sequência tal que
ξj ∈ ∂f(xj), limxj = x0 ∈ X e lim⟨ξj − ξ0, v⟩ = 0, ∀v ∈ X, então ξ0 ∈ ∂f(x0).

P6) O funcional

λf : X −→ R
x 7−→ λf (x) = min{∥ξ∥∗; ξ ∈ ∂f(x)} = ∥ξ0∥∗,



Capítulo 1 - Gradiente Generalizado de Funcionais Localmente Lipschitz 15

é semicontínua inferiormente, ou seja,

lim inf
x→x0

λf (x) ≥ λf (x0).

P7) Se f é continuamente diferenciável a Frechét numa vizinhança aberta de x ∈ X,
temos

∂f(x) = {Df(x)}.

P8) Se f ∈ C1(X,R) e g ∈ Liploc(X,R), então

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x).

Definição 1.5 Um ponto x0 ∈ X é dito ser ponto crítico do funcional f ∈ Liploc(X,R)
se 0 ∈ ∂f(x0), isto é, f 0(x0, v) ≥ 0, ∀v ∈ X

Definição 1.6 O número c ∈ R é valor crítico de f se existir um ponto crítico x0 ∈ X

tal que f(x0) = c.

Lema 1.4 Se f ∈ Liploc(X,R) e x0 é ponto mínimo local de f , tem-se que x0 é ponto
crítico de f .

1.2 Resultados Importantes

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados que serão bastante utilizados no
decorrer deste trabalho.

Lema 1.5 Sejam f ∈ Liploc(X,R) e

g : [0, 1] −→ R
t 7−→ g(t) = f(xt) = f(x+ t(y − x)).

Então g é Lipschitz e
∂g(t) ⊂ ⟨∂f(xt), y − x⟩,

onde ⟨∂f(xt), y − x⟩ = {⟨ϕ, y − v⟩;ϕ ∈ ∂f(xt)}.

Teorema 1.6 (Teorema do Valor Médio de Lebourg) Sejam f ∈ Liploc(X,R) e
x, y ∈ X tais que f é Lipschitz no segmento [x, y]. Então, existe um ponto

xt = x+ t(y − x), 0 < t < 1,
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verificando
f(y)− f(x) ∈ ⟨∂f(xt), y − x⟩,

isto é, existe ξ ∈ ∂f(xt) tal que

f(y)− f(x) = ⟨ξ, y − x⟩.

Teorema 1.7 (Regra da Cadeia I) Sejam X, Y espaços de Banach. Se
f : X −→ Y é de classe C1, g : Y −→ R é um funcional localmente Lipschitz e
F ≡ g ◦ f , então

∂F (x) ⊂ ∂g(f(x)) ◦Df(x), x ∈ X.

Corolário 1.1 Seja g : Y −→ R um funcional Lipschitz sobre o espaço de Banach Y .
Se X é um espaço de Banach imerso continuamente em Y , temos

∂(g|X)(x) ⊂ ∂g(x), ∀x ∈ X.

Demonstração: Segue, pelo fato de X ↪→
cont.

Y , que existe K > 0 tal que

∥u∥Y ≤ K∥u∥X , ∀u ∈ X.

Desta forma, a aplicação

Id : X −→ Y

x 7−→ Id(x) = x;

é linear e contínua, logo Id é de classe C∞ com D(Id(x)) = Id. Considere F : X −→ R
dada por

F (x) = (g ◦ Id)(x) = g(Id(x)) = g(x), x ∈ X.

Note que F ∈ Liploc(X,R) pois, g e Id são Lipschitz. Usando o Teorema da Regra da
Cadeia I, temos

∂F (x) ⊂ ∂g(Id(x)) ◦D(Id(x)), x ∈ X,

ou ainda,
∂(g|X)(x) ⊂ ∂g(x), ∀x ∈ X.

Vejamos agora, outra versão da Regra da Cadeia, ressaltando que a sua demons-
tração não é encontrada na literatura.
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Teorema 1.8 (Regra da Cadeia II) Seja X um espaço de Banach. Assumindo que
f ∈ Liploc(X,R), g : R −→ R é uma função de classe C1 e F ≡ g ◦f : X −→ R, temos
F ∈ Liploc(X,R) e

∂F (x) ⊂ g′(f(x)).∂f(x), x ∈ X. (1.1)

Demonstração: Observe, inicialmente, que a inclusão (1.1) é interpretada da seguinte
forma: Para cada ξ ∈ ∂F (x) ⊂ X∗, existe ξ̂ ∈ ∂f(x) ⊂ X∗ tal que

⟨ξ, v⟩ = g′(f(x)).⟨ξ̂, v⟩, ∀v ∈ X.

Veja que

g′(f(x)).∂f(x) = {g′(f(x)).ξ ∈ X∗; ξ ∈ ∂f(x)}, x ∈ X.

Definimos para cada x, v ∈ X,

q0(x, v) := max{g′(f(x)).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ ∂f(x)}.

Note que q0 define a função suporte do conjunto g′(f(x)).∂f(x).

Afirmação 1: O conjunto g′(f(x)).∂f(x) ⊂ X∗ é convexo e fechado fraco∗.

A convexidade de g′(f(x)).∂f(x) segue da convexidade de ∂f(x). Mostremos
agora que g′(f(x)).∂f(x) é fechado fraco∗. Para isto, seja (ξ̂n) ⊂ g′(f(x)).∂f(x) tal
que ξ̂n

∗
⇀ φ̂. Note que ξ̂n = g′(f(x)).ξn, onde (ξn) ⊂ ∂f(x). Logo,

∥ξn∥∗ ≤ K(x),

onde K(x) > 0 é a constante Lipschitziana de f no ponto x (ver propriedade (P2)).
Desta forma, (ξn) ⊂ BK(x) e como BK(x) é compacta fraca∗ (Teorema de Banach-
Boubarki-Alaoglu), existe uma subsequência (ξnj

) ⊂ (ξn) tal que ξnj

∗
⇀ ξ. Sendo

∂f(x) fechado fraco∗, temos ξ ∈ ∂f(x). Daí,

ξ̂nj
= g′(f(x))ξnj

∗
⇀ g′(f(x))ξ ∈ g′(f(x))∂f(x).

Pela unicidade do limite fraco∗, segue que

φ̂ = g′(f(x))ξ ∈ g′(f(x)).∂f(x),
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mostrando a Afirmação 1.
Lembre que F 0(x; v) e q0(x, v) definem as funções suporte de ∂f(x) e g′(f(x)).∂f(x),

respectivamente. Desta forma, para chegarmos a (1.1), basta utilizarmos a Proposição
1.2 (i) e mostrarmos que

F 0(x; v) ≤ q0(x, v), ∀x, v ∈ X (1.2)

Se v = 0, temos F 0(x; 0) = 0 = q0(x, 0). Agora, fixado v ̸= 0 e ε > 0, defina

qε(x, v) := sup{g′(y).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ ∂f(Bε(x)) e y ∈ (f(x)− ε, f(x) + ε)}.

Observando que g ∈ Liploc(X,R) (pois g ∈ C1), temos F ≡ g ◦ f ∈ Liploc(X,R).
Por propriedade de limite superior, existem hε ∈ X e λε > 0 com hε → 0 e

λε → 0+ tais que x+ hε, x+ hε + λεv ∈ Bε(x) verificando

F 0(x; v)− ε ≤ F (x+ hε + λεv)− F (x+ hε)

λε
,

com f(x+hε+λεv), f(x+hε) ∈ (f(x)− ε, f(x)+ ε), pois f é contínua. Sendo g ∈ C1,
existe pelo Teorema do Valor Médio na reta,

zε ∈
(
min{f(x+ hε + λεv), f(x+ hε)},max{f(x+ hε + λεv), f(x+ hε)}

)
.

verificando

g
(
f(x+ hε + λεv)

)
− g
(
f(x+ hε)

)
= g′(zε)

(
f(x+ hε + λεv)− f(x+ hε)

)
. (1.3)

Por outro lado, utilizando o Teorema do Valor Médio de Lebourg (ver Teorema 1.6),
tem-se

f(x+ hε + λεv)− f(x+ hε) = ⟨ξε, λεv⟩, (1.4)

onde ξε ∈ ∂f(wε) com wε ∈ [x+ hε, x+ hε + λεv] ⊂ Bε(x).

Substituindo (1.4) em (1.3), temos

F (x+ hε + λεv)− F (x+ hε) = g′(zε)⟨ξε, λεv⟩ = λεg
′(zε)⟨ξε, v⟩

Daí,

F 0(x; v)− ε ≤ F (x+ hε + λεv)− F (x+ hε)

λε
= g′(zε)⟨ξε, v⟩ ≤ qε(x, v), (1.5)
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visto que zε ∈ (f(x)− ε, f(x) + ε) e ξε ∈ ∂f(wε).

Afirmação 2: lim
ε→0

qε(x, v) = q0(x, v), x, v ∈ X.

Para mostrar esta afirmação, basta mostrar que dado σ′ > 0, existe ε0 > 0 tal
que

q0(x, v)− σ′ ≤ qε(x, v) ≤ q0(x, v) + σ′, ∀ε ∈ (0, ε0).

Note que
q0(x, v)− σ′ ≤ q0(x, v) ≤ qε(x, v). (1.6)

Fixando δ > 0, tome ε1 > 0 verificando

f(Bε(x)) ⊂ (f(x)− δ, f(x) + δ), ∀ε ∈ (0, ε1). (1.7)

Agora, fixe ρ > 0 de sorte que

g′
(
(f(x)− ρ, f(x) + ρ)

)
⊂
(
g′(f(x))− δ, g′(f(x)) + δ

)
(1.8)

(pois g′ é contínua). Além disso, desde que ∂f é semicontínua superiormente, podemos
fixar ε2 > 0 tal que para todo y ∈ Bε2(x) e ξ ∈ ∂f(y), existe ξ0 ∈ ∂f(x) verificando

∥ξ − ξ0∥∗ < δ,

ou seja,
∂f(Bε2(x)) ⊂ Bδ + ∂f(x) = Bδ(∂f(x)). (1.9)

Para ε ∈ (0,min{ε1, ε2, ρ}), temos de (1.8) e (1.9)

qε(x, v) = max{g′(y).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ ∂f(Bε(x)) e y ∈ (f(x)− ε, f(x) + ε)}
≤ sup{g′(y).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ Bδ + ∂f(x) e g′(y) ∈ (g′(f(x))− δ, g′(f(x)) + δ)}

Daí,

qε(x, v) ≤ sup{g′(y).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ Bδ + ∂f(x) e g′(y) ∈ (g′(f(x))− δ, g′(f(x)) + δ)}

≤ sup{g′(y).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ Bδ e g′(y) ∈ (−δ, δ)}
+ sup{g′(y).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ Bδ e g′(y) ∈ {g′(f(x))}}
+ sup{g′(y).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ ∂f(x) e g′(y) ∈ (−δ, δ)}
+ sup{g′(y).⟨ξ, v⟩; ξ ∈ ∂f(x) e g′(y) ∈ {g′(f(x))}}
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implicando que

qε(x, v) ≤ sup{|g′(y)|.∥ξ∥∗.∥v∥; ξ ∈ Bδ e g′(y) ∈ (−δ, δ)}
+ sup{|g′(y)|.∥ξ∥∗.∥v∥; ξ ∈ Bδ e g′(y) ∈ {g′(f(x))}}
+ sup{|g′(y)|.∥ξ∥∗.∥v∥; ξ ∈ ∂f(x) e g′(y) ∈ (−δ, δ)}
+ q0(x, v)

≤ δ2∥v∥+ |g′(y)|δ∥v∥+ δK(x)∥v∥+ q0(x, v).

Assim, passando ao limite quando δ → 0+, obtemos

qε(x, v) ≤ q0(x, v) ≤ q0(x, v) + σ′. (1.10)

Portanto, de (1.6) e (1.10), concluímos a Afirmação 2.
Finalmente, passando ao limite de ε→ 0+ em (1.5), obtemos

F 0(x, v) ≤ q0(x, v).

E pela Afirmação 1, segue que

∂F (x) ⊂ g′(f(x)).∂f(x).



Capítulo 2

Inclusões Diferenciais em Lp(Ω) e
L∞(RN )

Ao longo deste capítulo fixaremos condições suficientes para garantir inclusões
diferenciais entre funcionais definidos sobre os espaços Lp(Ω) e L∞(RN).

2.1 Espaços Lp(Ω)

Dados ε > 0 e f : R −→ R uma função, definamos:

fε(t) = ess inf{f(s); |s− t| < ε} (2.1)

= sup{α ∈ R; f(s) ≥ α q.t.p. em (t− ε, t+ ε)}, t ∈ R,

e

fε(t) = ess sup{f(s); |s− t| < ε} (2.2)

= inf{α ∈ R; f(s) ≤ α q.t.p. em (t− ε, t+ ε)}, t ∈ R.

A partir destas funções, considere

f(t) = lim
ε→0+

fε(t) e f(t) = lim
ε→0+

fε(t), t ∈ R.
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Lema 2.1 Seja F : R −→ R uma função localmente Lipschitz e suponha que F seja a
primitiva da função f : R −→ R. Então,

F 0(t; v) ≤

{
f(t)v, se v > 0

f(t)v, se v < 0.

Lema 2.2 Considere

f(t+ 0) = lim
h→0+

f(t+ h),

f(t− 0) = lim
h→0+

f(t− h)

e
f(t± 0) = lim

h→0
f(t+ h).

Se f é uma função descontínua do tipo salto, com seu conjunto de pontos de desconti-
nuidade enumerável e não contendo ponto de acumulação, então,

f(t) = min{f(t+ 0), f(t− 0)}

e
f(t) = max{f(t+ 0), f(t− 0)}.

Lema 2.3 Se f é uma função verificando as hipóteses do Lema 2.2, então

∂F (t) = [f(t), f(t)].

Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado com fronteira suave, e F : R −→ R uma
função localmente Lipschitz, satisfazendo a seguinte condição:

(F0) F (0) = 0 e existem C1 > 0 e p ∈ [1, 2∗) tais que

|ξ| ≤ C1(1 + |t|p−1), ∀ξ ∈ ∂F (t), t ∈ R.

Seja também G : R −→ R uma função localmente Lipschitz, verificando:

(G0) G(0) = 0 e existem C2 > 0 e q ∈ [1.2
∗
) tais que

|ξ| ≤ C2(1 + |t|q−1), ∀ξ ∈ ∂G(t), t ∈ R.

Vejamos um exemplo de uma função que satisfaz a condição (F0).
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Exemplo 2.1 Seja F : R −→ R definido por

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds, t ∈ R,

onde

f(t) =



0, se t ≤ 0

3t2π

4
, se 0 < t < 1

1

1 + t2
, se t ≥ 1.

(2.3)

Geometricamente, temos

1

p/2

0

/21

p/43

Figura 2.1: Funcional f : R → R

Note que F (t) = min

{
π

4
|t|3, arctan(t+)

}
, onde t+ = max{t, 0}, ou seja,

F (t) =



0, se t ≤ 0

t3π

4
, se 0 < t ≤ 1

arctan(t), se t > 1.

(2.4)
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Geometricamente, temos:

1

p/4

p/2

F(t)

0

Figura 2.2: Funcional F : R → R

Calculemos agora o gradiente generalizado de F . Primeiramente, veja que

∂F (t) = {F ′(t)} = {f(t)}, t ̸= 1,

pois F é de classe C1 para t ̸= 1 (ver propriedade (P7)). Para t = 1,

∂F (1) = [f(1), f(1)],

(ver Lema 2.3), onde

f(1) = min{f(1 + 0), f(1− 0)} e f(1) = max{f(1 + 0), f(1− 0)}.

Observando que

f(1 + 0) = lim
h→0+

f(1 + h) = lim
h→0+

1

1 + (1 + h)2
=

1

2
,

pois 1 + h > 1, e

f(1− 0) = lim
h→0+

f(1− h) = lim
h→0+

3π(1− h)2

4
=

3π

4
,

pois 1− h < 1, segue que,

f(1) =
1

2
e f(1) =

3π

4
,

consequentemente

∂F (1) =

[
1

2
,
3π

4

]
.
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Logo,

∂F (t) =



0, se t ≤ 0

3t2π

4
, se 0 < t < 1

[
1

2
,
3π

4

]
, se t = 1

1

1 + t2
, se t > 1.

(2.5)

Vejamos agora que F verifica a condição (F0).

Verificação de (F0): Dado ξ ∈ ∂F (t), para t = 1, temos

|ξ| ≤ 3π

4
≤ 3π

4
+

3π

4
|t|p−1 ≤ 3π

4

(
1 + |t|p−1

)
.

Para t ≤ 0, temos

|ξ| ≤ 0 ≤ 3π

4
≤ 3π

4
+

3π

4
|t|p−1 ≤ 3π

4

(
1 + |t|p−1

)
.

Para 0 < t < 1, temos

|ξ| ≤ 3t2π

4
≤ 3π

4
≤ 3π

4
+

3π

4
|t|p−1 ≤ 3π

4

(
1 + |t|p−1

)
.

Para t > 1, temos

|ξ| ≤ 1

1 + t2
≤ 3π

4
≤ 3π

4
+

3π

4
|t|p−1 ≤ 3π

4

(
1 + |t|p−1

)
.

Logo, fazendo C1 =
3π

4
, e p ∈ [1, 2∗), teremos

|ξ| ≤ C1(1 + |t|p−1).

temos para todo ξ ∈ ∂F (t) e t ∈ R.

Lema 2.4 Sejam F,G : R −→ R funções localmente Lipschitz verificando (F0) e (G0),
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respectivamente. Então, podemos definir os funcionais

Φ1 : Lp(Ω) −→ R

u 7−→ Φ1(u) =

∫
Ω

F (u(x))dx,

e
Φ2 : Lq(∂Ω) −→ R

u 7−→ Φ2(u) =

∫
∂Ω

G(u(x))dσ

com p ∈ [1, 2∗] e q ∈ [1, 2
∗
]. Além disso, Φ1 ∈ Liploc(L

p(Ω),R) e Φ2 ∈ Liploc(L
q(∂Ω),R).

Demonstração: Inicialmente, verificaremos que Φ1 está bem definida. Fixado t ∈ R,
com t > 0 existem, pelo Teorema do Valor Médio de Lebourg, s ∈ [0, t] e ξs ∈ ∂F (s)

tais que
|F (t)| = |F (t)− F (0)| = |⟨ξs, t⟩| ≤ |ξs||t|

e por (F0) temos
|F (t)| ≤ C1|t|+ C1|t|p.

Assim para cada u ∈ Lp(Ω) ⊂ L1(Ω)

Φ1(u) ≤
∫
Ω

|F (u(x))|dx

≤
∫
Ω

C1|u(x)|dx+
∫
Ω

C1|u(x)|pdx

≤ C1|u|1 + C1|u|pp < +∞.

Mostrando que Φ1 está bem definido.
Mostraremos agora que Φ1 ∈ Liploc(L

p(Ω),R). Fixado w ∈ Lp(Ω) e
R = R(w) > 0, temos

|u|p < R + |w|p e |v|p < R + |w|p, u, v ∈ BR(w).

Para cada x ∈ Ω, existem s ∈ [u(x), v(x)] e ξs ∈ ∂F (s) (ver Teorema de Lebourg) tais
que

|F (u(x))− F (v(x))| = |⟨ξs, u(x)− v(x)⟩| ≤ |ξs||u(x)− v(x)|. (2.6)

Por (F0), segue-se que

|F (u(x))− F (v(x))| ≤ |θ(x)||u(x)− v(x)|, (2.7)
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onde θ(.) = C1

(
1 + |u(.)|p−1 + |v(.)|p−1

)
∈ Lp′(Ω) com

1

p
+

1

p′
= 1, ou seja, p′ =

p

p− 1
.

Assim, por (2.7), temos

|Φ1(u)− Φ1(v)| ≤
∫
Ω

|F (u(x))− F (v(x))|dx

≤
∫
Ω

|θ(x)||u(x)− v(x)|dx.

Logo, pela Desigualdade de Hölder, temos

|Φ1(u)− Φ1(v)| ≤ K|u− v|p,

onde K = |θ|p′ . Mostrando que Φ1 ∈ Liploc(L
p(Ω),R).

Analogamente, mostra-se que Φ2 está bem definida e que Φ2 ∈ Liploc(L
q(∂Ω),R).

É importante, frisarmos que o teorema a seguir não é encontrado na literatura
sob tais hipóteses. Por isto, adaptamos o teorema desenvolvido por Grossinho-
Tersian [10], para as hipóteses aqui fixadas.

Teorema 2.5 Sejam Φ1 e Φ2 funcionais definidos no Lema 2.4. Então,

∂Φ1(u) ⊂ ∂F (u(x)) q.t.p. em Ω. (2.8)

e
∂Φ2(u) ⊂ ∂G(u(x)) q.t.p. em ∂Ω. (2.9)

Além disso,

∂Φ1|W 1,2(Ω)(u) ⊂ ∂Φ1(u) e ∂Φ2|W 1,2(Ω)(u) ⊂ ∂Φ2(u), (2.10)

para todo u ∈ W 1,2(Ω).

Demonstração: Inicialmente, note que a inclusão em (2.8), significa que dado
ξ ∈ ∂Φ1(u) ⊂ (Lp(Ω))∗, existe ξF ∈ L

p
p−1 (Ω) = Lp′(Ω), tal que

⟨ξ, v⟩ =
∫
Ω

ξFvdx, ∀v ∈ Lp(Ω), (2.11)

com ξF (x) ∈ ∂F (u(x)) q.t.p. em Ω. De forma análoga, interpretamos a inclusão (2.9).
Sejam (hj) ⊂ Lp(Ω) e (λj) ⊂ R+ duas sequências tais que

hj → 0 em Lp(Ω) e λj → 0.
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Assim, passando a uma subsequência se necessário,

hj(x) → 0 q.t.p. em Ω

e existe
g ∈ Lp(Ω) tal que |hj(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω, ∀j ∈ N.

Observe que

Φ0
1(u; v) = lim sup

j→+∞

1

λj

(∫
Ω

F (u(x) + hj(x) + λjv(x))dx−
∫
Ω

F (u(x) + hj(x))dx

)

= lim sup
j→+∞

∫
Ω

1

λj

(
F (u(x) + hj(x) + λjv(x))− F (u(x) + hj(x))

)
dx

Defina
θj(x) = max{u(x) + hj(x) + λjv(x), u(x) + hj(x)}

e
ηj(x) = min{u(x) + hj(x) + λjv(x), u(x) + hj(x)}.

Pelo Teorema de Lebourg, existem sj ∈ [ηj(x), θj(x)] e ξsj ∈ ∂F (sj) tais que

1

λj

(
F (u(x) + hj(x) + λjv(x))− F (u(x) + hj(x))

)
= ⟨ξsj , v(x)⟩

≤ |ξsj ||v(x)|,

donde, por (F0), segue-se que

1

λj

(
F (u(x) + hj(x) + λjv(x))− F (u(x) + hj(x))

)
≤
(
C1 + C1|sj|p−1

)
|v(x)|

≤ C1|v(x)|+ C1

(
|θj(x)|p−1 + |ηj(x)|p−1

)
|v(x)|

implicando que

1

λj

(
F (u(x) + hj(x) + λjv(x))− F (u(x) + hj(x))

)
≤ C1|v(x)|+ C2|u(x)|p−1|v(x)|

+C3|g|p−1|v|+ C4|v(x)|p,
(2.12)

q.t.p. em Ω, ∀j ∈ N e com C1, C2, C3, C4 > 0.
Como v, u, g ∈ Lp(Ω) ⊂ L1(Ω), temos |v|, |v|p ∈ L1(Ω), e sabendo que

|g|p−1, |u|p−1 ∈ L
p

p−1 (Ω), segue da desigualdade de Hölder que
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|u|p−1|v|, |g|p−1|v| ∈ L1(Ω). Portanto,

C1|v(x)|+ C2|u(x)|p−1|v(x)|+ C3|g|p−1|v|+ C4|v(x)|p ∈ L1(Ω). (2.13)

Assim, pelo Lema de Fatou (ver Corolário A.2) e (2.12), temos

Φ0
1(u, v) ≤

∫
Ω

lim sup
j→+∞

1

λj

(
F (u(x) + hj(x) + λjv(x))− F (u(x) + hj(x))

)
dx

≤
∫
Ω

F 0(u; v)dx.

Dado ξ ∈ ∂Φ1(u) ⊂ (Lp(Ω))∗, pelo Teorema de Riesz (ver Apêndice A), existe
ξF ∈ L

p
p−1 (Ω), tal que

⟨ξ, v⟩ =
∫
Ω

ξFvdx, ∀v ∈ Lp(Ω),

donde, ∫
Ω

ξFvdx ≤
∫
Ω

F 0(u; v)dx, ∀v ∈ Lp(Ω). (2.14)

Mostraremos agora que ξF ∈ ∂F (u(x)) a menos de um conjunto de medida
nula. Para isto, suponha por contradição que ξF ̸∈ ∂F (u(x)), logo existem v0 ∈ R e
um conjunto A ⊂ Ω mensurável, com |A| > 0, tais que

ξF (x)v0 > F 0(u(x); v0), x ∈ A. (2.15)

Considerando φ = v0χA, temos φ ∈ Lp(Ω) e∫
Ω

ξFφdx =

∫
A

ξFv0dx >

∫
A

F 0(u; v0)dx =

∫
Ω

F 0(u;φ)dx, (2.16)

contradizendo (2.14). Logo, ξF (x) ∈ ∂F (u(x)) a menos de um conjunto de medida
nula. Por fim, utilizando o Corolário 1.1, tem-se

∂Φ1|W 1,2(Ω)(u) ⊂ ∂Φ1(u), ∀u ∈ W 1,2(Ω),

desde que W 1,2(Ω) ↪→
cont.

Lp(Ω).

De maneira inteiramente análoga, mostra-se a inclusão (2.9) e (2.10).

Observação 2.1 Podemos representar as inclusões (2.8) e (2.9), como

∂Φ1(u) ⊂
∫
Ω

∂F (u(x))dx q.t.p. em Ω. (2.17)
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e
∂Φ2(u) ⊂

∫
∂Ω

∂G(u(x))dσ q.t.p. em ∂Ω. (2.18)

2.2 Espaço L∞(RN)

Fixe N ≥ 2. Seja f(x, .) : R −→ R uma família de funções x ∈ RN , satisfazendo:

(i) para cada t ∈ R, a função

ht : RN −→ R
x 7−→ ht(x) = f(x, t)

é mensurável;

(ii) para cada u ∈ L∞(RN), existem ε > 0 e K ∈ L1(RN) tais que

|f(x, t1)− f(x, t2)| ≤ K(x)|t1 − t2|,

para cada x ∈ RN e t1, t2 ∈ Bε(u(x)).

(iii) para cada u ∈ L∞(RN) a aplicação

u 7−→
∫
RN

f(x, u(x))dx

está bem definida.

Definamos o funcional Φ : L∞(RN) −→ R, como sendo

Φ(u) =

∫
RN

f(x, u(x))dx, ∀u ∈ L∞(RN).

Nosso objetivo nesta seção é mostrar que a inclusão abaixo, é verificada

∂Φ(u) ⊂
∫
Ω

∂uf(x, u(x))dx q.t.p. em RN . (2.19)

Observação 2.2 A inclusão em (2.19), significa que dado ξ ∈ ∂Φ(u) existe uma apli-
cação x 7−→ ξx verificando

• ξx ∈ ∂uf(x, u(x)) q.t.p. em RN ;

• x 7−→ ξxv(x) pertence a L1(RN), para todo v ∈ L∞(RN);

• ⟨ξ, v⟩ =
∫
RN

ξxv(x)dx, para todo v ∈ L∞(RN).
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Antes de enunciarmos o principal teorema desta seção, vamos fazer algumas
considerações sobre a subdiferencial de uma função convexa. Para mais detalhes, ver
Clarke [7] e Rockafellar [25]. No que segue, seja X um espaço de Banach.

Definição 2.1 Seja φ : X −→ X uma função convexa. Definimos o Subdiferencial de
φ em x0, como sendo o conjunto

∂sφ(x0) = {ξ ∈ X∗;φ(x)− φ(x0) ≥ ⟨ξ, x− x0⟩, ∀x ∈ X}.

Proposição 2.1 Se φ : X −→ R é um funcional convexo, então φ′(x, .) é a função
suporte do subdiferencial de φ.

Proposição 2.2 Seja φ : X −→ X uma função convexa e localmente Lipschitz. En-
tão,

∂φ(x) = ∂sφ(x), ∀x ∈ X.

Teorema 2.6 [12] Assuma as condições (i) e (iii), e suponha que f(x, .) seja uma
função convexa. Então,

∂sΦ(u) ⊂
∫
RN

∂sf(x, u(x))dx, q.t.p. em RN , (2.20)

para todo u ∈ L∞(RN).

Observação 2.3 A inclusão (2.20), tem a mesma interpretação da inclusão (2.19).

Vamos agora, mostrar um teorema que será útil em nossos estudos, para isto faremos
uso do Teorema 2.6.

Teorema 2.7 Assuma (i), (ii) e (iii). Então, Φ : L∞(RN) −→ R é localmente
Lipschitz e verifica (2.19).

Demonstração: Dado u ∈ L∞(RN), considere ε > 0 e K ∈ L1(RN) verificando (ii).
Para cada w, v ∈ Bε(u) ∩ L∞(RN), temos

|Φ(w)− Φ(v)| ≤
∫
RN

|f(x,w(x))− f(x, v(x))|dx

≤
∫
RN

K(x)|w(x)− v(x)|dx

≤ |K|1|w − v|∞,
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mostrando que Φ ∈ Liploc(L
∞(RN),R).

Para mostrar a inclusão (2.19), sejam ξ ∈ ∂Φ(u) e v ∈ L∞(RN) qualquer.

Afirmação 1: A aplicação x 7−→ f0((x, u(x)); v(x))) é mensurável para cada v.

Com efeito, desde que f(x, .) é contínua e

f 0((x, u(x)); v(x)) = lim sup
|hj |∞→0

λj→0

1

λj

(
f(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))− f(x, u(x) + hj(x))

)
,

(2.21)
a Afirmação 1, segue do Teorema A.10 (ver Apêndice A).

Seja (hj) ⊂ L∞(RN) e λj ⊂ R+ duas sequências tais que |hj|∞ → 0 e λj → 0+.
Considerando,

Fj(u, v) =
1

λj

(
f(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))− f(x, u(x) + hj(x))

)
,

temos
Φ0(u; v) = lim sup

j→+∞

∫
RN

Fj(u, v)dx. (2.22)

Observe que

Fj(u, v) ≤ 1

λj

∣∣∣∣f(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))− f(x, u(x) + hj(x))

∣∣∣∣
≤ 1

λj
K(x)|λjv(x)| = K(x)|v(x)|,

onde K(x)|v(x)| ∈ L1(RN) pois, K(.) ∈ L1(RN) e v ∈ L∞(RN). Assim, pelo Lema de
Fatou (ver Corolário A.2, Apêndice A).

Φ0(u; v) ≤
∫
RN

lim sup
j→+∞

Fj(u, v)dx

≤
∫
RN

f0((x, u(x)); v(x))dx,

isto é, ∫
RN

f0((x, u(x)); v(x))dx ≥ Φ0(u; v) ≥ ⟨ξ, v⟩, ξ ∈ ∂Φ(u). (2.23)
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Recordemos que, pela Proposição 1.1 (ii), f0((x, u(x)); .) é um funcional con-
vexo. Desta forma, o funcional Ψ : L∞(RN) −→ R dado por

Ψ(v) =

∫
RN

f 0((x, u(x)); v(x))dx, (2.24)

é convexo. Como Ψ(0) = f 0((x, u(x)); 0) = 0, podemos escrever (2.24), como

Ψ(v)−Ψ(0) ≥ ⟨ξ, v − 0⟩, ∀v ∈ L∞(RN) e ξ ∈ (L∞(RN))∗,

mostrando que ξ pertence ao subdiferencial ∂sΨ(0). Utilizando o Teorema 2.6, existe
ξx ∈ ∂sf 0((x, u(x)); 0) em quase todo ponto do RN , tal que

⟨ξ, v⟩ =
∫
RN

⟨ξx, v⟩dx.

Afirmação 2: ∂sf0((x, u(x)); 0) = ∂uf(x, u(x)) q.t.p. em RN .

De fato, por definição, temos

∂sf 0((x, u(x)); 0) = {ξ ∈ R; f 0((x, u(x)); t)− f 0((x, u(x)); 0) ≥ ⟨ξ, t− 0⟩, ∀t ∈ R}

= {ξ ∈ R; f 0((x, u(x)); t) ≥ ⟨ξ, t⟩, ∀t ∈ R}

= ∂uf(x, u(x)),

mostrando a Afirmação 2.

Da Afirmação 2, ξx ∈ ∂uf(x, u(x)), e portanto

∂Φ(u) ⊂
∫
RN

∂uf(x, u(x))dx, ∀u ∈ L∞(RN).

Agora consideremos α ∈ L1(RN) e F : R −→ R um funcional localmente
Lipschitz. Para cada x ∈ RN , seja f(x, .) : R −→ R, dado por f(x, t) = α(x)F (t),
t ∈ R.

Lema 2.8 O funcional

Φ : L∞(RN) −→ R

u 7−→ Φ(u) =

∫
RN

α(x)F (u(x))dx,
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é localmente Lipschitz e vale a seguinte inclusão

∂Φ(u) ⊂
∫
RN

α(x)∂F (u(x))dx, ∀u ∈ L∞(RN).

Demonstração: Tendo em vista o Teorema 2.7, mostraremos que a família de fun-
cionais f(x, .) verifica as hipóteses (i), (ii), (iii). Observe que para cada t ∈ R, a
função

ht : RN −→ R
x 7−→ ht(x) = α(x)F (t)

é mensurável, visto que α(.) é mensurável e F (.) é constante com relação a x. Logo,
f(x, .) verifica (i).

Fixemos u ∈ L∞(RN) arbitrário. Vamos mostrar que a hipótese (ii) é satisfeita,
ou seja, vamos mostrar que existe Ku ∈ L1(RN) tal que para cada x ∈ RN e ti ∈ R
com |ti − u(x)| < 1, i = 1, 2, temos

|f(x, t1)− f(x, t2)| ≤ Ku(x)|t1 − t2|.

De fato, seja J um conjunto de índices e fixemos {Ij}j∈J como sendo intervalos abertos,
com comprimento suficientemente pequeno, de sorte que F |Ij seja lipschitiziana, com
constante Kj > 0 e

I := [−|u|∞ − 1, |u|∞ + 1] ⊂
∪
j∈J

Ij.

Como I é compacto, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, existe um subconjunto J ′ ⊂ J

finito tal que
I ⊂

∪
j∈J ′

Ij

e
Ii ∩ Ii+1 ̸= ∅, ∀i ∈ {1, 2, ..., k − 1},

onde, sem perda de generalidade, estamos supondo J ′ = {1, 2, ..., k}. Fixemos x ∈ RN

e t1, t2 ∈ R tais que |ti − u(x)| < 1, onde i = 1, 2. Note que

u(x)− 1 < ti < u(x) + 1, i = 1, 2,

como −|u|∞ ≤ u(x) ≤ |u|∞, temos

−|u|∞ − 1 < ti < |u|∞ + 1, i = 1, 2.
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Logo, t1, t2 ∈ I. Porém, não estão necessariamente, no mesmo intervalo Ij. Neste caso,
consideremos que t1 < t2 com t1 ∈ Ii e t2 ∈ Ij e sejam

si ∈ Ii ∩ Ii+1, si+1 ∈ Ii+1 ∩ Ii+2, . . . , sj−1 ∈ Ij−1 ∩ Ij.

Logo,

|f(x, t1)− f(x, t2)| = |α(x)F (t1)− α(x)F (t2)|

= α(x)|F (t1)− F (t2)|

= α(x)|F (t1)− F (si) + F (si)− F (si+1) + F (si+1)− ...

+F (sj−1)− F (t2)|

≤ α(x)

(
|F (t1)− F (si)|+ |F (si)− F (si+1)|+ ...

+|F (sj−1)− F (t2)|
)
.

Como F |Ij é Lipschitz de constante Kj > 0, temos

|f(x, t1)− f(x, t2)| ≤ α(x)

(
Ki|t1 − si|+Ki+1|si − si+1|+ ...+Kj|sj−1 − t2|

)
.

Desde que
|t1 − t2| ≥ |t1 − si|, |si − si+1|, ..., |sj−1 − t2|,

obtemos
|f(x, t1)− f(x, t2)| ≤ α#J ′K0C|t1 − t2|,

onde K0 := max
j∈J ′

Kj. Fazendo K = α#J ′K0C ∈ L1(RN), tem-se que

|f(x, t1)− f(x, t2)| ≤ K(x)|t1 − t2|,

mostrando que f(x, .) verifica (ii). Por fim, como F é contínua e α ∈ L1(RN) temos
que Φ está bem definida. De fato, dado u ∈ L∞(RN) temos

−|u|∞ ≤ u(x) ≤ |u|∞, q.t.p em RN
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deste modo, u(x) ∈ I := [−|u|∞, |u|∞] ⊂ R, com I compacto. Logo,

{F (u(x));x ∈ RN} ⊂ R

é limitado, desde que F é contínua. Fixado C1 = sup
x∈RN

|F (u(x))|, temos

Φ(u) =

∫
RN

α(x)F (u(x))dx ≤
∫
RN

|α(x)||F (u(x))|dx

≤ C1

∫
RN

|α(x)|dx < +∞,

mostrando que o funcional Φ está bem definido.



Capítulo 3

Teorema do Link

No que segue, consideremos X um espaço de Banach reflexivo e I : X −→ R
um funcional localmente Lipschitz.

3.1 Teorema da Deformação

Definição 3.1 Um funcional I ∈ Liploc(X,R) satisfaz a condição de Palais-Smale
(PS), quando para toda sequência (xn) ⊂ X tal que

• I(xn) seja convergente e

• λI(xn) −→ 0,

existe uma subsequência (xnk
) ⊂ (xn) tal que xnk

−→ x em X.

Observação 3.1 Na definição acima, quando I(xn) −→ c, c ∈ R, dizemos que o
funcional satisfaz a condição de Palais-Smale no nível c, e denotamos por (PS)c.

Definição 3.2 Dados B ⊂ X e c ∈ R, dizemos que I ∈ Liploc(X,R) satisfaz a
condição de Palais-Smale em torno de B no nível c, e denotamos por (PS)B,c, quando
para toda sequência (xn) ⊂ X tal que

• I(xn) −→ c,

• dist(xn, B) −→ 0 e

• λI(xn) −→ 0,

existe uma subsequência (xnk
) ⊂ (xn) tal que xnk

−→ x em X.
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Observação 3.2 Em particular, se B = X, temos que I satisfaz a condição
(PS)c = (PS)X,c.

Agora, dado um número real c, fixemos algumas notações:

• Ic = {x ∈ X; I(x) ≤ c};

• Ic = {x ∈ X; I(x) ≥ c};

• Kc(I) = {x ∈ X; 0 ∈ ∂I(x) e I(x) = c}.

Dado um subconjunto B de X e δ > 0 um número real positivo, considere

Nδ(B) = {x ∈ X; dist(x,B) < δ} e N δ(B) = {x ∈ X; dist(x,B) ≤ δ},

onde Nδ(B) e N δ(B), são δ-vizinhanças, aberta e fechada, respectivamente, de B.

B

X

N (B)
d

d

Figura 3.1: δ−vizinhança de B.

A seguir, enunciaremos uma versão do Teorema da Deformação devido a Chang
[6], para tal, omitiremos a demonstração, pois pode ser encontrada, em detalhes, no
trabalho de Santos [28].

Lema 3.1 (Lema da Deformação) Suponha que I ∈ Liploc(X,R) verifica a condição
(PS). Se c ∈ R e N é uma vizinhança aberta que contém Kc. Então, para todo ε0 > 0

existem ε ∈ (0, ε0) e um homeomorfismo η : X −→ X tal que:

(i) η(x) = x, ∀x ̸∈ Ic+ε0 \ Ic−ε0;

(ii) η(Ic+ε \N) ⊂ Ic−ε;

(iii) Se Kc = ∅, então η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Nosso objetivo agora é demonstrar uma outra versão do Teorema da Deforma-
ção. Para isto, utilizaremos o Lema 3.1 e os resultados a seguir. No que segue,
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• N3δ1,3ε1 := N3δ1(B) ∩ Ic−3ε1 ∩ Ic+3ε1 ;

• N2δ1,2ε1 := N2δ1(B) ∩ Ic−2ε1 ∩ Ic+2ε1 ;

• N δ1,ε1 := N δ1(B) ∩ Ic−ε1 ∩ Ic+ε1 .

Lema 3.2 Suponha que I satisfaz a condição (PS)B,c, com B ⊂ X fechado e não
vazio, tal que B ∩Kc(I) = ∅. Então, existem números δ1, σ1, ε1 > 0 tais que

λI(x) ≥ σ1, ∀x ∈ N3δ1,3ε1 .

Geometricamente,

X

BN  (B)
3d1

I =c + 3e1

K  (I)c

I =c

I =c - 3e1

N     (B)
3d ,3e1 1

Figura 3.2: Ideia geométrica do Lema 3.2.

Demonstração: Suponha por contradição, que para todos δn, σn, εn > 0 existe um
xn ∈ N3δn,3εn := N3δn(B) ∩ Ic−3εn ∩ Ic+3εn com

0 < λ(xn) < σn (3.1)

Assuma que δn, σn, εn −→ 0 quando n → +∞. Ora, como xn ∈ N3δn,3εn para cada
n ∈ N

c− 3εn ≤ I(xn) ≤ c+ 3εn e dist(xn, B) ≤ 3δn.

Daí, passando ao limite de n→ +∞, obtemos

I(xn) −→ c e dist(xn, B) −→ 0. (3.2)

Além disso, de (3.1), temos
lim

n→+∞
λI(xn) = 0.
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Deste fato, desde que I satisfaz a condição (PS)B,c, existe uma subsequência
(xnk

) ⊂ (xn) tal que
xnk

n→+∞−→ x0 em X. (3.3)

Sendo λI uma função semicontínua inferiormente (ver Propriedade (P6)), temos

0 = lim inf
nk→+∞

λI(xnk
) ≥ λI(x0) ≥ 0,

implicando que λI(x0) = 0, logo 0 ∈ ∂I(x0), consequentemente x0 é um ponto crítico
de I. Além disso,

I(x0) = I( lim
nk→+∞

xnk
) = c,

mostrando que x0 ∈ Kc(I).
Recordando que a função dist(., B) : X −→ R é contínua sobre X, tem-se de

(3.2) e (3.3)
0 = lim

nk→+∞
dist(xnk

, B) = dist(x0, B).

Logo, x0 ∈ B (pois B é fechado). Sendo assim, x0 ∈ B ∩Kc(I) contradizendo o fato
que B ∩Kc(I) = ∅, mostrando o lema.

Lema 3.3 Assuma as hipóteses do Lema 3.2, com B ⊂ Ic. Então, existe um campo
vetorial v : N3δ1,3ε1 −→ X localmente Lipschitz tal que ∥v∥ ≤ 1 e

⟨z, v(x)⟩ > 1

3
σ1, ∀z ∈ ∂I(x), ∀x ∈ N3δ1,3ε1 .

Demonstração: Segue do Lema 3.2, a existência de σ1, δ1, ε1 > 0 tais que

λI(x0) > σ1, x0 ∈ N3δ1,3ε1 . (3.4)

Seja w0 ∈ ∂I(x0), tal que

∥w0∥∗ = λI(x0) = min{∥w∥∗;w ∈ ∂I(x0)}.

Neste caso, B∥w0∥∗(0) ∩ ∂I(x0) = ∅ (pois, dado ξ ∈ B∥w0∥∗(0), temos ∥ξ∥∗ < ∥w0∥∗,
logo ξ ̸∈ ∂I(x0)).

Como o conjunto ∂I(x0) é também convexo em X∗, pelo Teorema de Hahn-
Banach (ver Teorema A.2, Apêndice A), existem 0 ̸= ψ ∈ X∗∗ e α ∈ R tais que

⟨ψ0, ξ⟩ ≥ α ≥ ⟨ψ0, w⟩, ∀ξ ∈ ∂I(x0) e ∀w ∈ B∥w0∥∗(0).
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Sendo X um espaço de Banach reflexivo, podemos considerar

⟨ψ0, ·⟩ = ⟨·, u0⟩,

com 0 ̸= u0 ∈ X. Assim,

⟨ξ, u0⟩ ≥ α ≥ ⟨w, u0⟩, ∀ξ ∈ ∂I(x0) e ∀w ∈ B∥w0∥∗(0).

Considerando h0 =
u0

∥u0∥
, temos

⟨ξ, h0⟩ ≥ ⟨w, h0⟩, ∀ξ ∈ ∂I(x0) e ∀w ∈ B∥w0∥∗(0). (3.5)

Utilizando o Corolário A.1, tem-se que

max{⟨w, h0⟩;w ∈ B1(0) ⊂ X∗} = ∥h0∥,

logo

max{⟨1
2
∥w0∥∗w, h0⟩;w ∈ B1(0)} =

1

2
∥w0∥∗∥h0∥.

Fazendo w =
1

2
∥w0∥∗w, obtemos

max{⟨w, h0⟩;w ∈ B 1
2
∥w0∥∗(0)} =

1

2
∥w0∥∗∥h0∥,

consequentemente

1

2
∥w0∥∗∥h0∥ = max{⟨w, h0⟩;w ∈ B 1

2
∥w0∥∗(0)} ≤ sup{⟨w, h0⟩;w ∈ B∥w0∥∗(0)}. (3.6)

De (3.5) e (3.6)

⟨ξ, h0⟩ ≥
1

2
∥w0∥∗∥h0∥ =

1

2
∥w0∥∗, ∀ξ ∈ ∂I(x0),

(lembre-se ∥h0∥ = 1). Segue de (3.4) que

⟨ξ, h0⟩ >
1

2
σ1, ∀ξ ∈ ∂I(x0). (3.7)

Por outro lado, desde que ∂I é semicontínua superiormente (ver propriedade
(P4)), para cada x0 ∈ N3δ1,3ε1 ⊂ X, existe η0 > 0 tal que se z ∈ ∂I(x) e ∥x− x0∥ < η0

existe w ∈ ∂I(x0) verificando
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∥z − w∥∗ <
σ1
6
. (3.8)

De (3.7) e (3.8)

σ1
2

− ⟨z, h0⟩ < ⟨w, h0⟩ − ⟨z, h0⟩ <
σ1
6
,

donde segue-se que

⟨z, h0⟩ >
σ1
3
, ∀z ∈ ∂I(x) e ∀x ∈ Bη0(x0). (3.9)

Dessa forma, podemos construir uma cobertura para o conjunto N3δ1,3ε1 , dada por∪
x∈N3δ1,3ε1

Bηx(x), (3.10)

com ηx verificando (3.9). Como o conjunto N3δ1,3ε1 é metrizável pela norma, segue
que este é paracompacto (ver Apêndice C), logo toda cobertura aberta de tal con-
junto, admite um refinamento enumerável e localmente finito, o qual denotaremos por∪
i∈N

Bηi(xi).

Fixado i ∈ N, definamos

ρi : X −→ R

x 7−→ ρi(x) = dist(x,Bηi(xi)
C).

Note que dados x, y ∈ X temos

|ρi(x)− ρi(y)| ≤ ∥x− y∥. (3.11)

Além disso, seja βi : X −→ R um funcional dado por

βi(x) =



ρi(x)∑
k∈N

ρk(x)
, x ∈ N3δ1,3ε1

0, caso contrário
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e v : N3δ1,3ε1 −→ X um campo vetorial definido por

v(x) =
∑
i∈N

βi(x)hi, x ∈ N3δ1,3ε1

onde hi =
ui

∥ui∥
verifica (3.9), para x0 = ui.

Afirmação 1. v é localmente Lipschitz.

De fato, lembrando que
∪
i∈N

Bηi(xi) é um refinamento localmente finito deN3δ1,3ε1 ,

para cada x̃ ∈ N3δ1,3ε1 , existe δ̃ > 0 tal que Bδ̃(x̃) intercepta uma quantidade finita de
bolas da união

∪
i∈N

Bηi(xi). Assim, para cada x̃ ∈ N3δ1,3ε1 existe J̃ = Jx̃ tal que

Bj ∩Bδ̃(x̃) ̸= ∅ se, e somente se, j ∈ J̃ . (3.12)

Consequentemente, para x ∈ N3δ1,3ε1 ∩Bδ̃(x̃) temos

v(x) =
∑
j∈J̃

βj(x)hj

com
βj(x)hj =

ρj(x)∑
k∈J̃

ρk(x)
hj, j ∈ J̃ .

Para mostrarmos que o campo v é localmente Lipschitz sobre N3δ1,3ε1 , basta mostrar-
mos que βjhj é localmente Lipschitz, pois soma finita de funções localmente Lipschitz,
ainda é uma função localmente Lipschitz. Por isso, verificaremos agora que βjhj é
localmente Lipschitz.

Fixado x̃ ∈ N3δ1,3ε1 , tome δ̃ > 0 verificando (3.12). Sendo assim, dados j ∈ J̃ e
x, y ∈ N3δ1,3ε1 ∩Bδ̃(x̃), temos

∥βj(x)hj − βj(y)hj∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
k∈J̃

ρk(y)ρj(x)−
∑
k∈J̃

ρk(x)ρj(y)∑
k∈J̃

ρk(x)
∑
k∈J̃

ρk(y)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
ou ainda,
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∥βj(x)hj − βj(y)hj∥ ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1∑

k∈J̃

ρk(x)
∑
k∈J̃

ρk(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
k∈J̃

|ρk(y)ρj(x)− ρk(x)ρj(y)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1∑

k∈J̃

ρk(x)
∑
k∈J̃

ρk(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
k∈J̃

(
|ρk(y)ρj(x)− ρk(x)ρj(y)

+ρj(y)ρk(y)− ρj(y)ρk(y)|
)

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1∑

k∈J̃

ρk(x)
∑
k∈J̃

ρk(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
k∈J̃

(
ρk(y)|ρj(x)− ρj(y)|

+ρj(y)|ρk(x)− ρk(y)|
)
,

donde segue-se, de (3.11), que

∥βj(x)hj − βj(y)hj∥ ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1∑

k∈J̃

ρk(x)
∑
k∈J̃

ρk(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

k∈J̃

(
ρk(y)∥x− y∥

)
+ ρj(y)∥x− y∥



≤

2
∑
k∈J̃

ρk(y)∥x− y∥∑
k∈J̃

ρk(x)
∑
k∈J̃

ρk(y)

e portanto,

∥βj(x)hj − βj(y)hj∥ ≤ 2∥x− y∥∑
k∈J̃

ρk(x)
.

(3.13)

Da definição de ρi, tem-se∑
k∈Jw

ρk(x) > 0, x ∈ N3δ1,3ε1 ∩Bδ̃(x̃),

donde segue-se, da continuidade de ρi, que existe M̃ =M(x̃) > 0 tal que
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∑
k∈J̃

ρk(x) ≥ M̃, ∀x ∈ B δ̃(x̃) ⊃ Bδ̃(x̃).

Portanto,

∥βj(x)hj − βj(y)hj∥ ≤ 2

M̃
∥x− y∥, ∀x, y ∈ N3δ1,3ε1 ∩Bδ̃(x̃),

mostrando a Afirmação 1.
Agora, note que,

∥v(x)∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J̃

βj(x)hj

∥∥∥∥∥∥ ≤
∑
j∈J̃

|βj(x)|∥hj∥

=
∑
j∈J̃

|βj(x)| =
∑
j∈J̃

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρj(x)∑

k∈J̃

ρk(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∑
j∈J̃

ρj(x)∑
k∈J̃

ρk(x)
= 1.

Além disso, segue de (3.9) que

⟨z, v(x)⟩ =
⟨
z,
∑
j∈J̃

 ρj(x)∑
k∈J̃

ρk(x)
hj

⟩ =
∑
j∈J̃

 ρj(x)∑
k∈J̃

ρk(x)

 ⟨z, hj⟩

>

∑
j∈J̃

ρj(x)∑
k∈J̃

ρk(x)

 σ1
3

=
σ1
3
.

Ou seja,
⟨z, v(x)⟩ > σ1

3
,

o que conclui a demonstração deste lema.
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A seguir, enunciaremos e demonstraremos um versão do Teorema da Deformação
para funcionais localmente Lipschitz, o qual é devido a Motreanu-Varga [21].

Teorema 3.4 (Teorema da Deformação) Sejam X um espaço de Banach refle-
xivo, I : X −→ R um funcional localmente Lipschitz e A,B ⊆ X subconjuntos não
vazios, fechados e disjuntos, tais que:

(1) A ⊂ Ic;

(2) B ⊂ Ic;

(3) B ∩Kc(I) = ∅;

(4) a condição (PS)B,c é verificada.

Então, existe um número ε > 0 e um homeomorfismo η : X −→ X satisfazendo as
seguintes propriedades:

(i) I(η(x)) ≤ I(x), ∀x ∈ X;

(ii) η(x) = x, ∀x ∈ A;

(iii) η(B) ⊂ Ic−ε.

Demonstração: Observe inicialmente que

(N2δ1,2ε1)
C ∩N δ1,ε1 = ∅.

Assim, podemos definir ϕ : X −→ [0, 1], dada por

ϕ(x) =
dist(x,X \ (N2δ1,2ε1))

dist(x,N δ1,ε1) + dist(x,X \ (N2δ1,2ε1))

Note que:

• ϕ ∈ Liploc(X, [0, 1]);

• ϕ(x) = 0, ∀x ∈ X \ (N2δ1,2ε1);

• ϕ(x) = 1, ∀x ∈ N δ1,ε1 .

Consideremos agora, o seguinte campo vetorial V : X −→ X dado por

V (x) =

{
−δ1ϕ(x)v(x), ∀x ∈ N3δ1,3ε1

0, caso contrário.
(3.14)
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onde v : N3δ1,3ε1 −→ X é o campo vetorial encontrado no Lema 3.3.

Afirmação 1: V ∈ Liploc(X,X).

De fato, sabemos que ϕ, v são localmente Lipschitz. Analisaremos os seguinte
casos:

Caso 1: Se w ∈ int(N3δ1,3ε1), existe δ > 0 tal que

Bδ(w) ⊂ int(N3δ1,3ε1).

Assim, dados x, y ∈ Bδ(w), temos

∥V (x)− V (y)∥ = δ1∥ϕ(x)v(x)− ϕ(y)v(y)∥

= δ1∥ϕ(x)(v(x)− v(y)) + v(y)(ϕ(x)− ϕ(y))∥

≤ δ1(|ϕ(x)|∥v(x)− v(y)∥+ ∥v(y)∥|ϕ(x)− ϕ(y)|)

≤ δ1(K1(w)∥x− y∥+K2(w)∥x− y∥)

≤ K(w)∥x− y∥, ∀x, y ∈ Bδ(w).

(3.15)

Caso 2: Se w ∈ ∂(N3δ1,3ε1), Bδ(w) contém pontos do interior de N3δ1,3ε1 e de seu
complementar, logo se

x, y ∈ Bδ(w) ∩ int(N3δ1,3ε1) ou x, y ∈ Bδ(w) ∩ (N3δ1,3ε1)
C ,

temos V verificando (3.15) ou sendo identicamente nula, respectivamente. Porém, se

x ∈ Bδ(w) ∩ (N3δ1,3ε1)
C e y ∈ Bδ(w) ∩ int(N3δ1,3ε1),

temos
∥V (x)− V (y)∥ = ∥0− (−δ1ϕ(y)v(y))∥ = δ1∥v(y)∥|ϕ(y)|

≤ δ11|0− ϕ(y)| ≤ δ1|ϕ(x)− ϕ(y)|
≤ δ1K2(w)∥x− y∥, ∀x, y ∈ Bδ(w).

Caso 3: Se w ∈ (N3δ1,3ε1)
C , existe δ > 0 tal que Bδ(w) ⊂ (N3δ1,3ε1)

C . Neste caso,
V (x) = 0, para todo x ∈ Bδ(w), consequentemente é Lipschitz em Bδ(w).
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Pelos três casos que acabamos de ver, segue a Afirmação 1.
Segue do Lema 3.3 e pelo fato de |ϕ(x)| ≤ 1, que

∥V (x)∥ ≤ ∥ − δ1ϕ(x)v(x)∥ ≤ δ1, ∀x ∈ X. (3.16)

Visto isto, o problema de Cauchy
dγ

dt
= V (γ(t, x)), ∀(t, x) ∈ R×X

γ(0, x) = x, ∀x ∈ X
(3.17)

tem única solução globalmente definida em R×X. Ademais, sendo V contínua, segue
que γ(., x) ∈ C1(R, X) (ver Apêndice C).

Afirmação 2: O subconjunto B1 := {γ(t, x);x ∈ B, t ∈ [0, 1]} ⊂ X é fechado.

Com efeito, suponha que (yn) ⊂ B1 e yn −→ y0 ∈ X. Assim, podemos encontrar
(xn) ⊂ B e (tn) ⊂ [0, 1] tal que yn = γ(tn, xn). Passando a uma subsequência, caso
necessário, temos tn −→ t0 ∈ [0, 1] em R.
Fazendo un = γ(t0, xn), tem-se, pelo Teorema Fundamental do Cálculo para espaços
de Banach (ver Teorema C.7) e (3.17),

∥un − yn∥ = ∥γ(t0, xn)− γ(tn, xn)∥ =

∥∥∥∥∫ t0

tn

dγ

dt
(s, xn)ds

∥∥∥∥
≤

∫ t0

tn

∥V (γ(s, xn))∥ ds,

donde segue-se, pelo fato (3.16), que

∥un − yn∥ ≤ δ1|t0 − tn| −→ 0

Assim,

∥un − y0∥ = ∥un − yn + yn − y0∥ ≤ ∥un − yn∥+ ∥yn − y0∥ −→ 0,

isto é,
un −→ y0, em X.
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Note que γ−t0 = γ(−t0, .) é a função inversa de γt0(t0, .). De fato, utilizando (3.17)
obtemos:

γt0 ◦ γ−t0(x) = γt0(t0, γ−t0(x)) = γt0(t0, γ(−t0, x)) = γt0(t0 − t0, x) = x.

Da mesma forma, temos γ−t0 ◦ γt0(x) = x. Deste fato e pela dependência contínua de
solução sobre valores iniciais, temos

xn = γ(−t0, un) −→ γ(−t0, y0).

Por outro lado, (xn) ⊂ B e B é fechado, logo γ(−t0, y0)) ∈ B. Sendo assim, basta
observar que y0 = γ(t0, γ(−t0, y0)) ∈ B. Mostrando a Afirmação 2.

Afirmação 3: I(γ(., x)) é uma função não crescente em R, para cada x ∈ X.

Primeiramente, verificaremos que para cada x ∈ X, I(γ(., x)) é localmente
Lipschitziana sobre R. Fixados x ∈ X e t ∈ R, existe ε′ > 0 (pois I ∈ Liploc(X,R)) tal
que

|I(γ(s1, x))−I(γ(s2, x))| ≤ K(γ(t, x))∥γ(s1, x)−γ(s2, x)∥, ∀γ(s1, x), γ(s2, x) ∈ Bε′(γ(t, x)).

Considerando θ = max{s1, s2} e α = min{s1, s2}

|I(γ(s1, x))− I(γ(s2, x))| ≤ K(γ(t, x))

∥∥∥∥∫ θ

α

V (γ(s, x))ds

∥∥∥∥
≤ K(γ(t, x))

∫ θ

α

∥V (γ(s, x))∥ds

≤ K(γ(t, x))δ1(θ − α) = K(γ(t, x))δ1|s1 − s2| (3.18)

Como γ(., x) é contínua sobre R, existe δ′ > 0 verificando

|s− t| < δ′ ⇒ γ(s, x) ∈ Bε′(γ(t, x)). (3.19)

De (3.18) e (3.19)

|I(γ(s1, x))− I(γ(s2, x))| ≤ Kt|s1 − s2| ∀s1, s2 ∈
(
t− δ′, t+ δ′

)
,
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como queríamos mostrar.
Mostraremos agora que I(γ(., x)) é não crescente sobre R. Fixe s ∈ R e δs > 0

tais que I(γ(., x)) é Lipschitz em (s−δs, s+δs). Pelo Teorema de Lebourg (ver Capítulo
1), dados t0, t ∈ (s− δs, s+ δs) existem τ ∈ (t0, t) e ξ̂ ∈ ∂τI(γ(τ, x)) tais que

I(γ(t, x))− I(γ(t0, x)) = ⟨ξ̂, t− t0⟩. (3.20)

Sendo γ ∈ C1(R, X) e I ∈ Liploc(X,R), tem-se pela Regra da Cadeia I (ver Capítulo 1),

∂τI(γ(τ, x)) ⊂ ∂γ(τ,x)I(γ(τ, x)) ◦
dγ

dt
(τ, x) = ∂γ(τ,x)I(γ(τ, x)) ◦ V (γ(τ, x)). (3.21)

De (3.20) e (3.21), existe ξ ∈ ∂γ(τ,x)I(γ(τ, x)) tal que

I(γ(t, x))− I(γ(t0, x)) = ⟨ξ, V (γ(τ, x))(t− t0)⟩. (3.22)

Agora, analisaremos os seguintes fatos:

(I) γ(τ, x) ̸∈ N3δ1,3ε1 .
Neste caso,

V (γ(τ, x))(t− t0) = 0

donde segue-se, de (3.22), que

I(γ(t, x)) = I(γ(t0, x)), t0 < t.

(II) γ(τ, x) ∈ N3δ1,3ε1 \N2δ1,2ε1 .
Para este caso, ϕ(γ(τ, x)) = 0, portanto

V (γ(τ, x)) = 0.

Consequentemente,

I(γ(t, x)) = I(γ(t0, x)), t0 < t.

(III) γ(τ, x) ∈ N2δ1,2ε1 \N δ1,ε1 .
Observando que

V (γ(τ, x))(t− t0) = −δ1ϕ(γ(τ, x))v(γ(τ, x))(t− t0),
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temos de (3.22)

I(γ(t, x))− I(γ(t0, x)) = ⟨ξ,−δ1ϕ(γ(τ, x))v(γ(τ, x))(t− t0)⟩

= −δ1ϕ(γ(τ, x))(t− t0)⟨ξ, v(γ(τ, x))⟩.

Segue do Lema 3.3 que

I(γ(t, x))− I(γ(t0, x)) < −δ1ϕ(γ(τ, x))(t− t0)
σ1
3
< 0,

implicando que
I(γ(t, x)) < I(γ(t0, x)), t0 < t.

(IV) γ(τ, x)(t− t0) ∈ N δ1,ε1 .
Neste caso, ϕ(γ(τ, x)) = 1, implicando que

V (γ(τ, x))(t− t0) = −δ1v(γ(τ, x))(t− t0).

Donde segue-se, de (3.22), que

I(γ(t, x))− I(γ(t0, x)) = −δ1⟨ξ, v(γ(τ, x))(t− t0)⟩

= −δ1
σ1
3
< 0

implicando que
I(γ(t, x)) < I(γ(t0, x)), t0 < t.

Por (I), (II), (III) e (IV) concluímos que

I(γ(t, x)) ≤ I(γ(t0, x)), t0 < t, t0, t ∈ (s− δs, s+ δs).

Sejam t′1, t
′
2 ∈ R, com t′1 < t′2. Veja que

[t′1, t
′
2] ⊂

∪
s∈[t′1,t′2]

(s− δs, s+ δs),

onde δs > 0 é tomado de sorte que a função I(γ(., x)) seja lipschitziana em (s−δs, s+δs).
Utilizando o Teorema de Borel-Lebesgue, existe um conjunto finito J = {1, 2, . . . , k}
tal que

[t′1, t
′
2] ⊂

∪
j∈J

(sj − δj, sj + δj),
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de modo que si < si+1 e

(si − δi, si + δi) ∩ (si+1 − δi+1, si+1 + δi+1) ̸= ∅,

para todo i ∈ {1, 2, . . . , k − 1}. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , k − 1}, tome
ri ∈ (si − δi, si + δi) ∩ (si+1 − δi+1, si+1 + δi+1). Logo,

I(γ(t′1, x)) ≥ I(γ(r1, x)) ≥ · · · ≥ I(γ(ri, x)) ≥ · · · ≥ I(rk, x)) ≥ I(γ(t′2, x)),

mostrando a Afirmação 3.

Afirmação 4: A ∩B1 = ∅.

Com efeito, suponha por contradição que A∩B1 ̸= ∅, isto é, que exista x0 ∈ B

e t0 ∈ [0, 1] com γ(t0, x0) ∈ A. Note que t0 > 0, pois caso contrário

x0 = γ(0, x0) = γ(t0, x0) ∈ A,

o que não é possível, visto que x0 ∈ B.
De (1), (2) e pela Afirmação 3, obtemos

c
(1 )

≤ I(γ(t0, x0))
(A3 )

≤ I(γ(t, x0))
(A3 )

≤ I(γ(0, x0)) = I(x0)
(2 )

≤ c, ∀t ∈ [0, t0].

Logo,
I(γ(t, x0)) = c ∀t ∈ [0, t0] (3.23)

Por outro lado, para todo t ∈ [0, 1]

∥γ(t, x0)− x0∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

dγ

ds
(s, x0)ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

∥V (γ(s, x0))∥ds ≤ δ1t ≤ δ1.

Logo, γ(t, x0) ∈ N δ1(B) e por (3.23), temos que

c− ε1 ≤ I(γ(t, x0)) ≤ c+ ε1, ∀t ∈ [0, t0].

Assim,
γ(t, x0) ∈ N δ1(B) ∩ Ic−ε1 ∩ Ic+ε1 , ∀t ∈ [0, t0]. (3.24)
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Por (3.22), existem ξ ∈ ∂γ(τ,x)I(γ(τ, x)) e τ ∈ (0, t0) tais que

I(γ(t0, x0))− I(γ(0, x0)) = ⟨ξ, V (γ(τ, x))(t0 − 0)⟩,

implicando, de (3.24) e Lema 3.3

I(γ(t0, x0))− I(γ(0, x0)) = −δ1⟨ξ, v(γ(τ, x0)) <
−δ1σ1

3
,

donde segue-se que

I(γ(t0, x0)) < I(x0)−
δ1σ1
3

≤ c− δ1σ1
3

< c,

caracterizando uma contradição com (3.23), mostrando a Afirmação 4.
Segue da Afirmação 4 e pelo Teorema C.2, que existe um conjunto fechado A1

em X tal que A1 ∩B1 = ∅ e A ⊂ intA1. Neste caso, defina ψ : X −→ [0, 1] dado por:

ψ(x) =
dist(x,A1)

dist(x,A1) + dist(x,B1)
, x ∈ X.

Note que

• ψ ∈ Liploc(X, [0, 1]);

• ψ(x) = 0, ∀x ∈ A1;

• ψ(x) = 1, ∀x ∈ B1.

Agora, defina um novo campo vetorial W : X −→ X dado por

W (x) = ψ(x)V (x), x ∈ X,

deste modo

W (x) =

{
ψ(x)V (x), ∀x ∈ N3δ1,3ε1

0, caso contrário.
(3.25)

Observe que W ∈ Liploc(X,X), pois ψ e V são localmente Lipschitz. A prova deste
fato segue o mesmo raciocínio feito na Afirmação 1. Além do mais, ∥W (x)∥ ≤ δ1,
x ∈ X. Assim, o problema de Cauchy com relação ao campo vetorial W , dado por

dζ

dt
(t, x) = W (ζ(t, x)), ∀(t, x) ∈ R×X

ζ(0, x) = x, ∀x ∈ X
(3.26)
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possui única solução globalmente definida em R × X. E mais, como W é contínua,
temos que ζ(., x) ∈ C1(R, X).

Provaremos agora os itens (i), (ii) e (iii), para

ε := min

{
δ1σ1
3
, ε1

}
(3.27)

e
η(x) := ζ(1, x), ∀x ∈ X. (3.28)

Inicialmente, mostraremos que η : X −→ X é um homeomorfismo. De fato, seja
η−1 : X −→ X

η−1(x) = ζ(−1, x), x ∈ X.

Observe que

η ◦ η−1(x) = η(η−1(x)) = ζ(1, η−1(x)) = ζ(1, ζ(−1, x)) = ζ(1− 1, x) = x, x ∈ X.

Analogamente, temos
η−1 ◦ η(x) = x. x ∈ X.

Logo, η é bijetora com η−1 ≡ η−1. Como ambas as aplicações são contínuas, segue que
η é um homeomorfismo.

Usando o Lema 3.3, a definição de V em (3.14) e observando que o fluxo ζ tem
as mesmas propriedades do fluxo do problema de Cauchy (3.17), seguindo o mesmo
raciocínio da Afirmação 3, mostra-se que I(ζ(t, x)) é uma função não crescente em
t ∈ R para cada x ∈ X. Sendo assim,

I(η(x)) = I(ζ(1, x)) ≤ I(ζ(0, x)) = I(x), ∀x ∈ X,

mostrando (i).
Agora mostraremos (ii). Fixando x ∈ A1, defina φ(t) = x, ∀t ∈ R. Observe que

φ define uma solução para o problema de Cauchy (3.26), pois
dφ

dt
(t) = 0 = W (φ(t))

φ(0) = x.

Assim, pela unicidade da solução, segue que φ(t) = ζ(t, x), isto é,

ζ(t, x) = x, ∀t ∈ R.
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Em particular, η(x) = ζ(1, x) = x, ∀x ∈ A1, e como A ⊂ intA1, temos

η(x) = x, ∀x ∈ A,

mostrando (ii).
Para mostrar que (iii) é satisfeita, suponha por contradição que existe x0 ∈ B

tal que η(x0) ̸∈ Ic−ε, isto é,
I(η(x0)) > c− ε. (3.29)

Recorde que W (x) = V (x), ∀x ∈ B1 (basta observar a definição de ψ). Pela definição
de B1 temos

W (γ(t, x0)) = V (γ(t, x0)), ∀t ∈ [0, 1].

Assim, γ(t) = γ(t, x0) satisfaz o problema de Cauchy (3.26), logo por unicidade de
solução, temos

γ(t, x0) = ζ(t, x0), ∀t ∈ [0, 1]. (3.30)

Por hipótese B ⊂ Ic, assim, pela Afirmação 3 e (3.30)

c ≥ I(x0) = I(ζ(0, x0)) = I(γ(0, x0)) ≥ I(γ(t, x0)) = I(ζ(t, x0)), ∀t ∈ [0, 1].

Logo, de (3.28) e (3.29), temos

c ≥ I(ζ(t, x0)) ≥ I(ζ(1, x0)) = I(η(x0)) > c− ε,∀t ∈ [0, 1]. (3.31)

Além do mais, por (3.26) e (3.25), obtemos

∥ζ(t, x0)− x0∥ = ∥ζ(t, x0)− ζ(0, x0)∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

W (ζ(s, x0))ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

∥W (ζ(s, x0))∥ds ≤ δ1t ≤ δ1,

mostrando que ζ(t, x0) ∈ N δ1(B) para todo t ∈ [0, 1].

Além disso, como ε := min

{
δ1σ1
3
, ε1

}
segue de (3.31) que

c+ ε1 ≥ c ≥ I(ζ(t, x0)) > c− ε > c− ε1,
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implicando que ζ(t, x0) ∈ Ic−ε1 ∩ Ic+ε1 ∀t ∈ [0, 1], consequentemente

ζ(t, x0) ∈ N δ1,ε1 , ∀t ∈ [0, 1]. (3.32)

Agora, por (3.30)

I(η(x0))− I(x0) = I(ζ(1, x0))− I(ζ(0, x0))

= I(γ(1, x0))− I(γ(0, x0)).

Utilizando o Teorema de Lebourg e a Regra da Cadeia I, existem τ ∈ [0, 1] e
ξ ∈ ∂γ(τ,x)I(γ(τ, x)), tais que

I(η(x0))− I(x0) = I(γ(1, x0))− I(γ(0, x0))

= ⟨ξ, V (γ(τ, x0))⟩
= ⟨ξ, V (ζ(τ, x0))⟩,

implicando de (3.32) que

I(η(x0))− I(x0) = ⟨ξ, V (ζ(τ, x0))⟩
= −δ1⟨ξ, v(ζ(τ, x0))⟩.

Daí, segue pelo Lema 3.3 que

I(η(x0)) < I(x0)−
δ1σ1
3

≤ c− δ1σ1
3
.

Lembrando que ε <
δ1σ1
3

, concluímos que

I(η(x0)) < c− ε,

o que caracteriza uma contradição com (3.29), mostrando (iii).

3.2 Teorema do Link

Agora, vejamos uma aplicação do Teorema da Deformação (ver Teorema 3.4),
conhecido na literatura como Teorema do Link, o qual a demonstração é devido a
Motreanu-Varga [21], mas antes precisamos estabelecer uma definição de link.

Definição 3.3 Sejam Q,Q0 e S subconjuntos de X, não vazios e fechados tais que
Q0 ⊂ Q e Q0 ∩ S = ∅. Dizemos que o par (Q,Q0) possui link com S em X, se para
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cada g ∈ C(Q,X) com
g|Q0 ≡ Id|Q0 ,

temos g(Q) ∩ S ̸= ∅.

Teorema 3.5 Sejam X um espaço de Banach reflexivo e (Q,Q0) um par que possui
link com S em X. Assuma ainda que Q seja compacto e I : X −→ R seja um funcional
localmente Lipschitz verificando:

(1) existe α ∈ R+, tal que Q0 ⊂ Iα e S ⊂ Iα.

Se I verifica a condição (PS)S,c, com

c = inf
g∈Γ

sup
x∈Q

I(g(x)),

onde Γ = {g ∈ C(Q,X); g|Q0 ≡ Id|Q0}, então, as propriedades abaixo são verdadeiras:

(i) c ≥ α;

(ii) Kc(I) \Q0 ̸= ∅;

(iii) Kc(I) ∩ S ̸= ∅ se c = α.

Demonstração: Prova de (i): Como o par (Q,Q0) possui link com S em X, dado
g ∈ Γ, existe yj ∈ g(Q) ∩ S. Assim, existe xj ∈ Q tal que g(xj) = yj e yj ∈ S.
Por hipótese, S ⊂ Iα, logo

I(g(xj)) = I(yj) ≥ α, ∀g ∈ Γ

e como Q é compacto
sup
x∈Q

I(g(x)) ≥ α, ∀g ∈ Γ. (3.33)

Consideremos o seguinte conjunto

H =

{
sup
x∈Q

I(g(x)); g ∈ Γ

}
⊂ R.

Segue de (3.33), que H é limitado inferiormente em R, e α uma cota inferior para H.
Deste modo

c = inf
g∈Γ

sup
x∈Q

I(g(x)) ≥ α,

mostrando (i).
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Prova de (iii): Suponha por contradição que Kc(I) ∩ S = ∅ ou equivalentemente,
que K−c(−I) ∩ S = ∅.

Como α = c, temos
Q0 ⊂ Ic e S ⊂ Ic

implicando que
I(x) ≤ c, ∀x ∈ Q0

e
I(x) ≥ c ∀x ∈ S.

De forma equivalente,
−I(x) ≥ −c, ∀x ∈ Q0

e
−I(x) ≤ −c, ∀x ∈ S,

ou seja,
Q0 ⊂ −I−c e S ⊂ −I−c.

Agora, desde que Q0∩S = ∅ e K−c(−I)∩S = ∅, pelo Teorema da Deformação
(ver Teorema 3.4), existem ε > 0 e um homeomorfismo η : X −→ X tais que

η(x) = x, ∀x ∈ Q0 (3.34)

e
η(S) ⊂ −I−c−ε = Ic+ε. (3.35)

Sendo c = inf
g∈Γ

sup
x∈Q

I(g(x)), existe g0 ∈ Γ tal que

sup
x∈Q

I(g0(x)) < c+ ε,

implicando que
I(g0(x)) < c+ ε, ∀x ∈ Q. (3.36)

Considerando g2 ≡ η−1 ◦ g0, obtemos de (3.34)

g2|Q0 = η−1 ◦ g0|Q0 = η−1 ◦ Id|Q0 = η−1|Q0 = Id|Q0 ,
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mostrando que g2 ∈ Γ. Deste fato, como o par (Q,Q0) possui link com S em X, existe
x0 ∈ Q tal que

g2(x0) = η−1 ◦ g0(x0) ∈ S,

implicando de (3.35) que η(g2(x0)) ∈ Ic+ε, consequentemente

I(g0(x0)) = I(η ◦ η−1 ◦ g0(x0)) = I(η ◦ g2(x0)) ≥ c+ ε, (3.37)

contradizendo (3.36). Logo, Kc(I) ∩ S ̸= ∅, mostrando o item (iii).

Prova de (ii): Inicialmente, suponha c = α. Segue do item (iii) que

Kc(I) ∩ S ̸= ∅. (3.38)

Tendo em vista que Q0 ∩ S = ∅ e Kc(I) ∩ S ⊂ S, temos

(
Kc(I) ∩ S

)
∩Q0 = ∅. (3.39)

De (3.38) e (3.39)

∅ ̸= Kc(I) ∩ S =
(
Kc(I) ∩ S

)
\Q0 ⊂ Kc(I) \Q0,

mostrando (ii) para o caso c = α.
Agora, suponha que c > α. Neste caso,

I(x) < c, ∀x ∈ Q0,

daí, Kc(I) ∩ Q0 = ∅ e portanto Kc(I) \ Q0 = Kc(I). Assim, basta mostrarmos que
Kc(I) ̸= ∅. Suponha, por absurdo, que Kc(I) = ∅, utilizando o Lema 3.1, existem
ε ∈ (0, c− α) e um homeomorfismo φ : X −→ X verificando

φ(x) = x, ∀x ̸∈ Ic+ε \ Ic−ε (3.40)

e
φ(Ic+ε) ⊂ Ic−ε. (3.41)

Pela definição do valor c, existe g0 ∈ Γ, tal que

sup
x∈Q

I(g0(x)) ≤ c+ ε,
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consequentemente
I(g0(x)) ≤ c+ ε, ∀x ∈ Q, (3.42)

em particular, g0(x) ∈ Ic+ε, para todo x ∈ Q0.

Como ε ∈ (0, c− α), temos Q0 ⊂ Iα ⊂ Ic−ε, implicando de (3.40)

φ(x) = x, ∀x ∈ Q0. (3.43)

Defina g1 ≡ φ ◦ g0. Note que g1 ∈ C(Q,X) e por (3.43)

g1|Q0 = φ ◦ g0|Q0 = φ ◦ Id|Q0 = φ|Q0 = Id|Q0 ,

mostrando que g1 ∈ Γ. De (3.41) e (3.42)

I(g1(x)) = I(φ ◦ g0(x)) ≤ c− ε ∀x ∈ Q,

implicando que
c = inf

g∈Γ
sup
x∈Q

I(g(x)) ≤ c− ε

o que caracteriza um absurdo. Logo, Kc(I) ̸= ∅, mostrando (ii).

O próximo resultado, é uma extensão do Teorema do Passo da Montanha para
funcionais localmente Lipschitz, devido a Kristály-Marzantowicz-Varga [16], e sua
demonstração não é encontrada em detalhes na literatura.

Corolário 3.1 Seja I : X −→ R um funcional localmente Lipschitz, satisfazendo a
condição (PS)R,c, onde R := {x; ∥x − xi∥ = r} ⊂ Iα, para todo c ∈ R. Se existem
x1, x2 ∈ X, com x1 ̸= x2 e r ∈

(
0, ∥x2 − x1∥

)
tais que

inf{I(x); ∥x− xi∥ = r} ≥ max{I(x1), I(x2)},

onde xi ∈ {x1, x2} é tal que I(xi) = max{I(x1), I(x2)}. Então,

c := inf
γ∈Γ

max
s∈[0,1]

I(γ(s)) ≥ max{I(x1), I(x2)},

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = x1 e γ(1) = x2}, é um valor crítico para I e
Kc(I) \ {x1, x2} ≠ ∅.
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Demonstração: Inicialmente, faremos algumas observações para que, possamos aplicar
o Teorema 3.5. Considere a aplicação

γ̃ : [0, 1] −→ X

s 7−→ γ̃(s) = sx2 + (1− s)x1.
(3.44)

Note que γ̃ é um homeomorfismo sobre sua imagem γ̃([0, 1]) = [x1, x2]. Definamos o
conjunto

Γ̃ = {g ∈ C([x1, x2], X); g(x1) = x1 e g(x2) = x2}.

Assim, dado γ ∈ Γ, existe g ∈ Γ̃ (g ≡ γ ◦ γ̃−1) tal que

γ ≡ g ◦ γ̃.

Afirmação 1: c = inf
γ∈Γ

max
s∈[0,1]

I(γ(s)) = inf
g∈Γ̃

max
x∈γ̃([0,1])

I(g(x)) = c̃.

Definamos os conjuntos

A =

{
max
s∈[0,1]

I(γ(s)); γ ∈ Γ

}
e B =

{
max

x∈γ̃([0,1])
I(g(x)); g ∈ Γ̃

}
.

Mostraremos agora que os conjuntos A e B são iguais. Com efeito, dado a ∈ A, existe
γ0 ∈ Γ tal que

a = max
s∈[0,1]

I(γ0(s)).

Seja g0 ∈ Γ̃ tal que γ0 ≡ g0 ◦ γ̃, assim

a = max
s∈[0,1]

I(g0 ◦ γ̃(s)) = max
x∈γ̃([0,1]))

I(g0(x)),

implicando que A ⊂ B. Da mesma forma, dado b ∈ B, existe g1 ∈ Γ̃ de modo que

b = max
x∈γ̃([0,1])

I(g1(x)) = max
s∈[0,1]

I(g1 ◦ γ̃(s)) = max
s∈[0,1]

I(γ(s)),

onde γ ≡ g1 ◦ γ̃ ∈ Γ, mostrando que B ⊂ A. Portanto, A = B e consequentemente
inf A = inf B, mostrando a Afirmação 1.

Note que o conjunto γ̃([0, 1]) = [x1, x2] é compacto, pois γ̃ é uma aplicação
contínua e [0, 1] é compacto.

Afirmação 2: Considerando α := max{I(x1), I(x2)} ∈ R+, temos {x1, x2} ⊂ Iα e
R ⊂ Iα.
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A primeira inclusão é evidente, devido a definição de α. Verificaremos agora
que R ⊂ Iα. Dado x ∈ R, temos por hipótese, que

I(x) ≥ inf{I(x); ∥x− xi∥ = r} ≥ max{I(x1), I(x2)} = α,

mostrando a Afirmação 2.

Afirmação 3: O par ([x1, x2], {x1, x2}) possui link com R em X.

De fato, inicialmente, note que R ∩ {x1, x2} = ∅, visto que r ∈ (0, ∥x2 − x1∥).
Fixando g ∈ Γ̃, afirmamos que g([x1, x2]) ∩R ̸= ∅. Com efeito, desde que g ◦ γ̃ é uma
aplicação contínua e [0, 1] é conexo, g ◦ γ̃([0, 1]) = g([x1, x2]) é conexo. Considerando
D = {x; ∥x− xi∥ ≤ r}, suponha sem perder a generalidade que

x1 ∈ g([x1, x2]) ∩D e x2 ∈ g([x1, x2]) ∩DC ,

utilizando o Teorema da Alfândega (C.10), temos

∅ ̸= g([x1, x2]) ∩ ∂D = g([x1, x2]) ∩R,

mostrando a Afirmação 3.

Utilizando as Afirmações 1-3, o fato que I verifica a condição (PS)R,c e o Teo-
rema 3.5 com Q = γ̃([0, 1]) = [x1, x2], Q0 = {x1, x2} e S = R, obtemos que

Kc(I) \ {x1, x2} ̸= ∅

e
c = c̃ ≥ α = I(xi),

logo c é um valor crítico para o funcional I, como queríamos demonstrar.



Capítulo 4

Teorema de Multiplicidade

Neste capítulo, apresentaremos condições suficientes para se obter, pelo menos,
três pontos críticos para uma classe de funcionais localmente Lipschitz. Para isto,
revisaremos alguns conceitos básicos.

4.1 Resultados Preliminares

No que segue, (X, ∥.∥) é um espaço de Banach. Para mais detalhes sobre esta
seção ver [5],[22] e [25].

Definição 4.1 Seja f : X −→ R uma função. Diremos que f é semicontínua supe-
riormente, se para toda sequência (xn) ⊂ X tal que xn → x0, tem-se

lim sup
n→+∞

f(xn) ≤ f(x0).

Definição 4.2 Uma função f : X −→ R é dita ser semicontínua inferiormente, se
para toda sequência (xn) ⊂ X tal que xn → x0, tem-se

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x0).

Observação 4.1 Se para toda sequência (xn) ⊂ X tal que xn ⇀ x0, tem-se

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x0),

a função f : X −→ R é dita ser fracamente semicontínua inferiormente (f.s.i.).
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Definição 4.3 Uma função f : X −→ R é dita ser coerciva, se

f(x) −→ +∞, quando ∥x∥ −→ +∞.

Definição 4.4 Diremos que uma função f : X −→ R é côncava, quando

f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y), ∀x, y ∈ X, ∀t ∈ (0, 1).

Teorema 4.1 [5] Suponha que o funcional f : X −→ R seja convexo e semicontínuo
inferiormente na topologia forte, então f é semicontínua inferiormente na topologia
fraca.

Teorema 4.2 [22] Sejam f : RN −→ R uma função convexa e x0 ∈ RN . Então,
existem δ = δ(x0) > 0 e K = K(x0) > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ Bδ(x0).

Lema 4.3 Todo mínimo local de f : X −→ R é também mínimo local de g := f + c,
para qualquer c ∈ R.

4.2 Teorema de Multiplicidade

Nesta seção, enunciaremos e provaremos, um resultado de multiplicidade de
pontos críticos devido a Kristály-Marzantowicz-Varga [16], que é uma adaptação
do seguinte resultado devido a Ricceri [24],

Teorema 4.4 [24] Sejam X um espaço de Banach reflexivo, J ⊂ R um intervalo e
φ : X × J −→ R uma função satisfazendo as seguintes condições:

(1) φ(x, .) é côncava em J , para cada x ∈ X;

(2) φ(., λ) é contínua, coerciva e f.s.i. em X para cada λ ∈ J ;

(3) β1 := sup
λ∈J

inf
x∈X

φ(x, λ) < inf
x∈X

sup
λ∈J

φ(x, λ) =: β2.

Então, para cada σ > β1 existe um conjunto aberto não vazio J0 ⊂ J com a seguinte
propriedade:

(⋆) dados uma função Φ : X −→ R f.s.i. e λ ∈ J0, existe µ0 > 0 de modo que, para
cada µ ∈ (0, µ0), o funcional

Iλ,µ(u) = φ(u, λ) + µΦ(u), u ∈ X,
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possui pelo menos dois mínimos locais no conjunto {x ∈ X;φ(x, λ) < σ}.

Para cada τ ≥ 0, definamos o seguinte conjunto

Cτ = {g ∈ C1(R,R); g é limitada e g(t) = t,∀t ∈ [−τ, τ ]}.

Teorema 4.5 Sejam X um espaço de Banach reflexivo e Xi, com i = 1, 2, dois espaços
de Banach tais que X ↪→

comp.
Xi. Sejam J ⊂ R um intervalo, h : [0,+∞) −→ [0,+∞)

uma função convexa não decrescente e Φi : Xi −→ R, com i = 1, 2, dois funcionais
localmente Lipschitz tais que

Eλ,µ = h(∥.∥) + λΦ1 + µg ◦ Φ2,

restrita a X satisfaça a condição (PS)c, para todo c ∈ R, λ ∈ J , µ ∈ [0, |λ| + 1] e
g ∈ Cτ , τ ≥ 0. Assumindo que:

• h(∥.∥) + λΦ1 é coercivo sobre X, para todo λ ∈ J ;

• ∃ρ ∈ R tal que

sup
λ∈J

inf
x∈X

[h(∥x∥) + λ(Φ1(x) + ρ)] < inf
x∈X

sup
λ∈J

[h(∥x∥) + λ(Φ1(x) + ρ)]. (4.1)

Então, existem um intervalo não vazio A ⊂ J e r > 0 verificando: dado λ ∈ A existe
µ0 ∈ (0, |λ|+ 1] tal que o funcional Eλ,µ : X −→ R dado por

Eλ,µ(u) = h(∥u∥) + λΦ1(u) + µΦ2(u), u ∈ X, com µ ∈ [0, µ0],

possui pelo menos três pontos críticos x1, x2, x3 ∈ X, tais que ∥xj∥ < r com j = 1, 2, 3.

Demonstração: Sendo h uma função não decrescente e convexa, observa-se pela
desigualdade triangular que

h(∥tx+ (1− t)y∥) ≤ h(t∥x∥+ (1− t)∥y∥) ≤ th(∥x∥) + (1− t)h(∥y∥),

com x, y ∈ X e t ∈ [0, 1], mostrando que h(∥.∥) é convexa. Deste fato, segue pelo
Teorema 4.1 que h(∥.∥) é fracamente semicontínua inferiormente.

Agora, defina

φ : X × J −→ R
(x, λ) 7−→ φ(x, λ) = h(∥x∥) + λ(Φ1(x) + ρ),
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onde ρ ∈ R verifica (4.1).

Afirmação 1: As funções Eλ,µ e φ(., λ), são fracamente semicontínuas inferiormente.
Além disso, o funcional Eλ,µ ∈ Liploc(X,R).
De fato,

Φ1 = Φ1 ◦ Id1 : X −→ R e g ◦ Φ2 = (g ◦ Φ2) ◦ Id2 : X −→ R,

onde as aplicações

Idi : X −→ Xi

x 7−→ Idi(x)

são compactas devido as imersões X ↪→
comp.

Xi, com i = 1, 2. Deste modo, dado

(xn) ⊂ X com xn ⇀ x tem-se

Φ1(xn) = Φ1 ◦ Id1(xn) −→ Φ1 ◦ Id1(x) = Φ1(x), (4.2)

e
g ◦ Φ2(xn) = (g ◦ Φ2) ◦ Id2(xn) −→ (g ◦ Φ2) ◦ Id2(x) = g ◦ Φ2(x). (4.3)

Visto isto, dada (xn) ⊂ X tal que xn ⇀ x, temos

lim inf
n→∞

Eλ,µ(xn) ≥ lim inf
n→∞

h(∥xn∥) + lim inf
n→∞

λΦ1(xn) + lim inf
n→∞

µg ◦ Φ2(xn)

≥ h(∥x∥) + λΦ1(x) + µg ◦ Φ2(x),

ou seja,
lim inf
n→∞

Eλ,µ(xn) ≥ Eλ,µ(x).

Além disso,

lim inf
n→∞

φ(xn, λ) ≥ lim inf
n→∞

h(∥xn∥) + lim inf
n→∞

λ(Φ1(xn) + ρ)

≥ h(∥x∥) + λ(Φ1(x) + ρ)

≥ φ(x, λ).

Agora, observando que h é localmente Lipschitz sobre [0,+∞) (ver Teorema 4.2), tem-
se que h(∥.∥) ∈ Liploc(X,R) e como g ∈ C1(R,R), segue que Eλ,µ ∈ Liploc(X,R),
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mostrando assim a Afirmação 1.
Para cada t ∈ [0, 1], λ1, λ2 ∈ R e x ∈ X, tem-se

φ(x, tλ1 + (1− t)λ2) = h(∥x∥) + tλ1(Φ1(x) + ρ) + (1− t)λ2(Φ1(x) + ρ)

= th(∥x∥) + (1− t)h(∥x∥) + tλ1(Φ1(x) + ρ) + (1− t)λ2(Φ1(x) + ρ)

= t(h(∥x∥) + λ1(Φ1(x) + ρ)) + (1− t)(h(∥x∥) + λ2(Φ1(x) + ρ))

= tφ(x, λ1) + (1− t)φ(x, λ2),

mostrando que φ(x, .) é côncava. Tendo em vista, que φ verifica as hipóteses do
Teorema 4.4, fixemos

σ > sup
λ∈J

inf
x∈X

[h(∥x∥) + λ(Φ1(x) + ρ)]

e consideremos um conjunto aberto não vazio J0 ⊂ J verificando (⋆). Fixe
A = [a, b] ⊂ J0 e λ ∈ A. Para cada τ ≥ 0 e gτ ∈ Cτ definamos o funcional
Φ(.) = gτ ◦ Φ2(.) fracamente semicontínua inferiormente (ver (4.3)). Segue do Teo-
rema 4.4, que existe µτ > 0 tal que, para cada µ ∈ (0, µτ ), o funcional

φ(., λ) + µΦ(.) = h(∥.∥) + λΦ1(.) + µ(gτ ◦ Φ2(.)) + λρ

= Eτ
λ,µ(.) + λρ

possui pelo menos dois mínimos locais, digamos xτ1, x
τ
2 ∈ {x ∈ X;φ(x, λ) < σ}, que

também são mínimos locais do funcional Eτ
λ,µ(.) (ver Lema 4.3).

Afirmação 2:∪
λ∈[a,b]

{x ∈ X;φ(x, λ) < σ} ⊂ {x ∈ X;h(∥x∥) + aΦ1(x) < σ − aρ}

∪{x ∈ X;h(∥x∥) + bΦ1(x) < σ − bρ}.

Dado x ∈
∪

λ∈[a,b]

{x ∈ X ; φ(x, λ) < σ}, existe λ1 ∈ [a, b] tal que

x ∈ {x ∈ X;φ(x, λ1) < σ}. Vejamos os seguintes casos:
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Caso 1: Se Φ1(x) + ρ < 0, temos

a(Φ1(x) + ρ) > λ1(Φ1(x) + ρ) > b(Φ1(x) + ρ).

Daí,
h(∥x∥) + b(Φ1(x) + ρ) < h(∥x∥) + λ1(Φ1(x) + ρ) < σ,

implicando
h(∥x∥) + bΦ1(x) < σ − bρ

donde segue que
x ∈ {x ∈ X;h(∥x∥) + bΦ1(x) < σ − bρ}.

Caso 2: Se Φ1(x) + ρ > 0, temos

a(Φ1(x) + ρ) < λ1(Φ1(x) + ρ) < b(Φ1(x) + ρ).

Logo,
h(∥x∥) + a(Φ1(x) + ρ) < h(∥x∥) + λ1(Φ1(x) + ρ) < σ,

implicando
h(∥x∥) + aΦ1(x) < σ − aρ

donde
x ∈ {x ∈ X;h(∥x∥) + aΦ1(x) < σ − aρ}.

Pelos Casos 1 e 2, conclui-se que

x ∈ {x ∈ X;h(∥x∥) + aΦ1(x) < σ − aρ} ∪ {x ∈ X;h(∥x∥) + bΦ1(x) < σ − bρ}

mostrando a Afirmação 2.

Como h(∥.∥) + λΦ1 é coerciva sobre X, os conjuntos

{x ∈ X;h(∥x∥) + aΦ1(x) < σ − aρ} e {x ∈ X;h(∥x∥) + bΦ1(x) < σ − bρ},

são limitados sobre X, donde segue-se, da Afirmação 2, que∪
λ∈[a,b]

{x ∈ X;φ(x, λ) < σ}
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é limitado, consequentemente existe η > 0 tal que∪
λ∈[a,b]

{x ∈ X;φ(x, λ) < σ} ⊂ Bη(0). (4.4)

Logo xτ1, x
τ
2 ∈ Bη(0).

Agora, defina

c∗ = sup
t∈[0,η]

h(t) + max{|a|, |b|} sup
x∈Bη(0)

|Φ1(x)|

e fixe r > η suficientemente grande, tal que para cada λ ∈ [a, b]

{x ∈ X;h(∥x∥) + λΦ1(x) < c∗ + 2} ⊂ Br(0). (4.5)

Considere r∗ = sup
x∈Br(0)

|Φ2(x)| e fixe g = gr∗ ∈ Cr∗ . Defina

µ0 = min

{
|λ|+ 1,

1

1 + sup |g|

}
∈ (0, |λ|+ 1].

Por hipótese

Eλ,µ(x) = Er∗

λ,µ(x) = h(∥x∥) + λΦ1(x) + µgr∗ ◦ Φ2(x), x ∈ X

verifica a condição (PS)c para cada c ∈ R e µ ∈ [0, µ0]. Além disso, x1 = xr
∗

1 e x2 = xr
∗

2

são mínimos locais distintos, logo existem r1, r2 > 0, tais que

Eλ,µ(x) ≥ Eλ,µ(x1), ∀x ∈ Br1(x1)

e
Eλ,µ(x) ≥ Eλ,µ(x2), ∀x ∈ Br2(x2).

Suponha, sem perda de generalidade, que Eλ,µ(x1) = max{Eλ,µ(x1), Eλ,µ(x2)} e fixe
r′ ∈

(
0,min{r1, ∥x2 − x1∥}

)
. Note que

Eλ,µ(x) ≥ Eλ,µ(x1), ∀x ∈ X, com ∥x− x1∥ = r′.

Mostrando que Eλ,µ(x1) é cota inferior para o conjunto

{Eλ,µ(x); ∥x− x1∥ = r′},
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logo,
inf{Eλ,µ(x); ∥x− x1∥ = r′} ≥ Eλ,µ(x1) = max{Eλ,µ(x1), Eλ,µ(x2)}.

Aplicando o Corolário 3.1, obtemos que

cλ,µ = inf
γ∈Γ

max
s∈[0,1]

Eλ,µ(γ(s)) ≥ max{Eλ,µ(x1), Eλ,µ(x2)}

é um valor crítico para Eλ,µ, onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = x1 e γ(1) = x2}.
Portanto, existe x3 ∈ X tal que cλ,µ = Eλ,µ(x3) e 0 ∈ ∂Eλ,µ(x3).

Considerando γ(s) = sx2 + (1− s)x1, s ∈ [0, 1], tem-se

γ([0, 1]) ⊂ Bη(0). (4.6)

Sendo assim,

h(∥x3∥) + λΦ1(x3) = Eλ,µ(x3)− µg(Φ2(x3))

= cλ,µ − µg(Φ2(x3))

≤ sup
s∈[0,1]

{h(∥γ(s)∥) + λΦ1(γ(s)) + µg(Φ2(γ(s)))} − µg(Φ2(x3))

≤ sup
s∈[0,1]

(h(∥γ(s)∥)) + sup
s∈[0,1]

(max{|a|, |b|}|Φ1(γ(s))|)

+ sup
s∈[0,1]

(µ|g(Φ2(γ(s)))|) + µ|g(Φ2(x3))|

Por (4.6), temos

h(∥x3∥) + λΦ1(x3) ≤ sup
t∈[0,η]

(h(t)) + max{|a|, |b|} sup
Bη(0)

|Φ1|)

+µ0 sup |g|+ µ0 sup |g|

= sup
t∈[0,η]

(h(t)) + max{|a|, |b|} sup
Bη(0)

|Φ1|+ 2µ0 sup |g|

≤ c∗ + 2
sup |g|

1 + sup |g|
≤ c∗ + 2.

Mostrando que x3 ∈ {x ∈ X;h(∥x∥)+λΦ1(x) < c∗+2}, donde segue-se, por (4.5), que
x3 ∈ Br(0). Portanto, pelo Lema 1.4, x1, x2 e x3 são pontos críticos para o funcional
Eλ,µ, tais que ∥xi∥ < r, para cada i = 1, 2, 3.
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Verificaremos agora que x1, x2 e x3 são pontos críticos para o funcional Eλ,µ.
Com efeito, sendo r∗ = sup

x∈Br(0)

|Φ2(x)|, temos

|Φ2(x)| ≤ r∗, ∀x ∈ Br(0). (4.7)

Como g ∈ Cr∗ , por (4.7), temos

g(Φ2(x)) = Φ2(x), ∀x ∈ Br(0), (4.8)

consequentemente,

Eλ,µ(x) = h(∥x∥) + λΦ1(x) + µg ◦ Φ2(x)

= h(∥x∥) + λΦ1(x) + µΦ2(x), ∀x ∈ Br(0),

ou seja, Eλ,µ ≡ Eλ,µ sobre Br(0). Ora, xi ∈ Br(0), para cada i = 1, 2, 3, logo, são
pontos críticos também para Eλ,µ, o que conclui nossa demonstração.



Capítulo 5

Um Problema de Inclusão Diferencial
em um Domínio Limitado

Nosso objetivo neste capítulo é mostrar a existência de pelo menos três soluções
para uma classe de problema de inclusão diferencial em um domínio Ω ⊂ RN limitado
com fronteira suave.

5.1 Sobre o Problema

Considere o seguinte problema com a condição não homogênea de Neumann: −∆u+ u ∈ λ∂F (u(x)), Ω
∂u

∂η
∈ µ∂G(u(x)), ∂Ω,

(5.1)

onde λ, µ > 0 e Ω ⊂ RN , N ≥ 3, é um domínio limitado com fronteira suave.
Além disso, ∂F, ∂G : R −→ P(R∗) são os gradientes generalizados dos funcionais
F,G : R −→ R, respectivamente. O funcional F : R −→ R é localmente Lipschitz
satisfazendo as seguintes condições:

(F0) F (0) = 0 e existem C1 > 0 e p ∈ [1, 2∗) tais que

|ξ| ≤ C1(1 + |t|p−1), ∀ξ ∈ ∂F (t), t ∈ R; (5.2)

(F1) lim
t→0

max{|ξ|; ξ ∈ ∂F (t)}
|t|

= 0;
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(F2) lim sup
|t|→+∞

F (t)

t2
≤ 0;

(F3) Existe t̃ ∈ R tais que F (t̃) > 0.

Vejamos agora um exemplo de funcional F : R −→ R que verifica a condições (F0) −
(F3).

Exemplo 5.1 Seja F : R −→ R definido por

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds, t ∈ R,

onde

f(t) =



0, se t ≤ 0

3t2π

4
, se 0 < t < 1

1

1 + t2
, se t ≥ 1.

(5.3)

Como vimos no Capítulo 2, temos

F (t) =



0, se t ≤ 0

t3π

4
, se 0 < t ≤ 1

arctan(t), se t > 1.

(5.4)

com

∂F (t) =



0, se t ≤ 0

3t2π

4
, se 0 < t < 1

[
1

2
,
3π

4

]
, se t = 1

1

1 + t2
, se t > 1.

(5.5)
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Vejamos agora que F verifica as condições (F0) − (F3). Anteriormente, no
Capítulo 2, vimos que a condição (F0) é verificada, assim verifiquemos as demais.
Verificação de (F1): Observe que

max{|ξ|; ξ ∈ ∂F (t)} ≤ 3πt2

4

para t ≈ 0. Logo,

0 ≤ lim
t→0

max{|ξ|; ξ ∈ ∂F (t)}
|t|

≤ lim
t→0

3π|t|2

4|t|
= 0,

implicando

lim
t→0

max{|ξ|; ξ ∈ ∂F (t)}
|t|

= 0.

Verificação de (F2): Note que

0 ≤ F (t)

t2
≤ π

2t2
=

π

2|t|2
, ∀t ̸= 0.

Logo,

lim sup
|t|→∞

F (t)

t2
= 0.

Verificação de (F3): Claramente F (t̃) > 0, ∀ t̃ ∈ (0,∞).

Sobre o funcional G : R −→ R, consideremos que G ∈ Liploc(R,R) verificando:
(G0) G(0) = 0 e existem C2 > 0 e q ∈ [1, 2

∗
) tais que

|ξ| ≤ C2(1 + |t|q−1), ∀ξ ∈ ∂G(t), t ∈ R. (5.6)

Entendemos aqui como solução do problema (5.1), uma função u ∈ W 1,2(Ω)

verificando a identidade∫
Ω

(
∇u∇v + uv

)
dx− λ

∫
Ω

ξFvdx− µ

∫
∂Ω

ξGvdσ = 0, ∀v ∈ W 1,2(Ω),

para algum ξF ∈ L
p

p−1 (Ω) e ξG ∈ L
q

q−1 (∂Ω) (ver (2.11)), tais que

ξF (x) ∈ ∂F (u(x)) e ξG(x) ∈ ∂G(u(x)) q.t.p. em Ω.

Pelo Lema 2.4, podemos definir os funcionais localmente Lipschitz
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Φ1 : Lp(Ω) −→ R

u 7−→ Φ1(u) = −
∫
Ω

F (u(x))dx,
(5.7)

e

Φ2 : Lq(∂Ω) −→ R

u 7−→ Φ2(u) = −
∫
∂Ω

G(u(x))dσ
(5.8)

onde p ∈ [1, 2∗] e q ∈ [1, 2
∗
]. Segue do Teorema 2.5, que

∂Φ1(u) ⊂ −
∫
Ω

∂F (u(x))dx q.t.p. em Ω. (5.9)

e
∂Φ2(u) ⊂ −

∫
∂Ω

∂G(u(x))dσ q.t.p. em ∂Ω. (5.10)

O funcional energia associado ao problema (5.1) é dado por

Eλ,µ(u) =
1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) + µΦ2(u), u ∈ W 1,2(Ω).

Tendo em vista que o funcional J : W 1,2(Ω) −→ R dado por J(u) =
1

2
∥u∥2 é

de classe C1(W 1,2(Ω),R), com J ′(u).v =

∫
Ω

(∇u∇v + uv)dx (ver Lema D.1), temos

Eλ,µ ∈ Liploc(W
1,2(Ω),R). Além disso, pelas Propriedades (P3) e (P7), (5.9) e (5.10),

temos

∂Eλµ(u) ⊂ {J ′(u)}+ λ∂Φ1(u) + µΦ2(u)

⊂ {J ′(u)} − λ

∫
Ω

∂F (u(x))dx− µ

∫
∂Ω

∂G(u(x))dσ, (5.11)

para todo u ∈ W 1,2(Ω).

Lema 5.1 Todo ponto crítico de Eλ,µ é solução do problema (5.1).

Demonstração: Seja u ∈ W 1,2(Ω) um ponto crítico de Eλ,µ, isto é, 0 ∈ ∂Eλ,µ(u).
Logo, por (5.11), existem ξF (x) ∈ ∂F (u(x)) e ξG(x) ∈ ∂G(u(x)) q.t.p. em Ω, tais que

0 = ⟨0, v⟩ =

∫
Ω

∇u∇vdx+
∫
Ω

uvdx− λ

∫
Ω

ξFvdx− µ

∫
∂Ω

ξGvdσ, ∀v ∈ W 1,2(Ω).



Capítulo 5 - Um Problema de Inclusão Diferencial em um Domínio Limitado 76

Proposição 5.1 Se β(t) = inf{Φ1(u);u ∈ W 1,2(Ω), ∥u∥2 < 2t}, então

lim
t→0+

β(t)

t
= 0.

Demonstração: Fixe p̃ ∈ (max{2, p}, 2∗). Seja t ∈ R tal que F é Lipschitz em [0, t],
utilizando o Teorema de Lebourg, existem s ∈ [0, t] e ξs ∈ ∂F (s) tais que

F (t)− F (0) = ⟨ξs, t− 0⟩

e como F (0) = 0, temos
|F (t)| ≤ |ξs||t| (5.12)

implicando por (F0) que

|F (t)| ≤ |⟨ξs, t⟩| = |ξs||t| ≤ C1|t|+ C1|t|p.

Por outro lado, como p̃ ∈ (max{2, p}, 2∗), existe K ′ > 0 tal que

|F (t)|
|t|p̃

≤ C1

|t|p̃−1
+

C1

|t|p̃−p
≤ C, ∀|t| > K ′,

e assim,
|F (t)| ≤ C|t|p̃ ≤ C|t|p̃ + ε|t|2, ∀ε > 0 e |t| > K ′. (5.13)

De (F1) e (5.12)
|F (t)| ≤ ε|t|2, ∀t ∈ (−δ(ε),+δ(ε)),

implicando que
|F (t)| ≤ ε|t|2 + C|t|p̃, ∀ε > 0. (5.14)

Agora, fixe M =M(ε) > 0 tal que

F (t)

|t|p̃
≤M, t ∈ [δ(ε), K ′]

implicando que

|F (t)| ≤M |t|p̃ + ε|t|2, ∀ε > 0, t ∈ [δ(ε), K ′]. (5.15)

De (5.13), (5.14) e (5.15)

|F (t)| ≤ ε|t|2 +K(ε)|t|p̃, ∀t ∈ R,
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onde K(ε) = max{C,M}. Deste fato,

Φ1(u) = −
∫
Ω

F (u(x))dx ≥
∫
Ω

−|F (u(x))|dx ≥
∫
Ω

(−ε|u|2 +K(ε)|u|p̃)dx

≥ −ε|u|22 −K(ε)|u|p̃p̃.

Tendo em vista que W 1,2(Ω) está imerso continuamente em L2(Ω) e Lp̃(Ω), obtemos

Φ1(u) ≥ −εC∥u∥2 −K(ε)C∥u∥p̃, u ∈ W 1,2(Ω). (5.16)

Defina para t > 0 o conjunto St = {u ∈ W 1,2(Ω); ∥u∥2 < 2t}, assim

Φ1(u) ≥ −εC2t−K(ε)C2
p̃
2 t

p̃
2 , u ∈ St,

donde

0 ≥ inf{Φ1(u);u ∈ W 1,2(Ω) e ∥u∥2 < 2t}
t

≥ −εC2t
t

− k(ε)C2
p̃
2 t

p̃
2

t
.

Assim, passando ao limite de t→ 0+, obtemos

lim
t→0+

inf{Φ1(u);u ∈ W 1,2(Ω) e ∥u∥2 < 2t}
t

≥ −2Cε,

consequentemente

lim
t→0+

inf{Φ1(u);u ∈ W 1,2(Ω) e ∥u∥2 < 2t}
t

= 0,

como queríamos demonstrar.

5.2 Verificação da Condição de Palais-Smale

Nosso objetivo, nesta seção, é mostrar que o funcional energia Eλ,µ verifica a
condição (PS)c, para todo c ∈ R.

Seja u0 uma função constante sobre Ω com u0 = t̃, onde t̃ é dado pela condição

(F3). Desde que Φ1(u0) = −
∫
Ω

F (t̃) < 0, temos

−2Φ1(u0)

∥u0∥2
> 0.
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Fixe η > 0 tal que

0 < η < −2Φ1(u0)

∥u0∥2
. (5.17)

Da Proposição 5.1, existe δ(η) > 0 tal que

−η < β(t)

t
< η, ∀t ∈ (0, δ(η)).

Assim existe t0 ∈
(
0,

1

2
∥u0∥2

)
tal que −β(t0) < ηt0. Logo, por (5.17) temos

β(t0) > −ηt0 >
2Φ1(u0)

∥u0∥2
t0. (5.18)

Agora, fixe ρ0 > 0, tal que

−β(t0) < ρ0 < −2Φ1(u0)

∥u0∥2
t0 < −2Φ1(u0)

∥u0∥2
.
∥u0∥2

2
= −Φ1(u0), (5.19)

ou seja,
−β(t0) < ρ0 < −Φ1(u0). (5.20)

Visto isto, considere o funcional φ : W 1,2(Ω)× J −→ R dado por

φ(u, λ) =
1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) + λρ0,

onde J = [0,∞).

Lema 5.2 O funcional φ(., λ) é limitado inferiormente, para cada λ ∈ J .

Demonstração: De fato, dado ε > 0, temos por (F0)− (F2)

F (t) < ε|t|2, ∀t ∈ R,

implicando que

φ(u, λ) =
1

2
∥u∥2 − λ

∫
Ω

F (u(x))dx+ λρ0

≥ 1

2
∥u∥2 − λε

∫
Ω

|u(x)|2dx+ λρ0

≥ 1

2
∥u∥2 − λε|u|22 + λρ0.
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Logo, pela imersão W 1,2(Ω) ↪→ L2(Ω),

φ(u, λ) ≥ 1

2
∥u∥2 − Cλε∥u∥2 + λρ0. (5.21)

Agora, defina

q(t) =
t2

2
− εC1t

2 + λρ0 = t2
(
1

2
− εC1

)
+ λρ0, t ∈ (0,+∞).

Note que

lim
t→+∞

q(t) = +∞, para 0 < ε <
1

2C1

.

Logo, existem K,M > 0 tais que

q(t) > M, ∀t > K.

Como q ∈ C(R+,R), existe t1 ∈ [0, K] tal que

q(t1) = min{q(t); t ∈ [0, K]}.

Assim, concluímos que

q(t) ≥ min{M, q(t1)} =: K0, ∀t ∈ R+ (5.22)

De (5.21) e (5.22), temos

φ(u, λ) ≥ K0, ∀u ∈ W 1,2(Ω),

mostrando que φ(., λ) é limitado inferiormente.

Lema 5.3 O funcional φ verifica a seguinte desigualdade

sup
λ∈J

inf
u∈W 1,2(Ω)

φ(u, λ) < inf
u∈W 1,2(Ω)

sup
λ∈J

φ(u, λ).

Demonstração: Seja f : J −→ R uma função dada por

f(λ) = inf
u∈W 1,2(Ω)

φ(u, λ), com λ > 0,

a qual está bem definida, pelo Lema 5.2. Afirmamos que f é semicontínua superior-
mente. Com efeito, seja (λn) ⊂ J tal que λn → λ0 ∈ J . Para todo u ∈ W 1,2(Ω),
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temos

1

2
∥u∥2 + λn(ρ0 + Φ1(u)) ≥ inf

u∈W 1,2(Ω)

{
1

2
∥u∥2 + λn(ρ0 + Φ1(u))

}
= f(λn)

Daí,

lim sup
λn→λ0

f(λn) ≤
1

2
∥u∥2 + λ0(ρ0 + Φ1(u)), ∀u ∈ W 1,2(Ω).

Por propriedade de ínfimo,

lim sup
λn→λ0

f(λn) ≤ inf
u∈W 1,2(Ω)

{
1

2
∥u∥2 + λ0(ρ0 + Φ1(u))

}
,

ou seja,

lim sup
λn→λ0

f(λn) ≤ f(λ0),

como queríamos mostrar.
Passando ao limite de λ→ +∞, na seguinte desigualdade

inf
u∈W 1,2(Ω)

φ(u, λ) ≤ φ(u0, λ) =
1

2
∥u0∥2 + λ(ρ0 + Φ1(u0)),

obtemos, por (5.20),

lim
λ→+∞

(
inf

u∈W 1,2(Ω)
φ(u0, λ)

)
≤ lim

λ→+∞

(
1

2
∥u0∥2 + λ(ρ0 + Φ1(u0))

)
= −∞. (5.23)

Utilizando o Lema C.12 existe λ ∈ J tal que

sup
λ∈J

inf
u∈W 1,2(Ω)

φ(u, λ) = inf
u∈W 1,2(Ω)

[
1

2
∥u∥2 + λ(ρ0 + Φ1(u))

]
. (5.24)

Verificaremos agora as seguintes afirmações.

Afirmação 1: inf
u∈W 1,2(Ω)

sup
λ∈J

φ(u, λ) = inf
u∈W 1,2(Ω)

{
1

2
∥u∥2;−Φ1(u) ≥ ρ0

}
.

Primeiramente, veja que

inf
u∈W 1,2(Ω)

sup
λ∈J

φ(u, λ) = inf
u∈W 1,2(Ω)

(
sup
λ∈J

[
1

2
∥u∥2 + λ(ρ0 + Φ1(u))

])

= inf
u∈W 1,2(Ω)

(
1

2
∥u∥2 + sup

λ∈J

[
λ(ρ0 + Φ1(u))

])
. (5.25)
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Vejamos agora, os seguintes casos:

Caso 1: ρ0 + Φ1(u) > 0.
Neste caso,

sup
λ∈J

(ρ0 + Φ1(u)) = +∞.

Caso 2: ρ0 + Φ1(u) ≤ 0.

Para este caso,
sup
λ∈J

(λ(ρ0 + Φ1(u)) = 0.

Dos casos 1 e 2, conclui-se que

inf
u∈W 1,2(Ω)

(
1

2
∥u∥2 + sup

λ∈J

[
λ(ρ0 + Φ1(u))

])
= inf

u∈W 1,2(Ω)

{
1

2
∥u∥2;−Φ1(u) ≥ ρ0

}
.

Daí, segue de (5.25) que

inf
u∈W 1,2(Ω)

sup
λ∈J

φ(u, λ) = inf
u∈W 1,2(Ω)

{
1

2
∥u∥2;−Φ1(u) ≥ ρ0

}
,

mostrando assim a Afirmação 1.

Afirmação 2: t0 ≤ inf

{
1

2
∥u∥2;u ∈ W 1,2(Ω),−Φ1(u) ≥ ρ0

}
.

Para cada u ∈ W 1,2(Ω), com
1

2
∥u∥2 < t0, temos de (5.20) que

−Φ1(u) ≤ − inf

{
Φ1(u);u ∈ W 1,2(Ω) e

1

2
∥u∥2 < t0

}
= −β(t0) < ρ0.

Deste modo, se −Φ1(u) ≥ ρ0,

t0 ≤ inf

{
1

2
∥u∥2;u ∈ W 1,2(Ω),−Φ1(u) ≥ ρ0

}
, (5.26)

mostrando a Afirmação 2.

Das Afirmações 1 e 2, conclui-se que

inf
u∈W 1,2(Ω)

sup
λ∈J

φ(u, λ) ≥ t0. (5.27)

Consideremos agora, dois casos:
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Caso I: λ ∈ [0, t0/ρ0).

Neste caso,

inf
u∈W 1,2(Ω)

[
1

2
∥u∥2 + λ(ρ0 + Φ1(u))

]
≤ φ(0, λ) = λρ0 < t0,

donde segue-se, de (5.24) e (5.27), que

sup
λ∈J

inf
u∈W 1,2(Ω)

φ(u, λ) < inf
u∈W 1,2(Ω)

sup
λ∈J

φ(u, λ).

Caso II: λ ∈ [t0/ρ0,+∞).

Desde que 0 < ρ0 < −Φ1(u0)

inf
u∈W 1,2(Ω)

[
1

2
∥u∥2 + λ(ρ0 + Φ1(u))

]
≤ 1

2
∥u0∥2 + λ(ρ0 + Φ1(u0))

≤ 1

2
∥u0∥2 + t0 +

t0
ρ0

Φ1(u0), (5.28)

implicando de (5.19) que

inf
u∈W 1,2(Ω)

[
1

2
∥u∥2 + λ(ρ0 + Φ1(u))

]
<

1

2
∥u∥2 + t0 −

1

2
∥u∥2 = t0.

Sendo assim, temos de (5.24) e (5.27)

sup
λ∈J

inf
u∈W 1,2(Ω)

φ(u, λ) < inf
u∈W 1,2(Ω)

sup
λ∈J

φ(u, λ).

Dos Casos I e II, conclui-se a demonstração.

Lema 5.4 Sejam τ ≥ 0, λ ∈ J , µ ∈ [0, λ+ 1] e g ∈ Cτ . Então, o funcional

Eλ,µ(u) =
1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) + µ(g ◦ Φ2)(u), u ∈ W 1,2(Ω)

é coercivo em W 1,2(Ω).

Demonstração: De (F2), dado ε > 0 existe K > 0 satisfazendo

F (t)

t2
< ε, para todo t ∈ R, com |t| > K.
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Assim,
F (t) < ε|t|2, |t| > K,

donde
−F (t) > −ε|t|2 |t| > K. (5.29)

Logo, sendo F contínua, para cada u ∈ W 1,2(Ω)

1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) =

1

2
∥u∥2 − λ

∫
Ω

F (u(x))dx

=
1

2
∥u∥2 − λ

∫
[|u(x)|>K]

F (u(x))dx

−λ
∫

[|u(x)|≤K]

F (u(x))dx

>
1

2
∥u∥2 − λ

∫
[|u(x)|>K]

ε|u(x)|2dx− λC.

Consequentemente

1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) >

1

2
∥u∥2 − λε|u|22 − λC.

Pela imersão contínua W 1,2(Ω) ↪→ L2(Ω),

1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) >

1

2
∥u∥2 − λεC∥u∥2 − λC =

(
1

2
− λεC

)
∥u∥2 − λC.

Como ε > 0 é arbitrário, podemos supor
(
1

2
− λCε

)
> 0. Sendo assim,

1

2
∥u∥2 + λΦ1(u)

∥u∥→+∞−→ +∞.

Como g ∈ Cτ é limitado, existe K1 > 0

Eλ,µ(u) =
1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) + µ(g(Φ2(u)))

≥ 1

2
∥u∥2 + λΦ1(u)− µK1 −→ +∞, quando ∥u∥ −→ +∞,

como queríamos demonstrar.

Utilizando as propriedades de gradiente generalizado, a Regra da Cadeia II, o
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Teorema 2.5 e a Observação 2.1,

∂Eλ,µ(u) ⊆ {J ′(u)}+ λ∂Φ1(u) + µg′(Φ2(u))∂Φ2(u)

⊆ {J ′(u)} − λ

∫
Ω

∂F (u)dx− µg′(Φ2(u))

∫
∂Ω

∂G(u)dσ (5.30)

Lema 5.5 Sejam τ ≥ 0, λ ∈ J , µ ∈ [0, λ+ 1] e g ∈ Cτ . Então, o funcional

Eλ,µ(u) =
1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) + µ(g ◦ Φ2)(u), u ∈ W 1,2(Ω),

verifica a condição (PS)c, para todo c ∈ R.

Demonstração: Seja (un) ⊂ W 1,2(Ω) tal que

Eλ,µ(un) −→ c e λEλ,µ
(un) −→ 0. (5.31)

Pelo Lema 5.4 e (5.31), conclui-se que (un) é uma sequência limitada. Desta forma,
existe uma subsequência (unk

) ⊂ (un) e u ∈ W 1,2(Ω) tal que

• unk
⇀ u em W 1,2(Ω),

• unk
→ u em Lp(Ω), 1 ≤ p < 2∗,

• unk
→ u em Lq(∂Ω), 1 ≤ q < 2

∗ e

• unk
(x) → u(x) q.t.p. em Ω.

Considere (wnk
) ⊂ W 1,2(Ω) tal que ∥wnk

∥∗ = λEλ,µ
(unk

). Deste fato,

⟨wnk
, v⟩ =

∫
Ω

∇unk
∇v − unk

vdx− λ

∫
Ω

ξnk
F vdx− µg′(Φ2(unk

))

∫
∂Ω

ξnk
G vdσ, (5.32)

para algum ξnk
F ∈ ∂F (unk

) e ξnk
G ∈ ∂G(unk

). Considerando v = unk
− u em (5.32)

⟨wnk
, unk

−u⟩ = ⟨unk
, unk

−u⟩W −λ
∫
Ω

ξnk
F (unk

−u)dx−µg′(Φ2(unk
))

∫
∂Ω

ξnk
G (unk

−u)dσ,

(5.33)
com nk ∈ N e ⟨., .⟩W denota o produto interno de W 1,2(Ω). Fixado ε > 0, temos

|⟨wnk
, unk

− u⟩| ≤ ∥wnk
∥∗∥unk

− u∥ < ε, (5.34)
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para k suficientemente grande. Por outro lado, pela propriedade (F0) e pela Desigual-
dade de Hölder,∣∣∣∣λ∫

Ω

ξnk
F (unk

− u)dx

∣∣∣∣ ≤ |λ|
∫
Ω

|ξnk
F ||unk

− u|dx

≤ |λ|C1

∫
Ω

|unk
− u|dx+ |λ|C1

∫
Ω

|unk
|p−1|unk

− u|dx

≤ |λ|C1|unk
− u|p + |λ|C1|up−1

nk
| p
p−1

|unk
− u|p.

Note que

|up−1
nk

| p
p−1

=

(∫
Ω

|up−1
nk

|
p

p−1dx

) p−1
p

=

((∫
Ω

|unk
|pdx

) 1
p

)p−1

= |unk
|p−1
p .

Daí, ∣∣∣∣λ∫
Ω

ξnk
F (unk

− u)dx

∣∣∣∣ ≤ |λ|C1|unk
− u|p + |λ|C1|unk

|p−1
p |unk

− u|p

≤ |λ|C1|unk
− u|p + |λ|C2∥unk

∥p−1|unk
− u|p.

Sendo (unk
) limitada em W 1,2(Ω),∣∣∣∣λ∫

Ω

ξnk
F (unk

− u)dx

∣∣∣∣ −→ 0 quando nk −→ +∞. (5.35)

Da mesma forma, pela propriedade (G0) temos,∣∣∣∣µg′(Φ2(unk
))

∫
∂Ω

ξnk
G (unk

− u)dσ

∣∣∣∣ ≤ |µ||g′(Φ2(unk
))|
∫
∂Ω

C3|unk
− u|dσ

+|µ||g′(Φ2(unk
))|
∫
∂Ω

C3|unk
|q−1|unk

− u|dσ.

E pela Desigualdade de Hölder , segue que∣∣∣∣µg′(Φ2(unk
))

∫
∂Ω

ξnk
G (unk

− u)dσ

∣∣∣∣ ≤ |µ||g′(Φ2(unk
))|C3|unk

− u| q
q−1

,∂Ω

+|µ||g′(Φ2(unk
))|C3|unk

|q−1
q,∂Ω|unk

− u|q,∂Ω,
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daí, ∣∣∣∣µg′(Φ2(unk
))

∫
∂Ω

ξnk
G (unk

− u)dσ

∣∣∣∣ ≤ |µ||g′(Φ2(unk
))|
[
C3|unk

− u|q,∂Ω

+C4∥unk
∥q−1|unk

− u|q,∂Ω
]
.

Sendo Φ2 contínuo e g ∈ C1(R,R), g′ ◦ Φ2 é contínuo, logo∣∣g′ ◦ Φ2(unk
)− g′ ◦ Φ2(u)

∣∣ −→ 0,

implicando que g′(Φ2(unk
)) é limitada. Como (unk

) é limitada em W 1,2(Ω),∣∣∣∣µg′(Φ2(unk
))

∫
∂Ω

ξnk
G (unk

− u)dσ

∣∣∣∣ −→ 0, quando nk −→ +∞. (5.36)

De (5.34), (5.35) e (5.36), obtemos

⟨unk
, unk

− u⟩W −→ 0, quando nk −→ ∞. (5.37)

Visto isto,

∥unk
− u∥2 = ⟨unk

− u, unk
− u⟩W = ⟨unk

, unk
− u⟩W − ⟨u, unk

− u⟩W

e lembrando que unk
⇀ u em W 1,2(Ω), temos de (5.37) que

∥unk
− u∥ −→ 0, quando nk −→ ∞.

Portanto, o funcional

Eλ,µ(u) =
1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) + µ(g ◦ Φ2)(u), u ∈ W 1,2(Ω)

satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ R, λ ∈ J = [0,∞), g ∈ Cτ , com τ ≤ 0,
µ ∈ [0,∞].

5.3 Existência de Soluções

Vimos na seção anterior, alguns resultados que nos garantem as hipóteses do
Teorema de Multiplicidade (ver Teorema 4.5), com isso podemos mostrar o seguinte
resultado que nos garante a existência de pelo menos três soluções:
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Teorema 5.6 Sejam F,G : R −→ R funcionais localmente Lipschitz, satisfazendo
as condições (F0) − (F3), e (G0), respectivamente. Então, existem um intervalo não
degenerado compacto [a, b] ⊂ (0,+∞) e um número r > 0, tais que para cada λ ∈ [a, b]

existe µ0 ∈ (0, λ+1] tal que para cada µ ∈ [0, µ0], o problema (5.1) admite, pelo menos,
três soluções diferentes com as normas em W 1,2(Ω) menores que r.

Demonstração: Sejam g ∈ Cτ com τ ≥ 0, λ ∈ J , µ ∈ [0, λ + 1], e c ∈ R. Primeira-
mente, observe que os Lemas 5.3, 5.4 e 5.5 nos garantem as hipóteses do Teorema 4.5
para:

• X = W 1,2(Ω);

• X1 = Lp(Ω) com p ∈ [1, 2∗);

• X2 = Lq(∂Ω) com q ∈ [1, 2
∗
);

• J = [0,+∞);

• h(t) = t2/2, t ≥ 0.

Logo, existem [a, b] ⊂ J e r > 0, tais que dado λ ∈ [a, b], existe µ0 ∈ (0, λ+ 1] tal que
o funcional Eλ,µ : W 1,2(Ω) −→ R dado por

Eλ,µ(u) =
1

2
∥u∥2 + λΦ1(u) + µΦ2(u), com µ ∈ [0, µ0],

possui pelo menos três pontos críticos distintos, tais que a norma em W 1,2(Ω) é menor
que r. Donde segue-se, pelo Lema 5.1, que o problema (5.1) possui pelo menos três
soluções distintas.



Capítulo 6

Um Problema de Inclusão Diferencial
no RN

Neste capítulo, mostraremos a existência de pelo menos três soluções para uma
classe de problema de inclusão diferencial definido sobre o RN .

6.1 Sobre o Problema

Sejam p > N ≥ 2 e F : R −→ R uma função localmente Lipschitz verificando

(F̃1) lim
t→0

max{|ξ| : ξ ∈ ∂F (t)}
|t|p−1

= 0;

(F̃2) lim sup
|t|→∞

F (t)

|t|p
≤ 0;

(F̃3) Existe t̃ ∈ R tais que F (t̃) > 0 e F (0) = 0.

Nestas condições, considere o seguinte problema de inclusão diferencial{
−∆pu+ |u|p−2u ∈ λα(x)∂F (u(x)) + µβ(x)∂G(u(x)), RN

u(x) → 0, quando |x| → +∞.
(6.1)

onde λ, µ > 0 e G : R → R é um funcional localmente Lipschitz. Além disso, suponha
que β ∈ L1(RN) e α ∈ L1(RN) ∩ L∞

loc(RN) verificando:
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(α̃) α ≥ 0 e sup
R>0

ess inf
|x|≤R

α(x) > 0.

Diremos que u ∈ W 1,p(RN) é uma solução do problema (6.1), quando para todo
v ∈ W 1,p(RN)∫

RN

(|∇u|p−1∇u∇v + |u|p−2uv)dx = λ

∫
RN

α(x)ξFvdx+ µ

∫
RN

β(x)ξGvdx, (6.2)

para algum ξF e ξG tais que

• ξFw, ξGw ∈ L1(RN), ∀w ∈ L∞(RN);

• ξF (x) ∈ ∂F (u(x)) e ξG(x) ∈ ∂G(u(x)) q.t.p. em RN .

Observação 6.1 Como p > N , qualquer u ∈ W 1,p(RN) satisfaz u(x) → 0, quando
|x| → +∞ (ver Observação A.3, Apêndice A).

Observação 6.2 Na igualdade (6.2), os termos do lado direito estão bem definidos.

Com efeito, pelo Teorema de Morrey (ver Apêndice A), se u ∈ W 1,p(RN), temos

|u(x)| ≤ |u|∞ < +∞, ∀x ∈ RN .

Logo, existe um intervalo Iu ⊂ R compacto tal que u(x) ∈ Iu q.t.p. em RN , assim
existe k0 ∈ N tal que Iu ⊂ ∪k0

i=1Bδi(xi). Como ∂F é semicontínua superiormente (ver
propriedade (P4)), para cada x ∈ Iu e ξ ∈ ∂F (x), existe ξi ∈ ∂F (xi) verificando

|ξ| < 1 + |ξi|,

visto que x ∈ Bδi(xi) para algum i = 1, ..., k0. Daí, tomando K := max
i∈{1,...,k0}

|ξi|, temos

|ξ| < 1 +K,

mostrando que o conjunto ∂F (Iu) ⊂ R é limitado. Deste fato, seja CF = sup
ξ∈∂F (Iu)

|ξ|.

Para cada v ∈ W 1,p(RN)∣∣∣∣∫
RN

α(x)ξFv(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫
RN

|α(x)||ξF ||v(x)|dx

≤ CF

∫
RN

|α(x)||v(x)|dx

≤ CF |α|1|v|∞ < +∞
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visto que α ∈ L1(RN) e v ∈ L∞(RN). De modo análogo, mostra-se para o segundo
termo.

Pelo Lema 2.8 podemos definir os funcionais Φ1,Φ2 : L∞(RN) −→ R dados,
respectivamente, por

Φ1(u) = −
∫
RN

α(x)F (u(x))dx e Φ2(u) = −
∫
RN

β(x)G(u(x))dx, u ∈ L∞(RN),

além disso,

∂Φ1(u) ⊂ −
∫
RN

α(x)∂F (u(x))dx e ∂Φ2(u) ⊂ −
∫
RN

β(x)∂G(u(x))dx, u ∈ L∞(RN).

(6.3)
Associado ao problema (6.1), temos o seguinte funcional energia

Eλ,µ : W 1,p(RN) −→ R

u 7−→ Eλ,µ(u) =
1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) + µΦ2(u)

(6.4)

que está bem definido, visto que os funcionais Φ1 e Φ2 estão bem definidos.
Tendo em vista que o funcional J : W 1,p(RN) −→ R dado por

J(u) =
1

p
∥u∥pRN , u ∈ W 1,p(RN)

é de classe C1(W 1,p(RN),R), com

J ′(u)v =

∫
RN

(|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv)dx, u, v ∈ W 1,p(RN),

(ver Lema D.2), temos Eλ,µ ∈ Liploc(W
1,p(RN),R). Além disso, pelas Propriedades

(P3) e (P7), temos

∂Eλ,µ(u) ⊂ {J ′(u)}+ λ∂Φ1(u) + µ∂Φ2(u), u ∈ W 1,p(RN),

donde segue-se, de (6.3), que

∂Eλ,µ(u) ⊂ {J ′(u)} − λ

∫
RN

α(x)∂F (u(x))dx− µ

∫
RN

β(x)∂G(u(x))dx, (6.5)

para todo u ∈ W 1,p(RN).

Lema 6.1 Se u ∈ W 1,p(RN) é tal que 0 ∈ ∂Eλ,µ(u), ou seja, u é ponto crítico do
funcional Eλ,µ, então u é solução do problema (6.1).
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Demonstração: Pela inclusão (6.5), temos

0 ∈ ∂Eλ,µ(u) ⊂ {J ′(u)} − λ

∫
RN

α(x)∂F (u(x))dx− µ

∫
RN

β(x)∂G(u(x))dx,

assim, existem ξF (x) ∈ ∂F (u(x)) e ξG(x) ∈ ∂G(u(x)), q.t.p. em RN , tais que

0 = ⟨0, v⟩ =
∫
RN

(|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv)dx− λ

∫
RN

α(x)ξFvdx− µ

∫
RN

β(x)ξGvdx,

para todo v ∈ W 1,p(RN). Deste fato,∫
RN

(|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv)dx = λ

∫
RN

α(x)ξFvdx+ µ

∫
RN

β(x)ξGvdx,

para todo v ∈ W 1,p(RN). Mostrando que u ∈ W 1,p(RN) é solução para o problema
(6.1).

6.2 Princípio de Criticalidade Simétrica

Antes de continuarmos, lembramos que neste momento faz-se necessário uma
leitura no Apêndice B. O próximo resultado é conhecido na literatura como Princípio de
Criticalidade Simétrica, o qual é uma versão, devido a Krawcewicz-Marzantowicz
[14], para funcionais localmente Lipschitz.

Teorema 6.2 [14] Sejam X um espaço de Banach e f : X → R um funcional local-
mente Lipschitz e G-invariante onde G é um grupo de Lie compacto. Então, x ∈ Xrad

(ver Apêndice B) é um ponto crítico de f se, e somente se, x é ponto crítico de
f rad := f |Xrad

: Xrad −→ R.

Corolário 6.1 Se u ∈ W 1,p
rad(R

N) é tal que 0 ∈ ∂Erad
λ,µ (u) = ∂Eλ,µ|W 1,p

rad(RN )(u), então
0 ∈ ∂Eλ,µ(u).

Demonstração: Desde que O(N) é um grupo de Lie compacto, e o funcional Eλ,µ
é O(N)-invariante (ver Exemplos B.1 e B.3, Apêndice B), temos pelo Princípio de
Criticalidade Simétrica para funcionais localmente Lipschitz (Teorema 6.2), que os
pontos críticos de Erad

λ,µ , são também pontos críticos para Eλ,µ.

Proposição 6.1 lim
t→0+

inf{Φ1(u);u ∈ W 1,p
rad(RN), ∥u∥pRN < pt}
t

= 0.
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Demonstração: Por (F̃1), para cada ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

|ξ|
|t|p−1

≤ max{|ξ|; ξ ∈ ∂F (t)}
|t|p−1

< ε, ∀t ∈ [−δ, δ], ∀ξ ∈ ∂F (t),

implicando que
|ξ| ≤ ε|t|p−1, ∀t ∈ [−δ, δ], ∀ξ ∈ ∂F (t). (6.6)

Fixado t ∈ (0, 1/p (δ/C∞)] defina

St = {u ∈ W 1,p
rad(R

N); ∥u∥pRN < pt},

onde C∞ denota a melhor constante da imersão W 1,p
rad(R

N) ↪→ L∞(RN). Se u ∈ St, pelo
Teorema de Morrey, temos

|u|∞ ≤ C∞∥u∥RN < C∞
p
√
pt < C∞

p

√(
δ

C∞

)p

= δ.

Agora, fixado u ∈ St, e utilizando o Teorema de Lebourg, existe ξx ∈ ∂F (θxu(x)), com
θx ∈ (0, 1), tal que

F (u(x))− F (0) = ⟨ξx, u(x)⟩ ≤ |⟨ξx, u(x)⟩| ≤ |ξx||u(x)|,

logo
F (u(x)) ≤ |ξx||u(x)|.

De (6.6), temos

F (u(x)) ≤ ε|u(x)|p−1|u(x)| < ε|u(x)|p q.t.p. em RN .

Assim, para cada u ∈ St

Φ1(u) = −
∫
RN

α(x)F (u(x))dx ≥ −ε
∫
RN

α(x)|u(x)|pdx ≥ −ε|α|1|u|p∞

≥ −ε|α|1Cp
∞∥u∥pRN ≥ −ε|α|1Cp

∞pt.

Mostrando que o conjunto {Φ1(u);u ∈ St} é limitado inferiormente e que −ε|α|1Cp
∞pt,

com t ∈ (0, 1/p (δ/C∞)] é cota inferior do mesmo. Logo,

0 ≥ inf
u∈St

Φ1(u) ≥ −ε|α|1Cp
∞pt
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ou ainda,

0 ≥ infu∈St Φ1(u)

t
≥ −ε|α|1Cp

∞p.

Passando ao limite de t→ 0+, obtemos

0 ≥ lim
t→0+

infu∈St Φ1(u)

t
≥ −ε|α|1Cp

∞p.

Como ε > 0 é arbitrário, obtemos que

lim
t→0+

infu∈St Φ1(u)

t
= 0,

ou seja,

lim
t→0+

inf{Φ1(u);u ∈ W 1,p
rad(RN), ∥u∥pRN < pt}
t

= 0

como queríamos demonstrar.

Lema 6.3 Sejam α ∈ L1(RN) ∩ L∞
loc(RN) uma função radialmente simétrica satisfa-

zendo a condição (α̃) e F : R −→ R um funcional localmente Lipschitz satisfazendo
as condições (F̃1) − (F̃3). Então, podemos definir para cada n ∈ N e R > 0 fixado, a
função

wn(x) =


0 , se x ∈ RN \BR(0)

t̃ , se x ∈ BσnR(0)

t̃(R− |x|)
R(1− σn)

, se x ∈ BR(0) \BσnR(0),

(6.7)

onde σn = (1− 1/n) e t̃ ̸= 0 é dado pela condição (F̃3), a qual pertence a W 1,p
rad(R

N)

com p > N ≥ 2. Além disso, para n0 ∈ N suficientemente grande, Φ1(wn0) < 0.

Demonstração: Pela condição (α̃), podemos fixar R > 0 tal que

αR = ess inf
|x|≤R

α(x) > 0. (6.8)

Agora, vamos mostrar que

wn ∈ W 1,p(RN), ∀n ∈ N, (6.9)

ou seja, devemos mostrar que wn ∈ Lp(RN) e que a derivada fraca de wn também
pertence a Lp(RN). Observe que para cada n ∈ N
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∫
RN

|wn(x)|pdx =

∫
BσnR

|t̃|pdx+
∫
BR\BσnR

∣∣∣∣ t̃(R− |x|)
R(1− σn)

∣∣∣∣p dx
= C1 +

∣∣∣∣ t̃

R(1− σn)

∣∣∣∣p ∫
BR\BσnR

|R− |x||pdx

≤ C1 +

∣∣∣∣ t̃

R(1− σn)

∣∣∣∣p
(∫

BR\BσnR

2p|R|pdx+
∫
BR\BσnR

2p|x|pdx

)
≤ C1 + 2pRp|BR \BσnR|+ 2p

∫
BR\BσnR

|R|pdx < +∞

mostrando que wn ∈ Lp(RN). Agora mostraremos que a derivada fraca de wn pertence
a Lp(RN). Note que, a derivada fraca de wn, é dada por

∂wn

∂xi
(x) =


0, se x ∈ RN \BR(0) ou x ∈ BσnR(0)

− t̃xi
R(1− σn)|x|

, se x ∈ BR(0) \BσnR(0),

visto que a fronteira da bola BσnR(0) (onde a derivada parcial no sentido clássico pode
não existir), tem medida nula. Observe que

∫
RN

∣∣∣∣∂wn

∂xi
(x)

∣∣∣∣p dx =

∫
RN\BR

∣∣∣∣∂wn

∂xi
(x)

∣∣∣∣p dx+ ∫
BσnR

∣∣∣∣∂wn

∂xi
(x)

∣∣∣∣p dx+ ∫
BR\BσnR

∣∣∣∣∂wn

∂xi
(x)

∣∣∣∣p dx
=

∫
BR\BσnR

∣∣∣∣− t̃xi
R(1− σn)|x|

∣∣∣∣p dx
=

∣∣∣∣ t̃

R(1− σn)

∣∣∣∣p ∫
BR\BσnR

(
|xi|
|x|

)p

dx

≤
∣∣∣∣ t̃

R(1− σn)

∣∣∣∣p ∫
BR\BσnR

(
|x|
|x|

)p

dx

≤
∣∣∣∣ t̃

R(1− σn)

∣∣∣∣p ∫
BR\BσnR

1dx < +∞

para todo n ∈ N. Mostrando que a derivada fraca de wn pertence a Lp(RN). Portanto,
a função wn ∈ W 1,p(RN).
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Recordemos que O(N) é um grupo (ver Exemplo B.1, Apêndice B) tal que seus
elementos são transformações ortogonais logo, para cada g ∈ O(N), temos |g−1(x)| =
|x|, ou seja, os elementos do grupo O(N) preservam distância. Desta forma, para cada
g ∈ O(N),

gwn(x) = wn(g
−1(x)) = wn(x), ∀x ∈ RNe ∀n ∈ N,

em relação a ação de grupo definida no Exemplo B.2. Mostrando que wn é radialmente
simétrica.

Mostremos agora que Φ1(wn0) < 0, para n0 ∈ N suficientemente grande. Para
isto, vamos fazer algumas estimativas. Por (6.8), temos que

α(x) ≥ αR, q.t.p. x ∈ RN com |x| ≤ R (6.10)

Sendo α ∈ L∞
loc(RN), segue que αχK ∈ L∞(RN), para todo compacto K ⊂ RN , em

particular para K = BR(0), então

0 < α(x) ≤ sup
x∈RN

|α(x)χBR(0)(x)| = sup
x∈BR(0)

α(x) < +∞, ∀x ∈ RN . (6.11)

Além do mais, para x ∈ BR(0) \BσnR(0), temos −σnR ≥ −|x| ≥ −R, assim,

−|t̃| ≤ 0 =
t̃(R−R)

R(1− σn)
≤ t̃(R− |x|)
R(1− σn)

≤ t̃(R− σnR)

R(1− σn)
= t̃ ≤ |t̃|,

ou seja,
|t| ≤ |t̃|,

onde t =
t̃(R− |x|)
R(1− σn)

. Sendo F contínua, existe t0 ∈ [−|t̃|, |t̃|], tal que

F (t) ≤ t0 = max
|t|≤|t̃|

|F (t)|, ∀x ∈ BR(0) \BσnR(0). (6.12)

Agora, por (6.7), temos

−Φ1(wn) =

∫
RN

α(x)F (wn(x))dx

=

∫
RN\BR

α(x)F (0)dx+

∫
BσnR

α(x)F (t̃)dx+

∫
BR\BσnR

α(x)F (t)dx

e combinando (6.8), (6.10), (6.11) e (6.12), obtemos
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−Φ1(wn) ≥ αRF (t̃)

∫
BσnR

dx−max
|t|≤|t̃|

|F (t)|
∫
BR\BσnR

α(x)dx

≥ αRF (t̃)|BσnR| − sup
x∈BR(0)

α(x) max
|t|≤|t̃|

|F (t)|
∫
BR\BσnR

dx

≥ αRF (t̃)|BσnR| − sup
x∈BR(0)

α(x) max
|t|≤|t̃|

|F (t)|
(
|BR| − |BσnR|

)
,

ou seja,

−Φ1(wn) ≥ αRF (t̃)|BσnR| − sup
x∈BR(0)

α(x) max
|t|≤|t̃|

|F (t)|
(
|BR| − |BσnR|

)
(6.13)

Afirmação 1: lim
n→+∞

|BσnR(0)| = |BR(0)|.

De fato, sabemos que

|BσnR(0)| =
∫
RN

χBσnR(0)dx e |BR(0)| =
∫
RN

χBR(0)dx.

Note que
χBσnR(0) −→ χBR(0), quando n→ +∞

e
|χBσnR(0)| ≤ χBR(0), ∀n ∈ N

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

lim
n→+∞

∫
RN

χBσnR(0)dx =

∫
RN

χBR(0)dx

ou seja,
lim

n→+∞
|BσnR(0)| = |BR(0)|,

mostrando a Afirmação 1.

Pela Afirmação 1, podemos tomar n0 ∈ N, suficientemente grande, de sorte que

αRF (t̃)|Bσn0R
| − sup

x∈BR(0)

α(x)max
|t|≤|t̃|

|F (t)|
(
|BR| − |Bσn0R

|
)
> 0.
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Desta forma
Φ1(wn0) < 0,

como queríamos demonstrar.

6.3 Verificação da Condição de Palais-Smale

Neste momento mostraremos que o funcional energia associado ao problema
(6.1) verifica a condição (PS)c, para todo c ∈ R.

Defina a função

ν(t) = inf

{
Φ1(u);u ∈ W 1,p

rad(R
N),

1

p
∥u∥pRN < t

}
.

Pela Proposição 6.1, temos

lim
t→0+

ν(t)

t
= 0. (6.14)

Consideremos a função u0 := wn0 ∈ W 1,p
rad(R

N) dada no Lema 6.3, assim
Φ1(u0) < 0. Logo,

−pΦ1(u0)

∥u0∥pRN

> 0, com p > 2.

Fixe η > 0, verificando

0 < η < −pΦ1(u0)

∥u0∥pRN

. (6.15)

Por (6.14), e pela definição de limite, existe δ = δ(η) > 0, tal que

−η < ν(t)

t
< η, ∀t ∈ (0, δ).

Daí, existe t0 ∈
(
0, 1/p∥u0∥pRN

)
tal que ν(t0) > −ηt0. Segue de (6.15), que

ν(t0) > −ηt0 >
pΦ1(u0)

∥u0∥pRN

t0. (6.16)

Assim, por (6.16) e recordando que −pΦ1(u0)

∥u0∥pRN

> 0, existe ρ0 > 0, tal que

−ν(t0) < ρ0 < −pΦ1(u0)

∥u0∥pRN

t0 < −Φ1(u0), (6.17)
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ou ainda,
−ν(t0) < ρ0 < −Φ1(u0). (6.18)

Agora, definamos o funcional

φ : W 1,p
rad(R

N)× J −→ R

(u, λ) 7−→ φ(u, λ) =
1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) + λρ0,

onde J = [0,+∞).

Lema 6.4 O funcional φ(., λ) é limitado inferiormente para cada λ ∈ J .

Demonstração: De fato, para ε > 0 arbitrário, temos por (F̃1)− (F̃3) temos

F (t) < ε|t|p, ∀t ∈ R

Daí, usando Hölder, temos

φ(u, λ) =
1

p
∥u∥pRN − λ

∫
RN

α(x)F (u(x))dx+ λρ0

≥ 1

p
∥u∥pRN − λε

∫
RN

α(x)|u(x)|pdx+ λρ0

≥ 1

p
∥u∥pRN − λε|α|1|u|p∞ + λρ0

e pelo Teorema de Morrey,

φ(u, λ) ≥ 1

p
∥u∥pRN − C∞λε|α|1∥u∥pRN + λρ0. (6.19)

Defina a função

q(t) =
tp

p
− εCtp + λρ0 = tp

(
1

p
− Cε

)
+ λρ0,

onde C = C∞λ|α|1 e t ∈ (0,+∞). Observe que

lim
t→+∞

q(t) = +∞,

para p > 2 e ε > 0 escolhido de tal forma que
1

p
− Cε > 0. Logo, existem K,M > 0

tais que
q(t) > M, ∀t > K.
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Note que q ∈ C(R+,R), donde existe t1 ∈ [0, K] tal que

q(t1) = min{q(t); t ∈ [0, K]}.

Assim,
q(t) ≥ min{M, q(t1)} := K0, ∀t ∈ R+. (6.20)

De (6.19) e (6.20),
φ(u, λ) ≥ K0, ∀u ∈ W 1,p

rad(R
N),

mostrando que φ(., λ) é limitado inferiormente.

Lema 6.5 O funcional φ verifica a desigualdade

sup
λ∈J

inf
u∈W 1,p

rad(RN )
φ(u, λ) < inf

u∈W 1,p
rad(RN )

sup
λ∈J

φ(u, λ).

Demonstração: Seja a função

f : J −→ R

λ 7−→ f(λ) = inf
u∈W 1,p

rad(RN )

{
1

p
∥u∥pRN + λ(ρ0 + Φ1(u))

}
,

que está bem definida, devido ao Lema 6.4. Afirmamos que f é semicontínua supe-
riormente. Com efeito, seja (λn) ⊂ J tal que λn → λ0 ∈ J . Dado u ∈ W 1,p

rad(R
N),

temos

1

p
∥u∥pRN + λn(ρ0 + Φ1(u)) ≥ inf

u∈W 1,p
rad(RN )

{
1

p
∥u∥pRN + λn(ρ0 + Φ1(u))

}
= f(λn).

Daí,

lim sup
λn→λ0

f(λn) ≤
1

p
∥u∥pRN + λ0(ρ0 + Φ1(u)). ∀u ∈ W 1,p

rad(R
N).

Consequentemente

lim sup
λn→λ0

f(λn) ≤ inf
u∈W 1,p

rad(RN )

{
1

p
∥u∥pRN + λ0(ρ0 + Φ1(u))

}
= f(λ0),

mostrando que f é semicontínua superiormente.
Note que

inf
u∈W 1,p

rad(RN )
φ(u, λ) ≤ φ(u0, λ) =

1

p
∥u0∥pRN + λ(ρ0 + Φ1(u0)),
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implicando que

lim
λ→+∞

(
inf

u∈W 1,p
rad(RN )

φ(u, λ)

)
≤ lim

λ→+∞

(
1

p
∥u0∥pRN + λ(ρ0 + Φ1(u0))

)
= −∞, (6.21)

visto que, por (6.18), temos (ρ0 + Φ1(u0)) < 0. Segue do Lema C.12 que existe λ ∈ J

tal que
sup
λ∈J

inf
u∈W 1,p

rad(RN )
φ(u, λ) = inf

u∈W 1,p
rad(RN )

φ(u, λ). (6.22)

Afirmação 1: inf
u∈W 1,p

rad(RN )
sup
λ∈J

φ(u, λ) = inf
u∈W 1,p

rad(RN )

{
1

p
∥u∥pRN ;−Φ1(u) ≥ ρ0

}
.

Inicialmente, note que

inf
u∈W 1,p

rad(RN )
sup
λ∈J

φ(u, λ) = inf
u∈W 1,p

rad(RN )

(
sup
λ∈J

[
1

p
∥u∥pRN + λ(ρ0 + Φ1(u))

])

= inf
u∈W 1,p

rad(RN )

(
1

p
∥u∥pRN + sup

λ∈J

(
λρ0 + λΦ1(u)

))
. (6.23)

Vejamos agora, os seguintes casos:

Caso 1: ρ0 + Φ1(u) > 0.
Neste caso,

sup
λ∈J

(ρ0 + Φ1(u)) = +∞.

Caso 2: ρ0 + Φ1(u) ≤ 0.

Para este caso,
sup
λ∈J

(λ(ρ0 + Φ1(u)) = 0.

Dos Casos 1 e 2, conclui-se que

inf
u∈W 1,p

rad(RN )

(
1

p
∥u∥pRN + sup

λ∈J

(
λρ0 + λΦ1(u)

))
= inf

u∈W 1,p
rad(RN )

{
1

p
∥u∥pRN ;−Φ1(u) ≥ ρ0

}
.

Daí, segue de (6.23) que

inf
u∈W 1,p

rad(RN )
sup
λ∈J

φ(u, λ) = inf
u∈W 1,p

rad(RN )

{
1

p
∥u∥pRN ;−Φ1(u) ≥ ρ0

}
,

mostrando a Afirmação 1.
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Afirmação 2: t0 ≤ inf

{
1

p
∥u∥pRN ;u ∈ W 1,p

rad(R
N),−Φ1(u) ≥ ρ0

}
.

De (6.18), para cada u ∈ W 1,p
rad(R

N) com
1

p
∥u∥pRN < t0, tem-se que

−Φ1(u) ≤ − inf

{
Φ1(u);u ∈ W 1,p

rad(R
N),

1

p
∥u∥pRN < t0

}
= −ν(t0) < ρ0.

Sendo assim, se −Φ1(u) ≥ ρ0,

t0 ≤ inf

{
1

p
∥u∥pRN ;u ∈ W 1,p

rad(R
N),−Φ1(u) ≥ ρ0

}
, (6.24)

mostrando a Afirmação2.

Das Afirmações 1 e 2, conclui-se que

inf
u∈W 1,p

rad(RN )
sup
λ∈J

φ(u, λ) ≥ t0. (6.25)

Vamos agora, considerar dois casos:

Caso I: λ ∈ [0, t0/ρ0).
Para este caso,

inf
u∈W 1,p

rad(RN )

[
1

p
∥u∥pRN + λ(ρ0 + Φ1(u))

]
≤ φ(0, λ) = λρ0 < t0,

donde segue-se, de (6.22) e (6.25), que

sup
λ∈J

inf
u∈W 1,p

rad(RN )
φ(u, λ) < inf

u∈W 1,p
rad(RN )

sup
λ∈J

φ(u, λ).

Caso II: λ ∈ [t0/ρ0,+∞).
De (6.16) e (6.18),

inf
u∈W 1,p

rad(RN )

[
1

p
∥u∥pRN + λ

(
ρ0 + Φ1(u)

)]
≤ 1

p
∥u0∥pRN + λ

(
ρ0 + Φ1(u0)

)
<

1

p
∥u0∥pRN + t0 +

Φ1(u0)

ρ0
t0 (6.26)
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implicando de (6.17) que

inf
u∈W 1,p

rad(RN )

[
1

p
∥u∥pRN + λ

(
ρ0 + Φ1(u)

)]
<

1

p
∥u0∥pRN + t0 −

1

p
∥u0∥pRN = t0

Desta forma, temos de (6.22) e (6.25)

sup
λ∈J

inf
u∈W 1,p

rad(RN )
φ(u, λ) < inf

u∈W 1,p
rad(RN )

sup
λ∈J

φ(u, λ).

Dos Casos I e II, conclui-se a demonstração.

Lema 6.6 Sejam τ ≥ 0, λ ∈ J , µ ∈ [0, λ+ 1], c ∈ R e g ∈ Cτ . Então, o funcional

Eλ,µ(u) =
1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) + µ

(
g ◦ Φ2

)
(u), ∀u ∈ W 1,p

rad(R
N)

é coercivo em W 1,p
rad(R

N).

Demonstração: De (F̃2), dado ε > 0, existe K > 0 tal que

F (t)

|t|p
< ε, ∀t ∈ R com |t| > K,

ou ainda,
F (t) < ε|t|p, ∀t ∈ R com |t| > K,

donde
−F (t) > −ε|t|p, ∀t ∈ R com |t| > K. (6.27)

Consequentemente, sendo F contínua, para cada u ∈ W 1,p
rad(R

N), temos

1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) =

1

p
∥u∥pRN − λ

∫
RN

α(x)F (u(x))dx

=
1

p
∥u∥pRN − λ

∫
[|u(x)|>K]

α(x)F (u(x))dx

−λ
∫

[|u(x)|≤K]

α(x)F (u(x))dx

>
1

p
∥u∥pRN − λ

∫
[|u(x)|>K]

α(x)ε|u(x)|pdx

−λmax
|t|≤K

|F (t)|
∫

[|u(x)|≤K]

α(x)dx
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logo, por Hölder e pelo Teorema de Morrey,

1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) >

1

p
∥u∥pRN − λε|α|1|u|p∞ − λmax

|t|≤K
|F (t)||α|1

≥ 1

p
∥u∥pRN − λε|α|1Cp

∞∥u∥pRN − λmax
|t|≤K

|F (t)||α|1

=

(
1

p
− λε|α|1Cp

∞

)
∥u∥pRN − λmax

|t|≤K
|F (t)||α|1.

Como ε > 0 é arbitrário, podemos supor ε > 0 de forma que
(
1

p
− ελ|α|1Cp

∞

)
> 0,

assim
1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) −→ +∞, quando ∥u∥pRN → +∞.

Recordando que g ∈ Cτ é limitado, existe K1 > 0 tal que

Eλ,µ(u) =
1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) + µ

(
g(Φ2(u))

)
≥ 1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u)− µK1 −→ +∞ quando ∥u∥RN → +∞.

Como queríamos mostrar.

Lema 6.7 Se (un) é tal que
λEλ,µ

(un) → 0,

então existe uma sequência (εn) ⊂ (0,+∞) com εn → 0 verificando

E0
λ,µ(un; v − un) + εn∥v − un∥RN ≥ 0, ∀v ∈ W 1,p

rad(R
N), n ∈ N.

Demonstração: Com efeito, seja ξn0 ∈ ∂Eλ,µ(un) tal que

λEλ,µ
(un) = ∥ξn0 ∥∗ = min{∥ξn∥∗; ξn ∈ ∂Eλ,µ(un)}

n→+∞−→ 0. (6.28)

Por definição, dado ξ ∈ ∂Eλ,µ(un)

E0
λ,µ(un; v − un) ≥ ⟨ξ, v − un⟩, ∀v ∈ W 1,p

rad(R
N). (6.29)
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Por (6.28), existe ξn ∈ ∂Eλ,µ(un) tal que

∥ξn∥∗ ≤ ∥ξn0 ∥∗ +
1

n
, (6.30)

logo, por (6.29) e (6.30), temos

E0
λ,µ(un; v − un) ≥ −|⟨ξn, v − un⟩|

≥ −∥ξn∥∗∥v − un∥RN

≥ −
(
∥ξn0 ∥∗ +

1

n

)
∥v − un∥RN ,

ou seja,

E0
λ,µ(un; v − un) + εn∥v − un∥Rn ≥ 0, ∀v ∈ W 1,p

rad(R
N), ∀n ∈ N,

onde εn =
(
∥ξn0 ∥∗ + 1/n

) n→+∞−→ 0, como queríamos demonstrar.

Lema 6.8 Sejam τ ≥ 0, λ ∈ J , µ ∈ [0, λ+ 1], c ∈ R e g ∈ Cτ . Então, o funcional

Eλ,µ(u) =
1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) + µ

(
g ◦ Φ2

)
(u), ∀u ∈ W 1,p

rad(R
N)

satisfaz a condição (PS)c, para todo c ∈ R.

Demonstração: Seja uma sequência (un) ⊂ W 1,p
rad(R

N) tal que

Eλ,µ(un) → c e λEλ,µ
(un) → 0. (6.31)

Pelo Lema 6.6 e (6.31), tem-se que (un) é limitada. Desta forma, existe uma subse-
quência (unk

) ⊂ (un) e u ∈ W 1,p
rad(R

N) (ver Lema B.1, Apêndice B), tal que

unk
⇀ u.

Segue do Teorema B.2, que W 1,p
rad(R

N) ↪→
comp.

L∞(RN), assim

unk
→ u, em L∞(RN).

Sendo λEλ,µ
(unk

) → 0, segue-se do Lema 6.7 que existe (εnk
) ⊂ (0,+∞) com εnk

→ 0
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verificando

E0
λ,µ(unk

; v − unk
) ≥ −εnk

∥v − unk
∥RN , ∀v ∈ W 1,p

rad(R
N). (6.32)

Utilizando a Proposição 1.1, veja que

E0
λ,µ(u; v) ≤

∫
RN

(
|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv

)
dx+

(
λΦ1 + µ(g ◦ Φ2)

)0
(u; v)

≤
∫
RN

(
|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv

)
dx+ λΦ0

1(u; v) + µ(g ◦ Φ2)
0(u; v),

(6.33)
para cada v ∈ W 1,p

rad(R
N). Deste modo, para os pares (u, v) = (unk

, u − unk
) e

(u, v) = (u, unk
− u), obtemos

Ank
≤ −E0

λ,µ(unk
; u− unk

) + λΦ0
1(unk

; u− unk
) + µ(g ◦ Φ2)

0(unk
;u− unk

)

e
Bnk

≤ −E0
λ,µ(u; unk

− u) + λΦ0
1(u; unk

− u) + µ(g ◦ Φ2)
0(u;unk

− u),

onde
Ank

= −
∫
RN

(
|∇unk

|p−2∇unk
∇(u− unk

) + |unk
|p−2unk

(u− unk
)
)
dx

e
Bnk

= −
∫
RN

(
|∇u|p−2∇u∇(unk

− u) + |u|p−2u(unk
− u)

)
dx.

Fazendo v = u em (6.32), segue que

Ink
≤ εnk

∥u− unk
∥RN − E0

λ,µ(u; unk
− u) + λ

[
Φ0

1(unk
; u− unk

) + Φ0
1(u; unk

− u)
]

+µ
[
(g ◦ Φ2)

0(unk
;u− unk

) + (g ◦ Φ2)
0(u; unk

− u)
]

(6.34)

onde

Ink
:=

∫
RN

(
|∇unk

|p−2∇unk
∇(unk

− u) + |unk
|p−2unk

(unk
− u)

)
dx

−
∫
RN

(
|∇u|p−2∇u∇(unk

− u) + |u|p−2u(unk
− u)

)
dx

ou ainda,

Ink
:=

∫
RN

(
|∇unk

|p−2∇unk
− |∇u|p−2∇u

)
∇(unk

− u)
)
dx

+

∫
RN

(
|unk

|p−2unk
− |u|p−2u

)
(unk

− u)dx.



Capítulo 6 - Um Problema de Inclusão Diferencial no RN 106

Como εnk
→ 0,

lim
nk→+∞

εnk
∥u− unk

∥RN = 0. (6.35)

Fixando ξ∗ ∈ ∂Eλ,µ(u) arbitrário, temos

⟨ξ∗, unk
− u⟩ ≤ E0

λ,µ(u;unk
− u).

Desde que unk
⇀ u em W 1,p

rad(R
N),

lim inf
nk→+∞

E0
λ,µ(u;unk

− u) ≥ lim inf
nk→+∞

⟨ξ∗, unk
− u⟩ = 0,

logo,

− lim inf
nk→+∞

E0
λ,µ(u; unk

− u) ≤ 0,

ou seja,
lim sup
nk→+∞

(
−E0

λ,µ(u;unk
− u)

)
≤ 0. (6.36)

Tendo em vista que Φ0
1 e (g ◦ Φ2)

0 funcionais são semicontínuos superiormente e
unk

→ u em L∞(RN), temos que

• lim sup
nk→+∞

Φ0
1(unk

; u− unk
) ≤ Φ0

1(u; 0) = 0;

• lim sup
nk→+∞

Φ0
1(u; unk

− u) ≤ Φ0
1(u; 0) = 0;

• lim sup
nk→+∞

(g ◦ Φ2)
0(unk

; u− unk
) ≤ (g ◦ Φ2)

0(u; 0) = 0;

• lim sup
nk→+∞

(g ◦ Φ2)
0(u; unk

− u) ≤ (g ◦ Φ2)
0(u; 0) = 0.

Daí, segue de (6.34) que
lim sup
nk→+∞

Ink
≤ 0. (6.37)

Sendo p > 2, existe Cp > 0 (ver o Lema C.13, Apêndice C), tal que

(
|x|p−2x− |y|p−2y

)
.(x− y) ≥ Cp|x− y|p,

para todos x, y ∈ RN , logo,

Cp|∇unk
(x)−∇u(x)|p ≤

(
|∇unk

(x)|p−2∇unk
(x)−|∇u(x)|p−2∇u(x)

)
.(∇unk

(x)−∇u(x))

e
Cp|unk

(x)− u(x)|p ≤
(
|unk

(x)|p−2unk
(x)− |u(x)|p−2u(x)

)
.(unk

(x)− u(x)),
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e assim,

Cp∥unk
− u∥pRN = Cp

∫
RN

(
|∇unk

(x)−∇u(x)|p + |unk
(x)− u(x)|p

)
dx ≤ Ink

. (6.38)

Portanto, por (6.37) e (6.38),

Cp lim sup
nk→+∞

∥unk
− u∥pRN ≤ 0

implicando que
lim sup
nk→+∞

∥unk
− u∥RN ≤ 0.

Consequentemente,
lim

nk→+∞
∥unk

− u∥RN = 0,

mostrando que o funcional Eλ,µ satisfaz a condição (PS)c, para todo c ∈ R, λ ∈ J ,
µ ∈ [0, |λ|+ 1] e g ∈ Cτ , τ ≥ 0.

6.4 Existência de Soluções

Nesse momento, enunciaremos e demonstraremos o resultado que nos garantirá
o objetivo deste capítulo.

Teorema 6.9 Supondo que p > N ≥ 2. Sejam α ∈ L1(RN) ∩ L∞(RN),β ∈ L1(RN)

funções radialmente simétricas, com α satisfazendo a condição (α̃) e F,G : R −→ R
funcionais localmente Lipschitz, com F satisfazendo as condições (F̃1)− (F̃3). Então,
existem um intervalo não degenerado [a, b] ⊂ [0,+∞) e um número r̃ > 0, tais que
para cada λ ∈ [a, b] existe µ0 ∈ (0, λ+1], tal que para cada µ ∈ [0, µ0] o problema (6.1)
possui pelo menos três soluções distintas, radialmente simétricas tais que a norma em
L∞(RN) é menor que r̃.

Demonstração: Sejam τ ≥ 0, λ ∈ J , µ ∈ [0, λ + 1], c ∈ R e g ∈ Cτ . Observe que os
Lemas 6.5, 6.6 e 6.8 nos garantem as hipóteses do Teorema 4.5 para:

• X = W 1,p
rad(R

N) ;

• Xi = L∞(RN) i = 1, 2;

• J = [0,+∞);

• h(t) = tp/p, t ≥ 0.
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Logo, existe [a, b] ⊂ [0,+∞) e r > 0, tais que dado λ ∈ [a, b], existe µ0 ∈ (0, λ+ 1] tal
que para cada µ ∈ [0, µ0], o funcional

Eλ,µ(u) =
1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) + µΦ2(u)

possui pelo menos três pontos críticos distintos com a norma em W 1,p
rad(R

N) menor que
r. Sejam eles u1, u2, u3 ∈ W 1,p

rad(R
N) com ∥uj∥RN < r com j = 1, 2, 3. Pela imersão

compacta W 1,p
rad(R

N) ↪→ L∞(RN)

C∞|uj|∞ ≤ ∥uj∥RN < r, com j = 1, 2, 3,

logo,
|uj|∞ <

r

C∞
=: r̃, com j = 1, 2, 3.

Pelos Lema 6.1 e o Corolário 6.1, temos que u1, u2 e u3 são soluções do problema (6.1),
como queríamos mostrar.



Apêndice A

Teorias sobre Análise Funcional,
Medida e Integração e Espaços de
Sobolev

A.1 Teoria de Análise Funcional

Aqui, apresentaremos alguns resultados de Análise Funcional que foram utiliza-
dos ao longo desta dissertação, para maiores detalhes ver [5].

Considere B(X,Y ) o espaço dos operadores lineares limitados de X em Y .

Definição A.1 Um espaço vetorial (X, ∥.∥) é dito ser de Banach quando toda sequên-
cia de Cauchy é convergente.

Definição A.2 Um espaço vetorial é dito separável se existe M ⊂ X enumerável e
denso em X, isto é, M = X.

Teorema A.1 (Hahn-Banach, Forma analítica) Seja X um espaço vetorial real e
p : X −→ R uma aplicação satisfazendo

(i) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ X;

(ii) p(λx) = λ(p(x)), ∀λ ∈ R, λ > 0.

Se G ⊂ X é um subespaço X e g : G −→ R é um funcional linear que verifica

g(x) ≤ p(x), ∀x ∈ G,
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existe um funcional linear f : X −→ R verificando

(1) f(x) = g(x), ∀x ∈ G;

(2) f(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X.

Corolário A.1 Seja X um espaço vetorial normado e x ∈ X. Então,

∥x∥ = sup
∥f∥∗=1

⟨
f, x
⟩
= max{

⟨
f, x
⟩
; f ∈ X∗; ∥f∥∗ = 1}.

Definição A.3 Um hiperplano é um conjunto da forma

H = {x ∈ X; f(x) = α}

para algum α ∈ R e f : X −→ R um funcional linear não identicamente nulo. Diremos,
neste caso, que o hiperplano H tem equação [f = α].

Definição A.4 Sejam A,B ⊂ X. Dizemos que um hiperplano H de equação [f = α]

separa os conjuntos A e B no sentido forte se:

f(x) ≤ α, ∀x ∈ A e f(x) ≥ α, ∀x ∈ B.

Diremos que a separação é estrita se existe ε > 0, tal que

f(x) ≤ α− ε, ∀x ∈ A e f(x) ≥ α+ ε, ∀x ∈ B.

Teorema A.2 (Hahn-Banach, Primeira Forma Geométrica) Sejam A,B ⊂ X,
dois conexos, não vazios e disjuntos. Se A é um aberto, existe um hiperplano fechado
que separa A e B no sentido forte.

Teorema A.3 (Hahn-Banach, Segunda Forma Geométrica) Sejam A,B ⊂ X

convexos, não vazios e disjuntos. Suponha que A é fechado e B é compacto. Então,
existe um hiperplano fechado que separa no sentido estrito os conjuntos A e B.

Teorema A.4 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto

B∗ = {f ∈ X∗; ∥f∥ ≤ 1}

é compacto pela topologia fraca∗.

Teorema A.5 (Kakutani) Seja X um espaço de Banach. Então, X é reflexivo se,
e somente se,

B1 = {x ∈ X; ∥x∥ ≤ 1}
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é compacto na topologia fraca.

Teorema A.6 Seja X um espaço de Banach separável. Então, B1 ⊂ X∗ é metrizável
pela topologia fraca∗. Reciprocamente, se B1 ⊂ X∗ é metrizável na topologia fraca∗,
temos que X é separável.

Teorema A.7 Seja X um espaço de Banach com X∗ separável. Então, B1 ⊂ X é
metrizável na topologia fraca de X. Além disso, a recíproca também é verdadeira.

Teorema A.8 Seja (fn) uma sequência de X∗. Se fn
∗
⇀ f , então

∥f∥∗ ≤ lim inf
n→+∞

∥fn∥∗.

A.2 Teoria de Medida e Integração

Nesta seção enunciaremos os principais teoremas da teoria de Medida e Inte-
gração utilizados nas demonstração durante todo nosso trabalho, para maiores detalhes
ver [4] e [26]. No que segue-se temos as seguintes notações:

• X é um conjunto mensurável;

• µ é uma medida em X;

• M+ é o conjunto das funções mensuráveis não-negativas em X.

Lema A.9 (Fatou) Se fn pertence a M+, então∫
lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
fndµ.

Corolário A.2 Seja (fn) uma sequência de funções mensuráveis tal que fn ≤ g q.t.p.
em X, ∀n ∈ N, onde g é mensurável. Então,

lim sup
n→+∞

∫
fndµ ≤

∫
lim sup
n→+∞

fndµ.

Teorema A.10 Se fn : X −→ R é mensurável, para n = 1, 2, ... e

h = lim sup
n→∞

fn,

então h é mensurável.
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Teorema A.11 (Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma sequên-
cia de funções integráveis que converge em quase todo ponto para uma função mensu-
rável f . Se existe uma função integrável g tal que

|fn| ≤ g, ∀n ∈ N

então f é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Teorema A.12 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), onde

1 ≤ p ≤ +∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então, fg ∈ L1(Ω) e

∫
|fg|dµ ≤ |f |p|g|q.

Teorema A.13 (Representação de Riesz) Seja G : Lp(Ω) −→ R um funcional
linear limitado, 1 < p < +∞. Então, existe uma função g ∈ Lq(Ω), onde q =

p

p− 1
,

tal que ⟨
G, f

⟩
=

∫
Ω

fgdµ, ∀f ∈ Lp(Ω).

Além disso, |G|p = |g|q.

Teorema A.14 Sejam (fn) uma sequência de funções em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que

fn → f em Lp(Ω).

Então, existe uma subsequência (fnj
) de (fn) tal que

(i) fnj
(x) → f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) |fnj
(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω, ∀nj ∈ N, onde h ∈ Lp(Ω).

A.3 Espaços de Sobolev

Mostraremos aqui neste apêndice alguns teoremas utilizados durante esta dis-
sertação, envolvendo Espaços de Sobolev, para maiores detalhes veja [1], [5] e [13]. No
que segue considere Ω ⊂ RN e 1 ≤ p ≤ ∞.
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Definição A.5 O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é definido da seguinte forma:

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) ; ∃g1, ...gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω

giφ, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), ∀i ∈ {1, ..., N}

}
Observação A.1 Denotamos H1(Ω) = W 1,2(Ω) e H1

0 (Ω) é o fecho do conjunto C∞
0 (Ω)

na norma do espaço W 1,2(Ω).

Observação A.2 Em W 1,p(Ω) temos a seguinte norma

||u|| =
(∫

Ω

|∇u|pdx+
∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

com a qual temos a seguinte proposição.

Proposição A.1 W 1,p(Ω) é um espaço de Banach reflexivo e separável, quando
1 < p < +∞.

Teorema A.15 Sejam I ⊂ R um intervalo aberto e u ∈ W 1,p(I). Então existe
û ∈ C(I) tal que

u = û, q.t.p. em I

e
û(x)− û(y) =

∫ x

y

u′(t)dt, ∀x, y ∈ I.

Teorema A.16 Sejam m ≥ 1 um inteiro e 1 ≤ p < +∞. Então:

• se
1

p
− m

N
> 0 temos Wm,p(Ω)

↪→
cont Lq(Ω), onde

1

q
=

1

p
− m

N
;

• se
1

p
− m

N
= 0 temos Wm,p(Ω)

↪→
cont Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞);

• se
1

p
− m

N
< 0 temos Wm,p(Ω)

↪→
cont L∞(Ω),

onde Ω é limitado.

Teorema A.17 Suponha p > N . Então

W 2,p(Ω)
↪→
cont C1,µ(Ω), µ ∈

(
0, 1− N

p

)
.
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Teorema A.18 Suponha m > j +
N

p
. Então Wm,p(Ω)

↪→
cont Cj(Ω).

Teorema A.19 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado com
fronteira suave, se 1 ≤ p ≤ ∞ as seguintes imersões são compactas

(i) W1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗], onde
1

p∗
=

1

p
− 1

N
, se p < N ;

(ii) W1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞), se p = N ;

(iii) W1,p(Ω) ⊂ C0(Ω), se p > N .

Em particular, W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) compactamente para todo p e N .

Teorema A.20 Seja Ω ⊂ RN , com N ≥ 3, um domínio limitado com fronteira suave.
Então, a imersão

W 1,2(Ω) ↪→ Lq(∂Ω),

é contínua para q ∈ [1, 2
∗
] e é compacta para q ∈ [1, 2

∗
).

Teorema A.21 (Morrey) Seja p > N . Então, W 1,p(RN) ↪→
cont.

L∞(RN).

Observação A.3 Da imersão no Teorema A.21, temos que u ∈ W 1,p(RN) com
N < p <∞, então

lim
|x|→∞

u(x) = 0.

De fato, existe (un) ⊂ C1
c (RN) tal que un → u em W 1,p(RN). Pelo Teorema de

Morrey, temos
|un − u|∞ ≤ C∞∥un − u∥RN ,

logo, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

|un(x)− u(x)| < ε, ∀x ∈ RN , para n ≥ n0,

ou seja, u é o limite uniforme de (un). Assim, temos

lim
|x|→∞

u(x) = 0,

visto que (un) tem suporte compacto.



Apêndice B

Grupos, Ações de Grupo, Simetria e
Compacidade

B.1 Grupos

Definição B.1 Sejam G um conjunto não vazio e ∗ uma operação sobre G. Dizemos
que G munido com esta operação é um grupo, quando forem satisfeitas as seguintes
propriedades:

(i) A operação ∗ é associativa, ou seja,

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, ∀a, b, c ∈ G.

(ii) Existe um elemento neutro para a operação ∗, isto é,

∃ e ∈ G, tal que e ∗ a = a ∗ e = a, ∀a ∈ G.

(iii) Todo elemento em G possui inverso, ou seja,

∀ a ∈ G, ∃ a′ ∈ G tal que a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.

Observação B.1 Se o grupo (G, ∗), ou simplesmente G, satisfaz ainda a propriedade

(iv) a ∗ b = b ∗ a, ∀a, b ∈ G,

dizemos que G é um grupo abeliano ou comutativo.
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Definição B.2 Dizemos que um grupo (G, ∗) é um grupo topológico, quando G é mu-
nido de uma topologia, de modo que

∗ : G×G −→ G

(a, b) 7−→ a ∗ b
e

h : G −→ G

a 7−→ a−1

sejam contínuas.

Definição B.3 Dizemos que um grupo (G, ∗), é um grupo de Lie, quando as aplicações

∗ : G×G −→ G

(a, b) 7−→ a ∗ b
e

h : G −→ G

a 7−→ a−1

são diferenciáveis.

Definição B.4 Uma transformação g : V −→ V , onde V é um espaço vetorial munido
com um produto interno, é dita ortogonal quando

g ◦ g∗ = Id = g∗ ◦ g,

onde g∗ é a transformação adjunta de g.

Exemplo B.1 O conjunto

O(N) = {g : RN −→ RN ; g é uma transformação ortogonal}

munido da operação composição e com a norma das transformações lineares, é um
grupo de Lie, chamado de grupo ortogonal.

De fato, dados f, g, h ∈ O(N), temos

g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h. (B.1)

Além disso, a transformação identidade Id : RN −→ RN é ortogonal, ou seja, Id ∈
O(N), e temos

g ◦ Id = Id ◦ g = g, ∀g ∈ G. (B.2)

Por fim, sabendo que g ∈ O(N) é ortogonal, temos que g ◦ g∗ = g∗ ◦ g = Id, isto
é, g∗ = g−1, onde g∗ é a transformação adjunta que também é ortogonal. Visto que,
(g∗)∗ = g, ou seja, (g−1)∗ = g, temos

∀g ∈ O(N), ∃ g−1 = g∗ ∈ O(N) tal que g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = Id. (B.3)
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Por (B.1), (B.2) e (B.3), temos que O(N) é um grupo.
Agora, vamos tratar o grupo O(N) como sendo o grupo das matrizes ortogonais,

visto que existe uma isomorfismo entre tais grupos. Observando que as transformações:

M : O(N)×O(N) −→ O(N)

(A,B) 7−→M(A,B) = AB
e

Inv : O(N) −→ O(N)

A 7−→ Inv(A) = A−1

são diferenciáveis, conclui-se que O(N) é um grupo de Lie.
Para a próxima definição e observação, ainda vamos tratar o grupo O(N) como

sendo o grupo das matrizes ortogonais.

Definição B.5 Um grupo de Lie, G ⊂ O(N), é dito compacto sempre que este verificar
as seguintes condições:

(i) Se (Am) é qualquer sequência de matrizes em G, e (Am) converge para uma matriz
A, então A ∈ G;

(ii) Existe uma constante C tal que para todo A ∈ G, |aij| ≤ C para todo 1 ≤ i, j ≤ N .

Observação B.2 O grupo O(N) é um grupo de Lie compacto. De fato, a condição (i)
é satisfeita porque o limite de matrizes ortogonais é ortogonal e o limite de matrizes
com determinante um é uma matriz com determinante um. A segunda condição é
satisfeita porque se A é ortogonal, então os vetores colunas de A têm norma um, e
portanto, |akl| ≤ 1, para todo 1 ≤ k, l ≤ N .

B.2 Ação de Grupo

Definição B.6 Sejam G um grupo topológico e H um espaço vetorial normado. Defi-
nimos uma ação de G em H como sendo uma aplicação

ρ : G×H −→ H

(g, x) −→ ρ(g, x) = gx

Satisfazendo as seguintes condições:

(i) (gh)x = g(hx), ∀ x ∈ H e g, h ∈ G

(ii) e.x = x, ∀x ∈ H
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Observação B.3 Quando tivermos

∥gx∥ = ∥x∥, ∀x ∈ H,

a ação é dita isométrica.

Exemplo B.2 Sejam O(N) o grupo ortogonal e W 1,p(RN). A aplicação

ρ : O(N)×W 1,p(RN) −→ W 1,p(RN)

(g, u) 7−→ ρ(g, u) = gu

onde gu(x) = u(g−1x), x ∈ RN , é uma ação de O(N) sobre W 1,p(RN).

De fato, primeiramente observe que gu ∈ W 1,p(RN). Agora dados g, h ∈ O(N)

e u ∈ W 1,p(RN), temos

g(hu)(x) = (hu)(g−1(x)) = u(h−1(g−1x))

= u((gh)−1x)

= (gh)u(x), ∀x ∈ RN ,

mostrando que g(hu) = (gh)u. Além disso, sendo Id ∈ O(N) a transformação identi-
dade

(Idu)x = u(I−1
d x) = u(Idx) = u(x), ∀x ∈ RN ,

mostrando que ρ é uma ação de grupo.
Ademais, mostraremos que tal aplicação é isométrica. Com efeito, seja g ∈ O(N)

e u ∈ W 1,p(RN), observando que gRN = RN temos por uma mudança de variável, que

∥gu∥pRN =

∫
RN

(|∇gu|p + |gu|p)dx =

∫
gRN

(|∇u|p + |u|p)dz

=

∫
RN

(|∇u|p + |u|p)dz = ∥u∥RN

mostrando que ∥gu∥RN = ∥u∥RN ∀u ∈ W 1,p(RN), isto é, a aplicação é isométrica.
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B.3 Simetria e Compacidade

Vamos agora mostrar um resultado de imersão compacta, que foi crucial em
nossa segunda aplicação. Fixe p > N ≥ 2. Dados y ∈ RN e r > 0, definamos

m(y, r) = max

{
n ∈ N ; ∃gi ∈ O(N), com i = 1, ..., n, tais que
Br(gjy) ∩Br(gky) = ∅ quando j ̸= k.

}

Note que

lim
|y|→∞

m(y, r) = +∞

para algum r > 0 fixado, neste caso diremos que RN é compatível com O(N).

Definição B.7 Seja G um subgrupo de O(N) e seja X um espaço normado. Diremos
que u ∈ X é radialmente simétrica com relação ao grupo G, quando

gu = u, ∀g ∈ G.

Observação B.4 Denotaremos por Xrad o conjunto dos elementos u ∈ X radialmente
simétricos.

Definição B.8 Seja um subgrupo G de O(N). Diremos que um funcional f : X −→ R
é G-invariante, quando

f(gu) = f(u),

para cada g ∈ G e u ∈ X.

Exemplo B.3 Sejam α, β ∈ L1(RN) radialmente simétricas. Então, o funcional

Eλ,µ(u) =
1

p
∥u∥pRN + λΦ1(u) + µΦ2(u),

dado em (6.4), é O(N)-invariante com relação a ação de grupo definida no Exemplo
B.2.

De fato, seja g ∈ O(N), u ∈ W1,p e x ∈ RN , temos

Eλ,µ(gu) =
1

p
∥gu∥pRN − λ

∫
RN

α(x)F (gu(x))dx− µ

∫
RN

β(x)G(gu(x))dx.

Como a ação definida no Exemplo B.2 é isométrica, temos ∥gu∥pRN = ∥u∥pRN , e como
gRN = RN , dado x ∈ RN existe z ∈ RN tal que z = g−1x, ou seja, x = gz. Por fim,
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|detg| = 1. Logo, pelo Teorema de Mudança de Variável, temos

Eλ,µ(gu) =
1

p
∥u∥pRN − λ

∫
RN

α(gz)F (u(z))dz − µ

∫
RN

β(gz)G(u(z))dz

=
1

p
∥u∥pRN − λ

∫
RN

g−1α(z)F (u(z))dz − µ

∫
RN

g−1β(z)G(u(z))dz,

e sendo α, β radialmente simétricas, temos

Eλ,µ(gu) =
1

p
∥u∥pRN − λ

∫
RN

α(z)F (u(z))dz − µ

∫
RN

β(z)G(u(z))dz = Eλ,µ(u)

mostrando que o funcional Eλ,µ é O(N)-invariante.

Definição B.9 Definimos o conjunto das funções radialmente simétricas de W 1,p(RN),
por

W 1,p
rad(R

N) = {u ∈ W 1,p(RN); gu = u, ∀ g ∈ O(N)}. (B.4)

Lema B.1 O Conjunto W 1,p
rad(R

N) é um espaço vetorial de Banach reflexivo.

Demonstração: Vamos mostrar inicialmente queW 1,p
rad(R

N) é um subespaço deW 1,p(RN).
Note que u = 0 ∈ W 1,p

rad(R
N). Sejam u1, u2 ∈ W 1,p

rad(R
N), α ∈ R e g ∈ O(N), temos

g(u1 + αu2)(x) = (u1 + αu2)(g
−1x) = u1(g

−1x) + α(u2(g
−1x))

= gu1(x) + αgu2(x) = u1(x) + αu2(x), ∀x ∈ RN

Mostrando que u1 + αu2 ∈ W 1,p
rad(R

N). Logo, W 1,p
rad(R

N) é subespaço vetorial normado
com a norma induzida de W 1,p(RN).

Para mostrarmos que W 1,p
rad(R

N) é um espaço de Banach, basta mostrar que
W 1,p

rad(R
N) é fechado. Com efeito, seja (un) ⊂ W 1,p

rad(R
N) uma sequência tal que

un −→ u em W 1,p(RN).

Como
W 1,p(RN) ↪→ L∞(RN)

continuamente, então,
un −→ u em L∞(RN)

e passando a uma subsequência se necessário, temos
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un(x) −→ u(x), q.t.p em RN .

Daí,

gu(x) = u(g−1x) = lim
n→∞

un(g
−1(x)) = lim

n→∞
(gun(x)) = lim

n→∞
un(x) = u(x),

em quase todo ponto de RN . Mostrando que u ∈ W 1,p
rad(R

N). E portanto, W 1,p
rad(R

N)

é um espaço de Banach. Além do mais é reflexivo, visto que W 1,p(RN) é um espaço
reflexivo.

Teorema B.2 As imersões W 1,p
rad(R

N) ↪→ L∞(RN) são compactas para 2 ≤ N < p <

∞.

Demonstração: Seja (un) ⊂ W 1,p
rad(R

N) uma sequência limitada. Passando a uma
subsequência caso necessário, temos un ⇀ u em W 1,p

rad(R
N), ou ainda,

vn = un − u ⇀ 0 em W 1,p
rad(R

N),

logo basta mostrar que
vn −→ 0 em L∞(RN).

Fixe r > 0. Dados y ∈ RN e n ∈ N, temos

m(y,r)∑
j=1

∥vn∥pBr(gjy)
= ∥vn∥p∪m(y,r)

j=1 Br(gjy)
≤ ∥vn∥pRN ≤ sup

n
∥vn∥pRN .

Para cada x ∈ Br(gjy), tem-se que

r > |x− gjy| = |(gj ◦ g−1
j )x− gjy| = |gj(g−1

j x− y)| = |g−1
j x− y|.

Considerando z = g−1
j x, temos que z ∈ Br(y). Além disso, x ∈ gj(Br(y)), ou seja,

Br(g, y) ⊂ gj(Br(y)). De modo análogo mostra-se gj(Br(y)) ⊂ Br(gjy), ou seja,
Br(gjy) = gj(Br(y)). Sendo assim, pelo Teorema de Mudança de Variáveis, temos

∥vn∥pBr(gjy)
=

∫
Br(gjy)

(|∇vn(x)|p + |vn(x)|p)dx

=

∫
Br(y)

(|∇vn(gjz)|p + |vn(gjz)|p)| detAj|dz

=

∫
Br(y)

(|∇vn(z)|p + |vn(z)|p)dz = ∥vn∥pBr(y)
. (B.5)
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Segue de (B.5) que

m(y, r)∥vn∥pBr(y)
=

m(y,r)∑
j=1

∥vn∥pBr(y)
=

m(y,r)∑
j=1

∥vn∥pBr(gjy)
,

implicando

∥vn∥pBr(y)
≤

supn ∥vn∥
p
RN

m(y, r)
. (B.6)

Por outro lado, sendo RN compatível comO(N), dado ε > 0 existeR = R(ε) > 0

tal que

m(y, r) ≥
(2C)p sup

n
∥vn∥pRN

εp
, |y| ≥ R, (B.7)

onde C > 0 é a constante de imersão devido a Rellich-Kondrachov (ver Teorema A.19),
a saber

W 1,p(Br(y)) ↪→ C0(Br(y)), (B.8)

com p > N . Combinando (B.6) e (B.7)

∥vn∥pBr(y)
≤ sup

n
∥vn∥pRN

εp

(2C)p sup
n

∥vn∥pRN

=
εp

(2C)p
, (B.9)

donde segue-se, da imersão (B.8), que

∥vn∥pC0(Br(y))
≤ Cp∥vn∥pBr(y)

≤ εp

2p
. (B.10)

Consequentemente

|vn(x)| ≤ sup
x∈Br(y)

|vn(x)| ≤
ε

2
, ∀n ∈ N, ∀x ∈ Br(y), |y| ≥ R. (B.11)

Agora se |y| < R e x ∈ Br(y), temos x ∈ BR+r(0). Deste fato, seja R > 0 suficiente-
mente grande. Desde que

W 1,p(BR+r(0)) ↪→ C0(BR+r(0)),

temos vn → 0 em C0(BR+r(0)). Assim, existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que

∥vn∥C0(BR+r(0))
<
ε

2
, n ≥ n0 e |y| < R,
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implicando que

|vn(x)| ≤ sup
x∈BR+r(0)

|vn(x)| ≤
ε

2
, ∀n > n0, x ∈ BR+r(0) e |y| < R. (B.12)

Combinando (B.11) e (B.12), temos

|vn(x)| ≤
ε

2
, ∀n > n0 e ∀x ∈ RN

Logo,

|vn|∞ ≤ ε

2
< ε, ∀n > n0,

mostrando que vn → 0 em L∞(RN).



Apêndice C

Resultados Gerais Utilizados

C.1 Espaços Métricos

Definição C.1 [19] Uma família F = (Cλ)λ∈L de subconjuntos de um espaço métrico
M chama-se localmente finita quando todo ponto x ∈ M possui uma vizinhança que
intercepta apenas um número finito de conjuntos Cλ.

Em termos mais explícitos: F é localmente finita se, e somente se, para cada x ∈ M

existem índices λ1, ..., λn ∈ L e uma vizinhança V , com x ∈ V , tais que V ∩ Cλ ̸= ∅,
implica λ ∈ {λ1, ..., λn}.

Definição C.2 [19] Um espaço métrico M chama-se paracompacto quando toda cober-
tura aberta de M pode ser refinada por uma cobertura aberta localmente finita.

Teorema C.1 [19] Todo espaço métrico separável é paracompacto.

Teorema C.2 Sejam A,B ⊂ X dois subconjuntos do espaço métrico X, verificando
dist(A,B) > 0. Então, existe um conjunto A1 fechado tal que A1∩B = ∅ e A ⊂ intA1.

C.2 Integrais em Espaços de Banach

Nesta seção trataremos o conceito de integrais em espaços de Banach e estu-
daremos algumas de suas propriedades, para maiores detalhes ver [17]. No que segue,
X é um espaço vetorial normado completo cuja a norma é denotada por | . |. Considere
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E o espaço das funções limitadas de [a, b] em X com a norma

∥f∥ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Sejam a, b números reais tais que a < b, P uma partição do intervalo [a, b] e
considere a sequência de números (a0, a1, ..., an) tal que

a = a0 < a1 < ... < an = b.

Definição C.3 Seja f : [a, b] −→ X uma função. Dizemos que f é uma função escada,
se existem elementos w1, ..., wn ∈ X tais que

f(t) = wi para ai−1 < t < ai, i = 1, ..., n.

Assim, pela definição acima, f tem valor constante em cada intervalo aberto determi-
nado pela partição.

Definição C.4 Seja f uma função escada com respeito a partição P . O valor da
integral de f será definido por

IP (f) = (a1 − a0)w1 + ...+ (an − an−1)wn =
n∑

i=1

(ai − ai−1)wi.

Lema C.3 Suponha que f é uma função escada com respeito a outra partição Q de
[a, b], então

IP (f) = IQ(f).

Lema C.4 O conjunto das funções escadas f : [a, b] −→ X é um subespaço do espaço
de todas as funções limitadas de [a, b] em X, que denotaremos por St([a, b], X). A
função

I : St([a, b], X) −→ X

é linear e limitada, isto é,
|I(f)| ≤ (b− a)∥f∥.

Teorema C.5 Toda função contínua de [a, b] em X pode ser aproximada uniforme-
mente por funções escadas. Além disso, o fecho de St([a, b], X) contém C([a, b], X).

Teorema C.6 (Extensão Linear) Seja Y um espaço vetorial normado, e F um
subespaço de Y . Seja T : F −→ X um funcional linear contínuo. Então, T tem
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uma única extensão linear contínua T̂ : F −→ X, onde

T̂ (x) = T (x), ∀x ∈ F.

Agora, considere a aplicação I : St([a, b], X) −→ X, dado por

I(f) =

∫ b

a

f(t)dt.

Considerando F = St([a, b], X) e I = T , podemos aplicar o Teorema C.6 e
concluir que existe uma única extensão linear contínua Î : F −→ X, onde

Î(f) = I(f), ∀f ∈ St([a, b], X). (C.1)

Do Teorema C.5 C([a, b], X) ⊂ St([a, b], X), assim podemos definir T̂ = Î|C([a,b],X).
Dado f ∈ C([a, b], X), pelo Teorema C.5, existe uma sequência (fn) ⊂ St([a, b], X)

tal que

fn → f uniformemente em St([a, b], X).

Sendo T̂ um operador linear contínuo, segue

T̂ (fn) → T̂ (f) em X.

Logo, definimos a integral de uma função contínua em um espaço de Banach da
seguinte forma: ∫ b

a

f(t)dt = lim
n→+∞

∫ b

a

fn(t)dt.

O próximo resultado é uma versão do Teorema Fundamental do Cálculo.

Teorema C.7 Seja f : [a, b] −→ X contínua e F : [a, b] −→ X diferenciável em [a, b]

com F ′ = f . Então, ∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a).

Corolário C.1 Se f : [a, b] −→ X é contínua e F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, então

F ′(x) = f(x).

C.3 Equações Diferenciais Ordinárias em Espaços de
Banach

Nesta seção iremos fazer um breve estudo sobre as Equações Diferenciais Or-
dinárias em Espaços de Banach, mais especificamente sobre o problema de Cauchy.



Apêndice C - Resultados Gerais Utilizados 127

Para maiores detalhes, ver [2], [17] e [29].

Definição C.5 Um campo vetorial de classe Cp, 1 ≤ p ≤ +∞ em U é uma aplicação
f : U −→ X de classe Cp, com U ⊂ X aberto.

Ao campo vetorial f associemos a equação diferencial

dα

dt
(t) = f(α(t)). (C.2)

As soluções desta equação, são as aplicações diferenciáveis α : J ⊂ R −→ U , onde J é
um intervalo aberto contendo possivelmente o zero,

dα

dt
(t) = f(α(t))

e satisfazendo a condição inicial

α(0) = x0, x0 ∈ U,

ou seja, um (PV I). Essas soluções são chamadas trajetórias ou curvas integrais de f
ou da equação diferencial (C.2).

Observação C.1 Seja α : J −→ U uma função contínua satisfazendo a condição

α(t) = x0 +

∫ t

0

f(α(s))ds.

Logo, pelo Teorema C.7,
α′(t) = f(α(t))).

Definição C.6 Seja U0 uma aberto de U contendo x0. A aplicação α : U0 × J −→ U ,
U0 × J = {(x, t);x ∈ U0, t ∈ J}, chama-se fluxo gerado por f e vale as seguintes
propriedades:

(i) α(x, 0) = x;

(ii) α(x, t+ s) = α(α(x, s), t).

Teorema C.8 Sejam J um intervalo aberto contendo o zero e U um aberto em X,
x0 ∈ U , e 0 < a < 1 tais que B2a(x0) ⊂ U . Considere f : U × J −→ X uma função
contínua, limitada por uma constante c > 0 satisfazendo a condição de Lipschitz em
U com constante de Lipschitz K > 0. Se b < min{a \ c, 1 \K}, então existe um único
fluxo α : Ba(x0) −→ U . Além disso, se f é de classe Cp, então cada curva integral
α(x, t) referente a C.2, também é de classe Cp.
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Teorema C.9 Nas mesmas hipóteses do Teorema C.8, se α1, α2 são soluções do
(PV I) que estamos considerando definidas num certo intervalo, então existe K > 0 tal
que

|α1(x)− α2(x)| ≤ |α1(x0)− α2(x0)|eK(x−x0),

para todo x no referido intervalo.

C.4 Outros Resultados

Teorema C.10 (Teorema da Alfândega) Seja Y um subconjunto do espaço veto-
rial normado X. Se um conjunto conexo C ⊂ X contém um ponto a ∈ Y e um ponto
b ∈ Y C, então C ∩ ∂Y ̸= ∅.

Teorema C.11 (Teorema do Valor Médio) Seja f : U −→ R, onde U ⊂ RN é
aberto. Suponhamos que o segmento de reta [a, a + v] esteja contido em U , que a

restrição f |[a,a+v] seja contínua e que exista a derivada direcional
∂f

∂v
(x), segundo v,

em todo ponto x ∈ (a, a+ v). Então existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v)− f(a) =
∂f

∂v
(a+ θv).

Definição C.7 Seja f : X −→ R, onde X é um espaço topológico. Diremos que f é
semicontínua superiormente, quando para cada λ ∈ R o conjunto

f−1(−∞, λ) = {x; f(x) < λ}

é aberto em X.

Lema C.12 Seja f : [0,+∞) −→ R uma função semicontínua superiormente tal que

lim
x→+∞

f(x) = −∞.

Então, existe x ∈ [0,+∞) tal que

f(x) = sup
x∈[0,+∞)

f(x).

Demonstração: Seja λ ∈ [0,+∞). Inicialmente, vamos restringir f a [0, λ]. Temos,

[0, λ] ⊂
+∞∪
n=1

f−1(−∞, n),
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onde f−1(−∞, n) = {x; f(x) < n} são abertos para cada n ∈ N pois, f é semicontínua
superiormente. Pela compacidade de [0, λ], existe n0 verificando

[0, λ] ⊂
n0∪
n=1

f−1(−∞, n).

Daí,
f(x) < n0, ∀x ∈ [0, λ],

mostrando que f é limitada superiormente.
Seja c = sup

x∈[0,λ]
f(x) < +∞ e suponha, por absurdo, que f(x) < c, ∀x ∈ [0, λ],

ou seja, o supremo não seja atingido.
Mais uma vez, temos

[0, λ] ⊂
+∞∪
n=1

f−1

(
−∞, c− 1

n

)
,

e pela compacidade de [0, λ], existe k0 ∈ N tal que

f(x) < c− 1

k0
, ∀x ∈ [0, λ].

Logo, por definição de supremo, temos c ≤ c − 1

k0
, o que é um absurdo. Logo,

o supremo é atingido.
Agora, como lim

x→+∞
f(x) = −∞, temos que este supremo é atingido em [0,+∞).

Lema C.13 Sejam x, y ∈ RN . Então, existe Cp > 0 tal que

(
|x|p−2x− |y|p−2y

)
.(x− y) ≥ Cp|x− y|p,

para p ≥ 2.

Demonstração: Ver [3] e [11].



Apêndice D

Demonstrações de Lemas Importantes

Neste apêndice, demonstraremos dois lemas que forma utilizados nos Capítulos
5 e 6.

Lema D.1 O funcional

J : W 1,2(Ω) −→ R

u 7−→ J(u) =
1

2
∥u∥2 = 1

2

(∫
Ω

|∇u|2dx+
∫
Ω

|u|2dx
)

é de classe C1(W 1,2(Ω),R). Além disso, J ′(u).v = ⟨u, v⟩W para todo v ∈ W 1,2(Ω),

onde ⟨u, v⟩W =

∫
Ω

(∇u∇v + uv)dx é o produto interno em W 1,2(Ω).

Demonstração: Vamos mostrar inicialmente, que é derivável a Gâteaux. Dados
u, v ∈ W 1,2(Ω), obtemos

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
= lim

t→0

1
2

[
∥u+ tv∥2 − ∥u∥2

]
t

= lim
t→0

1
2

[
∥u∥2 + 2t⟨u, v⟩+ t2∥v∥2 − ∥u∥2

]
t

= lim
t→0

[
⟨u, v⟩W +

t

2
∥v∥2

]

= ⟨u, v⟩W .
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Mostrando que J é derivável a Gâteaux e
∂J

∂v
(u) = ⟨u, v⟩W para todo u, v ∈ W 1,2(Ω).

Note que
∂J

∂(.)
(u) ∈

(
W 1,2(Ω)

)∗ pois, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

sup
∥v∥≤1

∣∣∣∣∂J∂v (u)
∣∣∣∣ = sup

∥v∥≤1

|⟨u, v⟩| ≤ sup
∥v∥≤1

∥u∥.∥v∥ = ∥u∥ < +∞.

Logo, ⟨u, v⟩W é candidato natural a ser J ′(u).v. Observe que J é diferenciável a Fréchet
pois,

J(u+ v)− J(u)− ∂J

∂v
(u)

∥v∥
=

1
2
∥u+ v∥2 − 1

2
∥u∥2 − ⟨u, v⟩W

∥v∥

=
1
2
∥u∥2 + ⟨u, v⟩W + 1

2
∥v∥2 − 1

2
∥u∥2 − ⟨u, v⟩W

∥v∥

=
1

2
∥v∥ −→ 0

quando ∥v∥ −→ 0. Mostrando que J é diferenciável a Fréchet e que J ′(u).v = ⟨u, v⟩W
para todo u, v ∈ W 1,p.

Para completar a prova deste lema, devemos mostrar que J ′ é contínua, ou
seja, dada (un) ⊂ W 1,2(Ω) tal que un −→ u em W 1,2(Ω), nosso objetivo é provar que
J ′(un) −→ J ′(u) em (W 1,2(Ω))∗, ou de forma equivalente,

∥J ′(un)− J ′(u)∥∗ = sup
∥v∥≤1

∣∣(J ′(un)− J ′(u)).v
∣∣ −→ 0.

Seja (un) ⊂ W 1,2(Ω) tal que, un −→ u ∈ W 1,2(Ω). Dado v ∈ W 1,2(Ω), com ∥v∥ ≤ 1,
pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

∣∣(J ′(un)− J ′(u)).v
∣∣ = |J ′(un).v − J ′(u).v|

=
∣∣⟨un, v⟩W − ⟨u, v⟩W

∣∣
=

∣∣⟨un − u, v⟩W
∣∣

≤ ∥un − u∥.∥v∥.

Como ∥v∥ ≤ 1, temos

∥J ′(un)− J ′(u)∥∗ ≤ ∥un − u∥,
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passando ao limite quando n→ +∞, obtemos

∥J ′(un)− J ′(u)∥∗ −→ 0.

Lema D.2 O funcional

J : W 1,p(RN) −→ R

u 7−→ J(u) =
1

p
∥u∥pRN

é de classe C1(W 1,p(RN),R), com J ′(u)v =

∫
RN

(|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv)dx, para

todo v ∈ W 1,p(RN).

Demonstração: Escrevamos J(u) = J1(u) + J2(u), onde

J1(u) =
1

p

∫
RN

|∇u|pdx e J2(u) =
1

p

∫
RN

|u|pdx.

Vamos mostrar que

J1(u) =
1

p

∫
RN

|∇u|pdx

é de classe C1(W 1,p(RN),R) com J ′
1(u)v =

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx. Para isto, mostraremos

os seguintes fatos:
i) J1 é Fréchet diferenciável;
ii) J ′

1 é contínuo, isto é, se un → u em W 1,p(RN), então ∥J ′
1(un)− J ′(u)∥∗

n→+∞−→ 0.

Verificação de (i): Sejam,

T (v) =

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx

e
R(v) = J1(u+ v)− J1(u)− T (v).

Mostremos que
|R(v)|
∥v∥RN

∥v∥Rn→0−→ 0.
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Aplicando o Teorema do Valor Médio (ver Teorema C.11) sobre a função

f : RN −→ R
x 7−→ f(x) = |x|p,

tem-se

|∇u+∇v|p − |∇u|p = p|∇u+ θ∇v|p−2
(
∇u+ θ∇v

)
∇v, θ ∈ (0, 1) (D.1)

Daí,

R(v) =

∫
RN

1

p

((
|∇(u+ v)|p − |∇u|p

)
− |∇u|p−2∇u∇v

)
dx

=

∫
RN

(
|∇u+ θ∇v|p−2

(
∇u+ θ∇v

)
∇v − |∇u|p−2∇u∇v

)
dx

implicando que

R(v) =

∫
RN

(
|∇u+ θ∇v|p−2

(
∇u+ θ∇v

)
− |∇u|p−2∇u

)
∇vdx,

donde
R(v) ≤

∣∣|∇u+ θ∇v|p−2
(
∇u+ θ∇v

)
− |∇u|p−2∇u

∣∣
p

p−1

|∇v|p.

Como |∇v|p ≤ ∥v∥RN , temos

R(v) ≤
∣∣|∇u+ θ∇v|p−2

(
∇u+ θ∇v

)
− |∇u|p−2∇u

∣∣
p

p−1

∥v∥RN

implicando

|R(v)|
∥v∥RN

≤
∣∣|∇u+ θ∇v|p−2

(
∇u+ θ∇v

)
− |∇u|p−2∇u

∣∣
p

p−1

.

Por outro lado, considere (vn) ⊂ W 1,p(RN) com vn → 0 em W 1,p(RN). Assim,

∂vn
∂xi

→ 0 em Lp(RN), com i = 1, 2, ..., N.

Consequentemente,

∂vn
∂xi

(x) → 0 e

∣∣∣∣∂vn∂xi
(x)

∣∣∣∣ ≤ hi(x), q.t.p. em RN ,
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onde hi ∈ Lp(RN). Daí,∣∣|∇u(x) + θ∇vn(x)|p−2
(
∇u(x) + θ∇vn(x)

)
− |∇u(x)|p−2∇u(x)

∣∣ p
p−1 n→+∞−→ 0.

Além disso,∣∣|∇u+ θ∇vn|p−2
(
∇u+ θ∇vn

)
− |∇u|p−2∇u

∣∣ p
p−1 ≤

(
|∇u+ θ∇vn|p−1 + |∇u|p−1

) p
p−1

≤ 2
p

p−1

(
(|∇u|+ θ|∇vn|)p + |∇u|p

)
≤ C1|∇u|p + C2|∇vn|p ∈ L1(RN),

visto que |∇u|, |∇vn| ∈ Lp(RN). Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue,

∣∣|∇u+ θ∇vn|p−2
(
∇u+ θ∇vn

)
− |∇u|p−2∇u

∣∣
p

p−1

n→+∞−→ 0,

donde seque que

|R(v)|
∥v∥

−→ 0, quando ∥v∥RN → 0,

mostrando assim, que J1 é Fréchet diferenciável.

Verificação de (ii): De fato, seja (un) uma sequência em W 1,p(RN) tal que un → u

em W 1,p(RN). Da mesma forma como feito, anteriormente, no item (i), obtemos

|(J ′
1(un)− J ′

1(u))v| ≤
∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u

∣∣
p

p−1

−→ 0

e assim,
∥J ′

1(un)− J ′
1(u)∥∗ −→ 0,

mostrando a continuidade de J ′
1.

De (i) e (ii), J ′
1 ∈ C1(W 1,p(RN),R) com

J ′
1(u)v =

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx.

De maneira inteiramente análoga, mostra-se que J ′
2 ∈ C1(W 1,p(RN),R) com

J ′
2(u)v =

∫
RN

|u|p−2uvdx.
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Portanto, J ∈ C1(W 1,p(RN),R) com

J ′(u)v =

∫
RN

(|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv)dx.
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