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Abstract

The verbally prime algebras are well understood in characteristic 0 while over a
field of characteristic p > 2 little is known about them. In this work we discuss some
sharp differences between these two cases for the characteristic.

We exhibit constructions of generic models. By using these models we compute
the Gelfand-Kirillov dimension of the relatively free algebras of rank m in the varieties
generated by EQ E, Aqp, M, y(E)® E, and M, (E)® E. As consequence we obtain the

PI non equivalence of important algebras for the PI theory in positive characteristic.
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Resumo

As algebras verbalmente primas sao bem conhecidas em caracteristica 0, ja
sobre corpos de caracteristica p > 2 pouco sabemos sobre elas.

Apresentaremos modelos genéricos e calcularemos a dimensao de Gelfand-Kirillov
para as algebras relativamente livres de posto m nas variedades determinadas pelas
dlgebras EQFE, A, p, My y(E)QFE e M, ,(E)®E. Como conseqiiéncia, obteremos a prova
da nao Pl-equivaléncia entre algebras importantes para Pl-teoria em caracteristica

positiva.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo serd apresentado o objeto de nosso estudo, uma motivacao e uma
breve discussao a seu respeito. Ponderamos os objetivos e a metodologia do nosso

trabalho e oferecemos um esquema de sua organizacao.

1.1 Apresentacao

A dimensao de Gelfand-Kirillov, denotada por GK-dimensao, foi introduzida
originalmente por Gelfand e Kirillov (1966) para estudar o crescimento de algebras
de Lie de dimensao finita, posteriormente tornou-se um importante invariante para
algebras afins, pois a mesma independe da escolha de seu conjunto de geradores (ao
contrario das séries de Hilbert). Uma referéncia padrao sobre GK-dimensao ¢é o livro
de Krause e Lenagan (veja [22]), que também contém os principais resultados sobre

GK-dimensao para PI-algebras.

1.2 Metodologia

Metodologicamente, o estudo é de natureza quantitativa, sobretudo explicatoria
visto a principal finalidade ter sido desenvolver conceitos, com vista a formulacao
de novos esbocos para estudos posteriores. Buscou-se através de uma pesquisa
bibliografica compreender e apreender A DIMENSAO DE GELFAND-KIRILLOV
das algebras, realizando um aprofundamento tebrico. A pesquisa foi desenvolvida
principalmente apartir dos artigos: S.M. Alves e P. Koslukov [1], S.M. Alves e Marcello
Fidelis [2], S.M. Alves [3] e S.M. Alves [4]. Deste modo, apés definida a questdo



motivadora e os objetivos da pesquisa foram determinados o plano de trabalho.

1.3 Motivacao

A maior motivagao de estudar a dimensao de Gelfand-Kirillov de algebras
universais de algebras T-primas é que podemos usar tal conceito para discutir a PI-

equivalencia entre as mesmas.

1.4 Objetivos

Adquirir um melhor entendimento da dimensao de Gelfand-Kirillov e como

podemos usa-1a para discutir PI-equivaléncia em algebras T-primas.

1.5 Organizacao da Dissertacao

O Capitulo 1 apresenta uma breve organizacao do trabalho com a motivacao que
nos levou a executé-lo.

O Capitulo 2 apresenta conceitos e resultados basicos necessarios para o
desenvolvimento do trabalho, acompanhado de exemplos. Define algebra, identidade
polinomial, T-ideal e faz um breve resumo sobre a construcao de algebras genéricas,
entre outros conceitos importantes como Variedades e algebras relativamente livres,
algebras graduadas e discutiremos os resultados mais importantes destes conceitos.

O Capitulo 3 apresenta o conceito basico e propriedades da teoria de dimensao de
Gelfand-Kirillov e alguns exemplos, os conceitos de altura essencial e altura essencial
generalizada de uma algebra e discute alguns resultados envolvendo a GK-dimensao da
algebra universal.

O Capitulo 4 apresenta o cilculo da GK-dimensao de algumas 4lgebras universais
de posto m, as algebras trabalhada sdo: M (E) e E® E, M;1(E) ® E e My(E),
Un(Az1) e Up(Asz2).

O Capitulo 5 apresenta um modelo genérico para as algebras U, (A.p),
Upn(Myo(E) @ E), Up(Myp(E) @ E), Up(M,(E) ® E), calcula suas GK-dimensoes e
chega a conclusdo que as algebras: A,p e Aca, Aap € Moih(E), Myo(E) @ E e My (E),
M,y(E)®FE e Myp(E) e M, (E)®E e M, ,(F) nao sao PI - equivalentes sobre corpos



de caracteristica positiva maior que 2. Finalmente apresentamos a conjectura devido a
S. M. Mota, a cerca da dimensao Gelfabd-Kirillov da algebra universal de posto m, no

qual diz respeito ao produto tensorial de algebras T-primas pela algebra de Grassmann.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é relembrar defini¢oes e resultados importantes para
uma melhor compreensao do texto. Em geral, nao apresentaremos demonstracoes, e

em casos mais importantes, indicaremos as devidas referéncias bibliograficas.

2.1 Conceitos basicos sobre algebras

Iniciamos com a definicao do objeto central de nossos estudos.

Definicao 2.1.1 Diremos que um K-espaco vetorial A, munido de uma operagcao
bindria, x : Ax A — A, denominada de multiplica¢io, tem estrutura de K -dlgebra (ou
A é uma dlgebra sobre K, ou simplesmente que A é uma dlgebra) se, para qualquer

a € K e quaisquer a,b,c € A, valer:
(1) (a+b)xc=a*xc+bxc;
(2) ax(b+c)=axb+axc;
(3) a(a*b) = (aa)*b=ax(ab)

Para simplificar a notacdo, vamos escrever ab ao invés de a xb. Dizemos que 3 € uma
base da dlgebra A se B € uma base de A como espaco vetorial e definimos a dimensao

de A como sendo a dimensao de A como espaco vetorial.
Definigao 2.1.2 Seja A uma K-dlgebra, diremos que:

(1) A é comutativa se ab = ba para quaisquer a,b € A;

(2) A é associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A;

(3) A € unitdria se existir 14 € A tal que 140 = aly = a para qualquer a € A

(vamos escrever 1 ao invés de 14).



Em praticamente todo texto vamos trabalhar com algebras associativas unitarias
tendo corpo de base infinito. Assim, no que segue, a menos que seja feita
mencao explicita em contrario, o termo algebra deverda ser entendido como uma

K-4lgebra associativa unitaria.

Definigao 2.1.3 Um K-subespago vetorial B de uma dlgebra A serd denominado uma
K-subdlgebra de A, se tiver estrutura de dlgebra, isto é, se B for fechado com respeito
a multiplicacao definida em A. O subespaco B serd denominado um ideal & esquerda
de A, se AB C B. De modo similar, definimos ideal & direita de A. Um ideal bilateral
serd simplesmente denominado de ideal.

Nos proximos sete exemplos recordamos as definigoes de algumas algebras e

subalgebras que serao utilizadas no decorrer do texto.

Exemplo 2.1.4 Seja A uma dlgebra e S C A. Consideremos o subespaco Bg
de A gerado pelo conjunto {1,s155...s5, | k € N;s; € S} Temos que Bg é
multiplicativamente fechado e 1 € B,. Logo, Bgs € subdlgebra de A, chamada de
subdlgebra gerada por S. Observe que toda subdlgebra de A que contém S deve

conter Bs e assim B ¢ a menor subdlgebra de A contendo S.

Exemplo 2.1.5 Seja V um K-espago vetorial com base enumerdvel {e; | 1 € N}. A
dlgebra de Grassmann (ou exsterior) E = E(V) € a dlgebra gerada por {1,e; | i € N}

satisfazendo as relacoes
eie; = —eje; para todos i,j € N.
Mais ainda, se char K = 2, impomos:
e? = 0 para todo i € N.

Observe que D = {1,¢e; ...¢e;. | 1 <iy < -+ < ip;r =1,2,...} € uma base para E.
Além disso, se V,, é o subespaco de V gerado por {e1,...,e,} denotaremos por E(V,)

sua correspondente dlgebra de Grassmann.

Exemplo 2.1.6 O conjunto Z(A) = {a € A | ax = za,Vx € A} é uma subdlgebra
de A denominada o centro de A e seus elementos sao ditos ser centrais. Se A = E
(dlgebra de Grassmann) é facil ver que Z(E) = Ey onde Ey é o subespago de E gerado
1<ip <o <ipr=24,...}.

pelo conjunto Dy = {1,¢e;, ...¢;,

Exemplo 2.1.7 O K-espaco vetorial das matrizes n X n com entradas no corpo K,
denotado por M, (K), munido com a multiplicagao usual de matrizes, tem estrutura de

dlgebra.



Exemplo 2.1.8 O K-espaco vetorial das matrizes n X n com entradas na dlgebra de
Grassmann E, denotado por M,(E), munido com a multiplica¢io usual de matrizes,
tem estrutura de dlgebra. Sejam a,b € N com a + b = n, € facil verificar através de

multiplicagio de matrizes, que o K-subespago de M, y(F)

M.,(E) = { ( é g ) | A€ M,(Ey),B € Myxp(E1),C € Myyo(E1),D € Mb(EO)},

tem estrutura de dlgebra. Aqui, E, € o subespaco de E gerado por
Dy={ey ... |1 <ip<---<ip;r=1,3,... }.
Observamos que os elementos de Ey anticomutam entre si.

Exemplo 2.1.9 Sejam a,b € N com a+b = n, é facil verificar através de multiplicacao

de matrizes, que o K-subespaco de My yy(E)

A B
Aa,b = { ( c D > | Ae Ma(E),B € Maxb(E’),C c bea(El),D € Mb(E)}

tem estrutura de dlgebra. Aqui, E' denota a dlgebra de Grassmann sem unidade.

Exemplo 2.1.10 Consideramos agora a subdlgebra de M, ,(K) definida por:

MM, = {(gl g) | Ae My(K); B € Myu(K) e C € Mb(K)}.

Denotaremos por M,M, a subdlgebra de M,M, obtida considerando B = 0.

Definicao 2.1.11 Uma transformacao linear ® : A — B de dlgebras é um
homomorfismo de dlgebras, se ®(ab) = ®(a)®(b) para quaisquer a,b € A e além
disso ®(14) = 1g. Analogamente as demais estruturas algébricas, chamaremos ® de
1somorfismo quando ® for um homomorfismo bijetor; mergulho quando ® for injetor;
endomorfismo quando ® for um homomorfismo de A em A; e automorfismo quando ®

for um endomorfismo bijetor.

Exemplo 2.1.12 Seja A" uma dlgebra sem unidade. Podemos merqulhar A numa
dlgebra com unidade. Com efeito, seja A = K ® A" como soma direta de espacos
vetoriais. Definimos em A a sequinte multiplicacdo, para todos a,b € A e para todos
a, e K

(o, a)(B,b) = (af,ab+ Ba + ab).

Assim, (1,0) ¢ unidade de A e a inclusio A — A é um mergulho. Diremos que A ¢é

obtida a partir de A" por adjuncio da unidade.



2.2 Produto tensorial

Nesta secao, introduziremos o conceito de Produto Tensorial de Espacos Vetoriais.
A propriedade Universal e o Produto Tensorial de Algebras, apresentaremos alguns

exemplos e resultados.

Defini¢ao 2.2.1 Sejam V' e W espacgos vetoriais e K(V x W), o K-espago vetorial

com base V- x W, isto é, o espaco vetorial formado pelas somas formais

Z A(v,w) (Ua U})
(v,w)eV W
onde oy € K e {(v,w) € VX W | apuy # 0} € finito. Sendo U um subespago de
K(V x W) gerado pelos elementos dos tipos

(v1 + vo,w) — (v1,w) — (v2, W)
(v, w1 + ws) — (v, wy) — (v, ws)
(Av,w) — Av,w)

(v, \w) — A(v, w)

com v1,v2,0 € V,wi,wy,w € W e X € K. Definimos o produto tensorial de'V e W,
denotado por V @k W (ou simplesmente por V@ W) como sendo o espaco vetorial
quociente K(V x W) /U. Dado (u,w) € V xW, denotamos por v@w o elemento (v, w)
de V@W e o chamamos de tensores. Desta forma, temos que {v@w | v € V,w € W}

€ um conjunto gerador de V@ W e

(V1 +v2) ®w = (11 @ W) + (V2 @ W)
v® (W +wse) = (v®w) + (v ws)
(M) @w=\v®w)

v (Aw) = Av®w)

para quaisquer vi,vy,v € Viwi,we,w € W oe A € K. Concluimos que todos o0s
elementos de V@ W sdao da forma L(v; @ w;), comv; €V ew; € W.

Teorema 2.2.2 (Propriedade Universal) Sejam V, W e U espagos vetoriais sobre
o corpo K e a aplicacao bilinear f : VxW — U, entao existe uma unica transformacao
linear ty : V@ W — U, definida por t;(v@w) = f(v,w), Yo € Vewe W.

Definicao 2.2.3 Sejam A e B duas dlgebras. Considere o K-espaco vetorial A ®@ B.
Eziste um produto bilinear - : (AQB) x (AQB) — (A®B), tal que (a1 ®b;)- (a2 ®bs) =
airas ® biby para quaisquer ay,as € A e by,by € B. Entao A® B, munido deste produto
¢ uma dlgebra, chamada de Produto Tensorial das Algebras A e B.

Exemplo 2.2.4 Sendo K um corpo, € naturalmente uma dlgebra sobre si mesmo e
K ® K ~ K. Mais geralmente, se A é uma dlgebra, entao K @ A ~ A.
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Exemplo 2.2.5 Sendo A uma K-dlgebra, entao M,(K) ® A ~ M,(A).

Exemplo 2.2.6 Sejam G, e Gy grupos e G1 x Gy o seu produto direto. Entdo
K(G1 X Gg) ~ KG1 X KGQ

Os proximos resultados relacionam as algebras A e B com a édlgebra A® B. Suas
demonstragoes sao imediatas.
Proposicao 2.2.7 Sejam A e B duas dlgebras.
(1) Se A e B sao associativas, entio A® B ¢é associativa.
(2) Se A e B sao comutativas, entio A® B é comutativa.

(3) Se A e B possuem unidade, entio A® B € uma dlgebra com unidade.

2.3 Algebras com identidades polinomiais

Nesta secao, introduziremos as algebras com identidades polinomiais, uma classe
muito importante de algebras. Pois, além de surgirem como uma generalizacao das
algebras nilpotentes, comutativas e as de dimensao finita, elas mantém varias das boas

propriedades destas classes.

Definigao 2.3.1 Para o conjunto X = {xy1,xs,...,} de varidveis nao comutativas,
K(X) denotard a dlgebra associativa livre, isto é, K(X) terd como base os elementos
da forma

Tiy o Ty, s €X ;n=0,1,2,. ..

e a multiplicacao definida por
(@iy oo T )Ty - Tjy) = Tiy - .- Ty Ty - .- Tj, onde x;,, xj, € X.

Os elementos de K(X) sao denominados de polinomios.

O subespago K(X) C K(X) gerado pelos elementos da forma
Liy oo - Ty, ,’Zlfij eX ,'n:1,2,...

€ uma subdlgebra denominada de dlgebra associativa livre sem unidade.
Observe que a dlgebra K(X) definida acima é, noutras palavras, a dlgebra dos

polindmios nao comutativos.



Defini¢ao 2.3.2 Um polinémio f(xy,...,x,) € K(X) (ou a expressao f(xq,...,x,) =
0) é denominado uma identidade polinomial da dlgebra A, se f(ai,...,a,) = 0 para
quaisquer ay, . ..,a, € A. Uma dlgebra com identidade polinomial (PI-dlgebra) é uma

dlgebra que satisfaz uma identidade polinomial nao trivial.

Seguem alguns exemplos importantes de algebras com identidades polinomiais,

ou seja, de PI-algebras.

Exemplo 2.3.3 Toda dlgebra comutativa A € uma Pl-dlgebra, pois o polindmio

comutador f(x1,x9) = [x1, 23] = 129 — o1 € uma identidade polinomial para A.

Exemplo 2.3.4 A dlgebra de Grassmann E é uma Pl-dlgebra, pois um cdlculo direto
usando os elementos da base de E mostra que o polindmio f(xq,xe, x3) = [[x1, 2], 73]
€ uma identidade polinomial para E.

Exemplo 2.3.5 Uma K-dlgebra A é dita ser uma Nil-dlgebra se para cada a € A
existe um numero natural n tal que a™ = 0. O menor inteiro n com tal propriedade
¢ denominado indice de nilpoténcia do elemento a. Uma dlgebra A é uma Nil-dlgebra
de indice n se a" = 0 para todo a € A. Toda Nil-dlgebra de indice limitado n é uma

Pl-dlgebra, pois satisfaz o polinomio f(x) = x™.

Exemplo 2.3.6 Uma K-dlgebra A € dita ser nilpotente se existe um natural fizo n tal
que o produto de quaisquer n elementos de A € igual a zero. O menor natural n com tal
propriedade € denominado o indice de nilpoténcia da dlgebra A, e A é denominada uma
dlgebra nilpotente de classe n — 1. Toda dlgebra associativa nilpotente de classe n — 1
¢ uma Pl-dlgebra, pois ela satisfaz o polinomio f(xy,...,x,) = x1...2,. Observamos

que neste exemplo e no anterior, as dlgebras consideradas nao possuem unidade.

Aqui mencionamos brevemente que o classico Teorema de Nagata, Higman,
Dubnov e Ivanov, afirma que em caracteristica 0, toda nil-algebra de indice limitado,

é nilpotente. Ver para mais detalhes Capitulo 8 de [16].

Exemplo 2.3.7 (Regev, [16]) Seja E' a dlgebra de Grassmann sem unidade sobre um
corpo infinito K com char K = p # 0. Entao, f(x) = zP é uma identidade polinomial

para E'.

Exemplo 2.3.8 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade f(x1,79,23) = [[x1,12]%, 23]
conhecida como a identidade de Hall. A verificacao € simples, basta observarmos dois
fatos:

(1) Se a,b € My(K) entdo tr([a,b]) =0;



(2) Se a € My(K) e tr(a) = 0 entio a*> = Ny onde Iy é a matriz identidade de
My(K).

Exemplo 2.3.9 (Teorema de Amitsur-Levitzki, [16]) A dlgebra M, (K) satisfaz o

polinomio standard de grau 2n

SQn(xly B 7x2n) = Z (_1)0170'(1) <o+ Lg(2n)

o€Son

onde Sy, € 0 grupo das permutagéoes de {1,2,...,2n} e (—1)7 € o sinal da permutagio

o. Ademais, ndo satisfaz identidades sob a forma s¥ , para todo k quando m < 2n.

Exemplo 2.3.10 (Regev,[30]) O produto tensorial A = Ay ® Ay de duas Pl-dlgebras

¢ uma Pl-dlgebra.

Apos varios exemplos de Pl-algebras, surge uma pergunta inevitavel: Existem
algebras que ndo sao PI-algebras 7 A resposta é sim. A algebra K (X), por exemplo, nao
satisfaz nenhuma identidade polinomial nao nula. Isto pode ser compreendido por um
argumento simples. Suponhamos, por absurdo, que f(z1,...,x,) seja uma identidade
polinomial ndo nula de K(X). Assim, f(fi(x1),..., fu(z,)) = 0 onde f;(z;) = x; para
i=1,...,n,0que é um absurdo, pois f(x1,...,2,) # 0.

O préximo teorema mostra que toda dlgebra de dimensao finita ¢ também uma

Pl-algebra.

Teorema 2.3.11 Seja A uma dlgebra de dimensdo finita, digamos n. FEntdo, ela

satisfaz o polinémio standard de grau n + 1, isto €, o polinémio

Sn+1(l’1, e ,In+1) = Z (-1)0130(1) C.e xa(n—&—l)‘

oESh+1
Prova: Da definicao de polindémio standard é imediato que ele é igual a zero, se dois
de seus argumentos forem iguais. Por multilinearidade, é suficiente verificarmos numa
base de A, digamos {ey,...,e,}. Observe que s,1(e;,,...,€;,,,) € tal que ao menos

dois dos e;; sao iguais. Dai, s,11 ¢ identidade polinomial para A. m

Definigao 2.3.12 Um ideal T de uma dlgebra A é dito ser um T-ideal, se T for
invariante sob todos os endomorfismos ® de A, isto é, se ®(Z) C I para todo
endomorfismo ® : A — A.

Teorema 2.3.13 O ideal T(A) das identidades da dlgebra A é um T-ideal de K(X).
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Prova: E facil ver que T(A) é um ideal de K(X). Sejam f(zy,...,7,) € T(A) e
¢ K(X) — K(X) um endomorfismo. Como ®(f(xy,...,2,)) = f(P(x1),...,P(x,))
e f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer aq,...,a, € A, obtemos que, ®(f(z1,...,2,)) €
T(A). Portanto, ®(T(A)) CT(A). m

Teorema 2.3.14 Se T é um T-ideal de K(X), entdo T =T(K(X)/T).

Prova: Sejam f(x1,...,2,) €Z e f1,..., fn € K(X). Como f(fi,..., fn) €L, temos

que

f(fi+T,.. fatD) =ffr,.... [)+T =T

Logo, Z C T(K(X)/Z). Por outro lado, supondo-se que f(z1,...,z,) € T(K(X)/Z),
obtemos Z = f(x1+Z,...,2, +I) = f(x1,...,2,) +Z. Donde, f(z1,...,z,) € Z.
Logo T(K(X)/Z) C Z. Portanto temos a igualdade. m

Definicao 2.3.15 Duas dlgebras A e B sao ditas Pl-equivalentes e denotamos

por A ~ B, se elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais, ou seja, se

T(A) = T(B).

Definigao 2.3.16 Seja B um conjunto gerador de T'(A) para wma dlgebra A, diremos
que B € uma base de identidades de A. Se B nao contém propriamente nenhuma base
de A, B serd denominada uma base minimal de T(A). Se S é um subconjunto de
K(X), o T-ideal gerado por S é denotado por (S)T. Noutras palavras, (S)T € o ideal
de K(X) gerado pelos polinémios

{fgrs-sgn) | f(z1,... 2n) € S50 € K(X)}.

Se um polinomio f € K(X) pertence a (S)T dizemos que f seque de S, ou que f ¢é
uma conseqiiéncia de S. Dois subconjuntos de K(X) sdo equivalentes se eles geram o

mesmo T-ideal.

Um dos principais problemas da teoria de identidades polinomiais é encontrar,
para uma dada algebra, bases para suas identidades polinomiais. Seguem alguns

exemplos de bases de identidades polinomiais.

Exemplo 2.3.17 (veja, [16]) A dlgebra My(K) quando K é um corpo de caracteristica
zero, tem por base minimal

84($1,$2,$37$4) € h($17$2,$3) = [[%7952]2,553}-
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Exemplo 2.3.18 Regev e Krakowski, em [16], mostraram que sobre corpos de base
com caracteristica zero todas as identidades da dlgebra de Grassmann sequem da
identidade polinomial [[x1,x2], x3] = 0. Este ultimo resultado generaliza-se facilmente
para o caso de corpos infinitos com caracteristica positiva e diferente de dois (quando
char(K) = 2, a dlgebra é comutativa, logo nao muito “interessante” do ponto de vista
da PI teoria. Pois, neste caso, um raciocinio simples mostra que qualquer identidade
polinomial que nao seja consequéncia da comutatividade, tmplica na nilpoténcia da
dlgebra). Ressaltamos ainda que a dlgebra de Grassmann E de um espaco vetorial V de
dimensao infinita € um exemplo de uma Pl-dlgebra que nao satisfaz nenhuma identidade
standard, quando o corpo base € de caracteristica zero. Quando, charK = p > 2, a
dlgebra E satisfaz a identidade standard de grau p + 1. Um teorema devido a Kemer,
veja [20], afirma que neste ltimo caso, toda Pl-dlgebra satisfaz alguma identidade

standard.

Em 1950, Specht [32] formulou o seguinte problema para algebras associativas
sobre corpos de caracteristica zero: Toda algebra possui uma base finita para suas
identidades polinomiais? Esta pergunta, que ficou conhecida como o problema de
Specht, passou a ser uma das questoes centrais da teoria de identidades polinomiais
e foi finalmente respondida de modo positivo por Kemer em 1987 (veja, [19]). Por
volta de 1973; Krause e Lvov, separadamente, provaram que este problema tem
resposta positiva para algebras finitas. A resposta para o problema de Specht é
negativa no caso de algebras sobre corpos infinitos e de caracteristica positiva. Nao
vamos entrar em detalhes sobre o avango na resolucao do problema de Specht, pois
o assunto merece atencao especial, envolvendo métodos e técnicas sofisticadas, e nao
esta diretamente relacionado com o conteddo da presente dissertacao. Mais adiante,
faremos uma exposicao resumida sobre alguns pontos da teoria desenvolvida por Kemer,
com a finalidade de justificar o nosso interesse no estudo das identidades em algebras

matriciais e de Grassmann.

2.4 Variedades e algebras relativamente livres

Nesta secdo, apresentaremos as variedades (de Aalgebras associativas) que
classificam as PI-algebras de acordo com as identidades que estas satisfazem. Dentro
das variedades, encontram-se seus elementos mais importantes, as algebras livres.

Através destes conceitos, desenvolve-se o estudo das &algebras e suas identidades
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polinomiais.

Definicao 2.4.1 Seja Z um subconjunto de K(X). A wvariedade de dlgebras var(T)
definida pelo conjunto I € a classe de todas as dlgebras que satisfazem cada identidade
de I. O conjunto I ¢ o conjunto de identidades que definem a variedade var(I). E
fdacil verificar que o conjunto I estd contido no nicleo de qualquer homomorfismo da
dlgebra livre K(X) numa dlgebra da variedade var(Z). A wvariedade trivial € a classe
de dlgebras que contém apenas a dlgebra nula (noutras palavras, é a variedade definida
pelo conjunto K(X)).

Definicao 2.4.2 Se V ¢ uma classe de dlgebras, o conjunto
TWV)={fe K(X)| feT(A) para cada A€V}
¢ um T-ideal de K(X) chamado ideal das identidades que definem a variedade V.

Definicao 2.4.3 Seja V uma variedade de dlgebras. Para um conjunto fixo Y, a
dlgebra Uy (V) € V é uma dlgebra relativamente livre de V, se Uy (V) € livre
na classe V (livremente gerada por Y ). A cardinalidade de Y é chamada o posto de
Uy(V).

O proximo teorema mostra que toda variedade tem uma algebra livre.

Teorema 2.4.4 Sejam V uma variedade ndo trivial de dlgebras e 11 : K(X) —
K(X)/T(V) a proje¢io candnica. Entdo,

(1) A restrigao de 11 a X ¢ injetora;

(2) A dlgebra K(X)/T(V) € livre na variedade V com conjunto gerador livre I1(X).

Prova: (1) Sejam z; e xo dois elementos distintos de X tais que II(z1) = II(xs).
Consideramos uma algebra nao nula A de V e um elemento nao nulo a de A. Entao,
existe homomorfismo ¥ : K(X) — A tal que ¥(z;) = a e U(xz) = 0. Como T'(V) esta
contido no ntucleo de V¥, existe um homomorfismo ® : K(X)/T(V) — A para o qual
®oll =U. Mas,

a=VY(r)) =Poll(x)) =Poll(xy) = V(xz) =0

o que ¢ uma contradicao. Portanto xy = x5 e assim II restrito a X ¢ injetora.
(2) A algebra K(X)/T(V) é gerada pelo conjunto II(X) e pertence a V desde que

satisfaz todas as identidades de T'(V). Vamos mostrar que esta algebra é livre em V, com
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conjunto gerador livre II(X). Sejam A € V e ¢ uma aplicacao de II(X) em A. Como
K (X) é algebra livre com conjunto gerador X, a aplicagdo o oIl : X — A estende-se a
um homomorfismo ¢ : K(X) — A. Existe homomorfismo ¥ : K(X)/T(V) — A para
o qual ¥ oIl =@, pois T (V) C Ker(®). Se x € X, temos que

U(II(z)) = ¥ o (x) = B(x) = 0 0 1I(z) = o(II(x))

ou seja, o homomorfismo W estende a aplicacdo o. Portanto, K(X)/T(V) é uma algebra

livre na variedade V, tendo como conjunto gerador livre I1(X). m

Uma variedade de algebras é claramente fechada sob as operacoes de tomar
subdalgebras, imagem homomorfica e produto cartesiano. Uma variedade V de algebras
é gerada por uma classe U de algebras se, toda algebra de V pode ser obtida das
algebras de U por uma seqiiéncia finita de aplicacoes das operacgoes citadas acima:
denotamos este fato por V = var(U) ou, por V = var(A) quando a classe U contém
apenas uma algebra A. O classico Teorema de Birkhoff (veja, [16]) demonstra que uma
classe nao vazia de dlgebras é variedade se, e somente se, ela é fechada com respeito as
trés operacoes acima descritas.

No proximo Teorema, listamos algumas das propriedades bésicas das variedades
(omitimos a prova, pois a mesma é bastante direta). E importante frisar que ele s é

valido devido ao conjunto X ser infinito.

Teorema 2.4.5 Sejam U; e Uy duas classes de dlgebras e V uma variedade de dlgebras.

Entao,
(1) T(U) = Nac, T(A) = T(var(Ur));
(2) Uy CUy = T(Us) CT(U);
(3) Uy CV < T((V)CT(U);
(4) Se F é uma dlgebra livre em V, entao T(V) = T(F).
Corolario 2.4.6 Se A ¢é uma dlgebra, entao T(var(A)) =T(A).
Vérios resultados e defini¢oes apresentados nesta secao podem ser generalizados

para Aalgebras nao necessariamente associativas (algebras de Lie, de Jordan,

alternativas, entre outras), sobre anéis comutativos com identidade. Porém, como
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as algebras tratadas neste texto sao principalmente algebras de matrizes e a algebra de
Grassmann, nos restringimos as defini¢oes as algebras associativas sobre corpos.

A proposicao a seguir caracteriza as algebras relativamente livres em qualquer
variedade.

Proposicao 2.4.7 Sejam V a wvariedade definida por {f; | © € I}, Y um conjunto
qualquer e J o ideal de K(Y') gerado por

{filgr, - gn) | 9i € K(Y);i € I}

Entao, a dlgebra U = K(Y)/J € a dlgebra relativamente livre em V com conjunto de
geradores livre Y = {y+ J | y € Y}. Duas dlgebras relativamente livres de mesmo

posto em V' sao isomorfas.

Prova:

(1) Vamos mostrar que U € V. Seja fi(xy,...,z,) uma das identidades que
definem V e sejam gy,...,g, € U onde g; = g; +J com g; € K(Y). Entao,

filg1, ..., 9n) € J. Logo, fi(Gy,...,7,) = 0. Isto mostra que f;(z1,...,z,)=0¢
identidade polinomial para U. Dai, U € V.

(2) Agora vamos provar a propriedade universal de U. Sejam A uma algebra de V
e U :Y — A uma funcio arbitraria. Definimos a funcio © : Y — A pondo
O(y) = ¥(7y) e estendemos © a um homomorfismo (também denotado por ©)
© : K(Y) — A. Isto é sempre possivel, porque K(Y) é algebra associativa
livre. Para provar que ¥ pode ser estendido a um homomorfismo de U em A, é
suficiente mostrarmos que J C Ker(0). Seja f € J, isto é,

f= Zuifi@z’p ..., i, Jvi onde g ug,v; € K(Y)
il
parar;,...,r;, €A, oelemento f;(r;,...,r; ) éigual a zero em A, e isto implica
que O(f) =0, isto &, J C Ker(0) e U ~ Uy(V) é a élgebra relativamente livre

em V, livremente gerada por Y.

B) Y] =1|ZlcomY =A{y; |i € I} e Z ={Z |i € I}. Sejam Uy(V) e Uz(V)
suas correspondentes algebras relativamente livres. Dessa forma, podemos definir

homomorfismos
\If : Uy(V) — Uz(v> e q) . Uz(V) — Uy(V)
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pondo U(y;) = z; e (z;) = y;. Assim, U e & sdo isomorfismos.
A partir de (1), (2) e (3) temos o requerido. =

Observacao 2.4.8 A partir da Proposi¢ao 2.4.7, temos que o T-ideal de K(X) gerado

por {fi | i € I} consiste de todas as combinagoes lineares dos elementos sob a forma

Wi [i(Girs - - - Gin Vi 0nde g, us,v; € K(X).

2.5 Identidades polinomiais homogéneas,

multilineares e proprias

Nesta secao, verificamos que sob determinadas condicoes podemos simplificar
as identidades que estamos trabalhando. A primeira vista, estes resultados parecem
apenas simplificar as técnicas, mas sua importancia vai muito além disso, como veremos

no decorrer do texto.

Definicao 2.5.1 Um monémio m tem grau k em x; se a wvaridvel x; ocorre em m
exatamente k vezes. Um polindmio é homogéneo de grau k em x; se todos os seus
mondmios tém grau k em x;. Denotamos este fato por deg, f = k. Um polinomio

linear em x; é um polindmio de grau 1 em x;.

Definicao 2.5.2 Um polinémio é multihomogéneo se para cada varidvel x; todos o0s
seus mondmios tém o mesmo grau em x;. Um polindmio € multilinear se € linear em

cada varidvel. O grau de um polinémio é o grau do seuw maior mondémio.

Definigao 2.5.3 Sejam f um polinomio de K(X) de grau n e x), uma varidvel de f.
Podemos escrever f como uma soma f =Y., fi, onde cada polindmio f; é homogéneo
de grau i na varidvel x,. Cada polindomio f; € a componente homogénea de grau i em

xr do polinomio f.

Os polindmios multilineares e multihomogéneos desempenham um papel
importante na busca de bases para as identidades polinomiais sobre determinados tipos
de corpos. Este fato ja observado por Specht em 1950 esta desenvolvido no proximo

lema.

Lema 2.5.4 Seja f(z1,...,2,) = Y. ofilz1,....2n) € K(X) onde f; € a

componente homogénea de f com grau i em x;.
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(i) Se o corpo K contém mais que n elementos, entdo as identidades f; = 0 onde

1=1,2,...,n seqguem de f =0;

-

(ii) Se a caracteristica do corpo é zero ou maior que o grau de f entio f = 0 é

equivalente a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Prova: (i) Seja Z = (f)T o T-ideal de K{X) gerado por f. Escolhemos n+1 elementos

distintos ayg, ..., a, de K. Como Z é um T-ideal, obtemos que
n
flajzy, za, ..o Ty) :Za}fi(ml,xg,...,xm) €Z;57=0,1,...,n.
i=0

Consideramos estas equagoes como um sistema linear com incognitas f; para ¢ =

0,1,...,n. Sendo

1 ag --- af
n
1 o o
ZH(CY] a;)
i<j
n
1 «a, o

um determinante de Vandermonde que ¢é diferente de 0, temos que cada

filz1,2a, ..., 2,) € Z, ou seja, as identidades polinomiais f; = 0 sdo conseqiiéncias
de f =0.
(ii) Pela parte (i), podemos assumir que f;(x1,2s,...,x,,) é multihomogéneo. Seja

k = deg,, f. Escrevemos fi(y1 + 2, 2,...,%y) € T sob a forma

k
f(yl + Y2,22, .. Jxm) = Zfi(yhy%x?u s 7'I.m>
i=0
onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Logo, f; € Z parai=0,1,... k.
Como degyj fi<k;i1=1,2,...,k—1; 7 =12, podemos aplicar argumentos indutivos

e obtemos um conjunto de conseqiiéncias multilineares de f = 0. Para ver que estas

identidades multilineares sao equivalentes a f = 0 é suficiente observarmos que

k
filyryo, xa o) = || f(yn, 22,0 Tn)
i

e que o coeficiente binomial ¢ diferente de 0, pois temos por hipotese que charK =0
ou char K > deg(f). m
Observamos que o item (i) do lema acima significa que o polinomio f gera o

mesmo T-ideal que o gerado pelos polinémios f; para i =0,1,...,n.
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Corolario 2.5.5 Seja A uma dlgebra. Entao,

(i) Se o corpo K € infinito, entao todas identidades polinomiais de A sequem de suas

identidades multihomogéneas;

(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero, entao todas as identidades polinomiais de

A sequem de suas identidades multilineares.

Quando a algebra é unitaria podemos restringir a nossa busca de identidades

polinomiais a um determinado tipo de polinémios, conforme explicamos a seguir.

Definicao 2.5.6 O comutador de comprimento n € definido indutivamente a partir de
[x1, 9] = m129 — Tox1 tomando [xy,xa,...,x,] = [[T1,%2,. .., Tp_1],Tn] para n > 2.
Um polinomio f € K(X) é chamado polindmio priprio (ou comutador), se ele € uma

combinacao linear de produtos de comutadores, isto é,

f(ﬂ?l, e ,Jim) = Zai,~7j[xi17 c ,ZIJiP] c [.le, . ,SL’jq]; Q... € K.

(Assumindo que 1 € um produto de um conjunto vazio de comutadores.) Denotamos

por B(X) o conjunto de todos os polinomios proprios de K(X).

O proximo lema mostra a importancia dos polindmios comutadores para encontrar
uma base das identidades de uma algebra unitaria. Sua prova nao é complicada e pode
ser encontrada em ([16], proposicao 4.3.3, pp 42-44). A demonstracao esta baseada no
fato que K(X) é a élgebra universal envolvente de L(X) conhecido como Teorema de

Witt.

Lema 2.5.7 Se A ¢ uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito entdo todas as
identidades polinomiais de A sequem das suas identidades prdprias (ou seja, daquelas
em T(A)NB(X)). Se A é uma dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica 0 entdo

todas identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias multilineares.

2.6 Identidades graduadas

Ao estudarmos identidades polinomiais ordindrias, em alguns momentos é
interessante tratarmos de outros tipos de identidades, através das quais podemos
obter informacoes sobre as identidades ordinarias. Desta idéia surgiram, por exemplo:
as identidades polinomiais fracas, as identidades com involucao e as identidades

com graduacdo (graduadas). O nosso interesse nas tltimas é que as mesmas estao
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relacionadas com as ordinarias. Nesta secao, vamos trabalhar com tais identidades e
fazer um breve resumo da importante teoria estrutural dos T-ideais desenvolvida por

Kemer. No que segue, fixamos G como um grupo abeliano aditivo.

Defini¢ao 2.6.1 Uma dlgebra A € dita ser G-graduada, se A = @yeq Ay onde A, €
subespago de A para todo g € G e AjA, C Ay para todos g,h € G. Um elemento
a € Uyeg Ay € chamado homogéneo. Para todo elemento homogéneo a, temos a € A,
para algum g € G. Dessa forma, o grau homogéneo de a € igual a g, e denotamos
wg(a) =g. Sea= ZageAg a,, chamamos a, de componente homogénea de grau g em

a.

Definigao 2.6.2 Um subespaco B de uma dlgebra G-graduada A ¢é dito ser G-
graduado, se
B =) B, onde B, = BN A,
geG

0s quais denominaremos de subespacos homogéneos.

Definigao 2.6.3 Uma aplicacao ® : A — B entre dlgebras G-graduadas é chamada
homomorfismo G-graduado, se ® é um homomorfismo que satisfaz ®(A,) C B, para
todo g € G. De modo andlogo, definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo
G-graduado.

Os proximos dois lemas sao de demonstracao imediata.

Lema 2.6.4 Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra de A. As seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) B é subdlgebra G-graduada de A;
(2) B é dlgebra G-graduada tal que B, C A, para todo g € G;
(8) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;

(4) B € gerada por elementos homogéneos.

Lema 2.6.5 Se Z ¢ um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A entao A/T é
uma dlgebra G-graduada considerando (A/I), ={a+T/a € Ay}

Observagao 2.6.6 Seja ® : A — B um homomorfismo G-graduado de dlgebras.
Entao, o Ker(®) é um ideal G-graduado de A e ®(A) € uma subdlgebra G-graduada
de B tal que (®(A)), = ®(A,). Noutras palavras, pelo Lema 2.6.5, vale a versdao
graduada do teorema do Isomorfismo, isto €, a dlgebra quociente A/ ker ® € isomorfa
(como dlgebra graduada) a Im® = ®(A).
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Em seguida, apresentaremos alguns exemplos de algebras graduadas. Desde que
uma mesma algebra pode ter diferentes graduagoes, estes exemplos serao importantes
para apresentarmos as graduagoes que usaremos no decorrer do texto, também

denominadas de graduagbes canonicas (ou usuais).

Exemplo 2.6.7 A dlgebra de Grassmann E € Zs-graduada. De fato, seja Ey o
subespago de E gerado por {1l,e;, ...e; | 1 <iy < -+ < ix; k =2,4,...} e seja
E; o subespago de E gerado por {e; ...e;, |1 <iy <---<i,;k=13,...}. Assim,
E = Ey® E; e facilmente podemos verificar que FE;E; C E;\; para todos i,j € Zs.

Exemplo 2.6.8 A partir da graduacao do Ezemplo 2.6.7 construiremos uma Zio-
graduacdao para o quadrado tensorial da dlgebra de Grassmann E ® E. Para tanto
€ suficiente considerarmos

(EQE)y=(E/®E)@®(E1QE) e(EQE), =(E®E)®(EQ E).

Usando o fato que o produto tensorial € distributivo em relacao a soma direta, €
imediato verificar que
EQFEF=(EQE)®(E®E)).

Além disso, verifica-se diretamente que
(E®E)(E®E); C(E®E)+; para todos i,j € Zs.
Portanto a dlgebra E ® E € Zy-graduada.
Exemplo 2.6.9 A dlgebra M, 1(E) é Zs-graduada. De fato, consideramos
My (E) = (M1 (E))o & (M1 (E))y

onde

(Ml,l(E))OZ {(g 2) \a,dGEO} e(Ml,l(E))lz {(2 g) |b,C€E1}

e verificamos diretamente que
(M171(E))Z'(M171(E))j g (Ml,l(E))H-j para tOdOS 'L,j € ZQ.

Exemplo 2.6.10 Seja {X, | g € G} uma familia de conjuntos disjuntos e

enumerdveis. Considerando X = UgeaX,, a dlgebra K(X) € denominada de dlgebra

livre G-graduada. Para uma varidvel x € X, definimos wg(x) = g se v € X,.
Recordamos que o conjunto de mondémios {1,x; ... 75 | 5, € X en = 1,2,...}
¢ uma base de K(X). Para um tal mondmio, digamos m = x; ...x; , definimos
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wg(m) = Z?Zl wg(w;) como sendo o grau homogéneo do mondmio. Se g € G,
denotamos por K(X), o subespago gerado pelos mondmios de grau g. Observando
que

K(X),K(X)y, € K(X)g41 para todos g, h € G,

concluimos que K(X) € de fato G-graduada.

Definigcao 2.6.11 Um ideal Z numa dlgebra G-graduada A é chamado de Tg-ideal se
T € invariante por todos os endomorfismos G-graduados de A, isto é, ®(Z) C I para
todo endomorfismo G-graduado ® de A.

Defini¢ao 2.6.12 Um polinomio 0 # f = f(z1,...,2,) € K(X), ou mesmo a
expressao f(x1,...,x,) = 0, € uma identidade polinomial G-graduada da dlgebra G-

graduada A, se
fla,...,a,) =0 para todo a; € Ay, onde g; = we(z;) ei=1,2,...,n.

O conjunto T;(A) de todas as identidades G-graduadas de A é um Tg-ideal de K(X),

denominado de ideal das identidades G-graduadas da dlgebra A.

De modo andalogo ao caso ordinario, as algebras com identidades polinomiais
graduadas possuem as mesmas propriedades no que diz respeito a T-ideais, variedades,
polindmios multilineares, polindmios homogéneos, etc. Assim, por exemplo, dizemos
que h € K(X) é T conseqiiéncia de f (ou que h segue de f como identidade graduada)
se h pertence ao Tg-ideal gerado por f em K(X). Bem como, dado um conjunto de
polinémios {f;(x;,...,x;,) € K(X) | ¢ € I} a classe V de todas as élgebras G-
graduadas satisfazendo as identidades f; = 0 para todo ¢ é chamada uma variedade
de algebras G-graduadas determinada pelo sistema de identidades {f; | i € [I}.
Deste modo adaptamos as propriedades das identidades ordinarias para as identidades
graduadas.

Os resultados a seguir fornecem informacoes sobre identidades ordinérias a partir

de identidades graduadas.

Lema 2.6.13 Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas com respectivos T-ideais de
identidades G-graduadas T(A) e Ta(B). Se Ta(A) C Ti(B) entao T(A) C T(B).

Prova: Sejam f(zy,...,x,) uma identidade qualquer de A e
bi=> biyoibw =) bn, €B.
geG geG
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Como f € T'(A), temos que

FO w1, ) wm,) € Ta(A) C Ta(B)

geG geG

dai, vem que, f(b1,...,bn) = f(deG biys-- s dec bm,) = 0.
Portanto, T(A) CT(B). =

Corolario 2.6.14 Se T (A) = T¢(B) entao T(A) = T(B).

Observagao 2.6.15 (Contra-exemplo) Consideramos na dlgebra de Grassmann E
duas graduacoes. A primeira € a Zo-graduacio E = FEg @ Ei, a seqgunda € a
graduagao trivial. O polindmio y1ys = yoy1, onde degz,(y1) = degz,(y2) = 0, € uma
identidade graduada para dlgebra E com a primeira graduac¢ao, mas nao € identidade
graduada para a sequnda graduacao. Portanto, uma mesma dlgebra pode ter identidades

graduadas diferentes conforme sua graduagao.

2.7 A Teoria de Kemer

Nesta secao faremos um breve resumo sobre a teoria estrutural dos T-ideais
desenvolvida por Kemer para algebras sobre corpos de caracteristica zero. No que
segue, K denotarda um corpo de caracteristica zero. O leitor interessado podera
encontrar mais informagoes nas monografias [19] e [12].

A teoria desenvolvida por Kemer mostrou que as Pl-algebras sobre corpos de
caracteristica 0, satisfazem muitas propriedades “boas” que as aproximam das algebras
comutativas. Comecamos com os conceitos de T-ideais T-primos e T-semiprimos, que

tém um papel extremamente importante nessa teoria.

Definicao 2.7.1 Diremos que:

(1) Um T-ideal S é T-semiprimo se, para qualquer T-ideal J, J™ C S implicar que
JCS;

(2) Um T-ideal T é T-primo se, para quaisquer T-ideais Jy, T2, J1J> C T implicar
que J1 CZ ou Jo CT.

Os préximos resultados podem ser encontrados nas Secoes 2 e 3 do capitulo I de

[19], e recomendamos este livro para mais detalhes e informagoes sobre esta teoria.
Teorema 2.7.2 (Kemer)
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(1) Seja V # O uma variedade. Entao V = N, W, onde N,, é a maior variedade
de todas as dlgebras nilpotentes de indice menor ou igual a m, W €é a maior
subvariedade semiprima de V e o produto de duas variedades N M consiste das

dlgebras A tendo um ideal T contido em N e cujo quociente A/T estd em M;

(2) O T-ideal T é semiprimo se, e somente se, T =1, N ---NZ, onde os T-ideais I,

sao T-primos.
(8) Os dnicos T-ideais T-primos nao triviais sGo:

T(Mn(K)) , T(Mn(E)) e T(Map(E)).

Se A=Ay ® A, é uma algebra Zy-graduada entao
EA)=A®LE oA ®E

¢ denominada o envelope de Grassmann de A.

Kemer demonstrou ainda os seguintes resultados, veja [19].

(1) Todo T-ideal nao trivial coincide com o T-ideal do envelope de Grassmann de

uma algebra Z,-graduada e finitamente gerada;

(2) O T-ideal de qualquer algebra Zy-graduada e finitamente gerada coincide com o

T-ideal de alguma algebra Z,-graduada de dimensao finita;

(3) De (1) e (2) segue que todo T-ideal ndo trivial coincide com o T-ideal do envelope

de Grassmann de alguma algebra Z,-graduada de dimensao finita.

Dentre as consequéncias mais importantes dos resultados acima esta a resposta
afirmativa para o problema de Specht.

Como visto anteriormente, a hipdtese sobre a caracteristica do corpo ser zero
permite-nos trabalhar apenas com identidades multilineares, e assim, podemos fazer
uso das boas propriedades da multilinearidade. No desenvolvimento da teoria de
Kemer, estas propriedades foram bastante utilizadas. Uma questao interessante é
o quanto esta teoria depende das identidades multilineares? Observamos que essa
questao estd fortemente relacionada com uma possivel generalizacao dos resultados
obtidos por Kemer para algebras sobre corpos infinitos de qualquer caracteristica.

Convém observar que, em caracteristica positiva, a teoria de Kemer nao se aplica
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diretamente. Um dos obstaculos é o surgimento de novos T-ideais T-primos, chamados
de T-ideais irregulares, cuja descricao completa é ainda um problema em aberto. No
entanto, vimos que identidades polinomiais graduadas podem ser usadas no estudo das
identidades polinomiais ordinarias em &algebras sobre corpos de qualquer caracteristica.

Ressaltamos que recentemente foi provado por Belov [11], Grishin [18] e
Shchigolev [31] que o problema de Specht resolve-se em negativo sobre corpos de

caracteristica positiva.

2.8 Algebras genéricas

Podemos observar no resumo sobre a teoria de Kemer, a importancia das PI-
algebras M, (K), M,(E) e M,,(E). Existem construgoes algébricas genéricas para as
algebras relativamente livre destas algebras. Para a dlgebra M,,(K) esta é a algebra das
matrizes genéricas introduzidas por Procesi [26], e para M, (E) e M, ,(E) as construgoes
genéricas foram dadas por Berele [8]. Outro caso importante para nossos objetivos é
a construcao dada por Lewin [23] para U,,(A) quando T(A) = T(A;)T(A2). Vamos
fazer um breve resumo sobre estas construcoes. Para mais casos, veja o Capitulo 4
e Capitulo 5, deste trabalho e as referéncias citadas acima e veja também [24] para
aplicacoes.

Sejam Y = {y1,y2,...} € Z = {21, 29,...} conjuntos de varidveis com Y N Z =
. Tomando X = Y U Z denotamos por K(X) a algebra livre gerada por X.

Freqiientemente, denominamos os elementos de Y de pares e os elementos de Z de

impares. Noutras palavras, definimos w = wg, : X — Zs pondo w(x) = 0 se
r € Y ewl = 1sex € Z Deste modo, os elementos de Y também sao
denominados de O-varidveis e os de Z de l-varidveis. Se f = z125...7p é um

monomio, definimos w(f) = w(z1)+w(x2)+- - -+w(xy) (aqui consideramos a somatoria
modulo 2), e chamamos f de par se w(f) = 0, e de impar se w(f) = 1. Assim,
K(X)=K(X)y® K(X)1 é Zy-graduada onde K(X)( é o subespago de K(X) gerado

pelos monomios pares e K (X); é o subespago de K (X) gerado pelos mondmios impares.

Definicao 2.8.1 Seja A = AgB A1 uma dlgebra Zo-graduada. Os elementos de AgUA;

sao denominados de homogéneos. Além disso, cada elemento homogéneo a possui um
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grau w em Lo, isto é, w(a) =0 ou 1. A dlgebra A ¢é dita supercomutativa, se
ab = (—1)*@v®)ba para todos a,b € Ay U A;.

Exemplo 2.8.2 A dlgebra de Grassmann é sem diuvida o exemplo mais importante de

dlgebra supercomutativa.

Definicao 2.8.3 Seja K(X) = K(X)o® K(X); a dlgebra livre Zs-graduada definida
como acima. Para os monomios f,g € K(X), consideramos as relagoes fg =
(—1)w(f)w(9)gf e seja I o ideal Zo-graduado gerado por estas relacoes. Quando
charK = p > 0, adicionamos {y’ | y; € Y} ao conjunto de geradores de . A
dlgebra K(Y;Z) = K(X)/Z ¢é naturalmente Zy-graduada (pois herda a graduacao de

K(X)) e é chamada de dlgebra livre supercomutativa.

Lema 2.8.4 Sejam K|Y| a dlgebra de polinémios comutativos gerada por Y e E(Z)
a dlgebra de Grassmann gerada pelo espaco vetorial com base Z. FEntao, as dlgebras
K{Y;Z) e KI[Y|® E(Z) sao isomorfas.

Prova: Seja ¥ : K[Y]® E(Z) — K(Y;Z) = K(X)/Z a aplicagao definida por
U(a®b) = ab+Z. E imediato que esta aplicacdo é um homomorfismo (de algebras)
sobrejetor. Sejam a = y; ...y, € K[Y] e b = 2...2, € E(Z), ambos nao nulos.
Fazendo as substitui¢oes y3 = -+ =y, =1l e 2y =e€1,..., 2, = e, onde {e1,...,e,}
¢ subconjunto da base de F, temos que ab ¢ T5(E). Por outro lado, como K(X)/T
é a algebra livre supercomutativa, temos que Z = NQ |, onde @ corre sobre todos
os Ty-ideais de algebras supercomutativa. Em particular, Z C Ty(FE) e disto segue a

injetividade de ¥, como queriamos. m

Lema 2.8.5 (a) A dlgebra K(Y;Z) € canonicamente Zo-graduada e livre na classe
de todas as dlgebras Zo-graduadas supercomutativas. Noutras palavras, para toda
dalgebra Zs-graduada supercomutativa A = Ag @ Ay, toda funcao ®: Y UZ — A
tal que (YY) C Ay e ®(Z) C Ay pode ser estendida a um homomorfismo Zs-

graduado de dlgebras;

(b) SeY ={y1,y2,...}, Z ={z1,20,...} ex; =y + 2z onde it = 1,2,.... Entao,
toda funcio ® : x; - A= Ag® Ay ;1 = 1,2,... pode ser estendida a um
homomorfismo homogéneo de K(Y;Z) — A de dlgebras Zs-graduadas.

Prova: Veja introdugdo de [8]. =
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Sejam n e m inteiros positivos e consideremos os conjuntos
{vij’ 14,7 yoemyg=1,...,m}e {2 14,7 coonqg=1,...,m}.

Combinando a construcao de Procesi [27] com a de Berele [8], definimos as seguintes

matrizes com entradas em K(Y; Z):

(1) As n x n matrizes genéricas
A=Y yPEjondeqg=1,....m
ig=1

(2) As m x n matrizes genéricas com entradas supercomutativas

B, = Z(yg}) + zl-(;-’))Eij onde g =1,...,m;

,j=1

(3) As (a,b) matrizes genéricas (n = a + b)

C, = Z 9 E;; onde tl(-?) = yg?) se (i,7) € Ag e tl(-?) =29 (i,j)eAreq=1,...,m.

i i

ij=1
Teorema 2.8.6 (Procesi (i) e Berele ((ii),(iii)))

(i) (veja [26])A dlgebra gerada por Ay, ..., A, € isomorfa a dlgebra relativamente
livre de posto m na variedade definida por M, (K), isto é, a dlgebra U,,(M,(K));

(ii) (veja [8])A dlgebra gerada por By, ..., By, € isomorfa & dlgebra relativamente livre
de posto m na variedade definida por M, (K), isto é, a dlgebra U,,(M,(E));

(iii) (veja [8])A dlgebra gerada por Cy,...,Cy, é isomorfa a dlgebra relativamente livre
de posto m na variedade definida por M, (K), isto é, a dlgebra U,,(M,,(E)).
Sejam A; e Ay duas Pl-dlgebras com T-ideais, T'(A;) e T'(As), respectivamente.

Lewin em [23] apresentou o seguinte modelo genérico para a algebra relativamente livre

de posto m correspondente ao T-ideal T(A) = T(A1)T(A;).

Teorema 2.8.7 (Lewin) Sejam U,,(Ay) e Uny(As) as dlgebras relativamente livres
geradas respectivamente por y; e z; onde i = 1,...,m. Considere o (U,,(A1), Un(A2))
bimddulo livre Uy, = it Upn(A1)w;Upn (Ag). Entao, a subdlgebra gerada por:

T = Y + 2iFyw +uiEip onde i =1,...,m

na dlgebra das matrizes em blocos 2 X 2

0 Un(A2)

é isomorfa a Uy, (A) onde T(A) = T(A1)T(As).
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Capitulo 3

GK-dimensao de Algebras

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos e propriedades da teoria de GK-

dimensao necessarios para uma boa compreensao da dissertacao.

3.1 Conceitos Basicos e Propriedades

Iniciamos com a definicao do nosso principal objeto de estudos, a dimensao de

Gelfand-Kirillov.

Defini¢ao 3.1.1 Seja A uma dlgebra gerada pelo conjunto finito {ry,...,rm},
consideramos V" = span{r;, ...r;, Ji; =1,...,m} ;n=1,2,... e V' =K. A fungdo

de argumento inteiro e nao-negativo n, definida por
gy(n) =dimg(VO+ -+ V") ;n=1,2,...

¢ denominada a fungdo de crescimento da dlgebra A (com respeito a V = V).
A dimensao de Gelfand-Kirillov da dlgebra A é definida por

GKdim (A) = limsup log, [gy(n)] = lim sup {M} :

O proximo resultado trata da independéncia da GK-dimensao de uma algebra no

que diz respeito ao seu conjunto de geradores.

Lema 3.1.2 A GK-dimensao de uma dlgebra finitamente gerada A nao depende da

escolha do conjunto de geradores.

Prova: Sejam V = span{ry,...,rm} e W = span{si, ..., s } subespacos gerados por
dois conjuntos de geradores da algebra A. Sejam GKdim (A) e GKdimy(A) as GK-

dimensoes de A definidas por V e W, respectivamente. Como ry,...,7, geram a
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algebra A, existe inteiro p tal que para todo j = 1,...,[ temos que s; € V0 +- -+ V"
Assim,

WO g WV o VP =0, 1,
Dai, obtemos que
gw(n) = dimg(W® + -+ W) < dimg (V0 + -+ - + V") = gy(pn)

e aplicando logaritmo, vem que

log, (gv(p1)) _ logy,(gv(pn))
logpn(n) 1-— logpn(p) ’

log,,(gw(n)) < log,(gv(pn)) =

Agora aplicando limite,

M} = lim sup log,,,, [gv (pn)]

limsup log,,[gw(n)] < limsup{

Nn—00 n—00 1— loglm (p) pr—00
< limsuplog, [gy(n)].

Agora, da definicdo, obtemos que
GKdim y(A) < GKdimy,(A).

De modo similar obtemos a desigualdade contraria, e portanto
GKdimy(A) = GKdim ,(A)

como queriamos. H

Exemplo 3.1.3 Seja A = Klzy,29,...,2,] a dlgebra polinomial. Entao,
GKdim (A) = m.

Prova: Observe que o nimero de monémios de grau menor ou igual a n em m variaveis
é igual ao nimero de monoémios de grau n em m+ 1 variaveis, pois se a; +- - -+ a,, < n,

temos a seguinte correspondéncia biunivoca:

P ey orem o aglaftag? o xkm onde ag =n — (a1 + -+ Q)

entre estes conjuntos. Agora, com respeito ao conjunto usual de geradores de A, temos

n+m
g(n) = n=1,23,...
m
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que é um polinomio de grau m. A partir da definicado de GK-dimensao, obtemos que

GKdim (A) = limsuplog,,[gv(n)] =m

como desejado. m

No proximo resultado apresentaremos algumas propriedades bésicas da dimensao
de Gelfand-Kirillov. Para demonstracoes e mais detalhes recomendamos uma leitura
de ([16] e [22]).
Proposicao 3.1.4 Seja A uma dlgebra.

(1) Sejam T um ideal de A e S uma subdlgebra de A. Entao

GKdim (), GKdim (A/T) < GKdim (A);

(2) Seja B uma dlgebra que é imagem homomdrfica de A. Entao

GKdim (B) < GKdim (A);

(3) GKdim (A) = 0 se, e somente se, A é um espago vetorial de dimensdo finita.

Nos outros casos, temos que

GKdim (A) =1 ou GKdim (A) > 2;

(4) Se B= Alxq,..., 2], com x1,..., 2, varidveis comutando, entdo

GKdim (B) = GKdim (A) + m;

(5) Seja A comutativa.  Entao, a GK-dimensao de A € igual ao grau de
transcendéncia de A, isto €, ao numero mdzrimo de elementos algebricamente

independentes;

(6) GKdim (A) < oo se, e somente se, a fungao de crescimento de A com respeito a

algum conjunto finito de geradores é de crescimento polinomial.

A seguir apresentaremos dois exemplos de &lgebras que nao possuem GK-
dimensao finita. No primeiro a algebra ¢é finitamente gerada e no segundo a algebra

nao é finitamente gerada.

Exemplo 3.1.5 Seja m > 1. A dlgebra associativa livre A = K{(x1,...,2y)

(polindmios nao comutativos) nao tem GK-dimensao finita.
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Prova: Para o conjunto usual de geradores de A, a fun¢ao de crescimento é dada por
gm)=1+m+m?>+---4+m";n=0,1,2,...

Como esta funcao cresce mais rapido que qualquer funcao polinomial, da Proposi¢ao
3.1.4(6), obtemos que a GK-dimensao da algebra A ndo pode ser finita. =

Exemplo 3.1.6 Seja A = R[[z]] a R-dlgebra das séries de poténcias de x com
coeficientes em R. Entdo, GK dim(A) = oo.

Prova: Vamos mostrar que para cada n € N, existe uma subélgebra B de A
satisfazendo GK dim(B) > n, dai concluimos facilmente que GK dim(A) = co.

Seja {r; | © = 1,2,...} um conjunto enumeravel infinito de niimeros reais que é
linearmente independente sobre Q. Entdo, o conjunto das funcées {fi(z) = e"* | i =
1,2,...} é algebricamente independente sobre R. Agora, via série de Maclaurin cada
funcao deste conjunto pode ser pensada como um elemento da algebra A. Logo, A

contém uma subalgebra isomorfa a algebra polinomial
Rly1, 92, - .. yn) para cada n € N.
Usando a Proposicao 3.1.4(1) e o Exemplo 3.1.3, para cada n, obtemos que:
GK dim(A) > n.

Portanto

GK dim(A) = oo,

como queriamos. H

3.2 GK-dimensao e Alturas

Nesta secao vamos analisar como a GK-dimensao se comporta com respeito a
altura, altura essencial e altura essencial generalizada de uma &algebra. Para mais

informacoes e detalhes, veja ([5], [16], [17]).

Definicao 3.2.1 Seja A uma dlgebra gerada por ri,ra,...,7m. Seja H um conjunto
finito de mondmios nos ris. Diremos que A € de altura h = hy(A) com respeito a H
se, h € o menor inteiro positivo tal que A pode ser gerada, como espaco vetorial, pelos
produtos

ULUZ .. Ul onde Uy, € H et < h.
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Exemplo 3.2.2 Sejam A = Klzy,29,...,2,] ¢ H = {z1,29,...,2,}. FEntdo,
hH(A) =m.

M zFm e 0s monomios

Prova: Como espaco vetorial, A é gerada pelos produtos x o

que possuem todas as variaveis nao podem ser escritos como combinacao linear de
monomios com menos que m poténcias distintas de z;. =
O seguinte teorema, conhecido como Teorema de Shirshov sobre a altura, é um

dos resultados de grande importancia na teoria combinatorial das PI 4lgebras.

Teorema 3.2.3 (Shirshov) Seja A uma dlgebra gerada por r1,79, ..., 7. Assuma que
A satisfaz uma identidade polinomial de grau d > 1. Entao, A tem altura finita com

respeito ao sequinte conjunto de mondémios

{riyriy...mi, |1, =1,2,...m es <d}

Prova: Veja ([16], Capitulo 9). m
O proximo resultado ¢ devido a A. Berele (1982). Daremos uma idéia de sua

demonstracao via Teorema de Shirshov (a prova original pode ser encontrada em [22]).

Teorema 3.2.4 (Berele) Toda Pl-dlgebra finitamente gerada A tem GK-dimensao
finita.

Prova: (Idéia) Seja A gerada por V = span{ri,rq,...,r,} satisfazendo uma
identidade polinomial de grau d > 1. Pelo Teorema de Shirshov, existe h tal que

A é gerada como espaco vetorial pelos monémios
UtUZ ... U onde t < h

e os monomios U; , ..., U;, sao de comprimento menor que d. Agora, V" ¢ gerado pelos

17"

monomios com ki|Uy, | + -+ + k|U;,| = n. Dai, V° + .- + V" & subespaco do espaco

gerado pelos mon6mios
kg rk k
U Uz UM onde ky + -+ + Ky <.

Seja p o nimero de mondémios com comprimento menor que d (p = 1+m+---+md1).
O ntimero de sequéncias de indices (iy,...,4,) ¢ limitado por p". Assim, a dimensao
gy(n) de YV +- .-+ V" é limitada pelo produto entre o niimero de sequéncias (i1, . . ., i)

e o namero de mondémios de grau < n em h variaveis

n+h
h

gv(n) <p"
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que é um polinomio de grau h. Dai, obtemos que
GK dim(A) < h,

onde h é a altura de A. =
Em resultados mais recentes, Belov (veja [12], p. 254-258), Asparuhov e Drensky
em ([5],[17]), estudaram as nogoes de altura essencial e altura essencial generalizada,

que passamos a descrever a seguir.

Definicao 3.2.5 Sejam P e Q dois subconjuntos finitos de uma Pl-dlgebra finitamente
gerada A.

(i) O inteiro hess(A) € denominado a altura essencial de A com respeito aos
conjuntos P e Q se hess(A) € o menor inteiro q com a propriedade que A é

gerada como espaco vetorial pelos produtos:

a a . . .
VU Vg L VU Vg1 s u €EP v € Q 5 ag > 0.

(i) Se A é uma subdlgebra de uma dlgebra finitamente gerada B, entao hess(B) com
respeito a P e Q (subconjuntos finitos de B) é denominada a altura essencial

generalizada de A, que denotaremos por, hyess(A).
O nosso interesse no estudo de tais alturas é justificado a partir do seguinte
resultado (para detalhes veja o Teorema 4.5 de [17]).

Teorema 3.2.6 Para toda Pl-dlgebra finitamente gerada A, temos que

GEdim (A) < hess(A) e GEdim (A) < hyess (A).

Observe que este resultado pode ser usado para obter cota superior para GK-

dimensao de Pl-algebras finitamente geradas.

3.3 Sobre a GK-dimensao de U,,(A)

Nesta secao discutiremos alguns resultados envolvendo a GK-dimensao da algebra
universal determinada por uma algebra A. Estes resultados sdo de importancia

fundamental para o restante deste trabalho.

Definigao 3.3.1 A dlgebra relativamente livre (também chamada de universal) de

posto m na variedade gerada pela dlgebra A € definida por

Un(A) = K{(x1,...,xm)/(T(A) NK{(z1,...,25)) = K{x1,...,23)/Tn(A).
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Lema 3.3.2 Se A e B sao duas dlgebras Pl-equivalentes entao

Un(A) = Un(B) e GKdim [U,,(A)] = GKdim [U,,(B)].

Prova: Sendo A e B algebras Pl-equivalentes, temos que T'(A) = T'(B). Dai, vem que
T(A) =T,,(B) e Uy(A) = K{x1,...,20)/Thn(A) = K{x1,...,20)/Tn(B) = U,(B).
Portanto, GKdim [U,,(A)] = GKdim [U,,(B)]. =

Observacao 3.3.3 Por vdrias vezes, no decorrer do texto, vamos usar a contra-
positiva do Lema 3.5.2, isto é, Pl-dlgebras que possuem dlgebras universais com

dimensoes de Gelfand-Kirillov diferentes nao sao Pl-equivalentes.

Lema 3.3.4 Se T(A) C T(B) entao GKdim [U,,(A)] > GKdim [U,,(B)].

Prova: Sendo T'(A) C T'(B) obtemos que T,,,(A) C T,,(B). A partir disso obtemos o

seguinte homomorfismo sobrejetor

U UnA) —  Un(B)
fH+Tu(A) 7 f+Tn(B).

Dai, U,,(B) é imagem homomorfica de U,,(A) e da Proposi¢ao 3.1.4(2), obtemos que
GKdim [U,,(A)] > GKdim [U,,(B)]

como queriamos. H

Lema 3.3.5 Se A C B entao GKdim [U,,(A)] < GKdim [U,,,(B)].

Prova: Como A C B, temos T(A) D T'(B) e em seguida usamos o Lema 3.3.4. m
O proximo resultado é devido a Procesi e Berele. Para mais detalhes e

demonstracgoes sugerimos uma leitura de ([26],[8]).

Teorema 3.3.6 (Procesi (i) e Berele ((ii),(i1i))) Seja K wum corpo infinito de

caracteristica arbitrdria. Entao:
(i) GKdim [U,,(M,(K))] = (m — 1)n* + 1;
(ii) GKdim [U,,(M,(E))] = (m — 1)n? + 1;

(i) GKdim [U,,(Mo,(E))] = (m — 1)(a® + b*) + 2.
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A prova do Teorema acima em sua parte (ii), dada por Berele em [8§],
também nos fornece uma formula para calcular GKdim [U,,(A)] quando T'(A) =
T(M,,(K))...T(M,,(K)).

A saber .
GKdim (U (A)] = > GKdim U,,,(M,, (K)).

i=1
Corolario 3.3.7 Seja K um corpo com char K = 0. Entao:

(1) GKdim [U,,(F ® E)] = 2m;

(ii) GKdim [U,,(M,,(F) ® E)] = (m —1)(a +)* + 1;
(ii1) GKdim [U,,(M,4(E) @ M. 4(E))] = (m — 1)[(ac + bd)? + (ad + bc)?] + 2.
Prova: De acordo com o Teorema do Produto Tensorial de Kemer, temos
T(E® E) =T (M(E)), T(Mup(E) ® E) =T (Mass(E)) e

T(Map(E) @ Mea(E)) = T(Mac+bd,ad+be(E))-

Agora, aplicando o Lema 3.3.2 e o Teorema 3.3.6 a prova segue. ®

Lema 3.3.8 (Veja [8]) GKdim [U,,(M,M,)] = (m — 1)(a® + V?) + 2.

Prova: Sendo T'(M,M,) = T(M,(K))T(M,(K)), do comentario apés o Teorema 3.3.6,
segue que GKdim [U,,,(M,M,)] = GKdim [U,,(M,(K))] + GKdim [U,,(M,(K))].
Agora, usando o Teorema 3.3.6(i), obtemos que

GKdim Uy (M, My)] = [(m — 1)(a) + 1] + [(m — 1)(8?) + 1] = (m — 1)(a? + 1) + 2. m

Lema 3.3.9 GKdim [U,,(M,M,)] = (m — 1)(a2 + %) + 2 = GKdim [U,,,(M,,(E))].

Prova: Compare o Teorema 3.3.6(iii) com o Lema 3.3.8. =

De acordo com |22|, dadas duas K-algebras A e B, temos que
(1) GKdim (A @ B) = max{GKdim (A), GKdim (B)};
(2) max{GKdim (A), GKdim (B)} < GKdim (A ® B) < GKdim (A) + GKdim (B).

Nosso proximo objetivo sera discutir o comportamento de (1) e (2) quando

substituimos A& B e A® B por U,,(A® B) e U, (A ® B), respectivamente.
Teorema 3.3.10 GKdim [U,,(A & B)] = max{GKdim [U,,(A)], GKdim [U,,(B)]}.

34



Prova: Inicialmente, observamos que

(1) TAeB)=TA)NTB) e T, (A® B) =T,(A) NT,.(B);

(2) Un(A®B) = K(x1,...,0m)/Tn(A® B) = K(z1,...,2m)/Tn(A) NT,(B).
Agora, sendo A, B C A & B usamos o Lema 3.3.5, para obter que

GKdim [U,,(A)], GKdim [U,,(B)] < GKdim [U,,,(A & B)].
Dai, temos
GKdim [U,,(A & B)| > max{GKdim [U,,(A)], GKdim [U,,(B)]}. (3.1)
Consideramos agora a imersao natural
K{xy,...,2m)/To(A® B) — K{x1,...,20)/Tn(A) & K{x1,...,2m)/Tn(B),

ou seja,

Un(A@ B) — Up,(A) @ Un(B).
Utilizando (1) da Proposicao 3.1.4, obtemos que
GKdim [U,,(A & B)| < max{GKdim [U,,(A)], GKdim [U,,(B)]}. (3.2)

A partir de (3.1) e (3.2), podemos afirmar que
GKdim [Uy, (A®B)] = max{GKdim [U,,(A)], GKdim [U,,(B)]} = GKdim [U,,(A)®U,,(B)]
como desejado. =
Teorema 3.3.11 GKdim [U,,(A ® B)] > max{GKdim [U,,(A)], GKdim [U,,(B)]}.
Prova: Iniciamos observando que:

(1) A1~ Ael®@BxB=>TARL) =T(A) e T(1®B) =T(B);

(2) A®1e 1® B sio subalgebras de A ® B.

Usando (1) e (2), segue que

T(A®B) CT(A®1) =T(A) , T(A®B) C T(1eB) =T(B) e T(A®B) C T(A)NT(B).

Logo,

xl,...,ajm>

N Tn(B)
Portanto, GKdim [U,,,(A ® B)| > maX{GKdlm Upn(A)], GKdim [U,,,(B)]}. =

GKdim [U,,(A®B)] > GKdim [ ] = max{GKdim [U,,(A)], GKdim [U,,(B)]}.
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Observacao 3.3.12 Para m > 1, nao € valida a desiqualdade
GKdim [U,,(A ® B)] < GKdim [U,,,(A)] + GKdim [U,,,(B)].

De fato, sejam A= B = M;,1(E) e K um corpo com char K = 0.
Sendo
GKdim [U,,(A)] = GKdim [U,,,(B)] = 2m

obtemos que
Agora, se m > 1, entdao

GKdim [U,,(A® B)] = 8m — 6 > 4m = GKdim [U,,(A)] + GKdim [U,,,(B)].

O proximo resultado nos fornece uma cota inferior para a GK-dimensao da algebra

universal determinada pela algebra A, .

Lema 3.3.13 GKdim [U,,(A.p)] > (m —1)(a® + b*) + 2.

Prova: Iniciamos observando que M, ,(E) C A,p. Do Lema 3.3.5, sabemos que
GKdim [U,,(M,,(E))] < GKdim [U,,(Aap)]-

De acordo com o Teorema 3.3.6(iii), concluimos que
(m —1)(a* 4+ b?) + 2 < GKdim [U,,(Aap)],

como queriamos. ®
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Capitulo 4

Alguns Calculos Importantes

Neste capitulo vamos apresentar o calculo da dimensao de Gelfand-Kirillov de algumas
algebras universais de posto m. Tais calculos sao importantes pois mostram como

calcular a GK-dimensao de forma explicita.

4.1 As algebras M (F)e EQFE

Nesta secao construiremos um modelo genérico apropriado para a algebra
Un(E ® E), sobre corpos infinitos com char K = p > 2. Em seguida usaremos esse
modelo para calcular GK dim[U,,(E ® E)]. Mais ainda, apresentaremos uma nova
prova da nao Pl-equivaléncia das algebras £ ® E e M;1(E).

Para char K = 0, ja vimos que
GKdim [U,,(F ® F)] = GKdim [U,,(M; 1(E))] = 2m.

Para char K = p > 2, Azevedo, Fidelis e Koshlukov em ([6], [7]), usando

identidades graduadas, mostraram os seguintes resultados
(1) Se A=K & M, 1(E'), entao T(A) =T(K & M, (E')) =T(E ® E);
(2) As algebras A e M;1(E) nao sao Pl-equivalentes. Ademais,

T(A) = T(E ® E) 2 T(Ml,l(E>>'

Nosso objetivo nesta secao serd mostrar que para corpos infinitos com char K =
p > 2, temos
GKdim [U,,(E ® E)] = m.
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Lema 4.1.1 GKdim [U,,(A)] > m.

Prova: Sendo K C A= K& M, 1(E') e m = GKdim [U,,(K)], da Proposi¢ao 3.1.4(1),
vem que m = GKdim [U,,(K)] < GKdim [U,,(A)] (poderiamos ter usado o Teorema
3.3.6(i), com n = 1, para obter que GKdim [U,,,(K)] =m). m

Vamos construir um modelo genérico para a &algebra A. Seja Q a algebra

iva i d (@) .(9) d P (OENO) d
supercomutativa livre com geradores pares x17, Ts,, € geradores fmpares v, , 451, onde

t=1,...,m. Sejam x1, ..., x,, elementos transcendentes independentes sobre K e seja
L = K(zy,...,z,) seu respectivo corpo de fung¢oes racionais. Defina as matrizes
10 o) y(i)
X; = x; Y, = 1} 1? ondet=1,...,m.
0 1 vyl T

Seja Uy, a L-algebra gerada pelas matrizes Z; = X; +Y; com ¢ = 1,...,m. Entao Uy
pode ser considerada como uma K-algebra, a qual denotaremos por U. O seguinte

lema é imediato.
Lema 4.1.2 A dlgebra U € isomorfa & dlgebra universal U,,(A).

Proposigdo 4.1.3 GKdim [U,,(A)] < m.

Prova: Utilizamos o seguinte resultado obtido por Regev em [29], Teorema 2.1. Se
char K = p > 2, entdao GKdim [U,,(M,(E"))] = 0 (note que E’ satisfaz a identidade
zP = 0).

Claramente, temos a inclusao
Un(A) =UCV = U, (My(EN)[ X1, ..., Xnl;

aqui estamos considerando U,,(My(E’)) como a é&lgebra gerada pelas matrizes
Yi,...,Y, dadas acima. Observando que U,(A) C U, (Mx(E"))K[X1,..., X0,

podemos usar o Lema 3.3.5 e a Proposicao 3.1.4(4), para obter que

GKdim [U,,(A)] < GKdim {U,,(Ma(E))K[X1,..., Xu]}
= GKdim [U,,(M2(E"))] + GKdim (K[ X, ..., X))
= GKdim [Un(Ms(E"))] + m

= m.
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A COTA SUPERIOR USANDO ALTURA

Observamos inicialmente que U,,(A) €V onde V é gerada por elementos sob a forma
X ... Xpm g onde g € Uy (Ma(E")) € a; > 0.

Por Regev ([29], Teorema 2.1), sabemos que existe somente uma quantidade finita de
tais ¢’s, digamos g1, . . ., g;- Agora, considerando P = {X1,..., X;,} e Q@ ={a1,..., 4},

obtemos que

GKdim [Up, (A)] < GKdim (V) < fress(V) = hgess (U (A)) = hyess(U) < m.

Portanto, GKdim [U,,,(A)] < m. =

Usando o Lema 4.1.1 e a Proposicao 4.1.3, obtemos o seguinte resultado.
Teorema 4.1.4 GKdim [U,,(F ® E)| = m quando char K =p > 2.
Corolario 4.1.5 As dlgebras E ® E e M, 1(E) nao sao Pl-equivalentes.
Prova: Suponha, por contradi¢ao, que as algebras EQE e M 1 (E) sao Pl-equivalentes,

isto ¢ T(E® E) = T(My,(E)). Entdo T(E ® E) = Tp(Mi1(E)) e dai Up(E® E) =
Up (M 1(E)). Como GKdim [U,,(M;1(E))] = 2m, obtemos que

GKdim [U,,(E ® E)] = GKdim [U,,,(M, 1(E))] = 2m,

contradizendo o Teorema 4.1.4. Portanto, as algebras £ ® E e M, ;(E) nao podem ser

Pl-equivalentes. m

4.2 As Algebras M, (F)® E e My(E)

Nesta segdo vamos construir um modelo genérico para a algebra U,, (M, 1(E)® E)
sobre corpos infinitos com char K = p > 2. Em seguida usaremos esse modelo para
calcular GK dim U,,,(M; ;(F) ® E). Mais ainda, apresentaremos uma nova prova da
nao Pl-equivaléncia das algebras My 1(E) @ E e My(FE).

Para char K = 0, ja vimos que
GKdim [U,,(M11(F) ® E)] = GKdim [U,,(M2(E))] = 4m — 3.

Para char K = p > 2, Azevedo, Fidelis e Koshlukov em (|6], [7]), usando

identidades graduadas, mostraram os seguintes resultados:
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(1) Se A= A, entdo T(A) =T(M1(E) ® E);
(2) As algebras A e M;1(E) ® E nao sao Pl-equivalentes. Mais ainda,

T(A) = T(My4(E) ® E) 2 T(Ma(E)).

Nosso objetivo nesta secao é mostrar que para corpos infinitos com char K = p >

2, temos que

GKdim [U,, (M, 1(E) ® E)] = 2m
Lema 4.2.1 GKdim [U,,(M.,(E) ® E)] = GKdim [Uy,(A)].
Prova: Sendo T'(M;1(E) ® E) = T(A), segue que

To(Mi1(E) @ E) =Tp(A) e Up(Mi1(E) @ E) = Uy (A).
Portanto, GKdim [Uy, (M, 1(E) ® E)] = GKdim [Uy,(A)]. =
Lema 4.2.2 GKdim [U,,(A)] > 2m.
Prova: Sendo M (E) C A é facil ver que
GKdim [Up, (M1,1(E))] < GKdim [Uy,(A1,1)].

Usando o Teorema 3.3.6(iii) com a = b = 1, obtemos que GKdim [U,,(A4)] >
2m (poderiamos ter usado o Teorema 3.3.11 e que GKdim [U,,(M;,(E))] = 2m e
GKdim [U,,(E)]=m). =

Vamos construir um modelo genérico para a algebra A = A; ;. Seja

*

a
€Ay =Aondea*,d*€ Eebce L.
c d*
Podemos escrever
a* b a; O a b .
= + , onde aj,a, € K ea,b,c,d e E".
c d* 0 as c d

Sendo char K = p # 2, podemos representar estas matrizes sob a forma
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onde by = (a1 + ag)/2 e by = (a1 — ag)/2.

Agora sejam

10 1 0 20 2l
Xi=r; Y =1, e W; = S
0 1 0 -1 25 2l

. ~ ., R 3 ~ R /
aqui r; e t; sao variaveis comutando e 955;1) sao geradores livres de ().

Consideramos U como sendo a K-algebra gerada pelas matrizes Z; = X; +Y; +W;

onde i =1,...,m. O seguinte lema é imediato.
Lema 4.2.3 A dlgebra U € isomorfa a dlgebra universal U,,(A) = U,,(A1,1).

Lema 4.2.4 GKdim [U,,(A)] < 2m.

Prova: Escrevemos as matrizes W; como W; = W} + W? onde
zy; 0 0 x%)
Z 0 ) Z 250

E imediato verificar que os X; sao centrais, Y; comutam entre si e que Y; comutam com
. , ’ /
W} e anticomutam com W?. Dai, obtemos que Y;W; = W;Y; onde W; = W} — W>.
Escrevemos X,,11,..., X9, para Yij,...,Y,,, respectivamente. Entao todo

elemento de U pode ser escrito como combinacgao linear de elementos sob a forma
G X g2 Gam X5 gamy1 onde g; € Uy [Mo(E')] , a; > 0ei=1,...,2m.

Se V é o espaco gerado pelos elementos acima, entao, obviamente, ele é fechado com
respeito a multiplicagdo, e portanto V é uma &lgebra. Por Regev ([29], Teorema 2.1),

existe quantidade finita de tais g;’s, digamos g1, ..., g;. Consideramos os conjuntos

P:{Xla"')XQm}e Q:{gla"')gt}7

e a partir destes, obtemos que:
GKdim [U,,(A)] < GKdim (U) < hyess(U) = hess(V) < 2m.

Dai, temos que GKdim [U,,,(A)] < 2m. =

Usando os Lemas 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.4, obtemos o seguinte resultado.
Teorema 4.2.5 GKdim [U,,(M;1(F) ® E)| = 2m quando char K =p > 2.

41



Corolario 4.2.6 As dlgebras M, ,1(E) ® E e My(E) ndo sao Pl-equivalentes.

Prova: Suponha por contradigdo que as algebras M (F) ® E e My(E) sao PI-
equivalentes, isto ¢, que T'(M;1(E)) ® E = T(My(E)).

Assim, T,,,(M11(E) ® E) = T,,(M2(E)), logo U, (M11(E) ® E) = U, (M2(E)) e
entao temos GKdim [U,,(M;1(E) ® E)] = GKdim [U,,(M(E))].

Obtemos GKdim [U,,(M11(F) ® E)] = 2m # 4m — 3 = GKdim [U,,(M2(E))].
Portanto, as algebras M 1(E) ® E e M,(E) nao podem ser Pl-equivalentes. m

4.3 GK-dimensao de U,,(A21)

Nesta se¢ao vamos construir um modelo genérico para a éalgebra U,,(A21). A
partir deste modelo vamos calcular GK dim[U,,(A421)].
Vamos construir um modelo genérico para a algebra U,, (A1) de modo similar

ao que foi feito para as algebras Ae A;;. Sejam Z; = X+ Y, onde i =1,2,...,me

OVt L ut vis Y
Xi=[ o o 0 |e¥i=| i u
0 0 P s v s

Aqui ngl) sao variaveis comutando (correspondentes & parte escalar das respectivas

entradas de As;). Mais ainda, yzl(l) sao geradores da algebra livre supercomutativa

sem unidade Q. A partir disso temos o seguinte lema.

Lema 4.3.1 Seja U a dlgebra gerada por Zy, ..., Zy. Entao, U ~ U,,(As;).

Observe que U C U; onde U, é a algebra gerada pelos X; e pelos Y;* onde

i
i=1,...,m. Seguindo (|8, se¢do 5|) mudamos o modelo de U; da seguinte forma.
Passando de K para o fecho algébrico do corpo K (ngz)) nos diagonalizamos a
matriz genérica X;. Isto é feito por conjugacao por alguma matriz 7', e obtemos as
matrizes TX; T~ onde i = 1,...,m. Mais ainda, podemos escolher a matriz T de

modo que T'X;T~" tenha a seguinte forma

a; o 0
TX;T'=| a ay 0
0 0 (6%
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para elementos algebricamente independentes o e ;. Como as entradas das matrizes
sao algebricamente independentes sobre K podemos substituir X} por T X} T~!, e estas
geram uma algebra isomorfa a U.

Portanto, para simplificar a notagao, identificamos X com TX;T~! ¢ assumimos
que xiél) = x;§ S =0e xl(Q) = x§§2 Vamos usar a notagao U, para a algebra gerada
pelas novas matrizes X e Y, onde ¢ = 1,...,m. Vamos construir uma nova algebra

1

Us tal que Uy, (As1) C Uy e satisfazendo GKdim (Us) < 5m — 3.

Primeiro trabalhamos com a matriz diagonal diag(:v%%:céé%xé?). Neste caso,
escrevemos X; = X; + X + X3, tomando
1 00 1 0 0 1 0 0
Xi=aPl o1 0| :X=2%]0 -1 0 | X%=c3|01 0 [;
0 0 1 0 0 -1 00 —1
1 (1 1 1
aqui Q7§1) = (‘Tlg ) + $33 )/2 552) (flg ) 5E22 )/2 xg?)) = (%2 - )/2

Agora considerando a matriz simétrica, escrevemos X3 = X, + X5 + Xg + Y1(2)7

tomando
100 1 0 0
Xp=a3 1010 | sXs=a |0 -1 0 |[;
00 1 0 0 —1
10 0 010
Xe=a |01 0o | ;vP=21100 [;
00 —1 000

aqui :zc( ) 30 obtidos da mesma forma que :1:1(11) e xg) = xfg).

Finalmente, quando ¢ > 3 escrevemos X = Xéi)+X§i)+Xéi)+Y1(i)+Z§i) tomando

100 10 0 10 0
XP=afll o1 o |sx7=2]0 -1 0 |;x"=28]01 0 |
00 1 0 0 -1 00 -1
010 0 10

V9=200 100 ]:;29=20] -1 0 0
000 0 00
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aqui os x,iz,z sao obtidos da mesma forma que os x,(ck), mais ainda xﬁ“

e zy) = (275 —al))/2.

= (1% + 25 /2

Agora renomeamos as matrizes X, Xi(J ), YZ-(]) e Zi(j) como segue. Escrevemos

X, =XV, Xy = XV, X = X,
Xio=XY, X1 =X, X = XY X5 = X,
Y=Y v, =¥ @y, =y
21 =29 72y =YW, . Zn =2,

Lema 4.3.2 Os elementos X;, Y; e Z; satisfazem as relagoes
XiX;=X;X: ; YiY; =YY, s Z,Z; = Z; 7,

Prova: Podemos fazer tal verificacao através de um calculo direto. m

Agora, consideramos

Bl = Um(Mg(E,))[Xl, . ,Xgm] s BQ = Bl[Yh e aYm—l] [§] B3 = BQ[Zl, .. .,Zm_g].

Lema 4.3.3 Um(Agyl) g Bg.

Prova: Segue imediatamente da definicao de B;. =
Para uma melhor compreensao vamos novamente renomear as variaveis, como
segue. Escrevemos Xs,,y; = Y; onde 7 = 1....m — 1 e Xy, 14; = Z; onde

j=1...,m — 2. Finalmente, chamaremos de Us a algebra Bs.

Lema 4.3.4 GKdim [U,,(A2;)] <5m — 3.

Prova: Como U,,(A21) C U, é suficiente provarmos que h.ss(Us) < bm — 3. Mas, todo

elemento de Us é combinacao linear de elementos sob a forma
G X7 g2 Gsm3 X gsm—2 onde g; € Uy [M3(E')] 50, >0ei=1,...,5m — 3.

Novamente usando Regev (|29], Teorema 2.1), existe quantidade finita de tais g¢’s,

digamos ¢y, ..., g;. Consideramos agora os seguintes conjuntos

P:{Xl,...,an,g}e Q:{g17-~-7gt}-
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A partir destes conjuntos obtemos que
GKdlm [Um<A2,1>] S hgess(Um(A2,1)> = hess(Z/{Q) S 5m — 3.

Portanto,

como desejado. m
Usando os Lemas 3.3.13 e 4.3.4, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.5 GKdim [U,,(A2,1)] = 5m — 3.

4.4 GK-dimensao de U, (A22)

Nesta se¢ao construiremos um modelo genérico para a algebra U,,(As2). A partir
deste modelo vamos calcular GK dim[U,,(As2)].
Como na secao prévia iniciamos com a construcao de um modelo genérico

apropriado para a algebra U,,(As2). Todo elemento A de As5 pode ser escrito sob

a forma
a; ay 0 0 11 A1z Q13 Aig
as a4 0 0 a1 Gy Q3 a
A= s + S onde o; € K ; a;; € E'.
0 0 a5 o asy Gz2 a3z a3g
0 0 a7 as Q41 Q42 Q43 Q44
Portanto, consideramos Z; = X +Y* com ¢ = 1,...,m, onde
79 5% 00 TARETELRETE SR
#(1) (1) #(d) ) x(i) k(D) (i)
T x 0 0
=70 e e P e e e yi')
0 0 x5 g Ys1© Ys2' Ysz Ysa
0 0 & vin) i i Var
Aqui x;(i) sdo varidveis comutativas e y;:,l(l) sao geradores livres da 4lgebra
supercomutativa livre sem unidade €. Denotamos por U a K-algebra gerada por
Zyy..., Zm. Apartir da construcao do modelo genérico acima, temos o seguinte
resultado.
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Lema 4.4.1 A dlgebra U € isomorfa a dlgebra genérica (que € relativamente livre) de

posto m na variedade de dlgebras determinada por A s.

Seguindo o que foi feito em ([8], secdo 5) podemos assumir que X é diagonal e

X5 é simétrica. Toda matriz diagonal é combinacao linear das matrizes
X1 =diag(1,1,1,1) ; X, = diag(1,1, -1, -1);

X3 = diag(1,-1,1,-1) ; X} = diag(1,—1,—1,1).

Em tais combinagoes temos que dividir por 4 (lembremos que char K = p # 2). Sejam

0100 01 0 O
) 1 000 ) 10 0 O
72 = 72 = ;
0001 00 0 -1
0010 00 -1 0
0 1.0 0 0 -1 0 O
5 -1 0 0 0 5 1 0 0 0
Yy = Yy =
0 00 -1 0 0 0 1
0 01 0 0 0 -1 0
E imediato que toda matriz simétrica em bloco 2 x 2 com diagonal secundaria nula &

combinacao linear de X{, X2 X3 X{ Z% e Z2, e toda matriz de ordem 4 em bloco
2 x 2 com diagonal secundéria nula é combinacao linear das seis acima mais as matrizes

Y e Y. Os denominadores que aparecem sdao 2 ou 4. Considere as seguinte matrizes
Xi:xinl comi=1,...,m; Xi:xinl comt=m-+1,...,2m;

Xi:xiX?} comi:2m+1,...,3m;Xi:xin com?=3m+1,...,4m.

Aqui x;, com ¢ = 1...,4m sao variaveis comutativas. Mais ainda,
Zi:zile, comi=1,....m—1; Zi:ziZg, comi=m,...,2m — 2;
aqui todos z; sao varaveis comutativas, e
Y;:y,-Yf’, comi=1,....,m—2; Y,-:in;’, comi=m-—1,...,2m — 4,

onde todos z; sao variaveis comutativas.

Através de um calculo direto verificamos que para todos 7, j possiveis temos:
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A demonstragao do préximo lema é imediata.

Lema 4.4.2 Sejam Ti,...,T,, as m matrizes genéricas para My(FE') e sejam Ry =
X1+ X1+ Xomy1 + Xgm1 + 11, Ro = Xo+ Xy + Xomro + Xamyz + 21+ Zi + 1o,
Ri = Xi + Xonvi + Xomgi + Xamgi + Zic1 + Zoi o+ Yio + Yoy 4+ 15, @ > 3. Entao, a

dlgebra gerada pelas matrizes Ry, ..., Ry, € isomorfa a dlgebra genérica Uy,,(Asz).

Agora, renomeando Z; como Xy,,.; parat = 1,...,2m — 2 e Y; como X014
para i =1,...,2m — 4, obtemos X;X; = £X;X; para todos valores possiveis de i e j.

Seja
Uy = (Un(My(E")[X1, - Xa)) [Xamats - - Xem—2)) [Xem—1, - - -, Xsm—s)-
Como antes, facilmente mostramos que U; é gerado pelos elementos
GXT G2 Gsm—6Xgm s gsm—s5 ; i > 0 e g; € Upn(My(E")).

Por Regev (|29], Teorema 2.1), temos quantidade finita de g’s, digamos g, ..., ¢s.

Considerando os conjuntos,

P = {Xla"'aXSmfﬁ} € Q == {917"'795}7
obtemos que hess(Uy) < 8m — 6.

Lema 4.4.3 GKdim [U,,(A22)] < 8m — 6.
Prova: Basta observarmos que
GKdlm [Um(A272)] S GKdlm (Z/{l) S hess(l/ll) == hgess(Um(AQ,Q)) S 8m — 6.

Portanto,

como queriamos. W

Usando os Lemas 3.3.13 e 4.4.3, obtemos diretamente o seguinte resultado.

Teorema 4.4.4 GKdim [U,,(Az22)] = 8m — 6.
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Corolario 4.4.5 As dlgebras Aso e Az nao sao Pl-equivalentes.

Prova: Suponha por contradicao que as algebras Ay e As; sao Pl-equivalentes, isto

¢, que T'(Ags) = T(As1). Usando o Lema 3.3.2, temos que
J& vimos em se¢oes anteriores que

GKdim [Uy,(As2)] = 8m — 6 (Lema 4.4.4) (4.2)

GKdim [U,,(A31)] > 10m — 8 (Lema 3.3.13). (4.3)

Agora de 4.2 e 4.3, para m > 1, obtemos que

Observe que a desigualdade em 4.4 contradiz 4.1. Portanto, as dlgebras Ay e A3; nao

podem ser Pl-equivalentes. m
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Capitulo 5

Resultados Recentes

5.1 GK-dimensao de U,,(A,,)

Nesta secao apresentaremos um modelo genérico para a algebra U,,(A.p). A
partir deste modelo vamos calcular GK dim[U,,,(A,p)]. Como aplica¢do, concluiremos
que as algebras A, ; e M,, nao sao Pl-equivalentes. Lembramos que sobre corpos com
caracteristica zero as algebras A, e M,,(F) sao Pl-equivalentes (isto segue do fato

que E e E' sdo Pl-equivalentes em char K = 0, veja [25]) e dai,
GK dim[U,,(A,4)] = GK dim[U,,,(Mo14(E))] = (m — 1)(a + b)* + 1.

No que segue vamos assumir que char K =p > 2.
Agora construiremos o modelo genérico para a algebra A, ;. Seja W, = 3(7 —1—37; +

Z;rzl, 2, ..., k, com

()

X Ti; ~, S€ i7 ) e A 7
XT = (aij>n><n Onde a’ij — J ( j) 0
0’ 5€ (Zaj) < Al,

onde Ag ={(i,7);1<i,j<aoua+1<i,j<a+b}

e A ={(i,j);1<i<aea+l1<j<a+boua+1<i<a+bel<j<a}

Y, = 55 nn € Ze = (25 Vs

) s3 iavei tando e el d t lar d ti
Sa0 variavels comutando e elas Correspon e1n a par € escalar das respec wvas

(r) (r)

Aqui ;5

. — ~ . / — ~
entradas das matrizes em A,p; y;; @ sao geradores livres de () e z;;’ sao geradores
. ’ / , , . .

livres de €. Lembramos que 2 = ), @ {2 é a algebra supercomutativa livre sem

unidade.
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Lema 5.1.1 Se U € a dlgebra gerada por Wi, ..., W,,, entdo U =~ U,,(Aap)-

Prova: A prova é andloga ao caso das matrizes genéricas. Veja também a prova do
Lema 7 de [7]. =

Note que U C U; onde U é a algebra gerada por )A(;, ?T e Z onder=1,2,...,
k. Do mesmo modo como foi feito em [[8], Se¢ao 5], mudamos o modelo de U;.

Passando de K para o fecho algébrico do corpo K (iivj(r)) podemos diagonalizar
a matriz “genérica” 5(: Isto é feito através da conjugacao por uma matriz 7, de onde
obtemos as matrizes X, = TX, T2, Y, =TY, T\, e Z, =TZ, T\, r=1,2, ..., k.
Mantemos a notacao U; para a algebra gerada por X, Y, e Z,, aqui X; = Z?Zl Ai€ij.

No restante da prova assumiremos que k£ = 2 para simplificar as notacoes. Para
obter um limite superior para a GK-dimensao de U imergimos U; em um anel maior

R. Este anel R é gerado pelo conjunto

. . (2) (1)
Para tornar as notacoes mais simples escrevemos Tij para T;;", Yy para y;’, t;; para

2 1 2 . - .
yfj), Zij para zi(j), w;; para zi(j). Assim, R pode ser pensado como uma versao “split”

de L{l.

Lema 5.1.2 Sejam V o espaco vetorial com base uy, ..., Uy, €
_ a; aij bij Cij dij fij
SRS B L L L e | e
( 2 2 i,J 2 (2]

Aqui os indices de x;; e \; vao sobre Ay, e os indices de y;;, tij, zij, wij vao sobre todos
1 <14, j <k;a, a; sao inteiros positivos, b;;, c;; € {0,1,...,p—1} ed;j, fi; € {0,1}.
Suponha que r € R. Entao

Z(aij +bij + cij + dij + fij)(wi —uj) = us —up em V.
]
Prova: Veja ([8], Lema 15). =
Definimos f,,(m) como o nimero de séxtuplas ordenadas (a;, a;j, bij, ¢ij, dij, fij)
que satisfazem as condicoes acima e a restricao adicional que a soma das entradas é
<m. Seja f(m)=>__, fst(m). A fungao f(m) ¢ um limite superior para a funcao de

crescimento de R. Assim passamos a estimar a func¢do f(m).
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Primeiro observamos que as entradas de uma tal séxtupla satisfazem a equagao
D @i+ by + i+ dij + fig) (wi — ) = ug —
2

para cada escolha de s e t. Mais ainda, obtemos que
Z o, + Z(aij + bij + Cij + dij + fzj) S m.
i i

Assim, existe uma quantidade finita de possibilidades de escolhas para s, t, b;;, cij,
d;; e fi; que satisfazem as duas condicoes acima, e o nimero destas possibilidades é
< m22mp™.

Fixamos agora s, t, b;;, ¢;j, di; e fi; satisfazendo as duas condigoes acima. Entao

os a;; devem satisfazer

E aij(u; —uj) =ue E a;; =m'
1,J Y]

onde
U= Us— U — Z(bij + cij + dij + fij) (ui — uy) e

/l:hj

m’ = m — Z(bu -+ Cij + dij + f”)

2
Lema 5.1.3 Sejam V um espago vetorial e H CV um hiperplano de dimensao d. Seja

L(n) o conjunto de pontos de V cugjas coordenadas estao todas em {0,1,...,n}. Entdo,

o nimero de pontos em H N L(n) é menor ou igual a (n + 1)4.

Prova: Vamos usar indugao sobre d. O caso d = 0 é trivial. Seja H; o hiperplano de
codimensao 1 no qual a primeira coordenada é constante igual a 1. Sendo dimH > 1
alguma coordenada nao é constante em H, vamos assumir que esta é a primeira.
Portanto, dim(H; N H) = d — 1 e, por hipotese de indugdo H; N'H N L(n) tem
cardinalidade < (n + 1), Agora, H N L(n) é a unido sobre i = 0,1,...,n de
H; NH N L(n), e daf tem cardinalidade < (n +1)%. =

Sejam V o espaco vetorial com base {a;, a;; | (1,7) € Ag} e W o espago vetorial

com base {u; —u; | (4,7) € Ag}. O conjunto
H = {(as, ai;) | > aij(u; — uj) = u}
1,J
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¢ um hiperplano em V de codimensao k — 2 e assim ele ¢ de dimensao (a® + 0* + k) —

(k —2) = a® + b + 2. Isto, juntamente com o Lema 5.1.3, prova o seguinte resultado.

Lema 5.1.4 f(n) ¢ limitada superiormente por um polindmio de grau a® + b* + 2.

Teorema 5.1.5 GKdim [U,,(Au;)] = (m — 1)(a® + %) + 2.

Prova: Do Lemma 3.3.13, vem que GKdim [U,,(Aq3)] > (m — 1)(a® + %) + 2.

Se m = 2, entao
GKdim [U,,(Aap)] < limsuplog,[f(n)] < a® +b* + 2.

Se m > 2, a prova é similar, pois cada nova matriz genérica adiciona (a? + b?) novas
(r)

variaveis z;;’ e o conjunto de relages permanece o mesmo. A partir disso, f(n) passa

a ser limitado superiormente por um polinémio de grau (m — 1)(a® + b*) + 2, donde

obtemos

GKdim [U,,,(Aap)] < limsuplog,[f(n)] < (m — 1)(a® + b*) + 2.
Portanto,

GKdim [U,,,(Aap)] = (m — 1)(a® + b*) + 2

como queriamos. H
Corolario 5.1.6 As dlgebras Aup e A, onde (a,b) # (¢, d), nao sdo Pl-equivalentes.
Prova: As algebras nao podem ser Pl-equivalentes pois suas algebras universais tém
GK-dimensoes diferentes. m
Coroléario 5.1.7 (/3/, Teorema 1) As dlgebras A, € My1p(E) ndo sao Pl-equivalentes.
Prova: As algebras nao podem ser Pl-equivalentes pois suas algebras universais tém
GK-dimensoes diferentes. m

Observacao 5.1.8 O Teorema 5.1.5 generaliza os seguintes resultados provados em

[1] e discutidos nas segéoes 4.4, 4.5 € 4.6 do capitulo anterior.
(1) GKdim [U,,(A11)] = 2m;
(2) GKdim [U,,(As,)] = bm — 3;
(3) GKdim [U,,(Az22)] = 8m — 6.

Observacao 5.1.9 ([4/) De modo similar mostramos que

GKdim [U,,,(May(E))] = (m — 1)(a® + b*) + 2.
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5.2 GK-dimensao de U,,(M,,(F)® E)

Nesta se¢ao mostraremos como obter GKdimU,, (M, .(E) ® E). Como aplica¢ao
concluiremos que as élgebras M,.(E) ® E e My, (E) nao sao Pl-equivalentes.
Lembramos que sobre corpos de caracteristica zero, as algebras M, ,(E) @ E e My, (E)

sao Pl-equivalentes, e dai obtemos que

GK dim[Up, (M, o(E) ® E)] = GK dim[Uy,(Mao(E))] = (m — 1)(2a)? + 1.

Iniciamos lembrando que as algebras M, .(E)® E e A, , sdo Pl-equivalentes. Dai,

obtemos que Uy, (M, .(E) @ E) = Uy, (Asa)-

Teorema 5.2.1 GK dim[U,,(M,.(E) ® E)] = (m — 1)(2a%) + 2.

Prova: Usando o Teorema 5.1.5 juntamente com as observacoes feitas acima, obtemos

que GK dim[U,,(M,.(E) ® E)] = GK dim[U,,,(A,4)] = (m — 1)(2a?) +2. =

Corolario 5.2.2 As dlgebras M, .(E) @ E e Ms,(E) ndo sao Pl-equivalentes.

Prova: As algebras nao podem ser Pl-equivalentes, pois suas algebras universais

possuem GK-dimensao diferentes. Basta observarmos que
(1) De Berele (|8], Teorema 7), sabemos que GK dim[U,,, (Mo, (E))] = (m—1)(2a)?*+1;
(2) Do Teorema 5.2.1, obtemos que GK dim[U,,(M, .(E) ® E)] = (m — 1)(2a?) + 2.

Usando (1) e (2) obtemos que GK dim[U,,(Ms,(E))] # GK dim[U,,(M,.(E) ® E)]. =

5.3 GK-dimensao de U,,(M,;(F) ® E)

Nesta se¢ao mostraremos como obter GK dim U,,(M,;,(E) ® E). Como aplica¢do
concluiremos que as dalgebras M, ,(E) @ E e M, ,(E) ndo sao Pl-equivalentes.
Lembramos que sobre corpos de caracteristica zero, as algebras M, ,(E)QE e M,+,(E)

sao Pl-equivalentes, e dai obtemos que
GK dim[U,,(M,,(E) ® E)] = GK dim[U,,(M,4(E))] = (m — 1)(a + b)* + 1.
Lema 5.3.1 GK dim[U,,(M,4(E) ® E)] > (m — 1)(a® + b?) + 2
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Prova: Como M, ;(E) mergulha em M, ;(E) ® E obtemos que
T(May(E) @ E) CT(May(E))
e assim
GK dim[U,,(M,(E) ® E)] > GK dim[U,,(M,,(E))] = (m — 1)(a® + b*) + 2
m
Lema 5.3.2 GK dim[U,,(M,,(E) ® E)] < (m — 1)(a® + b*) + 2
Prova: De acordo com ([2], Teorema 23) sabemos que
T(Aap) € T(Map(E) @ E)
e assim

GK dim[U,,(M,,(E) ® E)] < GK dim[U,,(A4,,)] = (m — 1)(a* + b*) + 2

Usando os Lemas 5.3.1 e 5.3.2 obtemos o seguinte resultado:
Teorema 5.3.3 GK dim|[U,,,(M,;(FE) ® E)] = (m — 1)(a® + b*) + 2

Corolario 5.3.4 ([{/, Teorema 27)As dlgebras M, ,(E) @ E e Mqy(E) nao sao PI-

equivalentes.

Prova: As algebras nao podem ser Pl-equivalentes, pois suas algebras universais

possuem GK-dimensao diferentes. Basta observarmos que

(1) De Berele ([8], Teorema 7), sabemos que

GK dim U,,(M,,(E)) = (m — 1)(a + b)* + 1;

(2) Do Teorema 5.3.3 obtemos que GK dim[U,,(M,;(F)® E)] = (m—1)(a®+b*) +2.

Usando (1) e (2) obtemos que GK dim U,,,(M,44(E)) # GK dim U,,,(M,4(E) @ E). =
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5.4 GK-dimensao de U,,(M,(F)® E)

Nesta se¢ao mostraremos como obter GK dim[U,,(M,,(E)® E)]. Como aplica¢ao
concluiremos que as &lgebras M, (E) ® E e M,,(E) ndo sdo Pl-equivalentes.
Lembramos que sobre corpos de caracteristica zero, as algebras M,,(E) @ E e M, ,(E)

sao Pl-equivalentes, e dai obtemos que
GK dim[U,,(M,,.(F) ® E)] = GK dim[U,,(Ma,(E))] = (m — 1)(2n)? + 1.
Lema 5.4.1 GK dim[U,,(M,(E) ® E)] > (m —1)n* +1
Prova: Como M, (K) mergulha em M, (K) @ M, (E") obtemos que
T(Mo(K) ® My (E)) C T(My(K))
de acordo com (|2], Lema 10) sabemos que
T(Mn(K) ® M,,(E)) =T(M,(E) ® E)

e assim

T(M,(F)® FE) CT(M,(K)).
Por conseguinte, concluimos que
GK dim[U,,(M,(E) ® E)] > GK dim[U,,,(M,(K))] = (m — 1)n* + 1
]
Lema 5.4.2 GK dim[U,,,(M,(E) ® E)] < (m —1)n*+1

Prova: Veja ([2], Lema 30) m

Usando os Lemas 5.4.1 e 5.4.2 obtemos o seguinte resultado:
Teorema 5.4.3 GK dim[U,,,(M,,(E) ® E)] = (m — 1)n* +1

Corolario 5.4.4 As dlgebras M,(E) ® E e M, ,(E) ndo sao Pl-equivalentes.

Prova: As Aalgebras nao podem ser Pl-equivalentes, pois suas algebras universais

possuem GK-dimensao diferentes. Basta observarmos que
(1) De Berele (|8], Teorema 7), sabemos que GK dim[U,,(M,, ,(E))] = (m—1)2n*+2;
(2) Do Teorema 5.4.3, obtemos que GK dim U,,,(M,(E) ® E) = (m — 1)n* + 1.
Usando (1) e (2) concluimos que GK dim U, (M, ,(E)) # GK dim U,,(M,,(E)® E). =
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5.5 Uma Conjectura de S.M. Alves

Nesta secao apresentaremos uma Conjectura, devido a S.M. Alves, a cerca da
dimensao de Gelfand-Kirillov da algebra universal de posto m, no que diz respeito ao

produto tensorial de dlgebras T-primas pela algebra de Grassmann.

Conjectura 5.5.1 Seja A uma dlgebra T-prima sobre um corpo infinito K com

caracteristica positiva p > 2. Entao
GK dimU,(A) =GKdimU,,(A® E)

Observacao 5.5.2 Neste trabalho, mostramos que a conjectura 5.5.1 € valida para as
dlgebras T-primas E, M,,(E), M,(E) e M,(K), ou seja

(1) GKdimU,,(F)=GKdimU,(E® E);

(2) GK dim U,,(M,4(FE)) = GK dim U,,(M,4(E) ® E);

(3) GK dim U,y (M, (E)) = GK dim U,,(M,(E) @ E);

(4) GK dim U,,(M,(K)) = GK dim U,,(M,(K) ® E), neste caso basta observar que

M, (E) ~ M,(K)® E.

A maior dificuldade que encontramos para trabalharmos com a conjectura acima
é que nao temos uma descricao das algebras T-primas para corpos de caracteristica
positiva. Ademais, a conjectura é trivialmente falsa quando o corpo é de caracteristica

Zero.
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