Resumo

Neste trabalho sao estudados dois sistemas de equagoes diferenciais parciais pa-
rabolicas sujeitas a condic¢oes iniciais e de contorno. O primeiro sistema tratado repre-
senta um modelo de solidificagao envolvendo uma fungao campo de fase. O segundo
problema tratado é uma simplificagdo de um modelo com duas fung¢oes campo de fase
para solidificacdo de ligas. Sao estudados resultados sobre existéncia (via Método
de Ponto Fixo), regularidade, continuidade em rela¢do aos dados iniciais e ao termo

forcante e unicidade de solugao dos sistemas citados.



Abstract

In this work we study two parabolic partial differential equations systems subject
to initial and boundary conditions. The first system treated here represents a model
for solidification with a phase field function. The second system is a simplification of
a two-phase field model for alloy solidification. We study results concerning existence

(by Fixed Point Method), regularity and uniqueness of solution for mentioned systems.
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Introducao

Os modelos de campo de fase sao, de um modo geral, modelos que incorporam
complexos fendmenos fisicos de solidificacao em certas ligas metalicas.

Um dos primeiros enfoques para o estudo de mudancas de fase consiste no uso
de interfaces tipo "sharp"para separar as fases, os quais sao conhecidos por problemas
do tipo Stefan. Posteriormente foram introduzidos modelos utilizando o conceito de
fungoes campo de fase. Os quais formam uma importante ferramenta no estudo de
mudanga de fase, pois permitem incorporar naturalmente varios fenémenos nao des-
critos pelos modelos tipo Stefan. Nos modelos de campo de fase também ocorrem
naturalmente zonas de transigao (chamadas zonas de "mushy"). Além disso, para tais
modelos, simula¢oes numéricas sao possiveis mesmo no caso de formagoes geométricas
complexas, como dendrites, nas interfaces de separacao de diferentes fases.

Um dos primeiros trabalhos a considerar tais modelos, dando origem a varios
outros, foi Fix [8]. Destacamos aqui os trabalhos de Caginalp e outros [3], [4], [5] e
[6]. Nos trabalhos anteriormente citados, Caginalp e outros utilizaram o funcional de
energia livre como argumento para obtencao da equacao para o campo de fase, anali-
saram matematicamente tais modelos e também suas relagoes com modelos utilizando
interface tipo "sharp".

Neste trabalho estudamos dois sistemas de equagoes diferenciais parciais sujeitas
a condicoes iniciais e de contorno. O primeiro problema representa o modelo de so-
lidificagao envolvendo uma fungdao campo de fase tratado por Hoffman e Jiang em
[10]. O segundo problema tratado é uma simplificacdo do modelo de solidificacao
envolvendo duas fungoes campo de fase tratado por Boldrini e outros em [2|. Para tais

problemas serao estudados resultados sobre existéncia, regularidade, estabilidade em
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relacao ao termo forcante e aos dados iniciais e unicidade de solugao. Estes modelos
estao também relacionados ao modelo de solidificagao envolvendo trés fungoes campos
de fase apresentado em [14] e [15], por Steinbach e outros.

Este trabalho ¢ dividido em duas partes. Em cada uma destas partes sao discu-
tidos os resultados mencionados para um dos sistemas citados.

O primeiro sistema de equagoes diferenciais parciais, que representa o modelo

tratado por Hoffman e Jiang em [10], é dado por

( @—Au:—l%—l—f em @,
o9 ' o
P E—Aqﬁ:aqﬁ—i-bgzﬁ —¢°+u em Q,
Ou/On = 0¢/dn =0 em 09 x (0,T],
U = Uy, d = Py em Q x {t =0}.

\
onde  C R?® ¢ um aberto limitado e Q := Q x (0,7]. A fungio u esta associada a
temperatura, a funcao ¢ é chamada campo de fase e distingue entre os estados liquido
e solido. Aqui [ > 0 é uma constante relacionada ao calor latente do material e a,b e f
sao fungoes dadas. O vetor n denota o vetor normal exterior a 0f) e os dados iniciais
U, ¢p serao tomados adequadamente.

Quando mencionarmos o sistema dado por (P;) o chamaremos de Modelo de
Solidificacao 1.

Com as mesmas notagoes, o segundo sistema de equacoes diferenciais parciais,

que representa a simplificagdo do modelo tratado por Boldrini e outros em [2], é dado

por
%—Au:—l%—i—f em (),
¢ B
pyd G~ A0= a0l 0)b-dten) em@Q,
Ju/On = 0¢p/0n =0 em 0 x (0,77,
U= ug, p = Py em  x {t = 0},

\

Embora o sistema dado por (P,) seja uma simplificagdo do modelo de solidifica¢ao
tratado por Boldrini e outros em [2|, vale salientar que os resultados obtidos neste
trabalho em relagao a esse sistema nao sao encontrados em nossa literatura.

Quando o mencionarmos o chamaremos simplesmente de Modelo de Solidificacao

2 ou Modelo 2.
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Observe que na segunda equagao do problema (P;) a fungao temperatura aparece
de forma linear, enquanto que na segunda equagao do problema (FP;) a fun¢ao tempera-
tura aparece de forma nao-linear, mais especificamente multiplicando a funcao campo
de fase e sua poténcia quadratica. Tal diferencga ¢é significativa, pois esta influencia o
método de obtencao de estimativas a priori necessarias para a obtencao da existéncia
de solucao destes problemas.

Este trabalho é organizado do seguinte modo:

No Capitulo 1, baseados em referéncias classicas, citamos algumas defini¢oes
e alguns resultados que serao utilizados no restante do trabalho. No Capitulo 2,
serao discutidos resultados sobre existéncia, regularidade, estabilidade e unicidade de
solucoes para um problema auxiliar. Tais resultados serao utilizados no estudo dos
sistemas dados acima. Nos Capitulos 3 e 4 serao estudados os resultados citados

para os problemas (Py) e (P,), respectivamente.



Capitulo 1

Preliminares

Aqui vamos considerar 2 C R? um dominio aberto, limitado e de classe C2,
0<T<o0e@=02x(0,T).
O resultado abaixo encontrado em Evans [7], serd usado diversas vezes em nosso

trabalho.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Young) Sejam a,b € R ndo negativos e 1 < p,q <
o0, tal que i + é = 1. Entao,

ab b
a-b< —+4 —.
b q

Teorema 1.2 (Desigualdade de Young com ¢) Sejam a,b € R nao negativos. En-

tao para cada € > 0 eziste n(e) > 0 tal que
a-b<ea®+nle)b?.

Teorema 1.3 (Lema de Gronwall) Seja £(t) uma fun¢ao ndo-negativa integrdvel

em [0,T] que satisfaz a desigualdade

t
£ <y / E(s)ds + Cs
0
q.t.p. em [0,T], para constantes Cy,Cy > 0. Entao,
E(t) < Cope™t

q.t.p. em [0,T].

Para os resultados seguintes definiremos os seguintes espacos,
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Definicao 1.4 Seja 1 < p < oo, definimos o espaco

L,(Q) = {u:Q— R|u é Lebesgue mensurdvel, ||u|1, @) < oo},

1/p
(/ |u|pdx) sel <p< oo,
lullz, ) = 0

ess supgq lu|  se p=oc.

onde

Observagao 1.1 Se() € R" € limitado, temos para 1 < p < q < o0 a sequinte inclusao
Li(Q) C LP(Q).

1 1
Teorema 1.5 (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p,q < oo, tais que —+ — = 1.

p q
Seu € L,(2) ev e L,(Q), entdo

/Q juvldz < ullz, ]2y

Teorema 1.6 (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam 1 < py,--- ;pn <

00, tais que — +---+ — = 1. Se para cada k =1,--- ,;m temos uy € L, (Q2), entdo
h Pm

m
/ furecctimlda < T iz, -
Q k=1

Defini¢ao 1.7 (Espagos de Sobolev) Seja 1 <p < oo e k € N, definimos o espago
de Sobolev
WkQ) = {u € L,(Q)| D € L,(Q), ¥ atal que |a| <k},

p

olely
B . S o« .
onde o = (ay, g, cvg) € um multi-indice com oy, ag, a3 € N, D% = TN 540
_ . 1 OTy"0Z3"
derivadas no sentido fraco e |a| = a; + as + az. Este espaco estd munido da sequinte

norma:

1/p
/ |D%u|Pdx sel <p< oo,
||U||W§(Q) = lof <k 7
Z (ess supq |D%u|)  sep= 0.
lo|<k

Sejam X, Y espacos de Banach. Denotamos por X — Y, quando X esta imerso
continuamente em Y, e X —<— Y quando X esta imerso compactamente em Y.

Usaremos o seguinte teorema de imersao encontrado em Adams [1],
Proposicao 1.8 Seja 2 € R™ um aberto. Sejam j e m inteiros nao negativos e p € R

satisfazendo 1 < p < 0o. Se () satisfaz a propriedade do cone, entao para q € R valem

as sequintes imersoes continuas:



11
(i) Se 0 <n—mp<n, entao WJT™(Q) — WJ(), para todo p < q < np/(n—mp);
(it) Se mp =n, entao W)™ (Q) — WJ(Q), para todo p < q < oo;
(iii) Se mp > n, entao Wit™(Q) — CL(Q).

Observacgao 1.2 Para que um dominio 2 € R"™ satisfaca a propriedade do cone é
suficiente que este seja Lipschitz, o que € satisfeito por todo Q de classe C*, para

qualquer k > 1.
Fazendo na proposigao anterior n =3, m = 2/p, j = 2 — 2/p e 3p/5 no lugar de
p, obtemos o seguinte resultado, que usaremos vérias vezes durante o trabalho:

Corolario 1.9 Seja 2 € R? um dominio aberto, limitado e satisfazendo a propriedade

do cone e seja 1 < 3p/5 < 00, entdo vale a sequinte imersao continua
Wis(Q) == W72P(9),
para todo 3p/5 < q < p.

Definicao 1.10 Seja 1 < g < 0o, definimos o espaco de Sobolev dependente do tempo

o ou
Wj’l(Q) = {u € L,(Q): D*u e L,(Q), paral <|a| <2, e % € Lq(Q)} )
Munido da norma
1/2
/ || 2da + Z / | Du*dx sel <p< oo,
HuHqu’l(Q) = @ o<k <
ess sup o |ug| + Z (ess supq |D%l|) se p = .
la| <k
U .
onde u; := N no sentido fraco.

Por um Teorema de imersao de Lions-Peetre [12], temos o seguinte resultado:

Teorema 1.11 Seja Q um dominio aberto, limitado e de classe C*. Entao, temos

W2HQ) C Ly(Q) com inclusio continua para p > 1 satisfazendo:

-1
12
(E_5> se 2<q<5/2,
b= qualquer nuimero positivo se q=>5/2,
00 se  q>5/2.

Além disso, a inclusdo WqQ’l(Q) C Ls(Q) € continua e compacta para todo 2 <
P < p, com p dado acima. No caso p = 0o a inclusao Wf’l(Q) C Loo(Q) € continua e

compacta.
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Um caso particular do Teorema acima que serd usado em nosso trabalho, é o

seguinte:

Corolario 1.12 Seja Q um dominio aberto, limitado e de classe C?. Entdo a inclusao
W>rHQ) C Ly(Q) € continua e compacta, para todo p > 1.

Para obter o corolario acima, basta notar que em todos os casos do Teorema 1.11
temos g < p.

Em algumas demonstracoes sobre existéncia e regularidade de solugao de sis-
temas de equagoes diferenciais parciais com condigoes iniciais e de fronteira, usaremos
o seguinte Teorema sobre equagoes parabolicas encontrado em Ladyzhenskaya[11] (Teo-

rema 9.1, pag.341).

Teorema 1.13 Seja Q um dominio aberto, limitado e de classe C?. Entao, para todo
f€L(Q) evy € Wf‘Q/q(Q), com q > 1, satisfazendo a condi¢io de compatibilidade
0vy/Onlan = 0, o problema

Ov/ot — kAv = f(x,t) em Q,
dv/On =0 em 0§ x (0,77,
v =1y em € x {t =0},

possut unica solucao v € Wj’l(Q). Além disso, esta solugdo satisfaz a sequinte estima-
tiva

[z < € (11lzy@ + lvoll ey ) (1.1)
onde C depende de Q,T e k.

Para demonstrarmos a existéncia de solucao de sistemas de equagoes parciais
lineares com condigoes inicial e de fronteira usaremos o Teorema de Ponto Fixo de

Leray-Schauder (veja Friedman[9]) enuciado abaixo.

Teorema 1.14 (Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder) Sejam B um es-
pago de Banach e T : B x [0,1] — B uma transformacao tal que y = Thx com z,y € B
e A €[0,1]. Suponha que:

a) T\ estd bem definido para todo A € [0, 1].

b) Para todo X\ € [0,1] fizo, Ty : B — B ¢ uma transformagao continua e compacta.
c) Para todo A C B limitado T yx : [0,1] — B € continua com respeito a A\ e uni-
formemente com respeito a x € A.

d) Ty possui tinico ponto fizo em B.
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e) Euxiste constante K > 0 finita tal que toda possivel solug¢io de x = Thx para algum
A € [0,1] satisfaz ||z||p < K.

Entao existe x € B solucao da equagao x = Tix.

O resultado seguinte pode ser encontrado em Simon [13].

Teorema 1.15 Sejam X, B e Y espacos de Banach tal que X estd imerso compacta-
mente em B e B estd imerso continuamente em Y. Entao dado € > 0 existe n > 0 tal

que para todo v € X

[2lls < ellzllx +nlle]ly



Capitulo 2

Um Problema Auxiliar

Para e estudo dos problemas que serao abordados adiante nesse trabalho, ire-
mos estabelecer alguns resultados sobre o problema com condigoes inicial e de bordo,

descrito pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais:

%—Av:(av—l—bvz—v?’)—l—g em Q,
(Paua) ov/on =0 em 02 x (0,71,
v =g em Q) x {t =0},

onde a, b, g e vy, sao fungoes dadas, o qual denominamos de Problema auxiliar.

2.1 Existéncia de Solucao do Problema Auxiliar

Mostremos agora um resultado que nos da a existéncia de solugao para o problema

auxiliar.

Teorema 2.1 Seja Q um dominio limitado de classe C?. Assuma a,b € Lo(Q),
g€ Ly(Q), comq>2evy € WiQ), tal que dvg/In|oq = 0. Entio o problema (Py.)

possui solugdo v € W;l(Q) e esta satisfaz a sequinte estimativa:

lollwzrigy < € (Neolwziay + ol + 19lm@) 21)

onde C depende de ||a||. ), ||0||L..0) € £

Demonstracao:
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Iremos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder (Teorema 1.14). Para
isso consideramos o operador Ty : B — B, para cada A € [0, 1], no espago de Banach

B := Lg(Q), definido por T)(w) = v se, e somente se, v satisfaz ao problema

%—Av:)\(aw—%buﬂ—w?’)—l—)\g em @,
(P dv/on =0 em 99 x (0,7,

v =g em Q x {t =0}.

Vamos agora verificar que o operador acima satisfaz as hipoteses do Teorema de

Leray-Schauder.
a) Primeiramente vamos mostrar que 7 esta bem definido para todo A € [0, 1].

Para isto, definimos G := A(aw + bw? —w? + g). Como w € Ly(Q) e g € L,(Q),
entdo G € Lgz(Q), onde ¢ = min{3, q}. Do Teorema 1.13 temos que existe uma tnica

solugao v do problema (P2 ) em W; (@), e devido ao Teorema 1.11, como § > 2

temos que v € L1p(Q), pois:

® Se2<q<5/2 entdov € L,(Q), onde p=(;—3)"" Mas 10 = (53— 2)7' <
(L — %)—1 = p, de onde, v € L,(Q) C L1o(Q).

q

e Quando, § = 5/2, temos que v € L,(Q) para todo p positivo, entdo, em particular,

NS LIO(Q)

e E no caso ¢ > 5/2, temos v € Loo(Q) C L1o(Q).

Além disso, L19(Q) C Lo(Q). Entao Thw € Lo(Q) para todo w € Lg(Q) e todo

A € [0, 1], como queriamos.
b) Agora vamos mostrar que, para cada A € [0, 1], T : B — B é continuo e compacto.

Para isto, fixemos A € [0, 1] e consideramos wy,wy € Lg(Q). Definamos v; :=
Thw;, parat = 1,2, e v :=v; — vy € w := w; — we. Mostraremos que para v a seguinte

estimativa é verdadeira:

lolfyzig) < © / /Q Ih(a, )P w(z, ) dedt,
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para alguma constante C, onde
hi=a+b(wy +wz) — (W} + wiwy + wj) € Lo (Q).

De fato, pelo problema (P2 ), obtemos

aux

ov 3 3

57 ~ Qv =Aa(w —wp) +bw] — wy) — (wy —wy)) em Q,
Jv/On =0 em OS2 x (0,77,
v=20 em Qx {t=0}
ou seja,
ov
 _Av =
BT v=Awh em Q,
du/on=0  em 80 x (0,7, (2.2)
v=>0 em ) x {t =0}

Multiplicando a primeira equagao do problema (2.2) por v e integrando em €2 x

(0,t), para t € (0,T], temos

/ /vvtdxdt / /UAvdxdt—/\/ /vwhda:dt (2.3)

Observe que usando a condicao inicial, temos

/ / vvddt / / Jo drdt — ; /Q (02(t) — v*(0))dz = % /Q o2 (t)dz,

e portanto,
¢ 1
/ /vvtdxdt: —/02(t)dx. (2.4)
0o JQ 2 Jg

Como também, usando as identidades de Green e a condicao de bordo,

t t
//vAvdxdt:/ (—/ | Dv|*dx + a—vdS) / /|Dvy dxdt,
0o Ja 0 Q a0 On
ou seja,
t t
/ /UAvdxdt:—/ /\Dv\2d:€dt. (2.5)
0o Ja 0o Ja

Entao substituindo as identidades (2.4), (2.5) em (2.3), temos

1 ¢ ¢ t
—/UQ(t)dZE—i—/ /|Dv|2dxdt:)\/ /vwhdwdtﬁ/ /|vwh|da:dt.
2 Ja 0 Jo 0 Jo 0 Jo

Usando a desigualdade de Young, obtemos

1 ! 1/t
—/vz(t)dx—l—/ /|Dvy2dxdt§ —/ /(v2+w2h2)dxdt. (2.6)
2 Q 0 JO 2 0 JQ
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Agora, usando o Lema de Gronwall na desigualdade

¢ T
/’UQ(t)de/ /vzdxdt—l—/ /thzdxdt,
Q 0 Jo 0o Jao

T
com £(t) = / v (t)dz, Oy =1e Cy = / / w?h?*dxdt, temos
Q o Jo

T T
/UQ(t)dx < et/ /w2h2dxdt < eT/ /thdedt,
Q 0o Ja o Jo

para todo ¢t € (0,7]. Integrando em [0, 7] cada membro da desigualdade acima temos,

// videdt < Te® // w?hdzdt < C// w?h?dzdt, (2.7)
Q Q Q

onde C' > 0 é constante.

Tomando t = T e substituindo a tltima desigualdade em (2.6), obtemos
/ / |Dv|*dxdt < C / / w?h?*dxdt (2.8)
Q Q

Agora multiplicando a primeira equagdo do problema (2.2) por v; e integrando

onde C' > 0 é constante.

em Q x (0,t), com t € (0,7, temos

t t t
/ /vf dxdt—/ /vtAvdxdt: )\/ /vtwhdxdt.
0 Ja 0o Ja 0 Jo

Por outro lado, multiplicando a mesma equagao por —Aw e integrando em (0, t) X

Q, com t € (0,T], obtemos

¢ t t
/ /(Av)dedt—/ /vtAvdxdt = —)\/ /whAvdxdt.
0 Jo 0 Jo 0 Jo

Somando as duas ultimas igualdades, e usando o fato de que v satisfaz ao problema

(2.2) obtemos

t t t t
/ / v? dwdt + / /(Av)2 dxdt — 2/ / v Av dzdt = )\2/ / w?h? dxdt.
0 Jo 0 Jo 0 Jo 0 Jo

Usando as identidades de Green, assim como as condic¢oes inicial e de bordo do

problema (2.2), na terceira integral acima obtemos

! 1
/ /vtAvdxdt:——/ | Du(t)|*d.
0 Jo 2 Ja
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Entao substituindo a tltima igualdade na equacao anterior, temos que

t t t
/ /vfdxdt—l—/ /(Av)Qd:L’dt—i-/ \Dv(t)|2d3::)\2/ /thzdxdt
0 Ja 0 Jo 0 0 Jo
t
g/ /thQdmdt,
0o Jo

para todo ¢t € (0,7]. Como a estimativa acima vale em particular para t = T, temos,

//Q vfdxdt+//cg(Av)2dxdt+//62|Du(t)y2dxdtg//Qthdedt. (2.9)

Entao, das desigualdades de (2.7) a (2.9), temos

[0]124/22’1(@) = ||v||%2(Q) + ||DU||%2(Q) + ||AU||i2(Q) + ||Ut||%2(Q)

< C// w?h?dxdt,
Q

onde C' > 0 & uma constante e [ . |21 ) € uma norma em W5 (Q) equivalente & norma
2

usual. Portanto, vale a seguinte estimativa:

||v||§v2,1(Q) < C// lw(z,t)|?|h(z,t)|*dvdt. (2.10)
2 Q

Como h? € Lg/2(Q) C Lg/7(Q) e w* € Lg5(Q), usando a desigualdade de Holder

temos:

/ / (e, )P, ) Pdadt < ||
Q

Lo @ W3l Ly 5 (@) = 1721 2g 7@ w7y o)

Entao das duas ultimas desigualdades, segue que

01220 < ClIRlzaymi@ 10l )

Assim, para cada A € [0,1], temos que Ty : B — W3 (Q) é um operador con-
tinuo. Usando novamente o Teorema 1.11, temos uma imersao continua e compacta de
W3 Q) em Lo(Q). Logo, para cada \ € [0, 1], o operador T\ : B — B, & continuo e

compacto, como queriamos.

¢) Vamos mostrar que dado A C B limitado, entao para todo w € B, Thw é um

operador continuo em A e uniformemente com respeito a w € A.
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De fato, consideremos A C B limitado e w € A. Sejam Ay, Ao, € [0, 1], v; := T, w,

parai=1,2 e v =1v; —vy. De (P)_) temos que v satisfaz ao seguinte problema:

% —Av= (A1 — A)h em Q,
Jv/on =0 em 0 x (0,7], (2.11)
v=0 em € x {t =0},

onde h == aw + bw? — w? + g.
Note que se multiplicarmos a equacao do problema acima por v e integrarmos em

Q x (0,t), para t € (0,T], temos

t t t
/ /vvt dxdt—/ /UAU dxdt = (A — )\2)/ /vhdmdt.
0 Jo 0 Jo 0o Ja

Procedendo como na obtencao das desigualdades (2.4) e , obtemos

/ dx+//]Dv|2da:dt (A — o) //vhd:vdt
t
<=l [ [ folh] dae.
0o Ja

Utilizando a Desigualdade de Young, na inequagao acima,

1/ ()dac—l—/ /|Dvy dadt
// ot + L A2|2/ /thxdt (2.12)

Antes de tudo note que a ultima integral acima é finita. De fato, defina h :=

aw + bw? — w3. Usando a Desigualdade de Young temos que

T T T
/ / h*dxdt = / /(d + g9)*dxdt = / /(d2 + 2dg + g*)dxdt
0 Q 0 Q 0 Q
T T
< 2/ /ddedt—l—Z/ /demdt
0 Q 0 Q

T
< C/ /(w2 + w®)dzdt + 2||g||%2(Q) < M < oo,
o Jao
onde M depende de ||al|r.@): 1Pl @), 1911 22(@) € |w]Lo(q), POis w € Ae A C L(Q)
é limitado.

Da equagao (2.12), temos que

¢ ¢
/112(t)dx < / /Uzdl’dt+ A1 — )\2|2/ /h2dxdt
Q 0 Ja 0 Jo
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¢ T
§/ /Ule’dt+ |A1 — /\2|2/ /thxdt. (2.13)
0 Jo o Ja

T
Portanto, usando o Lema de Gronwall com C; = 1, Cy = |\ — /\2|2/ / h2dzdt e
0 Ja

£(t) = /sz(t)dl‘, obtemos

T
/UQ(t)dx <el|\ — AQP/ /tha:dt
Q 0 Q

para todo ¢t € (0,7]. Integrando em [0, 7] cada membro da desigualdade acima temos,

// vidadt < Tel |\ — )\2|2// h2dxdt < C// h2dxdt,
Q Q Q

onde C' > 0 é constante.

Tomando ¢t = T e substituindo a tltima desigualdade em (2.13), obtemos

//Udedt+// |DvPdzdt < C|A; — Ao|?, (2.14)
Q Q

onde C > 0 é constante.

Multiplicando a primeira equagao de (2.11) por —Awv e integrando em €2 x (0, t)
com 0 <t < T, como também multiplicando a primeira equacao por v;, e integrando
em Q2 x (0,¢) com 0 < ¢ < T e procedendo de modo analogo a obtengao da desigualdade

(2.9), temos que

// vidrdt + // (Av)?dzdt < |A; — Xof? // h*dzxdt.
Q Q Q
// vfd:vdtJr//(Av)gdxdt <O\ — N,
Q Q

onde C' > 0 é constante.

De onde,

Pelo Teorema (1.11), pela desigualdade (2.14) e pela desigualdade anterior, temos
||UH2L9(Q) < C'”UH?,@J(Q) < ClM — A%,
dai,
]| Lo(@) < ClAL — A2,

onde C' > 0 nao depende de A\ e \s.
Assim temos que T(yw : [0, 1] — B é continua em A e uniformemente com respeito

aw € A, como querfamos mostrar.
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d) A seguir mostraremos que o operador Tj possui inico ponto fixo em B.

De fato, se A = 0, para todo w € Lg(Q) temos que o problema (P, ) se torna,

%—A’U—O em Q,
Jv/on=0 em 0 x(0,7],

v =1 em §)x {t=0}.

Pelo Teorema 1.13 existe tnica solucio v € W, (Q) do problema acima. Logo

To(w) = v, para todo w € Lg(Q). Entdo v é o tnico ponto fixo de Tj.

e) Finalmente mostremos que existe uma constante K > 0 tal que todo possivel

ponto fixo v € Ly(Q) de T}, para algum A € [0, 1], satisfaz ||[v| 1,0y < K.

Para isso iremos estimar a norma de um possivel ponto fixo v de T). Consideremos

v € Lo(Q) ponto fixo de Ty para algum \ € [0, 1], entdo v satisfaz ao seguinte problema

%—Av—)\(av—%bﬁ—v?’—l—g) em Q,
v/on =0 em 9/Q % (0,7, (2.15)
v =1 em ) x {t=0}.

Multiplicando a primeira equacao do problema acima por v e integrando em

Q2 x (0,t), com t € (0,T], temos

/ /thdxdt—/ /vAvdxdt // av? + b — vt + vg)dwdt. (2.16)

Usando a condicgao inicial e a de bordo do ultimo problema, bem como as identi-

dades de Green, na equagao acima, temos

1 t t
—/vz(t)d:x—l—/ /\Dv\zdxdt—i-)\/ /v4da:dt
2 Ja 0o Jo 0o Jo
1 t t
= —/v%dm%—k/ / (av® + bv?) d:rdt—l—)\/ /Ugd:vdt.
2 Jo 0o Jo 0o Jo

Usando as desigualdades de Hoélder e de Young na ultima integral, observando

que v3 < |o]? = |v[v? < CLv? + ev?, para todo € > 0 e que 0 < A < 1, temos

1 t t
—/02(t)dx+/ /|DU\2da:dt+)\/ /v4d:vdt
2 Q 0 Q 0 Q

1

5/ 2 + [lall (o / / 2dxdt+\|b||Loo(Q)/ /|v|3dxdt
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A A [t
+= / / vidrdt + = / / g*dxdt
1 2
5 vadx + Ha||Loo(Q) vidadt + [|b]] () C v? + evt)dxdt
+= / / vidrdt + = / / g*dxdt
2 0 Q 2 0 Q

Tomando € > 0 tal que €||b||._(g) > A/2, temos da desigualdade acima que,

t t
/vQ(t)d:H/ /|Dvl2d:vdt+5/ /v4da:dt
Q 0 Jo 2 Jo Ja
t
§C(Hvolliz(g)+||g||iZ(Q)+/O /Qv2d:ndt>. (2.17)

Da desigualdade acima temos,

t
é&@mgcwm@®+mmmg+cAL¥th

Usando o Lema de Gronwall segue

/Q (t)dz < Ce (ol + N9lEa0))

para todo t € (0,7).

Integrando ambos os membros em (0,¢), com t € (0,7T),

/ / t)dxdt < C (”U0||L2(Q + ||9||L2 ) :

Portanto, da desigualdade acima e de (2.17), temos

t t
/1)2(t)dx+/ /|Dv|2dxdt+)\/ /U4dxdt§C’(||v0||%2(9)—|—||g||%2(Q)), (2.18)
Q 0 Q 0 Q

para todo ¢ € (0,7, onde C' > 0 depende apenas de |a||... () |0l z.(@),2 e T
Multiplicando a primeira equac¢do do problema (2.15) por v; e integrando em

Q x (0,t), para t € (0,T], temos

t t t t
/ /(vt)Qdmlt—/ /vtAvdxdt = )\/ /—vtv?’dxdt+)\/ /(avtv+bvtv2~|—vtg)dxdt.
0 Jo 0 Jo 0o Ja 0o Ja

(2.19)
Usando as identidades de Green, bem como as condi¢oes de bordo do problema

(2.15), temos

/Ot/QvtAvdwdt :/ [ 00 —vtdS /QD(vt(t)).Dv(t)dxdt} dt
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1 [td 1 1
=—= [ — [ |Dv(t)]Pdedt = —= | |Dv(t)|*d —/D *da. 2.20
5 | 5 | pe@bdst =5 [ powPar 5 [ Duwfar 220

Agora, aplicando as desigualdades de Hdélder e Young em cada parcela, da ultima

integral em (2.19), obtemos

t
/ /(avtv + bow? + vpg)dadt
0o Ja

1 t
= 5/ / (C.lalv? + elalv? + e[bfv? + Culbfv* + C.g® + ev?) duwdt (2.21)
0 JQ

para todo € > 0.

Além disso,

! 1 [ 1 1
/ /vtv3dxdt: —/ /(U4)tdxdt: —/114(t)da:— —/védm,
0 Jo 4 Jo Ja 4 Jo 4 Jo

para todo t € [0, 7.
Substituindo (2.20), (2.21) e a igualdade acima em (2.19), obtemos

/Ot/g(vt)zdxdt—i—%/Q\Dv(t)Pda:—F%/ﬂv‘l(t)dw

t t
< C.llallio / / Pdrdt + ¢ (o) + IWllze + 1) / / (v,)?dedt
t t 1 1
—I—CeHbHLOO(Q)/ /v4dxdt+C'€/ /g2d:cdt+—/ |Dv0|2dx+—/v§d:c.
0 Q 0 Q 2 0 4 0

Na desigualdade acima, tomando ¢ > 0 tal que € (||al|r.(@) + [|bllzci@) +1) <
1/2, temos que

1 /[t 1
—/ /(vt)zdasdt+—/ |Du(t)2dx + A/ Yt)dr < Ollal|z. Q)/ / v dxdt
4 Jo Jo 4 Ja
4 2 2 1 4
+C||b| L., Q)// da:dt—l—C// dedt + = /\Dvo\ da:—l—Z—L/vodas.
0

Usando a desigualdade (2.18) nas duas primeiras integrais do segundo membro

da desigualdade anterior

t
/0 / (vn)2dadt + / Du(t)Pda + A / o (t)de < G (Juole + 191@)

Cllgllq) + I1Pvoll L) + ol Lyg)):

para todo t € (0,1].
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Portanto, como W, (Q) — Ly(Q), temos

/0 t /Q (vr)?dadt + /Q |Do(t)*da + A /Q o (t)da

C (9101 + 1D 200 + N0z (2:22)

para todo t € (0,¢], onde C' > 0 depende somente de ||a|| . (q), [Pl (@), 2 e T
Finalmente, multiplicando por —Av a primeira equa¢do do problema (2.15) e

integrando em Q x (0,t), para t € (0,7, temos

t t t
—/ / v Avdzdt + / / |Av|*dxdt = )\/ /(—avAv — ?Av 4+ v* Av — gAv)dadt.
0 Jo 0 Jo 0 Ja

(2.23)
Utilizando as identidades de Green na primeira integral e no terceiro termos
da tltima integral da desigualdade acima, como também usando as desigualdades de

Holder e Young nos demais termos da tltima integral, temos

¢ ¢
/|Dv(t)|2dac—/ |DUO|2dI+/ /(Av)dedt—i—?)/\/ /U2|Dv|2dxdt
Q Q 0 Jo 0 Jo
¢ ¢ t ¢
< ||a||%ocC’€/ /Udedt—i-HbH%ng/ /v4dacdt+05/ /g2dxdt+36/ /(Av)dedt.
0 Jo 0 Jo 0 Jo 0 Jo

Tomando 0 < & < 1/3,

t t
/|Dv(t)|2dm~|—/ /(Av)Qdde—)\/ /v2|Dv|2dmdt
Q 0 Q 0 Q

< C (Ilvll7yi) + 1vl1zu) + 19112 + 1Dv0lI, ) -

Substituindo a desigualdade (2.18), na desigualdade anterior, temos

t ¢
/\Dv(t)|2dac+/ /(Av)Qdacdt—I—)\/ /v2|DU|2dacdt
0 0 Jo 0 Ja

< C (llvollfp@) + N9ll7.0) + 1Dl ,0) »

para todo t € (0,T]. Portanto,

/|Dv 2dx+//Av 2dxdt+)\// v?| Dv|*dxdt

<C (||U0||%2(Q) + HQH%Q(Q) + ”DUOH%Q(Q)) ;

para todo ¢ € (0,7, onde C' > 0 depende apenas de ||a||... (), |0l z.(@), T € §2.
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Por fim, pelas desigualdades (2.18), (2.22) e pela tltima desigualdade
01200y < € (Il + l9laiq) + ol 2y + 101 o

< C (Iloliyzey + 191300) + o0 zcy ) -

Portanto, pelo teorema 1.11 e pela desigualdade acima temos

[0l Lo(@) < é||U||W§'1(Q) <C (||UO||I2/V22(Q) + 119/l 2@ + ||U0||W,§(Q)> ; (2.24)

onde C,C > 0 dependem somente de ||a||r.., ||b]lz.., T e §2, como querfamos mostrar.
Como as hipoteses (a) a (e) sdo satisfeitas, pelo Teorema de Ponto Fixo de

Leray-Schauder (Teorema 1.14), temos que existe um ponto fixo do operador 77 isto é

v =Ty, com v € Lg(Q) N W3 (Q). Logo v é solugao do problema (P,,,) e satisfaz a

estimativa (2.1).

3 3

Observagao 2.1 Tomando o termo —cv®> com ¢ > 0 constante, no lugar de —v° no

problema (P,,.), podemos observar que os resultados obtidos nesse capitulo continuam

validos.

2.2 Regularidade do Problema Awuxiliar

Mostraremos um resultado que nos dé a regularidade de solucao do problema

auxiliar.

Teorema 2.2 Assuma a,b € Ly(Q), g € L,(Q) com q > 2 e vg € WZ(), tal que
o/ Onlsn = 0. Seja Q um dominio limitado de classe C*. Se v € W2 (Q) € a solugdo
do problema (Py,) dada pelo Teorema 2.1, entdo v € W(;’l(Q), onde ¢ = min{q, 10/3}

e satisfaz a sequinte estimativa:

o2y < € (loollwzen + NeollSziey + Iliar + ol @) . (2:25)

onde C' depende de ||a||r..), |0z, T € 2.
Se, além disso, vy € W32q/5(§2), com q > 10/3, entio v € W2'(Q) e satisfaz

oz < € (Ioollwz, o + ol o)+ ol +loll@), (226

onde C' depende de ||a||r.. ), |0z, T €.
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Demonstracao:
Defina G := av + bv> — v® + g. Como v € W, (Q) e W5 (Q) — L1o(Q), temos
que G € Lz(Q) onde ¢ = min{10/3, ¢}. Note que ¢ > g > 2. Entao, pelo Teorema 1.13,

NS Wg’l(Q), e satisfaz a estimativa
Iollwziig) < € (IGl Ly + olly2-2rmy ) - (2.27)
/10 .
Tomando p = 10/3 no Corolério 1.9, temos W3() — W; i (Q) — W;iQ/q(Q),
pois ¢ < 10/3. Logo, segue da tultima desigualdade que
lollwz gy < € (I ra@ + luollwziey ) -
De onde,
[ollw21g) < € (lallrw@lvllzy@ + 18]l 2@ 19?1 250@) + 1101 £a@) + 9]l 2o
ool < € (I0llzgi@ + 1018, + ol + I9lgi@ + lenlhuzo)
<C (HUHqu(Q) + Hv”%gq(@ + Hv”?igq(cg) + [l9llz,@) + ”U0HW22(Q)) : (2.28)

Note que para 0 < 6 < 1, temos 0% < 6% < 0, e para 1 < 6 < oo, temos

0 < 6? < 63. Entao para todo 6 > 0,
0> < 6+ 0°.
Com isso, da desigualdade (2.28), obtemos

o2y < € (0@ + 100 i) + lollzgi@ + ooz ) - (2:29)

Além disso, temos W2 (Q) — Ls5(Q), entdo da ultima desigualdade e da ine-

quagao (2.24), segue
||U||W§’1(Q) <C [||U||W22‘1(Q) + ||U||?/V§,1(Q) + llgllza@ + ||Uo||W§(Q)}
3
<c [<||Uo||w§(9) + llooliz + gl ) + (Hollwze) + leoliziey + 19la@))

+l9lla(@) + Ivollwzcey -
Desenvolvendo o termo de poténcia ciibica, usando a desigualdade de Young em

cada termo desse desenvolvimento, e procedendo de modo analalogo como na obtencao

da desigualdade (2.29), obtemos

lllwzg) =€ [Ilvon;(m + ol + 19lza@ + 1917,



27
Portanto,
[ollzgy < € [loollwz) + otz + lglrai@ + 9l @) -

Agora, se 10/3 < ge vy € W3q/5(Q), temos que G € Ly/3(Q) e pelo teorema 1.13

temos que v € Wlé/3(Q) e satisfaz

el @ < € (16s@ + gz, )

Tomando p = ¢ no Corolario 1.9, temos para ¢ > 10/3 que W??q/5(Q) — Wfﬁz/q(Q).

Em particular, pela estimativa anterior,

lollwz,

3 (@) < C <||GHL10/3(Q) + ||U0” 3 /5 ) .
De onde,
[olwzs @) < € (Illi@ + ol @) + 19llzugs@ + Iollwz, @)

< C (lollwza gy + 10z + 190l anysi@ + lolluz @)

pois W22’1(Q) — L1p(Q).

Pela ultima desigualdade e pela inequagao (2.24), temos
Iz, @ < € [(Ioliz) + leolwze + 9l @)

3
(Il + Bolbzon + Nolzser) + Uolager + g o

< C [llvollwz, (0 + oSz ey + 19l zaossc@) + 1912 00 - (2:30)

Por outro lado, Wfo/g(Q) — Loo(Q), entdo G € Ly (Q). Com isso pelo Teo-

rema 1.13, temos que v € W2''(Q) e satisfaz
lollwz g < € (IGHz@ + Ioollya-2rey )
<€ (Iollai + ol + ol o + sl

<COMWu@HMW1 A+ lollwz o +wm@)

Da desigualdade (2.30), temos
Iollwzgy < € (Iollwziay + Ivoll iz + 9llza@ + 1912, + lglza@ + Ivollwz o)

< C (llvollws, 0 + ol @+ I9lz.@ + 918,
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2.3 Continuidade e Unicidade de Solucao do Proble-

ma Auxiliar

Agora iremos demonstrar resultados sobre a continuidade de solu¢ao do problema
auxiliar (P,,,) em relagao ao termo forcante e aos dados iniciais. Estes resultados tem

como consequéncia a unicidade da solu¢ao do problema auxiliar.

Teorema 2.3 Sejam g1 e go € L,(Q), com q > 2, v§ e v} € WZ(Q) e sejam vy,
vy € WyH(Q) as solugées correspondentes do problema (Pag), com (vh,g1) e com
(U(Q),QQ), respectivamente. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 2.1, vy e vy satisfazem
a sequinte estimativa

o1 = vally2r ) < C <||Ué — Vpllwz ) + g1 — 92||L2(Q)> )

onde C' > 0 depende de ||al|1(q), [|b|Lo@), T e €.

Demonstracao:

Considere v := v; — vy € vy := v} — v3, entdo do problema (Py) temos o seguinte

problema
v
E—AU:BU+(91—92) em @,
Jv/on =0 em 092 x (0,77, (2.31)
v =1y em  x {t = 0},

onde B := a + b(v; + vy) — (v} + vyvy + v3).

Observe que, usando a Desigualdade de Young,

o1 9 9 9 b? vi vl b?
B§a+§+§(v1+v2) —(vl—i-vva—l—vz):a—i-E— ==+ = §a+§, (2.32)

Entao, B € Lo(Q) e satisfaz

b2
max B < max (a—i— —) = M.
Q Q 2

Multiplicando a primeira equacdo do problema (2.31), por ve 2! e integrando

em (0,%) x 2, com 0 < ¢t < T, temos

t t t
/ /vtveZMtdxdt—/ /vAveQMtdxdt:/ /BUQeQMtdxdt
0 Ja 0o Ja 0 Jo

t
"’/ /(91 — go)ve M dxdt. (2.33)
0 Jo
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Por outro lado, observe que

—2Mt _ 1<U2)t6—2Mt 1(U26_2Mt)t — 1(1}2)t€_2Mt _ U2M6_2Mt.

vve e
2

De onde,

1
veve M = —(?),e72ME L P Me?ME

2

Entao substituindo a ultima igualdade em (2.33), temos

/ / < MY 42 Me™ 2M>d:vdt+/ / MY Doy 2dadt
t t
= / / Bv?e *Midydt + / / (g1 — go)ve *Midzdt,
0 JQ 0 JO

1
2/ v(t)%e _2Mtdx+/ / —2MY Dy|?dxdt
/ / (B — M)v?e Mt dxdt + / / g1 — go)ve Midydt + = / vid.

Portanto, usando a Desigualdade de Young, e o fato que B — M < 0, obtemos

1 t
—/v(t)Qethdx—l—/ /eQMt|Dv|2d:cdt
2 Ja 0 Jo

t 1 t 1 t
< / / (B — M)v?e Mt dgdt + / / (g1 — g2)%e Midadt + — / / v2e M drdt
0 Ja 2Jo Ja 2Jo Ja
1 2 1 2_—2Mt L[ o o 1 2
+= | vydr < = (g1 —g2)%€ dxdt+ - ve dedt+ = [ vidz. (2.34)
2 Ja 2o Ja 2Jo Ja 2 Ja

Logo,

t t
/v(t)ze_ZMtd:vS/ /(91—92)26_2Mtd93dt+/ /UQG_QMtd:rdt—l—/vgd$
Q 0 Jo 0 Ja Q
T t
< / / (g1 — g2)%e M dxdt + / / v2e *Mdzdt + / vedz
0o Jo 0 Jo Q

Aplicando o Lema de Gronwall, temos

_QMt/ Vdr < e (/ / g1 — g2) 2Mtdxdt+/ dx) ,
T
/v(t)de <C (/ /(91 — go)2e *Mdxdt + / vgdm)
Q 0o Jao Q

de onde,

e portanto,
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<C (/()T/Q(g1 — go)dxdt + /Qvgdx) , (2.35)

onde C' > 0 depende somente de T

Da desigualdade (2.34), podemos ter também

t
//eQMt|DU|2d:cdt
0o Ja
1 /[t 1 [t
< —/ /(gl—gz)QG_QMtdxdt+—/ /vze_QMtd:vdtJr/vgdx
2 0 Q 2 0 9] Q
1 [ 1 [t
< 5/ /(gl—gg)dedt—i——/ /dea:dt—i—/vgdx

Entao pela desigualdade (2.35), aplicada ao seguindo termo acima, temos

e 2MT / / | Dv|*dxdt < / / MY Dy dxdt
<C (/ /(91 _92)2dxdt—|—/v§dx> ,
0 JQ Q

onde C' > 0 depende somente de T

Com isso, da ultima desigualdade e de (2.35) obtemos,

/Q o(t)2dz + /0 t /ﬂ | Dof2dzdt < C ( /O ' /Q (g1 — go)?dact + /Q vgdx). (2.36)

Agora multiplicando a primeira equacgao do problema acima por v; e integrando

m (0,¢) x Q, com 0 <t <T, temos

t t t
/ / vidrdt — / / v Av dxdt = / /(B’U + (g1 — g2))vdadt.
0 Jo 0 Jo 0 Jo

Usando integragao por partes, e as condigoes inicial e de bordo do problema

(2.31), segue

1
// 2dxdt + /|Dv( |dx—/ / (Bv+ (g1 —g2))vidxdt + = /|Dv0|2da:. (2.37)

Pela Desigualdade de Young, temos

t t
1
— vd:cdt:/ /\/5 — —; dxdt
/O/Q(fh g2) vy o (91 92)\/5 t
t 1 t
g/ /(91 —92)2d$dt+_/ /vfd:vdt.
0 Jo 4 Jo Ja

E pela Desigualdade de Holder generalizada temos,

t t 1/2 t 3/10 t 1/5
/ Bovdzdt < ( / / vfdxdt> ( / / vlo/3d:vdt> ( / / B5dxdt>
0 0 JQ 0 Q 0 JQ
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‘ 1/2 t 3/10
< (/ /vfdxdt) (/ /vlo/sd:vdt> 1Bl s (@)

Portanto, substituindo estas duas tltimas desigualdades em (2.37), obtemos

//vtdxdt+ /|Dv |d:p</ / g1 — go) dxdt + = //vfdxdt
(2.38
(/ /vfdxdt) (/ / 10/3dxdt> | Bl|Ls ) + /\Dvo\ dx.

De acordo com a desigualdade (2.32), temos

)

2

b
CI/ —
2

b2

a+ -

<
<C 5

L5(Q)

1B s(@) < <C,

Loo(Q)

onde C' > 0 depende somente de ||a||. (@), [|bllz..(@), 2 e T.

Entao, usando a ultima desigualdade em (2.38),

t 1 t 1 t
/ / vZdxdt + —/ |Dv(t)|*dx < / /(91 — go)*dxdt + —/ / vZdxdt
0o Ja 2 Ja 0o Jo 4 Jo Jo

t 1/2 t 3100 4 t
+C (/ /vfdxdt) (/ /Ulo/3dxdt> + —/ | Dvo|2dz < / /(91 — g9)*dxdt
0o Jo 0o Jo 2 Ja 0o Jo
1 t t t 3/5 1
—i——/ /U?dmdthC £ (/ /de:cdt) + C. (/ /vlo/?’daf;dt) —|——/ | Dvo|?da.
4 Jo Ja 0o Jo 0 Jo 2 Ja

Tomando ¢ > 0 tal que, (1/4+ C.e) < 1/2, obtemos

1 [ 1
—/ /vfdxdt—i——/ | Dv(t)|*dx
2 0 JQ 2 Q
t t 3/5 1
/ / (g1 — g2)*dxdt + ( / / v10/3dxdt) + = / |Dvo|*dz | (2.39)
0o JQ 0 JQ 2 Q

Desta vez, multiplicando por —Awv, a primeira equagdo do problema (2.31) e

<C

integrando em (0, ) x Q, temos

1 t
_/ |Dv<t>’2da;—|—/ /(Av)zda:dt
2 Q 0 Q
t t 1
_ _/ / B'UA'U dxdt — / / A'U(gl — QQ)dxdt + _/ ’D’UO’QdQ:-
0 Q 0 Q 2 Q

Usando as Desigualdades de Holder e Young, no segundo membro da igualdade

%/Q\Dv(t)dejL/Ot/ﬂ(Adexdt

acima, obtemos
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¢ 3/10
< |I1BllLs @) ( / / 10/3da:dt) ( / / (Av) dwdt) / / (Av)*dxdt
/ / g1 — go)*dadt + = /|Dv0| dx
t 3/10 1 [t
<C </ /Ulo/?’dxdt> (/ /(Av)%lmdt) + —/ /(Av)2dxdt
0 Ja 0o Jo 4 Jo Jao
! 1
+/ /(91 —92)2d$dt+§/ | Dvo|*dz:
0o Jo 0
t 3/5 t
C. < / / v10/3dxdt> +¢ < / / (Au)%zxdt)
0 Ja 0 Ja
/ / (Av) dzdt+/ / g1 — g2)’dxdt + = /|Dvg| dz.

Tomando € > 0 tal que, (C.e +1/4) < 1/2, obtemos

t
/ypv(t)\2dx+/ /(Afu)2
0 0 Jo
t 3/5 t 1
<C [(/ /vlo/3dxdt> +/ /(gl—g2)2da:dt+—/ | Duvol?dz | |
0 Ja 0 Ja 2 Jo

com C' > 0 dependendo somente de ||a||r_ (), |b]|z..(@), e T.

Somando as estimativas (2.36), (2.39) e a estimativa acima, temos

[0]1520 o) < C (VN1 500) + 1191 = 92ll720) + Ilvollivzy ) - (2.40)
3 (Q) / 5 ()

Como W3 (Q) —— Ligs3(Q) — Ls(Q), entdo pelo Teorema 1.15, temos que

para todo £ > 0 existe n(e) > 0 tal que a seguinte estimativa é valida

10l1Z,, .0) < EHvazl + ()0l
/ Q)

Logo, tomando £ > 0 tal que, C.e < 1/2, na desigualdade acima e substituindo-a

m (2.40), temos pela desigualdade (2.36),

HUH?/V;J(Q) <C (||U||%2(Q) + llgr — 92||%2(Q) + ||U0|’12/v22(9)> <C (Hgl - 92”%2(@ + ||U0||I2/V22(Q)> )
(2.41)
Onde C' > 0 depende somente de ||a||r. (@), |blle.c), 2eT.

O que prova o teorema.
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Corolario 2.4 Sejam g1 € g2 € L,(Q), com ¢ > 2, v} e v € W(Q) e sejam vy, vy €
Wy (Q) as solugdes correspondentes do problema (Phyy), com (v, g1) e com (03, g2),
respectivamente. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 2.1, temos vy, vy € W;’I(Q),

onde ¢ = min{q, 10/3}, e satisfazem a sequinte estimativa

lor = vallwza gy < € (I1vh = wbllwzir + g1 = 92 l@)

onde C' > 0 depende de ||al|1(q), [|b|Lo), T e €.
Se além disso, v} € W32q/5(Q), com 2 < 3q/5 < oo, para i = 1,2, entio vy, vy €

2,1 - : N
W2HQ), e satisfazem a sequinte estimativa

3q/5

lor = wallyz gy < € (Iod = eBllwz @ + 91 = g2l uc@)

onde C' > 0 depende de ||al|1(q), [|bl|L.), T e €.

Demonstracao:
Sejam v e vy como na demostracao do teorema anterior.
Observe que Bu+(g1—ga) € Lz(Q), onde ¢ = min{q, 10/3}. Como vy € WZ(Q) —
2-2/10

Wiz (@) — ;_2/5(9), entdo pelo Teorema 1.13 temos que v € W7"'(Q) satis-

fazendo
lollwz gy < € (ollya-sagy + 1Bv+ (1 = g2)lls, )

Usando a desigualdade triangular e a de Holder,

lellwz g < € (Iollwze + IVl za@y + llg1 = 2llzuc@) -

Pelo Teorema 1.11 temos que Wy (Q) — Lz(Q), entio segue da desigualdade (2.41)
que

[ollwzg < € (leollwzie + lollyz gy + o1 = gellz,a)) -

< & (Iollwze + lgr = 92ll,@)) -

Suponha agora vy € Wi, 15(€2). Entéo pelo Corolario 1.9 temos que vy € ws, /5(82) =

WqQ_Q/q(Q), com 2 < 3¢/5 < oo, o que implica que § = 10/3. Assim, temos que

v E Wfé}:g(Q) C Lo(Q), de onde Bv + (g1 — ¢92) € L,(Q). Entao, pelo Teorema 1.13,

v € W2'(Q) e satisfaz a seguinte estimativa

[ollwz gy < € (o lly-agy + 1B+ (91 = g2)lni@))

< C (Jleollws

3q/5

@+ ol + o1 = el @) -
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Segue da ultima desigualdade e de (2.42), que v satisfaz

Pollwzrigy < € (loollwz, o + o1 = g2lleac@)) -

3q/5

Corolario 2.5 Sob as hipdteses do Teorema 2.1, a solu¢ao do problema (Py,,) € unica.

Demonstracao:
Considere vy e vy solugoes do problema (P,,;), entao pelo teorema anterior, temos

a seguinte estimativa,

lor = vally2a gy < C (||vo — vollwz) + llg — gIILq@)) =0,

portanto v; = ve. Assim, o problema (P,,,) possui tnica solugao.



Capitulo 3

O Modelo de Solidificacao 1

Neste capitulo, discutiremos resultados envolvendo o problema do modelo de

Campo de Fase:

( %—Au-—?—f—i—f em @,
0¢ _ 2 _ 43
P) E—Agb—agb—l—bqb ¢’ +u em Q,
Ju/On = 0¢p/0n =0 em 0 x (0,77,
\ U = up, » = o em Q x {t =0}.

3.1 Existéncia de Solucao para o Modelo de Solidifi-
cacao 1

Teorema 3.1 Assuma que a, b € Lo(Q), | uma constante, f € L (Q), com q > 2,
e ug, g9 € WZ(Q) satisfazem Oug/On = Opy/On = 0. Além disso, seja @ C R um
dominio limitado de classe C*. Entdo existe uma solugio (u, ) € Wy (Q) x Wi (Q)

do problema (Py). Além disso, vale a sequinte estimativa,

ullyz1g) + 9lly21 ) < C <||¢0||W§(Q) + [[dollfyz(g) + lluollwz@) + Hf||Lq(Q)) , (3.1)

onde C' > 0 dependendo apenas de ||a||r. o), ], I, T e de S

Demonstracao:

Iremos aplicar o Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder no espaco de Banach

B :={(u,¢):u € L3(Q),d € Lo(Q)}.
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Para isso consideramos a familia de operadores Ty : B — B, com A € [0, 1], definida

por (u,¢) = Tx(v, 1) se, e somente se, v é solugdo do problema

( Ou B 0¢
af—tAuA(lE+f> em (),
(PY) E—A¢:agb+b¢2—gb3+)\v em (@),
Ju/on = 0¢/On =0 em 02 x (0,71,
\ U = Uy, = Py em  x {t = 0}.

Iremos mostrar que o operador acima satisfaz as condigoes do Teorema de Leray-

Schauder.
a) Primeiramente vamos mostrar que 7 esta bem definido para todo A € [0, 1].

De acordo com o Teorema 2.1, como v € L3(Q), a segunda equacao do problema
(P}) possui solucao ¢ € W;l(Q) Do Teorema 1.11 com g = 3, temos que ¢ € L (Q) C
Lo(®). Em relacdo a primeira equagao do problema acima, como —l¢; + f € Lz(Q)
onde ¢ = min{3, ¢} > 2, temos que os teoremas 1.11 e 1.13 garantem a existéncia de
uma solugao u € W;’I(Q) N L19(Q). Portanto, temos que a aplicagao Ty : B — B, esta
bem definida.

b) Agora vamos mostrar que para cada A € [0,1], T : B — B é continuo e compacto.

Sejam (v;, ;) € B, e (ui, ¢;) = Th(v;, 1), parai = 1,2. Pelo Corolario 2.4, temos

que a seguinte estimativa é satisfeita

61 = @2lly21q) < CAllor = valLa@) < Cllvr — 2l Ly,

pois 0 < A < 1.
Considerando ¢ := ¢1 — ¢9 € u := u; — uq, pela primeira equacao do problema
(P}), temos que u e ¢ satisfazem ao problema

ou 0¢

E — Au = —Ala em Q,
ou/on =0 em 092 x (0,77,
u=0 em € x {t = 0}.

Como ¢; € L3(Q), aplicando o Teorema 1.13, & este problema obtemos

s = tall 2 gy < CAII(é1 = b2)illzaey < Cllér — dallyza
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pois 0 < A < 1.

Entao, pelas duas dltimas desigualdades,
Jur — U’2||W32’1(Q) + [l¢1 — ¢2||W32’1(Q)

< C (61 = Balluza gy + Il = w2llza@) < Cllor = wallzace)
< Cff(v, ¢1) = (v2,92) |5

Assim, para cada X € [0, 1], temos que T) : B — W2"'(Q) x Wi (Q) é um opera-
dor continuo. Novamente pelo Teorema 1.11, temos a imersao continua e compacta
Wal(Q) x Wi (Q) —— B. Logo, para cada A € [0,1], o operador Ty : B — B, ¢

continuo e compacto, como querfamos.

¢) Vamos mostrar que dado A C B limitado, entao para todo (v,¢) € A, Thw é um

operador continuo em A\ e uniformemente com respeito a w € A.

De fato, considere A C B limitado e (v,v) € A. Sejam Aj, A9, € [0, 1], e para
cada i = 1,2 tomemos (u;, ¢;) := T, (v,). Entao para cada i = 1,2, (u;, ¢;) satisfaz

ao seguinte problema,

( Ou, _ J9;
aat—Aui—)\z<—lat —I—f) em @,
Oi b b — B\
or Ap; = ad; +bd; — ;7 + Av em Q, (3.2)
Ou;/On = 0¢;/On =0 em 092 x (0,77,
L Ui:U0,¢i:¢0 emQx{t:O}

Pelo Teorema 2.3 aplicado a segunda equagao do problema acima que

61 = P2llpz1g) < ClAL = Aol 0]l Ls(@)- (3.3)

Agora, considerando u := u; — us, da primeira equac¢ao do problema (P;) temos

ou B 0o1 09

De onde,

0 0 )
8—:; —Au= [—l()\l - Az)% bW (% - %) + (A — AQ)f} .
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Logo u satisfaz ao problema

ou 091 0p1 O,
ou/on =0 em 092 x (0,71,

u=0 em Q x {t =0}.

Como o segundo membro da equacao do problema anterior pertence a W; ’1(Q),

onde ¢ = min{q, 10/3}, entao pelo Teorema 1.13,

[ur = usllywz1(g) = lullwz1q)

elo dp1 O
% [As (E - E) + (A=) f

+ A1 — Ao Hf”Lq(Q)] . (34)

<C H—Z(Al o) ——

Lg(Q)

961

<
=C ot

ll)\l — +l)\2

L3 (Q) L3 (Q)

Aplicando o Teorema 2.2 a segunda equagao do problema (3.2),

(¢1 ®2)

ot

O,
H < ||¢1||W§’1(Q) <C.
Lq(Q)
E pela desigualdade (3.3), temos
|50 - H— 4 - < 61 ~ dallwargy < O~ Nal Iolisie
L3(Q)

Substituindo as duas ultimas desigualdades em (3.4), obtemos,
Hu1 — UZHW;’l(Q) S C‘)\l — )\2|
Pelo Teorema (1.11), por (3.3) e pela desigualdade anterior, segue

lur = sl y@) + o1 = P2llLoi@) < llus = wally21(g) + 01 = P2llyz1(g) < Clhi = Al
Logo,
Jur = uallry@) + |91 — d2llro@) < ClA — Aaf,

onde C' > 0 nao depende de A\ e \s.
Assim temos que T(yw : [0, 1] — B é continua em A e uniformemente com respeito

aw € A, como querfamos mostrar.

d) A seguir mostraremos que o operador T possui Gnico ponto fixo em B.
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De fato, para A = 0 o problema (P}) se torna,

— —Au= em @,

— —Adp=a¢p+bp* —¢° em Q,
du/on = dp/on =0 em 0N x (0,77,
u = ug, ¢ = ¢y em Q x {t =0}.

(

Aplicando o Teorema 1.13 na primeira equacao do problema acima, temos que
existe Ginica solu¢ao u € W2'(Q) C Ls(Q) desta equacao. E aplicando os teoremas 2.3
e 2.1, na segunda equacao, temos que existe tinica solugao ¢ € WqQ’l(Q) C Lo(Q) desta
equagao. Portanto, (u,¢) é a tnica solugdo do problema anterior, logo (u,¢) € B é o

tnico ponto fixo de Tj.

e) Finalmente, mostraremos que existe uma constante K > 0 tal que todo possivel

ponto fixo (u, ) € B de T, para algum A € [0, 1], satisfaz a estimativa,

I(w, d)l|5 < K.

Para isso iremos estimar a norma de um possivel ponto fixo (u, ¢) de 7. Considere
(u, ) € B ponto fixo de Ty para algum X € [0,1]. Entao, (u,¢) satisfaz ao seguinte

problema

( Ou B 0¢p
aqbaAu)\(lE—i-f) em (Q,
E—A¢:a¢+b¢2—qﬁ3+)\u em @), (3.5)
Ju/On = 0¢p/0n = 0 em 09 x (0,71,
\ u = up, ¢ = ¢y em Q x {t =0}.

Multiplicando a primeira equagao do problema acima por (u+ A¢) e integrando

em Q x (0,t), com 0 <t < T, temos

t t t t
/ /utuda:dt+)\l/ /(but dxdt—/ /uAudxdt—/\l/ /¢Audxdt
0 Ja 0o Ja 0 Ja 0 Ja
t t t
:)\/ /(u—l—)\l(b)fdxdt—)\l/ /(btudxdt—)\2l2/ /@qbdxdt_
0 Ja 0o Ja 0o Ja

Como
)\l/o /Q(¢ut + ppu)dxdt = Nl </Q o(t)u(t) dr — /Q¢gu0 dx) ,
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entao,

1 272
2/ 2dm+)\l/q§ dx+&/¢> dx+/ /|Du| dxdt— )\l/ /¢Audmdt
Q
1 ) /\2 2
=3 ugdr + Al [ poug dx + —— qbod T+ A u+)\l¢ f dzdt.
Q Q

Portanto,

- /Q (u(t) + N(t))? d + /O t /Q |Duf*dudt + Al /O t /Q DéDu dudt

1 9 t
=5 /Q(Uo + M)~ dx + /\/0 /Q(u + Alo) f dxdt. (3.6)

Multiplicando a segunda equagao do problema (3.5) por ¢, e integrando em 2 x

(0,%), com 0 <t < T, obtemos

%/{2¢(t)2dx+/ot/§2|ng|2da:dt: %/nggdx
+/Ot/Q(a<b2+b¢3—gz§4)dmdt+)\/0t/ngbdxdt.

Como |¢?| = ¢?|¢| < C.¢* + £¢* e pela desigualdade de Holder e de Young,
1 2 ' 2
— [ o(t)*dx + | Dol dxdt
2 Ja 0o Jo
1 2 ' 2 ' 3 ' 4
< 3 Podz + ||al| L@ o*dxdt + ||b|| L. (@) ¢ dxdt — ¢ dxdt
Q 0o Ja 0o Ja 0o Ja
t t
i [ [ wodsdt < (o + Collbliia) [ [ oo
0o Ja 0o Ja
t t 1
+(el|b|| o) — 1)/ /<b4da:dt+/\/ /ugbd:cdt—i— —/ padz.
0o Jo 0o Jo 2 Ja

Tomando ¢ > 0, tal que €|b||1_ (@) < 1/2, usando a desigualdade de Young na

obtemos

altima integral da desigualdade acima e que 0 < A < 1, obtemos

/¢ d:zc+//|Dgz5|dmdt+ //gbdxdt
SC’/Ot/gqbzdxdt—l—%/Ot/guzdxdt—l—%/ggbgdx.

Multiplicando a ultima desigualdade por (1 + A??) e somando & equagio (3.6),

obtemos

1

2 /Q [(u(t) + M())* + (1 + X*1*)6(t)?] da
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t 1 t

+/ /(|Du\2+)\qu§Du+(1+)\212)1D¢|2)dxdt+5(1+)\212)/ /¢4d:cdt
0 JOQ 0 Q

< %/Q(qurAlqso)QderA/o /Q(u+)\lgz5)fdmdt

1 272 2 2y [ 2 L+ X2 [ 2
+=(1+ A7) | ¢pdx+ C(1+ N°17) ¢-dxdt + u” dxdt.
2 Q 0 Ja 2 0 Jo

Usando as desigualdades de Hélder e Young na equacao acima,

% / [(u(t) + Ng(®))? + (1+ N1)p(1)?] da

// (|Dul|® + Nl D¢Du + (1 + N*1%)| Dg|? )dxdt+1(1+)\2l2 / /¢ dadt

gC’(/nggdij/udx%—/ /dea:dt—i—// 2da;dt+/ /¢2dxdt> (3.7)

Por outro lado, observe que

/Q (%u2+¢2) dz g/Q

- / [(u+N@)* + (1+M1%) ¢°] do
Q

/\2 2
/ / < | Du|? + <1+—) |D¢|2) dxdt
t 2712
< /O /Q <§]Du|2 + 5|D(u + M) |* + (1 + ﬂ) de)\?) dxdt

t
://(|DU|2+>\ZD¢DU+(1+>\2l2)|D¢|2) dxdt.
0 Q

2
%zf + (\%u + \/§Al¢) +¢? | da

e também,

Substituindo as duas ultimas desigualdades em (3.7), obtemos

/Q(uQ(t)+¢2(t))das+/0t/Q(]Du|2+]D¢\2+¢4) dxdt

gO(/nggdx+/ﬂugdx+/ot/ﬂf2dxdt>+C(/Ot/ﬂ(u2+¢2)dxdt).

Utilizando a Desigualdade de Gronwall, temos

/Q(UQ(t) +¢*(t)) do < C (/Q padx + /ngdx + /Ot/Qde:vdt> .

Logo, pelas duas tltimas desigualdades,

t t t t t
/ /u2dxdt+/ /¢2da:dt+/ /|Du|2dxdt+/ /!D¢|2dxdt+/ /¢4da:dt
0 JQ 0 JOQ 0 JQ 0 JO 0 JQ
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t
C( / padx + / ugdz + / / f2dxdt>.
Q Q 0 Q
De onde,
t t t t t
/ /u2d:vdt+/ /¢2dxdt+/ /|Du|2d:vdt+/ /|Dq5|2dxdt+/ /¢4dxdt
0 JQ 0 JQ 0 JQ 0 JQ 0 JQ

< C (llgoll 7,0 + lluollZ,0) + 11f112,0) < C (H(bOHI%VQZ(Q) + Huomvg(g) + ”fH%Q(Q)> :
(3.8)
onde C' > 0 depende somente de ||al/z_(q), |bllz.c@), 2 e T.
Multiplicando a segunda equagao do problema (3.5) por ¢; e integrando em 2 x

(0,t), com 0 < t < T, temos

/Ot/ﬂfﬁfdxdtJr%/Q|D¢(t)|2dmdt: %/Q|D¢o|2d$dt
+/Ot/ﬂa¢¢td$dt+/Ot/Qb¢2¢tdﬂfdt—/Ot/§2¢3¢td$dt+)\/0t/ﬂu¢t dudt.

Usando as desigualdades de Hélder e Young e que 0 < A < 1,

t 1 1 t
/ /qbfdxdtJr—/ DG ()| dadt < -/ |D<;§0|2dxdt+C€||aHLw(Q)/ /¢2dmt
0 Q 2 Q 2 Q 0 Q

t t t
Tellallz o) / / Sdudt + C.blo o / / Ghdudt + bl 0 / / Gdudr
0 Q 0 Q 0 Q
1 4 1 4 ! 2 ! 2
—— | o(t)'dx+ ~ | ¢ppdx + ¢ ¢idxdt + C. u“dxdt.
4 Q 4 Q 0 Q 0 Q

Tomando ¢ > 0 tal que € (1 + [|al|r. @) + b)) < 1/2,

/Ot/gqﬁf dxdt+/Q|ng(t)|2dxdt+%/ngﬁ(t)“dxS C(/Q|D¢o|2d$dt
+}l/Q¢gd;c+/Ot/gqs?dxdw/ot/g&dxm/Ot/Qquxdt).

De onde,

¢ 1
| [t dzars [ Dot dede+ 5 [ ovds < € (1Dl g0 + ool o
0

//¢2dxdt+/ /¢4d9:dt+// 2alasalt)

Pela desigualdade (3.8) temos,

/;/ﬂ@? dxdt+/ﬂ|D<Z§(t)|2 dmdtJF/Q(b(t)“da;
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< C (lleollZ, ) + 1Ddoll ) + llPoll i) + 1wl + 1£12,0)
<C <H¢0“12/V22(Q) + H¢OH%V22(Q) + ||U0H124/§(Q) + HfH%z(Q)) ; (3.9)

onde C' > 0 depende somente de [, ||a|| . (), [|b|lL..(@), 2 e T.
Agora, multiplicando a primeira equagao do problema anterior por u; e integrando

em Q x (0,t), com 0 <t <T,

// 2 i+~ /\Du( )2da = 1/yDu0| dx—l)\/ /(btutdxdtJr)\/ /futdxdt.

Usando a Desigualdade de Young, para € > 0 temos

t 1 1
/ /u?dwdt+§/ | Du(t)|*dr < 5/ | Dug|*dx
0 JOQ Q Q
t t t t
+C.1? / / prdxdt + ¢ / / urdzdt + C. / / frdadt + ¢ / / uidxdt.
0 JQ 0 JOQ 0 JQ 0 JQ

Tomando € > 0 tal que € < 1/4, segue

¢ ¢
/0 /Qu?dxdt+ /Q |Du(t)|*dx < C (HDU/OH%Q(Q) + ||f||%2(Q) +/0 /ngfd:pdt) .

Logo, pela desigualdade (3.9),

t
| [ utdzar+ [ 1puPae < € (lulizen + ool + lolfize + 1/ )
(3.10)

onde C' > 0 depende somente de [, ||a|| (), [|b|lL..(@), 2 e T.
Multiplicando a primeira equagao do problema 3.5 por —Awu e integrando em

Q% (0,t), com 0 <t <T, temos

t
E / | Du(t)2dx + / / (Au)2dzdt
2 Jo 0 Jo
1 t t
:—/\Du0|2d:c+l)\/ /qﬁtAvd:L’dt—)\/ /fAudxdt.
2 Ja 0 Jo 0 Jo

Procedendo de modo anélogo ao que foi feito para obtermos a desigualdade (3.10),

%/Q]Dv(t)|2d:1:+/0t/g(AU)2d$dt

< C (I6oli3rza + I9ollivze + oz + 1)) (3.11)

temos

onde C' > 0 depende somente de I, ||a||z. (), |0l o), 2 e T
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Finalmente, multiplicando segunda equacao do problema anterior por —A¢ e

integrando em € x (0,%), com 0 < t < T, temos

% /Q Do(t)2dx + /0 t /Q (Ag)2dudt

:_/Ot/§2a¢A¢d$dt—At[2b¢2A¢d$dt—A/Ot/QuA(Z)dxdt_i_/Ot/ﬂ(ﬁ?)Aquxdt
Como,
/Ot/ﬂ¢3A¢dxdt:—/Ot/QDqs3.ngdxdt:—3/0t/ﬂ¢p¢dxdt'

Temos das duas dltimas equagoes,

%/Q|Dgz5(t)|2d:1:+/Ot/Q(Agb)Qdazdt—l—?)/ot/Q|qu|2¢2d:vdt

= —/Ot/gagbAqbdxdt—/Ot/ﬂbgbzAgbdxdt—A/Ot/QuAgbd:xdt.

Usando as desigualdades de Holder e Young,

%/Q|Dgz5(t)|2dx+/Ot/Q(Agé)2dxdt+/0t/Q|D¢|2¢2 dzdt

§C’</Ot/ngﬁdedtJr/Ot/ng“dxdtnt/ot/qudxdt).

Da ultima desigualdade e pela desigualdade (3.8), temos

%/Q|ng(t)|2dx+/Ot/Q(Agb)zdxdt+/ot/Q|D¢|2gb2 dudt

< C (ol + lolBzey + 17 i)

onde C' > 0 depende apenas de [, ||a|.. @), |bllLo(@), 2 e T.
De acordo com as desigualdades (3.8) a (3.11) obtemos,

lullwz i)+ 19llz1a) < € (Idolhwzien + 190llzcay + lollwzen + 17l o) » (312)

onde C' > 0 depende apenas de [, ||al| 1. (q), ||b|| L), 2 e T

Logo temos pelo Teorema (1.11),

I, @l < e (el o) + 19l a@) < € (Iulwzig) + I6luz1q)) < K.

onde K > 0 é uma constante.
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Como as hipoteses (a) a (e) sdo satisfeitas, pelo Teorema de Ponto Fixo de
Leray-Schauder (Teorema 1.14), temos que existe um ponto fixo do operador T; isto

é (u,¢) = Ti(u, ®), com (u,p) € B[ (Wfl(Q) X Wf’l(Q)), logo (u, @) é solugao do

problema (P;). A estimativa (3.12) completa a demonstragao.

3.2 Regularidade de Solucao para o Modelo de Solidi-
ficacao 1

Teorema 3.2 Seja Q C R® um dominio limitado de classe C?*. Assuma que a, b €
L(Q), I uma constante, f € Ly(Q), com q > 2, e que ug, ¢y € W3(Q) satisfazem
g /Onlag = Do /On|ag = 0. Se (u,¢) € Wy (Q) x Wy (Q) € a solugdo do problema
(P), entao (u,¢) € Wg’l(Q) x W2 (Q), onde § = min{q,10/3} e satisfaz a sequinte

10/3
estimativa
Hu|’W§’1(Q) + Hﬁb”wfd}g(cg)
<C <H¢0HW§(Q) + H¢0|’€[/22(Q) + [luollwz o) + HUOHPV’V;(Q) + [ fllzy@ + HfH?iq(Q)) ;
(3.13)
onde C' depende de ||a||r..), [|bllz@), I, T e 2.
Se, além disso, uy € Wng/5(Q) e ¢y € ngﬁ(Q), onde
(l—g)_l se 2<q<5/2
p= ¢ 5 - ’ (3.14)

qualquer nimero positivo maior ou tqual a1l se q<5/2.
Entao, (u,¢) € WPH(Q) x W2N(Q) satisfaz a seguinte estimativa
el gy + 16l

@+ 10l oy + uollws, o + ol oy + 172t + 171 0)) -
(3.15)

< C(“%HW?

3p/5

Demonstracao:
Procedendo como na parte final da demonstracao do Teorema 3.1 temos que u,

¢ € W7'(Q) e satisfazem a estimativa (3.1), isto ¢é,

||U’||W22’1(Q) + ||¢||W22‘1(Q) <C <||¢0||W§(Q) + ||¢0||%[/22(Q) + ||u0||W22(Q) + ||f||Lq(Q)> :

Como u, ¢ € Wy (Q), temos do Teorema 1.11 que u, ¢ € L1o(Q). Entéo aplicando

o Teorema 2.2, na segunda equacao do problema (P;), temos que ¢ € le(;}?)(Q), como
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também a seguinte estimativa,

9lhwz, @ < C (Iolhwza + 190013z + lellzani@ + 16l,000)) -

Pela desigualdade (3.1) e pela desigualdade acima, segue

18] Wit )5(Q)

< € (I9ollwzen + 190l5z0) + luollwzey + Nuolldzey + 1/l zat@r + 11 -
(3.16)
Por outro lado, como —l¢;+f € Ly(Q), onde g := min{q, 10/3}, e como W3 (Q) —

;72/‘1(9), entao pelo Teorema 1.13, temos que u € W;’l(Q) e satisfaz

lullz gy < € (lollwzy + 16l ma i@ + 1 @) -

Segue das duas ultimas desigualdades que,

”uHW;’I(Q)

< C (Jluollwzioy + Nuolldzey + 9o llwzioy + Ioolze + 11z + 11,00 -

Portanto, da desigualdade acima e de (3.16), temos que (u,¢) € W:'(Q) x

2,1
Wi

10/3(@) e satisfaz

Hung’l(Q) + [[@lly2e @)

10/3

<C (HUOHW§(Q) + HUOH%@(Q) + [|#ollwz @) + H%H%/Qz(g) + 1 fll g0 + ”fH%q(Q)) ;

isto é, (u, ¢) satisfaz a desigualdade (3.13).

Para finalizar a demonstragao vamos considerar 2 casos: 2 < ¢ < 10/3 e ¢ > 10/3.

Primeiramente consideremos o caso 2 < ¢ < 10/3. Neste caso, ¢ = ¢, logo
u € W2(Q) C LP, com p dado por (3.14). Além disso, ¢ € Wfé}s(Q) C Loo(Q),
e portanto, a¢ + bp? — ¢* +u € L,(Q). Agora observemos que se 2 < ¢ < 5/2,

1 _ 2

entao p = (; 2)~' > 10/3, e observamos que se ¢ > 5/2, entdo p é um nimero

qualquer maior que 1. Logo podemos considerar p > 10/3. Portanto, ¢g € W32p /5(9) —
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W, 2p (Q) e aplicando o Teorema 1.13 a segunda equagao do problema (P;) junto com

a desigualdade (3.13), temos que ¢ € W>H(Q) e satisfaz

wm@m”scowmmﬁm@+ww+ww—¢w%@+ww%@0

3
<€ (loull, -+ 16wy @ + 1ol o + g )

scommﬁﬂ@+ww@MQ+Mﬂw@+mm%@ﬁwmww+wmmo.

Portanto, (u,¢) € W2'(Q) x W>'(Q) e satisfaz a desigualdade (3.15), isto ¢,

el + N6l o)

C (Iollws, (@) + 9oliEz o) + luollwziay + luoliyzg) + 1 llaie + 112,00 -

Finalmente consideremos o caso ¢ > 10/3. Neste caso (u,¢) € Wfd%(@) X
Wit/5(Q) C Loo(@) X Loo(Q). Logo a¢ + bp? — ¢* + u € Loo(Q) C Ly(Q). Como
¢ € W??p/5(ﬂ) — Wp2_2/p(§2), entdo aplicando o Teorema 1.13 & segunda equacao do
problema (P;) e usando a desigualdade (3.13), obtemos que ¢ € W'(Q) e satisfaz

1@llwz1(g) < C (quollwwp + [lad + b¢® — *|| (@) + HUHL,,(Q))
<C(WﬂW@wwmeQﬁwmmm o)

< C (lgollwz 0

3p/5(Q

)+ I0oll5 oy + Nuolhwz) + Iuollzigy + 1 @) + 11 ) -
(3.17)

Agora, como p > ¢, temos que ¢ € W3 (Q) C W2'(Q), de onde ¢, € Ly(Q),
e com isso —l¢ + f € L,(Q). Além disso, como uy € W32q/5((2) aplicando o Teo-
rema 1.13 & primeira equagao do problema (P;) e usando a desigualdade (3.13), temos

que u € W2H(Q) e satisfaz

lullyz gy < € (Iluollwz, i@y + 1ol + 1/l a0

3/5
<C (Jluollwz,

3/5

@ + 18Iz + 1@
< C (Ilwollwa, @) + luoliyz. oy + Id0llwziy + ool Sz + 1yt + 11 ) -
Portanto, da tltima desigualdade e de (3.17) segue que (u, ¢) satisfaz & estimativa

(3.15), isto é,

||u||Wq2’1(Q) + |‘¢‘|W§’1(Q)

18 9 9
< O (Idollwz, o0 + 160155 )+ lollwz, or + oMz o+ 1 s + 11, 0))

3/5
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Como queriamos.

3.3 Continuidade e Unicidade de Solucao para o Mo-
delo de Solidificacao 1

A seguir iremos exibir demonstragoes de resultados sobre a continuidade de
solugdo do problema (P;) em relagdo ao termo forgante e aos dados iniciais. Estes
resultados tem como consequéncia, em particular, a unicidade da soluc¢ao do problema
(Fr).

Teorema 3.3 Sejam f1 e fa € Ly(Q), com q > 2, (ug, ¢p) e (ud, d3) € Wi(Q) x W(Q)
e sejam (uy, ¢1), (ug, P2) € Wi Q) x WPHQ) as solugdes correspondentes do problema

(Py), com (ub, ¢b, f1) e com (ud, 3, f2), respectivamente. Assuma as mesmas condi¢oes

do Teorema 3.1. Entao, temos a sequinte estimativa

|lug — U2Hw§vl(Q) + (|61 — ¢2“Wf6}3(62)

< C (lluh — wdllwzio + 116 — Allwzioy + I = follrac@) )
onde C > 0 depende apenas de ||a|| 1), ||bllz(@), @1, @2, T € Q.
Além disso, se ug € W32q/5(§2) e ¢y € ng/S(Q), temos (u, ¢) € W2H(Q) x Wr(Q)
satisfazendo

Jur — U2||W(1271(Q) + [lo1 — ¢2||W3‘1(Q)

< 0 (Jlub—w3llwz o+ 165~ Rlwz @ + 1~ Flly@) . (318)
onde,
12\t
D= <5_5> e 254<5/2 (44

qualquer numero positivo maior ou igual a 2 se q>5/2,

e C' > 0 depende apenas de ||a||ro(q), [|b]lL(@), @1, @2, T € Q.

Demonstracao:
Sejam w = u; — ug, ¢ = P; — Po, Uy = up — ui e ¢y = ¢} — ¢2. Entdo
(u, ) € WrHQ) x Wi (Q) e satisfaz ao seguinte problema
(0 0
S Au=—L(f- ) mQ,
99
— —Ap=A
gt Ao = Aot em Q. (3.20)
ou/on = 0¢/On =0 em 09 x (0,7,
U= ug, o= @ em Q x {t =0},
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onde A :=a+b(d1 + ¢a) — (¢7 + P12 + ¢3).
Observemos que de modo analogo ao que vimos na demonstracao do Teorema 2.3,
temos que A < ||a + b*| 1) < M, sendo que 0 < M < 00, pois a,b € Ly (Q).
Observe que pelo Teorema 3.2, uq,us € Wq—z’l(Q), onde ¢ = min{q, 10/3}. Entao,
pelo Teorema 2.2 temos ¢1, ¢ € W2'(Q), em particular ¢y = (¢1 — ¢2); € Lg(Q), logo

usando o Teorema 1.13 na primeira equagao do problema (3.20), obtemos
lullwz1q) < CllddllLa@ + 11 = fallza@) + luollwz @)
< Cllllwz1g) + 11 = follzy@ + lluollwze)-
Por outro lado, pelo Corolério 2.4, temos que a seguinte desigualdade é satisfeita
l6llwz1 i) < € (Iullza@) + Idollwzcey) -

Do Teorema 1.11 temos W;’l(Q) —— L;(Q) — Lo(Q), entdo pelo Teorema 1.15,
segue que para todo £ > 0 existe n = n(g) > 0 tal que a seguinte desigualdade é

satisfeita
[ullwz1q) < ellullq@ + nllullLa@)-
Portanto pelas trés ultimas desigualdades, temos

H“Hw;l(cg) < Clellullza@ + Nldollwz) + llwollwz) + nllullr.@) + Lfi = fallz.@)-

Tomando ¢ > 0 tal que C.e < 1/2, obtemos

lullwzq) < Clllullza@ + leollwz @ + luollwze) + I1fs = fallz,@)- (3.21)

Como W'(Q) — L,(Q) — Lio/3(Q), temos u € Lig3(Q), com isso, novamente

pela segunda equagao de (3.20), temos do Corolario 2.4 e pela ultima desigualdade que,
6wz @ < € (Illzangsi@ + 9o llwzio )

< C (lullwarg + Idollwze ) < Cllullaey + 1 = Plleg@)-  (322)

Da ultima desigualdade e de (3.21) segue

16lly2

10/3

@ < Clllullza@) + lidollwz@) + luollwzw) + 111 = fallz,@)-
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Vamos agora estimar |lul[z,(g). Para isso, multiplicando a primeira equagao de
(3.20) por u+1¢, integrando em 2 x (0,¢), para 0 < ¢t < T, e procedendo analogamente

como no item e) da demonstra¢ao do Teorema 3.1 temos,

%/( () + lo(t ))Qdas+/ /|Du| dxdt+l/ /Dungd:z:dt

//fl f2)(u+l¢)drdt + /(U0+l¢o)2d9ﬂ- (3.23)

Por outro lado, multiplicando a segunda equagao de (3.20) por ¢ e integrando em

Q% (0,t), com 0 <t <T, temos

%/ngﬁ(t)zdx—ir/ot/ﬂ|D¢|2dxdt:/Ot/Q(Agzﬁ2+ugb)dxdt.+%/Q¢gdx.

Multiplicando a igualdade acima por (> + 1) e somando com (3.23), e usando a

desigualdade de Young, obtemos

1/(( (t) +1o(t))* + (7 + 1)o(t)? dx+/ / (|Dul? + IDuD¢ + (I* + 1)|D¢|?)dzdt

2
<//u + ¢%) dxdt+//Agbdxdt+//f1 f2) dxdt+/ dx—l—/ﬂgzﬁgdx)
gc(/ﬂ /Q(u2+qb2)dxdt+/o /Q(fl—fg)dedtJr/ngdx—k/gqugdx).

De onde,
i/ﬂu(t)2d:p+%/ﬂ ($\/Q+l\/§¢(t))2dw+l/¢(t)2d$

//|Du| dadt + © //|Du+lgz5)| dmdt+(1+ )//|D¢| ddt

= l/(( (t) +1o(t)* + (I + 1)o(1)? dx+/ / (|Dul?® +IDuD¢ + (1> 4 1)| D¢|*)dxdt

2
<C<//u+gb2dxdt+//f1 f2) dxdt—i—/ da:+/ﬂ¢§dx).

Usando o Lema de Gronwall, obtemos

[ + 00 < € (1 = lliey + ool + lnliz)

Segue da ultima desigualdade e das desigualdades (3.21) e (3.22), que

[ullyz1(q) + ”¢“W126}3(Q) <C (Hfl — follLy@ + HUOH%/VQQ(Q) + ”¢0”%4/22(Q)) - (324)

Considere agora ug € Wgzq/S(Q) e ¢y € ng/gj(Q), onde p é dado em (3.19).
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Se 2 < ¢ <5/2, entao § = ¢, dai (u, ¢) € W2'(Q) x W120}3(Q) — L,(Q) x Ls(Q),
logo, A¢ +u € L,(Q). Além disso, ¢ € W32p/5(Q) — Wy~ 2/p(§2). Entao aplicando o

Teorema (1.13) a segunda equagao de (3.20), temos
Il < € (146 + ullz@) + lldollwz )

<C <H¢||W126}3(Q) + HU||W(Y21 + ||¢OHW /5(Q)>

Segue das duas tltimas desigualdades que,

éllwzr < € (I = Follzy@ + 160llwz o + luollwzey) - (3.25)

3 /5
Como neste caso temos p > ¢, entao ¢, € L,. Pelo fato de uy € W??p/5(Q) —
Wg_Q/p(Q), segue do Teorema 1.13 aplicado a primeira equacao de (3.20), que u € W2'(Q)

e vale a seguinte estimativa,

lullwzagy < € (I9dlui@ + 1 = Folleace +wmm%®)

Pelo fato de que [[¢¢]|z,@) < [¢¢llz,@ < 9llw21q) segue da desigualdade (3.25)

e da desigualdade anterior que

lullwzrg) = € (”fl fallg@ + lluollwz, @) + leollwz 5 )) :

3q/5

Portanto, a desigualdade (3.18) é valida, isto é,

3/5

lellz gy + 16llwzriay < C (11 = Follzace + luollwz o + I6ollwz o) -

Se ¢ > 5/2, entdo g = 10/3. Daf (u,¢) € W5(Q) x Wi 5(Q) — Loo(Q) X
Loo(Q), logo, B¢ +u € L,(Q). Além disso, ¢y € W3P/5(Q) — I/V;*Q/p(Q)7 entao

aplicando o Teorema (1.13) a segunda equagao de (3.20), temos

l6llwzrigy < € (I8l ) + iz gy + lollws, o) -

Entao pela ultima desigualdade e pela desigualdade (3.24), obtemos

160210y < € (i = Pl + I9olhwz o + luollwze) - (3:26)

3 /5
Por outro lado, tomando p = ¢, temos ¢, € L,(Q). Como uy € W3P/5(Q) —
I/Vp2 —2p (Q), segue que, aplicando o Teorema 1.13 a primeira equagao de (3.20), temos

2,1 . « . .
que u € W (Q) e satisfaz a estimativa,

[ullyz1 gy < C (Hfl — follrg@ + llwollwz ) + lIdollwz (@ ) ,

3/5
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Portanto, a desigualdade (3.18) ¢é valida, isto é,

@ + H¢OHW§M5(Q)> :

3q/5

HuHWqQ’I(Q) + H¢HW§’1(Q) <C (”fl — follL,@) + lluollw?

Segue do Teorema anterior o seguinte corolario:

Corolario 3.4 Assuma a,b € Loo(Q), | constante, f € L,(Q), com q > 2, e ug, pg €
W3(Q) satisfazendo Oug/On = Opy/On = 0. Além disso, suponha que Q@ C R? ¢
um dominio limitado de classe C?. Entdo, a solu¢io (u,¢) € Wy (Q) x Wi (Q) do

problema (Py) € tnica.



Capitulo 4

O Modelo de Solidificacao 2

Neste capitulo iremos demonstrar alguns resultados envolvendo uma simplifica¢ao

do modelo tratado por Boldrini e outros em [2], dada por

( %—AU:—Z%‘i‘f emQa
J0¢ B
py] G B0=as - g (b-ora) @,
Ju/On = 0¢p/0n =0 em 0 x (0,77,
U = ug, » = o em ) x {t = 0}.

\

4.1 Um Problema Auxiliar

Diferentemente do problema (P;), no problema (P,) no segundo membro de sua
segunda equagao, a funcao temperatura u aparece multiplicando poténcias da fungao
campo de fase ¢.

Consequentemente, os métodos que foram aplicados para a obtencao dos resulta-
dos referente ao problema (P;) ndo podem ser utilizados diretamente para o problema
(P,). Para isso, faremos as seguinte consideragoes:

Definicao 4.1 Seja M > 0 uma constante que serd tomada adequadamente. Para tal

constante M, definimos a funcao de truncamento w, por

0 se o(x,t) <0,
m(@)(x,t) = § oz, t) se 0= (1) <M,
M se o(x,t) > M,

para cada fun¢ao ¢ : QQ — R dada.
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Agora consideremos o seguinte problema auxiliar contendo a funcao de trunca-

mento dada acima.

( O py— 199 4 em Q,
ot ot
99 _ A
ot~ ~¢
(73 a1 =) (1= %) ~art@) (1= ate) (- 7)) em
Ju/On = 0¢p/On =0 em 09 x (0,71,
\ U = Uy, p = Py em  x {t = 0}.

Observacao 4.1 Ao contrdrio do problema (Py), no problema (P,) a fun¢io campo de

fase u se encontra somada a poténcias da fun¢ao temperatura ¢.

Observagao 4.2 Note que o lado direito da sequnda equagao de (P;) coincide com o
respectivo termo de (Py), para 0 < ¢(z,t) < M.

Proposigao 4.2 Suponha l,a,b,c constantes, com a > 0, f € L,(Q) onde ¢ >5/2 e
ug, po € W2(Q), satisfazem Oug/On|sq = Oo/Onlon =0 e 0 < ¢ < M. Além disso,
suponha que Q C R3 é um dominio aberto, limitado de classe C?. Entdo, o problema
(P,) possui solugio (u,¢) € W2 (Q) x Wfd}S(Q), onde § = min{10/3, q} e satisfaz as

sequintes estimativas,

HUHWQZ’I(Q) + H¢HW22’1(Q)

< € (luollwze + Ioollwze + 190l + 1/ llzac@)

||u||W§’1(Q) + |lly20 Q)

10/3

< € (Iluollwzia + luolizey + [9ollwzia + 1600z + 1 lz,@ + 1l )

onde C depende apenas de Q2, T, M e das constantes do problema (P.).

Demonstracao:
Vamos mostrar a existéncia de solugdo do problema (F;), utilizando o Teorema

de Ponto Fixo de Leray-Schauder, no espaco de Banach

B = {(u,9)/u € Los(Q), ¢ € Ly(Q)} .
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Para isto, considere a familia de operadores Ty : B — B, dado por T)(v,0) =

(u, ¢), para cada (v,0) € Be 0 < X <1 se, e somente se, (u, ®) é solugdo do problema

( @—Au:—l@%—f em @,
ot ot
%,
ot p
(P4 = —ag(1 —¢) (b - g) — a7 (0) (1 —w(0)) (cv — ¥> em @,
ou/On = 0¢/On =0 em 092 x (0,77,
\ U = ug, » = ¢Pp em €2 x {t = 0}.

a) Primeiramente vamos mostrar que 7 esta bem definido para todo A € [0, 1].

De fato, como v, w(0) € Ly(Q), temos na segunda equagao do problema (Py)
que —aAm(0) (1 —7(0)) (cv —w(0)/2) € Lo(Q). Logo, pelos teoremas 2.2 e 2.3, existe
uma Unica solucao ¢ € Wfé}?)(Q) da equacao citada e pelo Teorema 1.11 temos que
¢ € Lingty(Q) C Lo(Q).

Por outro lado, ¢; € Lig/3(Q), com isso temos na primeira equacgao de (Py) que
—lpy + f € Ls(Q), onde ¢ = min{10/3,q} > 5/2. Entao pelos teoremas 1.11 e 1.13,
existe tinica solugdo u € W' (Q) — Loo(Q).

Assim temos que existe tnico (u, ¢) € B solugao de (Py).
b) Agora vamos mostrar que para cada A € [0,1], T : B — B é continuo e compacto.

Para isso, fixemos A € [0,1]. Sejam (vy,6,), (v, 02) € B e (u;, ;) = Ta(vy, 6;),

para i = 1,2. Em relacao a segunda equagao de (Py) temos que ¢; satisfaz

( Od; Ad;
ot '
= —ap;(1 — @) (b - %) —a\rw(6;) (1 —=(6;)) (cvi - @) em @,
0¢;/0n =0 em 092 x (0,77,
\ ¢i = ¢o em Q x {t = 0}.

Pelo Teorema 2.2, temos que ¢, ¢g € Wfo}g(Q) e pelo Teorema 2.3 a seguinte

estimativa é satisfeita:

|61 = @2l 2 (@)

10/3

<C H_amel) (1—7(6,)) <cvl - “291)) + am(fy) (1 — 7(62)) <cv2 B w(gz))

Lyo/3(Q)
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acA\(—m(01)vy + w(02)ve) + @(7(91)2 — m(62)%)

+ach(m(01)%v; — 7 (02)%vy) + %(—7(91)3 +m(62)°)

L19/3(Q)

<C (Hﬂ-(el)vl - 7T(92)1}2|’L10/3(Q) + HW(91)2 - 7T<92>2||L10/3(Q)
(0001 = 7020l i) + (7O = 70 @) - (&)

Agora, para cada poténcia 7 = 1,2, usando a desigualdade triangular e a de

Hoélder, obtemos

17(61) 01 — 7(02) 02 L,y 5 (@)
< w(Or) w1 — 7(01) va + 7(01) v2 — 7 (02) V2 L,y (@)
< [w(01) 01 = 7(01) 02|14y 500 + [17(01) 02 — T(02) 0 Ly (@)
<1701 [ @ llvr = V2l Ly 5@ + 02l L@ 1T (01) = 7 (02) [ 240 500

Como |7(6y) — 7(0)| < |02 — 6], entdo da desigualdade acima temos,

Hﬂ-(el)jvl - 7T-(62>].UQHLlo/3(Q) <C (“Ul - U2||L10/3(Q) + Hel - 92HL10/3(Q)) )

onde para cada j = 1,2, temos que C depende de |lva|/z_(g), T, e das constantes
a,b,cede M.

Da desigualdade (4.1) e da desigualdade acima, temos
[¢1 — ¢2HW126}3(Q)

<C <HU1 — v2|[roo@) + 160 — 92HL10/3(Q)> < C (i = v2llze@ + 161 = 2l o))
S C||(U1,91) - (U2762)”B- (42)

Desta vez, da primeira equagao de (Py), temos que (u; — ug) satisfaz ao seguinte

problema:
0 d
5l = u2) = Alur —uz) = ~lo(d1 — ¢2)  em @,
O(uy —ug)/On =0 em 092 x (0,77,
(ug —ug) =0 em Q x {t =0}.

Entao pelo Teorema (1.13), u; — uy € Wfd}g(Q) e satisfaz a seguinte estimativa

i = sl @) < ClG = Sailami@ < Cllér — bl (o)
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Da ultima desigualdade e de (4.2) segue,

[(u1, ¢1) — (u2, ¢2)|5

<C (HU1 = uzllwzr () + 161 = ¢2HW126}3(Q)> < Cll(vr,61) = (v2,65)| 5,

onde C' depende de [|vz||1.(q), T, €2 e das constantes a,b,c e de M.
Logo T\ : B — Wf(’)}g(Q) X WfO}J(Q) ¢ continua. Como as inclusoes Wf(’)}g(Q) —

Lo(Q)e w2t

10/3(62) — Lg¢(Q) sdo compactas, entdo a inclusao Wfd}s(Q) ><W12(;}3(Q) — B

¢ continua e compacta. Logo T\ : B — B é um operador continuo e compacto para

todo A € [0, 1].

¢) Vamos mostrar que dado A C B limitado, entdo para todo (v,9) € A, Ty(v, ) é

um operador continuo em A e uniformemente com respeito a (v, ) € A.

Fixando (v, ¢) € A, onde A C B é limitado, considere A\;, A2 € [0,1] e (u;, ¢;) =

Ty, (v,0), para i = 1,2. Da segunda equagao de (P)), temos ¢; satisfaz ao seguinte

problema,
( o
ot D ;
= —ap;(1 — ¢) <b - %) —aX7(0) (1 —7m(0)) (cv - ¥> em (),
0¢;/On =0 em 02 x (0,7],
\ ®i = ¢o em Q) x {t =0},
para i =1,2.

Entao pelo Corolario 2.4, obtemos a seguinte desigualdade
191 = d2llwzs (o)

< C|A\ — Ao

Lio/3(Q)
Como 0 < 7(¢) < M ewv € A, onde A é limitado, temos da tultima desigualdade

am(0) (1 — (0)) (cv _ @)

que,
H¢1 - ¢2||W126}3(Q) < C|/\1 - >‘2|7 (4'3)

onde C' > 0 é finito.
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Da primeira equagao de (Py), temos que (u; — uy) satisfaz o seguinte problema

0 3}
s —u2) = Al —uz) = Iz (¢ = ¢2) em @,
O(uy —ug)/On =0 em 092 x (0,77,
up —uz =0 em €2 x {t = 0}.

Entao pelo Teorema 1.13, temos que

Hul - UQHW%}?)(Q) < CH(¢1 - ¢2>tHL10/3(Q) < CH(bl - ¢2”W12(’)}3(Q)

Portanto, da desigualdade (4.3), segue

@ + H¢1 - ¢2HW2’1

10/3

Q) S Cp\l - >\2|7

lus = Uszf(;}S

onde C' < oo depende de ||v;|| (@) para i = 1,2.
Assim temos que T()(v,0) : [0,1] — B é continua em A e uniformemente com

respeito a (v,0) € A, como queriamos mostrar.
d) A seguir mostraremos que o operador Tj possui inico ponto fixo em B.

Para A = 0, o problema (P)) se torna

( ou 09
0 E—Au-—la+f , em @,
) 5 —d0=—a (1—¢)(b—§) em O,
ou/On = 0¢/On =0 em 092 x (0,77,
\ u = ug, = Py em Q x {t =0},

para todo (v,0) € B.
Aplicando os teoremas 2.3 e 2.2 na segunda equagao do problema acima, temos

que exite tnico ¢ € Wil (Q) solugao dessa equagdo, satisfazendo as condigdes inici-

10/3
ais e de bordo do problema acima. Como ¢, € Lig/3(Q), entdo pelo Teorema 1.13
temos tnico u € W;’I(Q), onde ¢ = min{10/3, ¢} > 5/2, solu¢ao da primeira equagao
satisfazendo os dados iniciais e de bordo do problema acima. Portanto existe (u, ¢) €

2,1 2,1
g (Q)x W

0 /3(Q), tnica solucao do problema acima. Logo pelo Teorema 1.11, temos

que existe tnico (u, @) € B ponto fixo de Ty : B — B.

e) Finalmente, mostraremos que existe uma constante K > 0 tal que todo possivel

ponto fixo (u, ¢) € B de Ty para algum X € [0, 1] satisfaz a estimativa

I(w, &)l < K.
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Para isso, seja (u,¢) € B um possivel ponto fixo de T\ : B — B para algum

A € [0, 1]. Entao (u, ¢) satisfaz ao seguinte problema
( ou 3l0)

a—Au-—lat—kf em @,
% 5,
ot
= aol1-0) (- ) - an() (1 - w(o) (u- T) em
ou/On = 0¢/On =0 em 02 x (0,71,
\ U = Uy, p = Py em  x {t = 0}.

(4.4)
Multiplicando a segunda equagao do problema acima por ¢ e integrando em

Q2 x (0,t), com t € (0,7T], temos

%/ng(t)zda:Jr/ot/Q|D¢|2da:dt

_ %/nggda: + /Ot/Q (—abe? + 56" + abg® — S6*) dadt

4 / / _axn(d) (1 — () (cgbu - lm((ﬁ)) davdt.
Pela Desigualdade de Young temos que, ¢* = ¢ - ¢* < |¢|¢? < C.¢? + e¢* onde
%/ng(t)Qd:E +/0 /Q|Dgz5|2dxdt
< 1/¢3d:p + a/ / K|b| + ¢ + |b|CE> ¢* + (5 + |ble — 1) ¢4} dadt

+)\a// )1+ 7(6)) || (o dxdt+)\a|c|// V(14 7(6))[6||u] dadt.

Tomando na desigualdade acima e > 0 tal que e(1/2+b|) = 1/4, e como |¢|7(¢) <

e > 0 é arbitrario. Logo

¢?, m(¢) < M e novamente aplicando a Desigualdade de Young na ultima integral, segue

/¢ da:+//|D¢|dxdt+ //gb‘*dxdt

%HgbOHLQ dx+C’/ / ¢* + u?)dxdt, (4.5)

que

para todo t € (0,7.
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Multiplicando a primeira equagao do problema (4.4) por (u+1[¢) e integrando em
Q x (0,t), com t € (0,T], temos

l/Q [u(t)? + 20p(t)u(t) + Po(t)?] da:+/0t/9[|Duy2+lDu.D¢]d:cdt

2
/Quogbodval/ wldr + - /gbodx+/ /fudxdt+/ /fgbdmdt

Usando a Desigualdade de Young no segundo membro, temos

1

5/Q [u(t)? + 20p(t)u(t) + Po(t)?] da:+/0t/9[|Duy2+lDu.D¢]dxdt

sc(||uo||%2(m+||¢o||%2(m+||f||12 / / Cdvdt + / / cbdwdt)

Multiplicando a desigualdade (4.5) por (1 +1?) e somando com a titima desigual-

dade, temos

%/Q [(u(®) +16(6)* + (1 + ) ()] do

// [ |Dul® + lDu.D¢ + (1 + 1?)|D¢|* | d dt+ 1”2 //¢4d dt

< C (Jluol 0 + 100l + 1 1200) +C / / (u? + ¢)dadt.

Por outro lado, observe que

[ [3ur + o] ar< [

= [ [t + 160 + (14 )62 de,

t 2
/ / Bymﬁ + (1 + %) |D¢|2] dadt
0 Q
t 1 1 12
< /0 /Q [§|Du|2 + 51D+ 1) + (1 + 5) |D¢|2] dadt

N / / [ |Dul? +1Du.Dé + (1 4 I?)| Dg|?] .
0o Jo

2+ (w0 4 a0 + ¢<t>2] i

e que

Entao, das trés ultimas desigualdades, segue

[ we? o0+ [ t [k + Do dzar + | t | otz

t
O (uoll2en + 602,00 + /1)) +C / / («? + ¢2)dadt,
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para todo t € (0,7.
Usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira integral

acima, temos

/Q(u(t)Q+¢(t)2)dm+/0t/g(|Du|2+|D¢>|2)dxdt+/ot/ﬂ¢4dxdt

¢ (||U0||%2(Q) + ||¢0||%2(Q) + ||f||%2(Q)> ; (4.6)

para todo t € (0,7.
Agora, multiplicando a segunda equacao do problema (4.4) por ¢; e integrando

em 2 x (0,t), com t € (0,T], temos

/ / ¢Zdxdt + / |Do(t) |Pdudt + = / / Pep>dadt
_ % /Q | Do dar + /0 t /Q |—abno + (ab+ 5 ) 616? dadt
_ /0 t /Q Nar(6)(1 — 7(6)) (cgbtu— %qbﬂr(cb)) dvdt.

<5 [1ponpdes [ [ [avlodiol+ |ab + 5| i0e7] daa

+/Ot/ﬂ/\a7r(¢)(1+7r(¢)) (|c||gbt||u| +%|¢t|ﬂ(¢)) dedt.

Usando a Desigualdade de Young e o fato de 7(¢) < M, temos

/ / Grdxdt + / |Do(t)|*dadt + — / / P> dudt

/|D¢0\ dx + ca (\b|+‘b+ D/ /¢tdxdt+0a\b]/ /¢2dxdt
/¢dxdt+€M (14 M)a //qbtdxdt

+CEM(1+M)a\c\/ /quxdt—i-eM(l—i-M)a]c]/ /¢fdxdt
0 Jo 0o Jo

+Cab+

+OM(1 + M)a / t / () 2dudt.
0 Q

Tomando € > 0 tal que, ea [ |b] + [0+ 1/2| + M (1 + M)(|c| + 1) | = 1/2, e usando
o fato de que ¢;¢* = (¢*);/4, obtemos

/Ot/Q@%dde—/Q!D¢(t)|2da:dt+/ﬂ¢(t)4dx
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SC(/QqubOPda:jL/Qqﬁé d:l:—l—/Ot/Qu2dajdt+/ot/Q7r(¢)2d:cdt
+ /0 t /Q P> dxdt + /0 t /Q ¢4dxdt).

Como 0 < ¢9 < M, entao usando a desigualdade de Hélder, temos

/Q 6 di < 62wy 1602, 00 < Clldol2, 0.

Observando que 7(¢)? < ¢?, entdo da peniltima desigualdade e da desigualdade (4.6),

t
/0 /Q ¢pdadt + /Q |Do(t)2dwdt + /Q (1) da
K t
SC<||D¢0||%2(Q)+||¢0||%2(Q)+/0 /Quzdde/O /Qw)%dt

+ /0 t /Q P> dxdt + /0 t /Q ¢4d:z:dt)

<C (HUOH%Q(Q) + H¢0H%Q(Q) + HD¢0H%2(Q) + HfH%z(Q)) '

segue

Logo,

t
/ /gzﬁfdxdt—i—/ |D<b(t)|2dacdt+/qb(t)4dx
0 Q Q Q
< C (Jluolyzie + 190z + 1 Iac@)) - (4.7)

para todo t € (0,7].
Multiplicando a primeira equagdo do problema (4.4) por wu;, e integrando em

Q x (0,t), com t € (0,7, obtemos

! 1
//u?dxdt—i——/ | Du(t)|*dx
0o Ja 2 Jg
1 t t
< —/ |Du0|2dx—l/ /utqbtdmdt—i—/ /utf dzdt.
2 Jq 0o Ja 0o Ja

Pela Desigualdade de Young no segundo membro, temos

t 1
//u?d:vdt—l——/ | Du(t)|*dx
0 Jo 2 Ja
1 t t t
< —/\Du0|2d:1:+5(]l\+1)/ /ufdxdt—l—CE\l]/ /ﬁdxdt—i—(l;/ /dexdt.
2 Ja 0 Jo 0 Jo 0 Jo

Tomando € > 0 tal que, e(|l| + 1) = 1/2, e usando a desigualdade (4.7), temos

t
| [zt + [ 1Du0Pds < € (Juolio + nliz + 151E@) . @3)
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para todo t € (0,7.
Desta vez, multiplicando a primeira equag¢ao do problema (4.4) por —Awu e inte-

grando em Q x (0,t), com t € (0,7T], e em seguida, usando a Desigualdade de Young,

1 t
1 / | Du(t)[2dx + / / (Au)2dzdt
2 Q 0 Q
t t t
g/yDu0|2dx+e(|Z|+1)/ /(Au)dedtJrCEM/ /qﬁfd:cdt—i—CE/ /fzdxdt.
Q 0 Q 0 Q 0 Q

Tomando € > 0 tal que, e(]l| + 1) = 1/2 e usando a desigualdade (4.7), temos

obtemos

t
[ e+ [ [ awideat < € (Juoliio + Wolliz + 1) . (49

para todo t € (0,7].
Finalmente, multiplicando a segunda equacao do ultimo problema por —A¢ e

integrando em Q x (0,t), com t € (0,77, obtemos

% /Q Do (1)2dx + /O t /Q (Ad)2dudt
/ | Do 2 + / / abdAd — (ab+ >¢2A¢> drdt + & / / B AG dadt
+)\ac// (1— (¢ )uAgbdxdt——/ / (1= 7(6)) 7(6) Ao dudt.

Usando as Formulas de Green na terceira integral do segundo membro, segue

3 | Dot | t [ @opana+ 3 [ t | 1D daat
L / Déol2dz + / t / aboAs — (ab+ 5) 7 A0) duds
—l—)\ac// (1— (6 )uAngdxdt——// (1= 7(6)) 7(6)Aé dudt
5/ !D¢o|2dx+a\br/ | 16l1a6) dzdt + a b+—‘/ | 10l dwa

+a|c|M(1+M//|u|]Aq§| dadt + aM ( 1+M// 6)|Ag|dxdt.

Agora usando a desigualdade de Young

%/Q|D¢(t)|2dx+AtL(A¢)2dxdt+Z—G/Ot/gqs?mqsmxdt
<5 [ipapacca [ [ gasavea(w+lp+3)) [ [@opasa
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+ea(|c] + 1)M(1+ M) / / A¢)idzdt + C.a b—l— 4d:cdt

+Ceale|M ( 1+M// u’dxdt + CeaM ( l—l—M// )2dxdt.

Tomando e > 0 tal que, ea [ |b| + |0+ 1/2| + M(1+ M)(|Jc|+1)] = 1/2, segue

/Q|D¢(t)|2dx+/0t/Q(Agz5)2dxdt+/Ot/ngﬂngF dxdt
< C’(||D¢0||%2(Q)+/t/¢2d:pdt+/t/¢4da:dt+/t/u2d:1:dt),

portanto, de (4.6) temos

/]qu 2dw+/ / Ad) d:cdt+/ /¢2|D¢]2 dadt

< C (Jluolyze + 190y + 1 @) - (4.10)

que

para todo t € (0,7].

Entéao, pelas desigualdades (4.6) a (4.10), obtemos a seguinte estimativa

HUHWQZ’l(Q) + H¢HW22’1(Q) <C <HUOHW§(Q) + H¢OHW22(Q) + Hth(Q)) ’

e como W3 (Q) — L1o(Q), entéo

lullzaoi@ + 19l za0i@ < C (luolluziay + 9olluziey + 1F @) - (411)

Como ¢ € Lip(Q), temos que o segundo membro da segunda equacao do ul-

timo problema pertence a Lyg/3(Q), e como ¢y € W3(Q) — W120/:23/ *(Q2), entao pelo

Teorema 1.13, temos que ¢ € W2, (Q) e satisfaz

10/3
H¢HW§O}3(Q)
<c (] ~aoft =) (0= ) ~axn(o) (1= n(o) (0= ") | ||¢o||w22(n)> .
Lyo/3(Q)
Como 7(¢) < M, segue que
10llw21 (g

10/3

C (190110100 + 1911000 + 181000 + 17(8) st + 0wz )
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logo, como 7(¢) < |¢|, usando a desigualdade (4.11), temos

o]l Wit )(Q)

<C <HU0||W22(Q) + HUOH%VZQ(Q) + | ollwz @) + ”¢0H?/V22(Q) + 1 fllzoc@) + ”f”?iQ(Q)) :
(4.12)

Por outro lado, como ¢ € wa!

10/3(63), temos em particular que ¢; € Lyg/3(Q). Logo

o segundo membro da primeira equacao do tltimo problema pertence a Lz(()) onde § =

_9/10 -
min{10/3, ¢} > 5/2, como também temos uy € WZ(Q) — Wfo/z/ () — ;72/(1(9),

pelo Teorema 1.13 temos que u € W; (@) e usando a desigualdade (4.12) obtemos

2 gy < € (Il ot + 1z + luollwzion )

< C (Jluollwzioy + Nuolldze + I9ollwziay + Noolze + 11z + 1 1)) -

Pelo Teorema 1.11 temos, W;’l(Q) — Lo(Q) e Wfé}g(Q) — Lg(Q), entao pela

tltima desigualdade e por (4.12), temos que
(,6) 5 < € (lullzwi) + 19l0@) < € (llullyzrig) + 18wz o))

< C (lluollwzey + oz + I9ollwziy + 19000y + Ifllzu@ + 1 Ny ) = K.
(4.13)
Como as hipoteses (a) a (e) do Teorema de Ponto Fixo de Leray-Schauder sao
satisfeitas, temos que existe (u, ¢) € B[ W;’l(Q) X Wfd}?)(Q), onde ¢ = min{10/3, ¢},

solugao do problema (F;).

4.2 Existéncia de Solucao para o Modelo de Solidifi-
cacao 2

Fixemos M > maxz{1 + 2|b|, ||¢0||L..()}. Entao, K = K(M) dada por (4.13)

¢ um valor fixado, e tomamos |c| tdo pequeno de modo que tenhamos M > 1 +

2 (|b| + |c|f<(M)).

A partir dessas consideragoes, vale o seguinte resultado:
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Teorema 4.3 Suponha l,a,b e ¢ constantes com a > 0, como também f € L,(Q)
com q > 5/2, e ug,po € W(Q) satisfazendo dug/Onlpq = Odo/Onloq = 0. Além
disso suponha que @ C R® é um dominio aberto, limitado de classe C?. Se |c| €

suficientemente pequeno, entio o problema (Py) possui solugdo (u,p) € W;I(Q) X

Wfd}z,)(Q), onde ¢ = min{10/3, ¢} e satisfaz as sequintes estimativas,

HUHWQQ’I(Q) + ||¢HW§’1(Q) <C (HUOHW;(Q) + H(bOHWQQ(Q) + Hf”m(Q)) (4.14)
e

fullwzs @) + Bollwzr @) < € (lolluzey + Wolluza +1fl@) . (415)

onde C depende apenas de Q2, T, M e das constantes do problema (P;).

Demonstracao:
Agora, com tal M, podemos considerar o operador de truncamento 7 e o problema
(£1).

Pelo Teorema anterior, existe (u,¢) € W2 (Q) x W

10/3(@), solugao de (F).

Agora, observemos que se mostrarmos que (u, ¢) satisfaz, 0 < ¢ < M q.t.p. em Q,
entao teremos m(¢) = ¢ e (u, @) a solugdo procurada. Suponhamos que isto ja tenha

sido demonstrado e passemos a obter as desigualdade enuciadas.

Como, (u,¢) € W2 (Q) x Wi

0 /3(Q) ¢ uma solugao do problema (P,) e, portanto,

satisfaz as desigualdades do Teorema 4.2, a desigualdade (4.14) é satisfeita.
Para verificarmos que (4.15) é satisfeita considerando 0 < ¢ < M, observemos

que, como W22’1(Q) — L1p(Q) da desiguadade (4.14) temos

lullzai@ + 19llzi@ < C (luolluziay + 9olluziey + 1F @) - (4.16)

Como u, ¢ € L1p(Q), temos que o segundo membro da segunda equacao do pro-
blema (P,) pertence a Lyg/3(Q). Temos também que ¢y € W3(Q) — Wf&i/%(ﬁ)
Entao aplicando o Teorema 1.13 a esta equagao, obtemos que ¢ € Wfd%(@) e satisfaz
a estimativa

||¢wa(;}3(Q)

SCOkwﬂ—@Gvg)—mwwrww»cm—%?)

De onde, usando a desigualdade triangular,

+ ||¢0||W22(Q)> .

Lyo/3(Q)

||¢||Wfd}3(Q)
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<C (“¢HL10/3(Q) + H¢ ) ¢||L10/3(Q) + H¢2 ’ ¢||L10/3(Q) + ||7T(¢) ’ U||L10/3(Q)

H|7(0) - (D) Lroja(@ + 17(8)* + ull g (@) + [17(0)° - 7r(</>)||Lm/3<Q>> :

Se 0 < ¢ < M, entao aplicando a desigualdade de Holder em cada termo da

ultima desigualdade, segue que

[0l 2

10/3

Q) S C <||¢||L10/3(Q) + ||7T(¢)||L10/3(Q) + ||U’||L10/3(Q) + ||¢0||W22(Q)) 5

< C (16205 + Illzacysiar + Nolwzien )

Dai, pela desigualdade (4.16), temos

6l @) < € (luollwzr + lollwzan + 1l ) - (4.17)

10/3

Como ¢ € Wfd}?’(@) entdo ¢, € Lig/3(Q), dai o segundo membro da primeira

equagao de (P.) pertence a Lz(Q), onde ¢ = min{10/3, ¢} > 5/2. Como ug € W3(Q) —
_o/10 .

W120 /i/ Q) — ;72/ (), entao aplicando o Teorema 1.13 & primeira equagao do

problema (P,), temos que u € W;’I(Q), e satisfaz
lullwza) < € (Ndlzaie + 1 zac@ + Iuollwzce)

< C (Jluolwzey + I9ollwze + 1 fllz,@)

por (4.17).
De onde,

el ) + Il o < C (Ilwollwziay + Idollwszior + 1f @) -

Falta mostrar entdao que se (u,¢) é solugdo do problema (P,) dada pelo Teo-
rema 4.2 satisfaz 0 < ¢ < M.
Para isso consideremos uma solugdo (u,¢) do problema (F;) dada pelo Teo-

rema 4.2. Vamos dividir essa demonstracao em duas partes.
1) Mostremos que ¢ > 0 q.t.p. em Q.

Para isto, considere a fungao

o(z,t) se (1) <0

—(¢-)(z,1) = .
0 se ¢z, t) >0
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Observe que

0
A(—p_) (0.0) = af(x t) se d(z,1) .
ot 0 se ¢(z,t) >0
A¢(x se ¢(x
oy -{ 20 =D <)

Multiplicando a segunda equacao de (F;) por —(¢—) e integrando em Q x (0, 1),

com 0 <t <T, temos

/ / - )pudxdt + / / D (—=¢-) D¢ dudt
// $(1—¢ (b——)dwdt—// )1 — (¢ ))(cu—@)dl«dt.

Note que,

/ / —¢_drdadt = / /gb )edzdt = /ﬂ(¢—)(t)2dfc—%/ﬂ(qb_)(O)de,

e que,

/ / )A¢ dadt = / / D (—¢_) D¢ dadt = / / 1D (—¢_) [dxdt.

Entao, das trés dltimas igualdades,

%/(cb)()dx——/ R WA

o[ [ o) 307 (20 06% (—0-) - 1 (=0.) | dad

W / - o (- "

Como por hipétese ¢y > 0, entao (¢_)(0) = (¢o)- = 0. Observe também que
7(¢)(—¢_) =0, com isso

- / @) 0Pdr+ [ | | 1oz

=of [ o S0 (6 >+b¢2<—¢_>—§¢3<—¢_>} o

—a/ /[ )2 —b(p_)? —%(qﬁ)‘*} dadt.
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Entao, usando na tltima integral acima que, —(¢_)3 = ¢*(—¢_) < 0 e usando a

desigualdade de Young no termo —b(¢_)?, obtemos

3 |owra+ [ | | 1po- s

- / [ [Foo- + culto-r +epicoyt - 500" aa

Tomando ¢ > 0 tal que, €]b| — 1 < 0, segue que

/(qb dx+/ /|D¢ |dxdt<0// )2dxdt.

Agora, usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira inte-

gral acima , obtemos
[ ewrds =
Q
para todo 0 < t < T'. Portanto, (¢_) = 0 q.t.p. em €2, para todo 0 < ¢ < T. Com isso,

mostramos que ¢(z,t) > 0 q.t.p. em Q.
2) Mostremos que ¢ < M q.t.p. em Q.

Para isto, considere a fungao

oz, t) — M se oz, t) > M

(M = )_(z,) = {
0 se  o(x,t) < M.

Multiplicando a segunda equagao do problema (FP;) por (M — ¢)_, integrando em
Q% (0,t), com 0 <t <T, e observando que

[ [or=o)-sdai= [ [ =) t0-Myanai= [ [ Sor— o2 daa
[ for-orssam | oo st oot

temos
5 [or=o @+ [ [1p0r -0 pasti = [ 01— 00t

waf [0 (o) 01| aea
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ta /Ot/g {—ﬂ(qﬁ)(l — (6)) <cu _ %@) (M — ¢)] ddt.

Considerando Qi(t) := {(z,s); x € Q, 0 < s <t, ¢(x,s) < M} como também,
Qa2(t) :={(z,s); x€Q, 0<s <t ¢(x,s) > M}, temos da igualdade acima,

;/(M b)_ da:+/ /|DM ¢)_|*drdt = /(M—¢)_(O)2dx
+a//1 { (b—?) (M—(b)] dxdt
wof [ o= o-3) - Jo
+a//1(t) [—w(¢)(1 — 7(¢)) (cu - @) (M — gzs)_] dxdt
+a//2(t) [—W(qb)(l — 7(¢)) (cu— @) (M — ¢)_ ]da:dt

Em Q(t), temos (M — ¢)_ =0, pois ¢ = 0 em Q4(t), logo a primeira e a terceira
integrais do segundo membro da igualdade acima sao nulas.

Em Q(t), temos ¢ > M > 1+ 2|b| 4+ 2|¢|K > 0. Logo, —¢ < 0, (1 — ¢) < 0,
pois (b—¢/2) < 0, pois ¢ > 2]b| > 2be (M — ¢)_ > 0. Portanto a segunda integral do
segundo membro é nao-positiva.

Finalmente, em @Q3(t) temos —7(¢p) = =M < 0, (1 —7(¢)) = (1 — M) < 0. Além
disso, por (4.13), temos que cu < |c|||ul|r.q) < |e|K < M. Entao (cu — w(¢)/2) =
(cu—M/2) < 0. Logo temos que a ultima integral do segundo membro é nao-positiva.

Entao segue que

;/Q(M ¢)- dw+//|DM 0)_ \dxdt<2/(]\/[—¢)(0)2dx-

Como por hipotese ¢y < M, entao (M —¢)_(0) = (M — ¢9)— = 0. O que implica
em (M —¢)_(t) =0 q.t.p em 2, para todo 0 < ¢t < T.
De onde, concluimos que ¢(z,t) < M q.t.p. em Q.

O que demonstra o teorema.

Observacao 4.3 Na demonstragao do teorema anterior, além dos resultados obtidos

do respectivo teorema, também é provado que 0 < ¢ < M q.t.p. em Q.
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4.3 Continuidade, Unicidade e Regularidade de Solugao
para o Modelo 2

Agora iremos demonstrar resultados sobre a continuidade de solu¢ao do pro-
blema (FP) em relagdo ao termo forgante e aos dados iniciais. Uma consequéncia
destes resultados é a unicidade da solucao deste problema. Posteriormente veremos

um resultado sobre regularidade de solucao do mesmo problema.

Teorema 4.4 Sejam f1, f2 € Ly(Q), com q > 5/2, (uf, ¢5), (u, d3) € W3(Q) x W(Q)
e sejam (uy, ¢1), (ug, P2) € WiH(Q) x W22’1(Q) as solugoes correspondentes do problema
(P), com (u}, ¢, f1) e com (ud, @2, f2), respectivamente. Suponha que a,b,c el sao
constantes, com a > 0 e suponha que uj, ¢} satisfazem Oul/On|oq = O¢f/Onlaa = 0 e
0< ¢y <M, para i = 1,2. Além disso, suponha que Q C R3 € um dominio limitado e

de classe C?. Entdao (ui,¢1) e (ug, o) satisfazem a sequinte estimativa
Jur — u2||W22’1(Q) + [lo1 — ¢2||W22‘1(Q)

< C (Il = wdllwze + 116 = Allwzey + 11 = Lollra@)
onde C depende somente de Q), T', M, das constantes do problema (Ps) e de uy, us, ¢1
€ ¢2.
Demonstracao:

De acordo com as hipoteses, temos para cada i = 1,2 que, (u;, ¢;) é solugao do

problema
( ) .
u; _ Au; = —l% + fi em @,
96, ot ot
8251 —Agi = —api(1 — ¢;) (b— ¢i +cu;) em Q,
Ou;/On = 0¢;/On =0 em 09 x (0,71,
\ u; = u, ¢ = o em 2 x {t =0}.

Agora observemos que
—ap1(1 — ¢1) (b — ¢1 + cur) + aga(l — ¢2) (b — ¢2 + cus)

= —ag1(1 — ¢1) (b — 1 + cur) + ada(l — ¢2) (b — b2 + cuz)
+ac (¢3 — ¢2) ur — ac (¢3 — ¢2) uy

= Aj(ug — u2) + As(p1 — @),
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onde,
Ar = a=b+ (b+1)(d1 + da) — (62 + d1da + 63) — cur + cur(r + 6)] e
Ap = ac(¢; — ¢2).
Portanto, definindo u := u; — ug, ¢ := @1 — P, Uy := uy — ud e ¢y := P} — P2,
temos que (u, ¢) satisfaz ao seguinte problema

( Ou 8¢

Eé)_gbAu =g t(hi=f) emQ,
G Ap = A1¢ + Asu em @, (4.18)
Ju/On = 0¢p/0n =0 em 02 x (0,77,

UIUO,¢:¢0 emQX{tZO}

\
Multiplicando a segunda equacao do problema acima por ¢, integrando em €2 x

(0,t], com 0 < t < T, e utilizando a desigualdade de Young, temos

%/ng(t)?dwr/ot/gypw?dxm: %/ngﬁgdx—l—/ot/g(Algb2+Agu¢) dadt

]_ t A t A
<= / ppdx +/ / (A1 + —| 2|> d*dxdt +/ M u?dxdt.
2 Q 0 Q 2 0 Q 2

Como uy, ug, 1,2 € Lo(Q), temos que Aq, Ay € Loo(Q). Logo, usando a de-
sigualdade de Holder, obtemos

%/ng(t)dejL/ot/sJngFdxdtgC’(/nggdx+/Ot/ﬂ¢2dxdt+/0t/ﬂu2dxdt).

Agora, multiplicando a primeira equagao do problema (4.18) por (u + l¢), inte-
grando em 2 x (0,¢], com 0 < t < T, e novamente ultilizando a desigualdade de Young,

temos

1

5/9 [u(t)® + lu(t)o(t) + ¢(t)?] dx+/0t/g(\Du|2+lDuD¢) dxdt

:%/Q(ug—l—luogbo+¢g)dx+l/o /Q(fl—fg)qbdxdt%—/o /Q(fl—fg)ud:vdt

gC(/ngder/Qd)gder/Ot/qu2dxdt+/0t/Qu2dxdt+/Ot/Q(fl—f2)2dxdt).

Multiplicando a primeira desigualdade pela constante (1 + () > 0, e somando &

segunda desigualdade obtida, segue que

1

5/9 [w()® + u()o(t) + 6(1)° + (1 + E)o(t)"] da
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—i—/t/ (\Du!2+lDuD¢+(1+l2)|D¢]2) drdt
0o Jo

_c(/ngdx+/ﬂ¢gdx+/ot/g¢2dmt+/Ot/gu2dxdt+/ot/g(fl—f2)2dagdt).

Procedendo como no item e) da demonstragao do Teorema 4.2, temos a seguinte

desigualdade

/( (1) + 6(1)’ d:z:dt+// (IDuP + | DéJ?) dudt

(/ dx—l—/gbdx—i—/ot/g(u2+<b2)dxdt—|—/ot/9(f1—fz)dedt).

Usando o Lema de Gronwall na desigualdade satisfeita pela primeira integral

acima, obtemos

/Q(u(t)2+<z§(t)2) dxdt+/0t/g(|Du|2+]D¢|2) dadt

</ da:+/<z§0dx—|—/ / fi— f2) dxdt) (4.19)

Agora, multiplicando a segunda equagao de (4.18) por ¢;, integrando em 2x (0, 1),

com 0 <t < T, e utilizando a desigualdade de Young, temos

/Ot/QqﬁfdxdtJr%/Q]Dgé(t)Fd:c

1 t
< 5/ | Dpo|*dw +/ / (Ce|A1]@® + e|A1]¢] + C.|Ao|u® + | As| @) dadt.
Q 0 Jo

Como ¢ > 5/2, temos que u; € W2 (Q) — Loo(Q) e ¢; € Loo(Q) para cada
i =1,2. Entao A, Ay € Lo(Q), dai temos que existe € > 0 tao pequeno que, €|A;| +
e|As| <1/2, q.t.p. em Q. Tomando tal &, e usando o desigualdade (4.19), temos

/0 t /Q o2 ddt + /Q Do (#)2da
< C’(/Q|D¢0|2dx+[)u%dm—k/ﬁgbﬁdw%—/ot/ﬂ(fl—f2)2dxdt>. (4.20)

Multiplicando a primeira equagao de (4.18) por u;, integrando em €2 x (0,¢), com

0 <t <T, e utilizando a desigualdade de Young, obtemos

! 1
//ufdxdt—l——/ | Du(t)|*dx
0 Jo 2 Ja

1 t
<3 [Apuldr+ [ [ (Caltgt+ el + Cuti = £7 + uf) dar
Q 0 JQ
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Tomando € > 0 tal que, e(]l| + 1) < 1/2 e utilizando a desigualdade (4.20), temos

t
//ufdxdt—i—/ | Du(t)|*dx
o Jo Q
t
SC(/ ]Du0|2d:c+/ \D¢0|2dx+/u§dx+/¢gd$+/ /(fl—f2)2dxdt).
Q Q Q Q 0o Jo

(4.21)
Multiplicando a segunda equacdo de (4.18) por —Ag, integrando em € x (0,1),

com 0 <t < T, e utilizando a desigualdade de Young, obtemos

% /Q Do (1)|2dx + /0 t /Q (A2 dudt

1 t
<5 [ 1DonPdz [ [ (CLANG + LA QS + Clidal® + el Al (AP dat.
Q 0 JQ

Como Ay, As € Loo(Q), podemos tomar € > 0 tal que, (|4 + |A2]) < 1/2, q.t.p. em

@), e usando a desigualdade (4.19), obtemos

/Q Do (1)|2dx + /0 t /Q (A)? dardt

<C (/Q | Dpo|*dx + /ngdxjt/ﬂﬁdw%—/ot/g (fi — f2)? da:dt) . (4.22)

Finalmente, Multiplicando a primeira equagao de (4.18) por —Auw, integrando em

Q2 x (0,t), com 0 <t <T, e utilizando a desigualdade de Young, temos

%/Q\Du(t)\zdan/Ot/Q(Au)zdﬂ?dt

= %/Q [Duol*de + /0 /Q (Cll]67 + elll(Au)® + Co(fr — f2)* + e(Au)?) dad.

Tomando € > 0 tal que, £(]I] + 1) < 1/2, e usando (4.20), segue que

/Q|DU(75)|2d$+/0t/Q(Au)2dxdt
S(J</Q|Du0|2dx+/ﬂ|D¢0|2dx+/ngdx+/g¢3dx+/ot/ﬂ(fl—fQ)dedt)

(4.23)

Portanto, das desigualdades (4.19) a (4.23), obtemos a seguinte estimativa,

ez gy + 19llwzr gy < (luollwzar + Iolluziay + 12 = Follzaar) -

O que prova o teorema.
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Corolario 4.5 Sejam f1, fo € L,(Q), comq > 5/2, (u}, ¢p), (ud, p2) € WZ(Q)x WE(Q)
e sejam (uy, d1), (uz, pa) € Wy (Q) x W3 (Q) as solugdes correspondentes do problema
(Py), com (up, g, f1) e com (ug, @3, fa), respectivamente. Suponha que a,b,c el sao
constantes, com a > 0,e suponha que ul, ¢ satisfazem Aul/On|aq = Od)/Onlsq = 0 e
0< ¢y <M, para i = 1,2. Além disso, suponha que Q C R3 é um dominio limitado e
de classe C*. Entio (u1, 1), (ug, ¢2) € Wa' (Q) x WIQO}?)(Q), onde ¢ = min{q, 10/3} e

satisfaz a sequinte estimativa de estabilidade

|lug — U2||W571(Q) + [l¢1 — ¢2||W126}3(Q)

< C (J1uh = wllwzen + 164 = Sbllwsey + s = Fallzaiar) -
onde C depende somente de ), T', M, das constantes do problema (Ps) e de uy, us, ¢1
€ .
Se além disso, ul,dhy € Wp/5(Q), com 2 < 3p/5 < oo, para i = 1,2, entdo
(u1, ¢1), (ug, P2) € W;l(Q) X ng(Q), onde ¢ = min{q,p}, e satisfazem a sequinte

estimativa de estabilidade
s — u2||Wq.2’1(Q) + o1 — ¢2||W5‘1(Q)

< C (Jluy = ubllwz @+ 195 = Sbllwz @+ i = Follza@)
onde C depende somente de Q, T, M, das constantes do problema (Py) e de uy, us, ¢
(& QZ)Q.

Demonstracao:
Sejam u, ¢, ug e ¢y como na demosntragao do Teorema anterior.

Temos pelo Teorema 4.4, que (u, ¢) € W5 (Q) x W3 (Q) e satisfaz a estimativa

[l gy + 1@llwz )

< O (lluollwziey + Idollwzio) + 11 = foll @) - (4.24)
Como Ay, Ay € Loo(Q), temos A1¢+ Asu € Lyg3(Q). Além disso, ¢y € W3(Q2) e

pelo Corolério 1.9, W2(Q) — 120 /g/ (22). Entao, aplicando o Teorema 1.13 a segunda
1

equagao do problema (4.18), temos que ¢ € WfO}S(Q) e satisfaz

160z @) < € (14181202 + Aatl oy + 0l oo )-

10/3
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Usando a desigualdade de Hélder, obtemos

Ielwz, @ < (I6llwz2 gy + lulhz gy + I1dollwzce) -

Da ultima desigualdade e de (4.24), segue que

1Dlly2

10/3

@ = C (luollwzey + ooz + 1 - Sl@) - (429

Agora, como ¢y € L1g/3(Q) e (fi — f2) € Lg(Q), temos que o segundo membro da

primeira equacao do problema (4.18) pertence a Lz((Q)), onde ¢ = min{q, 10/3}. Além
_9/10 ,

disso, ug € WF(Q) — Wfo/z/ () — ;72/‘1((2). Entao aplicando Teorema 1.13 a

primeira equagao equacao mencionada acima, obtemos u € qu ’1(Q) e satisfaz
lllyzs gy < € (Iodlzac@) + 1 = Follac@y + luollya-aggy

<C (H¢t||Lw/3(Q> + i = follng@ + HU0||W22(Q)>
< C (I8llwz o + 11 = Follza@) + luollwzcey)

Pela ultima desigualdade e por (4.24) temos

HUHW;»I(Q) <C (HUOHWQQ(Q) + H¢0HW§(Q) +[[f1 = f2“L2(Q)> .

De onde,

||UHW;1(Q) + Hﬁwafé}B(Q) <C (||u0||W22(Q) + H¢0||W,§(Q) +fi— f2HL2(Q)) ’

€como queriamos.

Suponha agora que ug, ¢y € W??p/5(Q), com 2 < 3p/5 < oo. Como (u,¢p) €
W2HQ) x Wfé}?,(Q) C Loo(Q) X Lo(Q), temos A1¢ + Asu € L,(Q). Além disso,
pelo Corolario 1.9, temos ¢, € I/Vp2 —2p (Q). Entao aplicando o Teorema 1.13 a segunda

equagao de (4.18) e usando a ultima desigualdade, temos que ¢ € Wg’l(Q) e satisfaz

D21 o =C ||u0||W22(Q) + ||¢0||W22(Q) +[loollwz @) + 11 = folla@) ) -
p (Q) 3p/5

Finalmente, como ¢, € L,(Q) e (fi — f2) € Ly(Q), entdo o segundo membro da
primeira equagao de (4.18) pertence a Lgz(Q), onde ¢ = min{q, p}. Além disso, ug €

Wq2 2/ (Q). Entao, aplicando o Teorema 1.13 na primeira equagao do probelma (4.18)
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temos que u € W; ’1(Q), e procedendo de modo analogo ao que foi feito na obtencao

da estimativa anterior, temos

el ) < € (luollwzan + Nollwz o + Idolwzia + 11 — ol -

3p/5

Pelas duas ultimas desigualdades, obtemos

el gy + 19llwzr gy < € (Iiollws, o + 9ollws, o + 11 = Follza@y) -

3p/5

Com isso, demonstramos o teorema.

Segue do Teorema 4.4 o seguinte resultado:

Corolario 4.6 Suponha l,a,b e ¢ constantes, com a > 0, f € L,(Q), com q > 5/2,
e ug, o € WZ(Q) satisfazem Oug/Onlsq = Odo/Onlsq = 0, onde 0 < ¢y < M. Além
disso, suponha que @ C R3 ¢ um dominio aberto, limitado de classe C?. Entdo a

solugao (u,¢) € Wf’l(Q) X W22’1(Q) do problema (Py) € unica.

Pelo coroléario anterior, temos que existe tnica solugao do problema (P,). Segue
entao que esta ¢ a solugao dada pelo teorema 4.3, dai obtemos o seguinte Teorema de

regularidade do Modelo de solidificagao 2:

Teorema 4.7 Suponha que a,b,c,l sao constantes, com a > 0, f € L,(Q), com q >
5/2, e ug,pg € WE(Q) satisfazem Oug/On = dpg/dn = 0 e 0 < ¢g < M. Além
disso, suponha que @ C R® é um dominio aberto, limitado e de classe C*. Se (u, ) €
W Q) x W3 (Q) € uma solucdo de (Py), entio (u,¢) € W'(Q) x Wfd}?)(Q), onde

g = min{q, 10/3} e satisfaz a sequinte estimativa

||UHW§’1(Q) + [[@llyp2e (@)

10/3

< C (luollwze + Iolluzi + 1/llzu@) -
onde C depende somente de Q, T, M, das constantes do problema (Py) e de uy, us, ¢y

(& ¢2.

Se, além disso ug, Py € ng/5(Q), com 2 < 3p/b < oo, entdo (u,p) € W;’l(Q) X

271 ~ . . . . .
W2HQ), com ¢ = min{q,p}, e satisfaz a sequinte estimativa
Hu‘|W;’1(Q) + H(bHWE’I(Q)

@ +IflL@);
onde C depende somente de Q, T', M, das constantes do problema (Py) e de uy, us, ¢y

€ qbg.

< C (Iluollws, oy + 9oz

3p/5
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Demonstracao:
Seja (u, ) € Wy (Q) x W' (Q) uma solucio do problema (P;). Como a solucio
desse problema é tnica temos que esta é dada pelo Teorema 4.3. Entao (u,¢) €

W;l(Q) X Wfo}:a(Q)? onde ¢ = min{q, 10/3}, e (u, ¢) satisfaz as estimativas (4.14) e
(4.15).

Como ¢ € Wfd%(@) — Loo(Q) e u € WP(Q) — Loo(Q), temos que o segundo
membro da segunda equagao de (F») pertence a Lo(Q) — L,(Q). Além disso, como
oo € Wfpﬁ(Q) — WZ?*Q/p(Q), entao aplicando o Teorema 1.13 & segunda equacao da

(P2), obtemos ¢ € W2'(Q) e vale o seguinte,
I6lhz2q) < € (Il = ad(l = 6)(b = 6 = W)z, @) + Idollya-2ry)
< C (Il~aco(1 = @)u - a(l = 6)(b = )6l 1,0 + Id0llwz e ) -

Pelas desigualdades triangular e de Holder e como 0 < ¢ < M, pelo Teorema 4.3,

temos que

H(b”sz’l(Q)
C (I1-aco(1 = 6)ll5.. g 1ullryi@) + I=a(l = )b = ). ) I6lr,i@1 + Idollwz (@)

¢ (Iullry@ + 19l,@ + Iollws @) -

Segue da ultima desigualdade e da desigualdade 4.15, que

3/5

I9lhwzsicy < € (Iollws, o + lollwzion + 1/l -

Agora, como ¢, € L,(Q), temos que o segundo membro da primeira equacao
de (P,) pertence a L4z(Q), onde ¢ = min{q,p}. Além disso, uy € ng/s(Q) —
Wg_Q/p(Q) — W;_W(Z(Q). Entao, pelo Teorema 1.13 e pela tltima desigualdade, temos
u € W;I(Q) satisfazendo

lullywzag) < € (Idly@ + 1y + lolly2-2raiy

< C (lollwz, @+ luollwz, @) + 1 lzyie )
Portanto,
ez g + 19llwz gy < € (Iollwz, o + oz, o + I/l )

Logo temos (u, ) € W7'(Q) x W21(Q) e a estimativa desejada.
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