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Resumo

Nesta dissertagao, considerando F' um corpo de caracteristica zero, sao estabelecidas
bases para identidades graduadas de M, (F'), M, ,(E), produtos tensoriais da forma
M, ,(E)® M, s(E) ou M, ,(E)® E e alguns casos mais particulares das duas primeiras
algebras comn =2 e p = ¢ = 1. Como consequéncia dos trabalhos de Kemer, as tinicas
algebras T-primas em caracteristica zero sdo M, (F), M,(E) e a subalgebra M, ,(E)
de M,.,(E), as quais, em alguns casos particulares, sao Pl-equivalentes a uma das
algebras E®@ E, M, ,(E)® E e M, ,(E) ® M, ;(E). Mostramos essas Pl-equivaléncias

utilizando argumentos diferentes dos usados na teoria de Kemer.

Palavras-chave: PI-Algebra, Algebras Graduadas, Identidades Graduadas,

Pl-equivaléncia.



Abstract

In this work, considering F' a field of characteristic zero, we establish bases to graded
identities of M, (F), M, ,(E), tensor products of form M, ,(E)®@M, s(E) or M, ,(E)QF
and some special cases of the first two algebras with n = 2 and p = ¢ = 1. As a result of
Kemer’s work, the only T-prime algebras in characteristic zero are M, (F'), M, (F) and
the subalgebra M, ,(E) of M, ,(FE), which, in specific cases, are PI-equivalent to one of
the algebras £ ® E, M, ,(F)® E and M, ,(E) ® M, ;(E). Thus, these Pl-equivalences
are shown in this dissertation, using different arguments from the ones used in Kemer’s

theory.

Keywords: Pl-algebra, Graded Algebras, Graded Identities, PI-Equivalence.
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Introducao

Um dos objetos de estudo da algebra moderna sio as chamadas PI-Algebras, ou
Algebras com Identidades Polinomiais, as quais formam uma classe estudada pela PI-
Teoria. As algebras de matrizes, as dlgebras de dimensao finita e algebras comutativas
fazem parte dessa classe e o estudo destas classes de élgebras é significativo, tendo
em vista as diversas aplicacoes dessas estruturas. Os principais objetos de estudo da
PI-Teoria sao as identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra A, a estrutura de
uma algebra que satisfaz uma certa identidade polinomial, os T-ideais e as variedades
de algebras.

Dizemos que um polinémio f em variaveis nao comutativas ¢ identidade poli-
nomial para uma algebra A se ele anula para qualquer substituicao por elementos
desta algebra. Se existe um polinémio nao-nulo que é identidade para a algebra A
dizemos que A é uma PI-Algebra. O polinomio f(z,y) = xy — yx é identidade para
uma algebra comutativa, a algebra de Grassmann satisfaz a identidade [[z,y], 2], onde
[z,y] = xy — yz, e 0 polindémio x;xs - - - ,, é identidade para uma algebra A nilpotente,
com A" = (0. Subélgebras, imagens homomoérficas e produtos diretos de PI-adlgebras
também sao dlgebras com identidades polinomiais.

A noc¢ao de identidade polinomial surge nos trabalhos de Dehn [6] ¢ Wagner [27].
Mas foi a partir de 1948, com o artigo de Kaplansky [I7], que se teve um interesse
de forma mais intensa na area. Dois anos apos o trabalho de Kaplansky, Amistur e
Levitsky mostraram que o polinémio standard de grau 2n é uma identidade de grau
minimal para dlgebra de matrizes de ordem n (ver [1I]). Esse resultado contribuiu para
um novo caminho dentro da Pl-teoria, que seria descrever as identidades polinomiais

satisfeitas por uma dada &lgebra.
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Denote por F'(X) a &lgebra dos polindmios em varidveis associativas e ndo comu-
tativas no conjunto X sobre o corpo F', também chamada de algebra associativa livre
em X sobre F. Quando um ideal em F'(X) é invariante por endomorfismos na algebra
livre ele é chamado de T-ideal. O conjunto das identidades polinomiais de uma algebra
A, denotado por T'(A), é um T-ideal da algebra livre, e todo T-ideal de F'(X) é o ideal
das identidades de alguma algebra. Portanto, determinar as identidades polinomiais
de uma algebra é equivalente a encontrar o T-ideal desta algebra.

A correspondéncia entre T-ideais e &lgebras nao é bijetiva, pois algebras nao
isomorfas podem ter o mesmo ideal de identidades, mas existe uma correspondéncia
biunivoca entre T-ideais e variedades. Uma variedade de algebras é uma classe de
algebras que satisfazem um dado conjunto de identidades. Esse conceito foi introdu-
zido por Birkhoff [3] e Malcev [20], e se tornou uma linguagem natural na teoria de
identidades.

Um dos principais e mais dificeis problemas na Pl-teoria é descrever um T-ideal.
Nesse sentido, Specht, em 1950 [25], conjecturou que todo T-ideal proprio em F(X)
é finitamente gerado, quando o corpo base F' tem caracteristica zero. Esse problema,
conhecido como Problema de Specht, juntamente com os resultados de Amistur e Le-
vitsky, motivou um grande desenvolvimento na teoria de identidades polinomiais, onde
inicialmente se considerava corpos de caracteristica zero.

O Problema de Specht foi resolvido apenas em 1987 por Kemer, como pode ser
visto em [I8]. Sua prova é baseada em uma teoria sobre T-ideais que envolve os
conceitos de superidentidades e alguns produtos tensoriais graduados com a algebra de
Grassmann, chamados de envelopes de Grassmann. Nesse trabalho, além da solucao
principal, Kemer também classificou, em caracteristica zero, as algebras geradoras de
variedades primas nao triviais, também chamadas de &lgebras T-primas. Apesar de sua
grande importancia, o trabalho do Kemer nos garante apenas finitude da base dos T-
ideais. Além disso, em caracteristica positiva, o problema de Specht nao é valido, pois
existem contra exemplos como pode ser visto nos trabalhos de Belov [2], Grishin [13] e
Shchigolev [24], bem como nao temos uma classificacdo para as algebras T-primas.

Como trabalhar com identidades ordinarias quase sempre é complicado, foram
desenvolvidas outras ideias de identidades polinomiais como as identidades polinomi-

ais com traco, as identidades polinomiais com involucao e as identidades polinomiais
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graduadas. A partir desta tltima podemos estabelecer varios resultados a respeito das
identidades ordinarias, mais precisamente, se os ideais das identidades graduadas de
duas algebras coincidem, entao o mesmo vale para os ideais das identidades ordinarias.
Durante este trabalho vamos dar maior énfase a este de tipo de identidade, com relacao
as algebras matriciais M, (F), M,(E) e M, ,(E), onde E ¢ a élgebra de Grassmann e
M, 4(E) sao certas subalgebras de M, ,(F) descritas no Capitulo 1 (ver Exemplo[1.1.17]
na pagina , pois estas sao as algebras que possuem os tinicos T-ideais T-primos nao
triviais em caracteristica zero, pelos resultados de Kemer.

Duas algebras A e B sao Pl-equivalentes se T'(A) = T(B), e denotamos A ~
B. Como consequéncia da teoria desenvolvida por Kemer, temos as seguintes PI-

equivaléncias:

(1) EQ E~ M ,1(E);
(2) Mp,q(E) QE ~ Mp+q(E)5
(3) Mp,q(E) ® Mm(E) ~ Mp?”-l—qs,ps—irqr(E)-

Em caracteristica zero, sabemos que existe uma base finita para T'(M,,(F')), para
todo n. Considerando identidades graduadas, o problema de descrever uma base finita
para o ideal das identidades Z,-graduadas de M, (F) foi resolvido por Vasilovsky em
[26], para qualquer n. Esse mesmo resultado ja havia sido resolvido para o caso n = 2,
por Di Vincenzo em [7]. Além disso, usando argumentos semelhantes aos de Vasilovsky,
Di Vincenzo e Nardozza em [§] e [9] encontraram geradores do ideal das identidades
L, X Lo-graduadas para as algebras M, ,(E)® E e M, ,(E)® M, s(E). A determinacdo
dessas bases e demonstragoes alternativas das PI-equivaléncias anteriores sao os prin-
cipais resultados apresentados nesta dissertacao, a qual consiste de 4 capitulos e esta
organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentaremos os resultados basicos necessarios nos capitulos
seguintes. Vamos assumir que, por parte do leitor, sao conhecidos os conceitos e resul-
tados de algebra linear bésica. Iniciamos com o conceito de algebra e alguns exemplos
que serao importantes ao longo do texto. Posteriormente, definimos moédulo sobre uma
algebra e desenvolvemos a teoria de representacoes de grupos, tanto para um grupo
qualquer quanto para o grupo S,. Prosseguindo, estabelecemos o conceito de algebra

associativa livre, identidades polinomiais e polindomios multi-homogéneos e multiline-
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ares. Por fim, definimos as algebras graduadas e identidades polinomiais graduadas,
que sao os principais conceitos usados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2 apresentamos a descri¢ao feita por Vasilovsky em [26], conside-
rando um corpo F' de caracteristica zero, das identidades Z,-graduadas para a algebra
M, (F). Mais precisamente, encontramos uma base para o ideal das identidades Z,,-
graduadas da &lgebra de matrizes de ordem n sobre o corpo F. Além disso, também em
caracteristica zero, descrevemos uma base das identidades Z,, x Zs-graduadas da alge-
bra M, ,(F)® E e determinamos a segunda Pl-equivaléncia de Kemer (equivaléncia (2)
na pagina [§)), como consequéncia dos resultados obtidos por Di Vincenzo e Nardozza
em [9].

No Capitulo 3, considerando F' um corpo de caracteristica zero, apresentamos
os resultados obtidos por Di Vincenzo em [7] para as algebras My(F') e My 1(E), onde
descreveremos uma base do ideal das identidades Zs-graduadas de My (F’), e consequen-
temente, via isomorfismo graduado, obtemos uma base para o ideal das identidades
Zo-graduadas de M, ;(E). Como corolario disto obtemos a primeira Pl-equivaléncia de
Kemer (equivaléncia (1) na pagina [g)).

Por fim, no Capitulo 4, com base nos resultados de Di Vincenzo e Nardozza
em [8], encontramos uma base das identidades Z,, x Zs-graduadas, tanto para algebra
M, ,(E), quanto para o tensorial de duas algebras desse tipo, sobre um corpo de carac-
teristica zero, e determinamos a terceira Pl-equivaléncia de Kemer (equivaléncia (3) na
pagina , com auxilio das algebras matriciais M, (F), estudadas ao longo do capitulo.
Em seguida, definimos as identidades monomiais triviais e classificamos as algebras
da forma M,(E) que ndo possuem identidades monomiais nio triviais. Finalmente,
estabelecemos o conceito de graduacoes quase elementares nao isomorfas de M, ,(E) e

determinamos uma férmula para calcular o nimero total dessas graduagoes.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo serao estabelecidas as notacoes, definicoes, conceitos e resultados
que servem de base para o desenvolvimento deste trabalho. Em todo o capitulo, F sera

um corpo qualquer, a menos que se fale o contrario.

1.1 Algebras

Definigao 1.1.1 Uma F-dlgebra (dlgebra sobre F ou simplesmente dlgebra) consiste
de um par (A, x), onde A € um F-espago vetorial e x : A x A — A satisfaz:

i)ax(b+c)=axb+axc;
i) (a+b)xc=axc+bxc;

iii) (Aa) *b=ax (\b) = Aax*b),

para quaisquer a,b,c € A e A € F.

Na defini¢do acima, * é chamada multiplicacdo (ou produto) da &lgebra A. Para
simplificar a notagao, denotaremos o produto a * b por justaposicao ab, para quais-
quer a,b € A. Definimos ajazas como sendo (ajas)az e, indutivamente, o produto
ajas -+ ap_1a, como sendo (ajas...a,_1)a,, para a; € A. Um subconjunto § de A é
uma base da algebra se é uma base do espacgo vetorial A, e definimos a dimensao de

A como sendo a dimensao de A visto como F-espaco vetorial.

Definigcao 1.1.2 Seja A uma F-dlgebra. Dizemos que A é:
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i) Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A;
ii) Comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A;

iii) Unatdria (ou com unidade) se existe um elemento em A, denotado por 14 (ou
simplesmente por 1), tal que aly = 14a = a, para todo a € A. O elemento 14 €

chamado de unidade da dlgebra A.

No caso em que a algebra A for associativa teremos também uma estrutura de
anel para A. Quando A for unitaria, dado A € F', podemos identificar o elemento A1
de A por A. Desse modo F' pode ser visto como o conjunto {1 : A € F'}, donde temos
que F esta contido em A.

Agora serao estabelecidos alguns exemplos que serdao importantes ao longo do

texto.

Exemplo 1.1.3 Considere o espago vetorial M,(F) das matrizes de ordem n sobre
o corpo F. Temos que M,(F), com a multiplica¢cao usual de matrizes, é uma dl-
gebra associativa e unitdria, cuja unidade € a matriz identidade I,,. Seja E;;, 1 <
i,7 < m, a matriz que possui entrada 1 na coordenada (i,7) e as demais entradas
sao nulas. FEssas matrizes sao chamadas de elementares, e claramente o conjunto
B=A{E;:1<14,5 <n} € uma base para a dlgebra de matrizes M,(F'). Logo, como 3
possui n?® elementos, a dimensao de M, (F) én?. E’fdcil ver que E;j; By = 0, Eq, onde
0 € o delta de Kronecker.

De modo mais geral, dada wma dlgebra A, considere M, (A) o espaco das matrizes
com entradas em A. Definindo o produto em M,(A) analogamente ao produto em

M, (F) temos uma estrutura de dlgebra para M, (A).

Exemplo 1.1.4 (Algebra de Grassmann) Seja V um espaco vetorial com base
{e1,69,€e3,...}. A dlgebra de Grassmann, denotada por E, € definida como a dlgebra

associativa com base

{1,6i16i26i3"'6ilZi1<i2<i3<"'<il,l21}

cujo produto € dado por

e; =0 e ee; =—eje;, 1,j €N

Podemos escrever B = Ey ® E, onde Ey e Ey sao 0s subespagos gerados pelos

conjuntos & = {1,e;€,€i,---€; 1 é par} e & = {e; €€y € + k é impar},

respectivamente. Temos que

(6i16i26i3 e eiz)<€j1€j2ej3 T ejk) - <_1)lk<ej1€j2ej3 T ejk)(eileizeis T eiz)v
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[,k €N, jd que e;e; = —eje; e dai seque que ax = xa, paraa € Eyex € E, eyz = —zy,
para z,y € E1. No caso em que a caracteristica de F' € 2, temos que 1 = —1, donde

eie; = eje; , 1,7 € N, e portanto E € uma dlgebra comutativa.

Exemplo 1.1.5 Se V' é um F-espago vetorial, considere o F-espago vetorial L(V) de
todos os operadores lineares de V.. Munido da composi¢ao de fungoes, temos que L(V)

€ uma F-dlgebra associativa e com unidade. Vamos denotar a composicao T o S, por
TS, para T,S € L(V).

Exemplo 1.1.6 (Algebra de Grupo) Seja G um grupo finito e considere o conjunto
FG de todas as somas formais )

de soma e produto por escalar

Z)\gg + Zagg = Z()\g +ay)g e a(z Agg) = Za)\gg, a€F.

geG geG geG geG geG

9eG NG, onde Ny € F'. Considere em F'G as operagoes

Temos que F'G com essas operagoes € um F-espago vetorial. Fizado h € G, identifique

Agg de F'G, onde

1, seg=nh
Ag = .
0, seg#h

h com o elemento )

Assim podemos dizer que G estd contido em FG. Além disso, G € base de FG. Temos
que a operacao do grupo G induz uma multiplicacao bilinear em F'G, e portanto temos

uma estrutura de F-dlgebra em FG. Essa dlgebra é chamada de dlgebra de grupo.

Sejam V' e W F-espagos vetoriais. Considere entao o F-espago vetorial F'(V x W),
com base V' x W, e o subespago U de F(V x W) gerado pelos elementos do tipo

(v + vo,w) — (v1,w) — (vg, w)
(v, w1 + we) — (v, wy) — (v, ws)
(Ao, w) = A(v, w)

(v, Aw) — A(v, w),

(1.1)

onde v,vy,v3 € V, w,w,we € W e X € F. O espaco vetorial quociente F(V x W) /U
é chamado de produto tensorial de V e W, e denotamos V ®p W (ou simplesmente

V @ W). Dado (v,w) € V x W, denotamos o elemento (v,w) de V ®r W por v ® w.

Esses elementos sao chamados de tensores. Assim, V' ® W é gerado pelo conjunto
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{v@w:veV,we W} e temos

(+m)w = (new)+ (v,w)
v® (w1 +wy) = (VRw)+ (v ws)
W) ew = Mvew)

v (W) = AMvew),

onde v,vy,v9 € V, w,wi,wy € W e XA € F. Logo os elementos de V ® W sao da forma
> (v @ w;), com v; €V, w; € W.
Teorema 1.1.7 (Propriedade Universal) Sejam V, W e U F-espacgos vetoriais e

f:VxW — U uma aplicacao bilinear. Entao existe uma unica transformacgao linear
Tr: VW — U tal que Tf(v @ w) = f(v,w), para quaisquer v eV ew € W.

Demonstragdo: Temos que V' x W ¢é base de F'(V x W), e dai existe uma transfor-
magao linear T': F(V x W) — U, tal que T'((v,w)) = f(v,w), para quaisquer v € V e
w € W. Note que os elementos em pertencem a KerT, donde U C KerT. Defina
entao
Ty: VoW — U
@ — Ti(@) =T ().

Dados a; e ay em F(V x W), com oy —ay € U, temos que T(ay) = T(az), e portanto
Ty estd bem definida. Além disso Ty é linear e satisfaz Tf(v @ w) = Ty((v,w)) =
T((v,w)) = f(v,w). A unicidade de T segue do fato de {v @ w : v € V,w € W} ser
um conjunto gerador de V@ W. [

Exemplo 1.1.8 (Produto tensorial de algebras) Sejam V e W dlgebras sobre F.
Dados v € V e w € W, nao € dificil ver que a aplicagdo f, : VW = VW
dada por f,.(x,y) = v ® wy € bilinear. Assim, pela propriedade universal, existe

uma tdnica T, ,, € L(V @ W) tal que T, ,(z @ y) = vx @ wy. Considere a aplicag¢ao

T: VW — LV&W)
(v,w) +— T((v,w)) =Ty
Temos que T € bilinear e, novamente pela propriedade universal, existe uma unica
H: VoW — LV W) tal que H(v ® w) = T,,,. Portanto o produto
VeoW)x(VeW) — VoW
(a, ) — a-f=H(a)(B)
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€ bilinear. Além disso

(T1@y1) - (T2 @y2) = H(z1 @ 91) (12 @ Y2) = Ty, (T2 @ y2) = 2172 @ Y192

-

para quaisquer x1,xy € V e y1,ys € W. Munido deste produto temos que V Q@ W ¢é
uma dlgebra. Se Ve W sdao dlgebras com bases 1 = {v; i € I} e By = {w; : j € J},
respectivamente, entdo o conjunto = {v; @ w;:i € I,j € J} é uma base de V& W.
Além disso, se V. e W possuirem unidade, entao 1y ® ly € a unidade do produto

tensorial.

Exemplo 1.1.9 Seja Fx] o F-espago vetorial dos polindémios na varidvel x com co-
eficientes em F. Munido do produto usual de polindmios, temos que Flx] é uma F-
dlgebra associativa, comutativa e unitdria. De modo geral podemos considerar a dl-
gebra F[X] dos polinémios em vdrias varidveis. Nesse sentido X = {x; : 1 € I} €
um conjunto de varidveis (comutativas), e no caso X = {x1,xs,...,2,} denotamos
FIX]| = Flxy, 29, ... 12,

Definigao 1.1.10 Sejam A uma F-dlgebra e B uma base de A. Dizemos que B é uma

base multiplicativa para A se satisfaz:
para quaisquer by, by € B, se biby # 0 entao existe ¢ € F tal que cbiby € B.

Exemplo 1.1.11 A dlgebra de matrizes M,,(F) e a dlgebra de Grassmann, com suas
respectivas bases naturais f = {E;; : 1 < 1,5 <n} e & = {1, e, e,,€i, €, i1 < iz <

i3 < -+ <ipl > 1}, sao exemplos de dlgebras com base multiplicativa.

Definicao 1.1.12 Seja A uma F-dlgebra. Dizemos que

i) Um subespago S de A é uma subdlgebra se é fechado com respeito a multiplicagao,

ou seja, se dados a,b € S temos ab € S.

i) Um subespago I de A é um ideal (bilateral) de A se IA C I e AI C I, ou seja,

se dadosa € I ex € A temos ax,za € I.

Observacao 1.1 No caso em que I satisfaz apenas AI C I ou IA C I, dizemos que I

€ ideal a esquerda ou ideal o direita, respectivamente.

Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Dados dois elementos a e b em A
dizemos que a é congruente a b modulo I, se a—b € I, e denotamos a = b (mod I).
Obtemos assim uma relacao de equivaléncia, e a classe de equivaléncia de a modulo
é dada por a+ I ={a+i:i€ I}, a qual pode ser denotada por a. Note que se a € I,

entdao @ = 0. O conjunto de todas as classes de equivaléncia sera denotado por A/I.



1.1. Algebras 15

Considerando o espago vetorial quociente A/ e o produto

D AJTx AT — AJI

(a,b) — a-b=ab

em A/I, obtemos uma estrutura de algebra para A/I, a qual é chamada algebra
quociente de A por I. Nao é dificil ver que se § = {v; : j € J} é um conjunto gerador
de A (como espaco vetorial), entao o conjunto 5 = {v; +1 : j € J} é um conjunto

gerador de A/I.

Exemplo 1.1.13 Seja UT,(F) o conjunto das matrizes triangulares superiores com
entradas em F. Dadas duas matrizes X,Y € UT,(F), € facil ver que XY € UT,(F).
Logo UT,(F) € uma subdlgebra de M, (F).

Exemplo 1.1.14 (Subalgebra gerada) Seja A uma dlgebra associativa e S C A
(nao-vazio). Definimos a subdlgebra gerada por S, denotada por (S), como sendo a
intersecao de todas as subdlgebras de A que contém S. Verifica-se que (S) € gerado,

como espago vetorial, pelo conjunto {s1sy--- s, : k € N, s; € S}.

Observacao 1.2 Quando estivermos considerando apenas o subespaco gerado por um

subconjunto S de uma dlgebra A vamos usar a nota¢io spanp{S}. Observe que
spanp{S} C (S).

Exemplo 1.1.15 Dada uma dlgebra A o conjunto
Z(A)={a€A:ax =xa, VYx € A}

¢ chamado de centro de A. Temos que Z(A) é um subespago vetorial de A e, no
caso em que A é associativa, Z(A) € uma subdlgebra de A. Nao é dificil ver que, para
neN, Z(M,(F)) =A{\,: X € F}, isto é, o conjunto das matrizes escalares. E pelo o
que foi feito no Exemplo temos que Z(E) = Ey, quando charF # 2, e Z(E)=FE

se charF = 2, pois neste caso E é comutativa.

Exemplo 1.1.16 O conjunto

b
Ml,l(E): {(Z d) Z(Z,deEo,C,bEEl}

com o produto usual de matrizes € uma dlgebra associativa e unitdria (uma subdlgebra
de My(E)). Além disso, nao é dificil ver que

Z(M,,(E)) = {( g 2 ) La€ EU}
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Exemplo 1.1.17 Tome p,q € N e sejan =p+q. O conjunto M, ,(E) formado pelas

Ey | B4 D
E|Ey || ¢’
P g

ou seja, por matrizes de ordem n em blocos com entradas em Ey e Ey, com o produto

matrizes da forma

usual de matrizes € uma dlgebra associativa. Observe que My 1(E) é o caso particular

para p = q = 1. Além disso, M, ,(E) € uma subdlgebra de M, (FE).

Definigao 1.1.18 Sejam A e B duas dlgebras. Definimos um homomorfismo de
dlgebras como sendo uma aplicagio ¢ : A — B que é um homomorfismo de espacos

vetoriais (transformacao linear) e satisfaz
p(ab) = p(a)p(b), Va,b e A,
ou seja, ¢ preserva produto.

Observacao 1.3 Quando A e B sdao dlgebras com unidade, exigimos também que

©(14) = 1p para que ¢ seja homomorfismo de dlgebras.

Na definicao acima, dizemos que ¢ é um monomorfismo se for injetor, um
epimorfismo se for sobrejetor e um isomorfismo quando for bijetor. Se ¢ é um
homomorfismo de A em A chamamos de endomorfismo, e se além disso for bijetor
chamamos de automorfismo. O conjunto dos endomorfismos de A é denotado por
End(A). Se existir um isomorfismo ¢ : A — B entre as algebras A e B, dizemos que
as duas sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Se ¢ : A — B é um homomorfismo de &lgebras, entao o conjunto
Ker(p) = {a € A : p(a) = 0}, chamado de ntcleo de ¢, ¢ um ideal de A, e
Im(p) ={¢(a):a € A} (imagem de ¢) é uma subalgebra de B. Além disso, nao é

dificil ver que a aplicacao

T: A/Ker(p¢) — Im(yp)

z — T(T) = ¢(z)

estd bem definida e é um isomorfismo de algebras. Em particular se ¢ é um epimorfismo

temos A/Ker(p) ~ B.
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Exemplo 1.1.19 (Projegao) Considere a dlgebra quociente A/I. Eziste um epimor-
fismo natural entre A e A/I dado por

o: A — A/l
a — a=a+1

chamado de projecao canénica.

Exemplo 1.1.20 Sendo A uma F-dlgebra, temos que M,(F) @ A ~ M,(A). De
fato, sendo [ base de A, entao o conjunto {E;; ® a : 1 < i,j < n,a € [} €
uma base de M,(F) ® A. Além disso, vemos facilmente também que o conjunto
{aEij : 1 <i,j <n,a € f} ébase de M,(A), onde aE;; é a matriz de M, (A) que
possui o valor a na entrada (i, 7) e 0 nas demais entradas. Considere entao a aplicagio
bilinear T : M, (F) x A — M, (A) que satisfaz T(E;;,a) = ak;;, a € 5. Entao, pela
propriedade universal, existe transformacao linear
v: My(F)@ A — M, (A)
E;®a +— Y(E;®a)=ak;

Considere entdo a transformacao linear

p: Mu(A) —  My(F)

® A
aEij +— p(aE;) =E;®a

onde a € 5. Temos que

UV(p(akiy)) = Y(Ey @ (a)) = akiy;

e(V(EBiy ®a)) = plab;j) = Eij @ a.

~1 e v sdo isomorfismos de espacos vetoriais. Agora vamos mostrar que

Assim, ¥ =

© € isomorfismo de dlgebras. Observe que

0 , sej#k

(akiy)(bEw) = { (ab)By , sej=Fk

Assim, se j # k, temos
p((aEi)(bEw)) = ¢(0)=0=0® (ab) = (EijExn) ® (ab)
= (B ®a)(En®b) = o(aliy)p(bEy),
e se j =k temos
e((akij)(bEw)) = ¢((ab)Ey) = By @ (ab) = (EjjEn) ® (ab)
= (Bij®a)(Ey ®b) = ¢(abij)o(bE).

Logo, pela bilinearidade da multiplicacao em M, (A), seque que o(XY) = p(X)p(Y),
para quaisquer X,Y € M,(A). Portanto temos um isomorfismo de dlgebras entre

My(F)® A e M,(A).
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1.2 Modulos sobre Algebras e Representacoes de Gru-

pos

Agora vamos estabelecer os conceitos de modulos sobre algebras e de represen-
tacoes de grupos, além de alguns resultados que servirao de base para os capitulos
seguintes. Em toda esta secao iremos considerar algebras associativas e com unidade,

a menos que se mencione o contrario.

Defini¢ao 1.2.1 Dada uma F-dlgebra A, definimos um A-mddulo (ou mddulo sobre
A) como sendo um F-espaco vetorial M, munido de um produto - : Ax M — M, dado

por (a,m) — a-m, que satisfaz:
i) (a1 4+ as)-m=(a;-m)+ (ag-m);
i) a-(my+mso) = (a-mq)+ (a-my);
iii) (Aa)-m=a-(Am) = Aa-m);
i) ay - (az-m) = (a1aq) - m;
v) 1a4-m=m.
Para QUALSqUEr a,ay,as € A, m,my,ms € M e A € F.
Seja G um grupo. No caso em que A = F'G (algebra de grupo) e M é um modulo

sobre F'GG, muitas vezes vamos dizer que M é apenas um G-modulo, omitindo-se o

corpo F.

Observacao 1.4 Os itens (i),(ii) e (iii) da defini¢ao acima significam que a opera-

"non

cao de multiplicacao € uma aplicacdo bilinear. Para simplificar a notacdo, vamos

denotar o produto a - m por am, para a € A em € M.

Exemplo 1.2.2 Se A ¢ uma dlgebra, entao A € naturalmente um mddulo sobre si

mesma, onde o produto € a multiplicagdo da dlgebra. Denotamos esse mddulo por 4 A.

Definicao 1.2.3 Sejam A uma dlgebra e M um mddulo sobre A. Dizemos que:

i) Um subespago vetorial N de M é um submddulo (ou A-submddulo) de M se
an € N, para todo a € A en € N;

i) Um submddulo N de M é minimal se nao existe submddulo Ny de M tal que
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iii) M é um A-mddulo irredutivel (ou simples) se M # {0} e seus unicos submddulos

sao {0} e M.

Sejam A uma algebra, M um A-moédulo e N um submédulo de M. De modo
analogo ao caso de algebras, podemos definir um produto no espago vetorial quociente
M/N, e assim obter o A-médulo quociente M /N, cujos elementos sao as classes de
equivalenciam =m+ N ={m+n:n € N}, m € M.

Exemplo 1.2.4 Seja A uma dlgebra e considere o A-mddulo 4 A. Temos que 0s sub-

mddulos de 4 A sdo justamente os ideais G esquerda da dlgebra A.

Exemplo 1.2.5 Se M é um A-mddulo temos que os submddulos de M minimais sao

exatamente aqueles que sao A-mddulos irredutiveis.

Definicao 1.2.6 Sejam A uma dlgebra e My, My A-mddulos. Uma transformacao
linear ¢ : My — My € um homomorfismo de A-mddulos se p(am) = ap(m), para
quaisquer a € A, m € M.

Exemplo 1.2.7 Sendo A uma dlgebra e M um A-mddulo, fite m € M. A aplicacao

T AA — M
a +— T(a)=am

€ um homomorfismo de A-maodulos.

Se ¢ ¢ um homomorfismo de A-moédulos, como no caso de homomorfismos de
algebras, temos as definicdes analogas para monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo
e endomorfismo, e os conjuntos Ker(p) e Im(y) sao submodulos do dominio e do

contradominio, respectivamente.

Definicao 1.2.8 Sejam G um grupo e V um F-espaco vetorial. Uma representacao

linear (ou uma F-representacao linear) de G em V' é um homomorfismo de grupos
v: G —  GL(V)
g — wlg) =g,

onde GL(V) é o grupo de transformagées lineares invertiveis do espago vetorial V.. O

grau da representacao é definido como sendo a dimensao do espago vetorial V.

Quando ¢ for injetiva, dizemos que a representacao é fiel. No caso em que
dimV = n finita, temos que GL(V') é isomorfo a GL,,(F'), onde GL,(F) é o grupo das
matrizes invertiveis n X n com entradas em F', e dai podemos ver uma representacao
de G em V como sendo um homomorfismo ¢ : G — GL,(F). Se n = 1 temos GL(V)

isomorfo a F* = F — {0}, o grupo multiplicativo do corpo F.



1.2. Médulos sobre Algebras e Representacoes de Grupos 20

Exemplo 1.2.9 (Representagao trivial) Sejam G um grupo e V um F-espaco ve-

torial, e considere a representacao
v: G — GL(V)
g — ¢lg)=1Idv’
onde Idy € a aplicacao identidade de V. No caso em que dimV = n, podemos ver esta

representacao da sequinte forma

GL,(F)

p: G —
g — olg)=1,"

onde I, € a matriz identidade n X n.

Definicao 1.2.10 Sejam G um grupo, V um F-espaco vetorial e p : G — GL(V) uma
representagdo. Dizemos que um subespago W de V' é p-invariante se ¢,(W) C W,
para todo g € G. Quando existe W subespaco p-invariante de V., com {Oy} #W #V,
dizemos que a representacao é redutivel; caso contrdrio, chamamos ¢ de irredutivel.

Dado um subespaco W de V' ¢-invariante e g € (G, podemos considerar a restricao
de ¢, a W, denotada por g¢4lw. Como ¢ (W) C W e ¢,—1(W) C W, temos que
©s(W) = W (observe que gog_l = @,-1). Além disso, ¢, é injetiva, ou seja, @4\ é
bijetor e assim definimos a sub-representacao (py, como sendo a restricao de ¢ a W,
dada por

ow: G — GL(W)
g — owlg) =eslw
Definicao 1.2.11 Sejam G um grupo e ¢ : G — GL(V) uma representagao. Dizemos

que @ € semi-simples (ou completamente redutivel) se existem subespa¢os Wy, Wa, ..., W,

de V' p-invariantes tais que:
) V=wWeW,a - -aW,;
i) As restricoes de p aos W!s sao irredutiveis.

Exemplo 1.2.12 7Toda representacao irredutivel é completamente redutivel. Toda re-

presentacao trivial de grau finito é completamente redutivel.

Teorema 1.2.13 (Teorema de Maschke) Seja G um grupo finito cuja ordem nao
é divisivel pela caracteristica de F. Se ¢ : G — GL(V') é um representa¢ao de grau
finito e W um subespacgo p-invariante de V', entao existe subespaco Wy p-invariante de

V tal que V=W @ W;. Como consequéncia temos que ¢ € completamente redutivel.
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Demonstragao: Veja [5], Teorema 10.8, pagina 41. |

Definicao 1.2.14 Sejam G um grupo, Ve W espacos vetoriais e @ e 1 representagoes
de G em V' e W, respectivamente. Se existe transformacao linear bijetora T’ : V — W

tal que Y, T =Ty, para todo g € G, dizemos que as representacoes sao equivalentes.

Observacao 1.5 Se duas representagoes sao equivalentes, entao dimV = dimW , ou

seja, elas devem ter o mesmo grau.

Agora vamos estabelecer a relagdo entre as representages (sobre um corpo F)
de um grupo G e os modulos sobre F'G. Basicamente podemos obter uma estrutura
de F'G-modulo para o F-espaco vetorial da representacao, e reciprocamente dado um
FG-modulo é possivel obter uma representacao do grupo GG, como veremos agora.

Seja G um grupo, V um F-espago vetorial e ¢ : G — GL(V') uma representagao
de G. Definindo o produto (bilinear) g-v = ¢,(v), com v € V e g € G, temos uma
estrutura de F'G-moédulo para V. Assim, dado um subespaco W p-invariante de V,
temos que pg4(w) € W, donde g - w € W, para quaisquer g € G e w € W. Como G é
base de F'G, temos que W é submodulo do F'G-modulo V.

Por outro lado, se M é um FG-moédulo entao a aplicagao ¢, : M — M dada
por ¢y(m) = gm é uma transformacgdo linear de M. Além disso, g4 = 1g,Vg,,
para todo ¢1,92 € G, e 1. = Idy (onde e é o elemento neutro do grupo G). Dai
Ygthg—1 = Yg-19y = Idy, e portanto ¢, € GL(M). Entao a aplicacao

v: G —  GL(M)
g — P(g) =1y
é uma representacao de G em M. Se N é um submédulo de M, entdao an € N, para
quaisquer a € FFG e n € N, em particular gn € N, donde ,(n) € N, para quaisquer
g€ Gene N. Assim N é um subespago -invariante de M.
A partir desta equivaléncia, dada uma representagdo ¢ : G — GL(V) de G em
V', dizemos que V é o mdédulo da representacao.

Proposicao 1.2.15 Sejam ¢ : G — GL(V) e : G — GL(W) representagoes de G.
Entao

i) U e p sao equivalentes se, e somente se, os FG-mddulos correspondentes V e W

sa0 1somorfos;



1.2. Médulos sobre Algebras e Representacoes de Grupos 22

ii) @ € irredutivel se, e somente se, o FG-mddulo V' correspondente € irredutivel.

Demonstragao: i) Suponha que 1 e ¢ sdao equivalentes, ou seja, existe um isomorfismo
de espacos vetoriais T' : V. — W tal que ¢, = T¢,, para todo g € G. Assim,

considerando os F'G-modulos V' e W, temos

T(gv) = T(pg(v)) = 1g(T(v)) = gT'(v),

paratodo g € Gewv € V. Como G é base de F'G e T é linear, segue que T'(av) = oT'(v),
para quaisquer o € F'G e v € V. Portanto T é isomorfismo de F'G-modulos.

Agora suponha 77 : V' — W um isomorfismo de FG-modulos. Entao 7" é uma
transformacao linear bijetora tal que T"(av) = oT"(v), para quaisquer o« € FGev € V.

Assim
(T"pg)(v) = T'(gv) = gT"(v) = 1hy(T"(v)) = (LgT")(v),
para todo v € V e g € G. Logo T'p, = ¢,1", para todo g € G e assim 1 e ¢ sao
equivalentes.
ii) Pelo o que foi visto anteriormente, os submédulos do FG-mo6dulo V' correspondem

aos subespacos ¢-invariantes, donde temos o resultado. |

Considere a representacao linear

c: G — GL(FG)

g — Oy

onde 0, : FG — FG é definida por o,(«) = ga. Chamamos essa representacao de
representacao regular a esquerda de G. Temos que o ¢é fiel e é a representacao
correspondente ao F'G-modulo pgF'G. Além disso, nao é dificil ver que os subespacos
o-invariantes de F'G sao os ideais a esquerda de F'G, e os ideais minimais & esquerda
de FG (ou submoédulos minimais de pgF'G) correspondem as sub-representacoes irre-
dutiveis de 0. Assim, se a ordem de G nao divide a caracteristica de F', pelo Teorema
de Maschke, temos que F'G é soma direta de uma quantidade finita de ideais minimais
a esquerda.

Observacao 1.6 Dado um grupo G finito com charF nao dividindo a ordem de G, o

numero de representacoes irredutiveis de G a menos de equivaléncia € finito e menor

ou igual ao nimero de classes de conjugagao do grupo G (ver [15], se¢io 5.3).
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Definicao 1.2.16 Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita e ¢ : G — GL(V)
uma representacao linear de G em V. FEntdo o caracter de ¢ (ou G-caracter de @),
denotado por x, (ou apenas x), € definido como x,(g9) = tr(yp(g)), para g € G, onde
tr(e(g)) é o trago da transformagao linear ¢(g).

Dado um G-moédulo V' de dimensao finita, temos uma representagao. Entao o
caracter de V', denotado por x(V'), serd o caracter da representagio associada a esse
modulo. Vamos dizer que o caracter é irredutivel se a representacao ¢ irredutivel. Nao
é dificil ver que representacoes equivalentes possuem o mesmo caracter. Além disso, se
e é o elemento neutro do grupo G, temos que x,(e) = tr(Idy) = dimV. Dados dois
elementos g1,¢9> € G, com g; = x 'gox, para algum z € G (elementos conjugados),

temos que

x(g1) = tr(e(g)) = tr(e(ze(g2)e(x)) = trie(x) 'o(ga)e(x)) = tr(e(g) = x(g2),

donde dizemos que y é uma funcao de classe, ou seja, o valor do caracter em elementos

conjugados é o mesmo.

Exemplo 1.2.17 Seja G um grupo e considere a representacao trivial g : G —
GL(V) de grau finito, ou seja, po(g) = Idy, para todo g € G. Temos que X,,(g) =
dimV', para todo g € G. Se ¢ : G — F* € uma representacdao linear de grau 1, temos

que xy(g9) = ¥(g)-

Nas hipoteses do Teorema de Maschke, uma representacao linear de grau finito
¢ : G — GL(V) é completamente redutivel, ou seja, o FG-modulo correspondente
é completamente redutivel. Assim existem Wi, Ws, ..., W, subespagos de V tais que
V=W oeW,d - -®W,, e cada W; & p-invariante e a sub-representacao p; = @y, &
irredutivel. Em particular, cada W; ¢ um F'G-modulo irredutivel. Tomando f; base de
WiegeG,seja B, = [pi(9)lg,i=1,...,q, temos que = ;U Sy U---U S, é base
de Ve

[01(9)] 0 . 0
[p(9)]s = 0 [wz@m 0
0 0 - a9l

uma matriz diagonal em blocos. Assim se x; é o caracter de py,, e x 0 caracter de ¢,

temos que x = x1 + X2+ + Xg-
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De modo mais geral, com uma representacao nao necessariamente completamente

redutivel, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2.18 Todo caracter de um grupo G ¢ soma de caracteres irredutiveis.

Demonstracao: Ver [23], pagina 227. |

Suponha G um grupo finito com caracteristica de F’ nao dividindo a ordem de
G. Entao o ntimero de G-caracteres irredutiveis também é finito. Sejam x1, x2,. .., Xq
esses caracteres irredutiveis. Dado y um caracter de G, pelo resultado anterior devem

existir ny, no, ..., n, inteiros nao negativos tais que

X = Ni1X1 +NaX2 + -+ NgXg- (1.2)

Agora vamos estabelecer o conceito de produto tensorial de representacoes de um
mesmo grupo e para dois grupos diferentes.

Sejam G um grupo e

p: G — GL(W) . v G —  GL(WL)
g9 — ¢9) = ¢ g — ¥lg) =1y
representacoes lineares de G. Dado g € G, defina a aplicacao F, : V) x Vo = V1 ® V;
dada por F,(vi,v2) = @4(v1) ® 1¥y(ve). Temos que F, estd bem definida e é bilinear,
pela bilinearidade dos tensores e pela linearidade de ¢, e 1,. Assim, pela propriedade
universal, existe transformacao linear p, : Vi ® Vo — V; @ V; tal que py(vq ® va) =
©g(v1) ® Yy(ve). Como ¢, € GL(V;1) e ¢, € GL(V,) segue que p, € GL(V; ® Va).

Defina entéo
p: G — GL(V;®V,)

g —  pg)=ny
Vemos facilmente que p é uma representacao linear de G em V; ® V5, a qual vamos
denotar por ¢ ® v. Chamamos essa representacao de produto tensorial de ¢ e 7.
Temos que X, = XXy, OU s€ja, X,(9) = X, (9)xu(9), para g € G (ver [15], capitulo 5,
secao ).
Agora dados dois grupos G; e G, considere o produto cartesiano G7 X GG3. Com o
produto coordenada a coordenada, temos uma estrutura natural de grupo para G| x G,

(produto direto). Além disso, se G; e G5 tém ordens n e m, respectivamente, temos que
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a ordem de G; X Gy é nm . Sejam ¢ : G; — GL(V}) e ¢ : Go — GL(V3) representagoes
lineares de G| e G, respectivamente. Podemos definir, de modo analogo ao argumento

anterior, uma representacao linear p#1y de G X Gy em Vi ® V5 da seguinte forma

(@#w)(gla 92) = 90g1 & %27

onde (9091 ® w92)(vl ® U2) = Pq (Ul) ® ¢92 (U2)7 para quaisquer v; € Vi e vy € Va.
Essa representacao também é chamada de produto tensorial de ¢ e 1, mas é uma

representacao do produto direto dos grupos Gy e G5. Além disso, temos que

X@#w(ghgz) = Xw(gl)Xw(gz)-

Seja x o caracter do produto tensorial de representagoes ¢ e ¥ de um mesmo
grupo, ou de dois grupos. Em ambos os casos temos x = x,Xy. Entao vamos denotar
X = Xy @ Xy, € usando a notagdo de moédulos temos x (V4 @ Va) = x,(V1) @ xu(V2).

Sejam p : G — GL(V) uma F-representacao linear, K uma extensdo do corpo
F e [ uma base do F-espaco vetorial V. Temos que Vx = K ®p V é um espaco
vetorial sobre K com base fx = {1 ®v : v € 8} (ver [21], capitulo 9, se¢do 25). Defina
entao a K-representacao linear px : G — GL(Vk) dada por px = 7 ® p, onde 7 é
a K-representagao trivial de G em K. Dizemos que py é a representagao obtida de p
estendendo-se o corpo base para K. Note que se U é um subespaco p-invariante de V',
entdo Uy = K ®p U é um subespaco pg-invariante de V. Assim, se px é irredutivel,

entao p é irredutivel.

Definigao 1.2.19 Seja p : G — GL(V) uma F-representacao linear irredutivel. Di-

Zemos que:

i) p € absolutamente irredutivel se px ¢é irredutivel para toda extensio K do

corpo base F';

ii) o corpo F € "splitting field" para o grupo G se toda F-representacao irredutivel

de G € absolutamente irredutivel.

Como pode ser visto no proximo resultado, quando F' é um corpo algebricamente
fechado e charF nao divide a ordem de G; x G3, onde GG; e GGy sao grupos finitos,
podemos estabelecer a completa redutibilidade de representacoes de G; X (o, a partir

das representacoes de G1 e Gs.
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Teorema 1.2.20 Sejam G, Gy grupos finitos e 11, 1y representacoes lineares de Gy
e Go, respectivamente. Suponha que F' € um corpo algebricamente fechado e que charF

nao divide a ordem de G1 X Go. Temos que:

i) Se 1y e 1y sdo irredutiveis, entdao V1 ® Py € uma representagao irredutivel de

G1 X GQ.

ii) Cada representacdo irredutivel de G1 X Gy € equivalente a uma representacdo

Y1 ® g, onde ; € uma representacao trredutivel de G;, 1 =1, 2.
Demonstracao: Ver [23], capitulo 8, se¢ao 4. |

Dado um grupo G considere as representagoes lineares
v G — F* v: G —  GL(V)
g — vlg) =1 g plg) =y

onde 1 é a representagao trivial de grau 1. Sejam p =Y R ¢ : G - GL(F® V) o
produto tensorial das duas representacoes anteriores do mesmo grupo G e [ uma base
de V. Defina entdo a transformacao bilinear H : F' x V' — V dada por H(\,v) = \v,
v € B. Assim, pela propriedade universal, existe transformacao linear T : F®V — V
dada por T'(A ® v) = Av. Considere agora a transformacao linear 77 de V em F @ V
dada por T'(v) =1 ® v, v € 8. Temos que

T'TA@v)=T' (M) =10 Mw=AQv=AQ0

TT' (M) =T(1® Av) =1(\v) = Av,

para A€ Fev € 3, dai T"=T"! e T ¢ isomorfismo de espacos vetoriais. Além disso,

considerando a estrutura de G-moédulo para F' @ V' obtida de p, temos que

T(g(A @) = T(p(A@v)) =T (Pe(A) ® @4(v))
= T(A®py(v)) = Apy(v)
= (W) = g(Av) = gT(A @),
para quaisquer g € G, A € F ev € V. Logo, como {\®uv :v € f,A € F*} gera FQV/,

temos que 71" é um isomorfismo de G-mo6dulos. Portanto as representacoes p e ¢ sao

equivalentes (veja Proposicdo [1.2.15)), e dai

Xe = Xp = Xy @ Xop-
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1.3 Representacoes de 5,

Nesta secao vamos desenvolver a Teoria de Young, a qual serd importante para
se obter os S,,-modulos irredutiveis, e equivalentemente as representacoes irredutiveis
do grupo simétrico S,,.

Em toda se¢ao vamos denotar I, = {1,2,...,n}, n € N, e F' serd& um corpo de
caracteristica zero.

Definicao 1.3.1 Dado n € N, definimos uma particao de n como sendo uma r-upla

(ny,n9,...,n.), comn; €N, tal quen; >ny >--->n. eny+ng+-+-+n. =n.

Vamos usar a notagao (nq,ns,...,n,) = n para dizer que A = (ny,ng,...,n,) é
uma particdo de n, e o nimero total de parti¢oes de n serda denotado por p(n). Um
fato conhecido é que o niimero de particoes de n coincide com o ntimero de classes
de conjugagoes do grupo S,. Se A\; = (ny,n2,...,n.) € Ay = (Mmq,ma,...,my) sao
particoes de n, vamos ordend-las pela ordem lexicografica, ou seja, diremos que A\; > Ay
se ny > my, onde k = min{i € N:n; # m;}.

Vamos associar a uma particdo A = (nq,ng,...,n,) b n um diagrama D), cha-
mado de diagrama de Young, que corresponde ao conjunto Dy = {(i,j) € N x N :
1 <i<r1<j<n;}. Temos entdo que D, possui exatamente n quadrados, os quais
vamos chamar de células, dispostos em r filas horizontais, chamadas de linhas, em
que a i-ésima linha possui n; quadrados. Assim teremos também filas verticais que
chamaremos de colunas. Como exemplo, considerando n = 10 e A = (5,2,2,1) F n,

temos

Dy =

Defini¢ao 1.3.2 Sejam n € N e A = (ny,ng,...,n,) = n. Definimos uma tabela de

Young como sendo uma bijecao Ty : Dy — I,,. Dizemos que T € standard se
i) T(i,7) <T(,j+1)paral <i<rel<j<ny;
i) T(i,7) <T@+ 1,7)paral <i<rel<j<ng.

Em outras palavras, dada A uma particao de n uma tabela de Young T seré o

diagrama D), preenchido com o valor T'(i, j) € I,, na posigao (i, j), para cada (i, j) € D,.
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Uma tabela standard 7' serd uma tabela onde os valores crescem da esquerda para
direita, em cada linha, e de cima para baixo, em cada coluna.
Observagao 1.7 Dado a € S,, definimos oT como sendo a composicao awoT. Assim

dadas duas tabelas T\ Ty associadas ao mesmo diagrama, existe o € S, tal que Ty =
OéTl.

Definicao 1.3.3 Dada uma tabela de Young T : Dy — I, para A+ n, definimos:

i) Rr = {a € S, : a(L) = L, para toda linha L de T}, chamado de grupos das

permutacoes linha;

i) Cr ={a €S, : a(U) =U, para toda coluna U de T}, chamado de grupos das

permutacoes coluna;

iii) R" =3 cp. 0, CT =3 o (=1)'m e Ep =RT'CT =% o > o (=1)Ton
(elementos da dlgebra de grupo F'S,), onde (—1)™ denota o sinal da permutagdo

.

Exemplo 1.3.4 Se A= (3,2)F5 ¢

1135
= :
temos
Ry = {Ids,,(13),(15),(35),(135), (153), (24),
(13)(24), (15)(24), (35)(24), (135)(24), (153)(24)}

Cr = {]dSnv (12)7 (34)7 (12) (34>}

Lema 1.3.5 Sejam o € S,,, A\ particao de n eT' : Dy — I, uma tabela de Younyg.
Entao existe v € F' tal que EraFEr = vErp.

Demonstracao: Ver [15], capitulo 5, se¢ao 4. |

Dado « € F'S,,, defina

F,: FS, — FS,

r +— Fu(r) =7z« .

Temos que F, estd bem definida e é linear. Além disso, sendo a = Zpesn YppP, COmM

Yp € F, temos Fo, =3 o k), e daitr(Fo) =3 g v,tr(F),). E facil ver que, dado
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p € Sy, tr(F,) =0, se p # Idg,, e tr(F,) = n!, se p = Idg,. Portanto tr(F,) =
Vids, n! 7 0.

Assim, se T' é uma tabela de Young, temos

tr(Fe,) = Y (=1)!tr(Fy,) =nl #0,
hech
pois Ry N Cr = {lds, }.

Tomando o = Idg, no resultado anterior, temos que existe a € F tal que B2 =
aFp. Se a = 0, entdo E} = 0, donde FZ_ = 0, ou seja, Fp, ¢ nilpotente, uma
contradicao, pois tr(Fg,) = n! # 0. Logo a # 0. Defina entao ep = a~'Er. Temos que
et =a?E2=a'Er =ep,e My = FS,Er = {aEr : a € F'S,} = FS,er é um ideal
a esquerda de F'S,,.

Teorema 1.3.6 Sejam n € N, A\, Ay, Ao Fn, T,T1,T; tabelas de Young corresponden-

tes aos diagramas Dy, D,,, D,,, respectivamente, e My = FS,Ep. Entao
i) My é um FS,-mddulo irredutivel;

i) My, e My, sao isomorfos se, e somente se, A\; = \s.

Demonstragao: Ver [15], capitulo 5, se¢ao 4. |

Se A1, Ag, ..., Apn) 520 todas as particoes de n € Ne 11, T, ..., T,,) sdo tabelas
de Young standard correspondentes aos diagramas Dy,, Dy,, ..., D, ,,, respectiva-
mente, entao, pelo resultado anterior, temos que M¢,, Mrp,, ..., Mz, sao S,-modulos

irredutiveis dois a dois nao-isomorfos. Além disso, como o nimero de particoes de n
é igual ao ntimero de classes de conjugacao do grupo S, pela Observacgao [1.6] segue

que existem no maximo p(n) S,-mo6dulos irredutiveis, dois a dois nao isomorfos. Assim

My, Mz, ..., Mrp

L SA0 exatamente todos os S,-modulos irredutiveis, a menos de

isomorfismo.

Exemplo 1.3.7 Dado n € N, com n > 2, considere as tabelas




1.3. Representacoes de 5, 30

Temos Ry, = Cp, = S, e Cpy = Ry, = {Id}, dai
Er, = R" = Z o e Ep=0"= Z (—=1)"r.
O'GS'VL WECT

Assim aEp, = Ep, e aFEr, = (=1)*Er,, para todo o € S, donde My, = (Erp,) e
Mr, = (Ep,). Tomando
v: S, — GL(Myg)
a —> Ve ’

onde Vo(r) = ax, x € My, temos que Vo(aE7r) = aFEr, com a € F. Portanto
Yo = Idmy,,, para todo o € S,. Logo ¢ € a representagao trivial. Analogamente,

tomando
v: S, — GL(Mrp)

)

a > Do
onde p,(x) = ax, x € Mr,, temos que ¢,(aFEr,) = acEr, = a(—1)*Ep, = (—1)%aEr,,
coma € F. Portanto o, = (=1)*Idp,, , para todo o € S,,. Portanto a parti¢io (n) = n
corresponde & representacao trivial de S, e a particio (1,1,...,1) = n corresponde a

representacao sinal. Vamos denotar (1,1,...,1) por (1).

Dada A uma particao de n, temos entao um S,-mddulo irredutivel M), e conse-
quentemente um caracter irredutivel y,. Vamos denotar esse caracter por [A]. Como
Sy, ¢ finito temos, pela equagao (L.2), que se x é o caracter de uma representacao de

Sy, entao

X = ZmAX,\ = mew-

AFn AFn

Observacao 1.8 Dados n,m € N, qualquer corpo de caracteristica zero € splitting
field para S, e S, X Sy, (veja [15], capitulo 5, se¢oes 3 e 4).

Tome K um corpo algebricamente fechado contendo F'. Se p é uma F-representacao
irredutivel de S, x S,,, entao px é uma K-representacao irredutivel de S, x S,,, pela
Observacao [1.§] Pelo Teorema pr € o produto tensorial de representagoes ir-
redutiveis de S, e S,,, e dai, fazendo a restricdo de escalares, p é produto tensorial
de representagoes irredutiveis de S, e S, (sobre o corpo F). Assim, se 1) é uma

representacao de S,, X Sy, e Xy seu caracter, temos

Xo = D Mo = D mauN @ 1), (1.3)
AFn AFn
pkEm puEm

onde x), ¢ um caracter irredutivel de v, o qual é produto de caracteres irredutiveis

de representagoes irredutiveis de S, e S,,, e estamos denotando-o por [\ ® [u].
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Observacao 1.9 Como para cada particao A de n € N temos um diagrama Dy, pode-
Mos escrever a equacao da sequinte forma

S mauN @ [ = 3 ma f ®f 7

pukEm pukEm

substituindo os caracteres irredutiveis pelos seus respectivos diagramas.

Definicao 1.3.8 Seja N\ uma particio de n e Dy o seu diagrama. Definimos o dia-
grama conjugado de D)y, como sendo o diagrama Dy obtido trocando-se as linhas de
D), por suas colunas, e as suas colunas por suas linhas. A particao conjugada de \ serd

a particao N do diagrama Dy:.

Proposigao 1.3.9 Sejam pu e (1) = (1,1,...,1) particées de n € N. Entao [p] ®
[1"] = [i'], onde u' é a particao conjugada de p.

Demonstracao: Ver [16], Teorema 6.7. |

Dados n € Ne A n, seja ST(A\) o numero de tabelas standard do diagrama D),
e T1,...,Tsp( essas tabelas. Se Mp é o S,-mddulo associado a parti¢ao A, temos que
a dimensao de My é justamente ST()), ou seja, dimp M7 ¢ igual ao nimero de tabelas
standard do diagrama D, (ver [4], Teorema 4.6). Nesse sentido, vamos descrever uma
formula para se calcular o valor ST'()), para uma parti¢ao A de n.

Defini¢ao 1.3.10 Sejam A = (ny,ng,...,n,.) Fn e (ig,jo) € Dx. Definimos o gancho

de (io, jo) em Dy como sendo o conjunto
{(io,j) :jO S] < nio} U {(27]0) tig <1 < Cjo}a

onde c;, € o numero de células da coluna jo.

Assim, o gancho de (ig, jo) em D, sao as células que estdo a direita e na mesma
linha de (ig, jo), juntamente com as células que estao abaixo e na mesma coluna de

(10, Jo)- Nao é dificil ver que o nimero de células do gancho de (ig, jo) em D, é
Riojo = Tjo + Cjo — 0 = Jo + 1.

Teorema 1.3.11 (Formula do Gancho) Dado n € N, seja A = (ny,ng,...,n,.) = n.
O numero ST(X) de tabelas Standard do diagrama Dy é dado por

n!

ST(\) = =————.
H(z‘,j)eDA hij
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Demonstragao: Ver [16] , Teorema 20.1. |

Exemplo 1.3.12 Dado n € N, considere a particio (n — r,r) = n, para algum r €
{1,...,n} tal que 2r < n. Entao

D, =

477"4>

‘ .

Vamos calcular h;; em Dy parai € {1,2} eje{l,...,n;}, ondeny =n—1r eng =r.

Temos na sequnda linha que
h21:T, hQQZT—l, h23:7’—2, cee h2r:17

e dai H;zl hoj = rl. Agora calculando os ganchos da primeira linha até a coluna r,

temos

hiy =n—r+1, hig = (n—r+1)—1, his= (n—r+1)—2, ..., hy, = (n—r+1)—(r—1)
e para as células depois da coluna r temos

higi1 = (n—r+1)—(r+1), h1 42 = (n—r+1)—(r+2),.. ., h1pnr = (n—r+1)—(n—r) = 1.

Da7

- n—r+1)!
[, - o
j=1

n—r+1)—r

Portanto, pela formula do gancho, temos

n! n!
ST(A> = T n—r = n—r
[Tj=1 2 1Tima P “%
nl(n —2r+1) nl(n+1) nl2r(n +1)

rn—r+1)  rln—r+D rln—r+Dln+1)

- () 0-a)

1.4 Algebra Associativa Livre

Nesta secao sera introduzida a ideia de algebra associativa livre, a qual é de
fundamental importancia para o conceito de identidades polinomiais, que é um dos
principais objetos de estudo deste trabalho. A partir desta secao todas as algebras

serao associativas.
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Definicao 1.4.1 Sejam B uma classe de dlgebras e Q € B uma dlgebra gerada por um
conjunto X. Dizemos que a dlgebra Q € livre na classe B livremente gerada por X se
para cada dlgebra A € B e cada aplicacao h : X — A, existe um unico homomorfismo

v Q — A estendendo h. A cardinalidade do conjunto X é chamado de posto de Q.
Exemplo 1.4.2 Considere a dlgebra F[X]| do Ezemplo . Seja A uma dlgebra

unitdria, associativa e comutativa, e considere a aplicacdo h : X — A dada por h(x;) =
a; € A, i = 1,...,n. Temos que ¢ : F[X] — A dada por o(f(x1,z9,...,2,)) =
flai,as,...,a,) € o unico homomorfismo que estende h. Logo F[X] é uma dlgebra

liwre na classe das dlgebras associativas, comutativas e com unidade.

Considere um conjunto nao-vazio X = {x; : i € I}, cujos elementos chamaremos
de variaveis. Uma palavra serd um sequéncia do tipo x;, x;, - - - x; , onde n € NU {0},

x;. € X. O valor n é o tamanho da palavra e, no caso n = 0, teremos a palavra

J
vazia, denotada por 1. Seja F'(X) o F-espago vetorial tendo o conjunto de todas essas

palavras como base, e considere o produto (bilinear) em F(X) tal que
(@i Tig T, (@ T o+ Tj) = Tiy T+ +* Tiy Tjy T ** T

chamado de concatenagdo. Temos que F(X) com esse produto é uma algebra asso-
ciativa unitaria, gerada pelo conjunto X. Os elementos de F(X) sdo chamados de
polindmios. Assim um polindmio é uma soma (formal) de termos (monoémios), que
por sua vez sdo produtos (formais) de um escalar por uma palavra.

Proposicao 1.4.3 A dlgebra F(X) € livre na classe das dlgebras associativas unitd-
T1as.

Demonstragao: Seja R uma algebra associativa com unidade e h : X — R uma
aplicagdo. Para cada i € N| seja h(z;) = a;, onde a; € R. Temos que a aplicacdo
linear ¢ : F(X) — R tal que o(x;, x4y -+ x;,) = a;,a4, - - a;,, € um homomorfismo de

algebras, e é o inico que, restrito a X, é igual a h. [ |

Em particular, se considerarmos o subespago de F'(X) gerado pelas palavras de

tamanho maior ou igual a 1, temos o ideal de F'(X) gerado por X.

1.5 Identidades polinomiais

Nesta secao serd estabelecida a nocao de identidade polinomial para uma al-

gebra, um dos principais objetos de estudo deste trabalho. De agora em diante,
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X = {1, 29, ...} denotard um conjunto enumeravel e infinito, a menos que se mencione

0 contrario.

Defini¢ao 1.5.1 Seja f = f(x1,29,...,2,) € F(X) e A uma dlgebra. Dizemos que
f = flx1,29,...,2,) € uma identidade polinomial (ou apenas identidade) para a
dlgebra A, se

flay,ag,...,;a,) =0, Vay,as,...,a, € A.

Muitas vezes dizemos que A satisfaz f ou que f =0 em A.

Assim, uma éalgebra A sera chamada de PI-algebra se existe um polindémio f # 0,
em F'(X), satisfazendo a condi¢do da defini¢do anterior, ou seja, f = 0 é uma identidade
para A. Além disso, um polindémio f € F(X) é uma identidade para A se, e somente

se, f pertence ao nucleo de qualquer homomorfismo ¢ : F(X) — A.

Exemplo 1.5.2 Sejam A uma dlgebra comutativa e f(xq,x2) = 1129 — 2221. O po-
linomio f € chamado de comutador, e denotamos por [xy1,xs]. Como a dlgebra A
¢ comutativa, temos ab = ba, para quaisquer a,b € A, e dai ab — ba = 0. Logo
[x1,29] = X129 — X227 € uma identidade para a dlgebra A. Portanto, toda dlgebra

comutativa € uma Pl-dlgebra.
Definimos indutivamente, o comutador de tamanho n € N, como sendo

[5171,1'2,]53, s axn] = [[Ihx?a s 7In—1]axn}~

Exemplo 1.5.3 A Algebra de Grassmann E satisfaz a identidade
(21, 22, 23] = [[21, 2], 23] = 0.
Basta observar que [a,b] € Ey, para quaisquer a,b € E.

Defini¢ao 1.5.4 Dada uma dlgebra A, um polinémio f = f(x1,...,x,) € F(X) € dito
central para A se f tem termo constante (ou seja, mondmio na palavra vazia) nulo e
flay,...,a,) € Z(A), para quaisquer ay,...,a, € A.

Observacao 1.10 Seja f = f(xy,...,2,) € F(X) um polinomio central para uma dl-
gebra A. FEntao [f, g] € uma identidade para A, para todo g € F(X). Dado um comuta-
dor g(x1,...,x,) = 11,22, T3, ..., %,] de tamanho n, temos que se x1 = ay, ..., T, = a,
é uma substitui¢ao em um dlgebra A tal que a; € Z(A), para algum i € {1,...,n}, en-

tao g(ay,...,a,) =0.
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Exemplo 1.5.5 Claramente as identidades polinomiais de uma dlgebra A sao poliné-

mios centrais, 0s quais sao chamados de polindmios centrais triviais.

Exemplo 1.5.6 O polinémio [x1,25)* € central para dlgebra My(F). De fato, dada
uma matriz A € My(F) temos que A* — tr(A) + det(A)l, = 0. Além disso, dados
X1,Xy € My(F), temos que tr([Xy, Xs]) = 0. Portanto [X1, X5]? = —det(A)], €
Z(M(F)).

Dada uma &lgebra, um dos principais pontos de estudo é estabelecer o conjunto
de todas as identidades dessa algebra, e tentar encontrar um conjunto gerador dessas

identidades. Nesse sentido serao estabelecidas algumas definicoes e resultados.

Definicao 1.5.7 Um ideal I de F(X) é chamado de T-ideal se é invariante por en-
domorfismos de F(X), ou seja, p(I) C I, para todo ¢ € End(F(X)).

Assim dada uma algebra A, considere o conjunto
TA) ={feF(X): f=0em A}

de todas as identidades de A, também denotado por Id(A). Temos que se f € Id(A)
entao f(g1,92,-..,9n) € T(A), para quaisquer g1, go, . .., g, € F(X) , e qualquer endo-
morfismo de F'(X) é determinado pela aplica¢ao x; — ¢;, z; € X, g; € F(X). Logo,
T(A) é um T-ideal.

Reciprocamente, dado um T-ideal de F'(X), podemos encontrar um &algebra cor-

respondente a esse T-ideal.

Proposicao 1.5.8 Se I é um T-ideal de F(X), entao Id(F(X)/I)=1.

Demonstracao: Dados f(z1,29,...,2,) € [ € G1,02,...,9, € F(X)/I, temos que

f(mvﬁ7ag_n) :f(g17g27-~-7gn) :67

pois f(g1,92,---,9,) € I, ja que I é um T-ideal. Logo f € Id(F(X)/I), donde
I CId(F(X)/I).
Agora tome f" € Id(F(X)/I). Entao

0= f(z1,22,...,%n) = f'(x1,29,...,7,), para quaisquer T7,7Zs,...,T, € F(X)/I.

Logo f'(x1,x9,...,2,) € I. Portanto Id(F(X)/I) C I. Da dupla inclusdo temos o
resultado. n
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E facil ver que a intersecdo de uma familia de T-ideais é um T-ideal. Assim, dado
S C F(X), S nao-vazio, definimos o T-ideal gerado por S como sendo a intersecdo
de todos os T-ideais de F'(X) que contém S, e denotamos por (S)r. Além disso, pela
defini¢gao (S)r é o menor T-ideal de F(X) que contém S, e dado f € (S)r, dizemos
que f é consequéncia dos polinomios de S. Dado S; C F(X), S; ndo-vazio, com

(S)r = (S1)r, dizemos que S e S; sdo equivalentes.
Observagao 1.11 O T-ideal gerado por S € o subespago de F(X) gerado pelo conjunto
{h1f(g1,---ygn)ho: f €S h1,ho,g1,..., 90 € F(X)}.
Exemplo 1.5.9 Seja A uma F-dlgebra comutativa com unidade. Se F € infinito, entao
T(A) = ([z1, x2])7

Definicao 1.5.10 Duas Pl-dlgebras A e B sio Pl-equivalentes se satisfazem as mes-

mas identidades polinomiais, ou seja, T(A) =T(B).

1.6 Poliné6mios Multi-homogéneos e Multilineares

Nesta secao serao definidos o que sao polinémios multi-homogéneos e multilineares
e vamos ver que, sob certas condigoes sobre o corpo F', serd suficiente trabalhar com

identidades polinomiais multilineares.

Definigao 1.6.1 Considere os elementos m = axy Ty, ---x;, € [ = f(x1,29,...,2,)

de F(X). Definimos

i) O grau do monémio m, denotado por deg m, como sendo o tamanho da palavra

i Tiy + -+ X4, . Neste caso deg m = n;

i) O grau do monémio m em x;, denotado por deg,,m, como sendo o nimero

de vezes em que aparece a varidvel x; em m;

iii) O grau do polinémio f, denotado por deg f, como sendo o maior dos graus

dos monémios de f;

iv) O grau do polinémio f em x;, denotado por deg,, f, como sendo o maior valor

de deg,,m, onde m é monomio de f.
Exemplo 1.6.2 Seja f(z1, %9, 23) = 2ix92309 — 1123 + 2323 — 71, entdo

deg,, f =3, deg.,[ =2 e deg,,[ =2.
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Definigao 1.6.3 Um polinomio f = f(x1,...,z,) € F(X) € dito homogéneo na
varidvel x; se, em cada mondmio de f, x; aparece com o mesmo grau. Dado m =
m(zy, To,...,x,) € F(X) definimos o multigrau de m como sendo a n-upla
(a1,a9,...,a,), onde a; = deg,,m. Chamamos de componente multihomogénea de
f € F(X) a soma de todos os mondmios de f com uma dado multigrav. Quando f é
homogéneo em todas as varidveis (ou, equivalentemente, possui uma inica componente

multihomogénea) dizemos que f é multthomogéneo.
Exemplo 1.6.4 Considere os polinomios
f(w1,20) = 232071 + 202° € g(w1,72) = 2129 + 1175

Temos que f € homogéneo em x1 e xo, donde € multihomogéneo, e g é homogéneo

apenas em x1, e portanto nao € multihomogéneo.

Teorema 1.6.5 Seja F' um corpo infinito. Se f =0 € uma identidade para a dlgebra
A, entao toda componente multihomogénea de f é também uma identidade para A.

Assim, todo T-ideal de F(X) € gerado por seus polindmios multihomogéneos.

Demonstragao: Ver [12], Teorema 1.3.2, pagina 6. |

Exemplo 1.6.6 Seja f(z1,72) = 2229 + 2125 =0 em A. Dados oy # as em F, e ndo
nulos, temos que

flanzy, 29) = aia?zy + aprywa =0

flagwy, ) = a%ﬁ@ + agxla:% =0

em A. Além disso
0= aof(aqzy, x2) — aq fagzy, x2) = (agas(ay — ag))x%xg.
Logo, como ajas(ay — an) # 0, 23y =0 em A, e consequentemente x123 =0 em A.

Definicao 1.6.7 Dizemos que um polinomio f € linear na varidvel x; se f é homo-

géneo em x; e deg,,f = 1. Quando [ € linear em todas as varidveis dizemos que f €

multilinear.
Observagao 1.12 Se f(zy,...,x,) € multilinear entdo podemos escrever
f(xlu <. wrn) = Z UgTo(1)Lo(2) " To(n),
O‘ESn
onde a, € F € S, € o grupo de permutacoes de {1,...,n}. Se f € linear na varidvel
1, entao

f (Z O Yiy Loy - - ,In) = Z@z’f(yz’,@, . #En);

para todo o; € F | y; € F(X).



1.6. Polindmios Multi-homogéneos e Multilineares 38

Observacao 1.13 Sejam A uma dlgebra gerada por um conjunto B como espaco ve-
torial e f(xy,z9,...,2,) um polinémio multilinear. Nao € dificil ver que f =0 em A

se, e somente se, f(by,ba,...,b,) =0, para quaisquer by, by, ... b, € B.

Defini¢ao 1.6.8 Para um monémio m = m(xy,Ta,...,&,) = T1 - T, € dois inteiros
1 < p,q <n, defina por mP94 a subpalavra obtida de m eliminando as p — 1 primeiras

e as n — q ultimas varidveis, ou seja,

[pal — ..
m = TpTp+1 Lg—1Tyq.

Seja f(x1,22,...,2,) € F(X) um polinomio multihomogéneo. Suponha que f
nao é multilinear, ou seja, existe alguma variavel em f com grau maior que 1, digamos

deg., f > 1. Considere o polind6mio

h(y1, Y2, oy ..o ) = flyr +y2, To, oo oy Tn) — flyr, @, ..o xn) — f(Y2, T2y ..o T).

Temos que se f é uma identidade para a algebra A, entdao h = 0 em A. Usando que
deg,, f > 1, mostra-se que h ¢ um polindmio nao-nulo e, além disso, deg,, h ¢ menor
que deg,, f. Indutivamente podemos repetir esse processo até que a primeira varidvel
tenha grau 1. Fazendo isto para todas as varidveis obtemos um polinomio multilinear
que é consequéncia de f, e continua sendo uma identidade para a algebra A. Esse

processo é chamado de multilinearizacao.
Exemplo 1.6.9 Se f(x) = 23, entdo

g(x1,22) = f(z1 +22) — f(21) — f(22) = T122 + T221,
que € multilinear.

Teorema 1.6.10 Se charF = 0, entdao todo polindmio nao-nulo f € F(X) € equiva-
lente a um conjunto finito de polindmios multilineares. Assim, se I € um T-ideal de

F(X), entao I é gerado por seus polinomios multilineares.

Demonstragao: Pelo Teorema f é equivalente a um conjunto de polin6mios
multihomogéneos, e dai é suficiente mostrar para o caso em que f é multihomogéneo.
Assim suponha que f = f(z1,%2,...,%,) ¢ multihomogéneo. Vamos aplicar o processo
de multilinearizacao em f. Se deg,, f = d > 1 escreva

d

f = f(yl +y2,l‘27~ .- 71'71) - Zgi(yhy?al‘?)' .- 71;71)7
=0
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onde deg,, g; = 1, degy,g; = d — i e deg,,9; = deg,, f, para j = 2,...,n. Desse modo,
todos os polindémios g;(y1,ye, T2, ..., Ty), com i =1,... d— 1, sdo consequéncias de f
(pelo Teorema [1.6.5)). Note que, para todo i,

d
Gi(Y1, Y1, T2,y Ty) = (Z,)f<y1,l’2, ey ).

Como charF = 0, segue que (f) # 0, donde f é consequéncia de todo g;, i =1,...,d—1.

Aplicando indugao obtemos o resultado. |

1.7 Algebras G-graduadas e Identidades Polinomiais
Graduadas

Ao longo da secao sera introduzida a nocao de graduacao de uma algebra sobre
um grupo e alguns exemplos que serdao importantes nos proximos capitulos. Vamos
denotar por G um grupo abeliano, com notacao aditiva.

Definicao 1.7.1 Sejam A uma dlgebra sobre F e G um grupo. Dizemos que A é

G-graduada (ou simplesmente graduada) se A pode ser escrita como soma direta de
subespacos A = ®gegA(9), onde AW AN C AR parg todo g, h € G.

Pela definicao, um elemento a € A é escrito de forma tinica como soma finita
a = deG ag, onde a, € AW Os subespacos AY sio chamados de componentes
homogéneas de A e um elemento a € A é homogéneo (ou homogéneo de grau
g) se a € A9 e denotamos por |a|g = g (ou simplesmente por |a| = g). Se A possui
unidade, nio é dificil ver que 14 € A®_ onde 0 ¢ 0 elemento neutro de G.

Definicdo 1.7.2 Dada uma dlgebra A = ©,eqAY G-graduada e B uma base de A,

dizemos que:
i) Um subespago B C A é homogéneo se B = @yeq(B N AW).

ii) A base B € homogénea (ou G-homogénea) se todos os seus elementos sio homo-

géneos.

Na definicao anterior, quando B é uma subélgebra homogénea de A, vemos facil-
mente que (BN AD)(BNAM) C (BN AYM), para quaisquer g,h € G, e dai temos
uma G-graduacao para B a partir da G-graduacao de A, e dizemos que B herda a

G-graduagao de A.
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Exemplo 1.7.3 (Graduacgao Trivial) Dada uma dlgebra A e um grupo G, considere
0s subespagos A = A e AW = {0}, para g # 0. Assim temos uma graduacdo para A,

chamada de graduacgao trivial. Portanto qualquer dlgebra possui uma G-graduagao.

Seja A uma &algebra com base multiplicativa . Se for possivel definir uma apli-

cacdo | - | : B — G, tal que
biby # 0 implica |byby| = |b1| + |b2|, para quaisquer by, by € B, (1.4)

entdo obtemos uma G-graduacio para A. De fato, dado g € G, seja AW o subespaco
de A gerado pelo conjunto {b € B : [b] = g}. Assim, A =} AW pois B é base
de A, e como estamos dividindo B em subconjuntos disjuntos, segue que a soma é
direta, ou seja, A = ®,eqAY). Além disso, por , temos que AWAR C Algth)
para quaisquer g, h € (G. Neste caso, temos que B é G-homogénea e vamos chamé-la
de base G-multiplicativa da algebra graduada A.

Com base na ideia anterior, onde obtemos uma G-graduagao para uma algebra
A com base multiplicativa B, vamos estabelecer graduagoes para algumas élgebras que

serao importantes ao longo do trabalho.

Exemplo 1.7.4 Considere a dlgebra M, (F). Toda permutacdo p € S, induz uma
Ln-graduagao para M, (F). De fato, o conjunto f = {E;; : 1 <i,j < n} € uma base

multiplicativa para M, (F) e claramente a aplicagdo |- |, : B — Zy, dada por
|Eijl = p(j) — pli) € Zy,

onde i,j € {1,...,n}, satisfaz . Essa graduacao € chamada de Z,,-graduacao
elementar induzida por p.

) cada compo-

Considere o caso particular em que ju = Idg,. Denote por M, (F)(
nente homogénea da Z,-graduacio em M, (F), com o € Z,. Entao M ¢ o subespaco
de M, (F) gerado pela matrizes unitdrias E;; tais que j — i = a. Assim Méo) 540 as

matrizes da forma

aia

a2 2
> &171,61272,...,@,17” € F, (15)

Qn.n



1.7. Algebras G-graduadas e Identidades Polinomiais Graduadas 41

epara 0 <t <n-—1, Mr(f) sao as matrizes da forma

0 o 0 angy e e 0
A t+2
0 a0 0 A (1.6)
Unty11 -+ O 0 0
0 ey 0 0
onde a1 441,02,42; - - -, Qn—tns Op—t41,1,-- -, 0nt € F.

Exemplo 1.7.5 Considerando o caso particular n = 2 no exemplo anterior, temos
uma Zo-graduacao para My(F) = My(F)g @ My(F)7 onde

MQ(F)()I{(S 2):a,d€F} e M2(F>i:{<2 g)ib,CGF};

De modo semelhante, consequimos uma Zo-graduag¢io para M (E) =
M1 (E)s @ My 1(E)i, onde

MM(E)(-):{<8 2):@,(16]30} e MM(E)i:{<2 g):b,ceEl}.

Além disso, também temos uma Zo X Zo-graduacao para
M (E) = M@gg) ® Mg ® Mg © M),

onde

Agora seja £ = Ey® F, a dlgebra de Grassmann com sua Zo-graduagao. Podemos
escrever a base multiplicativa natural de £ na forma & = & U &, onde & e & sao
as bases usuais de Fj e E1, respectivamente. Além disso, pelo Exemplo temos
que M,(F)® E ~ M,(F). Assim, a partir das graduacoes de M, (F) e E, vamos

estabelecer uma Z, x Zy-graduaciao para M, (E).
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Exemplo 1.7.6 Seja A ={aFE;; :1<i,j<n, a€&}. Nao é dificil ver que A € uma
base multiplicativa para M,(E). Assim, dado u € S, defina a aplica¢ao

aEiy|" = (|Eijl i, lal2) € Zn X Zs,

ondea €&, i,j€{l,...,n} e

0, seacé&
lal> = :
1, seac€&

Temos que | - |* satisfaz|1.4}, pois
|ably = [alz + |bl2
para quaisquer a,b € &, e dados i,j,k € {1,...,n}, temos
|Eij Ejily = n(k) = p(i) = p(k) = p(5) + p(i) — (@) = [Eijly + [ Ejrla-

Assim, p induz uma Z, x Ze-graduacio em M,(E), a qual denotamos por (M, (E), 1)

e chamamos de graduagdo quase elementar de M, (FE).
Dados p,q € N, sejan = p+ q e considere a subdlgebra M, ,(E) de M,(E).
Definan: {1,...,n} — Zo, dada por

0, set<p
1) = . 1.7
77() {1, setr>Dp ( )

eB,={aE; :1<i,j<n, a€ &y} Temos que o conjunto B, € uma base Z, x
Zo-multiplicativa de M, ,(E). Nao é dificil ver que M, ,(E) € subdlgebra homogénea de
M, (E), dai M, ,(E) herda a Z,, X Zs-graduagao quase elementar de (M,,(E), i), a qual
denotamos por (M, ,(E), ), e portanto j também induz uma graduagio em M, ,(E).

Sendo M, ,(E)* uma componente homogénea dessa graduacio, para (t,\) € Zy, X L,

temos que Mp,q(E)(t”\) = spanp(als; : (1(7) — p(i) =t, a € Eyuyniy, @) +n(j) = A).

Exemplo 1.7.7 Dados p,q,r,s € N, tomen =p+q, m=r+s, p € S, ev € Sy,.
Considere as dlgebras M, ,(E) e M, (E), e para (aE;;,bE,,) € B, x B,, defina

|aEij @ bEw| = (m(u(5) — p(@)) + (v(v) = v(w)), |als + [bl2) € Znm X Zs.

Nao € dificil ver que |- | satisfaz (1.4), e que {x ®y : © € By, y € B,} ¢ uma base
multiplicativa para M, ,(E) @ M, ;(E). Portanto temos uma Zy, X Zs-graduacdo para
o produto tensorial de M, ,(E) por M, (E).

Exemplo 1.7.8 Dado G um grupo finito, a dlgebra de grupo F'G tem uma G-graduacdo

FG=E4, .

geG

natural dada por

onde Ay, = (g) = {Ag: X € F}.
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Exemplo 1.7.9 Seja E = Ey ® E, a dlgebra de Grassmann com sua Zo-graduacao
natural. Dada uma dlgebra A = Ay ® Ay Zo-graduada, temos entao uma Zo-graduacao
para a dlgebra B = (Ag ® Ey) ® (A1 ® Ey). Essa dlgebra é chamada de produto ten-
sorial graduado de A pela dlgebra de Grassmann E, ou envoltéria de Grassmann
de A.

Exemplo 1.7.10 Seja E a dlgebra de Grassmann e considere a dlgebra E @ E. A
partir da Zs-graduacao da dlgebra E, nao é dificil ver que E ® E = Ay @ Ay, onde

AQ = <E0®EQ>@(E1®E1) e A1 = (E[)@El)@(El@Eo)
¢ uma Zo-graduacao de E ® E.

Definicdo 1.7.11 Sejam A = ©yecAY e B = ©,eaBY duas dlgebras G-graduadas.
Dizemos que um homomorfismo ¢ : A — B é um homomorfismo G-graduado
se (AW C BY, para todo g € G. Analogamente, definimos monomorfismo, epi-
morfismo, isomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduado. Quando ¢ € um
isomorfismo G-graduado, denotamos A ~g B, temos que ¢(AY) = BY para todo

g € G, e dizemos que as graduacoes em A e B sdo equivalentes.

Exemplo 1.7.12 Dada uma dlgebra A = @QGGA(Q) G-graduada e um elemento inver-

stvel a € A, defina
T: A — A

v +— T(z)=a'2a

Vemos facilmente que T é um homomorfismo de dlgebras. Se a=' € AW ¢ q € AW,
g,h € G, entio a 'a € AW Dai, como a”ta = 14 € AQ, temos a=ta € A N
AN - Sendo a soma direta e a='a = 14 # 04, devemos ter g+ h = h+ g =0, donde
h = —g. Assim, dado x € A, com |z| = ¢ € G, temos que

T(z)] = |a~"zal =h+g' +g=—g+g +g=g =],

e portanto T € um homomorfismo graduado, chamado de automorfismo G-graduado

induzido por a.

Para definir identidades graduadas vamos estabelecer uma graduacao natural para
a algebra associativa livre F'(X).

Sejam F'(X) a algebra associativa livre e G um grupo finito. Escrevemos X =
UgeGX(g), onde X9 sdo conjuntos dois a dois disjuntos. Se uma varidvel = pertence a
X dizemos que x é homogénea de grau g, e escrevemos |z| = g ou denotamos z por

9. Os monodmios

{ryiy -z, KEN, @, 04, ..., 1, € X}
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formam uma base para F'(X) como espago vetorial. Se m = x;,x;, - -+ x;, € F(X) é um
monomio, definimos o G-grau homogéneo de m como sendo |m| = |x;, |+|xs, |+ - 4|z, |-
Dado g € G, denote por F(X)@ o subespaco de F(X) gerado por todos os monomios
que tém G-grau homogéneo g. Temos que F(X)9F(X)"M C F(X)0+M) para g, h € G.

Portanto

F(X) =@ Fx)¥

geG

¢ uma G-graduacgao para F'(X). Chamamos F(X), com esta G-graduacao, de alge-
bra associativa livre G-graduada, a qual denotamos por F(X|G). Os elementos
da algebra F(X|G) sdo chamados de polindmios G-graduados ou, simplesmente, de

polinémios graduados.

Definicdo 1.7.13 Seja A = @yecAY uma dlgebra G-graduada. Um polinémio f =
flz1,2e,...,2,) € F(X) € chamado de identidade polinomial graduada da dlgebra
G-graduada A se

flai,as,...,a,) =0, Y ay,az,...,a, € UA(Q),

geG

onde ay € Al s =12 .. n.

Como no caso de identidades polinomiais, também temos nesse contexto a ideia

de T-ideal, o qual serd chamado de Tg-ideal.

Definicao 1.7.14 Seja F(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de
F(X) € dito um Tg-ideal se € invariante por endomorfismos G-graduados. Dado S C

F(X), S nao-vazio, definimos o Ti-ideal gerado por S como sendo a intersecio de
todos os Tg-ideais de F(X) que contém S.

O conjunto T (A) de todas as identidades graduadas de uma algebra G-graduada
A éum Tg-ideal de F(X). Nao é dificil ver que um ideal I é um T-ideal de F(X) se, e
somente se, f(g1, 9o, ..., gn) € I, para quaisquer f(zy,o,...,2,) € I e g; € F(X)(=i,
No caso em que G = Z,, denotaremos T (A) por T,,(A) e chamaremos um 7-

ideal de T,,-ideal.

Observacao 1.14 As definicoes e observacoes de polindmios multihomogéneos e mul-

tilineares sao as mesmas para o caso de polindomios G-graduados, e o0s resultados dos

Teoremas [1.6.9 e[1.6.10 sao andlogos para o caso de Tg-ideais.
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Proposicao 1.7.15 Dadas duas dlgebras G-graduadas A = @gecAy e B = $yea By
tais que Tg(A) C Te(B), entdo T(A) C T(B). Além disso, se Ta(A) = Tg(B), entdo
T(A)=T(B).

Demonstracdo: Considere as algebras associativas livres F/(X) e F(Y), onde X =

{z1,29,23,... } Y ={y1,992,¥3,... }, etome f(y1,vy2,...,yn) € T(A). Dados by, b, . ..,
bn € B,sejab;, € By,i={1,...,n}egc G, tais que b; = dea bi,. Para cada b;, # 0,
considere a varidvel z;, € X e o polinomio f1 = f(3_ cq T, D yeq Tn,) em F(X).
Observe que f; é um polindmio graduado, e como f € T(A), segue que f; € Tg(A) e

dai f; € T¢(B). Entao, substituindo x;, = b;y, para i = {1,...,n} e g € G, temos

Fbr,ba, o b)) = FO b1, > bayse Y by) =0

geG  geG geC

e portanto f € T'(B).
Supondo T (A) = Ti(B), temos a inclusao T (B) C Ti(A), e dai analogamente
obtemos T'(B) C T(A), e o resultado segue. [

Definicao 1.7.16 Seja A uma dlgebra G-graduada e [ uma base homogénea de A.
Tome f = f(z1,...,2,) € F(X|G). Uma substitui¢do standard na base  (ou em

A) € uma substituicao S da forma
xlzbla x2:b27 ,l’n:bn

onde b; € B el|x;| =|b|,i=1,...,n.

Na defini¢do anterior, vamos denotar por f|g o valor de f correspondente & subs-
tituicdo S. Como [ gera A, se f é um polinémio graduado multilinear tal que f|g = 0,
para toda substituicao S, entao f é uma identidade graduada para A. Além disso, se
¢ uma base multiplicativa e f é um monémio, entdo f|s = 0 ou cf|s € 3, para algum
ce F.

Vamos denotar por M o conjunto dos monoémios multilineares em F'(X|G), para
qualquer grupo G.

O proximo resultado serd de fundamental importancia para os proximos capitulos,
pois nos permitird encontrar geradores de Ts-ideais de identidades para alguns tipos

de algebras matriciais.
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Proposicao 1.7.17 Considere charF = 0. Sejam A uma dlgebra G-graduada com
base homogénea e multiplicativa B, N um conjunto de identidades graduadas de A e I
o Tg-ideal gerado por N'. Além disso, suponha que para quaisquer h,h' € M \ Tg(A),
existe substituicao standard S e 0 # c € F tal que

0+# hls=ch|s & h=ch'(mod I).

Entao Tg(A) € o Tg-ideal gerado por I' = N U (M N Tg(A)).

Demonstracao: Seja J o Ti-ideal gerado por I’. Claramente temos I C J C T (A).
Agora suponha, por contradigio, que existe f = f(z1,...,x,) em Tg(A), mas f ¢ J.
Como charF = 0, podemos supor f multilinear. Seja A o conjunto de todos os
polinémios multilineares congruentes a f modulo J. Temos que A # (), pois f € A, e

cada elemento de A é da forma
Z a;m; = f +g,
i=1
onde m; e M, 0#a; € F,r € Ne g € J. Assim tome o menor r tal que
f= Zaimi (mod J). (1.8)
i=1

Note que r > 1, pois se r = 1, entdo m; € M NTg(A) C J, e dai f € J, o que nao

pode ocorrer. Além disso, se m; € T (A), entdo aymy =0 (mod J), e dai

f= zr:aimi =aymq + Er:aimi = zr: a;m; (mod J),
i—1 =2

i=2
o que contradiz a minimalidade de r. Portanto m; ¢ Tg(A), donde existe substituigao

standard S tal que m4|g # 0, com f|g = 0. Assim por (1.8), temos

s T

Zaimi|5 =0, ou seja, — Zaimi\g =aymq|s # 0,

i=1 i=2

e dai, como m;|s = 0 ou a;m;|s € B, onde 0 # a; € F,i=1,...,r, e os elementos de
B sao linearmente independentes, existe algum j € {2,...,r}, digamos j = 2, tal que
mi|s = cms|s # 0, para algum 0 # ¢ € F. Logo, por hipotese, m; = c¢my (mod I),

mas [ C J, e entdo my = c¢my (mod J). Portanto, por (1.8), temos

f=aimi+agms + Z a;m; = (arc + az)mso + Z a;m; (mod J),
i=3 i=3

o que contradiz a minimalidade de r. Logo f € J e temos o resultado. [
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Exemplo 1.7.18 Considere as dlgebras My(F) e My 1(E) com suas Zs-graduagoes do
Exemplo[1.7.8. Para G = Zy obtemos a Zy-graduagio F(X) = F(X)© @ F(X)" da
dlgebra associativa livre. Considere os polindmios Zo-graduados f = f(y1,y2) = t1y2 —
Yal1, cOM Y1, Y2 € F<X>(O); g = (21, 20, 23) = 212023 — 232221, COM 21, 22, 23 € F<X>(1);
e h = h(z1,22,23) = 212023 + 232221, com 21, 2,23 € F(X). Os polinomios f e g
sao identidades graduadas de My(F) e os polindmios f e h sao identidades graduadas
de M, 1(E). De fato, basta observar que matrizes diagonais em My(F) comutam, bem
como matrizes diagonais com entradas em Ey comutam, e dados x,y,z € Ey, temos

que TYz = —2YI.

Exemplo 1.7.19 Seja E® E = Ay ® Ay com Zy-graduagao do Exemplo [1.7.10. Os
polindomios Zy-graduados f(yi,vy2) = y1y2 —y2y1, com y1, Y2 € F(X) O e g(21, 29, 23) =
212023+ 232921, COM 21, 29, 23 € F(X>(1), sao identidades graduadas de EQ E. De fato,
dados v; = a;®@bj+c;®@d;, i = 1,2, em Ay = (Ey@Ey) B (E1QE), ew; = a;®b;+c;®d;,
j=3,4,5, em A = (Ey® E1) @ (B, ® Ey), temos, pelas propriedades dos elementos
de Ey e E1, que

vive = (a1 @by +¢1 ®dy)(az @ by + 2 ® da)
= a1a3 Q@ biby 4+ a1c5 ® bidy + c1a9 ® diby + c1co ® dydo
= aga1 ® baby + a1 ®@ daby + ascy ® bady + (—coc1) @ (—dady)
= a2a1 ® baby + 201 @ daby + azcy ® bady + cac1 @ dady
= (a2 ®by+ o ®ds)(a1 ® by + 1 ®dy) = vouy

wawaws = (a3 @ bz + c3 @ ds)(as @ by + ¢4 @ dy)(as @ bs + ¢ @ ds)

= (asay ® bsby + aszcy ® bzdy + czaq @ dsby + c3¢4 ® dzdy)(as @ by + ¢5 @ ds)

= agasas @ b3bsbs + azcyas ® bsdybs 4 czasas @ dsbybs + c3cqas @ dzdabs +
Fagascs @ b3byds + azcscs @ bydyds + c3ascs Q@ dsbyds + c3cic5 Q@ dzdyds

= asa4a3 ® (—b3bsbs) + ascias @ (—bsdsbs) + asascs @ (—bsbads) +
+(—ascscs) @ bsdyds + csasaz @ (—dsbabs) + (—cscaaz) @ dsdabs +
+(—csaqc3) @ dsbads + (—cscacs) @ dsdads

= —(a5 b5+ 5 @ ds) (a4 @ by + ¢4 @ dy) (a3 ® bg + c3 @ d3) = —wswaws

dai f(vi,v2) = vive — vov1 = 0 e g(ws, Wy, W5) = WsWsW5 + WsWsWy = —WsW3W4 +
wswswy = 0. Como f e g sao multilineares e os espacos Ay e Ay sao gerados, como
espacos vetoriais, pelos conjuntos {ag ® by + ¢ ® dy : ag,by € Ep,c1,dy € Ei} e
{ag @ c1 +d1 ® by : ag, by € Ey,c1,dy € E1}, respectivamente, a afirmagao segue.
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Exemplo 1.7.20 Suponha charF # 2. Entao a dlgebra M, (E) satisfaz as identida-

des

f = f<$1,$2,x3,$4,l'5) = [:Clux% [5173,.%'4],1'5] € g= g(xth) = H‘rl7x2]27x2]'

De fato, temos que f é multilinear, e dai, como My (E) = M1(E); & My1(E)s,
basta substituir por elementos em M 1(E)g ou My 1(E)1. Vamos analisar o polindémio

h = h(xy, x9, x3,24) = [[21, 2], [T3, 24]]. Considere as substitui¢oes homogéneas
T = le To = ng T3 = )(37 Ty = X4 (19)

em My 1(E). Dadas duas matrizes A e B em M, 1(E) com mesmo grau homogéneo,
vemos facilmente que [A,B] = 0 ou [A,B] € Z(My1(FE)), e dai se | X1| = | X3 ou
| X3| = | X4|, entdo h se anula em (ver observagio[1.10]). Suponha |X,| = |X3| =0
e | Xo| = | Xyl =1 e sejam

PO L D ouu BT I (L PR e L
0 w z 0 0 d c 0

onde a,d,x,w € Fy e b,c,y,z € Fy. Temos que

X, X] = ( 0 y(r —w) ) e [Xy Xy = ( 0 bla —d) ) 7
z(w — ) 0 c(d—a) 0

dai

[ X1, Xo, [X3, Xu]] = ( fél 22 > : (1.10)

onde
Ay =bzla—d)(w—z)—yc(x—w)(d—a) e Ay =cy(d—a)(x—w)—zb(w—1x)(a—d).

Pela multiplicacao da  dlgebra de Grassmann, obtemos A; = Ay e portanto
[ X1, Xa], [ X3, X4]] € Z(M11(F)). De modo andlogo, para |X;| = |X3| =1 e |X;| =
| X4| =0, também temos [[ X1, Xa|, [ X3, X4]] € Z(M11(E)). Logo, pela observagdo
seque que f é identidade de M (FE).

Agora, para determinar g como identidade de My 1(E), considere a decomposi¢ao
Ml,l(E) = M(ﬁ,ﬁ) SP) M(G,T) S¥) M@a) S5 M(T,T)
do Exemplo e
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substituicoes quaisquer em My (E), onde A, X € Mgy, B,Y € Mgy, C,Z € Mg,
e D,W € Myy). Observe que as componentes homogéneas de X1 e Xo comutam ou
anticomutam entre si e elementos homogéneos que anticomutam tém quadrado nulo,

pois charF' £ 2. Temos que
[X1,X5]| =2(BZ+BW+CY +CZ+DY +DW)=2(H+1+J)

onde H = BZ +CY, I = BW+ DY e J = CZ+ DW. Note que |H| = (1,1),
|I| = (1,0) e |J| = (0,0). Assim

(X1, Xo)> = 4(H*+ P+ +HI+HJ+IH+1J+JH +JI)
= 4(J*+2HI +2HJ +21J)
= 4(—C?Z*+20ZDW — D*W? +2H1
+2(BZ 4+ CY)(CZ + DW) + 2(BW + DY)(CZ + DW))
= 8(CZDW + HI+ (BZ+ CY)DW + (BW + DY )CZ)
= 8(CZDW + HI+ HDW +1CZ).

Entao

(X1, X0’ Xy = 8(CZDWY + HIY + HDWY + ICZY
+CZDWZ + HIZ + HDWZ + ICZ?
+CZDW? + HIW + HDW? + ICZW)

= 8(CZDWY + HIY + HDWY + ICZY
+HI(Z+W)+HDWZ +ICZW)

Xo[X1, X = 8(YCZDW +YHI+YHDW +YICZ
+ZHI + ZHDW + WHI + WICZ),

donde
[[Xl,XQ]Q,XQ] = 8(2HDWY +2ICZY +2HI(Z +W)).

Logo, atribuindo os valores de H e I, seque facilmente que [ X1, X5]?, X5] = 0. Portanto
g € identidade para M, (FE).



Capitulo 2

Identidades graduadas para M, (F') e
Mpq(E) ® E

Neste capitulo, vamos considerar a Z,-graduacao elementar induzida por pu =
Idg, para a algebra M, (F'), das matrizes n X n sobre um corpo F. Estabeleceremos
duas identidades Z,-graduadas para M, (F), e posteriormente mostraremos que o 7T,,-
ideal das identidades desta algebra tem como base essas identidades, como consequéncia
do resultados obtidos por Vasilovsky em [26]. Além disso, com base no artigo de Di
Vincenzo e Nardozza [9], serd obtida uma Z,, X Zs-graduacao para algebra M, ,(E)®
E, p,q € N, e dai serd possivel encontrar geradores para 17, , xz,(M,,(E) ® E). Assim
vamos estabelecer a Pl-equivaléncia entre M, ,(E) @ E e M, ,(E).

Em todo capitulo, Z, denotard o grupo dos inteiros modulo n, escrito aditiva-

mente, e F' serd um corpo de caracteristica zero.

2.1 Identidades Z,-graduadas para M,(F)

No Exemplo estabelecemos a Z,-graduacao elementar induzida pela identi-
dade em §,, para a dlgebra de matrizes, dada por
M, (F) = €D M,
a€Znp

onde os elementos dos subespacos M\, a € Z,, séo matrizes das formas 1 e 1}

Em todo capitulo vamos considerar essa graduagao para M, (F'), denotando M, (F") por
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M,, e a algebra livre Z,-graduada por F(X). Assim, dado m = m(xy,zs,...,x) =
T2 - - T um monodmio em F(X), seu grau homogéneo serd |m| = |z1|+|z2|+- - -+|zk].

Considere os polindémios Z,-graduados

T1Xo — o1 ‘I1| == |l’2‘ = 6 (21)

T1XTy — ToxZy , |x1| = |22| = —|2| =T € Z,. (2.2)
Lema 2.1.1 Tome E; ;,, E;,;, e E;j em M,, com
|Eiiju| = |Eigjo| = —|Eij| =T € L.
Entao
Ei i EijE,, #0 & ji=i=jreiy =] =1 & FEy;,E;E; #0.
Neste caso Fj j, FijEiyj, = Eji = Eiyj, Bij By

Demonstracao: Temos E;, ;,, Ei,j, € My(f), E;; € Mém). Assim, por 1) segue que

, W+t h+t<n
J1= )

nw+t—m , hL+t>n
. ]2_t ) ]2_t21
19 =

jg—t‘l’n s jg—t<1

J+t , J+Ht<n
J+t—m , j4+t>n
Temos que

Eij EijEij, 70 & j1=iej=1i
e vamos analisar os casos possiveis para os valores de ji:
e Se jy =i, +tei=j+t—n,entao, de j; =i, temos

e dai iy = j —n, o que ¢ impossivel, pois j < n e i; > 0.
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e Sej=i—t(i=j+1t)eiy=js—t+n,entdo, de iy = j, temos
Jo—t+n=iy=j5=1—t,
e dai jo =1 —n, o que é impossivel, pois i < n e jo > 0.
Entao, quando j; = i1 + ¢, temos © = j + ¢, o que implica iy = jo — ¢, e dai
lp=jJ=1—t=j—t=14 e 1=jJ =11 +t=1+1t= ).
Analogamente, quando j; =i, +t—n, temos ¢t = j +t —n e iy = jo —t +n, e dai
w=j=1—t+n=5H—t+n=1 e it=}1=h1+t—n=iy+t—n=7j.
Assim, tanto para j; = i1 + t, quanto para j; = i; +t — n, temos
EijEijE,j, #0 & j1=1i=jsei; =] =1o. (2.3)
Com um argumento analogo, usando que
Ei,,EijEi i, #0 & jo=iej=1
e analisando os possiveis valores de js, segue que
Ei,i,EiiEij #0& j1=1i=jsei =J =1l (2.4)

De (2.3) e (2.4) o lema segue. [

Lema 2.1.2 A dlgebra graduada M, satisfaz e .

Demonstracao: Como em 1) temos |z1| = |zo] = 0, e as matrizes em M sdo
diagonais, as quais comutam, segue que (2.1 ¢é satisfeita. Temos que (2.2]) ¢ multili-
near. Logo, pela Observacao [1.14] basta substituir por elementos de uma base de cada

componente, ou seja, para

r1 =By, 12=Eyj, e x=Ey,

onde E; j,, Ei,j, € MP, E; € MY 0 <t <n—1, 4 que |z1] = |x2| = —|z|. Pelo

Lema temos que Ei1j1 EijEing (& EigngijEi1j1
Ej; = E;,;,Ei;E;,;,. Em qualquer caso, (2.2)) se anula e o lema segue.

sao ambos nulos ou F; ;, Ei;j Fi,;, =
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2.2 O T,-ideal de M, (F)

Nesta secao, a partir das identidades encontradas na secao anterior, serao esta-
belecidas algumas notacoes, definicoes e resultados, os quais serao fundamentais para
determinar o 7T),-ideal das identidades graduadas de M, (F).

Vamos denotar por [, o T),-ideal gerado pelas identidades graduadas e .

Dado k£ um inteiro positivo, seja Si o conjunto de todas permutacoes do conjunto

{1,2,...,k}.
Definicao 2.2.1 Para x1,xs,...,2 € X e o € S, defina
Mo = Me(T1, T2y ..., Tk) = Lo()Lo(2) *** To(k)-

O monoémio correspondente & permutacao identidade (o = Idg, ) sera denotado

por
m=m(xy,Ta, ..., L) = T1To - Tk.
Claramente, temos |m| = |zq|+|z2|+- - -+|zx| = |mo|. Além disso, todo polindémio
graduado multilinear f = f(x1,x9,...,x)) pode ser expresso como
f=>_ amo,
oS,
onde a, € F.

Considere § = {E;; : 1 < i,j < n} base de M,, e tome f = f(z1,...,2,)
um polinémio Z,-graduado. No que segue nesta secao vamos denotar por S uma

substituicao standard na base 3, ou seja, uma substituicao do tipo

vy =FE;;, , va=FEij . ..., 2= Eij, (2.5)
onde j; — is = |z,|, de modo que E;_;, € M s =1, k.
Observacao 2.1 Pelas propriedades de matrizes unitdrias temos
Mols = Ei,ivnyBiine  Biswiowy 70 € (2.6)
Jo(1) = o) » Jo2 = to@3) » -+ » Jo(k—-1) = lo(k)

e neste caso my|s = Ei o

O proéximo lema garante que nenhum mondmio pode ser uma identidade graduada

para M, (F), ou seja, M NT,(M,) = 0.
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Lema 2.2.2 Para toda o € Sy, existe uma substituicao standard S tal que

ma(xbm% < 7xk)‘5 7& 0.

Demonstracao: Vamos demonstrar o lema por inducao em k. No caso k = 1, temos
apenas a permutacao identidade, e dai basta tomar uma matriz unitaria nao nula em
M,(Lm'), e o resultado segue. Agora, suponha que k£ > 1 e que o resultado é valido para
k — 1. Seja |zy| = ¢, para algum ¢ € {0,...,n — 1}. Por hipdtese de indugio, como
mib R (ver Definigao possui k — 1 varidveis, existe substituicao standard S

xa(l) = Eiljl ; 1’0(2) = Ei2j2 g ey xg(k_l) = Eikfljkfﬂ (27)

tal que 0 # m([,l’k_l}\s = L;,j. ,- Entao complete 1) com Ty = L), ;.. onde, de
|z1| = ¢, temos

Je—1+t g F+t<n

Jk , . :
Je—1t+tt—n , Jgat+t>n

Assim

Mo (21,2, @) = Eijy - By B e = B By = Eingi # 0,
o que completa a demonstracgao. |
Lema 2.2.3 Se m,(x1,22,...,2%)|s # 0, onde S = {E;,j,,...,E; .}, entdo, para

quaisquer 1 < p < q <k,

mZU = Jo) — G-
Demonstracao: Como m,|s # 0, temos que
Jo(1) = lo(2) 5 Jo(2) = o@3) 5 -+ » Jo(k-2) = lo(k-1) 5 Jo(k—1) = lo(k)-
Em particular, para 1 < p < ¢ < k, temos
Jow) = lo(+1) » Jop+1) = lo@+2) » -+ Jola=2) = lo(g-1) » Jo(a—1) = lo(q)-
Assim

mEY = |To o) Tag-1)Ta(o)]

= |Zo(q)| + [Tog-1)| + - + [Zopr)| + |[Tom)]

= Jolq) = to(q) T Jo(g=1) — lo(g—1) T+ F Jop+1) = lo(p+1) T Jo(p) — lo(p)

= Jolg) — lo(p)-
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Lema 2.2.4 Se para uma permutacao o € Sy, existe uma substituicao standard S tal

que
Mo (T1, T, ..., k)| = m(z1, x2,...,28)|s # 0, (2.8)
entao
Mo (T1,Ta, ..., xx) = x10(T9, . .., x%)(Mod 1), (2.9)
para algum mondmio multilinear n(za, ..., Tx) = LTy, - - - Ty, -
Demonstracao: Se o é a permutagao identidade basta tomar n(xs, ..., xx) = T+ - xp

e esta provado. Entdo suponha o # Idg, e assim o(j) # j, para algum j € {1,...,k}.
Podemos supor para j = 1, ou seja, o(1) # 1, pois caso contrario basta renomear as

variaveis. Note que 1 = o7 1(1) se, e somente se, 0(1) = 1, donde
o to(1)=1 < o '(1).
Podemos tomar entao ¢ o menor inteiro positivo tal que
1<o Mt+1) <o (1) (2.10)

Sea (1) > (t) =0 ((t—1)+1), existe s=t—1 < t tal que o (s +1) < o 1(1),
o que contraria a minimalidade de ¢t. Logo, c7!(1) < o71(¢), e juntando isso com (12.10)
temos

1<o Mt+1) <o }(1) <o (2) (2.11)

Por hipotese temos

1J1Hi2g2 a<1)ja(1)Eic(2)jo(2) e Eiv(k)ja(k) 7é 0,

o que implica E; 5 = E;_ ;. # 0, e dal i1 = i51), Jp = @41 €, para s > 1, jo(s—1) =
lo(s). O€ja

p=0ct(t+1),g=cDer=0c12).

Entao, por (2.11)), temos 1 < p < ¢ <r com

ja(q—l) — io(q) =1 = 7;0(1) s jo’(r) = jt = it+1 = ia(p)

e, para p > 1, Jo(p-1) = lo(p)-
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Se p > 1 temos

Jo(r) = lo(p) = Jo(p-1) € lolg) = Jo(g—1) = lo(1);
e dafi
Jop—1) = lo(1) = lo(p) — Jo(g—1) = Jo(r) — lo(q) = to € Z.

Pelo lema anterior, temos

1,p—1 _— -
\mg b ]| = Jo(p—-1) — lo(1) = to;

s —1 _— _
R R T L

|m£f ] = ja(r) - io’(q) — _0

Entdo, pela identidade ([2.2)), temos
m P UmPatlplar ey patlyLe=1l = 0 (mod 1),
donde

Lo (q) L1, Ty ** Ty, = 1T, Ty, - - - Ty, (Mmod ).

Para o caso p = 1 temos

Jo(g=1) = la(g) = 11 = lo(1) = lo(p) = Jo(r);
dai, pelo lema anterior,

me Y = oty — do) = 0;

jme”

I
<
q
=

|

~.
Q
S

I

ol

Entao, pela identidade ([2.1]), temos

donde

me = mb T Umeri,kl = plarly, La=1lp, k)

= To(q)Tiy Ty * Ty, = T1T3, Ty, - - - Ty, (mod 1),

O que completa a demonstracgao.
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Lema 2.2.5 Se, para uma permutagao o € S, existe uma substituicao standard S tal
que

Mo (T1, T, ..., k)| = m(z1, 22, ..., 2x)|s # 0,

entao

mo—(l‘l,x27 s al‘k‘) = m(l‘th; s ,,’,L‘k)(mOd ]n)
Demonstragao: Estamos com as hipoteses do lema anterior, entao
My (21, T, ..., Tx) = x10(20, . .., 2% )(Mod I,),

para algum monomio multilinear n(xs, ..., x;) = 2,2y - - - 27, . Assim podemos tomar

r o maior inteiro positivo tal que
Mo (T1, T, ..., Tg) = X129 -+ - X0 (Tpy1, . .., Tg)(mod 1), (2.13)

para algum monoémio multilinear n(z,y1,...,z;). Vamos mostrar que r = k. Suponha

que r < k. Temos que r < k — 1, pois se r = k — 1 teriamos
Mo (T1, T, ..., Tg) = X129 -+ - Tp_1n(zx) (Mod I,)

e dai, como n(xy) é multilinear, n(zy) = z; e r = k, uma contradi¢do. Entao r < k—2.

Agora, dada uma substitui¢ao standard S tal que m,|s = m|s # 0, por (2.13)), temos

Mo (L1, T, .., Tg) = X1T - T (Tpy1, - k) + f 5 [ € I,
e dai my|s = (x129 - xpn(Tppy, ..., k)]s Assim,
(129 -+ 2o (Tps1, . .., k)| s = Mels = mlg # 0.

Combinando isto com

(mlx? o -xTn(x,,H, s 7$k))‘5' = Eilleinz T EiTjr(n(xT+1v < 7176))‘3

Ei1jr(n(x7°+1v s ’xk’))|5

mls = Eijy Eiyjy -+ By, (Tr1 - i) |s = By (Trg1 -+ 1) s,

segue que

n(JJTJrla R 7‘7316)’5 = Tpy1 - '$k|5’ # 0.
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Pelo lema anterior, existe n'(x,19, ..., x;) multilinear tal que
n(Trg1, s @) = Tppan (Tpgo, ., x) (Mmod 1),
e dai
My = X102+ Ton(Tpy1, oo, Tp) = X129 - Tplpi 10 (o, ., 2x) (mod 1),

o que contradiz a maximalidade de r. Logo r = k e temos o resultado. |

Corolario 2.2.6 Se, para o,7 € Sy, existe substituicao standard S tal que

Mo (21, Ta, ..., x)|s = mr (21, 2, ..., xx)|s # 0,

entao

Mo (T1, T, ..., Tk) = M (T1, Ta, ..., x)(Mod I,).
Demonstracao: Vamos fazer a substituicao ; = .y, 1 <1 < k. Temos

/ / / / / /
mT_IO'(xD Loy - ’xk’) - fola(l)fola(Q) e fola(k)

= Tr(rlo()Tr(r10(2) " Tr(r=lo(k)

= To(1)To(2) " To(k) = Me(T1,T2,.. ., Ty)
e
m(xy, b, ... 2y) =TTy - L)y = Tr)Tr2) - Lo = M (T1, Ta, ..., Tp).

Como my(x1, g, ..., k)]s = my (21,22, ..., 21)|s # 0 temos

Me—1,(x), xh, . 20 ) s = m(ay, xh, ... 2))]|s # 0
e, pelo lema anterior,

Mo (2), @b, ... x)) = m(z), @b, ..., x))(mod 1,).

Portanto

Mo (T1, T, ..., Tk) = mp(T1, Ta,y ..., x)(mod 1,).

Com esses lemas estabelecidos podemos obter o resultado principal da secao.
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Teorema 2.2.7 Toda identidade polinomial graduada da dlgebra Z.,-graduada M, se-

que de e , ou seja, T, (M) = I,.

Demonstracao: Temos que § = {E;; : 1 < i,j < n} é uma base homogénea e
multiplicativa para M, e e ¢ um conjunto de identidades graduadas desta
algebra. Assim, pelo Corolario [2.2.6 as hipdteses da Proposicao [1.7.17] sao satisfeitas
para a algebra M,,. Portanto T,,(M,,) é o T,,-ideal gerado pelas identidades e

juntamente com os monoémios que sao identidades de M,,. Mas, M NT,(M,) = 0, pelo

Lema [2.2.2] e portanto T, (M,,) = L.

2.3 Identidades graduadas de M, ,(F) ® E

Ao longo desta secao vamos determinar uma Z, X Zo-graduacao para a alge-
bra M,,(F) ® E, p,q € N, e posteriormente encontrar geradores para o ideal das
suas identidades graduadas. Assim, poderemos estabelecer a Pl-equivaléncia entre
M, o(E) @ E e My q(E).

Dados p,q € N, vamos sempre considerar n como sendo a aplicacao em ea
algebra M), ,(F) com sua base multiplicativa B, = {aFE;; : 1 < 1,5 <n, a € Ey4)4n0) }s
n = p+q.. Combinando B, com a base natural £ = & U &, da algebra de Grassmann,

temos que o conjunto

Bz{aEij®b: 1<4,5<n, a€&@ny), be&}

A

¢ uma base para M, ,(E)® E. Ao longo da se¢ao vamos denotar por a” se um elemento

a € Ex, A € Zs, e por S uma substituicdo standard na base B.

Lema 2.3.1 Tome
A, = ag(i5)+’7(j5)Eisjs ® b?s+n(is)+n(a‘s) €eB, s=1,2.
Se A1As # 0, entao existe ¢ € {1,—1} tal que cA1As € B. Em particular temos
g =ty e nlin) +n() +n(iz) +n(j2) = nlir) +n(j2).
Demonstragao: Seja 1, = 1(i1) + n(j1) € 72 = n(i2) + n(j2). Suponha que

04 AjAy = a?17(i1)+77(j1)a727(12)+77(j2)Ei1j1 Ei2j2 ® bi\1+71(i1)+?7(j1)b;\2+?7(i2)+77(j2)

Y
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entao j; = 19 e dai

m +n2 = n(i) +nliz) +nliz) +n(j2) = n(i1) +n(ja).

Considerando o espago vetorial de dimensao infinita no qual obtemos a base da algebra

de Grassmann F, vamos denotar
A = €€y -+ €. € A2 = €y Emy * " Cmy,y

onde os 1 < ly < -+ < I, em < mg < --- < my. Temos que os elementos
€115 €lys -3 Cly €mys Cmys 5 Em, A0 dois a dois distintos, pois caso contrario, usando o
produto em F, terfamos ajas = 0, o que contraria A; A; # 0. Note que ajas € &, 4y, =
En(in)+n(ja)- Assim, podemos reordenar a palavra a;as e obter um elemento em &,(;,)4(j»)
que é igual a ajay ou —ajay. Fazendo o mesmo argumento para biby € Ex, 1 x,4n(i1)+n(2)s

temos que A; Ay € B ou —A;As € B e o resultado segue. |
O resultado anterior mostra que B ¢ uma base multiplicativa de M, ,(E) ® E.
Defina entao | - | : B — Z, X Zy dada por
laEi; @ b = (j — i, |alz + [b]2).

Observe que dados a € &, b € &\, e 1,75,k 1 € {1,...,n}, temos ab € &y, 1y, € se

j =k, entao

n(i) +n(j) +nk) +nl) =n@) +n(l) e —i=l-k+j—1,

e daf vemos facilmente que |- | satisfaz (1.4), donde temos uma Z,, x Zy-graduagao para
M, ,(E) ® E da forma
My (B E= P (My(E)®E)"™, (2.14)
(tN)EZn XL
onde (M, ,(E) ® E)*Y ¢ o subespago gerado pelo conjunto {a"®@+70) F;; @ prn@+n0) ;
j—1=1t}, (t,\) € Z, x Zy, e B & uma base homogénea. Nesta graduagdo, com a
notacao do Lema temos que |A; As| = (j2 — i1, A\ + X2), quando A; Ay # 0.

Seja N o conjunto dos polindémios Z, X Zs-graduados

0,0 0,0 0,1 0,0 0,1 0,1
@™ a0 e ea,
xgt’o)x(’t’o)xg’o) . xgt,o)x(,t@)xgt,o) 7 xgt,l)x(,to)x(zt,o) . Igt’o)x(ft’o)xgt’l),
xgt,o)x(,tl)xét,o) _xgt,o)z(,t,1)$§t,0) : xgt,l)x(,t’g)x;t,l)_|_:Eét,l)x(,t70)x§t,l)7

xgt,l)x(_tyl)xgt,o)+xgt,o)x(_t’1)x§t,1) ’ $§t,l)x(_t71)xgt,1)+$gt,1)x(_t71)xgt,1),
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onde t € Z, e aob denota o produto aob = ab+ba. Vamos denotar por I o 17, «7z,-ideal

gerado por N.

Proposicao 2.3.2 Os polinomios em N sdo identidades graduadas para M, ,(E)Q E,
ou seja, I C Ty, vz,(M,,(F)® E).

Demonstracao: Como os polindmios em N sao multilineares, basta considerar uma
substituicdo standard S na base B. Assim, considere uma substituicao qualquer para

os polinomios de grau 3 da forma

A, = a” (is)+n(is) p.

e ® b)\s+77 is)tn(s) o A — an(i)+n(j)Eij ® bk+n(i)+n(j)7 s=1,2,
onde |Ej, | = |Eij| = —|Eij| =t € Z,, na algebra Z,-graduada M,. Logo, pelo Lema
2.1.1] os produtos Ej j, EijEy,j, ¢ Ei,j;, B E; j, sdo ambos iguais a zero, e neste caso os
polinémios de grau 3 se anulam, ou iy = iy = j € j;1 = j2 = 1, € neste caso sao ambos
iguais a Ej; e 1(i1) +n(j1) = n(iz) +n(j2) = n(i) +n(j) = n € Z,. Entao

A1 = G?Eji & bi\l‘Hl? A2 = agEﬁ (24 b;\2+77 e A= CLnEZ‘j X b)\+77'

Vamos verificar para um dos polindmios de grau 3 e os outros seguem de forma se-
melhante. Considere z{""z(-t0 00 4 00056000 Entao 1= A\ = Ae Ay = 0.

Usando o produto em E, temos que se n = 0, entao

AgAA; = a3aaE;; @ bbb} = ala’adE;; @ (—bib'h)) = — A AA,,
e se 1 =1, entao

AgAA, = aya'a Ej @ byb°b) = —aja'ay By @ bbby = — A AA,.

Portanto o polinémio considerado é identidade para M, ,(F) ® E. Para os polinomios
de grau 2, considere os elementos A; e Ay do caso anterior. Observe que i1 = j; e
iy = Jo. Vemos facilmente que E; ;, E;,j, e Fi,j;,E; j, sao ambos iguais a zero, e neste

i2j2

caso os polinémios de grau 2 se anulam, ou i1 = i = j; = Jo, € neste caso sao ambos
iguais a F,;, e n(i1) +n(ji) = n(ia) +n(j2) = 0. Entdo

A A
Al — Cll 1111 ®b 1 e A2 — CL2 217/1 ® b22.

De modo anélogo ao caso anterior, se Ay = A =0 ou A\; =0 e Ay = 1, temos A1 45 =
AgAq, ese Ay = Ay =1, temos A1 Ay = —AyA;, donde segue que os polinomios de grau

2 se anulam para estas substituigoes, e portanto sao identidades para M, ,(E)®@ E. B
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Observacao 2.2 Dados p,q € N e i,j,k,l € {1,...,p+ q} sempre podemos obter
elementos a € Eyxiy4n(j) € b € Eyyrney com ab # 0. Dai seque de forma semelhante ao
resultado na secao anteritor para dlgebra M, que nenhum mondémio Z, X Zo-graduado
pode ser identidade graduada para M, ,(E) @ E, ou seja, MN(Ty, xz,(My,(E)QFE)) =
0.

O proximo lema é um resultado equivalente ao Lema para a algebra
M,,E)® E.

Lema 2.3.3 Tome o € Sy e seja S a substituicao standard dada por

Ty = AS — ag(iS)‘H](jS)E’i j ® b;\‘@“‘n(iS)‘*‘n(jS)’

S

onde |zs| = |[As| = (Js — 15, As), s=1,...,k. Se

Mels = AoyAo(2) - Aory 7 0,

entao existe A € B e c € {—1,1} tais que my|s = cA. Além disso, my|s # 0 se, e

somente se, para quaisquer p,q, com 1 < p < q <k, temos mL”’qHS # 0, e neste caso

MmN = (ot) — Gos Aot T + Ao(@);
como monoémio Ly, X Zo-graduado.
Demonstracao: A primeira afirmacao segue diretamente do Lema Supondo
mels # 0, é claro que qualquer produto A, ) - - - Asq € nao nulo, e reciprocamente

basta tomar p = 1 e ¢ = k e temos m,|s # 0. Neste caso, pelo Lema [2.3.1] temos
Jol) = toq41), Para l=1,... k —1, e dai

mPU = |zl + [To@en)] + | To@rn] + 2o

= (jo(q) - 7;U(q) + jU(qfl) - Z’U(qfl) +-t ja(p) - 7;U(p)v )‘U(p) +-e )‘J(q))

= (Jotg) = to)s Aop) T+ F Aa(g))-

A menos de uma constante ¢ € {—1,1} na congruéncia modulo I, usando o
lema anterior e as identidades no conjunto N obtemos de forma semelhante o mesmo
resultado do Lema [2.2.4] para M, ,(F) ® E. Dai, argumentando de forma anéloga,

apenas com as matrizes elementares dos elementos da base B, obtemos também o Lema
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e seu Corolario para o tensor de M, ,(E) e E, ou seja, se para 0,7 € Sk,

existe substituicao standard S em B tal que

mo(xlux% oo 7xk)‘5 - Cm‘r(xlwx% oo 7xk)‘s # 07

entao

My (x1, Tay ..., T) = cm (21, X2, ..., xx)(mod 1),

para algum ¢ € {—1,1}. Logo, sendo B uma base homogénea e multiplicativa, as hipo-
teses da Proposicao [1.7.17] sao satisfeitas para a algebra Z, x Zs-graduada
M, (E)® E. Além disso, pela Observacao[2.2] temos M N (17, xz,(M,4(E)® E)) = 0.

Dessa forma, obtemos o préximo resultado.

Teorema 2.3.4 Sejan = p+q, p,q € N. Entio o conjunto N = N U (M N
Ty, <2, (M, (E) @ E)) gera o ideal das identidades graduadas de M, ,(E) ® E, ou seja,

I = TZanz(Mp,q(E) ® E)

Teorema 2.3.5 Dado n € N, considere a Z, X Zo-graduacao para M,(FE) induzida
por pp = Ids, (veja Exemplo[1.7.6). Temos que Ty, «z,(M,(E)) é gerado pelo conjunto
N.

Demonstracao: Ver [10], Corolario 12. |

Corolario 2.3.6 Tomen =p+gq, p,q € N. As dlgebras M,(E) e M, ,(E)® E sao PI-

equivalentes como dlgebras Z.,, X Zs-graduadas. Em particular, elas sao Pl-equivalentes.

Demonstracao: A Pl-equivaléncia como algebras graduadas segue diretamente dos te-
oremas anteriores, dai basta aplicar a Proposicdo [1.7.15 e temos T'(M,(E)) =
T(M,,(E)® E). |



Capitulo 3

Identidades Graduadas de M 1(F)

Neste capitulo, teremos como base os resultados obtidos por Di Vincenzo em [7].
Considerando uma Z,-graduagao para a algebra associativa livre F'(X), vamos definir
o S, X Sp,-caracter, denotado por X, ., para uma algebra Zs-graduada. Considerando
a algebra My (F'), vamos obter o valor de X, € a partir disso encontraremos um valor
semelhante do caracter para a algebra M;;(E), além de determinar o Th-ideal das
identidades Z,-graduadas para esta algebra. Como consequéncia, vamos estabelecer a
Pl-equivaléncia entre £ ® E e M, 1(F).

Em todo o capitulo, F' serd um corpo de caracteristica zero.

3.1 Alguns conceitos

Nesta secao vamos estabelecer defini¢coes e alguns resultados que servirao de base
para as demonstracoes dos resultados principais deste capitulo. De modo anélogo a
Secao para o grupo G = Z,, vamos inicialmente obter uma Z,-graduagao para
algebra livre F'(X), gerada por X.

Podemos representar X da forma X =Y UZ, onde Y e Z sao conjuntos disjuntos
e correspondem as variaveis de grau 0 e 1 em Z,, respectivamente. Assim, sejam Fj e
F1 os subespagos de F(X) gerados pelos monomios que tém Zy-grau homogéneo 0 e 1,

respectivamente. Temos que

F(X)=F o FR
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¢ uma Zy-graduagao para algebra livre F'(X), e um ideal I de F/(X) é um T,-ideal se
é invariante pelos endomorfismos ¢ de F(X) tais que ¥(Fy) C Fo e ¥(F1) C Fi, ou
seja, pelos endomorfismos Zs-graduados. Além disso, dada uma algebra A = Ag ® A,
Zs-graduada, o conjunto I = T5(A) de todas identidades graduadas de A é um Ty-ideal
de F(X).

Como estamos sob a hipotese de charF = 0, podemos trabalhar apenas com
polinémios graduados multilineares (ver Observagéo. Assim, seja P, ,, o conjunto
de todos os polindmios multilineares de grau n + m nas variaveis 41, ..., Yn, 21, - - - , Zms
onde os y;s e os 2}s pertencem a JFy e Ji, respectivamente. Considerando a agao do

grupo S, x Sy, em P, ,,, dada por

(Ua W)f(:gla e Yns 21, - '7Zm) = f(ytr(l)a <oy Yo(n)s #r(1)y - - '7Z7r(m))7

onde (o,7) € S, X Sy f(Y1s-- -3 Yns 215 - -+, Zm) € Pom, obtemos facilmente que P, ,,

é um S,, X S,,-modulo.

- . ' ,
Observagao 3.1 O conjunto {u12,1)U2262)U3 " * Zo(m)Um+1 : O € Sp}, onde o0s ujs
sao monomios multilineares, possivelmente iguais a 1, nas varidveis yu, . .., Yn, € U;, U;

nao possuem varidveis em comum, para i # j, € uma base para P, ,.

Observacao 3.2 Sejam M\ F n, Ao = m e Ty, Ty tabelas de Young standard dos
diagramas Dy, e D,,, respectivamente. Dadas duas permutagoes o € S, e m € Sy,
podemos identificar o com (o, 1dg,), e m com (Idg,, ™) no grupo S, X Sp, dai obtemos

om = wo. Assim

Er Ern, = Z Z(—l)”mr Z Z (—1)" o'n’

CJ’G]%T1 WECTI O'/ERT2 7T/€CT2
! !
= E E ()" (=)™ omo'n’ = E g (=)™ (=1)" oo'nn’
O'ERT1 U'ERTQ O'GRTI U'ERT2
me€Cr, n'eCr, ne€Cr, n'eCr,
!
= g o g o’ g (—1)"m E (-1
O'ERTl O”ERT2 WECTI 7T’€CT2
— RTl RT2 OTl CTQ

na dlgebra de grupo F(S, X Sp).

Se A= Ay @ A, é uma Pl-algebra Zs-graduada e I = T5(A), entao defina I,, ,,, =

INP,,,. Claramente [, ,, ¢ um S, X S,,-submoédulo de P, ,,, e dai podemos considerar
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0 Sy X Sp-modulo P, ., /I, m. Vamos denotar por X,m(I) (ou xnm(A)) o caracter do
Sy X Sp-modulo P, ./ Im, € por ¢pm(l) (ou ¢,.m(A)) sua dimensdo sobre F.

Pela equacao (L.3), podemos escrever

Xnm(I) = Xnm(A) = Z M Al @ [ul, (3.1)

An
pukEm

onde [A] e [p] sdo caracteres irredutiveis dos grupos S, e S,, associados as partigoes de

n e m, respectivamente.

Teorema 3.1.1 Seja A uma Pl-dlgebra com caracter xnm(A) dado em . Para
particoes A=n e p=m, my, = 0 se, e somente se, para quaisquer tabelas de Young
Ty e T, e todo polinomio f = f(y1,.. . Uns 215+, 2m) € Pum, a dlgebra A satisfaz
a identidade gradvada Er, Er, f = 0, onde Er, e Er, sao os elementos da Defini¢ao
7.3.3

Demonstragao: Basta observar a relacao entre as representacoes irredutiveis de
S, x S,, e as representacoes irredutiveis de S, e S,,, obtida no Teorema [1.2.20, e
o resultado segue analogamente a demonstragao do Teorema 2.4.5, pagina 55, em [12].

3.2 Identidades graduadas de M(F)

As algebras M, 1 (E) e My(F') possuem uma certa relagao via isomorfismo gradu-
ado, mais precisamente, o duado de My(F) pela dlgebra de Grassmann E é isomorfo a
M, 1(E), como veremos posteriormente. Nesta secdo vamos estabelecer alguns resulta-
dos das identidades graduadas para My (F') e obter o valor de x,,,, para esta algebra.

Em toda se¢do vamos denotar por A a algebra My(F'), com Zs-graduagao

a 0 0 ¢
Ay = ca,be Py e A = c,d € F (3.2)
0 b d 0

e I o Tr-ideal das identidades graduadas desta &lgebra. Observe que Ay e A; sao gera-
dos, como espagos vetoriais, pelas matrizes {E11, Eas} e {E1o, Fo;}, respectivamente.
Para m > 0, seja (j) = {Jj1,J2;---,Jm/2} um subconjunto de {1,2,...,m} de

ordem m/2 (estamos considerando apenas a parte inteira de m/2), com j; < jy <
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© < Jmy2, € seja (i) = {i1,42,...} o seu complemento em {1,2,...,m}, com i; <
iy < ---. Além disso, dado n > 0, para ¢ € {0,1,...,n}, seja (t) = {t1,t2,...,t,}
um subconjunto de {1,2,...,n} de ordem ¢, com t; < to < --- < t,, e seja (s) =
{s1,82,...,8,—¢} 0 seu complemento em {1,2,...,n}, com s; < 55 < -+ < §,_4. Note

que se m é par os conjuntos (j) e (i) possuem o mesmo nimero de elementos, e se m
é impar o conjunto (¢) possui m/2 + 1 elementos.
Como visto na se¢ao anterior, podemos considerar o moédulo quociente P, ./ I.m,

onde I, ,,, = I N P, ,,. Assim, dados (j) e (¢), seja

M(t)>(j) = M(t)7(j)(y17 sy Yny 21,0 ,Zm) —

Yt Yty YtgZirYsy =" " Ysn_gZi1%i2%52 * " Ry yoRimyer  S€ M é par

Yt: Yty " Yty ZirYsy * " Ysp ¢ Rj1 %0702 " Ripy jo+1s se m é impar
um elemento de P, ,,. Temos que para cada par de subconjuntos (j), com m/2 ele-
mentos, e () de {1,2,...,m} e {1,2,...,n}, respectivamente, obtemos um elemento

My, (;)- Assim, ao todo temos 2" (m"/lz) monomios M), ;).

Lema 3.2.1 Os2" (m"}Q) elementos M) (j) sao linearmente independentes mddulo I, .

Demonstracao: Vamos supor que m é par, pois o caso m impar é analogo. Seja

f= Z A, )M,y W1 - Yny 21 -+ Zm)s Awg) € F,
(®),(4)

e suponha que f é identidade graduada de A, ou seja, estamos tomando uma combi-
nacao linear dos My ;) nula em P, /I, ,,. Como y; € Fye z; € Fi, i =1,...,n,
Jj =1,...,m, identifique cada y; com ¥; e z; com Z;, pela proje¢ao canonica, e considere

as substituicoes graduadas quaisquer
Vi = ;B + iy e Zj = ajFip + bjEy,
com o, 3, aj, b; € F'. Pela multiplicacao de matrizes elementares, temos que

Uy = (uEn+ Bily)(a;En + BjEyn) = ao;En + Bi6;Eqs,
Uiz = (Bn+ BiEw)(ajEia+biEy) = oa;E + BibjEy,
Z7Z; = (aEia+0biEy)(ajEi2+b;Eyn) = abjEy + bjajEs,
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e dai

%%---ytq Zi y—slm (Oétl "‘CYthll +5t1"'ﬁth22) .

(ai, Brg + biy B ) (s, -+ - s, Enn + By -+ Bs, Faz)
(o -+ g @ Brg + By, -+ - B, biy Ean) -

(g, -+ v, 11 + By - B, F2)

= Q- @tqﬁsl o 'Bsn_qailEH

s, Qs By - B bis B

e
Zjy Ziz Zjs " iy Py = Wi Digjy -+ pa B + 05y a0,b5, - 4G, 005, o
Assim
My (W1 s 213 Zm) = Uty oo Utg Zir Ust* Ysng *
Zjr Ziz Zjs " Zimys Zhmye
= Py B, @i by (3.3)
ainjQ T a'irn/2bj'm/2E11 +
+asl e asn,qﬁtl e /thbi1 .
@jy bizan T bim/zajm/z Eas.
Agora fixado (j) = {j1,J2,-- -, Jm/2}, tomemos uma substituicao
a;, = imjg = 0j = =0, =1
e
byy =+ =bi,, =0, =--=a,,=0.

Combinando a equagao (3.3) e o fato de f ser identidade graduada, temos que, para

quaisquer aq, ..., Qp, 81, ..., Bm € F,
Z A(t),(j)o‘tl T O‘tqﬁsl o 'ﬁsnqun =0,
(*)

e dai, tomando substitui¢coes adequadas para aq,...,a,,B1,...,0n, € F, obtemos

Aw.j)y = 0, para todo (t). Fazendo o mesmo procedimento para qualquer conjunto
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(7), obtemos Ay ) = 0, para todo (t) e (7). Portanto os elementos My ;) sdo linear-

mente independentes médulo 1, ,. |

Lema 3.2.2 O Ty-ideal I € gerado pelos polindmios graduados

Y1Y2 — Y241, (3.4)

212923 — 232971 (3.5)

Além disso, cpo(I) =1 € cpm(l) =27 (m%), paran >0, m > 0.

Demonstragao: Seja J o ideal gerado por (3.4) e (3.5). Pelo Exemplo [1.7.18] esses

polinomios sao identidades graduadas de A. Dai J C I, e temos J,,, C I, para

todo n,m > 0. Assim
Com(J) = dim( P/ Inm) = dim(Pym/Lnm) = cnm(L).

Para o caso m = 0 ja obtemos J,o C I,o. Agora tome f = f(y1,...,yn) € Ino €

suponha que f ¢ .J,o. Escreva

f = Z As¥Yo(1) " " Yo(n)s Qo S

O'GSn

Pela identidade (3.4)), podemos comutar as variaveis na congruéncia, e dai

f = Z AsYo(1) " * " Yo(n) = (Z aa) Y1 Yn =0Yy - yn<m0d Jn,0)7

o€Sn o€Sh
com =) ¢ a; # 0, pois f & J,o. Portanto ay; ---y, é identidade graduada de
A, uma contradicao, pois Ay possui matrizes diagonais que nao sao nilpotentes. Logo
[ € Jnp e temos I, g = Jyo. Agora, sendo {y,1) - Yom) : 0 € Sp} base de P, o, entao
B=A{Ys1)** Yo(n) + Jno : 0 € Sp} &€ um conjunto gerador do quociente P, o/.J, . Pela
identidade (3.4, obtemos 5 = {y1 -y, + Jno}, com apenas um elemento. Juntando

isto com a igualdade I,y = J, 0, obtemos
Cn,O(I) = dl.m(Pn70/]n70> = dim(ano/Jmo) =1.

Além disso, ao médulo P, /I, corresponde uma representacao de grau 1 do grupo

S, a qual é a representacao trivial. De fato, basta observar que o(yy -+~ yn + Jno) =
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Yo(1) " Yon) + Ino = Y1 Yn + Jno, para toda o € S,. Logo, o caracter de P, o/ Jy 0
é o trivial, ou seja, o caracter correspondente & parti¢ao (n) - n, pelo Exemplo m
denotado por [(n)].

Agora suponha m > 0. Pela identidade e o fato de J ser Th-ideal, te-
mos que y;M — My, € J, para qualquer monémio M que possua um ndmero par
de variaveis zis. Assim, pela Observagao , P/ Jnm € gerado por mondémios do
tipo ug(y)zi,ur(y)zi, -+ - 2i,,, onde ug(y) e ui(y) sdo monémios multilineares, possivel-
mente iguais a 1, nas variaveis yi, ..., Yn, € 08 y.s estdo ordenados crescentemente em
cada u;(y), pela identidade . Além disso, pela identidade , podemos supor
i <y <y < - ey < ig < ig < ---. Assim, P,/ Jnm € gerado (como espaco

vetorial) pelos monomios M) (j), e dai

Com(J) = dim(Pom/ Jnm) < 2" (m%).

Por outro lado, pelo lema anterior, temos 2" (m’%) < dim(Pym/Inm) = cnm(I).

Logo, pelo que foi feito no inicio da demonstragao,

() 2ot e <7 (1)

e portanto ¢, () = cpm(J) = 2”(m"/‘2), donde I, = Jum, POiS Jum C Iy, Dara
quaisquer n,m > 0. Assim, como I e J sdo Ty-ideais de F'(X) e as igualdades valem
para polinomios multilineares graduados, pela Observagao [I.14] obtemos J = I, o que

conclui a demonstracao. [

Observe que a determinacao dos geradores do Tr-ideal I é um caso particular do
Teorema para n = 2.

A partir dos dois ultimos resultados, segue que o conjunto {My) ;) + Lnm} €
uma base para o quociente P, /I, ., quando n > 0 e m > 0. Agora fixado ¢ com
0 < g < n, param > 0, seja W, oS, x Sy-submédulo de P,,,/I,., gerado por
Y1Y2*  Yg21Yg+1 ** * Yn2223 =+ + Zm+ Ly m. Observe que, como espago vetorial sobre F', W,
é gerado pelo conjunto {yg(l)yg(g) Yo (q) e Yo(g+1) T Yon)Zm(2)Zn3) *** Zx(m) T Lnm
(o,m) € Sp X Sp}. Além disso, como W, é um S, x S,,-modulo, podemos pensar no
seu caracter, denotado por x(W,), o qual pode ser expresso como soma de caracteres
irredutiveis. Nesse sentido, os proximos resultados vao nos garantir essa decomposicao,

identificando cada caracter irredutivel com o seu respectivo diagrama.
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Lema 3.2.3 Para quaisquer s,t € N com 0 <t < ¢*=min{qg,n—q} e0<s<m/2,

0 S, X Sp,-caracter irredutivel

—n—t — ~— MM — 5§ —
| |

] © ]

<7t4> -— § —

¢ uma componente de x(W,).

Demonstracao: Pela contra-positiva do Teorema a multiplicidade de cada ca-
racter da forma do lema serd nao nula se existir um monoémio M € P, ,, e tabelas de

Young T} e T, dos diagramas

—n—1t — — M — S —
l l

L ] e

<7t4> -~ § —

tais que Ep, Ep, M € P, ,, nao é identidade graduada de A. Vamos tomar entao M =

Y1Y2 " Yg21Yq1 " " YnZ223 " Zm € Pp € mostrar que

(ETlETz)yly2 o YgR1YgH1 t  YnR223 0 Zm

nao é identidade graduada de A, para tabelas adequadas T e T,. Para simplificar a
notagao, suponha ¢ = ¢* e que m é par (o caso m impar é anédlogo). Para t < q e

s < 'm/2, vamos considerar as tabelas de Young

— n—t —
T — g+1g+2--{a+tt+1]-Jefg+t+1]|n]
1] 2 [ ¢ ’
-~ t ——
R m — s —
7, = |13 |25 - 125 +1[-[m]
2[4 -] 2s
— , —

e os elementos R =3 _, oeCh =% . (=1)"r, parai=1,2. Sejam

M= M(y’ Z) =Y1Y2 - YqR1Yg+1 " YnR223 "t Zm,
Vi = M5 = v v
T VAT S

f(Z) = [237 24] [25, 26] ce [2’2371, 223]225+1223+2 C Zme
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Dada uma permutacao m € Cr,, pela tabela Ty, temos que m = (i1 41+ 1) - - - (ig ix + 1),

onde i; € {1,3,...,2s — 1}, e dai

le(z) - M2f(z) = WY1Y2 - Yg21Yg+1 - 'yn22[237 24] [Zs, 26] T [223717 225]225+1 T Zm
— Y1Y2 - YgR2lYg+1 " Yn<l [23, 24] [257 2’6] T [225—1, 2’25]225+1 T Zm
= > (-)'rM =C"M.

WECTZ

Agora, pela tabela T}, dada o € Crp, temos que o = (i1 ¢+i1) (i2 g+i2) - - - (i ¢+i,.), onde
{i1,...,i,} C€{1,...,t} € um subconjunto ordenado da segunda linha de T;. Observe

que (—1)? = (—=1)". Assim, temos que (—1)?cM;(y, z)f(z) é congruente modulo I, ,

a

(=1)"Yjs Y Vet YaYaris * Yarir 21Yis * YirYarin *** YarguYarer1  YnZ2f (2) (3.6)

onde {j1, ..., J,} sao os valores nao comutados por o, ou seja, {j1,...,j5,} = {1,...,t}—
{i1, ... iy}, € j1 < --+ < j,. Observe que os indices em (3.6) foram ordenados pela
identidade (3.4). Analogamente, temos que (—1)7cMs(y, z) f(2) é congruente modulo

Inm a

(—1)Tyj1 Y Y41 YgYgtin Yg+inR2Yiy c  Yin Ygti 0 Ygtje Yg+t+1 'ynzlf(z)'

Para cada 0 € Cp obtemos um conjunto {iy,...,i.} com r elementos, onde
0<r<tei <---<i. Além disso, para permutacoes o; e o5 em Cp, podemos ter o
mesmo nimero de elementos comutados, mas ndo necessariamente o mesmo conjunto.
Dai, pelas congruéncias anteriores, temos que CT'CT2M = CT1 (M, f(z) — Myf(2)) é
congruente modulo 7, ,, a

G=9W - Yns 2t 2m) = > (DM f(2) — Maf(2))

S CT1

t
= Z Z (=" YY1 YgYqrir =

r=0 1<i1 <--- <<t

o Ygrin2WYi Yis Yt Yt Yarte1 T Yn22) —
—(Ui  Yp Y1 YgYqrin  Yarin 22Yin
“YiYari o YarioYarerr o Yn21)) f(2),

onde {ji,...,Ju} ={1,.. ., t} = {i1,...,ir} e j1 < -+ < j,. Identificando y; = yo =

=Y Y1 = Y42 = 0 = Yny, B2 = 24 = 0t = 2925 € 21 = 23 = 0 = Z9g-1 T 22541 —
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Ros42 = * 1 = Zp, segue que
f(z) = [2’3, 24] [2’5> 2’6] s [225—17 228]2’25+1225+2 T Zm
= [2’1, 22][217 2’2] te [2’1, 22]2’121 T2 = [2’1, 22]5_12’?—287
e a partir de g(y1,- .., Yn, 21, - - -, Zm) Obtemos o polindémio

t
4 r —r T— r. n—q—r
9T, = 911, (Y1, Y1, 21, 22) = Z (r) (=11 ?Jgil t21y1yt+1q Z2 —
r=0

t—r, qgtr—t r, n—q—r s—1_m—2s
Y1 Y1 22U z1)[z1, 22" A .

Vamos mostrar que se B, Ep, M € I, ,, entao gn,, € I. De fato, pela Observacao
3.2 temos que
Er, Er,M = RMR™2CTC™2 M.
Suponha que Er, Ep,M € I, ,,. Temos que C"*C™2M = g (mod I,,,,) e como I,,,, é

um S,, x S,,-moédulo obtemos
0= EnEnp,M = ROR2CTC"M = R"R™g (mod 1,,,,),

ou seja, R R™2g € I,,,,. Pelo que foi feito anteriormente, o polinomio gr,r, foi obtido
por identificagoes de variaveis em g. Dai, como I é Ty-ideal, segue que (RT' R™2g)p 1, €
I (Note que estamos considerando a identificagio das varidveis em R™* RT2g). Observe
agora que as permutacoes em R™ e R™ permutam apenas as variaveis que foram
tomadas iguais, e assim (R R™2g)r,1, = agnr, € I, com 0 # « € F, donde g1, € 1.

Portanto, para mostrar que Er, Ep, M ¢ I, ,, basta mostrar que g7, ¢ I. Assim,
identifique y; com yy, y;41 com Y1 € 2; com z;. Considere as substituicoes graduadas

quaisquer
=B+ BBy, Y = B+ ol e Z = aiByo +biEy, i =1,2.

Temos que

[Z1, 2] = (a1by — azby) Evq + (biaa — baay) Egs.



3.2. Identidades graduadas de M, (F) 74

Além disso,

oy "B+ BT E)(ad AR +5§1 " tE22)
Q1B + B Eg)(ay T TEyy 4 By T Ey)Zs

o &2+r tEll + B TBSJFT*tEQQ)(alEu + blEQI) ’

—t—r——q—+r r
Ul P! 21 Ul Y1 U =

(
(
(o
(ajay "By + B1By T Ey)(asErg 4 baliy)
(a7 "o a1 Erg + BB b oy ) -

(afay " TagEyy 4 BBy 1 "baEa)

t tr—t pr an—
= "o G185 a1y By +

t—r pgtr—t _r n—q—
+677 BTl ay T T hag Fay
e analogamente

At —re——q+r—t—— T —n—q—Tro— _ t r q+r t —r
Ui Yir” Ul Y1 U = ﬁl asb1 By +

t—r pq+r—t _r n—q—
+51" B3 ajay T byay B,

dai

t
t T— n— T
911, (U1, Ve, 21, 22) = Z( )(—1) (i "ag ™ B8y (arby — ashy) Eny +

,
r=0

t—r pgtr—t r n—q— b —b E — ——|s—1—m—2s
+81" By afag T (biag — bear) Ex) [z, Z2)7 7

= > (t)(—l) (ai a3 "B By En +

r
r=0

t—r gaFT—t (v NmAT [ N[z =—]szmm—2s
+61" 85 egye’ 22)[21,2’2] 21 .

Tomando z; = Ej5+ Ey; e Z3 = Ey;, obtemos facilmente que B = [z, 25)527™ %% ¢
uma matriz invertivel em A. Assim, se g1, (U1, Uir1, 21, 22) = 0, pela equagao anterior

e multiplicando pela inversa de B, obtemos que

t
t T— ’VL T
5 (et —o

r=0
para quaisquer o, ; € F. Assim, tomando substituigées adequadas para os as e 3}s,
temos (ﬁ) = 0, uma contradicao, pois charF = 0. Logo, gr,1, nao é identidade de A,

ou seja, gn,1, ¢ I, e o resultado segue. |
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Lema 3.2.4 O caracter de W, € dado por

¢ m/2 —n—t — ~— M — 55—
| |
Xnm(Wa) =33 ® ;
t=0 s=0 H'L‘;» -— § —

onde ¢* = min{q,n — q}.

Demonstracao: Seja d o grau da S,, x S,,-representacao associada a

7 m)2 —n—-1t — - m—S§S—
| |
I
X=> > ®
t=0 s=0 <«—  — -~ g —

Pelo Exemplo [1.3.12] o grau da representagao associada a um diagrama do tipo

«~ N—R—

|
I

HRH

com N;R € Ne 2R < N, é (N+1) (1 — ﬁ). Além disso, aplicando inducao em

R N+1
p=0,...,N, segue que Y h_, (Ngl) ( — Nz—fl) = (ZZ) Portanto d = (q”) (m%)

Por outro lado, o F-espago vetorial W, é gerado pelo conjunto

Wo)Yo2) ** * Yo(a) 2r() Yo (q+1) * = * Yo(n) Zn(2)Zr(3) = * Zx(m) + Ingm + (0,7) € Sy X Si},

e, pela demonstragdo do Lema [3.2.2] cada um desses elementos é igual a um dos
My + Inm, com ¢ fixo e (t) = {t1,...,t;}. Como esses elementos sao linearmente
independentes, segue que eles formam um base de W, (como F-espago vetorial), e
portanto dimW, = (Z) (m’%). Além disso, como (Z) = (nfq) e ¢¢ = min{q,n — q},
segue que dimW, = d. Pelo lema anterior, todos os termos em x’ sao componentes do
caracter de Wy, e dai x,,.(WW,) € igual a essas componentes mais alguns termos. Mas,
/

dimW, = d, onde d é o grau da representagao associada a x’. Portanto x, .(W,) = x

e o resultado segue. |

Pela demonstra¢ao do lema anterior, uma base de W,, com ¢ fixo, é formada
por alguns elementos de uma base de P, /I, .. Fazendo ¢ = 0,1,...,n, dividimos

esta base de P, ,,/I,,, em conjuntos disjuntos, os quais sdo base de cada W, com

q=0,1,...,n. Portanto, Ppm/Inm = D,_o Wy
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Lema 3.2.5 Seja A = My(F) com Zs-graduagio como em (3.2). Entao
-~ n S
Xno(A) = [] [ ]
e, para m > 0,
n/2 m/2 ——n-r— Mm-S
l l
Xom(A) =Y (n+1—2r) ® :
r=0 s=0 el —— -~ g —
Demonstracao: Pelo Lema P,o/In0 tem dimensdo 1 com caracter
-~ n _—
Xno(A) = [] HE
Agora, para m > 0, temos P, ./ Im = @Zzo W,. Assim, pelo Lema m temos
" 7 m/2<7n—1"4>‘ Hm—SH‘
Xom(A) =D > D ® ’ (3.7)

q=0 r=0 5=0 -—— p ——

onde ¢* = min{q,n—q}. Observe que ¢* < n/2 e, parar fixo, com 0 < r < n/2, existem

diferentes valores de g, com ¢ € {0, ...,n}, para os quais r < ¢* = min{q,n—q}. Vamos

determinar todos esses valores. Como sao todos os valores, temos r < ger < n —gq,

eentao r < g <n-—r. Dai temosn —r —r+ 1 =n — 2r + 1 valores. Esses valores

correspondem a termos repetidos na equagao (3.7), e entdo, para m > 0, podemos

reescrevé-la da seguinte forma

n/2 m/2 %n_TH‘ %m_SH‘
Xnm(A) = Z Z(n +1—-2r) ® ,
T’ZO S—O -~ 1 — — § —

3.3 O Tg—ideal de M1,1<E)

Nesta secao usaremos os resultados obtidos anteriormente na algebra M, (F') para

estabelecer resultados analogos na algebra M, 1(E) sobre o caracter e a dimensao do

Sp X Sp-modulo P, /1, . Como consequéncia, vamos obter a Pl-equivaléncia entre

as algebras M (E) e E® E.
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Defini¢ao 3.3.1 (Transformada de Kemer, [18]) Sejam F(X) = Fo®F; a dlgebra
livre com Zsy-graduacao e P, ,,, o conjunto dos polindmios multilineares de grau n+m,

nas varidveis Y, ..., Yn € Fo € 21, ..., 2m € F1. Dado [ € P, ,,, escrevemos
f = Z Z Vg U125(1)U226(2)U3 * * - UmZo(m) Um+1,
U OESH,
onde u; sGo mondémios nas varidveis yis, u = (U, ..., Unt1) € Gy € F. Defina
f* = Z Z (_]-)Uaa,uulza(l)uQZJ(Q)uS © Um o (m) Um1-
u oESH

Observe que a aplicacao * é linear e, além disso, se I ¢ um Ts-ideal, denotamos
por I* o Ty-ideal gerado pelo conjunto (I N P)*, onde P é o conjunto de todos os
polinémios multilineares de F'(X).
Proposicao 3.3.2 Sejam A = Ay ® Ay uma dlgebra Zs-graduada e Iy = Ty(A). Con-
siderando a dlgebra Zo-graduada B = (A @ Ey) ® (A1 ® Ey) e Iy = Ty(B) (produto

tensorial graduado de A por E), temos:

i) TN Py =(LNPy)*

i) I = I
Demonstragao: Veja [18], capitulo 1, se¢ao 2. [
Sejam M = M(y1,...,Yn, 21, .-, 2m) um mondémio em P, € 2, Zip, .., %, 2

ordem das varidveis z/s em M. Pela defini¢ao de %, temos que M* = (—1)°M, onde o

1

é a permutacao (i1 N Z;) Escreva M = u125(1)U220(2)U3 * * * U Zo(m) Um+1, Onde 0s ujs

sa0 mondmios nas varidveis y;s, e tome (7,7) € S, X S,,. Temos que

((m, T)M)* = (Ur(1)Zro(1)Un(2) Zra(@)Un(3) * * * Un(m) Zro(m)Un(m+1))

= (=D, 7)(=1)M = (=1)"(m, 7) M,

onde un(;) é a agdo de m nas variaveis y’s de w;, i = {1,...,m + 1}. Além disso,
identificando 7 € S, com (Idg,,7) € S, X Sp, temos (tM)* = ((Idg,, 7)M)* =
(=) (Idg,, T)M* = (=1)"TM*.

Observacao 3.3 Se a é um mondmio ordenado nas suas varidveis {zi, ...,z }, en-

tao nao € dificil ver que a* = a. Assim, dados dois mondémios a e b ordenados nos

conjuntos disjuntos {z;,, ...,z }, {2, ., 2.}, temos (ab)* = (=1)7(ab) = (—1)7a*b",
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. O TR S ~ s

onde o € a permutacdo (111 i 'ﬂl ;“)7 ety by brgt, .-, trys SAO 08 INTEITOS
. o

Uyeeeslpy J1s---,]s €M ordem crescente.

Agora, se a’ et sao mondémios nao ordenados nas varidveis z}s, podemos tomar
a e b mondmios ordenados, como no caso anterior, e v, € S,,, tais que a’ = Pa e
b' = ~b. Assim
(@b)* = ((By)ab)* = (1) By(ab)* = (=1)7(=1)" Bya’b*
= (=1)7(=1)7Ba"(=1)"b" = (=1)7(a)*(¥')",

onde o € a permutacdo do caso anterior para a e b. Analogamente, para mond-

mios a, b e ¢ ordenados ou nao nos conjuntos disjuntos {zi, ...z}, {zj,--- 2.}
e {2y, -, 20, }, temos (abe)* = (—1)7a*b*c*, para alguma permutacdo o da forma
t.l e 2?7« tr.—s—l e tr.—&—s t7'+s+1 e tr+s+u . (38)
/I/l ... ZT ]1 e js vl . e Uu

Lema 3.3.3 Seja A o S, X Sp,-mddulo de dimensao 1 associado & representacdo 1
de S, X Sy, dada por (o,7) — (=1)7 (tensorial da representacao trivial de S, com
a representagio sinal de Sy,). Dado um S, X S,-submddulo N de P,,,, seja ¢ a

representacao associada a esse modulo. Temos
i) N* é um S,, X Sp,-submddulo de P, ,;

i) N*~ N®A como S, X S,,-mddulos, onde N @ A é o mddulo correspondente &
representacao p = p ® 1 de S, X Sp,.

Demonstracao: i) Dados (o,7) € S, X S,,, M; e My monémios em N* e X\ € F,
temos

e dai N* é subespaco de P, ,,. Além disso
(=1)7(o, )M} = ((o,7)M;)" € N

e dai, sendo N* subespaco, temos (o, 7)M; € N*. Como * é linear, o mesmo vale para
qualquer polindémio em N*, e o resultado segue.

ii) Seja A = (d) e tome a transformacao linear

T: N A — N*
foM — A\~
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Observe que dado M um monémio em N, temos T (M ® d) = M*. Logo T leva base

em base, e portanto é isomorfismo de espacos vetoriais. Além disso,

T((o,m)(M@d) = T(pomn(M@d)) =T(pmn (M) @ (d))
= T((o,7)M @ (0,7)d) = T((0,7)M @ (—1)7d))
= (=0)"((e,)M)" = (=1)"(=1) (o, 7)M"
= (o,7)M* = (0,7)T(M @ d),

onde (0,7) € S, X Sy,. Assim, pelas propriedades de produto tensorial e linearidade
de T, temos que

T((o,7)(f @ Ad)) = (o, )T (f ® Ad)),

para todo (o,7) € S, X S, e todo (f ® Ad) € N ® A. Portanto T' é isomorfismo de
S, X Sp,-modulos. [ |

Observacao 3.4 Sejam A\, (n) - n e u,1™ = m, n,m € N, e tome 0s S, X Sy,-
caracteres Xa, = [N ®[u] e X(ny,1m = [(n)]®[1™] obtidos de tensoriais de representagoes
dos grupos Sy, € Sy,. Considere x = X, ®Xn),1m 0 Sn X Sp-caracter obtido do tensorial

das representagoes de S, X Sy, associadas a X, € X(n),1m- Dado (0,7) € S, x Sy, temos

x(0,7) = Xaul0 T)Xmy,1m (0, 7) = Xa(0) X0 (T) X () (0) X1 (T)
= (@)X (@)X (T) X1 (T)
= XA (0)Xpu1m () = (X m) © Xuam)(0,7),
onde X mn) € 0 Sy-caracter do tensor das Sy-representagoes associadas as partigoes

A (n) F n, e xuim € o Sp-caracter do tensor das Sp,-representagoes associadas as

partigoes (1, 1™ = m. Assim, temos x = X mn) @ Xpu,1m, 0U seja,

(e (e 1™) = (N e[r)]) e (ue 1),

Lema 3.3.4 Sejam A = Ay® A, uma dlgebra Za-graduada e B = (AoQEy)B(A1QFE)) o
produto tensorial graduado de A por E. Se xnm(A) = my [A®[u], entdo xnm(B) =
Yoma A @ (1], onde 1’ € a particao conjugada de pu.

Demonstracao: Sejam [ = T5(A) e J = T5(B). Pelo Teorema [1.2.13] decompomos
Py = 1,m ® N, onde N é algum submoédulo de P, ,,. Pela defini¢ao e linearidade de

%, temos que P, ,, = Pt e Py, = Py =1 @ N*, e dai, pela Proposicao W,

,m

temos

L =UNPyy) =1"N Py =JN Py = Jum.
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Assim

Bom/Inm = (L @ N*) /1, = N7,

donde Xpm(B) = Xnm(N*). Além disso, temos que

Pn,m/ln,m - (In,m S¥ N)/In,m = N7

e dai Xpnm(A) = Xnm(N). Logo, pelo Lema Observagao [3.4] e Proposicao [1.3.9

temos

Xnm(B) = Xam(N') = Xam(N @ A) = Xpm(N) @ Xam(D)
= O maN @)@ ((n)]® 1)
= Y m(Nelm) e (ke ™)
= > maN e W),

onde A é 0 S, X Sp,-mbdulo de dimensao 1 associado a representacao (o, 7) — (—1)7,

e 4/ € a particao conjugada de p.

Teorema 3.3.5 Seja J = T5(Mq1(E)), entdo

i) J é gerado por

Y1Y2 — Y21,

212923 + Z3%2221.

i) cho(J) =1 ecpm(J) = 2”(”7;2), paran >0 em > 0;

iii) Xno(J)= [ - T[]

e, para m > 0,

n/2 m/2 —— n-r—
o) =35+ 1 21) e 1

3

|

®
-

(3.9)
(3.10)
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Demonstragao: Seja A = My(F') com graduagao como em (3.2) e I = Ty(A). Consi-
dere a algebra M ;(F) com sua Zy-graduagao obtida no Exemplo dada por

a 0 0 b
MLl(E)() = ;Cb,d € E() € M171(E>i = ;b,C S E1
0 d c 0

Pelo Exemplo [1.1.20] temos Ay ® Ey ~ My (E)y ¢ Ay ® By ~ M;(E);, e dai
M i(E) ~ B = (Ay ® Ey) ® (A ® Ey). Assim, basta mostrarmos (i),(ii) e (iii)
para o produto tensorial graduado de A por E. Pelos Lemas e temos (iii)
e daf ¢,0(J) = 1, pois o médulo associado ao caracter trivial tem dimensdo 1 . Ob-
serve que diagramas conjugados possuem o mesmo nimero de tabelas standard, e dai
as dimensoes dos moédulos irredutiveis associados a diagramas conjugados sao iguais.
Assim, como X,m(A) e Xnm(B) possuem os mesmos nimero de termos, a menos de
conjugacao de diagramas, os moédulos P, /Ly m € P/ Jnm decompdem-se em soma
do mesmo nimero de moédulos irredutiveis, os quais possuem as mesmas dimensoes.
Logo cpm(J) = cpm(l) =27 (m%), para m > 0, e temos (ii).

Agora, pela Proposicao [3.3.2] segue que J = I*, onde I* é o Tr-ideal gerado pelos
polinomios multilineares f*, com f € I. Pelo Lema[3.2.2] I é gerado por yiy2 — yay1 €
212923 — 232221. Assim dado f € I, temos que f é combinacao linear de elementos do
tipo

ap(aras — azar)as e bo(bibabs — b3byby)by,
onde a; e b; sao mondmios multilineares em F(X), com a; € Fy, b; € Fy, para i = 1,2
e 7 = 1,2,3, ou seja, a; e ap possuem um numero par de variaveis z}s e by, by e bs
possuem um ntmero impar de variaveis zg-s.

Pela Observagao dados mondmios a, b e ¢ em F(X), lineares nos conjun-
tos disjuntos ordenados {z;,,..., 2}, {zj,---, 2.} € {Zoy, -+, 20, }, temos que (ab)* =
(—1)7a*b*, para alguma permutacdo o do tipo (1;11 'i: trﬂl B t;ﬁjs), e (abc)* = (—=1)7a*b*c*,
para alguma permutagao 7 como em (3.8)).

Observe que se r e s sao pares, entao as permutacoes

tr ooty teyr oo teas t oty tepr e tras
LT A R Jioce ds iy
tém o mesmo sinal, pois a segunda permutagao é a primeira permutagao composta

com um nimero par de transposi¢oes. Analogamente, se r, s e u sao impares, entao as
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permutacoes
ty - tr tr—‘rl T tT+S tr+s+1 e tr-i—s—i—u
iy e G, vy e g 7 Ju

e
tr 0ty tuyr o tuts tutst1 0 lutsir
Jioccr Ju v e s i ir

tém sinais opostos.

Assim

(a1a2)" = (=1)%ajay e (aga1)” = (—1)7a3a7,

(bibobs)® = (—1)7bIb3bE e (bsboby)® = (—1)b3b5b]

(&0(a1a2 - (12@1)@3)* = (ao(al@z)%)* - (ao(awl)@s)*

= *((ap(a1a3)az) — (ag(aza7)az)) = *(ag(ara; — azay)az)

(bo(b1babs — b3baby)bs)™ = (bo(b1babs)ba)™ — (bo(b3baby)ba)”
— (b (bbb + by (BBb)b;) = (B (b0305 + bb3])B).

Finalmente, como * é linear, dado f* € I*, segue que f* pertence ao T,-ideal
gerado pelos polindémios y,ys — Yoy1 € 212223 + 232921, € temos J = I* contido no ideal

gerado por esses elementos. Por outro lado, esses polinomios sao identidades graduadas

de M;1(E) (ver Exemplo [1.7.18)), donde temos (i). |

Como consequéncia do tdltimo teorema, podemos estabelecer a Pl-equivaléncia

entre My ,(E) e E® E.
Teorema 3.3.6 As dlgebras M 1(E) e E® E sao Pl-equivalentes.
Demonstracao: Sejam P = T(M;1(E)) e Q = T(E ® E). Por [22], temos que Q

¢ gerado pelo conjunto {[z1, To, [T3, T4, T5], [[T1, T2]%, 2] }. Como esses polindmios sao

identidades de M 1(E) (veja Exemplo [1.7.20)), segue que @ C P.
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Para a inclusao contréria, considere a Zs-graduacao da algebra EQ E = Aq® Ay,

do Exemplo [1.7.10} dada por
A= (Eo®@ Eo) & (E1® E1) e A= (Ey® Er) @ (B ® Ey).

Com esta graduacao, temos que os polinémios e sao identidades graduadas
de E® E (ver exemplo[1.7.19), e dai, pelo resultado anterior, segue que To(M; 1 (E)) C
To(E®FE). Logo, pela Proposi(;éo temos P C @) e, da dupla inclusao, o resultado
segue. |



Capitulo 4

Identidades Graduadas de M), ;(E)

Este capitulo tem como objetivo estabelecer a Pl-equivaléncia entre as algebras
M, (E) @ M, (E) ¢ My i4spstqr(E), p,g,7,s € N, com base nos resultados de Di
Vincenzo e Nardozza em [§]. Para isso, usando as graduacoes ja obtidas para estas
algebras, veremos que os ideais das suas identidades graduadas coincidem. Além disso,
vamos definir o que seriam identidades monomiais triviais em uma algebra graduada e
veremos quatro tipos de algebras matriciais que nao possuem identidades monomiais
nao triviais. Por fim, vamos estabelecer o conceito de graduacoes quase elementares
nao isomorfas de M, ,(E) e calcular o niimero total dessas graduacgoes, com base nos
valores de p,q € N.

Dados p,q € N e n = p+ ¢, vamos considerar as algebras M, (E) e M, ,(E) com
suas Z,, X Zo-graduacoes quase elementares induzidas por uma permutacao u € S, de-
notadas por (M, (E), 1) e (M, 4(E), i), n a aplicacao em[1.7e B, = {aE;; : 1 < 4,5 <n,
a € Eyiy+n()} @ base multiplicativa usual de M, (FE). O grau homogéneo de um ele-
mento na base A de M, (E) ou em B, é dado por |aE;;|* = (| Eij|,, |al2) (veja Exemplo
1.7.6)).

Em todo o capitulo, F' serd um corpo de caracteristica zero e G um grupo abeliano

escrito aditivamente. Para n € N sejam

] ={1,2,...,n}

e ¢ a permutagao identidade em S,,.
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4.1 A algebra M,(F)

Nesta secao veremos que para qualquer permutacao u € S,, a graduagao induzida
por p em M,(E) é a mesma, a menos de isomorfismo graduado, porém o mesmo nao
vale para a algebra M, ,(E) C M, (E). Assim, poderemos considerar apenas (M, (E), )
e vamos definir a subélgebra M, (F) de (M, (E), ¢) que sera de fundamental importancia
para as proximas segoes, pelo isomorfismo graduado que obteremos entre esta algebra

e M,,(E).
Observacao 4.1 Dadas pu,0 € S, considere a transformacao linear

T: (Mu(E),p) — (Mu(E),0)
aF;; — T(aEy) = aBy1p)o-1u()
onde i,j € [n], a € £. Temos que T leva base em base, donde é um isomorfismo

de espacos vetoriais, e vemos facilmente que T preserva produto. Portanto, T ¢ um

isomorfismo de dlgebras. Além disso, para i,j € [n], temos

T(aEy)|” = laBo1p@.o-tui]” = (Bo-tu.0-1at)lo- lal2)
= (007 'u(j) — oo p(i), lal2)
(1) = p(0), lalz) = |aEi|"
e dai T é um isomorfismo L, X Zo-graduado. Assim (M, (E), 1) ~z, «xz, (Mn(E), o),

para quaisquer |1, 0 € S,. Afirmamos que o mesmo nao € vdlido para a subdlgebra
M, ,(E) de M,(E). De fato, consideren =4, p=q=2 e o = (2 3) € Sy, e sejam

(Mao(E),0) = R = @ Rit),

(t,(s)EZML X 7o

(Map(E),) =M= € Mgy,

(t,5)€Z4 X Lo

as Ly X ZLo-graduagoes em My o(E) induzidas por v e o. Suponha que R # {0}.
Entao existem a € & e, j € [4] tais que aEj; € BoN Ry, e dai 0 = |aly = n(i) +n(4)
(n(i) =n(j)) e o(j) — o(i) =1. Assim, sei =1, temos

i=1=0(j)—c(l)=TI=0()-1=1=0(j)=2=j=3,

donde

0=n(1) =n(i) =n(j) =n@3) =1,
uma contradicao. Analogamente para i = 2,3 e 4 obtemos a mesma contradicao.
Logo R(10) = {0}. Agora note que dado qualquer a € Eyny4y2) = &o, temos aFyy €
Bo N M1y, e dai o espago M o) possui dimensao infinita.
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Desta forma, se ¢ : (Myo(E)),0) = (Mao(E)),t) € um isomorfismo Zy X Zso-
graduado, entao Y(Rq,0)) = M), uma contradi¢io, pois R0 = {0} e dim(M ) =

00, € a afirmacgao seque.

Pela forma do grau em Z,, vamos considerar apenas a algebra (M, (E),¢), pois
(M, (F),0) ~z,xz, (Mn(E),t), para qualquer o € S,. Além disso, esse isomorfismo
ndo necessariamente é valido para a subalgebra M, ,(E) de (M, (E),¢), ou seja, dada
p € Sy, nem sempre temos um isomorfismo graduado entre (M, ,(E), u) e (M, ,(E),¢).

Nesse sentido, considere a transformacao linear
ou: (Myg(E),p) — (My(E),¢)
ak; — oulaBiy) = aBpu ()

Vemos facilmente que ¢, é um homomorfismo de algebras e ¢ injetivo, pois leva B, em

um conjunto linearmente independente. Além disso,

[aB iy up|” = (ep(d) — ep(i), lalz) = (u(f) — p(@), lals) = |aki;|",

e portanto ¢, ¢ um homomorfismo injetivo Z, x Zs-graduado, ou seja, obtemos a
subalgebra ¢, (M, ,(E)) de (M, (E),t) que é isomorfa (isomorfismo Z,, x Z,-graduado)
a (M, 4(E), 1) e possui graduagio induzida por ¢. Os elementos de ¢,(B,) constituem

uma base Z,, x Zy-multiplicativa para ¢, (M, ,(E)).

Observagao 4.2 Considere a subdlgebra ¢,(M, ,(E)) de (M,(E),t), para algum p €
Sn. Sejam P, = {u(1),...,u(p)} C [n] e a: [n] = Zy dada por

ali) = 0, seZ:EPM'
1, sei¢ P,

Defina M, (E) como sendo o F-espago vetorial com base I'y, = {aE;; 1 a € Ea(i)+a(j)}.
Note que a(u(i)) = n(i), para todo i € [n]. Assim, dado aE;; € B,, temos que

a € En(iytn() = Caluli)+alu()) = ak)+a(l):
onde k = u(i) el = u(y), e dat
pulaBiy) = abyi) ) = ab € La.

Logo ¢,(B,) C I'y. De modo semelhante obtemos a inclusdo contrdria. Portanto
Ou(Mpq(E)) = My (E).
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Reciprocamente, considere uma aplicagao « : [n] — Zy onde o nimero de elemen-

tos i € [n] tais que (i) =0 (ou i) = 1) € igual a p. Sejam iy, ...,1, esses elementos
e {j1,-- -, Jgt = [n]\{i1, ..., ip}. Assim, considerando a permuta¢io
1 2 ... +1 - n
= . . p P . . € Sn,
7/1 22 e Zp ]1 P jq

temos que a(u(i)) = n(i), para o caso a(i) = 0, e a(u(i)) = n(i) + 1, para o caso
a(i) = 0, para todo i € [n], e dai em ambos os casos, com uma argumento andlogo ao
do inicio da observagao, seque que (M, ,(E), 1) ~z,xz, Ma(E).

Desta forma estudar a dlgebra Z, x Zs-graduada (M, ,(E), 1) € equivalente a
estudar a subdlgebra M,(E) de (M,(E),¢).

De forma similar ao caso da algebra M, ,(E) na observacao anterior, considerando
a Lnm X Zo-graduagao para o produto tensorial de M, ,(E) por M, (E) do Exemplo
[1.7.7, obtemos que M, (E) ® M, (E) ~z,,.xz, Mo(E) ® Ms(E), para determinadas
aplicacoes a : [n]| = Zy e f: [m] — Zo, p,q,r,s € Nycomn =p+qgem=1r+s.
Combinando as bases I, e '3 obtemos a base multiplicativa B = {aE;; R VE,, : aE;; €
Iy,aFEy, € g} de M, (E)® Mg(E). O grau homogéneo de elementos em B ¢ dado por

[aEi; @ bEy| = (m(j — ) + (v —u), |als + [bl2) € Zpm X Zs,
e para a algebra M, (FE) por
0Bl = (7 — i ]al2) = ( — i, (i) + a(j)) € Zn X Zo,

pela forma do grau homogéneo nas algebras M, ,(E) ® M, ;(E) e M, ,(E) e pela Ob-

servagao [4.2]

4.2 ldentidades Z, xZ,-graduadas de M, ,(E) e M, ,(E)®
M, (E)

Nesta secao vamos encontrar geradores para os ideais das identidades graduadas
de M,(E)® Mg(E) e M,(E), onde a e 8 sdo aplicagdes como na Observagéo Com
isso, sera possivel estabelecer a Pl-equivaléncia entre as algebras M, ,(E) @ M, (E) e
Myt gs ps+qr(E), onde p,q,r, s € N.

No que segue nesta secao seja

A=Mi(E)® Mg(E)= P  Awa,

(¢,0)ELnm X L2
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com sua Zy,, X Zs-graduacao obtida anteriormente via isomorfismos graduados e a base

Loy, X Zio-multiplicativa
B = {CLEU RbF, 11, € [n], U,V € [m], a € 5a(i)+a(j)7 be gﬂ(u)—l—ﬁ(v)}-

Denote 0 Zy,, X Zo-grau homogéneo para um elemento de A por |- | e 0 seu Z,,,-grau
homogéneo por | - |m
Observagao 4.3 Dados i,j € [n], u,v € [m] com

m(j—i)=u—w, (4.1)

entdo 1 = j e u =v. De fato, se i # j, entao m(j —i) > m oum(j—i) < —m e, em
qualquer um dos casos, nao € verdadeira, pois —m < u —v < m. Assim, i = J,

donde u = v, por ({.1)).

Observagao 4.4 Dados i,j € [n], u,v € [m] ea,b € &, temos que |aE;; QDE,,|nm = 0

se, e somente se, i = j e u = v. De fato, suponha que m(j —i) + (v —u) = 0. Temos
que —nm <m(j—i)+ (v —u)<nm, poisl —n<j—i<n—1le-m<v—u<m,
dai

m(j—i)+w—u)=0m(y—i)—(u—v)=0m(j—i)=u—v.

Entdo i =j e u=wv, pela Observacaol{.3 A implicagao contrdria é dbvia.

Assim, dadosi € [n] eu € [m] temos que |aE; QbEyy|nm = 0, com a € Ey)rali) =
Eo eb € Ezuy+pw) = &o, donde |aE; @bE,,| = (0,0). Se Ay # {0}, existem i,j € [n],
u,v € /m] ea,b € € tais que v = aF;;QbE,, € Aoa), ou seja, |T|nm = 0 eala+|bl2 = 1,
e dai, pelo que foi feito anteriormente, i = j e u = v, donde |als + |bls = 0, uma
contradi¢do. Entdo Ay = {0}. Assim, todo monomio em F(X|Zpm X Zy) com grau

homogéneo (0,1) € uma identidade para A.

Seja N o conjunto dos polinomios multilineares graduados

T1T9g — T2, |I‘1‘ = ’$2| = (0,0) € Lo, X ZQ, (42)
T1xTy — Toxxy, x| = |22| = —|2| = (¢,0) € Zpiyy X Zo, (4.3)
T1TTo + Toxxy, |r1| = |12 = —|2| = (t,1) € Zpn X Zo. (4.4)

Lema 4.2.1 Os polinémios em N sao identidades graduadas de A, ou seja, N C
TanXZQ(A>
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Demonstracdo: O polinomio (4.2)) ¢ uma identidade para A, pois os elementos na
componente (0,0) sdo matrizes diagonais com entradas em Ey = Z(FE), as quais comu-
tam. Como os polindémios em N sao multilineares, basta substituir por elementos de

B. Assim, seja

Wy, = ahEihjh X bhEuhUh eB, h=1,2,3,
com |wy| = |ws| = —|ws|. Se wiwyws # 0, entdo
0 # wiwy = ar1asls; , By jy © b1ba 0y ) Fygu,,

donde jl = iQ, V1 = Uz € W Wy = alagEile X bleEulvg- Além diSSO7 temos

jwi| = —|ws| = m(jr — i) + (v1 —ur) = —(M(j2 — iz) + (va — u2))

= m(j1— i +Jjo—is) + (01 —ur +v2 —uz) =0

= 6 — m(]Z — Zl) + (UQ — Ul) = ’w1w2’nma

dai, pela Observacao 4.4, segue que i; = js e u; = vo. Analogamente, usando que
wowsz # 0, obtemos jo = i3, V9 = u3, jz3 = iy € U3 = U, ou seja, wswsw; # 0.
Reciprocamente, supondo wswsw; # 0, de forma semelhante ao argumento anterior,
obtemos que wywows # 0. Assim, por contra-positiva, wiwsws = 0 se, e somente se,
wawew, = 0, donde e anulam-se no caso em que o produto dos w;s é nulo.

Agora se wiwsws # 0, sejam ¢ =iy, j = J1, u = uy € v = vy. Pelo que foi feito, temos

w = alEiljl X blEu1v1 = aflEij ® blEuva
Wy = GZEisz ® bQEuzvz = GQEJZ' ® by B,

w3y = a3l @ b3y, = a3bj; @ b3Ey,,
e dai

W1 WoW3 = a1a2a3E;; @ b1babs Ey,y,

W3WaW1 = a3a201E;; @ b3babi .

Em " temos |CLh’2 = |bh|2, h = 1,2,37 e dai se a1a903 = —Aasaa0q, entao b1b2b3 =
—bsbyby, € se ajasas = aszasar, entao bibobs = b3boby, pelas propriedades dos elementos
em & e £1. Assim, temos wywows = wzwow e (4.3)) se anula. Agora, em (4.4), temos

laple = 14 |bpl2, b = 1,2,3, dai se ajasas = —asasay, entdo bibsbs = bsbaby, € se
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a102a3 — a3ag01q, entao blbgbg = —b3b2b17 donde W1WaW3 = —W3WaW1 € ‘) também
se anula. Desta forma os polinomios em A sao identidades de A. ]

Vamos denotar por I o Ty, «z,-ideal gerado pelo conjunto N e, dado w um
elemento homogéneo em uma algebra Z,,, X Zs-graduada, seja d(w) € Zy a segunda

componente do seu Zy,, X Zs-grau.

Lema 4.2.2 Sejam f e f' mondmios multilineares nas mesmas varidveis e S uma
substituicao standard na base B tal que f'|s = cf|s # 0, para algum ¢ € F. Entdo
f'=cf (mod I).

Demonstragao: Sejam f =z, ---zqe f' = f, = 2o1) - To(a), onde 0 € Sy Vamos
aplicar inducao em d. Se d = 1 o resultado é valido, pois f = f’. Entao suponha que
d> 1. Se 0 = Idg, temos f = f’ e o resultado segue. Entao suponha que o(j) # j,
para algum j € {1,...,d}, digamos para j = 1, caso contrario, basta renomear as
variaveis.
Seja
wy, = apk, ;, @byEy,., € B, h=1,...,d,

a substituicao standard S. Como f’|s = cf|s # 0, segue que

.jp—l = ipa ja(p—l) = ia(p)7 Up—1 = Up, € VUg(p—1) = Ug(p), P = 2,... 7d7

(4.5)

11 = lg(1) € U1 = Ug(1)-

Temos que o (1) # (1), donde o7*(1) > 1. Assim, tome
t=min{k' <d:o '(kK) <o ' (1)}

Note que t > 1, pois 1 ¢ {k' <d:07 (k) <o '(1)}; e 07'(1) > 0 1(t — 1) contraria

a minimalidade de ¢, donde o=(1) < o7 '(t — 1). Sejam
l=0"t), h=0"1) e k=0t —1).

Suponha [ = 1. Temos

| = [ we) - Wothe ) lnm = Mo(h1) — o) + (Vo(h_1) — Uo(r)),

A = (W)« Wok)lnm = M(Jok) = Tor)) + (Vo) — Uon)),
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e, por (4.5)), temos

Jo(h=1) = lo(1) = lgh) — 01 = 11 — 13 = 0,

Vg(h—1) — Ug(1) = Ug(n) — U1 = up — uy = 0,
Jok) — lo(h) = Jt—1 — 11 = &g — 11 = lg1) — b1 = lg(1) — 1 = 91 — i1 = 0,

Vg(k) — Ug(h) = Vp—1 — U1 = Ug — U1 = Ug()) — UL = Ug(1) — Up = U — Uy = 0,

donde |f[1h 1 lnm = |f[hk lnm = 0. Além disso, 0(fs (1= 1) = 4( [hk) = 0, pois, caso
contrario, terfamos que esses monomios seriam identidades graduadas de A (A1) =

{0}), o que nao ocorre, pois fl= 1]] #0e fih”“HS # 0. Assim,
| =19 = (0,0).
Como [ contém (4.2)), podemos comutar elementos de grau (0,0) modulo 7, e dai

fl _ f([Tl,h—l] fih,k] f£k+1,d} = f([Th,k] f[[Tl,h—l]fCE—k-i-l,d} (mod ])7

[h K] )
e —xo.(h)..-xo_(k) :leU(h+l)"'xo'(k;)7 ou SeJa7
f'=x1f"(xe,...,2q4) (Mmod I),
onde f"(xs,..., %) = To(nsr) To fo L f5 I € M.

Se [ > 1, de forma semelhante ao argumento anterior e a demonstragao do Lema

| obtemos |f[1l 1 lnm = _|f(£'l’h_1]|nm = |f£h’k}]nm e, por 1) temos

(i) + @(Joa-1)) + B(Uor)) + B(Voa-1)) =(Jon-1)) + alio@) + BVon-1)) + BUsa))
= aliom) + a(Jow)) + Blusny) + B(vory)-

Logo § = o( ([71,5—1]) = §(f([,l’h_1}) = 5(f(£h’k]). Assim, por e ,
FIA flLh=1] glhk]l — 4 glhk] plh=1] (L1 (00 1),
dependendo do valor de 4. Portanto
o= fI fh=1] k] plied) — o plbk] plbh=1] plL1=1) glhd] (100 7))
onde ¢ € {—1,1}, e fgh’k] inicia com x;. Entéo, independente do valor de [,

f=def"(xg,...,2q) (Mmod I),
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onde f"(xg,...,xq) € M, € F, e dai

dwy f"(wa, ... ;we) = f'|ls = cf|s = cwiwsy -+ - wg # 0.
Portanto w (¢ f"(wa, ..., wy) — cwy -+ -wy) = 0 e, como cf|s # 0, segue que
" (wa, ..., wg) = cws---wq # 0.
Assim, aplicando induc¢ao nos monémios f” = f"(xq, -+ ,x4) € Ty - Tq, SegUe que

c
f"=dxy-- x4y (mod I), onde " = o

e entao

[ =daeyf (xg,...,2q) = c’§x1x2 cxg=cf (mod I).

Teorema 4.2.3 Seja G = Zym X Zs. Entio Tg(A) € o ideal gerado por N'U (M N
Ta(A)), ou seja, pelos polindmios em N juntamente com os mondémios que sao identi-

dades graduadas de A.

Demonstracao: Pelo Lema [4.2.1] os polindmios em N sao identidades de A e, por
as hipdteses da Proposicao [1.7.17) sao satisfeitas para A com sua Z,,, X Zo-

graduagao e base homogénea e multiplicativa B, donde temos o resultado. [

Assim, pelos isomorfismos graduados ja mencionados, obtemos os geradores do
ideal das identidades Z,,, x Zs-graduadas para a algebra M, ,(E) ® M, (E), com
p,q,r,s€ENen=p+q, m=r+s.

Teorema 4.2.4 Sejam G = Z,1q X Zs ¢ N' 0s mesmos polinomios graduados em
N, porém com graduagiao em G. Considere M, ,(E) com sua G-graduagao herdada
de M,,(E), n = p+q € N. Entao o ideal da identidades graduadas de M, ,(E) ¢
gerado por N juntamente com os mondmios que sao identidades de M, ,(E), ou seja,
Te(M,,(E)) € o Tg-ideal gerado por N' U (M N Tg(M,,(E))).

Demonstracao: Considere A = M, (E), N = N e I o ideal gerado por N’ nos Lemas
e Assim, de forma semelhante as suas demonstracoes com

wy, = apk; ely, h=1,...,d

hJh
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estes lemas também sao vélidos para a algebra M, (F). Logo, o resultado segue da

Proposicdo [1.7.17| e do fato de que M, (E) ~z, «z, My ,(E). [

Observagao 4.5 Sejam « : [n| — Za, f : [m] — Zy e € : [nm] — Zy aplicagoes
como na Observagao [{.4 Entao as dlgebras Mo(E) @ Mg(E) e M.(E) possuem uma
Loy X Lio-graduacao como vimos anteriormente. Assim, pelos teoremas anteriores,
temos que o conjunto N faz parte dos geradores do ideal das identidades graduadas
tanto de M,(E) ® Mg(E), quanto de M.(E).

Observacao 4.6 Dados n,m € N, para todo t € [nm] existe um tnico par (i,u) €
[n] x [m], tal que t = m(i — 1) + u. De fato, colocando o conjunto [nm] como uma

sequéncia, basta observar que

[nm] =1 2---m\m(2—1)+1-;m(2—1)+ﬂ3---m(n—1)+1-;m(n—1)—1—7)3

m m

pode ser dividido em n pedacos de tamanho m cada um, e cada termo € dado por
m(i — 1) +u, comi € [n], u € [m]. Dadost € [nm] e dois pares (i1, u1), (iz, uz), com
m(iy — 1) +uy =t = m(ia — 1) + ug, temos que m(iy — i) = ug — uy, e dai' iy =iy e
up = ug, pela Observagao donde seque a unicidade.

Dadas duas aplicagdes « : [n] — Zy e 3 : [m] — Zy como na Observagao [4.2] com
n = p+qem =r+s, considere as algebras M, (F) C M, (E) e Ms(E) C M,,(E). Pela
observagao anterior, dado t € [nm] existe um tnico par (i,u) € [n] x [m] satisfazendo

t =m(i — 1) + u. Entdo podemos definir a aplicagdo

€: [nm] — Zs
t o e(t) = ali) +Blu)

a qual, pela Observacio [£.2] define uma subalgebra M. (E) de M,,(E). Temos que
a(i) = 0 para p valores de ¢ € [n], f(u) = 0 para r valores de v € [m] e dai
a(i) = B(u) = 0 para pr pares (i,u) € [n] x [m]. Além disso, a(i) = 1 para ¢ va-
lores de i € [n] e f(u) = 1 para s valores de u € [m|, donde «(i) = f(u) = 1 para gs
pares (i,u) € [n] x [m]. Logo, a(i) = B(u) para pr + gs pares em [n] x [m]. Como
€(t) = 0 se, e somente se, a(i) = [(u), obtemos que €(t) = 0 para pr + ¢s valores
t € [nm]. Sendo nm = (pr + qs) + (ps + qr), temos que €(t) = 1 para ps + qr valores
em [nm] e, pela Observacao a algebra M (E) ¢ isomorfa a My, g5 psiqr(E).

Dessa forma, vamos estabelecer a Pl-equivaléncia entre as 4lgebras

A= M,(E)® Mg(E) e M(E), e assim teremos via isomorfismos graduados a PI-
equivaléncia entre M, ,(E) @ M, s(E) ¢ Myt gspsiqr(E)-
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Teorema 4.2.5 As dlgebras A = M,(E) ® Mg(E) e M.(E) sao Pl-equivalentes como

algebras Ly, X Zo-graduadas. Em particular, sao Pl-equivalentes.

Demonstracao: Vamos mostrar que M N7y, vz,(A) = MNTy,, «z,(M(E)). Tome

f=flxy,...,zq) =x1-- 24 € M, com f & Ty .7,(A), entdo existem elementos
w; = alEiljl X blEuwl c B, = 1, .. 7d,

tais que 0 # f(ws,...,wy) = wy -+ wg, com |x;| = |wy|. Para cada l € {1,...,d}, seja
entdo hy = m(iy — 1) +u e ky = m(j; — 1) + v e defina 2, = Ej,;, € My (F). Além
disso, tome cy,...,cq € E, com ¢; € E¢n))+e(ky) € €1+ - Ca 7 0, e considere y; = ¢/ By, €

M(E). Como wy «--wgq # 0, temos j; =441 € vy = w1, paral =1,...,d — 1, e dai
kl:m(jl—l)—l—vl:m(il+1—1)+ul+1:hl+1, lzl,...,d—l.

Assim

Z1R2 24 = EhlklEhng ce Ehdkd = Ehlkd 7é 0.

Temos

iy = €(hy) + e(kr) = alir) + B() + a(uw) + B(w) = |alz + [bi]s = 6(wi) = 0(z),

/{Jl — hl = m(]l — 1) + v — (m(zl — 1) + ul) = m(]l — il) + (?}l — ul) = |wl|mn = |=Tl|mn
e dai | Enk,| = |z, l =1,...,d. Entdo podemos substituir em f, donde obtemos

f(yl,...,yd) = Cl"'CdEhlkl ”'Ehdkd = Cl"'CdEhlkd 7é 0.

Portanto, f & Ty, «z,(M(FE)).

Reciprocamente, se f = f(xy,...,2q) = 21+ xq & Ty, x72,(M(F)), entdo exis-
tem z1,...,2z¢ na base multiplicativa de M. (E), com 0 # f(z1,...,24) = 21" 24
e |z = |zl I = 1,...,d, digamos 2, = ¢;Ep,. Pela Observagao , para cada
[ = 1,...,d, existem i;,5; € [n] e w,v, € [m], tais que by = m(i; — 1) + u; e

k; = m(j; — 1) + v;. Defina entao

w; = alEz’zjz ® blEqu € B,
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com a; € Eai)+ali), 0 € Epu)+pw) € a1---agby---bg # 0. De modo analogo ao
argumento anterior, obtemos |w;| = |x;|, para cada [ = 1,...,d. Além disso, como

2129 # 0, temos k; = hyyq, paral=1,...,d — 1. Por outro lado,

k= hl+1 = m(]l — 1) + v = m(iH_l — 1) + Uiy

= m(ji — 1) = W — v, (4.6)
edai j; =441 e wy = v, paral =1,...,d — 1, pela Observacao Assim,

wl...wd — al"'adEz’1j1"'Eidjd®b1"'deu1v1"‘Eudvd

= Q1" adbl cee deiljdEul’Ud 7é 0.

Portanto f(wi,...,wq) #0e f & Ty, wz,(A).

Por contra-positiva, obtemos que as identidades monomiais de A e M. (FE)
sao as mesmas. Combinando isto com a Observagao [£.5] obtemos 17, «z,(A) =
Ty, x2,(Mc(E)). Em particular, pela Proposigao temos T'(A) = T(M.(E)),
ou seja, as algebras M, (E) ® Mg(E) e M.(F) sao Pl-equivalentes. |

4.3 Identidades monomiais multilineares de M, ,(E)

Durante esta secdo vamos enfatizar a algebra M, ,(E), n = p+q, com sua Z,, X Zy-
graduagao obtida no Exemplo Argumentando de modo semelhante a Observagao
[.4] vemos que se m ¢ um mondémio multilinear em F(X|Z, x Z,), com |m| = (0,1),
entdao m é uma identidade graduada para M, ,(F). Portanto, M, ,(F) possui identi-
dades monomiais multilineares graduadas, o que nao ocorre com a algebra de matrizes
Z,-graduada M, (F) (ver capitulo [2)). Observemos que uma indeterminada = € X &
uma identidade monomial para uma algebra A = ©,ccA, G-graduada se, e somente
se, a componente A, é nula.

Nesse sentido, vamos definir o que sao identidades monomiais triviais e determinar
sob que condigbes na aplicagdo « : [n] — Zg a éalgebra M, (F) (isomorfa a M, ,(E))
possui identidades monomiais triviais.

Dada uma aplicacdo « : [n] — Zo, denote a = a(l)a(2)---a(n) como uma

sequéncia.
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Definicao 4.3.1 Considere a dlgebra livre F(X|G). Sejam A = @yecA, uma dlgebra
G-graduada, Ty = {x € X : Ajz =0} e Iy o Tg-ideal gerado por Iy. Defina

M():Mm[(].

Os elementos em Mg sao chamados de 1dentidades monomziais triviais.

Na defini¢ao anterior, sendo Zj) = { f € F'(X|G) : Aj;| = 0}, entdo I é 0 espago ve-
torial gerado pelo conjunto {hy fhy : f € Zj, hy, he € F(X|G)}. Assim, se m(xy,...,x,)
¢ uma identidade monomial nao trivial, entdao Ay, # 0, para cada ¢ = 1,...,n.

Considere a algebra Z,, x Zs-graduada M, (E) C M,(FE) e a algebra de matrizes
de ordem n com sua base multiplicativa natural 8 = {E;; : 1 <4, j < n}. Definindo a

aplicacdo | - |,xa : B — Zo dada por
|Eij|b><06 = (] - Z,O./(Z) + O./(])) S Zn X Z2, (47)

obtemos uma Z,, X Zy-graduagao para M, (F), pois |- |,xa satisfaz (1.4). Vamos denotar
M, (F) com essa graduacdo por (M, (F),t X «).

Observagao 4.7 Considere M, (E) e sua base multiplicativa I'y. Dado aE;; € Ty,

temos
|a'Eij|L,a = (J - iv |a|2) = (] - Z,Oé(l) + Oé(])) = |Eij|LX<X (48)

em (M,(F),. X o). Seja m = m(zy,...,x,.) = x1---2,, v € N, um mondmio em
F(X|Z, x Zs). Suponha que m =0 em (M,(F),. x ) e seja
T = alEi

1) o s xr:arEiro

uma substituicao standard S na base I'y. Por ser substituicao standard e por (@,

temos que || = | Eij|oa = |Eijlixar L =1,...,7, e dai podemos fazer a substitui¢do

Ty = Eiljlv P Ei'r‘jr"

Como m ¢é identidade de (M, (F),. X «), seque que m(FE; L Ei ) =0. Assim,

1jio -
temos que

m(alEiljl, Ce ,arEiTjr) = Q""" aTEi1j1 e Eirjr = 0.

Logo, como S é arbitrdria, seque que m =0 em M, (E).
Reciprocamente, se m ndo € identidade de (M, (F),1x«), existem E; j,, ..., E; ; €

B, com |Eij|ixa = |21], tais que

m(Eijys - Bij,) = Eiyj, - By j, # 0.
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Assim, paral =1,...,7, tome a; € Eq(i)ta(y) COM a1 -~ ar # 0, e dat |x;] = |Eyj|ixa =
|0 Eij oo €
m(alEile s 7a7'Eirjr) =ay--- a’rEiljl to Eirjr # O’

ou seja, por contra-positiva, se m =0 em M, (E), entao (M, (F),txa) também satisfaz
m.
Desta forma, as identidades monomiais Z, X Zso-graduadas de My(E) e

(M, (F),t x o) s@o as mesmas.
No que segue na segao, seja
A=(My(F)ioxa)= B Awny (4.9)
(kyY)EZn X Lo

com graduagao obtida de (4.7)), para alguma « : [n| — Zo, e defina
a=FEy+Eps+FEsyy+--+E, 1, + En € M/(F).

Entao

a>=Ei3+Foy+Ess+-+Ey on+E, 11+ En € M,(F).

Observacao 4.8 Vemos facilmente que

1, sen é fmpar
det(a) = { ' ) b ,
—1, sen épar
e dai det(a®) = (£1)® # 0. Assim, a® € invertivel, para qualquer s € N. Além disso,
para n par, det(a®) = (=1)(=1) = 1, e dai a2 = (1/det(a?®))a® = a2, onde a2 ¢ a
matriz adjunta de a®. Logo, observando que a matriz dos cofatores de a® € ela mesma,

seque que

a_2 = ? = (aQ)t = E31 + E42 + E53 + -+ En,n—Q + El,n—l + EQm

onde (a®)! é a matriz transposta de a*.

As duas proximas proposicoes tém demonstracoes semelhantes, entao faremos

uma Gnica prova para os dois resultados.

Proposigao 4.3.2 Para todo n > 1 a dlgebra M,(E) C M,(FE), onde w : [n] — Zy é
dada por w(i) =0 (ou w(i) = 1), para todo i € Z,, nao possui identidades monomiais
nao triviais.

Proposicao 4.3.3 Sejamn =0 (mod 2) e m = w(1)m(2)---w(n) = 0101 ---01. Entdo

M, (E) C M,(E) ndo possui identidades monomiais nao triviais.
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Demonstragado: Primeiro observe que se n = 1 na Proposi¢ao entdao M, (E) ~
M, o(E) ~ Ey, e dai esta algebra nao possui identidades monomiais, inclusive as ndo
triviais. Suponha n > 2. Sejam o € {w, 7} e § = «(2) € Z,, e considere a algebra

graduada A = (M,,(F),t x a). Temos que

7-1=3-2=4-3=-=n-(n—-1)=T-n=1 (4.10)
e Se o=, entdao § = m(2) = 1. Além disso,
-1 +7n(j)=1=46, j=2,...,n

en(n)+7(1) =1= 0. Combinando isto com (4.10]) temos que o grau homogéneo

de cada somando de a é (1,6), donde a € A 4.
e Se = w, entdo 6 = w(2) = 0. Além disso,
wi—-1)+w()=0+0=0=46, j=2,...,n

e w(n) +w(l) = 0 = 4. Logo de modo andlogo ao caso anterior segue que

a € A(Lg).

Em ambos os casos a € Aq 5. Além disso, se Aq 511) # {0}, existe E;; € Aq 541,
comi,j € [n] e j—i=1. Logo, E;; ¢ uma das componentes de a, e dai £;; pertence
a Ags). Assim, Ej; € A1,5) N Aq,541), uma contradi¢ao, pois como a soma é direta em
temos A5 N A1,541) = {0}. Portanto A s11) = {0}

Dado s € N, temos que a® € A ), pois é uma graduagao, e com 0 mesmo
argumento anterior onde mostramos que A 541y = {0}, obtemos A 4511y = {0}.

Agora suponha que existe m(zy,...,2,) = x1---z, identidade monomial nao
trivial para (M,(F),. x o). Entao, A, # {0}, para cada ¢ = 1,...,p. Variando
s € {0,1,...,n — 1}, os espacos Aze) # 0 € Agssp1y = 0 cobrem todas as com-
ponentes homogéneas de A, ou seja, dada uma componente A, em (4.9), existe
s €{0,1,...,n — 1} tal que Ap,) ¢ igual a Az ) # {0} ou igunal a Az 1) = {0}
Assim, paracadai=1,...,p, existe s; € {0,1,...,n—1} tal que A,,) = A s,0) # {0}
ou a Amrs501) = {0}, Mas Ay, # {0}, e entao Ay, = A(s.5:6). Tomando entdo as

matrizes a® € A, devemos ter
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uma contradicao, pois cada a® é invertivel. Portanto, nao existe identidade monomial
nao trivial para (M, (F),t X a), e o mesmo vale para M,(FE), com a = w ou o = T,

pela Observacao [4.7] |

Observacao 4.9 Dadas oy, : [n] — Zs tais que aq(i) = as(i + 1), para todo i €
{1,...,n =1}, e ay(n) = ax(1), temos que My, (F) ~z, xz, Ma,(E). De fato, tome

o=(12--- n) €S, e considere a transformacao linear

T: M, (E) — M,,(E)
aBy v+ T(aBy) = aBsieq)
Vemos facilmente que T € um isomorfismo de dlgebras. Além disso, temos
(s (i)o ()i = (0()) —0(i), az(0(i)) + aa(o(4)))
= (+1-(+1), 00+ 1)+ a(j+1))
= (] - Z'7051(Z-) + Oél(j)) = ‘GEU‘L,O&M

para quaisquer i,j € {1,...,n — 1}, e para i ou j iguais a n, usando que o(n) = 1,

também temos |aEoi)o(j)|as = |0Eijliar, donde T € um isomorfismo Zy, X Zy-graduado.

Proposicao 4.3.4 Sejam 0 <n =0 (mod 4) e

Il
o

11

(-}
e}

110---0110 (n/4 blocos),

pr=pi(1)---pi(n) 011y

{
{

=)

110

=)

11---0011 (n/4 blocos).

As dlgebras M, (E) e M,,(E) ndao possuem identidades monomiais nao triviais.

p2 = p2(1) -+ pa(n) =0

{
{

Demonstracao: Note que p;(i) = pa(i + 1), para todo i € {1,...,n — 1}, e pi(n) =
p2(1), e dai M, (E) ~z,«z, M,,(E), pela Observacao Assim, basta mostrar que
M, (E) nao possui identidades monomiais nao triviais. Considere entdo a algebra
graduada A = (M, (F),. X p1) e seja [ sua base natural.

Suponha que A possui identidade monomial nao trivial. Dentre os monomios que

sao identidades nao triviais tome

f = f(ﬂUl, - ;%) =TTy Tp—1T¢ = $1f,$t,

com comprimento minimo, ou seja, com o menor ¢ possivel, onde f' = xy---z;_1. Note
que t > 2, pois se t = 1 terfamos que f = x; seria uma variavel, e dai, sendo identidade,

deverfamos ter Ay = 0, e f seria trivial.
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Seja (i, €;) = |x5|, i = 1,...,t. Vamos escrever a = b para denotar a = b (mod 4)

e (a,v) = (b,7) para denotar (@,v) = (b,7) com a = b (mod 4), v € Zy. Note que se

a=b (mod n), entao a = b, pois n = 0. Desse modo, dado E;; € SN Ay ) temos que

j—i==k,donde j—i=k (modn)edaij—i=k, ep(i)+p(j) =1

Pela forma de py, dado k € [n] temos que se k =0 =4 ou k = 1, entao p1(k) = 0,

ese k =2ouk =3, entdo pi(k) = 1, ou seja, o valor de p;(k) fica determinado pela

congruéncia de k com os valores de 1 a 4. Assim, dados i,j € [n], temos

(

- 1=1 ou 1=4
0, entao
‘ ‘ j=1 ou j=4
se p1(1) = p1(j) = , (4.11)
1=2 ou 1=3
1, entao
J=2 ou 3=3

Vamos analisar os possiveis casos para k € [n].

(1)

Seja k = 2. Supondo que Az, # {0}, entdo existem i,j € [n]| tais que

Eij € Agg)- Assim j —i =k (mod n), donde j —i =k =2, e de

p1(7) + p1(j) = 0= p1(i) = p1(J),

temos os possiveis valores de ¢ e j em (4.11). Para i, j = 1, por exemplo, temos

uma contradicao. De modo semelhante, nos outros casos também obtemos contra-

{0}

a € Agg @ Agy- Entao escrevendo a = x +y, com x € Aqg ey € Agyy,

digoes, e logo Ag, = Como estamos considerando p; temos

temos que

aa = 12 + Ty +yxr + y2 € A(E,o) ® A(ilw

pois 2?2,y € Agg) e 2y,yr € Ag,y. Indutivamente, obtemos que a* € Ago @
A(E,1) = A(E,l)- (A(E,o) = {0})-

Se k = 0, obtemos de modo semelhante ao caso anterior que Ay, = 0 e

ak c A(E,O) @ A(E,l) = A(E,O)
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(3) Sek=1ouk =3, temos que [n] = {i € [n] : 35 € [n] tal que E;; € Ay 5}U{j €
[n] : 3i € [n] tal que E;; € Ags)} = O, para algum 6 € Z,. De fato, tome s € [n]

e 0 € Zo. Sejam

. s—k ,se s>k . s+k, ,ses+k<n
= e j= .
s—k+n, ,ses<k s+k—n ,ses+k>n
Temos que j — i = 2k (mod n) e dai, comon =0e k =1 ou k = 3, segue
que j —i = 2k = 2. Assim, pela forma de p;, temos que pi(i) # p1(j) e dai
p1(s) +p1(i) = 6 ou pi(s) + p1(j) = 0. Logo obtemos Ej; € Ay ou Esj € Ag),

donde s € O e portanto [n] C ©. A inclusdo contraria é 6bvia, entdo [n] = ©.

Suponha hy, hy = 2. Temos que |z1| = (hy,€1) e |x¢| = (hy, ). Se eg = ¢ = 1,
por (1), podemos substituir z; e x; por matrizes invertiveis, e dai f’ ¢ uma identidade
monomial nao trivial de comprimento menor que t, o que contraria a minimalidade de
t. Para e, = 0 ou ¢ = 0, por (1), temos que Agz; = {0} ou Az ) = {0}, donde f &
trivial, uma contradi¢do. De modo analogo, supondo hy, h; = 0 e usando (2) chegamos
em contradigoes. Portanto, h; e hy nao podem ser congruentes a 0 ou a 2 modulo 4.

De (3) temos que nenhuma componente A(f é nula, para k = 1,3, v € Zo, €

k)
dai, analisando os elementos E;; € § dessas componentes, obtemos de (4.11)) a tabela

k ~ i J
k=1 (mod4) |0 | par |impar
k=1 (mod4) |1 |impar | par (4.12)
k=3 (mod4) |0 | impar | par
k=3 (mod4)|1| par |impar

onde usamos que se ¢,7 = 1,3 ou 4, = 2,4, entao ¢ e 5 sao ambos impares ou pares,
respectivamente. Assim, para k = 1, as componentes A(E 0) € A(E 1) sao geradas como

espacos vetoriais pelos conjuntos
B = {Eopr2: Eapras s Enkin1, Encki11, Bn-gy33, - Encog—2, En i},

/82 = {El,k+17 E3,k+37 SR 7En—k—2,n—27 En—k,nu En—k+2,27 SRR En—3,k‘—37 En—l,k:—l}?

respectivamente, e para k = 3, 35 gera A(E,O) e (31 gera A(EJ)-
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Temos que a? é inversivel com a=2 = (a?)! (ver Observagao 4.7). Assim seja

v A — A
r — Y(r) =a *xa® = (a*)'xa®
2

o automorfismo graduado induzido por a®. Dados 7,j € [n], pela forma de a® e a2,

existem k, [ € [n], tais que
Y(E;j) = szEz’jCLQ = EFijEy = Ey # 0,

e podemos ver 1) como uma aplicagao que leva ¢ em k e 7 em [, ou seja, com abuso de no-
tacdo denotamos Y (E;;) = FEyuwy), © ¥ € S, Avaliando ¢ no conjunto
{E12, Es4, Es, . .., Ep_1.n, En1 }, vemos facilmente que ¢ = (135---n —1)(246---n) €
Sy. Logo, quando k = 1,3, dados Ej;, B € B3, m = 1,2, basta compor o automor-
fismo v com ele mesmo um ntmero conveniente de vezes e obtemos um automorfismo
0 de A tal que 0(LE;;) = E,.

Pela minimalidade de ¢, o monémio x; f’ nao pode ser identidade. Entao existe

substituicao standard S da forma

xr|y = E@'jla To = El-sz, e G X1 = Eit71j

em (3 tal que (z1f')|s = Ei; # 0, com |Ej;| = |z1f'|, 4,7 € [n]. Note que dado
qualquer monoémio multilinear Z, x Zy-graduado M, temos que |M| = (k,7), onde
(k,v) € {(r,s) : 7 =10,1,2,3, s € Zy}. Assim vamos analisar os possiveis casos para
M =z f".

Se |z1f'| = (2,0) ou (0,1), entdo por (1) e (2) temos zy f trivial, o que nao pode
ocorrer e esses dois casos nao sao possiveis.

Se |z1f'| = (1,0) ou (3,1), entdo j & impar (ver tabela (4.12)) e |z;| = (1,1)
ou (3,0), pois h; ndo pode ser congruente a 0 ou 2, e se |z;| = (1,0) ou (3,1), temos
|z f'x] = (2,0) ou (0,1) e dai, por (1) e (2), f = x1f'z; seria trivial. Analogamente,
se |x1f'] = (1,1) ou (3,0), entao 7 é par e |x;] = (1,0) ou (3,1). Em ambos os casos
obtemos um elemento F;, € A(E,G&)’ onde Ej, € (B2 para o primeiro caso e E;, € 1 no
segundo caso, ja que os primeiros indices das matrizes em (; sao impares e em (35 sao
pares, e cobrem todos os valores em [n]. Assim, basta tomar S” a substitui¢do S com
xy = I, e temos
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donde f nao é identidade, uma contradicao.

No caso em que |z1f'| = (2,1) ou (0,0), temos que t > 2, pois se t = 2, entdo
z1f" = w1, e dal by = 2 ou 0, o que ndo pode ocorrer. Temos f'|s = Ej; e seja
|f'| = (h,€). Entdo hy+h =2 ou 0, donde h = 1 ou 3, pois h; ndo pode ser congruente

a 0 ou 2. Por outro lado, como f’x; ndo pode ser identidade, pela minimalidade de

t, existe substituigdo standard S* em § tal que (f'z;)|s» = Epq # 0, p,q € [n], e daf

s« = Ep e |Ey| = |f'| = |Ej;| = (h,€). Assim, como

existe algum r € [n] tal que f
h = 1,3, pelo que foi comentado acima, existe automorfismo graduado 6 de A tal que
0(E;,;) = Ep (0(j1) =p e 6(j) =r). Considere entdo a substitui¢do standard S” dada
por

T = 0<Eij1)) To = 0(Ei2j2)7 e L1 = 0<Eit,1j)axt = Erq-

Temos

flsr = 0(Ei,)0(Ej, ;) Evg = Eoiyoi) Eooyow) Erg = Eotiyr Erg = Eo(iyg 7 0,

e portanto f nao é identidade, uma contradicao.
Desta forma (M, (F),t X p;) nao possui identidade monomial nao trivial, e o

mesmo vale para M, (E), pela Observagio |

Observacao 4.10 Tome « : [n] — Zy e seja f = a+ 1 : [n]| = Zy dada por (i) =
a(i)+1, i € Z,. Temos que

Ps = {aby s a € Egyipi} = 10k a € Eayrrragy+rt = a1 a € Eawa(} = la
e dai o e 8 determinam a mesma subdlgebra de (M,,(E),¢).

Veremos agora que as tnicas dlgebras da forma M, (FE) que ndo possuem identi-

dades monomiais nao triviais sao as determinadas nas proposicoes anteriores.

Teorema 4.3.5 Seja n > 1 e suponha que M,(E) C M,(E) ndo possui identidades
monomiais nao triviais. Entao

i) M,(E)= M,(E) ou
ii) My(FE)= M.(E) en=0 (mod 2) ou

i) My(E) € {M,,(E),M,,(E)} en=0 (mod 4),

onde w, T, p1 e pa $Go as mesmas aplicacoes das Proposicoes|[.3.2, [4.3.9 e|4. 3.4
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Demonstracao: Seja

R=MJE)= P Run (4.13)

(k:»’Y)eZn X ZQ

com Z, x Zo-graduagao herdada de (M, (E),t). Podemos supor a(1) = 0, pois « e
f = a+ 1 determinam a mesma subalgebra de (M, (E),t), pela Observacao e
a(l) =0 ou B(1) = 0.

Se a = w, entdo R = M, (F) e temos (i) . Suponha o # w. Entao observando a
algebra M, ,(E), n = p + ¢, isomorfa a R, vemos que ¢ > 1, pois se ¢ = 0, terfamos
p=mne «a(i) =0, para todo i € [n], donde a = w. Logo o elemento aE,; € M, ,(E),
a € &, deve ter grau homogéneo (1 —n, 1) = (1, 1), e dai sua imagem pelo isomorfismo
graduado que existe entre M, ,(E) e R (veja observacao pertence a R ;, ou seja,
Ry # {0}. Como ¢ graduacao temos que E;REj; C R G755 agi)ra(): PaTa

quaisquer i, j € [n], e dai segue facilmente que
Rl = R(T,O) D R(T,l) = E11RE22 s> E22RE33 B---D Enfl,nflREnn D EnnREll- (4-14)

Se R = {0}, entdo Ry = R, e dai, por (4.14), temos a(i) + a(i + 1) = 1,
parai=1,...,n—1e a(l)+a(n) =1. Assim, de (1) + a(2) = 1 obtemos a(2) =1,
pois a(1) = 0; dai, de a(2) + «(3) = 1, segue que a(3) = 0, e seguindo com 0 processo

obtemos
» 0, set é impar
a(i) =
1, se i é par

Além disso, a(n) = a(1) + a(n) = 1 e n é par. Portanto R, = {0} implica a =
a(l)---a(n) = 0101---01 = 7 e n par. Reciprocamente, se & = 7 e n é par, temos
ali)+ali+1) =1, parai =1,...,n— 1, e a(1) + a(n) = 1, donde nao existem
i,j € [n] tais que Ej; € R, e portanto Rg g = {0}. Logo, R = {0} se, e somente
se, « = 7 e n é par, donde temos (ii).

Agora suponha « # w, , ou seja, B # {0}, e considere a sequéncia
a(l)+a(2), a(2)+a(3), ... ;a(n—1)+ a(n), a(n)+ al) (4.15)

a qual é nao constante, pois como « # w, a mesma nao ¢ formada apenas por zeros, e
de a # 7 existe ¢ € [n] tal que a(i) = a(i+1). Em (4.15), seja ¢ o maior comprimento
de uma subsequéncia composta apenas por zeros consecutivos (considerando o ciclo).

Por exemplo, se n = 5 e a = 00110 entao a sequéncia é 01010 e t = 2. Temos que
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R0 # {0}, para k € {1,...,t}. De fato, tome k € {1,...,t}. Usando os indices dos
k primeiros termos da subsequéncia composta por zeros de tamanho ¢, podemos tomar

k elementos pertencentes a R ) tais que o produto é ndao nulo e pertence a R(E,o): pois

(4.13) é uma graduagao.

Considere a aplicagdo « de forma ciclica, ou seja, se k > n entdao a(k) = «(l),
ondel=Fkele{l,. . . n}

Afirmamos que m = m(xy,...,T1) = 122 - - - 142441 € identidade graduada em
M,(E), onde |z;| = (1,0), { = 1,...,t+ 1. Supondo o contrério, existem a;E;,; € [,

tais que
m(alEhju o 7a’tE'it+1jt+1) =aiaz--- atat+1Ei1j1 Ei2j2 e Eitjt Eiz+1jt+1 7& Oa

onde

|aEiljl]L7a = (,]l — il,a(il) + Oé(]l)) = ’Il| = (1,0), l = 1, . ,t+ 1.

Entao i;4q = ji, para l =1,...,t, e também j; = ; + 1 (mod n) donde
Oza(il)—{—a(jl) :a(il)+a(il+1)7 l= L. t+1,

pois elementos em uma mesma classe de Z, possuem o mesmo valor pela aplicagao a.

Assim obtemos a subsequéncia

O‘(il) + Oé(j1), O‘(b) + a(j2)7 s Ja(it> + a(jt)7 O‘(Z.t—i-l) + a(jt+1) -
=afi1) +aliy+1), alis) +alia+1), ... ,aiy) +alis+ 1), alizr) + alize +1)
= a(i))+a(ii+1), alii+1)+a(ii+2), ... ,alii+t—1)+a(iy+t), ai;+t)+a(iy+t+1)

de formada por t + 1 zeros, o que contraria a maximalidade de t, e a afirmacao
segue.

Temos que |m| = (t+1,0), e dai se Rz # {0} obtemos uma identidade
monomial nao trivial para M,(E), uma contradi¢do. Logo Rgrrg = {0}. Vamos

supor inicialmente que a sequéncia (4.15)) é da forma

001638 -1, (4.16)

t



4.3. Identidades monomiais multilineares de M, ,(E) 106

a qual termina com 1 pela maximalidade de t. Assim

a(l)=0ea(l)+a(2) =0 = «a(2)=0,

a2)=0ea(2)+a3)=0 = a(3)=0,

at)=0ea(t)+at+1)=0 = alt+1)=0,
daf, como R710) = {0}, devemos ter

al)+at+2)=1 = alt+2) =1,

4

a@)tat+3)=1 = at+3)=1,

aB)+at+4)=1 = at+4) =1,

at)+at+t+1)=1 = alt+t+1)=1,

at+ 1) +alt+t+2)=1 = oft+t+2)=1,

pois se i, j € [n] sdo tais que a(i)+a(j) = 0ej—i=1t+ 1, obtemos 0 # Ej; € Rz -

Portanto
0 = oft+2)+a(t+3)

b =  a(t+3)+a(t+4)

1+1 = 0,
1+1 = 0,

0 = at+t)+at+t+1) = 14+1 = 0.
Logo, a sequéncia (4.15) tem a forma

0. Q1001001 (4.17)
t t t
e daf xyzo ¢ identidade de My (FE), com |z1| = |zo| = (1,1), pois, caso contrario,

argumentando de forma semelhante a afirmacao que m é identidade, obtemos i € [n]
tal que a(i)+a(i+1) =1lea(i+1)+a(i+2) = 1, o que é uma contradigio por (4.17)).
Assim R = {0}, pois se Rz # {0} temos que x175 é uma identidade monomial
nao trivial (|z12s] = (2,0)).

Se a sequéncia nao tiver a forma , basta usar os mesmos argumentos
anteriores substituindo os ¢ primeiros termos pelos termos de uma subsequéncia de

comprimento ¢ formada por zeros, e assim obtemos o mesmo formato em (4.17), mas
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nao necessariamente a sequéncia inicia com zero ou termina com 1, e pode ocorrer de
uma das subsequéncias de zeros estar dividida entre o final de toda a sequéncia e o
inicio da mesma de forma ciclica.

Vamos analisar os dois possiveis valores para (1) + a(2).

e Seja a(l) + a(2) = 1. Como R, = {0} devemos ter a(i) + a(i + 2) = 1, para
i=1,....n—=2,an—1)+a(l) =1e a(n)+ «(2) = 1. Dai

a2)+a3) = a(l)+a2)+a(l)+a3) = 141 = 0,
a3)+ad) = a2)+aB)+a2)+a4) = 0+1 = 1,
ad)+aB) = aB)+a@d)+aB)+ad) = 1+1 = 0,
ab)+a(6) = ad)+ad)+ad)+a6) = 04+1 = 1,

e no final da sequéncia obtemos
an)+a(l) = an)+a@2)+al)+a2) = 1+1 = 0,

an—1)4+an) = an—-1)+al)+an)+a(l) = 1+0 = 1.

Portanto a sequéncia (4.15)) tem a forma 1010 - - 10.

e Se a(l) + a(2) = 0, de modo analogo ao caso anterior, usando que R = {0},

obtemos que a sequéncia (4.15)) tem a forma 0101 ---01.

Nos primeiro e segundo casos temos

a=p; =01100110---0110 e a = py = 00110011 ---0011,
N — ~~ N =~ N~
=M

respectivamente. Portanto M, (E) o (E) ou M,,(E) e claramente n = 0 (mod 4),

0 que completa a demonstracgao. |

4.4 Graduagoes nao isomorfas para M, ,(E)

Fixados p,q¢ € N e n = p+gq, temos que para determinadas aplicacoes «, 5 : [n] —
Zs, com « # [, as graduagoes em M, ,(F) obtidas de a e 8, como na Observagao
podem nao ser equivalentes (veja Observacao . Nesse caso vamos dizer que «a e 3
correspondem a graduagoes nao isomorfas para M, ,(E). Nesse sentido, nosso principal

objetivo é determinar o niimero de graduagdes ndo isomorfas para M, ,(E), p,q € N.
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Em toda se¢ao vamos considerar n = p+ ¢, p,g € Ny com 1 < g < pe
a,f : [n] — Zsy aplicagbes dependendo de p e ¢ como na Observacao Observe
que no caso em que ¢ ou p sao iguais a 0, entdo « é a aplica¢do nula ou «a(i) = 1,
para todo ¢ € [n], e dai se § determina a mesma algebra M, ,(E) que a devemos ter
a = [, e portanto nao temos isomorfismo nao graduado. Para simplificar as notacgoes
vamos considerar [n] ciclicamente, ou seja, vamos escrever Z, em vez de [n]. Assim as
matrizes elementares vao ter a forma Fyg, Foq,... e de forma semelhante escrevemos
Ly — Ty e laEyla = (G —1i,a(i) + a(j)).

Seja

Q:Z;LZZQXZQX"'XZQ.
n vezes

Denotando cada « : Z, — Zs como uma sequéncia com n coordenadas, vemos facil-
mente que 2 ~ {a : a é uma aplica¢ao de Z,, em Zy}. Como subconjunto de €2 defina
Q, ={a € Q:0 ocorre p vezes em a}.

Dados g € Zy, (9,0) € Zy, X Zy ¢ o € Q,, defina g - a e (g,0) - @ como sendo as

aplicacoes

(g-a)(@)) =ali+g) e ((9:0) a)(i) = (g-a+0)(i) = (g-)(@) +9,

respectivamente, ¢ € Z,. Como g - « ¢ apenas a aplicacao « deslocada de acordo com
g € Zy, segue que g -« € §2,, e nao é dificil ver que g - @ é uma acao de Z, em (2.
Além disso, se p = ¢ também temos que (g,9) - a pertence a €2, e define uma agao de

L, X Lo em §2,. As Z,-Orbitas e Z, X Zy-Orbitas sao os conjuntos
OZn(a> = {g aige Zn} € OZnXZQ<a) = {(976) R (976) € Zn X Z2}7 Q< QZM

respectivamente.

Definicao 4.4.1 Dado « : Z,, — Zsy seja wy = Wo(Tg, ..., Tp_1) = ToTy - Ty_1 onde
|z;| = (La(i) +a(i+ 1) € Zy X Zy, i=0,...,n— 1.

Agora vamos estabelecer condigoes em «, § € €2, para que M, (E) ~z, «xz, Mz(E).

Proposigao 4.4.2 Sejam M, (E) e Ms(E) as subdlgebras Z, x Zs-graduadas de
(M, (E), 1), definidas na se¢ao [4.1l Sao equivalentes:

(i) Mo(E) ~z,xz, Ms(E);
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(11) w, nao € identidade graduada de Mgz(E);

(11i) Ezistem 6 € Zoy e k € Z,, tais que B(k +1i) = a(i) + 0, para todo i € Z,. Em
particular, B =g-a+ 6, onde g = —k € Z,.

Demonstracao: Suponha que existe 7" isomorfismo graduado de M, (E) em Mz(E),
e considere 0 mondémio w, = we(xg,...,Tp_1) = ToTy - Ty_1. Parat =0,...,n— 1,

tome a;F; ;11 € M,(F), onde
;B ivila=(0+1—1a()+ali+1) =1,a() + a(i + 1)) = |z
e apy - - a1 # 0. Assim podemos substituir em w, e temos
wa(a'OEOL arFha, ... 7an—1En—1,0) = apQy -+ ap—1Fog1 E1g - - 'En—l,O = alyy 7’é 0.
Como T' & isomorfismo graduado devemos ter |T'(a;E;it1)].5 = |aiFiit1]ia €
0 # T(wa(aoEor; a1Ers, . .. an—1E,_10)) = wa(T(a0En ), T(a1Er2), ..., T(an-1E,_10)),

donde temos (ii).

Agora suponha (ii). Entao existem yq, ,...,y,—1 € I's tais que

wa(y()a"‘ayn—l) =Y " Yn—1 7é0 (418)

e |yilg =lz:) = (L,a(@) +a(i+1)),i=0,...,n—1. Se yo = by E};,, entao jo — k = 1,
donde jo = k + 1. Logo, por , devemos ter y; = b1 Ej4qj,, e dal j; — (B +1) =
1, donde temos j; = k + 2. Repetindo esse argumento obtemos y; = b; Byt ptit1,
i=0,...,n—1. Assim, de |yo|, s = |%ol|, temos (k) + S(k+ 1) = a(0) + a(1). Sendo
0 = «(0) + B(k) € Zsy, entdo

Bk +1) = (1) + a(0) + Bk) = a(1) + 6. (4.19)

Como |y1|, 5 = |z1|, temos B(k + 1) + B(k + 2) = a(1) + a(2). Combinando isto com
(4.19) temos B(k + 2) = «(2) + 6. Continuando, para |y;|,s = ||, i = 2,...,n — 1,
obtemos B(k+1i) = «(i)+ 9, para todo i € Z,,. Em particular, tomando j = k+1 € Z,,

temos 1 = 7 — k e dai

pU)=ali k) +d=alj+g)+9



4.4. Graduagoes nao isomorfas para M, ,(E) 110

onde g = —k, ou seja, f(j) = (g - «)(j) + 0, para todo j € Z,, e temos f =g -« + 9,
com g = —k.

Finalmente, supondo (éi7), basta tomar a transformacao linear

v Mo(E) — Mps(E)

abi; w(aEij):aEk+i,k+j

Vemos facilmente que v é isomorfismo de algebras. Além disso, por hipotese, temos

[W(aEi)ls = (k+j—(k+1i),8(k+1i)+Bk+7))
= (jJ—d,a(i)+d+a(j) +9)

= (U —4a()+af) = |aEyl.a,

e portanto ¢ ¢ um isomorfismo graduado e temos (7). n

Tome o, € Q,. De acordo com a proposi¢ao anterior, se escrevermos « =
a(0)a(l)---a(n — 1), entdo My (E) ~z,xz, Ms(E) se, e somente se, 3 é obtida de «
deslocando-se k lugares (6 = 0), ou deslocando-se k lugares em « e somando 1 em
todas coordenadas (§ = 1), para algum k € Z,, ou seja, 5 =¢g-aou =g -a+1,
para algum g € Z,,. Com essa propriedade podemos calcular o nimero de graduacoes

quase elementares nao isomorfas de M, ,(E).

Teorema 4.4.3 Sejamn = p+q com 1 < q < p, ¥(p,n) o nimero de graduagdes

quase elementares nao isomorfas de M, ,(E), ¢ a funcdo de Euler e d = mdc(p,n).

e Sep#q, entdo

o) =+ 50 (217 ) ol

7 \p/s

e Sep=gq, entdo

020 = 1 30 (27 )t + 20129 ).

F p/s

Demonstracao: Pela Proposicao , temos M, (E) ~z, xz, Mz(E) se, e somente
se, 8=¢g-aouf=g-a+1, para algum g € Z,.

Suponha ¢ < p. Dada a € ), temos que g-a+1 € €, g € Z,, pois ¢ € o nimero
de elementos em i € Z, tais que (¢g-«)(i) = 1e g-a+ 1 é aplicagdo g - @ somando

1 em todas coordenadas. Pela Observagao M,(E) e My.o41(E) sao isomorfas



4.4. Graduagoes nao isomorfas para M, ,(E) 111

(isomorfismos Z, x Zs-graduados) a (M, ,(E), 1) e (My,(E), p12), respectivamente,
para permutacoes fi1, f12 € S, que induzem graduagoes em M, ,(E) e M, ,(E). Assim,
se My (E) ~z,xz, Ms(E) podemos desconsiderar o caso f = g - a + 1, pois neste
caso teriamos (M, ,(E), 1) ~z,xz, (Myp(E), p2), mas ¥(p,n) sdo as graduacoes nao
isomorfas de M, ,(E) com p e g fixos e p > ¢, entdo = g-a, ou seja, a e § devem estar
na mesma Orbita na acao de Z,, em 2,. Reciprocamente, se o e 3 pertencem a uma
mesma Z,-Orbita, entdo M,(E) ~z,xz, Ms(E), pela Proposicao [£.4.2] Desse modo,
se nao existir isomorfismo graduado entre M, (E) e Mg(E), entdo a e § devem estar
em Z,-Orbitas diferentes. Portanto, as graduagoes quase elementares nao isomorfas de
M, ,(E) estdao em correspondéncia biunivoca com o nimero de orbitas de Z,, em €,
donde basta estabelecer o total de Z,,-6rbitas.
Pela formula de Cauchy-Frobenius temos que
i 1
niimero de Z,-orbitas . ggz:n v(g),
onde v(g) é o nimero de pontos fixos por g € Z,, ou seja, o total de elementos no
conjunto {a € Q, : g- o = a} (veja [14], capitulo 4, pag. 50).
Vamos determinar entdo v(g), para cada g € Z,. Dado [ divisor de n, considere
s € Ntalquen =Ise g =1¢€ Z, Observe que o(g) = s em Z,. Uma aplicacio
a € Q, ¢ fixa por g se, e somente se, tem a forma BB--- B, onde B = §,05--- 8, € Z},

e se repete s vezes em «. De fato, o é fixa por g se, e somente se, g - @ = a, ou seja,

ali)=a(i+1),i=0,--- ,n—1, 0 que é equivalente a
o = «a0) = a) = a2) = - = a((s=1)I
b = «a(l) = af + 1) = oz(2l'—|— 1) = -+ = al(s— 1)l +1) (4.20)
o = a(l—-1) = al2l-1) = a@Bl-1) = -+ = aln —1)

e

a = a0)a(l)---all—Dall)a(l+1)---al(s—DDa((s— 1)l +1)---a(n—1)
= 010y o 0 010y e O 01 8y o Oy,

B B B

onde o nimero de repeti¢des de B é n/l = s. Como temos p zeros em « € ),,, 0 nimero

de zeros em cada B deve ser p/s, dai s deve dividir p. Ja que s|n e d = mdc(p,n)
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temos que s|d. Além disso, dados hy e hy em Z,,, com o(hy) = o(hs), temos hy = mha,

para algum m € N. Dai, dado « fixo por hg, por (4.20) segue que
a(i) = afi + hy) = a(i +mhy) = a(i +hy), Vi € Ly,

e entao « é fixo por hy. De modo analogo toda « fixa por h; também é fixa por hs.
Assim v(hy) = v(h2). Sendo ¢ a func¢ao de Euler, o niimero de elementos com mesma
ordem s em Z, é dado por ¢(s). Observe agora que dada «a € €, fixa por g € Z,, com
o(g) = s, entdo s|d e « fica determinada pela escolha de B com p/s zeros. Como B tem
comprimento [, temos (pjs) formas de monté-lo, onde [ = n/s, ou seja, v(g) = (Z;j), e
esse mesmo numero ¢é adicionado ¢(s) vezes, pois v(hy) = v(hy) quando o(hy) = o(hs).
Portanto

1 1 n/s
— ] Z e 1 = — = — .
Y¥(p,n) = nimero de Z,-orbitas - E v(g) " E ( )(p(s)

S
9€ZLn s|ld p/

Agora suponha p = ¢ (n = 2p e d = p) e considere a a¢do de Z,, X Zy em €2,
De modo semelhante ao argumento anterior, temos que M, (E) ~z, «z, M3z(E) se, e
somente se, « e § pertencem a mesma Z, X Zo-Orbita, dai basta determinar o total de
Ly, X Zo-Orbitas. Novamente pela formula de Cauchy-Frobenius temos
namero de Z, X Zs-Orbitas = L Z v(g,0),
2 (9,0)€EZn XL
onde v(g,0) é o nimero de pontos fixos por (g,9) € Z, X Zs.
O valor de > v(g,0) é igual ao da formula anterior, pois neste caso estamos
considerando 8 = ¢ - a. Resta calcular entdo v(g,1) para g € Z,. Dado [ € N divisor
de n, considere s € N tal que | = n/s e g = € Z,. Uma aplicacio o € 2, é fixa por

(g,1) se, e somente se, tem a forma CC'---C, onde
C= 610y -0 0+10a+1 -+ 0+ 1.

De fato, « é fixa por (g,1) se, e somente se, g -« + 1 = a, ou seja, a(i) = a(i +1) + 1,

para todo i =10,...,n — 1, o que é equivalente a
b = a0 = ao+1 = «a2) = a@B)+1 =

b = al) = al+1)+1 = a2+1) = aBl+1)+1 =

o = a(l—-1) = all-1)+1 = a@Bl—-1) = adl-1)+1 =
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e temos
nh+1 = a(l) = a@Bl) = --- = al(s=1)I
o+1 = a(ll+1) = aoBl+1) = -+ = a((s=1)+1)
+1 = al—-1) = a@l-1) = -+ = a(n—1)
ou seja,

a = a0)--al) a2 —-1a2)---a((s—DD)a((s—1l+1)---a(n—1)

R L R R R R R L R e R
c c

Seja t o numero de repetigoes de C'. Como C' tem tamanho 2/, entao t = n/2l = s/2, e
temos s = 2t. Além disso, t|p, pois | = n/s = 2p/2t = p/t. Desta forma, para encontrar
uma aplicagao a € €, que ¢ fixa por (g,1) € Z,, X Z,, com o(g) = s, basta determinar
C com [ = p/t zeros. Temos 2! formas de escolher C' dessa forma, pois independente
da escolha dos valores de dy, ..., 6, obtemos [ zeros em C. Entdo v(g,1) = 2! = 2#/¢,
Além disso, de modo analogo ao caso p # ¢, também temos que elementos de mesma
ordem em Z, fixam as mesmas aplicagdes em €,. Assim 2P/¢ & adicionado ¢(s) = ¢(2t)

vezes. Portanto, chamando de s o ntimero de repeticoes de C', temos

¥(p,2p) = ntamero de Z, X Zy-Orbitas

= % > g9

(g,5)€Zn X Z2

- LY v+ Y v

ip (9,0)€Zn xZ2 (9,1)EZy x 7
1 n/s P

= — (> p(s)+ Y 2/%p(2t)
dp \ S \p/s

slp tlp

1 n/s)

= — o(s) + 2p/5<p(2s)) .
i J ((p/s
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