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Resumo

Nesta dissertação, considerando F um corpo de característica zero, são estabelecidas

bases para identidades graduadas de Mn(F ), Mp,q(E), produtos tensoriais da forma

Mp,q(E)⊗Mr,s(E) ou Mp,q(E)⊗E e alguns casos mais particulares das duas primeiras

álgebras com n = 2 e p = q = 1. Como consequência dos trabalhos de Kemer, as únicas

álgebras T-primas em característica zero são Mn(F ), Mn(E) e a subálgebra Mp,q(E)

de Mp+q(E), as quais, em alguns casos particulares, são PI-equivalentes a uma das

álgebras E ⊗ E, Mp,q(E)⊗ E e Mp,q(E)⊗Mr,s(E). Mostramos essas PI-equivalências

utilizando argumentos diferentes dos usados na teoria de Kemer.

Palavras-chave: PI-Álgebra, Álgebras Graduadas, Identidades Graduadas,

PI-equivalência.



Abstract

In this work, considering F a �eld of characteristic zero, we establish bases to graded

identities ofMn(F ),Mp,q(E), tensor products of formMp,q(E)⊗Mr,s(E) orMp,q(E)⊗E

and some special cases of the �rst two algebras with n = 2 and p = q = 1. As a result of

Kemer's work, the only T-prime algebras in characteristic zero are Mn(F ), Mn(E) and

the subalgebraMp,q(E) ofMp+q(E), which, in speci�c cases, are PI-equivalent to one of

the algebras E ⊗E, Mp,q(E)⊗E and Mp,q(E)⊗Mr,s(E). Thus, these PI-equivalences

are shown in this dissertation, using di�erent arguments from the ones used in Kemer's

theory.

Keywords: PI-algebra, Graded Algebras, Graded Identities, PI-Equivalence.
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Introdução

Um dos objetos de estudo da álgebra moderna são as chamadas PI-Álgebras, ou

Álgebras com Identidades Polinomiais, as quais formam uma classe estudada pela PI-

Teoria. As álgebras de matrizes, as álgebras de dimensão �nita e álgebras comutativas

fazem parte dessa classe e o estudo destas classes de álgebras é signi�cativo, tendo

em vista as diversas aplicações dessas estruturas. Os principais objetos de estudo da

PI-Teoria são as identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra A, a estrutura de

uma álgebra que satisfaz uma certa identidade polinomial, os T-ideais e as variedades

de álgebras.

Dizemos que um polinômio f em variáveis não comutativas é identidade poli-

nomial para uma álgebra A se ele anula para qualquer substituição por elementos

desta álgebra. Se existe um polinômio não-nulo que é identidade para a álgebra A

dizemos que A é uma PI-Álgebra. O polinômio f(x, y) = xy − yx é identidade para

uma álgebra comutativa, a álgebra de Grassmann satisfaz a identidade [[x, y], z], onde

[x, y] = xy− yx, e o polinômio x1x2 · · ·xn é identidade para uma álgebra A nilpotente,

com An = 0. Subálgebras, imagens homomór�cas e produtos diretos de PI-álgebras

também são álgebras com identidades polinomiais.

A noção de identidade polinomial surge nos trabalhos de Dehn [6] e Wagner [27].

Mas foi a partir de 1948, com o artigo de Kaplansky [17], que se teve um interesse

de forma mais intensa na área. Dois anos após o trabalho de Kaplansky, Amistur e

Levitsky mostraram que o polinômio standard de grau 2n é uma identidade de grau

minimal para álgebra de matrizes de ordem n (ver [1]). Esse resultado contribuiu para

um novo caminho dentro da PI-teoria, que seria descrever as identidades polinomiais

satisfeitas por uma dada álgebra.
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Denote por F 〈X〉 a álgebra dos polinômios em variáveis associativas e não comu-

tativas no conjunto X sobre o corpo F , também chamada de álgebra associativa livre

em X sobre F . Quando um ideal em F 〈X〉 é invariante por endomor�smos na álgebra

livre ele é chamado de T-ideal. O conjunto das identidades polinomiais de uma álgebra

A, denotado por T (A), é um T-ideal da álgebra livre, e todo T-ideal de F 〈X〉 é o ideal

das identidades de alguma álgebra. Portanto, determinar as identidades polinomiais

de uma álgebra é equivalente a encontrar o T-ideal desta álgebra.

A correspondência entre T-ideais e álgebras não é bijetiva, pois álgebras não

isomorfas podem ter o mesmo ideal de identidades, mas existe uma correspondência

biunívoca entre T-ideais e variedades. Uma variedade de álgebras é uma classe de

álgebras que satisfazem um dado conjunto de identidades. Esse conceito foi introdu-

zido por Birkho� [3] e Malcev [20], e se tornou uma linguagem natural na teoria de

identidades.

Um dos principais e mais difíceis problemas na PI-teoria é descrever um T-ideal.

Nesse sentido, Specht, em 1950 [25], conjecturou que todo T-ideal próprio em F 〈X〉

é �nitamente gerado, quando o corpo base F tem característica zero. Esse problema,

conhecido como Problema de Specht, juntamente com os resultados de Amistur e Le-

vitsky, motivou um grande desenvolvimento na teoria de identidades polinomiais, onde

inicialmente se considerava corpos de característica zero.

O Problema de Specht foi resolvido apenas em 1987 por Kemer, como pode ser

visto em [18]. Sua prova é baseada em uma teoria sobre T-ideais que envolve os

conceitos de superidentidades e alguns produtos tensoriais graduados com a álgebra de

Grassmann, chamados de envelopes de Grassmann. Nesse trabalho, além da solução

principal, Kemer também classi�cou, em característica zero, as álgebras geradoras de

variedades primas não triviais, também chamadas de álgebras T-primas. Apesar de sua

grande importância, o trabalho do Kemer nos garante apenas �nitude da base dos T-

ideais. Além disso, em característica positiva, o problema de Specht não é válido, pois

existem contra exemplos como pode ser visto nos trabalhos de Belov [2], Grishin [13] e

Shchigolev [24], bem como não temos uma classi�cação para as álgebras T-primas.

Como trabalhar com identidades ordinárias quase sempre é complicado, foram

desenvolvidas outras ideias de identidades polinomiais como as identidades polinomi-

ais com traço, as identidades polinomiais com involução e as identidades polinomiais
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graduadas. A partir desta última podemos estabelecer vários resultados a respeito das

identidades ordinárias, mais precisamente, se os ideais das identidades graduadas de

duas álgebras coincidem, então o mesmo vale para os ideais das identidades ordinárias.

Durante este trabalho vamos dar maior ênfase a este de tipo de identidade, com relação

às álgebras matriciais Mn(F ), Mn(E) e Mp,q(E), onde E é a álgebra de Grassmann e

Mp,q(E) são certas subálgebras deMp+q(E) descritas no Capítulo 1 (ver Exemplo 1.1.17

na página 16), pois estas são as álgebras que possuem os únicos T-ideais T-primos não

triviais em característica zero, pelos resultados de Kemer.

Duas álgebras A e B são PI-equivalentes se T (A) = T (B), e denotamos A ∼

B. Como consequência da teoria desenvolvida por Kemer, temos as seguintes PI-

equivalências:

(1) E ⊗ E ∼M1,1(E);

(2) Mp,q(E)⊗ E ∼Mp+q(E);

(3) Mp,q(E)⊗Mr,s(E) ∼Mpr+qs,ps+qr(E).

Em característica zero, sabemos que existe uma base �nita para T (Mn(F )), para

todo n. Considerando identidades graduadas, o problema de descrever uma base �nita

para o ideal das identidades Zn-graduadas de Mn(F ) foi resolvido por Vasilovsky em

[26], para qualquer n. Esse mesmo resultado já havia sido resolvido para o caso n = 2,

por Di Vincenzo em [7]. Além disso, usando argumentos semelhantes aos de Vasilovsky,

Di Vincenzo e Nardozza em [8] e [9] encontraram geradores do ideal das identidades

Zn×Z2-graduadas para as álgebrasMp,q(E)⊗E eMp,q(E)⊗Mr,s(E). A determinação

dessas bases e demonstrações alternativas das PI-equivalências anteriores são os prin-

cipais resultados apresentados nesta dissertação, a qual consiste de 4 capítulos e está

organizada da seguinte forma:

No Capítulo 1 apresentaremos os resultados básicos necessários nos capítulos

seguintes. Vamos assumir que, por parte do leitor, são conhecidos os conceitos e resul-

tados de álgebra linear básica. Iniciamos com o conceito de álgebra e alguns exemplos

que serão importantes ao longo do texto. Posteriormente, de�nimos módulo sobre uma

álgebra e desenvolvemos a teoria de representações de grupos, tanto para um grupo

qualquer quanto para o grupo Sn. Prosseguindo, estabelecemos o conceito de álgebra

associativa livre, identidades polinomiais e polinômios multi-homogêneos e multiline-
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ares. Por �m, de�nimos as álgebras graduadas e identidades polinomiais graduadas,

que são os principais conceitos usados nos capítulos seguintes.

No Capítulo 2 apresentamos a descrição feita por Vasilovsky em [26], conside-

rando um corpo F de característica zero, das identidades Zn-graduadas para a álgebra

Mn(F ). Mais precisamente, encontramos uma base para o ideal das identidades Zn-

graduadas da álgebra de matrizes de ordem n sobre o corpo F . Além disso, também em

característica zero, descrevemos uma base das identidades Zn ×Z2-graduadas da álge-

braMp,q(E)⊗E e determinamos a segunda PI-equivalência de Kemer (equivalência (2)

na página 8), como consequência dos resultados obtidos por Di Vincenzo e Nardozza

em [9].

No Capítulo 3, considerando F um corpo de característica zero, apresentamos

os resultados obtidos por Di Vincenzo em [7] para as álgebras M2(F ) e M1,1(E), onde

descreveremos uma base do ideal das identidades Z2-graduadas deM2(F ), e consequen-

temente, via isomor�smo graduado, obtemos uma base para o ideal das identidades

Z2-graduadas deM1,1(E). Como corolário disto obtemos a primeira PI-equivalência de

Kemer (equivalência (1) na página 8).

Por �m, no Capítulo 4, com base nos resultados de Di Vincenzo e Nardozza

em [8], encontramos uma base das identidades Zn × Z2-graduadas, tanto para álgebra

Mp,q(E), quanto para o tensorial de duas álgebras desse tipo, sobre um corpo de carac-

terística zero, e determinamos a terceira PI-equivalência de Kemer (equivalência (3) na

página 8), com auxílio das álgebras matriciais Mα(E), estudadas ao longo do capítulo.

Em seguida, de�nimos as identidades monomiais triviais e classi�camos as álgebras

da forma Mα(E) que não possuem identidades monomiais não triviais. Finalmente,

estabelecemos o conceito de graduações quase elementares não isomorfas de Mp,q(E) e

determinamos uma fórmula para calcular o número total dessas graduações.



Capítulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capítulo serão estabelecidas as notações, de�nições, conceitos e resultados

que servem de base para o desenvolvimento deste trabalho. Em todo o capítulo, F será

um corpo qualquer, a menos que se fale o contrário.

1.1 Álgebras

De�nição 1.1.1 Uma F -álgebra (álgebra sobre F ou simplesmente álgebra) consiste

de um par (A, ∗), onde A é um F -espaço vetorial e ∗ : A× A→ A satisfaz:

i) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

ii) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

iii) (λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b),

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ F .

Na de�nição acima, ∗ é chamada multiplicação (ou produto) da álgebra A. Para

simpli�car a notação, denotaremos o produto a ∗ b por justaposição ab, para quais-

quer a, b ∈ A. De�nimos a1a2a3 como sendo (a1a2)a3 e, indutivamente, o produto

a1a2 · · · an−1an como sendo (a1a2 . . . an−1)an, para ai ∈ A. Um subconjunto β de A é

uma base da álgebra se é uma base do espaço vetorial A, e de�nimos a dimensão de

A como sendo a dimensão de A visto como F -espaço vetorial.

De�nição 1.1.2 Seja A uma F -álgebra. Dizemos que A é:
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i) Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A;

ii) Comutativa se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;

iii) Unitária (ou com unidade) se existe um elemento em A, denotado por 1A (ou

simplesmente por 1), tal que a1A = 1Aa = a, para todo a ∈ A. O elemento 1A é

chamado de unidade da álgebra A.

No caso em que a álgebra A for associativa teremos também uma estrutura de

anel para A. Quando A for unitária, dado λ ∈ F , podemos identi�car o elemento λ1

de A por λ. Desse modo F pode ser visto como o conjunto {λ1 : λ ∈ F}, donde temos

que F está contido em A.

Agora serão estabelecidos alguns exemplos que serão importantes ao longo do

texto.

Exemplo 1.1.3 Considere o espaço vetorial Mn(F ) das matrizes de ordem n sobre

o corpo F . Temos que Mn(F ), com a multiplicação usual de matrizes, é uma ál-

gebra associativa e unitária, cuja unidade é a matriz identidade In. Seja Eij, 1 ≤
i, j ≤ n, a matriz que possui entrada 1 na coordenada (i, j) e as demais entradas

são nulas. Essas matrizes são chamadas de elementares, e claramente o conjunto

β = {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} é uma base para a álgebra de matrizes Mn(F ). Logo, como β

possui n2 elementos, a dimensão de Mn(F ) é n2. É fácil ver que EijEkl = δjkEil, onde

δjk é o delta de Kronecker.

De modo mais geral, dada uma álgebra A, considere Mn(A) o espaço das matrizes

com entradas em A. De�nindo o produto em Mn(A) analogamente ao produto em

Mn(F ) temos uma estrutura de álgebra para Mn(A).

Exemplo 1.1.4 (Álgebra de Grassmann) Seja V um espaço vetorial com base

{e1, e2, e3, . . . }. A álgebra de Grassmann, denotada por E, é de�nida como a álgebra

associativa com base

{1, ei1ei2ei3 · · · eil : i1 < i2 < i3 < · · · < il, l ≥ 1}

cujo produto é dado por

e2
i = 0 e eiej = −ejei , i, j ∈ N.

Podemos escrever E = E0 ⊕ E1, onde E0 e E1 são os subespaços gerados pelos

conjuntos E0 = {1, ei1ei2ei3 · · · eil : l é par} e E1 = {ei1ei2ei3 · · · eik : k é ímpar},
respectivamente. Temos que

(ei1ei2ei3 · · · eil)(ej1ej2ej3 · · · ejk) = (−1)lk(ej1ej2ej3 · · · ejk)(ei1ei2ei3 · · · eil),
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l, k ∈ N, já que eiej = −ejei e daí segue que ax = xa, para a ∈ E0 e x ∈ E, e yz = −zy,
para z, y ∈ E1. No caso em que a característica de F é 2, temos que 1 = −1, donde

eiej = ejei , i, j ∈ N, e portanto E é uma álgebra comutativa.

Exemplo 1.1.5 Se V é um F -espaço vetorial, considere o F -espaço vetorial L(V ) de

todos os operadores lineares de V . Munido da composição de funções, temos que L(V )

é uma F -álgebra associativa e com unidade. Vamos denotar a composição T ◦ S, por
TS, para T, S ∈ L(V ).

Exemplo 1.1.6 (Álgebra de Grupo) Seja G um grupo �nito e considere o conjunto

FG de todas as somas formais
∑

g∈G λgg, onde λg ∈ F . Considere em FG as operações

de soma e produto por escalar∑
g∈G

λgg +
∑
g∈G

αgg =
∑
g∈G

(λg + αg)g e α(
∑
g∈G

λgg) =
∑
g∈G

αλgg, α ∈ F.

Temos que FG com essas operações é um F -espaço vetorial. Fixado h ∈ G, identi�que
h com o elemento

∑
g∈G λgg de FG, onde

λg =

{
1 , se g = h

0 , se g 6= h
.

Assim podemos dizer que G está contido em FG. Além disso, G é base de FG. Temos

que a operação do grupo G induz uma multiplicação bilinear em FG, e portanto temos

uma estrutura de F -álgebra em FG. Essa álgebra é chamada de álgebra de grupo.

Sejam V eW F -espaços vetoriais. Considere então o F -espaço vetorial F (V ×W ),

com base V ×W , e o subespaço U de F (V ×W ) gerado pelos elementos do tipo

(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w)

(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2)

(λv, w)− λ(v, w)

(v, λw)− λ(v, w),

(1.1)

onde v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈ W e λ ∈ F . O espaço vetorial quociente F (V ×W )/U

é chamado de produto tensorial de V e W , e denotamos V ⊗F W (ou simplesmente

V ⊗W ). Dado (v, w) ∈ V ×W , denotamos o elemento (v, w) de V ⊗F W por v ⊗ w.

Esses elementos são chamados de tensores. Assim, V ⊗ W é gerado pelo conjunto
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{v ⊗ w : v ∈ V,w ∈ W} e temos

(v1 + v2)⊗ w = (v1 ⊗ w) + (v2 ⊗ w)

v ⊗ (w1 + w2) = (v ⊗ w1) + (v ⊗ w2)

(λv)⊗ w = λ(v ⊗ w)

v ⊗ (λw) = λ(v ⊗ w),

onde v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈ W e λ ∈ F . Logo os elementos de V ⊗W são da forma∑
(vi ⊗ wi), com vi ∈ V , wi ∈ W .

Teorema 1.1.7 (Propriedade Universal) Sejam V , W e U F -espaços vetoriais e

f : V ×W → U uma aplicação bilinear. Então existe uma única transformação linear

Tf : V ⊗W → U tal que Tf (v ⊗ w) = f(v, w), para quaisquer v ∈ V e w ∈ W .

Demonstração: Temos que V ×W é base de F (V ×W ), e daí existe uma transfor-

mação linear T : F (V ×W )→ U , tal que T ((v, w)) = f(v, w), para quaisquer v ∈ V e

w ∈ W . Note que os elementos em (1.1) pertencem a KerT , donde U ⊆ KerT . De�na

então

Tf : V ⊗W −→ U

α 7−→ Tf (α) = T (α).

Dados α1 e α2 em F (V ×W ), com α1−α2 ∈ U , temos que T (α1) = T (α2), e portanto

Tf está bem de�nida. Além disso Tf é linear e satisfaz Tf (v ⊗ w) = Tf ((v, w)) =

T ((v, w)) = f(v, w). A unicidade de Tf segue do fato de {v ⊗ w : v ∈ V,w ∈ W} ser

um conjunto gerador de V ⊗W . �

Exemplo 1.1.8 (Produto tensorial de álgebras) Sejam V e W álgebras sobre F .

Dados v ∈ V e w ∈ W , não é difícil ver que a aplicação fv,w : V × W → V ⊗ W

dada por fv,w(x, y) = vx ⊗ wy é bilinear. Assim, pela propriedade universal, existe

uma única Tv,w ∈ L(V ⊗W ) tal que Tv,w(x⊗ y) = vx⊗ wy. Considere a aplicação

T : V ×W −→ L(V ⊗W )

(v, w) 7−→ T ((v, w)) = Tv,w.

Temos que T é bilinear e, novamente pela propriedade universal, existe uma única

H : V ⊗W → L(V ⊗W ) tal que H(v ⊗ w) = Tv,w. Portanto o produto

· : (V ⊗W )× (V ⊗W ) −→ V ⊗W
(α, β) 7−→ α · β = H(α)(β)
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é bilinear. Além disso

(x1 ⊗ y1) · (x2 ⊗ y2) = H(x1 ⊗ y1)(x2 ⊗ y2) = Tx1,y1(x2 ⊗ y2) = x1x2 ⊗ y1y2

para quaisquer x1, x2 ∈ V e y1, y2 ∈ W . Munido deste produto temos que V ⊗W é

uma álgebra. Se V e W são álgebras com bases β1 = {vi : i ∈ I} e β2 = {wj : j ∈ J},
respectivamente, então o conjunto β = {vi ⊗ wj : i ∈ I, j ∈ J} é uma base de V ⊗W .

Além disso, se V e W possuírem unidade, então 1V ⊗ 1W é a unidade do produto

tensorial.

Exemplo 1.1.9 Seja F [x] o F -espaço vetorial dos polinômios na variável x com co-

e�cientes em F . Munido do produto usual de polinômios, temos que F [x] é uma F -

álgebra associativa, comutativa e unitária. De modo geral podemos considerar a ál-

gebra F [X] dos polinômios em várias variáveis. Nesse sentido X = {xi : i ∈ I} é

um conjunto de variáveis (comutativas), e no caso X = {x1, x2, . . . , xn} denotamos

F [X] = F [x1, x2, . . . , xn].

De�nição 1.1.10 Sejam A uma F -álgebra e B uma base de A. Dizemos que B é uma

base multiplicativa para A se satisfaz:

para quaisquer b1, b2 ∈ B, se b1b2 6= 0 então existe c ∈ F tal que cb1b2 ∈ B.

Exemplo 1.1.11 A álgebra de matrizes Mn(F ) e a álgebra de Grassmann, com suas

respectivas bases naturais β = {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} e E = {1, ei1ei2ei3 · · · eil : i1 < i2 <

i3 < · · · < il, l ≥ 1}, são exemplos de álgebras com base multiplicativa.

De�nição 1.1.12 Seja A uma F -álgebra. Dizemos que

i) Um subespaço S de A é uma subálgebra se é fechado com respeito à multiplicação,

ou seja, se dados a, b ∈ S temos ab ∈ S.

ii) Um subespaço I de A é um ideal (bilateral) de A se IA ⊆ I e AI ⊆ I, ou seja,

se dados a ∈ I e x ∈ A temos ax, xa ∈ I.

Observação 1.1 No caso em que I satisfaz apenas AI ⊆ I ou IA ⊆ I, dizemos que I

é ideal à esquerda ou ideal à direita, respectivamente.

Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Dados dois elementos a e b em A

dizemos que a é congruente a b módulo I, se a−b ∈ I, e denotamos a ≡ b (mod I).

Obtemos assim uma relação de equivalência, e a classe de equivalência de a módulo I

é dada por a+ I = {a+ i : i ∈ I}, a qual pode ser denotada por a. Note que se a ∈ I,

então a = 0. O conjunto de todas as classes de equivalência será denotado por A/I.
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Considerando o espaço vetorial quociente A/I e o produto

· : A/I × A/I −→ A/I

(ā, b̄) 7−→ ā · b̄ = ab

em A/I, obtemos uma estrutura de álgebra para A/I, a qual é chamada álgebra

quociente de A por I. Não é difícil ver que se β = {vj : j ∈ J} é um conjunto gerador

de A (como espaço vetorial), então o conjunto β′ = {vj + I : j ∈ J} é um conjunto

gerador de A/I.

Exemplo 1.1.13 Seja UTn(F ) o conjunto das matrizes triangulares superiores com

entradas em F . Dadas duas matrizes X, Y ∈ UTn(F ), é fácil ver que XY ∈ UTn(F ).

Logo UTn(F ) é uma subálgebra de Mn(F ).

Exemplo 1.1.14 (Subálgebra gerada) Seja A uma álgebra associativa e S ⊆ A

(não-vazio). De�nimos a subálgebra gerada por S, denotada por 〈S〉, como sendo a

interseção de todas as subálgebras de A que contêm S. Veri�ca-se que 〈S〉 é gerado,

como espaço vetorial, pelo conjunto {s1s2 · · · sk : k ∈ N, si ∈ S}.

Observação 1.2 Quando estivermos considerando apenas o subespaço gerado por um

subconjunto S de uma álgebra A vamos usar a notação spanF{S}. Observe que

spanF{S} ⊆ 〈S〉.

Exemplo 1.1.15 Dada uma álgebra A o conjunto

Z(A) = {a ∈ A : ax = xa , ∀x ∈ A}

é chamado de centro de A. Temos que Z(A) é um subespaço vetorial de A e, no

caso em que A é associativa, Z(A) é uma subálgebra de A. Não é difícil ver que, para

n ∈ N, Z(Mn(F )) = {λIn : λ ∈ F}, isto é, o conjunto das matrizes escalares. E pelo o

que foi feito no Exemplo 1.1.4, temos que Z(E) = E0, quando charF 6= 2, e Z(E) = E

se charF = 2, pois neste caso E é comutativa.

Exemplo 1.1.16 O conjunto

M1,1(E) =

{(
a b

c d

)
: a, d ∈ E0, c, b ∈ E1

}

com o produto usual de matrizes é uma álgebra associativa e unitária (uma subálgebra

de M2(E)). Além disso, não é difícil ver que

Z(M1,1(E)) =

{(
a 0

0 a

)
: a ∈ E0

}
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Exemplo 1.1.17 Tome p, q ∈ N e seja n = p+ q. O conjunto Mp,q(E) formado pelas

matrizes da forma (
E0 E1

E1 E0

)
p

q
,

p q

ou seja, por matrizes de ordem n em blocos com entradas em E0 e E1, com o produto

usual de matrizes é uma álgebra associativa. Observe que M1,1(E) é o caso particular

para p = q = 1. Além disso, Mp,q(E) é uma subálgebra de Mn(E).

De�nição 1.1.18 Sejam A e B duas álgebras. De�nimos um homomor�smo de

álgebras como sendo uma aplicação ϕ : A → B que é um homomor�smo de espaços

vetoriais (transformação linear) e satisfaz

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), ∀a, b ∈ A,

ou seja, ϕ preserva produto.

Observação 1.3 Quando A e B são álgebras com unidade, exigimos também que

ϕ(1A) = 1B para que ϕ seja homomor�smo de álgebras.

Na de�nição acima, dizemos que ϕ é um monomor�smo se for injetor, um

epimor�smo se for sobrejetor e um isomor�smo quando for bijetor. Se ϕ é um

homomor�smo de A em A chamamos de endomor�smo, e se além disso for bijetor

chamamos de automor�smo. O conjunto dos endomor�smos de A é denotado por

End(A). Se existir um isomor�smo ϕ : A → B entre as álgebras A e B, dizemos que

as duas são isomorfas e denotamos por A ' B.

Se ϕ : A → B é um homomor�smo de álgebras, então o conjunto

Ker(ϕ) = {a ∈ A : ϕ(a) = 0}, chamado de núcleo de ϕ, é um ideal de A, e

Im(ϕ) = {ϕ(a) : a ∈ A} (imagem de ϕ) é uma subálgebra de B. Além disso, não é

difícil ver que a aplicação

T : A/Ker(ϕ) −→ Im(ϕ)

x 7−→ T (x) = ϕ(x)

está bem de�nida e é um isomor�smo de álgebras. Em particular se ϕ é um epimor�smo

temos A/Ker(ϕ) ' B.
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Exemplo 1.1.19 (Projeção) Considere a álgebra quociente A/I. Existe um epimor-

�smo natural entre A e A/I dado por

ϕ : A −→ A/I

a 7−→ ā = a+ I

chamado de projeção canônica.

Exemplo 1.1.20 Sendo A uma F -álgebra, temos que Mn(F ) ⊗ A ' Mn(A). De

fato, sendo β base de A, então o conjunto {Eij ⊗ a : 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ β} é

uma base de Mn(F ) ⊗ A. Além disso, vemos facilmente também que o conjunto

{aEij : 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ β} é base de Mn(A), onde aEij é a matriz de Mn(A) que

possui o valor a na entrada (i, j) e 0 nas demais entradas. Considere então a aplicação

bilinear T : Mn(F ) × A → Mn(A) que satisfaz T (Eij, a) = aEij, a ∈ β. Então, pela

propriedade universal, existe transformação linear

ψ : Mn(F )⊗ A −→ Mn(A)

Eij ⊗ a 7−→ ψ(Eij ⊗ a) = aEij

Considere então a transformação linear

ϕ : Mn(A) −→ Mn(F )⊗ A
aEij 7−→ ϕ(aEij) = Eij ⊗ a

,

onde a ∈ β. Temos que

ψ(ϕ(aEij)) = ψ(Eij ⊗ (a)) = aEij

e

ϕ(ψ(Eij ⊗ a)) = ϕ(aEij) = Eij ⊗ a.

Assim, ψ = ϕ−1 e ϕ são isomor�smos de espaços vetoriais. Agora vamos mostrar que

ϕ é isomor�smo de álgebras. Observe que

(aEij)(bEkl) =

{
0 , se j 6= k

(ab)Eil , se j = k
.

Assim, se j 6= k, temos

ϕ((aEij)(bEkl)) = ϕ(0) = 0 = 0⊗ (ab) = (EijEkl)⊗ (ab)

= (Eij ⊗ a)(Ekl ⊗ b) = ϕ(aEij)ϕ(bEkl),

e se j = k temos

ϕ((aEij)(bEkl)) = ϕ((ab)Eil) = Eil ⊗ (ab) = (EijEkl)⊗ (ab)

= (Eij ⊗ a)(Ekl ⊗ b) = ϕ(aEij)ϕ(bEkl).

Logo, pela bilinearidade da multiplicação em Mn(A), segue que ϕ(XY ) = ϕ(X)ϕ(Y ),

para quaisquer X, Y ∈ Mn(A). Portanto temos um isomor�smo de álgebras entre

Mn(F )⊗ A e Mn(A).
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1.2 Módulos sobre Álgebras e Representações de Gru-

pos

Agora vamos estabelecer os conceitos de módulos sobre álgebras e de represen-

tações de grupos, além de alguns resultados que servirão de base para os capítulos

seguintes. Em toda esta seção iremos considerar álgebras associativas e com unidade,

a menos que se mencione o contrário.

De�nição 1.2.1 Dada uma F -álgebra A, de�nimos um A-módulo (ou módulo sobre

A) como sendo um F -espaço vetorial M , munido de um produto · : A×M →M , dado

por (a,m) 7→ a ·m, que satisfaz:

i) (a1 + a2) ·m = (a1 ·m) + (a2 ·m);

ii) a · (m1 +m2) = (a ·m1) + (a ·m2);

iii) (λa) ·m = a · (λm) = λ(a ·m);

iv) a1 · (a2 ·m) = (a1a2) ·m;

v) 1A ·m = m.

para quaisquer a, a1, a2 ∈ A, m,m1,m2 ∈M e λ ∈ F .

Seja G um grupo. No caso em que A = FG (álgebra de grupo) eM é um módulo

sobre FG, muitas vezes vamos dizer que M é apenas um G-módulo, omitindo-se o

corpo F .

Observação 1.4 Os itens (i),(ii) e (iii) da de�nição acima signi�cam que a opera-

ção de multiplicação "·" é uma aplicação bilinear. Para simpli�car a notação, vamos

denotar o produto a ·m por am, para a ∈ A e m ∈M .

Exemplo 1.2.2 Se A é uma álgebra, então A é naturalmente um módulo sobre si

mesma, onde o produto é a multiplicação da álgebra. Denotamos esse módulo por AA.

De�nição 1.2.3 Sejam A uma álgebra e M um módulo sobre A. Dizemos que:

i) Um subespaço vetorial N de M é um submódulo (ou A-submódulo) de M se

an ∈ N , para todo a ∈ A e n ∈ N ;

ii) Um submódulo N de M é minimal se não existe submódulo N1 de M tal que

{0} 6= N1 ( N ;
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iii) M é um A-módulo irredutível (ou simples) se M 6= {0} e seus únicos submódulos

são {0} e M .

Sejam A uma álgebra, M um A-módulo e N um submódulo de M . De modo

análogo ao caso de álgebras, podemos de�nir um produto no espaço vetorial quociente

M/N , e assim obter o A-módulo quociente M/N , cujos elementos são as classes de

equivalência m = m+N = {m+ n : n ∈ N}, m ∈M .

Exemplo 1.2.4 Seja A uma álgebra e considere o A-módulo AA. Temos que os sub-

módulos de AA são justamente os ideais à esquerda da álgebra A.

Exemplo 1.2.5 Se M é um A-módulo temos que os submódulos de M minimais são

exatamente aqueles que são A-módulos irredutíveis.

De�nição 1.2.6 Sejam A uma álgebra e M1, M2 A-módulos. Uma transformação

linear ϕ : M1 → M2 é um homomor�smo de A-módulos se ϕ(am) = aϕ(m), para

quaisquer a ∈ A, m ∈M1.

Exemplo 1.2.7 Sendo A uma álgebra e M um A-módulo, �xe m ∈M . A aplicação

T : AA −→ M

a 7−→ T (a) = am

é um homomor�smo de A-módulos.

Se ϕ é um homomor�smo de A-módulos, como no caso de homomor�smos de

álgebras, temos as de�nições análogas para monomor�smo, epimor�smo, isomor�smo

e endomor�smo, e os conjuntos Ker(ϕ) e Im(ϕ) são submódulos do domínio e do

contradomínio, respectivamente.

De�nição 1.2.8 Sejam G um grupo e V um F -espaço vetorial. Uma representação

linear (ou uma F -representação linear) de G em V é um homomor�smo de grupos

ϕ : G −→ GL(V )

g 7−→ ϕ(g) = ϕg
,

onde GL(V) é o grupo de transformações lineares invertíveis do espaço vetorial V . O

grau da representação é de�nido como sendo a dimensão do espaço vetorial V.

Quando ϕ for injetiva, dizemos que a representação é �el. No caso em que

dimV = n �nita, temos que GL(V ) é isomorfo a GLn(F ), onde GLn(F ) é o grupo das

matrizes invertíveis n × n com entradas em F , e daí podemos ver uma representação

de G em V como sendo um homomor�smo ϕ : G→ GLn(F ). Se n = 1 temos GL(V )

isomorfo a F ∗ = F − {0}, o grupo multiplicativo do corpo F .
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Exemplo 1.2.9 (Representação trivial) Sejam G um grupo e V um F -espaço ve-

torial, e considere a representação

ϕ : G −→ GL(V )

g 7−→ ϕ(g) = IdV
,

onde IdV é a aplicação identidade de V . No caso em que dimV = n, podemos ver esta

representação da seguinte forma

ϕ : G −→ GLn(F )

g 7−→ ϕ(g) = In
,

onde In é a matriz identidade n× n.

De�nição 1.2.10 Sejam G um grupo, V um F -espaço vetorial e ϕ : G→ GL(V ) uma

representação. Dizemos que um subespaço W de V é ϕ-invariante se ϕg(W ) ⊆ W ,

para todo g ∈ G. Quando existe W subespaço ϕ-invariante de V , com {0V } 6= W 6= V ,

dizemos que a representação é redutível; caso contrário, chamamos ϕ de irredutível.

Dado um subespaçoW de V ϕ-invariante e g ∈ G, podemos considerar a restrição

de ϕg a W , denotada por ϕg|W . Como ϕg(W ) ⊆ W e ϕg−1(W ) ⊆ W , temos que

ϕg(W ) = W (observe que ϕ−1
g = ϕg−1). Além disso, ϕg é injetiva, ou seja, ϕg|W é

bijetor e assim de�nimos a sub-representação ϕW , como sendo a restrição de ϕ a W ,

dada por

ϕW : G −→ GL(W )

g 7−→ ϕW (g) = ϕg|W
.

De�nição 1.2.11 Sejam G um grupo e ϕ : G→ GL(V ) uma representação. Dizemos

que ϕ é semi-simples (ou completamente redutível) se existem subespaçosW1,W2, . . . ,Wr

de V ϕ-invariantes tais que:

i) V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr;

ii) As restrições de ϕ aos W ′
i s são irredutíveis.

Exemplo 1.2.12 Toda representação irredutível é completamente redutível. Toda re-

presentação trivial de grau �nito é completamente redutível.

Teorema 1.2.13 (Teorema de Maschke) Seja G um grupo �nito cuja ordem não

é divisível pela característica de F . Se ϕ : G → GL(V ) é um representação de grau

�nito e W um subespaço ϕ-invariante de V , então existe subespaço W1 ϕ-invariante de

V tal que V = W ⊕W1. Como consequência temos que ϕ é completamente redutível.
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Demonstração: Veja [5], Teorema 10.8, página 41. �

De�nição 1.2.14 Sejam G um grupo, V e W espaços vetoriais e ϕ e ψ representações

de G em V e W , respectivamente. Se existe transformação linear bijetora T : V → W

tal que ψgT = Tϕg, para todo g ∈ G, dizemos que as representações são equivalentes.

Observação 1.5 Se duas representações são equivalentes, então dimV = dimW , ou

seja, elas devem ter o mesmo grau.

Agora vamos estabelecer a relação entre as representações (sobre um corpo F )

de um grupo G e os módulos sobre FG. Basicamente podemos obter uma estrutura

de FG-módulo para o F -espaço vetorial da representação, e reciprocamente dado um

FG-módulo é possível obter uma representação do grupo G, como veremos agora.

Seja G um grupo, V um F -espaço vetorial e ϕ : G→ GL(V ) uma representação

de G. De�nindo o produto (bilinear) g · v = ϕg(v), com v ∈ V e g ∈ G, temos uma

estrutura de FG-módulo para V . Assim, dado um subespaço W ϕ-invariante de V ,

temos que ϕg(w) ∈ W , donde g · w ∈ W , para quaisquer g ∈ G e w ∈ W . Como G é

base de FG, temos que W é submódulo do FG-módulo V .

Por outro lado, se M é um FG-módulo então a aplicação ψg : M → M dada

por ψg(m) = gm é uma transformação linear de M . Além disso, ψg1g2 = ψg1ψg2 ,

para todo g1, g2 ∈ G, e ψe = IdM (onde e é o elemento neutro do grupo G). Daí

ψgψg−1 = ψg−1ψg = IdM , e portanto ψg ∈ GL(M). Então a aplicação

ψ : G −→ GL(M)

g 7−→ ψ(g) = ψg

é uma representação de G em M . Se N é um submódulo de M , então an ∈ N , para

quaisquer a ∈ FG e n ∈ N , em particular gn ∈ N , donde ψg(n) ∈ N , para quaisquer

g ∈ G e n ∈ N . Assim N é um subespaço ψ-invariante de M .

A partir desta equivalência, dada uma representação ϕ : G → GL(V ) de G em

V , dizemos que V é o módulo da representação.

Proposição 1.2.15 Sejam ϕ : G → GL(V ) e ψ : G → GL(W ) representações de G.

Então

i) ψ e ϕ são equivalentes se, e somente se, os FG-módulos correspondentes V e W

são isomorfos;
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ii) ϕ é irredutível se, e somente se, o FG-módulo V correspondente é irredutível.

Demonstração: i) Suponha que ψ e ϕ são equivalentes, ou seja, existe um isomor�smo

de espaços vetoriais T : V → W tal que ψgT = Tϕg, para todo g ∈ G. Assim,

considerando os FG-módulos V e W , temos

T (gv) = T (ϕg(v)) = ψg(T (v)) = gT (v),

para todo g ∈ G e v ∈ V . Como G é base de FG e T é linear, segue que T (αv) = αT (v),

para quaisquer α ∈ FG e v ∈ V . Portanto T é isomor�smo de FG-módulos.

Agora suponha T ′ : V → W um isomor�smo de FG-módulos. Então T ′ é uma

transformação linear bijetora tal que T ′(αv) = αT ′(v), para quaisquer α ∈ FG e v ∈ V .

Assim

(T ′ϕg)(v) = T ′(gv) = gT ′(v) = ψg(T
′(v)) = (ψgT

′)(v),

para todo v ∈ V e g ∈ G. Logo T ′ϕg = ψgT
′, para todo g ∈ G e assim ψ e ϕ são

equivalentes.

ii) Pelo o que foi visto anteriormente, os submódulos do FG-módulo V correspondem

aos subespaços ϕ-invariantes, donde temos o resultado. �

Considere a representação linear

σ : G −→ GL(FG)

g 7−→ σg
,

onde σg : FG → FG é de�nida por σg(α) = gα. Chamamos essa representação de

representação regular à esquerda de G. Temos que σ é �el e é a representação

correspondente ao FG-módulo FGFG. Além disso, não é difícil ver que os subespaços

σ-invariantes de FG são os ideais à esquerda de FG, e os ideais minimais à esquerda

de FG (ou submódulos minimais de FGFG) correspondem às sub-representações irre-

dutíveis de σ. Assim, se a ordem de G não divide a característica de F , pelo Teorema

de Maschke, temos que FG é soma direta de uma quantidade �nita de ideais minimais

à esquerda.

Observação 1.6 Dado um grupo G �nito com charF não dividindo a ordem de G, o

número de representações irredutíveis de G a menos de equivalência é �nito e menor

ou igual ao número de classes de conjugação do grupo G (ver [15], seção 5.3).
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De�nição 1.2.16 Sejam V um espaço vetorial de dimensão �nita e ϕ : G → GL(V )

uma representação linear de G em V . Então o caracter de ϕ (ou G-caracter de ϕ),

denotado por χϕ (ou apenas χ), é de�nido como χϕ(g) = tr(ϕ(g)), para g ∈ G, onde
tr(ϕ(g)) é o traço da transformação linear ϕ(g).

Dado um G-módulo V de dimensão �nita, temos uma representação. Então o

caracter de V , denotado por χ(V ), será o caracter da representação associada a esse

módulo. Vamos dizer que o caracter é irredutível se a representação é irredutível. Não

é difícil ver que representações equivalentes possuem o mesmo caracter. Além disso, se

e é o elemento neutro do grupo G, temos que χϕ(e) = tr(IdV ) = dimV . Dados dois

elementos g1, g2 ∈ G, com g1 = x−1g2x, para algum x ∈ G (elementos conjugados),

temos que

χ(g1) = tr(ϕ(g)) = tr(ϕ(x−1)ϕ(g2)ϕ(x)) = tr(ϕ(x)−1ϕ(g2)ϕ(x)) = tr(ϕ(g2)) = χ(g2),

donde dizemos que χ é uma função de classe, ou seja, o valor do caracter em elementos

conjugados é o mesmo.

Exemplo 1.2.17 Seja G um grupo e considere a representação trivial ϕ0 : G →
GL(V ) de grau �nito, ou seja, ϕ0(g) = IdV , para todo g ∈ G. Temos que χϕ0(g) =

dimV , para todo g ∈ G. Se ψ : G → F ∗ é uma representação linear de grau 1, temos

que χψ(g) = ψ(g).

Nas hipóteses do Teorema de Maschke, uma representação linear de grau �nito

ϕ : G → GL(V ) é completamente redutível, ou seja, o FG-módulo correspondente

é completamente redutível. Assim existem W1,W2, . . . ,Wq subespaços de V tais que

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wq, e cada Wi é ϕ-invariante e a sub-representação ϕi = ϕWi
é

irredutível. Em particular, cada Wi é um FG-módulo irredutível. Tomando βi base de

Wi e g ∈ G, seja Bi = [ϕi(g)]βi , i = 1, . . . , q, temos que β = β1 ∪ β2 ∪ · · · ∪ βq é base

de V e

[ϕ(g)]β =


[ϕ1(g)]β1 0 · · · 0

0 [ϕ2(g)]β2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · [ϕq(g)]βq


uma matriz diagonal em blocos. Assim se χi é o caracter de ϕWi

, e χ o caracter de ϕ,

temos que χ = χ1 + χ2 + · · ·+ χq.
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De modo mais geral, com uma representação não necessariamente completamente

redutível, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2.18 Todo caracter de um grupo G é soma de caracteres irredutíveis.

Demonstração: Ver [23], página 227. �

Suponha G um grupo �nito com característica de F não dividindo a ordem de

G. Então o número de G-caracteres irredutíveis também é �nito. Sejam χ1, χ2, . . . , χq

esses caracteres irredutíveis. Dado χ um caracter de G, pelo resultado anterior devem

existir n1, n2, . . . , nq inteiros não negativos tais que

χ = n1χ1 + n2χ2 + · · ·+ nqχq. (1.2)

Agora vamos estabelecer o conceito de produto tensorial de representações de um

mesmo grupo e para dois grupos diferentes.

Sejam G um grupo e

ϕ : G −→ GL(V1)

g 7−→ ϕ(g) = ϕg
e

ψ : G −→ GL(V2)

g 7−→ ψ(g) = ψg

representações lineares de G. Dado g ∈ G, de�na a aplicação Fg : V1 × V2 → V1 ⊗ V2

dada por Fg(v1, v2) = ϕg(v1) ⊗ ψg(v2). Temos que Fg está bem de�nida e é bilinear,

pela bilinearidade dos tensores e pela linearidade de ϕg e ψg. Assim, pela propriedade

universal, existe transformação linear ρg : V1 ⊗ V2 → V1 ⊗ V2 tal que ρg(v1 ⊗ v2) =

ϕg(v1) ⊗ ψg(v2). Como ϕg ∈ GL(V1) e ψg ∈ GL(V2) segue que ρg ∈ GL(V1 ⊗ V2).

De�na então
ρ : G −→ GL(V1 ⊗ V2)

g 7−→ ρ(g) = ρg
.

Vemos facilmente que ρ é uma representação linear de G em V1 ⊗ V2, a qual vamos

denotar por ϕ⊗ ψ. Chamamos essa representação de produto tensorial de ϕ e ψ.

Temos que χρ = χϕχψ, ou seja, χρ(g) = χϕ(g)χψ(g), para g ∈ G (ver [15], capítulo 5,

seção 5).

Agora dados dois grupos G1 e G2, considere o produto cartesiano G1×G2. Com o

produto coordenada a coordenada, temos uma estrutura natural de grupo para G1×G2

(produto direto). Além disso, se G1 e G2 têm ordens n em, respectivamente, temos que
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a ordem de G1×G2 é nm . Sejam ϕ : G1 → GL(V1) e ψ : G2 → GL(V2) representações

lineares de G1 e G2, respectivamente. Podemos de�nir, de modo análogo ao argumento

anterior, uma representação linear ϕ#ψ de G1 ×G2 em V1 ⊗ V2 da seguinte forma

(ϕ#ψ)(g1, g2) = ϕg1 ⊗ ψg2 ,

onde (ϕg1 ⊗ ψg2)(v1 ⊗ v2) = ϕg1(v1) ⊗ ψg2(v2), para quaisquer v1 ∈ V1 e v2 ∈ V2.

Essa representação também é chamada de produto tensorial de ϕ e ψ, mas é uma

representação do produto direto dos grupos G1 e G2. Além disso, temos que

χϕ#ψ(g1, g2) = χϕ(g1)χψ(g2).

Seja χ o caracter do produto tensorial de representações ϕ e ψ de um mesmo

grupo, ou de dois grupos. Em ambos os casos temos χ = χϕχψ. Então vamos denotar

χ = χϕ ⊗ χψ, e usando a notação de módulos temos χ(V1 ⊗ V2) = χϕ(V1)⊗ χψ(V2).

Sejam ρ : G −→ GL(V ) uma F -representação linear, K uma extensão do corpo

F e β uma base do F -espaço vetorial V . Temos que VK = K ⊗F V é um espaço

vetorial sobre K com base βK = {1⊗ v : v ∈ β} (ver [21], capítulo 9, seção 25). De�na

então a K-representação linear ρK : G −→ GL(VK) dada por ρK = π ⊗ ρ, onde π é

a K-representação trivial de G em K. Dizemos que ρK é a representação obtida de ρ

estendendo-se o corpo base para K. Note que se U é um subespaço ρ-invariante de V ,

então UK = K ⊗F U é um subespaço ρK-invariante de VK . Assim, se ρK é irredutível,

então ρ é irredutível.

De�nição 1.2.19 Seja ρ : G −→ GL(V ) uma F -representação linear irredutível. Di-

zemos que:

i) ρ é absolutamente irredutível se ρK é irredutível para toda extensão K do

corpo base F ;

ii) o corpo F é "splitting �eld" para o grupo G se toda F -representação irredutível

de G é absolutamente irredutível.

Como pode ser visto no próximo resultado, quando F é um corpo algebricamente

fechado e charF não divide a ordem de G1 × G2, onde G1 e G2 são grupos �nitos,

podemos estabelecer a completa redutibilidade de representações de G1 ×G2, a partir

das representações de G1 e G2.
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Teorema 1.2.20 Sejam G1, G2 grupos �nitos e ψ1, ψ2 representações lineares de G1

e G2, respectivamente. Suponha que F é um corpo algebricamente fechado e que charF

não divide a ordem de G1 ×G2. Temos que:

i) Se ψ1 e ψ2 são irredutíveis, então ψ1 ⊗ ψ2 é uma representação irredutível de

G1 ×G2.

ii) Cada representação irredutível de G1 × G2 é equivalente a uma representação

ψ1 ⊗ ψ2, onde ψi é uma representação irredutível de Gi, i = 1, 2.

Demonstração: Ver [23], capítulo 8, seção 4. �

Dado um grupo G considere as representações lineares

ψ : G −→ F ∗

g 7−→ ψ(g) = 1
e

ϕ : G −→ GL(V )

g 7−→ ϕ(g) = ϕg
,

onde ψ é a representação trivial de grau 1. Sejam ρ = ψ ⊗ ϕ : G → GL(F ⊗ V ) o

produto tensorial das duas representações anteriores do mesmo grupo G e β uma base

de V . De�na então a transformação bilinear H : F × V → V dada por H(λ, v) = λv,

v ∈ β. Assim, pela propriedade universal, existe transformação linear T : F ⊗ V → V

dada por T (λ ⊗ v) = λv. Considere agora a transformação linear T ′ de V em F ⊗ V

dada por T ′(v) = 1⊗ v, v ∈ β. Temos que

T ′T (λ⊗ v) = T ′(λv) = 1⊗ λv = λ1⊗ v = λ⊗ v

e

TT ′(λv) = T (1⊗ λv) = 1(λv) = λv,

para λ ∈ F e v ∈ β, daí T ′ = T−1 e T é isomor�smo de espaços vetoriais. Além disso,

considerando a estrutura de G-módulo para F ⊗ V obtida de ρ, temos que

T (g(λ⊗ v)) = T (ρg(λ⊗ v)) = T (ψg(λ)⊗ ϕg(v))

= T (λ⊗ ϕg(v)) = λϕg(v)

= ϕg(λv) = g(λv) = gT (λ⊗ v),

para quaisquer g ∈ G, λ ∈ F e v ∈ V . Logo, como {λ⊗ v : v ∈ β, λ ∈ F ∗} gera F ⊗V ,

temos que T é um isomor�smo de G-módulos. Portanto as representações ρ e ϕ são

equivalentes (veja Proposição 1.2.15), e daí

χϕ = χρ = χψ ⊗ χϕ.
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1.3 Representações de Sn

Nesta seção vamos desenvolver a Teoria de Young, a qual será importante para

se obter os Sn-módulos irredutíveis, e equivalentemente as representações irredutíveis

do grupo simétrico Sn.

Em toda seção vamos denotar In = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N, e F será um corpo de

característica zero.

De�nição 1.3.1 Dado n ∈ N, de�nimos uma partição de n como sendo uma r-upla

(n1, n2, . . . , nr), com ni ∈ N, tal que n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nr e n1 + n2 + · · ·+ nr = n.

Vamos usar a notação (n1, n2, . . . , nr) ` n para dizer que λ = (n1, n2, . . . , nr) é

uma partição de n, e o número total de partições de n será denotado por p(n). Um

fato conhecido é que o número de partições de n coincide com o número de classes

de conjugações do grupo Sn. Se λ1 = (n1, n2, . . . , nr) e λ2 = (m1,m2, . . . ,ms) são

partições de n, vamos ordená-las pela ordem lexicográ�ca, ou seja, diremos que λ1 > λ2

se nk > mk, onde k = min{i ∈ N : ni 6= mi}.

Vamos associar a uma partição λ = (n1, n2, . . . , nr) ` n um diagrama Dλ, cha-

mado de diagrama de Young, que corresponde ao conjunto Dλ = {(i, j) ∈ N × N :

1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni}. Temos então que Dλ possui exatamente n quadrados, os quais

vamos chamar de células, dispostos em r �las horizontais, chamadas de linhas, em

que a i-ésima linha possui ni quadrados. Assim teremos também �las verticais que

chamaremos de colunas. Como exemplo, considerando n = 10 e λ = (5, 2, 2, 1) ` n,

temos

Dλ = .

De�nição 1.3.2 Sejam n ∈ N e λ = (n1, n2, . . . , nr) ` n. De�nimos uma tabela de

Young como sendo uma bijeção Tλ : Dλ → In. Dizemos que Tλ é standard se

i) T (i, j) < T (i, j + 1) para 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j < ni;

ii) T (i, j) < T (i+ 1, j) para 1 ≤ i < r e 1 ≤ j ≤ ni+1.

Em outras palavras, dada λ uma partição de n uma tabela de Young T será o

diagramaDλ preenchido com o valor T (i, j) ∈ In na posição (i, j), para cada (i, j) ∈ Dλ.
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Uma tabela standard T será uma tabela onde os valores crescem da esquerda para

direita, em cada linha, e de cima para baixo, em cada coluna.

Observação 1.7 Dado α ∈ Sn de�nimos αT como sendo a composição α ◦ T . Assim
dadas duas tabelas T1 ,T2 associadas ao mesmo diagrama, existe α ∈ Sn tal que T2 =

αT1.

De�nição 1.3.3 Dada uma tabela de Young T : Dλ → In, para λ ` n, de�nimos:

i) RT = {α ∈ Sn : α(L) = L, para toda linha L de T}, chamado de grupos das

permutações linha;

ii) CT = {α ∈ Sn : α(U) = U , para toda coluna U de T}, chamado de grupos das

permutações coluna;

iii) RT =
∑

σ∈RT σ , CT =
∑

π∈CT (−1)ππ e ET = RTCT =
∑

σ∈RT

∑
π∈CT (−1)πσπ

(elementos da álgebra de grupo FSn), onde (−1)π denota o sinal da permutação

π.

Exemplo 1.3.4 Se λ = (3, 2) ` 5 e

T = 1 3 5
2 4

,

temos

RT = {IdSn , (13), (15), (35), (135), (153), (24),

(13)(24), (15)(24), (35)(24), (135)(24), (153)(24)}

e

CT = {IdSn , (12), (34), (12)(34)}.

Lema 1.3.5 Sejam α ∈ Sn, λ partição de n e T : Dλ → In uma tabela de Young.

Então existe γ ∈ F tal que ETαET = γET .

Demonstração: Ver [15], capítulo 5, seção 4. �

Dado α ∈ FSn, de�na

Fα : FSn −→ FSn

x 7−→ Fα(x) = xα
.

Temos que Fα está bem de�nida e é linear. Além disso, sendo α =
∑

ρ∈Sn γρρ, com

γρ ∈ F , temos Fα =
∑

ρ∈Sn γρFρ, e daí tr(Fα) =
∑

ρ∈Sn γρtr(Fρ). É fácil ver que, dado
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ρ ∈ Sn, tr(Fρ) = 0, se ρ 6= IdSn , e tr(Fρ) = n!, se ρ = IdSn . Portanto tr(Fα) =

γIdSnn! 6= 0.

Assim, se T é uma tabela de Young, temos

tr(FET ) =
∑
σ∈RT
µ∈CT

(−1)µtr(Fσµ) = n! 6= 0,

pois RT ∩ CT = {IdSn}.

Tomando α = IdSn no resultado anterior, temos que existe a ∈ F tal que E2
T =

aET . Se a = 0, então E2
T = 0, donde F 2

ET
= 0, ou seja, FET é nilpotente, uma

contradição, pois tr(FEt) = n! 6= 0. Logo a 6= 0. De�na então eT = a−1ET . Temos que

e2
T = a−2E2

T = a−1ET = eT , e MT = FSnET = {αET : α ∈ FSn} = FSneT é um ideal

à esquerda de FSn.

Teorema 1.3.6 Sejam n ∈ N, λ, λ1, λ2 ` n, T, T1, T2 tabelas de Young corresponden-

tes aos diagramas Dλ, Dλ1, Dλ2, respectivamente, e MT = FSnET . Então

i) MT é um FSn-módulo irredutível;

ii) MT1 e MT2 são isomorfos se, e somente se, λ1 = λ2.

Demonstração: Ver [15], capítulo 5, seção 4. �

Se λ1, λ2, . . . , λp(n) são todas as partições de n ∈ N e T1, T2, . . . , Tp(n) são tabelas

de Young standard correspondentes aos diagramas Dλ1 , Dλ2 , . . . , Dλp(n) , respectiva-

mente, então, pelo resultado anterior, temos queMT1 , MT2 , . . . , MTp(n) são Sn-módulos

irredutíveis dois a dois não-isomorfos. Além disso, como o número de partições de n

é igual ao número de classes de conjugação do grupo Sn, pela Observação 1.6, segue

que existem no máximo p(n) Sn-módulos irredutíveis, dois a dois não isomorfos. Assim

MT1 , MT2 , . . . , MTp(n) são exatamente todos os Sn-módulos irredutíveis, a menos de

isomor�smo.

Exemplo 1.3.7 Dado n ∈ N, com n ≥ 2, considere as tabelas

T = 1 2 · · · n T2 =

1

2
...

n

.
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Temos RT1 = CT2 = Sn e CT1 = RT2 = {Id}, daí

ET1 = RT1 =
∑
σ∈Sn

σ e ET2 = CT2 =
∑
π∈CT

(−1)ππ.

Assim αET1 = ET1 e αET2 = (−1)αET2, para todo α ∈ Sn, donde MT1 = 〈ET1〉 e
MT2 = 〈ET2〉. Tomando

ψ : Sn −→ GL(MT1)

α 7−→ ψα
,

onde ψα(x) = αx, x ∈ MT1, temos que ψα(aET1) = aET1, com a ∈ F . Portanto

ψα = IdMT1
, para todo α ∈ Sn. Logo ψ é a representação trivial. Analogamente,

tomando
ϕ : Sn −→ GL(MT2)

α 7−→ ϕα
,

onde ϕα(x) = αx, x ∈MT2, temos que ϕα(aET2) = aαET2 = a(−1)αET2 = (−1)αaET2,

com a ∈ F . Portanto ϕα = (−1)αIdMT2
, para todo α ∈ Sn. Portanto a partição (n) ` n

corresponde à representação trivial de Sn e a partição (1, 1, . . . , 1) ` n corresponde a

representação sinal. Vamos denotar (1, 1, . . . , 1) por (1n).

Dada λ uma partição de n, temos então um Sn-módulo irredutível Mλ, e conse-

quentemente um caracter irredutível χλ. Vamos denotar esse caracter por [λ]. Como

Sn é �nito temos, pela equação (1.2), que se χ é o caracter de uma representação de

Sn, então

χ =
∑
λ`n

mλχλ =
∑
λ`n

mλ[λ].

Observação 1.8 Dados n,m ∈ N, qualquer corpo de característica zero é splitting

�eld para Sn e Sn × Sm (veja [15], capítulo 5, seções 3 e 4).

TomeK um corpo algebricamente fechado contendo F . Se ρ é uma F -representação

irredutível de Sn × Sm, então ρK é uma K-representação irredutível de Sn × Sm, pela

Observação 1.8. Pelo Teorema 1.2.20, ρK é o produto tensorial de representações ir-

redutíveis de Sn e Sm, e daí, fazendo a restrição de escalares, ρ é produto tensorial

de representações irredutíveis de Sn e Sm (sobre o corpo F ). Assim, se ψ é uma

representação de Sn × Sm e χψ seu caracter, temos

χψ =
∑
λ`n
µ`m

mλ,µχλ,µ =
∑
λ`n
µ`m

mλ,µ[λ]⊗ [µ], (1.3)

onde χλ,µ é um caracter irredutível de ψ, o qual é produto de caracteres irredutíveis

de representações irredutíveis de Sn e Sm, e estamos denotando-o por [λ]⊗ [µ].
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Observação 1.9 Como para cada partição λ de n ∈ N temos um diagrama Dλ, pode-

mos escrever a equação (1.3) da seguinte forma

∑
λ`n
µ`m

mλ,µ[λ]⊗ [µ] =
∑
λ`n
µ`m

mλ,µ ⊗ ,

substituindo os caracteres irredutíveis pelos seus respectivos diagramas.

De�nição 1.3.8 Seja λ uma partição de n e Dλ o seu diagrama. De�nimos o dia-

grama conjugado de Dλ, como sendo o diagrama Dλ′ obtido trocando-se as linhas de

Dλ por suas colunas, e as suas colunas por suas linhas. A partição conjugada de λ será

a partição λ′ do diagrama Dλ′.

Proposição 1.3.9 Sejam µ e (1n) = (1, 1, . . . , 1) partições de n ∈ N. Então [µ] ⊗
[1n] = [µ′], onde µ′ é a partição conjugada de µ.

Demonstração: Ver [16], Teorema 6.7. �

Dados n ∈ N e λ ` n, seja ST (λ) o número de tabelas standard do diagrama Dλ,

e T1, . . . , TST (λ) essas tabelas. Se MT é o Sn-módulo associado a partição λ, temos que

a dimensão de MT é justamente ST (λ), ou seja, dimFMT é igual ao número de tabelas

standard do diagrama Dλ (ver [4], Teorema 4.6). Nesse sentido, vamos descrever uma

fórmula para se calcular o valor ST (λ), para uma partição λ de n.

De�nição 1.3.10 Sejam λ = (n1, n2, . . . , nr) ` n e (i0, j0) ∈ Dλ. De�nimos o gancho

de (i0, j0) em Dλ como sendo o conjunto

{(i0, j) : j0 ≤ j ≤ ni0} ∪ {(i, j0) : i0 ≤ i ≤ cj0},

onde cj0 é o número de células da coluna j0.

Assim, o gancho de (i0, j0) em Dλ são as células que estão à direita e na mesma

linha de (i0, j0), juntamente com as células que estão abaixo e na mesma coluna de

(i0, j0). Não é difícil ver que o número de células do gancho de (i0, j0) em Dλ é

hi0j0 = nj0 + cj0 − i0 − j0 + 1.

Teorema 1.3.11 (Fórmula do Gancho) Dado n ∈ N, seja λ = (n1, n2, . . . , nr) ` n.
O número ST (λ) de tabelas Standard do diagrama Dλ é dado por

ST (λ) =
n!∏

(i,j)∈Dλ hij
.
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Demonstração: Ver [16] , Teorema 20.1. �

Exemplo 1.3.12 Dado n ∈ N, considere a partição (n − r, r) ` n, para algum r ∈
{1, . . . , n} tal que 2r ≤ n. Então

Dλ =

� n− r -

� r -

.

Vamos calcular hij em Dλ para i ∈ {1, 2} e j ∈ {1, . . . , ni}, onde n1 = n− r e n2 = r.

Temos na segunda linha que

h21 = r , h22 = r − 1 , h23 = r − 2 , . . . , h2r = 1,

e daí
∏r

j=1 h2j = r!. Agora calculando os ganchos da primeira linha até a coluna r,

temos

h11 = n−r+1 , h12 = (n−r+1)−1 , h13 = (n−r+1)−2 , . . . , h1r = (n−r+1)−(r−1)

e para as células depois da coluna r temos

h1,r+1 = (n−r+1)−(r+1), h1,r+2 = (n−r+1)−(r+2), . . . , h1,n−r = (n−r+1)−(n−r) = 1.

Daí
n−r∏
j=1

h1j =
(n− r + 1)!

(n− r + 1)− r
.

Portanto, pela fórmula do gancho, temos

ST (λ) =
n!∏r

j=1 h2j

∏n−r
j=1 h1j

=
n!

r! (n−r+1)!
(n−r+1)−r

=
n!(n− 2r + 1)

r!(n− r + 1)!
=

n!(n+ 1)

r!(n− r + 1)!
− n!2r(n+ 1)

r!(n− r + 1)!(n+ 1)

=

(
n+ 1

r

)(
1− 2r

n+ 1

)
.

1.4 Álgebra Associativa Livre

Nesta seção será introduzida a ideia de álgebra associativa livre, a qual é de

fundamental importância para o conceito de identidades polinomiais, que é um dos

principais objetos de estudo deste trabalho. A partir desta seção todas as álgebras

serão associativas.
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De�nição 1.4.1 Sejam B uma classe de álgebras e Q ∈ B uma álgebra gerada por um

conjunto X. Dizemos que a álgebra Q é livre na classe B livremente gerada por X se

para cada álgebra A ∈ B e cada aplicação h : X → A, existe um único homomor�smo

ϕ : Q → A estendendo h. A cardinalidade do conjunto X é chamado de posto de Q.

Exemplo 1.4.2 Considere a álgebra F [X] do Exemplo 1.1.9. Seja A uma álgebra

unitária, associativa e comutativa, e considere a aplicação h : X → A dada por h(xi) =

ai ∈ A, i = 1, . . . , n. Temos que ϕ : F [X] → A dada por ϕ(f(x1, x2, . . . , xn)) =

f(a1, a2, . . . , an) é o único homomor�smo que estende h. Logo F [X] é uma álgebra

livre na classe das álgebras associativas, comutativas e com unidade.

Considere um conjunto não-vazio X = {xi : i ∈ I}, cujos elementos chamaremos

de variáveis. Uma palavra será um sequência do tipo xi1xi2 · · ·xin , onde n ∈ N∪ {0},

xij ∈ X. O valor n é o tamanho da palavra e, no caso n = 0, teremos a palavra

vazia, denotada por 1. Seja F 〈X〉 o F -espaço vetorial tendo o conjunto de todas essas

palavras como base, e considere o produto (bilinear) em F 〈X〉 tal que

(xi1xi2 · · · xin)(xj1xj2 · · ·xjm) = xi1xi2 · · ·xinxj1xj2 · · ·xjm ,

chamado de concatenação. Temos que F 〈X〉 com esse produto é uma álgebra asso-

ciativa unitária, gerada pelo conjunto X. Os elementos de F 〈X〉 são chamados de

polinômios. Assim um polinômio é uma soma (formal) de termos (monômios), que

por sua vez são produtos (formais) de um escalar por uma palavra.

Proposição 1.4.3 A álgebra F 〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas unitá-

rias.

Demonstração: Seja R uma álgebra associativa com unidade e h : X → R uma

aplicação. Para cada i ∈ N, seja h(xi) = ai, onde ai ∈ R. Temos que a aplicação

linear ϕ : F 〈X〉 → R tal que ϕ(xi1xi2 · · ·xin) = ai1ai2 · · · ain , é um homomor�smo de

álgebras, e é o único que, restrito a X, é igual a h. �

Em particular, se considerarmos o subespaço de F 〈X〉 gerado pelas palavras de

tamanho maior ou igual a 1, temos o ideal de F 〈X〉 gerado por X.

1.5 Identidades polinomiais

Nesta seção será estabelecida a noção de identidade polinomial para uma ál-

gebra, um dos principais objetos de estudo deste trabalho. De agora em diante,
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X = {x1, x2, . . . } denotará um conjunto enumerável e in�nito, a menos que se mencione

o contrário.

De�nição 1.5.1 Seja f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 e A uma álgebra. Dizemos que

f = f(x1, x2, . . . , xn) é uma identidade polinomial (ou apenas identidade) para a

álgebra A, se

f(a1, a2, . . . , an) = 0, ∀ a1, a2, . . . , an ∈ A.

Muitas vezes dizemos que A satisfaz f ou que f ≡ 0 em A.

Assim, uma álgebra A será chamada dePI-álgebra se existe um polinômio f 6= 0,

em F 〈X〉, satisfazendo a condição da de�nição anterior, ou seja, f ≡ 0 é uma identidade

para A. Além disso, um polinômio f ∈ F 〈X〉 é uma identidade para A se, e somente

se, f pertence ao núcleo de qualquer homomor�smo ϕ : F 〈X〉 → A.

Exemplo 1.5.2 Sejam A uma álgebra comutativa e f(x1, x2) = x1x2 − x2x1. O po-

linômio f é chamado de comutador, e denotamos por [x1, x2]. Como a álgebra A

é comutativa, temos ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A, e daí ab − ba = 0. Logo

[x1, x2] = x1x2 − x2x1 é uma identidade para a álgebra A. Portanto, toda álgebra

comutativa é uma PI-álgebra.

De�nimos indutivamente, o comutador de tamanho n ∈ N, como sendo

[x1, x2, x3, . . . , xn] = [[x1, x2, . . . , xn−1], xn].

Exemplo 1.5.3 A Álgebra de Grassmann E satisfaz a identidade

[x1, x2, x3] = [[x1, x2], x3] ≡ 0.

Basta observar que [a, b] ∈ E0, para quaisquer a, b ∈ E.

De�nição 1.5.4 Dada uma álgebra A, um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é dito
central para A se f tem termo constante (ou seja, monômio na palavra vazia) nulo e

f(a1, . . . , an) ∈ Z(A), para quaisquer a1, . . . , an ∈ A.

Observação 1.10 Seja f = f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 um polinômio central para uma ál-

gebra A. Então [f, g] é uma identidade para A, para todo g ∈ F 〈X〉. Dado um comuta-

dor g(x1, . . . , xn) = [x1, x2, x3, . . . , xn] de tamanho n, temos que se x1 = a1, . . . , xn = an

é uma substituição em um álgebra A tal que ai ∈ Z(A), para algum i ∈ {1, . . . , n}, en-
tão g(a1, . . . , an) = 0.
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Exemplo 1.5.5 Claramente as identidades polinomiais de uma álgebra A são polinô-

mios centrais, os quais são chamados de polinômios centrais triviais.

Exemplo 1.5.6 O polinômio [x1, x2]2 é central para álgebra M2(F ). De fato, dada

uma matriz A ∈ M2(F ) temos que A2 − tr(A) + det(A)I2 = 0. Além disso, dados

X1, X2 ∈ M2(F ), temos que tr([X1, X2]) = 0. Portanto [X1, X2]2 = −det(A)I2 ∈
Z(M2(F )).

Dada uma álgebra, um dos principais pontos de estudo é estabelecer o conjunto

de todas as identidades dessa álgebra, e tentar encontrar um conjunto gerador dessas

identidades. Nesse sentido serão estabelecidas algumas de�nições e resultados.

De�nição 1.5.7 Um ideal I de F 〈X〉 é chamado de T-ideal se é invariante por en-

domor�smos de F 〈X〉, ou seja, ϕ(I) ⊆ I, para todo ϕ ∈ End(F 〈X〉).

Assim dada uma álgebra A, considere o conjunto

T (A) = {f ∈ F 〈X〉 : f ≡ 0 em A}

de todas as identidades de A, também denotado por Id(A). Temos que se f ∈ Id(A)

então f(g1, g2, . . . , gn) ∈ T (A), para quaisquer g1, g2, . . . , gn ∈ F 〈X〉 , e qualquer endo-

mor�smo de F 〈X〉 é determinado pela aplicação xi → gi, xi ∈ X, gi ∈ F 〈X〉. Logo,

T (A) é um T-ideal.

Reciprocamente, dado um T-ideal de F 〈X〉, podemos encontrar um álgebra cor-

respondente a esse T-ideal.

Proposição 1.5.8 Se I é um T-ideal de F 〈X〉, então Id(F 〈X〉/I) = I.

Demonstração: Dados f(x1, x2, . . . , xn) ∈ I e g1, g2, . . . , gn ∈ F 〈X〉/I, temos que

f(g1, g2, . . . , gn) = f(g1, g2, . . . , gn) = 0,

pois f(g1, g2, . . . , gn) ∈ I, já que I é um T-ideal. Logo f ∈ Id(F 〈X〉/I), donde

I ⊆ Id(F 〈X〉/I).

Agora tome f ′ ∈ Id(F 〈X〉/I). Então

0 = f ′(x1, x2, . . . , xn) = f ′(x1, x2, . . . , xn), para quaisquer x1, x2, . . . , xn ∈ F 〈X〉/I.

Logo f ′(x1, x2, . . . , xn) ∈ I. Portanto Id(F 〈X〉/I) ⊆ I. Da dupla inclusão temos o

resultado. �
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É fácil ver que a interseção de uma família de T-ideais é um T-ideal. Assim, dado

S ⊆ F 〈X〉, S não-vazio, de�nimos o T-ideal gerado por S como sendo a interseção

de todos os T-ideais de F 〈X〉 que contêm S, e denotamos por 〈S〉T . Além disso, pela

de�nição 〈S〉T é o menor T-ideal de F 〈X〉 que contém S, e dado f ∈ 〈S〉T , dizemos

que f é consequência dos polinômios de S. Dado S1 ⊆ F 〈X〉, S1 não-vazio, com

〈S〉T = 〈S1〉T , dizemos que S e S1 são equivalentes.

Observação 1.11 O T-ideal gerado por S é o subespaço de F 〈X〉 gerado pelo conjunto

{h1f(g1, . . . , gn)h2 : f ∈ S, h1, h2, g1, . . . , gn ∈ F 〈X〉}.

Exemplo 1.5.9 Seja A uma F -álgebra comutativa com unidade. Se F é in�nito, então

T (A) = 〈[x1, x2]〉T .

De�nição 1.5.10 Duas PI-álgebras A e B são PI-equivalentes se satisfazem as mes-

mas identidades polinomiais, ou seja, T (A) = T (B).

1.6 Polinômios Multi-homogêneos e Multilineares

Nesta seção serão de�nidos o que são polinômios multi-homogêneos e multilineares

e vamos ver que, sob certas condições sobre o corpo F , será su�ciente trabalhar com

identidades polinomiais multilineares.

De�nição 1.6.1 Considere os elementos m = αxi1xi2 · · ·xin e f = f(x1, x2, . . . , xn)

de F 〈X〉. De�nimos

i) O grau do monômio m, denotado por deg m, como sendo o tamanho da palavra

xi1xi2 · · ·xin. Neste caso deg m = n;

ii) O grau do monômio m em xi, denotado por degxim, como sendo o número

de vezes em que aparece a variável xi em m;

iii) O grau do polinômio f , denotado por deg f , como sendo o maior dos graus

dos monômios de f ;

iv) O grau do polinômio f em xi, denotado por degxif , como sendo o maior valor

de degxim, onde m é monômio de f .

Exemplo 1.6.2 Seja f(x1, x2, x3) = x3
1x2x

2
3x2 − x1x3 + x2

3x
3
1 − x1, então

degx1f = 3, degx2f = 2 e degx3f = 2.
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De�nição 1.6.3 Um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é dito homogêneo na

variável xi se, em cada monômio de f , xi aparece com o mesmo grau. Dado m =

m(x1, x2, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 de�nimos o multigrau de m como sendo a n-upla

(a1, a2, . . . , an), onde ai = degxim. Chamamos de componente multihomogênea de

f ∈ F 〈X〉 a soma de todos os monômios de f com uma dado multigrau. Quando f é

homogêneo em todas as variáveis (ou, equivalentemente, possui uma única componente

multihomogênea) dizemos que f é multihomogêneo.

Exemplo 1.6.4 Considere os polinômios

f(x1, x2) = x2
1x2x1 + x2x

3
1 e g(x1, x2) = x1x2 + x1x

2
2.

Temos que f é homogêneo em x1 e x2, donde é multihomogêneo, e g é homogêneo

apenas em x1, e portanto não é multihomogêneo.

Teorema 1.6.5 Seja F um corpo in�nito. Se f ≡ 0 é uma identidade para a álgebra

A, então toda componente multihomogênea de f é também uma identidade para A.

Assim, todo T-ideal de F 〈X〉 é gerado por seus polinômios multihomogêneos.

Demonstração: Ver [12], Teorema 1.3.2, página 6. �

Exemplo 1.6.6 Seja f(x1, x2) = x2
1x2 + x1x

2
2 ≡ 0 em A. Dados α1 6= α2 em F , e não

nulos, temos que
f(α1x1, x2) = α2

1x
2
1x2 + α1x1x

2
2 ≡ 0

f(α2x1, x2) = α2
2x

2
1x2 + α2x1x

2
2 ≡ 0

em A. Além disso

0 ≡ α2f(α1x1, x2)− α1f(α2x1, x2) = (α1α2(α1 − α2))x2
1x2.

Logo, como α1α2(α1 − α2) 6= 0, x2
1x2 ≡ 0 em A, e consequentemente x1x

2
2 ≡ 0 em A.

De�nição 1.6.7 Dizemos que um polinômio f é linear na variável xi se f é homo-

gêneo em xi e degxif = 1. Quando f é linear em todas as variáveis dizemos que f é

multilinear.

Observação 1.12 Se f(x1, . . . , xn) é multilinear então podemos escrever

f(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n),

onde ασ ∈ F e Sn é o grupo de permutações de {1, . . . , n}. Se f é linear na variável

x1, então

f
(∑

αiyi, x2, . . . , xn

)
=
∑

αif(yi, x2, . . . , xn),

para todo αi ∈ F , yi ∈ F 〈X〉.
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Observação 1.13 Sejam A uma álgebra gerada por um conjunto B como espaço ve-

torial e f(x1, x2, . . . , xn) um polinômio multilinear. Não é difícil ver que f ≡ 0 em A

se, e somente se, f(b1, b2, . . . , bn) = 0, para quaisquer b1, b2, . . . , bn ∈ B.

De�nição 1.6.8 Para um monômio m = m(x1, x2, . . . , xn) = x1 · · ·xn e dois inteiros

1 ≤ p, q ≤ n, de�na por m[p,q] a subpalavra obtida de m eliminando as p− 1 primeiras

e as n− q últimas variáveis, ou seja,

m[p,q] = xpxp+1 · · ·xq−1xq.

Seja f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 um polinômio multihomogêneo. Suponha que f

não é multilinear, ou seja, existe alguma variável em f com grau maior que 1, digamos

degx1f > 1. Considere o polinômio

h(y1, y2, x2, . . . , xn) = f(y1 + y2, x2, . . . , xn)− f(y1, x2, . . . , xn)− f(y2, x2, . . . , xn).

Temos que se f é uma identidade para a álgebra A, então h ≡ 0 em A. Usando que

degx1f > 1, mostra-se que h é um polinômio não-nulo e, além disso, degy1h é menor

que degx1f . Indutivamente podemos repetir esse processo até que a primeira variável

tenha grau 1. Fazendo isto para todas as variáveis obtemos um polinômio multilinear

que é consequência de f , e continua sendo uma identidade para a álgebra A. Esse

processo é chamado de multilinearização.

Exemplo 1.6.9 Se f(x1) = x2
1, então

g(x1, x2) = f(x1 + x2)− f(x1)− f(x2) = x1x2 + x2x1,

que é multilinear.

Teorema 1.6.10 Se charF = 0, então todo polinômio não-nulo f ∈ F 〈X〉 é equiva-

lente a um conjunto �nito de polinômios multilineares. Assim, se I é um T-ideal de

F 〈X〉, então I é gerado por seus polinômios multilineares.

Demonstração: Pelo Teorema 1.6.5, f é equivalente a um conjunto de polinômios

multihomogêneos, e daí é su�ciente mostrar para o caso em que f é multihomogêneo.

Assim suponha que f = f(x1, x2, . . . , xn) é multihomogêneo. Vamos aplicar o processo

de multilinearização em f . Se degx1f = d > 1 escreva

f = f(y1 + y2, x2, . . . , xn) =
d∑
i=0

gi(y1, y2, x2, . . . , xn),
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onde degy1gi = i, degy2gi = d − i e degxjgi = degxjf , para j = 2, . . . , n. Desse modo,

todos os polinômios gi(y1, y2, x2, . . . , xn), com i = 1, . . . , d− 1, são consequências de f

(pelo Teorema 1.6.5). Note que, para todo i,

gi(y1, y1, x2, . . . , xn) =

(
d

i

)
f(y1, x2, . . . , xn).

Como charF = 0, segue que
(
d
i

)
6= 0, donde f é consequência de todo gi, i = 1, . . . , d−1.

Aplicando indução obtemos o resultado. �

1.7 Álgebras G-graduadas e Identidades Polinomiais

Graduadas

Ao longo da seção será introduzida a noção de graduação de uma álgebra sobre

um grupo e alguns exemplos que serão importantes nos próximos capítulos. Vamos

denotar por G um grupo abeliano, com notação aditiva.

De�nição 1.7.1 Sejam A uma álgebra sobre F e G um grupo. Dizemos que A é

G-graduada (ou simplesmente graduada) se A pode ser escrita como soma direta de

subespaços A = ⊕g∈GA(g), onde A(g)A(h) ⊆ A(g+h), para todo g, h ∈ G.

Pela de�nição, um elemento a ∈ A é escrito de forma única como soma �nita

a =
∑

g∈G ag, onde ag ∈ A(g). Os subespaços A(g) são chamados de componentes

homogêneas de A e um elemento a ∈ A é homogêneo (ou homogêneo de grau

g) se a ∈ A(g), e denotamos por |a|G = g (ou simplesmente por |a| = g). Se A possui

unidade, não é difícil ver que 1A ∈ A(0), onde 0 é o elemento neutro de G.

De�nição 1.7.2 Dada uma álgebra A = ⊕g∈GA(g) G-graduada e β uma base de A,

dizemos que:

i) Um subespaço B ⊆ A é homogêneo se B = ⊕g∈G(B ∩ A(g)).

ii) A base β é homogênea (ou G-homogênea) se todos os seus elementos são homo-

gêneos.

Na de�nição anterior, quando B é uma subálgebra homogênea de A, vemos facil-

mente que (B ∩ A(g))(B ∩ A(h)) ⊆ (B ∩ A(g+h)), para quaisquer g, h ∈ G, e daí temos

uma G-graduação para B a partir da G-graduação de A, e dizemos que B herda a

G-graduação de A.
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Exemplo 1.7.3 (Graduação Trivial) Dada uma álgebra A e um grupo G, considere

os subespaços A0 = A e A(g) = {0}, para g 6= 0. Assim temos uma graduação para A,

chamada de graduação trivial. Portanto qualquer álgebra possui uma G-graduação.

Seja A uma álgebra com base multiplicativa B. Se for possível de�nir uma apli-

cação | · | : B → G, tal que

b1b2 6= 0 implica |b1b2| = |b1|+ |b2|, para quaisquer b1, b2 ∈ B, (1.4)

então obtemos uma G-graduação para A. De fato, dado g ∈ G, seja A(g) o subespaço

de A gerado pelo conjunto {b ∈ B : |b| = g}. Assim, A =
∑

g∈GA
(g), pois B é base

de A, e como estamos dividindo B em subconjuntos disjuntos, segue que a soma é

direta, ou seja, A = ⊕g∈GA(g). Além disso, por (1.4), temos que A(g)A(h) ⊆ A(g+h),

para quaisquer g, h ∈ G. Neste caso, temos que B é G-homogênea e vamos chamá-la

de base G-multiplicativa da álgebra graduada A.

Com base na ideia anterior, onde obtemos uma G-graduação para uma álgebra

A com base multiplicativa B, vamos estabelecer graduações para algumas álgebras que

serão importantes ao longo do trabalho.

Exemplo 1.7.4 Considere a álgebra Mn(F ). Toda permutação µ ∈ Sn induz uma

Zn-graduação para Mn(F ). De fato, o conjunto β = {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} é uma base

multiplicativa para Mn(F ) e claramente a aplicação | · |µ : β → Zn, dada por

|Eij|µ = µ(j)− µ(i) ∈ Zn,

onde i, j ∈ {1, . . . , n}, satisfaz (1.4). Essa graduação é chamada de Zn-graduação

elementar induzida por µ.

Considere o caso particular em que µ = IdSn. Denote por Mn(F )(α) cada compo-

nente homogênea da Zn-graduação em Mn(F ), com α ∈ Zn. Então M (α)
n é o subespaço

de Mn(F ) gerado pela matrizes unitárias Eij tais que j − i = α. Assim M
(0)
n são as

matrizes da forma
a1,1

a2,2

. . .

an,n

 , a1,1, a2,2, . . . , an,n ∈ F, (1.5)
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e para 0 < t ≤ n− 1, M (t)
n são as matrizes da forma

0 · · · 0 a1,t+1 · · · · · · 0
...

...
... a2,t+2

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · · · · an−t,n

an−t+1,1 · · · 0 0 · · · · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · an,t 0 · · · · · · 0


, (1.6)

onde a1,t+1, a2,t+2, . . . , an−t,n, an−t+1,1, . . . , an,t ∈ F .

Exemplo 1.7.5 Considerando o caso particular n = 2 no exemplo anterior, temos

uma Z2-graduação para M2(F ) = M2(F )0̄ ⊕M2(F )1̄ onde

M2(F )0̄ =

{(
a 0

0 d

)
: a, d ∈ F

}
e M2(F )1̄ =

{(
0 b

c 0

)
: b, c ∈ F

}
;

De modo semelhante, conseguimos uma Z2-graduação para M1,1(E) =

M1,1(E)0̄ ⊕M1,1(E)1̄, onde

M1,1(E)0̄ =

{(
a 0

0 d

)
: a, d ∈ E0

}
e M1,1(E)1̄ =

{(
0 b

c 0

)
: b, c ∈ E1

}
.

Além disso, também temos uma Z2 × Z2-graduação para

M1,1(E) = M(0,0) ⊕M(0,1) ⊕M(1,0) ⊕M(1,1),

onde

M(0,0) =

{(
a 0

0 a

)
: a ∈ E0

}
, M(0,1) =

{(
−b 0

0 b

)
: a ∈ E0

}
,

M(1,0) =

{(
0 c

c 0

)
: c ∈ E1

}
, M(1,1) =

{(
0 −d
d 0

)
: d ∈ E1

}
.

Agora seja E = E0⊕E1 a álgebra de Grassmann com sua Z2-graduação. Podemos

escrever a base multiplicativa natural de E na forma E = E0 ∪ E1, onde E0 e E1 são

as bases usuais de E0 e E1, respectivamente. Além disso, pelo Exemplo 1.1.20, temos

que Mn(F ) ⊗ E ' Mn(E). Assim, a partir das graduações de Mn(F ) e E, vamos

estabelecer uma Zn × Z2-graduação para Mn(E).
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Exemplo 1.7.6 Seja Λ = {aEij : 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ E}. Não é difícil ver que Λ é uma

base multiplicativa para Mn(E). Assim, dado µ ∈ Sn, de�na a aplicação

|aEij|µ = (|Eij|µ, |a|2) ∈ Zn × Z2,

onde a ∈ E, i, j ∈ {1, . . . , n} e

|a|2 =

{
0, se a ∈ E0

1, se a ∈ E1

.

Temos que | · |µ satisfaz 1.4, pois

|ab|2 = |a|2 + |b|2

para quaisquer a, b ∈ E, e dados i, j, k ∈ {1, . . . , n}, temos

|EijEjk|µ = µ(k)− µ(i) = µ(k)− µ(j) + µ(j)− µ(i) = |Eij|µ + |Ejk|µ.

Assim, µ induz uma Zn × Z2-graduação em Mn(E), a qual denotamos por (Mn(E), µ)

e chamamos de graduação quase elementar de Mn(E).

Dados p, q ∈ N, seja n = p + q e considere a subálgebra Mp,q(E) de Mn(E).

De�na η : {1, . . . , n} → Z2, dada por

η(i) =

{
0, se i ≤ p

1, se i > p
. (1.7)

e Bp = {aEij : 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ Eη(i)+η(j)}. Temos que o conjunto Bp é uma base Zn×
Z2-multiplicativa de Mp,q(E). Não é difícil ver que Mp,q(E) é subálgebra homogênea de

Mn(E), daí Mp,q(E) herda a Zn×Z2-graduação quase elementar de (Mn(E), µ), a qual

denotamos por (Mp,q(E), µ), e portanto µ também induz uma graduação em Mp,q(E).

Sendo Mp,q(E)(t,λ) uma componente homogênea dessa graduação, para (t, λ) ∈ Zn×Z2,

temos que Mp,q(E)(t,λ) = spanF 〈aEij : µ(j)− µ(i) = t, a ∈ Eη(i)+η(j), η(i) + η(j) = λ〉.

Exemplo 1.7.7 Dados p, q, r, s ∈ N, tome n = p + q, m = r + s, µ ∈ Sn e ν ∈ Sm.
Considere as álgebras Mp,q(E) e Mr,s(E), e para (aEij, bEuv) ∈ Bp × Br, de�na

|aEij ⊗ bEuv| = (m(µ(j)− µ(i)) + (ν(v)− ν(u)), |a|2 + |b|2) ∈ Znm × Z2.

Não é difícil ver que | · | satisfaz (1.4), e que {x ⊗ y : x ∈ Bp, y ∈ Br} é uma base

multiplicativa para Mp,q(E)⊗Mr,s(E). Portanto temos uma Znm×Z2-graduação para

o produto tensorial de Mp,q(E) por Mr,s(E).

Exemplo 1.7.8 Dado G um grupo �nito, a álgebra de grupo FG tem uma G-graduação

natural dada por

FG =
⊕
g∈G

Ag ,

onde Ag = 〈g〉 = {λg : λ ∈ F}.
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Exemplo 1.7.9 Seja E = E0 ⊗ E1 a álgebra de Grassmann com sua Z2-graduação

natural. Dada uma álgebra A = A0⊕A1 Z2-graduada, temos então uma Z2-graduação

para a álgebra B = (A0 ⊗ E0)⊕ (A1 ⊗ E1). Essa álgebra é chamada de produto ten-

sorial graduado de A pela álgebra de Grassmann E, ou envoltória de Grassmann

de A.

Exemplo 1.7.10 Seja E a álgebra de Grassmann e considere a álgebra E ⊗ E. A

partir da Z2-graduação da álgebra E, não é difícil ver que E ⊗ E = A0 ⊕ A1, onde

A0 = (E0 ⊗ E0)⊕ (E1 ⊗ E1) e A1 = (E0 ⊗ E1)⊕ (E1 ⊗ E0)

é uma Z2-graduação de E ⊗ E.

De�nição 1.7.11 Sejam A = ⊕g∈GA(g) e B = ⊕g∈GB(g) duas álgebras G-graduadas.

Dizemos que um homomor�smo ϕ : A → B é um homomor�smo G-graduado

se ϕ(A(g)) ⊆ B(g), para todo g ∈ G. Analogamente, de�nimos monomor�smo, epi-

mor�smo, isomor�smo, endomor�smo e automor�smo G-graduado. Quando ϕ é um

isomor�smo G-graduado, denotamos A 'G B, temos que ϕ(A(g)) = B(g), para todo

g ∈ G, e dizemos que as graduações em A e B são equivalentes.

Exemplo 1.7.12 Dada uma álgebra A = ⊕g∈GA(g) G-graduada e um elemento inver-

sível a ∈ A, de�na
T : A −→ A

x 7−→ T (x) = a−1xa
.

Vemos facilmente que T é um homomor�smo de álgebras. Se a−1 ∈ A(h) e a ∈ A(g),

g, h ∈ G, então a−1a ∈ A(g+h). Daí, como a−1a = 1A ∈ A(0), temos a−1a ∈ A(0) ∩
A(g+h). Sendo a soma direta e a−1a = 1A 6= 0A, devemos ter g + h = h+ g = 0, donde

h = −g. Assim, dado x ∈ A, com |x| = g′ ∈ G, temos que

|T (x)| = |a−1xa| = h+ g′ + g = −g + g′ + g = g′ = |x|,

e portanto T é um homomor�smo graduado, chamado de automor�smo G-graduado

induzido por a.

Para de�nir identidades graduadas vamos estabelecer uma graduação natural para

a álgebra associativa livre F 〈X〉.

Sejam F 〈X〉 a álgebra associativa livre e G um grupo �nito. Escrevemos X =

∪g∈GX(g), onde X(g) são conjuntos dois a dois disjuntos. Se uma variável x pertence a

X(g), dizemos que x é homogênea de grau g, e escrevemos |x| = g ou denotamos x por

xg. Os monômios

{xi1xi2 · · ·xik : k ∈ N , xi1 , xi2 , . . . , xik ∈ X}
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formam uma base para F 〈X〉 como espaço vetorial. Se m = xi1xi2 · · ·xin ∈ F 〈X〉 é um

monômio, de�nimos oG-grau homogêneo dem como sendo |m| = |xi1|+|xi2|+· · ·+|xin|.

Dado g ∈ G, denote por F 〈X〉(g) o subespaço de F 〈X〉 gerado por todos os monômios

que têm G-grau homogêneo g. Temos que F 〈X〉(g)F 〈X〉(h) ⊆ F 〈X〉(g+h), para g, h ∈ G.

Portanto

F 〈X〉 =
⊕
g∈G

F 〈X〉(g)

é uma G-graduação para F 〈X〉. Chamamos F 〈X〉, com esta G-graduação, de álge-

bra associativa livre G-graduada, a qual denotamos por F 〈X|G〉. Os elementos

da álgebra F 〈X|G〉 são chamados de polinômios G-graduados ou, simplesmente, de

polinômios graduados.

De�nição 1.7.13 Seja A = ⊕g∈GA(g) uma álgebra G-graduada. Um polinômio f =

f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é chamado de identidade polinomial graduada da álgebra

G-graduada A se

f(a1, a2, . . . , an) = 0, ∀ a1, a2, . . . , an ∈
⋃
g∈G

A(g),

onde as ∈ A(|xs|), s = 1, 2, . . . , n.

Como no caso de identidades polinomiais, também temos nesse contexto a ideia

de T -ideal, o qual será chamado de TG-ideal.

De�nição 1.7.14 Seja F 〈X〉 a álgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de

F 〈X〉 é dito um TG-ideal se é invariante por endomor�smos G-graduados. Dado S ⊆
F 〈X〉, S não-vazio, de�nimos o TG-ideal gerado por S como sendo a interseção de

todos os TG-ideais de F 〈X〉 que contêm S.

O conjunto TG(A) de todas as identidades graduadas de uma álgebra G-graduada

A é um TG-ideal de F 〈X〉. Não é difícil ver que um ideal I é um TG-ideal de F 〈X〉 se, e

somente se, f(g1, g2, . . . , gn) ∈ I, para quaisquer f(x1, x2, . . . , xn) ∈ I e gi ∈ F 〈X〉(|xi|).

No caso em que G = Zn, denotaremos TG(A) por Tn(A) e chamaremos um TG-

ideal de Tn-ideal.

Observação 1.14 As de�nições e observações de polinômios multihomogêneos e mul-

tilineares são as mesmas para o caso de polinômios G-graduados, e os resultados dos

Teoremas 1.6.5 e 1.6.10 são análogos para o caso de TG-ideais.
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Proposição 1.7.15 Dadas duas álgebras G-graduadas A = ⊕g∈GAg e B = ⊕g∈GBg

tais que TG(A) ⊆ TG(B), então T (A) ⊆ T (B). Além disso, se TG(A) = TG(B), então

T (A) = T (B).

Demonstração: Considere as álgebras associativas livres F 〈X〉 e F 〈Y 〉, onde X =

{x1, x2, x3, . . . } e Y = {y1, y2, y3, . . . }, e tome f(y1, y2, . . . , yn) ∈ T (A). Dados b1, b2, . . . ,

bn ∈ B, seja big ∈ Bg, i = {1, . . . , n} e g ∈ G, tais que bi =
∑

g∈G big . Para cada big 6= 0,

considere a variável xig ∈ X e o polinômio f1 = f(
∑

g∈G x1g , . . . ,
∑

g∈G xng) em F 〈X〉.

Observe que f1 é um polinômio graduado, e como f ∈ T (A), segue que f1 ∈ TG(A) e

daí f1 ∈ TG(B). Então, substituindo xig = big, para i = {1, . . . , n} e g ∈ G, temos

f(b1, b2, . . . , bn) = f(
∑
g∈G

b1g ,
∑
g∈G

b2g , . . . ,
∑
g∈G

bng) = 0

e portanto f ∈ T (B).

Supondo TG(A) = TG(B), temos a inclusão TG(B) ⊆ TG(A), e daí analogamente

obtemos T (B) ⊆ T (A), e o resultado segue. �

De�nição 1.7.16 Seja A uma álgebra G-graduada e β uma base homogênea de A.

Tome f = f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X|G〉. Uma substituição standard na base β (ou em

A) é uma substituição S da forma

x1 = b1, x2 = b2, . . . , xn = bn

onde bi ∈ β e |xi| = |bi|, i = 1, . . . , n.

Na de�nição anterior, vamos denotar por f |S o valor de f correspondente à subs-

tituição S. Como β gera A, se f é um polinômio graduado multilinear tal que f |S = 0,

para toda substituição S, então f é uma identidade graduada para A. Além disso, se β

é uma base multiplicativa e f é um monômio, então f |S = 0 ou cf |S ∈ β, para algum

c ∈ F .

Vamos denotar porM o conjunto dos monômios multilineares em F 〈X|G〉, para

qualquer grupo G.

O próximo resultado será de fundamental importância para os próximos capítulos,

pois nos permitirá encontrar geradores de TG-ideais de identidades para alguns tipos

de álgebras matriciais.
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Proposição 1.7.17 Considere charF = 0. Sejam A uma álgebra G-graduada com

base homogênea e multiplicativa B, N um conjunto de identidades graduadas de A e I

o TG-ideal gerado por N . Além disso, suponha que para quaisquer h, h′ ∈M \ TG(A),

existe substituição standard S e 0 6= c ∈ F tal que

0 6= h|s = ch′|s ⇔ h ≡ ch′(mod I).

Então TG(A) é o TG-ideal gerado por I ′ = N ∪ (M∩ TG(A)).

Demonstração: Seja J o TG-ideal gerado por I ′. Claramente temos I ⊆ J ⊆ TG(A).

Agora suponha, por contradição, que existe f = f(x1, . . . , xn) em TG(A), mas f /∈ J .

Como charF = 0, podemos supor f multilinear. Seja ∆ o conjunto de todos os

polinômios multilineares congruentes a f módulo J . Temos que ∆ 6= ∅, pois f ∈ ∆, e

cada elemento de ∆ é da forma
r∑
i=1

aimi = f + g,

onde mi ∈M, 0 6= ai ∈ F , r ∈ N e g ∈ J . Assim tome o menor r tal que

f ≡
r∑
i=1

aimi (mod J). (1.8)

Note que r > 1, pois se r = 1, então m1 ∈ M ∩ TG(A) ⊆ J , e daí f ∈ J , o que não

pode ocorrer. Além disso, se m1 ∈ TG(A), então a1m1 ≡ 0 (mod J), e daí

f ≡
r∑
i=1

aimi = a1m1 +
r∑
i=2

aimi ≡
r∑
i=2

aimi (mod J),

o que contradiz a minimalidade de r. Portanto m1 /∈ TG(A), donde existe substituição

standard S tal que m1|S 6= 0, com f |S = 0. Assim por (1.8), temos

r∑
i=1

aimi|S = 0, ou seja, −
r∑
i=2

aimi|S = a1m1|S 6= 0,

e daí, como mi|S = 0 ou a′imi|S ∈ B, onde 0 6= a′i ∈ F , i = 1, . . . , r, e os elementos de

B são linearmente independentes, existe algum j ∈ {2, . . . , r}, digamos j = 2, tal que

m1|S = cm2|S 6= 0, para algum 0 6= c ∈ F . Logo, por hipótese, m1 ≡ cm2 (mod I),

mas I ⊆ J , e então m1 ≡ cm2 (mod J). Portanto, por (1.8), temos

f ≡ a1m1 + a2m2 +
r∑
i=3

aimi ≡ (a1c+ a2)m2 +
r∑
i=3

aimi (mod J),

o que contradiz a minimalidade de r. Logo f ∈ J e temos o resultado. �
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Exemplo 1.7.18 Considere as álgebras M2(F ) e M1,1(E) com suas Z2-graduações do

Exemplo 1.7.5. Para G = Z2 obtemos a Z2-graduação F 〈X〉 = F 〈X〉(0) ⊕ F 〈X〉(1) da

álgebra associativa livre. Considere os polinômios Z2-graduados f = f(y1, y2) = y1y2−
y2y1, com y1, y2 ∈ F 〈X〉(0), g = g(z1, z2, z3) = z1z2z3−z3z2z1, com z1, z2, z3 ∈ F 〈X〉(1),

e h = h(z1, z2, z3) = z1z2z3 + z3z2z1, com z1, z2, z3 ∈ F 〈X〉(1). Os polinômios f e g

são identidades graduadas de M2(F ) e os polinômios f e h são identidades graduadas

de M1,1(E). De fato, basta observar que matrizes diagonais em M2(F ) comutam, bem

como matrizes diagonais com entradas em E0 comutam, e dados x, y, z ∈ E1, temos

que xyz = −zyx.

Exemplo 1.7.19 Seja E ⊗ E = A0 ⊕ A1 com Z2-graduação do Exemplo 1.7.10. Os

polinômios Z2-graduados f(y1, y2) = y1y2−y2y1, com y1, y2 ∈ F 〈X〉(0), e g(z1, z2, z3) =

z1z2z3 +z3z2z1, com z1, z2, z3 ∈ F 〈X〉(1), são identidades graduadas de E⊗E. De fato,
dados vi = ai⊗bi+ci⊗di, i = 1, 2, em A0 = (E0⊗E0)⊕(E1⊗E1), e wj = aj⊗bj+cj⊗dj,
j = 3, 4, 5, em A1 = (E0 ⊗ E1) ⊕ (E1 ⊗ E0), temos, pelas propriedades dos elementos

de E0 e E1, que

v1v2 = (a1 ⊗ b1 + c1 ⊗ d1)(a2 ⊗ b2 + c2 ⊗ d2)

= a1a2 ⊗ b1b2 + a1c2 ⊗ b1d2 + c1a2 ⊗ d1b2 + c1c2 ⊗ d1d2

= a2a1 ⊗ b2b1 + c2a1 ⊗ d2b1 + a2c1 ⊗ b2d1 + (−c2c1)⊗ (−d2d1)

= a2a1 ⊗ b2b1 + c2a1 ⊗ d2b1 + a2c1 ⊗ b2d1 + c2c1 ⊗ d2d1

= (a2 ⊗ b2 + c2 ⊗ d2)(a1 ⊗ b1 + c1 ⊗ d1) = v2v1

e

w3w4w5 = (a3 ⊗ b3 + c3 ⊗ d3)(a4 ⊗ b4 + c4 ⊗ d4)(a5 ⊗ b5 + c5 ⊗ d5)

= (a3a4 ⊗ b3b4 + a3c4 ⊗ b3d4 + c3a4 ⊗ d3b4 + c3c4 ⊗ d3d4)(a5 ⊗ b5 + c5 ⊗ d5)

= a3a4a5 ⊗ b3b4b5 + a3c4a5 ⊗ b3d4b5 + c3a4a5 ⊗ d3b4b5 + c3c4a5 ⊗ d3d4b5 +

+a3a4c5 ⊗ b3b4d5 + a3c4c5 ⊗ b3d4d5 + c3a4c5 ⊗ d3b4d5 + c3c4c5 ⊗ d3d4d5

= a5a4a3 ⊗ (−b3b4b5) + a5c4a3 ⊗ (−b5d4b3) + a5a4c3 ⊗ (−b5b4d3) +

+(−a5c4c3)⊗ b5d4d3 + c5a4a3 ⊗ (−d5b4b3) + (−c5c4a3)⊗ d5d4b3 +

+(−c5a4c3)⊗ d5b4d3 + (−c5c4c3)⊗ d5d4d3

= −(a5 ⊗ b5 + c5 ⊗ d5)(a4 ⊗ b4 + c4 ⊗ d4)(a3 ⊗ b3 + c3 ⊗ d3) = −w5w4w3

daí f(v1, v2) = v1v2 − v2v1 = 0 e g(w3, w4, w5) = w3w4w5 + w5w3w4 = −w5w3w4 +

w5w3w4 = 0. Como f e g são multilineares e os espaços A0 e A1 são gerados, como

espaços vetoriais, pelos conjuntos {a0 ⊗ b0 + c1 ⊗ d1 : a0, b0 ∈ E0, c1, d1 ∈ E1} e

{a0 ⊗ c1 + d1 ⊗ b0 : a0, b0 ∈ E0, c1, d1 ∈ E1}, respectivamente, a a�rmação segue.
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Exemplo 1.7.20 Suponha charF 6= 2. Então a álgebra M1,1(E) satisfaz as identida-

des

f = f(x1, x2, x3, x4, x5) = [x1, x2, [x3, x4], x5] e g = g(x1, x2) = [[x1, x2]2, x2].

De fato, temos que f é multilinear, e daí, como M1,1(E) = M1,1(E)0̄ ⊕ M1,1(E)1̄,

basta substituir por elementos em M1,1(E)0̄ ou M1,1(E)1̄. Vamos analisar o polinômio

h = h(x1, x2, x3, x4) = [[x1, x2], [x3, x4]]. Considere as substituições homogêneas

x1 = X1, x2 = X2, x3 = X3, x4 = X4 (1.9)

em M1,1(E). Dadas duas matrizes A e B em M1,1(E) com mesmo grau homogêneo,

vemos facilmente que [A,B] = 0 ou [A,B] ∈ Z(M1,1(E)), e daí se |X1| = |X2| ou
|X3| = |X4|, então h se anula em (1.9) (ver observação 1.10). Suponha |X1| = |X3| = 0

e |X2| = |X4| = 1 e sejam

X1 =

(
x 0

0 w

)
, X2 =

(
0 y

z 0

)
, X3 =

(
a 0

0 d

)
, X4 =

(
0 b

c 0

)
,

onde a, d, x, w ∈ E0 e b, c, y, z ∈ E1. Temos que

[X1, X2] =

(
0 y(x− w)

z(w − x) 0

)
e [X3, X4] =

(
0 b(a− d)

c(d− a) 0

)
,

daí

[[X1, X2], [X3, X4]] =

(
A1 0

0 A2

)
, (1.10)

onde

A1 = bz(a− d)(w−x)− yc(x−w)(d−a) e A2 = cy(d−a)(x−w)− zb(w−x)(a− d).

Pela multiplicação da álgebra de Grassmann, obtemos A1 = A2 e portanto

[[X1, X2], [X3, X4]] ∈ Z(M1,1(E)). De modo análogo, para |X1| = |X3| = 1 e |X2| =

|X4| = 0, também temos [[X1, X2], [X3, X4]] ∈ Z(M1,1(E)). Logo, pela observação 1.10,

segue que f é identidade de M1,1(E).

Agora, para determinar g como identidade de M1,1(E), considere a decomposição

M1,1(E) = M(0,0) ⊕M(0,1) ⊕M(1,0) ⊕M(1,1)

do Exemplo 1.7.5 e

x1 = X1 = A+B + C +D e x2 = X2 = X + Y + Z +W
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substituições quaisquer em M1,1(E), onde A,X ∈ M(0,0), B, Y ∈ M(0,1), C,Z ∈ M(1,0)

e D,W ∈ M(1,1). Observe que as componentes homogêneas de X1 e X2 comutam ou

anticomutam entre si e elementos homogêneos que anticomutam têm quadrado nulo,

pois charF 6= 2. Temos que

[X1, X2] = 2(BZ +BW + CY + CZ +DY +DW ) = 2(H + I + J)

onde H = BZ + CY , I = BW + DY e J = CZ + DW . Note que |H| = (1, 1),

|I| = (1, 0) e |J | = (0, 0). Assim

[X1, X2]2 = 4(H2 + I2 + J2 +HI +HJ + IH + IJ + JH + JI)

= 4(J2 + 2HI + 2HJ + 2IJ)

= 4(−C2Z2 + 2CZDW −D2W 2 + 2HI

+2(BZ + CY )(CZ +DW ) + 2(BW +DY )(CZ +DW ))

= 8(CZDW +HI + (BZ + CY )DW + (BW +DY )CZ)

= 8(CZDW +HI +HDW + ICZ).

Então

[X1, X2]2X2 = 8(CZDWY +HIY +HDWY + ICZY

+CZDWZ +HIZ +HDWZ + ICZ2

+CZDW 2 +HIW +HDW 2 + ICZW )

= 8(CZDWY +HIY +HDWY + ICZY

+HI(Z +W ) +HDWZ + ICZW )

e

X2[X1, X2]2 = 8(Y CZDW + Y HI + Y HDW + Y ICZ

+ZHI + ZHDW +WHI +WICZ),

donde

[[X1, X2]2, X2] = 8(2HDWY + 2ICZY + 2HI(Z +W )).

Logo, atribuindo os valores de H e I, segue facilmente que [[X1, X2]2, X2] = 0. Portanto

g é identidade para M1,1(E).



Capítulo 2

Identidades graduadas para Mn(F ) e

Mp,q(E)⊗ E

Neste capítulo, vamos considerar a Zn-graduação elementar induzida por µ =

IdSn para a álgebra Mn(F ), das matrizes n × n sobre um corpo F . Estabeleceremos

duas identidades Zn-graduadas para Mn(F ), e posteriormente mostraremos que o Tn-

ideal das identidades desta álgebra tem como base essas identidades, como consequência

do resultados obtidos por Vasilovsky em [26]. Além disso, com base no artigo de Di

Vincenzo e Nardozza [9], será obtida uma Zp+q×Z2-graduação para álgebraMp,q(E)⊗

E, p, q ∈ N, e daí será possível encontrar geradores para TZp+q×Z2(Mp,q(E)⊗E). Assim

vamos estabelecer a PI-equivalência entre Mp,q(E)⊗ E e Mp+q(E).

Em todo capítulo, Zn denotará o grupo dos inteiros módulo n, escrito aditiva-

mente, e F será um corpo de característica zero.

2.1 Identidades Zn-graduadas para Mn(F )

No Exemplo 1.7.4 estabelecemos a Zn-graduação elementar induzida pela identi-

dade em Sn para a álgebra de matrizes, dada por

Mn(F ) =
⊕
α∈Zn

M (α)
n ,

onde os elementos dos subespaços M (α)
n , α ∈ Zn, são matrizes das formas (1.5) e (1.6).

Em todo capítulo vamos considerar essa graduação paraMn(F ), denotandoMn(F ) por
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Mn e a álgebra livre Zn-graduada por F 〈X〉. Assim, dado m = m(x1, x2, . . . , xk) =

x1x2 · · ·xk um monômio em F 〈X〉, seu grau homogêneo será |m| = |x1|+|x2|+· · ·+|xk|.

Considere os polinômios Zn-graduados

x1x2 − x2x1 , |x1| = |x2| = 0 (2.1)

e

x1xx2 − x2xx1 , |x1| = |x2| = −|x| = t ∈ Zn. (2.2)

Lema 2.1.1 Tome Ei1j1, Ei2j2 e Eij em Mn, com

|Ei1j1| = |Ei2j2| = −|Eij| = t ∈ Zn.

Então

Ei1j1EijEi2j2 6= 0 ⇔ j1 = i = j2 e i1 = j = i2 ⇔ Ei2j2EijEi1j1 6= 0.

Neste caso Ei1j1EijEi2j2 = Eji = Ei2j2EijEi1j1.

Demonstração: Temos Ei1j1 , Ei2j2 ∈M
(t)
n , Eij ∈M (n−t)

n . Assim, por (1.6), segue que

j1 =

 i1 + t , i1 + t ≤ n

i1 + t− n , i1 + t > n
,

i2 =

 j2 − t , j2 − t ≥ 1

j2 − t+ n , j2 − t < 1
,

i =

 j + t , j + t ≤ n

j + t− n , j + t > n
.

Temos que

Ei1j1EijEi2j2 6= 0 ⇔ j1 = i e j = i2

e vamos analisar os casos possíveis para os valores de j1:

• Se j1 = i1 + t e i = j + t− n, então, de j1 = i, temos

i1 + t = j1 = i = j + t− n

e daí i1 = j − n, o que é impossível, pois j < n e i1 > 0.
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• Se j = i− t (i = j + t) e i2 = j2 − t+ n, então, de i2 = j, temos

j2 − t+ n = i2 = j = i− t,

e daí j2 = i− n, o que é impossível, pois i < n e j2 > 0.

Então, quando j1 = i1 + t, temos i = j + t, o que implica i2 = j2 − t, e daí

i2 = j = i− t = j1 − t = i1 e i = j1 = i1 + t = i2 + t = j2.

Analogamente, quando j1 = i1 + t− n, temos i = j + t− n e i2 = j2 − t+ n, e daí

i2 = j = i− t+ n = j1 − t+ n = i1 e i = j1 = i1 + t− n = i2 + t− n = j2.

Assim, tanto para j1 = i1 + t, quanto para j1 = i1 + t− n, temos

Ei1j1EijEi2j2 6= 0 ⇔ j1 = i = j2 e i1 = j = i2. (2.3)

Com um argumento análogo, usando que

Ei2j2EijEi1j1 6= 0 ⇔ j2 = i e j = i1

e analisando os possíveis valores de j2, segue que

Ei2j2EijEi1j1 6= 0⇔ j1 = i = j2 e i1 = j = i2. (2.4)

De (2.3) e (2.4) o lema segue. �

Lema 2.1.2 A álgebra graduada Mn satisfaz (2.1) e (2.2).

Demonstração: Como em (2.1) temos |x1| = |x2| = 0, e as matrizes em M
(0)
n são

diagonais, as quais comutam, segue que (2.1) é satisfeita. Temos que (2.2) é multili-

near. Logo, pela Observação 1.14, basta substituir por elementos de uma base de cada

componente, ou seja, para

x1 = Ei1j1 , x2 = Ei2j2 e x = Eij,

onde Ei1j1 , Ei2j2 ∈ M
(t)
n , Eij ∈ M (n−t)

n , 0 < t ≤ n − 1, já que |x1| = |x2| = −|x|. Pelo

Lema 2.1.1, temos que Ei1j1EijEi2j2 e Ei2j2EijEi1j1 são ambos nulos ou Ei1j1EijEi2j2 =

Eji = Ei2j2EijEi1j1 . Em qualquer caso, (2.2) se anula e o lema segue.

�
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2.2 O Tn-ideal de Mn(F )

Nesta seção, a partir das identidades encontradas na seção anterior, serão esta-

belecidas algumas notações, de�nições e resultados, os quais serão fundamentais para

determinar o Tn-ideal das identidades graduadas de Mn(F ).

Vamos denotar por In o Tn-ideal gerado pelas identidades graduadas (2.1) e (2.2).

Dado k um inteiro positivo, seja Sk o conjunto de todas permutações do conjunto

{1, 2, . . . , k}.

De�nição 2.2.1 Para x1, x2, . . . , xk ∈ X e σ ∈ Sk, de�na

mσ = mσ(x1, x2, . . . , xk) = xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(k).

O monômio correspondente à permutação identidade (σ = IdSk) será denotado

por

m = m(x1, x2, . . . , xk) = x1x2 · · ·xk.

Claramente, temos |m| = |x1|+|x2|+· · ·+|xk| = |mσ|. Além disso, todo polinômio

graduado multilinear f = f(x1, x2, . . . , xk) pode ser expresso como

f =
∑
σ∈Sk

aσmσ,

onde aσ ∈ F .

Considere β = {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} base de Mn, e tome f = f(x1, . . . , xn)

um polinômio Zn-graduado. No que segue nesta seção vamos denotar por S uma

substituição standard na base β, ou seja, uma substituição do tipo

x1 = Ei1j1 , x2 = Ei2j2 , . . . , xk = Eikjk , (2.5)

onde js − is = |xs|, de modo que Eisjs ∈M
(|xs|)
n , s = 1, . . . , k.

Observação 2.1 Pelas propriedades de matrizes unitárias temos

mσ|S = Eiσ(1)jσ(1)Eiσ(2)jσ(2) · · ·Eiσ(k)jσ(k) 6= 0⇔ (2.6)

jσ(1) = iσ(2) , jσ(2) = iσ(3) , . . . , jσ(k−1) = iσ(k)

e neste caso mσ|S = Eiσ(1)jσ(k).

O próximo lema garante que nenhum monômio pode ser uma identidade graduada

para Mn(F ), ou seja,M∩ Tn(Mn) = ∅.
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Lema 2.2.2 Para toda σ ∈ Sk, existe uma substituição standard S tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0.

Demonstração: Vamos demonstrar o lema por indução em k. No caso k = 1, temos

apenas a permutação identidade, e daí basta tomar uma matriz unitária não nula em

M
(|x1|)
n , e o resultado segue. Agora, suponha que k > 1 e que o resultado é valido para

k − 1. Seja |xk| = t, para algum t ∈ {0, . . . , n − 1}. Por hipótese de indução, como

m
[1,k−1]
σ (ver De�nição 1.6.8) possui k − 1 variáveis, existe substituição standard S

xσ(1) = Ei1j1 , xσ(2) = Ei2j2 , . . . , xσ(k−1) = Eik−1jk−1
, (2.7)

tal que 0 6= m
[1,k−1]
σ |S = Ei1jk−1

. Então complete (2.7) com xσ(k) = Ejk−1jk , onde, de

|xk| = t, temos

jk =

 jk−1 + t , jk−1 + t ≤ n

jk−1 + t− n , jk−1 + t > n
.

Assim

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = Ei1j1 · · ·Eik−1jk−1
Ejk−1jk = Ei1jk−1

Ejk−1jk = Ei1jk 6= 0,

o que completa a demonstração. �

Lema 2.2.3 Se mσ(x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0, onde S = {Ei1j1 , . . . , Eikjk}, então, para

quaisquer 1 ≤ p ≤ q ≤ k,

|m[p,q]
σ | = jσ(q) − iσ(p).

Demonstração: Como mσ|S 6= 0, temos que

jσ(1) = iσ(2) , jσ(2) = iσ(3) , . . . , jσ(k−2) = iσ(k−1) , jσ(k−1) = iσ(k).

Em particular, para 1 ≤ p ≤ q ≤ k, temos

jσ(p) = iσ(p+1) , jσ(p+1) = iσ(p+2) , . . . , jσ(q−2) = iσ(q−1) , jσ(q−1) = iσ(q).

Assim

|m[p,q]
σ | = |xσ(p)xσ(p+1) · · ·xσ(q−1)xσ(q)|

= |xσ(q)|+ |xσ(q−1)|+ · · ·+ |xσ(p+1)|+ |xσ(p)|

= jσ(q) − iσ(q) + jσ(q−1) − iσ(q−1) + · · ·+ jσ(p+1) − iσ(p+1) + jσ(p) − iσ(p)

= jσ(q) − iσ(p).
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�

Lema 2.2.4 Se para uma permutação σ ∈ Sk existe uma substituição standard S tal

que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = m(x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0, (2.8)

então

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ x1n(x2, . . . , xk)(mod In), (2.9)

para algum monômio multilinear n(x2, . . . , xk) = xl2xl3 · · ·xlk .

Demonstração: Se σ é a permutação identidade basta tomar n(x2, . . . , xk) = x2 · · ·xk
e está provado. Então suponha σ 6= IdSke assim σ(j) 6= j, para algum j ∈ {1, . . . , k}.

Podemos supor para j = 1, ou seja, σ(1) 6= 1, pois caso contrário basta renomear as

variáveis. Note que 1 = σ−1(1) se, e somente se, σ(1) = 1, donde

σ−1(σ(1)) = 1 < σ−1(1).

Podemos tomar então t o menor inteiro positivo tal que

1 ≤ σ−1(t+ 1) < σ−1(1). (2.10)

Se σ−1(1) > σ−1(t) = σ−1((t− 1) + 1), existe s = t− 1 < t tal que σ−1(s+ 1) < σ−1(1),

o que contraria a minimalidade de t. Logo, σ−1(1) ≤ σ−1(t), e juntando isso com (2.10)

temos

1 ≤ σ−1(t+ 1) < σ−1(1) ≤ σ−1(t). (2.11)

Por hipótese temos

Ei1j1Ei2j2 · · ·Eikjk = Eiσ(1)jσ(1)Eiσ(2)jσ(2) · · ·Eiσ(k)jσ(k) 6= 0, (2.12)

o que implica Ei1jk = Eiσ(1)jσ(k) 6= 0, e daí i1 = iσ(1), jt = it+1 e, para s > 1, jσ(s−1) =

iσ(s). Seja

p = σ−1(t+ 1) , q = σ−1(1) e r = σ−1(t).

Então, por (2.11), temos 1 ≤ p < q ≤ r com

jσ(q−1) = iσ(q) = i1 = iσ(1) , jσ(r) = jt = it+1 = iσ(p)

e, para p > 1, jσ(p−1) = iσ(p).
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Se p > 1 temos

jσ(r) = iσ(p) = jσ(p−1) e iσ(q) = jσ(q−1) = iσ(1),

e daí

jσ(p−1) − iσ(1) = iσ(p) − jσ(q−1) = jσ(r) − iσ(q) = t0 ∈ Z.

Pelo lema anterior, temos

|m[1,p−1]
σ | = jσ(p−1) − iσ(1) = t0;

|m[p,q−1]
σ | = jσ(q−1) − iσ(p) = −t0;

|m[q,r]
σ | = jσ(r) − iσ(q) = t0.

Então, pela identidade (2.2), temos

m[1,p−1]
σ m[p,q−1]

σ m[q,r]
σ −m[q,r]

σ m[p,q−1]
σ m[1,p−1]

σ ≡ 0 (mod In),

donde

mσ = m[1,p−1]
σ m[p,q−1]

σ m[q,r]
σ m[r+1,k]

σ ≡ m[q,r]
σ m[p,q−1]

σ m[1,p−1]
σ m[r+1,k]

σ

= xσ(q)xl2xl3 · · ·xlk = x1xl2xl3 · · ·xlk(mod In).

Para o caso p = 1 temos

jσ(q−1) = iσ(q) = i1 = iσ(1) = iσ(p) = jσ(r),

daí, pelo lema anterior,

|m[1,q−1]
σ | = jσ(q−1) − iσ(1) = 0;

|m[q,r]
σ | = jσ(r) − iσ(q) = 0.

Então, pela identidade (2.1), temos

m[1,q−1]
σ m[q,r]

σ −m[q,r]
σ m[1,q−1]

σ ≡ 0 (mod In),

donde

mσ = m[1,q−1]
σ m[q,r]

σ m[r,k]
σ ≡ m[q,r]

σ m[1,q−1]
σ m[r,k]

σ

= xσ(q)xl2xl3 · · ·xlk = x1xl2xl3 · · ·xlk(mod In).

O que completa a demonstração. �
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Lema 2.2.5 Se, para uma permutação σ ∈ Sk, existe uma substituição standard S tal

que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = m(x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0,

então

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ m(x1, x2, . . . , xk)(mod In).

Demonstração: Estamos com as hipóteses do lema anterior, então

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ x1n(x2, . . . , xk)(mod In),

para algum monômio multilinear n(x2, . . . , xk) = xl2xl3 · · · xlk . Assim podemos tomar

r o maior inteiro positivo tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ x1x2 · · ·xrn(xr+1, . . . , xk)(mod In), (2.13)

para algum monômio multilinear n(xr+1, . . . , xk). Vamos mostrar que r = k. Suponha

que r < k. Temos que r < k − 1, pois se r = k − 1 teríamos

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ x1x2 · · ·xk−1n(xk)(mod In)

e daí, como n(xk) é multilinear, n(xk) = xk e r = k, uma contradição. Então r ≤ k−2.

Agora, dada uma substituição standard S tal que mσ|S = m|S 6= 0, por (2.13), temos

mσ(x1, x2, . . . , xk) = x1x2 · · · xrn(xr+1, . . . , xk) + f , f ∈ In,

e daí mσ|S = (x1x2 · · ·xrn(xr+1, . . . , xk))|S. Assim,

(x1x2 · · ·xrn(xr+1, . . . , xk))|S = mσ|S = m|S 6= 0.

Combinando isto com

(x1x2 · · ·xrn(xr+1, . . . , xk))|S = Ei1j1Ei2j2 · · ·Eirjr(n(xr+1, . . . , xk))|S

= Ei1jr(n(xr+1, . . . , xk))|S

e

m|S = Ei1j1Ei2j2 · · ·Eirjr(xr+1 · · ·xk)|S = Ei1jr(xr+1 · · ·xk)|S,

segue que

n(xr+1, . . . , xk)|S = xr+1 · · ·xk|S 6= 0.
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Pelo lema anterior, existe n′(xr+2, . . . , xk) multilinear tal que

n(xr+1, . . . , xk) ≡ xr+1n
′(xr+2, . . . , xk)(mod In),

e daí

mσ ≡ x1x2 · · ·xrn(xr+1, . . . , xk) ≡ x1x2 · · ·xrxr+1n
′(xr+2, . . . , xk)(mod In),

o que contradiz a maximalidade de r. Logo r = k e temos o resultado. �

Corolário 2.2.6 Se, para σ, τ ∈ Sk, existe substituição standard S tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = mτ (x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0,

então

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ mτ (x1, x2, . . . , xk)(mod In).

Demonstração: Vamos fazer a substituição x′l = xτ(l), 1 ≤ l ≤ k. Temos

mτ−1σ(x′1, x
′
2, . . . , x

′
k) = x′τ−1σ(1)x

′
τ−1σ(2) · · ·x′τ−1σ(k)

= xτ(τ−1σ(1))xτ(τ−1σ(2)) · · ·xτ(τ−1σ(k))

= xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(k) = mσ(x1, x2, . . . , xk)

e

m(x′1, x
′
2, . . . , x

′
k) = x′1x

′
2 · · ·x′k = xτ(1)xτ(2) · · ·xτ(k) = mτ (x1, x2, . . . , xk).

Como mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = mτ (x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0 temos

mτ−1σ(x′1, x
′
2, . . . , x

′
k)|S = m(x′1, x

′
2, . . . , x

′
k)|S 6= 0

e, pelo lema anterior,

mτ−1σ(x′1, x
′
2, . . . , x

′
k) ≡ m(x′1, x

′
2, . . . , x

′
k)(mod In).

Portanto

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ mτ (x1, x2, . . . , xk)(mod In).

�

Com esses lemas estabelecidos podemos obter o resultado principal da seção.
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Teorema 2.2.7 Toda identidade polinomial graduada da álgebra Zn-graduada Mn se-

gue de (2.1) e (2.2), ou seja, Tn(Mn) = In.

Demonstração: Temos que β = {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} é uma base homogênea e

multiplicativa para Mn, e (2.1) e (2.2) é um conjunto de identidades graduadas desta

álgebra. Assim, pelo Corolário 2.2.6, as hipóteses da Proposição 1.7.17 são satisfeitas

para a álgebraMn. Portanto Tn(Mn) é o Tn-ideal gerado pelas identidades (2.1) e (2.2)

juntamente com os monômios que são identidades de Mn. Mas,M∩Tn(Mn) = ∅, pelo

Lema 2.2.2, e portanto Tn(Mn) = In.

�

2.3 Identidades graduadas de Mp,q(E)⊗ E

Ao longo desta seção vamos determinar uma Zn × Z2-graduação para a álge-

bra Mp,q(E) ⊗ E, p, q ∈ N, e posteriormente encontrar geradores para o ideal das

suas identidades graduadas. Assim, poderemos estabelecer a PI-equivalência entre

Mp,q(E)⊗ E e Mp+q(E).

Dados p, q ∈ N, vamos sempre considerar η como sendo a aplicação em (1.7) e a

álgebra Mp,q(E) com sua base multiplicativa Bp = {aEij : 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ Eη(i)+η(j)},

n = p+ q.. Combinando Bp com a base natural E = E0 ∪ E1 da álgebra de Grassmann,

temos que o conjunto

B = {aEij ⊗ b : 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ Eη(i)+η(j), b ∈ E}

é uma base paraMp,q(E)⊗E. Ao longo da seção vamos denotar por aλ se um elemento

a ∈ Eλ, λ ∈ Z2, e por S uma substituição standard na base B.

Lema 2.3.1 Tome

As = aη(is)+η(js)
s Eisjs ⊗ bλs+η(is)+η(js)

s ∈ B, s = 1, 2.

Se A1A2 6= 0, então existe c ∈ {1,−1} tal que cA1A2 ∈ B. Em particular temos

j1 = i2 e η(i1) + η(j1) + η(i2) + η(j2) = η(i1) + η(j2).

Demonstração: Seja η1 = η(i1) + η(j1) e η2 = η(i2) + η(j2). Suponha que

0 6= A1A2 = a
η(i1)+η(j1)
1 a

η(i2)+η(j2)
2 Ei1j1Ei2j2 ⊗ b

λ1+η(i1)+η(j1)
1 b

λ2+η(i2)+η(j2)
2 ,
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então j1 = i2 e daí

η1 + η2 = η(i1) + η(i2) + η(i2) + η(j2) = η(i1) + η(j2).

Considerando o espaço vetorial de dimensão in�nita no qual obtemos a base da álgebra

de Grassmann E, vamos denotar

a1 = el1el2 · · · elr e a2 = em1em2 · · · emt ,

onde os l1 < l2 < · · · < lr e m1 < m2 < · · · < mt. Temos que os elementos

el1 , el2 , . . . , elr , em1 , em2 , · · · , emt são dois a dois distintos, pois caso contrário, usando o

produto em E, teríamos a1a2 = 0, o que contraria A1A2 6= 0. Note que a1a2 ∈ Eη1+η2 =

Eη(i1)+η(j2). Assim, podemos reordenar a palavra a1a2 e obter um elemento em Eη(i1)+η(j2)

que é igual a a1a2 ou −a1a2. Fazendo o mesmo argumento para b1b2 ∈ Eλ1+λ2+η(i1)+η(j2),

temos que A1A2 ∈ B ou −A1A2 ∈ B e o resultado segue. �

O resultado anterior mostra que B é uma base multiplicativa de Mp,q(E) ⊗ E.

De�na então | · | : B → Zn × Z2 dada por

|aEij ⊗ b| = (j − i, |a|2 + |b|2).

Observe que dados a ∈ Eλ1 , b ∈ Eλ2 e i, j, k, l ∈ {1, . . . , n}, temos ab ∈ Eλ1+λ2 e se

j = k, então

η(i) + η(j) + η(k) + η(l) = η(i) + η(l) e l − i = l − k + j − i,

e daí vemos facilmente que | · | satisfaz (1.4), donde temos uma Zn×Z2-graduação para

Mp,q(E)⊗ E da forma

Mp,q(E)⊗ E =
⊕

(t,λ)∈Zn×Z2

(Mp,q(E)⊗ E)(t,λ), (2.14)

onde (Mp,q(E)⊗E)(t,λ) é o subespaço gerado pelo conjunto {aη(i)+η(j)Eij⊗ bλ+η(i)+η(j) :

j − i = t}, (t, λ) ∈ Zn × Z2, e B é uma base homogênea. Nesta graduação, com a

notação do Lema 2.3.1, temos que |A1A2| = (j2 − i1, λ1 + λ2), quando A1A2 6= 0.

Seja N o conjunto dos polinômios Zn × Z2-graduados

[x
(0,0)
1 , x

(0,0)
2 ] , [x

(0,1)
1 , x

(0,0)
2 ] , x

(0,1)
1 ◦ x(0,1)

2 ,

x
(t,0)
1 x(−t,0)x

(t,0)
2 − x(t,0)

2 x(−t,0)x
(t,0)
1 , x

(t,1)
1 x(−t,0)x

(t,0)
2 − x(t,0)

2 x(−t,0)x
(t,1)
1 ,

x
(t,0)
1 x(−t,1)x

(t,0)
2 − x(t,0)

2 x(−t,1)x
(t,0)
1 , x

(t,1)
1 x(−t,0)x

(t,1)
2 + x

(t,1)
2 x(−t,0)x

(t,1)
1 ,

x
(t,1)
1 x(−t,1)x

(t,0)
2 + x

(t,0)
2 x(−t,1)x

(t,1)
1 , x

(t,1)
1 x(−t,1)x

(t,1)
2 + x

(t,1)
2 x(−t,1)x

(t,1)
1 ,
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onde t ∈ Zn e a◦b denota o produto a◦b = ab+ba. Vamos denotar por I o TZn×Z2-ideal

gerado por N .

Proposição 2.3.2 Os polinômios em N são identidades graduadas para Mp,q(E)⊗E,
ou seja, I ⊆ TZn×Z2(Mp,q(E)⊗ E).

Demonstração: Como os polinômios em N são multilineares, basta considerar uma

substituição standard S na base B. Assim, considere uma substituição qualquer para

os polinômios de grau 3 da forma

As = aη(is)+η(js)
s Eisjs ⊗ bλs+η(is)+η(js)

s e A = aη(i)+η(j)Eij ⊗ bλ+η(i)+η(j), s = 1, 2,

onde |Ei1j1| = |Ei2j2| = −|Eij| = t ∈ Zn na álgebra Zn-graduada Mn. Logo, pelo Lema

2.1.1, os produtos Ei1j1EijEi2j2 e Ei2j2EijEi1j1 são ambos iguais a zero, e neste caso os

polinômios de grau 3 se anulam, ou i1 = i2 = j e j1 = j2 = i, e neste caso são ambos

iguais a Eji e η(i1) + η(j1) = η(i2) + η(j2) = η(i) + η(j) = η ∈ Z2. Então

A1 = aη1Eji ⊗ b
λ1+η
1 , A2 = aη2Eji ⊗ b

λ2+η
2 e A = aηEij ⊗ bλ+η.

Vamos veri�car para um dos polinômios de grau 3 e os outros seguem de forma se-

melhante. Considere x(t,1)
1 x(−t,1)x

(t,0)
2 + x

(t,0)
2 x(−t,1)x

(t,1)
1 . Então 1 = λ1 = λ e λ2 = 0.

Usando o produto em E, temos que se η = 0, então

A2AA1 = a0
2a

0a0
1Eji ⊗ b0

2b
1b1

1 = a0
1a

0a0
2Eji ⊗ (−b1

1b
1b0

2) = −A1AA2,

e se η = 1, então

A2AA1 = a1
2a

1a1
1Eji ⊗ b1

2b
0b0

1 = −a1
1a

1a1
2Eji ⊗ b0

1b
1b1

2 = −A1AA2.

Portanto o polinômio considerado é identidade para Mp,q(E)⊗E. Para os polinômios

de grau 2, considere os elementos A1 e A2 do caso anterior. Observe que i1 = j1 e

i2 = j2. Vemos facilmente que Ei1j1Ei2j2 e Ei2j2Ei1j1 são ambos iguais a zero, e neste

caso os polinômios de grau 2 se anulam, ou i1 = i2 = j1 = j2, e neste caso são ambos

iguais a Ei1i1 e η(i1) + η(j1) = η(i2) + η(j2) = 0. Então

A1 = a0
1Ei1i1 ⊗ b

λ1
1 e A2 = a0

2Ei1i1 ⊗ b
λ2
2 .

De modo análogo ao caso anterior, se λ1 = λ2 = 0 ou λ1 = 0 e λ2 = 1, temos A1A2 =

A2A1, e se λ1 = λ2 = 1, temos A1A2 = −A2A1, donde segue que os polinômios de grau

2 se anulam para estas substituições, e portanto são identidades para Mp,q(E)⊗E. �
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Observação 2.2 Dados p, q ∈ N e i, j, k, l ∈ {1, . . . , p + q} sempre podemos obter

elementos a ∈ Eη(i)+η(j) e b ∈ Eη(k)+η(l) com ab 6= 0. Daí segue de forma semelhante ao

resultado na seção anterior para álgebra Mn que nenhum monômio Zn × Z2-graduado

pode ser identidade graduada para Mp,q(E)⊗E, ou seja,M∩(TZn×Z2(Mp,q(E)⊗E)) =

∅.

O próximo lema é um resultado equivalente ao Lema 2.2.3 para a álgebra

Mp,q(E)⊗ E.

Lema 2.3.3 Tome σ ∈ Sk e seja S a substituição standard dada por

xs = As = aη(is)+η(js)
s Eisjs ⊗ bλs+η(is)+η(js)

s ,

onde |xs| = |As| = (js − is, λs), s = 1, . . . , k. Se

mσ|S = Aσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(k) 6= 0,

então existe A ∈ B e c ∈ {−1, 1} tais que mσ|S = cA. Além disso, mσ|S 6= 0 se, e

somente se, para quaisquer p, q, com 1 ≤ p ≤ q ≤ k, temos m[p,q]
σ |S 6= 0, e neste caso

|m[p,q]
σ | = (jσ(q) − iσ(p), λσ(p) + · · ·+ λσ(q)),

como monômio Zn × Z2-graduado.

Demonstração: A primeira a�rmação segue diretamente do Lema 2.3.1. Supondo

mσ|S 6= 0, é claro que qualquer produto Aσ(p) · · ·Aσ(q) é não nulo, e reciprocamente

basta tomar p = 1 e q = k e temos mσ|S 6= 0. Neste caso, pelo Lema 2.3.1, temos

jσ(l) = iσ(l+1), para l = 1, . . . , k − 1, e daí

|m[p,q]
σ | = |xσ(q)|+ |xσ(q−1)|+ · · · |xσ(p+1)|+ |xσ(p)|

= (jσ(q) − iσ(q) + jσ(q−1) − iσ(q−1) + · · ·+ jσ(p) − iσ(p), λσ(p) + · · ·+ λσ(q))

= (jσ(q) − iσ(p), λσ(p) + · · ·+ λσ(q)).

�

A menos de uma constante c ∈ {−1, 1} na congruência módulo I, usando o

lema anterior e as identidades no conjunto N obtemos de forma semelhante o mesmo

resultado do Lema 2.2.4 para Mp,q(E) ⊗ E. Daí, argumentando de forma análoga,

apenas com as matrizes elementares dos elementos da base B, obtemos também o Lema
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2.2.5 e seu Corolário 2.2.6 para o tensor de Mp,q(E) e E, ou seja, se para σ, τ ∈ Sk,

existe substituição standard S em B tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = cmτ (x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0,

então

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ cmτ (x1, x2, . . . , xk)(mod I),

para algum c ∈ {−1, 1}. Logo, sendo B uma base homogênea e multiplicativa, as hipó-

teses da Proposição 1.7.17 são satisfeitas para a álgebra Zn × Z2-graduada

Mp,q(E)⊗E. Além disso, pela Observação 2.2, temosM∩ (TZn×Z2(Mp,q(E)⊗E)) = ∅.

Dessa forma, obtemos o próximo resultado.

Teorema 2.3.4 Seja n = p + q, p, q ∈ N. Então o conjunto N = N ∪ (M ∩
TZn×Z2(Mp,q(E)⊗E)) gera o ideal das identidades graduadas de Mp,q(E)⊗E, ou seja,

I = TZn×Z2(Mp,q(E)⊗ E).

Teorema 2.3.5 Dado n ∈ N, considere a Zn × Z2-graduação para Mn(E) induzida

por µ = IdSn (veja Exemplo 1.7.6). Temos que TZn×Z2(Mn(E)) é gerado pelo conjunto

N .

Demonstração: Ver [10], Corolário 12. �

Corolário 2.3.6 Tome n = p+q, p, q ∈ N. As álgebras Mn(E) e Mp,q(E)⊗E são PI-

equivalentes como álgebras Zn×Z2-graduadas. Em particular, elas são PI-equivalentes.

Demonstração: A PI-equivalência como álgebras graduadas segue diretamente dos te-

oremas anteriores, daí basta aplicar a Proposição 1.7.15 e temos T (Mn(E)) =

T (Mp,q(E)⊗ E). �



Capítulo 3

Identidades Graduadas de M1,1(E)

Neste capítulo, teremos como base os resultados obtidos por Di Vincenzo em [7].

Considerando uma Z2-graduação para a álgebra associativa livre F 〈X〉, vamos de�nir

o Sn× Sm-caracter, denotado por χn,m, para uma álgebra Z2-graduada. Considerando

a álgebra M2(F ), vamos obter o valor de χn,m, e a partir disso encontraremos um valor

semelhante do caracter para a álgebra M1,1(E), além de determinar o T2-ideal das

identidades Z2-graduadas para esta álgebra. Como consequência, vamos estabelecer a

PI-equivalência entre E ⊗ E e M1,1(E).

Em todo o capítulo, F será um corpo de característica zero.

3.1 Alguns conceitos

Nesta seção vamos estabelecer de�nições e alguns resultados que servirão de base

para as demonstrações dos resultados principais deste capítulo. De modo análogo à

Seção 1.7, para o grupo G = Z2, vamos inicialmente obter uma Z2-graduação para

álgebra livre F 〈X〉, gerada por X.

Podemos representar X da forma X = Y ∪Z, onde Y e Z são conjuntos disjuntos

e correspondem as variáveis de grau 0 e 1 em Z2, respectivamente. Assim, sejam F0 e

F1 os subespaços de F 〈X〉 gerados pelos monômios que têm Z2-grau homogêneo 0 e 1,

respectivamente. Temos que

F 〈X〉 = F0 ⊕F1
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é uma Z2-graduação para álgebra livre F 〈X〉, e um ideal I de F 〈X〉 é um T2-ideal se

é invariante pelos endomor�smos ψ de F 〈X〉 tais que ψ(F0) ⊆ F0 e ψ(F1) ⊆ F1, ou

seja, pelos endomor�smos Z2-graduados. Além disso, dada uma álgebra A = A0 ⊕ A1

Z2-graduada, o conjunto I = T2(A) de todas identidades graduadas de A é um T2-ideal

de F 〈X〉.

Como estamos sob a hipótese de charF = 0, podemos trabalhar apenas com

polinômios graduados multilineares (ver Observação 1.14). Assim, seja Pn,m o conjunto

de todos os polinômios multilineares de grau n+m nas variáveis y1, . . . , yn, z1, . . . , zm,

onde os y′is e os z′js pertencem a F0 e F1, respectivamente. Considerando a ação do

grupo Sn × Sm em Pn,m, dada por

(σ, π)f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) = f(yσ(1), . . . , yσ(n), zπ(1), . . . , zπ(m)),

onde (σ, π) ∈ Sn × Sm e f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ Pn,m, obtemos facilmente que Pn,m

é um Sn × Sm-módulo.

Observação 3.1 O conjunto {u1zσ(1)u2zσ(2)u3 · · · zσ(m)um+1 : σ ∈ Sm}, onde os u′is

são monômios multilineares, possivelmente iguais a 1, nas variáveis y1, . . . , yn, e ui, uj
não possuem variáveis em comum, para i 6= j, é uma base para Pn,m.

Observação 3.2 Sejam λ1 ` n, λ2 ` m e T1, T2 tabelas de Young standard dos

diagramas Dλ1 e Dλ2, respectivamente. Dadas duas permutações σ ∈ Sn e π ∈ Sm,

podemos identi�car σ com (σ, IdSm), e π com (IdSn , π) no grupo Sn×Sm, daí obtemos

σπ = πσ. Assim

ET1ET2 =

 ∑
σ∈RT1

∑
π∈CT1

(−1)πσπ

 ∑
σ′∈RT2

∑
π′∈CT2

(−1)π
′
σ′π′


=

∑
σ∈RT1
π∈CT1

∑
σ′∈RT2
π′∈CT2

(−1)π(−1)π
′
σπσ′π′ =

∑
σ∈RT1
π∈CT1

∑
σ′∈RT2
π′∈CT2

(−1)π(−1)π
′
σσ′ππ′

=

 ∑
σ∈RT1

σ

 ∑
σ′∈RT2

σ′

 ∑
π∈CT1

(−1)ππ

 ∑
π′∈CT2

(−1)π
′
π′


= RT1RT2CT1CT2

na álgebra de grupo F (Sn × Sm).

Se A = A0 ⊕A1 é uma PI-álgebra Z2-graduada e I = T2(A), então de�na In,m =

I ∩Pn,m. Claramente In,m é um Sn×Sm-submódulo de Pn,m, e daí podemos considerar
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o Sn × Sm-módulo Pn,m/In,m. Vamos denotar por χn,m(I) (ou χn,m(A)) o caracter do

Sn × Sm-módulo Pn,m/In,m, e por cn,m(I) (ou cn,m(A)) sua dimensão sobre F .

Pela equação (1.3), podemos escrever

χn,m(I) = χn,m(A) =
∑
λ`n
µ`m

mλ,µ[λ]⊗ [µ], (3.1)

onde [λ] e [µ] são caracteres irredutíveis dos grupos Sn e Sm associados as partições de

n e m, respectivamente.

Teorema 3.1.1 Seja A uma PI-álgebra com caracter χn,m(A) dado em (3.1). Para

partições λ ` n e µ ` m, mλ,µ = 0 se, e somente se, para quaisquer tabelas de Young

Tλ e Tµ e todo polinômio f = f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ Pn,m, a álgebra A satisfaz

a identidade graduada ETλETµf ≡ 0, onde ETλ e ETµ são os elementos da De�nição

1.3.3.

Demonstração: Basta observar a relação entre as representações irredutíveis de

Sn × Sm e as representações irredutíveis de Sn e Sm, obtida no Teorema 1.2.20, e

o resultado segue analogamente à demonstração do Teorema 2.4.5, página 55, em [12].

�

3.2 Identidades graduadas de M2(F )

As álgebras M1,1(E) e M2(F ) possuem uma certa relação via isomor�smo gradu-

ado, mais precisamente, o duado de M2(F ) pela álgebra de Grassmann E é isomorfo a

M1,1(E), como veremos posteriormente. Nesta seção vamos estabelecer alguns resulta-

dos das identidades graduadas para M2(F ) e obter o valor de χn,m para esta álgebra.

Em toda seção vamos denotar por A a álgebra M2(F ), com Z2-graduação

A0 =


 a 0

0 b

 ; a, b ∈ F

 e A1 =


 0 c

d 0

 ; c, d ∈ F

 (3.2)

e I o T2-ideal das identidades graduadas desta álgebra. Observe que A0 e A1 são gera-

dos, como espaços vetoriais, pelas matrizes {E11, E22} e {E12, E21}, respectivamente.

Para m > 0, seja (j) = {j1, j2, . . . , jm/2} um subconjunto de {1, 2, . . . ,m} de

ordem m/2 (estamos considerando apenas a parte inteira de m/2), com j1 < j2 <
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· · · < jm/2, e seja (i) = {i1, i2, . . . } o seu complemento em {1, 2, . . . ,m}, com i1 <

i2 < · · · . Além disso, dado n ≥ 0, para q ∈ {0, 1, . . . , n}, seja (t) = {t1, t2, . . . , tq}

um subconjunto de {1, 2, . . . , n} de ordem q, com t1 < t2 < · · · < tq, e seja (s) =

{s1, s2, . . . , sn−q} o seu complemento em {1, 2, . . . , n}, com s1 < s2 < · · · < sn−q. Note

que se m é par os conjuntos (j) e (i) possuem o mesmo número de elementos, e se m

é ímpar o conjunto (i) possui m/2 + 1 elementos.

Como visto na seção anterior, podemos considerar o módulo quociente Pn,m/In,m,

onde In,m = I ∩ Pn,m. Assim, dados (j) e (t), seja

M(t),(j) = M(t),(j)(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) =

=

 yt1yt2 · · · ytqzi1ys1 · · · ysn−qzj1zi2zj2 · · · zim/2zjm/2 , se m é par

yt1yt2 · · · ytqzi1ys1 · · · ysn−qzj1zi2zj2 · · · zim/2+1, se m é ímpar

um elemento de Pn,m. Temos que para cada par de subconjuntos (j), com m/2 ele-

mentos, e (t) de {1, 2, . . . ,m} e {1, 2, . . . , n}, respectivamente, obtemos um elemento

M(t),(j). Assim, ao todo temos 2n
(
m
m/2

)
monômios M(t),(j).

Lema 3.2.1 Os 2n
(
m
m/2

)
elementosM(t),(j) são linearmente independentes módulo In,m.

Demonstração: Vamos supor que m é par, pois o caso m ímpar é análogo. Seja

f =
∑

(t),(j)

A(t),(j)M(t),(j)(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm), A(t),(j) ∈ F,

e suponha que f é identidade graduada de A, ou seja, estamos tomando uma combi-

nação linear dos M(t),(j) nula em Pn,m/In,m. Como yi ∈ F0 e zj ∈ F1, i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . ,m, identi�que cada yi com yi e zj com zj, pela projeção canônica, e considere

as substituições graduadas quaisquer

yi = αiE11 + βiE22 e zj = ajE12 + bjE21,

com αi, βi, aj, bj ∈ F . Pela multiplicação de matrizes elementares, temos que

yi yj = (αiE11 + βiE22)(αjE11 + βjE22) = αiαjE11 + βiβjE22,

yi zj = (αiE11 + βiE22)(ajE12 + bjE21) = αiajE12 + βibjE21,

zi zj = (aiE12 + biE21)(ajE12 + bjE21) = aibjE11 + biajE22,
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e daí

yt1 yt2 · · · ytq zi1 ys1 · · · ysn−q = (αt1 · · ·αtqE11 + βt1 · · · βtqE22) ·

(ai1E12 + bi1E21)(αs1 · · ·αsn−qE11 + βs1 · · · βsn−qE22)

= (αt1 · · ·αtqai1E12 + βt1 · · · βtqbi1E21) ·

(αs1 · · ·αsn−qE11 + βs1 · · · βsn−qE22)

= αt1 · · ·αtqβs1 · · · βsn−qai1E12

+αs1 · · ·αsn−qβt1 · · · βtqbi1E21

e

zj1 zi2 zj2 · · · zim/2 zjm/2 = aj1bi2aj2 · · · bim/2ajm/2E12 + bj1ai2bj2 · · · aim/2bjm/2E21.

Assim

M(t),(j)(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) = yt1 yt2 · · · ytq zi1 ys1 · · · ysn−q ·

zj1 zi2 zj3 · · · zim/2 zjm/2

= αt1 · · ·αtqβs1 · · · βsn−qai1bj1 · (3.3)

ai2bj2 · · · aim/2bjm/2E11 +

+αs1 · · ·αsn−qβt1 · · · βtqbi1 ·

aj1bi2aj2 · · · bim/2ajm/2E22.

Agora �xado (j) = {j1, j2, . . . , jm/2}, tomemos uma substituição

ai1 = · · · = aim/2 = bj1 = · · · = bjm/2 = 1

e

bi1 = · · · = bim/2 = aj1 = · · · = ajm/2 = 0.

Combinando a equação (3.3) e o fato de f ser identidade graduada, temos que, para

quaisquer α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ F ,∑
(t)

A(t),(j)αt1 · · ·αtqβs1 · · · βsn−qE11 = 0,

e daí, tomando substituições adequadas para α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ F , obtemos

A(t),(j) = 0, para todo (t). Fazendo o mesmo procedimento para qualquer conjunto



3.2. Identidades graduadas de M2(F ) 69

(j), obtemos A(t),(j) = 0, para todo (t) e (j). Portanto os elementos M(t),(j) são linear-

mente independentes módulo In,m. �

Lema 3.2.2 O T2-ideal I é gerado pelos polinômios graduados

y1y2 − y2y1, (3.4)

z1z2z3 − z3z2z1. (3.5)

Além disso, cn,0(I) = 1 e cn,m(I) = 2n
(
m
m/2

)
, para n ≥ 0, m > 0.

Demonstração: Seja J o ideal gerado por (3.4) e (3.5). Pelo Exemplo 1.7.18, esses

polinômios são identidades graduadas de A. Daí J ⊆ I, e temos Jn,m ⊆ In,m, para

todo n,m ≥ 0. Assim

cn,m(J) = dim(Pn,m/Jn,m) ≥ dim(Pn,m/In,m) = cn,m(I).

Para o caso m = 0 já obtemos Jn,0 ⊆ In,0. Agora tome f = f(y1, . . . , yn) ∈ In,0 e

suponha que f /∈ Jn,0. Escreva

f =
∑
σ∈Sn

aσyσ(1) · · · yσ(n), aσ ∈ F.

Pela identidade (3.4), podemos comutar as variáveis na congruência, e daí

f =
∑
σ∈Sn

aσyσ(1) · · · yσ(n) ≡

(∑
σ∈Sn

aσ

)
y1 · · · yn ≡ αy1 · · · yn(mod Jn,0),

com α =
∑

σ∈Sn aσ 6= 0, pois f /∈ Jn,0. Portanto αy1 · · · yn é identidade graduada de

A, uma contradição, pois A0 possui matrizes diagonais que não são nilpotentes. Logo

f ∈ Jn,0 e temos In,0 = Jn,0. Agora, sendo {yσ(1) · · · yσ(n) : σ ∈ Sn} base de Pn,0, então

β = {yσ(1) · · · yσ(n) + Jn,0 : σ ∈ Sn} é um conjunto gerador do quociente Pn,0/Jn,0. Pela

identidade (3.4), obtemos β = {y1 · · · yn + Jn,0}, com apenas um elemento. Juntando

isto com a igualdade In,0 = Jn,0, obtemos

cn,0(I) = dim(Pn,0/In,0) = dim(Pn,0/Jn,0) = 1.

Além disso, ao módulo Pn,0/In,0 corresponde uma representação de grau 1 do grupo

Sn, a qual é a representação trivial. De fato, basta observar que σ(y1 · · · yn + Jn,0) =
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yσ(1) · · · yσ(n) + Jn,0 = y1 · · · yn + Jn,0, para toda σ ∈ Sn. Logo, o caracter de Pn,0/Jn,0

é o trivial, ou seja, o caracter correspondente à partição (n) ` n, pelo Exemplo 1.3.7,

denotado por [(n)].

Agora suponha m > 0. Pela identidade (3.4) e o fato de J ser T2-ideal, te-

mos que yiM − Myi ∈ J , para qualquer monômio M que possua um número par

de variáveis z′js. Assim, pela Observação 3.1, Pn,m/Jn,m é gerado por monômios do

tipo u0(y)zi1u1(y)zi2 · · · zim , onde u0(y) e u1(y) são monômios multilineares, possivel-

mente iguais a 1, nas variáveis y1, . . . , yn, e os y′is estão ordenados crescentemente em

cada ui(y), pela identidade (3.4). Além disso, pela identidade (3.5), podemos supor

i1 < i3 < i5 < · · · e i2 < i4 < i6 < · · · . Assim, Pn,m/Jn,m é gerado (como espaço

vetorial) pelos monômios M(t),(j), e daí

cn,m(J) = dim(Pn,m/Jn,m) ≤ 2n
(
m

m/2

)
.

Por outro lado, pelo lema anterior, temos 2n
(
m
m/2

)
≤ dim(Pn,m/In,m) = cn,m(I).

Logo, pelo que foi feito no início da demonstração,

2n
(
m

m/2

)
≤ cn,m(I) ≤ cn,m(J) ≤ 2n

(
m

m/2

)
,

e portanto cn,m(I) = cn,m(J) = 2n
(
m
m/2

)
, donde In,m = Jn,m, pois Jn,m ⊆ In,m, para

quaisquer n,m ≥ 0. Assim, como I e J são T2-ideais de F 〈X〉 e as igualdades valem

para polinômios multilineares graduados, pela Observação 1.14 obtemos J = I, o que

conclui a demonstração. �

Observe que a determinação dos geradores do T2-ideal I é um caso particular do

Teorema 2.2.7 para n = 2.

A partir dos dois últimos resultados, segue que o conjunto {M(t),(j) + In,m} é

uma base para o quociente Pn,m/In,m, quando n ≥ 0 e m > 0. Agora �xado q com

0 ≤ q ≤ n, para m > 0, seja Wq o Sn × Sm-submódulo de Pn,m/In,m gerado por

y1y2 · · · yqz1yq+1 · · · ynz2z3 · · · zm+In,m. Observe que, como espaço vetorial sobre F , Wq

é gerado pelo conjunto {yσ(1)yσ(2) · · · yσ(q)zπ(1)yσ(q+1) · · · yσ(n)zπ(2)zπ(3) · · · zπ(m) + In,m :

(σ, π) ∈ Sn × Sm}. Além disso, como Wq é um Sn × Sm-módulo, podemos pensar no

seu caracter, denotado por χ(Wq), o qual pode ser expresso como soma de caracteres

irredutíveis. Nesse sentido, os próximos resultados vão nos garantir essa decomposição,

identi�cando cada caracter irredutível com o seu respectivo diagrama.
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Lema 3.2.3 Para quaisquer s, t ∈ N com 0 ≤ t ≤ q∗ = min{q, n− q} e 0 ≤ s ≤ m/2,

o Sn × Sm-caracter irredutível
� n− t -

� t -

⊗

� m− s -

� s -

é uma componente de χ(Wq).

Demonstração: Pela contra-positiva do Teorema 3.1.1, a multiplicidade de cada ca-

racter da forma do lema será não nula se existir um monômio M ∈ Pn,m e tabelas de

Young T1 e T2 dos diagramas
� n− t -

� t -

e

� m− s -

� s -

tais que ET1ET2M ∈ Pn,m não é identidade graduada de A. Vamos tomar então M =

y1y2 · · · yqz1yq+1 · · · ynz2z3 · · · zm ∈ Pn,m e mostrar que

(ET1ET2)y1y2 · · · yqz1yq+1 · · · ynz2z3 · · · zm

não é identidade graduada de A, para tabelas adequadas T1 e T2. Para simpli�car a

notação, suponha q = q∗ e que m é par (o caso m ímpar é análogo). Para t ≤ q e

s ≤ m/2, vamos considerar as tabelas de Young

T1 = q + 1

1

q + 2

2

· · · · · ·
· · ·

· · ·q + t

t

t+ 1 q q + t+ 1 n

� n− t -

� t -

,

T2 = 1

2

3

4

· · · · · ·
· · ·

2s− 1

2s

2s+ 1 m

� m− s -

� s -

,

e os elementos RTi =
∑

σ∈RTi
σ e CTi =

∑
π∈CTi

(−1)ππ, para i = 1, 2. Sejam

M = M(y, z) = y1y2 · · · yqz1yq+1 · · · ynz2z3 · · · zm,

M1 = M1(y, z) = y1y2 · · · yqz1yq+1 · · · ynz2,

M2 = M2(y, z) = y1y2 · · · yqz2yq+1 · · · ynz1,

f(z) = [z3, z4][z5, z6] · · · [z2s−1, z2s]z2s+1z2s+2 · · · zm.
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Dada uma permutação π ∈ CT2 , pela tabela T2, temos que π = (i1 i1 + 1) · · · (ik ik + 1),

onde il ∈ {1, 3, . . . , 2s− 1}, e daí

M1f(z)−M2f(z) = y1y2 · · · yqz1yq+1 · · · ynz2[z3, z4][z5, z6] · · · [z2s−1, z2s]z2s+1 · · · zm

− y1y2 · · · yqz2yq+1 · · · ynz1[z3, z4][z5, z6] · · · [z2s−1, z2s]z2s+1 · · · zm

=
∑
π∈CT2

(−1)ππM = CT2M.

Agora, pela tabela T1, dada σ ∈ CT1 temos que σ = (i1 q+i1)(i2 q+i2) · · · (ir q+ir), onde

{i1, . . . , ir} ⊆ {1, . . . , t} é um subconjunto ordenado da segunda linha de T1. Observe

que (−1)σ = (−1)r. Assim, temos que (−1)σσM1(y, z)f(z) é congruente módulo In,m

a

(−1)ryj1 · · · yjvyt+1 · · · yqyq+i1 · · · yq+irz1yi1 · · · yiryq+j1 · · · yq+jvyq+t+1 · · · ynz2f(z) (3.6)

onde {j1, . . . , jv} são os valores não comutados por σ, ou seja, {j1, . . . , jv} = {1, . . . , t}−

{i1, . . . , ir}, e j1 < · · · < jv. Observe que os índices em (3.6) foram ordenados pela

identidade (3.4). Analogamente, temos que (−1)σσM2(y, z)f(z) é congruente módulo

In,m a

(−1)ryj1 · · · yjvyt+1 · · · yqyq+i1 · · · yq+irz2yi1 · · · yiryq+j1 · · · yq+jvyq+t+1 · · · ynz1f(z).

Para cada σ ∈ CT1 obtemos um conjunto {i1, . . . , ir} com r elementos, onde

0 ≤ r ≤ t e i1 < · · · < ir. Além disso, para permutações σ1 e σ2 em CT1 podemos ter o

mesmo número de elementos comutados, mas não necessariamente o mesmo conjunto.

Daí, pelas congruências anteriores, temos que CT1CT2M = CT1(M1f(z) −M2f(z)) é

congruente módulo In,m a

g = g(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) =
∑
π∈CT1

(−1)ππ(M1f(z)−M2f(z))

=
t∑

r=0

∑
1≤i1<···<ir≤t

(−1)r((yj1 · · · yjvyt+1 · · · yqyq+i1 · · ·

· · · yq+irz1yi1 · · · yiryq+j1 · · · yq+jvyq+t+1 · · · ynz2)−

−(yj1 · · · yjvyt+1 · · · yqyq+i1 · · · yq+irz2yi1 · · ·

· · · yiryq+j1 · · · yq+jvyq+t+1 · · · ynz1))f(z),

onde {j1, . . . , jv} = {1, . . . , t} − {i1, . . . , ir} e j1 < · · · < jv. Identi�cando y1 = y2 =

· · · = yt, yt+1 = yt+2 = · · · = yn, z2 = z4 = · · · = z2s e z1 = z3 = · · · = z2s−1 = z2s+1 =
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z2s+2 = · · · = zm, segue que

f(z) = [z3, z4][z5, z6] · · · [z2s−1, z2s]z2s+1z2s+2 · · · zm

= [z1, z2][z1, z2] · · · [z1, z2]z1z1 · · · z1 = [z1, z2]s−1zm−2s
1 ,

e a partir de g(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) obtemos o polinômio

gT1T2 = gT1T2(y1, yt+1, z1, z2) =
t∑

r=0

(
t

r

)
(−1)r(yt−r1 yq+r−tt+1 z1y

r
1y

n−q−r
t+1 z2 −

−yt−r1 yq+r−tt+1 z2y
r
1y

n−q−r
t+1 z1)[z1, z2]s−1zm−2s

1 .

Vamos mostrar que se ET1ET2M ∈ In,m, então gT1T2 ∈ I. De fato, pela Observação

3.2, temos que

ET1ET2M = RT1RT2CT1CT2M.

Suponha que ET1ET2M ∈ In,m. Temos que CT1CT2M ≡ g (mod In,m) e como In,m é

um Sn × Sm-módulo obtemos

0 ≡ ET1ET2M = RT1RT2CT1CT2M ≡ RT1RT2g (mod In,m),

ou seja, RT1RT2g ∈ In,m. Pelo que foi feito anteriormente, o polinômio gT1T2 foi obtido

por identi�cações de variáveis em g. Daí, como I é T2-ideal, segue que (RT1RT2g)T1T2 ∈

I (Note que estamos considerando a identi�cação das variáveis em RT1RT2g). Observe

agora que as permutações em RT1 e RT2 permutam apenas as variáveis que foram

tomadas iguais, e assim (RT1RT2g)T1T2 = αgT1T2 ∈ I, com 0 6= α ∈ F , donde gT1T2 ∈ I.

Portanto, para mostrar que ET1ET2M /∈ In,m basta mostrar que gT1T2 /∈ I. Assim,

identi�que y1 com y1, yt+1 com yt+1 e zi com zi. Considere as substituições graduadas

quaisquer

y1 = α1E11 + β1E22 , yt+1 = α2E11 + β2E22 e zi = aiE12 + biE21, i = 1, 2.

Temos que

[z1, z2] = (a1b2 − a2b1)E11 + (b1a2 − b2a1)E22.
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Além disso,

y1
t−ryt+1

q+r−tz1 y1
ryt+1

n−q−rz2 = (αt−r1 E11 + βt−r1 E22)(αq+r−t2 E11 + βq+r−t2 E22)z1 ·

(αr1E11 + βr1E22)(αn−q−r2 E11 + βn−q−r2 E22)z2

= (αt−r1 αq+r−t2 E11 + βt−r1 βq+r−t2 E22)(a1E12 + b1E21) ·

(αr1α
n−q−r
2 E11 + βr1β

n−q−r
2 E22)(a2E12 + b2E21)

= (αt−r1 αq+r−t2 a1E12 + βt−r1 βq+r−t2 b1E21) ·

(αr1α
n−q−r
2 a2E12 + βr1β

n−q−r
2 b2E21)

= αt−r1 αq+r−t2 βr1β
n−q−r
2 a1b2E11 +

+βt−r1 βq+r−t2 αr1α
n−q−r
2 b1a2E22

e analogamente

y1
t−ryt+1

q+r−tz2 y1
ryt+1

n−q−rz1 = αt−r1 αq+r−t2 βr1β
n−q−r
2 a2b1E11 +

+βt−r1 βq+r−t2 αr1α
n−q−r
2 b2a1E22,

daí

gT1T2(y1, yt+1, z1, z2) =
t∑

r=0

(
t

r

)
(−1)r(αt−r1 αq+r−t2 βr1β

n−q−r
2 (a1b2 − a2b1)E11 +

+βt−r1 βq+r−t2 αr1α
n−q−r
2 (b1a2 − b2a1)E22)[z1, z2]s−1z1

m−2s

=
t∑

r=0

(
t

r

)
(−1)r(αt−r1 αq+r−t2 βr1β

n−q−r
2 E11 +

+βt−r1 βq+r−t2 αr1α
n−q−r
2 E22)[z1, z2]sz1

m−2s.

Tomando z1 = E12 +E21 e z2 = E21, obtemos facilmente que B = [z1, z2]sz1
m−2s é

uma matriz invertível em A. Assim, se gT1T2(y1, yt+1, z1, z2) = 0, pela equação anterior

e multiplicando pela inversa de B, obtemos que

t∑
r=0

(
t

r

)
(−1)rαt−r1 αq+r−t2 βr1β

n−q−r
2 = 0,

para quaisquer αi, βi ∈ F . Assim, tomando substituições adequadas para os α′is e β
′
js,

temos
(
t
r

)
= 0, uma contradição, pois charF = 0. Logo, gT1T2 não é identidade de A,

ou seja, gT1T2 /∈ I, e o resultado segue. �
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Lema 3.2.4 O caracter de Wq é dado por

χn,m(Wq) =

q∗∑
t=0

m/2∑
s=0

� n− t -

� t -

⊗

� m− s -

� s -

,

onde q∗ = min{q, n− q}.

Demonstração: Seja d o grau da Sn × Sm-representação associada a

χ′ =

q∗∑
t=0

m/2∑
s=0

� n− t -

� t -

⊗

� m− s -

� s -

.

Pelo Exemplo 1.3.12, o grau da representação associada a um diagrama do tipo

� N −R -

� R -

,

com N,R ∈ N e 2R ≤ N , é
(
N+1
R

) (
1− 2R

N+1

)
. Além disso, aplicando indução em

p = 0, . . . , N , segue que
∑p

R=0

(
N+1
R

) (
1− 2R

N+1

)
=
(
N
p

)
. Portanto d =

(
n
q∗

)(
m
m/2

)
.

Por outro lado, o F -espaço vetorial Wq é gerado pelo conjunto

{yσ(1)yσ(2) · · · yσ(q)zπ(1)yσ(q+1) · · · yσ(n)zπ(2)zπ(3) · · · zπ(m) + In,m : (σ, π) ∈ Sn × Sm},

e, pela demonstração do Lema 3.2.2, cada um desses elementos é igual a um dos

M(t)(j) + In,m, com q �xo e (t) = {t1, . . . , tq}. Como esses elementos são linearmente

independentes, segue que eles formam um base de Wq (como F -espaço vetorial), e

portanto dimWq =
(
n
q

)(
m
m/2

)
. Além disso, como

(
n
q

)
=
(
n
n−q

)
e q∗ = min{q, n − q},

segue que dimWq = d. Pelo lema anterior, todos os termos em χ′ são componentes do

caracter de Wq, e daí χn,m(Wq) é igual a essas componentes mais alguns termos. Mas,

dimWq = d, onde d é o grau da representação associada a χ′. Portanto χn,m(Wq) = χ′

e o resultado segue. �

Pela demonstração do lema anterior, uma base de Wq, com q �xo, é formada

por alguns elementos de uma base de Pn,m/In,m. Fazendo q = 0, 1, . . . , n, dividimos

esta base de Pn,m/In,m em conjuntos disjuntos, os quais são base de cada Wq, com

q = 0, 1, . . . , n. Portanto, Pn,m/In,m =
⊕n

q=0Wq.
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Lema 3.2.5 Seja A = M2(F ) com Z2-graduação como em (3.2). Então

χn,0(A) =
� n

· · ·
-

e, para m > 0,

χn,m(A) =

n/2∑
r=0

m/2∑
s=0

(n+ 1− 2r)

� n− r -

� r -

⊗

� m− s -

� s -

.

Demonstração: Pelo Lema 3.2.2, Pn,0/In,0 tem dimensão 1 com caracter

χn,0(A) =
� n

· · ·
-

.

Agora, para m > 0, temos Pn,m/In,m =
⊕n

q=0 Wq. Assim, pelo Lema 3.2.4, temos

χn,m(A) =
n∑
q=0

q∗∑
r=0

m/2∑
s=0

� n− r -

� r -

⊗

� m− s -

� s -

, (3.7)

onde q∗ = min{q, n−q}. Observe que q∗ ≤ n/2 e, para r �xo, com 0 ≤ r ≤ n/2, existem

diferentes valores de q, com q ∈ {0, . . . , n}, para os quais r ≤ q∗ = min{q, n−q}. Vamos

determinar todos esses valores. Como são todos os valores, temos r ≤ q e r ≤ n − q,

e então r ≤ q ≤ n − r. Daí temos n − r − r + 1 = n − 2r + 1 valores. Esses valores

correspondem a termos repetidos na equação (3.7), e então, para m > 0, podemos

reescrevê-la da seguinte forma

χn,m(A) =

n/2∑
r=0

m/2∑
s=0

(n+ 1− 2r)

� n− r -

� r -

⊗

� m− s -

� s -

.

�

3.3 O T2-ideal de M1,1(E)

Nesta seção usaremos os resultados obtidos anteriormente na álgebraM2(F ) para

estabelecer resultados análogos na álgebra M1,1(E) sobre o caracter e a dimensão do

Sn × Sm-módulo Pn,m/In,m. Como consequência, vamos obter a PI-equivalência entre

as álgebras M1,1(E) e E ⊗ E.
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De�nição 3.3.1 (Transformada de Kemer, [18]) Sejam F 〈X〉 = F0⊕F1 a álgebra

livre com Z2-graduação e Pn,m o conjunto dos polinômios multilineares de grau n+m,

nas variáveis y1, . . . , yn ∈ F0 e z1, . . . , zm ∈ F1. Dado f ∈ Pn,m, escrevemos

f =
∑
u

∑
σ∈Sm

ασ,uu1zσ(1)u2zσ(2)u3 · · ·umzσ(m)um+1,

onde ui são monômios nas variáveis y′is, u = (u1, . . . , um+1) e ασ,u ∈ F . De�na

f ∗ =
∑
u

∑
σ∈Sm

(−1)σασ,uu1zσ(1)u2zσ(2)u3 · · ·umzσ(m)um+1.

Observe que a aplicação ∗ é linear e, além disso, se I é um T2-ideal, denotamos

por I∗ o T2-ideal gerado pelo conjunto (I ∩ P )∗, onde P é o conjunto de todos os

polinômios multilineares de F 〈X〉.

Proposição 3.3.2 Sejam A = A0 ⊕ A1 uma álgebra Z2-graduada e I1 = T2(A). Con-

siderando a álgebra Z2-graduada B = (A0 ⊗ E0) ⊕ (A1 ⊗ E1) e I2 = T2(B) (produto

tensorial graduado de A por E), temos:

i) I∗1 ∩ Pn,m = (I1 ∩ Pn,m)∗ ;

ii) I2 = I∗1 .

Demonstração: Veja [18], capítulo 1, seção 2. �

Sejam M = M(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) um monômio em Pn,m e zi1 , zi2 , . . . , zim a

ordem das variáveis z′is em M . Pela de�nição de ∗, temos que M∗ = (−1)σM , onde σ

é a permutação
(

1 ··· m
i1 ··· im

)
. Escreva M = u1zσ(1)u2zσ(2)u3 · · ·umzσ(m)um+1, onde os u′is

são monômios nas variáveis y′js, e tome (π, τ) ∈ Sn × Sm. Temos que

((π, τ)M)∗ = (uπ(1)zτσ(1)uπ(2)zτσ(2)uπ(3) · · ·uπ(m)zτσ(m)uπ(m+1))
∗

= (−1)τ (π, τ)(−1)σM = (−1)τ (π, τ)M∗,

onde uπ(i) é a ação de π nas variáveis y′js de ui, i = {1, . . . ,m + 1}. Além disso,

identi�cando τ ∈ Sm com (IdSn , τ) ∈ Sn × Sm, temos (τM)∗ = ((IdSn , τ)M)∗ =

(−1)τ (IdSn , τ)M∗ = (−1)ττM∗.

Observação 3.3 Se a é um monômio ordenado nas suas variáveis {zi1 , . . . , zir}, en-
tão não é difícil ver que a∗ = a. Assim, dados dois monômios a e b ordenados nos

conjuntos disjuntos {zi1 , . . . , zir}, {zj1 , . . . , zjs}, temos (ab)∗ = (−1)σ(ab) = (−1)σa∗b∗,
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onde σ é a permutação
(
t1 ··· tr tr+1 ··· tr+s
i1 ··· ir j1 ··· js

)
, e t1, . . . , tr, tr+1, . . . , tr+s são os inteiros

i1, . . . , ir, j1, . . . , js em ordem crescente.

Agora, se a′ e b′ são monômios não ordenados nas variáveis z′js, podemos tomar

a e b monômios ordenados, como no caso anterior, e γ, β ∈ Sm, tais que a′ = βa e

b′ = γb. Assim

(a′b′)∗ = ((βγ)ab)∗ = (−1)βγβγ(ab)∗ = (−1)βγ(−1)σβγa∗b∗

= (−1)σ(−1)ββa∗(−1)γγb∗ = (−1)σ(a′)∗(b′)∗,

onde σ é a permutação do caso anterior para a e b. Analogamente, para monô-

mios a, b e c ordenados ou não nos conjuntos disjuntos {zi1 , . . . , zir}, {zj1 , . . . , zjs}
e {zv1 , . . . , zvu}, temos (abc)∗ = (−1)σa∗b∗c∗, para alguma permutação σ da forma(

t1 · · · tr tr+1 · · · tr+s tr+s+1 · · · tr+s+u

i1 · · · ir j1 · · · js v1 · · · vu

)
. (3.8)

Lema 3.3.3 Seja ∆ o Sn × Sm-módulo de dimensão 1 associado à representação ψ

de Sn × Sm dada por (σ, τ) 7→ (−1)τ (tensorial da representação trivial de Sn com

a representação sinal de Sm). Dado um Sn × Sm-submódulo N de Pn,m, seja ϕ a

representação associada a esse módulo. Temos

i) N∗ é um Sn × Sm-submódulo de Pn,m;

ii) N∗ ' N ⊗∆ como Sn × Sm-módulos, onde N ⊗∆ é o módulo correspondente à

representação ρ = ϕ⊗ ψ de Sn × Sm.

Demonstração: i) Dados (σ, τ) ∈ Sn × Sm, M∗
1 e M∗

2 monômios em N∗ e λ ∈ F ,

temos

M∗
1 +M∗

2 = (M1 +M2)∗ e λM∗
1 = (λM1)∗

e daí N∗ é subespaço de Pn,m. Além disso

(−1)τ (σ, τ)M∗
1 = ((σ, τ)M1)∗ ∈ N∗

e daí, sendo N∗ subespaço, temos (σ, τ)M∗
1 ∈ N∗. Como ∗ é linear, o mesmo vale para

qualquer polinômio em N∗, e o resultado segue.

ii) Seja ∆ = 〈d〉 e tome a transformação linear

T : N ⊗∆ −→ N∗

f ⊗ λd 7−→ λf ∗.
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Observe que dado M um monômio em N , temos T (M ⊗ d) = M∗. Logo T leva base

em base, e portanto é isomor�smo de espaços vetoriais. Além disso,

T ((σ, τ)(M ⊗ d)) = T (ρ(σ,τ)(M ⊗ d)) = T (ϕ(σ,τ)(M)⊗ ψ(σ,τ)(d))

= T ((σ, τ)M ⊗ (σ, τ)d) = T ((σ, τ)M ⊗ (−1)τd))

= (−1)τ ((σ, τ)M)∗ = (−1)τ (−1)τ (σ, τ)M∗

= (σ, τ)M∗ = (σ, τ)T (M ⊗ d),

onde (σ, τ) ∈ Sn × Sm. Assim, pelas propriedades de produto tensorial e linearidade

de T , temos que

T ((σ, τ)(f ⊗ λd)) = (σ, τ)T (f ⊗ λd)),

para todo (σ, τ) ∈ Sn × Sm e todo (f ⊗ λd) ∈ N ⊗ ∆. Portanto T é isomor�smo de

Sn × Sm-módulos. �

Observação 3.4 Sejam λ, (n) ` n e µ, 1m ` m, n,m ∈ N, e tome os Sn × Sm-

caracteres χλ,µ = [λ]⊗[µ] e χ(n),1m = [(n)]⊗[1m] obtidos de tensoriais de representações

dos grupos Sn e Sm. Considere χ = χλ,µ⊗χ(n),1m o Sn×Sm-caracter obtido do tensorial
das representações de Sn×Sm associadas a χλ,µ e χ(n),1m. Dado (σ, τ) ∈ Sn×Sm temos

χ(σ, τ) = χλ,µ(σ, τ)χ(n),1m(σ, τ) = χλ(σ)χµ(τ)χ(n)(σ)χ1m(τ)

= χλ(σ)χ(n)(σ)χµ(τ)χ1m(τ)

= χλ,(n)(σ)χµ,1m(τ) = (χλ,(n) ⊗ χµ,1m)(σ, τ),

onde χλ,(n) é o Sn-caracter do tensor das Sn-representações associadas as partições

λ, (n) ` n, e χµ,1m é o Sm-caracter do tensor das Sm-representações associadas as

partições µ, 1m ` m. Assim, temos χ = χλ,(n) ⊗ χµ,1m, ou seja,

([λ]⊗ [µ])⊗ ([(n)]⊗ [1m]) = ([λ]⊗ [(n)])⊗ ([µ]⊗ [1m]).

Lema 3.3.4 Sejam A = A0⊕A1 uma álgebra Z2-graduada e B = (A0⊗E0)⊕(A1⊗E1) o

produto tensorial graduado de A por E. Se χn,m(A) =
∑
mλ,µ[λ]⊗[µ], então χn,m(B) =∑

mλ,µ[λ]⊗ [µ′], onde µ′ é a partição conjugada de µ.

Demonstração: Sejam I = T2(A) e J = T2(B). Pelo Teorema 1.2.13, decompomos

Pn,m = In,m ⊕N , onde N é algum submódulo de Pn,m. Pela de�nição e linearidade de

∗, temos que Pn,m = P ∗n,m e Pn,m = P ∗n,m = I∗n,m ⊕ N∗, e daí, pela Proposição 3.3.2,

temos

I∗n,m = (I ∩ Pn,m)∗ = I∗ ∩ Pn,m = J ∩ Pn,m = Jn,m.
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Assim

Pn,m/Jn,m = (I∗n,m ⊕N∗)/I∗n,m ' N∗,

donde χn,m(B) = χn,m(N∗). Além disso, temos que

Pn,m/In,m = (In,m ⊕N)/In,m ' N,

e daí χn,m(A) = χn,m(N). Logo, pelo Lema 3.3.3, Observação 3.4 e Proposição 1.3.9,

temos

χn,m(B) = χn,m(N∗) = χn,m(N ⊗∆) = χn,m(N)⊗ χn,m(∆)

= (
∑

mλ,µ[λ]⊗ [µ])⊗ ([(n)]⊗ [1m])

=
∑

mλ,µ([λ]⊗ [(n)])⊗ ([µ]⊗ [1m])

=
∑

mλ,µ[λ]⊗ [µ′],

onde ∆ é o Sn × Sm-módulo de dimensão 1 associado à representação (σ, τ) 7→ (−1)τ ,

e µ′ é a partição conjugada de µ. �

Teorema 3.3.5 Seja J = T2(M1,1(E)), então

i) J é gerado por

y1y2 − y2y1, (3.9)

z1z2z3 + z3z2z1. (3.10)

ii) cn,0(J) = 1 e cn,m(J) = 2n
(
m
m/2

)
, para n ≥ 0 e m > 0;

iii) χn,0(J) =
� n

· · ·
-

e, para m > 0,

χn,m(J) =

n/2∑
r=0

m/2∑
s=0

(n+ 1− 2r)

� n− r -

� r -

⊗ 6

m− s

?

6

s

?

.
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Demonstração: Seja A = M2(F ) com graduação como em (3.2) e I = T2(A). Consi-

dere a álgebra M1,1(E) com sua Z2-graduação obtida no Exemplo 1.7.5, dada por

M1,1(E)0̄ =


 a 0

0 d

 ; a, d ∈ E0

 e M1,1(E)1̄ =


 0 b

c 0

 ; b, c ∈ E1

 .

Pelo Exemplo 1.1.20, temos A0 ⊗ E0 ' M1,1(E)0̄ e A1 ⊗ E1 ' M1,1(E)1̄, e daí

M1,1(E) ' B = (A0 ⊗ E0) ⊕ (A1 ⊗ E1). Assim, basta mostrarmos (i),(ii) e (iii)

para o produto tensorial graduado de A por E. Pelos Lemas 3.2.5 e 3.3.4, temos (iii)

e daí cn,0(J) = 1, pois o módulo associado ao caracter trivial tem dimensão 1 . Ob-

serve que diagramas conjugados possuem o mesmo número de tabelas standard, e daí

as dimensões dos módulos irredutíveis associados a diagramas conjugados são iguais.

Assim, como χn,m(A) e χn,m(B) possuem os mesmos número de termos, a menos de

conjugação de diagramas, os módulos Pn,m/In,m e Pn,m/Jn,m decompõem-se em soma

do mesmo número de módulos irredutíveis, os quais possuem as mesmas dimensões.

Logo cn,m(J) = cn,m(I) = 2n
(
m
m/2

)
, para m > 0, e temos (ii).

Agora, pela Proposição 3.3.2 segue que J = I∗, onde I∗ é o T2-ideal gerado pelos

polinômios multilineares f ∗, com f ∈ I. Pelo Lema 3.2.2, I é gerado por y1y2 − y2y1 e

z1z2z3 − z3z2z1. Assim dado f ∈ I, temos que f é combinação linear de elementos do

tipo

a0(a1a2 − a2a1)a3 e b0(b1b2b3 − b3b2b1)b4,

onde ai e bj são monômios multilineares em F 〈X〉, com ai ∈ F0, bj ∈ F1, para i = 1, 2

e j = 1, 2, 3, ou seja, a1 e a2 possuem um número par de variáveis z′js e b1, b2 e b3

possuem um número ímpar de variáveis z′js.

Pela Observação 3.3, dados monômios a, b e c em F 〈X〉, lineares nos conjun-

tos disjuntos ordenados {zi1 , . . . , zir}, {zj1 , . . . , zjs} e {zv1 , . . . , zvu}, temos que (ab)∗ =

(−1)σa∗b∗, para alguma permutação σ do tipo
(
t1 ··· tr tr+1 ··· tr+s
i1 ··· ir j1 ··· js

)
, e (abc)∗ = (−1)τa∗b∗c∗,

para alguma permutação τ como em (3.8).

Observe que se r e s são pares, então as permutações t1 · · · tr tr+1 · · · tr+s

i1 · · · ir j1 · · · js

 e

 t1 · · · ts ts+1 · · · tr+s

j1 · · · js i1 · · · ir


têm o mesmo sinal, pois a segunda permutação é a primeira permutação composta

com um número par de transposições. Analogamente, se r, s e u são ímpares, então as
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permutações  t1 · · · tr tr+1 · · · tr+s tr+s+1 · · · tr+s+u

i1 · · · ir v1 · · · vs j1 · · · ju


e  t1 · · · tu tu+1 · · · tu+s tu+s+1 · · · tu+s+r

j1 · · · ju v1 · · · vs i1 · · · ir


têm sinais opostos.

Assim

(a1a2)∗ = (−1)σa∗1a
∗
2 e (a2a1)∗ = (−1)τa∗2a

∗
1,

com (−1)σ = (−1)τ , e

(b1b2b3)∗ = (−1)πb∗1b
∗
2b
∗
3 e (b3b2b1)∗ = (−1)γb∗3b

∗
2b
∗
1

com (−1)π = −(−1)γ. Logo

(a0(a1a2 − a2a1)a3)∗ = (a0(a1a2)a3)∗ − (a0(a2a1)a3)∗

= ±((a∗0(a∗1a
∗
2)a∗3)− (a∗0(a∗2a

∗
1)a∗3)) = ±(a∗0(a∗1a

∗
2 − a∗2a∗1)a∗3)

e

(b0(b1b2b3 − b3b2b1)b4)∗ = (b0(b1b2b3)b4)∗ − (b0(b3b2b1)b4)∗

= ±(b∗0(b∗1b
∗
2b
∗
3)b∗4 + b∗0(b∗3b

∗
2b
∗
1)b∗4) = ±(b∗0(b∗1b

∗
2b
∗
3 + b∗3b

∗
2b
∗
1)b∗4).

Finalmente, como ∗ é linear, dado f ∗ ∈ I∗, segue que f ∗ pertence ao T2-ideal

gerado pelos polinômios y1y2 − y2y1 e z1z2z3 + z3z2z1, e temos J = I∗ contido no ideal

gerado por esses elementos. Por outro lado, esses polinômios são identidades graduadas

de M1,1(E) (ver Exemplo 1.7.18), donde temos (i). �

Como consequência do último teorema, podemos estabelecer a PI-equivalência

entre M1,1(E) e E ⊗ E.

Teorema 3.3.6 As álgebras M1,1(E) e E ⊗ E são PI-equivalentes.

Demonstração: Sejam P = T (M1,1(E)) e Q = T (E ⊗ E). Por [22], temos que Q

é gerado pelo conjunto {[x1, x2, [x3, x4], x5], [[x1, x2]2, x2]}. Como esses polinômios são

identidades de M1,1(E) (veja Exemplo 1.7.20), segue que Q ⊆ P .
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Para a inclusão contrária, considere a Z2-graduação da álgebra E⊗E = A0⊕A1,

do Exemplo 1.7.10, dada por

A0 = (E0 ⊗ E0)⊕ (E1 ⊗ E1) e A1 = (E0 ⊗ E1)⊕ (E1 ⊗ E0).

Com esta graduação, temos que os polinômios (3.9) e (3.10) são identidades graduadas

de E⊗E (ver exemplo 1.7.19), e daí, pelo resultado anterior, segue que T2(M1,1(E)) ⊆

T2(E⊗E). Logo, pela Proposição 1.7.15, temos P ⊆ Q e, da dupla inclusão, o resultado

segue. �



Capítulo 4

Identidades Graduadas de Mp,q(E)

Este capítulo tem como objetivo estabelecer a PI-equivalência entre as álgebras

Mp,q(E) ⊗ Mr,s(E) e Mpr+qs,ps+qr(E), p, q, r, s ∈ N, com base nos resultados de Di

Vincenzo e Nardozza em [8]. Para isso, usando as graduações já obtidas para estas

álgebras, veremos que os ideais das suas identidades graduadas coincidem. Além disso,

vamos de�nir o que seriam identidades monomiais triviais em uma álgebra graduada e

veremos quatro tipos de álgebras matriciais que não possuem identidades monomiais

não triviais. Por �m, vamos estabelecer o conceito de graduações quase elementares

não isomorfas de Mp,q(E) e calcular o número total dessas graduações, com base nos

valores de p, q ∈ N.

Dados p, q ∈ N e n = p+ q, vamos considerar as álgebras Mn(E) e Mp,q(E) com

suas Zn×Z2-graduações quase elementares induzidas por uma permutação µ ∈ Sn, de-

notadas por (Mn(E), µ) e (Mp,q(E), µ), η a aplicação em 1.7 e Bp = {aEij : 1 ≤ i, j ≤ n,

a ∈ Eη(i)+η(j)} a base multiplicativa usual de Mp,q(E). O grau homogêneo de um ele-

mento na base Λ de Mn(E) ou em Bp é dado por |aEij|µ = (|Eij|µ, |a|2) (veja Exemplo

1.7.6).

Em todo o capítulo, F será um corpo de característica zero e G um grupo abeliano

escrito aditivamente. Para n ∈ N sejam

[n] = {1, 2, . . . , n}

e ι a permutação identidade em Sn.
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4.1 A álgebra Mα(E)

Nesta seção veremos que para qualquer permutação µ ∈ Sn a graduação induzida

por µ em Mn(E) é a mesma, a menos de isomor�smo graduado, porém o mesmo não

vale para a álgebraMp,q(E) ⊆Mn(E). Assim, poderemos considerar apenas (Mn(E), ι)

e vamos de�nir a subálgebraMα(E) de (Mn(E), ι) que será de fundamental importância

para as próximas seções, pelo isomor�smo graduado que obteremos entre esta álgebra

e Mp,q(E).

Observação 4.1 Dadas µ, σ ∈ Sn, considere a transformação linear

T : (Mn(E), µ) −→ (Mn(E), σ)

aEij 7−→ T (aEij) = aEσ−1µ(i),σ−1µ(j)

.

onde i, j ∈ [n], a ∈ E. Temos que T leva base em base, donde é um isomor�smo

de espaços vetoriais, e vemos facilmente que T preserva produto. Portanto, T é um

isomor�smo de álgebras. Além disso, para i, j ∈ [n], temos

|T (aEij)|σ = |aEσ−1µ(i),σ−1µ(j)|σ = (|Eσ−1µ(i),σ−1µ(j)|σ, |a|2)

= (σσ−1µ(j)− σσ−1µ(i), |a|2)

= (µ(j)− µ(i), |a|2) = |aEij|µ

e daí T é um isomor�smo Zn × Z2-graduado. Assim (Mn(E), µ) 'Zn×Z2 (Mn(E), σ),

para quaisquer µ, σ ∈ Sn. A�rmamos que o mesmo não é válido para a subálgebra

Mp,q(E) de Mn(E). De fato, considere n = 4, p = q = 2 e σ = (2 3) ∈ S4, e sejam

(M2,2(E), σ) = R =
⊕

(t,δ)∈Z4×Z2

R(t,δ),

(M2,2(E), ι) = M =
⊕

(t,δ)∈Z4×Z2

M(t,δ),

as Z4 × Z2-graduações em M2,2(E) induzidas por ι e σ. Suponha que R(1,0) 6= {0}.
Então existem a ∈ E0 e i, j ∈ [4] tais que aEij ∈ B2∩R(1,0), e daí 0 = |a|2 = η(i) +η(j)

(η(i) = η(j)) e σ(j)− σ(i) = 1. Assim, se i = 1, temos

i = 1⇒ σ(j)− σ(1) = 1⇒ σ(j)− 1 = 1⇒ σ(j) = 2⇒ j = 3,

donde

0 = η(1) = η(i) = η(j) = η(3) = 1,

uma contradição. Analogamente para i = 2, 3 e 4 obtemos a mesma contradição.

Logo R(1,0) = {0}. Agora note que dado qualquer a ∈ Eη(1)+η(2) = E0, temos aE12 ∈
B2 ∩M(1,0), e daí o espaço M(1,0) possui dimensão in�nita.
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Desta forma, se ψ : (M2,2(E)), σ) → (M2,2(E)), ι) é um isomor�smo Z4 × Z2-

graduado, então ψ(R(1,0)) = M(1,0), uma contradição, pois R(1,0) = {0} e dim(M(1,0)) =

∞, e a a�rmação segue.

Pela forma do grau em Zn, vamos considerar apenas a álgebra (Mn(E), ι), pois

(Mn(E), σ) 'Zn×Z2 (Mn(E), ι), para qualquer σ ∈ Sn. Além disso, esse isomor�smo

não necessariamente é válido para a subálgebra Mp,q(E) de (Mn(E), ι), ou seja, dada

µ ∈ Sn, nem sempre temos um isomor�smo graduado entre (Mp,q(E), µ) e (Mp,q(E), ι).

Nesse sentido, considere a transformação linear

ϕµ : (Mp,q(E), µ) −→ (Mn(E), ι)

aEij 7−→ ϕµ(aEij) = aEµ(i),µ(j)

.

Vemos facilmente que ϕµ é um homomor�smo de álgebras e é injetivo, pois leva Bp em

um conjunto linearmente independente. Além disso,

|aEµ(i),µ(j)|ι = (ιµ(j)− ιµ(i), |a|2) = (µ(j)− µ(i), |a|2) = |aEij|µ,

e portanto ϕµ é um homomor�smo injetivo Zn × Z2-graduado, ou seja, obtemos a

subálgebra ϕµ(Mp,q(E)) de (Mn(E), ι) que é isomorfa (isomor�smo Zn×Z2-graduado)

a (Mp,q(E), µ) e possui graduação induzida por ι. Os elementos de ϕµ(Bp) constituem

uma base Zn × Z2-multiplicativa para ϕµ(Mp,q(E)).

Observação 4.2 Considere a subálgebra ϕµ(Mp,q(E)) de (Mn(E), ι), para algum µ ∈
Sn. Sejam Pµ = {µ(1), . . . , µ(p)} ⊆ [n] e α : [n]→ Z2 dada por

α(i) =

{
0, se i ∈ Pµ
1, se i /∈ Pµ

.

De�na Mα(E) como sendo o F -espaço vetorial com base Γα = {aEij : a ∈ Eα(i)+α(j)}.
Note que α(µ(i)) = η(i), para todo i ∈ [n]. Assim, dado aEij ∈ Bp, temos que

a ∈ Eη(i)+η(j) = Eα(µ(i))+α(µ(j)) = Eα(k)+α(l),

onde k = µ(i) e l = µ(j), e daí

ϕµ(aEij) = aEµ(i),µ(j) = aEkl ∈ Γα.

Logo ϕµ(Bp) ⊆ Γα. De modo semelhante obtemos a inclusão contrária. Portanto

ϕµ(Mp,q(E)) = Mα(E).
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Reciprocamente, considere uma aplicação α : [n]→ Z2 onde o número de elemen-

tos i ∈ [n] tais que α(i) = 0 (ou α(i) = 1) é igual a p. Sejam i1, . . . , ip esses elementos

e {j1, . . . , jq} = [n]\{i1, . . . , ip}. Assim, considerando a permutação

µ =

(
1 2 · · · p p+ 1 · · · n

i1 i2 · · · ip j1 · · · jq

)
∈ Sn,

temos que α(µ(i)) = η(i), para o caso α(i) = 0, e α(µ(i)) = η(i) + 1, para o caso

α(i) = 0, para todo i ∈ [n], e daí em ambos os casos, com uma argumento análogo ao

do início da observação, segue que (Mp,q(E), µ) 'Zn×Z2 Mα(E).

Desta forma estudar a álgebra Zn × Z2-graduada (Mp,q(E), µ) é equivalente a

estudar a subálgebra Mα(E) de (Mn(E), ι).

De forma similar ao caso da álgebraMp,q(E) na observação anterior, considerando

a Znm × Z2-graduação para o produto tensorial de Mp,q(E) por Mr,s(E) do Exemplo

1.7.7, obtemos que Mp,q(E) ⊗Mr,s(E) 'Znm×Z2 Mα(E) ⊗Mβ(E), para determinadas

aplicações α : [n] → Z2 e β : [m] → Z2, p, q, r, s ∈ N, com n = p + q e m = r + s.

Combinando as bases Γα e Γβ obtemos a base multiplicativa B = {aEij⊗ bEuv : aEij ∈

Γα, aEuv ∈ Γβ} de Mα(E)⊗Mβ(E). O grau homogêneo de elementos em B é dado por

|aEij ⊗ bEuv| = (m(j − i) + (v − u), |a|2 + |b|2) ∈ Znm × Z2,

e para a álgebra Mα(E) por

|aEij|ι,α = (j − i, |a|2) = (j − i, α(i) + α(j)) ∈ Zn × Z2,

pela forma do grau homogêneo nas álgebras Mp,q(E) ⊗Mr,s(E) e Mp,q(E) e pela Ob-

servação 4.2.

4.2 Identidades Zn×Z2-graduadas deMp,q(E) eMp,q(E)⊗
Mr,s(E)

Nesta seção vamos encontrar geradores para os ideais das identidades graduadas

deMα(E)⊗Mβ(E) eMα(E), onde α e β são aplicações como na Observação 4.2. Com

isso, será possível estabelecer a PI-equivalência entre as álgebras Mp,q(E)⊗Mr,s(E) e

Mpr+qs,ps+qr(E), onde p, q, r, s ∈ N.

No que segue nesta seção seja

A = Mα(E)⊗Mβ(E) =
⊕

(t,δ)∈Znm×Z2

A(t,δ),
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com sua Znm×Z2-graduação obtida anteriormente via isomor�smos graduados e a base

Znm × Z2-multiplicativa

B = {aEij ⊗ bEuv : i, j ∈ [n], u, v ∈ [m], a ∈ Eα(i)+α(j), b ∈ Eβ(u)+β(v)}.

Denote o Znm × Z2-grau homogêneo para um elemento de A por | · | e o seu Znm-grau

homogêneo por | · |nm.

Observação 4.3 Dados i, j ∈ [n], u, v ∈ [m] com

m(j − i) = u− v, (4.1)

então i = j e u = v. De fato, se i 6= j, então m(j − i) ≥ m ou m(j − i) ≤ −m e, em

qualquer um dos casos, (4.1) não é verdadeira, pois −m < u − v < m. Assim, i = j,

donde u = v, por (4.1).

Observação 4.4 Dados i, j ∈ [n], u, v ∈ [m] e a, b ∈ E, temos que |aEij⊗bEuv|nm = 0

se, e somente se, i = j e u = v. De fato, suponha que m(j − i) + (v − u) = 0. Temos

que −nm < m(j − i) + (v − u) < nm, pois 1− n ≤ j − i ≤ n− 1 e −m < v − u < m,

daí

m(j − i) + (v − u) = 0⇔ m(j − i)− (u− v) = 0⇔ m(j − i) = u− v.

Então i = j e u = v, pela Observação 4.3. A implicação contrária é óbvia.

Assim, dados i ∈ [n] e u ∈ [m] temos que |aEii⊗bEuu|nm = 0, com a ∈ Eα(i)+α(i) =

E0 e b ∈ Eβ(u)+β(u) = E0, donde |aEii⊗bEuu| = (0, 0). Se A(0,1) 6= {0}, existem i, j ∈ [n],

u, v ∈ [m] e a, b ∈ E tais que x = aEij⊗bEuv ∈ A(0,1), ou seja, |x|nm = 0 e |a|2+|b|2 = 1,

e daí, pelo que foi feito anteriormente, i = j e u = v, donde |a|2 + |b|2 = 0, uma

contradição. Então A(0,1) = {0}. Assim, todo monômio em F 〈X|Znm × Z2〉 com grau

homogêneo (0, 1) é uma identidade para A.

Seja N o conjunto dos polinômios multilineares graduados

x1x2 − x2x1, |x1| = |x2| = (0, 0) ∈ Znm × Z2, (4.2)

x1xx2 − x2xx1, |x1| = |x2| = −|x| = (t, 0) ∈ Znm × Z2, (4.3)

x1xx2 + x2xx1, |x1| = |x2| = −|x| = (t, 1) ∈ Znm × Z2. (4.4)

Lema 4.2.1 Os polinômios em N são identidades graduadas de A, ou seja, N ⊆
TZnm×Z2(A).
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Demonstração: O polinômio (4.2) é uma identidade para A, pois os elementos na

componente (0, 0) são matrizes diagonais com entradas em E0 = Z(E), as quais comu-

tam. Como os polinômios em N são multilineares, basta substituir por elementos de

B. Assim, seja

wh = ahEihjh ⊗ bhEuhvh ∈ B, h = 1, 2, 3,

com |w1| = |w3| = −|w2|. Se w1w2w3 6= 0, então

0 6= w1w2 = a1a2Ei1j1Ei2j2 ⊗ b1b2Eu1v1Eu2v2 ,

donde j1 = i2, v1 = u2 e w1w2 = a1a2Ei1j2 ⊗ b1b2Eu1v2 . Além disso, temos

|w1| = −|w2| ⇒ m(j1 − i1) + (v1 − u1) = −(m(j2 − i2) + (v2 − u2))

⇒ m(j1 − i1 + j2 − i2) + (v1 − u1 + v2 − u2) = 0

⇒ 0 = m(j2 − i1) + (v2 − u1) = |w1w2|nm,

daí, pela Observação 4.4, segue que i1 = j2 e u1 = v2. Analogamente, usando que

w2w3 6= 0, obtemos j2 = i3, v2 = u3, j3 = i2 e v3 = u2, ou seja, w3w2w1 6= 0.

Reciprocamente, supondo w3w2w1 6= 0, de forma semelhante ao argumento anterior,

obtemos que w1w2w3 6= 0. Assim, por contra-positiva, w1w2w3 = 0 se, e somente se,

w3w2w1 = 0, donde (4.3) e (4.4) anulam-se no caso em que o produto dos w′is é nulo.

Agora se w1w2w3 6= 0, sejam i = i1, j = j1, u = u1 e v = v1. Pelo que foi feito, temos

w1 = a1Ei1j1 ⊗ b1Eu1v1 = a1Eij ⊗ b1Euv,

w2 = a2Ei2j2 ⊗ b2Eu2v2 = a2Eji ⊗ b2Evu,

w3 = a3Ei3j3 ⊗ b3Eu3v3 = a3Eij ⊗ b3Euv,

e daí

w1w2w3 = a1a2a3Eij ⊗ b1b2b3Euv,

w3w2w1 = a3a2a1Eij ⊗ b3b2b1Euv.

Em (4.3) temos |ah|2 = |bh|2, h = 1, 2, 3, e daí se a1a2a3 = −a3a2a1, então b1b2b3 =

−b3b2b1, e se a1a2a3 = a3a2a1, então b1b2b3 = b3b2b1, pelas propriedades dos elementos

em E0 e E1. Assim, temos w1w2w3 = w3w2w1 e (4.3) se anula. Agora, em (4.4), temos

|ah|2 = 1 + |bh|2, h = 1, 2, 3, daí se a1a2a3 = −a3a2a1, então b1b2b3 = b3b2b1, e se
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a1a2a3 = a3a2a1, então b1b2b3 = −b3b2b1, donde w1w2w3 = −w3w2w1 e (4.4) também

se anula. Desta forma os polinômios em N são identidades de A. �

Vamos denotar por I o TZnm×Z2-ideal gerado pelo conjunto N e, dado w um

elemento homogêneo em uma álgebra Znm × Z2-graduada, seja δ(w) ∈ Z2 a segunda

componente do seu Znm × Z2-grau.

Lema 4.2.2 Sejam f e f ′ monômios multilineares nas mesmas variáveis e S uma

substituição standard na base B tal que f ′|S = cf |S 6= 0, para algum c ∈ F . Então

f ′ ≡ cf (mod I).

Demonstração: Sejam f = x1 · · ·xd e f ′ = fσ = xσ(1) · · ·xσ(d), onde σ ∈ Sd. Vamos

aplicar indução em d. Se d = 1 o resultado é válido, pois f = f ′. Então suponha que

d > 1. Se σ = IdSd temos f = f ′ e o resultado segue. Então suponha que σ(j) 6= j,

para algum j ∈ {1, . . . , d}, digamos para j = 1, caso contrário, basta renomear as

variáveis.

Seja

wh = ahEihjh ⊗ bhEuhvh ∈ B, h = 1, . . . , d,

a substituição standard S. Como f ′|S = cf |S 6= 0, segue que

jp−1 = ip, jσ(p−1) = iσ(p), vp−1 = up, e vσ(p−1) = uσ(p), p = 2, . . . , d,

i1 = iσ(1) e u1 = uσ(1).
(4.5)

Temos que σ(1) 6= (1), donde σ−1(1) > 1. Assim, tome

t = min{k′ ≤ d : σ−1(k′) < σ−1(1)}.

Note que t > 1, pois 1 /∈ {k′ ≤ d : σ−1(k′) < σ−1(1)}; e σ−1(1) > σ−1(t− 1) contraria

a minimalidade de t, donde σ−1(1) ≤ σ−1(t− 1). Sejam

l = σ−1(t), h = σ−1(1) e k = σ−1(t− 1).

Suponha l = 1. Temos

|f [1,h−1]
σ |nm = |wσ(1) · · ·wσ(h−1)|nm = m(jσ(h−1) − iσ(1)) + (vσ(h−1) − uσ(1)),

|f [h,k]
σ |nm = |wσ(h) · · ·wσ(k)|nm = m(jσ(k) − iσ(h)) + (vσ(k) − uσ(h)),



4.2. Identidades Zn × Z2-graduadas de Mp,q(E) e Mp,q(E)⊗Mr,s(E) 91

e, por (4.5), temos

jσ(h−1) − iσ(1) = iσ(h) − i1 = i1 − i1 = 0,

vσ(h−1) − uσ(1) = uσ(h) − u1 = u1 − u1 = 0,

jσ(k) − iσ(h) = jt−1 − i1 = it − i1 = iσ(l) − i1 = iσ(1) − i1 = i1 − i1 = 0,

vσ(k) − uσ(h) = vt−1 − u1 = ut − u1 = uσ(l) − u1 = uσ(1) − u1 = u1 − u1 = 0,

donde |f [1,h−1]
σ |nm = |f [h,k]

σ |nm = 0. Além disso, δ(f [1,h−1]
σ ) = δ(f

[h,k]
σ ) = 0, pois, caso

contrário, teríamos que esses monômios seriam identidades graduadas de A (A(0,1) =

{0}), o que não ocorre, pois f [1,h−1]
σ |S 6= 0 e f [h,k]

σ |S 6= 0. Assim,

|f [1,h−1]
σ | = |f [h,k]

σ | = (0, 0).

Como I contém (4.2), podemos comutar elementos de grau (0, 0) módulo I, e daí

f ′ = f [1,h−1]
σ f [h,k]

σ f [k+1,d]
σ ≡ f [h,k]

σ f [1,h−1]
σ f [k+1,d]

σ (mod I),

e f [h,k]
σ = xσ(h) · · ·xσ(k) = x1xσ(h+1) · · · xσ(k), ou seja,

f ′ ≡ x1f
′′(x2, . . . , xd) (mod I),

onde f ′′(x2, . . . , xd) = xσ(h+1) · · · xσ(k)f
[1,h−1]
σ f

[k+1,d]
σ ∈M.

Se l > 1, de forma semelhante ao argumento anterior e a demonstração do Lema

2.2.4, obtemos |f [1,l−1]
σ |nm = −|f [l,h−1]

σ |nm = |f [h,k]
σ |nm e, por (4.5), temos

α(iσ(1)) + α(jσ(l−1)) + β(uσ(1)) + β(vσ(l−1))=α(jσ(h−1)) + α(iσ(l)) + β(vσ(h−1)) + β(uσ(l))

= α(iσ(h)) + α(jσ(k)) + β(uσ(h)) + β(vσ(k)).

Logo δ = δ(f
[1,l−1]
σ ) = δ(f

[l,h−1]
σ ) = δ(f

[h,k]
σ ). Assim, por (4.3) e (4.4),

f [1,l−1]
σ f [l,h−1]

σ f [h,k]
σ ≡ ±f [h,k]

σ f [l,h−1]
σ f [1,l−1]

σ (mod I);

dependendo do valor de δ. Portanto

f ′ = f [1,l−1]
σ f [l,h−1]

σ f [h,k]
σ f [k,d]

σ ≡ c′f [h,k]
σ f [l,h−1]

σ f [1,l−1]
σ f [k,d]

σ (mod I),

onde c′ ∈ {−1, 1}, e f [h,k]
σ inicia com x1. Então, independente do valor de l,

f ′ ≡ c′x1f
′′(x2, . . . , xd) (mod I),
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onde f ′′(x2, . . . , xd) ∈M, c′ ∈ F , e daí

c′w1f
′′(w2, . . . , wd) = f ′|S = cf |S = cw1w2 · · ·wd 6= 0.

Portanto w1(c′f ′′(w2, . . . , wd)− cw2 · · ·wd) = 0 e, como cf |S 6= 0, segue que

c′f ′′(w2, . . . , wd) = cw2 · · ·wd 6= 0.

Assim, aplicando indução nos monômios f ′′ = f ′′(x2, · · · , xd) e x2 · · ·xd, segue que

f ′′ ≡ c′′x2 · · · xd (mod I), onde c′′ =
c

c′
,

e então

f ′ ≡ c′x1f
′′(x2, . . . , xd) ≡ c′

c

c′
x1x2 · · ·xd ≡ cf (mod I).

�

Teorema 4.2.3 Seja G = Znm × Z2. Então TG(A) é o ideal gerado por N ∪ (M∩
TG(A)), ou seja, pelos polinômios em N juntamente com os monômios que são identi-

dades graduadas de A.

Demonstração: Pelo Lema 4.2.1, os polinômios em N são identidades de A e, por

4.2.2 as hipóteses da Proposição 1.7.17 são satisfeitas para A com sua Znm × Z2-

graduação e base homogênea e multiplicativa B, donde temos o resultado. �

Assim, pelos isomor�smos graduados já mencionados, obtemos os geradores do

ideal das identidades Znm × Z2-graduadas para a álgebra Mp,q(E) ⊗ Mr,s(E), com

p, q, r, s ∈ N e n = p+ q, m = r + s.

Teorema 4.2.4 Sejam G = Zp+q × Z2 e N ′ os mesmos polinômios graduados em

N , porém com graduação em G. Considere Mp,q(E) com sua G-graduação herdada

de Mn(E), n = p + q ∈ N. Então o ideal da identidades graduadas de Mp,q(E) é

gerado por N ′ juntamente com os monômios que são identidades de Mp,q(E), ou seja,

TG(Mp,q(E)) é o TG-ideal gerado por N ′ ∪ (M∩ TG(Mp,q(E))).

Demonstração: Considere A = Mα(E), N = N ′ e I o ideal gerado por N ′ nos Lemas

4.2.1 e 4.2.2. Assim, de forma semelhante às suas demonstrações com

wh = ahEihjh ∈ Γα, h = 1, . . . , d
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estes lemas também são válidos para a álgebra Mα(E). Logo, o resultado segue da

Proposição 1.7.17 e do fato de que Mα(E) 'Zn×Z2 Mp,q(E). �

Observação 4.5 Sejam α : [n] → Z2, β : [m] → Z2 e ε : [nm] → Z2 aplicações

como na Observação 4.2. Então as álgebras Mα(E) ⊗Mβ(E) e Mε(E) possuem uma

Znm × Z2-graduação como vimos anteriormente. Assim, pelos teoremas anteriores,

temos que o conjunto N faz parte dos geradores do ideal das identidades graduadas

tanto de Mα(E)⊗Mβ(E), quanto de Mε(E).

Observação 4.6 Dados n,m ∈ N, para todo t ∈ [nm] existe um único par (i, u) ∈
[n] × [m], tal que t = m(i − 1) + u. De fato, colocando o conjunto [nm] como uma

sequência, basta observar que

[nm] = 1 2 · · ·m︸ ︷︷ ︸
m

m(2− 1) + 1 · · ·m(2− 1) +m︸ ︷︷ ︸
m

· · ·m(n− 1) + 1 · · ·m(n− 1) +m︸ ︷︷ ︸
m

pode ser dividido em n pedaços de tamanho m cada um, e cada termo é dado por

m(i− 1) + u, com i ∈ [n], u ∈ [m]. Dados t ∈ [nm] e dois pares (i1, u1), (i2, u2), com

m(i1 − 1) + u1 = t = m(i2 − 1) + u2, temos que m(i1 − i2) = u2 − u1, e daí i1 = i2 e

u1 = u2, pela Observação 4.3, donde segue a unicidade.

Dadas duas aplicações α : [n]→ Z2 e β : [m]→ Z2 como na Observação 4.2, com

n = p+q e m = r+s, considere as álgebrasMα(E) ⊆Mn(E) eMβ(E) ⊆Mm(E). Pela

observação anterior, dado t ∈ [nm] existe um único par (i, u) ∈ [n]× [m] satisfazendo

t = m(i− 1) + u. Então podemos de�nir a aplicação

ε : [nm] −→ Z2

t 7−→ ε(t) = α(i) + β(u)
,

a qual, pela Observação 4.2, de�ne uma subálgebra Mε(E) de Mnm(E). Temos que

α(i) = 0 para p valores de i ∈ [n], β(u) = 0 para r valores de u ∈ [m] e daí

α(i) = β(u) = 0 para pr pares (i, u) ∈ [n] × [m]. Além disso, α(i) = 1 para q va-

lores de i ∈ [n] e β(u) = 1 para s valores de u ∈ [m], donde α(i) = β(u) = 1 para qs

pares (i, u) ∈ [n] × [m]. Logo, α(i) = β(u) para pr + qs pares em [n] × [m]. Como

ε(t) = 0 se, e somente se, α(i) = β(u), obtemos que ε(t) = 0 para pr + qs valores

t ∈ [nm]. Sendo nm = (pr + qs) + (ps + qr), temos que ε(t) = 1 para ps + qr valores

em [nm] e, pela Observação 4.2, a álgebra Mε(E) é isomorfa a Mpr+qs,ps+qr(E).

Dessa forma, vamos estabelecer a PI-equivalência entre as álgebras

A = Mα(E) ⊗ Mβ(E) e Mε(E), e assim teremos via isomor�smos graduados a PI-

equivalência entre Mp,q(E)⊗Mr,s(E) e Mpr+qs,ps+qr(E).
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Teorema 4.2.5 As álgebras A = Mα(E)⊗Mβ(E) e Mε(E) são PI-equivalentes como

álgebras Znm × Z2-graduadas. Em particular, são PI-equivalentes.

Demonstração: Vamos mostrar queM∩TZnm×Z2(A) =M∩TZnm×Z2(Mε(E)). Tome

f = f(x1, . . . , xd) = x1 · · ·xd ∈M, com f /∈ TZnm×Z2(A), então existem elementos

wl = alEiljl ⊗ blEulvl ∈ B, l = 1, . . . , d,

tais que 0 6= f(w1, . . . , wd) = w1 · · ·wd, com |xl| = |wl|. Para cada l ∈ {1, . . . , d}, seja

então hl = m(il − 1) + ul e kl = m(jl − 1) + vl e de�na zl = Ehljl ∈ Mnm(F ). Além

disso, tome c1, . . . , cd ∈ E, com cl ∈ Eε(hl)+ε(kl) e c1 · · · cd 6= 0, e considere yl = clEhlkl ∈

Mε(E). Como w1 · · ·wd 6= 0, temos jl = il+1 e vl = ul+1, para l = 1, . . . , d− 1, e daí

kl = m(jl − 1) + vl = m(il+1 − 1) + ul+1 = hl+1, l = 1, . . . , d− 1.

Assim

z1z2 · · · zd = Eh1k1Eh2k2 · · ·Ehdkd = Eh1kd 6= 0.

Temos

|cl|2 = ε(hl) + ε(kl) = α(il) + β(jl) + α(vl) + β(ul) = |al|2 + |bl|2 = δ(wl) = δ(xl),

e

kl − hl = m(jl − 1) + vl − (m(il − 1) + ul) = m(jl − il) + (vl − ul) = |wl|mn = |xl|mn.

e daí |clEhlkl | = |xl|, l = 1, . . . , d. Então podemos substituir em f , donde obtemos

f(y1, . . . , yd) = c1 · · · cdEh1k1 · · ·Ehdkd = c1 · · · cdEh1kd 6= 0.

Portanto, f /∈ TZnm×Z2(Mε(E)).

Reciprocamente, se f = f(x1, . . . , xd) = x1 · · · xd /∈ TZnm×Z2(Mε(E)), então exis-

tem z1, . . . , zd na base multiplicativa de Mε(E), com 0 6= f(z1, . . . , zd) = z1 · · · zd
e |zl| = |xl|, l = 1, . . . , d, digamos zl = clEhlkl . Pela Observação 4.6, para cada

l = 1, . . . , d, existem il, jl ∈ [n] e ul, vl ∈ [m], tais que hl = m(il − 1) + ul e

kl = m(jl − 1) + vl. De�na então

wl = alEiljl ⊗ blEulvl ∈ B,
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com al ∈ Eα(il)+α(jl), bl ∈ Eβ(ul)+β(vl) e a1 · · · adb1 · · · bd 6= 0. De modo análogo ao

argumento anterior, obtemos |wl| = |xl|, para cada l = 1, . . . , d. Além disso, como

z1 · · · zd 6= 0, temos kl = hl+1, para l = 1, . . . , d− 1. Por outro lado,

kl = hl+1 ⇒ m(jl − 1) + vl = m(il+1 − 1) + ul+1

⇒ m(jl − il+1) = ul+1 − vl, (4.6)

e daí jl = il+1 e ul+1 = vl, para l = 1, . . . , d− 1, pela Observação 4.3. Assim,

w1 · · ·wd = a1 · · · adEi1j1 · · ·Eidjd ⊗ b1 · · · bdEu1v1 · · ·Eudvd

= a1 · · · adb1 · · · bdEi1jdEu1vd 6= 0.

Portanto f(w1, . . . , wd) 6= 0 e f /∈ TZnm×Z2(A).

Por contra-positiva, obtemos que as identidades monomiais de A e Mε(E)

são as mesmas. Combinando isto com a Observação 4.5, obtemos TZnm×Z2(A) =

TZnm×Z2(Mε(E)). Em particular, pela Proposição 1.7.15, temos T (A) = T (Mε(E)),

ou seja, as álgebras Mα(E)⊗Mβ(E) e Mε(E) são PI-equivalentes. �

4.3 Identidades monomiais multilineares de Mp,q(E)

Durante esta seção vamos enfatizar a álgebraMp,q(E), n = p+q, com sua Zn×Z2-

graduação obtida no Exemplo 1.7.6. Argumentando de modo semelhante à Observação

4.4, vemos que se m é um monômio multilinear em F 〈X|Zn × Z2〉, com |m| = (0, 1),

então m é uma identidade graduada para Mp,q(E). Portanto, Mp,q(E) possui identi-

dades monomiais multilineares graduadas, o que não ocorre com a álgebra de matrizes

Zn-graduada Mn(F ) (ver capítulo 2). Observemos que uma indeterminada x ∈ X é

uma identidade monomial para uma álgebra A = ⊕g∈GAg G-graduada se, e somente

se, a componente A|x| é nula.

Nesse sentido, vamos de�nir o que são identidades monomiais triviais e determinar

sob que condições na aplicação α : [n] → Z2 a álgebra Mα(E) (isomorfa a Mp,q(E))

possui identidades monomiais triviais.

Dada uma aplicação α : [n] → Z2, denote α = α(1)α(2) · · ·α(n) como uma

sequência.
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De�nição 4.3.1 Considere a álgebra livre F 〈X|G〉. Sejam A = ⊕g∈GAg uma álgebra

G-graduada, I0 = {x ∈ X : A|x| = 0} e I0 o TG-ideal gerado por I0. De�na

M0 =M∩ I0.

Os elementos emM0 são chamados de identidades monomiais triviais.

Na de�nição anterior, sendo I ′0 = {f ∈ F 〈X|G〉 : A|f | = 0}, então I0 é o espaço ve-

torial gerado pelo conjunto {h1fh2 : f ∈ I ′0, h1, h2 ∈ F 〈X|G〉}. Assim, sem(x1, . . . , xn)

é uma identidade monomial não trivial, então A|xi| 6= 0, para cada i = 1, . . . , n.

Considere a álgebra Zn × Z2-graduada Mα(E) ⊆ Mn(E) e a álgebra de matrizes

de ordem n com sua base multiplicativa natural β = {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n}. De�nindo a

aplicação | · |ι×α : β → Z2 dada por

|Eij|ι×α = (j − i, α(i) + α(j)) ∈ Zn × Z2, (4.7)

obtemos uma Zn×Z2-graduação paraMn(F ), pois | · |ι×α satisfaz (1.4). Vamos denotar

Mn(F ) com essa graduação por (Mn(F ), ι× α).

Observação 4.7 Considere Mα(E) e sua base multiplicativa Γα. Dado aEij ∈ Γα,

temos

|aEij|ι,α = (j − i, |a|2) = (j − i, α(i) + α(j)) = |Eij|ι×α (4.8)

em (Mn(F ), ι × α). Seja m = m(x1, . . . , xr) = x1 · · ·xr, r ∈ N, um monômio em

F 〈X|Zn × Z2〉. Suponha que m ≡ 0 em (Mn(F ), ι× α) e seja

x1 = a1Ei1j1 , . . . , xr = arEirjr

uma substituição standard S na base Γα. Por ser substituição standard e por (4.8),

temos que |xl| = |alEiljl |ι,α = |Eiljl |ι×α, l = 1, . . . , r, e daí podemos fazer a substituição

x1 = Ei1j1 , . . . , xr = Eirjr .

Como m é identidade de (Mn(F ), ι × α), segue que m(Ei1j1 , . . . , Eirjr) = 0. Assim,

temos que

m(a1Ei1j1 , . . . , arEirjr) = a1 · · · arEi1j1 · · ·Eirjr = 0.

Logo, como S é arbitrária, segue que m ≡ 0 em Mα(E).

Reciprocamente, sem não é identidade de (Mn(F ), ι×α), existem Ei1j1 , . . . , Eirjr ∈
β, com |Eiljl |ι×α = |xl|, tais que

m(Ei1j1 , . . . , Eirjr) = Ei1j1 · · ·Eirjr 6= 0.
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Assim, para l = 1, . . . , r, tome al ∈ Eα(il)+α(jl) com a1 · · · ar 6= 0, e daí |xl| = |Eiljl |ι×α =

|alEiljl |ι,α e

m(a1Ei1j1 , . . . , arEirjr) = a1 · · · arEi1j1 · · ·Eirjr 6= 0,

ou seja, por contra-positiva, se m ≡ 0 emMα(E), então (Mn(F ), ι×α) também satisfaz

m.

Desta forma, as identidades monomiais Zn × Z2-graduadas de Mα(E) e

(Mn(F ), ι× α) são as mesmas.

No que segue na seção, seja

A = (Mn(F ), ι× α) =
⊕

(k,γ)∈Zn×Z2

A(k,γ) (4.9)

com graduação obtida de (4.7), para alguma α : [n]→ Z2, e de�na

a = E12 + E23 + E34 + · · ·+ En−1,n + En1 ∈Mn(F ).

Então

a2 = E13 + E24 + E35 + · · ·+ En−2,n + En−1,1 + En2 ∈Mn(F ).

Observação 4.8 Vemos facilmente que

det(a) =

{
1, se n é ímpar

−1, se n é par
,

e daí det(as) = (±1)s 6= 0. Assim, as é invertível, para qualquer s ∈ N. Além disso,

para n par, det(a2) = (−1)(−1) = 1, e daí a−2 = (1/det(a2))a2 = a2, onde a2 é a

matriz adjunta de a2. Logo, observando que a matriz dos cofatores de a2 é ela mesma,

segue que

a−2 = a2 = (a2)t = E31 + E42 + E53 + · · ·+ En,n−2 + E1,n−1 + E2n,

onde (a2)t é a matriz transposta de a2.

As duas próximas proposições têm demonstrações semelhantes, então faremos

uma única prova para os dois resultados.

Proposição 4.3.2 Para todo n ≥ 1 a álgebra Mω(E) ⊆ Mn(E), onde ω : [n] → Z2 é

dada por ω(i) = 0 (ou ω(i) = 1), para todo i ∈ Zn, não possui identidades monomiais

não triviais.

Proposição 4.3.3 Sejam n ≡ 0 (mod 2) e π = π(1)π(2) · · · π(n) = 0101 · · · 01. Então

Mπ(E) ⊆Mn(E) não possui identidades monomiais não triviais.
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Demonstração: Primeiro observe que se n = 1 na Proposição 4.3.2, então Mω(E) '

M1,0(E) ' E0, e daí esta álgebra não possui identidades monomiais, inclusive as não

triviais. Suponha n ≥ 2. Sejam α ∈ {ω, π} e δ = α(2) ∈ Z2, e considere a álgebra

graduada A = (Mn(F ), ι× α). Temos que

2− 1 = 3− 2 = 4− 3 = · · · = n− (n− 1) = 1− n = 1. (4.10)

• Se α = π, então δ = π(2) = 1. Além disso,

π(j − 1) + π(j) = 1 = δ, j = 2, . . . , n

e π(n)+π(1) = 1 = δ. Combinando isto com (4.10) temos que o grau homogêneo

de cada somando de a é (1, δ), donde a ∈ A(1,δ).

• Se α = ω, então δ = ω(2) = 0. Além disso,

ω(j − 1) + ω(j) = 0 + 0 = 0 = δ, j = 2, . . . , n

e ω(n) + ω(1) = 0 = δ. Logo de modo análogo ao caso anterior segue que

a ∈ A(1,δ).

Em ambos os casos a ∈ A(1,δ). Além disso, se A(1,δ+1) 6= {0}, existe Eij ∈ A(1,δ+1),

com i, j ∈ [n] e j − i = 1. Logo, Eij é uma das componentes de a, e daí Eij pertence

a A(1,δ). Assim, Eij ∈ A(1,δ) ∩A(1,δ+1), uma contradição, pois como a soma é direta em

(4.9) temos A(1,δ) ∩ A(1,δ+1) = {0}. Portanto A(1,δ+1) = {0}.

Dado s ∈ N, temos que as ∈ A(s,sδ), pois (4.9) é uma graduação, e com o mesmo

argumento anterior onde mostramos que A(1,δ+1) = {0}, obtemos A(s,sδ+1) = {0}.

Agora suponha que existe m(x1, . . . , xp) = x1 · · ·xp identidade monomial não

trivial para (Mn(F ), ι × α). Então, A|xi| 6= {0}, para cada i = 1, . . . , p. Variando

s ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, os espaços A(s,sδ) 6= 0 e A(s,sδ+1) = 0 cobrem todas as com-

ponentes homogêneas de A, ou seja, dada uma componente A(k,γ) em (4.9), existe

s ∈ {0, 1, . . . , n − 1} tal que A(k,γ) é igual a A(s,sδ) 6= {0} ou igual a A(s,sδ+1) = {0}.

Assim, para cada i = 1, . . . , p, existe si ∈ {0, 1, . . . , n−1} tal que A|xi| = A(si,siδ) 6= {0}

ou a A(si,siδ+1) = {0}. Mas A|xi| 6= {0}, e então A|xi| = A(si,siδ). Tomando então as

matrizes asi ∈ A|xi| devemos ter

0 = m(as1 , . . . , asp) = as1 · · · asp ,
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uma contradição, pois cada asi é invertível. Portanto, não existe identidade monomial

não trivial para (Mn(F ), ι × α), e o mesmo vale para Mα(E), com α = ω ou α = π,

pela Observação 4.7. �

Observação 4.9 Dadas α1, α2 : [n] → Z2 tais que α1(i) = α2(i + 1), para todo i ∈
{1, . . . , n − 1}, e α1(n) = α2(1), temos que Mα1(E) 'Zn×Z2 Mα2(E). De fato, tome

σ = (1 2 · · · n) ∈ Sn e considere a transformação linear

T : Mα1(E) −→ Mα2(E)

aEij 7−→ T (aEij) = aEσ(i)σ(j)

.

Vemos facilmente que T é um isomor�smo de álgebras. Além disso, temos

|aEσ(i)σ(j)|ι,α2 = (σ(j)− σ(i), α2(σ(i)) + α2(σ(j)))

= (j + 1− (i+ 1), α2(i+ 1) + α2(j + 1))

= (j − i, α1(i) + α1(j)) = |aEij|ι,α1 ,

para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n − 1}, e para i ou j iguais a n, usando que σ(n) = 1,

também temos |aEσ(i)σ(j)|ι,α2 = |aEij|ι,α1, donde T é um isomor�smo Zn×Z2-graduado.

Proposição 4.3.4 Sejam 0 < n ≡ 0 (mod 4) e

ρ1 = ρ1(1) · · · ρ1(n) = 0110︸︷︷︸ 0110︸︷︷︸ · · · 0110︸︷︷︸ (n/4 blocos),

ρ2 = ρ2(1) · · · ρ2(n) = 0011︸︷︷︸ 0011︸︷︷︸ · · · 0011︸︷︷︸ (n/4 blocos).

As álgebras Mρ1(E) e Mρ2(E) não possuem identidades monomiais não triviais.

Demonstração: Note que ρ1(i) = ρ2(i + 1), para todo i ∈ {1, . . . , n − 1}, e ρ1(n) =

ρ2(1), e daí Mρ1(E) 'Zn×Z2 Mρ2(E), pela Observação 4.9. Assim, basta mostrar que

Mρ1(E) não possui identidades monomiais não triviais. Considere então a álgebra

graduada A = (Mn(F ), ι× ρ1) e seja β sua base natural.

Suponha que A possui identidade monomial não trivial. Dentre os monômios que

são identidades não triviais tome

f = f(x1, . . . , xt) = x1x2 · · · xt−1xt = x1f
′xt,

com comprimento mínimo, ou seja, com o menor t possível, onde f ′ = x2 · · ·xt−1. Note

que t ≥ 2, pois se t = 1 teríamos que f = x1 seria uma variável, e daí, sendo identidade,

deveríamos ter A|f | = 0, e f seria trivial.
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Seja (hi, εi) = |xi|, i = 1, . . . , t. Vamos escrever a ≡ b para denotar a ≡ b (mod 4)

e (a, γ) ≡ (b, γ) para denotar (a, γ) = (b, γ) com a ≡ b (mod 4), γ ∈ Z2. Note que se

a ≡ b (mod n), então a ≡ b, pois n ≡ 0. Desse modo, dado Eij ∈ β ∩ A(k,γ) temos que

j − i = k, donde j − i ≡ k (mod n) e daí j − i ≡ k, e ρ1(i) + ρ1(j) = γ.

Pela forma de ρ1, dado k ∈ [n] temos que se k ≡ 0 ≡ 4 ou k ≡ 1, então ρ1(k) = 0,

e se k ≡ 2 ou k ≡ 3, então ρ1(k) = 1, ou seja, o valor de ρ1(k) �ca determinado pela

congruência de k com os valores de 1 a 4. Assim, dados i, j ∈ [n], temos

se ρ1(i) = ρ1(j) =


0, então

 i ≡ 1 ou i ≡ 4

j ≡ 1 ou j ≡ 4

1, então

 i ≡ 2 ou i ≡ 3

j ≡ 2 ou j ≡ 3

. (4.11)

Vamos analisar os possíveis casos para k ∈ [n].

(1) Seja k ≡ 2. Supondo que A(k,0) 6= {0}, então existem i, j ∈ [n] tais que

Eij ∈ A(k,0). Assim j − i ≡ k (mod n), donde j − i ≡ k ≡ 2, e de

ρ1(i) + ρ1(j) = 0⇒ ρ1(i) = ρ1(j),

temos os possíveis valores de i e j em (4.11). Para i, j ≡ 1, por exemplo, temos

2 ≡ j − i ≡ 1− 1 = 0,

uma contradição. De modo semelhante, nos outros casos também obtemos contra-

dições, e logo A(k,0) = {0}. Como estamos considerando ρ1 temos

a ∈ A(1,0) ⊕ A(1,1). Então escrevendo a = x + y, com x ∈ A(1,0) e y ∈ A(1,1),

temos que

aa = x2 + xy + yx+ y2 ∈ A(2,0) ⊕ A(2,1),

pois x2, y2 ∈ A(2,0) e xy, yx ∈ A(2,1). Indutivamente, obtemos que ak ∈ A(k,0) ⊕

A(k,1) = A(k,1). (A(k,0) = {0}).

(2) Se k ≡ 0, obtemos de modo semelhante ao caso anterior que A(k,1) = 0 e

ak ∈ A(k,0) ⊕ A(k,1) = A(k,0).
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(3) Se k ≡ 1 ou k ≡ 3, temos que [n] = {i ∈ [n] : ∃j ∈ [n] tal que Eij ∈ A(k,δ)}∪{j ∈

[n] : ∃i ∈ [n] tal que Eij ∈ A(k,δ)} = Θ, para algum δ ∈ Z2. De fato, tome s ∈ [n]

e δ ∈ Z2. Sejam

i =

 s− k , se s > k

s− k + n, , se s ≤ k
e j =

 s+ k, , se s+ k ≤ n

s+ k − n , se s+ k > n
.

Temos que j − i ≡ 2k (mod n) e daí, como n ≡ 0 e k ≡ 1 ou k ≡ 3, segue

que j − i ≡ 2k ≡ 2. Assim, pela forma de ρ1, temos que ρ1(i) 6= ρ1(j) e daí

ρ1(s) + ρ1(i) = δ ou ρ1(s) + ρ1(j) = δ. Logo obtemos Eis ∈ A(k,δ) ou Esj ∈ A(k,δ),

donde s ∈ Θ e portanto [n] ⊆ Θ. A inclusão contrária é óbvia, então [n] = Θ.

Suponha h1, ht ≡ 2. Temos que |x1| = (h1, ε1) e |xt| = (ht, εt). Se ε1 = εt = 1,

por (1), podemos substituir x1 e xt por matrizes invertíveis, e daí f ′ é uma identidade

monomial não trivial de comprimento menor que t, o que contraria a minimalidade de

t. Para ε1 = 0 ou εt = 0, por (1), temos que A(h1,ε1) = {0} ou A(ht,εt)
= {0}, donde f é

trivial, uma contradição. De modo análogo, supondo h1, ht ≡ 0 e usando (2) chegamos

em contradições. Portanto, h1 e ht não podem ser congruentes a 0 ou a 2 módulo 4.

De (3) temos que nenhuma componente A(k,γ) é nula, para k ≡ 1, 3, γ ∈ Z2, e

daí, analisando os elementos Eij ∈ β dessas componentes, obtemos de (4.11) a tabela

k γ i j

k ≡ 1 (mod 4) 0 par ímpar

k ≡ 1 (mod 4) 1 ímpar par

k ≡ 3 (mod 4) 0 ímpar par

k ≡ 3 (mod 4) 1 par ímpar

(4.12)

onde usamos que se i, j ≡ 1, 3 ou i, j ≡ 2, 4, então i e j são ambos ímpares ou pares,

respectivamente. Assim, para k ≡ 1, as componentes A(k,0) e A(k,1) são geradas como

espaços vetoriais pelos conjuntos

β1 = {E2,k+2, E4,k+4, . . . , En−k−1,n−1, En−k+1,1, En−k+3,3, . . . , En−2,k−2, En,k},

β2 = {E1,k+1, E3,k+3, . . . , En−k−2,n−2, En−k,n, En−k+2,2, . . . , En−3,k−3, En−1,k−1},

respectivamente, e para k ≡ 3, β2 gera A(k,0) e β1 gera A(k,1).



4.3. Identidades monomiais multilineares de Mp,q(E) 102

Temos que a2 é inversível com a−2 = (a2)t (ver Observação 4.7). Assim seja

ψ : A −→ A

x 7−→ ψ(x) = a−2xa2 = (a2)txa2

o automor�smo graduado induzido por a2. Dados i, j ∈ [n], pela forma de a2 e a−2,

existem k, l ∈ [n], tais que

ψ(Eij) = a−2Eija
2 = EkiEijEjl = Ekl 6= 0,

e podemos ver ψ como uma aplicação que leva i em k e j em l, ou seja, com abuso de no-

tação denotamos ψ(Eij) = Eψ(i)ψ(j), e ψ ∈ Sn. Avaliando ψ no conjunto

{E12, E34, E56, . . . , En−1,n, En1}, vemos facilmente que ψ = (135 · · ·n − 1)(246 · · ·n) ∈

Sn. Logo, quando k ≡ 1, 3, dados Eij, Epl ∈ βm, m = 1, 2 , basta compor o automor-

�smo ψ com ele mesmo um número conveniente de vezes e obtemos um automor�smo

θ de A tal que θ(Eij) = Epl.

Pela minimalidade de t, o monômio x1f
′ não pode ser identidade. Então existe

substituição standard S da forma

x1 = Eij1 , x2 = Ei2j2 , . . . , xt−1 = Eit−1j

em β tal que (x1f
′)|S = Eij 6= 0, com |Eij| = |x1f

′|, i, j ∈ [n]. Note que dado

qualquer monômio multilinear Zn × Z2-graduado M , temos que |M | ≡ (k, γ), onde

(k, γ) ∈ {(r, s) : r = 0, 1, 2, 3, s ∈ Z2}. Assim vamos analisar os possíveis casos para

M = x1f
′.

Se |x1f
′| ≡ (2, 0) ou (0, 1), então por (1) e (2) temos x1f

′ trivial, o que não pode

ocorrer e esses dois casos não são possíveis.

Se |x1f
′| ≡ (1, 0) ou (3, 1), então j é ímpar (ver tabela (4.12)) e |xt| ≡ (1, 1)

ou (3, 0), pois ht não pode ser congruente a 0 ou 2, e se |xt| ≡ (1, 0) ou (3, 1), temos

|x1f
′xt| ≡ (2, 0) ou (0, 1) e daí, por (1) e (2), f = x1f

′xt seria trivial. Analogamente,

se |x1f
′| ≡ (1, 1) ou (3, 0), então j é par e |xt| ≡ (1, 0) ou (3, 1). Em ambos os casos

obtemos um elemento Eju ∈ A(ht,εt)
, onde Eju ∈ β2 para o primeiro caso e Eju ∈ β1 no

segundo caso, já que os primeiros índices das matrizes em β1 são ímpares e em β2 são

pares, e cobrem todos os valores em [n]. Assim, basta tomar S ′ a substituição S com

xt = Eju e temos

f |S′ = EijEju = Eiu 6= 0,



4.3. Identidades monomiais multilineares de Mp,q(E) 103

donde f não é identidade, uma contradição.

No caso em que |x1f
′| ≡ (2, 1) ou (0, 0), temos que t > 2, pois se t = 2, então

x1f
′ = x1, e daí h1 ≡ 2 ou 0, o que não pode ocorrer. Temos f ′|S = Ej1j e seja

|f ′| = (h, ε). Então h1 +h ≡ 2 ou 0, donde h ≡ 1 ou 3, pois h1 não pode ser congruente

a 0 ou 2. Por outro lado, como f ′xt não pode ser identidade, pela minimalidade de

t, existe substituição standard S∗ em β tal que (f ′xt)|S∗ = Epq 6= 0, p, q ∈ [n], e daí

existe algum r ∈ [n] tal que f ′|S∗ = Epr e |Epr| = |f ′| = |Ej1j| = (h, ε). Assim, como

h ≡ 1, 3, pelo que foi comentado acima, existe automor�smo graduado θ de A tal que

θ(Ej1j) = Epr (θ(j1) = p e θ(j) = r). Considere então a substituição standard S ′′ dada

por

x1 = θ(Eij1), x2 = θ(Ei2j2), . . . , xt−1 = θ(Eit−1j), xt = Erq.

Temos

f |S′′ = θ(Eij1)θ(Ej1j)Erq = Eθ(i)θ(j1)Eθ(j1)θ(j)Erq = Eθ(i)rErq = Eθ(i)q 6= 0,

e portanto f não é identidade, uma contradição.

Desta forma (Mn(F ), ι × ρ1) não possui identidade monomial não trivial, e o

mesmo vale para Mρ1(E), pela Observação 4.7. �

Observação 4.10 Tome α : [n] → Z2 e seja β = α + 1 : [n] → Z2 dada por β(i) =

α(i) + 1, i ∈ Zn. Temos que

Γβ = {aEij : a ∈ Eβ(i)+β(j)} = {aEij : a ∈ Eα(i)+1+α(j)+1} = {aEij : a ∈ Eα(i)α(j)} = Γα

e daí α e β determinam a mesma subálgebra de (Mn(E), ι).

Veremos agora que as únicas álgebras da forma Mα(E) que não possuem identi-

dades monomiais não triviais são as determinadas nas proposições anteriores.

Teorema 4.3.5 Seja n ≥ 1 e suponha que Mα(E) ⊆ Mn(E) não possui identidades

monomiais não triviais. Então

i) Mα(E) = Mω(E) ou

ii) Mα(E) = Mπ(E) e n ≡ 0 (mod 2) ou

iii) Mα(E) ∈ {Mρ1(E),Mρ2(E)} e n ≡ 0 (mod 4),

onde ω, π, ρ1 e ρ2 são as mesmas aplicações das Proposições 4.3.2, 4.3.3 e 4.3.4.
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Demonstração: Seja

R = Mα(E) =
⊕

(k,γ)∈Zn×Z2

R(k,γ), (4.13)

com Zn × Z2-graduação herdada de (Mn(E), ι). Podemos supor α(1) = 0, pois α e

β = α + 1 determinam a mesma subálgebra de (Mn(E), ι), pela Observação 4.10, e

α(1) = 0 ou β(1) = 0.

Se α = ω, então R = Mω(E) e temos (i) . Suponha α 6= ω. Então observando a

álgebra Mp,q(E), n = p + q, isomorfa a R, vemos que q ≥ 1, pois se q = 0, teríamos

p = n e α(i) = 0, para todo i ∈ [n], donde α = ω. Logo o elemento aEn1 ∈ Mp,q(E),

a ∈ E , deve ter grau homogêneo (1− n, 1) = (1, 1), e daí sua imagem pelo isomor�smo

graduado que existe entre Mp,q(E) e R (veja observação 4.2) pertence a R(1,1), ou seja,

R(1,1) 6= {0}. Como (4.13) é graduação temos que EiiREjj ⊆ R((j−i),α(i)+α(j)), para

quaisquer i, j ∈ [n], e daí segue facilmente que

R1 := R(1,0) ⊕R(1,1) = E11RE22 ⊕E22RE33 ⊕ · · · ⊕En−1,n−1REnn ⊕EnnRE11. (4.14)

Se R(1,0) = {0}, então R1 = R(1,1), e daí, por (4.14), temos α(i) + α(i + 1) = 1,

para i = 1, . . . , n− 1 e α(1) + α(n) = 1. Assim, de α(1) + α(2) = 1 obtemos α(2) = 1,

pois α(1) = 0; daí, de α(2) + α(3) = 1, segue que α(3) = 0, e seguindo com o processo

obtemos

α(i) =

 0, se i é ímpar

1, se i é par
.

Além disso, α(n) = α(1) + α(n) = 1 e n é par. Portanto R(1,0) = {0} implica α =

α(1) · · ·α(n) = 0101 · · · 01 = π e n par. Reciprocamente, se α = π e n é par, temos

α(i) + α(i + 1) = 1, para i = 1, . . . , n − 1, e α(1) + α(n) = 1, donde não existem

i, j ∈ [n] tais que Eij ∈ R(1,0), e portanto R(1,0) = {0}. Logo, R(1,0) = {0} se, e somente

se, α = π e n é par, donde temos (ii).

Agora suponha α 6= ω, π, ou seja, R(1,0) 6= {0}, e considere a sequência

α(1) + α(2), α(2) + α(3), . . . , α(n− 1) + α(n), α(n) + α(1) (4.15)

a qual é não constante, pois como α 6= ω, a mesma não é formada apenas por zeros, e

de α 6= π existe i ∈ [n] tal que α(i) = α(i+ 1). Em (4.15), seja t o maior comprimento

de uma subsequência composta apenas por zeros consecutivos (considerando o ciclo).

Por exemplo, se n = 5 e α = 00110 então a sequência é 01010 e t = 2. Temos que
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R(k,0) 6= {0}, para k ∈ {1, . . . , t}. De fato, tome k ∈ {1, . . . , t}. Usando os índices dos

k primeiros termos da subsequência composta por zeros de tamanho t, podemos tomar

k elementos pertencentes a R(1,0) tais que o produto é não nulo e pertence a R(k,0), pois

(4.13) é uma graduação.

Considere a aplicação α de forma cíclica, ou seja, se k > n então α(k) = α(l),

onde l = k e l ∈ {1, . . . , n}.

A�rmamos que m = m(x1, . . . , xt+1) = x1x2 · · · xtxt+1 é identidade graduada em

Mα(E), onde |xl| = (1, 0), l = 1, . . . , t + 1. Supondo o contrário, existem alEiljl ∈ Γα

tais que

m(a1Ei1j1 , . . . , atEit+1jt+1) = a1a2 · · · atat+1Ei1j1Ei2j2 · · ·EitjtEit+1jt+1 6= 0,

onde

|aEiljl |ι,α = (jl − il, α(il) + α(jl)) = |xl| = (1, 0), l = 1, . . . , t+ 1.

Então il+1 = jl, para l = 1, . . . , t, e também jl ≡ il + 1 (mod n) donde

0 = α(il) + α(jl) = α(il) + α(il + 1), l = 1, . . . , t+ 1,

pois elementos em uma mesma classe de Zn possuem o mesmo valor pela aplicação α.

Assim obtemos a subsequência

α(i1) + α(j1), α(i2) + α(j2), . . . , α(it) + α(jt), α(it+1) + α(jt+1) =

= α(i1) + α(i1 + 1), α(i2) + α(i2 + 1), . . . , α(it) + α(it + 1), α(it+1) + α(it+1 + 1)

= α(i1)+α(i1+1), α(i1+1)+α(i1+2), . . . , α(i1+t−1)+α(i1+t), α(i1+t)+α(i1+t+1)

de (4.15) formada por t+ 1 zeros, o que contraria a maximalidade de t, e a a�rmação

segue.

Temos que |m| = (t+ 1, 0), e daí se R(t+1,0) 6= {0} obtemos uma identidade

monomial não trivial para Mα(E), uma contradição. Logo R(t+1,0) = {0}. Vamos

supor inicialmente que a sequência (4.15) é da forma

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
t

1 δ1 δ2 · · · 1, (4.16)
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a qual termina com 1 pela maximalidade de t. Assim

α(1) = 0 e α(1) + α(2) = 0 ⇒ α(2) = 0,

α(2) = 0 e α(2) + α(3) = 0 ⇒ α(3) = 0,

...
...

...

α(t) = 0 e α(t) + α(t+ 1) = 0 ⇒ α(t+ 1) = 0,

daí, como R(t+1,0) = {0}, devemos ter

α(1) + α(t+ 2) = 1 ⇒ α(t+ 2) = 1,

α(2) + α(t+ 3) = 1 ⇒ α(t+ 3) = 1,

α(3) + α(t+ 4) = 1 ⇒ α(t+ 4) = 1,

...
...

...

α(t) + α(t+ t+ 1) = 1 ⇒ α(t+ t+ 1) = 1,

α(t+ 1) + α(t+ t+ 2) = 1 ⇒ α(t+ t+ 2) = 1,

pois se i, j ∈ [n] são tais que α(i)+α(j) = 0 e j − i = t+ 1, obtemos 0 6= Eij ∈ R(t+1,0).

Portanto
δ1 = α(t+ 2) + α(t+ 3) = 1 + 1 = 0,

δ2 = α(t+ 3) + α(t+ 4) = 1 + 1 = 0,
...

...
...

...

δt = α(t+ t) + α(t+ t+ 1) = 1 + 1 = 0.

Logo, a sequência (4.15) tem a forma

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
t

1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
t

1 · · · 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
t

1, (4.17)

e daí x1x2 é identidade de Mα(E), com |x1| = |x2| = (1, 1), pois, caso contrário,

argumentando de forma semelhante à a�rmação que m é identidade, obtemos i ∈ [n]

tal que α(i)+α(i+1) = 1 e α(i+1)+α(i+2) = 1, o que é uma contradição por (4.17).

Assim R(2,0) = {0}, pois se R(2,0) 6= {0} temos que x1x2 é uma identidade monomial

não trivial (|x1x2| = (2, 0)).

Se a sequência (4.15) não tiver a forma (4.16), basta usar os mesmos argumentos

anteriores substituindo os t primeiros termos pelos termos de uma subsequência de

comprimento t formada por zeros, e assim obtemos o mesmo formato em (4.17), mas
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não necessariamente a sequência inicia com zero ou termina com 1, e pode ocorrer de

uma das subsequências de zeros estar dividida entre o �nal de toda a sequência e o

início da mesma de forma cíclica.

Vamos analisar os dois possíveis valores para α(1) + α(2).

• Seja α(1) + α(2) = 1. Como R(2,0) = {0} devemos ter α(i) + α(i + 2) = 1, para

i = 1, . . . , n− 2, α(n− 1) + α(1) = 1 e α(n) + α(2) = 1. Daí

α(2) + α(3) = α(1) + α(2) + α(1) + α(3) = 1 + 1 = 0,

α(3) + α(4) = α(2) + α(3) + α(2) + α(4) = 0 + 1 = 1,

α(4) + α(5) = α(3) + α(4) + α(3) + α(5) = 1 + 1 = 0,

α(5) + α(6) = α(4) + α(5) + α(4) + α(6) = 0 + 1 = 1,

e no �nal da sequência obtemos

α(n) + α(1) = α(n) + α(2) + α(1) + α(2) = 1 + 1 = 0,

α(n− 1) + α(n) = α(n− 1) + α(1) + α(n) + α(1) = 1 + 0 = 1.

Portanto a sequência (4.15) tem a forma 1010 · · · 10.

• Se α(1) + α(2) = 0, de modo análogo ao caso anterior, usando que R(2,0) = {0},

obtemos que a sequência (4.15) tem a forma 0101 · · · 01.

Nos primeiro e segundo casos temos

α = ρ1 = 0110︸︷︷︸ 0110︸︷︷︸ · · · 0110︸︷︷︸ e α = ρ2 = 0011︸︷︷︸ 0011︸︷︷︸ · · · 0011︸︷︷︸,
respectivamente. Portanto Mα(E) = Mρ1(E) ou Mρ2(E) e claramente n ≡ 0 (mod 4),

o que completa a demonstração. �

4.4 Graduações não isomorfas para Mp,q(E)

Fixados p, q ∈ N e n = p+q, temos que para determinadas aplicações α, β : [n]→

Z2, com α 6= β, as graduações em Mp,q(E) obtidas de α e β, como na Observação 4.2,

podem não ser equivalentes (veja Observação 4.1). Nesse caso vamos dizer que α e β

correspondem a graduações não isomorfas paraMp,q(E). Nesse sentido, nosso principal

objetivo é determinar o número de graduações não isomorfas para Mp,q(E), p, q ∈ N.
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Em toda seção vamos considerar n = p + q, p, q ∈ N, com 1 ≤ q ≤ p e

α, β : [n] → Z2 aplicações dependendo de p e q como na Observação 4.2. Observe

que no caso em que q ou p são iguais a 0, então α é a aplicação nula ou α(i) = 1,

para todo i ∈ [n], e daí se β determina a mesma álgebra Mp,q(E) que α devemos ter

α = β, e portanto não temos isomor�smo não graduado. Para simpli�car as notações

vamos considerar [n] ciclicamente, ou seja, vamos escrever Zn em vez de [n]. Assim as

matrizes elementares vão ter a forma E00, E01, . . . e de forma semelhante escrevemos

α : Zn → Z2 e |aEij|ι,α = (j − i, α(i) + α(j)).

Seja

Ω = Zn2 = Z2 × Z2 × · · · × Z2︸ ︷︷ ︸
n vezes

.

Denotando cada α : Zn → Z2 como uma sequência com n coordenadas, vemos facil-

mente que Ω ' {α : α é uma aplicação de Zn em Z2}. Como subconjunto de Ω de�na

Ωp = {α ∈ Ω : 0 ocorre p vezes em α}.

Dados g ∈ Zn, (g, δ) ∈ Zn × Z2 e α ∈ Ωp, de�na g · α e (g, δ) · α como sendo as

aplicações

(g · α)(i) = α(i+ g) e ((g, δ) · α)(i) = (g · α + δ)(i) = (g · α)(i) + δ,

respectivamente, i ∈ Zn. Como g · α é apenas a aplicação α deslocada de acordo com

g ∈ Zn, segue que g · α ∈ Ωp, e não é difícil ver que g · α é uma ação de Zn em Ωp.

Além disso, se p = q também temos que (g, δ) · α pertence a Ωp e de�ne uma ação de

Zn × Z2 em Ωp. As Zn-órbitas e Zn × Z2-órbitas são os conjuntos

OZn(α) = {g · α : g ∈ Zn} e OZn×Z2(α) = {(g, δ) · α : (g, δ) ∈ Zn × Z2}, α ∈ Ωp,

respectivamente.

De�nição 4.4.1 Dado α : Zn → Z2 seja wα = wα(x0, . . . , xn−1) = x0x1 · · ·xn−1 onde

|xi| = (1, α(i) + α(i+ 1)) ∈ Zn × Z2, i = 0, . . . , n− 1.

Agora vamos estabelecer condições em α, β ∈ Ωp para queMα(E) 'Zn×Z2 Mβ(E).

Proposição 4.4.2 Sejam Mα(E) e Mβ(E) as subálgebras Zn × Z2-graduadas de

(Mn(E), ι), de�nidas na seção 4.1. São equivalentes:

(i) Mα(E) 'Zn×Z2 Mβ(E);
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(ii) wα não é identidade graduada de Mβ(E);

(iii) Existem δ ∈ Z2 e k ∈ Zn tais que β(k + i) = α(i) + δ, para todo i ∈ Zn. Em

particular, β = g · α + δ, onde g = −k ∈ Zn.

Demonstração: Suponha que existe T isomor�smo graduado de Mα(E) em Mβ(E),

e considere o monômio wα = wα(x0, . . . , xn−1) = x0x1 · · ·xn−1. Para i = 0, . . . , n − 1,

tome aiEi,i+1 ∈Mα(E), onde

|aiEi,i+1|ι,α = (i+ 1− 1, α(i) + α(i+ 1)) = (1, α(i) + α(i+ 1)) = |xi|

e a0a1 · · · an−1 6= 0. Assim podemos substituir em wα e temos

wα(a0E01, a1E12, . . . , an−1En−1,0) = a0a1 · · · an−1E01E12 · · ·En−1,0 = aE00 6= 0.

Como T é isomor�smo graduado devemos ter |T (aiEi,i+1)|ι,β = |aiEi,i+1|ι,α e

0 6= T (wα(a0E01, a1E12, . . . , an−1En−1,0)) = wα(T (a0E01), T (a1E12), . . . , T (an−1En−1,0)),

donde temos (ii).

Agora suponha (ii). Então existem y0, , . . . , yn−1 ∈ Γβ tais que

wα(y0, . . . , yn−1) = y0 · · · yn−1 6= 0 (4.18)

e |yi|ι,β = |xi| = (1, α(i) + α(i+ 1)), i = 0, . . . , n− 1. Se y0 = b0Ekj0 , então j0 − k = 1,

donde j0 = k + 1. Logo, por (4.18), devemos ter y1 = b1Ek+1,j1 , e daí j1 − (k + 1) =

1, donde temos j1 = k + 2. Repetindo esse argumento obtemos yi = biEk+i,k+i+1,

i = 0, . . . , n− 1. Assim, de |y0|ι,β = |x0|, temos β(k) + β(k + 1) = α(0) + α(1). Sendo

δ = α(0) + β(k) ∈ Z2, então

β(k + 1) = α(1) + α(0) + β(k) = α(1) + δ. (4.19)

Como |y1|ι,β = |x1|, temos β(k + 1) + β(k + 2) = α(1) + α(2). Combinando isto com

(4.19) temos β(k + 2) = α(2) + δ. Continuando, para |yi|ι,β = |xi|, i = 2, . . . , n − 1,

obtemos β(k+ i) = α(i)+δ, para todo i ∈ Zn. Em particular, tomando j = k+ i ∈ Zn,

temos i = j − k e daí

β(j) = α(j − k) + δ = α(j + g) + δ,
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onde g = −k, ou seja, β(j) = (g · α)(j) + δ, para todo j ∈ Zn, e temos β = g · α + δ,

com g = −k.

Finalmente, supondo (iii), basta tomar a transformação linear

ψ : Mα(E) −→ Mβ(E)

aEij 7−→ ψ(aEij) = aEk+i,k+j

.

Vemos facilmente que ψ é isomor�smo de álgebras. Além disso, por hipótese, temos

|ψ(aEij)|ι,β = (k + j − (k + i), β(k + i) + β(k + j))

= (j − i, α(i) + δ + α(j) + δ)

= (j − i, α(i) + α(j)) = |aEij|ι,α,

e portanto ψ é um isomor�smo graduado e temos (i). �

Tome α, β ∈ Ωp. De acordo com a proposição anterior, se escrevermos α =

α(0)α(1) · · ·α(n − 1), então Mα(E) 'Zn×Z2 Mβ(E) se, e somente se, β é obtida de α

deslocando-se k lugares (δ = 0), ou deslocando-se k lugares em α e somando 1 em

todas coordenadas (δ = 1), para algum k ∈ Zn, ou seja, β = g · α ou β = g · α + 1,

para algum g ∈ Zn. Com essa propriedade podemos calcular o número de graduações

quase elementares não isomorfas de Mp,q(E).

Teorema 4.4.3 Sejam n = p + q com 1 ≤ q ≤ p, ϑ(p, n) o número de graduações

quase elementares não isomorfas de Mp,q(E), ϕ a função de Euler e d = mdc(p, n).

• Se p 6= q, então

ϑ(p, n) =
1

n

∑
s|d

(
n/s

p/s

)
ϕ(s).

• Se p = q, então

ϑ(p, 2p) =
1

4p

∑
s|d

((
2p/s

p/s

)
ϕ(s) + 2p/sϕ(2s)

)
.

Demonstração: Pela Proposição 4.4.2, temos Mα(E) 'Zn×Z2 Mβ(E) se, e somente

se, β = g · α ou β = g · α + 1, para algum g ∈ Zn.

Suponha q < p. Dada α ∈ Ωp temos que g ·α+ 1 ∈ Ωq, g ∈ Zn, pois q é o número

de elementos em i ∈ Zn tais que (g · α)(i) = 1 e g · α + 1 é aplicação g · α somando

1 em todas coordenadas. Pela Observação 4.2, Mα(E) e Mg·α+1(E) são isomorfas
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(isomor�smos Zn × Z2-graduados) a (Mp,q(E), µ1) e (Mq,p(E), µ2), respectivamente,

para permutações µ1, µ2 ∈ Sn que induzem graduações em Mp,q(E) e Mq,p(E). Assim,

se Mα(E) 'Zn×Z2 Mβ(E) podemos desconsiderar o caso β = g · α + 1, pois neste

caso teríamos (Mp,q(E), µ1) 'Zn×Z2 (Mq,p(E), µ2), mas ϑ(p, n) são as graduações não

isomorfas deMp,q(E) com p e q �xos e p ≥ q, então β = g ·α, ou seja, α e β devem estar

na mesma órbita na ação de Zn em Ωp. Reciprocamente, se α e β pertencem a uma

mesma Zn-órbita, então Mα(E) 'Zn×Z2 Mβ(E), pela Proposição 4.4.2. Desse modo,

se não existir isomor�smo graduado entre Mα(E) e Mβ(E), então α e β devem estar

em Zn-órbitas diferentes. Portanto, as graduações quase elementares não isomorfas de

Mp,q(E) estão em correspondência biunívoca com o número de órbitas de Zn em Ωp,

donde basta estabelecer o total de Zn-órbitas.

Pela fórmula de Cauchy-Frobenius temos que

número de Zn-órbitas =
1

n

∑
g∈Zn

ν(g),

onde ν(g) é o número de pontos �xos por g ∈ Zn, ou seja, o total de elementos no

conjunto {α ∈ Ωp : g · α = α} (veja [14], capítulo 4, pag. 50).

Vamos determinar então ν(g), para cada g ∈ Zn. Dado l divisor de n, considere

s ∈ N tal que n = ls e g = l ∈ Zn. Observe que o(g) = s em Zn. Uma aplicação

α ∈ Ωp é �xa por g se, e somente se, tem a forma BB · · ·B, onde B = δ1δ2 · · · δl ∈ Zl2
e se repete s vezes em α. De fato, α é �xa por g se, e somente se, g · α = α, ou seja,

α(i) = α(i+ l), i = 0, · · · , n− 1, o que é equivalente a

δ1 = α(0) = α(l) = α(2l) = · · · = α((s− 1)l)

δ2 = α(1) = α(l + 1) = α(2l + 1) = · · · = α((s− 1)l + 1)
...

...
...

...
...

δl = α(l − 1) = α(2l − 1) = α(3l − 1) = · · · = α(n− 1)

(4.20)

e

α = α(0)α(1) · · ·α(l − 1)α(l)α(l + 1) · · ·α((s− 1)l)α((s− 1)l + 1) · · ·α(n− 1)

= δ1 δ2 · · · δl︸ ︷︷ ︸
B

δ1 δ2 · · · δl︸ ︷︷ ︸
B

· · · δ1 δ2 · · · δl︸ ︷︷ ︸
B

,

onde o número de repetições de B é n/l = s. Como temos p zeros em α ∈ Ωp, o número

de zeros em cada B deve ser p/s, daí s deve dividir p. Já que s|n e d = mdc(p, n)
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temos que s|d. Além disso, dados h1 e h2 em Zn, com o(h1) = o(h2), temos h1 = mh2,

para algum m ∈ N. Daí, dado α �xo por h2, por (4.20) segue que

α(i) = α(i+ h2) = α(i+mh2) = α(i+ h1), ∀i ∈ Zn,

e então α é �xo por h1. De modo análogo toda α �xa por h1 também é �xa por h2.

Assim ν(h1) = ν(h2). Sendo ϕ a função de Euler, o número de elementos com mesma

ordem s em Zn é dado por ϕ(s). Observe agora que dada α ∈ Ωp �xa por g ∈ Zn, com

o(g) = s, então s|d e α �ca determinada pela escolha de B com p/s zeros. Como B tem

comprimento l, temos
(
l
p/s

)
formas de montá-lo, onde l = n/s, ou seja, ν(g) =

(
n/s
p/s

)
, e

esse mesmo número é adicionado ϕ(s) vezes, pois ν(h1) = ν(h2) quando o(h1) = o(h2).

Portanto

ϑ(p, n) = número de Zn-órbitas =
1

n

∑
g∈Zn

ν(g) =
1

n

∑
s|d

(
n/s

p/s

)
ϕ(s).

Agora suponha p = q (n = 2p e d = p) e considere a ação de Zn × Z2 em Ωp.

De modo semelhante ao argumento anterior, temos que Mα(E) 'Zn×Z2 Mβ(E) se, e

somente se, α e β pertencem a mesma Zn ×Z2-órbita, daí basta determinar o total de

Zn × Z2-órbitas. Novamente pela fórmula de Cauchy-Frobenius temos

número de Zn × Z2-órbitas =
1

2n

∑
(g,δ)∈Zn×Z2

ν(g, δ),

onde ν(g, δ) é o número de pontos �xos por (g, δ) ∈ Zn × Z2.

O valor de
∑
ν(g, 0) é igual ao da fórmula anterior, pois neste caso estamos

considerando β = g · α. Resta calcular então ν(g, 1) para g ∈ Zn. Dado l ∈ N divisor

de n, considere s ∈ N tal que l = n/s e g = l ∈ Zn. Uma aplicação α ∈ Ωp é �xa por

(g, 1) se, e somente se, tem a forma CC · · ·C, onde

C = δ1 δ2 · · · δl δ1 + 1 δ2 + 1 · · · δl + 1.

De fato, α é �xa por (g, 1) se, e somente se, g · α+ 1 = α, ou seja, α(i) = α(i+ l) + 1,

para todo i = 0, . . . , n− 1, o que é equivalente a

δ1 = α(0) = α(l) + 1 = α(2l) = α(3l) + 1 = · · ·

δ2 = α(1) = α(l + 1) + 1 = α(2l + 1) = α(3l + 1) + 1 = · · ·
...

...
...

...
...

δl = α(l − 1) = α(2l − 1) + 1 = α(3l − 1) = α(4l − 1) + 1 = · · ·
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e temos

δ1 + 1 = α(l) = α(3l) = · · · = α((s− 1)l)

δ2 + 1 = α(l + 1) = α(3l + 1) = · · · = α((s− 1)l + 1)
...

...
...

...

δl + 1 = α(2l − 1) = α(4l − 1) = · · · = α(n− 1)

ou seja,

α = α(0) · · ·α(l) · · ·α(2l − 1)α(2l) · · ·α((s− 1)l)α((s− 1)l + 1) · · ·α(n− 1)

= δ1 δ2 · · · δl δ1 + 1 δ2 + 1 · · · δl + 1︸ ︷︷ ︸
C

· · · δ1 δ2 · · · δl δ1 + 1 δ2 + 1 · · · δl + 1︸ ︷︷ ︸
C

.

Seja t o número de repetições de C. Como C tem tamanho 2l, então t = n/2l = s/2, e

temos s = 2t. Além disso, t|p, pois l = n/s = 2p/2t = p/t. Desta forma, para encontrar

uma aplicação α ∈ Ωp que é �xa por (g, 1) ∈ Zn × Z2, com o(g) = s, basta determinar

C com l = p/t zeros. Temos 2l formas de escolher C dessa forma, pois independente

da escolha dos valores de δ1, . . . , δl, obtemos l zeros em C. Então ν(g, 1) = 2l = 2p/t.

Além disso, de modo análogo ao caso p 6= q, também temos que elementos de mesma

ordem em Zn �xam as mesmas aplicações em Ωp. Assim 2p/t é adicionado ϕ(s) = ϕ(2t)

vezes. Portanto, chamando de s o número de repetições de C, temos

ϑ(p, 2p) = número de Zn × Z2-órbitas

=
1

2n

∑
(g,δ)∈Zn×Z2

ν(g, δ)

=
1

4p

 ∑
(g,0)∈Zn×Z2

ν(g, 0) +
∑

(g,1)∈Zn×Z2

ν(g, 1)


=

1

4p

∑
s|p

(
n/s

p/s

)
ϕ(s) +

∑
t|p

2p/tϕ(2t)


=

1

4p

∑
s|p

((
n/s

p/s

)
ϕ(s) + 2p/sϕ(2s)

)
.

�
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