Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo das hipersuperficies tipo-espago imersas
no ambiente —R x H", exibindo condigoes para que tais hipersuperficies sejam slices
{to} x H". Para uma melhor compreensao das demonstragoes e dos resultados, inser-
imos processos de diferenciacao, calculos de gradientes e Laplacianos que, juntamente
com o principio do maximo de Omori-Yau, foram cruciais no desenvolvimento dos re-
sultados que, em sua maioria sao do tipo Bernstein. Também incluimos um resultado

do tipo Calabi.

Palavras chave: variedades Lorentzianas, hipersuperficies tipo-espago, curvatura

média, graficos inteiros, espago hiperbodlico.



Abstract

In this work we present a study of the spacelike hypersurfaces immersed in the
manifold —R x H" providing sufficient conditions for such hypersurfaces be slices,
{to} x H". For a better understanding of the proofs and results, we have added dif-
ferentiation processes, gradient computations and Laplacians which jointly with the
Omori-Yau Maximum Principle were crucial in the developing of the results whose are

mostly Bernstein-type. In the elapsing we also included Calabi-type results.

Keywords: Lorentzian manifolds, spacelike hypersurfaces, mean curvature, entire

graphs, hyperbolic space.
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Introducao

O estudo das variedades semi-Riemannianas se torna necessario a partir de 1905
com a apresentacao da teoria da relatividade por Einstein, uma vez que o espago euclid-
iano de dimensao 4, R*, munido de sua métrica usual ja nao satisfazia aos propositos de
estudo dos fisicos relativistas. Nete ambiente, as medidas de distancia entre dois even-
tos dependiam se o referencial era mével, enquanto um dos principios da Relatividade
Restrita diz que as leis da Fisica devem ser as mesmas em todos referenciais. O outro
principio diz que a velocidade da luz é constante no vacuo, o que provoca o aparec-
imento das transformacoes de Lorentz de um referencial em relagao a um outro. O
espaco de Lorentz-Minkowski —R x R?, também conhecido como espaco-tempo, tem a
sua métrica compativel com as transformagoes de Lorentz, isto ¢, a métrica é invariante
por estas transformagoes (para maiores detalhes ver [6], [8] e [10]).

As hipersuperficies tipo-espaco imersas em variedades Lorentzianas tém sido
largamente estudadas, principalmente aquelas que possuem curvatura média constante
(CMC) isto se justifica pelo fato destas hipersuperficies serem solugbes de proble-
mas variacionais. Um dos problemas abordados referentes a estes objetos é o es-
tudo da rigidez de hipersuperficies tipo-espaco imersas isometricamente em ambientes
Lorentzianos do tipo —R x M", onde M™ é uma variedade Riemanniana de dimen-
sao n. Recentemente L.J. Alias e A.G. Colares analisaram em [3] imersoes tipo-
espaco de hipersuperficies compactas em produtos warped da forma —R x; M™. Aqui
f R — (0,400), M & uma variedade Riemanniana compacta munida da métrica
—dt* + f(.,.)a, onde (., .)pm € a métrica de M™. Neste contexto, através de restrigoes
sobre as curvaturas médias de ordem superior H, (para maiores detalhes veja a Segao

2.1) e sobre a fungdo warping f, eles forneceram condigbes para que estas imersoes



7

sejam slices {t} x M™. Tais resultados s@o conhecidos na literatura como resultados
do tipo Bernstein.

Nesta dissertacao, consideramos o ambiente Lorentziano como sendo o produto
—R x H" onde H" ¢ o espago hiperbdlico n-dimensional, o qual é o modelo para as
variedades de curvatura seccional constante negativa. Neste ambito, também demon-
stramos resultados do tipo Calabi, onde buscamos condigoes para assegurar que uma
hipersuperficie seja maxima. Mais precisamente, provamos o seguinte
Teorema: Seja v : X" — —R x H" uma imersao tipo-espaco completacom curvatura
média constante. Suponha que a func¢ao altura h e a norma de seu gradiente Vh sejam
limitados em X". Entao X € uma hipersuperficie mdxima.

Devido a importancia do estudo de graficos para a obtencao de hipersuperficies,
apresentamos uma versao deste resultado que inclui também o conceito de gréfico
inteiro, condi¢cao que nem sempre implica que o grafico é completo como no caso dos
exemplos de A. L. Albujer (confira Se¢ao 4.1; veja também [2]).

Teorema: Seja X"(u) um grdfico inteiro vertical tipo-espago em —R x H" com
curvatura média constante, tal que u € limitada e |Du| < a com 0 < a < 1, entdo
¥"(u) € uma hipersuperficie mdxima.

Na perspectiva dos resultados do tipo Bernstein, apresentamos teoremas que
nos dao condigoes para que uma hipersuperficie tipo-espaco em —R x H" seja com-
pleta; estes resultados foram enunciados tanto na forma analitica quanto na forma
paramétrica. Através de um controle no crescimento da fung@o altura da hipersuperfi-

cie, concluimos que tal hipersuperficie é um slice.
Teorema: Seja 1 : X" — —R x H" uma tmersao de uma hipersuperficie tipo-

espaco completa com curvatura média constante H. Se a funcao altura h de " satisfaz

a2 < g2,
n—1

para alguma constante 0 < o < 1, entao X" tem que ser um slice.

Um fato curioso é que a restricao o < 1 é relevante no procedimento da demon-
stracao e por esta razao, nao podemos estender o resultado para englobar &« = 1. Em
verdade o que podemos fazer é exigir que H, seja constante e, assim, estendemos o

resultado para o = 1 como enunciado a seguir
Teorema: Seja ¢ : X" — —R x H" uma imersao tipo-espaco com curvaturas

médias H e Hy constantes satisfazendo



Vh] < ——H,
n—1
entao X" € um slice.
Este passo é importante, pois esta variagao pode ser mais expressiva em termos
de f(a) = % que é finito para o valores de « inferiores a 1 e ilimitados quando «
representa uma fungao que se aproxima de 1 pela esquerda.

Novamente impondo agora uma condicao de limitacao inferior sobre Hs obtemos

o seguinte resultado.

Teorema: Seja) : X" — —RxH" uma hipersuperficie tipo-espago com curvatura
média H constante e Hy limitada inferiormente. Suponha que a fungao altura h de 3"
satisfaz

2 o 2
V < ——|A

onde 0 < a < 1 e |A]* ¢ o quadrado da morma de Hilbert-Schmidt de A. Entio X"

deve ser um slice.



Capitulo 1

Elementos para variedades

Semi-Riemannianas

1.1 Tensores

Para um estudo das variedades semi-Riemannianas, apresentamos brevemente
alguns conceitos tuteis e diversas vezes necessarios para o entendimento dos resultados

principais descritos neste trabalho.

Definicao 1.1 Dados inteiros r,s > 0, nao ambos nulos e um espaco vetorial sobre
um corpo K, chamamos de tensor do tipo (r,s) sobre V a uma fun¢ao K-multilinear
A: (V) x Vs = K .

De modo analogo, definimos o campo de tensores em uma variedade diferenciavel
como sendo uma funcado A : X*(M)" x X(M)* — §(M) uma aplicagdo multilinear no
anel das fungoes F(M) = C*(M), onde X(M) é o mdédulo dos campos de vetores sobre
M e X*(M) o seu respectivo dual. Denotamos também por T%(M) o conjunto de todos

os tensores do tipo (r, s) sobre M. Por convengao (M) = F(M).

Exemplo 1 Sejam X um campo e 6 uma 1-forma sobre M, entio A : X*(M) x
X(M) — §(M) definida por A(0,X) = 0(X) € um tensor do tipo (1,1).

Podemos somar de maneira natural dois tensores desde que ambos sejam do
mesmo tipo, enquanto definimos a multiplicacao para quaisquer dois tensores da seguinte

forma
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A® B: X (M) x 2(M)** — §(M)

Para A € T/(M) e b € T7,(M) dado por

AR B(OY,..,07 Xy, . Xeyw) = A0, .07, Xy, ..., X,).B(0Y,....,07 X1, ..., Xy)

1.1.1 Identificacoes

Temos TY(M) = X*(M) e identificamos (M) = X(M), pois a cada V € X(M)
associamos V = A : X*(M) — (M) da forma V(0) = 6(V). Esta identificacio é
injetiva e, portanto, bijetiva, uma vez que M tem dimensao finita.

Os tensores do tipo (0, s) sdo chamados de covariantes enquanto os do tipo (r,0)
sao chamados contravariantes. Note que, se A for covariante e B for contravariante,
entao A® B = B® A. No entanto, a comutatividade nem sempre ocorre. De fato, se
0, e O, representam dois campos coordenados de uma variedade M e dz', dz? sao seus

duais, entao

dz' ® dz*(0y,05) = dx' (0y)dx?(9;) = 1
dz® @ dx'(0y,05) = dx?(0)dx* (92) = 0
logo
de' @ do? # d2® ® da?
Similarmente aos campos de vetores os campos de tensores podem ser vistos

pontualmente conforme nos sugere a seguinte

Proposicao 1.2 Sejamp € M e A € T(M) e 0*,...,0" e 01, ...,0" 1-formas tais que
0_; = 9;, 1<i<7r)eXi,.,X,eXy,..., X, campos tais que X;, = X; (1 <i<ys)

entao

A0, ...,07, X1, ..., X )(p) = A0, ...,0", X1, ..., X,)(p)
A prova desse resultado é equivalente a do seguinte

Lema 1.1 Se alguma das 1-formas 6", ...,0" ou algum dos campos de vetores X, ..., X,

se anular em p € M, entao

ABY, .07, X1, X)) () = 0.
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Prova. Suponha X|, = 0 e seja { = (x1,...,7,) um sistema de coordenadas

numa vizinhanca U de p. Entao

X, = Z.ﬂ% em U
i=1

onde ' = X, (v;) = X,(m€). Agora, considere f uma bump funtion com suporte

contido em U, ie., f(r)=1, VreV, e f(¢g =0, Vg ¢ K CC U assim as fungoes

(2]

5. estao definidos em toda M. Com isto, temos

fa' e os campos f

FPAGY, .07, Xy, .., X)) =AY, ....0", X4, ..., [2X,)
= A(0',..,0", Xy, ..., >0, fa'f5)
=30 frtA(0Y, .07, X, ...,f%).
Como X, = 0, temos z'(p) =0, Vi = 1,...,n, logo f2(p)A(6*,...,0", X1,..., Xs)(p) =0
e, assim, A(0',...,0", X1,..., X,)(p) =0 A
Para provarmos a proposicao basta observarmos a soma telescopica e denotando

0t ...,0", X4, ..., X, simplesmente por Xj, ..., X} onde k = r + s temos

A(Xy, ., Xp) — A(XY, o, X)) = AKX — X, Xy, o, Xp)+
+A(X17X2 - X27X37 an) Rt A(Xb "'7Xk—17Xk - Xk)a

o que prova o resultado. Desta forma, esta bem definido o operador multilinear A, :

(T,M*)" x T,M* — R.

Definigao 1.3 Seja & = (z!,...,2") um sistema de coordenadas em U C M. Sendo

A e X (M), as componentes de A com relag¢ao a & sao as fungoes

At = A(da™, ., da' 0, ..., 0;) em U,

onde 1 <Gy, .ty J1y ey Js < M.
Note que, para o caso de (0,1) tensores, a identificagao nos fornece

0 = Z@dmi.

E quando se tratar de um campo de vetores X temos X (dz?) = dr’(X) = X (2°) =

X', Considere agora o seguinte exemplo: seja A € T(U), entao

A=Y Ao, @dr' ®da’. (1.1)

ij
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Para mostrarmos a igualdade basta aplicarmos ambos os lados da equagao em
elementos da base associada ao sistema de coordenadas £ comprovando a igualdade

anterior e com o mesmo método provamos o seguinte
Lema 1.2 Sejam & = (2!, ..., 2")um sistema de coordenadas e A € T(U) entao
AY AL, @00, @d) @ .. @ da”

onde 1 <14, 7 < n.

1.1.2 Contracao

Uma contragao ¢ uma aplicagdo que transforma um (r,s) tensor num (r — 1,s — 1)

tensor satisfazendo algumas propriedades apresentadas a seguir:

Lema 1.3 Ewiste uma tnica aplica¢io F(M)-linear C : TH(M) — F(M) tal que C( ®
X) =0(X) para todos X € X(M) e 0 € X*(M).

Prova. Numa vizinhanga coordenada U o tensor pode ser escrito

A= A @dd.

Como C(0; ® dx?) = da?(0;) = d;; temos que C(A) = > Al o que prova a unicidade.
Para a existéncia, defina C' pela expressao C(9; ® dz?) = dz’(0;) = 0;;, restando-nos

apenas mostrar a independéncia do sistema de coordenadas. De fato,

m d _ 8:153
;A(dy ’ay_m>—zm:f4( (%Z Z 8wﬂ>

oy™ Oz7 , d 9
A A ) =S A (de, &
o7 Oy ( axf) 2% ( x> 2 (dx’axz)

7Jm

[
Podemos, assim, ver que esta contracao esta intimamente ligada a ideia de traco.
No caso geral das contragoes, fixamos r — 1 1-formas e s — 1 campos de vetores, e

consideramos o tensor

(G,X) — A(Ql, ...,Gi_l,ﬁ,ei’q, ...,GT_I,Xl, ...7Xj_1,X, Xj+1, ...,Xs_l).
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Definimos a contragao

Ci(A) (O, ...07 " Xy, ..., X)) = CCAG,...007 1, X1, ..., X))

J

onde PA(0",...,0"", Xy, ..., X,_1) € 0 (1,1) tensor

0,X) — ;A(@l, 0T X X ) (6, X)
=AY, ...,071,0,0" .0 Xy, X1, X X e X)),
De modo analogo ao caso feito anteriormente temos a seguinte expressao para a con-
tracao em coordenadas locais

Lema 1.4 Sejam (i,j) € I x I, para I, = {1,...,m} e A € T,(M) com as sequintes

componentes
i1 yeenin
jl?"'7jS

. i .
entao CZ(A) tem as sequintes componentes

n

Ah,m,ifl,m,iﬁlw-,ir
2: JLyeesJj— 1M 41-0]s

m=1
1.1.3 Tensores Covariantes

Considere uma aplicacao diferenciavel f : M — N entre variedades diferenciaveis o
pull-back pela f, f* é uma aplicagao capaz de transportar tensores covariantes em N

para M como vemos na seguinte

Definigao 1.4 Sejam f: M — N uma aplicagio diferencidvel e A € T(N) considere
f*A € TUM) definida por

frA(vy, ..y vs) = A(dfvy, ..., df vs).
Entao f*A é o pull-back de A por f. Para s=0 denotamos simplesmente f*A = Ao f.

Vejamos a seguir algumas propriedades desta operagao.

Lema 1.5 Sejam ¢ : M — N, ¢ : N — P, aplicacoes diferencidveis e A, B tensores
covariantes em N entao:

i) p* € R-linear

1i)p"(A® B) = ¢*(A) @ ¢*(B)

iii)( o )" =Y o "

Geralmente nao podemos definir um operador que transporte tensores de quais-

quer tipo de N para M ou vice-versa. Porém se a variedade for semi-Riemanniana,

como veremos mais adiante, todos os tensores podem ser considerados covariantes.
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1.1.4 Derivada Tensorial

Analogamente as metodologias empregadas para as fungoes reais, calculemos também
as derivadas dos tensores, generalizando o Célculo Diferencial para fungoes e campos

vetoriais.

Definicao 1.5 Uma derivacao tensorial ® em uma variedade M é um conjunto de
aplicagoes R-lineares

D =D T(M) — T(M)

Satisfazendo para A, B tensores
i) D(A® B)=9(A)® B+ A®D(B)
i)O(CA) = C(D(A)) para qualquer contragao C

Para o caso r = s = 0, © é uma derivagao atuando em §(M) e, neste caso, existe
um tnico campo V € X(M) tal que Vf =D f, Vf € X(M).

De modo geral, §(M)-linearidade nao ¢ uma caracteristica das derivagoes, as-
sim elas nao podem ser determinadas pontualmente como os tensores. No entanto, é

possivel caracteriza-las localmente conforme a seguinte proposicao.

Proposicao 1.6 Sejam © uma derivacao tensorial em M e U uma vizinhanga de um

ponto p € M. Entao existe uma unica Dy em U tal que
Du(Aly) = D(A)|ly, para todo tensor A em M.

Neste caso Oy € dita a restrigao de ® a U.

Prova.

Primeiramente note que se f = ¢ localmente, entdo ©(f) = 0. De fato, suponha
inicialmente que f é a fungao nula, logo temos D(0) = ©(0.0) = ©(0).0 + 0.D(0) = 0.
Se ¢ = 1 obtemos de modo analogo ©(1) = 29D(1) dai ©(1) = 0. Seja agora ¢ arbitrario,
assim temos D(c) = D(c.1) = ¢D(1) =0 dai D(c) = 0.

Suponha agora que f é localmente constante em p. Note que podemos supor que
esta constante é nula pois se f(V,) = {c} temos que f = f — ¢ é localmente nula e

D(f)g =2(f); Vg€ M". Considere g uma funcao salto em p tal que seu suporte seja
um subconjunto de V, e assim fg = 0, logo 0 = D(fg), = D(f),9(p) + f(p)D(9), =

D(f)p-



15

Sejam B € TL(U) e f uma fungao salto com suporte em U e f = 1 numa

vizinhanga de p fixado em U, entdao fB € T%(M). Logo

(Z)UB)p = Q(fB)p-

Mostremos que a definicao nao depende da escolha da funcao f. Sejam f, g
funcoes salto em p. Entao ©(gfB), = g(p)D(fB),+9(9),f(p)B|, = ©(fB), mostrando
assim a independéncia da funcao salto f devido a comutatividade do produto de
fungoes. Com um simples célculo podemos comprovar os seguintes fatos
1) ®yB ¢ um tensor em U
ii) ®y ¢ uma derivacdo tensorial em U
iii) Oy (Bly) = ©(B)y para todo tensor B em M
iv) ®y é tnico. W

Vejamos uma forma pratica de calcular derivagoes de tensores.

Proposicao 1.7 (Regra do Produto) Sejam © wuma derivagao tensorial em M e
A€ T (M), entao

D[ABY,...,07, Xy, ... X,)] = (DA, ....07, X1,..., X,)
+3 0 AG LD L0 X X )+
+I LAY, L0 X DX, X)

Prova.
Por simplicidade, considere r = s = 1. Note que A(f, X) = C(A® 0 ® X), onde

C = C}C? ¢ uma composta de duas contragoes. Daf

D(A0, X)) =DC(AR0® X)
=CDA)@IX)+C(ADIX)+C(ARI®DX)
=9D(A)(0,X)+ AP0, X) + A0, DX),
o que prova o resultado neste caso especifico sem perda de generalidade. H

Corolario 1.8 Se®; e D4 coincidem em fungoes e campos de vetores, entao D1 = Ds.

Prova. Basta observar que ®(0(X)) = (90)(X) +609(X) A
Teorema 1.9 Dados V € X(M) e uma fung¢ao R-linear 6 : X(M) — X (M)
O(fX) = V(X +fo(X), V(X [)eX(M)xFM)

Entao existe uma tinica derivagdo tensorial ® em M tal que D)=V e D} =4.
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Prova. Seja 6 € TY(M) e defina
D(0)(X) =V(0X) —0(6(X))

Através de um calculo direto vemos que D(6) é uma 1-forma e ® = D] satisfaz

as propriedades requeridas para uma deriva¢do. Para um tensor A € T%(M), defina
(DA)G,....0", Xy, ..., X,) = DA, ...,07, X1, ..., X,)]

=Y CA(B, DO L0 X, X)
=1

=D A@B, .0 X, DX X).
j=1

Apos alguns célculos, verificamos que D(A) € TL(M) e, dai, © é uma derivagao.

Defini¢ao 1.10 Seja V € X(M), a derivada Ly tal que

Ly(f) =V, Vf € §(M)
Ly(X) =V, X], ¥ X € X(M)

€ chamada a derivacao de Lie relativa a V.
Observacgao 1.1 Note que
Ly(fX)=[V.fX]=V(/)X = XV =V(/)X + fVX = fXV = Ly(f)X + fLv(X)

assim Ly pode ser estendida a uma derivacao tensorial em M.

1.2 Meétricas em Variedades Diferenciaveis

Os seguintes elementos estao intimamente ligados com os resultados principais
deste trabalho. As métricas nas variedades sao pegas chaves para seu estudo tanto como
objetos fisicos como no sentido geométrico. Inicialmente vejamos algumas defini¢oes
algébricas que fazem parte do estudo de métricas em variedades diferenciaveis.

Defini¢ao 1.11 O indice de um tensor A do tipo (0,2) no ponto p € a maior dimensao

dos subespagos de T,M onde q,(v) = Ay(v,v) € negativa definida.

Defini¢ao 1.12 Um tensor métrico (ou métrica) g em uma variedade diferencidvel M

¢ um (0,2) tensor simétrico nao-degenerado com indice constante.
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Uma variedade munida de uma métrica M = (M, g) é dita uma variedade semi-
Riemanniana, o indice v de g sera o indice de M. Quando v = 0 a variedade é dita
Riemanniana, para o caso de v = 1 a variedade é dita Lorentziana. Tal conceito esta
relacionado com o espago-tempo da Fisica Relativistica, mais particularmente se n = 4.
Usamos também a notagao (u,v) para g(u,v).

Numa vizinhanga coordenada temos as fung¢oes componentes de g que sao
9ij = (0i, ;).

Uma vez que g é nao-degenerada, a existénciada inversa da matriz (g;;) é garan-
tida. Suas componentes sao funcoes diferencidveis que denotamos por g,

Um exemplo inicial é o seguinte

Exemplo 2 Tomando a estrutura do R™ e mudando os v sinais do produto interno

usual do R™,
v n
{vp, wp) = — szwz T Z v
i=1 j=v+1
nos fornece uma métrica de indice v este espago serd denotado por R.
No caso n = 4 e v = 1 temos o espago R} ( também denotado por —R x R?) que é o
espago-tempo de Lorentz-Minkowski.

Denotando

-1, se 0<i<v
€, =
1, se v<i<n

Assim expressamos tal métrica de indice v por
g= Z eidu’ @ du'.

Devido & métrica nao ser definida positiva, temos trés classes de vetores, chamadas
de carater causal dos vetores
Definicao 1.13 Um vetor v tangente a M €

i) Tipo-espago, se (v,v) >0 ou v =0;

i) Tipo-luz, se (v,v) =0 masv #0;
iii) Tipo-tempo quando (v,v) < 0.

O conjunto dos vetores tipo-luz em T,M ¢ chamado cone de luz os vetores no
interior deste cone sao os vetores tipo-tempo. Enquanto os vetores no exterior sao

tipo-espaco e os vetores na fronteira sao tipo-luz.
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O cone temporal

Consideremos agora M™ uma variedade semi-Riemanniana de dimensao n, indice 1,

isto é, uma variedade Lorentziana n-dimensional, e p € M.

Definicao 1.14 Seja T o conjunto dos vetores tipo-tempo em T,M, para p € M

fizado. Definimos o cone temporal de um vetor uw € T,M como sendo o conjunto

C(u) = {v € T,M; (u,v) < 0}.

Note que v € C(u) < u € C(v), mais ainda vale os seguinte

Lema 1.6 Dois vetores u,v € T,M tipo-tempo estao no mesmo cone temporal se, e

somente se, (u,v) < 0.

Prova. Suponhamos que u,v € C(w) e sem perda de generalidade (w,w) = —1.
Escrevamos u = aw + 4 e v = bw + ¥, com 4,0 € w*, multiplicando escalarmente
com w as duas equagoOes anteriores. obtemos a,b positivos. Ja multiplicando-as por
si proprias, temos a > |u] e b > |0|, pois @ e ¥ s@o tipo-espago. Portanto, (u,v) =
—ab + (u,v) < —ab+ |ul|v| < 0.

Reciprocamente, se (u,v) < 0 temos u,v € C(u). W

O angulo hiperbélico

Entre dois vetores u, v nao-nulos, num plano tipo-espago podemos associar um nimero
0 < 0 < 7 de forma tnica tal que: (u,v) = |u|lv|cosf. Este ntmero é dito o
menor angulo entre u,v. Este fato decorre da desigualde de Cauchy-Schwarz. No caso
Lorentziano temos o angulo hiperbélico, entre dois vetores tipo-tempo num mesmo

cone temporal.

Proposicao 1.15 Sejam u,v vetores tipo-tempo em T, M, entao:

i) [{(u,v)| > |ul|v|, valendo a igualdade se, e somente se, u e v sdo colineares,

i) se u,v estao no mesmo cone temporal existe um unico nimero ¢ > 0, chamado de
angulo hiperbolico entre u e v, tal que (u,v) = —|u||v| cosh p.

L, entdo a*(v,v) + (4,u) < 0, pois

(u,uy < 0. Dai (u,v)? = a*(v,v)? = ((u,u) — (u,u))(v,v) > (u,u){v,v) = |u|*|v[*, ou

Prova. i) Seja v = av + 4, com u € v
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seja, [{(u,v)| > |ullv|, e a igualdade vale somente no caso de (u,u) = 0 que é quando
sao colineares. ii) Estando u,v no mesmo cone temporal temos

{u, v)

[ul[v]

> 1,
assim temos um unico ¢ > 0 tal que (u,v) = —|u||v|coshp. B

Variedades produto

A partir de variedades semi-Riemannianas podemos obter outras, por exemplo as sub-
variedades semi-Remannianas que sao subvariedades cujas métricas induzidas sao nao-
degeneradas. O lema a seguir nos mostra como podemos determinar uma variedade

produto.

Lema 1.7 Se (M, gy) e (N,gn) sdo variedades semi-Riemannianas, sejam 7 e o as
projecoes de M x N em M e N, respectivamente, e g = 7*(gnp) + 0*(gn), entao g
€ uma métrica em M X N, tornando-a uma variedade semi-Riemanniana com indice
dado por indM + indN .

Prova. Sejam u,v € T(, (M x N), entao

g(u,v) = gy (dmy(u), dmy(v)) + gy (doy(u), dog(v)).

Para mostrarmos que g é nao-degenerada, suponhamos g(u,w) =0, V w € T{y 4 (M x

N). Em particular, para w tal que do(w) = 0 temos
g (dm(u), dr(w)) =0, Yw,do(w) = 0.

Mas dm(w) percorre todo T,M, assim dr(u) = 0. De modo analogo, mostra-se que
do(u) = 0 implicando queu = 0. Para calcularmos o indice basta tomarmos bases

ortonormais de 7,M e T, N e montarmos uma base ortonormal para 7, (M x N). W

1.2.1 A Conexao de Levi-Civita

Sejam V, W campos de vetores numa variedade semi-Riemanniana, em cada ponto
p € M queremos calcular taxa de variagao de W na direcao de V},. Isso pode ser feito
naturalmente em R" como a derivagao de um campo com relagao ao outro. No contexto

de variedades, devemos introduzir o conceito de conexao
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Definicao 1.16 Uma conexao D em uma variedade € uma fung¢ao
D:X(M)xX(M)— X(M)

(D1) DyW é §(M)-linear em V;

(Dy) DyW é R-linear em W ;

(D3) Dy(fW) =V (/)W + fDyvW, V[ € F(M)

DyW € chamada a derivada covariante de W em relagao a V' para a conexao D.

O axioma D; nos diz que Dy W é um tensor em V, entao podemos calcular seu
valor pontualmente, isto ¢, se v € T,M temos D,W € T, M.

A conexao estard diretamente ligada & métrica desde que acrescentemos uma
compatibilidade com a meétrica e outra propriedade relacionada ao colchete de Lie,
conforme nos mostra o teorema da unicidade e existéncia da conexao de Levi-Civita.

Mas primeiro vejamos um resultado algébrico.

Proposigao 1.17 Seja M uma variedade semi-Riemanniana. SeV € X(M) e V* é a

1-forma satisfazendo
V*(X)=(V,X), paratodo X € X(M)

Entao a fungao que leva V-— V* € um isomorfismo F(M)-linear de X(M) para X*(M).

Prova. Ora esta aplicagdo é obviamente §(M )-linear; mostremos que é injetiva.

De fato, suponhamos que V* = W*, assim, para todo Z € X(M), temos
(V. Z)=W,Z)=(V-W,Z)=0VZ € X(M)

dai V = W. Para provarmos a sobrejetividade, basta definirmos localmente

V=> g76,0;.
(]

Com a adi¢ao de duas novas propriedades temos a unicidade da conexao conforme

0 seguinte teorema.

Teorema 1.18 Em uma variedade semi-Riemanniana, existe uma unica conexao sat-
isfazendo

(Dy)[V,W] = DyW — Dy V

(D5 )X (VW) = (DxV,W) +(V, DxW) para todos X,V e W € X(M).

D ¢é chamada de conexdo de Levi-Civita e € caracterizada pela equagao de Koszul

2(DyW, X) = VW, X)+ W (X, V) — X (V,IV)

_<V> [WaXD_(VV: [X,V]>+<X, [V,WD (1'2)
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Para provarmos este resultado, basta calcularmos o lado direito desta equacao.
Jé a existéncia é obtida definindo Dy W pela expressao do segundo membro da equagao
anterior. O célculo direto (porém extenso) nos mostra que D satisfaz as propriedades

requeridas.

1.2.2 A conexao de Levi-Civita para a Variedade Produto

Considerando M e N variedades semi-Riemannianas, a conexao de Levi-Civita de M x
N depende naturalmente das conexoes e das métricas de M e N. Antes de vermos esta
relagao, observemos o conceito de levantamentos vertical e horizontal.

Os campos de X(M x N) que s@o da forma Y = (0,Y) € X(M) x X(N) sao ditos
levantamentos verticais de Y € X(N) e denotamos este conjunto por £(N) C X(M x
N); de modo anéalogo, temos os levantamentos horizontais £(M). Assim podemos

enunciar o seguinte

Proposicao 1.19 Sejam M, N e M x N wvariedades semi-Riemannianas, se X,Y &
L£(M) e V,IW € £(N), entdo:

i) DxY € o levantamento de " DxY ;

i) DyW € o levantamento de ™ Dy W ;

iii) DyX =0 = DxV.

A demonstracao deste resultado pode ser feita diretamente através da férmula de

Koszul ( veja, por exemplo [10]).

1.3 Geodésicas

Dada uma curva o : I — M™", onde M"™ é uma variedade semi-Riemanniana
e I C R é um intervalo, definimos um campo sobre a como sendo uma aplicacao

Z 1 —TM" tal que Z(t) € T M. Denotamos Z € X(a).

Proposigao 1.20 Se Z € X(«), entdo existe uma unica fungio Z — Z' € X(«)
satisfazendo:

iNaZy +bZy) = aZi +bZ) Va,beR

i) (hZ) = %z Lhz Yhe ()

)(V0a)'(t) = Dy (V) VteleVV eX(M)

)20, 2o = 24, 1) + (20, 24)
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A prova deste resultado tem como chave utilizar um sistema de coordenadas para

M. Apos alguns calculos, obtemos a expressao
dZ :
0, +ZZZ o (07) (1.3)

, obtendo deste modo a unicidade. Para a existéncia, basta definirmos Z’ de acordo com
a expressao anterior. Através de calculos diretos, mostramos que as quatro propriedades
sao satisfeitas localmente, e pela unicidade, obtemos a independéncia do sistema de

coordenadas.

Defini¢ao 1.21 Uma curva o : I — M™ € dita geodésica se (o) = 0.

Através da equagao (1.3) obtemos

de o) ZF xoa)d(mjoa)

=0 (1.4)

onde (z',...,2") ¢ um sistema de coordenadas e Ffj sao os simbolos de Christoffel
associados. Quando k = 1, ..., n, temos um sistema de n equagoes diferenciais ordinérias
de segunda ordem, o que nos fornece alguns resultados de existéncia e unicidade como

0s seguintes:

Proposicao 1.22 Se a, 3 : [ — M™ sao geodésicas tais que o/ (a) = f'(a) em algum

ponto a € I entdo o = .

Proposicao 1.23 Dado v € T,M, existe uma tnica geodésica o, tal que:
1)o, (0) = v

ii)o, € mazimal, i.e., tem dominio mazximal.

1.3.1 A aplicacao exponencial
Definicao 1.24 Seja v € U C T,M tal que a geodésica o, € definida ao menos em

[0,1]. A aplicagdo exponencial ¢ a fungio exp, : U — M tal que exp,(v) = a,(1).

Proposigao 1.25 Para cada p € M", existe uma vizinhang¢a Uy C T, M na qual exp,

¢ um difeomorfismo sobre uma vizinhanga V, em M™.

A prova deste resultado é uma aplicagao direta do Teorema da Funcgao Inversa e

pode ser encontrada em [10].
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Lema 1.8 (Referencial Geodésico) Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana
de dimensao n e indice v. Entao, para cada p € M™, existe um referencial {E;}!"

ortonormal em p satisfazendo D, E;(p) = 0. Este referencial serd dito geodésico.

Prova. Seja Bs(0) C T,M tal que exp, : B;(0) — exp,(Bs(0)) é um difeomor-
fismo, defina ¢ = exp,oJ, onde J : Bs(0) C R} — B;s(0) C T,M é uma isometria. Se-
jam v € T,M com exp,(tv) = a,(t) e v = Y, a’e;, para (e;)j-; uma base ortonormal de
T,M. Note que z'(a,(t)) = (J 1 (tv) = t(J 1) (v) = ta’, onde J(a',...,a") = >, d'e;.
Assim, v = o (0) = Y. a'd;|o e deste modo e; = 9;|y, fornecendo-nos que o referencial

{9;}, é ortonormal em p. Substituindo z*(c,(t)) = ta' na equagao (1.4) obtemos
D Th(ow(t)d'a’ =0 Vk=1,..n.
i,J

Como a',a’ sdo arbitrarios temos I'f;(p) = 0. W

Para maiores detalhes e demonstragoes omitidas ver [10].

1.4 Gradiente, Divergente e o Laplaciano

Definimos nesta alguns operadores que serao utilizados neste trabalho, assim como
algumas formas de calcula-los através do uso de um referencial ortonormal geodésico

{e;}"_, em uma variedade M de dimensao n.

1.4.1 O gradiente

Lembrando que um referencial geodésico num ponto p satisfaz D.e;j(p) = 0. Seja
f € §(M) definimos o gradiente de f como sendo o campo V f tal que X (f) = df(X) =

(Vf,X), VX e€X(M). Com relacido a um referencial ortonormal, temos

V= ;51%%

()

onde g; = (e;, ;).

1.4.2 O divergente

Dado um campo X € X(M) definimos o divergente de X como sendo

div(X) =tr (Y — Dy X)
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E para um referencial ortonormal geodésico temos

onde

1.4.3 O Laplaciano

Para f € F(M) temos Vf € X(M) e, a partir dai, definimos Af como sendo

Af = div(Vf).

E num referencial ortonormal e geodésico temos
Af = Z€i6i6i<f)-
i

1.5 Curvatura

Lema 1.9 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com a conexao de Levi-Civita
D. A aplicagdo dada por R: X3(M) — X(M) tal que*

RxyZ = Dixy)Z — [Dx, Dy]Z

¢ um (1,3) tensor em M, com a identificacio de R com R tal que R(0,X,Y,Z) =
O(RxyZ), para 6 uma 1-forma. Este tensor é chamado tensor da curvatura Rieman-

niana de M.

Para a prova podemos identificar R com R : X*(M) x X(M) — F(M) tal que
R(0,X,Y,Z) = O(RxyZ). Note é suficiente que R seja (M) — linear. E com um
célculo direto temos Rxy fZ = fRxyZ e RyxyZ = fRxvZ.

O colchete de Lie e a derivada da conexao de Levi-Civita nao sao §(M) —lineares
mas esta combinacao nos fornece um tensor. Devido ao carater pontual, para x,y €

T,M podemos considerar o operador linear

Ry : T,M — T,M

'Esta definicdo esta de acordo com [7] e [10].
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que serd chamado de operador de curvatura. Vejamos algumas propriedades deste

operador.

Proposicao 1.26 Se z,y,z,v,w € T,M entao
i)ny = —Ry,
1) Ryyv, w) = —(Ryyw, v)
iWi)Ryyz + Ry,x + R,y =0
W){Reyv, w) = (Ryw,y).

A titulo de exemplo, faremos a demonstragao de iii). Primeiro, estabelegamos
a notagao da soma das permutagbes: se F' : A" — R, definimos o F(zy,...,x,) =
> e F(p(21,...;20)) onde ¢ € o conjunto da permutagoes ciclicas de 1, ..., x,. Por
exemplo,

oF(X,Y,2)=F(X,Y,Z)+ F(Y,Z,X)+ F(Z,X,Y)

Considere X,Y, Z extensoes dos vetores x,y, z de forma que os colchetes entre eles

sejam nulos, entao temos

oRxyZ = o(Dixy)Z — [Dx,Dyl|Z)

= o([Dy, Dx]Z)

=o(DyDxZ — DxDyZ)
=0DyDx7Z —oDxDyZ
=0DxDzY —oDxDyZ
=0Dx(DzY — DyZ)

=oDx[Z,Y]=0

Usando estas notagoes temos a segunda identidade de Bianchi como nos diz a

seguinte proposicao.
Proposigao 1.27 Se x,y,z € T,M entao o(D,R)(z,y) =0
Para a demonstragdo que usa uma vizinhanga normal veja [10].

Agora vejamos uma expressao que nos diz que o tensor curvatura pode ser ex-

presso em termos do tensor métrico g.

Lema 1.10 Em uma vizinhanca coordenada x*, ..., x" temos

Ra,o, (aj) = Z R;klau
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onde as componentes de R sao
gkl — Ort kj (%’k lj E : Im™~ kj E : km™ 1y
m m

A demonstracao segue direto do calculo baseado na expressdo de Dy, (Dp,0;) em

termos dos simbolos de Christoffel T;k, onde Dy, 0; = >, Féjﬁl.

1.5.1 O tensor Curvatura de Ricci

Definimos o tensor curvatura de Ricci como sendo uma forma bilinear Ric : X(M) x
X(M) — §(M) dada pela contragao C3R do tensor curvatura. Desta forma, podemos

calcular o tensor Ricci como sendo o trago

Ric(X,Z) =tr{Y = RxyZ} =Y ei(Rxp,Z E;),

onde {E;} é um referencial ortonormal e ¢; = (E;, E;).

1.5.2 Curvatura Seccional

Seja I um 2-plano em T,M e considere a fungao Q(v,w) = (v,v){w,w) — (v, w)?,
v,w € II. Dizemos que II é degenerado se Q(v, w) = 0 em uma base de II e, portanto,

em todas.

Lema 1.11 Seja IT um 2-plano nao-degenerado em T, M. O nimero
K(v,w) = (Rypv, w)/Q(v, w)

independe da escolha da base de 11 e € chamado de curvatura seccional K(II).

O interessante é podermos estender esta definicao para planos degenerados con-
forme nos auxilia o seguinte lema algébrico.
Lema 1.12 Dados dois vetores v,w em um espaco com produto vetorial, existem

v, w arbitrariarmente proximos de v,w, respectivamente que geram um espago nao-

degenerado.

Prova. Suponha sem perda de generalidade que v, w sao linearmente indepen-

dentes, e naturalmente que span{v, w} seja degenerado. Se v for tipo luz, seja z tal que
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(v, ) # 0, se nao tome x # 0 com carater causal oposto ao de v e tal que Q(v,z) < 0.

Considere os vetores v e w + dx, entao

Qv,w+dx) = 6%*Q(x,v) + 206 + Q(v,w)
— §2Q(x, v) + 206

Se b = 0 tome x tal que Q(z,v) < 0. Se b # 0, para ¢ suficientemente pequeno
temos Q(v,w +dz) #0. WA
O proximo resultado é valido para qualquer funcao satisfazendo a linearidade e

as simetrias do tensor R. No entanto, o enunciaremos apenas para este caso particular.

Proposicao 1.28 Se K =0 em p € M entao R =0 em p.

Prova. Ora (R,,v,w) = 0 para todos v,w € T,M gerando 2-planos nao-
degenerados. Ja para os planos degenerados, temos sequéncias (v, w,) — (v, w) com
span{v,, w, } ndo-degenerado pelo Lema 1.12 satisfazendo (R, ., vn, w,) = 0. Logo,
por continuidade, temos a igualdade no caso limite, i.e., (R,,v,w) =0 . E via polar-
izacoes algébricas chegamos a (R,,v,w) =0 W

Dizemos que uma variedade é flat quando K = 0 e que uma funcao linear

F(X,Y,Z, W) é tipo curvatura se satisfizer as simetrias de (R,,v, w).

Corolario 1.29 Seja F' uma fungao tipo curvatura em T,M tal que

F(v,w,v,w)

K(v,w) = (v, V) {w, w) — (v, w)?

com v, w gerando um 2-plano nao-degenerado. Entio (R, v, w) = F(z,y,v,w) Vr,y,v,w €
T,M.

Este aparato nos diz qual a expressao para R no caso de variedades de curvatura
seccional constante.
Corolario 1.30 Se M tem curvatura seccional constante C' entdo

Ryyz = C{(z,2) — (z,y)x}.

Prova. Basta definirmos F(z,y,z,w) = C{(z,2) (y,w) — (z,y) (x,w)} e uti-

lizarmos o corolario 1.29. M



Capitulo 2

Imersoes no produto —R x H"

2.1 Tipos de Imersoes

Com o objetivo de trazer mais clareza ao temas abordados definimos inicialmente
imersoes.

Definicao 2.1 Uma aplica¢ao v : M — N diferencidvel € dita wma imersao se sua

diferencial dip, for injetiva para todo p € M.

No contexto de variedades semi-Riemannianas podemos fazer uma classificagao
entre algumas imersoes.
Definicao 2.2 Uma imersao : M — N, onde N é uma variedade semi- Riemanniana
com métrica g € dita:

i) tipo-espago, se a métrica induzida 1V*g for Riemanniana;

ii) tipo-tempo, se Y*g for nao degenerada, mas ndao positiva definida;

iii) lipo-luz, se *g for degenerada positiva semi-definida.

A partir de agora, trataremos principalmente de imersoes tipo-espaco.

Seja 1 : ¥ — —R x M uma imersao tipo-espago e note que o campo J; esta
definido globalmente em ¢ (X"). Considere uma vizinhanc¢a normal U em ¢ (X") defin-
imos N =0t =9, — Y0, (dy X;,0;) dp X;, para {X;} um referencial ortonormal local
em ", serd um campo normal que pode ser estendido globalmente em ¥(>.") e veja
que

n

(N.N)=(N,0) =-1-> (dX;,0)* < -1

i=1
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Assim, normalizado N, obtemos a aplicacdo normal de Gauss N, que esta na
mesma orientagao temporal que 0;, na hipersuperficie >".

Denotemos por D e D as conexdes de Levi-Civita em —R x M e em X", respecti-
vamente. Entdo DxY = DxY + (DxY)* = DxY +1I(X,Y) = DxY — (DxY,N) N.
Note que

X({Y,N)y=0= <EXY,N> = — <Y,EXN>.

Assim teremos DxY = DyY + <bXN , Y> N nos fornecendo
DxY = DxY — (AX,Y) N. (2.1)

Para AX = —Dx N observemos que A é um operador autoadjunto pois — (AX,Y) N =
IN(X,)Y) = 1I(Y,X) = —(AY, X) N. A aplicagdo A é o operador de forma ou o
endomorfismo de Weingarten com respeito a aplicagao de Gauss N e estd associado
a segunda forma fundamental. Desta forma, A é diagonalizével, portanto, podemos
considerar os autovalores de A, como sendo k; < ky < ... < k,, e definirmos os seguintes

n invariantes algébricos:

onde

(T, .y Tp) = Z Tiy Ty,

11 <...<bp

As fungoes S, a menos de sinal, sdo os coeficientes do polindémio caracteristico de A.O

que de fato ocorre é que

n

P(t) = det(t] — A) =Y (=1)"St"".

r=0
Mostremos tal fato por inducao finita sobre r. Ora, a equacao é valida para n = 1
pois (t — ki) = (—=1)°55t'7% + (—=1)1S;#'~!. Suponha o resultado valido até certo n e
provemos para n + 1. Mas
det(tl — A) =T0E(t — ky) =TIy (¢ — k) (t = k)
= 2 pmo(=1)7 o0t (t = knsa)
= 2o ot T 4 3 (=) o k" T

:Z:—il( 1)r+1 n tn T+Zr 0( )r—l—l nk. 1tn—r
_Z ( )7‘+1( r+1+0 knJrl)tn r+tn+1+< )n+1k1~-~kn+1
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Note que, separando os itens que possuem k1, obtemos o' | + 0, kp11 = ijfll, onde

ol = o.(k,....k;), 7 > r. Logo

P(t) n (=)ot (1) 0gp =0 (—1)"“_0021%15"“_("“)

2=
2.

n+§(_1>r0_77}+1tn+17r [ |

_ Zn;ré (_ 1)7~Srtn+1fr

T

T

Assim, fica claro que os S, sao invariantes algébricos, pois s6 dependem dos
coeficientes do polinémio caracteristico que s6 muda de sinal de acordo com a base
utilizada se esta for positiva ou negativa em relacao a uma outra fixada. Com isto

definimos as r-curvaturas médias dadas por:

1 1
No caso particular r = 1, vale que H; = — =" | k; = ——tr(A) = H, que é a
n n

principal curvatura extrinseca de X" em nossos estudos. A escolha do sinal (—1)" é
justificada pelo fato do vetor curvatura média H = HN num ponto onde H(p) > 0

satisfara <FI ,N), <0 e assim H e N estdo na mesma orientagao temporal.

2.2 Hipersuperficies em —R x H"

Neste caso particular de produto entre variedades diferenciaveis temos a métrica

usual dada por
(o) = =mg(dt®) + m () ),

isto é, para vetores (s0;,v) e (A0, w), temos
(50, v), (A, w)) = —sA + (v, w),, .

Consideraremos as subvariedades dadas por M} = {to} x M que serao chamadas

de slices conforme a palavra inglesa que significa "fatia".
Proposicao 2.3 Todo slice € uma hipersuperficie totalmente geodésica.
Para provarmos este resultado é necessario obtermos uma forma de calcular a

componente normal da derivada covariante em —R x M de um campo definido em M;!

com relagao a outro campo definido no mesmo slice.
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Lema 2.1 Se X,Y sdo campos de vetores diferencidveis em Mg com X =(f0,X) e
Y = (99,,Y), entio EYVL = X(9)0; (onde 0, = (9;,0)).

Prova. Note que a aplicagdo normal de Gauss sobre M;, ¢ dada por N(p) = 0,
entao EYYL = ho,; dai —h = <§77L, 8t>, o que implica que a componente tangente

nao afeta o produto anterior e, assim, pela férmula de Koszul temos

4ﬁgﬂﬁ§::2@%?@>
= X(V,0)+7(0,X) - 0,(X,7)
—(X,[V,0]) + (¥, [0, X)) + (8, [X,Y]) .

Considerando as extensoes locais de X, Y de tal forma que as funcées f, g nao de-
pendam de t temos 0 <7, 7> = 0. Suponhamos U C M com z', ..., 2" parametrizacao

tal que Y pode ser escrita localmente como Y = >, 0°0;. Entao

Y,0] = (g0,Y)0 — (g0, Y)
=907+ Y0, — g0} — 0y, b'0;
— Y0, - Y2, b0,0i
=Y0,—Y0, =0.

Pois [Y,d;] = 0. Analogamente, [0;, X] = 0. Para a parcela[X, Y], temos

(X,Y] = (f0, X)(900,Y) = (990, Y) ([0, X)
= f902 + fO,Y + X(9)0; + gXO, + XY
—gf0? —go X =Y (f)0, — fYO, —YX
= [X,Y]+ X(9)0; — Y(f)0.

Dai obtemos a seguinte expressao

E, portanto, h = X(g). W

Prova da Proposi¢ao 2.3 Recordemos que uma subvariedade semi-Riemanniana
M de M & totalmente geodésica se a segunda forma fundamental 17 : X(M) x X(M) —
X(M)* dada por I1(X,V) = (DxV)* for identicamente nula. Notemos que este é um

operador bilinear simétrico, ja que ele é F(M)-linear na primeira entrada e I1(X,V) —
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II(V,X) = (DxV — DxV)* = [X,V]* = 0 devido ao colchete permanecer no espaco
tangente. O resultado segue do fato que g é nula, uma vez que o campo V' é tangente

ao slice M. [ |

2.3 A equacao de Gauss e o tensor de Ricci de uma
hipersuperficie

Para calcularmos o tensor de Ricci de uma hipersuperficie 3 imersa na variedade

—R x M™ utilizamos a bem conhecida equacao de Gauss que é dada da seguinte forma
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" — (AX,Z)AY + (AY, Z)AX (2.2)
onde R ¢ o tensor curvatura de —R x M™. Ora, a equacdo anterior é valida pois

R(X,Y)Z = Dixy}Z — DxDyZ + DyDyZ

= (Dixy12)" — (Dx(DyZ2)")" + (Dy(Dy Z)")"

= (R(X,Y)2)T + (DxDy2Z)T — (DyDxZ)" — (Dx(Dy Z)")T

+(Dy(DxZ)")T.

Usando a equagao (2.1) obtemos
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" = (Dx((DyZ,N)N)" + (Dy({(DxZ,N)N)"

— (R(X,Y)Z)" — (AY, Z)DxN + (AX, Z)Dy N
= (R(X,Y)2)T + (AY, Z)AX — (AX, Z) AY.

Com isto, podemos calcular o tensor de Ricci, que é o seguinte.

Lema 2.2 Sejam X € X(X) e Ric: X(X)* — F(X) o tensor de Ricci de M, entdo

2 n2H?2
4

Ric(X,X) =Y (R(X,E)X, E;) + ‘AX Ly

| X2,
2

i

Prova. Considere X um campo de vetores em X(X) e {Ej}7_; um referencial

ortonormal. Usando a equacao de Gauss, obtemos

R(X,E)X = (R(X,E)X)" — (AX, X)AE; + (AE;, X)AX
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Somando em i, temos

Ric(X,X) =X, (R(X,E)X,E) — . (AX, X)(AE;, E)) + 3, (AE;, X)(AX, E;)
— Y (R(X, E)X, ) — (AX, X) Y, (AE, E)) + ¥ (AX, E))?
= Y (R(X,E)X,E;) — (AX, X) S (AE;, E)) + S (AX, E;)?
= S (R(X, E)X, E) + nH(AX, X) + (AX, AX).

Expressando de outra forma, obtemos o resultado
Ric(X,X) =Y (R(X,E)X, E) + nH(AX, X) + 12 (X X) — ©I2 (¥ X)
= S (R(X,ENX, By + (AX + ML X, AX + 2L x) - 0212 (x x)
= Y (R(X,E)X, E) + |AX + L x |2 - 212 x 2

4

Considerando agora o caso particular em que M™ = H". Aqui, o modelo para o

espago hiperbolico H" é H" = {(z1, ..., zp; ¥, > 0} com a métrica

22t
Assim, temos
(R(X, E)X, E;) = (R(X", E)) X", EY)
onde * denota a projegao em X(H"), por exemplo, Ef = E; + (E;,0,)0; e a equagao
anterior é valida devido & 0, ser um campo paralelo. Segue que
(R(X,E)X,E;) = (R(X*, E})X*, E )

= —((X*, X*)u (B, Ef e — (X7, 7))

= —((X*, X*W(E}, Ef) — (X*, Ef)?),
uma vez que AX = —Vx0, = 0. Substituindo os valores dos campos, temos

—|X + (X, 00) 02| E; + (Es, 0,)0|*+

+ (X +(X,0,)0:, E; + (E;, 0;)0;)?

—(IX]? + (X, 0)%) (1 + (E;, 00)%) + (X, Ei) + (X, 0,)(E;, 01))?
—(1X P+ [X[P(E, 02 + (X, 0% + (X, 00)2(Ey, 0)*)+

H(X, E)? + 2(X, E)(X,0)(E;, 0) + (X, 00)2(Ey, 0;)%.

Tomando a somatoéria em 7, obtemos
YARX,E)X E) = —{n]X[+|XPIof]* +n({X,0])* + (X, 0])*|0] >~
=X = 2(X,0])* — (X, 97)|0) I}
= —{ln = DIXP+[XPIVAP + (n - 2)(X, Vh)*},
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onde 9] = 9, + (0;, NYN = —Vh para h a fungio altura mg mais detalhada na seguinte
se¢ao. Dai temos o seguinte
Corolario 2.4 Sejam ¢ : ¥ — —R x H" ¢ X € X(X) entdo

2 n2 |2
4

H
Ric(X,X) = —(n—1)|X|* = |X*IVh|* = (n—2)(X,Vh)*+ ‘AX + 1y

| X[?
2

Prova. Basta observar o Lema 2.2 e chegamos ao resultado desejado M

2.4 As funcoes altura e suporte

2.4.1 A funcao altura

No nosso estudo analisemos as seguintes func¢oes que nos informam propriedades analiti-
cas e geométricas sobre o comportamento de uma dada hipersuperficie. Primeiro, ob-
servemos que a funcdo altura é dada por h(t,p) =t e calculemos o seu gradiente Vh.
Seja X € X(X), entao podemos escrever X = X* 4+ f0J,, onde X* é tangente a fibra

Riemanniana, e assim,
(Vh,X) = Xh = X*(t) + fo,(t) = f = —(X, ).

Logo
Vh = —0tT - —at - <8t,N>N,

e, consequentemente,

IVh]? = =1+ (N, 9,)*. (2.3)

Para o célculo do Laplaciano da funcao altura, considere uma extensao local de Vh em

—R x M"™ e dai
DxVh=—Dx0; — X((0;, N))N — (9;,, NYDxN,
logo, da formula de Gauss,
DxVh=—(9;, NYDxN = (9;, N)AX.

Considere um referencial ortonormal geodésico {E;}, em X" entao

Ah = i(DEth, E)) = (8, N) i(AEZ-, E) = —nH(d,, N).

=1 =1
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2.4.2 A funcao suporte
Analisemos agora a fungao suporte f = (N, J;) que, geometricamente, mede, a menos

de sinal, o cosseno hiperboélico do angulo entre o campo normal N & ¥ e o campo 0.

Ora

S

(DxN,d;) + (N, Dx0,)
= (AX,-0,") = (AX,Vh)
(

Como o campo X é arbitrario, segue que Vf = A(Vh). O calculo do Laplaciano da
funcao suporte é um pouco mais complexo e serd dado no Lema 2.3, observando-se

algumas condicoes especiais.

Lema 2.3 Seja) : X" — —RX M™ uma tmersao isométrica tipo-espaco com curvatura

média constante, entao
A(N, 8) = (Ric(N, N) + |AP)(N, 8).
Prova. Seja {Ej}}_, um referencial ortonormal geodésico de autovetores de A
em p € X" fixado, entao

A<N7 at) - ZZ:l E’CEk(<N7 at>)
= Y he1 Ee((Dp, N, 0,)) (2.4)
=—> 1 Ex((AE, 0)) em p.

Denotando agora por

0 =Y B — (N,0)N (2.5)

AE, =Y huE (2.6)

temos
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E(AE, 8) =Y (D, (hiE),0) + (AEy, D, 0,)
= >/(D, (hEy), 0r)
=22 Bi(hia) (B, O0) + 32 hia (D, i, Op)
=", Ex(hw)oy + Y, by (D, Er, OF — (N, 9,)N)
=3 Ex(hi)ou + X, hit(D g, Ey, — (N, ;) N)
=" Ex(hi)ou — >, hia{N, 8;) (D, Ey, N)
= > Er(hi)ar — (N, 0p) 32, by
Note que usamos que a parte tangente de Dy, E; é nula em p, pois o referencial
foi tomado geodésico em p; assim pela equagao (2.4), temos no ponto p

A(N,0) = = Ex(hw)or + (N, )| A]*. (2.7)
kl

Analisemos agora o valor do primeiro somatoério da equagao anterior, isto é, o valor

de >, Ex(hi)ay. Ora, somaremos primeiro em k e, antes ainda, observemos o termo
Sendo N ortogonal ao espago tangente onde Fj esta inserido vale (), N) = 0, dai

Ek<El,N> =0= <bEkElaN> = <El, _3E;€N>

Pela simetria de A, (Dg, Fj, N) = (Dg,Ex, N) temos

E, consequentemente,
Ep(hw) = Ew(Dp Eg, N)
Como o referencial {Ej}7_, ¢ geodésico em p, temos (Dg,Ej)T = 0 em p e daf

(Dg,Ey, D, N) = 0 e, assim, obtemos

Ey(hw) = (Dg,Dg,Ei, N)
= (D, Dg,Ex, N) — (D, Dp, By, N) + (Dg,Dg, Ex, N)
= (Dg,Dg,Ex — Dg,Dg, Ey, N) + (Dg,Dg, Ex, N)
(EEkD — Dg,Dg, By, N) + E(Dg, Ey, Ny — (Dg, Ey, D, N)
= (R(Ey, Ek)Ek, N) + E/(AEy, Ey)

—(R(Ey, E1)Ey, N) + E,(AEy, Ey)
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A dltima igualdade se da devido ao fato de [E), E| ser tangente a X" e [Ej, Eg] =
[Eh Ek]T = (EElEk — EEkEl)T =0 em D-
Somando agora em k obtemos
>k Bilhia) = —Ric(Ey, N) + Ei(3, (AEy, Ey))
= —Ric(E;, N) + E;(—nH)
= —Ric(E;, N)
Logo
> Be(hw)ar = =3,y Ric(E;, N)
= —m(zl OélEl, N)
= —Ric(d; + (N,9,)N, N)
Mas note que Ric(0;, N) = Ric(N,9;) = 0, pois R(N, E},)d; = 0 e, portanto, temos

—> " Ex(hw)ay = (N, 0)Ric(N, N). (2.8)

Substituindo na equagao (2.7) obtemos o resultado desejado. B
O préximo lema é um resultado algébrico que serd tutil para reescrevermos o

resultado anterior de modo que podemos melhor utilizar tais equagoes.

Lema 2.4 Se A € o operador de forma entao vale a identidade algébrica
|A]> = Zk;zz =n’H? —n(n—1)H,
i=1

onde k; sao os autovalores de A e |.| € a norma de Hilbert-Schmidt.

. n
Prova. Desde que H? = (=237 | k)" e Hy =37, kik;, temos n” H? =
2

(> k;)?. Como = 2D temos n(n — 1) Hy =23

i1 ) 5 kik;. Logo, segue que

i<j

WH? —n(n— )Hy = (3, k)* =23, kik;
= Z” kikj — Zi;éj kik;
=Y k= AP
Agora analisemos o caso em que M" tem curvatura seccional constante x para o

calculo do Laplaciano da fungao suporte.
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Lema 2.5 Seja ¢ : ¥ — —R x M™ uma imersao tipo-espaco com aplicacao normal
de Gauss N e curvatura média H constante. Suponha que a fibra Riemanniana M"

tenha curvatura seccional constante k, entao

A(N,0,) = (n*H? —n(n — 1)Hy + (n — 1)k|Vh[*)(N, 9,)

onde h € a funcao altura Tg.

Prova. Pelo Lema 2.3, temos
A(N,9,) = (Ric(N,N) + |A]*)(N, &;).
Utilizando o Lema 2.4, resta-nos provar que Ric(N,N) = (n — 1)k|Vh|?. Para isto
considere a projecao do campo normal N na fibra Riemanniana que é N* = N +
(N, 0p) 0. Assim
Ric(N,N) = Ric(N* — (N,9,)0;, N* — (N, 0,)9;)
= Ric(N*,N*) — 2(N, 8,)Ric(N*,0;) + (N, 0,)*Ric(0;, 0;)
Usando que 0; ¢ um campo paralelo na conexdo D, temos
Ric(X,0,) =Y, e(R(X, E;)0;, E;)
=>,60=0
onde ¢; = (F;, E;) Assim calculemos Ric(N*, N*).
Considere agora um referencial ortonormal geodésico em p satisfazendo E,, .1 = 0;

e suponha que N* seja nao nulo no ponto (tg,p) e tome E, paralelo a N*. Assim
n+1
Ric(N*,N*) = > (R(Ey, N*)E;;, N*)
k=1
Quando & = n + 1 temos E, = 0y, e portanto, R(d;, N*)9, = 0. Para k = n vale

N* = \E}, e, portanto, R(E), N*)Ej, = 0. Assim temos
n—1
Ric(N*,N*) = (R(Ey, N*)E;, N*).
k=1
Como Ej, e N* sao tangente ao slice My, no ponto (o, p) segue que

Ric(N*,N*) = 37" (R(Ey, N*)E},, N*)
Z 1 K{(Ex, Bryar (N*, N*)ar — (B, N3}
= S E{(N + (N, 9,)0,, N + (N, 9,)0,) s}
= S R{(N + (N,9,)0:, N + (N, 9,)0;)}
1+

= kY p i (=14 (N,0,)%)
= k(n —1)(=14 (N, 8,)?) = k(n — 1)|Vh|?,

(
{
{
{
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onde usamos a equacao de Gauss e que A = 0 em nos slices. Wl

2.5 O principio do maximo generalizado de Omori-
Yau

O seguinte resultado ¢ uma ferramenta analitica que aparece nos principais resul-
tados desta dissertacao, pois é uma versao generalizada do principio do maximo como

Vemos a seguir:

Lema 2.6 (O principio do méaximo generalizado de Omori-Yau) Seja X" uma
variedade Riemmaniana n-dimensional completa cuja curvatura de Ricci € limitada
inferiormente e f : X" — R € uma funcao suave que € também limitada inferiormente.
Entao existe uma sequéncia (py) C X" tal que

lim f(pr) =inff,  lim [Vf(p)] =0 e lim Af(py) >0
k—o0 k—o0 k—o0

A demonstracgao deste resultado foge aos propositos deste trabalho, mas pode ser
encontrada em [4] e [11].
Tal sequéncia serd chamada de sequéncia minimizante de Omori-Yau para a

fungao f, ou simplesmente de sequéncia de Omori-Yau.



Capitulo 3

Resultados do tipo Bernstein em
—R x H"

Antes dos resultados do tipo Bernstein, vamos ao seguinte resultado que é pura-

mente algébrico, mas sera enunciado conforme os nossos objetivos.

Lema 3.1 Se A € o operador de forma da imersao 1) : ¥ — —R x M™ entao :
i) nH? < |AP;
i) Hy < H2.

Valendo uma igualdade se, e somente se, A = \b, ou seja, X" € totalmente umbilica.

. . 2
Prova. Considere os seguintes vetores em R™ :

n—vezes n—vezes n—vezes

—— —
U = (kl, ceey ]{71, ]{727 ceey ]{?2, ceey kn, ceey kn)

’U:(Z{Zl,...,kn7 kl,...,/{?n, P klw'-;kn)

g
n—uvezes

E assim

=225k ik =n’H?



E note também que

|ul> = nk?+nk2 + ...+ nk? = n|AJ?

|v|? :Zkf+2kf+...+2kfzn\A|Q

~~
Nn—vezes

Logo pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

(u,v) < Julfv| = [uf*
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e dai n?H? < n|A|* ou nH? < |A|?, valendo a igualdade se, e somente se, os vetores u e

v sao linearmente dependentes que é o mesmo que ky = ky = ... = k,,. Para provarmos

o item 4i) observe que

H*—H, = n% (ZZ ki)Q - ﬁ Ziq kik;
= 7z 2 ik — ooy Ly Kk

= o3 2iy kiki — sy 2oy kiki + ey 2k

= nQ(:Llfl) Zi,j kaJ + n(nlfl) ’A|2
S ) ¢ [}

n2(n—1) n(n—1)
Al2
)

E assim pelo pelo item 4) deste Lema H? — H, >0 W

Limitagoes na funcao altura determinam como as hipersuperficies se comportam

no ambiente com propriedades que, aparentemente, nao se conectam com a fungao

altura. O seguinte resultado se refere a propriedade de uma hipersuperficie ser méxima.

Teorema 3.1 Seja ¢ : X" — —R x H" uma hipersuperficie completa tipo-espago com

curvatura média H constante , tal que h e |Vh| sdo limitados, entao X" é uma hiper-

superficie mdxima.

Prova. Desde que a fungao altura ¢ limitada, mostremos que o tensor curvatura

de Ricci é limitado inferiormente. De fato, pelo corolario 2.4

Ric(X, X)

v

—(n— 14 VA2 + (n — 2)|Vh|]? + 22| X2
—(n—1+ (n—1)|Vh|? + 2Z2H2)| x|2

v

—(n— DX = |[VAPIX]? = (n — 2)(X, Vh)? + |AX 4 ol X2 — 2212 x)2

(3.1)
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onde usamos que —(X,Vh)? > —|Vh|?|X|? que &, essencialmente, a desigualdade de
Cauchy-Schwarz.

Assim o tensor curvatura de Ricci é limitado inferiormente desde que Vi seja
limitado superiormente e dai, pelo principio do maximo de Omori-Yau, existe uma

sequéncia py € X" satisfazendo

lim Ah(py) >0

k—+o0

11}?1 h(pr) = 1121f h.

Usando o calculo do Laplaciano de h, temos

lim —nH(N,0),, >0

k——+o0

como (N, ), < —1 obtemos que H > 0. De modo analogo, analisando a fun¢do —h
existe uma nova sequéncia ¢, € X" tal que

lim nH(N,0),, >0

k—4o00

logo H <0eassim H=0. 1

Observacgao 3.1 Como veremos no capitulo 4, hd alguns exemplos de superficies mdzx-
imas nao-triviais em R x H? devidos a Albujer em [2]. Nestes exemplos a funcao altura

€ sempre nao limitada.

Os seguintes resultados sao baseados numa limitagao no crescimento da fungao
altura, isto é, em seu gradiente. Neste contexto, podemos mostrar que este crescimento
é de fato nulo e, assim, a funcao altura é constante implicando que a hipersuperficie

em destaque é um slice, que é o caso trivial.

Teorema 3.2 Seja v : X" — —R x H"™ uma tmersao de uma hipersuperficie tipo-
espaco completa com curvatura média constante. Se a fun¢ao altura h de X" satisfaz,
para algum 0 < o < 1,

]Vh|2 < ﬂ;ﬂ
n—1

Entao X" € um slice.
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Prova. Seja N a aplicagdo normal de Gauss e note que pela equacao (2.3) vale
que

(N,8,)? < %H2 +1

an
N,0) > —4/1 H?
< 7t>_ +n_1 )

isto ¢, (N, 0;) ¢ limitada inferiormente. Pelo Lema 2.5,

ou, ainda,

A(N, 0y) (n?H? —n(n —1)Hy — (n — 1)|VA|*){N, ;)
(nH? +n(n—1)(H? — Hy) — (n — 1)|VA|?){N, 0;)
(nH?* —naH? +n(n —1)(H? — Hy))(N, d;)
(n(1 —a)H?+n(n —1)(H? — Hy))(N, d;)
1

n(1 — a)H2(N,8,) <0

INIA

IN

onde usamos na tltima desigualdade que H* > H,. Pela inequagao (3.1), obtemos que
o tensor curvatura de Ricci é limitado inferiormente.

Estamos em condig¢oes de aplicar o principio do maximo de Omori-Yau. Entao
existe uma sequéncia py € X" com limy A(N, 0y),, > 0 e limg (N, 04)p, = infsn (N, 0;) <
—1. Segue que

0< lilgn A(N,3;),, <n(l —a)H? lim (N,d;),, < -n(l—a)H*<0.

k——+o0

Entao H? = 0, o que implica, por hipétese, que Vh = 0, consequentemente, h é
constante e X" é um slice. W

O fato da constante o nao poder ser o valor supremo 1 nos deixa uma pergunta
natural: serd que podemos estender o resultado para o = 17 O que de fato podemos
fazer é colocar uma hipotese adicional Hs constante e assim expandirmos o resultado

para a constante a = 1 que é o caso limite.

Teorema 3.3 Seja ¢ : X" — —R x H"™ uma hipersuperficie tipo-espagco completa com

curvaturas médias H, Hy constantes. Suponha que

Vh|? < L H?
n—1

Y

entao X" € um slice.

Prova.
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Mostraremos inicialmente que >." é totalmente umbilica. De acordo com a demon-
stracao do Teorema 3.2, pelo lema de Omori-Yau existe uma sequéncia {p;} em X" tal

que limy, A(N, ), > 0 e também vale que

Logo
0 <lim A(N,8;),, <n(n—1)(H? — Hy) ligl(N, O)p, < —n(n—1)(H? — Hy) <0

Conseguentemente H? = H, e, pelo Lema 3.1, segue que ki = ky = ... = k,,.

Analisemos agora a funcao f = —|Vh|? cujo gradiente &
Vf=-V(N,8)>=—2(N,0,)V(N,8;) = —2(N, 8;) A(Vh).

Note que estamos nas condigoes adequadas para aplicarmos o principio do maximo de

Omori-Yau para a fungao f. Seja, entao, {px} a sequéncia fornecida pelo lema tal que

lim(—[Vh(px)[*) = inf(=[Vh[") (3.2)

e
lim | = 2(N, 9;) (pe) A(VR) (pr)| = 0. (3.3)
Como X" é umbilica, segue que A = —HI onde [ é a aplicagdo identidade e,

assim, pela equagao (3.3) temos
ln [2(N. ), HV h(p)| = 0
como |2(N, 0y)p, | > 2 devemos ter
H lim [Vh(py)| = 0
dai H = 0 ou limy |[Vh(p)| = 0, se H = 0 o resultado é trivial. No caso de H # 0,
temos limy, [Vh(py)| = 0 ou limy f(pg) = 0. Dai, pela equagao (3.2)
0 = lim —|Vh(pi)|* = inf —[VA]* < =[VA]* <0

Entao —|VA|? = 0, ou seja, X" é um slice. W
O seguinte resultado mostra que podemos considerar uma limitagao conforme a

norma do operador de forma A para a norma do gradiente da funcao altura.
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Teorema 3.4 Seja i) : X" — —R x H" wma hipersuperficie tipo-espagco com curvatura

média H constante e Hy limitada inferiormente. Se a func¢do altura h de X™ satisfaz
VA < ——|AP,
n—1
entao X" é um slice, onde 0 < a < 1 e |A|? € o quadrado da norma de Hilbert-Schmidt.
Prova. De |Vh|> = —1 + (N, 9,)?, temos
(N,0)2 <1+ ——|A]
= n—1"""

Pelo Lema 2.4, |A|? = n?H? —n(n — 1) Hy e, assim, |A|? ¢ limitada superiormente. Daf
(N, 9,)* é limitado e particularmente f = (N, d;) é limitada inferiormente assim como

|Vh|?. Também temos

AN, 9) = (|AP = (n = 1)|VAP)(N, )

(3.4)
< (1—a)AP(N,0) < —(1—a)|A? <0

De acordo com a inequagao (3.1), o tensor curvatura de Ricci é limitado inferi-
ormente, da completude de ¥" podemos aplicar o principio do maximo de Omori-Yau

que nos fornece uma sequéncia p, € 3" tal que

0 < lim AN, Oy)y, < —(1 = a) lim [A(py)|* < 0

11}£H<N, at>Pk = lznnf<N7 at>pk
Assim temos que limy |[A(py.)|* = 0 e, por hipotese, limy, [Vh(pi)|* = 0, fornecendo
limy (N, 0)2 =1 ou limy(N, O;)p, = —1, pois (N, ), < —1. Logo
e, portanto, (N,0;) = —1 ou |[Vh|?> = 0. Logo h = ty, ou seja, £" é um slice.
u

Observacgao 3.2 Note que temos
nH? < (nH? +n(n — 1)(H? — Hy)) = n’H? —n(n — 1)H, = |A?

Assim temos o sequinte

no !
[Vh|* < H? < |A”
n—1 n—1
Esta expressao nos diz que, a menos da imposi¢cao de limitagcao inferior sobre Hs, 0

Teorema 3.4 generaliza o Teorema 3.2.
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3.1 A funcao angulo hiperboélico

As restrigoes feitas sobre as fungoes altura h e |Vh|? nos teoremas anteriores
podem ser vistas como limita¢des na funcao angulo hiperbolico entre N e J; que é
definido da seguinte forma:

Definicao 3.5 Seja ¢ : X" — —R x M"™ uma hipersuperficie tipo-espago, com M™
uma variedade Riemanniana. A funcdao dngulo hiperbolico normal 0, € a aplicagao
diferencidvel 6 : p(X") — [0,400) tal que coshf = —(N,0;), onde N a aplicagio

normal de Gauss apontando para o futuro.

Com esta definicao, temos os seguintes resultados.

Corolario 3.6 Seja ¢ : X" — —R x H" uma imersao tipo-espago completa com cur-
vatura média H constante, tal que h e 6 sao limitadas entao X" é uma hipersuperficie

mazrima.

Prova. Basta observar que se # é limitada, entao cosh f também o ¢. W

Corolario 3.7 Seja v : ¥ — —R x H" uma imersao de uma hipersuperficie tipo-
espaco completa com curvatura média constante. Se a fun¢ao dngulo hiperbolico normal

0 satisfaz, para algum 0 < a < 1,

no

cosh’ < 1+ H?,
n—1

entao X" tem que ser um slice.

Corolario 3.8 Seja ¢ : ¥" — —R x H" uma tmersao tipo-espaco com curvaturas

médias H, Hy constantes com 0 satisfazendo

cosh?6 <1+ n

H2
b
n—1
entao X" € um slice.

Corolario 3.9 Seja 1 : X" — —R xH"™ uma hipersuperficie tipo-espago com curvatura
média H constante e Hy limitada inferiormente. Entao, se a funcao dngulo hiperbolico

normal 6 satisfaz

!
cosh?f <1+ ——|AJ?,
n—1
entiao X" € slice, onde 0 < a < 1 e |A|* € o quadrado da norma de Hilbert-Schmidt.
Os ultimos resultados sao interpretagoes geométricas do ponto de vista dos an-

gulos hiperbodlicos e sao de fato equivalentes aos teoremas anteriores deste capitulo na

respectiva ordem.



Capitulo 4

Graficos verticais em —R x H"

Neste capitulo, apresentamos uma série de resultados referente a graficos tipo-
espago em —R xH", mais particularmente a graficos inteiros, exibindo também condigoes

para que eles sejam completos.

Definigao 4.1 Dados 2 C H" e u € C*(X), a hipersuperficie grafico vertical de u em

—R x H" ou simplesmente o grifico de u € a hipersuperficie
¥ u) = Gu) = {(u(x),x);z € Q} € =R x H"

Um grifico serd dito inteiro quando €2 = H"™.

Note que existem outros tipos de graficos os quais nao serao discutidos aqui,
doravante faremos referéncia aos graficos inteiros verticais como simplesmente graficos
em —R x H" a menos que esteja explicito o contrario. Uma condig¢ao sobre o gradiente

da func¢ao altura nos fornece graficos tipo-espago, que é o seguinte

Lema 4.1 Um grifico em —R x H" € tipo-espaco se, e somente se, |Du| < 1 e, neste

caso,

N = _ (0r + Du) (4.1)

V1 —|Dul?
onde Du denota o gradiente de uw H" e N é a aplicagao normal de Gauss apontando

para o futuro em ¥"(u).

Prova.
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Inicialmente mostramos que, se ¥"(u) é um grafico sobre um dominio entao um
campo normal (ndo necessariamente unitério) sobre ¥"(u) é VG, onde V denota o
gradiente de —R x H" e G : =R x H" — R é dada por G(t,p) =t — u(p). De fato, em
Y"(u) temos G(t,p) = 0, entdo se a é uma curva em X" (u) com « : (—e, €) — X"(u),
a(0) =ped(0) =v e T,x"(u). Temos

d

ou

o€) = d(0)(G) = oG oa(t) = 0

Por outro lado, como v(G) = (VG,v), segue que VG Lo, para todo v € T,X"(u).
Como a codimensao de T,X"(u) ¢ 1 e a métrica é ndo-degenerada resta-nos mostrar

que VG é um campo nao-nulo tipo-tempo. Mas
VG(t,p) = V(t — Du(p)),
ese v € Tty (=R x H"), temos v = (f0;, w) com w € T,H", entao

v(G) =[Ot —u(p)) + w(t —u(p)) = f —wu
= —(v,0;) — (Du,w)
= (—0; — Du,v)

Logo, (VG,v) = (=0, — Du,v), Vv € T, (—R x H"). Uma vez que a métrica é nio

degenerada temos VG = —0d; — Du, que é sempre nao-nulo.
Para obtermos um campo apontando para o futuro, escolhemos N = —V @, pois
neste caso, (N,0;) = —1 < 0. Notemos que (N,N) = —1 + |Dul? e assim N é

tipo-tempo se, e somente se, |Du| < 1. Como nestas condigdes uma hipersuperficie é
tipo-espago se, e somente se, seu campo normal é tipo-tempo, temos que |Du| < 1
equivale a ¥"(u) ser tipo-espago.

Considerando que N é tipo tempo, exibimos a aplicacdo normal de Gauss, nor-

malizando N

Ne——t (3 +Du).

/1 —|Du|?

O seguinte resultado nos da alternativas para verificarmos a completude de uma

variedade Riemanniana. Antes relembremos o conceito de variedade completa.
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Definigao 4.2 Uma variedade Riemanniana M ¢é (geodesicamente) completa se para
todo p € M, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, i.e., se
toda geodésica y(t) comegando em p estd definida para todos os valores do pardmetro
teR.

Lema 4.2 (Hopf-Rinow) Sejam X" uma variedade Riemanniana e p € X". As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) exp, estd definida em todo o T,X";

ii) Os limitados e fechados sao compactos ;

i11)X" € geodesicamente completa;

Uma demonstra¢ao do Teorema de Hopf-Rinow pode ser encontrada em [7]. O
proximo resultado inclui mais uma equivaléncia no Teorema de Hopf-Rinow. Para isto,

precisamos do conceito de curva divergente.

Definicao 4.3 Seja X" uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva o :
[0,a) — X" € divergente se «([0,a)) néao estd contida em nenhum compacto K de X",

onde a € uwm numero real positivo ou a = +00.
Note que a propriedade de uma curva ser divergente nao depende de sua parametrizacao
e sim do seu traco.

Lema 4.3 Uma variedade Riemanniana X" € completa se, e somente se, toda curva

divergente o : [0,a) — X" satisfaz

/Oa | (7)]|dT = +o0. (4.2)

Prova. Suponhamos inicialmente que X" é completa, mostremos que toda curva
divergente tem comprimento infinito. De fato, argumentando por contradigao, se « é

uma curva divergente de comprimento finito, isto é,

/Oa o/ (F)|dr = L
d(af /|a \d7</ o/ (7)|dr = L

Assim «([0,a)) ¢é limitado e assim pelo item i) do Lema 4.2, «([0,a)) tem fe-

entao

cho compacto e consequentemente o traco da curva a estda contido num compacto,

contradizendo o fato que a curva é divergente.
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Reciprocamente, se toda curva divergente tem comprimento infinito, mostremos
que X" é completa. Suponhamos por contradi¢ao que o item i) do Lema 4.2 nao vale.
Entao existem p € X", 0 <ty < 0o e v € T)X" com |v| = 1 tais que y(t) = exp, v esta
definida para t € [0, 1), mas ndo pode ser definida para t,. Mostremos que v ¢ uma
curva divergente. Se y([0,%y)) esta contida num compacto K, considere t,, € [0, 1) tal

que t, g e seja vy, = y(t,). Portanto

d(’yn,’}/m) < ‘Sn - Sm|

Dai v, é¢ uma sequéncia de Cauchy num compacto K, portanto -, converge para
Yo € K C X" Seja (V,0) uma vizinhanga totalmente normal de 7y, isto é, dado r € V'
existe 0 > 0 tal que exp, : Bs(0) — exp,(Bs(0)) D V é um difeomorfismo. Seja ny € N
tal que, se n,m > ng entao |t, — t,,| < d € Y, vm € V. Logo deve existir uma tnica
geodésica ¢ ligando v, a v, nesta vizinhanca totalmente ortonormal. E ¢ coincide
com 7, onde esta ¢ definida. Usando que exp, ) ¢ um difeomorfismo entre By e sua
imagem que contém V' podemos estender v além de t,, absurdo. Assim ~ é uma curva

divergente mas

to to
/ o/ (7)dr = / ld7 = t < +o0
0 0

gerando uma contradicao com a hipotese que toda curva divergente tem comprimento

infinito. W

4.1 Exemplos de superficies maximais: graficos in-

teiros

Os seguintes exemplos devidos a ALbujer em [2] nos dizem que um grafico inteiro
eventualmente pode nao ser completo mesmo tendo curvatura média nula, um outro
exemplo refere-se a graficos nao-triviais com curvatura média constante e nula, corrob-
orando resultados ja apresentados e outros que virao a ser. Antes de exibirmos tais
exemplos, facamos alguns calculos essenciais ao seu desenvolvimento.

Analisando inicialmente o operador de forma A. Para X € X(X"(u)), temos
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e, assim,

AY = —EyN = —<DU,X>E@N — ﬁxN

onde D denota a conexao de Levi-Civita em —R x H" e X ¢ a projecio de X em X(H").

Utilizando a expressao de N, temos

AX = —(Du, XDy, <—at+D“ )—EX (—aﬁD“ )

/1 —|Dul|? /1 —|Dul?

V1 —|Dul?
— Du
=Dy | —/—
'\ V1= [Dup
Dy Du Du —
= — — DxDu, D
/1 . |Du]2 (1 _ |Du|2)3/2< xJu, U>
D D
- X L __(VyDu, Du)

“/i-Dap (= D
onde usamos o Lema 1.19 e que DxDu = VxDu, (Du,d,) = 0, logo X (Du, d;) =
0. Portanto (DxDu,d,) + (Du, Dx0;) = 0 uma vez que {(Du,Vxd;) = 0, temos
(VxDu,d,) = 0. Por outro lado,

Div (J%) — trac (vx (ﬁ))

Assim, podemos expressar H em termos do divergente

, Du
nH = Div (W) (4.3)

onde Div denota o divergente em relagao a H". Considere n = 2 e note que Du(z,y) =
y>Dou(z,y), Dy é o gradiente em Q = {(z,y) € R%y > 0} que é essencialmente o

gradiente em R?. Um referencial ortonormal em H? é dado por {yd,;y9,} e assim

Div(X) = (Vya,X,y0:) + (Vyo,X, y0y)

(4.4)
=y ((Vo, X, 0,) + (Vy, X, 0,))
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Pela formula de Koszul
2<v8mXa ax> = 8x<Xa ax> + X<8a:7 836) - 8w<8wa X> - <ax> [Xv ax]>+

(X, [0z, Or]) + (Os, [0, X])
= X(0y, 0p) + 2(0s, [0, X])

1 2
= X(E> + E@I’ [0z, X])o
2 1
= 2% 00 K)o+ X(3).
Logo,
1 1
(Vo,X,0,) = E<V31X’ D)o + X(2_y2)’
onde Ve (.,.)o sdo respectivamente a conexao de Levi-Civita e a métrica usual de R?.
Assim
1 X (1
(Vo,X,0:) = 5(Vo. X 0o+ 5 | |- (4.5)
y 2 \y
De modo anélogo, temos
1 X (1
(a,X,0) = (78,000 + 5 (). (4.6)

Substituindo (4.5) e (4.6) na equagao (4.4), obtemos

Div(X) = Divg(X) + 12X

(4.7)

Logo
2
Div = Divy — —dy, (4.8)
Y

onde Divy é o divergente usual do R2.

Desde que
Du y?Doyu

/1 —|Dul? B V1 —y2|D0u3’

segue que

D 2D 2 2D
Div [ —=% ) = Din, y Lou ~Zdy Yy Lou .
/1 — |Dul? V1 —y?|Dyul? Yy V1 —y?|Doul?
Seja r = /1 — y?|Dyu|?, deste modo
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yQDou U (Um?" + %yQ(uzum + uyuzy))
Divy ( ) — 2y = 2 r

r2

U
(QZ/Uy + y2uyy)7" + yQTy(y’DOu% + Z/Q(Uwuxy + uyuyy))
+

r2
u
—2y—2
r

Como r >0 e H =0, obtemos

nH = Dw <—Du > =0,
Vo=
que equivale a
P2 U+ Y (W + Ugllytly) + T2y,
+1r2y2uy, + ¥? | Douldu, + y* (uyugtig, + ujuyy) — 2r*yu, =0
ou simplesmente,

r*y* Dou + y* (yuy| Doul§ + y*Q(u)) = 0, (4.9)

com a condi¢ao que y*|Doulz < 1, onde Ay é o laplaciano em R? e Q(u) = uZuy, +

2
2Up Uy Uy + Uy Uy

4.1.1 Grafico inteiro, maximo e nao-completo

Exemplo 3 Considere que a fun¢do u é da forma u(x,y) = f(y), entio a equagdo 4.9

se torna
" + AL 0
J ,yz(f) (4.10)
y (f)° <1
1
Integrando via separagio de varidveis, obtemos f'(y) = ———=com ¢ > 0. In-

VY2 +ec
tegrando novamente, obtemos f(y) = In(y + \/y27+6) + c1. A menos de isometrias,
podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢y = 0.

Utilizando a sequnda condi¢iao do problema (4.10) devemos escolher ¢ positivo
para produzir uma solu¢do de tal problema, obtendo uma familia de superficies tipo-
espaco mdzrimas em —R x H?2.

Contudo, este grdafico nao € geodesicamente completo. De fato, considere a curva
a:[l,+00) = X(u) dada por

a(s) = (u(0,s),0, s)
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Tal curva é divergente pois sua projecao sobre H? é a semi-reta (0,s) que € nao
limitada em H? e, portanto, nao estd contida num compacto. No entanto, o compri-

mento da curva o pode ser calculado. Como

O/(S> = (f,(s)v 0, 1)7

temos

1 1 1 —s2+ s+ c
() = (0 + =~ b = -

2 24c s s2(s2+c)  s2(s24c)

Logo

“+o0 +oo C +oo C +oo \/E
/ — - < . — V- — 2
/1 |a/(s)]ds /1 1/ (1 0) ds < /1 \/ (%) ds /1 2 ds = 2y/c < 40,

o que mostra que tal superficie nao € completa.

4.1.2 Condigoes para um grafico inteiro ser completo

No exemplo anterior, apresentamos um grafico inteiro, porém este nao é completo. No
entanto, a seguinte proposi¢ao nos fornece uma condigao suficiente para que um grafico
tipo-espago seja completo.

Proposicao 4.4 Todo grifico inteiro tipo-espago Y."(u) em —R x H™ tal que |Du| <

a < 1 € uma hipersuperficie completa.

Prova. Considere 7 : (—¢,¢) — X"(u), entdo temos que v(t) = (u(5(t)), 5(t))
onde 5(t) ¢ uma curva em H". Assim '(t) = ((Du, 8'(t))mn, 5'(t)) our'(t) = (Du, 5'(t))un O+
B'(t). Se X € X(X"(u)), entdo

X = (Du, X)und, + X (4.11)

onde X = myny(X). Assim, temos

(X, X)snw = (X, X)un — (Du, X)%.
= | X[f — (Du, X)fn
> (1= |Duf’) | X
> (1= 62| X [

Seja a(t) = mgn o @(t) e note que o/ (t) = mryn @ (t). Denotemos por L, o comprimento

da curva «, entao
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> 2 \/o(e(7), o (7)) Bndr (4.12)
Z La

onde ¢ = 1 — a?.

Suponhamos agora que « ¢ uma curva divergente em X%"(u) e
mostremos que a sua projecao o em H" é também uma curva divergente, isto €, seu
trago nao esta contido num compacto K C H". De fato, se @([0,a)) estivesse contida
num compacto K terfamos que 771(K) também é um compacto em ¥"(u). Dai o nao
seria uma curva divergente o que é um absurdo. Logo @ é uma curva divergente e como

H"™ é completo, pelo Lema 4.3, temos que Ly = +00. Pela inequagao (4.12), temos

L, = 400 e, assim, novamente pelo Lema 4.3, ¥"(u) é completa. W

4.1.3 Grafico inteiro, maximal e completo

O seguinte exemplo nos fornece um gréfico tipo-espaco com curvatura média constante

nula, nao trivial, que também é completo geodesicamente como veremos a seguir.

Exemplo 4 Suponhamos agora que u(z,y) = f(z) onde z = z* + y*. Deste modo,

temos
Aou(w,y) = 4(f"(2)2* + f'(2) + f'y*) = 4(9(2) + ¢'(2)2)

onde g = f'. Também temos que |Doul? = 49°(2)z e

Qu)(z,y) =4g%(2)2*(49'(2) +29(2)) + 49 (2)y* (49’ (2)y* + 29(2)) + 32¢°(2)2%y*g'(2)
= 8¢°(2) + 16¢°(2)g' (2)(a* + y* + 22°y?)
= 8¢%(2) + 16g°(2)g'(2)2*

Neste caso, a equagao (4.9) torna-se
[1—4y%6%(2)2]4l9(2) + ¢'(2)2] + 8¢°(2)y°2 + 8y°¢*(2)z + ¥ + 16y°¢°(2)g' (2)2* = 0.

Isso nos fornece
9(2) +¢'(2)z =0, (4.13)

c
com a condigao 4y?g*(2)z < 1. Temos, entio (z9(2)) = 0 ou g(z) = —, dai f(z) =
z
clnz 4 a, a menos de isometrias, podemos considerar a = 0 e também exigiremos que
2 A2
ZEQ + y2
grdficos das fungoes

c 1
4y2—22 <1 ou < 1. Escolhendo |c| < o temos que as superficies dadas pelos
z

ue(x,y) = cln(:c2 + yz)
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nos fornecem grdficos mdximos tipo-espaco. Pela Proposicao 4.4, estes grificos sao
completos e tém curvatura média constante. Entretanto com restricoes adequadas sobre

a fungao u e o seu gradiente € possivel obtermos resultados tipo Bernstein.

Apresentamos a seguir resultados envolvendo gréficos inteiros.

Teorema 4.5 Seja ¥."(u) um grdfico inteiro tipo-espago em —R x H"™ com curvatura

média constante H tal que
naH?

n—1+naH?

onde 0 < o < 1 e Du representa o gradiente de w em H". Entao X" (u) é um slice.

Duf’ <

(4.14)

Prova. Ora, temos que |Du| < a para

naH?
— 1. Vn>2
“ \/n—1+naH2< ) VR =

Assim, pela Proposigao 4.4, ¥"(u) é uma hipersuperficie completa. Calculemos agora
|Vh|? onde V ¢ o gradiente em relagao a ¥"(u) e h é a fungao altura 7.
Da equacao (2.3), temos que |Vh|? = —1 + (N, 9,)%. Usando a expressao do

campo normal obtida no Lema 4.1, temos que

1 ~1
N,9) = —— (0, + Du),d, ) = —u—.
W, ) <,/1—|Dup(t ) t> V1— [Duf?
Segue que
2
VA= -1+ ! _ 1Dyl (4.15)

1— [Du2 ~ 1- |[Duf?

Da hipotese, temos

HQ
2 < na _ 2 2 « 2
| Dul? < T iinar © (n — 1+ naH?)|Dul? < naH
& (n—1)|Dul*+ < naH?
& (n—1)|Dul? < naH? — naH?|Dul?
4.16
& (n—1)|Dul? < naH*(1 — |Dul?) (4.16)
o | Dul? noH?
1—|Dul> = n—-1
H2
& |Vh|?* < na_ .

Assim, pelo Teorema 3.2, temos que X" (u) é um slice. W
Utilizando o Teorema 3.3 obtemos o seguinte resultado que inclui o caso da con-

stante a = 1, desde que a curvatura Hy seja constante.
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Teorema 4.6 Seja X" (u) um grdfico tipo-espago em —R x H" com curvaturas médias

H e Hy constantes. Suponha que

nH?
Dulf < ™17
[Dul < e

entao X" (u) € um slice.
Teorema 4.7 Seja X" (u) um grdfico inteiro vertical tipo-espago em —R x H" com cur-

vatura média constante, tal que u é limitada e |Du| < a, com 0 < a < 1. Entdo X" é

uma hipersuperficie mdxima.
Prova. Pela equagao (4.15) temos

1 | Du? a?
h|> = —1 = < .
IVl T DaE T T (Dup S 1—a2 -

Assim de acordo com a Proposigao 4.4, temos as hipoteses do Teorema 3.1. Logo X" (u)

¢ uma hipersuperficie maxima. H

Teorema 4.8 Seja X" (u) um grdfico tipo-espago em —R x H" com curvatura média

constante tal que

alAP
n—14 a|Al?
onde 0 < a < 1 e |A]* denota o quadrado da norma de Hilbert-Schmidt. Entio ¥"(u)

é um slice.

| Duf? <

Prova. Para provar este resultado basta observar a equivaléncia

alAl”
n— 14 alAl?

«Q
n—1

[ Dul* < & |Vh* < AP,

a qual é provada da mesma forma que as equivaléncias de (4.16), substituindo nH? por

A2, =
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