
Universidade Federal de Campina Grande

Centro de Ciências e Tecnologia

Programa de Pós-Graduação em Matemática

Curso de Mestrado em Matemática

Matriz de covariâncias do estimador
de máxima verossimilhança corrigido

pelo viés em modelos lineares
generalizados com parâmetro de

dispersão desconhecido †

por

Fabiana Uchôa Barros

sob orientação do

Prof. Dr. Alexsandro Bezerra Cavalcanti

Dissertação apresentada ao Corpo Docente do Programa

de Pós-Graduação emMatemática - CCT - UFCG, como

requisito parcial para obtenção do título de Mestre em

Matemática.

†Este trabalho contou com apoio �nanceiro da CAPES.



Matriz de covariâncias do estimador
de máxima verossimilhança corrigido

pelo viés em modelos lineares
generalizados com parâmetro de

dispersão desconhecido

por

Fabiana Uchôa Barros

Dissertação apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pós-Graduação em

Matemática - CCT - UFCG, como requisito parcial para obtenção do título de Mestre

em Matemática.

Área de Concentração: Estatística

Aprovada por:

������������������������

Profa. Dra. Denise Aparecida Botter - IME-USP

������������������������

Prof. Dr. Gauss Moutinho Cordeiro - DE-UFPE

������������������������

Prof. Dr. Alexsandro Bezerra Cavalcanti - UFCG

Orientador

Universidade Federal de Campina Grande

Centro de Ciências e Tecnologia

Programa de Pós-Graduação em Matemática

Curso de Mestrado em Matemática

Dezembro/2011

ii



Resumo

Com base na expressão de Pace e Salvan (1997 pág. 30), obtivemos a matriz de

covariâncias de segunda ordem dos estimadores de máxima verossimilhança corrigidos

pelo viés de ordem n−1 em modelos lineares generalizados, considerando o parâmetro

de dispersão desconhecido, porém o mesmo para todas as observações. A partir dessa

matriz, realizamos modi�cações no teste de Wald. Os resultados obtidos foram avalia-

dos através de estudos de simulação de Monte Carlo.

Palavras-chave: Modelos lineares generalizados, matriz de covariâncias de se-

gunda ordem, estimador de máxima verossimilhança corrigido pelo viés, parâmetro de

dispersão.
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Abstract

Based on the expression of Pace and Salvan (1997 pág. 30), we obtained the

second order covariance matrix of the of the maximum likelihood estimators corrected

for bias of order n−1 in generalized linear models, considering that the dispersion para-

meter is the same although unknown for all observations. From this matrix, we made

modi�cations to the Wald test. The results were evaluated through simulation studies

of Monte Carlo.

Keywords: Generalized linear models, covariance matrix of the second order,

bias corrected maximum likelihood estimator, dispersion parameter.
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Introdução

Os modelos lineares generalizados (MLGs) são uma extensão dos modelos normais

lineares e foram de�nidos por Nelder e Wedderburn (1972). A ideia principal é abrir um

leque de opções para a distribuição da variável resposta, possibilitando que a mesma

pertença à família exponencial de distribuições, bem como dar maior �exibilidade à

relação entre a média da variável resposta e o preditor linear. Nelder e Wedderburn

introduziram o conceito de desvio que tem sido amplamente utilizado na avaliação

da qualidade dos MLGs e propuseram um processo iterativo para a estimação dos

parâmetros. Inúmeros artigos relacionados com os MLGs foram publicados desde 1972.

No Capítulo 1, procuramos revisar os principais resultados teóricos relacionados com

os MLGs.

A estimação dos parâmetros nos MLGs, na maioria das vezes, é feita através

do método da máxima verossimilhança, que por sua vez fornece, em geral, estimadores

viesados. Em virtude disso, correções do viés têm sido bastante estudadas na literatura

estatística. No Capítulo 2 apresentamos diversos artigos relacionados à correção do viés

e, em particular, exibimos as expressões matriciais para os vieses dos estimadores de

máxima verossimilhança (EMVs) em MLGs obtidas por Cordeiro e McCullagh (1991)

através da fórmula de Cox e Snell (1968), cuja grande utilidade é de�nir um EMV

corrigido pelo viés até a ordem n−1.

Nos MLGs, a matriz de covariâncias de primeira ordem dos EMVs é dada pela

inversa da matriz de informação de Fisher. A partir das expressões de Peers e Iqbal

(1985), Cordeiro (2004) obteve a matriz de covariâncias de segunda ordem do EMV em

MLGs considerando o parâmetro de dispersão conhecido. Este resultado foi estendido

por Cordeiro et al. (2006) para o caso em que o parâmetro de dispersão é desconhecido.
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Por �m, utilizando a expressão de Pace e Salvan (1997, pág. 30), Cavalcanti (2009)

obteve a matriz de covariâncias de segunda ordem do EMV corrigido pelo viés em

MLGs supondo o parâmetro de dispersão conhecido. Estes resultados encontram-se no

Capítulo 3.

No Capítulo 4, estendemos os resultados de Cavalcanti (2009) para o caso em

que o parâmetro de dispersão é desconhecido, porém o mesmo para todas as observa-

ções. Através de estudos de simulação mostramos que as covariâncias até ordem n−2

dos EMVs corrigidos pelo viés de ordem n−1 estão mais próximas da matriz do erro

quadrático médio. Sugerimos modi�cações no teste de Wald utilizando os estimadores

corrigidos pelo viés e a matriz de covariâncias obtida nesse capítulo e, através de estu-

dos de simulação, comparamos os tamanhos empíricos dos testes de Wald modi�cados

para alguns níveis de signi�cância variando o tamanho da amostra.

Finalmente, no Capítulo 5, apresentamos alguns temas que poderão ser desenvol-

vidos em pesquisas futuras.

Vale salientar que o Capítulo 4 é a principal contribuição teórica desta dissertação.

Os estudos de simulação realizados neste trabalho foram feitos utilizando a linguagem

de programação computacional R em sua versão 2.11.1 e a linguagem matricial de

programação Ox em sua versão 5.10.

Todos os cumulantes usados nesta dissertação e os desenvolvimentos algébricos

dos Capítulos 3 e 4 encontram-se nos Apêndices A e B, respectivamente.



Capítulo 1

Modelos Lineares Generalizados

Neste capítulo de�nimos os modelos lineares generalizados e apresentamos alguns

resultados relacionados com a estimação de parâmetros e testes de hipóteses.

1.1 Introdução

Os modelos lineares generalizados (MLGs), de�nidos por Nelder e Wedderburn

(1972), são modelos de regressão para dados não normalmente distribuídos, geralmente

ajustados por máxima verossimilhança. Estes modelos são de�nidos por uma distribui-

ção de probabilidades, membro da família exponencial de distribuições, para a variável

resposta, um conjunto de variáveis independentes descrevendo a estrutura linear do

modelo e uma função de ligação entre a média da variável resposta e a estrutura linear.

A ligação entre a média e o preditor linear pode assumir qualquer forma monótona

não-linear, não sendo necessariamente a identidade. O processo iterativo para a esti-

mação dos parâmetros lineares pode ser visto como um método de mínimos quadrados

reponderados. Três testes de hipóteses estatísticas são apresentados: o da razão de

verossimilhança, Wald e escore. Outras aplicações da estrutura dos MLGs podem ser

encontradas em diversos artigos e livros da literatura estatística. Referências de textos

no assunto são os livros de Cordeiro (1986), McCullagh e Nelder (1989) e Paula (2010).
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1.2 De�nição

Sejam Y1, ..., Yn variáveis aleatórias independentes com cada Y` tendo função den-

sidade de probabilidade (ou função de probabilidade) dada por

π(y; θ`, φ) = exp{φ[yθ` − b(θ`)] + a(y, φ)}, (1.1)

em que a(·, ·) e b(·) são funções conhecidas. A família exponencial de distribuições é

caracterizada por (1.1). A média e a variância de Y` são, E(Y`) = µ` = db(θ`)/dθ`

e Var(Y`) = φ−1V`, em que V` = dµ`/dθ` é denominada função de variância e θ` =∫
V`
−1dµ` = q(µ`), sendo q(µ`) uma função um-a-um de µ`, conhecida, que varia em um

subconjunto dos reais. A função de variância caracteriza a distribuição, desempenhando

assim, um papel importante na família exponencial. Os parâmetros θ` e φ > 0 em (1.1)

são chamados parâmetros canônico e de precisão, respectivamente. Assumimos, por

enquanto, que φ é conhecido e denominamos φ−1 de parâmetro de dispersão.

Quando φ for desconhecido, (1.1) pode, ou não, pertencer à família exponencial

biparamétrica com parâmetros naturais φ e φθ`. Para (1.1) pertencer à família expo-

nencial biparamétrica quando φ não for conhecido, a função a(y, φ) deve ser decomposta

como

a(y, φ) = φc(y) + d1(φ) + d2(y). (1.2)

Esse é o caso das distribuições normal, gama e normal inversa, por exemplo.

Os MLGs são de�nidos por (1.1) e pela componente sistemática

g(µ`) = η`,

em que η = Xβ é o preditor linear, sendo β = (β1, ..., βp)
T um vetor de parâmetros

desconhecidos a serem estimados, X = (x1, ..., xn)T a matriz do modelo de dimensão

n × p de posto completo, em que x` = (x`1, ..., x`p)
T e g(·) é uma função monótona e

diferenciável denominada função de ligação.

Na Tabela 1.1 é apresentado um resumo de algumas distribuições pertencentes à

família exponencial.
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Tabela 1.1: Principais distribuições pertencentes à família exponencial

Distribuição b(θ) θ φ V (µ)

Normal: N(µ, σ2) θ2/2 µ σ−2 1

Poisson: P(µ) eθ logµ 1 µ

Binomial: B(n, µ) log(1 + eθ) log{µ/(1− µ)} n µ(1− µ)

Gama: G(µ, φ) −log(−θ) −1/µ E2(Y)/Var(Y) µ2

N.Inversa: NI(µ, φ) −
√
−2θ −1/2µ2 φ µ3

Fonte: Paula (2010; Tabela 1.1, pág. 7).

A função geradora de momentos (f.g.m.) da família (1.1) é dada por

M(t; θ, φ) = E(etY ) = exp

{
φ

[
b

(
t

φ
+ θ

)
− b(θ)

]}
, (1.3)

e só depende da função b(·). A demonstração de (1.3) para o caso de variáveis aleatórias

contínuas segue do Teorema 3.1 (James, 2008, pág. 120) e do fato de (1.1) ser uma

função densidade de probabilidade.

A função geradora de cumulantes (f.g.c.) é, então,

ϕ(t; θ, φ) = log[M(t; θ, φ)] = φ

[
b

(
t

φ
+ θ

)
− b(θ)

]
. (1.4)

Derivando (1.4) r vezes em relação a t, têm-se

ϕ(r)(t; θ, φ) = φ1−rb(r)
(
t

φ
+ θ

)
,

em que b(r) indica a r-ésima derivada de b(·) em relação a t. Para t = 0, obtém-se o

r-ésimo cumulante da família (1.1) como

κr = φ1−rb(r)(θ). (1.5)

A partir de (1.5), pode-se deduzir o valor esperado κ1 e a variância κ2 da família

(1.1) para r = 1 e 2, respectivamente. Tem-se κ1 = µ = b′(θ) e κ2 = φ−1b′′(θ) =

φ−1dµ/dθ.

A equação (1.5) mostra que existe uma relação de recorrência entre os cumulantes

da família (1.1), isto é, κr+1 = φ−1dκr/dθ para r = 1, 2, · · · . Esse fato é fundamental

na obtenção de propriedades assintóticas dos estimadores de máxima verossimilhança

nos MLGs.

A Tabela 1.2 apresenta as funções geradoras de momentos para as distribuições

dadas na Tabela 1.1.



11

Tabela 1.2: Funções Geradoras de Momentos para algumas distribuições

Distribuição Função Geradora de Momentos M(t; θ, φ)

Normal: N(µ, σ2) exp
(
µt+ σ2t2

2

)
Poisson: P(µ) exp[µ(et − 1)]

Binomial: B(n, µ) {µ[e
t
n − 1] + 1}n

Gama: G(µ, φ)
(

1− µt
φ

)−φ
, t < φ

µ

N.Inversa: NI(µ, φ) exp

{
φµ−1

[
1−

(
1− 2µ2t

φ

)1/2]}
, t < φ

2µ2

A função de verossimilhança de um MLG com respostas independentes e supondo

φ conhecido é dada por

L(β) =
n∏
`=1

π(y`; θ`, φ) =
n∏
`=1

exp{φ[y`θ` − b(θ`)] + a(y`, φ)}.

Assim, o logaritmo da função de verossimilhança é dado por

`(β) = log[L(β)] =
n∑
`=1

φ[y`θ` − b(θ`)] +
n∑
`=1

a(y`, φ). (1.6)

Um caso importante dos MLGs ocorre quando o parâmetro canônico θ e o preditor

linear coincidem, isto é, quando θ` = η` =
∑p

k=1 x`kβk. Consequentemente, `(β) �ca

dado por

`(β) =
n∑
`=1

φ

{
y`

p∑
k=1

x`kβk − b

(
p∑

k=1

x`kβk

)}
+

n∑
`=1

a(y`, φ),

podendo ser expresso na forma

`(β) =

p∑
k=1

Skβk − φ
n∑
`=1

b

(
p∑

k=1

x`kβk

)
+

n∑
`=1

a(y`, φ),

em que Sk = φ
∑n

`=1 y`x`k.

Portanto, a estatística S = (S1, ..., Sp)
T é su�ciente minimal (Dudewicz e Mishra,

1988, Cap. 8) para o vetor β = (β1, ..., βp)
T . As ligações que fornecem estatísticas

su�cientes para as diversas distribuições são denominadas canônicas. Um dos benefícios

de usar as ligações canônicas é que elas asseguram a concavidade de `(β), isto é,

garantem a unicidade da estimativa de máxima verossimilhança de β, quando essa

existe e, consequentemente, muitos resultados assintóticos são obtidos mais facilmente.

As funções de ligação canônicas para as principais distribuições estão apresenta-

das na Tabela 1.3.
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Tabela 1.3: Funções de ligação canônicas

Distribuição Função de ligação canônica

Normal Identidade: η = µ

Poisson Logarítmica: η = log µ

Binomial Logito: η = log
{

µ
1−µ

}
Gama Recíproca: η = 1

µ

N.Inversa Recíproca do quadrado: η = 1
µ2

Outros tipos de ligações são dadas abaixo:

Potência: η = µλ, em que λ é um número real.

Probito: η = Φ−1(µ), em que Φ(·) é a função de distribuição acumulada da

distribuição normal padrão.

Complemento log-log: η = log[log(1− µ)].

Box-Cox:

 η = (µλ − 1)/λ para λ 6= 0,

η = log µ para λ→ 0.

Aranda-Ordaz: η = log{[(1−µ)−α−1]/α}, em que 0 < µ < 1 e α é uma constante

desconhecida. Quando α = 1 temos a ligação logito η = log{µ/(1− µ)}.

A qualidade do ajuste de umMLG é avaliada através das medidas de discrepância.

Uma destas medidas foi proposta por Nelder e Wedderburn (1972), sendo denominada

de "deviance" (traduzida por Cordeiro (1986) como desvio), e tem expressão dada por

D∗(y; µ̂) = φD(y; µ̂) = 2φ
n∑
`=1

{
y`(θ̃` − θ̂`) + [b(θ̂`)− b(θ̃`)]

}
, (1.7)

em que D∗(y; µ̂) é denominado de desvio escalonado e D(y; µ̂) de desvio, sendo θ̂` =

θ`(µ̂`) e θ̃` = θ`(µ̃`) as estimativas de máxima verossimilhança de θ para os modelos

com p parâmetros (p < n) e saturado (p = n), respectivamente. O desvio D(y; µ̂) é

função apenas dos dados y e das médias ajustadas µ̂, e suas expressões para algumas

distribuições são dadas na Tabela 1.4. Já o desvio escalonado D∗(y; µ̂) depende de

D(y; µ̂) e do parâmetro φ.

Um valor pequeno para a função desvio indica que, para um número menor de

parâmetros, obtém-se um ajuste tão bom quanto o ajuste com o modelo saturado. Em

geral, D(y; µ̂) não segue assintoticamente uma distribuição χ2
n−p, embora seja usual
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comparar os valores observados da função desvio com os percentis desta distribuição.

Comumente, para os casos em que D∗(y; µ̂) depende do parâmetro de dispersão φ−1,

Jφrgensen (1987) mostrou que

D∗(y; µ̂) ∼ χ2
n−p quando φ→∞,

isto é, quando a dispersão é pequena a aproximação χ2
n−p para D

∗(y; µ̂) é razoável.

A Tabela 1.4 apresenta a função desvio para as principais distribuições.

Tabela 1.4: Função desvio para algumas distribuições.

Distribuição Desvio

Normal D(y; µ̂) =
∑n

`=1(y` − µ̂`)2

Poisson D(y; µ̂) = 2
∑n

`=1

[
y` log

(
y`
µ̂`

)
− (y` − µ̂`)

]
Binomial D(y; µ̂) = 2

∑n
`=1

[
y` log

(
y`
n`µ̂`

)
+ (n` − y`) log

(
1−(y`/n`)

1−µ̂`

)]
Gama D(y; µ̂) = 2

∑n
`=1

[
− log

(
y`
µ̂`

)
+ (y`−µ̂`)

µ̂`

]
N.Inversa D(y; µ̂) =

∑n
`=1

(y`−µ̂`)2
y`µ̂

2
`

A construção de testes e intervalos de con�ança sobre os parâmetros lineares

dos MLGs pode ser feita através da função desvio, tendo como grande vantagem, a

independência da parametrização adotada.

Uma outra medida da discrepância entre os dados y e os valores ajustados µ̂ para

testar a adequação de um MLG é dada pela estatística de Pearson generalizada, cuja

expressão é

X2
p =

n∑
`=1

(y` − µ̂`)2

V (µ̂`)
,

em que V (µ̂`) é a função de variância estimada para a distribuição de interesse.

A análise do desvio (ANODEV) é uma generalização da análise de variância para

os MLGs. Considere para o vetor de parâmetros β a partição β = (βT1 , β
T
2 )T , em que

β1 é um vetor de dimensão q × 1, enquanto que β2 tem dimensão (p − q) × 1 e φ é

conhecido. Suponha que queremos testar a hipótese nula H0 : β1 = 0 contra a hipótese

alternativa H1 : β1 6= 0. As funções desvio que correspondem aos modelos sob H0 e

H1 são dadas por D(y; µ̂(0)) e D(y; µ̂), respectivamente, em que µ̂(0) é a estimativa de

máxima verossimilhança de µ sob H0.
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Podemos de�nir a estatística

F =
{D(y; µ̂(0))−D(y; µ̂)}/q

D(y; µ̂)/(n− p)
,

cuja distribuição nula assintótica é Fq,(n−p). A vantagem de utilizá-la é que a mesma

não depende de φ. Essa estatística é muito conveniente para o uso prático, pois pode

ser obtida diretamente da função desvio.

1.3 Estimação dos parâmetros

1.3.1 Estimação de β

A estimação do vetor de parâmetros β pode ser feita através de diversos métodos,

dentre eles, o qui-quadrado, o Bayesiano e a estimação-M, sendo que este último inclui

o método de máxima verossimilhança que possui muitas propriedades ótimas, tais

como, consistência e e�ciência assintótica.

Consideraremos apenas o método de máxima verossimilhança para estimar os

parâmetros lineares β1, ..., βp do modelo.

A função escore total e a matriz de informação total de Fisher para o parâmetro

β são, respectivamente, dadas por

Uβ =
∂`(β)

∂β
= φXTW 1/2V −1/2(y − µ),

e

Kβ = E

{
− ∂

2`(β)

∂β∂βT

}
= φXTWX,

em que X é a matriz modelo cujas linhas serão denotadas por xT` , ` = 1, ..., n, W =

diag{ω1, ..., ωn} é a matriz de pesos com ω` = V −1` (dµ`/dη`)
2, V = diag{V1, ..., Vn},

y = (y1, ..., yn)T e µ = (µ1, ..., µn)T .

A estimativa de máxima verossimilhança de β é obtida através do processo ite-

rativo de Newton-Raphson. Tal processo é de�nido expandindo-se a função escore Uβ

em série de Taylor em torno de um valor inicial β(0), de modo que

Uβ ∼= U
(0)
β + U

′(0)
β (β − β(0)),
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em que U ′β corresponde a primeira derivada de Uβ em relação a β. Assim, repetindo o

procedimento acima, chega-se ao processo iterativo

β(m+1) = β(m) + [(−U ′β)−1](m)U
(m)
β ,

m = 0, 1, · · · . A aplicação do método escore de Fisher substituindo a matriz −U ′β
pelo correspondente valor esperado pode ser mais conveniente quando não se sabe se a

matriz −U ′β é positiva de�nida. Isso resulta no seguinte processo iterativo:

β(m+1) = β(m) + [K−1β ](m)U
(m)
β ,

m = 0, 1, · · · . Este processo pode ser reescrito como um processo iterativo de mínimos

quadrados reponderados

β(m+1) = (XTW (m)X)−1XTW (m)z(m), (1.8)

m = 0, 1, ..., em que z = η+W−1/2V −1/2(y−µ). Além de ser válida para qualquer MLG,

a equação matricial (1.8) mostra que a solução das equações de máxima verossimilhança

equivale a calcular repetidamente uma regressão linear ponderada de uma variável

dependente ajustada z sobre a matrizX usando uma matriz de pesosW que se modi�ca

a cada passo do processo iterativo. As funções de variância e de ligação entram no

processo iterativo por meio de W e z. A convergência de (1.8) ocorre em geral num

número �nito de passos, independentemente dos valores iniciais utilizados. É usual

iniciar (1.8) com η(0) = g(y). Ressaltamos que para o modelo normal linear não é

preciso recorrer ao processo iterativo (1.8) para a obtenção da estimativa de máxima

verossimilhança. Nesse caso, β̂ assume a forma fechada β̂ = (XTX)−1XTy.

1.3.2 Estimação de φ

Os métodos mais utilizados para estimar o parâmetro φ quando o mesmo é desconhe-

cido, porém igual para todas as observações, são: método do desvio, método de Pearson

e método de máxima verossimilhança.

O método do desvio baseia-se na aproximação χ2
n−p para D

∗(y; µ̂). A estimativa

de φ é então dada por

φ̂d =
n− p
D(y; µ̂)

.
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O método de Pearson é baseado na aproximação da distribuição da estatística de

Pearson generalizada pela distribuição χ2
n−p. Assim, a estimativa de φ é dada por

φ̂P =
n− p∑n

`=1

{
(y`−µ̂`)2
V (µ̂`)

} .
Na teoria, o método de máxima verossimilhança é sempre possível, mas pode

tornar-se inacessível computacionalmente quando não existir solução explícita para a

estimativa de máxima verossimilhança. De�nindo o logaritmo da função de verossimi-

lhança L(β, φ) como função de β e φ, pode-se escrever de (1.6)

L(β, φ) =
n∑
`=1

φ {y`θ` − b(θ`)}+
n∑
`=1

a(y`, φ). (1.9)

A função escore total e a matriz de informação total de Fisher para o parâmetro

φ são, respectivamente, dadas por

Uφ =
∂L(β, φ)

∂φ
=

n∑
`=1

{y`θ` − b(θ`)}+
n∑
`=1

a′(y`, φ),

e

Kφ = E

(
−∂

2L(β, φ)

∂φ2

)
= −

n∑
`=1

E {a′′(Y`, φ)} = −nd2,

em que a′(y`, φ) = da(y`, φ)/dφ, a′′(y`, φ) = d2a(y`, φ)/dφ2 e d2 é a segunda derivada

da função d1(φ).

Igualando a função Uφ a zero, obtemos

n∑
`=1

a′(y`, φ̂) = −
n∑
`=1

{y`θ̂` − b(θ̂`)}.

Por outro lado, de (1.7) temos que

D(y; µ̂) = 2
n∑
`=1

{
y`(θ̃` − θ̂`) + [b(θ̂`)− b(θ̃`)]

}
= 2

n∑
`=1

{
y`(θ̃`)− b(θ̃`)

}
− 2

n∑
`=1

{
y`(θ̂`)− b(θ̂`)

}
.

Portanto,

n∑
`=1

a′(y`, φ̂) =
1

2
D(y; µ̂)−

n∑
`=1

{y`θ̃` − b(θ̃`)},
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com D(y; µ̂) denotando o desvio do modelo sob investigação.

A estimativa de máxima verossimilhança para φ nos casos normal e normal in-

versa, é dada por φ̂ = n/D(y; µ̂). Para o caso gama, a estimativa de máxima verossi-

milhança de φ vem da equação

2n[log φ̂− ψ(φ̂)] = D(y; µ̂), (1.10)

em que ψ(φ) = Γ′(φ)/Γ(φ) é a função digama. Cordeiro e McCullagh (1991) deduziram

uma aproximação para φ̂ obtida de (1.10) para valores pequenos de φ,

φ̂ ≈
n

[
1 +

(
1 + 2D(y;µ̂)

3n

)1/2 ]
2D(y; µ̂)

.

Utilizando a desigualdade 1/2x < log x − ψ(x) < 1/x, Cordeiro e McCullagh

(1991) também deduziram que

n

D(y; µ̂)
< φ̂ <

2n

D(y; µ̂)
. (1.11)

Substituindo o valor de D(y; µ̂) por (n− p)/φ̂d em (1.11), temos

nφ̂d
n− p

< φ̂ <
2nφ̂d
n− p

. (1.12)

Ao limite quando n→∞, a desigualdade (1.12) resulta em

φ̂d < φ̂ < 2φ̂d. (1.13)

A desigualdade (1.13) proporciona a comparação entre as estimativas φ̂ e φ̂d.

Derivando Uφ em relação a βr, temos

Uφr =
∂2L(β, φ)

∂φ∂βr
=

n∑
`=1

(y` − µ`)
V`

dµ`
dη`

x`r.

Logo, E(Uφβ) = 0, o que mostra que os parâmetros β e φ são ortogonais.

Assintoticamente, β̂ e φ̂ possuem distribuições Np(β,K
−1
β ) e N(0, K−1φ ), respec-

tivamente. Além disso, β̂ e φ̂ são independentes. Demonstrações rigorosas destes

resultados podem ser encontradas, por exemplo, em Fahrmeir e Kaufmann (1985) e

Sen e Singer (1993, Cap. 7).
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1.4 Testes de hipóteses

Os métodos de inferência nos MLGs baseiam-se, essencialmente, na teoria de

máxima verossimilhança. Com base nessa teoria, três estatísticas são utilizadas para

testar as hipóteses relativas aos parâmetros β's, são elas: estatística da razão de veros-

similhanças; estatística de Wald, baseada na distribuição normal assintótica de β̂ e a

estatística escore, obtida da função escore.

Suponha que queremos testar a hipótese nula H0 : β = β(0) contra a hipótese

alternativa H1 : β 6= β(0), em que β(0) é um vetor de dimensão p × 1 conhecido e φ é

também assumido conhecido.

Teste da razão de verossimilhanças

O teste da razão de verossimilhanças para o caso de hipótese simples é comumente

de�nido por

RV = 2[`(β̂)− `(β0)],

em que `(β̂) e `(β0) são os valores do logaritmo da função de verossimilhança em β̂ e

β0, respectivamente.

Teste de Wald

O teste de Wald é de�nido por

W = (β̂ − β(0))T V̂ar−1(β̂)(β̂ − β(0)),

em que V̂ar(β̂) denota a matriz de variância-covariância assintótica de β̂ estimada em β̂.

Teste escore

O teste escore, também conhecido como teste de Rao, é de�nido quando Uβ(β̂) =

0 por

SR = Uβ(β0)T V̂ar0(β̂)Uβ(β0),
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em que V̂ar0(β̂) signi�ca que a variância assintótica de β̂ está sendo estimada sob H0.

As três estatísticas descritas acima são assintoticamente equivalentes e, sob H0,

convergem em distribuição para a variável χ2
p.



Capítulo 2

Correção do Viés dos Estimadores de

Máxima Verossimilhança

Neste capítulo apresentamos diversos resultados relacionados à correção do viés

dos estimadores de máxima verossimilhança (EMVs). Apresentamos também expres-

sões matriciais para os vieses de ordem n−1 dos EMVs em MLGs. Tais expressões

foram obtidas por Cordeiro e McCullagh (1991) através do uso da fórmula de Cox e

Snell (1968) para determinar o viés de ordem n−1 dos EMVs em modelos multipara-

métricos. A partir destas expressões, é possível obter os EMVs corrigidos pelo viés de

ordem n−1 em MLGs. Os resultados da Seção 2.3 podem ser encontrados em Cordeiro

e McCullagh (1991).

2.1 Introdução

O comportamento dos EMVs em amostras �nitas é estudado por uma notável área

de pesquisa em estatística. Estes estimadores possuem diversas propriedades signi�ca-

tivas, tais como, consistência, invariância e e�ciência assintótica. Uma característica

indesejável é que eles são tipicamente viesados para os verdadeiros valores dos parâme-

tros quando o tamanho da amostra n é pequeno ou a informação de Fisher é reduzida.

Sendo o tamanho da amostra n grande, o viés que é de ordem n−1 pode até ser con-

siderado insigni�cante quando comparado ao erro padrão que é de ordem n−1/2. No

entanto, estimadores corrigidos pelo viés podem melhorar a qualidade das estimativas,
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principalmente, em se tratando de amostras pequenas.

As correções dos vieses têm sido bastante estudadas na literatura estatística.

Bartlett (1953) deduziu uma fórmula para o viés de ordem n−1 do EMV no caso

uniparamétrico. Expressões de ordem n−1 para os primeiros quatro cumulantes em

amostras aleatórias de um ou dois parâmetros desconhecidos foram dadas por Haldane

(1953) e Haldane e Smith (1956). Shenton e Wallington (1962) apresentaram uma

expressão geral para os vieses de ordem n−1 dos estimadores pelo método dos momentos

e da máxima verossimilhança no contexto biparamétrico. Bowman e Shenton (1965)

obtiveram expressões para o viés do EMV até a ordem n−2 e covariâncias de mesma

ordem, para o caso multiparamétrico. Cox e Snell (1968) deduziram uma expressão

geral para o viés de ordem n−1 dos EMVs nos casos uniparamétrico e multiparamétrico.

Uma expressão geral para o viés de segunda ordem em modelos não-lineares em que

a matriz de covariâncias é conhecida foi apresentada por Box (1971). Cook et al.

(1986) forneceram os vieses dos EMVs em um modelo de regressão normal não-linear.

Young e Bakir (1987) exibiram estimadores corrigidos em modelos de regressão log-

gama generalizados.

Cordeiro e McCullagh (1991) obtiveram uma fórmula geral para os vieses de or-

dem n−1 dos EMVs em modelos lineares generalizados. Paula (1992) conseguiu uma

expressão para os vieses de segunda ordem em modelos não-lineares da família expo-

nencial. Cordeiro (1993) apresentou expressões de segunda ordem dos EMVs em dois

modelos heteroscedásticos de regressão. Um estimador corrigido, o qual corresponde à

solução de uma equação escore modi�cada foi fornecido por Firth (1993). Cordeiro e

Klein (1994) deduziram fórmulas matriciais para os vieses de segunda ordem dos EMVs

em modelos ARMA. Expressões para os vieses de ordem n−1 dos EMVs dos parâmetros

em modelos não-exponenciais não-lineares foram exibidas por Paula e Cordeiro (1995).

Ferrari et. al (1996) obtiveram EMVs corrigidos até segunda e terceira ordem em mo-

delos uniparamétricos e compararam seus erros padrão. Cordeiro e Vasconcellos (1997)

forneceram uma fórmula geral para calcular o viés de segunda ordem em uma ampla

classe de modelos de regressão multivariados normais não-lineares. Botter e Cordeiro

(1998) deduziram fórmulas para os vieses de segunda ordem dos EMVs em modelos li-

neares generalizados com covariáveis modelando o parâmetro de dispersão. Cordeiro e

Cribari-Neto (1998) concluíram, através de estudos de simulação, que para os modelos
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não-exponenciais não-lineares os EMVs corrigidos são mais precisos em termos de erro

médio quadrático do que as estimativas usuais.

Cordeiro e Vasconcellos (1999) apresentaram os vieses de ordem n−1 dos EMVs

em modelos de regressão von Mises. Expressões matriciais para o viés de segunda

ordem dos EMVs em modelos de regressão multivariados não-lineares com erros t-

Student foram fornecidas por Vasconcellos e Cordeiro (2000). Uma fórmula geral para

os vieses de segunda ordem dos EMVs em uma classe de modelos de regressão não-

lineares simétricos foi deduzida por Cordeiro et al. (2000). Cribari-Neto e Vasconcellos

(2002) analisaram o comportamento em amostras �nitas dos EMVs dos parâmetros que

indexam a distribuição beta. Uma fórmula geral para os vieses de segunda ordem dos

EMVs em um modelo de regressão não-linear t-Student em que o número de graus de

liberdade é desconhecido foi dada por Vasconcellos e Silva (2005). Ospina et al. (2006)

apresentaram expressões com forma fechada para os vieses de ordem n−1 dos EMVs

em um modelo beta. Lemonte et al. (2007) exibiram estimadores não-viesados para os

parâmetros da distribuição Birnbaum-Saunders.

Cordeiro e Barroso (2007) deram expressões matriciais para os vieses de ordem

n−2 dos EMVs em MLGs. Cordeiro e Udo (2008) forneceram expressões para os vieses

de ordem n−2 dos EMVs em modelos não-lineares generalizados com dispersão nas

covariáveis. Correção do viés para o modelo de quasi-verossimilhança estendido foi

dada por Cordeiro e Demétrio (2008). Cordeiro et al. (2008) desenvolveram correção do

viés do EMV em modelos não-lineares com super dispersão. Cordeiro (2008) forneceu

fórmulas para os vieses dos EMVs em modelos de regressão lineares heteroscedásticos.

Cordeiro et al. (2009) obtiveram uma fórmula matricial para os vieses de segunda

ordem dos EMVs dos parâmetros da média e da variância em modelos não-lineares

heteroscedásticos. Cysneiros et al. (2009) apresentaram uma fórmula geral para os

vieses de segunda ordem dos EMVs em modelos de regressão não-lineares simétricos

heteroscedásticos.

2.2 Fórmula de Cox e Snell

Uma fórmula geral utilizada para determinar o viés de ordem n−1 dos EMVs em

modelos multiparamétricos, com vetor de parâmetros θ = (θ1, ..., θp)
T , foi desenvolvida
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por Cox e Snell (1968) e é dada por

dr(θ) =
∑
s,t,u

κrsκtu
(

1

2
κstu + κst,u

)
, (2.1)

em que r, s, t, u indexam os parâmetros do modelo e −κrs representa o elemento (r, s)

da inversa da matriz de informação de Fisher. Para calcular o viés, basta conhecer a

inversa da matriz de informação de Fisher e os cumulantes κst,u e κstu em relação a

todos os parâmetros. A expressão (1/2κstu+κst,u) na fórmula (2.1) pode ser substituída

por (κ
(u)
st −1/2κstu), como consequência da identidade de Bartlett κst,u+κstu−κ(u)st = 0.

A grande vantagem da fórmula (2.1) é de�nir um EMV corrigido até a ordem

n−1 dado por θ̃r = θ̂r − dr(θ̂), em que dr(θ̂) é a r-ésima componente de d(θ̂). O EMV

corrigido θ̃r tem viés de ordem n−2, isto é, E(θ̃r) = θr + O(n−2), e pode ser preferido

em relação ao EMV usual θ̂r cujo viés é de ordem n−1.

2.3 Correção do viés dos EMVs em MLGs

Através da fórmula (2.1), Cordeiro e McCullagh (1991) obtiveram expressões

matriciais para os vieses de primeira ordem dos EMVs em MLGs.

Consideremos n variáveis aleatórias independentes Y1, ..., Yn com função densi-

dade (1.1) e a(y, φ) dado em (1.2). Suponhamos que d1(·) tenha as quatro primei-

ras derivadas. Sendo o logaritmo da função de verossimilhança para β e φ dado

em (1.9), denotaremos os cumulantes conjuntos das derivadas de L = L(β, φ) por

κrs = E(∂2L/∂βr∂βs), κr,s = E(∂L/∂βr∂L/∂βs), κφr = E(∂2L/∂φ∂βr), κ
(t)
rs = ∂κrs/∂βt,

κrs,t = E(∂2L/∂βr∂βs∂L/∂βt), κrst = E(∂3L/∂βr∂βs∂βt), etc.

A matriz de informação para (β, φ) é dada por

K =

 −κrs 0

0 −nd2

 ,

cuja inversa é

K−1 =

 {−κrs} 0

0 {−nd2}−1

 ,

em que {−κrs} representa o inverso da matriz de informação de FisherKβ e dr = d
(r)
1 (φ)

para r = 2 é a r-ésima derivada da função d1(φ).
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Seja dr(β) o viés de ordem n−1 da r-ésima componente de d(β) com r = 1, ..., p.

Utilizando a fórmula (2.1) tem-se que dr(β) devido à ortogonalidade entre β e φ reduz-se

a

dr(β) =

p∑
s,t,u=1

κrsκtu
(

1

2
κstu + κst,u

)
+

p∑
s=1

κrsκφφ
(

1

2
κsφφ + κsφ,φ

)
.

Como κsφφ = κ
(φ)
sφ = κsφ,φ = 0, a expressão acima �ca dada por

dr(β) =

p∑
s,t,u=1

κrsκtu
(

1

2
κstu + κst,u

)
. (2.2)

Note que,

1

2
κstu + κst,u = −1

2
φ

n∑
`=1

(f` + 2g`)x`sx`tx`u + φ
n∑
`=1

g`x`sx`tx`u

= −1

2
φ

n∑
`=1

f`x`sx`tx`u, (2.3)

em que f` = V −1` (dµ`/dη`)(d
2µ`/dη`

2) e g` = f` − V −2` V
(1)
` (dµ`/dη`)

3.

Substituindo (2.3) em (2.2) e rearranjando os termos do somatório temos,

dr(β) = −1

2
φ

n∑
`=1

f`

(
p∑
s=1

κrsx`s

)(
p∑

t,u=1

κtux`tx`u

)
.

Portanto, o viés de ordem n−1 de β̂ pode ser escrito em notação matricial, como

d(β) = −(2φ)−1(XTWX)−1XTZdF1, (2.4)

em que Zd = diag{z11, ..., znn}, sendo Z = {z`m} = X(XTWX)−1XT , F = diag{f1, ..., fn}

e 1 é um vetor n× 1 de uns.

A expressão (2.4) pode ser vista como o vetor de coe�cientes de regressão na

regressão linear da seguinte maneira:

d(β) = (XTWX)−1XTWζ,

em que ζ = −(2φ)−1W−1ZdF1.

O viés de ordem n−1 de η̂ é escrito em notação matricial como

d(η) = d(Xβ) = Xd(β) = −(2φ)−1X(XTWX)−1XTZdF1

= −(2φ)−1ZZdF1. (2.5)
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Sejam G1 = diag{dµ/dη} e G2 = diag{d2µ/dη2}. Como µ` é uma função um-a-

um de η`, obtêm-se para a ordem n−1 que

d(µ`) = d(η`)
dµ`
dη`

+
1

2
Var1(η̂`)

d2µ`
dη`2

,

em que Var1(η̂`) é o termo n−1 na variância de η̂`.

Temos que,

Var(η̂) = Var(Xβ̂) = XVar(β̂)XT = XK−1β XT = φ−1X(XTWX)−1XT = φ−1Z.

Assim,
Var1(η̂1)

...

Var1(η̂n)

 = φ−1


z11
...

znn

 = φ−1


z11

. . .

znn




1
...

1

 = φ−1Zd1.

Portanto,

d(µ) = −(2φ)−1G1ZZdF1 + (2φ)−1G2Zd1.

Como F e Zd são matrizes diagonais, então ZdF = FZd.

Logo, o viés de ordem n−1 de µ̂ é

d(µ) = −(2φ)−1G1ZFZd1 + (2φ)−1G2Zd1

= (2φ)−1(G2 −G1ZF )Zd1. (2.6)

Usando a ortogonalidade entre β e φ na fórmula (2.1), tem-se que o viés n−1 de

φ̂ é expresso por

d(φ) = κφφ
p∑

t,u=1

κtu
(

1

2
κφtu + κφt,u

)
+ (κφφ)2

(
1

2
κφφφ + κφφ,φ

)
. (2.7)

Como κφt,u = −κφtu =
∑n

`=1 ω`x`tx`u, temos que

p∑
t,u=1

κtu
(

1

2
κφtu + κφt,u

)
=

1

2

n∑
`=1

ω`

(
p∑

t,u=1

κtux`tx`u

)

= − 1

2φ

n∑
`=1

ω`z``

= − 1

2φ
tr(WZ)

= − 1

2φ
posto(X)

= − p

2φ
(2.8)
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Substituindo (2.8) em (2.7) e utilizado o fato de que κφφ = nd2, κφφ,φ = 0 e

κφφφ = nd3, o viés de ordem n−1 de φ̂ é dado por

d(φ) =
1

nd2

(
−p
2φ

)
+

(
1

nd2

)2
nd3
2

=
φd3 − pd2

2nφd22
. (2.9)

A partir das expressões (2.4), (2.5), (2.6) e (2.9), podemos de�nir os EMVs cor-

rigidos pelo viés de ordem n−1, β̃, η̃, µ̃ e φ̃, respectivamente, por

β̃ = β̂ − d(β̂), η̃ = η̂ − d(η̂), µ̃ = µ̂− d(µ̂) e φ̃ = φ̂− d(φ̂),

em que d(·) é o viés avaliado nos parâmetros β̂, η̂, µ̂ e φ̂, respectivamente. Os esti-

madores corrigidos têm vieses de ordem n−2. Sendo assim, espera-se que eles tenham

melhores propriedades em amostras �nitas que os EMVs usuais, cujos vieses são de

ordem n−1.



Capítulo 3

Matriz de Covariâncias de Segunda

Ordem

Neste capítulo, fornecemos a matriz de covariâncias de segunda ordem dos EMVs

em MLGs para os seguintes casos: quando a dispersão é conhecida, quando a dispersão

é desconhecida e quando o EMV é corrgido pelo viés, porém com dispersão conhecida.

Estes resultados podem ser encontrados em Cordeiro (2004), Cordeiro et al. (2006) e

Cavalcanti (2009), respectivamente.

3.1 Matriz de covariâncias de segunda ordem do EMV

em MLGs com dispersão conhecida

Tanto nesta seção como na Seção 3.3, o logaritmo da função de verossimilhança

para β será dado por (1.6) e denotaremos os cumulantes conjuntos das derivadas de

` = `(β) por κrs = E(∂2`/∂βr∂βs), κr,s = E(∂`/∂βr∂`/∂βs), κrs(t) = ∂κrs/∂βt, κrs,t =

E(∂2`/∂βr∂βs∂`/∂βt), κrst = E(∂3`/∂βr∂βs∂βt), etc. Todos os κ's referem-se a um

total sobre a amostra e são, em geral, de ordem n.

De Peers e Iqbal (1985) decorre que a matriz de covariâncias até a ordem n−2 do

EMV, β̂, é dada por

Cov1(β̂) = K−1β + Σ,
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em que Σ = Σ(1) + Σ(2) + Σ(3) com Σ(r) = {σ(r)
ij }, r=1,2 e 3 e σij dado por

σij = σ
(1)
ij + σ

(2)
ij + σ

(3)
ij ,

em que

σ
(1)
ij = −

p∑
a,b,c,d=1

κiaκjbκcd(κabcd + κa,bcd + 2κabc,d + 2κa,bc,d + 3κac,bd), (3.1)

σ
(2)
ij =

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjrκbsκct
(

3

2
κabcκrst + 4κab,cκrst + κa,bcκrst + 2κab,cκr,st + κab,cκrt,s

)
, (3.2)

e

σ
(3)
ij =

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjbκrsκct(2κa,bcκr,st + κa,bcκrst + κabcκrst + 2κabcκr,st). (3.3)

Usando o fato de que os cumulantes são invariantes sob permutação de parâme-

tros e as identidades de Bartlett (vide Apêndice A), podemos reescrever (3.1)-(3.3) da

seguinte maneira

σ
(1)
ij = −

p∑
a,b,c=1

κiaκjbκcd{κabcd + 3κa,bcd + 2(κadbc − κ(d)abc − κ
(a)
dbc + κ

(ad)
bc − κad,bc) + 3κac,bd}

= −
p∑

a,b,c=1

κiaκjbκcd(κabcd + 3κa,bcd + 2κabcd − 4κ
(a)
bcd + 2κ

(ad)
bc − 2κac,bd + 3κac,bd)

= −
p∑

a,b,c=1

κiaκjbκcd(3κabcd + 3κa,bcd − 4κ
(a)
bcd + 2κ

(ad)
bc + κac,bd)

= −
p∑

a,b,c=1

κiaκjbκcd(3κ
(a)
bcd − 4κ

(a)
bcd + 2κ

(ad)
bc + κac,bd)

= −
p∑

a,b,c=1

κiaκjbκcd(2κ
(ad)
bc − κ

(a)
bcd + κac,bd), (3.4)

σ
(2)
ij =

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjrκbsκct
(

3

2
κabcκrst + 5κab,cκrst + 3κab,cκr,st

)

=

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjrκbsκct
{(

3

2
κabc + 5κab,c

)
κrst + 3κab,cκr,st

}
, (3.5)
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e

σ
(3)
ij =

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjbκrsκct(2κa,bcκr,st + κa,bcκrst + κabcκrst + 2κabcκr,st)

=

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjbκrsκct{2(κa,bc + κabc)κr,st + (κa,bc + κabc)κrst}

=

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjbκrsκct{(2κr,st + κrst)κ
(a)
bc }. (3.6)

Após alguma álgebra em (3.4), (3.5) e (3.6) (vide Apêndice B), obtemos

σ
(1)
ij = −φ

n∑
`=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
h`

(
p∑

c,d=1

x`cκ
cdxd`

)(
p∑
b=1

x`bκ
bj

)}
,

σ
(2)
ij =

3

2
φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
f`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
fm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}

+3φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
f`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
gm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}

−2φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
g`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
fm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}

−φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
g`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
gm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}
,

e

σ
(3)
ij = φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
(f` + g`)

(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
fm

(
p∑

r,s=1

xmrκ
rsxsm

)(
p∑
b=1

x`bκ
bj

)}
.

Podemos escrever as expressões acima em notação matricial, como

Σ(1) = φ−2PHZdP
T ,

Σ(2) =
3

2
φ−2PFZ(2)FP T + φ−2PGZ(2)FP T − φ−2PGZ(2)GP T ,

e

Σ(3) = φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1.

Portanto,

Σ = φ−2PΛP T + φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1,
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em que Λ = HZd + 3
2
FZ(2)F + GZ(2)F − GZ(2)G, P = (XTWX)−1XT , Z = XP ,

H = diag{h1, ..., hn}, h` = −(dµ`/dη`)(d
3µ`/dη

3
` )/V`− (dµ`/dη`)

2(d2µ`/dη
2
` )V

(1)
` /V 2

` +

(dµ`/dη`)
4V

(1)2
` /V 3

` , V
(1)
` = dV`/dµ`, Zd = diag{z11, ..., znn}, F = diag{f1, ..., fn},

f` = V −1` (dµ`/dη`)(d
2µ`/dη

2
` ), G = diag{g1, ..., gn}, g` = V −1` (dµ`/dη`)(d

2µ`/dη
2
` ) −

V −2` V
(1)
` (dµ`/dη`)

3 e Z(2) = Z � Z, em que � denota o produto de Hadamard (Rao,

1973, pág. 30). A matriz ∆ é de�nida por

∆ =
n∑
`=1

∆`c`,

em que ∆` = (f` + g`)x`x
T
` , c` = δT` ZβZβdF1, x

T
` = (x`1, ..., x`p) é a `-ésima linha da

matriz de covariâncias X, Zβ = X(XTWX)−1XT , δ` é um vetor de dimensão n × 1

com um na posição ` e zero nas demais posições e 1 é um vetor n × 1 de uns.

Logo, a matriz de covariâncias de ordem n−2 do EMV, β̂, é dada por

Cov1(β̂) = K−1β + Σ = φ−1(XTWX)−1 + φ−2PΛP T + φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1.

3.2 Matriz de covariâncias de segunda ordem dos EMVs

em MLGs com dispersão desconhecida

Considere o logaritmo da função de verossimilhança para β e φ e os cumulantes

conjuntos das derivadas de L(β, φ), os mesmos dados na Seção 2.3. Seja dr = d
(r)
1 (φ) a

r-ésima derivada da função d1(φ) para r = 2, 3, 4.

Sejam ξ = (βT , φ)T o vetor de parâmetros de dimensão (p + 1) × 1 no modelo

(1.1) e ξ̂ o seu EMV. A matriz de covariâncias de segunda ordem de β̂ e φ̂ é dada por

Cov2(ξ̂) = K−1 + Σ∗,

em que

Σ∗ =

 Σ∗ββ Σ∗βφ

(Σ∗βφ)T Σ∗φφ

 ,

em que Σ∗ββ = Σ
(1)∗
ββ +Σ

(2)∗
ββ +Σ

(3)∗
ββ é uma matriz de dimensão p × p com Σ

(r)∗
ββ = {σ(r)∗

ij }

para r=1, 2 e 3, Σ∗βφ = Σ
(1)∗
βφ + Σ

(2)∗
βφ + Σ

(3)∗
βφ é um vetor de dimensão p × 1 com Σ

(r)∗
βφ =

{σ(r)∗
iφ } para r=1, 2 e 3, Σ∗φφ = Σ

(1)∗
φφ + Σ

(2)∗
φφ + Σ

(3)∗
φφ é um escalar com Σ

(r)∗
φφ = {σ(r)∗

φφ }

para r=1, 2 e 3 e além disso,
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σ
(1)∗
ij = σ

(1)
ij − κφφ

p∑
a,b=1

κiaκjb(2κa,bφ,φ + 3κaφ,bφ), (3.7)

σ
(1)∗
iφ = −κφφ

p∑
a,c,d=1

κiaκcd(κaφcd + κa,φcd + 2κaφc,d + 2κa,φc,d + 3κac,φd), (3.8)

σ
(1)∗
φφ = −(κφφ)3κφφφφ − (κφφ)2

p∑
c,d=1

κcd(2κφ,φc,d + 3κφc,φd), (3.9)

σ
(2)∗
ij = σ

(2)
ij + κφφ

p∑
a,c=1

p∑
r,t=1

κiaκjrκct
(

3

2
κaφcκrφt + 4κaφ,cκrφt + κa,φcκrφt + 2κaφ,cκr,φt

)

+κφφ
p∑

a,c=1

p∑
r,t=1

κiaκjrκbs
(

3

2
κabφκrsφ + κa,bφκrsφ

)
, (3.10)

σ
(2)∗
iφ = κφφ

p∑
a,b,c=1

p∑
s,t=1

κiaκbsκct
(

3

2
κabcκφst + 4κab,cκφst + κa,bcκφst + κab,cκφt,s

)
,(3.11)

σ
(2)∗
φφ = (κφφ)2

p∑
b,c=1

p∑
s,t=1

κbsκct
(

3

2
κφbcκφst + 4κφb,cκφst + κφb,cκφt,s

)
+

3

2
(κφφ)4κ2φφφ, (3.12)

σ
(3)∗
ij = +κφφ

p∑
a,b=1

p∑
r,s=1

κiaκjbκrs(2κa,bφκr,sφ + κa,bφκrsφ + κabφκrsφ + 2κabφκr,sφ)

+σ
(3)
ij , (3.13)

σ
(3)∗
iφ = κφφ

p∑
a,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκrsκct(2κa,φcκr,st + κa,φcκrst + κaφcκrst + 2κaφcκr,st), (3.14)

e

σ
(3)∗
φφ = (κφφ)4κ2φφφφ + (κφφ)3

p∑
r,s=1

κrs(κφφφκrsφ + 2κφφφκr,sφ). (3.15)

Após alguma álgebra nas expressões (3.7)-(3.15) (vide Apêndice B), obtemos

σ
(1)∗
ij = −φ

n∑
`=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
h`

(
p∑

c,d=1

x`cκ
cdxd`

)(
p∑
b=1

x`bκ
bj

)}

− 1

nd2φ

n∑
`=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
ω`

(
p∑
b=1

x`bκ
bj

)}
, (3.16)
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σ
(1)∗
iφ = − 1

nd2

n∑
`=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
(f` + 2g`)

(
p∑

c,d=1

x`cκ
cdxd`

)}
, (3.17)

σ
(1)∗
φφ = −

(
1

nd2

)3

nd4 −
1

φ

(
1

nd2

)2 n∑
`=1

ω`

{
p∑

c,d=1

x`cκ
cdxd`

}
, (3.18)

σ
(2)∗
ij =

3

2
φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
f`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
fm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}

+3φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
f`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
gm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}

−2φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
g`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
fm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}

−φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
g`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
gm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}

− 3

2nd2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
ω`

(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
ωm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}
(3.19)

+
1

2nd2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
ω`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)
ωm

(
p∑
r=1

xmrκ
rj

)}
,

σ
(2)∗
iφ =

φ

nd2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)(
3

2
f` − g`

)( p∑
b,s=1

x`bκ
bsxsm

)
ωm

(
p∑

c,t=1

xmtκ
tcxc`

)}
, (3.20)

σ
(2)∗
φφ = −3

2

(
1

nd2

)2 n∑
`,m=1

{
ω`

(
p∑

b,s=1

x`bκ
bsxsm

)(
p∑

c,t=1

xc`κ
ctxtm

)
ωm

}

+
3

2

(
1

nd2

)4

(nd3)
2, (3.21)

σ
(3)∗
ij = φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑
a=1

κiaxa`

)
(f` + g`)

(
p∑

c,t=1

x`cκ
ctxtm

)
fm(

p∑
r,s=1

xmrκ
rsxsm

)(
p∑
b=1

x`bκ
bj

)}
, (3.22)

σ
(3)∗
iφ = 0, (3.23)
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e

σ
(3)∗
φφ =

(
1

nd2

)4

(nd3)
2 +

(
1

nd2

)3

nd3

n∑
m=1

ωm

{
p∑

r,s=1

xmrκ
rsxsm

}
. (3.24)

Das expressões (3.16)-(3.24), temos em notação matricial

Σ
(1)∗
ββ =

1

φ2
PHZdP

T − 1

nφ3d2
(XTWX)−1, (3.25)

Σ
(1)∗
βφ = − 1

nφ2d2
P (F + 2G)Zd1, (3.26)

Σ
(1)∗
φφ =

1

n2d22

(
p

φ2
− d4
d2

)
, (3.27)

Σ
(2)∗
ββ =

3

2φ2
PFZ(2)FP T +

1

φ2
PFZ(2)GP T − 1

φ2
PGZ(2)GP T +

1

nd2φ3
PWZWP T , (3.28)

Σ
(2)∗
βφ =

1

nd2φ2
P

(
−3

2
F +G

)
Z(2)W1, (3.29)

Σ
(2)∗
φφ = − 3

2n2d22φ
2
1TWZ(2)W1 +

3d23
2n2d42

, (3.30)

Σ
(3)∗
ββ = φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1, (3.31)

Σ
(3)∗
βφ = 0, (3.32)

e

Σ
(3)∗
φφ =

d3
n2d32

(
d3
d2
− p

φ

)
. (3.33)

Portanto os elementos da matriz Σ∗ são dados pelas expressões (3.25)-(3.33).

Logo a matriz de covariâncias de ordem n−2 dos EMVs β̂ e φ̂ quando a dispersão

é desconhecida é dada por

Cov2(ξ̂) = K−1 + Σ∗ =

 K−1β + Σ∗ββ Σ∗βφ

(Σ∗βφ)T K−1φ + Σ∗φφ

 .
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3.3 Matriz de covariâncias de segunda ordem do EMV

corrigido pelo viés em MLGs com dispersão co-

nhecida

Considere o logaritmo da função de verossimilhança para β e os cumulantes con-

juntos das derivadas de `(β) os mesmos dados na Seção 3.1.

Seja β̃ = β̂− d(β̂) o EMV corrigido pelo víés de ordem n−1, em que d(β̂) é o viés

de ordem n−1 de d(β) avaliado em β̂. Considere β̃r a r-ésima componente do vetor β̃.

Assim, β̃r = β̂r − dr(β̂), em que β̂r e dr(β̂) são as r-ésimas componentes dos vetores β̂

e d(β̂), respectivamente.

De Pace e Salvan (1997, pág. 360), decorre que

dr(β̂) = dr(β) +

p∑
v=1

drv(β̂v − βv) +Op(n
−2), (3.34)

em que

drv =
∂dr

∂βv

=

p∑
w,s,y,t,u=1

{
κrwκsyκtu(κstu + 2κst,u)(κvwy + κv,wy)

+
1

2
κrsκtu(κstuv + κstu,v + 2κstv,u + 2κst,uv + 2κst,u,v)

}
,

e dr(β) dado em (2.2) são termos de ordem n−1.

Pretendemos encontrar uma expressão até ordem n−2 para Cov(β̃r, β̃s).

Por de�nição,

Cov(β̃r, β̃s) = E{[β̃r − E(β̃r)][β̃s − E(β̃s)]}.

Como E(β̃r) = βr +O(n−2), temos até ordem n−2 que

Cov(β̃r, β̃s) = E[(β̃r − βr)(β̃s − βs)]

= E[(β̂r − dr(β̂)− βr)(β̂s − ds(β̂)− βs)]

= E{[(β̂r − βr)− dr(β̂)][(β̂s − βs)− ds(β̂)]}

= E[(β̂r − βr)(β̂s − βs)]− E[ds(β̂)(β̂r − βr)]

−E[dr(β̂)(β̂s − βs)] + E[dr(β̂)ds(β̂)]. (3.35)
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Substituindo (3.34) no segundo termo de (3.35) temos,

E[ds(β̂)(β̃r − βr)] = E

{
(β̂r − βr)

[
ds(β) +

p∑
v=1

dsv(β̂v − βv) +Op(n
−2)
]}

= ds(β)E(β̂r − βr) +

p∑
v=1

dsvE[(β̂r − βr)(β̂v − βv)] +O(n−2)

= ds(β)dr(β) +

p∑
v=1

dsv(−κrv) +O(n−2). (3.36)

O terceiro termo de (3.35) resulta na expressão (3.36), apenas trocando o índice

s por r. Substituindo (3.34) no quarto termo de (3.35), temos

E[dr(β̂)ds(β̂)] = E

{[
dr(β) +

p∑
v=1

drv(β̂v − βv) +Op(n
−2)
][
ds(β) +

p∑
k=1

dsk(β̂k − βk) +Op(n
−2)
]}

= dr(β)ds(β) + dr(β)

p∑
k=1

dskE(β̂k − βk) + ds(β)

p∑
v=1

drvE(β̂v − βv)

+

p∑
v,k=1

drvd
s
kE[(β̂v − βv)(β̂k − βk)] +O(n−2)

= ds(β)dr(β) +O(n−2).

Assim, a expressão (3.35) pode ser escrita até a ordem n−2 como

Cov(β̃r, β̃s) = E[(β̂r − βr)(β̂s − βs)]− ds(β)dr(β) +

p∑
v=1

drv(κ
sv) +

p∑
v=1

dsv(κ
rv). (3.37)

O primeiro termo subtraído do segundo termo na expressão (3.37) é a covariância

até ordem n−2 de β̂ quando o parâmetro φ é conhecido. Ela foi obtida por Cordeiro

(2004) e é dada em notação matricial por

φ−1(XTWX)−1 + φ−2PΛP T + φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1.

Após alguma álgebra (vide Apêndice B) temos que o terceiro e quarto termos de

(3.37), apenas trocando s por r, são dados por,

p∑
v=1

dsv(κ
rv) = φ2

n∑
`,m=1

{(
p∑

w=1

κrwxmw

)
(fm + gm)

(
p∑

s,y=1

xmyκ
ysxs`

)
f`(

p∑
t,u=1

x`tκ
tuxu`

)(
p∑
v=1

xmvκ
vr

)}

+
1

2
φ

n∑
`=1

{(
p∑
s=1

κrsx`s

)
d`

(
p∑

t,u=1

x`tκ
tuxu`

)(
p∑
v=1

x`vκ
vr

)}
, (3.38)
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em que d` = V −2` V
(1)
` (dµ`/dη`)

2(d2µ`/dη
2
` )−V −1` (dµ`/dη`)(d

3µ`/dη
3
` )−V −1` (d2µ`/dη

2
` )

2.

A expressão (3.38) pode ser escrita em notação matricial como

φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1 − 1

2
φ−2PDZdP

T , (3.39)

em que D = diag{d1, ..., dn}.

Portanto, a matriz de covariâncias de ordem n−2 do EMV corrigido pelo viés, β̃,

reduz-se a

Cov(β̃) = φ−1(XTWX)−1 + φ−2PΛP T + 3φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1 − φ−2PDZdP T .



Capítulo 4

Matriz de Covariâncias de Segunda

Ordem dos EMVs Corrigidos pelo Viés

em MLGs com Dispersão

Desconhecida

Neste capítulo encontra-se o resultado principal desta dissertação. Aqui, desen-

volvemos uma expressão para a matriz de covariâncias de segunda ordem dos EMVs

corrigidos pelo viés em MLGs com dispersão desconhecida, porém a mesma para todas

as observações. Com base nessa matriz realizamos estudos de simulação para veri�car

a sua viabilidade prática.

4.1 Matriz de covariâncias de segunda ordem

Considere o logaritmo da função de verossimilhança para β e φ e os cumulantes

conjuntos das derivadas de L(β, φ), os mesmos dados na Seção 2.3.

Sejam β̃ = β̂−d(β̂) e φ̃ = φ̂−d(φ̂) os EMVs corrigidos pelo víés de ordem n−1, em

que d(β̂) é o viés de ordem n−1, d(β), avaliado em β̂ e d(φ̂) é o viés de ordem n−1, d(φ),

avaliado em φ̂. Considere β̃r a r-ésima componente do vetor β̃. Assim, β̃r = β̂r−dr(β̂),

em que β̂r e dr(β̂) são as r-ésimas componentes dos vetores β̂ e d(β̂), respectivamente.
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De Pace e Salvan (1997, pág. 360) vem que

dr(ξ̂) = dr(ξ) +
∑
v

drv(ξ̂v − ξv) +Op(n
−2), (4.1)

em que

drv =
∂dr

∂ξv

=
∑

w,s,y,t,u

{
κrwκsyκtu(κstu + 2κst,u)(κvwy + κv,wy)

+
1

2
κrsκtu

(
κstuv + κstu,v + 2κstv,u + 2κst,uv + 2κst,u,v

)}
= O(n−1),

e ξ = (βT , φ)T é o vetor de parâmetros desconhecidos.

A matriz de covariâncias de segunda ordem de β̃ e φ̃ pode ser escrita como

Σ∗∗ =

 Σ∗∗ββ Σ∗∗βφ

(Σ∗∗βφ)T Σ∗∗φφ

 ,

em que Σ∗∗ββ = E{[β̃ − E(β̃)][β̃ − E(β̃)]T} é uma matriz de dimensão p × p, Σ∗∗βφ =

E{[β̃ − E(β̃)][φ̃ − E(φ̃)]} é um vetor de dimensão p × 1 e Σ∗∗φφ = E{[φ̃ − E(φ̃)]2} é um

escalar.

De (3.37) temos que

Cov(β̃r, β̃s) = E[(β̂r − βr)(β̂s − βs)]− dr(β)ds(β)

+
∑

dsv(κ
rv) +

∑
drv(κ

sv), (4.2)

em que o somatório é sobre todos os p + 1 parâmetros β1, ..., βp e φ.

O primeiro termo subtraído do segundo termo na expressão (4.2) é a covariância

até a ordem n−2 de β̂ quando o parâmetro φ é desconhecido. Ela foi obtida por Cordeiro

et. al (2006) e é dada em notação matricial por

φ−1(XTWX)−1 + φ−2PΛP T + φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1

− 1

nd2φ3
(XTWX)−1 +

1

nd2φ3
PWZWP T . (4.3)
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O terceiro e quarto termos de (4.2), apenas trocando r por s, são dados por

∑
dsv(κ

rv) =

p∑
v,w,s,y,t,u=1

κrvκrwκsyκtu(κstu + 2κs,tu)(κvwy + κv,wy)

+
1

2

p∑
v,s,t,u=1

κrvκrsκtu(κstuv + κstu,v + 2κstv,u + 2κst,uv + 2κst,u,v)

+κφφ
p∑

v,w,s,y=1

κrvκrwκsy(κsφφ + 2κs,φφ)(κvwy + κv,wy)

+
1

2
κφφ

p∑
v,s=1

κrvκrs(κsφφv + κsφφ,v + 2κsφv,φ + 2κsφ,φv + 2κsφ,φ,v). (4.4)

Após alguma álgebra (vide Apêndice B) temos que a expressão (4.4) é igual a

expressão (3.38), que é dada em notação matricial por (3.39).

Portanto, substituindo (4.3) e (3.39) em (4.2), temos então que até a ordem n−2

Σ∗∗ββ = φ−1(XTWX)−1 + φ−2PΛP T + 3φ−2(XTWX)−1∆(XTWX)−1

−φ−2PDZdP T − 1

nd2φ3
(XTWX)−1 +

1

nd2φ3
PWZWP T . (4.5)

Os quatro primeiros termos da expressão (4.5) são os termos da matriz de cova-

riâncias de ordem n−2 do EMV corrigido pelo viés em MLGs obtida por Cavalcanti

(2009).

De maneira análoga, podemos encontrar uma expressão matricial para Σ∗∗βφ.

Por de�nição,

Cov(β̃r, φ̃) = E{[β̃r − E(β̃r)][φ̃− E(φ̃)]}.

Como E(β̃r) = βr +O(n−2) e E(φ̃) = φ+O(n−2), temos até ordem n−2 que

Cov(β̃r, φ̃) = E[(β̃r − βr)(φ̃− φ)]

= E[(β̂r − dr(β̂)− βr)(φ̂− d(φ̂)− φ)]

= E{[(β̂r − βr)− dr(β̂)][(φ̂− φ)− d(φ̂)]}

= E[(β̂r − βr)(φ̂− φ)]− E[d(φ̂)(β̂r − βr)]

−E[dr(β̂)(φ̂− φ)] + E[dr(β̂)d(φ̂)]. (4.6)
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Substituindo (4.1) no segundo termo de (4.6) temos

E[d(φ̂)(β̂r − βr)] = E

{
[β̂r − βr]

[
d(φ) +

∑
dφv (φ̂− φ) +Op(n

−2)
]}

= d(φ)E(β̂r − βr) +
∑

dφvE[(β̂r − βr)(φ̂− φ)] +O(n−2)

= d(φ)dr(β) +
∑

dφv (κrφ) +O(n−2)

= d(φ)dr(β) +O(n−2).

Substituindo (4.1) no terceiro termo de (4.6) temos

E[dr(β̂)(φ̂− φ)] = E

{
[φ̂− φ]

[
dr(β) +

∑
drv(β̂v − βv) +Op(n

−2)
]}

= dr(β)E(φ̂− φ) +
∑

drvE[(β̂v − βv)(φ̂− φ)] +O(n−2)

= dr(β)d(φ) +
∑

drv(κ
vφ) +O(n−2)

= d(φ)dr(β) +O(n−2).

Substituindo (4.1) no quarto termo de (4.6) temos

E[dr(β̂)d(φ̂)] = E

{[
dr(β) +

∑
drv(β̂v − βv) +Op(n

−2)
][
d(φ) +

∑
dφk(φ̂− φ) +Op(n

−2)
]}

= dr(β)d(φ) + dr(β)
∑

dφkE[(φ̂− φ)] + d(φ)
∑

drvE(β̂v − βv)

+
∑

drvd
φ
kE[(β̂v − βv)(φ̂− φ)] +O(n−2)

= dr(β)d(φ) +O(n−2).

Assim, a expressão (4.6) pode ser escrita até ordem n−2 como

Cov(β̃r, φ̃) = E[(β̂r − βr)(φ̂− φ)]− dr(β)d(φ). (4.7)

A expressão (4.7) é a matriz de covariâncias até a ordem n−2 de β̂ e φ̂ obtida por

Cordeiro et. al (2006). Ela é dada em notação matricial por

− 1

nd2φ2
P (F + 2G)Zd1 +

1

nd2φ2
P

(
−3

2
F +G

)
Z(2)W1. (4.8)

Portanto, Σ∗∗βφ é dada por (4.8).

Finalmente, podemos encontrar uma expressão para Σ∗∗φφ.

Por de�nição,

Cov(φ̃, φ̃) = E{[φ̃− E(φ̃)]2}.
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Como E(φ̃) = φ+O(n−2), temos até ordem n−2 que

Cov(φ̃, φ̃) = E[(φ̃− φ)2]

= E[(φ̂− d(φ̂)− φ)2]

= E{[(φ̂− φ)− d(φ̂)]2}

= E[(φ̂− φ)2 − 2(φ̂− φ)d(φ̂) + d2(φ̂)]

= E[(φ̂− φ)2]− 2E[(φ̂− φ)d(φ̂)] + E[d2(φ̂)]. (4.9)

Substituindo (4.1) no segundo termo de (4.9) temos

E[(φ̂− φ)d(φ̂)] = E

{
[φ̂− φ]

[
d(φ) +

∑
dφv (φ̂− φ) +Op(n

−2)
]}

= d(φ)E(φ̂− φ) +
∑

dφvE[(φ̂− φ)2] +O(n−2)

= d2(φ) +
∑

dφv (−κφφ) +O(n−2).

Substituindo (4.1) no terceiro termo de (4.9) temos

E[d2(φ̂)] = E

{[
d(φ) +

∑
dφv (φ̂− φ) +Op(n

−2)
]2}

= E

{
d2(φ) + 2d(φ)

∑
dφv (φ̂− φ) + (φ̂− φ)2

(∑
dφv

)2
+O(n−2)

}
= d2(φ) + 2d(φ)

∑
dφvE(φ̂− φ) + E[(φ̂− φ)2]

(∑
dφv

)2
+O(n−2)

= d2(φ) +O(n−2).

Assim, a expressão (4.9) pode ser escrita como

Cov(φ̃, φ̃) = E[(φ̂− φ)2]− d2(φ) + 2
∑

dφv (κφφ). (4.10)

O primeiro termo subtraído do segundo termo na expressão (4.10) é a covariância

até a ordem n−2 de φ̂ obtida por Cordeiro et. al (2006). Ela é dada por

− 1

nd2
+

1

n2d22

(
p

φ2
− d4
d2

)
− 3

2n2d22φ
2
1TWZ(2)W1 +

3d23
2n2d42

+
d3
n2d32

(
d3
d2
− p

φ

)
. (4.11)
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O terceiro termo da expressão (4.10) é dado por∑
dφv (κφφ) = κφφ

p∑
s,y,t,u=1

κφφκsyκtu(κstu + 2κs,tu)(κφφy + κφ,φy)

+κφφ
p∑

t,u=1

κφφκφφκtu(κφtu + 2κφt,u)(κφφφ + κφ,φφ)

+κφφ
p∑

s,y=1

κφφκsyκφφ(κsφφ + 2κsφ,φ)(κφφy + κφ,φy)

+(κφφ)4(κφφφ + 2κφφ,φ)(κφφφ + κφ,φφ)

+
1

2
κφφ

p∑
t,u=1

κφφκtu(κφtuφ + κφtu,φ + 2κφtφ,u + 2κφt,uφ + 2κφt,u,φ)

+
1

2
(κφφ)3(κφφφφ + κφφφ,φ + 2κφφφ,φ + 2κφφ,φφ + 2κφφ,φ,φ). (4.12)

Após alguma álgebra (vide Apêndice B) temos que a expressão (4.12) é dada por∑
dφv (κφφ) = − pd3

n2d32φ
+

d23
n2d42

+
d4

2n2d32
. (4.13)

Portanto, substituindo as expressões (4.11) e (4.13) em (4.10) obtemos até a

ordem n−2

Σ∗∗φφ = − 1

nd2
+

p

n2d22φ
2
− 3

2n2d22φ
2
1TWZ(2)W1 +

9d23
2n2d42

− 3pd3
n2d32φ

. (4.14)

Logo, a matriz de covariâncias de segunda ordem Σ∗∗ têm elementos dados pelas

expressões (4.5), (4.8) e (4.14).

4.2 Testes de Wald modi�cados

Suponha que queremos testar a hipótese nula H0 : ξ = ξ(0) contra a hipótese

alternativa H1 : ξ 6= ξ(0), em que o vetor de parâmetros ξ = (βT , φ)T tem dimensão

(p+ 1) × 1. Uma estatística bem simples para testarmos a hipótese H0 é a estatística

de Wald, que nesta circunstância é dada por

W = (ξ̂ − ξ(0))TK(ξ̂)(ξ̂ − ξ(0)), (4.15)

em que K = diag{Kβ, Kφ} é avaliada na estimativa de máxima verossimilhança de ξ.

Podemos modi�car a estatística (4.15) substituindo o estimador ξ̂ pelo estimador

corrigido pelo viés de ordem n−1, ξ̃. Temos então

Wm = (ξ̃ − ξ(0))TK(ξ̃)(ξ̃ − ξ(0)). (4.16)
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Uma outra modi�cação na estatística de Wald resulta em substituir ao mesmo

tempo o EMV ξ̂ pelo estimador corrigido ξ̃ e a matriz de informação de Fisher pela

matriz de covariâncias de segunda ordem Σ∗∗, avaliada em ξ̃. Obtemos assim,

Wc = (ξ̃ − ξ(0))T [Σ∗∗(ξ̃)]−1(ξ̃ − ξ(0)). (4.17)

4.3 Resultados de Simulação

Nesta seção, realizamos dois estudos de simulação. Em ambos, utilizamos o

modelo gama com ligação logarítmica, isto é, log(µ`) = β0 + β1x1` + β2x2`, com ` =

1, ..., n. Os valores verdadeiros para os parâmetros foram �xados em β0 = 3, β1 = 2,

β2 = 1 e φ = 4. As variáveis explicativas x1 e x2 foram geradas a partir da distribuição

uniforme no intervalo (0, 1) e, para cada n foram mantidas constantes durante as 10.000

simulações.

No primeiro estudo de simulação, comparamos a inversa da matriz de informação

de Fisher e a matriz de covariâncias de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo viés

de ordem n−1 com a matriz de covariâncias observadas dos EMVs dos parâmetros β0,

β1, β2 e φ. As simulações foram realizadas através do programa computacional R. O

tamanho da amostra foi variado em n=10, 20, 30 e 40. Os resultados encontram-se nas

Tabelas 4.1 e 4.2, em que Cov(ξ̂) representa a média dos 10.000 valores adquiridos para

a inversa da matriz de informação de Fisher K, Cov(ξ̃) é a média dos 10.000 valores

obtidos para a matriz de covariâncias de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo

viés de ordem n−1 que possui elementos dados pelas expressões (4.5), (4.8) e (4.14) e

EQM(ξ̂) representa a média dos 10.000 valores adquiridos para o erro quadrático médio

do EMV em relação aos valores verdadeiros.

No segundo estudo, procuramos avaliar o desempenho da matriz de covariâncias

de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo viés, para os testes de Wald modi�cados.

Comparamos os desempenhos das estatísticas W , Wm e Wc através do tamanho empí-

rico dos testes de Wald da hipótese H0 : β
(0)
0 = 3, β(0)

1 = 2, β(0)
2 = 1 e φ(0) = 4 contra

H1: pelo menos uma das igualdades em H0 não se veri�ca. Admitindo H0 verdadeira, o

tamanho empírico do teste de Wald é calculado, para cada estatística do teste, como a

proporção da quantidade de vezes em que H0 é rejeitada, estabelecido um nível nominal

α e um tamanho de amostra n. As simulações foram realizadas através da linguagem de
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programação matricial Ox. Foram utilizados os seguintes níveis nominais: α=1%, 5%

e 10% e as amostras consideradas foram de tamanhos n=10, 20, ..., 100. Os resultados

estão apresentados na Tabela 4.3.

Podemos observar nas Tabelas 4.1 e 4.2 que os elementos da matriz de covariâncias

de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo viés de ordem n−1 estão bem mais próximos

dos valores da matriz de erro quadrático médio em relação aos parâmetros verdadeiros

do que os elementos da inversa da matriz de informação de Fisher, para todos os

tamanhos da amostra.

Podemos notar na Tabela 4.3 que para n = 10, os tamanhos empíricos dos testes

de Wald baseados nas estatísticas W , Wm e Wc estão muito distantes dos respectivos

níveis nominais. Podemos notar também, conforme esperado, que o teste baseado na

estatística Wc apresenta melhor desempenho do que os testes baseados nas estatísticas

W e Wm. As estatísticas W e Wm tendem a rejeitar mais do que deveriam, o que é

facilmente veri�cado para os casos em que n ≥ 50 ao nível de 5% e para n ≥ 40 ao

nível de 10%.
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Tabela 4.1: Cov(ξ̂) avaliada em ξ̂, Cov(ξ̃) avaliada em ξ̃ e EQM(ξ̂)

n = 10 n = 20

β̂0 β̂1 β̂2 φ̂ β̂0 β̂1 β̂2 φ̂

0.17599 -0.14155 -0.15828 0 0.07935 -0.05955 -0.06959 0

β̂0 0.18708 -0.14999 -0.16841 -0.11799 0.08195 -0.06165 -0.07197 -0.01669

0.26838 -0.21343 -0.23731 -0.28589 0.09520 -0.07108 -0.08304 -0.02909

0.24494 0.04545 0 0.10513 0.01105 0

β̂1 0.25832 0.04833 0.045129 0.10864 0.01158 0.00199

0.35858 0.07184 0.12379 0.12583 0.01324 0.00366

0.23674 0 0.11614 0

β̂2 0.25063 0.06925 0.11989 0.00303

0.34715 0.20201 0.13864 0.01126

18.08137 2.93801

φ̂ 28.64899 3.77352

47.50074 5.22805
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Tabela 4.2: Cov(ξ̂) avaliada em ξ̂, Cov(ξ̃) avaliada em ξ̃ e EQM(ξ̂)

n = 30 n = 40

β̂0 β̂1 β̂2 φ̂ β̂0 β̂1 β̂2 φ̂

0.07592 -0.05937 -0.06613 0 0.05976 -0.04904 -0.05087 0

β̂0 0.07807 -0.06119 -0.06803 -0.00879 0.06106 -0.05018 -0.05199 -0.00522

0.08527 -0.06688 -0.07346 -0.01872 0.06602 -0.05468 -0.05547 -0.00728

0.09220 0.02094 0 0.07407 0.01926 0

β̂1 0.09471 0.02182 0.00234 0.07557 0.01987 0.00162

0.10494 0.02302 0.00727 0.08277 0.02151 0.00377

0.09674 0 0.07263 0

β̂2 0.09920 0.00242 0.07401 0.00160

0.10741 0.00836 0.07875 0.00207

1.52789 1.01797

φ̂ 1.81517 1.16089

2.40359 1.46076
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Tabela 4.3: Tamanho do teste para as estatísticas W , Wm e Wc

n α(%) W Wm Wc n α(%) W Wm Wc

1.0 13.07 10.92 9.68 1.0 2.20 1.98 1.30

10 5.0 22.57 19.93 16.53 60 5.0 7.78 7.03 4.83

10.0 29.56 27.73 22.20 10.0 13.13 12.91 8.82

1.0 5.31 4.30 3.17 1.0 2.06 1.80 1.14

20 5.0 12.38 10.97 7.91 70 5.0 7.10 6.66 4.72

10.0 18.25 16.91 12.15 10.0 12.36 11.87 8.68

1.0 3.54 2.90 2.02 1.0 1.71 1.54 1.06

30 5.0 9.83 8.75 6.01 80 5.0 6.25 6.00 4.00

10.0 15.45 14.55 10.04 10.0 11.91 11.54 8.23

1.0 3.04 2.41 1.65 1.0 1.61 1.44 0.90

40 5.0 8.61 8.06 5.43 90 5.0 6.52 5.99 4.11

10.0 14.45 13.28 9.16 10.0 11.71 11.45 8.19

1.0 2.60 2.18 1.39 1.0 1.63 1.44 0.95

50 5.0 7.70 7.04 4.70 100 5.0 6.28 5.85 4.00

10.0 13.52 12.91 8.89 10.0 11.77 11.14 8.17



Capítulo 5

Trabalhos Futuros

A principal contribuição teórica desta dissertação encontra-se no Capítulo 4, onde

obtivemos uma expressão para a matriz de covariâncias de segunda ordem dos EMVs

corrigidos pelo viés em MLGs com dispersão desconhecida, porém a mesma para todas

as observações.

Baseado nas ideias desta dissertação, diversos trabalhos poderão ser desenvolvi-

dos. Podemos citar:

(i) Extensão do cálculo da matriz de covariâncias de ordem n−2 dos EMVs corrigidos

pelo viés de ordem n−1 para o caso em que o parâmetro de dispersão não é o

mesmo para todas as observações;

(ii) Cálculo da matriz de covariâncias de segunda ordem dos EMVs corrigidos pelo

viés para os modelos não-lineares da família exponencial (MNLFEs) com disper-

são desconhecida, considerando, ou não, a mesma para todas as observações;

(iii) Comparação das estatísticas Wald modi�cadas com outras estatísticas, por exem-

plo, a estatística da razão de verossimilhanças e/ou a estatística escore associadas

aos testes sobre os parâmetros dos MLGs com dispersão desconhecida, porém a

mesma para todas as observações.



Apêndice A

Identidades de Bartlett e Cumulantes

A.1 Identidades de Bartlett

As identidades abaixo podem ser encontradas em Cordeiro (1991, pág. 120)

• κr = 0,

• κrs + κr,s = 0,

• κrst + κr,st − κ(r)st = 0,

• κr,s,t − 2κrst + Σ(3)κ
(t)
rs = 0,

• κr,s,tu = κrstu − κ(s)rtu − κ
(r)
stu + κ

(rs)
tu − κrs,tu,

• κr,s,t,u = −3κrstu + 2Σ(4)κ
(u)
rst − Σ(6)κ

(tu)
rs + Σ(3)κrs,tu,

• κrstu + Σ(4)κr,stu + Σ(3)κrs,tu + Σ(6)κr,s,tu + κr,s,t,u = 0,

em que Σ(k) representa o somatório sobre todas as k combinações de índices.

A.2 Cumulantes

• κφφ = nd2,

• κφφ = {nd2}−1,
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• κφφφ = κ
(φ)
φφ = nd3,

• κφφφφ = nd4,

• κrφ,φ = κrφ
(φ) = κrφφ = κrs,φ = κr,φφ = 0,

• κφφ,φ = κφφ,φφ = κφφ,φ,φκφφφ,φ = 0,

• κrs = −φ
∑n

`=1 ω`x`rx`s,

• κφr,s = −κφrs = −κ(φ)rs =
∑n

`=1 ω`x`rx`s,

• κφφrs = κ
(st)
rφ = κ

(sφ)
rφ = κ

(φ)
φrs = κ

(s)
φφr = 0,

• κ(t)φrs = −
∑n

`=1(f` + g`)x`rx`sx`t,

• κrst = −φ
∑n

`=1(f` + 2g`)x`rx`sx`t,

• κrs,t = φ
∑n

`=1 g`x`rx`sx`t,

• κr,s,t = φ
∑n

`=1(f` − g`)x`rx`sx`t,

• κrstu = φ
n∑
`=1

{
− 6

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

+
3

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4

+
12

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2

− 3

V

(
d2µ

dη2

)2

− 4

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`rx`sx`tx`u,

• κrs,tu = φ
n∑
`=1

{
1

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

− 2

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
+

1

V

(
d2µ

dη2

)2
}
`

x`rx`sx`tx`u,

• κr,s,tu = φ
n∑
`=1

{
1

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
− 1

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4
}
`

x`rx`sx`tx`u,

• κr,s,t,u = φ
n∑
`=1

{
1

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

+
1

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4
}
`

x`rx`sx`tx`u,
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• κrst,u = φ
n∑
`=1

{
2

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

− 1

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4

− 3

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2

+
1

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`rx`sx`tx`u,

• κ
(r)
stu = φ

n∑
`=1

{
− 4

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

+
2

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4

+
9

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2

− 3

V

(
d2µ

dη2

)2

− 3

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`rx`sx`tx`u,

• κ
(rs)
tu = φ

n∑
`=1

{
− 2

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

+
1

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4

+
5

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2

− 2

V

(
d2µ

dη2

)2

− 2

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`rx`sx`tx`u,

• κstuφ = κ
(φ)
stu = −

∑n
`=1(f` + 2g`)x`sx`tx`u,

• κstu,φ = 0,

• κ(u)stφ = κ
(φu)
st = −

∑n
`=1(f` + g`)x`sx`tx`u,

• κst,uφ = κstφ,u = −κst,u,φ =
∑n

`=1 g`x`sx`tx`u,

• κsφ,tφ = −κs,φ,tφ = φ−1
∑n

`=1 ω`x`sx`t.



Apêndice B

Resultados dos Capítulos 3 e 4

Neste apêndice, encontram-se os cálculos de algumas expressões dos Capítulos 3

e 4.

B.1 Resultados do Capítulo 3

B.1.1 Resultados da Seção 3.1

Cálculo da expressão (3.4)

Temos que,

• 2κ
(ad)
bc − κ

(a)
bcd = 2φ

n∑
`=1

{
− 2

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

+
1

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4

+
5

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
− 2

V

(
d2µ

dη2

)2

− 2

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`ax`bx`cx`d

−φ
n∑
`=1

{
− 4

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

+
2

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4

+
9

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
− 3

V

(
d2µ

dη2

)2

− 3

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`ax`bx`cx`d

= φ

n∑
`=1

{
1

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
− 1

V

(
d2µ

dη2

)2

− 1

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`ax`bx`cx`d.

• κac,bd = φ

n∑
`=1

{
1

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

− 2

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
+

1

V

(
d2µ

dη2

)2
}
`

x`ax`bx`cx`d.
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Assim,

• 2κ
(ad)
bc − κ

(a)
bcd + κac,bd = φ

n∑
`=1

{
1

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

− 1

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2

− 1

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`ax`bx`cx`d

= φ
n∑
`=1

h`x`ax`bx`cx`d.

Logo,

σ
(1)
ij = −φ

p∑
a,b,c,d=1

κiaκjbκcd
n∑
`=1

h`x`ax`bx`cx`d.

Cálculo da expressão (3.5)

Temos que,

•
(

3

2
κabc + 5κab,c

)
κrst =

{
− 3

2
φ

n∑
`=1

(f` + 2g`)x`ax`bx`c + 5φ
n∑
`=1

g`x`ax`bx`c

}

×

{
−φ

n∑
m=1

(fm + 2gm)xmrxmsxmt

}

=

{
−φ

n∑
`=1

(
3

2
f` − 2g`

)
x`ax`bx`c

}{
−φ

n∑
m=1

(fm + 2gm)xmrxmsxmt

}

= φ2

n∑
`,m=1

(
3

2
f`fm + 3f`gm − 2g`fm − 4g`gm

)
x`ax`bx`cxmrxmsxmt,

• 3κa,bcκr,st = 3

(
φ

n∑
`=1

g`x`ax`bx`c

)(
φ

n∑
m=1

gmxmrxmsxmt

)

= φ2

n∑
`,m=1

(3g`gm)x`ax`bx`cxmrxmsxmt.

Assim,

•
(

3

2
κabc + 5κab,c

)
κrst + 3κa,bcκr,st = φ2

n∑
`,m=1

(
3

2
f`fm + 3f`gm − 2g`fm − g`gm

)
.

Logo,

σ
(2)
ij = φ2

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjrκbsκct
n∑

`,m=1

(
3

2
f`fm + 3f`gm − 2g`fm − g`gm

)
x`ax`bx`cxmrxmsxmt.
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Cálculo da expressão (3.6)

Temos que,

• (2κr,st + κrst)κ
(a)
bc =

{
2φ

n∑
m=1

gmxmrxmsxmt − φ
n∑

m=1

(fm + 2gm)xmrxmsxmt

}

x

{
−φ

n∑
`=1

(f` + g`)x`ax`bx`c

}

=

{
−φ

n∑
m=1

fmxmrxmsxmt

}{
−φ

n∑
`=1

(f` + g`)x`ax`bx`c

}

= φ2

n∑
`,m=1

{(f` + g`)fm}x`ax`bx`cxmrxmsxmt.

Logo,

σ
(3)
ij = φ2

p∑
a,b,c=1

p∑
r,s,t=1

κiaκjbκrsκct
n∑

`,m=1

{(f` + g`)fm}x`ax`bx`cxmrxmsxmt.

B.1.2 Resultados da Seção 3.2

Cálculo da expressão (3.7)

Temos que,

• 2κa,bφ,φ + 3κaφ,bφ = −2κaφ,bφ + 3κaφ,bφ = κaφ,bφ = φ−1
n∑
`=1

ω`x`ax`b.

Logo,

σ
(1)∗
ij = σ

(1)
ij −

1

nd2φ

p∑
a,b=1

κiaκjb
n∑
`=1

ω`x`ax`b.
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Cálculo da expressão (3.8)

Temos que,

• κaφcd + κa,φcd + 2κaφc,d = κaφcd + 3κa,φcd

= κaφcd + 3(κ
(a)
φcd − κaφcd)

= 3κ
(a)
φcd − 2κaφcd.

• 2κa,φc,d + 3κac,φd = 2(κadφc − κ(d)aφc − κ
(a)
dφc + κ

(ad)
φc − κad,φc) + 3κac,φd

= 2(κaφcd − 2κ
(d)
aφc − κaφ,cd) + 3κac,φd

= 2κaφcd − 4κ
(d)
aφc − 2κaφ,cd + 3κac,φd

= 2κaφcd − 4κ
(d)
aφc + κac,φd.

Assim,

• κaφcd + κa,φcd + 2κaφc,d + 2κa,φc,d + 3κac,φd = −κ(d)aφc + κac,φd

=
n∑
`=1

(f` + g`)x`ax`cx`d +
n∑
`=1

g`x`ax`cx`d

=
n∑
`=1

(f` + 2g`)x`ax`cx`d.

Logo,

σ
(1)
iφ = − 1

nd2

p∑
a,c,d=1

κiaκcd
n∑
`=1

(f` + 2g`)x`ax`cx`d.

Cálculo da expressão (3.9)

Temos que,

• 2κφ,φc,d + 3κφc,φd = −2κφc,φd + 3κφc,φd = κφc,φd = φ−1
n∑
`=1

ω`x`cx`d.
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Logo,

σ
(1)
φφ = −

(
1

nd2

)3

nd4 −
1

φ

(
1

nd2

)2 p∑
c,d=1

κcd
n∑
`=1

ω`x`cx`d.

Cálculo da expressão (3.10)

Temos que,

•
(

3

2
κaφc + 5κaφ,c

)
κrφt =

{(
−3

2

n∑
`=1

ω` + 5
n∑
`=1

ω`

)
x`ax`c

}{
−

n∑
m=1

ωmxmrxmt

}

= −7

2

n∑
`,m=1

ω`ωmx`ax`cxmrxmt,

• 2κaφ,cκr,φt = 2

(
n∑
`=1

ω`x`ax`c

)(
n∑

m=1

ωmxmrxmt

)

= 2
n∑

`,m=1

ω`ωmx`ax`cxmrxmt,

•
(

3

2
κabφ + κa,bφ

)
κrsφ =

{(
−3

2

n∑
`=1

ω` +
n∑
`=1

ω`

)
x`ax`c

}{
−

n∑
m=1

ωmxmrxmt

}

=
1

2

n∑
`,m=1

ω`ωmx`ax`cxmrxmt.

Assim,

•
(

3

2
κaφc + 5κaφ,c

)
κrφt + 2κaφ,cκr,φt = −3

2

n∑
`,m=1

ω`ωmx`ax`cxmrxmt.

Logo,

σ
(2)∗
ij = σ

(2)
ij −

3

2nd2

n∑
a,c=1

p∑
r,t=1

κiaκjrκct
n∑

`,m=1

ω`ωmx`ax`cxmrxmt

+
1

2nd2

n∑
a,c=1

p∑
r,t=1

κiaκjrκbs
n∑

`,m=1

ω`ωmx`ax`cxmrxmt.
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Cálculo da expressão (3.11)

Temos que,

•
(

3

2
κabc + 5κab,c

)
κφst =

{(
−3

2
φ

n∑
`=1

(f` + 2g`) + 5
n∑
`=1

g`

)
x`ax`bx`c

}{
−

n∑
m=1

ωmxmsxmt

}

=

{
−φ

n∑
`=1

(
3

2
f` − 2g`)

)
x`ax`bx`c

}{
−

n∑
m=1

ωmxmsxmt

}

= φ

n∑
`,m=1

(
3

2
f` − 2g`

)
ωmx`ax`bx`cxmsxmt.

• κab,cκφt,s =

(
φ

n∑
`=1

g`x`ax`bx`c

)(
n∑

m=1

ωmxmsxmt

)

= φ
n∑

`,m=1

g`ωmx`ax`bx`cxmsxmt.

Assim,

•
(

3

2
κabc + 5κab,c

)
κφst + κab,cκφt,s = φ

n∑
`,m=1

(
3

2
f` − g`

)
ωmx`ax`bx`cxmsxmt.

Logo,

σ
(2)
iφ =

1

nd2φ

p∑
a,b,c=1

p∑
s,t=1

κiaκbsκct
n∑

`,m=1

(
3

2
f` − g`

)
ωmx`ax`bx`cxmsxmt.

Cálculo da expressão (3.12)

Temos que,

•
(

3

2
κφbc + 4κφ,bc

)
κφst =

{(
−3

2

n∑
`=1

ω` + 4
n∑
`=1

ω`

)
x`bx`c

}{
−

n∑
m=1

ωmxmsxmt

}

= −5

2

n∑
`,m=1

ω`ωmx`bx`cxmsxmt.

• κφb,cκφt,s =

(
n∑
`=1

ω`x`bx`c

)(
n∑

m=1

ωmxmsxmt

)

=
n∑

`,m=1

ω`ωmx`bx`cxmsxmt.
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Assim,

•
(

3

2
κφbc + 4κφ,bc

)
κφst + κφb,cκφt,s = −3

2

n∑
`,m=1

ω`ωmx`bx`cxmsxmt.

Logo,

σ
(2)
φφ = −3

2

(
1

2nd2

)2 p∑
b,c=1

p∑
s,t=1

κbsκct
n∑

`,m=1

ω`ωmx`bx`cxmsxmt

+
3

2

(
1

nd2

)4

(nd3)
2.

Cálculo da expressão (3.13)

Temos que,

• 2(κa,bφ + κabφ)κr,sφ = 2(κa,bφ − κa,bφ)κr,sφ = 0,

• (κa,bφ + κabφ)κrsφ = 0.

Logo,

σ
(3)∗
ij = σ

(3)
ij .

Cálculo da expressão (3.14)

Temos que,

• 2(κa,φc + κaφc)κr,st = 2(κa,φc − κa,φc)κr,st = 0,

• (κa,φc + κaφc)κrst = 0.

Logo,

σ
(3)
iφ = 0.
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Cálculo da expressão (3.15)

Temos que,

• κφφφ(κrsφ + 2κr,sφ) = κφφφ

(
−

n∑
m=1

ωm + 2
n∑

m=1

ωm

)
xmrxms

= κφφφ

n∑
m=1

ωmxmrxms.

Logo,

σ
(3)
φφ =

(
1

nd2

)4

(nd3)
2 +

(
1

nd2

)3

nd3

p∑
r,s=1

κrs
n∑

m=1

ωmxmrxms.

B.1.3 Resultado da Seção 3.3

Cálculo de
∑p

v=1 d
s
vκ

rv.

Temos que,

•
p∑
v=1

dsvκrv =

p∑
v,w,s,y,t,u=1

{
κrwκsyκtuκrv (κstu + 2κst,u)(κvwy + κv,wy)︸ ︷︷ ︸

(I)

+
1

2
κrsκtuκrv (κstuv + κstu,v + 2κstv,u + 2κst,uv + 2κst,u,v)︸ ︷︷ ︸

(II)

}
,

em que,

• κstu + 2κstu = −φ
n∑
`=1

(f` + 2g`)x`sx`tx`u + 2φ
n∑
`=1

g`x`sx`tx`u

= −φ
n∑
`=1

f`x`sx`tx`u,

• κvwy + κv,wy = −φ
n∑

m=1

(fm + 2gm)xmvxmwxmy + 2φ
n∑

m=1

gmxmvxmwxmy

= −φ
n∑

m=1

(fm + gm)xmvxmwxmy,
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• κstuv = φ
n∑
`=1

{
− 6

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

+
3

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4

+
12

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2

− 3

V

(
d2µ

dη2

)2

− 4

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`sx`tx`ux`v,

• 3κstu,v = φ
n∑
`=1

{
6

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

− 3

V 2

d2V

dµ2

(
dµ

dη

)4

− 9

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2

+
3

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`sx`tx`ux`v,

• 2κst,uv = φ
n∑
`=1

{
2

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4

− 4

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
+

2

V

(
d2µ

dη2

)2
}
`

x`sx`tx`ux`v,

• 2κst,u,v = φ
n∑
`=1

{
2

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
− 2

V 3

(
dV

dµ

)2(
dµ

dη

)4
}
`

x`sx`tx`ux`v.

Assim,

• (I) = φ2

n∑
`,m=1

f`(fm + gm)x`sx`tx`uxmvxmwxmy,

• (II) = φ
n∑
`=1

{
1

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
− 1

V

(
d2µ

dη2

)2

− 1

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`sx`tx`ux`v.

Logo,

p∑
v=1

dsv(κ
rv) =

p∑
s,t,u=1

p∑
v,w,y=1

κrwκsyκtuκrv
n∑

`,m=1

f`(fm + gm)x`sx`tx`uxmvxmwxmy

+
1

2
φ

p∑
s,t,u,v=1

κrsκtuκrv
n∑
`=1

{
1

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
− 1

V

(
d2µ

dη2

)2

− 1

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`sx`tx`ux`v.
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B.2 Resultados do Capítulo 4

B.2.1 Resultados da Seção 4.1

Cálculo da expressão (4.4)

Temos que,

• κsφφ + 2κs,φφ = 0,

• κsφφv + κsφφ,v + 2κsφv,φ = 0,

• 2(κsφ,φv + κsφ,φ,v) = 2(κsφ,φv − κsφ,φv) = 0.

Logo,

∑
dsv(κ

rv) =

p∑
s,t,u=1

p∑
v,w,y=1

κrwκsyκtuκrv
n∑

`,m=1

f`(fm + gm)x`sx`tx`uxmvxmwxmy

+
1

2
φ

p∑
s,t,u,v=1

κrsκtuκrv
n∑
`=1

{
1

V 2

dV

dµ

(
dµ

dη

)2
d2µ

dη2
− 1

V

(
d2µ

dη2

)2

− 1

V

dµ

dη

d3µ

dη3

}
`

x`sx`tx`ux`v.

Cálculo da expressão (4.12)

Temos que,

• κsφφ = κsφ,φ = κφφ,φ = 0,

• κφtuφ = κφtu,φ = κφtφ,u = 0,

• κφφφ,φ = κφφ,φφ = κφφ,φ,φ = 0.
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Assim,

∑
v

dφvκ
φφ = (κφφ)3κφφφ

n∑
`=1

ω`κ
tux`tx`u + (κφφ)4κ2φφφ +

1

2
(κφφ)3κφφφφ

= −1

φ

(
1

nd2

)3

nd3

n∑
`=1

ω`z`` +

(
1

nd2

)4

(nd3)
2 +

1

2

(
1

nd2

)3

nd4

= − nd3
n3d32φ

tr(WZ) +
n2d23
n4d42

+
nd4

2n3d32

= − d3
n2d32φ

posto(X) +
d23
n2d42

+
d4

2n2d32

= − pd3
n2d32φ

+
d23
n2d42

+
d4

2n2d32
.

Logo

Σ∗φφ = − 1

nd2
+

1

n2d22

(
p

φ2
− d4
d2

)
− 3

2n2d22φ
2
1TWZ(2)W1 +

3d23
2n2d42

+
d3
n2d32

(
d3
d2
− p

φ

)
− 2pd3
n2d32φ

+
2d23
n2d42

+
d4
n2d32

= − 1

nd2
+

p

n2d22φ
2
− d4
n2d32

− 3

2n2d22φ
2
1TWZ(2)W1 +

3d23
2n2d42

+
d23
n2d42

− pd3
n2d32φ

− 2pd3
n2d32φ

+
2d23
n2d42

+
d4
n2d32

= − 1

nd2
+

p

n2d22φ
2
− 3

2n2d22φ
2
1TWZ(2)W1 +

9d23
2n2d42

− 3pd3
n2d32φ

.
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