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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos as Fórmulas Integrais tipo-Minkowski para hiper-

superfícies tipo-espaço, compactas com bordo imersas no espaço de Sitter Sn+1
1 e pos-

suindo alguma curvatura de ordem superior constante. Aplicamos estas, para esta-

belecer uma relação entre a curvatura média e a geometria do bordo quando se trata

de uma esfera geodésica contida em um hiperplano do Steady State space Hn+1 ⊂ Sn+1
1 .

Palavras-chave: Variedades de Lorentz, Steady State space, hipersuperfícies

tipo-espaço, curvatura de ordem superior.
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Abstract

In this work we develop Minkowski-type formulae for compact spacelike immersed

hypersurfaces with boundary and having some constant higher order mean curvature

in de Sitter space Sn+1
1 . We apply them to establish a relation between the mean

curvature and the geometry of the boundary, when it is a geodesic sphere contained

into a horizontal hyperplane of the Steady State space Hn+1 ⊂ Sn+1
1 .

Keywords: Lorentz Manifolds, Steady State space, spacelike hypersurfaces, cur-

vature of higher order.
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Introdução

Nas últimas décadas vem sendo crescente o interesse pelo estudo das hipersuper-

fícies tipo-espaço imersas em ambientes espaço-tempo. Em verdade, é bem conhecido

que hipersuperfícies com curvatura média constante são soluções de primeira ordem

para o problema isoperimétrico, tanto no caso em que o espaço ambiente é uma var-

iedade Riemanniana ou quando o espaço ambiente é uma variedade Lorentziana. No

caso Riemanniano, estas hipersuperfícies foram estudadas em profundidade desde o

início da Geometria Diferencial. Já o caso Lorentziano, tem atraido a atenção de um

grande número de pesquisadores tanto na área da física como na matemática.

Do ponto de vista da física (veja [7], [10], [11], [16], [17], [22], [28]), as hipersuper-

fícies tipo-espaço com curvatura média constante identicamente nula, são soluções para

o problema de Cauchy associado as equações de Einstein, e no caso em que a curvatura

média é diferente de zero, são normalmente usadas para compreender o comportamento

das ondas gravitacionais.

Por outro lado, do ponto de vista da matemática, as hipersuperfícies tipo-espaço

também desempenham um interessante papel devido as suas boas propriedades tipo-

Bernstein. Este tipo de hipersuperfícies foram estudadas pela primeira vez no exemplo

de espaço-tempo mais simples: o espaço de Lorentz-Minkowski. Neste cenário, Cal-

abi [7], Cheng e Yau [9] descobriram um tipo de propriedade tipo-Bernstein no caso

das hipersuperfícies com curvatura média nula que estabelece:
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As únicas hipersuperfícies tipo-espaço completas no espaço de Lorentz-

Minkowski Ln+1 com curvatura média identicamente nula são os hiperplanos

tipo-espaço.

Calabi mostrou o caso n ≥ 4 e o caso em que n é arbitrário foi mostrado por

Cheng e Yau. Mas recentemente, Aiyama [1] e Xin [30], simultaneamente e indepen-

dentemente, caracterizaram os hiperplanos tipo-espaço como sendo as únicas hipersu-

perfícies tipo-espaço completas com curvatura média constante no espaço de Lorentz-

Minkowski, Ln+1 cuja a imagem pela aplicação normal de Gauss esta contida em uma

bola geodésica do espaço hiperbólico n-dimensional Hn. No caso compacto, Alías e

Malacarne [5] mostraram que as únicas hipersuperfícies compactas tendo alguma cur-

vatura de ordem superior constante e bordo esférico são as bolas hiperplanares com

curvatura de ordem superior igual a zero, e as calotas hiperbólicas tendo curvatura de

ordem superior não nula.

Falaremos agora de um espaço-tempo de curvatura positiva de grande importância

para o nosso estudo: o espaço de Sitter. Denotemos por Sn+1
1 a hiperquádrica (n+ 1)-

dimensional de Ln+2 composta de todos os seus vetores unitários e que pode ser de�nida

como um hiperboloide de uma folha no espaço de Lorentz-Minkowski Ln+2. É possível

mostrar que o de Sitter é uma variedade de Lorentz, completa, com curvatura seccional

constante e igual a 1. Constituindo desta maneira o análogo Lorentziano às esferas

redondas no contexto Riemanniano. Além disso, o espaço de Sitter, é espacialmente

fechado, é globalmente hiperbólico, mas não goza da propriedade de convergência tipo-

tempo.

Dentro do espaço de Sitter residem muitas hipersuperfícies tipo-espaço com cur-

vatura média constante e bom comportamento geométrico, a saber: as umbílicas. Que

podem ser obtidas por cortes do hiperboloide Sn+1
1 com hiperplanos a�ns do espaço am-

biente Ln+2. Montiel [23] (cf. também [26]), classi�cou todas de acordo com o caráter

causal do hiperplano (isto é, tipo-espaço, tipo-tempo ou tipo-luz). Desta maneira, obte-

mos hipersuperfícies umbílicas diferentes. Quando o hiperplano é tipo-espaço, obtemos

hipersuperfícies compactas (elipsóides na �gura Euclidiana), que são isométricas as n-

esferas Riemannianas e tem curvatura média |H| < 1. Se os hiperplanos que estamos
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cortando contém uma direção nula, isto é, tangente ao cone nulo, obtemos hiperplanos

tipo-espaço com curvatura média |H| = 1 (parábolas na �gura Euclidiana), que são

isométricas ao espaço Euclidiano n-dimensional. E �nalmente, quando os hiperplanos

são tipo-tempo, obtemos hipersuperfícies isométricas aos n-espaços hiperbólicos (hiper-

bolóides na �gura Euclidiana) e tem curvatura média |H| > 1.

Em suma, há três classes de hipersuperfícies tipo-espaço, totalmente umbílicas

no espaço de Sitter. O mesmo acontece no espaço hiperbólico em geometria

Riemanniana (onde temos as esferas, as horosferas e as hiperesferas).

Ainda no estudo do espaço de Sitter, em 1977 Goddard [17] estabeleceu a seguinte

Conjectura (Goddard � 1977). As únicas hipersuperfícies tipo-espaço, completas e

com curvatura média constante do espaço de Sitter são as totalmente umbílicas.

Com esta intuição, Goddard motivou diversos pesquisadores em buscar a veraci-

dade ou não desta a�rmação. Bem, ai �ca a pergunta:

A conjectura é verdadeira?

Não, ela não é verdadeira, e um exemplo para justi�car isto, foi dado por Mon-

tiel [23], que é a existência alguns cilindros hiperbólicos que são o produto de um

espaço hiperbólico com uma esfera. Eles são hipersuperfícies tipo-espaço, completas

e com curvatura média constante do espaço de Sitter que não são totalmente umbíli-

cas. Apesar da não veracidade da conjectura, houve um grande impulso em saber que

condições poderiam ser colocadas para que ela se tornasse verdadeira.

Em 1987 Akutagawa [2] mostrou que a conjectura é verdadeira quando 0 ≤ H2 ≤ 1 no caso n = 2;

0 ≤ H2 <
4(n− 1)

n2
no caso n ≥ 3.

Quatro anos depois, em 1991, Cheng [8] estendeu o resultado de Akutagawa para

subvariedades do espaço de Sitter no caso em que o vetor curvatura média é paralelo.

No entanto, a intuição de Goddard não estava errada. Dezesseis anos após a

conjectura, usando uma fórmula integral semelhante a chamada fórmula de Minkowski

em geometria Riemanniana, Montiel [23] mostrou que
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Teorema (Montiel � 1998). As únicas hipersuperfícies tipo-espaço compactas, com

curvatura média constante do espaço de Sitter são as totalmente umbílicas.

Este teorema foi mostrado por Akutagawa [2] para dimensão dois. Assim, �ca

claro que esta conjectura não é verdadeira para o caso não compacto, devido a existência

de cilindros hiperbólicos.

A partir de agora, daremos a descrição dos outros capítulos que compõem este

trabalho. Nos capítulos 1 e 2 daremos a notação que vamos utilizar em todo o tra-

balho bem como os conhecimentos necessários à abordagem dos problemas tratados

nos próximos capítulos.

Já no capitulo 3, desenvolvemos as Fórmulas Integrais tipo-Minkowski relativa a

hipersuperfície tipo-espaço compactas Mn com bordo ∂M e tendo alguma curvatura

de ordem superior constante no espaço de Sitter Sn+1
1 . O que �zemos na prática, foi

essencialmente calcular a divergência em Mn do campo de vetores Tr(Y >), onde Tr

denota a r-ésima transformação de Newton e Y > denota a componente tangente a Mn

de um campo de vetores Killing Y globalmente de�nido em Sn+1
1 .

Isto é, mostramos (veja Proposição 3.2) a

Proposição 1 (Fórmulas Integrais tipo-Minkowski). Seja x : Mn → Sn+1
1 ↪→ Ln+2 uma

hipersuperfície tipo-espaço, compacta com bordo ∂M e seja Y um campo de Killing em

Sn+1
1 . Se a r-ésima curvatura média Hr de M

n é constante para algum r, 1 ≤ r ≤ n,

então:

(i)

∮
∂M

〈Tr−1ν, Y 〉 dS = r

(
n

r

)
Hr

∫
M

〈Y,N〉 dM ;

(ii)

∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS =

(
n− 1

r − 1

)
Hr

1

〈a, b〉

∮
∂M

det(x, v1, . . . , vn−1, a, b)dS,

onde a ∈ Ln+2 é tipo-luz, b ∈ Ln+2, Ya,b =
1

〈a, b〉
(〈x, b〉a− 〈a, x〉b) e v1, . . . , vn−1 é um

referencial tangente ao longo de ∂M.

Alías e Malacarne [5] obtiveram o item (i) da Proposição 1 no espaço de Lorentz-

Minkowski, enquanto Alías, Brasil e Colares [3] obtiveram a fórmula integral em

um espaço-tempo conformemente estacionário e consideraram as hipersuperfícies tipo-

espaçoMn compactas e sem bordo. O item (ii) reproduz no espaço de Sitter (e na forma

mais geral) a fórmula do �uxo de Alías e Pastor [6], que foi utilizada por López [21]
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para obter uma estimativa para a altura de hipersuperfícies tipo-espaço compactas com

curvatura média constante no espaço de Lorentz-Minkowski tridimensional L3.

Em seguida, abordamos a questão da existência de hipersuperfícies tipo-espaço

com alguma curvatura média de ordem superior constante no Steady State space Hn+1,

o qual é de�nido por

Hn+1 = {x ∈ Sn+1
1 ; 〈x, a〉 > 0},

onde a ∈ Ln+2 é um vetor tipo-luz.

Fazendo uso de fórmulas integrais tipo-Minkowski em Sn+1
1 e explorando a geome-

tria do espaço ambiente Hn+1 ⊂ Sn+1
1 , estabelecemos o resultado principal do Capítulo

4: uma fórmula do �uxo correspondente ao campo de vetores de Killing Ya,b, onde

a ∈ Ln+2 é um vetor tipo-luz que determina uma folheação de Hn+1 por hiperplanos

horizontais Ln(τ) = {x ∈ Sn+1
1 ; 〈x, a〉 = τ}, τ ∈ (0,+∞) e b ∈ Ln+2 é um vetor

qualquer �xado tal que 〈a, b〉 6= 0. Mas precisamente, provamos (veja Teorema 4.1) o

Teorema 1. Seja x : Mn → Hn+1 ⊂ Sn+1
1 uma imersão tipo-espaço de uma hiper-

superfície compacta, cujo bordo é uma subvariedade mergulhada (n − 1)-dimensional

Σ = x(∂M) a qual esta contida num hiperplano horizontal, para algum τ > 0. Se a

r-ésima curvatura média Hr é constante, para algum r, 1 ≤ r ≤ n, então∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS = −r
(
n

r

)
Hrvol(Ω),

onde Tr−1 : X(M) → X(M) é a (r − 1)-ésima transformação de Newton associada a

segunda forma fundamental de x e Ω é um domínio em Ln(τ) limitado por Σ.

No item (i) da Proposição 1, podemos destacar que para cada campo de Killing

Y , o seu (r − 1)-ésimo �uxo depende a priori da geometria da hipersuperfície. O

Teorema 1 nos garante que, considerando o campo de Killing Ya,b o (r− 1)-ésimo �uxo∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS,

não depende da hipersuperfície Mn, mas somente do valor de Hr e do bordo ∂M . É

exatamente esse fato que constitui a relevância da fórmula acima: uma ferramenta

analítica para o estudo de hipersuperfícies compactas com alguma curvatura de ordem

superior constante em Hn+1 e tendo restrições apenas na geometria do bordo.
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Como aplicação desta fórmula integral, estabelecemos uma relação entre a cur-

vatura média e o bordo de uma hipersuperfície tipo-espaço Mn imersa em Hn+1. Para

encontrarmos essa tal relação, escolhemos de maneira apropriada o vetor b na de�nição

do campo de Killing Ya,b de modo a detectarmos a geometria de ∂M e usamos a Esti-

mativa do Gradiente devido a Montiel e mostramos (veja Teorema 4.4) o

Teorema 2. Seja x : Mn → Hn+1 ⊂ Sn+1
1 uma imersão tipo-espaço de uma hipersu-

perfícies compacta Mn com bordo não-vazio ∂M no steady state space. Suponha que

Mn tem curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo normal unitário N

apontando para o futuro e que ∂M = Sn−1(b, ρ) é uma esfera geodésica de dimensão

(n− 1) com centro em b e raio ρ contida num hiperplano horizontal Ln(τ), para algum

τ > 0. Então

ρH −
∣∣∣∣1− ρ2

2

∣∣∣∣√H2 − 1 ≤ 1.

Finalmente, no Apêndice, daremos uma demonstração alternativa para o Teorema

1 no caso em que o bordo é esférico, fazendo uso do item (ii) da Proposição 1. E também

demonstramos o seguinte resultado (veja Teorema A.2), devido a Montiel [24].

Teorema (Estimativa do Gradiente). Seja ψ : Mn → Hn+1 uma imersão tipo-espaço

de uma variedade compacta Mn com bordo ∂Mn não-vazio no steady state space.

Suponha que ψ tenha curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo unitário

e normal N apontando para o passado e que a aplicação ψ leva ∂Mn no slice temporal

Ln(τ), para algum τ > 0. Então podemos escolher um campo unitário e normal n da

imersão ψ
∣∣
∂Mn : ∂Mn → Ln(τ) tal que 〈N, n〉 > 0. Assuma que, com respeito a esta

orientação, a curvatura média de ψ
∣∣
∂Mn : ∂Mn → Ln(τ) é não negativa. Então

H 〈ψ, a〉+ 〈N, a〉 ≥ 0,

e também 〈N, a〉 ≥ −Hτ em Mn.

Este trabalho de dissertação, teve como base o artigo intitulado por: Spacelike

hypersurfaces with constant higher order mean curvature in de Sitter space, publicado

em 2007 no Jornal of Geometry an Physics, devido a de Lima [14].



Capítulo 1

Arcabouço Teórico

Este capítulo tem como objetivo estabelecer as notações que serão utilizadas nos

demais capítulos deste trabalho. Para maiores detalhes, indicamos ao leitor a referência

[15] e [27].

1.1 Tensores em Variedades

No que segue, V1, . . . , Vs denotam módulos sobre um anel K e o conjunto

V1 × . . .× Vs = {(v1, . . . , vs); vi ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ s},

munido com as operações usuais de soma e multiplicação por elementos de K é um

módulo sobre K chamado produto direto.

Se W é também um módulo sobre K então dizemos que a função

A : V1 × . . .× Vs → W

é K-multilinear quando A é K−linear em cada entrada. Se V é um módulo sobre K,

consideremos o conjunto

V ∗ = {f : V → K; f é K− linear}.

Munido com as operações usuais de soma e multiplicação por elementos de K, obtemos

que V ∗ é um módulo sobre K chamado módulo dual de V ou simplesmente dual de V .
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Quando Vi = V para todo 1 ≤ i ≤ s, escrevemos

V s = V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
s vezes

.

De�nição 1.1 Para inteiros r, s ≥ 0 (ambos não nulos) uma função K-multilinear

A : (V ∗)r × V s → K

é chamado um tensor do tipo (r,s) em V. Quando r = 0 escrevemos A : V s → K e de

maneira análoga, quando s = 0 escrevemos A : (V ∗)r → K.

Denotemos por

Trs(V ) = {A : (V ∗)r × V s → K; A é K−multilinear}, (1.1)

o conjunto do todos os tensores do tipo (r, s) em V .

Com as operações usuais de soma de funções e a multiplicação por elementos

K, obtemos que Trs(V ) é um módulo sobre K. Um tensor do tipo (0, 0) sobre V é

simplesmente um elemento de K.

Consideremos agora uma variedade diferenciável M . Denotemos por C∞(M) o

anel das funções de valores reais em M e X(M) o C∞(M)-módulo dos campos de

vetores em M .

De�nição 1.2 Um campo tensorial A em M é um tensor sobre C∞(M)-módulo X(M).

Assim, se A é um campo tensorial do tipo (r,s) em M então

A : X∗(M)r × X(M)s → C∞(M)

é uma função C∞(M)-multilinear.

Observação 1.1 Observemos que se θ1, . . . , θr ∈ X∗(M) e X1, . . . , Xs ∈ X(M) então

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) : M → R

é uma função suave, onde θi ocupa a i-ésima entrada contravariante e Xj a j-ésima

entrada covariante.

De maneira análoga ao de�nido em (1.1) denotemos por Trs(M) o conjunto de

todos os tensores do tipo (r, s) sobre M que é um módulo sobre C∞(M). Quando

r = s = 0 temos T0
0(M) = C∞(M).

A próxima de�nição, nos mostra uma maneira de fazer o produto tensorial entre

dois tensores.
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De�nição 1.3 Sejam A ∈ Trs(M) e B ∈ Tr
′

s′(M). Então A⊗B ∈ Tr+r
′

s+s′(M), dado por

(A⊗B)(θ1, . . . , θr, θr+1, . . . , θr+r
′
, X1, . . . , Xs, Xs+1, . . . , Xs+s′)

= A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs, ) ·B(θr+1, . . . , θr+r
′
, Xs+1, . . . , Xs+s′)

é um campo tensorial chamado produto tensorial de A e B.

Observação 1.2 Quando r′ = s′ = 0 então B é uma função f ∈ C∞(M) e de�nimos

A⊗ f = f ⊗ A = fA.

Assim, se A também é do tipo (0, 0), o produto tensorial se reduz a multiplicação

usual em C∞(M). Em geral o produto tensorial não é comutativo, mais a frente

veremos uma de�nição na qual produto tensorial se torna comutativo.

O exemplo abaixo nos diz algumas interpretações as quais nos permite identi�car

1-formas e campos de tensores.

Exemplo 1 (Identi�cações)

(i) Seja ω uma 1-forma suave sobre a variedade M. Então a função

A : X(M)→ C∞(M)

dada por A(X) = ω(X) é C∞(M)-linear. Portanto, A é um campo tensorial do

tipo (0, 1) em M. Assim todo campo tensorial do tipo (0,1) é dado de maneira

única como uma 1-forma e escrevemos

X∗(M) = T0
1(M).

(ii) Seja V um campo tensorial suave sobre M. Então a função

V : X∗(M)→ C∞(M)

dada por V (θ) = θ(V ) é C∞(M)-linear. Portanto, V é um campo tensorial do

tipo (1,0) em M. Assim todo campo tensorial é dado de maneira única como um

campo vetorial e escrevemos

X(M) = T1
0(M).
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(iii) Se A :X(M)s →X(M) é C∞(M)− multilinear, de�na

A : X∗(M)× X(M)s → C∞(M)

como sendo

A(θ,X1, . . . , Xs) = θ(A(X1, . . . , Xn)), ∀ θ ∈ X∗(M) e Xi ∈ X(M), 1 ≤ i ≤ n.

Observe que A é C∞(M)-multilinear e portanto A é um campo tensorial do tipo

(1,s) em M.

De�nição 1.4 Os tensores do tipo (0, s) são chamados de covariantes enquanto os

tensores do tipo (r, 0) são chamados de contravariantes.

Como haviamos dito na Observação (1.2), a condição a qual o produto tensorial

é comutativo é quando A é contravariante e B covariante e vice-versa.

O próximo resultado nos mostra que um campo tensorial A em M pode ser

de�nido pontualmente emM , dando um valor Ap a cada ponto p ∈M . Isto exatamente

para campos e 1-formas. O fato essencial é que quando A é avaliado em campos e 1-

formas para resultar na função de valores reais A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs, ), o valor desta

função não depende de cada 1-forma ou de cada campo de vetores, mas somente dos

valores dela em uma vizinhança do ponto p, mais disso mostraremos o seguinte

Lema 1.1 Se uma das 1-formas ou um dos campos de vetores for igual a zero em p,

então

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p) = 0.

Demonstração. Suponha queXs|p = 0, e sejam x1, . . . , xn um sistema de coordenadas

em uma vizinhança U de p. Sendo assim podemos escrever

Xs =
n∑
i=1

Xs(x
i)∂i, (1.2)

onde ∂1, . . . , ∂n é uma base do TpM .

Denote Xs(x
i) = X i ∈ C∞(M) e reescreva a equação (1.2) como

Xs =
n∑
i=1

X i∂i.
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Seja f ∈ C∞(M) uma função bump1 em p com supp(f) ⊂ U .

Note que fxi é uma função suave em M e da mesma forma f∂i ∈ X(M), assim

f 2A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) = A(θ1, . . . , f 2Xs)

= A

(
θ1, . . . , f 2

n∑
i=1

X i∂i

)

= A

(
θ1, . . . ,

n∑
i=1

f 2X i∂i

)

= A

(
θ1, . . . ,

(
n∑
i=1

fX i

)
f∂i

)

=
n∑
i=1

fX i · A(θ1, . . . , f∂i),

avaliando no ponto p, temos

f 2(p)A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p) =

(
n∑
i=1

f(p)X i(p)

)
A(θ1, . . . , f∂i)(p).

Como Xs|p = 0, temos que X i(p) = Xs(x
i)|p = 0, e por uma das propriedades de

função bump, temos que em uma vizinhança U de p, f(p) = 1, portanto

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p) = 0.

Proposição 1.5 Sejam p ∈ M e A ∈ Trs(M). Sejam também θ
1
, . . . , θ

r
e θ1, . . . , θr

as 1-formas tais que θ
i|p = θi|p, para todos 1 ≤ i ≤ r e X1, . . . , Xs e X1, . . . , Xs os

campos de vetores tais que Xj|p = Xj|p para todo 1 ≤ j ≤ s. Então

A(θ
1
, . . . , θ

r
, X1, . . . , Xs)(p) = A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p).

Demonstração. Faremos a prova para o caso r = 1 e s = 2, o caso geral segue

deste. Denotemos por θ, θ as 1-formas e Xi, X i, 1 ≤ i ≤ 2, os campos de vetores e

consideremos a seguinte identidade

A(θ,X1, X2)− A(θ,X1, X2) = A(θ − θ,X1, X2) + A(θ,X1 −X1, X2)

+ A(θ,X1, X2 −X2). (1.3)

1Dada qualquer vizinhança U de um ponto p ∈ M existe uma função f ∈ C∞(M), satisfazendo:

(i) 0 ≤ f ≤ 1 sobre M ;

(ii) f = 1 em alguma vizinhança de p;

(iii) supp(f) ⊂ U .
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Por hipótese, θ|p = θ|p, X1|p = X1|p e X2|p = X2|p, então

θ|p − θ|p = 0, X1|p −X1|p = 0 e X2|p −X2|p = 0

logo, avaliando a equação (1.3) em p e usando o Lema (1.1) segue

A(θ,X1, X2)(p)− A(θ,X1, X2)(p) = 0,

o que conclui a demonstração.

Encerraremos esta seção com a seguinte

Observação 1.3 Segue da última proposição que um campo tensorial A ∈ Trs(M)

possui um valor Ap em cada ponto p ∈M , especi�camente, a função

Ap : ((TpM)∗)r × (TpM)s → R

de�nida da seguinte forma: se α1, . . . , αr ∈ (TpM)∗ e v1, . . . , vs ∈ TpM então

Ap(α
1, . . . , αr, v1, . . . , vs) = A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p),

onde θ1, . . . , θr ∈ X∗(M) e X1, . . . , Xs ∈ X∗(M) são tais que θi|p = αi (1 ≤ i ≤ r) e

Xj|p = vj (1 ≤ j ≤ s).

Não é difícil veri�car que Ap é R-multilinear. Então A é um tensor do tipo (r, s)

em TpM . Assim, podemos considerar A ∈ Trs(M) como um campo suave que associa a

cada ponto p ∈M o tensor Ap.

1.1.1 Componentes de um Tensor

De�niremos agora as componentes de um tensor. Denotaremos por simplicidade

Mn por M , onde n indica a dimensão da variedade.

De�nição 1.6 Seja Mn uma variedade diferenciável. Considere um sistema de co-

ordenadas ξ = (x1, . . . , xn) num conjunto aberto U ⊂ Mn. Se A ∈ Trs(M) então as

componentes de A em ξ são as funções

Ai1...irj1...js
= A(dxi1 , . . . , dxir , ∂j1 , . . . , ∂js) : U ⊂M → R,

onde i1 . . . ir, j1 . . . js ∈ {1, . . . , n}.

Faremos agora uma pequena aplicação da de�nição anterior.
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Exemplo 2 Se A ∈ T1
2(M), então escrevendo X =

∑
iX

i∂i, Y =
∑

j X
j∂j e

θ =
∑

k θkdx
k obtemos

A(θ,X, Y ) = A

(∑
i

X i∂i,
∑
j

Xj∂j,
∑
k

θkdx
k

)
=

∑
i,j,k

θkX
iY j A(dxk, ∂i, ∂j)︸ ︷︷ ︸

Akij

=
∑
i,j,k

AkijθkX
iY j.

Observação 1.4 Se A ∈ Trs(M) e B ∈ Tr
′

s′(M) são campos de�nidos em M , então as

componentes de A⊗B ∈ Tr+r
′

s+s′(M) são

(A⊗B)
i1...irir+1...ir+r′
j1...jsjs+1...js+s′

= Ai1...irj1...js
·Bis+1...ir+r′

jr+1...js+s′
,

onde i1 . . . ir+r′ , j1 . . . js+s′ ∈ {1, . . . , n}.

Lema 1.2 Seja x1, . . . , xn um sistema de coordenadas em U ⊂ M . Se A ∈ Trs(M)

então em U temos

A = Ai1...irj1...js
∂i1 ⊗ . . .⊗ ∂ir ⊗ dxi1 ⊗ . . .⊗ dxis ,

onde i1 . . . ir+r′ , j1 . . . js+s′ ∈ {1, . . . , n}.

1.1.2 Contração de Tensores

Existe uma operação chamada contração que transforma tensores do tipo (r, s)

em tensores do tipo (r − 1, s − 1). A de�nição geral deste tipo especial de tensores

segue do

Lema 1.3 Existe uma única função C∞(M)-linear

C : Trs(M)→ C∞(M),

chamada (1,1)-contração, tal que C(X⊗θ) = θ(X), para todo X ∈ X(M) e θ ∈ X∗(M).

Demonstração. Da C∞(M)-linearidade, observamos que C será uma operação pon-

tual. Considere A ∈ T1
1(M). Se ξ = (x1, . . . , xn) é um sistema local de coordenadas

então, A pode ser escrito da forma

A =
∑
ij

Aij∂i ⊗ dxj.
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Queremos que

C(∂i ⊗ dxj) = dxj(∂i) = δji .

Assim, localmente podemos de�nir

C : T1
1(M)→ C∞(M)

dada por C(A) =
∑

iA
i
i. E assim, C possui a propriedade requerida.

Para estender o resultado em toda a variedade, basta mostrar que a de�nição

independe do sistema de coordenadas escolhido.

De fato, se η = (y1, . . . , yn) é um outro sistema de coordenadas local em M, então

∑
m

Amm =
∑
m

A

(
dym,

∂

∂ym

)

=
∑
m

A

(∑
i

∂ym

∂xi
dxi,

∑
j

∂xj

∂ym
∂

∂xj

)

=
∑
i,j,k

∂ym

∂xi
· ∂x

j

∂ym
A

(
dxi,

∂

∂xj

)
=

∑
i,j

∂xj

∂xi
Aij

=
∑
i,j

δjiA
i
j

=
∑
i

Aii.

Agora para estender o Lema (1.3) para tensores de tipo mais elevado o procedi-

mento é especi�car uma entrada covariante e uma entrada contravariante, e aplicar o

Lema (1.3) para estes.

Sendo assim, suponha que A ∈ Trs(M) e 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ s. Fixadas as

1-formas θ1, . . . , θr−1 e campos de vetores X1, . . . , Xs−1. Então a função

(θ,X)→ A(θ1, . . . , θ, . . . , θr−1, X1, . . . , X, . . . , Xs−1),

onde θ ocupa a i-ésima entrada contravariante e X ocupa a j-ésima entrada covariante,

é um tensor do tipo (1, 1) que pode ser escrito como

A(θ1, . . . , θr−1, X1, . . . , Xs−1).



Capítulo 1. Tensores em Variedades 20

Aplicando o Lema (1.3) para este tensor, obtemos a função de valores reais dada por

(Ci
jA)(θ1, . . . θr−1, X1, . . . , Xs−1).

Não é difícil ver que Ci
jA é C∞(M)-multilinear nestes argumentos. Portanto é um

tensor do tipo (r − 1, s− 1) chamado a contração de A sobre i, j.

Exemplo 3 Se A ∈ T2
3(M) então C1

3(A) ∈ T1
2(M) é dado por

(C1
3(A))(θ,X, Y ) = C(A(·, θ,X, Y, ·)).

Se ξ = (x1, . . . , xn) é um sistema de coordenadas, então

(C1
3(A))kij = (C1

3(A))(dxk, ∂i, ∂j) = C(A(·, dxk, ∂i, ∂j, ·))
=

∑
m

A(dxm, dxk, ∂i, ∂j, ∂m) =
∑
m

Amkijm.

Uma consequência imediata é dada pelo.

Corolário 1.7 Sejam i ∈ {1, . . . , r} e j ∈ {1, . . . , s}. Se A ∈ Trs(M) então as compo-

nentes de Cij(A) ∈ Tr−1
s−1(M) são

(Cij(A))
i1...ir−1

j1...js−1
=
∑
m

A
i1...m...ir−1

j1...m...js−1
,

onde m ocupa simultaneamente a i-ésima entrada e a j-ésima entrada.

1.1.3 O Pullback

De�niremos agora uma importante operação que por meio de uma aplicação difer-

enciável entre M e N , qualquer tensor covariante em N fornece um novo tensor em

M .

De�nição 1.8 Sejam M e N variedades diferenciáveis e φ : M → N uma aplicação

diferenciável. Se A ∈ T0
s(N), com s ≥ 1 e considere

(φ∗A)p : (TpM)s → R,

dada por

(φ∗A)p(v1, . . . , vs) = A(φ(p))(dφp(v1), . . . , dφp(vn)),

para quaisquer v1, . . . , vs ∈ TpM e qualquer p ∈ M . Então φ∗A é chamado "pullback"

de A por φ.
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Pela linearidade e multilinearidade das respectivas aplicações

dφp : TpM → Tφ(p)N e Aφ(p) : (Tφ(p)N)s → R,

obtemos que (φ∗A)p : (TpM)s → R é R-multilinear. Assim (φ∗A)p é um tensor do tipo

(0, s) em TpM . Portanto φ∗A ∈ T0
s(M) e convém observar que no caso em que s = 0

temos A ∈ T0
0(M) = C∞(M), e neste caso de�nimos

φ∗A = A ◦ φ ∈ C∞(M).

O próximo resultado, nos fornece algumas propriedades importantes do pullback.

Lema 1.4 Sejam M,N e P variedades diferenciáveis, f ∈ C∞(M) e considere as

seguintes aplicações

φ : M → N, ψ : N → P.

Então

(i) φ∗(df) = d(φ∗f);

(ii) φ∗ : T0
s(N)→ T0

s(M) é R− linear para cada s ≥ 0, e φ∗(A⊗B) = (φ∗A)⊗(φ∗B);

(iii) (ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗ : T0
s(P )→ T0

s(M).

Demonstração.

(i) Se p ∈M então usando a Regra da Cadeia temos que

d(φ∗f)p = d(f ◦ φ)p = dfφ(p)(dφp) = φ∗(dfp).

Como p foi escolhido arbitrariamente, seque que d(φ∗f) = φ∗(df).

(ii) A R-linearidade de φ∗ é consequência da última de�nição.

Sejam A,B ∈ T0
s(N) e se v1, . . . , vs, w1, . . . , ws ∈ TpM então,

φ∗(A⊗B)(v1, . . . , vs, w1, . . . , ws)

= (A⊗B)(dφ(v1), . . . , dφ(vs), dφ(w1), . . . , dφ(ws))

= A(dφ(v1), . . . , dφ(vs)) ·B(dφ(w1), . . . , dφ(ws))

= (φ∗A)(v1, . . . , vs) · (φ∗B)(w1, . . . , ws)

= (φ∗A)⊗ (φ∗B)(v1, . . . , vs, w1, . . . , ws).

Segue que φ∗(A⊗B) = (φ∗A)⊗ (φ∗B).
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(iii) Primeiramente observe que ψ ◦ φ : M → P e se dado A ∈ T0
s(P ), então

ψ∗A ∈ T0
s(N) e φ∗(ψ∗A) ∈ T0

s(M).

Consideremos v1, . . . , vs ∈ TpM , daí

((ψ ◦ φ)∗A)(v1, . . . , vs) = A(d(ψ ◦ φ)(v1), . . . , d(ψ ◦ φ)(vs))

= A(dψ(dφ(v1)), . . . , d(ψ(dφ(vs))))

= (ψ∗A)(dφ(v1), . . . , d(φ(vs)))

= (φ∗(ψ∗A))(v1, . . . , vs)

= ((φ∗ ◦ ψ∗)A)(v1, . . . , vs).

Segue que (ψ ◦φ)∗A = (φ∗ ◦ψ∗)A, para todo A ∈ T0
s(P ), de onde concluímos que

(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗.

1.1.4 Derivação de Tensores

Conheceremos agora um tipo de tensor chamado Tensor Derivação. Veremos

algumas de suas propriedades e por �m, de�niremos a derivada de Lie que será de

muita importância no desenvolvimento do nosso trabalho.

De�nição 1.9 Uma derivação D em uma variedade diferenciável M é um conjunto de

funções R-lineares
D = Dr

s : Trs(M)→ Trs(M) (r, s ≥ 0),

tal que para quaisquer A,B ∈ Trs(M) e toda contração C, tem-se

(i) D(A⊗B) = (DA)⊗B + A⊗ (DB);

(ii) D(C(A)) = C(DA).

De�nida desta maneira,D é R-linear, preserva o tipo do tensor, obedece a regra do

produto e comuta com contrações. Para uma função f ∈ C∞(M) temos f ⊗A = f ·A,

assim D(fA) = (Df)A+ f(DA), e quando t = s = 0, se D = D0
0 : C∞(M)→ C∞(M)

é uma derivação em M , então existe um único X ∈ X(M) tal que Df = Xf , para

qualquer f ∈ C∞(M).
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Proposição 1.10 Se D é uma derivação em M e U é um aberto de M então existe

uma única derivação DU tal que

DU(A|U) = (DA)|U ,

para todo tensor A em M. (DU é chamado a restrição de D em U, e daqui por diante

omitiremos o subíndice U).

Demonstração. Seja B ∈ Trs(M) e considere p ∈ U e f uma função bump em p.

Então fB ∈ Trs(M). De�na

DU(A|U) = (DA)|U .

A�rma-se que a de�nição acima independe da escolha da função bump.

De fato, seja g uma outra função bump em p, então

D(gfB)p = D(g(p))f(p)Bp + g(p)(DfB)p = D(fB)p.

De maneira análoga, D(gfB)p = D(gB)p. Assim, D(fB)p = D(gB)p e a de�nição

acima é uma boa de�nição.

Além disso é possível mostrar que:

(i) DUB é um campo tensorial em U ;

(ii) DU é uma derivação em U ;

(iii) DU(B|U) = (DB)|U) para todo tensor B em M ;

(iv) DU é único,

o que conclui a demonstração.

A fórmula de Leibniz D(A⊗B) = (DA)⊗(DB) pode ser reformulada da seguinte

maneira.

Proposição 1.11 (Regra do Produto) Seja D uma derivação em M. Se A ∈ Trs(M)

então

D(A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)) = (DA)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

+
r∑
i=1

A(θ1, . . . ,Dθi, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

+
s∑
j=1

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . ,DXj, . . . , Xs).
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Demonstração. Por simplicidade, façamos r = s = 1 e a�rmamos que

A(θ,X) = C(A⊗ θ ⊗X),

onde C é a composta de duas contrações.

Com efeito, seja ξ = (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas local em M . Então

pela Observação (1.4), A⊗ θ ⊗X tem componentes AijθkX
l.

Uma vez que A(θ,X) =
∑

i,j A
i
jθiX

j temos,

D(A(θ,X)) = DC(A⊗ θ ⊗X) = CD(A⊗ θ ⊗X)

= C(DA⊗ θ ⊗X) + C(A⊗Dθ ⊗X) + C(A⊗ θ ⊗DX)

= (DA)(θ,X) + A(Dθ,X) + A(θ,DX).

a demonstração do caso geral segue deste.

Corolário 1.12 Se duas derivações D1 e D2 em M coincidem em funções reais de�nidas

em M e em campos de vetores de�nidos em M, então D1 = D2.

Demonstração. Basta observar na Proposição anterior que

(Dθ)(X) = D(θ(X))− θ(DX),

para todo X ∈ X(M) e todo θ ∈ X∗(M).

Se sabemos derivar sobre C∞(M) e X(M) então é possível construir uma derivação

sobre M . Especi�camente temos o seguinte resultado:

Teorema 1.13 Dados um campo vetorial V ∈ X(M) e uma função R-linear
δ : X(M)→ X(M) tal que

δ(fX) = V (f)X + fδ(X), ∀ f ∈ C∞(M), ∀ X ∈ X(M), (1.4)

então existe uma única derivação D em M tal que D0
0 = V : C∞(M) → C∞(M) e

D1
0 = δ.

Demonstração. Observe que D0
0 e D1

0 já são dados. Segundo a demonstração do

último corolário, de�na

(Dθ)(X) = D(θ(X))− θ(DX), ∀ X ∈ X(M),
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e note que

(Dθ)(X + Y ) = V (θ(X + Y ))− θ(δ(X + Y ))

= V (θ(X) + θ(Y ))− θ(δ(X) + δ(Y ))

= V (θ(X)) + V (θ(Y ))− θ(δ(X))− θ(δ(Y ))

= [V (θ(X))− θ(δ(X))] + [V (θ(Y ))−−θ(δ(Y ))]

= (Dθ)(X)− (DX)(θ),

e usando a equação (1.4)

(D)(fX) = V (θ(fX))− θ(δ(fX))

= V (fθ(X))− θ(V (f)X + fδ(X))

= V (f)θ(X) + fV (θ(X))− V (f)θ(X)− fθ(δ(X))

= f [V (θ(X))− θ(δ(X))]

= f(Dθ)(X),

para quaisquer X, Y ∈ X(M) e todo f ∈ C∞(M).

Assim Dθ é C∞(M)-linear, logo Dθ ∈ X∗(M) e portanto obtemos a derivação

D = D0
1 : X∗(M)→ X∗(M).

Agora usando a regra do produto (1.11), para um tensor A com r + s ≥ 2 de�nimos

(DA)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) = D(A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs))

−
r∑
i=1

A(θ1, . . . ,Dθi, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

−
s∑
j=1

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , δXj, . . . , Xs).

Pode ser mostrado que DA ∈ Trs(M) e D : Trs(M) → Trs(M) é uma derivação em M .

(Veja mais detalhes em [27], pág. 45).

Para encerrar esta seção apresentaremos agora uma aplicação do teorema anterior

que é de grande importância.

De�nição 1.14 Se V ∈ X(M) então a derivação LV tal que
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(i) LV (f) = V (f), ∀ f ∈ C∞(M)

(ii) LV (X) = [V,X], ∀ X ∈ X(M),

é chamada Derivada de Lie com relação a V.

Observação 1.5 Note que

LV (fX) = [V, fX] = V (fX)− fX(V )

= V (f)X + fV (X)− fX(V )

= V (f)X + f [V,X]

= V (f)X + fLV (X),

para todo X ∈ X(M) e qualquer f ∈ C∞(M).

Logo pelo Teorema (1.13) temos que LV esta bem de�nida, ou seja, é um tensor

derivação.

1.2 Variedades Semi-Riemannianas

Apresentaremos aqui algumas conhecimentos que estão intimamente relacionados

com o nossos objetos de estudo.

1.2.1 Formas Bilineares Simétricas

No que segue, seja V um espaço vetorial de dimensão �nita. Uma forma bilinear

b : V × V → R é uma aplicação que satisfaz:

(i) b(au, v) = ab(u, v) = b(u, av), ∀ u, v ∈ V ;

(ii) b(u+ w, v) = b(u, v) + b(w, v) e b(u, v + w) = b(u, v) + b(u,w), ∀ u, v, w ∈ V.

A forma b é dita simétrica se b(u, v) = b(v, u) ∀ u, v ∈ V .

De�nição 1.15 Dizemos que a forma bilinear b é:

(i) positiva de�nida se para todo v ∈ V com v 6= 0 implicar b(v, v) > 0;

(ii) negativa de�nida se para todo v ∈ V com v 6= 0 implicar b(v, v) < 0;

(iii) não degenerada se b(v, w) = 0 para qualquer w ∈ V implicar v = 0.
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O caso em que b é semi-de�nida se de�ne de maneira análoga a de�nido acima,

trocando apenas a desigualdade estrita. Se b é uma forma bilinear simétrica em V

então para qualquer subespaço W ⊂ V , a restrição b
∣∣
W×W , que vamos denotar por b

∣∣
W

é ainda simétrica e bilinear.

De�nição 1.16 O índice ν de uma forma bilinear simétrica b em V é o maior inteiro

que denota a dimensão do subespaço W de V tal que b
∣∣
W

é negativa de�nida.

Assim 0 ≤ ν ≤ dimV e ν = 0 se, e somente se, b é positivo de�nido. A função

q : V → R dada por q(v) = b(v, v) é chamada a forma quadrática associada de b. Em

alguns casos é mais conveniente trabalhar com ela do que com a própria b, e não há

perda de generalidade pois b pode ser recuperada pela identidade de polarização

b(u, v) =
1

2
(q(u+ v)− q(u)− q(v)).

Se e1, . . . , en é uma base para V , a matriz n×n cujas coordenadas são (bij) = b(ei, ej) é

chamada matriz de b relativa a base e1, . . . , en. Uma vez que b é simétrica, esta matriz

é simétrica.

Lema 1.5 Uma forma bilinear simétrica é não degenerada se, e somente se, a matriz

relativa a uma base (e portanto a todas) é invertível.

Demonstração. Seja e1, . . . , en uma base para V . Se u ∈ V , então b(u, v) = 0 para

todo v ∈ V se, e somente se, b(u, ei) = 0 para i = 1, . . . , n. Uma vez que (bij) é

simétrica,

b(u, ei) = b

(∑
j

ujej, ei

)
=
∑
j

ujb(ej, ei) =
∑
j

bijuj.

Assim b é degenerada se, e somente se, existem números não todos nulos u1, . . . , un tais

que
∑

j bijuj = 0 para i = 1, . . . , n. Mas isso é equivalente a dependência linear das

colunas da matriz (bij), isto é, (bij) ser singular.

Falaremos um pouco sobre produtos escalares. Exibiremos algumas de suas pro-

priedades importantes e deixamos, para maiores detalhes [27] capítulo 2.

De�nição 1.17 Um produto escalar g em um espaço vetorial V é uma forma bilinear

simétrica e não degenerada sobre V .
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Um produto interno é um produto escalar positivo de�nido. Quando V = Rn,

temos o produto interno canônico de�nido por

u · v =
∑
i

uivi.

Muitas propriedades do produto interno valem para produtos escalares, porém alguns

fenômenos novos surgem quando g é indeterminado, isto é, g(v, v) = 0, mas v 6= 0.

O próximo exemplo nos mostra que mudando o sinal do produto escalar usual do

R2 temos um exemplo de produto escalar inde�nido.

Exemplo 4 De�na g : R2 × R2 → R dado por

g(u, v) = u1v1 − u2v2.

Observe que g é simétrica e bilinear. Considerando a base {(1, 0), (0, 1)} do R2, temos

pelo Lema (1.5) que g é não degenerada. Assim, g é um produto escalar inde�nido e a

sua forma quadrática associada é dada por q(v) = u2
1 − u2

2.

De�nição 1.18 Seja V um espaço vetorial com produto escalar e sejaW um subespaço

de V . O complemento ortogonal de W é o subespaço W⊥ de todos os vetores em V que

são ortogonais a todo vetor em W , ou seja,

W⊥ = {v ∈ V ; v ⊥ W}.

Os próximos lemas descrevem algumas propriedades da operação ⊥ que são usa-

dos em nossos estudos.

Lema 1.6 Se W é um subespaço de um espaço com produto escalar V, então

(i) dimW + dimW⊥ = n = dimV ;

(ii) (W⊥)⊥ = W ;

(iii) Um subespaço W de V é não degenerado se, e somente se, V = W ⊕ W⊥.

Ademais, ind V = ind W + ind W⊥.

Lema 1.7 Seja e1 . . . , en uma base ortonormal de V . Então toda v ∈ V é escrito de

maneira única como

v =
∑
i

g(v, ei)ei.
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De�niremos agora tensor métrico e o que vem a ser uma variedade de Lorentz.

De�nição 1.19 Um tensor métrico g em uma variedade diferenciável M é um tensor

do tipo (0, 2) simétrico, não degenerado emM de índice constante. Em outras palavras,

g ∈ T0
2(M) leva suavemente cada ponto p ∈ M em um produto escalar gp em TpM , e

o índice de gp é o mesmo para todo p ∈ TpM . Ou seja,

g : M −→ T0
2(M)

p 7−→ gp : TpM × TpM −→ R
(u, v) 7−→ gp(u, v)

é uma aplicação suave tal que,

(i) gp(u, v) = gp(v, u), ∀ u, v ∈ TpM

(ii) gp(u, v) = 0, ∀ v ∈ TpM , implica u = 0;

(iii) ind(TpM) = ind(TqM), ∀ p, q ∈M, com p 6= q.

De�nição 1.20 Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferenciável M

munida com um tensor métrico g.

O valor comum ν do índice de gp em uma variedade semi-Riemanniana M é chamado

índice de M. Note que 0 ≤ ν ≤ n = dim(M). Se ν = 0, então M é uma variedade

Riemanniana. Neste caso, cada gp é um produto interno em TpM . Quando ν = 1 e

n ≥ 2, então M é dita uma variedade de Lorentz.

Notação 1.21 Denotemos por g = 〈, 〉 o tensor métrico. Assim podemos escrever

g(u, v) = 〈u, v〉 ∈ R, para todos u, v ∈ TpM e g(U, V ) = 〈U, V 〉 e para U, V ∈ X(M).

Para um sistema de coordenadas podemos escrever g sendo

g(U, V ) = 〈U, V 〉 =
∑
i,j

gijU
iV j,

de fato, se ξ = x1, . . . , xn é um sistema de coordenadas em U ⊂ M então as compo-

nentes de g em U são

gij = 〈∂i, ∂j〉, ∀ i = 1, . . . , n.

Assim, se V =
∑

i v
i∂i e U =

∑
j u

j∂j, temos que

g(U, V ) = 〈U, V 〉 =
∑
i,j

gijV
iU j.
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Como g é não degenerada temos que em cada p ∈ M a matriz (gij(p))n×n é invertível

e a sua inversa é denotada por (gij(p))n×n. A fórmula usual para a inversa de uma

matriz nos garante que as funções gij são suaves em U . Além disso, como g é simétrica,

então gij = gji e consequentemente gij = gji, para quaisquer i = 1, . . . , n. Finalmente

em U o tensor métrico g pode ser escrito como

g =
∑
ij

gijdx
i ⊗ dxj.

Assim, se U, V ∈ X(M) temos

g(U, V ) =
∑
ij

gij(dx
i ⊗ dxj)(U, V )

=
∑
ij

gijdx
i(U) · dxj(V )

=
∑
ij

gijU
i · V j.

Exemplo 5 Seja M = Rn, e para cada p ∈ M temos que TpM é isomorfo a Rn.

Assim se (x1, . . . , xn) é um sistema de coordenadas usuais do Rn, então

〈up, vp〉 =
∑
i

uivi,

de�ne um produto interno em Rn, onde up =
∑

i u
i∂i e vp =

∑
j v

j∂j. Desta maneira,

Rn munido com esta métrica nos dá uma variedade Riemanniana chamada espaço

Euclidiano n−dimensional.

Exemplo 6 Seja ν um inteiro tal que 0 ≤ ν ≤ n. Então Rn munido com o tensor

métrico

〈up, vp〉 = −
ν∑
i=1

uivi +
n∑

j+ν=1

ujvj,

de índice ν nos dá uma variedade semi-Riemanniana Rn
ν , chamado espaço semi-Euclidiano.

Observe que Rn
0 = Rn, e para n ≥ 2, Rn

1 é o espaço de Lorentz-Minkowski n-dimensional.

Fixando a notação

εi =

 − 1, se 1 ≤ i ≤ ν;

+ 1, se ν + 1 ≤ j ≤ n,

então o tensor métrico de Rn
ν pode ser escrito como

g =
∑
i

εidx
i ⊗ dxi.
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De�nição 1.22 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico 〈, 〉.
Dizemos que um vetor v ∈ TpM é

(i) tipo-espaço se 〈v, v〉 > 0 ou v = 0;

(ii) tipo-tempo se 〈v, v〉 < 0;

(iii) nulo se 〈v, v〉 = 0 e v 6= 0.

O conjunto {v ∈ TpM ; 〈v, v〉 = 0 v 6= 0} de todos os vetores nulos de TpM é

chamado cone nulo em p ∈ M . Quando M é uma variedade de Lorentz, os vetores

nulos são chamados de tipo-luz.

Para cada p ∈M , seja

q : TpM −→ R

v 7−→ q(v) = 〈v, v〉,

a forma quadrática associada ao produto escalar 〈, 〉. Temos que q determina 〈, 〉. Mas

observe que

q(fV ) = 〈fV, fV 〉 = f 2〈V, V 〉 = f 2q(V ),

para qualquer V ∈ X(M) e toda f ∈ C∞(M). Assim, temos que q não é C∞(M)-linear

e portanto não é um campo tensor.

De�nição 1.23 Seja N uma subvariedade de uma variedade semi-Riemanniana M

munida de um tensor métrico g. Seja i : M → N a aplicação inclusão. Se o pullback i∗
g é um tensor métrico em N então, N é chamada uma subvariedade semi-Riemanniana

de M .

1.2.2 A Conexão de Levi-Civita

Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e V,W dois campos de vetores em

M . Em cada ponto p ∈ M , queremos calcular a taxa de variação de W na direção de

Vp. Fazemos isso naturalmente no espaço Euclidiano com a derivada de um campo em

relação a outro. Para o nosso contexto vamos introduzir o conceito de conexão.

De�nição 1.24 Sejam u1, . . . , un as coordenadas naturais de Rn
ν . Se V e W são cam-

pos de vetores em Rn
ν , com W =

∑
iW

i∂i , o vetor

DVW =
∑
i

V (W i)∂i,

é chamada a derivada covariante de W na direção de V .
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Agora estabeleceremos o conceito de conexão em uma variedade diferenciável M .

De�nição 1.25 Uma conexão ∇ em uma variedade M é uma função

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

satisfazendo, para quaisquer V,W ∈ X(M)

(i) ∇VW é C∞(M)-linear em V ;

(ii) ∇VW é R-linear em W ;

(iii) ∇V (fW ) = f∇VW + V (f)W para toda função f ∈ C∞(M).

Assim, ∇VW é chamada a "derivada covariante" de W na direção de V com respeito

a conexão ∇.

Observe que o axioma (i) nos diz que ∇VW é um tensor em V , então podemos

examinar o seu caráter pontual, isto é, dado v ∈ TpM , o vetor ∇vW ∈ TpM , esta bem

de�nido e denotamos por (∇vW )p onde V é um campo tensorial tal que Vp = v. O

axioma (iii) nos diz que ∇VW não é um tensor em W .

Vejamos agora um resultado de caráter algébrico, o qual nos diz que na presença

da métrica podemos identi�car campos com 1-formas.

Proposição 1.26 Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Se V ∈ X(M) seja V ∗

uma 1-forma em M tal que

V ∗(X) = 〈V,X〉, ∀ X ∈ X(M).

Então a função

f : X(M) −→ X∗(M)

V 7−→ f(V ) = V ∗(X) = 〈V,X〉

é um isomor�smo C∞(M)-linear de X(M) para X∗(M).

Demonstração. Primeiramente observemos que f é C∞(M)-linear, pois é dada por

uma 1-forma que é C∞(M)-linear. Para mostrar o isomor�smo, basta mostrar que a

aplicação é uma bijeção, uma vez que já temos a linearidade.
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(i) f é injetora.

De fato, seja f(V ) = f(W ), então

〈V,X〉 = 〈W,X〉, X ∈ X(M).

Logo

〈V,X〉 = 〈W,X〉 ⇔ 〈V −W,X〉 = 0⇔ V = W,

uma vez que X ∈ X(M) é qualquer e a métrica é não degenerada.

Portanto f é injetora.

(ii) f é sobrejetora.

É necessário exibirmos um V ∈ X(M) tal que

θ(X) = 〈V,X〉, ∀ X ∈ X(M).

A unicidade é dada pelo item (i). Mostraremos que podemos encontrar um

tal campo V em uma vizinhança coordenada U arbitrária. Seja θ ∈ X∗(M),

então podemos escrever θ =
∑

i θidx
i em U e tomemos V ∈ X(M) dado por

V =
∑

ij g
ijθi∂j. Então desde que (gij) e (gij) são matrizes inversíveis, temos

〈V, ∂k〉 =

〈∑
ij

gijθi∂j, ∂k

〉
=
∑
ij

gijθi 〈∂j, ∂k〉

=
∑
ij

gijθigjk =
∑
ij

θiδik = θk = θ(∂k).

Portanto f é sobrejetora.

A conexão esta diretamente ligada a métrica, desde que acrescentemos a com-

patibilidade e a simetria que é uma propriedade relacionada aos colchetes de Lie. Em

verdade, é o que nos mostra o teorema de existência e unicidade da conexão de Levi-

Civita, ou mas precisamente

Teorema 1.27 (Levi-Civita) Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma

única conexão ∇ tal que

(i) [V,W ] = ∇VW −∇WV ;
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(ii) X〈V,W 〉 = 〈∇XV,W 〉+ 〈V,∇XW 〉, ∀ X, V,W ∈ X(M).

∇ é chamada a conexão de Levi-Civita de M, e é caracterizada pela "Fórmula de

Koszul"

2〈∇VW,X〉 = V 〈W,X〉+W 〈V,X〉 −X〈V,W 〉
− 〈V, [W,X]〉+ 〈W, [V,X]〉+ 〈X, [V,W ]〉.

Demonstração. Suponha que ∇ é uma conexão em M satisfazendo os axiomas (i)

e (ii) do teorema acima. Do lado direito da fórmula de Koszul, usemos o axioma (ii)

nas três primeiras parcelas e o axioma (i) nas três ultimas. Com isso, alguns pares irão

ser cancelados o que nos levará a 2〈∇VW,X〉. Assim, ∇ satisfaz a fórmula de Koszul,

portanto se tal conexão existe ela é única. Para a existência, F (V,W,X) como o lado

direito da fórmula de Koszul. Para campos V,W �xados um cálculo direto mostra que

F é C∞(M)-linear e portanto é uma 1-forma. Pela Proposição (1.26), existe um único

campo vetorial, que denotaremos por ∇VW , tal que 2〈∇VW,X〉 = F (V,W,X) para

todo x ∈ X(M). Não é difícil veri�car que F satisfaz os três axiomas da de�nição (1.25),

a simetria e a compatibilidade com a métrica. Usando a unicidade, mostramos a

existência da conexão.

1.2.3 Curvaturas

Apresentaremos agora o tensor de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto

uma variedade deixa de ser Euclidiana.

De�nição 1.28 Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor curvatura R de

M é a aplicação

R : X(M)3 −→ X(M)

(X, Y, Z) 7−→ R(X, Y, Z) = − ∇X∇YZ +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z.

Uma vez que �xados os campos X, Y ∈ X(M), podemos considerar o operador curvatura

R(X, Y ) dado por

R : X(M) −→ X(M)

Z 7−→ R(X, Y )Z = R(X, Y, Z).



Capítulo 1. Variedades Semi-Riemannianas 35

Observe que o tensor curvatura é linear em relação a aditividade e trilinear em

relação ao produto com elementos do anel C∞(M). Além disso, o tensor curvatura

satisfaz as seguintes propriedades (veja, por exemplo, [27], Proposição 3.36).

Proposição 1.29 Com as notações acima, para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M),

(i) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0;

(ii) 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈R(Y, Z)X,W 〉+ 〈R(Z,X)Y,W 〉 = 0;

(iii) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = − 〈R(Y,X)Z,W 〉;

(iv) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = − 〈R(X, Y )W,Z〉;

(v) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉.

De�nição 1.30 Dizemos que uma variedade é �at quando o tensor curvatura é iden-

ticamente nulo.

Um exemplo de variedade �at é o espaço Euclidiano n-dimensional, uma vez que

em Rn os Símbolos de Christo�el são identicamente pois são dados pelas derivadas da

métrica que são nulas neste espaço.

Intimamente relacionado com o operador de curvatura esta a curvatura seccional

que passaremos a de�nir.

Lema 1.8 Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM e

sejam x, y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ.

Demonstração. Para qualquer duas bases de σ podemos relaciona-las pelas equações

v = ax + by,

w = cx + dy,

onde o determinante dos coe�cientes ad − bc é diferente de zero. Um cálculo mais

aprofundado mostra que

〈R(v, w)v, w〉 = (ad− bc)2〈R(x, y)x, y〉,
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e

(|v|2|w|2 − 〈v, w〉2) = (ad− bc)2(|x|2|y|2 − 〈x, y〉2).

Portanto K(v, w) = K(x, y).

De�nição 1.31 Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM ,

o número real K(x, y) = K(σ), onde {x, y} é uma base qualquer de σ, é chamada a

curvatura seccional de σ em p.

Dizemos que uma aplicação multilinear F : Tp(M)4 → R é tipo-curvatura se ela

satisfaz todos os itens da Proposição 1.29. Assim, se F (x, y, x, y) = 0 para quaisquer

x, y ∈ TpM tais que σ = span(x, y) é um plano não-degenerado, então F ≡ 0.

Lema 1.9 Seja F uma função tipo-curvatura em TpM tal que

K(x, y) =
F (x, y, x, y)

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

sempre que σ = span(x, y) é um plano não-degenerado. Então,

〈R(x, y)z, w〉 = F (x, y, z, w),

para todos x, y, z, w ∈ TpM .

Demonstração. Como a diferença de funções tipo-curvatura também é tipo curvatura

de�nimos ∆(x, y, z, w) = F (x, y, z, w) − 〈R(x, y)z, w〉. Por hipótese, ∆(x, y, x, y) = 0

se σ = span(x, y) é um plano não degenerado de TpM . Assim pela observação feita

antes deste corolário, ∆ = 0.

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura constante se a função cur-

vatura seccional é constante. O próximo resultado nos fornece uma fórmula para R

quando K é constante.

Corolário 1.32 Se M tem curvatura seccional constante C, então

R(x, y)z = C(〈z, x〉y − 〈z, y〉x).

Demonstração. Observe que de�nindo F (x, y, z, w) = C(〈z, x〉〈y, w〉 − 〈z, y〉〈x,w〉),

temos que F é uma função tipo-curvatura em cada ponto, e

F (x, y, x, y) = C(〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2.
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Se σ = span(x, y) é um plano não-degenerado, então

K(x, y) = C =
F (x, y, x, y)

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2
,

e o resultado segue do lema anterior.

1.2.4 Alguns Operadores Diferenciáveis

Estenderemos agora os conceitos de vetor gradiente, divergente, Hessiano e Lapla-

ciano para variedades semi-Riemannianas. O referencial E1, . . . , En sempre denotará

um referencial ortonormal em um ponto p ∈M .

De�nição 1.33 O gradiente de uma função f ∈ C∞(M), o qual denotaremos por

∇f , é um campo vetorial metricamente equivalente a diferencial df ∈ X∗(M).

Assim

〈∇f,X〉 = df(X) = X(f), ∀ X ∈ X(M).

Em termos de um referencial ortonormal

〈∇f, Ej〉 = df(Ej) = Ej(f),

e assim pelo Lema (1.7) podemos escrever ∇f =
n∑
i=1

〈∇f, Ei〉Ei e portanto

∇f =
n∑
i=1

Ei(f)Ei.

De�nição 1.34 Dado um campo vetorial X ∈ X(M) de�nimos a divergência do

campo X como a função divX : M → R dada por

divX = traço(Y (p)→ ∇YX(p)), p ∈M.

Assim em um referencial ortonormal podemos escrever

divX =
∑
i

〈∇EiX,Ei〉.

De�nição 1.35 Seja f : M → R uma função diferenciável. O Hessiano de f , deno-

tado por Hessf , é o campo tensorial Hessf : X(M)× X(M)→ X(M) dado por

(Hessf)(X, Y ) = 〈∇X(∇f), Y 〉.
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O próximo resultado, nos dá algumas propriedades do Hessiano.

Lema 1.10 O Hessiano de f é um campo tensorial do tipo (0, 2) simétrico tal que

(Hessf)(X, Y ) = X(Y (f))− (∇XY )f, ∀ X, Y ∈ X(M).

Demonstração. Não é difícil mostrar que Hessf é C∞(M)-linear em cada entrada.

Desta forma, Hessf é um tensor do tipo (0, 2).

Como 〈∇f, Y 〉 = Y (f), temos que

X(Y (f)) = X〈∇f, Y 〉 = 〈∇X(∇f), Y 〉+ 〈(∇f),∇XY 〉

= (Hessf)(X, Y ) + 〈(∇f),∇XY 〉

= (Hessf)(X, Y ) + (∇XY )f, ∀ X, Y ∈ X(M). (1.5)

Para a simetria, vamos usar a de�nição dos colchetes. Observe que por um lado

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)),

mas por outro lado usando a simetria da conexão de Levi-Civita, temos

[X, Y ](f) = (∇XY )f − (∇YX)f,

daí

X(Y (f))− (∇XY )f = Y (X(f))− (∇YX)f.

Assim pela equação (1.5) temos

(Hessf)(X, Y ) = Y (X(f))− (∇YX)f = (Hessf)(Y,X), ∀ X, Y ∈ X(M).

O que conclui o Lema.

De�nição 1.36 Seja M uma variedade semi-Riemanniana. De�nimos o operador

Laplaciano de M , ∆ : C∞(M)→ C∞(M) por

∆f = traço(Hessf), ∀ f ∈ C∞(M).

Observe que o Laplaciano também pode ser visto da seguinte maneira:

∆f =
∑
i

〈(Hessf)(Ei), Ei〉

=
∑
i

〈∇Ei(∇f), Ei〉

= div(∇f).
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1.2.5 Elementos de Variedades Diferenciáveis

Nesta parte do trabalho, daremos algumas de�nições e demonstraremos alguns

resultados de variedades diferenciáveis que serão úteis para o desenvolvimento do nosso

trabalho. Para isto, assumiremos que o leitor possua um certo conhecimento de formas

diferenciáveis e as operações envolvendo as mesmas.

De�nição 1.37 Dizemos que D é involutivo quando dados quaisquer pares de campos

de vetores X, Y de�nidos em um subconjunto aberto de M tais que Xp, Yp ∈ Dp tem-se

[Xp, Yp] ∈ Dp.

De�nição 1.38 Uma k-forma T em um espaço vetorial de dimensão �nita V é dita

alternada quando possui a seguinte propriedade:

T (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , Xk) = − T (X1, . . . , Xj, . . . , Xi, . . . , Xk),

para todo X1, . . . , Xk ∈ V.

Os próximos Lemas serão utilizados para a demonstração do Corolário do Teorema (4.1)

que será descrito no capítulo 4 deste trabalho.

Lema 1.11 Seja M uma variedade diferenciável, X ∈ X(M), e seja ϕ o �uxo de X.

Para qualquer tensor covariante ω e qualquer (t0, p) no domínio de ω

d

dt

∣∣∣∣
t=t0

ϕ∗t (ωϕt(p)) = ϕ∗t0
(
(LXω)ϕt0 (p)

)
.

Demonstração. Fazendo uma mudança de variáveis, s = t− t0, temos

d

dt

∣∣∣∣
t=t0

ϕ∗t (ωϕt(p)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(ϕt0+s)
∗ωϕs+t0 (p)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(ϕt0)
∗(ϕs)

∗ωϕs(ϕt0(p))

= (ϕt0)
∗ d

ds

∣∣∣∣
s=0

(ϕs)
∗ωϕs(ϕt0(p))

= (ϕt0)
∗ ((LXω)ϕt0 (p)

)
,

uma vez que (LXω)p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ∗tω)p.

Lema 1.12 Seja M semi-Riemanniana. Se ω é um elemento de volume local em M ,

então LX(ω) = (divX)ω.
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Demonstração. Seja E1, . . . , En um referencial ortonormal local em M de modo que

ω(E1, . . . , En) = 1. Uma vez que LX é um tensor derivação e que LX(1) = 0, temos

(LXω)(E1, . . . , En) = LX(ω(E1, . . . , En)︸ ︷︷ ︸
=1

)−
n∑
i=1

ω(E1, . . . ,LXEi, . . . , En)

= LX(1)−
n∑
i=1

ω(E1, . . . , [X,Ei], . . . , En)

= −
n∑
i=1

ω(E1, . . . , [X,Ei], . . . , En).

Escrevendo [X,Ei] =
∑

j fijEj, temos

(LXω)(E1, . . . , En) = −
n∑

i,j=1

fijω(E1, . . . , Ej, . . . , En).

Como ω é alternada, quando �zermos a soma em i, j os termos i 6= j vão ser cancelados

uma vez que fij = − fji, logo só restarão os termos em que i = j.

Logo,

(LXω)(E1, . . . , En) = −
n∑

i,j=1

fij ω(E1, . . . , Ej, . . . , En)︸ ︷︷ ︸
(=1)

= −
n∑
i=1

fii.

Por outro lado, sendo ∇ a conexão de Levi-Civita de M temos

divX =
n∑
i=1

〈∇EiX,Ei〉

= −
n∑
i=1

〈[X,Ei], Ei〉+
n∑
i=1

〈∇XEi, Ei〉

= −
n∑
i=1

〈∑
j

fijEj, Ei

〉
,

da bilinearidade da métrica, segue que

divX = −
n∑

i,j=1

fij 〈Ej, Ei〉

= −
n∑
i=1

fii 〈Ei, Ei〉

= −
n∑
i=1

fii.
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Portanto,

(LXω)(E1, . . . , En) = (divX)ω(E1, . . . , En),

como o referencial foi escolhido arbitrariamente, segue que LX(ω) = (divX)ω.

Proposição 1.39 (Fórmula Invariante das Derivadas Exteriores) SejaM uma

variedade diferenciável e ω uma k-forma em M . Para qualquer campos de vetores

diferenciáveis X1, . . . , Xk+1 em M ,

dω(X1, . . . , Xk+1) =
∑

1≤i≤k+1

(−1)i−1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)) (1.6)

+
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)),

onde o chapéu indica que o elemento foi retirado.

Demonstração. Denotemos as duas somas do lado direito de (1.6) por

I(X1, . . . , Xk+1) e II(X1, . . . , Xk+1), e a soma dos dois por Dω(X1, . . . , Xk+1). Note

que Dω é multilinear em R, e mostremos que Dω é C∞(M)−multilinear, isto é, para

1 ≤ p ≤ k + 1 e f ∈ C∞(M),

Dω(X1, . . . , fXp, . . . , Xk+1) = fDω(X1, . . . , Xp, . . . , Xk+1).

Observe que na expansão de I(X1, . . . , fXp, . . . , Xk+1), nos termos em que i 6= p, temos∑
i 6=p

(−1)i−1Xi(ω(X1, . . . , fXp, . . . , Xk+1))

=
∑
i 6=p

(−1)i−1Xi(fω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

=
∑
i 6=p

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

+
∑
i 6=p

(−1)i−1fXi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)).

Portanto,

I(X1, . . . , fXp, . . . , Xk+1) = fI(X1, . . . , Xp, . . . , Xk+1) (1.7)

+
∑
i 6=p

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)).
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Agora na expansão de II, novamente f se destaca em todos os termos em que i 6= p e

j 6= p. Observe que pelas propriedades dos colchetes de Lie temos

[fXp, Xj] = f [Xp, Xj]− (Xjf)Xp e [fXp, Xj] = f [Xi, Xp] + (Xif)Xp.

Expandindo II e inserindo as expressões acima

II(X1, . . . , fXp, . . . , Xk+1)

=
∑

1≤p<j≤k+1

(−1)p+jω([fXp, Xj], X1, . . . , X̂p, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)

+
∑

1≤i<p≤k+1

(−1)i+pω([Xi, fXp], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂p, . . . , Xk+1),

dá de�nição de colchetes, temos

II(X1, . . . , fXp, . . . , Xk+1)

=
∑

1≤p<j≤k+1

(−1)p+jfω([Xp, Xj], X1, . . . , X̂p, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)

−
∑

1≤p<j≤k+1

(−1)p+j(Xjf)ω(Xp, X1, . . . , X̂p, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)

+
∑

1≤i<p≤k+1

(−1)i+pfω([Xi, Xp], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂p, . . . , Xk+1)

+
∑

1≤i<p≤k+1

(−1)i+p(Xif)ω(Xp, X1, . . . , X̂i, . . . , X̂p, . . . , Xk+1),

colocando f em evidência, obtemos

II(X1, . . . , fXp, . . . , Xk+1) (1.8)

= fII(X1, . . . , Xp, . . . , Xk+1)

−
∑

1≤p<j≤k+1

(−1)p+j(Xjf)ω(Xp, X1, . . . , X̂p, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)

+
∑

1≤i<p≤k+1

(−1)i+p(Xif)ω(Xp, X1, . . . , X̂i, . . . , X̂p, . . . , Xk+1).

Por outro lado, observemos que∑
i 6=p

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

=
∑
i<p

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

+
∑
p<i

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)).
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Agora reindexando o segundo somatório por j∑
i 6=p

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

=
∑
i<p

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp︸ ︷︷ ︸
p−2

, . . . , Xk+1))

+
∑
p<j

(−1)j−1(Xjf)(ω(X1, . . . , Xp︸ ︷︷ ︸
p−1

, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)),

e trazendo Xp em ambas as somas para o início e usando o fato de ω ser uma k-forma

alternada, temos que∑
i 6=p

(−1)i+p−3(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

=
∑
i<p

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp︸ ︷︷ ︸
p−2

, . . . , Xk+1))

+
∑
p<j

(−1)j+p−2(Xjf)(ω(X1, . . . , Xp︸ ︷︷ ︸
p−1

, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)),

e assim, ∑
i 6=p

(−1)i−1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

=
∑
p<j

(−1)p+j(Xjf)(ω(Xp, X1, . . . , X̂j, . . . , Xk+1))

−
∑
i<p

(−1)i+p(Xif)(ω(Xp, X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)). (1.9)

Substituindo (1.9) em (1.7) e depois somando (1.7) com (1.8) concluímos que Dω é

C∞(M)-multilinear.

Pela multilinearidade, para mostrarmos que Dω = dω, é su�ciente mostrarmos

que as duas coincidem em um referencial, uma vez que neste, os colchetes de Lie

são nulos. Assim seja (U, (xi)) um sistema de coordenadas em M . Como Dω e dω

dependem linearmente de ω, assumiremos que ω = fdxI para alguma função suave f

e algum multi-índice crescente I = (i1, . . . , ik), assim

dω = df ∧ dxI =
∑
l

∂f

∂xl
dxl ∧ dxI .

Se J = (j1, . . . , Jk+1) é qualquer multi-índice de comprimento k + 1, segue que

dω

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk+1

)
=

∑
1≤p≤k+1

(−1)p−1 ∂f

∂xjp
δI
Ĵp
. (1.10)
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Por outro lado, como todos os colchetes de Lie são nulos, temos

Dω

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk+1

)
=

∑
1≤p≤k+1

(−1)p−1 ∂

∂xjp

(
fdxI

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk+1

))
=

∑
1≤p≤k+1

(−1)p−1 ∂f

∂xjp
δI
Ĵp
,

que concorda com (1.10).

Em seguida fazemos uma aplicação da Proposição acima que será de grande valia

na seção das Fórmulas Integrais.

Corolário 1.40 Seja M uma variedade semi-Riemanniana, e X1, . . . , Xk+1 campos

de vetores em M . Então

dω(X1, . . . , Xk+1) =
∑

1≤i≤k+1

(−1)i(∇Xiω)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1) (1.11)

Demonstração. Pela Regra do Produto (1.11) observemos que

(∇Xiω)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1) = Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

−
∑
j

ω(X1, . . . , X̂i, . . . ,∇XiXj, . . . , Xk+1).

Substituindo a expressão acima em (1.6) temos

dω(X1, . . . , Xk+1) =
∑

1≤i≤k+1

(−1)i−1(∇Xiω)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

−
∑
i,j

(−1)iω(X1, . . . , X̂i, . . . ,∇XiXj, . . . , Xk+1) (1.12)

+
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1).

Note que a soma ∑
i,j

(−1)iω(X1, . . . , X̂i, . . . ,∇XiXj, . . . , Xk+1) (1.13)

pode ser vista como∑
i<j

(−1)iω(X1, . . . , X̂i, . . . ,∇XiXj, . . . , Xk+1)

+
∑
i>j

(−1)iω(X1, . . . , X̂i, . . . ,∇XiXj, . . . , Xk+1).
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Trocando i por j no segundo somatório, temos∑
i<j

(−1)jω(X1, . . . ,∇XjXi, . . . , X̂j, . . . , Xk+1),

como ω é uma forma alternada, obtemos∑
i<j

(−1)i(−1)j+2ω(∇XiXj, X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

e ∑
i<j

(−1)j(−1)i+1ω(∇XjXi, X1, . . . , X̂j, . . . , Xk+1),

ainda no mesmo contexto, podemos escrever∑
i<j

(−1)i+jω(∇XiXj, X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

e

−
∑
i<j

(−1)i+jω(∇XjXi, X1, . . . , X̂j, . . . , Xk+1),

juntando os dois, obtemos que o somatório em (1.13) é dado por∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1).

Portanto pela expressão (1.12) obtemos

dω(X1, . . . , Xk+1) =
∑

1≤i≤k+1

(−1)i+1(∇Xiω)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1).

1.2.6 Orientação Temporal

Seja V um espaço vetorial Lorentziano, isto é, um espaço vetorial munido de um

produto escalar de índice constante igual a 1. Considere o conjunto

T = {u ∈ V ; 〈u, u〉 < 0}.

Para cada u ∈ T de�na

C(u) = {v ∈ T ; 〈u, v〉 < 0}

chamado o cone temporal de V contendo u. Como primeiro resultado, temos o seguinte

lema.
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Lema 1.13 Sejam u, v ∈ T . Então,

(i) O subespaço {v}⊥ é tipo-espaço e

V = span{v} ⊕ {v}⊥.

Consequentemente, T é a união disjunta de C(v) e C(−v);

(ii) |〈v, w〉| ≥ |v||w|, onde |v| = (−〈v, v〉)1/2, valendo a igualdade se, e somente se, v

e w são linearmente dependentes (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa);

(iii) Se v ∈ C(u) para algum u ∈ T , w ∈ C(u) se, e somente se, 〈v, w〉 < 0. Conse-

quentemente

w ∈ C(v)⇔ v ∈ C(w)⇔ C(v) = C(w).

Demonstração.

(i) A�rmamos que span{v} é não degenerado com índice igual a 1.

Com efeito, sendo v um vetor tipo-tempo, temos que

ind (span{v}) = 1 e 〈v, v〉 = − β2,

para algum β ∈ R, β > 0. Agora dado u ∈ span{v}, então u é escrito como

u = av, onde a ∈ R. Logo se

0 = 〈u, v〉 = 〈av, v〉 = a〈v, v〉 = − aβ2,

então a = 0. Portanto u = 0 de concluímos que o subespaço span{v} é não

degenerado o que mostra a nossa a�rmação.

Sendo span{v} um subespaço não degenerado com índice 1, temos pelo Lema

(1.6) que

V = span{v} ⊕ span{v}⊥ = span{v} ⊕ {v}⊥

e

1 = ind (V ) = ind (span{v}) + ind ({v}⊥) = 1 + ind ({v}⊥).

Assim, ind ({v}⊥) = 0 e portanto {v}⊥ é tipo-espaço.

A�rmamos agora que

T = C(v) ∪ C(−v),
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onde esta união é disjunta.

De fato, se z ∈ T então z ∈ V e 〈z, z〉 < 0. Como V = span{v} ⊕ {v}⊥ então

z = av + w, com a ∈ R, a > 0 e w ∈ {v}⊥. Logo,

〈z, v〉 = 〈av + w, v〉 = 〈av, v〉+ 〈w, v〉 = −aβ2.

Se a > 0 então 〈z, v〉 < 0, e neste caso, z ∈ C(v). Agora se a < 0 então 〈z, v〉 > 0.

Equivalentemente 〈z,−v〉 < 0 e neste caso, z ∈ C(−v). Reciprocamente, se

z ∈ C(v) ∪ C(−v) então z ∈ C(v) ou z ∈ C(−v). Se z ∈ C(v) então z ∈ T e

〈z, v〉 < 0. Se z ∈ C(−v) então z ∈ T e 〈z,−v〉 < 0. Em qualquer caso, z ∈ T e

portanto T = C(v) ∪ C(−v).

(ii) Escreva w = av + ŵ, com a ∈ R e ŵ ∈ {v}⊥. Sendo {v}⊥ tipo-espaço então

〈ŵ, ŵ〉 ≥ 0. Como w ∈ T então 〈w,w〉 < 0. Assim

〈w,w〉 = 〈av + ŵ, av + ŵ〉 = a2〈v, v〉+ 〈ŵ, ŵ〉,

logo

〈v, w〉2 = 〈v, av + ŵ〉2 = (〈v, av〉+ 〈v, ŵ〉︸ ︷︷ ︸
=0

)2 = a2〈v, v〉2

= a2〈v, v〉 · 〈v, v〉 = (〈w,w〉 − 〈ŵ, ŵ〉)〈v, v〉

= 〈w,w〉〈v, v〉 − 〈ŵ, ŵ〉︸ ︷︷ ︸
≥0

〈v, v〉︸ ︷︷ ︸
<0

≥ 〈w,w〉〈v, v〉 = (−〈w,w〉)(−〈v, v〉)

= |w|2|v|2,

uma vez que, − 〈ŵ, ŵ〉〈v, v〉 ≥ 0.

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, 〈ŵ, ŵ〉 = 0, isto é ŵ = 0. Assim,

a igualdade acontece se, e somente se, w = av.

(iii) Como C

(
u

|u|

)
= C(u), assumiremos que u é um vetor unitário tipo-tempo.

Assim, escrevendo v = au + v̂ e w = bu + ŵ, com a, b ∈ R∗ e v̂, ŵ ∈ {u}⊥ temos
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que, como u, v ∈ T então 〈v, v〉 < 0 e 〈u, u〉 < 0. Logo

0 > 〈v, v〉 = 〈au+ v̂, au+ v̂〉 = a2〈u, u〉+ 〈v̂, v̂〉

= − a2(− 〈u, u〉) + |v̂|2 = − a2|u|2 + |v̂|2

= − a2 + |v̂|2.

Com um cálculo análogo encontramos que

0 > 〈w,w〉 = − b2 + |ŵ|2.

Então

|a| > |v̂| e |b| > |ŵ|,

logo

〈v, w〉 = 〈au+ v̂, bu+ ŵ〉 = ab〈u, u〉+ a〈u, ŵ〉+ b〈v̂, u〉+ 〈v̂, ŵ〉

= − ab+ 〈v̂, ŵ〉.

Agora como v, w ∈ C(u) temos

0 > 〈v, u〉 = 〈au+ v̂, u〉 = a〈u, u〉 = − a,

e seque que a > 0.

Analogamente

0 > 〈v, u〉 = − b =⇒ b > 0,

e assim ab > 0.

Agora usando a desigualdade de Cauchy-Scharwz clássica para v̂, ŵ temos

〈v, w〉 = − ab+ 〈v̂, ŵ〉 ≤ − ab+ |〈v̂, ŵ〉|

≤ − ab+ |v̂||ŵ| < − ab+ |a||b|

= − ab+ ab = 0.

Portanto, w ∈ C(u) se, e somente se, 〈v, w〉 < 0.
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De�nição 1.41 Seja M uma variedade de Lorentz e T uma função em M a qual

corresponde a cada ponto p ∈ M um cone tipo-tempo Tp ∈ TpM . Dizemos que T é

diferenciável quando para cada p ∈M existem uma vizinhança U de p e V ∈ X(M) tais

que V (q) ∈ Tq, ∀ q ∈ U . Uma tal função diferenciável é dita uma orientação temporal

de M . Se M admite uma orientação temporal então dizemos que M é temporalmente

orientado.

O próximo resultado nos fornece uma maneira de mostrar que uma variedade é tem-

poralmente orientada.

Proposição 1.42 Uma variedade Lorentziana M é temporalmente orientada se, e so-

mente se, existe um campo K ∈ X(M) tipo-tempo globalmente de�nido em M .

Demonstração. Se K ∈ X(M) é tipo-tempo então, de�na

Tp = C(K(p)),

e observe que Tp é diferenciável e determina uma orientação temporal em M .

Reciprocamente, seja T uma orientação temporal emM . Como T é diferenciável

em ponto p ∈M , existe uma vizinhança U deM na qual o campo de vetores tipo-tempo

KU esta de�nido, tal que KU(q) ∈ Tq, para todo q ∈ U . Assim obtemos uma cobertura

{Uα} de M e campos de vetores tipo-tempo KUα tais que KUα(q) ∈ Tq, para q ∈ Uα.

Seja {fα} uma partição diferenciável da unidade subordinada a cobertura {Uα}

e considere o campo

K =
∑
α

fαKUα .

Temos que K esta bem de�nido pois em cada ponto de M a soma em α é �nita. Além

disso

〈K(q), K(q)〉 =

〈∑
α

fα(q)KUα(q),
∑
β

fβ(q)KUβ(q)

〉
=

∑
α,β

fα(q)fβ(q)〈KUα(q), KUβ(q)〉,

como KUα , KUβ ∈ Tq então, pelo item (iii) do Lema (1.13), temos

〈KUα(q), KUβ(q)〉 < 0,
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e como a soma das fα(q) é igual a 1, então deve existir um índice α tal que fα(q) > 0.

De maneira análoga obtemos fβ(q) > 0.

Logo

〈K(q), K(q)〉 < 0.

Uma vez que q é um ponto arbitrário de M temos que K é um campo de vetores em

M tipo-tempo.

Sempre que uma variedade de LorentzM for temporalmente orientável, a escolha

de uma aplicação T como na De�nição (1.41), ou de um campo vetorial tipo-tempo

X ∈ X(M) a ela correspondente, será denominada uma orientação temporal para M .

Observação 1.6 Seja T uma orientação temporal para M e K ∈ X(M). Então,

(i) se K(q) ∈ Tq para todo q ∈M , dizemos que K aponta para o futuro;

(ii) se −K(q) ∈ Tq para todo q ∈M , dizemos que K aponta para o passado.

Sendo X ∈ X(M) uma orientação temporal paraM , segue do item (iii) do Lema (1.13)

que um campo vetorial tipo-tempo K sobre M ,

(i) aponta para o futuro se, e somente se, 〈K,X〉 < 0;

(ii) aponta para o passado se, e somente se, 〈K,X〉 > 0.

Encerraremos esta seção com um exemplo.

Exemplo 7 O espaço de Lorentz-Minkowski Ln+1 é temporalmente orientado, pois

K =
∂

∂t
= (1, 0, . . . , 0)

é um campo de vetores tipo-tempo globalmente de�nido em Ln+1.



Capítulo 2

Imersões Isométricas e as

Transformações de Newton

Em toda esta seção, Mn e M
m
são duas variedades diferenciáveis de dimensão

n e m respectivamente. Quando não houver possibilidade de confusão, vamos denotar

por M e M , respectivamente. Para maiores detalhes [12], [15] e [27].

2.1 Imersões Isométricas

De�nição 2.1 Sejam Mn e M
m
variedades diferenciáveis de dimensões n e m respec-

tivamente com m > n. Dizemos que a aplicação x : M → M é uma imersão se a

aplicação diferencial dxp : TpM → Tx(p)M é injetiva para todo p ∈M .

O número k = m − n é chamado codimensão de x. Uma imersão x : M → M

entre duas variedades semi-Riemannianas com métricas 〈, 〉M e 〈, 〉M , respectivamente

é chamada imersão isométrica se

〈u, v〉M = 〈dxp(u), dxp(v)〉M ,

para todo p ∈M e u, v ∈ TpM .

Observamos que se x : M →M é uma imersão e 〈, 〉M é a métrica emM , podemos

de�nir uma métrica 〈, 〉M em M pelo pullback.
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Seja x : M → M uma imersão isométrica. Ao redor de cada ponto p ∈ M ,

existe uma vizinhança U ⊂M tal que x
∣∣
U
é um mergulho sobre x(U). Assim podemos

identi�car U com a sua imagem x(U), isto é x é localmente a aplicação inclusão.

Assim podemos considerar o espaço tangente de M em p com um subespaço do

espaço tangente de M em p e escrevemos

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM .

De�nição 2.2 Sejam M
m
uma variedade semi-Riemanniana com a conexão de Levi-

Civita ∇ e x : M → M uma imersão isométrica. Então dados campos vetoriais

X, Y ∈ X(M), temos que

∇XY = (∇XY )> + (∇XY )⊥.

E segue da unicidade da conexão de Levi-Civita que (∇)> é a conexão de Levi-Civita

de M e denotamos por ∇.

Assim obtemos a Fórmula de Gauss

∇XY = ∇XY + α(X, Y ), X, Y ∈ X(M),

a qual de�ne uma aplicação

α : X(M)× X(M)→ X(M)⊥

chamada a Segunda Forma Fundamental da imersão x.

Proposição 2.3 Se X, Y ∈ X(M), então a aplicação α : X(M) × X(M) → X(M)⊥

dada por α(X, Y ) = ∇XY −∇XY é bilinear e simétrica.

Demonstração. Observe que pelas propriedades da conexão, segue que α é linear na

primeira entrada e na segunda entrada. Para a simetria, basta ver que

α(X, Y )− α(Y,X) = ∇XY −∇XY −∇YX +∇YX

= (∇XY −∇YX) + (∇YX −∇XY )

= [X,Y ] + [Y,X]

= [X, Y ]− [X, Y ]

= 0,
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onde usamos o fato de que quando restritos a M os campos são iguais e segue o

resultado.

Consideremos agora campos de vetores X ∈ M e ξ ∈ X(M)⊥, e denotemos por

AξX a componente tangencial de − ∇Xξ, isto é,

AξX = − (∇Xξ)
>.

Uma vez que para cada Y ∈ X(M)

0 = X〈ξ, Y 〉 = 〈∇Xξ, Y 〉+ 〈ξ,∇XY 〉,

pela fórmula de Gauss, temos

〈AξX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), ξ〉.

Em particular, a aplicação A : X(M) × X(M)⊥ → X(M) dada por A(X, ξ) = AξX é

bilinear sobre C∞(M). Assim, a aplicação Aξ : X(M)→ X(M) é linear sobre C∞(M)

e também auto adjunta, isto é, 〈AξX, Y 〉 = 〈X,AξY 〉 para todos X, Y ∈ X(M). A

aplicação Aξ é chamada Operador de Forma ou Operador de Weingarten da imersão x.

Não é difícil ver que a componente normal de ∇Xξ, que é denotada por (∇Xξ)
⊥,

de�ne uma conexão compatível com o �brado tangente normal TM⊥. Dizemos que

∇⊥ é a conexão normal de x, e obtemos a fórmula de Weingarten

∇Xξ = −AξX +∇⊥Xξ.

Agora, usando a fórmula de Gauss e Weingarten, obteremos as equações básicas

das imersões isométricas para o nosso interesse: a equação de Gauss e Codazzi.

Proposição 2.4 Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M . Sejam R e R

os tensores curvatura de M e M respectivamente, e α o tensor de forma de M . Então

para X, Y, Z,W ∈ X(M) temos

(i) Equação de Gauss:

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉;

(ii) Equação de Codazzi:

(R(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥Xα)(Y, Z)− (∇⊥Y α)(X,Z).
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Demonstração.

(i) Pela de�nição (1.5)

R(X, Y )Z = −∇X∇YZ +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z,

então

−∇X∇YZ = ∇X(∇YZ − α(Y, Z)) = −∇X∇YZ −∇Xα(Y, Z)

= −∇X∇YZ − α(X,∇YZ)−∇Xα(Y, Z)

= −∇X∇YZ − α(X,∇YZ) + Aα(Y,Z)X −∇⊥Xα(Y, Z),

de maneira análoga encontramos,

∇Y∇XZ = ∇Y∇XZ + α(Y,∇XZ)− Aα(X,Z)Y +∇⊥Y α(X,Z),

e

∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z).

Somando os termos acima temos

−∇X∇YZ +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z = −∇X∇YZ − α(X,∇YZ) + Aα(Y,Z)X

− ∇⊥Xα(Y, Z) +∇Y∇XZ + α(Y,∇XZ)

− Aα(X,Z)Y +∇⊥Y α(X,Z)

+ ∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z),

o que implica

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z − α(X,∇YZ) + α(Y,∇XZ) + Aα(Y,Z)X − Aα(X,Z)Y

− ∇⊥Xα(Y, Z) +∇⊥Y α(X,Z) + α([X, Y ], Z), (2.1)

fazendo produto escalar com um campo W ∈ X(M) qualquer, temos

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈α(X,∇YZ),W 〉+ 〈α(Y,∇XZ),W 〉

+ 〈Aα(Y,Z)X,W 〉 − 〈Aα(X,Z)Y,W 〉 − 〈∇⊥Xα(Y, Z),W 〉

+ 〈∇⊥Y α(X,Z),W 〉+ 〈α([X, Y ], Z),W 〉,
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logo

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈Aα(Y,Z)X,W 〉 − 〈Aα(X,Z)Y,W 〉.

Mas

〈Aα(Y,Z)X,W 〉 = 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 e 〈Aα(X,Z)Y,W 〉 = 〈α(Y,W ), α(X,Z)〉,

e portanto

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉.

(ii) Antes de mostrar esta equação faremos uma pequena observação. Uma vez que

α : X(M)×X(M)→ X(M)⊥ é um campo, pelo exemplo (1) podemos vê-lo como

um tensor, isto é,

α : X(M)× X(M)× (X(M)⊥)∗ → C∞(M).

Pela proposição (1.26) sabemos que na presença da métrica podemos identi�car

campos com 1-formas, assim α : X(M)×X(M)×X(M)⊥ → C∞(M) é um tensor

do tipo (0, 3) cuja diferencial covariante é o tensor

∇α : X(M)× X(M)× X(M)⊥ × X(M)→ C∞(M)

do tipo (0, 4) em M .

Diante do exposto acima, dados X, Y, Z ∈ X(M) e η ∈ X(M)⊥, temos pela regra

do produto (1.11)

(∇⊥Xα)(Y, Z, η) = X(α(Y, Z, η))− α(∇XY, Z, η)− α(Y,∇XZ, η)− α(Y, Z,∇Xη),

mas

(∇⊥Xα)(Y, Z, η) = 〈(∇⊥Xα)(Y, Z), η〉,

então

〈(∇⊥Xα)(Y, Z), η〉 = 〈∇⊥Xα(Y, Z), η〉 − 〈α(∇XY, Z), η〉 − 〈α(Y,∇XZ), η〉. (2.2)
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De maneira análoga encontramos

〈(∇⊥Y α)(X,Z), η〉 = 〈∇⊥Y α(X,Z), η〉 − 〈α(∇YX,Z), η〉 − 〈α(X,∇YZ), η〉. (2.3)

Por outro lado, fazendo o produto escalar com um campo qualquer η ∈ X(M)⊥

na expressão (2.1), obtemos

〈R(X, Y )Z, η〉 = 〈R(X, Y )Z, η〉 − 〈α(X,∇YZ), η〉+ 〈α(Y,∇XZ), η〉

+ 〈Aα(Y,Z)X, η〉 − 〈Aα(X,Z)Y, η〉 − 〈∇⊥Xα(Y, Z), η〉

+ 〈∇⊥Y α(X,Z), η〉+ 〈α([X, Y ], Z), η〉,

e daí

〈(R(X, Y )Z)⊥, η〉 = − 〈α(X,∇YZ), η〉+ 〈α(Y,∇XZ), η〉 − 〈∇⊥Xα(Y, Z), η〉

+ 〈∇⊥Y α(X,Z), η〉+ 〈α([X, Y ], Z), η〉.

Ainda neste contexto, podemos reescrever a expressão acima como

〈(R(X, Y )Z)⊥, η〉 = − 〈α(X,∇YZ), η〉+ 〈α(Y,∇XZ), η〉 − 〈∇⊥Xα(Y, Z), η〉

+ 〈∇⊥Y α(X,Z), η〉+ 〈α(∇XY, Z), η〉 − 〈α(∇YX,Z), η〉,

substituir as expressões (2.2) e (2.3) na mesma, e concluir que

〈(R(X, Y )Z)⊥, η〉 = 〈(∇⊥Xα)(Y, Z), η〉 − 〈(∇⊥Y α)(X,Z), η〉.

Como η ∈ X(M) foi escolhido arbitrariamente segue o resultado.

Corolário 2.5 Se {X, Y } é uma base para um plano tangente não degenerado de M

gerado por X, Y ∈ TpM , então

K(X, Y ) = K(X, Y ) +
〈α(X, Y ), α(X, Y )〉 − 〈α(X,X), α(Y, Y )〉

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
,

onde K e K denotam as curvaturas seccionais de M e M respectivamente.

Demonstração. Observe que fazendo X = Z e W = Y na equação de Gauss (2.4),

temos que

〈R(X, Y )X, Y 〉 = 〈R(X, Y )X, Y 〉+ 〈α(X, Y ), α(Y,X)〉 − 〈α(X,X), α(Y, Y )〉,
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uma vez que |X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2 6= 0 temos

〈R(X, Y )X, Y 〉
|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2

=
〈R(X, Y )X, Y 〉
|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2

+
〈α(X, Y ), α(Y,X)〉 − 〈α(X,X), α(Y, Y )〉

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
,

o que implica

K(X, Y ) = K(X, Y ) +
〈α(X, Y ), α(X, Y )〉 − 〈α(X,X), α(Y, Y )〉

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
.

Faremos uma aplicação da Equação de Gauss usando a de�nição de (1.30).

Exemplo 8 Mostremos que a esfera n-dimensional

Sn(r) = {p ∈ Rn+1 ; 〈p, p〉 = r2}

tem curvatura seccional constante K =
1

r2
, se n ≥ 2.

Com efeito, seja p =
∑

i u
i∂i o vetor posição de Rn+1 para p ∈ Sn(r). Se ∇ é a

conexão de Levi-Civita de Rn+1 então

∇Xp =
∑
i

X(ui)∂i = X, ∀ X ∈ X(Sn).

Daí,

〈p, p〉 = r2 ⇒ 0 = X〈p, p〉 = 2〈∇Xp, p〉 = 2〈X, p〉

o que implica

0 = 〈X, p〉, ∀ X ∈ X(Sn),

isto é, o vetor posição p é ortogonal a Sn.

Considere agora U =
p

|p|
=

p√
〈p, p〉

=
p

r
e a�rmamos que

α(V,W ) = − 1

r
〈V,W 〉U, ∀ V,W ∈ X(Sn).

De fato,

〈α(V,W ), U〉 = 〈(∇VW )⊥, U〉 =
1

r
〈(∇VW )⊥, p〉

=
1

r
〈∇VW, p〉 = − 1

r
〈W,∇V p〉

= − 1

r
〈V,W 〉, ∀ V,W ∈ X(Sn).

Como Rn+1 é �at, concluímos pelo corolário (2.5) que K(V,W ) =
1

r2
.
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Se a variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante C, então

para todos X, Y, Z,W ∈ X(M) podemos reescrever as equações de Gauss e Codazzi da

seguinte maneira:

(i) Equação de Gauss:

〈R(X, Y )Z,W 〉 = C(〈Z,X〉〈Y,W 〉 − 〈Z, Y 〉〈X,W 〉)

+ 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉;

(ii) Equação de Codazzi:

(∇⊥Xα)(Y, Z) = (∇⊥Y α)(X,Z).

2.2 Hipersuperfícies Tipo-Espaço

Na presente seção, reescreveremos as equações básicas das imersões isométricas

apresentadas na seção anterior para o caso em que o espaço ambiente M é uma var-

iedade Lorentziana (n+ 1)-dimensional e M é uma hipersuperfície tipo-espaço imersa.

De�nição 2.6 Uma imersão suave x : Mn →M
n+1

de uma variedade n-dimensional

conexa em uma variedade de Lorentz (n + 1)-dimensional é dita uma hipersuperfície

tipo-espaço quando a métrica induzida pela imersão x em Mn for Riemanniana. E

neste caso denotemos a métrica de M e M por 〈, 〉.

O próximo resultado nos diz que se M
n+1

for temporalmente orientada, então as

suas hipersuperfícies tipo-espaço são orientadas.

Proposição 2.7 SejaMn uma hipersuperfície tipo-espaço de uma variedade de Lorentz

temporalmente orientada M
n+1

. Então Mn admite um campo de vetores normais e

unitários (suave) N ∈ X(M)⊥, na mesma orientação temporal de M . Em particular,

Mn é orientável.

Demonstração. Seja K ∈ X(M) o campo de vetores tipo-tempo que dá a orientação

temporal de M . Observe que o conjunto de todos os vetores tipo-tempo v ∈ TpM é a

união disjunta de C(K(p)) e C(−K(p)). Escolhemos então, em cada ponto p ∈M um

vetor unitário N(p) ∈ TpM⊥. Desde que N(p) é tipo-tempo, trocando N(p) por − N(p)

se necessário, podemos supor que N(p) ∈ C(K(p)). Esta receita de�ne unicamente um
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campo de vetores normal e unitário N sobre M , na mesma orientação temporal de

K. Agora, resta mostrar que N é suave. De fato, �xemos p ∈ M e consideremos um

referencial móvel {e1, . . . , en} ao redor de p. Então

Ñ = K −
n∑
j=1

〈K, ej〉ej

é normal e suave em M com,

〈Ñ , Ñ〉 =

〈
K −

n∑
j=1

〈K, ej〉ej, K −
n∑
i=1

〈K, ei〉ei

〉

= 〈K,K〉 −
n∑
j=1

〈K, ej〉〈K, ej〉 −
n∑
i=1

〈K, ei〉〈K, ei〉+
n∑

i,j=1

〈K, ei〉〈K, ej〉δij

= 〈K,K〉 − 2
n∑
j=1

〈K, ej〉2 +
n∑
j=1

〈K, ej〉2

= 〈K,K〉 −
n∑
j=1

〈K, ej〉2,

mas

K =
n∑
j=1

〈K, ej〉ej − 〈K,N〉N,

e assim

〈K,K〉 = − 〈K,N〉2 +
n∑
j=1

〈K, ej〉2.

Logo

〈Ñ , Ñ〉 = − 〈K,N〉2 +
n∑
j=1

〈K, ej〉2 −
n∑
j=1

〈K, ej〉2 < 0,

e além disso

〈Ñ ,K〉 =

〈
K −

n∑
j=1

〈K, ej〉ej, K

〉
= 〈K,K〉 −

n∑
j=1

〈K, ej〉2 < 0.

Portanto, Ñ(p) ∈ C(K(p)) e consequentemente, N =
Ñ

|Ñ |
é suave.

Observação 2.1 Na ultima proposição, com K e N estão na mesma orientação tem-

poral, temos que 〈K,N〉 < 0.

Com efeito, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores tipo-tempo,

|〈K,N〉| ≥ |K||N | = |K|,

pois N é unitário em Mn. Assim 〈K,N〉 ≤ −|K| < 0 em Mn.
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Uma vez escolhida a orientação temporal da hipersuperfície tipo-espaço imersa

num espaço-tempo, x : Mn →M
n+1

, iremos denotaremos por N essa escolha e também

denominaremos N como sendo a Aplicação Normal de Gauss de M .

Seja x : Mn → M
n+1

a hipersuperfície tipo-espaço dada acima. Como existe

apenas uma direção normal, deixaremos de escrever o subíndice em A para denotar

a direção normal. Com exceção da métrica, denotaremos por ∇ e R a conexão de

Levi-Civita e o tensor curvatura de M , respectivamente e por ∇ e R a conexão de

Levi-Civita e o tensor curvatura de M respectivamente.

Então dados X, Y ∈ X(M), é fácil ver que a fórmula de Gauss é dada por

∇XY = ∇XY − 〈AX, Y 〉N. (2.4)

Por outro lado, uma vez que N é um campo unitário e normal, temos 〈∇XN,N〉 = 0,

e portanto ∇⊥XN = 0 para todo X ∈ X(M). Assim, podemos escrever a fórmula de

Weingarten como

∇XN = − AX. (2.5)

Usando o fato que α(X, Y ) = − 〈AX, Y 〉N , podemos ver que a equação de Gauss pode

ser escrita como

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)> − 〈AX,Z〉AY + 〈AY,Z〉AX,

e a equação de Codazzi por

(R(X, Y )N)> = (∇XA)Y − (∇YA)X, (2.6)

onde por de�nição

(∇XA)Y = ∇X(AY )− A(∇XY ).

No caso em que a curvatura seccional de M é constante C, as equações de Gauss e

Codazzi são, respectivamente

R(X, Y )Z = C(〈Z,X〉Y − 〈Z, Y 〉X)− 〈AX,Z〉AY + 〈AY,Z〉AX

e

(∇YA)X = (∇XA)Y.
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2.3 Campos Conformes

De�nição 2.8 Uma campo vetorial tangente Y ∈ X(M) é dito um campo conforme

se a derivada de Lie da métrica Lorentziana com respeito a Y satisfaz

LY 〈, 〉 = 2φ〈, 〉,

para alguma função suave φ ∈ C∞(M).

O resultado que mostraremos agora caracteriza os campos conformes.

Lema 2.1 Um campo Y ∈ X(M) é conforme se, e somente se,

〈∇V Y,W 〉+ 〈∇WY, V 〉 = 2φ〈V,W 〉,

para quaisquer V,W ∈ X(M) e para alguma função suave φ ∈ C∞(M).

Demonstração. De fato, sendo LY um tensor derivação podemos usar a regra do

produto (1.11), então

LY 〈V,W 〉 = Y 〈V,W 〉 − 〈LY (V ),W 〉 − 〈V,LY (W )〉

= 〈∇Y V,W 〉+ 〈V,∇YW 〉 − 〈[Y, V ],W 〉 − 〈V, [Y,W ]〉

= 〈∇Y V,W 〉+ 〈V,∇YW 〉 − 〈∇Y V,W 〉

+ 〈∇V Y,W 〉 − 〈V,∇YW 〉+ 〈V,∇WY 〉

= 〈∇V Y,W 〉+ 〈∇WY, V 〉.

Logo pela de�nição (2.8) temos

〈∇V Y,W 〉+ 〈∇WY, V 〉 = 2φ〈V,W 〉,

para quaisquer V,W ∈ X(M).

Como consequência do Lema acima temos que se a função conforme φ é identi-

camente nula, Y é dito um campo de Killing.

De�nição 2.9 Numa variedade semi-Riemanniana M um campo conforme K é dito

fechado se, para qualquer V ∈ X(M) temos ∇VK = φV , onde φ é uma função suave

em M .

Observe que a de�nição acima equivale a dizer que a 1-forma dual ωK de K é

fechada, isto é, a derivada exterior de ωK é identicamente nula.
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2.4 Produtos Warped

Em um produto semi-Riemanniano B × F , o tensor métrico de�nido sobre a

mesma é dado por π∗B(gB) +π∗F (gF ) onde π∗B e π∗F são as projeções de B×F sobre B e

F , respectivamente. Uma rica classe de métricas em B×F pode ser obtida "torcendo"

homotéticamente a métrica produto, como veremos nas próximas linhas (para maiores

detalhes ver [27]).

De�nição 2.10 Suponha que B e F sejam variedades semi-Riemannianas, e considere

f > 0 uma função suave em B. O produto warped M = B ×f F é a variedade produto

B × F munida com o tensor métrico

g = π∗B(gB) + (f ◦ πB)2π∗F (gF ).

Observe que se f = 1, temos a variedade produto semi-Riemanniana B × F .

Chamamos B a base de M = B ×f F e F a �bra. Nosso objetivo agora é expressar a

geometria de M em termos da função warped f e da geometria de B e F .

Como no caso do produto warped semi-Riemanniano, não é difícil mostrar que

as �bras {p} × F = π−1
F (p) e as folhas B × {q} = π−1

B (q) são subvariedades semi-

Riemannianas de M .

Observação 2.2 A métrica warped e caracterizada por:

(i) Para cada p ∈ F , a aplicação πB
∣∣
B×{q} é uma isometria sobre B;

(ii) Para cada q ∈ B, a aplicação πF
∣∣
{p}×F é uma homotetia positiva sobre F com

fator homotético 1
f(p)

;

(iii) Para cada (p, q) ∈M , a folha B×{q} e a �bra πF
∣∣
{p}×F são ortogonais em (p, q);

Os vetores tangentes as folhas são chamados horizontais enquanto os tangentes

as �bras são ditos verticais.

Funções, vetores tangentes e campos de vetores em F e em B, podem ser levan-

tados para B × F usando a projeções πF e πB, constituindo assim, campos, funções

e vetores em B × F . Denotamos por H(B) o conjunto dos levantamentos horizontais

e por V(F ) o conjunto dos levantamentos verticais. Notemos que H(B) e V(F ) são
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subespaços vetoriais de X(B ×F ). Além disso, se X ∈ H(B) e V ∈ V(F ), não é difícil

veri�car que [X, V ] = 0.

Proposição 2.11 Seja o produto warped M = B ×f F . Considerando X, Y ∈ H(B)

e V,W ∈ V(F ), temos

(i) ∇XV ∈ H(B) é o levantamento de ∇XV em B;

(ii) ∇XV = ∇VX =
X(f)

f
V .

Demonstração.

(i) Pelo item (iii) da observação (2.11) e usando o fato de que [X, V ] = 0 = [Y, V ],

a fórmula de Koszul (1.5)

2〈∇XY, V 〉 = X〈Y, V 〉+ Y 〈V,X〉 − V 〈X, Y 〉

− 〈X, [Y, V ]〉+ 〈Y, [V,X]〉+ 〈V, [X, Y ]〉,

se reduz a

2〈∇XY, V 〉 = −V 〈X, Y 〉 − 〈V, [X, Y ]〉.

Por outro lado, como X, Y ∈ H(B) então 〈X, Y 〉 é constante nas �bras, e como

V ∈ V(F ) temos que V 〈X, Y 〉 = 0. E assim, 2〈∇XY, V 〉 = 0, para qualquer

V ∈ V(F ), isto é, ∇XY é um campo horizontal. Agora, pelo item (i) da obser-

vação (2.2), segue que ∇XV ∈ H(B) é o levantamento de ∇XV em B.

(ii) Como 0 = [X, V ] = ∇XV − ∇VX então ∇XV = ∇VX e estes campos são

verticais, pois pelo item (i) temos que

〈∇XV, Y 〉 = X〈V, Y 〉 − 〈V,∇VX〉 = 0.

Seja agora W um campo vertical a F , logo a fórmula de Koszul (1.5)

2〈∇XV,W 〉 = X〈V,W 〉+ V 〈W,X〉 −W 〈X, V 〉

− 〈X, [V,W ]〉+ 〈V, [W,X]〉+ 〈W, [X, V ]〉,

reduz-se a 2〈∇XY, V 〉 = X〈Y, V 〉.
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Por outro lado pela de�nição da métrica warped,

〈V,W 〉(p,q) = 〈0 + V, 0 +W 〉(p,q)

= 〈0, 0〉B + f 2(p)〈Vq,Wq〉F ,

escrevendo f = f ◦ πB temos que

〈V,W 〉 = f 2(〈Vq,Wq〉F ◦ πF ).

Observando que 〈Vq,Wq〉F ◦ πF é constante nas folhas onde X é tangente, temos

X〈V,W 〉 = X(〈Vq,Wq〉F ◦ πF )

= 2fX(f)(〈Vq,Wq〉F ◦ πF )

=
2X(f)

f

(
f 2(〈Vq,Wq〉F ◦ πF )

)
=

2X(f)

f
〈V,W 〉.

Assim,

2〈∇XV,W 〉 = X〈V,W 〉 =
2X(f)

f
〈V,W 〉.

Sendo a métrica não degenerada e W ∈ V(F ) qualquer, segue que

∇XV = ∇VX =
X(f)

f
V.

De posse dos conhecimentos descritos acima, passemos a descrever algumas pro-

priedades importantes de uma classe de variedades de Lorentz do nosso interesse.

De�nição 2.12 Sejam (F n, g) uma variedade Riemanniana completa de dimensão

n ≥ 2, I ⊆ R um intervalo aberto de R munido com a métrica −dt2 e f ∈ C∞(I × F )

uma função positiva. A variedade produto M
n+1

= −I ×f F munida com a métrica

Lorentziana g dada por

g = π∗I (−dt2) + f(π)π∗F (g),

onde πI e πF denotam, respectivamente, as projeções sobre I e F , é dita um espaço-

tempo de Robertson-Walker Generalizado (GRW ). Isto é, um espaço-tempo GRW

(M
n+1

, g) é um produto warped com base (I,−dt2), �bra Riemanniana (F, g) e função

warped f .
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O campo vertical, ∂
∂t

é por de�nição o campo de vetores tipo-tempo na direção que

contém I. Para simpli�car a notação, denotemos ∂
∂t

por ∂t e g por 〈, 〉.

Proposição 2.13 Seja (M
n+1

, g) um espaço-tempo GRW com base (I,−dt2), �bra

Riemanniana (F n, g) e função warped f. Então o campo K = f(πI)∂t ∈ X(M) é

conforme fechado, tipo-tempo globalmente de�nido em M , onde πI : M → I denota a

projeção sobre I.

Demonstração. Identi�quemos f = f(πI). Então

〈K,K〉 = 〈f∂t, f∂t〉 = f 2〈∂t, ∂t〉 = −f 2 < 0,

isto é, K é tipo-tempo.

Por outro lado, 〈∂t, ∂t〉 = −1, dai

0 = ∂t〈∂t, ∂t〉 = 2〈∇∂t∂t, ∂t〉,

e pelo item (i) da Proposição (2.11) temos ∇∂t∂t = 0. Logo qualquer V ∈ X(M) pode

ser escrito como V = −h∂t + VF , onde h ∈ C∞(M) e VF ∈ V(F ) e pelo item (ii) da

Proposição (2.11)

∇VK = ∇−h∂t+VF (f∂t) = −h∇∂t(f∂t) +∇VF (f∂t)

= −hf∇∂t∂t − h∂t(f)∂t +
f∂t(f)

f
VF

= −f ′h∂t + f
′
VF = f

′
(−h∂t + VF ) = f

′
V.

Logo para quaisquer V,W ∈ X(M), temos

〈∇VK,W 〉+ 〈V,∇WK〉 = 〈f ′V,W 〉+ 〈V, f ′W 〉 = 2f
′〈V,W 〉,

de onde concluímos que K é conforme e fechado segundo a de�nição (2.9).

2.5 O Steady State Space Hn+1

Nesta seção de�niremos o Steady State space Hn+1. Mas antes, daremos algumas

propriedades e de�niremos o espaço de Sitter Sn+1
1 .
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Seja Ln+2 o espaço de Lorentz-Minkowski (n + 2)-dimensional (n ≥ 2), que é o

espaço vetorial Rn+2 munido com a métrica Lorentziana de�nida por

〈v, w〉 =
n+1∑
i=1

viwi − vn+2wn+2, ∀ v, w ∈ Rn+2.

De�nimos o espaço (n+ 1)-dimensional de Sitter Sn+1
1 , com a hiperquádrica de Ln+2,

Sn+1
1 = {p ∈ Ln+2; 〈p, p〉 = 1},

formada por todos os vetores unitários de Ln+2, munida com a métrica induzida de

Ln+2.

A�rmemos que Sn+1
1 é uma variedade de Lorentz com curvatura seccional con-

stante igual a 1. De fato, considere a função f : Ln+2 → R, de�nida por

f(p) = 〈p, p〉,

e note que Sn+1
1 = f−1(1), isto é, Sn+1

1 é uma variedade de Lorentz.

Consideremos agora K e K as curvaturas seccionais de Sn+1
1 e Ln+2 respectiva-

mente. Então dados p ∈ Sn+1
1 , η(p) ∈ (TpSn+1

1 )⊥ e E1, . . . , En+1 um referencial ortonor-

mal que diagonaliza o operador de Weingarten A de Sn+1
1 em p, isto é, AEi = λiEi,

i = 1, . . . , n+ 1, onde λi são os autovalores de A, temos pela equação de Gauss (2.4)

K(Ei, Ej) = K(Ei, Ej) + 〈α(Ei, Ei), α(Ej, Ej)〉 − 〈α(Ei, Ej), α(Ei, Ej)〉, (2.7)

mas

〈α(Ei, Ei), η〉 = 〈AEi, Ei〉 = λi〈Ei, Ei〉 = λi,

logo, α(Ei, Ei) = λiη.

De maneira análoga obtemos α(Ej, Ej) = λjη e α(Ei, Ej) = 0.

Assim, da equação (2.7), segue que

K(Ei, Ej) = K(Ei, Ej) + λiλj, i, j = 1, . . . , n+ 1. (2.8)

Como 〈p, p〉 = 1, temos que

0 = X〈p, p〉 = 2〈∇◦Xp, p〉,
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o que implica 〈X, p〉 = 0, ∀ X ∈ X(Sn+1
1 ). Assim, p é ortogonal ao de Sitter.

Considerando N = −p, e usando a fórmula de Weingarten (2.5), temos que para

qualquer v ∈ TpSn+1
1

Av = −∇vN = −∇◦vN = ∇◦vp = v.

Desta maneira Sn+1
1 é uma variedade totalmente umbilíca com λ1 = . . . = λn+1 = 1.

Sendo a curvatura seccional de Ln+2 constante e igual a zero, segue da equação (2.8)

que K(Ei, Ej) = 1. Pela linearidade podemos estender para todos os campos tangente

a Sn+1
1 .

Além disso, se p ∈ Sn+1
1 , temos

Tp(Sn+1
1 ) = {v ∈ Ln+2; 〈v, p〉 = 0}.

Observemos que en+2 = (0, . . . , 0, 1) é um campo de vetores tipo-tempo unitário e

globalmente de�nido em Ln+2, determinando assim, uma orientação temporal em Ln+2.

Logo, dada uma hipersuperfície tipo-espaço no espaço de Sitter x : Mn → Sn+1
1 ↪→ Ln+2

podemos escolher um único campo normal unitário de vetores tipo-tempo N ao longo

deMn apontando para o passado em Ln+2, isto é 〈N, en+2〉 > 0. Deste modo, podemos

assumir que Mn é orientada por N . De agora em diante denotaremos por ∇◦, ∇ e ∇

as conexões de Levi-Civita de Ln+2, Sn+1
1 e Mn, respectivamente. Então a fórmula de

Gauss e Weingarten de Mn em Sn+1
1 ↪→ Ln+2 são dadas respectivamente por

∇◦VW = ∇VW − 〈V,W 〉x (2.9)

= ∇VW − 〈AV,W 〉N − 〈V,W 〉x

e

A(V ) = − ∇◦VN = − ∇VW, (2.10)

para todos V,W ∈ X(M).

De fato, para a fórmula de Weingarten observemos que como 〈W,N〉 = 0, temos

pela compatibilidade da conexão, que

0 = V 〈W,N〉 = 〈∇◦VW,N〉+ 〈W,∇◦VN〉 ⇒ 〈∇◦VW,N〉 = − 〈W,∇◦VN〉.
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Por outro lado

〈AV,W 〉 = 〈α(V,W ), N〉 = 〈∇◦VW −∇VW,N〉 = 〈∇◦VW,N〉 = − 〈W,∇◦VN〉,

como a métrica é não degenerada, segue que AV = − ∇◦VN , analogamente mostramos

que AV = − ∇VN.

Portanto

A(V ) = − ∇◦VN = − ∇VN.

Para a fórmula de Gauss, observemos que, dado p ∈ M , podemos decompor o

espaço tangente do Minkowski como

TpLn+2 = TpM
n ⊕ span{x} ⊕ span{N}.

Logo para campos tangente a M , temos

∇◦VW = ∇VW + cN + dx, c, d ∈ R. (2.11)

Fazendo produto escalar com N na expressão (2.11) obtemos

〈∇◦VW,N〉 = 〈∇VW,N〉+ 〈cN,N〉+ 〈dx,N〉.

Mas pela fórmula de Weingarten (2.10)

0 = V 〈W,N〉 = 〈∇◦VW,N〉+ 〈W,∇◦VN〉 ⇒ 〈∇◦VW,N〉 = 〈W,AV 〉.

Como

〈∇VW,N〉 = 〈dx,N〉 = 0 e 〈cN,N〉 = c 〈N,N〉 = − c

temos que

c = − 〈AV,W 〉.

Com um raciocínio análogo encontramos d = − 〈V,W 〉 e portanto pela expressão (2.11)

concluímos que

∇◦VW = ∇VW − 〈AV,W 〉N − 〈V,W 〉x.

Agora, seja a ∈ Ln+2, a 6= 0 um vetor nulo na metade passado do cone de nulidade

com vértice na origem, isto é, 〈a, a〉 = 0 e 〈a, en+2〉 > 0, onde en+2 = (0, . . . , 0, 1).
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Então a região aberta do de Sitter Sn+1
1 dada por,

Hn+1 = {x ∈ Sn+1
1 ; 〈x, a〉 > 0},

é chamada Steady State space.

Observe que Hn+1 é estendível, uma vez que Hn+1 é isométrica a um aberto de

Sn+1
1 e por isso é não-completo (em verdade, Hn+1 é apenas uma metade do de Sitter).

A sua fronteira, como um subconjunto de Sn+1
1 , é a hipersuperfície nula

{x ∈ Sn+1
1 ; 〈x, a〉 = 0},

cuja a topologia é equivalente a de R× Sn−1 (cf. [19], pág. 126).

Consideremos, em Hn+1 o seguinte campo

K = a− 〈x, a〉x,

e mostremos a,

Proposição 2.14 O campo de vetores K de�nido acima é um campo tipo-tempo, con-

forme e fechado.

Demonstração. Primeiramente vejamos que

〈K(x), x〉 = 〈a− 〈a, x〉x, x〉 = 〈a, x〉 − 〈a, x〉 〈x, x〉

= 〈a, x〉 − 〈a, x〉 = 0.

Logo K ∈ X(Hn+1).

Para veri�car que é tipo-tempo, note que

〈K(x),K(x)〉 = 〈a− 〈x, a〉x, a− 〈x, a〉x〉

= 〈a, a〉 − 2 〈a, 〈x, a〉x〉+ 〈x, a〉2 〈x, x〉

= − 2 〈a, x〉 〈x, a〉+ 〈x, a〉2 〈x, x〉

= − 2 〈x, a〉2 + 〈x, a〉2 〈x, x〉

= 〈x, a〉2 (〈x, x〉 − 2)

= 〈x, a〉2 (1− 2)

= − 〈x, a〉2 .
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Como 〈x, a〉 > 0 segue que 〈x, a〉2 > 0, logo −〈x, a〉 < 0. Portanto 〈K(x),K(x)〉 < 0, e

assim K é um campo tipo-tempo.

Por outro lado, denotando ∇ a conexão de Levi-Civita de Hn+1, temos pela

fórmula de Gauss (2.9)

∇◦VK = ∇VK − 〈V,K〉x,

dai,

∇VK = ∇◦V (a− 〈x, a〉x) + 〈V, a− 〈x, a〉x〉x

= ∇◦V a−∇◦V (〈x, a〉x) + 〈V, a〉x− 〈x, a〉 〈V, x〉x

= −〈x, a〉∇◦V x− V 〈x, a〉x+ 〈V, a〉x− 〈x, a〉 〈V, x〉x

= −〈x, a〉V −
〈
∇V a, x

〉
x−

〈
a,∇V x

〉
x+ 〈V, a〉x− 〈x, a〉 〈V, x〉x

= −〈x, a〉V − 〈∇◦V a+ 〈V, a〉x, x〉x− 〈a,∇◦V x+ 〈V, x〉x〉x

+ 〈V, a〉x− 〈x, a〉 〈V, x〉x.

Como ∇◦V a = 0 e ∇◦V x = V , temos

∇VK = −〈x, a〉V − 〈〈V, a〉x, x〉x− 〈a, V + 〈V, x〉x〉x

+ 〈V, a〉x− 〈x, a〉 〈V, x〉x

= −〈x, a〉V − 〈V, a〉 〈x, x〉x− 〈a, V 〉x− 〈a, 〈V, x〉x〉x

+ 〈V, a〉x− 〈x, a〉 〈V, x〉x

= −〈x, a〉V − 〈V, a〉x− 〈V, x〉 〈a, x〉x− 〈x, a〉 〈V, x〉x.

Então para todo W ∈ Hn+1, temos

〈
∇VK,W

〉
= 〈− 〈x, a〉V − 〈V, a〉x− 〈V, x〉 〈a, x〉x− 〈x, a〉 〈V, x〉x,W 〉

logo, 〈
∇VK,W

〉
= 〈− 〈x, a〉V,W 〉 .

Como W ∈ Hn+1 foi escolhido arbitrariamente, segue que

∇VK = −〈x, a〉V

Portanto K é um campo conforme e fechado com fator conforme −〈x, a〉 .
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A próxima proposição é devida a Montiel (cf. [25], Proposição 1). Ela nos garante

que Steady State space pode ser folheado por hipersuperfícies totalmente umbílicas

isométricas ao Rn.

Proposição 2.15 Seja Hn+1, n ≥ 1 uma variedade de Lorentz dotada de um campo

tipo-tempo K conforme e fechado. Então temos que

(i) A distribuição n-dimensional D de�nida em Hn+1 por

p ∈ Hn+1 7→ D(p) = {v ∈ TpHn+1/ 〈K(p), v〉 = 0}

determina uma folheação F(K) tipo-espaço de codimensão 1, a qual é orientada

por K. Além disso, as funções 〈K,K〉, divK e Kφ são constantes sobre as folhas

conexas de F(K).

(ii) O campo unitário tipo tempo de�nido por ν =
K√
−〈K,K〉

em Hn+1 satisfaz:

∇νν = 0 e ∇uν =
φ√
−〈K,K〉

u se 〈ν, u〉 = 0.

Então, o �uxo do campo ν é um �uxo geodésico normalizado que aplica as folhas de

F(K) homotéticamente em folhas de F(K) e cada folha de F(K) é totalmente umbílica

e tem curvatura média constante H =
−φ√
−〈K,K〉

.

Demonstração. Aqui, denotaremos por ∇ a conexão de Levi-Civita de Hn+1.

(i) Primeiramente observe que dado um referencial ortonormal E1, . . . , En+1 em uma

vizinhança de p ∈ Hn+1 de Ln+2, temos por de�nição

divK =
n+1∑
i=1

〈
∇EiK, Ei

〉
=

n+1∑
i=1

〈φEi, Ei〉 = φ

n+1∑
i=1

〈Ei, Ei〉 = (n+ 1)φ,

daí,

φ =
1

n+ 1
divK.

Também podemos calcular o gradiente de 〈K,K〉, isto é para qualquer V ∈ Hn+1,

temos 〈
∇〈K,K〉, V

〉
= V (〈K,K〉) = 2

〈
∇VK,K

〉
= 2φ 〈V,K〉 ,

logo,
〈
∇〈K,K〉 − 2φK, V

〉
= 0, e como a métrica é não degenerada, segue que

∇〈K,K〉 = 2φK,



Capítulo 2. O Steady State Space Hn+1 72

ou seja ∇〈K,K〉 =
2

n+ 1
div(K)K.

Assim 〈K,K〉 é constante sobre as folhas conexas de F(K).

Calculando agora o Hessiano de 〈K,K〉, temos por de�nição de Hessiano,

(Hess〈K,K〉)(u, v) = 〈(Hess〈K,K〉)u, v〉 =
〈
∇u(∇〈K,K〉), v

〉
,

para todo u, v ∈ TpHn+1, logo,

(Hess〈K,K〉)(u, v) =
〈
∇u(2φK), v

〉
= 2

〈
∇u(φK), v

〉
= 2

〈
φ∇u(K) + u(φ)K, v

〉
= 2φ

〈
∇u(K), v

〉
+ u(φ) 〈K, v〉

= 2φ2 〈u, v〉+ u(φ) 〈K, v〉 .

Sendo o Hessiano é um operador simétrico, temos

(Hess〈K,K〉)(u, v) = (Hess〈K,K〉)(v, u),

daí,

2φ2 〈u, v〉+ u(φ) 〈K, v〉 = 2φ2 〈v, u〉+ v(φ) 〈K, u〉 ,

pois, 〈u, v〉 = 〈v, u〉 . Logo,

u(φ) 〈K, v〉 = v(φ) 〈K, u〉 , (2.12)

fazendo v = K,

u(φ) 〈K,K〉 = K(φ) 〈K, u〉u(φ) =
K(φ)

|K|2
〈K, u〉 .

Mas, 〈
∇(φ), u

〉
= u(φ) =

K(φ)

〈K,K〉
〈K, u〉 =

〈
K(φ)

〈K,K〉
K, u

〉
.

Como u ∈ TpHn+1 é qualquer e a métrica é não degenerada, segue que

∇(φ) =
K(φ)

〈K,K〉
K = −(νφ)ν,

pois ν =
K√
−〈K,K〉

.
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Portanto, φ =
1

n+ 1
divK é constante sobre as folhas conexas de F(K).

Podemos ver a equação (2.12) da seguinte maneira:

〈∇φ, u〉 〈K, v〉 = 〈∇φ, v〉 〈K, u〉 . (2.13)

Derivando covariantemente a equação acima em relação a w, temos

w(〈∇φ, u〉 〈K, v〉) = w(〈∇φ, v〉 〈K, u〉). (2.14)

Expandindo o lado esquerdo da equação (2.14) e usando o fato de K ser conforme

fechado, temos

w(〈∇φ, u〉 〈K, v〉) =
(
〈∇w(∇φ), u〉+ 〈∇φ,∇wu〉

)
〈K, v〉

+ 〈∇φ, u〉
(
〈∇wK, v〉+ 〈K,∇wv〉

)
=

(
(Hessφ)(w, u) + 〈∇φ,∇wu〉

)
〈K, v〉

+ 〈∇φ, u〉
(
〈φw, v〉+ 〈K,∇wv〉

)
.

Substituindo a expressão de ∇φ obtemos,

w(〈∇φ, u〉 〈K, v〉) = 〈K, v〉 (Hessφ)(w, u) + 〈K, v〉 〈 K(φ)

〈K,K〉
K,∇wu〉

+ φ(u(φ))〈w, v〉+ 〈 K(φ)

〈K,K〉
K, u〉〈K,∇wv〉

= 〈K, v〉 (Hessφ)(w, u) +
K(φ)

〈K,K〉
〈K, v〉 〈K,∇wu〉

+ φ(u(φ))〈w, v〉+
K(φ)

〈K,K〉
〈K, u〉〈K,∇wv〉. (2.15)

De maneira análoga, o lado direito da equação (2.14) é dado por

w(〈∇φ, v〉 〈K, u〉) = 〈K, u〉 (Hessφ)(w, v) +
K(φ)

〈K,K〉
〈K, u〉 〈K,∇wv〉

+ φ(v(φ))〈w, u〉+
K(φ)

〈K,K〉
〈K, v〉〈K,∇wu〉. (2.16)

Usando (2.15) e (2.16) na igualdade (2.14), temos

〈K, v〉 (Hessφ)(w, u) + φ(u(φ))〈w, v〉 = 〈K, u〉 (Hessφ)(w, v) + φ(v(φ))〈w, u〉,

para quaisquer u, v, w tangentes a Hn+1.
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Tomando v = w = K e u ortogonal a K na equação acima, deduzimos que

(Hessφ)(u,K) = 0,

uma vez que 〈∇φ, u〉 =
K(φ)

〈K,K〉
〈K, u〉 = 0.

Mas pelas de�nições do gradiente e Hessiano,

u(K(φ)) = (Hessφ)(u,K) + (∇uK) = (Hessφ)(u,K) +
1

2
uφ2 =

1

2
uφ2,

mostramos assim, que K(φ) é constante em cada folha conexa de F(K).

De acordo com a De�nição (1.37), mostremos que a distribuição é involutiva.

Com efeito, de�na

D(p) = {v ∈ TpHn+1; 〈K(p), v〉 = 0},

e considere X e Y duas seções suaves em D de�nidos em uma vizinhança aberta

U ⊂ Hn+1. Seja p ∈ U tal que Xp, Yp ∈ D(p). Devemos mostrar que o colchete

de Lie é uma seção suave de D.

De fato,

〈[Xp, Yp],K(p)〉 =
〈
∇XY (p)−∇YX(p),K(p)

〉
=

〈
∇XY (p),K(p)

〉
−
〈
∇YX(p),K(p)

〉
,

como Xp, Yp ∈ D(p), temos que 〈Xp,K(p)〉 = 〈Yp,K(p)〉 = 0, logo pela compati-

bilidade,

0 = Xp 〈Yp,K(p)〉 =
〈
∇XY,K

〉
(p) +

〈
Y,∇XK

〉
(p)

e

0 = Yp 〈Xp,K(p)〉 =
〈
∇YX,K

〉
(p) +

〈
X,∇YK

〉
(p),

daí,

〈[Xp, Yp],K(p)〉 =
〈
Y (p),∇XK(p)

〉
+
〈
X(p),∇YK(p)

〉
= −φ 〈Y (p), X(p)〉+ φ 〈X(p), Y (p)〉 = 0,

logo [Xp, Yp] ∈ D(p).
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Como p ∈ U é arbitrário, segue que D é involutivo. Portanto pelo Teorema

de Frobenius (cf. [19], Teorema 19.21), D é completamente integrável, isto é,

existe uma (única) folheação F(K) de dimensão n e de classe C∞ em Hn+1 tal

que TF(K) = D, a qual é orientada por K (pela própria de�nição de D) e é

tipo-espaço (pois K é tipo-tempo).

(ii) Note que, sendo 〈ν, ν〉 = −1 temos,

0 = ν〈ν, ν〉 = 2〈∇νν, ν〉 = 2

〈
∇νν,

K√
−|K|2

〉
=

2√
−|K|2

〈
∇νν,K

〉
,

logo
〈
∇νν,K

〉
= 0.

Por outro lado,

∇νν = ∇ν

(
K√
−〈K,K〉

)
=

1√
−〈K,K〉

∇νK + ν

(
1√

−〈K,K〉

)
K

=
φ√
−〈K,K〉

ν + ν

(
1√

−〈K,K〉

)
K

=
φ

〈K,K〉
K + ν

(
1√

−〈K,K〉

)
K

=

(
φ

〈K,K〉
+ ν

(
1√

−〈K,K〉

))
K. (2.17)

Assim,

0 = 〈∇νν,K〉 =

〈
K,

(
φ

K
+ ν

(
1√

−〈K,K〉

))
K

〉

=

(
φ

〈K,K〉
+ ν

(
1√

−〈K,K〉

))
〈K,K〉 .

Como 〈K,K〉 6= 0, temos que
φ

〈K,K〉
+ ν

(
1√

−〈K,K〉

)
= 0.

Por (2.17), segue que ∇νν = 0.

Novamente usando o fato de 〈ν, ν〉 = −1, temos

∇uν = ∇u

(
K√
−〈K,K〉

)
=

(
1√

−〈K,K〉

)
∇uK + u

(
1√

−〈K,K〉

)
K

=
φ√
−〈K,K〉

u+ u

(
1√

−〈K,K〉

)
K. (2.18)
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Por outro lado, 0 = u〈ν, ν〉 = 2〈∇uν, ν〉 e 〈u, ν〉 = 0, assim de

〈∇uν, ν〉 =
φ√
−〈K,K〉

〈u, ν〉+ u

(
1√

−〈K,K〉

)
〈K, ν〉,

temos

u

(
1√

−〈K,K〉

)
〈K, ν〉 = 0.

Como 〈K, ν〉 6= 0 segue que u

(
1√

−〈K,K〉

)
= 0, e portanto da equação (2.18)

segue que ∇uν =
φ√
−〈K,K〉

u.

Como Au = −∇uν segue que cada folha de F(K) é totalmente umbílica com

λi =
φ√
−〈K,K〉

,

uma vez que AEi = λiEi.

Portanto, como 〈K,K〉 e Kφ constantes em cada folha conexa de F(K), o �uxo

de ν é um �uxo geodésico normalizado tipo-tempo o qual leva homotéticamente folhas

de F(K) em folhas de F(K) e cada folha de F(K) tem curvatura média constante

H = − φ√
−〈K,K〉

.

Além disso, as folhas de F(K) são hiperplanos horizontais

Ln(τ) = {x ∈ Sn+1
1 ; 〈x, a〉 = τ}, τ ∈ (0,+∞),

que são hipersuperfícies totalmente umbílicas deHn+1 isométricas ao espaço Euclidiano

Rn, e possui curvatura média constante igual a um com respeito ao campo unitário,

normal e que aponta para o passado

Nτ (x) =
1

τ
a− x, x ∈ Ln(τ).

De fato, pelo item (ii) da Proposição (2.15), temos

Nτ (x) =
K(x)√

−〈K(x),K(x)〉
,
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onde K(x) é um campo conforme e fechado.

Daí, pela de�nição de K(x),

Nτ (x) =
a− 〈x, a〉x√

−〈a− 〈x, a〉x, a− 〈x, a〉x〉

=
a− 〈x, a〉x√

−〈a, a〉+ 2〈a, 〈x, a〉x〉 − 〈x, a〉2〈x, x〉

=
a− τx
τ

=
1

τ
a− x, x ∈ Ln(τ),

onde foi usado que a é um vetor nulo, 〈x, a〉 = τ e x ∈ Sn+1
1 .

Agora, pela fórmula de Weingarten, temos que para todo v ∈ TpHn+1,

Av = −∇◦vNτ = −∇◦v
(

1

τ
a− x

)
= −1

τ
∇◦va+∇◦vx = v.

Assim, Ln(τ) é uma hipersuperfície totalmente umbílica de Hn+1. Por outro lado,

uma vez que φ = − 〈x, a〉 = − τ , temos pelo item (ii) da Proposição (2.15), que a

curvatura média de Ln(τ) é dada por

H =
−φ√
−〈K,K〉

=
τ√
τ 2

= 1.

Para concluir o a�rmado, que as folhas são isométrica ao espaço Euclidiano Rn (cf. [4],

seção 2), faremos a seguinte proposição.

Proposição 2.16 As folhas Ln(τ) de Hn+1 são isométricas ao espaço Euclidiano Rn.

Demonstração. De�namos a seguinte aplicação ψτ : Ln(τ) −→ Rn dada por

ψτ (x) = x− τ + 〈a, e0〉〈x, e0〉
〈a, e0〉2

a− τ

〈a, e0〉
e0,

onde a ∈ Ln+2 é um vetor tipo-luz tal que 〈a, e0〉 > 0 e e0 = (1, 0, . . . , 0). Observemos

que ψτ é diferenciável e mostremos que ψτ é um difeomor�smo, para isto de�namos a

candidata a inversa ψ−1
τ : Rn −→ Ln(τ) dada por

ψ−1
τ (x) = x+

τ

〈a, e0〉
e0 +

〈a, e0〉2(1− 〈x, x〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉2
a.

Note que ψ−1
τ é diferenciável e esta bem de�nida uma vez que 〈ψ−1

τ (x), a〉 = τ , para

todo x ∈ R e provemos então que ψτ ◦ ψ−1
τ = ψ−1

τ ◦ ψτ = id.
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De fato, para a primeira parte observemos que para todo x ∈ Rn

〈ψ−1
τ (x), e0〉 =

〈
x+

τ

〈a, e0〉
e0 +

〈a, e0〉2(1− 〈x, x〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉2
a, e0

〉
= 〈x, e0〉+

τ

〈a, e0〉
〈e0, e0〉+

(
〈a, e0〉2(1− 〈x, x〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉2
a

)
〈a, e0〉

= − τ

〈a, e0〉
+
〈a, e0〉2(1− 〈x, x〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉
a (2.19)

e também que

τ + 〈a, e0〉〈ψ−1
τ (x), e0〉

〈a, e0〉2
a =

〈a, e0〉2(1− 〈x, x〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉
a. (2.20)

Então de (2.19) e (2.20) temos

ψτ (ψ
−1
τ (x)) = ψ−1

τ (x)−
(
τ + 〈a, e0〉〈ψ−1

τ (x), e0〉
〈a, e0〉2

a

)
− τ

〈a, e0〉
e0

= x+
τ

〈a, e0〉
e0 +

〈a, e0〉2(1− 〈x, x〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉2
a

− 〈a, e0〉2(1− 〈x, x〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉2
a− τ

〈a, e0〉
e0

= x.

para todo x ∈ Rn.

Para a outra parte, vejamos que

〈ψτ (x), ψτ (x)〉 = 〈x, x〉 − 2

(
τ + 〈a, e0〉〈x, e0〉
〈a, e0〉2

)
〈x, a〉 − 2τ〈x, e0〉

〈a, e0〉

+

(
τ + 〈a, e0〉〈x, e0〉
〈a, e0〉2

)2

〈a, a〉+
2τ

〈a, e0〉

(
τ + 〈a, e0〉〈x, e0〉
〈a, e0〉2

)
〈a, e0〉

+
τ 2

〈a, e0〉
〈e0, e0〉 (2.21)

= 1− 2τ〈x, e0〉
〈a, e0〉

− τ 2

〈a, e0〉2
,

e que

〈a, e0〉2(1− 〈ψτ (x), ψτ (x)〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉
a =

τ + 〈x, e0〉〈a, e0〉
〈a, e0〉2

a. (2.22)
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Então de (2.21) e (2.22) obtemos

ψ−1
τ (ψτ (x)) = ψτ (x) +

τ

〈a, e0〉
e0 +

〈a, e0〉2(1− 〈ψτ (x), ψτ (x)〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉2
a

= x− τ + 〈a, e0〉〈x, e0〉
〈a, e0〉2

a− τ

〈a, e0〉
e0

+
τ

〈a, e0〉
e0 +

〈a, e0〉2(1− 〈ψτ (x), ψτ (x)〉) + τ 2

2τ〈a, e0〉2
a

= x− τ + 〈a, e0〉〈x, e0〉
〈a, e0〉2

a+
τ + 〈x, e0〉〈a, e0〉
〈a, e0〉2

a

= x.

Portanto ψτ é uma bijeção diferenciável com inversa diferenciável, isto é, um difeomor-

�smo.

Mostremos agora que ψτ preserva a métrica. Dado v ∈ TpLn(τ), existe uma curva

α : I ⊂ R→ Ln(τ) tal que α(0) = p e α′(0) = v. Então

d(ψτ )p(v) =
d

dt
(ψ ◦ α)(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
α(t)− τ + 〈a, e0〉〈α(t), e0〉

〈a, e0〉2
a− τ

〈a, e0〉
e0

) ∣∣∣∣
t=0

= v − τ + 〈a, e0〉〈v, e0〉
〈a, e0〉2

a,

logo

〈d(ψτ )p(v), d(ψτ )p(v)〉 =

〈
v − τ + 〈a, e0〉〈v, e0〉

〈a, e0〉2
a, v − τ + 〈a, e0〉〈v, e0〉

〈a, e0〉2
a

〉
= 〈v, v〉,

uma vez que 〈a, a〉 = 〈v, a〉 = 0.

Logo pela identidade de polarização obtemos que

〈d(ψτ )p(u), d(ψτ )p(v)〉 = 〈u, v〉,

para quaisquer u, v ∈ TpLn(τ) de onde concluímos que ψτ é uma isometria.

No contexto do produto warped Lorentziano, tomando τ = exp(t), podemos

considerar Hn+1 como o GRW − R×exp(t) Rn, que corresponde ao modelo steady state

do universo proposto por Bondi, Gold e Hoyle (cf. [18], pág. 126). Mais precisamente,

Proposição 2.17 O Steady State space Hn+1 é isométrico ao GRW − R ×exp(t) Rn

que é o espaço Euclidiano Rn+1 munido da métrica Lorentziana

〈, 〉 = − dt2 + e2t(dx2
1 + . . .+ dx2

n).
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Demonstração. De fato sejam b ∈ Ln+2 um vetor nulo tal que 〈a, b〉 = 1 e a seguinte

aplicação φ : Hn+1 −→ − R×exp(t) Rn dada por

φ(p) =

(
log(〈p, a〉), p− 〈p, a〉b− 〈p, b〉a

〈p, a〉

)
.

Observe que φ é diferenciável e que dado v ∈ TpHn+1 existe uma curva diferenciável

α : I → Hn+1 tal que α(0) = p e α′(0) = v. Então

dφp(v) =
d

dt
(φ ◦ α)(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
log(〈α(t), a〉), α(t)− 〈α(t), a〉b− 〈α(t), b〉a

〈α(t), a〉

) ∣∣∣∣
t=0

=

(
d

dt
log(〈α(t), a〉)

∣∣∣∣
t=0

,
d

dt

(
α(t)− 〈α(t), a〉b− 〈α(t), b〉a

〈α(t), a〉

) ∣∣∣∣
t=0

)
,

e usando as regras de derivação,

dφp(v) =

(
〈v, a〉
〈p, a〉

,
d

dt

(
α(t)− 〈α(t), a〉b− 〈α(t), b〉a

〈α(t), a〉

) ∣∣∣∣
t=0

)
=

(
〈v, a〉
〈p, a〉

,
(v − 〈v, a〉b− 〈v, b〉a)〈p, a〉 − 〈v, a〉(p− 〈p, a〉b− 〈p, b〉a)

〈p, a〉2

)
=

(
〈v, a〉
〈p, a〉

,
(v − 〈v, b〉a)〈p, a〉 − 〈v, a〉(p− 〈p, b〉a)

〈p, a〉2

)
.

Assim, com mais alguns cálculos obtemos

〈dφp(v), dφp(v)〉 =
1

〈p, a〉2
〈v, v〉, ∀ v ∈ TpHn+1.

Pela identidade de polarização concluímos que

〈dφp(u), dφp(v)〉 =
1

〈p, a〉2
〈u, v〉, ∀ u, v ∈ TpHn+1, (2.23)

isto é, φ preserva métrica.

Pelo mostrado em (2.23) φ preserva a métrica, assim dφp é injetora, isto é, o

determinante da matriz Jacobiana da transformação linear dφp é não nulo, logo pelo

teorema da aplicação inversa φ é um difeomor�smo local. Como φ é injetora, concluímos

que a aplicação

φ : Hn+1 −→ φ(Hn+1) ⊂ − R×exp(t) Rn

é uma isometria.
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Mostremos agora que φ(Hn+1) = − R ×exp(t) Rn. Com efeito, como a função

logaritmo é sobrejetiva temos que φ(Hn+1) = − R×exp(t) A
n, onde An é um aberto do

Rn. Mas munindo Hn+1 da parametrização y : R × Ln(τ) −→ Hn+1, temos que para

algum τ > 0 �xado a aplicação φτ : Ln(τ) −→ An é uma isometria. Por outro lado,

sabemos pela proposição (2.16) que a aplicação ψ : Ln(τ) −→ Rn é uma isometria.

Logo, como a composição de isometrias ainda é uma isometria, segue que a nova apli-

cação g = φτ ◦ψ−1 : An −→ Rn é uma isometria. Sendo An ⊂ Rn um conjunto aberto,

obtemos que An = Rn e portanto φ(Hn+1) = − R ×exp(t) Rn de onde concluímos que

Hn+1 é isométrico a − R×exp(t) Rn.

2.6 As r-ésimas Curvaturas Médias Hr

Nesta seção, introduziremos o conceito de r-ésimas curvaturas médias que será

de�nida por meio dos polinômios simétricos elementares. Antes de darmos a de�nição

de r-ésima curvatura média, daremos uma de�nição algébrica.

De�nição 2.18 Seja D um domínio de integridade e x1, . . . , xn n indeterminadas so-

bre D. Chamamos "polinômios simétricos elementares" nas indeterminadas x1, . . . , xn

aos polinômios ei ∈ D[x1, . . . , xn] de�nidos do seguinte modo

e1(x1, . . . , xn) = x1 + . . .+ xn;

e2(x1, . . . , xn) = x1x2 + x1x3 + . . .+ x1xn + x2x3 + . . .+ xn−1xn;
...

en(x1, . . . , xn) = x1x2 · . . . · xn.

Seja A : X(M) → X(M) a segunda forma fundamental da imersão x. Sabemos

que dado p ∈ M, Ap : TpM → TpM é um operador linear, auto-adjunto e seus auto-

valores, k1, . . . , kn são as curvaturas principais de M . Associado ao operador de forma

A de Mn existem n invariantes algébricos, os quais são funções simétricas elementares

σr das suas curvaturas principais k1, . . . , kn.

Denotemos por Sr(p) a r-ésima função simétrica elementar dos autovalores de

Ap, isto é, Sr = σr(k1, . . . , kn), onde k1, . . . , kn são os autovalores do operador Ap
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e σr ∈ R[X1, . . . , Xn] é o r-ésimo polinômio simétrico elementar nas indeterminadas

X1, . . . , Xn dado por

σr(k1, . . . , kn) =
∑

i1<...<in

ki1 · · · kin , 1 ≤ r ≤ n.

Proposição 2.19 Sendo S0 = 1, o polinômio característico de A em um ponto p ∈M ,

é dado por

det(tI − A) =
n∑
r=0

(−1)rSrt
n−r,

onde Sr denota as funções simétricas elementares de k1, . . . , kn.

Demonstração. Mostremos por indução em n. Se n = 1, temos

det(tI1 − A) = (t− k1)

= (−1)0S0t
1−0 + (−1)1S1t

1−1

=
1∑
r=0

(−1)rSrt
1−r.

Se n = 2,

det(tI2 − A) =
2∏
r=1

(t− kr)

= (t− k1)(t− k2)

= t2 − tk1 − tk2 + k1k2

= t2 − t(k1 + k2) + k1k2

= (−1)0S0t
2−0 + (−1)1S1t

2−1 + (−1)2S2t
2−2

=
2∑
r=0

(−1)rSrt
2−r,

onde S0 = 1, S1 = k1 + k2 e S2 = k1k2.

Suponha que a a�rmação seja válida para n, e mostremos que é válida para n+1.

De fato,

det(tIn+1 − A) =
n+1∏
r=1

(t− kr) =
n∏
r=1

(t− kr)(t− kn+1).

Por hipótese de indução

n∏
r=1

(t− kr) =
n∑
r=0

(−1)rSrt
n−r
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daí,

det(tIn+1 − A) =
n∑
r=0

(−1)rSrt
n−r(t− kn+1)

=
n∑
r=0

(−1)rSrt
n−r+1 +

n∑
r=0

(−1)r+1Srkn+1t
n−r

=
n−1∑
r=−1

(−1)r+1Sr+1t
n+1−r−1 +

n∑
r=0

(−1)r+1Srkn+1t
n−r

=
n−1∑
r=−1

(−1)r+1Sr+1t
n−r +

n∑
r=0

(−1)r+1Srkn+1t
n−r

=
n−1∑
r=0

(−1)r+1 (Sr+1 + Srkn+1) tn−r + tn+1 + (−1)n+1k1k2 · . . . · kn+1.

Agora que denotando σjk = σr(k1, . . . , kn), j ≥ r, temos Sr+1 = σnr+1(k1, . . . , kn) e

Srkn+1 = σr(k1, . . . , kn)kn+1

=
∑

i1<...<in

ki1 · · · kin · kn+1

=
∑

i1<...<in+1

ki1 · · · kin+1 = σn+1
r .

Assim σr+1+σn+1
r = σn+1

r+1 e com um certo de abuso de notação, chamemos σn+1
r+1 = Sr+1.

Logo

det(tIn+1 − A) =
n−1∑
r=0

(−1)r+1Sr+1t
n−r + (−1)0σn+1

0 tn+1−0 + (−1)n+1−0σn+1
n+1t

n+1−(n+1)

=
n+1∑
r=0

(−1)rSrt
n+1−r

o que conclui a demonstração.

De�nição 2.20 A r-ésima curvatura média Hr da hipersuperfície tipo-espaço Mn é

de�nida por:

(i) H0 = 1;

(ii)

(
n

r

)
Hr = (−1)rσr(k1, . . . , kn) = σr(−k1, . . . ,−kn), 1 ≤ r ≤ n.
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Em particular, H1 = − 1
n

∑n
i=1 ki = − 1

n
tr(A) = H é a curvatura média de M, a

qual é a principal curvatura extrínseca da hipersuperfície.

A motivação pela escolha do sinal (−1)r na de�nição de Hr é dada pelo fato de

que o vetor curvatura média
−→
H (que é de�nido como

−→
H = − 1

n
tr(A)N) se escreverá

como
−→
H = HN .

Proposição 2.21 A curvatura média H(p) é positiva em p ∈ M se, e somente se,
−→
H (p) esta na mesma orientação tipo-tempo de N(p).

Demonstração. Com efeito,

〈
−→
H,N〉 = 〈HN,N〉 = H 〈N,N〉 = − H,

onde 〈N,N〉 = −1.

Logo, por (1.13) item (iii), temos que para todo p ∈M,

H(p) = − 〈
−→
H,N〉p > 0 ⇔ 〈

−→
H,N〉p < 0,

isto é, C(
−→
H (p)) = C(N(p)).

2.7 As Transformações de Newton Tr

Nesta seção, vamos introduzir as Transformações de Newton, que serão de�nidas

a partir do operador de forma A. Mostraremos as suas principais propriedades, e

usaremos estas aplicações no próximo capítulo para obter as Fórmulas Integrais tipo -

Minkowski no espaço de Sitter (cf. também [13], 2.2).

De�nição 2.22 De acordo com a de�nição de r-ésima curvatura média, as transfor-

mações de Newton

Tr : X(M) −→ X(M), 0 ≤ r ≤ n,

são dadas por,

Tr =

(
n

r

)
HrI +

(
n

r − 1

)
Hr−1A+ · · ·+

(
n

1

)
H1A

r−1 + Ar,

onde I denota a identidade em X(M), ou indutivamente por,

T0 = I e Tr =

(
n

r

)
HrI + ATr−1.



Capítulo 2. As Transformações de Newton Tr 85

Lema 2.2 Seja p ∈ M . O operador Tr : TpM −→ TpM , é linear, auto-adjunto e

comuta com o operador de forma A.

Demonstração. De fato, note primeiramente que

Trv =

(
r∑
i=0

(
r

i

)
HiA

r−i

)
v,

daí,

〈Trv, w〉 =

〈(
r∑
i=0

(
r

i

)
HiA

r−i

)
v, w

〉

=

〈
r∑
i=0

(
r

i

)
HiA

r−i(v), w

〉

=
r∑
i=0

(
r

i

)
Hi

〈
Ar−i(v), w

〉
,

sendo A auto-adjunto e a métrica bilinear, obtemos

〈Trv, w〉 =
r∑
i=0

(
r

i

)
Hi

〈
v, Ar−i(w)

〉
=

〈
v,

r∑
i=0

(
r

i

)
HiA

r−i(w)

〉
= 〈v, Trw〉 ,∀ v, w ∈ TpM.

Logo Tr é auto-adjunto.

Para a comutatividade, basta ver que,

Tr ◦ A =

(
r∑
i=0

(
r

i

)
HiA

r−i

)
◦ A

=
r∑
i=0

(
r

i

)
HiA

r−i+1

=
r∑
i=0

(
r

i

)
HiA ◦ Ar−i

= A ◦

(
r∑
i=0

(
r

i

)
HiA

r−i

)
= A ◦ Tr.
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Observe que a Proposição 2.19 nos diz que o polinômio característico de A pode

ser escrito em termos de Hr. Isto é

pA(t) = det(tI − A) =
n∑
i=0

(
n

i

)
Hit

n−i

e pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

Tn =
n∑
i=0

(
n

i

)
HiA

n−i = pA(A) = 0,

onde H0 = 1.

Proposição 2.23 (Propriedades)

(i) Seja E1, . . . , En um referencial local ortonormal em M que diagonaliza o operador

A, isto é, AE1 = kiEi, i = 1, . . . , n então, esta referencial, também diagonaliza

cada Tr, e TrEi = λi,rEi com

λi,r = (−1)r
∑

i1<···<ir,ij 6=i

ki1 · · · kir =
∑

i1<···<ir,ij 6=i

(−ki1) · · · (−kir).

(ii) Para cada 1 ≤ r ≤ n− 1,

tr(Tr) = (r + 1)

(
n

r + 1

)
Hr

e

tr(A ◦ Tr) = −(r + 1)

(
n

r + 1

)
Hr+1

(iii) Para cada V ∈ X(M) e cada 1 ≤ r ≤ n− 1,

tr (Tr(∇VA)) = −
(

n

r + 1

)
〈∇Hr+1, V 〉

Demonstração.

(i) Fixemos i, 1 ≤ i ≤ n, e apliquemos indução sobre r.

Se r = 0, então

T0Ei = IEi = 1Ei = λi,0Ei.

Suponha que seja válido para r e mostremos ser válido para r + 1. Seja

TrEi = λi,rEi,
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onde λi,r = (−1)r
∑

i1<···<i1

ki1 · · · kir , é a hipótese de indução.

Uma vez que Tr+1Ei =
(
n
r+1

)
HrI + ATr1 , temos que

Tr+1Ei =

(
n

r + 1

)
Hr+1I + ATr

=

(−1)r+1
∑

i1<···<ir+1

ki1 · · · kir+1

Ei + A ◦ TrEi

=

(−1)r+1
∑

i1<···<ir+1

ki1 · · · kir+1

Ei + A(λi,rEi)

=

(−1)r+1
∑

i1<···<ir+1

ki1 · · · kir+1

Ei + λi,rkiEi,

pela hipótese de indução, obtemos

Tr+1Ei =

(−1)r+1
∑

i1<···<ir+1

ki1 · · · kir+1

Ei +

[(
(−1)r

∑
i1<···<ir

ki1···kir

)
ki

]
Ei

=

(−1)r+1
∑

i1<···<ir+1

ki1 · · · kir+1 + (−1)r
∑

i1<···<ir+1

ki1 · · · kir+1

Ei
−

(−1)r
∑

i1<···<ir+1,ij 6=i

ki1 · · · kir+1

Ei,
de onde concluímos,

Tr+1Ei =

−(−1)r
∑

i1<···<ir+1

ki1 · · · kir+1 + (−1)r
∑

i1<···<ir+1

ki1 · · · kir+1

Ei
+

(−1)r+1
∑

i1<···<ir+1,ij 6=i

ki1 · · · kir+1

Ei.
Portanto

Tr+1Ei = (−1)r+1

 ∑
i1<···<ir+1,ij 6=i

ki1 · · · kir+1

Ei = λi,r+1Ei.

(ii) Para o mesmo referencial dado no item anterior,

tr(Tr) =
n∑
i=1

〈TrEi, Ei〉 =
n∑
i=1

〈λi,rEi, Ei〉 =
n∑
i=1

λi,r 〈Ei, Ei〉 ,
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pela expressão de λi,r,

tr(Tr) =
n∑
i=1

〈Ei, Ei〉

(−1)r
∑

i1<···<ir+1,ij 6=i

ki1 · · · kir


= (n− r)(−1)r

∑
i1<···<ir

ki1 · · · ki1

= (n− r)
(
n

r

)
Hr

= (r + 1)

(
n

r + 1

)
Hr.

Usando o que mostramos acima, temos

tr(A ◦ Tr) = tr(Tr+1)− tr
((

n

r + 1

)
Hr+1I

)
= (n− (r + 1))

(
n

r + 1

)
Hr+1 − n

(
n

r + 1

)
Hr+1

=

(
(n− r − 1)

(
n

r + 1

)
− n

(
n

r + 1

))
Hr+1

=

(
(n− r − 1− n)

(
n

r + 1

))
Hr+1

=

(
(−r − 1)

(
n

r + 1

))
Hr+1

= −(r + 1)

(
n

r + 1

)
Hr+1.

(iii) Seja E1, . . . , En um referencial ortonormal local em Mn que diagonaliza o oper-

ador A em um ponto p ∈M , isto é, AEi = kiEi, i = 1, . . . , n, então

(∇VA) (Ei) = ∇V (AEi)− A(∇VEi)

= ∇V (kiEi)− A

(
n∑
j=1

〈∇VEi, Ej〉Ej

)

= ki∇VEi + V (ki)Ei −
n∑
j=1

〈∇VEi, Ej〉AEj

= ki

n∑
j=1

〈∇VEi, Ej〉Ej + V (ki)Ei −
n∑
j=1

〈∇VEi, Ej〉 kjEj

=
n∑

j=1,i 6=j

(ki − kj) 〈∇VEi, Ej〉Ej + V (ki)Ei.
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Assim,

tr (Tr ◦ ∇VA) =
n∑
i=1

〈Tr(∇VA)Ei, Ei〉

=
n∑
i=1

〈
Tr

(
V (ki)Ei +

n∑
j=1,i 6=j

(ki − kj) 〈∇VEi, Ej〉Ej

)
, Ei

〉

=
n∑
i=1

〈Tr(V (ki))Ei, Ei〉

+
n∑
i=1

〈
Tr

(
n∑

j=1,i 6=j

(ki − kj) 〈∇VEi, Ej〉Ej

)
, Ei

〉
,

isto é,

tr (Tr ◦ ∇VA) =
n∑
i=1

V (ki) 〈TrEi, Ei〉

+
n∑
i=1

n∑
j=1,i 6=j

(ki − kj) 〈∇VEi, Ej〉 〈TrEj, Ei〉

=
n∑
i=1

V (ki)λr,i 〈Ei, Ei〉

+
n∑
i=1

n∑
j=1,i 6=j

(ki − kj) 〈∇VEi, Ej〉λr,j 〈Ej, Ei〉︸ ︷︷ ︸
=0

=
n∑
i=1

V (ki)λr,i,

uma vez que E1, . . . , En é um referencial ortonormal.

Portanto

tr(Tr ◦ ∇VA) =
n∑
i=1

V (ki)λi,r

= −
n∑
i=1

V (−ki)
∑

i1<···<ir,ij 6=i

(−ki1) · · · (−kir)

= −V

 n∑
i=1

(−ki)
∑

i1<···<ir,ij 6=i

(−ki1) · · · (−kir)


= −V

 ∑
i1<···<ir+1,ij 6=i

(−ki1) · · · (−kir+1)

 ,
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isto é,

tr(Tr ◦ ∇VA) = −V
((

n

r + 1

)
Hr+1

)
= −

(
n

r + 1

)
V (Hr+1)

= −
(

n

r + 1

)
〈∇Hr+1, V 〉 ,

onde ∇Hr+1 denota o gradiente de Hr+1.

2.8 As Divergências das Transformações de Newton

Antes da próxima de�nição, convém relembrar a de�nição de diferencial covari-

ante de um tensor. Tomando Tr com um tensor do tipo (1, 1) em M , a diferencial

covariante, ∇Tr é dada por

∇Tr(X, Y ) = (∇XTr)(Y ) = ∇X(TrY )− Tr(∇XY ), ∀ X, Y ∈ X(M).

De�nição 2.24 A divergência da transformação de Newton Tr, 0 ≤ r ≤ n, é o vetor

divTr dado por

divTr = tr(∇Tr) =
n∑
i=1

(∇EiTr)Ei,

onde E1, . . . , En denota um referencial local ortonormal em Mn.

Proposição 2.25 Seja Tr : X(M)→ X(M) um campo de tensores do tipo (1, 1) em M

tal que em cada ponto p ∈ M, Tr : TpM → TpM é um operador linear e auto-adjunto.

Então para todo campo E ∈ X(M) o campo de tensores ∇ETr : X(M)→ X(M) do tipo

(1, 1) em M, em cada ponto p ∈ M, de�ne um operador linear ∇ETr : TpM → TpM

auto-adjunto.

Demonstração. Pela própria de�nição de conexão, ∇ETr é linear. Para mostrar que

é auto-adjunta observe que

〈(∇ETr)(X), Y 〉 = 〈∇E(TrX)− Tr(∇EX), Y 〉

= 〈∇E(TrX), Y 〉 − 〈Tr(∇EX), Y 〉

= E 〈TrX, Y 〉 − 〈TrX,∇EY 〉 − 〈(∇EX), TrY 〉

= E 〈TrX, Y 〉 − 〈TrX,∇EY 〉 − E 〈X,TrY 〉+ 〈X,∇E(TrY )〉 ,
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sendo Tr auto-adjunto, temos

〈(∇ETr)(X), Y 〉 = E 〈X,TrY 〉 − 〈TrX,∇EY 〉 − E 〈X,TrY 〉+ 〈X,∇E(TrY )〉

= −〈TrX,∇EY 〉+ 〈X,∇E(TrY )〉

= −〈X,Tr(∇EY )〉+ 〈X,∇E(TrY )〉

= 〈X,∇E(TrY )− Tr(∇EY )〉

= 〈X, (∇ETr)(Y )〉 , ∀ X, Y ∈ X(M),

isto é, em cada ponto p ∈M, (∇ETr) é auto-adjunta.

Obteremos agora uma relação entre as divergências das transformações de Newton

e o tensor curvatura de M , mas precisamente o

Lema 2.3 As divergências das transformações de Newton Tr, 0 ≤ r ≤ n− 1 são dadas

por: {
div(T0) = 0

div(Tr) = A(div(Tr−1)) + (
∑n

i=1(R(N, Tr−1Ei)Ei))
>.

(2.24)

Equivalentemente, para todo campo X ∈ X(M),

〈div(Tr), X〉 =
r∑
j=1

n∑
i=1

〈
R(N, Tr−jEi)Ei, A

j−1X
〉
. (2.25)

Demonstração. Observe que para todo X, Y ∈ X(M)

(∇XI)(Y ) = ∇X(I(Y ))− I(∇XY ) = ∇X −∇X = 0,

assim,

div(T0) = div(I) =
n∑
i=1

〈∇EiI, Ei〉 = 0.

Agora, se r ≥ 1, da de�nição indutiva de Tr, temos que para quaisquer X, Y ∈ X(M),

(∇XTr)(Y ) = ∇X

((
n

r

)
HrI + A ◦ Tr−1

)
Y

= ∇X

((
n

r

)
Hr(Y ) + (A ◦ Tr−1)Y

)
= ∇X

((
n

r

)
Hr(Y )

)
+∇X(A ◦ Tr−1)Y,
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desta forma,

(∇XTr)(Y ) =

((
n

r

)
X(Hr)I

)
(Y ) +

(
n

r

)
Hr(∇XI)(Y )︸ ︷︷ ︸

(=0)

+∇X(A ◦ Tr−1)Y

=

(
n

r

)
〈∇(Hr), X〉 (Y ) + (∇XA)(Tr−1)Y ) + (A(∇XTr−1))(Y ).

Logo,

div(Tr) =
n∑
i=1

(∇EiTr)(Ei)

=
n∑
i=1

(
n

r

)
〈∇Hr, Ei〉+

n∑
i=1

(∇EiA)(Tr−1 ◦ Ei) +
n∑
i=1

(A(∇EiTr))(Ei)

=
n∑
i=1

(
n

r

)
〈∇Hr, Ei〉+

n∑
i=1

(∇EiA)(Tr−1 ◦ Ei) + A

(
n∑
i=1

〈∇EiTr−1, Ei〉

)
︸ ︷︷ ︸

div(Tr−1)

=

(
n

r

)
∇Hr +

n∑
i=1

(∇EiA)(Tr−1 ◦ Ei) + A(div(Tr−1).

Uma vez que ∇EiA é auto-adjunto, temos que, para qualquer X ∈ X(M)

〈(∇EiA)(Tr−1Ei), X〉 = 〈Tr−1Ei, (∇EiA)(X)〉 ,

pela equação de Codazzi (2.6)(
R(X, Y )N

)>
= (∇YA)(X,N)− (∇XA)(Y,N),

daí,

〈(∇EiA)(Tr−1Ei), X〉 = 〈Tr−1Ei, (∇EiA)(X)〉

= −
〈
R(X,Ei)N, Tr−1Ei

〉
+ 〈Tr−1Ei, (∇XA)(Ei)〉

=
〈
R(X,Ei)Tr−1Ei, N

〉
+ 〈(∇XA)(Ei), Tr−1Ei〉

=
〈
R(X,Ei)Tr−1Ei, N

〉
+ 〈Tr−1(∇XA)(Ei), Ei〉 .

Logo,

〈div(Tr), X〉 =

〈(
n

r

)
∇Hr +

n∑
i=1

(∇EiA)(Tr−1) + A(div(Tr−1)), X

〉

=

〈(
n

r

)
∇Hr, X

〉
+

n∑
i=1

〈(∇EiA)(Tr−1), X〉+ 〈A(div(Tr−1)), X〉 ,
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da expressão acima e bilinearidade da métrica, temos

〈div(Tr), X〉 =

(
n

r

)
〈∇Hr, X〉+

n∑
i=1

〈
R(X,Ei)Tr−1Ei, N

〉
+

n∑
i=1

〈(Tr−1 ◦ (∇XA)(Ei)), Ei〉︸ ︷︷ ︸
tr(Tr−1◦ (∇XA))

+ 〈A(div(Tr−1)), X〉 .

Pelo item (iii) da Proposição (2.23),

tr(Tr ◦ (∇XA)) = −
(

n

r + 1

)
〈∇Hr+1, X〉 ,

daí,

tr(Tr−1 ◦ (∇XA)) = −
(
n

r

)
〈∇Hr, X〉 .

Logo,

〈div(Tr), X〉 =

(
n

r

)
〈∇Hr, X〉+

n∑
i=1

〈
R(X,Ei)Tr−1Ei, N

〉
−
(
n

r

)
〈∇Hr, X〉+ 〈A(div(Tr−1)), X〉 .

Segue que

〈div(Tr), X〉 =
n∑
i=1

〈
R(X,Ei)Tr−1Ei, N

〉
+ 〈A(div(Tr−1)), X〉

=
n∑
i=1

〈
R(Ei, X)N, Tr−1Ei

〉
+ 〈A(div(Tr−1)), X〉

=
n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1Ei)Ei, X

〉
+ 〈A(div(Tr−1)), X〉 ,

como X ∈ X(M) é qualquer, segue que

div(Tr) = (R(N, Tr−1EI)Ei)
> + A(div(Tr−1))

Agora, mostraremos a equivalência.

Primeiramente, observe que div(T1) = (R(N, Tr−1Ei)Ei)
>, pois A(div(T0)) = 0.

Daí,

〈div(T1), X〉 =
〈
(R(N, Tr−1EI)Ei)

>, X
〉
,∀ X ∈ X(M).



Capítulo 2. As Divergências das Transformações de Newton 94

Suponhamos que o argumento seja válido para r− 1, e mostremos que também é

válido para r. Seja

〈div(Tr), X〉 =
r∑
j=1

n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1Ei)Ei, A

j−1X
〉
,

a hipótese de indução. Então

〈div(Tr), X〉 =
n∑
i=1

〈
(R(N, Tr−1Ei)Ei)

>, X
〉

+ 〈A(div(Tr−1)), X〉

=
n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1EI)Ei, X

〉
+ 〈div(Tr−1), AX〉

=
r−1∑
j=1

n∑
i=1

〈
Aj−1(R(N, Tr−1−jEi)Ei), AX

〉
+

n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1Ei)Ei, X

〉
.

Como A é auto-adjunto,

〈div(Tr), X〉 =
r−1∑
j=1

n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1−jEi)Ei, A

jX
〉

+
n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1Ei)Ei, X

〉
=

n∑
i=1

r∑
j+1=2

〈
R(N, Tr−(j+1)Ei)Ei, A

(j+1)−1X
〉

+
n∑
i=1

n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1Ei)Ei, X

〉
,

isto é,

〈div(Tr), X〉 =
n∑
i=1

r∑
j+1=2

〈
A(j+1)−1(R(N, Tr−(j+1)Ei)Ei), X

〉
+

n∑
i=1

n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1Ei)Ei, X

〉
=

n∑
i=1

〈(
r∑

j+1=2

A(j+1)−1(R(N, Tr−(j+1)Ei)Ei)

)
+R(N, Tr−1Ei)Ei, X

〉

=
n∑
i=1

r∑
j=1

〈
R(N, Tr−jEi)Ei, A

j−1X
〉
.

Assim, �ca mostrado que (2.24) implica (2.25).

Reciprocamente,

〈div(Tr), X〉 =
r−1∑
j−1=0

n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1−(j−1)Ei)Ei, A

j−1X
〉
.
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Com algumas propriedades,

〈div(Tr), X〉 =
n∑
i=1

〈
R(N, Tr−1Ei)Ei, X

〉
+

r−1∑
j=1

n∑
i=1

〈
R(N, T(r−1)−jEi)Ei, A

j−1(AX)
〉

=

〈
n∑
i=1

(R(N, Tr−1Ei)Ei)
>, X

〉
+ 〈div(Tr−1), AX〉 ,

=

〈
n∑
i=1

(R(N, Tr−1Ei)Ei)
>, X

〉
+ 〈A(div(Tr−1)), X〉

=

〈
n∑
i=1

(R(N, Tr−1Ei)Ei)
> + A(div(Tr−1)), X

〉
,

como X ∈ X(M) é qualquer, segue que,

div(Tr) =
n∑
i=1

R(N, Tr−1Ei)Ei)
> + A(div(Tr−1)).

Portanto (2.25) implica (2.24), o que conclui a demonstração do Lema.

Corolário 2.26 Se o espaço ambiente tem curvatura seccional constante, as transfor-

mações de Newton, Tr, 0 ≤ r ≤ n− 1 são livres de divergência, isto é,

divM(Tr) = tr (V → (∇V Tr)V ) = 0, ∀ V ∈ X(M).

Demonstração. Se o espaço ambiente tem curvatura seccional constante igual a C,

segue da fórmula de Gauss (2.4) que para todo X, Y ∈ X(M),

R(N,X)Y = C(〈Y,N〉X − 〈Y,X〉N)

= C 〈Y,X〉N,

assim, tomando a componente tangente de R, temos

(R(N,X)Y )> = 0, ∀ X, Y ∈ X(M).

Portanto pela equação (2.25), temos que div(Tr) = 0, 0 ≤ r ≤ n− 1.



Capítulo 3

Fórmulas Integrais Tipo-Minkowski

no espaço de Sitter

Neste capítulo desenvolveremos as Fórmulas Integrais tipo-Minkowski para o de

Sitter. No que segue, x : Mn → Sn+1
1 ↪→ Ln+2, denotará uma hipersuperfície tipo-

espaço compacta e com bordo ∂M imersa do espaço de Sitter. Consideremos Mn

orientada por um campo normal de vetores tipo-tempo e unitário N , apontando para

o passado. Além disso, ν ∈ TpM denotará o campo de vetores conormal, exterior e

unitário ao longo de ∂M , dS denotará o elemento área (n − 1)-dimensional de ∂M ,

e dM o elemento volume n-dimensional de ∂M com respeito a métrica induzida e a

orientação escolhida.

3.1 Fórmulas Integrais Tipo-Minkowski

Proposição 3.1 Fixados a, b ∈ Ln+2 com 〈a, b〉 6= 0, o campo de vetores dado por

Ya,b(x) =
1

〈a, b〉
(〈b, x〉 a− 〈a, x〉 b)

é um campo de Killing globalmente de�nido no espaço de Sitter o qual é ortogonal ao

vetor posição x.
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Demonstração. De fato,

〈Ya,b(x), x〉 =

〈
1

〈a, b〉
(〈b, x〉 a− 〈a, x〉 b) , x

〉
=

1

〈a, b〉
(〈b, x〉 〈a, x〉 − 〈a, x〉 〈b, x〉)

= 0.

Isso mostra que geometricamente Ya,b(x) determina uma direção ortogonal ao

vetor posição x no subespaço gerado por a e b.

Além disso, denotando por ∇ e ∇◦ as conexões de Levi-Civita de Sn+1
1 e Ln+2,

respectivamente, temos pela fórmula de Gauss (2.9)

〈∇V Ya,b,W 〉 =

〈
∇V

(
1

〈a, b〉
(〈b, x〉a− 〈a, x〉b)

)
,W

〉
=

1

〈a, b〉

(〈
∇V (〈b, x〉a),W

〉
−
〈
∇V (〈a, x〉b),W

〉)
=

1

〈a, b〉

(〈
∇◦V (〈b, x〉a) +

〈
V, 〈b, x〉a

〉
x,W

〉
−
〈
∇◦V (〈a, x〉b) +

〈
V, 〈a, x〉b

〉
x,W

〉)
,

da bilinearidade da métrica,

〈∇V Ya,b,W 〉 =
1

〈a, b〉

(〈
∇◦V (〈b, x〉a),W

〉
+ 〈b, x〉〈V, a〉〈x,W 〉

−
〈
∇◦V (〈a, x〉b),W

〉
+ 〈a, x〉〈V, b〉〈x,W 〉

)
=

1

〈a, b〉

(〈
∇◦V (〈b, x〉a),W

〉
−
〈
∇◦V (〈a, x〉b),W

〉)
=

1

〈a, b〉

(〈
〈b, x〉∇◦V a+ V 〈b, x〉a,W

〉
−
〈
〈a, x〉∇◦V b+ V 〈a, x〉,W

〉)
.

Uma vez que ∇◦V x = V , ∇◦V a = ∇◦V b = 0 e 〈x,W 〉 = 0, temos

〈∇V Ya,b,W 〉 =
1

〈a, b〉

(〈
〈b, x〉∇◦V a+ 〈∇◦V b, x〉a+ 〈b,∇◦V x〉a,W

〉
−
〈
〈a, x〉∇◦V b+ 〈∇◦V a, x〉+ 〈a,∇◦V x〉b,W

〉)
=

1

〈a, b〉

(〈
〈b,∇◦V x〉a,W

〉
−
〈
〈a,∇◦V x〉b,W

〉)
=

1

〈a, b〉

(
〈b, V 〉〈a,W 〉 − 〈a, V 〉〈b,W 〉

)
.
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Analogamente obtemos,

〈∇WYa,b, V 〉 =
1

〈a, b〉

(
〈b,W 〉〈a, V 〉 − 〈a,W 〉〈b, V 〉

)
.

Portanto,

〈∇V Ya,b,W 〉+ 〈∇WYa,b, V 〉 =
1

〈a, b〉

(
〈b, V 〉〈a,W 〉 − 〈a, V 〉〈b,W 〉

)
+

1

〈a, b〉

(
〈b,W 〉〈a, V 〉 − 〈a,W 〉〈b, V 〉

)
= 0,

para quaisquer campos V,W ∈ Sn+1
1 . Logo Ya,b é um campo de Killing.

Proposição 3.2 (Fórmulas Integrais Tipo-Minkowski)

Seja x : Mn → Sn+1
1 ↪→ Ln+2 uma hipersuperfície tipo-espaço, compacta com bordo

∂M e seja Y um campo de Killing em Sn+1
1 . Se a r-ésima curvatura média Hr de M

n

é constante para algum r, 1 ≤ r ≤ n, então:

(i)

∮
∂M

〈Tr−1ν, Y 〉 dS = r

(
n

r

)
Hr

∫
M

〈Y,N〉 dM ;

(ii)

∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS =

(
n− 1

r − 1

)
Hr

1

〈a, b〉

∮
∂M

det(x, v1, . . . , vn−1, a, b)dS,

onde v1, . . . , vn−1 é um referencial tangente ao longo de ∂M.

Demonstração.

(i) Denote por Y > ∈ X(M) a componente tangencial de Y. Assim se E1, . . . , En de

Mn é um referencial ortonormal local, então

divM(TrY
T ) =

n∑
i=1

〈
∇Ei(TrY

>), Ei
〉
,

mas,

(∇EiTr)(Y
>) = ∇Ei(TrY

>)− Tr(∇EiY
>)

e assim

∇Ei(TrY
>) = (∇EiTr)(Y

>) + Tr(∇EiY
>).

Usando que Tr e ∇V Tr são auto-adjuntos, para cada V ∈ X(M), temos

divM(TrY
>) =

n∑
i=1

〈
(∇EiTr)(Y

>) + Tr(∇EiY
>), Ei

〉
.
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Sendo ∇EiTr e Tr são auto-adjuntos,

divM(TrY
>) =

n∑
i=1

〈
(∇EiTr)(Y

>), Ei
〉

+
n∑
i=1

〈
Tr(∇EiY

>), Ei
〉

=
n∑
i=1

〈
Y >, (∇EiTr)(Ei)

〉
+

n∑
i=1

〈
∇EiY

>, TrEi
〉

=

〈
Y >,

n∑
i=1

(∇EiTr)(Ei)

〉
+

n∑
i=1

〈
∇EiY

>, TrEi
〉
,

uma vez que as Tr são livres de divergências, obtemos

divM(TrY
>) =

〈
Y >, divM(Tr)

〉
+

n∑
i=1

〈
∇EiY

>, TrEi
〉

=
n∑
i=1

〈
∇EiY

>, TrEi
〉
. (3.1)

Por outro lado, derivando covariantemente o campo de Killing Y = Y >−〈Y,N〉N

na direção de V ∈ X(M) e usando as fórmula de Gauss (2.9), temos

∇V Y = ∇V (Y > − 〈Y,N〉N)− 〈AV, Y 〉N

= ∇V Y
> −∇V (〈Y,N〉N)− 〈AV, Y 〉N

= ∇V Y
> − 〈Y,N〉∇VN − V (〈Y,N〉)N − 〈AV, Y 〉N

= ∇V Y
> − 〈Y,N〉∇VN − (V 〈Y,N〉+ 〈AV, Y 〉)N

Pela fórmula de Weingarten (2.10), ∇VN = − AV, temos

∇V Y
> = ∇V Y − 〈Y,N〉AV + (V 〈Y,N〉+ 〈AV, Y 〉)N.

Agora, fazendo produto escalar com W ∈ X(M) qualquer,〈
∇V Y

>,W
〉

=
〈
∇V Y,W

〉
− 〈Y,N〉 〈AV,W 〉+ 〈(V 〈Y,N〉+ 〈AV, Y 〉)N,W 〉︸ ︷︷ ︸

(=0)

=
〈
∇V Y,W

〉
− 〈Y,N〉 〈AV,W 〉 . (3.2)

Mas,

1

2

(〈
∇V Y

>,W
〉

+
〈
∇WY

>, V
〉)

=
1

2

(〈
∇V Y,W

〉
− 〈Y,N〉 〈AV,W 〉

+
〈
∇WY, V

〉
− 〈Y,N〉 〈AW,V 〉

)
.



Capítulo 3. Fórmulas Integrais Tipo-Minkowski 100

Sendo Y um campo de Killing no de Sitter, temos

1

2

(〈
∇V Y

>,W
〉

+
〈
∇WY

>, V
〉)

=
1

2

(〈
∇V Y,W

〉
+
〈
∇WY, V

〉)
− 1

2
(〈Y,N〉 〈AV,W 〉+ 〈Y,N〉 〈AW,V 〉)

= − 1

2
(〈Y,N〉 〈AV,W 〉+ 〈Y,N〉 〈AW,V 〉)

= − 1

2
(〈Y,N〉 〈V,AW 〉+ 〈Y,N〉 〈AW,V 〉)

= − 1

2
(2 〈Y,N〉 〈V,AW 〉)

= − 〈Y,N〉 〈V,AW 〉 , (3.3)

para quaisquer V,W ∈ X(M).

Sendo A um operador auto-adjunto, o Teorema Espectral, garante a existência de

um referencial ortonormal em M que diagonaliza A.

Seja E1, . . . , En tal referencial. Então pelo item (i) da Proposição (2.23)

〈
∇EiY

>, TrEi
〉

=
〈
∇EiY

>, λi,rEi
〉

= λi,r
〈
∇EiY

>, Ei
〉

=
〈
λi,r∇EiY

>, Ei
〉

=
〈
∇λi,rEiY

>, Ei
〉

=
〈
∇TrEiY

>, Ei
〉
, (3.4)

Fazendo V = TrEi e W = Ei em (3.3) e usando (3.4) temos

−〈Y,N〉 〈TrEi, AEi〉 =
1

2

(〈
∇TrEiY

>, Ei
〉

+
〈
∇EiY

>, TrEi
〉)

=
1

2

(〈
∇EiY

>, TrEi
〉

+
〈
∇EiY

>, TrEi
〉)

=
1

2

(
2
〈
∇EiY

>, TrEi
〉)

=
〈
∇EiY

>, TrEi
〉
,
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de (3.1),

divM(TrY
>) =

n∑
i=1

〈
∇EiY

>, TrEi
〉

= −〈Y,N〉
n∑
i=1

〈ATrEi, Ei〉

= −〈Y,N〉 tr(A ◦ Tr)

= −〈Y,N〉
(
−(r + 1)

(
n

r + 1

)
Hr+1

)
= (r + 1)

(
n

r + 1

)
〈Y,N〉Hr+1.

Assim,

divM(Tr−1Y
>) = r

(
n

r

)
〈Y,N〉Hr.

Sendo ν um campo conormal, exterior e unitário ao longo de ∂M , temos pelo

Teorema da Divergência, que∮
∂M

〈Tr−1ν, Y 〉 dS =

∫
M

divM(Tr−1Y
>)dM

= r

(
n

r

)
Hr

∫
M

〈Y,N〉 dM.

(ii) De�nimos em Mn a (n− 1) forma diferencial

θa,b(v1, . . . , vn−1) = det(x, v1, . . . , vn−1, a, b).

Então, pela fórmula de Gauss (2.9) e Weingarten (2.10), temos

(∇Zθa,b)(X1, . . . , Xn−1)

= Z(θa,b(X1, . . . , Xn−1))−
n−1∑
i=1

θa,b(X1, . . . ,∇ZXi, . . . , Xn−1),

mas,

Z(θa,b(X1, . . . , Xn−1))

= Z(det(x,X1, . . . , Xn−1, a, b))

= det(∇◦Zx,X1, . . . , Xn−1, a, b) +
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . ,∇◦ZXi, . . . , Xn−1, a, b)

+ det(x,X1, . . . , Xn−1,∇◦Za, b) + det(x,X1, . . . , Xn−1, a,∇◦Zb)

= det(Z,X1, . . . , Xn−1, a, b) +
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . ,∇◦ZXi, . . . , Xn−1, a, b)
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onde ∇◦Za = ∇◦Zb = 0. Logo

Z(θa,b(X1, . . . , Xn−1))

= det(Z,X1, . . . , Xn−1, a, b) +
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . ,∇◦ZXi, . . . , Xn−1, a, b)

= det(Z,X1, . . . , Xn−1, a, b) +
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . ,∇ZXi − 〈AXi, Z〉N

− 〈Xi, Z〉x, . . . , Xn−1, a, b)

= det(Z,X1, . . . , Xn−1, a, b) +
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . ,∇ZXi, . . . , Xn−1, a, b)

− 〈AXi, Z〉
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . , N, . . . , Xn−1, a, b)

− 〈Xi, Z〉
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . , x, . . . , Xn−1, a, b),

o que implica

Z(θa,b(X1, . . . , Xn−1))

= det(Z,X1, . . . , Xn−1, a, b) +
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . ,∇ZXi, . . . , Xn−1, a, b)

− 〈AXi, Z〉
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . , N, . . . , Xn−1, a, b),

e também,

(∇Zθa,b)(X1, . . . , Xn−1) = det(Z,X1, . . . , Xn−1, a, b)

+
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . ,∇ZXi, . . . , Xn−1, a, b)

− 〈AXi, Z〉
n−1∑
i=1

det(x,X1, . . . , N, . . . , Xn−1, a, b)

−
n−1∑
i=1

θa,b(X1, . . . ,∇ZXi, . . . , Xn−1, a, b)

de onde concluímos

(∇Zθa,b)(X1, . . . , Xn−1) = det(Z,X1, . . . , Xn−1, a, b)

−
n−1∑
i=1

〈AXi, Z〉 det(x,X1, . . . , N, . . . , Xn−1, a, b),
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para todo Z,X1, . . . , Xn−1 ∈ X(M).

Então, pelo corolário (1.40) a derivada exterior de θa,b, é dada por

dθa,b(X1, . . . , Xn)

=
n∑
i=1

(−1)i(∇Xiθa,b)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)

=
n∑
i=1

(−1)i det(Xi, . . . , X̂i, . . . , a, b)

−
n∑
i=1

(−1)i
n−1∑

j=1,i 6=j

〈AXj, Xi〉 det(x, . . . , X̂i, . . . , X̂j,
j

N, . . . , a, b),

onde X1, . . . , Xn é um referencial local ortonormal tangente em Mn que diago-

naliza o operador de forma A. Assim,

dθa,b(X1, . . . , Xn)

=
n∑
i=1

(−1)i(−1)i−1 det(X1, . . . , Xn, a, b)

=
n∑
i=1

(−1)2i(−1)−1 det(X1, . . . , Xn, a, b)

= −
n∑
i=1

1i det(X1, . . . , Xn, a, b)

= − n det(X1, . . . , Xn, a, b).

Então escrevendo

a = a> − 〈a,N〉N + 〈a, x〉x e b = b> − 〈b,N〉N + 〈b, x〉x,

concluímos que

dθa,b = n(〈a,N〉 〈b, x〉 − 〈b,N〉 〈a, x〉)dM,

e consequentemente,

dθa,b = n(〈a,N〉 〈b, x〉 − 〈b,N〉 〈a, x〉)dM

= n(〈〈b, x〉 a− 〈a, x〉 b,N〉)dM

= n(〈〈a, b〉Ya,b, N〉)dM

= n(〈a, b〉 〈Ya,b, N〉)dM.
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Agora, usando o Teorema de Stokes, temos∮
∂M

θa,bdS =

∫
M

dθa,b =

∫
M

n 〈a, b〉 〈Ya,b, N〉 dM

= n 〈a, b〉
∫
M

〈Ya,b, N〉 dM.

Por outro lado, aplicando o item (i) da Proposição (3.2) ao campo de Killing Ya,b,

obtemos∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS = r

(
n

r

)
Hr

∫
M

〈Ya,b, N〉 dM

=
r

n

(
n

r

)
1

〈a, b〉
Hr

∮
∂M

θa,bdS

=

(
n− 1

r − 1

)
1

〈a, b〉
Hr

∮
∂M

det(x, v1, . . . , vn−1, a, b)dS.



Capítulo 4

Resultados Principais

No presente capítulo, apresentaremos os resultados deste trabalho. Para a demons-

tração, utilizaremos as Fórmulas Integrais Tipo-Minkowski apresentadas no capítulo

anterior. Logo após, faremos uma aplicação deste resultado quando o bordo é esférico.

4.1 Uma Fórmula do Fluxo para o Campo Ya,b

Se Σ é uma subvariedade fechada (n − 1)-dimensional em Ln(τ) ↪→ Hn+1, uma

hipersuperfície tipo-espaço x : Mn → Hn+1 é dita uma hipersuperfície com bordo Σ

se a restrição da imersão x ao bordo ∂M é um difeomor�smo sobre Σ. Neste caso,

identi�camos ∂M = Σ.

Observação 4.1 Para a demonstração será utilizado o Teorema de Dualidade de

Alexander (cf. [20], pág.77) que para o nosso propósito terá a �nalidade de que dado

um n-ciclo1 imerso em um espaço simplesmente conexo, ele é o bordo de um domínio

compacto imerso neste espaço.

Passemos agora à prova do resultado principal deste trabalho que corresponde ao Teo-

rema 1 da referência [14].

Teorema 4.1 Seja x : Mn → Hn+1 ⊂ Sn+1
1 uma imersão tipo-espaço de uma hiper-

superfície compacta, cujo bordo é uma subvariedade mergulhada (n − 1)-dimensional

1Veja de�nição em [20], pág. 1.
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Σ = x(∂M) a qual esta contida num hiperplano horizontal Ln(τ), para algum τ > 0.

Seja Ya,b um campo de Killing
1

〈a, b〉
(〈b, .〉 a−〈a, .〉 b) em Sn+1

1 . Se a r-ésima curvatura

média Hr é constante, para algum r, 1 ≤ r ≤ n, então∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS = −r
(
n

r

)
Hrvol(Ω),

onde Tr−1 : X(M) → X(M) é a (r − 1)-ésima transformação de Newton associada a

segunda forma fundamental de x, e Ω é um domínio em Ln(τ) limitado por Σ.

Demonstração. Notemos inicialmente que para uma escolha adequada da orientação

em M e Ω, podemos supor que M ∪ Ω é um n-ciclo de Hn+1. Então pela Obser-

vação (4.1) temos que M ∪ Ω = ∂D, onde D é um domínio compacto, orientado

e imerso em Hn+1 ⊂ Sn+1
1 (mais precisamente, podemos escolher as orientações de

M e Ω de tal modo que ambas apontem para fora em relação ao bordo do domínio D).

Por outro lado, uma vez que Ya,b é um campo de Killing no de Sitter, temos que

〈
∇V Ya,b,W

〉
+
〈
V,∇WYa,b

〉
= 0, ∀ V,W ∈ X(Sn+1

1 ),

em particular, quando V = W ,

〈
V,∇V Ya,b

〉
= 0. (4.1)

Agora, sendo {E1, . . . , En+1} ⊂ X(Sn+1
1 ) um referencial ortonormal em uma vizinhança

de p ∈ Sn+1
1 , temos

divSn+1
1

(Ya,b) =
n+1∑
i=1

〈
∇EiYa,b, Ei

〉
.

Assim, segue da equação (4.1) que

〈
∇EiYa,b, Ei

〉
= 0,

logo divSn+1
1

(Ya,b) = 0.

Uma vez que Hn+1 é a metade do de Sitter, temos que isso também é verdade

para Hn+1.

Assim pelo Teorema da Divergência,∮
∂D

〈Ya,b, v〉 dS =

∫
D

divSn+1
1

(Ya,b) = 0,
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onde v ∈ TxD denota o vetor, unitário e conormal apontando para fora ao longo de ∂D

e dS é o elemento área n-dimensional induzida de ∂D. Então, uma vez que N e Nτ

estão na mesma orientação, obtemos que∫
M

〈Ya,b, N〉 dM −
∫

Ω

〈Ya,b, Nτ 〉 dΩ = 0.

Daí,∫
M

〈Ya,b, N〉 dM

=

∫
Ω

〈Ya,b, Nτ 〉 dΩ

=

∫
Ω

〈
1

〈a, b〉
(〈b, x〉 a− 〈a, x〉 b), Nτ

〉
dΩ

=

∫
Ω

1

〈a, b〉
(〈b, x〉 〈a,Nτ 〉 − 〈a, x〉 〈b,Nτ 〉)dΩ

=
1

〈a, b〉

∫
Ω

(〈b, x〉
〈
a,

1

τ
a− x

〉
− 〈a, x〉

〈
b,

1

τ
a− x

〉
)dΩ

=
1

〈a, b〉

∫
Ω

(〈b, x〉 1

τ
〈a, a〉 − 〈b, x〉 〈a, x〉 − 〈a, x〉 1

τ
〈b, a〉+ 〈a, x〉 〈b, x〉)dΩ

=
1

〈a, b〉

∫
Ω

(〈b, x〉 1

τ
〈a, a〉 − 〈a, x〉 1

τ
〈b, a〉)dΩ,

sendo 〈a, a〉 = 0, temos∫
M

〈Ya,b, N〉 dM = − 1

〈a, b〉

∫
Ω

〈a, x〉 1

τ
〈b, a〉 dΩ

= − 1

〈a, b〉

∫
Ω

τ
1

τ
〈b, a〉 dΩ

= −
∫

Ω

dΩ

= − vol(Ω).

Pelo item (i) da Proposição (3.2), obtemos∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS = r

(
n

r

)
Hr

∫
M

〈Ya,b, N〉 dM

= r

(
n

r

)
Hr(− vol(Ω))

= − r

(
n

r

)
Hrvol(Ω).
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Como uma consequência do teorema anterior, consideremos o modelo warped

− R×exp(t) Rn para Hn+1, como em (2.17). Neste modelo, desde que K aponta para o

passado, temos que

K(t, p) = − exp(t)

(
∂

∂t

)
(t,p)

.

Observe que pela proposição (2.13), o campo K de�nido acima é tipo-tempo, conforme

fechado e tem fator conforme igual a − exp(t). Diante disso temos o seguinte resultado:

Corolário 4.2 Seja x : Mn → Hn+1 ⊂ Sn+1
1 uma imersão tipo-espaço de uma hiper-

superfície compacta, cujo bordo é uma subvariedade mergulhada (n − 1)-dimensional

Σ = x(∂M) a qual esta contida num hiperplano horizontal Ln(τ), para algum τ > 0. Se

a r-ésima curvatura média Hr é constante, para algum r, 1 ≤ r ≤ n, e que b ∈ Ln(τ).

Então ∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS =
r

n+ 1

(
n

r

)
Hr

d

dt
vol(ϕt(Ω))

∣∣∣∣
t=0

,

onde t = ln(τ), ϕt é o �uxo de K e Ω é um domínio em Ln(τ) limitado por Σ.

Demonstração. Seja ϕ o �uxo local gerado pelo campo K, e para cada t ∈ R,

seja Dt o domínio de ϕt. Se Ω é um domínio de integração compacto contido em Dt,

então

vol(ϕt(Ω)) =

∫
ϕt(Ωt)

dΩt =

∫
Ω

ϕ∗t (dΩt), (4.2)

onde dΩt denota o elemento volume n-dimensional de ϕt(Ω) com respeito a métrica

induzida e na segunda igualdade foi usando o teorema de mudança de variáveis para

integrais múltiplas.

Como o integrando é uma função suave de t, podemos diferenciar esta expressão

com respeito a t pela derivação sob o sinal de integração (em verdade, usamos a partição

da unidade para expressar a integral como soma de integrais com domínios em Rn, e

então aplicamos a derivação sob o sinal de integração em cada uma delas).

Assim, usando (4.2) e os Lemas (1.11) e (1.12), obtemos

d

dt
vol(ϕt(Ω))

∣∣∣∣
t=t0

=

∫
Ω

d

dt
(ϕ∗t (dΩt))

∣∣∣∣
t=t0

=

∫
Ω

ϕ∗t0(LK(dΩt0)) =

∫
Ω

ϕ∗t0(divK dΩt0).

E do teorema de mudança de variáveis, concluímos

d

dt
vol(ϕt(Ω))

∣∣∣∣
t=t0

=

∫
ϕt0 (Ω)

divK dΩt0 .
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Como K é um campo conforme e fechado com fator conforme φ = − exp(t), temos

pela Proposição (2.15) que o divergente de K é dado por

divK = − (n+ 1) exp(t).

Assim

d

dt
vol(ϕt(Ω))

∣∣∣∣
t=t0

= − (n+ 1) exp(t0)

∫
ϕt0 (Ω)

dΩt0

= − (n+ 1) exp(t0)vol(ϕt0(Ω)).

Consequentemente, tomando t0 = 0, temos

d

dt
vol(ϕt(Ω))

∣∣∣∣
t=0

= − (n+ 1) exp(0)vol(ϕ0(Ω)) = − (n+ 1)vol(Ω).

Logo,

− 1

n+ 1

d

dt
vol(ϕt(Ω))

∣∣∣∣
t=0

= vol(Ω),

e portanto, pelo teorema (4.1)∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS =
r

n+ 1

(
n

r

)
Hr

d

dt
vol(ϕt(Ω))

∣∣∣∣
t=0

.

4.2 Bordo Esférico e Curvatura Média

Nesta parte, faremos uma aplicação do Teorema (4.1) no caso em que o bordo é

esférico, obtendo assim, uma relação entre a curvatura média H de Mn e a geometria

do seu bordo. Em todo o desenvolvimento desta aplicação consideraremos N como um

campo normal, unitário apontando para o futuro, para assim, usarmos a Estimativa

do gradiente. Resultado este, devido a Montiel [24] e que se encontra demonstrado no

Apêndice deste trabalho.

Proposição 4.3 (Estimativa do Gradiente) Seja ψ : Mn → Hn+1 uma imersão

tipo-espaço de uma variedade compactaMn com bordo não-vazio no Steady State space.

Suponha que ψ tenha curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo unitário

e normal N apontando para o passado e que a aplicação ψ leva ∂Mn no slice temporal

Ln(τ), para algum τ > 0. Então podemos escolher um campo unitário e normal n da
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imersão ψ
∣∣
∂Mn : ∂Mn → Ln(τ) tal que 〈N, n〉 > 0. Assuma que, com respeito a esta

orientação, a curvatura média de ψ
∣∣
∂Mn : ∂Mn → Ln(τ) é não negativa. Então

H 〈ψ, a〉+ 〈N, a〉 ≥ 0,

e também 〈N, a〉 ≥ −Hτ em Mn,

e seja o,

Teorema 4.4 Seja x : Mn → Hn+1 ⊂ Sn+1
1 uma imersão tipo-espaço de uma hiper-

superfície compacta Mn com bordo não-vazio ∂M no Steady State space. Suponha que

Mn tem curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo normal unitário

N apontando para o futuro e que ∂M = Sn−1(b, ρ) é uma esfera geodésica (n − 1)-

dimensional com centro em b e raio ρ contida num hiperplano horizontal Ln(τ), para

algum τ > 0. Então

ρH −
∣∣∣∣1− ρ2

2

∣∣∣∣√H2 − 1 ≤ 1.

Demonstração. Consideremos Sn−1(b, ρ) = {x ∈ Ln(τ); d(x, b) = ρ} como sendo a

esfera geodésica (n − 1)-dimensional com centro b e raio ρ > 0 contida no hiperplano

Ln(τ) ↪→ Hn+1. Mostremos primeiramente que

Sn−1(b, ρ) = {x ∈ Ln(τ); 〈x− b, x− b〉 = ρ2}

ou equivalentemente,

Sn−1(b, ρ) =

{
x ∈ Ln(τ); 〈x, b〉 = 1− ρ2

2

}
uma vez que

ρ2 = 〈x− b, x− b〉 = 〈x, x〉 − 2 〈x, b〉+ 〈b, b〉 = 2− 2 〈x, b〉

temos, −2 〈x, b〉 = −2 + ρ2, isto é, 〈x, b〉 = 1− ρ2

2
.

Por um lado, observe que

Tb(L
n(τ)) = {v ∈ Ln+2; 〈v, b〉 = 0 e 〈v, a〉 = 0}.

Por outro lado, dada γv : R → Ln(τ), de�nida por γv(s) = − s2

2τ
a + vs + b,

que parte de b na direção de v ∈ Tb(L
n), |v| = 1 é uma geodésica. Com efeito,

primeiramente vejamos que γv(R) ⊂ Ln(τ), mas isso segue de〈
− s

2

2τ
a+ vs+ b, a

〉
= − s

2

2τ
〈a, a〉+ s〈v, a〉+ 〈b, a〉 = τ, ∀ s ∈ R,
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uma vez que 〈a, a〉 = 〈v, a〉 = 0 e b ∈ Ln(τ). Para ver que γv(s) é uma geodésica de

Ln(τ), basta ver que γ′′v (s) = − 1

τ
a e dai decorre que 〈γ′′v (s), a〉 = − 1

τ
〈a, a〉 = 0.

Assim dado q ∈ Sn−1(b, ρ), como q = γv(ρ) para alguma geodésica γv onde

γv(0) = b, temos que q = − ρ2

2τ
a+ vρ+ b, donde 〈q, b〉 = 1− ρ2

2
e portanto

Sn−1(b, ρ) ⊂
{
x ∈ Ln(τ); 〈x, b〉 = 1− ρ2

2

}
.

Reciprocamente, dado q ∈
{
x ∈ Ln(τ); 〈x, b〉 = 1− ρ2

2

}
, consideremos

v =
1

ρ

(
q +

ρ2

2τ
a− b

)
∈ Ln+2

e observemos que

〈v, b〉 =
1

ρ
〈q, b〉+

ρ

2τ
〈a, b〉 − 1

ρ
〈b, b〉 =

1

ρ
〈q, b〉+

ρ

2
− 1

ρ

=
1

ρ

(
1− ρ2

2

)
+
ρ

2
− 1

ρ
= 0.

Portanto v ∈ Tb(Ln).

Além disso,

〈v, v〉 =
1

ρ2
〈q, q〉+

1

2τ
〈q, a〉 − 1

ρ2
〈q, b〉+

1

2τ
〈q, a〉+

ρ2

4τ
〈a, a〉

− 1

2τ
〈b, a〉 − 1

ρ2
〈q, b〉 − 1

2τ
〈b, a〉 − 1

2τ
〈b, a〉+

1

ρ2
〈b, b〉

=
2

ρ2
− 2

ρ2

(
1− ρ2

2

)
= 1,

isto é, |v| = 1.

Note também que γv(ρ) = − ρ
2

2τ
a+ vρ+ b e sendo v =

1

ρ

(
q +

ρ2

2τ
a− b

)
temos

q = − ρ
2

2τ
a+ ρv + b = γv(ρ).

Logo q ∈ Sn−1(b, ρ).

Portanto {
x ∈ Ln(τ); 〈x, b〉 = 1− ρ2

2

}
⊂ Sn−1(b, ρ).

Assim,

Sn−1(b, ρ) =

{
x ∈ Ln(τ); 〈x, b〉 = 1− ρ2

2

}
,
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onde 〈, 〉 denota a métrica induzida pela inclusão Ln(τ) ↪→ Hn+1.

Agora, fazendo r = 1 e Ω = Bn(ρ) no teorema (4.1), temos∮
∂M

〈ν, Ya,b〉 dS = − nHvol(Bn(ρ)),

e assim,

nHvol(Bn(ρ)) =

∣∣∣∣ ∮
∂M

〈ν, Ya,b〉 dS
∣∣∣∣ ≤ ∮

∂M

∣∣∣∣ 〈ν, Ya,b〉 ∣∣∣∣dS
=

∮
∂M

∣∣∣∣ 〈ν, 1

〈a, b〉
(〈b, x〉 a− 〈a, x〉 b)

〉 ∣∣∣∣dS
=

1

〈a, b〉

∮
∂M

∣∣∣∣ 〈b, x〉 〈a, ν〉 − 〈a, x〉 〈b, ν〉 ∣∣∣∣dS
=

1

τ

∮
∂M

∣∣∣∣ (1− ρ2

2

)
〈a, ν〉 − τ 〈b, ν〉

∣∣∣∣dS,
da desigualdade triangular, temos

nHvol(Bn(ρ)) ≤
(

1

τ

∣∣∣∣1− ρ2

2

∣∣∣∣ sup
∂M
| 〈a, ν〉 |+ sup

∂M
| 〈b, ν〉 |

)∮
∂M

dS.

Agora observando que os vetores b e ν são tipo-espaço, podemos usar a desigualdade

de Cauchy-Schwarz clássica para obter,

nHvol(Bn(ρ)) ≤
(

1

τ

∣∣∣∣1− ρ2

2

∣∣∣∣ sup
∂M
| 〈a, ν〉 |+ 1

)
area(Sn−1(ρ))

=

(
1

τ

∣∣∣∣1− ρ2

2

∣∣∣∣ sup
∂M
| 〈a, ν〉 |+ 1

)
n vol(Bn(ρ))

ρ
.

Logo

ρH ≤ 1

τ

∣∣∣∣1− ρ2

2

∣∣∣∣ sup
∂M
| 〈a, ν〉 |+ 1.

Por outro lado, seja {e1, . . . , en−1} um referencial ortonormal local ao longo de

∂M . Podemos completar este referencial de modo que, {x,N, ν, e1, . . . , en−1} seja um

referencial ortonormal local em Ln+2, e assim escrevemos a ∈ Ln+2 como

a = b1x+ b2N + b3ν + b4e1 + . . .+ bn−1en−1,

onde b1, . . . , bn−1 ∈ R.

Então

a = 〈a, x〉x− 〈a,N〉N + 〈a, ν〉ν + 〈a, e1〉e1 + . . .+ 〈a, en−1〉en−1,
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daí,

a = 〈a, x〉x− 〈a,N〉N + 〈a, ν〉ν,

pois 〈a, ei〉 = 0, para todo ei ∈ Tx(Ln(τ)), i = 1, . . . , n− 1.

Logo

〈a, a〉 =
〈
〈a, x〉x− 〈a,N〉N + 〈a, ν〉ν, 〈a, x〉x− 〈a,N〉N + 〈a, ν〉ν

〉
= 〈a, x〉2 − 〈a,N〉2 + 〈a, ν〉2,

como 〈a, a〉 = 0, temos que

〈a, ν〉2 = 〈a,N〉2 − 〈a, x〉2.

Consequentemente,

ρH ≤ 1

τ

∣∣∣∣1− ρ2

2

∣∣∣∣√〈a,N〉2 − τ 2 + 1. (4.3)

Finalmente, como supomos que H > 1, podemos usar a Estimativa do Gradiente

− τH ≤ 〈a,N〉 < 0,

para concluir que

ρH −
∣∣∣∣1− ρ2

2

∣∣∣∣√H2 − 1 ≤ 1.

Antes de apresentarmos o próximo resultado, faremos um breve comentário a

respeito da escolha de H > 1 no teorema anterior. A um primeiro olhar, o leitor

é levado a pensar que a motivação pela escolha de H > 1 é puramente analítica, o

que não é em sua totalidade. Observamos que o bordo ∂M da hipersuperfície M esta

contido na folha que é uma variedade de curvatura média identicamente 1. Podemos

então, pensar em M como sendo um "leve impulso" que foi dado em seu bordo de

modo que que ela assuma um corpo acima da variedade mas que não se desprenda da

folha. Sendo assim, é geometricamente aceitável supor que H > 1 em M , uma vez que

seu corpo esta estritamente acima da folha.
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Corolário 4.5 Seja x : Mn → Hn+1 uma hipersuperfície tipo-espaço compacta com

curvatura média constante H e cujo o bordo ∂M é uma esfera geodésica de raio
√

2

contida num hiperplano horizontal. Então

|H| ≤
√

2

2
.

Demonstração. Com efeito, basta observar que na estimativa (4.3), não é pedido que

a curvatura média seja maior que 1. Em verdade, para esta estimativa a curvatura

média só precisa ser constante. Então fazendo ρ =
√

2 e observando que |H| = H

obtemos o resultado.



Apêndice A

Apêndice

A.1 Uma Prova Alternativa para a Proposição 4.1

Nesta seção, daremos uma demonstração alternativa para o Teorema (4.1) no

caso em que o bordo da hipersuperfície tipo espaço x : Mn → Hn+1 é esférico, isto é,

∂Mn = Sn−1(b, ρ) ⊂ Ln(τ).

Teorema A.1 Seja x : Mn → Hn+1 ⊂ Sn+1
1 uma imersão tipo-espaço de uma hiper-

superfície compacta, cujo bordo é a esfera geodésica Sn−1(b, ρ) a qual esta contida

num hiperplano horizontal Ln(τ), para algum τ > 0. Seja Ya,b um campo de Killing
1

〈a, b〉
(〈b, .〉 a − 〈a, .〉 b) em Sn+1

1 . Se a r-ésima curvatura média Hr é constante, para

algum r, 1 ≤ r ≤ n, então∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 dS = −r
(
n

r

)
Hrvol(B

n(ρ)).

Demonstração. Pelo item (ii) da Proposição (3.2), é su�ciente mostrar que∮
∂Mn

det(x, e1, . . . , en−1, a, b)dS = − n τvol(Bn(ρ)).

Com efeito, como Nτ aponta para o passado cronológico e sendo {e1, . . . , en−1}

um referencial ortonormal local tangente positivamente orientado ao longo do bordo

∂Mn, temos que o referencial {x,−Nτ , η, e1, . . . , en−1} é positivamente orientado e

det(x,−Nτ , η, e1, . . . , en−1) = 1.
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Daí temos que o det(x, e1 . . . , en−1, a, b) é dado por

det



〈x, x〉 〈e1, x〉 . . . 〈en−1, x〉 〈a, x〉 〈b, x〉

〈x, e1〉 〈e1, e1〉 . . . 〈en−1, e1〉 〈a, e1〉 〈b, e1〉
...

...
...

...
...

...

〈x, en−1〉 〈e1, en−1〉 . . . 〈en−1, en−1〉 〈a, en−1〉 〈b, en−1〉

〈x,−Nτ 〉 〈e1,−Nτ 〉 . . . 〈en,−Nτ 〉 〈a,−Nτ 〉 〈b,−Nτ 〉

〈x, η〉 〈e1, η〉 . . . 〈en−1, η〉 〈a, η〉 〈b, η〉


.

Então,

det(x, e1 . . . , en−1, a, b) = det



1 0 . . . 0 τ 1− ρ2

2

0 1 . . . 0 0 〈b, e1〉

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 〈b, en−1〉

0 0 . . . 0 τ −ρ
2

2

0 0 . . . 0 0 〈b, η〉


,

ou seja,

det(x, e1 . . . , en−1, a, b) = τ〈b, η〉.

Mas por outro lado a geodésica γv : R → Ln(τ) que parte de b na direção de

v ∈ Tb(L
n(τ)), |v| = 1 é dada por γv(s) = − s

2

2τ
a + vs + b, e assim η = γ′v(ρ) para

alguma geodésica γv. Daí, η = −ρ
τ
a+ v.

Logo

〈b, η〉 = 〈b,−ρ
τ
a+ v〉 = −ρ,

e portanto, ∮
∂M

det(x, e1 . . . , en−1, a, b)dS =

∮
∂M

− τρdS = − τρ

∮
∂M

dS

= − τρ area(Sn−1(ρ))

= − τρ
n vol(Bn(ρ))

ρ

= − τ n vol(Bn(ρ)). (A.1)
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Usando o item (ii) da Proposição (3.2) juntamente com a equação (A.1), temos∮
∂M

〈Tr−1ν, Ya,b〉 =

(
n− 1

r − 1

)
Hr

1

〈a, b〉

∮
∂M

det(x, e1, . . . , en−1, a, b)dS

=

(
n− 1

r − 1

)
Hr

1

〈a, b〉
(− n τvol(Bn(ρ)))

=

(
n− 1

r − 1

)
Hr

1

τ
(− n τvol(Bn(ρ)))

= − n

(
n− 1

r − 1

)
Hrvol(B

n(ρ))

= − n
r

n

(
n

r

)
Hrvol(B

n(ρ))

= − r

(
n

r

)
Hrvol(B

n(ρ)).

A.2 A Estimativa do Gradiente

Nesta parte do trabalho direcionaremos o nosso estudo ao artigo do Montiel [24]

intitulado por: Complete non-compact spacelike hypersurfaces of constant mean curva-

ture in de Sitter spaces, publicado no ano de 2003.

Antes de mostrarmos a Estimativa do Gradiente, exibiremos alguns resultados

importantes que servirão de base para a demonstração bem como para o entendimento

da mesma.

Observação A.1 Convém observar que neste artigo a de�nição da curvatura média é

a mesma apresentada neste trabalho a menos de sinal. Além disso, nesta demonstração,

será considerado o modelo do semi-espaço

φ : Hn+1 → Rn+1
+ = Rn × R+

para o Steady State space dado por

φ(p) =
1

〈p, a〉
(p− 〈p, a〉b− 〈p, b〉a, 1),

onde a, b ∈ Ln+2 são vetores tipo-luz tais que 〈a, b〉 = 1.

Lema A.1 (Princípio da Tangência) Sejam Mn
1 e Mn

2 duas hipersuperfícies tipo

espaço imersas no Steady State space com a mesma curvatura média constante (com
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respeito a direção passada ou orientação para cima). Suponha que eles são tangentes

em uma vizinhança não vazia do ponto p e que Mn
1 situa-se acima de Mn

2 em p. Então

eles coincidem em uma vizinhança de p.

Observação A.2 Existe uma versão análoga do princípio da tangência no bordo

quando o ponto em comum p esta em ∂Mn
1 ∩ ∂Mn

2 , uma vez que assumimos que ∂Mn
1

e ∂Mn
2 são tangentes em p.

Observação A.3 (Comparação da Curvatura Média) Se as duas hipersuperfí-

cies Mn
1 e Mn

2 não tem a mesma curvatura média e representamos por H1 e H2 suas

funções curvaturas médias, temos que, quando Mn
1 esta sobre Mn

2 em um ponto em

comum onde elas são tangentes, então H1 ≤ H2 neste ponto.

Lema A.2 Seja Mn uma hipersuperfície tipo-espaço compacta do Steady State space

Hn+1 com curvatura média constante H e com o bordo contido em um slice temporal

Ln(t) para algum t ∈ (0,+∞). Então H ≥ 1 se, e somente se, a hipersuperfície Mn

esta contida em Ln(t)+ = {(x, xn+1) ∈ Hn+1; xn+1 ≥ t}.

Finalmente, apresentaremos a demonstração do

Teorema A.2 (Estimativa do Gradiente) Seja ψ : Mn → Hn+1 uma imersão

tipo-espaço de uma variedade compacta Mn com bordo não-vazio no steady state space.

Suponha que ψ tenha curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo unitário

e normal N apontando para o passado e que a aplicação ψ leva ∂Mn no slice temporal

Ln(τ), para algum τ > 0. Então podemos escolher um campo unitário e normal n da

imersão ψ
∣∣
∂Mn : ∂Mn → Ln(τ) tal que 〈N, n〉 > 0. Assuma que, com respeito a esta

orientação, a curvatura média de ψ
∣∣
∂Mn : ∂Mn → Ln(τ) é não negativa. Então

H〈ψ, a〉+ 〈N, a〉 ≥ 0,

e também 〈N, a〉 ≥ −Hτ em Mn.

Demonstração. Denotemos por ∇ o gradiente da função e consideremos:

〈ψ, a〉 : Mn → R.

Vamos obter o gradiente, Hessiano e Laplaciano.

Seja v ∈ TpM , então

〈∇〈ψ, a〉, v〉 = v〈ψ, a〉 = 〈∇◦vψ, a〉+ 〈ψ,∇◦va〉 = 〈v, a〉

= 〈v, a>〉, ∀ v ∈ TpM.
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Como a métrica é não degenerada, temos

∇〈ψ, a〉 = a> = a+ 〈a,N〉N − 〈a, ψ〉ψ.

Para o Hessiano, temos que para quaisquer v, w ∈ TpM ,

〈(Hess〈ψ, a〉)v, w〉 = 〈∇v(∇〈ψ, a〉), w〉,

daí pela fórmula de Gauss (2.9)

〈∇va
>, w〉 = 〈∇v(a+ 〈a,N〉N + 〈a, ψ〉ψ), w〉

= 〈∇va, w〉+ 〈∇v(〈a,N〉N), w〉+ 〈∇v(〈a, ψ〉ψ), w〉

= 〈∇◦va+ 〈Av, a〉N + 〈v, a〉ψ,w〉︸ ︷︷ ︸
(=0)

+〈〈a,N〉∇◦vN + v〈a,N〉N,w〉

− 〈〈a, ψ〉∇◦vψ + v〈a, ψ〉ψ,w〉

= − 〈a,N〉〈Av,w〉 − 〈a, ψ〉〈v, w〉.

Portanto

〈(Hess〈ψ, a〉)v, w〉 = − 〈a,N〉〈Av,w〉 − 〈a, ψ〉〈v, w〉, ∀ v, w ∈ TpM.

Para o Laplaciano, seja E1, . . . , En um referencial ortonormal em p ∈ Mn ⊂ Sn+1
1 ,

então

∆〈ψ, a〉 = div(∇〈ψ, a〉)

=
n∑
i=1

〈∇Ei(∇〈ψ, a〉), Ei〉

=
n∑
i=1

〈(Hess〈ψ, a〉)Ei, Ei〉,

uma vez que nH = tr(A), temos

∆〈ψ, a〉 = −
n∑
i=1

(〈a,N〉〈AEi, Ei〉+ 〈a, ψ〉〈Ei, Ei〉)

= − 〈a,N〉
n∑
i=1

〈AEi, Ei〉 − 〈a, ψ〉
n∑
i=1

〈Ei, Ei〉

= − nH〈a,N〉 − n〈a, ψ〉.
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Agora, consideremos a seguinte função:

〈N, a〉 : Mn → R,

e de maneira análoga, determinemos o gradiente, Hessiano e Laplaciano.

O gradiente é dado por,

〈∇〈N, a〉, v〉 = v〈N, a〉 = 〈∇◦vN, a〉+ 〈N,∇◦va〉 = − 〈Av, a〉

= − 〈Av, a>〉 = 〈v,−A(a>)〉, ∀ v ∈ TpM.

Como a métrica é não degenerada, temos

∇〈N, a〉 = −A(a>).

O Hessiano,

〈(Hess〈N, a〉)v, w〉 = 〈∇v(∇〈N, a〉), w〉 = −〈∇vA(a>), w〉.

Mas como v〈A(a>), w〉 = 〈∇vA(a>), w〉+ 〈A(a>),∇vw〉 então

〈(Hess〈N, a〉)v, w〉 = − v〈A(a>), w〉+ 〈A(a>),∇vw〉

= − v〈a>, Aw〉+ 〈a>, A(∇vw)〉

= − v〈a,Aw〉+ 〈a,A(∇vw)〉+ 〈a,N〉〈N,A(∇vw)〉

− 〈a, ψ〉〈ψ,A(∇vw)〉

= − 〈∇va
>, Aw〉 − 〈a,∇v(Aw)〉+ 〈a,A(∇vw)〉,

como a> = a+ 〈a,N〉N − 〈a, ψ〉ψ, temos

〈(Hess〈N, a〉)v, w〉 = − 〈∇v(a+ 〈a,N〉N − 〈a, ψ〉ψ), Aw〉

+ 〈a,−∇v(Aw) + A(∇vw)〉

= − 〈∇va,Aw〉 − 〈∇v(〈a,N〉N), Aw〉+ 〈∇v(〈a, ψ〉ψ), Aw〉

+ 〈a,−∇v(Aw) + A(∇vw)〉

= − 〈〈∇◦va+ 〈Av, a〉N + 〈v, a〉ψ,w〉, Aw〉︸ ︷︷ ︸
(=0)

− 〈∇v(〈a,N〉N), Aw〉+ 〈∇v(〈a, ψ〉ψ), Aw〉

+ 〈a,−∇v(Aw) + A(∇vw)〉,
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onde usamos a fórmula de Gauss (2.4). Agora da fórmula de Weingarten (2.5),

〈(Hess〈N, a〉)v, w〉 = − 〈〈a,N〉∇◦vN + v〈a,N〉N,Aw〉

+ 〈〈a, ψ〉∇◦vψ + v〈a, ψ〉ψ,Aw〉+ 〈a,−∇v(Aw) + A(∇vw)〉

= 〈a,N〉〈Av,Aw〉+ 〈〈a, ψ〉∇vψ,Aw〉

+ 〈a,−∇v(Aw) + A(∇vw)〉.

Como ∇◦vψ = v, concluímos

〈(Hess〈N, a〉)v, w〉 = 〈a,N〉〈Av,Aw〉+ 〈a, ψ〉〈〈∇◦vψ + 〈Av, ψ〉N + 〈v, ψ〉ψ〉, Aw〉

+ 〈a,−∇v(Aw) + A(∇vw)〉

= 〈a,N〉〈Av,Aw〉+ 〈a, ψ〉〈v,Aw〉+ 〈a,−∇v(Aw) + A(∇vw)〉,

e uma vez que (∇vA)w = ∇v(Aw)− A(∇vw), segue que

〈(Hess〈N, a〉)v, w〉 = 〈a,N〉〈Av,Aw〉+ 〈a, ψ〉〈Av,w〉 − 〈(∇vA)w, a〉, ∀ v, w ∈ TpM.

Considerando o mesmo referencial ortonormal da função anterior, calculemos o Lapla-

ciano da função 〈N, a〉.

∆〈N, a〉 = div(∇〈N, a〉)

=
n∑
i=1

〈∇Ei(∇〈N, a〉), Ei〉

=
n∑
i=1

〈(Hess〈N, a〉)Ei, Ei〉

=
n∑
i=1

(〈a,N〉〈AEi, AEi〉+ 〈a, ψ〉〈AEi, Ei〉 − 〈(∇EiA)Ei, a〉),

como |A|2 = tr(A2) e nH = tr(A), obtemos

∆〈N, a〉 = 〈a,N〉
n∑
i=1

〈AEi, AEi〉+ 〈a, ψ〉
n∑
i=1

〈AEi, Ei〉 −
n∑
i=1

〈(∇EiA)Ei, a〉)

= 〈a,N〉
n∑
i=1

〈|A|2Ei, Ei〉+ nH〈a, ψ〉 −
n∑
i=1

〈(∇EiA)Ei, a〉)

= |A|2〈a,N〉+ nH〈a, ψ〉 −
n∑
i=1

〈(∇EiA)Ei, a〉.
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Por outro lado,

〈∇H, v〉 = v(H) = v

(
1

n

n∑
i=1

〈AEi, Ei〉

)

=
1

n

n∑
i=1

(〈∇◦v(AEi), Ei〉+ 〈AEi,∇◦vEi〉)

=
1

n

n∑
i=1

(〈∇v(AEi), Ei〉+ 〈Ei, A(∇vEi)〉) .

Considerando que além de E1, . . . , En ser um referencial ortonormal ele também diag-

onaliza o operador de forma A,

〈∇H, v〉 =
1

n

n∑
i=1

(〈∇v(AEi)− A(∇vEi) + A(∇vEi) + A(∇vEi), Ei〉)

=
1

n

n∑
i=1

(〈∇v(AEi)− A(∇vEi), Ei〉) +
1

n

n∑
i=1

(〈A(∇vEi) + A(∇vEi), Ei〉)

=
1

n

n∑
i=1

〈(∇vA)Ei, Ei〉, ∀ v ∈ TpM,

Como M tem curvatura seccional constante, segue da equação de Codazzi que

〈∇H, v〉 =
1

n

n∑
i=1

〈(∇EiA)v, Ei〉,

sendo (∇EiA) auto-adjunto, temos

〈∇H, v〉 =
1

n

n∑
i=1

〈v, (∇EiA)Ei〉,

e como a métrica e não degenerada,

∇H =
1

n

n∑
i=1

(∇EiA)Ei.

Logo,

∆〈N, a〉 = |A|2〈a,N〉+ nH〈a, ψ〉 − n〈∇H, a〉.

Assim,

∆(H〈ψ, a〉+ 〈N, a〉) = ∆(H〈ψ, a〉) + ∆〈N, a〉

= 〈ψ, a〉∆H +H∆〈ψ, a〉+ 2〈∇H,∇〈ψ, a〉〉+ ∆〈N, a〉,
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∆(H〈ψ, a〉+ 〈N, a〉) = 〈ψ, a〉∆H − nH〈ψ, a〉 − nH2〈N, a〉+ 2〈∇H, a⊥〉

+ |A|2〈a,N〉+ nH〈a, ψ〉 − n〈∇H, a〉

= 〈ψ, a〉∆H + (|A|2 − nH2)〈N, a〉

+ 2〈∇H, a+ 〈a,N〉N − 〈a, ψ〉ψ〉 − n〈∇H, a〉

= 〈ψ, a〉∆H + (|A|2 − nH2)〈N, a〉 − (n− 2)〈∇H, a〉,

como a curvatura média é constante, temos que ∇H = ∆H = 0, e portanto

∆(H〈ψ, a〉+ 〈N, a〉) = (|A|2 − nH2)〈N, a〉.

Agora vamos mostrar que |A|2 − nH2 ≥ 0.

Com efeito, considere os seguintes vetores em Rn2

u = (k1, . . . , k1︸ ︷︷ ︸
n vezes

, k2, . . . , k2︸ ︷︷ ︸
n vezes

, . . . , kn, . . . , kn︸ ︷︷ ︸
n vezes

)

v = (k1, . . . , kn, k1, . . . , kn, . . . , k1, . . . , kn︸ ︷︷ ︸
n2 vezes

).

Por um lado,

〈u, v〉 = k1(k1 + . . .+ kn) + k2(k1 + . . .+ kn) + . . .+ kn(k1 + . . .+ kn)

= (k1 + . . .+ kn)
n∑
i=1

ki

=
n∑
j=1

kj

n∑
i=1

ki

= n2H2,

mas por outro lado,

〈u, u〉 = |u|2 = 〈(k1, . . . , k1, . . . , kn, . . . , kn), (k1, . . . , k1, . . . , kn, . . . , kn)〉

= nk2
1 + nk2

2 + . . .+ nk2
n

= n|A|2,

e

〈v, v〉 = |v|2 = 〈(k1, . . . , kn, . . . , k1, . . . , kn), (k1, . . . , kn, . . . , k1, . . . , kn)〉
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isto é,

〈v, v〉 =
n∑
i=1

k2
i +

n∑
i=1

k2
i + . . .+

n∑
i=1

k2
i︸ ︷︷ ︸

n vezes

= n|A|2,

então usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

〈u, v〉 ≤ |u||v| = |u|2,

logo

n2H2 ≤ n|A|2 ⇒ |A|2 − nH2 ≥ 01.

Valendo a igualdade se, e somente se, u e v são linearmente dependentes, isto

é, k1 = k2 = . . . = kn, ou seja, Mn é totalmente umbílica, e a orientação escolhida

foi 〈N, a〉 < 0. Portanto a função H〈ψ, a〉 + 〈N, a〉 é superharmônica em Mn e pelo

princípio do máximo clássico, atinge o mínimo em um ponto da fronteira, seja q ∈ ∂Mn.

Denote por ν o campo unitário, conormal e interior ao longo de ∂Mn. Então

νq(H〈ψ, a〉+ 〈N, a〉) = νq(H)〈ψ, a〉+ νq(〈ψ, a〉)H + νq〈N, a〉

= H〈∇◦νqψ, a〉+H〈ψ,∇◦νqa〉+ 〈∇◦νqN, a〉+ 〈N,∇◦νqa〉

= H〈νq, a〉+ 〈∇◦νqN, a〉,

pelo Lema de Hopf (cf. [30], Lema 3.4)

0 ≤ H〈νq, a〉+ 〈(dN)q(νq), a〉,

onde denotamos ∇◦νqN = (dN)q(νq).

Mas tomando um referencial ortonormal {e1, . . . , en−1} positivamente orientado

ao longo do bordo ∂Mn, podemos completa-lo de modo que o novo referencial

{e1, . . . , en−1, x,N, νq}

seja ortonormal em Ln+2. Então podemos escrever

a = 〈a, e1〉e1 + . . .+ 〈a, en−1〉en−1 + 〈a, x〉x− 〈a,N〉N + 〈a, νq〉νq.
1Uma outra maneira de mostrar esta desigualdade, é de�nindo a aplicação φ(X) = AX − HX,

para todo X ∈ X(M) e observar que |φ|2 = tr(φ2) = |A|2 − nH2.
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Por outro lado, TxLn(τ) = Tx(∂M
n) = {v ∈ Ln+2; 〈a, v〉 = 0 e 〈x, v〉 = 0} e

assim 〈a, ei〉 = 0 para qualquer ei ∈ Tx(∂Mn), i = 1, . . . , n− 1. Portanto

a = 〈a, x〉x− 〈a,N〉N + 〈a, νq〉νq.

Assim

0 ≤ H〈νq, a〉+ 〈(dN)q(νq), a〉

= H〈νq, a〉+ 〈(dN)q(νq), 〈a, x〉x− 〈a,N〉N + 〈a, νq〉νq〉

= H〈νq, a〉+ 〈a, x〉〈(dN)q(νq), x〉 − 〈a,N〉〈(dN)q(νq), N〉+ 〈a, νq〉〈(dN)q(νq), νq〉

= H〈νq, a〉+ 〈a, νq〉〈(dN)q(νq), νq〉

= 〈νq, a〉(H + 〈(dN)q(νq), νq〉) (A.2)

Uma vez que H > 1, sabemos pela Observação (A.1) que

xn+1(ψ) =
1

〈ψ, a〉
.

Mas o Lema (A.2) garante que se H ≥ 1 então, xn+1 ≥ 1/τ , dai segue que 〈ψ, a〉 ≤ τ

em Mn. Então, como supomos 〈ψ, a〉 = τ ao longo do bordo ∂Mn, pois ∂Mn ⊂ Ln(τ)

temos que 〈ν, a〉 ≤ 0 ao longo de ∂Mn.

Agora se a igualdade 〈ν, a〉 = 0 é atingida em algum ponto de ∂Mn, então

tomando a folha Ln(θ) com θ > τ su�cientemente grande de modo queMn∩Ln(θ) = ∅

podemos diminuir gradativamente o θ até que Ln(θ) toque Mn pela primeira vez. Seja

p ∈Mn∩Ln(θ). Pelo principio da tangência, estas duas variedades coincidem em uma

vizinhança do ponto p. Agora usando as Observações (A.2), (A.3) e o fato de que a

curvatura média nas folhas é igual a 1, segue que 1 ≤ H. Por outro lado, tomando

Ln(θ) com θ < τ su�cientemente pequeno de modo que Mn ∩ Ln(θ) = ∅, podemos

aumentar o valor de θ de modo que Ln(θ) toque Mn pela primeira vez. Desta forma,

repetindo o mesmo raciocínio obtemos que 1 ≥ H e portanto H = 1 o que é uma

contradição com a hipótese da curvatura média ser maior estrito que 1, logo 〈ν, a〉 < 0.

Portanto por (A.2) e usando o fato de que 〈ν, a〉 < 0 temos

H + 〈(dN)q(νq), νq〉 ≤ 0. (A.3)
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Como nH = − traço(dN) temos

nH = −
n∑
i=1

〈(dN)q(ei), ei〉+ 〈(dN)q(ei), ei〉 − 〈(dN)q(ei), ei〉

= −
n−1∑
i=1

〈(dN)q(ei), ei〉 − 〈(dN)q(ei), ei〉,

da estimativa (A.3) obtemos,

nH ≥ −
n−1∑
i=1

〈(dN)q(ei), ei〉+H,

ou seja

H(n− 1) ≥ −
n−1∑
i=1

〈(dN)q(ei), ei〉, (A.4)

onde e1, . . . , en−1 o referencial ortonormal de Tq(∂Mn). Agora decompondo a segunda

forma fundamental da imersão2 α em qualquer ponto do bordo como ∂Mn como a

soma da segunda forma fundamental α∂ de ψ
∣∣
∂Mn : ∂Mn → Ln(τ) e a segunda forma

fundamental da hipersuperfície totalmente umbílica Ln(τ) no espaço de Sitter.

Assim

− 〈(dN)q(ei), ei〉 = 〈αq(ei, ei), N(q)〉

= 〈α∂(ei, ei) +Nτ (q), N(q)〉

= 〈α∂(ei, ei), N(q)〉+ 〈Nτ (q), N(q)〉

= 〈α∂(ei, ei), N(q)〉+ 〈−q +
1

τ
a,N(q)〉

= 〈α∂(ei, ei), N(q)〉+
1

τ
〈a,N(q)〉. (A.5)

Agora se n é um vetor normal e unitário qualquer da restrição ψ
∣∣
∂Mn então 〈n,N〉 > 0,

do contrario se 〈n,N〉 = 0, como 〈ν,N〉 = 0 temos que n é um múltiplo não nulo de ν

e dai 〈n, a〉 6= 0 o que não pode acontecer visto que ψ(∂Mn) ⊂ Ln(τ), logo 〈n,N〉 > 0.

Somando de i = 1 a i = n− 1 em (A.5) temos

−
n−1∑
i=1

〈(dN)q(ei), ei〉 =
n−1∑
i=1

(
〈α∂(ei, ei), N(q)〉+ 〈Nτ (q), N(q)〉

)
=

n−1∑
i=1

〈α∂(ei, ei), N(q)〉+
n−1∑
i=1

〈Nτ (q), N(q)〉,

2Em verdade basta observar que a decomposição do �brado normal da hipersuperfície é a soma do

�brado normal do bordo juntamente com o �brado normal das folhas.
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o que fornece,

−
n−1∑
i=1

〈(dN)q(ei), ei〉 =
n−1∑
i=1

〈〈A∂ei, ei〉n(q), N(q)〉 − (n− 1)
1

τ
〈a,N(q)〉

=
n−1∑
i=1

〈A∂ei, ei〉〈n(q), N(q)〉 − (n− 1)
1

τ
〈a,N(q)〉

= (n− 1)H∂〈n(q), N(q)〉 − (n− 1)
1

τ
〈a,N(q)〉,

de (A.4) obtemos que

(n− 1)H ≥ (n− 1)
(
H∂〈n(q), N(q)〉 − 1

τ
〈a,N(q)〉

)
,

mas isso implica

H ≥ H∂〈n(q), N(q)〉 − 1

τ
〈a,N(q)〉,

onde H∂ representa a função curvatura média da imersão ψ
∣∣
∂Mn : ∂Mn → Ln(τ) com

respeito a escolha da orientação n.

Como H∂〈n(q), N(q)〉 ≥ 0, pois por hipótese H∂ ≤ 0, temos

H +
1

τ
〈a,N(q)〉 ≥ H∂〈n(q), N(q)〉 ≥ 0

mas

H〈ψ(q), a〉+ 〈N(q), a〉 = Hτ + 〈N, a〉 ≥ 0.

O que conclui a demonstração uma vez que q é um ponto de Mn onde a função

H〈ψ, a〉+ 〈N, a〉 atinge o mínimo, isto é, para qualquer ponto de Mn tem-se

H〈ψ, a〉+ 〈N, a〉 ≥ H〈ψ(q), a〉+ 〈N(q), a〉 ≥ 0

e também 〈N, a〉 ≥ − τH em Mn.
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