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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos as Férmulas Integrais tipo-Minkowski para hiper-
superficies tipo-espaco, compactas com bordo imersas no espaco de Sitter S!™ e pos-
suindo alguma curvatura de ordem superior constante. Aplicamos estas, para esta-
belecer uma relacao entre a curvatura média e a geometria do bordo quando se trata
de uma esfera geodésica contida em um hiperplano do Steady State space H*' C STH.

Palavras-chave: Variedades de Lorentz, Steady State space, hipersuperficies

tipo-espaco, curvatura de ordem superior.
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Abstract

In this work we develop Minkowski-type formulae for compact spacelike immersed
hypersurfaces with boundary and having some constant higher order mean curvature
in de Sitter space S}**. We apply them to establish a relation between the mean
curvature and the geometry of the boundary, when it is a geodesic sphere contained
into a horizontal hyperplane of the Steady State space H"+t' C St

Keywords: Lorentz Manifolds, Steady State space, spacelike hypersurfaces, cur-

vature of higher order.
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Introducao

Nas ultimas décadas vem sendo crescente o interesse pelo estudo das hipersuper-
ficies tipo-espaco imersas em ambientes espago-tempo. Em verdade, ¢ bem conhecido
que hipersuperficies com curvatura média constante sao solucoes de primeira ordem
para o problema isoperimétrico, tanto no caso em que o espaco ambiente é uma var-
iedade Riemanniana ou quando o espaco ambiente ¢ uma variedade Lorentziana. No
caso Riemanniano, estas hipersuperficies foram estudadas em profundidade desde o
inicio da Geometria Diferencial. Ja o caso Lorentziano, tem atraido a atencao de um
grande niimero de pesquisadores tanto na area da fisica como na matematica.

Do ponto de vista da fisica (veja [7], [10], [11], [16], [17], [22], [28]), as hipersuper-
ficies tipo-espago com curvatura média constante identicamente nula, sao solugoes para
o problema de Cauchy associado as equagoes de Einstein, e no caso em que a curvatura
média é diferente de zero, sao normalmente usadas para compreender o comportamento
das ondas gravitacionais.

Por outro lado, do ponto de vista da matematica, as hipersuperficies tipo-espago
também desempenham um interessante papel devido as suas boas propriedades tipo-
Bernstein. Este tipo de hipersuperficies foram estudadas pela primeira vez no exemplo
de espaco-tempo mais simples: o espaco de Lorentz-Minkowski. Neste cenario, Cal-
abi [7], Cheng e Yau [9] descobriram um tipo de propriedade tipo-Bernstein no caso

das hipersuperficies com curvatura média nula que estabelece:
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As dnicas hipersuperficies tipo-espaco completas no espaco de Lorentz-
Minkowski L™ com curvatura média identicamente nula sao os hiperplanos

tipo-espaco.

Calabi mostrou o caso n > 4 e o caso em que n é arbitrario foi mostrado por
Cheng e Yau. Mas recentemente, Aiyama [1] e Xin [30], simultaneamente e indepen-
dentemente, caracterizaram os hiperplanos tipo-espaco como sendo as tnicas hipersu-
perficies tipo-espaco completas com curvatura média constante no espacgo de Lorentz-
Minkowski, L"*! cuja a imagem pela aplicacdo normal de Gauss esta contida em uma
bola geodésica do espaco hiperboélico n-dimensional H". No caso compacto, Alias e
Malacarne [5] mostraram que as unicas hipersuperficies compactas tendo alguma cur-
vatura de ordem superior constante e bordo esférico sao as bolas hiperplanares com
curvatura de ordem superior igual a zero, e as calotas hiperbolicas tendo curvatura de
ordem superior nao nula.

Falaremos agora de um espago-tempo de curvatura positiva de grande importancia
para o nosso estudo: o espaco de Sitter. Denotemos por S} a hiperquadrica (n + 1)-
dimensional de L"*2 composta de todos os seus vetores unitarios e que pode ser definida
como um hiperboloide de uma folha no espaco de Lorentz-Minkowski L"*2. E possivel
mostrar que o de Sitter é uma variedade de Lorentz, completa, com curvatura seccional
constante e igual a 1. Constituindo desta maneira o andlogo Lorentziano as esferas
redondas no contexto Riemanniano. Além disso, o espaco de Sitter, é espacialmente
fechado, é globalmente hiperbolico, mas nao goza da propriedade de convergéncia tipo-
tempo.

Dentro do espago de Sitter residem muitas hipersuperficies tipo-espago com cur-
vatura média constante e bom comportamento geométrico, a saber: as umbilicas. Que
podem ser obtidas por cortes do hiperboloide S7*! com hiperplanos afins do espago am-
biente L"™2. Montiel [23] (cf. também [26]), classificou todas de acordo com o carater
causal do hiperplano (isto &, tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz). Desta maneira, obte-
mos hipersuperficies umbilicas diferentes. Quando o hiperplano é tipo-espaco, obtemos
hipersuperficies compactas (elipsoides na figura Euclidiana), que sdo isométricas as n-

esferas Riemannianas e tem curvatura média |H| < 1. Se os hiperplanos que estamos
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cortando contém uma diregao nula, isto é, tangente ao cone nulo, obtemos hiperplanos
tipo-espago com curvatura média |H| = 1 (parabolas na figura Euclidiana), que sao
isométricas ao espaco Euclidiano n-dimensional. E finalmente, quando os hiperplanos
sao tipo-tempo, obtemos hipersuperficies isométricas aos n-espagos hiperbélicos (hiper-

boloides na figura Euclidiana) e tem curvatura média |H| > 1.

Em suma, hd trés classes de hipersuperficies tipo-espaco, totalmente umbilicas
no espaco de Sitter. O mesmo acontece no espaco hiperbolico em geometria

Riemanniana (onde temos as esferas, as horosferas e as hiperesferas).

Ainda no estudo do espaco de Sitter, em 1977 Goddard [17] estabeleceu a seguinte

Conjectura (Goddard — 1977). As unicas hipersuperficies tipo-espago, completas e

com curvatura média constante do espago de Sitter sao as totalmente umbilicas.

Com esta intuicao, Goddard motivou diversos pesquisadores em buscar a veraci-

dade ou nao desta afirmacao. Bem, ai fica a pergunta:
A conjectura € verdadeira?

Nao, ela nao é verdadeira, e um exemplo para justificar isto, foi dado por Mon-
tiel (23], que é a existéncia alguns cilindros hiperbolicos que sdo o produto de um
espaco hiperbolico com uma esfera. FEles sao hipersuperficies tipo-espago, completas
e com curvatura média constante do espaco de Sitter que nao sao totalmente umbili-
cas. Apesar da nao veracidade da conjectura, houve um grande impulso em saber que
condigoes poderiam ser colocadas para que ela se tornasse verdadeira.

Em 1987 Akutagawa [2] mostrou que a conjectura ¢ verdadeira quando

0<H?<1 nocaso n=2;

4(n—1)

0< H? <
n2

no caso n > 3.

Quatro anos depois, em 1991, Cheng [8] estendeu o resultado de Akutagawa para
subvariedades do espago de Sitter no caso em que o vetor curvatura média é paralelo.

No entanto, a intuicao de Goddard nao estava errada. Dezesseis anos apos a
conjectura, usando uma férmula integral semelhante a chamada féormula de Minkowski

em geometria Riemanniana, Montiel [23] mostrou que
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Teorema (Montiel — 1998). As unicas hipersuperficies tipo-espago compactas, com
curvatura média constante do espago de Sitter sao as totalmente umbilicas.

Este teorema foi mostrado por Akutagawa [2]| para dimensao dois. Assim, fica
claro que esta conjectura nao é verdadeira para o caso nao compacto, devido a existéncia
de cilindros hiperbdlicos.

A partir de agora, daremos a descricao dos outros capitulos que compdem este
trabalho. Nos capitulos 1 e 2 daremos a notacao que vamos utilizar em todo o tra-
balho bem como os conhecimentos necessarios a abordagem dos problemas tratados
nos proximos capitulos.

Ja no capitulo 3, desenvolvemos as Formulas Integrais tipo-Minkowski relativa a
hipersuperficie tipo-espago compactas M" com bordo M e tendo alguma curvatura
de ordem superior constante no espaco de Sitter ST, O que fizemos na pratica, foi
essencialmente calcular a divergéncia em M™ do campo de vetores T,(Y "), onde T,
denota a r-ésima transformacio de Newton e Y ' denota a componente tangente a M"
de um campo de vetores Killing Y globalmente definido em S}

Isto ¢, mostramos (veja Proposicao 3.2) a
Proposicao 1 (Formulas Integrais tipo-Minkowski). Sejax : M™ — ST — L2 yma
hipersuperficie tipo-espaco, compacta com bordo OM e seja Y um campo de Killing em

St Se a r-ésima curvatura média H, de M™ é constante para algum r, 1 < r <mn,

entao:

(i) <Tﬂu,Y>dS=r(”)Hr [
OM r M
n—1 1
2 TT‘— >Ya as = HT'— det sy ULy« ooy Un—1, 7bd7
(i1) aM< 1V, Yap) dS (T_1> @) ng et(x, v Un_1,a,b)dS

1
onde a € L™ ¢é tipo-luz, b € L2, Y, , = W(@c,b)a —{a,z)b) e vy,...,vp_1 € um
a?

referencial tangente ao longo de OM.

Alias e Malacarne [5] obtiveram o item (i) da Proposi¢do 1 no espaco de Lorentz-
Minkowski, enquanto Alias, Brasil e Colares [3] obtiveram a formula integral em
um espaco-tempo conformemente estacionario e consideraram as hipersuperficies tipo-
espaco M™ compactas e sem bordo. O item (iz) reproduz no espago de Sitter (e na forma

mais geral) a formula do fluxo de Alias e Pastor [6], que foi utilizada por Lopez [21]
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para obter uma estimativa para a altura de hipersuperficies tipo-espago compactas com
curvatura média constante no espaco de Lorentz-Minkowski tridimensional 3.

Em seguida, abordamos a questao da existéncia de hipersuperficies tipo-espaco
com alguma curvatura média de ordem superior constante no Steady State space H"H,
o qual é definido por

H" = {z € ST (z,a) > 0},

onde a € L"*2 ¢ um vetor tipo-luz.

Fazendo uso de férmulas integrais tipo-Minkowski em S7*! e explorando a geome-
tria do espaco ambiente H"*! C St estabelecemos o resultado principal do Capitulo
4: uma féormula do fluxo correspondente ao campo de vetores de Killing Y, ;, onde
a € 1”2 ¢ um vetor tipo-luz que determina uma folheacdo de H"*! por hiperplanos
horizontais L"(1) = {z € SI*!; (2,a) = 7}, 7 € (0,+00) e b € L™? & um vetor
qualquer fixado tal que (a,b) # 0. Mas precisamente, provamos (veja Teorema 4.1) o

Teorema 1. Seja x : M" — H™' C S wma imersdo tipo-espaco de uma hiper-
superficie compacta, cujo bordo é uma subvariedade mergulhada (n — 1)-dimensional
Y = x(OM) a qual esta contida num hiperplano horizontal, para algum T > 0. Se a

r-ésima curvatura média H, é constante, para algum r, 1 < r < n, entao

f (1, Yo p) dS = —r (n) H,vol(£2),
oM r

onde Tr,_1 : X(M) — X(M) € a (r — 1)-ésima transforma¢ao de Newton associada a

sequnda forma fundamental de x e Q é um dominio em L™(7) limitado por X.

No item (i) da Proposi¢do 1, podemos destacar que para cada campo de Killing
Y, o seu (r — 1)-ésimo fluxo depende a priori da geometria da hipersuperficie. O

Teorema 1 nos garante que, considerando o campo de Killing Y, , o (r — 1)-ésimo fluxo

f <T7“—1l/a Y;1,b> dSa
oM

nao depende da hipersuperficie M", mas somente do valor de H, e do bordo OM. E
exatamente esse fato que constitui a relevancia da féormula acima: uma ferramenta
analitica para o estudo de hipersuperficies compactas com alguma curvatura de ordem

superior constante em H"*! e tendo restri¢des apenas na geometria do bordo.
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Como aplicagao desta formula integral, estabelecemos uma relagdo entre a cur-
vatura média e o bordo de uma hipersuperficie tipo-espaco M™ imersa em H""!. Para
encontrarmos essa tal relacao, escolhemos de maneira apropriada o vetor b na definicao
do campo de Killing Y, ; de modo a detectarmos a geometria de M e usamos a Esti-

mativa do Gradiente devido a Montiel e mostramos (veja Teorema 4.4) o

Teorema 2. Seja x : M™ — H™ C SI™ uma imersdo tipo-espaco de uma hipersu-
perficies compacta M"™ com bordo nao-vazio OM no steady state space. Suponha que
M™ tem curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo normal unitirio N
apontando para o futuro e que OM = S"71(b, p) € uma esfera geodésica de dimensao
(n—1) com centro em b e raio p contida num hiperplano horizontal L"(7T), para algum
7> 0. Entao

2
pH—‘l—%\/HQ—lgl.

Finalmente, no Apéndice, daremos uma demonstracao alternativa para o Teorema
1 no caso em que o bordo é esférico, fazendo uso do item (i7) da Proposicao 1. E também
demonstramos o seguinte resultado (veja Teorema A.2), devido a Montiel [24].

Teorema (Estimativa do Gradiente). Seja v : M™ — H"™ uma imersao tipo-espago
de uma variedade compacta M™ com bordo OM™ nao-vazio no steady state space.
Suponha que Y tenha curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo unitdrio
e normal N apontando para o passado e que a aplicagdo v leva OM™ no slice temporal
L™(7), para algum T > 0. Entdo podemos escolher um campo unitdrio e normal n da
imersao Waw : OM™ — L™(7) tal que (N,n) > 0. Assuma que, com respeito a esta

orientacao, a curvatura média de w‘aM" :OM™ — L™(T) é nao negativa. Entao
H (¢, a) + (N, a) =0,

e também (N,a) > —HT em M".

Este trabalho de dissertacao, teve como base o artigo intitulado por: Spacelike
hypersurfaces with constant higher order mean curvature in de Sitter space, publicado

em 2007 no Jornal of Geometry an Physics, devido a de Lima [14].



Capitulo 1

Arcabouco Teoérico

Este capitulo tem como objetivo estabelecer as notagoes que serao utilizadas nos
demais capitulos deste trabalho. Para maiores detalhes, indicamos ao leitor a referéncia

15] e [27].

1.1 Tensores em Variedades

No que segue, Vi,...,V, denotam modulos sobre um anel K e o conjunto
Vix...xVi={(v,...,05); v; € V;, 1 <i< s},

munido com as operacoes usuais de soma e multiplicacao por elementos de K é um
modulo sobre K chamado produto direto.

Se W é também um moédulo sobre K entao dizemos que a funcao
A Vix. ... xV,—=W

é K-multilinear quando A é K—linear em cada entrada. Se V' é um modulo sobre K,

consideremos o conjunto
Vi={f:V=>K; f é& K- linear}.

Munido com as operacoes usuais de soma e multiplicacao por elementos de K, obtemos

que V* é um modulo sobre K chamado mddulo dual de V' ou simplesmente dual de V.
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Quando V; = V para todo 1 <17 < s, escrevemos

VisVx...xV.
—————

S vezes

Definicao 1.1 Para inteiros r,s > 0 (ambos nao nulos) uma fungao K-multilinear
A: (V) xVe=K

é chamado um tensor do tipo (r,s) em V. Quando r = 0 escrevemos A : V* — K e de

maneira andloga, quando s = 0 escrevemos A : (V*)" — K.

Denotemos por

o conjunto do todos os tensores do tipo (r,s) em V.

Com as operacoes usuais de soma de funcoes e a multiplicacao por elementos
K, obtemos que T%(V) é um modulo sobre K. Um tensor do tipo (0,0) sobre V é
simplesmente um elemento de K.

Consideremos agora uma variedade diferencidvel M. Denotemos por C*(M) o
anel das fungoes de valores reais em M e X(M) o C°°(M)-modulo dos campos de

vetores em M.

Definicao 1.2 Um campo tensorial A em M é um tensor sobre C>°(M )-mddulo X(M).

Assim, se A € um campo tensorial do tipo (r,s) em M entao
A: X (M) x X(M)* — C*(M)

¢ uma fung¢ao C*(M)-multilinear.

Observagdo 1.1 Observemos que se 0',... 0" € X*(M) e X1,..., X, € X(M) entdo
AB',....0", X,,...,X,): M =R

¢ uma funcao suave, onde 0' ocupa a i-ésima entrada contravariante e X a j-ésima

entrada covariante.

De maneira anédloga ao definido em (1.1) denotemos por T5(M) o conjunto de
todos os tensores do tipo (7, s) sobre M que é um moédulo sobre C*°(M). Quando
r=s=0 temos TH(M) = C>(M).

A préxima definigao, nos mostra uma maneira de fazer o produto tensorial entre

dois tensores.
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Defini¢do 1.3 Sejam A € T(M) e B € T/,(M). Entdo A® B € ‘ZZIZ;(M), dado por

(A B)(0Y,....0m, 0" 07 Xy, X, X, Xaw)
= A0, ..., 0", Xy, ..., X)) -BO 0 X, X )

€ um campo tensorial chamado produto tensorial de A e B.
Observacao 1.2 Quando 1’ = s =0 entdo B é uma funcao f € C*°(M) e definimos
AR f=f®A=fA
Assim, se A também ¢é do tipo (0,0), o produto tensorial se reduz a multiplicacdo
usual em C*(M). Em geral o produto tensorial ndo é comutativo, mais a frente
veremos uma definicao na qual produto tensorial se torna comutativo.

O exemplo abaixo nos diz algumas interpretacoes as quais nos permite identificar

1-formas e campos de tensores.
Exemplo 1 (IdentificagGes)
(i) Seja w uma 1-forma suave sobre a variedade M. Entao a fun¢ao
A:X(M)— C™(M)

dada por A(X) = w(X) é C®°(M)-linear. Portanto, A é um campo tensorial do
tipo (0,1) em M. Assim todo campo tensorial do tipo (0,1) é dado de maneira

unica como uma 1-forma e escrevemos

X (M) = (M),

(11) Seja V um campo tensorial suave sobre M. Entao a fungao
VX (M) — C™(M)

dada por V(0) = 0(V') é C°(M)-linear. Portanto, V é um campo tensorial do
tipo (1,0) em M. Assim todo campo tensorial é dado de maneira unica como um

campo vetorial e escrevemos

X(M) = TH(M).
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(iii) Se A X(M)* =X(M) é C®°(M)— multilinear, defina
A X (M) x X(M)* — C™(M)

como sendo

A0, X1, ..., X,) = 0(A(X1,..., X)), VOEX (M) e X; € X(M), 1<i<n.

Observe que A ¢ C®(M)-multilinear e portanto A é um campo tensorial do tipo
(1,8) em M.

Definicao 1.4 Os tensores do tipo (0,s) sdo chamados de covariantes enquanto os

tensores do tipo (r,0) sdo chamados de contravariantes.

Como haviamos dito na Observacao (1.2), a condicao a qual o produto tensorial
é comutativo é quando A é contravariante e B covariante e vice-versa.

O préximo resultado nos mostra que um campo tensorial A em M pode ser
definido pontualmente em M, dando um valor A, a cada ponto p € M. Isto exatamente
para campos e 1-formas. O fato essencial é que quando A é avaliado em campos e 1-
formas para resultar na fungao de valores reais A(6',...,0", X;,..., X, ), o valor desta
funcao nao depende de cada 1-forma ou de cada campo de vetores, mas somente dos

valores dela em uma vizinhanga do ponto p, mais disso mostraremos o seguinte

Lema 1.1 Se uma das 1-formas ou um dos campos de vetores for igual a zero em p,

entao

A, ...,0", X, ..., X,)(p) = 0.

Demonstragdo. Suponha que X[, = 0, e sejam x!, ... 2™ um sistema de coordenadas

em uma vizinhanca U de p. Sendo assim podemos escrever
i=1

onde 04, ...,0, é¢ uma base do T, M.

Denote X,(x') = X" € C*(M) e reescreva a equagao (1.2) como
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Seja f € C°°(M) uma func¢ao bump® em p com supp(f) C U.

Note que fz' é uma fungio suave em M e da mesma forma f0; € X(M), assim

PAGY, .0 Xy, X)) = A@Y,.... X))

= A 01,...,f22n:Xi8i>
=1
= A 92...,%#){%@)
=1
= A 91,...,<zn:fxi) f&)
i=1

— iin-A(Ql,...,fﬁi),
=1

avaliando no ponto p, temos

FAR)AWD, ... 0", Xy, X)) (p) = (Z f(p)Xi(p)> A, f0;)(p).

Como X[, = 0, temos que X'(p) = X (z')|, = 0, e por uma das propriedades de

fungao bump, temos que em uma vizinhanca U de p, f(p) = 1, portanto
A, ..., 0", X, ..., X,)(p) = 0.

Proposi¢ido 1.5 Sejamp € M e¢ A € T(M). Sejam também 51, 0 et e
as 1-formas tais que 0'|, = 0'|,, para todos 1 < i < r e X1,...,Xs € X1,..., X, 05
campos de vetores tais que 7j|p = Xj|, para todo 1 < j < s. Entdo

—1

A@,. 0 XL X)) = A0 XL X)) ().

Demonstragao. Faremos a prova para o caso r = 1 e s = 2, o caso geral segue
deste. Denotemos por 6,6 as 1-formas e X;, X;, 1 < i < 2, os campos de vetores e
consideremos a seguinte identidade
A0, X1, X)) — A0, X1, X)) = A0 —0,X1,X5)+A0, X, — X1,X5)
+ A, X1, X5 — X3). (1.3)

!Dada qualquer vizinhanca U de um ponto p € M existe uma funcio f € C°°(M), satisfazendo:
(1) 0 < f <1 sobre M;
(it) f =1 em alguma vizinhanca de p;
(71) supp(f) C U.
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Por hipétese, 0], = 0],, X1|, = X1/, e Xa|, = Xz],, entdo
Oy — 0l =0, Xul, — Xilp =0 e Xaf, — Xof, =0
logo, avaliando a equacao (1.3) em p e usando o Lema (1.1) segue
A0, X1, X2)(p) — A0, X1, Xo)(p) = 0,
o que conclui a demonstragao. [ |

Encerraremos esta secao com a seguinte

Observacao 1.3 Segue da dltima proposicio que um campo tensorial A € To(M)

possui um valor A, em cada ponto p € M, especificamente, a fun¢ao
A, (T,M))" x (T,M)* — R
definida da sequinte forma: se o, ..., a" € (T,M)* e vy,...,vs € T,M entdo
Ap(ozl, oalvg, ) = A0 00 X, X (p),

onde 0',...,0" € X*(M) e Xy,...,Xs € X*(M) sdo tais que 0", =o' (1 <i<7r)e
Xilp=v; (1<) <s).

Nao é dificil verificar que A, é R-multilinear. Entdo A € um tensor do tipo (r,s)
em T,M. Assim, podemos considerar A € TL(M) como um campo suave que associa a

cada ponto p € M o tensor A,.

1.1.1 Componentes de um Tensor

Definiremos agora as componentes de um tensor. Denotaremos por simplicidade

M™ por M, onde n indica a dimensao da variedade.

Definicao 1.6 Seja M™ uma variedade diferencidvel. Considere um sistema de co-

ordenadas € = (z',...,2") num conjunto aberto U C M™. Se A € T°(M) entio as

componentes de A em £ sao as funcoes
Al = A(da™, ... da',0;,,...,0;,) 1 U C M — R,

J1---Js

onde iy...ip,71...Js € {1,...,n}.

Faremos agora uma pequena aplicacao da defini¢ao anterior.
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Exemplo 2 Se A € T3(M), entio escrevendo X =37, X'0;, Y =3, X70; e
0 =73, Oxdz® obtemos

A0, X)Y) = A(ZXiﬁi,ZXjaj,Zdexk>
7 i k

= Z QkXZYJ A(dl’k, 81, 8])
bk n

= ) ALOXY.
1,5,k

Observacdo 1.4 Se A€ T0(M) e B € T0,(M) sdo campos definidos em M, entio as

componentes de A® B € Tgiz,’(]\/[) 540

(A® B)il"'iTiTJﬁl"'irJrr’ _ Aillu-ir ) Bi5+1...iT+T/

jl--~jsjs+1-~-j5+s’ Ji--Js jr+1---js+5”
onde iy ... Gpyp, 1. Jsrs € {1,...,n}.

Lema 1.2 Seja z',...,2" um sistema de coordenadas em U C M. Se A € To(M)

entao em U temos
A=A""0, ®..®0, d" ®...®dr",

J1---Js

onde iy ... Gy, 1. Jsrs € {1,...,n}.

1.1.2 Contracao de Tensores

Existe uma operacdo chamada contra¢ao que transforma tensores do tipo (r, s)
em tensores do tipo (r — 1,5 — 1). A definicdo geral deste tipo especial de tensores

segue do
Lema 1.3 FEziste uma unica fungao C*°(M)-linear
C:T(M) — C*(M),
chamada (1,1)-contracao, tal que €(X ®@0) = 0(X), para todo X € X(M) e € X*(M).
Demonstragao. Da C°(M)-linearidade, observamos que € serd uma operagao pon-

tual. Considere A € T{(M). Se £ = (x',...,2") é um sistema local de coordenadas

entao, A pode ser escrito da forma

A= A @dd.

ij
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Queremos que
¢(0; ® da’) = da?(8;) = 7.
Assim, localmente podemos definir

¢ THM) — C®(M)

dada por €(A4) =", AL. E assim, € possui a propriedade requerida.
Para estender o resultado em toda a variedade, basta mostrar que a definicao
independe do sistema de coordenadas escolhido.

De fato, se n = (y',...,y") é um outro sistema de coordenadas local em M, entao

m m a
O’
- ; A < (991:1 Z m Qz )
B oy™ Oz’ 0
B dxi oy g (d " O )

7]7
J
(9x

I ox?
- Y,
ij
= ) AL

|

Agora para estender o Lema (1.3) para tensores de tipo mais elevado o procedi-

mento é especificar uma entrada covariante e uma entrada contravariante, e aplicar o
Lema (1.3) para estes.

Sendo assim, suponha que A € T(M) el <i<rel <j<s Fixadas as

1-formas 6,...,0"! e campos de vetores X1,..., X, ;. Entdo a funcdo
(6,X) = A6, ....6,.... 0 X1, X, Xs 1),

onde 6 ocupa a i-ésima entrada contravariante e X ocupa a j-ésima entrada covariante,

é um tensor do tipo (1,1) que pode ser escrito como

ABY, .07 X, X ).



Capitulo 1. Tensores em Variedades 20

Aplicando o Lema (1.3) para este tensor, obtemos a func¢do de valores reais dada por
(CIA)(O',...07 " Xy, ..., Xoa).

Nao ¢ dificil ver que C3A ¢ C°°(M)-multilinear nestes argumentos. Portanto ¢ um

tensor do tipo (r — 1, s — 1) chamado a contragao de A sobre i, j.

Exemplo 3 Se A € T3(M) entio €3(A) € TL(M) € dado por
(€5(A)(0, X,Y) = €(A(-,6,X,Y,)).

Se & = (zt,...,2") é um sistema de coordenadas, entio

(G(A))5 = (€3(A)(da",8;,05) = €(A(-, da*, 9;, 95, -))
= Y A(dz™, da*,0;,0;,0,) = Y Al

m m

Uma consequéncia imediata é dada pelo.

Corolario 1.7 Sejam i€ {1,...,r} eje{l,...,s}. Se A€ T(M) entio as compo-
nentes de €i(A) € T_1(M) sao

z 11 dp—1 11 M. lp 1
(Q: j1 Js—1 z : A]l M Js—17
onde m ocupa simultaneamente a i-ésima entrada e a j-ésima entrada.

1.1.3 O Pullback

Definiremos agora uma importante operacao que por meio de uma aplicacao difer-

enciavel entre M e N, qualquer tensor covariante em N fornece um novo tensor em

M.

Definicao 1.8 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e ¢ : M — N uma aplicagao
diferencidvel. Se A € TUN), com s > 1 e considere

(0*A)p : (T,M)* — R,

dada por
(gb*A)p(Ul? - va) = A(gb(p))(d¢p(1)1>, s 7d¢’p(vn))7

para quaisquer vy, ...,vs € T,M e qualquer p € M. Entao ¢*A é chamado "pullback”
de A por ¢.
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Pela linearidade e multilinearidade das respectivas aplicacoes
dgp : T,M = Ty)N e Agp) : (TypN)* = R,

obtemos que (¢*A), : (1T,M)* — R é R-multilinear. Assim (¢*A), é um tensor do tipo
(0,5) em T,M. Portanto ¢*A € T(M) e convém observar que no caso em que s = 0

temos A € TY(M) = C>=(M), e neste caso definimos
p*A=Aope C®(M).
O proximo resultado, nos fornece algumas propriedades importantes do pullback.

Lema 1.4 Sejam M,N e P wvariedades diferencidveis, f € C*(M) e considere as
sequintes aplicagoes
¢p: M — N, ¢p: N — P.

Entéo
(i) ¢*(df) = d(¢" f);
(i) ¢* : TUN) = TU(M) é R— linear para cada s > 0, ¢ ¢*(A® B) = (¢*A)® (¢* B);
(iii) (0 ¢)* = ¢* o9p* : TY(P) — TY(M).
Demonstracao.

(i) Se p € M entao usando a Regra da Cadeia temos que

d(@*f)p = d(f © ¢)p = df s(p)(dpp) = ¢"(dfp).
Como p foi escolhido arbitrariamente, seque que d(¢*f) = ¢*(df).
(ii) A R-linearidade de ¢* é consequéncia da tltima definigao.
Sejam A, B € TUN) e se vy,...,v5, w1, ..., ws € T,M entao,
¢ (A® B)(v1,...,0s,W1,...,ws)

= (A® B)(do(v1), ..., do(vs), dp(wr), . .., do(ws))
= A(dg(v), ..., do(vs)) - B(dg(wr), . .., do(ws))
= (" A)(v1,...,vs) - (@"B)(wy, ..., wy)
= ("A) ® (¢"B)(v1, ..., 05, w1, ..., Wy).

Segue que ¢*(A® B) = (¢*A) ® (¢*B).
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(iii) Primeiramente observe que o ¢ : M — P e se dado A € T(P), entao
YA€ TYUN) e ¢* (¢ A) € TYM).

Consideremos vy, ...,vs € T,M, dai

(Y o@) A)(vr, ..., 0s) = Ald(o@)(ve), ..., d(¢ o ¢)(vs))
= A(dy(dd(vr)), ..., d(P(de(vs))))
= (@A) (do(v), .-, d(6(vs)))
= (" (" A) (01, ..., vs)
= ((¢p*op")A)(vy,...,vs).

Segue que (Yo ¢)*A = (¢*09p*) A, para todo A € T(P), de onde concluimos que
(o) =g oy

1.1.4 Derivacao de Tensores

Conheceremos agora um tipo de tensor chamado Tensor Derivacao. Veremos
algumas de suas propriedades e por fim, definiremos a derivada de Lie que sera de

muita importancia no desenvolvimento do nosso trabalho.

Definicao 1.9 Uma deriwacao ® em uma variedade diferencidvel M € um conjunto de
funcoes R-lineares

D=2.:%F(M)—T(M) (r,s > 0),
tal que para quaisquer A, B € TL(M) e toda contragcio €, tem-se
(i) D(A® B) = (DA) @ B+ A® (DB);

(ii) D(C(A)) = E(DA).

Definida desta maneira, ® é R-linear, preserva o tipo do tensor, obedece a regra do
produto e comuta com contragoes. Para uma funcao f € C°(M) temos fQ A= f- A,
assim D(fA) = (Df)A+ f(DA),equando t =s=0,8e D =D : C°(M) — C>*(M)
¢ uma derivagdo em M, entdo existe um tnico X € X(M) tal que ©f = X f, para

qualquer f € C*®(M).
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Proposicao 1.10 Se ® ¢é uma derivacao em M e U ¢ um aberto de M entdao existe

uma unica derivacao Dy tal que
Du(Aly) = (DA)|v,

para todo tensor A em M. (Dy é chamado a restricio de ® em U, e daqui por diante

omitiremos o subindice U).

Demonstracao. Seja B € T5(M) e considere p € U e f uma fungdo bump em p.
Entdo fB € T,(M). Defina
Du(Aly) = (DA)|v.

Afirma-se que a definicao acima independe da escolha da funcao bump.

De fato, seja g uma outra fung¢ao bump em p, entao

D(gfB)y=2(9(p))f(p)By +9()(DfB), = D(fB)y.

De maneira anéloga, ©(gfB), = ©(gB),. Assim, D(fB), = D(¢9B), e a defini¢do
acima é uma boa definicao.

Além disso é possivel mostrar que:

(i) ®yB é um campo tensorial em U;

(i) ©y é uma derivacdo em U;
(ili) Dy (Bly) = (DB)|v) para todo tensor B em M;
(iv) Dy é unico,

o que conclui a demonstracao. [ |
A formula de Leibniz D(A® B) = (DA) ® (D B) pode ser reformulada da seguinte

maneira.

Proposigao 1.11 (Regra do Produto) Seja® uma deriva¢io em M. Se A € T (M)

entao
@(A(Hl, LT X X)) = (@A)(@l, 0T X X)

+ Y AW DO 0, X LX)
=1

+ Y CA@,. 0 X DX, X).
j=1
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Demonstracao. Por simplicidade, facamos r = s = 1 e afirmamos que
A0, X)) =C(AR0® X),

onde € ¢ a composta de duas contracoes.
Com efeito, seja & = (z!,...,2™) um sistema de coordenadas local em M. Entao
pela Observagao (1.4), A® 6 ® X tem componentes Aé@le.
Uma vez que A6, X) =37, . Aj0; X7 temos,
D(A0, X)) = DEARIRX)=CD(AR0® X)
= CDARIRX)+C(ARDIR X)+C(ARI®DX)
= (DA)0,X)+ A(D0,X) + A(0,DX).

a demonstracao do caso geral segue deste. [ |

Corolario 1.12 Se duas derivacoes D1 e Do em M coincidem em funcoes reais definidas

em M e em campos de vetores definidos em M, entao D1 = Ds.

Demonstragao. Basta observar na Proposicao anterior que
(D)(X) =D(0(X)) — 0(DX),

para todo X € X(M) e todo 0 € X*(M). |
Se sabemos derivar sobre C*°(M) e X(M) entao é possivel construir uma derivagao

sobre M. Especificamente temos o seguinte resultado:

Teorema 1.13 Dados um campo vetorial V € X(M) e uma fun¢io R-linear
§:X (M) — X(M) tal que

S(fX) = V()X + f6(X), ¥ f e C®(M), ¥ X € X(M), (1.4)

entao existe uma tnica derivagio ® em M tal que D) =V : C®°(M) — C>*(M) e
Dy =0.

Demonstragdo. Observe que D) e D} ja sdo dados. Segundo a demonstracao do

ultimo corolério, defina

(D0)(X) = DO(X)) — H(DX), ¥ X € X(M),
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e note que

DH(X+Y) = VOX+Y)) —006(X+Y))

= V(0(X) +06(Y)) = 0(6(X) +(Y))
= V(X)) +V(0(Y)) - 0(0(X)) = 6(5(Y))
= [V(0(X)) = 000(X))] + [V(8(Y)) = =0(3(Y))]

(D0)(X) = (9X)(6),
e usando a equagao (1.4)

D)(fX) = V(O(fX
= V(fo(X

) —0(0(f X))

) = 0(V()X + f6(X))

= V(NOX) + fV(6(X)) = V(HOX) = F0(6(X))
= JIV(0(X)) = 6(6(X))]

= f(®0)(X),

)
)

para quaisquer X,Y € X(M) e todo f € C(M).
Assim @6 é C°°(M)-linear, logo D60 € X*(M) e portanto obtemos a derivagao

D=2V X*(M) — X*(M).
Agora usando a regra do produto (1.11), para um tensor A com r + s > 2 definimos

(DA, ...,0", X1,...,X,) = DAG,...,0,X,,...,X,))

=) A@.... DO, 07X, X)
=)AW@, 0 X, 0K, X,

Pode ser mostrado que ®A € TL(M) e © : TH(M) — T5(M) é uma derivagdo em M.
(Veja mais detalhes em [27], pag. 45). |
Para encerrar esta se¢ao apresentaremos agora uma aplica¢do do teorema anterior

que é de grande importancia.

Definicao 1.14 Se V € X(M) entao a derivagcio Ly tal que
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(i) Lv(f) =V(f), V f€C>(M)
(ii) Lv(X) = [V, X], ¥ X € X(M),
¢ chamada Deriwada de Lie com relagcao a V.

Observacao 1.5 Note que

Ly(fX) = [V JX]=V(fX)-fX(V)
= V(NX+fV(X) - fX(V)
= V()X + fIV,X]
= V(NX + fLy(X),

f
f

para todo X € X(M) e qualquer f € C°(M).
Logo pelo Teorema (1.18) temos que Ly esta bem definida, ou seja, é um tensor

derivacao.

1.2 Variedades Semi-Riemannianas

Apresentaremos aqui algumas conhecimentos que estao intimamente relacionados

com o nossos objetos de estudo.

1.2.1 Formas Bilineares Simétricas

No que segue, seja V um espago vetorial de dimensao finita. Uma forma bilinear

b:V xV — R éuma aplicacao que satisfaz:

(i) b(au,v) = ab(u,v) = b(u,av), Y u,veV;

(i) b(u+ w,v) = b(u,v) + b(w,v) e b(u, v+ w) = b(u,v) + b(u,w), Vu,v,weV.
A forma b ¢é dita simétrica se b(u,v) = b(v,u) Y u,veV.
Definicao 1.15 Dizemos que a forma bilinear b é:

(i) positiva definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) > 0;

(ii) negativa definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) < 0;

(1ii) nao degenerada se b(v,w) = 0 para qualquer w € V' implicar v = 0.
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O caso em que b é semi-definida se define de maneira andloga a definido acima,
trocando apenas a desigualdade estrita. Se b é uma forma bilinear simétrica em V'
entao para qualquer subespaco W C V, a restricao b‘WXW, que vamos denotar por blw

é ainda simétrica e bilinear.

Definicao 1.16 O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V' € o maior inteiro

que denota a dimensao do subespaco W de V' tal que b|W € negativa definida.

Assim 0 < v < dimV e v = 0 se, e somente se, b é positivo definido. A funcao
q:V — R dada por g(v) = b(v,v) é chamada a forma quadrdtica associada de b. Em
alguns casos é mais conveniente trabalhar com ela do que com a proépria b, e nao ha

perda de generalidade pois b pode ser recuperada pela identidade de polarizagao

bu,v) = 5(alu+0) — g(a) — 4(0)).

Se ey, ..., e, ¢ uma base para V, a matriz n X n cujas coordenadas sao (b;;) = b(e;, e;) é
chamada matriz de b relativa a base eq,...,e,. Uma vez que b é simétrica, esta matriz
é simétrica.

Lema 1.5 Uma forma bilinear simétrica é nao degenerada se, e somente se, a matriz

relativa a uma base (e portanto a todas) é invertivel.

Demonstracao. Seja eq,...,e, uma base para V. Se u € V, entao b(u,v) = 0 para
todo v € V se, e somente se, b(u,e;) = 0 para i = 1,...,n. Uma vez que (b;;) é
simétrica,

b(u, 61') =b <Z U;€j, 61) = Zujb(ej, 62‘) = Z bijuj.
J J J

Assim b é degenerada se, e somente se, existem nimeros nao todos nulos ug, . .., u, tais
que Zj bjjuj = 0 parai = 1,...,n. Mas isso ¢ equivalente a dependéncia linear das
colunas da matriz (b;;), isto é, (b;;) ser singular. |

Falaremos um pouco sobre produtos escalares. Exibiremos algumas de suas pro-

priedades importantes e deixamos, para maiores detalhes [27] capitulo 2.

Definicao 1.17 Um produto escalar g em um espaco vetorial V' é uma forma bilinear

sitmétrica e nao degenerada sobre V.
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Um produto interno é um produto escalar positivo definido. Quando V = R",

temos o produto interno canénico definido por

u-v = E U;V;.
%

Muitas propriedades do produto interno valem para produtos escalares, porém alguns
fendémenos novos surgem quando ¢ é indeterminado, isto é, g(v,v) = 0, mas v # 0.
O préximo exemplo nos mostra que mudando o sinal do produto escalar usual do

R? temos um exemplo de produto escalar indefinido.
Exemplo 4 Defina g : R? x R? — R dado por
g(u,v) = ujv; — ugvs.

Observe que g é simétrica e bilinear. Considerando a base {(1,0),(0,1)} do R?, temos
pelo Lema (1.5) que g é nao degenerada. Assim, g € um produto escalar indefinido e a

sua forma quadrdtica associada é dada por q(v) = u? — u3.

Definicao 1.18 Seja V um espaco vetorial com produto escalar e seja W um subespaco
de V. O complemento ortogonal de W ¢é o subespagco W+ de todos os vetores em V que

sao ortogonais a todo vetor em W, ou seja,

Wt={veV; vl W}

Os proximos lemas descrevem algumas propriedades da operagao L que sao usa-

dos em nossos estudos.

Lema 1.6 Se W é um subespaco de um espaco com produto escalar V, entao
(i) dimW + dimW+ =n = dimV;
(ii) (W)t =W;

(iii) Um subespago W de V € ndo degenerado se, e somente se, V.= W & W+,
Ademais, ind V = ind W + ind W+.

Lema 1.7 Sejae;..., e, uma base ortonormal de V. Entdo toda v € V € escrito de

v = Z g(v,e;)e;.

maneira Uunica como
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Definiremos agora tensor métrico e o que vem a ser uma variedade de Lorentz.

Definicao 1.19 Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M é um tensor
do tipo (0,2) simétrico, nao degenerado em M de indice constante. Em outras palavras,
g € M) leva suavemente cada ponto p € M em um produto escalar g, em T,M, e

o indice de g, € o mesmo para todo p € T,M. Ou seja,

g : M — IH(M)
p > 9p  T,M xT,M — R
(u,v) — gp(u,v)

€ uma aplicacao suave tal que,
(1) gp(u,v) = gy(v,u), Y u,vel,M
(it) gp(u,v) =0, VoveT,M, implicauw=0;
(iii) ind(T,M) = ind(T,M), ¥ p,q€ M, comp#q.

Definicao 1.20 Uma variedade semi-Riemanniana € uma variedade diferencidvel M

munida com um tensor métrico g.

O valor comum v do indice de g, em uma variedade semi-Riemanniana M ¢ chamado
indice de M. Note que 0 < v < n = dim(M). Se v = 0, entdo M é uma variedade
Riemanniana. Neste caso, cada g, ¢ um produto interno em 7T,M. Quando v = 1 e

n > 2, entao M é dita uma variedade de Lorentz.

Notagao 1.21 Denotemos por g = (,) o tensor mélrico. Assim podemos escrever
g(u,v) = (u,v) € R, para todos u,v € T,M e g(U, V)= (U, V) e para U,V € X(M).

Para um sistema de coordenadas podemos escrever g sendo
g(UV) = (U V)= g;UV7,
]

de fato, se £ = x!,... 2" & um sistema de coordenadas em U C M entdo as compo-

nentes de g em U sao

gij = (0;,0;), Vi=1...,n.

Assim, se V =37, 0'0; e U =3 40, temos que

g(U V)= (U, V) = Zgijvin.
i,J
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Como g é ndo degenerada temos que em cada p € M a matriz (g;;(p))nxn ¢ invertivel
e a sua inversa ¢ denotada por (¢ (p))nxn- A formula usual para a inversa de uma
matriz nos garante que as funcoes g;; sao suaves em U. Além disso, como g é simétrica,
entdo g;; = g;i e consequentemente g = ¢’ para quaisquer i = 1,...,n. Finalmente
em U o tensor métrico g pode ser escrito como
g= Zgijdxi ® da’.
]

Assim, se U,V € X(M) temos

= Y guda’(U)-ded(V)
]
]

Exemplo 5 Seja M = R", e para cada p € M temos que T,M ¢ isomorfo a R".

Assim se (z',... 2™) é um sistema de coordenadas usuais do R™, entdo
(Up, vp) E u'’,

' n _ in _ io. '
define um produto interno em R", onde u, =, u'0; e v, = . v’0;. Desta maneira,
R™ munido com esta métrica nos dd uma variedade Riemanniana chamada espaco

Euclidiano n—dimensional.

Exemplo 6 Seja v um inteiro tal que 0 < v < n. FEntao R" munido com o tensor

— Lny ]]
(Up, vp) = — guv+ E ()

Jj+r=1

metrico

de indice v nos dd uma variedade semi- Riemanniana R}, chamado espago semi- Euclidiano.

Observe que R} = R", e paran > 2, R} € o espaco de Lorentz-Minkowski n-dimensional.

Fixando a notacgao

—1,se 1<1<y,
€ =
+1l,se v+1<75<n,
entao o tensor métrico de R’ pode ser escrito como

g= Z edr' ® dat

)
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Definicao 1.22 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico (,).

Dizemos que um vetor v € T,M ¢é
(i) tipo-espago se (v,v) >0 ou v =0;
(1) tipo-tempo se (v,v) < 0;

(11i) nulo se (v,v) =0 ev # 0.

O conjunto {v € T,M; (v,v) =0 v # 0} de todos os vetores nulos de T,M &
chamado cone nulo em p € M. Quando M é uma variedade de Lorentz, os vetores
nulos sao chamados de tipo-luz.

Para cada p € M, seja

qg  T,M — R
v q(v) = (v,0),
a forma quadrética associada ao produto escalar (). Temos que g determina (,). Mas
observe que
g(fV) = (fV. V) = fAV.V) = fPa(V),
para qualquer V' € X(M) e toda f € C°(M). Assim, temos que ¢ ndao é C*°(M)-linear
e portanto nao é um campo tensor.

Definicao 1.23 Seja N uma subvariedade de uma variedade semi-Riemanniana M
munida de um tensor métrico g. Sejat: M — N a aplicacao inclusao. Se o pullback ix
g € um tensor métrico em N entao, N € chamada uma subvariedade semi- Riemanniana
de M.

1.2.2 A Conexao de Levi-Civita

Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e V, W dois campos de vetores em
M. Em cada ponto p € M, queremos calcular a taxa de variacao de W na diregao de
Vp. Fazemos isso naturalmente no espago Euclidiano com a derivada de um campo em

relacao a outro. Para o nosso contexto vamos introduzir o conceito de conexao.

Definigao 1.24 Sejam u', ..., u™ as coordenadas naturais de R". Se V e W sdio cam-
pos de vetores em R}, com W =", W1o; , o vetor

DyW => V(W

¢ chamada a deriwada covariante de W na direcao de V.
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Agora estabeleceremos o conceito de conexao em uma variedade diferenciavel M.

Definicao 1.25 Uma conexdo V em uma variedade M é uma funcao
V:X(M)xX(M)— X(M)
satisfazendo, para quaisquer V,W € X (M)
(i) VyW € C®(M)-linear em V;
(i1) VyW € R-linear em W ;
(1)) Vy(fW) = fVyW + V(f)W para toda fun¢ao f € C®°(M).

Assim, VyW € chamada a "deriwvada covariante” de W na direcao de V' com respeito

a conexao V.

Observe que o axioma (i) nos diz que Vi W é um tensor em V', entao podemos
examinar o seu carater pontual, isto é, dado v € T, M, o vetor V,W € T},M, esta bem
definido e denotamos por (V,W), onde V' é um campo tensorial tal que V,, = v. O
axioma (i77) nos diz que Vy W nao é um tensor em W.

Vejamos agora um resultado de carater algébrico, o qual nos diz que na presenca

da métrica podemos identificar campos com 1-formas.

Proposicao 1.26 Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Se V€ X(M) seja V*

uma 1-forma em M tal que
VNX)=(V,X), VXeX(M).
Entao a funcao

Fooox(M) — xX(M)
Vioo— (V) = VX)) =(VX)

é um isomorfismo C*°(M)-linear de X(M) para X*(M).
Demonstragao. Primeiramente observemos que f é C°°(M)-linear, pois é dada por

uma 1-forma que é C°°(M)-linear. Para mostrar o isomorfismo, basta mostrar que a

aplicacao é uma bijecao, uma vez que ja temos a linearidade.
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(i)

f é injetora.
De fato, seja f(V) = f(W), entdo

(V. X) =W, X), XeX(M).

Logo
(VX)=WX)e(V-WX)=0cV=W,
uma vez que X € X(M) é qualquer e a métrica é ndo degenerada.

Portanto f é injetora.

f € sobrejetora.

E necessario exibirmos um V € X(M) tal que
0(X)=(V.X), VX eX(M).

A unicidade é dada pelo item (7). Mostraremos que podemos encontrar um
tal campo V em uma vizinhanca coordenada U arbitraria. Seja 6 € X*(M),
entdo podemos escrever § = . 0;,dz" em U e tomemos V € X(M) dado por

V =3%,,970;0;. Entao desde que (g") e (gi;) sdo matrizes inversiveis, temos
(V,0k) = <Z gijeiap ak> = Zgijei (0;, Ok)
ij ij
ij ij

Portanto f é sobrejetora. [ |

A conexao esta diretamente ligada a métrica, desde que acrescentemos a com-

patibilidade e a simetria que é uma propriedade relacionada aos colchetes de Lie. Em

verdade, é o que nos mostra o teorema de existéncia e unicidade da conexao de Levi-

Civita, ou mas precisamente

Teorema 1.27 (Levi-Civita) Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma

unica conexao V tal que

(1) [V,W]=VyW —VyV;
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(i) X(V,W) = (VxV,W)+ (V,VxW), ¥V X, V,IW € X(M).

V € chamada a conexao de Levi-Cwita de M, e é caracterizada pela "Formula de

Koszul”

AVyW, X) = V(W,X)+W(V,X)— X(V,IW)
— (V,[W, X]) + (W, [V, X]) + (X, [V, W]).

Demonstragao. Suponha que V é uma conexdo em M satisfazendo os axiomas ()
e (i1) do teorema acima. Do lado direito da formula de Koszul, usemos o axioma (i)
nas trés primeiras parcelas e o axioma (i) nas trés ultimas. Com isso, alguns pares irao
ser cancelados o que nos levard a 2(Vy W, X). Assim, V satisfaz a formula de Koszul,
portanto se tal conexao existe ela é unica. Para a existéncia, F'(V, W, X) como o lado
direito da formula de Koszul. Para campos V, W fixados um céalculo direto mostra que
F & C(M)-linear e portanto ¢ uma 1-forma. Pela Proposigao (1.26), existe um nico
campo vetorial, que denotaremos por Vi W, tal que 2(V, W, X) = F(V,W, X) para
todo x € X(M). Nao é dificil verificar que F' satisfaz os trés axiomas da definigao (1.25),
a simetria e a compatibilidade com a métrica. Usando a unicidade, mostramos a

existéncia da conexao. [ |

1.2.3 Curvaturas

Apresentaremos agora o tensor de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto

uma variedade deixa de ser Euclidiana.

Definicao 1.28 Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor curvatura R de
M ¢ a aplicacao
R : XM} — X(M)
(X,Y,Z) — R(X,Y,Z) = —VxVyZ+VyVxZ+ VixyZ

Uma vez que fizados os campos X, Y € X(M), podemos considerar o operador curvatura

R(X,Y) dado por



Capitulo 1. Variedades Semi-Riemannianas 35

Observe que o tensor curvatura é linear em relacao a aditividade e trilinear em
relacao ao produto com elementos do anel C*°(M). Além disso, o tensor curvatura

satisfaz as seguintes propriedades (veja, por exemplo, [27], Proposi¢ao 3.36).

Proposicao 1.29 Com as notagdes acima, para quaisquer X,Y, Z, W € X(M),
(i) RX,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0;
(ii) (R(X,Y)Z,W) + (R(Y, Z)X,W) + (R(Z, X)Y,W) = 0;
(iii) (R(X,Y)Z,W) = — (R(Y,X)Z,W);
(iv) (R(X,Y)Z,W) = — (R(X, Y)W, Z);
(v) (R(X,Y)Z, W) = (R(Z,W)X,Y).

Definicao 1.30 Dizemos que uma variedade € flat quando o tensor curvatura € iden-

ticamente nulo.

Um exemplo de variedade flat é o espaco Euclidiano n-dimensional, uma vez que
em R" os Simbolos de Christoffel sao identicamente pois sao dados pelas derivadas da
métrica que sao nulas neste espaco.

Intimamente relacionado com o operador de curvatura esta a curvatura seccional

que passaremos a definir.

Lema 1.8 Seja 0 C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e

sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

_ (R(z,y)z,y)
Bew) = meyp— ey

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.

Demonstragao. Para qualquer duas bases de o podemos relaciona-las pelas equacgoes

v = ar + by,
w = cx + dy,

onde o determinante dos coeficientes ad — be é diferente de zero. Um céalculo mais

aprofundado mostra que

(R(v,w)v,w) = (ad — be)*(R(z,y)z,y),
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([o*[w]* = (v,w)?) = (ad — be)* (|2 |y|* — (z,)").
Portanto K (v, w) = K(z,y). |

Definicao 1.31 Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o C T,M,
o numero real K(x,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamada a

curvatura seccional de o em p.

Dizemos que uma aplica¢do multilinear F : T,(M)* — R & tipo-curvatura se ela
satisfaz todos os itens da Proposicdo 1.29. Assim, se F'(z,y,x,y) = 0 para quaisquer

z,y € T,M tais que o = span(z,y) é um plano ndo-degenerado, entdo F' = 0.
Lema 1.9 Seja F uma fungao tipo-curvatura em T,M tal que

F(x,y,z,y)
(z,2)(y, y) — (7,9)?

K(*%Z/) =

sempre que o = span(z,y) € um plano nao-degenerado. Entao,
<R($v y)Z, w> = F(l‘, Y, =, w)7

para todos x,y,z,w € T,M.

Demonstracao. Como a diferenca de funcoes tipo-curvatura também é tipo curvatura
definimos A(z,y, z,w) = F(z,y,z,w) — (R(z,y)z,w). Por hipotese, A(x,y,z,y) =0
se 0 = span(z,y) é um plano nao degenerado de T,M. Assim pela observagao feita
antes deste corolario, A = 0. [ |

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura constante se a funcao cur-
vatura seccional é constante. O proximo resultado nos fornece uma féormula para R

quando K é constante.
Corolario 1.32 Se M tem curvatura seccional constante C, entdo

R(x,y)z = C({z,7)y — (2,y)x).

Demonstragao. Observe que definindo F(z,y, z,w) = C((z,z){y, w) — (z,y){x,w)),

temos que F' é uma funcao tipo-curvatura em cada ponto, e

F(x,y,2,y) = C((z,z)(y, y) — (z,y)*.
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Se 0 = span(z,y) é um plano nao-degenerado, entao

AW Fryry)
Kew) = 0= ay — g

e o resultado segue do lema anterior. [ |
1.2.4 Alguns Operadores Diferenciaveis

Estenderemos agora os conceitos de vetor gradiente, divergente, Hessiano e Lapla-
ciano para variedades semi-Riemannianas. O referencial F, ..., E, sempre denotara

um referencial ortonormal em um ponto p € M.

Definicao 1.33 O gradiente de uma funcio f € C*(M), o qual denotaremos por
Vf, € um campo vetorial metricamente equivalente a diferencial df € X*(M).

Assim

(Vf,X)=df(X)=X(f), VXeX(M).
Em termos de um referencial ortonormal
(Vf, E;) = df(E;) = E;(f),

e assim pelo Lema (1.7) podemos escrever V f = Z(Vf, E;)E; e portanto
i=1

Vf=>_ Ei(f)E:
=1

Definicao 1.34 Dado um campo vetorial X € X(M) definimos a divergéncia do
campo X como a funcao divX : M — R dada por

divX = traco(Y (p) — Vy X(p)), p € M.
Assim em um referencial ortonormal podemos escrever
divX =Y (Vp X, Ej).

Definicao 1.35 Seja f: M — R uma funcao diferencidvel. O Hessiano de f, deno-
tado por Hessf, € o campo tensorial Hessf : X(M) x X(M) — X(M) dado por

(H@SSf)(X, Y) = <Vx(Vf),Y>
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O proximo resultado, nos d& algumas propriedades do Hessiano.

Lema 1.10 O Hessiano de f é um campo tensorial do tipo (0,2) simétrico tal que
(Hessf)(X.Y) = X(Y(f) = (VxY)f. V¥ X,Y € X(M).
Demonstracao. Nao é dificil mostrar que Hessf é C°°(M)-linear em cada entrada.
Desta forma, Hessf ¢ um tensor do tipo (0,2).
Como (Vf,Y) =Y(f), temos que
XY (f) = X(VLY)=(Vx(V[),Y)+((V[),VxY)
= (H@SSf)(X, Y) + <(vf)7 VXY>
= (Hessf)(X,Y)+ (VxY)f, VXY € X(M). (1.5)

Para a simetria, vamos usar a definicao dos colchetes. Observe que por um lado
(X, Y](f) = X(Y(f) = Y (X())),
mas por outro lado usando a simetria da conexao de Levi-Civita, temos
(X Y]() = (VxY)f = (Vv X) f,
dai
XY (f) = (VxY)f =Y(X(f)) — (VyX)/[.

Assim pela equagao (1.5) temos
(Hess)(X,Y) = Y(X(f)) — (VyX)f = (Hessf)(Y, X), ¥ XY € X(M).

O que conclui o Lema. [ |

Definicao 1.36 Seja M wuma variedade semi-Riemanniana. Definimos o operador

Laplaciano de M, A : C®°(M) — C*(M) por
Af = trago(Hessf), ¥V f € C*(M).

Observe que o Laplaciano também pode ser visto da seguinte maneira:

Af = Y ((Hessf)(E), E)

)

= Y (Vu(Vf),E)

= d;v(Vf).
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1.2.5 Elementos de Variedades Diferenciaveis

Nesta parte do trabalho, daremos algumas definicoes e demonstraremos alguns
resultados de variedades diferencidveis que serao tuteis para o desenvolvimento do nosso
trabalho. Para isto, assumiremos que o leitor possua um certo conhecimento de formas

diferenciaveis e as operagoes envolvendo as mesmas.

Definicao 1.37 Dizemos que D ¢é involutivo quando dados quaisquer pares de campos
de vetores X,Y definidos em um subconjunto aberto de M tais que X,,Y, € D, tem-se
[Xp, V3] € Dy

Definicao 1.38 Uma k-forma T em um espaco vetorial de dimensao finita V € dita

alternada quando possui a sequinte propriedade:
T(Xy,..., X 0, X, X)) =—T(Xq, ., XG0 X, X)),

para todo Xq,..., X, € V.

Os proximos Lemas serao utilizados para a demonstragao do Corolario do Teorema (4.1)

que sera descrito no capitulo 4 deste trabalho.

Lema 1.11 Seja M uma variedade diferencidvel, X € X(M), e seja ¢ o fluzo de X.

Para qualquer tensor covariante w e qualquer (to, p) no dominio de w

a
dt

90:(("}%(17)) = SD:;O ((L:Xw)s@to(p)) :
t=to

Demonstracao. Fazendo uma mudanca de variaveis, s =t — tp, temos

d y _d .
i t:tOSOt (Werp) = ds 8:0(%0+8) Wepsto ()
d
= O(soto) (05) W1 )
. d
= (¢1) s _0(903> Wos (@10 ()
= (90150)* ((LXW)%O(F)> )
d
uma vez que (Lxw), = p (rw)p- -
t=0

Lema 1.12 Seja M semi-Riemanniana. Se w € um elemento de volume local em M,
entio Lx(w) = (divX)w.
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Demonstracao. Seja E, ..., E, um referencial ortonormal local em M de modo que

w(Fy,...,E,) =1. Una vez que Lx é um tensor derivagao e que Lx(1) = 0, temos

(Lxw)(By,...,By) = Lx(w(Er,....E,)) =Y w(BEi,....LxE;,. .., Ey,)
%/_/ i=1

=1
n

= EX(l)—Zw(El,...,[X,EZ-],...,En)

= _‘EE:(U(l;h'-'7[)(7£%]""7E%)'

i=1
Escrevendo [X, Ej] = 3, fi; £, temos

n

(Lxw)(Er,... EBy) ==Y fijw(Er,..., B}, ... Ey).

ij=1
Como w ¢é alternada, quando fizermos a soma em i, j os termos ¢ # j vao ser cancelados
uma vez que f;; = — fji, logo s6 restarao os termos em que i = j.

Logo,

(‘CXW)(ED'"?ETL) == Z fl]id(Ewa]a?EnZ: _an
=1

g

(=1)

4,j=1

Por outro lado, sendo V a conexao de Levi-Civita de M temos

divX = > (VpX E)

da bilinearidade da métrica, segue que

n

divX = =) [ (E; E)

4,j=1

= — Z fii (Ei; By)
=1

= - Z Jii-
i=1
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Portanto,

(Lxw)(EL, ..., E,) = (divX)w(Ey, ..., E,),
como o referencial foi escolhido arbitrariamente, segue que Lx(w) = (divX)w. [ |

Proposigao 1.39 (Férmula Invariante das Derivadas Exteriores) Seja M uma

variedade diferencidvel e w uma k-forma em M. Para qualquer campos de vetores

diferencidveis Xq,..., X1 em M,
dw(Xlu' "7Xk+1> = Z (_1)271X1<W<X1, '7)?1'7"‘7Xk+1)) (16)
1<i<k+1
+ Z “”w XMX]X17'"7)?i7"‘;)?j7"‘;Xk+l))7
1<z<]<k+1

onde o chapéu indica que o elemento foi retirado.

Demonstracao. Denotemos as duas somas do lado direito de (1.6) por
I(Xy,..., Xgs1) e TI(Xy, ..., Xks1), e a soma dos dois por Dw(Xy, ..., X1). Note
que Dw é multilinear em R, e mostremos que Dw é C°°(M)—multilinear, isto é, para
1<p<k+1lefecC®M),

DCL)(Xl, ey fXP’ ce ;Xk+1) = wa(Xl, . ,Xp, c. 7Xk:+1)-

Observe que na expansao de I(Xy, ..., fX,, ..., Xk+1), nos termos em que i # p, temos

S (D)X (WX f X Xen)

i#p

= Z(_]‘)i_lXi<fw(Xl7'"7)?1""'7Xk+1>>
i#p

= > (D)X WX X Xe)
i#p
+Z( 1)Z_1in(w(X17 7X7,a 7Xk:+1))

i#p
Portanto,
I(Xl,...,pr,...,Xk+1) - fI(Xl,...,Xp,...,Xk+1> (17)
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Agora na expansao de I1, novamente f se destaca em todos os termos em que i # p e

j # p. Observe que pelas propriedades dos colchetes de Lie temos
X, Xj] = f1Xp, Xj] = (X5 1) X, e [fX, Xj] = f1Xi, Xp] + (X)X,
Expandindo /1 e inserindo as expressoes acima

II(Xy, . [ Xy Xet)

)

= Y CDPM(fX, X Xy, X X Xe)
1<p<j<k+1
+ > (D)X X)L X X X X)),
1<i<p<k+1

da definicao de colchetes, temos

II(Xy, . [ X Xer)
= Y (0P fw(X XL Xy K X Xe)

1<p<j<k+1
— > (X (X Xy, X X Xe)
1<p<j<k+1
+ Z H-pfw [Xl,X}Xl,...,A)?i,...,)?p,...,Xk+1)
1<i<p<k+1
+ > (D)X (X, X X X X),
1<i<p<k+1

colocando f em evidéncia, obtemos
(X0, fX s Xinr) (1.8)
= fII(Xy,...,Xp, ..., Xpp1)

— Y XX, X Xy X X))

1<p<j<k+1

H— ~ ~
+ V(X ) (X X1y ooy Kooy Xy Xiern).
1<1<p<k+1

Por outro lado, observemos que

S D)X WX, X X))

iF#p

= D (D)X WX X X))

i<p

+Z Z 1Xf (Xlw"u)?i?"'uXkJrl))'

p<i
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Agora reindexando o segundo somatorio por j

S D)X (X, X X))

i#p
= Z(_l)lil(le)(w(g(h7‘?177X377Xk+1))
i<p p‘—,Q
Y (TG W(X, - X X X)),
p<j 1

e trazendo X, em ambas as somas para o inicio e usando o fato de w ser uma k-forma

alternada, temos que

Z(_l)HpiB(Xif)(W(Xla . 7)?1'; ooy Xkg1))

i#p
= Z(_l)Z_I(XZf)<w(;Xl7 R 7)?1'7 R 7X11j7 R 7Xk+1>>
1<p ptg
) (IR WX Xy X X)),
———
p<j p—1
e assim,

S D)X WX, Xy X))

i#p
= Z(_l)p+](X]f)(w(Xp7X17a)?jvan-i-l))
p<j
_Z Z+p Xf ( Xl)"'inv"'7Xk+1))' (]‘9)
1<p

Substituindo (1.9) em (1.7) e depois somando (1.7) com (1.8) concluimos que Dw é
C°°(M)-multilinear.

Pela multilinearidade, para mostrarmos que Dw = dw, é suficiente mostrarmos
que as duas coincidem em um referencial, uma vez que neste, os colchetes de Lie
sao nulos. Assim seja (U, (z%)) um sistema de coordenadas em M. Como Dw e dw
dependem linearmente de w, assumiremos que w = fdz! para alguma funcio suave f

e algum multi-indice crescente I = (iy,..., 1), assim

dw = df N da' = Z %dwl A dal.
l

Se J = (j1,...,Jks1) € qualquer multi-indice de comprimento k + 1, segue que
0 ) 8]"
_ p—1
e (&cﬁ Y 8xﬂ'k+1> o Z (=1) Dir Jp (1.10)

1<p<k+1
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Por outro lado, como todos os colchetes de Lie sao nulos, temos

0 0
Dw <a$]1 ’ axjk—o-l)

) ) )
_ _1\p—1_7 I
— Z (—1) o (fdx (axﬁ"”’axa‘k+1>)

1<p<k+1
af
- Z ()P 507
1<p<k+1 v
que concorda com (1.10). |

Em seguida fazemos uma aplicagdo da Proposicao acima que sera de grande valia

na secao das Formulas Integrais.

Corolario 1.40 Seja M uma variedade semi-Riemanniana, e X1, ..., X1 campos

de vetores em M. Entao

do(X1,..., Xes) = Y (—1)(Vxw) Xy, XKoo, Xpr)  (111)

1<i<k+1

Demonstragao. Pela Regra do Produto (1.11) observemos que

(szw)(Xb s 7557)7 s 7Xk+1) - XI(W<X17 s 7)?1'7 R 7Xk+1))

—Z (X1, X VX, Xpyr)

Substituindo a expressao acima em (1.6) temos

dw<X17"‘7Xk+1) - Z <_1)i_1(inw)(X17"'7)?7;7"‘7Xk+1)
1<i<k+1
—Z WXy, X VX, X)) (1.12)
+ Z ’J”w X’L7X]X17"’7)?i7°";)?j7°";Xk+1)'
1<z<]<k+l

Note que a soma

S D w(X, . X VX X (1.13)
2%

pode ser vista como
Z(—l)ZW(Xh ce ,)/(\Pi, N VX%)(J7 c. 7Xk+1)

+ Z(—l)lw(Xl, c. 7)?1'7 . 7inXj7 ce 7Xk+1).
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Trocando ¢ por j no segundo somatorio, temos
E (—1)Jw(X1, ceey VX],X,-, c. ,Xj, c. ,XkJrl),
i<j

como w é uma forma alternada, obtemos

> (=1 Pw(Va X, Xa, o Xy, Xi)

i<j

S (=1 (=) o(V, Xiy X1, X Xeg),
1<j
ainda no mesmo contexto, podemos escrever

Z(—1>i+jCU(VXin, Xl, R 7)?1'7 e ,XkJrl)

1<j

_Z ’ﬂw VX XZ,X17...75(\'.]',...7X]€+1)’

1<j

juntando os dois, obtemos que o somatoério em (1.13) é dado por

Z(—l)i+jw<[Xi,Xj],X1, ce ,)?i, ce a)?ja ce ;Xk—l-l)-

1<j

Portanto pela expressao (1.12) obtemos

dw(Xla"'7Xk+l) - Z (_1)i+1(inw)(X17'"7)?717"'7Xk+1>‘

1<i<k+1

1.2.6 Orientacao Temporal

Seja V' um espaco vetorial Lorentziano, isto é, um espaco vetorial munido de um

produto escalar de indice constante igual a 1. Considere o conjunto
T ={ueV; (u,u) <0}.

Para cada v € T defina
Clu)={veT; (uv) <0}

chamado o cone temporal de V' contendo u. Como primeiro resultado, temos o seguinte

lema.
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Lema 1.13 Sejam u,v € T. Entao,
(i) O subespago {v}+ € tipo-espaco e
V = span{v} @ {v}*.
Consequentemente, T € a uniao disjunta de C'(v) e C(—v);

(ii) [(v,w)| > |v||wl|, onde |v] = (—(v,v))"?, valendo a igualdade se, e somente se, v

e w sdo linearmente dependentes (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa);

(iii) Se v € C(u) para algum u € T,w € C(u) se, e somente se, (v,w) < 0. Conse-
quentemente

we Cl)evel(w) < Cl) =C(w).
Demonstragao.

(i) Afirmamos que span{v} é nao degenerado com indice igual a 1.

Com efeito, sendo v um vetor tipo-tempo, temos que
ind (span{v}) =1 e (v,v) = — %

para algum § € R, 5 > 0. Agora dado u € span{v}, entdo u é escrito como

u = av, onde a € R. Logo se
0 = (u,v) = {av,v) = alv,v) = — af?,
entdao a = 0. Portanto v = 0 de concluimos que o subespago span{v} é nao

degenerado o que mostra a nossa afirmacao.

Sendo span{v} um subespago nao degenerado com indice 1, temos pelo Lema
(1.6) que
V = span{v} @ span{v}*+ = span{v} @ {v}~+

1 =ind (V) = ind (span{v}) +ind ({v}*) = 1+ ind ({v}*).
Assim, ind ({v}1) = 0 e portanto {v}* ¢ tipo-espago.

Afirmamos agora que

T = C(v) UC(~v),
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(iii)

onde esta uniao é disjunta.
De fato, se z € T entdo z € V e (2,2) < 0. Como V = span{v} & {v}* entdo
z=av+w,coma€R, a>0ewe {v}t. Logo,

(z,v) = (av +w,v) = (av,v) + (w,v) = —afS>.

Se a > 0 entdo (z,v) < 0, e neste caso, z € C'(v). Agora se a < 0 entdo (z,v) > 0.
Equivalentemente (z,—v) < 0 e neste caso, z € C(—v). Reciprocamente, se
z € C(v) UC(—v) entdo z € C(v) ou z € C(—v). Se z € C(v) entdo z € T e
(z,v) <0. Se z € C(—v) entao z € T e (z,—v) < 0. Em qualquer caso, z € T e
portanto 7 = C'(v) U C(—v).

Escreva w = av + w0, com a € R e @ € {v}*. Sendo {v}* tipo-espago entdo

(w,w) > 0. Como w € T entdao (w,w) < 0. Assim
(w,w) = (av + B, av + ©) = a*(v,v) + (D, D),

logo

= (w,w)(v,v) — (W, @)M
> (w, w) (v, 0) = (—(w, w)) (— (v, v))

= |wf*fof?,

uma vez que, — (W, w){(v,v) >0

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (W, w) = 0, isto & w = 0. Assim,

a igualdade acontece se, e somente se, w = av.

Como C (ﬂ

i ’) = C(u), assumiremos que u é um vetor unitario tipo-tempo.
U

Assim, escrevendo v = au + 7 e w = bu + W, com a,b € R* e 0, w € {u}* temos
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que, como u,v € T entdo (v,v) < 0 e (u,u) < 0. Logo

0> (v,v) = {au+70,au+70) = a*(u,u) + (V,7)
= —d(— (w,w) + [0 = - ®|u]’ + [0
= —a+ 0>

Com um célculo analogo encontramos que

0> (w,w) = — b+ |0]*.
Entao
jal > [v] e [b] > |al,
logo
(v,wy = (au+0,bu+ W) = ab(u,u) + alu, W) + b{v,u) + (v, W)
= —ab+ (v,w).

Agora como v, w € C(u) temos
0> (v,u) = (au +v,u) = alu,u) = — a,

e seque que a > 0.

Analogamente

0> (v,u)=—>b = b>0,
e assim ab > 0.

Agora usando a desigualdade de Cauchy-Scharwz classica para v, w temos

(v,w)y = —ab+ (V,W) < — ab+ |(v,W)]
< — ab+ |v]|w| < — ab+ |a||b|

= —ab+ab=0.

Portanto, w € C'(u) se, e somente se, (v, w) < 0.
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Definicao 1.41 Seja M uma variedade de Lorentz e T uma funcio em M a qual
corresponde a cada ponto p € M um cone tipo-tempo T, € T,M. Dizemos que T €
diferencidvel quando para cada p € M existem uma vizinhanca U dep eV € X(M) tais
que V(q) € Ty, ¥V q € U. Uma tal fungao diferencidvel é dita uma orientagdo temporal
de M. Se M admite uma orientacdo temporal entao dizemos que M € temporalmente

orientado.

O proximo resultado nos fornece uma maneira de mostrar que uma variedade é tem-
poralmente orientada.

Proposicao 1.42 Uma variedade Lorentziana M é temporalmente orientada se, e so-

mente se, existe um campo K € X(M) tipo-tempo globalmente definido em M.

Demonstragao. Se K € X(M) é tipo-tempo entao, defina
Ty = C(K(p)),

e observe que 7, ¢ diferenciavel e determina uma orientagao temporal em M.
Reciprocamente, seja 7 uma orientagao temporal em M. Como T é diferenciavel
em ponto p € M, existe uma vizinhanca U de M na qual o campo de vetores tipo-tempo
Ky esta definido, tal que Ky(¢q) € 7,, para todo ¢ € U. Assim obtemos uma cobertura
{U,} de M e campos de vetores tipo-tempo Ky, tais que Ky, (q) € Ty, para q € U,.
Seja {fo} uma particao diferenciavel da unidade subordinada a cobertura {U,}

e considere o campo

K = ZfoaKUa-

Temos que K esta bem definido pois em cada ponto de M a soma em « é finita. Além

disso

(K(q), K(q)) = <Z fal@) Ky, (9), ) fﬁ(Q)KUﬂ(Q)>

B
= > fal@)f3(0)(Ku.(0), Ku,(a),
o,

como Ky, , Ky, € T, entdo, pelo item (i77) do Lema (1.13), temos

(Ku,(q), Ku,(q)) <0,
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e como a soma das f,(q) é igual a 1, entao deve existir um indice « tal que f,(q) > 0.
De maneira analoga obtemos fz(q) > 0.
Logo
(K(q), K(q)) <0.

Uma vez que ¢ ¢ um ponto arbitrario de M temos que K é um campo de vetores em
M tipo-tempo. |

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientavel, a escolha
de uma aplicacdo T como na Defini¢ao (1.41), ou de um campo vetorial tipo-tempo

X € X(M) a ela correspondente, serd denominada uma orientagao temporal para M.

Observagao 1.6 Seja T uma orientagdao temporal para M e K € X(M). Entao,
(i) se K(q) € T, para todo ¢ € M, dizemos que K aponta para o futuro;
(i) se —K(q) € T, para todo q € M, dizemos que K aponta para o passado.

Sendo X € X(M) uma orientagao temporal para M, seque do item (iii) do Lema (1.13)

que um campo vetorial tipo-tempo K sobre M,
(i) aponta para o futuro se, e somente se, (K, X) < 0;

(ii) aponta para o passado se, e somente se, (K, X) > 0.

Encerraremos esta secao com um exemplo.

Exemplo 7 O espaco de Lorentz-Minkowski L™ € temporalmente orientado, pois

0

Kzaz

(1,0,...,0)

¢ um campo de vetores tipo-tempo globalmente definido em L.



Capitulo 2

Imersoes Isométricas e as

Transformacoes de Newton

- —-—m . . . o, . . ~
Em toda esta secao, M™ e M sao duas variedades diferencidveis de dimensao
n e m respectivamente. Quando nao houver possibilidade de confusao, vamos denotar

por M e M, respectivamente. Para maiores detalhes [12], [15] e [27].

2.1 Imersoes Isométricas

. o~ . ——m . . L. . .
Definicao 2.1 Sejam M"™ e M variedades diferencidveis de dimensoes n e m respec-
tivamente com m > n. Dizemos que a aplicacio x : M — M € uma imersao se a

aplicacao diferencial dx, : T,M — Tx(p)M ¢ injetiva para todo p € M.

O nimero k = m — n é chamado codimensao de x. Uma imersao x : M — M
entre duas variedades semi-Riemannianas com métricas (, ) e (, )37, respectivamente

é chamada imersao isométrica se

(w, v)ar = {dy(u), day(v)) 57,

para todo p € M e u,v € T,M.
Observamos que se x : M — M ¢ uma imersao e (, )37 ¢ a métrica em M, podemos

definir uma métrica (, )y em M pelo pullback.
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Seja  : M — M uma imersdo isométrica. Ao redor de cada ponto p € M,
existe uma vizinhang¢a U C M tal que x‘U ¢ um mergulho sobre z(U). Assim podemos
identificar U com a sua imagem z(U), isto é = é localmente a aplica¢ao inclusdo.

Assim podemos considerar o espaco tangente de M em p com um subespacgo do

espaco tangente de M em p e escrevemos
TPM =1,M® (TpM)L7
onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M.

.~ . = 5m . . . . ~ .
Definicao 2.2 Sejam M~ uma variedade semi-Riemanniana com a conexdo de Levi-
Civita V e x : M — M wuma imersdo isométrica. Entdo dados campos vetoriais
X, Y € X(M), temos que

VxY = (VxY)" + (VxY)t

E segue da unicidade da conexdo de Levi-Civita que (V)" € a conerdo de Levi-Civita

de M e denotamos por V.
Assim obtemos a Formula de Gauss
VxY =VxY +a(X,)Y), XY c€X(M),
a qual define uma aplicagao
o X(M) x X(M) — X(M)*

chamada a Sequnda Forma Fundamental da imersao x.

Proposigdo 2.3 Se X,Y € X(M), entdo a aplicacio o : X(M) x X(M) — X(M)*
dada por a(X,Y) = VxY — VxY ¢ bilinear e simétrica.

Demonstracao. Observe que pelas propriedades da conexao, segue que « ¢é linear na

primeira entrada e na segunda entrada. Para a simetria, basta ver que

a(X,Y)—aY,X) = VxY —VxY —VyX +VyX
= (VxY = VyX)+ (VyX — VxY)
= [X,Y]+ [V, X]
= [X,Y]-[X,Y]

= 0,
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onde usamos o fato de que quando restritos a M os campos sao iguais e segue o
resultado. m
Consideremos agora campos de vetores X € M e £ € X(M)*, e denotemos por

A¢X a componente tangencial de — Vx&, isto &,
AcX = — (V&)
Uma vez que para cada Y € X(M)
0=X(Y)=(Vx&Y) + (£ VxY),
pela formula de Gauss, temos
(A X,Y) = (a(X,Y), §).

Em particular, a aplicagio A : X(M) x X(M)*+ — X(M) dada por A(X,§) = AcX ¢é
bilinear sobre C*°(M). Assim, a aplicacdo A¢ : X(M) — X(M) é linear sobre C*°(M)
e também auto adjunta, isto &, (A:X,Y) = (X, AY) para todos X,Y € X(M). A
aplicagao A¢ é chamada Operador de Forma ou Operador de Weingarten da imersao .

Nio é dificil ver que a componente normal de Vx¢, que é denotada por (Vx€)4,
define uma conexao compativel com o fibrado tangente normal TM~. Dizemos que

V+ é a conexdo normal de x, e obtemos a formula de Weingarten
iV 1
Vx§ = _ASX + Vx¢&.
Agora, usando a formula de Gauss e Weingarten, obteremos as equagoes basicas
das imersoes isométricas para o nosso interesse: a equacao de Gauss e Codazzi.

Proposicdo 2.4 Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M. Sejam R e R

0s tensores curvatura de M e M respectivamente, e o o tensor de forma de M. Entdo
para X,Y, Z,W € X(M) temos

(i) Equacio de Gauss:
(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, W), a(Y, Z)) — (X, Z), (Y, W));
(1) Equagao de Codazzi:

(R(X,Y)2)" = (Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z).
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Demonstracgao.
(i) Pela definigao (1.5)
R(X,Y)Z = -VxVyZ+VyVxZ+VixyZ,
entao

~VxVyZ = Vx(VyZ—-a(Y,Z)) = -VxVyZ - Vxa(Y, Z)
= —VxVyZ —a(X,VyZ) - Vxa(Y, Z)
= —VxVyZ — Oé(X, VyZ) + AQ(KZ)X - V)l(oz(Y, Z),

de maneira analoga encontramos,

VyVxZ =VyVxZ+a(Y,VxZ) — Aux.2)Y + Vya(X, Z),

V[)Qy]Z = V[X7y]Z + Oé([X, Y]7 Z)

Somando os termos acima temos

—VxVyZ+VyVxZ+Vixy1Z = —VxVyZ—a(X,VvZ)+ Asv X
— Vxa(Y,2) +VyVxZ +a(Y,VxZ)
— Aa(X,Z)Y + V#a(X, Z)

+ VixyZ +o([X, Y], Z),

o que implica

R(X,)Y)Z = R(X,Y)Z—-a(X,VyZ)+a(Y,VxZ)+ Aay )X — Aax,2)Y

— Vxa(Y,Z) + Vya(X, Z) + a([X, Y], Z), (2.1)
fazendo produto escalar com um campo W € X(M) qualquer, temos

(RIX,Y)Z, W) = (RX,Y)Z,W) —{a(X,VyZ),W) + (a(Y,VxZ), W)
+ <Aoz(Y7Z)X7 W> - <A06(X,Z)Y7 W> - <V§Q(Y7 Z)? W>
+ (Vya(X, Z),W) + (a([X, Y], 2), W),
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(i)

logo

(RX,Y)Z,W) = (RX,Y)Z, W)+ (Aay.y X, W) — (Auix.2)Y, W).
Mas
(A, X, W) = {a(X; W), a(Y, Z)) e (Auxn)Y, W) = (oY, W), a(X, Z)),
e portanto

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, W), Y, Z)) — (a(X, Z), (Y, W)).

Antes de mostrar esta equacao faremos uma pequena observacao. Uma vez que
a: X(M)x X(M) — X(M)*+ é um campo, pelo exemplo (1) podemos vé-lo como

um tensor, isto é,
o X(M) x X(M) x (X(M)*F)* — C=(M).

Pela proposicao (1.26) sabemos que na presenga da métrica podemos identificar
campos com 1-formas, assim a : X(M) x X(M) x X(M)+ — C>°(M) é um tensor

do tipo (0, 3) cuja diferencial covariante é o tensor
Va: X(M) x X(M) x X(M)* x X(M) — C>®(M)

do tipo (0,4) em M.

Diante do exposto acima, dados XY, Z € X(M) e n € X(M)*, temos pela regra
do produto (1.11)

(Vxa) (Y. Z,n) = X (a(Y, Z,1)) — a(VxY, Z,n) — a(Y,VxZ,n) — (Y, Z,V xn),

mas

(Vxa)(Y, Zn) = (Vxa)(Y, Z),n),

entao

(Vxa) (Y, Z).m) = (Vxa(Y, Z),n) — (a(VxY, Z),n) — {a(Y,Vx Z),n). (2.2)
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De maneira analoga encontramos
<(V}L’&)(X7 Z)’ 77> = <V%/Oz(X, Z)v 77> - <a(VYX’ Z)v 77> - <a(X’ vYZ): 77>' (23)

Por outro lado, fazendo o produto escalar com um campo qualquer n € X(M)=+

na expressao (2.1), obtemos

(R(X,Y)Z,n) = (R(X,Y)Z,n) — (X, VyZ),n) + (a(Y,VxZ),n)
+ (Aavi ) X n) — (Aax2)Yon) — (Vxa(Y, Z),m)

+ (Vya(X, Z), ) + (a([X, Y], Z),m),

(RX,Y)Z) ) = — (X, VyZ),n) + (a(Y,VxZ),n) — (Vxa(Y,Z),n)
+ (Vya(X, Z),n) + (a([X, Y], Z),n).

Ainda neste contexto, podemos reescrever a expressao acima como
(RX.Y)Z2) ) = — (X, VyZ),n) + (a(Y,VxZ).m) — (Vxa(Y,Z)n)
+ (Vya(X, 2),n) + (a(VxY, Z),n) — (a(Vy X, Z),n),
substituir as expressoes (2.2) e (2.3) na mesma, e concluir que
(RX,Y)Z)"m) = (Vxa)(Y, Z), 1) — (Vya) (X, Z),m).
Como n € X(M) foi escolhido arbitrariamente segue o resultado.

Corolario 2.5 Se {X,Y} é uma base para um plano tangente nao degenerado de M
gerado por X,Y € T,M, entao

— B ((X,)Y),a(X,Y)) — (a(X, X),a(Y,Y))
K(X)Y)=K(X,Y)+ XY= (X.7)? ;

onde K e K denotam as curvaturas seccionais de M e M respectivamente.

Demonstragao. Observe que fazendo X = Z e W =Y na equacao de Gauss (2.4),

temos que

(R(X,Y)X,Y) = (R(X,Y)X,Y) + (a(X,Y),a(Y, X)) — (a(X, X), (Y, Y)),
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uma vez que | X|?|Y]? — (X,Y)? # 0 temos

(RXY)X,Y) (RXY)XY) (a(X,Y),aY, X)) - (a(X,X),a(Y,Y))
(XPIY] = (X V)2 [XPYP = (X, Y)? (XY = (X, Y)? ’

o que implica

(a(X,Y),a(X,Y)) — (a(X, X), a(Y, Y))

K(X,)Y)=K(X,Y)+ I XP|Y]2 - (X,Y)?

Faremos uma aplicagao da Equacao de Gauss usando a definicao de (1.30).

Exemplo 8 Mostremos que a esfera n-dimensional
S™(r) ={p e R"™; (p,p) =r*}

) 1
tem curvatura seccional constante K = —, sen > 2.
r

Com efeito, seja p =Y., u'd; o vetor posicio de R™ para p € S™(r). Se V é a
conexdo de Levi-Civita de R"™ entao

Vxp=> X(u)o=X, VXeX(s".

Dai,
(p,p) =r* = 0= X(p,p) = 2(Vxp,p) = 2(X,p)

o que implica
0=(X,p), VX eXx(s"),

isto €, o vetor posi¢ao p € ortogonal a S™.

Considere agora U = — = P__2, afirmamos que
Pl V) T
a(V, W) = — %(v, WU, Y V. € X(S™).
De fato,
(V. W).0) = (o) 0) = (v} )
= L{TyWp) = (W, V)

1
= — (V). VV.IWeX(s").

1
Como R™ € flat, concluimos pelo coroldrio (2.5) que K(V,W) = -
r
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Se a variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante C, entdo
para todos X, Y, Z, W € X(M) podemos reescrever as equagoes de Gauss e Codazzi da

seguinte maneira:
(i) Fquagao de Gauss:

(RX.Y)Z,W) = C{Z,X){Y,W)—(Z,Y)(X,W))
+ <a(X7 W)704<Y> Z)> - <a(X’ Z),Oz(Y, W)>7

(ii) Fquacao de Codazzi:
(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X,Z).

2.2 Hipersuperficies Tipo-Espaco

Na presente secao, reescreveremos as equacoes basicas das imersoes isométricas
apresentadas na se¢ao anterior para o caso em que o espago ambiente M é uma var-

iedade Lorentziana (n + 1)-dimensional e M é uma hipersuperficie tipo-espago imersa.

o~ . ~ ——n+1 . . .
Definicao 2.6 Uma imersao suave x : M™ — M de uma variedade n-dimensional
conexa em uma variedade de Lorentz (n + 1)-dimensional é dita uma hipersuperficie
tipo-espaco quando a métrica induzida pela imersio x em M"™ for Riemanniana. F

neste caso denotemos a métrica de M e M por (,).

L. . —n—+1 . ~
O proximo resultado nos diz que se M for temporalmente orientada, entao as

suas hipersuperficies tipo-espago sao orientadas.

Proposicao 2.7 Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espaco de uma variedade de Lorentz
temporalmente orientada M Entdo M™ admite um campo de vetores nmormais e
unitdrios (suave) N € X(M)*, na mesma orientacdo temporal de M. Em particular,

M™ € orientdvel.

Demonstragio. Seja K € X(M) o campo de vetores tipo-tempo que d4 a orientaco
temporal de M. Observe que o conjunto de todos os vetores tipo-tempo v € TPM é a
unido disjunta de C'(K(p)) e C(—K(p)). Escolhemos entdo, em cada ponto p € M um
vetor unitario N(p) € T,M=*. Desde que N(p) é tipo-tempo, trocando N (p) por — N(p)

se necessario, podemos supor que N(p) € C(K(p)). Esta receita define unicamente um



Capitulo 2. Hipersuperficies Tipo-Espaco 59

campo de vetores normal e unitario N sobre M, na mesma orientacao temporal de
K. Agora, resta mostrar que N é suave. De fato, fixemos p € M e consideremos um

referencial movel {eq, ..., e,} ao redor de p. Entao
N =K =Y (K e)e;
j=1

é normal e suave em M com,

(N,N) = <K—Z(K,ej)ej,K—Z<K,ei>ei>

= <K7 K> - Z(K? €j><K’ ej> - Z<K> €i><K7 ei) + Z(Ka ei><K7 ej>5ij
= <K7 K> - 2Z<K> €j>2 + Z<K7 ej>2
- <K7 K> - Z(K, ej>27
K: n <K,6j>€j — <K,N>N,
(K,K) = — (K,N)?+ Z(K, e;)?.
Logo
(N,N) = — (K,N)2+ Z(K, e;)? — Z(K, e;)? <0,

e além disso

(N,K) = <K - iu(, e;)ej, K> = (K, K) — i([(, e;)? < 0.

J=1 Jj=1

N
Portanto, N(p) € C(K(p)) e consequentemente, N = T’ é suave. |

N
Observacao 2.1 Na ultima proposicao, com K e N estao na mesma orientacao tem-
poral, temos que (K, N) < 0.

Com efeito, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores tipo-tempo,
(I, N)| = [K[[N] = | K],

pois N € unitdrio em M". Assim (K,N) < —|K| <0 em M".
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Uma vez escolhida a orientagdao temporal da hipersuperficie tipo-espago imersa
num espaco-tempo, z : M" — WH, iremos denotaremos por N essa escolha e também
denominaremos N como sendo a Aplicacao Normal de Gauss de M.

Seja x : M" — M hipersuperficie tipo-espaco dada acima. Como existe
apenas uma direcao normal, deixaremos de escrever o subindice em A para denotar
a direcdo normal. Com excecdo da métrica, denotaremos por V e R a conexdo de
Levi-Civita e o tensor curvatura de M, respectivamente e por V e R a conexdo de
Levi-Civita e o tensor curvatura de M respectivamente.

Entdo dados X,Y € X(M), é facil ver que a formula de Gauss é dada por
VxY =VxY — (AX,Y)N. (2.4)

Por outro lado, uma vez que N é um campo unitario e normal, temos (VxN, N) = 0,
e portanto VxN = 0 para todo X € X(M). Assim, podemos escrever a férmula de

Weingarten como
VxN =— AX. (2.5)

Usando o fato que a(X,Y) = — (AX,Y)N, podemos ver que a equacio de Gauss pode

ser escrita como
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" —(AX,Z)AY + (AY, Z)AX,
e a equacao de Codazzi por
(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X, (2.6)

onde por defini¢ao

(VxA)Y = Vx(AY) — A(VxY).

No caso em que a curvatura seccional de M é constante C, as equacoes de Gauss e

Codazzi sao, respectivamente

R(X,Y)Z =C(Z,X)Y — (Z,Y)X) — (AX, Z2)AY + (AY, Z)AX

(VyA)X = (VxA)Y.
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2.3 Campos Conformes

Definicao 2.8 Uma campo vetorial tangente Y € X(M) € dito um campo conforme

se a deriwada de Lie da métrica Lorentziana com respeito a 'Y satisfaz

EY(:) = 2¢<7>:

para alguma funcao suave ¢ € C(M).

O resultado que mostraremos agora caracteriza os campos conformes.

Lema 2.1 Um campo Y € X(M) € conforme se, e somente se,
(VY W) + (VY V) =2¢(V. W),

para quaisquer V,W € X(M) e para alguma fun¢ao suave ¢ € C°(M).

Demonstracao. De fato, sendo £y um tensor derivagao podemos usar a regra do

produto (1.11), entao

Ly (VW) = Y(V.W) = (Ly(V), W) = (V. Ly (W))
= (VyV,W) + (V. Vy W) = ([Y, V], W) — (V. [Y, W])
= (VyV,W) + (V,Vy W) — (VyV, W)
+ VY, W) — (V,Vy W) + (V, Vi Y)
= (VyY, W)+ (VyY, V).

Logo pela defini¢ao (2.8) temos
<Vvy, W) + <VWY, V> = 2¢<V, W>,

para quaisquer V, W € X(M). [ ]
Como consequéncia do Lema acima temos que se a funcao conforme ¢ é identi-

camente nula, Y é dito um campo de Killing.

Definicao 2.9 Numa variedade semi-Riemanniana M um campo conforme K € dito

fechado se, para qualquer V€ X(M) temos Vy K = ¢V, onde ¢ é uma fun¢io suave
em M.

Observe que a definicao acima equivale a dizer que a 1-forma dual wg de K é

fechada, isto é, a derivada exterior de wg ¢ identicamente nula.
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2.4 Produtos Warped

Em um produto semi-Riemanniano B X F., o tensor métrico definido sobre a
mesma ¢ dado por 75(g9p) + 75 (gr) onde 75 e 7w} sdo as projecoes de B x F sobre B e
F, respectivamente. Uma rica classe de métricas em B x F' pode ser obtida "torcendo"

homotéticamente a métrica produto, como veremos nas proximas linhas (para maiores

detalhes ver [27]).

Definicao 2.10 Suponha que B e F' sejam variedades semi-Riemannianas, e considere
f >0 uma funcio suave em B. O produto warped M = B Xy F' € a variedade produto

B x F' munida com o tensor métrico
g=15(g98) + (fom)*mh(gr).

Observe que se f = 1, temos a variedade produto semi-Riemanniana B x F.
Chamamos B a base de M = B X¢ e I a fibra. Nosso objetivo agora é expressar a
geometria de M em termos da funcao warped f e da geometria de B e F.

Como no caso do produto warped semi-Riemanniano, nao é dificil mostrar que
as fibras {p} x F = 75'(p) e as folhas B x {q} = 75'(q) sdo subvariedades semi-

Riemannianas de M.

Observacao 2.2 A métrica warped e caracterizada por:

(i) Para cada p € F, a aplicagao 7TB|BX{q} é uma isometria sobre B;

(ii) Para cada ¢ € B, a aplicacdo ¢ uma homotetia positiva sobre F' com

7TF|{p}xF

1.

fator homotético
f(p)’

(iii) Para cada (p,q) € M, a folha B x {q} e a fibra WF‘{p}XF sao ortogonais em (p, q);

Os vetores tangentes as folhas sao chamados horizontais enquanto os tangentes
as fibras sao ditos verticais.

Funcoes, vetores tangentes e campos de vetores em F' e em B, podem ser levan-
tados para B x I usando a projecoes mp e mpg, constituindo assim, campos, funcoes
e vetores em B x F. Denotamos por H(B) o conjunto dos levantamentos horizontais

e por V(F') o conjunto dos levantamentos verticais. Notemos que H(B) e V(F') sao
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subespagos vetoriais de X(B x F). Além disso, se X € H(B) e V € V(F), nao é dificil
verificar que [X, V] = 0.

Proposicdo 2.11 Seja o produto warped M = B x; F. Considerando X,Y € H(B)
e VW € V(F), temos

(i) VxV € H(B) ¢ o levantamento de VxV em B;

(i) VxV =VyX = &v.

f

Demonstracgao.

(i) Pelo item (7ii) da observagao (2.11) e usando o fato de que [X,V] =0 = [Y, V],
a formula de Koszul (1.5)

20VxY, V) = XY, V)+Y(V,X) - V(X,Y)

- <X7 [Yv V]> + <Y7 [‘/7 X]> + <V7 [X7 Y]),

se reduz a

2(VxY, V) = -V(X,Y) - (V,[X,Y]).

Por outro lado, como X,Y € H(B) entao (X,Y’) é constante nas fibras, e como
V € V(F) temos que V(X,Y) = 0. E assim, 2(VxY,V) = 0, para qualquer
V € V(F), isto ¢, VxY é um campo horizontal. Agora, pelo item (i) da obser-
vacio (2.2), segue que VxV € H(B) é o levantamento de VxV em B.

(ii) Como 0 = [X,V] = VxV — VyX entdao VxV = VyX e estes campos sdo

verticais, pois pelo item (i) temos que
(VxVY) = X(VY) = (V,VyX) = 0.
Seja agora W um campo vertical a F', logo a formula de Koszul (1.5)

2VxV,W) = X(V,W)+ V(W X) - W(X,V)
- <X7 [‘/7 W]> + <V7 [WvXD + <W7 [Xa V]>7

reduz-se a 2(VxY,V) = X (Y, V).
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Por outro lado pela definicao da métrica warped,

V-W)pa = (0+V,0+W)ee

= (0,0)p + f* () (Ve W),
escrevendo f = f o wp temos que
(V,W) = (Ve Wa)p o 7p).
Observando que (V,, W,)r o mp é constante nas folhas onde X ¢é tangente, temos

XV, W) = X((Vy, Wy)p o mr)

= 2fX(f)((Ve; Wo)r o7p)

X
e S AR
X gy
f
Assim,
2(vxvw) = xvw) = = ww).
Sendo a métrica nao degenerada e W € V(F') qualquer, segue que
VxV =VyX = @V

|
De posse dos conhecimentos descritos acima, passemos a descrever algumas pro-

priedades importantes de uma classe de variedades de Lorentz do nosso interesse.

Defini¢ao 2.12 Sejam (F",g) uma variedade Riemanniana completa de dimensdo
n > 2, I C R um intervalo aberto de R munido com a métrica —dt* e f € C>®(I x F)
uma fungao positiva. A variedade produto M= g X ¢ F' munida com a métrica

Lorentziana g dada por

g = m(=dt*) + f(m)mi(g),
onde mr e Tp denotam, respectivamente, as projecoes sobre I e F, é dita um espaco-
tempo de Robertson-Walker Generalizado (GRW). Isto €, um espago-tempo GRW

(W?ng) é um produto warped com base (I, —dt?), fibra Riemanniana (F,g) e fungdo
warped f.
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O campo vertical, a% é por definicao o campo de vetores tipo-tempo na direcao que

contém [. Para simplificar a notagao, denotemos (% por 0; e g por (,).

Proposicao 2.13 Seja (WH@ um espaco-tempo GRW com base (I,—dt?), fibra
Riemanniana (F",g) e fun¢io warped f. Entdo o campo K = f(n;)0, € X(M) ¢
conforme fechado, tipo-tempo globalmente definido em M, onde 7y : M — I denota a

projecao sobre I.
Demonstracao. Identifiquemos f = f(7;). Entao
(K, K) = (f0,, for) = [*(0:,0) = —f* <0,

isto é, K é tipo-tempo.

Por outro lado, (9;,0;) = —1, dai
0 - 8t<8t, 8t> - 2(?@&3, 8,5),

e pelo item (i) da Proposicdo (2.11) temos Vg,0; = 0. Logo qualquer V € X(M) pode
ser escrito como V' = —h0; + Vg, onde h € C*(M) e Vp € V(F) e pelo item (ii) da
Proposicdo (2.11)

VyvK = vfharFVF (for) = —hvat(fat) + vVF(fat)

WiV — ha(f)o+ L 8}“ )

= —fhO,+ fVp=f(=hd,+Vi)=fV.

Vr

Logo para quaisquer V, W € X(M), temos
(VvE, W)+ (V.Vw k) = (FV.W) + (V. f'W) = 2f (V. W),

de onde concluimos que K é conforme e fechado segundo a definigdo (2.9). |

2.5 O Steady State Space H""!

Nesta secao definiremos o Steady State space H"*!. Mas antes, daremos algumas

) . . 1
propriedades e definiremos o espago de Sitter STt
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Seja L™*? o espago de Lorentz-Minkowski (n + 2)-dimensional (n > 2), que ¢ o
espaco vetorial R"*2 munido com a métrica Lorentziana definida por

n+1
_ 42
(v,w) = E ViW; — VpyoWpao, ¥V v,w € R,
i=1

Definimos o espaco (n 4 1)-dimensional de Sitter ST, com a hiperquadrica de L"*2,
Sitt = {p e L™ (p,p) = 1},

formada por todos os vetores unitarios de L"*2, munida com a métrica induzida de

Ln+2
Afirmemos que S7™! ¢ uma variedade de Lorentz com curvatura seccional con-

stante igual a 1. De fato, considere a funcao f : L"*? — R, definida por

f(p) = (p,p),

e note que S" = f71(1), isto é, SP™! & uma variedade de Lorentz.

Consideremos agora K e K as curvaturas seccionais de S7*! e L"*2 respectiva-
mente. Entdo dados p € S, n(p) € (T,S7™)* e F, ..., E, 1 um referencial ortonor-
mal que diagonaliza o operador de Weingarten A de S7* em p, isto &, AE; = \Ej,

i=1,...,n+1, onde \; sdo os autovalores de A, temos pela equacdo de Gauss (2.4)
K(E;, Ej) = K(E;, Ej) + (a(Ey, E;), o(Ej, Ej)) — (a( By, By), a(B, Ey)),  (2.7)

mas

(a(Ei, E),n) = (AE;, E;) = N(E;, Ey) = N,

logo, a(Ej, Ey) = \in.
De maneira analoga obtemos a(E;, E;) = Ajn e a(E;, E;) = 0.

Assim, da equagdo (2.7), segue que
Como (p,p) = 1, temos que

0= X(p,p) =2(Vxp,p),
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o que implica (X, p) =0,V X € X(S7*"). Assim, p é ortogonal ao de Sitter.
Considerando N = —p, e usando a formula de Weingarten (2.5), temos que para
qualquer v € T,S}!
Av=-V,N =-VIN =Vip=no.

Desta maneira S?“ ¢ uma variedade totalmente umbilica com \; = ... =\, 1 = 1.

Sendo a curvatura seccional de L"*2 constante e igual a zero, segue da equagao (2.8)
que K(E;, E;) = 1. Pela linearidade podemos estender para todos os campos tangente
a SiTL.

Além disso, se p € SI, temos
T,(St™) = {v € L"*% (v, p) = 0}.

Observemos que e, = (0,...,0,1) é um campo de vetores tipo-tempo unitario e
globalmente definido em L."*2, determinando assim, uma orientacao temporal em L""2,
Logo, dada uma hipersuperficie tipo-espaco no espaco de Sitter z : M™ — SiT s Ln+2
podemos escolher um tinico campo normal unitario de vetores tipo-tempo N ao longo
de M™ apontando para o passado em "2 isto ¢ (N, e, 42) > 0. Deste modo, podemos
assumir que M™ é orientada por N. De agora em diante denotaremos por V°, V e V
as conexdes de Levi-Civita de L"*2, S"™! e M™, respectivamente. Entdo a formula de

Gauss e Weingarten de M™ em S} < "2 sido dadas respectivamente por

VoW = VyW —(V,W)z (2.9)
= VyW — (AV,W)N — (V,W)x

A(V)=—VyN = - VW, (2.10)

para todos V,W € X(M).
De fato, para a formula de Weingarten observemos que como (W, N) = 0, temos

pela compatibilidade da conexao, que

0=V(W,N) = (ViW,N) + (W, Vi N) = (VoW,N) = — (W, V5 N),
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Por outro lado
(AV.W) = (a(V,W),N) = (VW = VyW,N) = (Vi W,N) = — (W, V{,N),

como a métrica é nao degenerada, segue que AV = — V{, N, analogamente mostramos
que AV = — Vi N.

Portanto
AV)=—- VN =— Vv N.

Para a formula de Gauss, observemos que, dado p € M, podemos decompor o

espaco tangente do Minkowski como
T, L' = T,M" & span{z} & span{N}.
Logo para campos tangente a M, temos
ViW =VyW +¢N +dz, c,deR. (2.11)
Fazendo produto escalar com N na expressao (2.11) obtemos
(VIiW,N) = (VyW,N) + (cN,N) + (dz, N).
Mas pela formula de Weingarten (2.10)

0= V(V,N) = (Vi W, N) + (W, ViN) = (VW N) = (W, AV).

Como
(VyW,N)={(dz,N)=0 e (¢cN,N)y=c(N,N)=—¢
temos que
c=— (AV, ).
Com um raciocinio analogo encontramos d = — (V, W) e portanto pela expressao (2.11)

concluimos que
VW =VyW — (AV,W)N — (V. W)z.

Agora, seja a € L2, a # 0 um vetor nulo na metade passado do cone de nulidade

com vértice na origem, isto é, (a,a) =0 e (a,e,12) > 0, onde e, = (0,...,0,1).
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Entdo a regido aberta do de Sitter S!™' dada por,
H = {2 € S (2, 0) > 0},

é chamada Steady State space.
Observe que H™™! é estendivel, uma vez que H"™! é isométrica a um aberto de
S"* e por isso é ndo-completo (em verdade, H"*! é apenas uma metade do de Sitter).

A sua fronteira, como um subconjunto de S}, & a hipersuperficie nula
1
{x € SV (z,a) = 0},

cuja a topologia ¢ equivalente a de R x S*~1 (c¢f. [19], pag. 126).

Consideremos, em H"*! o seguinte campo
K=a—-(z,a)z,

e mostremos a,

Proposicao 2.14 O campo de vetores IKC definido acima é um campo tipo-tempo, con-

forme e fechado.
Demonstragao. Primeiramente vejamos que
<’C<I‘),ZL’> = <Cl o <CL,LU> Q?,I> = <CL,I> - <CL,.§ZJ> <LC,.T>
= (a,z) — (a,x) = 0.

Logo K € X(H"™).

Para verificar que é tipo-tempo, note que

(K(x),K(z)) = (a—(z,a)x,a— (x,a)x)

—2{a,{x,a) ) + (z, a>2 (x,x)
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Como (x,a) > 0 segue que (x,a)” > 0, logo — (x,a) < 0. Portanto (K(z),K(x)) <0, e
assim K é um campo tipo-tempo.
Por outro lado, denotando V a conexdo de Levi-Civita de H"'!, temos pela
formula de Gauss (2.9)
VK =VyK —(V,K)z,

dai,
VvK = Vy(a—{z,a)z)+ (V,a— (z,a)z)x
= Vya—Vy((z,a)z) +(Via)z — (z,0) (V,2) 2
= —(z,a)Vyx =V {(r,a)z+ (V,a)z — (x,a) (V,z)x
= —(z,a)V—(Vva,z)z —(a,Vyz)z + (V,a) x — (z,a) (V,z) x
= —(r,a)V—(Vya+ Via)z,z)x — {(a,Vyzx+ (V,z)z)x
+ (Vya)z — (x,a) (V,x) .
Como Vi,a=0e Vyz =V, temos
VK = —{z,a)V —{((V,a)x,z) 7 — (a,V + (V,2) ) x
+ (Va)x — (z,a) (V,z)x
= —(z,a) V—(V,a)(z,x)x — (a,V)z — (a,(V,z) x)
+ (Via)x — (x,a) (V,x) x
= —(z,a)V—(V,a)x — (V,x) (a,z) x — (x,a) (V,z) x.
Entdo para todo W € H"!, temos
<vVIC7W> = <_ <l‘,a>v - (V,a>x - <V,SL’> <CL,$>$ - <*T7 CL> <V,I> JJ,W>
logo,
(Vv W) = (—(z,a) V,W).

Como W € H"™"! foi escolhido arbitrariamente, segue que
VvK = —(z,a)V

Portanto K ¢ um campo conforme e fechado com fator conforme — (z, a) . |



Capitulo 2. O Steady State Space H"'! 71

A proxima proposicdo é devida a Montiel (cf. |25], Proposicao 1). Ela nos garante
que Steady State space pode ser folheado por hipersuperficies totalmente umbilicas

isométricas ao R"”.

Proposicao 2.15 Seja H"!, n > 1 uma variedade de Lorentz dotada de um campo
tipo-tempo IC conforme e fechado. Entao temos que

i) A distribuicdo n-dimensional D definida em H™ por
(i) ¢ fi P
pe M = D(p) = {veT,H/(K(p),v) =0}

determina uma folheagcao F(K) tipo-espago de codimensao 1, a qual é orientada
por IC. Além disso, as fungoes (IC,KC), divikC e K¢ sao constantes sobre as folhas
conezas de F(K).

(i1) O campo unitdrio tipo tempo definido por v = W em H™ L satisfaz:
Vow=0 e V= Lu se  (v,u) =0.
_<IC7 ’C>

Entao, o fluro do campo v é um fluxo geodésico normalizado que aplica as folhas de

F(K) homotéticamente em folhas de F(K) e cada folha de F(K) € totalmente umbilica

e tem curvatura média constante H =

_<IC7 IC)

Demonstracdo. Aqui, denotaremos por V a conexio de Levi-Civita de "+

(i) Primeiramente observe que dado um referencial ortonormal Fy, ..., E, 1 em uma

vizinhanca de p € H"*! de L"2, temos por definicao

n+1 n+1 n+1

divk =Y (VK. Ej)=> (¢E; E) ¢Z E; E) = (n+1)¢,
=1

=1

dai,
¢ p—

1
] divlC.

n +

Também podemos calcular o gradiente de (K, K), isto ¢ para qualquer V- € H"1
temos

(VUG K), VY = VK, K)) = 2(VvK, K) =26 (V,K),

logo, <v<1€, K) — 20K, V> = 0, e como a métrica é nao degenerada, segue que

VK, K) = 26K,
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ou seja V(K, K) = " 2 div(K)K.

+1

Assim (K, KC) é constante sobre as folhas conexas de F(K).
Calculando agora o Hessiano de (IC, ), temos por definicao de Hessiano,
(Hess(IC, KY)(u,v) = (Hess (I, ) )u,v) = <VU(V<IC,IC>),U>,
para todo u,v € T,H" ™, logo,
(Hess(K,K))(u,v) = (V.(20K),v)
= 2(V,(¢K),v)
= 2(¢Vu(K) + u(¢)K,v)
= 2¢(V.u(K),v) +u(¢) (K, v)
= 267 (u,0) + u(9) (K, 0)

Sendo o Hessiano é um operador simétrico, temos
(Hess(IC, KY)(u,v) = (Hess(IC, K)) (v, u),
dai,
26° (u,v) + u(9) (K, v) = 2¢* (v, u) +v(¢) (K, w)
pois, (u,v) = (v,u) . Logo,

u() (K, v) = v(@) (K, u), (2.12)

fazendo v = IC,

K(¢)

u(e) (K, K) = K(¢) (K, u) u(¢) = P (K, u) .
Mas,
v _ () = K9 _ [ ko)
(T, 1) = uto) = g s 6. = { Gk,
Como u € TyH™* é qualquer e a métrica ¢ nao degenerada, segue que
sy K@) .
V(¢) = m’c = —(vo)v,
) K
pois v =
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Portanto, ¢ =

n 1dz’vl€ ¢ constante sobre as folhas conexas de F(IC).
n

Podemos ver a equagao (2.12) da seguinte maneira:
(Vo,u) (K, v) = (Vo,v) (K, u) . (2.13)
Derivando covariantemente a equacao acima em relagao a w, temos
w((Ve,u) (K, v)) = w(Ve,v) (K, u)). (2.14)

Expandindo o lado esquerdo da equagao (2.14) e usando o fato de K ser conforme

fechado, temos
w((Vo,u) (K,v) = ((Vu(V6),u) + (Ve, Vyu)) (K, v)
+ (Vo,u) ((Vuk,v) + (K, V,v))
= ((Hessgb)(w, u) + <v¢,ku>) (K, v)

+ (Vo,u) ((gzﬁw,v} + <K,va)) )

Substituindo a expressdo de V¢ obtemos,

w((Vo,u) (K, v)) = (K,v) (Hessg)(w, u) + (K, v) <<ﬁ(% K,
K(¢)

+ ¢(u(9))(w,v) + (7&K up(, Vi)

ku)

(K, v) (K, V)

_ - K(9)
w({(6,0) Y0, ) = {IC,w) (Hesso)w,v) + G (K ) (1, Vo)
K(9) =

Usando (2.15) e (2.16) na igualdade (2.14), temos

(K, 0) (Hesso)(w, u) + ¢(u(9))(w, v) = (K, u) (Hesso)(w,v) + ¢(v(¢))(w, u),

para quaisquer u, v, w tangentes a H" .
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Tomando v = w = K e u ortogonal a K na equacao acima, deduzimos que

(Hesso)(u, K) =0,

uma vez que (Vo,u) = %(l@ u) = 0.

Mas pelas defini¢oes do gradiente e Hessiano,
— 1 1
u(lC(¢)) = (Hesso)(u,K) + (V,K) = (Hesso)(u, K) + §ugb2 = §u¢2,

mostramos assim, que K(¢) é constante em cada folha conexa de F(K).

De acordo com a Defini¢do (1.37), mostremos que a distribuigao é involutiva.

Com efeito, defina
D(p) = {v € T,H" (K(p),v) = 0},

e considere X e Y duas secoes suaves em D definidos em uma vizinhanca aberta
U C H"™. Seja p € U tal que X,,Y, € D(p). Devemos mostrar que o colchete
de Lie é uma secao suave de D.

De fato,

(X, V). K(p)) = (VxY(p) — VyX(p),K(p))
= (VxY(p),K(p)) — (VyX(p).K(p)),

como X, Y, € D(p), temos que (X, K(p)) = (Y, K(p)) = 0, logo pela compati-

bilidade,
0 =X, (¥,,K(p)) = (VxY.K) (p) + (Y. VxK) (p)
0= Y, (X,, K(p)) = (Vy X, K) (p) + (X, VyK) (p),
dai,

(X, Y. K(p)) = (Y(p),VxK(p))+{(X(p), VyK(p))
= —¢(Y(p), X(p) +¢(X(»),Y(p) =0,

logo [X,.,Y;] € D(p).
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Como p € U é arbitrario, segue que D ¢é involutivo. Portanto pelo Teorema
de Frobenius (cf. [19], Teorema 19.21), D é completamente integravel, isto é,
existe uma (tinica) folheacao F(K) de dimensao n e de classe C™° em H™*! tal
que TF(K) = D, a qual é orientada por K (pela propria definicdo de D) e é
tipo-espago (pois K é tipo-tempo).

Note que, sendo (v,v) = —1 temos,

= K

= 2
0=v(v,v) =2(V,r,v) =2( Vv, =
(v,v) = 2( ) < T’C|2> BT

<vl,1/, IC> ,

logo <vyu,lC> =0.

Por outro lado,

— — K 1
Vo = VV<\/T’IC>> \/7V K+V(W>K

R A
()
_ ( (\/7»/6 217)

Assim,

¢ 1
- (W*(W) o

Como (IC,K) # 0, temos que <be’C> Yy ( 1 ) = 0.

Por (2.17), segue que V,v = 0.

Novamente usando o fato de (v,v) = —1, temos

Vo - v, (L> _ <;> VK +u <;> K
— (K, K) —(K,K) —(K, K)

- T + ( —(iC,/C))IC' (2.18)
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Por outro lado, 0 = u{v,v) = 2(V,v,v) e (u,v) = 0, assim de

——¢ u, vV U —1 14
<vu]/,y>_ —<IC,IC>< ) >+ < —<,C,’C>> <IC7 >7

1
u (W) (K,v) =0.

temos

Como (K, v) # 0 segue que u (%) = 0, e portanto da equagao (2.18)
segue que Vv = Lu
V= (K,K)
Como Au = —V,v segue que cada folha de F(K) é totalmente umbilica com
¢

)\’L —7
VKK

uma vez que AF; = \F;.
Portanto, como (I, KC) e K¢ constantes em cada folha conexa de F(K), o fluxo
de v & um fluxo geodésico normalizado tipo-tempo o qual leva homotéticamente folhas

de F(K) em folhas de F(K) e cada folha de F(K) tem curvatura média constante

¢
V _<IC’IC>

Além disso, as folhas de F(K) sao hiperplanos horizontais
L"(t) ={z € S (z,a) =7}, 7€ (0,+00),

que sdo hipersuperficies totalmente umbilicas de H"*! isométricas ao espaco Euclidiano
Rr . adi ol . e
, € possul curvatura meédia constante 1gual a um com respeito ao campo unitario,

normal e que aponta para o passado

1
N, (x) = ~e—3%, T e L"(7).

De fato, pelo item (i7) da Proposi¢ao (2.15), temos

K(x)
VK@), K@)’

N;(z) =
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onde K(z) é um campo conforme e fechado.

Dai, pela definigao de K(z),

a— (z,a)x
N.(z) =
(=) V—{a—(z,a)z,a — (z,a)x)
_ a— (z,a)x
\/_<a7 a) + 2<a7 <:L“, a>x> - <IL‘, a>2(x,x)

1
= —a—uz, x€L"(1),
-

onde foi usado que a é um vetor nulo, (z,a) =7 e x € ST

Agora, pela formula de Weingarten, temos que para todo v € T, H" ™,
[¢] [¢] 1 1 o [¢]
Av=-V/N, = -V | -a—2 | =—-=V,a+V,z =v.
T T

Assim, L"(7) é uma hipersuperficie totalmente umbilica de H" ™. Por outro lado,
uma vez que ¢ = — (x,a) = — T, temos pelo item (i7) da Proposigao (2.15), que a

curvatura média de L"(7) é dada por

H 1.

¢ _ T _
V _<]C7 ’C> \/7__2
Para concluir o afirmado, que as folhas sdo isométrica ao espago Euclidiano R™ (cf. [4],

segao 2), faremos a seguinte proposicao.

Proposigdo 2.16 As folhas L™(7) de H" ™' sao isométricas ao espaco Euclidiano R™.

Demonstragao. Definamos a seguinte aplicagao ¢, : L™ (1) — R" dada por

B T+ (a, eg)(z, €p) T
1/}7_("17) =T <(l, €0>2 a <CL7 €0> 607
onde a € L™ ¢ um vetor tipo-luz tal que (a,ep) > 0 e eg = (1,0,...,0). Observemos

que v, é diferenciavel e mostremos que 1, é um difeomorfismo, para isto definamos a

candidata a inversa ¢;! : R — L"(7) dada por

1) — T . {a,e0)*(1 — (z,x)) + TZa
vr (@) + {a,eq) o+ 27(a, eg)? ’

Note que ¢! & diferenciavel e esta bem definida uma vez que (¢~'(z),a) = 7, para

todo x € R e provemos entao que 1, o -t = -t oth, = id.
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De fato, para a primeira parte observemos que para todo z € R”

) e = (o T, {a,ep)?(1 — (z,z)) +72a .
e = (o glge s T )
C lred 4 — T e e (@, 00?1 = (z,2)) +72 \
- < ) O> + <CL, 60>< 05 0> + ( 2T<CL,60>2 ) < ) 0)
T {a,ep)*(1 — (z,z)) + T26L
n (a, eq) + 27 (a, eq) (2.19)
e também que
T+ (@) (@), e0)  _ (a,e0)’(1 (7)) + 70
(a, eq)? B 27(a, ep) ' (2.20)

Entao de (2.19) e (2.20) temos

B ) = vt - (T ) T
_ ., T . (a,e0)?(1 — (z,x)) + T2a
- (a, eq) o+ 27(a, ep)?
{ae0)(L=(za)) +7* T .
27(a, eg)? (a,e0)
para todo x € R™.
Para a outra parte, vejamos que
() b)) = o)~ (TN g ) - 2]
T+ (a, eo)(x, e0) \ > wa 21 [T+ (a,e)(x,ep) e
- (FREY) o g (CREE )
+ —<a, eo> <60, 60> (221)
L, 21(xe) T
=1 (a,ep) (a,eq)?’

e que

(@ e0)*(1 = (W), r(2)) +7° 7+ (z,e0){a,eo) | (2.22)

27(a, ep) (a,e0)?
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Entdo de (2.21) e (2.22) obtemos
T (a,€0)*(1 = (s (x), s () + 72

v (¥-(2) = ¥r() + et 2 la eo)? a
_ I_T+<G,€0><£L’,€o>a_ T e
(a, eg)? (a, eq)
T <(l,60>2(1 B <1/}T(x)777b7'(x)>) +7'2
- (a,eo>eo * 27(a, eg)? “
o T+ (a,eo)(z, €0>a T+ (x, e0){a, 60>a
B {a, eq)? i (a, eq)?

= X.

Portanto v, é uma bijecao diferenciavel com inversa diferenciével, isto é, um difeomor-
fismo.
Mostremos agora que v, preserva a métrica. Dado v € T,L"™(T), existe uma curva

a: I CR— L"(7) tal que a(0) = p e o/(0) = v. Entao

dwle) = S oa))

d thLo {a,ep){a(t), eo) T
- E (a(t> B <a7 €0>2 “ <CL, 60> 60) t=0
_ T+(a,eo)<v,eo>a

(a,eq)? ’

logo

v
<a760>2 7 <a7€0>2

<d(1/17)p(v),d(¢7)p(v)) _ <U . T+ <a,60><?),€0>a T+ <CL,€0><’U, 60) CL> — <U,U>,

uma vez que (a,a) = (v,a) = 0.

Logo pela identidade de polarizacao obtemos que

(d(thr)p(u), d(¢r)p(v)) = (u, v),

para quaisquer u,v € T,L"(7) de onde concluimos que ¢, é uma isometria. [ |

No contexto do produto warped Lorentziano, tomando 7 = exp(t), podemos
considerar 1" como 0 GRW — R Xexpt) R, que corresponde ao modelo steady state
do universo proposto por Bondi, Gold e Hoyle (cf. [18], pag. 126). Mais precisamente,
Proposicdo 2.17 O Steady State space H™' € isométrico ao GRW — R Xexp) R™

que € o espaco Euclidiano R™' munido da métrica Lorentziana

()= —dt* +e*(da? + ... +da?).
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Demonstragao. De fato sejam b € L™ um vetor nulo tal que (a,b) = 1 e a seguinte

aplicagdo ¢ : H"' — — R Xy R dada por

¢(p) = (10g(<p7 a)), 2= {p, a)b — (p, b)a) |

(p, a)

Observe que ¢ é diferencidvel e que dado v € T,H"™ existe uma curva diferencidvel

a: I — H" tal que a(0) =p e o/(0) = v. Entao

16,(0) = (60 a)(0)

_ % (10g(<a(t), CL>), Oé(t) _ <a(<ti7((;)>7ba_ <a(t)7 b>a> .
d d [(a(t) — {(a(t),a)b — {(a(t),b)a
= (Ggtoatattnan] 5 ( (a0 ) ).

e usando as regras de derivagao,

[ (w,a) d [aft) = (a(t),a)b — (a(t),b)a
i) = (o (o) a )l
_ ((%@ (v —(v,a)b — (v, b)a){p, a) — (v, a)(p — (p, ;)b — (p, b)@)
(p,a)’ (p, a)?
_ ((U,a> (v = (v,0)a)(p, a) — (v,a)(p — {p, b>a)>
(p,a)’ (p,a)?

Assim, com mais alguns calculos obtemos

(d6,(0), oy (v) = 7 1a>2 (0,0), ¥ oeT,H",

Pela identidade de polarizacao concluimos que

(doy(w), dy(v)) = <p—1a>2<u, o), Vv e TyHM, (2.23)

isto é, ¢ preserva métrica.

Pelo mostrado em (2.23) ¢ preserva a métrica, assim d¢, ¢ injetora, isto é, o
determinante da matriz Jacobiana da transformacao linear d¢, é nao nulo, logo pelo
teorema da aplicagao inversa ¢ ¢ um difeomorfismo local. Como ¢ é injetora, concluimos
que a aplicacao

¢ H"™ — G(H") C — R Xepy R”

é uma isometria.
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Mostremos agora que ¢(H"™) = — R Xexp(t) R". Com efeito, como a funcao
logaritmo é sobrejetiva temos que ¢(H") = — R Xeyp) A”, onde A™ é um aberto do
R"”. Mas munindo H"*! da parametrizagao y : R x L"(7) — H"™!, temos que para
algum 7 > 0 fixado a aplicacao ¢, : L"(1) — A™ é uma isometria. Por outro lado,
sabemos pela proposi¢ao (2.16) que a aplicagdo ¢ : L"(7) — R"™ é uma isometria.
Logo, como a composi¢ao de isometrias ainda é uma isometria, segue que a nova apli-
cacdo g = ¢, o1t A" — R™ & uma isometria. Sendo A" C R"™ um conjunto aberto,
obtemos que A™ = R" e portanto ¢(H"™') = — R Xexp(t)y R" de onde concluimos que

H" & isométrico a — R Xexp) R™.

2.6 As r-ésimas Curvaturas Médias H,

Nesta secao, introduziremos o conceito de r-ésimas curvaturas médias que seré
definida por meio dos polinémios simétricos elementares. Antes de darmos a definicao

de r-ésima curvatura média, daremos uma definicao algébrica.

Definicao 2.18 Seja D um dominio de integridade e x+,...,x, n indeterminadas so-
bre D. Chamamos "polindmios simétricos elementares” nas indeterminadas x1,. .., T,
aos polinémios e; € D]xy, ..., x,| definidos do sequinte modo

e1(T1,...,Tp) = T+ ...+ Ty

e(T1,...,xy) = TTa+ XT3+ ...+ T1Ty + Tolz + .. F Ty 1Ty

en(T1,. ., Tp) = T1To- ... Tp.

Seja A : X(M) — X(M) a segunda forma fundamental da imersdao z. Sabemos
que dado p € M, A, : T,M — T,M é um operador linear, auto-adjunto e seus auto-
valores, k1, ..., k, sao as curvaturas principais de M. Associado ao operador de forma
A de M™ existem n invariantes algébricos, os quais sao func¢oes simétricas elementares
o, das suas curvaturas principais ky, ..., k.

Denotemos por S,(p) a r-ésima funcao simétrica elementar dos autovalores de

A,, isto é, S, = o,(ky,...,k,), onde ky,...,k, s@o os autovalores do operador A,
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e 0, € R[Xy,...,X,] é o résimo polinémio simétrico elementar nas indeterminadas

X1,...,X, dado por

orlkr k)= Y ki ki, 1<r<m.

i1<--.<in

Proposicao 2.19 Sendo Sy = 1, o polindomio caracteristico de A em um pontop € M,

€ dado por
n
det(tl — A) =Y (=1)"S,t"",
r=0
onde S, denota as funcoes simétricas elementares de kq, ..., k,.

Demonstracao. Mostremos por inducao em n. Se n = 1, temos

det(tl, — A) = (t—k)
(_

1)°Sot' =0 4 (~1)'S,e'!
1

= ) (1St

r=0

Sen =2,

det(tl, — A) = f[(t — k)

= (t - kl)(t - /f2)
= 2 —thy — thy + kiko
= t* —t(ky + ko) + kiky

= (=1)°Spt* O+ (1)1 51t + (—1)2Gpt*
2

= Z(_l)rsﬂg—r’

r=0
onde SO = 1, Sl = kl -+ k’g € SQ = klkg.

Suponha que a afirmagao seja valida para n, e mostremos que é valida para n+1.

De fato,
n+1 n
det(tlpy — A) = [J(t = ko) = T [t = Bo)(t = Kngr)-
r=1 r=1

Por hipotese de inducao
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dai,

n

det(tlyyr — A) = Y (=1)"S;t" " (t = knpr)
r=0

= S S 3 (1) S et
r=0

r=0
n—1 n

_ Z (_1)r+1ST+1tn+1frfl + Z(_l)rJrlSrk,nJrltnfr
r=—1 r=0
n—1 n

= ) (=U)S " Y (1) S kgt
r=—1 r=0
n—1

= D (=D (Sepr o+ Sk T AT (1) ik K
r=0

Agora que denotando ai =0, (k1, ... ky), 72>, temos Sy = o7 (k... ky) @

Srknt1 = Ur(kfb S 7kn)kn+1

= Z | T

i1<...<in
— _ n+l
- E kh e kin+1 =0,
11<...<Ip41
Assim 0,41 +0" = 0"t} e com um certo de abuso de notagao, chamemos o7} = S,1.
Logo
n—1
_ r+1 n—r 0 _nt+1ln+1-0 n+1—-0 n+1n+1—(n+1
det(tlyyr — A) = Y (1) St + (=1)°0f +(—1) o=
r=0
n+1
— E (_1)7"Srtn+l—7"
r=0
o que conclui a demonstragao. [ |

Definicao 2.20 A r-ésima curvatura média H, da hipersuperficie tipo-espaco M"™ é
definida por:

(i) Ho =1,

(ii) (”’) He = (=1 0,k ko) = 0p(—Frs ey —kn), 1 <7 <.
T
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Em particular, H, = —% Yo k= —%tr(A) = H é a curvatura média de M, a
qual é a principal curvatura extrinseca da hipersuperficie.
A motivagao pela escolha do sinal (—1)" na definicao de H, é dada pelo fato de

que o vetor curvatura média H (que é definido como H = —+tr(A)N) se escreverd

Comoﬁ:HN.

Proposicao 2.21 A curvatura média H(p) € positiva em p € M se, e somente se,

(p) esta na mesma orientacdo tipo-tempo de N (p).

Demonstracao. Com efeito,
(H,N) = (HN,N)=H(N,N)=— H,

onde (N, N) = —1.
Logo, por (1.13) item (iii), temos que para todo p € M,

H(p) = — (H,N),>0 & (H,N), <0,

2.7 As Transformacoes de Newton 7T,

Nesta secao, vamos introduzir as Transformacoes de Newton, que serao definidas
a partir do operador de forma A. Mostraremos as suas principais propriedades, e
usaremos estas aplicagoes no proximo capitulo para obter as Formulas Integrais tipo -

Minkowski no espago de Sitter (cf. também [13], 2.2).

Definicao 2.22 De acordo com a definicao de r-ésima curvatura média, as transfor-
macoes de Newton
T, : X(M) — X(M), 0<r<mn,

sao dadas por,

o= ("1 +( " VH A+ 4 (" )H A + A,
r r—1 1

onde I denota a identidade em X(M), ou indutivamente por,

Ty=IeT = (”) H.I+ AT._,.
T
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Lema 2.2 Seja p € M. O operador T, : T,M — T,M, ¢é linear, auto-adjunto e

comuta com o operador de forma A.

Demonstragao. De fato, note primeiramente que

T = (2; (Z) HZ-AT‘Z) v,
(T, w) = <(Z (:) H,A’”‘i) v, w>

dai,

sendo A auto-adjunto e a métrica bilinear, obtemos

Tow) = 3 (T)Hi (v, A (w))

- 1
=0

_ <v, 2_; (Z) HZ-AT‘i(w)>

= (v,T,w),¥Y v,weT,M.

Logo T, é auto-adjunto.

Para a comutatividade, basta ver que,

T,0A = (Z (7‘ HiAT’_Z) oA
1
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Observe que a Proposicao 2.19 nos diz que o polinomio caracteristico de A pode

ser escrito em termos de H,. Isto é
n n By
pa(t) = det(tl — A) = ( ,)Hit” !

e pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

. n n—i
T,=)_ (Z,)H,-A = pa(A) =0,

=0

onde Hy = 1.
Proposicao 2.23 (Propriedades)

(i) Seja Ey, ..., E, um referencial local ortonormal em M que diagonaliza o operador
A, isto ¢, AE, = k;E;,i = 1,...,n entao, esta referencial, também diagonaliza
cada T,, e T, E; = \; . E; com

Aig = (=1)" Z ki oo ki, = Z (—=kiy) - - (—ks,).

i1<-'-<ir,ij75i i1<'"<ir,ij75i

(ii) Para cada 1 <r <n-—1,

tr(AoT,) = —(r + 1) (T Z 1) H,iy

(11i) Para cada V€ X(M) e cada 1 <r <n-—1,

i (GTvA) =~ () (VH )

Demonstragao.

(i) Fixemos i, 1 <i < n, e apliquemos indugao sobre .

Se r = 0, entao

Suponha que seja valido para r e mostremos ser valido para r + 1. Seja

Tr Ez = >\i,r Ez )
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onde \;, = (—1)" Z ki, ---k;, , ¢ a hipotese de inducao.

11 <<

Uma vez que T, 1 F; = (TL) H.I+ AT,,, temos que

n
TnE = H,. I+ AT,
+1 (7" n 1) +14 +

= [ (=™ > ky-ki, | Ei+AoT,E,

11 <o <fp41

= | 0™ > ki ek, | Bit AN E)

1< <lpg1

= (_1)T+1 Z ki1 e kir+1 EZ + )‘i,rkiEia

11 <o <bpg1

pela hipotese de indugao, obtemos

TowBy = |1 Y ki | Bit ((—1)“ > kk) ki| B

i 1< <t i1 < <ip

= |(-1)* Z ki o ki, + (1) Z kiy - ki, | Ei
| 11 <o <lpg1 11 < <lpg1
- (_]‘)T Z ki1 ."kir+1 Eiu
1 <o g 1,15 70
de onde concluimos,
T7"+1Ei = _(_1>T Z ki1 e kir+1 + (_1)T Z ki1 e kir+1 Ez

11 <o <lpyl 11 <o <lpy1l

+ <_1)T+1 Z ki1 o kirﬂ Ei'

i1 <o by 1,15 70

Portanto

T B = (1) Yo kuhin | Bi= Ak

i1 <o by 1,85 70

(ii) Para o mesmo referencial dado no item anterior,

n n n

tr(T.) = Z (T Ei, E;) = Z (NipEi, By) = Z Air (Eiy Ei)

=1 =1 =1
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pela expressao de A, ,,

tr(T,) = > (EE) [ (=1 Y kyeki

i=1 i1 <o g1 i b

= (n_r)<_1)r Z khkll

1 <o <lp

- (r+1)<ril)Hr.

Usando o que mostramos acima, temos

tr(AoT,) = tr(Tpp)—tr ((r | 1) HTHI)
_ <n—<r+1>>(rjl)ﬂr+l—n(rﬁl)ﬂm
- <("_T_1)(r11)_”(ril))Hr“
= (=r=1en(, 1)) e
= (Cr-n(, 1)) o
- _(r+1)(ril>HT+1.

(iii) Seja E4,..., E, um referencial ortonormal local em M™ que diagonaliza o oper-

ador A em um ponto p € M, isto é, AFE; = k;FE;,1 =1,...,n, entao
(VvA)(E;) = Vy(AE;) — A(VyvE;)

= Vy(kE)—-A (z": (Vv E;, Ej) Ej)
j=1
= kVyE +V(k)E; — i (VvE;, E;) AE;
j=1
= k i (VyE;, E;) E; +V (k) E; — i (VvE;, E;) ki E;
j=1 J=1
= zn: (ki = kj) (Vv Ei, E;) Ej + V (k) ;.

=L
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Assim,

n

tr (T, oVyA) = Z<TT(VVA)EiaEi>

-y

=1
n

=1

n

j=1i#j

— Z (T.(V (k) Ei, )

isto é,

tr (Tr e} VVA)

i=1

+ i <Tr ( i (ki — k) <VVEz'an>Ej> in>7

i=1 i=Liij

+ Z Z (ki — kj) <Vin,Ej> <TrEjsz‘>
i=1 j=1,i#j

> V(ki) i (Ei, Ey)

=1

+ En: En: (ki — k) (Vv Ei, Ej) A j (Ej, E)

i=1 j=Li#j

J/

-~
=0

uma vez que Fq,...,E, é um referencial ortonormal.

Portanto

tr (Tr e} VVA)

- Z V(=k) Y (ki) (ki)

11 <o <B4

n

VD (k) > (ki) (k)

i=1 i< i1

-V Z (_kh) e (_kirﬂ) )

11 <ol 1,85 70

<T7" <V(ki)Ei + z": (ki — kj) (VinaEﬁEj) Ez>
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isto é,

tr(T, o VyA) = —V ((T Z 1) HTH)

= (1 v
= —(ril) (VH,1, V),

onde VH, ; denota o gradiente de H, ;.

2.8 As Divergéncias das Transformacgoes de Newton

Antes da proxima definicdo, convém relembrar a definicao de diferencial covari-
ante de um tensor. Tomando 7, com um tensor do tipo (1,1) em M, a diferencial

covariante, V7, é dada por

VT(X,Y) = (VxT)(Y) = Vx(T,Y) = T,(VyY), ¥V X,Y € X(M).

Definicao 2.24 A divergéncia da transformacao de Newton T,, 0 < r <mn, é o vetor
dwvT,. dado por

divT, = tr(VT,) = > (Vg 1) E,
=1

onde E1, ..., E, denota um referencial local ortonormal em M™.

Proposicao 2.25 Seja T, : X(M) — X(M) um campo de tensores do tipo (1,1) em M
tal que em cada pontop € M, T, : T,M — T,M ¢é um operador linear e auto-adjunto.
Entao para todo campo E € X(M) o campo de tensores VT, : X(M) — X(M) do tipo
(1,1) em M, em cada ponto p € M, define um operador linear VgT, : T,M — T,M

auto-adjunto.

Demonstragao. Pela propria definicao de conexao, Vg7, é linear. Para mostrar que

é auto-adjunta observe que

(VET)(X),Y) = (Ve(T,X)-T.(VpX),Y)
= (Vp(T;X),Y) - (T.(VpX),Y)
= E(T,X,Y)—(T,X,VgY) - ((VEX),T,Y)
— B(TX,Y)— (T,X,VsY) — E(X,T,Y) + (X, Ve(T,Y)),
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sendo 7, auto-adjunto, temos

(VET)(X),Y) = E(X,T,Y)— (T,X,VsY) — E(X,T,Y) + (X, V5(T,Y))
= —(T,X,VgY) + (X, Vg(T,Y))
= —(X,T.(VgY)) + (X, Va(T,Y))
= (X, V(1Y) - T.(VgY))
= (X, (VeT,)(Y)), VXY € X(M),
isto ¢, em cada ponto p € M, (V5T}) é auto-adjunta. m

Obteremos agora uma relagao entre as divergéncias das transformacoes de Newton

e o tensor curvatura de M, mas precisamente o

Lema 2.3 As divergéncias das transformacoes de Newton T,.,0 < r <n—1 sao dadas

por:

{ div(To) =0 _ (2.24)
div(T) = A(dio(T, ) + (S0, (RN, T,y B E)T

Equivalentemente, para todo campo X € X(M),

(div(T, ZZ{RNT E)E;, ATX). (2.25)

7j=1 i=1

Demonstragao. Observe que para todo X,Y € X(M)
(VxDH)(Y)=Vx(I(Y))—I(VxY)=Vx —Vx =0,

assim,
n

div(Ty) = div(I) = > (VpI, E;) = 0.

=1

Agora, se r > 1, da defini¢ao indutiva de T}, temos que para quaisquer X,Y € X(M),
(VxT)(Y) = Vx ((Z) H. I+ Ao Tr—l) Y
(G

= Vi <(:f) HT(Y)) L Vx(AoT, )Y,
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desta forma,

@st) = ((1)xtmr) @+ (1)) +Taae Ty

r

_ (”) (V(H,), X) (V) + (VX ATy 1)Y) + (AT xTo1)) (V).

Logo,

div(T,) = Z(inTr)(Ei)
- i (Z) (VH,, E;) + i(VEZ T,_10E;)+ Z (VgT,)
= zn: (T) (VH,, E;) —G—Z (Ve A)(T,_10E;) + A (zn: <inTT—17Ei>>

i=1 =1
.

~
div(Tr—1)

_ ( )VH +Z (Vi AN T,_1 0 E;) + A(div(T,_1).

=1

Uma vez que Vg, A é auto-adjunto, temos que, para qualquer X € X(M)
(Ve AT E;), X) = (T, E;, (Vg A) (X))
pela equacdo de Codazzi (2.6)

(R(X,Y)N) ' = (Vy A)(X, N) = (Vx A)(Y, N),

dai,
(Ve AT E), X) = (T1E;, (Ve A)(X))
= —(R(X,E;)N,T,_1E;) + (I, 1 E;, (VxA)(E)))
= (R(X, B)T,1 B, N) + (Vx A)(E:), T B
= (R(X,E)T,_1E;,N) + (I,_1(Vx A)(E;), E;) .
Logo,

(”)VH +Z (Vi A)(Ty_1) + A(div(T._y)), X>

=1

<

n

(n) VH,. X> £ 2_AVEA)Tr0), X) + (Aldiv(T;-1)), X)

r -
=1

{div(T:), X) = <
(
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da expressao acima e bilinearidade da métrica, temos

(div(T,), X) = <T) (VH,, X) +Z (X, E)T,-1Ei, N)

=1

+ Z r—10 VXA)( )) El>+<A(dZU(TT—l))>X>

J/

tr(Ty—10 (VxA))

Pelo item (iii) da Proposigao (2.23),

ot o(Vx) = (1) (V. X).

daf,
tr(T_; o (VxA)) = — (:f) (VH,, X).
Logo,
(div(T,), X) = <Z> <VHT,X>+§1:<R(X E)T, 1E;, N)
7:) (VH,, X) + (A(div(T,_,)), X) .
Segue que

(div(T,), X) = Y (R(X,E)T,1E;, N) + (A(div(T,-1)), X)

=1

S (R(BL X)N. T B + (Aldio(T; 1), X)

=1

— Z (R(N, T, 1 E;)Ei, X) + (A(div(T. 1)), X ) ,

=1

como X € X(M) é qualquer, segue que
div(T,) = (R(N,T,_1E))E;)) " + A(div(T,_,))

Agora, mostraremos a equivaléncia.
Primeiramente, observe que div(Ty) = (R(N,T,_1F;)E;)", pois A(div(Tp)) = 0.
Dai,
(div(Th), X) = ((R(N,T,.1EE) T, X) ¥V X € X(M).
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Suponhamos que o argumento seja valido para r — 1, e mostremos que também é

valido para r. Seja

(div(T, > (R(N,T,1E)E;, A7'X),

Jj=1 =1

a hipotese de inducao. Entao

<dZU(Tr)7X> = Z <<R(N7 Tr—lEi)Ei)Ta X> + <A(dZU(TT—1))7X>

i=1
n

= Y (R(N,T,.1E;)E;, X ) + (div(T,_), AX)

=1
r—=1 n

= Y S (W YR(N, T, E)E;), AX) +Z<RNTT \E)ELX).
j=1 i=1 i=1

Como A é auto-adjunto,

—_

rT— n

(div(T}), X) =

M

<E(N T, E)E, AX)+> (R(N,T,\E)E;, X)
=1

1 1=

<.

s

- + i !
Z (R(N,To—(j+1y Ei) Eiy AVTDLY)

i=1 j+1=
n

isto é,

(div(T},), X) = Z Z (AVDYR(N, T, E) E;), X )

=1 j+1=2
+ ZZ<§(MTT—1E¢)E¢,X>
i—1 i1
- Z<< Z AVITYR(N, T, (J+1)E)Ei)> + R(N, TrlEi)Ei,X>
i=1 Jj+1=2
= ZZ R(N, T, ;) E;, A7X).
=1 j5=1

Assim, fica mostrado que (2.24) implica (2.25).

Reciprocamente,

-1 n
(div(T, > (R(N,T,_1_j—n)E) Ei, AT'X).

7j—1=0 i=1

ﬂ
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Com algumas propriedades,

(div(T,), X) = <R(N T, . E; Eﬁ(ﬂii R(N,T(—1)—; E) By, 7 AX))

7j=1 =1

— < E N, T, \E;)E; )T,X> + (div(T,-1), AX) ,

3

1

2

3

— <Z (R(N,T,_ 1E)E)T,X> + (A(div(T,-4)), X)

> (R(N, T, E)E)" + A(dw(TH)),X> :

=1

como X € X(M) é qualquer, segue que,

div(T, Z R(N, T, E)E;)" + A(div(T,_y)).

=1

Portanto (2.25) implica (2.24), o que conclui a demonstragdo do Lema. |

Corolario 2.26 Se o espaco ambiente tem curvatura seccional constante, as transfor-

macoes de Newton, T,., 0 < r <n —1 sao livres de divergéncia, isto €,

divy (T,) = tr (V = (VyT,) V) =0, ¥ V € X(M).

Demonstracao. Se o espaco ambiente tem curvatura seccional constante igual a C,

segue da formula de Gauss (2.4) que para todo X,Y € X(M),

R(N,X)Y = C(Y,N)X —(Y,X)N)
— C(Y,X)N,

assim, tomando a componente tangente de R, temos
(RN, X)Y)T =0, VX, Y € X(M).

Portanto pela equagao (2.25), temos que div(7,) =0, 0 <r <n— 1. [ |



Capitulo 3

Formulas Integrais Tipo-Minkowski

no espaco de Sitter

Neste capitulo desenvolveremos as Formulas Integrais tipo-Minkowski para o de
Sitter. No que segue, z : M™ — S}™ — L"*2 denotard uma hipersuperficie tipo-
espaco compacta e com bordo OM imersa do espaco de Sitter. Consideremos M"
orientada por um campo normal de vetores tipo-tempo e unitario N, apontando para
o passado. Além disso, v € T,M denotard o campo de vetores conormal, exterior e
unitario ao longo de OM, dS denotara o elemento area (n — 1)-dimensional de OM,
e dM o elemento volume n-dimensional de OM com respeito a métrica induzida e a

orientacao escolhida.

3.1 Foérmulas Integrais Tipo-Minkowski

Proposigao 3.1 Fizados a,b € L™ com (a,b) # 0, o campo de vetores dado por

1
Yoo(x) = m ((b,z)a — (a,z)b)

é um campo de Killing globalmente definido no espaco de Sitter o qual é ortogonal ao

vetor posicao 1.
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Demonstracao. De fato,

(Yop(x),2) = < ((b,x)a — (a,x)b) ,:L‘>
= (<b> $> <CL,[E> - <CL, $> <bv ZB>)

Isso mostra que geometricamente Y, ;(z) determina uma direcdo ortogonal ao
vetor posicao x no subespaco gerado por a e b.
Além disso, denotando por V e V° as conexdes de Levi-Civita de S}t e L2,
respectivamente, temos pela formula de Gauss (2.9)
_ — 1
(Vy Yo, W) = <VV (W((b, r)a — <a,x>b)) ,W>
1 — _
— o (F@20.W) - (Tt m))

(a,b)

— (a,lb) (<V$/((b, z)a) + (V, (b, x)a)z, W)

— (Vi ((a,2)b) + (V, (a, z)b)z, W>>v

da bilinearidade da métrica,

TVas W) = s (V2 (0ha) W) + 0.2) V. o 1)

(Va8 WY + (a,2) (V) W>)
- =% (<V°V<<b, 2a), W) — (V3 ((a,2)b), W>)

- ﬁ (<<b, 7)Via+ V(b z)a, W) = ((a,2)Vib+ V(e ), W>)'

Uma vez que Viy,x =V, V{a=V{b=0e (z,V) = 0, temos
_ 1
<V\/Ya’b, W> = m (<<b, l’> ;)/(l + (V;}b, ZE)CL + <b, V$/$>CL, W>
= (@) T3+ (Vi) + (o, Tyl 1))

_ a’lb> (<(b, Viyaya, W) — ((a, V)b, W>)

1
= (<b, Vi{a, W) — (a, V)b, W)) :
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Analogamente obtemos,

TvnV) = s (W0 = @W)01) ).

Portanto,

(T Yur W) + (Vo Yon V) = (<b7 VW) — (a, V) (b W>)

((b, W{a, V) — (a, W) (b, V>)

para quaisquer campos V, W € S}t Logo Y, é um campo de Killing. [ |

Proposicao 3.2 (Férmulas Integrais Tipo-Minkowski)
Seja v : M™ — S < "2 wma hipersuperficie tipo-espago, compacta com bordo
OM e seja Y um campo de Killing em S} . Se a r-ésima curvatura média H, de M™

¢ constante para algum r, 1 < r <n, entao:

(i) aM(Tr1y,Y>dS:r<Z)H,,/M<Y,N>dM;

-1 1
(i1) (T_1v,Yayp) dS = (n )Hr—j{ det(z, vy, ..., vy_1,a,b)dS,
oM r—1 (a,0) Jou

onde vy, ...,v,_1 € um referencial tangente ao longo de OM.

Demonstracao.

(i) Denote por Y € X(M) a componente tangencial de Y. Assim se Fy, ..., E, de

M™ & um referencial ortonormal local, entao
divy (TYT) = ZWE (LY "), E;),

mas,

(Ve T)(Y") =V (LY'") = T(VeY")

e assim

Ve (LY') = (VeT)(Y') + T(VEY').

Usando que T, e VT, sdo auto-adjuntos, para cada V € X(M), temos

divy (T,YT) Z<VE )WY+ T(VeY "), E).



Capitulo 3. Férmulas Integrais Tipo-Minkowski 99

Sendo Vg, T, e T, sao auto-adjuntos,

n

divy(T,YT) = > {(VT)(Y +Z T.(VeY"), E)

i=1

= D (VA(VRT)(E) + Z (Ve YT, T.E)

=1
- <YT, Z(VEiTT)(Ei)> + (VY T.E),
=1 =1

uma vez que as 7T, sao livres de divergéncias, obtemos

divy(T,Y") = (YT divy(T,)) + > (VY T,E;)
i=1

= Y (VY LE). (3.1)

i=1

Por outro lado, derivando covariantemente o campo de Killing Y = YT —(Y, N) N

na direcao de V € X(M) e usando as formula de Gauss (2.9), temos

VvY = V(YT —(Y,N)N) - (AV,Y) N
= VyYT —Vy((Y,N)N) — (AV,Y) N
= VyYT —(Y,N)VyN —V((Y,N))N — (AV,Y) N
= VyY' —(Y,N)VyN — (V(Y,N) + (AV,Y))N

Pela formula de Weingarten (2.10), Vy N = — AV, temos
VYT =VyY — (Y, N) AV + (V (Y, N) + (AV,Y))N

Agora, fazendo produto escalar com W € X(M) qualquer,

(VYT W) = (VoY W) = (Y, N) (AV.W) 4 (VY N) + (AV V)N, W)
— (VyY, W) — (Y, N) (AV,W). B (3.2)
Mas,
% (VYT W) +(VwY T, V)) = % < (VvY, W) —(Y,N) (AV, W)

+ (VwY, V) — (Y,N) (AW, v>).
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Sendo Y um campo de Killing no de Sitter, temos

(VyY, W) +(VyY,V))

DN | —

3 (VYT £ (T 1)) =
(Y, N) (AV,W) + (Y, N) (AW, V)
(Y, N) (AV, W) + (Y, N) (AW, V)

(Y, N) (V, AW) + (Y, N) (AW, V)

[t NN I NG N NG

I
|
—~

2(Y,N) (V, AW))

—~ N
~<
=

) (V. AW, (3-3)

?

para quaisquer V, W € X(M).

Sendo A um operador auto-adjunto, o Teorema FEspectral, garante a existéncia de

um referencial ortonormal em M que diagonaliza A.

Seja Ei, ..., E, tal referencial. Entao pelo item (i) da Proposi¢ao (2.23)

(VeY'".T,E) = (VgY ' A\, E)
= X\ (VY E)
= A\, VY E;)
= (Va,5Y ' E)
= (VeY ', E), (3.4)

Fazendo V =T,E; e W = E; em (3.3) e usando (3.4) temos

—(Y,N)(T,E;,AE;) = = ((V5,sY " E)+ (VgY ', T.E))

(Ve Y, T.E) + (VY ,T.E))

| =N~ N~

= 5 (2 (VY T.E;))

— (VY T,E),
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de (3.1),
divg (T,YT) = i(inYT,TTE»
— _(Y,N) i (AT, E;, E,)
(Y. N)ir(AeT))
— _(Y,N) <—(7" +1) (T i 1) Hm)
— (r+1) (r Z 1) (Y,N) H,..
Assim,
divy (T YT) =7 (:f) (Y,N) H,.

Sendo v um campo conormal, exterior e unitario ao longo de M, temos pelo

Teorema da Divergéncia, que

7{ (T,_v,Y)dS = / divy (T, Y T)dM
oM M
n
- 7“( )H/ (Y, N dM.
r M
(ii) Definimos em M"™ a (n — 1) forma diferencial
Oup(V1, ... 1) = det(z,v1,...,0,-1,a,b).
Entdo, pela formula de Gauss (2.9) e Weingarten (2.10), temos

(vZea,b)(Xla s 7Xn—1)

—_

n—

= Z(up(X1,..., Xpn1)) — Oup(X1,. ... VX, ..., Xo1),

=1

mas,

Z(ea,b(Xla s 7Xn—1))
= Z(det(x, Xl, e ;Xn—la a, b))

n—1
= det(Vya, X1,..., Xoo1,a,b) + > det(z, X1,..., V3 X, ..., X, 1,0,0)
=1
+ det(z, X1, ..., X1, V%a,b) +det(x, Xq,..., X 1,a, VD)
n—1
= det(Z,X1,..., Xoo1,a.0) + > det(z, Xy,..., V3 Xi,..., X, 1,0a,b)

=1
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onde V%a = Vb = 0. Logo
Z(O0ap(X1,. .., Xno1))
= det(Z, X1,..., Xn_1,a,b) + nzjldet($, X1,..., VX, ..., X 1,a,b)
i=1
= det(Z, X1,..., Xn_1,a,b) + Zdet z,Xy,..., VX — (AX;, Z)N
— (X, Zyx, ..., X, 1,a,b)
= det(Z,X1,...,Xn-1,0,b) + nzldet(a:, X1, VzXi, ..., X1,a,b)
n—1 -
— (AX;,2) ) det(x,X1,...,N,..., X, 1,0,b)
et
—(X;, Z) Zdet(m,Xl, oy Xpq,a,b),
i=1
o que implica
Z(O0up(X1,. .., Xn21))
= det(Z,X1,...,Xn_1,a,b) + nz_ldet(a:, Xi,..., V22X, ..., X 1,a,b)
n—1 -
— (AX;,2) ) det(2,X1,...,N,..., X, _1,0,b),
i=1
e também,
(Vz0u) (X1, ..., Xn1) = det(Z,Xy,...,X,-1,a,b)
+ ) det(x, X,..., VX, ..., Xy 1,0,b)
— (AXi,Z>Zdet(x,X1,...,N,...,Xn_l,a, b)
n—1 '
=Y Oap(X1,. .. VX, Xy a,D)
i=1
de onde concluimos
(Vz0u) (X1, ..., Xn1) = det(Z,Xy,...,X,-1,a,b)
— nZ_I<AXi, Z)det(x, Xq,...,N,..., X, 1,a,b),

=1
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para todo Z, Xy,..., X, 1 € X(M).

Entao, pelo corolario (1.40) a derivada exterior de 6,,, ¢ dada por

dOop(X1,. .., Xp)

n

A

= S () (Vi Bap) (Ko K X)

i=1
= ) (—1)'det(X;,..., X;,....a,b)
i=1
n n—1 j
=) (-1 (AX;, X,V det(z,..., Xi,...,X;,N,...,a,b),
i=1 j=1,i#£j
onde Xy,..., X, é um referencial local ortonormal tangente em M" que diago-

naliza o operador de forma A. Assim,
dbop(X1,. ... Xy)

= S ) (K K

i=1
n

= ) (—=1)%(=1)""det(Xy, ..., X, a,b)

= — Z 1idet(X1, Ce 7Xn,a,b)
i=1

= —n det(Xy,...,X,,a,b).
Entao escrevendo
a=a" —{(a,NYN+{(a,z2)x e b=0b" —(b,N)N + (b,z)x,
concluimos que
db,p =n({a,N) (b,z) — (b, N) (a,z))dM,
e consequentemente,

db,p, = n({a,N)(b,x) — (b,N) (a,z))dM

= n

{
((b,x)a — (a,x) b, N))dM
<<a’ b> Ya,by N>)dM

{

(
(
= n(
({a,b) (Yop, N))dM.

= n
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Agora, usando o Teorema de Stokes, temos

% 9a,de = / d(ga,b :/ n(a,b} <Ya7b,N> dM
oM M M
— n{ad) / (Yo, N} dM.
M

Por outro lado, aplicando o item (i) da Proposi¢ao (3.2) ao campo de Killing Y, 4,

obtemos

f{ (Ty_1v,Y,p) dS = r(n>Hr / (Yap, N dM
oM r M
1

H ¢ 0.,dS
<CL, b) oM ’
1

-
n

= (n—1> H, det(z,vy,...,v,-1,a,b)dS.
r—1){a,b) " e

oM




Capitulo 4

Resultados Principais

No presente capitulo, apresentaremos os resultados deste trabalho. Para a demons-
tragao, utilizaremos as Formulas Integrais Tipo-Minkowski apresentadas no capitulo

anterior. Logo apos, faremos uma aplicacao deste resultado quando o bordo é esférico.

4.1 Uma Férmula do Fluxo para o Campo Y,

Se Y é uma subvariedade fechada (n — 1)-dimensional em L"(7) < H"*! uma
hipersuperficie tipo-espaco x : M™ — H"! ¢ dita uma hipersuperficie com bordo X
se a restricao da imersao x ao bordo M é um difeomorfismo sobre . Neste caso,

identificamos oM = X..

Observacao 4.1 Para a demonstracao serd utilizado o Teorema de Dualidade de
Alexander (cf. [20], pdg.77) que para o nosso propdsito terd a finalidade de que dado
um n-ciclot imerso em um espaco simplesmente conezo, ele é o bordo de um dominio

compacto 1merso neste espaco.

Passemos agora a prova do resultado principal deste trabalho que corresponde ao Teo-

rema 1 da referéncia [14].

Teorema 4.1 Seja v : M™ — H" C ST wuma imersdo tipo-espaco de uma hiper-

superficie compacta, cujo bordo é uma subvariedade merqulhada (n — 1)-dimensional

Veja definigdo em [20], pag. 1.
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Y = z(OM) a qual esta contida num hiperplano horizontal L"(T), para algum T > 0.

Seja Yo p um campo de Killing W((b, Ya—{a,.)b) em S{t. Se a r-ésima curvatura
a?

média H, é constante, para algum r, 1 <r < n, entao

f (T—1v, Yo p)dS = —r (n) H,vol(Q),
oM r

onde T,—1 : X(M) — X(M) ¢é a (r — 1)-ésima transformagao de Newton associada a

segunda forma fundamental de z, e Q@ € um dominio em L"(T) limitado por X.

Demonstragao. Notemos inicialmente que para uma escolha adequada da orientagao
em M e Q, podemos supor que M U Q é um n-ciclo de H"!. Entdo pela Obser-
vacao (4.1) temos que M U Q = 9D, onde D é um dominio compacto, orientado
e imerso em H"™! C S!T' (mais precisamente, podemos escolher as orientacdes de
M e Q de tal modo que ambas apontem para fora em rela¢do ao bordo do dominio D).

Por outro lado, uma vez que Y, ; ¢ um campo de Killing no de Sitter, temos que
(VYo W) +(V,.ViY,,) =0, VV, W € X(S|*),

em particular, quando V =W,

(V,ViYap) = 0. (4.1)
Agora, sendo {E\, ..., E,1} C X(S"™) um referencial ortonormal em uma vizinhanca
de p € ST, temos
n+1

divger1(Yap) = Y (VEYap, Ei) .

=1

Assim, segue da equagao (4.1) que
(VEYap, Ei) =0,

logo divgn+1(Yayp) = 0.
Uma vez que H" ¢ a metade do de Sitter, temos que isso também é verdade
para H"H.

Assim pelo Teorema da Divergéncia,

f <}/:l,b7@> dS = / diUSn,+1 (Ya,b) = 0’
oD D 1
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onde v € T, D denota o vetor, unitario e conormal apontando para fora ao longo de 9D
e dS é o elemento area n-dimensional induzida de dD. Entao, uma vez que N e N,

estao na mesma orientacao, obtemos que

/ (Yo, N} dM — / (Yo, NJ) dS = 0,
M Q

( ) (a, N:) = (a, ) (b, N;))d<2

_ <a —a—x> (a,z) <b, %a—x>)dQ

(o >i< ) — (b,2) (a, ) — () = {b,a) + (a,) (b))

(a,b)

sendo (a,a) = 0, temos

/M(Ya,b,N)dM = — <a71b>/g<a,:c> (b, a) dS
= - (a,lb)/QT% (b, a)dQ
- [
= —vo%(Q)

Pelo item (i) da Proposigao (3.2), obtemos

§Twvais - r( )Hr [ o Ny au
oM r M
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Como uma consequéncia do teorema anterior, consideremos o modelo warped
— R Xexpr) R" para H"! como em (2.17). Neste modelo, desde que K aponta para o

passado, temos que

K(t,p) = — explt) (%)() .

Observe que pela proposicao (2.13), o campo K definido acima é tipo-tempo, conforme

fechado e tem fator conforme igual a — exp(t). Diante disso temos o seguinte resultado:

Corolario 4.2 Seja x : M™ — H"' C S wma imersdo tipo-espaco de uma hiper-
superficie compacta, cujo bordo é uma subvariedade mergulhada (n — 1)-dimensional
Y = z(0OM) a qual esta contida num hiperplano horizontal L™(7), para algum T > 0. Se
a r-ésima curvatura média H, € constante, para algum r, 1 <r <mn, e que b € L"(T).
Entao

Y

t=0

r n d
T v, Y, ) dS — H, L vol(0,(Q
$iwvaas = () goltade)

onde t =1In(7), ¢ € 0 fluro de K e Q é um dominio em L"(T) limitado por X.

Demonstracao. Seja ¢ o fluxo local gerado pelo campo K, e para cada t € R,
seja D; o dominio de ¢;. Se 2 é um dominio de integracao compacto contido em Dy,

entao

vol(p()) = / = / o1 (d0), (4.2)

onde d©; denota o elemento volume n-dimensional de ¢;(€2) com respeito a métrica
induzida e na segunda igualdade foi usando o teorema de mudanca de variaveis para
integrais maltiplas.

Como o integrando é uma funcao suave de t, podemos diferenciar esta expressao
com respeito a t pela derivac¢ao sob o sinal de integragao (em verdade, usamos a partigao
da unidade para expressar a integral como soma de integrais com dominios em R", e
entao aplicamos a derivacao sob o sinal de integragao em cada uma delas).

Assim, usando (4.2) e os Lemas (1.11) e (1.12), obtemos

d
Zvol()

d * * * .
_ / L) = / ot (Le(dy)) = / ot (divk d2y,).
th t=to Q Q

E do teorema de mudanga de variaveis, concluimos

= / divkC dSdy, .
t=to Pt (2)

t=to

d

Zvol(pi(5)
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Como K é um campo conforme e fechado com fator conforme ¢ = — exp(t), temos

pela Proposi¢ao (2.15) que o divergente de K é dado por
divkC = — (n+ 1) exp(t).

Assim

= —(n+ 1)exp(t0)/ d€dy,

Pt (2)
= — (n+1)exp(to)vol(py(£2)).

Consequentemente, tomando ty = 0, temos

%vol(gpt(Q)) . = — (n+ 1) exp(0)vol(po()) = — (n+ 1)vol(£2).
Logo, oy
o 1EUOZ(SDt(Q>> . = vol(2),

e portanto, pelo teorema (4.1)

r n d
fi (T Y dS = (r> H, ool ()

t=0

4.2 Bordo Esférico e Curvatura Média

Nesta parte, faremos uma aplicagdo do Teorema (4.1) no caso em que o bordo é
esférico, obtendo assim, uma relagao entre a curvatura média H de M™ e a geometria
do seu bordo. Em todo o desenvolvimento desta aplicacao consideraremos N como um
campo normal, unitario apontando para o futuro, para assim, usarmos a Estimativa
do gradiente. Resultado este, devido a Montiel [24] e que se encontra demonstrado no

Apéndice deste trabalho.

Proposicao 4.3 (Estimativa do Gradiente) Seja ¢ : M™ — H"™! uma imersdo
tipo-espaco de uma variedade compacta M™ com bordo nao-vazio no Steady State space.
Suponha que 1 tenha curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo unitdrio
e normal N apontando para o passado e que a aplicacdo 1 leva OM™ no slice temporal

L™(7), para algum T > 0. Entao podemos escolher um campo unitdrio e normal n da
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imersao w‘(‘)M” : OM™ — L™(7) tal que (N,n) > 0. Assuma que, com respeito a esta

ortentacao, a curvatura média de w‘aMn : OM™ — L™(T) € ndo negativa. Entao
H (4, a) + (N, a) = 0,

e também (N,a) > —HT em M",
e seja o,

Teorema 4.4 Seja x : M" — H"' C S wma imersdo tipo-espaco de uma hiper-
superficie compacta M"™ com bordo nao-vazio OM no Steady State space. Suponha que
M"™ tem curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo normal unitdrio
N apontando para o futuro e que OM = S™ (b, p) é uma esfera geodésica (n — 1)-
dimensional com centro em b e raio p contida num hiperplano horizontal L"(7), para
algum 7 > 0. Entao

2
1- 2

2

pH — VH? -1<1.

Demonstragdo. Consideremos S" !(b, p) = {z € L™(7); d(x,b) = p} como sendo a
esfera geodésica (n — 1)-dimensional com centro b e raio p > 0 contida no hiperplano

L™(7) = H™"!. Mostremos primeiramente que
Sn_l(ba p) - {l’ € Ln(T)a <.Z' - b,ZE - b> - 02}

ou equivalentemente,
2

5" (b, p) = {I € L) {wb) =1~ %}

uma vez que

P’ =(x—bx—0b) = (x,z) — 2(x,b) + (b,b) =2 — 2 (x,b)

2

temos, —2 (x,b) = —2 + p?, isto é, (z,b) =1 — %

Por um lado, observe que

Ty(L™(7)) = {v € L"*?; (v,b) =0 e (v,a) = 0}.

2
Por outro lado, dada v, : R — L"(7), definida por v,(s) = — ;—a + vs + b,
T

que parte de b na direcio de v € Ty(L"), |v|] = 1 & uma geodésica. Com efeito,

primeiramente vejamos que 7,(R) C L™(7), mas isso segue de

2 2
—S—a+vs+b,a :—S—<a,a>+s<v,a)+(b,a):7',VSG]R,
2T 2T
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uma vez que (a,a) = (v,a) = 0e b € L™(7). Para ver que v,(s) ¢ uma geodésica de
1 1
L™(7), basta ver que v7//(s) = — —a e dai decorre que (7/(s),a) = — —(a,a) = 0.
T T
Assim dado ¢ € S™'(b,p), como ¢ = v,(p) para alguma geodésica ~, onde
2 2

75(0) = b, temos que ¢ = — g—a +vp + b, donde {(q,b) =1 — % e portanto
T

S™ (b, p) C {x € L"(7);{x,b) =1 — p—z}

]

2
Reciprocamente, dado g € {:L‘ € L"(7); (x,b) = %} , consideremos
1
P

)02
v = (q+2—a—b)€Ln+2

e observemos que

1 1 p 1
v,b) = —(¢,b) + —(a,b) — —(b,b q,b) + - — -
(8 = o)+ 0 =) = (o) + =
_ Loy e 1
(%) 5
Portanto v € T,(L™).
Além disso,
1 1 1 1 2
(v,v) = ?<Q7Q>+Z<q7 ) —2<q, >+Z<Q7 >+4 (a,a)
1 1 1 1 1
- Z<b7a>_ 2<Q7b>_g<b7a> Z(b Cl> <b b>

isto ¢, |v| = 1.

2 1 2
Note também que 7,(p) = —g—a +wvp+besendov=— (q + g—a — b> temos
T P T

0
¢=—g-a+po+b=m(p).

Logo g € S™ (b, p).

Portanto
2

{aj e L(r); (,b) =1 — %} c "L (b, p).

Assim,

5 bp) = { € L) (o b>—1—%2},
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onde (,) denota a métrica induzida pela inclusao L™(7) < H"*1.

Agora, fazendo r = 1 e Q = B"(p) no teorema (4.1), temos

7{3 (Yo dS = = nHuol(B"(p))

e assim,

nHuvol(B"(p)) = (v, Yp) |dS

% <I/, Ya,b> dS‘ S f
oM oM

<1/, <;b> (b, 2)a — (0, z) b)> ‘dS

(b, x) (a,v) — (a,x) (b,v)

_ %quM‘ 1_%2) (a,v) =7 (b, V)

da desigualdade triangular, temos

as

ds,

2
L
2

T

nHuvol(B"(p)) < (l )

sup | (a,v) | + sup | (5,) |) § as
M oM oM

Agora observando que os vetores b e v sao tipo-espaco, podemos usar a desigualdade

de Cauchy-Schwarz classica para obter,

1 2
nHuvol(B"(p)) < (— 1- 2 sup| (a,v) |+ 1) area(S"(p))

T 2 oM
1 2 l(B™
T 2| om p

Logo
1 p?

pH < =1 — —|sup|{a,v)|+1.
T 2 OM
Por outro lado, seja {ey,...,e,_1} um referencial ortonormal local ao longo de
OM. Podemos completar este referencial de modo que, {z, N,v,e1,...,e,_1} seja um

referencial ortonormal local em L"*2, e assim escrevemos a € L""2 como
a = bll’ + bQN + b3V + b4€1 + ...+ bn_len_l,

onde by, ...,b,—1 € R.

Entao

a=(a,z)x — (a, N)N + {a,v)v + (a,e1)e; + ... + {(a,e,_1)en_1,
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dai,
a=(a,z)xr — (a, NYN + (a,v)v,
pois (a, e;) = 0, para todo e; € T, (L"(7)), i=1,...,n— 1.

Logo

(a,a) = ({(a,z)x — (a, N)N + (a,v)v,{a,z)x — (a, N)N + {(a,v)v)

= (a,x)2 - <CL, N>2 + <aa V>2’

como (a,a) = 0, temos que

Consequentemente,

1- 2

5|V (e N)Y? =72 4 1. (4.3)

1
pH < —
-

Finalmente, como supomos que H > 1, podemos usar a Estimativa do Gradiente
—7H < {(a,N) <0,
para concluir que

2
pH—‘l—%\/H2—1§1.

|

Antes de apresentarmos o proximo resultado, faremos um breve comentario a
respeito da escolha de H > 1 no teorema anterior. A um primeiro olhar, o leitor
é levado a pensar que a motivacao pela escolha de H > 1 é puramente analitica, o
que nao é em sua totalidade. Observamos que o bordo OM da hipersuperficie M esta
contido na folha que é uma variedade de curvatura média identicamente 1. Podemos
entao, pensar em M como sendo um "leve impulso" que foi dado em seu bordo de
modo que que ela assuma um corpo acima da variedade mas que nao se desprenda da
folha. Sendo assim, é geometricamente aceitavel supor que H > 1 em M, uma vez que

seu corpo esta estritamente acima da folha.
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Corolario 4.5 Seja x : M™ — H""' uma hipersuperficie tipo-espaco compacta com
curvatura média constante H e cujo o bordo OM é uma esfera geodésica de raio /2

contida num hiperplano horizontal. Entao

2
< Y2
2
Demonstracao. Com efeito, basta observar que na estimativa (4.3), nao é pedido que
a curvatura média seja maior que 1. Em verdade, para esta estimativa a curvatura
média s6 precisa ser constante. Entdo fazendo p = v/2 e observando que |H| = H

obtemos o resultado. [ ]



Apéndice A

Apéndice

A.1 Uma Prova Alternativa para a Proposicao 4.1

Nesta se¢do, daremos uma demonstragao alternativa para o Teorema (4.1) no

caso em que o bordo da hipersuperficie tipo espaco x : M™ — H"t! ¢ esférico, isto ¢,

OM™ = S"=1(b, p) C L™(7).

Teorema A.1 Seja x : M™ — H"' C S wma imersao tipo-espaco de uma hiper-
superficie compacta, cujo bordo é a esfera geodésica S™1(b,p) a qual esta contida

num hiperplano horizontal L"(7T), para algum T > 0. Seja Y, um campo de Killing

(a.b)

algum r, 1 <r < n, entao

((b, Ya — {a,.)b) em S}, Se a r-ésima curvatura média H, é constante, para

74 (Ty_1v, Y, ) dS = —r (”) H,vol(B™(p)).
oM r
Demonstracao. Pelo item (ii) da Proposigao (3.2), ¢ suficiente mostrar que
j{ det(z,eq,...,e,-1,a,b)dS = — n Tvol(B"(p)).
oM™

Com efeito, como N, aponta para o passado cronologico e sendo {ej,..., e, 1}
um referencial ortonormal local tangente positivamente orientado ao longo do bordo

OM™, temos que o referencial {x, —N,,n,e1,...,e,_1} & positivamente orientado e

det(z, —N,,m,e1,...,e,-1) = 1.
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Dai temos que o det(z,e;y...,e,-1,a,b) é dado por
(x,x) (e1, ) (€n_1,T) (a,x) (b, x)
(z,€1) (e1,€1) (en-1,€1) (a,er) (b,e1)
det
<LU, en71> <617 €n71> cee <€n717 €n71> <(I, €n71> <b7 6n71>
(x,—N,) (e1,—N;) ... {en,—N,) {(a,—N,) (b,—N,)
<:E’ 77) <617 77> s <€n_1, 77) <a’ 77) <b> 77)
Entao,
2
P
1 1——
0 0 5
0 1 0 0 (b, e1)
det(z.er ... enroab) = det |
0 O 1 0 (bey1)
2
p
0 O 0 7 5
0 O 0 O (b,m)

ou seja,

det(z,e1...,e,-1,a,b) = 7(b, 7).

Mas por outro lado a geodésica v, : R — L"(7) que parte de b na direcao de
2

v € T,(L"(7)), |v] = 1 é dada por ~,(s) = —;—a + vs + b, e assim n = 7/ (p) para
T
alguma geodésica v,. Dai, n = —Ba + .
T
Logo

(b} = (b, ~Ea+v) = —p,

e portanto,

7{ det(x,ey...,e,-1,a,0)dS = j{ — 7pdS = — 7',0]{ s
oM oM oM
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Usando o item (i7) da Proposicao (3.2) juntamente com a equacao (A.1), temos

n—1 1
T v, Yap) = HT—% det(z,eq,...,en_1,a,0)dS
ng< ' g <T_ 1) (a,0) Jou (e ' )

_ (” - 1>H (= 0 ool(B(p)))

r—1) " {a,b)
_ (:}: i) H, - (~ n ool (B (7))
_ n(:}: i) H,vol(B"(p))
_ . %@ H,vol(B"(p))
_ (n> Hyvol(B"(p)).

A.2 A Estimativa do Gradiente

Nesta parte do trabalho direcionaremos o nosso estudo ao artigo do Montiel [24]
intitulado por: Complete non-compact spacelike hypersurfaces of constant mean curva-
ture in de Sitter spaces, publicado no ano de 2003.

Antes de mostrarmos a FEstimativa do Gradiente, exibiremos alguns resultados
importantes que servirao de base para a demonstracao bem como para o entendimento

da mesma.

Observacao A.1 Convém observar que neste artigo a defini¢cao da curvatura média é
a mesma apresentada neste trabalho a menos de sinal. Além disso, nesta demonstracao,

serd considerado o modelo do semi-espaco
¢:H > R =R" xRy

para o Steady State space dado por

00) = 0= () = (p. 1),

onde a,b € L"? sao vetores tipo-luz tais que {(a,b) = 1.

Lema A.1 (Principio da Tangéncia) Sejam M e M} duas hipersuperficies tipo

espaco imersas no Steady State space com a mesma curvatura média constante (com
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respeito a dire¢do passada ou orienta¢ao para cima). Suponha que eles sao tangentes
em uma vizinhanga nao vazia do ponto p e que M7 situa-se acima de M3 em p. Entao

eles coincidem em uma vizinhanca de p.

Observacao A.2 Frxiste uma versao andloga do principio da tangéncia no bordo
quando o ponto em comum p esta em OM] N OMY, uma vez que assumimos que OM{"

e OMJ sao tangentes em p.

Observacao A.3 (Comparacao da Curvatura Média) Se as duas hipersuperfi-
cies M e M3 nao tem a mesma curvatura média e representamos por Hy e Hy suas
Jungoes curvaturas médias, temos que, quando M{ esta sobre M3 em um ponto em

comum onde elas sao tangentes, entao Hy < Hy neste ponto.

Lema A.2 Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago compacta do Steady State space
H" L com curvatura média constante H e com o bordo contido em um slice temporal
L™(t) para algum t € (0,+00). Entdo H > 1 se, e somente se, a hipersuperficie M"

esta contida em L™(t); = {(z,zn1) € H'™Y 20 >t}

Finalmente, apresentaremos a demonstragao do

Teorema A.2 (Estimativa do Gradiente) Seja ¢ : M" — H""' uwma imersdo
tipo-espaco de uma variedade compacta M™ com bordo nao-vazio no steady state space.
Suponha que 1 tenha curvatura média constante H > 1 com respeito ao campo unitdrio
e normal N apontando para o passado e que a aplicagdo v leva OM™ no slice temporal
L™(7), para algum T > 0. Entdo podemos escolher um campo unitdrio e normal n da
imersao zﬁ’aM" : OM™ — L™(7) tal que (N,n) > 0. Assuma que, com respeito a esta

orientacao, a curvatura média de w‘aM" :OM™ — L™(T) é nao negativa. Entao
H{y,a) + (N,a) 20,
e também (N,a) > —HT em M".
Demonstracao. Denotemos por V o gradiente da funcao e consideremos:
(Y,ay : M™ — R.

Vamos obter o gradiente, Hessiano e Laplaciano.

Seja v € T,M, entao

<V<’¢, CL>, U> = U<¢7 CL> = <VZ¢7 CL> + <¢7 V2a> = <U7 CL>
= (v,a'), VveT,M.
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Como a métrica ¢ nao degenerada, temos
V{g,a) =a" =a+ (a, N)N = {a,9)¢.
Para o Hessiano, temos que para quaisquer v,w € T,M,

((Hess (v, a))v,w) = (Vo(V(¥, ), w),

dai pela formula de Gauss (2.9)

(Voa',w) = (Vyla+ (a, N)N + (a,)1), w)
= (Voa,w) +(Vu((a, N)N), w) + (Vi ({a, Y)9), w)
= é va+ (Av, a)N—I—( >¢,wz+<(a, N)VoN + v{a, NYN, w)
(=0)
- <<‘%¢>VZ@/’ +U<a7¢>¢aw>
= — (a,N)(Av,w) — {(a,¥){v,w).
Portanto

(Hess(y,a))v,w) = — (a, N)(Av,w) — (a,¢)(v,w), ¥ v,w € T,M.

Para o Laplaciano, seja Ey, ..., E, um referencial ortonormal em p € M™ C S+,

entao

— Z((Hess(lb, a))E;, E;),

i=1
uma vez que nH = tr(A), temos
A{p,a) = = Y ((a,N)(AE;, E) + (a0, Y){E;, E;))
i=1
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Agora, consideremos a seguinte fungao:
(N,a) : M" — R,
e de maneira anéloga, determinemos o gradiente, Hessiano e Laplaciano.
O gradiente é dado por,
(V(N,a),v) = v(N,a) = (ViN,a) + (N, V3a) = — (Av,a)
= —(Av,a') = (v,—A(a")), Vv e T,M.
Como a métrica é nao degenerada, temos
V(N,a) = —A(a").
O Hessiano,
(Hess(N.,a))v,w) = (Vo(V(N,a)),w) = —(V,A(a"), w).
Mas como v{A(a'),w) = (V,A(a"),w) + (A(a"), V,w) entdo
(Hess(N,a))v,w) = — v{A(a"),w) + (A(a"), V,u)
= —ovla", Aw) + (", A(V,w))
= — v{a, Aw) + {a, A(V,w)) + {a, NY{N, A(V,w))
= (a, V) (¥, A(V,w))

= — (Via', Aw) — {a, V,(Aw)) + {(a, A(V,w)),

como a' = a+ (a, NYN — (a, )1, temos
<(H683<N7 a))v, w) = = <vv(a + <a7 N>N - <CL, ¢>w)a Aw>
+ (a,—V,(Aw) + A(V,w))
= — (Vua, Aw) = (Vy((a, N)N), Aw) + (Vu((a, )), Aw)

+ {(a, =V, (Aw) + A(V,w))
= — ((V2a+ (Av,a)N + (v, a)), w), Aw)

/

(=0)

— (Vu({(a, N)N), Aw) + (V,((a, ¥)1), Aw)
+ {(a,—V,(Aw) + A(V,w)),
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onde usamos a formula de Gauss (2.4). Agora da formula de Weingarten (2.5),

(Hess(N,a))v,w) = — ({a, NYV°N +v{a, N)N, Aw)
({4, $)V30 + vla, )i, Aw) + (0, ~V,(Aw) + A(V,w))
= (a, N){Av, Aw) + ({a, V)V, Aw)
+ (a, — Vo (Aw) + A(V,w)).

Como Vi1 = v, concluimos

((Hess(N,a))v,w) = (a, N){Av, Aw) + (a,V){(V,¥) + (Av, Y) N + (v, ¥)¢), Aw)
+ (a,—V,(Aw) + A(V,w))
= (a, NY{Av, Aw) + {(a, V) (v, Aw) + {(a, —V,(Aw) + A(V,w)),

e uma vez que (V,A)w = V,(Aw) — A(V,w), segue que
((Hess(N,a))v,w) = (a, N)(Av, Aw) + (a, V) (Av,w) — ((V,A)w,a), ¥V v,w € T,M.

Considerando o mesmo referencial ortonormal da funcao anterior, calculemos o Lapla-

ciano da funcao (N, a).

A(N,a) = div(V(N,a))

n

= Z<VEi(V<N,a>),Ei>
= Z((Hess(N,a»Ei,Ei)
= Y ((a, N)(AE;, AE}) + (a, ¥)(AE;, E;) — (V,A)E;, a)),

i=1
como |A]? = tr(A?) e nH = tr(A), obtemos

n n n

A(N,a) = (a,N) Z(AEi,AEi> + (a, 1) Z(AEZ-, E;) — Z((VEiA)Ei,a»
= (a,N) Z<|A|2Eu E;) +nH(a,) — Z((V&A)Eu a))
= |AP(a,N) +nH{a,¢) = Y ((V5,A)E;, a).

=1
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Por outro lado,

n <
=1

(VH,v) = v(H)=v (1 Z(AEi7Ei>>
= = ((VYAE),E) + (AE;, V. E;))

_ %Z (Vo(AE:), E) + (E;, A(V,Ey))).

Considerando que além de Fy, ..., E, ser um referencial ortonormal ele também diag-

onaliza o operador de forma A,

(VH,v) = %z": (Vo(AE) — AV, E;) + AV, E;) + AV Ey), E3))

= % > (Vu(AE) = AV, E), E) + L > (AVLE) + AV E), E;))

n <
=1

1 n
= - > ((VA)E;, Ej), Y v e T,M,
=1

Como M tem curvatura seccional constante, segue da equacao de Codazzi que

n

(VH,0) =+ 3 (Vi A, E),

n

i=1
sendo (Vg A) auto-adjunto, temos
1 n
H - — A Ez 5
(VH.0) = (e (Ve A)E)
e como a métrica e nao degenerada,
1 n
H=— A)FE;
Logo,
A(N,a) = |A*{a, N) + nH(a,¢) — n(VH,a).
Assim,

A(H(¢,a) + (N,a)) = A(H(P,a)) + AN, a)

= (¢Y,a)AH + HA(¢,a) + 2(VH,V (¢, a)) + A(N,a),
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A(H{¢,a) + (N,a)) = (,a)AH —nH(p,a) —nH*(N,a) +2(VH,a')

+ |A*(a, N) +nH{a,v) — n{VH,a)
= (,a)AH + (|A]*> = nH?*)(N, a)

+ 2(VH,a+ {a, N)N — {(a, )} —n(VH,a)

= (,a)AH + (JA* = nH?*)(N,a) — (n — 2)(VH,a),

como a curvatura média é constante, temos que VH = AH = 0, e portanto

A(H(¥,a) + (N, a)) = (|A]* —=nH*)(N,a).

Agora vamos mostrar que |A|?> — nH? > 0.
. . . 2
Com efeito, considere os seguintes vetores em R"
u = (1{31,...,]{?14,1627...,]{?2,...,]Cn,...7k3n)

N~ N~ H/_/

n vezes n vezes n vezes

v = (k17-~-7kn7k17-~-7kn7--~7k17---;kn)-

J

—
n? vezes

Por um lado,

(uyv) = ki(k1+...+ky) +ko(br+ ...+ k) + ...+ Eko(kr + ...

n

= (bt +k)D K
=1
= > kY ki
j=1 i=1
— n2H2,

mas por outro lado,

<U,U> = |U|2:<<k1,...,]€1,...,l€n,...,kn),(kl,...,kl,...,kn,...

= nki+nkd+...+nk’

= nlA[,

(,v) = |[]* = ((k1,. koo ko k), (B e K,

+ ky)
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isto ¢,

(v,v) = ikf%—ikf%——i—ikf = n|AJ?,
i=1 i=1 i=1

v
n vezes

entao usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
(u,v) < Jullv] = Jul?,

logo
n*H? <n|A? = |A? —nH?* >0

Valendo a igualdade se, e somente se, u e v sao linearmente dependentes, isto
é, ky = ko = ... = k,, ou seja, M" & totalmente umbilica, e a orientacao escolhida
foi (N,a) < 0. Portanto a funcdo H(y,a) + (N, a) é superharmonica em M" e pelo
principio do maximo cléssico, atinge o minimo em um ponto da fronteira, seja ¢ € OM™.

Denote por v o campo unitério, conormal e interior ao longo de dM™. Entao

vg(H(h,a) +(N,a)) = v(H) (W, a) + vg({¢,a))H + vg(N, a)
= H(V, ¢,a) + H{Y,V; a) +(V; N,a) + (N, V, a)
= H(vga) +(V;, N, a),

pelo Lema de Hopf (cf. [30], Lema 3.4)
0 < Hvg, a) + ((dN)q(vy), a),

onde denotamos V; N = (dNN)y(v,).
Mas tomando um referencial ortonormal {e,...,e, 1} positivamente orientado

a0 longo do bordo OM™, podemos completa-lo de modo que o novo referencial
{617 sy En_1, 7T, N7 Vq}
seja ortonormal em L"*2. Entdo podemos escrever

a=(a,er)er+ ...+ (a,ep_1)en_1 + (a,z)x — (a, N)N + (a, vy)v,.

!Uma outra maneira de mostrar esta desigualdade, ¢ definindo a aplicacdo ¢(X) = AX — HX,
para todo X € X(M) e observar que |¢|? = tr(¢?) = |A|?> — nH?.
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Por outro lado, T, L"(7) = T,(0M™) = {v € L"*?, (a,v) = 0 e (z,v) = 0} e

assim (a,e;) = 0 para qualquer e; € T,,(OM™), i =1,...,n — 1. Portanto

a={(a,x)r — (a, N)N + (a, v,)v,.

Assim
0 < H{yga)+ ((dN)y(v,), a)
= H(vg,a) + ((dN)g(vy). {a, x)a — (a, N)N + (a,v,)v,)
= H(vg, a) + {a, 2)((AN)(vg), 2) — (a; N)((dN)q(vg), N) + (a, vg) {(dN)(vg), va)
= H{vg,a) + {a, v} ((dN)y(vy), v4)
= (Vg @) (H + {(dN)q(vg), v4)) (A-2)

Uma vez que H > 1, sabemos pela Observacao (A.1) que

1
(¥, a)

Mas o Lema (A.2) garante que se H > 1 entdo, x,,1 > 1/7, dai segue que (¢,a) <7

Tn+1 (¢) =

em M". Entao, como supomos (¢, a) = 7 ao longo do bordo dM", pois OM™ C L"(T)
temos que (v, a) < 0 ao longo de IM™.

Agora se a igualdade (v,a) = 0 é atingida em algum ponto de dM™, entao
tomando a folha L™(0) com 6 > 7 suficientemente grande de modo que M™NL™(0) =
podemos diminuir gradativamente o 6 até que L™(f) toque M"™ pela primeira vez. Seja
p € M"NL"(#). Pelo principio da tangéncia, estas duas variedades coincidem em uma
vizinhanca do ponto p. Agora usando as Observacoes (A.2), (A.3) e o fato de que a
curvatura média nas folhas é igual a 1, segue que 1 < H. Por outro lado, tomando
L™(#) com 6 < 7 suficientemente pequeno de modo que M™ N L™(#) = ), podemos
aumentar o valor de # de modo que L™(6) toque M"™ pela primeira vez. Desta forma,
repetindo o mesmo raciocinio obtemos que 1 > H e portanto H = 1 o que é uma
contradi¢ao com a hipdtese da curvatura média ser maior estrito que 1, logo (v, a) < 0.

Portanto por (A.2) e usando o fato de que (v,a) < 0 temos

H -+ ((dN) (), v4) < 0. (A3)
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Como nH = — trago(dN) temos

nil = - Z<(dN)q(ei)vei> + ((dN)q(ei), ei) — ((dN)q(ei), e:)

= - i«dzv)q(ei),eg — ((dN)y(er), e2),

da estimativa (A.3) obtemos,

n—1
nH 2 = Y ((dN)(er).ex) + 1,
i=1
ou seja
n—1
Hn—1)= = S{(AN),(e), ex), (A4)
i=1
onde ey, ..., e, o referencial ortonormal de T,(0M™). Agora decompondo a segunda

forma fundamental da imersao® a em qualquer ponto do bordo como OM™ como a
soma da segunda forma fundamental o de MaMn : OM™ — L"(7) e a segunda forma
fundamental da hipersuperficie totalmente umbilica L"(7) no espago de Sitter.

Assim

— ((dN)q(ei),e5) =

= (a’(es, 1), N(9)) + —(a, N(q)). (A.5)
Agora se n é um vetor normal e unitario qualquer da restrigao w‘aMn entao (n, N) > 0,
do contrario se (n, N) =0, como (v, N) = 0 temos que n ¢ um miltiplo ndo nulo de v
e dai (n,a) # 0 o que ndo pode acontecer visto que ¥ (OM™) C L"(7), logo (n, N) > 0.

Somandodei=1ai=mn—1em (A.5) temos
= (AN e = 3 (0%fen e Nl + (Vo). Na))

= Y (a’(es ), N(q)) + y (N7(q), N(q)),

i=1 =1

2Em verdade basta observar que a decomposicio do fibrado normal da hipersuperficie é a soma do
fibrado normal do bordo juntamente com o fibrado normal das folhas.



Apéndice. A Estimativa do Gradiente 127

o que fornece,

n—1 n—1

= SN fede) = YA enla) Na)) — (0 — 1)~ 0, N (@)
= (e einla). N ) — (n - 1) e N (@)
= (0~ DH(nla), N(@) ~ (0~ 1) - {a, N (o),

T

de (A.4) obtemos que

(n = DH > (n = 1)(H(n(a). N@) ~ ~ (0, Na)))

mas isso implica

H > H(n(g), N(q)) — {a, N(q)),

-
onde H? representa a funcdo curvatura média da imersio @D} o - OM™ — L™(7) com

respeito a escolha da orientacao n.

Como H?(n(q), N(q)) > 0, pois por hipotese H? < 0, temos

H + =(a,N(q)) > H%(n(q), N(q)) > 0

- =
mas

H{(q),a) + (N(q),a) = HT + (N,a) > 0.

O que conclui a demonstracao uma vez que ¢ é um ponto de M" onde a funcao

H{(,a) + (N,a) atinge o minimo, isto é, para qualquer ponto de M™ tem-se

H(,a) +(N,a) > H(y(q),a) + (N(q),a) > 0

e também (N,a) > — 7H em M".
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