Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma introducao a Teoria de semigrupos analiticos
de operadores lineares nao limitados, sendo desenvolvidas algumas aplicagoes desta
Teoria na analise da existéncia de solucao para as equacgoes Diferenciais Ordinérias em

espacos de Banach da forma
u'(t) — Au(t) = f(t u(t)) + K(u)(®),

onde f e K sao fungoes dadas e A é um operador linear nao limitado.



Abstract

In this work we present an introduction to the Theory of analytical semigroups
of unbounded linear operators, with some applications of this theory to the existence

of solutions for Ordinary Differential equations in Banach spaces of form:
u'(t) = Au(t) = f(t u(t)) + K(u)(t),

where f e K are given functions and A is an unbounded operator.
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A tentativa mais importante

(O homem sem qualidades\Robert Musil. Tradu¢@o de: Der Mann ohne Eigenschaften ISBN 85-209-1862-X;
por Lya Lufty e Carlos Abbenseth)

Pensando naquele tempo, Urlich poderia hoje sacudir a cabeca, como se lhe
falassem da transmigracao de sua alma; sua terceira tentativa era diferente. Entende-se
que um engenheiro se deixe absorver por sua especialidade, em vez de entregar-se a
liberdade e amplidao do mundo dos pensamentos, embora suas maquinas sejam en-
tregues até nos confins do mundo; pois precisa tao pouco ser capaz de transportar
para sua alma particular o que hé de audacioso e novo na alma de sua técnica, quanto
uma maquina é capaz de aplicar a si mesmo as equacoes infinitesimais que serviram
para sua criagao. Mas da matematica nao se pode dizer isso; nela reside a nova logica,
o proprio espirito, nela estao as fontes do tempo e da origem de uma extraordinaria
transformacao.

Se for a concretizacao de sonhos ancestrais voar e viajar com os peixes, atravessar
montanhas gigantescas, enviar mensagens com velocidades de deuses, ver o invisivel a
distancia e ouvi-lo falar, ouvir falarem os mortos, deixar-se mergulhar em miraculosos
sonhos terapéuticos, poder ver como pareceremos vinte anos apés nossa morte, saber
em noites estreladas que ha milhares de coisas acima e debaixo dessa terra, das quais
ninguém outrora tinha conhecimento; se luz, calor, forga, prazer, conforto forem sonhos
ancestrais do homem - entao a pesquisa atual nao é apenas ciéncia mas magia, uma
cerimonia de altissima forga emocional e cerebral diante da qual Deus desdobra uma
a uma as pregas do seu manto, uma religiao, cujo dogma ¢é repassado e impelido pela
dura, corajosa e flexivel logica matemaética, fria e afiada como um bisturi.

Na verdade, nao se pode negar que esses sonhos ancestrais, na opiniao dos nao-
matemaéticos, se concretizaram de repente de um modo bem diverso do que se imagi-
nara. A corneta do postilhao de Miinchhausen era mais bela que a voz em conserva,
industrial; a bota de sete léguas, mais bela que um caminhao; o reino de Larino, mais
belo que um tinel de ferrovia; a mandragora, mais bela que um fototelegrama; comer o
coragao da propria mae para compreender os passaros era mais belo que estudar psicol-

ogoia animal sobre a expressividade dos pios. Ganhou-se em realidade, perdeu-se em



vi
sonho. Nao nos deitamos mais sob a arvore, espiando o céu entre o dedo grande do pé e
o dedo médio, mas trabalhamos; também nao devemos pasar fome nem sonhar demais
se quisermos ser eficientes mas comer bifes e fazer exercicio. E exatamente como se a
velha humanidade ineficiente tivesse adormecido sobre um formigueiro; quando desper-
tou a humanidade nova, as formigas tinham entrado no seu sangue, e desde entao ela
precisa fazer movimentos incessantes, sem conseguir se livrar desse chatissimo fmpeto
de fanatismo pelo trabalho. Realmente nao é preciso falar muito a respeito; a maioria
das pessoas sabe perfeitamente, hoje, que a matematica entrou em todos os campos de
nossa vida, como um demonio. Talvez nem todas essas pessoas acreditem na histéria
do Diabo a quem se pode vender alma; mas todas as pessoas que entendem alguma
coisa de alma, por serem sacerdotes, historiadores e artistas, e tirarem boas vantagens
disso, testemunham que foi a matematica que arruinou a alma, que a matemética é a
fonte de uma inteligéncia perversa que faz o homem senhor da terra mais escravo da
méquina. A secura interior, a monstruosa mistura de sensibilidade para os detalhes e
indiferenga para o todo, o enorme desamparo do ser humano num deserto de mintcias,
sua inquietacao, maldade, a incrivel frieza do coracao, cobica, crueldade e violéncia
que caracterizam nossa era, seriam, segundo esses relatos, resultado dos prejuizos que
um agucado pensamento logico traz a alma! E assim, ja no tempo em que Urlich se
tornou matemaético, havia pessoas que profetizavam a derrocada da cultura européia,
por que nenhuma creng¢a, nenhum amor, nenhuma candura restavam no ser humano e
significativamente todos foram maus matemaéticos na juventude e nos anos escolares.
Isso provou para eles, mais tarde, que a matematica, mae da ciéncia natural exata, avo
da técnica, também é mae ancestral daquele espirito do qual finalmente brotaram os
gases venenosos e os pilotos de guerra.

S6 os proprios matematicos e seus discipulos, os cientistas naturais, que sentiam
em suas almas tao pouco disso tudo quanto os corredores de bicicleta, que pisa no pedal
e nada véem do mundo senao a roda traseira do concorrente diante deles, viviam na
ignorancia desses perigos. Ulrich, porém, com certeza amava a matemética, por causa
das pessoas que nao a suportavam. Era menos um cientista do que alguém humana-
mente apaixonado pela ciéncia. Via que em todas as questoes que esta julga de sua
competéncia, cultiva um pensamento diverso do das pessoas comuns. Se colocéssemos,

em lugar de idéias cientificas, idéias filosoficas, em vez de hipdteses, experiéncia, e em
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vez de verdade, acao, nao haveria obra de cientista natural ou matematico respeitavel
que, por sua coragem e forca revolucionaria, nao superasse em muito as maiores facan-
has da histéria. Ainda nao nasceu homem capaz de dizer a seus discipulos: roubem,
matem, sejam lascivos... nossa doutrina é tao forte que transforma o estrume desses
pecados em claros espumantes riachos de montanha; mas na ciéncia acontece periodica-
mente que algo que até entao é considerado erro, de repente inverte todas as idéias,
ou que um pensamento insignificante e desprezado comeca a dominar todo um novo
reino de idéias; e esses fatos nao sao apenas revolugoes, mas constituem um caminho
ascendente, como uma escada para o céu. Na ciéncia as coisas sao tao fortes, superi-
ores e magnificas como num conto de fadas. E Ulrich sentia: as pessoas apenas nao
sabem disso; nao tem idéia de como se pode pensar; se pudéssemos ensiné-las a pensar
diferente, também viveriam de modo diferente.

Certamente a de se perguntar se o mundo é tao errado que se precisa muda-lo a
toda hora. Mas o proprio mundo ja deu duas respostas. Pois desde que Ele existe a
maior parte da pessoas foi favoravel a mudancga da juventude. Acharam ridiculo que
os mais velhos se prendessem as coisas permanentes e pensassem com seu coragao,
aquele pedacinho de carne, em vez de pensarem com o cérebro. Esses jovens sempre
perceberam que a ignorancia moral dos mais velhos ¢ uma falta de capacidade para
estabelecer novas ligagoes, como a habitual ignorancia intelectual, e que a sua propria
moral natural € uma moral de realizagoes, heroismo e transformacao. Contudo, assim
que chegavam & idade de concretizar, nao sabiam mais nada de tudo aquilo, nem
queriam saber. Por isso, muitas pessoas para quem a matemética ou a ciéncia natural
ou profissoes julgariam abusivo decidir-se pela ciéncia por motivos como o de Ulrich.

Apesar disso, na opiniao dos especialistas nao foi pouco o que ele fez nessa terceira

profissao, desde que a abracou hé anos.
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Notacao

e N : espago dos niimeros naturais.
e C : espago dos niimeros complexos.
e R : espago dos ntimeros reais.

e RV : espaco euclidiano N— dimencional, N € N.

e X é um espaco de Banach.

e XM =X x---xX.
—_—

m vezes

' % ¢ a funcao caracteristica definida por

[to,t]

(s) =

Xitout
. 0, se s¢ [t

Quando ty = 0, denotamos . .

e L(X,Y) ou L(X,Y) o espago dos operadores lineares limitados de X em Y.
e L(X) o espago L(X, X).

e X' 0 espaco dual algébrico de X.

o '(x) = (z,2'), para cada z € X, 2/ € X"

e X — Y se X CVY e aimersao é continua.

cont

e ) & um subconjunto aberto do RY.

e (2 é o fecho de 2 em RY.

e 0Q a fronteira de €, isto 6 90 = Q\ Q.
_ou_dn

ot dt’

L] &u = Uy, Ou

P 8x,

o u =y
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8011 8012 aaN
e D¥=DM"Dy?....DIN = e ¢ o operador de derivacao de ordem «,
833‘1‘11 amg2 al'?\L]N
com a = (ay, ag,- - ay) €NV |a| = a1 4+ + ay.
o Vu = (Ou,...,0nu).
N o 52
[ ] A = 8_
“— O}

e C(I; X) o espago vetorial das fungoes continuas v : I — X, onde I é um intervalo
em R.

e B(I; X) o espago da fungdes limitadas, munidos com a norma do supremo
[ ]| oo = sup [Ju(?)]]
tel

e O7(Q) consiste de todas as fungdes u : @ — K (K =R ou C), tal que

Ho, V(u) = sup ]u(:c) — u(y)’ < 00;
£y |37 — yll/
z,yeN
munido da norma,
[ullev ) = lullmax + Ho, v (u).

o [P(Q) = {u : 0 — R; u é mensuréavel e/ lul? < oo}.
0

o spp(u) = {z € Qyu(x) # 0}.
e C*(Q)={u:Q—R/Duec C(Q), VaeN"} onde D"u é a derivada no sentido

das distribuigoes.

o C5°(Q) = {u € C=(Q)/spp(u) CC Q},

o WmP(Q) = {u e LP(Q); D*u € LP(N), Va € NV 0 < |a| <m}.

o WM2(Q) = H™(Q).

o W) = oy

o HMQ) = Wi?(Q).

oy ={Nh(t);h: [a,b] — Q} ¢ uma curva de classe C' por partes, onde Q um subconjunto
aberto de C. (Entendemos curva como um conjunto de pontos .)

e D(A) o dominio do operador A.

o | z||pay = || || x + ||Az||y ¢ a norma do gréafico para o operador fechado
A:D(A) C X —Y.

e /; ou I o operador identidade.
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e ['() é a fungdo gama real, dada por

1 oo
—/ s 1T (s)ds, a>0,
e A% ¢ o operador dado por I'(a) Jo

Id7 OZZO
o R(A™*)={A %z :x € X} :imagem de X por A~

e A% : R(A™®) — X é o operador poténcia fracionaria de A; quando o =0, A* = I.

e X ¢é o espago de Banach D(A®) = R(A~%) munido da norma ||z, = ||A%z||; quando
a=0,X"=X.

e G(A) ={(zr,y) e X x X :x € D(A),y = Az} & o gréafico do operador A.

e p(A)={AeC:3 (A —A)' € L(X)} é o conjunto resolvente de A.

e 0(A) = C\p(A) é o conjunto espectro de A.

e R(A: A):= (A — A)~! é o operador resolvente de A.

o A, = pAR(p : A) é a aproximacao de Yosida de A.



Introducao

A teoria de semigrupos de operadores lineares surgiu na primeira metade do século
XX, adquirin-do sua "esséncia"em 1948 com a demonstracao do famoso teorema de
Hille-Yosida e atingiu seu primeiro destaque em 1957 com a edicao do livro Semigroups
and Functional Analysis by E. Hille and R.S. Phillips (Veja Klaus [13]). Nos anos 70,
gracas aos esfor¢cos de muitas diferentes escolas a teoria chegou a um certo estado de
perfeicao que é bem representada, por exemplo, em Goldstein [16] e no excelente livro
do Pazy [26], onde os mesmos concentraram suas atengoes para semigrupos fortemente
continuos (Cy-semigrupos), evidenciando que isto é a chave para uma profunda e bonita
teoria. A participagdo posterior de pesquisadores importantes; assim, como o avango
de outras éreas da matematica permitiu consolidar a teoria dando para ela autonomia
e inameras aplicagoes em diversas areas tanto na matematica aplicada como na pura.

Seja X um espago de Banach. Entende-se por um semigrupo, em X, uma familia
T(t),t > 0 de operadores de L(X), onde L(X) é a &lgebra dos operadores lineares

limitados de X em X que satisfaz:
(7) T(0) = I. (I é o operador identidade em X).

(13) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0 (a propriedade de semigrupo).
Um semigrupo de operadores lineares limitados sera chamado fortemente continuo
ou Cp— semigrupo se

1tif(r)1 T(t)x =x, paratodoz € X.

Um exemplo de semigrupo é obtido pela func¢ao exponencial £ : Rt — L(X), definida
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por

&
=
I
mﬁ-
b
I
[
=
=
3

, com A€ L(X).

n!
n=0

A familia, F(t), t > 0, satisfaz as condigoes da definigdo de semigrupo de classe Cy.

Neste sentido, a definicao de semigrupo generaliza a definicao da fun¢ao exponencial.

A

A importancia disto, é que a fun¢ao u : R — X dada por u(t) = e'ug é a tnica solugao

do seguinte problema de valor inicial :

du
()= Ault)  t>t 0
U(tg) = Uyg,

para um operador A € L(X) e ug dado em X.

A idéia da teoria de semigrupos é que a solugao de um problema de valor inicial,
como o problema (1)), para um operador linear nao limitado A sobre um espago de
Banach X, possa ser dada por T'(t)ug se o operador A gerar o semigrupo.

Esta teoria, é portanto, uma ferramenta poderosa no estudo de solucao para o
seguinte

problema:
du

—(t) = Au(t t>1
) = Aut) 121 o
u(ty) = up € D(A),

com A sendo um operador linear nao limitado. Aplicando o Teorema de Hille-Yosida

o estudo do problema (2)) se reduz ao estudo da existéncia de solu¢ao da equagao
Au— Au = v,

para algum A > 0, aliada de uma estimativa adequada da mesma. Tal estudo encontra-
se em Pazy|26]. Um ponto importante aqui que devemos frisar é que o dado inicial
pertence ao dominio do operador. Também esta teoria pode ser utilizada para tratar

problemas nao-homogéneos da forma:

%(t) = Au(t) + f(t)  t>t

U(to) = Ug € D(A),
du

— ()= Au(t) + Fu(t)  t>ty (4)

U(to) = Uy,
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onde, respectivamente, a nao-homogeniedade ¢ linear e nao-linear. Resultados sobre a
existéncia, unicidade e regularidade para os problemas acima podem ser encontrados em
de Melo [24]. Apenas, evidenciamos que para o problema (4) podem ser estabelecidas
situagoes onde ha a garantia da existéncia e unicidade de solugoes generalizadas para
o dado inicial em X, sendo que quando o mesmo pertence a D(A), é possivel mostrar
que a solucao generalizada é uma solucao cléassica.

No intuito de encontrar solugoes classicas para os problemas de valor inicial dos
tipos (3) e (4), agora, com dados menos regulares (no sentido do dado inicial pertencer a
D(A%); um subconjunto de X que contém o dominio do operador D(A) ), estuda-se uma
nova classe de semigrupos, chamada SEMIGRUPO ANALITICO. Com o estudo
desta classe, estuda-se POTENCIAS FRACIONARIAS DE OPERADORES E
ESPACOS DE POTENCIAS FRACIONARIAS X2, espacos estes que verificam
a seguinte inclusao D(A) C X%, para a € [0, 1]. Outro ponto, relevante é que se o dado
inicial pertencer a X<, para « € [0, 1], mas ndao a D(A), nao se pode usar o raciocinio
utilizado com relac¢ao aos problemas (3) e (4). Para maiores detalhes do raciocinio que
se pode usar veja também Pazy [26].

O presente trabalho, trata especialmente de semigrupos analiticos que sao tipos
particulares de Cy-semigrupos. Comparando a Cy—semigrupos, os semigrupos analiti-
cos provéem uma melhor regularidade de solucoes para problemas de valor inicial,
bem como resultados melhores relativos a "perturbagao" do gerador infinitesimal e
uma relacao entre o semigrupo e o resolvente do gerador infinitesimal. Além disso,
os semigrupos analiticos possibilitam estender o dominio do parametro (antes, quando
Co-semigrupos, era o eixo real ndo-negativo) para as regides do plano complexo.

Estrutura do trabalho: Nosso trabalho, é escrito no espirito de Anélise Fun-
cional. Isto significa, que utilizamos contrucgoes abstratas e argumentos gerais voltados
para a matematica pura.

No Capitulo 1, inicialmente, apresentamos alguns resultados referentes a Trans-
formada Inversa de Laplace. A condig¢ao da Proposicao (1.6, implica que A é o gerador de
um semigrupo analitico (veja Segao [1.2)). Apresentamos um resultado que caracteriza
tal classe de semigrupos. Em seguida introduzimos Poténcias Fracionérias associadas
a um operador A : D(A) C X — X tal que —A ¢é o gerador infinitesimal de um semi-

grupo analitico T'(t) em X. Esse estudo possibilita garantir uma condigao para que a
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"pertubacao" —A + 01, ¢ suficientemente pequeno, seja um gerador infinitesimal de
um semigrupo analitico limitado; com isto, permitindo boas estimativas para os op-
eradores T'(t), AT'(t), ..., A"T'(t), (veja Lema 1.10)). Estudamos também os Espagos de
Poténcias X%, 0 < a < 1, os quais, sao menos regulares do que o dominio do operador
em questao. Este Capitulo, tem como base o livro do Pazy [26]. Também utilizamos,
[12], [13], [18],[19] e [23].

Nos Capitulos 2, 3 ¢ 4 mostramos como a Teoria de semigrupos analiticos
permite o tratamento de algumas equacoes de evolugao, das quais, inicialmente, nao
tem a forma do Problema abstrato de Cauchy (homogéneo). Equagoes de evolugao tem
um papel central da analise matematica, nao somente pelo interesse teérico em si, mas
também, pelas incontaveis aplicacoes em diferentes areas da ciéncia e tecnologia.

No Capitulo 2, tratamos do problema nao-local:
W () + Au(t) = F(t u(t), ulby(£)), u(ba()), - ulbn(D))), € (0,T]
h(u) = ¢0 €m [_7—7 O]a ’

onde f, by, -+, by, h, ¢ sdo baseados em Bahuguna [3].

No Capitulo 3, estudamos o problema Integrodiferential:
u'+ Au(t) = f(tu(t)) + Kw)(t), t>t
U(to) = U,

onde

K(u)(t) = / h(t — s)g(s,u(s)) ds

to

representa o termo efeito memoria. Neste capitulo, utilizamos Bahuguna [4] como
referéncia principal.

No Capitulo 4, consideramos as seguintes equagoes fortemente amortecidas
Uy + (aL + b)ut + (CL + d)u = f(t,u,u;), em Q x (to,T),

u(z,to) = o, u(z,to) = 21, paraz €
D%u = 0 para (x,t) € 0Q x [to, T),|a| <m —1,
onde a > 0, Q é um dominio limitado em R com fronteira suficientemente suave e

Lu = Z ao(x) D%

la|< 2m
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¢ um operador diferential fortemente eliptico de ordem 2m em 2. Mais, especificada-

mente nesse ultimo, estudamos o problema

u'(t) + Au(t) = f(tult),w'(t)),

u(ty) = xo U (to) = 1.

Y

onde os termos bu/(t) e (cA+dI)u(t) estao absorvidos pela funcao f. Assumimos hipéte-
ses especificas para as fungoes envolvidas, tendo como base o trabalho de Bahuguna
[5].

No Apéndice A, colecionamos alguns resultados sobre operadores lineares em
espacos de Banach X e sobre calculos para funcoes definidas em um intervalo real
(ou, de um conjunto aberto em C) com valores em X, resultados estes relacionados
a integrais em espagos de Banach. Também no Apéndice A apresentamos algumas
propriedades que foram usadas no decorrer desta dissertacao, nocgoes para funcgoes
analiticas f : 2 — X, onde €2 um subconjunto aberto de C e uma versao do Teorema
de Cauchy para espacos de Banach. Este apéndice é baseado, quase toda sua totalidade
em Lorenzi [23], por acreditamos que esta referéncia condiz com nossos propositos.

No Apéndice B, reunimos resultados referentes a Teoria Espectral baseados em
Lorenzi [23] e em [13]. A importancia destes resultados ficara evidente no Capitulo 1,
onde os aplicamos.

No Apéndice C, apresentamos um resumo da Teoria de Semigrupo de operadores
lineares limitados baseado em Pazy [Pazy]|.

No Apéndice D, resumimos alguns resultados complementares que foram uti-
lizados na dissertacao.

No Apéndice E, introduzimos os espagos LP(Q2), W™?(Q), Wy? e C¥(f), basea-
dos em Brézis [6] e Medeiros [28].

No Apéndice F, tratamos de alguns resultados envolvendo os espagos LP({2) e
Wm™P(Q), relacionados ao problema de Dirichlet e a operadores fortementes Elipticos,
baseados em de Melo [24].

Concluimos nossa dissertagao, com o Apéndice G, que reune alguns resulta-
dos referentes ao Problema de Cauchy nao homogéneo e que também foram usadas no

decorrer desta dissertacao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, temos como objetivo estabelecer uma relacao entre um semi-
grupo 7'(t) e seu resolvente R(\ : A), chamada Transformada Inversa de Laplace; bem
como, introduzir nogoes de Semigrupos Analiticos, Poténcias Fracionéarias e Espacos

de Poténcias Fracionérias.

1.1 A Transformada Inversa de Laplace

Lema 1.1 Sejam B um operador linear limitado e v € R com v > ||B||. Entao

tB L[
et=o—f e R(\: B)dA, (1.1)
y—ioco

onde a integral é calculada ao longo do segmento de reta Re\ = ~. Além disto, a

convergéncia da integral € uniforme em qualquer intervalo limitado com relacao a t.

Demonstracao. Sendo v > ||BJ|, escolha r tal que v > r > || B]| e seja C, o circulo

de raio r centrado na origem (Veja Figura1.1). Se A # 0 e |A\| > r entdo

SOPNEON

Jj=0
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logo, multiplicando ambos os lados de (1.2) por A~

> ATATB = (\[-B), (1.3)
ou seja,
j=0

para || > r. Também, pela Proposigao B.7,

1\ 1
[(=52) | ==
1- —HBH
A
ja que, |A| > r > ||B]|; o que implica,
~1 1 - -1 1 ~1 1 ~1
1—|7|HBH 1——|B]
r
onde C' é uma constante positiva, ou seja,
IR\ : B)|| < C|AI, para |A| > r > || B|. (1.6)

Multiplicando R() : B) em (1.4) por (1/2mi)e* e integrando sobre C,., obtemos

1 t/\
o ). R(\: B)d\ = sz/ i (1.7)

onde a "troca da integral com o somatorio" é justificada por (1.6), que garante a con-
vergéncia uniforme da série em (1.4)), para |A| > r. Assim, pela formula dos coeficientes

da série de Taylor

1 e ti

2mi Jo, ML 4

para 5 =0,1,2, ...

obtemos
BI tJ
=P (1.8)

1 t)\
— A:B)d\ =

Considere agora a regiao ) exterior a C, e interior & curva C! por partes Aj dada por

1

I

= Ui
=1
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onde,

A ={N:A=v+is, —k<s<k}
AN ={N:A=s—1ik, —k<s<n},
A ={N: A= —k+is, —k<s<k},

A ={X:X=s+ik, —k<s<~},

curva esta orientada em sentido anti-horario (Veja Figura [1.11)

Im(\) 4
k K mask
. // ///
9
! / C, / 1
Ak
-k .
. 7 Re()\)
Ay y
1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Im\= -
-k Ai v Lk

Figura 1.1: A regiao €.

Como o integrando em (1.8) é analitico em 2 segue pelo TEOREMA DE CAUCHY (Teorema

A.10), que podemos trocar o caminho de integracao C, por Ay, i.e.,

/ MR(N: B)d\ = / MR(N: B)d. (1.9)
Ak r
Denotemos,
~y+ioco
lim [ eMR(\: B)d\ = / eMR(\: B)d\. (1.10)
k—o0 A,lC Y—1i00
Observe que:
/_ e’\tR()\ : B) d)\k*>0; Jj =234 (1.11)
A'ljc — 00
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De fato,

k
C
MR(N: B d)\H </ e M~ s
( ) Sk Vk? + s?

ks
< —kt
< (Ce /k_k'

J

3
k

=2Ce M —>0.

k—oo

Para a curva A},

g C
MR(X : B)d\ </ st~ (s. ,
| [ oo mar| < [ ey o (L1

Fixando M > 0 e —k < —M temos

ol est

e -M est
C —dS:C/ —ds—i—C/ ——ds
e VE + $? v VE2+$? —m VE? 4 s

Escolhendo M > 0, suficientemente grande, de maneira que

Y st

et < % Vs € [~k —M]; (1.13)

obtemos,
T et e M ds g et
c/—dsgo—/ —+c/ T s
_k VEZ2+ 52 CJ_r VE2+s2 M VK2 + s?

-M 1 vy €St
<e€ —dS—{—C/ —— ds
- /—k k M VE? + s?
ol est

——d
-M \/k2—|—82 °

< (-M+k)+C

|

<

=R

¥ est
k + C'/ —— ds;
MV ]ﬂ2 + 82
ou seja,

Y 6st Y 6st
C ——ds < e—l—C’/ — ds.
/k V% + s2 M VE? + 82
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Neste caso, dado € > 0, fixamos M > 0 tal que (1.13) ocorra; assim,

lim <e+ Clim

C vy BSt Y est
’HOO[ /_k Vk? 4+ 52 } k—00 /_M Vk2 + 52

k—oo

_ e'yt
< e+ Clim {?(’y—l—M)}

<, Ve>0;

donde, segue que

ol est
lim |C — ds| = 0.
e[, ]
Logo,
Y est d
lim (C — ds| = 0. 1.14
k*‘x’[ /k VE? + 52 } ( )
De (1.12) e (1.14),
/ MR B)dN —— (1.15)
Ai k—oo

Com relagdo a A2, usamos o mesmo raciocinio de A} e, também obtemos

/Ag

Portanto, passando ao limite em (1.9) com k — oo e usando (1.10) e (1.11), deduzimos

eMR(\: B)dA —=0.

a igualdade
Y4100

1
B = — eMR(N\: B)d,

270 oo

concluindo a demonstracao. m
Teorema 1.2 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T(t) satisfazendo

|1T(t)|| < Me* e seja v > max(0,w). Se x € D(A) entao

t 1 y+ioco d\
/ T(s)rds = — MR\ Az —
0 270 S oo A

e a integral no lado direito converge uniformemente em intervalos limitados com relagao

at.
Demonstracao. Seja p > 0 fixado e considere § > [|4,]|, onde
Ay =pAR(pu: A) = i’ R(p: A) — ul

¢ a APROXIMACAO DE YOSIDA de A. Fixando, v > w e observando que

.
lim —— =w,
p—o0 (L — W
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segue que dado € > 0, pequeno, existe ug tal que

paw
W= w

€ (w—e,w+e€), para j> .

Se > pg e A € C tal que Re) > 7, temos

Rex> e+ M.

pw—w
logo, pelo TeoremaC.13, A € p(A,), ou seja, faz sentido falar em R(X : A,). Considere,

entdo a funcao pi(s) com dominio [0, ] definido por:

1 o+ik
pi(s) = —/ MR\ Ay)wd. (1.16)
5

21 —ik

Integrando ambos os lados de (1.16) de 0 a ¢ e trocando a ordem de integragao encon-

tramos
0+ik
/pk ds—/ / RN Az dNds
211
1 O+ik t \
- : A S
=5 - R(A “)x(/o e ds)d)\
1 d+ik 1 Ny
= — RN A - — 1) dX
210 Js_ik ( u)a: {/\ (e )]
ou seja,

t 1 o+ik d)\ 1 o+ik d)\
ds = — MRON: A)r— — — R\ : A 1.17
/0 (s) ds 270 Js_i < R W) A 2w s ( 2 A ( )

Integrando A'R(\ : A,)x no caminho por partes Iy, composto do segmento vertical
V= {6+in: —k<n<k}

e do semicirculo

F,(f) = {6+ ke : —7m/2 < <7m/2},

como na Figura (1.2).
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5+ik
~— @)
.
0 5 g
/
//’
S-ikl—

Figura 1.2: o caminho I'y.

Segue, pelo TEOREMA DE CAUCHY (Teorema A.10), que
/ MR Az d) = 0;
I
o que implica,

lim
k=0 Jp)

AR A )z d) + lim

k=00 Jp()

Além disso, se A € F,(f) entao

A = \/(5+ kcos ¢)? + k2sin® ¢

= /02 + 20k cos i + k2

52
= k5 +

20 cosp
k

+1,

AR A )z d) = 0.

(1.18)

logo, sendo ||R(\, A,)| < CL|IA™Y, para [A| > 6, uma vez que A, é um operador

limitado (Veja demonstracao do Lema 1.1), temos

R(A:A,)

(k\/02/k* + (26 cosp) [k +1 )~

1

m

/2
[, 00 < [
Fl(cz) —7/2

A kr/62/k2 + (20 cos ) [k + 1

1 /2 1
< Lol /
k" —ny2 02/k% + (20 cos ) [k + 1
7O, |||,

< (k =~ 00);

| =

| z]|k dgp

de
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assim,
/ MRV A)zdN . (1.19)
F](€2) k—oo
De (1.18) e (1.19) segue que
o+ik d\
lim R(A:A)z— =0. (1.20)
k—oo J5_ik A

Definindo,
hi(s) = || pr(s) — ¥,

temos os seguintes fatos:

e (hy) € uma seqiiéncia de fungoes mensuraveis em [0, t]; pois, é uma sequéncia de fungoes

continuas.

e hi(s) — 0 quando k — oo; pois, sendo R(p @ A) e I lineares limitados, A, é um

operador linear limitado; donde, pelo Lema 1.1,

pr(s) — esAng,

quando k — oo.

t
o |hi(s)] <g(s)e / g(s)ds < co. De fato, pela DESIGUALDADE TRIANGULAR,
0

[ h(s)] < [l or ()| + [l e,

Considere, // k I
Ti={A:A=m—ik, —k<m<Jd}, k// r
To={\:A=—k+im, —k<m<k}, %/
Ts={\:A=m+ik, —k<m<d}, W %k -

e o circulo, C,., de raio r e centro na origem
( Veja Figura 1.3)). Segue, pelo TEOREMA
DE CAUCHY (Teorema A.10), que

Figura 1.3: 11,73, T3 e o circulo
C,.

o+ik 3
/ MR A) dA :/ MR A d/\—Z/ MR\ AL dA,
s Cr i—1 /i

—ik
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para i = 1,2, 3; logo,

o+ik
‘ / RN AL dA H < ‘
5

—ik

3

> /T RN AL)dN

i=1 Y L

Y

/ MR(N: A) dAH +

T

(1.21)
para i = 1,2, 3. Além disso,
| o] s [l ot am
< Ce ks @ — 9Ce k.
o k
donde,
H/T MR\ AL d)\H <20 = (. (1.22)
Também,
o C
H /TS RN A d/\H < /k emsm dm. (1.23)
Fixando M > 0 e —k < —M temos
) ems 1 ems
[ in=c [ e [ dn
Escolhendo M > 0, suficientemente grande, de maneira que
ems < é Y m e [~k —M]; (1.24)
obtemos,
¢ o am=cs | d—m+c/ " im
VT me Cl, VEerm =~ JuVEtm
My 0 e
<ef, wimee [, T
< (=M +k) +0/M T
5 oS
E kE+C Y/ e dm
ou seja,
5 gms s oMo
C/—k\/ﬁ dm<e+C’/M\/mdm<e+C[ k (5—1—]\/[)};

/

e

Co



assim,

i
D

/ MR(N: B) dAH < &8l < (Bl — .
C’V‘

/ eMR(\: B) d)\H < Cy.
T3

Analogamente, obtemos que

/ e™R(\: B) d)\H < C,.
T

Com relagao ao circulo C,

De (1.21), (1.22), (1.25), (1.26) e do Lema 1.1

0+ik 1
ok (5) H/ /\SR ALA )wd)\H < %(01—{—02—1-02—1-03):04,

Com relacdo a [|e*4*|| temos
fesAn] = [l RD-sD | = o Ridrgn

além disso, para cada = € X,
o TL n (o]
_ Z sp)"I"x Z _
e s;dx — ( :u —e sux;
n=0 n=0
assim,

eleL2R(,u,:A)€78pLII. — 6s;ﬂR(,u:A) e Sty — 6*5/165#21%(#514)‘7;

)

para todo x € X. Logo,

Hes;LQR(;L:A)e—squH — He—s,ues,u2R(u:A)xH — 5K Hes,u2R(u:A)xH7
consequéntemente,
e RN | = sup [l W BN ] = sup e e 04
<1 i<

implicando que,

Hes,uQR(,u:A)e—spIH _ G_SMH€SH2R(H:A) ”’

ou seja,

||es,u,2R(,u,:A)6—s,uI|| _ e—s,uHes;FR(p:A) || '

27

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)
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De (1.29) e (1.30),

e e

e 2n .n . n
S efs,uzu S ”R(‘/L A) H
n=0

)
n.

pelo Corolario (C.17, obtemos para u > w,
||€sAM|| < Me(uw/u—w)s < Me?ws — 05'
De (1.27) e (1.28) temos

|hi(s)| < Cy+ Cs5 = Cg = h(s) (1.31)

/Oth(s)ds = /Ot Csds < oco. (1.32)

Assim, pelo TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE(Teorema
D.5),

t t
lim hi(s) ds = / ( lim hk(3)> ds =0,
0

k—o0 0 k—o0

o que implica,

t ¢
lm [ px(s) ds:/ e ds. (1.33)
0 0

k—o0

Portanto, fazendo k — oo em (1.17), de (1.20) e (1.33), obtemos

t 1 d+ioco d\
/ My ds = — eMR(N: A : (1.34)
0

; XT—
27TZ §—ioco A

Pelo Teorema [C.13) temos também para x € D(A),

IR Azl < % (]l + | Az]]), (1.35)

onde C' depende somente de M e . Para 1 > py podemos trocar a curva de integragao

do lado direito de (1.34) de Re\ = ¢ para Re\ = v para obter

t 1 Y+i00 d\
/ My ds = — MR\ Az — . (1.36)
0

270 Sy oo A
Para justificar esta troca da curva de integracao, considere a regiao © delimitada pela

curva

4
Ay = U Aim
=1



29
dado por,
A ={\:A=~+in, —k<n<k},
AN ={\:A=n—ik, §<n<n},
AN ={\:Ax=6+1an, —k<n<k},

Ap={ :A=n+ik, §<n<nl,

(Veja Figura [1.4).

7
Ty
5 ~ >
3
T, \
,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘ Im\= -
-k 0- ik 12 7 - ik

Figura 1.4: a curva Ay.

Sendo, ¢, (A) = A1eMR(X : A,)x analitica em O, pelo TEOREMA DE CAUCHY (Teorema
A.10),

/A; %(A)dM/A% ¢M(/\)d>\+/A2 gbu(A)dA—l—/A% bu(N) dA = 0 (1.37)
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mostra-se "facilmente"que
Pu(N)dX ——=0, i=2,4. (1.38)
A}‘e k—o0
De (1.37) e (1.38), segue que
S+ik ytik
/ MMR(N AT d) = / ATMR(N A xdA (1.39)
6—ik y—ik
e, portanto, (1.36) é verificada. Agora, mostraremos que vale a seguinte igualdade
t t
lim [ erds = / T(t)xds. (1.40)
H=o0 Jo 0
Para isso, defina ,

gu(s) = lle*aw = T(s)z].

Note,
e (g,) é uma seqiiéncia de fungdes mensuraveis; pois, g, () é uma seqiiéncia de funcoes

continuas.
o c*Augy — T(s)z, quando pu — oo (Pelo Teorema (C.14] );

* [gu(s)] <k
Desta forma, pelo TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE

(Teorema [D.5), temos (1.40). Agora, mostraremos que

1 a1 e d\

y—100 y—100

quando p — oo. Defina
B |e’\t‘

R

fu(A) [(R(N: Ay) — RO\ A))z|.

Temos,

e (f,) € uma seqiiéncia de fun¢ées mensuraveis; pois, f,(-) é continua.

e f,(\) —=0 (Veja Teorema [C.14.)

p—00

| M| x|

A

le

y+100
0/ g(A) dX é finita. De fato, para C; = 2C(||z|| + || Az||), temos
0

—1300

RO Azl + RO : A)zl]] < 2C()|=] + || A=) OE = 9(A); para (p = 00).
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Y+ioco At oo d
/ O7|62|d)\207€'7t/ 5 Ui -
Y—100 |/\| —o0 + n

k
d
= Cre" lim il
k—oo J_p v+ n?

:C7e”t— hm/
1+ ( 77/“y

=Cy €7t— hm / o fydz

k/vy 1+ (
ou seja,
y+ico Mt C, r k/~y
/ C7|6 2| d\ = =L " lim | arctan 2 }
y—i00 |>\‘ v k—oo | —k/v
C7 t - [
=—¢ khm arctan(k/v) — arctan(—k/~)

Y —oo |
C
—L e [1/2 — (—7/2)]
Y

7
= —¢''r < o0,

para t em intervalos limitados. Entdo, pelo TEOREMA DA CONVERGENCIA
DOMINADA DE LEBESGUE(Teorema D.5),

oo | |
lim |(R(A: Ay) = R(A = A))z|| dh = 0;
H=00 Jy—ioco |/\|
o que implica,
y+ico At

. e
lim —
H—00 ~y—ico )\

[(R(A: A,) — R(A: A))z] dX = 0;

assim,

1t d\ 1 [t d\
— R\ :A)x — — — MR\ A —
270 Sy —ivo R n)T X 2mi y—ico ( )z A7

quando p — oo.De (1.40) e (1.36), segue que

t t 1 y+ioco
/ T(t)sds = lim [ erads = — MR\ A @
0

p—00 [q 211 y—i0o )\

concluindo a prova do Teorema 1.2. m
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Corolario 1.3 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy- semigrupo T'(t) satisfazendo

IT(t)|| < Me*t. Considere v > maxz(0,w). Se x € D(A?), entdo

1 y-+ioo
T(t)r = — eMR(N: A)xd\  (Transformada Inversa de Laplace )

270 oo

e para todo 6 > 0, a integral converge uniformemente em t para t € [6,1/4].
Demonstragao. Seja z € D(A?) entdo, pela definigio de D(A?),
Az € D(A).

Usando o Teorema [1.2 com a substitui¢ao de = por Az :

t 1 Y+i00 d\
/ T(s)Axds = — MR\ A)Ax—= .
0 2mi A

y—100
Pela IDENTIDADE DO RESOLVENTE, R(\ : A)Ax = AR(\ : A)x —x (Veja Teorema
B.2l), obtemos

/Ot T(s)Ards = 2L /j“’oo e <R(/\ Az — %) dA. (1.41)

Ly —100

Vamos mostrar agora que

yico At
/ — d\ = 2m. (1.42)
y—100 A
Para isso, considerando C, e A, como no Lema 1.1, mostramos que
Y oM
—d\ = / d\ = 2mie = 27i; (1.43)
Ay A o, A—0

onde a pentltima igualdade é valida pela FORMULA DA INTEGRAL DE CAUCHY
(Formula [A.2) para a funcdo f(\) = €. Desta forma, aplicando o limite em (1.43)

temos (1.42). Assim,
1 Y4400 d\
T ektlﬂy = X. (]_44)
Yy

Pelo item (c) do Teorema (C.10, pelo item (iv) do TeoremalA.2, e o fato de A comutar

y—100

com T'(s), ja que x € D(A), temos

Tt — 2 = A( /O tT(s)xds) _ /0 () Ax ds. (1.45)

Portanto, de (1.41), (1.44) e (1.45)

t 1 Y400 \ T 1 Y+i00 N d\
Tt)x= | T(s)Azxd = — A A —— ) d\+ — —
(t)x /o (s)Axds + x o7 ) e <R( )z )\) + omi ) ez~
1 Yy+i00
=5 MR\ A),

y—100
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provando o corolario. m

Seja X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear fechado
com dominio D(A) denso em X *. Diremos que A verifica a Condigao As u{0}, onde

s
0<d< 5 sea seguinte propriedade for verificada:

25:: {AE(C:|arg>\|<g+5}U{O}Cp(A) (1.46)

e para cada 0 < o < ¢ existem 0 < 6’ < 0 e Mg, > 1 tal que

M.
IR\ A)|| < IAT : )\ezél, A #£0. (1.47)

Esta Condigao A;yoy ¢ uma importante condigao suficiente (Ver Proposigao(1.6) para
um operador A ser o gerador de um Cy-semigrupo limitado. O nosso objetivo a seguir

¢ justificar isto. Para cada r > 0, definimos a familia de operadores (S(t)),., dada por

>0

1
—/ e™R(p - A)du, t >0,
S(t)y =14 2™ Jycre

I, t=0,

(1.48)

onde y(r, &) = y1(r, 8') Ura(r, &) Us(r, &) é a curva C' por partes definida por

(r, &) = {2+ p € [r,o0)),
Yo(r, &) ={re?’ : —x/2 -8 < 9 < 7/2+ '}, (1.49)
(1, 8) = {pe 2+ p e [r,00)}.

orientada no sentido anti-horario, como na Figura [1.5.

1 A condigdo de A : D(A) C X — X ser um operador linear fechado com dominio D(A) denso
em um espago de Banach X justifica o termo Fquacgdes de Evolucao. Equagoes de Evolugao sao
equagoes Diferenciais Ordinérias em espagos de Banach da forma v'(¢) — Au(t) = f(¢, u(t)) + K (u)(t),

onde f e K sdo fungbes dadas e A é um operador linear nao limitado com A satisfazendo tal condigao.
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7, (r, 6°)

7, (5, 6

Figura 1.5: a curva y(r, ).
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Lema 1.4 Se A verifica a Condigao A;yoy, entio o operador S(t) estd bem definido

e € independente der >0 e de 0 < 0’ < 6.

Demonstragao. Seja t > 0. Estudemos, inicialmente, a convergéncia da integral em

1
(1.48) sobre a curva y(r’,m’) onde r’ = 7 m=0—-a, 0<a<d 0<d< g

Se € yi(r', m') entdo p = pe'® com § = 7/2+6 e p € [r',00). Consideramos

Na = argp (e, =0 — «). Definindo f(u) = e R(u : A) e fazendo,

r=pcosng. = ((p) = ¢'(p) = cosna,
y = psinn, = E(p) = £'(p) = sinna,

temos,

entao,

/ o et“Rm:A)xduH < / 1) + i€ [ 0) + i€ )] el dy

H / emRm:AnduHs [ e Rt el o
r’,m’) r

/

implicando, de (1.47), que

& ina, My )
/ eme;A)WH < [T 2 e o] d,
yi(r’,m") v/ |p@“7a|
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ou seja,
‘ [, “‘W“H S (1.50)
'Yl(Tlvm,) !
Sendo,
T T
9 UE 9
existe uma constante positiva C' tal que
cosn, < —C.
Logo,
0 gmptC 1 [ 1 /
dp < — Ol dp = et 1.51
/7,, p P= /r/ ‘ P= e’ (1.51)
Segue de (1.50)) e de (1.51),
0 efptC
H/ fmeAanngm/‘ dp < Cy, (1.52)
y1(r’,m’) r’ P
com Cy = M,||z|| ! e~ logo
n 7"/0'[/‘ ) )
‘ / e R(p: A)x duH < Ch, (1.53)
71(T/7m/)
para t > 0. Analogamente, se u € y3(r’, m’) obtemos
H / e R(p: A)x duH <y, (1.54)
73(1,,177”/)

para t > 0. Para o caso em que p € v,(r’, m') observamos que

’
" w1

e"R(p: Az duH < Mm// etr'e .
H LZ(T,,m,) —m/ ’ ’T/QZﬁ‘

i ™| ||| do,

donde,

2m
/ e"Rp: A)x d,uH < Mm,/ e ||z dv,
Yo (r’,m’) 0
implicando,
H/ e R(p: A)x d,uH < M, 2mel|z||. (1.55)
72(7‘/7"7’/)

Assim, de (1.53), (1.54) e (1.55) a integral definida em (1.48) converge em L(X), para
qualquer ¢t > 0. Agora, seja D, a regiao delimitada pelas curvas T, R,, A, S,, dados

por,
3

T="(p,r,0") = JTilp.7,0"),

=1
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3
A:A(p7r/am,) :UAl(p7T/)m,)7
=1
onde,
Ti(p,r,0") = {52+ s € [r,p]},
Yo(p,r,0') ={re” : —n/2 -0 < v <mw/2+6'},
Ta(p,r,0") = {se7 2+ v s € [r,pl},
Ai(pyr',m?) = {se"2Hm0 s € [, pl},
No(p, v’ m"y={r'e” : —w/2—m' < v<7/2+m'},
As(p, ' m') = {se”"2+mD s € [, pl}
e

S, = {pei”“:nwe (—g+m',—ﬁ+5’>},

como na Figura 1.6,

A4

Figura 1.6: a regiao D,.
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cuja fronteira, 0D, = TUR,UAUS,, é orientada no sentido anti-horario. Da analiti-
cidade da fungao p — e R(u, A) em Y s, (Veja proposicao B.4) e do TEOREMA DE
CAUCHY, Teorema A.10 , temos

/ e R(p, A)dp = 0,
oD,
ou seja,

/ e R(p, A)dp + / e R(p, A)dp + /
T A

Ry

e R(p, A)du + / e R(p, A)du = 0.

> (1.56)
Além disso, as integrais sobre os dois arcos R,, S, tendem a zero quando p — 00; pois,
se u € R, temos p = pe” com

cosng < —K,

onde K é uma constante positiva; neste caso,

i

com Ky = Ms:/(m+ 0 +m'); se p € S, entao p = pe™ com

w/2+6"

/ e R(p : A)duH < Maf/ e " dng = Kie " —0,
R, w/2+m’

cosn, < —L,

onde L é uma constante positiva; neste caso,

i

com Ly = Ms:/(—m + 0’ +m'). Portanto, passando ao limite em (1.56) quando p — oo,

—7 /246’
/S e R A)dMH < M(;// e dn, = Lie™"" 5= 0,

w/2+m’

concluimos

[ R A= [ G A
v(r,6")

(' m)

e a prova esta completa. m

Teorema 1.5 Suponha que A wverifica a Condigao Ajsyugy. Se (S(t))i=0 € a familia

de operadores definida em (1.48) entao as sequintes propriedades sao verificadas.

(1) O operador S(t),t > 0 € linear e continuo em X. E mais, existe um C' > 0 tal que

SOOI < C;

(id) S(0)=I;
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(1i1) S(t+s) = S(t)S(s) para todo t,s > 0;
(iv) Para cada x € X, S(t)r — x quando t | 0.

Demonstragao. Mostraremos cada item de forma separada.
(7) : A linearidade segue da linearidade de R(p : A) e da linearidade da integral. A
continuidade segue diretamente de (1.53)), (1.54) e (1.55) e do fato que para t > 0,

3

Iste] < 5>

=1

/ eR(p: Az d,uH < C|z| .
Yi(r',m’)

Com relagao a limitagao, se t > 0, de (1.48)) ,

1
S(t) = — e"R(p: A)dp. (1.57)
270 J 5w, 8)

As estimativas para t > 0; s@o imediatas, mas para t &~ 0 é preciso refinar a argumen-

tagdo. Mudando variaveis para £ = ut, em (1.57) e usando o Lema (1.4,

S(t)—i/ (S a) % i/ cr(sa)
271 y(rt, 8") t t 271 y(r, 87 t t

1
Seja & € y1(r, §') e considere n = arg {. Definindo f(§) = egR(% : A) ;e fazendo

x = pcosn = p(p) = ¢'(p) = cosn,
y = psinn = ¢(p) = p'(p) = sinn,

temos,
13 § d¢ > . ’ e .
. R(=:A) =< [ [If(e() +iep) [¢'(p) + 0 (p))] Il dp;
Y1(r,0’ r
entao,
00 ) in in
L, (s )8 ot e
_— t t t t
implicando, de (1.47), que
o0 i M/
/ gA % S/ |€pe’7| 6t|€ |d,0,
(r,67) 13 t r |pe“7| t
logo,
d °° d
NSt
0") P
Analogamente, se £ € v3(r, 0'),
oo ) —in —in
egR(ﬁ : A) %H < / e”emR(pe : A) ¢ dp;
y3(r87) t t t t
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logo,

d ° g
ER( ) 5” < M5/ epcosn—p <o0. (1.59)
(r,7) p

Se £ € Yo(r, §7), entdao & = re™ e usando a parametrizacao

r=rcost =) = ¢'(¥) = —rsind,
Yy = rsind = (b(ﬂ) = g0,<19> = 7”(30819,

temos
d i 0 1
5R( ) fH e 9R< ¢ :A)z'rew—Hdﬁ;
r(rid) t t
entao,
d 0w My
€§R<§ : A) —gH < / !6”"619 0 t|z7"e“9\ —Hdz?
,},2(7«75/) t t v ’7’ ’
ou seja, 5’
d
‘ / 65}2(§ ) 5H < MC;, e 4y < oo, (1.60)
72(,,.75/) t _5!

Assim, de (1.58), (1.59) e (1.60),
/ efR(ﬁzA)ﬁHgM, vt > 0.
S 67) t t

(i17) Sejam t1,to > 0,v(r,0"),v(r+c,6"), ¢ > 0, curvas de classe C'! por partes definidas
51
como (1.49). Para pp € y(r,8’), A € y(r+¢,d’) definamos f(p) = )\6_ - e g(\) = eM2.

Consideramos as regioes = e O, delimitadas, respectivamente, por TUA,. e T U A,

3

ISl <55

i=1

(17) é imediata da definicao.

com 5
- U I‘l (Tu 0 /)
=1

Ly, 67) = {56200 s € [, ]},
Lo(r,8") ={re" : —m/2 -8 < v<7/2+§'},
y(r,87) = {5248 s € [r 1),

AT:{rem:ne (—g+5/,g+5/>}7

3
T="(r+cd") :UFl(r—l—c,é'),
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Yi(r+c,d") = {se!™2+3) . s € [r+ ¢ p},
Tor+c¢,0)={(r+ce”:—n/2—-0 < v<7/2+§'},
Ts(r+c,6') = {se 2 s € [r+ e pl},

Ar+c:{(7‘—|—c)ew:0€ (—g+5',g+5,>}7

como nas Figuras 1.7 e 1.8 (veja & seguir).

A4

/' \\ /
: V(0
fv(rte, 09 /v(r+c,6‘)

Figura 1.7: a regiao =. Figura 1.8: a regiao ©.

Claramente, a fungao f(-) é analitica em = e g(-) é analitica em ©. Assim, pelo TEO-

REMA DE CAUCHY (Teorema A.10),

- f(p)dp =0,
ou seja,
/Ff(u) dp + /A f(u) dp = 0. (1.61)
Sendo |y — A > || — |\ =7 — |A| > 0, para r =~ oo; donde,

T B 1
T 1o W =sh

v
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temos
w/246 ’etlfre“’ ’
f(w) d#H S/ g rdn
H /AT —nj24s’ T Al
w/24+6"
S M ertl cos dn: r R4 00
—/246"
:JWeﬂﬁk<2<g—%y)>pﬂ%0
logo,
f(p)dp — 0 quando r — oo. (1.62)
Ay
De (1.61) e (1.62) encontramos
1 ettt
— du =0, A€Ey(r+ed). (1.63)

271 y(r,8") A — o
Também, pela FORMULA DA INTEGRAL DE CAUCHY (Férmula [A.2), obtemos

/ ﬂdwr/ I g3 = etz (1.64)
TA—H Apse A 10

Usando o mesmo raciocinio para provar (1.62), temos

A
/ Md)\—>0, quando 7 — 4+ o0.
Ar+c

A—p
Assim,
1 etz
57 s /\_Md)\:e“tQ, we y(r,d); (1.65)

y(r+c,d’
Agora,

1\2

S(t1)S(te) = (%> / e R(p A)/ M R(N: A)dMdp.
A, 8) Ar+e, 67)

Usando a IDENTIDADE DO RESOLVENTE, Teorema B.2,

R(p:A)—R(A: A)

R(u: AR\ : A) = -

Y

segue que

2
S(1)S(t) = [ —— / / et (B A = RA AN )y
2mi ) Sy, 5 Jatraes A= p

Logo, pelo TEOREMA DE FUBINI

1 1 et2
t1)S(ty) = — w1 c A =— d\ |d
SIS = o /wms')e fil )(27”' /V(Nrc,é’) A= p ) 8
1 1 ity
_ M2R(N : A) (—/ ¢ du> d\.
271 y(r+c, §°) 271 y(r, §") A — 12
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Portanto,
1
S(t1)S(t) = — / O Ry A)dp = S(t + 1),
21 y(r, §7)

como queriamos demostrar.

(1v) Seja x € D(A). Da representacao de S(t) com

\\\‘ Y(', mY)
1 . )
St)yr —r=— e R(u, A)x — x. \
2me y(r,§") \
h
Considerando, T =T'"UA, e C, o circulo de raio \
r centrado na origem, como na Figura 1.9, temos Wﬂqu
\C [ | >
pelo TEOREMA DE CAUCHY  (Teorema [A.10) \JUWF
que A '
ut ut
/ < dp = / ¢ du = 2mie”, /
onde a ultima igualdade é valida pela FORMULA
DA INTEGRAL DE CAUCHY
(Formula [A.2); assim, Figura 1.9: T'e o circulo C,.
ut
£ dp = 2mi;
T M
logo,
1 eht

— —dp = 1.
210 Sy sy M

Usando a IDENTIDADE DO RESOLVENTE, R(u, A)Ax = pR(p @ A)x —x, (Teorema
B.2) obtemos

1 1
St)r —r=— et“(R,u,A ——)xd,u
e R G E
1 et
= — — R(p, A) Az dp.
278 Jyrory B

Fazendo a mudancga de variaveis u = % e usando o Lema 1.4, temos

1 et § a1 6_5 £ .




43

Além disso,
egR(5 A)A Y | Az]
— = x| < t x||.
¢\t €1

Note,

fi(§) — 0, quando t — 0;
eRef 1 /
[f(OI < 7z M Az| € L (v(r,6"))

€17

M| Ax < 00;
y(r,8") ’5‘2

logo, pelo TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE (Teo-
rema D.5),

lglr(r)l (S(t)x — ) =0, para = € D(A).

Entao, para t, | 0, t, € (0,00)

Stz — S(0)z  em D(A). (1.66)
Do Teorema 1.5 (item (i),

1S < C,
logo,

1Sl < C. (1.67)

De (1.66) e (1.67) segue pelo Lema A.1 que

S(tp)r — S(0)z em D(A);
e, portanto, sendo D(A) denso em X
S(t)r -z em X.
A prova do Teorema [1.5 estd completa agora. m

Proposicao 1.6 Suponha que A verifica a Condigao Asygy. Entao A € um gerador
de um Cy-semigrupo T(t) satisfazendo ||T'(t)|| < C para alguma constante C. Além
disso,
1
T(t) = — / MR(N: A)dA (1.68)
v(r,d7)

- omi
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onde y(r,d") definida como em (1.49).

Demostragao. Seja

U(t) = L /( " e R(p: A)dp. (1.69)

211
Considere p >re T'(p,7,0")=T(p, r,6")UA(p,6"), com A(p,0") e Y(p,7,0") curvas

de classe C! por partes descritas na forma

A(p,d') = {pem:—g—(S’SﬁS %—1—5/},

onde

) =

N={re?: —7m/2 -6 < 9<7/2+6'},
(m 0') = {se” 2+ s € [W]},
orientadas de maneira que A(p

1.10).

v

Figura 1.10: a curva I'(p,r,d").
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Pela FORMULA DA INTEGRAL DE CAUCHY (Férmula [A.2),

1 R(u: A)
RA: A)=— ———2dp,
( ) 210 Jr(p,r67) (1 —=2A)
ou seja,
1 R(p: A) 1 R(p: A)
RO\ : A z—,/ ) g A g, 1.70
( ) 20 Jy(p,rony (= A) 270 Ja(pory (= A) (1.70)

Ao longo da curva A(p,d’) sendo, | u—A| > |u] — [N = p—|A| > 0 para p =~ oo, temos

ZA g+5, M ’ 2 M/
‘ / Rlp:A) >dp,H g/ 0 (wg_<f+5') 0,
Apony (= A) _x 50 |pe” — Al [pe®?] p\2 p— Al

(1.71)
quando p — oo; donde, passando ao limite com p — oo em (1.70) obtemos
1 R(p: A)
R)\:A:—,/ ——dp. 1.72
( ) 2mi y(r,6") (M - )‘) ( )

Por outro lado, da representacao de U(t) e do TEOREMA DE FUBINI obtemos

o 1 oo
/ e MUt dt = — e M (/ e R(p A)du) dt
0 2mi Jo A(r3")

1 o
=— R A)( / elh=A)t dt) du,
270y (rs7) 0

1 R(p: A)

Ooe_’\tU tdt = — T du. 1.73
/0 ®) 270 Joyrory B— A ( )

isto &,

De (L.72) e (1.73),
R\ : A) = / e MU(t)dt. (1.74)

Do Teorema [1.5, U(t) é um Cy-semigrupo tal que
lwol<c, t>0;

entao,

e Mt U (t)z|| < Ot e e, (1.75)

Sendo, a fungao do segundo membro da desigualdade (1.75) continua e sua integral em

relagdo a t convergente em (0, 00), temos

/ e M" U (t)x dt  converge uniformemente quando Re\ > 0.
0
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Entao, segue que

d oo oo
5( / e MU (1) dt> =— / e MUtz dt,  Re) > 0. (1.76)
0 0

Diferenciando (1.74)) e usando (1.76),

d o
— R\ : Az = —/ e MU (t)z dt, ReX > 0.
d\ 0
Assim,
2 o)
< R(MN: A)x = / e MU () dt ReX > 0.
d\? 0
Por indugao,
dn—l 00
T R\ : Az = (—1)"! / t" e MU (t)z dt. (1.77)
0

Além disso, de (1.74), resulta que

lim R(p: A) = R(\ : A), Vr e X;

H—A
logo, passando limite quando p — A na IDENTIDADE DO RESOLVENTE (Teorema

B.2)),
R(A:A)— R(u, A)

;1}3%\ =) :—}LEI}\ R(A:A)R(u: A)|,
isto é,
d
—R(\:A)=—R(\: A
SR(N: A) = —R(\: AV
procedendo por indug¢ao, deduzimos
d"1R(\: A)

T =(=1)""(n—1)IR\: A" (1.78)

Comparando (1.77) e (1.78)),

(=)t /000 " MU wdt = (1) (n — VIR : A)"x

ou seja,
1 o
R()\ : A)H.T = m/o tn_le_MU(t)Zlf dt,
donde,
n 1 OO n—1_-—
|R(X: A) x”_H(n—l)!/o t" e AtU(t)xdtH
1 * 1 _Re C
<Oy | o el dt = ol
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Pela Corolario (C.18 A é o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo 7'(t) satisfazendo
|IT(t)|| < C. Resta-nos provar (1.68). Seja x € D(A?). Pelo Corolario 1.3, segue que
1 Y+i00
Tt =— MR(N Az d. (1.79)
270 )y —ioo

Seja, agora, o caminho A; dado por

4
A=A
=1
onde
A}C: {A:Az’y—i—is,—kﬁsﬁk},
A={ :A=s—ik,—k <s<~},
3
AY = Yi(k,r,6")
i=1
com
T (k,r,é'") = {sei(”/“‘s/) :s € [r,k]},
Tg(kr,r,é/) = {7‘6“’ : —g —d' <v< g+5/},
Tg(/ﬁ,r,é') = {se_i(”/QJ"S/) cs € r, k]},
e

Ai: {)\:)\:s—l—ik,—kgsg’y},
orientado no sentido anti-horario. (Veja Figura[1.11.) Denotemos,

y+ioco

Jim eﬁmxAmA:/ eMR(N : Az d.

y—100

E mais, similarmente ao que fizemos para obter (1.15), temos

J

'er%A:14)dAEi4>07j::2,4

% e

Desta forma, podemos trocar o caminho de integracao em (1.79) para y(r,d’) e, por
consegiiinte,

T(t)x = !

N 271 (8"

MR A)zd\ = U(t)r, (1.80)

para todo x € D(A?). Sendo D(A?) denso em X, (Veja/C.12.) segue que (1.80) ¢ vélida

para todo = € X, concluindo a demonstracao da Proposicao 1.6. m
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v+ iK ImA=k

7
ffffffffffff Y /

Figura 1.11: o caminho Ay.

1.1.1 Diagrama

Para concluir esta se¢ao, colecionamos em um diagrama as informacoes referentes as

relacoes entre um semigrupo, seu gerador e seu resolvente.

(T,

o R(x,A):j: M Ty dt
Ax =lim /()X - x

tio t 1

T(t) =5y | €' RO, 4)dM,

se A satisfaz a Condi¢do A u{o}

(A.D(A)) RO, H=0-4 (R(L, 4))

A=A—R(L—A)" Lep(4)

Figura 1.12: relagbes entre um semigrupo, seu gerador e seu resolvente.
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1.2 Semigrupos Analiticos

Na segao anterior, trabalhamos com semigrupos cujo dominio é o eixo real nao-
negativo. Consideraremos, agora, a possibilidade de extender o dominio em regioes do
plano complexo. Restringiremos para o caso de Cy-semigrupos uniformemente limita-
dos. Os resultados para os Cy-semigrupos gerais seguem dos resultados correspondentes
para Cy- semigrupos uniformemente limitados sempre multiplicando o semigrupo uni-

w! para para alguma constante w > 0, e para todo

formemente limitado T'(¢) por e~
t > 0. Nesta secao estabelecemos as principais propriedades dos semigrupos analiticos.
Estamos especialmente interessados em um resultado que caracterize tal classe de semi-
grupos, ou seja, de um resultado que nos forneca condigoes suficientes para garantir

que um determinado operador é um gerador de um semigrupo analitico.

Definigao 1.7 Seja I' = {2z € C: ¢y < argz < ¢o, ¢1 < 0 < ¢o}. Uma familia de

operadores lineares limitados (T(z)) em X € um semigrupo analitico em I, se:

zel

(i) z — T(z) é analitica em T

(it) T(0)=1¢e lim T(z)xr ==z, para todo x € X;
e

(111) T(z1 + 22) = T(21)T(22) para z,20 € T.

Um semigrupo T'(¢) sera chamado analitico se ¢ analitico em algum setor I' contendo

o eixo real nao negativo.

No préximo resultado, sao estabelecidas condi¢oes nescessarias e suficientes para

que um operador fechado A seja o gerador de um semigrupo analitico.

Teorema 1.8 Sejam A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo,

T(t), uniformente limitado e 0 € p(A). Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes.

(a) O semigrupo (T(t))t>0 pode ser extendido a um semigrupo analitico em um setor

I's={z:]argz| <d} e (T(Z))zef(;/ ¢ uniformemente limitado em todo subsetor fechado

I's,, 0< 6 < 5, de T's.
(b) Existe C > 0 tal que para todo o >0 e 1 # 0,

<

Il

|R(o +i7: A)|| < (1.81)
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(c) Existe 0 < 6 < § tal que A verifica a Condigao Ajy(oy-

(d) T(t) é diferencidvel e existe um C > 0 tal que

C
|AT(t)] < para todo t > 0. (1.82)

t
Demonstragao. Vejamos,

(a) = (b). Sejam 0 < 6’ < d e C >0 tal que
|T(2)|]| < C paratodo z € Ts.
Para z € X e 0 > 0 temos
R(oc+it: A)x = /000 e~ THDIUT(t) 2 dt. (1.83)

Estudemos inicialmente o caso A = o + it, 7 > 0. Para r > 0 definamos a curva C!
por partes
3
A=A
=1
onde
AL = {pe" pe [0,r]},
A2 ={re ™ :9 €0,6']}, (1.84)
A2 ={t:te|0,r]},

e cuja orientacdo ¢ dada no sentido anti-horario. (Veja Figura 1.13).

A4

Figura 1.13: a curva A,.
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Sendo y1 — e ™T(u) analitica temos pelo TEOREMA DE CAUCHY (Teorema |A.10)
que
/ e T (p) du = 0.
Ar

Sendo,

5/

/ 6—>\MT</L)CZ,MH < C/ |6—T(U+i7')e*i19
A2 0

5 8’
S C/ efracosﬁfrrsinﬁ Ao S C/ efrTsinﬂdﬁ.
0 0

|y

podemos afirmar que,
H /2 e_(”+i7)“T(u)du” — 0, quando r — o0,
A2

o que implica, de (1.83) e do TEOREMA DE CAUCHY (Teorema A.10) que

R(A:A) = / e M () dp (1.85)
6/
onde IT;, = {pe=®": p > 0}.
De (L.85), '
7 A = | [T ; :
I,
< C/OO efp(o'cos(é’)ffsin(é’)) dp Ha‘-
0
B C
~ ocos(0’) — Tsin(67)’
Figura 1.14: a curva II, .
logo, 6

, C
|R(o + i1 : A)|| < — o>0,7>0, (1.86)
onde C é independente de ¢ e 7. Usando o mesmo raciocinio anterior, ao considerarmos

3
a curva C! por partes YT, = U T! onde
I=1

T ={pe? :pel0r]},
T2 = {re" 9 €|0,§']}, (1.87)
Y3={t:tel0,r]}
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a qual, também ¢é orientada de modo que T2 seja descrita no sentido anti-horério, (Veja

Figura [1.15.)

A

Figura 1.15: a curva Y. Figura 1.16: a curva ILg,.

¢é possivel mostrar que para o > 0,7 <0
R(M\: A) = / e ™M (1) dp
m,
onde II, = {pe®®" : p >0} (Veja Figura1.16.) o que permite mostrarmos que
. C
|R(o+it: A)|| < —, o>0,7>0 (1.88)
—T

sendo C' uma constante independente de 7 e o. Provando de (1.86) e (1.88) que ocorre

(L.81).

(b)=-(c). Sabemos pelo Corolaro (C.19/ que

1
|R(o +iT: A)|| < —; (1.89)
o

pois, ¢ > 0. Isto, justamente com (b) nos permite afirmar que existe um M > 0,

independente de 7 e o, tal que

M

R 7 A < —m—
IR(o +i7: ) < e

oc>0, 7#£0; (1.90)

de fato, pela desigualdade triangular |o +i7| < |o| 4| 7|; se | | > | 7|, de (1.89) temos

1 111
lo+it| = 2lo| 20

1
> 3 |R(o + i1 : A)||;

o que implica,
2 .
o +iT|’

|R(o +iT: A)|| <
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neste caso, basta considerarmos M = 2; se |o| < |7],

1 1 1 C 1
> =— —>—||R(c+1i7: A
|o+ir| = 2|7 2C |7] — 2C |l +ir = A,

onde a ultima desigualdade ¢é valida por (b), implicando

2C

R T A < —m—
IR +i7: )l < 2

neste caso, basta considerarmos M = 2C' e concluimos a prova para A = ¢ + 7 com
o > 0. Fixamos, agora,

N =" +ir7,

como na Figura [1.17.

1T

\4

Figura 1.17: o ponto \*

Pela Proposicao B.4, R(\ : A) esta bem definido em uma bola de centro em \* se

1
IR\ - A)||| o +i" = Al < 5

Considere A = 0 + i7, como na Figura 1.18, com

o 1
H < 20 (0 <0). (1.91)
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~
-~
~
-
~
-~
~
P
T
B -~
\‘
|
|
|
|
I
|
*
I~ !

\4

Figura 1.18: os pontos A e \*.

Devemos encontrar A* tal que A = o + i7 verificando (1.91), esta dentro da bola com

centro em \*; a qual R(X : A) vai estar bem definido. Considere

N=c"4+it o">0

tal que
|o* — o 1
LI N g
|r|  — 2C
Note,
: : C 1 1
IR A)|||o* 4+ it — o —it| = |[|[RN : A)|||c*—0| < —|o*—0| <C— < =.
| 7| 20 2

Portanto, A € p(A). Com relacgao a (1.47), vemos que

[1RA: A =

Z R(o* +it : A" (0" +it — 0 — ZT)nH
n=0

< Z |R(c* +i7 : A)||" "o — o™

() (2)
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Assim,

o

1R A) <

>

Considere

A2C:{)\:a—|—i7;a<0 e —0<%}U {{)\:U+i7?020}\{0} :

(Veja Figura [1.19.)

4 2C |
Claramente, o setor Ayc é da forma \

I's = {AEC;MTQM < g—l—é}, \\\;:Azc:

para algum 0 < 9 < g . Portanto, para 0 < §' < §

existe My, > 0 tal que

-2C

Ms
[R(A:A)| < ﬁ; A E Z(S/a A # 0, Figura 1.19: O setor Aye .

o que completa a prova de (b) = (c).

(c) = (d). Suponha que A verifica a Condigao Asyo entao, pela Proposicao 1.6, A

¢ gerador de um Cy-semigrupo limitado (7(t)) 1> tal que
() = / R A) dp (1.92)
27i ' 7 ‘

N
onde v é a curva composta pelos raios pe?’ e pe™™ 0 < p< oo en/2 <V < 7/2+6; v
¢ orientada de forma que a I'my cresce ao longo de . A diferenciabilidade de T'(t) é
justificada pelo Teorema [D.7. Com relac¢do a (1.82)), sendo A um operador fechado,
usando o Lema [A.5 com f(t) = e*R(u, A) e a representacao (1.92), deduzimos que
T(t)x € D(A) para todo = € D(A) e que

1
= —_— ‘U‘t :
AT (t)x 5 /ye AR(p : A)x dp.

Assim, da identidade AR(u, A)xr = pR(p, A)zr — z e do TEOREMA DE CAUCHY
(Teorema [A.10), obtemos

AT (t)x = L/e“t(uR(u,A)alz —x)dp = /,ue“tR(u,A):U dj.

27 . -
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Além disso, diretamente da definicdo da curva 7, vemos que

M ’ © us /
H /,ue“tR(u : A) d,uH < 25 (2/ ePteos (5” ) dp)
2l T 0

<

N~|("3

onde Ms: é a constante em (1.47) e ¢ é independente de ¢ > 0. Com isso, obtemos (d).
(d) = (a). Sendo T'(t) um Cpy-semigrupo diferenciavel para t > 0 e A seu gerador

infinitesimal segue, pelo Corolario (C.22, que

T = (ar(1)) = (1(%))" (1.93)

nn
para todo n € N. Combinando isto com (d) e a desigualdade — < €" temos
n!

Lo s () (194

para todo n € N e todo ¢t > 0. Em seguida, desenvolvemos 7'(t) em série de Taylor.
Para este fim, escolhemos t > 0 ¢ x € X arbitrario. Pela FORMULA DE TAYLOR
COM RESTO INTEGRAL(Veja Elon [14].) temos para |h| < t e para todo j € N

I pn

h 1 [th o
T(t+h)z=>»_ — TM () + i /t (t+ h — s)?TUTD (s)z ds. (1.95)

Denotando o termo da integral do lado direito de (1.95) por R;i1(t+ h)z, fazendo uma
k

mudanga de variaveis com s = t + wh, assumindo || < el k€ (0,1) e (1.94), vemos
e

que

Jj+1

1
N e R R ROLY
: 0

|h|j+1

1
/ 11— wp [|TU+D (¢ + wh)|| dw
0

J+1 J+1
. o
/ 1- (H h) G+ 1) dw

L (1 —w)
< (G 1 / U zwf
= UHD | &m0

<K+ 1) /01 ((11;;);’ (1 +1“’7">
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ou seja, ‘
Rl < G+ [ [t (1.96)
j+1 > U o oy . .
o LOA+5)) (1+4)
Sendo,
T R L] R L B
t t t =~
@<%<1
o que implica,
1 —
o
1+ 2h
e
wh w|h| k k
1+—>1-—>1-w—>1—-—=D
* t = Yoo = eC ’
o que implica,
1 1
< Y
1+%h — D

segue de (1.96) que
IRt +h)|| < (5+ 1)k;j+1(j — KO T

logo,

i |yt ) =0

t
uniformemente para |h| < kJ—O e para todo k € (0,1). Além disso,
e

T®)
H n!

[z = ¢ < SITE/n)|"|= 1

1/C \"
< —(—=n| |z—t]"
nl\ t
eC
S |Z_t| )
t

de onde deduzimos, juntamente com a hipotese de T'(¢) ser uniformemente limitado,

que a série
— (1) n
Ti(z) = T(t) +;T(2—t) (1.97)
converge uniformemente para z € C, tal que

| 1 < kt
Z_ JE—
eC’
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para algum k € (0,1). Assim, a familia 7'(z) ¢ bem definida na regido

kt
Aw =< 2z= ' — 1).
i {z t+iy,t >0 e |yl < O@}\{(O,O)}, ke (0,1)

(Veja Figura [1.20.)

kt
, Y
Claramente o setor A x € da forma e
Ce

I's={z€C,largz| <},

para algum 0 < 0 < 7/2. Assim, podemos definir 'MIHW

TPg—)L(X)

e T(:)=Tie) € By ()

pois, definindo a funcao oC

H : By (t1) N By (t2) — L(X) Figura 1.20: O setor A x
€ € ec
2~ H(z) =T, (2) — Th,(2);

claramente, H(-) ¢ analitica e H = 0 sobre [ (intervalo onde ocorre a intersecao das

bolas Bt (t1) € Bty (t2)> 0 que nos permite concluir que H = 0 sobre a intersecao
eC eC

Bty (t1) N By (t2); logo,
eC eC
Ttl(z) :th(z)v vV z EBm(tl)mB@(t2)‘
eC eC
Além disso, a funcao

Z . BiUBy, — C
T, (w),w € By

T, (w),w € By

w o~ Z(w) =
prolonga, simultaneamente, T, (z) e T3, (2). Desta forma, de (1.97) é evidente que

T(z) extende T(t) no setor I's,

uma vez que para valores reais de z, T'(z) = T'(t). Mostraremos agora que 71(z) é
um semigrupo analitico em ['s. A analiticidade da fun¢do z — T'(z) segue pela sua

representacao local em séries de poténcias. Vejamos agora que

T(z1 4 z2) = T(21)T(29), para 21,29 € I's.
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Seja t > 0 e definamos a funcao
F:Ts— L(X)
2~ F(2) =TT (2) —T(t+ 2).

Claramente, F'(-) é analitica e pela propriedade de semigrupo F' = 0 sobre [0, 00), (um
conjunto infinito de zeros nao izolados) o que nos permite concluir que F = 0 sobre
I's. Logo,

Tt)T(z2) =T(t+z2) paratodot>0etodo z e [}.

Usando o mesmo argumento anterior, definimos a fungao

G:T's — L(X)
2z~ G(z2) =T(21)T(2) = T(21 + 2),

onde z; € I'y é fixo. Sabemos que G = 0 sobre [0, 00). Assim, pela analiticidade de G,

podemos afirmar que G = 0 e, consequentemente,
T(Zl + 22) = T(Zl) + T(ZQ)
para todo z1, z5 € I'y. Definamos agora,

k't
Ay = {z =t+iy,t>0ce |yl < @}\{(0,0)}, K € (0,k).

(Veja Figura [1.21]) i
,.}’::
Claramente o setor Ay, é da forma ¢
Is:={z€C,largz| <d'}, | ‘ AT e
il
para algum 0 < ¢’ < § < m/2. Para verificar que HHH ‘ ‘ } |
.H‘H
z — T(z) é uniformemente limitada no setor I's’ S ‘ H ‘ ‘ ‘
para todo 0 < §' < ¢, escolha k" € (0, k) tal que
para z = Rez +ilmz,
k' Rez N
— Rez| = |1 < . __kt
|2 ez| = [Imz| o ykt e

Figura 1.21: O setor Ay,.

eC
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Entao, por (1.94)

donde,
1T(=)] <

(1.98)

Resta-nos provarmos que a funcao

Y5 U{0} 32— T(2) € L(X)

¢ fortemente continua em z = (. Para este fim, escolhemos x € X e ¢ > 0. Sendo

(T(t)) 150 fortemente continuo, existe hg > 0 tal que
[T (h)x — x| <e(1—k),
para todo 0 < h < hg. Entao, usando (1.98),
IT(2)x = zl| = |T(2)z = T(2)T(h)x + T(z + h)x = T(h)z + T(h)x — |

< T (z)(x = TR)2)|| + 1Tz + h)x = T(h)x|| + [T (h)z — x|

<2+ [|T(z+h) = TR)| ||],
para todo h € (0, hy). Fixando h € (0, hy), a aplicacdo

z—=T(z+h) e L(X)
¢ analitica em alguma vizinhanca de z = 0, logo
i 172+ 1) = T(0)]| =

o qual completa a prova para (d) = (a).
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1.3 Poténcias Fracionarias de Operadores Lineares

Fechados

Nesta se¢ao, introduzimos poténcias fracionérias associadas a um operador linear
A:D(A) C X — X tal que —A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico
de operadores em X. Com este objetivo, em toda esta se¢ao, sempre assumiremos que

a seguinte condigao técnica seja verificada.

Condicao A, ,uv. A:D(A) C X — X € um operador linear fechado com dominio

denso em X tal que

p(A) Dzmw = {AeC:w<larg\) |[<7UV

M
| RO:A) | < ey
onde V' € uma vizinhanca da origem e 0 < w < g .

Lema 1.9 Se a Condicao A v for satisfeita, entao —A serd o gerador infinites-
imal de um semigrupo, T(t), analitico limitado. Mais ainda, para 6 > 0 suficiente-
mente pequeno —A+ 031 serd o gerador infinitesimal de um semigrupo, Sy(t) = e®T(t),

analitico limitado.

Demonstragao. Inicialmente, observamos que
1. Xep(A) & —X € p(—A);

1

2. RA:A)= (M — A)t = —(= A — (=A)) ' = —R(=): —A);
3ANEY LB AED .

Suponha que a Condigao A, ,uy ¢ satisfeita. Claramente,

o) > %, (1.99)

uma vez que p(A) D > . Também, para A € > e z— —\ temos

Al 1 .M M
[R(z, Al = |R(=A: =A)|| = [R(A: A)|| < M — < ==
[AL+1 AL T AL 2]

(1.100)
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De (1.99) e (1.100) segue pela Proposigao 1.6/ que —A sera o gerador infinitesimal
de um Cp—semigrupo T'(t) limitado. Seja, agora, § > 0 suficientemente pequeno.

Consideramos os seguintes conjuntos:

/ic;:: {AE(C:\argA]<g+§}UV,

/Z\(s* = {)\GC:|arg)\|<g+5*}UV*,

—~

Domr = {)\E(C:w* < |arg A| <7T}UV*, ,

onde §* < 0, w* > w e V* uma vizinhanga de zero tal que V* C V. (Veja Figura [1.22])

HE
o
,
1
,
v,
v
-
-
K
,
S
-
i .
| >

A A

v

<
X
\
3
8
S
s
.\
2=\ X
g
g
:
)
X
8
g
S
\

(I} £...

Figura 1.22: os conjuntos /2\57 /2\5* /Z\W’w* e /Z\W,w =3 we

Temos,
Lzep(A=dl) e z—-0€p(A) <z e p(—A+D);
II. R(z: —A+9I) = —R(—z+ 6, A). Pois,

1 1 1

(2 = (=A+6D)  =(I-0I+A) "= ((z-0)I+A) =—(—(z=-0I—-A) .

L —2 €3, . & 2 €3y

Também,
Além disso,
M M
|R(z: —A+dD)|| =||R(—z+d: A)| < = = (1.102)

z4+6+1 Jz—0|+1°
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Ora,
|z =0[+ 1>z —|o][+1=]z|+(1-0)=|z]+a,

com o« =1 — ¢ > 0; donde,
1 1

< ;
lz—=6]+1 7 |z]+a

logo, de (1.102) ,

M M =
o ST VZ2EY 56 DD g (1.103)

|R(z: —A+dI)]| <

2]
Por outro lado, considerando S (t) = e®*T'(t),t > 0 temos

Sit)x—z  TH)r—z  'T(t)r —x+ ez —x

t t t
= e‘”(%) + <66tt_ 1>x, x € D(—A+4I);
logo, passando ao limite com ¢ | 0, obtemos
13{?% — Az +6x = (—A+ 6z, x € D(—A+4I);

uma vez que,

lim e = 1,
t10
5t
e —1
lim = lim 6e% = 4,
t10 t tl0

e, sendo -A o gerador infinitesimal do semigrupo 7'(t)),

T _
—Ax = limM.

1.104
t10 t ( )

De (1.101), (1.103), e (1.104) e da Proposicao [1.6 segue que —A + 61 sera o gerador
infinitesilmal de um Cy-semigrupo S;(t) = e°T'(¢) limitado. O Lema segue pelo Teorema

1.8 m

Lema 1.10 Com as condi¢ées do Lema 1.9 temos as sequintes estimativas:

| T@) || < Me™® (1.105)

| AT ) || < %e‘;t (1.106)
M,

AMT(t) || < —Ze ™ 1.107
tn
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Demonstragao. Para a justificativa de (1.105), (1.106) e (1.107) basta observarmos
que sendo 0 € p(A), o operador identidade limitado, (—A + 61) o gerador infinitesimal
de Si(t) e a estimativa ||[(—A 4 6I)~!|| < M/§ valida pelo TEOREMA DE HILLE
YOSIDA (Teorema [C.16)), segue pelo Teorema [1.8 que

11Ol = I(=A+ 1)~ (= A+ 1) Sy ()]

SN=A+D T I(=A+ DS (H)]

M
<Yo=wn
=5 C ;
logo,
M
T < -
o que implica,
1T < Me™
Também,
AT @)]| = [|A(A = 61) " (A = oD)T(#)]|
< AA =D (A= onT ()|
< (A =T +oI)(A=sD)7H (A= aD)T(t)
AR
< |+ 18t = o) oA - oS o)
ou seja,

M
IAT ()| < Tle*“ t>0.
Usando o Coroléario (C.22, obtemos

pern = |(ar(2)) ] < Jar(2)

A demonstragao do Lema [1.10/ estd completa. m

n

< {Mlg e_&/”] < Lot

No que segue apresentaremos a definicao de A™¢.
Definicao 1.11 Para a > 0 definimos o operador A~% por

1 /°° .
— s T (s)ds, a >0,
gmo ) Ty TV

I1g, a=0.
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onde T'(-) ¢ a "FUNCAO GAMA "real , dada por
o) = / e " da (v > 0).
0

O proximo teorema resume algumas propriedades importantes dos operadores

A~ «a > 0, as quais serao importantes nos Capitulos 3 e 4.
Teorema 1.12 As sequintes propriedades sao vdlidas.

(a) Sea,3 >0 entio A=@FF) = A=>A—F,

(b) A= € linear e o conjunto {A™*: a € (0,1)} € limitado em L(X).
(c) A=« € injetor para cada o > 0.

Demonstracgao.

(a) Da defini¢ao dos operadores A™# e A~ segue que

(A= AP (x) = A=*(A~Px)

= A <ﬁ /Ooo P (s)a ds)

_ ﬁ/ooo 11T () (ﬁ /OoosﬁlT(s)x ds) dt.

s T (s)z — Ttz = ||~ — 9T (s)a + 1771 (T(s) = T(1))z|

Também,

< |7 =T ()] + [P (T (s) = T(2)) ]

< M|s*t =77+ NI|(T(s) = T(t))al| =7 0;

donde, concluimos que a fungao
s — s77MT(s)x é continua. (1.108)

Entao, de (1.108)), de ser uma constante com relacao a t, da propriedade de

1
NG

semigrupo e do item (iv) da Proposi¢ao A.2,

(A AP (2) = m /0 h ta—1< /0 h sPTIT(t + s)w ds> dt;
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uma vez que, T'(t) é linear continuo. Fazendo uma mudanga de variavel com r =t + s

em / sP7VT(t + s)x ds, obtemos
0

(A= AP)(z) = m /0 et ( /t Sl — T () dr) dt

——1 h ooo‘_lr— =17 (P dr
_F(a)F(ﬁ)/o /t 21— 1TV dr dit.

Mudando a ordem de integracao

—a A—f x:—l - To‘_lr— =17 (r)a T
A ANG) = mrg | [ e =0 Twedra

ou seja,

(A A7) = For /O h ( /0 "l gy dt)T(r)x dr. (1.109)

Pelo Teorema [D.4 temos

/T o= — )P dt = ra+ﬁ—1—1;((z>£(§>) . (1.110)
Por (L.109) e (L.110),
(A AP)(w) = s (ai 5 /0 " BT e dr

donde,
(A AP (z) = A=A (), zeX,
ou seja, A*A P = A=(0) u
(b) Claramente, A~ ¢ linear. Agora,
1

A % ||= —/ s 1T(s)x ds
e A

Entao, pelo item (iii) do Teorema [A.2,

1 00
-« < a—1 )
|4 )€ s [ s T el ds

Assim, por (1.105),

M ee
A < a—1_-—ds ) )
A < g bl [ smte5as (1.111)

Fazendo uma mudanca de variavel r = ds temos

a—1
(o.9] o 1 o
/ 59 le % ds = / (i) e "—dr= 5_0‘/ r* e dr = 67T (o) (1.112)
0 o \0 0 0



67

De (L111) e (1.112),

. Mé
| A7 1< Ty I T

Conseqlientemente,

A= [|< K|z]

com K = M§~%||z||. A prova de (b) esta completa. m
(c) Como pelas hipoteses, A~! & injetor (pois, A é invertivel, j4 que estamos supondo
que existe A1), cada

A= (A", neN

também ¢é injetor. Se

A% =0, re X

e n € N é fixado tal que n > «, entao
A" = A_n+a_al‘ — A_n+a(A_aJ}> _ A—n+a(0) =0

o que implica, = 0, jA que A™" é injetivo. Portanto, A= ¢é injetor. A prova do
Teorema 1.12 esta agora completa. m

Pelo item (c) do teorema anterior, A~* é bijetivo sobre sua imagem; logo, faz
sentido falar na inversa do operador A~%. Diante disso, é possivel introduzir a seguinte

definicao.

Definigao 1.13 Para a > 0 definimos A* = (A=)~ : D(A%) C X — X com dominio
D(A%) = R(A™%) onde R(A™) = {A %z : 2 € X}. Para a =0, A* = 1. O operador
A% o > 0 ¢ chamado OPERADOR POTENCIA FRACIONARIA associado a
A.

Teorema 1.14 Nas condigcoes anteriores, as sequintes propriedades sao verificadas.
(a) A* é um operador fechado.

(b) Se a> 3> 0 entdo D(A%) C D(AP).

(c) D(A*) = X para todo a > 0.

(d) Se a, B3>0 entio A*P = A*APx para x € D(A") e v = max(«, 3, a + f3).
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Demonstragao.

(a) Seja {u,} C X com u,, — u e A%, — v. Devemos mostrar que
u € D(A%) e A%y = v;

o que implica, (u,v) € G(A%); donde G(A?*) é fechado e, assim, A* é fechado. Observe
que,

w, = A%, & A" W, = uy,;

assim,
o que implica,
e, mais,

Isto prova (a). m
(b) Seja a € D(A%) entdao a = A %z, z € X. Ora, se —a = —( + a — ) entao
A= = A BA- (@B agsim,

>0

—_——
o =Ag=APA Py = 40 (A= (@ =By,
eX
logo, a € D(AP) e a propriedade ¢ evidente.
(c) Veja Pazy [20], p. 72.)m

(d) A prova é obtida, facilmente, usando os resultados anteriores. (Veja detalhes em

Pazy [26], p. 72.) m

Finalizamos esta se¢ao com um resultado que resume algumas propriedades dos

operadores A*T'(t) onde (7'(t))>0 ¢ o semigrupo analitico gerado por —A.

Teorema 1.15 Nas condicoes e notagoes anteriores as sequintes propriedades sao ver-

ificadas.
(a) T(t)(X) C D(A%) para todo t > 0, > 0.

(b) T(t)A%x = A*T(t)x para todo t > 0 e todo x € D(A%).
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(c) Parat >0 ea >0, A*T(t) é limitado e existe M, > 0 tal que

| AT (t) || < Mat=e™. (1.113)

(d) Para cada o € (0,1] eziste Cy, > 0 tal que

I T()r — 2 ||< Cat® || A% |,

para todo x € D(A%) e todo t > 0.

Demonstracao de (a). Como 7'(t) ¢ um semigrupo analitico sabemos que para t > 0
e todo n € N,
T(t)(X) C D(A").

Por outro lado, dado o > 0, considere n € N com n > « entao, do item (b) do Teorema
1,14,
D(A™) C D(A%).

Portanto,

T(t)(X) C D(A") C D(A%),

para todo aw > 0 e t > 0, mostrando (a). =
Demonstracao de (b). Seja x € D(A%). Uma vez que, A® é invertivel, existe y € X
tal que z = A~y (donde, y = A%x). Da defini¢ao de A=, parax € D(A%) ex = A~y

e do item (iv) do Teorema [A.2 temos

Tt)x = T

Portanto A*T(t)z = T'(t)A%z. Isto prova (b). m
Demonstracao de (c). Temos A*T(t) um operador fechado; pois, considerando
{u,} C X com

Up — U,



70
AYT (t)u,, — vo,
usando o fato que T'(t) é continuo e A* é fechado, segue facilmente que
AT (t)ug = vy.

Pelo item (a), D(A*T'(t)) = X. Ou seja, AT (t) ¢ um operador fechado e definido em
todo X. Logo, A*T(t) é limitado, como conseqiiéncia do TEOREMA DO GRAFICO
FECHADO(Teorema [D.17). Mais ainda, se « > 0 e n € N sdo tais que n > a + 1
do item (a) do Teorema [1.12, da definicdo de A®™™ = A~("=%) da propriedade de

semigrupo e dos itens (iii) e (iv) do Teorema|A.2 e de (1.107) temos

[A“T@)| = A" T ()]
= | A“‘”A”T(t)”oo
< |(roma [ o) o]
< Hﬁ/j s"TOTLAMT(t + s) ds
< ﬁ/gm oL || APT(t + 5) | ds
< —F(Ti\/l—na) /000 s"_o‘_l(t+s)_"e_5(t+s)ds

M, e 0 [ s\1 7"
< TL— n—a—1 t 1 _ d
= Nn—@%gs [<+tﬂ ;

uma vez que, a exponencial é uma funcao crescente e —ds < 0. Por outro lado, fazendo

a mudanga s = rt temos

[ (12| aom [ o

= / preT e (1 4 ) M dr
0

ou seja,

Me=® [ ) s\ " Mye™®t [
n n—a—1l4(q < ds = n n—a—1 1 " dr.
e ()] e [ e

Portanto, sendo

fe'e) rn—a—l
dr < o0,
/0 (L+7)m
temos

[AT ()] < Mat™e™;
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demonstrando (c). m

Demonstracao de (d). Usando o item (c) do Teorema [C.10, para z € D(A™?)

IT(H)z — 2] = HA(/;T(S)MS)

Sendo, T'(-)z : [0,t] — D(A) e A : D(A) — X operadores lineares continuos, visto

temos

com relagao a norma do grafico, pelo item (iv) do Teorema A.2,

A</OtT(s);z:ds) :/OtAT(s):cds.

Assim, do item (b), do item (ii7) do Teorema |A.2l e de (1.107), obtemos

I Tz 2| = H/OtAT(s)xds

t
< / | AT (s) ([ A | ds

t
< O || A% H/ s ds
0

Cio || A% || t©
a

< , para a € (0, 1];

o que demonstra (d), completando a demonstragao do Teorema [1.14. m

1.4 Espacos de Poténcias Fracionarias

Se A for um operador linear, tal que —A seja o gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico em X e 0 € p(A), segue da segao [1.3/ que podemos falar em
Poténcias Fracionarias do operador A. Vimos no item (a) do Teorema [1.14/ que se
0 < a <1 entdo A* é um operador fechado. Este fechamento implica que D(A%),
munido com a norma do grafico (i.e., ||u||pary = |ull + [|[A%u]|), é um espago de
Banach. Com efeito, seja {u,} C D(A%) uma seqiiéncia de Cauchy; entdo, dado € > 0,

existe ng € N tal que
|t — U] D(a0) < €, para n,m > ng;
o que implica,

|tun, — um|| < e e | A%y, — A% || < e, n,m > no;
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logo, {u,} e {A%u,} sdo seqiiéncias de Cauchy em X. Sendo X um espago de Banach,

existem u,v € X, tais que
Up — U em X e A%u,, — v em X.
Sendo A“ fechado, temos
(u,v) € G(A%) e A% = v;

assim,

Uy — U em D(A%);

pois,

[un = ullpeas) = [lun = ull + [[A%un — A%ul]

Portanto, (D(A®); || - || p(a=)) € um espaco de Banach. Em D(A®) podemos definir uma
outra norma, que denotaremos por || - ||, que é equivalente a norma do gréfico, tal

norma é dada por

lu|la = [|A%]|] com u € D(A®).
O proximo lema trata destas ultimas afirmagoes.

Lema 1.16 A func¢ao || - ||o € uma norma em D(A%); a qual € equivalente a norma do

grdfico.

Demonstracao. Vejamos,

N1. |lul]|la = ||[A%u|| > 0; pois, || - || € uma norma em X; também,
|ulla =0 < ||A% || =0 & A%u =0 < u = 0;

N2. ||au||lo = ||laA%u|| = |a|||A%u|| = |a|||u||«, para todo a € R.

N3 lu+vfla = [[A%(u + )| = [|A% + A%|| < [[A%]] + [[A%]] = [ulla + [[v]la;
conseqlientemente, || - ||, € uma norma em D(A%). Agora,
[ulla = [[A%ull < Jlull + [[A%u]] = [Jullpeasy; (1.114)

sendo, A~% limitado temos

[A™ ]| < cfoll,  Vwve DA™);
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logo, para v = A% (= A™% = u) com u € D(A®), obtemos
[ul] < cl|A%l, V u € D(A%);
assim,
[ullpeasy = [lull + [|A%ul] < cl|A%u]| + | A%l = (¢ + 1)[|A%ul);
isto é,
[ullpeasy < (¢ +1)full; (1.115)
de (L.114) e de (1.115) segue a equivaléncia das normas. m
No que segue, denotaremos por X a seguinte estrutura X® = (D(A%);] - ||la)-
Quando o = 0, definimos X" = X. Usando a equivaléncia das normas, mostrada no
Lema [1.16, X* é um espaco de Banach. Para concluir esta secao, enunciamos sem

demonstrar, o seguinte Teorema de Imersao envolvendo o espaco X*. Indicamos o livro

do Klaus [13]| para maiores detalhes.
Teorema 1.17 Para o > 3> 0, temos X imerso continuamente em XP°.

Demonstragao. Veja Klaus [13].



Capitulo 2

Existéncia de Solucao para uma classe

de Problemas nao-locais

Neste capitulo, consideramos o problema

W (t) + Au(t) = f(t,u(t), w(bi (1), u(ba(t)), ..., u(bn(t))), t€ (0,7
{ h(u) = ¢o em [—T,0],
onde assumimos as seguintes hipoteses:
(Ao) 0 <7, T < 00, ¢ € Yy :=C([—7,0]; X);
(A1) O operador linear A : D(A) C X — X ¢ tal que —A é o gerador infinitesimal de

um Co- semigrupo, {T'(t),t > 0}, de operadores lineares limitados em X;

(A3) A aplicacdo nao-linear f : [0, T]x X™ ™! — X satisfaz a condi¢ao Tipo Lipschitz:

m—+1
181 s tn) = 500 v L) = 43 s = ]
=1

para todo (uy, g, ..., Upms1) € (V1, Vo, .oy Umy1) em Bp(X™) e ¢ € [0,T); onde,
Ly :RY - RT ¢ uma fun¢ao nao-decrescente

e para R > 0,

m+1
Br(X™) = {(ul,UQ, e tmgr) € XY ]| < R}.

i=1
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(A3) A aplicagao nao linear h : Yy — Yp, Yy := C([—7,T]; X), ¢ tal que para quaisquer
Y1 e 9 em Yy com Yy = 1hy em [—7,0], h(¢h1) = h(¢2) em [—7,0];

(A4) Para i = 1,2, ...,m, as aplicagoes b; : [0,T] — [—7,T] sao nao-decrescentes, nao
expansivas (i.e., Lipschitz continuas com constantes de Lipschitz 0 < L,, < 1) e
satisfazem a propriedade de retardamento b;(t) < ¢, para t € [0, 7.
Aqui,

Y; = C([—7,t]; X) ={¢; ¢ : [-7,t] — X é continua},

para t € [0,7], ¢ um espago de Banach, munido da norma do supremo

|9l := sup [lo(n)ll, ¢ €Y,

—7<n<t

onde || - || € norma em X.

No geral, o problema funcional (2.1) pode modelar varios fenémenos naturais
onde deve levar em conta um lapso de tempo (tempo de incubagao ou gestagdo) entre
causa e efeito. (Ver [27].) Na realidade, a idéia fisica do problema depende dos dados
de estudo. Por exemplo, em modelos populacionais esse tempo de gestagao pode ser
considerado um retardo, em modelos econdmicos, tempo de investimento.

O termo nao-local é empregado devido ao fato de que o dado inicial é para todo
um intervalo.

Provaremos a existéncia de solugoes generalizadas de (2.1) em [—7, t] para algum
0 < ty < T'; em seguida, provaremos que esta solucao generalizada pode ser extendida
unicamente para uma solu¢ao generalizada de (2.1) em qualquer intervalo [—7,T] ou
no intervalo maximal [—7, T},,.) de existéncia. Neste tltimo caso, desde que Ty0p < T
mostraremos que . liri}az |lu(t)|| = oco. Também mostraremos que u ¢ inica se, e somente
se, Yo € Y5, 0 < T < T, satisfaz h(1y) = ¢ em [—7,0] e & tnica em [—7, 0]. Estabele-
cemos a regularidade destas solugoes sob diferentes hipoteses adicionais. Finalizamos

o capitulo, com algumas aplicagoes dos resultados encontrados.

2.1 Definicao de solucao generalizada, forte e classica

Nesta secao, iremos definir solugoes: generalizadas, fortes e classicas para

o problema (2.1).
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Considere T € R tal que 0 < T < T. Seja, W (1, T) = {7,0 € Yr i p =

o em [—T, O]} e a aplicacao,

F: Y — Yz

com

h(w(t))v le [_Ta O]
(F)(1) = t )
T()$(0) + /0 Tt — )£ (5,9(5), $(b1(5))s 5(B2()), s (bia(s))) s, ¢ € [0, T,

Assuma as seguintes defini¢oes.

Definig¢ao 2.1 Uma func¢io u € W(%,T) tal que Fu = u em [—T, T] ¢ chamada

solugdo generalizada de (2.1) em [—7,T).

Definigao 2.2 Uma funcio u € Yz € solucdo forte de (2.1) em [—7,T] se u(t) € D(A),

para quase todo ponto t € (0,T], h(u(t)) = ¢o(t) em [—7,0] e a equagio

W' (t) + Au(t) = f (¢, u(t), u(bi(t), u(ba(t)), ..., u(bm(t)))

¢ satisfeita em quase todo ponto t € (0,T].

Definigao 2.3 Uma solugio clissica u de (2.1) em [—7,T] ¢ uma fun¢io u € Y tal

que w € C'((0,T]; X), u(t) € D(A), para t € (0,T] e u satisfaz (2.1) em [—7,T].

2.2 Existéncia, unicidade e regularidade de solucoes

Teorema 2.4 Suponha que as condi¢oes (Ao) — (Aq) sejam satisfeitas e que exista
um g € Yr tal que h(vg) = ¢o em [—7,0]. Entao o problema (2.1) terd uma solu¢do
generalizada em [—7,T| ou no intervalo mazimal [—7, Tyaz), 0 < Thae < T, de ex-
isténcia e, neste ultimo caso, tlim lu(t)|| = oo. Se ¢ for Lipschitz continua em
[—7,0] e 10(0) € D(A) entao u fo;’m[jépschétz continua em todo subintervalo compacto
de existéncia. Se X for reflexivo entio u serd uma solugao forte de (2.1) no intervalo
de existéncia. Se, além disso, T(t) for um semigrupo analitico em X entao u serd

uma solugao cldssica de (2.1) no intervalo de existéncia. A solugdo u serd unica se, e

somente se, 1y for unica em [—T,0].
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Demonstragao. A nossa demonstragao sera ser dividida em alguns passos, envol-
vendo: existéncia, unicidade, prolongamento, existéncia de um intervalo maximal,
blow up, continuidade Lipschitz da u, solucao forte, solucao classica. Depois, final-
mente, mostraremos que a solu¢ao é tnica se, e somente se, 1 é Gnica em [—7,0].

Existéncia: Queremos estabelecer a existéncia de uma solugao generalizada u em
[—7,to] para 0 < to < T. Para isso, consideramos Z; o subconjunto do espago de

Banach Y}, := C([—7,t); X) dado por

Zy = W (1o, to)1 = {th € W(to, to); |¥]ly < 14 K|l + |7 (0) [l }-

com K = max{Me“T 1} ety escolhidos tal que para 0 < ¢ < to, temos

1

to- My < 3, (2.2)
onde
Mo = Me“" | Ly(r){T +r} + || £(0,0,0,...,0)| |,
com
ri=(m+ 1)1+ Kol + [|A(o)ll;), M =1, w=0
€

|T(t)|| < Me™, t>0; (2.3)

cuja garantia das existéncias de w e M é dada pelo Teorema (C.6.

De acordo com as defini¢oes acima, temos:
(1) ZO 7é Q)a pOiS ¢O € ZOa
(ii) Zy é fechado, ja que é uma bola fechada em W (1), to).

Assim, pelo Teorema D.15, (Zo, || - ||s,) ¢ um espago métrico completo.

Definamos,

F:W(Wo,to)r — E={1:¢:[-7,t] — X ¢ uma funcio}
b o~ FYi[-mit] - X
to~ (F)(2)
com
5 h(y(1)), t e [t—r, 0]
T(t)¢(0)+/0 T(t = s)f(5.9(), ¥ (01(5)), ¥(02(5)). - (b (5))) ds, t € [0, o).



78

Mostraremos, agora que F (Zy) C Zp, ou equivalentemente, que

(1)Fvp € W (1o, to), para i € Zo,
(2) %]t < 14 K¢l + 1h(20) e

Analise de (1): Para justificar que Fy e Y;,, devemos mostrar que F é continua,

para tanto, analizemos:

o Continuidade em [—7,0) . Imediato, pois ¢ ¢ continua e (F¢) (t) = h(¥(t)), para

todo t € [—7,0).
o Continuidade em (0,#] . Pelo Corolario (C.7, T'(-)1(0) é continua. Resta-nos,

neste caso, justificarmos que a funcao g, dada por

g(t)Z/O T(t = 5)f(s,0(s), ¥ (bi(s)), ¥ (ba(s)), -, Y (bn(5))) ds

e

Io

¢ continua em (0, ty]. Fazendo a mudanca de variavel x =t — s em I, temos

EpiéT@ﬁ@—rwﬁ—$%Wh@—@%ﬂ®@—@%mwwmﬁ—@nW&

ou seja,

g(t) = /0 T(s)f(t = 5,0t — 5), 0 (it = 5)), Y(ba(t = 5)), e (bt — 5))) ds.

Considerando, ¢, k € (0,t] com ¢ | k,

lo(t) — g(k)]) = H / glt.5)ds = [ T(9q0s)ds (2.4
3t ) = F(t — 5,0 = 5), (ba(t = 5)), lbalt = 5)), o 0 (brnlt — 5)))
g(k,s) = f(k — s, (k= s),0(by(k — ), 0(ba(k — 5)), e, V(b (k — 3)))
De (2.4),
lo(®) — g(k) | = H / o(t.5) —g(k )] ds-+ [ T)g(e.5)ds (25)

Pelo item (iii) da Proposigao [A.2,

lo(t) — g(k)] < / IT )| 13t 5) — 3k, )] ds + / I7()] 13t )] ds.
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Sendo ¢ € Z,

[0 <1+ Klltholleg + |A(o)llz, VT € [=7,to];
entao,

[0t = )| < 1+ Kl[tolls, + 1A (ho)llr, Vs €[0,];
e

[ (bi(t — )| < 1+ Kol + 1a(o)llr, Vs €[0,8],i=1,...m;

logo,
m+1
Z (bt = $))II < (m+ 1) (1 + K|lyollr + [[A(¢o) ),
ou seja,
m—+1
Z [0(bi(t =) <
e, analogamente,
m+1

ZIW k=s)ll <

com by, := identidade. Assim,

(Wt =5),0(bi(t =5)), . 0Ot =5))) e (V(k—s),¥(bi(k—5)), ..., Y (bu(k—s)))

pertencem a B,.(X™™!): donde, de (Aj), existe uma fungao nao-decrescente

L;:RT — R* tal que
13(t.5) — 3k, )] < Ly(r >@t—s—< )+ el — ) — bk — 9]
+ZH¢ (t—s)) <z-<k—s>>|r].

Por (2.3), (2.5) e (2.06) , segue que

(2.6)

m—+1

lo(t) ~ o)) < ey [ 1=+ 3 (e =) = = )]

MevT / Gt )] ds:
k

lg(t) — g(R)Il < Me™ Ly(r)[t — k| T

isto é,

m+41

+ Me“TLy(r) /{Zuw (t—5)) — ik —9)||ds  (2.7)

T
e [T ) lates) ) s
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Afirmacao 1: Quando t | k temos

T

(1a) Me"" X (s) (¢, s)|| ds — 05

[k, t]

(1b) Me*T Ly(r) /O[Zuw (t—3s)) —¢(bi(k—s))||| ds — 0.

Justificativa de (1a) : Considerando,

~

a(s) = x,, (5) (t. ).

note que,

e §i(s) — 0, quando t | k.
o [3:(s)] < lg(t, s)|l € L' ([0, T]);

Assim, pelo TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE (Teo-
rema D.5),
T
i [ x,, (93t 5)] s = 0.

Logo,

T T
: wT ~ . wT 1: ~ .
i (317 [, )t 9lds) = are i ([ o) late.s)las )

o que justifica (1a).
Justificativa de (1b) : Sendo 1o, 7] continua (num compacto), pois 9 : [—7,to] — X
¢ continua; segue que v 1) ¢ uniformemente continua; entao dado e > 0, existe

d =0(e) > 0 tal que
O0<lz—yl<d=lld@) —9@l <e

para todo x,y € [0,7]. Em particular, considerando = = b;(t — s) e y = b;(t — s), dado
€ > 0, existe 0 = d(e) > 0 tal que

0 < |bi(t—s) — bt — k)| < 6 = [ (bi(t —5)) — ¥(bilk — )| < e.

Logo,
m+1

/(ZH (t—s)) (bi(k—s))||>ds</0keds:ek<eT.
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Além disso, sendo b; : [0,T7] — [—7,T] Lipschitiziana com constante de Lipschitz

Ly,, 0 < Ly, <1, segue que
[bi(t —s)—bi(k—s)| <|t—s—k+s|=|t—k|;

entao,

It — k| < &= |bi(t—s)—bi(k — )| < 6.

Portanto,

iy [y [ (ni 1066 =) = (o = )1 ) | =o.

Das Afirmacgoes (1a) e (1b) e sabendo que

wT

segue a continuidade & direita de g em (0,%y]. A continuidade, & esquerda, é feita de
maneira semelhante. Mostrando, a continuidade de Ftp em (0, o).

o Continuidade em ¢t =0 . Seja t,, € [—T,to).

Afirmacao 2: Temos,

(2a) Fo(tn) 5 F(0) = 1(0);

(2b) F(tn) g F(0) = ¢(0).

A justificativa de (2a) é semelhante a justificativa que fizemos para o intervalo (0, to],

trocando t por t, e k por 0. A justificativa de (2b) é imediata, pois

Donde, Fi) também é continua em ¢ = 0.

Portanto, ¢ € Y;. Agora, sendo ¢ € Z entdo 1) € W (o, 1) € 1 = by em [—7,0], 0 que
implica, 1(t) = ty(t), para t € [—7,0]; logo, Fip = vy em [—7,0]; 0 que completa a
prova de (1).

Analise de (2):

e Se t € [-7,0] . Note que,

IEw @) = 1RO = 1R (Lo < 1A (o)l < 1+ K[[ollso + 1R (%0) 125
e Set € (0,ty] . Notemos,
IES @) < [T ¢ 0)]] +/0 1Tt = $)I[[ £ (s,9(5), 9 (b1(5)), ¥ (b2(5)) s s (b (5)) ) || ds.
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Por (2.3),
1D (@) < K [¢o(0)] +MGWT/O {Hf(s,w(s),w(bl(s)),w(bz(S))a-~-7¢(bm(8)))

—£(0,0,0, ...,0)||} ds + Me“Tt|| £(0,0,0,...,0)].

Usando (Az),

IED@)I < Klolle, + Me”TLf(T)/O [Is + M)l + Z [ (bi(s))I] ds

+Me"Tt|| £(0,0,0,...,0)||;

Sendo, Y € Zy,

Y

HF¢QH|SlﬂWhmo+AﬂﬂTLﬂrxAtb+wﬂds+ﬂ4&ﬁﬂUULQO,woﬂ
logo,
IE)] < Kol + Me*T Ly (r) E + tr} + Me""t[|£(0,0,0,...,0)||.
Sendo, 0 < t < tg,

IED(@)] < Kllvoll, + Me“" Ly(r) [toT + tor] + Me 4[| £(0,0,0, ..., 0)].

Assim,
||F¢(t)|| < KHwOHto +1o MewT Lf(r>{T + T} + Hf(070707 B 0)” )
N ~ L
ou seja,
IFw @) < Kl¢ollsg + toMo. (2.8)

De (2.2) e (2.8)
IFp ()] < Kol + 1.
donde,
IEp()]| < Kl[tboll + 11B(20) |11 + 1.

mostrando (2). Portanto, F (Zo) C Zy. No que segue, estaremos considerando,

F : Zy — Zy com o objetivo de mostrar que F & uma contracido em Zo. Sejam
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1, € W(tg, to)1. Vejamos.

* Caso t € [—7,0] . Neste caso,

(Fpr)(t) — (Faba)(t) = h(11(t)) — h(¥2(t)) = h(to(t)) — h(ho(t)) = 0.

x Caso t € [0,ty] . Neste caso, usando a linearidade de T'(t), a DESIGUALDADE
TRIANGULAR, (Az) e (2.3) temos

wo(o)—ﬁo(o) 0

(Fn) (1) = (Fobo) (@) < [T @] T1(0) = 22 (0)]

+L0) [ dreris [|s sl e (s) — wa(s)]

+Z 01 (bi(s)) — ¢2(bz-(s))||] ds,

ou seja,
IFune) = (Pl < Lot [l = o]
#3151 (0(6)) = ()1 s
o que implica,

|(Fe)(t) — (Fn)(B)]] < Ly(r)MevT / (m+ 1) r — vl ds:

donde,
I(F0) () = (Fua) ()| < toMe ™ Lp(r) (m + 1)1 — tsluo;

consequentemente,

[(F1)(t) — (Fabo) (t)]| < toMollthr — ¥l VE € [=T, o). (2.9)

De (2.2), toM, < 1; logo, por (2.9), F : Zy — Z, ¢ uma contracido em Zy. Assim,
aplicando o TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH (Teorema D.16), existe

uma tnica u € W (1o, to)r tal que w = Fu em [—T, o], isto &,

u(t) =

{ h(u(t) = do(t),  te[-7.0]

T(t)u(0) + /0 Tt —s)f(s,ul(s),u(bi(s)),...;u(bn(s))) ds, t € [0,t)],
(2.10)
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ou seja, existe u é uma solugao generalizada em [—7, o).

Unicidade: Vamos mostrar agora, a unicidade da solu¢ao generalizada u de (2.1)
em [—7,to] em W(iy,ty). Note que, o Teorema do ponto fixo de Banach garantiu a
unicidade, anteriormente, apenas para ui, us € W (1o, t9)1. Sejam, uy,us € W1y, to)
duas solugoes generalizadas de (2.1) em [—7,%]. Para t € [—7,0], a unicidade em

W (1o, to) € imediata uma vez que,
uy (t) — uz(t) = 1o(0) — 10(0) = 0.

Para t € (0, ],

140 (0) =0 (0)[|=0

A\

Jur () = wa(®)]] < |T@]] Jus (0) = ua(0)

—i—/o Tt = )| ||[f(5,u1(s), w1 (b1(s)), ... ui(bim(s)))

—f (5, us(5), ua (b1 (s)), o ua (b ()] || ds;

além disso, da continuidade de u; e uy no compacto [—7,to] e de (Ay4), temos

[ (bi ()| < o,
para algum rg >0, j =1,2 e i =1,...,m; o que implica,
Jan(l+ 3 s )] < (m+ D
j=1
logo,
(ur(s), w1 (b1(5)), ooy ur (b (5))), (ua(s), ua(b1(s)), ..., u2(bm(s))) € Bro(X™), Ry = (m+1)ro;
assim, por (2.3) e (Aa),

Jur (1) — ua(1)]] < mMe“’TLf(Ro)/O [ur (s) — ua(s)l| ds;

para t € (0,to]; entdo, pela Desigualdade de Gronwall na Forma Integravel (Teorema

D.2), temos

osMﬂ@—mwm30P+0whﬂlﬂm»mwmwwmwt:@
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donde, uy(s) = wua(s), Vs € (0,tg]. Assim, u; = ug em [—7,%], com u; e uy em

W (%o, to).

Prolongamento: Considere o seguinte problema

w'(t) + Aw(t) = fH(tw(t), w(di(t)),w (b)), .. w (b, 1)),  t€(0,T —to)
hH(w)(t) == w(t) = ¢g(t), t€ [T —1,0],

(2.11)
onde,
f1<t7u17u2,...,um+1) If(t+t0,U1,U2,...,Um+1), t e [O,T—to], (212)
bi'(t) = bi(t +to) —to, t€[—T—to, T —tg),i=1,2,..,m (2.13)
e
do(t) = u(t +to), t€[—T—t,0]. (2.14)
Das defini¢oes acima é imediato verificar que:
(i) A aplicagao
FU0,T —to] x XM — X
(t, (Ul, vy um+1)) ~ fl(t, Uy, Ua, ... ,’LLm_H) = f(t + to, Uy, U, ... ,umH)
satisfaz (As);
(ii) A aplicacao b} satisfaz (Ay);
(iii) A aplicagao h' : YTlitO — YTlitO,YTlitO =: C([—7 — to, T — to]; X) ¢ tal que para
quaisquer 91 e b3 em YT{tO com 1} =13 em [—7 — to, 0],
h'(1) = h'(dy)  em [—7 —to, 0]
el e YTlitO e, mais, considerando
u(t +ty), t€[—1—ty0] ‘
(1) = e
u(ty), 0<t<T —t, - [ : .
temos

Figura 2.1: Representacio de 1.
W () = ¢p  em [=T —to,0];
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Seja
Zy =W (¥, t1), = {¥ € W(dhg,t1); [¥lleg <1+ K lshgll,, + 1R ()., 3

para 0 <t; <T —ty, com

1
th& S 57
onde
M} = Mew(T_tO){Lf(Tl) (T — to) + 7] + || (0,0, ..., 0)||},
com

r— (m 1) {1 PR, th(ﬂfé)lb_m}

Logo, podemos proceder como antes e obtemos uma fungao
we C([-1 —to, T — to]; X)

tal que w é uma solugdo generalizada de (2.11) em [—7 — to,t1], para algum
0<t; <T —ty.

Nosso objetivo a seguir, ¢ mostrar que

u(t), t € [~ to]
w(t - t()), t e [to,to + tl],

¢ uma solugao generalizada de (2.1) em [—7,tg + t1]. Devemos mostrar, entao, que

h(a(t)) = ¢o(t), t € [—T,0]

T(t)a(0)+/0 T(t — s)ii(s, i(s), @(b(s)), A(b(s)), ..., (b, (5))) ds, t € [0, 0 + t].

Para isso, vamos analizar cada sentenca separadamente:
* Se t € [—7,to], temos u(t) = u(t) e u é uma solu¢do generalizada de (2.1)); logo,
h(a(t)) = h(u(t)) = ¢o.

*x Se t € [to,to + t1], tendo em vista que w é solugao generalizada de (2.11), tem-se

u(t) = w(t —to) = T(t — to)w(0) + /0 - T(t—ty—s)f* (s,w(s),w(b%(s)), ...,w(b}n(s))) ds.

Usando (2.11), (2.12) e (2.14),

u(t) = T(t — to)u(to) + /0 - T(t —to — s)f (s +to,w(s),w(bi(s)), ...,w(by,(s))) ds.
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Assim, de (2.10)),

w(t) =T(t —to) {T(to)u(O) + /0 i T(to — s)f (s, u(s),u(bi(s)), ..., u(bn(s))) ds

+ / T =ty — ) (54t w(s), w(BL(s), s (B (5))) d,

ou seja, por propriedade de semigrupo e pelo item (iv) da Proposic¢ao A.2, temos

a(t) = T(t)u(0) + /o 0 T(t—to+to—s)f(s,uls),u(bi(s)), ..., u(bn(s))) ds

. (2.15)
+/0 T(t—ty— s)f(s + tg, w(s),w(bi(s)), ...,w(b}n(s))) ds.
Fazendo uma mudanca de variaveis, encontramos
a(t) = T(t)u(0) + /0 i Tt —s)f(s,u(s),u(bi(s)), ..., u(bm(s))) ds
(2.16)

—i—/t T(t— s)f(s,w(s — to),w(b%(s —tp)), ...,w(b}n(s — to))) ds.

Afirmagao 3:
(3a) u(0) = @(0); pois, 0 € [—7,tol;
(3b) u(s) = u(s), para s € (0, tol;

(3¢) u(bi(s)) = u(bi(s)), para —1 < bi(s) <

(3d) w(s —tg) = u(s), para ty < s <t <tg+t.
(3e) w(bi(s—to)) = w(bi(s) —to) = @(bs(s)), para by(s) € [to, to+1] ou b;(s) € [—T, o).
As justificativas para (3a)-(3d) sao imediatas. Para (3e) observamos que dado

s € [—7,to + t1] podemos ter
bz<$) Z to ou bl(S) < to.

Assim, para b;(s) < s <t <ty + t1, segue que:
e Se b;(s) >ty entdo ty < bi(s) < to + t1; e, neste caso, w(bi(s) — to) = w(bi(s)).
e Se —7 < b;(s) < ty, entdo,

w(bi(s) — to) = ¢p (bi(s) — tg) = u(bi(s) —to+ to) = u(bl(s)) = ﬂ(bi(s));

e, neste caso, w(bi(s) — to) = ﬂ(bi(s)); o que completa a justificativa para (3e).

Diante da Afirmacao 3 e de (2.16), obtemos

a(t) =T(t)a(0) + /0 T(t—s)f(s,a(s), a(bi(s)), ..., u(bn(s))) ds;
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mostrando que, @ é solu¢ao generalizada de (2.1) em [—7,tg + 1].
Conforme o que fizemos até agora, primeiro, mostramos que existe uma solugao
generalizada

uy = u de (2.1) em [—7,T7], com Ty = t.

Em seguida, obtemos uma solucao generalizada
U9 = u de (21) em [_T,TQL T2 = to —|—t1 = Tl +t1, tl > 0.

Partindo, da existéncia de us, deduzimos, com o mesmo raciocinio, que existe uma

solugao generalizada
ug de (2.1) no intervalo [—7, T3], T3 = Ty + ta, 2 > 0.

Por inducao, deduzimos uma seqiiéncia crescente (Tn) e solucoes generalizadas u,, em
[—7,T,],n=1,2,3,....

Existéncia de um Intervalo Maximal: Sejam agora, Ty < T; e u; e u; solugoes
generalizadas de (2.1) em [—7, T e [—7, T}], respectivamente. Da unicidade da solugao
segue que

wup = w em [—7, T].

Seja I um conjunto de indices qualquer. Consideremos a familia (u,) 1 de todas as

solugoes generalizadas de (2.1) definidas em uma familia de intervalos ([—, Tz‘])iel.
Seja

Trnaz = sup T;.

el
Assim, T),4, pode ser T. Vamos definir a funcao
ue C([—1;Tn); X)
tal que
u(t) = u(t), set e |—1,Ty,i € 1.

Da unicidade, resulta que u(t) estd bem definida. Também podemos observar que u
satisfaz

Fu = u para todo t € [—7;T},).

Esta solugao é chamada solugao maximal de (2.1). O intervalo [—7, Tinax) ¢ chamado

o intervalo maximal.
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Blow up: Diante do que fizemos, ou obtemos uma tunica funcdo u € W (i, T) a

qual é uma solucao generalizada de (2.1) em [—7,7] ou uma unica fungao u tal que

w € Wi, T), para todo 0 < T < Thayx < T € u é uma solucio generalizada de (2.1)

em [—7,T] Neste, tltimo caso, se

Tmax < T tem-se lim |lu(t)|| = oo.

max

(2.17)

De fato, sendo [—7,Tyax) O intervalo maximal, no qual a solu¢do generalizada u de

(2.1) pode ser estendida e supondo, por contradi¢ao que,
Thax < T e iim ||u(t)]] < oo;
devem existir M; > 0 e n > 0 tais que
[u(®)]] < My, V1€ (Tax = 1, Tnax);
logo, sendo u limitada em [—7, Ty — 1), existe My > 0 tal que

HU(t)H S -]\427v t e [_7-7 Tmax - 7]]

De (2.18) e (2.19),

|lu(t)|| < C* = max{ My, Ma},V t € [—7, Trax)-

Assim, existe uma sequéncia t,, T Thax tal que
[utn)|| < C*.

Agora, vamos fixar ¢ > 0 satisfazendo

~ 1
oMy < 5
com
Moy = Me“™ | Ly(){T + 7} + [ £(0,0,...,0)
com
Fi(m+1)(1+ Me“"Cr 4+ C¥),
ou seja,

il

t(m+1)[1+ (1+ Me*")C].

(2.18)

(2.19)
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Sabemos que existe, uma solu¢do generalizada u do problema (2.1) definida em

[—7,6]. Conforme o que fizemos considerariamos

u(t), set e |—T,ty
u'(t) = Q =7t (2.20)
w(t —t,), seté€ [ty,t,+ 4],
e, obteriamos uma solu¢ao generalizada do problema (2.1) definida em [—7,¢, + 4].
Assim, considerando n suficientemente grande, segue que t, +6 > Tiax; POIS, tn T Thax-

Entao, v é uma solugao definida no intervalo [—7,t, + ¢]. Isto contradiz o fato que u

¢ solu¢ao maximal. Mostrando (2.17).

Continuidade Lipschitz da u : A seguir, mostraremos se v, é Lipschitz continua em
[—7,0] e ¥o(0) € D(A) entao u é Lipschitz continua em todo subintervalo compacto de

exiténcia. Fixado h > 0 para todo t € [0,7], T < T, temos

u(t 4+ h) =T(t + h)u(0) + /0 T(t+h—s)f(s,u(s),u(bi(s)), ... ulbn(s))) ds.
(2.21)

Por outro lado,

T(t)u(h) + /OtT(t —8)f(s+hu(s+h),u(bi(s+h)), ... ulbn(s + h))) ds = L+ 1

(2.22)
3 h
L =T(t) {T(h)u(()) + /0 T(h—s)f(s,u(s),u(bi(s)),...,u(bn(s))) ds
I = /0 Tt —s)f(s+h,u(s+h),u(bi(s+ h)), ..., u(bm(s + h))) ds.
Além disso, fazendo a mudanca de varidveis z = s + h para I, temos
R t+h
I, = /h Tt —z+h)f(z,u(@),u(b(z)), ..., ulbn(z))) d;
i :/h T(t — 5+ ) f (5, u(s), u(b1(5)) o u(bin(s))) ds. (2.93)

De (2.21), (2.22) e (2.23)

u(t +h) = T(t)u(h) + /OtT(t —8)f(s+ h,u(s + h),u(bi(s + h)),...;u(bpn(s + h))) ds.
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Assim,

lut + h) —u@)] <T@ [[u(h) = u(0)]
+/0 |7t = )| || £ (s + h,uls + h), u(bi(s + h)), ..., u(bn(s + h)))

—f(s, u(s),u(bl(s)), ,u(bm(s))) ds||
Por (2.3) e (A2),

e + 1) — u(t)]| < M [Ju(h) — u(0)]
+aLy (e | [|h| T llu(s + 1) — u(s)]
+ZHu (5 +h)) <b<s>>\@ds;

ou seja,

[u(t +h) —u(®)]| < Me"" |lu(h) — u(0)]
+MLf(R0)ewT/O hds + MLf(RO)eUJT/O [Hu(s + h) —u(s)||
+§:WL (s +h)) wg»ﬂda

logo,

lut + ) —u(®)[| < Me™™ [lu(h) — u(0)]

+ML(Ro)e""Th + MLf(Ro)ewT/o {HU(S Hh)—uls)ll g 9y

+§:WL (s +h)) @@»Md&

Notemos,

lu(h)=u(0)]| < [|T(h)u(0) — “(0)|l+/0 1T (h = $)[[ILf (5, u(s), u(bi(5)), oy ulbm(s))) [ ds -

g
J

I3 ¥
Iy

A seguir, vamos estimar os termos I3 e I, acima.
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Estimativa para I; : Pelo Teorema (C.10,

I70400) — )] = 1700~ ol = (| [ Tpmeas) |

Pelo Corolario (C.7 e sabendo que A é limitado, com seu dominio na norma do gréfico,

bem como, por hipdtese, A é linear, segue pelo item (iv) da Proposi¢ao A.2 que

]ﬂXMu@)—u@w::«AhAT@ﬁmds::”AhT@Vwmk

Uma vez que, A e T(t) comutam quando o dado inicial estd em D(A). Assim, pelo item
(iii) da Proposicao |A.2 e de ||B1Bs|| < ||Bi] || Bz|| para operadores lineares limitados

By e By, obtemos

h h
IT(R)u(0) — u(0)] < / I7()) | Auoll ds = [ Aug) / I7(s)]| ds.

De (2.3),
h
1T (h)u(0) = u(0)]| < M”AUOH/ e ds,
0
ou seja,
1 /e —1
1T (h)u(0) = u(0)]] < hM || Auo]| | —{ — : (2.25)
Sendo,
) 1 /e —1
o ()] =
obtemos, de (2.25),
Iy = || T (h)u(0) — u(0)]| < Kyh. (2.26)

onde K é uma constante positiva que depende da norma || Aug||.

Estimativa para I : Temos,

i [ 15117 (5. 00105 o (59)) 0,00, 014(0.0,0,.. 0} .
Por (2.3) e (A2),

o< ety [+ o+ X bl s+ [ 170.0.0..0)1ds}.

Sendo u continua num compacto, obtemos

I < Ksh, (2.27)
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onde K5 é uma constante que depende de L¢(Ry).

Com as estimativas (2.26)) e (2.27),
[u(h) = uw(0)|] < K3h, (2.28)

com K3 = K; + Ks. Assim, por (2.24) e (2.28),
u(t+B) —u(®)]| < cl{m/ [Hu(ﬁh —u |+ZHU (sh)) H} }

Se b;(t) < b;(t+ h) <0, entdo

(Bt + 1)) — w(Bit)) | = [l (Bilt + B)) — o (b)),
e, portanto,
[(bi(t +h)) = w(bi®) | < Ly 0i(t + h) = bi(t)]] < Ly Loy h < Cah,

onde Ly, e L, sao as constantes de Lipschitz em [—7, 0], referentes, respectivamente,
a g e b;. (veja hipotese e (Ay)).
Se b;(t) < 0 < b;(t + h) entao, neste caso,

bi(t) < h e b(t+h)<h,
pois h > 0 e b;(t) é negativo; para a segunda desigualdade, observamos que

o que implica,

bi(t +h) < Ly;h + bi(t) < Ly,h < h,

ja que b;(t) € um namero negativo. Também, neste caso,

com

Is = || T(bi(t + 7))o (0) — who(Bi(2)) |

~ bi(t+h)
Is = /0 IT (Bt + h) = s) [ 1L (5, u(s), u(ba(5)), . ulbm(s))) || ds.
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A seguir, vamos estimar cada um dos [;, j = 5,6.

Estimativa para I5: Temos,
< || (bi(t + 1)) o (0) — 2o (0) || + [[20(0) — wo(bs(t))]]- (2.31)
Pelo Teorema (.10,

T (bi(t + 1))t (0 H_H ( /0 bi(tJrh)T(s)wo(O)ds)H.

Do Corolario IC.7 e sabendo que A é limitado, com seu dominio na norma do grafico,

bem como, por hipotese, A ¢é linear, segue pelo item (iv) da Proposigao |A.2 que

_ ' /0 o (5) Ao 0) ds

uma vez que, A e T(t) comutam quando o dado inicial estd em D(A). Assim, pelo item

IT (Bt + 1))o(0) — (0 ||—H / T AT(5)00(0) ds

(iil) da Proposigao A.2 e de ||B1Bs| < ||B1|| ||Bz2|| para operadores lineares limitados

By e By, obtemos

bi(t+h) bi(t+h)
17 (bi(t + 7))o (0) — (0) | < /0 1T (s)[| | Ao (0) ] ds = IIA%(O)II/0 1T (s)]| ds.

De (2.3),

bi(t+h)
1T (Bt + R))o(0) — vo(0)]| < M| Ao 0) / e ds,

ou seja, sendo b;(t + h) < h,

h
70+ 1)0l0) = o0} < M Av(O)] [ €.

Assim,
ewh —
T+ 1)(0) = )] < w1 (S)] e
Sendo,
) 1 [/ev —1
s {E( h )} =1
de (2.32),
700+ R)o(0) ~ vo(0)| < Krh. (2.33)

onde K é uma constante positiva que depende da norma || At (0)]|.

Sendo 1)y Lipschitziana,

1400(0) — 2o (bi()) [| = [0 (Di(t)) — 2o (0)]| < L [bi(t)]- (2.34)



95

Além disso,
bi(t+h) > 0= bi(t +h) = =bi(t) + bi(t) = —bi(t) < bi(t + h) — bi(?);
donde, sendo b;(t) < 0 e usando a da defini¢do de modulo,
|bi(t)| = —b;i(t) < bi(t 4+ h) — bi(t) < |bi(t + h) — bi(t)],

ou seja,

1b;(O)] < [bi(t + h) — bi(¢)]. (2.35)
De (2.34) e (2.35),
140(0) — b0 (bs(t)) || < Lo |bs(t + h) — bi(t)] -
Uma vez que b; é Lipschitziana,
140(0) — 1o (B:(1)) || < Kot + h —t| = Ksh. - (2.36)
Por (2.31), (2.33) e (2.36) concluimos que

I; < Ksh. (2.37)

Estimativa para Ig: Temos bi(t + h) < h, entdo sendo s,h > 0 segue que
bi(t+h) —s < h—s. Logo, de (2.3), temos

I S/o Mewh{Hf(s,u(s),u(bl(s)),...,u(bm(s)))—f(0,0,0,...,O)||—|—||f(0,0,0,...,0)||] ds

Por (Ag),

o< e t{ [ arg o+ ot + Z ol s+ [ 170.0.0,..0)as |
donde, sendo u continua no compacto (e, por consegiiinte limitada),
Iy < Kyh. (2.38)
De (2.30), (2.37) e (2.38) obtemos
Juw(bi(t 4+ h)) — u(bi(t)) || < Mah;
logo, de (2.29),

|u(t + h) —u(®)|| < Mah + C /0 llu(s + h) — u(s)]| ds.
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Finalmente, vamos analizar o caso b;(t + h) > b;(t) > 0. Vejamos,

u(bi(t+h)) —u(bi(t)) = (T(bs(t + h)) — T(bi(t))) o (0)
b;(t+h) _
+/O T (bi(t + h) — s) f(s)ds (2.39)

bi(t) _
_ /0 T(bu(t) — 5) F(s) ds.

onde f(s) = f(s,u(s),u(bi(s)), ..., u(bn(s))). Seja b(t + h) = b(t) + h. Entéo, sendo

b; Lipschitziana e 0 < L;, <1,

h="0bi(t+h)—b(t) < |bj(t+h)—0bi(t)] < Ly, |t +h —t| = Lp,h < Iy

ou seja, h < h. Fazendo a mudanca de variavel = s — h, obtemos
bi(t) -

bi(t+h)
/0 T(bilt + h) — 5) F(s) ds :/ T(bu(t) — ) F (s + B) ds. (2.40)

—h
De (2.39) e (2.40),

(it + ) — w(bi(®)) || < [ T(bilt + b)) (0

)
-
Ir

— T(b:(t)) 40 0)|

A seguir, vamos fazer um estudo em cada um dos termos [;,j = 7,8,9 acima.

‘ Y

Estimativa para I;: Pelo item (c) do Teorema (C.10

i = HA( / " (o) i) -a( [ " r(n(0) i)

! ( /<(>) T(s)0(0) ds) ';

assim, do item (iv) da Proposi¢ao [A.2 e usando o fato que A e T'(t) comutam quando

ou seja,

.

o dado inicial estda em D(A).

bi(t+h)
/ AT () (0) ds
bi(t)

I

bi(t+h)
/b T(5) Ay (0) ds

zz‘
i (t)
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entdo, pelo item (iii) da proposi¢ao A.2 e de ||B1Bs|| < ||Bi]| || Bz2|| para operadores

lineares limitados By e By, obtemos

B b;(t+h)
i < / IT(s)]| 11 A¢o(0)]| ds

bi(t)

De (2.3),
5 b; (t+h)
< MAwO)] [ e as (2.41)
bi(t)
Sendo,
1 wbi(t+h) 1 whi(t) « 1wt e — 1
2w € " — 2 SEG h h, bl(t)ét,
~————
limitado
logo, de (2.41) segue que
I; < Ksh (2.42)

Estimativa para I: Por (2.3) e b;(t) < t, para todo t € [0, T], temos

0
I < / | MO F(s 1 B ds
—h

< MevT /_h e I (s + ) — £(0,0,0, ... 0)] + | £(0,0,0, ...0)[] ds.

Entao por (A,),

0

o< LRt [ e fluts s+ 3 lu(bts + m)I] + 170.0.0....001}
- i=1
(2.43)
Sendo
0 ~ wh . ~ wh _
frmom ) -]
i w w h w h
lim?;ado
segue, de (2.43), que
Is < Kgh (2.44)

uma vez que u € continua num compacto.

ds.
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Estimativa para Io: De (2.3), b;(t) < t, para todo ¢t € [0,T] e (As),
. bi(t)
b [T =) 17+ b - fo] s

bi(t) - -
< MLf(RO)e“’T/ e s [|s—|—h—s\ + |lu(s + h) — u(s)]]
0

—l—ZH i(s+ 1)) —u(b (5))“} ds;

ou seja,
he MLf(RO)ewT{ (/ot “ ds) h+ /Ot e {Ilu(s +h) —u(s)|
donde,

Ty < Ly(Ro) {( e | e {uws 1)~ u(s)]

(2.45)

+Z Ju(br(s + B) (@-@))M ds}.

Assim, de (2.45),

19<04{ /{Hu(s—i—h—u H+ZH i(s+h) — (b@))ﬂds}.

Logo,

ilggcq{m/ot sup {Hu (s+h)— H+ZH J(s+h)) —u(b (s))||1 ds}. (2.46)

0<h<h

Combinando (2.29) e (2.46), para qualquer 0 < h < h, obtemos

lult + 1) = u(t H+ZHU (t+ 1)) — u(b:(0))
S{Cl[}_l-i-/ (Hu(8+h)—u ||+Z||u (s+h)) — 5))H> dg”
+Z{ [i_z /Ot sup. (||u(s+h — u( H+Z|| i(s+h)) (b(s))”) ds]};

0<h<h
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ou seja,

lu(t +h) = u(t H+Z||u (t+ 1) —u(bi(1))]

<{afis [ s (Juts+i) -t H+2Hu (1) —uiu o)) o

0<h<h

+Z{C4{h+/0 sup (Hu(s+h)—u H—i—ZHu (s+h)) — (b(S))“)dSH-

0<h<h

Assim,

[u(t + h) — u(t \+Z|yu (t + 1)) —u(bi(t))

S{C5|:]_l+/0t sup. (||u(s+h — H—i—ZHu (s 4+ h)) — u(b; (s))H) ds”.

0<h<h

Logo, sendo 0 < h < h,

[t + h) —u(t H—i—ZHu (t+h)) —u(bi(®)]]

S{O5[h+/0t sup. (||u(s+h ) — u( |+Z}|u (s +h)) — u(b; (s))H) ds”.

0<h<h

Aplicando o supremo em h sobre [0, h],

sup (Hut+h —u(t H+Z||u (t+h)) —u(b; (t))”)

0<h<h

<{arfis [ s (a4 —us H+Z>Iu (o7 (o)) s }.

0<h<h
Considerando
£(t) = sup (Hut—i—h —u(t !—i—ZHu t+h ( (t))H)
0<h<h
e aplicando a DESIGUALDADE DE GRONWALL - FORMA INTEGRAVEL (Teo-
rema D.2)), temos

E(t) < Csh(1 + Cste™!) = Cshy

donde,
|u(t + k) —u(t)|| < Csh, te[0,T], h>0. (2.48)
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onde 03 ¢ uma constante positiva. Agora, para z,y € [0,T], comy > z, existe h € [0, T]

tal que y = x + h; dai,
Ju(z) —u()|| = [[u(z) — u(z + )| < Ch = Cy — ).
Logo, para todo z,y € [0,T] temos

lu(z) = u()l| < Clo - yl;

mostrando que u é Lipschitziana em [0, 7).

Solugao Forte: Adicionando, agora, a hipotese que X é reflexivo iremos mostrar que
u ¢ uma solugao forte de (2.1) no intervalo [0,7]. Sendo u Lipschitziana, a fungao

f:[0,T] — X dada por

F=f(tu),ud), .., u(bn(t)))

é Lipschitziana. De fato, sendo u e b; Lipschitzianas,

1f(z) = F@W)Il < Ly(Ro) Iw—y| + [lu(z) = u(y)l +leu z)) —u(bi(y))]

< Ly(Ro) |:c—y|+k1|:c—y|+kz|x—y|} < ol — ],

para todo x,y € [0,7] e ks > 0, ks = max{Ls(Ry), LyK1,mLf(Ry)}. Sendo X

reflexivo e f Lipschitziana, segue do Corolario |G.4/ que o problema de valor inicial

V() + Av(t) = f(1), te (0,T]

(2.49)
v(0) = u(0),
tem uma tnica solugao v forte em [0, 7']. Definindo
u(t), te|—7,0
o(t) = 0 [ ] (2.50)

temos:

(a) 0 € Yr; segue do fato que u é solugao generalizada de (2.1) e v é solugao forte de

(2.1);



101

(b)o(t) € D(A) q.t.p. para t € [0,T]; ja que, sendo v uma solugao forte, v(t) pertence
D(A) q.t.p., parat € [0,T].

(c) h(?) = ¢ em [—7,0]. Com efeito, 0(t) = wu(t) em [—7,0]; donde, © = u; o que
implica, h(0) = h(u) = ¢o em [—T, 0], onde a ultima igualdade é valida por hipotese.

(d) 0'(t) + Av(t) = f(t,0(t),0(bi(t)),0(b2(t)), ..., 0(bm(t))) g.t.p em [0,T]. De fato,

sendo v solugao forte de (2.1) segue que
V'(t) + Av(t) = f(t,v(t), v(bi (1)), v(ba(t)), ..., v(bin(t))) g.t.p. em [0,T];

donde, ¥'(t) + Ad(t) = f(t,0(t),0(b1(t)), 0(b2(t)), ..., D (bm(t))) g.t.p em [0, T].

Ou seja, ¥ € uma solugao forte de (2.1) em [—7, T]. Mas, esta solugao forte v de (2.1) é
também uma solugao generalizada de (2.1)(Veja Proposi¢ao (G.2 e Definigao (G.3). Da
unicidade de tal fun¢do v em W (v, T'), obtemos v(t) = u(t) em [—7,T]. Portanto, u ¢

uma solugao forte de (2.1).
Solucao Classica: Afirmamos que se T'(t) é um semigrupo analitico em X entdo

u é solugao classica de (2.1): Basta utilizarmos o Teorema [G.5; uma vez que, f €

L'((0,7) : X) e f & localmente Holder continua.

A solugao u é unica se, e somente se, 1)y é tinica em |[—7, 0] : Suponhamos que

existam
Wo, o em Yr; h(vho) = h(th) = ¢o em  [—7,0],
com o
7;0 # do em [—7,0]; ~—1
entdo,

Figura 2.2: ¢ = 4, em (-0,
$=do em [~7, 0} b # b em (0,T].

W (4o, T) N W (4o, T) = 0
(pois, se W (4o, T) N W (1ho, T) # 0 existiria ¥y tal que ¢y = thy em [—7,0] e ¥y = 1y
em [—7,0]; donde, Yo = 1 = ty; ie., o = o ); logo, as solugoes u e u de (2.1)),

pertencentes a W(@ZA)Q,T) e W (1o, T), respectivamentes, sio diferentes. Assim, se u ¢
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tinica entao vy é tnica em [—7, 0]. Reciprocamente, se ¢y € Y7 satisfazendo h(1g) = ¢

em [—7,0] é Gnica em [—7,0] entdo
h(uy) = h(uz) = ¢¢ em [—7,0]

donde, u; = us; donde, u é tnica. Portanto, u é tinica se, e somente se, vy € Unica.

Isto completa a prova do Teorema 2.4, m

2.3 Aplicacoes

O Teorema 2.4 pode ser aplicado para obter a existéncia, unicidade e resultados

de regularidade para (2.1) no caso em que o operador A, com dominio
D(A) = W?2™P(Q) N WP (Q)
em X = LP(2), 1 < p < 00, é associado com o operador eliptico

Au = Z ao(x) D% (2.51)

|| <2m

em um dominio limitado  em R¥ com fronteira 0 suficientemente suave. Para isto,
vamos identificar as condiges (Ag — A4) e a fungao 1y € Yr das hipoteses do Teorema

2.4/ e do problema (2.1). Em (2.1) considere
f:00,T) x X™ — X

dada por
m+1

f(tur, ug, oo g = folt) + alt) Z ||| wi,
i=1
onde fy: [0,7] — X e a:[0,7] — R sao fungoes lipschitz continuas em [0,7] e || - ||
denota a norma em X. Para as fungoes b;,7 = 1,2, ..., m podemos ter quaisquer umas
das seguintes situagoes:
(b1) Sejam 7; > 0. Para i = 1,2,...,m; seja b;(t) =t — 7, t € [0,T].
(b2) Sejam 7,7 = 1,2, ...,m; tal que 0 < 7; < T. Para t € [0,7] sejam

07 t S T;
bi(t) =

t—7, t>7,0=1,2,---m.
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(b3) Para i =1,2,...,m, seja b;(t) = k;t,t € [0,T],0 < k; < 1.

1
(b4) Sejam N e Ne 0 < k; < W, 1=1,2,....m, Parai=1,2,...,m, seja

bi(t) = k™, t€l0,T).

Para a funcao h sejam
a1 =12,---r talque—7<a; <0 e a; <aj,

e sejam

ci,i=1,2,--- rtal queC, := Zci #0 eg >0.
i=1

Considere as condigoes:

0

(h1) g1(x) :== /0 k(0)x(0)df onde k € L'((—7,0)) com k := / k(s)ds # 0;

-7 -7

(h2) g2(x) := ZQ‘X(%‘)

T Cl a;
(13) (0 =32 [ (s,
i=1 ' YaiE
para x € C([-7,0]; X).
Claramente,
9. C([-7,0;X) - X, i=1,2,3,.

Para i = 1,2, 3 defina

R0 = g, (¢

) em [—7,T],
[_7_7 0]

para Y € C’([—T, T];X) onde w‘ ¢ a restrigao de ¥ em [—7,0].
[_Tv 0]

Com relagao a (h1),(h2) e (h3) seja ¢y € Yr dada por
¢o(t) =z (funcdo constante) para t € [—, 0]. (2.52)

Entao as condigoes (h1)-(h3) sao equivalentes para h;(¢) = ¢g em [—7,0], i = 1,2, 3,

respectivamente. Para (hl), podemos fazer ¢(t) = % e para (h2) e (h3), podemos



fazer 1 (t) =

= em [—7,T].

Analise para (hl): Se (hl) ¢é verificada entao

. )= [ ko (zﬁ’[_n O] )o@

m()() = g (w

Fazendo 1 (t) = —, temos

X
k?’

Além disso,

Combinando (2.53)), (2.54) e (2.55)) segue que

h(¥)(t) =z = ¢o(t) em [=7,0],

uma vez que vale (2.52).

Analise para (h2): Se (h2) ¢é verificada entao

ma()(1) = g (w\[_ﬂo]) - Z (w\[_w) (a2

r
X

Fazendo ¢y (t) = —, com C, := ¢; # 0 temos
i=1

*

Além disso,

s T s

i=1 [=7,0] i=1 i=1

De (2.56), (2.57) e (2.58) segue que

uma vez que vale (2.52).
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(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)



Analise para (h3): Se (h3) ¢é verificada entao

r

hs(¥)(t) == g3 (w‘[—7,01) = Zz— (1/}‘[%0])(3) ds.

i=1 ai—¢&i
Fazendo )y (t) = ’
zen = —
0 C*J
x
o )=l = &
[_7—70] *
Além disso,
ZC_/ i _x r& a,_{_g.):irc.:
=1 G C* C. i=1 E’ Z Z C. i=1 Z

Combinado, (2.59), (2.60) e (2.61) obtemos

hs()(t) =z = ¢o(t) em [—7,0],

uma vez que vale (2.52).
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(2.59)

(2.60)

(2.61)

Concluindo mostrando que existe ¢y € Yr tal que h(yy) = ¢o em [—7,0]

portanto em vista do Teorema 2.4/ temos existéncia, unicidade e regularidade de solugao

para o problema (2.1) com A sendo o operador eliptico em (2.51)



Capitulo 3

Existéncia de Solucoes para Equacoes

com Efeito Memoria

Neste capitulo, tratamos da existéncia, unicidade e a regularidade de solugoes

para a seguinte classe de problemas de valor inicial:

W)+ Au) = f(ru() + K@D, 1>t

dt (3.1)

U(to) = Uo,

onde

K(u)(t) = / h(t — s)g(s,u(s)) ds. (3.2)

to

Assumimos que X um espago de Banach arbitrario , f,¢g : [0,00) x X — X sdo
aplicac¢oes nao lineares e h uma fungao a valores reais localmente integravel em [0, co).
Assumimos também que -A gera um semigrupo analitico,7'(t), ¢ > 0 em X com
IT(t)| < M parat >0e0 € p(—A) onde p(—A) é o conjunto resolvente de —A. O

termo "efeito memoria "

¢ referente a (3.2). Para maiores detalhes referentes a este
termo, indicamos [§], [9] e [10]. Do Capitulo 1, sabemos que, com essas condi¢oes,
faz sentido falar no operador de poténcia fracionaria A%, com 0 < a < 1 o qual,
¢ um operador linear, fechado, inversivel cujo dominio D(A®) ¢ denso em X. Mais

ainda, X é o espago de Banach D(A%) munido da norma ||z|, = ||A%z||; a qual, é

equivalente a norma do grafico de A%. Vimos também que X estd imerso X, para
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a > [ > 0, continuamente. Lembramos que no Capitulo 1, deste trabalho, é feito
um estudo detalhado a respeito de poténcias fracionarias; onde para maiores detalhes

citamos o livro do Pazy [26].

3.1 Existéncia Local de Solucoes Generalizadas

Uma solugao generalizada para (3.1) em J = [tp,T] é uma fungdo continua
u:J — X satisfazendo a seguinte equagao integral
t
u(t) = T(t — to)ug + / T(t—s) [f(s, u(s)) + K(u)(s)} ds,t € J. (3.3)
to
Para a existéncia de uma solugdo local generalizada para (3.1), necessitamos da
seguinte hipotese para as aplicacoes f e g.
Seja U um subconjunto aberto de [0,00) x X*. Para cada (t,x) € U, existem

uma vizinhanca V' C U de (¢,z) e uma constante Ly > 0 tais que
1/ (s, w)=f (s, 0)|| < Lollu=vlla; (FO)

para todo (s,u) e (s,v) em V.
Suponhamos que —A seja invertivel e o semigrupo analitico gerado por —A
seja limitado. Além disso, para estabelecer a existéncia local assumimos 0 < T < oo .

Com estas simplificacoes temos o seguinte teorema.

Teorema 3.1.1  Suponha que o operador -A gere o semigrupo analitico T(t) com
T <M, t>0 (3.4)

e que 0 € p(—A).Se f e g satisfizerem (FO) e a aplicagao h for integrdavel em J, o

problema (3.1)) terd uma unica solugao local generalizada para todo uy € X .

Demostragao. Fixamos um ponto (¢, 1) em um subconjunto aberto U de [0, oo) x X*

e escolhemos t] >ty e § > 0 tais que f e g verifiquem (FO0) com
V=A{(t,x) eU:to <t <ty,|x| <l|uol + 1} (3.5)

Sejam

Bi= sup ||f(t uo)l
to <t <t
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Escolha um t; >ty tal que

1
t1 —tg < min {t{ — o, |:C(;1(1 — a) {(LO(S + Bl) + hT(L(](S + BQ)}_1:| 11—« } (36)
onde C, é uma constante positiva dependente de « e satisfazendo

|AYT(t)|| < Cat™c, para  t > to, (3.7)

hy = /ﬁ | h(s)|ds, (3.8)

comT >t ed =14+ (M+2)[|A%u]. Seja Y o espaco de Banach C([ty, t;]; X)) munido
da norma do supremo

lylly = sup  [ly(t)]|
o <t <t

(Veja Teorema D.13)). Definamos a aplicagao

F 'Y — FE=A{u:[tyti] - X ;u ¢éuma fungao}
y ~ Fy):lto,ts] — X

t ~ o Fy(t),
onde F,(t) é dado por

@@:T@%@w%+/ﬁww—@W@@,

com

W(s) = f(s,A_o‘y(S)) - /S h(s — T)g(T, A_ay(T))dT.

to

Claramente, para cada y € Y,

Fy<t0) = Aauo.

Mostraremos que F(Y) C Y. Ja sabemos que T'(. — ty) A% ¢ continua, assim basta

mostrar que a funcao dada por

o(t) = / AYT(t — s)W (s)ds

to
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¢ continua em [to, t1].Vejamos,

t1

o(t) = / X ($)AYT(t — s)W (s)ds ;
to

logo, do item (iiz) da Proposicao A.2,

me—wwns/l

to

Yo () AT (b, = )W (s) = X, (5)A°T(t = )W (s) | ds,
para t, € [to,t1] e t, — t € [to,?1]. Definamos,

Unls) = | X, (VAT (1 = )W (s) = () AT (2 = )W (s) |

Afirmagao 1: (1,) é uma seqiiéncia de fungoes integraveis em [to, t1]. De fato, con-

siderando

Un(T) = Xpo. 1) (@)@ g (tn — 2, Ayt — 1)),
temos
e (v,) ¢ uma seqiéncia de fungdes mensuraveis em [0,7]. Com efeito, sendo
g(-—x, A=?y(- — x)) continua em [0, 7], pelo Teorema D.8, g(- —z, A=*y(- —x)) é men-
suravel em [0, 7] e sendo h localmente integréavel (donde, h é localmente mensuravel);

bem como, a funcao caracteristica de um conjunto mensurével é mensuravel; segue pelo

Teorema D.11/ que (v,,) é uma seqiiéncia de fungdes mensuraveis.

® (%) == Xiorouy) (2)h(z)g(t — z, A= y(t — x)) =v(z) q.t.p.; pois,

X0, tn—to] ([E) =50 X(0, 1] (ZE) q.t.p.

ha)g(tn — z, A Y(t, — ) 755z h(@)g(t — x, A=y(t — z)) .

n—oo

o Jon(@)l| < [h(@)|[|g(ts — 2, Ay (t, — 2))|| < |h(2)|C € L}([0,T]).

Logo, pelo TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE (Teo-

rema D.5)), segue que

lim OTvn(a:)da: — /O " va(2)dz = /0 Tv(x)da:. (3.9)

n—oo n—oo
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Fazendo uma mudanca de varidveis com x = s — 7, observamos que

/S h(s — T)g(’T, A_O‘y(T)) dr = /t — h(x)g(s —x, A" %Y(s — x)) dx

to

= /Os_ 0 h(z)g(s —z, A" y(s — z)) dx.

ou seja, para T' > tq,

/S h(s —7)g(T, A y(7)) dr = /0 Xio.ooig (z)h(z)g(s — x, A™y(s — z)) dz.  (3.10)

to
Assim, de (3.9) e (3.10),

tn T
lim h(t, — 7)g(T, A=y(7)) dT = lim v () dx

n—oo tO n—oo 0

donde,
s — / h(s —1)g(r, A= "y(7)) dr
to

¢ continua em [tg,t;]. Sendo f( . ,A‘O‘y(s)) também continua em [tg,?;] e a soma de

fungoes continuas sendo continua, obtemos que

s — f(s,A™%y(s)) + /S h(s —1)g(T, A=y(7)) dT = W(s),

to

é continua em [tg, t1]. Devemos mostrar que
() = AYT(t, — - )W(-) é continua em [to, 1],

ou seja,

AT (t, — s)W(s) — AT (t, — j)W(j), quando s — j.

o Caso s < j. Neste caso, j = s+ w com w — 07 e w > 0; logo, por propriedade de

semigrupo e pelo item (b) do Teorema [1.15]

(s) = &() = ATty — j + w)W(j —w) = AT (tn — J)W(J)
= AT (w)T(t, — )W (j — w) — A°T(t,, — )W ()

= T(w) AT (t, — )W (j —w) — AT (t, — )W (j);
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logo, somando e subtraindo T'(w)A*T(t,, — j)W (j),
£(s) = €0) = T()[A*T(tn = YW (5 — w) = AT (tn = )W (5))]

+ T (w) AT (tn — J)W () — AT (tn — J)W());
ou seja,
£(s) = €(j) = T(w) [A*T(t, — §) (W () — w) = W(j))]

+T(w) AT (tn — JIW () — AT (tn — )W ().

Se s — j entao w = j — s — 0; logo,
WG —w)—W(j) —0, quando s — j;
uma vez que W (-) é continua.Consequentemente,
T(w)[AT(t, — H)(W (G —w) =W ()] — 0, quando s — J. (3.11)
Além disso, do item (b) do Teorema 1.15 e por propriedade de semigrupo,
T(w) AT (b, — )W () — AT (b, — )W (j) = AT (t, — ) [T (@)W (5) = W(5)];
donde,

T(w) AT (tn = YW (G) = AT (tn — W () =7 0;

s—J
onde, a convergéncia ¢ justificada pelo item (c) do Teorema [1.15/e por propriedade de

semigrupo. Portanto, obtivemos que

§(s) = €(j), quando s T . (3.12)

o Caso s > j. Neste caso, s = j +w com w — 07 e w > 0; logo, por propriedade de

semigrupo,

E(s) = &) = AT (t, — )W (s) — A*T(t, — s + w)W (s — w)
= AT (t,, — ) [W(s) — T(w)W (s — w)]
= A“T(t,, — s) [W(s) — T(w)W(s) + T(w)W(s) — T(w)W (s — w)]

= A*T(t, — s){ (W(s) — T(w)W(S)) + [T(w) (W(s) —W(s —w) )] };
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entdo, pelo item (c) do Teorema [1.15] pela limitagao de T'(w) e pela continuidade da

W (-), temos
&(s) — £(j), quando s | j. (3.13)

De (3.12) e (3.13), concluimos que £ é continua em [tg, ¢1].
Portanto,

s — A*T(t, — s)W(s) é continua em [to,t1];
e, por conseguinte integravel (Veja Teorema [I). Asim, sendo x, (s) mensuravel limi-
tada, a Afirmacao 1 segue do Teorema D.11.
Afirmagao 2: ¢,(s) — 0 ¢.t.p ; pois,
(1) AT (t,, — s)W(s) === AT (t — s)W (s);

n—oo

(ii) X, (5) 5=z Xx.(5) ¢.t.p..

Justificativa de (i) :

o Caso t < t, . Neste caso, t, =t +w,, com w, — 07 e w, > 0; logo por propriedade

de semigrupo e pelo item (b) do Teorema [1.15,
AT (t, — s)W(s) — A*T(t — s)W (s) = AT (t + w, — s)W(s) — AT (t — s)W(s)
= AT (w,)T(t — )W (s) — A*S(t — s)W (s)
=T (w,) (AT (t — s)W(s)) — (A*T(t — s)W(s))
entao, pelo item (i77) da defini¢do de semigrupo,
AT (t, —s)W(s) — A*T(t — s)W (s) — 0,

quando n — oo. Neste caso, (i) esté justificado.
o Caso t > t, . Neste caso, t = t,, + w,, com w, — 0T e w, > 0; logo por propriedade

de semigrupo,

AT (t, — s)W(s) — AT (t — s)W (s) = AT (t, — s)W(s) — A*T(t,, +w, — s)W(s)
= A*T(t, — s)W(s) — A*S(t, — s)T (wn)W (s)

= AT (t, — 5)(W(s) — T(w,)W (s));
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assim, pelo item (c) do Teorema 1.15/ e pelo item (¢ii) da propriedade de semigrupo;
AT (t, — s)W(s) — A*T(t — s)W (s) — 0,

quando n — oo. O que completa a Justificativa de (i).

Afirmagao 3: |, | < &,,Vn; (&,)¢é uma seqiiéncia de fungoes integraveis com

&n(s) = &(s) qtp,

¢ € Li([to th]),

ZEmwwjtk@m

e/ttl fn(s)ds,/ttlf(s)ds < .

Com efeito,
[ Un(s) [ < N x,, (@) () AT ([t — s)W (s) | + [ x, (2)(s) AT (t — s)W ()],

com

W(s) = f(s, A_O‘y(s)) /S h(s — T)g(T, A_ay(T)) dr;

usando (3.7),(3.8) e o fato das fungdes s — Hf(s, Ay(s)) H e T— Hg(T, Ay(1)) H

serem continuas sobre o compacto [to, t1] (e, por consegiiinte, limitadas ), temos

Ix, () AT (t — )W (s)|| < x,(s) [AT(E = s)[| W (s)]]

< 2wl
ou seja, .
(AT = )W) < s Cal (3.14)
analogamente,
Ix, (5)AT(t, — s)W(s)|| < % C.M : (3.15)

de (3.14) ¢ (3.15) ,

waﬂg<ff;+é%3J@Mz@@;
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claramente,
Xi(s
En(s) — QCQM(t —t(sia = {(s) q.t.p,

e

t1 t1

/ En(s)ds —>/ &(s)ds;

to to

também,

/1|§n(s)|ds,/ 1€(s)|ds < 400 (donde, & € LY ([to, 11])):

to to
assim, das Afirmacées 1, 2, 3 e aplicando o TEOREMA DA CONVERGENCIA
DOMINADA GENERALIZADO DE LEBESGUE ( Teorema D.6), temos

t1

Tim [ 4 (s)ds = 0;
to
o que implica
le(tn) — ()]l = 0;
mostrando a continuidade de ¢ em [ty,t;] e consequentemente a inclusao
FY)cY.
Considerando o subconjunto de Y dado por
Z={yeY :ylto) = A%, ly(®)[l < 1T+ (M + 1)[|A%0[; } (3.16)
temos
(i) Z # 0; pois, A%ug € Z.

(ii) Z é fechado. Com efeito, seja {y,} C Z tal que y, — y em Y. Para cadan € N

Yn(to) = A%ug (3.17)

[yn ()] < 14 (M + 1)[|A%uol|- (3.18)
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Da convergéncia y, — y em Y, temos
Yn(t) — y(t) em X, para cada t € [to, t1];

em particular,
Yn(to) — y(to)-

Dai, passando ao limite em (3.17) obtemos
y(tg) = AaUO
e passando ao limite em (3.18) obtemos

[y <1+ (M + 1)[[A%u0l|

Donde segue que y € Z. Logo, Z ¢ fechado em Y. Assim, pelo Teorema D.15 (Z, ||-||y) é
um espago métrico completo. Agora, mostraremos que F'(Z) C Z. De fato, paray € Z
temos

1E, @) = HT(t—to)Ao‘uo—i— / " ACT(t—s) [ £ s, A~y(s)) + / " h(s—7)g(r, A=) dT] ds

to to

Logo,

IR0 = |6 = w40+ [ 4T = 7 (5 4700 s

to

—/t AYT(t — 8) f(s,up)ds

/ " AT (- 5) ( /t h(s — 7)g(r, A=y(r)) d7> ds

A"T t—s (/ h(s — 7)g(r, uo) dT) ds

to

+ AaT £ ) (/ h(s — 7)g(r uo) dT)ds

to

Y
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ou seja,

I
T / JAT(t — $)||[1f (5, A=y (s)) — F(s, uo)|| ds
v/
n / JAST(t — 8)]| 1 (s, uo) |ds

t
+/

1y
Iremos & seguir fazer um estudo de cada termo I;,j = {1,2, 3,4, 5} apresentado acima:

Estimativa para (/;): Por (3.6) e (3.4),

ds

AT (t — 5>{ / hs =)|g(m, A™(7) —g(7, uO)}dTH

to

g

I3

ds.

A°T(t — s) ( /t h(s — 7)g(7, uo) d7>

Is

I < M| A%up||. (3.19)

Estimativa para (I5): Usando (3.7), a Hipotese (FO0) e a definigao de || - ||», temos
t
L2 [ Colt=9) Lo A 7Y(s) ol ds
to

= CuL [ (¢ 9) A4 "y(s) — o) ds

to

t
_CuLy / (t— 8)lly(s) — A%uo]| ds

to

ou seja, pela desigualdade triangular,

t
IQ S CaLo(S/ (t - S)ia ds
to
= CaL05 |:(1 — Oé)il(t — to)la:|

< CaLo(S |:(1 — O./>_1(t1 — to)l_a:| , <t
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Estimativa para (/3): Neste caso, vamos fazer, primeiramente, um estudo da integral

iy - / (s — T)lg(r, Ay(1)) — g(r, uo)) dr

to

Considere entdao r = s — 7 (= 7 = s — x); logo,

i, = /  —h(@)lgls = A (s =) = gls — 7, w0)] da

= /OS 0 h(x)[g(s —z, A™%(s — ) — g(s — x,up)] dz.

Assim,

t
[3:/

to
t
to

ds

AOT(t — s){ /0 ) [g(s — 7 Ay(s — 7)) — gs — 7 uo)] dT}

<

|A“T(t — s)||{ /OS_ i |R(T)] ||lg(s =T, A y(s — 7)) — g(s — T, uO)HdT}ds.

Usando novamente, (3.7), a Hipotese (F0), e a defini¢ao de || - ||, e a desigualdade

triangular,

Iy < CuLo /t(t _ s)—a{ /OHO ()| | A~y(s — ) — uOHQdT}dS

to

— Ll /t(t - s)—a{ /0”0 ()] [Jy(s — ) — A"‘uoHdT}ds

to

<y [a- o [ I Tl — P+ 1A% ]

to

I3 < C Lo /t:(t _ 3)_0‘{ /0 ™ h(T)]dT} ds
< oaLga/tot(t—s)—a{/OTm(T)mT}ds,

t
S CaL05 hT/ (t - S)_a ds

to

logo,

< CoLoShy[(1—a) 7! (t — o) ]

< CyLogd hy [(1 — Cl/)_l(tl — to)l_a}, t <t.



Estimativa para (I4): Por (3.7) e sabendo que || f(s,up)|| < By, temos

t
[4 < Bl Ca/ (t — S)iads

to

< B Co[(1— )Mt — to)' ]

< B Cu[(1— )Mt — o) 7], t <t

Estimativa para (/5): Inicialmente fazemos uma mudanga de variaveis na

H, = / h(s — 7)g(T, ug) dr.

to

Considerando x = s — 7, temos

0 s—to
Hy = / —h(x)g(s — x,ug) de = / h(x)g(s — x,up) dz.
s—to 0
Logo,
5 s—to
H, = / h(T)g(s — 7, up) dr.
0

Por (3.7) e sabendo que ||g(s — 7,up)|| < By temos

I < /||AaTt—s||/ il gls — 7o) dr

t s—to
< C’C,BQ/ (t—s)a</ |h(r)\d¢> ds
to 0
t
SCathT</<t—S)ad8>, thl_t(]
to

< OaBg hT [(1 — Oé)_l(tl — to)l_a}, t <t

Assim, diante das estimativas para I;,j = 1,...,5, temos

1F, ()] < M[|A%uo|| + Ca(1 — a) ™" [(Lod + Br) + he(Lod + Ba)] (t1 — to)'

ie.,

IE,@N <1+ (M + 1) A%l
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onde a ultima desigualdade é vélida por (3.6). Conseqiientemente, F, € Z e, portanto,

F(Z) C Z. No que segue, vamos estar considerando F' : Z — Z e iremos mostrar que

F' é uma contragao em Z. Dados y, 2z € Z e fixando

iy — / (s — 1) [g(r, ACy(r)) — glr, A=(r))] dr

to



temos

[1Fy(t) — F=(1)]] < /t |A®T(t = s)I[ || f (s, A™y(s)) — f (s, A™2(s)) | ds

J

~~

Is

t
+ [T — o) s
to ,

v

I7

Estimativa para (I): Por (3.7), pela Hipotese (FO0) e pela definigao de || - ||,

t
Is < Ly / JAST(t — 8| | A=y(s) — A==(s)[|a ds
to

< Lo [ Calt =) A"(A7"(s) — A7) | ds

to

< I, / Calt — 5)7° ly(s) — =(s)]| ds

t
< CuLolly — ZHy/ (t—s)"* ds

to
< CaLo[(1 = )™M (tr = 10) = lly = 2[lv-
Estimativa para (I;): Por (3.7), (3.20) e da Hipotese (F0), obtemos
t ~
B [ AT )] 1] ds
to

< CoLohr[(1—a) H(ty — 1) *]lly — 2llv,

onde fizemos uma mudanca de variaveis em
~ S
Hy - / (h(s — 7)| dr
to

para encontrarmos,

FI4:—/soto|h(x)|dx:/08_t0|h(x)|dx§/OT|h(:p)|dx.
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(3.20)
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Assim, diante das estimativas acima,

15, () = ()] < Lo(1 + hr)Ca(l — o)~ (t1 — to)“[ly — zlly

< = Lod (1 + hp)Co(1 — ) (t1 — o) |y — 2|y

ST

S [L0(5 -+ Bl -+ hT(L05 -+ Bz)]ca(l — Ck)il(tl — to)lia Hy - ZHy;

J

(S| —

~~
<1

donde, por (3.6)),
1Fy () = F(Oll < lly = zlly,  Vte [to,ta];

o que implica,
I1Fy — Felly <lly—=zlly, Vy,z€Z,
mostrando que F': Z — Z é uma contragao. Portanto pelo Teorema do Ponto Fixo de
Banach ( Teorema [D.16), F' possui um tnico ponto fixo y € Z, isto é, existe um tnico
y € Z tal que
F,=uy.
Seja u = A~%y. Entao para t € [to, 1], temos

u(t) = A=%y(?)

=T(t —to)ug + / T(t—s)[f(s,u(s)) + k(u)(s)] ds.

to

Consequentemente, u é uma solucao local generalizada para (3.1). m

3.2 Regularidade de Solugoes Generalizadas

Nesta segao, estabelecemos a regularidade de solugoes generalizadas para (3.1)).
Consideremos J = [ty,T") com ty < T < oo. Uma solugao classica local para (3.1) em
J é uma fungao u € C'(J; X) N CH(J\{to}; X) satisfazendo (3.1) em J.

Para estabelecer a existéncia de uma tnica solugao cléssica para (3.1), precisamos
da seguinte hipotese para as funcoes f, g e h.

Seja U um subconjunto aberto de [0,00) x X,. Para cada (t,z) € U, existem

uma vizinhanca V' C U de (¢,z) e constantes L > 0, 0 < 6 < 1 tal que

1 (s1,0) = f(s2,0)[| < L{Is1 = s2|” + lu—vlla] (F)
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para todo (si,u) e (s2,v) em V.

Com relagao a funcao h, existem constantes Cyp > 0e 0 < 3 < 1 tal que
|1(t) —h(s)| < Colt—s’, (H)
para todo t,s € J.

Teorema 3.2.1 Suponha que —A gere o semigrupo analitico T(t) com | T(t)|| < M
parat >0 e 0 € p(—A). Além disso, suponha que f e g satisfacao (F) e a func¢io h
verifique (H). Entdo o problema (3.1) tem uma unica solug¢ao local cldssica para cada

ug € X* em [to, Tp).

Demostragao. Do Teorema 3.1.1] existe Ty € (tp, T") e uma fungao u solugao general-
izada do problema (3.1) em Jy = [to, To] dada por
t
uw(t) =T(t — to)ug + / T(t —s)[f(s,u(s)) + K(u)(s)]ds, t e Jo, (3.21)
to

onde

K(u)(t) = / h(t — s)g(s, u(s)) ds.

to

Seja
v(t) = A%u(t). (3.22)

Usando o fato que T'(t) comuta com A%, o Teorema |A.2 e considerando

(1) = F(1 A1) e &) =g(t, A ()

obtemos
t S
v(t) =T(t — to) A% + / AT (t — s) {f(s) + / h(s —7)g(T) dT:| ds. (3.23)
to to
Sabendo que u é continua em Jy e que as fungoes f e g satisfazem a condi¢ao (F),
segue que fe g sao continuas e, consequentemente limitadas em Jy. Seja
Ny =sup[f(t)]| e Ny =sup|ig(t)]: (3.24)
teJo tedo
Mostraremos que f e g sao localmente Holder continua em Jy. Para isso, mostraremos
inicialmente que v(t) ¢ localmente Holder continua em Jy. Pelo Teorema [1.14 (item
(b))
AT (t — s) € D(A%) C D(AP), para a > [3;
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entao, pelo item (d) do Teorema[1.15] para cada 0 < § < 1 —« e para todo 0 < w < 1

temos

|T(w)AYT(t — s) — AT (t — s)|| < Cpuw’||AP AT (t — 5)]|. (3.25)
Assim, pelo Teorema [1.14/ (item (d)) e de (3.25) temos

|T(w)AT(t — s) — A°T(t — s)|| < Caw®||APTT(t — 5)]|, (3.26)

para cada T'(t — s) € D(AY) onde v = maz{«, 3, + (}. De (3.26), —A ser o gerador
infinitesimal de T'(t), 0 € p(—A)(donde, 0 € p(A)) e do Teorema (1.15-(item (c)) segue

que para cada t > s existe Cg > 0 tal que
|7 (@) AT (t = 5) = AT(t = 8)|| < Cow?Crat — )~
assim,
|T(w) AT (t — 5) — A°T(t — 5)|| < Cw?(t —5)~ @) com C = CsCs10. (3.27)
Note que, se tp <t < t+w < T,

ot +w) — v(t)]| = HT(w b — o) A%uo — T(t — to) A%ug

+ / t AT (t+w — s) [%(s) + / " h(s — 1)) dT] ds

to to

w [t w -+ [ bis - g aras

t to
t s
| ATt ) [ﬂs) + / h(s — 7)g(7) dT} dsH.
to to
Logo, aplicando a desigualdade triangular e propriedade de semigrupo,
[o(t +w) —o@)]| = [T (w)T(t = to) Ao — T(t — to) A™uo|

-~

Ig

—i—/t |AYT(t +w — s) — A“T(t — )| ||%(s) + /S h(s — 71)g(7) dr||ds

to

J/

g

Iy

t+w N s
+/t |AYT(t 4+ w — s)|| |f(s) + /t h(s —7)g(7)dr||ds .

[\ J/
a"'e

I1o
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Estimativa para (Ig): Do Teorema [1.15-(item (b)) e (3.27),

Is < | T(w)AT(t — to) — A*T(t — to) || fuoll < C(t = t0)" "V luo|| w”,

M1=M1(t)

ou seja,

Iy < MywP. (3.28)

Agora, se t — t; entdao M; — oo. Considerando ¢y < t; < t < Tj temos M; < oo.

Estimativa para (Iy): De (3.27) e fazendo uma mudanga de variavel com x = s — 7

em / h(s — 7)g(T) dr temos,
to

= [ IT@AT( = 9) = 4°T( = 9)[i5) + | hls = 75 drlds

to
0

< / Cw’(t — s)~ A (||f(s) + / —h(z)g(s — z)dz|)ds

< / CaP(t — s+ (|[i(s) + / " h(@)als — o)dal))ds,

donde,

Iy < /t CwP(t — s)_(o‘+ﬁ)(\|f(s) + /OSZ |h(z)|||g(s — x)||dx)ds;

de (3.24),
t s—x
[9 é / Cwﬁ(t — 8)—(a+,8) (Nl + NQ/ ]h(x)|da:)ds
to 0

t T
< / CwP(t — s)~ O (N, + N, / |h(z)|dz)ds
to 0

t
= Cwﬁ(Nl + NQhT)/ (t — S)_(a+ﬁ)d3;

to

t
calculando a integral / (t — s)~ @t ds obtemos,

to

Iy < Cw’(Ny + Nohr) [1 = o+ 9)] 7 (¢ = 1) =+,
sendo a+ 3 < 1let <Tp,

Iy < C(Ny + Nohp) [1 = (a + 8)] 7 (Ty — to)' =@ wP,

Mo

com M independente de t; logo

Iy < Myw”, (3.29)
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com M, independente de t.

Estimativa para (/19): De (3.24) e do Teorema [1.15! (item (c))
t+w T
L §/ C’a(t+w—s)_°‘(N1+N2/ | h(z)| dz)ds
¢ 0
t+w
== Ca<N1 + NghT) / (t +w — S)_adS
t

= Co(Ny + Nohp)(1 — )t w™t:

J/

M;
sendo 0 <w <1lef<1—atemos

Io < Msw®, (3.30)

com M3 independente de t.

Fazendo uso das estimativas (3.28)), (3.29) e (3.30) temos

[o(t + w) — v(t)|| < My + My + Mz w’. (3.31)

My

Dai, fazendo s =t + w em (3.31) com ty < t;, < t, s < Tp, obtemos que
[o(s) = v(t)]] < Mals —t|”, (3.32)

para todo ty < t; < t,s < Tp; concluindo entdao que a fun¢ao v é localmente Holder

continua em (g, Tp]. Agora, por (F)

I(s) —E@)I| = [1f (5, A=*v(s)) = f(t, A= 0(®))]]

< Lils = t” + [[A™v(s) — A™v(t) o]

< Llls —t|" + [lo(s) — o(@)]]. (3.33)
De (3.32) e (3.33), para todo ty < t; <t,s < Ty,

[E(s) = ()| < Lils — t1° + Ma|s — t|”]
Considerando, v = min{«, 5},
[E(s) = Et)]| < Lals —t", (3.34)

localmente em (tg, Tp]. Analogamente, considerando, n = min{«, 5},

18(s) = 8()[| < Lals —¢[", (3.35)
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em (to, Tp]. Seja

h(t) = f(t) + /t h(t — 7)g(7) dr.

to

Agora, mostraremos que h é localmente Holder continua em Jy. Para s < ¢ temos,
t
Ih(t) = h(s)|| < [If(t) —£(s)]| + / |h(t = 7) = h(s =) &(7)]| d7
to
t
+ [ nte = D)
De (3.34) e do fato que h verifica a condi¢ao (H), segue que
B . t t
IB(0) ~ Bl < Life — s+ [ Cole = sl dr + [ 1h(s = 7l ar.
to s
Dai, de (3.24),
3 R t
Hh(t) — h(S)H é Llyt — $|V + Ng(t - t()) Co|t - S|ﬁ + NQ/ ’h(S — 7')| dr.

Observando que

t—"1Ty, s —1 <Ty,

[t = sl =t — st = s|""7 < (|t] +[s])" It — s” < (2Tp)" 7t — s

e
/t|h(s—7')\d7' < M|t —s|,
obtemos
Ih(t) —h(s)|| < Lift — s|" + Na(t — to) Co|t — s|® + Ny
< Lyt — s|” + NoTpColt — s|° + Nalt — s
< Lyt — s|” + NoToColt — s|P + Nohg, (2T) Pt — s|°.
Assim,

IB(t) = B(s)|| < Lt —s|° (3.36)

para alguma constante L, > 0 e § = min{v,1 — 3, 8}; mostrando que h é localmente

Hoélder continua em (¢, Tp]. Considere o seguinte problema de valor inicial

d¥ 1
(O AV =h(t),  t>t (3.37)

\N/'(to) = Uog-



126

Desde que h € L! ((to, To); X ), pelo Corolério (G.6) o problema (3.37) tem uma tnica

solugao classica v dada por

t

() = T(t — to)up + / T(t — s)(s)ds. (3.38)
to

Para t > ty, cada termo do lado direito de (3.38)) pertence a D(A) e, conseqiientemente,

pertence D(A%). Aplicando A* em ambos os lados de (3.38) temos

A (t) = AT(t — to)ug + A / tT(t — s)h(s)ds. (3.39)

to

Usando novamente o item (b) do Teorema [1.15, a continuidade da funcao
s — T(t — s)h(s);
o fato de A® : X, — X ser linear continua obtemos

A (t) = T(t — to) A% + / t AT (t — s)h(s)ds,

to

isto é,
donde, da injetividade A®,

Portanto,

u(t) =T(t —to)ug + /t T(t — s)h(s)ds

to

¢ a unica solugao cléssica para (3.1) em J;. m

3.3 Existéncia Global

Analogo ao que fizemos no Capitulo 2, segue que existe uma tnica solugao gen-

eralizada u em Jy = [tg, Trnae). E ainda, se
Thax < 00 entao [|u(t)|| — oo quando t — T4y (3.40)

Desejamos mostrar que tal solucao é uma solugao classica global, o que é estabelecido

na pagina seguinte.
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Teorema 3.3.1 Seja —A o gerador de um semigrupo analitico T'(t) com ||T'(t)| <
M para t > ty, 0 € p(—=A), f,g9 : [to,00) X Xo — X satisfazendo a condigao (F)
e h wverificando a condi¢cao (H). Se ezistirem fun¢oes a valores reais continuas nao-

decrescentes ki, ko : [tg, 00) — [0,00) tais que:

1)l < k(O + ll2ll),  parat>to, x € X, (3.41)

lg(t,2)|| < ko)X + ||2||la), parat>to, x€ X7, (3.42)

entao o problema de valor inicial (3.1) terd uma unica solugao classica em [tg, 00) para

todo ug € X°.

Demostragao. Notemos inicialmente, que de (3.40) é suficiente mostrarmos que esta
solugao ¢ limitada em X, quando t — T,,4,. Do Teorema 3.2.1,
t s
u(t) =Tt —to)ug + / T(t—s) {f(s, u(s)) + / h(s — T)g(T, u(T)) dT} ds; (3.43)
to to
o que implica,
t

Acu(t) = AT (t — to)ug + /

to

AT (1 — ) [ s u(s)) + /t h(s = 7)g(r,u()) czT] ds.
’ (3.44)

Fazendo uso do fato que T'(t) comuta com A® e das desigualdades
1T < M,
[A“T ()] < Cat™

segue de (3.44)
|A%u(t)|| < M||A%uq|| + Ca/t (t— s)_a”f(s,u(s)) + /ts h(s — T)g(T,u(T)) dTH ds.

Assim,

lu()lla < M| A%u0]| + Co / (t - s) [Hﬂs,u(s))u oy / (s — )g(ryu(r)) dr]| | ds.
’ ’ (3.45)

Ora,
/t (s — ) g (rou(0)) | dr < k(T / CH (L u(m)])dr: (3.46)

to
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pois, por hipotese g satisfaz (3.42), ko ¢ ndo decrescente e h verifica a condigdo
(H) (donde, h é continua em .Jy e, por conseguinte, | h(s — 7)| <H para alguma con-

stante H > 0). Sendo k; nio decrescente, de (3.41), (3.45) e (3.46) obtemos
[u(@)lla < M[[A%uo

+Cu [+ k)] [ [ o)l +

S

(1+ Ju(r)lla) dr | ds.

to to
(3.47)
Observando que:
t t—t —a+l T- a+1
/ (t—s) “ds = (t =) <
tO - Ck + 1 - Oé + 1
e
t t —a+1
t—s) Y s—t dsg/ t—s) "Tds < ———;
f-96-mis< [0 -
depois, fazendo uma simples modifica¢ao em (3.47) temos
[u(t)lla < M| A%uo|
——
C1
_ T a+1
+Cy(1+T) [k:l(T) + H@(T)}
—a+1
~ ~ 4 (3.48)
Ca

# [ [l + [ furlar]as

A estiva em (3.48)) é do tipo

oo < €+ [ = flula+ [ Tatladr]as, (.49

para algumas constantes positivas C e Cy dependendo apenas de « e T'. Integrando

(3.49) sobre (%o, 1), obtemos

/||u ||ad§<01T+02// —5) ||u M + /||u M dT dsdf (3.50)

Mudando a ordem de integragao em (3.50),

[1u@lede<cirses [ [ e fluelo+ [ luelair]deds. @0

Reescrevendo (3.51))

/t: lu(@)lla d§ < C1T + Cs /t:(/:(é—s)—ad5> [Hu(s)”a—i—/t:Hu(T)HadT}dS
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ou seja,

ST
/ Ie)lade < O+ 20 <t—s o+ [ e rfas.
C

Cy

A estimativa (3.52) é da forma

[ lut@ade < o0 [ =0 flulo+ [ latladr]as,  @5)

para algumas constantes C3 e Cy, dependendo apenas de o e T. Somando (3.49) e

(3.53) obtemos

@)+ [ Tot€)lade < s+ Co [ (¢ =7 [lutola+ [ ur)ladr] i

(3.54)
onde C5 e Cg sao constantes positivas, dependendo de « e de T apenas. Aplicando o

Lema D.1 & fungao continua ¢(t,%y) > 0 dada por

ol to) = [[u(®)]]o + / ()l ade

obtemos
o(t o) < C,
ou seja, t
o+ [ Nu©llade < C.
Portanto, 0

Hu(t)”a S C em [t07Tmar);

o que conclui a demonstragao do Teorema 3.3.1. m

3.4 Aplicacoes

Seja © C R3 um dominio limitado com fronteira suave e p,q > 1. Considere o

seguinte problema

?9_1: —Au = (|U(t)|p_lu(t)) + /to arctan(t — 5)(|u(3)‘q—1u(8)) ds, 1€Q, t>0,
u(0) = ug

uw(z,t) =0, ©€dNtel0,T),
(3.55)
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Definindo
As: D(A) = HA(Q) N HHQ) — L2(Q)
u ~ Ay (u) = —Au,

note que:
(i) —As ¢é gerador de um semigrupo analitico T'(t) com ||T(t)|| < M ,t > 0;
(i) 0 € p(=Ag);
(iii) f(u) = |[ulP'u e g(u) = |u|? u satisfazem (FO0);
(iv) h(t) = arctant é integravel,
(v) flu) = |ulP'u e g(u) = |u|9 u satisfazem (F);
(vi) h satisfaz (H);
Justificativa de (ii): Devemos justificar que
(=A)™ LX(Q) — H*(2) N Hy ()

existe, sendo linear e continuo, ou equivalentemente, para todo f € L?(Q), existe uma
tinica u € H}(Q) tal que

—AQU == f,
ou seja,

Au = f com u € Hy(f),

i.e., existe uma tnica u que satisfaz o seguinde problema

—Au=f, Q
(3.56)
u=0, 00
com f = —f. Para isso, mostrar-se a existéncia e unicidade de solugao fraca para o
problema (3.56), ou seja, mostra-se que
/ku = / fu, Yve HH Q).
Q Q
(Veja Brézis [6], para maiores detalhes.) Agora, considere
—Au+u=f+u, Q
d (3.57)

u=0, 00
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e denote
g(x) = f(2) +u(x), z €,
temos
—Au+u = g(x) (3.58)
u=20, 0f.

Desde que g € L*(Q) (f,u € L*)), segue do TEOREMA DA REGULARIDADE
(Teorema [F.2) que

u € H*(Q)
e
ullz2(0) < cllgllz2(o)-
Sendo
ull p—az) = NullZ(Q) + [Vl L2,
N
0%u
Vu = —
T oz’
i=1
temos N N
ou 0%u
ull g2y = [Jullz2@) + o + ;
; 0z || 12 () ; 0x,02; || 120
logo,
N
ullr2@) + VUl 2@ < [Jull 2@
JZ 8@8% £2()
< Jul| 2
assim,
lull p—ay) < llullg2(0);
donde,
ull p(—as) < [ fllz2@) + lull 2] (3.59)

Por outro lado,
Hlder

I N
/Q IVl = / Fu S 1l lul2(),

lull® < ell £ll 2@ lull,

o que implica,

logo,

lull < [1£1l2 @
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Mas,
lull 2@y < cllull < ¢ fllz2e)- (3.60)
Desta maneira, de (3.59) e (3.60),
el D2y < Cllf 20
Portanto, o operador —A, : H*(Q) N Hy (2) — L*(2) tem um operador inverso
(—A2)™": L*(Q) — H*(Q) N H;(Q)

definido da seguinte maneira,

u = (—AQ)_lf <

com
lullp-a) < [fllz2@) = 1(=A2) " Fllp-an) < el fllzz,

justificando (ii).

Justificativa de (iii): Verificar (FO) para f: X® — L*(Q) (f ndo depende explici-

tamente de t) é equivalente a verificar que f é localmente Lipschitziana, isto é, para

cada ug € X, existem r > 0 e Ly > 0 verificando
| f(w) — f(v)]la < Lollu — v||a, YV u,v € By(ug) € X% (3.61)
Vejamos,
1) = £ = | a0 = [ [fut)lute) o)l o(o)|| de. (362

Supondo sem perda de generalidade, u(x) < v(z) encontramos pelo Teorema do Valor

Meédio w(z) € (u(z), v(z)) tal que
plw(@) P~ (v(z) — u(z)) = o)~ o(z) = |u(@)" u();
o que implica,
| [o(@) P~ (@) = Ju(@) [P~ (@) |* < efu(@) P + Jul@)[P71) *o(z) — u(@)|?, (3.63)
com ¢ = p2(2"-1)2. De (3.62) e (13.63)

1 (w) = f)II5 < C/Q(\’U(wﬂpl + [u(@)P™) o(z) — ()| de. (3.64)
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Do item (ii) do Teorema [F.5 temos a imersao continua,

_ 3 3
X — C¥(Q), para 0 < v < 2a — 50U seja, para o > 1 (3.65)
——
>0
Do Teorema £.7 temos a imersao continua,
C"(Q) — L(Q), para todo s € [1,+00). (3.66)
De (3.65) e (3.66),
(@) +[u(@)P™)" e Jo(e) = ulx)?
pertencem a L*(); pois u,v € X* C L¥(Q), Vs € [1,00).
Usando a desigualdade de Holder (Teorema D.12) em (3.64), temos
_ 12
1F () = F)IZ < e[ (ol + Tul =) Ml T = ul ?l,- (3.67)
Afirmacoes :
(1) M=oz = llu = vll5.
_ _ 2
2) Nl 4+ olP=)2lle < (lullf, )+l ollf,,) ™
Justificativa de (1) : Claramente,
1/2 1.2
ool = ([ e=ot) = [ Lre=olt) | =pu-o
) Q
Justificativa de (2) : Temos,
g+ o7 = [ Ja o)
N\ 2/
= ([ o))
Q
= [llul"=" + 0P~ I3
ou seja, pela desigualdade triangular,
1™+ ol e < (Tl e+ o) (3.68)

Sendo,

llap~=| [ }|u|p-1\4r= |/ |u|4<p—1>] ([ ) o - gt



e, analogamente,

- -1
TP~ la = 1ol
segue, de (3.68), que

_ _ — _ 2
(™ + ol < (Tl + ol )

mostrando a Afirmacgao (2). De (3.67) e das Afirmagoes (1) e (2),

— — 2
1 () = F@I3 < e(llullfy + Tolfgoy) ™ v = vl

Assim, pela imersao (3.66),

_ _ 2
1) = FIB < e (lullZlgy + N0l l)? llu = vl gy,

Donde, pela imersao (3.65)

1) = F@)II5 < eo (allt™ + 0127 e = o1

Portanto,

1f(w) = F)ll2 < ¢s flu = vla,
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onde ¢3 é uma constante que depende de 7 e ||ug|lo. Mostrando a (F0) para f(u) =

|ufP~'u, p > 1. Analogamente, fixado u;, existe uma constante ¢, > 0, com ¢; =

ca(ry, [[ualla), tal que
lg(w) = g()[| < eallv = ulla-

para todo u,v € By, (u1) € X°.

Justificativa de (iv): Imediato do Teorema [I, uma vez que arctan(-) é continua.

Justificativa de (v): Ver Justificativa (iii).
Justificativa de (vi): Para h(t) = arctant temos

1

It = 112

= |f'(t)] <1 Vit e [0,00)

e pelo Teorema do Valor Médio para quaisquer t5,t5 € [0,00), existe ¢y €

(t1, t2) tal que
\h(t1) — h(ta)] = [W (to)|[t1 — ta| < [t1 — tal;

logo, existe Cy =1 e =1 tal que

|h(t1) — h(t2)] < Colty — t2|ﬁ;
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mostrando que h satisfaz (H).

De (i) - (vi) segue pelos Teoremas 3.1.1 e 13.2.1 que o problema (3.1) tem uma tnica

solugao cléassica para ug € X em [0, Tp).

Se trocarmos o problema (3.55) pelo problema

% — Au = arctan(u(t)) + /t: sin(t — s) (arctan(u(s))ds, z €Q, ¢>0,
u(0) = ug
w(z,t) =0, x€dNtel0,T)
(3.69)
obtemos um problema que possui uma solucao classica para para ug € X“. De fato, a
solugao local classica para ug € X ¢é imediata. Com relagao, a solugao classica para
uy € X apenas evidenciamos que a func¢ao f(s) = arctan(s), satisfaz |f(s)| < s, para

todo s real. Entao,

If(@)ll2 < Nlulle < 1+ [lulls < 1+ Cllulla < C1+ |lulla).

Assim, basta considerarmos, k;(t) = C' que teremos pelo Teorema [3.3.1] a existéncia de

uma solucao cléssica para ug € X.



Capitulo 4

Equacoes Semilineares Fortemente

Amortecidas

Seja 2 um dominio limitado em RY com fronteira suficientemente suave e seja

Lu = Z ao(z) D%

la|< 2m
um operador diferential fortemente eliptico de ordem 2m em 2. Sejam xg € €2, x1 € €,

0 <ty < T e consideremos o seguinte problema de contorno e de valores iniciais para

a equacao fortemente amortecida
uy + (aL + b)uy + (cL + d)u = f(t,u,u), em Q x (to, T), (4.1)

u(zx,tg) = xo, uy(x,ty) = 1, parax € )
D%y = 0 para (x,t) € 0Q x [to, T),|a| <m —1,
onde a > 0,b e ¢ sao constantes.
O termo "amortecida" descrito acima, também conhecido como Amortecimento
I acima esté ligado a um efeito dissipativo (perda de energia). No caso da onda, por
exemplo, esta energia ¢ denominada energia mecanica e é dada pela soma das energias

cinética e potencial. Por exemplo, na equagao da onda uy — Au + u; = 0 o termo wuy; é

um termo dissipativo que esta relacionado com o Amortecimento. Por exemplo, uma

! Este termo é também conhecido na literatura com Damping.
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friccao (ou atrito) que "consome" energia do sistema. Quando temos uma equagao
da onda com um termo de memoéria, por exemlo, uy; — Au + g * Au = 0, o termo
dado pela convolucao g * Au, que é um termo viscoelastico, indicando que o material
tem uma memoria, também dissipa, por si s6, a energia do sistema. Se supusermos,
por exemplo, que o niicleo g decai exponencialmente, consegue-se provar que a energia
mecanica também decai exponencialmente. O grande problema é quando temos uma
equagao completa: uy — Au+ g * Au+ u; = 0. Neste caso, sao dois termos dissipando
energia do sistema, friccao e o efeito memoria. Por incrivel que pareca eles disputam
entre si quem rouba mais energia do sitema. Neste caso, dependendo do ntucleo da
memoria, ou seja da fungdo arbitre ser o nucleo, a energia F(t) pode nunca decair.
(Veja Aassila [1] e para maiores detalhes sobre este contraste veja Cavalcanti [11].)

Na realidade, Damping é qualquer efeito deliberadamente gerado ou inerente a
um sistema que tende a reduzir a amplitude de oscilagoes de um sistema oscilatorio.
Em fisica e engenharia, Damping pode ser um modelo matematico como uma forga
sincrona com a velocidade do objeto; mas, em dire¢ao oposta. Para um exemplo simples
de Damping em mecéanica, a forca F' pode ser relacionada a velocidade V por F' = —cV,
onde ¢ é o coeficiente damping de viscosidade dada em unidades de Newton-segundo
por metro. Outro exemplo, ilustrativo: tocando instrumentos de corda como violao
ou violino, Damping é o aquietamento ou silenciamento abrupto das cordas depois que
elas foram soadas, apertando com a extremidade da palma, ou outras partes da mao
como os dedos. ( Veja http://en.wikipedia.org/wiki/Damping .)

Neste capitulo, assim, como no Capitulo 3, suponhamos que —A seja o gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico. Entao, como vimos no Capitulo 1, o operador
— A+ 61 gerard um semigrupo analitico limitado, para ¢ > 0 suficientemente pequeno.
Isto nos permite reduzir o caso geral, no qual —A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico, para o caso onde o semigrupo ¢ limitado e o gerador é invertivel.
Portanto, por conveniéncia e, sem perda de generalidade, assumimos que 7T'(t), t > 0 é
limitado em X e 0 € p(—A). Desta forma, como vimos no Capitulo 1, para 0 < o < 1,
A® pode ser definido como um operador fechado com dominio denso em X. Lembramos
também do Capitulo 1 que X® o espa¢o de Banach D(A®) munido com a norma
|z]la = ||[A%||; a qual, é equivalente a norma do grafico de A*. Além disso, para

a>fp>0X*— XPeaimersdo é continua.
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Consideramos (4.1), como um caso especial da seguinte equagdo em um espago

de Banach X :
u"(t) + (aA + bD)u' (t) + (cA+dDu(t) = f(t,u(t),d'(t)), t > to, (4.2)
u(ty) = zo e U (tg) = 1.
Estudaremos o problema

() + Au(t) = f(t,ult), (1)),

u(to) = 29 ul(to) = XT.

, (4.3)

onde os termos bu/(t) e (cA +dI )u(t) estao absorvidos pela funcao f, a qual, possui a
seguinte hipotese: Se U for um subconjunto aberto de R x X! x X entao para cada
(t,z,%) € U, existirao uma vizinhanga V' C U de (¢, z, &) e constantes L > 0, 0 < 9 <

1, tais que
1f (1, @1, &1)— f(ta, 22, B2)|| < L||ti—ta|"+]| 21— 2|1+ #1—F2 o, (F)

para todo (t;,x;,Z;) em V.
Neste capitulo, estudamos a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes para

o problema (4.3)).

4.1 Definicao de solucao generalizada e classica

Para motivar a nossa definicao de solugao generalizada, consideramos
v=1,

de onde segue que o problema (4.3) é equivalente ao seguinte sistema (acoplado)

(4.4)
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Pelas defini¢oes de solucao generalizada para os problemas de valor inicial

V'(t) + Av(t) = g(b),

(4.5)
v(ty) = x1;
com g(t) := f(t, u(t),v(t)).
() = ol )
u(to) = o;
tem-se
v(t) =T(t —to)r1 + /tt T(t— s)g(s)ds
' (4.7)
u(t) = o +/t v(T)dr.
Portanto, t
u(t) = xo + /t [T(T —to)x1 + /t T(r — s)g(s)ds] dr;

u(t) = o + / tT(T ~ o)y dr + /t: /t T(r — 5)g(s)ds dr. (4.8)

to

Sendo —A o gerador infinitesimal de T'(¢), segue pelo item (c) do Teorema (C.10 que
t
—A(/ T(T — to)l‘l dT) = T(t — to)l’l — T,
to
o que implica,

/ T(r — to)as dr — (—A) " (T(E — to) — D)an. (4.9)

to

Além disso, mudando a ordem de integracao,

[ [ et = sateisir = [ [ 1= sar Jats)as

¢
assim, fazendo a mudanga de varidveis x = 7 — s em / T (T — s)dT, obtemos
S

[ [ e =swosar = [ ([ roan)aeas= [ ([T 1@sr)

(4.10)

Novamente, pelo item (c¢) do Teorema [C.10, segue que

—a( [ et ar) = 7= 9at6) - o6



140

logo,

assim, de (4.10),

// (r=s)g deT—/( A)THT(E = ) = T)g(s) ds. (4.11)

De (4.8), (4.9) e (4.11),
t
u(t) = zo+ (—A) " (T(t —to) — w1 + / (—A)H(T(t—s)—I)g(s)ds.
to
Motivados pelo comentério acima, apresentamos, a seguir, a seguinte definicao de

solugao generalizada para o problema (4.3).

Definigao 4.1 Uma solugao local generalizada para (4.3) € uma fungdo u que verifica

-1

u(t):xo—l—(T(t—tO)—[)(—A)1x1+/ (Tt—s)—I)(—A) f(s,u(s),v(s))ds

to

com

v(t) =T(t —to)r1 + / T(t—s)f(s,u(s),v(s))ds

to

em [to, t1), para algum t; > to.
Apresentamos, a seguir, a defini¢ao de solugao classica para o problema (4.3).
Defini¢ao 4.2 Uma solugao local classica de (4.3) € uma fungao
u € C([to, t1) : X) NC*((to, t1) : X)

satisfazendo (4.3) em [to,t1) para algum t; > to, u(t) € D(A) e v’ € D(A).

4.2 Existéncia Local

Sob as condigoes impostas na secao anterior apresentamos o seguinte teorema de

existéncia e unicidade.

Teorema 4.3 Suponha que o operador —A gere um semigrupo analitico T(t) com
IT@t)| < M e0 € p(—A). Se a aplicagio [ satisfazer a condigao (F), o problema

(4.3) terd wma unica solugao local cldssica.



141

Demonstragao. Fixamos um ponto (tg, zg, x1) em um subconjunto aberto U de RT x

X1 x X e escolhemos t{ >ty e § > 0 tal que f verifique a condi¢ao (F) com

V={{tz,2) eU:to <t <t |lzf, + IZ]l. <1+ [lzoll, + =1l }- (4.12)
Seja
B = sup ”f(taanxl)H
to <t <t

e t; > tg tal que

ti—to < mm{t{—tm SLHEOLH D] +BY (M +1) ™, 2 (O (1-a){[5+6(M+1)] L+ B) 1] 7

(4.13)
onde
5= 1+ 2(]| Azo|| + | A% )
§ = [laa|| + [|A%21 |
e C, é uma constante positiva dependente de « satisfazendo
|AYT(t)|| < Cut™c, para t>0. (4.14)

Seja ) o espago de Banach C/([tg,?;]; X x X) munido da norma do supremo
I y2) lly = sup [y + [ly@]
o <t<t
com y; € C([to, t1]; X),7 =1,2. (Veja Teorema D.14.) Definamos a aplicagao
F Yy — E=Au:lto,t1] = X x X ; u & uma fungao}
(Y1, 92) ~ Fy): [to,tr] — X xX
t o (G1(0), 92(2)),
com 71 (t) e go(t) dadas por

yjl(t):Axo—(T(t—to)—l)xl—/ (T(t—s)—1I)f,(s)ds

to

Uo(t) =T (t — tg) A%y + / T(t—s)A%f,(s)ds

to

onde fy)(t) = f(t, A Ny (t),A’ayg(t)). Claramente, para cada y € ),

Fy(tO) = (ALC(), Aa.fl','l).
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Agora, F'(Y) C Y; pois, 71(-) e 92(+) sdo continuas. A justificativa de 91() e g2(+) serem

continuas é imediata, tendo em vista que as fungoes

gl(t) = A$0 — (T(t — to) — I)l‘l,

g2(t) = / (T(t —5) — I)fy(s) ds,

to

gg(t) = T(t — tD)Aal‘l,

9a(t) = / t T(t — s)Af,(s) ds.

to

sdo continuas para cada g;(+),7 = 1,2, 3,4, . Evidenciamos, apenas, que a continuidade
de ¢i(+),i = 1,3, segue pela propriedade (iii) da definicdo de semigrupo e pela
limitagao de T'(t); para a continuidade de go(-) faz-se uso do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue e para a de g3(-) usamos o Teorema da Convergéncia Dominada

Generalizado de Lebesgue. Seja, agora,

Z = {y € Viy = (y1,y2), y1(to) = Axo, y2(to) = A%, |(y1,92)|ly < f(}

com

K =1+ [|Axo|| + (1 + M) ||| + (1 + M) || A%z ||

Notemos,

(i) Z # 0; pois, §(t) = (9:(t), 3a(t)) com
71(t) = Azg e Go(t) = A%y

pertence a Z.

(ii) Z é fechado. Com efeito, seja {y,} C Z tal que y,, — y em ). Para cada n € N,

Yn(to) = (Yn, (t0), Yn (t0)) = (Azg, A%21) (4.15)

g )] + I (D]] < K. (4.16)

Da convergéncia vy, — y em ), temos

Yn(t) — y(t) em X x X, para cada t € [to,t1];
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em particular,
Yn(to) — y(to).
Logo, passando ao limite em (4.15), obtemos
y(to) = (Ao, A1)

e passando ao limite em (4.16) obtemos

ln @)1+ lly2(D)] < K.

Donde segue que y € Z. Logo, Z é fechado em ). Assim, pelo Teorema (D.15)),
(Z,] - |ly) é um espago métrico completo. Agora, mostraremos que F(Z) C Z. De

fato, para y € Z temos

0] < sl + ol + 170 = e+ | [ (=9~ D stas

1 ~\~

Iz

&

t
)] < 4% 17—+ | [ 70 = 947500
to

~~

3 ~~

Iy
Iremos a seguir fazer um estudo em cada um dos termos I;,j = 1,2, 3,4, apresentado

acima.

Estudo para [;: Temos
Iy < [ Azo|[ + [[aa || + [|T(¢ = to) [zl < (| Azoll + [lza || + M ];
ie.,
I < [[Azo|| + (1 + M) |2 ]| (4.17)

Estudo para [: Temos,

I < / 1 (Tt —s) = I)f(s, A" i (t), A= ya(t)) || ds.

to

Assim,

I, < / 1 HT(t —8)(f(s, A7 (1), A ya(t)) — f(s, w0, 21))ds

to

b= o A0, A0 + S s

+/ 1 |T(t = s)f(s, 0, 1) — f(s,0,21)|| ds;

to



logo, usando usando a condi¢do (F) e a limita¢ao do semigrupo, obtemos

t1
I < LM/ {HA_lyl(t) - x0H1 + A" ya(t) — lea] ds
to

t1
+L/ {HAlzh(t) — onl + ||A™%ya(t) — $1|‘a] ds
to

+B(M +1)(t; — to);

ou seja,
I < LM/t ' {“A(A—lyl(t) — o) || + A% (A~ ya(t) — 5E1)|I}
+lt[1{HAC4%yKﬂ-—x@H-+HAa@4myxw-—xQH}
+B(M + 1) (t — to);

t1
o< 2 [ on) = Azl + n(0) — 271
to

+a[jmm@—Amwwmm—A%mym—m

+B(M +1)(t1 — to);

pela desigualdade triangular,

1 < 21,0y, + Azl + %] 1 t0)

+L{H(y1,y2)||y + || Az || + ||Aal’1||} (t1 —to)

+B(M +1)(t — to);

logo,
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I < LM [K + || Azo || + || A%z1||] (t1 — to) + L[ K + || Azo || + || A%z ||] (t1 — to) + (M +1) B(t1 —to)

entao
I < LM[6+ (1 + M)([|Jz1]| + | A%z )] (¢ — to)

+L[6 + (14 M) (||lza]| + [ A1 )] (1 — to)+

+B(M + 1)(t1 — to)
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donde,

I < (ty — to){ L[1 + 2(||[Azo|| + [|A%21]) + (|z1]] + [[A%21|)) (M + 1)] + B} (M + 1);
(4.18)

ie.,

L < (ty —to){L[6 + &(M +1)] + B}(M +1).
Estudo para Is:
I3 < ||A%xq|| + M||A%2q]| < (M + 1)|| A% ]|. (4.19)

Estudo para I,: Temos,

1y S/t [A“T(t = ) 1 (s, Ay (t), A "ya(t)) — f (s, 20, 21)l| ds

t
+ / JA°T (¢ — $)|II1f (s, 2o, 1) | ds
to

Usando que A% comuta com T, (4.14) e a condic¢ao (F),

t1 t1
I < CaL/ (t—s)a[uyl(zﬁ) ~ Awo]| + (t) —Aa:c1||1 ds+BCa/ (t— 5)~ds
to

to
donde,

I < [6+ (M +1D)E]CaL[(1 — )t — t0) 2] + BCa[(1 — )~ (t1 — to)'~*]  (4.20)

Com os estudos feitos para I;,j = 1, 2,3, 4, obtemos de (4.17), (4.18)),(4.19) e de (4.20)

que

g1 (N + 1720 < [[Azol| + (1 + M)[[z1|| + (M + 1)[| A% ||
+(ty — to){L[6 + &(M + 1)] + BH(M +1)

+Co(1—a) ™M [0+ (M +1)¢] L+ B}(ts — to)' ™.

donde, de (4.13),

@)1+ 132(D] < [ Azoll + (1 + M)l|z1 ]| + (M + 1) A% || = K
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logo, F(y)(t) € Z e, portanto, F(Z) C Z. No que segue vamos estar considerando
F: Z — Z e iremos mostrar que F' é uma contragao. Dados y = (y1,92) € z = (21, 22)
dois elementos de Z, temos
(51, 92) = (21, 22) Iy = [[(9h — 21,92 — 22)[ly = sup {H(Ql = 2) @)+ [1(92 — 22)@)“};
to<t<t1
ou seja,
[Fy) — Fiz)lz = sup [H?Jl(t) — 21@0)[| + N192(2) — 22(t)||] : (4.21)
to<t<ty

Agora,

/ (T(t—s)—[)fz(s)ds—/ (T(t — 5) — 1), (s) ds |

to to

wwwdwm:\

logo,
19:(t) = 28] < /1t [T —s) = I|l | f2(s) = fy(s)ll ds. (4.22)

Sendo,

1£:(s) = fy(s)l = 1 (s, A7 2a(s), A™%2a(s)) — £ (s, A7 wn(s), A 2(s)) |

e usando a condigao (F) e a limitagdo do semigrupo, obtemos

Iia() = 2101 < 01+ 0L [ |a(6) = )+ a(9) = (o) s

to

t

<Orenz [ s () = n)l + 1) - wol] a

to to <s<t

t
<M+ 1)L/ 11— 1, 22 — o), ds;
to

192() = 21(0)|| < LIM + 1)t = to)l[(21, 22) — (Y1, 92) [y (4.23)

Também, usando (4.14) e a condigao (F), obtemos

152(8) = Z2()[| < CaL (1 — )~ (tr — t0) ] II(21, 22) = (w1, 2) .- (4.24)

De (4.23),(4.24) e (4.13),

191.(2) = 21| + [192(2) — 220 < [[(21,22) — (y1,92) |5
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e, consequentemente, de (4.21), F' : Z — Z ¢é uma contragao. Portanto, pelo TEO-

REMA DO PONTO FIXO DE BANACH (Teorema D.16), existe um tnico
y= ) €Z talque F(y) =y
(isto ¢, F'(y1,41) = (41, ¥2)). Assim,

yi(t) = Azo — (T(t — to) — I)ay — / (T(t—s)—1I)fy(s)ds

to

Ta(t) = T(t — to) Az, + / Tt — )4 fy(s) ds.

to

onde, f;(t) = f(t, A7 51 (t), A=*Ys(t)). Definindo
(ﬂ, ’D) - (A_lgla A_ag2)7

temos,

o(t) = A=°gu(t)

=A@ (T(t —to) A%y + /t T(t — s) A% fy(s) dS);

to

logo, usando o fato que T(t) comuta com A (item (b) do Teorema [1.15) e o item (iv)
do Teorema (A.2) temos
u(t) =wg— (T(t —to) — 1) A 2y — /tt (T(t —s) —1)A™" fy(s) ds;
ie., 0
u(t) = xo—i—(T(t—to)—I)(—A)_lxl—l—/tt (T(t—s)—1)(—A)" f(s,u(s),v(s)) ds; (4.25)

com

o(t) =T(t —to)r1 + / T(t—s)f(s u(s),v(s))ds (4.26)

to

Assim, (4.25) é a solugao generalizada de (4.3). Sabendo que f satisfaz a condigao (F)

e que 7; e Yo sdo continuas em [to, t1], segue que a funcdo

t — f5(t) & continua em [ty, ]
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e, por conseguinte, limitada em [tg,?1]; 0 que implica, na existéncia de um N € N tal

que
1N = 1F(t, A7 (), A™Ga(8))[| < N, Yt € [to, . (4.27)
Neste momento, mostraremos que o problema de valor inicial
dv
— () + AB(t) = f;(t), t>t
1~)(t0) =T,

possui uma tunica solugdo classica. Para isto, usaremos o Teorema (G.6 (Observagao
G.7.). Precisamos mostrar apenas que t — f;(t) é localmente Holder continua em
(to, t1]. Primeiro mostraremos que ¢; e g sdo localmente Holder continuas em (to, t1].
Pelo Teorema [1.14]

A°T(t — s) € D(A%) c D(A®), para a > f;

entao, pelo Teorema [1.15 (item (d)), para cada 0 < f < 1 — « e para todo 0 < w < 1,
temos

| T (w) AT (t — 8) — AT(t — )| < Cpw”||APA“T(t — s)||
entao pelo Teorema [1.14/ (item (d)),

IT(w) AT (t — 5) = A*T(t — s)|| < Cow”||APTT(t — 5],
para cada T'(t—s) € D(A"), onde v = max{a, 3, a+ 3}. Logo, do item (c) do Teorema
1.15) para cada t > s existe Uz o > 0 tal que

|IT(w) AT (t — 5) = A*T(t = 5)|| < Cpw’Cpialt — )",
assim,
| T (w) AT (t — s) — A°T(t — 5)|| < Cw®(t — 5)~(@+7), (4.29)

com C = C3Cpyq. Notemos, se tg <t <t+w < ty,

172t + w) = G2 () || < |T(w)T'(t — to) A%y — Tt — to) A1 ||

I5

_|_/t T (w)T'(t — s)A%fy(s) — T(t — s)A% fz(s)] ds

J/

'

Is

t+w
-I—/ |T(t 4w — s)A® fz(s)] ds

N J/

v~

17
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A seguir vamos fazer um estudo para os termos I j,J =95,6,7, apresentados acima.
Estudo para [;: Temos,

4.29
A
Is < || T(w)A°T(t — to) — T(t — to) A% fla1 |~ <~ C(t — t0) ™|y || w?,

'

M1:M1(t)

ou seja,

Iy < Myw®. (4.30)

Agora, se t — to temos M; — oo. Considerando, ty < t;" <t < Ty temos M; < oo.

Estudo para I5: Vejamos,

¢
C’Nwﬁ/ (t —s)" P ds.

to

o [ 17T ) = 4T (= ) (o)

Resolvendo a integral o segundo membro da desigualdade acima, obtemos
Ie < ONwP(1 — (a+ 3) 7 (t — to) =@,

Sendo a4+ § < 1 temos

It <ON(1 = (a+ ()" (ti — ) "’

@
Mo

Logo,
Iy < Mow” (4.31)

onde M independe de t.

Estudo para I;: Temos
tHw
B [ AT+ w9l () ds
Pelo Teorema (1.15) (item (c)) e de (4.27) segue que
tw
I; < CaN/t (t+w—s) *ds.

ou ainda,

I; <

Sendo 0 <w < 1e f <1— «a concluimos

I; < Msw” (4.32)
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com M3 independente de ¢.
Fazendo uso dos estudos para I;,j = 5,6,7, temos das estimativas (4.30), (4.31) e
(4.32) que
520t + w) — Go(O)l] < (My + My + My) w? (4.33)
¢
Dai, fazendo s =t + h em (4.33)) com ty < to’ <t,s < t;, obtemos

172(s) = B2(D)]| < Cls — 1|

mostrando que a fungao g, é localmente Holder continua em (¢¢, ¢1]. Similarmente, segue
que ¥ € localmente Holder continua em (to, t1](basta fazermos o = 0 em consideragoes

anteriores). Consequéntemente, por (F),

1f5(s) = Sl = I1f (s, A7 (), A=Fa(s)) = [ (£, A7 g (t), A=52(1))
<L {I s=t" + 1 71(s) = GOl + || 52(s) — yz(t)ll}

g£l|s—t|ﬂ+|s—t\5+|s—t|ﬁ}.
Considerando v = min{dJ, 3}, obtemos

1f5(s) = f3(O] < Lls —t[;

mostrando que ¢t — f;(¢) é localmente Holder continua em (to, ¢;]. Assim, pelo Teorema
G.6l o problema (4.28) tem uma tunica solugao classica o, dada por
t
o(t) =T(t —to)xy + / T(t—s)fs(s)ds (4.34)
to
Para cada t > tg, cada termo do lado direito de (4.34) pertence a D(A) e, conseqiien-
temente, pertence a D(A®). Aplicando A® em ambos os lados de (4.34), usando o fato
de A* comutar com T'(t), para todo t > 0, (item (b) do Teorema 1.15), a continuidade
da fungao s — T'(t — s) f;(s), o fato de A% : X* — X ser linear continua e o Teorema
A.2 (item (iv))), obtemos
¢
A%(t) = T(t — to) A%y + / AT (t — s) fy(s) ds,
to

isto é,

A%D(t) = ga(t) = A%(1); (Ver pagina [147.)
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donde, da injetividade de A%,
o(t) = o(t); (4.35)

Além disso, o problema

possui uma solugao classica dada por
t
u(t) = xo +/ o(r)dr. (4.36)
to
Para cada t > t¢, o lado direito de (4.36)) pertence a D(A). Aplicando A em ambos os
lados de (4.30) temos,
t
Au(t) = Axg + A(/ T)(T)dT),
to
logo, de (4.35) e (4.34),
t T
Au(t) = Axo + A(/ [T(T — to)x1 +/ T(1—s)fz(s) ds] dT);
to to
ou seja,
t t T
Au(t) = Az + A(/ T(r — to)xldT) + A(/ / T(1 —s)fz(s) deT). (4.37)
to to Jto
Pelo item (c) do Teorema (C.10),
t t—to
/ T(T — to)l‘l dr = / T(IE)ZBl dr = (—A)_l(T(t — to) — I)l‘l;
to 0

logo,

A< / T — o)y dT> (Tt = to) — Iy, (4.38)

to

Novamente, pelo item (c) do Teorema (C.10), com a mesma idéia usada para obter
(4.11)), temos
t T t
/ / T(r — 8)g(s)dsdr — / (A T(— )~ 1) fy(s)ds.  (4.39)
to Jto to

Assim, de (4.37), (4.38) e (4.39),

logo, da injetividade de A,
u(t) = u(t). (4.40)
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Portanto, de (4.39) e (4.35), u dada por
u(t) =zo+ (T(t —to) — I)(—A) a1 + / (T(t—s)—I)(—A) "z fyds

com

o(t) =T(t —to)x + / T(t—s)fz(s)ds

to

é uma solugao classica para (4.3). Isto completa a prova do Teorema 4.3. m

4.3 Existéncia Global

Estabelecemos a existéncia global do Problema (4.3) com o seguinte Teorema.

Teorema 4.3.1  Seja —A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico T (t) sat-
isfazendo | T(t)|] < M para t > to, 0 € p(—A), e f : [to,00) x X3 x X, — X verificando
a condi¢io (F). Se existir uma fun¢ao continua nao-decrescentes k : [ty, 00) — [0, 00)

tal que:
1t 2, D)) < k@)L + (el + [[Z]la) parat = to, (2,7) € Xy x X, (4.41)

entio o problema de valor inicial (4.3) terd uma unica solugao classica em [ty, 00) para

todo (xg, 1) € X4 x X

Demonstragao. Observamos inicialmente, que podemos transformar o problema (4.4)

no seguinte sistema

U+ AU'(t) = F(t,U)

(4.42)
U(0) = (w1, ),
com
v . A 0 v Av f(t,u,v)
U= ,AU: = eF(t,U,’U):
U 0 I U 0 v

Assim, analogo a teoria ja estudada no Capitulo 2, segue que (4.42) admite unica

solugao local definida em um intervalo maximal [0; T},..) € ainda, se T4, < 00 entao

lim [[U(0)],,x, = 00

t—Tmax
ou seja,

T [l + folla] = oc.
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Seja [to, Tmaz) O intervalo maximal de existéncia para a solugao classica u de (4.3),

garantida pelo Teorema 4.3. Mostraremos que tal solucao é global, para isto, diante do

que observamos acima, é suficiente mostrar que esta solucao é limitada em X; x X,

i.e., existe C' > 0 tal que
Hu@®lh + lo®)lla] <€ em [to, Tnae)-

Seja f(t) = f(t,u(t),u'(t)) para t € [ty, Tines). Pelo Teorema 4.3, temos

A% (t) = AT (t — to)x; + A” /tT(t —5)f(s) ds;
ou seja, .
Au(t) = Azg — (T(t —to) — I)zq — /t (T(t—s)—1)f(s)ds

A (t) = T(t —tg)A%xy + /t AT (t — s)f(s) ds.

to
Fazendo uso do fato que T'(t) comuta com A® e que
1T < M,
JACT ()| < Cout™, Yt > to,

segue de (4.44) que

(4.43)

f(s)ds

(4.44)

[w' () lla = A" (D)} < M| A%z + Ca/t (t = )"k (s) [L+ l[u(s)llL + [w/(s)lla] ds;

logo, sendo k nao decrescente,

[w () lla < M| A%, | +Cak(T)/ (t =) [1+ lu(s)l1ds + [[u'(s) ][] ds.  (4.45)

to
c1 c2

Por outro lado,

lu@)l = [ Au@®)]| < [[Azoll + (Tt — to) — 1) a1 +/t 1Tt = s) = I ()]

logo, usando o fato que os operadores T'(t), t > 0 e o operador identidade sao limitados

e (4.41), t
)l < ca o [ 14 o)l + o' (5) ] ds.

to

(4.46)
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Considerando 3 < 1 de tal forma que § — 1 = —a de (4.45) e (4.46) segue que

[1+ llu@lls + v (®)]la] < s+ 64/ [1+ [/ ()l + Nl (s)l] ds

to

ber (= sV L Ju(s) + o (5) ] ds.

to

Aplicando o Lema D.1 temos
(L4 [lu(s)lls + [le'(s)lla] < cs;

e, portanto,

lu(s)lls + v (s)la <1+ =C,

mostrando (4.43). m



Apéndice A

Operadores Lineares e Calculo de

Funcoes Vetoriais

Neste apéndice, colecionamos alguns resultados basicos sobre operadores lineares
em espacos de Banach X e sobre calculos para func¢oes definidas em um intervalo
real (ou, em um conjunto aberto em C) com valores em X. Esses resultados sao
assumidos conhecidos pelo leitor, ou ao menos nao supreendido de todo, pois eles
seguem totalmente semelhante a teoria em dimensao finita.

Seja Xum espago de Banach com norma || - ||. Denotamos por L(X) a algebra de

Banach de operadores lineares limitados 7' : X — X, munida com a norma

Tx
1Tl = swp (1 7af) = sup 172
zeX || z|=1 zeX\{0} [| |l
Nao havendo duvidas, pode-se escrever || T'|| ao invés de || T, -

Similarmente, se Y é um outro espago de Banach, denotamos por L(X,Y) o

espaco de Banach de operadores lineares limitados 7" : X — Y, munido com a norma

| T|zxyy=sup || Tx|ly.
zeX :||z|=1

Se D(A) ¢ um subespago vetorial de X e A : D(A) — X ¢ linear, dizemos que A
é fechado se o grafico de A, dado por

GA) ={(z,y) e X x X :2x € D(A),y = Az}
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é um subespaco fechado de X x X. De modo equivalente, A é fechado se, e somente

se, a seguinte implicacao acontece:
xr, C D(A),x, — x, Az, -y =€ D(A),y = Ax.
Se A: D(A) C X — Y ¢éum operador fechado, munimos D(A) com a norma do grafico

Izl peay = [l zllx + | Az]ly-

Lema A.1 Sejam X,Y dois espagos de Banach. Seja D um subespago de X, e seja

{A,}n>0 uma sequéncia de operadores lineares limitados de X em Y tal que

ALl < M,neN, lim A,x= Az, z€D.
Entao,
lim A,z = Agz, x€ D, (A.1)

onde D ¢ o fecho de D em X.

Demonstragao. Sejam x € D e ¢ > 0 dado. Para y € D com |z — y|| < € e para

todo n € N temos
[Anz = Aoz[| < [[An(z — y)l|l + [|Any — Aoyl + [[Ao(y — 2)]].
Se ng € tal que ||A,y — Apy|| < € para todo n > ng, temos
[Anz — Agz|| < Me +e+ [[Aolle, V¥V n > ng;

de onde segue o limite (A.1). =

Seja I C R um intervalo. Denotamos por C'(I; X) o espago vetorial das fungoes
continuas u : I — X, e por B(I; X) o espago da fungoes limitadas, munidos com a

norma do supremo
[uf|oc = sup [u(®)].
tel
Também consideramos Cy(1; X) = C(I; X)NB(I; X). A defini¢ao de derivada ¢ exten-
dida para a presente situagao: uma fungao f € C(I; X) é diferenciavel em um ponto

interior ¢y € I se existe o seguinte limite,

OENO)

t—to t—1g
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Como usual, o limite é denotado por f’(ty) e é chamado derivada de f em ty. Em
analogia a teoria em dimensao finita, podemos definir derivadas a direita e & esquerda.

Para todo k € N (resp., k = o0), C*(I; X) denota o espaco das funcdes definidas
em I com valores em X, com derivada continua em I até a ordem k (resp., de qualquer
ordem). Escrevemos CF(I; X) para denotar o espaco de todas as fungoes f € C*(I; X),
as quais sao limitadas em [ junto com suas derivadas até ordem k.

Vamos definir a integral de Riemann para uma fungao de variavel real com valores
em X.

Seja f : [a,b] — X uma funcao limitada. Dizemos que f é integravel em |a, b] se
existir um z € X com a seguinte propriedade: dado ¢ > 0 existe um d > 0 tal que para
toda particao

P={a=ty<t;<..<t,=0b} dela,b

com t; — t;_1 < § para todo ¢, e para qualquer escolha de pontos &; € [t;_1, ;] temos

ZU—Z]C& z_zl)

x:/abf(t)dt

Exemplo 1 Seja f : [a,b] — X wma fungao continua, entao f € integrdvel em [a,b].

(Veja Lang [21].)

< E.

Neste caso, escrevemos

Proposicao A.2 Sejam o, € C e f,g € B([a,b], X) integrdveis. Entao

(i) / (@ (0) + Ba(t)) di = a( / N0 dt) +ﬁ( / e dt);

H < sup |0 —a);

t€la,b]

| < [isona

(iv) se A e L(X,Y), entio

Af € integrdvel com valores em 'Y

/abAf(t)dt:A</abf(t)dt);
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(v) se (fn) for uma sequéncia de fungdes continuas e existir uma func¢ao f tal que

lim max || fo(t) — f(t)]| = 0,

n— oo tela,b]
entao

n—oo

b b
lim [ f,(t)dt = / f(t)dt.

Demonstragao. Segue imediata da definicao anterior. Para maiores detalhes, quando

f for continua, veja [24] e [29].

Também é facil de generalizar & situacao presente o Teorema Fundamental de
Calculo. A demonstracao é analoga para o caso de fungoes a valores reais. Maiores
detalhes para esta demonstracao e para a demonstracao do Corolario A.4, a seguir,

podem ser encontrados em Lang [21].

Teorema A.3 (TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO) Sejam f : [a,b] — X
uma fungao continua e F : [a,b] — X uma fun¢ao diferencidavel em [a,b] com F' = f.

Entao

/f@ﬁzﬂ@—ﬂ@

Corolario A.4 Seja f : [a,b] — X continua. Entdo a fun¢ao integrdvel

¢
F®_/f@%
¢ diferencidvel, e F'(t) = f(t), para todo t € [a,b].

Integrais improéprias de fungoes nao limitadas, ou em intervalos nao limitados sao
definidas como no caso de fungdes a valores reais. Mais precisamente, se I = (a,b)
é um intervalo (possivelmente ilimitado) e f : I — X é integravel em cada intervalo

compacto contido em I, entdo a integral impropria de f em (a,b) é definida como

/a b f(t)dt .= Half,nslb— / S f(t)dt,

contanto que o limite exista em X. As afirmacoes (i) e (iv) de Proposicao |A.2l ainda
seguem para integrais improprias. A afirmagcdo (iv) também pode ser vista para oper-

adores fechados, como segue.
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Lema A.5 Sejam A : D(A) C X — X um operador fechado e I um intervalo real
cominfl =a,sup [ =b(—o0 < a <b< +00). Seja f: 1 — D(A) tal que as fungoes
t — f(t), t — Af(t) sejam integrdveis em I. Entao,

/abf(t)dtGD(A) g A(/abf(t)dt) :/abAf(t)dt.

Demonstragao. Inicialmente, assumimos que I é compacto. Seja
b
T = / f@t)dt
a

Po={a=tf <. <th =b}

e escolha a seqiiéncia

de parti¢oes em [a, b] tal que

max (tF —tF ) < 1/k.

i=1,...,ng

Seja &F € [th ¢k |] para i =0,...,n; e considere a soma

Sk = Z &)t —tima).

Assim,

AS, = Af(&)(ti — tim).
=1

Sendo, ambos, f e Af integraveis,

b
Sy tende para x = / ft)dt

b
AS}, tende para y := / Af(t)dt.

Sendo A fechado,
r € D(A)e Az =y.

Agora, se I ¢ ilimitado , digamos I = [a,c0); entao, para todo b > a segue a igualdade

A(/abf(t)dt) :/abAf(t)dt.
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Por hipotese,

/abAf(t)dH/aooAf(t)dt

/abf(t)dte/amf(t)dt

quando b — oo; conseqlientemente,

A(/abf(t)dt) —>/:0Af(t)dt

e o resultado segue, ja que A é fechado. m

Agora, revisamos alguns fatos bésicos que nos interessam sobre fungoes a valores
vetoriais de uma variavel complexa.
Sejam €2 um subconjunto aberto de C, f : @ — X uma funcao continua e
v = {h(t);h : [a,b] — Q} uma curva de classe C* por partes. A integral de f ao
longo de ~ é definida por
b
[te@ra= [ smemea
v a
Consideramos €2 um subconjunto aberto de C e f :  — X uma funcao continua.
Como usual, denotamos por X’ o espaco dual de X, consistindo de todos os operadores

lineares de X em C. Para cada x € X, 2/ € X', fixamos 2/(z) = (z,2').

Definigao A.6 Dizemos que f é holomorfa (ou analitica) em Q) se para cada zy € €

o limite
o J) = f0)

2—20 zZ— 2

/
= ['(%0)
existe em X. Dizemos que f é fracamente holomorfa se f € continua em 2 e a

fungao a valores complexos z — (f(z),x') é holomorfa em €0, para todo z' € X'.

Claramente, uma funcao holomorfa ¢é fracamente holomorfa. O Teorema a seguir

mostra que a reciproca também ¢é verdade.

Teorema A.7 Seja f : Q2 — X uma funcao fracamente holomorfa. Entao f € holo-

morfa.
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Demonstragao. Seja B(zp,r) uma bola fechada contida em 2. Mostraremos que para

todo z € B(zp,r), vale a seguinte Formula da integral de Cauchy:

_ f(§)
f(z) = o /aB(ZM) £ dg. (A.2)

Em primeiro lugar, observamos que o lado direito de (A.2) estd bem definido, porque

f é continua. Sendo f fracamente holomorfa em €) a fungao a valores complexos
2z — (f(z),2") & holomorfa em €2, para todo ' € X'
e, conseqiientemente

n_ 1 (&, . /1 f€) :
<f(2)’ ! > N 2_m /83(20,1") 5 -z dg N <27TZ /83(20,1") g - < df?x >

Sendo 2’ € X' arbitrario , obtemos (A.2). Podemos diferenciar com respeito a z sobre

o sinal de integracao, de forma que f é holomorfa e

oy f(§)
f <Z) - 2mi OB(z0,r) (é- - Z)n—H df (Ag)

para todo z € B(zp,7) en € N. m

Definicao A.8 Considere uma funcao f : Q@ — X uma fun¢do a valores vetoriais.
Dizemos que f admite uma expansao em série de poténcias em torno de um ponto

2o € Q se existir uma seqiéncia (a,) de elementos de X e um nimero real r > 0 tal

que
B(zg,7) C 2
€ e}
f(z) = Zan(z —20)" Vz € B(z,T).

Teorema A.9 Seja f : Q2 — X uma funcao continua. Entao f serd holomorfa se, e

somente se, f possuir uma expansao em série de poténciaa em torno de todo ponto de

Q.

Demonstragao. Assuma que f é holomorfa em ). Entao, se zg € Q e B(z,7r) C €,
a formula da integral de Cauchy (A.2) vale para todo z € B(zp, 7). Fixe z € B(zg,7) e

observe que a série

2 (2 —2)" 1
2l €

n=0
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converge uniformemente para & em 9B (zg,7), j& que |(z — 20)/(§ — 20)| = 77|z — ).

Conseqiientemente, por (A.2)) e pela Proposi¢ao |A.2(v), obtemos

1) = = 1O R D

B 2mi 9B(zo,r n—0 (6 - ZO)nJrl

(1 £(©) )
R ”z; {2_7” /‘93(20,7) W d€:| (z o ZO) )

a qual é convergente em X. Reciprocamente, suponha que

WE

f(z) =

an(z — 20)", 2z € B(z, 1),

3
Il
o

onde (a,) é uma seqiiéncia com valores em X. Entdo f é continua, e para cada 2’ € X’,

NE

<f(z)v lL‘l> =

(an,2')(z — 20)", =z € B(zo, 7).

3
Il
=)

Isto implica, que a funcao a valores complexos z — < f(z), 2 > ¢ holomorfa em B(z, )

para todo ' € X' e, por consegiiinte, [ é holomorfa pelo Teorema A.7. m

Agora, extendemos alguns teoremas de analise complexa para o caso de fungoes

holomorfas com valores num espaco de Banach X.

Teorema A.10 (TEOREMA DE CAUCHY) Seja f : Q — X holomorfa em € e seja
D um dominio reqular contido em ). Entao
f(z)dz =0.
oD

Demonstracao. Para cada 2’ € X’ a funcao a valores complexos z — < f(z), o > é

holomorfa em (2 e, portanto,

OZ/BD (f(2), 2} d = </8Df(z)dz,x’>.

Observagao A.11 (Integrais Improprias Complexas) Como no caso de fungoes
definidas em um intervalo real, € possivel definir integrais improprias de fungoes definidas

num dominio complexo de um modo dbvio. Seja f : Q — X, holomorfa, com Q C C,
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possivelmente ilimitada. Se I = (a,b) € um intervalo (possivelmente ilimitado) e

v: I — C € a curva C' por partes em ., definimos

t

[@ra=_m [ 6@y
v s—at, t— s

contanto que o limite exista em X.

Teorema A.12 (EXPANSAO DE LAURENT) Sejam RE€R, R >0 ¢

f:D:={z€eC:r<|z—z|<R}—X

holomorfa. Entao, para todo x € D wale a expansao

FE = anlz— o),
onde
1
Ap = _/ Lﬂdz, n € 7,
270 JoB(z, 0) (z — z)™
er<o<aAR.

Demonstracao. Sendo para cada 2’ € X’ a fungao z — <f(z), :v'> holomorfa em D a

usual expansao de Laurent é valida, isto é,

(e}

(f(2)a")y = ) an(@’)(z = z0)"

n=—0oo

onde os coeficientes a,(z’) sao dados por

a,(z") = 1/8 Mdz neZz.

N 2_’/TZ B(20, 0) (Z — Zo)nJrl ’

Pela Proposicao [A.2(iv), segue que

a,(z") = <an,x’>,n €7,

1 f(z)

% 83(2079)Wd2:7 TZGZ,GT'<Q<R..

onde a,, =



Apéndice B
Teoria Espectral Basica

Neste apéndice, colecionamos alguns resultados bésicos da teoria espectral ele-
mentar. Para comecar, introduzimos as nogoes de resolvente e espectro de um operador

linear. Aqui, nosso objeto de interesse ¢ um operador linear fechado,
A:DA)CcX—-X

em algum espaco de Banach. Note que, nao assumimos um dominio denso, enquanto

que o fechamento é necessario para tal teoria.

Definigao B.1 Seja A : D(A) C X — X um operador linear, ndo necessariamente

limitado em X. O conjunto resolvente p(A) e o espectro o(A) de A sao definidos por
p(A)={XeC: 3N - A) ' e L(X)}, o(A)=C\p(A). (B.1)

Se A € p(A), o operador R(\ : A) := (M — A)~! € dito o operador resolvente'de A,

associado a M.

Apresentamos, a seguir, algumas propriedades importantes dos conjuntos resol-

vente e espectro.

1 Alguns autores definem o resolvente por (A — AI)~!. Na literatura mais antiga o resolvente é
definido por (I — pA)~!. A teoria para estes é "andloga". Porém, ¢ aconselhado observar este ponto

antes de fazer comparacoes entre publicacoes diferentes em teoria espectral.



165

A proxima identidade, argumenta propriedades do conjunto resolvente p(A) e da

funcao resolvente

Ra:p(A) — L(X)
A— RyA)=RA\:A) =\ —-A)!

Teorema B.2 (IDENTIDADE DO RESOLVENTE) Seja X um espago de Banach e

A um operador fechado em X. Entdao para u, A € p(A) tem-se que
RO A) = R(p = A) = (p = M) R(A - A)R(p - A),
e R(u: A) comuta com R(\: A).
Demonstracgao. Note primeiramente que,
(Wl —A) = (M = A) = (= A).
Multiplicando a direita de (B.2)) por R(p : A) temos
(I = A) = (M = A)]R(p: A) = (p = NR(p: A),

o que implica,

I—(M—-A)R(u: A) = (p—A)R(p: A)

Multiplicando & esquerda de (B.3) por R(\ : A), obtemos

RAN:A)—R(p:A)=(pu—NRAN:AR(u:A), VA\ucp(A).

Com relagao a comutatividade, note que trocando p por A,

R(p:A)—RA:A)=A—p)R(u: A)RN:A), Y u,\ep(A).

Multiplicando (B.5)) por (-1),
RA:A)—R(p:A)=(u—NR(pu: AR\ : A).

Se 1 # A, segue que
RA:A)—R(u: A)
(n—=2A) h

R(u: AR\ : A) =

Logo, de (B.4) e de (B.6),

(b =N (RO : A)R(u : A))
(1 —A) ’

R(u: AR\ A) = A

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)
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ou seja,

R(pp: A)RN:A)=RAN:A)R(u:A), p#A\

Com relagao a prova da comutatividade para o caso u = X é evidente. A demonstragao
do Teorema B.2 estd completa agora. m
A TIdentidade do Resolvente caracteriza os operadores resolventes, como especifi-

cado na seguinte Proposicao.

Proposicao B.3 Seja () C C um conjunto aberto e considere uma familia de oper-

adores {F(\): A € Q} C L(X) com
FQ) = F(p) = (p=XNFNF(p), Apef

Se para algum A\ € 2, 0 operador F(\g) for invertivel, entao existe um operador linear

A:D(A) C X — X tal que p(A) contém 2, e R(\ : A) = F(\) para todo X € 2.
Demonstracao. Fixe \g € €, e seja
D(A) = ImF()\y), Az =Xz — F(\) 'z, x € D(A).

Para A € Q e y € X a equagao
e — Az =y, (B.7)

conhecida na literatura como equacao do resolvente, é equivalente a
A= Xo)z + F(X) 'w =1y.
Aplicando F(\) obtemos
(A= X)F(N)z + F(\)F(Ao) 'z = F(N)y,

e usando a identidade do resolvente obtemos

FNF(Xo)™" = F(Xo)'F(A) = (Ao = NF(N) + I
Assim, se x é uma solugao da equacao resolvente, entao

r=F(\)y.

Além disso,

A=X)F(Ny+ F(Xo) 'F(\)y =,
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e, portanto, A € p(A) e vale a igualdade R(A: A) = F(\). m

Agora, vamos mostrar que p(A) um conjunto aberto e, consequentemente, o es-

pectro o(A), é fechado.

1
Proposicao B.4 Seja A\g em p(A). Entdo, |X\ — X\o| < M implica que \ per-
0
tence a p(A) e vale a igualdade
ROA: A) = R(Ao: A)(T+ (A= X)R(o: A) ', VA € p(A). (B.8)

Como uma conseqiiéncia, p(A) € um aberto e o(A) € fechado.
Demonstracao. Claramente,
M —A=XI—A+X =Xl =[I-(X—A(X—A) (Nl —A),
em D(A); ou seja,
M—A=[I+(A= )R :A)] (N — A),

em D(A). Denotando
V=I+A=X)R(\:A),

AN =\ — A,
AN =\ — A,
podemos escrever,
AN =V AM, (B.9)

Sendo \g € p(A) e A limitado entdo R(\ : A) = (A%)~! € L(X). Além disso, V tem

uma inversa

V=Y (D= ) R0, D)™ =D (=1)"(A = A)"R(Xo, A)"

em L(X), para todo A tal que ||[(A — X\g)R(N\o : A)|| < 1, isto ¢,

1

A=Al < —M
A=l < R - )]

(B.10)
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Sendo R(X\g : A) € L(X), vemos de (B.9) que para todo A satisfazendo (B.10) o
operador A* tem uma inversa
R(\: A) = (AN = (VAYN) = (A~ L

Assim, A € p(A). E mais, (B.10) representa a vizinhanga de Ay procurada. Sendo
Ao € p(A) arbitrario, p(A) é aberto e, consequentemente, o(A) = C — p(A) é fechado.
]

Na Proposicao seguinte sao listadas algumas propriedades do operador resolvente.

Proposicao B.5 A funcio R(-: A) € holomorfa em p(A) e satisfaz as igualdades:

ROA:A) =) (=1)"(A=X)"R" (X : A), (B.11)
n=0
" A
%An) = (=1)"n!R"H (X : A). (B.12)
dX o
1
Demonstragao. Se |\ — \¢| < ——— —, por (B.8) deduzimos
A =2l < e,y o B9
R(\: A) A (=D)MA = )" R(Ag : A" =D (=1)"(A = Ao)"R(Ao : A",
n=0 n=0

mostrando (B.11). Desta forma, existe uma sequéncia a valores em L(X), (a,) =

(=1)"R(Xo: A1) er = > 0 tal que

-
[R(Ao = A)
B(Xo, 1) C p(A)

= Zan()\ — )" em B(A,1);

donde R(-, A) admite uma expansao em séries de poténcias ao redor do ponto Ay € p(A),
e, portanto R(- : A) é holomorfa em p(A). Com relagao a (B.12), esta segue imediato
por (B.11) e argumento de indugao. m

A Proposicao B.4 também sugere que o conjunto resolvente é o dominio de analiti-

cidade da fun¢ao A — R(\ : A). Como enunciamos no Corolario abaixo.

Corolario B.6 O dominio de analiticidade da funcao A — R(\ : A) € p(A), e vale a

estimativa
1

IR Aleeo 2 Gmo @y

(B.13)
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Demonstragao. Veja [23].

Vamos apresentar abaixo uma propriedade espectral de operadores limitados.

Proposicao B.7 Se T € L(X), entdao a série de poténcias
F(z) = szTk, z€C, (B.14)
k=0

(chamada série de Newman de (I — 2T)™1) é convergente no disco B(0,1/r(T)), onde

r(7T) = lim sup +/||7"|.

Além disso, |z| < 1/r(T) implica F(z) = (I —2T)7, e |z| < 1/||T|| implica

1

I = 2T) M < —— oy -
1= [T

(B.15)

Demonstragao. Sabemos que uma série de poténcias ) _ ¢,x" converge absolutamente

se | x| < r, com r o raio de convergéncia dado pela FORMULA DE HADAMARD 2

1
— = lim {/|c,|.
T n—oo

Desta forma, sendo

I ={[ D= T < D IT™ =1
n=0 k=0
e escrevendo |¢,| = ||T"|| e x = |z|, a convergéncia de F'(z) no disco B(0 , 1/r(T)) ¢é

imediata. Agora, observamos que se A € L(X) e ||A]| < 1 entao I + A ¢é invertivel, e

[e.e]

(I+A)71 =) (-1)k A%

k=0

De fato, a série Y. ||A||* converge; pois, ||A™|| < ||A]|* < 1; logo,

H VU EDSIECES I r I

quando k — oo. Agora,

N
I+ AN (1R AF = (T + A) (I — A+ A = A% ..~ AV=1 4 AN)
k=0

=T —A+A%2— . — AN AN L A — A2 — 4 AN-L AN 4 AN+

2Esta formula é incluida e provada em muitos livros de analise complexa, por exemplo, in E.

Hille(1973) [17], p.118 ou em Kreyszig [20] p.392.
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o que implica,

N
(I+4)) (-1 =]+ AN*
k=0
entao,
N
{([+A) Z(—l)kAk} — I = ANTL
k=0
logo,
N
[+ > -1 < pap o
k=0 L(X)
quando N — oo; donde,
(I+A4)> (-1)fab =1 (B.16)
k=0
Analogamente,
N
(Z(—l)kAN) (I+A)=1 (B.17)
k=0
De (B.16) e (B.17) I 4+ A ¢ invertivel, e
(I+A)7 =) (—1)F4%,
k=0

e a demonstracao segue facilmente considerando A = 27. m



Apéndice C
Semigrupos de Operadores Lineares

Neste apéndice introduzimos conceitos e propriedades basicas da teoria de semi-
grupos de operadores lineares limitados em espacgos de Banach. Tais conceitos e pro-
priedades sado encontrados em Klaus [13]|, Menoncini [25] e Pazy [26]. Os principais
resultados do apéndice sdo o Teorema |C.10 e o classico Teorema de Hille-Yosida( Teo-

rema (C.16).

C.1 Semigrupos de Operadores Lineares

Como comentado na introdugao temos a seguinte defini¢ao.

Definigao C.1 Seja X um espago de Banach. Uma familia de operadores T'(t),t >0

em L(X) é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se
(i) T(0) =1, onde I € o operador identidade em X,

(1)) T(t+s) =T(t)T(s), para todot,s > 0. (propriedade de semigrupo)

Definicao C.2 Um semigrupo de operadores lineares limitados, T(t), é chamado uni-

formemente continuo se

lim [|7(¢) — 1] = 0.
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Definigao C.3 Um semigrupo de operadores lineares limitados em X, T(t), € chamado

semagrupo fortemente continuo se

lilI(I)l T(t)r =x para todo x € X.
t

Observagao C.4 Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados

em X serd chamado semigrupo de classe Cy, ou simplesmente, Cy-semigrupo.
Exemplo 2 Um exemplo de Cy-semigrupo € obtido através da fungao exponencial
E:R" — L(X)

definida por

com A € L(X).

Com efeito,

1. B(0) = e = T;

2. B(t+s) = elt+)4 = et4es4 = F(t)E(s), para todo t, s > 0;
3. Para cada x € X, E(t)x = e!z; logo,

tkAk
Z

k=

t]+1A I,

Ix T

Al
| E()z—z| = lea—z] = < [¢) 1Al ] Z [LPIIA}E ” “

isto é,
IE@®)z — || < [t [|A] [l]lel™;
o que implica,
|E(t)x — z|| — 0, quando t | 0;
isto é,

E(t)x — x, quandot | 0.

Lema C.5 Seja {T'(t)}+>0 um Co—semigrupo em X, onde X € um espago de Banach.
Entao existem M > 1 e 6 > 0 tais que, para 0 <t <4, | T(t)]] < M.
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Demonstragao. Suponha, por absurdo, que dados 6 > 0 e n € N existe t5, com
0 <ts <9 tal que

[T (tn)]| > n.

. 1 . . .
Considerando 6 = —, temos a existéncia de uma seqiiéncia {t¢,}, com t, — 0, quando
n
n— oo e

I7(t,)]| — o0, quando n — oo,
isto é, a seqiiéncia
{|T(t,)||} é ilimitada. (C.1)
Por outro lado, sendo 7'(t) um Cy— semigrupo, temos

T(t,)r —=x, paracada u€ X;

n—oo
logo,
1T (tn)x]| —=slzll,  para cada x € X;
e, assim,

{||T(t,)z||} € uma sequéncia limitada para cada = € X;

usando o TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS ( Teorema D.18), concluimos que
{I|IT(t,)||} é limitada,
contradizendo o resultado encontrado em (C.1)). Portanto, a tese do Lema é valida. m
Os semigrupos fortemente continuos possuem a importante propriedade de serem
exponencialmente limitados como mostra o seguinte resultado.

Teorema C.6 Seja (T(t))i>0 um Cy-semigrupo de operadores lineares em X, onde X

€ um espac¢o de Banach. Entao existem constantes w > 0 e M > 1 tais que
| T(t) ||[< Me**, para todo t > 0.
Demonstracao: Pelo Lema (C.5 existem M > 1 e § > 0 tais que, para 0 <t < 9,
IT(@)]| < M.
Sendo a exponencial uma fungao crescente, para todo w > 0 temos

IT@)] < Me*t, te]0,d]. (C.2)



174

Para t > §, considere w = 6 tlog M. Note, w > 0, pois M > 1. Sendo t > 4, pelo
ALGORITMO DE EUCLIDES %, existem n € Ne 0 < 5 < § tal que t = nd + 7.
Assim,

T(t) = T(nd +n) = T(nd)T(n) = (T(5))"T(n);
logo,
1T = 1T (nd +n)ll = [(TO) "I ()]

o que implica,

IT(t)]| < M"M. (C.3)

Sendo w = §~tlog M entdo wd = log M, assim nwd = nlog M = log M™, logo,
wt =w(nd +n) > nwd = log M™;

o que implica,

et > M™ (C.4)

De (C.3) e (C.4) obtemos
IT@)] < Me**, Vi>4 (C.5)
De (C.2)) e (C.5)), concluimos a demonstra¢ao do Teorema. m

Corolario C.7 Para cada x € X, a aplicacao

f:[0,00) = X
t~ f(t)=T(t)x

€ continua. Mais precisamente, para cada x € X,
T()z € C(]0,00); X).
Demonstragao. Dado t > 0, seja h > 0 com t > h. Temos,
1f(t+h) = fO = T (t+h)z = T(t)z]| = |TO)T(h)x —TE)x| = |T(#)(T(h)z — )|
Sendo T'(t) limitado e, usando o Teorema (C.6 obtemos

1f(t+R) = I < Me!|| T (h)x — x|

10 ALGORITMO DE EUCLIDES & bastante conhecido e, pode encontrado em livros de algebra,

por exemplo, em Garcia [2].
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Consequentemente, pela definicao de Cy—semigrupo, segue que
If(t+h) = f@) — 0, quando h | 0;

logo,

lim f(s) = f(t). (C.6)

s—tt

Por outro lado,
Lf (&)= ft=R)I| = |T()a=T(t=h)z| = |T(t=h+h)z—=T(t=h)z|| = |T(t=h)(T(h)z—z)]|;
dai,
1f() = f(t = h)l| < MM T(h)x — || < Me||T(h)x —
donde segue que,
If(t) = f(t =h)| =0, quando h |0,
isto ¢,
lim f(s) = f(?). (C.7)

s—t—

De (C.6) e (C.7) segue que f é continua, pois os limites laterais existem e sdo iguais. m

Definicao C.8 Um Cy—semigrupo € dito uniformemente limitado se ||T'(¢)|| < M,

e, se || T ()] <1, dizemos que é um semigrupo de contragao .
Agora, introduziremos um importante conceito na teoria de semigrupos.

Definigao C.9 Sejam T'(t) um semigrupo de operadores lineares limitados em X e
D(A) o conjunto
T(t)x —
D(A) = {x € X: limw e:m'ste} :

£10
O operador linear A : D(A) C X — X definido por
Az = lim M, x € D(A),
t10 t

¢ chamado o gerador infinitesimal do semigrupo 7'(¢).

Exemplo 3 Seja X o espaco das fungoes limitadas f : R — Y limitadas e uni-
formemente continuas, onde Y € um espaco de Banach. Considere em X a norma
do supremo. Definindo T'(t)f(s) = f(t + s), afirmamos que a familia {T'(t)}1>0 € um
Co— semigrupo em X. Além disto, seja D(A) = {f € X; f'existe em todo ponto} C X.
Definindo A : D(A) C X — X por Af = f', seque que A € o gerador infinitesimal de
T(t).
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Com efeito, para cada f € X,

(1) T(0) = I; pois, T(0)f(s) = f(0+s) = f(s).
(2) T(t;+1ts) = T(t1)T(t2), para todo tq,ts > 0. De fato, basta observarmos que, dados

t1,ty > 0,
Tty +t2)f(s) = f(tr + 12+ 5)
e
T(t)T(t2)f(s) =T(t1)f(t2 + 5) = f(t1 + 2 + 5);
donde,

Tty +t2) f(s) = T(t1)T'(t2) f (s).
(3) T(t)f(s) — f(s), quando t | 0. Vejamos,

IT@)f(s) = F(s)l| = 1 F{E +5) = f(s)]l-

Sendo |t + s — s| = |t| e, sabendo que f é uniformemente continua, dado € > 0, existe
0 > 0 tal que
t+s—sl =l <d=[f{t+5) = fls)l <e

ie.,

[t <0 = [IT(t)f(s) = f(s)ll <
consequentemente,

T(t)f(s) — f(s), quandot | O.
De (1), (2) e (3), {T'(t) }+>0 € um Cp—semigrupo. Agora, para todo s € R,

LTS < ) S s) — ()

t10 t t]0 t

= D*f(s)

onde DT f é a derivada a direita de f, quando tal limite existe. Deste modo, para que
f € D(A), devemos ter DT f € X, o que implica em D7 f ser limitada e uniformemente

continua. Notamos, também que

f(x+1t)— f(x) = D* f(x)t + r(t), com T(t—t) 5 0

assim, para s = = + t, temos

f(s) = f(s—t)=D"f(s—t)t+r(t),com # WO;

e, pela continuidade de DY f obtemos

s = s 1)

10 t

= D7 f(s),
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o que implica, que a derivada a esquerda D~ f existe em todo ponto e
D™ f=D"f,
donde f é derivavel em todo ponto. Assim,

D(A) = {f € X; f'existe em todo ponto e f' € X}

Af =f", feD(A).

No seguinte resultado sao resumidas algumas propriedades basicas relativas a

semigrupos fortemente continuos

Teorema C.10 Sejam (T(t))i>0 um semigrupo fortemente continuo de operadores
lineares limitados em X e A seu gerador infinitesimal. Entdo as sequintes propriedades

sao verificadas.

(a) Para todot >0 e todo x € X, lirr% T(s)x =T(t)x. Mais ainda, se o semigrupo é

uniformemente continuo entao liH% T(s)=T(t) em L(X).

1 t+h
(b) Para todo x € X e todot >0, }llirr(l) E/ T(s)x ds="T(t)x.
- t

(c) Para todo x € X e todot >0,

/tT(s)w ds € D(A)

A( /O () ds) ~ T —a.

(d) Para todo x € D(A) e todot >0, T(t)xr € D(A) e %T(t):v = AT (t)x =T(t)Ax.

(e) Para todo x € D(A), T(t)x —T(s)x = /tT(r)Axdr = /t AT (r)x dr.

Demonstragao: Mostraremos apenas a propriedade (c). Para as demais veja Pazy

[26]. Seja h > 0. Temos,

(%) /O ) dr = HT(h) /0 T(r)wdr - /0 e dT]
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logo,

(%) /0 () dr = H /0 T () dr /0 t T(T):UdT}.

Por propriedade de semigrupo,

(%) /OtT(T)xdT:%/OtT(T+h)xdT—%/otT(T)xdT.

(%) /0 Tr)edr . /h () dr - H /O Tr)edr

Sem perda de generalidade, podemos supor h < t e, assim,

(%) /0 (e dr = H /h T(r)wdr+ /t e dr— /0 Ty dr- /h I(r)a df};

donde,
(B850 [ =3[ s [ e

logo, pela letra (b)

isto é,

h|0

lim (%) /0 T(ryedr = T(t)e — o

mostrando que (c). m
Definicao C.11 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo, definimos
D(A?) = {x € D(A); Ax € D(A)}
e de forma geral, para k > 2
D(A*) = x € D(A*1); Az € D(A* ).

Teorema C.12 Seja A um gerador infinitesimal de um Co- semigrupo T(t). Seja

D(A™) o dominio de A™, entao ﬂ D(A™) € denso em X. Em particular D(A?) é
n=1

denso em X.

Teorema C.13 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy semigroup T (t) satisfazendo

T(t)| < Me*t. Seja p um nimero real tal que p > w >0, e
H H

Ay = pAR(u: A) = (P R(p s A) — pl
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a aproximagao de Yosida de A. Entdo para Rel > wu/(p — w) temos

ROV 4,) = O+l - OR(2 )

= w
Para Re\ > ¢ +wu/(p —w) e p > 2w, existe uma constante C, dependendo somente

-1
IR : Al < M(Re)\ - ﬂ) .

de M e e tal que para todo x € D(A),

C
[R(A: Ay)z]| < W(Hxll + | Ax]).

Teorema C.14 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo T(t) em X. Se
A, for a aprozimagao de Yosida de A, i.e., A, = pAR(p : A) entdo

T(t)z = lim ez,
p—00

Teorema C.15 Seja A como no Teorema|C.15. Considere X = v +in onde vy > w+¢€
€ firado. Para todo v € X, temos

lim R(A: Az =R(\: Az

p—00

e para todo Y > 0, o limite é uniforme com relagio a n para |n| <Y.

C.2 O Teorema de Hille-Yosida e a Caracterizagao
dos Geradores de Cy—Semigrupos

Apresentamos, a seguir, o famoso teorema de Hille-Yosida. Este resultado
caracteriza quando um operador linear fechado é o gerador infinitesimal de um semi-
grupo fortemente continuo de operadores lineares em um espaco de Banach. Men-
cionamos que o Pazy [26], mostra uma versao mas restrita do resultado, a qual é valida

para semigrupos de contragoes.

Teorema C.16 (Hille-Yosida). Seja X um espaco de Banach. Para que um operador
linear A, definido em D(A) C X e com valores em X seja o gerador de um semigrupo

de classe Cy, € necessdrio e suficiente que:
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(i) A seja operador fechado com dominio denso em X;

ii)Ezistam M e w reais tais que, para cada real A > w se tenha \ € p(A) e para cada

neN
M
(A —w)™
Neste caso, o semigrupo T(t) satisfaz a condigao | T(t)]] < Me“ ,t > 0.

1R = A)* ]| < (C.8)

Corolario C.17 Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de
um Co-semigrupo (T (t))t>o verificando || T(t) ||[< M (M > 1) se, e somente se,

(a) A é um operador fechado e D(A) = X,
M

(b) p(A) DR™ e [| R(A: A)" [|< 2,

para A >0,n=1,2,....

Corolario C.18 Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de
um Co-semigrupo (T (t))t>0 verificando || T'(t) ||[< M (M > 1) se, e somente se,

(a) A é um operador fechado e D(A) = X,

M
(Re\)™’

(b) p(A) DU ={Ae€C:Re(N) >0} e || ROA: A<
para Reh > 0,n =1,2,....

Corolario C.19 Uma condi¢io necessdria e suficiente para que A : D(A) C X — X
seja o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contrac¢ao (T(t))i>0 em X, € que
A seja fechado, seu dominio denso em X, p(A) D U = {\ € C: Re(\) > 0} e para
todo A € U,

1

| R(A:A) 1< Re(V)

Este coroléario caracteriza geradores de semigrupos de contragoes de classe Cj e sua
demonstracao segue de um caso particular do corolario anterior, tomando o semigrupo

de contracao.

C.3 Semigrupos Diferenciaveis

Definicao C.20 Seja ty > 0. Um Cy-semigrupo, (T'(t))i>0, de operadores lineares lim-
itados em X € diferencidvel para t > to, se para cada x € X a fungao s — T(s)x é
diferencidvel em cada t > to. O semigrupo € chamado diferencidvel se é diferencidvel

para todo ty > 0.
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Observagao C.21 Se X for de dimensao finita entao todo Cy-semigrupo de operadores
lineares serd diferencidvel, mais ainda, de classe C*°. Por outro lado, se A for limitado,

tA

é claro que o semigrupo gerado por A, a saber, T(t) = €', serd diferencidvel.

Teorema C.22 Suponha que A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo T(t) em

X. SeT(t) for diferencidvel entdio

ro-(a(Q) (). e

para cada n € N e todo ¢ > 0.
Demostragao. Temos para todo x € X que T'(t)x € D(A), entao faz sentido falar em

AT (t)x e, mais, por propriedade de semigrupo,

wroe-af () -(C))

€D(A)

t
Sabendo que A e T(E) comutam

donde,
T(t)x € D(A?);

logo, faz sentido falar em A?T'(t)z e, mais,

erie - aoa(r(2)r(D)r(2)e) =r(2) (ar(2)ar(2)e) e pia

donde,
T(t)z € D(A%);

seguindo este raciocinio, temos
T(t)xr € D(A").

Note também que,

r(£)aooar(t) —ao oa(r(L).r(L)) = ar (™),
" n nvezes . n n > n

a'g g
nvezes nvezes
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(AT(%))n::AWT@) (C.10)

d?’L

o que implica,

Vamos mostrar agora que

e, escrever
d’l’b
TM(t) := —T(¢);

desta forma,

(AT(%))n:fWTu)ziwxw.

Vejamos. Claramente, sendo o semigrupo diferenciavel para t > 0, a funcao

(0,00) = X
s~ T(s)x

¢ de clase C' e

T'(t)x = AT(t)z,

donde (C.11)) ocorre para n = 1. Suponha que

ro-(uf (@) e

vale para cada 0 < k < n, onde n € N ¢é fixo. Sabemos pela hipotese de inducao que

- ((2)) e o ()

pelo que diferenciando respeito de t teremos que

para t > s

Tm“Nw::AT@——@<AT69)T

Finalmente, usando s = na ultima igualdade, temos que

o o))
_ AT(ni1><AT(nil))i

o que completa a demonstracao do resultado. m




Apéndice D
Resultados Complementares

Colecionamos neste apéndice alguns resultados complementares utilizados no

decorrer da dissertacao.

D.1 Desigualdade de Grownall

A seguir, mostraremos a desigualdade de Gronwall, a qual foi utilizada no decorrer
desta dissertacao, porém, existem versoes com menos regularidade das fung¢os envolvi-

das, veja por exemplo, o livro do Evans [15].

Teorema D.1 (DESIGUALDADE DE GRONWALL - FORMA D]FERENC’[AVEL)
Seja n(-) uma fungao de classe C*([0,T]) nao-negativa, satisfazendo para quase todo t

a desigualdade
() < o(t)n(t) + ¥ (t), (D.1)
onde ¢(t) e P(t) sao fungoes integriveis, nao-negativas em [0,T]. Entao,
t
) < 0% o)+ [ uoas),
0

para todo 0 <t < T. Em particular, se n’ < ¢n em [0,T] e n(0) = 0, entdo,

n=0 em [0,T].
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Demonstracao. Multiplicando (D.1) por e~ Jo 447 obtemos
77/(8) eif()s (b(‘l') dr _ ¢(S) 7”(5) 67 fOS ¢(T)d7' S 67 fOS ¢(T) dr ¢(8)’

isto é,
d s S
d—(n(s)e_-]o ¢(T)d7) < e o !N Ty (s)  qtp. em [0,T).
s

Integrando em [0, ¢], com 0 <t < T, obtemos pelo TEOREMA FUNDAMENTAL DO
CALCULO (Teorema A.3.),

(n(S)e Jo o) dT>

7mwﬁwmﬁ—mms/W@Ma
0

t

t
< /0 ¢ Lo 2D () ds;

o que implica,

donde, t
n@saNWMMm+/¢@w}
0

demonstrando a primeira parte da desigualdade de Gronwall. Agora, se

n'<¢n em [0,T] e n(0)=0,

temos,
n(t) < el ?79(0) = 0;
logo,
n=0 em [0,7].
u

Teorema D.2 (DESIGUALDADE DE GRONWALL - FORMA [NTEGRAVEL) Seja
&(t) uma fungio continua, nao-negativa em [0,T), satisfazendo para quase todo t a

desigualdade integral
t
€0 <0 [ )ds+C (D2)
0

para constantes Cy,Cy > 0. Entao,
E(t) < Cy(1 + Cytet),

para quase todo 0 < t <T. Em particular, se

E(t)y =04 /Otf(s) ds,
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para quase todo 0 <t < T, entao
Et)=0 gqtp. em [0,7].
Demonstragao. Defina
t
o) = [ € as.
0
Temos, 7)(+) é nao negativa e de classe C', entao pelo TEOREMA FUNDAMENTAL

DO CALCULO (Teorema [A.3.),

nﬁﬁ%@sa/gmw+@:amwua
0
isto é,

n'(t) < Cin(t)+Cy g¢tp. em [0,T)].

Logo, pela DESIGUALDADE DE GRONWALL- FORMA DIFERENCIAVEL (Teo-

rema D.1.), obtemos
¢
/ £(s)ds < Cote®"!,
0

donde, multiplicando por C} e somando com C5 e usando (D.2) concluimos que
£(t) < Cy(1 4 Cite“?) qtp. em [0,T].

Além disso,

t
£(t) = C’l/ £(s)ds, para quase todo 0 <t < T,
0

logo,

0 <&(t) < Oy(1+ Cite™)  em [0,T];

o que implica,

E(t)=0 gq.t.p. em0,T].

D.2 A Funcao Beta

O objetivo desta secao é apresentar um resultado (Lema [D.1) resultado impor-

tante para os Capitulos 3 e 4.
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Definicao D.3 Definimos por fungao Beta a funcao dada por

L(a)I'(5)

B(a,ﬁ):/o te (1 -t = Mot h)

Teorema D.4 Para 0 < s <t <T, fixos, temos

t —n) Y r =) Y dr=(t—s a+ﬁ_1—F(6)F(a)
J R R e L e s

Demonstracgao. Considere

(D.3)

T |—>g(7):; jET.
Temos,
T=r(t—238)+s e dr=(t—s)dr;
dai,
t—1=(t—s)(t—r) e T—s=r(t—2s);
assim,

/ t—7)Yr—s)dr = /0 [(t—s)(1 =) [r(t— )] (t = s) dr;

o que implica,

/:(t — 7)1 —5) dr = (t — s) TP (/01<1 N dr)

= (t = 5) "1 B(3.a);

consequentemente,

Lema D.1 Seja o(t,s) > 0 continua em 0 < s < t < T. Se existem constantes

positivas A, By, By e «a tais que

t t
o(t,s) <A+ B / (o, s)do + Bg/ (t—0)* (o, s)do (D.4)
para 0 < s <t < T, entao existe uma constante C' tal que

p(t,s) <C, 0<s<t<T.
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Demonstragao. Assumindo (D.4), mostraremos inicialmente que
t
o(t,s) <Cy + 02/ (o, s)do, (D.5)
onde (' e (5 sao constantes positivas independentes de s.
e Se a =1, por (D.4)

o(t,s) <A+ (B + BQ)/ p(o,s)do. (D.6)
e Se o> 1, por (D.4)
o(t,s) < A+ (By + BT /t (o, s) do, (D.7)

onde a ultima desigualdade ¢é valida pois, 0 < s <o <t <T,dondet—0o < T.

e Se o < 1, aplicando (D.4) para ¢(c, s) encontramos

ot,s) < A+ B /t [AJFB1 /Ugo(ﬁ,s)df—l—Bz/o(g_g)a—lgp(g,s)dg]da

4By /:(t — )l [A +B /: o€, 5) dE + By /:(a — ) lp(e, s) dg} do

para 0 < s <o <t < T} ou seja,

o(t, s)<A+Bl/Ada+Bl// (&, d5d0+B1B2// ,s) dédo

+B2A/ t—0a1d0+BgBl// ,8) d€ do

5[ [ "t = o) Mo — ) (€, 5) de dor
(D.8)

Sendo ¢(t, s) continua para 0 < s <t < T temos

/ / (€, 5) dedo = / / s) dode;
/ / s)dédo = / / £, ) dode;
// )2 lo(E, s dgda_// (t=0)* (&, 5) dodg

e do Teorema D.4,

[ [ =arto—ortete s dedn = 1o [t - e o) de
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logo, de (D.8) que,
dg

P(t.s) S A+ BuA(t =)+ B [ ple,9)(t ~ )de + BiBa [ ole. "

— 5\« t _ o\ 2 t
wmd e mi [ ote U e B [ - oot de

Majorando (t — s) e (t — &) por T temos

[e7

t t
P(t,9) S A4 BUAT + BT [ o69)de+ BiBa [ ol de

s

T T t F2 t
—i—BgAa—FBlBQa/S ©(&,8)d§ + Bgr(ég/s(t—f)m1so(f,s)d§.

ou seja,

ATa 9 T t
o(t,s) < | A+ B1AT + By - + ( B + zBlBQZ w(&,8)dE

()
I'(2a)

t
B3 / (t— €2 (. 5) de.

x Se 2a — 1 > 0, entao

ATa 9 T t
o(t,s) < | A+ B1AT + By + | B +23132? w(&,s)dE

(6%
c1 Cc2
I‘\2(a)T2a—1 t
2 .
+B2 F(QO() /s 90(555) dfa
c3
assim,
t
plt.s) <crta [ o6 (D.9)
com
ATa T FZ(OZ)TQ(xfl

01:A+B1AT+B2 e C4:CQ+63:B%—|—231B2;—|—B§

['(2c)

*x Se 2a — 1 < 0, entao

AT 9 T t
(p(t,S) < A+BlAT+BQ o + Bl +2B132; (,D(f,s) df

1‘\2 t
By [ (-t de
Considerando
AT T - ')

ap = 2a,

A=A+ BAT + By

B, = B?+2B,By— ., By, = B2
1 1+ 15275 b2 2F(20z)

)
(0]
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temos

ot,s) < A+ By / (&, 5)dé + By / (t =™ (&, 5) de; (D.10)

entao, repetindo o raciocinio,

e e se oy = 1, entdo por (D.6)

t
o(t,s) < A+ (31 + Bg) / (o, s)do;
ee se a; > 1, entao por (D.7)

t
ot s) < A+ (Bl + égT“‘l) / (o, s)do

ee se o < 1, segue que :

*x se 2a; — 1 > 0, por (D.9)

t
o(t,s) < ¢+ 54/ ©(0,s)do

com

ATO‘ 5 . . T« _ T2 a1
¢ 64:E2+63:B%+23132—+B§L’
@ I'(ar)

¢ = A+ BlAT + B,

* se 2aq — 1 < 0, por (D.10)

t t
o(ts) < A+ By / o(0,s)dg + By / (t— 0™ (0, 5) do.

De um modo geral interando (D.4) n — 1 vezes, usando o Teorema D.4 e estimando

(t—s) e (t—¢) por T obtemos

n—1 T J n—1 Tex J oot
p(t,s) <A (Bzz) +B1 ) (B&;) / (o,s)do
7=0 =0 s

(BoI' (@)™ [* 2na—1
+W/s (t—o) (o, s)do.

Escolhendo n suficientemente grande tal que 2"a > 1 e majorando (t — 0)?"*~! por

Ty —
T?" =1 ghtemos

t
St ) < Cy+ Co / (0, 5) do.



190

onde (] e (5 sao constantes positivas independentes de s. Pela desigualdade de Gron-

wall, (D.2), temos
(p(t, S) S Cl(l + Cgtecﬁ) = Cl -+ ClCQteCQt S Cl -+ C’lcheCQT =C. (Dll)

Uma vez que Cy e Cy ndo depende de s a estimativa (D.11)) vale para 0 < s <t < T,

de onde concluimos o Lema D.1. =

D.3 O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
e alguns Resultados de Teoria de Medida

Nesta secao reunimos alguns resultados da Teoria de Medida que foram utilizados

no decorrer da dissertacao.

Teorema D.5 (TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE)
Sejam (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis de I em X, f : I — X e seja
g € L'(I). Se

[fa(@)l < g(x), qtp zel eV neN,

onde g € uma fung¢ao integravel e

lim f,(x) = f(x), qtp. ze€l

Entao,

lim Ifn(x)dx:/lf(x)dx.

n—oo

Demonstragao. Veja Brézis/Cazenave|7].

Apresentamos, a seguir, uma versao mais geral para o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, que é a seguinte:

Teorema D.6 (TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA GENERALIZADO
DE LEBESGUE) Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis e f : [ — X

com

lim f,(x) = f(x), qtp. em I.

n—oo
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Suponha que exista uma sequéncia de fungoes integraveis (g, )nen verificando
Il < gn, VYV neN eqtp em I;

lim g,(z) =g(x), qtp. em I;

lim [ gn(z)dx = /g(x) dx < 0.

Entao, f serd integravel e

lim Ifn(:v)dx:/If(:U)dx.

n—od

O Teorema seguinte é uma aplicagao do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue. Tal teorema pode ser encontrado em Lorenzi|23)].

Teorema D.7 Sejam I, e I conjuntos abertos em R(ou em C) e um intervalo real.
Além disso, considere g : I X Iy — X uma fung¢do continua e
G(N) :/ g\ t)dN, Ne .
Iy
(a) Se ||g(\ t)|| < @(t), para todo (N, t) € I x Iy e alguma fungio ¢ € L*(I), entao G
serd continua em I.
(b) Se g for diferencidvel com respeito a A, gx for continua e ||gr(A,t)|| < (t) para
todo (A, t) € I} x Iy e alguma fungdo v € L'(13), entao G serd diferencidvel em I e
G'(\) = / o\ t)dt, Xel.
Iz

Demonstragao de (a). Fixado A\ € I;, temos:

lim g(\t) = g(Xo,t), Vi€l
A—Ao

pois, A — g(\, ) é continua em [, uma vez que g : I; X [ — X é uma fungao continua.

Além disso, por hipotese, existe ¢ em I integravel com
g\ )| <), YAelbeVtel.
Consideremos {\,} C I; com A\, — Ao, quando n — co. Vamos mostrar que

lim g(/\n,t)dt:/g(x\o,t)dt. (D.12)

n—oo Jr I
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Com esse objetivo, para cada n € N, defina
ho(t) = g(An,t), Vtel

e observamos que:

o lim h,(t) = lim g(A,,t) = g(Ao,t), V€ Iy;

n—oo n—oo

o ||h.()| = [lgAn, )] < @(t), Vt € I;,¥n € N. Aplicando o TEOREMA DA
CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE (Teorema D.5), temos:

lim [ h,(z)dt :/ lim h,(z) dt;
I

n—oo 12 5 n—oo
isto é,

i [ g0 t)dt = [ glnt)dr

n—oo Jr, I
mostrando (D.12). Assim, de (D.12),
lim [ g(\t)dt = / g( o, ) dt.
)\—>>\() 12 12
Logo,

,\15{\10 G(A\) = G(No),

mostrando a continuidade de G em \y € I;. Portanto, desde que Ay é arbitrario, segue
que G é continua em I;. A prova de (a) estd completa.
Demonstracao de (b). Seja \; € I; fixado e considere {\,} C I1\{\1} com A, — ;.

Devemos mostrar que

lim Ghn) = G\ = / ga(A, 1) dt;

n—00 >\n — /\1
logo, podemos concluir que
G'(\) = / gr(A, t) dt.
1P

Com esse objetivo, para cada n € N defina

gn(t):g()th)_g()\lat)’ thIQ.
An — M1

Aplicando o TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE;

lim [ &,(t)dt :/ lim &,(t)dt,
I

n—oo I n—oo
2 2
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o que implica,

. 9 1) =91, 1) /39
1 = [ =5 t)dt. D.1
il [ e T A oS (D19

Por outro lado,

Ot fsga- [ o]

2 2

T i A {/12 [0, 1) = g\, 1)] dt};

G 6 _ f [ [g(%;j:igw] it (D.14)

Segue de (D.13) e (D.14),

logo,

. G\ —G(\) dg
1 = —= :
S = Lo (A1, 1) dt;
implicando,
dg
G'N)= [ = (\t)dt
( ) /I; a)\( ) ) )
ie.,

Os resultados, a seguir, podem ser encontrados em Brézis\Casenave [7], ¢ Lang

[21].

Teorema D.8 Toda funcao continua é mensurdvel.

Teorema D.9 A soma de funcoes integraveis é integrdvel.

Teorema D.10 Uma fungao f € integrdvel se, e somente se || f|| € integrdvel.

Teorema D.11 Se f for integravel e g for uma fun¢ao mensurdvel limitada, entdo o

produto f.g também serd integrdvel.
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Teorema D.12 (Desigualdade de Hoélder) Sejam Q@ C R™ um conjunto aberto,
p,q € [1,400] com p e q conjugados, isto é, %+% = 1. Se feLr(Q) ege LUQ),
entao

fgeLNQ)

1l = / F@)g(@)ldz < [l lgllo

D.4 Alguns Resultados de Analise Funcional

Os resultados desta subsecao sao classicos e podem ser encontrados em qualquer

livro de Analise Funcional elementar (veja por exemplo, Kreyszig|20] e Brézis|6]).

Teorema D.13 Seja Y = C([to,t1]; X) = {¢ : [to,t1] — X, continua}. Entio, Y € o

espaco de Banach munido da norma do supremo

lylly = sup  [y(®)].
th<t<tH

Demonstragao. Claramente, Y é um espago vetorial; pois, ¢ = 0 € Y; donde,
Y +# (); e evidentemente, a fungdo dada por produto de um escalar por uma funcao
continua, ainda é continua; bem como, soma de funcoes continuas é continua; logo, Y

é um espaco vetorial. A demonstracao que a fungao

I-ly:Y =R
¢~y = sup [g(n)l

to<n<ty
é uma norma em Y é imediata, usando propriedades de supremo e propriedades de
norma. Devemos mostrar que toda sequéncia de Cauchy em Y é convergente em Y.
Seja ¢, C Y uma sequéncia de Cauchy, entao dado £ > 0, existe ng € N tal que
m,n > ngy implica

||¢n - QbmHy <§g,

ou seja,

sup ||on(n) — dmM)ll = sup |[[(dn — o) ()| = |60 — Pmlly < &

to<n<ti to<n<ti
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o que implica,
[6n(n) — dm(n)|l <&, para n,m > ng (D.15)

para to < n < ti, fixado. Fixado ty < n < t, temos {¢,(n)} uma sequéncia de
Cauchy em X. Sendo X um espaco de Banach, {¢,(n)} é convergente em X; logo,
existe ¢(n) € X tal que

$n(n) — ¢(n), quando 1 — oo.
Claramente, o limite ¢(n) depende de n € [to, t1]. Entdo,
¢ : [t07 tl] — X
1~ ¢(n) = lim ¢, (n).
Observe, que ¢ estd bem definida, fato que decorre imediato da unicidade do limite
(ng(t) = lim ¢,(t) = lim (¢,(t1)) = gZ)(tl)). Devemos justificar que,
(a) o€V,

Justificativa de (a): De (D.15) ¢,, — ¢ uniformemente em [ty, t1], entao, ¢ é limite

uniforme de uma sequéncia de fungoes continuas; logo, ¢ é continua.

Justificativa de (b): Passando o limite em (D.15) com m — oo, obtemos para todo
n e [to,tl] ﬁX&dO,
[on(n) =)l <&, ¥ n=ne;

logo, por propriedade de supremo,

sup [|¢n(n) — @(n)ll <&, paran > no.

to<n<t1
Dai,
I¢n = oll, =0, 71— oo;
donde,
¢, — ¢ emY, quandon — oo.
Sendo {¢,} uma sequéncia arbitraria, (Y, - ||, ) ¢ um espago de Banach. m

Com o mesmo raciocinio, mostra-se, facilmente, o seguinte Teorema.
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Teorema D.14 Seja Y o espago C([to, t1]; X x X). Entao Y munido da norma do

supremo

v ly =" sup  [lsa@I + [ly2(0)]]]
to<t<t

com y; € C([to, t1]; X),1=1,2 € um espago de Banach.

Teorema D.15 Seja Y um espaco de Banach e Z C Y fechado em Y entio Z €

completo.

Teorema D.16 (TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH) Sejam (X,d) um

espaco métrico completo e F': X — X uma contracao, ou seja,
d(F(z), F(y)) < kd(z,y) 0<k<1.
Entao existe um unico ponto fixo p, por F, isto €, existe um 1nico ponto p € X tal que
F(p) =p.

( A demonstragao deste Teorema também pode ser encontrada no livro do Sotomayor

130].)

Teorema D.17 (TEOREMA DO GRAFICO FECHADO) Sejam X eY dois espagos
de Banach. Seja T : X — Y um operador linear. Suponha que o grdfico de T, G(T), é

fechado em X x'Y. Entao, T é continuo.

Teorema D.18 (TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS) Sejam E e F dois espagos
de Banach. Seja {T\}rea uma familia de operadores limitados de E em F. Suponha
que

sup || Thz|| < 0o, VzekE.
AeA

Entao,

sup || Th|| < oo.
AeA

Definicao D.19 Sejam X e Y espagos vetoriais com X C Y munidos das normas
|- llx el -|ly. Diremos que (X, || -|x) estd imerso continuamente em (Y, |- |ly), se a
aplicacao identidade

(X ) = - )



€ continua; isto €, existe M > 0 tal que

H(@)lly < Mllz|x,  VzelX,

ou seja,
|zlly < Mllzl|lx  VzeX.
Notagao:
(X -l & - y);
ou
X Vs

quando nao houver confusao entre as normas.
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Apéndice E
Espacos de Funcoes

Nesta segdo, com o intuito de definir os espagos H*(Omega) e H}(Q) introduzi-
mos os espagos LP(Q2), W™P(Q) e Wy"P. Além disso, tratamos nesta se¢ao do espago

C”(Q). Baseados em Brézis [6] e Medeiros [28].

No que segue  C RY é um conjunto aberto.

E.1 O Espago L*(Q2)

Defini¢ao E.1 Definimos LP(R2), 1 < p < oo o espago de Banach das funcoes reais

u, definidas em €, mensurdveis cuja poténcia p, |ulP, € integravel em €; isto €,

LP(Q2) = {u : Q — R;u € mensurdvel e/ lulP < oo};
Q

el ey = ( [l d:c)

No caso p =2, L*(2) é um espago de Hilbert com o produto escalar,

munido com a norma,

(u,v)12(0) = /Qu(x)@(x) dx

onde U € o complexo conjugado de v.
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E.2 O Espago de Sobolev W™ ?(Q)) e o Subespago

ARE)

Com o intuito de definir espacos de Sobolev vamos apresentar, inicialmente, al-

gumas defini¢oes

Definicao E.2 Seja u : 2 — R uma fungao continua, definimos o suporte de u,

denotado por spp(u), como sendo o sequinte conjunto,

spp(u) = {z € Qyu(z) # 0}.
Definigao E.3 Seja Q C RY. O espago C5°() € o subespago de C®(R2), onde as
fungoes tem suporte compacto contido em €, i.e.,
Co*(Q2) = {u € C=(Q)/spp(u) CC O},
com
C*Q)={u:Q—=R/DucC),Val,

onde D"u é a derivada no sentido das distribui¢oes. O espago C5°(Q) é conhecido na

literatura como o espago das fungoes testes.

Agora vamos definir o Subespago W™?((2).

Definicao E.4 Seja Q um aberto do RY, m € Nep € R tal que 1 < p < oc0. O
espago de Sobolev, W™P(Q), ¢ definido por

Wm2(Q) = {u € LF(Q); D*u € LF(Q), Va € NV, 0 < |a| < m}

sendo D® no sentido das distribui¢ées. O espago W™P(Q) é um espago de Banach com

a norma

1/p
([l [ wrmp () = ( > L’Da“|pdx) :

laj<m

Quando p = 2, denotamos o espago W™P(Q2) por H™(Q2). Este espago H™(2) é um
espaco de Hilbert com o produto interno
(u, V) pm(Q) = Z (D%u, D) 120,
la]<m

onde (-, -) denota o produto interno usual em L*((2).
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Definigao E.5 Seja Q C RY. O espago Wy P (2) ¢ definido como o fecho de C$° ()
em W™P(Q), i.e.,

m = [l [l
Wo ’p(Q) = Co (Q) .

Analogamente, H(Q) € o fecho de C5°(2) em H™(Q2), ou seja,

H§' () = Wg"*(Q).

E.3 Espago C"(Q);

Definigao E.6 Para qualquer conjunto aberto Q C RN e qualquer v € (0,1) o espago
C?(Q) consiste de todas as fungées u: Q — K (K =R ou C), tal que

munido da norma,

[uller @y = l[ullmax + Ho, »(u).
Teorema E.7 Temos
C"(Q) = L'(Q), Vsell,o00). (E.1)

Demonstragao. Se u € C¥(Q) entdo
1/s 1/s
o= (L)< ([ Iulin) < Tl < 01 il

lu

[

ou seja,

L*(Q) = CHuHCV(ﬁ);

mostrando (E.1). m



Apéndice F

Resultados envolvendo os espacos

LP(Q) e W™ P(Q)

Neste Apéndice, enunciaremos alguns resultados classicos envolvendo os espacos

de fungoes LP(Q) e W™P(Q).

F.1 O Problema de Dirichlet

Consideremos o seguinte Problema de Dirichlet :

—Au+u=f, em{
u=0 em =099,

(F.1)

Definigao F.1 Uma solugdo cldssica de (F.1) é uma funcdo u € C*(Q) que verifica
(F.1). Uma solugao fraca de (F.1) é uma funciao u € Hy () que verifica

/Qvqu+/qu=/va, Vv e Hy(9). (F.2)

Com relagao ao problema (F.1) temos o seguinte resultado de regularidade.

Teorema F.2 (TEOREMA DE REGULARIDADE) Seja Q) C RY um aberto de classe
C? com fronteira limitada. Seja f € L*(Q) e sejau € HY(Q) que verifica (F.2). Entao,
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ue H*(Q) e
[ullz2@) < cll fll2

onde ¢ € uma constante que so depende de ). Além disso, se Q0 € de classe C™2 ¢

f e H™(Q) entao

we H™(Q) com ||ullmezg) < el fllum)

em particular, se m > % entio u € C%(Q). Por dltimo, se Q € de classe C™® e se

f € C>®(Q), entio u € C>(Q).

Demonstragao. Ver Brézis [6].

F.2 Operadores Fortementes Elipticos

0 que segue ¢ um dominio limitado, com fronteira suave. Considere
N Q cRY d limitado, front C d
um operador diferencidvel da forma

A(z,D)= > as(z)D",

la|<2m

com a,(x) fungdes a valores complexos definidos em €2 para cada multi - indice
a=(ay,a,....any) €NV |a|=a;+ay+ ...+ ay; 2m é conhecido como a ordem de
Ae

g 9o Qo
DY — DM DO ... DN —

L LT 9 Oer Oon

1 2 N

é o operador de deriva¢do de ordem c.

Defini¢ao F.3 Dizemos que A é um operador eliptico (ou do tipo eliptico) no ponto

xo € () se

Y aa(z)" #0, ¥V EeR\{0}

|a|=2m

O operador A é fortemente eliptico em z( se

(—1)mRe( > aa(xo)fo‘) >0, VE&eR\{0)

|a|=2m

32
Exemplo 4 O operador Laplaciano, A = Z , € um operador eliptico. E o oper-

ador —A € fortemente eliptico.(Veja Pazy [26] )
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Definigao F.4 Seja A = A(z, D), um operador fortemente eliptico de ordem 2m em

um dominio limitado em RY e, considere 1 < p < co. Definimos

D(A,) = WP (Q) N W™ (Q)

Ayu = A(z, D)u, para u € D(A,).

Teorema F.5 Seja Q C RY um domineo limitado com fronteira suave 09 e seja A,
o operador definido como acima. Se 0 < a < 1 entdo temos as sequintes imersoes
continuas:
) k N N
(i) X = W54Q) para k — — < 2ma— —, ¢ > p com k € N;
q p

N
(i) X* — C"(Q) para 0 <v < 2ma — —;
p

N
P 0<a< —.

(lll) X% — LT<Q) para r S m, 2p

Demonstragao. Veja Friedman [19].

Teorema F.6 Seja A(x, D) um operador fortemente eliptico de ordem 2m em um
dominio limitado com fronteira, 09, suave em RY e seja 1 < p < oco. Se A, for o
operador associado com A pela defini¢ao F.4, entao —A, serd o gerador infinitesimal

de um semigrupo analitico em LP(€2).
Demonstragao. Veja Pazy [26], p. 214.

Teorema F.7 Seja 1 < p < oo, o operador —A, ¢ o gerador infinitesimal de um

semigrupo analitico de contra¢ao em LP($2).
Demonstragao.Veja Pazy [26], p. 215-216.

Observagao F.8 Pelos Teoremas |[F.0 e [F.7 seque que, o operador Laplaciano A €
o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico; uma vez que, —A € um operador

fortemente eliptico.



Apéndice G

Resultados relacionados ao Problema

de Cauchy

Neste apéndice, consideraremos o modelo diferencial

du
— () = Au(t)+ f(t), O0<t<T
H(0) = Ault) + 10 .
u(0) = o,
onde f : [0,T) — X e A: D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cj -
semigrupo T'(t) com t > 0, de forma que, a equagao homogénea correspondente, isto é,

a equagao com f = 0, tem uma unica solugao para todo valor inicial ug € D(A).
Definicao G.1 Uma fungio u € C([0,T]: X) ¢ uma solugao forte de (G.1) se

u(t) € D(A) g.t.p em [0,T],

u € diferencidvel q.t.p em (0,T),

% e L([0,T] : X),
u(0) = uo,
% = Au(t) + f(t) ¢t.p em [0,T7.

Proposigao G.2 Se f € L'([0,T] : X) entdo o problema (G.1) tem no mdximo uma

solugao forte. Além disso, se u(-) € uma solugao forte entdo

u(t) = T(t)ug + /OtT(t —s)f(s)ds te|0,T].
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Motivados pela proposigao (G.2)), consideremos a seguinte efinigao:

Definicao G.3 Uma funcaou € C([0,7T] : X) € uma solugao generalizada do problema
(G.1) se
¢
u(t) = T(t)ug —i—/ T(t—s)f(s)ds, tel0,T].
0

Pela proposicao (G.2 solucao forte é sempre uma solugao generalizada, quando
f € L'([0,T] : X). E importante observarmos que em geral a solucio generalizada de

(G.1) ndo ¢ uma solugao forte de (G.1).

Corolario G.4 Seja X um espago de Banach reflexivo e A o gerador infinitesimal de
um Cy- semigrupo T'(t). Se f for Lipschitz continua em [0,T') entao para todo x € D(A),

o problema de valor inicial (G.1) terd uma unica solugao forte u em [0,T] dado por

uw(t) =T(t)x + /0 T(t—s)f(s)ds.

Teorema G.5 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico T(t). Se f €
Ll((O,T) : X) for localmente hélder continua em (0,T], entdo para todo x € X o

problema de valor inicial (G.1) terd wma unica solugao cldssica.

Teorema G.6 Se A for o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. Se

fe LY[0,T); X) for Hélder continua entio o problema de valor inicial

dv
%(t) = Av(t) + f(t), t >t

v(to) = ug -

(G.2)

possuird uma unica solucao u.

Observacao G.7 Note que na demostracao do Teorema (.6, todo o raciocinio foi feito
estimando t por um T fixo, assim temos uma versao do Teorema G.6 para a funcao f

definida em intervalo limitado da semireta nao-negativa.
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