
Resumo

Neste trabalho estimamos algumas das desigualdades do tipo Trudinger-Moser, a

fim de estudar as propriedades dos funcionais energia associados à problemas elípticos

não-lineares onde a não-linearidade possui crescimento crítico. A fortiri, utilizando

técnicas variacionais estudamos existência e multiplicidade de solução para tais proble-

mas.



Abstract

In this work we appreciate some Trudinger-Moser type inequality for to study

the behaviour of the functional energy the semilinear Dirichlet problems with criti-

cal growth. Later, apply variational methods we study existence and multiplicity of

solution for such problems.
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Introdução

Utilizando métodos variacionais, argumentos do tipo Passo da Montanha e lemas

de Concentração de Compacidade nos propomos a estudar a existência e multiplicidade

de solução para problemas elípticos não-lineares em R2 com crescimento exponencial,

do tipo  −∆u = f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω
(1)

onde Ω ⊂ R2 é um domínio limitado com fronteira suave ∂Ω e f : Ω × R −→ R é

uma função contínua que possui crescimento subcrítico ou crítico, conforme definições

abaixo. Também, estudamos problemas do tipo −∆u+ u = f(x, u), R2

u ∈ H1(R2)
(2)

onde f(x, t) = o(t) próximo da origem1 e |f(x, t)| ≤ Ce4πt2 para todos x ∈ R2, t ∈ R,

onde C > 0 é constante.

Um, dentre os dois fatos de destaque no presente texto é o estudo de desigualdades

do tipo Trudinger-Moser cuja motivação é o comportamento dos funcionais de Euler-

Lagrange associados aos problemas propostos nos capítulos 2 e 3. O outro fato é o

uso do primeiro lema de Concentração de Compacidade de P.L. Lions quando nos

depararmos com problemas de minimização em domínios não-limitados, ver capítulo 3.

Vários problemas de Biologia, Física e Geometria são formulados em termos de

equações elípticas com não-linearidade exponencial. Um exemplo típico, segundo H.

1isto é, lim
t→0

f(x, t)
t

= 0.
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Ohtsuka e T. Suzuki, ver [17], é dado por:

−∆v =
λK(x)ev∫

Ω
K(x)evdx

, em Ω

com condição de Dirichlet, onde Ω ⊂ R2 é um domínio limitado com fronteira suave

∂Ω e K(x) > 0 é uma função diferenciável definida em Ω. Este problema está rela-

cionado com a Teoria das Funções Complexas e Geometria Riemanniana. Se K(x) ≡ 1

então esta equação surge na formulação da quarta lei da termodinâmica envolvendo às

relações temperatura-eletricidade, por Lars Onsager na Mecânica Estatística.

Em Geometria, outros exemplos são: O problema de Berger, ver [1] e [2]; e a

descrição da equação da curvatura Gaussiana por J.L. Kazdan e F.W. Warner, conforme

[17], a saber

−∆gv = λ

(
V ev∫

M
V evdvg

−W

)
, em M

onde (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta e V , W são funções diferenciáveis

sobre M satisfazendo V > 0 em algum lugar e
∫

M
Wdvg = 1. Em particular, se (M, g)

é um toro planar, λ = 4π, W = 1/|M | e V = eu0 com u0 = u0(x) satisfazendo

−∆u0 =
4πN

|M |
− 4π

N∑
j=1

δpj
(dx), em M

com
∫

M

u0 = 0 e N ∈ N, então este trata-se do problema estudado por G. Taratello

como um caso limite na Teoria de Cher-Simons-Higgs sobre super condutividade em

altas temperaturas.

Quanto ao problema de Berger: “Toda variedade Riemanniana compacta (M, g)

bidimensional, admite métrica conforme à g cuja curvatura escalar é constante”, con-

siderando a métrica conforme g′ de g, Melvyn Berger provou este resultado usando

métodos variacionais, conforme [1].

Seja g′ = eϕg. Então, o problema enunciado acima equivale a equação

∆ϕ+R = R′eϕ

onde R′ é constante. Aqui, R denota a curvatura escalar de (M, g) e R′ denota a

curvatura escalar de (M, g′).

O problema de Berger surge como “uma introdução” ao problema de Yamabe,

ver [1], [2] e [16]: “Toda variedade Riemanniana compacta (M, g) n-dimensional com

n ≥ 3, admite métrica conforme à g cuja curvatura escalar é constante”.
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No capítulo 1, estudamos o funcional de Euler-Lagrange em R2, damos atenção

às desigualdades do tipo Trudinger-Moser, motivados por [4], [5], [9], [14], [16] e [19].

No que segue onde se lê: solução do problema em questão, entenda: solução fraca

do referido problema. Além disso, d denota o raio interno de Ω, isto é, d é o raio da

maior bola aberta contida em Ω, e a seqüência de autovalores do operador (−4, H1
0 (Ω))

é denotada por 0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . . (ver [7]).

Propomo-nos no capítulo 2 a estudar problemas do tipo (1). Admitiremos em

um momento que f possui crescimento subcrítico no seguinte sentido:

lim
|t|→∞

|f(x, t)|
eαt2

= 0 para todo α > 0

Neste caso, estudaremos a existência e multiplicidade de solução para o problema.

Conforme os seguintes resultados:

Teorema 0.1 (O caso subcrítico com mínimo local em 0) Supondo que f pos-
sui crescimento subcrítico e satisfaça às seguintes condições:
(h.1) f(x, 0) = 0 para todo x ∈ Ω.
(h.2) Existem t0 > 0 e M > 0, tais que

0 < F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds ≤M |f(x, t)| para todos |t| ≥ t0, x ∈ Ω.

(h.3) 0 < F (x, t) ≤ 1

2
f(x, t)t para todos t ∈ R�{0}, x ∈ Ω.

(h.4) lim sup
t→0

2F (x, t)

t2
< λ1 uniformemente em Ω.

Então, o problema em questão possui uma solução não-trivial. Além disso, se
f(x, t) é uma função ímpar em t, então o problema em questão possui infinitas soluções.

Teorema 0.2 (O caso subcrítico com sela em 0) Supondo (h.1), (h.2), (h.3) e que
f possua crescimento subcrítico. Além disso, suponha que
(h.5) Existem δ > 0, λk ≤ µ < λk+1 tais que

F (x, t) ≤ 1

2
µt2 para todos x ∈ Ω, |t| ≤ δ.

(h.6) F (x, t) ≥ 1

2
λkt

2 para todos x ∈ Ω, t ∈ R.

Então, o problema em questão possui uma solução não-trivial. Além disso, se ao
invés de (h.6) supormos que f(x, t) seja uma função ímpar em t, então o problema em
questão possui infinitas soluções.
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Noutro momento, assumiremos que a função f possui um crescimento crítico no

seguinte sentido: existe α > 0 tal que

lim
t→∞

|f(x, t)|
eαt2

= 0 para todo α > α0

lim
t→∞

|f(x, t)|
eαt2

= ∞ para todo α < α0.

Sendo este o caso, estudaremos a existência de solução para o problema em

questão. Conforme o resultado:

Teorema 0.3 (O caso crítico com mínimo local em 0) Supondo (h.1), (h.2), (h.3)
e que f possua crescimento crítico com α0. Além disso, supondo (h.4) e

(h.7) lim
t→+∞

tf(x, t)e−α0t2 ≥ β com β >
4

M0α0d2
,

onde M0 é definido2 por

M0 = lim
n→∞

∫ 1

0

nen(t2−t)dt.

Então, o problema em questão possui uma solução não-trivial.

No capítulo 3, usando fortemente a Simetrização de Schwarz, ver O. Kavian [15]

e M. Willem [21], e os resultados discutidos no capítulo 1 deste trabalho, estudamos

problemas do tipo (2). Usamos o primeiro lema de Concentração de Compacidade

devido a P.L. Lions, ver [3], [10] e [16], para estudar existência de solução para o

problema em questão. Conforme os resultados:

Teorema 0.4 Supondo que f ∈ C(R2 × R). Além disso, assumindo às hipóteses:

(f.1) |f(x, t)| ≤ Ce4πt2 para todos x ∈ R2 e t ∈ R, onde C > 0 é constante.

(f.2) A função
f(x, t)

t
é não-decrescente com relação a |t|;

lim
t→0

f(x, t)

t
= 0 uniformemente em R2;

lim
t→+∞

f(x, t)

t
= +∞ uniformemente em R2.

(f.3) Existe θ ∈
(

0,
1

2

)
tal que

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds ≤ θtf(x, t) para todos x ∈ R2, t ∈ R.

2ver Observação 2.1.
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(f.4) lim
|x|→∞

f(x, t) = f(t) uniformemente quando t é limitado.

(f.5) f(x, t) ≥ f(t) >
p

2
Sp

p(1 − 2θ)1− p
2 |t|p−2t para todos x ∈ R2, t ∈ R, onde

2 < p < +∞,

Sp = inf
u∈H1(R2)

u 6≡0

[
∫

R2(|∇u|2 + u2)]
1
2

(
∫

R2 |u|p)
1
p

,

f(x, t) 6= f(t) para t ∈ R com relação a x ∈ R2.

Então, o problema em questão possui uma solução não-trivial.

Teorema 0.5 Supondo que f verifique as condições (f.1)− (f.4) e à condição:
(f ’.5) f(x, t) > 0 para todos x ∈ R2, t > 0 e f(x, t) ≥ f(t) > p

2
Sp

p(1 − 2θ)1− p
2 |t|p−2t

para todos x ∈ R2 e t ≥ 0, onde 2 < p < +∞ e Sp foi definido no Teorema 0.4. Além
disso,

f(x, t) > f(t) para todo (x, t) ∈ Ω× (0, δ)

onde, Ω ⊂ R2 é um domínio com medida positiva e δ > 0.
Então, o problema em questão possui uma solução positiva.

No Apêndice A estudamos as estimativas do pontencial, a fim de discutir de-

sigualdades do tipo Trudinger-Moser.

Dedicamos o Apêndice B a alguns dos resultados da Teoria dos Pontos Críticos

utilizados no decorrer deste trabalho.

Bons textos sobre os resultados discutidos no capítulo 1 são [4], [16] e [19], a saber,

em [16] o autor faz uma observação sobre o tratamento de J. Moser à desigualdade ótima

de Sobolev.

Para os resultados discutidos no capítulo 2, sugerimos J.M.B. do Ó [4] e Figueiredo

[13], a saber, em [4] o autor faz uso de argumentos análogos aos que usamos neste

capítulo para estudar problemas do tipo: −div(a|∇u|p)|∇u|p−2∇u = f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω

onde p > 1, Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave ∂Ω, a : [0,+∞) −→ R

e f : Ω× R −→ R são funções contínuas satisfazendo as condições de crescimento:

|a(u)up−1| ≤ η|u|p−1 + ζ para todo u ∈ [0,+∞)

|f(x, u)| ≤ c(1 + |u|r−1) para todo (x, u) ∈ Ω× R,
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onde 1 ≤ r < p∗, com p∗ = +∞ se N > p e p∗ =
Np

N − p
se 1 ≤ N ≤ p.

Sobre os resultados do capítulo 3, bons textos são [5] e [9], a saber, em [5] o autor

estuda problemas do tipo: −div(|∇u|N−2∇u) + a(x)|u|N−2u = f(x, u), RN

u ≥ 0, u ∈ W 1,N(RN)

onde a é uma função contínua coerciva, isto é, a(x) −→ +∞ quando |x| −→ ∞ e f

possui crescimento crítico.

Notações

A seguir, fixaremos algumas das notações usadas no decorrer deste trabalho.

(i.) A integral da função mensurável u : Ω −→ R, definida num subconjunto mensurável

Ω ⊂ RN é denotada ∫
Ω

u(x)dx =

∫
Ω

u

(ii.) As integrais cujos domínios não estejam indicados, são tomadas sobre todo RN .

(iii.) Sendo Ω ⊂ RN , |Ω| denota a medida de Lebesgue do conjunto Ω.

(iv.) As autofunções de (−4, H1
0 (Ω)) associadas ao autovalor λj são denotada por φj,

e Vλj
denota o subespaço do H1

0 (Ω) associado ao autovalor λj.



Capítulo 1

O funcional de Euler-Lagrange em R2

No que segue Ω ⊂ R2 é um domínio limitado e a função f : Ω × R −→ R é

contínua. Além disso, para α > 0 a função f satisfaz a seguinte desigualdade:

|f(x, t)| ≤ C(eαt2 − 1) + b|t| para todos x ∈ Ω, t ∈ R, (1.1)

onde b, C > 0 são constantes.

Nesta seção, estudaremos as propriedades do funcional de Euler-Lagrange

J : H1
0 (Ω) −→ R

u 7−→ J(u) =

∫
Ω

F (x, u)

onde F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt.

A seguir, nos dedicaremos às desigualdades do tipo Trudinger-Moser, ver [4], [5],

[9], [14] e [19] usadas fortemente no estudo das propriedades do funcional de Euler-

Lagrange definido acima.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Trudinger-Moser) Se u ∈ H1
0 (Ω), então existem

constantes c1, c2 > 0, tais que ∫
Ω

e

“
u

c1||∇u||2

”2

≤ c2|Ω|.

Prova. Seja u ∈ H1
0 (Ω), como f = |∇u| ∈ L2(Ω) pelo Lema A.2, existem

constantes c1, c2 > 0 com c21 > 2πe, tais que∫
Ω

e

„
V1/2|∇u|
c1||∇u||2

«2

≤ c2|Ω|.
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Pela Observação A.1, obtemos∫
Ω

e

“
2πu

c1||∇u||2

”2

≤
∫

Ω

e

„
V1/2|∇u|
c1||∇u||2

«2

≤ c2|Ω|,

escrevendo c1 = c1/2π > 0 e c2 = c2 > 0, temos∫
Ω

e

“
u

c1||∇u||2

”2

≤ c2|Ω|.

Conforme B. Ruf, ver [20]. Sendo Ω ⊂ RN um domínio limitado, onde N > 2.

Desejamos estimar desigualdades do tipo

sup
||∇u||2≤1

∫
Ω

g(u) < +∞,

para uma função g : R −→ [0,+∞) com crescimento máximo.

A priori, sabendo da imersão contínua H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) para 1 ≤ p ≤ 2∗. A

função

g : R −→ [0,+∞)

s 7−→ g(s) = |s|p,

onde 1 ≤ p ≤ 2∗ é uma solução. Além disso,

sup
||∇u||2≤1

∫
Ω

|u|p, para 1 ≤ p ≤ 2∗

é infinito para p > 2∗. Vale ressaltar que o caso p = 2∗ é conhecido como o crescimento

crítico de Sobolev. Uma forma sharp deste resultado afirmando que o crescimento

máximo é do tipo exponencial, segundo P.L. Lions, ver [16], foi provada por S.I.

Pohozhaev em 1965 no artigo: Eigenfunctions of the equation ∆u + λf(u) = 0; N.

Trudinger em 1967 no artigo: On the imbeding Orlicz space and some applications; e

T. Aubin em 1970 no artigo: Sur la function exponentielle, o seguinte resultado:

Seja u ∈ W 1
0 (Ω). Então,∫

Ω

eα|u|N/(N−1)

<∞ para todo α > 0.

Uma estimativa sharp deste resultado foi provada por J. Moser em 1971 no

seu artigo: A sharp form of an inequality of N. Trudinger; ver [16], que diz, se
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αN = NωN−1, onde ωN−1 é a medida da esfera unitária (N − 1)-dimensional. Por

exemplo, caso N = 2, α2 = 4π. Então,∫
Ω

eαN |u|N/(N−1) ≤ C|Ω|, desde que ||∇u||22 ≤ 1,

onde αN é a melhor constante no seguinte sentido: eα|u|N/(N−1) ∈ L1(Ω) para todo

α > 0, mas αN é a maior constante tal que eα|u|N/(N−1) é limitada na norma em L1

independente de u.

O resultado citado acima é:

Teorema 1.2 Seja u ∈ H1
0 (Ω). Então,∫

Ω

eαu2

<∞ para todo α > 0. (1.2)

Além disso, se ||∇u||22 ≤ 1, então existe C > 0 tal que∫
Ω

eαu2 ≤ C|Ω| desde que α ≤ 4π (1.3)

A prova do próximo resultado é devida a P.L. Lions em 1985, ver [16]

Corolário 1.3 Seja (un) em H1
0 (Ω), tal que ||∇un||2 = 1 para todo n ∈ N. Além

disso, suponha que un ⇀ u em H1
0 (Ω) com ||∇u||2 < 1. Se u 6= 0, então para cada

1 < p <
1

1− ||∇u||22
, temos

sup
n∈N

∫
Ω

e4πpu2
n <∞. (1.4)

Prova. Inicialmente, observe que

||∇(un − u)||22 = 1− 2

∫
Ω

∇un∇u+ ||∇u||22 −→ 1− ||∇u||22.

Portanto, existe n0 ∈ N, tal que

p <
1

||∇(un − u)||22
sempre que n ≥ n0.

Dessa forma, usando o Teorema 1.2, obtemos∫
Ω

e4πp(un−u)2 ≤
∫

Ω

e
4π

“
un−u

||∇(un−u)||2

”2

≤ C,

para n suficientemente grande, onde C = C(Ω) > 0.

Vale observar que até agora mostramos que

sup
n∈N

∫
Ω

e4πp(un−u)2 <∞ para todo 1 < p <
1

1− ||∇v||22
. (1.5)
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Agora fixemos ε > 0 tal que (1 + ε2)2p <
1

1− ||∇u||22
. Veja que

u2
n = u2 + 2u(un − u) + (un − u)2 ≤ (1 + ε−2)u2 + (1 + ε2)(un − u)2

ou seja,

e4πu2
n ≤ e4π(1+ε−2)u2

e4π(1+ε2)(un−u)2 .

Usando a desigualdade de Hölder, primeira parte do Teorema 1.2 e (1.5) para
1

p
=

1

q
+

1

(1 + ε2)p
, obtemos

e4π(1+ε−2)u2 ∈ Lq(Ω)

e4π(1+ε2)(un−u)2 ∈ L(1+ε2)p(Ω)

Além disso,∫
Ω

e4πpu2
n ≤

(∫
Ω

e4π(1+ε−2)qu2

)p/q (∫
Ω

e4π(1+ε2)2p(un−u)2
)1/(1+ε2)

Portanto,

sup
n∈N

∫
Ω

e4πpu2
n <∞.

Lema 1.1 (Lema Radial, ver Kavian [15]) Se u ∈ Lp(RN), 1 ≤ p < ∞ é uma
função radialmente simétrica e não-crescente (isto é, 0 ≤ u(x) ≤ u(y) se |y| ≤ |x|),
então

|u(x)| ≤ |x|−N/p

(
N

ωN−1

)1/p

||u||p, x 6= 0,

onde ωN−1 é a medida da esfera unitária (N-1)-dimensional. Por exemplo, caso N = 2,
ω1 = 2π.

Prova. Seja x 6= 0, escrevendo r = |x| > 0, temos

||u||pp =

∫ ∞

0

(∫
|y|=1

sN−1|u(s)|pdSy

)
ds

||u||pp ≥ ωN−1

∫ r

0

|u(s)|psN−1ds

||u||pp ≥ ωN−1|u(r)|p
∫ r

0

sN−1ds

e portanto,

|u(r)|p ≤ r−N ||u||pp
(

N

ωN−1

)
.
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A seguir trataremos das desigualdades do tipo Trudinger-Moser em H1(R2), isto

é, no caso Ω = R2. A prova do próximo resultado pode ser encontrado em J.M.B. do

Ó, ver [5] e D.M. Cao, ver [9].

Teorema 1.4 (Trudinger-Moser) Se α > 0 e u ∈ H1(R2), então∫
(eαu2 − 1) <∞.

Além disso, se ||∇u||2 ≤ m < 1, ||u||2 ≤M <∞ e α ≤ 4π, então existe uma constante
C > 0 que depende somente de α e M , tal que∫

(eαu2 − 1) ≤ C.

Prova. Sobre a primeira parte do Teorema. Seja u ∈ H1(R2). Sem perda de

generalidade, considere u ≥ 0. Assim podemos substituir u por |u| e por conseguinte,

fazer uso do Método da Simetrização de Schwarz, ver [15]. Das propriedades básicas

do método algumas merecem destaque para o que nos propomos fazer.

(p.1) Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e u ∈ Lp(R2) tal que u ≥ 0. Então, existe uma única função

não-negativa u∗ ∈ Lp(R2) chamada a Simetrização de Schwarz de u, onde u∗ é uma

função radialmente simétrica não-crescente de |x|;

(p.2) Para todo λ > 0, temos

|{x ∈ R2;u∗(x) ≥ λ}| = |{x ∈ R2;u(x) ≥ λ}|

e existe Rλ > 0, tal que {x ∈ R2;u∗(x) ≥ λ} é uma bola em R2 centrada na origem de

raio Rλ;

(p.3) Se G : [0,+∞) −→ [0,+∞) é uma função contínua crescente com G(0) = 0.

Então, ∫
G(u∗) =

∫
G(u)

e finalmente, se u ∈ H1
0 (R2) então u∗ ∈ H1

0 (R2) e
∫
|∇u∗|2 ≤

∫
|∇u|2.

De volta ao Teorema 1.4, por (p.3), temos∫
(eαu2 − 1) =

∫
(eα|u∗|2 − 1)

e para um número real r > 1 a ser determinado, temos∫
(eαu2 − 1) =

∫
|x|<r

(eα|u∗|2 − 1) +

∫
|x|≥r

(eα|u∗|2 − 1)
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Com isso, ∫
(eαu2 − 1) ≤

∫
|x|<r

eα|u∗|2 +

∫
|x|≥r

(eα|u∗|2 − 1).

O que faremos agora é estudar a integral∫
|x|<r

eα|u∗|2

No que segue denotaremos a função u∗ simplesmente por u. Considerando a

função v(x) = u∗(x) − u∗(rx0), onde x0 ∈ R2 com |x0| = 1, temos v(x) = 0 se, e

somente se, |x| = r. Assim, v ∈ H1
0 (Br), onde Br denota a bola de raio r centrada na

origem em R2.

Por outro lado, sejam p e p′ índices conjugados1. Para todo ε > 0 a desigualdade

de Young, ver Brezis [7] com ε
1
2u

1
2 e ε

1
2v−

1
2 implica que

(ε
1
2u

1
2 )(ε

1
2v−

1
2 ) ≤ (ε

1
2u

1
2 )2

2
+

(ε
1
2v−

1
2 )2

2

Com isso,

u
1
2v

1
2 ≤ εu+ ε−1v para todos u, v ≥ 0. (1.6)

Assim,

|u(x)|2 = |v(x)− u(rx0)|2 ≤ |v(x)|2 + |u(rx0)|2 + 2|v(x)||u(rx0)|

e por (1.6), temos

|v(x)||u(rx0)| = (|v(x)|2)1/2(|u(rx0)|2)1/2

|v(x)||u(rx0)| ≤ ε

2
|v(x)|2 +

( ε
2

)−1

|u(rx0)|2.

Logo,

|u(x)|2 ≤ |v(x)|2 + |u(rx0)|2 + ε|v(x)|2 +
4

ε
|u(rx0)|2

|u(x)|2 ≤ (1 + ε)|v(x)|2 + k(ε)|u(rx0)|2,

onde k(ε) = 1 +
4

ε
.

Portanto, ∫
|x|<r

eαu2 ≤ eαk(ε)|u(rx0)|2
∫
|x|<r

eα(1+ε)v2

<∞ (1.7)

1isto é, p e p′ são números reais positivos com 1
p + 1

p′ = 1.
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conforme o Teorema 1.2.

Agora, estudaremos a integral∫
|x|≥r

(eαu2 − 1)

Inicialmente, observe que∫
|x|≥r

(eαu2 − 1) =

∫
|x|≥r

(
∞∑

k=1

αk

k!
u2k

)
∫
|x|≥r

(eαu2 − 1) ≤ α||u||22 +
∞∑

k=2

αk

k!

∫
|x|≥r

u2k

Usando o Lema 1.1, temos∫
|x|≥r

(eαu2 − 1) ≤ α||u||22 +
∞∑

k=2

αk

k!

(
π−1/2||u||2

)2k
∫
|x|≥r

1

|x|2k

Por outro lado, temos∫
|x|≥r

1

|x|2k
= 2π

∫ ∞

r

t1−2kdt = π
r2−2k

k − 1

Com isso,∫
|x|≥r

(eαu2 − 1) ≤ α||u||22 + πr2

∞∑
k=2

αk

(k − 1)k!

(
||u||2
π1/2r

)2k

∫
|x|≥r

(eαu2 − 1) ≤ α||u||22 + πr2

∞∑
k=2

αk

(
||u||2
π1/2r

)2k

Usando a Teoria das séries de números reais, ver Figueiredo [12] a série

∞∑
k=2

αk

(
||u||2
π1/2r

)2k

converge, desde que escolhamos r >
(α
π

)1/2

||u||2. Então, considerando, por exemplo,

r =
(α
π

)1/2

(1 +M), concluímos que∫
|x|≥r

(eαu2 − 1) <∞. (1.8)

Por conseguinte, de (1.7) e (1.8) obtemos a primeira parte do teorema.

Sobre a segunda parte do Teorema. Seja u ∈ H1(R2). Sem perda de generalidade,

considere u ≥ 0. Assim podemos fazer uso da Simetrização de Schwarz.
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Por (p.3), sabemos que∫
(e4πu2 − 1) =

∫
(e4π|u∗|2 − 1)

e para um número real r > 1 a ser determinado, temos∫
(e4π|u∗|2 − 1) ≤

∫
|x|<r

e4π|u∗|2 +

∫
|x|≥r

(e4π|u∗|2 − 1)

O que faremos agora é estudar a integral∫
|x|<r

e4π|u∗|2

No que segue denotaremos a função u∗ simplesmente por u. Além disso, es-

crevendo |x|2 = r2e−t e considerando a função w(t) = 2
√
πu(x), obtemos

w′(t) = 2
√
πu′(s)

ds

dt

onde s = |x| (s2 = r2e−t) e
ds

dt
= −s

2
para todo t ∈ R. Ou seja,

w′(t) = −
√
πu′(s)s para todo t ∈ R.

Assim,

|w′(t)|2 = πs2|u′(s)|2 para todo t ∈ R.

Com isso, ∫
|x|<r

|∇u(x)|2 = 2π

∫ r

0

s|u′(s)|2ds =

∫ ∞

0

|w′(t)|2dt (1.9)

Além disso, ∫
|x|<r

(πr2)−1e4πu2

=

∫ r

0

(πr2)−12πse4π|u(s)|2ds∫
|x|<r

(πr2)−1e4πu2

=

∫ r

0

(πr2)−12πse4π 1
4π
|w(t)|2 s

2
dt∫

|x|<r

(πr2)−1e4πu2

=

∫ r

0

(r2)−1s2e|w(t)|2dt

Logo, ∫
|x|<r

(πr2)−1e4πu2

=

∫ r

0

ew2(t)−tdt (1.10)
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Assim, por (1.9) e pela desigualdade de Hölder, ver [7] temos

w(t) = w(0) +

∫ t

0

w′(s)ds

w(t) ≤ 2π1/2u(rx0) +

(∫ ∞

0

|w′(s)|2ds
)1/2

t1/2

w(t) ≤ 2π1/2u(rx0) +

(∫
|x|<r

|∇u|2
)1/2

t1/2

w(t) ≤ 2π1/2u(rx0) + ||∇u||2t1/2

para todo t > 0, onde x0 ∈ R2 com |x0| = 1.

Pela desigualdade de Young, para todos t > 0 e ε > 0, temos

|w(t)|2 ≤ 4π|u(rx0)|2 + 4π1/2u(rx0)||∇u||2t1/2 + ||∇u||22t

|w(t)|2 ≤ 4π|u(rx0)|2 + 4
( π

2ε

)1/2

u(rx0)||∇u||2(2tε)1/2 + ||∇u||22t

|w(t)|2 ≤ 4π|u(rx0)|2 +
4π

3
|u(rx0)|+ ε||∇u||22t+ ||∇u||22t

|w(t)|2 ≤ 4π
(ε+ 1)

ε
|u(rx0)|2 + t(ε+ 1)||∇u||22

Com isso, usando (1.10), para todo ε > 0, temos∫
|x|<r

e4πu2

= πr2

∫ ∞

0

ew2(t)−t∫
|x|<r

e4πu2 ≤ πr2e4π
(ε+1)

ε
|u(rx0)|2

∫ ∞

0

e(1+ε)||∇u||22t−tdt

Assim, considerando ε =
1−m

2m
> 0, temos∫

|x|<r

e4πu2 ≤ πr2e4π 1+m
1−m

|u(rx0)|2
∫ ∞

0

e
1+m
2m

||∇u||22t−tdt∫
|x|<r

e4πu2 ≤ πr2e
8π

1−m
|u(rx0)|2

∫ ∞

0

e(
m−1

2 )tdt∫
|x|<r

e4πu2 ≤ 2πr2

1−m
e

8π
1−m

|u(rx0)|2

Logo, usando o Lema 1.1, obtemos∫
|x|<r

e4πu2 ≤ 2πr2

1−m
e

8π
1−m

1
r
(2π)−

1
2 ||u||2∫

|x|<r

e4πu2 ≤ 2πr2

1−m
e

8Mπ
(1−m)r

√
2π
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Portanto, ∫
|x|<r

e4πu2 ≤ C, (1.11)

onde C = C(m,M, r).

Agora, estudaremos a integral∫
|x|≥r

(e4πu2 − 1).

Veja que,∫
|x|≥r

∞∑
n=1

(4π)nu2n

n!
=

∫
|x|≥r

[
4πu2 +

∞∑
n=2

(4π)nu2n

n!

]
∫
|x|≥r

∞∑
n=1

(4π)nu2n

n!
= 4π

∫
|x|≥r

u2 +
∞∑

n=2

(4π)n

n!

∫
|x|≥r

u2n.

Usando o Lema 1.1, obtemos∫
|x|≥r

(e4πu2 − 1) ≤ 4π||u||22 +
∞∑

n=2

(4π)n

n!

∫
|x|≥r

||u||2n
2

πn|x|2n∫
|x|≥r

(e4πu2 − 1) ≤ 4π||u||22 + 2π
∞∑

n=2

4n||u||2n
2

n!

∫ ∞

r

s1−2nds∫
|x|≥r

(e4πu2 − 1) ≤ 4π||u||22 + π
∞∑

n=2

4n||u||2n
2

n!

r2−2n

n− 1∫
|x|≥r

(e4πu2 − 1) ≤ 4π||u||22 + πr2

∞∑
n=2

4n||u||2n
2

r2n

A série na expressão acima, converge desde que r > 2||u||2. Então, escolhendo,

por exemplo, r = 2(1 +M), concluímos que a constante em (1.11) depende apenas de

m e M . Além disso, ∫
|x|≥r

(e4πu2 − 1) ≤ C(M). (1.12)

Portanto, de (1.11) e (1.12) tem-se o resultado.

Lema 1.2 Sejam 1 ≤ p < 2 e p∗ =
2p

2− p
. Se h ∈ D1,p(R2)2, então

||h||p∗ ≤ K(p)||∇h||p (1.13)

onde

K(p) =



(Γ(3/2))1/2

2
√
π

, se p = 1

π−
1
2 21− 1

p

(
p− 1

2− p

)1− 1
p

(
1

Γ(2
p
)Γ(3− 2

p
)

) 1
2

, se 1 < p < 2.

2D1,p(R2) denota o espaço das funções h ∈ Lp∗(R2) tais que |∇h| ∈ Lp(R2).
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G. Talenti e T. Aubin [2] provaram, independentemente, o resultado acima, es-

tudando problemas de minimização que envolviam desigualdades de Sobolev ótima.

A prova do próximo resultado é devida a D.M. Cao em 1992, ver [9].

Teorema 1.5 (Trudinger-Moser) Dado 0 < M < 1, existe C = C(M) > 0 tal que∫
|u|(e4πu2 − 1− 4πu2) ≤ C||u||22||∇u||2 para todo u ∈ H1(R2),

tal que 4πe||∇u||22 ≤M .

Prova. Sejam u ∈ H1(R2) e n ≥ 2. Considerando h = |u|ξ, onde ξ =
2n+ 1

2n− 1
,

temos h ∈ Lp∗(R2), onde p∗ = 2n− 1. Além disso, temos

|∇h(x)| = ξ|u(x)|ξ−1|∇u(x)| para todo x ∈ R2.

Afirmação. |∇h| ∈ Lp(R2), onde p = 2− 4

2n+ 1
.

Prova da Afirmação. Vejamos,∫
|∇h|p = ξp

∫
|u|p(ξ−1)|∇u|p∫

|∇h|p = ξp

∫
|u|

4
2n+1 |∇u|

2(2n−1)
2n+1 .

Além disso, podemos observar que

|u|
4

2n+1 ∈ L
2n+1

2 (R2) e |∇u|
2(2n−1)
2n+1 ∈ L

2n+1
2n−1 (R2).

Logo, pela desigualdade de Hölder∫
|∇h|p = ξp

∫
|u|

4
2n+1 |∇u|

2(2n−1)
2n+1 <∞.

Com isso, usando o Lema 1.2, obtemos

(∫
|u|2n+1

) 2
2n+1

≤

≤
[
K

(
2− 4

2n+ 1

)] 2(2n−1)
2n+1

(
1 +

2

2n− 1

) 2(2n−1)
2n+1

∫
|u|

4
2n+1 |∇u|

2(2n−1)
2n+1

≤
[
K

(
2− 4

2n+ 1

)] 2(2n−1)
2n+1

(
1 +

2

2n− 1

) 2(2n−1)
2n+1

(∫
|u|2
) 2

2n+1
(∫

|∇u|2
) 2(2n−1)

2n+1

Assim,∫
|u|2n+1 ≤

[
K

(
2− 4

2n+ 1

)]2n−1(
1 +

2

2n− 1

)2n−1

||u||22||∇u||2n−1
2
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Agora, observe que[
K

(
2− 4

2n+ 1

)]2n−1(
1 +

2

2n− 1

)2n−1

≤ Cnn,

onde C > 0.

Assim, obtemos uma desigualdade do tipo Gagliardo-Niremberg, ver [14]∫
|u|2n+1 ≤ Cnn||u||22||∇u||2n−1

2

Com isso, ∫
|u|(4π|u|

2)n

n!
≤ C||∇u||2||u||22

(4π||∇u||2n)n

n!
||∇u||n−2

2

Usando o fato de que ||∇u||22 < 4πe, para todo m > 2, temos

m∑
n=2

∫
|u|(4π|u|

2)n

n!
≤ C||∇u||2||u||22

m∑
n=2

(4π||∇u||2n)n

n!
||∇u||n−2

∫
|u|

m∑
n=2

(4π|u|2)n

n!
≤ C||∇u||2||u||22

m∑
n=2

(4π||∇u||2n)n

n!
.

Passando ao limite quando m tende ao infinito na expressão anterior e usando o

Teorema da Convergência Monótona, ver [7], temos∫
|u|

∞∑
n=2

(4π|u|2)n

n!
≤ C||∇u||2||u||22

∞∑
n=2

(4π||∇u||2n)n

n!

Pelo Teste d’Alembert, a série
∞∑

n=2

(4π||∇u||2n)n

n!

converge, desde que ||∇u||22 <
1

4πe
.

Portanto, existe C > 0 (independente de u), tal que∫
|u|

∞∑
n=2

(4π|u|2)n

n!
≤ C||∇u||2||u||22∫

|u|(e4πu2 − 1− 4πu2) ≤ C||∇u||2||u||22.

Lema 1.3 Assumindo (1.1), a função F satisfaz a seguinte desigualdade:

|F (x, s)| ≤ C|s|(eαs2 − 1) + bs2 para todos x ∈ Ω, s ∈ R. (1.14)
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Veja que (1.1) implica que f e tf(x, t) satisfazem uma desigualdade do tipo (1.14).

Prova. Por simplicidade de notação, no que segue C e b denotam constantes

genéricas estritamente positivas.

Veja que, se s > 0, então

|F (x, s)| ≤
∫ s

0

|f(x, t)|dt ≤ C

∫ s

0

(eαt2 − 1)dt+ b

∫ s

0

|t|dt

|F (x, s)| ≤
∫ s

0

(eαt2 − 1)dt+
b

2
s2

Ora, a função

h : [0, s] −→ R

t 7−→ h(t) = eαt2 − 1

é contínua. Logo, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, ver [12], existe c ∈ (0, s)

tal que, ∫ s

0

h(t) = h(c)s

ou seja, ∫ s

0

(eαt2 − 1)dt = (eαc2 − 1)s ≤ (eαs2 − 1)s

Com isso,

|F (x, s)| ≤ Cs(eαs2 − 1) + bs2 (1.15)

Agora, se s < 0, então usando o mesmo argumento acima com −s > 0, obtemos

|F (x, s)| ≤ C(−s)(eαs2 − 1) + bs2 (1.16)

Portanto, de (1.15) e (1.16), obtemos

|F (x, s)| ≤ C|s|(eαs2 − 1) + bs2 para todos x ∈ Ω, s ∈ R.

Proposição 1.6 Se (un) converge para u em H1(Ω), então existem h ∈ H1(Ω) e uma
subseqüência (uk) de (un) tais que: uk(x) −→ u(x) e |uk(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω. Caso
a convergência seja no espaço H1

0 (Ω), teremos h ∈ H1
0 (Ω).
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Prova. Da seqüência (un), não é difícil ver que podemos extrair uma subseqüên-

cia, denotada por (uk) tal que

||uk+1 − uk|| ≤
1

2k
para todo k ∈ N.

Para cada n ∈ N defina a função

gn : Ω −→ R

x 7−→ gn(x) =
n∑

k=1

|uk+1(x)− uk(x)|

Como (gn) é uma combinação linear de funções em H1(Ω), temos gn ∈ H1(Ω) para

todo n ∈ N. Além disso, (gn) é uma seqüência monótona com

||gn||2 ≤
n∑

k=1

||uk+1 − uk||2 ≤
n∑

k=1

||uk+1 − uk||

||gn||2 ≤
n∑

k=1

1

2k
≤

∞∑
k=1

1

2k
= 1

para todo n ∈ N. Pelo Teorema da Convergência Monótona de Beppo Levi, ver [7],

concluímos que (gn) converge q.t.p. em Ω para uma função g ∈ L2(Ω).

Por outro lado, observe que

∇gn =
n∑

k=1

∇|uk+1 − uk| para todo n ∈ N.

Assim, considerando m,n ∈ N com 2 ≤ m ≤ n (para fixar as idéias), obtemos

|gn − gm| =
n∑

k=m+1

|uk+1 − uk| (1.17)

e

|∇gn −∇gm| =
n∑

k=m+1

|∇uk+1 −∇uk| (1.18)

De (1.17) e (1.18) concluímos que a seqüência (gn) é de Cauchy em H1(Ω), por

conseguinte g ∈ H1(Ω). Além disso, veja que se 2 ≤ m ≤ n, então

|un(x)− um(x)| ≤ |un(x)− un−1(x)|+ . . .+ |um+1(x)− um(x)| ≤ g(x)− gm−1(x)

q.t.p. em Ω, logo (uk(x)) é de Cauchy, e uk(x) −→ u(x) q.t.p. em Ω. Além disso,

|u(x)− uk(x)| ≤ g(x) para todo k 6= 2
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q.t.p. em Ω, e portanto,

|uk(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω

onde h = u+ g.

Lema 1.4 Se f satisfaz (1.1), então a aplicação de Nemytskii

Nf : H1
0 (Ω) −→ Lk(Ω)

u 7−→ Nf (u) = f(·, u(·))

está bem definida e é contínua para todo k ≥ 2. Além disso, por (1.14) o mesmo
resultado vale para NF : H1

0 (Ω) −→ Lk(Ω).

Prova. Seja u ∈ H1
0 (Ω). Por (1.1) e pela desigualdade de Young, para todo

x ∈ Ω, temos

|f(x, u)|2 ≤ 2C2(eαu2 − 1)2 + 2b2|u|2

|f(x, u)|2 ≤ 2C2(e2αu2 − 2eαu2

+ 1) + 2b2|u|2

|f(x, u)|2 ≤ 2C2(e2αu2 − 1) + 2b2|u|2

e pelo Teorema 1.3 a aplicação Nf : H1
0 (Ω) −→ L2(Ω) está bem definida.

Com um raciocínio análogo, obtemos

|f(x, u)|4 ≤ 8C4(e4αu2 − 1) + 8b4|u|4 para todo x ∈ Ω.

e a aplicação H1
0 (Ω) −→ L4(Ω) está bem definida. Usando este procedimento concluí-

mos que a aplicação H1
0 (Ω) −→ Lk(Ω) está bem definida para todo k = 2m, m ∈ N.

Por interpolação concluímos que a aplicação de Nemytskii está bem definida para todo

k ≥ 2.

Sobre a continuidade de Nf . Seja un −→ u em H1
0 (Ω). Pela Proposição 1.6 existe

h ∈ H1
0 (Ω) tal que, a menos de subseqüência, |un(x)| ≤ h(x) e un(x) −→ u(x) q.t.p.

em Ω. Pela imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→ Lk(Ω) com k ≥ 2, temos h ∈ Lk(Ω). Além

disso,

|Nf (un)| = |f(x, un)| ≤ C(eαh2 − 1) + bh ∈ Lk(Ω) para todo n ∈ N,

onde k ≥ 2. Pela continuidade de f , temos Nf (un) −→ Nf (u) q.t.p. em Ω. Portanto,

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

||Nf (un)−Nf (u)||k = on(1)3

3on(1) denota uma quantidade que tem limite zero quando n tende ao infinito.
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Para o operador NF a demonstração segue argumentos análogos.

Teorema 1.7 Assumindo (1.1) o funcional J ∈ C1(H1
0 (Ω),R). Além disso,

J ′(u) · v =

∫
Ω

f(x, u)v para todos u, v ∈ H1
0 (Ω).

Prova. A princípio, mostraremos que o funcional J está bem definido. Usando

o Lema 1.3 e a desigualdade de Young, para todos x ∈ Ω e u ∈ H1
0 (Ω), temos

|F (x, u)| ≤ C|u|(eαu2 − 1) + bu2

|F (x, u)| ≤ Cu2 + C(e2αu2 − 2eαu2

+ 1)

|F (x, u)| ≤ Cu2 + C(e2αu2 − 1).

O Teorema 1.4, implica que∫
Ω

|F (x, u)| ≤ C

∫
Ω

|u|2 + C

∫
Ω

(e2αu2 − 1) <∞ para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Fixadas as funções u, v ∈ H1
0 (Ω). Para cada x ∈ Ω e t > 0, pelo Teorema do

Valor Médio, existe θ = θ(x, t) ∈ (0, 1) tal que

F (x, u+ tv)− F (x, u) = f(x, u+ θtv)tv

ou melhor,

ht(x) =
F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
= f(x, u+ θtv)v

Pela continuidade da função f , temos

ht(x) −→ f(x, u)v quando t→ 0.

Além disso, como |u+ θtv| ≤ |u|+ |v| = h ∈ H1
0 (Ω), usando (1.1), obtemos

|ht(x)| ≤ |f(x, u+ θtv)v| ≤ C|v|(eαh2 − 1) + b|uv|+ b|v|2.

Pela desigualdade de Young, temos

|ht(x)| ≤ C(e2αh2 − 1) + bt|v|2 + b|u|2,

onde h ∈ H1
0 (Ω) e b, bt > 0 são constantes.

Além disso,

C(e2αh2 − 1) + bt|v|2 + b|u|2 ∈ L1(Ω).
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Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue Generalizado,

ver [7], concluímos que

J ′(u) · v = lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
=

∫
Ω

f(x, u)v.

Sobre a continuidade de J ′. Seja un −→ u em H1
0 (Ω), pela continuidade da

aplicação de Nemytskii Nf : H1
0 (Ω) −→ L2(Ω) a seqüência (Nf (un)) converge para

Nf (u) em L2(Ω). Além disso, se v ∈ H1
0 (Ω) com ||v|| ≤ 1, então

|J ′(un) · v − J ′(u) · v| ≤ ||Nf (un)−Nf (u)||2||v||22

|J ′(un) · v − J ′(u) · v| ≤ ||Nf (un)−Nf (u)||2

Assim,

||J ′(un)− J ′(u)||H−1(Ω) = on(1).

Agora, vejamos um resultado para Ω = R2. Para isto, consideremos α = 4π e

que f satisfaça a seguinte propriedade: para cada ε > 0, existe Cε > 0 tal que

|F (x, s)| ≤ Cε|s|(e4πs2 − 1− 4πs2) + εs2 para todos x ∈ R2, s ∈ R. (1.19)

Observação 1.1 As condições (f.1) e (f.2), ver Teorema 0.4, são suficientes para que
f verifique a condição (1.19).

Com efeito, por (f.2), fixado ε > 0 existe δε > 0 tal que

|f(x, s)| ≤ εs, se |s| ≤ δε.

Logo,
|F (x, s)| ≤ ε

2
s2, se |s| ≤ δε. (1.20)

Por outro lado, se |s| ≥ δε (trataremos o caso s ≥ δε, já que se s ≤ −δε o
argumento é análogo), então

|F (x, s)| ≤
∫ s

0

|f(x, t)|dt =

∫ δε

0

|f(x, t)|dt+

∫ s

δε

|f(x, t)|dt

|F (x, s)| ≤
∫ δε

0

|f(x, t)|dt+
C

δε

∫ s

δε

te4πt2dt

|F (x, s)| ≤ ε

3
δ3
ε +

C

8πδε
[e4πs2 − e4πδ2

ε ]

|F (x, s)| ≤ C1,ε +
C

8πδε
e4πs2
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Ora, se |s| ≥ δε, então 1 ≤ s

δε
. Assim,

|F (x, s)| ≤ C0,ε +
C

8πδ2
ε

se4πs2

|F (x, s)| ≤
(
C1,ε

se4πs2 +
C

8πδ2
ε

)
se4πs2

|F (x, s)| ≤
(

C1,ε

δεe4πδ2
ε

+
C

8πδ2
ε

)
se4πs2

Logo,
|F (x, s)| ≤ C2,εse

4πs2

(1.21)

Afirmação. Existe C > 0 tal que

e4πs2 ≤ C(e4πs2 − 1− 4πs2), desde que s ≥ δε.

Prova da Afirmação. Inicialmente, observemos que

lim
s→∞

e4πs2 − 1− 4πs2

e4πs2 = 1

Com isso, fixado 0 < ε < 1, existe δ1
ε > 0, tal que

(1− ε)e4πs2 ≤ e4πs2 − 1− 4πs2,

desde que |s| ≥ δ1
ε . Logo, por (1.20), temos

|F (x, s)| ≤ C2,εse
4πs2 ≤ Cεs(e

4πs2 − 1− 4πs2), (1.22)

se s ≥ max{δ1
ε , δε} ≥ δε.

Por (1.20) e (1.22), tem-se

|F (x, s)| ≤ Cεs(e
4πs2 − 1− 4πs2) + εs2 para todo x ∈ R2.

Portanto, existe Cε > 0, tal que

|F (x, s)| ≤ Cε|s|(e4πs2 − 1− 4πs2) + εs2 para todos x ∈ R2, s ∈ R.

Lema 1.5 (D.M. Cao) Seja (un) uma seqüência em H1(R2) com∫
|un|2 ≤M para todo n ∈ N,

para algum M > 0, e suponhamos que exista R > 0 tal que

lim
n→∞

sup
z∈R2

∫
BR(z)

(|∇un|2 + |un|2) = 0.

Se f verifica (1.19), então

lim
n→∞

∫
F (x, un) = 0 e lim

n→∞

∫
unf(x, un) = 0.



30

Prova. Escrevendo

sn = sup
z∈R2

∫
BR(z)

(|∇un|2 + |un|2) para todo n ∈ N.

Por hipótese, temos sn = on(1). Fixado ϕ ∈ C∞
0 (R2), tal que

ϕ(x) =

 0, se |x| > R

1, se |x| ≤ R

2

com |∇ϕ(x)| ≤ 4

R
para todo x ∈ R2. Para cada z ∈ R2 e n ∈ N, defina a função

vz,n : R2 −→ R

x 7−→ vz,n(x) = ϕ(x+ z)un(x)

Pela desigualdade de Young, para todos z ∈ R2 e n ∈ N, temos∫
|∇vz,n|2 ≤ 2

∫
(|∇ϕ|2|un|2 + |ϕ|2|∇un|2)∫

|∇vz,n|2 ≤
(

32

R2
+ 2

)∫
BR(z)

(|∇un|2 + |un|2)∫
|∇vz,n|2 ≤

(
32

R2
+ 2

)
sn.

Dado 0 < ε <

[(
32

R2
+ 2

)
4πe

]−1

existe n0 ∈ N tal que

sn < ε <

[(
32

R2
+ 2

)
4πe

]−1

se n ≥ n0.

De onde temos ∫
|∇vz,n|2 ≤

1

4πe
(1.23)

sempre que n ≥ n0.

Por outro lado, pela condição (1.19), para todos n ∈ N e z ∈ R2, temos∫
|x−z|≤R

2

|F (x, un)| ≤ Cε

∫
|x−z|≤R

2

|un|(e4πu2
n − 1− 4π|un|2) + ε

∫
|x−z|≤R

2

|un|2∫
|x−z|≤R

2

|F (x, un)| ≤ Cε

∫
|x−z|≤R

2

|vz,n|(e4π|vz,n|2 − 1− 4π|vz,n|2) + ε

∫
|x−z|≤R

2

|un|2∫
|x−z|≤R

2

|F (x, un)| ≤ Cε

∫
|vz,n|(e4π|vz,n|2 − 1− 4π|vz,n|2) + ε

∫
|x−z|≤R

|un|2
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Por (1.23) e usando o Teorema 1.5, para todo z ∈ R2 para n ≥ n0, obtemos∫
|x−z|≤R

2

|F (x, un)| ≤ CCε||∇vz,n||2||vz,n||22 + ε

∫
|x−z|≤R

|un|2

Observe que, para todo z ∈ R2, temos

||vz,n||2 ≤
∫
|x−z|≤R

|un|2

logo, para todo z ∈ R2 e n ≥ n0, temos∫
|x−z|≤R

2

|F (x, un)| ≤ (CCε||∇vz,n||2 + ε)

∫
|x−z|≤R

|un|2∫
|x−z|≤R

2

|F (x, un)| ≤ (CCε

√
sn + ε)

∫
|x−z|≤R

|un|2

Considerando o conjunto Σ = {(m,n) ∈ R2; m,n ∈ Z} e fixando uma enumeração do

mesmo, podemos cobrir o R2 com a família de bolas abertas
{
BR/2(zk)

}
k∈N, onde zk

é o k-ésimo elemento do conjunto Σ considerando a enumeração fixada acima. Assim,

cada ponto do R2 pertence no máximo a m bolas em
{
BR/2(zk)

}
k∈N.

Logo, para cada z ∈ R2, temos

∞∑
k=1

χBR/2(zk)(z) ≤ m. (1.24)

Com efeito, se z ∈ R2, como z pertence a no máximo m bolas centradas em z′ks de raio

R, então

σn =
n∑

k=1

χBR(zk)(z) ≤ m, para todo n ∈ N

e isto implica que (1.24) se verifica como verdade. Assim, para n ≥ n0, temos∫
|F (x, un)| ≤

∞∑
k=1

∫
BR/2(zk)

|F (x, un)| ≤ (CCε

√
sn + ε)

∞∑
k=1

∫
BR/2(zk)

|un|2 (1.25)

Observe que,

∞∑
k=1

∫
BR/2(zk)

|un|2 =
∞∑

k=1

∫
χBR/2(zk)|un|2

∞∑
k=1

∫
BR/2(zk)

|un|2 =

∫ ( ∞∑
k=1

χBR/2(zk)

)
|un|2

∞∑
k=1

∫
BR/2(zk)

|un|2 ≤ m

∫
|un|2 ≤ mM.
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para todo n ∈ N. Logo, por (1.25), se n ≥ n0∫
|F (x, un)| ≤ (CCε

√
sn + ε)mM

ou seja,

lim sup
n→∞

∫
|F (x, un)| ≤ mMε

logo,

0 ≤ lim inf
n→∞

∫
|F (x, un)| ≤ lim sup

n→∞

∫
|F (x, un)| ≤ mMε

e isto completa a demonstração de um dos limites. De maneira análoga, observa-se que

lim
n→∞

∫
unf(x, un) = 0.

concluindo a prova.

Lema 1.6 (Djairo-Olímpio-Ruf) Sejam Ω ⊂ RN limitado e (un) uma seqüência
em L1(Ω) tal que un(x) converge para u(x) q.t.p. em Ω, onde u ∈ L1(Ω). Seja
f : Ω× R −→ R uma função contínua tal que∫

Ω

|f(x, un)|+
∫

Ω

|f(x, u)| <∞ para todo n ∈ N,

e suponha que exista C > 0 tal que∫
Ω

|f(x, un)un| ≤ C para todo n ∈ N.

Então,

lim
n→∞

∫
Ω

f(x, un) =

∫
Ω

f(x, u).

Prova. Dado ε > 0 existe δ > 0 (dependente de ε) tal que∫
A

|f(x, u)| ≤ ε, se |A| < δ.

e como u ∈ L1(Ω) existe M1 > 0, com |{x ∈ Ω; |u(x)| ≥ M1}| < δ. Considerando

M = max{M1, (4ε)
−1C} > 0, temos∣∣∣∣∫

Ω

f(x, un)−
∫

Ω

f(x, u)

∣∣∣∣ ≤ ∫
|un|≥M

|f(x, un)|+
∫
|u|≥M

|f(x, u)|+ rn

onde

rn =

∣∣∣∣∫
|un|<M

f(x, un)−
∫
|u|<M

f(x, u)

∣∣∣∣ .
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No que segue mostraremos que as integrais∫
|un|≥M

|f(x, un)| e
∫
|u|≥M

|f(x, u)|

são pequenas e estimaremos rn.

Vejamos, da escolha de M , temos∫
|un|≥M

|f(x, un)| ≤
∫
|un|≥M

|f(x, un)un|
M

≤
∫

Ω

|f(x, un)un|
M

≤ C

M
≤ ε

4

e da escolha de δ e M1 ∫
|u|≥M

|f(x, u)| ≤
∫
|u|≥M1

|f(x, u)| ≤ ε

4
.

Denotando

rn =

∣∣∣∣∫
Ω

qn(x)

∣∣∣∣ para todo n ∈ N

onde qn(x) = χ|un|<Mf(x, un)− χ|u|<Mf(x, u), temos

qn(x) = sn(x) + tn(x)

onde

sn(x) = χ|un|<M(x)[f(x, un)− f(x, u)]

e

tn(x) = [χ|un|<M − χ|u|<M ](x)f(x, u)

para todo n ∈ N. Observando que {|un| < M}�{|u| < M} ⊂ {|u| ≥M}, vemos∣∣∣∣∫
Ω

tn(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

[χ|un|<M − χ|u|<M ](x)f(x, u)

∣∣∣∣ ≤ ∫
|u|≥M

|f(x, u)| ≤ ε

4
.

Por outro lado, como sn = on(1) q.t.p em Ω, e

|sn(x)| = |χ|un|<M(x)[f(x, un)− f(x, u)]| ≤ C + |f(x, u)|

q.t.p em Ω, onde C = sup{f(x, s);x ∈ Ω, |s| ≤M}. Usando o Teorema da Convergên-

cia Dominada de Lebesgue, existe n0 ∈ N tal que∫
Ω

|sn(x)| < ε

4
para todo n ≥ n0.

Combinando as desigualdades acima, obtemos∣∣∣∣∫
Ω

f(x, un)−
∫

Ω

f(x, u)

∣∣∣∣ < ε para todo n ≥ n0.
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Lema 1.7 Sejam Ω ⊂ RN limitado e (un) uma seqüência em L1(Ω) tal que un(x)

converge para u(x) q.t.p. em Ω, onde u ∈ L1(Ω). Além disso, sejam V ∈ L1(Ω) e
f : Ω× R −→ R uma função contínua tal que∫

Ω

|f(x, un)|+
∫

Ω

|f(x, u)| <∞ para todo n ∈ N.

Também, suponha que exista C > 0 tal que∫
Ω

f(x, un)un ≤ C para todo n ∈ N,

e que f satisfaça a seguinte desigualdade

f(x, s)s ≥ −V (x)− s2 para todo s ∈ R.

Se ||un||2 é limitada, então

lim
n→∞

∫
Ω

f(x, un) =

∫
Ω

f(x, u).

Prova. Pelo Lema 1.6, basta observar que∫
Ω

|f(x, un)un| ≤ C, para todo n ∈ N.

Vejamos, sejam Ω+
n = {x ∈ Ω; f(x, un) ≥ 0} e Ω−

n = Ω�Ω+
n . Assim, para todo n ∈ N,

temos ∫
Ω

|f(x, un)un| =
∫

Ω+
n

f(x, un)un −
∫

Ω−n

f(x, un)un

e ∫
Ω

f(x, un)un =

∫
Ω+

n

f(x, un)un +

∫
Ω−n

f(x, un)un

Com isso,∫
Ω

|f(x, un)un| =
∫

Ω

f(x, un)un − 2

∫
Ω−n

f(x, un)un para todo n ∈ N.

Por outro lado,∫
Ω−n

f(x, un)un ≥ −
∫

Ω

(V (x) + |un|2) para todo n ∈ N.

Usando as desigualdades acima e a limitação de V , obtemos∫
Ω

|f(x, un)un| ≤ C + 2

∫
Ω

(V (x) + |un|2) para todo n ∈ N

que juntamente com o Lema 1.6 garantem o resultado em questão.
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Teorema 1.8 Suponha que (un) seja uma seqüência limitada em H1(RN) tal que un(x)

converge para u(x) q.t.p. em Ω, onde u ∈ H1(RN), un −→ u em L2
loc(RN), un ⇀ u em

H1(RN), f : Ω× R −→ R uma função contínua e

J ′(un) · ϕ =

∫
(∇un∇ϕ+ unϕ)−

∫
f(x, un)ϕ = on(1) para todo ϕ ∈ H1(RN). (1.26)

Então, u é a solução fraca de −4u+ u = f(x, u) no sentido H1(RN).

Prova. Vamos usar o Lema 1.6 para a função f̃(x, s) = f(x, s)ϕ(x), onde

ϕ ∈ C∞
0 (RN) e suppϕ ⊂ Ω. Note que∫

Ω

f̃(x, un)un =

∫
f(x, un)(ϕun) = on(1) +

∫
[∇un∇(ϕun) + un(ϕun)]

ou seja, ∣∣∣∣∫
Ω

f̃(x, un)un

∣∣∣∣ ≤ on(1) + 2||un||2||ϕ||∞ para todo n ∈ N.

O Lema 1.6, implica que

lim
n→∞

∫
f(x, un)ϕ =

∫
f(x, un)ϕ para todo ϕ ∈ H1(RN).

Por outro lado, de un −→ u em L2
loc(RN) e un ⇀ u em H1(RN), temos

lim
n→∞

∫
(∇un∇ϕ+ unϕ) =

∫
(∇u∇ϕ+ uϕ) para todo ϕ ∈ H1(RN).

Agora, passando ao limite em (1.26) quando n tende ao infinito, obtemos∫
(∇u∇ϕ+ uϕ) =

∫
f(x, u)ϕ para todo ϕ ∈ H1(RN).



Capítulo 2

Um problema elíptico com
crescimento exponencial num domínio
limitado do R2

2.1 Introdução

Propomo-nos neste capítulo a estudar problemas do tipo: −∆u = f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω
(2.1)

onde Ω ⊂ R2 é um domínio limitado e f : Ω× R −→ R é uma função contínua. Além

disso, f possui crescimento subcrítico e crítico, conforme definições abaixo:

No que segue Ω ⊂ R2 é um domínio limitado.

Definição 2.1 Dizemos que uma função f : Ω×R −→ R possui crescimento subcrítico
em +∞ quando,

lim
t→+∞

|f(x, t)|
eαt2

= 0 para todo α > 0

e f possui crescimento crítico em +∞ quando, existe α0 > 0 tal que

lim
t→+∞

|f(x, t)|
eαt2

= 0 para todo α > α0

lim
t→+∞

|f(x, t)|
eαt2

= +∞ para todo α < α0.

Analogamente, definimos crescimento subcrítico e crítico em −∞.
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Exemplo 1 A função f : Ω × R −→ R definida por f(x, t) = g(x)et, onde a função
g : Ω −→ R é contínua possui crescimento subcrítico em ±∞.

Exemplo 2 Fixado α0 > 0. A função f : Ω × R −→ R definida por f(x, t) = eα0t2

possui crescimento crítico em ±∞.

Exemplo 3 Fixado 0 < σ < 2. A função f : Ω × R −→ R definida por f(x, t) = etσ

possui crescimento crítico em +∞ com α0 = 0.

Exemplo 4 A função f : Ω× R −→ R definida por f(x, t) = g(x)tet2, onde a função
g : Ω −→ R é contínua possui crescimento crítico em ±∞ com α0 = 1.

Este capítulo é baseado num artigo de D.G. de Figueiredo, O. H. Miayagaki e

B. Ruf, ver [13], também fomos motivados a estudar o problema (2.1) por [4] e [5]. A

saber, fornecemos condições suficientes para existência de solução para o problema (2.1)

conforme os Teoremas (0.1), (0.2) e (0.3) utilizando o Teorema do Passo da Montanha

na versão de Ambrosetti-Rabinowitz. Sobre o Teorema (0.3), completamos o texto

original estudando um resultado “mais fraco” que o enunciado no artigo [13].

Definição 2.2 Dizemos que um número real d é o raio interno de um conjunto Ω

quando d é o raio da maior bola aberta contida em Ω.

Observação 2.1 Denotaremos por

M0 = lim
n→∞

∫ 1

0

nen(t2−t)dt.

A definição de M0 nos mostra que M0 <∞, pois

M0 = 2 lim
n→∞

∫ 1/2

0

nen(t2−t)dt.

Analisemos agora a integral ∫ 1/2

0

nen(t2−t)dt.

Vejamos, usando a Fórmula de Integração por Partes, ver [12], temos∫ 1/2

0

nen(t2−t)dt = −e−
n
4 + 1 + 2

∫ 1/2

0

nten(t2−t)dt.

Como 0 ≤ t ≤ 1

2
equivale a t2 − t ≤ −t2, temos∫ 1/2

0

nen(t2−t)dt ≤ −e−
n
4 + 1 + 2

∫ 1/2

0

nte−nt2dt∫ 1/2

0

nen(t2−t)dt ≤ −e−
n
4 + 1 + 2

∫ 1

0

nte−nt2dt.
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Usando novamente a Fórmula de Integração por Partes, obtemos∫ 1

0

nte−nt2dt =
1

2
(1− e−n).

Com isso, ∫ 1/2

0

nen(t2−t)dt ≤ −e−
n
4 + 1 + 2 · 1

2
(1− e−n)∫ 1/2

0

nen(t2−t)dt ≤ 2− e−
n
4 − e−n.

Portanto,

M0 = 2 lim
n→∞

∫ 1/2

0

nen(t2−t)dt ≤ 2 lim
n→∞

(2− e−
n
4 − e−n) = 4.

Observação 2.2 As condições (h.1) e (h.2) garantem um crescimento exponencial em
t para as funções f(·, t) e F (·, t), ver afirmação 2, abaixo.

Observação 2.3 A condição (h.3) é satisfeita sempre que assumirmos que f é de
classe C1 e que f ′(x, t) ≥ f(x, t)t−1 para todo t 6= 0. Com efeito, derivando a função
f(x, t)t−1 em relação a t, obtemos

[f(x, t)t−1]′ = f ′(x, t)t−1 − f(x, t)t−2 = t−1(f ′(x, t)− f(x, t)t−1)

para todos x ∈ Ω, t 6= 0.
Assim, [f(x, t)t−1]′ ≥ 0 desde que f ′(x, t) ≥ f(x, t)t−1 para todo t 6= 0. Donde

concluímos que, [f(x, t)t−1] define uma função não-decrescente em t.
Portanto,

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt

F (x, s) = lim
ε→0+

∫ s

ε

f(x, t)

t
tdt

F (x, s) ≤ f(x, s)

s
lim

ε→0+

∫ s

ε

tdt

F (x, s) ≤ f(x, s)

s
lim

ε→0+
(
1

2
s2 − 1

2
ε2)

ou seja,

F (x, s) ≤ 1

2
f(x, s)s para todos x ∈ Ω, s 6= 0.

Observação 2.4 A condição (h.5) é satisfeita se assumirmos que f é de classe C1 e

λk ≤ inf
x∈Ω

f ′(x, 0) ≤ sup
x∈Ω

f ′(x, 0) < λk+1.
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Com efeito, chamamos atenção para a seguinte afirmação:
Afirmação. Existe µ > 0 tal que λk ≤ µ < λk+1. Além disso,

f ′(x, 0) < µ para todo x ∈ Ω.

Prova da Afirmação. Basta tomar (por exemplo),

µ =
1

2
(λk+1 + sup

x∈Ω

f ′(x, 0)) > 0

pois se λk ≤ inf
x∈Ω

f ′(x, 0) ≤ sup
x∈Ω

f ′(x, 0) < λk+1, então µ da maneira que foi escolhido

verifica as desigualdades
λk ≤ µ < λk+1

f ′(x, 0) < µ para todo x ∈ Ω.

Com isso, sendo

f ′(x, 0) = lim
s→0

f(x, s)

s
.

Existe δ > 0 tal que
f(x, s) ≤ µs, se |s| ≤ δ.

Portanto, se x ∈ Ω e |s| ≤ |t| ≤ δ, então

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds ≤ µ

∫ t

0

sds

F (x, t) ≤ 1

2
µt2.

Além disso, se f ′(x, t) ≥ f(x, t)t−1 para todo t 6= 0, então a condição (h.6) é
satisfeita.

2.2 A Formulação Variacional

Por simplicidade de notação, no que segue C denota uma constante genérica

estritamente positiva, salvo menção explícita. No que segue assumiremos as hipóteses

(h.1), (h.2) e a existência de constantes β > 0 e C > 0 tais que

|f(x, t)| ≤ Ceβt2 para todos x ∈ Ω, t ∈ R. (2.2)

A condição (2.2) se verifica como verdade sempre que f possui crescimento subcrítico

ou crítico. De fato, para fixar as idéias, suponhamos que a função f tenha crescimento

crítico em α0, então fixado β > α0, temos

lim
|t|→∞

|f(x, t)|
eβt2

= 0
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Logo, para ε = 1, existe M > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ eβt2 , se |t| ≥M,x ∈ Ω. (2.3)

Tomando

C = max
(x,t)∈Ω×[−M,M ]

|f(x, t)|
eβt2

> 0 (2.4)

De (2.3) e (2.4) existe C > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ Ceβt2 para todos x ∈ Ω, t ∈ R.

De maneira análoga trata-se o caso em que f possui crescimento subcrítico.

Afirmação 1. O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (2.1) é dado por

J : H1
0 (Ω) −→ R

u 7−→ J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 −
∫

Ω

F (x, u)

é de classe C1.

Prova da Afirmação 1. Veja que, J = J1 + J2, onde

J1 : H1
0 (Ω) −→ R

u 7−→ J1(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2

J2 : H1
0 (Ω) −→ R

u 7−→ J2(u) = −
∫

Ω

F (x, u)

Não é difícil ver que J1 ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e do estudo feito no Capítulo 1, podemos

concluir que J2 ∈ C1(H1
0 (Ω),R), ou seja, J é combinação linear de funcionais de classe

C1 definidos em H1
0 (Ω). Além disso, temos J ′ : H1

0 (Ω) −→ H−1(Ω) definido por

J ′(u) : H1
0 (Ω) −→ R

v 7−→ J ′(u) · v =

∫
Ω

∇u∇v −
∫

Ω

f(x, u)v

Afirmação 2. Segue de (h.1) e (h.2) que

(i.) Existe uma constante C > 0 tal que

F (x, t) ≥ Ce
1
M
|t| para todos x ∈ Ω, |t| ≥ t0.
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(ii.) Para cada ε > 0, existe tε > 0 tal que

F (x, t) ≤ εf(x, t)t para todos x ∈ Ω, |t| ≥ tε.

Prova da Afirmação 2. Por (h.2) fixado |t| ≥ t0, se x ∈ Ω e t ≥ t0, então∫ t

t0

f(x, s)

F (x, s)
ds ≥

∫ t

t0

1

M
ds

F (x, t) ≥ F (x, t0)

e
1
M

t0
· e

1
M

t

Tomando

C = min
x∈Ω

F (x, t0)

e
1
M

t0
> 0.

Conlcuimos que

F (x, t) ≥ Ce
1
M

t para todo x ∈ Ω.

Um argumento análogo é feito se t ≤ −t0, logo podemos concluir que

F (x, t) ≥ Ce
1
M
|t| para todos x ∈ Ω, |t| ≥ t0.

Para o item (ii) é suficiente observar que

lim
t→∞

F (x, t)

tf(x, t)
= 0 uniformemente em Ω.

De fato, por (h.2) temos∣∣∣∣F (x, t)

tf(x, t)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Mt
∣∣∣∣ para todos x ∈ Ω, |t| ≥ tε.

donde se conclui a Afirmação 2.
Definição 2.3 Sejam E um espaço vetorial normado e J : E −→ R um funcional de
classe C1(E,R). Dizemos que a seqüência (xn) em E é uma seqüência Palais-Smale
para o funcional J no nível c ∈ R, ou simplesmente, uma seqüência (PS)c para o
funcional J , quando

J(un) = c+ on(1) em R

J ′(un) = on(1) em E ′.

Definição 2.4 Sejam E um espaço vetorial normado e J : E −→ R um funcional de
classe C1(E,R). Dizemos que o funcional J verifica a condição Palais-Smale no nível
c ∈ R quando toda seqüência (PS)c admite uma subseqüência convergente em E.

Se o funcional J verifica a condição (PS)c para todo c ∈ R, então dizemos que
J verifica a condição Palais-Smale, ou simplesmente, que J verifica a condição (PS).
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Proposição 2.5 Supondo (h.1), (h.2), (h.3) e a condição (2.2). O funcional J verifica

a condição (PS)c para todo c <
2π

β
.

Prova. Sejam c <
2π

β
e (un) em H1

0 (Ω) uma seqüência (PS)c para o funcional J , ou

seja,

J(un)− c = on(1) em R

J ′(un) = on(1) em H−1(Ω).

Escrevendo εn = sup
||v||≤1

|J ′(un) · v| para todo n ∈ N, temos

|J ′(un) · v| ≤ ||v||εn,

para todo v ∈ H1
0 (Ω), onde εn = on(1).

Ou ainda,

1

2

∫
Ω

|∇un|2 −
∫

Ω

F (x, un) = c+ on(1) para todo n ∈ N (2.5)∣∣∣∣∫
Ω

∇un∇v −
∫

Ω

f(x, un)v

∣∣∣∣ ≤ ||v||εn para todos n ∈ N, v ∈ H1
0 (Ω). (2.6)

Por (2.5) e pelo item (ii) da Afirmação 2, para cada ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

1

2
||un||2 =

1

2

∫
Ω

|∇un|2 ≤ ε+ c+

∫
Ω

F (x, un) ≤ Cε + ε

∫
Ω

f(x, un)un

sempre que n ≥ n0, e usando (2.6) com v = un, obtemos(
1

2
− ε

)
||un||2 ≤ Cε + εn||un|| sempre que n ≥ n0.

Portanto, a seqüência (un) é limitada. Ora, sendo (un) limitada em H1
0 (Ω), um

espaço de Banach reflexivo, existe u ∈ H1
0 (Ω), tal que, a menos de subseqüência, temos

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Além disso, pelas imersões compactas de Sobolev, temos

un −→ u em Lq(Ω), q ≥ 1; un(x) −→ u(x) q.t.p. em Ω.

Por outro lado, usando (2.6) com v = un, temos

−εn||un|| ≤
∫

Ω

|∇un|2 −
∫

Ω

f(x, un)un∫
Ω

f(x, un)un ≤ ||un||2 + εn||un|| ≤ C2 + εnC para todo n ∈ N.
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Com maior razão, existe C > 0 tal que∫
Ω

f(x, un)un ≤ C para todo n ∈ N.

Além disso, por (h.3), temos∫
Ω

F (x, un) ≤ 1

2

∫
Ω

f(x, un)un ≤
∫

Ω

f(x, un)un ≤ C para todo n ∈ N.

Veja que, pelo Lema 1.6, temos f(x, un) −→ f(x, u) em L1(Ω). Logo existe

h ∈ L1(Ω), tal que, a menos de subseqüência, temos

|f(x, un)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω.

Por (h.2), temos

|F (x, un)| ≤Mh(x) q.t.p. em Ω.

Além disso, usando o fato de que un(x) −→ u(x) q.t.p. em Ω, obtemos F (x, un) −→

F (x, u) q.t.p. em Ω. Por conseguinte, pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue Generalizado, temos

F (x, un) −→ F (x, u) em L1(Ω)

Com isso, ∫
Ω

F (x, un)−
∫

Ω

F (x, u) = on(1).

Logo, por (2.5), tem-se

1

2
||un||2 −

∫
Ω

F (x, u)− c = on(1).

Ou seja,

lim
n→∞

||un||2 = 2

(
c+

∫
Ω

F (x, u)

)
. (2.7)

Usando (2.6) com v = un, obtemos∣∣∣∣||un||2 −
∫

Ω

f(x, un)un

∣∣∣∣ ≤ on(1).

Com isso,

∣∣∣∣∫
Ω

f(x, un)un − 2

(
c+

∫
Ω

F (x, u)

)∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣||un||2 −
∫

Ω

f(x, un)un

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣||un||2 − 2

(
c+

∫
Ω

F (x, u)

)∣∣∣∣ ≤ on(1).
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Logo,

lim
n→∞

∫
Ω

f(x, un)un = 2

(
c+

∫
Ω

F (x, u)

)
. (2.8)

Além disso, por (h.3) obtemos

2

∫
Ω

F (x, u) ≤ 2 lim
n→∞

∫
Ω

F (x, un) ≤ lim
n→∞

∫
Ω

f(x, un)un = 2c+ 2

∫
Ω

F (x, u),

ou seja, c ≥ 0, i.e., seqüências Palais-Smale do funcional J se aproximam de níveis

não-negativos.

Afirmação 1. Para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω), temos∫
Ω

∇u∇ϕ =

∫
Ω

f(x, u)ϕ

Prova da Afirmação 1. Seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Note que∣∣∣∣∫

Ω

∇u∇ϕ−
∫

Ω

f(x, u)ϕ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
Ω

∇un∇ϕ−
∫

Ω

∇u∇ϕ
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∫
Ω

f(x, un)ϕ−
∫

Ω

f(x, u)ϕ

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
Ω

∇un∇ϕ−
∫

Ω

f(x, un)ϕ

∣∣∣∣
para todo n ∈ N. Usando o Lema 1.6 e a estimativa (2.6), obtemos∣∣∣∣∫

Ω

∇u∇ϕ−
∫

Ω

f(x, u)ϕ

∣∣∣∣ ≤ on(1) + ||ϕ||on(1).

De onde conluímos que∫
Ω

∇u∇ϕ =

∫
Ω

f(x, u)ϕ para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Por densidade e (h.3), concluímos que

J(u) ≥ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 − 1

2

∫
Ω

f(x, u)u ≥ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 − 1

2

∫
Ω

|∇u|2 = 0.

Para concluir a demonstração analisaremos os seguintes casos:

Caso 1. O nível c = 0. Pela semicontinuidade inferior da norma, temos

||u|| ≤ lim inf
n→∞

||un||.

Assim,
1

2
||u||2 ≤ 1

2
lim inf
n→∞

||un||2

Com isso, usando (2.7), obtemos

0 ≤ J(u) ≤ 1

2
lim inf
n→∞

||un||2 −
∫

Ω

F (x, u)

0 ≤ J(u) ≤
∫

Ω

F (x, u)−
∫

Ω

F (x, u)
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ou seja, J(u) = 0 e pela definição de J ,

||u||2 = 2

∫
Ω

F (x, u).

Novamente por (2.7), concluímos que

||un|| − ||u|| = on(1).

Além disso, sendo H1
0 (Ω) é um espaço de Hilbert, temos

un −→ u em H1
0 (Ω)

e isto significa J verifica a condição (PS)c.

Caso 2. O nível c 6= 0 e a função u ≡ 0. O que faremos é mostrar que este fato não

ocorre para seqüências Palais-Smale do funcional em questão.

Afirmação 2. Existe q > 1, de modo que∫
Ω

|f(x, un)|q < C, para todo n ∈ N

para alguma constante C > 0.

Prova da Afirmação 2. De (2.7), para cada ε > 0, existe n0 ∈ N, de modo que,

||un||2 ≤ 2c+ ε para todo n ≥ n0. Além disso, usando (2.2), temos∫
Ω

|f(x, un)|q ≤ C

∫
Ω

eqβu2
n = C

∫
Ω

eqβ||un||2( un
||un||

)2 , para todo n ∈ N.

De onde concluímos pelo Teorema 1.2, que a última integral na expressão acima

é limitada, se qβ||un||2 ≤ 4π e isto de fato ocorre quando tomamos q > 1 suficiente-

memente próximo de 1 e ε > 0 suficientemente pequeno pois c <
2π

β
. Mostrando a

afirmação.

Assim, usando (2.6) com v = un, obtemos∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|2 −
∫

Ω

f(x, un)un

∣∣∣∣ ≤ ||un||εn ≤ Cεn para todo n ∈ N.

Com isso,

||un||2 ≤ Con(1) +

∫
Ω

f(x, un)un para todo n ∈ N. (2.9)

Além disso, pela desigualdade de Hölder, podemos estimar a segunda integral na ex-

pressão acima ∫
Ω

|f(x, un)un| ≤
(∫

Ω

|f(x, un)|q
)1/q

||un||q′∫
Ω

|f(x, un)un| ≤ C||un||q′ ,
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para todo n ∈ N.

Como un −→ 0 em Lq(Ω) (q ≥ 1), temos∫
Ω

|f(x, un)un| = on(1).

Portanto, usando (2.9) obtemos

||un||2 = on(1).

No entanto, de (2.7) podemos afirmar que ||un||2 −→ 2c 6= 0, o que é uma

contradição. Mostrando assim que este caso não ocorre.

Caso 3. O nível c 6= 0 e a função u 6≡ 0. A princípio, note que J(u) ≤ c, pois pela

semicontimuidade inferior da norma, temos

J(u) =
1

2
||u||2 −

∫
Ω

F (x, u) ≤ 1

2
lim inf
n→∞

||un||2 −
∫

Ω

F (x, u)

J(u) ≤ 1

2
lim

n→∞
||un||2 −

∫
F (x, un) ≤ c.

Afirmação 3. J(u) = c.

Prova da Afirmação. Suponha por absurdo que J(u) < c, pela definição de J ,

temos

||u||2 < 2

(
c+

∫
Ω

F (x, u)

)
. (2.10)

Por outro lado, considerando as funções

vn =
un

||un||
,

v =
u√

2
(
c+

∫
Ω
F (x, u)

)
para todo n ∈ N.

Não é difícil ver que ||vn|| = 1 para todo n ∈ N e ||v|| < 1. Além disso, vn ⇀ v,

pois fixado ϕ ∈ C∞
0 (Ω), temos∫

Ω

∇vn∇ϕ =
1

||un||

∫
Ω

∇un∇ϕ −→
1√

2
(
c+

∫
Ω
F (x, u)

) ∫
Ω

∇u∇ϕ =

∫
Ω

∇v∇ϕ,

ou seja, ∫
Ω

∇vn∇ϕ−
∫

Ω

∇v∇ϕ = on(1).



47

Afirmação 4. Existe q > 1, de modo que∫
Ω

|f(x, un)|q < C para todo n ∈ N,

para alguma constante C > 0.

Prova da Afirmação 4. Da condição (2.2), temos∫
Ω

|f(x, un)|q ≤ C

∫
Ω

eqβu2
n = C

∫
Ω

eqβ||un||2( un
||un||)

2

=

∫
Ω

eqβ||un||2v2
n∫

Ω

|f(x, un)|q ≤
∫

Ω

e4πp(qβ||un||2 1
4πp

)v2
n

A última integral na expressão acima é limitada, conforme Corolário 1.3, desde

que escolhamos q > 1 e suficientemente próximo de 1, tal que

qβ||un||2 ≤ 4π
1

1− ||v||2

ou seja,

qβ||un||2

4π
≤
c+

∫
Ω

F (x, u)

c− J(u)

usando (2.7), é suficiente, que ocorra

qβ

(
c+

∫
Ω

F (x, u)

)
2π

<

c+

∫
Ω

F (x, u)

c− J(u)
.

Assim, a limitação da integral acima ocorre para n suficientemente grande, desde

que
β

2π
<

1

c− J(u)

e isto de fato ocorre, pois J(u) ≥ 0 e c <
2π

β
. Donde, podemos concluir que un −→ u

em H1
0 (Ω), pois ∫

Ω

f(x, un) ≤ ||f(x, un)||q||un − u||q′∫
Ω

f(x, un) ≤ C||un − u||q′ .

Como un −→ u em Lq(Ω) (q ≥ 1), temos∫
Ω

f(x, un)(un − u) = on(1).
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Usando (2.6) com v = un − u, obtemos < un − u, un >= on(1). Assim, como un ⇀ u,

temos

||un − u||2 =< un − u, un > − < un − u, u >= on(1).

O que implica, ||un||2 −→ ||u||2 e isto juntamente com (2.7) contradiz (2.10).

Por conseguinte,

||u||2 = 2

(
c+

∫
Ω

F (x, u)

)
Além disso, por (2.7), temos ||un|| −→ ||u||, donde un −→ u em H1

0 (Ω).

Corolário 2.6 Supondo (h.1), (h.2), (h.3). Se f possui crescimento subcrítico em −∞
e +∞, então J verifica a condição Palais-Smale. Se f possui crescimento crítico em

−∞ e +∞ com algum α0, então J verifica a condição (PS)c, para todo c ∈ (−∞,
2π

α0

).

Prova. Sobre a primeira afirmação do Corolário. Seja c ∈ R. Como f possui

crescimento subcrítico, temos

lim
|t|→∞

|f(x, t)|
eαt2

= 0 para todo α > 0.

Logo, para cada α > 0 existe C > 0, de modo que

|f(x, t)| ≤ Ceαt2 para todos x ∈ Ω, t ∈ R.

Ora, fixado α > 0, tal que c <
2π

α
estaremos diante das hipóteses da Proposição 2.6 e

por este resultado J verifica a condição (PS)c.

Sobre a segunda afirmação do Corolário. Seja c ∈ (−∞,
2π

α0

). Como f possui

crescimento crítico com α0, temos

lim
|t|→∞

|f(x, t)|
eαt2

= 0 para todo α > α0.

lim
|t|→∞

|f(x, t)|
eαt2

= ∞ para todo α < α0.

Logo, para cada α > α0 existe C > 0, de modo que

|f(x, t)| ≤ Ceαt2 para todos x ∈ Ω, t ∈ R.

Ora, fixado α > α0, tal que c <
2π

α
estamos diante das hipóteses da Proposição 2.6 e

por este resultado J verifica a condição (PS)c.
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Proposição 2.7 Supondo (h.1) e (h.2). Seja Z um subespaço de dimensão finita do
H1

0 (Ω), cuja norma em questão será denotada por || · ||Z. Então, J é limitado superi-
ormente em Z. Além disso, para cada M > 0, existe R > 0 tal que

J(u) ≤ −M para todo u ∈ Z com ||u|| ≥ R.

Prova. Para cada u0 ∈ Z com |u0|Z = 1 considere a função

ξ : R −→ R

t 7−→ ξ(t) = J(tu0) =
t2

2
||u0||2 −

∫
Ω

F (x, tu0)

Seja p > 2. Usando a condição (ii) da Afirmação 2 com ε =
1

p
> 0, existe tε > 0

tal que

pF (x, t) ≤ f(x, t)t para todos x ∈ Ω, |t| ≥ tε.

o que implica, a existência de uma constante C > 0. tal que F (x, t) ≥ C|t|p − C para

todos x ∈ Ω e t ∈ R, pois fixado t > tε, temos∫ t

tε

f(x, s)

F (x, s)
ds ≥

∫ t

tε

p

s
ds

F (x, t) ≥ F (x, tε)
tp

tpε

Tomando

C1 =
1

tpε
min
x∈Ω

F (x, tε) > 0

temos

F (x, t) ≥ C1t
p para todos x ∈ Ω, t > tε (2.11)

Agora, considerando

C2 = min
(x,t)∈Ω×[0,tε]

F (x, t) > 0

obtemos

F (x, t) ≥ C2 para todos x ∈ Ω, t ∈ [0, tε].

A partir deste momento, desejamos encontrar uma constante C3 > 0, de modo que

F (x, t) ≥ C1t
p − C3 para todos x ∈ Ω, t ∈ [0, tε].

Para isto, basta tomar C3 > 0 tal que C3 > C1t
p − C2 (t ∈ [0, tε]), pois

F (x, t) ≥ C2 > C1t
p − C3 para todos x ∈ Ω, t ∈ [0, tε]. (2.12)
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Por (2.11), temos

F (x, t) ≥ C1t
p ≥ C1t

p − C3 para todos x ∈ Ω, t ∈ (tε,+∞). (2.13)

Portanto, de (2.11) e (2.12), temos a existência de uma constante C > 0 tal que

F (x, t) ≥ Ctp − C para todos x ∈ Ω, t ≥ 0.

Com maior razão, existe C > 0, de modo que

F (x, t) ≥ C|t|p − C para todos x ∈ Ω, t ≥ 0.

Assim, para todo t ∈ R,

ξ(t) ≤ t2

2
||u0||2 −

∫
Ω

[C|tu0|p − C]

ξ(t) ≤ t2

2
||u0||2 − C|t|p

∫
Ω

|u0|p + C|Ω|

ξ(t) ≤ t2

2
||u0||2 − C|t|p||u0||pp + C.

Pela equivalência das normas em Z, para todo t ∈ R, obtemos

ξ(t) ≤ t2

2
||u0||2 − C|t|p||u0||p + C

o que implica

ξ(t) −→ −∞ quando t→∞

Seja v ∈ Z, então v = tu, onde u ∈ Z e ||u||Z = 1. Do argumento acima, existe

ξ : R −→ R com

J(v) = ξ(t) ≤ t2

2
||u||2 − C|t|p||u||p + C

Além disso, da equivalência das normas em Z, existem constantes α e β > 0 com

α|u|z ≥ ||u|| ≤ β|u|z. Assim, α ≤ ||u|| ≤ β. Logo,

J(v) ≤ t2α2

2
− C|t|pβp − C

o que implica

J(v) −→ −∞ quando ||v|| → ∞.
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Proposição 2.8 Supondo (h.1), (h.2), (h.4) e a condição (2.2). Então, existem cons-
tantes α > 0 e ρ > 0 tais que

J(u) ≥ α, desde que ||u|| = ρ.

Prova. Por (h.4) fixado µ < λ1, existe δ > 0 tal que

F (x, t) ≤ 1

2
µt2 para todos x ∈ Ω, |t| ≤ δ (2.14)

Por outro lado, de (2.2) e (h.2), para q > 2 existe C > 0, tal que

F (x, t) ≤ Ceβt2|t|q para todos x ∈ Ω, |t| > δ (2.15)

Por (2.14) e (2.15), temos

F (x, t) ≤ 1

2
µt2 + Ceβt2|t|q para todos x ∈ Ω, t ∈ R

pela caracterização variacional de λ1, ver [7], temos

J(u) ≥ 1

2
||u||2 −

∫
Ω

F (x, u)

J(u) ≥ 1

2
||u||2 − µ

2
||u||22 − C

∫
Ω

eβu2|u|q

J(u) ≥ 1

2

(
1− µ

λ1

)
||u||2 − C

∫
Ω

eβu2|u|q

Por outro lado, pela desigualdade de Hölder, temos∫
Ω

eβu2|u|q ≤
(∫

Ω

eβpu2

)1/p(∫
Ω

|u|qp′
)1/p′

onde ∫
Ω

eβpu2

=

∫
Ω

eβp||u||2( u
||u||)

2

≤ C

se ||u|| ≤ σ, βpσ2 ≤ 4π conforme o Teorema 1.2.

Assim

J(u) ≥ 1

2

(
1− µ

λ1

)
||u||2 − C||u||qp′ .

Logo, pela imersão compacta de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Lp′(Ω), obtemos

J(u) ≥ 1

2

(
1− µ

λ1

)
||u||2 − C||u||q.
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Analisando a função g(s) =
1

2

(
1− µ

λ1

)
s2 − Csq para s ≥ 0, obtemos g(0) = 0 e

g′(s) =

(
1− µ

λ1

)
s− Cqsq−1 =

(
1− µ

λ1

)
s

[
1− Cqsq−2

(1− µ
λ1

)

]

donde concluímos que g′(s) > 0, que equivale a dizer que

s <

[
1

Cq

(
1− µ

λ1

)] 1
q−2

.

Logo, g(s) > 0 é equivalente a

s <

[
1

Cq

(
1− µ

λ1

)] 1
q−2

.

Desde modo, concluímos que existem ρ > 0 e α > 0, tais que

J(u) ≥ α, se ||u|| = ρ.

O próximo resultado será fortemente usado na prova do Teorema 0.2. Seja k ∈ N.

No que segue denotaremos por V o subespaço do H1
0 (Ω) gerado pelas autofunções

associadas aos autovalores λj para j = 1, . . . , k. Além disso, denotaremos por W = V ⊥

o complemento ortogonal de V .

Proposição 2.9 Supondo (h.1), (h.2), (h.5) e a condição (2.2). Então, existem cons-
tantes α > 0 e ρ > 0, tais que

J(u) ≥ α para todo u ∈ W com ||u|| = ρ.

Prova. Pela condição (h.5), existem δ > 0 e λk ≤ µ < λk+1 tais que

F (x, t) ≤ 1

2
µt2 para todos x ∈ Ω, |t| ≤ δ.

Por outro lado, por (h.2) e pela condição (2.2), obtemos

F (x, t) ≤ Ceβt2|t|q

para todos x ∈ Ω, |t| > δ, onde q > 2.

Usando simultaneamente as duas últimas desigualdades, obtemos

F (x, t) ≤ 1

2
µt2 + Ceβt2|t|q para todos x ∈ Ω, t ∈ R.
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Procedendo como na prova da Proposição 2.6 e usando simultaneamente a de-

sigualdade do tipo Trudinger-Moser, ver Observação 1.1 e a caracterização variacional

do autovalor λk+1, obtemos

J(u) ≥ 1

2

(
1− µ

λk+1

)
||u||2 − C||u||q para todo u ∈ W.

Com isso, a prova da Proposição 2.7 segue com argumentos análogos aos da

Proposição 2.6.

2.3 Prova dos principais resultados

Sobre o Teorema 0.1

Prova do Teorema 0.1. Para a prova da primeira parte do Teorema 0.1

invocaremos o Teorema do Passo da Montanha na versão de Ambrosetti-Rabinowitz,

ver Teorema B.2 com E = H1
0 (Ω).

Pela Formulação Variacional do problema, temos J ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e pelo Corolário

2.7 o funcional J verifica condição Palais-Smale. A seguir, o que faremos é mostrar

que J verifica a geometria do Passo da Montanha. A princípio, veja que pela definição

de J juntamente com (h.1), temos J(0) = 0.

Sobre (I1). Ver Apêndice B. A Proposição 2.8 é suficiente.

Sobre (I2). Fixado u ∈ H1
0 (Ω)�{0} considere Z = {tu; t ≥ 0} (subespaço de dimensão

finita do H1
0 (Ω)), pela Proposição 2.7, temos

J(tu) −→ −∞ quando t→ +∞

logo, para ρ > 0 (definido na condição anterior, ver Proposição 2.6), existe t0 > 0

(suficientemente grande), de modo que, ||t0u|| > ρ. Tomando e = t0u, obtemos

e ∈ H1
0 (Ω)�Bρ com

J(e) ≤ 0.

Portanto, pelo Teorema do Passo da Montanha, ver Teorema B.2, o funcional J

possui um valor crítico c ≥ α com

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),



54

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Da relação que há entre os pontos críticos do funcional J e as soluções do problema

(2.1), o argumento acima garante que o problema (2.1) possui uma solução u ∈ H1
0 (Ω)

não trivial, pois J(u) = c ≥ α > 0.

Sobre a segunda parte do Teorema 0.1. Adimitindo que f(x, t) seja uma função

ímpar em t, as hipóteses da versão simétrica do Teorema do Passo da Montanha, ver

Teorema B.5, se verificam para o funcional J com E = H1
0 (Ω), V = {0} e W = V ⊥.

Note que, sendo a primitiva de uma função ímpar, a função F é par, o que implica,

que J trata-se de uma funcional par. Além disso,

Sobre (I ′′′1 ), ver Apêndice B. A Proposição 2.8 é suficiente.

Sobre (I ′′′2 ). A Proposição 2.7 é suficiente.

Logo, pelo resultado citado, o funcional J possui uma infinidade enumerável de

valores críticos.

Sobre o Teorema 0.2

Prova do Teorema 0.2. Para garantir a primeira parte do Teorema 0.2

faremos uso do Teorema do Passo da Montanha Generalizado, ver Teorema B.4, com

E = H1
0 (Ω), V =

⊕k
j=1 Vλj

e W = V ⊥, onde dimV <∞.

Inicialmente, sabemos que J ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e que verifica a Condição Palais-

Smale conforme a Formulação Variacional do problema.

Sobre (I ′′1 ), ver Apêndice B. A Proposição 2.9 é suficiente.

Sobre (I ′′2 ). Considerando normalizadas as autofunções associadas aos autovalores do

operador (−4, H1
0 (Ω)). Em particular, temos ||φk+1|| = 1 e φk+1 ∈ W , pela caracte-

rização variacional de λk+1. Note que, usando a Proposição 2.7 com Z = V ⊕ Vλk+1
,

existe R1 > 0 tal que J(u) ≤ 0, desde que u ∈ Z com ||u|| ≥ R1. Seja R > max{R1, ρ},

então R > ρ e

J(u) ≤ 0, se u ∈ Z com ||u|| ≥ R ≥ R1.

Escrevendo,

Q = {v + sφk+1; v ∈ V com ||v|| ≤ R e 0 < s < R}

e ∂Q a fronteira de Q em relação a V ⊕ Vλk+1
, temos

Afirmação. Se u ∈ ∂Q, então J(u) ≤ 0.
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Prova da Afirmação. De fato, se u ∈ ∂Q, então u é dado por:

(i.) u = v +Rφk+1, onde v ∈ BR ∩ V , ou

(ii.) u = v + sφk+1, onde ||v|| = R e 0 < s < R, ou então

(iii.) u = v, onde v ∈ BR ∩ V .

Caso (i). Veja que, u ∈ Z com

||u||2 = ||v +Rφk+1||2 = (v +Rφk+1, v +Rφk+1) = ||v||2 + ||R||2,

logo ||u|| ≥ R, pois (v, φk+1) = 0. Portanto, J(u) ≤ 0 pelos argumentos acima.

Caso (ii). Veja que, u ∈ Z com

||u||2 = ||v + sφk+1||2 = (v + sφk+1, v + sφk+1) = ||R||2 + ||s||2,

logo ||u|| ≥ R, pois (v, φk+1) = 0. Portanto, J(u) ≤ 0 pelos argumentos acima.

Caso (iii).. Sendo u ∈ V , temos ||u||2 ≤ λk||u||22, novamente, conforme a caracteriza-

ção variacional de λk. Assim, por (h.6)

J(u) =
1

2
||u||2 −

∫
Ω

F (x, u)dx

J(u) ≤ λk

2
||u||22 −

λk

2

∫
Ω

u2dx

J(u) ≤ 0.

Mostrando que a afirmação se verifica como verdade, e portanto, para verificar a

condição (I ′′2 ) do resultado citado, basta considerar e = φk+1 ∈ ∂B1 ∩W , uma vez que,

dos argumentos acima, temos J(u) ≤ 0 para todo u ∈ ∂Q com Q = (BR∩V )⊕{se; 0 <

s < R}.

Portanto, pelo Teorema do Passo da Montanha Generalizado, ver Teorema B.4,

o funcional J possui um valor crítico c ≥ α, com

c = inf
h∈Γ

max
u∈Q

J(h(u)),

onde Γ = {h ∈ C(R, E); h = id em ∂Q}.

Da relação que há entre os pontos críticos do funcional J e as soluções do problema

(2.1), o argumento acima garante que o problema em questão possui uma solução

u ∈ H1
0 (Ω) não trivial, pois J(u) = c ≥ α > 0.

Sobre a segunda parte do Teorema 0.2. Adimitindo que f(x, t) seja uma função

ímpar em t, as hipóteses da versão simétrica do Teorema do Passo da Montanha,
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ver Teorema B.5, se verificam para o funcional J com E = H1
0 (Ω), V =

⊕k
j=1 Vλj

e

W = V ⊥. Note que, sendo a prmitiva de uma função ímpar, a função F é par, o que

implica, que J trata-se de uma funcional par. Além disso,

Sobre (I ′′′1 ). Ver Apêndice B. A Proposição 2.9 é suficiente.

Sobre (I ′′′2 ). A Proposição 2.7 é suficiente.

Logo, o funcional J possui uma infinidade enumerável de valores críticos.

Sobre o Teorema 0.3

Prova do Teorema 0.3. A princípio, deve-se ressaltar que pelo Corolário 2.4

o funcional J verifica a condição (PS)c para todo c <
2π

α0

. Para garantir a existência

de solução para o problema (2.1) usaremos o Teorema do Passo da Montanha, ver

Teorema B.3 com E = H1
0 (Ω).

Sabemos que J ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e J(0) = 0 conforme a Formulação Variacional

do problema. Além disso, temos

Sobre (I ′1). Ver Apêndice B. A Proposição 2.8 é suficiente.

Portanto, nos resta mostrar que existe ω ∈ H1
0 (Ω) com ||ω|| = 1, a fim de que

tenhamos

max{J(tω); t ≥ 0} < 2π

α0

Para isto, consideremos a seqüência de funções não-negativas ($n), onde

$n(x) =
1√
2π


(lnn)1/2, se 0 ≤ |x| ≤ 1

n
ln 1
|x|

(ln n)1/2 , se 1
n
≤ |x| ≤ 1

0, se |x| ≥ 1

para todo n ∈ N.

Note que, $n ∈ H1
0 (B1(0)) e ||$n|| = 1 para todo n ∈ N, onde B1(0) denota

a bola unitária centrada na origem do R2 e d denota o raio interno de Ω conforme

Definição 1.4.

Agora, definindo uma nova seqüência de funções não-negativas

ωn(x) = $n

(
x− x0

d

)
para todo n ∈ N,

onde x0 ∈ R2 tal que Bd(x0) ⊂ Ω.
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Note que ωn ∈ H1
0 (B1(0)) e ||ωn|| = 1 com supp ωn ⊂ Bd(x0) para todo n ∈ N.

Afirmação. Existe n0 ∈ N tal que

max{J(tωn0); t ≥ 0} < 2π

α0

Prova da Afirmação. Suponhamos por absurdo que

max{J(tωn); t ≥ 0} ≥ 2π

α0

para todo n ∈ N.

Para cada n ∈ N, seja tn > 0 tal que

J(tnωn) = max{J(tωn); t ≥ 0} ≥ 2π

α0

Pela definição de J , temos

1

2
t2n −

∫
Ω

F (x, tnωn) ≥ 2π

α0

por (h.3) implica que

t2n ≥
4π

α0

. (2.16)

Como g(t) = J(tωn) assume máximo global em t = tn, temos g′(tn) = 0, ou seja,

dJ

dt
(tωn) = 0 em t = tn.

Assim,

tn =

∫
Ω

f(x, tnωn)ωn

t2n =

∫
Ω

f(x, tnωn)tnωn

logo,

t2n ≥
∫

Bd(x0)

f(x, tnωn)tnωn. (2.17)

Por outro lado, por (h.7), para cada ε > 0, existe tε > 0, tal que

f(x, t)t ≥ (β − ε)eα0t2 para todo t ≥ tε.

Daí, usando (2.17) com n suficientemente grande, obtemos

t2n ≥ (β − ε)

∫
Bd/n(x0)

eα0t2nω2
n

t2n ≥ (β − ε)

∫
Bd/n(x0)

eα0t2n
1
2π

ln n.
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Assim,

t2n ≥ (β − ε)π
d2

n2
eα0t2n

1
2π

ln n

donde

t2n ≥ (β − ε)πd2e2 ln n(
α0t2n
4π

−1), (2.18)

logo a seqüência (tn) é limitada. Além disso, usando (2.16) temos t2n −→
4π

α0

.

Agora, escrevendo

An = {x ∈ Bd(x0); tnωn(x) ≥ tε}, Bn = Bd(x0)�An

por (2.17), temos

t2n ≥
∫

Bd(x0)

f(x, tnωn)tnωn =

∫
An

f(x, tnωn)tnωn +

∫
Bn

f(x, tnωn)tnωn

o que implica

t2n ≥
∫

Bn

f(x, tnωn)tnωn + (β − ε)

∫
Bd(x0)

eα0t2nω2
n − (β − ε)

∫
Bn

eα0t2nω2
n . (2.19)

Como |Bn| = on(1), pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue Gene-

ralizado, temos χBn −→ 1 q.t.p. em Bd(x0) , e

lim
n→∞

∫
Bn

eα0t2nω2
n = lim

n→∞

∫
Bd(x0)

eα0t2nω2
nχBn =

∫
Bd(x0)

= πd2.

Passando ao limite em (2.19) quando n tende ao infinito, obtemos

4π

α0

≥ (β − ε) lim
n→∞

∫
Bd(x0)

eα0t2nω2
n − (β − ε)πd2

4π

α0

≥ (β − ε) lim
n→∞

∫
Bd(x0)

e4πω2
n − (β − ε)πd2

devido a (2.16), e escrevendo In =

∫
Bd(x0)

e4πω2
n , temos

In =

∫
Bd(x0)

e4πω2
n =

∫
B1(0)

e4π$2
n

In = d2

{∫
B1/n(0)

e4π$2
n +

∫
B1(0)�B1/n(0)

e4π$2
n

}

In = d2

{
π

n2
e4π 1

2π
ln n + 2π

∫ 1

1/n

e4π− 1
2π

(ln 1
r )2

ln n rdr

}
.

Agora, fazendo a mudança de variáveis

s = − ln r

lnn
, rdr = − 1

2s
lnnds
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Concluímos que

In = d2

{
π + 2π lnn

∫ 1

0

e2s2 ln n−2s ln nds

}
Logo, para todo ε > 0, obtemos

4π

α0

≥ (β − ε) lim
n→∞

In − (β − ε)πd2

4π

α0

≥ (β − ε)πd2 lim
n→∞

2 lnn

∫ 1

0

e2 ln n(s2−s)ds.

Assim, pela Observação 2.1, para todo ε > 0, temos

4π

α0

≥ (β − ε)πd2M0.

Portanto,

β ≤ 4

α0d2M0

o que contraria a condição (h.7).



Capítulo 3

Um problema elíptico
assintoticamente linear com
crescimento exponencial em R2

3.1 Introdução

Neste capítulo nos propomos a estudar problemas do tipo: −∆u+ u = f(x, u), R2

u ∈ H1(R2)
(3.1)

onde f(x, u) = o(t) próximo da origem e |f(x, u)| ≤ ce4πt2 para todos x ∈ R2, t ∈ R,

para alguma constante c > 0.

Este capítulo é baseado no artigo de D.M. Cao, ver [9], também fomos motivados

a estudar o problema (3.1) por [4] e [5]. A saber, fornecemos condições suficientes para

existência de solução para o problema (3.1) conforme os teoremas (0.4) e (0.5).

O que faremos é mostrar que o funcional energia associado ao problema (3.1) ve-

rifica a condição (PS)c para todo c ∈ (0, ν), onde ν é uma constante a ser determinada.

A fortiori, garantiremos a existência de solução não-trivial para o problema (3.1) uti-

lizando o primeiro lema de Concentração de Compacidade de P.L. Lions e argumentos

do tipo Passo da Montanha.
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3.2 A Formulação Variacional

Seja u ∈ H1(R2),

||u|| =
(∫

|∇u|2 + |u|2
)1/2

define a norma em H1(R2) considerada neste trabalho.

O funcional energia associado ao problema (3.1) é dado por

J : H1(R2) −→ R

u 7−→ J(u) =
1

2

∫
(|∇u|2 + |u|2)−

∫
F (x, u)

onde F (x, s) =
∫ s

0
f(x, t)dt.

Do estudo feito no capítulo 1 o funcional J está bem definido. Além disso,

J ∈ C1(H1(R2),R), onde

J ′(u) · v =

∫
(∇u∇v + uv)−

∫
f(x, u)v para todos u, v ∈ H1(R2).

Agora, considere o funcional

J∞ : H1(R2) −→ R

u 7−→ J∞(u) =
1

2

∫
(|∇u|2 + |u|2)−

∫
F (u)

Além disso, considerando a variedade de Nehari

M∞ =

{
u ∈ H1(R2)�{0};

∫
(|∇u|2 + |u|2) =

∫
uf(u)

}
a constante

C∞ =

 inf{J∞(u);u ∈M∞}, se M∞ 6= ∅

+∞ se M∞ = ∅

fica bem definida, ver a hipótese (f.3). Também, não é difícil ver que

J∞0 = inf

{∫
|∇u|2;u ∈ H1(R2)�{0} e

∫
F (u) =

1

2

∫
|u|2
}

está bem definida.
Observação 3.1 Se f verifica (f.1) e (f.2), então J∞0 > 0.

De fato, do contrário, existiria uma seqüência (un) em H1(R2)�{0} com∫
F (un) =

1

2

∫
|un|2 e

∫
|∇un|2 = on(1).
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De onde concluímos que existe n0 ∈ N, tal que∫
|∇un|2 <

1

4πe
, se n ≥ n0.

Além disso. veja que a condição (f.1) nos mostra que f verifica uma desigualdade
do tipo (1.1) com α = 4π. Logo, pela Observação 1.1, uma desigualdade tipo (1.19)
é satisfeita (note que uma condição suficiente para (1.19) é (f.2)), i.e., fixado ε > 0,
existe Cε > 0, tal que

|F (x, s)| ≤ Cε|s|(e4πs2 − 1− 4πs2) + εs2 para todos x ∈ R2, s ∈ R.

Com isso, para ε =
1

4
e pelo Teorema 1.5, temos∣∣∣∣∫ F (un)

∣∣∣∣ ≤ 1

4

∫
|un|2 + Cε

∫
|un|(e4π|un|2 − 1− 4π|un|2)∣∣∣∣∫ F (un)

∣∣∣∣ ≤ 1

4

∫
|un|2 + C1,ε

(∫
|∇un|2

)1/2 ∫
|un|2

desde que n ≥ n0.
Portanto,

1

4

∫
|un|2 ≤ C1,ε

(∫
|∇un|2

)1/2 ∫
|un|2, se n ≥ n0.

Ou seja, ∫
|∇un|2 ≥

1

4C2,ε

, se n ≥ n0.

O que contraria o fato de que
∫
|∇un|2 é de ordem 1 quando n tende ao infinito.

Antes de apresentarmos o próximo resultado sobre J∞0 . Estudaremos um lema

de compacidade devido a W.A. Strauss.

Lema 3.1 (Lema de Compacidade de Strauss) Sejam P,Q : R −→ R funções
contínuas tais que

P (s)

Q(s)
= o(1) quando |s| → ∞ (3.2)

Além disso, seja (un) uma seqüência de funções mensuráveis, com un : RN −→ R
tais que

sup
n∈N

∫
|Q(un)| <∞ (3.3)

e
P (un(x)) −→ v(x) q.t.p. em RN (3.4)

Então, para todo conjunto Borel mensurável e limitado B ⊂ RN , temos∫
B

|P ((un))− v| = on(1).
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Se assumirmos que
P (s)

Q(s)
= o(1) quando s→ 0 (3.5)

e
un(x) = o(1) quando |x| → ∞ (3.6)

uniformemente em n.
Então, P (un) converge para v em L1(RN).

Prova. Sobre a primeira parte do Lema. Seja B ⊂ RN um conjunto Borel

mensurável e limitado. Por (3.2), para cada ε > 0, existe δε > 0 tal que

|P (s)| < ε|Q(s)|, se |s| ≥ δε.

Tomando

C1 = max
s∈[−δε,δε]

|P (s)| > 0

temos

|P (s)| ≤ C1, se s ∈ [−δε, δε].

Logo, existe C > 0, tal que

|P (s)| ≤ C + C|Q(s)| para todo s ∈ R.

Com isso, para todo n ∈ N, temos∫
B

|P (un)| ≤ C|B|+ C

∫
B

|Q(un)|∫
B

|P (un)| ≤ C|B|+ C sup
n∈N

∫
B

|Q(un)|

Logo, P (un) ∈ L1(B) para todo n ∈ N. Ora, sendo limitada a seqüência das

integrais de P (un), usando o Lema de Fatou e a condição (3.4), obtemos v ∈ L1(B).

Novamente pela condição (3.4) temos v, uma função mensurável, logo pelo Teo-

rema de Egoroff, para cada δ > 0, existe um conjunto fechado E ⊂ B tal que

|B�E| < δ e P (un) converge uniformente para v em E. Portanto,∫
E

|P (un)− v| = on(1).

Resta-nos provar que
∫

B�E
|P (un)− v| = on(1). Inicialmente observemos que∫

B�E

|P (un)− v| ≤
∫

B�E

|P (un)|+
∫

B�E

|v|.
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Sendo v integrável e |B�E| < δ resulta que, dado ε > 0, tem-se∫
B�E

|v| < ε

se δ é suficientemente pequeno. Para cada n ∈ N, considere o conjunto

En = {x ∈ B�E;G(un) < M}

onde M > 0, e denotemos por E ′
n = (B�E)�En. Sobre E ′

n tem-se∫
E′n

|P (un)| ≤
∫
{|un(x)|≥ϕ(M)}∩(B�E)

|P (un)| ≤ ε(M)

∫
B�E

|Q(un)| ≤ Cε(M),

onde ε(M) = on(1). (Veja que, estamos usando o fato de que

lim
|s|→∞

P (s)

Q(s)
= 0 ⇐⇒ lim

M→∞
ε(M) = 0,

onde ε(M) = sup
|s|≥M

P (s)

Q(s)
).

Sobre En tem-se, considerando M =
C

ε
, onde C é definido em (3.3). Assim,∫

En

|P (un)| ≤
∫

En

|G(un)|
M

|P (un)| = C1

M

∫
En

|G(un)| < C1

M
C = εC.

Portanto, ∫
B�E

|P (un)− v| ≤ on(1).

Sobre a segunda parte do Lema. Para cada ε > 0, usando as condições (3.5) e (3.6),

existem R0 > 0 tal que

|P (un(x))| ≤ ε|Q(un(x))|

para todo n ∈ N, desde que |x| ≥ R0.

Portanto, pelo Lema de Fatou, concluímos que v ∈ L1(RN) e∫
|x|≥R0

|v| ≤ εC.

Agora, veja que da primeira parte do Teorema, existe n0 ∈ N tal que∫
|x|<R0

|P (un)− v| < ε, se n ≥ n0(n0 = n0(ε)).

Logo,∫
|P (un)− v| ≤

∫
|x|<R0

|P (un)− v|+
∫
|x|≥R0

|P (un)− v| ≤ 2εC + ε

se n ≥ n0.
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Lema 3.2 Se f satisfaz (f.1), (f.2) e existe u ∈ H1(R2), tal que u 6≡ 0 com∫
F (u) ≥ 1

2

∫
u2 e

∫
|∇u|2 < 1.

Então, J∞0 pode ser atingido. Além disso,

J∞0 ≤
∫
|∇u|2.

Prova. Pela continuidade da função

ϕ : [0, 1] −→ R

t 7−→ ϕ(t) =

∫
F (tu)− 1

2

∫
|tu|2

existe t ∈ (0, 1], tal que ϕ(t) = 0, i.e.,∫
F (tu) =

1

2

∫
|tu|2

Como u 6≡ 0, temos tu ∈ H1(R2)�{0}, logo

J∞0 ≤ t

∫
|∇u|2 ≤

∫
|∇u|2.

Veja que

J∞0 <
1

2

(∫
|∇u|2 + 1

)
. (3.7)

Resta-nos mostrar que existe u0 ∈ H1(R2) com u0 6≡ 0, de modo que∫
F (u0) =

1

2

∫
|u0|2 e J∞0 =

∫
|∇u0|2

Vejamos, seja (un) a seqüência minimizante de J∞0 , i.e.,∫
F (un) =

1

2

∫
|un|2 e

∫
|∇un|2 − J∞0 = on(1).

Sem perda de generalidade, por (3.7) podemos assumir que∫
|∇un|2 ≤

1

2

(∫
|∇u|2 + 1

)
= m < 1 para todo n ∈ N.

Para mostrar que u0 existe, sem perda de generalidade, consideremos un ≥ 0.

Assim podemos substituir un por |un| e por conseguinte, fazer uso da Simetrização de

Schwarz, ver prova do Teorema 1.4 para as propriedades básicas.

Por (p.3), temos∫
F (u∗n) =

∫
F (un) =

1

2

∫
|un|2 =

1

2

∫
|u∗n|2.
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Logo, pela definição de J∞0 , obtemos

J∞0 ≤
∫
|∇u∗n|2 ≤

∫
|∇un|2.

Com isso, novamente por (p.3), obtemos

J∞0 ≤
∫
|∇u∗n|2 ≤

∫
|∇un|2 para todo n ∈ N.

De onde concluímos que ∫
|∇u∗n|2 − J∞0 = on(1),

ou seja, (u∗n) é uma seqüência minimizante de J∞0 . No que segue denotaremos por a

seqüência (u∗n) por (un). Vale lembrar que∫
|∇u∗n|2 ≤ m < 1 para todo n ∈ N.

Assim,

un ⇀ u0
1 em H1

rad(R2) e un(x) −→ u0(x) q.t.p. em R2.

Fazendo ũn(x) = un(σnx), onde σn = ||un||2 para todo n ∈ N e ũ0(x) = u0(σx),

onde σ = ||u0||2, temos

||ũn||2 = 1, ||∇ũn||2 = ||∇un||2 e
∫
F (ũn) =

1

2
para todo n ∈ N.

No que segue denotaremos as funções ũn e ũ0 por un e u0 respectivamente.

Afirmação. ∫
F (ũn)−

∫
F (ũ) = on(1)

Prova da Afirmação. Definindo as funções P,Q : R2 −→ R, onde

P (s) = F (s)

Q(s) = e
8π

1+m
s2 − 1 + s2

para todos s ∈ R2.

Pelo Teorema 1.4, temos∫
|Q(ũn)| =

∫
(e

8π
1+m

|eun|2 − 1) +

∫
|ũn|2 ≤ C para todo n ∈ N,

1a notação u0 é sugestiva, motivada pelo nosso objetivo.
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onde C > 0, i.e.,

sup
n∈N

∫
|Q(ũn)| <∞.

Por outro lado, pela continuidade de F , temos F (ũn) converge para F (u0) e do Lema

1.1, temos ũn −→ 0 quando |x| → ∞, uniformemente em n.

Portanto, pelo Lema 3.1, concluímos a prova da Afirmação, i.e.,∫
P (ũn)−

∫
P (u0) = on(1).

De volta ao Lema 3.2, concluímos que u0 6≡ 0. Pela semicontinuidade inferior da

norma, ver [7], e pela afirmação acima, temos

1

2

∫
|u0| ≤ 1

2
lim inf
n→∞

∫
|un|2

1

2

∫
|u0| ≤ lim inf

n→∞

∫
F (un).

Com isso,
1

2

∫
|u0| ≤

∫
F (u0).

Se a desigualdade acima fosse estrita, definindo a função

ϕ : [0, 1] −→ R

t 7−→ ϕ(t) =
1

2

∫
|tu0|2 −

∫
F (tu0)

existe t0 ∈ (0, 1) tal que ϕ(t0) = 0, i.e.,

1

2

∫
t20u

2
0 =

∫
F (t0u0)

Portanto, semicontinuidade inferior da norma, temos

J∞0 ≤ t20

∫
|∇u0|2 <

∫
|∇u0|2 ≤ lim inf

n→∞

∫
|∇u0|2 = J∞0

o que é absurdo, logo
1

2

∫
|u0|2 =

∫
F (u0)

e isto significa que J∞0 é atingido, pois∫
|∇(un − u0)|2 = on(1)

o que implica ∫
|∇un|2 −

∫
|∇u0|2 = on(1).
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3.3 Prova dos principais resultados

A princípio, provaremos um resultado de compacidade local. A saber, mostraremos

que J verifica a condição (PS)c para todo c ∈ (0, ν), onde ν = min

{
C∞,

1

2
− θ

}
.

Lema 3.3 Supondo que f verifique as codições (f.1)-(f.3) e que (un) em H1(R2) seja

uma seqüência (PS) do funcional J no nível c ∈ (0, ν), onde ν = min

{
C∞,

1

2
− θ

}
.

Então, (un) é limitada e a menos de subseqüência, existe l > 0, tal que∫
(|∇un|2 + |un|2)− l = on(1).

Prova. Como (un) é uma seqüência (PS) no nível c do funcional J , temos

1

2

∫
(|∇un|2 + |un|2)−

∫
F (x, un) = c+ on(1) (3.8)

e ∣∣∣∣∫ (∇un∇v + unv)−
∫
f(x, un)v

∣∣∣∣ ≤ εn||v|| (3.9)

para todos n ∈ N e v ∈ H1(R2), onde εn = on(1).

Usando (3.9) com v = un, temos∣∣∣∣∫ (|∇un|2 + |un|2)−
∫
f(x, un)un

∣∣∣∣ ≤ εn||un|| (3.10)

para todo n ∈ N. Por (f.3), obtemos(
1

2
− θ

)
||un||2 ≤

(
1

2
− θ

)
||un||2 +

∫
[θf(x, un)un − F (x, un)](

1

2
− θ

)
||un||2 ≤ J(un)− θJ ′(un) · un(

1

2
− θ

)
||un||2 ≤ c+ on(1) + θ|J ′(un)||un|

o que implica (
1

2
− θ

)
||un||2 ≤ c+ on(1).

Logo,

||un||2 ≤
(

1

2
− θ

)−1

c+

(
1

2
− θ

)−1

on(1)

||un||2 ≤ 1

2
+

c

1− 2θ
+ on(1)

para todo n ∈ N, pois c ∈ (0, ν) e ν ≤ 1− 2θ

2
.
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Usando o argumento acima existe l ≥ 0, tal que, a menos de subseqüência, temos∫
(|∇un|2 + |un|2) = l + on(1).

Afirmação. l > 0.

Prova da Afirmação. Suponhamos por absurdo que l = 0, fixado 0 < ε <
1

2
− c

1− 2θ
,

(c ∈ (0, ν)) existe n0 ∈ N tal que∫
|∇un|2 ≤ ||un||2 ≤

1

2
+

c

1− 2θ
+ ε < 1 sempre que n ≥ n0.

Tomando m =
1

2
+

c

1− 2θ
+ ε < 1, temos∫

|∇un|2 ≤ m < 1

sempre que n ≥ n0. Além disso, a menos de subseqüência, temos

un ⇀ u em H1(R2) e u(x) −→ u(x) q.t.p. em R2.

Além disso, por (f.3) ∣∣∣∣∫ F (x, un)

∣∣∣∣ ≤ θ

∣∣∣∣∫ f(x, un)un

∣∣∣∣
onde, pelo Teorema 1.5 e Observação 1.1, fixado ε > 0, existe Cε > 0, tal que∣∣∣∣∫ f(x, un)un

∣∣∣∣ ≤
∫
|un||f(x, un)|∣∣∣∣∫ f(x, un)un

∣∣∣∣ ≤ Cε

∫
|un|(e4π|un|2 − 1− 4π|un|2) + ε

∫
|un|2∣∣∣∣∫ f(x, un)un

∣∣∣∣ ≤ C1,ε

∫
|un|2

(∫
|∇un|2

)1/2

+ ε

∫
|un|2

desde que n ≥ n0. O que implica∣∣∣∣∫ F (x, un)

∣∣∣∣ ≤ C

∫
C|un|2 ≤ ||un||2 = on(1).

Portanto,

J(un) =
1

2

∫
(|∇un|2 + |un|2)−

∫
F (x, un) = on(1)

o que contraria o fato de que c = lim
n→∞

J(un) 6= 0.
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Lema 3.4 (Lema Auxiliar) Seja (Qn) uma seqüência de funções não-decrescentes de
[0, A] em [0, B]. Então, existem uma subseqüência (Qnk

) e uma função não-decrescente
Q de [0, A] em [0, B] tais que (Qnk

) converge para Q q.t.p. em [0, A].

Prova. Para cada t ∈ [0, A], a seqüência (Qn(t)) é limitada, e como [0, A] ∩ Q

é um subconjunto enumerável de [0, A], seja {r1, r2, . . . , rn, . . .} uma enumerável dos

racionais de [0, A], utilizando o argumento da seqüência diagonal sobre as seqüências

(Qn(rm))m, onde n ∈ N. Obtemos uma subseqüência (Qnk
) de (Qn) tal que

Qnk
(t)−Q(t)2 = on(1)

para todo t ∈ [0, A] ∩Q(t).

Definindo a função

Q : [0, A] −→ [0, B]

t 7−→ Q(t) = sup{Q(s); s ∈ Q e s ≤ t}

Veja que Q é não-decrescente. Logo, D(Q) o conjunto dos pontos de descontinuidade

de Q é enumerável.

Consideremos x0 ∈ (0, A)�D(Q). Seja ε > 0, então existem y, z ∈ [0, A]∩Q tais

que y ≤ x0 ≤ z. Além disso,

|Q(y)−Q(x0)| <
ε

4
e |Q(z)−Q(x0)| <

ε

4

Como

Qnk
(y)−Q(y) = on(1)

Qnk
(z)−Q(z) = on(1)

Para k suficientemente grande, temos

|Qnk
(y)−Q(x0)| ≤ |Qnk

(y)−Q(y)|+ |Q(y)−Q(x0)| <
ε

2

|Qnk
(z)−Q(x0)| ≤ |Qnk

(z)−Q(z)|+ |Q(z)−Q(x0)| <
ε

2

Além disso, Qnk
(y) ≤ Qnk

(x0) ≤ Qnk
(z) para todo k ∈ N, então

Qnk
(x0) = Q(x0) + ok(1).

Logo, (Qnk
) converge para Q q.t.p. em [0, A].

2esta notação é sugestiva, motivada pelo nosso objetvo.
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Lema 3.5 (Lema Auxiliar) Seja δ > 0. Dizer que

lim
|x|→∞

f(x, t) = f(t), uniformemente em t limitado.

É equivalente a dizer que,
lim

R→∞
ε(R, δ) = 0,

onde
ε(R, δ) = sup

|x|≥R
|t|≤δ

|f(x, t)− f(t)|.

Prova. Não é difícil ver que lim
|x|→∞

f(x, t) = f(t) é uma condição necessária para

que lim
R→∞

ε(R, δ) = 0 ocorra. Reciprocamente, se lim
|x|→∞

f(x, t) = f(t) em t limitado,

veja que, para todo R > 0, temos

|f(x, t)− f(t)| ≤ ε(R, δ) ≤ |f(x, t)− f(t)|+ 1

R
, se |x| ≥ R, |t| ≤ δ.

Então, passando ao limite na expressão acima quando R → ∞, temos |x| → ∞,

e portanto, limR→∞ ε(R, δ) = 0.

Lema 3.6 Supondo que f verifique as codições (f.1)-(f.3) e que (un) em H1(R2) seja

uma seqüência (PS) do funcional J no nível c ∈ (0, ν), onde ν = min

{
C∞,

1

2
− θ

}
.

Então, J verifica a condição (PS)c para todo c ∈ (0, ν).

Prova. Pelo Lema 3.3, existe l > 0, tal que∫
(|∇un|2 + |un|2) = l + on(1).

Assim, escrevendo ρn = |∇un|2 + |un|2 para todo n ∈ N, usaremos o primeiro

lema de Concentração de Compacidade de P.L. Lions, ver [10] e [15] com a seqüência

(ρn) para mostrar que (un) possui uma subseqüência convergente em H1(R2).

Dividiremos a prova nos seguintes passos:

Passo 1. A menos de uma dilatação, não ocorre o anulamento para (ρn);

Passo 2. Não ocorre a dicotomia para (ρn);

Passo 3. Aqui, concluímos que ocorre apenas a compacidade para (ρn). A fortiori,

mostraremos que seqüência (un) possui uma subseqüência convergente em H1(R2).

Conluíndo assim a prova do Lema.

Passo 1. Suponhamos por absurdo, que ocorra o anulamento para (ρn), i.e.,

sup
y∈R2

∫
y+BR

ρn = on(1)
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para todo R > 0. Além disso, do Lema 3.3, temos∫
|un|2 ≤M.

para todo n ∈ N. Logo, pelo Lema 1.5, obtemos∫
F (x, un) = on(1) e

∫
unf(x, un) = on(1).

Com isso, usando (3.10) tem-se∫
(|∇un|2 + |un|2) = on(1)

o que contradiz o fato de que l > 0.

Passo 2. Suponhamos por absurdo, que ocorra a dicotomia para (ρn). Consi-

deremos a função de Concentração de P. Levy de ρn:

Qn : [0,+∞) −→ R

t 7−→ Qn(t) = sup
y∈R2

∫
y+Bt

ρn

para todo n ∈ N.

Veja que,

(i.) Qn é uma seqüência de funções não-negativas, naõ-decrescentes e uniformemente

limitada.

Com efeito, se t1 ≤ t2, então y +Bt1 ⊂ y +Bt2 para todo y ∈ R2. Assim,∫
y+Bt1

ρn ≤
∫

y+Bt2

ρn para todo y ∈ R2.

Logo, Qn(t1) ≤ Qn(t2) para todo n ∈ N.

(ii.) Pelo Lema 1.4, a menos de subseqüência, Qn(t) converge para Q(t) q.t.p. em

[0,+∞), onde Q : [0,+∞) −→ R é uma função não-decrescente e não-negativa. Além

disso, sendo Q limitada, existem α = lim
t→∞

Q(t) ∈ (0, l) e αn = lim
t→∞

Qn(t).

Com isso, fixado ε > 0 com ε <
1

8πe
, existe t0 > 0 tal que Q(t) ≥ α− ε

4
se t ≥ t0.

Além disso, existe n0 = n0(ε) tal que

αn < α +
ε

8
para todo n ≥ n0,

Assim,

Qn(t) ≤ αn < α +
ε

8
para todos n ≥ n0, t ≥ 0.
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Como α− ε

8
< Q(t) para todo t ≥ t0. Existe, n1 = n(ε, t0) ∈ N, tal que

α− ε

8
< Q(t), se n ≥ n1.

Portanto, se n ≥ n2 = max{n0, n1}, então

α− ε

8
≤ Q(t) ≤ Qn(t) ≤ α+

ε

8
, se t ≥ t0.

Além disso, existe yn ∈ R2, de modo que∫
yn+Bt

ρn ∈ (α− ε

4
, α+

ε

4
) para todos t ≥ t0, n ≥ n0.

Podemos encontrar (tn) com tn −→∞, de modo que∫
yn+B2tn+2

ρn ∈ (α− ε

2
, α+

ε

2
).

Sejam ξ, ϕ ∈ C∞
b (R2) funções cortes com 0 ≤ ξ, ϕ ≤ 1, tais que

ξ(x) =

 0, se |x| ≥ 3

1, se |x| ≤ 2

e

ϕ(x) =

 0, se |x| ≤ 1

1, se |x| ≥ 2

Afirmação 1. Denotanto ξn = ξ

(
· − yn

t1

)
, onde t1 > 0 é definido acima, temos

∫
|x−yn|≤3t1

ρnξn,

∫
|x−yn|≤t1

ρnξn ∈ (α− ε

2
, α+

ε

2
), se n ≥ n0.

Prova da Afirmação 1. De fato, se t1 é suficientemente grande e n ≥ n0, temos∫
|x−yn|≤3t1

ρnξn ≥
∫
|x−yn|≤t1

ρnξn =

∫
|x−yn|≤t1

ρn ≥ α− ε

4
> α− ε

2
. (3.11)

Além disso, existe n0 ∈ N tal que tn ≥ 3t1 se n ≥ n0, logo∫
|x−yn|≤3t1

ρnξn ≤
∫
|x−yn|≤3t1

ρn ≤
∫
|x−yn|≤tn

ρn ≤
∫
|x−yn|≤2tn+2

ρn < α +
ε

2
(3.12)

se n ≥ n0.

As desigualdades (3.11) e (3.12) mostram a afirmação para primeira integral.

Além disso, ∫
|x−yn|≤t1

ρnξn ≤
∫
|x−yn|≤3t1

ρnξn < α +
ε

2
(3.13)
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e ∫
|x−yn|≤t1

ρnξn ≥ α− ε

4
> α− ε

2
(3.14)

Finalmente, as desigualdades (3.13) e (3.14) mostram a afirmação para segunda inte-

gral.

No que segue denotaremos ϕn = ϕ

(
· − yn

tn

)
, vn = ξnun e wn = ϕnun.

Afirmação 2. J(un) ≥ J(vn) + J(wn)− ε.

Antes de apresentarmos a prova da Afirmação 2, cabe esclarecer o seguinte: uma

vez que, a Afirmação 2 é verificada, analisaremos a situação em questão trabalhando

com a seqüência (wn) e supondo que (yn) seja limitada , a fim de mostrar que a

dicotomia não ocorre quando se estuda o comportamento do funcional J próximo da

origem. A fortiori, analisaremos o comportamento do funcional J supondo que (yn) seja

ilimitada e trabalhando com a seqüência (vn), a fim de, obtermos a mesma conclusão

da situação anterior.

Prova da Afirmação 2. Inicialmente, veja que∫
(ξ2

n|∇un|2 − |∇vn|2) =

∫
(−2ξn|∇un|un|∇ξn| − wn|∇ξn|2)∫

(ξ2
n|∇un|2 − |∇vn|2) ≤

∫
2

t1
|∇un|un|∇ξn|+

1

t21
u2

n|∇ξn|∫
(ξ2

n|∇un|2 − |∇vn|2) ≤ C

∫
2

t1
|∇un||un|

C

t21
u2

n∫
(ξ2

n|∇un|2 − |∇vn|2) ≤ C

t1
||un||2

o que implica ∫
(ξ2

n|∇un|2 − |∇vn|2) ≤
C

t1
.

Logo, ∣∣∣∣∫ (ξ2
n|∇un|2 − |∇vn|2)

∣∣∣∣ < ε. (3.15)

Por outro lado, se n suficientemente grande, de modo que tn > 3t1, temos



75∣∣∣∣∫ [ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣(∫
|x−yn|≤2t1

+

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

+

∫
3t1≤|x−yn|

)
[ξ2

nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
2t1<|x−yn|≤3t1

[ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|un||ξnf(x, un)− ξnf(x, ξnun)|
∣∣∣∣

≤
∫

2t1<|x−yn|≤3t1

|un||f(x, un)|+
∫

2t1<|x−yn|≤3t1

|un|2
|f(x, ξnun)|

|un|

≤
∫

2t1<|x−yn|≤3t1

|un||f(x, un)|+
∫

2t1<|x−yn|≤3t1

|un|2
|f(x, ξnun)|
|ξnun|

.

Usando a condição (f.2), obtemos

∣∣∣∣∫ [ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣ =

≤
∫

2t1<|x−yn|≤3t1

|un||f(x, un)|+
∫

2t1<|x−yn|≤3t1

|un|2
|f(x, un)|
|un|

≤ 2

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|un||f(x, un)|.

Agora, usando a Observação 1.1, segue que

∣∣∣∣∫ [ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣ =

≤ C

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|un|(e4π|un|2 − 1− 4π|un|2) + C

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|un|2

≤ C

∫
2t1<|x−yn|≤2tn

|un|(e4π|un|2 − 1− 4π|un|2) + C

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|un|2

≤ C

∫
2t1<|x−yn|≤2tn

|ηnun|(e4π|ηnun|2 − 1− 4π|ηnun|2) + C

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|un|2

≤ C

∫
2t1<|x−yn|

|ηnun|(e4π|ηnun|2 − 1− 4π|ηnun|2) + C

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|un|2

onde ηn ∈ C∞
b (R2) tal que 0 ≤ ηn ≤ 1 com

ηn(x) =

 0, se |x− yn| < t1 ou |x− yn| ≥ 2tn + 2

1, se 2t1 < |x− yn| < 2tn

e |∇ηn(x)| ≤ 1 para todo x ∈ R2.
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Por outro lado, pela desigualdade de Young, temos∫
|∇ηn(un)|2 ≤ 2

∫
(|∇ηn|2|un|2 + |ηn|2|∇un|2)∫

|∇ηn(un)|2 ≤ 2

∫
(|un|2 + |ηn|2|∇un|2)∫

|∇ηn(un)|2 ≤ 2

∫
t1≤|x−yn|<2tn+2

(|un|2 + |ηn|2|∇un|2)∫
|∇ηn(un)|2 ≤ 2

∫
t1≤|x−yn|<2tn+2

(|un|2 + |∇un|2).

Logo, ∫
|∇ηn(un)|2 ≤ 2

(∫
|x−yn|<2tn+2

ρn −
∫
|x−yn|<t1

ρn

)
∫
|∇ηn(un)|2 ≤ 2

(∫
|x−yn|<2tn+2

ρn −
∫
|x−yn|<t1

ρnξn

)
∫
|∇ηn(un)|2 ≤ 2(α+

ε

2
− α+

ε

2
),

i.e., ∫
|∇ηn(un)|2 < 1

4πe
.

Assim, pelo Teorema 1.5, obtemos∣∣∣∣∫ [ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣ ≤ C

∫
|ηnun|2 + C

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|un|2∣∣∣∣∫ [ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣ ≤ C

∫
t1<|x−yn|<2tn+2

|ηnun|2 + C

∫
2t1<|x−yn|≤tn

|un|2∣∣∣∣∫ [ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
t1<|x−yn|<2tn+2

|ηnun|2 +

∫
2t1<|x−yn|≤2tn+2

|un|2
)

∣∣∣∣∫ [ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣ ≤ C

∫
t1<|x−yn|<2tn+2

|un|2.

Com isso,∣∣∣∣∫ [ξ2
nunf(x, un)− vnf(x, vn)]

∣∣∣∣ ≤ C

∫
t1<|x−yn|<2tn+2

(|un|2 + |∇un|2) < ε. (3.16)

De maneira análoga, podemos mostrar que∣∣∣∣∫ (ϕ2
n|∇un|2 − |∇wn|2)

∣∣∣∣ < ε. (3.17)

e ∣∣∣∣∫ [ϕ2
nunf(x, un)− wnf(x,wn)]

∣∣∣∣ < ε. (3.18)
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Por (3.17), obtemos

∣∣∣∣∫ (|∇un|2 − |∇vn|2 − |∇wn|2)
∣∣∣∣ =

=

∫
(|∇un|2 − |∇vn|+ ϕ2

n|∇un|2 − |∇wn|2 − ϕ2
n|∇un|2)

=

∫
(ϕ2

n|∇un|2 − |∇wn|2) +

∫
(|∇un|2 − |∇vn|2 − ϕ2

n|∇un|2).

Logo,

∣∣∣∣∫ (|∇un|2 − |∇vn|2 − |∇wn|2)
∣∣∣∣ =

=

∫
(ϕ2

n|∇un|2 − |∇wn|2) +

∫
(ξ2

n|∇un|2 − |∇vn|2) +

∫
(|∇un|2 − ξ2

n|∇un|2 − ϕ2
n|∇un|2).

Com isso, ∣∣∣∣∫ (|∇un|2 − |∇vn|2 − |∇wn|2)
∣∣∣∣ = 3

∫
|∇un|2(1− ξ2

n − ϕ2
n).

Assim,

∣∣∣∣∫ (|∇un|2 − |∇vn|2 − |∇wn|2)
∣∣∣∣ =

=

∫
|x−yn|≤t1

|∇un|2(1− ξ2
n − ϕ2

n) +

∫
t1≤|x−yn|≤2t1

|∇un|2(1− ξ2
n − ϕ2

n) +

+

∫
2t1<|x−yn|≤3t1

|∇un|2(1− ξ2
n − ϕ2

n) +

∫
3t1<|x−yn|

|∇un|2(1− ξ2
n − ϕ2

n).

Portanto,∣∣∣∣∫ (|∇un|2 − |∇vn|2 − |∇wn|2)
∣∣∣∣ ≤ C

∫
t1<|x−yn|≤2tn+2

(|un|2 + |∇un|2) < ε. (3.19)

De maneira análoga,∫
(|un|2 − |vn|2 − |wn|2) =

∫
(|un|2 − ξ2

n|un|2 − ϕ2
n|un|2)∫

(|un|2 − |vn|2 − |wn|2) =

∫
|un|2(1− ξ2

n − ϕ2
n)∫

(|un|2 − |vn|2 − |wn|2) =

∫
t1<|x−yn|≤3t1

|un|2(1− ξ2
n − ϕ2

n)

Assim, pela definições de ξn e ϕn, temos∫
(|un|2 − |vn|2 − |wn|2) < C

∫
t1<|x−yn|<2tn+2

(|un|2 + |∇un|2) < ε. (3.20)
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Por (f.1) e (f.4), temos

∣∣∣∣∫ [F (x, un)− F (x, vn)− F (x,wn)]

∣∣∣∣ =

≤ C

∫
|un|[(e4π|un|2 − 1− 4π|un|2 − F (x, vn)− F (x,wn)] + ε

∫
|un|2

≤ C

∫
2t1<|x−yn|<2tn

|un|(e4π|un|2 − 1− 4π|un|2) + ε

∫
2t1<|x−yn|<2tn

|un|2.

Com um argumento análogo ao que foi feito na prova de (3.16), obtemos∣∣∣∣∫ [F (x, un)− F (x, vn)− F (x,wn)]

∣∣∣∣ < ε. (3.21)

Assim, pela definição de J e por (3.19), (3.20), (3.21) concluímos que

J(vn) + J(wn)− J(un) < ε

mostrando a Afirmação 2.

Seguindo o comentário que fizemos antes apresentarmos a prova da Afirmação 2.

Se (yn) é uma seqüência limitada e δ > 1, então

J(wn) =
1

2

∫
(|∇wn|2 + |wn|2)−

∫
F (x,wn)

J(wn) =
1

2

∫
(|∇wn|2 + |wn|2)−

∫
F (wn)−

(∫
F (x,wn)−

∫
F (wn)

)
J(wn) = J∞(wn)−

(∫
F (x,wn)−

∫
F (wn)

)
,

onde∣∣∣∣∫ F (x,wn)−
∫
F (wn)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
|x−yn|≥tn

[F (x,wn)− F (wn)]

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ F (x,wn)−
∫
F (wn)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫

|x−yn|≥tn
|wn|≤δ

+

∫
|x−yn|≥tn

δ<|wn|≤ 1
δ

+

∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

 [F (x,wn)− F (wn)]

∣∣∣∣∣∣ .
Sobre a integral ∫

|x−yn|≥tn
|wn|≤δ

[F (x,wn)− F (wn)].

Pela condição (f.4), obtemos∫
|x−yn|≥tn
|wn|≤δ

[F (x,wn)− F (wn)] ≤ 1

2

∫
ε(tn)|wn|2
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onde ε(tn) = on(1), ver Lema 3.5. Assim,∫
|x−yn|≥tn
|wn|≤δ

[F (x,wn)− F (wn)] ≤ on(1).

Sobre a integral ∫
|x−yn|≥tn

δ<|wn|≤ 1
δ

[F (x,wn)− F (wn)].

Usando a desigualdade de Hölder e a condição (f.4), temos∫
|x−yn|≥tn

δ<|wn|≤ 1
δ

[F (x,wn)− F (wn)] ≤ ε(tn)|{δ < |wn| ≤
1

δ
}|∫

|x−yn|≥tn

δ<|wn|≤ 1
δ

[F (x,wn)− F (wn)] ≤ 1

δ2
ε(tn)

∫
|wn|2∫

|x−yn|≥tn

δ<|wn|≤ 1
δ

[F (x,wn)− F (wn)] ≤ Cδ−2ε(tn).

Logo, ∫
|x−yn|≥tn

δ<|wn|≤ 1
δ

[F (x,wn)− F (wn)] ≤ on(1).

Sobre a integral ∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

[F (x,wn)− F (wn)].

Veja que∣∣∣∣∣∣
∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

[F (x,wn)− F (wn)]

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

F (x,wn)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

F (wn)

∣∣∣∣∣∣
Sobre a integral ∣∣∣∣∣∣

∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

F (x,wn)

∣∣∣∣∣∣
Veja que ∣∣∣∣∣∣

∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

F (x,wn)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

F (x,wn)

e
8π|wn|2

1+m − 1
(e

8π|wn|2
1+m − 1)

∣∣∣∣∣∣
sabendo que

lim
t→+∞

F (x, t)

e
8π|wn|2

1+m − 1
= 0 ⇐⇒ lim

δ→0+
ω(δ) = 0

onde ω(δ) = sup
t≥δ

F (x, t)

e
8π|wn|2

1+m − 1
. Pelo Teorema 1.4, obtemos

∣∣∣∣∣∣
∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

F (x,wn)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ω(δ)

∫
|wn|> 1

δ

(e
8π|wn|2

1+m − 1) ≤ Cω(δ) (3.22)
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De maneira análoga, obtemos∣∣∣∣∣∣
∫
|x−yn|≥tn

|wn|> 1
δ

F (wn)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Cω(δ). (3.23)

Com isso, considerando δ =
1

n
, n ∈ N em (3.22) e (3.23), concluímos∣∣∣∣∫ F (x,wn)−

∫
F (wn)

∣∣∣∣ = on(1) (3.24)

e portanto,

J(wn) ≥ J∞(wn)− on(1). (3.25)

Afirmação 3. J(wn) > C∞ − on(1).

Prova da Afirmação 3. Veja que

∫
[|∇wn|2 + |wn|2 − wnf(x,wn)] =

=

∫
[|∇wn|2 + |wn|2 − wnf(wn)− wnf(wn)− wnf(x,wn)]

=

∫
[|∇wn|2 + |wn|2 − wnf(wn)] +

∫
(wnf(wn)− wnf(x,wn)).

Argumentando como na prova de (3.24), obtemos∫
(wnf(wn)− wnf(x,wn)) = on(1). (3.26)

e

εn :=

∫
[|∇wn|2 + |wn|2 − wnf(wn)] = on(1) + ω(δ) (3.27)

para todo n ∈ N.

Com isso, considerando as funções wn(x) = wn(σx), temos

∇w(x) = σ2∇wn(x) para todo x ∈ R2.

Assim,

∫
[|∇wn|2 + |wn|2 + |wn|2f(wn)] =

=

∫
|∇wn|2 + σ−2

∫
(|wn|2 − wnf(wn))

= σ−2

∫
[|∇wn|2 + |wn|2 − wnf(wn)] +

∫
|∇wn|2 − σ−2

∫
|∇wn|2.
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Portanto,∫
[|∇wn|2 + |wn|2 + |wn|2f(wn)] = σ−2(σ2 − 1)

∫
|∇wn|2 + σ−2εn para todo n ∈ N.

Desejamos mostrar que wn ∈M∞ para uma escolha de σ apropriada, a saber, σ

tal que

(σ2 − 1)

∫
|∇wn|2 = −εn.

Para isto, mostraremos que existe A0 > 0 tal que∫
|∇wn|2 ≥ A0 > 0 para todo n ∈ N.

Inicialmente, seja (σn) tal que σn converge para 1. Se não houvesse A0 > 0 como

acima, existiria δm = om(1) tal que

lim
n→∞

∫
|∇wn(δm)|2 = ω(δm), onde ω(δm) = om(1)

e wn(δm) é uma subseqüência de (wn) definida pelos argumentos acima, para cada δm.

Por simplicidade de notação, no que segue denotaremos wn(δm) simplesmente por wn.

Pela ocorrência da dicotomia à seqüência (ρn), temos∫
(|∇wn|2 + |wn|2) ≥ l − α− δm

Assim, pela Observação 1.1, temos∫
(|∇wn|2 + |wn|2) =

∫
[|∇wn|2 + |wn|2 − wnf(wn)] +

∫
wnf(wn)∫

(|∇wn|2 + |wn|2) = ω(δm) + on(1) +

∫
wnf(wn)∫

(|∇wn|2 + |wn|2) ≤ ω(δm) + on(1) +
1

2

∫
|wn|2 + C

∫
|wn|(e4π|wn|2 − 1− 4π|wn|2)∫

(|∇wn|2 + |wn|2) ≤ ω(δm) + on(1) +
1

2

∫
|wn|2 + C

(∫
|∇wn|2

)1/2 ∫
|wn|2

para δm suficientemente pequeno.

Com isso, ∫
(|wn|2 + |wn|2) ≤ ω(δm) + on(1) + Co(1)

quando δm −→ 0. No entanto, isto contradiz o fato de que∫
(|∇wn|2 + |wn|2) ≥ l − α− δm.
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Logo, ∫
|∇wn|2 ≥ A0 > 0 para todo n ∈ N.

Portanto, escolhendo

σn = 1 + εn

(∫
|∇wn|2

)−1

(3.28)

obtemos wn ∈M∞, o que implica que M∞ é não-vazio.

Por (3.28), temos

σn = 1 + ω(δ) + on(1).

Assim,

J∞(wn) =
1

2

∫
|wn|2 +

1

2

∫
|wn|2 −

∫
F (wn)

J∞(wn) =
1

2

∫
|wn|2 +

σ−2
n

2

∫
|wn|2 − σ−2

n

∫
F (wn)

J∞(wn) = J∞(wn) +

(
1

σ−2
n

− 1

)
J∞(wn) +

1

2σ2
n

(σ2
n − 1)

∫
|∇wn|2

Por (3.19) e (3.20) podemos supor que
∫
|∇wn|2 <

1 +m

2
, e portanto da expressão

acima, concluímos que J∞(wn) é limitado, o que nos mostra

C∞ = inf
u∈M∞

J∞(u)

Finalmente, para concluir a prova da afirmação 3, observemos que

J∞(wn) ≥ J∞(wn)− ω(δ)− on(1)

J∞(wn) ≥ inf
u∈M∞

J∞(u)− ω(δ)− on(1)

i.e.,

J∞(wn) ≥ C∞ − ω(δ)− on(1).

Por outro lado, temos

J(vn) =
1

2

∫
(|vn|2 + |∇vn|2)−

∫
F (x, vn)

J(vn) =
1

2

∫
[|vn|2 + |∇vn|2 − vnf(x, vn)] +

∫
[
1

2
vnf(xvn)− F (x, vn)]

Por (f.3), temos

J(vn) ≥ 1

2
||vn||2 −

1

2

∫
vnf(x, vn) + (

1

2
− θ)

∫
vnf(x, vn)
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Fazendo v = unξ
2
n em (3.9) e usando (3.15) e (3.16), obtemos∫
[|∇vn|2 + |vn|2 − vnf(x, vn)] = ω(δ) + on(1) (3.29)

Portanto,

J(vn) ≥ (
1

2
− θ)

∫
vnf(x, vn) + ω(δ) + on(1)

J(vn) ≥ (
1

2
− θ)

∫
(|∇vn|2 + |vn|2) + ω(δ) + on(1)

J(vn) ≥ (
1

2
− θ)α+ ω(δ) + on(1).

Assim,

J(un) ≥ C∞ + (
1

2
− θ)− ω(δ)− on(1).

Com a condição (3.8) e a afirmação 2, obtemos

c ≥ C∞ + (
1

2
− θ)

o que é absurdo.

Agora, suponhamos que (yn) seja ilimitada. Usando um argumento análogo ao

que foi usado no caso anterior, trocando os “papéis” das seqüências (vn) e (wn) obtemos

a mesma conclusão. Assim, se preferir o leitor pode ir para o Passo 3, do contrário,

segue abaixo a prova.

Podemos assumir, se necessário que, a menos de subseqüência, temos |yn| −→ ∞.

Além disso,

J(wn) =
1

2

∫
(|wn|2 + |∇wn|2)−

∫
F (x,wn)

J(wn) =
1

2

∫
[|wn|2 + |∇wn|2 − wnf(x,wn)] +

∫
[
1

2
wnf(x,wn)− F (x,wn)]

Por (f.3), temos

J(wn) ≥ 1

2
||wn||2 −

1

2

∫
wnf(x,wn) + (

1

2
− θ)

∫
wnf(x,wn)

Fazendo v = unξ
2
n em (3.9) e usando (3.17) e (3.18), obtemos∫

[|∇wn|2 + |wn|2 − wnf(x,wn)] = ω(δ) + on(1) (3.30)

Portanto,

J(wn) ≥ (
1

2
− θ)α+ ω(δ) + on(1).
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Por outro lado, para δ > 1, temos

J(vn) = J∞(vn)−
(∫

F (x, vn)−
∫
F (vn)

)
,

onde∣∣∣∣∫ F (x, vn)−
∫
F (vn)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫

|x−yn|<3tn
|vn|≤δ

+

∫
|x−yn|<3tn

δ<|vn|≤ 1
δ

+

∫
|x−yn|<3tn

|vn|> 1
δ

 [F (x, vn)− F (vn)]

∣∣∣∣∣∣ .
Raciocinando como no caso anterior, podemos observar que∫

|x−yn|<3tn
|vn|≤δ

[F (x, vn)− F (vn)],

∫
|x−yn|<3tn

δ<|vn|≤ 1
δ

[F (x, vn)− F (vn)] ≤ on(1)

e ∫
|x−yn|<3tn

|vn|> 1
δ

[F (x, vn)− F (vn)] ≤ on(1).

Assim,

J(vn) ≥ J∞(vn)− on(1).

O que nos resta fazer é mostrar que

J(vn) ≥ C∞ − on(1).

Para isto, consideraremos as funções vn(x) = vn(σx). Assim,

∫
[|∇wn|2 + |wn|2 + |wn|2f(wn)] =

=

∫
|∇vn|2 + σ−2

∫
(|vn|2 − vnf(vn))

= σ−2

∫
[|∇vn|2 + |vn|2 − vnf(vn)] +

∫
|∇vn|2 − σ−2

∫
|∇vn|2.

Portanto,∫
[|∇vn|2 + |vn|2 + |vn|2f(vn)] = σ−2(σ2 − 1)

∫
|∇vn|2 + σ−2εn para todo n ∈ N.

Raciocinando como no caso anterior, podemos mostrar que existe σ tal que

(σ2 − 1)

∫
|∇vn|2 = −εn.

ou seja, vn ∈M∞.
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Assim,

J(vn) ≥ C∞ − on(1).

Novamente com a condição (3.8) e a afirmação 2, obtemos

c ≥ C∞ + (
1

2
− θ)

o que é absurdo.

Portanto, a dicotomia não ocorre para (ρn).

Passo 3. Sendo este o caso, existe uma seqüência (yn) em R2 tal que para cada

ε > 0, existe t = t(ε) > 0 tal que∫
|x−yn|>t

(|∇un|2 + |un|2) < ε

Afirmação 4. A Seqüência (yn) é limitada.

Prova da Afirmação 4. Suponhamos por absurdo que (yn) seja ilimitada. Dado

0 < ε < 1
32πe

, existe t = t(ε) tal que considerando a função corte 0 ≤ ηn ≤ 1, onde

ηn(x) =

 0, se |x− yn| ≤ t

1, se |x− yn| ≥ t+ 1

com |∇ηn(x)| ≤ 2 para todo x ∈ R2.

Pela desigualdade de Young, temos∫
|∇ηnun|2 ≤ 2

∫
(|∇ηnun|2 + |ηnun|2)∫

|∇ηnun|2 ≤ 2

∫
|x−yn|≥t

(|∇ηnun|2 + |ηnun|2)∫
|∇ηnun|2 ≤ 8

∫
|x−yn|≥t

(|∇un|2 + |un|2)

Com isso,∣∣∣∣∫
|x−yn|>t+1

F (x, un)

∣∣∣∣ ≤ C

∫
|x−yn|>t+1

|un|2 + C

∫
|x−yn|>t+1

|un|(e4π|un|2 − 1− 4π|un|2)∣∣∣∣∫
|x−yn|>t+1

F (x, un)

∣∣∣∣ ≤ C

∫
|x−yn|>t+1

|un|2 + C

∫
|x−yn|>t+1

|un|(e4π|ηnun|2 − 1− 4π|ηnun|2)∣∣∣∣∫
|x−yn|>t+1

F (x, un)

∣∣∣∣ ≤ C

∫
|x−yn|>t+1

|un|2 + C

(∫
|x−yn|>t+1

|∇ηnun|2
)1/2 ∫

|x−yn|>t+1

|ηnun|2

Logo, ∣∣∣∣∫
|x−yn|>t+1

F (x, un)

∣∣∣∣ ≤ C

∫
|x−yn|>t+1

|un|2 ≤ ω(δ) (3.31)
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De maneira análoga, obtemos∣∣∣∣∫
|x−yn|>t+1

F (un)

∣∣∣∣ ≤ C

∫
|x−yn|>t+1

|un|2 ≤ ω(δ) (3.32)

Usando o mesmo raciocínio usado na prova da estimativa (3.24) e as estimativas

acima, obtemos ∫
|x−yn|<t+1

[F (x, un)− F (un)] = on(1). (3.33)

Logo,

J(un) = J∞(un)− ω(δ)− on(1).

Com um argumento análogo ao que foi usado prova da Afirmação 3, podemos

concluir que M∞ é não-vazio e J∞(un) é limitado, obtendo

J(un) ≥ C∞ − ω(δ)− on(1).

de onde concluímos que c ≥ C∞, o que é absurdo.

Agora, considerando as translações de un ũn = un(x − yn) para todo x ∈ R2.

Dado ε > 0, existe t = t(ε) > 0 tal que∫
|x|>t

(|∇ũn|2 + |ũn|2) < ε (3.34)

No que segue denotaremos as funções P,Q : R2 −→ R, onde

P (s) = sf(x, s)

Q(s) = e
8πs2

1+m − 1− s2

Então,

lim
|s|→∞

P (s)

Q(s)
= 0.

e ∫
Q(un) ≤ C para todo n ∈ N.

Pela primeira parte do Lema 3.1, para todo conjunto B ⊂ R2 Borel mensurável e

limitado, temos ∫
unf(x, un)−

∫
uf(x, u) = on(1) (3.35)

Raciocinando como na prova de (3.31), obtemos∣∣∣∣∫
|x|>t

unf(x, un)

∣∣∣∣ ≤ ω(δ). (3.36)
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Assim,

∣∣∣∣∫ unf(x, un)−
∫
uf(x, u)

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∫
|x|>t

unf(x, un)−
∫
|x|>t

uf(x, u)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
|x|≤t

unf(x, un)−
∫
|x|≤t

uf(x, u)

∣∣∣∣ .
Logo, ∣∣∣∣∫ unf(x, un)−

∫
uf(x, u)

∣∣∣∣ ≤ ω(δ) + on(1),

o que implica ∫
unf(x, un)−

∫
uf(x, u) = on(1).

Por outro lado, fazendo v = u em (3.9), obtemos∫
(|∇u|2 + |u2|) =

∫
uf(x, u). (3.37)

Portanto, de (3.10), (3.35) e (3.37), temos ||un|| −→ ||u||, e portanto, un −→ u

em H1(R2). Completando a prova do Lema 3.6.

Teorema 3.1 Suponha que f verifique as condições (f.1) − (f.4) e que exista u0 ∈
H1(R2) tal que∫

(|∇u0|2 + |u0|2) =

∫
u0f(x, u0) e J(u0) < ν = min

{
1

2
− θ, C∞

}
.

Então, o problema (3.1) possui uma solução não-trivial.

Prova. Faremos uso do Teorema do Passo da Montanha. Inicialmente por (f.1)

e (f.2). Fixado ε > 0, usando a Observação 1.1, obtemos

|F (x, u)| ≤ εs2

2
+ C(e4πs2 − 1− 4πs2) para todo x ∈ Ω.

Assim, para ||u|| suficientemente pequena, temos ||∇u||2 <
1

4πe
e usando o Teo-

rema 1.5, obtemos

J(u) =
1

2
||u||2 −

∫
F (x, u)

J(u) ≥ 1

2
||u||2 − ε

2
||u||2 − C

∫
(e4πu2 − 1− 4πu2)

J(u) ≥
(

1

2
− ε

2
− C||∇u||2

)
||u||.
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Portanto, raciocinando como na prova da Proposição 2.9, obtemos ρ > 0 e α > 0,

tais que

J(u) > α desde que ||u|| = ρ, ||u0|| > ρ.

Raciocinando como na prova da Proposição 2.8, podemos observar que uma desigual-

dade do tipo (2.13) é satisfeita, uma vez que, uma condição suficiente para esta é uma

condição do tipo (f.3), ver Afirmação 2 da Formulação Variacional do Capítulo 2.

Logo,

J(tu0) −→ −∞ quando t→∞.

Assim, para t0 > suficientemente grande, temos J(t0u0) < 0.

Agora, considerando a família Γ = {g : [0, t0] −→ H1(R2); g(0) = 0, g(t0) = t0u0},

seja g0 o seguinte caminho

g0 : [0, t0] −→ H1(R2)

t 7−→ g0(t) = tu0.

Afirmação 1. max
t∈[0,t0]

J(g0(t)) = J(u0).

Prova da Afirmação 1. Seja a função

h0 : [0, t0] −→ R

t 7−→ h(t) = J(tu0)

Incialmente, note que

h′(t) =
d

dt
J(tu0) = t||u0||2 −

∫
f(x, tu0)u0,

onde h′(1) = 0.

Além disso,

h′(t) = t

(
||u0||2 −

∫
f(x, tu0)

tu0

u2
0

)
h′(t) ≤ t

(
||u0||2 −

∫
f(x, su0)

su0

u2
0

)
se s > t, i.e., |suo| > |tu0|, conforme (f.2). Com isso, se s > t, então

h′(t) ≤ t

s
h′(s).



89

Além disso, se s = 1 e t < 1, então h′(t) ≤ 0. Por outro lado, se t = 1 e s > 1, então

h′(s) ≥ 0. Logo,

max
t>0

h(t) = h(1) = I(u0)

i.e.,

max
t∈[0,t0]

Jg0(t)) = max
t>0

h(t) = h(1) = J(u0).

Seja

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,t0]

J(g(t)) ≤ J(u0) < ν,

pelo Teorema B.3, c ≥ α e existe uma seqüência (un) em H1(R2) tal que

J(un)− c = on(1) em R

J ′(un) = on(1) em H−1(R2).

Portanto, usando o Lema 1.6 concluímos a prova.

Teorema 3.2 Suponha que f verifique as condições (f.1)-(f.3). Além disso, suponha
que exista u0 ∈ H1(R2) tal que∫

(|∇u0|2 + |u0|2) =

∫
u0f(u0) e J(u0) <

1

2
− θ.

Então, o problema (3.1) possui uma solução não-trivial u, tal que J(u) ≤ J(u0).

Prova. Inicialmente, cabe observar que este resultado pode se visto como uma

versão do Teorema 3.1 para a função f . Assim, pelo Teorema 3.1, existe uma seqüência

(un) em H1(R2) tal que

J(un)− c = on(1) em R

J ′(un) = on(1) em H−1(R2).

Além disso, pela definição de c na prova do Teorema 3.1 e usando o fato de que

J(u0) <
1

2
− θ, temos c <

1

2
− θ.

Como usamos fato de que c < C∞ na prova do Lema 3.6, ver o caso em que

|yn| → +∞, para mostrar que ocorria apenas a compacidade. Substituindo un pela

sua translação por −yn, i.e., por un(x + yn), onde |yn| → +∞, podemos observar que

(un(x+yn)) converge, a menos de subseqüência, para u emH1(R2) e usando argumentos

análogos aos da prova do Teorema 3.1, concluímos a prova.
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Teorema 3.3 Suponha que f verifique as condições (f.1)-(f.3) e

f(t) ≥ Cp|t|p−2t, Cp >
p

2
Sp

p(1− 2θ)1− p
2 ,

onde
Sp = inf

u∈H1(R2)
u 6≡0

||u||
|u|p

Então, o problema (3.1) possui uma solução não-trivial.

Prova. Pela definição de Sp, para cada ε > 0, existe uε ∈ H1(R2) com uε 6= 0 tal

que
||u||
|u|p

< Sp + ε.

Escrevendo

vε =

√
1− 2θ

||uε||
uε, ||vε||2 = 1− 2θ.

Com isso,

Sp + ε >
||uε||
||uε||p

Sp + ε >

√
1− 2θ

(
∫
|vε|p)1/p

logo, ∫
|vε|p >

(1− 2θ)p/2

(Sp + ε)p
. (3.38)

Escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno, de modo que

Cp >
p

2
(Sp + 2ε)p(1− 2θ)1− p

2

temos

Cp

p

∫
|vε|p >

1− 2θ

2

(
Sp + 2ε

Sp + ε

)p

Cp

p

∫
|vε|p >

1

2

(
Sp + 2ε

Sp + ε

)p ∫
(|∇vε|2 + |vε|2)

Cp

p

∫
|vε|p >

1

2

∫
(|∇vε|2 + |vε|2).

Assim, ∫
F (vε) =

∫ ∫ vε

0

f(s)dsdx∫
F (vε) ≥

∫ ∫ vε

0

Cp|s|p−2sdsdx∫
F (vε) ≥ Cp

p

∫
|vε|p∫

F (vε) ≥ 1

2

∫
(|∇vε|2 + |vε|2).
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Com isso, pelo Lema 3.2 J∞0 pode ser atingido e

J∞0 <

∫
|∇vε|2 ≤ ||vε||2 = 1− 2θ.

Seja u0 o ponto sobre o qual J∞0 é atingido, i.e.,∫
|∇u0|2 = inf

{∫
|∇u|2;u ∈ H1(R2)�{0} e

∫
(F (u)− 1

2
u2) = 0

}
então considerando o vínculo

V =

{
u ∈ H1(R2);

∫
(F (u)− 1

2
u2) = 0

}
pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, ver [14] e [15], sobre os funcionais

J1(u) =

∫
|∇u|2 e J2(u) =

∫
(F (u)− 1

2
u2)

existe λ ∈ R, tal que

−∆u0 = λ(f(u0)− u0).

Por (f.3), obtemos λ > 0. Seja u(x) = u0(
√
λx), então u verifica (3.1). Pela

Identidade de Pohozaev, ver [15] e [21], obtemos∫
F (u) =

1

2

∫
u2

e

J(u) =
1

2

∫
|∇u|2 =

1

2

∫
|∇u0|2 <

1

2
− θ.

Logo, pelo Teorema 3.2 concluímos a prova do Teorema 3.3.

Prova do Teorema 0.4. Faremos uso do Teorema do tipo Passo da Montanha,

ver Teorema B.3. Podemos observar que as hipóteses do Teorema 3.3 são satisfeitas

para f , logo existe u ∈ H1(R2) tal que

−∆u+ u = f(u) em R2.

Além disso, J∞(u) <
1

2
− θ.

Considerando a função

h : [0,+∞) −→ R

t 7−→ h(t) = J∞(tu)
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Por (f.2) e usando o fato de que∫
(|∇u|2 + |u|2) =

∫
f(u)u,

temos

h′(t) ≥ 0 se 0 ≤ t < 1

h′(1) = 0

h′(t) ≤ 0 se t > 1

Portanto, h(1) = max
t≥0

h(t), i.e.,

J∞(u) = max
t≥0

J∞(tu).

Seja t0 > 0, tal que J(t0u) = max
t≥0

J(tu). Por (f.5), temos

J(tu0) < J∞(t0u)

J(tu0) ≤ max
t≥0

J∞(tu) = J∞(u)

de concluímos que

J(t0u) < C∞ <
1

2
− θ.

Escolhendo t1 > t0 suficientemente grande, tal que J(tu) < 0 se t > t1 e con-

siderando a família Γ = {g : [0, t1] −→ H1(R2); g(0) = 0, g(t1) = t1u}, de maneira

análoga à prova do Teorema 3.1, seja

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,t1]

J(g(t))

Note que

c ≤ max
t∈[0,t1]

J(tu)

c ≤ max
t≥0

J(tu)

de onde concluímos que

c < C∞.

e pelo Teorema B.3, temos c ≥ α > 0 e existe uma seqüência (un) em H1(R2), tal que

J(un)− c = on(1) em R

J ′(un) = on(1) em H−1(R2).
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Logo, J verifica a condição (PS)c e portanto (un) converge, a menos de subse-

qüência, em H1(R2). Assim, J(u) = c e J ′(u) = 0, o que implica, que u é uma solução

não-trivial do problema (3.1).

Com argumentos análogos aos que usamos na prova do Teorema 0.4, podemos

estudar o Teorema 0.5.



Apêndice A

Estimativas do potencial

Dedicaremos esta seção do trabalho1 aos resultados utilizados para obtenção das

desigualdades tipo Trudinger-Moser. No que segue Ω ⊂ RN é um aberto limitado.

Seja µ ∈ (0, 1) o parâmetro. Considere o operador Vµ : L1(Ω) −→ L1(Ω) definido

pelo potencial de Riesz

(Vµf)(x) =

∫
Ω

|x− y|N(µ−1)f(y)dy para todo x ∈ Ω. (A.1)

O próximo Lema garante que Vµ está bem definido.

Lema A.1 Seja µ ∈ (0, 1). A aplicação Vµ : Lp(Ω) −→ Lq(Ω) é contínua para todo q,
1 ≤ q ≤ ∞ satisfazendo

0 ≤ δ = p−1 − q−1 < µ, δ = δ(p, q). (A.2)

Além disso, para todo f ∈ Lp(Ω) temos

||Vµf ||q ≤
(

1− δ

µ− δ

)1−δ

ω1−µ
N−1|Ω|

µ−δ||f ||p (A.3)

Prova. A princípio, observe que se f ≡ 1 em (A.1), então∫
Ω

|x− y|N(µ−1)dy ≤ µ−1ω1−µ
N−1|Ω|

µ. (A.4)

De fato, fixado x ∈ Ω e escolhido R > 0 tal que |Ω| = |BR(x)| = |B1|RN , onde |B1|

denota a medida da bola unitária N-dimensioanl, temos∫
Ω

|x− y|N(µ−1)dy =

∫
Ω∩BR(x)

|x− y|N(µ−1)dy +

∫
Ω∩Bc

R(x)

|x− y|N(µ−1)dy

1baseada na seção 7.8 “Estimativas do Potencial e Teoremas de Imersão”, Capítulo 7 de [14].



95

Pela definição de R, temos |Ω ∩Bc
R(x)| = |Ωc ∩BR(x)|. Assim,∫

Ω

|x− y|N(µ−1)dy ≤
∫

Ω∩BR(x)

|x− y|N(µ−1)dy +

∫
Ωc∩BR(x)

|x− y|N(µ−1)dy∫
Ω

|x− y|N(µ−1)dy ≤
∫

BR(x)

|x− y|N(µ−1)dy∫
Ω

|x− y|N(µ−1)dy ≤ µ−1|B1|1−µ|Ω|µ.

De volta ao Lema 1. Seja r ≥ 1 tal que

r−1 = 1 + q−1 − p−1 = 1− δ (A.5)

Afirmação. Fixado x ∈ Ω, a função h(x− y) = |x− y|N(µ−1) ∈ Lr(Ω). Além disso,

||h||r ≤
(

1− δ

µ− δ

)1−δ

|B1|1−µ|Ω|µ−δ. (A.6)

De fato, seja µ1 > 0 tal que r(1− µ) = 1− µ1. Assim,∫
Ω

hr(x− y)dy =

∫
Ω

|x− y|N(µ−1)rdy =

∫
Ω

|x− y|N(µ1−1)dy

Por (A.4) temos ∫
Ω

hr(x− y)dy ≤ µ−1
1 |B1|1−µ1|Ω|µ1∫

Ω

hr(x− y)dy ≤ µ−1|B1|r(1−µ)|Ω|1−r(1−µ),

Logo h ∈ Lr(Ω) com

||h||r ≤ µ
−1/r
1 |B1|1−µ|Ω|µ−δ =

(
1− δ

µ− δ

)1−δ

|B1|1−µ|Ω|µ−δ.

Usando (A.5), veja que

h|f | = hr/qhr(1−1/p)|f |p/q|f |pδ.

Assim, para cada x ∈ Ω

|(Vµf)(x)| ≤
∫

Ω

|x− y|N(µ−1)|f(y)|dy

|(Vµf)(x)| ≤
∫

Ω

hr/q(x− y) · hr(1−1/p)(x− y) · |f(y)|p/q · |f(y)|pδdy

|(Vµf)(x)| ≤
∫

Ω

[hr(x− y)|f(y)|p]1/q · [hr(x− y)]1−1/p · [|f(y)|p]δdy,
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Fixado x ∈ Rn, de modo que x − y ∈ Ω, a função y 7→ [hr(x − y)|f(y)|p]1/q

pertence a Lq(Ω), porque a função; y 7→ hr(x − y)|f(y)|p é integrável em Ω pela

definição de convolução; a função y 7→ [hr(x − y)]1−1/p pertence a Lp/(p−1)(Ω); e a

função y 7→ [|f(y)|p]δ pertence a L1/δ(Ω). Além disso, q−1 + 1 − p−1 + δ = 1. Logo,

pela Desigualdade de Hölder Generalizada, ver [14] temos

|(Vµf)(x)|q ≤
(∫

Ω

hr(x− y)|f(y)|pdy
)
·
(∫

Ω

hr(x− y)dy

)(1−1/p)q

· ||f ||pδq
p

Integrando em relação a x, segue∫
Ω

|(Vµf)(x)|qdx ≤ ||f ||pδq
p ·

∫
Ω

(∫
Ω

hr(x− y)|f(y)|pdy
)
·
(∫

Ω

hr(x− y)dy

)(1−1/p)q

dx.

Pelo teorema de Fubini, temos∫
Ω

|(Vµf)(x)|qdx ≤ ||f ||pδq
p ·

∫
Ω

|f(y)|p ·
(∫

Ω

hr(x− y)dx

)1+(1−1/p)q

dy∫
Ω

|(Vµf)(x)|qdx ≤ ||f ||pδq
p ·

∫
Ω

|f(y)|p ·
(∫

Ω

hr(x− y)dx

)q/r

dy∫
Ω

|(Vµf)(x)|qdx ≤ ||f ||pδq+p
p ·

{
sup

Ω

(∫
Ω

hr(x− y)dx

)1/r
}q

Portanto, de (A.6) concluímos que

||Vµf ||q ≤
(

1− δ

µ− δ

)1−δ

|B1|1−µ|Ω|µ−δ||f ||p.

Lema A.2 Se f ∈ Lp(Ω) e g = V1/qf , então existem constantes c1, c2 > 0 dependendo
de N e p tais que ∫

Ω

e

“
|g|

c1||f ||p

”p′

dx ≤ c2|Ω|, (A.7)

onde p e p′ são índices conjugados.

Prova. Pelo Lema 1, para todo q ≥ p, temos

||g||q ≤
(

1− 1/p+ 1/q

1/q

)1−1/p+1/q

|B1|1−1/p|Ω|1/q||f ||p

||g||q ≤ q1−1/p+1/q|B1|1−1/p|Ω|1/q||f ||p

Assim ∫
Ω

|g|qdx ≤ q1+q/q′|B1|q/p′|Ω|||f ||qp.
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Observe que, se q ≥ p− 1 podemos substituir “q” por “qp’ ” no argumento acima,∫
Ω

|g|p′qdx ≤ (p′q)1+q|B1|q|Ω|||f ||p
′q

p∫
Ω

|g|p′qdx ≤ (p′q)(p′q|B1|||f ||p
′

p )q|Ω|.

Sejam n0 = min{n ∈ N; p ≤ n} e c1 > 0 (constante a ser definida). Do argumento

acima, temos ∫
Ω

1

n0!

(
|g|

c1||f ||p

)p′n0

dx ≤ p′|Ω|
(
p′|B1|
cp
′

1

)n0 nn0
0

(n0 − 1)!

o que implica∫
Ω

1

k!

(
|g|

c1||f ||p

)p′k

dx ≤ p′|Ω|
(
p′|B1|
cp
′

1

)k
kk

(k − 1)!
, k ≥ n0.

Assim,∫
Ω

m∑
k=n0

1

k!

(
|g|

c1||f ||p

)p′k

dx ≤ p′|Ω|
m∑

k=0

(
p′|B1|
cp
′

1

)k
kk

(k − 1)!
, m ≥ n0.

Com a soma que aparece no lado direito da expressão anterior obtemos uma série

convergente desde que cp
′

1 > e|B1|p′, ver [12]. Então, passando ao limite quando m

tende ao infinito, obtemos∫
Ω

e

“
|g|

c1||f ||p

”p′

dx ≤ c′2|Ω|+
∫

Ω

n0−1∑
k=0

1

k!

(
|g|

c1||f ||p

)p′k

dx∫
Ω

e

“
|g|

c1||f ||p

”p′

dx ≤ c|Ω|.

Lema A.3 Se u ∈ W 1,1
0 (Ω) então

u(x) =
1

N |B1|

∫
Ω

N∑
i=1

xi − yi

||x− y||N
· ∂u
∂xi

(y)dy q.t.p em Ω. (A.8)

Prova. Suponha que u ∈ C∞
0 (Ω). Sabe-se que, para g ∈ C∞

0 (Ω), tem-se

g(0) = −
∫

Ω

g′(r)dr,

escrevendo g(r) = u(x+ rω), onde ω ∈ RN , com |ω| = 1, tem-se

g′(r) = ω · ∇u(x+ rω),
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logo u(x) = g(0) = −
∫

Ω
ω · ∇u(x+ rω)dr q.t.p. em Ω.

Integrando em relação a ω, temos∫
|ω|=1

u(x)dx = −
∫
|ω|=1

(∫ ∞

0

ω · ∇u(x+ rω)dr

)
dω

u(x) = − 1

N |B1|

∫
|ω|=1

(∫ ∞

0

ω · ∇u(x+ rω)dr

)
dω

q.t.p. em Ω. Fazendo y = x+ rω, temos dω = r1−Ndy. Assim,

u(x) =
1

N |B1|

∫
Ω

N∑
i=1

xi − yi

||x− y||N
· ∂u
∂xi

(y)dy q.t.p. em Ω.

Agora, da densidade de C∞
0 (Ω) em W 1,1

0 (Ω), na topologia do W 1,1(Ω), dado

u ∈ W 1,1
0 (Ω), existe (un) em C∞

0 (Ω) com uk −→ u em W 1,1
0 (Ω). Daí, uk −→ u

em L1(Ω), e a menos de, subseqüência, temos uk(x) −→ u(x) q.t.p. em Ω. Assim,

u(x) = lim
k→∞

uk(x) =
1

N |B1|
lim
k→∞

∫
Ω

N∑
i=1

xi − yi

||x− y||N
· ∂uk

∂xi

(y)dy

u(x) =
1

N |B1|
lim
k→∞

N∑
i=1

∫
Ω

xi − yi

||x− y||N
· ∂uk

∂xi

(y)dy,

q.t.p. em Ω. Além disso, para cada i ∈ {1, . . . , N}, temos∣∣∣∣ xi − yi

||x− y||N
· ∂uk

∂xi

(y)

∣∣∣∣ ≤ ||x− y||N−1||∇u(y)|| ≤ ||x− y||N( 1
N
−1)||∇u(y)||,

q.t.p. em Ω. Sendo,

[V1/N(||∇u||)](x) =

∫
Ω

||x− y||N( 1
N
−1)||∇u(y)||dy <∞ para todo ∈ Ω.

Logo, pelo Teorema da Covergência Dominada de Lebesgue, obtemos

u(x) =
1

N |B1|

∫
Ω

N∑
i=1

xi − yi

||x− y||N
· ∂u
∂xi

(y)dy q.t.p. em Ω.

Observação A.1 Seja u ∈ W 1,1
0 (Ω), segue do Lema A.3, que

u(x) =
1

N |B1|

∫
Ω

N∑
i=1

xi − yi

||x− y||N
· ∂u
∂xi

(y)dy q.t.p em Ω.

|u(x)| ≤ 1

N |B1|

∫
Ω

||x− y||N( 1
N
−1)||∇u(y)||dy q.t.p em Ω.

Assim,

|u(x)| ≤ 1

N |B1|
[V1/N(||∇u||)](x) q.t.p. em Ω. (A.9)



Apêndice B

Teoremas do tipo minimax

Dedicaremos esta seção do trabalho aos resultados clássicos da Teoria dos Pon-

tos Críticos. A fim de discutir apenas os resultados que consideramos preliminares

ao presente trabalho adotamos um instante inicial, a saber, uma versão do Teorema

de Deformação. A seguir, citaremos o Teorema do Passo da Montanha na versão de

Ambrosetti-Rabinowitz, Teorema do Passo da Montanha sem a condição (PS), Teo-

rema do Passo da Montanha Generalizado e um Teorema do tipo Passo da Montanha

para multiplicidade de pontos críticos, para estes, ver [8], [11], [18] e [21].

Observação B.1 Sendo E um espaço de Banach e J ∈ C1(E,R) dizemos que c ∈ R
é um valor crítico de J se existe u ∈ E com J ′(u) = 0 e J(u) = c. O conjunto de todos
os pontos críticos de J no nível c será denotado por

Kc = {u ∈ E; J ′(u) = 0 e J(u) = c}

e denotaremos por J c o conjunto de todos os pontos em nível menores ou iguais a c,
isto é,

J c = {u ∈ E; J(u) ≤ c}.

Teorema B.1 (Teorema de Deformação) Seja E um espaço de Banach e
J ∈ C1(E,R) um funcional que verifica a condição Palais-Smale. Se c ∈ R não é valor
crítico de J . Então, para cada ε > 0 suficientemente pequeno, existe η ∈ C([0, 1]×E,E)

tal que, para todo u ∈ E e t ∈ [0, 1], tem-se
(i.) η(0, u) = u;
(ii.) η(t, u) = u, se u /∈ J−1([c− 2ε, c+ 2ε]);
(iii.) η(1, J c+ε) ⊂ J c−ε;
(iv.) η(1, ·) : E −→ E é um homeomorfismo.
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Teorema B.2 (Teorema do Passo da Montanha) Sendo E um espaço de Banach
real e J ∈ C1(E,R) um funcional que verifica a condição Palais-Smale. Se J(0) = 0 e
as seguintes condições são satisfeitas:
(I1) Existem constantes α, ρ > 0 tais que J |∂Bρ≥ α;
(I2) Existe e ∈ E�Bρ tal que J(e) ≤ 0.

Então, J possui um valor crítico c ≥ α, com

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Prova. A definição c mostra que c < ∞, porque para cada γ ∈ Γ, a função

J ◦ γ : [0, 1] −→ R é contínua definida no compacto [0, 1] ⊂ R, logo J ◦ γ possui um

máximo em [0, 1].

Afirmação. max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≥ α para todo γ ∈ Γ.

Prova da Afirmação. Para cada γ ∈ Γ defina a função

ψ : [0, 1] −→ R

t 7−→ ψ(t) = ||γ(t)||

Observe que ψ é uma função contínua, e sendo e ∈ E�Bρ, temos ψ(0) < ρ < ψ(1),

logo pelo Teorema do Valor Intermediário, existe t0 ∈ (0, 1) tal que ψ(t0) = ||γ(t0)|| = ρ

e pela condição (I1), temos J(γ(t0)) ≥ α. Logo,

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≥ α para todo γ ∈ Γ. (B.1)

Agora, definindo H =

{
max
t∈[0,1]

J(γ(t)); γ ∈ Γ

}
, segue da Afirmação que H ⊂ R

é limitado inferiormente e α é uma de suas cotas inferiores. Assim, fica bem definido

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)).

Além disso, c ≥ α.

Supondo por absurdo, que c não seja valor crítico de J , pelo Teorema de Defor-

mação, dado 0 < ε <
c− α

2
, existe η ∈ C([0, 1]× E,E) tal que

(i.) η(t, u) = u, se u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]) e t ∈ [0, 1];

(ii.) η(1, J c+ε) ⊂ J c−ε.
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Além disso, pela definição de c, existe γε ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

J(γε(t)) ≤ c+ ε. (B.2)

Considerando a função h(t) = η(1, γε(t)), sendo η ∈ C([0, 1]×E,E) e γε ∈ C([0, 1], E)

seque que h ∈ C([0, 1], E). Também afirmamos que h(0) = 0 e h(1) = e. De fato, sendo

J(0) = 0 < α < c− 2ε, tem-se J(0) /∈ [c− 2ε, c+ 2ε], ou seja, 0 /∈ J−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

logo de (i), temos

h(0) = η(1, γ(0)) = η(1, 0) = 0.

Por outro lado, J(e) < α < c − 2ε, daí J(e) /∈ [c − 2ε, c + 2ε] o que implica

e /∈ [c− 2ε, c+ 2ε], e novamente de (i), temos

h(1) = η(1, γ(1)) = η(1, e) = e,

de onde concluímos que h ∈ Γ. Por (B.2), obtemos

J(γε(t)) ≤ max
t∈[0,1]

J(γε(t)) ≤ c+ ε para todo t ∈ [0, 1].

O que implica, γε(t) ∈ J c+ε, para todo t ∈ [0, 1]. Por (ii), obtemos

h(t) = η(1, γε(t)) ∈ J c−ε para todo t ∈ [0, 1].

ou seja, J(h(t)) ≤ c− ε para todo t ∈ [0, 1], logo

max
t∈[0,1]

J(h(t)) ≤ c− ε,

e sendo c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)), temos c ≤ max
t∈[0,1]

J(h(t)) ≤ c − ε, uma vez que h ∈ Γ.

Assim, c ≤ c − ε, o que é um absurdo. Portanto, concluímos que c é um valor crítico

para J , concluindo a prova.

Tendo em vista o resultado acima, observaremos que a ausência da condição

Palais-Smale, dentre as propriedades satisfeitas pelo funcional energia em questão,

irá nos garantir apenas a existência de uma seqüência (PS)c para o mesmo. Nesta

pesquisa nos deparamos com situações em que funcional energia estudado não verifica

a condição (PS)c para todo c ∈ R. Entretanto, resolvemos nossos problemas mostrando

que funcional se situa na região Palais-Smale. O resultado utilizado é:
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Teorema B.3 (Teorema do tipo Passo da Montanha) Sendo E um espaço de Ba-
nach real, considere que o funcional J ∈ C1(E,R) verifique as condições:
(I ′1) Existem constantes α, ρ > 0 tais que J |∂Bρ≥ α;
(I ′2) Existem u0 ∈ Bρ e u1 ∈ E�Bρ, tais que max{J(u0), J(u1)} < α. Suponha que

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = u0 e γ(1) = u1}.
Então, c ≥ α e existe uma seqüência (un) em E, tal que

J(un) −→ c, J ′(un) −→ 0.

Antes de provarmos o Teorema B.3, enunciemos um resultado provado em dife-

rentes momentos por, Brézis, Aubin, Ekelend, Mawhin-Willem e Figueiredo. Para uma

demostração deste resultado ver [11].

Lema B.1 Sendo E um espaço de Banach real e J ∈ C1(E,R) um funcional. Seja K
um espaço métrico compacto, K0 ⊂ K com K0 6= K um subespaço não-vazio fechado e
f0 ∈ C(K0, E). Se

Γ = {f ∈ C(K,E); f |K0≡ f0}

e
c = inf

f∈Γ
max
v∈K

J(f(v))

e vale
max
v∈K0

J(f(v)) < max
v∈K

J(f(v)) para todo f ∈ Γ.

Então, existe uma seqüência (un) tal que

J(un) −→ c, J ′(un) −→ 0.

Prova do Teorema B.3. Dado γ ∈ Γ, Pelo Teorema do Valor Intermediário,

existe t0 ∈ (0, 1) tal que γ(t0) ∈ ∂Bρ, logo por (I1), temos

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≥ J(γ(t0)) ≥ α, para todo γ ∈ Γ.

Portanto, c ≥ α. Invocando o Lema B.1 com K = [0, 1], K0 = ∂K = {0, 1} e

f0 : K0 −→ E definida por f0(0) = u0 e f0(1) = u1, então f0 ∈ C(K0, E). Além disso,

por (I1) e (I2), temos

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) ≤ J(γ(t0)) ≥ α > max{J(u0), J(u1)}, para todo γ ∈ Γ.
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Portanto, pelo Lema B.1, existe uma seqüência (un) em E tal que

J(un) −→ c, J ′(un) −→ 0.

Teorema B.4 (Teorema do Passo da Montanha Generalizado) Seja E = V ⊕
W um espaço de Banach real, onde dimV < ∞. Considere J ∈ C1(E,R) um fun-
cional que verifique a condição Palais-Smale. Além disso, suponha que J verifique as
condições:
(I ′′1 ) Existem constantes α, ρ > 0 tais que J |∂Bρ∩W≥ α;
(I ′′2 ) Existe e ∈ ∂B1 ∩W e R > ρ tais que, se

Q = (BR ∩ V )⊕ {re; 0 < r < R}

então, J(u) ≤ 0 para todo u ∈ ∂Q.
Então, J possui um valor crítico c ≥ α, com

c = inf
h∈Γ

max
u∈Q

J(h(u)),

onde Γ = {h ∈ C(Q,E);h = id em ∂Q}.

Prova. A definição de c mostra que c < ∞, porque para cada γ ∈ Γ a função

J ◦ γ : Q −→ R é contínua definida num compacto Q, logo a função J ◦ γ possui um

máximo em Q.

Afirmação 1. Se γ ∈ Γ, então γ(Q) ∩ ∂Bρ ∩W 6= ∅.

Prova da Afirmação 1. Seja P a projeção de E sobre V , então γ(Q)∩∂Bρ∩W 6= ∅,

i.e.  Pγ(u) = 0

||(id− P )γ(u)|| = ρ

para algum u ∈ Q (dependendo de γ). Expressando u ∈ Q como u = v + re, onde

v ∈ BR ∩ V e 0 ≤ s ≤ R. Defina

ϕ(r, v) = (||(id− P )γ(v + re)||, Pγ(v + re)).

Note que, ϕ ∈ C(R × V,R × V ), pois ϕ é a composição de funções contínuas. Além

disso, sndo γ|∂Q = id, para u ∈ ∂Q tem-se

ϕ(r, v) = (||(id− P )(v + re)||, P (v + re))
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o que implica

ϕ(r, v) = (||(v + re)− v||, v)

ϕ(r, v) = (r||e||, v)

i.e., ϕ(r, v) = (r, v), ou seja ϕ ≡ em ∂Q. Em particular, de (I2) temos ϕ(r, v) 6= (ρ, 0)

para u ∈ ∂Q e (ρ, 0) ∈ Q. De fato, sendo 0 < ρ < R temos (ρ, 0) 6= ∂Q, pois para que

(ρ, 0) ∈ ∂Q deveríamos ter ρ = 0 ou ρ = R, mas isto não é possível. Por outro lado,

sendo 0 ∈ BR ∩ V e 0 < ρ < R, temos (ρ, 0) ∈ Q.

Identificando o R × V com RN , onde dim(R × V ) = N observamos que o grau

de Brouwer d(ϕ,Q, (ρ, 0)) está bem definido e pelas propriedades do Grau Topológico,

ver [15], obtemos

d(ϕ,Q, (ρ, 0)) = d(id,Q, (ρ, 0)) = 1.

Logo, existe u ∈ Q tal que ϕ(u) = (ρ, 0), ou seja,

(||(id− P )γ(u)||, Pγ(u)) = (ρ, 0)

o que implica  Pγ(u) = 0

||(id− P )γ(u)|| = ρ

Afirmação 2. c ≥ α.

Prova da Afirmação 2. De fato, pela Afirmação 1, existe u ∈ Q tal que

γ(u) = ∂Bρ ∩X. Da condição (I1) temos J(γ(u)) ≥ α, o que implica

max
u∈Q

J(γ(u)) ≥ α para todo γ ∈ Γ.

Assim, o conjunto H =

{
max
u∈Q

J(γ(u)); γ ∈ Γ

}
é limitado inferiormente, e consequente-

mente

c = inf
h∈Γ

max
u∈Q

J(γ(u))

está bem definido. Além disso, α é uma cota inferior de H. Logo, c ≥ α.

Agora, suponha por absurdo que c não seja um valor regular crítico de J , então

pelo Teorema de Deformação, dado 0 < ε <
c− α

2
, existe η ∈ C([0, 1]× E,E) tal que

(i.) η(t, u) = u se u ∈ J−1([c− 2ε, c+ 2ε]), t ∈ [0, 1]

(ii.) η(1, J c+ε) ⊂ J c−ε.
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Além disso, pela definição de c, existe γε ∈ Γ tal que max
u∈Q

J(γ(u)) ≤ c + ε.

Considerando a função h(u) = η(1, γε(u)), sendo η ∈ C([0, 1] × E,E) e γε ∈ C(Q,E)

temos h ∈ C(Q,E). Note ainda que, sendo u ∈ ∂Q temos J(u) ≤ 0 < α < c − 2ε,

logo J(u) 6= [c− 2ε, c + 2ε], o que implica, u 6= J−1([c− 2ε, c + 2ε]). Assim, por (i) se

u ∈ ∂Q, h(u) = η(1, γε(u)) = η(1, u) = u, de onde segue que h ∈ Γ.

Logo,

γε(u) ∈ J c+ε para todo u ∈ Q.

Além disso, de (ii) segue

h(u) = η(1, γε(u)) ∈ J c−ε para todo u ∈ Q

ou seja,

J(h(u)) ≤ c− ε para todo u ∈ Q.

Portanto,

max
u∈Q

J(h(u)) ≤ c− ε

e sendo c = inf
γ∈Γ

max
u∈Q

J(γ(u)), temos c ≤ max
u∈Q

J(h(u)) ≤ c − ε uma vez que, h ∈ Γ.

Assim, c ≤ c− ε, o que é absurdo.

Estudamos multiplicidade de soluções para o problema proposto no capítulo 2,

onde fizemos uso do seguinte resultado:

Teorema B.5 Sejam E um espaço de Banach de dimensão infinita e J ∈ C1(E,R) um
funcional par, que verifica a condição Palais-Smale. Se J(0) = 0 e E = V ⊕W , onde
V é um subespaço de dimensão finita em E. Além disso, se J verifica as condições:
(I ′′′1 ) Existem constantes α, ρ > 0, tais que J |∂Bρ∩W≥ α;
(I ′′′2 ) Para cada subespaço de dimensão finita Ê de E, existe R > 0, tal que

J ≤ 0 em Ê�BR.

Então, J possui uma infinidade enumerável de valores críticos.

Para demonstração e aplicações deste resultado, ver [4], [13], [18] e [21]. A saber, em

[18] uma demonstração do mesmo é apresentada.
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