Resumo

Neste trabalho estimamos algumas das desigualdades do tipo Trudinger-Moser, a
fim de estudar as propriedades dos funcionais energia associados a problemas elipticos
nao-lineares onde a nao-linearidade possui crescimento critico. A fortiri, utilizando
técnicas variacionais estudamos existéncia e multiplicidade de solugao para tais proble-

mas.



Abstract

In this work we appreciate some Trudinger-Moser type inequality for to study
the behaviour of the functional energy the semilinear Dirichlet problems with criti-
cal growth. Later, apply variational methods we study existence and multiplicity of

solution for such problems.
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Introducao

Utilizando métodos variacionais, argumentos do tipo Passo da Montanha e lemas
de Concentragao de Compacidade nos propomos a estudar a existéncia e multiplicidade
de solucao para problemas elipticos nao-lineares em R? com crescimento exponencial,

do tipo
—Au = f(z,u), Q
u=0, 01}

(1)

onde 0 C R? é um dominio limitado com fronteira suave 9Q e f : Q x R — R é
uma fung¢ao continua que possui crescimento subcritico ou critico, conforme defini¢oes

abaixo. Também, estudamos problemas do tipo

~Autu = fau), B

(2)
u € H'(R?)

onde f(x,t) = o(t) proximo da origem' e |f(z,t)| < Ce*™ para todos = € R?, t € R,
onde C' > 0 é constante.

Um, dentre os dois fatos de destaque no presente texto é o estudo de desigualdades
do tipo Trudinger-Moser cuja motivacao é o comportamento dos funcionais de Euler-
Lagrange associados aos problemas propostos nos capitulos 2 e 3. O outro fato é o
uso do primeiro lema de Concentracao de Compacidade de P.L. Lions quando nos
depararmos com problemas de minimizagao em dominios nao-limitados, ver capitulo 3.

Vérios problemas de Biologia, Fisica e Geometria sao formulados em termos de

equagoes elipticas com nao-linearidade exponencial. Um exemplo tipico, segundo H.

f(z,1)
t

listo &, lim =0.
t—0



Ohtsuka e T. Suzuki, ver [17], ¢ dado por:

Jo K(x)evdx

com condicdo de Dirichlet, onde  C R? ¢ um dominio limitado com fronteira suave
00 e K(x) > 0 é uma fungao diferenciavel definida em €. Este problema esta rela-
cionado com a Teoria das Fungoes Complexas e Geometria Riemanniana. Se K(x) =1
entao esta equacao surge na formulagao da quarta lei da termodinamica envolvendo as
relacoes temperatura-eletricidade, por Lars Onsager na Mecanica Estatistica.

Em Geometria, outros exemplos sd@o: O problema de Berger, ver [1| e [2]; e a
descricao da equacao da curvatura Gaussiana por J.L. Kazdan e F.W. Warner, conforme

[17], a saber
Ve’
A=\ —2=
g¥ (fM Vevdu,

onde (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta e V', W sao fungdes diferenciaveis

W), em M

sobre M satisfazendo V' > 0 em algum lugar e [ y Wdvg, = 1. Em particular, se (M, g)
¢ um toro planar, A =47, W = 1/|M| e V = e com wuy = ug(x) satisfazendo

47 N

A% =

N
47?25pj(dx), em M

j=1
com / ug = 0 e N € N, entao este trata-se do problema estudado por G. Taratello
como i\fm caso limite na Teoria de Cher-Simons-Higgs sobre super condutividade em
altas temperaturas.

Quanto ao problema de Berger: “Toda variedade Riemanniana compacta (M, g)
bidimensional, admite métrica conforme & g cuja curvatura escalar é constante”, con-
siderando a métrica conforme ¢’ de g, Melvyn Berger provou este resultado usando
métodos variacionais, conforme [1].

Seja ¢’ = e¥g. Entao, o problema enunciado acima equivale a equacao
Ap+ R = R'e?

onde R’ é constante. Aqui, R denota a curvatura escalar de (M, g) e R’ denota a
curvatura escalar de (M, ¢’).

O problema de Berger surge como “uma introdugao” ao problema de Yamabe,
ver [1], [2] e [16]: “Toda variedade Riemanniana compacta (M, g) n-dimensional com

n > 3, admite métrica conforme & g cuja curvatura escalar é constante”.
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No capitulo 1, estudamos o funcional de Euler-Lagrange em R?, damos atencao
as desigualdades do tipo Trudinger-Moser, motivados por [4], [5], [9], [14], [16] e [19].

No que segue onde se 1é: solugao do problema em questao, entenda: solu¢ao fraca
do referido problema. Além disso, d denota o raio interno de €, isto é, d é o raio da
maior bola aberta contida em €, e a seqiiéncia de autovalores do operador (—A, H} (2))
¢ denotada por 0 < A\ < Ay < A3 < ... (ver [7]).

Propomo-nos no capitulo 2 a estudar problemas do tipo (1). Admitiremos em

um momento que f possui crescimento subcritico no seguinte sentido:

[f(x, 1)]

lim at?

|t| =00

= 0 para todo a > 0

Neste caso, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucao para o problema.

Conforme os seguintes resultados:

Teorema 0.1 (O caso subcritico com minimo local em 0) Supondo que f pos-
sui crescimento subcritico e satisfaca as sequintes condicoes:

(h.1) f(z,0) =0 para todo x € ).

(h.2) Ezistem to >0 e M > 0, tais que

t
O<F(:1:,t):/f(z,s)ds§M|f(:B,t)| para todos |t| > to,x € Q.
0

1
(h.3) 0 < F(z,t) < éf(x,t)t para todos t € R\{0}, = € Q.
2F (x,t
(h.4) limsup % < A1 uniformemente em Q.
t—0

Entao, o problema em questao possui uma solucao nao-trivial. Além disso, se

f(z,t) € uma fungao impar em t, entdo o problema em questio possui infinitas solugaoes.

Teorema 0.2 (O caso subcritico com sela em 0) Supondo (h.1), (h.2), (h.3) e que
f possua crescimento subcritico. Além disso, suponha que
(h.5) Existem § > 0, A\, < pu < \gy1 tais que

1
F(z,t) < §Mt2 para todos x € Q, [t| < 4.
Ly o
(h.6) F(x,t) > §>\kt para todos x € S, t € R.
Entao, o problema em questao possui uma solu¢ao nao-trivial. Além disso, se ao

invés de (h.6) supormos que f(x,t) seja uma fun¢ao impar em t, entao o problema em

questao possui infinitas solugoes.
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Noutro momento, assumiremos que a funcao f possui um crescimento critico no

seguinte sentido: existe o > 0 tal que

t
lim |f(x,2 ) = 0 para todo a > o
t—oo ot

t
lim £z, 1) oo para todo a < ay.

t—o0 eatQ

Sendo este o caso, estudaremos a existéncia de solucao para o problema em

questao. Conforme o resultado:

Teorema 0.3 (O caso critico com minimo local em 0) Supondo (h.1), (h.2), (h.3)

e que f possua crescimento critico com ag. Além disso, supondo (h.4) e

4

: —apt?
(h.7) tE+mootf(ac,t)e o >p comﬁ>m,

onde My ¢ definido® por
1

My = lim ne™ =0 dt.

n—oo 0

Entao, o problema em questao possui uma solugao nao-trivial.

No capitulo 3, usando fortemente a Simetrizagdo de Schwarz, ver O. Kavian [15]
e M. Willem [21], e os resultados discutidos no capitulo 1 deste trabalho, estudamos
problemas do tipo (2). Usamos o primeiro lema de Concentra¢do de Compacidade
devido a P.L. Lions, ver [3|, [10] e [16], para estudar existéncia de solu¢do para o

problema em questao. Conforme os resultados:

Teorema 0.4 Supondo que f € C(R?* x R). Além disso, assumindo as hipdteses:

(£.1) |f(z,1)] < Ce*™ para todos z € R? et € R, onde C > 0 € constante.

z,t
(f.2) A funcao it t’ ) ¢ nao-decrescente com relagdo a |t|;
z,t
Pr% i t’ ) = 0 uniformemente em R
t
tligrn f(? ) = +oo uniformemente em R

1
(f.3) Existe 6 € (O, 5) tal que

t
F(x,t) = / f(z,8)ds < Otf(x,t) para todos =€ R teR.
0

2ver Observacao 2.1.
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(f-4) |l|im f(z,t) = f(t) uniformemente quando t ¢ limitado.

(£.5) f(z,t) > f(t) > gSfp’(l — 20) 73 |t|P"2t para todos x € R% t € R, onde

2 <p<+oo,
[Jpz (IVuf* + u?)]2

vl ([ fulr)s

f(z,t) # f(t) parat € R com relagio a x € R2.

S, =

Y

Entao, o problema em questao possui uma solu¢ao nao-trivial.

Teorema 0.5 Supondo que f verifique as condi¢oes (f.1) — (f.4) e a condigdo:
(f.5) f(z,t) > 0 para todos © € R?, t > 0 e f(x,t) > f(t) > BSP(1 —20) "2 |¢[r=2¢
para todos v € R? et > 0, onde 2 < p < 400 e S, foi definido no Teorema 0.4. Além

disso,

f(z,t) > f(t) para todo (z,t) € Q x (0,6)

onde, Q C R? € um dominio com medida positiva e § > 0.

Entao, o problema em questao possui uma solugao positiva.

No Apéndice A estudamos as estimativas do pontencial, a fim de discutir de-
sigualdades do tipo Trudinger-Moser.

Dedicamos o Apéndice B a alguns dos resultados da Teoria dos Pontos Criticos
utilizados no decorrer deste trabalho.

Bons textos sobre os resultados discutidos no capitulo 1 sao [4], [16] e [19], a saber,
em [16] o autor faz uma observagao sobre o tratamento de J. Moser a desigualdade 6tima
de Sobolev.

Para os resultados discutidos no capitulo 2, sugerimos J.M.B. do O [4] e Figueiredo
[13], a saber, em [4] o autor faz uso de argumentos analogos aos que usamos neste

capitulo para estudar problemas do tipo:
—div(a|VulP)|VulP72Vu = f(z,u), Q
u =0, 0N}
onde p > 1, Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave 9Q, a : [0, +00) — R
e f:Q xR — R sao funcdes continuas satisfazendo as condicdes de crescimento:
la(u)uP~t < plufP~' + ¢ para todo u € [0, +-00)

|f(z,u)] < e(1+ |ul""") para todo (z,u) € Q x R,
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N
ondel§r<p>k,comp*:+ooseN>pep>x<:N P

sel <N <p.
Sobre os resultados do capitulo 3, bons textos sao [5] e [9], a saber, em [5] o autor

estuda problemas do tipo:

—div(|[Vu|"2Vu) + a(z)|u|V?u = f(x,u), RY
w>0,u € WHN(RN)

onde a é uma fungado continua coerciva, isto ¢, a(x) — +oo quando |z| — oo e f

possui crescimento critico.

Notacoes
A seguir, fixaremos algumas das notagoes usadas no decorrer deste trabalho.

(.) A integral da fun¢ao mensuravel u : 2 — R, definida num subconjunto mensuravel

Q c RY ¢é denotada
/u(x)dx:/u
Q Q

(ii.) As integrais cujos dominios nao estejam indicados, sao tomadas sobre todo R¥.
(iii.) Sendo  C RY | || denota a medida de Lebesgue do conjunto 2.
(iv.) As autofungoes de (—A, H}(f2)) associadas ao autovalor \; sao denotada por ¢;,

e V), denota o subespago do H(€2) associado ao autovalor ;.



Capitulo 1

O funcional de Euler-Lagrange em R?

No que segue  C R? ¢ um dominio limitado e a funcio f : @ x R — R ¢

continua. Além disso, para o > 0 a fungao f satisfaz a seguinte desigualdade:
|f(z,t)] < O™ — 1)+ blt| para todos z € Q,t € R, (1.1)

onde b, C' > 0 sao constantes.

Nesta secao, estudaremos as propriedades do funcional de Euler-Lagrange
J:H;(Q) — R
u — J(u) = / F(z,u)
Q

onde F(z,s) = /S f(x, t)dt.

A seguir, noos dedicaremos as desigualdades do tipo Trudinger-Moser, ver [4], [5],
[9], [14] e [19] usadas fortemente no estudo das propriedades do funcional de Euler-
Lagrange definido acima.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Trudinger-Moser) Se u € H}(Q), entao existem

constantes cy, co > 0, tais que

/e(q&‘m)z < Q).
Q

Prova. Seja u € H(Q), como f = |Vu| € L*Q) pelo Lema A.2, existem

constantes ¢1, ¢; > 0 com Ef > 2me, tais que

V1/2|Vu\

/eQ“MJQg@my
Q
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Pela Observacao A.1, obtemos

V1/2|Vu\

2
2Ty 2 (7 )
/ e(zlnvmb) < / e c1[Vull2 < 52|Q|7
Q Q
escrevendo ¢; = ¢1 /271 > 0 e ¢a = & > 0, temos

/e(cl|vu“|2)2 S CQ’Q’.
Q

Conforme B. Ruf, ver [20]. Sendo 2 C RY um dominio limitado, onde N > 2.

Desejamos estimar desigualdades do tipo

[ o0 < 4o
Q

[[Vull2<1
para uma fungao g : R — [0, 400) com crescimento maximo.

A priori, sabendo da imersdao continua Hg(Q2) < LP(Q) para 1 < p < 2*. A

funcao

g:R — [0,400)

s — g(s) = |[s[",
onde 1 < p < 2* é uma solugao. Além disso,

sup /|u|p7 para 1 <p<2*
[IVull2<1 JQ

é infinito para p > 2*. Vale ressaltar que o caso p = 2* é conhecido como o crescimento
critico de Sobolev. Uma forma sharp deste resultado afirmando que o crescimento
méximo ¢ do tipo exponencial, segundo P.L. Lions, ver [16], foi provada por S.I.
Pohozhaev em 1965 no artigo: Figenfunctions of the equation Au + Af(u) = 0; N.
Trudinger em 1967 no artigo: On the imbeding Orlicz space and some applications; e
T. Aubin em 1970 no artigo: Sur la function exponentielle, o seguinte resultado:

Seja u € Wi (). Entao,
/ eolul™ Y o para todo a > 0.
Q

Uma estimativa sharp deste resultado foi provada por J. Moser em 1971 no

seu artigo: A sharp form of an inequality of N. Trudinger; ver [16], que diz, se
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ay = Nwy_1, onde wy_; ¢ a medida da esfera unitaria (N — 1)-dimensional. Por

exemplo, caso N = 2, ay = 4m. Entao,
/e“NW'N/(Nl) < 09, desde que ||Vulf3 <1,
Q

onde ay ¢ a melhor constante no seguinte sentido: eol!™™ ™ ¢ LY(Q) para todo

N/N-1) , 1. .
alul ¢é limitada na norma em L'

a > 0, mas ay ¢ a maior constante tal que e
independente de wu.

O resultado citado acima é:

Teorema 1.2 Seja u € Hi(QY). Entao,
/96‘1“2 < 00 para todo o > 0. (1.2)
Além disso, se ||Vul||3 <1, entdo existe C' > 0 tal que
/Qea”2 < C|Q| desde que a < 47 (1.3)

A prova do proximo resultado é devida a P.L. Lions em 1985, ver [16]

Coroléario 1.3 Seja (u,) em HL(Q), tal que ||Vuy|ls = 1 para todo n € N. Além

disso, suponha que u, — u em H(Q2) com ||[Vulls < 1. Se u # 0, entio para cada

1<p< , temos

1= [[Vulf3
sup/ e < 0. (1.4)
Q

neN

Prova. Inicialmente, observe que
IV, —u)ll3 =1~ 2/ Vu,Vu + [[Vull; — 1 —||[Vulf5.
Q

Portanto, existe ng € N, tal que

1

p < ————5 Sempre que n > ng.
IV (= )3

Dessa forma, usando o Teorema 1.2, obtemos

—u 2
/ elmplun—u)? < / o (retn=tms) <C,
Q Q

para n suficientemente grande, onde C' = C(Q) > 0.
Vale observar que até agora mostramos que

sup/ AmPlun—u® g para todo 1 <p<
neN JQ

1—[Voll3
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1

Agora fixemos € > 0 tal que (1 + €?)’p < —————
1—[[Vull3

. Veja que

2

un = U+ 2u(uy —u) + (up —u)? < (14 e )u” + (1+ ) (un —u)?

ou seja,

2 —2),.2 2 )2
647run < 647r(1+e Ju e47r(1+e ) (un—u) )

Usando a desigualdade de Hoélder, primeira parte do Teorema 1.2 e (1.5) para

1 1 1
— = — 4+ ————, obtemos
p g (1+e)p

647r(1+e_2)u2 c Lq(Q)

e47r(1+€2)(unfu)2 c L(1+€2)p(Q)

Além disso,

) L L\ P/ . ) 1/(1+€?)
/ 647rpun < (/ 647r(1—&—e )qu ) (/ 647r(1—&—e )?p(un—u) )
Q Q Q

Portanto,

2
sup / et < o0,
neN JQ

Lema 1.1 (Lema Radial, ver Kavian [15]) Se u € LP(RY), 1 < p < co € uma
fungao radialmente simétrica e nao-crescente (isto €, 0 < u(z) < u(y) se |y| < |z|),

entao

- N 1/p
(@) < Ja| N (K) lull,, = 0,

onde wy_1 € a medida da esfera unitdria (N-1)-dimensional. Por exemplo, caso N = 2,

wy = 2.
Prova. Seja z # 0, escrevendo r = |z| > 0, temos
(e 9]
iy = | ( / sN—1|u<s>|pdsy) is
0 ly|=1
r
fully > WN—1/0 lu(s)|Ps™ tds
T
lully > wvaalunp [ as

e portanto,

N
P < po—N p ]
‘U(T’)‘ =T Hqu (WNI)
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|
A seguir trataremos das desigualdades do tipo Trudinger-Moser em H!(R?), isto
é, no caso ) = R?. A prova do préximo resultado pode ser encontrado em J.M.B. do

O, ver [5] e D.M. Cao, ver [9].

Teorema 1.4 (Trudinger-Moser) Se a > 0 e u € H'(R?), entdo

/(eW 1)< .

Além disso, se ||[Vulla <m <1, |Julls < M < 0o e < 4m, entdo existe uma constante

C > 0 que depende somente de o e M, tal que
/(ew"’ ~1)<C.

Prova. Sobre a primeira parte do Teorema. Seja v € H'(R?). Sem perda de
generalidade, considere u > 0. Assim podemos substituir « por |u| e por conseguinte,
fazer uso do Método da Simetrizagao de Schwarz, ver [15]. Das propriedades bésicas
do método algumas merecem destaque para o que nos propomos fazer.

(p.1) Sejam 1 < p < oo e u € LP(R?) tal que v > 0. Entao, existe uma tnica fungao
nao-negativa u* € LP(R?) chamada a Simetrizagao de Schwarz de u, onde u* ¢ uma
fungao radialmente simétrica nao-crescente de |x|;

(p.2) Para todo A > 0, temos
{z € R%u' () 2 A} = l{o € R%u(x) = A

e existe Ry > 0, tal que {z € R% u*(z) > A} é uma bola em R? centrada na origem de
raio Ry;

(p.3) Se G : [0,400) — [0,+00) ¢ uma fungdo continua crescente com G(0) = 0.

/ Glut) = / G(u)

e finalmente, se v € H}(R?) entao u* € H}(R?) e /\VU*P < /|Vu\2.

Entao,

De volta ao Teorema 1.4, por (p.3), temos

Jee —n= [

e para um numero real r > 1 a ser determinado, temos
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Com isso,

/(ea“2 -1)< / eclwl? +/ (eol " —1).
lz|<r |z|>r

O que faremos agora ¢é estudar a integral

/ 60“U*‘2
lz|<r

No que segue denotaremos a funcao u* simplesmente por u. Considerando a
fungao v(z) = u*(x) — u*(rzy), onde zy € R? com |zg| = 1, temos v(z) = 0 se, e
somente se, |z| = r. Assim, v € H}(B,), onde B, denota a bola de raio r centrada na
origem em R2.

Por outro lado, sejam p e p’ indices conjugados’. Para todo € > 0 a desigualdade

: N T U B
de Young, ver Brezis [7| com e2uz e ez2v™2 implica que

N[
SIS

(but)” (e

+ r

N

(Fub)(ebv?) < 5

u
2
Com isso,

11 -1
u2v? < eu+ € v para todos u,v > 0. (1.6)

Assim,
u(@)]* = Jv(2) — u(rao)|* < [v(@)® + |u(rao) |* + 2[v(x)|Ju(rao)|
e por (1.6), temos

(@) ||u(rze)] = (o)) (Ju(rzo)*) "
[v(@)[|u(rzo)| < §|U($)\2+<§)_ lu(razo)|>.

Logo,
2 2 2 2 4 2
[u@)]” < Jo@)[" + [u(rzo) " + elv(@)” + —|u(rao)]
u(@)* < (1+e)lv() + k(&) lu(rao)l?,
4
onde k(e) =1+ —.
€
Portanto,
/ eau2 < eak(e)|u(r$0)|2/ eoz(l—l—e)v2 < 00 (17)
|| <r || <r

listo é, p e p’ sdo nimeros reais positivos com % + ﬁ =1.



18

conforme o Teorema 1.2.

Agora, estudaremos a integral

Inicialmente, observe que

/ (ea'uQ _ 1) — / i a_kUQk
jal>r ja|>r k!

au? 2 S Q 2k
GRS O (R

Usando o Lema 1.1, temos

o k
au? 2 O —1/2 2k 1
e a3 G )™ [
x|=2r k=2

z|>r |‘T

Por outro lado, temos

/ = = 27r/ 2kt = 7Tr
|z|>r |IL‘| r k—1

Com isso,

0 k 2k
ou? 2 2 a ||U’||2
/|:c|>r<€ -1 < allul|s +7r Z =D (7r1/2r

k=2

2%
/ (ea“2—1) < a||u||§+7rr2§:ak [l
|| > B k=2 ﬂ.l/2r

Usando a Teoria das séries de ntumeros reais, ver Figueiredo [12] a série

i e (lull2 )\
A\

k=2

o\ 1/2 . .
converge, desde que escolhamos r > (—) ||ull]2. Entdo, considerando, por exemplo,
T

an 1/2
r= (—> (1+ M), concluimos que
s

/|> (¢ 1) < o0, (1.8)

Por conseguinte, de (1.7) e (1.8) obtemos a primeira parte do teorema.
Sobre a segunda parte do Teorema. Seja u € H'(R?). Sem perda de generalidade,

considere u > 0. Assim podemos fazer uso da Simetrizagao de Schwarz.



Por (p.3), sabemos que

Jem—n= [y

e para um numero real 7 > 1 a ser determinado, temos

/(647ru*2 N 1) < / e47r|u*|2 _'_/ <€47r\u*|2 . 1)
|z|<r |z|>r

O que faremos agora ¢é estudar a integral

/ e47r\u*|2
lz|<r

No que segue denotaremos a funcao u* simplesmente por wu.

crevendo |z|?> =7

2

w'(t) = 2\/%1/(5)%

ds

onde s = |z] (s> =r?e ) e — = — 2 para todo t € R. Ou seja,

Assim,

Com isso,

Além disso,

Logo,

dt 2

w'(t) = —v/7u/(s)s para todo t € R.

|w'(t)|* = ms?|u/(s)|* para todo t € R.

Lq [Vu(z)|* = 27 /07" slu'(s)|*ds = /OOO () 2dt

/ (7?7’2)_164““2 = /(71'7’2>_127TS€47FU(8)2dS
|z|<r 0

/ (71_7,2)716471%2 _ /(Wr2)127rse4”41rw(t)|2§dt
|| <r 0 2

/ (71'7’2)7164”“2 _ /r(r2)182€|w(t)|2dt
|z|<r 0

/ (mg)—lemru?:/ W)=t gy
lz|<r 0

e ' e considerando a fungao w(t) = 2/mu(z), obtemos

19

Além disso, es-

(1.9)

(1.10)
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Assim, por (1.9) e pela desigualdade de Hélder, ver |7] temos
t
w(t) = w(0) +/ w'(s)ds
0
o 1/2
w(t) < 20 u(rzy) + (/ |w'(s)|2d8) 4/
0

1/2
w(t) < 27?1/2u(rx0)+</ |Vu|2> t1/?2
lz|<r

w(t) < 20'u(rzo) + ||Vaul|ot"/?

para todo ¢t > 0, onde xy € R? com |zo| = 1.

Pela desigualdade de Young, para todos t > 0 e € > 0, temos

w(t)[?

IA

47r|u(7“ﬂr:0)|2 + 47r1/2u(7‘x0)|]Vu||2t1/2 + Hqugt

TN\ 1/2

wt)? < arfu(rae) 2+ 4 () " ulrao)[Vulla(2te) /2 + ||Vl 3

2e
A
wOF < axlulra)® + S furao)] +el|Vul B+ |V
+1
wOF < 4w D )P+ te+ 1)Vl

Com isso, usando (1.10), para todo € > 0, temos

0o
/ 647ru2 _ 7T7"2 / 611)2 (t)—t
|| <r 0

00
e+1
/ 647ru2 7T,r,2647r%|u(7’z0)\2 / 6(1-1-6)||Vu||§7t—tdt
|| <r 0

Assim, considerando € =

IN

> (), temos
m

oo
2 1+ 2 1+ 2
/ 647ru < 71_7"2647rﬁ|u(m:0)\ / 62—7;”|\Vu||2t—tdt
lz|<r 0

o0
2 87 2 —1
/ et < ppletomureo)l / ("7 )ty
|z|<r 0

2
/ g < 2mr o1 lurzo)|?
lz|<r ~1l-m

Logo, usando o Lema 1.1, obtemos

2 _1
/ 2 2mr” 2 tem  Eulle
lz|<r

IA

1—-m

22 8Mm
/ e47ru2 < r e (l—m)rvax
lz|<r 1—m
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Portanto,

/ ™t < (1.11)
lz|<r
onde C' = C(m, M,r).

Agora, estudaremos a integral

/ (647ru2 . 1).
|z|>r
Veja que,

/ i(47r)nu2n B /
PR ja] >

n

oo (4W)nu2n / 2 = (47T)n/ 2
~ 7 =4 ",
/|xzrz n! "o 2 I .

n=1
/ [Jul 3
|| >r ﬂ-n’xPn

Usando o Lema 1.1, obtemos

(647Tu2 o 1)
Jo

IN

— (4m)"
mluly + 32T
n=2 '

(47ru2_1 2 - 4n||u||gn > 1-2n
e ) < 47r||u||2+27rz—' s ds
|z|>r n=9 n: r
o0
4n||uH2n 7ﬁ2—2n
Amu? 2 2
e —1) < Anljulf+7 )y —F——
[ e =0 s eSS
(o)
4n 2n
[0 < oty E
z|>r

n=2

A série na expressao acima, converge desde que r > 2||ul|2. Entao, escolhendo,
por exemplo, r = 2(1 4+ M), concluimos que a constante em (1.11) depende apenas de

m e M. Além disso,
/ (™ —1) < C(M). (1.12)
|| >r
Portanto, de (1.11) e (1.12) tem-se o resultado. W
2
Lema 1.2 Sejam 1 <p<2ep* = 2_p Se h € D'?(R?)?, entao
—-p

i

pr < K()|[VA|, (1.13)

onde
( (D(3/2))1/?
2y/m

1-1 3
W_%Ql_% (p;l) ’ ; se 1<p<?2
2—p rEre-2)) -

2D1P(R?) denota o espago das fungdes h € LP" (R?) tais que |Vh| € LP(R?).

) se p=1
K(p) =
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G. Talenti e T. Aubin [2] provaram, independentemente, o resultado acima, es-
tudando problemas de minimizacao que envolviam desigualdades de Sobolev 6tima.

A prova do proximo resultado é devida a D.M. Cao em 1992, ver [9].
Teorema 1.5 (Trudinger-Moser) Dado 0 < M < 1, existe C = C(M) > 0 tal que
/|u|(e47”‘2 — 1 —4mu®) < C||ull3||Vull2 para todo u € H'(R?),

tal que 4me||Vul|3 < M.

2n + 1

Prova. Sejam u € H'(R?) e n > 2. Considerando h = |u|®, onde & = o 1
n _—

temos h € L¥ (R?), onde p* = 2n — 1. Além disso, temos
IVh(x)| = €lu(z) S| Vu(x)| para todo = € R?.

Afirmagao. |Vh| € LP(R?), onde p = 2 —

2n+1°
Prova da Afirmacao. Vejamos,

/]Vh\p _ gp/’u‘p(f—l)‘vuvu
P gp ot Ty ot
|Vh| & [ Ju| [ Vul :

Além disso, podemos observar que

2(2n—1) 2n+1

€ La=1(R?).

2n+1

ju[ze € L7 (R2) e |Vl 2o

Logo, pela desigualdade de Holder
/|Vh|p :gp/|u|zfﬂ|vu|2(;fff) < 0.

Com isso, usando o Lema 1.2, obtemos

2
2n+1
(/|u|2n+1) S
4 2(22n+—11) 9 2(22n+—11)
n n 2(2n—1
= [K (2_ 2 +1)} (H > 1) /'ulQn%'V“' e
n n —

2(2n—1) 2( 2(2n—1)

2n—1) 2
4 2n+1 2 2n+1 2n+1 2n+1
< |K(2- 1 2 2
< 5 Comm)] T rems) () ()

Assim,

4 2n—1 9 2n—1
2n+1 - K|(2— 1 2 2n—1
Juern<li(2-gg) | (1) IBIva
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Agora, observe que
4 2n—1 9 2n—1
K|(2- 1 <Cn"
{ ( 2n+1>] (+2n—1) ==

Assim, obtemos uma desigualdade do tipo Gagliardo-Niremberg, ver [14]

onde C' > 0.

[t < cnlful vl

Com isso,
(4 ful*)" o (4m|[Vul[pn)”
[l < el S -

Usando o fato de que ||Vul|3 < 4me, para todo m > 2, temos

& 4r|ul?)™ 47| |Vul||an -
> 1 < a3 ST gy
n=2 ’ n=2 ’

" (arluf?)”
J

Passando ao limite quando m tende ao infinito na expressao anterior e usando o

IA

(47| Vul|2n)"
ClIVullolull3 Y

n!
n=2

Teorema da Convergéncia Mondtona, ver |7], temos

(47 |u At ||Vul|an
[ |Z Gl < g, ||u||2zw

Pelo Teste d’Alembert, a série

[e.e]

Z 47r||Vu||2n

n=2

converge, desde que ||Vul|[3 < o
me

Portanto, existe C' > 0 (independente de u), tal que

D> Gl

/ (€ 1 —dm®) < Ol Vullallull2

IN

ClIVulla[ul 3

[
Lema 1.3 Assumindo (1.1), a funcao F satisfaz a sequinte desigualdade:

|F(x,5)] < Cls|(e®" — 1)+ bs® para todos = € Q,s € R. (1.14)
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Veja que (1.1) implica que f e tf(z,t) satisfazem uma desigualdade do tipo (1.14).
Prova. Por simplicidade de notagao, no que segue C' e b denotam constantes
genéricas estritamente positivas.

Veja que, se s > 0, entao

|F(z,s)] < /|f(a:,t)\dt§(§’/(eo‘tQ—l)dt+b/ It|dt
0 0 0

2 b
|F(z,s)] < /(eo‘t —1)dt—|—532
0

Ora, a funcao

h:[0,s] — R

2

t — h(t)=e" —1

é continua. Logo, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, ver [12], existe ¢ € (0, s)

tal que,
/ h(t) = h(c)s
0
ou seja,
/ (e — 1)dt = (e — 1)s < (™" — 1)s
0
Com isso,

|F(z,s)] < Cs(e™” — 1) + bs® (1.15)
Agora, se s < 0, entao usando o mesmo argumento acima com —s > 0, obtemos

2

|F(z,5)] < C(—s)(e* — 1) + bs® (1.16)
Portanto, de (1.15) e (1.16), obtemos
|F(z,5)| < C|s|(e* — 1) 4 bs® para todos z € Q, s € R.
|

Proposigao 1.6 Se (u,,) converge para w em H'(Q), entdo existem h € H'(Q)) e uma
subseqiiéncia (ug) de (uy) tais que: ug(x) — u(z) e |ug(z)| < h(z) g.t.p. em Q. Caso

a convergéncia seja no espago Hi (), teremos h € H ().
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Prova. Da seqiiéncia (u,,), ndo ¢ dificil ver que podemos extrair uma subseqiién-

cia, denotada por (uy) tal que

1
||tgsr1 — wr] §¥ para todo k& € N.

Para cada n € N defina a fungao

gn ) — R

T ga(z Zlukﬂ ) — uk()]

Como (g,) ¢ uma combinagao linear de fungoes em H'(Q), temos g, € H'(Q) para

todo n € N. Além disso, (g,) ¢ uma seqiiéncia monotona com

n n
lgallz < Z s = lle < 3 s =
=1

1 1
gnll2 < ok = Z_k:

k=1 k=1
para todo n € N. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona de Beppo Levi, ver [7],
concluimos que (g,) converge q.t.p. em € para uma fungao g € L?(Q).

Por outro lado, observe que

n
= Zv|uk+1 — uy| para todo n € N.
k=1

Assim, considerando m,n € N com 2 < m < n (para fixar as idéias), obtemos

n

G0 — Gm| = Z |Up 1 — ug (1.17)
k=m+1
e
Vgn = Vgml = Y [V — Vg (1.18)
k=m+1

De (1.17) e (1.18) concluimos que a seqiiéncia (g,) é de Cauchy em H'(Q), por

conseguinte g € H'(Q2). Além disso, veja que se 2 < m < n, entao
[t () = U (2)] < |un(2) — 1 (@) + .+ [t (2) — um(2)] < 9(2) = gm-1(2)
q.t.p. em Q, logo (u(x)) é de Cauchy, e ux(z) — wu(z) q.t.p. em Q. Além disso,

|u(z) — ur(x)| < g(x) para todo k # 2
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q.t.p. em €, e portanto,
lug(x)| < h(x) q.t.p. em Q
onde h=u+g. B
Lema 1.4 Se f satisfaz (1.1), entdo a aplicagao de Nemytskii
Ny Hy(Q) — LHQ)
uw — Ny(u) = f(,u(-)
2.

estda bem definida e € continua para todo k >
resultado vale para Np : H} () — LF(Q).

Além disso, por (1.14) o mesmo

Prova. Seja u € H}(). Por (1.1) e pela desigualdade de Young, para todo

x € (), temos

e < 202%™ = 1) + 26 [uf?
flzu))? < 202 — 26 4 1) + 20 |u?
e, )] < 207 — 1) + 207 |u?

e pelo Teorema 1.3 a aplicagao Ny : Hy(2) — L?*(9) esta bem definida.

Com um raciocinio analogo, obtemos
|fz,u)|* < 8CH(e*™™ — 1) + 8b*|ul* para todo z € Q.

e a aplicagao H} () — L*(Q) estd bem definida. Usando este procedimento conclui-
mos que a aplicagao H(Q) — L*(Q) esta bem definida para todo k = 2™, m € N.
Por interpolagao concluimos que a aplicacao de Nemytskii estd bem definida para todo
k> 2.

Sobre a continuidade de N;. Seja u, — u em Hy(£2). Pela Proposicao 1.6 existe
h € H(2) tal que, a menos de subseqiiéncia, |u,(z)| < h(z) e u,(z) — u(z) q.t.p.
em (. Pela imersao compacta Hg(Q) — LF(Q2) com k > 2, temos h € L*¥(Q). Além

disso,
INf(u)| = | f 2, u,)] < C(e¥ = 1) + bh € L*(Q2) para todo n € N,

onde k > 2. Pela continuidade de f, temos N¢(u,) — N¢(u) q.t.p. em €. Portanto,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

[N (un) = Np(u)lle = 0n (1)

30, (1) denota uma quantidade que tem limite zero quando n tende ao infinito.
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Para o operador Ny a demonstracao segue argumentos anilogos. W

Teorema 1.7 Assumindo (1.1) o funcional J € C'(H}(Q),R). Além disso,
J(u)-v= / f(z,u)v para todos u,v € Hy(S2).
Q

Prova. A principio, mostraremos que o funcional J estd bem definido. Usando

o Lema 1.3 e a desigualdade de Young, para todos z € Q e u € H}(), temos

i
=
=
IN

Clu) (e — 1) + bu?
|F(z,u)] < Cu?+C(e** —2e™ +1)
|F(z,u)] < Cu?+C(e*™ —1).

O Teorema 1.4, implica que

/ |F(z,u)| < C/ |u)? +C’/(62a“2 —1) < oo para todo u € Hy ().
0 0 Q

Fixadas as fungoes u,v € H}(Q). Para cada x € Q e t > 0, pelo Teorema do

Valor Médio, existe § = 0(x,t) € (0,1) tal que
F(z,u+tv) — F(z,u) = f(x,u+ 0tv)tv

ou melhor,
tv) — F
hy(x) = Fla,ut Ut) (z,u) = f(z,u+ Otv)v

Pela continuidade da funcao f, temos
hi(x) — f(x,u)v quando t — 0.
Além disso, como |u + 0tv| < |u| + |v| = h € H}(Q), usando (1.1), obtemos
\he(2)] < | f(z,u+ Oto)v] < Clv](e*™ = 1) + bluv| + blv[.
Pela desigualdade de Young, temos
[ha()] < C(e**™ = 1) + byo]* + Blul’,

onde h € H}(Q) e b,b; > 0 sdo constantes.
Além disso,

C(e®" — 1) + bilv]® + blul® € LY(Q).
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Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado,

ver |7], concluimos que

J'(u)~vzlimJ(u+tU /fxu

t—0

Sobre a continuidade de J'. Seja w, — u em HJ(Q), pela continuidade da
aplicagdo de Nemytskii Ny : H}(2) — L*(2) a seqiiéncia (Ny(u,)) converge para
Ny(u) em L2(€). Além disso, se v € H}(Q2) com |[v]| < 1, entdo

[T (un) v = J'(w) v < [[Np(un) = Ne(u)lla] ][5
S (tn) - v = J'(u) -0 < [[Np(un) = Ny(u)]2

Assim,

17 (un) = T ()l 1-2(0) = on(1).

Agora, vejamos um resultado para 0 = R2. Para isto, consideremos a = 47 e

que f satisfaga a seguinte propriedade: para cada ¢ > 0, existe C. > 0 tal que

|F(,5)] < Cdls|(e*™ — 1 — 475?) + es® para todos z € R?, s € R. (1.19)

Observagao 1.1 As condigoes (f.1) e (f.2), ver Teorema 0.4, sdo suficientes para que
f wverifique a condigao (1.19).

Com efeito, por (f.2), firado € > 0 existe §. > 0 tal que
|f(z,8)| <es, sels| <.

Logo,
|F(z,s)] < 232, se |s| < 0. (1.20)

Por outro lado, se |s| > 0. (trataremos o caso s > 0., ja que se s < —0, 0

argumento € andlogo), entao
Fasl < [ 1= / G 0ldt+ [ |7t
56
|F(x,s)] < / | f(x, t)|dt+6 / te' ™ dt
0

C

|F($,S)| S géf_l_ﬁ[ehrs _647r552]
C

|F(z,s)] < Cic+ edms’®

&m0,
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- S .
Ora, se |s| > 6., entao 1 < 5 Assim,
€

¢ 4rs?
|F(z,s)] < Coe+ Sos2 ¢

Cl,ﬁ C Arrs?
|F<l’,8)| S (W+W) se

|F<x7 S)’ < (501,6 + C ) Se47T52

2
e4m0E T 8mo?

Logo,
|[F(x,5)] < Cyese™™ (1.21)

Afirmagao. Erxiste C' > 0 tal que
i < C’(e‘“rs2 — 1 —4ms?), desde que s > 6.

Prova da Afirmacao. Inicialmente, observemos que

2
et 1 —Arxs?
lim = =1
§—00 edns

Com isso, fizrado 0 < € < 1, existe §' > 0, tal que
(1—e)e*™ < ™ — 1 — dms?,
desde que |s| > 6}. Logo, por (1.20), temos
|F(z,5)] < Chese®™ < Cus(e*™ — 1 — 4rs?), (1.22)

se s > max{d}, 0.} > o..
Por (1.20) e (1.22), tem-se

|F(z,5)| < Ces(e™" — 1 — 4ns?) + es® para todo = € R?.
Portanto, existe C. > 0, tal que
|F(x,5)| < C.ls| ('™ — 1 — 475?) + es® para todos = € R% s € R.
Lema 1.5 (D.M. Cao) Seja (u,) uma seqiiéncia em H'(R?) com
/]un]2 < M para todo n € N,

para algum M > 0, e suponhamos que exista R > 0 tal que

lim sup/ (V]2 + [un]?) = 0.
BR(Z)

n—00 2eR2

Se f werifica (1.19), entdo

lim [ F(z,u,) =0 e lm [ u,f(x,u,)=0.

n—oo n—oo
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Prova. Escrevendo

Sp = sup / (|Vun|* + |u,|?) para todo n € N.
2€R? J Br(z)

Por hipotese, temos s, = 0,(1). Fixado ¢ € C5°(R?), tal que

0, se |z|>R
plz) =
1, se |z| < 3

4

= para todo x € R?. Para cada z € R? e n € N, defina a funcao

com [Vep(z)| <

Vs R?2 — R

T (@) = (@ + 2ua(a)
Pela desigualdade de Young, para todos z € R? e n € N, temos

/|wz,n!2 < 2/(\V<p]2\un\2+|g0]2\Vun|2)

32

/|sz,n]2 < (—2+2)/ (|Vun? + |un|?)
R Br(z)
2

/|sz,n!2 < (%H) Sn-

32 -
Dado 0 < e < {(ﬁ + 2) 47T6:| existe ng € N tal que

32 -
Sp < €< ﬁ—i-Z 4me se n > ng.

De onde temos

1
zn2<_ 1.23
= (1.23)

sempre que 1 > nyg.

Por outro lado, pela condicdo (1.19), para todos n € N e z € R?, temos

2
/ |F(z,u,)| < C’e/ |t | (e¥™n — 1 — dr|u, ) + e/ |, |?
lz—z|< & lz—2|< B lo—z|< B

/ ‘F(xaun)‘ S Ce/ |'Uz,n‘(64ﬂvz’n|2 —-1- 47T‘Uz,n’2) + 6/ ’un’2
|z—2] lz—2|< B 5

lz—2|<

/ Flz,u)| < ce/\vz,n|(e4wnl2 _ 1—47r|vz,ny2)+e/ i 2
\x—z\gg

lt—z|<R

IN
wlm
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Por (1.23) e usando o Teorema 1.5, para todo z € R? para n > ng, obtemos

[ Vel < OVl e [l
(L‘—Z_E

Observe que, para todo z € R?, temos

[0sl]2 < / a2
|lz—z|<R

logo, para todo z € R? e n > ng, temos

/ Fla,un)| < (CCVoanlls+©) / ot
|lz—z

—z|<E lz—z|<R

| el < st [l

Considerando o conjunto ¥ = {(m,n) € R?; m,n € Z} e fixando uma enumeragiao do
mesmo, podemos cobrir o R? com a familia de bolas abertas {BR/2 2k } e onde z
é 0 k-ésimo elemento do conjunto ¥ considerando a enumeragao fixada acima. Assim,
cada ponto do R? pertence no maximo a m bolas em {BR/Q 2k }keN

Logo, para cada z € R?, temos

ZXBR/Q(zk)<Z) <m. (1.24)
k=1

Com efeito, se z € R?, como z pertence a no maximo m bolas centradas em z} s de raio
R, entao

op = ZXBR(Zk)<Z> < m, para todon € N

e isto implica que (1.24) se verifica como verdade. Assim, para n > ng, temos

/|F T, )| < Z/BR/2(Zk (z,u,)| < (CC/5p, + €) Z/ lun|®  (1.25)

Bpy2(zk)

Observe que,

3 RNCUED oY RSN
Bpy2(zk) k=1

Z/ funl* = /(ZXBR/2(Zk)> Jun)”
Brya(2k) k=1

Z/ 2 < m/]un]2 < mM.
Brja(2k)
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para todo n € N. Logo, por (1.25), se n > ny

/ F(2,1)| < (CC.\/om + )mM

ou seja,

limsup/!F(m,unﬂ < mbMe

logo,

n—oo

0 <liminf | |F(z,u,)| <hmsup/\F(x,un)\ <mMe

n—oo

e isto completa a demonstragao de um dos limites. De maneira anéloga, observa-se que

lim [ wu,f(z,u,) =0.

concluindo a prova. W

Lema 1.6 (Djairo-Olimpio-Ruf) Sejam Q C RY limitado e (u,) uma segiiéncia
em LY(Q) tal que u,(x) converge para u(z) q.t.p. em Q, onde u € L' (). Seja
f: QxR — R uma func¢do continua tal que

/]f(x,un)|+/|f(x,u)\<oopam todo n € N,
Q Q

e suponha que exista C' > 0 tal que
/ |f(z, up)u,| < C para todo n € N.
Q

Entao,
lim f T, Up) / f(z,u)

Prova. Dado € > 0 existe 0 > 0 (dependente de €) tal que

/ |f(z,u)| <€ se |A] <é.
A

e como u € LY(Q) existe M; > 0, com [{z € Q;|u(z)] > M;}| < §. Considerando
M = max{Mj, (4¢)~'C} > 0, temos

[ st = [ )| < /|MM|f<m,un>|+ /|u|ZM‘f(x’“>’ r

/u PRCIOR /uKMf(x,U) .

onde

Ty =
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No que segue mostraremos que as integrais

/unIZM |f(z,u,)| e /|u|2M f ()]

Sao pequenas e estimaremos r,,.

Vejamos, da escolha de M, temos

| f (2, up) | |f (@, un)un| _ C
[ s [ el o [ wel

e da escolha de § e M;

I

1 m

/|ule @)l < /uzM1 |f (2, u)] <

/Q qn()

onde Qn($) = X\un|<Mf(x>un) - X\u\<Mf($a U,), temos

Denotando

rn, = para todo n € N

Gn(2) = 5(7) + 1n(2)

onde

$n () = Xjun|<ar (©)[f (2, un) = [, u)]

tn (%) = [Xjun|<m — Xjuj<nr) (@) f (2, )

para todo n € N. Observando que {|u,| < MI\{|u| < M} C {|u|] > M}, vemos

A%@ s/%Mm%ws

Por outro lado, como s, = 0,(1) q.t.p em €, e

:‘jghﬂﬂ<M-xw<MKxnmuu>

A~

(50 (2)] = [Xjunl<ar (2)[f (@, 00) = f(@,w)]| < C+ |f (2, u)]

q.t.p em Q, onde C' = sup{f(z,s);x € ,|s| < M}. Usando o Teorema da Convergén-

cia Dominada de Lebesgue, existe ng € N tal que
€
/ lsn(2)] < ;7 para todo n > ny.
Q
Combinando as desigualdades acima, obtemos

[ st = [ paw)

< € para todo n > ny.
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Lema 1.7 Sejam Q C RY limitado e (u,) uma segqiiéncia em L*(Q) tal que u,(x)
converge para u(x) q.t.p. em §, onde u € L*(Q). Além disso, sejam V € L'(Q) e

f: QxR — R uma funcao continua tal que
/ | f (2, u)] +/ |f(z,u)| < oo para todo n € N.
Q Q
Também, suponha que exista C' > 0 tal que
/ f(z,up)u, < C para todo n € N,
Q
e que [ satisfaca a sequinte desigualdade
f(z,s)s > =V (x) — s* para todo s € R.
Se ||un||2 € limitada, entdo
lim [ f(x,u,) = / f(z,u).
n—o Jo Q
Prova. Pelo Lema 1.6, basta observar que
/ |f(z, up)u,| < C, para todo n € N.
Q

Vejamos, sejam Q. = {z € Q; f(x,u,) > 0} e Q, = O\QF. Assim, para todo n € N,

temos
[ 1@yl = [ e~ [ ),
Q QF Qn
e
Q QF Qn
Com isso,

/ |f (2, up)up,| = / [z, u,)u, — 2 f(z,u,)u, paratodo n € N.
0 Q

Qn

Por outro lado,

flz,un)u, > —/(V(x) + |un|*) para todo n € N.
O Q

Usando as desigualdades acima e a limitacao de V', obtemos

/ If (2, up)u,| < C + 2/(V(£C) + |u,|*) paratodo n €N
Q Q

que juntamente com o Lema 1.6 garantem o resultado em questao. W
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Teorema 1.8 Suponha que (u,) seja uma seqiiéncia limitada em H*(RY) tal que u,(x)
converge para u(x) q.t.p. em Q, onde u € HY (RY), u,, — u em L}

2 (RM), u, — u em
HYRY), f: QxR — R uma funcio continua e

J (up) - = /(VunV<,0+un<,0) - /f(ac,un)gp = 0,(1) para todo ¢ € H'(RY). (1.26)

Entao, u € a solugdo fraca de —Au+u = f(z,u) no sentido H(RY).

Prova. Vamos usar o Lema 1.6 para a funcao f(x,s) = f(x,s)e(x), onde

¢ € CP(RY) e suppy C Q. Note que

[ Fwun = [ o) = on0)+ [ (Fua900) + vl

ou seja,

< 0n(1) + 2||unl)*||¢]|s Para todo n € N.

/Qf(a:, Up, ) Unp,

O Lema 1.6, implica que

lim [ f(x,u,)p = /f(a:,un)gp para todo ¢ € H'(RY).

n—oo

Por outro lado, de u,, — « em L?

ZOC(RN) e U, — uem HI(RN), temos

lim [ (Vu,Vy+ u,p) = /(Vquo + up) para todo p € H'(RY).
Agora, passando ao limite em (1.26) quando n tende ao infinito, obtemos

/(Vthp + up) = /f(x,u)go para todo ¢ € H'(RY).



Capitulo 2

Um problema eliptico com

crescimento exponencial num dominio
limitado do R?

2.1 Introducao

Propomo-nos neste capitulo a estudar problemas do tipo:

—Au = f(xz,u), Q
u =0, 01}

(2.1)

onde  C R? ¢ um dominio limitado e f : Q@ x R — R ¢ uma funcio continua. Além
disso, f possui crescimento subcritico e critico, conforme defini¢oes abaixo:

No que segue 2 C R? é um dominio limitado.

Definicao 2.1 Dizemos que uma funcgao f : QxR — R possui crescimento subcritico

em +oo quando,

t——+o00 eat2

=0 para todo o« > 0

e [ possui crescimento critico em +00 quando, existe ag > 0 tal que

t
lim ]f(x;2 ) = 0 para todo o > ay
t—+o00 ew
|f (. 1)]

lim >
t—too e

+00 para todo o < ay.

Analogamente, definimos crescimento subcritico e critico em —oo.
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Exemplo 1 A funcio f : Q x R — R definida por f(z,t) = g(x)et, onde a fungdo
g:Q — R € continua possui crescimento subcritico em +00.

Exemplo 2 Fizado oy > 0. A fungio f : Q x R — R definida por f(x,t) = e

possut crescimento critico em £oo.

Exemplo 3 Fizado 0 < 0 < 2. A funcio f : Q x R — R definida por f(z,t) = e’

possui crescimento critico em +00 com o = 0.

Exemplo 4 A fungio f: Q x R — R definida por f(x,t) = g(:v)tetQ, onde a fun¢ao

g :Q — R € continua possui crescimento critico em ‘oo com ag = 1.

Este capitulo é baseado num artigo de D.G. de Figueiredo, O. H. Miayagaki e
B. Ruf, ver [13|, também fomos motivados a estudar o problema (2.1) por [4] e [5]. A
saber, fornecemos condigoes suficientes para existéncia de solugao para o problema (2.1)
conforme os Teoremas (0.1), (0.2) e (0.3) utilizando o Teorema do Passo da Montanha
na versao de Ambrosetti-Rabinowitz. Sobre o Teorema (0.3), completamos o texto
original estudando um resultado “mais fraco” que o enunciado no artigo [13].

Definicao 2.2 Dizemos que um niumero real d € o raio interno de um conjunto €2

quando d € o raio da maior bola aberta contida em S).

Observacao 2.1 Denotaremos por

1
My = lim ne™ =t gt

n—oo 0

A definicao de My nos mostra que My < 00, pois
1/2 ,
My =2 lim ne™ Y dq.

n—oo 0

1/2 ,
/ ne™ Yt
0

Vejamos, usando a Formula de Integrag¢ao por Partes, ver [12], temos

Analisemos agora a integral

1/2 , . 1/2 ,
/ ne™ gt = —e7 T 11+ 2/ nte" =1t
0 0

1
Como 0 <t < 5 equivale a t? —t < —t2, temos

1/2

1/2
/ ne"@ Nt < —eTT 4142 nte™™ dt
0

/0
1 2

/ nte” ™ dt.
0

1/2 , .
/ ne"Odt < —e i 4142
0
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Usando novamente a Formula de Integracao por Partes, obtemos

! |
/ nte " dt = —(1 —e™ ).
0 2

Com 1isso,
1/2 , . 1
/ ne"0dt < —emi £ 142 5(1 —e ")
0
1/2 , .
/ neC gt < 2 —eT —e
0
Portanto,
1/2 , .
My =2 lim ne™=Ddt < 2 lim (2—e1—e") =4
n—oo 0 n—oo

Observagao 2.2 As condigées (h.1) e (h.2) garantem um crescimento exponencial em

t para as funcoes f(-,t) e F (-, 1), ver afirma¢ao 2, abaixo.

Observagao 2.3 A condigao (h.3) € satisfeita sempre que assumirmos que f € de
classe C* e que f'(z,t) > f(x,t)t™! para todo t # 0. Com efeito, derivando a fungdo

f(x, t)t™" em relagio a t, obtemos
e = flo ) — Fa )2 =t (P ) — fa b))

para todos x € 2, t # 0.
Assim, [f(z, )t > 0 desde que f'(z,t) > f(z,t)t™" para todo t # 0. Donde

concluimos que, [f(x,t)t™] define uma fun¢do nao-decrescente em t.

Portanto,
Flo,s) = /f(x,t)dt
0
s t
F(x,s) = lim/ UG )tdt
e—0T € t
Flos) < 1&9 lim/ tdt
S e—0t J,
1 1
F(z,s) < J@s) lim (=5 — =¢?)
S e—0T 2 2
ou seja,

1
F(z,s) < §f(:c,s)s para todos x € €, s # 0.

h.5) € satisfeita se assumirmos que f € de classe C1 e

=

Observagao 2.4 A condi¢do

)\k S 1n£f’(x,0) S sup f/(l',O) < )\k-‘rl-
€S zeQ
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Com efeito, chamamos atenc¢ao para a sequinte afirmacao:
Afirmacgao. Existe > 0 tal que A\, < < A1 Além disso,

f'(x,0) < p para todo x € Q.

Prova da Afirmagao. Basta tomar (por exemplo),

1
p= E(Ak—i—l +sup f'(z,0)) >0

z€Q

pois se A, < inf f'(x,0) < sup f'(2,0) < Apy1, entdo pu da maneira que foi escolhido
e zeQ)
verifica as desiqualdades

Ak S < Apgr
f'(2,0) < p para todo x € Q.

Com isso, sendo

f'(z,0) = lim f(z. S).

s—0 S

FExiste 6 > 0 tal que
flz,s) < ps, sel|s| <.

Portanto, se v € Q e |s| < |t| <6, entdo

F(z,t) = /Otf(x,s)dsg,u/otsds

1
F(x,t) < éut?

Além disso, se f'(x,t) > f(x,t)t™! para todo t # 0, entio a condi¢io (h.6) é

satisfeita.

2.2 A Formulacao Variacional

Por simplicidade de notagao, no que segue C' denota uma constante genérica
estritamente positiva, salvo mencao explicita. No que segue assumiremos as hipoteses

(h.1), (h.2) e a existéncia de constantes § > 0 e C' > 0 tais que
|f(z,1)] < Ce’ para todos z € Q,t € R. (2.2)

A condigao (2.2) se verifica como verdade sempre que f possui crescimento subcritico
ou critico. De fato, para fixar as idéias, suponhamos que a funcao f tenha crescimento

critico em ag, entao fixado B > «q, temos

o @0l
i e
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Logo, para e = 1, existe M > 0 tal que
|f(z, ) < e, se |t| > M,z e Q. (2.3)

Tomando

C = max |f(x,2t)| >0 (2.4)
(e )ex -] €5t

De (2.3) e (2.4) existe C' > 0 tal que
|f(z,t)] < Ce’ para todos © € Q,t € R.

De maneira analoga trata-se o caso em que f possui crescimento subcritico.

Afirmacgao 1. O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (2.1) é dado por
J:Hy()) — R
1
u — J(u)= —/ |Vul? —/F(w,u)
2 Ja Q

é de classe C.

Prova da Afirmacao 1. Veja que, J = J; + Js, onde

JHy(Q) — R

1
u Jl(u):§/|Vu|2
Q

Jg:Hé(Q) — R
u Jg(u):—/QF(x,u)

Nao ¢ dificil ver que J; € C'(H(2),R) e do estudo feito no Capitulo 1, podemos
concluir que Jo, € C(H}(Q),R), ou seja, J é combinagao linear de funcionais de classe

C* definidos em H{(€2). Além disso, temos J' : H}(Q) — H'(Q2) definido por

J(w): Hy(Q) — R
v J/(u)m:/QVqu—/Qf(x,u)v

Afirmagao 2. Segue de (h.1) e (h.2) que

(i.) Existe uma constante C' > 0 tal que

F(z,t) > Cenl!l para todos = € [t| > to.
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(7.) Para cada € > 0, existe t. > 0 tal que
F(z,t) < ef(x,t)t para todos x € Q,|t| > t..
Prova da Afirmagao 2. Por (h.2) fixado |t| > tg, se z € Q e t > ¢y, entdo

/t f(? Z))ds /t %ds
o Fl

F(
> Tt
em'o

F(z,t)

Tomando

F([B,to) >0

earto

C = min

e

Conlcuimos que
F(z,t) > Cen' paratodo z € Q.
Um argumento anélogo é feito se t < —ty, logo podemos concluir que
F(z,t) > Cenl! para todos € Q, t] > to.

Para o item (i) é suficiente observar que

F(x,t)

im ———~% = (0 uniformemente em £2.
t—oo tf(x,1)

De fato, por (h.2) temos

tf(z,t)

donde se conclui a Afirmagao 2.

F(x,t M
‘ (z, )‘S H para todos z € 2, [1] > f.

Definicao 2.3 Sejam E um espaco vetorial normado e J : E — R um funcional de
classe C'(E,R). Dizemos que a seqiiéncia (z,) em E é uma seqiiéncia Palais-Smale
para o funcional J no nivel ¢ € R, ou simplesmente, uma seqiéncia (PS). para o

funcional J, quando

Definicao 2.4 Sejam E um espago

c+o,(1) emR
on(1) em E'.

vetorial normado e J : EE — R um funcional de

classe C1(E,R). Dizemos que o funcional J verifica a condi¢io Palais-Smale no nivel

¢ € R quando toda seqiiéncia (PS). admite uma subseqiiéncia convergente em E.

Se o funcional J verifica a condi¢ao (PS). para todo ¢ € R, entao dizemos que

J wverifica a condi¢ao Palais-Smale, ou simplesmente, que J verifica a condigao (PS).
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Proposicao 2.5 Supondo (h.1), (h.2), (h.3) € a condi¢ao (2.2). O funcional J verifica

2
a condigao (PS). para todo ¢ < %

Prova. Sejam ¢ < 2% e (u,) em H}(Q) uma seqiiéncia (PS). para o funcional J, ou
seja,
J(up) —c = o0,(1) em R
J'(u,) = o0,(1) em H(Q).
Escrevendo €, = sup |J'(u,) - v| para todo n € N, temos

llvll<1

S (un) - 0| < [[vl]€n,

para todo v € H}(Q), onde ¢, = 0,(1).
Ou ainda,

1

5/ |Vu,|* — / F(z,u,) = ¢+ 0,(1) para todo n € N (2.5)
Q Q

/QVuan—/Qf(x,un)v

Por (2.5) e pelo item (ii) da Afirmagao 2, para cada € > 0 existe ng € N tal que

< ||v||e. para todos n € N, v € Hg (). (2.6)

1 1
sl =3 [[Fuf <eser [ Fau)<cote [ fauu
2 2 Ja Q Q
sempre que n > ng, e usando (2.6) com v = u,, obtemos
1 2
5 € ||un||* < Cc + €,]|uy|| sempre que n > ny.

Portanto, a seqiiéncia (u,,) é limitada. Ora, sendo (u,) limitada em H} (), um

espago de Banach reflexivo, existe u € Hj (), tal que, a menos de subseqiiéncia, temos
u, —u em Hg(Q).
Além disso, pelas imersoes compactas de Sobolev, temos
U, — u em LYQ), ¢>1; wuy(r) — u(r) q.t.p. em .
Por outro lado, usando (2.6) com v = u,, temos

ealluall < /rw? /fxun

/ flz,u)u, < ugl? + €nl|un|| < C? 4 €,C para todo n € N.
Q
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Com maior razao, existe C' > 0 tal que
/ f(z,uy)u, < C para todon € N.
Q

Além disso, por (h.3), temos

1
/ F(z,u,) < 5/ e, up)uy, < / f(z, up)u, < C para todo n € N.
0 Q 0

Veja que, pelo Lema 1.6, temos f(z,u,) — f(z,u) em L'(Q). Logo existe

h € L*(2), tal que, a menos de subseqiiéncia, temos

Por (h.2), temos
|F(z,u,)] < Mh(z) q.t.p. em €.

Além disso, usando o fato de que u,(x) — u(x) q.t.p. em 2, obtemos F'(z,u,) —
F(z,u) q.t.p. em €. Por conseguinte, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue Generalizado, temos
F(z,up) — F(z,u) em L'Y(Q)

Com isso,

LMWW—AF@szU

Logo, por (2.5), tem-se

1 9 B
ymd|—1¥muw—c_odn

Ou seja,

y&W%W:2<0ﬁAF@w0. (2.7)

Usando (2.6) com v = u,,, obtemos

< o,(1).

| — / F ()t

Com isso,

[ s (e [ #ia)| <

i — / £ (2, )

< +

ymw_2G+AF@wﬂg%m.
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Logo,

1msj@%szG+Lﬂm®. (2.8)

Além disso, por (h.3) obtemos

2/ F(z,u) <2lim | F(z,u,) < lim [ f(z,u,)u, = 20+2/ F(z,u),
Q Q

ou seja, ¢ > 0, i.e., seqiiéncias Palais-Smale do funcional J se aproximam de niveis
nao-negativos.

Afirmagao 1. Para todo ¢ € C§°(2), temos

/QVWsozfgf(:v,uw

Prova da Afirmagao 1. Seja ¢ € C§°(€2). Note que

QVuVso—/Qf(w,U)sO‘ <

Vuano—/Vqup‘
Q Q

[ fwne- [ f(%u)so’ "
/QVunV<p—/Qf(x,un)90’

para todo n € N. Usando o Lema 1.6 e a estimativa (2.6), obtemos

[vave- [ f(w,u)w' < ou(1) + llgllon(1).

De onde conluimos que

/ VuVe = / f(z,u)p para todo ¢ € C5°(Q).

Por densidade e (h.3), concluimos que

/|Vu|2——/fa7uu> /|Vu|2——/|Vu|2—0

Para concluir a demonstragao analisaremos os seguintes casos:

Caso 1. O nivel ¢ = 0. Pela semicontinuidade inferior da norma, temos
||u|| < liminf||u,]|.
n—oo

Assim,

1
Sllull? < 3 timin [, |

Com isso, usando (2.7), obtemos

1
0 < J(u)g§limianunH2—/F(x,u)
n—oo Q

0 < Ju) < /Q Flz,u) - /Q Flz,u)



45

ou seja, J(u) = 0 e pela definigao de J,

lulP =2 | Pz,
Q
Novamente por (2.7), concluimos que
[|un|| = [lul] = on(1).
Além disso, sendo H}(€2) ¢ um espago de Hilbert, temos
U, — u em Hy(Q)

e isto significa J verifica a condi¢ao (PS)..
Caso 2. O nivel ¢ # 0 e a func¢do u = 0. O que faremos é mostrar que este fato nao
ocorre para seqiiéncias Palais-Smale do funcional em questao.

Afirmacao 2. Existe ¢ > 1, de modo que
/ |f(x,u,)|? < C, para todon € N
Q

para alguma constante C' > 0.
Prova da Afirmagao 2. De (2.7), para cada ¢ > 0, existe ny € N, de modo que,

|u,]|? < 2¢ + € para todo n > ng. Além disso, usando (2.2), temos

Un

/ | f(z,u,)|? < C/ 0 = C/ WPunlP(rim® - para todo n € N.
Q 0 Q

De onde concluimos pelo Teorema 1.2, que a ultima integral na expressao acima
¢ limitada, se ¢B3||u,|[* < 47 e isto de fato ocorre quando tomamos ¢ > 1 suficiente-
memente proximo de 1 e € > 0 suficientemente pequeno pois ¢ < 2% Mostrando a
afirmacao.

Assim, usando (2.6) com v = u,,, obtemos
[1wu = [ e,
Q 0

l[un||? < Con(1) + /Q f(z, u,)u, para todo n € N. (2.9)

< ||un|len < Ce, para todo n € N.

Com isso,

Além disso, pela desigualdade de Holder, podemos estimar a segunda integral na ex-

[ 1wl < ([ |f<x,un>|q)l/q||un||q/

/Q‘fwnw < Cllually

pressao acima
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para todo n € N.

Como u, — 0 em L%(Q) (¢ > 1), temos

1] = 0,(1)
Q
Portanto, usando (2.9) obtemos

[[un]]* = 0n(1).

No entanto, de (2.7) podemos afirmar que ||u,|[* — 2¢ # 0, o que é uma
contradicao. Mostrando assim que este caso nao ocorre.
Caso 3. O nivel ¢ # 0 e a fun¢ao u # 0. A principio, note que J(u) < ¢, pois pela

semicontimuidade inferior da norma, temos
1 2 1 . . 2
Jw) = =||ul|*= [ F(z,u) < =liminf ||u,||* = | F(z,u)
2 Q 2 n—oo 0
1
J(u) < 5 lim HunHQ—/F(m,un) <ec.

Afirmacao 3. J(u) =c.

Prova da Afirmagao. Suponha por absurdo que J(u) < ¢, pela defini¢ao de J,

lJul|* < 2 (c+ /QF(x,u)) : (2.10)

Por outro lado, considerando as funcoes

temos

un

Up = )
1

u

v —=

\/2 (c+ [ Flz,u))
para todo n € N.
Nao ¢ dificil ver que ||v,|| = 1 para todo n € N e ||v|| < 1. Além disso, v, — v,

pois fixado ¢ € C3°(2), temos

1 1
/anVgOZ /VunV90—> /VuV@z/VvVgp,
Q unll Jo \/2 (c+ s F(a:,u)) Q Q

ou seja,

/anVgo — / VoV = o0,(1).
Q Q
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Afirmagao 4. Existe ¢ > 1, de modo que
/ |f(z,u,)|? < C para todo n € N,
Q

para alguma constante C' > 0.

Prova da Afirmagao 4. Da condicao (2.2), temos

cout < o [ e — o [ BlulP(Eg)” [ el 202
) n —
Q Q Q Q

q 4mp(qB|un||? 12 )v2
|flzun)|* < [ e 2
0 0

A dltima integral na expressao acima é limitada, conforme Corolario 1.3, desde

que escolhamos ¢ > 1 e suficientemente proximo de 1, tal que

1
qBllun||* < A —s
1 —{[olf?

ou seja,

wmmzf*AF@”
A T c—J(u)

usando (2.7), é suficiente, que ocorra

qp3 (c—l—/QF(x,u)) c+/QF(:B,u)

27 - J(u)

Assim, a limitacao da integral acima ocorre para n suficientemente grande, desde

que

3 |
o c—J(u)

2
e isto de fato ocorre, pois J(u) > 0ec < R Donde, podemos concluir que w,, — u

em H} (), pois

Lﬂa%>3|umwmm%—mu
‘/fWWM < Cllun - ully.
Q

Como u, — u em L%(2) (¢ > 1), temos

/Qf(x, Up ) (Uy, — u) = 0p(1).
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Usando (2.6) com v = u,, — u, obtemos < u,, — u, u, >= 0,(1). Assim, como u, — u,
temos

[t — u|)® =< wp — u, Uy > — < Up — U, u >= 0,(1).

O que implica, ||u,||* — [|u]|? e isto juntamente com (2.7) contradiz (2.10).

||u||2—2<c+/QF(x,u))

Além disso, por (2.7), temos ||u,|| — ||u||, donde u,, — v em H}(Q2). W

Por conseguinte,

Corolario 2.6 Supondo (h.1), (h.2), (h.3). Se f possui crescimento subcritico em —oo

e +oo, entao J verifica a condicao Palais-Smale. Se f possui crescimento critico em
27

—00 e +00 com algum oy, entio J verifica a condi¢io (PS)., para todo ¢ € (—oo, —).
a
Prova. Sobre a primeira afirmacao do Coroléario. Seja ¢ € R. Como f possui

crescimento subcritico, temos

/(. 1)]

= 0 para todo o > 0.
Logo, para cada o > 0 existe C' > 0, de modo que
|f(z,t)| < Ce® para todos x € Q, t € R.

2
Ora, fixado a > 0, tal que ¢ < T estaremos diante das hipoteses da Proposigao 2.6 e
o
por este resultado J verifica a condi¢do (PS)..
2
Sobre a segunda afirmacao do Corolario. Seja ¢ € (—oo, 1) Como f possui

&0
crescimento critico com ag, temos

t
|1‘im W = 0 para todo a > ay.
t|—o0 e

t
ll‘im W = oo para todo a < ap.
tl—oo €

Logo, para cada a > «q existe C' > 0, de modo que
|f(z,t)] < Ce®” para todos z € Q, t € R.

2T
Ora, fixado o > «y, tal que ¢ < — estamos diante das hipoteses da Proposicao 2.6 e
«

por este resultado J verifica a condigao (PS).. W



49

Proposicao 2.7 Supondo (h.1) e (h.2). Seja Z um subespago de dimensdo finita do
H} (), cuja norma em questio serd denotada por || -||z. Entdo, J € limitado superi-

ormente em Z. Além disso, para cada M > 0, existe R > 0 tal que

J(u) < =M para todo w € Z com ||u|| > R.
Prova. Para cada ug € Z com |ug|z = 1 considere a fungao

£:R — R
t? )
to— &(t) = J(tuo) = Slluoll” = | F(z,tuo)
Q
1
Seja p > 2. Usando a condigao (i7) da Afirmacao 2 com € = — > 0, existe ¢, > 0

p
tal que

pF(z,t) < f(x,t)t para todos x € Q, [t| > t..

o que implica, a existéncia de uma constante C' > 0. tal que F(z,t) > C|t|P — C para

todos x € Q et € R, pois fixado t > £, temos

" flz,s) ‘p
/tEF(x,s)dS > /tegds

P
F(.I‘,t) > F(l’,t&g
Tomando
1
Cy =  min F'(z,t.) >0
te z€Q
temos
F(z,t) > Ct? para todos © € Q, t > t. (2.11)
Agora, considerando
Co= min F(z,t)>0
(z,t) €% [0,t]

obtemos

F(z,t) > Cy para todos x € Q, t € [0,1].

A partir deste momento, desejamos encontrar uma constante C3 > 0, de modo que
F(z,t) > C1t? — C3 para todos z € Q, t € [0,t].
Para isto, basta tomar C3 > 0 tal que C3 > C1t? — Cy (t € [0,t.]), pois

F(z,t) > Cy > C1t? — C5 para todos « € Q,t € [0,¢]. (2.12)
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Por (2.11), temos
F(x,t) > Cit? > C1t? — C5 para todos = € Q,t € (., +00). (2.13)
Portanto, de (2.11) e (2.12), temos a existéncia de uma constante C' > 0 tal que
F(z,t) > Ct? — C para todos x € Q,t > 0.
Com maior razao, existe C' > 0, de modo que
F(z,t) > C|t|P — C para todos = € Q,t > 0.

Assim, para todo t € R,

t2
) < Flhulk - [l — )
t2
€0 < Slhwl? P [ ol + i
2 Q
t2
€0) < Slluoll? — Cleelhuolly + C.

Pela equivaléncia das normas em Z, para todo t € R, obtemos
t? )
£(t) < Slluoll® = ClP luol P+ C
o que implica

£(t) — —oo quando t — o0

Seja v € Z, entdo v = tu, onde u € Z e ||ul|z = 1. Do argumento acima, existe

R — R com

2

t
J(v) = &) < Sllull” = Clelfull? + C
Além disso, da equivaléncia das normas em Z, existem constantes o e § > 0 com
alul. > ||ul| < Blul.. Assim, o < [|u|| < 5. Logo,

t?a?

o que implica

J(v) — —oo quando [|v|| — oo.
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Proposicao 2.8 Supondo (h.1), (h.2), (h.4) e a condi¢io (2.2). Entao, existem cons-

tantes o > 0 e p > 0 tais que

J(u) > «, desde que ||u]| = p.
Prova. Por (h.4) fixado p < Ay, existe d > 0 tal que
F(z,t) < %th para todos x € Q, |t| < ¢
Por outro lado, de (2.2) e (h.2), para ¢ > 2 existe C' > 0, tal que
F(x,t) < Ce|t]9 para todos = € Q, [t] > 6
Por (2.14) e (2.15), temos
F(x,t) < %utz + Ceﬁtglt\q para todos x € ), t € R
pela caracterizagao variacional de Aj, ver [7], temos

Lo
J(u) > ;Mr—Lme>

1 % w2
O +MF—4m@—c/w|mq
2 2 o

1 /.,L 2 / ,62
> —(1- 2 — Gt
J(u) > 5 (1 /\1> || ul| C Qe |ul

Por outro lado, pela desigualdade de Hélder, temos

2 A\ U/ A Y
/eﬁu |t < (/ eﬁp“) (/ |U|qp)
Q @ “
Q Q

se ||u|| < o, Bpo? < 47 conforme o Teorema 1.2.

onde

Assim

1 H 2
>—(1—— — 4.
S (u) = 2( Al) [lul[* = Cllull;

Logo, pela imersdo compacta de Sobolev H}(Q2) < L (£2), obtemos

1 H 2
>—(1-— - 7.
ﬂw_Z( AI)Huu C|lul

(2.14)

(2.15)
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1
Analisando a funcao ¢(s) = 3 <1 — )\ﬂ) s? — C's? para s > 0, obtemos g(0) =0 e
1
L 3 f Cgs'?
"(s)=(1——)s—Cqgs?" = (1——)3 l— —
g'(s) ( )\1) q N (1_%)]

donde concluimos que ¢'(s) > 0, que equivale a dizer que

) _.
e (3]
Logo, g(s) > 0 é equivalente a
1 =
<o 03]
Desde modo, concluimos que existem p > 0 e a > 0, tais que

J(u) > a, se |lul| =p.

O proximo resultado sera fortemente usado na prova do Teorema 0.2. Seja k € N.
No que segue denotaremos por V' o subespago do H} () gerado pelas autofungoes
associadas aos autovalores \; para j = 1,..., k. Além disso, denotaremos por W = 1%

o complemento ortogonal de V.

Proposicao 2.9 Supondo (h.1), (h.2), (h.5) e a condi¢do (2.2). Entao, existem cons-
tantes a > 0 e p > 0, tais que

J(u) > a para todo w € W com ||u|| = p.
Prova. Pela condic¢ao (h.5), existem 6 > 0 e A\, < pu < \gyq tais que
L o
F(z,t) < §,ut para todos x € Q, |t| <.
Por outro lado, por (h.2) e pela condi¢ao (2.2), obtemos
F(x,t) < CeP|t]e

para todos x € Q, |t| > J, onde g > 2.

Usando simultaneamente as duas tltimas desigualdades, obtemos

1
F(z,t) < §ut2 + Ce’|t]? para todos z € Q,t € R.
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Procedendo como na prova da Proposicao 2.6 e usando simultaneamente a de-

sigualdade do tipo Trudinger-Moser, ver Observagao 1.1 e a caracteriza¢ao variacional
do autovalor \;i1, obtemos

1
J(u) > = (1 — L) |[u]|* = C|Ju||? para todo u € W.
2 Akt

Com isso, a prova da Proposicao 2.7 segue com argumentos anélogos aos da

Proposigao 2.6. B

2.3 Prova dos principais resultados

Sobre o Teorema 0.1

Prova do Teorema 0.1. Para a prova da primeira parte do Teorema 0.1
invocaremos o Teorema do Passo da Montanha na versao de Ambrosetti-Rabinowitz,
ver Teorema B.2 com FE = Hy ().

Pela Formulagao Variacional do problema, temos J € C'(H} (Q),R) e pelo Corolario
2.7 o funcional J verifica condi¢ao Palais-Smale. A seguir, o que faremos é mostrar
que J verifica a geometria do Passo da Montanha. A principio, veja que pela definigao
de J juntamente com (h.1), temos J(0) = 0.
Sobre (I1). Ver Apéndice B. A Proposigao 2.8 ¢é suficiente.
Sobre (I5). Fixado u € H}(Q)\{0} considere Z = {tu; t > 0} (subespago de dimensao
finita do HJ(2)), pela Proposigao 2.7, temos

J(tu) — —oo quando t — 400

logo, para p > 0 (definido na condigao anterior, ver Proposi¢ao 2.6), existe 5 > 0
(suficientemente grande), de modo que, |[tgu|| > p. Tomando e = tyu, obtemos
e € H(Q)\ B, com

J(e) <0.

Portanto, pelo Teorema do Passo da Montanha, ver Teorema B.2, o funcional J

possui um valor critico ¢ > a com

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t)),
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onde I' = {y € C([0,1], E); ~(0)=0 e (1) =e}.

Da relacao que hé entre os pontos criticos do funcional J e as solugoes do problema,
(2.1), o argumento acima garante que o problema (2.1) possui uma solugao u € Hj ()
nao trivial, pois J(u) =c¢ > a > 0.

Sobre a segunda parte do Teorema 0.1. Adimitindo que f(x,t) seja uma funcao
impar em t, as hipoteses da versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha, ver
Teorema B.5, se verificam para o funcional J com E = H}(Q), V = {0} e W = V1.
Note que, sendo a primitiva de uma funcao impar, a funcao F é par, o que implica,
que J trata-se de uma funcional par. Além disso,

Sobre (I;"), ver Apéndice B. A Proposigao 2.8 ¢ suficiente.
Sobre (I%"). A Proposigao 2.7 ¢ suficiente.
Logo, pelo resultado citado, o funcional J possui uma infinidade enumerével de

valores criticos. W

Sobre o Teorema 0.2

Prova do Teorema 0.2. Para garantir a primeira parte do Teorema 0.2
faremos uso do Teorema do Passo da Montanha Generalizado, ver Teorema B.4, com
E=H}(Q),V = @521 Vi, e W =V onde dimV < oo.

Inicialmente, sabemos que J € C'(H}(Q),R) e que verifica a Condigao Palais-
Smale conforme a Formulagao Variacional do problema.
Sobre (I7), ver Apéndice B. A Proposigao 2.9 ¢ suficiente.
Sobre (1). Considerando normalizadas as autofungoes associadas aos autovalores do
operador (—A, H}(Q)). Em particular, temos ||¢pi1|| = 1 e ¢py1 € W, pela caracte-
rizagao variacional de Agy1. Note que, usando a Proposi¢ao 2.7 com Z =V @ V),
existe Ry > 0 tal que J(u) <0, desde que u € Z com ||u|| > R;. Seja R > max{ R, p},
entao R > p e

J(u) <0, se ueZ com |lul| >R > R;.
Escrevendo,

Q={v+sppy1;v €V com |[v|]| <R e 0<s<R}

e 0Q a fronteira de () em relagao a V & V), , temos

Afirmagao. Se u € 9Q), entao J(u) < 0.
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Prova da Afirmacgao. De fato, se u € 9Q), entao u é dado por:
(i.) u = v + Ropy1, onde v € BR NV, ou

(i1.) u = v + S¢y4+1, onde ||v]] = R e 0 < s < R, ou entao

(4ii.) u = v, onde v € BRN'V.

Caso (i). Veja que, u € Z com
|ul|* = |[v + Rop| | = (v + Répyr, v + Ropir) = [Jo]* + [|R| %,

logo ||u|| > R, pois (v, ¢py1) = 0. Portanto, J(u) < 0 pelos argumentos acima.

Caso (i7). Veja que, u € Z com
Jull* = [lv + sowi1|]* = (v + sbps1, v + s6p11) = [|RI* +[]s]?,

logo ||u|| > R, pois (v, ¢ry1) = 0. Portanto, J(u) < 0 pelos argumentos acima.
Caso (iii).. Sendo u € V, temos ||u||* < Ag||u||3, novamente, conforme a caracteriza-

¢ao variacional de ;. Assim, por (h.6)
Lo
J(w) = Sllull® = [ F(z,u)de
2 Q

A A
—’“|ru||§——’“/u2dx
2 2 Jo

J(u) < 0.

=
£
IN

Mostrando que a afirmacao se verifica como verdade, e portanto, para verificar a
condicao (1Y) do resultado citado, basta considerar e = ¢ € 0By N W, uma vez que,
dos argumentos acima, temos J(u) < 0 para todo u € Q com Q = (BrNV)@®{se;0 <
s < R}.

Portanto, pelo Teorema do Passo da Montanha Generalizado, ver Teorema B.4,
o funcional J possui um valor critico ¢ > «, com

¢ = inf max J(h(u)),
onde '={h € C(R,E); h=idem 0Q}.

Da relacao que hé entre os pontos criticos do funcional J e as solugoes do problema,
(2.1), o argumento acima garante que o problema em questdo possui uma solugao
u € H}(Q) nao trivial, pois J(u) =c¢ > a > 0.

Sobre a segunda parte do Teorema 0.2. Adimitindo que f(x,t) seja uma funcao

impar em t, as hipoéteses da versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha,
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ver Teorema B.5, se verificam para o funcional J com E = Hj(Q), V = @521 Vy, e
W = V+. Note que, sendo a prmitiva de uma funcio impar, a funcdo F é par, o que
implica, que J trata-se de uma funcional par. Além disso,

Sobre (I7"). Ver Apéndice B. A Proposigao 2.9 ¢ suficiente.

Sobre (I%"). A Proposigao 2.7 é suficiente.

Logo, o funcional J possui uma infinidade enumeravel de valores criticos. H

Sobre o Teorema 0.3

Prova do Teorema 0.3. A principio, deve-se ressaltar que pelo Corolario 2.4
o funcional J verifica a condigao (PS),. para todo ¢ < Z—W. Para garantir a existéncia
de solugdo para o problema (2.1) usaremos o Teorema 0do Passo da Montanha, ver
Teorema B.3 com F = H}(Q).

Sabemos que J € C'Y(H}(Q),R) e J(0) = 0 conforme a Formulacio Variacional
do problema. Além disso, temos
Sobre (I7). Ver Apéndice B. A Proposicao 2.8 é suficiente.

Portanto, nos resta mostrar que existe w € H}(Q) com ||[w|| = 1, a fim de que

tenhamos

2
max{J(tw);t > 0} < a—”
0

Para isto, consideremos a seqiiéncia de fungdes nao-negativas (), onde

(Inn)'/2, se 0<|z| <1
\/ﬁ (Inn)t/2> n — —
0, se x| >1

para todo n € N.

Note que, @, € H}(Bi(0)) e ||w,|| = 1 para todo n € N, onde B;(0) denota
a bola unitaria centrada na origem do R? e d denota o raio interno de  conforme
Definicao 1.4.

Agora, definindo uma nova seqiiéncia de fun¢oes nao-negativas

r — X

wn(x) = w, ( 7 0) para todo n € N,

onde zy € R? tal que By(zo) C Q.
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Note que w,, € H}(B1(0)) e ||w,|| =1 com supp w,, C Bqy(zg) para todo n € N.

Afirmagao. Existe ng € N tal que

2
max{J (twn,);t > 0} < a—:

Prova da Afirmacao. Suponhamos por absurdo que
2m
max{J(twy);t > 0} > — para todo n € N.
Qo
Para cada n € N; seja t,, > 0 tal que

2
T(tawn) = max{J(tw,);t > 0} >
o7y}

Pela defini¢ao de J, temos

por (h.3) implica que
2> —. (2.16)

Como ¢(t) = J(tw,) assume maximo global em t = ¢, temos ¢'(t,) = 0, ou seja,

dJ
E(twn):() em t=t,.
Assim,
tn - /f(x7tnwn)wn
Q
2 = /f(x,tnwn)tnwn
Q
logo,

2> / [z, thwn)tawn. (2.17)
Bg(xo)

Por outro lado, por (h.7), para cada ¢ > 0, existe t. > 0, tal que
flz, )t > (8 — €)™ para todo t > t..

Dai, usando (2.17) com n suficientemente grande, obtemos

ARGV
Bd/n(wo)

AERCERY IRt
Bd/n(xo)
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Assim,

donde

O‘Ot% 71)
™

2 > (B — e)md?e? : (2.18)

4
logo a seqiiéncia (t,) é limitada. Além disso, usando (2.16) temos 2 — -,
Qo

Agora, escrevendo
A, ={x € Ba(xg); thwn(x) > t.}, B, = Ba(zo)\An
por (2.17), temos

ti 2 / f(ﬂf, tnwn)tnwn == f(xy tnwn)tnwn + f(ZL', tnwn)tnwn
Bg(zo) An Bn
o que implica

2> | f, thwwn)tawn + (8 —¢€) /

By Bd (*TO)

I (S / et (2.19)
Como |B,| = 0,(1), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Gene-
ralizado, temos xp, — 1 q.t.p. em By(xg) , e

: aot2w2 I T a0t2w2 _ _ 2
L L
B, Bg(zo) Ba(zo)

Passando ao limite em (2.19) quando n tende ao infinito, obtemos

4 2,2

il > (B—¢€) lim eXtnn — (B — e)md?
(%)) n— 00 Ba(zo)

4

.o (B —€) lim e — (3 — €)rd?
Qp =00 J B, (x0)

devido a (2.16), e escrevendo I,, = / ™% | temos
Ba(zo)

I _ / 647"“’% :/ e47rw,2L
Ba(zo) B1(0)
I _ d2 / e47rw721 +/ 647”2’21
Bl/n(o) Bl(o)\Bl/n(O)

2 ) T apli b g
I, = d&"q—e7z=""+ 21 e 2 Thn rdr oy .
n 1/n

Agora, fazendo a mudanca de variaveis

|
s:——nr, rdr:—ilnnds
Inn 2s
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Concluimos que

1
I, = d? {71' + 27 lnn/ erzlnnzsln"ds}
0

Logo, para todo € > 0, obtemos

4

s (B —¢) lim I, — (B — €)md?

o Fynrpe

4 1

_7T > (5 - 6)7Td2 lim 21nn/ eQIHn(SZ_S)dS.
o n—00 0

Assim, pela Observagao 2.1, para todo € > 0, temos

4
il > (B — e)md* M.
Qg
Portanto,
4
p< e d2 Mo
Oéod MO

o que contraria a condigao (h.7). W



Capitulo 3

Um problema eliptico
assintoticamente linear com

crescimento exponencial em R?

3.1 Introducao

Neste capitulo nos propomos a estudar problemas do tipo:

—Au+u= f(z,u), R

(3.1)
u € H'(R?)

onde f(z,u) = o(t) proximo da origem e |f(z,u)| < ce*™ para todos = € R?, t € R,
para alguma constante ¢ > 0.

Este capitulo é baseado no artigo de D.M. Cao, ver 9], também fomos motivados
a estudar o problema (3.1) por [4] e [5]. A saber, fornecemos condigdes suficientes para
existéncia de solugao para o problema (3.1) conforme os teoremas (0.4) e (0.5).

O que faremos é mostrar que o funcional energia associado ao problema (3.1) ve-
rifica a condic@o (PS). para todo ¢ € (0,v), onde v é uma constante a ser determinada.
A fortiori, garantiremos a existéncia de solu¢do nao-trivial para o problema (3.1) uti-
lizando o primeiro lema de Concentracao de Compacidade de P.L. Lions e argumentos

do tipo Passo da Montanha.
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3.2 A Formulacao Variacional

1/2
lull = ([ 19+ 1)

define a norma em H'(R?) considerada neste trabalho.

Seja u € H'(R?),

O funcional energia associado ao problema (3.1) é dado por
J:H'(R?) — R
1
w o J) = [(uP + ) - [ o)

onde F(z,s) = [ f(x,t)dt.
Do estudo feito no capitulo 1 o funcional J estd bem definido. Além disso,

J € C1(H'(R?),R), onde
J(u)-v= /(VUVU +uv) — /f(x,u)v para todos wu,v € H'(R?).
Agora, considere o funcional
J*:HY(R*) — R
w o o= (vt ) - [P
Além disso, considerando a variedade de Nehari
v = fue @@y [(va+ 1) - [urw}

a constante

inf{J>®(u);u € M}, se M>® #1)
+o0 se M> =1

C =

fica bem definida, ver a hipotese (f.3). Também, nao é dificil ver que

Jee :inf{/|Vu|2;u € I (R2NJ0} e /F(@ _ %/W}

estd bem definida.
Observacao 3.1 Se f verifica (f.1) e (f.2), entio J5° > 0.

De fato, do contrdrio, existiria uma seqiiéncia (u,) em H'(R?)N\{0} com

/F(un) - %/w? ‘ /\Vun|2=0n(1).
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De onde concluimos que existe ng € N, tal que
9 1
|Vu,|* < —, se n>nyg.
4me

Além disso. veja que a condigdo (f.1) nos mostra que f verifica uma desigualdade
do tipo (1.1) com a = 4w. Logo, pela Observagao 1.1, uma desigualdade tipo (1.19)
¢ satisfeita (note que uma condi¢io suficiente para (1.19) € (f.2)), i.e., fizrado € > 0,
existe Ce > 0, tal que

|F(z,s)| < C.ls|(e*™" — 1 — 475%) + es® para todos x € R%, s € R.

1
Com isso, para € = 1 e pelo Teorema 1.5, temos

i
i

desde que n > ny.

1 1/2
Z/|u”|2 <O, </ |Vun|2> /|un|2, sen > nyg.

1
/|Vun|2240 , sen > ng.
2,€

O que contraria o fato de que [ |Vu,|* é de ordem 1 quando n tende ao infinito.

1
< Z/|unl2+05/lunl(e4”'”"2—1—47r|un|2)

1 1/2
2 frtsen(fud)”

Portanto,

Ou seja,

Antes de apresentarmos o préximo resultado sobre J§°. Estudaremos um lema

de compacidade devido a W.A. Strauss.

Lema 3.1 (Lema de Compacidade de Strauss) Sejam P,Q : R — R fungdes

continuas tais que

P(s)
=o0(1) quando |s| — oo 3.2
S o) s (32
Além disso, seja (u,) uma seqiiéncia de fungoes mensurdveis, com u, : RY — R
tais que
Sup/|Q(un)| < 00 (3.3)
neN
e
P(up(z)) — v(z) q.tp. em RY (3.4)

Entao, para todo conjunto Borel mensurdvel e limitado B C RY, temos

/B IP((tn)) — 0] = 0(1).
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Se assumirmos que

Pls) _ 0 uando s —
06) (1) quand 0 (3.5)
up(x) =0(1) quando |x| — oo (3.6)

uniformemente em n.

Entao, P(u,) converge para v em L'(RY).

Prova. Sobre a primeira parte do Lema. Seja B C RY um conjunto Borel

mensuravel e limitado. Por (3.2), para cada € > 0, existe . > 0 tal que
[P(s)] < €lQ(s)], se [s] > oc.

Tomando

Cy = max |P(s)] >0
SE[—0e,0¢]

temos

|P(s)] <, ses € [—00.

Logo, existe C' > 0, tal que
|P(s)] < C+ C|Q(s)| para todo s € R.

Com isso, para todo n € N, temos

[Pl < ciBi+c [ Q)
[Pl < cipi+Csp [ Q@)

neN
Logo, P(u,) € L'(B) para todo n € N. Ora, sendo limitada a seqiiéncia das
integrais de P(u,), usando o Lema de Fatou e a condicao (3.4), obtemos v € L'(B).
Novamente pela condigao (3.4) temos v, uma fungao mensuravel, logo pelo Teo-
rema de Egoroff, para cada § > 0, existe um conjunto fechado £ C B tal que

|IB\E| < 0 e P(u,) converge uniformente para v em FE. Portanto,

[ 1Ptw) =0l = o,

Resta-nos provar que [ sp | P(tn) = v| = 0,(1). Inicialmente observemos que

/B\E|P(un) —v| < /B\E\P(un)| +/B\E 0],
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Sendo v integravel e |[B\ E| < § resulta que, dado € > 0, tem-se

/ lv| < e
B\E

se 0 é suficientemente pequeno. Para cada n € N, considere o conjunto
E, ={x € B\E;G(u,) < M}

onde M > 0, e denotemos por E/ = (B\ F)\ E,. Sobre E/ tem-se

/ IP(uy)] < / |P(un)| < e(M) / Q(un)] < Ce(M),
E {lun(z)|>e(M)}IN(B\E) B\E

onde €(M) = 0,(1). (Veja que, estamos usando o fato de que

lim E:O < lim ¢M) =0,
|sl=o0 Q(5) M—o0

/
n

C
Sobre E,, tem-se, considerando M = —, onde C' ¢é definido em (3.3). Assim,
€

/ IP(un)|§/ %uﬂ(um:%/}ﬂ |G(un)|<%C:eC.

Portanto,
/ Plun) — ] < 0n(1).
B\E

Sobre a segunda parte do Lema. Para cada € > 0, usando as condigoes (3.5) e (3.6),

existem Ry > 0 tal que
[P (un(2))] < €l@(un())|

para todo n € N, desde que |z| > Ry.

Portanto, pelo Lema de Fatou, concluimos que v € L'(R") e

/ lv| < eC.
|z|>Ro

Agora, veja que da primeira parte do Teorema, existe ng € N tal que

/| . |P(u,) —v| <€, se n>mng(ng=ngle)).
z|<Iiio

Logo,

/|P(un) — o] < /w|<Ro |P(uy,) — v +/ |P(un) —v| <2eC +¢

|z|>Ro

sen>ng. W



Lema 3.2 Se f satisfaz (f.1), (f.2) e existe w € H'(R?), tal que w # 0 com

/F(a)z%/a? ‘ /|vm2<1.

Entao, J3° pode ser atingido. Além disso,
Joo < / |Vl
Prova. Pela continuidade da funcao

v:[0,1] — R

¢ oty = [Fem) -~ ; [ fef

existe t € (0,1], tal que p(t) =0, i.e.,

/ F(fa) = % / 72

Como u # 0, temos tu € H'(R*)\{0}, logo

J5° g%/yvaP < /|va|2.
00 1 —12

Resta-nos mostrar que existe ug € H'(R?) com uy # 0, de modo que

— 1
[T =5 [luf e g5 = [ 1vu?

Vejamos, seja (u,) a seqiiéncia minimizante de J§°, i.e.,

/F(un) _ %/!un|2 e /|Vun|2—J§° —on(1).

Sem perda de generalidade, por (3.7) podemos assumir que

Veja que

1
/]Vun|2§§(/]VE|2+1) =m < 1 paratodon € N.

65

Para mostrar que ug existe, sem perda de generalidade, consideremos u, > 0.

Assim podemos substituir u,, por |u,| e por conseguinte, fazer uso da Simetrizacao de

Schwarz, ver prova do Teorema 1.4 para as propriedades béasicas.

Por (p.3), temos

[P = [P =5 [luf =5 [P
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Logo, pela definicao de J§°, obtemos

Joo < /|vu;;|2 < /|vun\2.
Com isso, novamente por (p.3), obtemos
J5° < /|Vu:;|2 < /|Vun]2 para todo n € N.
De onde concluimos que

/ Vi — I = ou(1),

*

*) ¢ uma seqliéncia minimizante de J§°. No que segue denotaremos por a

ou seja, (u
seqiiéncia (u}) por (u,). Vale lembrar que
/\Vu:iy < m < 1 para todo n € N.
Assim,
U, — upt em H. (R?) e wu,(z) — uo(r) qt.p. em R2

rad

Fazendo u,(x) = u,(o,x), onde 0, = ||u,||2 para todo n € N e uy(z) = up(oz),

onde o = ||ug||2, temos
~ - - 1
l[unllo =1, [|Vtulle = [|Vus|l2 e F(u,) = 5 para todo n € N.
No que segue denotaremos as fungoes w,, e ug por u, e ugy respectivamente.

/F(an) _ /F(a) —on(1)

Prova da Afirmacao. Definindo as funcoes P, Q : R? — R, onde

Afirmacgao.

P(s) = F(s)

Qs) = ettt — 1+ 52

para todos s € R2.

Pelo Teorema 1.4, temos

/\Q(ﬂnﬂ :/(eli”mw _ 1)+/yan|2 < ¢ paratodo n €N,

la notacdo ug é sugestiva, motivada pelo nosso objetivo.
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onde C' > 0, i.e.,

sup/\Q(ﬂnﬂ < 0.

neN

Por outro lado, pela continuidade de F, temos F(%,) converge para F(ug) e do Lema
1.1, temos u,, — 0 quando |z| — oo, uniformemente em n.

Portanto, pelo Lema 3.1, concluimos a prova da Afirmacao, i.e.,

/ﬁ@@—/ﬂwﬁwﬁu

De volta ao Lema 3.2, concluimos que ug # 0. Pela semicontinuidade inferior da

norma, ver [7], e pela afirmagao acima, temos

1 1

1 —
§/|u0| < liminf [ F(u,).

3 [[lwl < [ Fu)

Se a desigualdade acima fosse estrita, definindo a fungao

Com isso,

¢:10,1] — R
the¢@:%/mﬁ—/ﬁw@

existe £y € (0,1) tal que ¢(ty) = 0, i.e.,

1 —

Portanto, semicontinuidade inferior da norma, temos

Joo < t%/quo\z </]Vu0\2 < liminf/yvuon = J°

5 [ 1wl = [ Fu)

e isto significa que J§© é atingido, pois

[ 1V =) = o1

o que é absurdo, logo

o que implica
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3.3 Prova dos principais resultados
A principio, provaremos um resultado de compacidade local. A saber, mostraremos
1
que J verifica a condigao (PS). para todo ¢ € (0,v), onde v = min {C"X’, 5 9}.
Lema 3.3 Supondo que f verifique as codigoes (f.1)-(f.3) e que (u,) em H'(R?) seja

1
uma seqiéncia (PS) do funcional J no nivel ¢ € (0,v), onde v = min ¢ C*, 5~ 6’}.

Entao, (uy,) € limitada e a menos de subseqiiéncia, existe | > 0, tal que
/(WU”\? T Junf?) = 1 = on(1).

Prova. Como (u,) é uma seqiiéncia (PS) no nivel ¢ do funcional J, temos

5 [ (w4 1) = [ Pa) =+ 0,0 (35)

e
‘/(Vuan + upv) — /f(x,un)v < €,||v]] (3.9)
para todos n € N e v € H'(R?), onde €, = 0,(1).
Usando (3.9) com v = u,, temos
[0+ ) = [ ] < el (3.10)

para todo n € N. Por (f.3), obtemos
1 2 1 2
50 Jua||* < 59 fun||* + [0 (2, un)tn — F(z,uy)]
1
(5 — 0) lun|* < J(un) — 0 (up) - un
1
(5-0) lP < ctou(t) 4617wl

o que implica

2
Logo,
1 ! 1 !
Hun||2 < (5 —0) c+ <§ —9) on(1)
1 c
2
— 1
1-—260
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Usando o argumento acima existe [ > 0, tal que, a menos de subseqiiéncia, temos

/ (Vi + fu?) = L+ 00 (1),

Afirmacgao. [ > 0.

1
Prova da Afirmacao. Suponhamos por absurdo que [ = 0, fixado 0 < € < ——

2
(c € (0,v)) existe ng € N tal que

1
/|Vun|2<||un||2 511 629+6<1 sempre que n > ny.

Tomando m = 3 + ﬁ + € < 1, temos

/|Vun]2 <m<1
sempre que n > ng. Além disso, a menos de subseqiiéncia, temos
u, ~u em H'(R?) e u(z)— u(r) qtp em R
Além disso, por (f.3)

‘/F(m,un) SH‘/f(x,un)u
onde, pelo Teorema 1.5 e Observacao 1.1, fixado € > 0, existe C, > 0, tal que
[t < [l
o [l 1~ drfunf?) + € [ u?

1/2
Cuu [l ([190) e [P

desde que n > ng. O que implica

‘/F(m,un)

—
=
s

2
N
£

3
IN

—
=
8

2
N
<

3
IN

<C [ Cluf? < P = 0,(0).

Portanto,

T = 5 [0l 4 ) = [ Fa) = 0,00

o que contraria o fato de que ¢ = lim J(u,) #0. W
n—oo

1—26°
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Lema 3.4 (Lema Auxiliar) Seja (Q,) uma seqiiéncia de fungoes nao-decrescentes de
[0, A] em [0, B]. Entao, existem uma subseqiiéncia (Qy,) € uma fungao nao-decrescente
Q de [0, A] em [0, B] tais que (Qn,) converge para @ ¢.t.p. em [0, A].

Prova. Para cada t € [0, A], a seqiiéncia (Q,(t)) é limitada, e como [0, A] N Q
é um subconjunto enumeravel de [0, A|, seja {ry,79,...,7y,...} uma enumeravel dos
racionais de [0, A], utilizando o argumento da seqiiéncia diagonal sobre as seqiiéncias

(Qn(7m))m, onde n € N. Obtemos uma subseqiiéncia (Q,, ) de (Q,,) tal que

an (t) - Q(t)Q = On(1>

para todo t € [0, A] N Q(¢).

Definindo a funcao

Q : [OaA] - [OaB]
t — Q@) =sup{Q(s);s €Q e s <t}

Veja que @) é ndo-decrescente. Logo, D(Q) o conjunto dos pontos de descontinuidade
de () é enumeravel.

Consideremos zg € (0, AN\ D(Q). Seja € > 0, entao existem y, z € [0, A] N Q tais
que y < xo < z. Além disso,

€ €

Q) = Qo) < 7 e [Q2) = Qao) < §
Como
Qn,(y) — Qy) = on(1)
@, (2) = Q(z) = 0n(1)

Para k suficientemente grande, temos

|Qn, (y) — Qx0)| < |Qn, (y) — Q)| + |Q(y) — Q(x0)| <
|Qn, (2) = Q(w0)| <@, (2) — Q(2)| +1Q(2) — Q)| <

Além disso, Qn, (¥) < Qn,(z0) < @, (2) para todo k € N, entao

[N e N NG RN

Qny (z0) = Qo) + 0 (1).

Logo, (@, ) converge para () q.t.p. em [0, A]. W

2esta notacdo é sugestiva, motivada pelo nosso objetvo.
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Lema 3.5 (Lema Auxiliar) Seja 6 > 0. Dizer que

lim f(z,t) = f(t), wuniformemente em t limitado.

|z|—00
E equivalente a dizer que,

lim ¢(R,0) =0,

R—o0

onde

¢(R,0) = sup |f(z,t) = f(t)].

Prova. Nao é dificil ver que | llim f(z,t) = f(t) é uma condicio necesséria para

que P{im €(R,d) = 0 ocorra. Reciprocamente, se |l‘im f(z,t) = f(t) em t limitado,

veja que, para todo R > 0, temos
— — 1
[f(@,8) = FOl < e(R,8) < [f(x,8) = FO)I + 5, selal 2 R Jt] < 6.

Entao, passando ao limite na expressdo acima quando R — oo, temos |z| — oo,

e portanto, limg . €(R,6) =0. W

Lema 3.6 Supondo que f verifique as codigoes (f.1)-(f.3) e que (u,) em H'(R?) seja

uma seqiéncia (PS) do funcional J no nivel ¢ € (0,v), onde v = min ¢ C*, 5 0}.
Entao, J wverifica a condigio (PS). para todo ¢ € (0,v).
Prova. Pelo Lema 3.3, existe [ > 0, tal que
/(|Vun|2 + [un?) = 1+ on(1).
Assim, escrevendo p, = |Vu,|* + |u,|? para todo n € N, usaremos o primeiro

lema de Concentracao de Compacidade de P.L. Lions, ver [10] e [15] com a seqiiéncia

(pn) para mostrar que (u,,) possui uma subseqiiéncia convergente em H'(R?).
Dividiremos a prova nos seguintes passos:

Passo 1. A menos de uma dilatagao, nao ocorre o anulamento para (p,);

Passo 2. Nao ocorre a dicotomia para (p,);

Passo 3. Aqui, concluimos que ocorre apenas a compacidade para (p,). A fortiori,

mostraremos que seqiiéncia (u,) possui uma subseqiiéncia convergente em H'(R?).

Conluindo assim a prova do Lema.

Passo 1. Suponhamos por absurdo, que ocorra o anulamento para (p,), i.e.,

SUP/ Pn = 0n(1)
yeR? Jy+Br
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para todo R > 0. Além disso, do Lema 3.3, temos

/ﬁﬁgM

para todo n € N. Logo, pelo Lema 1.5, obtemos

/ﬂmm:%m<a/%ﬂmw:%m.

Com isso, usando (3.10) tem-se

/ (Yt + ) = 0,(1)

o que contradiz o fato de que [ > 0.
Passo 2. Suponhamos por absurdo, que ocorra a dicotomia para (p,). Consi-

deremos a funcao de Concentracao de P. Levy de p,:

Qn:[0,4+0) — R
t — Qu(t) = sup /y+Bt Pn

yeR2
para todo n € N.
Veja que,
(1.) @, € uma seqiiéncia de fungoes nao-negativas, nao-decrescentes e uniformemente
limitada.

Com efeito, se t; < to, entdo y + B;, C y + By, para todo y € R?. Assim,

/ Pn < / pn para todo y € R%
y+Bt, y+DBi,

Logo, Qn(t1) < Qn(t2) para todo n € N.
(77.) Pelo Lema 1.4, a menos de subseqiiéncia, Q,(t) converge para Q(t) q.t.p. em
[0, 4+00), onde @ : [0,4+00) — R é uma fun¢ao nao-decrescente e nao-negativa. Além
disso, sendo @ limitada, existem o = tlilgo Q) € (0,1) e a, = tlirgo Qn(t).

Com isso, fixado € > 0 com € < 8L’ existe to > 0 tal que Q(t) > « —i set > to.

e
Além disso, existe ng = ng(€) tal que

€
o < a+ 3 para todo n > ny,

Assim,

Qn(t) <a, <a+ é para todos n > ng, t > 0.



Como « — g < Q(t) para todo t > to. Existe, ny = n(e, ty) € N, tal que

a—E<Q(t), se n > nj.

8

Portanto, se n > ny = max{ng, n; }, entao

0= S <QUSQut) Sats,

Além disso, existe y, € R?, de modo que

/ e ( € n €
Pn G — —, ot
'yn“l'Bt 4 4

) para todos t > tyg,n > ny.

Podemos encontrar (t,) com t, — oo, de modo que

/ Pn
Yn +B2tn +2

E(a—g,a—l——).

€

2

Sejam &, p € C°(R?) fungoes cortes com 0 < &, p < 1, tais que

0, se |z|>3
§(z) =
1, se |z| <2
e
0, se |z| <1
plr) =
1, se |z|>2

Afirmacgao 1. Denotanto &, = & (_t—y"
1

>, onde t; > 0 é definido acima, temos

€ €
/ pn§n7 / pnfn S (Q——,Oé+—), se n > ng.
|z—yn|<3t1 lz—yn|<t1 2 2

Prova da Afirmacgao 1. De fato, se t; é suficientemente grande e n > ng, temos

/ Pnn = / Prén =
|z—yn|<3t1 |z—yn|<t1

/ S € - €
Pn>Q——>a— —.
|z—yn|<t1 4 2

Além disso, existe ng € N tal que t,, > 3t; se n > ng, logo

€
|z —yn|<3t1 |z —yn|<3t1 [z —yn|<tn |z—yn|<2tn+2 2

se n > ng.
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(3.11)

As desigualdades (3.11) e (3.12) mostram a afirmacdo para primeira integral.

Além disso,

€
/ Pnfnﬁ/ ,0n£n<0é+—
|z —yn|<t1 |z—yn|<3t1 2

(3.13)
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€ €
wn > a——>a— = 3.14
/x_ynlgtl p £ “ 4 ¢ 2 ( )

Finalmente, as desigualdades (3.13) e (3.14) mostram a afirmagao para segunda inte-

gral.
— Yn
tn

No que segue denotaremos ¢, = ¢ ( ), Up = Eplly, € Wy = Oplly,.
Afirmagao 2. J(u,) > J(v,) + J(w,) — €.

Antes de apresentarmos a prova da Afirmacao 2, cabe esclarecer o seguinte: uma
vez que, a Afirmacao 2 é verificada, analisaremos a situacao em questao trabalhando
com a seqiiéncia (w,) e supondo que (y,) seja limitada , a fim de mostrar que a
dicotomia nao ocorre quando se estuda o comportamento do funcional J préximo da
origem. A fortiori, analisaremos o comportamento do funcional J supondo que (y,,) seja
ilimitada e trabalhando com a seqiiéncia (v, ), a fim de, obtermos a mesma conclusiao

da situacao anterior.

Prova da Afirmacao 2. Inicialmente, veja que

J@wunp - 1vap) = [26/Vulunlvel - Ve
2 1
J@Tup=190p) < [ 2Tululvel + zelvel
1 1
2
[@wur=1vup) < ¢ [ 2Tululge
1 1

C
J@Tup =190 < Cil?

o que implica

C
J@1vu - v < £

Logo,

@ - 1) < 3.15)

Por outro lado, se n suficientemente grande, de modo que t,, > 3t;, temos



‘/[éiunf(x,un) —~ Unf(x,vn)]‘ -

/ [ Yt - ufen)
|lx— yn|<2t1 2t1<\w yn|<3t1 3t1<|z—yn|

- €200 0.0) = 0 o.0)]
2t1 <|z—yn|<3t1

2t1 <|z—yn|<3t1

x u
= / |wn| | f (2, un)] +/ WM
2t1 <|z—yn|<3t1 2t <|z—yn|<3t |un’

x, &
= / |Un|\f(-7€,un)\+/ \un\QM.
2t1 <|z—yn|<3t1 21 <|z—yn|<3t1 &t

Usando a condicao (f.2), obtemos

‘/[fiunf(x,un) - Unf(cc,vn)]‘ -

flz,u
</ llf )l + [ g L)l
2t <|x—yn|<3t1 2t <|x—yn|<3t1 | n|

< 9 / a1 (2, 0.
2t1<\x—yn|§3t1

Agora, usando a Observacao 1.1, segue que
[ tto) = s o] -

= C/ [ (™ — 1 — drrlu,[?) + C/ ||
2t <|z—yn|<3t 2 <|z—yn| <3t

= C/ [ (" =1 — drfu, |*) + C [ |2
2t1 <|z—yn|<2ts

2t1 <|x—yn|<3t1

< C || (2770 — 1 — Az |pu,|?) + C |t |

2t <|z—yn|<2tn 2t1 <|x—yn|<3t1

= C/ ‘77nun’(647r|77nun‘2 —-1- 4”’77nun|2) + C/ ’unP
2t1 <|z—yn| 2t <|z—yn|<3t1

onde 7, € C°(R?) tal que 0 <7, <1 com

0, se |x—y,| <ty ou |z —y,|>2t,+2
1

nn<x) =
., se 2ty < |x —yn| < 2t,

e |Vn,(x)| <1 para todo z € R*.

5



Por outro lado, pela desigualdade de Young, temos

[ 19 < 2 [ (VP + P9

J 19 < 2 [ Qa4 190 )

/ V()P < 2 / (unf? + 70| Vta]?)
t1<|x—yn|<2tn+2

[1vmwr < 2 (1 + [Vt )
t1<|z—yn|<2tp+2

2 2

Logo,
[9mr < 2( / - | pn>
|z—yn|<2tn+2 |z —yn|<t1
[ 2( / m- | pngn)
|2—yn|<2tn+2 |z —yn |<t1
[9m@) < 2a+5-a+s)

ie.,

J 1w < 4o

Amre’

Assim, pelo Teorema 1.5, obtemos

Com isso,

‘ [ ) = a0

De maneira analoga, podemos mostrar que

\ [ @10 = V)| <

< €.

G201 ) = 0]

<c / (lunl? + [V ?) < c.
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|un|2

/ (2 f (1) — vaf(z,0)]| < C / mtal® + C ot
2t1<|x—yn‘§3t1
/ (2 f 1) — vaf(z,0)]| < C munl? + C
t<|z—yn|<2tn+2 2t1<|z—yn|<tn
[ ) = vt < c(/ il + | ua?
t1 <|z—yn|<2tn+2 2t1 <|z—yn|<L2tn+2
/ 2 f 1) — vaf(z,0)]| < C / .

(3.16)

(3.17)

(3.18)



77

Por (3.17), obtemos

\ (9wl = 190 = 19w

= [0l = Vel + IVl = [V = 62 V)
= [Vl = Vouf) + [Vl - Vol - @)

Logo,

\ (19wl = 190 = 190

- / (G2l — [Vwa?) + / 1Vl — [Voul) + / (Vitnl? = E[Van]2 = 2 [Vun ).
Com isso,

' [4vul =190 = 1907

=3 [ V- - g2

Assim,

\ [09ul =190 = 10,7

_ / V21— € — 2) + / V21— € — 2) +
|z —yn <t t1<|z—yn|<2t1
+ [ Vull-g-@)+ [ VuP-g- ),
2ty <|z—yn|<3t1 3t1<|z—yn]|
Portanto,

<C (Jun]® + [Vu,|*) < e (3.19)

t1<|z—yn|<2tn+2

70 = 190 = (9

De maneira anéloga,
/ (tnl? — ol — [wn?) = / (ltn]? = €2Junl? — 2 un]?)
/ (ltnf? = o — [wnf?) = / (1 = € — )

Sl =10 =y = (1~ € - 42)
t1<|z—yn\§3t1

Assim, pela defini¢oes de &, e ¢, temos

S = 1o = wy < [ (wf +VuP) < (320)
t1<|z—yn|<2tn+2



78
Por (f.1) e (f.4), temos

‘ / (2, u,) — Flx,vn) — Pz, w,)]| =

< C/ Jun |[(€*™1 " — 1 — dr|un)? = Fz,v,) — Fla,w,)] + e/ |, |2

< C/ || (€1 — 1 — drr|u,|?) + e/ |un|?.
2t <|x—yn|<2tn 2t <|zx—yn|<2tn

Com um argumento analogo ao que foi feito na prova de (3.16), obtemos

‘ / (P2, 1) — Fz,0) — Fla,w,)]| < e (3.21)

Assim, pela defini¢ao de J e por (3.19), (3.20), (3.21) concluimos que
J(vn) + J(wy) — J(uy,) <€

mostrando a Afirmacao 2.

Seguindo o comentario que fizemos antes apresentarmos a prova da Afirmagao 2.

Se (y,) é uma seqiiéncia limitada e § > 1, entdo

T = 5 [V + ) - [ Plo,w,)

swn) = 5 [0Vl )~ [ Fu) - ([ Flow) - [Fn)
swn) = <) = ([ Flaw) - [Fn),

onde

[ Fteaw) - [ Fu
[ Ftaaw) - [F)

Sobre a integral

- / |>t [F(IL‘,wn) _F(wn)]

- /Z—yn|>tn +/5L’yn2tn _’_/ﬂcy’rﬂztn [F(x;wn) - F(wn)] )

lwn|<6 s<lwn|<} lwn|>4

R [F(z,wy,) — F(w,)].
lwn|<s

Pela condigao (f.4), obtemos

/r—yn»n [F(z,wn) = F(w,)] < %/e(tr)|wn|2

[wn|<6
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onde €(t,) = 0,(1), ver Lema 3.5. Assim,

/f—ynlztn [F(x, w") - F(wn)] < On(l).

|wn <8
Sobre a integral
/I_yn>tn [F(x’ wn) N F(wnﬂ
5<‘wn\;%
Usando a desigualdade de Holder e a condigao (f.4), temos
- 1

lz—yn|>tn
s<|wn|<}

— 1 9
(Flavwn) = Flun)) < gelta) [ s

le—yn|>tn
5<|wn|<$
P w) = Fw)] < 05 el(t).
5<\i7;\;§
Logo,
[z —yn|>tn [F (2, wn) — F(wn)] < o,(1).
s<lwn| <1

Sobre a integral

o, [ (@ wn) = F(w,)].
‘wn|>%

Veja que

/zyn|>tn [F(z,w,) — F(w,)]| < /zynm F(x,w,)| + /Mm%n F(w,)

\wn\>% \wn\>% |wn|>%

o, Pl

Sobre a integral

|wn|>%
Veja que
2
F(z,w,)| = Pl wa) (e% —1)
lz—yn|>tn ’ lz—yn|Ztn 8| wn |2
|wn\>% ‘wn|>% e 1+m — 1

sabendo que

F(x,t
li 8(#:0 —  lim w(@d) =0
oo Sl 50+
F(x,t
onde w(d) = sup 8(# Pelo Teorema 1.4, obtemos
R |

/zynmn F(x,wy,)| < w(é)/l (68771‘1”72‘2 —1) < Cw(0) (3.22)

1
w =
\wn\>% n|>§



De maneira analoga, obtemos

/ F(w,)| < Cw(d).

|wn|>%

1
Com isso, considerando § = —, n € N em (3.22) e (3.23), concluimos
n

[ Fw) - [Fw)

J(wy) > J*(wy) — 0,(1).

= 0n(1)

e portanto,

Afirmagao 3. J(w,) > C™ —0,(1).
Prova da Afirmacao 3. Veja que

/ (Va2 + w2 = wa f (2, w2)] =

- / V2 + [0l — w0 F (1) — w0 F (1) — 0 f (2, 10,)]

- / [V ? + [t — w, F )] + / (wnF(wa) — wnf (i, wn).

Argumentando como na prova de (3.24), obtemos

/ (T (1) — waf (2, 10)) = 0a(1).

o= [0l + = w, F(wn)] = 0n(1) + (9
para todo n € N.

Com isso, considerando as fungoes W, (x) = w,(oz), temos
Vw(r) = 0*Vw,(z) paratodo z € R

Assim,

/van|2 + |wn|2 + |wn|2f(wn>} =

= [ 1w+ 07 [ (= w )

- / [V ? + feonl? — w, Fwn)] + / Vw2 — 02 / Vw2
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Portanto,
/[|an|2 + |, |? + |, f (W,)] = 0 2(0* — 1) / |Vw,|* + 0%, para todo n € N.
Desejamos mostrar que w, € M para uma escolha de o apropriada, a saber, o

(@ = 1) [ [V = -

Para isto, mostraremos que existe Ag > 0 tal que

tal que

/|an|2 > Ay >0 paratodo ne€N.

Inicialmente, seja (0,) tal que o,, converge para 1. Se ndo houvesse Ay > 0 como
acima, existiria d,, = 0,,(1) tal que
lim [ |[Vw,(6,)]> =w(6n), onde w(d,) = 0n(1)

n—oo

e wy(0,,) ¢ uma subseqiiéncia de (w,,) definida pelos argumentos acima, para cada 0,,.
Por simplicidade de notagdo, no que segue denotaremos wy,(d,,) simplesmente por w;,.

Pela ocorréncia da dicotomia a seqiiéncia (p,), temos
JU9wl s w2 1= a4,
Assim, pela Observacao 1.1, temos
Javw+ 1w = [190P 4o~ wFw) + [ w,Fw,)
SO0+ 1w = w0) + 0a(1) + / waF(w,)
JUTwl v wf) < w)+ o)+ [lunf+C [ lunlE ~1 - arfu, )

J0vur ) < v o+ [lupre(f |an12) / wn?

para ¢, suficientemente pequeno.

Com isso,

/(|wn|2 FlunP) < w(Gm) + on(1) + Co(1)

quando d,, — 0. No entanto, isto contradiz o fato de que

SOV 4wy 2 1-a =6,
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Logo,
/]an\Q > Ayp >0 paratodo n € N.

on=14¢, (/ |an|2) B (3.28)

obtemos w,, € M, o que implica que M é nao-vazio.

Portanto, escolhendo

Por (3.28), temos
on =1+ w(0) + o,(1).

Assim,

o/ 1 _ 1 _ —
J (wn) = 5/‘wn’2+§/‘wn’2_/F(wn)

1 —2 —
) = 5 [+ % [ -0 [Fa)

@) = )+ (5 1) ) + (et 1) [ [T

2
n 20n

m .
, € portanto da expressao

1
Por (3.19) e (3.20) podemos supor que [ |Vw,|* <

acima, concluimos que J*(w,) é limitado, o que nos mostra

C* = inf J*(u)

ueM®

Finalmente, para concluir a prova da afirmagao 3, observemos que

J(wy,) > J®(w,) —w(d) —on(1)
J¥(w,) > inf J®(u) — w(d) — o0,(1)

T ueMe
ie.,
J®(wy,) > C™ —w(d) — on(1).
Por outro lado, temos

e = 5 [P+ 190 - [ Fw)
1

Ien) = 5 [l + Vo = vafaen)) + [[Goas(oun) - Fla,)

Por (f.3), temos

1 1

I 2 5l =5 [ oaf (o) + (= 0) [ afaw)
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Fazendo v = u,£2 em (3.9) e usando (3.15) e (3.16), obtemos

JUT0 4 0 = vt 00)] = 0(8) + 0,01 (3:29)
Portanto,
I 2 (5= 0) [ ouf(oon) +0(0) + o)
I 2 (=0 [(Ve + o) +00) + o)
J(on) > (% — B)a+ w(3) + on(1).
Assim,

J(up) > C* + (% —0) —w(0) — o,(1).

Com a condica@o (3.8) e a afirmagao 2, obtemos

cZC’”—i—(%—@)

o que é absurdo.

Agora, suponhamos que (y,) seja ilimitada. Usando um argumento analogo ao
que foi usado no caso anterior, trocando os “papéis” das seqiiéncias (v,,) e (w,,) obtemos
a mesma conclusao. Assim, se preferir o leitor pode ir para o Passo 3, do contréario,
segue abaixo a prova.

Podemos assumir, se necessario que, a menos de subseqiiéncia, temos |y,| — oo.

Além disso,

S = 5 [l + 19w, - [ Plow,)
1

Hun) = 5 [l + [Funf = was o] + [ Gunfown) - Flavw,)

Por (f.3), temos

1

Hn) = Sl =5 [t + G =0) [wnf@w)

Fazendo v = u,£2 em (3.9) e usando (3.17) e (3.18), obtemos

/[len\2 + | wn > — w f (2, w,)] = w(0) + 0,(1) (3.30)

Portanto,

J(wy,) > (% — )+ w(d) + o,(1).
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Por outro lado, para 6 > 1, temos

30 = 7%(w) = [ Flow) = [F).
onde

‘ / Flz, ) — / F(on)

Raciocinando como no caso anterior, podemos observar que

- [Zyn||<63tn +\/\Z—yn|<3tn +/I—yn<3tn [F(x’vn) a F(“n)] ’
vn|<

5<|Un|§% |Un‘>%

S Fe ) =Tl [, 1P =T < o)

|z—yn|<3tn
|on | <8 5<|vn\§%

/x—yn<3zn [F(I’ U”) - F(”n)] < On(l).

|Un\>%

Assim,

J(vy) > J®(vy) — 0n(1).

O que nos resta fazer é mostrar que
J(v,) > C™ —o0,(1).

Para isto, consideraremos as fungées v,(x) = v,(ox). Assim,
SOV 4wl 4wl p(wa)) =

= [1¥0 07 [l - v Fw)
g /[WW T Joal? = 0nF(wa)] + / Vo — 0—2/ Vol
Portanto,
/[|Vﬂn|2 + T, |? + [0 2 f(T,)] = 072(0* — 1) / |Vu,|? + 0 %€, para todon € N.
Raciocinando como no caso anterior, podemos mostrar que existe o tal que
(0 —1) / |Vu,|> = —e,.

ou seja, v, € M.
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Assim,

J(vy) = C® —0,(1).

Novamente com a condigdo (3.8) e a afirmacao 2, obtemos

czCoo—i-(%—O)

o que é absurdo.
Portanto, a dicotomia nao ocorre para (py).
Passo 3. Sendo este o caso, existe uma seqiiéncia (y,,) em R? tal que para cada

€ > 0, existe t = t(e) > 0 tal que

/ (Va2 + [un]?) < €
|[z—yn|>t

Afirmacgao 4. A Seqiiéncia (y,) ¢ limitada.
Prova da Afirmacao 4. Suponhamos por absurdo que (y,) seja ilimitada. Dado

0<e< ﬁ, existe t = t(€) tal que considerando a funcao corte 0 < 7, < 1, onde

0, se |z—y,| <t
() =
1, se |z—y| >t+1

com |Vn,(z)| < 2 para todo x € R2.

Pela desigualdade de Young, temos
[V < 2 [ + )
/!VnnunIQ < 2/ (IVnunl® + [nnunl®)
|z —yn|>t

/ Vi < 8 / (9l )
T—Yn|>t

Com isso,

/ Flz,u)| < C 2+ C (10— 1 — daefua, )
|x—yn|>t+1

/ F(z,u,)| < C/ un)? + C'/ |un\(e4”|”’”‘”|2 — 1 — 47 |npun|?)
|2 —yn|>t+1 |z—yn |>t+1 |z—yn|>t+1

1/2
[ Few)| < c e VA N
|x—yn|>t+1 |x—yn|>t+1 |x—yn|>t+1 |z—yn|>t+1

Logo,

‘/ F(z,u,)| < C/ u,|? < w(9) (3.31)
|z—yn|>t+1 |z—yn |>t+1
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De maneira analoga, obtemos

[
[T—yn|>t+1

Usando o mesmo raciocinio usado na prova da estimativa (3.24) e as estimativas

so/ a2 < w () (3.32)
| —yn |>t+1

acima, obtemos
/ (2, 1,) — Fun)] = on(1). (3.33)
|z—yn|<t+1

Logo,
J(up) = J®(uy) — w(d) — 0,(1).

Com um argumento analogo ao que foi usado prova da Afirmagao 3, podemos

concluir que M & ndo-vazio e J*(u,,) ¢ limitado, obtendo
J(up) > C* —w(d) — on(1).

de onde concluimos que ¢ > C*, o que é absurdo.
Agora, considerando as translagoes de w,, u, = u,(zr — y,) para todo = € R2.

Dado € > 0, existe t = t(e) > 0 tal que
/ (VT + [7]?) < e (3.34)
|| >t
No que segue denotaremos as funcoes P, @ : R? — R, onde

P(s) = sf(x,s)

2
87s 2

Q(s) = ettm —1—35

Entao,
P(s)

5

lim
|s]—00

/Q(Un) < (C paratodo ne€N.

Pela primeira parte do Lema 3.1, para todo conjunto B C R? Borel mensuravel e

limitado, temos
/unf(a:,un) — /uf(x,u) = o0,(1) (3.35)

Raciocinando como na prova de (3.31), obtemos

‘ /| e Fla,un)| < w(o). (3.36)
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Assim,

‘/unf(x,un) - /uf(x,u)

[Bl>tunf(xaun)—/$|>tuf(x,u) + ‘Agtunf(x,un) —/|z§tuf(x,u)

‘/unf(x,un) - /uf(x,u)

/unf(:c,un) — /uf(x,u) =o,(1).

Por outro lado, fazendo v = u em (3.9), obtemos

<

<

Logo,
< w(d) + o,(1),

o que implica

/(|vu|2 F?]) = /uf(x,u). (3.37)

Portanto, de (3.10), (3.35) e (3.37), temos ||u,|| — ||u]|, e portanto, u, — u
em H'(R?). Completando a prova do Lema 3.6. W

Teorema 3.1 Suponha que f verifique as condigoes (f.1) — (f.4) e que exista uy €
H'(R?) tal que

J0vu + ) = [wofe,u) e ) <v= mm{; - e,cw}.

Entao, o problema (3.1) possui uma solug¢do nao-trivial.

Prova. Faremos uso do Teorema do Passo da Montanha. Inicialmente por (f.1)
e (f.2). Fixado € > 0, usando a Observagao 1.1, obtemos

682

|F(z,u)| < -t C(e*™" — 1 — 4ns?) para todo z € Q.

1
Assim, para ||u|| suficientemente pequena, temos ||Vul|s < T © usando o Teo-
e

rema 1.5, obtemos

Iw = gl =~ [ P

1
Il = Slulf = € [ (¢4 — 1~ ama?)

=~
£
\Y

1
s = (55— Clvdl) L



88

Portanto, raciocinando como na prova da Proposi¢ao 2.9, obtemos p > 0 e a > 0,
tais que

J(u) > a desde que |[[ul| = p, [[uol[ > p.

Raciocinando como na prova da Proposigao 2.8, podemos observar que uma desigual-
dade do tipo (2.13) é satisfeita, uma vez que, uma condicao suficiente para esta é uma
condigao do tipo (f.3), ver Afirmacao 2 da Formulagao Variacional do Capitulo 2.
Logo,
J(tug) — —oo quando t — oc.
Assim, para ty > suficientemente grande, temos J(toug) < 0.
Agora, considerando a familia T' = {g : [0, o] — H'(R?); g(0) = 0, g(to) = touo},

seja go o seguinte caminho

go: [0,t0] — H'(R?)

t — go(t) = tuo.

Afirmacao 1. n[loax J(go(t)) = J(uo).
t ,to
Prova da Afirmacao 1. Seja a funcao

ho : [O,to] — R

t — h(t) = J(tug)
Incialmente, note que

B (t) = %J(tuo) = t||uo||* — /f(x,tuo)uo,

onde /(1) = 0.

Além disso,

v = o (Il - [LE00)
v < o (e - f1E20)

se s > t, i.e., |su,| > |tug|, conforme (f.2). Com isso, se s > t, entao

R (t) < éh'(s).
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Além disso, se s =1 et < 1, entdo h'(t) < 0. Por outro lado, se t =1 e s > 1, entdo
h'(s) > 0. Logo,
max h(t) = h(1) = I(uo)

>0
i.e.,

max Jgo(t)) = maxh(t) = h(1) = J(up).

te[0,to] t>0
Seja

— inf <
¢ = Inf max J (9(t)) < J(uo) <,

pelo Teorema B.3, ¢ > « e existe uma seqiiéncia (u,,) em H'(R?) tal que

J(up) —c = o0,(1) em R

J(up) = o,(1) em H ' (R?).
Portanto, usando o Lema 1.6 concluimos a prova. H

Teorema 3.2 Suponha que f verifique as condigées (f.1)-(f.3). Além disso, suponha
que ezista ug € H'(R?) tal que

/(’VUOF + |uo|?) = /UOT(UO) e J(u) < % — 6.

Entao, o problema (3.1) possui uma soluc¢io nao-trivial w, tal que J(@) < J(up).

Prova. Inicialmente, cabe observar que este resultado pode se visto como uma
versao do Teorema 3.1 para a fungao f. Assim, pelo Teorema 3.1, existe uma seqiiéncia

(un) em H'(R?) tal que

J(up,) —c = o0,(1) em R

J(uy) = o0,(1) em H YR?).

Além disso, pela defini¢ao de ¢ na prova do Teorema 3.1 e usando o fato de que
J(up) < % — 6, temos ¢ < % —40.

Como usamos fato de que ¢ < ' na prova do Lema 3.6, ver o caso em que
|yn| — 400, para mostrar que ocorria apenas a compacidade. Substituindo w,, pela
sua translagdo por —y,, i.e., por u,(x + y,), onde |y,| — +oo, podemos observar que
(un(2+y,)) converge, a menos de subseqiiéncia, para u em H'(R?) e usando argumentos

analogos aos da prova do Teorema 3.1, concluimos a prova. W
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Teorema 3.3 Suponha que f verifique as condigdes (f.1)-(f.3) e
F) = Gt €, > £5p1—20)'%,

onde

Entao, o problema (3.1) possui uma solug¢do nao-trivial.

Prova. Pela definigao de S,, para cada ¢ > 0, existe u. € H'(R?) com u, # 0 tal

que
M <Sp+e
|ulp
Escrevendo
1—-20
Ve = Ue, ||vel]”=1—26
el |
Com isso,
Sp+e > o
e lp
Vv1—20
Sp+e >
RCAORE
logo,
(1 — 20)P/2
[l > —>) (3.38)
Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, de modo que
c, > g(sp +26)P(1 — 20175
temos

_ p
&/|Ue|p - 1—26 (Sp—i—Qe)
P 2 Sp+€

1 2¢\?
@/w > —(f;i) Joved+
% flap > 5 [Q90P + 1),

JFw) = [ [ Feasas

/ Flv) > / /v€0p|s|p—25dsdx
/

/

Assim,

Flu) > & / uel?
Flu) > / (Vo + uef?).
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Com isso, pelo Lema 3.2 J§° pode ser atingido e
J5o < /\VUGIQ <||v|)? =1 - 26.

Seja ug o ponto sobre o qual J§° é atingido, i.e.,
— 1
/|Vu0|2 _ inf{/ Vulu € HURNJ0} o /(F(u) - ?) = o}

entao considerando o vinculo

12 = L,

V:{UEH (R );/(F(u)—§u):0}

pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, ver [14] e [15], sobre os funcionais

2 = L,

)= [ 1Vl e hlw) = [ (Fw - 5

existe A € R, tal que
—Aug = A(f(uo) — uo).

Por (f.3), obtemos A > 0. Seja u(z) = uo(v/Az), entdo u verifica (3.1). Pela
Identidade de Pohozaev, ver [15] e [21], obtemos

1 1 1

Logo, pelo Teorema 3.2 concluimos a prova do Teorema 3.3. H
Prova do Teorema 0.4. Faremos uso do Teorema do tipo Passo da Montanha,
ver Teorema B.3. Podemos observar que as hipéteses do Teorema 3.3 sao satisfeitas

para f, logo existe @ € H'(R?) tal que
~AT+7T = f(u) em RZ

1
Além disso, J>®(u) < 5 6.
Considerando a funcgao
h:[0,400) — R
t — h(t)=J>®(tu)
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Por (f.2) e usando o fato de que

Javar +ak) = [ Fam

R(t)>0 se 0<t<1

temos

K1) =0

() <0 se t>1

Portanto, h(1) = maxh(t), i.e.,
>0

J®(u) = I?gaoXJ (tu).

Seja ty > 0, tal que J(tyu) = max J(tw). Por (f.5), temos

J(tUO) < J*™ (toﬂ)

< O (477 — o0 (5
J(tug) < I?ZaOXJ (ta) = J>(u)

de concluimos que
1
J(tou) < C* < 3~ 0.
Escolhendo t; > ty suficientemente grande, tal que J(tu) < 0 se t > t; e con-
siderando a familia ' = {g : [0,t;] — H'(R?);g(0) = 0,9(t1) = t1u}, de maneira

analoga a prova do Teorema 3.1, seja

— inf J(g(t
¢ = Inf max (9(2))

Note que

¢ < max J(tu)
tel0,t1]

¢ < maxJ(tu)
>0
de onde concluimos que
c<C™.

e pelo Teorema B.3, temos ¢ > a > 0 e existe uma seqiiéncia (u,) em H'(R?), tal que

J(up) —c = 0,(1) em R
J'(uy) = o0,(1) em H YR?).
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Logo, J verifica a condi¢ao (PS). e portanto (u,) converge, a menos de subse-
qiiéncia, em H'(R?). Assim, J(u) = c e J'(u) = 0, o que implica, que u é uma solugao
nao-trivial do problema (3.1). W

Com argumentos analogos aos que usamos na prova do Teorema 0.4, podemos

estudar o Teorema 0.5.



Apéndice A
Estimativas do potencial

Dedicaremos esta secao do trabalho! aos resultados utilizados para obtencao das
desigualdades tipo Trudinger-Moser. No que segue 2 C RY é um aberto limitado.
Seja p1 € (0,1) o parametro. Considere o operador V, : L'(2) — L'(Q) definido

pelo potencial de Riesz

(V) (z) = / |z — y|Ne=Y f(3))dy para todo x € Q. (A.1)
Q
O proximo Lema garante que V), esta bem definido.

Lema A.1 Seja p € (0,1). A aplicagio V, : LP(2) — L(Q2) € continua para todo q,
1 < g < oo satisfazendo

0<d=p'—q'<pu 6=250pq). (A.2)
Além disso, para todo f € LP(Q)) temos

1—35 1-46 - -
Wt < (=5) Nl i, (A3)

Prova. A principio, observe que se f =1 em (A.1), entao
/ o =y Vdy < oy Q) (A4)
Q

De fato, fixado z € € e escolhido R > 0 tal que |Q| = |Br(x)| = |Bi|R", onde |B|

denota a medida da bola unitaria N-dimensioanl, temos

/ lz —yNe Dy = / lz — yNe Dy + / o — [Ny
Q QNBgr(z) QNBE(z)

~ 0

'baseada na secio 7.8 “Estimativas do Potencial e Teoremas de Imersio’, Capitulo 7 de [14].
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Pela defini¢do de R, temos |2 N Bg(x)| = |2°N Bg(x)|. Assim,

/ |z —y[NVdy < / |z — y[N Dy + / |z — y[N Dy
Q QNBr(z) Q°NBp ()

/ = Ve < / 2 — gV gy
Q Bgr(x)

[l by < i
Q
De volta ao Lema 1. Seja r > 1 tal que
rl=1+q¢'—-pt=1-6 (A.5)

Afirmagdo. Fixado z € Q, a funcdo h(z —y) = |z — y[V® 1 € L7(Q). Além disso,

1-6 1-6
||h”r S (ﬂ) |B1|1*N|Q|/‘76. (A6)

De fato, seja p; > 0 tal que r(1 — u) =1 — pq. Assim,

/ hr(x — y)dy = / |x _ y|N(#—1)rdy _ / |x . y|N(u1_1)dy
Q Q 0
Por (A.4) temos
/ Wz —y)dy < pi'|B|'|Qm
Q
/hr(x —y)dy < lufl’Bl‘r(lfu)uz‘lfr(lfu),
Q
Logo h € L7(§2) com

RV ~ 1o\ ~ ~
Al < 7| B0 = (ﬂ) | By|' Q.

Usando (A.5), veja que
BLf| = e /ak 0109 P .
Assim, para cada x € 2
Vh@l < [ o= o™y
(V@) < /Qh’“/q(fv —y) WP (@ —y) | f) P [ fy) Py

(Vi) (@) < /QW(JS =y P [0 (@ = )] P 1 ()P dy,
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Fixado z € R", de modo que = —y € €, a funcdo y — [h"(z — y)|f(y)[?]"/?
pertence a L%(£2), porque a funcao; y — h"(z — y)|f(y)|P é integravel em Q pela
definicio de convolucdo; a funcdo y ~ [h"(x — y)]'~'/? pertence a LP/®~1(Q); e a
funcdo y — [|f(y)|?]’ pertence a L'°(Q). Além disso, ¢ +1—p~' +§ = 1. Logo,

pela Desigualdade de Hoélder Generalizada, ver [14] temos

@ < ([ we-wisopa) - ([re-ow) g

Integrando em relagao a x, segue

Liwnereae < g [ ([we-oirora)- ([ hf(x—y)dy)(l_”qux.

Pelo teorema de Fubini, temos

[iwnerea < g [wr-( [ h%x—y)dx)m“/p)qdy

[1wn@ras < g [wr-( [ h’“(w—y)dac)q/rdy

[V, f) (@) |9z < || f][B%*P - < sup Ve y)de 1/rY) 4
0 ()

Portanto, de (A.6) concluimos que

1-36 1-46 - -
Wit < (5=5) IBEpi,

Lema A.2 Se f € LP(Q) e g = Viuf, entao existem constantes c1, c; > 0 dependendo
de N e p tais que

/

la] _\”
/e(clﬂp) dr < o9, A
Q

onde p e p' sao indices conjugados.

Prova. Pelo Lema 1, para todo ¢ > p, temos

1— 1/p_|_ 1/q 1-1/p+1/q -

1= Vpt g By ) £l
1/q

loll, < g rria e g,

lglly <

Assim

/Q lgl7dz < g/ | B |1 1.
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Observe que, se ¢ > p — 1 podemos substituir “q” por “qp’ ” no argumento acima,
[lgras < @ sing
Q
[ latas < wawamilagel

Sejam ny = min{n € N;p < n} e ¢; > 0 (constante a ser definida). Do argumento

1 P’no /B no 0o
o no! \ e[ fllp czf (no —1)!
o que implica

1 gl \"* o (PIBI" R
- dr < 9'Q _ , k>nyg.
/Qk! (cll\fl\p) =PI 7)) o R

Assim,

p'k m / k k
p|31] k
dx < p'| ( , ) . m > np.
/QZ K (clufup) | ’Zkzo ) k-1 ’

Com a soma que aparece no lado direito da expressao anterior obtemos uma série

acima, temos

convergente desde que & > e|Bi|p/, ver [12]. Entao, passando ao limite quando m

tende ao infinito, obtemos

/ ( Wu )p,d < |Q|+/nozl 1 ( 91 )plkd
e\cl p X C e X
Q - kU el £l

( lg| )p
/e cllfllp ) dax < c|Q|
Q

Lema A.3 Seu e W, (Q) entio

ou
u(a) N|Bl /ZHx—yHNﬁx (y)dy qtp em Q. (A.8)

Prova. Suponha que u € C§°(£2). Sabe-se que, para g € C§°(€2), tem-se
90) = - [ ol
)
escrevendo ¢(r) = u(x + rw), onde w € RY, com |w| = 1, tem-se

g (r)=w-Vu(r +rw),
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logo u(z) = g(0) = — [, w - Vu(z + rw)dr q.t.p. em Q.

Integrando em relagao a w, temos

/|w|1u(a:)dx _ /Ml ( /0 oow-Vu(x—l—rw)dr) o

1 oo
ulz) = ————— w - Vu(r +rw)dr | dw
@ = s [, ([ vuterra)

q.t.p. em Q. Fazendo y = x + rw, temos dw = r'~Vdy. Assim,

ou
0.
N|81 /lex—yllN oz, W)y 4L em

Agora, da densidade de C5°(Q) em W, (), na topologia do W(2), dado
u € Wi'(Q), existe (u,) em C$°(Q) com u, — u em Wy (Q). Dai, upy — u

em L'(Q), e a menos de, subseqiiéncia, temos uy(z) — u(x) q.t.p. em Q. Assim,

: yi  Ouy
= 1 .
ue) = lim (o) = N\Bl|klm/z||a:—yHN o, V)

_ —Yi auk
ue) = N|Bl|,;mZ/ e —yIF 7z, W

q.t.p. em Q. Além disso, para cada ¢ € {1,..., N}, temos

ri— Yy  Ouy
|z —yl[V O

_ 1
<y>] <z = ol [Vu@)]| < ||z — 5[ YE D] Va(y)],
q.t.p. em €2. Sendo,
Vi (11Val)( / 2 — y||NFD)|Vu(y)||dy < oo para todo € Q.

Logo, pelo Teorema da Covergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

ou
N|Bl|/z||x—y||fv'ax“dy ¢.b-p- em {2
[ ]

Observagao A.1 Seja u € WOI’I(Q), seque do Lema A.3, que

8u
= . y)dy q.t. Q.

N(L-1)
—_ x — N Vu dy q.tp em .
N|Bl|/9|| WING Y| Tu(y)ldy ot

£
S

-
A

Assim,
1

(@) < gV (IVulDl@) ot em @ (4.9)



Apéndice B

Teoremas do tipo minimax

Dedicaremos esta secao do trabalho aos resultados classicos da Teoria dos Pon-
tos Criticos. A fim de discutir apenas os resultados que consideramos preliminares
ao presente trabalho adotamos um instante inicial, a saber, uma versao do Teorema
de Deformacao. A seguir, citaremos o Teorema do Passo da Montanha na versao de
Ambrosetti-Rabinowitz, Teorema do Passo da Montanha sem a condigao (PS), Teo-
rema do Passo da Montanha Generalizado e um Teorema do tipo Passo da Montanha

para multiplicidade de pontos criticos, para estes, ver [8], [11], [18] e [21].

Observagao B.1 Sendo E um espago de Banach e J € C'(E,R) dizemos que ¢ € R
€ um valor critico de J se existe u € E com J'(u) =0 e J(u) = c. O conjunto de todos

0s pontos criticos de J no nivel ¢ serd denotado por
K.={uek; J(u=0 e J(u) =c}

e denotaremos por J¢ o conjunto de todos os pontos em nivel menores ou iguais a c,
15to €,

J={ueE; J(u)<c}.

Teorema B.1 (Teorema de Deformacgao) Seja E um espago de Banach e
J € CHE,R) um funcional que verifica a condi¢ao Palais-Smale. Se ¢ € R nao € valor
critico de J. Entao, para cada € > 0 suficientemente pequeno, existen € C([0,1]x E, E)
tal que, para todo uw € E et € [0,1], tem-se

(i.) (0,u) = u;

(ii.) n(t,u) = u, seu & J H([c — 2¢,c+ 2¢]);

(iii.) n(1, Je+e) C Jeme;

(w.) n(1,-) : E — E € um homeomorfismo.
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Teorema B.2 (Teorema do Passo da Montanha) Sendo E um espago de Banach
real e J € CY(E,R) um funcional que verifica a condigio Palais-Smale. Se J(0) =0 e
as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(1) Ezistem constantes o, p > 0 tais que J |sp,> a;

(I,) Eziste e € E\B, tal que J(e) < 0.

Entao, J possui um valor critico ¢ > a, com

= inf max J((t
¢ = Inf max (v(2)),

onde ' ={y € C([0,1], E); v(0)=0 e ~(1)=-e}.

Prova. A definicao ¢ mostra que ¢ < oo, porque para cada v € I', a funcao
Jo~:[0,1] — R é continua definida no compacto [0,1] C R, logo J o v possui um
méximo em [0, 1].

Afirmagao. max J(v(t)) > « para todo v € I'.

t€[0,1]
Prova da Afirmacgao. Para cada v € I" defina a fungao

Y :[0,1] — R
t— (1) = [y (D]

Observe que v ¢ uma fungdo continua, e sendo e € EN\B,, temos 1(0) < p < (1),
logo pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢y € (0,1) tal que ¢(to) = [|7(to)|| = p
e pela condicao (1;), temos J(v(ty)) > «. Logo,

max J(v(t)) > a para todo v €T. (B.1)
te|0,

Agora, definindo H = {max J(v(t));v € F}, segue da Afirmagao que H C R

te(0,1]
é limitado inferiormente e o é uma de suas cotas inferiores. Assim, fica bem definido

= inf max J(7(t)).
¢ = Inf max (v(2))

Além disso, ¢ > .

Supondo por absurdo, que ¢ nao seja valor critico de J, pelo Teorema de Defor-
c—

magao, dado 0 < € < , existe n € C([0,1] x E, E) tal que
(i) n(t,u) = u, se u ¢ I"*([c — 2¢,c+ 2¢]) e t € [0,1];

(i0.) (1, Jo+) © Jo.
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Além disso, pela defini¢ao de ¢, existe 7. € I" tal que

<c+e B.2
max J(7e(t)) < e+ e (B.2)

Considerando a fungao h(t) = n(1,7.(t)), sendo n € C([0,1] x E, E) e v. € C([0,1], E)
seque que h € C([0, 1], F). Também afirmamos que ~(0) = 0 ¢ h(1) = e. De fato, sendo
J(0) =0 < a < c— 2 tem-se J(0) ¢ [c — 2¢,c+ 2¢|, ou seja, 0 ¢ J([c — 2¢,c+ 2¢]),
logo de (i), temos

h(0) = n(1,~(0)) = n(1,0) = 0.

Por outro lado, J(e) < a < ¢ — 2¢, dai J(e) ¢ [c — 2¢,¢ + 2¢] o que implica

e ¢ [c — 2¢,c + 2¢], e novamente de (i), temos

h(1) =n(1,7(1)) =n(1,¢) = e,
de onde concluimos que h € I'. Por (B.2), obtemos

J(7:(t)) < rrl[(z)nl(] J(7e(t)) < ¢+ € para todo t € [0, 1].
te|0,

O que implica, 7.(t) € J°™, para todo t € [0, 1]. Por (i7), obtemos
h(t) = n(1,7.(t)) € J° para todo t € [0, 1].
ou seja, J(h(t)) < ¢ — € para todo t € [0,1], logo

h(t)) < c—
%%J(Ukﬁ €,

e sendo ¢ = inf max J(y(t)), temos ¢ < max J(h(t)) < ¢ — ¢, uma vez que h € I
vel'tef0,1] t€[0,1]

Assim, ¢ < ¢ — €, 0 que é um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ é um valor critico
para J, concluindo a prova. W

Tendo em vista o resultado acima, observaremos que a auséncia da condicao
Palais-Smale, dentre as propriedades satisfeitas pelo funcional energia em questao,
ird nos garantir apenas a existéncia de uma seqiiéncia (PS). para o mesmo. Nesta
pesquisa nos deparamos com situagoes em que funcional energia estudado nao verifica

a condigao (PS). para todo ¢ € R. Entretanto, resolvemos nossos problemas mostrando

que funcional se situa na regiao Palais-Smale. O resultado utilizado é:
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Teorema B.3 (Teorema do tipo Passo da Montanha) Sendo E um espago de Ba-
nach real, considere que o funcional J € C'(E,R) verifique as condigoes:

(11) Existem constantes o, p > 0 tais que J |op,> o;

(I,) Existem ug € B, e u; € ENB,, tais que max{J(up), J(u1)} < . Suponha que

= inf J(y(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde I' ={y € C([0,1, E); 7(0)=uy e (1) =u}.

Entao, ¢ > « e existe uma seqiiéncia (u,) em E, tal que

J(uy) — ¢, J'(u,) — 0.

Antes de provarmos o Teorema B.3, enunciemos um resultado provado em dife-
rentes momentos por, Brézis, Aubin, Ekelend, Mawhin-Willem e Figueiredo. Para uma

demostragao deste resultado ver [11].

Lema B.1 Sendo E um espago de Banach real e J € CY(E,R) um funcional. Seja K
um espag¢o métrico compacto, Koy C K com Ky # K um subespago nao-vazio fechado e
fo € C(Ky, E). Se

I'={feCE E); f k= fo}

¢ = inf max J(f(v))

fel veK

e vale
max J(f(v)) < max J(f(v)) para todo f € T.

veEKp veK

Entao, existe uma seqiiéncia (uy,) tal que

J(up) — ¢, J'(u,) — 0.

Prova do Teorema B.3. Dado v € I', Pelo Teorema do Valor Intermediario,

existe ¢y € (0,1) tal que y(ty) € 9B,, logo por (I;), temos

max J (v(t)) = J(7(to)) > «, para todo y € T,
te|0,

Portanto, ¢ > «. Invocando o Lema B.1 com K = [0,1], Ky = 0K = {0,1} e
fo : Ko — E definida por fy(0) = ug e fo(1) = u, entdo fy € C(Kop, E). Além disso,
por (1) e (I3), temos

m[gwli] J(y(t)) < J(v(ty)) > o > max{J(uop), J(u1)}, para todo vy eI
tel0,
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Portanto, pelo Lema B.1, existe uma seqiiéncia (u,) em FE tal que
J(uy) — ¢, J'(u,) — 0.
[

Teorema B.4 (Teorema do Passo da Montanha Generalizado) Seja £ =V &
W um espaco de Banach real, onde dimV < oo. Considere J € C*(E,R) um fun-
cional que verifigue a condi¢ao Palais-Smale. Além disso, suponha que J verifique as
condicoes:

(I{) Existem constantes o, p > 0 tais que J |op,nw> o

(I} ) Existe e € 0By NW e R > p tais que, se

Q= (BrnV)®{re;0 <r < R}

entao, J(u) <0 para todo u € 0Q).

Entao, J possui um valor critico ¢ > a, com

pumm 1 f
¢ = inf gle%x J(h(u)),

onde ' = {h € C(Q,E);h=1id em 0Q}.

Prova. A definigdo de ¢ mostra que ¢ < oo, porque para cada v € I' a fungao
Jo~:@Q — R é continua definida num compacto @, logo a funcio J oy possui um
maximo em Q.

Afirmacao 1. Se v € I, entdo v(Q) N 9B, N W # (.
Prova da Afirmagao 1. Seja P a projegao de E sobre V', entao v(Q)NOB,NW # 0,

le.
Py(u) =0

|(id = P)y(u)|[ = p
para algum u € @ (dependendo de 7). Expressando u € Q como u = v + re, onde

veEBrNV e0<s<R. Defina
o(r,v) = (||(id — P)y(v +re)||, Py(v +re)).

Note que, ¢ € C(R x VR x V'), pois ¢ é a composigao de fungoes continuas. Além

disso, sndo |gg = id, para u € 0Q tem-se

p(r,v) = ([(id = P)(v +re)[, P(v +re))
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o que implica

p(rv) = ([[(v+re) —vl|,v)

plrv) = (rllel,v)

ie., o(r,v) = (r,v), ou seja ¢ = em JQ. Em particular, de (I3) temos (r,v) # (p,0)
para u € 0Q e (p,0) € Q. De fato, sendo 0 < p < R temos (p,0) # 0Q), pois para que
(p,0) € 0Q deveriamos ter p = 0 ou p = R, mas isto nao é possivel. Por outro lado,
sendo 0 € BRNV e 0 < p < R, temos (p,0) € Q.

Identificando o R x V' com R¥, onde dim(R x V) = N observamos que o grau
de Brouwer d(p, @, (p,0)) estd bem definido e pelas propriedades do Grau Topologico,

ver [15], obtemos
d(p, Q, (p,0)) = d(id, Q, (p,0)) = L.

Logo, existe u € @ tal que ¢(u) = (p,0), ou seja,

(Il(id = P)yy(u)[l, Py(u)) = (p,0)

o que implica
Py(u) =0
I(id — PYy(w)l| = p
Afirmacao 2. ¢ > a.
Prova da Afirmagao 2. De fato, pela Afirmacgao 1, existe u € @ tal que
v(u) = 0B, N X. Da condigao (/) temos J(vy(u)) > a, o que implica

max J(y(u)) > a para todo y € T.
ueEQR

Assim, o conjunto H = {max J(y(u));y € F} ¢ limitado inferiormente, e consequente-

uG@
mente

— inf
¢ = jnf max J(v(w))

estd bem definido. Além disso, a é uma cota inferior de H. Logo, ¢ > a.

Agora, suponha por absurdo que ¢ nao seja um valor regular critico de J, entao
c—

pelo Teorema de Deformacao, dado 0 < € < , existe n € C([0,1] x E, E) tal que
(i.) n(t,u) = use u e J([c— 26 c+ 2€]), t €10,1]

(i0.) (1, J+) € Je.
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Além disso, pela defini¢ao de ¢, existe 7. € I' tal que max J(v(u)) < ¢+ e
Considerando a fungao h(u) = n(1,7.(u)), sendo n € C([0,1] xqg?E) e € C(Q,E)
temos h € C(Q, E). Note ainda que, sendo u € 9Q temos J(u) < 0 < a < ¢ — 2¢,
logo J(u) # [c — 2€, ¢ + 2€], o que implica, u # J([c — 2¢, ¢ + 2¢]). Assim, por (i) se
u € 0Q, h(u) =n(1,7.(u)) =n(1,u) = u, de onde segue que h € .

Logo,

Ye(u) € J°T  para todo u € Q.

Além disso, de (i7) segue

h(u) = (1,7 (u)) € J° para todo u € Q

ou seja,
J(h(u)) < c—e€ para todo u € Q.
Portanto,
max J(h(u)) <c—e€
uER
e sendo ¢ = inf max J(y(u)), temos ¢ < max J(h(u)) < ¢ — € uma vez que, h € T

7€l we@ ueQ
Assim, ¢ < ¢ —¢€, 0 que é absurdo. W

Estudamos multiplicidade de solug¢oes para o problema proposto no capitulo 2,

onde fizemos uso do seguinte resultado:

Teorema B.5 Sejam E um espago de Banach de dimensao infinita e J € C*(E,R) um
funcional par, que verifica a condigao Palais-Smale. Se J(0) =0 e E=V & W, onde
V' € um subespaco de dimensao finita em E. Além disso, se J verifica as condigoes:
(I") Existem constantes o, p > 0, tais que J |op,nw> a;

(IY') Para cada subespago de dimensao finita E de E, existe R > 0, tal que
J<0 em E\Bg.

Entao, J possui uma infinidade enumerdvel de valores criticos.

Para demonstracao e aplicagoes deste resultado, ver [4], [13], [18] e [21]. A saber, em

[18] uma demonstragao do mesmo ¢é apresentada.



Bibliografia

1]

2l

3]

4]

[5]

6]

17l

8]

19]

[10]

AUBIN, T. Nonlinear analysis on manifolds. Monge-Ampére equations, Springer-
Verlag, Berlin, 1982.

AUBIN, T. Some nonlinear problems in Riemmian geometry, Springer-Verlag,

Berlin, 1998.

BERESTYCKI, H. & LIONS, P.L. Nonlinear scalar field equations, I Fxistence of
a ground state, Arch. Rat. Mech. Anal, 313-346, 1983.

BEZERRA DO O, J.M. Exzisténcia de solucdes para algumas equacoes elipticas
quasilineares, Dissertagao de Doutorado, UNICAMP, 1995.

BEZERRA DO O, J.M. On a class of semilinear problems with critical growth to
the N-Laplacian in RY, Abstr. Appl. Anal. 2, 301-315, 1997.

BEZERRA DO O, J.M. & SOUTO, M.A.S. On a Class of nonlinear Schridinger
equations in R? involving critical growth, Journal of Differential Equations 174,

289-311, 2001.
BREZIS, H. Analyse Functionnelle-Théorie et applications, Masson, Paris, 1996.

BRITO, DE J.F. Teoremas do tipo minimaz e aplicagoes, Dissertagao de Mestrado,
UFCG, 2005.

CAO, D.M. Nontrivial solution of semilinear elliptic equation with critical Expo-

nent in R?, Comm. Partial Diff. Eq. 17, 407-435, 1992.

DINIZ, H.A.C. Sobre os lemas de concentracao de compacidade de P.L. Lions e
aplicagoes, Dissertacao de Mestrado, UFPB, 2002.



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

21

107

FERNANDES, J. DE A. Principios de minimaz e algumas aplicacoes ao problema
de Dirichlet semilinear, Dissertacao de Mestrado, UNB, 1993.

FIGUEIREDO, DE D.G. Andlise I, Livros Técnicos e Cientificos, Ed.UnB, 1975.

FIGUEIREDO, DE D.G., MIAYAGAKI, O.H. & RUF, B. Elliptic equations in
R? with nonlinearities in the critical growth range, Calculus of Variations 3,

139-153, 1995.

GILBARG, D & TRUDINGER, D. Elliptic differential equations of second order,
Springer-Verlag, New York, 1983.

KAVIAN, O. Introduction a la théorie des points critiques et applications aux

problemes elliptiques, Springer-Verlag, Nancy, 1993.

LIONS, P.L. The concentration-compactness principle in the calculus of varia-
tions. The limit case, parte 1. Revista Matematica Iberoamericana. Vol.1, n.1,

145-201, 1985.

OHTSUKA, H. & SUZUKI, T. Palais-Smale sequence relative to the Trudinger-
Moser inequality, Calculus of Variations 17, 235-255, 2003.

RABINOWITZ, P.H. Minimax methods in critical point theory with applications
to differential equations, Regional Conference Series in Mathematics, A.M.S,

n. 65, 1988.

RUF, B. On a result by Carleson-Chang concerning the Trudinger-Moser inequali-
ty, Milao, Italia, 2000.

RUF, B. A sharp Trudinger-Moser type inequality for unbounded domains in R2.
J. Funct. Anal. 219, no. 2, 340-367, 2005.

WILLEM, M. Minimaz theorems. Birkh&user, 1996.



