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Resumo

Na presente dissertação, estudamos a existência e unicidade de solução para o

problema de Cauchy associado a equação de evolução não local

∂m(x, t)

∂t
= −m(x, t) + tanh(β(J ⋆ m)(x, t)).

Exibimos um funcional energia, associado a esta equação, e verificamos que ele satisfaz a

propriedade de Lyapunov. Além disso, usamos este funcional para mostrar a existência

e estabilidade local de uma solução de equilíbrio referida na literatura como instanton.

Palavras chave: Problema de Cauchy; Funcional energia; Equilíbrios tipo instanton.
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Abstract

In this work we prove existence and uniqueness of solution for the Cauchy problem

corresponding to nonlocal evolution equation

∂m(x, t)

∂t
= −m(x, t) + tanh(β(J ⋆ m)(x, t)).

We exhibit an energy functional associated to this equation, and verify that it satisfies

the Lyapunov property. Moreover, use this function to show the existence and local

stability of a equilibrium solution reported in the literature as instanton.

Key Words: Cauchy problem; Energy functional; Equilibrium type instanton;
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Introdução

Nesta dissertação estudamos a equação de evolução (2), descrita abaixo, a qual

é usada no estudo de sistemas de spin com dinâmica de Glauber e interações de Kac,

onde ela surge como limite contínuo de modelos probabilísticos, (veja [4], [6], [7], [8],

[17] e [18]).

Uma configuração spin é uma especificação do valor do spin no reticulado Zd, ou

seja, é uma função

σ : Zd → {−1, 1}.

O valor σ(x), do spin em x, é uma função da configuração σ, assim uma variável

aleatória do espaço {−1, 1}Zd . Para todo γ ∈ (0, 1], a dinâmica de Glauber é o único

processo de Markov no espaço {−1, 1}Zd cujo pré gerador é o operador Lγ, que atua

nas funções f da seguinte forma

Lγf(σ) =
∑
x∈Zd

c(x, σ)[f(σx)− f(σ)], σ ∈ {−1, 1}Zd

.

Sendo σx dado por

σx(y) =

 σ(y), se y ̸= x

−σ(x) se y = x

e

c(x, σ) =
1

2
[1− σ(x)tanh(βhγ(x, σ))],

é a taxa de giro do spin em x, da configuração σ. Na expressão de c(x, σ), hγ é dado

por

hγ(x) = (Jγ ◦ σ)(x),
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onde

(Jγ ◦ σ)(x) =
∑
y ̸=x

Jγ(x, y)σ(y),

é a convolução discreta de Jγ com σ. A dinamâmica de Glauber está relacionada ao

conceito da Medida de Gibbs que é uma medida de probabilidade em {−1, 1}Zd que

satisfaz a equação

µβ,h,γ(σ(x) = ±1|{σ(y), y ̸= x}) = e±βhγ(x)

e−βhγ(x) + eβhγ(x)
.

Um potenecial de Kac é a função Jγ : Zd × Zd → R tal que,

Jγ(x, y) = γdJ(γ|x− y|).

Finalmente, para qualquer função f em Zd seja

Aγ,x,b0(f) =
1

|Bγ,x,b0 |
∑

y∈Bγ,x,b0

f(y), (1)

onde

Bγ,x,b0 = {y : |y − x| ≤ γ−b0} 0 < b0 < 1.

A magnetização do bloco spin em um tempo t ≥ 0, é a expressão em (1) com f = σ(·, t).

Em [7], é demonstrado que a magnetização do bloco spin Aγ,x,b0 , (equação (1)

com x = γ−1r), converge em probabilidade, quando γ → 0, para m(r, t) onde m satisfaz

a equação
∂m(r, t)

∂t
= −m(r, t) + tanh(β(J ⋆ m)(r, t)). (2)

Na equação (2), m é uma função real definida em R×R+, β é uma constante não-

negativa, J ∈ C2(R) é uma função par não-negativa com suporte no intervalo [−1, 1] e

integral igual a 1. O símbolo ⋆ denota o produto convolução na primeira variável, isto

é,

(J ⋆ m)(x, t) =

∫
R
J(x− y)m(y, t)dy. (3)

Uma solução de equilíbrio de (2) é uma solução que é constante com relação a t.

Daí, se m é uma solução de equilíbrio de (2), então m satisfaz

m(x) = tanh(β(J ⋆ m)(x)). (4)

A equação (2), é usada no estudo de separação de fases da matéria, onde m é

interpretado como a densidade de magnetização e β−1 como o produto da temperatura

absoluta pela constante de Boltzmann.
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Se β ≤ 1, a equação (2) tem apenas um equilíbrio (veja [8]). Se β > 1, a equação

(2) possui três equilíbrios constantes, a saber 0 e ±mβ, sendo mβ solução positiva da

equação

mβ = tanh(βmβ). (5)

Na figura 1, os equilíbrios constantes −mβ, 0 e +mβ são representados pelas interseções

dos gráficos da função indentidade com o da tanh(x).

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

Figura 1: Equilíbrios Constantes.

A temperatura crítica corresponde em β = 1 e quando β > 1 existem duas fases

termodinâmicas puras com magnetização, iguais a +mβ e −mβ. Assim, as fases puras,

neste contexto, são soluções de equilíbrio de (2) e as interfaces, que são regiões entre

as duas fases puras são defindas como instantons.

Outras aplicações da equação (2) estão relacionadas a modelos de dinâmica

populacional e redes neurais, veja em [6].
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O objetivo deste trabalho consiste em mostrar a existência de uma solução de

equilíbrio de (2), referida na literatura como instanton. Para tanto usamos um funcional

energia, o qual satisfaz a propriedade de Lyapunov de decrescer ao longo de soluções

de (2). Para isso seguimos os artigos de pesquisa [4] e [6] e resultados clássicos de [5]

e [11].

Esta dissertação está organizada como segue: no Capítulo 1, apresentamos alguns

conceitos e resultados preliminares. No Capítulo 2, estudamos algumas propriedades

da equação de evolução (2). No capítulo 3, exibimos um funcional energia e estudamos

suas propriedades. No Capítulo 4, usamos o funcional energia para mostrar a existência

de instanton e concluímos este capítulo mostrando a estabilidade local do instanton.

Finalmente, no apêndice exibimos alguns resultados básicos que de alguma forma foram

necessário para a realização deste trabalho.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, consideramos alguns resultados clássicos da literatura os quais são

usados para fundamentar os diversos teoremas que figuram nos capítulos posteriores.

Destacamos o Teorema de Picard em espaços de Banach e a Desiguladade de Young

generalizada.

1.1 Teorema de Existência e Unicidade em Espaços
de Banach

Nesta seção consideramos em um espaço de Banach B a equação diferencial

ẋ = f(t, x), (1.1)

sendo

f : I × B → B

(t, x) 7→ f(t, x)

onde I ⊂ R e ẋ denota a derivada de x com relação a variável t.

Uma função continuamente diferenciável ϕ : I ⊂ R → B é dita solução de (1.1)

no intervalo I se:

(i) o gráfico de ϕ em I, isto é, {(t, ϕ(t)); t ∈ I} está contido no domínio de f ;

(ii)
d

dt
ϕ(t) = f(t, ϕ(t)) para todo t ∈ I.
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O problema de Cauchy para (1.1) com condições iniciais (t0, x0) é denotado por

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0. (1.2)

Lema 1.1.1 O problema (1.2) é équivalente a

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds, (1.3)

onde f é contínua em I × B.

Prova. De fato, integrando de t0 a t ambos os lados de (1.2), temos∫ t

t0

ẋ(s)ds =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Daí,

x(t)− x(t0) =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Portanto,

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Reciprocamente, derivando (1.3) temos

d

dt
x(t) =

d

dt
x(t0) +

d

dt

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Logo,

ẋ = f(t, x(t)), x(t0) = x0.

Quando B = Rn, temos o clássico Teorema de Picard que garante existência e unicidade

para (1.2), mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1.2 Seja f contínua e lipschitziana em Ω = Ia × Bb, onde
Ia = {t; |t − t0| ≤ a}, Bb = {x; |x − x0| ≤ b}. Se |f | ≤ M em Ω com M ∈ R+,
existe uma e somente uma solução de (1.2) em Iα, onde, α = min{a, b/M}.

Prova. Veja [21].

No que segue, discutiremos um resultado que generaliza o Teorema de Picard.



13

Teorema 1.1.3 (Existência Local) Suponha que numa vizinhança do ponto (t0, x0)

a função

f : [t− δ, t+ δ]× B → B
(t, x) 7→ f(t, x)

onde B é um Espaço de Banach e f é continua em t e satisfaz a condição de Lipschitz
na segunda variável, isto é, existe M ∈ R+ tal que

∥f(t, x)− f(t, y)∥ 6M∥x− y∥. (1.4)

Então, existe uma vizinhança de t0 em que o problema de Cauchy{
ẋ = f (t, x)
x(t0) = x0

(1.5)

tem uma única solução.

Prova. Seguimos nesta demonstração a idéia dada por Daleckiï e Kreïn em [5]. Como

f é contínua em t, então dado ξ > 0 existe ϵ > 0 tal que

∥f (t, x)− f(t0, x)∥ ≤ ξ (1.6)

sempre que |t− t0| ≤ ϵ. Além disso, já que x ∈ Bη(x0) (bola de centro em x0 e raio η),

para algum η > 0, usando a hipótese de f ser lipschitz na segunda variável, temos

∥f (t, x)− f (t, x0)∥ 6M∥x− x0∥ ≤Mη. (1.7)

Note que, pela norma da soma

∥(t, x)− (t0, x0)∥ = ∥(t− t0, x− x0)∥ = |t− t0|+ ∥x− x0∥ ≤ ϵ+ η. (1.8)

Usando (1.6) e (1.7), obtemos

∥f (t, x)− f (t0, x0)∥ = ∥f (t, x)− f (t, x0) + f (t, x0)− f (t0, x0)∥

≤ ∥f (t, x)− f (t, x0)∥+ ∥f (t, x0)− f (t0, x0)∥

≤ Mη + ξ = .

Portanto, chamando τ =Mη + ξ, segue que

∥f (t, x)− f (t0, x0)∥ ≤ τ,
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sempre que

∥(t, x)− (t0, x0)∥ ≤ ϵ+ η,

isto é, f é contínua numa vizinhança de (t0, x0), por conseguinte f é limitada nesta

vizinhança (veja [14] Teorema 2 p.225). Logo, existe M1 > 0 tal que

∥f (t, x)∥ ≤M1 <∞. (1.9)

Agora, seja δ = min
(
ϵ, η

M1

)
e denote por Cδ (B) espaço de Banach das funções

contínuas x que são definidas para |t− t0| ≤ δ assumindo valores em B, ou seja,

x : [t0 − δ, t0 + δ] → B

t 7→ x(t)

com norma

|||x||| = sup
|t−t0|≤δ

∥x(t)∥. (1.10)

Seja

Bη = {x ∈ Cδ(B) : |||x− x0||| ≤ η} .

Seja T um operador sobre Bη dado por

(Tx) (t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x(s))ds.

Note que, ∀x(t) ∈ Bη tem-se T (Bη) ⊂ Bη. De fato, temos que

∥(Tx)(t)− x0∥ =

∥∥∥∥∫ t

t0

f (s, x(s))ds
∥∥∥∥

≤
∫ t

t0

∥f (s, x(s))∥ds

≤
∫ t

t0

M1ds

= |t− t0|M1

≤ δM1.

Daí,

∥(Tx)(t)− x0∥ ≤ δM1 (1.11)
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De (1.10) e (1.11) temos

|||Tx− x0||| = sup
|t−t0|≤δ

∥(Tx)(t)− x0∥

≤ δM1.

Logo,

|||Tx− x0||| ≤
η

M1

M1 = η.

Portanto,

T : Bη ⊂ B → Bη.

Além disso, para x1 e x2 em Bη, da hipótese de f ser Lipschitz, temos

∥(Tx2)(t)− (Tx1)(t)∥ =

∥∥∥∥∫ t

t0

f (s, x2(s))ds−
∫ t

t0

f (s, x1(s))ds
∥∥∥∥

≤
∫ t

t0

∥f (s, x2(s))− f (s, x1(s))∥ds

≤
∫ t

t0

M∥x2(s)− x1(s)∥ds

≤
∫ t

t0

M |||x2 − x1|||ds.

Logo,

∥Tx2 − Tx1∥ ≤M(t− t0)|||x2 − x1|||. (1.12)

Estimando agora a composição ∥(T 2x2)(t)− (T 2x1)(t)∥ e usando (1.12) obtemos

∥T (Tx2)(t)− T (Tx1)(t)∥ =

∥∥∥∥∫ t

t0

[f(s, Tx2(s))− f (s, Tx1(s))]ds
∥∥∥∥

≤
∫ t

t0

∥f(s, Tx2(s))− f (s, Tx1(s))∥ds

≤
∫ t

t0

M∥(Tx2)(s)− (Tx1)(s)∥ds

≤
∫ t

t0

MM(s− t0)|||x2 − x1|||ds

= M2|||x2 − x1|||
∫ t

t0

(s− t0)ds.
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Assim,

∥T (Tx2)(t)− T (Tx1)(t)∥ ≤ M2|||x2 − x1|||
[∫ t

t0

sds−
∫ t

t0

t0ds

]
= M2|||x2 − x1|||

[
s2

2
|tt0 − t0s|tt0

]
= M2|||x2 − x1|||

[
t2

2
− t20

2
− tt0 + t20

]
= M2|||x2 − x1|||

[
t2 − 2tt0 + t20

2

]
= M2 (t− t0)

2

2!
|||x2 − x1|||.

Daí,

∥(T 2x2)(t)− (T 2x1)(t)∥ ≤M2 (t− t0)
2

2!
|||x2 − x1|||.

Seguindo este procedimento, para a n-ésima composição, teremos

∥(T nx2)(t)− (T nx1)(t)∥ ≤ 1

n!
Mn(t− t0)

n|||x2 − x1|||.

Portanto,

|||(T nx2)− (T nx1)||| ≤ (Mδ)n

n!
|||x2 − x1|||.

Como, para n suficientemente grande 0 < (Mδ)n

n!
< 1, pois n! cresce mais rapidamente

do que (Mδ)n, segue do Corolário A.0.4 que o operador T possui um único ponto fixo,

isto é, existe um único x ∈ Bη tal que (Tx)(t) = x(t). Logo,

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds e x(t0) = x0.

Portanto, pelo Lema 1.1.1 segue que x(t) satisfaz (1.2).

Observação 1.1 O Teorema 1.1.3 afirma somente a existência de soluções em
uma certa vizinhança do ponto t0. Mas, tendo construído uma solução no intervalo
[t0 − δ, t0 + δ], podemos tentar estender um pouco mais adiante. É óbvio que podemos
continuar tal procedimento indefinidamente se, por exemplo, as condições (1.4) e (1.9)
são satisfeitas para todo t e x ∈ B com mesmas constantes M e M1. Em particular se
as condições (1.4) e (1.9) estão satisfeitas para todo t ∈ [α,∞), ∥x − x0∥ ≤ η, para
algum α ∈ R, e a solução x de (1.1) é tal que ∥x(t) − x0∥ ≤ η0 < η, então podemos
estender indefinidamente quando t→ ∞.

Se impormos exigências de caráter global sobre f , podemos conseguir soluções globais

sem hipótese prévia no seu comportamento.
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Teorema 1.1.4 (Existência Global) Suponha que exista um domínio [a, b]× B em
que a função f é contínua em t e satisfaz a condição de Lipschitz (1.4). Então para todo
(t0, x0) ∈ [a, b]×B, o problema de Cauchy (1.5) possui uma única solução ϕ : [a, b] → B
tal que x = ϕ(t) .

Prova. A prova é análoga à prova do Teorema 1.1.3. Basta notar que:

(i) a hipótese do teorema implica na limitação de f em [a, b] × S, onde S é um

subconjunto compacto arbitrário de B, e que

(ii) o papel de Bη é feito pelo espaço C(B), das funções contínuas x : [a, b] → B

munido da norma

|||x||| = sup
t∈[a,b]

∥x(t)∥.

Portanto, segue-se o resultado.

Observação 1.2 Note que se a equação (1.1) for autônoma, ou seja, f não depende
explicitamente de t, então f é contínua em t para todo t ∈ R e, portanto, os Teoremas
1.1.3 e 1.1.4 se aplicam. Em particular, se f é globalmente Lipschitz, temos que existe
e é única, solução do problema de Cauchy (1.5),(veja [1]).

Para o caso particular de sistemas autônomos, temos o clássico resultado, devido

a Cauchy, Lipschitz e Picard, dado abaixo:

Teorema 1.1.5 (Cauchy, Lipschitz, Picard) Sejam B um Espaço de Banach e
F : B → B uma aplicação tal que F (0) = 0 e

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ B (L ∈ R+).

Então, para todo x0 ∈ B, existe x ∈ C1 ([0,∞),B) tal que{
dx
dt

= F (x)

x(0) = x0.
(1.13)

Prova. Pelo Lema 1.1.1, resolver (1.13) é equivalente a achar x ∈ C1 ([0,∞),B) tal

que

x(t) = x0 +

∫ t

0

F (x(s))ds. (1.14)

Defina,

E = {x ∈ C1([0,∞),B) : sup
t≥0

e−kt∥x(t)∥ <∞},
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para alguma constante k > 0, a ser fixada posteriormente.

Afirmação 1: E é um Espaço de Banach com a norma

∥x∥E = sup
t≥0

e−kt∥x(t)∥, k > 0.

De fato, seja (xn) uma sequência de Cauchy em E. Dado ϵ > 0 ∃ n0 ∈ N tal que

∥xm − xn∥E = sup
t≥0

e−kt∥xm(t)− xn(t)∥ < ϵ, para m,n > n0. (1.15)

Daí,

e−kt∥xm(t)− xn(t)∥ < ϵ, para todo m,n > n0, t ≥ 0. (1.16)

Para cada t ∈ [0,∞), fixado, segue de (1.16) que, a sequência (x1(t), x2(t), . . .) é de

Cauchy em B. Assim, existe xt ∈ B tal que

xn(t) → xt quando n→ ∞.

Defina

x : [0,∞) → B,

tal que

x(t) = xt = lim
n→∞

xn(t), ∀ t ≥ 0.

Afirmação 2: x ∈ E e xn → x em E.

De fato, começamos notando que, como xn é uma sequência de Cauchy em E, xn é

limitada em E (veja Teorema A.0.12). Daí, existe uma constante c > 0 tal que

∥xn∥E = sup
t≥0

e−kt∥xn(t)∥

≤ c.

Por outro lado, pela definição de supremo, temos

e−kt∥xn(t)∥ ≤ sup
t≥0

e−kt∥xn(t)∥

= ∥xn∥E.

Daí,

e−kt∥xn(t)∥ ≤ c,
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para todo n ∈ N, t ≥ 0 e k > 0 fixo. Passando ao limite nesta última desigualdade,

quando n→ ∞, obtemos

e−kt∥x(t)∥ ≤ c.

Donde,

∥x∥E = sup
t≥0

e−kt∥x(t)∥ ≤ c.

Para concluírmos a afirmação é suficiente verificarmos que

xn → x, uniformemente em [0,∞).

Para isso, note que, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

∥xm(t)− xn(t)∥ <
ε

2
, (1.17)

para todo m,n ≥ n0 e qualquer t ∈ [0,∞). Então, fazendo m → ∞ em (1.17)

concluímos que, para n > n0

∥x(t)− xn(t)∥ ≤ ε

2
< ε,

para todo t ∈ [0,∞), ou seja xn → x uniformemente em [0,∞).

Além disso, para todo x ∈ E, a função

(Φx) (t) = x0 +

∫ t

0

F (x(s))ds,

pertence a E. De fato,

(i) a continuidade de Φ segue do fato de termos uma soma de funções contínuas.

(ii) Mostraremos que ∥Φ(x)∥E <∞. Com efeito,

∥Φ(x)∥E = sup
t≥0

e−kt∥ (Φx) (t)∥

= sup
t≥0

e−kt

∥∥∥∥x0 + ∫ t

0

F (x(s))ds

∥∥∥∥ .
Daí,

∥Φ(x)∥E ≤ sup
t≥0

e−kt∥x0∥+ sup
t≥0

e−kt

∥∥∥∥∫ t

0

F (x(s))ds

∥∥∥∥.
A primeira parcela do lado direito desta última desigualdade, claramente é finita.

Para mostrarmos a finitude da segunda parcela, começamos observando que,

sup
t≥0

e−kt

∥∥∥∥∫ t

0

F (x(s))ds

∥∥∥∥ ≤ sup
t≥0

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds.



20

Mas, ∫ t

0

∥F (x(s))∥ds ≤
∫ t

0

L∥x(s)∥ds.

Multiplicamos a expressão acima pelo número positivo e−kt obtemos,

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds ≤
∫ t

0

e−ktL∥x(s)∥ds

=

∫ t

0

Le−ktekse−ks∥x(s)∥ds.

Daí,

sup
t≥0

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds ≤ L∥x∥E
∫ t

0

e−kteksds

= L∥x∥Ee−kt

∫ t

0

eksds

= L∥x∥Ee−kt

[
1

k
eks

∣∣∣∣t
0

]

= L∥x∥Ee−kt

[
ekt

k
− 1

k

]
= L∥x∥E

[
1

k
− e−kt

k

]
.

Portanto,

sup
t≥0

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds ≤ L∥x∥E
1

k
<∞.

Afirmação: Se escolhermos k > L, Φ é uma contração.

De fato,

∥Φ(x(s))− Φ(y(s))∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

[F (x(s))− F (y(s))]ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

∥F (x(s))− F (y(s))∥ds

≤
∫ t

0

L∥x(s)− y(s)∥ds.

Daí, multiplicando ambos os lados por e−kt e procedendo como em (ii), obtemos

∥Φ(x)− Φ(y)∥E ≤ L

k
∥x− y∥E.

Portanto, se k > L, Φ é uma contração, logo possui um único ponto fixo x, o qual

satisfaz (1.14) e consequentemente satisfaz (1.13).

Unicidade: Sejam x e x̄, duas soluções de (1.13). Sendo

φ(t) = ∥x(t)− x̄(t)∥,
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temos, por (1.14),

φ(t) = ∥x(t)− x̄(t)∥

≤
∫ t

0

∥F (x(s))− F (x̄(s))∥ds

≤ L

∫ t

0

∥x(s)− x̄(s)∥ds

= L

∫ t

0

φ(s)ds.

Logo,

φ(t) ≤ L

∫ t

0

φ(s)ds, ∀ t ≥ 0.

Portanto, pelo Lema de Gronwall (Lema A.0.6), φ ≡ 0.

1.2 Convolução de Funções

Nesta seção definimos o produto convolução de funções e estudamos algumas de

suas propriedades.

Definição 1.1 Dadas duas funções f e g em R, definimos o produto convolução entre
f e g pela expressão

(f ⋆ g)(x) =

∫
R
f(x− y)g(y)dy,

para os pontos x tais que a integral exista, isto é, a função y ∈ R 7→ f(x− y)g(y) seja
integrável.

Proposição 1.2.1 O produto convolução satisfaz as seguintes propriedades:

(i) f ⋆ g = g ⋆ f ;

(ii) f ⋆ (g + h) = f ⋆ g + f ⋆ h;

(iii) (f ⋆ g) ⋆ h = f ⋆ (g ⋆ h).

Prova. Para verificarmos (i), fazemos a mudança de variável z = x− y e obtemos

(f ⋆ g)(x) =

∫
R
f(x− y)g(y)dy

=

∫
R
f(z)g(x− z)dz

= (g ⋆ f)(x).
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No caso da propriedade (ii) temos,

[f ⋆ (g + h)](x) =

∫
R
f(x− y)[(g + h)(y)]dy

=

∫
R
f(x− y)[g(y) + h(y)]dy

=

∫
R
f(x− y)g(y)dy +

∫
R
f(x− y)h(y)dy

= (f ⋆ g)(x) + (f ⋆ h)(x).

Finalmente, usando (i) e o Teorema de Fubini, obtemos

[(f ⋆ g) ⋆ h](x) =

∫
R
(f ⋆ g)(x− y)h(y)dy

=

∫
R

∫
R
f(z)g(x− y − z)dz h(y)dy

=

∫
R
f(z)

(∫
R
g(x− z − y)h(y)dy

)
dz

=

∫
R
f(z)(g ⋆ h)(x− z)dz

=

∫
R
(g ⋆ h)(x− z)f(z)dz

= [(g ⋆ h) ⋆ f ](x)

= [f ⋆ (g ⋆ h)](x).

o que justifica (iii).

No que segue veremos dois resultados importantes envolvendo este conceito.

Teorema 1.2.2 (Veja [9], p.242.) Se f ∈ L1(Rn), g ∈ C1(Rn) e Dxg for limitada,
então f ⋆ g ∈ C1(R) e Dx(f ⋆ g) = f ⋆ (Dxg).

Prova. Defina

φ(x) =

∫
R
g(x− y)f(y)dy.

Daí, pela regra de Leibniz (Teorema A.0.8), temos

φ′(x) =

∫
R
gx(x− y)f(y)dy. (1.18)
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Note que a integral em (1.18) converge uniformemente em −∞ < x < +∞, pois gx é

limitada e f ∈ L1. Portanto,

Dx(f ⋆ g)(x) = φ′(x)

=

∫
R
gx(x− y)f(y)dy

= [(Dxg) ⋆ f ](x)

= [f ⋆ (Dxg)](x).

Combinando o Teorema 1.2.2 com a Proposição 1.2.1 é imediato o seguinte resul-

tado:

Corolário 1.2.3 Sejam f, g duas funções de classe C1 com f, g ∈ L1 e Dxf e Dxg

limitadas. Então
Dx(f ⋆ g) = (Dxf) ⋆ g = (Dxg) ⋆ f.

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Young Generalizada) Sejam X = Rn, C > 0

e 1 ≤ p ≤ ∞. Suponha g uma função contínua em X ×X tal que

sup
x∈X

∫
X

|g(x, y)|dy ≤ C, sup
y∈X

|g(x, y)|dx ≤ C.

Se f ∈ Lp(X), a função Tf definida por

(Tf)(x) =

∫
X

g(x, y)f(y)dy

está bem definida q.t.p, Tf ∈ Lp(X) e ∥Tf∥p ≤ C∥f∥p.

Prova. Suponha 1 < p < ∞ e seja q o expoente conjugado de p, isto é, 1
p
+ 1

q
= 1.

Então, pela desigualdade de Hölder

|(Tf)(x)| ≤
[∫

X

|g(x, y)|dy
] 1

q
[∫

X

|g(x, y)||f(y)|pdy
] 1

p

≤ C
1
q

[∫
X

|g(x, y)||f(y)|pdy
] 1

p

.

Elevando ambos os lados a potência p, integrando e usando Teorema de Fubini, temos∫
X

|(Tf)(x)|pdx ≤ C
p
q

∫
X

∫
X

|g(x, y)||f(y)|pdydx

≤ C
p
q
+1

∫
X

|f(y)|pdy.
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Portanto,

∥Tf∥p ≤ C
1
p
+ 1

q ∥f∥p

= C∥f∥p.

Esta estimativa implica, em particular, que a integral definida em (Tf)(x) converge

absolutamente q.t.p, de modo que o teorema está provado para o caso 1 < p < ∞. O

caso p = 1 é similar, porém mais fácil e requer somente a hipótese
∫
X
|g(x, y)|dx ≤ C,

e o caso p = ∞, somente a hipótese
∫
X
|g(x, y)|dy ≤ C.

Teorema 1.2.5 (Desigualdade de Young) (Veja [9], p.241.) Se f ∈ L1 e g ∈ Lp,
então f ⋆ g ∈ Lp e

∥f ⋆ g∥p ≤ ∥f∥1∥g∥p.

Prova. Basta aplicar o Teorema 1.2.4 com g(x, y) = f(x− y).



Capítulo 2

Propriedades Básicas da Equação de
Evolução

Neste capítulo, consideramos a equação de evolução não local

∂m(x, t)

∂t
= −m(x, t) + tanh(β(J ⋆ m)(x, t)), (2.1)

cuja idéia geral de sua dedução foi considerada na introdução, e estudamos algumas de

suas propriedades.

Seguindo [6], vamos procurar soluções m de (2.1) no espaço das funções contínuas

e limitadas, Cb(R), com norma do sup, ∥m∥∞ ≤ 1 e que são diferenciáveis em relação

a t. Assim, em toda esta seção, m(x, t) e u(x, t) denotarão duas soluções de (2.1), com

condições iniciais m0 = m(·, 0) e u0 = u(·, 0), respectivamente em Cb(R).

2.1 Boa Posição

Nesta seção provamos que o problema de Cauchy para (2.1) em Cb(R) está bem

posto com soluções globalmente definidas.

Teorema 2.1.1 A função F : Cb(R) → Cb(R) definida pelo o lado direito de (2.1),
isto é,

F (m) = −m+ tanh β(J ⋆ m)

é globalmente lipschitziana.
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Prova. Dadas m, u ∈ Cb(R), temos

|(Fm)(x)− (Fu)(x)| = |u(x)−m(x) + tanh β(J ⋆ m)(x)− tanhβ(J ⋆ u)(x)|

≤ |m(x)− u(x)|+ | tanhβ(J ⋆ m)(x)− tanhβ(J ⋆ u)(x)|

≤ |m(x)− u(x)|+ |β(J ⋆ m)(x)− β(J ⋆ u)(x)|

= |m(x)− u(x)|+ β

∣∣∣∣ ∫
R
m(y)J(x− y)dy −

∫
u(y)J(x− y)dy

∣∣∣∣
≤ |m(x)− u(x)|+ β

∫
R
|J(x− y)||m(y)− u(y)|dy.

Daí

|(Fm)(x)− (Fu)(x)| ≤ |m(x)− u(x)|+ β

∫
R
|J(x− y)||m(y)− u(y)|dy

≤ ∥m− u∥∞ + β

∫
R
|J(x− y)|∥m− u∥∞dy

= ∥m− u∥∞ + β∥m− u∥∞
∫
R
J(x− y)dy. (2.2)

Note que ∫
R
J(x− y)dy = 1.

De fato, sendo J par e
∫
R J(x)dx = 1, fazendo a mudança de variável y− x = z, temos∫

R
J(x− y)dy =

∫
R
J(y − x)dy

=

∫
R
J(z)dz

= 1.

Daí, tomando o supremo em (2.2), obtemos

∥F (m)− F (u)∥∞ ≤ (β + 1)∥m− u∥∞.

Logo, F (m) é globalmente Lipschitz.

Observação 2.1 Segue da Observação 1.2 que o problema de Cauchy para (2.1) ad-
mite uma única solução e que tal solução é globalmente definida.

Teorema 2.1.2 A solução de (2.1) é dada por

m(x, t) = e−tm(x, 0) +

∫ t

0

e−(t−s) tanh(β(J ⋆ m)(x, s))ds, (2.3)

para todo x ∈ R e todo t ≥ 0.
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Prova. De fato, de (2.1) temos

∂m(x, t)

∂t
+m(x, t) = tanh(β(J ⋆ m)(x, t)).

Multiplicamos ambos os lados desta última igualdade pelo número positivo et, obtemos

∂m(x, t)

∂t
et +m(x, t)et = et tanh(β(J ⋆ m)(x, t)). (2.4)

Note que o lado esquerdo de (2.4) representa a derivada em relação a t de [m(x, t)et].

Assim temos,
d

dt

[
m(x, t)et

]
= et tanh{β(J ⋆ m)(x, t)}.

Integrando esta última expressão no intervalo de zero a t obtemos,

etm(x, t) = m(x, 0) +

∫ t

0

es tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}ds.

Logo

m(x, t) = e−tm(x, 0) +

∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}ds.

Teorema 2.1.3 O conjunto

U = {u ∈ Cb(R) : ∥u∥∞ ≤ 1}

é invariante para (2.1), ou seja, se m(·, t) é solução de (2.1) com condição inicial
m(·, 0) ∈ U , então m(·, t) ∈ U .

Prova. Seja m(·, t) a solução de (2.1) em Cb(R) com condição inicial ∥m(·, 0)∥∞ ≤ 1.

Sendo tanh z < 1, para todo z temos por (2.3)

|m(·, t)| ≤ e−t|m(·, 0)|+
∫ t

0

e−(t−s)| tanh(β(J ⋆ m)(x, s))|ds

≤ e−t|m(·, 0)|+
∫ t

0

e−(t−s)ds

= e−t|m(·, 0)|+ e−t

∫ t

0

esds

= e−t|m(·, 0)|+ e−t(et − 1).

Logo,

|m(·, t)| ≤ e−t|m(·, 0)|+ 1− e−t. (2.5)
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De (2.5) temos

∥m(·, t)∥∞ ≤ e−t∥m(·, 0)∥∞ + 1− e−t.

Daí, sendo ∥m(·, 0)∥∞ ≤ 1 segue que ∥m(·, t)∥∞ ≤ 1, como queríamos, e o teorema fica

provado.

Teorema 2.1.4 A solução de (2.1) em U é contínua com relação a condição inicial
para todo t em limitados de R.

Prova. Sejam m(x, t) e v(x, t) duas soluções de (2.1) em U com condições iniciais

m(x, 0) e v(x, 0), respectivamente. Então por (2.3) temos:

|m(x, t)− v(x, t)| ≤ |m(x, 0)− v(x, 0)|+
∫ t

0

e−(t−s)|J ⋆ [m(x, s)− v(x, s)]|ds.

Já que

|J ⋆ [m(x, s)− v(x, s)]| =

∣∣∣∣ ∫
R
J(x− y)[m(y, s)− v(y, s)]dy

∣∣∣∣
≤

∫
R
|J(x− y)||m(y, s)− v(y, s)|dy

≤
∫
R
|J(x− y)|∥m(·, s)− v(·, s)∥∞dy

≤ ∥m(·, s)− v(·, s)∥∞
∫
R
|J(x− y)|dy

= ∥m(·, s)− v(·, s)∥∞.

Então,

|m(x, t)− v(x, t)| ≤ |m(x, 0)− v(x, 0)|+
∫ t

0

e−(t−s)∥m(·, s)− v(·, s)∥∞ds.

Daí,

et|m(x, t)− v(x, t)| ≤ et|m(x, 0)− v(x, 0)|+
∫ t

0

es∥m(·, s)− v(·, s)∥∞ds.

Logo,

et∥m(·, t)− v(·, t)∥∞ ≤ et∥m(·, 0)− v(·, 0)∥∞ +

∫ t

0

es∥m(·, s)− v(·, s)∥∞ds.

Portanto, pelo Lema de Gronwall Generelizado, (veja Lema A.0.7), temos

et∥m(·, t)− v(·, t)∥∞ ≤ et∥m(·, 0)− v(·, 0)∥∞et,

ou seja,

∥m(·, t)− v(·, t)∥∞ ≤ et∥m(·, 0)− v(·, 0)∥∞.
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Observação 2.2 Segue dos Teoremas 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 e 2.1.4 que o problema de
Cauchy,

∂m(x, t)

∂t
= −m(x, t) + tanh(β(J ⋆ m)(x, t)); m(x, 0) = m(x),

está bem posto em U com soluções globalmente definidas.

2.2 Equicontinuidade das Órbitas

Nesta seção estudamos os pontos limites das órbitas de (2.1). Dois resultados

são abordados, sendo que o Teorema 2.2.1, a seguir, tem sua importância associada ao

Corolário 2.2.2, pois o mesmo é usado na demonstração da existência do instanton.

Teorema 2.2.1 Seja ψ(x, t) := m(x, t)− e−tm(x, 0) e denote por ψ′ sua derivada com
relação a x. Então, para qualquer t ≥ 0 tem-se

∥ψ′(·, t)∥∞ ≤ β∥J ′∥L1 := β

∫
R
|J ′(x)|dx.

Prova. Por (2.3) temos,

ψ(x, t) = e−tm(x, 0) +

∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}ds− e−tm(x, 0)

=

∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}ds.

Agora, derivando sob sinal de integração em relação a x, (veja Regra de Leibniz, con-

forme Teorema A.0.8), obtemos,

∂

∂x
ψ(x, t) =

∫ t

0

e−(t−s)sech2(β(J ⋆ m)(x, s))
∂

∂x
{β(J ⋆ m)(x, s)}ds.

Assim,∣∣∣∣ ∂∂xψ(x, t)
∣∣∣∣ ≤

∫ t

0

e−(t−s)|sech2(β(J ⋆ m)(x, s))|β
∣∣∣∣ ∂∂x

∫
R
J(x− y)m(y, s)dy

∣∣∣∣ds
=

∫ t

0

e−(t−s)|sech2(β(J ⋆ m)(x, s))|β
∣∣∣∣∫

R
J ′(x− y)m(y, s)dy

∣∣∣∣ ds.
Logo, sendo sech(z) ≤ 1, segue que

|ψ′(x, t)| ≤
∫ t

0

e−(t−s)β

∫
R
|J ′(x− y)||m(y, s)|dyds

≤
∫ t

0

e−(t−s)β

∫
R
|J ′(x− y)| sup

y
|m(y, s)|dyds.
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Desta última desigualdade obtemos

|ψ′(x, t)| =

∫ t

0

e−(t−s)β

∫
R
|J ′(x− y)|∥m(·, s)∥∞dyds

=

∫ t

0

e−(t−s)β∥m(·, s)∥∞
∫
R
|J ′(x− y)|dyds

= β∥m(·, s)∥∞∥J ′∥L1

∫ t

0

e−(t−s)ds

= β∥m(·, s)∥∞∥J ′∥L1e−t(et − 1).

Usando que ∥m(·, s)∥∞ ≤ 1 e
(
1− 1

et

)
≤ 1, obtemos o resultado, ou seja,

∥ψ′(·, t)∥∞ ≤ β∥J ′∥L1 .

Corolário 2.2.2 (Pontos Limite das Órbitas) Dada qualquer sequência (tn) cres-
cente para o infinito, existe uma função m⋆ ∈ Cb(R), ∥m⋆∥∞ ≤ 1, e uma subsequência
(sn) tal

lim
n→∞

m(x, sn) = m⋆(x),

uniformemente sobre compactos.

Prova. A família ψ(x, t) = m(x, t) − e−tm(x, 0) é equilimitada e equicontínua em

R× R+. De fato,

(i) ψ é equilimitada, pois de (2.3) temos,

|ψ(x, t)| = |m(x, t)− e−tm(x, 0)|

≤
∫ t

0

|e−(t−s) tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}|ds

=

∫ t

0

e−(t−s)| tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}|ds

≤
∫ t

0

e−(t−s)ds

≤ 1.

(ii) Para mostrarmos a equicontinuidade, começamos observando que

d

dt
ψ(x, t) = −m(x, t) + tanh{β(J ⋆ m)(x, t))}+ e−tm(x, 0)

= −e−tm(x, 0)−
∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ m)(x, s)ds

+ tanh{β(J ⋆ m)(x, t))}+ e−tm(x, 0)

= tanh{β(J ⋆ m)(x, t)} −
∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}ds.
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Logo, usando que | tanh(z)| < 1, obtemos∣∣∣∣ ddtψ(x, t)
∣∣∣∣ ≤ | tanh{β(J ⋆ m)(x, s)} −

∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}ds|

≤ | tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}|+
∫ t

0

e−(t−s)| tanh{β(J ⋆ m)(x, s)}|ds

≤ 1 +

∫ t

0

e−(t−s)ds.

Daí, sendo
∫ t

0
e−(t−s) ≤ 1 resulta que∣∣∣∣ ddtψ(x, t)

∣∣∣∣ ≤ 2. (2.6)

Agora, usando o Teorema do Valor Médio temos

|ψ(x, t)− ψ(y, r)| ≤ |ψ(x, t)− ψ(y, t)|+ |ψ(y, t)− ψ(y, r)|

≤ |ψ′(θ, t)||x− y|+
∣∣∣∣ ddsψ(y, s)

∣∣∣∣|t− r|

para algum θ entre x e y e algum s entre t e r. Logo, do Teorema 2.2.1 e da

desigualdade (2.6) segue que

|ψ(x, t)− ψ(y, r)| ≤ β∥J ′∥L1 |x− y|+ 2|t− r|.

Pelo estudo feito sobre ψ, segue do Teorema de Arzelà-Ascoli (veja Teorema

A.0.11) que existe uma subsequência desta, a qual designamos por ψ(x, tk), que con-

verge uniformemente quando k → ∞ para todo x em compacto. A partir disto,

considerando subsequências de subsequências tomadas em t ∈ R+ que, pelo procedi-

mento diagonal (veja demonstração do Teorema A.0.15), obteremos a subsequência (sn)

descrita no enunciado, bem como a conclusão do corolário.



Capítulo 3

Existência de um Funcional Energia

Neste capítulo, seguindo [4] e [6], exibimos um funcional energia para equação

(2.1) e mostramos algumas de suas propriedades. Além disso, enunciamos e

demonstramos o Teorema de Comparação, onde o mesmo é usado na prova do Teorema

3.3.1. Finalmente, na demonstração do Teorema 3.3.2, verificamos que o ponto crítico

do funcional energia é uma solução de equilíbrio de (2.1).

Continuamos usando a notação U = {u ∈ Cb(R) : ∥u∥∞ ≤ 1}. Definimos o

funcional F : U → [0,∞) por

F(m) =

∫
R
[f(m(x))− f(mβ)]dx+

1

4

∫
R

∫
R
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy, (3.1)

onde f : [−1, 1] → R é a densidade de energia do sistema (veja Figura 3.2) dada por

f(m) = −1

2
m2 − β−1i(m),

e i : [−1, 1] → R a densidade de entropia do sistema (veja Figura 3.1) definida por

i(m) = −1 +m

2
ln

(
1 +m

2

)
− 1−m

2
ln

(
1−m

2

)
.
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Figura 3.1: Densidade de Entropia
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Figura 3.2: Densidade de Energia

3.1 Propriedades Topológicas do Funcional Energia

Nesta seção, seguimos com algumas adaptações, a prova de semicontinuidade

inferior do funcional F dada em [4].

Começamos observando que o conjunto U é convexo e, na topologia fraca do

L2
loc(R), compacto . Nesta topologia mn → m se, para cada R > 0, mn(x), |x| ≤ R,

converge fracamente para m(x), quando n→ ∞, em L2([−R,R]).

Teorema 3.1.1 O funcional F é finito se, existem σ±, |σ±| = 1 tal que

(m− χσ) ∈ L2(R), (3.2)

onde χσ = σ−mβ1x≤0 + σ+mβ1x>0, com 1A indicando a função característica do con-
junto A e σ uma configuração de spin.

Prova. Suponha (m − χσ) ∈ L2(R). Usando o fato de que f tem mínimo quadrático

em ±mβ, existe b > 0 tal que

f(m)− f(mβ) ≤ bmin{(m−mβ)
2; (m+mβ)

2}.
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Daí,

F(m) =

∫
R
[f(m(x))− f(mβ)]dx+

1

4

∫
R

∫
R
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy

≤ b

∫
R
(m(x)−mβ)

2dx+
1

4

∫
R

∫
R
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy.

Notando que (A+B)2 ≤ 2(A2 +B2), temos

F(m) ≤ b

∫
R
(m(x)−mβ)

2dx+
1

4

∫
R

∫
R
J(x− y)[(m(x)− χσ(x))

+ (χσ(x)−m(y))]2dxdy

≤ b

∫
R
(m(x)−mβ)

2dx+
1

2

∫
R

∫
R
J(x− y)[((m(x)− χσ(x))

2

+ (χσ(x)−m(y))2]dxdy.

Sendo (m−χσ) ∈ L2(R) e do fato que
∫
J(x− y)dx = 1, segue que F(m) <∞. Como

queríamos.

Observação 3.1 A recíproca deste resultado também é válida e sua demonstração,
fundamentada em resultados de probabilidade, não será feita por fugir dos propósitos
deste trabalho, podendo ser vista em [4]. Mais precisamente temos o seguinte resultado:
existe d > 0 e σ±, |σ±| = 1 tal que d∥m − χσ∥ ≤ F(m), ou seja, F < ∞ implica que
(m− χσ) ∈ L2(R).

Teorema 3.1.2 O funcional F é semicontínuo inferiormente na topologia fraca de
L2
loc(R).

Prova. Devemos mostrar que se mn → m( fraco emL2
loc(R)), quando n→ ∞, então

lim inf
n→∞

F(mn) ≥ F(m). (3.3)

Esta afirmação é sempre válida se limn→∞F(mn) = ∞. Consideremos então

lim inf
n→∞

F(mn) = α <∞. (3.4)

Pela Observação 3.1, existe d > 0 tal que d∥m− χσ∥L2 ≤ F(m) < ∞. Então, existem

C <∞, σ(n) e n∗ de modo que, para n ≥ n∗ tem-se que∫
[(mn − χσ(n))(x)]2dx ≤ C.

Recorde que na topologia fraca de L2
loc(R) a bola fechada é compacta, daí existe σ e

uma subsequência nk de modo que: (i) σ(nk) = σ e (ii) (mnk
− χσ) converge fraco em
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L2(R). Denotemos este limite por (m − χσ) ∈ L2(R). Observamos agora que, se uma

função ψ está em L2(R), então, dado ζ > 0, existe R > 0 tal que para qualquer L > 0,

tem-se L < l ≤ L+R para o qual

∥ψ∥[l, l+1] < ζ2,

onde para um dado intervalo I,

∥ψ∥I =
∫
I

ψ(x)2dx.

Fixe uma sequência ζi ↘ 0, com i ≥ 1, então para cada i existem:

(i) uma subsequência n(i)
k de n(i−1)

k que converge para [m− χσ] ∈ L2(R)

(ii) duas sequências l(i)± estritamente crescente para ∞ de modo que

∥m(i)
nk

− χσ∥[l(i)+ ,l
(i)
+ +1]

< ζ2i ∀k (3.5)

∥m(i)
nk

− χσ∥[−l
(i)
− −1,−l

(i)
− ]
< ζ2i ∀k. (3.6)

Agora fixamos i, um elemento n ∈ n
(i)
k , chamamos I = [−l(i)− , l

(i)
+ ], Ic seu complementar

em R e finalmente definimos

FI(m) =

∫
I

[f(m(x))− f(mβ)]dx+
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy (3.7)

e

F0
I (m) = −β−1

∫
I

[i(m(x))− i(mβ)]dx−
1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)m(y)−m2
β]dxdy

−
∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)m(y)− 1

2
m(x)2]dxdy. (3.8)

Então,

F(m) =

∫
I

[f(m(x))− f(mβ)]dx+

∫
IC
[f(m(x))− f(mβ)]dx

+
1

4

∫
R

∫
R
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy

=

∫
I

[f(m(x))− f(mβ)]dx+

∫
IC
f(m(x))− f(mβ)]dx

+
1

4

∫
R

[∫
I

J(x− y)[m(x)−m(y)]2dy +

∫
IC
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dy

]
dx

=

∫
I

[f(m(x))− f(mβ)]dx+

∫
IC
[f(m(x))− f(mβ)]dx

+
1

4

∫
R

∫
I

J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy +
1

4

∫
R

∫
IC
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy.
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Daí,

F(m) =

∫
I

[f(m(x))− f(mβ)]dx+

∫
IC
f(m(x))− f(mβ)]dx

+
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy +
1

4

∫
IC

∫
I

J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy

+
1

4

∫
IC

∫
I

J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy +
1

4

∫
IC

∫
IC
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy.

Portanto,

F(m) = FI(m) + FIC (m) +
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy. (3.9)

Note agora que, de (3.9) obtemos

F(m) = FIC (m) + F0
I (m) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy, (3.10)

pois sendo

FI(m) +
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy = F(m)−FIC (m)

temos,

F(m)−FIC (m) =

∫
I

[−1

2
m(x)2 − β−1i(m)(x) +

1

2
m2

β + β−1i(mβ)]dx

+
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy

+
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy

= −β−1

∫
I

[i(m)− i(mβ)]dx−
1

2

∫
I

(m(x)2 −m2
β)dx

+
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy

+
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)−m(y)]2dxdy.

Daí, desenvolvendo os quadrados, obtemos

F(m)−FIC (m) = −β−1

∫
I

[i(m)− i(mβ)dx−
1

2

∫
I

(m(x)2 −m2
β)dx

+
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)2 +m(y)2 − 2m(x)m(y)]dxdy

+
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)2 +m(y)2 − 2m(x)m(y)]dxdy.
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Logo,

F(m)−FIC (m) = −β−1

∫
I

[i(m)− i(mβ]dx−
1

2

∫
I

(m(x)2 −m2
β)dx

− 1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)2m(x)m(y)dxdy

+
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)2 +m(y)2]dxdy

− 1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)2m(x)m(y)dxdy

+
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)2 +m(y)2]dxdy

= −β−1

∫
I

[i(m)− i(mβ)]dx−
1

2

∫
I

(m(x)2 −m2
β)dx

− 1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)m(x)m(y)dxdy

+
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)2 +m(y)2]dxdy

−
∫
I

∫
IC
J(x− y)m(x)m(y)dxdy

+
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)2 +m(y)2]dxdy.

Como
∫
I
J(x− y)dy = 1, temos

F(m)−FIC (m) = −β−1

∫
I

[i(m)− i(mβ)]dx−
1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)(m(x)2 −m2
β)dxdy

− 1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)m(x)m(y)dxdy +
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)2 + (y)2]dxdy

−
∫
I

∫
IC
J(x− y)m(x)m(y)dxdy +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)2 +m(y)2]dxdy

= −β−1

∫
I

[i(m)− i(mβ)]dx−
1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)m(y)−m2
β]dxdy

− 1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)m(x)2dxdy +
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)2 +m(y)2]dxdy

−
∫
I

∫
IC
J(x− y)m(x)m(y)dxdy +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)2 +m(y)2]dxdy.
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Então,

F(m)−FIC (m) = −β−1

∫
I

[i(m)− i(mβ)]dx−
1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)m(y)−m2
β]dxdy

− 1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)m(x)2dxdy +
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)m(x)2dxdy

+
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)m(y)2dxdy −
∫
I

∫
IC
J(x− y)m(x)m(y)dxdy

+
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)m(x)2dxdy +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy

=−β−1

∫
I

[i(m)− i(mβ)]dx−
1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)[m(x)m(y)−m2
β]dxdy

− 1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)m(x)2dxdy +
1

4

∫
I

∫
I

J(x− y)m(y)2dxdy

−
∫
I

∫
IC
J(x− y)[m(x)m(y)− 1

2
m(x)2]dxdy+

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy.

Portanto,

F(m)−FIC (m) = F0
I (m) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy.

Recorde agora que, J(x) = 0 se |x| > 1, pois o suporte da função J está em

[−1, 1], e note que χσ ≥ χσ − |m|. Como (|m| − χσ)
2 ≥ 0 temos,

|m|2 ≥ 2|m|χσ − χ2
σ + 2χ2

σ − 2χ2
σ

= χ2
σ + 2|m|χσ − 2χ2

σ

= χ2
σ + 2χσ(|m| − χσ)

≥ χ2
σ + 2(χσ − |m|)(|m| − χσ)

= χ2
σ − 2(|m| − χσ)(|m| − χσ)

= χ2
σ − 2(|m| − χσ)

2

≥ χ2
σ − 2(|m− χσ|)2.

Onde na última desigualdade usamos que −(|m| − |χσ|)2 ≥ −|m− χσ|2. Daí,∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy ≥

∫
I

∫
IC
J(x− y)[χ2

σ(y)− 2(m(y)− χσ(y))
2]dxdy

=

∫
I

∫
IC
J(x− y)χ2

σ(y)dxdy

− 2

∫
I

∫
IC
J(x− y)(m(y)− χσ(y))

2dxdy.
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Uma vez que
∫
I
J(x − y)dx = 1 e −∥m − χσ∥ ≥ −ζi por (3.5). Escolhendo I de tal

sorte que ∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy ≥

∫
I

∫
IC
J(x− y)χ2

σ(y)dxdy − 2ζi. (3.11)

Logo,

F(m) ≥ FIC (m) + F0
I (m) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)χ2

σ(y)dxdy − 2ζi

≥ F0
I (m) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)χ2

σ(y)dxdy − 2ζi. (3.12)

Usando a definição da aplicação contínua E(·|·), (ver[4] p.68) dada por

E(mI |mIC ) = −1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)m(x)m(y)dxdy −
∫
I

∫
IC
J(x− y)m(x)m(y)dxdy, ∀m

vemos que,

F0
I (m) = E(mI |mIC )− β−1

∫
I

[i(m(x))− i(mβ)]dx+
1

2

∫
I

∫
I

J(x− y)m2
βdxdy

+
1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)m(x)2dxdy

é semicontínuo inferiormente, pois E(·|·) é contínuo e i(m) é convexo, (veja Teorema

A.0.16). Agora, tomando limite em (3.12) ao longo da subsequência ni
k, temos

α = lim inf
n→∞

F(mn) ≥ lim inf
n→∞

FI
0(mn) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)χ2

σdxdy − 2ζi.

Logo, sendo F0
I semicontínuo inferiormente, temos

α = lim inf
n→∞

F(mn) ≥ FI
0(m) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)χ2

σ(y)dxdy − 2ζi. (3.13)

Como (m − χσ) ∈ L2(R), dado ϵ > 0 existe L, tal que se B é um intervalo unitário

externo a [−L,L], tem-se

∥m− χσ∥B ≤ ϵ2.

Sendo l(i)± → ∞, quando i → ∞, dado ϵ > 0, se i é suficientemente grande obtemos,

com um argumento análogo usado para conseguir (3.12),∫
I

∫
IC
J(x− y)χ2

σ(y)dxdy ≥
∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy − 2ϵ. (3.14)

Note agora que, somando em ambos os lados de (3.10), −2ζi − 2ϵ, obtemos

F(m)−FIC (m)− 2ζi − 2ϵ = F0
I (m) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy − 2ζi − 2ϵ
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e de (3.13) e (3.14) resulta que

α ≥ F0
I (m) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)χ2

σ(y)dxdy − 2ζi

≥ F0
I (m) +

1

2

∫
I

∫
IC
J(x− y)m(y)2dxdy − 2ζi − 2ϵ

= F(m)−FIC (m)− 2ζi − 2ϵ.

Logo,

α ≥ F(m)−FIC (m)− 2ζi − 2ϵ. (3.15)

Como (m − χσ) está em L2(R), fazendo i → ∞, tem-se ζi → 0 e de I = [−l(i), l(i)]

resulta em FIC (m) → 0, daí α ≥ F(m), como queríamos.

Teorema 3.1.3 Suponha que m ∈ Cb(R) e que (3.2) é válido. Então,
(m(·, t) − χσ) ∈ L2(R), para todo t ≥ 0, e ∥m(·, t) − χσ∥L2 é limitado para t em
compacto.

Prova. Chamando mσ = m− χσ, temos

mσ + χσ = m e e−tm(x, 0) = e−tmσ(x, 0) + e−tχσ(x).

Daí,

mσ(x, t) = m(x, t)− χσ(x)

= e−tm(x, 0) +

∫ t

0

e−(t−s) tanh(β(J ⋆ m)(x, s))ds− χσ(x)

= e−tmσ(x, 0) + e−tχσ(x) +

∫ t

0

e−(t−s) tanh(β(J ⋆ m)(x, s))ds− χσ(x)

= e−tmσ(x, 0) +

∫ t

0

e−(t−s) tanh(β(J ⋆ m)(x, s))ds+ e−tχσ(x)− χσ(x).

Sendo

e−tχσ(x)− χσ(x) = −
∫ t

0

e−(t−s)χσ(x)ds,

resulta

mσ(x, t) = e−tmσ(x, 0) +

∫ t

0

e−(t−s)[tanh(β(J ⋆ m)(x, s)− χσ(x)]ds.

Usando que

tanh(βχσ(x)) = χσ(x),
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obtemos

mσ(x, t) = e−tmσ(x, 0) +

∫ t

0

e−(t−s)[tanh(β(J ⋆ m)(x, s)− tanh(βχσ(x))]ds.

Logo,

∥mσ(·, t)∥L2 ≤ e−t∥mσ(·, 0)∥L2 +

∫ t

0

e−(t−s)∥Λ(·, s)∥L2ds, (3.16)

onde

Λ(x, s) = | tanh(β(J ⋆ m)(x, s)− tanh(βχσ(x))|. (3.17)

Por outro lado, temos que a equação (3.17) satisfaz

Λ(x, s) ≤ |β(J ⋆ m)(x, s)− (βχσ(x))|. (3.18)

Note ainda que

β(J ⋆ |mσ|) + β|χσ(x)− (J ⋆ χσ)(x)| = β[J ⋆ |m− χσ(x)|+ |χσ(x)− (J ⋆ χσ)(x)|

= β[|(J ⋆ m)(x)− (J ⋆ χσ)(x)|

+ |χσ(x)− (J ⋆ χσ)(x)|]

≥ β|(J ⋆ m)(x)− χσ(x)|.

Assim em (3.18) teremos,

Λ(x, s) ≤ β(J ⋆ |mσ|) + β|χσ(x)− (J ⋆ χσ)(x)|.

Mas |χσ(x)− (J ⋆ χσ)(x)| ≤ mβ, pois para x no suporte de J temos

χσ(x)− (J ⋆ χσ)(x) =

 0, se |x| ≤ 1

mβ, se |x| > 1.
(3.19)

Então,

∥Λ(·, s)∥L2 ≤ β∥J ⋆ |mσ|(·, s)∥L2 + β∥χσ − (J ⋆ χσ)∥L2

≤ β∥J ⋆ |mσ|(·, s)∥L2 +
√
2βmβ

já que,

∥χσ − (J ⋆ χσ)∥2L2 =

∫
R
|χσ(x)− (J ⋆ χσ)(x)|2dx

≤
∫
|x|≤1

m2
β = 2m2

β.
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Voltando a (3.16) e usando a Desigualdade de Young, (veja Teorema 1.2.5), obtemos

∥mσ(·, t)∥L2 ≤ e−t∥mσ(·, 0)∥L2 +

∫ t

0

e−(t−s)[β∥J ⋆ |mσ|(·, s)∥L2 +
√
2βmβ]ds

≤ e−t∥mσ(·, 0)∥L2 +

∫ t

0

e−(t−s)[β∥J∥L1∥mσ(·, s)∥L2 +
√
2βmβ]ds.

= e−t∥mσ(·, 0)∥L2 +

∫ t

0

e−(t−s)β∥mσ(·, s)∥L2ds+

∫ t

0

e−(t−s)
√
2βmβds.

= e−t∥mσ(·, 0)∥L2 + (1− e−t)
√
2βmβ +

∫ t

0

e−(t−s)β∥mσ(·, s)∥L2ds

≤ e−t∥mσ(·, 0)∥L2 +
√
2βmβ +

∫ t

0

e−(t−s)β∥mσ(·, s)∥L2ds.

Assim,

et∥mσ(·, t)∥L2 ≤ ∥mσ(·, 0)∥L2 + et
√
2βmβ +

∫ t

0

esβ∥mσ(·, s)∥L2ds.

Usando o Lema de Gronwall Generalizado (ver Lema A.0.7), obtemos

∥mσ(·, t)∥L2et ≤ (∥mσ(·, 0)∥L2 +
√
2βmβe

t)eβt.

Portanto,

∥mσ(·, t)∥L2 ≤ (∥mσ(·, 0)∥L2)e(β−1)t +
√
2βmβe

βt.

Assim, mσ(·, t) ∈ L2(R) para todo t ≥ 0 e ∥mσ(·, t)∥L2 = ∥m(·, t) − χσ∥L2 é limitada

para t em compactos, como queríamos demonstrar.

3.2 Teorema de Comparação

Nesta seção, enunciamos e demonstramos um dos principais resultados desta dis-

sertação. Este teorema será usado frenquentemente em resultados subsequentes.

Definição 3.1 Uma função v é uma subsolução do problema de Cauchy (2.1) com
condição inicial m0 = m(·, 0), se v é continuamente diferenciável em relação a t,
∥v(·, t)∥∞ ≤ 1 para todo t, v(x, 0) ≤ m(x, 0), para todo x e

∂v(x, t)

∂t
≤ −v(x, t) + tanh{β(J ⋆ v)(x, t)}, (3.20)

∀x ∈ R e ∀ t ≥ 0. Analogamente, w é uma supersolução se tem as mesmas propriedades
acima invertendo a desigualdade, isto é, w(x, 0) ≥ m(x, 0) e satisfaz (3.20).
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Teorema 3.2.1 (Comparação) Sejam v e w, respectivamente, uma subsolução e su-
persolução, do problema de Cauchy (2.1) com condição inicial m(·, 0), então ∀x ∈ R
e ∀ t ≥ 0, temos

v(x, t) ≤ m(x, t) ≤ w(x, t). (3.21)

Prova. Seja T > 0 e denote por M o espaço Cb (R× [0, T ]) munido com a norma do

sup. Defina a aplicação G :M →M por

(G(f)) (x, t) = e−tf(x, 0) +

∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ f)(x, s)}ds (3.22)

Note que G é monotônico não-decrescente, isto é, G(f) ≥ G(g), se f ≥ g e

(G(f)) (x, 0) = f(x, 0). De fato, de f ≥ g temos e−tf(x, 0) ≥ e−tg(x, 0) e como J ⋆f ≥

J ⋆g, tem-se βJ ⋆f ≥ βJ ⋆g acarretando em tanh{β(J ⋆f)(x, s)} ≥ tanh{β(J ⋆g)(x, s)}

e daí concluímos que G(f) ≥ G(g). É óbvio que (G(f)) (x, 0) = f(x, 0). Além disso, se

βT < 1, G é uma contração sobre qualquer subconjunto de funções em M com mesmo

valor em t = 0. Com efeito, sejam f e g em Cb (R× [0, T ]), com f(x, 0) = g(x, 0), ∀x.

Então,

|G(f)(x, t)−G(g)(x, t)| =

∣∣∣∣ ∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ f)(x, s)}ds

−
∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ g)(x, s)}ds
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ ∫ t

0

e−(t−s) [tanh{β(J ⋆ f)(x, s)}−tanh{β(J ⋆ g)(x, s)}] ds
∣∣∣∣

≤
∫ t

0

e−(t−s)| tanh{β(J ⋆ f)(x, s)} − tanh{β(J ⋆ g)(x, s)}|ds.

Daí,

|G(f)(x, t)−G(g)(x, t)| ≤
∫ t

0

e−(t−s)β|(J ⋆ f)(x, s)− (J ⋆ g)(x, s)|ds. (3.23)

Agora, note que

|(J ⋆ f)(x, s)− (J ⋆ g)(x, s)| =

∣∣∣∣ ∫
R
J(x− y)f(y, s)dy −

∫
R
J(x− y)g(y, s)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
R
J(x− y)[f(y, s)− g(y, s)]dy

∣∣∣∣
≤

∫
R
|J(x− y)[f(y, s)− g(y, s)]|dy. (3.24)
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Tomando a norma do sup em (3.23) e usando (3.24), obtemos

∥G(f)−G(g)∥∞ ≤
∫ t

0

e−(t−s)β∥f − g∥∞ds

≤
∫ t

0

β∥f − g∥∞ds

= tβ∥f − g∥∞

≤ Tβ∥f − g∥∞.

Logo, se βT < 1, temos que G é uma contração. Assim, se m(x, t) é solução de (2.1)

com condição inicial m0 = m(x, 0), temos

lim
n→∞

Gn(m0) = m. (3.25)

A mesma expressão mantém-se válida para uma solução u, com condição

inicial u0 ≤ m0. Daí, sendo G monotônico, segue que G(u0) ≤ G(m0). Assim, pas-

sando ao limite como em (3.25), segue que u ≤ m, em R× [0, T ].

Agora, se v é uma subsolução de (2.1), segue de (3.24) que

et
∂v(x, t)

∂t
+ etv(x, t) ≤ et tanh{β(J ⋆ v)(x, t)}.

Daí obtemos,

d

dt

(
etv(x, t)

)
≤ et tanh{β(J ⋆ v)(x, t)}.

Integrando de 0 a t, resulta

etv(x, t)− v(x, 0) ≤
∫ t

0

es tanh{β(J ⋆ v)(x, s)}ds.

Logo

v(x, t) ≤ e−tv(x, t) +

∫ t

0

e−(t−s) tanh{β(J ⋆ v)(x, s)}ds

= G(v)(x, t) (3.26)

Como G é monotônico, de (3.26) temos:

v ≤ G(v) ⇒ G(v) ≤ G2(v) ⇒ v ≤ G2(v)

v ≤ G2(v) ⇒ G(v) ≤ G3(v) ⇒ v ≤ G3(v)

...

v ≤ Gn−1(v) ⇒ G(v) ≤ Gn(v) ⇒ v ≤ Gn(v). (3.27)
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Passando ao limite, na última desigualdade de (3.27), temos

v ≤ lim
n→∞

Gn(v) = z

onde z = limn→∞Gn+1(v). Pela continuidade de G, G(z) = z pois,

G(z) = G( lim
n→∞

Gn(v)) = lim
n→∞

G(Gn(v))

= ( lim
n→∞

Gn+1(v))

= z.

Logo, z é solução de (2.1) em R× [0, T ], com condição inicial z(·, 0) = v(·, 0).

Portanto, se z(·, 0) = v(·, 0) ≤ m(·, 0) então,

v ≤ z ≤ m em R× [0, T ].

Daí

v(x, t) ≤ m(x, t), ∀ (x, t) ∈ R× [0, T ].

Com o mesmo argumento, podemos mostrar para a supersolução. Assim (3.21) vale

para 0 ≤ t ≤ T . Analogamente, o resultado pode ser extendido para [T, 2T ], pois a

estimativa não depende da condição inicial. O mesmo para [2T, 3T ] e, por um processo

de iteração a prova é concluída.

3.3 Propriedade de Lyapunov para o Funcional Ener-
gia

Nesta seção, mostramos que o funcional energia se comporta como um funcional

de Lyapunov (veja [12]). Em seguida, consideramos o Teorema (3.3.2) que é usado no

capítulo 4 na demonstração do teorema de existência de instanton.

Teorema 3.3.1 Suponha que m(·, 0) ∈ Cb(R), com ∥m(·, 0)∥∞ ≤ 1, e admita ainda
que (3.2) vale. Então, F(m(·, t)) está bem definido para todo t ≥ 0, é derivável com
relação a t, se t > 0, com

d

dt
F(m(·, t)) = −I(m(·, t)) ≤ 0, (3.28)

onde para qualquer h ∈ Cb(R), com ∥h∥∞ < 1, tem-se

I(h) =

∫
R
[(J ⋆ h)(x)− β−1arctanh(h(x))][tanh β(J ⋆ h)(x)− h(x)]dx. (3.29)
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O integrando em (3.29) é uma função não-negativa em L1(R), quando h = m(·, t).
Finalmente, para todo t0 ≥ 0 e todo t ≥ t0,

F(m(·, t))−F(m(·, t0)) = −
∫ t

t0

I(m(·, s))ds ≤ 0 (3.30)

Prova. Assuma primeiro que, dado t > 0, existe ϵ > 0 tal que ∥m(·, s)∥∞ ≤ 1 − ϵ,

onde s varia num pequeno intervalo finito ∆ contendo t. Para s ∈ ∆, escrevemos

F(m(·, s)) :=
∫
ϕ(x, s)dx e I(m(·, s)) :=

∫
ι(x, s)dx (3.31)

Para cada s ∈ ∆, ι(·, s) ∈ L1(R) e sups∈∆ ∥ι(·, s)∥L1 < ∞. De fato, vamos escrever

ι(·, s) como um produto de funções e usarmos o Teorema 3.1.3 para garantir que cada

fator está em L2(R),

ι(x, s) = [(J ⋆ m)(x)− β−1arctanh(m(x))]︸ ︷︷ ︸
1ofator

[tanh β(J ⋆ m)(x, s)−m(x, s)]︸ ︷︷ ︸
2ofator

. (3.32)

Note que usando mβ = tanh(βmβ) temos,

[tanhβ(J ⋆ m)(x, s)−m(x, s)] = [tanh β(J ⋆ m)(x, s)− tanh(βJ ⋆ χσ)]

+ [χσ(x)−m(x, s)]. (3.33)

Pelo Teorema 3.1.3, (χσ −m) ∈ L2(R). Por outro lado,

[tanh β(J ⋆ m)(x, s)− tanh(βJ ⋆ χσ)] ∈ L2(R)

pois

| tanh β(J ⋆ m)(x, s)− tanh(βJ ⋆ χσ)| ≤ β|(J ⋆ m)− (J ⋆ χσ)|

= β|J ⋆ (m− χσ)| ∈ L2(R)

já que (m− χσ) ∈ L2(R) e J é limitada. Assim, concluímos que o 2◦ fator em (3.32) é

uma função de L2(R).

Quanto ao primeiro fator, [(J ⋆ m)(x, s) − β−1arc tanh(m(x, s))], sabemos que

arctanh não tem derivada limitada próximo de ±1. Mas, usando a hipótese inicial que

as funções m que estamos considerando satisfazem:

∥m(·, s)∥∞ ≤ 1− ϵ, para algum ϵ > 0, s ∈ ∆
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segue que para tais funções m, o arctanh(m(·, s)) tem derivada limitada. Assim

[(J ⋆ m)(x, s)− β−1arctanh(m(x, s))] =
1

β
[β(J ⋆ m)(x, s)− arctanh(m(x, s))]

=
1

β
[arctanh(tanh{β(J ⋆ m)(x, s)})

− arctanh(m(x, s))].

Daí,

|(J ⋆ m)(x, s)− β−1arctanh(m(x, s))| ≤ 1

β
| tanh β(J ⋆ h)(x, s)−m(x, s)| ∈ L2(R)

pelo argumento anterior. Portanto, ι(·, s) ∈ L1(R).

Além disso, ϕ(x, s) é, para cada x, diferenciável em s com ι(·, s) sua derivada parcial,

pois

d

ds
F(m(·, s)) =

d

ds

∫
R
[f(m(x, s))− f(mβ)]dx︸ ︷︷ ︸

F1

+
1

4

d

ds

∫
R

∫
R
J(x− y)[m(x, s)−m(y, s)]2dxdy︸ ︷︷ ︸

F2

(3.34)

Daí temos,

d

ds
F1(m(·, s)) =

∫
R

[
−m(x, s)

∂m

∂s
− β−1i′(m(x, s))

]
dx. (3.35)

Agora, observe que

i′(m) = −
[
1

2

∂m

∂s
ln

(
1 +m

2

)
+

1 +m

2

2

1 +m

1

2

∂m

∂s
− 1

2

∂m

∂s
ln

(
1−m

2

)]
−

[(
1−m

2

)(
2

1−m

)(
−1

2

)
∂m

∂s

]
= −

[
1

2

∂m

∂s
ln

(
1 +m

2

)
+

1

2

∂m

∂s
− 1

2

∂m

∂s
ln

(
1 +m

2

)
− 1

2

∂m

∂s

]
= −

[
1

2

∂m

∂s

(
ln

(
1 +m

2

)
− ln

(
1−m

2

))]
= −

[
1

2

∂m

∂s

(
ln

(
1 +m

1−m

))]
.

Portanto,

i′(m(x, s)) = −∂m
∂s

arctanh (m(x, s)). (3.36)

Para obter (3.36), usamos que

1

a
arctanh

(u
a

)
=

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ u

a− u

∣∣∣∣, |u| < a.
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Substituindo (3.36) em (3.35), obtemos

d

dt
F1(m(·, s)) =

∫
R

[
−m(x, s)

∂m

∂s
+ β−1∂m

∂s
arctanh (m(x, s))

]
dx. (3.37)

Por outro lado,

d

dt
F2(m(·, s)) =

1

4

d

dt

∫
R

∫
R
J(x− y)[m(x, s)−m(y, s)]2dxdy

=
1

2

[∫
R

∫
R
J(x− y)m(x, s)

∂m(x, s)

∂s
dxdy

]
+

1

2

[∫
R

∫
R
J(x− y)m(y, s)

∂m(y, s)

∂s
dxdy

]
− 1

2

[∫
R

∫
R
J(x− y)m(x, s)

∂m(y, s)

∂s
dxdy

]
− 1

2

[∫
R

∫
R
J(x− y)m(y, s)

∂m(x, s)

∂s
dxdy

]
=

∫
R

∫
R
J(x− y)m(x, s)

∂m(x, s)

∂s
dxdy

−
∫
R

∫
R
J(x− y)m(y, s)

∂m(x, s)

∂s
dxdy

=

∫
R

[∫
R
J(x− y)dym(x, s)

∂m(x, s)

∂s

]
dx

−
∫
R

[∫
R
J(x− y)dym(y, s)

∂m(x, s)

∂s

]
dx.

Portanto,

d

ds
F2(m(·, s)) =

∫
R

[
m(x, s)

∂m(x, s)

∂s

]
dx−

∫
R
(J ⋆ m)(x, s)

∂m(x, s)

∂s
dx. (3.38)

Substituindo (3.38) e (3.37) em (3.34), obtemos,

d

ds
F(m(·, s)) =

∫
R

[
−m(x, s)

∂m(x, s)

∂s
+ β−1∂m(x, s)

∂s
arctanh (m)

]
dx

+

∫
R

[
m(x, s)

∂m(x, s)

∂s

]
dx−

∫
R
(J ⋆ m)(x, s)

∂m(x, s)

∂s
dx.

Daí,

d

ds
F(m(·, s)) =

∫
R

∂m(x, s)

∂s
[−m(x, s) + β−1arctanh (m(x, s)) +m(x, s)

− (J ⋆ m)(x, s)]dx

=

∫
R

[
β−1arctanh (m(x, s))− (J ⋆ m)(x, s)

] ∂m(x, s)

∂s
dx.
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Assim,

d

dt
F(m(·, s)) =

−
∫
R

[
(J ⋆ m)(x, s)− β−1arctanh (m(x, s))

]
[−m(x, s) + tanh{β(J ⋆ m)}] dx

ou seja,

d

dt
F(m(·, t)) = −I(m(·, t)) (3.39)

mostrando (3.28) para o caso em que ∥m(·, t)∥∞ < 1 uniformemente quando s ∈ ∆.

A seguir, provaremos que, pelo Teorema de Comparação, isto é válido para qualquer

t > 0.

De fato, como m(x, 0) ≤ 1, se chamarmos λ(x, t) solução de (2) tal que λ(x, 0) ≡ 1,

isto é, constante em x, então λ(x, t) = λ(t), onde

d

dt
λ(t) = −λ(t) + tanh{β(J ⋆ λ)(x, t)}

= −λ(t) + tanh{βλ(t)}

uma vez que (J ⋆ λ) = λ, pois λ é constante em x.

Note que, λ(t) é uma função estritamente decrescente. Do contrário teríamos

d

dt
λ(t) ≥ 0

−λ(t) + tanh{βλ(t)} ≥ 0

1 > tanh{βλ(t)} ≥ λ(t).

Daí, para t = 0, 1 > λ(0) = 1, ou seja, uma contradição!

Note também que, como m(x, 0) ≤ 1, tem-se m(x, 0) ≤ λ(x, 0). Assim, pelo Teorema

de Comparação, segue que m(x, t) ≤ λ(x, t) = λ(t). Repetindo o mesmo argumento

para m(x, 0) ≥ −1, obtemos m(x, t) ≥ −λ(x, t) = −λ(t). Logo,

|m(x, t)| ≤ λ(t).

Como λ(0) = 1 e λ é decrescente em t, então, λ(t) < λ(0) = 1. Logo, |m(x, t)| < 1,

acarretando que ∥m(·, t)∥∞ < 1 para todo t > 0 e para todo x ∈ R. Consequentemente

(3.28) e (3.29) é válido para todo t > 0. Para justificarmos (3.30), temos de (3.28)∫ t

t0

d

dt
F(m(·, s))ds = −

∫ t

t0

I(m(·, s)ds ≤ 0
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de onde segue que

F(m(·, t))−F(m(·, t0)) = −
∫ t

t0

I(m(·, s)ds ≤ 0

para t0 > 0 e t > t0. Pela continuidade de F(m(x, t)) para t ≥ 0, segue a validade para

t0 = 0.

Finalmente, para mostrarmos que o integrando de (3.29) é não-negativo, basta

observar que os fatores [(J ⋆ h)(x)− β−1arctanh(h(x))] e [tanh β(J ⋆ h)(x)− h(x)] têm

o mesmo sinal.

Teorema 3.3.2 Na topologia onde a convergência é uniformemente em compactos,
suponha que no fecho da órbita m(·, t) exista u(·) que satisfaz (3.2). Então, neste
fecho, existe uma solução estacionária m∗(·) de (2.1), ou seja, m∗(·) satisfaz

m(x) = tanh(β(J ⋆ m)(x)).

Prova. Suponha inicialmente que para t ≥ 0, (m − χσ) ∈ L2(R). Sem perda de

generalidade, podemos assumir que t0 = 0. De (3.30) temos,

F(m(·, t)) = F(m(·, 0))−
∫ t

0

I(m(·, s))ds.

Daí resulta que

lim inf
t→∞

∫ t

0

I(m(·, s))ds = 0, (3.40)

pois I(m(·, s)) ≥ 0 e se lim inft→∞ I(m(·, s)) = a > 0, teríamos

F(m(·, t)) = F(m(·, 0))−
∫ t

0

I(m(·, s))ds

≤ F(m(·, 0))−
∫ t

0

ads

= F(m(·, 0))− at.

Portanto, para algum valor de t, F(m(·, t)) < 0, o que não ocorre devido a expressão

do funcional F definido em (3.1). Assim, de (3.40) e do Lema de Fatou (apêndice A),

segue que

0 = lim inf
t→∞

∫ t

0

I(m(·, s))ds ≥
∫ t

0

lim inf
t→∞

I(m(·, s))ds. (3.41)

Por outro lado, do Teorema 3.3.1, temos que I(m(·, t)) é não-negativo, logo

0 ≥
∫ t

0

lim inf
t→∞

I(m(·, s))ds ≥ 0,
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portanto

lim inf
t→∞

I(m(·, t)) = 0.

Então, existe uma sequência (tn) crescente para o infinito, tal que

lim
n→∞

I(m(·, tn)) = 0. (3.42)

Daí, pelo Corolário 2.2.2, existem uma função contínua u(·), ∥u∥∞ ≤ 1 e uma subse-

quência (sn) de (tn) tal que

lim
n→∞

m(·, sn) = u(·) (3.43)

uniformemente em compactos. De (3.42) e mais uma vez usando o Lema de Fatou

segue que,

I(u(·)) = I( lim
n→∞

m(·, sn)) ≤ lim
n→∞

I(m(·, sn)) = 0. (3.44)

Logo,

I(u(.)) ≤ 0,

de onde concluímos que I(u(·)) = 0, pois I é não-negativo. Desta forma, usando a

notação (3.31)

I(u(·)) =
∫
ι(x, t)dx = 0, q.t.p. (3.45)

Como ι é contínua e ι(x, t) = 0, segue que ι ≡ 0, isto é,

[(J ⋆ u)(x)− β−1arctanh(u(x))][tanhβ(J ⋆ u)(x)− u(x)] = 0. (3.46)

Mas qualquer um dos fatores entre colchetes em (3.46) sendo nulo implica que

u(x) = tanhβ(J ⋆ u)(x), ∀x ∈ R,

mostrando que u é solução estacionária de (2.1), como queríamos. Assim, mostramos

o teorema sob a hipótese de que (3.2) é satisfeita para t finito.

Assuma agora que existe uma sequência (sn) → ∞, quando n→ ∞, tal que (3.43)

é válido com u ∈ Cb(R), com norma do sup limitada por 1 e tal que (3.2) mantém-se.

É suficiente mostrar que a órbita partindo de u está no fecho da órbita de m(·, t). A

saber, precisamos provar que para qualquer t > 0,

lim
n→∞

m(x, sn + t) = u(x, t) (3.47)
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uniformemente para x em compactos.

Seja mn(x, t) um conjunto de soluções de (2.1), com condição inicial

mn(x, 0) = m(x, sn). Daí, passando ao limite com t > 0 e usando (3.43), temos

lim
n→∞

mn(x, t) = lim
n→∞

m(x, sn + t) = u(x, t), (3.48)

como queríamos.



Capítulo 4

Existência e Estabilidade Local de
Instanton

Neste capítulo, aplicamos o funcional energia estudado no capítulo anterior para

demonstrarmos a existência de uma solução de equilíbrio, conhecida na literatura como

instanton. Tal solução é caracterizada por seus limites assintóticos em ±∞ serem ±mβ.

4.1 Existência de Instanton

Como comentamos na introdução, uma solução de equilíbrio de (2.1) é uma

solução que é constante com relação a t. Assim, se m é solução de (2.1), então m

satisfaz

m(x) = tanh{β(J ⋆ m)(x)}. (4.1)

Observação 4.1 Se m é solução de (4.1), então:

(i) w1(x) = m(−x), também é solução de (4.1).

(ii) w2(x) = −m(x), também é solução de (4.1).

(iii) w3(x) = m(x− a), a ∈ R, também é solução de (4.1).
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Prova. (i) Note que,

(J ⋆ m)(−x) = (m ⋆ J)(−x)

=

∫
R
m((−x)− u)J(u)du

=

∫
R
m(−x− u)J(u)du.

Fazendo a mudança de variável y = u+ x, obtemos

(J ⋆ m)(−x) =

∫
R
J(y − x)m(−y)dy

=

∫
R
J(x− y)m(−y)dy

=

∫
R
J(x− y)w1(y)dy

= (J ⋆ w1)(x).

Daí,

β(J ⋆ m)(−x) = β(J ⋆ w1)(x).

Consequentemente,

tanh(β(J ⋆ m)(−x)) = tanh(β(J ⋆ w1)(x)).

Sendo m solução de (4.1), temos que

m(−x) = tanh(β(J ⋆ m)(−x))
= tanh(β(J ⋆ w1)(x),

ou seja,
w1(x) = tanh(β(J ⋆ w1)(x))

justificando (i). Para o caso (ii), temos por (4.1)

m(x) = tanh(β(J ⋆ m)(x)).

Então,

−m(x) = − tanh(β(J ⋆ m)(x))

= tanh[β[J ⋆ (−m))(x)]

= tanh(β(J ⋆ w2)(x)).
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Logo,
w2(x) = tanh(β(J ⋆ w2)(x)).

ou seja, w2 é solução de (4.1) . Por fim, para verificarmos (iii), começamos observando
que

(J ⋆ m)(x− a) =

∫
R
J(x− a− y)m(y)dy.

Então, fazendo a mudança de variável u = y + a, obtemos∫
R
J(x− a− y)m(y)dy =

∫
R
J(x− u)m(u− a)du.

Logo,
(J ⋆ m)(x− a) = (J ⋆ w3)(x).

Assim,

w3(x) = m(x− a)

= tanhβ(J ⋆ m)(x− a)

= tanhβ(J ⋆ w3)(x).

O que mostra o resultado.

Definição 4.1 Uma instanton é uma solução estacionária de (2.1), cujos limites
assintóticos em ±∞ são ±mβ, sendo mβ solução positiva de

mβ = tanh(βmβ).

Teorema 4.1.1 (Existência de Instanton) Existe uma função, ímpar e estritamente
crescente m̄, solução de (4.1) a qual chamamos de instanton, que está em C1(R) e
converge para ±mβ quando x→ ±∞.

Prova. Defina a função contínua l : R → [−mβ,mβ] como segue

l(x) =


−mβ, x ≤ −1

mβ, x ≥ 1

mβx, −1 ≤ x ≤ 1

Seja agora, l(x, t) a solução de (2.1) com condição inicial l(x, 0) = l(x). Então, temos:
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(i) l(x, t) é não-decrescente.

Com efeito, l(x) é não-decrescente, pois assim foi definida. Daí tomando as

iteradas a partir de l(x, 0), como na demonstração do Teorema de Comparação

e, sendo l(x, t) solução de (2.1), obtemos

lim
n→∞

Gn(l(x, 0)) = l(x, t). (4.2)

Como G é monotônica não-decrescente e l(x, 0) não-decrescente, segue que l(x, t)

é não-decrescente.

(ii) l(x, t) é ímpar.

De fato, sejam u1(x, t) = −l(x, t) e u2(x, t) = l(−x, t). Como l(x, t) é solução de

(2.1), temos as seguintes afirmações:

Afirmação 1: u1(x, t) = −l(x, t) é ainda solução de (2.1). De fato,

∂u1
∂t

(x, t) = −∂l
∂t

(x, t)

= l(x, t)− tanh(β(J ⋆ l)(x, t))

= −u1(x, t)− tanh(β(J ⋆ l)(x, t))

= −u1(x, t) + tanh(β(J ⋆ (−l))(x, t))

= −u1(x, t) + tanh(β(J ⋆ u1)(x, t)).

Logo
∂u1
∂t

(x, t) = −u1(x, t) + tanh(β(J ⋆ u1)(x, t))

e, portanto, segue a afirmação.

Afirmação 2: u2(x, t) = l(−x, t) é ainda solução de (2.1). De fato,

∂u2
∂t

(x, t) =
∂l

∂t
(−x, t)

= −l(−x, t) + tanh((β(J ⋆ l)(−x, t)).

Mas, como mostramos na prova de (i) (Observação 4.1), temos que

(J ⋆ l)(−x, t) = (J ⋆ u2)(x, t). Então,

∂u2
∂t

(x, t) = −u2(x, t) + tanh(β(J ⋆ u2)(x, t).

E segue a afirmação 2. Por outro lado, l(x, 0) = l(x) é ímpar pois,
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−l(x) =


mβ, x ≤ −1

−mβ, x ≥ 1

−mβx, −1 ≤ x ≤ 1

e

l(−x) =


mβ, x ≤ −1

−mβ, x ≥ 1

−mβx, −1 ≤ x ≤ 1

logo, u1(x, 0) = −l(x) e u2(x, 0) = l(−x) e daí, u1(x, 0) = u2(x, 0). Como u1 e u2

são soluções de (2.1) com mesma condição inicial, segue da unicidade do problema

de Cauchy que u1(x, t) = u2(x, t) para todo t. Assim, −l(x, t) = l(−x, t) ∀x ∈ R e

∀ t ∈ R+, isto é, l(x, t) é ímpar.

Considerando agora, a órbita l(x, t), pelo Teorema 3.3.2, existe uma função con-

tínua m̄ tal que ∥m̄∥∞ ≤ 1, que resolve (4.1), e uma sequência tn → ∞, quando n→ ∞,

tal que

lim
n→∞

l(x, tn) = m̄(x) (4.3)

uniformemente em compacto. Como m̄ é limite uniforme de uma sequência de funções

não decrescente e ímpar, segue que m̄ é não-decrescente e ímpar. Além disso, por (3.30)

e o fato de F ser semi-contínuo inferiormente, tem-se que F(m̄) < ∞. De fato, temos

que

F(l(x, t))−F(l(x, 0)) = −
∫ t

0

I(l(x, s))ds,

daí,

F(l(x, t)) = F(l(x, 0))−
∫ t

0

I(l(x, s))ds.

Procedendo como no Teorema 3.3.2 segue que

lim inf
s→∞

I(l(·, s) = 0,
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logo, F(l(x, t)) ≤ F(l(x, 0)). Sendo m̄(x) = limn→∞ l(x, tn) e F semicontínuo inferior-

mente, temos

F(m̄) = F( lim
n→∞

l(x, tn))

= F(lim inf
n→∞

l(x, tn))

≤ lim inf
n→∞

F(l(x, tn)

≤ lim inf
n→∞

F(l(x, 0)

= F(l(x, 0) <∞,

pois [l(·) − χσ(·)] ∈ L2(R). Daí F(m̄) < ∞. Assim, conforme observação 3.1 do

Teorema 3.1.1, (m̄−χσ) ∈ L2(R), onde χσ = σ−mβ1x≤0+σ+mβ1x>0. Então, os limites

de m̄, quando x→ ±∞, são respectivamente, ±mβ.

Mostraremos agora que, m̄′ > 0. Suponha por contradição que, para algum x,

m̄′(x) = 0. Então, derivando (4.1) temos

m̄′(x) = sech2{β(J ⋆ m̄)(x)}β(J ⋆ m̄′(x)) = 0.

Como sech2{β(J ⋆ m̄)(x)} > 0 então β(J ⋆ m̄′(x)) = 0, logo∫
J(y − x)m̄′(y)dy = 0.

Já que J ≥ 0, segue então que, m̄′(y) = 0, se J(y − x) > 0. Note agora que, de

β(J ⋆ m̄′(x)) = 0 temos,

J ⋆ [sech2(βJ ⋆ m̄(y))β ⋆ m̄′(y)] = 0.

Daí, ∫
R
J(y − z)sech2β(J ⋆ m̄(z))β(J ⋆ m̄′(z))dz = 0.

Como sech2β(J ⋆ m̄(z) > 0, então∫
R
J(y − z)(J ⋆ m̄′(z))dz = J ⋆ (J ⋆ m̄′)(y)

= (J⋆2 ⋆ m̄′)(y)

= 0.
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Assim,

(J⋆2 ⋆ m̄′)(y) = (J ⋆ (J ⋆ m̄′))(y)

=

∫
R
J(y − z)

∫
R
J(z − w)m̄′(w)dwdz

=

∫
R

∫
R
J(y − z)J(z − w)m̄′(w)dwdz

= 0.

Portanto, m̄′(w) = 0 nos pontos onde J(z − w) > 0 e J(y − z) > 0. Por iteração, m̄′

anula-se no conjunto

{y ∈ R : Σn≥1J
⋆n(y − x) > 0},

onde J⋆n denota a n-ésima convolução de J , o qual vemos que coincide com toda reta

real, uma vez que J é par. Logo, m̄′(y) = 0 para todo y, ou seja, m̄ é constante, o que

é uma contradição.

4.2 Estabilidade do Instanton

Nesta seção verificamos que os instantons são localmente estáveis. Para isso

necessitamos definir um conjunto Bδ ⊂ Cb(R) conveniente e considerarmos alguns

estimativas a priori.

Definição 4.2 Seja Bδ, δ > 0, o conjunto das m ∈ Cb(R), ∥m∥∞ ≤ 1, tal que para a1,
a2 não negativos e 0 < q0 ≤ δ:

m̄(x− a1)− q0 ≤ m(x) ≤ m̄(x− a2) + q0 ∀x ∈ R. (4.4)

Teorema 4.2.1 Existem δ > 0, e constantes positivas b e λ tais que, o que segue é
válido. Sejam m0 ∈ Bδ com a1, a2 e q0 como em (4.4). Considere m(x, t) solução de
(2.1) com dado inicial m0 e defina

a1(t) = a1 + bq0(1− e−λt)

a2(t) = a2 − bq0(1− e−λt) (4.5)

q(t) = q0e
−λt.

Então, para todo x ∈ R e t ∈ R+, tem-se

m̄(x− a1(t))− q(t) ≤ m(x, t) ≤ m̄(x− a2(t)) + q(t). (4.6)
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Prova. Escolha δ de modo que mβ + δ < 1. Mostraremos a primeira desigualdade em

(4.6), ou seja,

m̄(x− a1(t))− q(t) ≤ m(x, t),

a segunda desigualdade pode ser obtida de maneira análoga (considerando uma super-

solução). Note que, para demonstrar a primeira desigualdade é suficiente mostrarmos

que

v(x, t) := m̄(x− a1(t))− q(t) (4.7)

é uma subsolução de (2.1), contanto que os parâmetros b e λ satisfaçam condições

adequadas. Visando facilitar a notação, chamamos a(t) := a1(t). Inicialmente, note

que v(·, 0) ≤ m(·, 0) pois de (4.6) e (4.4) temos

v(·, 0) = m̄(x− a(0))− q(0)

= m̄(x− (a+ bq0(1− 1)))− q0

= m̄(x− a)− q0

≤ m(·, 0).

Então, (4.6) seguirá do Teorema de Comparação se verificarmos que

∂v(x, t)

∂t
≤ −v(x, t) + tanh{β(J ⋆ v)(x, t)}. (4.8)

A princípio, derivando v(x, t) em relação a t obtemos

∂v(x, t)

∂t
= −q̇(t)− m̄′(x− a(t))ȧ(t) (4.9)

onde q̇(t) denota a derivada em t de q(t). Precisamos mostrar que

− q̇(t)− m̄′(x− a(t))ȧ(t) ≤

− [m̄(x− a(t))− q(t)] + tanh{β[J ⋆ (m̄(x− a(t))(x, t)− q(t))]}.

Como

J ⋆ [m̄(x− a(t))− q(t)] = J ⋆ m̄(x− a(t))− J ⋆ q(t)

= J ⋆ m̄(x− a(t))−
∫
J(x− y)q(t)dy

= J ⋆ m̄(x− a(t))− q(t),
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a expressão desejada resume-se a

− q̇(t)− m̄′(x− a(t))ȧ(t) ≤

− [m̄(x− a(t))− q(t)] + tanh{β[(J ⋆ m̄)(x− a(t))− q(t)]. (4.10)

Note que a(t) é crescente, uma vez que, ȧ(t) = −bq0(−λe−λt) = λbq0e
−λt > 0, de modo

que a segunda parcela do lado esquerdo de (4.10) é sempre negativo pois do Teorema

4.1.1, m̄′(·) > 0. Esta informação será útil para o nosso propósito, mas não é suficiente

porque m̄′(x) → 0 quando |x| → ∞, isto é, quando m̄(x) → ±mβ. De fato, temos

argumentos diferentes dependendo dos valores de m̄(·). Começamos com os valores

próximos de ±mβ, onde podemos desconsiderar completamente o segundo termo do

lado esquerdo de (4.10). Precisamente, dado t ≥ 0, consideremos todos os valores de

x tais que J ⋆ m̄(x− a(t)) ∈ [mβ − ϵ,mβ] ou J ⋆ m̄(x− a(t)) ∈ [−mβ,−mβ + ϵ]; onde

ϵ > 0 será fixado posteriormente. Escrevemos,

u := J ⋆ m̄(x− a(t)). (4.11)

Note que, ao considerarmos u ∈ [mβ − ϵ,mβ] a segunda parcela do lado esquerdo de

(4.10) tende a zero, pois m̄′ → 0, daí para este caso (4.10) torna-se

−q̇(t) ≤ −[m̄(x− a(t))− q(t)] + tanh{β[(J ⋆ m̄)(x− a(t))− q(t)]. (4.12)

Assim, devemos mostrar que

−q̇(t) ≤ F (u, q(t))

onde F (u, q) é definido pelo lado direito de (4.12) com u ∈ [mβ − ϵ,mβ] como acima e

q ∈ [0,mβ − δ). Como m̄ satisfaz (4.1) podemos escrever F explicitamente como segue

F (u, q) = −[tanh{βu} − q] + tanh{βu− βq}. (4.13)

Mostraremos que existe c > 0 tal que

F (u, q) ≥ cq (4.14)

para todos os valores de u e q acima. Verifiquemos (4.14) para u ∈ [mβ − ϵ,mβ],

0 ≤ q ≤ δ. Derivando F com relação a q obtemos

∂F

∂q
(u, q) = 1− β

cosh2{β(u− q)}
. (4.15)



62

Recorde que, cosh2(x) é crescente para x ≥ 0, β > 1 e como u ∈ [mβ − ϵ,mβ] temos

mβ − ϵ ≤ u ≤ mβ. Disto, juntamente com a hipótese 0 ≤ q < mβ − δ segue que

mβ − ϵ− q ≤ u− q ≤ mβ − q,

multiplicando por β a desigualdade acima, temos

β(mβ − ϵ− q) ≤ β(u− q) ≤ β(mβ − q).

Daí,

cosh2[β(mβ − ϵ− q)] ≤ cosh2[β(u− q)] ≤ cosh2[β(mβ − q)].

Logo,

β

cosh2[β(mβ − ϵ− q)]
≥ β

cosh2[β(u− q)]
≥ β

cosh2[β(mβ − q)]
.

Equivalentemente,

− β

cosh2[β(mβ − ϵ− q)]
≤ − β

cosh2[β(u− q)]
≤ − β

cosh2[β(mβ − q)]
.

Assim, obtemos

0 < 1− β

cosh2[β(mβ − ϵ− q)]
≤ 1− β

cosh2[β(u− q)]
. (4.16)

Usando (4.15) e (4.16) tem-se que

∂F

∂q
(u, q) ≥ 1− β

cosh2[β(mβ − ϵ− q)]
≥ c > 0 (4.17)

para alguma constante c > 0. Usando o Teorema do Valor Médio

[F (u, q)− F (u, 0)] =
∂F

∂q
(q − 0)

e sendo F (u, 0) = 0, obtemos de (4.17)

F (u, q) =
∂F

∂q
q ≥ cq. (4.18)
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O que mostra (4.14) para ϵ e δ suficientemente pequenos. Se considerarmos o valor λ

do Teorema 4.2.1 como sendo λ = c, obtemos

F (u, q) ≥ λq = λq0e
−λt

= −(−λq0e−λt)

= −q̇(t),

isto é, F (u, q(t)) ≥ −q̇(t). Desta forma, justificamos (4.10) para todo (x, t) tal que

(J ⋆ m̄)(x− a(t)) está ϵ próximo de ±mβ. Para os outros valores de (x, t), existe c1 tal

que m̄′ ≥ c1. De fato, do Teorema 5.1.1, m̄′(x) é extritamente positiva quando x varia

num compacto e o conjunto

{x : |(J ⋆ m̄)(x− a(t))| ≤ mβ − ϵ}

é limitado. Além disso, existe α > 0 tal que F (u, q) ≥ −αq. Note agora que,

−m̄′(x− a(t))ȧ(t) ≤ 0 (4.19)

e

−ȧ(t)m̄′(x− a(t)) ≤ −ȧ(t)c1. (4.20)

De (4.20) e (4.19) segue que

−q̇(t)− m̄′(x− a(t))ȧ(t)− F (u, q) ≤ −q̇(t)− F (u, q)− c1ȧ(t)

≤ −q̇(t)− c1ȧ(t) + αq. (4.21)

Seja

R(t) = −q̇(t)− m̄′(x− a(t))ȧ(t)− F (u, q).

Afirmação: R(t) ≤ 0. De fato, recorde que

(i) −q̇(t) = −(−λ)q0e−λt = λq0e
−λt

(ii) ȧ(t) = −bq0(−λ)e−λt = bq0λe
−λt

(iii) q(t) = q0e
−λt,
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substituindo em (4.21) obtemos

−q̇(t)− c1ȧ(t) + αq = λq0e
−λt − c1bq0λe

−λt + αq0e
−λt

= q0e
−λt(λ+ α− c1b).

Como q0e−λt ≥ 0, então (λ+α− c1b) é negativo para b suficientemente grande, ou seja,

−q̇(t)− c1ȧ(t) + αq ≤ 0 para b ≈ ∞.

Logo,

−q̇(t)− m̄′(x− a(t))ȧ(t)− F (u, q)︸ ︷︷ ︸
R(t)

≤ 0 para b ≈ ∞.

Temos, assim justificado (4.10) e o teorema fica provado.

Teorema 4.2.2 (Estabilidade Local) Para qualquer ϵ > 0, existe ζ > 0 tal que, se
m ∈ Cb(R), ∥m∥∞ ≤ 1 e ∥m− m̄∥∞ ≤ ζ, então ∥m(·, t)− m̄(·)∥∞ ≤ ϵ para todo t ≥ 0.

Prova. Considere em (4.6), a1 = a2 = 0 e q0 = ζ, daí de (4.4) obtemos

m̄− ζ ≤ m(x, 0) ≤ m̄+ ζ,

e assim pelo Teorema 4.2.1, (4.6) continua válido. Escolhemos ζ ≤ mβ e usando (4.6)

com os valores de a1, a2 e q0 dados acima, temos

(i) q(t) = q0e
−λt = ζe−λt ≤ ζ.

(ii) a1(t) = a1 + bq0(1− e−λt) = bζ(1− e−λt) ≤ bζ.

(iii) a2(t) = −bζ + bζe−λt ≥ −bζ.

(iv) ζ ≤ mβ.

Note que de (ii) e (iii) obtemos

|ai(t)| ≤ bζ com i = {1, 2}. (4.22)

De (4.6) segue que

m(x, t)− m̄(x− a2(t)) ≤ q(t) (4.23)

e

m(x, t)− m̄(x− a1(t)) ≥ −q(t). (4.24)
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Assim, por (4.23), (4.24) e (i) temos

|m(x, t)− m̄(x− ai(t))| ≤ q(t) ≤ ζ. (4.25)

Daí,

|m(x, t)− m̄(x)| = |m(x, t)− m̄(x− ai(t)) + m̄(x− ai(t))− m̄(x)|

≤ |m(x, t)− m̄(x− ai(t))|+ |m̄(x− ai(t))− m̄(x)|

≤ ζ + |m̄(x− ai(t))− m̄(x)|.

Como existe K > 0 tal que ∥m̄′∥∞ ≤ K, temos

|m̄(x− ai(t))− m̄(x)| = K|ai(t)| ≤ Kbζ. (4.26)

Logo,

|m(x, t)− m̄(x)| ≤ ζ +Kbζ. (4.27)

Portanto,

∥m(., t)− m̄(.)∥∞ ≤ ζ +Kbζ. (4.28)

o que completa a demonstração.



Apêndice A

Alguns Resultados Básicos

Nesta seção listamos algumas definições e alguns dos resultados básicos usados

nesta dissertação. As demonstrações, na maioria das vezes, serão omitidas sendo indi-

cada apenas uma referência clássica onde elas podem ser encontradas.

Teorema A.0.3 (Lema da Contração) Seja (X, d) um espaço métrico completo e
F : X → X uma contração, isto é, d(F (x), F (y)) ≤ Kd(x, y), 0 ≤ K ≤ 1. Existe um
único ponto fixo p, por F , isto é, F (p) = p. Mais ainda, p é um atrator de F , isto é,
F n(x) → p quando n→ ∞, para todo x ∈ X. F n(x) é definido como F (F n−1(x)).

Prova. Veja [21], p.12.

Corolário A.0.4 Seja X um espaço métrico completo. Se F : X → X é contínua e,
para algum m, Fm é uma contração, então existe um único ponto p fixo por F . Mais
ainda, p é um atrator de F .

Prova. Veja [21], p.13.

Teorema A.0.5 (Fubini) Para toda função contínua f : [a, b]× [c, d] → R, vale∫ b

a

∫ d

c

f(s, t)dtds =

∫ d

c

∫ b

a

f(s, t)dsdt.

Prova. Veja [15] p.145.

Lema A.0.6 (Gronwall) Sejam u, v funções contínuas não negativas em [a, b] tais
que, para α ≥ 0, satisfazem a

u(t) ≤ α+

∫ t

a

v(s)u(s)ds, t ∈ [a, b].
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Então
u(t) ≤ αe

∫ t
a v(s)ds.

Em particular, se α = 0 então u ≡ 0.

Prova. Veja [21] p.37.

Lema A.0.7 (Gronwall Generalizado) Se u, α são funções contínuas para a ≤ t ≤
b, v(t) ≥ 0 integrável em [a, b] e

u(t) ≤ α(t) +

∫ t

a

v(s)u(s)ds, a ≤ t ≤ b,

então

u(t) ≤ α(t) +

∫ t

a

v(s)α(s)

(
exp

∫ t

s

v(u)du

)
ds, a ≤ t ≤ b.

Prova. Veja [11] p.36.

Teorema A.0.8 (Regra de Leibniz) Dado U ⊂ Rn, aberto, seja f : U × [a, b] → R
uma função com as seguintes propriedades:

(i) Para todo x ∈ U , a função t→ f(x, t) é integrável em a ≤ t ≤ b.

(ii) A i-ésima derivada parcial ∂f
∂xi

(x, t) existe para cada (x, t) ∈ U × [a, b] e a função
∂f
∂xi

: U × [a, b] → R, assim definida, é contínua.

Então a função φ : U → R, dada por φ(x) =
∫ b

a
f(x, t)dt, possui i-ésima derivada

parcial em cada ponto x ∈ U , sendo

∂φ

∂xi
(x) =

∫ b

a

∂f

∂xi
(x, t)dt.

Em suma: pode-se derivar sob sinal da integral, desde que o integrando resultante seja
uma função contínua.

Prova. Veja [15] p.144.

Teorema A.0.9 (Valor Médio, de Lagrange) Seja f : [a, b] → R contínua. Se f
é derivável em (a, b), existe c ∈ (a, b), tal que

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Prova. Veja [14] p.272.

Lema A.0.10 (Fatou) Seja (fn) uma sequencia de funções não-negativas mensu-
ráveis, então ∫

(lim inf fn)dx ≤ lim inf

∫
fndx.
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Prova. Veja [2].

Teorema A.0.11 (Arzelà-Áscoli) Seja (X, d) um espaço métrico compacto. Seja ψ
uma família equicontínua de funções ϕ : X → R. Se ψ é uniformemente limitada, então
toda sequencia {ϕn} de elementos de ψ tem uma subsequencia {ϕnk

} uniformemente
convergente em X.

Prova. Veja [21] p.15

Definição A.1 Seja {fn} uma sequencia de funções definidas em E ⊂ X, onde X

é um espaço métrico. Dizemos que {fn} é limitada em E, se para cada x ∈ E, a
sequencia {fn(x)} é limitada. Dizemos que {fn} é uniformemente limitada em E se
existe um número M tal que |{fn(x)}| < M com x ∈ E.

Definição A.2 Diz-se que uma família ψ de funções f , definidas em E, é equicontínua
em E se para cada ϵ > 0 existe δ > 0 tal que

|f(x)− f(y)| < ϵ

sempre que d(x, y) < δ, x, y ∈ E e f ∈ ψ. Aquí d designa a métrica em X.

Definição A.3 Seja (xn) uma sequência de números reais. Ela se chama uma sequên-
cia de Cauchy quando cumpre a seguinte condição: dado arbitrariamente um número
real ϵ > 0, pode-se obter n0 ∈ N tal que m > n0 e n > n0 implica |xm − xn| < ϵ.

Teorema A.0.12 Toda sequência de Cauchy é limitada.

Prova. Veja [14]

Teorema A.0.13 Uma sequência de funções fn : X → R é uniformemente conver-
gente se, e somente se, é uma sequência de Cauchy.

Prova. Veja [14]

Teorema A.0.14 Se (fn) é uma sequência de funções contínuas em X e se fn → f

uniformemente em X, então f é contínua em X.

Prova. Veja [19], p.154.

Teorema A.0.15 Seja K um conjunto compacto.

(i) Se {fn} é uma sequencia uniformemente convergente de funções contínuas em
K, então {fn} é equicontínua em K.
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(ii) Se {fn} é limitada e equicontínua em K, então {fn} contém uma subsequencia
uniformemente convergente e {fn} é uniformemente limitada em K.

Prova. Aquí seguimos aprova dada em [19]. Dado ϵ > 0, segue das hipóteses (i) que,

existe um inteiro N e δ > 0 tais que

|fn(x)− fN(x)| <
ϵ

3
(x ∈ K, n > N) (A.1)

e

|fi(x)− fi(y)| <
ϵ

3
(1 ≤ i ≤ N ; d(x, y) < δ). (A.2)

Em (A.2) aplicamos a propriedade de serem as funções contínuas uniformemente con-

tínuas em conjuntos compactos. Se x, y ∈ K, d(x, y) < δ e n > N , temos

|fn(x)− fn(y)| ≤ |fn(x)− fN(x)|+ |fN(x)− fN(y)|+ |fN(y)− fn(y)| < ϵ,

o que, juntamente com (A.2), demonstra (i).

Admitimos, a seguir, que as hipóteses (ii) são válidas. Consideremos um subcon-

junto enumerável E de K tal que E seja denso em K. Um tal conjunto pode ser obtido

como segue: Seja J(x, r) o conjunto de todos os pontos y ∈ K tais que d(x, y) < r.

Para cada r fixo, resulta da compacidade de K que K pode ser coberto por um número

finito de conjuntos abertos J(x1, r), ..., J(xm, r). Fazendo r = 1, 1
2
, 1
3
, ..., obtemos uma

base enumerável para K. Se considerarmos um ponto de K em cada elemento desta

base enumerável, o conjunto enumerável resultante é denso em K.

Sejam {xi}, i = 1, 2, 3..., pontos de E dispostos em sequencia. Como {fn(x1)}

é limitada, existe uma subsequencia, que designaremos por {f1,k}, tal que {f1,k(x1)}

converge quando k → ∞.

Consideremos, agora, as sequencias S1, S2, ..., que podemos dispor como segue,

S1 : f1,1 f1,2 f1,3 f1,4 ...

S2 : f2,1 f2,2 f2,3 f2,4 ...

S3 : f3,1 f3,2 f3,3 f3,4 ...

S4 : f4,1 f4,2 f4,3 f4,4 ...

. . .

Sn : fn,1 fn,2 fn,3 fn,4 ...

. . .
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e que tem as seguintes propriedades:

(i) Sn é uma subsequencia de Sn−1 para n = 2, 3, ...,

(ii) {fn,k(xn)} converge, quando k → ∞ (sendo {fn} limitada, é possível escolher Sn

deste modo).

(iii) A ordem em que as funções aparecem é a mesma em cada sequencia. Portanto,

quando no quadro acima, descermos de uma linha para seguinte, as funções po-

dem ser deslocadas para esquerda, mas nunca para direita.

Seja agora a sequencia S obtida pela diagonal do quadro acima, isto é, a sequencia

S : f1,1 f2,2 f3,3 f4,4...

Daí, por (iii), S é uma subsequencia de Sn para n = 1, 2, 3, ..., portanto por (ii) resulta

que a subsequencia fn,n(xi) converge quando n→ ∞ em cada xi ∈ E.

Dado ϵ > 0, como {fn} é equicontínua, existe δ > 0 tal que se d(x, y) < δ, então

|fn(x)− fn(y)| <
ϵ

3
(n = 1, 2, 3, ...).

Consideremos J(x, δ) com o significado que lhe foi atribuído no inicio da

demonstração.

Sendo E denso em K e K compacto, existe um número finito de pontos

x1, x2, ..., xp em E tais que

K ⊂ J(x1, δ) ∪ ... ∪ J(xp, δ).

Seja N escolhido de modo que

|fn,n(xi)− fm,m(xi)| <
ϵ

3
(i = 1, 2, ...p)

para n ≥ N , m ≥ N .

Segue-se que, para qualquer que seja x ∈ K, existe um ponto xi, com 1 ≤ i ≤ p,

tal que x ∈ J(xi, δ); portanto, se n ≥ N , m ≥ N , temos

|fn,n(x)− fm,m(x)| ≤ |fn,n(x)− fn,n(xi)|+ |fn,n(xi)− fm,m(xi)|+ |fm,m(xi)− fm,m(x)|

<
ϵ

3
+
ϵ

3
+
ϵ

3
= ϵ.
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Assim {fn,n} converge uniformemente em K.

Para provar que {fn} é uniformemente limitada em K, definimos

ϕ(x) = sup |fn(x)| (n = 1, 2, 3, ...). (A.3)

dado ϵ > 0, consideremos δ > O tal que se d(x, y) < δ, então

|fn(x)− fn(y)| < ϵ (i = 1, 2, 3...).

Se fixarmos dois pontos x e y, da desigualdade

|fn(y)| < |fn(x)|+ ϵ

resulta que

ϕ(y) ≤ ϕ(x) + ϵ (A.4)

enquanto de

|fn(x)| < |fn(y)|+ ϵ (A.5)

resulta

ϕ(x) ≤ ϕ(y) + ϵ. (A.6)

Por (A.4) e (A.6),

|ϕ(y)− ϕ(x)| ≤ ϵ

desde que d(x, y) < δ, de modo que ϕ é contínua em K. Como K é compacto, ϕ é

limitada e segue-se a conclusão.

Definição A.4 Uma função φ : E → (−∞, +∞] é dita convexa se

φ(tx+ (1− t)y) ≤ tφ(x) + (1− t)φ(y) ∀x y ∈ E ∀ t ∈ (0, 1).

Teorema A.0.16 Seja F uma função contínua e denotemos por J ao funcional

J(u) =

∫
R
F (u)dx.

Então J é um funcional semicontínuo inferiormente se e somente se F é uma função
convexa.

Prova. Veja [20]
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Definição A.5 Uma sequência xn ⊂ X converge fracamente para x ∈ X se
limn→∞ f(xn) = f(x) para todo f ∈ X ′.

Seja X um espaço de Banach e seja f ∈ X ′. Denotemos por φf a aplicação

φf : X → R tal que φf (x) = ⟨ f, x⟩. Quando f percorre X ′ obtemos uma família

(φf )f∈X′ de aplicações de X e R.

Definição A.6 A topologia fraca σ(X,X ′) em X é a topologia menos fina em X que
torna contínuas todas as aplicações φf , com f ∈ X ′.

Definição A.7 Uma função φ : X → (−∞, +∞] é dita semicontínua inferiormente
se para todo x0 ∈ X tem-se

lim inf
x→x0

φ(x) ≥ φ(x0).

Seja X um espaço de Banach e X ′ seu dual, com norma

∥f∥X′ = sup
x∈X ∥x∥≤1

|⟨f, x⟩|.

Seja ainda, X ′′ o bidual de X com norma

∥ξ∥X′′ = sup
f∈X′ ∥f∥≤1

|⟨ξ, f⟩|.

Definição A.8 A aplicação J : X → X ′′, onde para x ∈ X fixo, a aplicação f 7→ ⟨f, x⟩
de X ′ em R é uma forma linear contínua sobre X ′, é dita aplicação canônica. Daí

⟨Jx, f⟩X′′, X′ = ⟨f, x⟩X′, X ∀x ∈ X, ∀f ∈ X ′.

Definição A.9 Seja X um espaço de Banach e seja J uma aplicação canônica de X
em X ′′. Dizemos que X é reflexivo se J(X) = X ′′.

Teorema A.0.17 (Veja [3]) O espaço L2(Ω), munido com o produto interno

⟨f, g⟩ =
∫
Ω

f(x)g(x)dx,

é um espaço de Hilbert.

Teorema A.0.18 Todo espaço de Hilbert H, é reflexivo.

Prova. Veja [13] p. 242.

Teorema A.0.19 Se X é reflexivo, então toda sequência limitada em X possui sub-
sequência fracamente convergente.

Prova. Veja [16] p. 117.
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