Resumo

Neste trabalho, mostramos a existéncia de solugoes para a seguinte classe de

problemas elipticos

—Au = A+ p(x,u), x €
u = 0, x € 0.

As principais ferramentas utilizadas sao os Teoremas de Deformagao, Passo da Mon-

tanha e Ponto de Sela.



Abstract

In this work, we show the existence of solutions for the following class for elliptic
problem
—Au = u+p(z,u), x €
v = 0, x € 0f).

The main tools used are the Deformation, Mountain Pass and Saddle Point Theorems.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos existéncia de solucao fraca para um problema nao-

linear do tipo

—Au = Au+p(x,u), x €
u = 0, x € 011,

(P1)

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N > 3, u € E = H}(),
A € R e a funcio p(z,€) € C(Q x R, R).

Por uma solugao fraca do problema (P;), entendemos como sendo uma fungao
u € E que é um ponto critico do funcional energia I : E — R definido por

1

€
I(u) = 5/9 [|Vu|2 — ] dz — /Q P(z,u)dz, onde  P(z,§) = /0 p(x, t)dt.

E natural que, ao falarmos de pontos criticos, pensemos em primeiro lugar em
pontos de minimo [ou de méaximo| local ou global e, em segundo lugar, em pontos criti-
cos que sao do tipo minimax. Ao longo deste trabalho apresentamos alguns teoremas

abstratos para obtengao de pontos criticos para o funcional I.

No Capitulo 1, estudamos algumas versoes do Teorema de Deformacao segundo
os trabalhos de Costa [4], Rabinowitz [11] e Willem [13], nas quais uma delas, sera uma
ferramenta de fundamental importancia na demonstracao do Teorema do Ponto de Sela

e nas duas versoes do Teorema do Passo da Montanha que sao utilizadas neste trabalho.

No Capitulo 2, mostramos a existéncia da solugdo para o Problema (P1) con-

siderando A < Ay, onde \; é o primeiro autovalor associado ao problema



—Av = v, x e
v = 0, x € 0f).

(P)

Neste capitulo assumimos as seguintes hipoteses sob a fungao p:

(J1) p(z,€) € C(Q xR, R);

(J2) Existe uma constante as > 0 tal que

_ N +2
Ip(z,8)] < azl||”, VoeeQ e (e€R, onde 1<S<N1—2:2*_1;

(J3) Existem constantes 2 < u < 2* e r > 0 tais que

3
0 < pP(x,§) <&p(x,§) para [ >r, onde P(x,§) :/o p(z, t)dt.

O método utilizado consiste em aplicar um teorema devido a Ambrosetti-Rabinowitz

[11], denominado Teorema do Passo da Montanha.

No Capitulo 3, mostramos a existéncia de uma solug¢ao para o Problema (Py),
considerando A um autovalor associado ao Problema (P3). Para isto, consideramos as

seguintes hipoteses sob a funcao p:

(H1) p(z,€) € C(Q x R, R);

H,) Existe uma constante M > 0 tal que
(Hz) q
Ip(z,8)| < M, Vzede el

3
(H3) P(z,¢) = / p(x,t)dt — 400, quando || — 400 uniformemente para x € .
0

Neste capitulo aplicamos o Teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz [11] para

encontrar a solucao desejada.

No Capitulo 4, mostramos a existéncia de uma solu¢ao para o Problema (Pq),

considerando A\ > \;. Para isto, consideramos as seguintes hipéteses sob a fungao p:

(G1> p(l’,g) € C(ﬁ X R7 R)?



(G2) Existem constantes ai, as > 0 tais que

N +2
N -2

p(z, )| <ay+axél’, Va2eQ e ¢€R, onde 1<s< =2"—1;

(Gs) p(z,§) = o([¢]) quando £ — 0;
(G4) Existem constantes 2 < p < 2* e r > 0 tais que

0 < pP(x,§) <&p(r,§)  para [§] > 7

(Gs) Ep(x,€) = 0 para { € R.

Aqui aplicamos o Teorema do Passo da Montanha Generalizado de Rabinowitz

[11] para provar novamente a existéncia de solugao.

No Apéndice A, enunciamos os principais resultados usados ao longo de nosso

trabalho.

No Apéndice B, recordamos a definicao de funcional diferenciavel, mostrando

que os funcionais utilizados na dissertacao sao diferenciaveis.

No Apéndice C, demonstramos dois resultados importantes, os quais utilizamos

na verificacdo da condigao (PS).

Finalmente, concluimos o nosso trabalho com o Apéndice D que contém os

principais resultados da Teoria do Grau Topologico que sao utilizados na dissertacao.



Capitulo 1

Teorema de Deformacao

Neste capitulo demonstraremos algumas versoes do Teorema de Deformagao, visto
que uma delas, serd uma ferramenta de fundamental importancia na demostracao do
Teorema do Ponto de Sela e nas duas versoes do Teorema do Passo da Montanha que
iremos trabalhar. Nosso estudo seguiré os trabalhos de, Costa [4], Rabinowitz [11] e

Willem [13].

1.1 Campo Pseudo-Gradiente

Nesta secao iremos entender o conceito e a construcao de um campo pseudo-
gradiente que serao fundamentais para a demonstragao do Teorema de Deformacao.

Definicao 1.1 Seja X wum espagco de Banach, um campo pseudo-gradiente para
¢ € CH(X,R) é uma aplicacio localmente Lipschitziana V : Y — X, que verifica

VW)l < afl¢'(w)] (1.1)

2
(¢ (u), V(w) = B¢ (w)]”, (1.2)
onde 0 < B<aeY ={uelX; ¢u)#0}.
Lema 1.1 Assumindo as condi¢oes da Definigao 1.1, existe um campo pseudo-gradiente
para ¢ em'Y .
Demostragao: Sejau € Y, entao ¢'(u) # 0. Sendo ¢/ (u) um funcional linear continuo,

temos

19" (@)[| = sup (¢' (), w). (1.3)

wl=1
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Uma vez que 0 < 3 < «a, obtemos

I~ 20 /o~
o' (@) > 014-5)”¢(u”|
De (1.3), temos que existe (w,) C X com ||w,||=1¢e

(¢ (), wn) — |/ (@)]] -
Assim, existe w = w,, para n suficientemente grande, tal que

26

(@) > 2 @ (14)
Agora, definindo a funcdo
v:Y — X
i o = @) v
temos
@l =2 sy,
o que implica
@l = g @) < ol @),
ou seja,
@] < o 6@l
Além disso,

@.o@) = (6@, "5 @) ),

o que implica

(o + )
2

(@ (u), v(u)) = 19" (@] (¢'(w), w) -

De (1.4), obtemos

oy e @ B) 28
w@mvw»>—j;—WMme+ﬁ)

le" @)l

logo
— o~ ~\ 112
(¢'(), v(w)) > B¢ (w)]
Sendo ¢’ continua, existe uma vizinhanca aberta de u € Y, que denotaremos por

Vi, tal que para cada u € Vy,

lo@ < e fl¢f (w)| (1.5)
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(¢ (w),v(@) > B¢/ ()] (1.6)

Observe que a familia {V5; @ € Y} é uma cobertura para Y. Além disso, Y C X

é metrizavel e portanto paracompacto. Logo, existe um refinamento localmente finito
{Vi };c;- Assim, existe uma parti¢ao de unidade continua e localmente Lipschitziana

{®i};e; subordinada a {Vg; },.; com 0 < ¢; < 1 e suporte em Vg, onde

iel
Counsiderando

= ¢i(wvi; vi=0v(@) Y uey,

el

para cada u € Y, existe J C I finito tal que
= Z oi(z)vi, YV x € Bs(u).
ieJ

Para fixar a idéia, vamos supor J = {1,2,...,n9}, ng = ng(u) e 6 = §(u). Assim,

= ZO ¢i(z)v;, ¥V x € Bs(u),

i=1

em particular

= Z ¢i(u)v

i=1

Note que, V' é localmente Lipschitziana, pois V' é uma soma finita de fungoes

¢;(u)v; localmente Lipschitziana. Além disso,

Z@

1=1

no

<3 6w lui-

=1

IV (u

Assim, usando (1.5),
IV (u)] < Z¢z Jalld' (W)l

1=1

o que implica
V()| < all¢' @D dilu) = all¢ ()] D dilu)
i=1 iel
isto é,

VW)l < allé (wl-
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Note agora, que tendo

(@ (u),V(w)) = <¢'(U), > ¢i(U)vi> :

1=1

segue

(@'( Z@ u), v;) -

=1
Por (1.6), obtemos

(¢/(w), V(w) > D ¢ulw)3 |16 (uw)||”

1=1

o que implica

(¢'(w), V() > B¢/ ()]’ quz

i=1

portanto
(@'(w), V(w) > 81¢' (W),

mostrando assim a existéncia de um campo pseudo-gradiente para ¢. [ |

Observacao: Seja X é um espago de Hilbert e ¢ : X — R uma funcao de classe
CY(X,R), com derivada localmente Lipschitziana. Entdo o gradiente de ¢ (quando
restrito a Y),

Vo: YV — X

¢ um campo pseudo-gradiente.
De fato, como V¢ : X — X ¢é definida através do Teorema da Representacao de
Riesz, de forma que Vo(u) € X é o tnico vetor tal que ¢'(u)h = (h,Vo(u)) V he X

IVé(u)llx = l1¢'(w)llx

onde estamos denotando por (, ) o produto interno em X, segue que V¢ verifica as

condigoes (1.1) e (1.2) para a =2 e § = 1, pois:

i) [Ve(u)l| = [|¢'(w)]| < 2[|¢'(w)]| V ue X;
ii) (¢/(w), Vo(u)) = (Vo(u), Vo(u)) = [Vo(u)|” = [¢'(w)]* ¥ ue X. u
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1.2 Teorema de Deformacao

Nesta secao enunciaremos algumas versoes do Teorema de Deformacao.
Seja X um espago de Banach e ¢ € C' (X,R). Dizemos que ¢ € R é um valor
critico de ¢ se existe u € X com ¢'(u) =0 e ¢p(u) = c.

O conjunto de todos os pontos criticos no "nivel" ¢ sera designado por
K.={ueX; ¢'u)=0 e ¢(u) =c},

e denotaremos por ¢¢ o conjunto de todos os pontos em nivel menores ou iguais a c,
isto é,

¢° ={ue X; ¢(u) <c}.

Definicao 1.2 Dado um subconjunto S C X e a > 0, designamos por S, a vizinhanga
fechada de S definida por

Su={ue X; d(w,S) <a},

onde d(u, S) =inf {||lu —v|; veS}.

Teorema 1.3 Seja X um espag¢o de Banach e ¢ € C*(X,R)). Suponha que S C X,
ceR, 48 > a ee, d >0 sao tais que

||¢’(U)||Z% Vue¢‘1([0—26(%—1>,c+2e(%—1)])mS%. (1.7)

Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal que ¥V ue X et € [0,1], tem-se:

Z) 77(07 u) = U

i) n(t,u) =u seu ¢ ¢~* qc—ze (%—1) ,c+ 2 (%—1)}) N Sas;

(
(
(i41) (1, 6D N 8) € ¢ N S;
(

iv) n(l,.) : X — X € um homeomorfismo.
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Idéia Geométrica: Considerando S =X, a=2e = 1.

Figura 1.1: Deformacao

Demonstragao: Sejam

(R BT
b (oS o

Y ={ueX; ¢(u)+0}.
Assim, note que B € A C Y. Considere V : ¥ — X um campo pseudo-
gradiente para ¢ e uma funcao localmente Lipschitziana p : X — R definida por

_ d(u, X\A)
W) = G XA) T d(a. B

(Ver [5])

de onde segue que 0 < p <1, p(u) =1seu € Be p(u) =0seuec X\A. Considere
ainda a seguinte aplicacao localmente Lipschitziana f : X — X definida por:
V(u)

O Bl o
0, se u¢A. (Ver [5])

se ue€ A

Sendo [|f(u)|| <1, Vu € X, segue que o problema de Cauchy
w(t) = flw(t))
w(0) = u

tem para cada u € X a solugdo definida para todo t € R. Sejan : [0,1] x X — X
definida por
n(t,u) = w(dt,u).
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Entao,
(1) n(0,u) = w(0,u) = u;
(i) n(t,u) =useug ¢! ([c— 26(% —1),c+ 26(% —1)]) N Sas.

De fato, considerando wy(t) =u, V t € R, tem-se

wi(t) = 0= flui(t)) = f(u), se u¢ A,

logo

{wa(t) = flun(t), seud A
w1 (0) = w.

Assim, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes, se u ¢ A
w(t) =wi(t) =u, V teR,
portanto
n(t,u) =w(dt,u) =u, V tel0,1];
(iid) n(L, 6“7 NS) € g N S5

De fato, note que para todot > 0ewu € S

w(t,u) —w(0,u) = /0 fw(r,u))dr,

o que implica . .

futtn) =l < [ 1frw)ldr< [ar =t
De modo que, sendo S5 = {v € X; d(v,S) <0}, onded(v,S) =inf {||lv—u|; ue S},
obtemos que V t € [0, 4]

lw(t,u) —ul| <t <9,

de onde segue

dw(t,u),S)<d6, Y ues,

o que implica

w(t,u) € Ss, YV ueSs,

ou seja,

w(t,S) C S5, ¥ te0,d].
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Logo,
n(t,S) C Ss, V tel0,1]. (1.8)

Note também que, para cada u € X fixado, a fungao ¢(w(t,u)) é ndo-crescente,
pois
d .
%gb(w(t, u)) = ¢/(w(t’ u))w(t7 u)

e do problema de Cauchy,
d
Pt u)) = ¢'(w(t, ) f(w(t, v)).

d
Da definicao de f, tem-se %qzﬁ(w(t, u)) =0 se w(t,u) ¢ A e caso contrario,

i w u = —plw U /w u M
(it ) = ~plot )0 (ot 0)
Assim, de (1.2),
Ay g W)
ot.) < ot u) {EE BT (19

ou seja,

%gb(w(t,u)) <0, V teR,

donde concluimos que ¢(w(t,u)) é nao-crescente.

8
Se u € ¢C+€(%_1> N S, note que:

a) Se ¢(w(t,u)) < ¢ — ¢, para algum ¢ € [0, ), entédo

¢(n(1,u)) = p(w(d,u)) < P(w(t,u)) < c—e

Portanto, de (1.8),
n(l,u) € ¢ N Ss.

b) Observe que para todo t € [0, 4], temos

ow(t, w) < p(w(0,u)) = b(u) < ¢ + ¢ (ﬁ - 1) ,

«

consequentemente

(67

) sm(ﬁ—l).

Dessa forma, supondo que

w(t,u) € B=¢* ({c—e(%—l) ,c—i—e(@—l)}) NSs, V tel0,4d],

(67
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usando (1.1), (1.9) e o fato que p = 1 em B, obtemos

ow(d.0) = o(w) + [ Fotwlt.w)d,

de onde segue

owie.0) < 6w =2 [l

(w (0, u)) §c+e(@—1> —é%agcﬂ(@—l) —§4e,

logo

« (0% « «

mostrando que

d(w(d,u)) <c—e.

Portanto, em qualquer um dos casos (a) ou (b)
n(l,u) =w(d,u) € ¢ °NSs, se uée ¢C+€(%_l) nS;

() n(1,.) : X — X é um homeomorfismo. De fato, devemos mostrar que n é con-

tinua e que possui inversa continua.

Assim, considere as seguintes fungoes

g: X — X
u — g(u) = w(dt,u)

h: X — X
u +— h(u) = w(—=dt,u).
Dessa forma, tem-se
(g 0 h)(u) = w(dt, h(u)),
de onde segue

(goh)(u) =w(dt, w(—dt,u)).

Usando propriedades de fluxo, obtemos
(goh)(u) =w(dt —dt,u) =w(0,u) = u,

ou seja,

(goh)(u) =u.
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De modo anélogo, temos
(ho g)(w) = u.

Logo, temos que 7(t, u) = w(dt, u) possui inversa, dada por n~1(¢,u) = w(—4t,u).
Note ainda que 7(t,.) é continua pela dependéncia continua com relagdo aos dados
iniciais para w(dt, ). Da mesma forma, temos que (., u) também é continua, donde

concluimos que 7(1,.) : X — X & um homeomorfismo. |

Defini¢ao 1.4 Dizemos que ¢ satisfaz a condigao de Palais-Smale -(PS), se qualquer
sequéncia (u,) tal que ¢(uy,) € limitada e ¢'(u,) — 0, quando n — +o0, possui uma

subsequéncia convergente.

Como consequéncia do Teorema 1.3, considerando o = 2 e = 1, obtemos os
seguintes teoremas:
Teorema 1.5 Seja X um espago de Banach e ¢ € C1(X,R). Suponha que ¢ satisfaz
a condi¢io (PS). Se ¢ € R ndo é um valor critico de ¢. Entao, para todo € > 0 sufi-
cientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X) tal que, ¥V v € X et €0, 1], tem-se:
(1) n(0,u) = u;
(i1) n(t,u) = u se u & ¢~ ([c — 2¢, c + 2¢));
(122) n(1, ) C 975
(

iv) n(l,.) : X — X € um homeomorfismo.

Demonstragao: Devem existir constantes 6,y > 0 tais que, se u € ¢~ ([c—26, c+26)]),

temos ||¢'(u)|| > =, pois , caso contrario, existe uma sequéncia (u,,) com
d(u,) — ¢ e ¢(u,) — 0, quando n — +oo. (1.10)

Por hipotese, temos que ¢ satisfaz a condigao (PS), logo existe uma subsequéncia

(tn,) C (uy) tal que u,, — u em X. Sendo ¢ € C'(X,R)), segue-se

P(un,) — ¢(u) (1.11)

¢ (tn,) — ¢'(u). (1.12)

De (1.10)-(1.12), tem-se
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donde concluimos que ¢ é um valor critico de ¢, contrariando a hipotese, logo mostramos

que existem constantes 6,y > 0 tais que, se u € ¢~ ([c— 20, c+20]), temos ||¢'(u)| > 7.
de
5

Teorema 1.3, segue o resultado. |

4
Assim, considerando S = X, € € (0,60] fixado e 6 = —E, ou seja, ¥ = —, pelo
Y

Observacao 1.1 Na demonstra¢io acima, observe que o Teorema 1.5 ¢ vdlido sob

a sequinte condi¢ao mais fraca de compacidade introduzida por Brézis-Coron-Nirenberg:

Condigao (PS).: Se uma sequéncia (u,) € tal que ¢(u,) — ¢ e ¢'(u,) — 0, quando

n — +o00, entao ¢ € um valor critico de ¢.

Teorema 1.6 Seja X um espaco de Banach e ¢ € C*(X,R). Suponha que ¢ satisfaz
a condigao de Palais-Smale -(PS). Se U é uma vizinhanga aberta de K., com ¢ € R,
entao para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X) tal que,
VueX ete0,1], tem-se:

(1) n(0,u) = u;

(i1) n(t,u) = u se u & ¢~L([c — 2¢, ¢ + 2¢]);

(#ii) n(L, ¢T\U) C ¢
(

iv) n(1,.): X — X é um homeomorfismo.

Idéia Geométrica:

Figura 1.2: Deformagao

Demonstragao: Seja S = X\U. Entao, existem constantes € , > 0 tais que, se
4e
u € ¢ [c — 26, ¢+ 2€]) N Sy, temos ||¢ (u)|| > 5 pois, caso contrario, para cada
1 1
e=—ed=—=comn €N, existiria

2n 2\/n

ou seja,
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Assim, teriamos uma sequéncia (u,) C S 1 com

S

d(u,) —c e ¢'(u,) — 0, quando n — +oo. (1.13)

Por hipotese, temos que ¢ satisfaz a condigao (PS), logo existiria uma subsequén-

cia (up, ) C (uy,) tal que u,, — uem X. Sendo ¢ € C'(X,R), segue-se

P(tn,) — ¢(u) (1.14)

¢'(tn,,) — ¢'(w). (1.15)

De (1.13)-(1.15), tem-se

donde concluimos que u € K..
1

NG

disso, sendo d uma fungao continua, obtemos d(u,S) = 0. Dessa forma, uma vez que

Por outro lado, temos que u, € Sy, , 0 que implica d(uy,S) < . Além
S = X\U é um conjunto fechado, segue-se u € S.
Portanto, u € SN K., o que é uma contradicao, pois S N U = (), logo mostramos

que existem constantes € , § > 0 tais que, se u € ¢ ([c — 2¢,¢ + 2¢]) N Sys, temos

o/l > .

Assim, considerando S = X'\U, pelo Teorema 1.3, segue o resultado. |



Capitulo 2

Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo, demonstraremos um teorema devido a Ambrosetti-Rabinowitz
[11], denominado Teorema do Passo da Montanha. Em seguida fazemos uma aplicagao
do mesmo, mostrando a existéncia de uma solugao fraca para uma classe de problemas

elipticos.

2.1 Teorema do Passo da Montanha

Nesta se¢cao vamos demonstrar o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-

Rabinowitz.

Teorema 2.1 Seja E um espago de Banach real e I € C*(E,R) um funcional sat-
isfazendo a condigao Palais-Smale-(PS). Suponha que 1(0) = 0 e que as sequintes
condigoes sejam satisfeitas:

(I;) Existem constantes o, p > 0 tais que [ >a, e

B,
(Io) Eziste um e € E\B, tal que I(e) < 0.

Entao, I possui um valor critico ¢ > «, com

c=inf max I(u),
g€l ueg(]0,1])

onde ' ={g € C([0,1],E) \ ¢g(0)=0 e g(1) =e}.
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Idéia Geométrica:

Figura 2.1: Passo da Montanha

Demonstragao: Seja ¢ = inf max [I(u), ou seja, ¢ = inf max I(g(¢)). Afirmamos
g€l ueg([0,1]) gel' tel0,1]

que c estéa bem definido. De fato, pois sendo

I € CH(E,R) e g € C([0,1],F), segue que I o g ¢ uma fungao continua e sendo

[0, 1] um conjunto compacto, temos que I o g possui maximo em [0, 1].

Afirmagao 1: m[an I(g(t)) >a, V gel.
te[0,1

De fato, seja g € T e defina

h :[0,1] — R
t— W) =1g@]I-

Observe que h é uma composicao de fungoes continuas, logo h é continua. Além disso,

sendo e € E\B,, temos que

h(0) = [lg(0)| =0l =0 < p

h(1) =g = llell > p,
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ou seja, h(0) < p < h(1). Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe t, € (0, 1)
tal que h(t,) = ||g(t5)|| = p, de onde segue pela condicao (I;) que I(g(t,)) > «, logo

max [(g(t)) >a, V geT, (2.1)

t€[0,1] -

mostrando assim a Afirmacao 1.

Definindo H = {m[ax} I(g(t)); g € F}, segue-se da Afirmagao 1, que H é
te[0,1

limitado inferiormente em R. Assim pelo Postulado de Dedekind, existe o infimo de H
em R, isto é, inf max I(g(t)) estd bem definido.
g€l t€[0,1]
De (2.1) temos que a € uma cota inferior para H, consequentemente pela defini¢ao
de ¢, segue que ¢ > .

Suponha por contradicao que ¢ nao é um valor critico. Entao, pelo Teorema de
c—

Deformacgao 1.5, temos que dado 0 < € < ,existen € C([0,1] x E, E) tal que
(i) nt,u) =useu ¢ I"'([c—2¢c+2€)et € [0,1];
(ii) n(1,I¢t¢) C I°-.

Além disso, pela definicao de ¢, existe g € I tal que

I(g(t)) < . 2.2
g@j@(ﬁ_c+6 (2.2)

Considere h(t) = (1, g(t)). Sendon € C([0,1]xE,E)eg € C([0,1],E), segue
que h € C([0,1],E). Uma vez que, I(e) < a < ¢c— 2, tem-se I(¢) & [c— 2, ¢+ 2¢],
o que implicae ¢ I '([c— 2¢, ¢+ 2¢]). Da mesma forma, sendo 1(0) = 0 < a < ¢— 2,

tem-se 1(0) & [c— 2¢,¢+ 2¢], ouseja, 0 & I '([c— 2¢, ¢+ 2¢]). Assim, de (i),

h(0) =n(1,9(0)) =n(1,0) =0
n(1) = (1, g(1)) = n(l,e) = e,

donde concluimos, que h € T. Por (2.2), obtemos

Hﬂﬂ)égﬁﬁﬂﬂﬂ)§c+a

o que implica g(t) € It Vt e [0,1]. De (ii),

h(t) =n(1,9(t) € I°° Vite [0,1],
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ou seja, I(h(t)) <c—e V t € [0,1], logo

I(h(t) < ¢ —
tem[ggﬁ((»_c €

d = inf I(g(t)), t
e sendo, ¢ ;Ielrt?[% (g(t)), temos que

visto queﬁ € I'. Assim,

c<c—eg,

o que um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ é um valor critico para I, finalizando

assim a demonstracao do Teorema 2.1. [ |

2.2 Aplicacao do Teorema do Passo da Montanha

Nesta secao estudaremos a existéncia de solugao para o seguinte problema:

—Au = Au+p(z,u), x €
u = 0, x € 01,

(F1)

onde Q@ C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave e A\ < A, onde \; é o

primeiro autovalor associado ao problema

—Av = v, x €
v = 0, x € 0f.

(P)

No que segue consideraremos N > 3 e as seguintes hipoteses sobre p :
(J1) p(z,€) € C(QA x R, R);

(J2) Existe uma constante as > 0 tal que

N +2
N -2

Ip(x, )] < agél’, VaweQe€R, onde 1<s< =2"—1;

(J3) Existem constantes 2 < p < 2* e r > 0 tais que

€
0 < pP(x,§) < &p(x,§), para |£| > r, onde P(z,¢) —/0 p(z,t)dt.
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DO | —

Além disso, denotaremos por
1

full = ( [ 9 az)
Q
ooy = ([ 1 z)?
Q

as normas em F = H} () e LP(2) respectivamente, ao longo de toda a dissertagao.
Nosso objetivo é mostrar a existéncia de uma solucao fraca para o Problema
(Py). O principal resultado deste capitulo ¢ o seguinte:

Teorema 2.2 Suponha que A < A\ e p satisfaz as condigoes (J1) — (J3). Entdo o

Problema (Py) possui uma solu¢ao fraca.

Demonstracao: Vamos mostrar que o funcional I : £ — R dado por
1
I(u) = —/ [|Vu|2 — /\uﬂ dx — / P(x,u)dz.
2 Ja o

3
onde P(x,§) = / p(z,t)dt, satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Mon-
0
tanha 2.1 e assim, encontrar um ponto critico para o funcional, pois ja sabemos que
existe uma relagao entre os pontos criticos de I com as solugoes fracas do Problema

(Py), visto que

I'(u)v = / [VuVo — Auv] d;z:—/ p(z,u)vdr, YV u, v € Hy(Q), (Ver Apéndice B)
Q Q

temos que u € H{ () é ponto critico de I se I'(u)v = 0, ou seja,

/Vqudx:/[)\uv +p(z,u)vldz, Y v € Hi(Q),
Q Q

de onde segue que u é uma solugao fraca para o Problema (Py).

Note que, se A < Ay, a funcao
., - £ — R
1/2
wo Qo= ([ 19l - )
Q
define uma norma em E. De fato, considere em F a seguinte forma bilinear

(,),: ExXE — R
(u,v) +— <u,v>*:/Q[VuVU—)\uv] dx.



Note que (, ), é¢ um produto interno, pois (, ), verifica as seguintes propriedades:

1] - (u+v,w), = (u,w), + (v,w), Vu,v,w € E.
2] - (u,v), = (v,u), VYu v e E.

(3] - (au,v), =a(u,v), YVuv € Fea € R.

4] - (u,u), >0, V u € E.

De fato, seja u € FE, entao
(u,u), = / [VuVu — \uu| de,
Q

o que implica

<u,u>*:/|Vu]2dm—)\/ uf? dz.
Q Q

/ \Vu|? da
JQ 000000

Sendo A\; = inf , temos
uelk 2
u#0 / |u|” dz
Q
V| dz
A< <2 Ve E\{0},
u|® da
Q

o que implica
/|Vu|2dx—)\/ lul>dz, VY u € E\{0},
Q Q

ou seja,

(w,uy, >0, V u € E.

5] - (u,u), =0 <= u=0.

De fato, considere u € FE tal que (u,u), = 0, note que:

i) Se 0 < A < A,
A
(u,uy, > (1 - —) ||u||2, V u € FE,
A
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de onde segue

A >
1—— <0.
(1-5) i <o

A
Por outro lado, temos que (1 — /\—) |ull> >0,Yu € Ee)< A, portanto
1

A 2
1- = = 0.
(1= 5 ) Il =0

A
Sendo (1 — /\—) > 0, segue-se |lu|| =0, o que implica u = 0.
1

ii) Se A <0,
(u,u), = [[ull” + ] |ul 72 = 0,

logo

lull 2 =0 e [lu] =0,

o que implica u = 0.

De [1]-|5], podemos concluir que (, ), define um produto interno, assim

[ull. =/ (u,w),s

de onde segue que || ||, ¢ uma norma.

Afirmacao 2: As normas || ||, e || || sdo equivalentes em E.

27

A
Temos que |ul|® > (1 - )\_> |u|®,Vu € Ee0 < X< \. Considerando
1

A 1/2
Ci=(1-2=
1 ( )\1 )

ull, = Cy||ull, YV v € E.

Observe que para A < 0, basta considerar C; = 1, pois
|ull, = / \Vul? dz + ])\|/ u|® dz > / \Vul? dz
Q Q Q

lull, = [lull, ¥V u e E.

ou seja,

Assim, considerando Cy = min{C}, 1}, mostramos que existe Cy > 0, tal que para

A< )\1,
Jull, = Coflull, YV u € E.
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Por outro lado, temos

Huuiz/yvu|2dx—A/|u\2da;§/|vu\2dx+|A|/|u|2dx, VueE e A<
Q Q Q Q

o que implica

A A
HuHiS/]Vu!de—l—u/]Vu]Qd:c: <1+|—|>/\Vu\2dx.
Q At Ja A/ Ja

A
Considerando C5 = (1 + )\—) )
1

ull, < Csllull, ¥V u e E
Assim, existem Cy e C3 > 0 tais que
Collull < lull, < Csllull, VvV u € E,

portanto, || ||, e || || sGo normas equivalentes em E.

Vamos mostrar que o funcional I : E — R dado por

I(u) :%/Q [1Vaf? - Ad?] d:v—/QP(x,u)dx,

onde P(z,§) = /5 p(x, t)dt, satisfaz as hipoteses do Teorema 2.1.

Observe iniocialmente que E = H}(Q) é um espago de Banach real. Sendo as
condigoes (J1) e (J2) satisfeitas, segue que I estd bem definido e I € C'(E,R) (ver
Apéndice B). Além disso,

I’(u)v:/[Vqu—)\uv] dx—/p(:t,u)vd:v, Vou v e E.
Q 0

Note ainda que /(0) = 0. No que segue vamos mostrar que o funcional I verifica as

hipoteses do Teorema do Passo da Montanha.

Verificagao da condigao (I,):
Da condigao (J3), temos que existe uma constante ay > 0 tal que

N +2
POl <@, onde 1<s< =21,

logo

|€|S+1
P <
PO <ol

Y
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de onde segue

|P(x,&)| < C1[¢], onde 2 <p<2".

Sendo
1
Iw) =5 ol = [ Pla,w)ds,
2 Q
obtemos
1
1) 2 5 ul? = [ €1 fupde
Q
ou seja,
Lo
1) > L [l = i -
Sendo as normas || || e || ||, equivalentes, obtemos

I(u) = Gy [lull® = Cy [[ull7s e
e pela imersoes continuas de Sobolev, temos
I(u) > G ||ull® = Cs |Jul|”.
Sendo C5 e (5 constantes positivas e p > 2, podemos encontrar a > 0 e p > 0 tais que
I(u) >a>0, para |[u]=p,
mostrando que [ satisfaz (Iy).

Verificagao da condigao (I,):

De (J3), temos que existem constantes 2 < u < 2* e 7 > 0 tais que

0 < puP(z,€) < Ep(z,€), para [¢] > 7

Afirmacao 3: Existem constantes positivas C e (5, tais que
P(x,6)>ClEf—Cs, V € €R e z€Q.

De fato, considerando P(x,&) # 0 e £ # 0, vamos analisar os seguintes casos:

1° Caso: Para £ > 0, obtemos

p(x,§)
P(x,8)’

para £>71r e z €,

0
0< =<
§
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3 3 t
o que implica /T %dt < /r Z((:;” t)) dt, de onde segue

plné — plnr < InP(z,€) — InP(x,r), para £>1 e x €,

logo

ln(g)uglnigifs, para £>7r e x € Q.

Usando o fato da funcao In ser uma fungao crescente, obtemos

(§>M§P(x’£) para £>r e x €,

r P(z,r)’
ou seja,
P _
P(z,&) > <x/; T)ﬁ“, para {>r e x €.
r

Considerando M; = min P(z,7), observamos que M; estd bem definido, visto que
e

P(.,r) é continua e 2 é compacto. Além disso,

M _
P(z,£) > —;f“, para £>r e x €.
r

M
Assim, fixado C; = —: > 0,
r

P(z,6) > &, ¥V £>r e €. (2.3)

2° Caso: Para £ < 0, obtemos

<=, para £E<—1r e z€)
P(z,§) ~ ¢
- ; _
o que implica /5 gé’? t)) dt < /g %dt, de onde segue

InP(x,—7r) — InP(x,&) < pln|—r| — pln |¢|,  para €< —r e x€Q,

logo
—r|* P(x,—r)

In >n para < —r e x €S

3 P(,€)

Usando o fato da funcao In ser uma fungao crescente, obtemos
—r|* _ P(x,-r) =
—| >—1—= para £< -1 e z €,
3 P(z,§)
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ou seja,
Pz, —r —
P(x,§&) > (—u) I€|", para E€<—r e z €.
r
Considerando Ms; = min P(z, —r), observamos que M, estd bem definido, visto que
€
P(.,—r) é continua e ) é compacto. Além disso, tem-se

M. _
P@,&) > “2lef, para €< ¢ vl
r
M.
Assim, considerando Cy = —j > 0,
r
P(x,&) > Colé), V €< —r e €. (2.4)

Considerando C' = min {Cy, Cs}, segue-se de (2.3) e (2.4),
P(z, &) = Clgl", ¥V [gzr e z€Q.

Dessa forma,

Pz, &) >ClE) = Cs, V €] 27 e 1€Q.

onde C'5 > 0 é uma constante positiva arbitréria.

Considerando M = min P(z,£), note que M estd bem definido, pois P é con-
€N
E€[—mr]

tinua e Q x [—r,7] C RY x R é um compacto, logo
Plx,&)>M, ¥ 2€Q e £€[-rr].

Considere C3 > 0, de modo que

Cy > Cr* — M,

logo

C3>ClEH—M, ¥V Ee€[-rr],
ou seja,

M Z O|€|M_C37 v 66 [—T,T]-
Assim,

P(x,6) >ClE|f —Cs, V E€[-n7] e 2€Q (2.5)

e

P(x, &) >CIlE|f = Cs, ¥ €] >71 e z€Q. (2.6)
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De (2.5) e (2.6), segue
P(waf)zc‘fyu_cf’ﬂ v f €ER e xeﬁ,

donde concluimos que a Afimagao 3 é verdadeira.
Sejau € E\{0} e p=tu, comt € R. Note que, para t > 0

2

t
I(tu) = — ||ul|> — / P(z,tu)dz.

2 Q

Sendo as normas || ||, e || || equivalentes, obtemos
I(tu) < Cyt? ||ul]” — / [C |tu]" — C5] d.
Q
Desde que £ — L*, obtemos
I{tu) < Ct? Jull* = O s 0y + 5192

onde estamos denotando por |{2| a medida de Lebesgue de 2. Portanto, como p > 2,
temos que I(tu) — —oo quando t — +00, logo existe e € FE\B, tal que I(e) < 0,

mostrando assim que [ satisfaz a condicao (I).

Verificagao da condigao (PS):

Seja (u,,) uma sequéncia (PS), isto ¢é,

()| <M, ¥ neN (2.7)

I'(u,) — 0, quando n — +o0.

Vamos mostrar que (u,) possui uma subsequéncia convergente, ou seja, existe uma
subsequéncia (uy,) tal que u,, — u em E. Note que I'(u,) — 0 implica que, dado

e > 0, existe n, € N tal que
”I/<u’n)||E’ < €, v n Z No,

ou seja,
I'(u,
SUPM<€, VnZnO.

eee el



Assim,

I'(uy,
M<e, Vn>n, e o € E\{0},
Il
isto é,
[I'(un)ol < ellell,  Vn>n,eqeE

Sendo u,, € E, obtemos
1T (up)un| < €llunll, V¥V n>mno.

Observe agora que
1 / 1 2 2
I(up) — =1'(up)u, = = \Vu,|"de — | NMuy,|"dx| — | P(x,u,)dx—
H 2 lJa Q Q

1 1
—= [/ |V, da:—/A|un|2d:B} +—/p(a:,un)und:1:,
K LJa Q HJo

() — %[’(un)un _ (% - i) all? + /Q Bp(x,un)un _ P(:c,un)] da.

portanto

Sendo || ||, e || || equivalentes,

I(u,) — %I’(un)un > (% — %) C Hun||2 +/Q [%p(m,un)un — P(x,un)] dx.

Considerando A,, = {x € Q; |u,(x)| > r}, tem-se

1 1

1
) = () = (5= 1) Gl +

/n [lp(:ﬁ,un)un — P(x,un)] dx + /A% [lp(iv,un)un B P(:v,un)} .

f I

Da condigao (J3), segue
1
—p(z, up)u, — P(x,u,) >0, ¥V x € A,,
L

o que implica

1

/ [—p(m, Up ), — P(z, un)] dxr > 0,
A, LM

logo

1, 11 ) /{1
I(u,) — —1I'(uy)u, > [ = — — | C ||un||” + —p(x, up)u, — P(z,u,)| dx,
() = 20w = (5= 2 ) Gl + [t wun — Plav)

&
n



34

e consequentemente

1 11 1
) = 1w = (5= 2 ) Gl - [

Ep<$aun)un - P(-T,Un) dz.

c
n

Sendo p e P fungdes continuas, g(x,t) = ¢ uma funcao continua.

%p(m, Pt — Pla, 1)

Assim, uma vez que ) X [—r,r] é um conjunto compacto, segue-se que g é limitada

neste compacto, logo existe C' > 0 tal que

g(z, )] <C, Y (,1) € Qx[=r7],

o que implica

1 _
—p(z, up)u, — P(x,u,)| < C, VYV x € Ac.
"
Assim,
) = 21w > (53 ) Gl = [ ca
Up) — — Up )Up = ~ Up, - X,
o Ty yi
de onde segue
1 1 1 _
Iup) — =1'(up)un > | 5 — = o = C|Ag].
(1) = 21w > (5= 1) € ol = € [
Além disso,
1) =~ () = (2 == ) €4 flual? = [
Uy, [ Up JUp =2 92 1 1 || Un ’
isto é,
I(u) = () = (2 == ) €4 flun? = C: (29)
Up) — =1L (up)uy, > | = — — Up||” — Cs. .
i 2 1 2

Por outro lado, de (2.7) e (2.8), segue-se

Y

I(uy) — %[’(un)un < 'I(un) - %I’(un)un

o que implica

de onde segue
1 / 1 !
I(un) = =1 (un)un < [I(un)| + = 1 (wn) || 5 [[unll
M M
logo exite n, € N tal que

1 1
I(uy) — —1I'(up)up < M+ —€lluyll, V n>ne. (2.10)
m m



35

De (2.9) e (2.10), tem-se

1
M + —ellu,|| > ( ) Oy ||unl> = Cay ¥ 0> no.
Ju

==

1
2

—~ ~ ~ 1 1
Fixando M = M + Cy > 0, K = eC’z(———) C7 > 0, obtemos
0

€
W 2

M+ K |Jun]| > C llua|*, ¥ 1> no,

mostrando que (u,,) é limitada em E.

Para provarmos que (u,) possui uma subsequéncia convergente, aplicaremos a
Proposigao C.1 (Ver Apéndice C). Portanto, no que segue mostraremos que I sat-
isfaz as suas hipoteses. Considere f(z,£) = A —p(x,§). Vamos mostrar que f satisfaz

as condicdes (H;) e (Hz) da Proposicao C.1.

Verificagdo da condicao (H;):
Temos que p satisfaz (J1) e &, A € R. Logo, f € C(Q x R, R).

Verificagdo da condicao (H,):

Pela condicao (J3), obtemos
01 < N+ 19, €)] < A€l +as €, onde 1<s<2 1

Observe que

e[ +azlel” A a
‘5’8-4-6 |§’s+e—1 |§|€

logo existe R > 0 tal que

— 0, quando [{| — o0,

€177, se €[> R
A, se [([<R

IALE] + a2 [€]° <
o que implica
IN€] +az |€]° < A+ €7, onde 1 <s<2"—1.

Considerando a = s + ¢, segue-se

|f(x,&)] <A+ [¢]", onde 1 <a<2"—1,
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ou seja, f satisfaz (Hy) para s = a.
Portanto, mostramos que f satisfaz (H;) e (Hz), logo podemos aplicar a Proposigao

C.1, para o funcional

I(u) = /Q (% IVl %qﬁ - P(x,u)) da

donde concluimos que (u,) possui uma subsequéncia convergente. Mostrando assim,
que [ satisfaz a condigao (PS).

Finalmente, podemos aplicar o Teorema 2.1 e concluir a existéncia de um ponto
critico de I, isto é, uma solucdo fraca para o problema (P;), finalizando a demon-

stracao do Teorema 2.2. [ |



Capitulo 3

Teorema do Ponto de Sela

Nosso objetivo neste capitulo, é demonstrar o Teorema do Ponto de Sela de

Rabinowitz [11] e mostrar uma aplicac¢do de tal teorema.

3.1 Teorema do Ponto de Sela

Nesta segao, vamos demonstrar o Teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz [11].

Definicao 3.1 Se D € uma vizinhanca de 0 em X ; a classe de deformacio de D em

X que fira 0D, denotada por I, € definida como sendo
I'={heC(D,X); h(u)=u, V uedD}.

Teorema 3.2 Seja X = VOW um espago de Banach, comV # {0} e dim(V) < 400,
e seja ¢ € CY(X,R) uma aplicagio satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale-(PS). Se

D ¢é uma vizinhang¢a limitada de 0 em V' tal que
a:rral%x¢<1‘£1vf¢:b, (3.1)

entao
¢ = inf max ¢(h(u))

hel’ weD

€ um valor critico de ¢ com ¢ > b.
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Idéia Geométrica:

Figura 3.1: Ponto de Sela

Demonstragao: Primeiramente, vamos verificar que h(D)NW # () qualquer que seja

h € I'. De fato, defina
P: X —V

xr — P(z) =,
onde x = x4+, com z; € V, ou seja, P é a projecao X sobre V. Assim, Ph € C(D,V)
e Ph(u)=Pu=u#0, V uedD.
Portanto, uma vez que podemos indentificar V' com R, o grau de Brouwer

d(Ph, D,0) esta bem definido e pelas propriedades do grau (Ver Apéndice D), segue
d(Ph,D,0) =d(Id,D,0) = 1.
Logo, existe uy € D tal que Ph(ug) = 0, isto é, h(ug) € W, donde concluimos que
h(D)NW # 0.
Assim, sendo b = iIr/1Vf¢ = inf {¢p(w); we W}eh(u)eW,
b < ¢(h(uo))
de onde segue

b < é(h(uo)) < maxé(h(u), YheT,

ueD

portanto, pela definicao de infimo, concluimos que ¢ > b.
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Suponha por contradi¢ao que ¢ nao é um valor critico para ¢. Entao, pelo Teo-

b—
rema de Deformacao 1.5, temos que dado 0 < € < a, existe n € C([0, 1] x X, X)
tal que
n(t,u) =u se ud ¢ (c—2¢c+2), V tel0,1] (3.2)
e
(L, ¢°7) C ¢ (3:3)

Considere h € T" tal que
max ¢(h(u)) <c+e (3.4)

ueD

e defina /f;(u) =n(1,h(u)). Sendo 2¢ < b — a, ou seja, a < b — 2¢, temos que

¢(u) < maxo(u) = a,

o que implica

d(u) <b—2c<c—2 VY uedD,

e portanto

o(u) & [c—2¢,c+2¢], V ue€ D,
isto é,
u ¢ ¢ ([c — 2¢, ¢+ 2€]).

Logo, por (3.2),
h(u) = n(1,h(u)) = n(l,u) =u, ¥ u€dD,

donde conclufmos que h € T'. Além disso, de (3.3) e (3.4), obtemos

¢(h(u)) < maxp(h(u)) < c+e,

ueD

o que implica

Assim, por (3.3)

isto é,
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Sendo ¢ < max ¢(h(u)), V h €T, obtemos
ueD

¢ < max ¢(h(u)) <c—e
ueD

o que é um absurdo. Assim, mostramos que ¢ = inf max ¢(h(u)) é um valor critico
hel’ yweD

para ¢. |

3.2 Aplicacao do Teorema do Ponto de Sela

Nesta secao estudaremos a existéncia de solugao para problemas do tipo

—Au = Au+p(z,u), x e
u = 0, x € 0f)

(F1)

onde  C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave e A\ é um autovalor asso-

ciado ao problema

—Av = v, x e
v = 0, x € 0f.

(F2)
No que segue consideraremos N > 3 e as seguintes hipoteses sobre p:

(Hy) p(z,€) € C(Q x R, R);

(H,) Existe uma constante M > 0 tal que
p(z, | <M, VY zreQe ek

3
(H3) P(x,§) = / p(z,t)dt — +00, quando |{| — 400 uniformemente para x € 2.
0

Nosso objetivo é mostra a existéncia de uma solugao fraca para o Problema

(P1). O principal resultado desta se¢ao é o seguinte:

Teorema 3.3 Suponha que N = A\, < M\ey1 e p satisfaz as condigoes (Hy) — (Hs).
Entao o Problema (Py) possui uma solucao fraca.

Demonstragao: Considere o funcional [ : ¥ — R, definido por:

I(u) = /Q (]Vu]Q = %qﬂ - P(x,u)) dz.
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Observe inicialmente que sendo as condigoes (Hy) e (Hy) satisfeitas, segue que I estéa

bem definido e I € C'(E,R) (ver Apéndice B). Além disso, temos

I/(U)U:/[VUVU—)\kUU] dm—/p(ac,u)vd:rj, Vou, v e E.
Q Q

Seja V = @§:1VAJ- =V, ®V\, & ... B V), onde V), ¢ o espago gerado pelas

autofungoes v/ do Problema (P2) associadas ao autovalor )\;, e normalizadas de

/ Vol | de =1 = Aj/(ug;fdx.
Q Q

Seja W = @52,,,,V,, com W = V*, onde denotamos por V- o complementar ortog-

modo que

onal de V. Note que F = V@ W. Vamos mostrar que [ satisfaz as seguintes condigoes:

(I;) Existe uma constante 3 tal que I’ > .
w
(I2) Existe uma constante a < e uma vizinhanga limitada D de 0 em V tal que

[’ < a.
oD

Condigao (PS): Qualquer sequéncia (u,,) tal que I(u,) é limitada e I'(u,) — 0, possui
uma subsequéncia convergente.

Uma vez demonstrado (Iy), (I2) e a condigao (PS), pelo Teorema do Ponto
de Sela 3.2, segue o Teorema 3.3.
Verificagao da condigao (Il):Oo

Seja u € W. Entao u = g ¢, onde ¢; = g alv) e os vl sdo as autofuncoes
j=k+1
associadas a \; e s=dimV},. Usando o fato dos v/ serem ortonormais em F, segue

o 1, se 1=7 e n=m
(v vm) =
0, se i#j ou n#m.

LOgO, <¢27¢J> =0, se 1 7& J, pois
P s
CRTEIOILES SERAES 95 sEAENS)
n=1 m=1

de onde segue

<§bi,¢j> = 0, se ’L# j
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Note que
i=k+1  j=k+1 i=k+1 j=k+1 i j=k+1

ou seja,

= > el (3.5)

j=k+1

PR

j=k+1

Observe também que

/Q)\k<i @) (i 9252-) dr = i )\k/ggzﬁigzﬁjdx.

j=k+1 i=k+1 Jri=k+1

Usando novamente o fato dos v/ serem ortonormais, obtemos:

/ bibydz =0, se i4 ],
Q

visto que, sendo v} ortonormais, temos que

1
o —, se 1=j € n=m
/U;vﬁndx =N
@ 0, se i#j ou n#m.
Assim,
/ Gipjdx = / (Z a;v;) ( a%v#) dr =) (Z alal / U;ugndx) ,
Q Q N\ =1 m=1 n=1 \m=1 Q

o que implica

logo

R ( 3 @) ( 1@-) dr= 30 N [ oo = 30 xe [ oy0e

j=k+1 =k+ Jri=k+1 j=k+1

ou seja,
/)\k ( > qu) (Z @-) de =Y Ak/qﬁdx. (3.6)
Q j=k+1 i=k+1 j=k+1 Q

Por outro lado, sendo v/ solugdes fracas do problema

—Av = Nl Q

(Ps) ‘
v = 0, 01}
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segue
/Vv%Vhdx://\jU%hdx, V he k.
Q Q

Fixando h = v/, obtemos
|od|* = / Vi | di = / A (03)? de.
Q Q

Note que, ¢; = Z a’v) também é solucdo fraca para o Problema (P3). De fato, pois

n=1

8 (Seb) - ook (o) = Yt

o que implica

n=1 n=1
S
Jayd _
E al vl = 0, o0
n=1

ou seja,
oh = 0, 9.

Sendo ¢; uma solugao fraca para o Problema (P3), temos

112 = / V2 de = A, / P,

[
- - /Q G, (3.7)

de onde segue

De (3.6) e (3.7), obtemos

o (Z @) (Z @) -3 n ”%” -y o5 58)

j=k+1 i=k+1 j=k+1 j=k+1

Assim, de (3.5) e (3.8),

> 2”’“ (Z ‘bf) ( ) 1@) =3 ol - Y oI5

j=k+1 j=k+1 =k j=k+1 j=k+1

o que implica

> o

j=k+1

—Ak <Z @) (Z @)dw— >l (1-3)

j=k+1 i=k+1 j=k+1
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Uma vez que A\py1 < A, V. 57 >k+1,

> o 2—%/(2 @) (Z @)m S 1P (1——),

j=k+1 j=k+1 i=k+1 Jj=k+1
logo
n 2 n
> 9 —M/(Z @)(Z qbi)da:z( ) > sl 69
J=k+1 j=k+1 i=k+1 j=k+1
Sendo as funcées f(u) = |jul’ e g(u) = M / u?dz continuas, passando ao limite em
Q

(3.5) e (3.9) quando n — +o0, obtemos

(o] 2 oo
Yool =D el

j=k+1 j=k+1
e

o0 2 o0

Z¢j —)\k/<Z¢J)<Z¢i>d$Z( >ZH¢JH

j=k+1 j=k+1 i=k+1 j=k+1
Assim,

ull® =) el
j=k+1

e

/ (!Vu]Q — \u?) dz > (1 —
0

Considerando M = sup |p(z, )|, o mesmo esta bem definido devido a condigao (Ha).
eQ
eER

g/Q|P(x,u)|dx:/Q /Oup(x,t)dt

< / M |u|dzx = M/ lul dz = M [[ul| 1 q)
Q Q

A
i )HuHQ, vV oueW. (3.10)
+1

x
13

/QP(x,u)da:
/QP(x,u)dx

Sendo 2 limitado, pelas imersoes continuas de Sobolev, segue

/QP(as,u)dx

Entao,

dx,

o que implica

< M |lul|, V uweE. (3.11)
De (3.10) e (3.11),

I(u) >

?

/ (|Vu\2 — \u?) dz
0

/QP(x,u)dx



ou seja,

= (1= 25 ) bl = Ml ¥ wew

A
Considerando My = (1 — Lk ), temos

k+1

I(u) = Ma Jul® = My |lu]l, ¥ ueW,

logo, existe 3 € R tal que
I(w)>8, YV ueW,

mostrando assim, a condigao (Iy).

Verificagao da condigao (I5):

Sejau e V,entaou =u°+u",ondeuw’ € E°=V, eu € B~ = EB?;%V,\J--

Afirmacio 1: |ju|® = [|u|” + |ju"|*.

De fato, note que
||uH2 = (u,u) = <u° +u,u’ + u’> ,

o que implica

||u||2 = (u®,u’) + 2 <u°,u_> + <u_, u_> .

Sendo u® € E° =V, eu € £~ = @;?;;VA],, entdao u° e v~ sao da forma u°® =

s

k-1
- _ _ ] ] .
= g ¢j, onde ¢; = E al vl . Assim,
=1

n=1

k—1 k—1
<u°’u*> = <¢kaz¢]> Z ¢k7¢j - 7

Jj=1

pois, ja mostramos que (¢;, ¢;) = 0, se i # j, logo
2 o , 0 - -
lull* = (u®,u®) + (u™u™),

ou seja,
12
el =l l* + [u=|| 7

mostrando a Afirmacao 1.

45

O €
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Agora, sendo u € V| temos

/|vu|2da;:||u||2:|yu0\|2+Hu-H2:/|vu012da:+/|Vu—\2da;,

Q Q Q

o que implica
/]Vu|2d:c:/|Vu°]2d:c+/|Vu‘Qd:v. (3.12)
Q Q Q

Observe também que

/ Meuldr = / Meuudr = / Ae(u+u™) (u+u”)dr = / Ae [(W)? + (u™)? 4 2uu” ] da.
0 0 0

Q

de onde segue

/)\kUde: )\k/(uo)Qdaz—i-)\k/(u)2dx+2)\k/u°udx.
0 Q 0 Q
k-1 k1
Jwrwds= [ o <Z d)j) do =Y [ uosr =0,
0 0 ey iV

visto que ja mostramos anteriormente que / ¢ipjdx =0, se ¢ # j. Logo,
Q

/Q eds = Mg /Q (u°)2d + Ay /Q (u)2da. (3.13)

Mas,

De (3.12) e (3.13),

/(\Vu|2—>\ku2) d:v:/ ]Vuo\de—)\k/(uo)zdx—i—/ |VU‘2d$—)\k/(U)2d%
Q Q Q 0 Q

sendo u°® = ¢, uma solugao fraca para o Problema (P3) com j = k, segue

/ Ve | dx — )\k/(u")2dcc =0,

Q Q

/ (|Vu|2 — ) dz = / ’Vu_‘z dx — )\k/(u_)zdx.
Q Q Q

S

Uma vez que v~ € B, temos u~ = Z ¢j, onde ¢; = Zaﬂ v’ logo
=1

e portanto

n-n’

n=1
k—1 k—1 k—1
/|Vu ‘ d:)s— u U <Z¢“Z¢J>_Z (Gis D5) Z bjs 95) 5
1,7=1 7j=1

o que implica

k—1
/\vu|2dx:2\|¢j\|2. (3.14)
Q o
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Observe também que

/Q)\k( )da:—//\ku u dx—/)\k (Z@) <Z¢]> dx—Ak /gblqﬁ]da:

logo

/QAk dx—AkZ/gzﬁjgb]dx—/\kZ/qsd ~ ZH@H

ou seja,

JRUCEE Z o1 5 (315)

De (3.14) e (3.15),

k-1

/QW“_’QC“‘W/ dx—Zuqﬁju —Zu@u“k ZH%H <1__)

Usando o fato de A\ < Ay < A3 < ..., obtemos

) k—1
_ _ 2
[1wufar—x o fia < Xl (1-

A’“l) . (3.16)

I(u) = %/Q (|Vu|2 — \pu?) dx—/QP(:L’,u)dx = /Q }Vu‘Qd:c—Ak/Q(u)Qd:c—/Q P(x,u)dz,

A )—/P(m,u)dw,
Ak—1 Q

1 k—1
EEY
j=1

o que implica

I(u) < %kj 1651 (1 _ Aikl) —/QP(as,uo)da:—/Q [P, + ) — Pla,u?)] da.

I(u) < %S 65 )° (1 - %) — /QP(:U,uO)da: + /Q |P(z,u° +u”) — P(z,u°)
(3.17)

e

De fato, considere sem perda de generalidade que u° < u°+u~ para cada x fixado

Afirmagao 2: / |P(z,u° +u~) — P(z,u°)
Q

e defina
g wu+u] — R
t — g(t) = P(x,t).
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Note que g é continua em  [u®,u°+wu"] e derivivel em
(u®, u®+u~) com derivada ¢'(t) = p(z,t). Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe

s € (u®,u® 4+ u"), tal que
g(u® +u”) = g(u®) = ¢'(s) [(u* +u”) —u’],

logo
P(z,u°+u") — P(z,u’) = p(x,s)u”, onde sé& (u’,u’+u"),

o que implica por (Hz)

/‘P(J;,uo—i-u_)—P(x,uo)}da:SM/‘u_‘dac,
Q Q

e portanto
/ |P(z,u® +u”) — P(z,u)
Q

Sendo, 2 limitado, pelas imersoes continuas de Sobolev, temos

a7

/Q |P(z,u® +u”) — P(z,u°)

mostrando assim a Afirmagao 2.

Voltando a desigualdade (3.17), obtemos

1 & A
9 <32 1o (1= 52) = [ Pyt bt o).

k-1
A A A
Considerando My = ‘1 — Ok , temos —My; = 1 — —k, visto que 1 — <.
k-1 k-1 k-1
Assim,
k—1 1
I(u) < —M;s )Y l650* - / P(z,u)dz + M |[u”||, onde — M;= —5 Mz,
— Q
isto é,
I(u) < —M;j Hu’H2 - / P(z,u)dz + M |[u™||, Y ueV, (3.18)
Q
logo, lembrando que |ju|® = [[u°]|* + |Ju~|]%, entdo quando |[u|| — oo, temos as

seguintes possibilidades:

(1) lu] = 400 e [Ju™ || — +00;
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(2) ||u®|| — 400 e ||u]| limitada;
(3) |lu"|| = +o0 e [Ju°|| limitada.

Supondo sem perda de generalidade que [|u~|| > 0, segue de (3.18)

M,

t < o (-an+ iy

> —/QP(x,uo)dx, YV ueV.

Note que, se (1) ou (2) ocorrer, pelo Lema (C.1) (Ver Apéndice C), segue
I(u) — —o0.

Por outro lado, se (3) ocorrer, entao sendo ||u°|| limitada, temos

/Q Pz, u®)dz

Sendo €2 limitado, pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos

/Q Pla, v)dz

gAmewsLMwm:Mmmmy

< M |lw|| < M,

logo

I(u) — —o0.
Portanto, concluimos que I(u) — —oo quando u — +o0o0 em V', mostrando que 1
satisfaz a condigao (Ia).
Verificagao da condigao (PS):
Seja (u,) C E uma sequéncia do tipo (PS), isto é, existe C' > 0, tal que

[I(u,)| <C e I'(u,) — 0.

Devemos mostrar que (u,,) possui uma subsequéncia convergente, ou seja, existe
(tn;) C (uy,) tal que u,;, — v em E. Sendou, € E=V & X = E°@® E~ ® X, entao

Up = uy +u, +ub, onde up, € E°, u, € E- eu’ € X. Assim,
2 2
et = s I” + Jla, I+ [ [
Agora, sendo

1 A
I) = 5 [ Vo de = 5 /Q i — /Q P, u)dz.
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segue-se que para cada h € E, temos

|’ (un)h| = /Vuthd:c—)\k/unhdx—/p(x,un)hdx : (3.19)
0 Q 0
(i) Considerando h = u em (3.19), obtemos
I (un )| = /VunVu:dw—)\k/unu;[dx—/p(a:,un)u:dx : (3.20)
0 0 ”

Afirmacgao 3: |I'(u,)h| < [|h]|, V h € E e n suficientemente grande.

De fato, sendo I'(u,) um funcional linear continuo,
1 (un) | < (1 () [ 1]

Por hipétese temos I'(u,,) — 0, o que implica ||I'(u,)|| — 0. Logo, existe n, € N tal
que

I1I'(un)|l <1, para n > ne.

Portanto,

[I'(un)h| < |[R]|, para n > no,

mostrando assim a Afirmagao 3.

Voltando a (3.20), obtemos

Y

|ut|| > ’/ Vu,Vu, dr — )\k/unuzdx —/p(x,un)u:dx
Q Q Q

ou seja,

It z/v(u;+un+u;) Vuj{dx—)\k/
Q

(ug + uy +ub) w)hde — / p(x, u,)ut dr,
Q

Q

o que implica

|wt|| Z/‘Vu;”de—)\k/(u:)Qd%—/p(x,un)u:dx‘
Q Q Q

Sendo u, € W, pela desigualdade (3.10),

ol = (1= 25 ) ot = [ oot

Ak

Akt1

o que implica

Ak

Akt1

Jurl = (1= 5 ) W = [ I
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Pela condi¢ao (Haz), segue

Ak

ot (1= 25 ) st = 0

Sendo €2 limitado, pelas imersoes continua de Sobolev, obtemos

A
Jutl = (1= 5 ) N = i st
+1
Considerando My =1 — i, temos
Akt 1

(1+ M) [[uf]] = My ||t ||

1+ M
Note que, para ||u}| > 0, temos ||u|| < M;, onde M3 = ( —;/[ 1), mostrando que
2

(w,}) é limitada.
(ii) Vamos mostrar que (u,,) é limitada.

Considerando h = u,, em (3.19), obtemos

/VunVundx—)\k/unundx—/p(x,un)undx
0 0 0

Pela Afirmacao 3, temos

' (un )y, | =

Y

ur, || = ’/ Vu,Vu, dr — )\k/unundx —/p(x,un)undx
Q Q Q

de onde segue

lz]| > - [/ V(42 + s+ ) Vu;dm—/\k/
Q

p(z, un)ugdx} ,
Q

(ug + uy + ) ugdx—/
Q

o que implica

u, || > - [/ ‘VUE‘QCM - Ak/(“;)2d$:| +/p(x,un)u;dx.
0 Q Q
Pela desigualdade (3.16), segue

A

il = = (1- 5

VIl + [ oozt

k-1
logo

ol = = (1= 25 ) el = [ bt
e pela condi¢ao (Hz), temos

Ak

ol = - (152

Nl = 3 oz o
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Sendo €2 limitado, pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos

_ A _ _
ol = = (1= 525 ) el = s -

A
Considerando My = — (1 _ K ) e sendo My, My > 0 temos
k1

(1+ M) [Juy || = M [fuy ||

donde concluimos que, para |[u,| > 0, temos |ju, || < M;s, onde M; = %—Ml),
mostrando que (u,,) ¢ limitada. i
(iii) Vamos mostrar que ) é hmltada
Sendo I(u,) = /|Vun| dx — /u dx—/P(x,un)dx, tem-se que
Q

1 A 1 1 A
fww=—mm?~ﬁ/wmwm~H%W+—mmﬁ~%/wa+wmﬂw%/Pumwm.
2 2 Jq 2 2 2 Jq Q
Sendo u;, uma solugdo fraca para o Problema (P3) com j = k, segue
1 2 )\k 2
—ug || — = 2)edr =0
sl -5 [ wards=o.
portanto

I(u,) = %/Q [|Vu;]2 + ‘Vu,ﬂz — X ((u,)? + (uTJ{)Q)] dx — / P(z,u,)dx,

Q
o que implica
I(u,) = %/Q [|Vu;‘2 + ‘VUTHQ — X ((u,)? + (uf{)Q)] dx

- /Q P, uy) — Pl )] da — /Q Pl ) da.

Logo,

/ P(z,u;)dz
Q

:‘1/ Uvu I + |V ]da:—é/)\k(( 22+ (u)h)?) do—

Y

/Q [P(z,u,) — P(x,u,)] dv — I(uy,)

de onde segue
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/ P(z,u,)dx
0

1 _
gkLUV%P+W@ﬂdx+

3 [ e+ @) de] + | [ 1P = Paai)ds] + 1)l @21
Q Q
Agora observe o seguinte:
(iii-1) Sendo (u;) e (u;") limitadas, temos
1 _ _ 1 1
5 19l 19t o] = 5 o+ 5 e < 5 + 5 = R

(iii-2) Sendo

5 [ w2+ @ity ae] < B [ aepian+ B [

el e :
< ol + )

obtemos,

5 )+ () s

Pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos
1 —\2 +12
— | M ((un) + (u,)) ) dx
2 Ja

< C {[luz |* + [l ) = € [K3 + K3) = K.

(iii-3) Sendo ‘ / P(z, 1) — V] da
Q
rema do Valor Médio e pela Condl(;ao (Hz), obtemos

/ |P(z,u,) — P(x,u;)| dz, usando o Teo-

[ 1P ) = Pl )l de < M = e
Sendo u,, = u;, + u, + u;’, segue que u, — up = b + u, . Assim,

/Q |P(z,u,) — P(x,u,)| de < M Hu:{ + u,;”Ll(Q)
Agora, sendo €2 limitado, pelas imersoes de Sobolev, obtemos
K}H@mg—PmmmegMﬂW2+mjSALQWHMHWADSALUG+R@

(iii-4) Por hipotese temos que, existe C' > 0, tal que |I(u,)| < C, V neN.

Logo, de (iii-1)-(iii-4) e (3.21), concluimos que

/ P(z,u,)dz
Q

§K3+K4—|—K5—|—C:K, VTLGN,

= K57
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e sendo /P(az,ufl)da: limitada, segue pelo Lema C.1 (Ver Apéndice C), que a
Q

[e)
n

menos de subsequéncia temos que (ug) é limitada. Portanto, de (i)-(iii), concluimos
que (uy,) é limitada em F.

Repetindo o mesmo tipo de argumento utilizado no Capitulo 2, mostra-se que
I satisfaz as condigoes (H;) e (Hy) da Proposigao C.1, donde concluimos que (u,,)
possui uma subsequéncia convergente, mostrando assim que [ satisfaz a condigao
(PS). Finalmente, podemos aplicar o Teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz
3.2 e concluir a existéncia de um ponto critico de I, isto é, uma solucao fraca para o

Problema (P;), demonstrando o Teorema 3.3. |



Capitulo 4

Teorema do Passo da Montanha

(Generalizado

Neste capitulo, demonstraremos uma versao mais generalizada do Teorema do
Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz [11]. Em seguida fazemos uma apli-
cacao do mesmo, mostrando a existéncia de uma solucao fraca para um determinado

problema.

4.1 Teorema do Passo da Montanha Generalizado

Nesta secao vamos demonstrar a seguinte versao do Teorema do Passo da Mon-

tanha:

Teorema 4.1 Seja E =V & X wum espaco de DBanach real, onde
dimV < +oo. Considere I € C'(E,R) um funcional satisfazendo a condi¢io de Palais-
Smale-(PS) e as sequintes condi¢oes:

(I;) Ezistem constantes c, p > 0 tais que I >a, e
OB,NX

(Ip) Eziste e € 0B1NX e R > p tais que, se Q = {BgNV}®{re; 0<r <R},
entao I’ < 0.

oQ
Entao, I possui um valor critico ¢ > «, com

= inf max [
¢ = jnf max (h(u)),

ondeF:{hGC(@,E); h=1d em 8@}
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Demonstracao: Seja c = }Lnlf; max [ (h(u)). Vamos provar inicialmente que ¢ esta bem
el ueq
definido. De fato, sendo I € C*(E,R) e h € C (@, E), tem-se que I o h é uma funcao

continua e sendo () um conjunto compacto, entao I o h possui maximo em Q).

Afirmagao 1: Se h € T', entao
h(Q)NIB,NX #0. (4.1)

De fato, se P denota a projegao de E sobre V, entao (4.1) é equivalente a

Ph(u) =0
Itid = P)h(w)]| = p

para algum v € Q. Seu € @, entdou =v+7re, onde v € BNV e 0 < r < R. Defina
¢(r,v) = ([l(id — P) h(v +re)||, Ph(v +re)).

Note que ¢ € C(R x V,R x V), pois ¢ é composi¢ao de fungdes continuas. Além

disso, sendo h 50 =1id para u € 0@, tem-se
o(r,v) = ([[(id = P) (v +re)||, P(v+re))

o que implica
¢(r;v) = ([[(v +re) = vl ,v),
de onde segue
¢(r,v) = (|[rell ,v) -
Assim,
¢(r,v) = (Irlflell,v),

e sendo e € 0B; N X, obtemos
¢(r,v) = (r,v), V uedq, (4.2)

isto é, ¢ = id em 0Q. Em particular, de (1), temos ¢(r,v) # (p,0) para u € 9Q
e (p,0) € Q. De fato, sendo 0 < p < R, temos que (p,0) ¢ 9@, pois para que
(p,0) € 0Q, deveriamos ter p = 0 ou p = R, mas isto nao é possivel. Por outro lado,

sendo 0 € BRNV e 0 < p < R, segue-se (p,0) € Q.
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Identificando R x V' com R¥, onde dim(R x V) = N, tem-se que o grau de
Brouwer d(¢,Q, (p,0)) estd bem definido e pelas propriedades do Grau Topologico
(Ver Apéndice D), obtemos que

d(¢,Q, (p,0)) = d(id, Q, (p,0)) = 1
Logo, existe u € @ tal que ¢(u) = (p,0), ou seja,
(I(id = P) h(u)l[, Ph(u)) = (p,0),
o que implica
[(id = P) h(u)|| = p
Ph(u) =

mostrando assim a Afirmagao 1.

Afirmacao 2: ¢ > a.
De fato, pela Afirmagao 1, temos que existe u € @) tal que h(u) € 0B, N X.
Da condicao (Iy), segue-se I(h(u)) > «, o que implica, me%x I(h(u)) >a, ¥V h € T.
Assim, o conjunto H = {max I(h(w)); h € F} ¢ limitado inferiormente em R, logo
pelo Postulado de Dedekinléiegxiste o infimo de H em R, isto é, ¢ estd bem definido.
Note ainda que, a é uma cota inferior para o conjunto H, entao pela defini¢ao de

¢, segue-se ¢ > «, mostrando assim a Afirmacgao 2.

Agora, suponha por contradigao que ¢ nao é um valor critico de I, entao pelo Teo-
c—a

rema de Deformacao 1.5, temos que dado 0 < € < 5 existe
n € C([0,1] x E, E) tal que
(i) n(t,u) =useu ¢ I"'(c—2¢,c+2)et € [0,1];
(ii) n(1,I¢T¢) C Ie=.
Além disso, pela defini¢ao de ¢, existe b € T’ tal que
max [ (h(u)) < c+e. (4.3)

ueQR
Considere h(u) = (1, h(u)). Sendon € C([0,1]xE,E)eh € C (Q, E), segue-
seque h € C (@, E) Note ainda que sendo u € 9Q), temos que I(u) <0 < a < ¢—2¢,
logo I(u) ¢ [c— 2¢ ¢+ 2¢], o que implica u ¢ I~ ([c— 2¢,c¢+ 2¢]). Assim, por (i),
se u € 0Q),

h(u) =n(1, h(w)) = n(1,u) = u,
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de onde segue que h € I. De (4.3),
I(h(u)) < maxI(h(u)) < c+e,
ueEQ

o que implica h(u) € I, Vu € Q. Além disso, de (ii) segue

h(uw) =n(1,h(u) € I, Yue Q,

ou seja, I(h(u)) <c—e, ¥V u € Q. Logo,

max I (h(u)) < c —,
ueQ

e sendo ¢ = inf max I (h(u)), tem-se que
hel' yeqQ

¢ <max/I(h(u)) <c—c¢,
ueq)

visto queﬁ € I'. Assim,

c<c—eg,

o que um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ é um valor critico para I, demonstrando

o0 Teorema 4.1. ]

Observagao: Note que se V = {0} e I(0) = 0, temos que as condigdes do Teorema 4.1
coincidem com as condi¢oes do Teorema 2.1. Assim, o Teorema 4.1 é uma generalizagao

do Teorema do Passo da Montanha.

4.2 Aplicacao do Teorema do Passo da Montanha Ge-

neralizado

Nesta secao estudaremos a existéncia de solucao para o seguinte problema:

—Au = Au+p(z,u), x e
u = 0, x € 0f)

(P1)

onde @ C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave e A > A, onde \; é o

primeiro autovalor associado ao problema
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—Av = v, x e
v = 0, x € 0f).

(P)

No que segue consideraremos N > 3 e as seguintes hipoteses sobre p :
<G1> p(x7€) € C(ﬁ X Ra R)7

(G2) Existem constantes ai, as > 0 tais que

— N +2
Ip(z,8)| < a1+ axlg”, VYV 2zeQ e eR, 0nde1<5<Nt2:2*—1;

(Gs) p(,§) = o([¢]) quando £ — 0;
(G4) Existem constantes 2 < p < 2* e r > 0 tais que

13
0<uP(e.€) < @(e.€)  pama |62 r, onde Ple.) = [ plat)d
0

(Gs) &p(x,€) > 0, para € € R.
Nosso objetivo é mostrar a existéncia de uma solugao fraca para o Problema
(Py). Para isto, iremos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.2 Suponha que X > A\ e p satisfaz as condigoes (G1) — (G5). Entao o

Problema (Py) possui uma solu¢do fraca.

Demonstragao: Considere £ = Hj(Q2) e A € [M\, \p1). Vamos mostrar que o fun-

cional [ : ¥ — R dado por
1
I(u) = _/ [[Vul® — M?] dz — / P(z,u)dx,
2 Ja Q

onde P(z,u) = /5 p(x, t)dt, satisfaz as hipoteses do Teorema 4.1.

Observe ini(():ialmente que E = H}(Q) é um espago de Banach real. Sendo as
condigoes (G1) e (G2) satisfeitas, segue que I estd bem definido e I € C*(E,R) (ver
Apéndice B). Além disso,

I'(u)v = / [VuVuv — Auv) dx—/p(:c,u)vd:c, Vou, v e E.
0 Q

Seja V = @9§:1VAJ- =V, ®V\, & ... D V), onde V), & o espago gerado pelas

autofungoes v/ do Problema (P2) associadas ao autovalor )\;, e normalizadas de

/ ’VUZLFCZJJ =1=) /(v%)%lx.
Q Q

modo que
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Seja X = @72, V), com X = V+, onde denotamos por V+ o complementar ortogonal

de V. Segue das definicbes de V e X que £ =V @ X.

Verificagao da Condigao (I;):
[e¢] S
Seja u € X. Entao u = Z ¢j, onde ¢; = Za{bvﬁl, 0s vf sao as autofuncgoes
j=k+1 n=1
associadas a \; e dimV), = s. Assim, pelos argumentos usados no Capitulo 3, segue

/Q (]Vu|2 — )\UQ) dx > (1 —

A
) lul®, ¥V ueX. (4.4)
Akt1

Afirmagao 3: / P(z,u)dr = o (||u||2) quando u — 0.
Q

De fato, considere J(u) = / P(z,u)dz. De (Gj), temos que dado € > 0, existe
Q
d > 0 tal que se [¢] < 0 temos

p(z, &) <elé], V zel
Segue da estimativa acima que
€
P, < Slel*, para g <0

De fato:

(i) Considere 0 < ¢ < 0. Assim,

3 i3 ¢
P9l = | [ s < [l < [Cepan
0 0 0
o que implica
3 52
Pl < [ et =5
0 2
logo
P& < 5l6f, VreQedzg>o. (45

(ii) Considere —0 < ¢ < 0. Assim,

/ng(x,t)dt‘ _ '—/ﬁop(x,t)dt’ _

|P(z,8)] =

0 0 0
/p(:c,t)dt‘g/ \p(m,t)|dt§/ lt|dt.
13 3 13



o que implica

logo

De (4.5) e (4.6),
Pz, < 5l6F, VeeQe fg <o

Por outro lado, de (Gz), temos que existem aq, as > 0 tais que
Ip(z,6)| <ar+azlé]’, VreQe €R, onde 1 <s5<2F—1.
Logo, para £ > 0

13 3 13
|P(x,§)|§/0 |p(m,t)|dt§/0 (a1 + as |t|5)dt§/ (a1 + ast®) dt,

0

o que implica
s+1

P9 < m +ar—.

ou seja,

‘€|s+1

P < Q > 0.
| (x’f)’_a1’§‘+a23+1’ Vrzele&>0

Da mesma maneira, se considerarmos £ < 0, obtemos

0 0 0
\H%MS/@@mﬁé/ﬁwmﬁmﬁ§/wﬁMFﬁﬂt
13 13 13
o que implica

(—f)S'H

s+1

Y

€5+1
|P(x,8)] < — <a1§+a2(—1)38+ 1) = a1(—€) + az

de onde segue

s+1
|P(z, )| <a1|§|—|—a2’£‘ 1 VezeQe <.
De (4.8) e (4.9),
s+1
POl Smld+ ol vree ek

o que implica

\@éﬂ_(m )mﬁl,mm\ﬂ¢u
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(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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1
Sendo [£] > d > 0, segue — < —. Assim,

\5! 0

P65+ 5% )l pana gl 20

Considerando A = A(J) = (% %), obtemos
s s
|P(z,&)| < AE[PT, para || >80 e z €. (4.10)
De (4.7) e (4.10),
155

](mf)]<e +AIET, VEeR e zeq,

consequentemente

2
< [1peatdes [ (5 apet)
Q Q 2

mostrando que

s+1

€
|J(u)| < 5 ull 2, + Aful5t, onde 1 <5< 2" —1.

Pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos
J(w)| < Alg | + Ag Jul*™", onde 1< s<2°—1,

o que implica
€ s—
) < Ay (5 + Al ") full

Note agora, que para obtermos |.J(u)| < Ase ||u]|*, devemos ter %—1—/14 |u)*" <€ 0 que

1/s—1
implica  |ul|*™" < L, ou seja, |lu|| < (2—144) : Logo, para

2A,
1/s—1
lull < ( 55
2A,

mostrando assim que

Os
()] < Ase |lull”,

J(u)=o0 (||u||2) quando u — 0,
isto é,

/ P(z,u)dz =0 (||uH2) quando u — 0,
Q
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finalizando a demonstracao da Afirmagao 3.

Segue da Afirmacao 3, que dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

/Q P(z,u)dz

Assim, considerando 0 < p < §, obtemos

/Q Pla, u)dz

/ (x,u)dz

) note que Cy > 0, visto que estamos considerando

<€ ||u||2 para ||lu| <.

<elul?, YV uedB, (4.11)

De (4.4) e (4.11),

1 A
1) 2 [ 5 (Vu = xi?) do- 25 (15 ) b=l v ue xnom,
Q +1

Considerando Cy = — (
A € [Ak, Akg1). Logo,

ksl

I(u) > Cy |lulf* — e |ul?, YueXnaB,.

C!
Escolhendo € = 72 > 0, existe p > 0 tal que
[()>—Hu|| Vue XNOoB,.

C C
Sendo u € 9B,, obtemos I(u) > 72p2, Vu e X NadB,. Considerando o = 72p2 > 0,
tem-se

I(u) > o, Yue XNOoB,,

mostrando que / satisfaz a condigao (I).

Verificagao da condigao (I,):

De fato, vamos mostrar inicialmente que [/ ‘ <0. Sejau eV = EB;?:lVAj, entao
v
S

u = E ¢j, onde ¢; = E alv?, os v] sdo as autofungdes associadas a Aj e dimVy, = s.

n-n’
n=1
Assim,

k
lal® = ll;11” (4.12)
j=1

k

2N A 2
/Q)\u dr = ol (4.13)

J=1
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De (4.12) e (4.13),

k k
A
Jull? = A [ ade = 3" o5l = 3 ool 5
@ j=1 j=1 J
o que implica
: A
ol =3 [ =3 (1- 3 )

Q ]:1 J

Sendo A\; < Ay < ... < A\ < A\gy1 < ..., obtemos

k
A
2 2 2
u —)\/udxg oy (1——),
o e < 310 (15,

fal? = & [ wde <l (1- 2
A
9] k

e consequentemente

1 A
Considerando K = —3 (1 - )\_>’ temos que K > 0, visto que estamos trabalhando
k
com A € [Ag, A\gr1), logo
1 2 )\ 9 2
—|u|| = = [ vde < =K lul|”, YV ueV. (4.14)
2 2 Ja

Pela condicao (Gs), temos

&p(z,§) 20, V LER,

o que implica

p(z,§)
p(z, &) < 0, se £<0,

v
o
03]
o
I
\%
o

portanto P(x,£) >0, V & € R; pois:

0
(i) Para £ < 0, temos P(z,§) = —/ p(z,t)dt. Note que no intervalo [¢,0), pela
3
0
condigao (Gs), segue-se p(z,§) > 0, consequentemente / p(z,t)dt <0, o que implica
€

0
—/ p(z,t)dt > 0, ou seja, P(x,&) >0, VE<O.
£

3
(ii) Para ¢ > 0, temos P(z,§) = / p(z,t)dt. Note que no intervalo [0,&], pela
0

€

condi¢ao (Gs), segue-se p(z,£) > 0, consequentemente / p(z,t))dt > 0, ou seja,
0

P(2.6) >0, V>0,
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Portanto, de (i) e (ii), concluimos que P(x,&) >0, V¢ € R, logo
/ P(z,u)dx > 0. (4.15)
Q
De (4.14) e (4.15), tem-se
1 A
I(u) = 1 HuHQ——/qu:c—/ Pla, u)dz < —K||u||2—/ Ple,u)dz <0, YV ucV,
2 2 Jo Q )
ou seja,

1‘ <0. 416
< (1.16

Afirmagao 4: Existem e € 9B, N X e R > p tais que I(u) < 0 para u € V @ span {e}
com |ul| > R.

De fato, note que para cada u € E, temos

1 A
) = 5l = 5l = | Pl

Desde que A > 0
1
uws—mW—/mem.
2 Q

De (Gy), ja mostramos anteriormente que existem C, C3 > 0 tais que
P(z,&) >ClE)f —Cs, ¥V € € R e €, (Ver Capitulo 2)

onde 2 < pu < 2*. Consequentemente,
/ P(z,u)dx > C/ |ul" do — / Csdzx,
) Q Q

[ Plawds = Cll, - ),
Q

o que implica

logo
1
I(u) < 3 |ul|*> - C lullf. +Cs, V ue€E.

Considerando e = w41, temos que e € X = @32, 1 Vy; e [le]| = [[oga]| = 1, de
onde segue ¢ € 0B; N X.
Considere agora, V) = V. @ span{e}. Note que sendo

dimV < 400 e dim(span{e}) < 400, segue dimV; < +o0o. Desde que em espagos
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de dimensao finita, quaisquer duas normas sao equivalentes, existem constantes C'5, Cg
tais que

Cs llull < llullpn < Cellull, vV weh, (4.17)

logo
1 ~
1) < 5 lull* = Cllull* + €y, ¥ we Vi

Portanto, para R suficientemente grande, obtemos
I(u)<0, VYueV,e |u|>R,

visto que p > 2, mostrando a Afirmacgao 4.
Agora, considerando R = 2R + 2 > p, segue de (4.16) e da Afirmacgao 4 que
I(u) <0VuedQonde Q@ ={BrgNV}I&{re; 0<r < R} Defato,seu € 0Q, entdo

u ¢ da forma
u=v+Re ou u=wv, onde v € BNV e R=2R+2.

ou

u=uv+re, onde |v]|]=R e 0<r<R.

Vamos analisar os casos mencionados acima:
1° Caso: Se u = v, sendo v € V, segue de (4.16) que I(u) < 0.

2° Caso: Se u = v + Re, temos que u € Vj e
lull* = llo+ Re||* = (v + Re,v + Re) = ||v]* + 2 (v, Re) + || Rel|*,
sendo (v, Re) = 0, obtemos
lull* = llvl* + R* > R?,

ou seja,

|ul| > R > R.

Logo, pela Afirmacgao 4, temos que I(u) < 0.

3° Caso: Seu=v+re,com0<r<Re|v|]=R, temos que u € V; e

lul® = flo]* +r* = B>+ 12 > 2> R
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Logo, pela Afirmacao 4, temos que I(u) < 0.
Analisando todos os casos, concluimos que I(u) <0, YV u € 0@, mostramos que

I satisfaz a condigao (I).
Verificagao da condigao (PS):

Seja (u,) C F uma sequéncia (PS), isto é, existe M > 0, tal que
I(u,)| <M e I'(u,) — 0, quando n — +oo. (4.18)

Afirmagao 5: (u,) ¢ limitada em E.

Tendo I'(u,) — 0, entao dado € > 0, existe n, € N tal que
1 (un)un| < €llunl, ¥V n>no. (4.19)

11
Considere 3 € <—, 5), onde p > 2. Sendo
i
1
I(u) — BI'(u)u = = [/ \Vu|? do — )\/ \u\zdx] — / P(x,u)dz—
2 /o Q Q

154 {/ Vaul? da:—)\/ |ul® d:c} —|—ﬁ/p(x,u)udx,
Q Q Q
obtemos

T(w)—BI (w)u — (% - 6) /Q IV dz— (% _ @) /Q |u|2dx+/Q Bp(, wyu — Pz, u)] da.

Considere A = {z € Q; |u(z)| > r}, logo
1w = 81w = (5= 8) Il = A (5 = 8) Il + [ o) = Ple. ] dot
+ /C [Bp(z, uw)u — P(z,u)] dx.

Da condigao (Gy), obtemos
@)= 7= (5= 5) ol = (5= 5) Wl + [ 1uP(o) = Plou]do

+ /C [Bp(x, u)u — P(x,u)|dx,

de onde segue
, 1 2 1 2
1w = 81w = (5= 8) Il = A (5= 5) Il + (0= 1) | o=

—(Bp—1) / P(x,u)dx + / [Bp(x, u)u — P(x,u)]dz.

Assim,
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1 = 81w = (5= 8) 1l = A (5= 5) Il + (9= 1) | Plavyis-

- | \uBP(z,u) + Bp(z, u)u| dz.

Sendo p e P fungoes continuas, g(z,t) = |uB8P(x,t) + Bp(x,t)t| € uma fungio continua.
Assim, uma vez que Q x [—r,r] € um conjunto compacto, segue que g é limitada neste

compacto. Logo, existe K > 0 tal que

lg(x,t)| < K, V (z,t) € Qx[-r7r],

de onde segue

(uBP (2, u) + Bp(z,u)u| <K, ¥V x € A

Assim,

Ac

, | |
-1 (5= 8) P (5 = 8) Nl Gu— 1) [ Plodo- [ Kan
Q
o que implica
/ 1 2 1 2 N7
1 = a1’y = (- 9) 1l = A (5 = 5) Il + (9= 1) | Plouis -,
com K = K |Q|. Assim,
/ 1 2 1 2 N7
1 = o1y = (5= ) 1l = A (5 = 8) Il + (9= 1) | Plauyis - .
Da condi¢ao (Gy4), mostramos anteriormente que
Pz, &) >ClE —C3, ¥V € €R e x€Q, (Ver Capitulo 2)
onde 2 < pu < 2*. Assim,
, 1 1 _
Hw=p1' = (5= 9) =7 (5 = 5) ol +0 = 1) [ 1l - Cildo-F.
visto que (Bu — 1) > 0, logo

1 1
=1 (5 8) = (5 = 8) Nl (5= D C lullyq-ar, Yue B,
(4.20)
onde a; = K + Cs (Bp — 1) Q).
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Por outro lado, considerando n suficientemente grande, de (4.18) e (4.19), obtemos

I(uy) — BI'(up)un < |I(un)| 4+ B (un)un|,

de onde segue

I(un) = BT (un)upn < M + e ||uy]| .
Considerando € = 1 e n > ny(€), tem-se
L(wn) = B (un)ty < M+ B lun||, ¥ 0> ne. (4.21)

De (4.20) e (4.21), segue-se

1
M+ 8l = (5 8) Bl = A (5= ) kg + (= 1 C e = o
(4.22)

Da desigualdade de Young, temos que, dados a, b > 0 e € > 0, segue

1 1
ab<ea’ + K(e)b?, onde —+-=1 e K(e) — 400 quando € — 0.
p q
Agora, sendo p > 2 e || < 400, temos que
2
2@y < K lltnll ey < € lumlfig) + K (K, onde —25+ - =1,

o que implica

2
lttnll 2y < € llnlllig) + CK (e).

De (4.22), obtemos
1 1 — 2
Mt Bl = (5= 8) ol =2 (5 = 8) [ellnllfi, + 0]+

+<5ﬂ_ 1)C||un||/£M(Q) — ar, vV n Z No,

de onde segue

M + B lun]l = Cy flunl|* = Coe® [lunll ) — CsK () + Ci tnll gy — ar.

2

Escolhendo € = [ — , tem-se
2C!

C ~ ~
M+ 3 llunll 2 Co funll® + 5 lunll ey = @1 2 Co fuwll® =@z, ¥ 02,
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ou seja, existem constantes C' > 0 e a > 0 tais que
M + B |Jun|| > C ||un|* — a, YV n>no,

mostrando assim que (u,,) é limitada em E.

Repetindo os mesmos argumentos utilizados no Capitulo 2, mostra-se que I sa-
tisfaz as condicoes (H;) e (H3) da Proposigao C.1, donde concluimos que (u,,) possui
uma subsequéncia convergente, mostrando assim que [ satisfaz a condicao (PS).
Portanto, podemos aplicar o Teorema 4.1 e garantir a existéncia de um ponto critico
de I, isto é, uma solugao fraca para o Problema (P), finalizando a demonstracao do

Teorema 4.2. |



Apéndice A

Resultados Gerais

Neste apéndice, enunciaremos algumas defini¢oes e os principais teoremas utiliza-

dos nas demonstracoes deste trabalho.

Definicao A.1 (Ver [9]) Uma familia F' = (o), de subconjuntos de um espago
métrico M chama-se localmente finita quando todo ponto x € M possui uma vizinhang¢a

que intercepta apenas um numero finito de conjuntos oy.

Observagao: Em outras palavras, F' é localmente finita se, e somente se, para cada
x € M existir indices A\, Ag,...,\, € I e uma vizinhanca V de z tais que

VN O\ ?é @ —= )\ {)\1, >\2, ,)\n}

Definicao A.2 (Ver [9]) Seja M um espago métrico. Uma particao da unidade em
M ¢ uma familia (¢5),op de fungoes continuas ¢y : M — R tais que:

(1) Para todo x € M e todo A € T, tem-se ¢x(x) > 0;

(2) A familia F' = (supp (¢x)),er, € localmente finita em M ;

(3) Para todo x € M tem-se Z ox(z) =1.

el

Definigao A.3 (Ver [9]) Um espago métrico M chama-se paracompacto quando toda

cobertura aberta de M pode ser refinada por uma cobertura aberta localmente finita.
Teorema A.4 (Ver [9]) Todo espago métrico é paracompacto.

Teorema A.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) (Ver [2/)
Seja (fn) uma sequéncia de fungoes integrdveis que convergem em quase toda parte para

uma fung¢ao mensurdvel f. Se existe uma funcao integravel g tal que

Iful <g, ¥V neN,
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entao f € integrdvel e

/ fdy = lim / fm

Teorema A.6 (Desigualdade de Hélder) (Ver [2]) Seja f € LP(Q) e g € LI(Q)

1
coml<p<+4+o0e—-+—-=1. Entao,
P q

fg € LYQ) e ||f9||L1(Q) < ||f”Lp(Q) ||9||Lq(Q)~

Teorema A.7 (Ver [3]) Seja E um espago de Banach e X eY dois subespagos veto-
riais fechados tais que X +Y € fechado. Entao, existe uma constante C' > 0 tal que
todo z € X +Y admite uma decomposi¢cao da forma z = x+y comx € X,y €Y,
lzf| < Cllz]l e lyll < Tzl

Corolario A.8 (Ver [3]) Se X € um espago vetorial normado e X =V & W, entao

P. X —V

r — Px)=x; 11 €V

€ continua.

Teorema A.9 (Teorema de Fubini) (Ver [1]) Suponhamos que F € L'(Q; x ).
Entao, para todo x €

Floy) e Li(@) ¢ [ Flay)dye L)
Qo
De maneira andloga, para todo y € s, temos

F(z,y) € LL(Q)) e / F(z,y)dx € L ().

Q1

/ dx/ F(x,y)dy:/ dy/ F(z,y)dzx.
91 QQ QQ Ql

Teorema A.10 (Critério de Compacidade) (Ver [6]) Sejam X e Y espagos nor-

mados. Um operador linear T : X — Y € compacto se, e somente se, toda sequéncia

Além disso,

limitada (x,) C X tem a propriedade que a sequéncia (T(x,)) CY possui uma subse-

quéncia convergente.

Teorema A.11 (Ver [6]) Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T : X — Y

um operador linear compacto. Se (x,) C X wverifica
T, —~x em X,

entao
T(x,) — T(x,) em Y.
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Teorema A.12 (Ver [3]) Sejam (x,) uma sequéncia fracamente convergente em um
espago normado X , isto é, existe x € X tal que x, — x em X. Entao,

(1) O limite fraco x de (x,,) € unico;

(2) Toda subsequéncia (x,,;) C (z,) converge fraco para x;

(3) A sequéncia (x,) € limitada.

Teorema A.13 (Teorema da Representagao Riesz) (Ver [3]) Todo funcional li-
near limitado f sobre um espaco de Hilbert, pode ser representado em termos do produto

mterno, 1sto €,
f(@) = (z,x)
onde z € unicamente determinado e verifica || f|| = ||z]| -
Teorema A.14 (Ver [3]) Seja H um espa¢o de Banach reflexivo. Se (x,) é uma
sequéncia limitada em H, entdo existem uma subsequéncia (x,,) C (z,) e x € X tais

que

Tp, ~x em H.
Teorema A.15 (Ver [3]) Sejam (f,) uma sequéncia em LP(QQ) e f € LP(R2), tais que
fo— f em LP(2).

Entdo, existe uma subsequéncia (fn;) tal que
(1) fo;(x) — f(z) q.t.p. em §2;
(2) ’fnj(x)’ < g(x) g.t.p. em Q,V j, onde g € LP(9).



Apéndice B
Funcionais Diferenciaveis

Definicao B.1 Considere um funcional I : U — R, onde U é um espago normado.
O funcional I € Fréchet Diferencidvel em u € U, se existir T : U — R funcional
linear continuo verificando

[[(u+ @) = I(u) = T(p)]

m =0.
lipl|—0 el

Dizemos que o funcional I € CY(U,R) se a derivada a Fréchet I' é continua sobre U.

Observagoes:
i) Se H & um espaco de Hilbert e I tem derivada a Fréchet em u € U, pelo Teorema

da Representacao de Riesz, existe um tnico vetor VI(u) € H, tal que

I’(u)gp = <V[(u)730>7 V. peH

IVI()l g = 1 ()]

onde denotamos VI(u) o gradiente de I em wu.

i1) A derivada de Gateaux ¢ dada por

i11) Todo funcional Fréchet diferenciavel é também Gateaux diferenciavel.
Agora, enunciaremos resultados envolvendo imersoes nos espagos de Sobolev, os

quais foram de fundamental importancia para o desenvolvimento do nosso trabalho.
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Definicao B.2 Considere o sequinte espago
0
HY(RY) = {u e L2(RY); a—“ € L*(RY) para i =1,2, N} ,
T

com o produto interno

(u,v), = / (VuVo + Auw) dz,
RN

onde A € R com A > 0. Este espaco com o produto interno indicado é de Hilbert.
Fizado Q C RY um dominio limitado com fronteira suave, o espago HE()) € o

fecho de D(2) em H(SY), onde D(S2) € o espago das fungdes testes (fungoes de classe

C>(Q2) com suporte compacto em ). O espago H}(2) com o produto interno definido

por
(u,v) :/Vqudx
0

€ um espacgo de Hilbert.

Teorema B.3 (Imersoes de Sobolev) (Ver [1]) Se Q C RY for limitado com fron-
teira suave, as sequintes imersoes sao continuas:

HY Q) — LP(Q),1<p<oo, N=1ouN=2;

HY(Q) — LP(Q), 1 <p < 2%, N >3, onde 2* = 2&

- N-2"

Teorema B.4 (Imersoes de Rellich) (Ver [1]) Se Q for limitado com fronteira
suave, as sequintes 1mersoes Sa0 compactas:
H}(Q) — LP(Q), 1 <p<2*, N >3, onde 2* = 2%

A partir de agora, nosso objetivo ¢ mostrar que o funcional I definido em H{ ()

por
1 A
I(u) = / {— |Vul|* — Zu? — P(z,u)| dz
P 2
¢ de classe C'(H}(Q),R), onde 2 C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave,

3
N>3, A>)\, P(x,§) = / p(z,t)dt e p satisfaz as seguintes condigoes:
0

(Hl) p<x7£) S C(ﬁ X R? R)a
(H2) Existem constantes aj, as > 0 tais que

N +2

Ip(z,6)| < a1 +azlé]’, Vo €Q e £ €ER, com 1<s<N_2.

Inicialmente, vamos mostrar que I estd bem definido. De fato, note que:
(i) Sendo u € H{ (), temos / \Vul|* dz = ||u||* < +o0.
Q

(ii) Além disso, pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos:

Ay
—u“dx
/92

A 2 A2
<5 [l = lull < oo
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(iii) Note que,

/QP(x,u)dx /Q {/Oup(x,f)df} dx

Vamos analisar os seguintes casos:

dx.

< / / o, )

1° Caso: Considerando u > 0, pela condi¢ao (Hz), segue-se

[ xsds) [ e olde< [Mo+alelde one 1<s< 2
0
logo
U U s+1 N 2
/Op(fjf)dflﬁ/o [a1+a2§S]d§:a1u+a2:+1, onde 1<S<Ni_2’
ou seja,
v N+2
/p(x,ﬁ)dé <ay|u| +aslu*™, onde 1< s< + .

2° Caso: Considerando u < 0, pela condigao (Hy), segue-se

logo
u . us+1
/ P(%f)df‘ < / ay + ag(—§)° d§ = / ar + ag(—1)°¢°] d§ = ar(—u)+ay(—1)*" st 1
0 u
ou seja,
u EEPPATE S N +2
/0 p(x,f)df‘ < ay(—u) + ag( sqﬁ =@ lu| 4+ as|ul*™, onde 1<s< Ni—2'
Observe que em ambos os casos, obtemos
“ N +2
/ x§d§‘<a1|u\+a3|u|s+l onde 1< s < i :
0 N -2
ou seja,
“ N +2
/p(x,§)d§‘§a1]u\+a3]u|p, onde 1<p<N+2+1:2*.
0 _

Sendo Q limitado, temos que HJ(f2) estd imerso continuamente em L"()), para

€ [1,2%], logo

/QP(x,u)d:U

< / ax [u] + a [uf’] dz < oy [lull b gy + as [l q < +00,
Q
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portanto de (i)-(iii), mostramos que I esta bem definida.
Consideremos os funcionais Iy, I e I3 no espago de Hilbert H}(2) definidos por

B =5 I, B =3 [

wldr e I3(u) :/P(x,u)dx,
Q

Q

onde ||.|| ¢ a norma proveniente do produto interno definido em H}(2).
Afirmagao 1: O funcional I; é de classe C'(H}(Q),R).

Existéncia da derivada de Gateaux de [;:

Seja u € H}(f2), entao para cada v € HJ(£2), temos

¢ 2 o 2
Oh(w) _ 1, [lutto]” —|lul]

A G/

v 2t=0 t )
de onde segue
8[(;1(7) _ %Pi% [2 (u, v) +tHv|]2} = %2@“}%
logo
8[51()U) — (u,v)

¢ a nossa candidata a ser a derivada de I;.

Existéncia da diferencial a Fréchet de [;:

Seja u € HJ(f2), entao para cada v € HJ(£2), temos

1 2 1 2 2

‘— u4v||” — 5 ||ul|” — (u v‘ . . 1
lim 2 | I” = 3 lfull” = . v) = lim ol = lim —|jv[| =0,
[[v]|—0 vl ol =0 2 ||v]|  Ilvl—02

mostrando assim, que I; ¢ diferenciavel em H}(€)) com
Ii(u)v = (u,v).

Continuidade de I;:
Considere uma sequéncia {u,} C H}(Q) com u, — u em H(2). Devemos

mostrar que I} (u,) — I;(u) em H! ou equivalentemente,

||]{(un) - ]i(U)HHﬂ — 0 quando n — 400,
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onde H~' denota o dual do Hj(2). Dado € > 0 e v € H}(Q) tal que |[v]| < 1, temos

que para n suficientemente grande
(L3 (un) = 11(u))v] = [(un — w,0)| < [Jupn —ull [Jo]] <€,
o que implica

117 (un) = L (W)l -2 = sup (L1 (un) — I1(w))v| <€,
veH(Q)
vl <1

ou seja,

117 (un) — f{(U)HHﬂ — 0 quando n — +o0,

donde conclimos que I é continua. Consequentemente, I; € C'(H}(Q2),R).
Afirmagao 2: O funcional I, é de classe C'(H}(2),R).

Existéncia da derivada de Gateaux de I:

Seja u € H} (), entdao para cada v € H{(£2), temos

2 _ .2
0I5 (u) _ limé/ [(u+tv)? —u ]d:c,
a’U t—0 2 Q t

de onde segue

8]2(u) T A 2
5y = %1_1)1%5 Q(sz + tv?)dz,
logo
ol
2(v) = )\/ uvdx
ov Q

¢é a nossa candidata a ser a derivada de I.

Existéncia da diferencial a Fréchet de I:

Seja u € H}(f2), entao para cada v € H{(£2), temos

[(w+0v)* —u?] do — A /Q uvdx

[la(u +v) — Ir(u) — L(w)v| ‘g/sz

o] N o]

o que implica

M| vid
\f2<u+v>—12<u>—fg<u>vr_’ / R
ol 2ol = 2]
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Pelas imersoes continuas de Sobolev, existe C' > 0 tal que

I — Iy(u) = I AMvl? A
| Q(U —|—U) 2<U) 2(U)U| S C ||UH — C— HUH N O, quando HUH _ O,
v 2 |v]] 2
logo
. | (u + v) — Ir(u) — I5(u)v] _o,
lv—0 v

mostrando que I, ¢ diferenciavel em Hj () com

L(u)v = )\/ uvdr.
Q

Continuidade de I}:

Considere uma sequéncia {u,} C H}(Q)) com u, — u em H}(Q). devemos
mostrar que

173 (un) = By}l — O quando n — +o0,
Sendo
|(I3(un) — Iy(u))v] < A/ [(wn —w)lo[dz ¥ v € Hy(9),
Q

pelas imersoes continuas de Sobolev, segue-se |v| e |(u, —u)| € L*(Q). Assim, pela

desigualdade de Holder,
|(13(un) — Iy(u))v| < CA | (uy — U)HLQ(Q) HUHL2(Q) :
Novamente, segue das imersoes continuas de Sobolev,
(T (wn) = I3(w))o] < CA[(un = )] [[0] -

Assim, dado € > 0 e v € H}(Q) tal que |Jv|| < 1, temos que para n suficientemente
grande

(L5 (un) — I3 (u))v] <€,

o que implica

115(un) = L(u)ll -2 = sup |(5(un) — (w))v] <€V n=no,
veH(Q)
vl <1

logo

I (uy,) — I (w)]| -1 — 0 quando n — +oo0,
2 2(UW) [l g
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donde concluimos que I} ¢ continua. Consequentemente, Iy € C*(HJ(2),R).

Afirmagao 3: O funcional I3 é de classe C'(H}(Q),R).
Mostraremos que I3 é Fréchet diferenciavel com derivada continua. Seja u €
H3(Q) e para cada v € HJ () considere
r(v) = Is(u+v) — I3(u) — / p(z, u)vdr. (B.1)
Q

Nosso objetivo é mostrar que
NG

=0 ol
ou equivalentemente, que dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que, se ||v] < ¢ temos

|r(v)] < €||v]|. Pela definigao de I3, obtemos

r(v) = /Q [P(z,u+v)— P(z,u)]dr — / p(z, u)vde.

Q
Considere a fungao g : [0, 1] — R, definida por ¢(t) = P(z,u+tv), onde x esté fixado.
Note que, g é continua e com derivada ¢'(t) = p(x,u + tv)v. Assim, pelo Teorema

Fundamental do Calculo

ou seja,

1
/ p(z,u+ tv)vdt = P(x,u+v) — P(x,u),
0

consequentemente

r(v) = /Q {/01 plx,u+ tv)vdt] dx — /Qp(a:,u)vda:.
r(v) :/Q _

Ir(v)] < /Q :/01 Ip(z,u+ tv) — p(z,u)||v] dt} dx.

Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

o que implica

/0 1 (p(x, u+ tv) — p(z,u)) Udt] dz,

logo

Ir(v)] < /01 Uﬂ Ip(z, 1w+ t0) — p(z, )| o] dac} dt. (B.2)
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2N 2N 1 1
N _g°T= N2 onde 54—; = 1. Das imersoes continuas de Sobolev,

temos que v € L1(2). Note ainda, que p € L"(Q2). De fato, pois desde que p satisfaz a

Sejaqg = 2" =

condigao (Hs), obtemos

/|p(x,u)|rdx§/[a1+a2 |u|3]rda:§K1/[a7{+ag |u|sr]dx§K2|Q|+K3/|u|STdm.
Q Q Q Q

(B.3)

+2

N —2’
1 <1 2N < N+2 2N 2N

) ST = =
N+2 ™~ " N—-2N+2 N -2

Por hipotese, temos que 1 < s <

logo

2", para N > 3,

ou seja, 1 < sr < 2*. Assim, das imersoes continuas de Sobolev, sendo u € Hg (),

u € L7 (Q),
/ Ju|” dz < 4o00.
Q
De (B.3), obtemos
/ Ip(z, u)|" de < +oo,
Q

mostrando que p € L"(Q2). Assim, aplicando a desigualdade de Holder em (B.2), com

os expoentes conjugados r e s, segue

1
Ir(v)] < / 1D( -+ £0) = (o )] 10l gy - (B.4)

Vamos provar agora que p(.,u + tv) — p(.,u) em L%*(Q) uniformemente em ¢, ou
equivalentemente, p(., u+tv,) — p(.,u) em L*(Q) uniformemente em t, onde v,, — 0,

quando n — +o00. Considere
(vn) C Hy(Q) e wnp(@) = plo,u+ tua(2)), (B.5)

onde v, — 0 em H}(Q). Das imersoes continuas de Sobolev, segue-se v, — 0 em

L9(2), e a menos de subsequéncia, temos

[on(2)] < g(x), onde ge L(€)

(u+tv,) - u em LIQ).

Assim, a menos de subsequéncia temos

(u+tv,)(z) — u(z) q.t.p. em
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|(u 4+ tv,)(z)| < |u(@)] +tlv, ()] < |u(z)|+g(x), V t€[0,1] e qtp. em €,
onde |u| + g € LI(€2). Por hipotese tem-se p € C(Q x R, R), logo
p(z,u+ tv,(x)) — p(z,u(x)) qt.p. em Q.
Considerando ¢(z) = p(z, u(z)), obtemos
Pnt(r) — @(z) qt.p. em Q,

o que implica

[ni(x) — SD(x)IQ/S —0 q.t.p. em Q.

Além disso,

[Pna(@) = (@) < (Ip(w, u+ o (2))] + |p(w, u()) )"
Pela condic¢ao (Hy), segue

(o) = (@) < (a1 + az Ju+ toa|" +ar + az [ul)"
o que implica

|on(@) — @(@)|“* < My + Mo |u + tv,|* + Ms |ul”.
Sendo t € [0, 1], tem-se
[one() = @(@)[""* < My + Ty ful* + [u* + My Ms o] + M [ul”,
de onde segue
[Pna(w) = @(@)|Y* < My + My ul' + [u]* + MyMag(x)" + My |u|’ € L'(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

i ([ oneto) - o) de) =0, (B.6)

n—-+00

isto &, Yn: — ¢ em LY*(Q). Para mostrarmos que ¢, ; — ¢ em L9/*(€2) uniforme-
mente em t € [0, 1], suponha por contradi¢do que nao ocorre convergéncia uniforme.

Entao, existe ¢g > 0 e t,; C [0, 1] verificando,

[Pnstns = ©ll oy 2 €0 ¥y €N (B.7)
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Repetindo os mesmos argumentos que fizemos de (B.5) até (B.6) para t,;, chegaremos

que a menos de subsequéncia, dado € > 0, existe um ny € N tal que

||S0nj:tnj - SOHL‘Z/S(Q) <e€ an Z no,

o que contradiz (B.7), portanto a menos de subsequéncia p(.,u + tv,) — p(.,u) em

L9/#(Q) uniformemente em ¢, onde v, — 0, em H}(2), donde concluimos que
p(,u+tv) = p(.,u) em LY*(Q) uniformemente em t.
Sendo r < g e 2 limitado, temos que
p(,u+tv) = p(,u) em L"(2) uniformemente em ¢.

Assim, pela definicao de Convergéncia Uniforme, temos que dado € > 0 existe § > 0

tal que
(., u+ tv) —p(.,u)||LT(Q) < € sempre que ||v||LT(Q) <0, v telo,1].
De (B.4), obtemos
P < € ol sempre que o]l <

Usando novamente imersoes continuas de Sobolev, tem-se

Ir(v)] < Cellv|| sempre que |jv]] <.
mostrando assim que I3 é Fréchet diferenciavel e

L(u)v = /p(x,u)vd:z:, Y v e Hy(9Q).

Q

Continuidade de I3:

Para isto, devemos mostrar que ||I5(u + v,,) — I5(u)|| ;-1 — 0 sempre que v, — 0,
quando n — 400.

Considere (v,) C H} () e J,(z) = p(z,u + v,(x)), onde v, — 0 em HJ(2). Das

imersoes continuas de Sobolev, segue que v, — 0 em L%(Q2), logo

(u+wv,) —u em LIQ)



e a menos de subsequéncia,

(u+v,)(x) = u(x) qt.p. em

l(u+v,)(2)] < g(x), qt.p. em Q onde ge LIY(NQ).
Por hip6tese temos que p € C(Q x R, R), assim
p(z,u+v,(z)) — p(x,u(r)) q.t.p. em €.
Considerando J(z) = p(z,u(z)), tem-se
Jo(z) — J(x) q.t.p. em £,

portanto

| Ju(z) — J(2)]Y* — 0 q.t.p. em .
Além disso,
[Tn(@) = J(@)|7* < (Ip(e, u+ va(@)] + [p(e, u(@))) "
Pela condi¢ao (Hy), segue-se
[Jn(w) = J(@)|"° < (a1 + az [u+va| + a1 + as [ul*) """,

o que implica

| o (z) — J(2)|Y* < My + Mo |u+ v, | + Ms |u]?.

Assim,

| T(2) — J(2)|"* < My + Mo |ul® + M |v,]? + M |ul®,

de onde segue

[Pni@) = @(@)|”* < My + My |u]? + Mag(x)? + My |ul” € L(€).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

im_ (/ﬂ o (2) — J ()" dx) 0,

1sto é, p(,u + Un) B p<7u) em Lq/S(Q)

84
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Uma vez que r < Teqe limitado, temos que p(.,u + v,) — p(.,u) em L"(Q),
s

de onde segue que dado € > 0, existe n, € N, tal que
||p(7u+vn)_p(7u)||LT(Q) <€, v n = ne.

Uma vez que h € H!(Q), segue-se

(I + va) — T(w))h] < / [p(z, u + va) — plz, w)| |h] dz,

e sendo |h| € LYQ) e |p(.,u+v,) —p(,u)| € L"(2), pela desigualdade de Holder,

obtemos
(L (w4 vn) = I3(w)) bl < [Ip( w4 va) = p( )l ey 1ol Loy -
Novamente, segue-se das imersoes continuas de Sobolev,
(5w + va) = I ()b < Cllp(u+vn) = p(w)| [ oy 1] < & para [[Al| <1 eV n>n,
o que implica

115w+ v) = I3(W)llp-r = sup [(I3(u+vy) — L3(w)h| <e ¥V n=n,
veEHJ(Q)
k<1

logo

||IZ/$(U + Un) - I{/J,(U)HH71 —0 quando n — 400,

donde conclimos que I} é continua. Consequentemente, I3 € C'(H} (), R), finalizando
a demonstracao da Afirmagao 3.
Portanto, das Afirmagoées 1-3, concluimos que I € C*(H{ (), R), consequente-

mente os funcionais definidos, nos Capitulos 2 e 3 sao também de classe C'(H} (), R).



Apéndice C
Resultados Importantes

Neste apéndice enunciaremos e demonstraremos alguns resultados importantes,

utilizados durante o desenvolvimento deste trabalho.

1

Lema C.1 Seja P(z,§) = / p(z,t)dt, de modo que sejam satisfeitas as sequintes
0

condicoes:

(ﬁl) p($7§) € O(g X R) R):

(Hy) Existem constantes ay, az > 0 tais que

N +2
+ e N> 3;

Ip(z,6)| < a1 +azlé]” VYV 2eQ e E€ER,  onde 0<s <5 >

o 3
(Hs) P(x,¢) = / p(z, t)dt — +00, quando |§| — +oo uniformemente para x € §).
0

Entao,
/ P(z,v)dr — 400, quando v — 400, uniformemente para v € E°,  (C.1)
Q
onde £° =V}, .

Demonstracao: Considerando I3(u) = /P(m,u)dm, com u € E = H}(Q), segue-
se que I3 € CY(E,R) (Ver Apéndice ]g) Pela condicdo (Hs), temos que dado
K > 0, existe dgx = d(K), tal que se |¢| > dx temos P(x,¢) > K, V x € Q.
Seja v € E° com v = tp, onde ¢ € 9By C E,. Assim, considerando Qx = Qg (ty) =
{r €eQ \ P(z,tp) > K}, segue
/QP(x,tgo)dx:/Q P(x,tgo)dx—i—/ P(z,tp)dx (C.2)
K

Q\ Qx
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Afirmagao 1: Podemos definir inf P(z,¢).
z€Q
£eR
De fato, analisando a condicdo (Hs) temos que P(x, &) — 400 quando |£| — 400

uniformemente em z € ). Assim, dado K = 1, existe d; tal que

|P(z,6)| > 1 para |[¢|>dy e ¥V x€Q. (C.3)
Por outro lado, existe M, tal que

|P(z,6)| < My ¥V (2,6) € Q x [~dy,di],
o que implica

P(x,8) > —M;, ¥ (z,6) € Qx [~dy,d]. (C4)

De (C.3) e (C.4), concluimos que
P(z,&) >min{l,-M} = —M; V (2,§) € QA xR,

mostrando que a funcdo P ¢ limitada inferiormente em Q x R, logo P possui infimo,
finalizando a demonstragao da Afirmacgao 1.
Sendo P(z,tp) > inf P(x,§), de (C.2), segue-se
xz € Q

£ER

/P(a:,tgp)d:xz/ P(:v,tgo)d$~l—/ inf P(x,§)dx,
0 Ok €

Q
20 22

logo
inf P(z,§)

zeQ
£ER

/P(m,tgo)de/ P(x,tgp)dm—/ dx,
Q Qx ON\Qk

o que implica

/P(:c,up)de/ P(z,tp)dx — | inf P(z,€) / dx,
Q Qx ﬂggg O\Qx
ou seja,

[ Ptorts = [ Plotopds | it P(a.)| |20,

onde estamos denotando |Q\Qg| a medida de Lebesgue de Q\Qx. Assim,

2.

/Q P(z, tp)dx > / P(x, t)dr —

Qi

inf P(z,)

z € Q)
£ER
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Considerando M, > | inf P(z,§)| ||, tem-se
tew
/P(x,tgo)dx 2/ P(x,tp)dx — M. (C.5)
Q Qx

kvk

Observe agora, que sendo ¢ € 9By C E° entao ¢ # 0 e ¢ = Zaj 7, onde cada

7j=1
k 2 . ~
v; € C*(Q,R), pois prova-se que as autofungoes do problema

—AvF = Nk, Q

ko= 0, 012

sao de classe C%(Q,R), logo ¢ ¢é continua. Portanto, existe z, = 2,(¢) e r > 0 tais que
¢ # 0 em B,(x,), ou seja, |p(x)] >0 VYV z € B.(z,).

Considerando t, > 0, tal que

dig <t, inf .
k<t inf[pla)

Assim,

dK <t ’()0(.%')| V z€ Br(xo)a

o que implica

dg < t||e(x)] V x€ B.(z,) e [t| >to,

ou seja,

di < |te(x)] VYV z € B.(x,) e [t| >to.

Pela condicdo (Hs), tem-se
P(z,tp) > K V x € B.(z,) e |[t| > to,

portanto B,(z,) C Qk, para |t| > t,. E mais, dado K > 0, existe t, > 0 tal que se
|t| > t, temos P(x,tp) > K,V x € B,(x,), isto é,

P(z,tp) — 400 quando |t| — 400 uniformemente em B, (x,).
Agora sendo P(z,tp) > K > 0 ¢ B,(z,) C g, segue-se

/ P(z,tp)dr > / P(z,tp)de > Ky, >0, para |t| > t., (C.6)
QK Br($o)
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logo
/ P(z,tp)dr — 400 quando |t| — +oo, uniformemente.
Qx

De (C.5), temos que

/P(x,up)dx — 400 quando [t| — 400, uniformemente em ). (C.7)
0

Sendo dB; compacto, podemos fazer a seguinte afirmacao:

Afirmagao 2: / P(z,v)dx — 400, quando v — 400, uniformemente para v € E°.
Q

De fato, considere f(t,¢) = / P(z,tp)dx. Suponha por contradicdo que
Q
f(t,9) #— +o0, quando v = tp — +oo uniformemente em v € E°, isto é, existe

M, >0e (t,) CR com t, — +oo e (¢,) C 0B; tal que
fltn,on) < Ms, V neN (C.8)

Sendo dB; um compacto e (y,) C 0B limitada, existe (¢,;) C (¢n) tal que @, — ¢
em 0B;.

Por outro lado, sendo dimFE° < 400, as seguintes normas sao equivalentes

ol = max |p(c)] e ||90||=< / |W|2dx) |
T €N Q

Assim, sendo ¢ # 0 e continua, existe z, = x,(¢) e 7, > 0 tais que |p(z)| > 0, em

B, (z,), entao existe n > 0 tal que
[o(z)] =n em B, (),

o que implica

lon, ()] zg em B, (z,), ¥ n; > no,
portanto
fenll. =2 sz

vV n; > no,

logo

thjgonj H — +00 quando n; — +00.
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Assim, pela condigdo (Hs)
P(z,ty,0n;) — +00, quando n; — 400,
o que implica
f(tn;, on;) — 400, quando n; — o0,

o que é um contradigao por (C.8), portanto a Afimacao 2 ¢é verdadeira, finalizando a

demonstracao do Lema C.1 . ]

Proposicao C.1 Seja Q um dominio limitado em RY e seja p satisfazendo
(Hy) p(z.€) € CQAx RR) ¢
(ﬁz) Existem constantes ay, as > 0 tais que

N +2
N > 3.
N—2€ >3

p(x, &) <ay+ax|é] V2eEQ e€R, onde 0<s<

1 £

Considere I(u) = / (5 |Vl — P(m,u)) dx, onde P(z,§) = / p(x,t)dt. Se (u,) é
Q 0

uma sequéncia limitada em E tal que I'(u,) — 0 quando n — +oo, entdo (u,) possui

uma subsequéncia convergente.
1
Demonstracao: Seja [(u) = /<§|Vu|2—P(as,u)) dr, onde u € E = Hg(Q)
Q

& _ —

e P(x,§) = / p(x,t)dt e p satisfaz (Hy) e (Hz). Note que I € C'(E,R) (Ver
0

Apéndice B) e

[’(u)gpz/Vquoda:—/p(:mu)gpd:E, onde I'(u) € E.
0 Q

Sabendo que E = H!(Q) é um espago de Hilbert, temos I'(u)p = (VI(u), )
VoeEel|ll'(up = ||VI(u)|. Considerando J'(u)p = /Qp(a:,u)gpdzv, obtemos
I'(u)p = / VuVedr — J' (u)p ¥V u, ¢ € E.

Usango novamente o Teorema da Representagao de Riesz, para J'(u) € E’, segue-
se

J(u)e=(VJ(u),p), VoekE e [[J(u)|g=IVIW],
logo
(VI(u),0) = (u,0) = (VJ(u), ),
o que implica

<VI(U)790> = <u_ VJ(”)?@)? v Z8S E7
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donde concluimos

Vi(u) =u—VJ(u).

Considerando T'(u) = VJ(u), onde T': E — E, tem-se
VI(u) =u—T(u).

Afirmagao 3: O operador T : E — FE & compacto.

De fato, considere (u,) C E uma sequéncia limitada. Devemos mostrar que
T'(up;) — T'(u) em E. Sendo E reflexivo, entao existe uma subsequéncia (u,,) C ()
tal que u,; — u em E. Das imersoes compacta de Sobolev, temos que

2N
U,;, —u em L'(Q) V re[l,2"), onde 2" = N 3 (C.9)

Agora, fixando r com s + 1 < r < 2* e considerando ¢ o conjugado de r, isto &,

¢= i [+ VAILOS provar que P un(.)) — p(,u(.)) em L(Q). De fato, segue de (C.9)

que a menos de subsequéncia

un(z) — u(z) q.t.p. em Q

lun(z)| < g(z), qt.p.em Q, V neN, onde g€ L"(Q).
Desde que p satisfaz a condicao (Hy), temos
p(@,un(x)) — p(z,u(x)), qt.p. em €,

e portanto

Ip(x, un(x)) —p(x,u(x))r/s — 0, q.t.p. em Q.

Além disso,
(2.1, (2)) — (@)™ < C [, un(@)7* + (e, u(@) "]
Pela condicdo (Hs), obtemos
Iz, un()) = plar w7 < € [(ar + a unl V7" + (o + s |l
de onde segue

(2, wun (2)) — pla, u(@)|* < My |u|” + Mo |ul” + Ms.
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Sendo (u,) uma sequéncia limitada em q.t.p. por g, tem-se
[p(@, wn(@)) = pla, u(@))[" < (My|g]" + M |u]" + Ms) € L'(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue

lim / 1p(#, un(2)) — pla, u(@))|* dz = 0,

n—+oo
o que implica

p(sun()) = p(u(.)) em L°(Q).
Sendo 1 < g < g e () limitado, obtemos

P un(.)) = p(ul)) em L7(S),

ou seja,

(s un(.)) = P u( )| oy — 0, quando n — +o0. (C.10)

Agora, note que

1T (un) = T(u)l| = )" (un) = T ()l = sup |(J'(un) = J'(w)) ol .

llell <1

Mas,
(S (un) = J'(u)) #] S/le(l’»un(x)) = plz, u(x))| o] d.

Pela desigualdade de Holder, temos que
(S (un) = J'(w) @l < lIp(- un(-)) = p( () Loy 1ol ey -

Das imersoes continuas de Sobolev, segue

(T (un) = J'(u)) ol < Clp(un(.)) = p( ()| ooy 2] -

Assim, para ||¢| < 1, temos

(S (un) = J'(w)) ] < Cllp(, un(.)) = P u())l Lagoy »
logo
17 (wn) = T ()l g < Cllp(un(.)) = p(s ul ) Loy

ou seja,

1T (un) = T(w)[ < Cllp(, un(.)) = p( wl ) Loy - (C.11)



93

De (C.10) e (C.11), obtemos que a menos de subsequéncia
T (u,) — T'(u)|] — 0, quando n — +o0,

mostrando que T' é compacto.

Por outro lado, Tendo I'(u,) — 0, segue que |[I'(u,)|m — 0. Mas,
' (u )|l = [IVI(uy)]], logo ||[VI(u,)|| — 0, o que implica, VI(u,) — 0. Assim,
sendo VI(u,) = u, — T(u,), tem-se u, = VI(u,) — T(u,). Portanto, a menos de
subsequéncia, temos u,, — T'(u) em FE, isto ¢, existe uma subsequéncia (un;) C ()

convergente, de onde segue a demonstracao da Proposigao C.1. [



Apéndice D
Teoria do Grau

Neste apéndice, recordamos a definicao de Teoria do Grau de Brouwer e a do
Grau de Leray-Schauder e suas propriedades, tendo como reférencia o livro do Costa
[4].

Seja ¢ € C(U,R") onde U C R™ ¢ um conjunto aberto limitado. Dado

b € R"\ ¢(0U) o problema consiste em resolver a equagao

(b(l’) =, (Dl)

em U. Isto pode ser feito em certos casos usando-se o chamado Grau de Brouwer da

aplicacao ¢ ( relativo a U no ponto b), d(¢,U,b), o qual é um inteiro que garante a

existéncia (e algumas vezes a multiplicidade) de solugdes do Problema (D.1).
Inicialmente, consideraremos o caso regular, no qual ¢ € C1(U,R") e b € R™\ ¢(0U)

¢ um valor regular de ¢, isto é, ¢/(£) é inversivel qualquer que seja € € ¢~1(b) e definimos

d(¢,U,b) = Y sgn(det(¢/(€))),

£€o=1(b)
onde
1, se t > 0
sgn(t) =
-1, se t < 0.

Afirmagao: O conjunto ¢~ !(b) ¢ finito.

De fato, observe primeiramente que ¢~1(b) ¢ fechado e limitado em R". Logo,
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¢! (b) ¢ compacto . Para cada & € ¢~ !(b) considere a bola

Assim,

o' S | B
£€p=1(b)
e pelo Teorema de Borel-Lebesgue, obtemos

¢_1(b) g BT‘gl (61) U BQQ (62) U.. U Brgp (gp)
Entéo, desde que B, (&) N~ t(b) = {&} para cada i = 1,2,...,p, com p € N, temos

que ¢~1(b) ¢ finito. |

A funcdo d(¢,U,b) tem as seguintes propriedades:

(1) (Normalizacdo) Se Id : U — R™ & a aplicacio identidade, entdo

1, se beU
0, se b¢U

d(Id,U,b) =

(17) (Existéncia) Se d(¢, U, b) # 0, entdo existe xy € U tal que ¢(zg) = b.

(i13) (Aditividade) Se U = Uy U Uy, Uy NUy = 0 e b ¢ ¢(0U;) U ¢(9Us), entdo
d(¢a U7 b) = d(¢7 U17 b) + d(¢7 U27 b)

(iv) (Continuidade) Se v estda proxima de ¢, entao d(¢,U,b) = d(¢, U, b).

(v) (Invariancia por homotopia) Se H € C*([0,1] x U,R™) e b ¢ H([0,1] x dU), entao
d(H(t,.),U,b) =constante V t € [0, 1].

(vi) (Dependéncia na fronteira ) Se ) = ¢ em 0U, entdo d(¢,U,b) = d(¢v, U, b).

Observacgao: Se b ¢ ¢(f2), entdo d(¢, U, b) = 0.

A definicao de d(¢, U, b) pode ser estendida a uma aplicacio geral ¢ € C(U,R?)
e be R™\ ¢(0U) através dos seguintes passos:
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(a) Dada ¢ € CYHU,R") e b € R"\¢(dU), ndo necessariamente um valor regular, o
Teorema de Sard implica a existéncia de uma sequéncia b, — b onde cada by é um
valor regular, define-se entao d(¢, U, b) mostrando-se que o limite abaixo existe e é

independente da escolha de (by):
d(6,U.b) = lim d(, U, by).

(b) Dada ¢ € C(U,R™) e b € R"\¢(AU), consideremos uma sequéncia ¢, € C*(U,R")
tal que ¢, — ¢ em C(U,R"™) e definimos d(¢, U, b) mostrando que o limite abaixo existe
e ¢ independente da escolha de (¢y):

Finalmente, segue-se que o grau assim definido ainda satisfaz as propriedades (i)-
(vi). Entretanto, devemos mencionar que existe também uma teoria do grau no caso de
dimensdo infinita, devido a Leray e Schauder, a qual lida com aplicacdes ¢ € C(U, X),
onde U C X é um conjunto aberto e limitado de um espaco de Banach X e ¢ é da
forma ¢(u) = u — T'(u) com T uma aplicacdo compacta. O grau correspondente de

Leray-Schauder também satisfaz as propriedades (i)-(vi).
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