Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucao nao nula, via Métodos Variacionais

para uma classe de problemas Elipticos do tipo:
—Au = f(u) em £,
ue HY®)
onde f : R — R apresenta uma descontinuidade, do tipo salto, com seu conjunto de

pontos de descontinuidade sendo um conjunto enumeravel sem pontos de acumulacao

e ) ¢ um dominio limitado com fronteira suave.



Abstract

In this work we study the existence of solutions for the following class of Elliptic
problems

—Au = f(u) in §,

u € Hy (),
where the function f : R — R has some discontinuities and €2 is a bounded domain with
smooth boundary. The main tool used is the Variational Methods together arguments

developed by Chang [9].
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Introducao

O nosso objetivo neste trabalho é encontrar solugao forte, via Métodos Variacio-
nais, para uma classe de problemas Elipticos do tipo:

o~

—Au = f(u), em Q,

(1)
u € Hy(®),

onde f : R — R apresenta uma descontinuidade, do tipo salto e €2 ¢ um dominio
limitado com fronteira suave. Sendo f descontinua, concluiremos neste estudo, que o

funcional energia associado ao problema (1), T : H}(Q) — R dado por

I(u) :%/Q|Vu|2dx—/ﬂﬁ(u)dx,

onde F ¢ a primitiva de f, é Localmente Lipschitz. Iremos mostrar ao longo desta
dissertacao, que os pontos criticos do funcional f, sao solugoes forte do problema (1).
Para encontrar pontos criticos de um funcional que é apenas Localmente Lipschitz, es-
tudamos aqui a generalizacao da defini¢gao de ponto critico através da Analise Convexa
e Gradiente Generalizado. Tais pontos criticos serao obtidos usando os Teoremas do
Passo da Montanha e de Minimizagao, demonstrados aqui para funcionais Localmente
Lipschitz, usando as propriedades de Gradiente Generalizados.

Segundo A. Ambrosetti e R.E.L. Turner (ver [2|), uma aplicabilidade para o
problema estacionario (1) é obter a distribui¢do de temperatura de um gés ionizado,
por uma corrente elétrica, confinado em um cilindro que tem temperatura constante,
onde () representaria a seccao transversal deste cilindro e ]? os pontos onde o gas
esté sujeito ao fluxo de elétrons. A funcao fpara esta aplicacao pode ter o seguinte

comportamento:
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Quando a temperatura do gas for menor que uma certa temperatura fixada de
valor a (conhecida como temperatura de descarga), este gas nao esta sujeito ao fluxo de
elétrons, tornando assim uma variagao de temperatura nesta regiao quase que linear,
0 que representaria matematicamente Au = 0 nesta regiao, ou melhor f(u) =0, se
u < a. Quando a temperatura do gas for maior ou igual a a, o gas esta sujeito ao
fluxo de elétrons, o que é natural, pois o fluxo de elétrons faz com que os atomos do
gas se agitem elevando assim sua temperatura. Nesta regiao temos uma variagao de
temperatura consideravel em relacao a posicao do gas, portanto podemos supor que
—Au(z) = ]?(u), se u > a, onde fpoderia ser por exemplo uma funcao polindémial
crescente para u > a.

Perceba que a fungao f para este tipo de problema pode ter uma decontinuidade do
tipo salto no ponto a, justificando o porqué de considerarmos em nosso problema uma
funcao com descontinuidade do tipo salto.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:

Capitulo 1: Neste Capitulo, apresentamos uma teoria desenvolvida por Clarke [10]
conhecida como Gradiente Generalizado, onde seguindo o livro dos autores Grossinho &
Tersian [17], com o auxilio do artigo do autor Chang [9], abordamos algumas definigdes,
exemplos e propriedades que serao uteis para demonstrar os teoremas apresentados em
Capitulos posteriores.

Capitulo 2: Neste Capitulo, seguindo o livro dos autores Grossinho & Tersian [17]
aplicamos a teoria de Gradiente Generalizado para funcionais definido sobre L?(€2).
Capitulo 3: Neste Capitulo, seguindo o artigo do autor Chang [9] demostramos o
Lema da Deformacgao, Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Minimizagao
para funcionais Localmente Lipschitz.

Capitulo 4: Neste Capitulo, encontramos uma solucao forte via Teorema de Minimi-

zagao, para o problema

—Au=H(u—a)u! + |[ulf7tu, Q, 0<p,q<1,
u=0, 09,
onde H é a funcao de Heavside.

Capitulo 5: Neste Capitulo, seguindo o artigo dos autores Costa & Tehrani [11]



encontramos uma solugao forte, via teorema de Minimizacao, para o problema

—Au = Af(u), em 2
u=0, 01,

onde f : [0, +o00] — R, satisfaz algumas propriedades.
Capitulo 6: Neste Capitulo, seguindo o artigo do autor Badiale |5| encontramos uma

solucao forte, via teorema do Passo da Montanha, para o problema

—Au = |ul?> "?u + f(u), em €,
u(r) >0, u € HL(Q)

onde f: R — R, satisfaz algumas propriedades.

Apéndice A: Neste Apéndice, colocamos alguns resultados e defini¢oes, que envolve
a teoria de Analise Funcional, utilizados durante nosso estudo.

Apéndice B: Neste Apéndice, colocamos alguns resultados envolvendo uma fungao
de variacao limitada, com o objetivo de justificar que toda fun¢ao Localmente Lipschitz
é diferencialvel em quase toda parte.

Apéndice C: Neste Apéndice, colocamos alguns resultados de Medida e Integragao
utilizados em nosso estudo.

Apéndice D: Neste Apéndice, colocamos alguns resultados e defini¢oes de Espagos
Meétricos, integrais em Espacos de Banach e Equagoes Diferenciais em Espagos de
Banach, utilizados durante nosso estudo.

Apéndice E: Neste Apéndice, colocamos alguns resultados e defini¢oes sobre espacos
de Sobolev.

Apéndice F: Neste Apéndice, colocamos alguns resultados envolvendo Simetrizagao

de Schwarz.



Notacoes

(X,||-||) um espago de Banach separavel reflexivo, munido da norma ||.||.

(X

x+) 0 espago dual de X, munido da norma ||.||x+.
X** o espaco bidual de X.

LL(X,R) espago dos funcionais Localmente Lipschtz definidos em X.
Df(xz)vou (f'(x),v) ¢ a derivada a Gateaux da fun¢do f no ponto x e diregao v.
P(X*) conjunto das partes de X*.

[u > a] o conjunto {z € Q;u(x) > a}.

M o conjunto das fungoes mensuraveis.

By uma bola de raio 1 e centro na origem.

|A| medida de Lebesgue do conjunto A.

dist(z, A) = inf{||lz —y|;y € A C X}.

171l = (fulfPde)” ¥ € 229, com 1 < p < o0,

(v) espago gerado pelo elemento v € X.

essinf{¢p(z, s);|s — t| < e} =sup{a € R;¢(z,s) > a q.t.p. em (t —e,t +¢)}.

esssup{o(z, s);|s —t| < e} =inf{a € R;¢(z,s) < a q.t.p. em (t —e,t +¢)}.



Capitulo 1

Gradiente Generalizado

Apresentaremos aqui uma teoria desenvolvida por Clarke [10] Gradiente Generali-
zado, onde seguindo o livro dos autores Grossinho & Tersian [17] colocaremos algumas
defini¢oes, exemplos e propriedades domonstradas com o auxilio do artigo do autor
Chang [9]. Iremos, perceber ao longo deste Capitulo que esta teoria generaliza a defini-
¢ao no sentido classico de gradiente, pois pedimos que a fun¢ao seja apenas Localmente

Lipschitz.

No que segue, X denota um espaco de Banach separavel e reflexivo.

Definigao 1.1 Um funcional f : X — R ¢é dito ser um Funcional Localmente
Lipschitz (f € LL(X,R)), se para cada x € X, existir uma vizinhanga aberta de x,
N(z), e uma constante K(x) > 0, tal que

|f(y1) = f(y2)| < K(2)|lyr — v2ll, Yy, 92 € N(z). (1.1)

Quando (1.1) ocorrer em todo espago X, a fungao f é dita ser Lipschitz.

Definigao 1.2 A Derivada Direcional Generalizada de um funcional Localmente
Lipschitz f : X — R, em um ponto v € X na direcio v € X, denotado por fO(x;v)
(ou D f(z)(v)), € definido por

fo(x;v):hmsupl(f(:c—l—hjL)\v)—f(:c+h)>. (1.2)
h—0,A10

Teorema 1.3 Se f ¢ continua e a diferencial a Gateauz f : X — X* € continua na
topologia fraca-*, entio f € LL(X,R) e fO(z;v) = (f (x),v).



Demonstragao:

Mostraremos primeiramente que f € LL(X,R). Seja z € X.

Afirmagao 1.1 Para cada x € X, existem p >0 e M(x) > 0 tais que
1 W)llx+ < M(2), Vy € By(a).

Com efeito, suponha por absurdo que a afirmacao nao vale, logo dado p,, > 0 e M,, > 0,

com p, — 0 e M, — oo, existe y,, € B, (), tal que
£ (ya)llx+ > M, Yn € N, (1.3)

Note que y,, — x em X, pois (y,) C B,,(z) e p, — 0. Passando ao limite de n — 400

em (1.3), obtemos

Tim || (o)l - = +oc. (1.4)

Sabendo que y, — z e f : X — X* é continua na topologia fraca-*, temos

’

f(ya) = (@), em X7,

isto é

’

(), 0) — (f (2),0), Yo € X.

Considerando a aplicacao T': N — X* dada por
T(n) =T, = [ (yn),

observe que (T,,(v)) = ({f (yn),v)) é uma sequéncia convergente para todo v € X.

Recordando que toda sequéncia convergente ¢ limitada, existe ¢, > 0 tal que
|T,(v)| <c, VneNjve X,

donde segue-se, pelo Teorema de Banach-Steinhaus (ver Apéndice A), que existe ¢ > 0
tal que
| T5]

X*SC, \V/TLEN,

isto & ||f (yn)||lx- < ¢, ¥n € N, contradizendo (1.4) e mostrando assim a Afirmacio
1.1.

Dados y, 2z € B,(z), defina as funcoes ¢ : [0,1] — X dada por p(t) =y +t(z —y) e



Y [0,1] — R dada por ¢(t) = f(p(t)).

Observe que ¢ é diferenciavel em (0, 1), pois para cada t € (0,1), temos

V(1) = lim Pt + h})l —o(t) _ lim fly+tz—y) +h(z ; ) — fly+t(z— y)’

e sendo f Gateaux diferenciavel concluimos

V()= (f'ly+tz—y))z—y).

Sabendo que 1 ¢é diferenciavel em [0, 1], segue pelo Teorema do Valor Médio que existe

um ty € (0,1) tal que

V(1) —(0) = (f'(y +to(z —¥)),z —y),

equivalentemente, existe um w € [y, 2] C B,(x) (pois B,(x) é convexo) tal que

dai
£(2) = F@)l = |{f (w), (y = 2))| < [|f (w)]

donde segue-se da Afirmacao 1.1 que

XY — ZH7
1f(2) = fW)l < M(2)ly — =], Vy,z € B,(x),

mostrando que f € LL(X,R).

Sejam x,v € X, (A\,) CRe (h,) C X, tais que h, — 0em X e \, — 0" em R.

Dado n € N, n suficientemente grande, definamos as seguintes fungoes
on:[0,1] — X

t — pu(t) =2+ h, +t(A\w)

bo=fopail0l] — R
t o Pu(t) = flen(?))

Observe que ¢, € C* e que 9, é derivavel em [0, 1], pois f é Gateaux diferenciavel.

Dai, pelo Teorema do Valor Médio existe 6,, € [0, 1] tal que

Un(1) = 1 (0) = ¥, (6,,),
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ou equivalentemente,

flen(1)) = flen(0)) = (fo Son)l(en>a

donde segue-se que
F(@+ hy + A0) — Fz 4 hy) = (f (2 + ha + 0, 000), M),

implicando assim que

flx+hy + M) — f(z+ hy)

© = (f (x4 hp + O 00),v), ¥Yn € N.

Passando ao limite n — oo, obtemos

lim @4 bt Awv) = Jlo 4 n) lim (f (2 4 hp + Opdp0), ). (1.5)

n—oo )\n n— 00

Sabendo que f é continua na topologia fraca-* e lim (z 4 hy, + 0, ) = 2, temos

n—oo

fl(w + hy, + 0, An0) A fl(a:) em X*,

isto é,

’

f/(x + hy, + 0\ 0)w — (f (x),w), Yw € X. (1.6)

Em particular para w = v, segue-se de (1.5) e (1.6)

lim flz+ hy, + Av) — f(z+ hy) —(F (2), ), (17)

n— oo )\n

Tendo em vista que (1.7) acontece, para toda sequencia (h,) e ()\,) convergindo para

zero, em particular para um (h,) e (A,) verificando

1Lm f(a:+hn+)\,;\v) — f(z + hy) _ ),

vamos obter

/

folaiv) = (f (2),v). =

A seguir iremos mostrar algumas propriedades de Derivada Direcional Generalizada.

(A1) f°z;.) : X — R é subaditiva e homogeneo positivo, isto é, para todo z € X

temos

(@) fO(z;01+v2) < fO(z501) + fO2302),V 01,02 € X



(b) fOz;kv) = kf%x;v),Vve X, k>0.

Demonstragao:

Sabendo que

fO(z; v, + v2) = limsup 1(]"(93 +h+ Aoy +v2)) — flx + h)),
h—0,A10

temos

SOz 014+ vy) = limsup (f@ + (h 4 Avi) + Avg) + f(z + (b + Avy))

’ h—0,A10 A
f($+h+)\vl)—|—f(x+h)>
by )

ou ainda pela definigao de limsup (ver [14])

Plaso ) = lm (Sup{f(x+(h+m1) —F)\U)\z) — f(z+ (h+ Avy))
+f(x+h+/\v>1\)—f(x+h);h€Bs7>\€(0’(5)}).

Utilizando propriedade de supremo

0 . :

Plzyo+v) < EH(l)}?r_{0+
heBs,Ae(o,a)}
+Sup{f(a:+h~l—)\v;)—f(x+h)

< {f(x+(h+)\v1)+)\vg)—f(x+(h+)\v1)).
sup S ;

:he€B.,\e (0,5)}),

e portanto

Sup{f(x—l— (h+ Avy) + Avg) = f(x + (b + Avy))

fo(x; v +v9) < lim ;) :

e—0,0—0t
heB.,\e (0,5)}

flz+h+Avy) — f(x+h)
A

+ lim sup{ ;h € B,

e—0,0—01

Ae(O,é)}.

Assim,

oz 01 +v2) < fO>x501) + fO(2502), YV vr, 09 € X,

11
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mostrando assim o item (a).
Para mostrar o item (b), iremos considerar os seguintes casos:
1° caso: k = 0. Para cada v € X,
1
oz kv) = fx;00) = limsup ~ (f(x +h+X0)) = f(z+ h))
h—0AL0 A
1
= limsup —(f(ac +h)— f(z+ h)> =0=0f"(z;v)
h—0,AL0 A
= kf%z;v).

20 caso: k > 0. Para cada v € X,

Pz kv) = lginos;1£ % (f(x +h+ Akv)) — f(x + h))

. k
= timsup 7o (bt (A)0) — fx 1)),

utilizando propriedade de limite superior, segue que

Pz kv) = klimsupi(f(:v—l—h—i- (kA)v) — f(z + h))
h—0,20 KA
= kf%z;v). m

(As) fO(z;.) é um funcional convexo.

Demonstragao:

Dados v,v3 € X et € [0, 1], tem-se de (A;), que
Fasont +oo(1 = 1) < fOayont) + fO(z502(1 — 1)),
tendo em vista que t, (1 — t) > 0, segue, novamente pelo item (i), que
o0t +vo(1 — 1)) < tf0>m5v0) + (1 =) fO(2502). w

(A3) |f%x;v)] < K(x)||v]|, onde K(z) satisfaz (1.1) e depende do conjunto aberto

N(x), para cada = € X.

Demonstragao:

Observe que,

fzv) = limsupl(f(x +h+ ) — fz+ h))
h—0,A10

= (sl S

£—0,6—0+ A

:heB,)\e (0,5)}),



donde segue-se, por propriedade de supremo, que

flx+h+ M) — f(x+h)
A

f(z;v) < lim (sup{

e—0,0—0t
Sendo f € LL(X,R), temos de (1.1)
O(z:v) < i K =K )
P < _lm K@ = K@)l
Obseve agora que

fzv) = l;ilosig%(f(x—l—h—i—)\v)—f(x—i—h))

— lim (Sup{f(a:+h+)\v)—f(a:~l—h)

£—0,0—0+ A

por propriedade de supremo temos

fO(z;v) > lim (wp{_vm+h+m»_ﬂx+m

£—0,0—0+ A

e sendo f € LL(X,R)
flaso) = lim (= K(2)l[v]]),

e—0,6—0
implicando

foxs0) 2 =K (@)|[ll, Ya,v € X.

De (1.8) e (1.9)
(5 0)] < K ()],

como queriamos mostrar. m
(A4) f°(z;v) ¢ uma fungao semicontinua superiormente, isto &,

limsup f°(z;;v;) < fO;v),

j—o0

onde lim (z;,v;) = (z,v), (z,v) € X x X.
j—00

Demonstragao:

Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia (z;,v;) com lim (z;,v;) =

j—00
verificando
limsup f°(z;;v;) > fO(z;v).
oo
Dali, existe r > 0 tal que limsup f°(x;;v;) > f°(z;0) + 7.
Jj—oo

Logo, existe jo € N e (z;,,v),)j,en C (2},0;)en, tais que

fo(lewvjk) > fo(x7v> +7’, v jk Z jOu

ihe B, e (O,cS)}).

13

(1.8)

ch € B.,\e (0,5)}),

:heB,)\e (0,5)}),

(1.9)

(z,0)
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implicando que

lim (sup {f(xj’“ ot ) = flag +h) :heB,\e (0,5)}) > fOx;0)+r, Vi > jo.

e—0,0—0t A

Por definigao de limite, existem ¢q, 09 > 0 tais que

o ht ) — flz, +h
sup { A PR AN 2@ 21,y (0.6)) > POl + v i 2 o
para todo € € (—¢gg,€0) € d € (0,dp).

Por propriedade de supremo, existem hy € B: e A\g € (0,0) tais que

Ao

> fOz;0) 4+ 7, Vik > Jjo.

Passando ao limite j; — 400 tem-se, pelo fato de f ser continua

f(z+ho+ Xov) — f(x + ho)
Ao

> fO(x;0) +,

com hy € B, e 0y € (0,0), para todo € € (—¢gg,&0) e d € (0,d).

Donde segue-se que

aup { L4100 = S 1)

5 ;hGBE,)\E(O,5)}Zfo(x;v)—i-r,

para todo ¢ € (—eg,g9) e d € (0,0dy). Passando ao limite ¢ — 0 e § — 0T, obtemos

lim (sup{f(x+h+/\v)_f(x+h);h€ B., )\ € (0,5)}) > fOx;0) + 1,

£—0,6—0+ A

ou ainda

[ v) > fO(x;0) +
com r > 0, o que é uma contradigao. =

(As) |fOz;u) — fO(z;v)| < K(2)]|u — ]|, para todo u,v € X, isto &, fO(x;.): X - R

¢ uma fun¢ao Lipschitz, com constante K (x).

Demonstragao:

Observe que de (A;)

folaiu) = flaiu—v+v) < fzu—v) + O v)

folayv) = foas0 —u+u) < fozv —u) + fO( ).
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Assim,
Foxu) = fOz0) < folasu—v) < [flasu— o)
e por (A3)
fOxu) = fO(x;0) < K(2)][u —of]. (1.10)

Por outro lado
Flzsv) = faiu) < flav —u) < |20 — )],
donde segue de (As)
Foaiv) = fzsu) < K(z)|lv —ul| = K(2)|lu - vll. (1.11)
De (1.10) e (1.11)
(5 0) — fO(w;0)| < K(2)||u— ||,V u,v € X. m
(As) fO(z;—v) = (—=f)°(z;0), Yo,0 € X.

Demonstragao:

Por definicao,

fO(z; —v) = limsup 1(]”(93 +h+A=v)) — f(x+ h)),

h—0,A|0
implicando que,
0 : 1
[ —v) = hmsup—(f(:v +h—Xv)—flr+h—Av+ Av)),
h—0,A10
e portanto
0 : 1
[z —v) = hmsup—( — flx+ (h=2v)+ M)+ f(z + (h — Av))),
h—0A10 A

donde segue-se que

f(z;—v) = limsup%((—f)(x—i—(h—/\v)—i-/\v)—(—f)(x—i—(h—)\v))),

h—0,)]0

< (—f)O(ZL‘;U>, v r,v e X:

de modo analogo mostra-se que (—f)°(z;v) < f%w;—v), Vz,v € X. Portanto,

fox; —v) = (= )z;v), Vr,o e X. =
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Defini¢ao 1.4 O Gradiente Generalizado de f € LL(X,R) no ponto x € X € um
subconjunto Of (x) C X*, onde X* € o dual topoldgico de X, definido por

0f(z) = {€ € X fOx;0) > (€.0),V v € X}
Exemplo 1: Seja
f:R — R
v @)= o]

Note que f é uma fungao Lipschitz, implicando f € LL(R,R).

Mostraremos agora que
{1}, se x>0,
8f(3:) = [—1’ 1}, se r = O7 (112)
{—=1}, se xz<0O.
Para x = 0, temos

2(0;v) = Jv|, Yv € R.

De fato, pois para v > 0 temos

£°(0,v) = limsup 1 (f(h + \v) — f(h)),

h—0A0 A

donde segue

f2(0;v) = lim (sup{f(}hL Av) — f(h)v;h € B.,\e (0,5)}),

e—0,0—01 VA
isto é
0/ o) — 0y T f(h+Av) — f(h)
f(0;v) = Uga(l)f?lm (sup{ - ih € B, )€ (O,é)}). (1.13)

Afirmagao 1.2 Dados e, >0 ev >0,

e+ 30) — (b
e

;heBaAemj%:ﬂ.

De fato, dados €, A\ > 0 e v > 0 observe que 1, é cota superior para o conjunto

f(h+ ) — f(h)
H:{ VA

;heB&Aemﬁﬁ,

pois

f(h+ M) — f(h) B |h + Av| — | A
U n VA ’
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donde segue-se, pela desigualdade triangular, que

f(h+ o) = f(h) _ |h[+ |Xo| = |A]
VA - VA ’

implicando

flhr ) = J) Il vy e B ae0.9)
VA v 7 K o

Observe, agora, que 1 € H, pois considerando h = 0 temos

fOO4+Av) — f(0) |04+ Av|—1[0] [\
VA N VA oo\

sendo v, A > 0
Fh+20) = f(h) o
VA D)
Sabendo que 1 é cota superior do conjunto H e 1 € H, temos

aup { L0 20) = 10

VA

=1.

;heB&Aemﬁgzﬂ,

para todo €,0 > 0 e v > 0, mostrando a Afirmacao 1.2.

Da Afirmacao 1.2 e de (1.13), concluimos que

f(z;v) = v, Yo > 0. (1.14)
Se v < 0,
g, (s (S0 10 ),

donde segue-se, por propriedade de supremo e de limite, que

f(h+ o) = f(h)
(—v)A

°(0;v) = (—v) lim (sup{

e—0,0—01

heB., e (0,5)}), (1.15)

pois —v > 0. De modo analogo, mostra-se que

-+ 20) — £(h)
il

he B \e (0,5)} =1, V5,6 >0ecv<0.
Sendo assim segue, de (1.15), que
7°(0,v) = —v, Yv < 0. (1.16)

De (1.14) e (1.16)
(0;v) = |v|,Yv € R. (1.17)
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De (1.17)
9f(0) ={§ € R;fv < o[, Vv € R},
logo 0f(0) = [—1, 1].
Quando z < 0, temos f’ continua, implicando que f’ é continua na topologia fraca-*.

Do Teorema 1.3, obtemos

’

f(z;0) = f(2)v=—v,Vr < 0ev €R,
e portanto
of () ={£ e R*; (&, v) < —v, Yo € R},
donde segue-se que
Of(x) ={ € R;{v < —v, Vv € R}.

Dai £ € 0f(x) se, e s6 se,
E< -1, sev>0;
E>—1, se v<O.
Portanto, df(z) = {—1}.

Para x > 0, mostra-se de maneira analoga que 0f(z) = {1}, mostrando assim (1.12). =

Lema 1.1 O Gradiente Generalizado de uma fungao f € LL(X,R) (0f(z)) é sempre

um conjunto diferente do vazio.

Demonstragao:

De fato, observe que se fO(z;v) = 0,Vv € X, entdo df(x) = {0}, pois
Of (x) = {¢ € X" {§,v) < fO(z,0) =0,V v e X},

logo,
Of(z) ={€ € X*;({v) <0,Vve X}

Suponha que exista um £ € X*\{0} tal que

(¢,v) <0, Yv e X. (1.18)

Assim existi um vy € X tal que

<€7 U0> < 07
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donde segue-se, pelo fato de (—vg) € X, que

<£7 (_UO» = _<£7/U0> > 0,

contradizendo (1.18), mostrando assim que df(z) = {0} # @.
Suponha, agora, que f°(z;v) nio seja identicamente nulo. Definindo p = f°(x;.),
existe um vy € X talque
F2(;v0) = p(vo) # 0.
Observe que,

0=p(0) = f°(2;0) = f°(2;v0 — vo)

implicando, de (A;) que

0 < fO>z;00) + (25 —v0) = p(vo) + p(—w0),
logo
0 < p(vo) + p(—o),

donde segue que
—p(vo) < p(—wo)- (1.19)

Defina,
é . <'U0> — ]R
y=tvy — (&y) =1tp(vo).

Observe que £ é um funcional linear, pois dados y;, y2 € (vg) temos y; = 10 € y2 = tavg

de onde segue y; + kyo = (t1 + kta)vg e

(&, (Y1 + kya)) = (t1 + kta)p(vo) = tip(vo) + ktap(vo),

donde
(€ (1 + kya)) = (& 1) + K 1)
Afirmagao 1.3 (£,y) < f(xz,y), Yy € (v).

De fato, pois
tp(vo) = p(tvy) = fo(x; tvg), Vit > 0. (1.20)
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Para t < 0, segue de (1.19),

tp(vg) = —(=t) f*(z;00) < (=) (z; (—w0)),
logo por (A,;), pois —t > 0, temos
tp(vo) < fOa; (twg)), Vt < 0. (1.21)
De (1.20) e (1.21)
tp(vo) < fO(z;twg), Yt € R,

implicando que
E(y) < fO(z3y), Yy € (vo),

mostrando assim a Afirmagao 1.3.
Da Afirmagao 1.3 e de (A;), segue pelo Teorema de Hahn-Banach (ver Apéndice A),

que existe um funcional linear F' que prolonga &, i.e.

(F,v) = (£,v), Yv € (1)

(F,v) < fx;v), Yo € X. (1.22)

Utilizando (As)
(Fo) < [f(zv)] < K(@)l]v]], Yo € X,

implicando que F' é continua. Logo, F' € X* donde segue-se de (1.22), que F' € df(x),
mostrando que df(x) # &, Vx € X. m

Lema 1.2 Dados x,v € X, tem-se fO(z;v) = max{(£,v); € Of(z)}.

Demonstragao:

De fato, dados x,v € X, defina o seguinte funcional

& i v) — R

w=tv — (&, w)=tf%w;v).

Afirmamos que &, é um funcional linear, pois dados wi,ws € (v), com w; = tyv,

wy = tyv e k € R, temos wy + kwy = (t1 + kt2)v o que implica

(&, (w1 + kwa)) = (t1 + ko) fO(z;v),
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ou seja

(&, (W1 + kws)) =t fO(x;0) + ktaf (x5 0) = (o, wr) + k(€ ws).

Por um raciocinio andlogo ao usado na demonstragao do Lema 1.1 mostra-se que
(€oyw) < fO(zw), Yw € (v).

Donde segue-se, pelo Teorema de Hahn-Banch (ver Apéndice A) e de (A;), que existe

um funcional linear & definido em X tal que

(& w) < folasw), Yw e X (1.23)

(&, w) = tf%(z;0), Yw € (v),
implicando
(& v) = a3 v). (1.24)
De (A3) e (1.23)

(€ w) < K(2)[Jw]], Yw € X,

mostrando que & é um funcional linear continuo, i.e. £ € X*. Sendo assim, segue de

(1.23), que & € Of (x).
De (1.24)

(€ v) 2 (&, 0), VE € Of(x).

Logo (&, v) é uma cota superior do conjunto {(&,v);€ € df(x)} e (&, v) € {(,v);€ €

)

Of(z)} (pois £ € X* e satisfaz a desigualdade (1.23)).

Sendo assim, podemos concluir que

fo(aiv) = (&, v) = max{(§,v);§ € 0f(2)}, Vv € X,

demonstrando o lema. =

Definicao 1.5 Definimos como fung¢ao suporte de um subconjunto nao-vazio C C

X, a sequinte fungao

o(C,): X" — R
§ v o(C,§) =sup{(¢,z);z € C}.
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De acordo com a Defini¢do 1.5, para cada ¥ C X* a fungao suporte o(%,.) : X** — R

¢ dada por

o (3, ¢) = sup{(p,&); € € I}
E comum utilizar X ao em vez de X**, pois sendo X reflexivo a aplicacdo candnica
J: X - X
v o— Jw): X*— R
§ = (J(v),§) = (&),

é sobrejetora, isto é J(X) = X**. Portanto, para cada ¢ € X** existe um tnico v € X

tal que, (p,&) = (£, v). Por isso, podemos denotar

o2,): X — R

v = o(Z,v) =sup{({,v);§ € B}

Exemplo 2: Segue do Lema 1.2, que f°(x;v) pode ser interpretado como sendo fungao
suporte de d0f(z) C X*.
Mostraremos agora algumas propriedades a respeito das funcoes suportes, definidas

anteriormente. Sejam C, D, C,Cy C X e X, A, 3,3 C X™.

(S1) Se C = {zo} C X, entao

o({zo}, ) = (& 20), ¥V § € X7

Demonstragao:

Dado £ € X*, temos

O'({Io},f) = Sup{(f,x);x S {IO}} = <§7I0>‘ u

(S2) Sejam B C X e B* C X* bolas unitarias de centro 0. Entdo, dados £ € X* e

v € X, tem-se que

o(B,§) = [l¢]

x« e o(B*,v) = ||v]||x.
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Demonstragao:

Dados v € X e £ € X*, temos
o(B,§) =sup{(¢, z);x € B} =sup{({, z);[|z|| < 1,2 € X},
implicando, por definicdo de norma para funcionais lineares, que

o(B,§) = l¢]

x*, V€€ X",

Por outro lado,

o(B",v) = sup{(p,v);p € B} = sup{{p, v); [l¢l[x- < 1,0 € X7},
donde segue-se, do corolario do Teorema de Hahn-Banach (ver Apéndice A), que

o(B*,v) =|v||, Zwve X. =m

(S3) Sejam C, D subconjuntos de X nao-vazio, fechados e convexos, e ¥, A C X*

subconjuntos nao-vazio, fechados fraco-* e convexos. Entao

CcD<so(C¢) <o(D), Ve X"

YCA&so(Xv)<o(Av), YveX.

Demonstragao:

Suponha que C' C D, logo
{(&;v);0 € C} C{(§ v);v € D}, VE € X7,
implicando que
0(C,§) = sup{(§,v);v € C} < sup{(§,v);v € D} = 0(D, ), V§ € X~

Portanto,

0(C,¢) < a(D,§), V& € X~

Reciprocamente, suponha por absurdo que C' ¢ D, isto ¢, exista um vy € C, tal que

vy & D. Sabendo que D C X & um conjunto convexo, nao-vazio e fechado e {vy} C X
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um conjunto convexo e compacto, pelo Teorema Hahn-Banach 2% Forma Geométrica

(ver Apéndice A), existem {; € X* e o € R, tais que
<£0,U0> > o > <£O,’U>, Yv € D,

dai
(€o:v0) > > sup{(&o,v);v € D} = a(D, &),
donde segue-se que
a(C,&) > (o, v0) > o(D, &),
implicando que

0(07 50) > O<D7£0>7

o que é um absurdo, pois contradiz a hipotése. Logo, C' C D.

Mostraremos, agora, que
YCA&oXv)<alAw), YveX.
Se ¥ C A, entao dado v € X, temos

{(& )€ e Xy c{{{v);§ e AL,

dai
sup{(&,v); & € B} < sup{(&,v);€ € A},

implicando que

o(X,v) <o(Av), Yv e X.

Reciprocamente, suponha por absurdo que X g A, isto é, que existe & € X tal que
& € A. Sabendo que A é convexo e fechado fraco-*, entao A é fechado forte. Segue,
pelo fato de {&y} C X* ser um conjunto compacto e convexo e A C X* um conjunto
convexo e fechado, pelo Teorema de Hahn-Banach, 2* Forma Geométrica (ver Apéndice

A), existem ¢,, € X** e o > 0 tais que

<90'u07€0> > o> <§0fuo7§>7 \Vlé € A7 (125)

onde vg € X. Observe que ¢ esta associado ao ponto vy, isto se justifica pelo fato de
supormos, neste trabalho, que X é um espago reflexivo.
De (1.25), segue que

(§o:v0) >a > (§ o), VE €A,
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dai, temos

U(Ev UO) Z <€07,U0> > o Z SUP{<§7U0>§€ € A} = U(A7UO)7
implicando que
O'(E, Uo) > O'(A, Uo),
o que contradiz a hipotése. Portanto ¥ C A, como queriamos demonstrar. =

*

(S4) O conjunto ¥ ¢é limitado e compacto na topologia fraca-* se, e somente se, a

funcao suporte o (%, .) for finita sobre X.

Demonstracgao:

De fato, se X é limitado, existe M > 0 tal que

€]

v <M, VEE X (1.26)
Dado v € X\, temos

o(X,v) =sup{(£,v); £ € T} < sup{|[¢]|x-[[v]|;§ € E},
donde segue-se de (1.26),
o(X,v) < M|v|| < 4o0.

Logo, o(X,v) ¢é finito Vv € X, isto é (2, .) é uma funcao finita sobre X.
Reciprocamente, suponha agora que o(3,.) seja uma fun¢ao finita sobre X. Dai, para

cada v € X existe um ¢ = ¢(v) tal que

sup{(§,v);§ € X} <,
o que implica
(& 0)] <c, VEEX,

donde segue-se, pelo Teorema de Banach-Stainhaus (ver Apéndice A), que existe M > 0

tal que
1€]

implicando que ¥ C Bj;(0). Logo, ¥ é limitado. Desde que ¥ é fechado fraco-* e

x < M, VE € X,

B(0) é compacto fraco-* (ver Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki no Apéndice A),

podemos concluir que ¥ é compacto fraco-*. Mostrando assim a Propriedade (A;). =
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(Ss) Dados £ € X* e w € X, tem-se que:

(i) o(C1+ Cy,8) = a(C,§) + 0(Cy,8);
(i) o(X1 + 2o, w) = (X1, w) + o(Xa, w);
(iii) o(AC, &) = Ao (CE), YA > 0;

(iv) o(A\X,w) = Aa(2,w), VA > 0.
Demonstragao:

(i): Seja & € X* e observe que

U(Cl + CQaS) = SUp{(f,U);v S C11 + 02}7
isto é,
o(C1 + C, &) = sup{(&,v);v =v1 + v9,v1 € C} e vy € Ca},

logo
U(Cl + 0276) = Sup{(fa”l) + <5702>;vl € Cl € Uy € 02}7

de onde segue que

o(C1+Co,€) = sup ({(€ va)ivn € O} + {(E )i € Cu}),
implicando, por proriedade de supremo, que

0(C1+ Cs,€) < sup{(§, v1);v1 € Cr} + sup{(§, v2); vz € Ca},

ou seja

o(Cr+ Cq,€) < 0(C1,§) +0(Cs,€). (1.27)

Por outro lado, temos
(€, v1) + (§v2) = (€, v1 + va) < sup{(§, w1 +wy);wy € C1 e wy € Ca},
Vv, € Cl € Uy € CQ, isto é

<§,1}1> + <§,U2> S O'(Cl + Cz,f), ‘v’vl S Cl e Uy € Og.
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Fixando v; € (', segue que

(§,v2) S0 (Cr+ Cy,8) — (£, v1), Yup € Oy,

logo
sup{ (£, w2); wa € Ca} < o(Ch + €2, &) — (§,v1), Yo € O,
ou seja
(€, v1) < o(Cy+ Cy,6) —0(Cy,6), Yy € (Y,
dai

sup{({,w1>;w1 - Cl} S J(Cl + Cg,f) — O'(Cg,g),

implicando que

J(Cl,§)+a(02,§) SU(Cl+CQ,€). (128)

De (1.27) e (1.28), temos
0(C1, &) +0(Cy,8) =0(Cr +Cr,8), V€ X™. m
(ii): Veja que, para cada w € X
(X1 + 2o, w) = sup{{p,w); p € L1 + 3o},
reescrevendo de outra forma
0 (X1 + Xg, w) = sup{(p1, w) + (2, w); 1 € X1 € 2 € Lo},

ou seja

(X1 + Xp,w) = sup ({<901,w>; p1 € X} + {2, w); 2 € 22}),
implicando, por propriedade de supremo, que

o(Z1 + Bo,v) < sup{{p1, w); o1 € i} + sup{{p2, w); 2 € Do},

1sto é

o(X1 + Yo, w) < o(X1,w) + o(Xe, w). (1.29)

Por outro lado, observe que

(@1, w) + (P2, w) = (V1 + Y2, w) < sUp{(P1 + Yo, w); Y1 € Ly € Py € N},
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Vi1 € X1 e py € 2. Fixando ¢ € X, note que
(o, w) < sup{(Yy + Y, w); 91 € X1 € gy € 3o} — (p1,w), Yo € Yo,
dai
sup{ (Yo, w); e € Lo} < sup{(Yy + o, w); 91 € X1 € 1o € Lo} — (¥1,0),
Vo1 € Y, ou seja
(p1, w) < sup{(Y1 + o, w);th1 € Ty e Yo € Bo} — sup{(the, w); ¥2 € Lo},

Yy, € ¥y, donde, segue-se que

sup{ (Y1, w); 1 € L1} < sup{ (Y1 + P2, v); b1 € By e by € N}
—sup{ (¢, v); s € Ea}, Vo1 € ¥y,

implicando que

o(X1,w) + o(Xe,w) < o(X1 + Lo, w). (1.30)
De (1.29) e (1.30), podemos concluir que
o(X1,w) +0(Ee,w) =0(E; +3,w), Vwe X. m

(iii): Para cada A > 0, temos

o(XC,§) = sup{{¢,v);v € AC},
considerando ¥ = v/, segue que

a(AC, &) = sup{(¢, \v); v € C},
implicando, pelo fato de £ ser um funcional linear, que

o(AC,§) = sup{A(¢,7);v € C},
utilizando propriedade de supremo, podemos concluir que

o(AC,§) = Asup{(£,0); T € C} = Ao (C,§),

1sto é

F(AC,€) = Ao (C,€), YA > 0,

como queriamos mostrar. m
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(iv): A prova desta propriedade é anéloga a demonstragao do item anterior. m
As proximas propriedades estao ligadas ao Gradiente Generalizado.

(P1) Para todo x € X o conjunto df(xz) C X* é convexo e compacto na topologia

fraca-*. Além disso, para £ € df(x) temos ||¢||x+ < K(x).

Demonstragao:

Dados &, & € 0f(z), temos
<€17U>7 <£2>U> S fo(l’;v), Yo € X,

dai, para cada t € (0, 1), segue que

(&1, v) + (L= 8)(&,v) S tf%(z50) + (1= t)f(z;v),

implicando que

<t§17U> + <(1 - t)§2,1)> < fO(ZL‘;U),V’U € X7

logo
{t& + (1= t)&,v) < fz;v), Vo € X.

Portanto, t&; + (1 —t)& € df(z), para todo t € (0, 1), mostrando que Jf(z) é convexo.

Mostraremos agora que df(x) é compacto fraco-*.

Dado £ € 0f(x), observe que

(€ v) < fOav) < |f(@v),
donde segue-se, pela Propriedade (A3), que

(€,v) < K(2)||v]l, Vv e X,

isto é

(&, v) < K(z), Yv € X,

com ||v|| < 1. Logo,
1115 = sup{{&, v); [v]] < 1,v € X} < K(x),

implicando que df(z) C By (0) C X*.
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Afirmacgao 1.4 Jf(x) € fechado fraco-*.
De fato, seja (&n)ney C Of () uma sequéncia, tal que &, — & em X*, isto é
(&n,v) — (&o,v), Vv € X.

Desde que &, € 0f(z)
(€nsv) < f(z30), Vn €N,

logo por passagem ao limite
<£07’U> § fo(m;v)a Vv € Xa

implicando que &, € df(x), provando assim, a Afirmagao 1.4.
Sabendo que 9 f(x) ¢é fechado fraco-* e 0f(x) C Bg(s)(0), com B ;) (0) compacto na

topologia fraca-*, temos 0f(x) é compacto fraco-*, como queriamos mostrar. m

Lema 1.3 Para cada v € X, existe & € 0f(X) tal que

|10l |+ = min{][¢]

x=;§ € 0f(r)}.

Demonstracao:

Para mostrar este lema, basta mostrar que o infimo do conjunto
A={[[fllx:§ € 0f(2)} CR
é atingido. Primeiramente, observe que o conjunto A é limitado inferiormente, pois
I€]]x+ > 0,V¢ € Of (2).

Definamos,

Cr(x) = if{[|¢]

x & €af(r)}.

Logo, Cf(x) é ponto aderente do conjunto A, e assim existe uma sequéncia (&,) C 0f(z)

tal que
€nllx- — Cylz). (1.31)

Note que (&,) C 0f(x) C Bg)(0) C X*, onde By(,)(0) é compacto fraco-*. Segue,
pelo fato de (&,) C Br(x)(0), que existe uma subsequéncia (&,,) de (&,) e § € X* tal
que

&n, = &o em X (1.32)
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Sendo df(x) fechado fraco-*, concluimos que &, € df(z).

Defina agora a seguinte funcao

p: X" —- R
§ = (&) =l¢llx-
De (1.32)
lim inf ¢ (&) > ¢(6), (1.33)

para toda sequéncia (&,) C X* tal que &, = & em X*.
De (1.31), (1.32) e (1.33), temos

Cy(x) = iminf[[&, | = [€ol | x--
nj_> o0

Donde segue-se, pelo fato de Cy(x) = inf A, que

Cr(z) = ||l

X*,

pois & € df(x), mostrando que o infimo do conjunto A é atingido. =

Observacao 1.1 Consideraremos a partir de agora a fungao Ay : X — R, dada por

Ap(x) = min{][§][x-; € € Of (x)}.

(P3) Para cada f,g € LL(X,R) e A € R tem-se que

Af+g)(x) Cof(zx)+ dg(x)

OAf)(x) = AOf (x).

Demonstragao:

Paracadav e X

(F +9)(0) = timsup 5 (( + )+ b+ ) = (F + g)(z + 1)),

h—0,A0
1sto é
0/ B ) flx+h+ M) — f(xr+h))
(490 = lim (s 5

+g(x+h+)\v)—g(x+h)

3 ;heBE,)\e(O,é)})
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Por propriedade de supremo

(f+9)°(z;v) < lim (sup{f(x+h+)\v)_f(x+h>);hEBE,AE(O,é)}

e—0,0—01 A
g(x+h+ ) —g(z+h))
A

+sup { he B e (0,0)})

implicando que
1 1
(f+9)°(x;v) < limsup ~ (f(:H—h—l—AU) —g(:z:—i—h)) +lim sup — (g(:c—i—h—l—)\v) —g(x+h)),
h—0A10 =010 A

ou seja

(f +9)°(z;0) < fO>z;0) + ¢z 0), Vo € X.

Sabendo que (f + ¢)°(x;.) é a funcao suporte de d(f + g)(z) C X* e fO(z;.) + ¢°(x;.)
¢ a fungao suporte de df(x) + dg(x) C X*, pela Propriedade (S3)

I f+g)(x) C Of(x)+ dg(x).

Mostraremos agora que d(A\f)(z) = Adf(x), VA € R.

Para cada A € R, vamos considerar os seguintes casos:
1° caso: \ = 0, imediato.
20 caso: A\ > 0. Neste caso

ONf)(x) = {6 € X (& v) < (A\f)(250), Vv € X}

donde segue-se
OAf)(z) = {€ € X" (& v) < Af(as50), Yo € X},

dai
(€,v) < fOz;v), Yo € X},

> =

OAf)(x) = {€ € X7

considerando £* = %5 , tem-se que

OAN(@) = {A € X5 v) < fxs0), Yo € X}
= Mg e X (€ v) < [(av), Vv e X},

implicando que

I (@) = NS ().
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3% caso: Se A\ < 0, veja que

OAN(@) = {§€X"(§v) < (M) (z50), Yo € X}
= {£€ X7 {6 0) < (-N(=£)(x;v), Vv € X},

donde segue-se, da Propriedade (A4;), que

INf)(x) = {€ € X" (& 0) < (N (=f)(a50), Vv € X},

logo, pela Propriedade (Ag), temos
1
(=)

= {{e X7 (%f, —v) < fOz;—v), Yo € X},

OAf)(x) = {£e X7 (€ v) < foa;—v), Yo e X},

considerando £* = %5 , tem-se que

INf)(z) = {A" e X5 (¢, —v) < fOa; —v), Yo € X}
= )‘{g* € X*, <€*a _U> S fo(l‘) _U)7 Vo € X}a
logo
D) (@) = S (x).
(P3) A fungao
of : X — P(X)
é semi-continua superiormente, isto é, para cada xg € X e € > 0 dados, existe
d = 6(xg,e) > 0, tal que se ||z — xol| < 0 e & € Of(x), existe § € Of (o)

verificando

1€ = &ollx- <,

ou equivalentemente

(€ — &, v)| <&, Yo e X, com |v|| < 1.
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Com efeito, suponha por absurdo que exista um zo € X, g9 > 0 e vy € X, com ||v|| < 1,

tal que para cada n € N temos
1
|20 — ol| < n e & € 0f(xn),

mas
|<€n - §7U0>| Z €0, v§ € af(IO)

Seja N (zo) uma vizinhanga de z e K(x9) > 0 tal que
|f(y1) = f(y2)| < K(zo)llyr — wall, YY1, y2 € N(zo).
Sabendo que x,, — xg, fixe n; € N tal que
Ty € N(x0), Vn > ny.

Dai,
1€ ]

pois &, € Of(z,) e z,, € N(xg), Yn > ny. Defina

X* S K($0)7 \V/TL 2 ny,

K = max{||&]

X*y eeey Hé?ﬁ*l‘ X*?K($0)}7

e observe que

Donde segue-se que existe uma subsequéncia (&,;) de (&), tal que
&n, = o em X7,

pois estamos considerando X um espaco separavel.

Afirmacao 1.5 & € 0f(zo).

De fato, pois
<£7Lj7v> < fo(‘rnj;v)7 vn] S NJU S XJ

dai, passando ao limite superior de n; — +o00, obtemos

lim sup(&,,;, v) < limsup fo(xnj; v), Yv € X,

n;—-+00 n;—-+00

(1.34)

(1.35)
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obtendo da Propriedade (Ay), que

limsup(&,,,v) < fO(zo;v), Vo € X. (1.36)

n;—-+00

De (1.35) e (1.36), temos
<£U>U> < fo(anv)a Vv € X7

mostrando, assim que &, € df(x), provando a Afirmacao 1.5.

Sabendo que &, 2 &, temos

lim_(€,,,v) = (€, v), v € X.

nj—+00

Segue-se, por definicao de limite pontual, existe ng € N tal que
|(€n, — o, v0)| < €0, Vnj > ny,
contradizendo (1.34). m

(P4) Seja

of : X — P(XY)
x +— Of(x).

A funcdo Of é fechado fraco-*, isto é, se (z;,§;)jen C X x X* é uma sequéncia tal
que & € 0f(xj), limz; = x € X e lim(§; — &,v) = 0, Vv € X, entao & € 0f(z).
Demonstragao:

Recorde primeiramente que
(&,v) < foxj;v), VieNeve X,
logo passando ao limite superior j — 400, obtemos
lim sup{¢;,v) < limsup f°(z;;v), Yv € X,
j—-+oo j——+o0
e portanto, por hipotése e pela Propriedade (Ay)

<§07U> S fO(ZEo,U), Vo S X:

mostrando que & € Of(zp). =
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(P5) O funcional x — A¢(z) é semi-continua inferiormente, isto ¢é,

liminf A¢(z) > Ag(xo).

T—T0

Demontracgao:

Com efeito, suponha que exista x, — r¢o em X tal que

liminf A¢(z,) < Af(z0). (1.37)

T—To

x+ = (), |[&ollx+ = Afp(zo), com & € Of(xg) e & € Of(xy,). Ja

mostramos anteriormente que existe K (zg) > 0

Sejam. &

[1€n]

x+ < K (),
pois z, — xo. Dai, existe uma subsequéncia (&,,) C (&) tal que
&n; — &

para algum &* € Jf(zg). Assim,

x> [[€7]

lim inf [[¢, | X+

x+ 2 |6l

e desde que ||&*| x+, pois £ € 0f(xg), temos

lim inf |[&,, |[x+ > []€o][x+,
n;j—+00

ou seja

liminf Ag(z,;) > Af(z0),

nj—+00
contradizendo (1.37). m
(Pg) Sejam ¢ € C*([0,1],X) e f € LL(X,R). Entdo, a fungdao h = fo¢: [0,1] — R
é differenciavel q.t.p. em [0,1] e

K(t) < max{(¢,¢'());§ € 0f(4(1))}, a.t.p. em [0,1].

Demonstracgao:
Mostraremos que o funcional h € LL([0, 1]; R).
Dado t € [0, 1], existe € > 0 tal que

[£(0(s1)) = f(o(s2))| < K(B)][@(s1)) — d(s2)ll, Vo(s1), d(s2) € Be(o(t)).  (1.38)
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Observe que
|h(s1) = h(s2)| = [(f 0 @) (s1) = (f 0 ) (s2)| = [ [(8(s1)) — f(&(s2))];
donde segue-se de (1.38)
(1) = h(s2)| < K(0)]|é(s1) — d(s2)], Yo(s1), d(s2) € Be((t))- (1.39)
Sabendo que ¢ é diferencidvel, temos pela Desigualdade do Valor Médio
|¢(s1) — B(s2)| < M[s1 — sl (1.40)

Note que para § > 0 pequeno se sy,s9 € [t — d,t + 0] temos ¢(s1), ¢(s2) € B(¢(t)),
assim de (1.39) e (1.40)

|h(81) — h(82)| S M(t)\sl — 52‘, Vsl,SQ S Bg(t),

mostrando que h € LL([0, 1], R). Sendo assim h ¢ diferenciavel a menos de um conjunto

de medida nula em [0, 1] (ver Apéndice B). Mostraremos, agora, que

B () < max{(w, ¢ (1));w € Df(6(1))}, qt-p. em [0,1].

Supondo que h é diferenciavel em ¢, € [0, 1]

(1) = lim < (F(0(t0 + X)) — F(9(10))).

implicando, pelo fato de ¢ ser diferenciavel, que

(1) = lim 5 ((6(t0) + A0'(10) + 0(N)) — F(&(10) ).

onde iir% @ =0, dai
, : 1 o()) , o(A)
W (t0) < limsup 3 (F(8(t0) + “L2A+ A0 (10)) = ({10 + 77 N))).
logo

W (to) < fO(o(to); ¢ (t0)),
e pelo Lema 1.2

W (to) < max{(§, ¢ (to)); & € 0f((to))}-

Assim, podemos concluir que

h'(t) < max{(w, ¢'(t));w € df(#(t))}, q.t.p. em [0,1]. m
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(P7) Se f é continuamente diferencidvel a Fréchet numa vizinhanga aberta de z € X,

temos

Demonstragao:

Se f é diferencidvel a Fréchet numa vizinhanga aberta V, com x € V, C X, entao

: +h)+ M vf(x+h)— flx+h)  ollv)
O(z;v) = limsu f(@ + vll ),
£ ) = Tmsup ( \ IR,
onde /1\lir(l) i\(“)\:ﬁ = 0, implicando que

f(z;v) = limsup f'(z + h)v.
h—0,\|0

Sendo f’ é continua na vizinhanga V, podemos concluir que
f(z;0) = f(x)v Vo € X, (1.41)
De (1.41)
Of(x) ={§ € X*;{{,v) < fl(x)v, Vv € X},

ou equivalentemente
Of(x) ={& e X" (& — f'(x),v) <0, Vv e X},

implicando que £ — f'(z) =0, (pois £ — f'(z) € X*), isto é, £ = f'(x).

Provando que 0f(z) = {f'(z)}. =

O préximo exemplo mostra que a continuidade de f’ ndao pode ser omitida na Propri-
edade (P;).

Exemplo 3: A fungao

fR — R
2?sent, se v #0
v e fla)= '
0,se =0,
¢ diferenciavel a Fréchet, com Of(z) # {f'(z)}, pois 0f(0) = [—1,1]. A prova deste

exemplo seré omitida, pois ¢ analogo ao Exemplo 1, para melhores detalhes veja o livro

do Clarke [10].
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(Pg) Se f € CY(X,R) e g € LL(X,R), entao
Of +9)(x) = 0f(x) + dg(x).
Demonstragao:

Sendo f € LL(X,R), mostraremos agora a seguinte afirmagao.

Afirmagao 1.6 (f + ¢)°(z;v) > fO(z;v) + ¢°(z;v), Vv € X.

Sejam h, — 0em X e A\, — 07 em R tais que

g(x 4+ hy + Ayv) — g(x + hy)

: _ 0.
Considere,
h — h
wn (7, ) = f(x+ hy + X)) — f(z+ hy)
An
e
(1, 0) = g(x + hy + Nv) — g(x + hn).
An
Dali,

lim w,(x,0) = g°(x;0)

e como f € CY(X,R),

lim w,(z,v) = fO(z;v).

n—-+oo
Assim
nl_l)IIloo (wn(z,v) + up(z,v)) = fO(z;0) + ¢°(z;0), (1.42)
e portanto
i (wn0) + e, 0) < (F +9)° o), (143
implicando

(f +9)° (@) = fxiv) + ¢°(x;0),
mostrando a Afirmagao 1.6.
Observando que (f + ¢)°(x;.) é a fungao suporte de d(f + g)(z) e fO(x;.) + ¢°(x;.) &
a funcao suporte de df(x) + dg(x), segue da Afirmacao 1.6 e da Propriedade (S3)

of (x) + 9g(x) C O(f + g)(z),

donde segue-se da Propriedade (Pz)

of (x) + 9g(x) = A(f + g)(x),

como queriamos demonstrar. m
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Defini¢ao 1.6 Um ponto xy € X € dito ser ponto critico do funcional f € LL(X,R)
se 0 € Of(xo), isto €
0 < f(z0;v), Vv € X.

Definicao 1.7 O nimero c € R € valor critico de [ se existe um ponto critico xg € X

tal que
f(zo) = c.
Lema 1.4 Se f € LL(X,R) e xy € ponto de minimo, tem-se que xy € ponto critico de
f.
Demonstragao:

Sendo xy um ponto de minimo local, deve existir € > 0 tal que

f(zo) < f(x), Yo € Bo(xp).

Para cada A > 0 e v € X tal que 2o + Av € B.(x), observe que

f(zo+ Av) — f(zg) >0,

logo
flao+20) = flzo) o
\ =
e portanto
lim sup fzo+ M) — f(zo) >0,
A—0 A

donde segue-se, por defini¢ao da fungao suporte f°(zo;.), que
(zo;v) >0, Vv € X.

Logo, 0 € 0f(xg). m

Lema 1.5 Sejam xzy € X e e > 0. Entao as sequintes sentenc¢as sao equivalentes:
(a) fOzo;v) +ellv]] >0, Vv € X;

(b) 0 € Of(xg) +eB*, onde B* = {{ € X*;||¢]|x+ < 1}

(€) As(zo) < ¢
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Demonstragao:
Suponha que
O (xo;v) +€lv]| >0, Vo € X. (1.44)

Observe que, da Propriedade (S2)
fO(zo:v) +el[v]| = a(9f (x0), v) + €0 (B*,v),
e de (S5)

(zo;v) +ellv|| = o(0f(x0),v) + o(eB*,v), (1.45)

= o(0f(x0) +eB",v). (1.46)
De (1.44) e (1.46)
o(0f(xo) +eB*,v) > 0=0({0},v), Yv € X.
Desde que 0f(xy) + eB* e {0} s@o conjuntos convexos e fechados fraco-*, de (S3)
{0} C 9f(xo) + B,

isto ¢ 0 € 0f (xp) + eB*.

Suponha agora, que exista um &, € df(xg) e n € B* tais que
& +en=0. (1.47)

Note que,

A(@o) = min{][¢] X+ (1.48)

x=;&§ € 0f (o)} < |[&ol

De (1.47) e (1.48)

Ap(o) < [ellnllx-,

donde segue-se, pelo fato de n € B*, que

A(zo) <€

Para finalizar este lema, mostraremos que (c) implica em (a).

Seja Ar(wo) = ||ol

x+, onde & € Jf(xg). Por hipotese

iy

x* < ¢,



logo
—el[ol] < (&, v) <ellv]l, Vv e X,\{0},

de onde segue

(€o,v) +€l|v]] >0, Vv € X.

Desde que & € f(xg), f°(xo,v) > (£, v) e portanto
0 < ellv]| + fxo;v) Vv € X,

como queriamos mostrar. m

Lema 1.6 Sejam f € LL(X,R) e g um funcional definido por
g:[0,1] — R
t = g(t)=f(z) = flz+ty—x)).

Entao g é Lipschitz e
9g(t) € (0f (ze),y — ),

onde (0f (x1),y — x) = {{¢,y = v); & € Of (w1)}.

Demonstracgao:

Observe que
|f() = f(y2)] < Klly1 — w2ll, Yyi,u2 € [2,9],

onde K > 0 (pois por hipotése f é Lipschitz em [z,y]). Dai,

lg(t1) —g(t2)] = |flx+ti(ly —2)) — flz+ta(y — 2))|

< Kllze+t(y—z)— (z+t(y — 2))||,

implicando que

l9(t1) — g(t2)| < K||(t1 — t2)(y — 2))|| = M|t — taf, Vt1,t5 € [0,1],

onde M = K|y — z||, mostrando que g ¢ Lipschitz em [0, 1], o que implica

g€ LL([0,1], R).

Observe agora, que dado v € R

1
¢°(t,v) = limsup — (g(t + h + Av) — g(t + h)),
h—0,\]|0

42

(1.49)
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e portanto

Pt;v) = limsup§<f(x +({t+h+M)(y—2x)— fle+({t+h)(y— x))),
h—0,A10

implicando que

P (t;v) = hmsup%(f(x +tly—z)+h+ Iy —z) — flo+tly—z)+ h)>,
h—0,A10

onde h = h(y — x). Assim,
9(tv) < fle+tly —2),v(y —2)) = (o, v(y — 2)), W R (1.50)
Do Lema 1.2 e de (1.50), temos para cada & € dg(t)
¢v < Oz, v(y — 1)), Yu €R,
Em particular para v =1 e v = —1 temos

5 < fo(xb (y - ZB)) € _5 < f0<xt7_(y _$)>

Do Lema 1.2, segue que

min{(, (y —z)); ¢ € Of (x:)} <& <max{(¢, (y — x));¢ € Of ()} (1.51)

Note que o conjunto (0f(x;), (y—z)) C R é convexo (pois de (P), Of (z;) € um conjunto
convexo). Sendo (Of(z;), (y — x)) C R convexo, de (1.51) existe um &£* € df(x;) tal
que

§= (" (y—x))
o que implica § € (0f(xt),y — x). Assim, dg(t) C (0f(x:),y — ), demonstrando assim
olema. m
O teorema que mostraremos a seguir é conhecido como Teorema do Valor Médio de
Lebourg.
Teorema 1.8 Sejam f € LL(X,R) e z,y € X tais que f € Lipschitz em |x,y|. Entdo

existe um ponto
n=r+tly—x), 0<t<l1,

e &€ 0f(xy) tal que
fly) = fa) = &y — ).
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Demonstragao:

Comecamos a nossa demonstracao definindo a fungao

6:00,1] — R
t o 0(t) = g(t) +t(f(z) — fly)),

onde g foi dada no Lema 1.6.

Dados ty,t5 € [0, 1], temos

10(t1) = 0(t2)] < lg(tr) — g(t2)| + [f(2) = Fw)lltr — tal,

logo por (1.49)
|0(t1) — 0(t2)| < M|ty — taf, Vti,t2 €0, 1],

onde My = M + |f(x) — f(y)|, mostrando que a fungao 6 ¢é Lipschitz.

Sendo ¢ uma fungdo continua a valores reais, existe um ponto ¢y € [0, 1] que é ponto
de minimo de . Segue pelo Lema 1.4, que 0 € 90(ty).

Definindo n(t) = t(f(x) — f(y)), temos n € C1([0,1],R) e

on(t) = {n' ()} = {f(=) - fy)}-

Note que de (Pr)
0 € 00(ty) = (g +n)(to),

implicando, pela Propriedade (Ps) que
0 € dg(to) + In(to) = dg(to) + {f(z) — f(y)}.
Desde que dg(t) C (0f (z;),y — x) (ver Lema 1.6) temos
0 € (0f (w,),y — ) + {f(x) — f(y)}-
Sendo assim, vai existir um ¢ € f (z;,) tal que
0={(&y—a)+ fz) — f(y),

isto é
fly) = (@) =({y— ).

Provando o Teorema 1.8. m
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Teorema 1.9 (Regra da Cadeia) Seja f: X — Y onde X eY sao espagos de Banach.
Se f € de classe O, g : Y — R um funcional Lipschitz e F = go f, para cada v € X

temos

OF (z) C 9g(f(x)) o Df(x). (1.52)

Demonstragao:
A inclusdo (1.52), significa que para todo & € OF(z) C X*, existe £ € dg(f(z)) C Y*
tal que

(€ v) = (£, Df(x)v) = (Df(z)'€,v), Vv € X,

onde Df(z)* : Y* — X* é o adjunto de Df(z) : X — Y. Veja que

dg(f(z)) o Df(x) = {Df(x)"€ € X*;€ € dg(f(x)) C Y*}.

Sejam z,v € X e

qo(w,v) = max{(§, Df(x)v); € € Ig(f(x))}-

Afirmamos que se F°(z;v) < go(z,v) Vv € X, entdao dF (z) C dg(f(z)) o Df(z).

De fato, basta observar que go(z,v) é a fungao suporte do conjunto dg(f(z)) o Df(x),
isto é, para cada v € X, 0(9g(f(x)) o Df(x),v) = qo(z,v).

Para v = 0, a desigualdade F°(x;v) < go(x,v) é imediata.

Sendo assim, considere v € X \ {0}. Dado € > 0 defina

Ge(, v) = max{(¢, Df(y)v); € € Ig(B:(f())),y € Be(x)}.

Sabendo que g é Lipchitz e f ¢ de classe C' a funcdo F = go f é Lipschitz em B, (z).
Por propriedade de limite superior, existem h. € X e \. > 0, com h. — 0e A\, — 0
tais que z + h. € Bo(x) C X, x+h.+ A v € B(z) C X e

F(x + he + A\ov) — F(x + h.)
Ae ’

FO(z;v) — e < (1.53)

com f(x + he + A\v), f(z + he) € B(f(x)) (isto é possivel pois f é continua).
Sabendo que ¢ é Lipschitz, segue, pelo Teorema do Valor Médio de Lebourg, que

F(x+h5+)\ev)—F(x+h€) - g(f(x"i_hs‘i‘/\sv))_g(f<x+he))
= (& flz+ he + Av) = fz + he)),
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onde £ € dg(u), u € [f(z + he + Aev), f(z + h.)] C B(f(z)). Sendo f de classe C*
F(z+ he+ Av) — F(x 4+ he) = (£, Df(x + ho)A\ev + o(x + he, Aov)),

implicando na igualdade

F(x+ he + A\v) — F(z + h.)
A

= (6 DS+ hajo) + (6 ER ), (15

= 0. De (1.53) e (1.54)

Aevl=0 Ac|[v]|
Fai0) == < (6 Df(a+ hob + (6 X po ol ve w59
Desde que = + h. € B.(x) temos
Plaio) =& < afoo) + 6 25 o),
logo passando ao limite \. — 0 em (1.55)
FO(z;0) —e < (&, Dof (z + he)v) < ¢z, Ve =0, (1.56)

pois © + h. € B:(x).

Afirmagao 1.7 lim+ qe(z,v) = qo(z,v), Vr,v € X.
e—0

Para mostrar a Afirmacao 1.7, basta mostrar que dado &’ > 0, existe g9 > 0 tal que
qo(x,v) — & < q.(z,v) < qox,v) + ', Ve € (0,&). (1.57)

Por definigao,
qo(z,v) < g-(z,v), Ve > 0, Vz,v € X. (1.58)

Dado 6 > 0, existe £; > 0 tal que
Df(B-(z)) C Bs(Df(x)), Ve € (0,ey), (1.59)

pois Df é continua. Sabendo que 0f é semi-continua superiormente pela Propriedade
(Ps), existe e > 0 tal que y € B, (f(x)) e £ € dg(y), isto ¢ § € Ig(B.,(f(x))),

satisfazendo

1€ = &ol

x* <0,
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para algum &, € dg(f(x)), ou seja

§ € Bs +{&} C Bs + 9g(f(x)).

Mostrando assim que existe g5 > 0, tal que
99(f(x) + £2B) C dg(f(x)) + 6 B. (1.60)
Defina g = min{ey, £2}, observe que Ve € (0, ), temos de (1.59) e (1.60)
¢ = max{(e,Df(y)v);{ € Ig(f(x) + B:),y € Be(x)},
< sup{(¢, D (y)v):€ € (99(f(2)) +9B). Df(y) € (6B +{D(f(x))})},

donde segue-se, por propriedade de supremo, que

¢ < sup{({, Df(y)v); & € 0g(f(x)), Df(y) € {Ds(f(x))}}
+sup{(¢, Df(y)v); € € 0g9(f(x)), Df(y) € 6B}
+sup{ (¢, Df(y)v);§ € 0B, Df(y) € {D(f(x))}},
+sup{(§, Df(y)v);§ € 0B, Df(y) € 6B},

assim

g < qo+sup{|[{]|[x-|[Df(y)vl;€ € dg(f(z)), Df(y) € 0B} + sup{({, Df(x)v);{ € 0B}
+sup{|[¢|[x-[|Df(y)v[; € € 0B, Df(y) € 0B}

Usando (P;), Teorema de Hahn-Banach (ver Apéndice A) e propriedade de supremo,

gc < qo+ K(f(z))sup{[|Df(y)vl||; Df(y) € 0B} + 6||Df(x)v]|
+osup{|[Df(y)v||; Df(y) € B},

< q+K(f(@)dlllly + o[ Df @)l [vlly + 6 [Jv]ly,

concluindo que

0 < a0+ Olllly (K () + [IDF @)l +3), ¥= € (0.20).

6/

Considerando 0 < § <
[[v]ly <K(f($))+\|Df(:v)ll*

) > 0, tem-se

4e S do + 5/7 \V/é‘ S (0750)7
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mostrando a Afirmagao 1.7. Note que a norma ||.||« aqui colocada ¢ a norma do espago
das aplicacoes lineares X — Y.

Passando ao limite ¢ — 0 em (1.56), temos da Afirmagao 1.7
FO(;C;’U) < QO(x7U>7 Vo € Xa

como queriamos mostrar. m

Corolario 1.10 Seja g : Y — R um funcional Lipschitz sobre o espag¢o de Banach'Y .
Se X € um espago de Banach imerso continuamente em'Y e X € um subespaco denso

em Y, temos

d(glx)(x) C dg(x), Y € X.

Demonstracgao:

Segue, pelo fato de X cont Y, que existe K > 0 tal que
llully < Kllu||x,Vu € X.
Sendo assim, a aplicagao
d: X — Y
x +— id(x) =z,

é linear e continua, logo id é de classe C*° com Did(x) = I, onde I é a aplicacdo

identidade. Considerando F': X — R dada por
F(z) = (goid)(x) = g(id(z)) = g(x) Vz € X,

a qual pertence a LL(X,R) (pois g e id sao Lipschitz). Usando o Teorema da Regra
da Cadeia

OF (z) C Dg(id(x)) o D(id(x)),
ou seja

A(g|x)(z) C dg(x), Vr € X. m
Lema 1.7 Se f: X — R um funcional convero, a derivada direcional

o) = g LEFAD =S

Y

existe para todo v € X.
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Demonstragao:
Dado v € X, defina a seguinte funcdo g : R — R dada por g(t) = f(z + tv) e observe

que a mesma é uma fungio convexa, pois
glta+ (1 —=t)b) = f(x+ (t+ (L —t)b)v) = f(t(z + av) + (1 — t)(z + bv)),
e sendo f um funcional convexo
glta+ (1 —t)b) <tf(z+av) + (1 —t)f(z + bv) = tg(a) + (1 — t)g(b),

mostrando que g é convexo.
Mostraremos agora que g possui derivada lateral a direita. Dado ¢ € R, defina a
aplicacao ¢. : R — R dada por

9(t) = g(c)

, Vt € R.
t—c

Pe(t) =

Afirmacao 1.8 ¢, ¢ uma fun¢ao mondtona nao-decrescente no intervalo
J=RnN(c,4+0).

De fato, sejam a,b € J, com ¢ < a < b. Sendo g uma fungao convexa

o@) < (D02 @ ey 4 gle), v e (e,

o que implica
g(a) = g(c) _ g(b) = g()
a—c - b—c

9

pois a € (c,b]. Portanto ¢.(a) < ¢.(b), mostrando assim que ¢.|; monétona nao-
decrescente.

Note que ¢.|; é limitado inferiormente, pois para d < ¢, considere [ a fungao cujo
grafico é uma reta que passa pelos pontos d e x, onde x € J. Logo, | pode ser dada
por

1(z) = MDD ykg),

ou

1(z) = D90 . )1 ga)

Segue, pelo fato de g ser convexo e ¢ € (d, ), que

Je—2) + g(o)
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oe) < LU= oy ga),
isto é
g(c) —g(x) _ g(d) —g(z)
I (1.61)
pois (c—z) <0, e @ @ @ @)
g\c)—4g g — g\
(c—d) = d—z (1.62)
De (1.61) e (1.62)
g(c) —g(d) _ g(d) —g(x) _ g(c) —g(x)
c—d) < e < =2 Vo e J. (1.63)

Portanto, ¢.(d) < ¢.(z), Vx € J, implicando que ¢.|; é limitada inferiormente.
Sabendo que ¢.|; é limitada inferiormente e monétona nao-decrescente, temos que o

limite lateral

lim el ()

Tr—cC

existe, ou seja
9(A) —g(¢)

, Ve e R,
A—ct A—c¢

= f'(x;v)

9 = g(0) S+ M) — [(2)
0 A0 A

Mostrando que a derivada direcional f’(z;v) existe para todov € X. m

Lema 1.8 Se f: X — R um funcional Localmente Lipschitz e convezro, temos que
fl(zs0) = fOa;0) Yo € X

Demonstragao:

Sejam 0 > 0 e v € X, logo
flx+h+ )= f(zx+h)

fP(z;v) = limsup
h—0,\0 A
h+ \v) — h
< lir(%<sup{f(m+ + 1;\) o+ );hEBE(;,)\E(O,e)}>,

f(x+h+)"j\)_f(z+h) ser limitada para todo A € (0,¢) e

donde segue, pelo fato da funcgao

h € B.d, com € ~ 0, que

f(z;v) < lim <sup ( sup f(x+h+)\v)—f(x+h)>>'

e—=0t \ heBs \Ag(0,6) A
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flz+h+Iv)—f(z+h) 6
A

Mostramos, através da observagao anterior, que a fungdo ¢o(A\) =

monoétona nao-decrescente para todo A > 0, assim

f(z;v) < lim ( sup flethten) = flot h)) (1.64)

e—0" \ heBs £

Veja que

flx+h+ev)— f(x+ev) f(x+h)—f(9:)‘ < ‘f(:r+h+5v)—f(x+sv)‘+’f(x—l—h)—f(x)

€ € € 9

I

sabendo que f € LL(X,R), temos para algum R > 0

K(x)

3

flx+h+ev)— f(z+ev) f(:z:+h)—f(:z;)‘ K (z) IR,

< [[R]] +
£ 19 g

considerando h € B.s, tem-se que

fx+h+ev)— f(z+ev) _f(fU"‘h)—f(x)‘ < 2K(z)6, V6 >0
- £

Vo + h+ev,x + h,x + ev € Bg(z). Portanto,

flx+h+ev) = f(z+h) _f(x””)_f(x)’ < 20K(x), Vh € B.s,6 >0, e e = 0.
€ £

implicando, por propriedade de moédulo, que

flat+hter) = fz+h) | faten) — ()

< 20K (x) . , Vh€ B.s,0 >0, ee =0,
€
logo
sup flx+h+ev)— f(x+h) < 26K (z) + f(x +ev) —f(as), V6> 060,
hE€Bes € €
passando, agora, ao limite ¢ — 07, obtemos de (1.64)
f(z;v) < 20K (z) + lim Jlr+ev) = f(:c)) Vo >0,

e—0t 15

donde segue-se, da observacao anterior, que
(z;0) < 20K (z) + f'(z;v), V6 >0,
com isto, podemos concluir que

(x;0) < fl(z;v), Yo € X. (1.65)



52
Veja que

r+h+)—fl(r+h x4+ ) — f(x
Hiv) lieosﬁg . )\) . ) = gio . )\) e (@50),
(1.66)

para todo v € X.
De (1.65) e (1.66)
fo(asv) = f'(z50),

como queriamos demonstrar. m



Capitulo 2

Gradientes Generalizados sobre o
espago LP(Q?)

Neste capitulo pretendemos demonstrar algumas propriedades envolvendo funci-

onais definidos em LP({2) e gradientes generalizados.

Seja 2 C RY um dominio limitado com O suave, e ¢ : Q x R — R uma funcao

mensuravel com crescimento subcritico, isto é, satisfaz a seguinte condig¢ao
6(2,8)] < a+blt?, Y(w,1) € Q xR,

onde a > 0 e b > 0 sao constantes e

o
A

s
I

2" —1,se N >3, e
0< p <+o0,se N=1,2.

Definigao 2.1 Seja Q@ C RY (N > 1) um dominio limitado. Dizemos que
F:Q xR —R ¢ uma funcao de Carathéodory, quando:

(i) F(.,s) € mensurdvel em Q para todo s € R fixado

(ii) F(z,.) € continua em R para quase todo x € Q.

Lema 2.1 Seja ¢ : 2 x R — R uma fung¢ao com crescimento subcritico. Supondo que
o(.,s) seja uma fun¢ao mensurdvel em € para todo s € R fizado e ¢(x,.)
continua a menos de um conjunto de medida nula para todo x € 2, o funcional
®:Q xR — R dado por

O(x,t) = /Otgﬁ(x,s)ds,
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€ uma func¢ao Carathédory.

Demonstracgao:
Mostraremos agora que a fungao ®(x,t) fo x, 8)ds é continua em todo ponto da
reta.

Dados t € R, e (t,) uma sequéncia tal que t,, — ¢, temos

lim ®(z,t,) = lim /(bx 8)X[0,tn](8)ds. (2.1)

n—-+00 n—-+00

Sendo ¢ uma func¢ao com crescimento subcritico, temos

|6(2, $)X[0.£21 ()] = [0(2, )l X101 ()] < [+ Bls[”[[ X101 ()]

onde a,b > 0, sabendo que t,, — ¢, existe ¢ > 0 tal que 0 < ¢, < ¢, Vn € N, logo
segue que
[9(, $)X[0.6] (8)] < la +Bls[P[X[—c.q(5), (2.2)

onde |a + b|s[P|x[—cq € L'(R) (pois |a + b|s[’| ¢ uma funcdo continua).

Afirmacgao 2.1 ngrfoo d(x, 8) X0, (5) = O(2,8)x10,4(5), ¢.t.p. em R.
De fato, considerando ¢t > 0, temos os seguintes casos:
1° caso: s < 0:
Note que para todo £ > 0, tem-se que

0= |o(z, 5)X[0,t.(5) — O(x, 8)X[0,4(5)| <&, Vn e N.
20 caso: s > t:

Neste caso existe ng € N tal que
t, < s, Vn > ng.
Dai, para todo € > 0
0 = |d(x, 5)X[0,,](5) — &(,5)X[0,4(5)| < &, Vn > ny.

3% caso: s € (0,t).
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Neste caso existe ng € N tal que
t, > s Vn > ng,
portanto s € [0,t,], ¥n > ng. Donde segue-se que para todo £ > 0, temos

0 = |6(z.5)x01,1(5) — Bl 5)xia(s)| < 2 ¥n > na.

Para s = t nao podemos garantir nada, sendo assim podemos concluir pelos trés casos

aqui mostrado que

lim ¢(z, s)X(0t,](5) = &(2, 5)X(0,4(5), q.t.p. em R,

n—-+o0o

mostrando assim a Afirmagao 2.1.
De (2.2), da Afirmacao 2.1, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver

Apéndice C) e de (2.1)

lim &(x,t,) /qﬁmsx[ot]( Jds = ®(x,t).

n—-+00
Mostrando assim que ®(x,.) é continua em R, para todo x € ). Parat € R_ é analogo
ao que foi feito anteriormente, por isto podemos concluir que ®(z,.) é continua em R

para todo x € €.

Afirmacgao 2.2 A func¢ao ®(x,t) é mensurdvel em relagdo a x, para cada t € R.

Por hipotése ¢(.,s) é mensuravel para cada s fixado. Note que ¢(x,s) é integravel a
Riemann em relagao a s, pois por hipotése para cada x € Q, ¢(x,.) é continua a menos
de um conjunto de medida nula.

Sendo assim, para cada t € R e n € N, fixe a seguinte particao
2t n—1)t
R P
n

Assim,
O(z,t) = /t¢(x s)ds = lim E o(x —it)—t t.p. em )
Y 0 ? ‘ 7n n q' 'p' Y

onde ¢(z, %) é mensuréavel para cada (i,n) € N x N. Logo, ¢(z, )L também é men-
suravel (pois produto de uma constante por uma fungdo mensuréavel é mensuravel), o

que implica

Z¢ Ztt
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¢ mensuravel (pois soma de fun¢oes mensuréaveis ¢ mensuravel). Portanto,
O(z,t) = lim anqﬁ(:c ﬁ)t q.t.p. em €,
n

de onde concluimos que ® é uma func¢ao mensurével, pois limite de fung¢oes mensuraveis

é mensuravel. Mostrando que a funcao

O(x,t) = /thﬁ(x,s)ds

¢ mensuravel em relacao a variavel x, para todo t € R.

O(x,t) = /Ot¢(x,s)ds

satisfaz as condigbes (i) e (ii) de Carathéodory, podemos concluir que ® é uma fungao

Sabendo que

de Carathéodory, demonstrando assim o lema. m
Lema 2.2 Considere o sequinte funcional
U Q) — R
u — W(u) = / O(z,u(r))de.
Q
onde ® € dado pelo Lema 2.1. Entio V € LL(LPT(Q),R) e ®(x,.) € LL(R,R).

Demonstragao:

Dado w € LP*1(Q), fixe R > 0. Para cada u,v € Br(w) observe que

ym(u)—\p(vnzj/g(/ou(x) xtdtdx—// d)xtdtdx‘

o que implica
u(z) 0
W (u) — W(v)| g/J/O qb(m,t)dt—k/v(z) o(x, t)dt|da.

considerando 6(z) = max{u(x),v(z)} e n(x) = min{u(z),v(x)}, temos

o()
/‘/ qb(x,t)dt‘das
Q' Jn(x)
0(a)
< // 6(x, 1)|dtda.
Q Jn(z)

Usando o crescimento subcritico de ¢, tem-se

0(x)
W) — T()| < / / (a + bJt])dedz,
Q Jn(x)

W (u) = ¥(v)|

IN
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ou ainda o)
\\Il(u)—\I/(v)|ga/(ﬁ(:c)—n(a:))da:—i—b// P dtda.
Q Q Jn(z)
Note que (6(z) — n(xz)) = |u(x) — v(z)|, de onde segue pelo fato de

LPH(Q) o LY(Q)

W)~ ¥ < aCllu = ollpes +5 [

o(z)
/ P, (2.3)
QJn

(x)

para algum C' > 0. Observe, agora que para p > 1, a funcao

G:R — R
sls[”

§ = G(S):m,

¢ diferenciavel e

G'(s) = |s|P Vs € R,

usando a ultima igualdade em (2.3)

0(x)
W) - V)| < aCllu= vl + [ [ G (0yitda,
Q Jn(z)

implicando que

W (u) — ¥ (v)| < aCllu — ][4 +/Q

(G0) - Gn(a)) ) da.
Sabendo que a fungao G é diferenciavel, segue pelo Teorema do Valor Médio
W) = ¥(0)] < aCllu=vlpsr + [ (a0 + (@) (01) = nla) ).

logo
¥(0) = ¥(0)] < aCllullpsr + [ )P lu(e) = o@)lde+ [ Jo(@)Plua) = o(a) e,
o que implica pela Desigualdade de Holder (ver Apéndice C)

¥ (u) = ¥ ()] < aCllu = vllprr + [[u][os|Ju = vllpsr + [[07][222 [Ju = v]|p4a,
consequentemente

(W (u) = ¥(v)] < aCllu = vllpt1 + ([lu—w + wlfppr + |lv = w + wlf)l[u = ollp,
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utilizando Desigualdade de Minkowski (ver Apéndice C), tem-se que
@ (u) = ()] < (aC+ ((llu—wllp+1 + [wllp+1)” + ([0 = wllps1 + 1wl [p1)") (1w = 0l 1,
assim
(W (u) =¥ (v)] < (aC + 2(R + [[wllp1)")lu = vl[pt1, Yu,v € Br(w).
Considerando, M = aC + 2(R + ||w||p+1)? concluimos que
(W (u) = ¥(0)| < Ml[u = vl[ps1, Yu,v € Br(w),

mostrando assim que ¥ € LL(LPT(Q), R).
Dado ty € R, fixe 6 > 0. Para cada t1,ty € [ty — 0, %y + 0], temos

Y

Bz, 1) — D(x, t2)] = }/Ot é(z, s)ds—/otz b(x, 5)ds

implicando que

)

D) — Bl 1)| = | /: 6(z, 5)ds

considerando o = min{ty, to} e § = max{ty, to}
B
|D(x,t1) — P(x,ta)| < / |(a + b|s|P)ds.
Utilizando a mesma idéia usada para mostrar que ¥ é Localmente Lipschitz, temos
|@(x,t1) — Dz, t2)] < alty — ta] +b(G(B) — G()),
pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € [a, 3] tal que
|®(z,t1) — D(,t2)| < (a+bG'(0)) |ty — ta| = (a + blc”) [t — ta],
somando e subtraindo por %y, concluimos
|®(z,t1) — D(x,t2)| < (a+b(8 + [to])P) [t1 — to] Vi1, ts € [tg — 0,0 + 4],

mostrando que ®(z,.) € LL(R,R). =

Dados € > 0 e t € R, denotemos as seguintes funcgoes:

¢_(z,t) = essinf{¢(z, s); [s — t| < e},
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g_bg(x, t) = esssup{o(z, s); |s — t| < e},

¢(z,t) = lim ¢ (z,1)

- e—0t —

O(,t) = lim ¢.(z,1).

Lema 2.3 Sejam ® e ¢ fungoes dadas no Lema 2.1

oz, t)v, sev >0
o(z,t)v, sewv <O.

(2, 1);0) < {

Demontracao:

Sabemos que

O(z,t+h+ M) — Pz, t+h
®0((x,t),’l}) - hmsup (x7 + + U) (.T, + )
h—0,A10 A

Y

utilizando a definicao de ®
1, [tHh+dw t+h
®°((x,t);v) = limsup — (/ ¢(x, s)ds — / o(z, s)ds).
h—0,A|0 0 0

Se v > 0, temos

®°((x,t);v) = limsup 1 ( /t+h+/\v o(z, s)ds),

h—0,A[0 +h
implicando que

1_ t+h+Av
®Y((x,t);v) < limsup qus(x,t)(/ ds), Ve >0,
t

h—0,A|0

sendo assim

®Y((x,t);v) < limsup ¢ (x, t)v = ¢_(z,t)v, Ve > 0.
h—0,A10

Passando ao limite € — 0, temos
®((x,t);v) < @z, t)v, Yo > 0. (2.4)

Se v < 0, observe que

1 t+h
®°((z,t);v) = limsup ——/ o(z, s)ds.
h—0,A10 t-+h+Av
Usando a mesma argumentacao feita anteriormente, temos
0 .
D°((z,t);v) < ¢_(,t)v, Ve >0,
passando ao limite € — 0, obtemos

®((z,t);v) < ¢(x, t)v, Vo <O0. (2.5)

De (2.4) e (2.5) podemos concluir o Lema 2.3. =
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Lema 2.4 Denote
¢(z,t+0) = lim ¢(z,t+h),

oz, t —0) = hlir&_ ¢(x,t — h).

¢z, t+0) = }llirré ¢z, t+h).

Se ¢(x,.) € uma fungio descontinua do tido salto, com seu conjunto de pontos de

descontinuidade nao contendo ponto de acumulagao, entao

o(z,t) = min{p(x,t +0), p(z,t — 0)}

o(z,t) = max{p(z,t +0),¢(z,t — 0)}.

Seja x € . Dado t € R, para cada € > 0 (com ¢ ~ 0) defina

prit—et] — R

o(z,s) se s € [t—e,t)

lim ¢(z,s) se s =t

s—1~

P*:tt+e — R

£

e s = o(x,s) se s € (t,t+¢]

lim ¢(z,s) se s =t.
s—tt

Sabendo que o conjunto dos pontos de descontinuidade da fungao ¢(x,.) é enumerével
to d laga d i Le ¢? sdo fungo t1
sem ponto de acumulac@o, podemos assumir que ¢. e ¢2 sao fungoes continuas para

1 .2

todo € > 0, € = 0. Considere agora s, sz € R tais que

¢:(s2) = min{g;(s);s € [t — &, 1]}

¢z (s2) = min{¢Z(s); s € [t,t +¢]}.
Afirmacao 2.3 ¢ (z,t) = min{¢!(sl), p?(s?)}.

De fato, note que

PL(sl) < p(x,5) Vs € (t —e,1)

£
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$2(s7) < ¢z, 5) Vs € (t,t +¢),
o que implica
min{;(s;:), 2(s2)} < dlw,s) Vs € (t — et +¢) \ {t}
logo
sup{a € R;¢(w,s) > a q.t.p. em (¢t — &, ¢+ )} > min{g:(s;), 92 (s2)},

ou seja
@E(x,t) = essinf{¢(z,s);|s —t| < e} > min{gzﬁi(si), gzﬁg(sz)} (2.6)
Mostraremos agora que ¢_(z,t) < min{¢}(s}), #2(s2))}.

Suponha que ¢ (x.) > min{6}(s!). 62(:3)}.
Sem perda de generalidade, considerando min{¢!(s!), $?(s?)} = ¢l(s!), temos
9 (x,1) > ¢.(s2),
onde s! € [t —¢&,t]. Sendo ¢! uma fungao continua, existe § > 0 tal que
¢ (z,t) > PL(s) Vs € (st — 0,5 +9),

em particular

¢ (2,1) > ¢z(s) Vs € (s; — 0,5 +0) N (t —&,1),
equivalentemente

¢ (z,t) > d(x,s) Vs € (sl —d,st+0)N(t—et),

o que é um absurdo, pois o conjunto (sl — 4, s! + )N (t —&,t) é um conjunto aberto e

todo conjunto aberto tem medida positiva. Logo,

¢ (x,1) < ¢e(s2)-

Mostrando assim que

¢ (z.t) < min{g:(s2), 92(s2)}- (2.7)
De (2.6) e (2.7)

¢_(x,t) = min{¢.(s;), 92(s2)}
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Afirmagao 2.4 hISIJr oL(s!) = ¢(x,t —0) e lim ¢?(s?) = p(z,t +0).

e—0t

Observe que t —e < 3; <tet< sg < t+e¢, dai passando ao limite de ¢ — 0™ obtemos

lim sl =te lim s2 =t
e—0t e—0t

Donde segue pelo fato de

Pz, sk) se st et —e,t)

¢:(s2) =
(52) lim ¢(z,s) = ¢(z,t —0) se s! =t.
s—t—
e
d(x,s?) se s2 € (t,t +¢]
2(s2) =
lin}r ¢(z,5) = ¢(x,t +0) se s> = t.
s—t
que
1y _
lim ¢:(s:) = ¢la,t = 0)
e

lim ¢7(s2) = ¢(z,t +0),

e—0t
mostrando a Afirmacao 2.4.
Note que

(02 (s2) + 02(s2)) — |92 (s2) — ¢2(s2))
2

min{}(s;), ¢2(s2)} =
implicando da Afirmacao 2.3

(@2 (s2) + @2(s2)) — |92 (s2) — ¢2(s2))
2 )

?E (2,1) =
passando ao limite de € — 0", obtemos da Afirmacao 2.4

(0(z,t = 0) + ¢(x,t +0)) = |¢(x,t = 0) = ¢(x, 1 + 0)]
2 Y

¢(z,t) = lim ¢ (x,1) =

- e—0t —
logo
¢(z,t) = min{o(x,t — 0), p(x,t + 0)}.

De modo analogo, mostra-se que

¢(x,t) = max{p(zx,t — 0),p(x,t+0)}. m

Lema 2.5 Se ¢(x,.) € a funcao dada no Lema 2.4, temos

0,2 (z,t) = [$(, 1), p(x,1)].
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Demonstragao:
Sendo ¢(z,.) descontinua do tipo salto, temos que os limites laterais de ¢(z, .) existem.

Sabendo disto mostra-se que para todo v € R

(e, 1)) > 4 AT (2.8)
o(z,t+0)v.
De (2.8), podemos concluir que ¢(z,t + 0), ¢p(z,t — 0) € 9,P(x,t), donde segue-se, do
Lema 2.4, que ¢(z,t), ¢(x,t) € O, P(x,1).
Do Lema 2.3

O,®(x,t) C [p(z,1), d(x,1)].

De fato, dado £ € 0,®(z,t) temos
(&v) < (2, 1),v), Yo € R.

Assim, segue do Lema 2.3

&v < oz, t)v Yo >0

§v < ¢(x,t) vVo <0,

o que implica

¢a,t) < €< o(a,t).

Portanto, ¢ € [p(z,t), ¢(x,t)], implicando que 9,®(x,t) C [¢(x,t), p(z,t)]. Sabendo

que 8,®(z, t) ¢ um conjunto convexo (ver Propriedade (P1)) e ¢(z,t), ¢(x,t) € 0,P(x, ),

tem-se que

00(x,t) = [p(x, 1), 3(,1)]. m

Definicao 2.2 Seja v : Q x REX — R wma funcdo. Dizemos que 1 é superposi-
cionalmente mensurdvel se para toda funcdo vetorial mensurdvel v : @ — RE, a

composi¢ao Y(x,u(x)) € uma fungdo mensurdvel.

Lema 2.6 Toda funcao de Carathéodory é superposicionalmente mensurdvel.

Demonstracgao:
Sejam u : {2 — R uma fun¢ao mensuravel e  : QxR — R uma funcao de Carathéodory.

Logo, existe uma sequéncia de func¢oes simples

k(n)

Yn(2) =) 'y (2),

i=1
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onde para cadan € N El' = {z € Q; VU, (z) = af, a} € R}, com Ufg)Ez" =, que

7

converge pontualmente para u(z), i.e. para cada x € ) temos

lim ¢, (x) = u(x).

n—-+4o0o

Sendo assim, observe que

O(x,u(r)) = ®(z, lim ¥,(z)),

n—-+4o0o

implicando, pelo fato de ®(x,.) ser continua em quase todo ponto x € €2, que

O(z,u(r)) = lim P(z,¥,(z)), q.t.p. em Q.

n—+o00
Dali,
k(n)
B(r.u(e) = lim 9z 3 afxs (o))
consequentemente

n—-+00

k(n)
O(z,u(z)) = lim <®(m, O)XQ\USIL) (x)+ Z (z,ai)xEn (x))

Mostrando assim que ®(z,u(z)) é uma fungdo mensuravel, ja que limite de fungoes

mensuréveis é mensuravel. m

Teorema 2.3 Suponha que ¢(z,t) seja uma fungdo de crescimento subcritico e que ¢

e ¢ sao superposicionalmente mensurdvel. Entao W € LL(LP*1(Q),R) e

V() C BB (z, u(x)) = [B(z, u(x)), Bz, u(@))], ¢.tp. em Q.
Alem disso, se U = U|x, onde X = Hj () ou X = HY(Q), entao
OV (u) C OW(u), Yu € X
Demonstracao:

Antes de demonstrarmos este teorema, observe que a inclusao
oV (u) C 0y P(z,u(x)), q.t.p. em €,

que estamos fazendo aqui é uma notagao. Na verdade o que temos é que dado z €
1
oW (u) C (LPTL(Q2))*, existe um z € L%(Q) pelo Teorema da Representacao de Riesz

(ver Apéndice C), tal que

@w:AKWMMLWEMWm,
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e Z(z) € 0,®(z,u(r)) = [¢(z,u(x)), ¢(z,u(x))], qt.p. em Q. Afim de simplificar a
demonstragao consideraremos z(z) ao invés de z(z).

No Lema 2.2, mostramos que ¥ € LL(LP™(Q),R).

Sejam (h;) C LPT1(Q) e (\;) C R* duas sequéncias tais que h; — 0 em LPT1(Q) e

A; — 0 na reta. Assim podemos assumir que (h;(x)) converge para 0 em quase todo

ponto em ) e que existe g € LPT(Q) tal que
|hj(7)] < g(z), q.t.p. em Q, Vj €N,

pois toda sequéncia que converge em LPT1(Q), possui uma subsequéncia que converge
q.t.p. em 2 e esta subsequéncia é limitada a menos de um conjunto de medida nula,
por uma fungao de LFT1(Q).

Observe que

U0 (y;v) = lim sup i(/Q(ID(x, w(x) + hi(z) + A\jo(x))dr — /

j—too Aj Q

@, u(x) + hy(x))de).
isto é

U0 (u;v) = lim Sup/ i(@(x, u(z) + hj(x) + Mo(x)) — ®(z, u(z) + h(w)))dx (2.9)

i—too Ja A ’ ! ’ J
Definindo 6;(x) = max{u(x) + hj(z) + \jv(x),u(z) + h;(z)} e n;(z) = min{u(x) +
h;(z) + Ajv(x), w(x) + h;(z)}, temos
0;(x)
%j(@(x, u(x) + hj(z) + No(z)) — ®(z, u(z) + hj(x)> < )\i]/( ) |p(, s)|ds,

de onde segue pelo fato de ¢ ter crescimento subcritico

1 1 05 (x) ,
A—j@(&w(ﬂc) + hyla) + Ajo(@)) = Bz, u(x) + hy()) < X / ., (arbisp)ds,

utilizando a funcao G definida na demonstracao do Lema 2.2, tem-se que

5 (00 0) 4 (@) 4 o) = 0, u(a) + by (0)) < - alhyo] +BEn) ~ Gl6,),

segue pelo Teorema do Valor Médio que

%(@(fc,u(l‘) + hj(x) + A\jv(z)) — (z, u(r) + hj(:c)) < alv|+ )%(|u + hj + A\l

+[u + ;] )P| Al



66

implicando

)\ij(CID(JU,u+hj+)\jv)—<1>(:v,u+hj)) < alv|+C|ulP|v| +Calg|?|v]+Cs|v[P™ q.t.p. em Q

(2.10)
Vj € N, para algum C;,Cy,C3 > 0. Segue pelo fato de v,u,g € LPTH(Q), que
v € LYQ) (pois LFTH Q) c LYQ)), [v[rtt € LYQ), |[ulPlv] € LY(Q) (pois como
lulP € LP%(Q) e (p+—11)/p + zﬁ = 1 temos pela Desigualdade de Holder (ver Apén-
dice C) que |ulP|v] € L'(2)) assim como |g[P|v| € L*(€2). Sabendo disto temos

alv] + Cilul|v| + Calg|’|v] + Cslv|P* € LNQ).

Sabendo que a|v| + Cy|ul?|v| + Colg[P|v| + Cs|v[PT € L1(Q), pelo corolario do Lema de
Fatou (ver Apéndice C), segue por (2.9) e (2.10)

W) < [ iy (220 H0) Ajvif” = Bl ),

j—+oo

o que implica

w%m»gé¢w%m@m@mm:4mm@mm@pm@e@w@m@nm,
donde segue-se, pelo Lema 2.5, que

WO (u;v) < o(z,u(z))v(x)dx + o(x, u(x))v(z)dz. (2.11)

[v<0] [v>0]

Devemos mostrar que, para cada z(x) € 0¥ (u), temos

Q(:c,u(x)) < z(z) < a(x,u(x)), q.t.p. em €.
Suponha por absurdo, que existe um conjunto M C € com |M| > 0, tal que
z(r) < ¢(w,u(r)), Vo € M.
Considerando v(z) = —xu(z) € LPTH(Q)

— [ stz = [ ste)ra)ds < =)

De (2.11) temos

—/Mz(m)dx < —/Qg(x,u(x))dex: —/qu(:v,u(x))dx,
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implicando que
/ z(z)dx > / o(x,u(x))dz,
M M
o que é um absurdo. Logo, z(z) > é(z,u(r)) q.t.p. em €.
Para mostrarmos que z(z) < ¢(z,u(z)) q.t.p. em €, utilizamos a mesma idéia usada

anteriormente. Sendo assim, podemos concluir que para todo z(z) € dV(u) temos

¢(z, u(x)) < 2(x) < ¢z, u(z)), a.t.p. em O,

consequentemente

OV (u) C 0:®(z,u(z)) = [¢(z,u(x)), ¢(x,u(x))], q.t.p. em Q.

Para mostrarmos que

W (u) C OV (u), Yu € X,

basta verificar que X cone LPY1(Q) e X = LP1(Q), logo pelo Corolario do Teorema da

Regra da Cadeia (ver Capitulo 1) podemos concluir que O (u) C 0U(u), Vu € X. m



Capitulo 3

Lema da Deformacao para Funcionais

Localmente Lipschitz

Aplicaremos aqui toda a teoria apresentada nos capitulos anteriores, para de-
monstrar o Lema da Deformagao, Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de

Minimizagao para funcionais Localmente Lipschitz.

Definigao 3.1 Uma fung¢ao f € LL(X,R) satisfaz a condigao de Palais Smale
(PS), se para todo (z;) C X tal que f(z;) seja convergente e

)‘f(xj) — 0,
temos a existéncia de uma subsequéncia de (x;) que converge forte em X.

Observagao 3.1 Se a condi¢io (PS) € verificada na regiao onde f > «a > 0 (resp.
f < a<0) Ya > 0, dizemos que [ verifica a condigao (PS)" (resp. a condigao
(PS)™).

Observacao 3.2 Seja ¢ € R, dizemos que [ satisfaz a condicao de Palais Smale

no nivel ¢, (PS)., se para todo (x;) C X tal que:
o fzj) = ¢
¢ )\f(l'j) — 0,

eziste uma subsequéncia de (x;) que converge forte em X.
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Defina os seguintes conjuntos
Ac={r e X; f(z) < c},

K.={x € X;0€0f(x), f(z) = c},

Ns(K.) ={z € X;dist(z,K,.) <}

Blc,e,8) = (AHE - AH) — N§(KL).

Lema 3.1 Suponha que f € LL(X,R) satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (PS), entao

K. € compacto.

Demonstragao:
Seja (x,) C K.. Observe que
f(z,) =cVYneN

Af(x,) =0Vn €N,

pois 0 € df(xz,) Vn € N. Desde que, f cumpre a condigao (PS), (z,) possui uma

subsequéncia (z,,) convergente, isto ¢, existe 2o € X tal que
T, — Tg.

Assim,

c= lim f(zn)=f( lim @)= f(zo),

n;—-+oo nj—+00
implicando que f(xy) = ¢. Da Propriedade (Ps), do Capitulo 1, temos

0 = liminf Af(z,;) > Ap(xo) > 0,

n;j——+00

o que implica A¢(zy) = 0. Logo, 0 € df(xo) e f(zo) = ¢. Dai, podemos concluir que
o € K., mostrando que K, é compacto. m
Lema 3.2 Assumindo as hipdteses do Lema 3.1, para cada § > 0, existem b,e > 0 tais

que

Af(z) > b, Vo € B(c,e,0).
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Demontracao:
Suponha, por absurdo, que exista um ¢ > 0, tal que para todo b,,&, > 0 temos um
x, € B(c,e,,0), com

Ap(2,) < by. (3.1)

Assuma que b, — 0 e ¢, — 0.

Observe que z,, € B(c,¢e,,0), para cada n € N, logo
c—en < f(x,) <c+e,, YneN.
Dai, sabendo que &, — 0, segue que
flzn) —c (3.2)
Passando ao limite n — 400 em (3.1), obtemos:

0< lim A¢(z,) < lim b, =0,

n—-+o0o n—-—+00
logo
hrf Af(z,) = 0. (3.3)

Por hipotése f satisfaz a condigao (PS), logo de (3.2) e (3.3), a sequéncia (x,) possui

uma subsequéncia (z,,;) convergente, isto é
xnj — T,

para algum x, € X.

Afirmagao 3.1 f(zg) =c e A(zg) = 0.

De fato, como x,,; € B(c,en;,6), ¥n; € N, temos (3.2)

njlig—loo f(xnj> - C

Sendo f continua,

f(zo) = f( lim z,,) =c,

n;—-+0o0
logo f(zo) = ¢. Sendo assim, para mostrar a Afirmagao 3.1 basta mostrar que \(x) =
0.
Da propriedade (Ps), do Capitulo 1, temos

lim inf A(2,,,) > A(20),

nj—-+00
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portanto

0 < A(xo) < liminf A(z,,;) = 0,

n;—+00
implicando assim que A(zg) = 0, como queriamos mostrar. Logo, 0 € df(xy). Sendo
assim xg € K., o que é um absurdo. De fato, pois xy € K, implica que xg € Ns(K.),

onde Ns é um conjunto aberto. Dai, existe € > 0 tal que
B.(zy) C Ns(K.),

mas x,, ¢ N;(K.), Vn; € N, ou seja x,, € B.(20), 0 que é um absurdo, ja que

Ty, — Zo. Logo, 1o & K.

Lema 3.3 Assuma as hipoteses do Lema 3.2, e suponha que X seja reflexivo Entao

existe um campo vetorial v(x) Localmente Lipschitz definido em B(c,¢e,0) satisfazendo

()] <1

(", v(x)) > éb, Va* € 0f(x).

Demonstragao:

Para cada 6 > 0, existem b, > 0 tais que

para xo € B(c,¢g,0). Seja wy € df (o), tal que

|wollx+ = Ap(z0) = min{||w||x+;w € Of (x0)}.

:[J()g()7 E%HWOHX* (O) N 8f(x0) = .
Sabendo que E%Hwo\\x*(o) e 0f(xy) sdo conjuntos convexos, nao vazios e disjuntos,
segue que existe um ¥y € X**\{0} e a € R (ver Teorema de Hahn-Banach, 1* Forma

Geométrica, no Apéndice A) tais que
(¥0,€) = a > (Yo, w), V& € Df (wo) e Y € By . (0)-
Sendo X reflexivo, (¢, &) = (£, up), para algum uy € X \ {0}, tem-se que

(& up) > o > (w,ug), V€ € Of (xg) e Vw € E%llwollx* (0),
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implicando que

(6, o) > (w, ), VE € Of (o) @ Y € By (0):
||uol| luol|
Considerando hy = IIu ik temos
(€ ho) > (w, ho), V€ € Df (x0) e Yw € By . (0)- (3.5)

Pelo coroléario do Teorema de Hahn-Banach (ver Apéndice A), temos

max{ (£, ho); [[¢]

xe <1} = [[holl,

1sto é

max{{w, ho);w € B1(0) € X*} = [|holl,

implicando que

| _ 1
§Hw0HX* max{(w, ho);w € B1(0) C X }:§Hw0!X* holl,

donde segue-se que

1 — 1
max{ (g |[wo[x-w, ho); 2||wollx- € B1(0) € X7} = o |wol[x-[[holl,

w
2| wol| x-

considerando W = 3 ||wo || x-w, temos

_ 1
max{{@, r0); W € Bjug||x. (0)} = 5 lwol[x+[[Roll. (3.6)
De (3.5), temos para cada & € Jf(zo)

(€ ho) > sup (w, ho) = max{(w, ho);w € E%Ilwollx*}’

w€§1
ij()Hx*

donde segue-se de (3.4) e (3.6)

b

(€, ho) > —||w0\ >3

x+||hol| = —Hwo| X

assim
b
<§7 h0> > 57 vé S af(x(J) (37)
Desde que a fungdo x — Of(x) semi-continua superiormente, temos para cada xy €

B(e,e,6) C X, existe n9 > 0 tal que

x* e df(x) e ||lx—xo|| < no= Jw € df(xy) tal que ||z* — w|

X*<67
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dai

(w— 2, ho) < [[a* — ]

b

com ||z — zo|| < 1y, 0 que implica

(w, ho) — (2%, hg) <

|

De (3.7)

b
(x*, ho) > 3 Va* € 0f(x), x € By, (o).

Sendo assim, acabamos de obter uma cobertura para o conjunto B(c,¢,d), dado por

UxeB(c,e,(S)B<x7 7];B>
Sabendo que B(c,¢e,d) é metrizavel, o mesmo é paracompacto e portanto admite um
refinamento, enumeravel e localmente finito (ver Apéndice D), dado por U;enB(x;, m;).

No que segue, fixamos para cada i € N

pi: X — R

x —  pi(x) =dist(z, B(z;,n)°).
Observe que, dados z,y € X temos
|pi(x) = pi(y)| = |dist(z, Bz, m:)) — dist(y, Bz, m)°)| < ||z =yl

Mostrando que p; ¢ uma funcao Lipschitz, para todo ¢z € N.

Dado i € N, defina

Afirmacao 3.2 v € LL(B(c,¢,9), X).
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Sabendo que U;enB(z;,1;) € um refinamento localmente finito, para cada w € B(c, ¢, 6)
existe &' > 0, tal que By(w) intercepta uma quantidade finita de bolas da uniao
UienB(xi, mi)-
Dai, segue-se que existe J = {ny,...,nx} C N, um subconjunto finito, tal que

= Zﬁz(x)h

icJ

/61<'r)h1 = %h“ 1 E N, T € Bg/(UJ).

Para mostrar que v é Localmente Lipschitz, basta mostrar que [3;h; é Localmente Lips-
chitz, pois soma de fun¢oes Localmente Lipschitz é uma funcao Localmente Lipschitz.

Sendo assim, dados i € J e x,y € Bj(w) obtemos:

i(y)

i) = iyl = || h- -
i
]EZJ/) x) jesz y

o que implica

> piWpi@)hi = > pi(x)pi(y)h

[18: () — Bily)hal| = || = ,
! S 5@y )
jeJ jeJ
consequentemente
18:x)he = Bily)hl| = ‘Zp E LIS (iwei(@) = ps(@ i),

jeJ JjeJ
donde segue-se, pela desigualdade triangular, que

1
E e PP

jeJ jeJ

|[Bi(x)hi — Bi(y)

pi(Wpi(e) = pi(@)oiy)].

Somando e subtraindo p;(y)p;(y), e utilizando novamente desigualdade triangular,

yhil| < ‘Zp S \;(m v)lpi(x) = pily)|

jeJ JjeJ

+o»)lei(@) = )],
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donde segue-se, pelo fato de p; ser uma funcao Lipschitz, Vi € N, que

‘Zn(w)lZp- [ (s @llz = vll + o)l = oll)

jeJ jeJ
QZjeJPj(y)Hif—yH 2z =y

S @)Y mit) Y pile)

jedJ j€J jeJ

1Bi(z)hs — Bi(y)hil| <

Dado = € Bs(w), temos

> pi(z) >0,

jedJ
daf existe um M (w) > 0 tal que
ij , Vo € Bs(w).
jeJ

Portanto,
2
1Bi(x)hi — Bi(y)hil| < WIISE —y|l, Va,y € Bs(w),
mostrando a Afirmagao 3.2.

Veja que,

@l =1 Bl hH<Z!ﬁJ H!hll—Z!ﬁg L,

jeJ(x) jeJ(x jeJ(x

b
> > §7

e = ;Zpy ;Zm

JjeJ JjeJ

mostrando assim o Lema 3.3. =
Lema 3.4 Seja 0 < e < g, defina
V(z) = g(x)g(z)v(z),
onde o campo vetorial v : B(c,&,0) — X € dado no Lema 3.3 com

g: X — R

1, z€ Ay — Ao
T =N g A
) ct+g = {lc—€
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onde g e g sao funcionais Localmente Lipschitz, com imagem no intervalo [0, 1].

Se n(z,t) € a solugao do Problema de Cauchy
(e, t) = V(e 1), .
n(z,0) = =,

o funcional f restrito ao longo do caminho n(x,.) € nao-crescente, com

[In(z,t) — xf| <1,

fz) — fn(x,t)) > (g)t, sen(x,s) € B(c,e,49), Vs € [0,1).

Demontracao:

Antes de mais nada observe que 7(z,.) é solugao tnica da EDO (3.8) em R, pois V' €
LL(X,R) e ||[V(2)]| <1, Vo € X (ver Apéndice D). Mais ainda n(z,.) € C'(R, X),
pois V' & continua.

Observe que
t d t
/—mm@wz—/vwamw,
0 ds 0
dai
t
n@ﬂ—ﬂm@z—/VWQ$M&
0

o que implica

)

t
Inte.t) = all = || [ Vinte.s)as
0
donde segue-se, por propriedade de integral, que
t t
Inte.t) ~ll < [ IVtzplds < [ ds =t
0 0
Fixado x € X, definamos a seguinte fungao

h, R — R
t > hy(t) = f(n(z,1)).

Afirmacao 3.3 h, € LL(R,R).

De fato, sendo f € LL(X,R), temos para cada x € X et € R a existéncia de um ¢ > 0

tal que

|f(77(l’,81))—f(77(l’782))| < K(U(l‘at>>|’77($751)—77(%32)||7 Vn(%sl)ﬂ?(%&) € Bs(n(x7t))'
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Dali, segue-se que

[F(n(z; 1)) = f(n(z, s2))| < Kz, 1))|[n(z, s1) = n(z, s2)]],

considerando 6 = max{sy, s2} e n = min{sy, so}, temos
e ) = sl < Kiote0) - [ Vit s

< K1) / V(n(z, )|ds,

donde segue-se, pelo fato de ||V (n(x,s))|| < 1, que

[f(n(z, 1)) = fn(z, s2))| < K(n(x,1))(0 —n) = K(n(x,1))[s1 — s2|, Vs1,52 € B (1),

onde 6 é tomado a partir do ¢, pela continuidade de 1. Logo, h, € LL(R,R), mostrando
assim a Afirmagao 3.3

Sabendo que n(x,.) € CY(R, X), para cada v € X e f € LL(X,R), podemos concluir,
pela Propriedade (Fg) do Capitulo 1, que h, = f on é diferenciavel q.t.p. em R e

p(s) < masx {(w, e s))sw € 0S(n(,9) } . em R
ou ainda
hy(s) < —min{(w, V(n(z,s)));w € 0f(n(x,s))} q.t.p. em R. (3.9)
Por definicdo
(w,V(a(z.5)) = (.ol 5)), (e, s) € Ble,=,49),
logo pelo Lema 3.3

(w,V(n(x,s))) > g, Vw € df(n(x,s)) e n(x,s) € B(c,e,40),

—(w,V(n(z,s))) < —g, Yw € 0f(n(x,s)) e n(z,s) € B(c,e,46),

implicando que

—min{{w, V(n(z,s)));w € df(n(x,s))} < —g, Vn(z,s) € B(c,e,406). (3.10)
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De (3.9) e (3.10)
—2 n(z,s) € Blc,e,40)

hy(s) < 5 (3.11)
0, c.c.

Portanto h! (s) < 0, Vs € R. Mostraremos agora que h, ¢ monétona nao-crescente.
Dado s € R, existe § > 0 tal que h, € L([s — d,s + 0],R), isto é h, é Lipschitz em
[s — 0, s + 0], pois da Afirmacao 3.3 h, € LL(R,R).

Afirmagao 3.4 h, € WYP(ty,ty), para (t1,t3) C (s — 0,5 +9).

Sejam a, b € R tais que [a,b] C (t1,t2),t € (a,b) e 0 < e < min{dist((t1,t2)¢, {a,b}),d}.

Observe que, pela Desigualdade do Valor Médio para espagos de Banach temos

n(t+e)—nt) <e sup [n'(a),
a€lt,t+e]

donde segue-se, por propriedade de supremo, que

n(t+e) —nt)| <e s 7' (@),
ag|a,

implicando, pelo fato de n € C*(R, X), que

n(t+€) = n(®)] < elln’l|oera.)) (3.12)

Observe, também que

[F(n(t+e)) = fn(t)] < K(@)n(t + &) —n(D)],

pois £ < 4, o que implica de (3.12)

[f(n(t+e)) = fF(n(t)| < KeM,

onde M = ||1||L((a4]), COnsequentemente,
|Ceha(t) — ha(t)| < K Me,
onde (. o h, : R — R é definido por (.h,(t) = h,(t + €). Sendo assim, segue que
/( (G~ < /( (KMt = KPMPE (b —a),
ab ab

logo
¢ (t) = ha ()| Lo(ap) < Clel.
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onde C'= KM (b — a)%, onde (a,b) CC (t1,t2).

Mostrando assim, que para todo intervalo I, I CC (t1,t2), temos
|[Cha(t) — hx(t)HL"(I) < Clel,

onde ¢ < min{dist((t1,t2)¢, {a,b}),d}.

Dali, segue que h, € WHP(ty,t;) (ver Teorema no Apéndice E), mostrando a Afirmacao
3.4.

Da Afirmagao 3.4, segue que

hots) — ha(t) = /t ® D (1)t (3.13)

1
onde Dh, é a derivada de h, no sentido das distribui¢oes (ver Teorema no Apéndice

E).

Afirmagao 3.5 Dh, = hl, em LP(t1,t5), onde b, € a derivada de h, q.t.p. em R.

De fato, definindo

temos g, — hl, q.t.p. em R.
Sendo assim dado ¢ € C§°([t1,t2]) temos

[y = mayua,

t1

| meae =

t1

o que implica

to 1 to 1 1 to
[ mwar=1 [ nates e -5 [ v,
t1 n Jt1 n n Jt1
considere y =t + %, dai dy = dt e segue que
to 1 t2+% 1 1 to
/ galt)yb(t)dt = 1 / eyl — D)y~ 7 / ha(£)0(2)dt. (3.14)
t1 n Jti+2 n Jt1

Sabendo que ¢ € C§°([t1,t2]), temos

SUppw - (tlatQ)v
portanto para n suficientemente grande

W(t) =0, Vt € [t t + %] U [ta, s + %]. (3.15)
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Segue de (3.14) e (3.15) para n suficientemente grande

[ s = [t D5 [ i
implicando
[t =1 [ nuto=b s = - [“no(FE ) 61
Observe que para t € (t1,t3)
mmwm=hw+2_m@Wmu

donde segue-se, pelo fato de h, € L([t1,t2], R), que existe K > 0 tal que

|9 () ()] < K[y (1)], (3.17)

para n suficientemente grande, com K| (t)| € L*([t1,12]) (pois ¥ € C§°([t1,ts])).
Assim como

[ha(8)(C 1 (9(2)) = () (=n)| = [ha ()] (E — %) —(0)In,

o que implica pela Desigualdade do Valor Médio

ha(t)(C_1 (V) = ¥)(=n)| < |ha(t)] sup  [¢'(v)] < [[0]| ooty o) [ha(B)], (3.18)

" ve[t—1 1]
para n suficientemente grande.

De (3.17) e (3.18), temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

to

lim gn(t)Y(t)dt = / zh;(t)@/)(t)dt (3.19)

n—-+4oo t t

lim — / § hx(t)<w>dt: _ / * b (0Dt (3.20)

n—-+00 t t

Passando ao limite n — 400 em (3.16), segue, de (3.19) e (3.20), que
ta ta
| =~ [ nopo
implicando, por defini¢do de derivada no sentido da distribui¢do, que Dh, = h! em
LP(ty,ty), mostrando assim a Afirmagao 3.5.
Sabendo que a Afirmagao 3.5 é verdadeira, temos de (3.13) a seguinte igualdade

he(ta) — he(t1) = /t2 Rl (t)dt.

t1
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Assim, como hl(t) <0, Vt € R, podemos concluir que
he(ta) < hg(t1), Vt; < to, com ty,ts € (s — 0,5+ 9).
Sejam t;,t, € R, com ¢, < t5. Logo,
[t1,T2] C Usepiy ) (s — 05, 5+ 65),

onde 6; > 0 ¢ tomado de tal forma que h, € L((s — d5,5 + d5),R). Obtendo assim
uma cobertura aberta para o conjunto compacto [t1,#3]. Dai, pelo Teorema de Borel-

Lebesgue, vai existir uma subcobertura finita U,c (s, — d,, Sp + 0p), tal que

[%1,%2] - Un€J<Sn - 671’ Sn + 571)7

(Si — 52‘,81‘ + 51) N (5i+1 — 5i+175i+1 + 5@'-{-1) 7£ o Vi e {1, ceey k — 1},

onde sem perda de generalidade estamos considerando J = {1,2,...,k} e 51 < s9
< ... < 8. Sejar; € (8;— 04, 8+ 0i) N (Six1 — Oip1, Sip1 +0i41), 1 <i <k — 1.

Dali, aplicando toda teoria feita anteriormente, temos

Mostrando que

hx(%l) > hx(%g), %1 < %2, %1,%2 S R,

logo h, ¢ uma fun¢ao mondtona nao-crescente, como queriamos mostrar.
Logo, o funcional f ao longo de n(z,.) é nao-crescente.

Para finalizarmos este lema mostraremos que
b
f(@) = f(n(@, 1)) 2 (3)t, sen(z,s) € Blc,e,49), Vs € [0,1).
Note que,
t b t

— [ sz [ Rs)ds = hale)=ha0) = Fn(r.0)~F(e). Vie,s) € Ble.2,45), s € 0.1),

0 0
o que implica

flz) = f(n(x,t) > =, ¥n(z,s) € B(c,e,460), s €[0,t).

w| o
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Teorema 3.2 (Lema da Deformagao) Suponha que X seja um espago de Banach re-
flexivo e f € LL(X,R) satisfazendo a condigao (PS). Se c € R e N é uma vizinhanga
aberta que contém K., entao para todo g9 > 0 eziste ¢ € (0,g9) e um homeomorfismo

n:X — X tal que:
(10) 77(‘7:) =T, vz g Ac—i—so - Ac—so;
(20) n(ACJrE\N) - Acfz-:;

(3% Se K. = @, entdo n(Acie) C Ae_e.

Demonstragao:
Sejam ¢ € R, N uma vizinhanca aberta de K., tg = %E en: X — X uma fungao dada

por n(z) = n(zx,ty), onde n é a fungdo obtida no Lema 3.4.

Afirmacgao 3.6 n é um homeomorfismo.

De fato, definindo a aplicacao

Nety: X — X

z = n(r)=n(z, —t),

note que

(77 o n*to)(x) = 77(77(95» _t0)7t0) = 77(1’,150 - tO) = 77(-777 0) =T

(n-to 0 ) (2) = n(n(z,t0), —to) = n(z,to — to) = .

Logo n ¢ bijetora e n_y, = n~ 1.

Dali, segue pelo fato de que n e 14, serem funcoes
fungoes continuas, que 17 ¢ um homeomorfismo.

Seja § > 0 tal que Ngs C N e b,z > 0 as constantes do Lema 3.2. Fixe 0 < &’ <

bé

min{z, ¥, 0,0} e € € (0,€'), com ¢ > 0 qualquer.

Observe que () =z, Vo & Acyor — Ae_er e t € R é solugao da EDO do Lema 3.4, pois

W) = —V(¥(1))
$(0) = x.

Dai, por unicidade de solugao segue que ¥(t) = n(x,t), Vt € R, isto é

n(x,t) =z, Vo & Acror — Ac_er.
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Sabendo que
Ac+z—:’ - Acfe’ C Ac+z—:0 - Acfz-:m

temos
C

Acyeg — Acey ’ C(Aeyer —Acer ),
( ) < ( )

dai
n(x,t) =2,Vr & Aciey — Ac—ey, VE € R,

o que implica n(z) = n(z,to) =z, Vo & Aciey \ Ae—cey-
Seja © € A.i. — Ngs, equivalentemente, x € (AC_E \ N&;) U B(c,¢e,60), basta observar
que Ac+s = (Ac+s - Acfs) U Acfe-

Considere agora os seguintes casos:
(i) Se x € (Ac—. \ Nes), entdo n(z) € A._..

De fato, sabendo que ¢, > 0, temos para cada x € A._. e pelo fato de f(n(z,.)) ser

nao crescente
c—¢e 2> f(z) = f(n(z,0)) = f(n(z,to)).

Logo, n(z,ty) € A._.. Mostrando que n(A._.) C A._..
(ii) Se = € B(c,¢,66), entao n(x) € A.—..

Com efeito, suponha, por absurdo que n(x) & A._. dai

n(z) € (Aepe — Aee) U <A6+a)c~
(1) Se n(z,ty) € (Acre)€, entao
c+e < f(nz,to)) < f(n(x,0)) = f(x),
o que implica z € A..., 0 que é um absurdo, pois = € B(c,¢&,60).
(2) Se n(z,ty) € Acye — Ac—e, entdo dado s € [0, ¢y, temos

n(z,0)) = flz) <c+e

( (3.21)
(n(z,t0)) > c—e,

(

(

f(n(z,s))

v

</
f
n(x,s) € Aeye — Aec, Vs €10, 1]
Sabendo que n(x,0) & Ngs (pois = € B(c,¢e,60)), temos 1(z,0) & Nys.

pois f(n(zx,.)) é ndo-crescente. Logo,
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Afirmagao 3.7 n(z,s) € Ny, Vs € [0, to].

Com efeito, suponha que exista um t; € [0, o] tal que n(z, s1) € Nys.

Segue, pelo fato de n(z,0) & Nys, que podemos fixar
sop = inf{s > 0;n(x,s) € ONus}.

Dai, n(xz,s) & Nus, Vs € [0,50) e n(x,s0) € ONys (pois ONys é fechado e n(zx,.) é

continua). Portanto,
n(x,s) € Aeye — Ae—e — Nuys = B(c,e,49), Vs € [0, s9),

donde segue-se pelo Lema 3.4, que

6¢e

o, s0) = 2ll < 50 < 3 (£2) = Fn(a,0))) < Sete— (=) = T

sendo € < %5 temos

[0, 50) =l <6,

implicando que = € Bs(n(x, so)) C Nes (pois n(z, sg) € 0Nys), o que é um absurdo, ja
que x ¢ Ngs, mostrando assim a Afirmacao 3.7.

Segue, da Afirmacao 3.7, que
H(I, 3) € (Ac+5 - Ac—a) - N467 Vs € [07t0]7
isto é
n(z,s) € Ble,e,49), Vs € [0, ).

Donde segue-se pelo Lema 3.4 e (3.21), que
b
f(@) = f(n(@, b)) > to = 28 > 2’ > 2,

o que implica
f(@) > 2e + fn(z, to))
sendo assim de (3.21) temos

flx) >e+e¢,

logo z € A..., 0 que é um absurdo.
De (i) e (ii), podemos concluir que n(Aqre — Ngs) C Ac_e, cOMo queriamos mostrar.

Caso K. = @, entao Ngs = &, implicando n(A.c) C Ac .. ®
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Teorema 3.3 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach refle-
zivo e I € LL(X,R) um funcional satisfazendo a condi¢ao (PS). Suponha que I(0) =0

e que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(I1) Ezistem constantes o, p > 0 tais que I|pp, > o
(Iy) Eziste e € X \ B, tal que I(e) < 0.

Entao, I possui um valor critico ¢ > «, com

¢ = inf max{I(u);u € ¢([0,1])},

gel
onde T'={g € C([0,1], X); g(0) =0 e g(1) = e}.
Demonstragao:
Seja
¢ = inf max{I(g(t));t € [0, 1]}.
ger

Afirmamos que ¢ estad bem definido.
De fato, pois sendo I € LL(X,R) e g € C([0,1],X), segue que [ o g é uma fungao
continua a valores reais e sendo [0, 1] um conjunto compacto, temos que [ o g possui

valor maximo em [0, 1]. Logo, max{I(g(t));t € [0, 1]} estd bem definido.

Afirmacao 3.8 max{I(g(t));t € [0,1]} > «, Vg€ T.
De fato, dado g € I' defina
hi[0,1] — R
t = h(t)=Ilg®ll-

Observe que h é uma composi¢ao de fungdes continuas, logo h é continua. Além disso,

sendo e € X \ B,, temos
h(0) = [lg(0)[l =0 < p

h(1) = [lgWI = llel] > p,
pois e & Ep, implicando que

h(0) < p < h(1).

Segue, pelo Teorema do Valor Intermediario, que existe ¢y € (0,1) tal que

h(to) = [lg(to)l] = p,
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logo ¢(ty) € 0B,. Dai, por (/) temos

I(g(to)) = .

Mostrando que

max{/(g(t));t € [0,1]} > a, Vg e T,

mostrando assim a Afirmagao 3.8.

Considerando o seguinte conjunto
H= {max{[(g(t));t €[0,1]};9 € F} CR.

Pela Afirmagao 3.8, o conjunto H é limitado inferiormente em R. Logo, H possui
infimo em R, isto é

inf max{7(g(t));t € [0, 1]},

gel
estd bem definido.
Sabendo que o é uma cota inferior para o conjunto H, devemos ter ¢ > a.
Para finalizarmos o Teorema do Passo da Montanha, basta mostrar que c¢ é valor critico

de I.

Suponha que ¢ nao seja um valor critico de I. Logo, K. = &. Donde segue-se, pelo

cC—Q

2

Lema da Deformacao, que dado 0 < ¢ < (sem perda de generalidade estamos

considerando aqui a < ¢), existe n € C(X, X) tal que
(i) n(u) =u, Yu & I"Y([c — 2¢, ¢ + 2¢]);
(ii) n(I'(—o0,c+¢]) C I (—o0,c—¢].
Além disso, pela definicao do valor ¢, existe g. € I' tal que
max{/(g:(t));t € [0,1]} < c+e. (3.22)

Considerando h.(t) = 1(g.(t)), temos que n € C(X, X) e g. € C([0,1], X), segue que
h e C(]0,1], X).
Observe que, de (1)

Ile) <0< a<c—2e,

pois € < 2. Dai, I(e) & [c — 2¢, ¢+ 2¢], o que implica e & I~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]).

Da mesma forma, sendo 1(0) =0 < a < ¢ — 2¢, tem-se que I(0) & [¢ — 2¢, ¢+ 2¢], ou
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seja, 0 € I7Y([c — 2¢, ¢+ 2¢]).

Sendo assim, de (i)

h(0) = n(g-(0)) = n(0) =0

h(1) = n(g-(1)) = nle) = e,
implicando que h € I
De (3.22)
1(g:(t)) < max{I(g:(?));t € [0,1]} S c+e,

logo g.(t) € I7'((—o0, ¢+ €]), sendo assim segue, de (ii), que
he(t) = n(g-(t)) € I ((—o00,c —¢]), ¥t € [0, 1],
ou seja, I(h.(t)) <c—¢, Vt €[0,1], logo
max{/(g(t));t € [0,1]} < c—e,

o que implica

c<c—e¢,

visto que h. € T, 0 que é um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ é um valor critico
para [. =

Observacao 3.3 No teorema do Passo da Montanha poderiamos pedir apenas que o
funcional I satisfaga a condigao de (PS) no nivel ¢ ((PS).), pois se o leitor observar

a demonstracao dos lemas que foram tteis na demonstracao do Lema da Deformacgao,

vai perceber que basta que o funcional seja (PS)..

Teorema 3.4 (Teorema de Minimizagao) Seja I € LL(X,R), verificando a condigdo

(PS) e limitado inferiormente. Entdo, o nivel ¢ = in)f( I(u) € um valor critico para I.
ue

Demonstragao:
Mostrar que ¢ é valor critico de I é equivalente a mostrar que K. # &.
Se K. = @, segue do Lema da Deformagao que existe um ¢ > 0 e um campon : X — X

tal que
n(]_l((—oo,c—l—e])> C I ((—o0,c—¢]),
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ou seja, existem pontos T = n(v) com v € [7((—o0, ¢+ €]) que verifica
Iv)<c—e<e,
o que é um absurdo, pois

¢ = inf <I(u)> <I@v)<c m

ueX

No que segue considere X um espago de Hilbert, munido de um produto interno (.,.)
denso no espaco de Banach Y, com X comp Y. Assuma que g é uma funcao Localmente

Lipschitz sobre Y, e defina g = g|x.

Teorema 3.5 Seja

f:X—>R

w o Jlw) = 5 {Luu) - 5a),

ondeg € LL(X,R) e L : X — X € um operador linear limitado auto-adjunto. Suponha

que L seja um operador definido positivo, isto €,
(Lu,u) > al|ul|?,a > 0,
e g satisfaz
g(u) < fmin{(w, u);w € g(u)} + M,
onde 6 € (0,) ¢ M > 0. Entdo, | satisfaz a condigio (PS).

2

Demonstragao:
Seja (u,) C X uma sequéncia que verifica a condigao de (PS). Logo,

~

() fun) = 0 em R;

~

(i) A(up) = min{||w||x-;w € Of(u,)} — 0.

-~

x+ = Auy,), onde v, € 0f(u,), deve existir ny € N tal que

Considerando ||v,,|

llon|lx- < 1, Vn > ng. (3.23)

Sabendo que L ¢ um operador linear limitado, temos que L € C'(X, X). Logo, o
funcional J(u) = 3(Lu,u) pertence a C*(X,R). Sendo assim, observe que a derivada

a Gateux de J é dada por J'(u)v = (Lu,v). Desta forma

af(un) = {J'(un)} — 0g(un),
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~

donde segue-se, pelo fato de v, € df(uy,,), que existe w,, € 9g(u,) tal que

(Un, @) = (L, @) — (wp, @), Vo € X. (3.24)

Observando que

-~ ~ ~

f(un) = 0(vn, un) < [f(un) = 0(vn, un)| < [f(wn)] + 0]|vn]

X*

Ul

~

segue de (3.23) e pelo fato da sequéncia f(u,) ser convergente, que existe ¢ > 0 tal que
Fn) — 00y, 1) < ¢+ 0||unl], V0 > np. (3.25)
Observe, também que de (3.24)

(Lt ) — G(tun) — 6((Lun,un> _ (wn,un>>

N | —

f(un) — 0y, un) =

I
—~

1 ~
5 - 9)<Lun’ un) - g(un) + ‘9<wn7 un>a

donde segue-se, das hipotéses

~

Flun) = 04on,un) = (5 = 0)aljun I + 0 (wn, )
— min{{w, up); w € 8§(un)}> ~M (3.26)
> (4 = O)alluall? = M.

De (3.25) e (3.26)

1
(5 = Oallun|[* = M < e+ 6[[un]], Y = no,

implicando que

1
(5 = O)allun|[* = Olfunll = (M +¢) <0, ¥n > no.

Mostrando assim que a sequéncia (u,) ¢ limitada. Dai, segue-se que vai existir uma
subsequéncia (uy,) C (un) € up € X tais que
Up; — Ug, em X,
isto é,
<£7un]‘> - <£7u0>7 \V/é- € X"

Considerando K, a constante Lipschitz da funcdo g no ponto u,, temos para cada

wy, € 09(uy)

||wn| X* S Kn
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Sabendo que K, é uma constante que depende da norma de u,, e do raio da bola que
torna ¢ Lipschitz, assumiremos aqui que K, < Ky Vn € N, para algum
Ko > 0. Portanto a sequéncia (w,,) ¢ limitada, implicando que existem uma sub-

sequéncia (wy; ) C (wy,;) e um ponto wy € X tais que
Wy, X wp em X*. (3.27)

ou seja,

(Wn,, ,v) = (wo,v), Yo € X.

Por hipotése,
allug;, — u||* < (L(tn,, —uo); un;, —uo) = (Lttn;, , Un;, ) — (Lttn; s uo) — (L, un, — o)
somando e subtraindo por (wy,; , uy,; ) segue, de (3.24), que

allu,,, — u|[? < (Unj, s Uny, )+ (W s Un; — uo + o) — (Lt s uo) — (L, up; — o) (3.28)

- <Unjk ) unjk> + <wnjk ) unjk - U0> + <wnjk7u0> - <Lun]k ) uO) - <Lu07 un]-k - U0>.

Afirmagao 3.9
<Unjk’unjk> + <wnjk,un].k — ug) + (wnjk,u0> — <Lunjk,u0> — (Lu, Un,, — ug) — 0.

De fato, note que
[0ty M < Mo, Ll 1]

implicando, pelo fato de (unjk) ser limitada, que

|<Unjk ) un]k>| < E||Unjk| X*,

para algum ¢ > 0. Passando ao limite n;, — +o0, temos de (ii)

lim  [(vp, ,un,;, )| =0,

nj, —=+00
e portanto
nj}}iigrw(vnjk U, ) = 0. (3.29)
Defina as seguintes aplicagoes:
Jl X — R

r — Ji(z) = (Lug, x)
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Observe que Jy, Jo € X*. Logo,

Ji(tn,;, —tg) =0 (3.30)
e

J2(tn;, ) — Ja(uo), (3.31)
pois Up;, — Uy €m X.
Afirmamos que

W, 5wy em Y, (3.32)

isto é

(Wn; ,y) — (wo,y) Vy €Y.
De fato, dado y € Y considere (z,,) C X tal que x;, — y em Y (isto ¢ possivel pois
X=Y).

Para cada ¢ > 0, existem mq, my € N tais que

€ £
m—ylly <min{— % Ly > 3.33
i = ylly < min { g e} Vo 2 (3.33)
e
[(wn;, ) — (wo, z)| < % Vnj, > mo, Vo € X. (3.34)

Fixando mg = max{m;, ms}, observe que

(W, s y) = (wo, )| < [(wny, sy = Tong| + [(wny, s Timg) — (w0, Zmg ) | 4 [{wo, Ty ) — (wo, ),
de onde segue

[(wn, »y) = (wo, )| < Kolly = 2o |y + [{wn,  Tmg) = (w0, Ting) | + [[wolly+||2m, — ylly
o que implica de (3.33) e (3.34)

9 g 9
|<wnjk7y>_<w07y>’ < §+§+§ :€ank Zm[)’



*
mostrando que Wy, — W em Y*.

Sabendo que Un;, — upem X e X comp Y, t€mMos
Up;, — Up em Y,
implicando
Un, —ug— O0em Y.

De (3.32) e (3.35)

<wnjk7unjk - U0> - <w07 O> = 0.
Note que
<’U77/jk ’ U0> = <Lunjk ’ U0> - <wnjk ) U0>
assim
<Lun]-k ) U0> - <U7ij ) u0> + <w1’L]'k ) U0>,
donde segue-se, de (3.29) e pelo fato de W, 5wy em X*, que
<Lunjkjuo> — (W, uo)-
De (3.29)-(3.31), (3.36) e (3.37)
(Unj, s Unj, ) + (W s Uny = Uo) + (Wny, o) — (L, u0) — (L,

mostrando a Afirmacao 3.9.

Da Afirmacao 3.9 e de (3.28), temos
2
allun;, —uoll” — 0,

ou seja

||t — ol =0,
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

- u0> —= 07

mostrando que a sequéncia (u, ) possui uma subsequéncia convergente. Assim f satisfaz

a condigao (PS). m



Capitulo 4

Um problema sublinear

Seré mostrado aqui uma solucao forte para uma classe de problema eliptico su-

blinear, via Teorema de Minimizagao.

Defini¢ao 4.1 (Definicao de Solugio) Por uma solu¢ao do problema do tipo

—Au = f(x,u), Q
u=20, 09

entendemos como sendo uma fungao u € H(2) N W?2P(Q), para algum p > 1, verifi-

cando

—Au(z) € [f(z,u(2)), f(z,u(z))] ¢.t.p. em Q.
Observacao 4.1 Quando
—Au(z) = f(z,u(z)) ¢.t.p. em Q,

dizemos que u € solugcao forte.

Aplicando a Defini¢ao 4.1 para o problema

—Au=H(u—a)u? + ulftu, Q, 0<p,q<1,
u=0, 00

(4.1)

onde a > 0 e H ¢é a fungao de Heaviside, temos u ¢ solugao de (4.1) se:

(i) Existe p > 1 tal que u € Hy(Q) NW?2P(Q), e
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—Au(z) = |u(x) P u(z), q.t.p. em Q, se u(z) < a;
(ii) —Au(x) = u(z)? + |u(z) [P u(z), q.t.p. em Q, se u(x) > a
—Au(z) € [aP,a? + af], q.t.p. em Q, se u(z) = a.
Para encontrarmos uma solu¢ao de (4.1), vamos encontrar um ponto critico para o

funcional I : H}(Q) — R dado por

1 1
I(w) = -/ |Vu|2dx——/ |u|p+1dx—/F(u)dx,
2 Ja p+1Jg Q

onde
t 0, t<a;
F(t) = / H(s—a)s%ds =
0 tat+1 . qdt1 t S a
g+1 — gF1° :

Defina f(t) = H(t — a)t? e observe que
[f@O] = [H(t —a)||t7] < [t7] < 1+ [¢]".
Logo, f é uma funcao com crescimento subcritico e do Lema 2.2, o funcional
U:Hy(Q)CL*(Q) — R
u +— Y(u) = /QF(u)dx
¢ Localmente Lipschitz.

Lema 4.1 O funcional J : Hj(2) — R dado por

1
J(u) = —/ |Vul*dz,
2 Ja
pertence a C1(HY(Q),R). Além disso,

J' (w)v = (u,v), Yo € Hy(Q).

Demonstracao:

Primeiro mostraremos que J é Géateaux diferenciavel.

Sejam u,v € Hj (), dai

aj(u):hm J(u+ tv) — J(u) {u+tv,u+ tv) — (u, u)

% t—0 t t—0 t

o que implica

2
oJ ) — Tim t(u, v) + t*(v,v) _ (u,v).

%( ) t—0 t
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Assim, (u,v) é o candidato natural para ser J'(u)v.
Observe que J é diferenciavel a Fréchet, pois

J(u+v) = J(u) = (wv) _ 3{utv,utv) —5lull> = ({wv) ]
o] o] 2

Passando ao limite ||v|| — 0, obtemos

lim <J(u—|—v) — J(u) — J’(u)v> _ g |[ol| o,
||v]|—=0 || llo]|—0 2
mostrando assim que J é diferenciavel a Fréchet.
Afirmacgao 4.1 J' é continua.
De fato, seja (u,) C Hy(9) tal que
u, — uem Hy(Q). (4.2)

Para mostrar que J’ é continua, devemos verificar que
T (un) — J'(u) em (Hy(Q))",

1sto é

1" (un) = J (W)l g (- = sup [(J'(un) = J'(u),v)] = 0.

lloll<1

Dado v € H} (), com |[v]| < 1, temos
(S (un) = J'(w), 0)] = [{un, v) = (u, v)] = [un — u, 0},
implicando que
(S () = (), 0)| < [fun = ull[J0]],
logo
(S (un) = J'(u), v)] < |[un — ul], Yv € X com [[v]| <1,

donde segue-se que

Sup (" (un) = T (), 0)| < [|un — ul].

Passando ao limite n — 400, obtemos de (4.2)

lim [ (un) = J"(W)]|(m300)» = 0,

n—-4o0o

provando assim a Afirmacao 4.1. m



Lema 4.2 J € LL(H}(Q),R) e

17 ()l g sy = MNull, Yu € Hy(€).

Demonstragao:

Por definicao,

" (@)l - = Sup (S (), v)| = Sup [{u, v)].

Definindo A = {|{u,v)|;||v|| = 1}, observe que

(u,u) u
lull = = (u, ) € 4,
] |ul]
e
[{w, 0)] < [ull[[o]| = [|ull, Yv € Hy(Q2) com [Jv]| = 1.
Logo,
sup |{u, v)| = ||ul],
[lv]|=1
isto é

HJ/(U>H(H§(Q))* = [Jull.
Mostraremos agora que J € LL(Hj(9),R).

Dado w € Hg(Q), fixe K > 0, segue, pelo fato de J ser diferenciavel, que

[ J(u) = J()| < sup [[J(O)]] (2 (-

0€(u,v]

u— vl
De (4.3), que

|/ (u) = J(0)] < sup [|0][|lu — ol < (K + [[w])][u = v, Yu,v € Bx(w),

0€(u,v]

Logo, J € LL(H}(Q),R). =

Defina agora as seguintes aplicacoes:

g:R — R

t o= g(t) =t

G:R — R

1

¢
_ _ p+1
t — G(t) /Og(s)ds p+1|t|

96

(4.3)
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~ 1
u — Uy :/Gudx:—/ ulPtde.
w= [ Gir=— [

Lema 4.3 Seja U : HY(Q) — R a fungio definida anteriormente. Entio U € C'(HL(Q),R)
e para cada u € Hy(S2)

U (u)v = /Q g(u)vdz.

Demonstragao:

O lema segue, mostrando que

lim
[[o]|—0

<\I/(u+v — [q9(u uvdaz) _

HUH

e que ¥ € C(HL(Q)).
Seja (v,) € HY(Q) \ {0}, com v, — 0 em H}(Q).

Observe que

J(ujtvn) —{/J\(u) — /Qg(u)vndx = /Q <G(u+vn) —G(u))dm—/g(u)vndx. (4.4)

Q

Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo

Gu+wv,) — G(u) = /0 CZ(G(U + tv,))dt = /0 G'(u + tv,)vpdt,
o que implica )
Gu+v,) —Gu) = /0 g(u + tv,)v,dt. (4.5)
De (4.4) e (4.5)

D+ o) — D) — /Q g(u)vnda = /Q /0 (gt to,) — glw)ondide,

donde segue-se pelo Teorema de Fubini (ver Apéndice C)

@(U +vy,) — YZ(U) — /Qg(u)vndx = /01 /Q(g(u + tu,) — g(u))v,dadt.

Utilizando a Desigualdade de Holder (ver Apéndice C)

D+ ) = () = [ of 1m4</ug )+ (Dl

UnHLdta
2% —p
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*

onde 1 < 2*2—;) < 2*. Recordando que HE () cont LJTP(Q)

~

B+ ) = () - [

u)undz] < Cllo] [ llotu() + o (Dl (16)
Q 0 P

para algum C' > 0.

Mostraremos agora que

1m1A|@mm+¢%m)fﬁ:0

n—-+o0o

Veja que

P
¥

lo(u() + t0.() o)

2*:</Mu+mwpwu+m@—hmlu
P Q

implicando pela Desigualdade Triangular e Desigualdade de Minkowski (ver Apéndice

C)

P+ [lu

lg(u(.) + ton ()l < Y+ ton Pl +[[|uf[]2 = [u+tvn 2

utilizando novamente Desigualdade de Minkowski

[lg(u(.) + toa(.))

p
2*) +lullze < (14 2°)[ullz- + £2°[[onl[5--

> < (Jhu
P

2% —l—tan

Sabendo que v, — 0 em H(Q) e HE(Q) cone L* (), temos v, — 0 em L¥ (Q), logo vai

existir um C7 > 0 tal que

P+ 2°tCy = M, Vn € N. (4.7)

llg(u() + tva( D]z < (1 +27)[[u

Note que M € L'([0,1]).
Afirmagao 4.2 nl—iin—loo l|lg(u(.) + tvn())||27 =0.
Observe que

J9(u+ o) = g(@)| ¥ < (lu+toal? +[ul) <25 (u+ o +Juf). (48)
Desde que v, — 0 em L* (2), existe (v,,) C (v,) tal que

(a) v, (z) — 0, q.t.p. em €;

() |vn,;(z)] £V(7), q.t.p. em Q, Vn; € N, para algum v € L¥ (Q) (ver Apéndice C).



99
De (4.8)

o*

g(u+ton,) — g(u)|7 < C((1+2%)|ul* + 2% [v]*), q.t.p. em Q, Vn; €N,

onde C' = 2% . Definindo h(z) = C((1+2%)|u* + 2% [7)*"), temos que h € L* ().

Desde que que vy, (z) — 0, q.t.p. em €2 (ver item (a)) e que g ¢ uma fungao continua,
temos

lim [g(u +tv,,) — g(u)|27 =0, q.t.p. em €.

'n,]-—>+oo
Podemos concluir, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apén-

dice C) que
lim /|gu+tvn] — ()| ¥ dx =0,

n;——+oo
implicando
i [lgu() + 100,()) ~ g(u( )l =0,
J
Observe agora que repetindo este mesmo argumento para uma subsequéncia qualquer

(Uns) C (vn), iremos obter uma subsequéncia (U”Fk) C (vn) tal que

nﬁ.hfioo llg(u(.) + t”%(')) — g(u())| 2 = 0.
Logo,
Jim flg(u() +tva() = g(ul )]z =0, (4.9)

mostrando a Afirmacao 4.2.

Portanto de (4.7), (4.9) e Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Jim [l + ) = ol e =
donde segue-se de (4.6)
‘¢(u+vn — [q9(u ’Und.iE‘
lim = 07
oo anH
V(v,) C Hg () com v, — 0 em H}(Q).
Logo,
‘w(u+v — [o9(u vda:’
lim =0

[v]|—0 HvH ’

como queriamos mostrar.
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Afirmagao 4.3 ¢’ € C(H(Q),R).

Se u, — up em H} (), pela imersao H () come L2 (Q), u, — up em L* (), assim
existem uma subsequéncia (u,;) de (u,) e he L¥ (Q) (ver Apéndice C) tais que
(a1) |un,(2)] < (x), q.t.p. em Q, ¥n; € N.
(az) un,(z) — up(zr), q.t.p. em Q.
Para mostrar esta afirmacao, basta mostrar que
W (wn) — W' (uo)|| 13 2+ — O

Sendo assim, veja que

|19 () = W' (o) [ a3 )+ = sup [(W'(un) = ¥'(uo), v)| = sup

llvll<1 [lo]l<1

| (ot = gtuo) v
Q
Seja v € Hj(Q), com [|v|| < 1, observe que v € L%(Q) (pois H}(Q) C L%(Q)),

[(g(un,) — g(uo))| < (Jun, " + Juol”),

onde (|un, |” + |uol?) € Lz(Q) Vn; € Ne

+2 = 1.

71’

Assim pela Desigualdade de Holder (ver Apendlce C)

| / 9(un,) — gluo))vdz| < [1g(un,()) = gluo( D]z lel]_s= .

implicando da imersao H{(£2) cont Lzzi—P(Q) que para algum C > 0

| [ (atien,) = stwn)yeda] < Cllgtun, ()) = atun()

2 [0l < Cllglun, () = sl ()
Yo € Hy(Q), com ||v]| < 1. Logo,
Sup /Q(Q(Un) = g(uo))vdz| < Cllg(un, () = g(uo()] 2 (4.10)

Afirmamos que

[1g(un; (-)) = 9(uo(.))

2 — 0.
p

Note que de (a;)

2% 2% L
19(un,) = g(u0)| % < (Jun, P+ Juol?) 5 < 27 (B + Juof*) qtop. em ©,  (4.11)
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onde |h|2 + |ug|? € L*() (pois h € L* () e up € HL(Q) C L ().

Sabendo que uy,(r) — up(x) q.t.p. em  (ver item (az)), temos

* 2
lim |g(un,) — g(uo)|7 = lim |Jup, [P = [uo?] 7 =0 q.t.p. em Q. (4.12)

=00 nj—+00
Segue de (4.11) e (4.12), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver
Apéndice C)
i [ o) = glue)| dz =0

nj—+00
implicando

g (un, () = g(uo(.))

Passando ao limite de n; — 400 em (4.10), obtemos de (4.13)

2 — 0. (4.13)

sup
llvf|<1

/Q (9(un,) — gluo))vdz| — 0,

ou seja,
19" () = W (o)l 13 ()= — 0

Observe agora que repetindo este argumento para uma subsequéncia (u,,) C (uy),

iremos obter uma subsequéncia (u,, ) de (u,,) tal que
W' (tn,, ) — W' (o) ] (12 2y — O-

Logo,
lim |9 (w,) — W' (o) || (3 ()~ = 0,

n—-+oo
mostrando que ¥’ € C(H}(2),R), o que prova a Afirmagao 4.3. =
Sabendo que ¥ € LL(H}(Q),R) e J, U € CYQ,R), temos da propriedade (Ps) do
Capitulo 1
OI(u) = {J'(u)} — {¥'(w)} — 0 (u), Yu € H(9).
Note que
0, u(z) <a

u(z)?, u(z) > a,

0, u(z) <a

u(x)?, u(z) > a,
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sdo fungdes mensurdveis, pois f(u(z)) = u(2) X wsq(2), f(u(z)) = u(z)"XWsq(z) € sa-
bemos que u, Xju>a]; X[u>q) € M. Note, também que f e f sao funcoes nao-decrescente.
Dado w € 9¥(u) C (LI (Q2))*, existe pelo Teorema da Representagao de Riesz (ver
Apéndice C), w € L%(Q) tal que

(w,v) :/wvd:v,
Q

donde segue-se, pelo Teorema 2.3, que

w(z) € [f(u(x)), fu(z))], q.t.p. em Q, Yo € Hy().

Lema 4.4 O funcional I possui um ponto critico, isto €, existe u € H}(Q) tal que
0 € 0I(u).

Demonstragao:
[remos mostrar que o funcional I é limitado inferiormente e verifica a condigao Palais-

Smale, pois pelo Teorema de Minimizacao 3.4 segue que

c= inf I(u)
ueHL(Q)

é um valor critico.

Sendo assim, vejamos:
(i) I ¢é limitado inferiormente.

Obeserve que

1 1
I(u) = —/ |Vu|2dx——/|u|p+1dx—/F(u)dx
2 Ja p+1Jg Q

1 1 )
= P = il = ([ Fdes [ Frude).
2 D+ 1 i [u<a] [u>a]

implicando, pelo fato de F(t) =0, Vt < a, que

1 1 q+1 q+1
) = llll = Il = [ (35 - )
2 p+1 wsa) N¢+1 g+1

donde segue-se, pelo fato de HE(Q) cone LPT1(£2), que

I(u) = Sllul|” = —=Cil[u|T = —— uldx + dz,
p+1 q+1 [u>a) g+1 [u>a]

para algum C; > 0. Assim

1 1 1
) 2 gl = —CillalP = — [ jufttiaa,
2 p+1 q+1 Jg
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usando novamente imersao, obtemos

Cy

et g (114

1 Ch
[ > 2 i p+1
()2 3l = =Sl

onde Cy > 0.

Definindo h(t) = §1* — SHtP+t — 224971 note que

lim h(t) = 4o0,
t—-+o00
pois p+1,q+ 1 < 2. Logo, existem M, K > 0 tais que
h(t) > M, Vvt > K. (4.15)
Observe que h € C(R ., R), logo existe ty € [0, k] tal que
h(to) = min{h(t);t € [0, K]}. (4.16)
De (4.15) e (4.16), segue que

h(t) > min{M, h(t,)}, Vt € R,,

mostrando que h é limitado inferiormente.
Sendo assim, concluimos de (4.14) que o funcional I é limitado inferiormente, como

queriamos mostrar.
(ii) O funcional I verifica a condigao (PS), isto ¢, se (u,) C HJ () verifica:

o [(u,) — B

o |[onllx+ = Ar(un) — 0,
existem (u,,) C (un) e u € Hy(Q) tal que
Up, — u, em Hy(Q).
Desde que v, € dI(u,), existe w, € 0¥ (u,) C (LT (Q))*, tal que
O = J(u) — U () — wy,

o que implica

(Uny @) = T () — W' (wn)p — (wn, 6), Vo € H(S),



104

donde segue-se, pelo Teorema da Representagao de Riesz (ver Apéndice C), que

(Vs ) = {1t &) — /Q P b — /Q T, Vo € HL(Q),

+1
para algum w,, € L' (), ou ainda,

(Un, @) —/Vuanbdx—/ |un|p1un¢dx—/@n¢dx,v¢€ Hy(Q). (4.17)
0 Q 0
Afirmagao 4.4 A sequéncia (u,) € limitada em H}(Q).

Com efeito, suponha que (u,) nao seja limitada, logo existe (un,) C (u,) tal que
|[tn, || — 4-o00. Por hipotése sabemos que (I(un))nen € convergente, logo existe K > 0
tal que

I(u,) < |I(u,)] < K, Vn € N. (4.18)

Segue de (4.14) e (4.18)

Ch
p+1

Co
qg+1

1
K > I(uy,) > =|[Jun, || - P+l

||Unj| ||unj||q+lv an eN.

Passando ao limite n; — 400, obtemos

K> lim I(u,;) > +oo,

nj—+00

o que é um absurdo, mostrando a Afirmacao 4.4.
Logo, existe M > 0 tal que
|lun|| < M, ¥n € N.
Afirmagao 4.5 A sequéncia (w,) C L%I(Q) é limitado em L%(Q)
De fato, ja sabemos que para cada n € N temos

wy(z) € [0, |u,(2)]Y, q.t.p. em Q.

Logo,

o que implica
i@ e < [ Ju @l
Q Q

assim temos

[allass < llunllz
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donde segue-se, por imersao, que
[@allszr < COlluy || < CM?, ¥n €N,
q+

mostrando assim a Afirmagao 4.5.

Sendo Hj () e L%I(Q) espagos reflexivos e (u,) e (W,) sequéncias limitadas, da teoria
de Analise funcional, existem (u,,) C (uy), (Wn,) C (Wn), uo € Hj(2) e W, € L%I(Q)
tais que

Up, — U, em Hy(Q)

Wy, — Wy, em L%(Q).

Afirmagao 4.6 Dado ¢ € H}(Q) tem-se que:

/VunjV¢dx—>/Vu0V¢dx
Q Q

/ Wn,;¢dr — / wopdz.
Q Q

Dado ¢ € H}(2), considere o funcional

v o= (Ty,v) = / VoVedz.
0
Note que T}, € (H&(Q))*, V¢ € Hj(). Sabendo disto, segue pelo fato de u,, — up,
em Hj(Q)
<T¢7 U’nj> - <T¢a u0>7
mostrando que
/VunjV(bdm — / VuoVodr, Yo € H (),
Q Q
Seja ¢ € Hi(Q) e defina o funcional
~ g+1
Ty: L« (Q) — R
(I <T\¢,v> = / vodz.
0
Note que fqg € (L%1 (Q))* Vo € HY (), pois fqg ¢ linear e pela Desigualdade de Holder

(T, )] < Cllollas
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onde C = [|¢]|g41. Desde que w,; — wy em L%(Q), temos

(To,) — (T, W0). Vb € Hy(€2),
mostrando que
/@njgbdx — /@Oqﬁdx, Vo € Hy (),
mostrando a Afirmagao 4?5. '

Afirmagao 4.7 [, |u, P unddr — [, [uolP uogpdr, Vo € Hi(Q), a menos de sub-

sequéncia.

Sendo
H () comp LS(2), V1 < 5 < 27,

temos

Up; — U, em L*(€2), 1 <5 <2,
implicando que existe (uy;, ) C (u,) tal que

Un,, (x) — uo(x), q.t.p. em §

e
|un;, ()] < g(z), q.t.p. em Q,Vn €N,
para alguma funcao g € L*(Q2), s = %1 (ver Apéndice C). Dai, dado ¢ € H}(f2) temos
||, |p_1unjkgz5| — ||ug|P "t ug@], q.t.p. em Q
e

[ty [P~ 1, 0] < gP[0], q.top. em €,
onde ¢?|¢| € L'(Q), pois ¢ € HY(Q) C LPT(Q) e g € LP#(Q) Assim utilizando o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

[ b 7t 6 = [ ol oo, o € HY(©),
Q Q

mostrando a Afirmacao 4.7.

Por hipotése de (PS) tem-se que

d|| — 0, Vo € Hi(Q). (4.19)

(U O] < v, g

Passando ao limite nj, — +o0o em (4.17), obtemos das Afirmacoes 4.6 e 4.7 e de (4.19)

/ VuoVodr = / |uo [P~ tugpda + / Wopdw, Vo € Hy(R). (4.20)
Q Q Q



Afirmagao 4.8 |, Wy, U, dr — Jo, Wouodz.
Considere a seguinte aplicagao
T,

L) — R

Vo (T\n].k,w = / Wy, vd.
Q
Seja Ty : L9*1(2) — R dado por

(Ty,v) = / wovdx, v € LITH(Q).
Q

+1
Desde que wy,; — wo em L(IT(Q), temos

/Enjkvdm — /Eovd:v, Yo € L)
Q Q
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(4.21)

(4.22)

a demonstracao aqui seré evitada, pois basta utilizar a mesma idéia feita na prova da

Afirmagao 4.6, considerando L7 (Q) ao invés de Hj (). Assim,

A~

(T,

'I’L]k )l

v) = (Tp,v), Vo € LI (Q),

ou equivalentemente

fnjk ATy, em (LqH(Q))*.

(4.23)

Sabendo que (u,) C Hy(2) comp L (Q), onde 1 < ¢+ 1 < 2% e u,;, — ug em Hy(Q),

temos

Up;, — Ug €m LT(Q).

De (4.23) e (4.24)

<Tnjkaunjk> - <T07u0>7

/Enjkunjkdxé/mouodx,
Q Q

No intuito de simplificar a notacao considere k = n;, .

consequentemente

mostrando a Afirmacao 4.8.

(4.24)

Desde que uy, — up em LPT1(Q), pois p + 1 € (1,2*), existe uma subsequéncia (uy,) C

(ug) tal que
uy, () — uo(x), q.t.p. em
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lug, ()| < g(x), q.t.p. em Q, ¥n € N,

para algum g € LP™(Q) (ver Apéndice C). Sendo assim, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue temos

Q

Considerando ¢ = uy, em (4.17), obtemos

(Vg Uk, ) :/VukiVukidx—/ |u,
Q Q

o que implica

P dy — / | [P da (4.25)
Q

1 2 _
Q

||uki||2 - <uki’uki> - <Uki’uki> + /ﬂ |uki|p+1dx B /kaiukidxa

passando ao limite de k; — oo, obtemos da Afirmacao 4.8, e de (4.19) e (4.25)

|| g, 2—>/!u0|p+1da:—/w0uod:c. (4.26)
0 Q

Considerando, agora ¢ = uy em (4.20), temos
[|uo||* = / |uo [P dx + / Wouodr, (4.27)
Q Q

De (4.26) e (4.27)

* = [[uol”.

Sabendo que HJ(f2) é uniformemente convexo (pois H}(2) é Hilbert), ||ug,

= [uol| e

ug, — ug em H}(Q) podemos concluir
uy, — up em Hp (),

mostrando a condi¢ao (PS). =

Lema 4.5 Sejau € H(Q2) um ponto critico do funcional I obtido no Lema 4.4. Entao

existe a* > 0 tal que u € solugao forte, nao trivial, do problema (4.1), Ya € (0,a*).

Demonstragao:
Sabendo que u € H} () ¢ ponto critico do funcional I, temos por defini¢ao 0 € 91 (u).
Logo,

0.0) = (w.0) = [ Jupuode — [ wode, Vo € HY(@),
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para algum w € L%I(Q), o que implica

/ VuVedr = /(|u|p_1u +w)pdz, Vo € Hy(Q).
Q Q
Dai podemos concluir que u é solucao fraca do problema:

—Au = |uff~u+w, Q
u =0, 09,

(4.28)

a+1

ondeu € HY}(Q) ew e L « (Q).

Afirmagao 4.9 |ulP"'u+w € L"(Q), onde r = mm{%, % .

De fato, como

lJulP~ | = Juf € L7 (),

(pois H} () — L (Q) eu € HI(Q)) e w € L%l(Q), considerando r = min{% ety

b q

temos
lulP,w e L"(Q),

2% +1

pois pela defini¢ao de r, tem-se que L7 (), L« () C L"(Q2). Logo |u|P +w € L"(2),
mostrando a Afirmacao 4.9.

Da Afirmagao 4.9, segue-se pelo Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg (ver Apéndice

E), que u € H}(Q) N W?2"(Q), isto é
—Au e L"(Q).
Sendo assim,
~Au = |[ul’'u+w, q.t.p. em Q,

implicando que

—Au — |[ulP"'u =W, q.t.p. em Q.

Recordando que w(z) € [f(u(z)), f(u(z))] q.t.p. em €, temos

—Au — |[ulP"tu € [f(u(x)), fu(z))], qt.p. em Q, (4.29)

mostrando que u ¢ solugao do problema (4.1).

Afirmagao 4.10 Seja A = {z € Q;u(z) = a}, entdo |A| = 0.
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Com efeito, suponha que |A| > 0, por Stampacchia [20]
—Au(z) =0 q.t.p. em A. (4.30)

Observe que

Sendo assim, de (4.30)

—lalP~'a € [0, a"],

isto & —a? > 0, o que é um absurdo, pois a > 0. Logo |A| = 0, mostrando a Afirmagao
4.10.
Da Afirmacao 4.10 e de (4.29), podemos concluir que

—Au = [uf 7w+ H(u — a)u’ q.t.p. em Q,

isto é u é solugao forte do problema (4.1).
Assim, para finalizar este lema falta mostrar que u é uma solucao nao trivial.

Recorde que

1 q+1 q+1
I =gl - [ (-2 — [,
2 wsa) N+ 1 g+ 1 Cp+1
consequentemente
1 1 1 g+1
T = glhlP = g [l e — 2 / e + | > d,
g+ 1 /s p+1Jq qg+1
implicando
1 2 1 +1 +1 a®tt
I(u) < Sllull” = —— Jul? dx—— | Py + 2 716
¢+ 1 Jpusa q+

i 1 q+1
somando e subtraindo _i5 f[u <d] |ul dx

() < g Ju ||2—— / T — / P da / u
[u<a]

logo

Lo 1 +1 1 +1 207
Iw) < || = ——= [ |u|™de — —— | |u|/""dz+ 2. (4.31)
q+1 Jq p+1Jq g+1
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Fixe ¢ € C§°(2) com ¢ > 0 (¢ # 0). Considerando ¢ > 0, temos de (4.31)

t2 2 tq+1 2 q+1
1(tg) < ||¢” / |6 dx "o+~ . -9,
ou seja
I(tg) < t?A —t7"'B —
2
com A=195 B =L [ g7 e C =L [ ol da.
Observe que
t?A— "B — " < 0, para t ~ 0,
pois ¢ + 1,p+ 1 < 2, sendo assim, fixe ¢y =~ 0 tal que
—D=8A-t"B-t"'C <.
Logo, se a > 0 verifica
2aq+1
—-D + |Q| <0,
isto é
(¢+1)Dya
0<a< (—) =a’,
a 210 a
concluimos
I(tod) <0
Assim, a solugao que encontramos deve verificar
I(u) = min{I(w);w € Hy(Q)} < I(top) <0
Uma vez que I(0) = 0, podemos afirmar que u # 0, Va € (0,a*). =



Capitulo 5

Uma aplicacao envolvendo

Crescimento Subcritico

Neste capitulo, encontraremos uma solucao, via Teorema de Minimizacao, para

uma outra classe de problema Eliptico com Crescimento Subcritico.

Considere o seguinte problema:

—Au = Af(u), em Q
u=0, 019,

(5.1)
onde A é um parametro positivo e f : [0, +00) — R é uma fun¢ao crescente e continua.
Considere aqui as seguintes propriedades:

(F0) f(0) = —a <0;

s
(F1) lim Q =0 < A1, onde \; é o primeiro autovalor associado ao problema
s—-+o00 S

—Au = Au, em
u =0, 00.

(Fy) Para algum C > 0, |f(s)] < C(1+|s/P™"),onde 1 <p—1< 2" —1 =2 se
N > 2 (2* = 400 se N = 1,2), subcritico.

(Fy) Existem k>0 e 6 € (0, 1), tais que F(s) < 0f(s)s, Vs > k.
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(F3) Para algum § > 0, temos F'(6) > 0, onde
t

F(t) = / f(s)ds.
0

Sejam g : R — R dada por

Considere o problema,
—Au = Ag(u), em €
u =0, 0.
O funcional energia associado a (5.2) é I, : Hy(2) — R dado por

L) = %/{Jwﬁm-x/ﬁa(@m.

Observando que g tem um crescimento subcritico (ver (F3)), segue-se do Lema 2.2, que
a funcao
VL) - R
s — Y(u) = / G(u)dx,
Q
onde ¢ = p — 1, é Localmente Lipschitz.
Portanto AW € LL(L"(Q),R), consequentemente AW 1 o) € LL(Hg(Q2),R). Com o
objetivo de simplificar a notagao consideraremos aqui a fungao ¥ = V| Q)
Do Lema 4.1 temos que a fungao
J: H&(Q) — R
1
u — J(u) = —/ |Vul*dz.
2 Ja
¢ de classe C'(H}(Q)), logo J € LL(H}(Q),R), sendo assim I, € LL(H}(Q),R).

Lema 5.1 Suponha que f cumpre as propriedades (Fy), (F1) e (F3). Entao existe
no > 0 tal que (5.2) ndao possui solugao forte 0 < u € Hg(Q) nao trivial YA € (0,10).
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Demonstragao:
Suponha que u > 0 seja solugdo nao-trivial de (5.2) entao, multiplicando por u e

integrando sobre o dominio €2 na equagao (5.2), temos

/—Auuda::/)\g(u)udx,
Q Q

donde segue-se Teorema do Divergente Forte (ver Apéndice E) que

/|Vu|2d:1::/)\g(u)udx,
0 0

ou seja

|[ul|* = /Q)\g(u)ud:c = A/[ . g(uw)udx + A g(u)udz, (5.3)
u<0g

[u=6o]
onde dp > 0 ¢ fixado de tal maneira que g(s) < 0V s < §p. (isto é possivel pelas
propriedades (Fp) e (F3)).
De (F}), temos
f(s)

lim —= =0,
s§——400 S

donde segue-se, por definicdo de limite, que dado € > 0, existe k > 0 tal que

®<5V5>E,
S

o que implica

sg(s) < es*,Vs > k. (5.4)
Sendo sg(s) uma funcdo continua, existe M > 0 tal que
sg(s) < M, Vs €0, k], (5.5)

Logo, de (5.4) e (5.5)
sg(s) <es® + M, Vs € RT,

e considerando ¢ = ¢ + M, vamos ficar com
sg(s) < es? +c=c(1+5%), Vs € RY. (5.6)

De (5.3) e (5.6), temos
[ul)? < )\c/ (1 + u?)dx. (5.7)
[u>6o]
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De (5.7)

1 1
ul]? < Ae —/ u2dx+/ wlde) < el= +1 /qux.
|| || <5(2) [u>do] [u>do] > <63 > Q

Utilizando a Desigualdade de Poincaré (ver Apéndice E), tem-se que
Acr 1
lulP < 35 (55 +1) [ IVude = xelul,
A1 \0g Q

onde ¢ = - (% + 1), o que implica

A

Qll =

Mostrando que se (5.2) possui solugao, u > 0 nao-trivial, entdao A > 7, para algum
no > 0. Portanto, para A < 79 o problema (5.2) nao possui solugao, u > 0 nao-trivial.

Teorema 5.1 (Teorema de Regularidade) Uma solu¢io u € H () do problema

{ —Au = Ag(u), 2

5.8
u=0, 09, (5:8)

pertence a W2P(Q) ¥p > 1, e portanto u € C*(Q) para algum 0 < p < 1.

Demonstragao:
Por hipotése u ¢é solugao de (5.8), logo —Au(z) € Ag(u(x)),g(u(x))], q.t.p. em .

Considere —Au = w em (2. Dai, u é solugao fraca do problema

—Au=w, Q
u=0, 09,

assim pelo Lema E.1

/ VuVu = / wv Yo € Hy(Q)
e w(z) € Ag(u(x)),g(u(x))], q.t.p. em Q. Desde que u € Hj(Q) C L* (), temos
u € L¥(Q).
f(s)

Sabendo que lim ——= = 0, temos para todo ¢ > 0 existe M > 0 tal que

s——+00 S

f(s) <es, Vs> M,

implicando

g(s) <es Vs> M. (5.9)
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Afirmagao 5.1 Ezxiste K > 0 tal que |g(s)| < K, Vs € [0, M].

Com efeito, suponha por absurdo que g nao seja limitada em [0, M]. Logo, existe
{sn} C (0, M) tal que
9(sn)| = 1. (5.10)

Sendo (s,) C (0, M), existe uma subsequéncia (s,,) C (s,) convergente, isto ¢
Sn; = €,

para algum c € [0, M].
Se ¢ > 0, temos

9(sn;) = 9(c) (5.11)
pois g ¢ uma funcdo continua em (0, M]. De (5.10)

|9(sn;)| = 400, (5.12)

contradizendo (5.11).
Se ¢ =0,
9(sn;) = 9(0) = —a,
pois g é continua em (0, M|, contradizendo (5.12). Logo, ¢ é limitado em [0, M], isto
é, existe K > 0 tal que
l9(s)| < K Vs € [0, M],

mostrando a Afirmacao 5.1.

Da Afirmacao 5.1 e de (5.9), temos
l9(s)| < es+ K, Vs € [0, +00),
donde segue-se pelo fato de g(s) =0 Vs < 0
lg(s)| < els| + K, Vs € R,
considerando C' = ¢ + K, segue que
lg(s)] < C(|s] +1), Vs € R.

Logo,
Ag(s)* < C(Is]* +1), (5.13)
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onde C > 0.

Observe que

0, u(x) <0
w(x) € Ng(u(z)),g(u(z))] = ¢ Al=a,0], u(z) =0
Ag(u(z)), u(z) >0,

q.t.p. em €2, portanto

lw(xz)] =0, q.t.p. em [u < 0]
lw(x)] < Aa, q.t.p. em [u= 0] (5.14)
w(z)] = [Ag(u(x))], q.t.p. em [u> 0]

Considerando C' > \a, temos de (5.13) e (5.14)
lw(z)|* < C(ju(z)* +1) q.t.p. em Q. (5.15)

Desde que u € L*(Q), temos de (5.15), w € L* () e assim segue pelo Teorema de

Agnom-Douglas-Niremberg (ver Apéndice E)
u € W22 (Q).
Por outro lado, temos do Teorema E.9
W22 (Q) com L1(Q),

para ¢; nos seguintes casos:
1° caso: Se 5 — % <0, isto &, 2* > % (N =3,4,5), entdao do Teorema E.9

W22 (Q) comt L2(Q) com LP(Q) ¥p > 1.
Assim, sabendo que u € W22 (Q), temos u € LP(Q2), Vp > 1.
Utilizando a mesma idéia para mostrar (5.15), mostra-se que

lw(x)]P < C(Ju(z)P +1), q.t.p. em Q,Vp > 1, (5.16)

para algum C > 0, implicando w € LP(Q2) ¥p > 1 (pois u € LP(2), Vp > 1). Segue-se
do Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg, que v € W*P(Q), Vp > 1. Portanto do
Teorema E.10, u € C1#(Q), 0 < p < 1.
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20 caso: Se 5= — 2 > 0, isto ¢, 2* < & (N > 6) entao

. 1 1 2
W2 (Q) com L(Q), — = — — —.
(@) & L0@), =5 - =
Portanto, por argumento analogo se u € W22 (Q2), entdao w € LI(Q), onde qil == -2,
implicando
1 1 2 1 3
W22 (Q de —=———=-——.
u € (©), onde o> N 2 N

Considere agora os seguintes subcasos:
(i) ¢> %, isto e N =7,8,9,10.
Logo, do Teorema E.11
WD) come CO(SY) come L(€2) come LP(S2), Vp > 1,

assim u € LP(Q), Vp > 1. Segue-se da desigualdade (5.16), w € LP(Q2), Vp > 1,
implicando pelo Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg, u € W??P(Q), Vp > 1, dai
u € CH(Q), 0 < pu < 1 (ver Teorema E.10).

(ii) Se ¢ < § (N > 10), entao

1 1 2 1 4
[[ 2’q1 Q C::t Lq2 Q P = - — = — — —,
() 1) 2 ¢ N 2 N

Utilizando os mesmos argumentos anteriores, desde que u € W27 (Q) temos u € L%(1)
e assim w € L%2(Q) logo u € W>%(Q).
Se ¢ > & (N =11,12,13,14)

W22 () cone CO(Q),

assim u € W%P(Q), ¥p > 1, e portanto u € C*(Q), 0 < pu < 1.
Se o < & (N > 14)
W29 () come L% (1),

onde
7

1
Desde que u € W>%(Q) temos u € LB(Q) e assim w € LB(Q), logo u € W2%(Q).
Se g3 > & (N =15,16,17,18)

W24 (Q) o CO(S),
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o que implica u € W2P(Q), Vp > 1, e assim u € C1*(Q), 0 < u < 1.
Se g3 < & (N > 18), argumentamos como anteriormente.
Repetindo esse argumento n-vezes, obteremos

1 1 2n+1

t, 2 N

Assim, para n suficientemente grande temos

_2n+1<

1
= 0.
2 N

Portanto, u € W2P(Q), Vp > 1, o que implica u € C**(Q), 0 < p < 1. m

Lema 5.2 Seja uy € H}(Q) um ponto critico de I. Assumindo que f cumpre as

propriedades (Iy) e (F1), Uy € CY¢(Q) e Uy € uma solugdo forte nao-negativa de (5.2).

Demonstragao:
Sabendo que 1y € H(€) é um ponto critico de Iy, temos 0 € dI,(@). Logo, existe
w € 9V (uy) C (LIT(Q))* tal que

0 = (U, v) — Mw,v), Yv € Hy ().
Segue, pelo Teorema da Representagao de Riesz, que existe w € L% () tal que
0= / Vu\Vudr — )\/ wudz, Yv € Hy (),
Q Q

implicando assim que Uy € H}(Q) é solugao fraca do problema

AT =)\, Q

(5.17)
a=0, 00.

Sabendo que w € L%(Q), temos pelo Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg (ver
Apéndice E)
U € W2 (Q) N HA(Q),

donde segue-se, pelo Teorema da Regularidade, que @y € C(€2), com 0 < £ < 1. Pelo

Teorema 2.3, observe que
w(z) € [g(ur(2)),g9(ur(z))], g.t.p. em Q,
logo de (5.17) e pelo fato de A > 0

—Aty € Ng(ur(r)), g(ux())], q.t.p. em Q, (5.18)
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onde
g(uy) =0, uy <0,

lg(ua(x)), g(ua(x))] = § [-a,0], @y =0,
g(ﬂA), a)\ > 0.

Por Stampacchia [20]
—Auy(x) =0, q.t.p. em {z € Q;u,(x) = 0},
assim, sabendo que g(uy(z)) = 0, se uy(x) = 0, temos
—Auy(z) = A\g(ur(x)), q.t.p. em {x € Q;uy(x) = 0}. (5.19)
Segue de (5.18) e (5.19) que
—Auy(x) = Ag(up(z)), q.t.p. em €.

Mostrando que u, é solugao forte de (5.2). Assim para finalizar este teorema, basta
mostrar que u, é ndo-negativa.
Sabemos que

/V@Vgpda: = / Nwedz, Vo € Hy(S2).
Q Q

Desde que ut, u~ € H}(Q), onde u*(z) = max{u(z),0} e v (x) = min{u(zx), 0}, temos

/ VuVu, dx = / Wy d. (5.20)
Q Q

Observando que

A~ A~

(un, uy) = (uy, uy),
tem-se de (5.20)
s |? = / N dir.
0
Sendo w(z) = 0 se uy(x) < 0 e U, (z) = 0 se uy(x) > 0, e concluimos que wu, =0, o

que implica

[y []* =0,

mostrando que u, é ndo-negativa. =

Lema 5.3 Assuma que [ cumpre a condi¢ao (ﬁg) Entao, I satisfaz a condigao (PS).
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Demonstragao:
Defina L : H}(Q) — H(Q) dado por L(u) = u. Observe, que L ¢ um operador linear
auto-adjunto limitado.

Observe, também que

(Lu, u) = (u,u) = [|ul,

logo L é definido positivo. Sendo assim, pelo Teorema 3.5, I satisfaz a condigao (PS),

se a aplicacao W satisfaz a seguinte desigualdade
U(u) < min{(w, u); w € 0V (u)},

para algum 6 € (0,1) e M > 0.

Dado w € 0¥ (u), sabemos que existe w € L%l(ﬂ) verificando

gu) =0, u(x) <0
w(z) € [g(u(@)), g(u(z))] = ¢ [~a,0], u(z) =0  q.t.p. em L,
g(u), u(x) >0
(w, v) :/Evdx, Yo € Hy ().
Desde que w(z)u(x) = g(u(x))u(z) q.t.p. em €, temos
(w,u) = /Q@udx = /Qg(u)udx, Yw € 0¥ (u). (5.21)

Da hipotése (F\Q), temos
1
Gls) < By(s)s. Vs> k. 0 € (0.5). k>0
logo de (5.21)

1
(w,u) > ] /[qu] G(u)dx +/ g(u)udz. (5.22)

[u<k]

Observe que a fungao h(s) = g(s)s é continua, logo existe M > 0 tal que
|h(s)] < M, Vs € |0, k. (5.23)
De (5.22) e (5.23)
(w,u) =

/ G(u)dx — M dx
[u>k] [u<k]

/ G(u)dz — M|Q|, Yw € 0V (u),
=

AV
= D
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o que implica

min{(w, ) w € OU(w)} > = [ Glu)de — I,

[u=k]

onde M = M|Q)|. Portanto,

1 —

min{ (w, u): w € AU (u)} > %/QG(u)dx - (u)dz — 7.

= G
0 Jiu<
Sabendo que G(s) = 0 Vs < 0 e que existe K > 0 tal que |G(s)| < K, Vs € [0, k] (pois

G é continua), segue que

' 1 1
min{(w, u); w € OV(u)} > E‘I’(U) - Ca;

onde ainda
O min{(\w, u);w € OV(u)} + AC > A\¥(u), Yu € Hy(Q).
Portanto, da Propriedade (P) do Capitulo 1, temos

O min{(w,u);w € OAY)(u)} +AC > (AV)(u), Yu € HY (). m

Lema 5.4 Assuma que f verifica (Fy), (F1) e que Q = Bg(0). Se existe u € C*(Bg)N

H(Q) que € nao-negativa, radialmente e decrescente com I\(u) = min I (u), temos
u€Hy(Q)

que u(z) > 0 em Bg.

Demonstracgao:

Sabemos que u = 0, em 0Bpg, desde que u # 0, considere
Ry = inf{r < R;u(s) =0, r < s < R},

onde u(z) =u(r), r = ||zl e 0 < Ry < R.
Se Ry = R, temos
u(r) >0Vr <R

pois u é decrescente.

Se Ry < R, por definicao de Ry

u(r) =0 Vr € [Ro, R

u(r) >0 Vr €0, Ry).
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Defina v : Q — R por v(z) = u(£8%), e observe que v € H}(Q2). Note também que

/\Vv[dx— / G(v)dx

ou seja

Defina, agora
h: BR — BRO

Rol’

z = h(z)=—4-.

Note que i ¢ um Difeomorfismo e |Jh(z)] = (£2)", sabendo disto temos pelo Teorema

da Mudanca de Variaveis

Br

/ V()P = / V(b)) P (h(z))|de
Bry=h(BRr)

Fpgg SN2 = [, G
[ v ae= ()" [ [

/BRG< (Zf))d‘” - (R%)N/BRO G(u(z))dz. (5.26)

o que implica
2

dx (5.25)

L(v) = %(%)N_2</BR Vuldr — A <§)>2/BRO Glu)dr). (5.27)

Por outro lado, recordando que
u(r) =0 Vr € [Ro, R)

temos

1
I(u) = 5/3 |Vul*dz — )\/B G(u)dz, (5.28)
Ry Ry
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onde por hipotése I)(u) =m < 0.
De (5.27) e (5.28)

o= () (o (- ()

2
Observe que (R%) > 1, pois estamos assumindo Ry < R. Sendo assim

I\(v) < (%) N_Qm,

G (u)dx) .

Br,

N-2
pois G(u) > 0, donde segue-se pelo fato de (%) >1 (pois N >2)em <0

I(v) <m,

contradizendo o fato de u ser o minimo global do funcional 1. Logo, R = Ry e portanto
u(z) > 0,Yx € Bg. =

Teorema 5.2 Assuma (Fy), (F1) e (F3). Entao, existe ny > 1y tal que o problema
(5.2) tém solugao nao-trivial e nao-negativa wy para todo A > 1. Além disso, quando

Q = Bg(0), temos uma solu¢ao nao-trivial, nao-crescente, radialmente-simétrica do
problema (5.38) e se N > 2 esta solugao é positiva.

Demonstragao:
Mostraremos agora que I, é limitado inferiormente.

Dado € > 0, existe ko > 0 tal que

g(S) S ES,VS Z k27

implicando
ko s
G(s) g/ g(t)dt+€/ Ht, Vs > b,
0 )
assim
k
G(s) < / g(t)dt + 2(52 — k2),¥s > k. (5.29)
0
Observe que
G(s) < M, Vs € [0, ko], (5.30)

pois G é uma funcao continua. Donde segue-se

G(s) < %82 +C, Vs >0,
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onde C'= —ek? + M > 0, (pois € = 0) Vs > 0.
Sabendo que G(s) =0 Vs < 0, temos

IG(s)| < e|s]* + C, Vs € R.
Sendo assim

1 1
D) = 3llulP = [ Glde = 3l =< [ uPds - g,

consequentemente

1
Iy(w) > 5 ull® = lJull§ — €19

Sabendo que H}(Q) — L*(9), temos
1 2
In(u) > (5 — Cie)||u||® = Co.

para algum C; > 0, onde Cy = C||.

Fixando € ~ 0, de tal forma que 3 — Cie > 0, a fungao h(t) = (3 — Cie)t? — Cs ¢ uma
fungao limitada inferiormente, implicando que I)(u) é limitada inferiormente, como
queriamos mostrar.

Sabendo que [ é um funcional Localmente Lipschitz, limitado inferiormente e verifica
a condi¢ao de Palais-Smalle (ver Lema 5.3), temos pelo Teorema de Minimizacao 3.4
que o ndmero real

¢ = inf I)(u)

ueX

é um valor critico para Iy, isto ¢ existe uy € H} () tal que
0e 8[)\(@/\) e Cc= ])\<a>\)

Pelo Lema 5.2, temos uy, € Ch* e Uy ¢ uma solucao nao-negativa de (5.2), onde

aec (0,1).

Afirmacgao 5.2 FExiste A > 0 tal que I\(uy) <0, VA > A.

Seja w € H}(Q), onde w(z) = § Vo € Q. = {z € Q;dist(z,00) > ¢} e w(x) €
[0,6], Vo € Q\ Q., com § > 0 satisfazendo a Propriedade (F3).

Assim

(@) = %||@||2 . A(/QEG(@)der/Q\QEG(@)dx),



segue pelo fato de G(0) > 0

0@ < gl - x(eied + [ c@)) +ac@ 0

Sabendo que G é continua temos para algum M >0

o que implica

Existe C' > 0, tal que
G(s) < C(1+s%), Vs €R.

De fato, observe que por (F}), dado € > 0 existe k; > 1, tal que
g(s) <e<es* ' Vs >k,

implicando que

k1
G(s) < / g(t)dt + 232 - gkf Vs > ki
0

Sabendo que G(s) é uma fungao continua, existe M > 0 tal que
G(s) < M Vs € [0, k].
Logo, de (5.34) e (5.35)
G(s) < M+ 232 Vs € [0, 400),

consequentemente

G(s) < M+232 Vs € R,

pois G(s) = 0, Vs < 0. Considerando C' = § + M temos
G(s) < C(1+|s) Vs € R,

como queriamos mostrar.

De (5.31)-(5.33)

1) < G181 = AG@)|0:] + N\ QLT + 01 +67),
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(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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considerando C' = M +C

—_

L(@) < S]] = MG(9) || = C(2+6%)|2\ Q).

\)

Observe que

G(0)|2%| = C(2+ 6|2\ Q] > 0,

para € =~ 0 (pois |2\ | = 0, para € = 0), logo fixando ¢, tal que

n=G()Q] - C(2+ )|\ ] >0,

temos
NGRS Y
Se
A > Il =A>0,
2n
temos que
I\ (w) < 0,

logo considerando 1; = max{A,n} e sabendo que u, é solugao do problema (5.2) e

I/\(a)\> = ue}?&ﬁg) I,\(u), temos
L(uy) < Iy(w) <0, YA >mn >0,

mostrando a Afirmacao 5.2.

Da Afirmagao 5.2 podemos concluir que uy é uma solugao nao-trivial.

Desde que a solugao uy € H} () é nao-negativa, temos pelo Teorema de Simetrizagao
Schwarz (ver Apéndice F) que existe @} € H{}(f2) nao-negativa radialmente simétrica
decrescente, e mais, sendo G : Rt — R* uma fungdo continua, crescente (pois f é

crescente) e G(0) =
/QG(ﬂ)\)dx = /QG(ﬁj)dx, (5.36)

Do Lema F.1 (ver Apéndice F), tem-se também

/|v 2dx</|vm|dx. (5.37)
Q

Sabendo que I(uy) = inf [I)(u), temos
ueHL(Q)

L(@) < I(u /]Vu|2dx—/G \dz, Yu € HL(Q),
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mas de (5.36) e (5.37)

L(u}) < In(uy),

implicando que
I\(uy) = I\(wy).

Logo, @} ¢ um ponto critico de I,. Donde segue-se pelo Lema 5.2, que @} € C1(Q) é
uma solugao de (5.2) e I(u}) < 0.
Sabendo que €2 = Br, N > 2, u} € Ch*(Q) é radialmente simétrico, decrescente e

uy > 0 um minimo global de I, com I,(u}) < 0, temos pelo Lema 5.4
uy(x) > 0, Vo € Bpg.

Assim, segue-se que
—Auy = A\f(u}), q.t.p. em 2
uy =0, 09,

(5.38)

pois ¢g(t) = f(t), V&t > 0. Mostrando que u} é solugdo do Problema (5.38), como

queriamos demonstrar. m



Capitulo 6

Uma aplicacao envolvendo

Crescimento Critico

Seréa mostrado aqui uma solucao para uma classe de problemas Elipticos, envol-

vendo Crescimento Critico, via Teorema do Passo da Montanha.

Considere o seguinte problema eliptico:

—Au = |ul?> 2u + f(u), em €,
u(x) >0, u e H(Q)

com as seguintes hipotéses:
(1) Q C RY ¢ regular (C*#), 8 € (0,1), limitado e aberto.

() Considere f uma fungao mensuravel, monotona crescente e que seu conjunto de
pontos de descontinuidade (de primeira espécie ou tipo salto) seja enumerével,

nao contendo ponto de acumulacao.
(a3) Existem Cy,Cy > 0 e o € (1, 122) tais que
lf(t)] < Cy+ Colt], Yt € R.
(crg) Assumiremos que f(t) =0, se t <0, com f(07) =0 e para algum a,b > 0
f(t) > bh(t —a), YVt € R,

com h(t) =0,set <0eh(t)=1,set>0.
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/(@)

(as) limsup —= < A;.
t—0 t
(ag) F(t) < 5 f(t)t, Vt € R, onde
F(t) = /0 f(s)ds.

Observe que o funcional energia associado ao problema (6.1) ¢ I : Hj(2) — R, dado

1 1
I(u)—é/Q\Vude—?/Q]u

Lema 6.1 Sejam u € H}(Q) e o’ = 2H. Sew € 8I(u), existe w € L7 (2) tal que

por:

2*dav—/F(u)dJc.
0

(w, v) :/VUVde—/|u|2*_2uvdx—/wvdx, Vv € Hy ()
Q Q Q

w(z) € [f(u(@)), f(u(@))], q¢.tp. em Q.

Demonstragao:

Defina as seguintes aplicacoes:

U:Hy(Q) CL Q) — R
u \If(u):/QF(u)dx,

U H}(Q) —

R
~ 1
2* Jq

.
Y dx

JLH(Q) — R
1
u = J(u):—/ |Vul*dz.
2 Ja
Afirmagio 6.1 J, U € CY(HL(Q),R), com
V' (u) = / lu|* 2uvdr e J'(u)v = (u,v), Yo € Hi(Q).
Q

Do Lema 4.1, J € CY(H}(Q),R) e J' (u)v = (u,v), Vv € H} ().
Para provar que W € CH(HZ(Q),R) e W' (u)v = Jo [ul* Puvdz, Vo € Hi(Q), basta

observar que esta prova é feita de modo analogo ao que foi feito no Lema 4.3.
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De (a3), podemos concluir que f tém crescimento subcritico, dai segue-se, pelo Lema

2.2, que ¥ € LL(H}(Q),R). Assim, pela Propriedade () do Capitulo 1, tem-se que
OI(u) = {J'(u)} — {¥'(w)} — OV (u).
Logo, dado w € 9I(u) existe w € d¥(u) C (L°H(Q))* tal que
(w,v) = J'(w)v — V' (u)v — (@,0), Vv € Hi(Q). (6.2)
Pelo Teorema da Representacio de Riesz (ver Apéndice C) existe @ € L () tal que
(W, v) = /dex, Vv € Hy (). (6.3)
Da Afirmagao 6.1 e de (6.2) e (6.3), segue que

(w,v) :/Vqud:v—/ |u]2*_2uvdm—/wvdaj, Vv € H(S),
0 Q Q

onde pelo Teorema 2.3

w(z) € [f(u(z)), f(u(z))], q.tp. em Q,

como queriamos demonstrar. =

Lema 6.2 Seja u € H}(Q) um ponto critico de I. Entio u € WQ%(Q) e

—Au(z) — |u(x) 2*’2u(9c) € [f(u(z)), f(u(z))], ¢t.p. em Q.

Demonstragao:
Suponha que u € Hg () seja um ponto critico de I. Logo 0 € 91(u). Dai, pelo Lema
6.1 existe w € L7 (Q) tal que

(0,v) :/Vqudx—/ |u|2*_2uvd$—/mvdx, Vv € Hy (),
Q Q Q

isto é
/ Vulo — /(W*?u + ), Yo € HA(Q),
Q Q

mostrando que u é solucao fraca do problema

—Au = |u|* 2u+w, em Q,

u =0, em 0.
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o+1

Observe que |ul? ~2u € L23771(Q) ew € L% (Q).
Note que 52 = 255 e ZH > 2L daf, |u[* 2u € L¥+2(Q) e w € L¥+2(Q) (pois
ot1

L)) € LY (Q)).

22y 4 W) € L7+ (1)), segue

Sabendo que u ¢é solugao fraca do problema (6.4) e (|u

do Teorema de Agnon-Douglas-Niremberg (ver Apéndice E)
ue HY Q)N W2 e (Q).

Assim,

—Au — |ul* "*u = W, em L%(Q), (6.5)

Do Lema 6.1, temos

w(x) € [f(u(x)), Fu(z))], qtp. em Q. (6.6)

De (6.5) e (6.6)

—Au(x) — |u(z)

Y (@) € [f(u(@), fu(@)], at.p. em Q,

mostrando que u ¢ solugao do Problema (6.1). m
Lema 6.3 Se u ¢ solugao do problema (6.1), entdo u € solugao forte deste problema.
Demonstragao:

Observe que o intervalo [f(u(z)), f(u(z))] ¢ sempre nao-degenerado nos pontos onde f

é descontinua, do tipo salto, isto é

[f (u(x)), fu(x))] # {f (u(2))},

para todo x € ) tal que f é descontinua em wu(x). Assim, para mostrar que u é solugdo
forte do problema (6.1), basta mostrar que o conjunto dos pontos de descontinuidade
tem medida nula.

Lembre que f é continua para todo ¢ < 0. Suponha que f seja descontinua em a, com

a > 0.

Afirmacao 6.2 Definindo Q, = {x € Q;u(z) = a}, temos |Q,] = 0.
Com efeito, suponha que [€2,| > 0, por Stampacchia [20]

—Au(z) =0, q.t.p. em £,
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implicando, pela hipotése de u ser solugao de (6.1), que

—[a[*"%a € [f(a), f(a)], q.t.p. em €.

De (ay), temos f(t) > 0, ¥t € R, assim segue que

2= —a¥ 1 >0, q.t.p. em Q,

_’&

contradizendo o fato de a > 0. Logo |€2,| = 0, mostrando a Afirmagcao 6.2.

Repetindo este argumento para um conjunto A = U,en§2,, enumeravel tal que f é
descontinua no ponto a,, do tipo salto, mostra-se que |A| = 0 (pois unido enumeravel
de conjuntos de medida nula é um conjunto de medida nula).

Portanto,

—Au(w) — Ju(@)[* u(z) € {f(2)}, a.t.p. em Q,

isto é

—Au(z) = [u(@)[* Pu(z) + f(z), q.t.pem Q,
mostrando que u é solucao forte do problema 6.1. m

Lema 6.4 O funcional I satisfaz a condi¢ao (PS)., para ¢ € (0, %S%) onde

IR
5= it JalVuldr_

u€H(Q)\{0} (f |u|2dx>2
0

Demonstracgao:

Seja (u,) uma sequéncia (P.S).

(1) I(u,) — ¢ e (i) A\f(u,) — 0.

Afirmagao 6.3 A sequéncia (u,) € limitada em H}(Q).

De fato, seja w,, € 0I(u,) tal que ||wn||( = A(uy).

HL®)
Segue, do Lema 6.1, que para cada n € N

1 1 1 X
I(un)—g(wn,u@ = 5““n‘|2_§/9|unz dx—/QF(un)dx

1 *
——*</VunVundx—/ |un|(2 2)unundx—/wnundx>,
2 Q Q Q

implicando que

1

Tta) = g twnea) = (5 = 50 )l + [ (T2 = Flu) ),




134

donde segue-se, pelo fato de w,(z) > f(u,(z)) g.t.p. em €, que

I(uy) — %(wn,un) > (% - i) oun| 2+ /Q (ﬁ“z’f“" ~ Flu,))dz.

Assim, de (o)

1 11 )
Tun) = 52 wneta) > (5 = 52 )lluall+ [ (Plan) = )
consequentemente
1 1 1
_ = > (2 - — 2, .
1) = 5= () > (5 = 5 )l (6.7)

Observe, agora, que

1 1 1
I(un) — _<wmun> < |](un)| + §|<wmun>| < |I(un)| + ?”wnH

- |- (68)

(H3 @)
Sabendo que as sequéncias (I(us))nen € (||wnll(m(0)+)nen sd@0 convergentes, existem

My, My > 0 tais que

|I(Un)|§MleHwnH( )*§M2, vn € N,

Hg (2)

assim de (6.8)
1
I(un)—§<wn,un) < K14 ||unl]), Vn € N, (6.9)

onde K = M; + 5= M.
De (6.7) ¢ (6.9)
1 1

K1+ luall) = (5 = 3 ) llual 2, ¥n e N,

o que implica

1 1
(5= 52 ) lhwal = K1+ Jlual) < 0, ¥n € N,

logo ||u,|| € limitado, ou seja a sequéncia (u,) ¢ limitada em H}(Q2), mostrando assim
a Afirmacao 6.3.
Sabendo que (u,) é uma sequéncia limitada em H}(Q2), e que Hj(2) é um espaco

reflexivo, existem uma subsequéncia (un;) C (uy) € ug € Hj(Q) tais que
Up, — g, em Hy(Q).
Donde segue-se, pela imersao compacta

H(S2) comp LU(Y), Vg € [1,27),
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que

Un; — U, em L7(2), Vg € [1,2%). (6.10)

Portanto considerando g = o + 1, existe uma subsequéncia (u,, ) de (uy,) verificando
(a) Up;, — Uo, q.bt.p. em €
(b) ‘unjk (1‘)| < g(l‘), q.t.p. em 2, vnjk €N,

para algum g € L77(Q) (ver Apéndice C).

No intuito de simplificar a notacao considere k = n;, .

Afirmagao 6.4 [, F(u)de — [, F(ug)dx.

Sendo f uma fungao de crescimento subcritico, (ag3), segue do Lema 2.2 que F' é uma

fungao Localmente Lipschitz. Assim, do item (a)

lim F(ug) = F( lim ug) = F(up), q.t.p em Q,

k—4o00 k—4o00

implicando que

|F(ug) — F(uo)| — 0, q.t.p. em . (6.11)

Observe que
max{0, s} max{0,s}
5)) = ‘/ f(t)dt| < / (t)|dt§/ (Cy + Cult]?)dt
min{0,s} min{0,s}

implicando que

max{0,s} max{0,s}
F(s)] < Cl/ dt+02/ |7 dt.

min{0,s} min{0,s}

Se s > 0, temos

max{0,s} s 1 1
/ It|7dt = / t7dt = 7t = ——5|%s,
min{0,s} 0 o+1 o+1

ese s <0,

m.

max{0,s} 0 1 1
/ It dt = / (—t)7dt = (— (—S)U“) - |s]%.
in{0,s} s o+1 o+1

Portanto,

max{0,s} 02
PG [ e St = il 4
o+

——s|7th. (6.12)
min{0,s} 1

+1
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Veja que, se |s| <1

Cy
F < C T2 Jalotl
IF(s)] < €+ —2]s]",

e se |s| > 1 temos

C. C.
_2|S|(0+1) = (C) + 2 )|S|(a+1).

F < C o+1
F(s)| < Cifsl ™+ —2 —

Logo,
|F(s)| < Cy + Cyls|tV, Vs € R, (6.13)

onde Cy = C} + o‘C_+21 De (6.12) e (6.13)
|F(s)] < Cy + Cals|Y, Vs € R.
Sendo assim
|F(ur) = F(uo)| < [F(ug)| + [F(uo)| < 2C1 + Calup|" + Cug|
implicando, do item (b)
|F(ug) — F(ug)| < 2C1 + 2C5|g] ™ + Colue| ™Y, q.t.p. em Q.

Do item (b) temos ug, g € L°1(Q2). Assim, definindo

h(z) = 2C1 + 2Cs|g(x)|“ " + Calug(z)| "+,
tem-se que h € L'(Q2). Portanto

P(ue)) — Flup(@)] < hz), q.t.p. em 9, (6.14)

com h € L'(Q).

De (6.11) e (6.14), segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver
Apéndice C) que

lim /Q F(wy) — Fu)|dz = 0,

k——+o0
o que implica

Jim [ (F(uk) - F(u0)>dx —0, (6.15)

mostrando a Afirmacao 6.4.

Afirmagao 6.5 [, F(u, — ug)dz — 0.
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Note que
F(u, — ug) — 0, q.t.p. em €, (6.16)

pois F' € LL(H}(Q),R) e ux, — ug q.t.p. em Q (ver item (a)).
De (6.13)

|F(uk — UO)| S 01 +62]uk - UQ|(U+1) S 01 + 2("+1)62(\uk\("+1) + |UO|(J+1))
implicando do item (b), que

\F(uk — ’LL())’ S Cl -+ 2(U+1)62(g(0+1) + ‘Uo’(a+1)), (617)

definindo h(z) = C; + 2TV C5 (g + D () + |ug(x)|"+Y), temos h € L1(R).

De (6.16) e (6.17), segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim / |F'(ug — up)|dx = 0,
Q

k——+o0

Portanto
li F(up —ug)de =0
Jim [ Pl = o)dz =0
mostrando a Afirmacao 6.5.

Afirmacgao 6.6 v € WQ%(Q) e

—Aug(z) — |up(z)

@2y (2) € [f(uo(2)), fluo(z))], g.t.p. em Q.

Seja wy, € OI(uy), com ||wy|[ (g1 ()« = Ar(un). Observe que do Lema 6.1

s @) = WVods — [ Ju,* Pupgde — | waede, N, ¢ € Hy(Q), (6.
(Wy,, @) /QVquﬁx /Q|u| uppdz /ngba: VneN, ¢ € Hy(2), (6.18)
com

T2) € [f (1n(0). F(un(@))], atp. em € (619

Observe, também, que

lim (e, 6)] < Tl ey 6] =0

n—-4o00

logo
(wn, @) — 0, Vo € Hy(9). (6.20)
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Defina as seguintes aplicacoes:

T,: H(Q) — R

uhﬁnwzéwmm:ww

~ 2%

T,:L%(Q) — R
(T f¢(u):/ugbdx,

Q

onde ¢ € Hy(2). Note que Ty € (H}(R2))* e ib € (L%)*

Desde que
up — ug em Hy (),
temos
Ty(ur) — Ty (uo),
isto é

/Vukv¢d:c—>/Vu0V¢dx, (6.21)
Q Q

Usando o crescimento de f
|f(t)] < C1+ Colt|”, VEER,

obtemos

()] < Cr+ Cofs]”.

Logo,
|7(s)| < Cp+ Cyls)?, Vs € R. (6.22)

Observe que
0 < f(u(2)) < W(x) < flun(x)) < [f(un(@))]; a.t-p. em Q,
donde segue-se de (6.22)
[wi(2)] < Cy + Colug(x)|?, q.t.p. em Q,
o que implica

2% o 2% . — — «
@ (z)| 7 <27 (0 + Colus]*) = Co + Colug|*, q.tp. em Q,
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logo

Q Q Q

5. (6.23)

sendo assim

s _
[wi]] 5= < Ch]Q + Co|ug

Sabendo que H{ () com L¥ () e (uy,) é limitada em H{ () (ver Afirmacao 6.3), temos

para algum M > 0

Jugll2e < Cllug|| < CM = My, (6.24)

portanto (uy) é limitada em L* (£2). Assim, segue de (6.23)

*

g < K, +€2M0:M1, Vn € N,

o

|[wy

onde M; > 0. Logo, (W) é uma sequéncia limitada em L%(Q) Desde que L%(Q) é
um espago de Banach reflexivo, existem uma subsequéncia (wy,) C (wy,) e Wy € L% Q)
tais que

Wy, — Wo em L7 (Q),

Assim, segue pelo fato de T € (L%(Q))* que

T (wy,) — Ty(wo),

implicando que

/ Ty, b — / Wodda, Vo € LF=7(Q), (6.25)
Q Q
Em particular

/ T bz — / Todd, Vo € HL(Q), (6.26)

Q Q
pois Hy C L227—0(Q)
Do item (a), tem-se

lug]® ~2up — |uol* "*uo, q.t.p. em €, (6.27)
Defina

(@) = [ur (@) Pun(x) e go(x) = |uo(@)[*uo(x),

logo, |gi| = |ug|* "t e gr € L%(Q), pois u, € H} C L?(Q)

_2* *
/ gl da = / el de,
Q Q

Observe que
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implicando de (6.24)

_2*

S = [
2% —1

z S MOJ

||9k

mostrando que a sequéncia (g) € limitada em L7 (Q).
Sabendo que (gi,) é limitado em L227—1(Q) (pois (gr;) C (gx)) e verifica (6.27) (pois

toda subsequéncia de uma sequéncia convergente é convergente), temos
gk, — g em L%(Q)
(ver Apéndice C), logo
/Q G, bdr — /Q goddx, Vo € L* (),

em particular
/gki(ﬁdx — / goddx, Vo € Hy (). (6.28)
Q Q

Passando ao limite m — 400 em (6.18), obtemos de (6.20), (6.21), (6.26) e (6.28)

/ VugVodr = / o) ~Pugpda + / Wogda. (6.29)
Q Q Q

Logo, ug é solucao fraca do problema abaixo

—Aug = |up|®Pug + Wy, em Q

(6.30)
Uy = O, 89,
* 2" 2N 2*
onde |U0|(2 *2)u0 € L@ = [Ntz (Q) ewy € L (Q)
Note que £ > ]\2,—12 (pois 0 € (1,%%2)), o que implica L%(Q) C L%(Q), logo
Wy € L%(Q) Assim, segue que
(Juo|® ~Pug + @o) € L¥72(Q), (6.31)

implicando, pelo Teorema Agnon-Douglas-Niremberg (ver Apéndice E) uy € W2Es Q) =
WZ%(Q), portanto —Awug € L%(Q), donde segue-se, de (6.30) e (6.31)

—Aug — |ug|* "ug = W, em L¥+2(Q). (6.32)

Pelo Teorema da Representagao de Riesz (ver Apéndice C) existe um wy € (L?*Qi—a (Q))
tal que

(wp, ¢) = /Q Toddx, Yo € LT (Q). (6.33)
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Assim como, para cada k; existe um wy, € (H&(Q)) C <L2*27—0(Q)> tal que

Q
onde Wy, € Y (uy,).
Observe que de (6.25), (6.33) e (6.34)
@, = wp, em <L%(Q)>*, (6.35)
De (6.10)
Uk, — Uy, em L2*27—0(Q) (6.36)
Sabendo que OV ¢ fechado-* (ver (Py)), temos de (6.35) e (6.36) wy € OV (up). Dai

segue-se, pelo Teorema 2.3

Wo(z) € [f(uo(x)), f(uo())], q.t.p. em €. (6.37)

De (6.32) e (6.37)

2% -2

—Aug(x) — |up(z)

up(z) € [z(uo(x)),?(uo(x))], q.t.p. em €,

mostrando a Afirmacao 6.6.

Veja que considerando ¢ = ug em (6.29) temos

I(ug) = (% - 2i) /Q ol da + /Q (%wouo ~ Flu))dx. (6.38)

Sabendo que wo(z) > f(uo(z)), q-t-p. em Q, ug(x)f(uo(x)) = 0, se up(x) < 0 (pois
fluo(z)) = 0, se up(x) < 0) e up(x)wo(r) = 0, se ug(x) < 0 (pois Wo(x) = 0, se

up(z) < 0), temos

Wo(z)uo(w) > f(uo(x))uo(z), q.t.p. em Q,

implicando pelo fato de 2 < 2*

%@o(x)uo(x) >

| =

fuo(z))ug(z), q.t.p. em €. (6.39)

*

\)

De (6.38) e (6.39)

=33

2 dx —i—/Q <%i(u0)uo — F(ug))daz,
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donde segue-se de (ag), que
I(ug) > (- - —) luo|2dz > 0, (6.40)
Q

pois 2 < 2%,

Observe, agora, que
/Q Vg, |Pdz = (ug,, ug,) = (up, — o, ug, — uo) + 2{up, — ug, ug) + {ug, ug).  (6.41)
Sabendo que uy,, — ug em HJ (), temos (ug, — ug) — 0 em H}(Q2), implicando
(ug, — ug, up) = /QV(ukz — ug)Vupdxr — 0. (6.42)
Segue de (6.41) e (6.42) que
/Q|Vuki\2dx _ /Q IV (s, — u0)|2dx+/Q\Vu0|2dx+om(1). (6.43)

onde oy, (1) &~ 0, para m suficientemente grande.

Afirmacgao 6.7

Q

/ (| 2 — ol Do) (g, — o) dx = / g — ol dz + o, (1),
Q Q

2*al:c:/|uki—u0|2*d:1:—|—/\uOP*dJE—i—oki(l)7
Q 0

onde o, (1) = 0, para k; suficientemente grande.

Note que (ug,) ¢ limitado em L2 (Q), pois (uy,) é limitado em HZ () e HE () cone L (£2).

Desde que (ug,) ¢ limitado em L* () e ug, — g pontualmente q.t.p. em Q (ver item

/]uo\?dx— lim (/]uk Z*dx—/|uki—u0]2*dx>
) kimtoo N Jo )

(ver Apéndice C), consequentemente

Q

(a)), temos

Ydy = / g, — uo|* da + / lug|* dx + o, (1). (6.44)
Q Q
Observe que

/Q (uk,

2% -2
Uk, Uo

Uk

i

P ol o), o) = [ = [ Ju
Q Q
_ / ol ~2ugug, + / o2 (6.45)
Q Q
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Desde que uy, — ug q.t.p. em Q (ver itema (a)), temos

T2y, — |uo® "ug, q.t.p. em Q (6.46)

|uk¢

Assim, sabendo que (uy,) ¢ limitada em LP(Q), Vp € [1,2*] (pois (ug,) ¢ limitado em
HY(Q) e HE () com LP(2), Vp € [1,2%]), segue que

ug, — ug, em L* ()

)
20, — uol* "2ug, em L%(Q)

|

7

(ver Apéndice C), ou seja,

/Ukiﬁbldw — / upprdr, Yo, € L%(Q)
Q Q

/ g, |* 2 up, podr — / luo|* “ugpeda, Yoo € L* (Q).
Q Q

em particular para ¢; = |uo|?> “2ug € L%(Q) e ¢y = uy € L*". Logo,

/uki\u()]Q*ngdxﬁ/ lug
Q Q
Q

=2 g @ D) (ug, — ug)dx = / |ug, — uo|* dz + oy, (1),
Q

2 dx (6.47)

2*_2ukiu0dx—>/|u0|2*dx. (6.48)
Q

De (6.44)-(6.48)

/Q (uk,

mostrando a Afirmacao 6.7.

Defina J : Hj(Q2) — R, dada por

1 1
J(u) = 1(u) —|—/F(u)da: = —/ |Vul*dz — —/ lu
Q 2 Ja 2" Jo
Observe que de (6.43) e da Afirmagao 6.7

Uk,

.
Y dx.

I{ug,) = I(uap) + J (g, — 1) — /

F(ug,)dz + / F(up)dx + o, (1),

Q

para k; suficientemente grande. Logo, da Afirmagao 6.4
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para k; suficientemente grande.

Observe, agora, que

(W, , Ug, — Uo) :/ |V(uki—u0)|2dx—/ |uki—u0|(2*2)(uki—u0)2dx—/@(uki—uo)dx,
Q Q Q

consequentemente
<wki7uk‘i - u0> - / |v(ukz - u0)|2dx o / |uk1 - u0|2*dx + <{U\k‘muk1 - U0>7
Q Q

donde segue-se pelo fato de (@y,, ug, — ug), pois Wy, — wy em (L227—U(Q))* (ver (6.35))

e u, —ug — 0 em L%(Q) (ver (6.36))

(W, , ug, — ug) = / IV (ug, — ug)|*dx — / lug, — u0|2*dx + o, (1), (6.50)
Q Q

onde o, (1) = 0, para k; suficientemente grande.
Desde que

*

wg, — 0 em (HS(Q)) :

e (ug,) ¢ uma sequéncia limitada em H{ () (ver Afirmagao 6.3),

(W, , ug, — ug) — 0. (6.51)
De (6.50) e (6.51)
/ |V (ug, — up)Pdz = / lug, — uo|® dz + o, (1). (6.52)
Q Q
Logo,
Ko, =) = (5= 50) [ 1 (un, = wa) P+ 00, (1)
Uk, Ug) = 9 o o Uk, Uo X Ok, >

o que implica
1
J(ug, — up) = N/ IV (ug, — uo)|*dx + o, (1).
9)
Sendo assim, segue de (6.49)

%Iluki —uol[* + or, (1) = J (wr, — uo) = I(ur,) — I(uo) + 0, (1). (6.53)

Por hipotése, ¢ < %S%, logo podemos fixar um ¢ > 0 tal que

1 ~
< —S7.
c+e¢ N 2
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Desde que I(ug,) + ok, (1) — ¢, existe um mg € N tal que
I(ug,) + o, (1) < c+e, Vki = my. (6.54)

De (6.53) e (6.54)

1
NHUJ% — wo|]* + o, (1) < ¢+ e — I(up)

implicando, pelo fato de I(ug) > 0 (ver (6.50)), que

1 1
ollun = ol o (1) < et e < Ns%, Vk; > mo. (6.55)

para k; suficientemente grande.
Definindo yx, = ||ug, — uol||?, observamos que (y,) C R é uma sequéncia real limitada
(pois (ug,) é limitada em H}(2)), logo pelo Teorema de Bolzano Weierstrass (yy, ) possui

uma subsequéncia convergente, isto ¢ existe (yx, ) C (yx,) € yo € R tal que
Yki,, — Yo-
Suponha que yo > 0. De (6.55) temos
Yr,, + 0k, (1) <N(c+e) < ST, Vi > mo,
passando ao limite k; , — 400, obtemos
0<yo<N(c+e)< S%,

o que implica yy < S7.

.
2., observe que

Defina agora i, = ||ur, — uo
Qkim — Yo,
pois de (6.52)

/ IV (ug,, — uo)|?dz = / lug,  — uo|* da + og, (1),
0 Q0

1sto é

|k, — uoll® = |[ur,, — uol|3 + ok, (1).

Sendo assim, sabendo que

2

||un_u0|

—, Vn € N|

5 )"

 (lfun =g
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temos

g < Yk,

2
.

B (ykim ) 2
passando ao limite k; . — 400, obtemos

2

S < yozz 01727*: 0
< E (%0) (%o)

2w

o que implica

[z

yOZSQa

contradizendo o fato de yo < S 7. Logo yo = 0.
Mostrando que

luk,, = uoll =0,

ou seja (u,) possui uma subsequéncia convergente em H}(Q). Assim o funcional T

satisfaz a condigdo (PS).. =

Observagao 6.1 No lema a sequir consideraremos ¢1 € H}(Q) uma auto-fungio po-
sitiva de (—A, H} () associado a Ay, isto €

_A¢1 = )\1¢17 em Q;
¢ >0
¢1 - 07 897

com ||¢1]]2 = 1.

Lema 6.5 Paratodob > 0, existem a* = a*(b) > 0eT =T(b) > 0, tal que Va € (0,a*)
temos ]
N
< =857
c< 357,

onde ¢ = }{I€l£ max {](v(t));t € [0, 1}}, com

P = {5 € C°([0,1], Hy(9)): 7(0) = 0,9(1) = Ter | e I(Tey) <0,

Demonstragao:

Defina as seguintes fungoes:

J:Hy() — R
1 1
u J(u):—/|Vu|2dx——/|u
2 Jq 2* Jq

.
Yz,
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g(t) = I(tg1) e j(t) = J(t¢1). Veja que

1 1 .
—5 [ IVnPds =5 [ oo - [ Feon)

sendo F(¢1t) > 0, temos
1 2 )\ B
olt) < glieenll = 5 [ lonf o = 3 =5 [

Observe que j'(t) = 0 se, e s6 se

= j(¢).

2_>\1t _ 2_*15(2*—1)
2

o que implica

tz(W)ﬁlQout:O.

1
Portanto, considerando t* = (“Qﬁ) *~* temos j'(¢*) = 0. Observe, também, que
Q

J'(t) > 0, Vt € (0,t*) e j'(t) < 0, Vt € (t*,+00), dai j|@ € crescente e j

[t*,4+00) €
decrescente. Logo, t* é um ponto de méximo para a fungao j. Fixe T'~ 0, T > 0 tal

que
() T <ty

Gi) MZ =T [ |

de — T [, ¢rdx < 0;

(i) MG =5 foo de < £S%.

Afirmacao 6.8 lim, (T¢1 —a)tde = b/ T dx
a—0 Q

Sabendo que T'¢1(x) > 0, existe ag = ap(x) > 0, tal que

(T, —a)™(z) = Té(x) — a, Ya € (0,a0),

passando ao limite de a — 0™, obtemos

lim (T'¢; — a)*(z) = Ty (). (6.56)

a—0t

Seja (a,) C R tal que a,, — 07, logo existe ¢ > 0 tal que

la,| < ¢, Vn € N.
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Observe que,
B(Tp1 — an)t| < [BTé1| + |ban| < bT|| + be, ¥n € N, (6.57)
onde bT'|¢p1|,bc € LY(Q), e de (6.56)
Ty — an)t(x) — Ty (). (6.58)
De (6.57) e (6.58), segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim b/(T(;ﬁl —a,) dx :b/Tqbldx,
Q Q

n—-+o0o

para toda sequéncia a,, — 07.

Portanto,

lim b/(T¢1 —a)tde = b/ T dx,
Q Q

a—0*t
provando assim a Afirmagao 6.8.

Por definic¢ao, segue da Afirmacao 6.8, que dado € > 0, existe a* = a*(b) > 0 tal que

|b/(T¢1 —a)tdr — b/ Tordz| < e, VYa € (0,a"),
Q0 Q
o que implica
b/(T(bl —a)tdx > b/ Térdx — e, Ya € (0,a"). (6.59)
0 0

De (ay), temos

F(t) > bh(t — a), Vt € R.

Assim dado s € R, segue que

F(s) = /0 CF(t)de > /O “bh(t — a)dt,

onde
0, ses<a

/ bh(t — a)dt =
0 b(s —a), se s> a,

logo
F(s) >b(s—a)", s€R,

o que implica

/ F(Tér)dz > / W(Té1 — a)*da. (6.60)
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Segue de (6.59) e (6.60)

/F(T¢1)dl’ > b/ Tgbldl‘ — ¢, Ya € (O,CL*).
Q Q

Assim,

A T
I(T¢r) < 71T2— o /’9251
Q

Q*dx—b/ngSlda:—i—e,
Q

donde segue-se, de (jj) e pelo fato de € ~ 0, que
I(T¢y) < 0.

Sabemos que j| ] ¢ crescente, logo sendo T' < t* (ver (j)), temos j(t) < j(7T), Vt €
[0, 7. Sendo assim

. . . A ™ "
o) = 50— [ Fleonds <) < (1) = 212 = - [ ot
Q Q
implicando de (jjj)
1 v
I(t) < —S%, vt e [0,T].
N
Portanto,
max{f(t¢1)-t elo T]} < Lg¥ (6.61)
) ) N
Defina

v:[0,1] — Hy()
observe que
7(0) =0e (1) =Tdr,

e mais v € C°([0, 1]; H}(Q)), logo v € T. Note que
max{/(y(t));t € [0,1]} = max{I(t¢1); ¢ € [0,T]},

logo de (6.61)
max{I(y(t));t € [0,1]} < %Sg,

donde segue-se

¢ = inf (max{[(’y(t));t € [0, 1]}> < %szv’

yel

como queriamos demonstrar.
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Lema 6.6 Existem o, p > 0 tais que I(u) > a, Yu € 0B, C H}(Q).

Demonstragao:

De (a5
o f()

limsup —= =m < Ay,
t—0

logo dado € > 0, tal que m + ¢ < Ay, existe J, satisfazendo

@ <m+4e <A, Vt € (=, d) \ {0},

assim

F(£) < (m+e)t < thy, V€ (=80, 00) \ {0},

de onde segue que

F(t) = /Otf(s)ds < /Ot(m te)sds %(m )2, Vit € (—do, o),

implicando

F(t) < =(m+e)t?, Vt € (—o0,dy), (6.62)

N | —

pois F(t) = 0, Vt < 0. Sabemos que
F(t) < C) + Colt|”th) vt € R. (6.63)
De (6.62) ¢ (6.63)

1 1 .
I(w) > -/ |Vu|2dx——*/ fuf?" dz — (/ 8+m|u|2da;+/ (€1 -+ Gl )
2 Ja 2" Jo [u<do] 2 =

o que implica

1 1 x eE+m
1) = 5l = Sl = (

Nl = Cy [ de - Calful3
[u>00]

da Desigualdade de Poincaré (ver Apéndice E) segue que

1 e+4+m 1
I >(__ ) 2_
() > (5= 5l = 5l

donde segue-se, pelas imersoes L% () cont HE(2) € LOTHQ) cone H(2)

i—a/ dx — Gyl ]|,
[u>do]

1 e+m 1
I >(__ 2
(W) = (5 38 )HuH 5 Csllu

r_ Cl/ dx — Oyl|u||7
[u>d0]
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2*
para algum C3, Cy > 0. Se u > 4§y, entao (%) > 1. Assim segue que

1 e+m

1 . C
> (2 _ 2 L 2 1
1) > (5= g llull* = 3Gl

5 [ e,
0 [u>d0]

consequentemente

1 5+m

1 g
1) > (5= g el = - Colull 52* ullgs = Callull ™,
usando novamente a imersio L2 (Q) cone H{ () temos
I e+m o
1) = (5 - el = (5 03+52*) =~ Cillull(6.64)
para algum C5 > 0. Logo,
1 U _
101) = (5 = ) lul® = Collul | (1 + [Jul[ =), (6.65)
onde
_e+m
2\

Sabendo que € > 0 foi fixado de tal maneira que
e+m< )\1,

temos
E+m 1

o 2
ou seja (3 — p) > 0. Portanto, para ||u]| ~ 0 tem-se de (6.65) I(u) > 0. Dai, podemos

/_L:

fixar p > 0 e u € Hy(Q) tais que I(u) > 0, Vu € B,. Seja « € R, tal que
1 .
0<a< (5 _ M)pQ _ C’opa+1(1 +p(2 —(a+1)))7
segue de (6.65)
I(u) > a >0, Vu € 0B,(0). m

Teorema 6.1 Dado b > 0, considere T, a* = a*(b) constantes do Lema 6.5 e a €
(0,a*). Sejam « a constante do Lema 6.6 e ¢ = c(a,b) a constante definida no Lema
6.5. Entio ¢ > « e existe ug € HL(Q) tais que

I(ug) =c e 0 € 0l (up).
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Demonstragao:

Sabendo que ¢ é a constante definida no Lema 6.5, segue do Lema 6.4 que [ satisfaz a
condigao (PS).. Sendo assim dos Lemas 6.5 e 6.6, podemos concluir que [ satisfaz as
hipotéses do Teorema do Passo da Montanha, mostrado no Capitulo 3. Sabendo disto,
podemos concluir que ¢ ¢ um valor critico para o funcional I, ou seja existe ug € H}(Q)

tal que 0 € 91 (up), como queriamos demonstrar. m

Lema 6.7 Seja ug o ponto critico obtido no Teorema 6.1. Entao ug > 0, isto € ug = 0.

Demonstragao:
Suponha, por contradigao, que u, # 0.

Sabendo que ug € H}(2) ¢ um ponto critico do funcional I, segue dos Lemas 6.2 e 6.3
—Aug(z) = |up(z)|® "Dug(z) + Wo(x), q.t.p. em €, (6.66)

onde

Wo(x) € [f(uo(x)), fluo(x))], q.t.p. em Q.

Multiplicando (6.66) por u , tem-se que

—ug () Aug(x) = |ug(x)|? " Pug()ug () + Wo(z)ug (x), q.t.p. em €. (6.67)

Observe que wyu, = 0, pois wy(x) = 0, se ug(x) < 0 e uy (x) =0, se up(z) > 0.

Integrando (6.67), temos pelo Teorema do Divergente Forte (ver Apéndice E)
/VUOVUOdJC :/ |uo|® " Pugug da :/ lug |*" d,
Q Q Q
observando que
(o, ug) = (ug +ug,ug) = {ug,ug) + (ug, ug) = (ug, ug),
segue que

/|Vu0|2dx:/ lug |* dx. (6.68)
Q Q

[lul| = S||u

Por definicao de S, temos

2%,

/ |Vug [*dx > S(/ \ua\ydx)T*,
Q Q

dai
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segue-se de (6.68) que

/ |Vug [*dx > S(/ |Vua|2dx>27,
Q Q

sendo v, # 0, obtemos
1

/ \Vug|?dz > S =S
0

Sk

(6.69)

Multiplicando, agora, a igualdade (6.66) por ug e integrando sobre o dominio €2, temos

/—Auouodx_/ |u0|2*dx+/wou0dx,
Q Q Q

donde segue-se pelo Teorema do Divergente Forte

/‘VUO‘zdiCI/|UO‘2*dl’+/w0U0d$
Q Q Q

11 1

utilizando a mesma idéia usada na demonstracao do Lema 6.4, mostra-se que

Assim

/ (wouodx — F(uo))d:c > 0.

Sendo assim

I(ug) > (% - 2l> /Q Vuo|2da. (6.70)

Observe, agora, que
[ 190 = G o) = af + g+ 05 = ) + ),
Q

logo
/|Vuo|2dx:/|Vuar|2dx+/|Vua\2d:v. (6.71)
Q Q Q

De (6.70) e (6.71)

1
I(ug) > —(/ |Vugd [Pdx +/ |Vu5]2da:>
N\ Jg Q
consequentemente
1 _
I(uo) > N/QWUO *dz,

implicando de (6.69) que

|z

1
1 > —
(UO) - NS ?
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o que ¢ um absurdo, pois do Lema 6.5 e do Teorema 6.1

1
I(up) =c < NS%

Logo, uy = 0 como queriamos demonstrar. m

Observacgao 6.2 Observe que do Teorema 6.1 e dos Lemas 6.2, 6.3 e 6.7, podemos
concluir que ug € Hg(2) N W21\2T1X2(Q) ¢ solugao forte do problema (6.1).



Apéndice A
Teoria de Analise Funcional

Apresentaremos aqui alguns resultados de Anélise Funcional que foram utilizados
ao longo desta dissertagao.
Considere B(X,Y') o espago dos operadores lineares limitados de X em Y.

Definigao A.1 (ver [7]) Um espago vetorial (X, ||.||) € dito ser de Banach quando

toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Definicao A.2 (ver [7]) Um espago vetorial € dito separdvel se existe M C X enu-

merdvel e denso em X, isto é, M = X.

Teorema A.3 (Teorema de Banach-Steinhaus) (ver [7]) Sejam X um espago de Ba-
nach, Y um espago vetorial normado e (T;);e; uma familia de operadores lineares li-

mitados de X em Y. Suponha que

sup ||T;z|| < 400, Vz € X.
el

Entao sup ||Tix||px,y) < 400, ou equivalentemente, existe C' > 0 tal que
il

|Ti(2)|| < Cllz||, Vi e [,Vex e X

Teorema A.4 (Teorema de Hahn-Banach, Forma andlitica) (ver [7]) Seja X um

espaco vetorial real e p : X — R uma aplicacao satisfazendo

(i) plz +y) <p(z) +py), Yo,y € X

(17) p(Ax) = A(p(x)), YA€ R, X > 0.
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Se G C X € um subespaco X e g: G — R é um funcional linear que verifica
g(x) < p(z), Vo € G,
existe um funcional linear f : X — R wverificando

(D) flz) =g(z), vz €C
(IT) f(x) < p(z), Vo € X.

Corolario A.5 (ver [7]) Seja X um espago vetorial normado e x € X. Entao,

2|l = sup (f,z) = maz{(f,2); f € X" |[f]lx- = 1}.

£l x=1

Definicao A.6 (ver [7]) Um hiperplano (afim) é um conjunto da forma
H={z € X; f(z)=a}

para algum o € R e f: X — R um funcional linear nao identicamente nulo. Diremos

que neste caso, o hiperplano H tem equagao [f = .

Definigao A.7 (ver [7]) Sejam A, B C X. Dizemos que um hiperplano H de equag¢do

[f = a] separa os conjuntos A e B no sentido forte se:
flz)<a, VzeAe f(x) >a, VeeB.
Diremos que a separacao € estrita se existe € > 0, tal que
flz)<a—e, VzeAe f(r)>a+e, YreB.

Teorema A.8 (Teorema de Hahn-Banach, 1* Forma Geométrica) (ver [7]) Sejam
A, B C X, dois conexos, nao vazios e disjuntos. Se A é um aberto, existe um hiperplano

fechado que separa A e B no sentido forte.

Teorema A.9 (Teorema de Hahn-Banach, 2° Forma Geométrica) (ver [7]) Sejam
A, B C X convexos, nao vazios e disjuntos. Suponha que A € fechado e B € compacto.

Entao, existe um hiperplano fechado que separa no sentido estrito os conjuntos A e B.
Teorema A.10 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) (ver [7]) O conjunto
By ={f e X5 [[fll <1}

¢ compacto pela topologia fraca-*.
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Teorema A.11 (Teorema de Kakutami) (ver [7]) Seja X um espaco de Banach. En-

tao, X € reflexivo se, e somente se,
By = {a € X;i|z]| < 1}
€ compacto na topologia fraca.

Teorema A.12 (ver [7]) Seja X um espago de Banach separdvel. Entdao, By C X* é
metrizdvel pela topologia fraca-*. Reciprocamente, se By C X* € metrizdvel na topologia

fraca-*, temos que X € separdvel.

Teorema A.13 (ver [7]) Seja X um espaco de Banach com X* separdvel. FEntao,
By C X € metrizdvel na topologia fraca de X. Além disso, a reciproca também €

verdadeira.
Teorema A.14 (ver [7]) Seja (f,) uma sequéncia de X*. Se f, = f, entdo

[1£]

x+ < lminf || fo|]x+.
n—-+0o00

Definicao A.15 (ver [7]) Um espago de Banach ¢ dito ser Uniformente Convexo

se para cada € > 0, existe 6 > 0 satisfazendo:

Se |zl |yl < 1 e ||z —yl| > ¢, entdo H‘”T“JH <1-67

Teorema A.16 (ver [7]) Seja X um espago de Banach uniformemente convexo e

(xn) C X uma sequéncia verificando:
T, —x em X

lim sup [[z,| < [[2].

n—-+o0o

Entao, x, — x em X.



Apéndice B

Funcao de Variacao Limitada

Colocamos este apéndice com o objetivo de mostrar que toda funcao Localmente
Lipschitz é diferenciavel em quase todo ponto.

Definicao B.1 (ver [19]) Uma fungao f definida sobre um intervalo [a,b], € dita uma

funcao de Variacao Limitada, se existe uma constante C' > 0, tal que

Z |f(zr) — flzr-)| < C,

para toda particao a = x9g < r; < ... <z, =b, n € N.

Lema B.1 Seja f : [a,b] — R uma fungao Localmente Lipschitz. Entao f € uma

funcgao de Variagao Limitada.

Demonstracgao:

Seja a =x9 < 11 < ... < T,_1 < T, = b, uma parti¢ao do intervalo [a, b].

Sendo f € LL([a,b],R), para cada y € [a,b] existe 6, > 0 tal que f é Lipschitz em
B;,(y). Note que [a,b] C UyelayBs, (y), assim {Bs, (y)}yefa,s) ¢ uma cobertura para o
intervalo [a,b]. Segue pelo fato de [a,b] ser um conjunto compacto, que existe uma

cobertura finita, {Bs, (y;)}7,, tal que

[a,b] C UL, Bs, ()

Sem perda de generalidade podemos supor que a = y; < ¥y < ... < yn_1 < Yy = b,

com

ng(yj) N ng._._l (yj—l—l) 7é @, VJ S {]., ,N - ].}
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Considere K a constante Lipschitz da funcao f em B, (y;).
Para cada j € {1,..., N — 1} considere 7; € B, (y;) N Bs,,, (Yj11)-
Desde que a = xy < 1 < ... < x,_1 < x, = b, para cada i € {0,1,...,n}, existe

ji € {1,..., N} tal que z; € Bs, (y;;). Sabendo disto, tem-se que

D) = Fan)l = D1 = F@) + F@) = F @) + oo+ Ty )
_f(yj(i+1>> + f@j(iﬂ)) — f(@in)l,

donde segue-se pelo fato de K ser a constante Lipschitz da fungao f em Bs,(y;),
jedl,...,N}

n

Z |f(xl) - f(xl-i-l)l S Z (sz|x1 - y]1| + K]z+1|y]1 - y]'i+1| +o+ Kj(prl),l |yj(i+1)fl - yj(i+1)|
i=0 1=0

+Kj(i+1) ’yj(iJrl) — Tit+1 ’) S KM7

N
considerando K = Z K; e M =b— a temos

j=1

Z |f(x:) = [(ip)] < KM,
i=0

para toda particao a = xg < 1 < ... < Tp_1 < x, = b.
Portanto f é uma funcao de variagao limitada. m

Teorema B.2 (ver [19]) Seja [ : [a,b] — R uma fungao crescente. Entao f € dife-

rencidvel em quase todo ponto de [a,b].

Teorema B.3 (ver [19]) Uma funcao f : [a,b] — R tém variacio limitada se, e s6 se
existirem duas fungoes crescentes a volores reais g e h definida no intervalo [a,b], tais
que f =g — h.

Corolario B.4 (ver [19]) Se f : [a,b] — R tem variagdao limitada entao, f'(x) existe

em quase todo ponto do intervalo [a,b].



Apéndice C
Teoria de Medida e Integracao

Neste apéndice enunciaremos os principais teoremas da teoria de Medida e Inte-

gragao utilizados nas demonstracao durante todo este trabalho.

No que segue-se temos as seguintes notacgoes:
e X é um conjunto mensuravel;
e ;1 ¢ uma medida em X;

e M™ ¢ o conjunto das fungoes mensuraveis nao-negativas em X.

Teorema C.1 (Lema de Fatou) (ver [6]) Se f, pertence a M, entao

/lim inf f,du < limin /fnd,u.

n—-+0o

Corolario C.2 Seja {f,} uma sequéncia de func¢oes mensurdveis tal que
fn<gaqtp em X, VneN,

onde g € uma func¢ao mensurdvel. Entdao

limsup/fnd,u < /limsup fndpt.

n—-+o0o n—-400

Demonstragao:
Observe que

g—fn>0, qt.p. em X, Vn € N,
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e g — fn € mensuravel (pois subtragao de fungdes mensuraveis é mensuréavel).
Assim segue pelo Lema de Fatou

[ mint(y — fu)du < it [ (g £)d
implicando

limsup/fnd,u < /limsup frndp,

n—-+o0o n—-+00

como queriamos demonstrar. m

Teorema C.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) (ver [6]) Seja { f..}
uma sequéncia de fungoes integrdveis que convergem em quase todo ponto para uma

fung¢ao mensurdvel f. Se existe uma funcgao integrdvel g tal que

|fn’§ga vneN

/ fdu = lim / fm

Teorema C.4 (Desigualdade de Hélder) (ver [6]) Sejam f € LP(Q) e g € L(Q),
onde 1 < p < +oo e%—l—%:l. Entao,

entao f € integrdvel e

foe L' e I fglli@ < 1flr@llgllLa)-

Teorema C.5 (Desigualdade de Minkowski) (ver [6]) Se f e h pertencem a LP(S),
p > 1, entao f+ g pertencem a LP(Q) e

1+ Bllp < 1 f1lp + [1A]]p-

Teorema C.6 (Teorema da Representagao de Riesz) (ver [6]) Seja G : LP(Q)) — R

um funcional linear limitado, 1 < p < +o00. Entao existe uma fungio g € L1(2), onde

q= (pfl), tal que
@ﬁzLMWV%UW)
Além disso, ||G||, = |gll4-

Teorema C.7 (Teorema de Fubini) (ver [6]) Suponhamos que F € L'(Q; x Q).
Entao, para todo x € )y

F(z,y) € L,(Q) e /Q F(x,y)dy € L.().

/dx/ F(as,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx.
91 Qo Qo M

Além disso,
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Teorema C.8 (ver [6]) Sejam {f.} uma sequéncia de LP(QY) e f € LP(QQ), tais que
fo— [ em LP(Q).
Entéo eviste uma subsequéncia { fn;} de {fn} tal que
(i) fu, (@) — f(z) gty em O
(i) |fo, (z)| < h(z) g.t.p. em Q, Vn; €N, onde h € LP(Q).

Teorema C.9 (ver [16]) Sejam 1 < p < 400 e (f,) uma sequéncia limitada em

LP(Q2) que converge pontualmente para f, q.t.p. em Q. Entdo
fn— f em LP(Q).

Lema C.1 (ver [16]) Sejam 1 < p < 400 e (f,) uma sequéncia limitada em LP(S2)
que converge pontualmente para [ q.t.p. em Q. Entao f € LP(Q) e

11 = tim (1l 11f = ful2)

Demonstragao: Observe que

lim |s + 1P — s — 1
|s|—+o0 ’S|p

‘:0.

Por defini¢ao de limite, temos para todo € > 0 dado, existe M. > 0 tal que

1P —|s]? — 1
’|S+ [” = Isl ‘ <eg, V|s| > M.,

|s[?
consequentemente
l|s + 117 — |s]P — 1] < e[s|?, V|s| > M.. (C.1)
Sabendo que a fungao, a valores reais, f(s) = ||s + 1|’ — |s|? — 1| é continua, temos
1f(s)] < C:, Vs €[—M., M., (C.2)

para algum C. > 0. De (C.1) e (C.2)
s+ 1|7 —|s]P — 1| < C. +¢[s]?, Vs € R.
Sejam a,b € R, com b # 0, logo

a a a
S AP —|SP =1 < Ot |
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implicando

lla + bP — |al? — |b]P| < C|b|P + €lal?, Va,b e R.

Considerando a = f — f,, e b= f, segue que

fnl? = 1fo = SIP = [P S CElf P + el fu = fIP, Vo € Q. (C.3)

Defina,
U = || ful” = [fu = fIP = [F 1P

Zp = (un - 6|fn - f|p)+'
Segue da estimativa (C.3)
0< 2 < |f]PC.. (C.4)

onde |f[PC. € L'(Q2) e que
zn — 0,q.t.p. em (C.5)

pois f, — f q.t.p. em Q. Donde segue-se pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, que
|[2all1 — 0. (C.6)

Sendo assim, desde que

Ogun:un_5|fn_f’p+€|fn_f|p§2n+5|fn_f’pa

/undazg/zndx+5/|fn—f|pdx.
Q Q Q

Utilizando a Desigualdade de Minkowski (ver Apéndice C), temos

o que implica

0 < lunlly <|lznlls + e[ fallp + [1£11p)" < Hzall + 2%(lfall; + 1LA1). (C.7)
Desde que (f,,) ¢é limitada em L?(Q2), existe M >0
1fulls < M, ¥n € N. ()
De (C.7) e (C.8)

0 < flunlls < flznlls + 2°(M” + [|][}) = [|2n][1 + €C,



onde C' = 2P(MP + || f|[). Portanto, para cada n € N temos
0 <||unlls < ||znlli +€C, Ve >0,

considerando € = %, segue que

0 < lunlls < ||zalls + %C, Vm e N,
passando ao limite de m — +o0, obtemos

0 < lunll < [lznl]1-
Passando agora ao limite de n — +00, obtemos de (C.6)
[|tnl[s — 0,

isto é,
Ll =15 = gp = 1¥)az =0
Q

Assim, observando que

0<| [ty =15 = P = 10| < [ (1P =152 = £ = 1Pl =0

concluimos
[ ttapde = [ 1= gpao— [ 5pas o
Q Q Q
ou seja
fally = 1Lfa = I = ILFII) — 0,
e portanto

1115 = im ([ fullp = [ = fall5),

“+oo

como queriamos demonstrar. m
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Apéndice D

Resultados Gerais

D.1 Espacos Métricos

Definicao D.1 (ver [15]) Uma familia F = (C\)xer de subconjuntos de um espago
métrico M chama-se localmente finita quando todo ponto x € M possui uma vizi-
nhaca que intercepta apenas um niumero finito de conjuntos C.

Em termos mais explicitos: F € localmente finita se, e somente se, para cada x € M
existem indices Ay, ...,\, € L e uma vizinhaca V', com x € V', tais que V N C\ # &,
implica A\ € {1, ..., \n}.

Definicao D.2 (ver [15]) Um espago métrico M chama-se paracompacto quando
toda cobertura aberta de M pode ser refinada por uma cobertura aberta localmente
finita.

Teorema D.3 (ver [15]) Todo espago métrico separdvel é paracompacto.

D.2 Integrais em Espacos de Banach

Nesta secao iremos estudar o conceito de integrais em espagos de Banach e estudar
algumas de suas propriedades, para maiores detalhes ver [12, 13] .
No que segue, X é um espaco vetorial normado completo cuja a norma é denotada por
|.|. Considere E o espago das fun¢oes limitadas de [a,b] em X com a norma

fI] = sup [f(z)].

z€[a,b]
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Sejam a, b nimeros reais tais que a < b, P uma parti¢ao do intervalo [a, b] e considere
a sequéncia de nameros (ag, ai, ..., a,) tal que
a=ayg<a; <..<a,=0>.

Definicao D.4 Seja f : [a,b] — X wma fun¢do. Dizemos que f é uma fungao

escada, se existem elementos wy, ..., w, € X tais que

f(t) =w; para a;_y <t <a;, i=1,..,n.

Assim, pela defini¢ao acima, f tem valor constante em cada intervalo aberto determi-
nado pela particao.

Definicao D.5 Seja f uma funcao escada com respeito a particao P. O wvalor da
integral de [ serd definido por

n

]P(f) = (a1 — CL())U)l + ...+ ((ln — an_l)wn = Z(az — ai—l)wi-

Lema D.1 Suponha que f € uma func¢ao escada com respeito a outra particao () de

[a,b], entao

Lema D.2 O conjunto das fungées escadas f : [a,b] — X € um subespago do espago de

todas as fungoes limitadas de [a,b] em X, que denotaremos por Sy([a,b], X). A fun¢do
I:5(a,b],X)—X

€ linear e limitada, isto €,

(A< (b= a)llF]l-

Teorema D.6 Toda funcao continua de [a,b] em X pode ser aproximada uniforme-

mente por fungoes escadas. Além disso, o fecho de Si([a,b], X) contém C(la,b], X).

Teorema D.7 (Extensio Linear) Seja Y um espago vetorial normado, e F' um subes-
pago de Y. Seja T : F — X um funcional linear continuo. Entao, T tem uma unica

extensao linear continua T : F — X, onde

T(z) =T(z), Vz € F.
Agora, considere a aplicacdo I : Si([a,b], X) — X, dado por

1) = [ s
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Considerando F' = Sy([a,b], X) e I =T, podemos aplicar o Teorema D.7 e concluir que

existe uma tunica extensao linear continua [ : F' — X, onde

I(f) = I(f), ¥/ € 5,([a,b], X). (D.1)
Do Teorema D.6 C([a,b], X) C S,([a, 0], X), assim podemos definir 7' = 1| C(la b, X
Dado f € C([a,b], X), pelo Teorema D.6, existe uma sequéncia (f,,) C Si([a, b], ) tal

que

fn — f uniformemente em S;([a, b], X).

Sendo 7" um operador linear continuo, segue

T(f.) — T(f) em X.

Logo, definimos integral de uma funcao continua em um espaco de Banach da seguinte

forma:
b
/ = tim [ (o
n—oo
O proximo resultado é uma versao do Teorema Fundamental do Célculo.

Teorema D.8 Seja f : [a,b] — X continua e F : [a,b] — X diferencidvel em [a, ]

com F' = f. Entao, .
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

Corolario D.9 Se f: [a,b] — X ¢ continua e F(x) = [T f(t)dt, entao F'(z) = f(z).

D.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias em Espacos de

Banach

Nesta secao iremos fazer um breve estudo sobre as Equacoes Diferenciais ordina-
rias em Espacos de Banach, mais especificamente sobre o problema de Cauchy [12].
Seja U um conjunto aberto em X. Um campo vetorial de classe C?, 1 < p < oo em
U é uma aplicagao f : U — X de classe CP. Ao campo vetorial f associemos a equagao

diferencial

o (t) = f(a(t)). (D.2)
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As solucoes desta equagao, sao, as aplicagoes diferenciaveis o : J C R — U, onde J é

um intervalo aberto contendo o zero, tais que

do ron
= (1) = a'(t) = fla(t))

e satisfazendo a condicao inicial
a(0) = xg, xg € U.

Essas solucoes sao chamadas trajetoérias ou curvas integrais de f ou da equacao

diferencial (D.2).

Observacao D.1 Seja o : J — U uma funcao continua satisfazendo a condi¢ao

a(t) = xo +/0 fla(s))ds.

Entao, pelo Teorema D.8

Definicao D.10 Seja Uy uma aberto de U contendo xy. A aplicagio o : J x Uy — U,
J x Uy =A{(t,x);z € Uy, t € J} chama-se fluxo gerado por f e vale as sequintes

propriedades:

(i) a(0,2) ==,

(ii) a(t+s,z) = alt,a(z+9)).

Teorema D.11 Sejam J um intervalo aberto contendo o zero e U um aberto em X,
z90 € X, e0 < a <1 tais que Bag(xo) C U. Considere f : J x U — X uma fungdo
continua, limitada por uma constante ¢ > 0 satisfazendo a condi¢ao de Lipschitz em U
com costante de Lipschitz K > 0, uniformemente com respeito a J. Se b < min {%, % ,
entao existe um unico fluxo

a:Jyx B, — U.

Além disso, se f € de classe CP, entdo cada curva integral a(t,x) referente a (D.2),

também € de classe CP.



Apéndice E
Espacos de Sobolev

Mostraremos aqui neste apéndice alguns teoremas utilizados durante esta disser-

tacdo, envolvendo Espacos de Sobolev. No que segue considere Q@ C RN e 1 < p < 0.
Definigao E.1 (ver [7]) O espago de Sobolev W'*(Q) é definido da sequinte forma:
Whr(Q) = {u € LP(Q) ; dgi,..gn € LP(Q) tais que

= — : < (Q ; 1,....N
Quﬁxi /lego, Vo € Cg°(R2), Vi € {1, ..., }}

Observagao E.1 Denotamos H'(Q) = W2(Q) e H} () € o fecho do conjunto C5°(Q)

na norma do espago WH2(Q).

Teorema E.2 (Desigualdade de Poincaré) (ver [7]) Se Q@ C RN é um aberto limitado
numa dire¢io e; = (01,02, ...,0;_1,1;,0541,...,0n), com fronteira suave, entdo existe
C=C(N,p)>0,1<p<+oo tal que
/ |ulPde < C’/ \VulPdz, Yu € WiP(Q).
Q Q

Observagao E.2 Em H}(Q) temos duas normas

Jull 1) = </ |VUI2d:v+/ |u|2dac>E
Q Q
|lul| = /|Vu|2dx

Estas duas normas sao equivalentes em HJ(§2).
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De fato, pela Desigualdade de Poincaré, existe C' > 0 tal que
/ luf2dz < c/ Vuldz, Yu € HI(S),
Q Q

pois estamos considerando aqui €2 limitado com fronteira suave. Dai

(/Q|vu12d:c+/QW)é < (C+1)§</9|Vu|2dx>é,

lul| 0y < (C + 1) 7] ull. (E.1)

o que implica

Observe, agora, que

1

(/|Vu| dx) < (/Q|Vu|2dx+/ﬂ|u|2dx>27

] < JJul|#1@)- (E.2)

logo

De (E.1) e (E.2)
1
[lul| < lullar@) < (C+1)>[ul],

mostrando assim a equivaléncia das normas ||.|| e ||.||m, @)

Teorema E.3 (Teorema Du Bois Raymond) (ver [7)) Seja u € L}, .(Q) tal que
/ngzﬁda: =0, Vo¢eCy(Q).
Entao,
u=0 qgtp em (.

Teorema E.4 (ver [7]) Sejam I C R um intervalo aberto e w € WHP(I). Entdo existe
ue C(I) tal que
u=1u, qtp. eml

) —u(y —/u t)dt, Yo,y € 1.

Teorema E.5 (ver [7]) Seja u € LP(Q2), 1 < p < co. Entdo sao equivalentes:
(i) uwe Whr(Q).

(ii) Ewiste uma constante C' > 0 tal que

9
‘/u ? da] < Cllelly, Vo € C2(@), Vi € {1,..., N},
o Oz
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onde q = z%'
(ii) SeU CcC Q e |h| < dist(U,00), entao existe um C > 0 tal que

[|Ghu = ullp < Clh].

Lema E.1 (Teorema do Divergente Forte) (ver [18]) Sejam u,v € W>P(Q)NW, (),

p > 1. Entao
/vAudx:/uAvdx
Q

0
/Vqudx: —/Auvdx.
Q 0

Definigao E.6 Dado w € LP(R), dizemos que u € H(2) € uma solugao forte do

problema

u=0, 09,
quando u € W*P(Q) e —Au = w em LP(Q), ou seja quando

{ —Au=w

—Au(z) = w(x) q.t.p. em Q.
Definigao E.7 Dado w € L?(X)), dizemos que u € solugao fraca do problema

—Au=wQ
v=u (E.3)
u=0, 09,

quando u € Hy() e
/Vqudx = / wvdr, Yv € Hy(Q).
Q Q

Observagao E.3 A solucdo fraca € unica. De fato, pois suponha que ezxistam duas

solugoes fracas, uy e us, para o problema E.3. Sendo assim

/ Vu,Vudr = / wvdx Yv € Hy(9)
Q Q

/ VusVodr = / wvdr Vv € Hy (),
Q Q

o que implica
/ (Vuy — Vuy)Vodr = 0 Yo € Hy (),
Q

1sto é
((ug —ug),v) =0 VYo € H&(Q),

em particular para v = u; — us
|Juy — wo||* =0,

implicando uy = ug, mostrando assim a unicidade da solugao fraca.



172

Teorema E.8 (Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg) (ver [16]) Seja f € LP(Q)
com 1 < p < co. Entdo existe uma tinica u € W>P(Q) N Wy (Q) que é solugio fraca

do problema
—Au=f, Q
u=0, 09,

além disso, existe uma constante C, que independe de f e u, tal que

lullwar@) < ClIf]lp-

Em particular, se p > % e p € C(Q) entdo existe uma tinica solugdo fraca do problema
de Dirichlet

{—Au:fQ

u =, 0f,

Teorema E.9 [1] Sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < +o00. Entdo:
o se % — 2> 0 temos W™P(Q) cone LU(Q), onde % = 11) — %
o se 117 — 2 =0 temos W™P(Q) coe LU(Q), Vg € [p, +00);
o sc - — % <0 temos W™P(Q) cone L=(9),

onde §) € limitado.

Teorema E.10 (ver [1]) Suponha p > N. Entao
2 e N Tte) N
W ’p<Q) cont C ’M(Q>, ILL E (O, 1 - _)
p

Teorema E.11 (ver [1]) Suponha m > j + %. Entao

Wme(Q) fm C9(90).



Apéndice F
Simetrizacao de Schwarz

Toda a teoria apresentada neste apéndice tém como referéncia |8, 16].

Definicao F.1 Sejam A;, As, ..., A, alguns conjuntos borelianos do RY, dois a dois

disjuntos de medida finita, e 0 < a, < ap,_1 < ... < ay numeros reais. Se f € uma

f=Y aixa,
=1

entao definiremos ser um rearranjo de f por

fung¢ao degrau tal que

F* = aiXn, \<li<r)
i=1
onde Ry =0 e R;_1 < R; sao dados pela relagao
med([Ri—1 < |z| < R;]) = med(4;),

onde med ¢ a medida de Lebesgue.

euclidiana do RY.

Notagao: [R;; < |z| < R = {z € RY;R,_; < |z| < R;}, onde |.| ¢ a norma

Observacao F.1 Note que esta definicao mostra que a partir da fun¢ao degrau f

encontramos uma func¢ao f* que tem as sequintes propriedades:
(i) Simétrica em relagao a origem;
(ii) Decrescente quando os raios R; vao aumentando;

(iii) A integral de Lebesque de f* no RN ¢ igual a de f, ou seja,
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[ (x)de = f(z)dz.
RN RN

Teorema F.2 Sejam 1 < p < +oo e f € LP(RY) uma funcdio positiva. Eziste uma
tinica f* € LP(RYN) tal que f* >0 e para todo o > 0

med([f > a]) = med([f* > a]),

onde o congunto [f* > a] é uma bola Bg,(0). A funcao f* é radialmente decrescente
e € chamada de rearranjo decrescente ou a Simetrizagao de Schwarz da fun¢ao

f. Além do mais, para toda funcdo continua e crescente
G:RT — R,

tal que G(0) = 0 temos
[ 6r@nis= [ G

Lema F.1 Sejau € HY(RY) uma fungdo positiva. Entio a simetrizagio u* € H'(RY)

e temos

/ Vo () Pdz < / V().
RN RN
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