
Resumo

Neste trabalho estudamos a existência de solução não nula, via Métodos Variacionais

para uma classe de problemas Elípticos do tipo: −∆u = f(u) em Ω,

u ∈ H1
0 (Ω),

onde f : R → R apresenta uma descontinuidade, do tipo salto, com seu conjunto de

pontos de descontinuidade sendo um conjunto enumerável sem pontos de acumulação

e Ω é um domínio limitado com fronteira suave.



Abstract

In this work we study the existence of solutions for the following class of Elliptic

problems  −∆u = f(u) in Ω,

u ∈ H1
0 (Ω),

where the function f : R→ R has some discontinuities and Ω is a bounded domain with

smooth boundary. The main tool used is the Variational Methods together arguments

developed by Chang [9].
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Introdução

O nosso objetivo neste trabalho é encontrar solução forte, via Métodos Variacio-

nais, para uma classe de problemas Elípticos do tipo: −∆u = f̂(u), em Ω,

u ∈ H1
0 (Ω),

(1)

onde f̂ : R → R apresenta uma descontínuidade, do tipo salto e Ω é um domínio

limitado com fronteira suave. Sendo f̂ descontínua, concluíremos neste estudo, que o

funcional energia associado ao problema (1), Î : H1
0 (Ω)→ R dado por

Î(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

F̂ (u)dx,

onde F̂ é a primitiva de f̂ , é Localmente Lipschitz. Iremos mostrar ao longo desta

dissertação, que os pontos críticos do funcional Î, são soluções forte do problema (1).

Para encontrar pontos críticos de um funcional que é apenas Localmente Lipschitz, es-

tudamos aqui a generalização da definição de ponto crítico através da Análise Convexa

e Gradiente Generalizado. Tais pontos críticos serão obtidos usando os Teoremas do

Passo da Montanha e de Minimização, demonstrados aqui para funcionais Localmente

Lipschitz, usando as propriedades de Gradiente Generalizados.

Segundo A. Ambrosetti e R.E.L. Turner (ver [2]), uma aplicabilidade para o

problema estacionário (1) é obter a distribuição de temperatura de um gás ionizado,

por uma corrente elétrica, confinado em um cilindro que tem temperatura constante,

onde Ω representaria a secção transversal deste cilindro e f̂ os pontos onde o gás

está sujeito ao fluxo de elétrons. A função f̂ para esta aplicação pode ter o seguinte

comportamento:



7

Quando a temperatura do gás for menor que uma certa temperatura fixada de

valor a (conhecida como temperatura de descarga), este gás não está sujeito ao fluxo de

elétrons, tornando assim uma variação de temperatura nesta região quase que linear,

o que representaria matematicamente ∆u = 0 nesta região, ou melhor f̂(u) = 0, se

u < a. Quando a temperatura do gás for maior ou igual a a, o gás esta sujeito ao

fluxo de elétrons, o que é natural, pois o fluxo de elétrons faz com que os atômos do

gás se agitem elevando assim sua temperatura. Nesta região temos uma variação de

temperatura considerável em relação a posição do gás, portanto podemos supor que

−∆u(x) = f̂(u), se u ≥ a, onde f̂ poderia ser por exemplo uma função polinômial

crescente para u ≥ a.

Perceba que a função f̂ para este tipo de problema pode ter uma decontinuidade do

tipo salto no ponto a, justificando o porquê de considerarmos em nosso problema uma

função com descontinuidade do tipo salto.

Esta dissertação esta organizada da seguinte forma:

Capítulo 1: Neste Capítulo, apresentamos uma teoria desenvolvida por Clarke [10]

conhecida como Gradiente Generalizado, onde seguindo o livro dos autores Grossinho &

Tersian [17], com o auxilio do artigo do autor Chang [9], abordamos algumas definições,

exemplos e propriedades que serão úteis para demonstrar os teoremas apresentados em

Capítulos posteriores.

Capítulo 2: Neste Capítulo, seguindo o livro dos autores Grossinho & Tersian [17]

aplicamos a teoria de Gradiente Generalizado para funcionais definido sobre Lp(Ω).

Capítulo 3: Neste Capítulo, seguindo o artigo do autor Chang [9] demostramos o

Lema da Deformação, Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Minimização

para funcionais Localmente Lipschitz.

Capítulo 4: Neste Capítulo, encontramos uma solução forte via Teorema de Minimi-

zação, para o problema −∆u = H(u− a)uq + |u|p−1u, Ω, 0 < p, q < 1,

u = 0, ∂Ω,

onde H é a função de Heavside.

Capítulo 5: Neste Capítulo, seguindo o artigo dos autores Costa & Tehrani [11]
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encontramos uma solução forte, via teorema de Minimização, para o problema −∆u = λf(u), em Ω

u = 0, ∂Ω,

onde f : [0,+∞]→ R, satisfaz algumas propriedades.

Capítulo 6: Neste Capítulo, seguindo o artigo do autor Badiale [5] encontramos uma

solução forte, via teorema do Passo da Montanha, para o problema −∆u = |u|2∗−2u+ f(u), em Ω,

u(x) ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω)

onde f : R→ R, satisfaz algumas propriedades.

Apêndice A: Neste Apêndice, colocamos alguns resultados e definições, que envolve

a teoria de Análise Funcional, utilizados durante nosso estudo.

Apêndice B: Neste Apêndice, colocamos alguns resultados envolvendo uma função

de variação limitada, com o objetivo de justificar que toda função Localmente Lipschitz

é diferenciálvel em quase toda parte.

Apêndice C: Neste Apêndice, colocamos alguns resultados de Medida e Integração

utilizados em nosso estudo.

Apêndice D: Neste Apêndice, colocamos alguns resultados e definições de Espaços

Métricos, integrais em Espaços de Banach e Equações Diferenciais em Espaços de

Banach, utilizados durante nosso estudo.

Apêndice E: Neste Apêndice, colocamos alguns resultados e definições sobre espaços

de Sobolev.

Apêndice F: Neste Apêndice, colocamos alguns resultados envolvendo Simetrização

de Schwarz.



Notações

• (X,||.||) um espaço de Banach separável reflexivo, munido da norma ||.||.

• (X∗,||.||X∗) o espaço dual de X, munido da norma ||.||X∗ .

• X∗∗ o espaço bidual de X.

• LL(X,R) espaço dos funcionais Localmente Lipschtz definidos em X.

• Df(x)v ou 〈f ′(x), v〉 é a derivada a Gâteaux da função f no ponto x e direção v.

• P(X∗) conjunto das partes de X∗.

• [u > a] o conjunto {x ∈ Ω;u(x) > a}.

• M o conjunto das funções mensuráveis.

• B1 uma bola de raio 1 e centro na origem.

• |A| medida de Lebesgue do conjunto A.

• dist(x,A) = inf{||x− y||; y ∈ A ⊂ X}.

• ||f ||p =
( ∫

Ω
|f |pdx

) 1
p ∀f ∈ Lp(Ω), com 1 ≤ p ≤ ∞.

• 〈v〉 espaço gerado pelo elemento v ∈ X.

• ess inf{φ(x, s); |s− t| < ε} = sup{α ∈ R;φ(x, s) ≥ α q.t.p. em (t− ε, t+ ε)}.

• ess sup{φ(x, s); |s− t| < ε} = inf{α ∈ R;φ(x, s) ≤ α q.t.p. em (t− ε, t+ ε)}.



Capítulo 1

Gradiente Generalizado

Apresentaremos aqui uma teoria desenvolvida por Clarke [10] Gradiente Generali-

zado, onde seguindo o livro dos autores Grossinho & Tersian [17] colocaremos algumas

definições, exemplos e propriedades domonstradas com o auxilio do artigo do autor

Chang [9]. Iremos, perceber ao longo deste Capítulo que esta teoria generaliza a defini-

ção no sentido clássico de gradiente, pois pedimos que a função seja apenas Localmente

Lipschitz.

No que segue, X denota um espaço de Banach separável e reflexivo.

Definição 1.1 Um funcional f : X → R é dito ser um Funcional Localmente
Lipschitz (f ∈ LL(X,R)), se para cada x ∈ X, existir uma vizinhança aberta de x,
N(x), e uma constante K(x) > 0, tal que

|f(y1)− f(y2)| ≤ K(x)||y1 − y2||, ∀y1, y2 ∈ N(x). (1.1)

Quando (1.1) ocorrer em todo espaço X, a função f é dita ser Lipschitz.

Definição 1.2 A Derivada Direcional Generalizada de um funcional Localmente
Lipschitz f : X → R, em um ponto x ∈ X na direção v ∈ X, denotado por f 0(x; v)

(ou Df(x)(v)), é definido por

f 0(x; v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

)
. (1.2)

Teorema 1.3 Se f é contínua e a diferencial a Gâteaux f ′ : X → X∗ é contínua na
topologia fraca-*, então f ∈ LL(X,R) e f 0(x; v) = 〈f ′(x), v〉.
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Demonstração:

Mostraremos primeiramente que f ∈ LL(X,R). Seja x ∈ X.

Afirmação 1.1 Para cada x ∈ X, existem ρ > 0 e M(x) > 0 tais que

||f ′(y)||X∗ ≤M(x), ∀y ∈ Bρ(x).

Com efeito, suponha por absurdo que a afirmação não vale, logo dado ρn > 0 eMn > 0,

com ρn → 0 e Mn →∞, existe yn ∈ Bρn(x), tal que

||f ′(yn)||X∗ > Mn ∀n ∈ N. (1.3)

Note que yn → x em X, pois (yn) ⊂ Bρn(x) e ρn → 0. Passando ao limite de n→ +∞

em (1.3), obtemos

lim
n→∞

||f ′(yn)||X∗ = +∞. (1.4)

Sabendo que yn → x e f ′ : X → X∗ é contínua na topologia fraca-*, temos

f
′
(yn)

∗
⇀ f

′
(x), em X∗,

isto é

〈f ′(yn), v〉 −→ 〈f ′(x), v〉, ∀v ∈ X.

Considerando a aplicação T : N→ X∗ dada por

T (n) = Tn ≡ f
′
(yn),

observe que (Tn(v)) = (〈f ′(yn), v〉) é uma sequência convergente para todo v ∈ X.

Recordando que toda sequência convergente é limitada, existe cv > 0 tal que

|Tn(v)| ≤ cv ∀n ∈ N, v ∈ X,

donde segue-se, pelo Teorema de Banach-Steinhaus (ver Apêndice A), que existe c > 0

tal que

||Tn||X∗ ≤ c, ∀n ∈ N,

isto é ||f ′(yn)||X∗ ≤ c, ∀n ∈ N, contradizendo (1.4) e mostrando assim a Afirmação

1.1.

Dados y, z ∈ Bρ(x), defina as funções ϕ : [0, 1] → X dada por ϕ(t) = y + t(z − y) e
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ψ : [0, 1]→ R dada por ψ(t) = f(ϕ(t)).

Observe que ψ é diferenciável em (0, 1), pois para cada t ∈ (0, 1), temos

ψ′(t) = lim
h→0

ψ(t+ h)− ψ(t)

h
= lim

h→0

f(y + t(z − y) + h(z − y))− f(y + t(z − y)

h
,

e sendo f Gâteaux diferenciável concluímos

ψ′(t) = 〈f ′(y + t(z − y)), z − y〉.

Sabendo que ψ é diferenciável em [0, 1], segue pelo Teorema do Valor Médio que existe

um t0 ∈ (0, 1) tal que

ψ(1)− ψ(0) = 〈f ′(y + t0(z − y)), z − y〉,

equivalentemente, existe um w ∈ [y, z] ⊂ Bρ(x) (pois Bρ(x) é convexo) tal que

f(z)− f(y) = 〈f ′(w), (y − z)〉,

daí

|f(z)− f(y)| = |〈f ′(w), (y − z)〉| ≤ ||f ′(w)||X∗||y − z||,

donde segue-se da Afirmação 1.1 que

|f(z)− f(y)| ≤M(x)||y − z||, ∀y, z ∈ Bρ(x),

mostrando que f ∈ LL(X,R).

Sejam x, v ∈ X, (λn) ⊂ R e (hn) ⊂ X, tais que hn → 0 em X e λn → 0+ em R.

Dado n ∈ N, n suficientemente grande, definamos as seguintes funções

ϕn : [0, 1] −→ X

t 7−→ ϕn(t) = x+ hn + t(λnv)

e

ψn ≡ f ◦ ϕn : [0, 1] −→ R

t 7−→ ψn(t) = f(ϕn(t)).

Observe que ϕn ∈ C∞ e que ψn é derivável em [0, 1], pois f é Gâteaux diferenciável.

Daí, pelo Teorema do Valor Médio existe θn ∈ [0, 1] tal que

ψn(1)− ψn(0) = ψ
′

n(θn),
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ou equivalentemente,

f(ϕn(1))− f(ϕn(0)) = (f ◦ ϕn)
′
(θn),

donde segue-se que

f(x+ hn + λnv)− f(x+ hn) = 〈f ′(x+ hn + θnλnv), λnv〉,

implicando assim que

f(x+ hn + λnv)− f(x+ hn)

λn
= 〈f ′(x+ hn + θnλnv), v〉, ∀n ∈ N.

Passando ao limite n→∞, obtemos

lim
n→∞

f(x+ hn + λnv)− f(x+ hn)

λn
= lim

n→∞
〈f ′(x+ hn + θnλnv), v〉. (1.5)

Sabendo que f ′ é contínua na topologia fraca-* e lim
n→∞

(x+ hn + θnλnv) = x, temos

f
′
(x+ hn + θnλnv)

∗
⇀ f

′
(x) em X∗,

isto é,

f
′
(x+ hn + θnλnv)w −→ 〈f ′(x), w〉, ∀w ∈ X. (1.6)

Em particular para w = v, segue-se de (1.5) e (1.6)

lim
n→∞

f(x+ hn + λnv)− f(x+ hn)

λn
= 〈f ′(x), v〉. (1.7)

Tendo em vista que (1.7) acontece, para toda sequencia (hn) e (λn) convergindo para

zero, em particular para um (hn) e (λn) verificando

lim
n→∞

f(x+ hn + λnv)− f(x+ hn)

λn
= f 0(x; v),

vamos obter

f 0(x; v) = 〈f ′(x), v〉.

A seguir iremos mostrar algumas propriedades de Derivada Direcional Generalizada.

(A1) f 0(x; .) : X → R é subaditiva e homôgeneo positivo, isto é, para todo x ∈ X

temos

(a) f 0(x; v1 + v2) ≤ f 0(x; v1) + f 0(x; v2),∀ v1, v2 ∈ X
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e

(b) f 0(x; kv) = kf 0(x; v),∀ v ∈ X, k ≥ 0.

Demonstração:

Sabendo que

f 0(x; v1 + v2) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h+ λ(v1 + v2))− f(x+ h)

)
,

temos

f 0(x; v1 + v2) = lim sup
h→0,λ↓0

(f(x+ (h+ λv1) + λv2) + f(x+ (h+ λv1))

λ

−f(x+ h+ λv1) + f(x+ h)

λ

)
,

ou ainda pela definição de limsup (ver [14])

f 0(x; v1 + v2) = lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(x+ (h+ λv1) + λv2)− f(x+ (h+ λv1))

λ

+
f(x+ h+ λv1)− f(x+ h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
.

Utilizando propriedade de supremo

f 0(x; v1 + v2) ≤ lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(x+ (h+ λv1) + λv2)− f(x+ (h+ λv1))

λ
;

h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)
}

+ sup
{f(x+ h+ λv1)− f(x+ h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
,

e portanto

f 0(x; v1 + v2) ≤ lim
ε→0,δ→0+

sup
{f(x+ (h+ λv1) + λv2)− f(x+ (h+ λv1))

λ
;

h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)
}

+ lim
ε→0,δ→0+

sup
{f(x+ h+ λv1)− f(x+ h)

λ
;h ∈ Bε,

λ ∈ (0, δ)
}
.

Assim,

f 0(x; v1 + v2) ≤ f 0(x; v1) + f 0(x; v2), ∀ v1, v2 ∈ X,
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mostrando assim o item (a).

Para mostrar o item (b), iremos considerar os seguintes casos:

10 caso: k = 0. Para cada v ∈ X,

f 0(x; kv) = f 0(x; 0v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h+ λ(0))− f(x+ h)

)
= lim sup

h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h)− f(x+ h)

)
= 0 = 0f 0(x; v)

= kf 0(x; v).

20 caso: k > 0. Para cada v ∈ X,

f 0(x; kv) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h+ λ(kv))− f(x+ h)

)
= lim sup

h→0,λ↓0

k

kλ

(
f(x+ h+ (kλ)v)− f(x+ h)

)
,

utilizando propriedade de limite superior, segue que

f 0(x; kv) = k lim sup
h→0,λ↓0

1

kλ

(
f(x+ h+ (kλ)v)− f(x+ h)

)
= kf 0(x; v).

(A2) f 0(x; .) é um funcional convexo.

Demonstração:

Dados v1, v2 ∈ X e t ∈ [0, 1], tem-se de (A1), que

f 0(x; v1t+ v2(1− t)) ≤ f 0(x; v1t) + f 0(x; v2(1− t)),

tendo em vista que t, (1− t) > 0, segue, novamente pelo item (i), que

f 0(x; v1t+ v2(1− t)) ≤ tf 0(x; v1) + (1− t)f 0(x; v2).

(A3) |f 0(x; v)| ≤ K(x)||v||, onde K(x) satisfaz (1.1) e depende do conjunto aberto

N(x), para cada x ∈ X.

Demonstração:

Observe que,

f 0(x; v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

)
= lim

ε→0,δ→0+

(
sup

{f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
,
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donde segue-se, por propriedade de supremo, que

f 0(x; v) ≤ lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{∣∣∣f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ

∣∣∣;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)
})
.

Sendo f ∈ LL(X,R), temos de (1.1)

f 0(x; v) ≤ lim
ε→0,δ→0+

K(x)||v|| = K(x)||v||. (1.8)

Obseve agora que

f 0(x; v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

)
= lim

ε→0,δ→0+

(
sup

{f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
,

por propriedade de supremo temos

f 0(x; v) ≥ lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{
−
∣∣∣f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ

∣∣∣;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)
})
,

e sendo f ∈ LL(X,R)

f 0(x; v) ≥ lim
ε→0,δ→0

(
−K(x)||v||

)
,

implicando

f 0(x; v) ≥ −K(x)||v||, ∀x, v ∈ X. (1.9)

De (1.8) e (1.9)

|f 0(x; v)| ≤ K(x)||v||,

como queriamos mostrar.

(A4) f 0(x; v) é uma função semicontínua superiormente, isto é,

lim sup
j→∞

f 0(xj; vj) ≤ f 0(x; v),

onde lim
j→∞

(xj, vj) = (x, v), (x, v) ∈ X ×X.

Demonstração:

Suponha, por absurdo, que exista uma sequência (xj, vj) com lim
j→∞

(xj, vj) = (x, v)

verificando

lim sup
j→∞

f 0(xj; vj) > f 0(x; v).

Daí, existe r > 0 tal que lim sup
j→∞

f 0(xj; vj) > f 0(x; v) + r.

Logo, existe j0 ∈ N e (xjk , vjk)jk∈N ⊂ (xj, vj)j∈N, tais que

f 0(xjk ; vjk) > f 0(x; v) + r, ∀ jk ≥ j0,
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implicando que

lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(xjk + h+ λvjk)− f(xjk + h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
> f 0(x; v)+r, ∀jk ≥ j0.

Por definição de limite, existem ε0, δ0 > 0 tais que

sup
{f(xjk + h+ λvjk)− f(xjk + h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

}
> f 0(x; v) + r, ∀jk ≥ j0,

para todo ε ∈ (−ε0, ε0) e δ ∈ (0, δ0).

Por propriedade de supremo, existem h0 ∈ Bε e λ0 ∈ (0, δ) tais que

f(xjk + h0 + λ0vjk)− f(xjk + h0)

λ0

> f 0(x; v) + r, ∀jk ≥ j0.

Passando ao limite jk → +∞ tem-se, pelo fato de f ser contínua

f(x+ h0 + λ0v)− f(x+ h0)

λ0

≥ f 0(x; v) + r,

com h0 ∈ Bε e δ0 ∈ (0, δ), para todo ε ∈ (−ε0, ε0) e δ ∈ (0, δ0).

Donde segue-se que

sup
{f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

}
≥ f 0(x; v) + r,

para todo ε ∈ (−ε0, ε0) e δ ∈ (0, δ0). Passando ao limite ε→ 0 e δ → 0+, obtemos

lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
≥ f 0(x; v) + r,

ou ainda

f 0(x; v) ≥ f 0(x; v) + r,

com r > 0, o que é uma contradição.

(A5) |f 0(x;u)− f 0(x; v)| ≤ K(x)||u− v||, para todo u, v ∈ X, isto é, f 0(x; .) : X → R

é uma função Lipschitz, com constante K(x).

Demonstração:

Observe que de (A1)

f 0(x;u) = f 0(x;u− v + v) ≤ f 0(x;u− v) + f 0(x; v)

e

f 0(x; v) = f 0(x; v − u+ u) ≤ f 0(x; v − u) + f 0(x;u).
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Assim,

f 0(x;u)− f 0(x; v) ≤ f 0(x;u− v) ≤ |f 0(x;u− v)|

e por (A3)

f 0(x;u)− f 0(x; v) ≤ K(x)||u− v||. (1.10)

Por outro lado

f 0(x; v)− f 0(x;u) ≤ f 0(x; v − u) ≤ |f 0(x; v − u)|,

donde segue de (A3)

f 0(x; v)− f 0(x;u) ≤ K(x)||v − u|| = K(x)||u− v||. (1.11)

De (1.10) e (1.11)

|f 0(x;u)− f 0(x; v)| ≤ K(x)||u− v||,∀ u, v ∈ X.

(A6) f 0(x;−v) = (−f)0(x; v), ∀x, v ∈ X.

Demonstração:

Por definição,

f 0(x;−v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h+ λ(−v))− f(x+ h)

)
,

implicando que,

f 0(x;−v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ h− λv)− f(x+ h− λv + λv)

)
,

e portanto

f 0(x;−v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
− f(x+ (h− λv) + λv) + f(x+ (h− λv))

)
,

donde segue-se que

f 0(x;−v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
(−f)(x+ (h− λv) + λv)− (−f)(x+ (h− λv))

)
,

≤ (−f)0(x; v), ∀ x, v ∈ X,

de modo análogo mostra-se que (−f)0(x; v) ≤ f 0(x;−v), ∀x, v ∈ X. Portanto,

f 0(x;−v) = (−f)0(x; v), ∀x, v ∈ X.
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Definição 1.4 O Gradiente Generalizado de f ∈ LL(X,R) no ponto x ∈ X é um
subconjunto ∂f(x) ⊂ X∗, onde X∗ é o dual topológico de X, definido por

∂f(x) = {ξ ∈ X∗; f 0(x; v) ≥ 〈ξ, v〉,∀ v ∈ X}.

Exemplo 1: Seja

f : R −→ R

x 7−→ f(x) = |x|.

Note que f é uma função Lipschitz, implicando f ∈ LL(R,R).

Mostraremos agora que

∂f(x) =


{1}, se x > 0,

[−1, 1], se x = 0,

{−1}, se x < 0.

(1.12)

Para x = 0, temos

f 0(0; v) = |v|, ∀v ∈ R.

De fato, pois para v > 0 temos

f 0(0, v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(h+ λv)− f(h)

)
,

donde segue

f 0(0; v) = lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(h+ λv)− f(h)

vλ
v;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
,

isto é

f 0(0; v) = v lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(h+ λv)− f(h)

vλ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
. (1.13)

Afirmação 1.2 Dados ε, δ > 0 e v > 0,

sup
{f(h+ λv)− f(h)

vλ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

}
= 1.

De fato, dados ε, λ > 0 e v > 0 observe que 1, é cota superior para o conjunto

H =
{f(h+ λv)− f(h)

vλ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

}
,

pois
f(h+ λv)− f(h)

vλ
=
|h+ λv| − |h|

vλ
,
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donde segue-se, pela desigualdade triângular, que

f(h+ λv)− f(h)

vλ
≤ |h|+ |λv| − |h|

vλ
,

implicando
f(h+ λv)− f(h)

vλ
≤ |v|

v
= 1, ∀h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ).

Observe, agora, que 1 ∈ H, pois considerando h = 0 temos

f(0 + λv)− f(0)

vλ
=
|0 + λv| − |0|

vλ
=
|λv|
vλ

,

sendo v, λ > 0
f(h+ λv)− f(h)

vλ
=
λv

vλ
= 1.

Sabendo que 1 é cota superior do conjunto H e 1 ∈ H, temos

sup
{f(h+ λv)− f(h)

vλ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

}
= 1,

para todo ε, δ > 0 e v ≥ 0, mostrando a Afirmação 1.2.

Da Afirmação 1.2 e de (1.13), concluímos que

f 0(x; v) = v, ∀v > 0. (1.14)

Se v < 0,

f 0(0; v) = lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(h+ λv)− f(h)

vλ
v;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
,

donde segue-se, por propriedade de supremo e de limite, que

f 0(0; v) = (−v) lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(h+ λv)− f(h)

(−v)λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
, (1.15)

pois −v > 0. De modo análogo, mostra-se que

sup
{f(h+ λv)− f(h)

(−v)λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

}
= 1, ∀ε, δ > 0 e v < 0.

Sendo assim segue, de (1.15), que

f 0(0, v) = −v, ∀v < 0. (1.16)

De (1.14) e (1.16)

f 0(0; v) = |v|,∀v ∈ R. (1.17)



18

De (1.17)

∂f(0) = {ξ ∈ R; ξv ≤ |v|, ∀v ∈ R},

logo ∂f(0) = [−1, 1].

Quando x < 0, temos f ′ contínua, implicando que f ′ é contínua na topologia fraca-*.

Do Teorema 1.3, obtemos

f 0(x; v) = f
′
(x)v = −v,∀x < 0 e v ∈ R,

e portanto

∂f(x) = {ξ ∈ R∗; 〈ξ, v〉 ≤ −v, ∀v ∈ R},

donde segue-se que

∂f(x) = {ξ ∈ R; ξv ≤ −v, ∀v ∈ R}.

Daí ξ ∈ ∂f(x) se, e só se,  ξ ≤ −1, se v ≥ 0;

ξ ≥ −1, se v < 0.

Portanto, ∂f(x) = {−1}.

Para x > 0, mostra-se de maneira análoga que ∂f(x) = {1}, mostrando assim (1.12).

Lema 1.1 O Gradiente Generalizado de uma função f ∈ LL(X,R) (∂f(x)) é sempre
um conjunto diferente do vazio.

Demonstração:

De fato, observe que se f 0(x; v) = 0,∀v ∈ X, então ∂f(x) = {0}, pois

∂f(x) = {ξ ∈ X∗; 〈ξ, v〉 ≤ f 0(x, v) = 0,∀ v ∈ X},

logo,

∂f(x) = {ξ ∈ X∗; 〈ξ, v〉 ≤ 0,∀ v ∈ X}.

Suponha que exista um ξ ∈ X∗\{0} tal que

〈ξ, v〉 ≤ 0, ∀v ∈ X. (1.18)

Assim existi um v0 ∈ X tal que

〈ξ, v0〉 < 0,
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donde segue-se, pelo fato de (−v0) ∈ X, que

〈ξ, (−v0)〉 = −〈ξ, v0〉 > 0,

contradizendo (1.18), mostrando assim que ∂f(x) = {0} 6= ∅.

Suponha, agora, que f 0(x; v) não seja identicamente nulo. Definindo p ≡ f 0(x; .),

existe um v0 ∈ X talque

f 0(x; v0) = p(v0) 6= 0.

Observe que,

0 = p(0) = f 0(x; 0) = f 0(x; v0 − v0)

implicando, de (A1) que

0 ≤ f 0(x; v0) + f 0(x;−v0) = p(v0) + p(−v0),

logo

0 ≤ p(v0) + p(−v0),

donde segue que

−p(v0) ≤ p(−v0). (1.19)

Defina,

ξ : 〈v0〉 −→ R

y = tv0 7−→ 〈ξ, y〉 = tp(v0).

Observe que ξ é um funcional linear, pois dados y1, y2 ∈ 〈v0〉 temos y1 = t1v0 e y2 = t2v0

de onde segue y1 + ky2 = (t1 + kt2)v0 e

〈ξ, (y1 + ky2)〉 = (t1 + kt2)p(v0) = t1p(v0) + kt2p(v0),

donde

〈ξ, (y1 + ky2)〉 = 〈ξ, y1〉+ k〈ξ, y2〉.

Afirmação 1.3 〈ξ, y〉 ≤ f 0(x, y), ∀y ∈ 〈v0〉.

De fato, pois

tp(v0) = p(tv0) = f 0(x; tv0), ∀t ≥ 0. (1.20)
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Para t < 0, segue de (1.19),

tp(v0) = −(−t)f 0(x; v0) ≤ (−t)f 0(x; (−v0)),

logo por (A1), pois −t > 0, temos

tp(v0) ≤ f 0(x; (tv0)), ∀t < 0. (1.21)

De (1.20) e (1.21)

tp(v0) ≤ f 0(x; tv0), ∀t ∈ R,

implicando que

ξ(y) ≤ f 0(x; y), ∀y ∈ 〈v0〉,

mostrando assim a Afirmação 1.3.

Da Afirmação 1.3 e de (A1), segue pelo Teorema de Hahn-Banach (ver Apêndice A),

que existe um funcional linear F que prolonga ξ, i.e.

〈F, v〉 = 〈ξ, v〉, ∀v ∈ 〈v0〉

e

〈F, v〉 ≤ f 0(x; v), ∀v ∈ X. (1.22)

Utilizando (A3)

〈F, v〉 ≤ |f 0(x; v)| ≤ K(x)||v||, ∀v ∈ X,

implicando que F é contínua. Logo, F ∈ X∗ donde segue-se de (1.22), que F ∈ ∂f(x),

mostrando que ∂f(x) 6= ∅, ∀x ∈ X.

Lema 1.2 Dados x, v ∈ X, tem-se f 0(x; v) = max{〈ξ, v〉; ξ ∈ ∂f(x)}.

Demonstração:

De fato, dados x, v ∈ X, defina o seguinte funcional

ξx : 〈v〉 −→ R

w = tv 7−→ 〈ξx, w〉 = tf 0(x; v).

Afirmamos que ξx é um funcional linear, pois dados w1, w2 ∈ 〈v〉, com w1 = t1v,

w2 = t2v e k ∈ R, temos w1 + kw2 = (t1 + kt2)v o que implica

〈ξx, (w1 + kw2)〉 = (t1 + kt2)f 0(x; v),
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ou seja

〈ξx, (w1 + kw2)〉 = t1f
0(x; v) + kt2f

0(x; v) = 〈ξx, w1〉+ k〈ξ, w2〉.

Por um raciocínio análogo ao usado na demonstração do Lema 1.1 mostra-se que

〈ξx, w〉 ≤ f 0(x;w), ∀w ∈ 〈v〉.

Donde segue-se, pelo Teorema de Hahn-Banch (ver Apêndice A) e de (A1), que existe

um funcional linear ξ∗x definido em X tal que

〈ξ∗x, w〉 ≤ f 0(x;w), ∀w ∈ X (1.23)

e

〈ξ∗x, w〉 = tf 0(x; v), ∀w ∈ 〈v〉,

implicando

〈ξ∗x, v〉 = f 0(x; v). (1.24)

De (A3) e (1.23)

〈ξ∗x, w〉 ≤ K(x)||w||, ∀w ∈ X,

mostrando que ξ∗x é um funcional linear contínuo, i.e. ξ∗x ∈ X∗. Sendo assim, segue de

(1.23), que ξ∗x ∈ ∂f(x).

De (1.24)

〈ξ∗x, v〉 ≥ 〈ξ, v〉, ∀ξ ∈ ∂f(x).

Logo 〈ξ∗x, v〉 é uma cota superior do conjunto {〈ξ, v〉; ξ ∈ ∂f(x)} e 〈ξ∗x, v〉 ∈ {〈ξ, v〉; ξ ∈

∂f(x)} (pois ξ∗x ∈ X∗ e satisfaz a desigualdade (1.23)).

Sendo assim, podemos concluir que

f 0(x; v) = 〈ξ∗x, v〉 = max{〈ξ, v〉; ξ ∈ ∂f(x)}, ∀v ∈ X,

demonstrando o lema.

Definição 1.5 Definimos como função suporte de um subconjunto não-vazio C ⊂
X, a seguinte função

σ(C, .) : X∗ → R

ξ 7→ σ(C, ξ) = sup{〈ξ, x〉;x ∈ C}.
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De acordo com a Definição 1.5, para cada Σ ⊂ X∗ a função suporte σ(Σ, .) : X∗∗ → R

é dada por

σ(Σ, ϕ) = sup{〈ϕ, ξ〉; ξ ∈ Σ}.

É comum utilizar X ao em vez de X∗∗, pois sendo X reflexivo a aplicação canônica

J : X → X∗∗

v 7→ J(v) : X∗ → R

ξ 7→ 〈J(v), ξ〉 = 〈ξ, v〉,

é sobrejetora, isto é J(X) = X∗∗. Portanto, para cada ϕ ∈ X∗∗ existe um único v ∈ X

tal que, 〈ϕ, ξ〉 = 〈ξ, v〉. Por isso, podemos denotar

σ(Σ, .) : X → R

v 7→ σ(Σ, v) = sup{〈ξ, v〉; ξ ∈ Σ}.

Exemplo 2: Segue do Lema 1.2, que f 0(x; v) pode ser interpretado como sendo função

suporte de ∂f(x) ⊂ X∗.

Mostraremos agora algumas propriedades a respeito das funções suportes, definidas

anteriormente. Sejam C,D,C1, C2 ⊂ X e Σ,∆,Σ1,Σ2 ⊂ X∗.

(S1) Se C = {x0} ⊂ X, então

σ({x0}, ξ) = 〈ξ, x0〉, ∀ ξ ∈ X∗.

Demonstração:

Dado ξ ∈ X∗, temos

σ({x0}, ξ) = sup{〈ξ, x〉;x ∈ {x0}} = 〈ξ, x0〉.

(S2) Sejam B ⊂ X e B∗ ⊂ X∗ bolas unitárias de centro 0. Então, dados ξ ∈ X∗ e

v ∈ X, tem-se que

σ(B, ξ) = ||ξ||X∗ e σ(B∗, v) = ||v||X .
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Demonstração:

Dados v ∈ X e ξ ∈ X∗, temos

σ(B, ξ) = sup{〈ξ, x〉;x ∈ B} = sup{〈ξ, x〉; ||x|| ≤ 1, x ∈ X},

implicando, por definição de norma para funcionais lineares, que

σ(B, ξ) = ||ξ||X∗ , ∀ξ ∈ X∗.

Por outro lado,

σ(B∗, v) = sup{〈ϕ, v〉;ϕ ∈ B∗} = sup{〈ϕ, v〉; ||ϕ||X∗ ≤ 1, ϕ ∈ X∗},

donde segue-se, do corolário do Teorema de Hahn-Banach (ver Apêndice A), que

σ(B∗, v) = ||v||, ∀v ∈ X.

(S3) Sejam C, D subconjuntos de X não-vazio, fechados e convexos, e Σ,∆ ⊂ X∗

subconjuntos não-vazio, fechados fraco-* e convexos. Então

C ⊂ D ⇔ σ(C, ξ) ≤ σ(D, ξ), ∀ξ ∈ X∗

e

Σ ⊂ ∆⇔ σ(Σ, v) ≤ σ(∆, v), ∀v ∈ X.

Demonstração:

Suponha que C ⊂ D, logo

{〈ξ, v〉; v ∈ C} ⊂ {〈ξ, v〉; v ∈ D}, ∀ξ ∈ X∗,

implicando que

σ(C, ξ) = sup{〈ξ, v〉; v ∈ C} ≤ sup{〈ξ, v〉; v ∈ D} = σ(D, ξ), ∀ξ ∈ X∗.

Portanto,

σ(C, ξ) ≤ σ(D, ξ), ∀ξ ∈ X∗.

Reciprocamente, suponha por absurdo que C * D, isto é, exista um v0 ∈ C, tal que

v0 6∈ D. Sabendo que D ⊂ X é um conjunto convexo, não-vazio e fechado e {v0} ⊂ X



24

um conjunto convexo e compacto, pelo Teorema Hahn-Banach 2a Forma Geométrica

(ver Apêndice A), existem ξ0 ∈ X∗ e α ∈ R, tais que

〈ξ0, v0〉 > α > 〈ξ0, v〉, ∀v ∈ D,

daí

〈ξ0, v0〉 > α ≥ sup{〈ξ0, v〉; v ∈ D} = σ(D, ξ0),

donde segue-se que

σ(C, ξ0) ≥ 〈ξ0, v0〉 > σ(D, ξ0),

implicando que

σ(C, ξ0) > σ(D, ξ0),

o que é um absurdo, pois contradiz a hipotése. Logo, C ⊂ D.

Mostraremos, agora, que

Σ ⊂ ∆⇔ σ(Σ, v) ≤ σ(∆, v), ∀v ∈ X.

Se Σ ⊂ ∆, então dado v ∈ X, temos

{〈ξ, v〉; ξ ∈ Σ} ⊂ {〈ξ, v〉; ξ ∈ ∆},

daí

sup{〈ξ, v〉; ξ ∈ Σ} ≤ sup{〈ξ, v〉; ξ ∈ ∆},

implicando que

σ(Σ, v) ≤ σ(∆, v), ∀v ∈ X.

Reciprocamente, suponha por absurdo que Σ * ∆, isto é, que existe ξ0 ∈ Σ tal que

ξ0 6∈ ∆. Sabendo que ∆ é convexo e fechado fraco-*, então ∆ é fechado forte. Segue,

pelo fato de {ξ0} ⊂ X∗ ser um conjunto compacto e convexo e ∆ ⊂ X∗ um conjunto

convexo e fechado, pelo Teorema de Hahn-Banach, 2a Forma Geométrica (ver Apêndice

A), existem ϕv0 ∈ X∗∗ e α > 0 tais que

〈ϕv0 , ξ0〉 > α > 〈ϕv0 , ξ〉, ∀ξ ∈ ∆, (1.25)

onde v0 ∈ X. Observe que ϕ está associado ao ponto v0, isto se justifica pelo fato de

supormos, neste trabalho, que X é um espaço reflexivo.

De (1.25), segue que

〈ξ0, v0〉 > α > 〈ξ, v0〉, ∀ξ ∈ ∆,
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daí, temos

σ(Σ, v0) ≥ 〈ξ0, v0〉 > α ≥ sup{〈ξ, v0〉; ξ ∈ ∆} = σ(∆, v0),

implicando que

σ(Σ, v0) > σ(∆, v0),

o que contradiz a hipotése. Portanto Σ ⊂ ∆, como queriamos demonstrar.

(S4) O conjunto Σ é limitado e compacto na topologia fraca-* se, e somente se, a

função suporte σ(Σ, .) for finita sobre X.

Demonstração:

De fato, se Σ é limitado, existe M > 0 tal que

||ξ||X∗ 6 M, ∀ξ ∈ Σ. (1.26)

Dado v ∈ X\, temos

σ(Σ, v) = sup{〈ξ, v〉; ξ ∈ Σ} ≤ sup{||ξ||X∗||v||; ξ ∈ Σ},

donde segue-se de (1.26),

σ(Σ, v) ≤M ||v|| < +∞.

Logo, σ(Σ, v) é finito ∀v ∈ X, isto é σ(Σ, .) é uma função finita sobre X.

Reciprocamente, suponha agora que σ(Σ, .) seja uma função finita sobre X. Daí, para

cada v ∈ X existe um c = c(v) tal que

sup{〈ξ, v〉; ξ ∈ Σ} < c,

o que implica

|〈ξ, v〉| < c, ∀ξ ∈ Σ,

donde segue-se, pelo Teorema de Banach-Stainhaus (ver Apêndice A), que existeM > 0

tal que

||ξ||X∗ ≤M, ∀ξ ∈ Σ,

implicando que Σ ⊂ BM(0). Logo, Σ é limitado. Desde que Σ é fechado fraco-* e

BM(0) é compacto fraco-* (ver Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki no Apêndice A),

podemos concluir que Σ é compacto fraco-*. Mostrando assim a Propriedade (A4).
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(S5) Dados ξ ∈ X∗ e w ∈ X, tem-se que:

(i) σ(C1 + C2, ξ) = σ(C1, ξ) + σ(C2, ξ);

(ii) σ(Σ1 + Σ2, w) = σ(Σ1, w) + σ(Σ2, w);

(iii) σ(λC, ξ) = λσ(C, ξ), ∀λ > 0;

(iv) σ(λΣ, w) = λσ(Σ, w), ∀λ > 0.

Demonstração:

(i): Seja ξ ∈ X∗ e observe que

σ(C1 + C2, ξ) = sup{〈ξ, v〉; v ∈ C1 + C2},

isto é,

σ(C1 + C2, ξ) = sup{〈ξ, v〉; v = v1 + v2, v1 ∈ C1 e v2 ∈ C2},

logo

σ(C1 + C2, ξ) = sup{〈ξ, v1〉+ 〈ξ, v2〉; v1 ∈ C1 e v2 ∈ C2},

de onde segue que

σ(C1 + C2, ξ) = sup
(
{〈ξ, v1〉; v1 ∈ C1}+ {〈ξ, v2〉; v2 ∈ C2}

)
,

implicando, por proriedade de supremo, que

σ(C1 + C2, ξ) ≤ sup{〈ξ, v1〉; v1 ∈ C1}+ sup{〈ξ, v2〉; v2 ∈ C2},

ou seja

σ(C1 + C2, ξ) ≤ σ(C1, ξ) + σ(C2, ξ). (1.27)

Por outro lado, temos

〈ξ, v1〉+ 〈ξ, v2〉 = 〈ξ, v1 + v2〉 ≤ sup{〈ξ, w1 + w2〉;w1 ∈ C1 e w2 ∈ C2},

∀v1 ∈ C1 e v2 ∈ C2, isto é

〈ξ, v1〉+ 〈ξ, v2〉 ≤ σ(C1 + C2, ξ), ∀v1 ∈ C1 e v2 ∈ C2.
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Fixando v1 ∈ C1, segue que

〈ξ, v2〉 ≤ σ(C1 + C2, ξ)− 〈ξ, v1〉, ∀v2 ∈ C2,

logo

sup{〈ξ, w2〉;w2 ∈ C2} ≤ σ(C1 + C2, ξ)− 〈ξ, v1〉, ∀v1 ∈ C1,

ou seja

〈ξ, v1〉 ≤ σ(C1 + C2, ξ)− σ(C2, ξ), ∀v1 ∈ C1,

daí

sup{〈ξ, w1〉;w1 ∈ C1} ≤ σ(C1 + C2, ξ)− σ(C2, ξ),

implicando que

σ(C1, ξ) + σ(C2, ξ) ≤ σ(C1 + C2, ξ). (1.28)

De (1.27) e (1.28), temos

σ(C1, ξ) + σ(C2, ξ) = σ(C1 + C2, ξ), ∀ξ ∈ X∗.

(ii): Veja que, para cada w ∈ X

σ(Σ1 + Σ2, w) = sup{〈ϕ,w〉;ϕ ∈ Σ1 + Σ2},

reescrevendo de outra forma

σ(Σ1 + Σ2, w) = sup{〈ϕ1, w〉+ 〈ϕ2, w〉;ϕ1 ∈ Σ1 e ϕ2 ∈ Σ2},

ou seja

σ(Σ1 + Σ2, w) = sup
(
{〈ϕ1, w〉;ϕ1 ∈ Σ1}+ {〈ϕ2, w〉;ϕ2 ∈ Σ2}

)
,

implicando, por propriedade de supremo, que

σ(Σ1 + Σ2, v) ≤ sup{〈ϕ1, w〉;ϕ1 ∈ Σ1}+ sup{〈ϕ2, w〉;ϕ2 ∈ Σ2},

isto é

σ(Σ1 + Σ2, w) ≤ σ(Σ1, w) + σ(Σ2, w). (1.29)

Por outro lado, observe que

〈ϕ1, w〉+ 〈ϕ2, w〉 = 〈ϕ1 + ϕ2, w〉 ≤ sup{〈ψ1 + ψ2, w〉;ψ1 ∈ Σ1 e ψ2 ∈ Σ2},
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∀ϕ1 ∈ Σ1 e ϕ2 ∈ Σ2. Fixando ϕ1 ∈ Σ1, note que

〈ϕ2, w〉 ≤ sup{〈ψ1 + ψ2, w〉;ψ1 ∈ Σ1 e ψ2 ∈ Σ2} − 〈ϕ1, w〉, ∀ϕ2 ∈ Σ2,

daí

sup{〈ψ2, w〉;ψ2 ∈ Σ2} ≤ sup{〈ψ1 + ψ2, w〉;ψ1 ∈ Σ1 e ψ2 ∈ Σ2} − 〈ϕ1, v〉,

∀ϕ1 ∈ Σ1, ou seja

〈ϕ1, w〉 ≤ sup{〈ψ1 + ψ2, w〉;ψ1 ∈ Σ1 e ψ2 ∈ Σ2} − sup{〈ψ2, w〉;ψ2 ∈ Σ2},

∀ϕ1 ∈ Σ1, donde, segue-se que

sup{〈ψ1, w〉;ψ1 ∈ Σ1} ≤ sup{〈ψ1 + ψ2, v〉;ψ1 ∈ Σ1 e ψ2 ∈ Σ2}

− sup{〈ψ2, v〉;ψ2 ∈ Σ2}, ∀ψ1 ∈ Σ1,

implicando que

σ(Σ1, w) + σ(Σ2, w) ≤ σ(Σ1 + Σ2, w). (1.30)

De (1.29) e (1.30), podemos concluir que

σ(Σ1, w) + σ(Σ2, w) = σ(Σ1 + Σ2, w), ∀w ∈ X.

(iii): Para cada λ > 0, temos

σ(λC, ξ) = sup{〈ξ, v〉; v ∈ λC},

considerando v = v/λ, segue que

σ(λC, ξ) = sup{〈ξ, λv〉; v ∈ C},

implicando, pelo fato de ξ ser um funcional linear, que

σ(λC, ξ) = sup{λ〈ξ, v〉; v ∈ C},

utilizando propriedade de supremo, podemos concluir que

σ(λC, ξ) = λ sup{〈ξ, v〉; v ∈ C} = λσ(C, ξ),

isto é

σ(λC, ξ) = λσ(C, ξ), ∀λ > 0,

como queriamos mostrar.
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(iv): A prova desta propriedade é análoga a demonstração do item anterior.

As próximas propriedades estão ligadas ao Gradiente Generalizado.

(P1) Para todo x ∈ X o conjunto ∂f(x) ⊂ X∗ é convexo e compacto na topologia

fraca-*. Além disso, para ξ ∈ ∂f(x) temos ||ξ||X∗ ≤ K(x).

Demonstração:

Dados ξ1, ξ2 ∈ ∂f(x), temos

〈ξ1, v〉, 〈ξ2, v〉 ≤ f 0(x; v), ∀v ∈ X,

daí, para cada t ∈ (0, 1), segue que

t〈ξ1, v〉+ (1− t)〈ξ2, v〉 ≤ tf 0(x; v) + (1− t)f 0(x; v),

implicando que

〈tξ1, v〉+ 〈(1− t)ξ2, v〉 ≤ f 0(x; v),∀v ∈ X,

logo

〈tξ1 + (1− t)ξ2, v〉 ≤ f 0(x; v),∀v ∈ X.

Portanto, tξ1 + (1− t)ξ2 ∈ ∂f(x), para todo t ∈ (0, 1), mostrando que ∂f(x) é convexo.

Mostraremos agora que ∂f(x) é compacto fraco-*.

Dado ξ ∈ ∂f(x), observe que

〈ξ, v〉 ≤ f 0(x; v) ≤ |f 0(x; v)|,

donde segue-se, pela Propriedade (A3), que

〈ξ, v〉 ≤ K(x)||v||, ∀v ∈ X,

isto é

〈ξ, v〉 ≤ K(x), ∀v ∈ X,

com ||v|| ≤ 1. Logo,

||ξ||∗X = sup{〈ξ, v〉; ||v|| ≤ 1, v ∈ X} ≤ K(x),

implicando que ∂f(x) ⊂ BK(x)(0) ⊂ X∗.
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Afirmação 1.4 ∂f(x) é fechado fraco-*.

De fato, seja (ξn)n∈N ⊂ ∂f(x) uma sequência, tal que ξn
∗
⇀ ξ0 em X∗, isto é

〈ξn, v〉 → 〈ξ0, v〉, ∀v ∈ X.

Desde que ξn ∈ ∂f(x)

〈ξn, v〉 ≤ f 0(x; v), ∀n ∈ N,

logo por passagem ao limite

〈ξ0, v〉 ≤ f 0(x; v), ∀v ∈ X,

implicando que ξ0 ∈ ∂f(x), provando assim, a Afirmação 1.4.

Sabendo que ∂f(x) é fechado fraco-* e ∂f(x) ⊂ BK(x)(0), com BK(x)(0) compacto na

topologia fraca-*, temos ∂f(x) é compacto fraco-*, como queriamos mostrar.

Lema 1.3 Para cada x ∈ X, existe ξ0 ∈ ∂f(X) tal que

||ξ0||X∗ = min{||ξ||X∗ ; ξ ∈ ∂f(x)}.

Demonstração:

Para mostrar este lema, basta mostrar que o ínfimo do conjunto

A = {||ξ||X∗ ; ξ ∈ ∂f(x)} ⊂ R

é atingido. Primeiramente, observe que o conjunto A é limitado inferiormente, pois

||ξ||X∗ ≥ 0,∀ξ ∈ ∂f(x).

Definamos,

Cf (x) = inf{||ξ||X∗ ; ξ ∈ ∂f(x)}.

Logo, Cf (x) é ponto aderente do conjunto A, e assim existe uma sequência (ξn) ⊂ ∂f(x)

tal que

||ξn||X∗ → Cf (x). (1.31)

Note que (ξn) ⊂ ∂f(x) ⊂ BK(x)(0) ⊂ X∗, onde BK(x)(0) é compacto fraco-*. Segue,

pelo fato de (ξn) ⊂ BK(x)(0), que existe uma subsequência (ξnj) de (ξn) e ξ0 ∈ X∗ tal

que

ξnj
∗
⇀ ξ0 em X∗. (1.32)
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Sendo ∂f(x) fechado fraco-*, concluímos que ξ0 ∈ ∂f(x).

Defina agora a seguinte função

ϕ : X∗ → R

ξ 7→ ϕ(ξ) = ||ξ||X∗ .

De (1.32)

lim inf
n→+∞

ϕ(ξn) ≥ ϕ(ξ), (1.33)

para toda sequência (ξn) ⊂ X∗ tal que ξn
∗
⇀ ξ em X∗.

De (1.31), (1.32) e (1.33), temos

Cf (x) = lim inf
nj→+∞

||ξnj ||X∗ ≥ ||ξ0||X∗ .

Donde segue-se, pelo fato de Cf (x) = inf A, que

Cf (x) = ||ξ0||X∗ ,

pois ξ0 ∈ ∂f(x), mostrando que o ínfimo do conjunto A é atingido.

Observação 1.1 Consideraremos a partir de agora a função λf : X → R, dada por
λf (x) = min{||ξ||X∗ ; ξ ∈ ∂f(x)}.

(P2) Para cada f, g ∈ LL(X,R) e λ ∈ R tem-se que

∂(f + g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x)

e

∂(λf)(x) = λ∂f(x).

Demonstração:

Para cada v ∈ X

(f + g)0(x; v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
(f + g)(x+ h+ λv)− (f + g)(x+ h)

)
,

isto é

(f + g)0(x; v) = lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(x+ h+ λv)− f(x+ h))

λ

+
g(x+ h+ λv)− g(x+ h)

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
.
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Por propriedade de supremo

(f + g)0(x; v) ≤ lim
ε→0,δ→0+

(
sup

{f(x+ h+ λv)− f(x+ h))

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

}
+ sup

{g(x+ h+ λv)− g(x+ h))

λ
;h ∈ Bε, λ ∈ (0, δ)

})
implicando que

(f+g)0(x; v) ≤ lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+h+λv)−g(x+h)

)
+lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
g(x+h+λv)−g(x+h)

)
,

ou seja

(f + g)0(x; v) ≤ f 0(x; v) + g0(x; v), ∀v ∈ X.

Sabendo que (f + g)0(x; .) é a função suporte de ∂(f + g)(x) ⊂ X∗ e f 0(x; .) + g0(x; .)

é a função suporte de ∂f(x) + ∂g(x) ⊂ X∗, pela Propriedade (S3)

∂(f + g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x).

Mostraremos agora que ∂(λf)(x) = λ∂f(x), ∀λ ∈ R.

Para cada λ ∈ R, vamos considerar os seguintes casos:

10 caso: λ = 0, imediato.

20 caso: λ > 0. Neste caso

∂(λf)(x) = {ξ ∈ X∗; 〈ξ, v〉 ≤ (λf)0(x; v), ∀v ∈ X}

donde segue-se

∂(λf)(x) = {ξ ∈ X∗; 〈ξ, v〉 ≤ λf 0(x; v), ∀v ∈ X},

daí

∂(λf)(x) = {ξ ∈ X∗; 1

λ
〈ξ, v〉 ≤ f 0(x; v), ∀v ∈ X},

considerando ξ∗ = 1
λ
ξ, tem-se que

∂(λf)(x) = {λξ∗ ∈ X∗; 〈ξ∗, v〉 ≤ f 0(x; v), ∀v ∈ X}

= λ{ξ∗ ∈ X∗; 〈ξ∗, v〉 ≤ f 0(x; v), ∀v ∈ X},

implicando que

∂(λf)(x) = λ∂f(x).
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30 caso: Se λ < 0, veja que

∂(λf)(x) = {ξ ∈ X∗; 〈ξ, v〉 ≤ (λf)0(x; v), ∀v ∈ X}

= {ξ ∈ X∗; 〈ξ, v〉 ≤ ((−λ)(−f))0(x; v), ∀v ∈ X},

donde segue-se, da Propriedade (A1), que

∂(λf)(x) = {ξ ∈ X∗; 〈ξ, v〉 ≤ (−λ)(−f)0(x; v), ∀v ∈ X},

logo, pela Propriedade (A6), temos

∂(λf)(x) = {ξ ∈ X∗; 1

(−λ)
〈ξ, v〉 ≤ f 0(x;−v), ∀v ∈ X},

= {ξ ∈ X∗; 〈1
λ
ξ,−v〉 ≤ f 0(x;−v), ∀v ∈ X},

considerando ξ∗ = 1
λ
ξ, tem-se que

∂(λf)(x) = {λξ∗ ∈ X∗; 〈ξ∗,−v〉 ≤ f 0(x;−v), ∀v ∈ X}

= λ{ξ∗ ∈ X∗; 〈ξ∗,−v〉 ≤ f 0(x;−v), ∀v ∈ X},

logo

∂(λf)(x) = λ∂f(x).

(P3) A função

∂f : X → P(X∗)

x 7→ ∂f(x).

é semi-contínua superiormente, isto é, para cada x0 ∈ X e ε > 0 dados, existe

δ = δ(x0, ε) > 0, tal que se ||x − x0|| < δ e ξ ∈ ∂f(x), existe ξ0 ∈ ∂f(x0)

verificando

||ξ − ξ0||X∗ < ε,

ou equivalentemente

|〈ξ − ξ0, v〉| < ε, ∀v ∈ X, com ||v|| ≤ 1.
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Demonstração:

Com efeito, suponha por absurdo que exista um x0 ∈ X, ε0 > 0 e v0 ∈ X, com ||v|| ≤ 1,

tal que para cada n ∈ N temos

||xn − x0|| <
1

n
e ξn ∈ ∂f(xn),

mas

|〈ξn − ξ, v0〉| ≥ ε0, ∀ξ ∈ ∂f(x0). (1.34)

Seja N(x0) uma vizinhança de x0 e K(x0) > 0 tal que

|f(y1)− f(y2)| ≤ K(x0)||y1 − y2||, ∀y1, y2 ∈ N(x0).

Sabendo que xn → x0, fixe n1 ∈ N tal que

xn ∈ N(x0), ∀n ≥ n1.

Daí,

||ξn||X∗ ≤ K(x0), ∀n ≥ n1,

pois ξn ∈ ∂f(xn) e xn ∈ N(x0), ∀n ≥ n1. Defina

K = max{||ξ1||X∗ , ..., ||ξn1−1||X∗ , K(x0)},

e observe que

||ξn||X∗ ≤ K, ∀n ∈ N.

Donde segue-se que existe uma subsequência (ξnj) de (ξn), tal que

ξnj
∗
⇀ ξ0 em X∗, (1.35)

pois estamos considerando X um espaço separável.

Afirmação 1.5 ξ0 ∈ ∂f(x0).

De fato, pois

〈ξnj , v〉 ≤ f 0(xnj ; v), ∀nj ∈ N, v ∈ X,

daí, passando ao limite superior de nj → +∞, obtemos

lim sup
nj→+∞

〈ξnj , v〉 ≤ lim sup
nj→+∞

f 0(xnj ; v), ∀v ∈ X,
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obtendo da Propriedade (A4), que

lim sup
nj→+∞

〈ξnj , v〉 ≤ f 0(x0; v), ∀v ∈ X. (1.36)

De (1.35) e (1.36), temos

〈ξ0, v〉 ≤ f 0(x0, v), ∀v ∈ X,

mostrando, assim que ξ0 ∈ ∂f(x0), provando a Afirmação 1.5.

Sabendo que ξnj
∗
⇀ ξ0, temos

lim
nj→+∞

〈ξnj , v〉 = 〈ξ0, v〉, ∀v ∈ X.

Segue-se, por definição de limite pontual, existe n0 ∈ N tal que

|〈ξnj − ξ0, v0〉| < ε0, ∀nj ≥ n0,

contradizendo (1.34).

(P4) Seja

∂f : X → P(X∗)

x 7→ ∂f(x).

A função ∂f é fechado fraco-*, isto é, se (xj, ξj)j∈N ⊂ X × X∗ é uma sequência tal

que ξj ∈ ∂f(xj), limxj = x ∈ X e lim〈ξj − ξ0, v〉 = 0, ∀v ∈ X, então ξ0 ∈ ∂f(x).

Demonstração:

Recorde primeiramente que

〈ξj, v〉 ≤ f 0(xj; v), ∀j ∈ N e v ∈ X,

logo passando ao limite superior j → +∞, obtemos

lim sup
j→+∞

〈ξj, v〉 ≤ lim sup
j→+∞

f 0(xj; v), ∀v ∈ X,

e portanto, por hipotése e pela Propriedade (A4)

〈ξ0, v〉 ≤ f 0(x0, v), ∀v ∈ X,

mostrando que ξ0 ∈ ∂f(x0).
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(P5) O funcional x 7→ λf (x) é semi-contínua inferiormente, isto é,

lim inf
x→x0

λf (x) ≥ λf (x0).

Demontração:

Com efeito, suponha que exista xn → x0 em X tal que

lim inf
x→x0

λf (xn) < λf (x0). (1.37)

Sejam ||ξn||X∗ = λf (xn), ||ξ0||X∗ = λf (x0), com ξ0 ∈ ∂f(x0) e ξn ∈ ∂f(xn). Já

mostramos anteriormente que existe K(x0) > 0

||ξn||X∗ ≤ K(x0),

pois xn → x0. Daí, existe uma subsequência (ξnj) ⊂ (ξn) tal que

ξnj
∗
⇀ ξ∗,

para algum ξ∗ ∈ ∂f(x0). Assim,

lim inf
nj→+∞

||ξnj ||X∗ ≥ ||ξ∗||X∗ ,

e desde que ||ξ∗||X∗ ≥ ||ξ0||X∗ , pois ξ∗ ∈ ∂f(x0), temos

lim inf
nj→+∞

||ξnj ||X∗ ≥ ||ξ0||X∗ ,

ou seja

lim inf
nj→+∞

λf (xnj) ≥ λf (x0),

contradizendo (1.37).

(P6) Sejam φ ∈ C1([0, 1], X) e f ∈ LL(X,R). Então, a função h = f ◦ φ : [0, 1] → R

é differenciável q.t.p. em [0, 1] e

h′(t) ≤ max{〈ξ, φ′(t)〉; ξ ∈ ∂f(φ(t))}, q.t.p. em [0, 1].

Demonstração:

Mostraremos que o funcional h ∈ LL([0, 1]; R).

Dado t ∈ [0, 1], existe ε > 0 tal que

|f(φ(s1))− f(φ(s2))| ≤ K(t)||φ(s1))− φ(s2)||, ∀φ(s1), φ(s2) ∈ Bε(φ(t)). (1.38)
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Observe que

|h(s1)− h(s2)| = |(f ◦ φ)(s1)− (f ◦ φ)(s2)| = |f(φ(s1))− f(φ(s2))|,

donde segue-se de (1.38)

|h(s1)− h(s2)| ≤ K(t)||φ(s1)− φ(s2)||,∀φ(s1), φ(s2) ∈ Bε(φ(t)). (1.39)

Sabendo que φ é diferenciável, temos pela Desigualdade do Valor Médio∣∣φ(s1)− φ(s2)
∣∣ ≤M |s1 − s2|. (1.40)

Note que para δ > 0 pequeno se s1, s2 ∈ [t − δ, t + δ] temos φ(s1), φ(s2) ∈ Bε(φ(t)),

assim de (1.39) e (1.40)

|h(s1)− h(s2)| ≤M(t)|s1 − s2|, ∀s1, s2 ∈ Bδ(t),

mostrando que h ∈ LL([0, 1],R). Sendo assim h é diferenciável a menos de um conjunto

de medida nula em [0, 1] (ver Apêndice B). Mostraremos, agora, que

h′(t) ≤ max{〈w, φ′(t)〉;w ∈ ∂f(φ(t))}, q.t.p. em [0, 1].

Supondo que h é diferenciável em t0 ∈ [0, 1]

h′(t0) = lim
λ→0

1

λ

(
f(φ(t0 + λ))− f(φ(t0))

)
,

implicando, pelo fato de φ ser diferenciável, que

h′(t0) = lim
λ→0

1

λ

(
f(φ(t0) + λφ′(t0) + o(λ))− f(φ(t0))

)
,

onde lim
λ→0

o(λ)

λ
= 0, daí

h′(t0) ≤ lim sup
λ→0

1

λ

(
f(φ(t0) +

o(λ)

λ
λ+ λφ′(t0))− f(φ(t0 +

o(λ)

λ
λ))
)
,

logo

h′(t0) ≤ f 0(φ(t0);φ′(t0)),

e pelo Lema 1.2

h′(t0) ≤ max{〈ξ, φ′(t0)〉; ξ ∈ ∂f(φ(t0))}.

Assim, podemos concluir que

h′(t) ≤ max{〈w, φ′(t)〉;w ∈ ∂f(φ(t))}, q.t.p. em [0, 1].
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(P7) Se f é continuamente diferenciável a Fréchet numa vizinhança aberta de x ∈ X,

temos

∂f(x) = {f ′(x)}.

Demonstração:

Se f é diferenciável a Fréchet numa vizinhança aberta Vx com x ∈ Vx ⊂ X, então

f 0(x; v) = lim sup
h→0,λ↓0

(f(x+ h) + λvf ′(x+ h))− f(x+ h)

λ
+
o(λv)

λ||v||
||v||

)
,

onde lim
λ→0

o(λv)

λ||v||
= 0, implicando que

f 0(x; v) = lim sup
h→0,λ↓0

f ′(x+ h)v.

Sendo f ′ é contínua na vizinhança Vx podemos concluir que

f 0(x; v) = f ′(x)v ∀v ∈ X. (1.41)

De (1.41)

∂f(x) = {ξ ∈ X∗; 〈ξ, v〉 ≤ f ′(x)v, ∀v ∈ X},

ou equivalentemente

∂f(x) = {ξ ∈ X∗; 〈ξ − f ′(x), v〉 ≤ 0, ∀v ∈ X},

implicando que ξ − f ′(x) ≡ 0, (pois ξ − f ′(x) ∈ X∗), isto é, ξ = f ′(x).

Provando que ∂f(x) = {f ′(x)}.

O próximo exemplo mostra que a continuidade de f ′ não pode ser omitida na Propri-

edade (P7).

Exemplo 3: A função

f : R → R

x 7→ f(x) =

 x2sen 1
x
, se x 6= 0

0, se x = 0,

é diferenciável a Fréchet, com ∂f(x) 6= {f ′(x)}, pois ∂f(0) = [−1, 1]. A prova deste

exemplo será omitida, pois é análogo ao Exemplo 1, para melhores detalhes veja o livro

do Clarke [10].
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(P8) Se f ∈ C1(X,R) e g ∈ LL(X,R), então

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x).

Demonstração:

Sendo f ∈ LL(X,R), mostraremos agora a seguinte afirmação.

Afirmação 1.6 (f + g)0(x; v) ≥ f 0(x; v) + g0(x; v), ∀v ∈ X.

Sejam hn → 0 em X e λn → 0+ em R tais que

lim
n→+∞

g(x+ hn + λnv)− g(x+ hn)

λn
= g0(x; v).

Considere,

wn(x, v) =
f(x+ hn + λnv)− f(x+ hn)

λn

e

un(x, v) =
g(x+ hn + λnv)− g(x+ hn)

λn
.

Daí,

lim
n→+∞

un(x, v) = g0(x; v)

e como f ∈ C1(X,R),

lim
n→+∞

wn(x, v) = f 0(x; v).

Assim

lim
n→+∞

(
wn(x, v) + un(x, v)

)
= f 0(x; v) + g0(x; v), (1.42)

e portanto

lim
n→+∞

(
wn(x, v) + un(x, v)

)
≤ (f + g)0(x; v), (1.43)

implicando

(f + g)0(x; v) ≥ f 0(x; v) + g0(x; v),

mostrando a Afirmação 1.6.

Observando que (f + g)0(x; .) é a função suporte de ∂(f + g)(x) e f 0(x; .) + g0(x; .) é

a função suporte de ∂f(x) + ∂g(x), segue da Afirmação 1.6 e da Propriedade (S3)

∂f(x) + ∂g(x) ⊂ ∂(f + g)(x),

donde segue-se da Propriedade (P2)

∂f(x) + ∂g(x) = ∂(f + g)(x),

como queriamos demonstrar.
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Definição 1.6 Um ponto x0 ∈ X é dito ser ponto crítico do funcional f ∈ LL(X,R)

se 0 ∈ ∂f(x0), isto é
0 ≤ f 0(x0; v), ∀v ∈ X.

Definição 1.7 O número c ∈ R é valor crítico de f se existe um ponto crítico x0 ∈ X
tal que

f(x0) = c.

Lema 1.4 Se f ∈ LL(X,R) e x0 é ponto de mínimo, tem-se que x0 é ponto crítico de
f .

Demonstração:

Sendo x0 um ponto de mínimo local, deve existir ε > 0 tal que

f(x0) ≤ f(x), ∀x ∈ Bε(x0).

Para cada λ > 0 e v ∈ X tal que x0 + λv ∈ Bε(x0), observe que

f(x0 + λv)− f(x0) ≥ 0,

logo
f(x0 + λv)− f(x0)

λ
≥ 0,

e portanto

lim sup
λ→0

f(x0 + λv)− f(x0)

λ
≥ 0,

donde segue-se, por definição da função suporte f 0(x0; .), que

f 0(x0; v) ≥ 0, ∀v ∈ X.

Logo, 0 ∈ ∂f(x0).

Lema 1.5 Sejam x0 ∈ X e ε > 0. Então as seguintes sentenças são equivalentes:

(a) f 0(x0; v) + ε||v|| ≥ 0, ∀v ∈ X;

(b) 0 ∈ ∂f(x0) + εB∗, onde B∗ = {ξ ∈ X∗; ||ξ||X∗ ≤ 1}

(c) λf (x0) ≤ ε.
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Demonstração:

Suponha que

f 0(x0; v) + ε||v|| ≥ 0, ∀v ∈ X. (1.44)

Observe que, da Propriedade (S2)

f 0(x0; v) + ε||v|| = σ(∂f(x0), v) + εσ(B∗, v),

e de (S5)

f 0(x0; v) + ε||v|| = σ(∂f(x0), v) + σ(εB∗, v), (1.45)

= σ(∂f(x0) + εB∗, v). (1.46)

De (1.44) e (1.46)

σ(∂f(x0) + εB∗, v) ≥ 0 = σ({0}, v), ∀v ∈ X.

Desde que ∂f(x0) + εB∗ e {0} são conjuntos convexos e fechados fraco-*, de (S3)

{0} ⊂ ∂f(x0) + εB∗,

isto é 0 ∈ ∂f(x0) + εB∗.

Suponha agora, que exista um ξ0 ∈ ∂f(x0) e η ∈ B∗ tais que

ξ0 + εη = 0. (1.47)

Note que,

λf (x0) = min{||ξ||X∗ ; ξ ∈ ∂f(x0)} ≤ ||ξ0||X∗ . (1.48)

De (1.47) e (1.48)

λf (x0) ≤ |ε|||η||X∗ ,

donde segue-se, pelo fato de η ∈ B∗, que

λf (x0) ≤ ε.

Para finalizar este lema, mostraremos que (c) implica em (a).

Seja λf (x0) = ||ξ0||X∗ , onde ξ0 ∈ ∂f(x0). Por hipótese

||ξ0||X∗ ≤ ε,
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logo

−ε||v|| ≤ 〈ξ0, v〉 ≤ ε||v||, ∀v ∈ X, \{0},

de onde segue

〈ξ0, v〉+ ε||v|| ≥ 0, ∀v ∈ X.

Desde que ξ0 ∈ ∂f(x0), f 0(x0, v) ≥ 〈ξ0, v〉 e portanto

0 ≤ ε||v||+ f 0(x0; v) ∀v ∈ X,

como queriamos mostrar.

Lema 1.6 Sejam f ∈ LL(X,R) e g um funcional definido por

g : [0, 1] → R

t 7→ g(t) = f(xt) = f(x+ t(y − x)).

Então g é Lipschitz e
∂g(t) ⊂ 〈∂f(xt), y − x〉,

onde 〈∂f(xt), y − x〉 = {〈φ, y − v〉;φ ∈ ∂f(xt)}.

Demonstração:

Observe que

|f(y1)− f(y2)| ≤ K||y1 − y2||, ∀y1, y2 ∈ [x, y],

onde K > 0 (pois por hipotése f é Lipschitz em [x, y]). Daí,

|g(t1)− g(t2)| = |f(x+ t1(y − x))− f(x+ t2(y − x))|

≤ K||x+ t1(y − x)− (x+ t2(y − x))||,

implicando que

|g(t1)− g(t2)| ≤ K||(t1 − t2)(y − x))|| = M |t1 − t2|, ∀t1, t2 ∈ [0, 1], (1.49)

onde M = K||y − x||, mostrando que g é Lipschitz em [0, 1], o que implica

g ∈ LL([0, 1],R).

Observe agora, que dado v ∈ R

g0(t, v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
g(t+ h+ λv)− g(t+ h)

)
,
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e portanto

g0(t; v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ (t+ h+ λv)(y − x))− f(x+ (t+ h)(y − x))

)
,

implicando que

g0(t; v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(
f(x+ t(y − x) + h̃+ λv(y − x))− f(x+ t(y − x) + h̃)

)
,

onde h̃ = h(y − x). Assim,

g0(t; v) ≤ f 0(x+ t(y − x), v(y − x)) = f 0(xt, v(y − x)), ∀v ∈ R. (1.50)

Do Lema 1.2 e de (1.50), temos para cada ξ ∈ ∂g(t)

ξv ≤ f 0(xt, v(y − x)), ∀v ∈ R,

Em particular para v = 1 e v = −1 temos

ξ ≤ f 0(xt, (y − x)) e − ξ ≤ f 0(xt,−(y − x)).

Do Lema 1.2, segue que

min{〈φ, (y − x)〉;φ ∈ ∂f(xt)} ≤ ξ ≤ max{〈φ, (y − x)〉;φ ∈ ∂f(xt)}. (1.51)

Note que o conjunto 〈∂f(xt), (y−x)〉 ⊂ R é convexo (pois de (P1), ∂f(xt) é um conjunto

convexo). Sendo 〈∂f(xt), (y − x)〉 ⊂ R convexo, de (1.51) existe um ξ∗ ∈ ∂f(xt) tal

que

ξ = 〈ξ∗, (y − x)〉

o que implica ξ ∈ 〈∂f(xt), y− x〉. Assim, ∂g(t) ⊂ 〈∂f(xt), y− x〉, demonstrando assim

o lema.

O teorema que mostraremos a seguir é conhecido como Teorema do Valor Médio de

Lebourg.

Teorema 1.8 Sejam f ∈ LL(X,R) e x, y ∈ X tais que f é Lipschitz em [x, y]. Então
existe um ponto

xt = x+ t(y − x), 0 < t < 1,

e ξ ∈ ∂f(xt) tal que
f(y)− f(x) = 〈ξ, y − x〉.
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Demonstração:

Começamos a nossa demonstração definindo a função

θ : [0, 1] → R

t 7→ θ(t) = g(t) + t(f(x)− f(y)),

onde g foi dada no Lema 1.6.

Dados t1, t2 ∈ [0, 1], temos

|θ(t1)− θ(t2)| ≤ |g(t1)− g(t2)|+ |f(x)− f(y)||t1 − t2|,

logo por (1.49)

|θ(t1)− θ(t2)| ≤M1|t1 − t2|, ∀t1, t2 ∈ [0, 1],

onde M1 = M + |f(x)− f(y)|, mostrando que a função θ é Lipschitz.

Sendo θ uma função contínua a valores reais, existe um ponto t0 ∈ [0, 1] que é ponto

de mínimo de θ. Segue pelo Lema 1.4, que 0 ∈ ∂θ(t0).

Definindo η(t) = t(f(x)− f(y)), temos η ∈ C1([0, 1],R) e

∂η(t) = {η′(t)} = {f(x)− f(y)}.

Note que de (P7)

0 ∈ ∂θ(t0) = ∂(g + η)(t0),

implicando, pela Propriedade (P8) que

0 ∈ ∂g(t0) + ∂η(t0) = ∂g(t0) + {f(x)− f(y)}.

Desde que ∂g(t) ⊂ 〈∂f(xt), y − x〉 (ver Lema 1.6) temos

0 ∈ 〈∂f(xt0), y − x〉+ {f(x)− f(y)}.

Sendo assim, vai existir um ξ ∈ ∂f(xt0) tal que

0 = 〈ξ, y − x〉+ f(x)− f(y),

isto é

f(y)− f(x) = 〈ξ, y − x〉.

Provando o Teorema 1.8.



45

Teorema 1.9 (Regra da Cadeia) Seja f : X → Y onde X e Y são espaços de Banach.
Se f é de classe C1, g : Y → R um funcional Lipschitz e F ≡ g ◦ f , para cada x ∈ X
temos

∂F (x) ⊂ ∂g(f(x)) ◦Df(x). (1.52)

Demonstração:

A inclusão (1.52), significa que para todo ξ ∈ ∂F (x) ⊂ X∗, existe ξ̂ ∈ ∂g(f(x)) ⊂ Y ∗

tal que

〈ξ, v〉 = 〈ξ̂, Df(x)v〉 = 〈Df(x)∗ξ̂, v〉, ∀v ∈ X,

onde Df(x)∗ : Y ∗ → X∗ é o adjunto de Df(x) : X → Y . Veja que

∂g(f(x)) ◦Df(x) = {Df(x)∗ξ̂ ∈ X∗; ξ̂ ∈ ∂g(f(x)) ⊂ Y ∗}.

Sejam x, v ∈ X e

q0(x, v) = max{〈ξ,Df(x)v〉; ξ ∈ ∂g(f(x))}.

Afirmamos que se F 0(x; v) ≤ q0(x, v) ∀v ∈ X, então ∂F (x) ⊂ ∂g(f(x)) ◦Df(x).

De fato, basta observar que q0(x, v) é a função suporte do conjunto ∂g(f(x)) ◦Df(x),

isto é, para cada v ∈ X, σ(∂g(f(x)) ◦Df(x), v) = q0(x, v).

Para v = 0, a desigualdade F 0(x; v) ≤ q0(x, v) é imediata.

Sendo assim, considere v ∈ X \ {0}. Dado ε > 0 defina

qε(x, v) = max{〈ξ,Df(y)v〉; ξ ∈ ∂g(Bε(f(x))), y ∈ Bε(x)}.

Sabendo que g é Lipchitz e f é de classe C1 a função F ≡ g ◦ f é Lipschitz em B1(x).

Por propriedade de limite superior, existem hε ∈ X e λε > 0, com hε → 0 e λε → 0

tais que x+ hε ∈ Bε(x) ⊂ X, x+ hε + λεv ∈ Bε(x) ⊂ X e

F 0(x; v)− ε ≤ F (x+ hε + λεv)− F (x+ hε)

λε
, (1.53)

com f(x+ hε + λεv), f(x+ hε) ∈ Bε(f(x)) (isto é possivel pois f é contínua).

Sabendo que g é Lipschitz, segue, pelo Teorema do Valor Médio de Lebourg, que

F (x+ hε + λεv)− F (x+ hε) = g(f(x+ hε + λεv))− g(f(x+ hε))

= 〈ξ, f(x+ hε + λεv)− f(x+ hε)〉,



46

onde ξ ∈ ∂g(u), u ∈ [f(x+ hε + λεv), f(x+ hε)] ⊂ Bε(f(x)). Sendo f de classe C1

F (x+ hε + λεv)− F (x+ hε) = 〈ξ,Df(x+ hε)λεv + o(x+ hε, λεv)〉,

implicando na igualdade

F (x+ hε + λεv)− F (x+ hε)

λε
= 〈ξ,Df(x+ hε)v〉+ 〈ξ, o(x+ hε, λεv)

λε||v||
||v||〉, (1.54)

onde lim
||λεv||→0

o(x+ hε, λεv)

λε||v||
= 0. De (1.53) e (1.54)

F 0(x; v)− ε ≤ 〈ξ,Df(x+ hε)v〉+ 〈ξ, o(x+ hε, λεv)

λε||v||
||v||〉, ∀ε ≈ 0. (1.55)

Desde que x+ hε ∈ Bε(x) temos

f 0(x; v)− ε ≤ qε(x, v) + 〈ξ, o(x+ hε, λεv)

λε||v||
||v||〉,

logo passando ao limite λε → 0 em (1.55)

F 0(x; v)− ε ≤ 〈ξ,Dsf(x+ hε)v〉 ≤ qε, ∀ε ≈ 0, (1.56)

pois x+ hε ∈ Bε(x).

Afirmação 1.7 lim
ε→0+

qε(x, v) = q0(x, v), ∀x, v ∈ X.

Para mostrar a Afirmação 1.7, basta mostrar que dado δ′ > 0, existe ε0 > 0 tal que

q0(x, v)− δ′ ≤ qε(x, v) ≤ q0(x, v) + δ′, ∀ε ∈ (0, ε0). (1.57)

Por definição,

q0(x, v) ≤ qε(x, v), ∀ε > 0, ∀x, v ∈ X. (1.58)

Dado δ > 0, existe ε1 > 0 tal que

Df(Bε(x)) ⊂ Bδ(Df(x)), ∀ε ∈ (0, ε1), (1.59)

pois Df é contínua. Sabendo que ∂f é semi-contínua superiormente pela Propriedade

(P3), existe ε2 > 0 tal que y ∈ Bε2(f(x)) e ξ ∈ ∂g(y), isto é ξ ∈ ∂g(Bε2(f(x))),

satisfazendo

||ξ − ξ0||X∗ < δ,
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para algum ξ0 ∈ ∂g(f(x)), ou seja

ξ ∈ Bδ + {ξ0} ⊂ Bδ + ∂g(f(x)).

Mostrando assim que existe ε2 > 0, tal que

∂g(f(x) + ε2B) ⊂ ∂g(f(x)) + δB. (1.60)

Defina ε0 = min{ε1, ε2}, observe que ∀ε ∈ (0, ε0), temos de (1.59) e (1.60)

qε = max{〈ε,Df(y)v〉; ξ ∈ ∂g(f(x) +Bε), y ∈ Bε(x)},

≤ sup{〈ξ,Df(y)v〉; ξ ∈
(
∂g(f(x)) + δB

)
, Df(y) ∈

(
δB + {D(f(x))}

)
},

donde segue-se, por propriedade de supremo, que

qε ≤ sup{〈ξ,Df(y)v〉; ξ ∈ ∂g(f(x)), Df(y) ∈ {Ds(f(x))}}

+ sup{〈ξ,Df(y)v〉; ξ ∈ ∂g(f(x)), Df(y) ∈ δB}

+ sup{〈ξ,Df(y)v〉; ξ ∈ δB,Df(y) ∈ {D(f(x))}},

+ sup{〈ξ,Df(y)v〉; ξ ∈ δB,Df(y) ∈ δB},

assim

qε ≤ q0 + sup{||ξ||X∗||Df(y)v||; ξ ∈ ∂g(f(x)), Df(y) ∈ δB}+ sup{〈ξ,Df(x)v〉; ξ ∈ δB}

+ sup{||ξ||X∗||Df(y)v||; ξ ∈ δB,Df(y) ∈ δB}.

Usando (P1), Teorema de Hahn-Banach (ver Apêndice A) e propriedade de supremo,

qε ≤ q0 +K(f(x)) sup{||Df(y)v||;Df(y) ∈ δB}+ δ||Df(x)v||

+δ sup{||Df(y)v||;Df(y) ∈ B},

≤ q0 +K(f(x))δ||v||Y + δ||Df(x)||∗||v||Y + δ2||v||Y ,

concluindo que

qε ≤ q0 + δ||v||Y
(
K(f(x)) + ||Df(x)||∗ + δ

)
, ∀ε ∈ (0, ε0).

Considerando 0 < δ < δ′

||v||Y

(
K(f(x))+||Df(x)||∗

) > 0, tem-se

qε ≤ q0 + δ′, ∀ε ∈ (0, ε0),
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mostrando a Afirmação 1.7. Note que a norma ||.||∗ aqui colocada é a norma do espaço

das aplicações lineares X → Y .

Passando ao limite ε→ 0 em (1.56), temos da Afirmação 1.7

F 0(x; v) ≤ q0(x, v), ∀v ∈ X,

como queriamos mostrar.

Corolário 1.10 Seja g : Y → R um funcional Lipschitz sobre o espaço de Banach Y .
Se X é um espaço de Banach imerso continuamente em Y e X é um subespaço denso
em Y , temos

∂(g|X)(x) ⊂ ∂g(x), ∀x ∈ X.

Demonstração:

Segue, pelo fato de X ↪→
cont Y , que existe K > 0 tal que

||u||Y ≤ K||u||X ,∀u ∈ X.

Sendo assim, a aplicação

id : X → Y

x 7→ id(x) = x,

é linear e contínua, logo id é de classe C∞ com Did(x) = I, onde I é a aplicação

identidade. Considerando F : X → R dada por

F (x) = (g ◦ id)(x) = g(id(x)) = g(x) ∀x ∈ X,

a qual pertence a LL(X,R) (pois g e id são Lipschitz). Usando o Teorema da Regra

da Cadeia

∂F (x) ⊂ ∂g(id(x)) ◦D(id(x)),

ou seja

∂(g|X)(x) ⊂ ∂g(x), ∀x ∈ X.

Lema 1.7 Se f : X → R um funcional convexo, a derivada direcional

f ′(x; v) = lim
λ↓0

f(x+ λv)− f(x)

λ
,

existe para todo v ∈ X.
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Demonstração:

Dado v ∈ X, defina a seguinte função g : R → R dada por g(t) = f(x + tv) e observe

que a mesma é uma função convexa, pois

g(ta+ (1− t)b) = f(x+ (t+ (1− t)b)v) = f(t(x+ av) + (1− t)(x+ bv)),

e sendo f um funcional convexo

g(ta+ (1− t)b) ≤ tf(x+ av) + (1− t)f(x+ bv) = tg(a) + (1− t)g(b),

mostrando que g é convexo.

Mostraremos agora que g possui derivada lateral a direita. Dado c ∈ R, defina a

aplicação φc : R→ R dada por

φc(t) =
g(t)− g(c)

t− c
, ∀t ∈ R.

Afirmação 1.8 φc é uma função monótona não-decrescente no intervalo
J = R ∩ (c,+∞).

De fato, sejam a, b ∈ J , com c < a ≤ b. Sendo g uma função convexa

g(x) ≤
(g(b)− g(c)

b− c

)
(x− c) + g(c), ∀x ∈ (c, b],

o que implica
g(a)− g(c)

a− c
≤ g(b)− g(c)

b− c
,

pois a ∈ (c, b]. Portanto φc(a) ≤ φc(b), mostrando assim que φc|J monótona não-

decrescente.

Note que φc|J é limitado inferiormente, pois para d < c, considere l a função cujo

gráfico é uma reta que passa pelos pontos d e x, onde x ∈ J . Logo, l pode ser dada

por

l(z) =
g(d)− g(x)

d− x
(z − x) + g(x),

ou

l(z) =
g(d)− g(x)

d− x
(z − d) + g(d).

Segue, pelo fato de g ser convexo e c ∈ (d, x), que

g(c) ≤ g(d)− g(x)

d− x
(c− x) + g(x)
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e

g(c) ≤ g(d)− g(x)

d− x
(c− d) + g(d),

isto é
g(c)− g(x)

(c− x)
≥ g(d)− g(x)

d− x
, (1.61)

pois (c− x) < 0, e
g(c)− g(d)

(c− d)
≤ g(d)− g(x)

d− x
. (1.62)

De (1.61) e (1.62)

g(c)− g(d)

(c− d)
≤ g(d)− g(x)

d− x
≤ g(c)− g(x)

(c− x)
, ∀x ∈ J.. (1.63)

Portanto, φc(d) ≤ φc(x), ∀x ∈ J , implicando que φc|J é limitada inferiormente.

Sabendo que φc|J é limitada inferiormente e monótona não-decrescente, temos que o

limite lateral

lim
x→c+

φc|J(x)

existe, ou seja

lim
λ→c+

g(λ)− g(c)

λ− c
, ∀c ∈ R,

existe. Considerando c = 0, segue que

lim
λ↓0

g(λ)− g(0)

λ− 0
= lim

λ↓0

f(x+ λv)− f(x)

λ
= f ′(x; v)

Mostrando que a derivada direcional f ′(x; v) existe para todo v ∈ X.

Lema 1.8 Se f : X → R um funcional Localmente Lipschitz e convexo, temos que

f ′(x; v) = f 0(x; v) ∀v ∈ X

Demonstração:

Sejam δ > 0 e v ∈ X, logo

f 0(x; v) = lim sup
h→0,λ↓0

f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ

≤ lim
ε→0+

(
sup{f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ
;h ∈ Bεδ, λ ∈ (0, ε)}

)
,

donde segue, pelo fato da função f(x+h+λv)−f(x+h)
λ

ser limitada para todo λ ∈ (0, ε) e

h ∈ Bεδ, com ε ≈ 0, que

f 0(x; v) ≤ lim
ε→0+

(
sup
h∈Bεδ

(
sup
λ∈(0,ε)

f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ

))
.
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Mostramos, através da observação anterior, que a função φ0(λ) = f(x+h+λv)−f(x+h)
λ

é

monótona não-decrescente para todo λ > 0, assim

f 0(x; v) ≤ lim
ε→0+

(
sup
h∈Bεδ

f(x+ h+ εv)− f(x+ h)

ε

)
. (1.64)

Veja que∣∣∣f(x+ h+ εv)− f(x+ εv)

ε
−f(x+ h)− f(x)

ε

∣∣∣ ≤ ∣∣∣f(x+ h+ εv)− f(x+ εv)

ε

∣∣∣+∣∣∣f(x+ h)− f(x)

ε

∣∣∣,
sabendo que f ∈ LL(X,R), temos para algum R > 0∣∣∣f(x+ h+ εv)− f(x+ εv)

ε
− f(x+ h)− f(x)

ε

∣∣∣ ≤ K(x)

ε
||h||+ K(x)

ε
||h||,

considerando h ∈ Bεδ, tem-se que∣∣∣f(x+ h+ εv)− f(x+ εv)

ε
− f(x+ h)− f(x)

ε

∣∣∣ < 2K(x)δ, ∀δ > 0,

∀x+ h+ εv, x+ h, x+ εv ∈ BR(x). Portanto,∣∣∣f(x+ h+ εv)− f(x+ h)

ε
− f(x+ εv)− f(x)

ε

∣∣∣ < 2δK(x), ∀h ∈ Bεδ, δ > 0, e ε ≈ 0.

implicando, por propriedade de módulo, que

f(x+ h+ εv)− f(x+ h)

ε
< 2δK(x) +

f(x+ εv)− f(x)

ε
, ∀h ∈ Bεδ, δ > 0, e ε ≈ 0,

logo

sup
h∈Bεδ

f(x+ h+ εv)− f(x+ h)

ε
≤ 2δK(x) +

f(x+ εv)− f(x)

ε
, ∀δ > 0 e ε ≈ 0,

passando, agora, ao limite ε→ 0+, obtemos de (1.64)

f 0(x; v) ≤ 2δK(x) + lim
ε→0+

f(x+ εv)− f(x)

ε
, ∀δ > 0,

donde segue-se, da observação anterior, que

f 0(x; v) ≤ 2δK(x) + f ′(x; v), ∀δ > 0,

com isto, podemos concluir que

f 0(x; v) ≤ f ′(x; v), ∀v ∈ X. (1.65)
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Veja que

f 0(x; v) = lim sup
h→0,λ↓0

f(x+ h+ λv)− f(x+ h)

λ
≥ lim

λ↓0

f(x+ λv)− f(x)

λ
= f ′(x; v),

(1.66)

para todo v ∈ X.

De (1.65) e (1.66)

f 0(x; v) = f ′(x; v),

como queriamos demonstrar.



Capítulo 2

Gradientes Generalizados sobre o
espaço Lp(Ω)

Neste capítulo pretendemos demonstrar algumas propriedades envolvendo funci-

onais definidos em Lp(Ω) e gradientes generalizados.

Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado com ∂Ω suave, e φ : Ω × R → R uma função

mensurável com crescimento subcrítico, isto é, satisfaz a seguinte condição

|φ(x, t)| ≤ a+ b|t|p, ∀(x, t) ∈ Ω× R,

onde a > 0 e b > 0 são constantes e

0 ≤ p ≤ N + 2

N − 2
= 2∗ − 1, se N ≥ 3, e

0 ≤ p < +∞, se N = 1, 2.

Definição 2.1 Seja Ω ⊂ RN (N ≥ 1) um domínio limitado. Dizemos que
F : Ω× R→ R é uma função de Carathéodory, quando:

(i) F (., s) é mensurável em Ω para todo s ∈ R fixado

(ii) F (x, .) é contínua em R para quase todo x ∈ Ω.

Lema 2.1 Seja φ : Ω× R→ R uma função com crescimento subcrítico. Supondo que
φ(., s) seja uma função mensurável em Ω para todo s ∈ R fixado e φ(x, .)

contínua a menos de um conjunto de medida nula para todo x ∈ Ω, o funcional
Φ : Ω× R→ R dado por

Φ(x, t) =

∫ t

0

φ(x, s)ds,
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é uma função Carathédory.

Demonstração:

Mostraremos agora que a função Φ(x, t) =
∫ t

0
φ(x, s)ds é contínua em todo ponto da

reta.

Dados t ∈ R+ e (tn) uma sequência tal que tn → t+, temos

lim
n→+∞

Φ(x, tn) = lim
n→+∞

∫
R
φ(x, s)χ[0,tn](s)ds. (2.1)

Sendo φ uma função com crescimento subcrítico, temos

|φ(x, s)χ[0,tn](s)| = |φ(x, s)||χ[0,tn](s)| ≤ |a+ b|s|p||χ[0,tn](s)|,

onde a, b > 0, sabendo que tn → t+, existe c > 0 tal que 0 ≤ tn ≤ c, ∀n ∈ N, logo

segue que

|φ(x, s)χ[0,tn](s)| ≤ |a+ b|s|p|χ[−c,c](s), (2.2)

onde |a+ b|s|p|χ[−c,c] ∈ L1(R) (pois |a+ b|s|p| é uma função contínua).

Afirmação 2.1 lim
n→+∞

φ(x, s)χ[0,tn](s) = φ(x, s)χ[0,t](s), q.t.p. em R.

De fato, considerando t > 0, temos os seguintes casos:

10 caso: s ≤ 0:

Note que para todo ε > 0, tem-se que

0 =
∣∣∣φ(x, s)χ[0,tn](s)− φ(x, s)χ[0,t](s)

∣∣∣ < ε, ∀n ∈ N.

20 caso: s > t:

Neste caso existe n0 ∈ N tal que

tn < s, ∀n ≥ n0.

Daí, para todo ε > 0

0 =
∣∣∣φ(x, s)χ[0,tn](s)− φ(x, s)χ[0,t](s)

∣∣∣ < ε, ∀n ≥ n0.

30 caso: s ∈ (0, t).
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Neste caso existe n0 ∈ N tal que

tn > s ∀n ≥ n0,

portanto s ∈ [0, tn], ∀n ≥ n0. Donde segue-se que para todo ε > 0, temos

0 =
∣∣∣φ(x, s)χ[0,tn](s)− φ(x, s)χ[0,t](s)

∣∣∣ < ε, ∀n ≥ n0.

Para s = t não podemos garantir nada, sendo assim podemos concluir pelos três casos

aqui mostrado que

lim
n→+∞

φ(x, s)χ[0,tn](s) = φ(x, s)χ[0,t](s), q.t.p. em R,

mostrando assim a Afirmação 2.1.

De (2.2), da Afirmação 2.1, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver

Apêndice C) e de (2.1)

lim
n→+∞

Φ(x, tn) =

∫
R
φ(x, s)χ[0,t](s)ds = Φ(x, t).

Mostrando assim que Φ(x, .) é contínua em R+ para todo x ∈ Ω. Para t ∈ R− é análogo

ao que foi feito anteriormente, por isto podemos concluir que Φ(x, .) é contínua em R

para todo x ∈ Ω.

Afirmação 2.2 A função Φ(x, t) é mensurável em relação a x, para cada t ∈ R.

Por hipotése φ(., s) é mensurável para cada s fixado. Note que φ(x, s) é integrável a

Riemann em relação a s, pois por hipotése para cada x ∈ Ω, φ(x, .) é contínua a menos

de um conjunto de medida nula.

Sendo assim, para cada t ∈ R e n ∈ N, fixe a seguinte partição

Pn =
{

0,
t

n
,
2t

n
, ...,

(n− 1)t

n
, t
}
⊂ [0, t].

Assim,

Φ(x, t) =

∫ t

0

φ(x, s)ds = lim
n→+∞

n∑
i=0

φ(x,
it

n
)
t

n
q.t.p. em Ω,

onde φ(x, it
n

) é mensurável para cada (i, n) ∈ N × N. Logo, φ(x, it
n

) t
n
também é men-

surável (pois produto de uma constante por uma função mensurável é mensurável), o

que implica
n∑
i=0

φ(x,
it

n
)
t

n
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é mensurável (pois soma de funções mensuráveis é mensurável). Portanto,

Φ(x, t) = lim
n→+∞

n∑
i=0

φ(x,
it

n
)
t

n
q.t.p. em Ω,

de onde concluimos que Φ é uma função mensurável, pois limite de funções mensuráveis

é mensurável. Mostrando que a função

Φ(x, t) =

∫ t

0

φ(x, s)ds,

é mensurável em relação a variável x, para todo t ∈ R.

Sabendo que

Φ(x, t) =

∫ t

0

φ(x, s)ds,

satisfaz as condições (i) e (ii) de Carathéodory, podemos concluir que Φ é uma função

de Carathéodory, demonstrando assim o lema.

Lema 2.2 Considere o seguinte funcional

Ψ : Lp+1(Ω) → R

u 7→ Ψ(u) =

∫
Ω

Φ(x, u(x))dx.

onde Φ é dado pelo Lema 2.1. Então Ψ ∈ LL(Lp+1(Ω),R) e Φ(x, .) ∈ LL(R,R).

Demonstração:

Dado w ∈ Lp+1(Ω), fixe R > 0. Para cada u, v ∈ BR(w) observe que

|Ψ(u)−Ψ(v)| =
∣∣∣ ∫

Ω

(∫ u(x)

0

φ(x, t)dt
)
dx−

∫
Ω

(∫ v(x)

0

φ(x, t)dt
)
dx
∣∣∣,

o que implica

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤
∫

Ω

∣∣∣ ∫ u(x)

0

φ(x, t)dt+

∫ 0

v(x)

φ(x, t)dt
∣∣∣dx,

considerando θ(x) = max{u(x), v(x)} e η(x) = min{u(x), v(x)}, temos

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤
∫

Ω

∣∣∣ ∫ θ(x)

η(x)

φ(x, t)dt
∣∣∣dx

≤
∫

Ω

∫ θ(x)

η(x)

|φ(x, t)|dtdx.

Usando o crescimento subcrítico de φ, tem-se

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤
∫

Ω

∫ θ(x)

η(x)

(a+ b|t|p)dtdx,
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ou ainda

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ a

∫
Ω

(θ(x)− η(x))dx+ b

∫
Ω

∫ θ(x)

η(x)

|t|pdtdx.

Note que (θ(x) − η(x)) = |u(x) − v(x)|, de onde segue pelo fato de

Lp+1(Ω)
↪→
cont L1(Ω)

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ aC||u− v||p+1 + b

∫
Ω

∫ θ(x)

η(x)

|t|pdtdx, (2.3)

para algum C > 0. Observe, agora que para p > 1, a função

G : R → R

s 7→ G(s) =
s|s|p

p+ 1
,

é diferenciável e

G′(s) = |s|p ∀s ∈ R,

usando a ultima igualdade em (2.3)

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ aC||u− v||p+1 +

∫
Ω

∫ θ(x)

η(x)

G′(t)dtdx,

implicando que

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ aC||u− v||p+1 +

∫
Ω

(
G(θ(x))−G(η(x))

)
dx.

Sabendo que a função G é diferenciável, segue pelo Teorema do Valor Médio

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ aC||u− v||p+1 +

∫
Ω

(
|u(x)|p + |v(x)|p

)(
θ(x)− η(x)

)
dx,

logo

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ aC||u− v||p+1 +

∫
Ω

|u(x)|p|u(x)− v(x)|dx+

∫
Ω

|v(x)|p|u(x)− v(x)|dx,

o que implica pela Desigualdade de Hölder (ver Apêndice C)

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ aC||u− v||p+1 + ||up|| p+1
p
||u− v||p+1 + ||vp|| p+1

p
||u− v||p+1,

consequentemente

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ aC||u− v||p+1 + (||u− w + w||pp+1 + ||v − w + w||pp+1)||u− v||p+1,



58

utilizando Desigualdade de Minkowski (ver Apêndice C), tem-se que

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ (aC+
(
(||u−w||p+1 + ||w||p+1)p + (||v−w||p+1 + ||w||p+1)p

)
||u− v||p+1,

assim

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ (aC + 2(R + ||w||p+1)p)||u− v||p+1, ∀u, v ∈ BR(w).

Considerando, M = aC + 2(R + ||w||p+1)p concluímos que

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤M ||u− v||p+1, ∀u, v ∈ BR(w),

mostrando assim que Ψ ∈ LL(Lp+1(Ω),R).

Dado t0 ∈ R, fixe δ > 0. Para cada t1, t2 ∈ [t0 − δ, t0 + δ], temos

|Φ(x, t1)− Φ(x, t2)| =
∣∣∣ ∫ t1

0

φ(x, s)ds−
∫ t2

0

φ(x, s)ds
∣∣∣,

implicando que

|Φ(x, t1)− Φ(x, t2)| =
∣∣∣ ∫ t1

t2

φ(x, s)ds
∣∣∣,

considerando α = min{t1, t2} e β = max{t1, t2}

|Φ(x, t1)− Φ(x, t2)| ≤
∫ β

α

|(a+ b|s|p)ds.

Utilizando a mesma idéia usada para mostrar que Ψ é Localmente Lipschitz, temos

|Φ(x, t1)− Φ(x, t2)| ≤ a|t1 − t2|+ b(G(β)−G(α)),

pelo Teorema do Valor Médio, existe c ∈ [α, β] tal que

|Φ(x, t1)− Φ(x, t2)| ≤
(
a+ bG′(c)

)
|t1 − t2| =

(
a+ b|c|p

)
|t1 − t2|,

somando e subtraindo por t0, concluimos

|Φ(x, t1)− Φ(x, t2)| ≤
(
a+ b(δ + |t0|)p

)
|t1 − t2| ∀t1, t2 ∈ [t0 − δ, t0 + δ],

mostrando que Φ(x, .) ∈ LL(R,R).

Dados ε > 0 e t ∈ R, denotemos as seguintes funções:

φ
ε
(x, t) = ess inf{φ(x, s); |s− t| < ε},



59

φε(x, t) = ess sup{φ(x, s); |s− t| < ε},

φ(x, t) = lim
ε→0+

φ
ε
(x, t)

e

φ(x, t) = lim
ε→0+

φε(x, t).

Lema 2.3 Sejam Φ e φ funções dadas no Lema 2.1

Φ0((x, t); v) ≤

{
φ(x, t)v, se v > 0

φ(x, t)v, se v < 0.

Demontração:

Sabemos que

Φ0((x, t); v) = lim sup
h→0,λ↓0

Φ(x, t+ h+ λv)− Φ(x, t+ h)

λ
,

utilizando a definição de Φ

Φ0((x, t); v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(∫ t+h+λv

0

φ(x, s)ds−
∫ t+h

0

φ(x, s)ds
)
.

Se v > 0, temos

Φ0((x, t); v) = lim sup
h→0,λ↓0

1

λ

(∫ t+h+λv

t+h

φ(x, s)ds
)
,

implicando que

Φ0((x, t); v) ≤ lim sup
h→0,λ↓0

1

λ
φε(x, t)

(∫ t+h+λv

t+h

ds
)
, ∀ε > 0,

sendo assim

Φ0((x, t); v) ≤ lim sup
h→0,λ↓0

φε(x, t)v = φε(x, t)v, ∀ε > 0.

Passando ao limite ε→ 0, temos

Φ0((x, t); v) ≤ φ(x, t)v, ∀v > 0. (2.4)

Se v < 0, observe que

Φ0((x, t); v) = lim sup
h→0,λ↓0

−1

λ

∫ t+h

t+h+λv

φ(x, s)ds.

Usando a mesma argumentação feita anteriormente, temos

Φ0((x, t); v) ≤ φ
ε
(x, t)v, ∀ε > 0,

passando ao limite ε→ 0, obtemos

Φ0((x, t); v) ≤ φ(x, t)v, ∀v < 0. (2.5)

De (2.4) e (2.5) podemos concluir o Lema 2.3.
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Lema 2.4 Denote
φ(x, t+ 0) = lim

h→0+
φ(x, t+ h),

φ(x, t− 0) = lim
h→0+

φ(x, t− h).

e
φ(x, t± 0) = lim

h→0
φ(x, t+ h).

Se φ(x, .) é uma função descontínua do tido salto, com seu conjunto de pontos de
descontinuidade não contendo ponto de acumulação, então

φ(x, t) = min{φ(x, t+ 0), φ(x, t− 0)}

e
φ(x, t) = max{φ(x, t+ 0), φ(x, t− 0)}.

Seja x ∈ Ω. Dado t ∈ R, para cada ε > 0 (com ε ≈ 0) defina

φ1
ε : [t− ε, t] → R

s 7→ φ1
ε(s) =

 φ(x, s) se s ∈ [t− ε, t)

lim
s→t−

φ(x, s) se s = t

e

φ2
ε : [t, t+ ε] → R

s 7→ φ2
ε(s) =

 φ(x, s) se s ∈ (t, t+ ε]

lim
s→t+

φ(x, s) se s = t.

Sabendo que o conjunto dos pontos de descontinuidade da função φ(x, .) é enumerável

sem ponto de acumulação, podemos assumir que φ1
ε e φ2

ε são funções contínuas para

todo ε > 0, ε ≈ 0. Considere agora s1
ε, s

2
ε ∈ R tais que

φ1
ε(s

1
ε) = min{φ1

ε(s); s ∈ [t− ε, t]}

e

φ2
ε(s

2
ε) = min{φ2

ε(s); s ∈ [t, t+ ε]}.

Afirmação 2.3 φ
ε
(x, t) = min{φ1

ε(s
1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)}.

De fato, note que

φ1
ε(s

1
ε) ≤ φ(x, s) ∀s ∈ (t− ε, t)
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e

φ2
ε(s

2
ε) ≤ φ(x, s) ∀s ∈ (t, t+ ε),

o que implica

min{φ1
ε(s

1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)} ≤ φ(x, s) ∀s ∈ (t− ε, t+ ε) \ {t}

logo

sup{α ∈ R;φ(x, s) ≥ α q.t.p. em (t− ε, t+ ε)} ≥ min{φ1
ε(s

1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)},

ou seja

φ
ε
(x, t) = ess inf{φ(x, s); |s− t| < ε} ≥ min{φ1

ε(s
1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)}. (2.6)

Mostraremos agora que φ
ε
(x, t) ≤ min{φ1

ε(s
1
ε), φ

2
ε(s

2
ε))}.

Suponha que φ
ε
(x, t) > min{φ1

ε(s
1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)}.

Sem perda de generalidade, considerando min{φ1
ε(s

1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)} = φ1

ε(s
1
ε), temos

φ
ε
(x, t) > φ1

ε(s
1
ε),

onde s1
ε ∈ [t− ε, t]. Sendo φ1

ε uma função contínua, existe δ > 0 tal que

φ
ε
(x, t) > φ1

ε(s) ∀s ∈ (s1
ε − δ, s1

ε + δ),

em particular

φ
ε
(x, t) > φ1

ε(s) ∀s ∈ (s1
ε − δ, s1

ε + δ) ∩ (t− ε, t),

equivalentemente

φ
ε
(x, t) > φ(x, s) ∀s ∈ (s1

ε − δ, s1
ε + δ) ∩ (t− ε, t),

o que é um absurdo, pois o conjunto (s1
ε − δ, s1

ε + δ)∩ (t− ε, t) é um conjunto aberto e

todo conjunto aberto tem medida positiva. Logo,

φ
ε
(x, t) ≤ φ1

ε(s
1
ε).

Mostrando assim que

φ
ε
(x, t) ≤ min{φ1

ε(s
1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)}. (2.7)

De (2.6) e (2.7)

φ
ε
(x, t) = min{φ1

ε(s
1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)}
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Afirmação 2.4 lim
ε→0+

φ1
ε(s

1
ε) = φ(x, t− 0) e lim

ε→0+
φ2
ε(s

2
ε) = φ(x, t+ 0).

Observe que t− ε ≤ s1
ε ≤ t e t ≤ s2

ε ≤ t+ ε, daí passando ao limite de ε→ 0+ obtemos

lim
ε→0+

s1
ε = t e lim

ε→0+
s2
ε = t.

Donde segue pelo fato de

φ1
ε(s

1
ε) =

 φ(x, s1
ε) se s1

ε ∈ [t− ε, t)

lim
s→t−

φ(x, s) = φ(x, t− 0) se s1
ε = t.

e

φ2
ε(s

2
ε) =

 φ(x, s2
ε) se s2

ε ∈ (t, t+ ε]

lim
s→t+

φ(x, s) = φ(x, t+ 0) se s2
ε = t.

que

lim
ε→0+

φ1
ε(s

1
ε) = φ(x, t− 0)

e

lim
ε→0+

φ2
ε(s

2
ε) = φ(x, t+ 0),

mostrando a Afirmação 2.4.

Note que

min{φ1
ε(s

1
ε), φ

2
ε(s

2
ε)} =

(φ1
ε(s

1
ε) + φ2

ε(s
2
ε))− |φ1

ε(s
1
ε)− φ2

ε(s
2
ε)|

2

implicando da Afirmação 2.3

φ
ε
(x, t) =

(φ1
ε(s

1
ε) + φ2

ε(s
2
ε))− |φ1

ε(s
1
ε)− φ2

ε(s
2
ε)|

2
,

passando ao limite de ε→ 0+, obtemos da Afirmação 2.4

φ(x, t) = lim
ε→0+

φ
ε
(x, t) =

(φ(x, t− 0) + φ(x, t+ 0))− |φ(x, t− 0)− φ(x, t+ 0)|
2

,

logo

φ(x, t) = min{φ(x, t− 0), φ(x, t+ 0)}.

De modo análogo, mostra-se que

φ(x, t) = max{φ(x, t− 0), φ(x, t+ 0)}.

Lema 2.5 Se φ(x, .) é a função dada no Lema 2.4, temos

∂tΦ(x, t) = [φ(x, t), φ(x, t)].
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Demonstração:

Sendo φ(x, .) descontinua do tipo salto, temos que os limites laterais de φ(x, .) existem.

Sabendo disto mostra-se que para todo v ∈ R

Φ0((x, t); v) ≥

 φ(x, t− 0)v

φ(x, t+ 0)v.
(2.8)

De (2.8), podemos concluir que φ(x, t + 0), φ(x, t − 0) ∈ ∂tΦ(x, t), donde segue-se, do

Lema 2.4, que φ(x, t), φ(x, t) ∈ ∂tΦ(x, t).

Do Lema 2.3

∂tΦ(x, t) ⊂ [φ(x, t), φ(x, t)].

De fato, dado ξ ∈ ∂tΦ(x, t) temos

〈ξ, v〉 ≤ Φ0((x, t), v), ∀v ∈ R.

Assim, segue do Lema 2.3

ξv ≤ φ(x, t)v ∀v > 0

e

ξv ≤ φ(x, t) v∀v < 0,

o que implica

φ(x, t) ≤ ξ ≤ φ(x, t).

Portanto, ξ ∈ [φ(x, t), φ(x, t)], implicando que ∂tΦ(x, t) ⊂ [φ(x, t), φ(x, t)]. Sabendo

que ∂tΦ(x, t) é um conjunto convexo (ver Propriedade (P1)) e φ(x, t), φ(x, t) ∈ ∂tΦ(x, t),

tem-se que

∂tΦ(x, t) = [φ(x, t), φ(x, t)].

Definição 2.2 Seja ψ : Ω × RK → R uma função. Dizemos que ψ é superposi-
cionalmente mensurável se para toda função vetorial mensurável u : Ω → RK , a
composição ψ(x, u(x)) é uma função mensurável.

Lema 2.6 Toda função de Carathéodory é superposicionalmente mensurável.

Demonstração:

Sejam u : Ω→ R uma função mensurável e Φ : Ω×R→ R uma função de Carathéodory.

Logo, existe uma sequência de funções simples

ψn(x) =

k(n)∑
i=1

ani χEni (x),
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onde para cada n ∈ N En
i = {x ∈ Ω; Ψn(x) = ani , a

n
i ∈ R}, com ∪k(n)

i=1 E
n
i = Ω, que

converge pontualmente para u(x), i.e. para cada x ∈ Ω temos

lim
n→+∞

ψn(x) = u(x).

Sendo assim, observe que

Φ(x, u(x)) = Φ(x, lim
n→+∞

ψn(x)),

implicando, pelo fato de Φ(x, .) ser contínua em quase todo ponto x ∈ Ω, que

Φ(x, u(x)) = lim
n→+∞

Φ(x, ψn(x)), q.t.p. em Ω.

Daí,

Φ(x, u(x)) = lim
n→+∞

Φ(x,

k(n)∑
i=1

ani χEni (x)),

consequentemente

Φ(x, u(x)) = lim
n→+∞

(
Φ(x, 0)χ

Ω\∪K(n)
i=1

(x) +

k(n)∑
i=1

Φ(x, ani )χEni (x)
)
.

Mostrando assim que Φ(x, u(x)) é uma função mensurável, já que limite de funções

mensuráveis é mensurável.

Teorema 2.3 Suponha que φ(x, t) seja uma função de crescimento subcrítico e que φ
e φ são superposicionalmente mensurável. Então Ψ ∈ LL(Lp+1(Ω),R) e

∂Ψ(u) ⊂ ∂tΦ(x, u(x)) = [φ(x, u(x)), φ(x, u(x))], q.t.p. em Ω.

Alem disso, se Ψ̂ = Ψ|X , onde X = H1
0 (Ω) ou X = H1(Ω), então

∂Ψ̂(u) ⊂ ∂Ψ(u), ∀u ∈ X.

Demonstração:

Antes de demonstrarmos este teorema, observe que a inclusão

∂Ψ(u) ⊂ ∂tΦ(x, u(x)), q.t.p. em Ω,

que estamos fazendo aqui é uma notação. Na verdade o que temos é que dado z ∈

∂Ψ(u) ⊂ (Lp+1(Ω))∗, existe um z ∈ L
p+1
p (Ω) pelo Teorema da Representação de Riesz

(ver Apêndice C), tal que

〈z, v〉 =

∫
Ω

z(x)v(x)dx, ∀v ∈ Lp+1(Ω),
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e z(x) ∈ ∂tΦ(x, u(x)) = [φ(x, u(x)), φ(x, u(x))], q.t.p. em Ω. Afim de simplificar a

demonstração consideraremos z(x) ao invés de z(x).

No Lema 2.2, mostramos que Ψ ∈ LL(Lp+1(Ω),R).

Sejam (hj) ⊂ Lp+1(Ω) e (λj) ⊂ R+ duas sequências tais que hj → 0 em Lp+1(Ω) e

λj → 0 na reta. Assim podemos assumir que (hj(x)) converge para 0 em quase todo

ponto em Ω e que existe g ∈ Lp+1(Ω) tal que

|hj(x)| ≤ g(x), q.t.p. em Ω, ∀j ∈ N,

pois toda sequência que converge em Lp+1(Ω), possui uma subsequência que converge

q.t.p. em Ω e esta subsequência é limitada a menos de um conjunto de medida nula,

por uma função de Lp+1(Ω).

Observe que

Ψ0(u; v) = lim sup
j→+∞

1

λj

(∫
Ω

Φ(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))dx−
∫

Ω

Φ(x, u(x) + hj(x))dx
)
,

isto é

Ψ0(u; v) = lim sup
j→+∞

∫
Ω

1

λj

(
Φ(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))− Φ(x, u(x) + hj(x))

)
dx. (2.9)

Definindo θj(x) = max{u(x) + hj(x) + λjv(x), u(x) + hj(x)} e ηj(x) = min{u(x) +

hj(x) + λjv(x), u(x) + hj(x)}, temos

1

λj

(
Φ(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))− Φ(x, u(x) + hj(x)

)
≤ 1

λj

∫ θj(x)

ηj(x)

|φ(x, s)|ds,

de onde segue pelo fato de φ ter crescimento subcrítico

1

λj

(
Φ(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))− Φ(x, u(x) + hj(x)

)
≤ 1

λj

∫ θj(x)

ηj(x)

(a+ b|s|p)ds,

utilizando a função G definida na demonstração do Lema 2.2, tem-se que

1

λj

(
Φ(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))−Φ(x, u(x) + hj(x)

)
≤ 1

λj

(
a|λjv|+ b(G(ηj)−G(θj))

)
,

segue pelo Teorema do Valor Médio que

1

λj

(
Φ(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))− Φ(x, u(x) + hj(x)

)
≤ a|v|+ b

λj
(|u+ hj + λjv|

+|u+ hj|)p|λjv|,
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implicando

1

λj

(
Φ(x, u+hj+λjv)−Φ(x, u+hj)

)
≤ a|v|+C1|u|p|v|+C2|g|p|v|+C3|v|p+1 q.t.p. em Ω

(2.10)

∀j ∈ N, para algum C1, C2, C3 > 0. Segue pelo fato de v, u, g ∈ Lp+1(Ω), que

v ∈ L1(Ω) (pois Lp+1(Ω) ⊂ L1(Ω)), |v|p+1 ∈ L1(Ω), |u|p|v| ∈ L1(Ω) (pois como

|u|p ∈ L
p+1
p (Ω) e 1

(p+1)/p
+ 1

p+1
= 1 temos pela Desigualdade de Hölder (ver Apên-

dice C) que |u|p|v| ∈ L1(Ω)) assim como |g|p|v| ∈ L1(Ω). Sabendo disto temos

a|v|+ C1|u|p|v|+ C2|g|p|v|+ C3|v|p+1 ∈ L1(Ω).

Sabendo que a|v|+C1|u|p|v|+C2|g|p|v|+C3|v|p+1 ∈ L1(Ω), pelo corolário do Lema de

Fatou (ver Apêndice C), segue por (2.9) e (2.10)

Ψ0(u; v) ≤
∫

Ω

lim sup
j→+∞

(Φ(x, u(x) + hj(x) + λjv(x))− Φ(x, u(x) + hj(x))

λj

)
dx,

o que implica

Ψ0(u; v) ≤
∫

Ω

Φ0((x, u(x); v(x))dx =

∫
Ω

max{w(x)v(x);w(x) ∈ ∂tΦ(x, u(x))}dx,

donde segue-se, pelo Lema 2.5, que

Ψ0(u; v) ≤
∫

[v<0]

φ(x, u(x))v(x)dx+

∫
[v≥0]

φ(x, u(x))v(x)dx. (2.11)

Devemos mostrar que, para cada z(x) ∈ ∂Ψ(u), temos

φ(x, u(x)) ≤ z(x) ≤ φ(x, u(x)), q.t.p. em Ω.

Suponha por absurdo, que existe um conjunto M ⊂ Ω com |M | > 0, tal que

z(x) < φ(x, u(x)), ∀x ∈M.

Considerando v(x) = −χM(x) ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
M

z(x)dx =

∫
Ω

z(x)(−χM(x))dx ≤ Ψ0(u;−χM).

De (2.11) temos

−
∫
M

z(x)dx ≤ −
∫

Ω

φ(x, u(x))χMdx = −
∫
M

φ(x, u(x))dx,
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implicando que ∫
M

z(x)dx ≥
∫
M

φ(x, u(x))dx,

o que é um absurdo. Logo, z(x) ≥ φ(x, u(x)) q.t.p. em Ω.

Para mostrarmos que z(x) ≤ φ(x, u(x)) q.t.p. em Ω, utilizamos a mesma idéia usada

anteriormente. Sendo assim, podemos concluir que para todo z(x) ∈ ∂Ψ(u) temos

φ(x, u(x)) ≤ z(x) ≤ φ(x, u(x)), q.t.p. em Ω,

consequentemente

∂Ψ(u) ⊂ ∂tΦ(x, u(x)) = [φ(x, u(x)), φ(x, u(x))], q.t.p. em Ω.

Para mostrarmos que

∂Ψ̂(u) ⊂ ∂Ψ(u), ∀u ∈ X,

basta verificar que X ↪→
cont Lp+1(Ω) e X = Lp+1(Ω), logo pelo Corolário do Teorema da

Regra da Cadeia (ver Capítulo 1) podemos concluir que ∂Ψ̂(u) ⊂ ∂Ψ(u), ∀u ∈ X.



Capítulo 3

Lema da Deformação para Funcionais
Localmente Lipschitz

Aplicaremos aqui toda a teoria apresentada nos capítulos anteriores, para de-

monstrar o Lema da Deformação, Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de

Minimização para funcionais Localmente Lipschitz.

Definição 3.1 Uma função f ∈ LL(X,R) satisfaz a condição de Palais Smale
(PS), se para todo (xj) ⊂ X tal que f(xj) seja convergente e

λf (xj)→ 0,

temos a existência de uma subsequência de (xj) que converge forte em X.

Observação 3.1 Se a condição (PS) é verificada na região onde f ≥ α > 0 (resp.
f ≤ α < 0), ∀α > 0, dizemos que f verifica a condição (PS)+ (resp. a condição
(PS)−).

Observação 3.2 Seja c ∈ R, dizemos que f satisfaz a condição de Palais Smale
no nível c, (PS)c, se para todo (xj) ⊂ X tal que:

• f(xj)→ c;

• λf (xj)→ 0,

existe uma subsequência de (xj) que converge forte em X.
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Defina os seguintes conjuntos

Ac = {x ∈ X; f(x) ≤ c},

Kc = {x ∈ X; 0 ∈ ∂f(x), f(x) = c},

Nδ(Kc) = {x ∈ X; dist(x,Kc) < δ}

e

B(c, ε, δ) =
(
Ac+ε − Ac−ε

)
−Nδ(Kc).

Lema 3.1 Suponha que f ∈ LL(X,R) satisfaz a condição de Palais-Smale (PS), então
Kc é compacto.

Demonstração:

Seja (xn) ⊂ Kc. Observe que

f(xn) = c ∀n ∈ N

e

λf (xn) = 0 ∀n ∈ N,

pois 0 ∈ ∂f(xn) ∀n ∈ N. Desde que, f cumpre a condição (PS), (xn) possui uma

subsequência (xnj) convergente, isto é, existe x0 ∈ X tal que

xnj → x0.

Assim,

c = lim
nj→+∞

f(xnj) = f( lim
nj→+∞

xnj) = f(x0),

implicando que f(x0) = c. Da Propriedade (P5), do Capítulo 1, temos

0 = lim inf
nj→+∞

λf (xnj) ≥ λf (x0) ≥ 0,

o que implica λf (x0) = 0. Logo, 0 ∈ ∂f(x0) e f(x0) = c. Daí, podemos concluir que

x0 ∈ Kc, mostrando que Kc é compacto.

Lema 3.2 Assumindo as hipóteses do Lema 3.1, para cada δ > 0, existem b, ε > 0 tais
que

λf (x) ≥ b, ∀x ∈ B(c, ε, δ).
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Demontração:

Suponha, por absurdo, que exista um δ > 0, tal que para todo bn, εn > 0 temos um

xn ∈ B(c, εn, δ), com

λf (xn) < bn. (3.1)

Assuma que bn → 0 e εn → 0.

Observe que xn ∈ B(c, εn, δ), para cada n ∈ N, logo

c− εn ≤ f(xn) ≤ c+ εn, ∀n ∈ N.

Daí, sabendo que εn → 0, segue que

f(xn)→ c. (3.2)

Passando ao limite n→ +∞ em (3.1), obtemos:

0 ≤ lim
n→+∞

λf (xn) ≤ lim
n→+∞

bn = 0,

logo

lim
n→+∞

λf (xn) = 0. (3.3)

Por hipotése f satisfaz a condição (PS), logo de (3.2) e (3.3), a sequência (xn) possui

uma subsequência (xnj) convergente, isto é

xnj → x0,

para algum x0 ∈ X.

Afirmação 3.1 f(x0) = c e λ(x0) = 0.

De fato, como xnj ∈ B(c, εnj , δ), ∀nj ∈ N, temos (3.2)

lim
nj→+∞

f(xnj) = c.

Sendo f contínua,

f(x0) = f( lim
nj→+∞

xnj) = c,

logo f(x0) = c. Sendo assim, para mostrar a Afirmação 3.1 basta mostrar que λ(x0) =

0.

Da propriedade (P5), do Capítulo 1, temos

lim inf
nj→+∞

λ(xnj) ≥ λ(x0),
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portanto

0 ≤ λ(x0) ≤ lim inf
nj→+∞

λ(xnj) = 0,

implicando assim que λ(x0) = 0, como queriamos mostrar. Logo, 0 ∈ ∂f(x0). Sendo

assim x0 ∈ Kc, o que é um absurdo. De fato, pois x0 ∈ Kc implica que x0 ∈ Nδ(Kc),

onde Nδ é um conjunto aberto. Daí, existe ε > 0 tal que

Bε(x0) ⊂ Nδ(Kc),

mas xnj 6∈ Nδ(Kc), ∀nj ∈ N, ou seja xnj 6∈ Bε(x0), o que é um absurdo, já que

xnj → x0. Logo, x0 6∈ Kc.

Lema 3.3 Assuma as hipóteses do Lema 3.2, e suponha que X seja reflexivo Então
existe um campo vetorial v(x) Localmente Lipschitz definido em B(c, ε, δ) satisfazendo

||v(x)|| < 1

e
〈x∗, v(x)〉 > 1

3
b, ∀x∗ ∈ ∂f(x).

Demonstração:

Para cada δ > 0, existem b, ε > 0 tais que

λf (x0) > b, (3.4)

para x0 ∈ B(c, ε, δ). Seja w0 ∈ ∂f(x0), tal que

||w0||X∗ = λf (x0) = min{||w||X∗ ;w ∈ ∂f(x0)}.

Logo, B 1
2
||w0||X∗ (0) ∩ ∂f(x0) = ∅.

Sabendo que B 1
2
||w0||X∗ (0) e ∂f(x0) são conjuntos convexos, não vazios e disjuntos,

segue que existe um ψ0 ∈ X∗∗\{0} e α ∈ R (ver Teorema de Hahn-Banach, 1a Forma

Geométrica, no Apêndice A) tais que

〈ψ0, ξ〉 ≥ α ≥ 〈ψ0, w〉, ∀ξ ∈ ∂f(x0) e ∀w ∈ B 1
2
||w0||X∗ (0).

Sendo X reflexivo, 〈ψ0, ξ〉 = 〈ξ, u0〉, para algum u0 ∈ X \ {0}, tem-se que

〈ξ, u0〉 ≥ α ≥ 〈w, u0〉, ∀ξ ∈ ∂f(x0) e ∀w ∈ B 1
2
||w0||X∗ (0),
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implicando que

〈ξ, u0

||u0||
〉 ≥ 〈w, u0

||u0||
〉, ∀ξ ∈ ∂f(x0) e ∀w ∈ B 1

2
||w0||X∗ (0).

Considerando h0 = u0

||u0|| , temos

〈ξ, h0〉 ≥ 〈w, h0〉, ∀ξ ∈ ∂f(x0) e ∀w ∈ B 1
2
||w0||X∗ (0). (3.5)

Pelo corolário do Teorema de Hahn-Banach (ver Apêndice A), temos

max{〈ξ, h0〉; ||ξ||X∗ ≤ 1} = ||h0||,

isto é

max{〈w, h0〉;w ∈ B1(0) ⊂ X∗} = ||h0||,

implicando que

1

2
||w0||X∗ max{〈w, h0〉;w ∈ B1(0) ⊂ X∗} =

1

2
||w0||X∗ ||h0||,

donde segue-se que

max{〈1
2
||w0||X∗w, h0〉;

w

2||w0||X∗
2||w0||X∗ ∈ B1(0) ⊂ X∗} =

1

2
||w0||X∗||h0||,

considerando w = 1
2
||w0||X∗w, temos

max{〈w, h0〉;w ∈ B 1
2
||w0||X∗ (0)} =

1

2
||w0||X∗||h0||. (3.6)

De (3.5), temos para cada ξ ∈ ∂f(x0)

〈ξ, h0〉 ≥ sup
w∈B 1

2 ||w0||X∗

〈w, h0〉 = max{〈w, h0〉;w ∈ B 1
2
||w0||X∗},

donde segue-se de (3.4) e (3.6)

〈ξ, h0〉 ≥
1

2
||w0||X∗||h0|| =

1

2
||w0||X∗ >

b

2
,

assim

〈ξ, h0〉 >
b

2
, ∀ξ ∈ ∂f(x0). (3.7)

Desde que a função x 7→ ∂f(x) semi-contínua superiormente, temos para cada x0 ∈

B(c, ε, δ) ⊂ X, existe η0 > 0 tal que

x∗ ∈ ∂f(x) e ||x− x0|| < η0 ⇒ ∃w ∈ ∂f(x0) tal que ||x∗ − w||X∗ <
b

6
,
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daí

〈w − x∗, h0〉 ≤ ||x∗ − w||X∗ <
b

6
, ∀x∗ ∈ ∂f(x),

com ||x− x0|| < η0, o que implica

〈w, h0〉 − 〈x∗, h0〉 <
b

6
.

De (3.7)

〈x∗, h0〉 >
b

3
, ∀x∗ ∈ ∂f(x), x ∈ Bη0(x0).

Sendo assim, acabamos de obter uma cobertura para o conjunto B(c, ε, δ), dado por

∪x∈B(c,ε,δ)B(x, ηx).

Sabendo que B(c, ε, δ) é metrizável, o mesmo é paracompacto e portanto admite um

refinamento, enumerável e localmente finito (ver Apêndice D), dado por ∪i∈NB(xi, ηi).

No que segue, fixamos para cada i ∈ N

ρi : X → R

x 7→ ρi(x) = dist(x,B(xi, ηi)
c).

Observe que, dados x, y ∈ X temos

|ρi(x)− ρi(y)| = |dist(x,B(xi, ηi)
c)− dist(y,B(xi, ηi)

c)| ≤ ||x− y||

Mostrando que ρi é uma função Lipschitz, para todo i ∈ N.

Dado i ∈ N, defina

βi : X → R

x 7→ βi(x) =


ρi(x)∑

i∈N

ρi(x)
, x ∈ B(c, ε, δ)

0, c.c..

e

v : B(c, ε, δ) → X

x 7→ v(x) =
∑
i∈N

βi(x)hi.

Afirmação 3.2 v ∈ LL(B(c, ε, δ), X).
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Sabendo que ∪i∈NB(xi, ηi) é um refinamento localmente finito, para cada w ∈ B(c, ε, δ)

existe δ′ > 0, tal que Bδ′(w) intercepta uma quantidade finita de bolas da união

∪i∈NB(xi, ηi).

Daí, segue-se que existe J = {η1, ..., ηk} ⊂ N, um subconjunto finito, tal que

v(x) =
∑
i∈J

βi(x)hi

e

βi(x)hi =
ρi(x)∑
j∈J ρj(x)

hi, i ∈ N, x ∈ Bδ′(w).

Para mostrar que v é Localmente Lipschitz, basta mostrar que βihi é Localmente Lips-

chitz, pois soma de funções Localmente Lipschitz é uma função Localmente Lipschitz.

Sendo assim, dados i ∈ J e x, y ∈ B′δ(w) obtemos:

||βi(x)hi − βi(y)hi|| =
∣∣∣∣∣∣ ρi(x)∑
j∈J

ρj(x)
hi −

ρi(y)∑
j∈J

ρj(y)
hi

∣∣∣∣∣∣,
o que implica

||βi(x)hi − βi(y)hi|| =
∣∣∣∣∣∣
∑
j∈J

ρj(y)ρi(x)hi −
∑
j∈J

ρj(x)ρi(y)hi∑
j∈J

ρj(x)
∑
j∈J

ρj(y)

∣∣∣∣∣∣,
consequentemente

||βi(x)hi − βi(y)hi|| =
∣∣∣ 1∑
j∈J

ρj(x)
∑
j∈J

ρj(y)

∣∣∣||hi||∣∣∣∑
j∈J

(
ρj(y)ρi(x)− ρj(x)ρi(y)

)∣∣∣,
donde segue-se, pela desigualdade triângular, que

||βi(x)hi − βi(y)hi|| ≤
∣∣∣ 1∑
j∈J

ρj(x)
∑
j∈J

ρj(y)

∣∣∣∑
j∈J

∣∣∣ρj(y)ρi(x)− ρj(x)ρi(y)
∣∣∣.

Somando e subtraindo ρi(y)ρj(y), e utilizando novamente desigualdade triângular,

||βi(x)hi − βi(y)hi|| ≤
∣∣∣ 1∑
j∈J

ρj(x)
∑
j∈J

ρj(y)

∣∣∣∑
j∈J

(
ρj(y)|ρi(x)− ρi(y)|

+ρi(y)|ρj(x)− ρj(y)|
)
,
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donde segue-se, pelo fato de ρi ser uma função Lipschitz, ∀i ∈ N, que

||βi(x)hi − βi(y)hi|| ≤
∣∣∣ 1∑
j∈J

ρj(x)
∑
j∈J

ρj(y)

∣∣∣∑
j∈J

(
ρj(y)||x− y||+ ρi(y)||x− y||

)

≤
2
∑

j∈J ρj(y)||x− y||∑
j∈J

ρj(x)
∑
j∈J

ρj(y)
=

2||x− y||∑
j∈J

ρj(x)

Dado x ∈ Bδ(w), temos ∑
j∈J

ρj(x) > 0,

daí existe um M(w) > 0 tal que∑
j∈J

ρj(x) ≥M(w), ∀x ∈ Bδ(w).

Portanto,

||βi(x)hi − βi(y)hi|| ≤
2

M(w)
||x− y||, ∀x, y ∈ Bδ(w),

mostrando a Afirmação 3.2.

Veja que,

||v(x)|| = ||
∑
j∈J(x)

βj(x)hj|| ≤
∑
j∈J(x)

|βj(x)|||hj|| =
∑
j∈J(x)

|βj(x)| = 1,

e

〈x∗, v(x)〉 = 〈x∗,
∑
i∈J

ρi(x)∑
j∈J

ρj(x)
hi〉 =

∑
i∈J

ρi(x)∑
j∈J

ρj(x)
〈x∗, hi〉 >

b

3
,

mostrando assim o Lema 3.3.

Lema 3.4 Seja 0 < ε < ε, defina

V (x) = g(x)g(x)v(x),

onde o campo vetorial v : B(c, ε, δ)→ X é dado no Lema 3.3 com

g : X → R

x 7→ g(x) =

{
1, x ∈ Ac+ε − Ac−ε
0, x 6∈ Ac+ε − Ac−ε

e

g : X → R

x 7→ g(x) =

{
1, x 6∈ N4δ(Kc)

0, x ∈ N2δ(Kc),
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onde g e g são funcionais Localmente Lipschitz, com imagem no intervalo [0, 1].
Se η(x, t) é a solução do Problema de Cauchy

d
dt
η(x, t) = −V (η(x, t)),

η(x, 0) = x,
(3.8)

o funcional f restrito ao longo do caminho η(x, .) é não-crescente, com

||η(x, t)− x|| ≤ t,

e
f(x)− f(η(x, t)) ≥ (

b

3
)t, se η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ), ∀s ∈ [0, t).

Demontração:

Antes de mais nada observe que η(x, .) é solução única da EDO (3.8) em R, pois V ∈

LL(X,R) e ||V (x)|| ≤ 1, ∀x ∈ X (ver Apêndice D). Mais ainda η(x, .) ∈ C1(R, X),

pois V é contínua.

Observe que ∫ t

0

d

ds
η(x, s)ds = −

∫ t

0

V (η(x, s))ds,

daí

η(x, t)− η(x, 0) = −
∫ t

0

V (η(x, s))ds,

o que implica

||η(x, t)− x|| =
∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0

V (η(x, s))ds
∣∣∣∣∣∣,

donde segue-se, por propriedade de integral, que

||η(x, t)− x|| ≤
∫ t

0

||V (η(x, s))||ds ≤
∫ t

0

ds = t.

Fixado x ∈ X, definamos a seguinte função

hx : R → R

t 7→ hx(t) = f(η(x, t)).

Afirmação 3.3 hx ∈ LL(R,R).

De fato, sendo f ∈ LL(X,R), temos para cada x ∈ X e t ∈ R a existência de um ε > 0

tal que

|f(η(x, s1))−f(η(x, s2))| ≤ K(η(x, t))||η(x, s1)−η(x, s2)||, ∀η(x, s1), η(x, s2) ∈ Bε(η(x, t)).
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Daí, segue-se que

|f(η(x, s1))− f(η(x, s2))| ≤ K(η(x, t))||η(x, s1)− η(x, s2)||,

considerando θ = max{s1, s2} e η = min{s1, s2}, temos

|f(η(x, s1))− f(η(x, s2))| ≤ K(η(x, t))
∣∣∣∣∣∣− ∫ θ

η

V (η(x, s))ds
∣∣∣∣∣∣

≤ K(η(x, t))

∫ θ

η

||V (η(x, s))||ds,

donde segue-se, pelo fato de ||V (η(x, s))|| ≤ 1, que

|f(η(x, s1))− f(η(x, s2))| ≤ K(η(x, t))(θ − η) = K(η(x, t))|s1 − s2|, ∀s1, s2 ∈ Bδ(ε)(t),

onde δ é tomado a partir do ε, pela continuidade de η. Logo, hx ∈ LL(R,R), mostrando

assim a Afirmação 3.3

Sabendo que η(x, .) ∈ C1(R, X), para cada x ∈ X e f ∈ LL(X,R), podemos concluir,

pela Propriedade (P6) do Capítulo 1, que hx ≡ f ◦ η é diferenciável q.t.p. em R e

h′x(s) ≤ max
{
〈w, d

ds
η(x, s)〉;w ∈ ∂f(η(x, s))

}
q.t.p. em R,

ou ainda

h′x(s) ≤ −min{〈w, V (η(x, s))〉;w ∈ ∂f(η(x, s))} q.t.p. em R. (3.9)

Por definição

〈w, V (η(x, s))〉 = 〈w, v(η(x, s))〉, ∀η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ),

logo pelo Lema 3.3

〈w, V (η(x, s))〉 > b

3
, ∀w ∈ ∂f(η(x, s)) e η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ),

e

−〈w, V (η(x, s))〉 < − b
3
, ∀w ∈ ∂f(η(x, s)) e η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ),

implicando que

−min{〈w, V (η(x, s))〉;w ∈ ∂f(η(x, s))} < − b
3
, ∀η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ). (3.10)
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De (3.9) e (3.10)

h′x(s) ≤

 − b
3
, η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ)

0, c.c.
(3.11)

Portanto h′x(s) ≤ 0, ∀s ∈ R. Mostraremos agora que hx é monótona não-crescente.

Dado s ∈ R, existe δ > 0 tal que hx ∈ L([s − δ, s + δ],R), isto é hx é Lipschitz em

[s− δ, s+ δ], pois da Afirmação 3.3 hx ∈ LL(R,R).

Afirmação 3.4 hx ∈ W 1,p(t1, t2), para (t1, t2) ⊂ (s− δ, s+ δ).

Sejam a, b ∈ R tais que [a, b] ⊂ (t1, t2), t ∈ (a, b) e 0 < ε < min{dist((t1, t2)c, {a, b}), δ}.

Observe que, pela Desigualdade do Valor Médio para espaços de Banach temos

|η(t+ ε)− η(t)| ≤ ε sup
α∈[t,t+ε]

|η′(α)|,

donde segue-se, por propriedade de supremo, que

|η(t+ ε)− η(t)| ≤ ε sup
α∈[a,b]

|η′(α)|,

implicando, pelo fato de η ∈ C1(R, X), que

|η(t+ ε)− η(t)| ≤ ε||η′||L∞([a,b]). (3.12)

Observe, também que

|f(η(t+ ε))− f(η(t))| ≤ K(t)|η(t+ ε)− η(t)|,

pois ε < δ, o que implica de (3.12)

|f(η(t+ ε))− f(η(t))| ≤ KεM,

onde M = ||η′||L∞([a,b]), consequentemente,

|ζεhx(t)− hx(t)| ≤ KMε,

onde ζε ◦ hx : R→ R é definido por ζεhx(t) = hx(t+ ε). Sendo assim, segue que∫
(a,b)

|ζεhx − hx|pdt ≤
∫

(a,b)

(KMε)pdt = KpMpεp(b− a),

logo

||ζεhx(t)− hx(t)||Lp(a,b) ≤ C|ε|.
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onde C = KM(b− a)
1
p , onde (a, b) ⊂⊂ (t1, t2).

Mostrando assim, que para todo intervalo I, I ⊂⊂ (t1, t2), temos

||ζεhx(t)− hx(t)||Lp(I) ≤ C|ε|,

onde ε < min{dist((t1, t2)c, {a, b}), δ}.

Daí, segue que hx ∈ W 1,p(t1, t2) (ver Teorema no Apêndice E), mostrando a Afirmação

3.4.

Da Afirmação 3.4, segue que

hx(t2)− hx(t1) =

∫ t2

t1

Dhx(t)dt, (3.13)

onde Dhx é a derivada de hx no sentido das distribuições (ver Teorema no Apêndice

E).

Afirmação 3.5 Dhx = h′x em Lp(t1, t2), onde h′x é a derivada de hx q.t.p. em R.

De fato, definindo

gn(t) =
hx(t+ 1

n
)− hx(t)
1
n

,

temos gn → h′x q.t.p. em R.

Sendo assim dado ψ ∈ C∞0 ([t1, t2]) temos∫ t2

t1

gn(t)ψ(t)dt =
1
1
n

∫ t2

t1

(ζ 1
n
hx − hx)ψdt,

o que implica∫ t2

t1

gn(t)ψ(t)dt =
1
1
n

∫ t2

t1

hx(t+
1

n
)ψ(t)dt− 1

1
n

∫ t2

t1

hx(t)ψ(t)dt,

considere y = t+ 1
n
, daí dy = dt e segue que∫ t2

t1

gn(t)ψ(t)dt =
1
1
n

∫ t2+ 1
n

t1+ 1
n

hx(y)ψ(y − 1

n
)dy − 1

1
n

∫ t2

t1

hx(t)ψ(t)dt. (3.14)

Sabendo que ψ ∈ C∞0 ([t1, t2]), temos

suppψ ⊂ (t1, t2),

portanto para n suficientemente grande

ψ(t) = 0, ∀t ∈ [t1, t1 +
1

n
] ∪ [t2, t2 +

1

n
]. (3.15)
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Segue de (3.14) e (3.15) para n suficientemente grande∫ t2

t1

gn(t)ψ(t)dt =
1
1
n

∫ t2

t1

hx(t)ψ(t− 1

n
)dt− 1

1
n

∫ t2

t1

hx(t)ψ(t)dt,

implicando∫ t2

t1

gn(t)ψ(t)dt =
1
1
n

∫ t2

t1

hx(ψ(t− 1

n
)−ψ(t))dt = −

∫ t2

t1

hx(t)
(ζ− 1

n
(ψ)− ψ
− 1
n

)
dt. (3.16)

Observe que para t ∈ (t1, t2)

|gn(t)ψ(t)| =
∣∣∣hx(t+ 1

n
)− hx(t)
1
n

∣∣∣|ψ(t)|,

donde segue-se, pelo fato de hx ∈ L([t1, t2],R), que existe K > 0 tal que

|gn(t)ψ(t)| ≤ K|ψ(t)|, (3.17)

para n suficientemente grande, com K|ψ(t)| ∈ L1([t1, t2]) (pois ψ ∈ C∞0 ([t1, t2])).

Assim como

|hx(t)(ζ− 1
n
(ψ(t))− ψ(t))(−n)| = |hx(t)||ψ(t− 1

n
)− ψ(t)|n,

o que implica pela Desigualdade do Valor Médio

hx(t)(ζ− 1
n
(ψ)− ψ)(−n)| ≤ |hx(t)| sup

v∈[t− 1
n
,t]

|ψ′(v)| ≤ ||ψ′||L∞([t1,t2])|hx(t)|, (3.18)

para n suficientemente grande.

De (3.17) e (3.18), temos pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n→+∞

∫ t2

t1

gn(t)ψ(t)dt =

∫ t2

t1

h′x(t)ψ(t)dt (3.19)

e

lim
n→+∞

−
∫ t2

t1

hx(t)
(ζ− 1

n
(ψ)− ψ
− 1
n

)
dt = −

∫ t2

t1

hx(t)Dψ(t)dt. (3.20)

Passando ao limite n→ +∞ em (3.16), segue, de (3.19) e (3.20), que∫ t2

t1

h′x(t)ψ(t)dt = −
∫ t2

t1

hx(t)Dψ(t)dt,

implicando, por definição de derivada no sentido da distribuição, que Dhx = h′x em

Lp(t1, t2), mostrando assim a Afirmação 3.5.

Sabendo que a Afirmação 3.5 é verdadeira, temos de (3.13) a seguinte igualdade

hx(t2)− hx(t1) =

∫ t2

t1

h′x(t)dt.
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Assim, como h′x(t) ≤ 0, ∀t ∈ R, podemos concluir que

hx(t2) ≤ hx(t1), ∀t1 < t2, com t1, t2 ∈ (s− δ, s+ δ).

Sejam t1, t2 ∈ R, com t1 < t2. Logo,

[t1, t2] ⊂ ∪s∈[t1,t2](s− δs, s+ δs),

onde δs > 0 é tomado de tal forma que hx ∈ L((s − δs, s + δs),R). Obtendo assim

uma cobertura aberta para o conjunto compacto [t1, t2]. Daí, pelo Teorema de Borel-

Lebesgue, vai existir uma subcobertura finita ∪n∈J(sn − δn, sn + δn), tal que

[t1, t2] ⊂ ∪n∈J(sn − δn, sn + δn),

e

(si − δi, si + δi) ∩ (si+1 − δi+1, si+1 + δi+1) 6= ∅ ∀i ∈ {1, ..., k − 1},

onde sem perda de generalidade estamos considerando J = {1, 2, ..., k} e s1 < s2

< ... < sk. Seja ri ∈ (si − δi, si + δi) ∩ (si+1 − δi+1, si+1 + δi+1), 1 ≤ i ≤ k − 1.

Daí, aplicando toda teoria feita anteriormente, temos

hx(s1−δ1) ≥ hx(t1) ≥ hx(r1) ≥ ... ≥ hx(ri) ≥ hx(ri+1)... ≥ hx(rk) ≥ hx(t2) ≥ hx(sk−δk).

Mostrando que

hx(t1) ≥ hx(t2), ∀t1 < t2, t1, t2 ∈ R,

logo hx é uma função monótona não-crescente, como queriamos mostrar.

Logo, o funcional f ao longo de η(x, .) é não-crescente.

Para finalizarmos este lema mostraremos que

f(x)− f(η(x, t)) ≥ (
b

3
)t, se η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ), ∀s ∈ [0, t).

Note que,

−
∫ t

0

b

3
ds ≥

∫ t

0

h′x(s)ds = hx(t)−hx(0) = f(η(x, t))−f(x), ∀η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ), s ∈ [0, t),

o que implica

f(x)− f(η(x, t)) ≥ b

3
, ∀η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ), s ∈ [0, t).
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Teorema 3.2 (Lema da Deformação) Suponha que X seja um espaço de Banach re-
flexivo e f ∈ LL(X,R) satisfazendo a condição (PS). Se c ∈ R e N é uma vizinhança
aberta que contém Kc, então para todo ε0 > 0 existe ε ∈ (0, ε0) e um homeomorfismo
η : X → X tal que:

(10) η(x) = x, ∀x 6∈ Ac+ε0 − Ac−ε0;

(20) η(Ac+ε\N) ⊂ Ac−ε;

(30) Se Kc = ∅, então η(Ac+ε) ⊂ Ac−ε.

Demonstração:

Sejam c ∈ R, N uma vizinhança aberta de Kc, t0 = 6
b
ε e η : X → X uma função dada

por η(x) = η(x, t0), onde η é a função obtida no Lema 3.4.

Afirmação 3.6 η é um homeomorfismo.

De fato, definindo a aplicação

η−t0 : X → X

x 7→ η(x) = η(x,−t0),

note que

(η ◦ η−t0)(x) = η(η(x,−t0), t0) = η(x, t0 − t0) = η(x, 0) = x

e

(η−t0 ◦ η)(x) = η(η(x, t0),−t0) = η(x, t0 − t0) = x.

Logo η é bijetora e η−t0 ≡ η−1. Daí, segue pelo fato de que η e η−t0 serem funções

funções contínuas, que η é um homeomorfismo.

Seja δ > 0 tal que N6δ ⊂ N e b, ε > 0 as constantes do Lema 3.2. Fixe 0 < ε′ <

min{ε, bδ
6
, ε0, δ} e ε ∈ (0, ε′), com ε0 > 0 qualquer.

Observe que ψ(t) = x, ∀x 6∈ Ac+ε′ −Ac−ε′ e t ∈ R é solução da EDO do Lema 3.4, pois

dψ
dt

(t) = −V (ψ(t))

ψ(0) = x.

Daí, por unicidade de solução segue que ψ(t) = η(x, t), ∀t ∈ R, isto é

η(x, t) = x, ∀x 6∈ Ac+ε′ − Ac−ε′ .
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Sabendo que

Ac+ε′ − Ac−ε′ ⊂ Ac+ε0 − Ac−ε0 ,

temos (
Ac+ε0 − Ac−ε0

)c
⊂
(
Ac+ε′ − Ac−ε′

)c
,

daí

η(x, t) = x, ∀x 6∈ Ac+ε0 − Ac−ε0 ,∀t ∈ R,

o que implica η(x) = η(x, t0) = x, ∀x 6∈ Ac+ε0 \ Ac−ε0 .

Seja x ∈ Ac+ε − N6δ, equivalentemente, x ∈
(
Ac−ε \ N6δ

)
∪ B(c, ε, 6δ), basta observar

que Ac+ε =
(
Ac+ε − Ac−ε

)
∪ Ac−ε.

Considere agora os seguintes casos:

(i) Se x ∈
(
Ac−ε \N6δ

)
, então η(x) ∈ Ac−ε.

De fato, sabendo que t0 > 0, temos para cada x ∈ Ac−ε e pelo fato de f(η(x, .)) ser

não crescente

c− ε ≥ f(x) = f(η(x, 0)) ≥ f(η(x, t0)).

Logo, η(x, t0) ∈ Ac−ε. Mostrando que η(Ac−ε) ⊂ Ac−ε.

(ii) Se x ∈ B(c, ε, 6δ), então η(x) ∈ Ac−ε.

Com efeito, suponha, por absurdo que η(x) 6∈ Ac−ε daí

η(x) ∈ (Ac+ε − Ac−ε) ∪
(
Ac+ε

)c
.

(1) Se η(x, t0) ∈ (Ac+ε)
c, então

c+ ε < f(η(x, t0)) < f(η(x, 0)) = f(x),

o que implica x 6∈ Ac+ε, o que é um absurdo, pois x ∈ B(c, ε, 6δ).

(2) Se η(x, t0) ∈ Ac+ε − Ac−ε, então dado s ∈ [0, t0], temos

f(η(x, s))

 ≤ f(η(x, 0)) = f(x) ≤ c+ ε

≥ f(η(x, t0)) > c− ε,
(3.21)

pois f(η(x, .)) é não-crescente. Logo, η(x, s) ∈ Ac+ε − Ac−ε, ∀s ∈ [0, t0].

Sabendo que η(x, 0) 6∈ N6δ (pois x ∈ B(c, ε, 6δ)), temos η(x, 0) 6∈ N4δ.
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Afirmação 3.7 η(x, s) 6∈ N4δ, ∀s ∈ [0, t0].

Com efeito, suponha que exista um t1 ∈ [0, t0] tal que η(x, s1) ∈ N4δ.

Segue, pelo fato de η(x, 0) 6∈ N4δ, que podemos fixar

s0 = inf{s > 0; η(x, s) ∈ ∂N4δ}.

Daí, η(x, s) 6∈ N4δ, ∀s ∈ [0, s0) e η(x, s0) ∈ ∂N4δ (pois ∂N4δ é fechado e η(x, .) é

contínua). Portanto,

η(x, s) ∈ Ac+ε − Ac−ε −N4δ = B(c, ε, 4δ), ∀s ∈ [0, s0),

donde segue-se pelo Lema 3.4, que

||η(x, s0)− x|| ≤ s0 ≤
3

b

(
f(x)− f(η(x, s0))

)
<

3

b
(c+ ε− (c− ε)) =

6ε

b
,

sendo ε < bδ
6
temos

||η(x, s0)− x|| < δ,

implicando que x ∈ Bδ(η(x, s0)) ⊂ N6δ (pois η(x, s0) ∈ ∂N4δ), o que é um absurdo, já

que x 6∈ N6δ, mostrando assim a Afirmação 3.7.

Segue, da Afirmação 3.7, que

η(x, s) ∈
(
Ac+ε − Ac−ε

)
−N4δ, ∀s ∈ [0, t0],

isto é

η(x, s) ∈ B(c, ε, 4δ), ∀s ∈ [0, t0].

Donde segue-se pelo Lema 3.4 e (3.21), que

f(x)− f(η(x, t0)) >
b

3
t0 = 2ε > 2ε′ > 2ε,

o que implica

f(x) > 2ε+ f(η(x, t0))

sendo assim de (3.21) temos

f(x) > ε+ c,

logo x 6∈ Ac+ε, o que é um absurdo.

De (i) e (ii), podemos concluir que η(Ac+ε −N6δ) ⊂ Ac−ε, como queriamos mostrar.

Caso Kc = ∅, então N6δ = ∅, implicando η(Ac+ε) ⊂ Ac−ε.
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Teorema 3.3 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach refle-
xivo e I ∈ LL(X,R) um funcional satisfazendo a condição (PS). Suponha que I(0) = 0

e que as seguintes condições sejam satisfeitas:

(I1) Existem constantes α, ρ > 0 tais que I|∂Bρ ≥ α

(I2) Existe e ∈ X \Bρ tal que I(e) ≤ 0.

Então, I possui um valor crítico c ≥ α, com

c = inf
g∈Γ

max{I(u);u ∈ g([0, 1])},

onde Γ = {g ∈ C([0, 1], X); g(0) = 0 e g(1) = e}.

Demonstração:

Seja

c = inf
g∈Γ

max{I(g(t)); t ∈ [0, 1]}.

Afirmamos que c está bem definido.

De fato, pois sendo I ∈ LL(X,R) e g ∈ C([0, 1], X), segue que I ◦ g é uma função

contínua a valores reais e sendo [0, 1] um conjunto compacto, temos que I ◦ g possui

valor máximo em [0, 1]. Logo, max{I(g(t)); t ∈ [0, 1]} está bem definido.

Afirmação 3.8 max{I(g(t)); t ∈ [0, 1]} ≥ α, ∀g ∈ Γ.

De fato, dado g ∈ Γ defina

h : [0, 1] → R

t 7→ h(t) = ||g(t)||.

Observe que h é uma composição de funções contínuas, logo h é contínua. Além disso,

sendo e ∈ X \Bρ, temos

h(0) = ||g(0)|| = 0 < ρ

e

h(1) = ||g(1)|| = ||e|| > ρ,

pois e 6∈ Bρ, implicando que

h(0) < ρ < h(1).

Segue, pelo Teorema do Valor Intermediário, que existe t0 ∈ (0, 1) tal que

h(t0) = ||g(t0)|| = ρ,
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logo g(t0) ∈ ∂Bρ. Daí, por (I1) temos

I(g(t0)) ≥ α.

Mostrando que

max{I(g(t)); t ∈ [0, 1]} ≥ α, ∀g ∈ Γ,

mostrando assim a Afirmação 3.8.

Considerando o seguinte conjunto

H =
{

max{I(g(t)); t ∈ [0, 1]}; g ∈ Γ
}
⊂ R.

Pela Afirmação 3.8, o conjunto H é limitado inferiormente em R. Logo, H possui

ínfimo em R, isto é

inf
g∈Γ

max{I(g(t)); t ∈ [0, 1]},

está bem definido.

Sabendo que α é uma cota inferior para o conjunto H, devemos ter c ≥ α.

Para finalizarmos o Teorema do Passo da Montanha, basta mostrar que c é valor crítico

de I.

Suponha que c não seja um valor crítico de I. Logo, Kc = ∅. Donde segue-se, pelo

Lema da Deformação, que dado 0 < ε < c−α
2

(sem perda de generalidade estamos

considerando aqui α < c), existe η ∈ C(X,X) tal que

(i) η(u) = u, ∀u 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]);

(ii) η(I−1(−∞, c+ ε]) ⊂ I−1(−∞, c− ε].

Além disso, pela definição do valor c, existe gε ∈ Γ tal que

max{I(gε(t)); t ∈ [0, 1]} ≤ c+ ε. (3.22)

Considerando hε(t) = η(gε(t)), temos que η ∈ C(X,X) e gε ∈ C([0, 1], X), segue que

h ∈ C([0, 1], X).

Observe que, de (I2)

I(e) ≤ 0 < α < c− 2ε,

pois ε < c−α
2
. Daí, I(e) 6∈ [c− 2ε, c+ 2ε], o que implica e 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Da mesma forma, sendo I(0) = 0 < α < c− 2ε, tem-se que I(0) 6∈ [c− 2ε, c + 2ε], ou
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seja, 0 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Sendo assim, de (i)

h(0) = η(gε(0)) = η(0) = 0

e

h(1) = η(gε(1)) = η(e) = e,

implicando que h ∈ Γ.

De (3.22)

I(gε(t)) ≤ max{I(gε(t)); t ∈ [0, 1]} ≤ c+ ε,

logo gε(t) ∈ I−1((−∞, c+ ε]), sendo assim segue, de (ii), que

hε(t) = η(gε(t)) ∈ I−1((−∞, c− ε]), ∀t ∈ [0, 1],

ou seja, I(hε(t)) ≤ c− ε, ∀t ∈ [0, 1], logo

max{I(gε(t)); t ∈ [0, 1]} ≤ c− ε,

o que implica

c ≤ c− ε,

visto que hε ∈ Γ, o que é um absurdo. Portanto, concluimos que c é um valor crítico

para I.

Observação 3.3 No teorema do Passo da Montanha poderiamos pedir apenas que o
funcional I satisfaça a condição de (PS) no nível c ((PS)c), pois se o leitor observar
a demonstração dos lemas que foram úteis na demonstração do Lema da Deformação,
vai perceber que basta que o funcional seja (PS)c.

Teorema 3.4 (Teorema de Minimização) Seja I ∈ LL(X,R), verificando a condição
(PS) e limitado inferiormente. Então, o nível c = inf

u∈X
I(u) é um valor crítico para I.

Demonstração:

Mostrar que c é valor crítico de I é equivalente a mostrar que Kc 6= ∅.

Se Kc = ∅, segue do Lema da Deformação que existe um ε > 0 e um campo η : X → X

tal que

η
(
I−1
(
(−∞, c+ ε]

))
⊂ I−1

(
(−∞, c− ε]

)
,
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ou seja, existem pontos v = η(v) com v ∈ I−1
(
(−∞, c+ ε]

)
que verifica

I(v) ≤ c− ε < c,

o que é um absurdo, pois

c = inf
u∈X

(
I(u)

)
≤ I(v) < c.

No que segue considere X um espaço de Hilbert, munido de um produto interno 〈., .〉

denso no espaço de Banach Y , com X ↪→
comp Y . Assuma que g é uma função Localmente

Lipschitz sobre Y , e defina ĝ = g|X .

Teorema 3.5 Seja

f̂ : X → R

u 7→ f̂(u) =
1

2
〈Lu, u〉 − ĝ(u),

onde ĝ ∈ LL(X,R) e L : X → X é um operador linear limitado auto-adjunto. Suponha
que L seja um operador definido positivo, isto é,

〈Lu, u〉 ≥ α||u||2, α > 0,

e ĝ satisfaz
ĝ(u) ≤ θmin{〈w, u〉;w ∈ ∂ĝ(u)}+M,

onde θ ∈ (0, 1
2
) e M > 0. Então, f̂ satisfaz a condição (PS).

Demonstração:

Seja (un) ⊂ X uma sequência que verifica a condição de (PS). Logo,

(i) f̂(un)→ β em R;

(ii) λ(un) = min{||w||X∗ ;w ∈ ∂f̂(un)} → 0.

Considerando ||vn||X∗ = λ(un), onde vn ∈ ∂f̂(un), deve existir n0 ∈ N tal que

||vn||X∗ ≤ 1, ∀n ≥ n0. (3.23)

Sabendo que L é um operador linear limitado, temos que L ∈ C1(X,X). Logo, o

funcional J(u) = 1
2
〈Lu, u〉 pertence a C1(X,R). Sendo assim, observe que a derivada

a Gáteux de J é dada por J ′(u)v = 〈Lu, v〉. Desta forma

∂f̂(un) = {J ′(un)} − ∂ĝ(un),
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donde segue-se, pelo fato de vn ∈ ∂f̂(un), que existe wn ∈ ∂ĝ(un) tal que

〈vn, φ〉 = 〈Lun, φ〉 − 〈wn, φ〉, ∀φ ∈ X. (3.24)

Observando que

f̂(un)− θ〈vn, un〉 ≤ |f̂(un)− θ〈vn, un〉| ≤ |f̂(un)|+ θ||vn||X∗||un||,

segue de (3.23) e pelo fato da sequência f̂(un) ser convergente, que existe c > 0 tal que

f̂(un)− θ〈vn, un〉 ≤ c+ θ||un||, ∀n ≥ n0. (3.25)

Observe, também que de (3.24)

f̂(un)− θ〈vn, un〉 =
1

2
〈Lun, un〉 − ĝ(un)− θ

(
〈Lun, un〉 − 〈wn, un〉

)
= (

1

2
− θ)〈Lun, un〉 − ĝ(un) + θ〈wn, un〉,

donde segue-se, das hipotéses

f̂(un)− θ〈vn, un〉 ≥ (1
2
− θ)α||un||2 + θ

(
〈wn, un〉

−min{〈w, un〉;w ∈ ∂ĝ(un)}
)
−M

≥ (1
2
− θ)α||un||2 −M .

(3.26)

De (3.25) e (3.26)

(
1

2
− θ)α||un||2 −M ≤ c+ θ||un||, ∀n ≥ n0,

implicando que

(
1

2
− θ)α||un||2 − θ||un|| − (M + c) ≤ 0, ∀n ≥ n0.

Mostrando assim que a sequência (un) é limitada. Daí, segue-se que vai existir uma

subsequência (unj) ⊂ (un) e u0 ∈ X tais que

unj ⇀ u0, em X,

isto é,

〈ξ, unj〉 → 〈ξ, u0〉, ∀ξ ∈ X∗.

Considerando Kn a constante Lipschitz da função ĝ no ponto un, temos para cada

wn ∈ ∂ĝ(un)

||wn||X∗ ≤ Kn.
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Sabendo que Kn é uma constante que depende da norma de un e do raio da bola que

torna ĝ Lipschitz, assumiremos aqui que Kn ≤ K0, ∀n ∈ N, para algum

K0 > 0. Portanto a sequência (wnj) é limitada, implicando que existem uma sub-

sequência (wnjk ) ⊂ (wnj) e um ponto w0 ∈ X tais que

wnjk
∗
⇀ w0 em X∗. (3.27)

ou seja,

〈wnjk , v〉 → 〈w0, v〉, ∀v ∈ X.

Por hipotése,

α||unjk −u0||2 ≤ 〈L(unjk −u0), unjk −u0〉 = 〈Lunjk , unjk 〉−〈Lunjk , u0〉−〈Lu, unjk −u0〉

somando e subtraindo por 〈wnjk , unjk 〉 segue, de (3.24), que

α||unjk − u0||2 ≤ 〈vnjk , unjk 〉+ 〈wnjk , unjk − u0 + u0〉 − 〈Lunjk , u0〉 − 〈Lu, unjk − u0〉

= 〈vnjk , unjk 〉+ 〈wnjk , unjk − u0〉+ 〈wnjk , u0〉 − 〈Lunjk , u0〉 − 〈Lu0, unjk − u0〉.
(3.28)

Afirmação 3.9

〈vnjk , unjk 〉+ 〈wnjk , unjk − u0〉+ 〈wnjk , u0〉 − 〈Lunjk , u0〉 − 〈Lu, unjk − u0〉 → 0.

De fato, note que

|〈vnjk , unjk 〉| ≤ ||vnjk ||X∗||unjk ||,

implicando, pelo fato de (unjk ) ser limitada, que

|〈vnjk , unjk 〉| ≤ c||vnjk ||X∗ ,

para algum c > 0. Passando ao limite njk → +∞, temos de (ii)

lim
njk→+∞

|〈vnjk , unjk 〉| = 0,

e portanto

lim
njk→+∞

〈vnjk , unjk 〉 = 0. (3.29)

Defina as seguintes aplicações:

J1 : X → R

x 7→ J1(x) = 〈Lu0, x〉
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e

J2 : X → R

x 7→ J2(x) = 〈Lx, u0〉.

Observe que J1, J2 ∈ X∗. Logo,

J1(unjk − u0)→ 0 (3.30)

e

J2(unjk )→ J2(u0), (3.31)

pois unjk ⇀ u0 em X.

Afirmamos que

wnjk
∗
⇀ w0 em Y ∗, (3.32)

isto é

〈wnjk , y〉 → 〈w0, y〉 ∀y ∈ Y.

De fato, dado y ∈ Y considere (xm) ⊂ X tal que xm → y em Y (isto é possivel pois

X = Y ).

Para cada ε > 0, existem m1,m2 ∈ N tais que

||xm − y||Y < min
{ ε

3K0

,
ε

3||w0||

}
∀m ≥ m1 (3.33)

e

|〈wnjk , x〉 − 〈w0, x〉| <
ε

3
∀njk ≥ m2,∀x ∈ X. (3.34)

Fixando m0 = max{m1,m2}, observe que

|〈wnjk , y〉− 〈w0, y〉| ≤ |〈wnjk , y−xm0|+ |〈wnjk , xm0〉− 〈w0, xm0〉|+ |〈w0, xm0〉− 〈w0, y〉|,

de onde segue

|〈wnjk , y〉 − 〈w0, y〉| ≤ K0||y − xm0||Y + |〈wnjk , xm0〉 − 〈w0, xm0〉|+ ||w0||Y ∗ ||xm0 − y||Y

o que implica de (3.33) e (3.34)

|〈wnjk , y〉 − 〈w0, y〉| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε ∀njk ≥ m0,
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mostrando que wnjk
∗
⇀ w0 em Y ∗.

Sabendo que unjk ⇀ u0 em X e X ↪→
comp Y , temos

unjk → u0 em Y,

implicando

unjk − u0 → 0 em Y. (3.35)

De (3.32) e (3.35)

〈wnjk , unjk − u0〉 → 〈w0, 0〉 = 0. (3.36)

Note que

〈vnjk , u0〉 = 〈Lunjk , u0〉 − 〈wnjk , u0〉

assim

〈Lunjk , u0〉 = 〈vnjk , u0〉+ 〈wnjk , u0〉,

donde segue-se, de (3.29) e pelo fato de wnjk
∗
⇀ w0 em X∗, que

〈Lunjk , u0〉 → 〈w0, u0〉. (3.37)

De (3.29)-(3.31), (3.36) e (3.37)

〈vnjk , unjk 〉+ 〈wnjk , unjk − u0〉+ 〈wnjk , u0〉 − 〈Lunjk , u0〉 − 〈Lu, unjk − u0〉 →= 0,

mostrando a Afirmação 3.9.

Da Afirmação 3.9 e de (3.28), temos

α||unjk − u0||2 → 0,

ou seja

||unjk − u0|| → 0,

mostrando que a sequência (un) possui uma subsequência convergente. Assim f̂ satisfaz

a condição (PS).



Capítulo 4

Um problema sublinear

Será mostrado aqui uma solução forte para uma classe de problema elíptico su-

blinear, via Teorema de Minimização.

Definição 4.1 (Definição de Solução) Por uma solução do problema do tipo{
−∆u = f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω

entendemos como sendo uma função u ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω), para algum p > 1, verifi-

cando
−∆u(x) ∈ [f(x, u(x)), f(x, u(x))] q.t.p. em Ω.

Observação 4.1 Quando

−∆u(x) = f(x, u(x)) q.t.p. em Ω,

dizemos que u é solução forte.

Aplicando a Definição 4.1 para o problema −∆u = H(u− a)uq + |u|p−1u, Ω, 0 < p, q < 1,

u = 0, ∂Ω
(4.1)

onde a > 0 e H é a função de Heaviside, temos u é solução de (4.1) se:

(i) Existe p > 1 tal que u ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω), e
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(ii)


−∆u(x) = |u(x)|p−1u(x), q.t.p. em Ω, se u(x) < a;

−∆u(x) = u(x)q + |u(x)|p−1u(x), q.t.p. em Ω, se u(x) > a

−∆u(x) ∈ [ap, ap + aq], q.t.p. em Ω, se u(x) = a.

Para encontrarmos uma solução de (4.1), vamos encontrar um ponto crítico para o

funcional I : H1
0 (Ω)→ R dado por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx−
∫

Ω

F (u)dx,

onde

F (t) =

∫ t

0

H(s− a)sqds =

 0, t ≤ a;
tq+1

q+1
− aq+1

q+1
, t > a.

Defina f(t) = H(t− a)tq e observe que

|f(t)| = |H(t− a)||tq| ≤ |tq| ≤ 1 + |t|q.

Logo, f é uma função com crescimento subcrítico e do Lema 2.2, o funcional

Ψ : H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) → R

u 7→ Ψ(u) =

∫
Ω

F (u)dx

é Localmente Lipschitz.

Lema 4.1 O funcional J : H1
0 (Ω)→ R dado por

J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx,

pertence a C1(H1
0 (Ω),R). Além disso,

J ′(u)v = 〈u, v〉, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração:

Primeiro mostraremos que J é Gáteaux diferenciável.

Sejam u, v ∈ H1
0 (Ω), daí

∂J

∂v
(u) = lim

t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
= lim

t→0

1
2
〈u+ tv, u+ tv〉 − 1

2
〈u, u〉

t

o que implica
∂J

∂v
(u) = lim

t→0

t〈u, v〉+ t2〈v, v〉
t

= 〈u, v〉.
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Assim, 〈u, v〉 é o candidato natural para ser J ′(u)v.

Observe que J é diferenciável a Fréchet, pois

J(u+ v)− J(u)− 〈u, v〉
||v||

=
1
2
〈u+ v, u+ v〉 − 1

2
||u||2 − 〈u, v〉

||v||
=
||v||

2
.

Passando ao limite ||v|| → 0, obtemos

lim
||v||→0

(J(u+ v)− J(u)− J ′(u)v

||v||

)
= lim
||v||→0

||v||
2

= 0,

mostrando assim que J é diferenciável a Fréchet.

Afirmação 4.1 J ′ é contínua.

De fato, seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

un → u em H1
0 (Ω). (4.2)

Para mostrar que J ′ é contínua, devemos verificar que

J ′(un)→ J ′(u) em (H1
0 (Ω))∗,

isto é

||J ′(un)− J(u)||(H1
0 (Ω))∗ = sup

||v||≤1

|〈J ′(un)− J ′(u), v〉| → 0.

Dado v ∈ H1
0 (Ω), com ||v|| ≤ 1, temos

|〈J ′(un)− J ′(u), v〉| = |〈un, v〉 − 〈u, v〉| = |〈un − u, v〉|,

implicando que

|〈J ′(un)− J ′(u), v〉| ≤ ||un − u||||v||,

logo

|〈J ′(un)− J ′(u), v〉| ≤ ||un − u||, ∀v ∈ X com ||v|| ≤ 1,

donde segue-se que

sup
||v||≤1

|〈J ′(un)− J ′(u), v〉| ≤ ||un − u||.

Passando ao limite n→ +∞, obtemos de (4.2)

lim
n→+∞

||J ′(un)− J ′(u)||(H1
0 (Ω))∗ = 0,

provando assim a Afirmação 4.1.
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Lema 4.2 J ∈ LL(H1
0 (Ω),R) e

||J ′(u)||(H1
0 (Ω))∗ = ||u||, ∀u ∈ H1

0 (Ω).

Demonstração:

Por definição,

||J ′(u)||(H1
0 (Ω))∗ = sup

||v||=1

|〈J ′(u), v〉| = sup
||v||=1

|〈u, v〉|.

Definindo A = {|〈u, v〉|; ||v|| = 1}, observe que

||u|| = 〈u, u〉
||u||

= 〈u, u

||u||
〉 ∈ A,

e

|〈u, v〉| ≤ ||u||||v|| = ||u||, ∀v ∈ H1
0 (Ω) com ||v|| = 1.

Logo,

sup
||v||=1

|〈u, v〉| = ||u||,

isto é

||J ′(u)||(H1
0 (Ω))∗ = ||u||. (4.3)

Mostraremos agora que J ∈ LL(H1
0 (Ω),R).

Dado w ∈ H1
0 (Ω), fixe K > 0, segue, pelo fato de J ser diferenciável, que

|J(u)− J(v)| ≤ sup
θ∈[u,v]

||J ′(θ)||(H1
0 (Ω))∗||u− v||.

De (4.3), que

|J(u)− J(v)| ≤ sup
θ∈[u,v]

||θ||||u− v|| ≤ (K + ||w||)||u− v||, ∀u, v ∈ BK(w),

Logo, J ∈ LL(H1
0 (Ω),R).

Defina agora as seguintes aplicações:

g : R → R

t 7→ g(t) = |t|p−1t,

G : R → R

t 7→ G(t) =

∫ t

0

g(s)ds =
1

p+ 1
|t|p+1
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e

Ψ̂ : H1
0 (Ω) → R

u 7→ Ψ̂(u) =

∫
Ω

G(u)dx =
1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx.

Lema 4.3 Seja Ψ̂ : H1
0 (Ω)→ R a função definida anteriormente. Então Ψ̂ ∈ C1(H1

0 (Ω),R)

e para cada u ∈ H1
0 (Ω)

Ψ̂′(u)v =

∫
Ω

g(u)vdx.

Demonstração:

O lema segue, mostrando que

lim
||v||→0

(Ψ̂(u+ v)− Ψ̂(u)−
∫

Ω
g(u)uvdx

||v||

)
= 0,

e que Ψ̂′ ∈ C(H1
0 (Ω)).

Seja (vn) ⊂ H1
0 (Ω) \ {0}, com vn → 0 em H1

0 (Ω).

Observe que

ψ̂(u+ vn)− ψ̂(u)−
∫

Ω

g(u)vndx =

∫
Ω

(
G(u+ vn)−G(u)

)
dx−

∫
Ω

g(u)vndx. (4.4)

Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo

G(u+ vn)−G(u) =

∫ 1

0

d

dt
(G(u+ tvn))dt =

∫ 1

0

G′(u+ tvn)vndt,

o que implica

G(u+ vn)−G(u) =

∫ 1

0

g(u+ tvn)vndt. (4.5)

De (4.4) e (4.5)

ψ̂(u+ vn)− ψ̂(u)−
∫

Ω

g(u)vndx =

∫
Ω

∫ 1

0

(g(u+ tvn)− g(u))vndtdx,

donde segue-se pelo Teorema de Fubini (ver Apêndice C)

ψ̂(u+ vn)− ψ̂(u)−
∫

Ω

g(u)vndx =

∫ 1

0

∫
Ω

(g(u+ tvn)− g(u))vndxdt.

Utilizando a Desigualdade de Hölder (ver Apêndice C)∣∣∣ψ̂(u+ vn)− ψ̂(u)−
∫

Ω

g(u)vndx
∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

||g(u(.) + tvn(.))|| 2∗
p
||vn|| 2∗

2∗−p
dt,
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onde 1 < 2∗

2∗−p < 2∗. Recordando que H1
0 (Ω)

↪→
cont L

2∗
2∗−p (Ω)

∣∣∣ψ̂(u+ vn)− ψ̂(u)−
∫

Ω

g(u)vndx
∣∣∣ ≤ C||vn||

∫ 1

0

||g(u(.) + tvn(.))|| 2∗
p
dt, (4.6)

para algum C > 0.

Mostraremos agora que

lim
n→+∞

∫ 1

0

||g(u(.) + tvn(.))|| 2∗
p
dt = 0.

Veja que

||g(u(.) + tvn(.))|| 2∗
p

=
(∫

Ω

∣∣∣|u+ tvn|p−1(u+ tvn)− |u|p−1u
∣∣∣ 2∗
p
dx
) p

2∗
,

implicando pela Desigualdade Triângular e Desigualdade de Minkowski (ver Apêndice

C)

||g(u(.) + tvn(.))|| 2∗
p
≤ |||u+ tvn|p|| 2∗

p
+ |||u|p|| 2∗

p
= ||u+ tvn||p2∗ + ||u||p2∗ ,

utilizando novamente Desigualdade de Minkowski

||g(u(.) + tvn(.))|| 2∗
p
≤
(
||u||2∗ + t||vn||2∗

)p
+ ||u||p2∗ ≤ (1 + 2p)||u||p2∗ + t2p||vn||p2∗ .

Sabendo que vn → 0 em H1
0 (Ω) e H1

0 (Ω)
↪→
cont L2∗(Ω), temos vn → 0 em L2∗(Ω), logo vai

existir um C1 > 0 tal que

||g(u(.) + tvn(.))|| 2∗
p
≤ (1 + 2p)||u||p2∗ + 2ptC1 = M, ∀n ∈ N. (4.7)

Note que M ∈ L1([0, 1]).

Afirmação 4.2 lim
n→+∞

||g(u(.) + tvn(.))|| 2∗
p

= 0.

Observe que

|g(u+ tvn)− g(u)|
2∗
p ≤ (|u+ tvn|p + |u|p)

2∗
p ≤ 2

2∗
p (|u+ tvn|2

∗
+ |u|2∗). (4.8)

Desde que vn → 0 em L2∗(Ω), existe (vnj) ⊂ (vn) tal que

(a) vnj(x)→ 0, q.t.p. em Ω;

(b) |vnj(x)| ≤ v(x), q.t.p. em Ω, ∀nj ∈ N, para algum v ∈ L2∗(Ω) (ver Apêndice C).
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De (4.8)

|g(u+ tvnj)− g(u)|
2∗
p ≤ C((1 + 22∗)|u|2∗ + t22∗|v|2∗), q.t.p. em Ω, ∀nj ∈ N,

onde C = 2
2∗
p . Definindo h(x) = C((1 + 22∗)|u|2∗ + t22∗|v|2∗), temos que h ∈ L2∗(Ω).

Desde que que vnj(x)→ 0, q.t.p. em Ω (ver item (a)) e que g é uma função contínua,

temos

lim
nj→+∞

|g(u+ tvnj)− g(u)|
2∗
p = 0, q.t.p. em Ω.

Podemos concluir, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver Apên-

dice C) que

lim
nj→+∞

∫
Ω

|g(u+ tvnj)− g(u)|
2∗
p dx = 0,

implicando

lim
nj→+∞

||g(u(.) + tvnj(.))− g(u(.))|| 2∗
p

= 0,

Observe agora que repetindo este mesmo argumento para uma subsequência qualquer

(vnj) ⊂ (vn), iremos obter uma subsequência (vnjk
) ⊂ (vnj) tal que

lim
njk
→+∞

||g(u(.) + tvnjk
(.))− g(u(.))|| 2∗

p
= 0.

Logo,

lim
n→+∞

||g(u(.) + tvn(.))− g(u(.))|| 2∗
p

= 0, (4.9)

mostrando a Afirmação 4.2.

Portanto de (4.7), (4.9) e Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n→+∞

∫ 1

0

||g(u(.) + tvn(.))− g(u(.))|| 2∗
p
dt = 0.

donde segue-se de (4.6)

lim
n→+∞

∣∣∣ψ̂(u+ vn)− ψ̂(u)−
∫

Ω
g(u)vndx

∣∣∣
||vn||

= 0,

∀(vn) ⊂ H1
0 (Ω) com vn → 0 em H1

0 (Ω).

Logo,

lim
||v||→0

∣∣∣ψ̂(u+ v)− ψ̂(u)−
∫

Ω
g(u)vdx

∣∣∣
||v||

= 0,

como queriamos mostrar.
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Afirmação 4.3 ψ′ ∈ C(H1
0 (Ω),R).

Se un → u0 em H1
0 (Ω), pela imersão H1

0 (Ω)
↪→
cont L2∗(Ω), un → u0 em L2∗(Ω), assim

existem uma subsequência (unj) de (un) e ĥ ∈ L2∗(Ω) (ver Apêndice C) tais que

(a1) |unj(x)| ≤ ĥ(x), q.t.p. em Ω, ∀nj ∈ N.

(a2) unj(x)→ u0(x), q.t.p. em Ω.

Para mostrar esta afirmação, basta mostrar que

||Ψ′(un)−Ψ′(u0)||(H1
0 (Ω))∗ → 0.

Sendo assim, veja que

||Ψ′(un)−Ψ′(u0)||(H1
0 (Ω))∗ = sup

||v||≤1

|〈Ψ′(un)−Ψ′(u0), v〉| = sup
||v||≤1

∣∣∣ ∫
Ω

(g(un)− g(u0))vdx
∣∣∣.

Seja v ∈ H1
0 (Ω), com ||v|| ≤ 1, observe que v ∈ L

2∗
2∗−p (Ω) (pois H1

0 (Ω) ⊂ L
2∗

2∗−p (Ω)),

|(g(unj)− g(u0))| ≤ (|unj |p + |u0|p),

onde (|unj |p + |u0|p) ∈ L
2∗
p (Ω) ∀nj ∈ N e 1

2∗
2∗−p

+ 1
2∗
p

= 1.

Assim pela Desigualdade de Hölder (ver Apêndice C)∣∣∣ ∫
Ω

(g(unj)− g(u0))vdx
∣∣∣ ≤ ||g(unj(.))− g(u0(.))|| 2∗

p
||v|| 2∗

2∗−p
,

implicando da imersão H1
0 (Ω)

↪→
cont L

2∗
2∗−p (Ω) que para algum C > 0∣∣∣ ∫

Ω

(g(unj)− g(u0))vdx
∣∣∣ ≤ C||g(unj(.))− g(u0(.))|| 2∗

p
||v|| ≤ C||g(unj(.))− g(u0(.))|| 2∗

p
,

∀v ∈ H1
0 (Ω), com ||v|| ≤ 1. Logo,

sup
||v||≤1

∣∣∣ ∫
Ω

(g(un)− g(u0))vdx
∣∣∣ ≤ C||g(unj(.))− g(u0(.))|| 2∗

p
(4.10)

Afirmamos que

||g(unj(.))− g(u0(.))|| 2∗
p
→ 0.

Note que de (a1)

|g(unj)− g(u0)|
2∗
p ≤ (|unj |p + |u0|p)

2∗
p ≤ 2

2∗
p (|ĥ|2∗ + |u0|2

∗
) q.t.p. em Ω, (4.11)
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onde |ĥ|2∗ + |u0|2
∗ ∈ L1(Ω) (pois ĥ ∈ L2∗(Ω) e u0 ∈ H1

0 (Ω) ⊂ L2∗(Ω)).

Sabendo que unj(x)→ u0(x) q.t.p. em Ω (ver item (a2)), temos

lim
nj→+∞

|g(unj)− g(u0)|
2∗
p = lim

nj→+∞

∣∣|unj |p − |u0|p
∣∣ 2∗
p = 0 q.t.p. em Ω. (4.12)

Segue de (4.11) e (4.12), pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver

Apêndice C)

lim
nj→+∞

∫
Ω

|g(unj)− g(u0)|
2∗
p dx = 0,

implicando

||g(unj(.))− g(u0(.))|| 2∗
p
→ 0. (4.13)

Passando ao limite de nj → +∞ em (4.10), obtemos de (4.13)

sup
||v||≤1

∣∣∣ ∫
Ω

(g(unj)− g(u0))vdx
∣∣∣→ 0,

ou seja,

||Ψ′(unj)−Ψ′(u0)||(H1
0 (Ω))∗ → 0.

Observe agora que repetindo este argumento para uma subsequência (uni) ⊂ (un),

iremos obter uma subsequência (unik ) de (uni) tal que

||Ψ′(unik )−Ψ′(u0)||(H1
0 (Ω))∗ → 0.

Logo,

lim
n→+∞

||Ψ′(un)−Ψ′(u0)||(H1
0 (Ω))∗ = 0,

mostrando que Ψ′ ∈ C(H1
0 (Ω),R), o que prova a Afirmação 4.3.

Sabendo que Ψ ∈ LL(H1
0 (Ω),R) e J, Ψ̂ ∈ C1(Ω,R), temos da propriedade (P8) do

Capítulo 1

∂I(u) = {J ′(u)} − {Ψ̂′(u)} − ∂Ψ(u), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Note que

f(u(x)) =

 0, u(x) ≤ a

u(x)q, u(x) > a,

e

f(u(x)) =

 0, u(x) < a

u(x)q, u(x) ≥ a,
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são funções mensuráveis, pois f(u(x)) = u(x)qχ[u>a](x), f(u(x)) = u(x)qχ[u≥a](x) e sa-

bemos que u, χ[u>a], χ[u≥a] ∈M. Note, também que f e f são funções não-decrescente.

Dado w ∈ ∂Ψ(u) ⊂ (Lq+1(Ω))∗, existe pelo Teorema da Representação de Riesz (ver

Apêndice C), w ∈ L
q+1
q (Ω) tal que

〈w, v〉 =

∫
Ω

wvdx,

donde segue-se, pelo Teorema 2.3, que

w(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Lema 4.4 O funcional I possui um ponto crítico, isto é, existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que

0 ∈ ∂I(u).

Demonstração:

Iremos mostrar que o funcional I é limitado inferiormente e verifica a condição Palais-

Smale, pois pelo Teorema de Minimização 3.4 segue que

c = inf
u∈H1

0 (Ω)
I(u)

é um valor crítico.

Sendo assim, vejamos:

(i) I é limitado inferiormente.

Obeserve que

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx−
∫

Ω

F (u)dx

=
1

2
||u||2 − 1

p+ 1
||u||p+1

p+1 −
(∫

[u≤a]

F (u)dx+

∫
[u>a]

F (u)dx
)
,

implicando, pelo fato de F (t) = 0, ∀t ≤ a, que

I(u) =
1

2
||u||2 − 1

p+ 1
||u||p+1

p+1 −
∫

[u>a]

( uq+1

q + 1
− aq+1

q + 1

)
dx,

donde segue-se, pelo fato de H1
0 (Ω)

↪→
cont Lp+1(Ω), que

I(u) ≥ 1

2
||u||2 − 1

p+ 1
C1||u||p+1 − 1

q + 1

∫
[u>a]

uq+1dx+
aq+1

q + 1

∫
[u>a]

dx,

para algum C1 > 0. Assim

I(u) ≥ 1

2
||u||2 − 1

p+ 1
C1||u||p+1 − 1

q + 1

∫
Ω

|u|q+1dx,
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usando novamente imersão, obtemos

I(u) ≥ 1

2
||u||2 − C1

p+ 1
||u||p+1 − C2

q + 1
||u||q+1, (4.14)

onde C2 > 0.

Definindo h(t) = 1
2
t2 − C1

p+1
tp+1 − C2

q+1
tq+1, note que

lim
t→+∞

h(t) = +∞,

pois p+ 1, q + 1 < 2. Logo, existem M,K > 0 tais que

h(t) > M, ∀t > K. (4.15)

Observe que h ∈ C(R+,R), logo existe t0 ∈ [0, k] tal que

h(t0) = min{h(t); t ∈ [0, K]}. (4.16)

De (4.15) e (4.16), segue que

h(t) ≥ min{M,h(t0)}, ∀t ∈ R+,

mostrando que h é limitado inferiormente.

Sendo assim, concluimos de (4.14) que o funcional I é limitado inferiormente, como

queriamos mostrar.

(ii) O funcional I verifica a condição (PS), isto é, se (un) ⊂ H1
0 (Ω) verifica:

• I(un)→ β;

• ||vn||X∗ = λI(un)→ 0,

existem (unj) ⊂ (un) e u ∈ H1
0 (Ω) tal que

unj → u, em H1
0 (Ω).

Desde que vn ∈ ∂I(un), existe wn ∈ ∂Ψ(un) ⊂ (Lq+1(Ω))∗, tal que

vn = J ′(un)− Ψ̂′(un)− wn,

o que implica

〈vn, φ〉 = J ′(un)φ− Ψ̂′(un)φ− 〈wn, φ〉,∀φ ∈ H1
0 (Ω),
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donde segue-se, pelo Teorema da Representação de Riesz (ver Apêndice C), que

〈vn, φ〉 = 〈un, φ〉 −
∫

Ω

|un|p−1unφdx−
∫

Ω

wnφdx,∀φ ∈ H1
0 (Ω),

para algum wn ∈ L
q+1
q (Ω), ou ainda,

〈vn, φ〉 =

∫
Ω

∇un∇φdx−
∫

Ω

|un|p−1unφdx−
∫

Ω

wnφdx,∀φ ∈ H1
0 (Ω). (4.17)

Afirmação 4.4 A sequência (un) é limitada em H1
0 (Ω).

Com efeito, suponha que (un) não seja limitada, logo existe (unj) ⊂ (un) tal que

||unj || → +∞. Por hipotése sabemos que (I(un))n∈N é convergente, logo existe K > 0

tal que

I(un) ≤ |I(un)| ≤ K, ∀n ∈ N. (4.18)

Segue de (4.14) e (4.18)

K ≥ I(unj) ≥
1

2
||unj ||2 −

C1

p+ 1
||unj ||p+1 − C2

q + 1
||unj ||q+1, ∀nj ∈ N.

Passando ao limite nj → +∞, obtemos

K ≥ lim
nj→+∞

I(unj) ≥ +∞,

o que é um absurdo, mostrando a Afirmação 4.4.

Logo, existe M > 0 tal que

||un|| ≤M, ∀n ∈ N.

Afirmação 4.5 A sequência (wn) ⊂ L
q+1
q (Ω) é limitado em L

q+1
q (Ω).

De fato, já sabemos que para cada n ∈ N temos

wn(x) ∈ [0, |un(x)|q], q.t.p. em Ω.

Logo,

|wn(x)|
q+1
q ≤ |un(x)|q+1 q.t.p. em Ω,

o que implica ∫
Ω

|wn(x)|
q+1
q dx ≤

∫
Ω

|un(x)|q+1dx,

assim temos

||wn|| q+1
q
≤ ||un||q+1

q+1,
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donde segue-se, por imersão, que

||wn|| q+1
q+1
≤ C||un||q+1 ≤ CM q, ∀n ∈ N,

mostrando assim a Afirmação 4.5.

Sendo H1
0 (Ω) e L

q+1
q (Ω) espaços reflexivos e (un) e (wn) sequências limitadas, da teoria

de Análise funcional, existem (unj) ⊂ (un), (wnj) ⊂ (wn), u0 ∈ H1
0 (Ω) e w0 ∈ L

q+1
q (Ω)

tais que

unj ⇀ u0, em H1
0 (Ω)

e

wnj ⇀ w0, em L
q+1
q (Ω).

Afirmação 4.6 Dado φ ∈ H1
0 (Ω) tem-se que:∫
Ω

∇unj∇φdx→
∫

Ω

∇u0∇φdx

e ∫
Ω

wnjφdx→
∫

Ω

w0φdx.

Dado φ ∈ H1
0 (Ω), considere o funcional

Tφ : H1
0 (Ω) → R

v 7→ 〈Tφ, v〉 =

∫
Ω

∇v∇φdx.

Note que Tφ ∈
(
H1

0 (Ω)
)∗
, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). Sabendo disto, segue pelo fato de unj ⇀ u0,

em H1
0 (Ω)

〈Tφ, unj〉 → 〈Tφ, u0〉,

mostrando que ∫
Ω

∇unj∇φdx→
∫

Ω

∇u0∇φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω),

Seja φ ∈ H1
0 (Ω) e defina o funcional

T̂φ : L
q+1
q (Ω) → R

v 7→ 〈T̂φ, v〉 =

∫
Ω

vφdx.

Note que T̂φ ∈
(
L
q+1
q (Ω)

)∗ ∀φ ∈ H1
0 (Ω), pois T̂φ é linear e pela Desigualdade de Hölder

|〈T̂φ, v〉| ≤ C||v|| q+1
q
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onde C = ||φ||q+1. Desde que wnj ⇀ w0 em L
q+1
q (Ω), temos

〈T̂φ, wnj〉 → 〈T̂φ, w0〉, ∀φ ∈ H1
0 (Ω),

mostrando que ∫
Ω

wnjφdx→
∫

Ω

w0φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω),

mostrando a Afirmação 4.5.

Afirmação 4.7
∫

Ω
|un|p−1unφdx →

∫
Ω
|u0|p−1u0φdx, ∀φ ∈ H1

0 (Ω), a menos de sub-
sequência.

Sendo

H1
0 (Ω) ↪→

comp Ls(Ω), ∀1 < s < 2∗,

temos

unj → u0, em Ls(Ω), 1 < s < 2∗,

implicando que existe (unjk ) ⊂ (un) tal que

unjk (x)→ u0(x), q.t.p. em Ω

e

|unjk (x)| ≤ g(x), q.t.p. em Ω,∀n ∈ N,

para alguma função g ∈ Ls(Ω), s = p+1
p

(ver Apêndice C). Daí, dado φ ∈ H1
0 (Ω) temos

||unjk |
p−1unjkφ| → ||u0|p−1u0φ|, q.t.p. em Ω

e

||unjk |
p−1unjkφ| ≤ gp|φ|, q.t.p. em Ω,

onde gp|φ| ∈ L1(Ω), pois φ ∈ H1
0 (Ω) ⊂ Lp+1(Ω) e g ∈ L

p+1
p (Ω). Assim utilizando o

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos∫
Ω

|unjk |
p−1unjkφdx→

∫
Ω

|u0|p−1u0φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω),

mostrando a Afirmação 4.7.

Por hipotése de (PS) tem-se que

|〈vnjk , φ〉| ≤ ||vnjk ||(H1
0 (Ω))∗||φ|| → 0, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (4.19)

Passando ao limite njk → +∞ em (4.17), obtemos das Afirmações 4.6 e 4.7 e de (4.19)∫
Ω

∇u0∇φdx =

∫
Ω

|u0|p−1u0φdx+

∫
Ω

w0φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (4.20)
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Afirmação 4.8
∫

Ω
wnjkunjkdx→

∫
Ω
w0u0dx.

Considere a seguinte aplicação

T̂njk : Lq+1(Ω) → R (4.21)

v 7→ 〈T̂njk , v〉 =

∫
Ω

wnjkvdx. (4.22)

Seja T̂0 : Lq+1(Ω)→ R dado por

〈T̂0, v〉 =

∫
Ω

w0vdx, v ∈ Lq+1(Ω).

Desde que wnjk ⇀ w0 em L
q+1
q (Ω), temos∫

Ω

wnjkvdx→
∫

Ω

w0vdx, ∀v ∈ Lq+1(Ω)

a demonstração aqui será evitada, pois basta utilizar a mesma idéia feita na prova da

Afirmação 4.6, considerando Lq+1(Ω) ao invés de H1
0 (Ω). Assim,

〈T̂njk , v〉 → 〈T̂0, v〉, ∀v ∈ Lq+1(Ω),

ou equivalentemente

T̂njk
∗
⇀ T̂0, em

(
Lq+1(Ω)

)∗
. (4.23)

Sabendo que (un) ⊂ H1
0 (Ω) ↪→

comp Lq+1(Ω), onde 1 < q + 1 < 2∗ e unjk ⇀ u0 em H1
0 (Ω),

temos

unjk → u0 em Lq+1(Ω). (4.24)

De (4.23) e (4.24)

〈T̂njk , unjk 〉 → 〈T̂0, u0〉,

consequentemente ∫
Ω

wnjkunjkdx→
∫

Ω

w0u0dx,

mostrando a Afirmação 4.8.

No intuito de simplificar a notação considere k = njk .

Desde que uk → u0 em Lp+1(Ω), pois p + 1 ∈ (1, 2∗), existe uma subsequência (uki) ⊂

(uk) tal que

uki(x)→ u0(x), q.t.p. em Ω



108

e

|uki(x)| ≤ g(x), q.t.p. em Ω, ∀n ∈ N,

para algum g ∈ Lp+1(Ω) (ver Apêndice C). Sendo assim, pelo Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue temos∫
Ω

|uki |p+1dx→
∫

Ω

|u0|p+1dx (4.25)

Considerando φ = uki em (4.17), obtemos

〈vki , uki〉 =

∫
Ω

∇uki∇ukidx−
∫

Ω

|uki |p−1(uki)
2dx−

∫
Ω

wkiukidx,

o que implica

||uki ||2 = 〈uki , uki〉 = 〈vki , uki〉+

∫
Ω

|uki |p+1dx−
∫

Ω

wkiukidx,

passando ao limite de ki →∞, obtemos da Afirmação 4.8, e de (4.19) e (4.25)

||uki ||2 →
∫

Ω

|u0|p+1dx−
∫

Ω

w0u0dx. (4.26)

Considerando, agora φ = u0 em (4.20), temos

||u0||2 =

∫
Ω

|u0|p+1dx+

∫
Ω

w0u0dx, (4.27)

De (4.26) e (4.27)

||uki ||2 → ||u0||2.

Sabendo que H1
0 (Ω) é uniformemente convexo (pois H1

0 (Ω) é Hilbert), ||uki || → ||u0|| e

uki ⇀ u0 em H1
0 (Ω) podemos concluir

uki → u0 em H1
0 (Ω),

mostrando a condição (PS).

Lema 4.5 Seja u ∈ H1
0 (Ω) um ponto crítico do funcional I obtido no Lema 4.4. Então

existe a∗ > 0 tal que u é solução forte, não trivial, do problema (4.1), ∀a ∈ (0, a∗).

Demonstração:

Sabendo que u ∈ H1
0 (Ω) é ponto crítico do funcional I, temos por definição 0 ∈ ∂I(u).

Logo,

〈0, φ〉 = 〈u, φ〉 −
∫

Ω

|u|p−1uφdx−
∫

Ω

wφdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω),
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para algum w ∈ L
q+1
q (Ω), o que implica∫
Ω

∇u∇φdx =

∫
Ω

(|u|p−1u+ w)φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Daí podemos concluir que u é solução fraca do problema: −∆u = |u|p−1u+ w, Ω

u = 0, ∂Ω,
(4.28)

onde u ∈ H1
0 (Ω) e w ∈ L

q+1
q (Ω).

Afirmação 4.9 |u|p−1u+ w ∈ Lr(Ω), onde r = min{ q+1
q
, 2∗

p
}.

De fato, como

||u|p−1u| = |u|p ∈ L
2∗
p (Ω),

(pois H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) e u ∈ H1

0 (Ω)) e w ∈ L
q+1
q (Ω), considerando r = min{2∗

p
, q+1

q
},

temos

|u|p, w ∈ Lr(Ω),

pois pela definição de r, tem-se que L
2∗
p (Ω), L

q+1
q (Ω) ⊂ Lr(Ω). Logo |u|p +w ∈ Lr(Ω),

mostrando a Afirmação 4.9.

Da Afirmação 4.9, segue-se pelo Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg (ver Apêndice

E), que u ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,r(Ω), isto é

−∆u ∈ Lr(Ω).

Sendo assim,

−∆u = |u|p−1u+ w, q.t.p. em Ω,

implicando que

−∆u− |u|p−1u = w, q.t.p. em Ω.

Recordando que w(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))] q.t.p. em Ω, temos

−∆u− |u|p−1u ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω, (4.29)

mostrando que u é solução do problema (4.1).

Afirmação 4.10 Seja A = {x ∈ Ω;u(x) = a}, então |A| = 0.
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Com efeito, suponha que |A| > 0, por Stampacchia [20]

−∆u(x) = 0 q.t.p. em A. (4.30)

Observe que

[f(u(x)), f(u(x))] =


0, u(x) < a;

[0, aq], u(x) = a;

u(x)q, u(x) > a.

Sendo assim, de (4.30)

−|a|p−1a ∈ [0, aq],

isto é −ap ≥ 0, o que é um absurdo, pois a > 0. Logo |A| = 0, mostrando a Afirmação

4.10.

Da Afirmação 4.10 e de (4.29), podemos concluir que

−∆u = |u|p−1u+H(u− a)uq q.t.p. em Ω,

isto é u é solução forte do problema (4.1).

Assim, para finalizar este lema falta mostrar que u é uma solução não trivial.

Recorde que

I(u) =
1

2
||u||2 −

∫
[u>a]

( uq+1

q + 1
− aq+1

q + 1

)
dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx,

consequentemente

I(u) =
1

2
||u||2 − 1

q + 1

∫
[u>a]

|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx+
aq+1

q + 1
|[u > a]|,

implicando

I(u) ≤ 1

2
||u||2 − 1

q + 1

∫
[u>a]

|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx+
aq+1

q + 1
|Ω|,

somando e subtraindo 1
q+1

∫
[u≤a]
|u|q+1dx

I(u) ≤ 1

2
||u||2− 1

q + 1

∫
Ω

|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx+
1

q + 1

∫
[u≤a]

|u|q+1dx+
aq+1

q + 1
|Ω|,

logo

I(u) ≤ 1

2
||u||2 − 1

q + 1

∫
Ω

|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx+
2aq+1

q + 1
|Ω|. (4.31)
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Fixe φ ∈ C∞0 (Ω) com φ ≥ 0 (φ 6= 0). Considerando t ≥ 0, temos de (4.31)

I(tφ) ≤ t2||φ||2

2
− tq+1

q + 1

∫
Ω

|φ|q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

|φ|p+1dx+
2aq+1

q + 1
|Ω|,

ou seja

I(tφ) ≤ t2A− tq+1B − tp+1C +
2aq+1

q + 1
|Ω|,

com A = ||φ||2
2
, B = 1

q+1

∫
Ω
|φ|q+1 e C = 1

p+1

∫
Ω
|φ|p+1dx.

Observe que

t2A− tq+1B − tp+1C < 0, para t ≈ 0,

pois q + 1, p+ 1 < 2, sendo assim, fixe t0 ≈ 0 tal que

−D = t20A− t
q+1
0 B − tp+1

0 C < 0.

Logo, se a > 0 verifica

−D +
2aq+1

q + 1
|Ω| < 0,

isto é

0 < a <
((q + 1)D

2|Ω|

) 1
q+1 ≡ a∗,

concluímos

I(t0φ) < 0.

Assim, a solução que encontramos deve verificar

I(u) = min{I(w);w ∈ H1
0 (Ω)} ≤ I(t0φ) < 0.

Uma vez que I(0) = 0, podemos afirmar que u 6= 0, ∀a ∈ (0, a∗).



Capítulo 5

Uma aplicação envolvendo
Crescimento Subcrítico

Neste capítulo, encontraremos uma solução, via Teorema de Minimização, para

uma outra classe de problema Elíptico com Crescimento Subcrítico.

Considere o seguinte problema: −∆u = λf(u), em Ω

u = 0, ∂Ω,
(5.1)

onde λ é um parâmetro positivo e f : [0,+∞)→ R é uma função crescente e contínua.

Considere aqui as seguintes propriedades:

(F0) f(0) = −a < 0;

(F1) lim
s→+∞

f(s)

s
= 0 < λ1, onde λ1 é o primeiro autovalor associado ao problema −∆u = λu, em Ω

u = 0, ∂Ω.

(F2) Para algum C > 0, |f(s)| ≤ C(1 + |s|p−1), onde 1 ≤ p − 1 < 2∗ − 1 = N+2
N−2

, se

N > 2 (2∗ = +∞ se N = 1, 2), subcrítico.

(F̂2) Existem k > 0 e θ ∈ (0, 1
2
), tais que F (s) ≤ θf(s)s, ∀s ≥ k.



113

(F3) Para algum δ > 0, temos F (δ) > 0, onde

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

Sejam g : R→ R dada por

g(s) = H(s)f(s) =

 0, s ≤ 0;

f(s), s > 0.

e

G : R → R

s 7→ G(s) =

∫ s

0

g(t)dt.

Considere o problema,  −∆u = λg(u), em Ω

u = 0, ∂Ω.
(5.2)

O funcional energia associado a (5.2) é Iλ : H1
0 (Ω)→ R dado por

Iλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ
∫

Ω

G(u)dx.

Observando que g tem um crescimento subcrítico (ver (F2)), segue-se do Lema 2.2, que

a função

Ψ : Lq+1(Ω) → R

s 7→ Ψ(u) =

∫
Ω

G(u)dx,

onde q = p− 1, é Localmente Lipschitz.

Portanto λΨ ∈ LL(Lq+1(Ω),R), consequentemente λΨ|H1
0 (Ω) ∈ LL(H1

0 (Ω),R). Com o

objetivo de simplificar a notação consideraremos aqui a função Ψ ≡ Ψ|H1
0 (Ω).

Do Lema 4.1 temos que a função

J : H1
0 (Ω) → R

u 7→ J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx.

é de classe C1(H1
0 (Ω)), logo J ∈ LL(H1

0 (Ω),R), sendo assim Iλ ∈ LL(H1
0 (Ω),R).

Lema 5.1 Suponha que f cumpre as propriedades (F0), (F1) e (F3). Então existe
η0 > 0 tal que (5.2) não possui solução forte 0 ≤ u ∈ H1

0 (Ω) não trivial ∀λ ∈ (0, η0).
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Demonstração:

Suponha que u ≥ 0 seja solução não-trivial de (5.2) então, multiplicando por u e

integrando sobre o domínio Ω na equação (5.2), temos∫
Ω

−∆uudx =

∫
Ω

λg(u)udx,

donde segue-se Teorema do Divergente Forte (ver Apêndice E) que∫
Ω

|∇u|2dx =

∫
Ω

λg(u)udx,

ou seja

||u||2 =

∫
Ω

λg(u)udx = λ

∫
[u<δ0]

g(u)udx+ λ

∫
[u≥δ0]

g(u)udx, (5.3)

onde δ0 > 0 é fixado de tal maneira que g(s) ≤ 0 ∀ s ≤ δ0. (isto é possivel pelas

propriedades (F0) e (F3)).

De (F1), temos

lim
s→+∞

f(s)

s
= 0,

donde segue-se, por definição de limite, que dado ε > 0, existe k > 0 tal que

g(s)

s
< ε ∀s > k,

o que implica

sg(s) < εs2,∀s > k. (5.4)

Sendo sg(s) uma função contínua, existe M > 0 tal que

sg(s) ≤M, ∀s ∈ [0, k], (5.5)

Logo, de (5.4) e (5.5)

sg(s) ≤ εs2 +M, ∀s ∈ R+,

e considerando c = ε+M , vamos ficar com

sg(s) ≤ cs2 + c = c(1 + s2), ∀s ∈ R+. (5.6)

De (5.3) e (5.6), temos

||u||2 ≤ λc

∫
[u≥δ0]

(1 + u2)dx. (5.7)
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De (5.7)

||u||2 ≤ λc
( 1

δ2
0

∫
[u≥δ0]

u2dx+

∫
[u≥δ0]

u2dx
)
≤ λc

( 1

δ2
0

+ 1
)∫

Ω

u2dx.

Utilizando a Desigualdade de Poincaré (ver Apêndice E), tem-se que

||u||2 ≤ λc

λ1

( 1

δ2
0

+ 1
)∫

Ω

|∇u|2dx = λc||u||2,

onde c = c
λ1

(
1
δ2
0

+ 1
)
, o que implica

λ ≥ 1

c
= η0.

Mostrando que se (5.2) possui solução, u ≥ 0 não-trivial, então λ ≥ η0, para algum

η0 > 0. Portanto, para λ < η0 o problema (5.2) não possui solução, u ≥ 0 não-trivial.

Teorema 5.1 (Teorema de Regularidade) Uma solução u ∈ H1
0 (Ω) do problema{

−∆u = λg(u), Ω

u = 0, ∂Ω,
(5.8)

pertence a W 2,p(Ω) ∀p > 1, e portanto u ∈ C1,µ(Ω) para algum 0 < µ < 1.

Demonstração:

Por hipotése u é solução de (5.8), logo −∆u(x) ∈ λ[g(u(x)), g(u(x))], q.t.p. em Ω.

Considere −∆u = w em Ω. Daí, u é solução fraca do problema −∆u = w, Ω

u = 0, ∂Ω,

assim pelo Lema E.1 ∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

wv ∀v ∈ H1
0 (Ω)

e w(x) ∈ λ[g(u(x)), g(u(x))], q.t.p. em Ω. Desde que u ∈ H1
0 (Ω) ⊂ L2∗(Ω), temos

u ∈ L2∗(Ω).

Sabendo que lim
s→+∞

f(s)

s
= 0, temos para todo ε > 0 existe M > 0 tal que

f(s) ≤ εs, ∀s ≥M,

implicando

g(s) ≤ εs ∀s ≥M. (5.9)
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Afirmação 5.1 Existe K > 0 tal que |g(s)| ≤ K, ∀s ∈ [0,M ].

Com efeito, suponha por absurdo que g não seja limitada em [0,M ]. Logo, existe

{sn} ⊂ (0,M) tal que

|g(sn)| ≥ n. (5.10)

Sendo (sn) ⊂ (0,M), existe uma subsequência (snj) ⊂ (sn) convergente, isto é

snj → c,

para algum c ∈ [0,M ].

Se c > 0, temos

g(snj)→ g(c) (5.11)

pois g é uma função contínua em (0,M ]. De (5.10)

|g(snj)| → +∞, (5.12)

contradizendo (5.11).

Se c = 0,

g(snj)→ g(0) = −a,

pois g é contínua em (0,M ], contradizendo (5.12). Logo, g é limitado em [0,M ], isto

é, existe K > 0 tal que

|g(s)| ≤ K ∀s ∈ [0,M ],

mostrando a Afirmação 5.1.

Da Afirmação 5.1 e de (5.9), temos

|g(s)| ≤ εs+K, ∀s ∈ [0,+∞),

donde segue-se pelo fato de g(s) = 0 ∀s < 0

|g(s)| ≤ ε|s|+K, ∀s ∈ R,

considerando C = ε+K, segue que

|g(s)| ≤ C(|s|+ 1), ∀s ∈ R.

Logo,

|λg(s)|2∗ ≤ C(|s|2∗ + 1), (5.13)
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onde C > 0.

Observe que

w(x) ∈ λ[g(u(x)), g(u(x))] =


0, u(x) < 0

λ[−a, 0], u(x) = 0

λg(u(x)), u(x) > 0,

q.t.p. em Ω, portanto
|w(x)| = 0, q.t.p. em [u < 0]

|w(x)| ≤ λa, q.t.p. em [u = 0]

|w(x)| = |λg(u(x))|, q.t.p. em [u > 0].

(5.14)

Considerando C ≥ λa, temos de (5.13) e (5.14)

|w(x)|2∗ ≤ C(|u(x)|2∗ + 1) q.t.p. em Ω. (5.15)

Desde que u ∈ L2∗(Ω), temos de (5.15), w ∈ L2∗(Ω) e assim segue pelo Teorema de

Agnom-Douglas-Niremberg (ver Apêndice E)

u ∈ W 2,2∗(Ω).

Por outro lado, temos do Teorema E.9

W 2,2∗(Ω)
↪→
cont Lq1(Ω),

para q1 nos seguintes casos:

10 caso: Se 1
2∗
− 2

N
≤ 0, isto é, 2∗ > N

2
(N = 3, 4, 5), então do Teorema E.9

W 2,2∗(Ω)
↪→
cont L∞(Ω)

↪→
cont Lp(Ω) ∀p ≥ 1.

Assim, sabendo que u ∈ W 2,2∗(Ω), temos u ∈ Lp(Ω), ∀p ≥ 1.

Utilizando a mesma idéia para mostrar (5.15), mostra-se que

|w(x)|p ≤ C(|u(x)|p + 1), q.t.p. em Ω,∀p ≥ 1, (5.16)

para algum C > 0, implicando w ∈ Lp(Ω) ∀p ≥ 1 (pois u ∈ Lp(Ω), ∀p ≥ 1). Segue-se

do Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg, que u ∈ W 2,p(Ω), ∀p ≥ 1. Portanto do

Teorema E.10, u ∈ C1,µ(Ω), 0 < µ < 1.
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20 caso: Se 1
2∗
− 2

N
> 0, isto é, 2∗ < N

2
(N > 6) então

W 2,2∗(Ω)
↪→
cont Lq1(Ω),

1

q1

=
1

2∗
− 2

N
.

Portanto, por argumento análogo se u ∈ W 2,2∗(Ω), então w ∈ Lq(Ω), onde 1
q1

= 1
2∗
− 2

N
,

implicando

u ∈ W 2,q1(Ω), onde
1

q1

=
1

2∗
− 2

N
=

1

2
− 3

N
.

Considere agora os seguintes subcasos:

(i) q ≥ N
2
, isto é N = 7, 8, 9, 10.

Logo, do Teorema E.11

W 2,q1(Ω)
↪→
cont C0(Ω)

↪→
cont L∞(Ω)

↪→
cont Lp(Ω), ∀p ≥ 1,

assim u ∈ Lp(Ω), ∀p ≥ 1. Segue-se da desigualdade (5.16), w ∈ Lp(Ω), ∀p ≥ 1,

implicando pelo Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg, u ∈ W 2,p(Ω), ∀p ≥ 1, daí

u ∈ C1,µ(Ω), 0 < µ < 1 (ver Teorema E.10).

(ii) Se q1 <
N
2

(N > 10), então

W 2,q1(Ω)
↪→
cont Lq2(Ω),

1

q2

=
1

q1

− 2

N
=

1

2∗
− 4

N
.

Utilizando os mesmos argumentos anteriores, desde que u ∈ W 2,q1(Ω) temos u ∈ Lq2(Ω)

e assim w ∈ Lq2(Ω) logo u ∈ W 2,q2(Ω).

Se q2 ≥ N
2
(N = 11, 12, 13, 14)

W 2,q2(Ω)
↪→
cont C0(Ω),

assim u ∈ W 2,p(Ω), ∀p > 1, e portanto u ∈ C1,µ(Ω), 0 < µ < 1.

Se q2 <
N
2
(N > 14)

W 2,q2(Ω)
↪→
cont Lq3(Ω),

onde
1

q3

=
1

q2

− 2

N
=

1

2∗
− 6

N
=

1

2
− 7

N
.

Desde que u ∈ W 2,q2(Ω) temos u ∈ Lq3(Ω) e assim w ∈ Lq3(Ω), logo u ∈ W 2,q3(Ω).

Se q3 ≥ N
2
(N = 15, 16, 17, 18)

W 2,q3(Ω)
↪→
cont C0(Ω),
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o que implica u ∈ W 2,p(Ω), ∀p > 1, e assim u ∈ C1,µ(Ω), 0 < µ < 1.

Se q3 <
N
2

(N > 18), argumentamos como anteriormente.

Repetindo esse argumento n-vezes, obteremos

1

tn
=

1

2
− 2n+ 1

N
.

Assim, para n suficientemente grande temos

1

2
− 2n+ 1

N
≤ 0.

Portanto, u ∈ W 2,p(Ω), ∀p ≥ 1, o que implica u ∈ C1,µ(Ω), 0 < µ < 1.

Lema 5.2 Seja ûλ ∈ H1
0 (Ω) um ponto crítico de Iλ. Assumindo que f cumpre as

propriedades (F0) e (F1), ûλ ∈ C1,ε(Ω) e ûλ é uma solução forte não-negativa de (5.2).

Demonstração:

Sabendo que ûλ ∈ H1
0 (Ω) é um ponto crítico de Iλ, temos 0 ∈ ∂Iλ(û). Logo, existe

w ∈ ∂Ψ(ûλ) ⊂ (Lq+1(Ω))∗ tal que

0 = 〈ûλ, v〉 − λ〈w, v〉, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Segue, pelo Teorema da Representação de Riesz, que existe w ∈ L
q+1
q (Ω) tal que

0 =

∫
Ω

∇ûλ∇vdx− λ
∫

Ω

wvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

implicando assim que ûλ ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca do problema −∆û = λw, Ω

û = 0, ∂Ω.
(5.17)

Sabendo que w ∈ L
q+1
q (Ω), temos pelo Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg (ver

Apêndice E)

ûλ ∈ W 2, q+1
q (Ω) ∩H1

0 (Ω),

donde segue-se, pelo Teorema da Regularidade, que ûλ ∈ C1,ε(Ω), com 0 < ε < 1. Pelo

Teorema 2.3, observe que

w(x) ∈ [g(ûλ(x)), g(ûλ(x))], q.t.p. em Ω,

logo de (5.17) e pelo fato de λ > 0

−∆ûλ ∈ λ[g(ûλ(x)), g(ûλ(x))], q.t.p. em Ω, (5.18)
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onde

[g(ûλ(x)), g(ûλ(x))] =


g(ûλ) = 0, ûλ < 0,

[−a, 0], ûλ = 0,

g(ûλ), ûλ > 0.

Por Stampacchia [20]

−∆ûλ(x) = 0, q.t.p. em {x ∈ Ω; ûλ(x) = 0},

assim, sabendo que g(ûλ(x)) = 0, se ûλ(x) = 0, temos

−∆ûλ(x) = λg(ûλ(x)), q.t.p. em {x ∈ Ω; ûλ(x) = 0}. (5.19)

Segue de (5.18) e (5.19) que

−∆ûλ(x) = λg(ûλ(x)), q.t.p. em Ω.

Mostrando que ûλ é solução forte de (5.2). Assim para finalizar este teorema, basta

mostrar que ûλ é não-negativa.

Sabemos que ∫
Ω

∇ûλ∇ϕdx =

∫
Ω

λwϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Desde que u+, u− ∈ H1
0 (Ω), onde u+(x) = max{u(x), 0} e u−(x) = min{u(x), 0}, temos∫

Ω

∇û∇û−λ dx =

∫
Ω

λwû−λ dx. (5.20)

Observando que

〈ûλ, û−λ 〉 = 〈û−λ , û
−
λ 〉,

tem-se de (5.20)

||û−λ ||
2 =

∫
Ω

λwû−λ dx.

Sendo w(x) = 0 se ûλ(x) < 0 e û−λ (x) = 0 se ûλ(x) ≥ 0, e concluímos que wû−λ ≡ 0, o

que implica

||û−λ ||
2 = 0,

mostrando que ûλ é não-negativa.

Lema 5.3 Assuma que f cumpre a condição (F̂2). Então, Iλ satisfaz a condição (PS).
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Demonstração:

Defina L : H1
0 (Ω)→ H1

0 (Ω) dado por L(u) = u. Observe, que L é um operador linear

auto-adjunto limitado.

Observe, também que

〈Lu, u〉 = 〈u, u〉 = ||u||2,

logo L é definido positivo. Sendo assim, pelo Teorema 3.5, Iλ satisfaz a condição (PS),

se a aplicação Ψ satisfaz a seguinte desigualdade

Ψ(u) ≤ θmin{〈w, u〉;w ∈ ∂Ψ(u)},

para algum θ ∈ (0, 1
2
) e M > 0.

Dado w ∈ ∂Ψ(u), sabemos que existe w ∈ L
q+1
q (Ω) verificando

w(x) ∈ [g(u(x)), g(u(x))] =


g(u) = 0, u(x) < 0

[−a, 0], u(x) = 0

g(u), u(x) > 0

q.t.p. em Ω,

com

〈w, v〉 =

∫
Ω

wvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Desde que w(x)u(x) = g(u(x))u(x) q.t.p. em Ω, temos

〈w, u〉 =

∫
Ω

wudx =

∫
Ω

g(u)udx, ∀w ∈ ∂Ψ(u). (5.21)

Da hipotése (F̂2), temos

G(s) ≤ θg(s)s, ∀s ≥ k, θ ∈ (0,
1

2
), k > 0,

logo de (5.21)

〈w, u〉 ≥ 1

θ

∫
[u≥k]

G(u)dx+

∫
[u<k]

g(u)udx. (5.22)

Observe que a função h(s) = g(s)s é contínua, logo existe M > 0 tal que

|h(s)| ≤M, ∀s ∈ [0, k]. (5.23)

De (5.22) e (5.23)

〈w, u〉 ≥ 1

θ

∫
[u≥k]

G(u)dx−M
∫

[u<k]

dx

≥ 1

θ

∫
[u≥k]

G(u)dx−M |Ω|, ∀w ∈ ∂Ψ(u),
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o que implica

min{〈w, u〉;w ∈ ∂Ψ(u)} ≥ 1

θ

∫
[u≥k]

G(u)dx−M,

onde M = M |Ω|. Portanto,

min{〈w, u〉;w ∈ ∂Ψ(u)} ≥ 1

θ

∫
Ω

G(u)dx− 1

θ

∫
[u<k]

G(u)dx−M.

Sabendo que G(s) = 0 ∀s < 0 e que existe K > 0 tal que |G(s)| ≤ K, ∀s ∈ [0, k] (pois

G é contínua), segue que

min{〈w, u〉;w ∈ ∂Ψ(u)} ≥ 1

θ
Ψ(u)− C 1

θ
,

onde ainda

θmin{〈λw, u〉;w ∈ ∂Ψ(u)}+ λC ≥ λΨ(u), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Portanto, da Propriedade (P2) do Capítulo 1, temos

θmin{〈w, u〉;w ∈ ∂(λΨ)(u)}+ λC ≥ (λΨ)(u), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Lema 5.4 Assuma que f verifica (F0), (F1) e que Ω = BR(0). Se existe u ∈ C1(BR)∩
H1

0 (Ω) que é não-negativa, radialmente e decrescente com Iλ(u) = min
u∈H1

0 (Ω)
Iλ(u), temos

que u(x) > 0 em BR.

Demonstração:

Sabemos que u = 0, em ∂BR, desde que u 6≡ 0, considere

R0 = inf{r ≤ R;u(s) = 0, r ≤ s ≤ R},

onde u(x) = u(r), r = ||x|| e 0 < R0 ≤ R.

Se R0 = R, temos

u(r) > 0 ∀r < R

pois u é decrescente.

Se R0 < R, por definição de R0

u(r) = 0 ∀r ∈ [R0, R]

e

u(r) > 0 ∀r ∈ [0, R0).
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Defina v : Ω→ R por v(x) = u(R0x
R

), e observe que v ∈ H1
0 (Ω). Note também que

Iλ(v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx− λ
∫

Ω

G(v)dx

ou seja

Iλ(v) =
1

2

∫
BR

|∇u
(R0x

R

)
|2
(R0

R

)2

dx− λ
∫
BR

G
(
u
(R0

R
x
))
dx. (5.24)

Defina, agora

h : BR → BR0

x 7→ h(x) =
R0x

R
.

Note que h é um Difeomorfismo e |Jh(x)| = (R0

R
)N , sabendo disto temos pelo Teorema

da Mudança de Variáveis∫
BR0

=h(BR)

|∇u(x)|2dx =

∫
BR

|∇u(h(x))|2|J(h(x))|dx

e ∫
BR0

=h(BR)

G(u(x))dx =

∫
BR

G(h(x))|J(h(x))|dx,

o que implica ∫
BR

∣∣∣∇u(Rx
R0

)∣∣∣2dx =
( R
R0

)N ∫
BR0

∣∣∣∇u(x)
∣∣∣2dx (5.25)

e ∫
BR

G
(
u
(Rx
R0

))
dx =

( R
R0

)N ∫
BR0

G(u(x))dx. (5.26)

De (5.24)-(5.26)

Iλ(v) =
1

2

( R
R0

)N−2(∫
BR0

|∇u|2dx− λ
( R
R0

)2
∫
BR0

G(u)dx
)
. (5.27)

Por outro lado, recordando que

u(r) = 0 ∀r ∈ [R0, R]

temos

Iλ(u) =
1

2

∫
BR0

|∇u|2dx− λ
∫
BR0

G(u)dx, (5.28)
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onde por hipotése Iλ(u) = m < 0.

De (5.27) e (5.28)

Iλ(v) =
( R
R0

)N−2(
m+

(
1−

( R
R0

)2)
λ

∫
BR0

G(u)dx
)
.

Observe que
(
R
R0

)2

> 1, pois estamos assumindo R0 < R. Sendo assim

Iλ(v) <
( R
R0

)N−2

m,

pois G(u) ≥ 0, donde segue-se pelo fato de
(
R
R0

)N−2

> 1 (pois N ≥ 2) e m < 0

Iλ(v) < m,

contradizendo o fato de u ser o mínimo global do funcional Iλ. Logo, R = R0 e portanto

u(x) > 0,∀x ∈ BR.

Teorema 5.2 Assuma (F0), (F1) e (F3). Então, existe η1 > η0 tal que o problema
(5.2) têm solução não-trivial e não-negativa ûλ para todo λ > η1. Além disso, quando
Ω = BR(0), temos uma solução não-trivial, não-crescente, radialmente-simétrica do
problema (5.38) e se N ≥ 2 esta solução é positiva.

Demonstração:

Mostraremos agora que Iλ é limitado inferiormente.

Dado ε > 0, existe k2 > 0 tal que

g(s) ≤ εs,∀s ≥ k2,

implicando

G(s) ≤
∫ k2

0

g(t)dt+ ε

∫ s

k2

tdt, ∀s ≥ k2,

assim

G(s) ≤
∫ k

0

g(t)dt+
ε

2
(s2 − k2),∀s ≥ k2. (5.29)

Observe que

G(s) ≤M, ∀s ∈ [0, k2], (5.30)

pois G é uma função contínua. Donde segue-se

G(s) ≤ ε

2
s2 + C, ∀s ≥ 0,
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onde C = −εk2 +M > 0, (pois ε ≈ 0) ∀s ≥ 0.

Sabendo que G(s) = 0 ∀s < 0, temos

|G(s)| ≤ ε|s|2 + C, ∀s ∈ R.

Sendo assim

Iλ(u) =
1

2
||u||2 −

∫
Ω

G(u)dx ≥ 1

2
||u||2 − ε

∫
Ω

|u|2dx− C|Ω|,

consequentemente

Iλ(u) ≥ 1

2
||u||2 − ε||u||22 − C|Ω|.

Sabendo que H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), temos

Iλ(u) ≥ (
1

2
− C1ε)||u||2 − C2.

para algum C1 > 0, onde C2 = C|Ω|.

Fixando ε ≈ 0, de tal forma que 1
2
− C1ε > 0, a função h(t) = (1

2
− C1ε)t

2 − C2 é uma

função limitada inferiormente, implicando que Iλ(u) é limitada inferiormente, como

queriamos mostrar.

Sabendo que Iλ é um funcional Localmente Lipschitz, limitado inferiormente e verifica

a condição de Palais-Smalle (ver Lema 5.3), temos pelo Teorema de Minimização 3.4

que o número real

c = inf
u∈X

Iλ(u)

é um valor crítico para Iλ, isto é existe ûλ ∈ H1
0 (Ω) tal que

0 ∈ ∂Iλ(ûλ) e c = Iλ(ûλ).

Pelo Lema 5.2, temos ûλ ∈ C1,α e ûλ é uma solução não-negativa de (5.2), onde

α ∈ (0, 1).

Afirmação 5.2 Existe Λ > 0 tal que Iλ(ûλ) < 0, ∀λ ≥ Λ.

Seja ŵ ∈ H1
0 (Ω), onde ŵ(x) = δ ∀x ∈ Ωε = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) > ε} e ŵ(x) ∈

[0, δ], ∀x ∈ Ω \ Ωε, com δ > 0 satisfazendo a Propriedade (F3).

Assim

Iλ(ŵ) =
1

2
||ŵ||2 − λ

(∫
Ωε

G(ŵ)dx+

∫
Ω\Ωε

G(ŵ)dx
)
,
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segue pelo fato de G(δ) > 0

Iλ(ŵ) ≤ 1

2
||ŵ||2 − λ

(
G(δ)|Ωε|+

∫
Ω\Ωε

G(ŵ))dx
)

+ λG(δ)|Ω \ Ωε|. (5.31)

Sabendo que G é contínua temos para algum M̂ > 0

−M̂ ≤ G(t) ≤ M̂, ∀t ∈ [0, δ],

o que implica

−G(t) ≤ M̂, ∀t ∈ [0, δ]. (5.32)

Existe C > 0, tal que

G(s) ≤ C(1 + s2), ∀s ∈ R. (5.33)

De fato, observe que por (F1), dado ε > 0 existe k1 > 1, tal que

g(s) ≤ ε ≤ εs2−1 ∀s ≥ k1,

implicando que

G(s) ≤
∫ k1

0

g(t)dt+
ε

2
s2 − ε

2
k2

1 ∀s ≥ k1. (5.34)

Sabendo que G(s) é uma função contínua, existe M > 0 tal que

G(s) ≤M ∀s ∈ [0, k1]. (5.35)

Logo, de (5.34) e (5.35)

G(s) ≤M +
ε

2
s2 ∀s ∈ [0,+∞),

consequentemente

G(s) ≤M +
ε

2
s2 ∀s ∈ R,

pois G(s) = 0, ∀s < 0. Considerando C = ε
2

+M temos

G(s) ≤ C(1 + |s|2) ∀s ∈ R,

como queriamos mostrar.

De (5.31)-(5.33)

Iλ(ŵ) ≤ 1

2
||ŵ||2 − λG(δ)|Ωε|+ λ|Ω \ Ωε|(M̂ + C(1 + δ2)),
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considerando C = M̂ + C

Iλ(ŵ) ≤ 1

2
||ŵ||2 − λ(G(δ)|Ωε| − C(2 + δ2)|Ω \ Ωε|).

Observe que

G(δ)|Ωε| − C(2 + δ2)|Ω \ Ωε| > 0,

para ε ≈ 0 (pois |Ω \ Ωε| ≈ 0, para ε ≈ 0), logo fixando ε, tal que

η = G(δ)|Ωε| − C(2 + δ2)|Ω \ Ωε| > 0,

temos

Iλ(ŵ) ≤ 1

2
||ŵ||2 − λη.

Se

λ >
||ŵ||2

2η
= Λ > 0,

temos que

Iλ(ŵ) < 0,

logo considerando η1 = max{Λ, η0} e sabendo que ûλ é solução do problema (5.2) e

Iλ(ûλ) = inf
u∈H1

0 (Ω)
Iλ(u), temos

Iλ(ûλ) ≤ Iλ(ŵ) < 0, ∀λ > η1 > 0,

mostrando a Afirmação 5.2.

Da Afirmação 5.2 podemos concluir que ûλ é uma solução não-trivial.

Desde que a solução ûλ ∈ H1
0 (Ω) é não-negativa, temos pelo Teorema de Simetrização

Schwarz (ver Apêndice F) que existe û∗λ ∈ H1
0 (Ω) não-negativa radialmente simétrica

decrescente, e mais, sendo G : R+ → R+ uma função contínua, crescente (pois f é

crescente) e G(0) = 0 ∫
Ω

G(ûλ)dx =

∫
Ω

G(û∗λ)dx, (5.36)

Do Lema F.1 (ver Apêndice F), tem-se também∫
Ω

|∇û∗λ|2dx ≤
∫

Ω

|∇ûλ|dx. (5.37)

Sabendo que Iλ(ûλ) = inf
u∈H1

0 (Ω)
Iλ(u), temos

Iλ(ûλ) ≤ Iλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

G(u)dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω),
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mas de (5.36) e (5.37)

Iλ(û
∗
λ) ≤ Iλ(ûλ),

implicando que

Iλ(ûλ) = Iλ(û
∗
λ).

Logo, û∗λ é um ponto crítico de Iλ. Donde segue-se pelo Lema 5.2, que û∗λ ∈ C1,ε(Ω) é

uma solução de (5.2) e Iλ(û∗λ) < 0.

Sabendo que Ω = BR, N ≥ 2, û∗λ ∈ C1,α(Ω) é radialmente simétrico, decrescente e

û∗λ ≥ 0 um mínimo global de Iλ, com Iλ(û
∗
λ) < 0, temos pelo Lema 5.4

û∗λ(x) > 0, ∀x ∈ BR.

Assim, segue-se que  −∆û∗λ = λf(û∗λ), q.t.p. em Ω

û∗λ = 0, ∂Ω,
(5.38)

pois g(t) = f(t), ∀t > 0. Mostrando que û∗λ é solução do Problema (5.38), como

queriamos demonstrar.



Capítulo 6

Uma aplicação envolvendo
Crescimento Crítico

Será mostrado aqui uma solução para uma classe de problemas Elípticos, envol-

vendo Crescimento Crítico, via Teorema do Passo da Montanha.

Considere o seguinte problema elíptico: −∆u = |u|2∗−2u+ f(u), em Ω,

u(x) ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω)

(6.1)

com as seguintes hipotéses:

(α1) Ω ⊂ RN é regular (C2,β), β ∈ (0, 1), limitado e aberto.

(α2) Considere f uma função mensurável, monótona crescente e que seu conjunto de

pontos de descontinuidade (de primeira espécie ou tipo salto) seja enumerável,

não contendo ponto de acumulação.

(α3) Existem C1, C2 > 0 e σ ∈ (1, N+2
N−2

) tais que

|f(t)| ≤ C1 + C2|t|σ, ∀t ∈ R.

(α4) Assumiremos que f(t) = 0, se t ≤ 0, com f(0+) = 0 e para algum a, b > 0

f(t) ≥ bh(t− a), ∀t ∈ R,

com h(t) = 0, se t ≤ 0 e h(t) = 1, se t > 0.
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(α5) lim sup
t→0

f(t)

t
< λ1.

(α6) F (t) ≤ 1
2∗
f(t)t, ∀t ∈ R, onde

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

Observe que o funcional energia associado ao problema (6.1) é I : H1
0 (Ω) → R, dado

por:

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx−
∫

Ω

F (u)dx.

Lema 6.1 Sejam u ∈ H1
0 (Ω) e σ′ = σ+1

σ
. Se w ∈ ∂I(u), existe w ∈ Lσ′(Ω) tal que

〈w, v〉 =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

|u|2∗−2uvdx−
∫

Ω

wvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

e
w(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω.

Demonstração:

Defina as seguintes aplicações:

Ψ : H1
0 (Ω) ⊂ Lσ+1(Ω) → R

u 7→ Ψ(u) =

∫
Ω

F (u)dx,

Ψ̂ : H1
0 (Ω) → R

u 7→ Ψ̂(u) =
1

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx

e

J : H1
0 (Ω) → R

u 7→ J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx.

Afirmação 6.1 J, Ψ̂ ∈ C1(H1
0 (Ω),R), com

Ψ̂′(u) =

∫
Ω

|u|2∗−2uvdx e J ′(u)v = 〈u, v〉, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Do Lema 4.1, J ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e J ′(u)v = 〈u, v〉, ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Para provar que Ψ̂ ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e Ψ̂′(u)v =

∫
Ω
|u|2∗−2uvdx, ∀v ∈ H1

0 (Ω), basta

observar que esta prova é feita de modo análogo ao que foi feito no Lema 4.3.
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De (α3), podemos concluir que f têm crescimento subcrítico, daí segue-se, pelo Lema

2.2, que Ψ ∈ LL(H1
0 (Ω),R). Assim, pela Propriedade (P8) do Capítulo 1, tem-se que

∂I(u) = {J ′(u)} − {Ψ̂′(u)} − ∂Ψ(u).

Logo, dado w ∈ ∂I(u) existe ŵ ∈ ∂Ψ(u) ⊂ (Lσ+1(Ω))∗ tal que

〈w, v〉 = J ′(u)v − Ψ̂′(u)v − 〈ŵ, v〉, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (6.2)

Pelo Teorema da Representação de Riesz (ver Apêndice C) existe w ∈ Lσ+1
σ (Ω) tal que

〈ŵ, v〉 =

∫
Ω

wvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (6.3)

Da Afirmação 6.1 e de (6.2) e (6.3), segue que

〈w, v〉 =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

|u|2∗−2uvdx−
∫

Ω

wvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

onde pelo Teorema 2.3

w(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω,

como queriamos demonstrar.

Lema 6.2 Seja u ∈ H1
0 (Ω) um ponto crítico de I. Então u ∈ W 2, 2N

N+2 (Ω) e

−∆u(x)− |u(x)|2∗−2u(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω.

Demonstração:

Suponha que u ∈ H1
0 (Ω) seja um ponto crítico de I. Logo 0 ∈ ∂I(u). Daí, pelo Lema

6.1 existe w ∈ Lσ′(Ω) tal que

〈0, v〉 =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

|u|2∗−2uvdx−
∫

Ω

wvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

isto é ∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

(|u|2∗−2u+ w)v, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

mostrando que u é solução fraca do problema −∆u = |u|2∗−2u+ w, em Ω,

u = 0, em ∂Ω.
(6.4)
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Observe que |u|2∗−2u ∈ L
2∗

2∗−1 (Ω) e w ∈ Lσ+1
σ (Ω).

Note que 2∗

2∗−1
= 2N

N+2
e σ+1

σ
> 2N

N+2
, daí, |u|2∗−2u ∈ L

2N
N+2 (Ω) e w ∈ L

2N
N+2 (Ω) (pois

L
σ+1
σ (Ω)) ⊂ L

2N
N+2 (Ω)).

Sabendo que u é solução fraca do problema (6.4) e (|u|2∗−2u + w) ∈ L
2N
N+2 (Ω)), segue

do Teorema de Agnon-Douglas-Niremberg (ver Apêndice E)

u ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2, 2N

N+2 (Ω).

Assim,

−∆u− |u|2∗−2u = w, em L
2N
N+2 (Ω), (6.5)

Do Lema 6.1, temos

w(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω. (6.6)

De (6.5) e (6.6)

−∆u(x)− |u(x)|2∗−2u(x) ∈ [f(u(x)), f(u(x))], q.t.p. em Ω,

mostrando que u é solução do Problema (6.1).

Lema 6.3 Se u é solução do problema (6.1), então u é solução forte deste problema.

Demonstração:

Observe que o intervalo [f(u(x)), f(u(x))] é sempre não-degenerado nos pontos onde f

é descontínua, do tipo salto, isto é

[f(u(x)), f(u(x))] 6= {f(u(x))},

para todo x ∈ Ω tal que f é descontínua em u(x). Assim, para mostrar que u é solução

forte do problema (6.1), basta mostrar que o conjunto dos pontos de descontínuidade

tem medida nula.

Lembre que f é contínua para todo t ≤ 0. Suponha que f seja descontínua em a, com

a > 0.

Afirmação 6.2 Definindo Ωa = {x ∈ Ω;u(x) = a}, temos |Ωa| = 0.

Com efeito, suponha que |Ωa| > 0, por Stampacchia [20]

−∆u(x) = 0, q.t.p. em Ωa,
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implicando, pela hipotése de u ser solução de (6.1), que

−|a|2∗−2a ∈ [f(a), f(a)], q.t.p. em Ωa.

De (α4), temos f(t) ≥ 0, ∀t ∈ R, assim segue que

−|a|2∗−2a = −a2∗−1 ≥ 0, q.t.p. em Ω,

contradizendo o fato de a > 0. Logo |Ωa| = 0, mostrando a Afirmação 6.2.

Repetindo este argumento para um conjunto A = ∪n∈NΩan enumerável tal que f é

descontínua no ponto an, do tipo salto, mostra-se que |A| = 0 (pois união enumerável

de conjuntos de medida nula é um conjunto de medida nula).

Portanto,

−∆u(x)− |u(x)|2∗−2u(x) ∈ {f(x)}, q.t.p. em Ω,

isto é

−∆u(x) = |u(x)|2∗−2u(x) + f(x), q.t.p em Ω,

mostrando que u é solução forte do problema 6.1.

Lema 6.4 O funcional I satisfaz a condição (PS)c, para c ∈ (0, 1
N
S
N
2 ) onde

S = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω
|∇u|2dx( ∫

Ω
|u|2dx

) 2
2∗
.

Demonstração:

Seja (un) uma sequência (PS)c

(i) I(un)→ c e (ii) λI(un)→ 0.

Afirmação 6.3 A sequência (un) é limitada em H1
0 (Ω).

De fato, seja wn ∈ ∂I(un) tal que ||wn||(
H1

0 (Ω)
)∗ = λI(un).

Segue, do Lema 6.1, que para cada n ∈ N

I(un)− 1

2∗
〈wn, un〉 =

1

2
||un||2 −

1

2∗

∫
Ω

|un|2
∗
dx−

∫
Ω

F (un)dx

− 1

2∗

(∫
Ω

∇un∇undx−
∫

Ω

|un|(2
∗−2)unundx−

∫
Ω

wnundx
)
,

implicando que

I(un)− 1

2∗
〈wn, un〉 =

(1

2
− 1

2∗

)
||un||2 +

∫
Ω

(wnun
2∗
− F (un)

)
dx,
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donde segue-se, pelo fato de wn(x) ≥ f(un(x)) q.t.p. em Ω, que

I(un)− 1

2∗
〈wn, un〉 ≥

(1

2
− 1

2∗

)
||un||2 +

∫
Ω

(f(un)un

2∗
− F (un)

)
dx.

Assim, de (α6)

I(un)− 1

2∗
〈wn, un〉 ≥

(1

2
− 1

2∗

)
||un||2 +

∫
Ω

(
F (un)− F (un)

)
dx.

consequentemente

I(un)− 1

2∗
〈wn, un〉 ≥

(1

2
− 1

2∗

)
||un||2. (6.7)

Observe, agora, que

I(un)− 1

2∗
〈wn, un〉 ≤ |I(un)|+ 1

2∗
|〈wn, un〉| ≤ |I(un)|+ 1

2∗
||wn||(

H1
0 (Ω)
)∗||un||. (6.8)

Sabendo que as sequências (I(un))n∈N e (||wn||(H1
0 (Ω))∗)n∈N são convergentes, existem

M1,M2 > 0 tais que

|I(un)| ≤M1 e ||wn||(
H1

0 (Ω)
)∗ ≤M2, ∀n ∈ N,

assim de (6.8)

I(un)− 1

2∗
〈wn, un〉 ≤ K(1 + ||un||), ∀n ∈ N, (6.9)

onde K = M1 + 1
2∗
M2.

De (6.7) e (6.9)

K(1 + ||un||) ≥
(1

2
− 1

2∗

)
||un||2, ∀n ∈ N,

o que implica (1

2
− 1

2∗

)
||un||2 −K(1 + ||un||) ≤ 0, ∀n ∈ N,

logo ||un|| é limitado, ou seja a sequência (un) é limitada em H1
0 (Ω), mostrando assim

a Afirmação 6.3.

Sabendo que (un) é uma sequência limitada em H1
0 (Ω), e que H1

0 (Ω) é um espaço

reflexivo, existem uma subsequência (unj) ⊂ (un) e u0 ∈ H1
0 (Ω) tais que

unj ⇀ u0, em H1
0 (Ω).

Donde segue-se, pela imersão compacta

H1
0 (Ω) ↪→

comp Lq(Ω), ∀q ∈ [1, 2∗),
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que

unj → u0, em Lq(Ω), ∀q ∈ [1, 2∗). (6.10)

Portanto considerando q = σ + 1, existe uma subsequência (unjk ) de (unj) verificando

(a) unjk → u0, q.t.p. em Ω;

(b) |unjk (x)| ≤ g(x), q.t.p. em Ω, ∀njk ∈ N,

para algum g ∈ Lσ+1(Ω) (ver Apêndice C).

No intuito de simplificar a notação considere k = njk .

Afirmação 6.4
∫

Ω
F (uk)dx→

∫
Ω
F (u0)dx.

Sendo f uma função de crescimento subcrítico, (α3), segue do Lema 2.2 que F é uma

função Localmente Lipschitz. Assim, do item (a)

lim
k→+∞

F (uk) = F ( lim
k→+∞

uk) = F (u0), q.t.p em Ω,

implicando que

|F (uk)− F (u0)| → 0, q.t.p. em Ω. (6.11)

Observe que

|F (s)| =
∣∣∣ ∫ s

0

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ max{0,s}

min{0,s}
|f(t)|dt ≤

∫ max{0,s}

min{0,s}
(C1 + C2|t|σ)dt,

implicando que

|F (s)| ≤ C1

∫ max{0,s}

min{0,s}
dt+ C2

∫ max{0,s}

min{0,s}
|t|σdt.

Se s ≥ 0, temos ∫ max{0,s}

min{0,s}
|t|σdt =

∫ s

0

tσdt =
1

σ + 1
sσ+1 =

1

σ + 1
|s|σs,

e se s < 0,∫ max{0,s}

min{0,s}
|t|σdt =

∫ 0

s

(−t)σdt =
1

σ + 1

(
− (−s)σ+1

)
=

1

σ + 1
|s|σs.

Portanto,

|F (s)| ≤ C1

∫ max{0,s}

min{0,s}
dt+

C2

σ + 1
|s|σ+1 = C1|s|+

C2

σ + 1
|s|σ+1. (6.12)
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Veja que, se |s| ≤ 1

|F (s)| ≤ C1 +
C2

σ + 1
|s|σ+1,

e se |s| > 1 temos

|F (s)| ≤ C1|s|σ+1 +
C2

σ + 1
|s|(σ+1) = (C1 +

C2

σ + 1
)|s|(σ+1).

Logo,

|F (s)| ≤ C1 + C2|s|(σ+1), ∀s ∈ R, (6.13)

onde C2 = C1 + C2

σ+1
. De (6.12) e (6.13)

|F (s)| ≤ C1 + C2|s|(σ+1), ∀s ∈ R.

Sendo assim

|F (uk)− F (u0)| ≤ |F (uk)|+ |F (u0)| ≤ 2C1 + C2|uk|(σ+1) + C2|u0|(σ+1)

implicando, do item (b)

|F (uk)− F (u0)| ≤ 2C1 + 2C2|g|(σ+1) + C2|u0|(σ+1), q.t.p. em Ω.

Do item (b) temos u0, g ∈ Lσ+1(Ω). Assim, definindo

h(x) = 2C1 + 2C2|g(x)|(σ+1) + C2|u0(x)|(σ+1),

tem-se que h ∈ L1(Ω). Portanto

|F (uk(x))− F (u0(x))| ≤ h(x), q.t.p. em Ω, (6.14)

com h ∈ L1(Ω).

De (6.11) e (6.14), segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver

Apêndice C) que

lim
k→+∞

∫
Ω

|F (uk)− F (u0)|dx = 0,

o que implica

lim
k→+∞

∫
Ω

(
F (uk)− F (u0)

)
dx = 0, (6.15)

mostrando a Afirmação 6.4.

Afirmação 6.5
∫

Ω
F (uk − u0)dx→ 0.
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Note que

F (uk − u0)→ 0, q.t.p. em Ω, (6.16)

pois F ∈ LL(H1
0 (Ω),R) e uk → u0 q.t.p. em Ω (ver item (a)).

De (6.13)

|F (uk − u0)| ≤ C1 + C2|uk − u0|(σ+1) ≤ C1 + 2(σ+1)C2(|uk|(σ+1) + |u0|(σ+1))

implicando do item (b), que

|F (uk − u0)| ≤ C1 + 2(σ+1)C2(g(σ+1) + |u0|(σ+1)), (6.17)

definindo h(x) = C1 + 2(σ+1)C2(g(σ+1)(x) + |u0(x)|(σ+1)), temos h ∈ L1(Ω).

De (6.16) e (6.17), segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
k→+∞

∫
Ω

|F (uk − u0)|dx = 0,

Portanto

lim
k→+∞

∫
Ω

F (uk − u0)dx = 0,

mostrando a Afirmação 6.5.

Afirmação 6.6 u0 ∈ W 2, 2N
N+2 (Ω) e

−∆u0(x)− |u0(x)|(2∗−2)u0(x) ∈ [f(u0(x)), f(u0(x))], q.t.p. em Ω.

Seja wn ∈ ∂I(un), com ||wn||(H1
0 (Ω))∗ = λI(un). Observe que do Lema 6.1

〈wn, φ〉 =

∫
Ω

∇un∇φdx−
∫

Ω

|un|2
∗−2unφdx−

∫
Ω

wnφdx, ∀n ∈ N, φ ∈ H1
0 (Ω), (6.18)

com

wn(x) ∈ [f(un(x)), f(un(x))], q.t.p. em Ω. (6.19)

Observe, também, que

lim
n→+∞

|〈wn, φ〉| ≤ lim
n→+∞

||wn||(H1
0 (Ω))∗||φ|| = 0,

logo

〈wn, φ〉 → 0, ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (6.20)
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Defina as seguintes aplicações:

Tφ : H1
0 (Ω) → R

u 7→ Tφ(u) =

∫
Ω

∇u∇φdx = 〈u, φ〉

e

T̂φ : L
2∗
σ (Ω) → R

u 7→ T̂φ(u) =

∫
Ω

uφdx,

onde φ ∈ H1
0 (Ω). Note que Tφ ∈ (H1

0 (Ω))∗ e T̂φ ∈ (L
2∗
σ )∗.

Desde que

uk ⇀ u0 em H1
0 (Ω),

temos

Tφ(uk)→ Tφ(u0),

isto é ∫
Ω

∇uk∇φdx→
∫

Ω

∇u0∇φdx, (6.21)

Usando o crescimento de f

|f(t)| ≤ C1 + C2|t|σ, ∀t ∈ R,

obtemos

|f(s)| ≤ C1 + C2|s|σ.

Logo,

|f(s)| ≤ C1 + C2|s|σ, ∀s ∈ R. (6.22)

Observe que

0 ≤ f(uk(x)) ≤ wk(x) ≤ f(uk(x)) ≤ |f(uk(x))|, q.t.p. em Ω,

donde segue-se de (6.22)

|wk(x)| ≤ C1 + C2|uk(x)|σ, q.t.p. em Ω,

o que implica

|wk(x)|
2∗
σ ≤ 2

2∗
σ (C

2∗
σ

1 + C2|uk|2
∗
) = C1 + C2|uk|2

∗
, q.t.p. em Ω,
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logo ∫
Ω

|wk|
2∗
σ dx ≤

∫
Ω

C1dx+ C2

∫
Ω

|uk|2
∗
dx,

sendo assim

||wk||
2∗
σ
2∗
σ

≤ C1|Ω|+ C2||uk||2
∗

2∗ . (6.23)

Sabendo que H1
0 (Ω)

↪→
cont L2∗(Ω) e (un) é limitada em H1

0 (Ω) (ver Afirmação 6.3), temos

para algum M > 0

||uk||2∗ ≤ C||uk|| ≤ CM = M0, (6.24)

portanto (uk) é limitada em L2∗(Ω). Assim, segue de (6.23)

||wk||
2∗
σ
2∗
σ

≤ K1 + C2M0 = M1, ∀n ∈ N,

onde M1 > 0. Logo, (wk) é uma sequência limitada em L
2∗
σ (Ω). Desde que L

2∗
σ (Ω) é

um espaço de Banach reflexivo, existem uma subsequência (wki) ⊂ (wk) e w0 ∈ L
2∗
σ (Ω)

tais que

wki ⇀ w0 em L
2∗
σ (Ω),

Assim, segue pelo fato de T̂ ∈ (L
2∗
σ (Ω))∗ que

T̂φ(wki)→ T̂φ(w0),

implicando que ∫
Ω

wkiφdx→
∫

Ω

w0φdx, ∀φ ∈ L
2∗

2∗−σ (Ω), (6.25)

Em particular ∫
Ω

wkiφdx→
∫

Ω

w0φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω), (6.26)

pois H1
0 ⊂ L

2∗
2∗−σ (Ω).

Do item (a), tem-se

|uk|2
∗−2uk → |u0|2

∗−2u0, q.t.p. em Ω, (6.27)

Defina

gk(x) = |uk(x)|2∗−2uk(x) e g0(x) = |u0(x)|2∗−2u0(x),

logo, |gk| = |uk|2
∗−1 e gk ∈ L

2∗
2∗−1 (Ω), pois uk ∈ H1

0 ⊂ L2∗(Ω)

Observe que ∫
Ω

|gk|
2∗

2∗−1dx =

∫
Ω

|uk|2
∗
dx,
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implicando de (6.24)

||gk||
2∗

2∗−1
2∗

2∗−1

= ||uk||2
∗ ≤M0,

mostrando que a sequência (gk) é limitada em L
2∗

2∗−1 (Ω).

Sabendo que (gki) é limitado em L
2∗

2∗−1 (Ω) (pois (gki) ⊂ (gk)) e verifica (6.27) (pois

toda subsequência de uma sequência convergente é convergente), temos

gki ⇀ g em L
2∗

2∗−1 (Ω)

(ver Apêndice C), logo ∫
Ω

gkiφdx→
∫

Ω

g0φdx, ∀φ ∈ L2∗(Ω),

em particular ∫
Ω

gkiφdx→
∫

Ω

g0φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (6.28)

Passando ao limite m→ +∞ em (6.18), obtemos de (6.20), (6.21), (6.26) e (6.28)∫
Ω

∇u0∇φdx =

∫
Ω

|u0|(2
∗−2)u0φdx+

∫
Ω

w0φdx. (6.29)

Logo, u0 é solução fraca do problema abaixo −∆u0 = |u0|(2
∗−2)u0 + w0, em Ω

u0 = 0, ∂Ω,
(6.30)

onde |u0|(2
∗−2)u0 ∈ L

2∗
2∗−1 = L

2N
N+2 (Ω) e w0 ∈ L

2∗
σ (Ω).

Note que 2∗

σ
> 2N

N+2
(pois σ ∈ (1, N+2

N−2
)), o que implica L

2∗
σ (Ω) ⊂ L

2N
N+2 (Ω), logo

w0 ∈ L
2N
N+2 (Ω). Assim, segue que

(|u0|(2
∗−2)u0 + w0) ∈ L

2N
N+2 (Ω), (6.31)

implicando, pelo Teorema Agnon-Douglas-Niremberg (ver Apêndice E) u0 ∈ W 2, 2∗
2∗−1 (Ω) =

W 2, 2N
N+2 (Ω), portanto −∆u0 ∈ L

2N
N+2 (Ω), donde segue-se, de (6.30) e (6.31)

−∆u0 − |u0|2
∗−2u0 = w0 em L

2N
N+2 (Ω). (6.32)

Pelo Teorema da Representação de Riesz (ver Apêndice C) existe um w0 ∈
(
L

2∗
2∗−σ (Ω)

)∗
tal que

〈w0, φ〉 =

∫
Ω

w0φdx, ∀φ ∈ L
2∗

2∗−σ (Ω). (6.33)
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Assim como, para cada ki existe um ŵki ∈
(
H1

0 (Ω)
)∗
⊂
(
L

2∗
2∗−σ (Ω)

)∗
tal que

〈ŵki , φ〉 =

∫
Ω

wkiφdx, ∀φ ∈ L
2∗

2∗−σ (Ω), (6.34)

onde ŵki ∈ ∂ψ(uki).

Observe que de (6.25), (6.33) e (6.34)

ŵki
∗
⇀ w0, em

(
L

2∗
2∗−σ (Ω)

)∗
, (6.35)

De (6.10)

uki → u0, em L
2∗

2∗−σ (Ω). (6.36)

Sabendo que ∂Ψ é fechado-* (ver (P4)), temos de (6.35) e (6.36) w0 ∈ ∂Ψ(u0). Daí

segue-se, pelo Teorema 2.3

w0(x) ∈ [f(u0(x)), f(u0(x))], q.t.p. em Ω. (6.37)

De (6.32) e (6.37)

−∆u0(x)− |u0(x)|2∗−2u0(x) ∈ [f(u0(x)), f(u0(x))], q.t.p. em Ω,

mostrando a Afirmação 6.6.

Veja que considerando φ = u0 em (6.29) temos

I(u0) =
(1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

|u0|2
∗
dx+

∫
Ω

(1

2
w0u0 − F (u0)

)
dx. (6.38)

Sabendo que w0(x) ≥ f(u0(x)), q.t.p. em Ω, u0(x)f(u0(x)) = 0, se u0(x) < 0 (pois

f(u0(x)) = 0, se u0(x) < 0) e u0(x)w0(x) = 0, se u0(x) < 0 (pois w0(x) = 0, se

u0(x) < 0), temos

w0(x)u0(x) ≥ f(u0(x))u0(x), q.t.p. em Ω,

implicando pelo fato de 2 < 2∗

1

2
w0(x)u0(x) ≥ 1

2∗
f(u0(x))u0(x), q.t.p. em Ω. (6.39)

De (6.38) e (6.39)

Iλ(u0) ≥
(1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

|u0|2
∗
dx+

∫
Ω

( 1

2∗
f(u0)u0 − F (u0)

)
dx,
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donde segue-se de (α6), que

I(u0) ≥
(1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

|u0|2dx ≥ 0, (6.40)

pois 2 < 2∗.

Observe, agora, que∫
Ω

|∇uki |2dx = 〈uki , uki〉 = 〈uki − u0, uki − u0〉+ 2〈uki − u0, u0〉+ 〈u0, u0〉. (6.41)

Sabendo que uki ⇀ u0 em H1
0 (Ω), temos (uki − u0) ⇀ 0 em H1

0 (Ω), implicando

〈uki − u0, u0〉 =

∫
Ω

∇(uki − u0)∇u0dx→ 0. (6.42)

Segue de (6.41) e (6.42) que∫
Ω

|∇uki |2dx =

∫
Ω

|∇(uki − u0)|2dx+

∫
Ω

|∇u0|2dx+ om(1). (6.43)

onde oki(1) ≈ 0, para m suficientemente grande.

Afirmação 6.7∫
Ω

|uki |2
∗
dx =

∫
Ω

|uki − u0|2
∗
dx+

∫
Ω

|u0|2
∗
dx+ oki(1),

e ∫
Ω

(uki |uki |(2
∗−2) − |u0|(2

∗−2)u0)(uki − u0)dx =

∫
Ω

|uki − u0|2
∗
dx+ oki(1),

onde oki(1) ≈ 0, para ki suficientemente grande.

Note que (uki) é limitado em L2∗(Ω), pois (uki) é limitado emH1
0 (Ω) eH1

0 (Ω)
↪→
cont L2∗(Ω).

Desde que (uki) é limitado em L2∗(Ω) e uki → u0 pontualmente q.t.p. em Ω (ver item

(a)), temos ∫
Ω

|u0|2
∗
dx = lim

ki→+∞

(∫
Ω

|uki |2
∗
dx−

∫
Ω

|uki − u0|2
∗
dx
)

(ver Apêndice C), consequentemente∫
Ω

|uki |2
∗
dx =

∫
Ω

|uki − u0|2
∗
dx+

∫
Ω

|u0|2
∗
dx+ oki(1). (6.44)

Observe que∫
Ω

(uki |uki |2
∗−2 − |u0|2

∗−2u0)(uki − u0) =

∫
Ω

|uki |2
∗ −

∫
Ω

|uki |2
∗−2ukiu0

−
∫

Ω

|u0|2
∗−2u0uki +

∫
Ω

|u0|2
∗
. (6.45)
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Desde que uki → u0 q.t.p. em Ω (ver itema (a)), temos

|uki |2
∗−2uki → |u0|2

∗−2u0, q.t.p. em Ω (6.46)

Assim, sabendo que (uki) é limitada em Lp(Ω), ∀p ∈ [1, 2∗] (pois (uki) é limitado em

H1
0 (Ω) e H1

0 (Ω)
↪→
cont Lp(Ω), ∀p ∈ [1, 2∗]), segue que

uki ⇀ u0, em L2∗(Ω)

e

|uki |2
∗−2uki ⇀ |u0|2

∗−2u0, em L
2∗

2∗−1 (Ω)

(ver Apêndice C), ou seja,∫
Ω

ukiφ1dx→
∫

Ω

u0φ1dx, ∀φ1 ∈ L
2∗

2∗−1 (Ω)

e ∫
Ω

|uki |2
∗−2ukiφ2dx→

∫
Ω

|u0|2
∗−2u0φ2dx, ∀φ2 ∈ L2∗(Ω).

em particular para φ1 = |u0|2
∗−2u0 ∈ L

2∗
2∗−1 (Ω) e φ2 = u0 ∈ L2∗ . Logo,∫

Ω

uki |u0|2
∗−2u0dx→

∫
Ω

|u0|2
∗
dx (6.47)

e ∫
Ω

|uki |2
∗−2ukiu0dx→

∫
Ω

|u0|2
∗
dx. (6.48)

De (6.44)-(6.48)∫
Ω

(uki |uki |(2
∗−2) − |u0|(2

∗−2)u0)(uki − u0)dx =

∫
Ω

|uki − u0|2
∗
dx+ oki(1),

mostrando a Afirmação 6.7.

Defina J : H1
0 (Ω)→ R, dada por

J(u) = I(u) +

∫
Ω

F (u)dx =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx.

Observe que de (6.43) e da Afirmação 6.7

I(uki) = I(u0) + J(uki − u0)−
∫

Ω

F (uki)dx+

∫
Ω

F (u0)dx+ oki(1),

para ki suficientemente grande. Logo, da Afirmação 6.4

I(uki) = I(u0) + J(uki − u0) + oki(1), (6.49)
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para ki suficientemente grande.

Observe, agora, que

〈wki , uki−u0〉 =

∫
Ω

|∇(uki−u0)|2dx−
∫

Ω

|uki−u0|(2
∗−2)(uki−u0)2dx−

∫
Ω

w(uki−u0)dx,

consequentemente

〈wki , uki − u0〉 =

∫
Ω

|∇(uki − u0)|2dx−
∫

Ω

|uki − u0|2
∗
dx+ 〈ŵki , uki − u0〉,

donde segue-se pelo fato de 〈ŵki , uki − u0〉, pois ŵki
∗
⇀ w0 em

(
L

2∗
2∗−σ (Ω)

)∗ (ver (6.35))
e uki − u0 → 0 em L

2∗
2∗−σ (Ω) (ver (6.36))

〈wki , uki − u0〉 =

∫
Ω

|∇(uki − u0)|2dx−
∫

Ω

|uki − u0|2
∗
dx+ oki(1), (6.50)

onde oki(1) ≈ 0, para ki suficientemente grande.

Desde que

wki → 0 em
(
H1

0 (Ω)
)∗
,

e (uki) é uma sequência limitada em H1
0 (Ω) (ver Afirmação 6.3),

〈wki , uki − u0〉 → 0. (6.51)

De (6.50) e (6.51) ∫
Ω

|∇(uki − u0)|2dx =

∫
Ω

|uki − u0|2
∗
dx+ oki(1). (6.52)

Logo,

J(uki − u0) =
(1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

|∇(uki − u0)|2dx+ oki(1),

o que implica

J(uki − u0) =
1

N

∫
Ω

|∇(uki − u0)|2dx+ oki(1).

Sendo assim, segue de (6.49)

1

N
||uki − u0||2 + oki(1) = J(uki − u0) = I(uki)− I(u0) + oki(1). (6.53)

Por hipotése, c < 1
N
S
N
2 , logo podemos fixar um ε > 0 tal que

c+ ε <
1

N
S
N
2 .
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Desde que I(uki) + oki(1)→ c, existe um m0 ∈ N tal que

I(uki) + oki(1) ≤ c+ ε, ∀ki ≥ m0. (6.54)

De (6.53) e (6.54)
1

N
||uki − u0||2 + oki(1) ≤ c+ ε− I(u0)

implicando, pelo fato de I(u0) ≥ 0 (ver (6.50)), que

1

N
||uki − u0||2 + oki(1) ≤ c+ ε <

1

N
S
N
2 , ∀ki ≥ m0. (6.55)

para ki suficientemente grande.

Definindo yki = ||uki − u0||2, observamos que (yki) ⊂ R é uma sequência real limitada

(pois (uki) é limitada emH1
0 (Ω)), logo pelo Teorema de Bolzano Weierstrass (yki) possui

uma subsequência convergente, isto é existe (ykim ) ⊂ (yki) e y0 ∈ R tal que

ykim → y0.

Suponha que y0 > 0. De (6.55) temos

ykim + okim (1) ≤ N(c+ ε) < S
N
2 , ∀kim ≥ m0,

passando ao limite kim → +∞, obtemos

0 < y0 ≤ N(c+ ε) < S
N
2 ,

o que implica y0 < S
N
2 .

Defina agora ŷkim = ||ukim − u0||2
∗

2∗ , observe que

ŷkim → y0,

pois de (6.52) ∫
Ω

|∇(ukim − u0)|2dx =

∫
Ω

|ukim − u0|2
∗
dx+ okim (1),

isto é

||ukim − u0||2 = ||ukim − u0||2
∗

2∗ + okim (1).

Sendo assim, sabendo que

S ≤ ||un − u0||2

(||un − u0||2
∗

2∗)
2

2∗
, ∀n ∈ N,
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temos

S ≤
ykim

(ykim )
2

2∗
,

passando ao limite kim → +∞, obtemos

S ≤ y0

(y0)
2

2∗
= (y0)1− 2

2∗ = (y0)
2
N

o que implica

y0 ≥ S
N
2 ,

contradizendo o fato de y0 < S
N
2 . Logo y0 = 0.

Mostrando que

||ukim − u0|| → 0,

ou seja (un) possui uma subsequência convergente em H1
0 (Ω). Assim o funcional I

satisfaz a condição (PS)c.

Observação 6.1 No lema a seguir consideraremos φ1 ∈ H1
0 (Ω) uma auto-função po-

sitiva de (−∆, H1
0 (Ω)) associado a λ1, isto é

−∆φ1 = λ1φ1, em Ω,
φ1 > 0 Ω

φ1 = 0, ∂Ω,

com ||φ1||2 = 1.

Lema 6.5 Para todo b > 0, existem a∗ = a∗(b) > 0 e T = T (b) > 0, tal que ∀a ∈ (0, a∗)

temos
c <

1

N
S
N
2 ,

onde c = inf
γ∈Γ

max
{
I(γ(t)); t ∈ [0, 1]

}
, com

Γ =
{
γ ∈ C0([0, 1], H1

0 (Ω)); γ(0) = 0, γ(1) = Tφ1

}
e I(Tφ1) < 0.

Demonstração:

Defina as seguintes funções:

J : H1
0 (Ω) → R

u 7→ J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx,
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g(t) = I(tφ1) e j(t) = J(tφ1). Veja que

g(t) =
1

2

∫
Ω

|∇(φ1t)|2dx−
1

2∗

∫
Ω

|tφ1|2
∗
dx−

∫
Ω

F (φ1t),

sendo F (φ1t) ≥ 0, temos

g(t) ≤ 1

2
||tφ1||2 −

t2
∗

2∗

∫
Ω

|φ1|2
∗
dx =

λ1

2
t2 − t2

∗

2∗

∫
Ω

|φ1|2
∗
dx = j(t).

Observe que j′(t) = 0 se, e só se

2λ1

2
t− 2∗

2∗
t(2
∗−1)

∫
Ω

|φ1|2
∗
dx = 0,

o que implica

t =
( λ1∫

Ω
|φ|2∗dx

) 1
2∗−2 ou t = 0.

Portanto, considerando t∗ =
(

λ1R
Ω |φ|2

∗dx

) 1
2∗−2 , temos j′(t∗) = 0. Observe, também, que

j′(t) > 0, ∀t ∈ (0, t∗) e j′(t) < 0, ∀t ∈ (t∗,+∞), daí j|(0,t∗] é crescente e j|[t∗,+∞) é

decrescente. Logo, t∗ é um ponto de máximo para a função j. Fixe T ≈ 0, T > 0 tal

que

(j) T < t∗;

(jj) λ1
T 2

2
− T 2∗

2∗

∫
Ω
|φ1|2

∗
dx− bT

∫
Ω
φ1dx < 0;

(jjj) λ1
T 2

2
− T 2∗

2∗

∫
Ω
φ2∗

1 dx <
1
N
S
N
2 .

Afirmação 6.8 lim
a→0+

∫
Ω

(Tφ1 − a)+dx = b

∫
Ω

Tφ1dx

Sabendo que Tφ1(x) > 0, existe a0 = a0(x) > 0, tal que

(Tφ1 − a)+(x) = Tφ1(x)− a, ∀a ∈ (0, a0),

passando ao limite de a→ 0+, obtemos

lim
a→0+

(Tφ1 − a)+(x) = Tφ1(x). (6.56)

Seja (an) ⊂ R tal que an → 0+, logo existe c > 0 tal que

|an| ≤ c, ∀n ∈ N.
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Observe que,

|b(Tφ1 − an)+| ≤ |bTφ1|+ |ban| ≤ bT |φ1|+ bc, ∀n ∈ N, (6.57)

onde bT |φ1|, bc ∈ L1(Ω), e de (6.56)

b(Tφ1 − an)+(x)→ bTφ1(x). (6.58)

De (6.57) e (6.58), segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
n→+∞

b

∫
Ω

(Tφ1 − an)+dx = b

∫
Ω

Tφ1dx,

para toda sequência an → 0+.

Portanto,

lim
a→0+

b

∫
Ω

(Tφ1 − a)+dx = b

∫
Ω

Tφ1dx,

provando assim a Afirmação 6.8.

Por definição, segue da Afirmação 6.8, que dado ε > 0, existe a∗ = a∗(b) > 0 tal que

|b
∫

Ω

(Tφ1 − a)+dx− b
∫

Ω

Tφ1dx| < ε, ∀a ∈ (0, a∗),

o que implica

b

∫
Ω

(Tφ1 − a)+dx > b

∫
Ω

Tφ1dx− ε, ∀a ∈ (0, a∗). (6.59)

De (α4), temos

f(t) ≥ bh(t− a), ∀t ∈ R.

Assim dado s ∈ R, segue que

F (s) =

∫ s

0

f(t)dt ≥
∫ s

0

bh(t− a)dt,

onde ∫ s

0

bh(t− a)dt =

 0, se s ≤ a

b(s− a), se s > a,

logo

F (s) ≥ b(s− a)+, s ∈ R,

o que implica ∫
Ω

F (Tφ1)dx ≥
∫

Ω

b(Tφ1 − a)+dx. (6.60)
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Segue de (6.59) e (6.60)∫
Ω

F (Tφ1)dx > b

∫
Ω

Tφ1dx− ε, ∀a ∈ (0, a∗).

Assim,

I(Tφ1) <
λ1

2
T 2 − T 2∗

2∗

∫
Ω

|φ1|2
∗
dx− b

∫
Ω

Tφ1dx+ ε,

donde segue-se, de (jj) e pelo fato de ε ≈ 0, que

I(Tφ1) < 0.

Sabemos que j|(0,t∗] é crescente, logo sendo T < t∗ (ver (j)), temos j(t) ≤ j(T ), ∀t ∈

[0, T ]. Sendo assim

I(tφ1) = j(t)−
∫

Ω

F (tφ1)dx ≤ j(t) ≤ j(T ) =
λ1

2
T 2 − T 2∗

2∗

∫
Ω

|φ1|2
∗
dx,

implicando de (jjj)

I(tφ1) <
1

N
S
N
2 , ∀t ∈ [0, T ].

Portanto,

max
{
I(tφ1); t ∈ [0, T ]

}
<

1

N
S
N
2 . (6.61)

Defina

γ : [0, 1] → H1
0 (Ω)

t 7→ γ(t) = t(Tφ1),

observe que

γ(0) = 0 e γ(1) = Tφ1,

e mais γ ∈ C0([0, 1];H1
0 (Ω)), logo γ ∈ Γ. Note que

max{I(γ(t)); t ∈ [0, 1]} = max{I(tφ1); t ∈ [0, T ]},

logo de (6.61)

max{I(γ(t)); t ∈ [0, 1]} < 1

N
S
N
2 ,

donde segue-se

c = inf
γ∈Γ

(
max{I(γ(t)); t ∈ [0, 1]}

)
<

1

N
S
N
2 ,

como queriamos demonstrar.
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Lema 6.6 Existem α, ρ > 0 tais que I(u) ≥ α, ∀u ∈ ∂Bρ ⊂ H1
0 (Ω).

Demonstração:

De (α5)

lim sup
t→0

f(t)

t
= m < λ1,

logo dado ε > 0, tal que m+ ε < λ1, existe δ0 satisfazendo

f(t)

t
< m+ ε < λ1, ∀t ∈ (−δ0, δ0) \ {0},

assim

f(t) < (m+ ε)t < tλ1, ∀t ∈ (−δ0, δ0) \ {0},

de onde segue que

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds ≤
∫ t

0

(m+ ε)sds =
1

2
(m+ ε)t2, ∀t ∈ (−δ0, δ0),

implicando

F (t) ≤ 1

2
(m+ ε)t2, ∀t ∈ (−∞, δ0), (6.62)

pois F (t) = 0, ∀t ≤ 0. Sabemos que

F (t) ≤ C1 + C2|t|σ+1, ∀t ∈ R. (6.63)

De (6.62) e (6.63)

I(u) ≥ 1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx−
(∫

[u<δ0]

ε+m

2
|u|2dx+

∫
[u≥δ0]

(C1 +C2|u|σ+1dx
)

o que implica

I(u) ≥ 1

2
||u||2 − 1

2∗
||u||2∗2∗ −

(ε+m

2

)
||u||22 − C1

∫
[u≥δ0]

dx− C2||u||σ+1
σ+1,

da Desigualdade de Poincaré (ver Apêndice E) segue que

I(u) ≥
(1

2
− ε+m

2λ1

)
||u||2 − 1

2∗
||u||2∗2∗ − C1

∫
[u≥δ0]

dx− C2||u||σ+1
σ+1,

donde segue-se, pelas imersões L2∗(Ω)
↪→
cont H1

0 (Ω) e Lσ+1(Ω)
↪→
cont H1

0 (Ω)

I(u) ≥
(1

2
− ε+m

2λ1

)
||u||2 − 1

2∗
C3||u||2

∗ − C1

∫
[u≥δ0]

dx− C4||u||σ+1,
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para algum C3, C4 > 0. Se u ≥ δ0, então
(
u
δ0

)2∗

≥ 1. Assim segue que

I(u) ≥
(1

2
− ε+m

2λ1

)
||u||2 − 1

2∗
C3||u||2

∗ − C1

δ2∗
0

∫
[u≥δ0]

u2∗dx− C4||u||σ+1,

consequentemente

I(u) ≥
(1

2
− ε+m

2λ1

)
||u||2 − 1

2∗
C3||u||2

∗ − C1

δ2∗
0

||u||2∗2∗ − C4||u||σ+1,

usando novamente a imersão L2∗(Ω)
↪→
cont H1

0 (Ω) temos

I(u) ≥
(1

2
− ε+m

2λ1

)
||u||2 −

( 1

2∗
C3 +

C5

δ2∗
0

)
||u||2∗ − C4||u||σ+1, (6.64)

para algum C5 > 0. Logo,

I(u) ≥
(1

2
− µ

)
||u||2 − C0||u||σ+1

(
1 + ||u||(2∗−(σ+1))

)
, (6.65)

onde

µ =
ε+m

2λ1

.

Sabendo que ε > 0 foi fixado de tal maneira que

ε+m < λ1,

temos

µ =
ε+m

2λ1

<
1

2
,

ou seja (1
2
− µ) > 0. Portanto, para ||u|| ≈ 0 tem-se de (6.65) I(u) > 0. Daí, podemos

fixar ρ > 0 e u ∈ H1
0 (Ω) tais que I(u) > 0, ∀u ∈ ∂Bρ. Seja α ∈ R, tal que

0 < α ≤
(1

2
− µ

)
ρ2 − C0ρ

σ+1
(
1 + ρ(2∗−(σ+1))

)
,

segue de (6.65)

I(u) ≥ α > 0, ∀u ∈ ∂Bρ(0).

Teorema 6.1 Dado b > 0, considere T , a∗ = a∗(b) constantes do Lema 6.5 e a ∈
(0, a∗). Sejam α a constante do Lema 6.6 e c = c(a, b) a constante definida no Lema
6.5. Então c ≥ α e existe u0 ∈ H1

0 (Ω) tais que

I(u0) = c e 0 ∈ ∂I(u0).
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Demonstração:

Sabendo que c é a constante definida no Lema 6.5, segue do Lema 6.4 que I satisfaz a

condição (PS)c. Sendo assim dos Lemas 6.5 e 6.6, podemos concluir que I satisfaz as

hipotéses do Teorema do Passo da Montanha, mostrado no Capítulo 3. Sabendo disto,

podemos concluir que c é um valor crítico para o funcional I, ou seja existe u0 ∈ H1
0 (Ω)

tal que 0 ∈ ∂I(u0), como queriamos demonstrar.

Lema 6.7 Seja u0 o ponto crítico obtido no Teorema 6.1. Então u0 ≥ 0, isto é u−0 ≡ 0.

Demonstração:

Suponha, por contradição, que u−0 6≡ 0.

Sabendo que u0 ∈ H1
0 (Ω) é um ponto crítico do funcional I, segue dos Lemas 6.2 e 6.3

−∆u0(x) = |u0(x)|(2∗−2)u0(x) + w0(x), q.t.p. em Ω, (6.66)

onde

w0(x) ∈ [f(u0(x)), f(u0(x))], q.t.p. em Ω.

Multiplicando (6.66) por u−0 , tem-se que

−u−0 (x)∆u0(x) = |u0(x)|(2∗−2)u0(x)u−0 (x) + w0(x)u−0 (x), q.t.p. em Ω. (6.67)

Observe que w0u
−
0 ≡ 0, pois w0(x) = 0, se u0(x) < 0 e u−0 (x) = 0, se u0(x) > 0.

Integrando (6.67), temos pelo Teorema do Divergente Forte (ver Apêndice E)∫
Ω

∇u0∇u−0 dx =

∫
Ω

|u0|(2
∗−2)u0u

−
0 dx =

∫
Ω

|u−0 |2
∗
dx,

observando que

〈u0, u
−
0 〉 = 〈u+

0 + u−0 , u
−
0 〉 = 〈u+

0 , u
−
0 〉+ 〈u−0 , u−0 〉 = 〈u−0 , u−0 〉,

segue que ∫
Ω

|∇u−0 |2dx =

∫
Ω

|u−0 |2
∗
dx. (6.68)

Por definição de S, temos

||u|| ≥ S||u||2∗ ,

daí ∫
Ω

|∇u−0 |2dx ≥ S
(∫

Ω

|u−0 |2
∗
dx
) 2

2∗
,
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segue-se de (6.68) que ∫
Ω

|∇u−0 |2dx ≥ S
(∫

Ω

|∇u−0 |2dx
) 2

2∗
,

sendo u−0 6≡ 0, obtemos ∫
Ω

|∇u−0 |2dx ≥ S
1

1− 2
2∗ = S

N
2 . (6.69)

Multiplicando, agora, a igualdade (6.66) por u0 e integrando sobre o domínio Ω, temos∫
Ω

−∆u0u0dx =

∫
Ω

|u0|2
∗
dx+

∫
Ω

w0u0dx,

donde segue-se pelo Teorema do Divergente Forte∫
Ω

|∇u0|2dx =

∫
Ω

|u0|2
∗
dx+

∫
Ω

w0u0dx.

Assim

I(u0) =
(1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

|∇u0|2dx+
1

2∗

∫
Ω

(
w0u0dx− F (u0)

)
dx,

utilizando a mesma idéia usada na demonstração do Lema 6.4, mostra-se que∫
Ω

(
w0u0dx− F (u0)

)
dx ≥ 0.

Sendo assim

I(u0) ≥
(1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

|∇u0|2dx. (6.70)

Observe, agora, que∫
Ω

|∇u0|2dx = 〈u0, u0〉 = 〈u+
0 + u−0 , u

+
0 + u−0 〉 = 〈u+

0 , u
+
0 〉+ 〈u−0 , u−0 〉,

logo ∫
Ω

|∇u0|2dx =

∫
Ω

|∇u+
0 |2dx+

∫
Ω

|∇u−0 |2dx. (6.71)

De (6.70) e (6.71)

I(u0) ≥ 1

N

(∫
Ω

|∇u+
0 |2dx+

∫
Ω

|∇u−0 |2dx
)

consequentemente

I(u0) ≥ 1

N

∫
Ω

|∇u−0 |2dx,

implicando de (6.69) que

I(u0) ≥ 1

N
S
N
2 ,
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o que é um absurdo, pois do Lema 6.5 e do Teorema 6.1

I(u0) = c <
1

N
S
N
2 .

Logo, u−0 ≡ 0 como queriamos demonstrar.

Observação 6.2 Observe que do Teorema 6.1 e dos Lemas 6.2, 6.3 e 6.7, podemos
concluir que u0 ∈ H1

0 (Ω) ∩W 2, 2N
N+2 (Ω) é solução forte do problema (6.1).



Apêndice A

Teoria de Análise Funcional

Apresentaremos aqui alguns resultados de Análise Funcional que foram utilizados

ao longo desta dissertação.

Considere B(X, Y ) o espaço dos operadores lineares limitados de X em Y .

Definição A.1 (ver [7]) Um espaço vetorial (X, ||.||) é dito ser de Banach quando
toda sequência de Cauchy é convergente.

Definição A.2 (ver [7]) Um espaço vetorial é dito separável se existe M ⊂ X enu-
merável e denso em X, isto é, M = X.

Teorema A.3 (Teorema de Banach-Steinhaus) (ver [7]) Sejam X um espaço de Ba-
nach, Y um espaço vetorial normado e (Ti)i∈I uma família de operadores lineares li-
mitados de X em Y . Suponha que

sup
i∈I
||Tix|| < +∞, ∀x ∈ X.

Então sup
i∈I
||Tix||B(X,Y ) < +∞, ou equivalentemente, existe C > 0 tal que

||Ti(x)|| ≤ C||x||, ∀i ∈ I,∀x ∈ X

Teorema A.4 (Teorema de Hahn-Banach, Forma análitica) (ver [7]) Seja X um
espaço vetorial real e p : X → R uma aplicação satisfazendo

(i) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ X

(ii) p(λx) = λ(p(x)), ∀λ ∈ R, λ > 0.
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Se G ⊂ X é um subespaço X e g : G→ R é um funcional linear que verifica

g(x) ≤ p(x), ∀x ∈ G,

existe um funcional linear f : X → R verificando

(I) f(x) = g(x), ∀x ∈ G

(II) f(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X.

Corolário A.5 (ver [7]) Seja X um espaço vetorial normado e x ∈ X. Então,

||x|| = sup
||f ||X∗=1

〈f, x〉 = max{〈f, x〉; f ∈ X∗, ||f ||X∗ = 1}.

Definição A.6 (ver [7]) Um hiperplano (afim) é um conjunto da forma

H = {x ∈ X; f(x) = α}

para algum α ∈ R e f : X → R um funcional linear não identicamente nulo. Diremos
que neste caso, o hiperplano H tem equação [f = α].

Definição A.7 (ver [7]) Sejam A,B ⊂ X. Dizemos que um hiperplano H de equação
[f = α] separa os conjuntos A e B no sentido forte se:

f(x) ≤ α, ∀x ∈ A e f(x) ≥ α, ∀x ∈ B.

Diremos que a separação é estrita se existe ε > 0, tal que

f(x) ≤ α− ε, ∀x ∈ A e f(x) ≥ α + ε, ∀x ∈ B.

Teorema A.8 (Teorema de Hahn-Banach, 1a Forma Geométrica) (ver [7]) Sejam
A,B ⊂ X, dois conexos, não vazios e disjuntos. Se A é um aberto, existe um hiperplano
fechado que separa A e B no sentido forte.

Teorema A.9 (Teorema de Hahn-Banach, 2a Forma Geométrica) (ver [7]) Sejam
A,B ⊂ X convexos, não vazios e disjuntos. Suponha que A é fechado e B é compacto.
Então, existe um hiperplano fechado que separa no sentido estrito os conjuntos A e B.

Teorema A.10 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) (ver [7]) O conjunto

BX∗ = {f ∈ X∗; ||f || ≤ 1}

é compacto pela topologia fraca-*.
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Teorema A.11 (Teorema de Kakutami) (ver [7]) Seja X um espaço de Banach. En-
tão, X é reflexivo se, e somente se,

B1 = {x ∈ X; ||x|| ≤ 1}

é compacto na topologia fraca.

Teorema A.12 (ver [7]) Seja X um espaço de Banach separável. Então, B1 ⊂ X∗ é
metrizável pela topologia fraca-*. Reciprocamente, se B1 ⊂ X∗ é metrizável na topologia
fraca-*, temos que X é separável.

Teorema A.13 (ver [7]) Seja X um espaço de Banach com X∗ separável. Então,
B1 ⊂ X é metrizável na topologia fraca de X. Além disso, a recíproca também é
verdadeira.

Teorema A.14 (ver [7]) Seja (fn) uma sequência de X∗. Se fn
∗
⇀ f , então

||f ||X∗ ≤ lim inf
n→+∞

||fn||X∗ .

Definição A.15 (ver [7]) Um espaço de Banach é dito ser Uniformente Convexo
se para cada ε > 0, existe δ > 0 satisfazendo:

”Se ||x||, ||y|| ≤ 1 e ||x− y|| > ε, então
∣∣∣∣∣∣x+ y

2

∣∣∣∣∣∣ < 1− δ”.

Teorema A.16 (ver [7]) Seja X um espaço de Banach uniformemente convexo e
(xn) ⊂ X uma sequência verificando:

xn ⇀ x em X

e
lim sup
n→+∞

||xn|| ≤ ||x||.

Então, xn → x em X.



Apêndice B

Função de Variação Limitada

Colocamos este apêndice com o objetivo de mostrar que toda função Localmente

Lipschitz é diferenciável em quase todo ponto.

Definição B.1 (ver [19]) Uma função f definida sobre um intervalo [a, b], é dita uma
função de Variação Limitada, se existe uma constante C > 0, tal que

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ C,

para toda partição a = x0 < x1 < ... < xn = b, n ∈ N.

Lema B.1 Seja f : [a, b] → R uma função Localmente Lipschitz. Então f é uma
função de Variação Limitada.

Demonstração:

Seja a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b, uma partição do intervalo [a, b].

Sendo f ∈ LL([a, b],R), para cada y ∈ [a, b] existe δy > 0 tal que f é Lipschitz em

Bδy(y). Note que [a, b] ⊂ ∪y∈[a,b]Bδy(y), assim {Bδy(y)}y∈[a,b] é uma cobertura para o

intervalo [a, b]. Segue pelo fato de [a, b] ser um conjunto compacto, que existe uma

cobertura finita, {Bδj(yj)}Nj=1, tal que

[a, b] ⊂ ∪Nj=1Bδj(yj).

Sem perda de generalidade podemos supor que a = y1 < y2 < ... < yN−1 < yN = b,

com

Bδj(yj) ∩Bδj+1
(yj+1) 6= ∅, ∀j ∈ {1, ..., N − 1}.
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Considere Kj a constante Lipschitz da função f em Bδj(yj).

Para cada j ∈ {1, ..., N − 1} considere yj ∈ Bδj(yj) ∩Bδj+1
(yj+1).

Desde que a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b, para cada i ∈ {0, 1, ..., n}, existe

ji ∈ {1, ..., N} tal que xi ∈ Bδji
(yji). Sabendo disto, tem-se que

n∑
i=0

|f(xi)− f(xi+1)| =
n∑
i=0

|f(xi)− f(yji) + f(yji)− f(yji+1) + ...+ f(yj(i+1)−1)

−f(yj(i+1)
) + f(yj(i+1)

)− f(xi+1)|,

donde segue-se pelo fato de Kj ser a constante Lipschitz da função f em Bδj(yj),

j ∈ {1, ..., N}

n∑
i=0

|f(xi)− f(xi+1)| ≤
n∑
i=0

(
Kji |xi − yji |+Kji+1|yji − yji+1|+ ...+Kj(i+1)−1

|yj(i+1)−1 − yj(i+1)
|

+Kj(i+1)
|yj(i+1)

− xi+1|
)
≤ KM,

considerando K =
N∑
j=1

Kj e M = b− a temos

n∑
i=0

|f(xi)− f(xi+1)| < KM,

para toda partição a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b.

Portanto f é uma função de variação limitada.

Teorema B.2 (ver [19]) Seja f : [a, b] → R uma função crescente. Então f é dife-
renciável em quase todo ponto de [a, b].

Teorema B.3 (ver [19]) Uma função f : [a, b]→ R têm variação limitada se, e só se
existirem duas funções crescentes a volores reais g e h definida no intervalo [a, b], tais
que f = g − h.

Corolário B.4 (ver [19]) Se f : [a, b]→ R tem variação limitada então, f ′(x) existe
em quase todo ponto do intervalo [a, b].



Apêndice C

Teoria de Medida e Integração

Neste apêndice enunciaremos os principais teoremas da teoria de Medida e Inte-

gração utilizados nas demonstração durante todo este trabalho.

No que segue-se temos as seguintes notações:

• X é um conjunto mensurável;

• µ é uma medida em X;

• M+ é o conjunto das funções mensuráveis não-negativas em X.

Teorema C.1 (Lema de Fatou) (ver [6]) Se fn pertence a M+, então∫
lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
fndµ.

Corolário C.2 Seja {fn} uma sequência de funções mensuráveis tal que

fn ≤ g q.t.p. em X, ∀n ∈ N,

onde g é uma função mensurável. Então

lim sup
n→+∞

∫
fndµ ≤

∫
lim sup
n→+∞

fndµ.

Demonstração:

Observe que

g − fn ≥ 0, q.t.p. em X, ∀n ∈ N,
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e g − fn é mensurável (pois subtração de funções mensuráveis é mensurável).

Assim segue pelo Lema de Fatou∫
lim inf
n→+∞

(g − fn)dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
(g − fn)dµ,

implicando

lim sup
n→+∞

∫
fndµ ≤

∫
lim sup
n→+∞

fndµ,

como queriamos demonstrar.

Teorema C.3 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) (ver [6]) Seja {fn}
uma sequência de funções integráveis que convergem em quase todo ponto para uma
função mensurável f . Se existe uma função integrável g tal que

|fn| ≤ g, ∀ n ∈ N

então f é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Teorema C.4 (Desigualdade de Hölder) (ver [6]) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω),
onde 1 ≤ p < +∞ e 1

p
+ 1

q
= 1. Então,

fg ∈ L1(Ω)e ‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Teorema C.5 (Desigualdade de Minkowski) (ver [6]) Se f e h pertencem a Lp(Ω),
p ≥ 1, então f + g pertencem a Lp(Ω) e

||f + h||p ≤ ||f ||p + ||h||p.

Teorema C.6 (Teorema da Representação de Riesz) (ver [6]) Seja G : Lp(Ω) → R
um funcional linear limitado, 1 < p < +∞. Então existe uma função g ∈ Lq(Ω), onde
q = p

(p−1)
, tal que

〈G, f〉 =

∫
Ω

fgdµ, ∀f ∈ Lp(Ω).

Além disso, ||G||p = ||g||q.

Teorema C.7 (Teorema de Fubini) (ver [6]) Suponhamos que F ∈ L1(Ω1 × Ω2).
Então, para todo x ∈ Ω1

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) e

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1).

Além disso, ∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx.
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Teorema C.8 (ver [6]) Sejam {fn} uma sequência de Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que

fn → f em Lp(Ω).

Então existe uma subsequência {fnj} de {fn} tal que

(i) fnj(x)→ f(x) q.t.p. em Ω

(ii) |fnj(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω, ∀nj ∈ N, onde h ∈ Lp(Ω).

Teorema C.9 (ver [16]) Sejam 1 < p < +∞ e (fn) uma sequência limitada em
Lp(Ω) que converge pontualmente para f , q.t.p. em Ω. Então

fn ⇀ f em Lp(Ω).

Lema C.1 (ver [16]) Sejam 1 < p < +∞ e (fn) uma sequência limitada em Lp(Ω)

que converge pontualmente para f q.t.p. em Ω. Então f ∈ Lp(Ω) e

||f ||pp = lim
n→+∞

(||fn||pp − ||f − fn||pp).

Demonstração: Observe que

lim
|s|→+∞

∣∣∣ |s+ 1|p − |s|p − 1

|s|p
∣∣∣ = 0.

Por definição de limite, temos para todo ε > 0 dado, existe Mε > 0 tal que∣∣∣ |s+ 1|p − |s|p − 1

|s|p
∣∣∣ < ε, ∀|s| > Mε,

consequentemente

||s+ 1|p − |s|p − 1| < ε|s|p, ∀|s| > Mε. (C.1)

Sabendo que a função, a valores reais, f(s) = ||s+ 1|p − |s|p − 1| é contínua, temos

|f(s)| ≤ Cε, ∀s ∈ [−Mε,Mε], (C.2)

para algum Cε > 0. De (C.1) e (C.2)

||s+ 1|p − |s|p − 1| ≤ Cε + ε|s|p, ∀s ∈ R.

Sejam a, b ∈ R, com b 6= 0, logo

∣∣|a
b

+ 1|p − |a
b
|p − 1

∣∣ ≤ Cε + ε|a
b
|p,
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implicando

||a+ b|p − |a|p − |b|p| ≤ Cε|b|p + ε|a|p, ∀a, b ∈ R.

Considerando a = f − fn e b = f , segue que

||fn|p − |fn − f |p − |f |p| ≤ Cε|f |p + ε|fn − f |p, ∀x ∈ Ω. (C.3)

Defina,

un = ||fn|p − |fn − f |p − |f |p|

e

zn = (un − ε|fn − f |p)+.

Segue da estimativa (C.3)

0 ≤ zn ≤ |f |pCε, (C.4)

onde |f |pCε ∈ L1(Ω) e que

zn → 0, q.t.p. em Ω, (C.5)

pois fn → f q.t.p. em Ω. Donde segue-se pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, que

||zn||1 → 0. (C.6)

Sendo assim, desde que

0 ≤ un = un − ε|fn − f |p + ε|fn − f |p ≤ zn + ε|fn − f |p,

o que implica ∫
Ω

undx ≤
∫

Ω

zndx+ ε

∫
Ω

|fn − f |pdx.

Utilizando a Desigualdade de Minkowski (ver Apêndice C), temos

0 ≤ ||un||1 ≤ ||zn||1 + ε(||fn||p + ||f ||p)p ≤ ||zn||1 + 2pε(||fn||pp + ||f ||pp). (C.7)

Desde que (fn) é limitada em Lp(Ω), existe M > 0

||fn||p ≤M, ∀n ∈ N. (C.8)

De (C.7) e (C.8)

0 ≤ ||un||1 ≤ ||zn||1 + 2pε(Mp + ||f ||pp) = ||zn||1 + εC,
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onde C = 2p(Mp + ||f ||pp). Portanto, para cada n ∈ N temos

0 ≤ ||un||1 ≤ ||zn||1 + εC, ∀ε > 0,

considerando ε = 1
m
, segue que

0 ≤ ||un||1 ≤ ||zn||1 +
1

m
C, ∀m ∈ N,

passando ao limite de m→ +∞, obtemos

0 ≤ ||un||1 ≤ ||zn||1.

Passando agora ao limite de n→ +∞, obtemos de (C.6)

||un||1 → 0,

isto é, ∫
Ω

∣∣|fn|p − |fn − f |p − |f |p∣∣dx→ 0.

Assim, observando que

0 ≤
∣∣∣ ∫

Ω

(
|fn|p − |fn − f |p − |f |p

)
dx
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

∣∣|fn|p − |fn − f |p − |f |p∣∣dx→ 0

concluimos ∫
Ω

|fn|pdx−
∫

Ω

|fn − f |pdx−
∫

Ω

|f |pdx→ 0,

ou seja

||fn||pp − ||fn − f ||pp − ||f ||pp → 0,

e portanto

||f ||pp = lim
n→+∞

(||fn||pp − ||f − fn||pp),

como queriamos demonstrar.



Apêndice D

Resultados Gerais

D.1 Espaços Métricos

Definição D.1 (ver [15]) Uma família F = (Cλ)λ∈L de subconjuntos de um espaço
métrico M chama-se localmente finita quando todo ponto x ∈ M possui uma vizi-
nhaça que intercepta apenas um número finito de conjuntos Cλ.
Em termos mais explicitos: F é localmente finita se, e somente se, para cada x ∈ M
existem índices λ1, ..., λn ∈ L e uma vizinhaça V , com x ∈ V , tais que V ∩ Cλ 6= ∅,
implica λ ∈ {λ1, ..., λn}.

Definição D.2 (ver [15]) Um espaço métrico M chama-se paracompacto quando
toda cobertura aberta de M pode ser refinada por uma cobertura aberta localmente
finita.

Teorema D.3 (ver [15]) Todo espaço métrico separável é paracompacto.

D.2 Integrais em Espaços de Banach

Nesta seção iremos estudar o conceito de integrais em espaços de Banach e estudar

algumas de suas propriedades, para maiores detalhes ver [12, 13] .

No que segue, X é um espaço vetorial normado completo cuja a norma é denotada por

|.|. Considere E o espaço das funções limitadas de [a, b] em X com a norma

||f || = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.
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Sejam a, b números reais tais que a < b, P uma partição do intervalo [a, b] e considere

a sequência de números (a0, a1, ..., an) tal que

a = a0 < a1 < ... < an = b.

Definição D.4 Seja f : [a, b] → X uma função. Dizemos que f é uma função
escada, se existem elementos w1, ..., wn ∈ X tais que

f(t) = wi para ai−1 < t < ai, i = 1, ..., n.

Assim, pela definição acima, f tem valor constante em cada intervalo aberto determi-

nado pela partição.

Definição D.5 Seja f uma função escada com respeito a partição P . O valor da
integral de f será definido por

IP (f) = (a1 − a0)w1 + ...+ (an − an−1)wn =
n∑
i=1

(ai − ai−1)wi.

Lema D.1 Suponha que f é uma função escada com respeito a outra partição Q de
[a, b], então

IP (f) = IQ(f).

Lema D.2 O conjunto das funções escadas f : [a, b]→ X é um subespaço do espaço de
todas as funções limitadas de [a, b] em X, que denotaremos por St([a, b], X). A função

I : St([a, b], X)→ X

é linear e limitada, isto é,
|I(f)| ≤ (b− a)||f ||.

Teorema D.6 Toda função contínua de [a, b] em X pode ser aproximada uniforme-
mente por funções escadas. Além disso, o fecho de St([a, b], X) contém C([a, b], X).

Teorema D.7 (Extensão Linear) Seja Y um espaço vetorial normado, e F um subes-
paço de Y . Seja T : F → X um funcional linear contínuo. Então, T tem uma única
extensão linear contínua T̂ : F → X, onde

T̂ (x) = T (x), ∀x ∈ F.

Agora, considere a aplicação I : St([a, b], X)→ X, dado por

I(f) =

∫ b

a

f(t)dt.
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Considerando F = St([a, b], X) e I = T , podemos aplicar o Teorema D.7 e concluir que

existe uma única extensão linear contínua Î : F → X, onde

Î(f) = I(f), ∀f ∈ St([a, b], X). (D.1)

Do Teorema D.6 C([a, b], X) ⊂ St([a, b], X), assim podemos definir T̂ = Î|C([a,b],X).

Dado f ∈ C([a, b], X), pelo Teorema D.6, existe uma sequência (fn) ⊂ St([a, b], X) tal

que

fn → f uniformemente em St([a, b], X).

Sendo T̂ um operador linear contínuo, segue

T̂ (fn)→ T̂ (f) em X.

Logo, definimos integral de uma função contínua em um espaço de Banach da seguinte

forma: ∫ b

a

f(t)dt = lim
n→∞

∫ b

a

fn(t)dt.

O próximo resultado é uma versão do Teorema Fundamental do Cálculo.

Teorema D.8 Seja f : [a, b] → X contínua e F : [a, b] → X diferenciável em [a, b]

com F ′ = f. Então, ∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a).

Corolário D.9 Se f : [a, b]→ X é contínua e F (x) =
∫ x
a
f(t)dt, então F ′(x) = f(x).

D.3 Equações Diferenciais Ordinárias em Espaços de
Banach

Nesta seção iremos fazer um breve estudo sobre as Equações Diferenciais ordiná-

rias em Espaços de Banach, mais especificamente sobre o problema de Cauchy [12].

Seja U um conjunto aberto em X. Um campo vetorial de classe Cp, 1 ≤ p ≤ ∞ em

U é uma aplicação f : U → X de classe Cp. Ao campo vetorial f associemos a equação

diferencial

α′(t) = f(α(t)). (D.2)
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As soluções desta equação, são, as aplicações diferenciáveis α : J ⊂ R → U , onde J é

um intervalo aberto contendo o zero, tais que

dα

dt
(t) = α′(t) = f(α(t))

e satisfazendo a condição inicial

α(0) = x0, x0 ∈ U.

Essas soluções são chamadas trajetórias ou curvas integrais de f ou da equação

diferencial (D.2).

Observação D.1 Seja α : J → U uma função contínua satisfazendo a condição

α(t) = x0 +

∫ t

0

f(α(s))ds.

Então, pelo Teorema D.8
α′(t) = f(α(t)).

Definição D.10 Seja U0 uma aberto de U contendo x0. A aplicação α : J ×U0 → U ,
J × U0 = {(t, x);x ∈ U0, t ∈ J} chama-se fluxo gerado por f e vale as seguintes
propriedades:

(i) α(0, x) = x,

(ii) α(t+ s, x) = α(t, α(x+ s)).

Teorema D.11 Sejam J um intervalo aberto contendo o zero e U um aberto em X,
x0 ∈ X, e 0 < a < 1 tais que B2a(x0) ⊂ U. Considere f : J × U → X uma função
contínua, limitada por uma constante c > 0 satisfazendo a condição de Lipschitz em U

com costante de Lipschitz K > 0, uniformemente com respeito a J . Se b < min
{
a
c
, 1
k

}
,

então existe um único fluxo
α : Jb ×Ba → U.

Além disso, se f é de classe Cp, então cada curva integral α(t, x) referente a (D.2),
também é de classe Cp.



Apêndice E

Espaços de Sobolev

Mostraremos aqui neste apêndice alguns teoremas utilizados durante esta disser-

tação, envolvendo Espaços de Sobolev. No que segue considere Ω ⊂ RN e 1 ≤ p ≤ ∞.

Definição E.1 (ver [7]) O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é definido da seguinte forma:

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) ; ∃g1, ...gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

giϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω),∀i ∈ {1, ..., N}
}

Observação E.1 Denotamos H1(Ω) = W 1,2(Ω) e H1
0 (Ω) é o fecho do conjunto C∞0 (Ω)

na norma do espaço W 1,2(Ω).

Teorema E.2 (Desigualdade de Poincaré) (ver [7]) Se Ω ⊂ RN é um aberto limitado
numa direção ej = (01, 02, ..., 0j−1, 1j, 0j+1, ..., 0N), com fronteira suave, então existe
C = C(N, p) > 0, 1 < p < +∞ tal que∫

Ω

|u|pdx ≤ C

∫
Ω

|∇u|pdx, ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Observação E.2 Em H1
0 (Ω) temos duas normas

||u||H1(Ω) =
(∫

Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx
) 1

2

e
||u|| =

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2
.

Estas duas normas são equivalentes em H1
0 (Ω).
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De fato, pela Desigualdade de Poincaré, existe C > 0 tal que∫
Ω

|u|2dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|2dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω),

pois estamos considerando aqui Ω limitado com fronteira suave. Daí(∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2
) 1

2 ≤ (C + 1)
1
2

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2
,

o que implica

||u||H1(Ω) ≤ (C + 1)
1
2 ||u||. (E.1)

Observe, agora, que(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2 ≤
(∫

Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx
) 1

2
,

logo

||u|| ≤ ||u||H1(Ω). (E.2)

De (E.1) e (E.2)

||u|| ≤ ||u||H1(Ω) ≤ (C + 1)
1
2 ||u||,

mostrando assim a equivalência das normas ||.|| e ||.||H1(Ω).

Teorema E.3 (Teorema Du Bois Raymond) (ver [7]) Seja u ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

uφdx = 0, ∀ φ ∈ C0(Ω).

Então,

u = 0 q.t.p em Ω.

Teorema E.4 (ver [7]) Sejam I ⊂ R um intervalo aberto e u ∈ W 1,p(I). Então existe
û ∈ C(I) tal que

u = û, q.t.p. em I

e
û(x)− û(y) =

∫ x

y

u′(t)dt, ∀x, y ∈ I.

Teorema E.5 (ver [7]) Seja u ∈ Lp(Ω), 1 < p ≤ ∞. Então são equivalentes:

(i) u ∈ W 1,p(Ω).

(ii) Existe uma constante C > 0 tal que∣∣∣ ∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx
∣∣∣ ≤ C||ϕ||q, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ∀i ∈ {1, ..., N}.
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onde q = p
p−1

.

(ii) Se U ⊂⊂ Ω e |h| < dist(U, ∂Ω), então existe um C > 0 tal que

||ζhu− u||p ≤ C|h|.

Lema E.1 (Teorema do Divergente Forte) (ver [18]) Sejam u, v ∈ W 2,p(Ω)∩W 1,p
0 (Ω),

p ≥ 1. Então ∫
Ω

v∆udx =

∫
Ω

u∆vdx

e ∫
Ω

∇u∇vdx = −
∫

Ω

∆uvdx.

Definição E.6 Dado w ∈ Lp(Ω), dizemos que u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução forte do

problema {
−∆u = w Ω

u = 0, ∂Ω,

quando u ∈ W 2,p(Ω) e −∆u = w em Lp(Ω), ou seja quando

−∆u(x) = w(x) q.t.p. em Ω.

Definição E.7 Dado w ∈ Lp(Ω), dizemos que u é solução fraca do problema{
−∆u = w Ω

u = 0, ∂Ω,
(E.3)

quando u ∈ H1
0 (Ω) e ∫

Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

wvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Observação E.3 A solução fraca é única. De fato, pois suponha que existam duas
soluções fracas, u1 e u2, para o problema E.3. Sendo assim∫

Ω

∇u1∇vdx =

∫
Ω

wvdx ∀v ∈ H1
0 (Ω)

e ∫
Ω

∇u2∇vdx =

∫
Ω

wvdx ∀v ∈ H1
0 (Ω),

o que implica ∫
Ω

(∇u1 −∇u2)∇vdx = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

isto é
〈(u1 − u2), v〉 = 0 ∀v ∈ H1

0 (Ω),

em particular para v = u1 − u2

||u1 − u2||2 = 0,

implicando u1 = u2, mostrando assim a unicidade da solução fraca.
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Teorema E.8 (Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg) (ver [16]) Seja f ∈ Lp(Ω)

com 1 < p < ∞. Então existe uma única u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) que é solução fraca

do problema {
−∆u = f, Ω

u = 0, ∂Ω,

além disso, existe uma constante C, que independe de f e u, tal que

||u||W 2,p(Ω) ≤ C||f ||p.

Em particular, se p > N
2
e ϕ ∈ C(Ω) então existe uma única solução fraca do problema

de Dirichlet {
−∆u = f Ω

u = ϕ, ∂Ω,

Teorema E.9 [1] Sejam m ≥ 1 um inteiro e 1 ≤ p < +∞. Então:

• se 1
p
− m

N
> 0 temos Wm,p(Ω)

↪→
cont Lq(Ω), onde 1

q
= 1

p
− m

N
;

• se 1
p
− m

N
= 0 temos Wm,p(Ω)

↪→
cont Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞);

• se 1
p
− m

N
< 0 temos Wm,p(Ω)

↪→
cont L∞(Ω),

onde Ω é limitado.

Teorema E.10 (ver [1]) Suponha p > N . Então

W 2,p(Ω)
↪→
cont C1,µ(Ω), µ ∈

(
0, 1− N

p

)
.

Teorema E.11 (ver [1]) Suponha m > j + N
p
. Então

Wm,p(Ω)
↪→
cont Cj(Ω).



Apêndice F

Simetrização de Schwarz

Toda a teoria apresentada neste apêndice têm como referência [8, 16].

Definição F.1 Sejam A1, A2, ..., An alguns conjuntos borelianos do RN , dois a dois
disjuntos de medida finita, e 0 < an < an−1 < ... < a1 números reais. Se f é uma
função degrau tal que

f =
n∑
i=1

aiχAi ,

então definiremos ser um rearranjo de f por

f ∗ =
n∑
i=1

aiχ[Ri−1≤|x|≤Ri]

onde R0 = 0 e Ri−1 ≤ Ri são dados pela relação

med([Ri−1 ≤ |x| ≤ Ri]) = med(Ai),

onde med é a medida de Lebesgue.

Notação: [Ri−1 ≤ |x| ≤ Ri] = {x ∈ RN;Ri−1 ≤ |x| ≤ Ri}, onde |.| é a norma

euclidiana do RN .

Observação F.1 Note que esta definição mostra que a partir da função degrau f

encontramos uma função f ∗ que tem as seguintes propriedades:

(i) Simétrica em relação a origem;

(ii) Decrescente quando os raios Ri vão aumentando;

(iii) A integral de Lebesgue de f ∗ no RN é igual a de f , ou seja,
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RN
f ∗(x)dx =

∫
RN
f(x)dx.

Teorema F.2 Sejam 1 ≤ p ≤ +∞ e f ∈ Lp(RN) uma função positiva. Existe uma
única f ∗ ∈ Lp(RN) tal que f ∗ ≥ 0 e para todo α > 0

med([f ≥ α]) = med([f ∗ ≥ α]),

onde o conjunto [f ∗ ≥ α] é uma bola BRα(0). A função f ∗ é radialmente decrescente
e é chamada de rearranjo decrescente ou a Simetrização de Schwarz da função
f . Além do mais, para toda função contínua e crescente

G : R+ → R+,

tal que G(0) = 0 temos ∫
RN
G(f ∗(x))dx =

∫
RN
G(f(x))dx.

Lema F.1 Seja u ∈ H1(RN) uma função positiva. Então a simetrização u∗ ∈ H1(RN)

e temos ∫
RN
|∇u∗(x)|2dx ≤

∫
RN
|∇u(x)|2dx.
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