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Resumo

Neste trabalho estudamos a multiplicidade de soluções não triviais para o seguinte

problema crítico:  −∆u = µuq−1 + u2∗−1,

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω)

(P )

nos casos em que q = 2 e 2 < q < 2∗. Seguindo Alves & Ding [2], Lazzo [14], Rey [19],

e Willem [21], mostraremos a existência de, pelo menos, catΩ(Ω) soluções não triviais

para o problema (P ).

Palavras-chaves: Categoria de Lusternik-Schnirelman, Crescimento crítico, Cons-

tante de Sobolev.



Abstract

In this work we studied the multiplicity of nontrivial solutions for the follow

critical problem:  −∆u = µuq−1 + u2∗−1,

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω)

(P )

in the cases q = 2 and 2 < q < 2∗. Following Alves & Ding [2], Lazzo [14], Rey [19],

e Willem [21], we show the existence of, at least, catΩ(Ω) nontrivial solutions for the

problem (P ).

Keywords: Lusternik-Schnirelman category, Critical growth, Best Sobolev constant.
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Notações

B(x, r) Bola aberta de centro em x e raio r;

Br Bola aberta de centro em 0 e raio r;

catX(A) categoria de A em X;

catX,Y (A) categoria de A em X relativa a Y ;

‖.‖r norma no espaço Lr;

‖.‖∞ norma no espaço L∞;

‖.‖ norma no espaço H1
0 ;

on(1) ordem pequena;

On(ε) ordem grande;

|Ω| medida do conjunto Ω;

X ′ dual do espaço X;

2∗ = 2N
N−2

expoente crítico de Sobolev, para N ≥ 3;

S constante de Sobolev, dada por S = inf
u ∈ D1,2(RN )

u 6= 0

‖∇u‖22
‖u‖2∗2

;

λ1(Ω) constante de Poincaré, dada por λ1(Ω) = inf
u ∈ H1

0 (Ω)

u 6= 0

‖∇u‖22
‖u‖22

, se |Ω| <∞;

C∞0 (Ω) = {u ∈ C∞(Ω); suppu ⊂⊂ Ω}.



Introdução

Em nosso trabalho estudamos a existência e a multiplicidade de soluções não

triviais para os seguintes problemas elípticos críticos: −∆u+ λu = |u|2∗−2u,

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω)

(Pλ)

e  −∆u = µuq−1 + u2∗−1,

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω)

(Pµ)

onde Ω é um domínio limitado de RN , N ≥ 3, 2∗ = 2N/(N − 2) é o expoente crítico

de Sobolev, λ > −λ1(Ω), λ1(Ω) a constante de Poincaré, µ > 0 e 2 < q < 2∗.

A grande di�culdade em mostrar a existência de solução não trivial para um

problema crítico deve-se à falta de compacidade da imersão de H1
0 (Ω) em L2∗(Ω), e

com isso, em geral, o funcional energia associado a tal problema elíptico não satisfaz

a condição de Palais-Smale (ou condição PS). Neste trabalho, associaremos a mul-

tiplicidade de soluções dos problemas (Pλ) e (Pµ) à geometria do domínio Ω, mais

precisamente, usando a categoria de Lusternik-Schnirelman catΩ(Ω).

O Capítulo 1 foi dedicado ao estudo da constante de Sobolev

S = inf
u ∈ D1,2(RN )

‖u‖2∗ = 1

‖∇u‖2
2 > 0,

que será utilizada ao longo dos próximos capítulos da dissertação. Para isso, enun-

ciamos e demonstramos um Lema de Concentração e Compacidade (Lema 1.1), que

caracteriza a falta de compacidade da imersão de D1,2(RN) em L2∗(RN). O nosso ob-

jetivo foi mostrar que a constante S é atingida, isto é, que existe u ∈ D1,2(RN) tal
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que

‖u‖2∗ = 1 e ‖∇u‖2
2 = S,

e ao veri�car que o problema de mostrar que S é atingido é invariante por translações

e dilatações, um resultado devido à P. L. Lions (Teorema 1.3) garante a existência de

um minimizante para S.

No Capítulo 2, estudamos a existência de soluções para o problema (Pλ). Tra-

balhamos com o funcional

ϕ(u) =

∫
Ω

[
|∇u|2

2
+ λ

u2

2
− (u+)2∗

2∗

]
dx, u ∈ H1

0 (Ω),

e com a norma ‖u‖λ =
√
‖∇u‖2

2 + λ‖u‖2
2 em H1

0 (Ω), onde λ > −λ1(Ω). Mostramos

que o funcional ϕ satisfaz a condição (PS)d, para todo d < c∗ = SN/2/N (Lema 2.2),

e que ϕ satisfaz a geometria do passo da montanha com nível minimax 0 < c < c∗

(Teorema 2.4), ou seja, c é um valor crítico para ϕ, mostrando a existência de solução

não trivial para o problema (Pλ). Por �m, a Proposição 2.6 a�rma que se o problema

(Pλ) admite solução não trivial, então λ > −λ1(Ω); mais ainda, se Ω é um domínio

limitado suave estrelado, então λ < 0.

NoCapítulo 3, estudamos a multiplicidade de soluções para o problema (Pλ). Na

Seção 3.1, de�nimos categoria, segundo Lusternik-Schnirelman. Na Seção 3.2, demons-

tramos algumas propriedades elementares de categoria, que foram úteis no decorrer do

nosso trabalho. Na Seção 3.3, demonstramos teoremas do tipo minimax, que foram

utilizados na Seção 3.4, onde foi enunciado o resultado principal deste capítulo, que

segue devido a Lazzo [14], quando N = 4, e devido a Rey [19], quando N ≥ 5:

Teorema 0.1 Se Ω é um domínio limitado suave de RN , N ≥ 4, então existe −λ1(Ω) <

λ∗ < 0 tal que, para λ ∈ (λ∗, 0), o problema (Pλ) tem, no mínimo, catΩ(Ω) soluções

não triviais.

Com isso, concluímos que a multiplicidade de soluções do problema (Pλ) está ligada à

geometria do domínio Ω.

No Capítulo 4, estudamos a multiplicidade de soluções para o problema (Pµ).

Para isso, trabalhamos com o funcional

Iµ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− µ

q

∫
Ω

(u+)qdx− 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗dx, u ∈ H1
0 (Ω),
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e com a variedade de Nehari associada ao funcional Iµ,

Mµ = {u ∈ H1
0 (Ω) \ {0}; I ′µ(u).u = 0}.

Segundo Alves & Ding [2], temos o resultado principal deste capítulo:

Teorema 0.2 Se Ω é um domínio limitado suave de RN , N ≥ 4, 2 < q < 2∗, então

existe µ∗ > 0 tal que, para cada µ ∈ (0, µ∗), o problema (Pµ) possui, pelo menos,

catΩ(Ω) soluções não triviais.

Para a demonstração desse teorema, usamos alguns lemas técnicos demonstrados na

Seção 4.2 e 4.3, e procedemos de maneira semelhante à demonstração do Teorema 0.1.

No Apêndice A, enunciamos uma de�nição e um teorema da teoria da me-

dida, que foram úteis para o enunciado e a demonstração do Lema de Concentração e

Compacidade (Lema 1.1) e para o enunciado do Lema 1.2.

No Apêndice B, demonstramos o Lema de Deformação (Lema B.7), útil nas

demonstrações da Seção 3.3. Dois resultados importantes que também foram utilizados

ao longo da dissertação e que estão neste apêndice são o Teorema dos Multiplicadores

de Lagrange (Teorema B.3) e o Princípio Variacional de Ekeland (Teorema B.8).

Por �m, no Apêndice C, enunciamos resultados diversos que foram utilizados

ao longo do nosso trabalho.



Capítulo 1

Resultados envolvendo a constante de

Sobolev S

Este capítulo é dedicado ao estudo da constante de Sobolev

S = inf
u ∈ D1,2(RN )

‖u‖2∗ = 1

‖∇u‖2
2 > 0. (1.1)

Nosso objetivo principal é mostrar que S é atingido, isto é, que existe u ∈ D1,2(RN)

tal que

‖u‖2∗ = 1 e ‖∇u‖2
2 = S.

Para isso, usamos alguns resultados da Teoria da Medida (Apêndice A) e, seguindo

[4], [5], [16] e [17], estudamos a falta de compacidade da imersão de D1,2(RN) em

L2∗(RN).

Lema 1.1 (Concentração e Compacidade) Seja (un) ⊂ D1,2(RN) uma sequência

tal que

un ⇀ u em D1,2(RN), (1.2)

|∇(un − u)|2 ⇀ µ em M(RN), (1.3)

|un − u|2
∗
⇀ ν em M(RN), (1.4)

un → u q.t.p. em RN . (1.5)

De�na

µ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇un|2dx,
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ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|un|2
∗
dx.

Então,

‖ν‖2/2∗ ≤ S−1‖µ‖, (1.6)

ν2/2∗

∞ ≤ S−1µ∞, (1.7)

lim
n→∞
‖∇un‖2

2 = ‖∇u‖2
2 + ‖µ‖+ µ∞, (1.8)

lim
n→∞
‖un‖2∗

2∗ = ‖u‖2∗

2∗ + ‖ν‖+ ν∞. (1.9)

Mais ainda, se u = 0 e ‖ν‖2/2∗ = S−1‖µ‖, então µ e ν são medidas singulares e

estão concentradas em um único ponto.

Demonstração:

Suponha inicialmente u = 0. Escolhendo h ∈ C∞0 (RN), obtemos da desigualdade

de Sobolev (C.1) (∫
RN
|hun|2

∗
dx

)2/2∗

≤ S−1

∫
RN
|∇(hun)|2dx. (1.10)

Usando (1.2) e (1.3), obtemos(∫
RN
|h|2∗|un|2

∗
dx

)2/2∗

→
(∫

RN
|h|2∗dν

)2/2∗

e ∫
RN
h2|∇un|2dx→

∫
RN
h2dµ.

De ∇(hun) = h∇un + un∇h, temos

|‖∇(hun)‖2 − ‖h∇un‖2| ≤ ‖un∇h‖2,

e como un → 0 em L2
loc

(RN), tem-se também

‖un∇h‖2
2 =

∫
BR

|∇h|2|un|2dx ≤ c

∫
BR

|un|2dx→ 0,

pois supph ⊂ BR para algum R > 0. Assim,

|‖∇(hun)‖2 − ‖h∇un‖2| → 0

implicando no limite

lim
n→∞

∫
RN
|∇(hun)|2dx = lim

n→∞

∫
RN
h2|∇un|2dx =

∫
RN
h2dµ
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e na desigualdade (∫
RN
|h|2∗dν

)2/2∗

≤ S−1

∫
RN
|h|2dµ. (1.11)

Considerando a sequência (hn) ⊂ C∞0 (RN) dada por

hn : RN → R

x 7→ hn(x) =


1, x ∈ Bn

0, x ∈ Bc
n+1

0 ≤ hn ≤ 1,

segue do Teorema da Convergência Dominada

lim
n→∞

∫
RN
|hn|2

∗
dν =

∫
RN

lim
n→∞

|hn|2
∗
dν =

∫
RN

1dν = ‖ν‖,

e

lim
n→∞

∫
RN
|hn|2dµ =

∫
RN

lim
n→∞

|hn|2dµ =

∫
RN

1dµ = ‖µ‖.

Portanto, de (1.11) segue que

‖ν‖2/2∗ ≤ S−1‖µ‖,

valendo então (1.6).

Fixe R > 0 e ψR ∈ C1(RN) veri�cando
ψR(x) = 1, |x| ≥ R + 1,

ψR(x) = 0, |x| < R,

0 ≤ ψR(x) ≤ 1 em RN .

(1.12)

Da desigualdade de Sobolev,(∫
RN
|ψRun|2

∗
dx

)2/2∗

≤ S−1

∫
RN
|∇(ψRun)|2dx,

obtemos

lim
n→∞

(∫
RN
|ψRun|2

∗
dx

)2/2∗

≤ S−1 lim
n→∞

∫
RN
|∇(ψRun)|2dx. (1.13)

Observando que

|∇(ψRun)|2 = |un∇ψR + ψR∇un|2 = u2
n|∇ψR|2 + 2unψR〈∇ψR,∇un〉+ ψ2

R|∇un|2

e ∫
RN
unψR〈∇ψR,∇un〉dx =

∫
|x|≤R+1

unψR〈∇ψR,∇un〉dx,
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temos, usando a desigualdade de Hölder,∣∣∣∣ ∫
|x|≤R+1

unψR〈∇ψR,∇un〉dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
|x|≤R+1

|un||ψR||∇ψR||∇un|dx

≤ cR

∫
|x|≤R+1

|un||∇un|dx

≤ cR‖un‖2,BR+1
‖∇un‖2,BR+1

→ 0,

pois un → 0 em L2
loc

(RN) e ‖∇un‖2,BR+1
é limitada (aqui, cR = max

BR+1

|ψR||∇ψR|);

também,

0 ≤
∫

RN
u2
n|∇ψR|2dx =

∫
|x|≤R+1

u2
n|∇ψR|2dx ≤ c̃R

∫
|x|≤R+1

u2
ndx = c̃R‖un‖2,BR+1

→ 0,

onde c̃R = max
BR+1

|∇ψR|2. Logo,

lim
n→∞

∫
RN
|∇(ψRun)|2dx = lim

n→∞

∫
RN

(u2
n|∇ψR|2 + 2unψR〈∇ψR,∇un〉+ ψ2

R|∇un|2)dx

= lim
n→∞

∫
RN
ψ2
R|∇un|2dx,

e de (1.13) segue que

lim
n→∞

(∫
RN
|ψRun|2

∗
dx

)2/2∗

≤ S−1 lim
n→∞

∫
RN
ψ2
R|∇un|2dx. (1.14)

Por outro lado,∫
|x|≥R+1

|∇un|2dx =

∫
|x|≥R+1

|∇un|2ψ2
Rdx ≤

∫
RN
|∇un|2ψ2

Rdx =

∫
|x|≥R

|∇un|2ψ2
Rdx ≤

∫
|x|≥R

|∇un|2dx

e ∫
|x|≥R+1

|un|2
∗
dx =

∫
|x|≥R+1

|un|2
∗
ψ2∗

R dx ≤
∫

RN
|un|2

∗
ψ2∗

R dx =∫
|x|≥R

|un|2
∗
ψ2∗

R dx ≤
∫
|x|≥R

|un|2
∗
dx.

Logo, do Teorema do Sanduíche e de (1.14)

ν2/2∗

∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

(∫
RN
|ψR|2

∗ |un|2
∗
dx

)2/2∗

≤ S−1 lim
R→∞

lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2ψ2

Rdx = S−1µ∞,

donde segue (1.7).
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Suponha agora que ‖ν‖2/2∗ = S−1‖µ‖. Dada h ∈ C∞0 (RN) temos(∫
RN
|h|2∗dν

)1/2∗

≤ S−1/2

(∫
RN
h2dµ

)1/2

; (1.15)

e da desigualdade de Hölder �camos com∫
RN
h2dµ =

∫
RN

1h2dµ ≤
(∫

RN
1N/2dµ

) 2
N
(∫

RN
|h2|

N
N−2dµ

)N−2
N

= ‖µ‖
2
N

(∫
RN
|h|2∗dµ

)N−2
N

,

ou seja, (∫
RN
h2dµ

) 1
2

≤ ‖µ‖
1
N

(∫
RN
|h|2∗dµ

) 1
2∗

.

Usando a desigualdade anterior e (1.15) segue que(∫
RN
|h|2∗dν

)1/2∗

≤ S−1/2‖µ‖
1
N

(∫
RN
|h|2∗dµ

) 1
2∗

,

isto é, ∫
RN
|h|2∗dν ≤ S−2∗/2‖µ‖

2∗
N

∫
RN
|h|2∗dµ, ∀h ∈ C∞0 (RN)

o que implica

ν(Ω) ≤ S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2µ(Ω), ∀ conjunto Ω mensurável.

Mostremos que ν(Ω) = S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2µ(Ω), para todo conjunto Ω mensurável. De

fato, suponha que existe Ω0 ⊂ RN mensurável tal que ν(Ω0) < S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2µ(Ω0). Por

hipótese,

‖ν‖2/2∗ = S−1‖µ‖ ⇒ ‖ν‖ = S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2‖µ‖,

ou seja,

ν(RN) = S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2µ(RN). (1.16)

Note que

ν(RN) = ν(Ω0) + ν(RN \ Ω0)

< S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2µ(Ω0) + S−

2∗
2 ‖µ‖

2
N−2µ(RN \ Ω0)

= S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2 [µ(Ω0) + µ(RN \ Ω0)]

= S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2µ(RN),

o que contradiz (1.16). Logo,

ν = S−
2∗
2 ‖µ‖

2
N−2µ. (1.17)
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Segue então de (1.11) que(∫
RN
|h|2∗dν

)1/2∗

‖ν‖1/N ≤
(∫

RN
|h|2dν

)1/2

, ∀h ∈ C∞0 (RN)

e então para cada aberto Ω,

ν(Ω)1/2∗ν(RN)1/N ≤ ν(Ω)1/2.

Fixado Ω ⊂ RN aberto tal que ν(Ω) > 0, �camos com

ν(RN)1/N ≤ ν(Ω)1/2ν(Ω)−1/2∗ = ν(Ω)1/N

donde ν(RN) ≤ ν(Ω) e, consequentemente, ν(Ω) = ν(RN). Escrevendo ν = ν1 + ν2,

onde ν1 é a parte não singular de ν e ν2 é a parte singular, então ν1 também satisfaz

ν1(Ω) = ν1(RN), para todo Ω ⊂ RN aberto tal que ν1(Ω) > 0, e pela continuidade da

função h : [0,+∞)→ R dada por h(R) = ν1(BR), segue que ν1 = 0. Logo, ν = ν2, ou

seja, ν é uma medida singular. Agora, se fosse ν concentrada em dois pontos distintos

de RN , digamos, p1 e p2, tomando Br1(p1) e Br2(p2) de modo que Br1(p1)∩Br2(p2) = ∅,

teríamos

ν(RN) ≥ ν(Br1(p1) ∪Br2(p2)) = ν(Br1(p1)) + ν(Br2(p2)) = ν(RN) + ν(RN) = 2ν(RN),

um absurdo. Portanto ν é concentrada em um único, e de (1.17) segue que µ também

o é.

Considere agora o caso geral (u 6= 0). Escreva vn = un − u. Como vn ⇀ 0 em

D1,2(RN), |∇vn|2 ⇀ µ e |vn|2
∗
⇀ ν emM(RN), e vn → 0 q.t.p. em RN , então, do caso

estudado anteriormente, segue (1.6).

Observe que

|∇un|2 = |∇vn +∇u|2 = |∇vn|2 + 2〈∇vn,∇u〉+ |∇u|2;

logo para ϕ ∈ C0(RN), tem-se∫
RN
ϕ|∇un|2dx =

∫
RN
ϕ|∇vn|2dx+ 2

∫
RN
ϕ〈∇vn,∇u〉dx+

∫
RN
ϕ|∇u|2dx,

e como |∇vn|2 ⇀ µ emM(RN) e vn ⇀ 0 em D1,2(RN), obtemos∫
RN
ϕ|∇un|2dx→

∫
RN
ϕdµ+

∫
RN
ϕ|∇u|2dx,
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ou seja,

|∇un|2 ⇀ µ+ |∇u|2 em M(RN). (1.18)

Pelo Lema de Brezis-Lieb (Lema C.6), para toda h ∈ K(RN) temos∫
RN
h|u|2∗dx = lim

n→∞

(∫
RN
h|un|2

∗
dx−

∫
RN
h|vn|2

∗
dx

)
.

Dada agora g ∈ C0(RN), existe (fs) ⊂ K(RN) tal que fs → g em BC(RN). Note que

An =

∣∣∣∣ ∫
RN
g|un|2

∗
dx− 〈ν, g〉 −

∫
RN
g|u|2∗dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
RN

(g − fs)|un|2
∗
dx− 〈ν, g − fs〉 −

∫
RN

(g − fs)|u|2
∗
dx+

+

∫
RN
fs|un|2

∗
dx− 〈ν, fs〉 −

∫
RN
fs|u|2

∗
dx

∣∣∣∣
≤

∫
RN
|g − fs||un|2

∗
dx+ ‖ν‖‖g − fs‖+

∫
RN
|g − fs||u|2

∗
dx+

+

∣∣∣∣ ∫
RN
fs|un|2

∗
dx− 〈ν, fs〉 −

∫
RN
fs|u|2

∗
dx

∣∣∣∣
≤ ‖νn‖‖g − fs‖+ ‖ν‖‖g − fs‖+ ‖ν̃n‖‖g − fs‖+

+

∣∣∣∣ ∫
RN
fs|un|2

∗
dx− 〈ν, fs〉 −

∫
RN
fs|u|2

∗
dx

∣∣∣∣,
para todo s ∈ N, onde νn = |un|2

∗
e ν̃ = |u|2∗ . Fazendo M = sup{‖νn‖, ‖ν‖, ‖ν̃‖}, e

dado ε > 0, �xe s0 su�cientemente grande de modo que

‖g − fs0‖ <
ε

4M
;

daí

An < ‖νn‖
ε

4M
+ ‖ν‖ ε

4M
+ ‖ν̃‖ ε

4M
+

∣∣∣∣ ∫
RN
fs0|un|2

∗
dx− 〈ν, fs0〉 −

∫
RN
fs0|u|2

∗
dx

∣∣∣∣ ≤
≤ 3

4
ε+

∣∣∣∣ ∫
RN
fs0 |un|2

∗
dx− 〈ν, fs0〉 −

∫
RN
fs0|u|2

∗
dx

∣∣∣∣,
e agora, �xando n su�cientemente grande de modo que∣∣∣∣ ∫

RN
fs0 |un|2

∗
dx− 〈ν, fs0〉 −

∫
RN
fs0|u|2

∗
dx

∣∣∣∣ < ε

4

teremos

An =

∣∣∣∣ ∫
RN
g|un|2

∗
dx− 〈ν, g〉 −

∫
RN
g|u|2∗dx

∣∣∣∣ < ε,

donde concluímos que para todo g ∈ C0(RN),

lim
n→∞

(∫
RN
g|un|2

∗
dx−

∫
RN
gdν

)
=

∫
RN
g|u|2∗ ,
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ou seja,

|un|2
∗
⇀ ν + |u|2∗ em M(RN). (1.19)

Como vn ⇀ 0 em D1,2(RN),

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇un|2dx = lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇vn|2dx+ lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇u|2dx+ lim
n→∞

∫
|x|≥R

2〈∇vn,∇u〉dx

e portanto

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇un|2dx = lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇vn|2dx+

∫
|x|≥R

|∇u|2dx.

Daí,

µ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇un|2dx = lim
R→∞

lim
n→∞

(∫
|x|≥R

|∇vn|2dx+

∫
|x|≥R

|∇u|2dx
)

= lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇vn|2dx

Pelo Lema de Brezis-Lieb (Lema C.6), temos∫
|x|≥R

|u|2∗dx = lim
n→∞

(∫
|x|≥R

|un|2
∗
dx−

∫
|x|≥R

|vn|2
∗
dx

)
,

donde

ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|un|2
∗
dx = lim

R→∞
lim
n→∞

(∫
|x|≥R

|vn|2
∗
dx+

∫
|x|≥R

|u|2∗dx
)

= lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|vn|2
∗
dx.

Portanto, pelo estudo feito anteriormente, segue (1.7).

Fixando novamente R > 0 e ψR como em (1.12), de (1.18) temos

lim
n→∞
‖∇un‖2

2 = lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2dx

= lim
n→∞

(∫
RN
|∇un|2dx+

∫
RN
ψR|∇un|2dx−

∫
RN
ψR|∇un|2dx

)
= lim

n→∞

[ ∫
RN
ψR|∇un|2dx+

∫
RN

(1− ψR)|∇un|2dx
]

= lim
n→∞

∫
RN
ψR|∇un|2dx+

∫
RN

(1− ψR)dµ+

∫
RN

(1− ψR)|∇u|2dx.
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Logo, fazendo R→∞, segue do Teorema da Convergência Dominada que

lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2dx = lim

R→∞
lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2dx

= lim
R→∞

lim
n→∞

∫
RN
ψR|∇un|2dx+ lim

R→∞

∫
RN

(1− ψR)dµ+

+ lim
R→∞

∫
RN

(1− ψR)|∇u|2dx

= µ∞ +

∫
RN

1dµ+

∫
RN
|∇u|2dx

e portanto

lim
n→∞
‖∇un‖2

2 = µ∞ + ‖µ‖+ ‖∇u‖2
2.

Usando agora (1.19), a demonstração de (1.9) segue de forma análoga.

�

A demonstração do próximo resultado pode ser vista em [16] e [17].

Lema 1.2 Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

i) un ⇀ u em H1
0 (Ω);

ii) |∇un|2 ⇀ λ emM(RN);

iii) |un|2
∗
⇀ ν emM(RN).

Então, para um conjunto de índices J , no máximo enumerável, temos

ν = |u|2∗ +
∑
j∈J

νjδxj , νj > 0,

λ ≥ |∇u|2 +
∑
j∈J

λjδxj , λj > 0,

ν
2/2∗

j ≥ S−1λj, ∀j ∈ J,

onde xj ∈ Ω, δxj é a massa de Dirac em xj e S é a constante de Sobolev (1.1).

Para o próximo resultado, precisamos da seguinte notação. Dados v ∈ D1,2(RN),

y ∈ RN e λ > 0, de�nimos

vy,λ(x) = λ
N−2

2 v(λx+ y).

Observe que vy,λ satisfaz

‖∇vy,λ‖2 = ‖∇v‖2
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e

‖vy,λ‖2∗ = ‖v‖2∗ .

De fato,

‖∇vy,λ‖2
2 =

∫
RN
|∇(λ

N−2
2 v(λx+ y))|2dx

= λN−2

∫
RN
|∇v(λx+ y)|2dx

= λN−2

∫
RN
|λ∇v(λx+ y)|2dx

e usando mudança de variáveis,

‖∇vy,λ‖2
2 = λN .

1

λN

∫
RN
|(∇v)(z)|2dz

= ‖∇v‖2
2;

e

‖vy,λ‖2∗

2∗ =

∫
RN
|λ

N−2
2 v(λx+ y)|2∗dx

= λN
∫

RN
|v(λx+ y)|2∗dx

= λN .
1

λN

∫
RN
|v(z)|2∗dz

= ‖v‖2∗

2∗ .

Portanto, o problema de mostrar que S é atingido é invariante por translações e di-

latações.

Teorema 1.3 (P.L. Lions, 1985) Seja (un) ⊂ D1,2(RN) uma sequência satisfazendo

‖un‖2∗ = 1, ‖∇un‖2
2 → S.

Então, existe uma sequência (yn, λn) ⊂ RN × (0,+∞) tal que (uyn,λnn ) admite uma

subsequência convergente em D1,2(RN). Em particular, existe um minimizante para S.

Demonstração:

De�na as funções de concentração de Lévy,

Qn(λ) = sup
y∈RN

∫
B(y,λ)

|un|2
∗
dx, λ > 0.
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Observe que, para cada n ∈ N,

lim
λ→0+

Qn(λ) = 0

e

lim
λ→∞

Qn(λ) = 1.

Sendo Qn contínua, existe λn > 0 tal que Qn(λn) = 1/2. Mais ainda, existe yn ∈ RN

tal que

Qn(λn) = sup
y∈RN

∫
B(y,λn)

|un|2
∗
dx =

∫
B(yn,λn)

|un|2
∗
dx =

1

2
,

já que

lim
|y|→∞

∫
B(y,λn)

|un|2
∗
dx = 0.

De�nindo vn = uyn,λnn , temos

‖vn‖2∗ = ‖uyn,λnn ‖2∗ = ‖un‖2∗ = 1, ‖∇vn‖2
2 = ‖∇uyn,λnn ‖2

2 = ‖∇un‖2
2 → S,

e

1

2
=

∫
B(yn,λn)

|un|2
∗
dx =

∫
B(0,1)

|uyn,λnn |2∗dx =

∫
B(0,1)

|vn|2
∗
dx = sup

y∈RN

∫
B(y,1)

|vn|2
∗
dx.

(1.20)

Como (vn) é limitada em D1,2(RN) podemos supor, passando a uma subsequência, se

necessário, que

vn ⇀ v em D1,2(RN),

|∇(vn − v)|2 ⇀ µ em M(RN),

|vn − v|2
∗
⇀ ν em M(RN),

vn → v q.t.p em RN .

Pelo Lema 1.1 temos

S = lim ‖∇vn‖2
2 = lim‖∇vn‖2

2 = ‖∇v‖2
2 + ‖µ‖+ µ∞ (1.21)

e

1 = lim ‖vn‖2∗

2∗ = lim‖vn‖2∗

2∗ = ‖v‖2∗

2∗ + ‖ν‖+ ν∞, (1.22)

onde

µ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∇vn|2dx,
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ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|vn|2
∗
dx.

De (1.21), de (1.6), de (1.7) e da desigualdade de Sobolev (C.1), deduzimos que

S ≥ S[(‖v‖2∗

2∗)
2/2∗ + ‖ν‖2/2∗ + ν2/2∗

∞ ].

Segue então de (1.22) que ‖v‖2∗
2∗ , ‖ν‖ e ν∞ devem ser iguais a 0 ou 1. De fato,

S ≥ S[(‖v‖2∗

2∗)
2/2∗ + ‖ν‖2/2∗ + ν2/2∗

∞ ]⇒ 0 ≤ (‖v‖2∗

2∗)
2/2∗ + ‖ν‖2/2∗ + ν2/2∗

∞ ≤ 1;

supondo que, 0 < ‖vn‖2∗
2∗ < 1, como 2/2∗ < 1 temos

(‖v‖2∗

2∗)
2/2∗ > ‖v‖2∗

2∗ , ‖ν‖2/2∗ ≥ ‖ν‖, ν2/2∗

∞ ≥ ν∞

implicando

‖v‖2∗

2∗ + ‖ν‖+ ν∞ < (‖v‖2∗

2∗)
2/2∗ + ‖ν‖2/2∗ + ν2/2∗

∞ ≤ 1,

o que contradiz (1.22).

Da igualdade (1.20) segue que ν∞ ≤ 1/2. Com efeito, por Brezis-Lieb (Lema C.6)

temos ∫
B(0,1)

|v|2∗dx+

∫
B(0,1)

|vn − v|2
∗
dx =

∫
B(0,1)

|vn|2
∗
dx+ on(1);

tome φ ∈ C∞0 (RN) dada por

φ(x) =


1, x ∈ B(0, 1)

0, x ∈ B(0, 2)c

0 ≤ φ(x) ≤ 1,∀x ∈ RN .

Então, ∫
B(0,1)

|v|2∗φdx+

∫
B(0,1)

|vn − v|2
∗
φdx =

∫
B(0,1)

|vn|2
∗
dx+ on(1)

e como∫
RN
|v|2∗φdx+

∫
RN
|vn − v|2

∗
φdx ≥

∫
B(0,1)

|v|2∗φdx+

∫
B(0,1)

|vn − v|2
∗
φdx

segue que∫
RN
|v|2∗φdx+

∫
RN
|vn − v|2

∗
φdx ≥

∫
B(0,1)

|vn|2
∗
dx+ on(1) =

1

2
+ on(1).

Fazendo n→∞, temos ∫
RN
|v|2∗φdx+ 〈ν, φ〉 ≥ 1

2
;
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como ‖φ‖∞ = 1 temos 〈ν, φ〉 ≤ ‖ν‖ e como 0 ≤ φ ≤ 1 temos∫
RN
|v|2∗dx+ ‖ν‖ ≥

∫
RN
|v|2∗φdx+ 〈ν, φ〉 ≥ 1

2

o que implica

‖v‖2∗

2∗ + ‖ν‖ ≥ 1

2
.

Logo, de (1.22),

1 ≥ 1

2
+ ν∞ ⇒ ν∞ ≤

1

2
.

Portanto, pelo estudo feito anteriormente, concluímos que ν∞ = 0. Se fosse ‖ν‖ = 1,

teríamos v = 0 e ‖ν‖2/2∗ ≥ S−1‖µ‖, pois

S = ‖µ‖+ µ∞ ≥ ‖µ‖ ⇒ S−1‖µ‖ ≤ 1 = ‖ν‖2/2∗ .

Logo, temos v = 0 e ‖ν‖2/2∗ = S−1‖µ‖ e do Lema 1.1, a medida ν está concentrada

em um único ponto z. Note que, considerando ϕ ∈ C∞0 (RN) tal que

ϕ(x) =


1, |x− z| ≤ 1/2

0, |x− z| ≥ 1

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ∀x ∈ RN

temos∫
B(z,1)

|vn|2
∗
dx ≥

∫
B(z,1)

|vn|2
∗
ϕdx =

∫
RN
|vn|2

∗
ϕdx→ 〈ν, ϕ〉 = ‖ν‖ϕ(z) = ‖ν‖; (1.23)

considerando agora ψ ∈ C∞0 (RN) veri�cando

ψ(x) =


1, |x− z| ≤ 1

0, |x− z| ≥ 2

0 ≤ ψ(x) ≤ 1, ∀x ∈ RN

temos∫
B(z,1)

|vn|2
∗
dx =

∫
B(z,1)

|vn|2
∗
ψdx ≤

∫
RN
|vn|2

∗
ψdx→ 〈ν, ψ〉 = ‖ν‖ψ(z) = ‖ν‖. (1.24)

Logo, como ∫
RN
|vn|2

∗
ϕdx ≤

∫
B(z,1)

|vn|2
∗
dx ≤

∫
RN
|vn|2

∗
ψdx

concluímos de (1.23) e (1.24) que∫
B(z,1)

|vn|2
∗
dx→ ‖ν‖.
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Portanto, de (1.20), obtemos

1

2
= sup

y∈RN

∫
B(y,1)

|vn|2
∗
dx ≥

∫
B(z,1)

|vn|2
∗
dx→ ‖ν‖ = 1,

um absurdo. Dessa forma, concluímos �nalmente que

‖v‖2∗

2∗ = 1

e assim S ≤ ‖∇v‖2
2, e de (1.21) obtemos

S = lim ‖∇vn‖2
2 = lim‖∇vn‖2

2 ≥ ‖∇v‖2
2,

pois vn ⇀ v em D1,2(RN). Assim,

S = ‖∇v‖2
2 = lim ‖∇vn‖2

2.

�

A demonstração do próximo resultado pode ser encontrada em [21].

Teorema 1.4 (Aubin, Talenti, 1976) A função

U(x) =
[N(N − 2)]

N−2
4

[1 + |x|2]
N−2

2

= CN [1 + |x|2]
2−N

2 ∈ D1,2(RN), (1.25)

onde CN = [N(N −2)]
N−2

4 , é um minimizante para S, isto é, ‖U‖2∗ = 1 e ‖∇U‖2
2 = S.

Proposição 1.5 Para todo subconjunto aberto Ω de RN ,

S(Ω) = inf
u ∈ D1,2

0 (Ω)

‖u‖2∗ = 1

‖∇u‖2
2 = S = inf

u ∈ D1,2(RN )

‖u‖2∗ = 1

‖∇u‖2
2,

e S(Ω) nunca é atingido, exceto quanto Ω = RN .

Demonstração:

Uma vez que D1,2
0 (Ω) ⊂ D1,2

0 (RN) = D1,2(RN), temos S ≤ S(Ω). Dada u ∈

C∞0 (RN) e dado Ω aberto de RN , mostraremos que existem y ∈ RN e λ > 0 tais que

uy,λ ∈ C∞0 (Ω), ou seja, mostraremos que suppuy,λ ⊂ Ω. Suponha inicialmente que

0 ∈ Ω. Escolhendo y = 0 teremos

u0,λ(x) = λ
N−2

2 u(λx),
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onde λ > 0 será determinado. Note que se x ∈ suppu0,λ então existe (xn) ⊂ RN

com xn → x e u0,λ(xn) = u(λxn) 6= 0, ou seja, λxn ∈ suppu donde λx ∈ suppu e

consequentemente x ∈ (1/λ)suppu; portanto

suppu0,λ ⊂ 1

λ
suppu.

Reciprocamente, se x ∈ (1/λ)suppu, isto é, se λx ∈ suppu, então existe (xn) ⊂ RN

tal que xn → λx e u(xn) 6= 0, ou seja, xn/λ → x e u0,λ(xn/λ) 6= 0 o que implica

xn/λ ∈ suppu0,λ e consequentemente x ∈ suppu0,λ; assim

1

λ
suppu ⊂ suppu0,λ.

Logo,
1

λ
suppu = suppu0,λ

e para λ su�cientemente grande podemos concluir que

suppu0,λ =
1

λ
suppu ⊂ Ω

donde u0,λ ∈ C∞0 (Ω). Se 0 /∈ Ω, �xe y0 ∈ Ω arbitrário e considere a translação

T : RN −→ RN

x 7−→ T (x) = x− y0.

Observe que, sendo T um difeomor�smo, temos T (Ω) um aberto com 0 ∈ T (Ω). Pelo

estudo anterior, existe λ su�cientemente grande tal que

suppu0,λ =
1

λ
suppu ⊂ T (Ω).

Note então que se x ∈ suppu−λy0,λ então existe (xn) ⊂ RN com xn → x e u−λy0,λ(xn) =

u(λxn − λy0) 6= 0, ou seja, λxn − λy0 ∈ suppu donde x − y0 ∈ (1/λ)supp ⊂ T (Ω) e

consequentemente x = T−1(x− y0) ∈ Ω. Portanto

suppu−λy0,λ ⊂ Ω.

Fazendo y = −λy0, temos

suppuy,λ ⊂ Ω
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donde uy,λ ∈ C∞0 (Ω). Após o estudo feito, seja (un) ⊂ C∞0 (RN) uma sequência minimi-

zante para S. Escolhendo (yn, λn) ⊂ RN × R+ tal que vn = uyn,λnn ∈ C∞0 (Ω) ⊂ D1,2
0 (Ω)

temos ‖vn‖2∗ = 1 e S(Ω) ≤ ‖∇vn‖2
2, donde

S(Ω) ≤ lim
n→∞

‖∇vn‖2
2 = S.

Portanto S(Ω) = S.

Suponha agora que Ω 6= RN e que u ∈ D1,2
0 (Ω) seja um minimizante para S(Ω).

Então u é também umminimizante para S. Assumindo que u ≥ 0 (o que é possível, pois

‖u‖2∗ = ‖|u|‖2∗ e ‖∇u‖2
2 = ‖∇|u|‖2

2), pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

(Teorema B.3) u é solução fraca de

−∆u = Su2∗−1; RN .

Pelo Princípio do Máximo (Teorema C.11), u > 0 em RN , o que é um absurdo, pois

u ∈ D1,2
0 (Ω), o que implica que u = 0 em RN \ Ω. Logo S(Ω) não é atingido quando

Ω 6= RN . �



Capítulo 2

Existência de solução para um

problema crítico via passo da

montanha

Neste capítulo, estudamos a existência de solução para o problema −∆u+ λu = |u|2∗−2u,

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω)

(Pλ)

onde Ω é um domínio limitado de RN , N ≥ 3, 2∗ = 2N/(N − 2) é o expoente crítico

de Sobolev e λ > −λ1(Ω), onde λ1(Ω) é o primeiro autovalor do problema −∆u = λu,

u ∈ H1
0 (Ω)

sendo dado por

λ1(Ω) = inf
u ∈ H1

0 (Ω)

‖u‖2 = 1

‖∇u‖2
2 > 0.

De�na

f(u) = (u+)2∗−1 e F (u) =
(u+)2∗

2∗
.

Então o funcional

ϕ(u) =

∫
Ω

(
|∇u|2

2
+ λ

u2

2
− F (u)

)
dx (2.1)

é de classe C2(H1
0 (Ω),R). Sendo λ > −λ1(Ω), ‖u‖λ =

√
‖∇u‖2

2 + λ‖u‖2
2 é uma norma

em H1
0 (Ω).
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Observação 2.1 (Importante) O funcional (2.1) é, na realidade, o funcional ener-

gia associado ao seguinte problema crítico:{
−∆u+ λu = (u+)2∗−1,

u ∈ H1
0 (Ω)

(2.2)

pois, se u é solução de (2.2), então

ϕ′(u)v =

∫
Ω

(∇u.∇v + λuv)dx+

∫
Ω

(u+)2∗−1vdx = 0, ∀v ∈ H1
0 (Ω);

fazendo v = u−, obtemos

0 = ϕ′(u)u− =

∫
Ω

(∇u.∇u− + λuu−)dx+

∫
Ω

(u+)2∗−1u−dx =

∫
Ω

[|∇u−|2 + λ(u−)2]dx,

ou seja, ‖u−‖2
λ = 0, mostrando que u ≥ 0 e, portanto, u também é solução de (Pλ).

O nosso objetivo neste capítulo é determinar condições para que o problema (Pλ)

admita solução não trivial.

Lema 2.2 Toda sequência (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

d = sup
n∈N

ϕ(un) < c∗ =
S
N
2

N
, ϕ′(un)→ 0

admite uma subsequência convergente, ou seja, ϕ satisfaz a condição (PS)d.

Demonstração:

Primeiramente, mostremos que a sequência (un) é limitada em H1
0 (Ω). Para todo

n ∈ N temos ϕ(un) ≤ d. Note também que

− 1

2∗
ϕ′(un)un ≤

∣∣∣∣− 1

2∗
ϕ′(un)un

∣∣∣∣ ≤ 1

2∗
‖ϕ′(un)‖‖un‖λ.

Como ϕ′(un) → 0, então para n su�cientemente grande temos (2∗)−1‖ϕ′(un)‖ � 1,

donde ‖un‖λ ≥ −(2∗)−1ϕ′(un)un. Logo, para n su�cientemente grande

d+ ‖un‖λ ≥ ϕ(un)− 1

2∗
ϕ′(un)un

=
‖un‖2

λ

2
−
∫

Ω

(u+
n )2∗

2∗
dx− 1

2∗
‖un‖2

λ +
1

2∗

∫
Ω

(u+
n )2∗−1undx

=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

λ −
1

2∗

(∫
Ω

(u+
n )2∗dx−

∫
Ω

(u+
n )2∗dx

)
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o que implica

d+ ‖un‖λ ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

λ,

mostrando que (un) é limitada em H1
0 (Ω). Assim, passando a uma subsequência, se

necessário, podemos supor que

un ⇀ u em H1
0 (Ω),

un → u em L2(Ω),

un → u q.t.p em Ω,

para algum u ∈ H1
0 (Ω). Como (un) é limitada em L2∗(Ω), (f(un)) é limitada em

L
2∗

2∗−1 (Ω), portanto, pelo Lema C.5, segue que

f(un) ⇀ f(u) em L
2∗

2∗−1 (Ω),

ou seja, ∫
Ω

f(un)φdx→
∫

Ω

f(u)φdx, ∀φ ∈ L2∗(Ω),

e em particular ∫
Ω

f(un)φdx→
∫

Ω

f(u)φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (2.3)

Como ϕ′(un)→ 0, para φ ∈ H1
0 (Ω) temos

ϕ′(un)φ = on(1)⇒ 〈un, φ〉λ =

∫
Ω

(∇un.∇φ+ λunφ)dx =

∫
Ω

f(un)φdx+ on(1),

onde 〈., .〉λ denota o produto interno que gera a norma ‖.‖λ. Logo,

un ⇀ u em H1
0 (Ω)⇒ 〈un, φ〉λ → 〈u, φ〉λ, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (2.4)

De (2.3) e (2.4), fazendo n→∞, obtemos∫
Ω

(∇u.∇φ+ λuφ)dx =

∫
Ω

f(u)φdx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω), (2.5)

ou seja, u é solução do problema

−∆u+ λu = f(u).

Fazendo φ = u em (2.5) obtemos ‖u‖2
λ = ‖u+‖2∗

2∗ , donde

ϕ(u) =
‖u‖2

λ

2
−
∫

Ω

F (u)dx =
‖u+‖2∗

2∗

2
− ‖u

+‖2∗
2∗

2∗
=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖u+‖2∗

2∗ ≥ 0. (2.6)
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De�nindo vn = un − u, segue do Lema C.6 que∫
Ω

F (un)dx =

∫
Ω

F (u)dx+

∫
Ω

F (vn)dx+ on(1).

Note que

ϕ(un) =
‖un‖2

λ

2
−
∫

Ω

F (un)dx

=
‖vn + u‖2

λ

2
−
[ ∫

Ω

F (u)dx+

∫
Ω

F (vn)dx

]
+ on(1)

=
1

2
‖vn‖2

λ + 〈vn, u〉λ +
1

2
‖u‖2

λ −
∫

Ω

F (u)dx−
∫

Ω

F (vn)dx+ on(1)

= ϕ(u) +
1

2
‖vn‖2

λ −
∫

Ω

F (vn)dx+ 〈vn, u〉λ + on(1);

sendo (un) limitada em H1
0 (Ω) podemos supor que ϕ(un)→ c ≤ d e daí

ϕ(u) +
1

2
‖vn‖2

λ −
∫

Ω

F (vn)dx→ c. (2.7)

Uma vez que

ϕ′(un)un = ‖un‖2
λ − 2∗

∫
Ω

F (un)dx

= ‖vn‖2
λ + 2〈vn, u〉λ + ‖u‖2

λ − 2∗
[ ∫

Ω

F (u)dx+

∫
Ω

F (vn)dx

]
+ on(1)

e ϕ′(un)un → 0, obtemos

‖vn‖2
λ + ‖u‖2

λ − 2∗
∫

Ω

F (u)dx− 2∗
∫

Ω

F (vn)dx = on(1)

donde

‖vn‖2
λ − 2∗

∫
Ω

F (vn)dx → 2∗
∫

Ω

F (u)dx− ‖u‖2
λ

= −ϕ′(u)u

= ‖u‖2
λ − ‖u+‖2∗

2∗ = 0.

Suponha então que

‖vn‖2
λ → b e 2∗

∫
Ω

F (vn)dx = ‖v+
n ‖2∗

2∗ → b.

Como vn → 0 em L2(Ω) segue que ‖∇vn‖2
2 → b, e da desigualdade de Sobolev

‖∇vn‖2
2 ≥ S‖vn‖2∗

2∗ ≥ S‖v+
n ‖2∗

2∗
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obtemos b ≥ Sb2/2∗ , ou seja, b = 0 ou b ≥ SN/2 > 0. Note que, de (2.7),

ϕ(u) +

(
1

2
− 1

2∗

)
b = c,

e de (2.6) segue que

c ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
b.

Portanto, se b ≥ SN/2, tem-se

c∗ =
SN/2

N
= SN/2

(
1

2
− 1

2∗

)
≤ b

(
1

2
− 1

2∗

)
≤ c ≤ d < c∗,

o que é um absurdo. Logo, b = 0 e a prova está completa, pois

‖vn‖2
λ = ‖un − u‖2

λ → 0⇒ un → u em H1
0 (Ω).

�

Lema 2.3 Sejam Ω um domínio limitado de RN , N ≥ 4 e −λ1(Ω) < λ < 0. Então

existe uma função não negativa v ∈ H1
0 (Ω) \ {0} tal que

‖v‖2
λ

‖v‖2
2∗
< S.

Demonstração:

Suponha, sem perda de generalidade, que 0 ∈ Ω. Dado r > 0, seja ψ ∈ C∞0 (RN)

uma função não negativa tal que suppψ ⊂ Br e ψ = 1 em Br/2. Para ε > 0, de�na

Uε(x) = ε
2−N

2 U(x/ε),

uε(x) = ψ(x)Uε(x),

onde U é dado por (1.25). Temos então as seguintes estimativas (ver [1]):∫
Ω

|∇uε|2dx = SN/2 +O(εN−2),

∫
Ω

|uε|2
∗
dx = SN/2 +O(εN),

∫
Ω

|uε|2dx ≥

 dε2| ln ε|+O(ε2), se N = 4,

dε2 +O(εN−2), se N ≥ 5,
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onde d é uma constante positiva. Se N = 4, obtemos

‖uε‖2
λ

‖uε‖2
2∗

=
‖∇uε‖2

2 + λ‖uε‖2
2

‖uε‖2
2∗

≤ S2 + λdε2| ln ε|+O(ε2)

(S2 +O(ε2))1/2

=

S2

(
1 + λ d

S2 ε
2| ln ε|+ O(ε2)

S2

)
(
S2

(
1 + O(ε4)

S2

))1/2

=
S2(1 + λd̃ε2| ln ε|+O(ε2))

S(1 +O(ε4))1/2
,

ou seja,
‖uε‖2

λ

‖uε‖2
2∗
≤ S

[
1√

1 +O(ε4)
+

λd̃ε2| ln ε|√
1 +O(ε4)

+
O(ε2)√

1 +O(ε4)

]
, (2.8)

onde d̃ = d/S2. Observe agora que:

i) O(ε2)√
1+O(ε4)

= O(ε2), pois

O(ε2)√
1+O(ε4)

ε2
=
O(ε2)

ε2

1√
1 +O(ε4)

é limitado, para ε su�cientemente pequeno;

ii) 1√
1+O(ε4)

→ 1 quando ε→ 0, ou seja, para ε su�cientemente pequeno temos

1√
1 +O(ε4)

≥ 1

2
⇒ λd̃ε2| ln ε|√

1 +O(ε4)
≤ λd̃ε2| ln ε|

2
= λd̂ε2| ln ε|,

onde d̂ = d̃/2;

iii) fazendo f(t) = 1/
√

1 + t, pelo Teorema do Valor Médio obtemos

1√
1 +O(ε4)

= 1− 1

2
(1 + θ)−

3
2O(ε4) = 1−O(ε4), θ ∈ (0, O(ε4)).

Portanto, de (2.8) segue que

‖uε‖2
λ

‖uε‖2
2∗
≤ S

[
1√

1 +O(ε4)
+

λd̃ε2| ln ε|√
1 +O(ε4)

+
O(ε2)√

1 +O(ε4)

]
≤ S[1−O(ε4) + λd̂ε2| ln ε|+O(ε2)],
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isto é,
‖uε‖2

λ

‖uε‖2
2∗
≤ S[1 + λd̂ε2| ln ε|+O(ε2)]. (2.9)

Assim, para ε su�cientemente pequeno

λd̂ε2| ln ε|+O(ε2) = ε2

[
λd̂| ln ε|+ O(ε2)

ε2

]
< 0,

pois O(ε2)
ε2

é limitado e λd̂| ln ε| → −∞, e de (2.9) concluímos �nalmente que, para ε

su�cientemente pequeno,

‖uε‖2
λ

‖uε‖2
2∗
≤ S[1 + λd̂ε2| ln ε|+O(ε2)] < S.

A demonstração para o caso N ≥ 5 segue de forma análoga.

�

Teorema 2.4 (Brezis-Niremberg, 1983) Sob as hipóteses do Lema 2.3, o problema

(Pλ) possui uma solução não trivial.

Demonstração:

Mostremos que ϕ satisfaz a geometria do passo da montanha com nível c < c∗.

Pelo Lema 2.3, existe v ∈ H1
0 (Ω) \ {0} não negativa tal que

0 <
‖v‖2

λ

‖v‖2
2∗
< S.

Note que

0 < max
t≥0

ϕ(tv) = max
t≥0

(
‖tv‖2

λ

2
−
∫

Ω

F (tv)dx

)
= max

t≥0

(
t2

2
‖v‖2

λ −
t2
∗

2∗

∫
Ω

v2∗dx

)
.

Usando o fato de que

d

dt

(
t2

2
‖v‖2

λ −
t2
∗

2∗
‖v‖2∗

2∗

)
= t‖v‖2

λ − t2
∗−1‖v‖2∗

2∗ = 0⇔ t =
‖v‖

2
2∗−2

λ

‖v‖
2∗

2∗−2

2∗

,

obtemos

0 < max
t≥0

(
t2

2
‖v‖2

λ −
t2
∗

2∗
‖v‖2∗

2∗

)
=

(
‖v‖

2
2∗−2

λ

‖v‖
2∗

2∗−2

2∗

)2
‖v‖2

λ

2
−

(
‖v‖

2
2∗−2

λ

‖v‖
2∗

2∗−2

2∗

)2∗

‖v‖2∗
2∗

2∗

ou

0 < max
t≥0

ϕ(tv) =

(
1

2
− 1

2∗

)(
‖v‖2

λ

‖v‖2
2∗

)N/2
<
SN/2

N
= c∗. (2.10)
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De

ϕ(u) =
‖u‖2

λ

2
− ‖u

+‖2∗
2∗

2∗
≥ ‖u‖

2
λ

2
− ‖u‖

2∗
2∗

2∗
,

e da desigualdade de Sobolev temos

‖u‖2∗

2∗ ≤ S−2∗/2‖∇u‖2∗

2 ,

então

ϕ(u) ≥ ‖u‖
2
λ

2
− ‖u‖

2∗
2∗

2∗
≥ ‖u‖

2
λ

2
− 1

2∗S2∗/2
‖∇u‖2∗

2 .

Logo, existe r > 0 tal que

b = inf
‖u‖λ=r

ϕ(u) > 0.

De fato, sendo λ < 0, temos ‖u‖λ ≤ ‖∇u‖2. Por outro lado, como existe c̃ > 0 tal que

‖u‖2
2 ≤ c̃‖∇u‖2

2, ∀u ∈ H1
0 (Ω),

obtemos

‖u‖2
λ = ‖∇u‖2

2 + λ‖u‖2
2 ≥ ‖∇u‖2

2 + λc̃‖∇u‖2
2,

ou seja, ‖∇u‖2 ≤ c‖u‖λ, onde c = (1 + λc̃)−1/2. Com isso,

ϕ(u) ≥ ‖u‖2
λ −

c2∗

2∗S2∗/2
‖u‖2∗

λ .

Tome r1 > 0 (a ser determinado) e considere ‖u‖λ = r1. Daí,

ϕ(u) ≥ r2
1

2
−Mr2∗

1 = r2
1

(
1

2
−Mr2∗−2

1

)
, onde M =

c2∗

2∗S2∗/2
.

e note que escolhendo 0 < r1 < (1/2M)1/(2∗−2) �camos com

ϕ(u) ≥ r2
1

4
, se ‖u‖λ = r1,

e assim,

b = inf
‖u‖λ=r1

ϕ(u) ≥ r2
1

4
> 0.

Observe agora que ϕ(0) = 0 e

ϕ(u) ≥ ‖u‖
2
λ

2
−M‖u‖2∗

λ ,

e que
‖u‖2

λ

2
−M‖u‖2∗

λ ≥ 0⇔ ‖u‖2∗

λ ≤
‖u‖2

λ

2M
⇔ ‖u‖2∗−2

λ ≤ 1

2M
,
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ou seja, ϕ(u) ≥ 0 se u ∈ Br2 , r2 ≈ 0. Logo, se r = min{r1, r2} temos

b = inf
‖u‖λ=r

ϕ(u) > 0, ϕ|Br ≥ 0.

Como

ϕ(tv) =
t2

2
‖v‖2

λ −
t2
∗

2∗
‖v‖2∗

2∗ → −∞, t→∞,

para t0 su�cientemente grande, temos ϕ(t0v) < 0. Dessa forma, tomando γ0(t) = tt0v,

temos

γ0(0) = 0 e ϕ(γ0(1)) = ϕ(t0v) < 0,

donde

γ0 ∈ Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ω)); γ(0) = 0, ϕ(γ(1)) < 0},

e portanto, de (2.10),

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

ϕ(γ(t))

≤ max
t∈[0,1]

ϕ(γ0(t))

≤ max
t≥0

ϕ(γ0(t))

= max
t≥0

ϕ(tt0v)

= max
t≥0

ϕ(tv) <
SN/2

N
= c∗.

Logo, pelo Teorema C.7, ϕ satisfaz a geometria do passo da montanha como nível

minimax c < SN/2/N , e pelo Corolário C.8, existe (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

ϕ(un)→ c, ϕ′(un)→ 0.

Pelo Lema 2.2, sendo c < c∗, (un) admite uma subsequência convergente, ou seja, ϕ

satisfaz a condição (PS)c. Assim, c é um valor crítico de ϕ, isto é, existe u ∈ H1
0 (Ω)

tal que

ϕ(u) = c, ϕ′(u) = 0.

Como c ≥ b > 0, concluímos que u 6= 0. Com isso, acabamos de mostrar a existência

de uma solução não trivial para o problema −∆u+ λu = (u+)2∗−1,

u ∈ H1
0 (Ω)
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e pela Observação 2.1, segue então a existência de solução não trivial para o problema

(Pλ). �

De�nição 2.5 (Domínio Estrelado) Um domínio suave Ω de RN é dito estrelado

em relação a um ponto x0 ∈ Ω se dado x ∈ ∂Ω temos

〈x− x0, νx〉 > 0,

onde νx denota o vetor normal unitário exterior a ∂Ω em x.

Proposição 2.6 Suponha que o problema (Pλ) tem uma solução não trivial. Então

λ > −λ1(Ω). Mais ainda, se Ω é um domínio suave estrelado limitado, então λ < 0.

Demonstração:

Suponha que u seja uma solução não trivial de (Pλ). Seja e1 ∈ H1
0 (Ω) uma

autofunção de (−∆, H1
0 (Ω)) correspondente ao autovalor λ1 = λ1(Ω) com e1 > 0 (toda

autofunção associada ao primeiro autovalor de (−∆, H1
0 (Ω)) possui sinal de�nido - ver

[20]). Sendo u solução de (Pλ), então u satisfaz λu = u2∗−1 + ∆u, ou seja

λue1 = (u2∗−1 + ∆u)e1

donde

λ

∫
Ω

ue1dx =

∫
Ω

(u2∗−1 + ∆u)e1dx =

∫
Ω

u2∗−1e1dx+

∫
Ω

∆ue1dx >

∫
Ω

∆ue1dx. (2.11)

Observe que e1 satisfaz ∫
Ω

∇u.∇e1dx = λ1

∫
Ω

ue1dx; (2.12)

da identidade de Green,∫
Ω

∆uvdx+

∫
Ω

∇u.∇vdx =

∫
∂Ω

∂u

∂η
vds,

como e1 = 0 em ∂Ω, obtemos de (2.12)∫
Ω

∆ue1dx = −
∫

Ω

∇u.∇e1dx = −λ1

∫
Ω

ue1dx

e de (2.11) segue que

λ

∫
Ω

ue1dx >

∫
Ω

∆ue1dx = −λ1

∫
Ω

ue1dx⇒
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λ > −λ1 = −λ1(Ω).

Agora, como

−∆u = au,

onde a = u2∗−2 − λ ∈ LN/2(Ω), o Teorema de Brezis-Kato (Teorema C.10) implica

que u ∈ Lp(Ω). Dessa maneira, u ∈ W 2,p(Ω) para todo 1 ≤ p < ∞. Pela teoria da

regularidade elíptica segue então que u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω). A identidade de Pohozaev

(Teorema C.9) nos dá

−λ
∫

Ω

u2dx =

∫
∂Ω

|∇u|2

2
σ.νdσ, (2.13)

onde ν denota o vetor normal unitário exterior a ∂Ω. Se Ω é um domínio estrelado

com relação a origem, então 〈σ, ν〉 > 0 em ∂Ω. Logo, de (2.13) segue que λ ≤ 0. Se

fosse λ = 0, então ∇u = 0 em ∂Ω; da identidade de Green obteríamos∫
Ω

∆udx =

∫
∂Ω

∂u

∂η
ds =

∫
∂Ω

∇u.ηds = 0,

e de (Pλ) seguiria que

0 = −
∫

Ω

∆udx =

∫
Ω

u2∗−1dx,

implicando u = 0, uma contradição. Logo, λ < 0. �



Capítulo 3

Multiplicidade de soluções para o

problema (Pλ)

Iniciamos este capítulo apresentando as de�nições e os resultados referentes a

categoria, ferramenta principal do nosso trabalho.

3.1 De�nições

De�nição 3.1 Um subconjunto fechado A é contrátil em um espaço topológico X se

existem uma aplicação h : [0, 1]× A→ X contínua e w ∈ X tais que

h(0, u) = u, h(1, u) = w, ∀u ∈ A.

De�nição 3.2 Sejam A,B e Y subconjuntos fechados de um espaço topológico X.

Dizemos que A é deformado em B preservando Y , e denotamos por A ≺Y B em X,

se Y ⊂ A ∩B e se existe h : [0, 1]× A→ X contínua tal que
a) h(0, u) = u, h(1, u) ∈ B, ∀u ∈ A;

b) h(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1].

De�nição 3.3 Sejam Y ⊂ A subconjuntos fechados de um espaço topológico X. A

categoria de A em X relativa a Y é o menor inteiro n tal que existem n+1 subconjuntos

fechados A0, A1, ..., An em X satisfazendo:
a) A =

n⋃
j=0

Aj;

b) A1, ..., An são contráteis em X;

c) A0 ≺Y Y em X.

A categoria de A em X relativa a Y é denotada por catX,Y (A).
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De�nição 3.4 Seja A um subconjunto fechado de um espaço topológico X. A categoria

de A em X é o menor inteiro n tal que existem n subconjuntos fechados A1, ..., An

fechados e contráteis em X tal que A =
n⋃
j=1

Aj. Usamos a notação catX(A).

Observação 3.5 Note que

catX(A) = catX,∅(A)

.

Observação 3.6 Essa de�nição de categoria foi dada por Lusternik-Schnirelman (ver [18]).

Exemplo 3.7 a) Sendo B uma bola em RN então catB(B) = catRN (B) = 1.

b) Sendo A um anel em R2, então catA(A) = 2.

c) Sendo T2 o toro em R3, então catT2(T2) = 4.

3.2 Propriedades de categoria

Nesta seção iremos demonstrar algumas propriedades elementares da categoria

relativa.

Lema 3.8 Sejam A,B,C e Y subconjuntos fechados de X tais que Y ⊂ A ∩ B ∩ C.
Se A ≺Y B e B ≺Y C em X, então A ≺Y C em X.

Demonstração:

Seja h : [0, 1]× A→ X contínua tal que

h(0, u) = u, h(1, u) ∈ B, ∀u ∈ A,

h(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1],

e seja g : [0, 1]×B → X contínua tal que

g(0, u) = u, g(1, u) ∈ C, ∀u ∈ B,

g(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1].

Considere agora a deformação f : [0, 1]× A→ X dada por

f(t, u) =

 h(2t, u), 0 ≤ t ≤ 1/2, u ∈ A,

g(2t− 1, h(1, u)), 1/2 < t ≤ 1, u ∈ A
.
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Observe que f é contínua e que

f(0, u) = h(0, u) = u, ∀u ∈ A;

f(1, u) = g(2.1− 1, h(1, u)) = g(1, h(1, u)) ∈ C, ∀u ∈ A, pois h(1, u) ∈ B.

Para 0 ≤ t ≤ 1/2 e u ∈ Y temos

f(t, u) = h(2t, u) ∈ Y,

e para 1/2 < t ≤ 1 e u ∈ Y ,

f(t, u) = g(2t− 1, h(1, u)) ∈ Y,

ou seja, f(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1]. Com isso, �ca provado que A ≺Y C em X.

�

Proposição 3.9 Sejam A,B e Y subconjuntos fechados de X tais que Y ⊂ A. A

categoria relativa satisfaz as seguintes propriedades:

a) Normalização: catX,Y (Y ) = 0;

b) Subaditividade: catX,Y (A ∪B) ≤ catX,Y (A) + catX(B);

c) Monotonicidade: A ≺Y B ⇒ catX,Y (A) ≤ catX,Y (B).

Demonstração:

a) Considerando A0 = Y , temos A0 ≺Y Y em X, pois Y ⊂ A0 ∩ Y e

h : [0, 1]× A0 −→ X

(t, u) 7−→ h(t, u) = u

é contínua e satisfaz

h(0, u) = u, h(1, u) ∈ Y, ∀u ∈ A0; e h(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1].

Logo, catX,Y (Y ) = 0.
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b) Suponha catX,Y (A) = n e catX(B) = m, ou seja, existem A0, A1, ..., An fechados

em X tais que

A =
n⋃
j=0

Aj, A1, ..., An são contráteis em X, e A0 ≺Y Y em X,

e existem também B1, ..., Bm fechados em X tais que

B =
m⋃
k=1

Bk e B1, ..., Bm são contráteis em X.

Dessa forma,

A ∪B = A0 ∪ [A1 ∪ ... ∪ An ∪B1 ∪ ... ∪Bm],

onde a união entre colchetes contém, no máximo, n+m conjuntos contráteis em

X, e A0 ≺Y Y . Logo, catX,Y (A ∪B) ≤ n+m = catX,Y (A) + catX(B).

c) Suponha A ≺Y B pela deformação h, i.e., Y ⊂ A ∩ B e h : [0, 1] × A → X é

contínua e satisfaz

h(0, u) = u, h(1, u) ∈ B, ∀u ∈ A e h(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1].

Se catX,Y (B) = ∞, o resultado é imediato. Supondo então catX,Y (B) = n, seja

(B0, B1, ..., Bn) a cobertura fechada de B correspondente. De�na

Aj = {u ∈ A;h(1, u) ∈ Bj}, j = 0, 1, ..., n.

Observe que

i) A =
n⋃
j=0

Aj;

ii) A0 ≺Y B0. De fato, (B0, B1, ..., Bn) satisfaz

B =
n⋃
j=0

Bj, B1, ..., Bn são contráteis em X, e B0 ≺Y Y em X.

Então, como Y ⊂ B0, segue que Y ⊂ A0, pois

u ∈ Y ⇒ h(1, u) ∈ Y ⊂ B0 ⇒ u ∈ A0.

Com isso, temos Y ⊂ A0 ∩B0 e de�nindo

h0 : [0, 1]× A0 −→ X

(t, u) 7−→ h0(t, u) = h(t, u)

é fácil veri�car que A0 ≺Y B0. Logo, como B0 ≺Y Y , segue do Lema 3.8 que

A0 ≺Y Y .



41

iii) Aj ≺∅ Bj, j = 1, ..., n. Com efeito, basta considerar

hj : [0, 1]× Aj −→ X

(t, u) 7−→ hj(t, u) = h(t, u).

Sendo Bj contrátil, considere gj : [0, 1] × Bj → X a respectiva deformação e de�na

fj : [0, 1]× Aj → X por

fj(t, u) =

 hj(2t, u), 0 ≤ t ≤ 1/2, u ∈ Aj,

gj(2t− 1, hj(1, u)), 1/2 < t ≤ 1, u ∈ Aj.

Essas funções implicam que os conjuntos Aj são contráteis em X. Por �m, observe que

a função

f : A −→ X

u 7−→ f(u) = h(1, u)

é contínua e que Aj = f−1(Bj), donde cada Aj é fechado em X. Portanto, de (i)-(iii),

concluímos que

catX,Y (A) ≤ n = catX,Y (B).

�

Antes do próximo resultado, vejamos as seguintes de�nições.

De�nição 3.10 Um espaço métrico X é um extensor absoluto de vizinhança, abrevi-

adamente, EAV, se para todo espaço métrico E, para todo subconjunto fechado F de

E e toda aplicação contínua f : F → X, existe uma extensão contínua de f de�nida

em uma vizinhança de F em E.

De�nição 3.11 Um espaço topológico X é normal se para todo par de conjuntos dis-

juntos fechados A e B de X existe f : X → [0, 1] contínua tal que f(A) = {0} e

f(B) = {1}.

Observação 3.12 Todo espaço métrico X é normal: dados A e B fechados e disjuntos

em X basta considerar a função de Urysohn f : X → [0, 1] dada por

f(x) =
dist(x,A)

dist(x,A) + dist(x,B)
.

Proposição 3.13 Seja A um subconjunto fechado de um EAV X. Então, existe uma

vizinhança fechada B de A em X tal que catX(B) = catX(A).
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Demonstração:

Suponha inicialmente que catX(A) = 1, ou seja, que A é contrátil, e considere

h : [0, 1]×A→ X a respectiva homotopia. O conjunto N = ([0, 1]×A)∪ ({0, 1}×X)

é fechado em M = [0, 1]×X. A aplicação f : N → X dada por

f(t, u) =


h(t, u), t ∈ [0, 1], u ∈ A,

u, t = 0, u ∈ X,

h(1, u0), t = 1, u ∈ X,

onde u0 ∈ A é �xo, é contínua. Por hipótese, sendo X um EAV, existe uma extensão

contínua g de f de�nida em uma vizinhança U de N em M . Com M é um espaço

métrico, segue da Observação 3.12 que o mesmo é normal, logo podemos supor U

fechado. Com efeito, sendo N e U c fechados disjuntos de M , existe f : M → [0, 1]

contínua tal que f(N) = {0} e f(U c) = {1}; considerando então Ũ = {x ∈ M ; f(x) ≤

1/2}, temos Ũ fechado com N ⊂ Ũ ⊂ U . Como [0, 1] × A ⊂ N ⊂ U , temos ([0, 1] ×

A) ∩ ∂U = ∅. Considerando a projeção

Π2 : [0, 1]×X −→ X

(t, u) 7−→ Π2(t, u) = u,

temos Π2(∂U) ∩ A = ∅; logo, fazendo B = Π2(U) \ int(Π2(∂U)) temos B fechado,

A ⊂ B e [0, 1] × B ⊂ U . Mas então B é contrátil em X. De fato, temos g : U → X

contínua e [0, 1]×B ⊂ U ; escreva então

p = g|[0,1]×B : [0, 1]×B → X,

que é contínua e observe que se u ∈ B então u ∈ A ou u ∈ B \ A; se u ∈ A, então

(0, u), (1, u) ∈ N e daí

p(0, u) = g(0, u) = f(0, u) = h(0, u) = u,

e

p(1, u) = g(1, u) = f(1, u) = h(1, u0),

e se u ∈ B \ A, então u ∈ X de modo que (0, u), (1, u) ∈ N e assim

p(0, u) = g(0, u) = f(0, u) = u
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e

p(1, u) = g(1, u) = f(1, u) = h(1, u) = h(1, u0).

Portanto,

p(0, u) = u, p(1, u) = h(1, u0), ∀u ∈ B

e assim, catX(B) = 1 = catX(A).

Se catX(A) = n, então A =
n⋃
i=1

Ai, onde cada Ai é contrátil, i.e., catX(Ai) =

1, i = 1, ..., n. Pelo estudo feito, existe Bi vizinhança fechada de Ai tal que catX(Bi) =

catX(Ai) = 1. Tomando B =
n⋃
i=1

Bi, temos B vizinhança fechada de A e cada Bi é

contrátil, donde

catX(B) ≤ n = catX(A). (3.1)

Por outro lado, A ⊂ B implica A ≺∅ B: basta tomar

q : [0, 1]× A −→ X

(t, u) 7−→ q(t, u) = u.

Da propriedade (c) da Proposição 3.9 segue que

catX(A) = catX,∅(A) ≤ catX,∅(B) = catX(B). (3.2)

De (3.1) e (3.2) segue que

catX(A) = catX(B).

�

3.3 Teoremas Minimax

Nesta seção, suponha que X é um espaço de Banach, ψ ∈ C2(X,R) e ψ′(v) 6= 0,

para todo v ∈ V = {u ∈ X;ψ(u) = 1}. Usaremos aqui os resultados do Apêndice B.

Sejam ϕ ∈ C1(X,R) e Y um subconjunto fechado de ϕd = {v ∈ V ;ϕ(v) ≤ d}, onde

d ∈ R é �xo. Para j ≥ 1 de�na

Aj = {A ⊂ ϕd;A é fechado, A ⊃ Y, catϕd,Y (A) ≥ j},

cj = inf
A∈Aj

sup
u∈A

ϕ(u).
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Teorema 3.14 Se

a = sup
Y
ϕ < c = ck = ... = ck+m ≤ d, (3.3)

então para todos ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0, A ∈ Ak+m e B ⊂ ϕd fechado tais que

sup
A
ϕ ≤ c+ ε, catϕd(B) ≤ m,

existe u ∈ V tal que

a) c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε;

b) dist(u,A \ intB) ≤ 2δ;

c) ‖ϕ′(u)‖∗ ≤ 8ε/δ.

Demonstração:

Suponha, por contradição, que existem ε ∈ (0, (c − a)/2), δ > 0, A ∈ Ak+m e

B ∈ ϕd fechado tais que

sup
A
ϕ ≤ c+ ε, catϕd(B) ≤ m,

tais que, para todo u ∈ V com c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε e dist(u,A \ intB) ≤ 2δ, temos

‖ϕ′(u)‖∗ > 8ε/δ; fazendo S = A \ intB, podemos escrever:

∀u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ, temos ‖ϕ′(u)‖∗ ≥ 8ε/δ.

Temos S ⊂ V , pois

u ∈ S ⇒ u ∈ A e A ∈ Ak+m ⇒ A ⊂ ϕd ⊂ V ⇒ u ∈ V.

Logo, pelo Lema B.7, existe η : [0, 1]× V → V contínua tal que

• η(t, u) = u se t = 0 ou u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ;

• η(1, ϕc+ε ∩ S) ⊂ ϕc−ε.

Observe que:

(i) Y ⊂ ϕc−ε:

u ∈ Y ⇒ ϕ(u) ≤ c− 2ε, pois sup
Y
ϕ = a < c− 2ε⇒ ϕ(u) ≤ c− ε⇒ u ∈ ϕc−ε.

(ii) Y ⊂ S = A \ intB:
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Y ⊂ A, pois A ∈ Ak+m. Trocando, se necessário, B por B \ intY , que é fechado

e está contido em ϕd, temos

B \ intY ⊂ B ⇒ catϕd(B \ intY ) ≤ catϕd(B) ≤ m,

e também Y * int(B \ intY ), pois

u ∈ Y ⇒ u ∈ intY ⇒ u /∈ B \ intY ⇒ u /∈ int(B \ intY ),

ou

u ∈ Y ⇒ u ∈ ∂Y ⇒ u ∈ ∂(B \ intY )⇒ u /∈ int(B \ intY ).

De (i) e (ii) concluímos que Y ⊂ S ∩ ϕc−ε.

(iii) ϕc+ε ∩ S = S:

se u ∈ S, então u ∈ A, daí ϕ(u) ≤ c + ε, pois sup
A
ϕ ≤ c + ε. Logo, u ∈ ϕc+ε, ou

seja, S ⊂ ϕc+ε, e assim, S = S ∩ ϕc+ε.

(iv) η(0, u) = u, ∀u ∈ V , em particular, η(0, u) = u, ∀u ∈ S.

(v) u ∈ S = ϕc+ε ∩ S ⇒ η(1, u) ∈ ϕc−ε.

(vi) η(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1]:

de fato, se u ∈ Y , então ϕ(u) < c− 2ε, daí u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) o que implica

u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ, e daí η(t, u) = u, ∀t ∈ [0, 1] e portanto

η(t, Y ) = Y, ∀t ∈ [0, 1].

Logo, considerando η̃ = η|[0,1]×S : [0, 1]×S → V , concluímos que S = A\intB ≺Y
ϕc−ε. Assim,

A ∈ Ak+m ⇒ k +m ≤ catϕd,Y (A)

≤ catϕd,Y (A \ intB) + catϕd(A ∩B)

≤ catϕd,Y (A \ intB) + catϕd(B)

≤ catϕd,Y (ϕc−ε) +m,

implicando que catϕd,Y (ϕc−ε) ≥ k. Uma vez que Y ⊂ ϕc−ε ⊂ ϕd e ϕc−ε é fechado,

então ϕc−ε ∈ Ak, e assim

c = ck = inf
A∈Ak

sup
u∈A

ϕ(u) ≤ sup
u∈ϕc−ε

ϕ(u) ≤ c− ε,
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chegando a um absurdo e �nalizando a demonstração do teorema.

�

De�nição 3.15 A função ϕ|V satisfaz a condição (PS)c se toda sequência (un) ⊂ V

tal que

ϕ(un)→ c, ‖ϕ′(un)‖∗ → 0

admite uma subsequência convergente em V .

Teorema 3.16 Sob a hipótese (3.3), se ϕ|V satisfaz a condição (PS)c, então catϕd(Kc) ≥
m+ 1, onde Kc = {u ∈ V ;ϕ(u) = c e ‖ϕ′(u)‖∗ = 0}.

Demonstração:

Suponha que catϕd(Kc) ≤ m. Pela Proposição 3.13, existe uma vizinhança

fechada B de Kc em ϕd tal que catϕd(Kc) = catϕd(B) ≤ m. Pelo teorema anterior,

existe (un) ⊂ V tal que

ϕ(un)→ c,

dist(un, An \ intB)→ 0,

e

‖ϕ′(un)‖∗ → 0,

onde An ∈ Ak+m, ∀n. Por hipótese, existe u ∈ V tal que, a menos de subsequência

un → u em V.

Como ϕ ∈ C1(X,R), então

ϕ(un)→ ϕ(u) e ‖ϕ′(un)‖∗ → ‖ϕ′(u)‖∗;

da unicidade do limite, segue que ϕ(u) = c e ‖ϕ′(u)‖∗ = 0, ou seja, u ∈ Kc. Também

An ⊂ ϕd ⇒ An \ intB ⊂ ϕd \ intB;

daí

dist(un, An \ intB)→ 0⇒ dist(un, ϕd \ intB)→ 0⇒ dist(u, ϕd \ intB) = 0,

e sendo ϕd \ intB fechado, segue que u ∈ ϕd \ intB. Portanto

u ∈ Kc ∩ (ϕd \ intB)⇒ u ∈ Kc e u ∈ ϕd \ intB ⇒ u ∈ Kc e u /∈ intB,
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absurdo, pois Kc ⊂ intB.

�

Teorema 3.17 Se sup
Y
ϕ < c1 e ϕ|V satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ [c1, d],

então ϕ−1([c1, d]) contém, pelo menos, catϕd,Y (ϕd) pontos críticos de ϕ|V .

Demonstração:

Se catϕd,Y (ϕd) = n, obtemos

sup
Y
ϕ < c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cn ≤ d.

Pelo teorema anterior, catϕd(Kc) ≥ m + 1 = n − 1 + 1 = n. Se c ∈ [c1, d], então

Kc ⊂ ϕ−1([c1, d]); daí

catϕd(ϕ
−1([c1, d])) ≥ catϕd(Kc) ≥ n = catϕd,Y (ϕd).

Se Kc é in�nito, então ϕ−1([c1, d]) contém in�nitos pontos críticos. Se Kc é �nito, e

catϕd(Kc) ≥ n, então Kc possui, pelo menos n pontos. Logo, como Kc ⊂ ϕ−1([c1, d]),

segue que ϕ−1([c1, d]) contém, no mínimo, n pontos críticos de ϕ|V .

�

Teorema 3.18 Se ϕ|V é limitada inferiormente e satisfaz a condição (PS)c, para todo

c ∈ [inf
V
ϕ, d], então ϕ|V tem um mínimo e ϕd possui, no mínimo, catϕd(ϕd) pontos

críticos de ϕ|V .

Demonstração:

Primeiramente, mostremos que c1 = inf
V
ϕ. Fazendo Y = ∅, observe que

A1 = {A ⊂ ϕd;A fechado e não vazio}.

Escreva então α = inf
ϕd
ϕ. Note que, dado u ∈ ϕd, ϕ(u) ≥ c1, pois fazendo A = {u}

temos ∅ 6= A ⊂ ϕd, A fechado, donde

c1 = inf
A∈A1

sup
u∈A

ϕ(u) ≤ sup
v∈{u}

ϕ(v) = ϕ(u).

Logo,

α = inf
ϕd
ϕ ≥ c1.
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Por outro lado, tome (un) ⊂ ϕd tal que ϕ(un)→ c1. Então

c1 ≥ inf
u∈{un}

ϕ(u) ≥ inf
ϕd
ϕ = α.

Portanto, c1 = α. Escreva agora β = inf
V
ϕ. Como ϕd ⊂ V , então α ≥ β. Também,

d ≥ c1 = α ≥ β implica β ≤ d. Se β = d então

α = inf
ϕd
ϕ ≤ sup

ϕd
ϕ ≤ d = β.

Se β < d, seja (un) ⊂ V tal que ϕ(un)→ β; para n su�cientemente grande, ϕ(un) ≤ d,

ou seja, (un) ⊂ ϕd. Logo, para n su�cientemente grande,

β = inf
u∈{un}

ϕ(u) ≥ inf
ϕd
ϕ = α.

Em qualquer caso, temos β ≥ α, e segue então que α = β. Com isso, concluímos que

c1 = α = β = inf
V
ϕ.

Logo, pelo teorema anterior, como ϕ|V satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈

[inf
V
ϕ, d] = [c1, d], segue que ϕ−1([c1, d]) = ϕ−1((∞, d]) = ϕd contém, pelo menos,

catϕd,∅(ϕd) = catϕd(ϕd) pontos críticos de ϕ|V . Pelo Teorema 3.16, como ϕ|V satisfaz a

condição (PS)c1 , temos catϕd(Kc1) ≥ 1, ou seja, existe u ∈ Kc1 tal que ϕ(u) = c1 = inf
V
ϕ

e ‖ϕ′(u)‖∗ = 0, donde u é ponto de mínimo de ϕ|V .

�

3.4 Multiplicidade de soluções

Considere o problema  −∆u+ λu = |u|2∗−2u,

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω)

(Pλ)

onde Ω é um domínio limitado suave de RN , N ≥ 4 e λ > −λ1(Ω). O Teorema 2.4

a�rma que se −λ1(Ω) < λ < 0, o problema (Pλ) admite uma solução não trivial.

Nesta seção, provaremos a existência de λ∗ ∈ (−λ1(Ω), 0) tal que, para λ∗ < λ < 0,

o problema (Pλ) tem, pelo menos, catΩ(Ω) soluções não triviais. Este resultado está

formalizado no seguinte
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Teorema 3.19 Se Ω é um domínio limitado suave de RN , N ≥ 4, então existe

−λ1(Ω) < λ∗ < 0 tal que, para λ∗ < λ < 0, o problema (Pλ) tem, no mínimo, catΩ(Ω)

soluções não triviais.

O teorema anterior é devido a [14], quando N = 4, e devido a [19], quando

N ≥ 5.

Para o nosso estudo considere o funcional

ψ(u) =

∫
Ω

(u+)2∗dx;

temos ψ ∈ C2(H1
0 (Ω),R). De�nimos agora o funcional

ϕλ(u) =

∫
Ω

[|∇u|2 + λu2]dx

sobre a variedade

V = {u ∈ H1
0 (Ω);ψ(u) = 1}.

Em H1
0 (Ω), usaremos a norma usual ‖u‖ = ‖∇u‖2.

Vejamos alguns lemas que ajudarão a provar o Teorema 3.19.

Lema 3.20 Toda sequência (un) ∈ V tal que

ϕλ(un)→ c < S, ‖ϕ′λ(un)‖∗ → 0

admite uma subsequência convergente, ou seja, ϕλ satisfaz a condição (PS)c.

Demonstração:

Mostremos primeiramente que existe (µn) ⊂ R tal que

−∆un + λun − µn(u+
n )2∗−1 → 0 em H−1(Ω).

Pela Proposição B.3 temos

‖ϕ′λ(un)‖∗ = min
γ∈R
‖ϕ′λ(un)− γψ′(un)‖;

logo, para cada n ∈ N, existe γn ∈ R tal que

‖ϕ′λ(un)‖∗ = ‖ϕ′λ(un)− γnψ′(un)‖

implicando

ϕ′λ(un)− γnψ′(un)→ 0 em H−1(Ω);
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como

ϕ′λ(u)v = 2

∫
Ω

(∇u.∇v + λuv)dx, ψ′(u)v = 2∗
∫

Ω

(u+)2∗−1vdx, ∀u, v ∈ H1
0 (Ω),

temos

2

∫
Ω

(∇un.∇v + λunv)dx− 2∗γn

∫
Ω

(u+
n )2∗−1vdx→ 0, ∀v ∈ H1

0 (Ω), ‖v‖ = 1.

Fazendo a identi�cação −∆ : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω) por

−∆u : H1
0 (Ω) −→ R

v 7−→ 〈−∆u, v〉 =
∫

Ω
∇u.∇vdx,

obtemos

2

∫
Ω

(−∆unv + λunv)dx− 2∗γn

∫
Ω

(u+
n )2∗−1vdx→ 0, ∀v ∈ H1

0 (Ω), ‖v‖ = 1⇒∫
Ω

(−∆unv + λunv)dx− 2∗γn
2

∫
Ω

(u+
n )2∗−1vdx→ 0, ∀v ∈ H1

0 (Ω), ‖v‖ = 1;

fazendo µn = 2∗γn/2 obtemos

−∆un + λun − µn(u+
n )2∗−1 → 0 em H−1(Ω). (3.4)

Observe agora que a sequência (un) é limitada: como ϕλ(u) = ‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2, e

λ > −λ1, ‖u‖2
λ = ‖∇u‖2

2 + λ‖u‖2
2 é uma norma em H1

0 (Ω) equivalente à norma usual,

como visto no Capítulo 2; do limite ϕλ(un) = ‖un‖2
λ → c, segue que (un) é limitada em

H1
0 (Ω). Com isso, de (3.4) segue que

−
∫

Ω

(∆unun + λunun − µn(u+
n )2∗−1un)dx→ 0

ou seja, ∫
Ω

(|∇un|2 + λu2
n − µn(u+

n )2∗)dx→ 0

e assim

ϕλ(un)− µn → 0,

pois (un) ⊂ V . Logo, µn → c. Como ϕλ(u) = ‖u‖2
λ ≥ 0 e ϕλ(un) → c então c ≥ 0;

se c = 0, teríamos ϕλ(un) = ‖un‖2
λ → 0, donde (un) converge forte em H1

0 (Ω), logo

supondo c > 0, como µn → c, temos µn > 0 para n su�cientemente grande. De�nindo

vn = µ
N−2

4
n un, obtemos∫

Ω

[
|∇vn|2

2
+ λ

v2
n

2
− (v+

n )2∗

2∗

]
dx =

µ
N−2

2
n

2
ϕλ(un)− µ

N
2
n

2∗
→ c

N
2

N
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e

−∆vn + λvn − µn(v+
n )2∗−1 = µ

N−2
4

n [−∆un + λun − µn(u+
n )2∗−1]→ 0 em H−1(Ω).

Portanto, pelo Lema 2.2, sendo c < S (ou seja, cN/2/N < SN/2/N = c∗), segue que

(vn) admite uma subsequência convergente; mas então (un) admite uma subsequência

convergente.

�

Lema 3.21 Se N ≥ 4 e −λ1(Ω) < λ < 0, então

m(λ,Ω) = inf
u∈V

ϕλ(u) < S,

e existe u ∈ V tal que ϕλ(u) = m(λ,Ω).

Demonstração:

Pelo Lema 2.3 existe v ∈ H1
0 (Ω) \ {0} não negativa tal que

‖∇v‖2
2 + λ‖v‖2

2

‖v‖2
2∗

< S.

De�nindo w = v/‖v‖2
2∗ , temos w não negativa, ‖w‖2

2∗ = ‖w+‖2
2∗ = 1 (ou seja, w ∈ V ) e

ϕλ(w) = ‖∇w‖2
2 + λ‖w‖2

2 =
‖∇v‖2

2 + λ‖v‖2
2

‖v‖2
2∗

< S.

Logo,

m(λ,Ω) = inf
u∈V

ϕλ(u) ≤ ϕλ(w) < S.

Pelo Princípio Variacional de Ekeland (Teorema B.8 e Corolário B.9), ϕλ admite uma

sequência (PS)c com c = inf
u∈V

ϕλ(u), e pelo Lema 3.20, ϕλ satisfaz a condição (PS)c,

com c = inf
u∈V

ϕλ(u) = m(λ,Ω). Logo, pelo Teorema 3.18, ϕλ assume mínimo, i.e., existe

u ∈ V tal que

ϕλ(u) = m(λ,Ω) = min
u∈V

ϕλ(u).

�

De�na a aplicação

β : V −→ RN

u 7−→ β(u) =
∫

Ω
(u+)2∗xdx.

(3.5)
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Lema 3.22 Se (un) ⊂ V é tal que ‖un‖2 → S, então dist(β(un),Ω)→ 0.

Demonstração:

Suponha, por contradição, que dist(β(un),Ω) 9 0. Passando a uma subsequên-

cia, se necessário, podemos supor que

dist(β(un),Ω) > r > 0,

u+
n ⇀ u em D1,2(RN),

|∇(u+
n − u)|2 ⇀ µ em M(RN),

|u+
n − u|2

∗
⇀ ν em M(RN),

u+
n → u q.t.p. em Ω.

Como Ω é limitado, pelo Lema 1.1 temos

S = ‖∇u‖2
2 + ‖µ‖,

1 = ‖u‖2∗

2∗ + ‖ν‖,

‖ν‖2/2∗ ≤ S−1‖µ‖,

e da desigualdade de Sobolev,

‖u‖2
2∗ ≤ S−1‖∇u‖2

2.

Com isso, segue que ‖u‖2∗
2∗ e ‖ν‖ são iguais a 0 ou 1. Com efeito, de

S‖ν‖2/2∗ ≤ ‖µ‖, S‖u‖2
2∗ ≤ ‖∇u‖2

2

temos

S = ‖∇u‖2
2 + ‖µ‖ ≥ S(‖u‖2

2∗ + ‖ν‖2/2∗),

ou seja, 0 ≤ ‖u‖2
2∗ + ‖ν‖2/2∗ ≤ 1; supondo 0 < ‖u‖2∗

2∗ , ‖ν‖ < 1 então

2 < 2∗ ⇒ 2/2∗ < 1⇒ (‖u‖2∗

2∗)
2/2∗ > ‖u‖2∗

2∗ e ‖ν‖2/2∗ > ‖ν‖,

donde

1 = ‖u‖2∗

2∗ + ‖ν‖ < ‖u‖2
2∗ + ‖ν‖2/2∗ ≤ 1,
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o que é um absurdo. Portanto, por Ω ser limitado, segue da Proposição 1.5 que u = 0.

Logo, ‖ν‖ = 1, o que implica que

‖ν‖2/2∗ = S−1‖µ‖.

Assim, pelo Lema 1.1, segue que ν é singular e está concentrada em um único ponto

y ∈ Ω. Logo,

β(un) =

∫
Ω

(u+
n )2∗xdx→

∫
Ω

xdν = y ∈ Ω,

o que é uma contradição. Portanto, o lema é válido. �

Sem perda de generalidade, podemos supor 0 ∈ Ω. Com isso, escolha r > 0

su�cientemente pequeno tal que Br ⊂ Ω, e de modo que os conjuntos

Ω+
r = {x ∈ RN ; dist(x,Ω) ≤ r}

e

Ω−r = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) ≥ r}.

sejam homotopicamente equivalentes a Ω. De�na também

m(λ) = m(λ,Br) < S.

Lema 3.23 Existe −λ1(Ω) < λ∗ < 0 tal que para λ∗ < λ < 0,

u ∈ ϕm(λ)
λ ⇒ β(u) ∈ Ω+

r .

Demonstração:

Para todo u ∈ V , segue da desigualdade de Hölder que

‖u+‖2
2 =

∫
Ω

(u+)2dx =

∫
Ω

(u+)2.1dx ≤ ‖1‖N/2‖(u+)2‖N/(N−2) = |Ω|2/N‖u+‖2
2∗ = |Ω|2/N .

Se u ∈ V e ‖u‖2 = ‖u+‖2 + ‖u−‖2 ≤ S + ε, então ‖u−‖2 ≤ ε, pois ‖u+‖2 ≥ S, já que

‖u+‖2∗ = 1. Também,

‖u−‖2
2 ≤

1

λ1

‖u−‖2 ≤ ε

λ1

.

Pelo Lema 3.22, existe ε > 0 tal que

u ∈ V, ‖u‖2 ≤ S + ε⇒ β(u) ∈ Ω+
r . (3.6)
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Fixe então λ∗ = − ε
|Ω|2/N+ε/λ1

, para ε > 0 de modo que λ∗ > −λ1(Ω). Se λ∗ < λ < 0 e

u ∈ ϕm(λ)
λ temos

‖u‖2 = ‖∇u‖2
2 + λ‖u‖2

2 − λ‖u‖2
2

= ϕλ(u)− λ‖u‖2
2

≤ m(λ)− λ‖u+‖2
2 − λ‖u−‖2

2

≤ S − λ∗‖u+‖2
2 − λ∗‖u−‖2

2

≤ S − λ∗|Ω|2/N − λ∗ ε
λ1

≤ S − λ∗
(
|Ω|2/N +

ε

λ1

)
= S + ε.

Portanto, de (3.6), segue que β(u) ∈ Ω+
r .

�

Lema 3.24 Se N ≥ 4 e λ∗ < λ < 0, então cat
ϕ
m(λ)
λ

(ϕ
m(λ)
λ ) ≥ catΩ(Ω).

Demonstração:

De�na γ : Ω−r → ϕ
m(λ)
λ por

γ(y) : Ω −→ R

x 7−→ γ(y)(x) =

 v(x− y), x ∈ B(y, r)

0, c.c.

onde v ∈ H1
0 (Br) é tal que v ≥ 0, ‖v‖2∗ = 1 e

m(λ) = ϕλ(v) =

∫
Br

[|∇v|2 + λv2]dx.

(A existência de v é dada pelo Lema 3.21, e temos v ≥ 0 pois sendo v mínimo de ϕλ

em V , segue que

‖ϕ′λ(v)‖∗ = 0 ⇒ ∃γ ∈ R;ϕ′λ(v)− γψ′(v) = 0 em H−1(Br)

⇒ 2

∫
Br

(∇v.∇u+ λvu)dx− 2∗γ

∫
Br

(v+)2∗−1udx = 0, ∀v ∈ H1
0 (Br);

fazendo u = v−,

2

∫
Br

[|∇v−|2 + λ(v−)2]dx = ‖∇v−‖2
2 + λ‖v−‖2

2 = 0⇒ v− = 0.)



55

Como v é uma função radial (ver [12]), usando a aplicação β dada em (3.5) temos

(β ◦ γ)(y) =

∫
Ω

[(γ(y)(x))+]2
∗
xdx

=

∫
B(y,r)

[v(x− y)]2
∗
xdx

=

∫
Br

v(z)2∗(z + y)dz

=

∫
Br

v(z)2∗zdz + y

∫
Br

v(z)2∗dz

= y.

A aplicação γ é contínua: se yn → y em Ω−r , então

‖γ(yn)− γ(y)‖2 =

∫
Ω

|∇(γ(yn)− γ(y))|2dx

=

∫
Ω

|∇(v(x− yn)− v(x− y))|2dx

=

∫
Ω

N∑
i=1

[∂i(v(x− yn)− v(x− y))]2dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

[∂i(v(x− yn)− v(x− y))]2dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

[∂iv(x− yn)− ∂iv(x− y)]2dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

|Tyn(∂iv)− Ty(∂iv)|2dx→ 0,

pois a aplicação Ty : L2(RN)→ L2(RN) dada por

Tyf : RN −→ R

x 7−→ Tyf(x) = f(x− y)

é contínua. Logo, γ(yn)→ γ(y) em H1
0 (Ω), mostrando a continuidade de γ.

Também β é uma aplicação contínua: como

β(u) =

(∫
Ω

(u+)2∗xidx

)N
i=1

= (βi(u))Ni=1,
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para cada i = 1, ..., N , temos

|βi(u)− βi(v)| =

∣∣∣∣ ∫
Ω

(u+)2∗xidx−
∫

Ω

(v+)2∗xidx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ω

[(u+)2∗ − (v+)2∗ ]xidx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|(u+)2∗ − (v+)2∗||xi|dx

≤ diam(Ω)

∫
Ω

|(u+)2∗ − (v+)2∗|dx→ 0,

quando u → v, pois ψ(u) =
∫

Ω
(u+)2∗dx é contínua. Logo, βi é contínua, para todo

i = 1, ..., N , donde β é contínua. Se cat
ϕ
m(λ)
λ

(ϕ
m(λ)
λ ) = ∞, o resultado é imediato.

Suponha então que cat
ϕ
m(λ)
λ

(ϕ
m(λ)
λ ) = n, i.e.,

ϕ
m(λ)
λ = A1 ∪ ... ∪ An,

onde Aj, j = 1, ..., n são fechados e contráteis em ϕ
m(λ)
λ , ou seja, existem hj : [0, 1] ×

Aj → ϕ
m(λ)
λ contínuas tais que para todo u ∈ Aj,

hj(0, u) = u, hj(1, u) = wj,

onde, para cada j = 1, ..., n, wj ∈ ϕm(λ)
λ é �xo. Considere Bj = γ−1(Aj), j = 1, ..., n.

Sendo γ contínua, os conjuntos Bj são fechados e

Ω−r = γ−1(ϕ
m(λ)
λ ) = γ−1(A1 ∪ ... ∪ An) = γ−1(A1) ∪ ... ∪ γ−1(An) = B1 ∪ ... ∪Bn.

De�na agora a aplicação

gj : [0, 1]×Bj −→ Ω+
r

(t, x) 7−→ gj(t, x) = β(hj(t, γ(x))).

Observe que:

i) gj está bem de�nido:

t ∈ [0, 1], x ∈ Bj = γ−1(Aj)⇒ γ(x) ∈ Aj ⇒ hj(t, γ(x)) está bem de�nido;

e pelo Lema 3.23, se λ∗ < λ < 0, então

hj(t, γ(x)) ∈ ϕm(λ)
λ ⇒ β(hj(t, γ(x))) ∈ Ω+

r .
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ii) gj é contínua, pois β, hj, γ o são.

iii) gj(0, x) = β(hj(0, γ(x))) = β(γ(x)) = x, ∀x ∈ Bj, e

gj(1, x) = β(hj(1, γ(x))) = β(wj), ∀x ∈ Bj.

Portanto, Bj é contrátil em Ω+
r , para todo j = 1, ...n, donde

catΩ(Ω) = catΩ+
r

(Ω−r ) ≤ n = cat
ϕ
m(λ)
λ

(ϕ
m(λ)
λ ).

�

Demonstração do Teorema 3.19:

Pelos Lemas 3.20 e 3.21, para

c ≤ m(λ,Ω) ≤ m(λ) < S

ϕλ satisfaz a condição (PS)c. Do Teorema 3.18 segue que ϕm(λ)
λ contém, no mínimo,

cat
ϕ
m(λ)
λ

(ϕ
m(λ)
λ ) pontos críticos de ϕλ, donde, pelo Lema 3.24, para λ∗ < λ < 0, ϕm(λ)

λ

contém, pelo menos, n = catΩ(Ω) pontos críticos de ϕλ, digamos, u1, ..., un. Como

visto na demonstração do Lema 3.20, para cada j = 1, ..., n existe µj ∈ R tal que

−∆uj + λuj − µj(u+
j )2∗−1 = 0. (3.7)

Multiplicando a equação (3.7) por u−j obtemos

−∆uju
−
j + λ(u−j )2 = 0;

integrando sobre Ω,∫
Ω

[∇uj.∇u−j + λ(u−j )2]dx = 0⇒
∫

Ω

[|∇u−j |2 + λ(u−j )2]dx =

‖∇u−j ‖2
2 + λ‖u−j ‖2

2 = 0

donde u−j = 0. Logo, uj = u+
j e podemos escrever

−∆uj + λuj − µju2∗−1
j = 0. (3.8)
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Como uj ∈ ϕ
m(λ)
λ ⊂ V, j = 1, ..., n, então uj 6= 0 (pois ‖uj‖2∗ = 1), e observe que,

multiplicando (3.8) por uj e integrando sobre Ω obtemos∫
Ω

[|∇uj|2 + λ(uj)
2]dx = µj

∫
Ω

u2∗

j dx ⇒

ϕλ(uj) = µj ⇒

µj 6= 0, ∀j = 1, ..., n,

e então vj = µ
N−2

4
j uj é uma solução não trivial de (Pλ), pois dado w ∈ H1

0 (Ω) temos∫
Ω

(∇vj.∇w + λvjw)dx =

∫
Ω

(µ
N−2

4
j ∇uj.∇w + λµ

N−2
4

j ujw)dx

= µ
N−2

4
j

∫
Ω

µju
2∗−1
j wdx

=

∫
Ω

µ
N+2

4
j u2∗−1

j wdx

=

∫
Ω

v2∗−1
j wdx.

Com isso, mostramos a existência de, pelo menos, n = catΩ(Ω) soluções não triviais

para o problema (Pλ). �



Capítulo 4

Multiplicidade de soluções para o

problema (Pµ)

Neste capítulo, seguindo [2] estudaremos a multiplicidade de soluções para o

problema elíptico crítico  −∆u = µuq−1 + u2∗−1,

u ≥ 0, u ∈ H1
0 (Ω),

(Pµ)

onde Ω é um domínio limitado suave de RN , N ≥ 4, 2 < q < 2∗ e µ > 0. Em H1
0 (Ω),

usaremos a norma usual ‖u‖ = ‖∇u‖2.

O resultado principal deste capítulo é dado pelo seguinte

Teorema 4.1 Se N ≥ 4 e 2 < q < 2∗, então existe µ∗ > 0 tal que, para cada

µ ∈ (0, µ∗), o problema (Pµ) possui, pelo menos, catΩ(Ω) soluções não triviais.

4.1 Preliminares

Considere o funcional

Iµ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− µ

q

∫
Ω

(u+)qdx− 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗dx. (4.1)

O funcional Iµ é de classe C2(H1
0 (Ω),R). Considere agora a variedade de Nehari asso-

ciada a Iµ:

Mµ = {u ∈ H1
0 (Ω) \ {0}; I ′µ(u)u = 0}.
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Proposição 4.2 O número

cµ = inf{Iµ(u);u ∈Mµ} (4.2)

está bem de�nido.

Demonstração:

Mostremos que Iµ é limitado inferiormente na variedade Mµ. Dado u ∈ Mµ,

temos u 6= 0 e

I ′µ(u)u =

∫
Ω

|∇u|2dx− µ
∫

Ω

(u+)qdx−
∫

Ω

(u+)2∗dx = 0,

ou seja,

‖u‖2 = µ

∫
Ω

(u+)qdx+

∫
Ω

(u+)2∗dx.

Daí,

Iµ(u) =
1

2
‖u‖2 − µ

q

∫
Ω

(u+)qdx− 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗dx

=
µ

2

∫
Ω

(u+)qdx+
1

2

∫
Ω

(u+)2∗dx− µ

q

∫
Ω

(u+)qdx− 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗dx

= µ

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

(u+)qdx+

(
1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

(u+)2∗dx ≥ 0,

donde 0 é cota inferior para o conjunto {Iµ(u);u ∈ Mµ} e assim �ca bem de�nido o

número dado em (4.2).

�

Proposição 4.3 O funcional Iµ satisfaz a geometria do passo da montanha.

Demonstração:

Observe primeiramente que Iµ(0) = 0. Note que

Iµ(u) =
1

2
‖u‖2 − µ

q
‖u+‖qq −

1

2∗
‖u+‖2∗

2∗

≥ 1

2
‖u‖2 − µ

q
‖u‖qq −

1

2∗
‖u‖2∗

2∗

≥ 1

2
‖u‖2 − µc1

q
‖u‖q − c2

2∗
‖u‖2∗ ,

onde c1, c2 > 0 aparecem da imersão contínua de H1
0 (Ω) em Lq(Ω) e L2∗(Ω); escolhendo

então r1 > 0 (a ser �xado) e considerando ‖u‖ = r1 temos

Iµ(u) ≥ r2
1

2
− µc1

q
rq1 −

c2

2∗
r2∗

1
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e para r1 ≈ 0 temos

Iµ(u) ≥ 1

4
r2

1, se ‖u‖ = r1.

Logo

b = inf
‖u‖=r1

Iµ(u) ≥ 1

4
r2

1 > 0.

Também, como

Iµ(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − µc1

q
‖u‖q − c2

2∗
‖u‖2∗

e

1

2
‖u‖2 − µc1

q
‖u‖q − c2

2∗
‖u‖2∗ ≥ 0 ⇔ 1

2
‖u‖2 ≥ µc1

q
‖u‖q +

c2

2∗
‖u‖2∗

⇔ µc1

q
‖u‖q−2 +

c2

2∗
‖u‖2∗−2 ≤ 1

2

⇔ ‖u‖ ≈ 0,

temos Iµ(u) ≥ 0 se u ∈ Br2 , r2 ≈ 0. Portanto, fazendo r = min{r1, r2}, estamos nas

hipóteses do Teorema do Passo da Montanha (Teorema C.7).

�

Denotemos por c̃µ o nível do passo da montanha do funcional Iµ, dado por

c̃µ = inf
v∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ(tv) > 0.

Lema 4.4 Seja N ≥ 4. Então Iµ satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ (0, SN/2/N).

Mais ainda, c̃µ ∈ (0, SN/2/N) para µ > 0 e 2 < q < 2∗.

Demonstração:

Suponha c ∈ (0, SN/2/N) e que (un) ⊂ H1
0 (Ω) é tal que

Iµ(un)→ c e I ′µ(un)→ 0.

Observe então que a sequência (un) é limitada, pois

c+ on(1) + on(1)‖un‖ = Iµ(un)− 1

q
I ′µ(un)un

=
1

2
‖un‖2 − µ

q
‖u+

n ‖qq −
1

2∗
‖u+

n ‖2∗

2∗ −
1

q
‖un‖2 +

µ

q
‖u+

n ‖qq +
1

q
‖u+

n ‖2∗

2∗

=

(
1

2
− 1

q

)
‖un‖2 +

(
1

q
− 1

2∗

)
‖un‖2∗

2∗

≥
(

1

2
− 1

q

)
‖un‖2,
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donde (un) é limitada em H1
0 (Ω). Sem perda de generalidade, podemos supor un ≥ 0,

para todo n ∈ N, pois

I ′µ(un)u−n = ‖u−n ‖2 → 0.

Do Lema 1.2 e do Teorema A.2, passando a uma subsequência, se necessário, podemos

supor

un ⇀ u em H1
0 (Ω),

un → u q.t.p. em Ω,

|∇un|2 ⇀ λ ≥ |∇u|2 +
∑
j∈J

λjδxj ,

|un|2
∗
⇀ ν = |u|2∗ +

∑
j∈J

νjδxj .

Considere xk ∈ Ω, para algum k ∈ J , e dado ε > 0 considere ϕ ∈ C∞0 (RN) tal que

ϕ ≡ 1 em B(xk, ε),

ϕ ≡ 0 em B(xk, 2ε)
c,

e

|∇ϕ| ≤ 2

ε
.

A sequência (ϕun) é limitada em H1
0 (Ω), donde

I ′µ(un)(ϕun) =

∫
Ω

∇un.∇(ϕun)dx− µ
∫

Ω

(un)q−1(ϕun)dx−
∫

Ω

(un)2∗−1(ϕun)dx→ 0,

ou seja,

lim
n→∞

[ ∫
Ω

ϕ|∇un|2dx+

∫
Ω

un(∇un.∇ϕ)dx− µ
∫

Ω

ϕ(un)qdx−
∫

Ω

ϕ(un)2∗dx

]
= 0

e assim obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

un(∇un.∇ϕ)dx =

∫
Ω

ϕdν + µ

∫
Ω

uqϕdx−
∫

Ω

ϕdλ. (4.3)

Daí, como

0 ≤ lim
n→∞

∣∣∣∣ ∫
Ω

un(∇un.∇ϕ)dx

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ ∫
B(xk,2ε)

un(∇un.∇ϕ)dx

∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

2

ε

∫
B(xk,2ε)

|un||∇un|dx,

usando a desigualdade de Hölder

0 ≤ lim
n→∞

2

ε
‖un‖2,B(xk,2ε)‖∇un‖2,B(xk,2ε) ≤ lim

n→∞

2

ε
M‖un‖2,B(xk,2ε) =

2

ε
M‖u‖2,B(xk,2ε),
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onde M ≥ ‖∇un‖2,B(xk,2ε) = ‖un‖, já que (un) é limitada em H1
0 (Ω). Note agora que,

usando novamente a desigualdade de Hölder

‖u‖2,B(xk,2ε) =

(∫
B(xk,2ε)

(1.u)2dx

)1/2

=

(∫
B(xk,2ε)

1Ndx

)1/N(∫
B(xk,2ε)

|u|2∗dx
)1/2∗

≤ [(2ε)NwN ]1/N‖u‖2∗,B(xk,2ε),

onde wN denota o volume da bola unitária em RN . Logo

2

ε
M‖u‖2,B(xk,2ε) ≤

2

ε
M(2ε)w

1/N
N ‖u‖2∗,B(xk,2ε) = C‖u‖2∗,B(xk,2ε), onde C = 4Mw

1/N
N ,

e assim,

0 ≤ lim
n→∞

∣∣∣∣ ∫
Ω

un(∇un.∇ϕ)dx

∣∣∣∣ ≤ C‖u‖2∗,B(xk,2ε) = C

(∫
B(xk,2ε)

|u|2∗dx
)1/2∗

→ 0, ε→ 0.

(4.4)

De (4.3) e (4.4) segue que

0 = lim
ε→0

[ ∫
B(xk,2ε)

ϕdν + µ

∫
B(xk,2ε)

uqϕdx−
∫
B(xk,2ε)

ϕdλ

]
≤ νk − λk

e assim νk ≥ λk. Pelo Lema 1.2, temos ν2/2∗

k ≤ S−1λk, donde νk ≥ Sν
2/2∗

k ; i.e., νk = 0

ou νk ≥ SN/2. Suponha que existe k0 com νk0 6= 0, i.e., νk0 ≥ SN/2, então

c = lim
n→∞

Iµ(un) = lim
n→∞

(
Iµ(un)− 1

2
I ′µ(un)un

)
= lim

n→∞

[
µ

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

(un)qdx+

(
1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

(un)2∗dx

]
= µ

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

uqdx+
1

N
lim
n→∞

∫
Ω

(un)2∗dx;

�xando agora ψ ∈ C∞0 (RN) tal que ψ ≡ 1 em Ω e ψ ≡ 0 fora de uma vizinhança de Ω,

temos

lim
n→∞

∫
Ω

(un)2∗dx = lim
n→∞

∫
Ω

(un)2∗ψdx

=

∫
Ω

u2∗ψdx+

∫
Ω

(∑
k∈J

νkδxk

)
ψdx

=

∫
Ω

u2∗dx+
∑
k∈J

νk.

Então

c = lim
n→∞

Iµ(un) = µ

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

uqdx+
1

N

∫
Ω

u2∗dx+
1

N

∑
νk

≥ µ

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

uqdx+
1

N

∫
Ω

u2∗dx+
1

N
SN/2

≥ 1

N
SN/2,
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pois νk0 ≥ SN/2. Mas isso contradiz o fato de que c ∈ (0, SN/2/N). Logo, νk = 0, para

todo k ∈ J e assim

lim
n→∞

∫
Ω

(un)2∗dx =

∫
Ω

u2∗dx.

Uma vez que un ⇀ u em L2∗(Ω) (pois un ⇀ u em H1
0 (Ω)) e ‖un‖2∗ → ‖u‖2∗ , temos

un → u em L2∗(Ω) (Teorema C.4). En�m, mostremos agora que un → u em H1
0 (Ω).

Observe que

‖un − u‖2 = 〈un − u, un − u〉 = ‖un‖2 − 〈un, u〉 − 〈u, un − u〉;

note agora que

‖un‖2 = I ′µ(un)un + µ‖un‖qq + ‖un‖2∗

2∗

= on(1) + µ‖un‖qq + ‖un‖2∗

2∗ ;

−〈un, u〉 = −I ′µ(un)u− µ
∫

Ω

(un)q−1udx−
∫

Ω

(un)2∗−1udx

= on(1)− µ
∫

Ω

(un)q−1udx−
∫

Ω

(un)2∗−1udx;

e −〈u, un − u〉 = on(1), pois un − u ⇀ 0 em H1
0 (Ω). Portanto,

‖un − u‖2 = on(1) + µ‖un‖qq + ‖un‖2∗

2∗ − µ
∫

Ω

(un)q−1udx−
∫

Ω

(un)2∗−1udx→ 0,

pois un → u em Lq(Ω) e em L2∗(Ω).

Mostremos agora que o nível do passo da montanha c̃µ pertence ao intervalo

(0, SN/2/N). Considere, para ε > 0, a função

Uε(x) = ε
2−N

2 U

(
x

ε

)
= CN(ε2 + |x|2)

2−N
2 ,

onde U é dado em (1.25). Fazendo C = C
2−N

2
N e ε = (δ/C)1/2 obtemos

Uδ(x) = (δ + C|x|2)
2−N

2 .

Voltando ao parâmetro ε, considere então as funções

Uε(x) = (ε+ C|x|2)
2−N

2 ,

φ ∈ C∞0 (RN) com φ ≡ 1 em uma vizinhança da origem e suppφ ⊂ Ω,

uε = φ(x)Uε(x)
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e

vε =
uε
‖uε‖2∗

.

Temos então as seguintes estimativas (ver [8] e [10]):

‖vε‖2 = S +O(ε
N−2

2 ), (4.5)

c1ε
1
2

(N− q(N−2)
2

) ≤ ‖vε‖qq ≤ c2ε
1
2

(N− q(N−2)
2

), (4.6)

e

‖vε‖qq → 0, ε→ 0. (4.7)

O nosso objetivo é mostrar que existe ε > 0 tal que

max
t≥0

Iµ(tvε) <
SN/2

N

(neste caso, temos c̃µ = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ(tv) ≤ max
t≥0

Iµ(tvε) <
SN/2

N
). Considere as

funções

g(t) = Iµ(tvε) =
t2

2

∫
Ω

|∇vε|2dx− µ
tq

q

∫
Ω

vqεdx−
t2
∗

2∗

∫
Ω

v2∗

ε dx

=
t2

2

∫
Ω

|∇vε|2dx− µ
tq

q

∫
Ω

vqεdx−
t2
∗

2∗

e

g(t) =
t2

2

∫
Ω

|∇vε|2dx−
t2
∗

2∗
.

Observe que max
t≥0

Iµ(tvε) é atingido para algum tε > 0, e dessa maneira

0 = g′(tε) = tε

∫
Ω

|∇vε|2dx− µtq−1
ε

∫
Ω

vqεdx− t2
∗−1
ε

= tε

[ ∫
Ω

|∇vε|2dx− t2
∗−2
ε − µtq−2

ε

∫
Ω

vqεdx

]
.

Com isso, obtemos ∫
Ω

|∇vε|2dx− t2
∗−2
ε − µtq−2

ε

∫
Ω

vqεdx = 0

donde ∫
Ω

|∇vε|2dx = t2
∗−2
ε + µtq−2

ε

∫
Ω

vqεdx > t2
∗−2
ε ,

ou seja,

tε ≤
(∫

Ω

|∇vε|2dx
) 1

2∗−2

. (4.8)
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Esta desigualdade implica que∫
Ω

|∇vε|2dx = t2
∗−2
ε + µtq−2

ε

∫
Ω

vqεdx

≤ t2
∗−2
ε + µ

(∫
Ω

|∇vε|2dx
) q−2

2∗−2
∫

Ω

vqεdx

= t2
∗−2
ε + µ‖vε‖

2(q−2)
2∗−2 ‖vε‖qq,

donde

t2
∗−2
ε ≥ ‖vε‖2 − µ‖vε‖

2(q−2)
2∗−2 ‖vε‖qq

= ‖vε‖2[1− µ‖vε‖
2(q−2)
2∗−2

−2‖vε‖qq],

e usando (4.5) e (4.7) podemos escolher ε su�cientemente pequeno de modo que

t2
∗−2
ε ≥ S

2
. (4.9)

(Isto signi�ca que podemos limitar inferiormente tε, sem depender de ε.) Observe que

g atinge máximo, e daí g′(t) = 0 implica

t =

(∫
Ω

|∇vε|2dx
) 1

2∗−2

e que g é crescente no intervalo [0, (
∫

Ω
|∇vε|2dx)

1
2∗−2 ]. Então, usando (4.5),(4.8) e (4.9),

g(tε) = g(tε)− µ
tqε
q

∫
Ω

vqεdx

≤ g

((∫
Ω

|∇vε|2dx
) 1

2∗−2
)
− µt

q
ε

q

∫
Ω

vqεdx

e note que, usando (4.5),

g

((∫
Ω

|∇vε|2dx
) 1

2∗−2
)

=
1

2

((∫
Ω

|∇vε|2dx
) 1

2∗−2
)2

‖vε‖2 − 1

2∗

((∫
Ω

|∇vε|2dx
) 1

2∗−2
)2∗

=
1

2
‖vε‖N−2‖vε‖2 − 1

2∗
‖vε‖N

=
1

2
‖vε‖N −

1

2∗
‖vε‖N =

1

N
‖vε‖N

=
1

N
(‖vε‖2)N/2 =

1

N
[S +O(ε

N−2
2 )]N/2

=
1

N
SN/2[1 +O(ε

N−2
2 )]N/2,
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e assim, de (4.9),

g(tε) ≤
1

N
SN/2[1 +O(ε

N−2
2 )]N/2 − µ

q

(
S

2

) q
2∗−2

∫
Ω

vqεdx;

escrevendo f(t) = (1 + t)N/2, do Teorema do Valor Médio obtemos

[1 +O(ε
N−2

2 )]N/2 =
N

2
(1 + θ)

N
2
−1O(ε

N−2
2 ) + 1 = O(ε

N−2
2 ) + 1, θ ∈ (0, O(εN)),

donde

g(tε) ≤
1

N
SN/2 +O(ε

N−2
2 )− µ

q

(
S

2

) q
2∗−2

∫
Ω

vqεdx

≤ 1

N
SN/2 + c3ε

N−2
2 − µ

q

(
S

2

) q
2∗−2

∫
Ω

vqεdx.

De (4.6) obtemos

g(tε) ≤
1

N
SN/2 + c3ε

N−2
2 − µ

q

(
S

2

) q
2∗−2

c1ε
1
2

(N−q(N−2
2

))

≤ 1

N
SN/2 + c3ε

N−2
2 − µĉ1ε

1
2

(N−q(N−2
2

)).

Como
N − 2

2
>

1

2

(
N − q(N − 2)

2

)
,

pois N ≥ 4, então, para ε ≈ 0 temos

c3ε
N−2

2 − µĉ1ε
1
2

(N−q(N−2
2

)) < 0,

e daí

g(tε) = max
t≥0

g(t) = max
t≥0

Iµ(tvε) <
SN/2

N
,

como queríamos demonstrar.

�

Lema 4.5 Para cada u ∈ H1
0 (Ω) \ {0} existe único tu ∈ (0,+∞) tal que tuu ∈Mµ e

max
t≥0

Iµ(tu) = Iµ(tuu).

Demonstração:

Dado u ∈ H1
0 (Ω) \ {0}, de�na

g : [0,∞) −→ R

t 7−→ g(t) = Iµ(tu) = t2

2
‖u‖2 − µtq

q
‖u+‖qq − t2

∗

2∗
‖u+‖2∗

2∗ .
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A função g admite um ponto de máximo, ou seja, existe tu ∈ (0,∞) tal que

max
t≥0

Iµ(tu) = Iµ(tuu).

Note que tuu ∈Mµ, pois tuu 6= 0 e

d

dt
Iµ(tu)

∣∣∣∣
t=tu

= 0⇔ I ′µ(tuu)u = 0⇔ I ′µ(tuu)(tuu) = 0.

Agora observe que

g′(t) = 0⇔ ‖u‖2 =
µtq−1

t
‖u+‖qq +

t2
∗−1

t
‖u+‖2∗

2∗ ⇔ ‖u‖2 = µtq−2‖u+‖qq + t2
∗−2‖u+‖2∗

2∗ ;

se existissem t1 e t2 com t1 < t2 tais que g′(t1) = g′(t2) = 0, teríamos

‖u‖2 = µtq−2
1 ‖u+‖qq + t2

∗−2
1 ‖u+‖2∗

2∗

e

‖u‖2 = µtq−2
2 ‖u+‖qq + t2

∗−2
2 ‖u+‖2∗

2∗ ,

o que é um absurdo. Logo, g possui um único ponto de máximo, donde tu é único. �

Corolário 4.6 Se u ∈Mµ então

Iµ(u) = max
t≥0

Iµ(tu).

Lema 4.7 Se N ≥ 4 e 2 < q < 2∗ então cµ = c̃µ para µ > 0.

Demonstração:

Pelo Lema 4.4 e pelo Teorema do Passo da Montanha C.7, para cada µ > 0 existe

uµ ∈ H1
0 (Ω) tal que

Iµ(uµ) = c̃µ e I ′µ(uµ) = 0.

Logo, dado v ∈Mµ, temos v 6= 0 e, pelo Corolário 4.6,

Iµ(v) = max
t≥0

Iµ(tv) ≥ c̃µ = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ(tu),

donde

cµ = inf
u∈Mµ

Iµ(u) ≥ c̃µ. (4.10)

Por outro lado, como uµ ∈Mµ e Iµ(uµ) = c̃µ, temos

cµ = inf
u∈Mµ

Iµ(u) ≤ Iµ(uµ) = c̃µ. (4.11)
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Portando, de (4.10) e (4.11) segue que

cµ = c̃µ.

�

Lema 4.8 Se µ1 ≥ µ2 então cµ1 ≤ cµ2, ou seja, cµ é não crescente em µ.

Demonstração:

Se µ2 ≤ µ1 então Iµ2 ≥ Iµ1 ; logo, dado t ∈ [0,∞) e u ∈ H1
0 (Ω) \ {0} temos

Iµ2(tu) ≥ Iµ1(tu)

donde

max
t≥0

Iµ2(tu) ≥ max
t≥0

Iµ1(tu) ≥ inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ1(tu) = c̃µ1 ,

e usando o Lema 4.7 segue que

cµ2 = c̃µ2 = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ2(tu) ≥ c̃µ1 = cµ1 .

�

Denotemos agora por c0 > 0 o nível do passo da montanha associado ao funcional

I0(u) =
1

2
‖u‖2 − 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗dx, (4.12)

e observe que cµ ≤ c0, para todo µ > 0.

Dado agora r > 0, seja ψ ∈ C∞0 (RN) uma função radial não negativa tal que

suppψ ⊂ Br e ψ ≡ 1 em Br/2. Para ε > 0, de�na

uε(x) =
CNψ(x)ε

N−2
2

(ε2 + |x|2)
N−2

2

,

onde CN = N(N − 2)
N−2

4 (uε é basicamente a mesma função usada na demonstração

do Lema 2.3). Segundo [1], temos as seguintes estimativas:∫
Ω

|∇uε|2dx = SN/2 +O(εN−2)

e ∫
Ω

|uε|2
∗
dx = SN/2 +O(εN).



70

Escreva

vε =
uε
‖uε‖2∗

. (4.13)

Então vε é radial, não negativa e satisfaz

‖vε‖2 = S +O(εN−2). (4.14)

De fato,

‖vε‖2 =
‖uε‖2

‖uε‖2
2∗

=
SN/2 +O(εN−2)

[SN/2 +O(εN)]2/2∗

=
SN/2 +O(εN−2)[

SN/2
(

1 + O(εN )

SN/2

)]2/2∗

=
SN/2 +O(εN−2)

S
N−2

2 [1 +O(εN)]2/2∗

=
SN/2

S
N−2

2 [1 +O(εN)]2/2∗
+

O(εN−2)

S
N−2

2 [1 +O(εN)]2/2∗
,

ou seja,

‖vε‖2 =
S

[1 +O(εN)]2/2∗
+

O(εN−2)

[1 +O(εN)]2/2∗
=

S +O(εN−2)

[1 +O(εN)]2/2∗
;

fazendo f(t) = 1/(1 + t)2/2∗ = (1 + t)−2/2∗ , pelo Teorema do Valor Médio obtemos

1

[1 +O(εN)]2/2∗
= 1− 2

2∗
(1 + θ)

2
2∗−1O(εN) = 1−O(εN), θ ∈ (0, O(ε

N−2
2 )),

e daí,

‖vε‖2 =
S +O(εN−2)

[1 +O(εN)]2/2∗

= [S +O(εN−2)][1−O(εN)]

= S −O(εN) +O(εN−2)−O(εN−2)O(εN)

= S +O(εN−2).

Lema 4.9 c0 = SN/2/N .

Demonstração:

Seja vε a função de�nida em (4.13). Como ‖vε‖2∗ = 1, temos S ≤ ‖vε‖2 e de

(4.14) temos

‖vε‖2 → S, ε→ 0.
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Escrevendo

g(t) = I0(tvε) =
t2

2
‖vε‖2 − t2

∗

2∗
‖vε‖2∗

2∗ ,

observe que g assume máximo, donde existe tε > 0 tal que

d

dt
I0(tεvε) = 0,

e a forma de I0 implica

tε = ‖vε‖
2

2∗−2 .

Daí,

c0 = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

I0(tu)

≤ max
t≥0

I0(tvε)

= I0(tεvε)

=
t2ε
2
‖vε‖2 − t2

∗
ε

2∗
‖vε‖2∗

2∗

=
1

N
t2
∗

ε ,

ou seja,

c0 ≤
1

N
(‖vε‖

2
2∗−2 )2∗ =

1

N
(‖vε‖2)

2∗
2∗−2 → S

2∗
2∗−2

N

e portanto

c0 ≤
SN/2

N
. (4.15)

Por outro lado, seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

I0(un)→ c0, I ′0(un)→ 0.

A sequência (un) é limitada em H1
0 (Ω). De fato, para n su�cientemente grande temos

I0(un) ≤ c0 + 1;

como

− 1

2∗
I ′0(un)un ≤

∣∣∣∣− 1

2∗
I ′0(un)un

∣∣∣∣ ≤ 1

2∗
‖I ′0(un)‖‖un‖

e ‖I ′0(un)‖ → 0, para n su�cientemente grande temos (1/2∗)‖I ′0(un)‖ � 1, donde

− 1

2∗
I ′0(un)un ≤ ‖un‖.
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Logo, para n su�cientemente grande temos,

c0 + 1 + ‖un‖ ≥ I0(un)− 1

2∗
I ′0(un)un

=
1

2
‖un‖2 − 1

2∗
‖u+

n ‖2∗

2∗ −
1

2∗
‖un‖2 +

1

2∗
‖u+

n ‖2∗

2∗

=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2,

mostrando que (un) é limitada em H1
0 (Ω). Assim, a menos de subsequência, temos

‖un‖2 → l, para algum l ∈ (0,∞). Observe que

I ′0(un)u−n = ‖u−n ‖2 → 0,

e com isso, sem perda de generalidade, podemos supor un ≥ 0, e daí de

I ′0(un)un = ‖un‖2 − ‖un‖2∗

2∗ → 0

temos

‖un‖2 → l e ‖un‖2∗

2∗ → l, l > 0. (4.16)

Fazendo vn = un/‖un‖2∗ , temos ‖vn‖2∗ = 1 e

S ≤ ‖vn‖2 =
‖un‖2

‖un‖2
2∗
→ l

l2/2∗

implica

S ≤ l2/N . (4.17)

Note que

I0(un) =
1

2
‖un‖2 − 1

2∗
‖un‖2∗

2∗ → c0,

e de (4.16), concluímos que l = c0N ; de (4.17) segue que

S ≤ (coN)2/N ,

ou seja,

c0 ≥
SN/2

N
. (4.18)

De (4.15) e (4.18) concluímos que

c0 =
SN/2

N
.

�
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Observação 4.10 a) Se G é um domínio limitado de RN , o nível do passo da

montanha referente ao funcional

I0,G =
1

2

∫
G

|∇u|2dx− 1

2∗

∫
G

(u+)2∗dx

é SN/2/N , i.e., o nível do passo da montanha de I0,G independe do domínio G

(ver Proposição 1.5).

b) Podemos assumir que toda sequência (PS)c de Iµ é não negativa.

Lema 4.11 Se µn → 0 então cµn → c0.

Demonstração:

Sabemos que

cµn ≤ c0, ∀n ∈ N.

Para n su�cientemente grande, cµn < c0 (do contrário, o resultado seguiria). Pelos

Lemas 4.4 e 4.9, seja (un) ⊂ H1
0 (Ω), un ≥ 0 tal que

Iµn(un) = cµn , I ′µn(un) = 0,

e seja (tn) ⊂ (0,∞) tal que tnun ∈ M0 = {u ∈ H1
0 (Ω) \ {0}; I ′0(u)u = 0} (a existência

(tn) segue adaptando a demonstração do Lema 4.5). Note que

c0 = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

I0(tu) ≤ max
t≥0

I0(tun)

= I0(tnun)

= Iµn(tnun) +
µn
q

∫
Ω

[(tnun)+]qdx

= Iµn(tnun) +
µnt

q
n

q

∫
Ω

[(un)+]qdx

= Iµn(tnun) +
µnt

q
n

q
‖un‖qq;

como un ∈Mµn , então

Iµn(tnun) ≤ max
t≥0

Iµn(tun) = Iµn(un) = cµn ,

e daí,

c0 ≤ cµn +
µnt

q
n

q
‖un‖qq. (4.19)

Mostremos agora que a sequência (tn) é limitada. Suponha, por contradição, que, a

menos de subsequência, tn →∞. Como cµn ≤ c0, mostra-se facilmente que a sequência
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(un) é limitada em H1
0 (Ω). De tnun ∈ M0 segue que max

t≥0
I0(tun) = I0(tnun), ou seja

d
dt
I0(tun)

∣∣∣∣
t=tn

= 0, e com isso obtemos

‖un‖2 = t2
∗−2
n ‖un‖2∗

2∗ .

Assim devemos ter ‖un‖2∗
2∗ → 0. Logo, por interpolação, segue que ‖un‖qq → 0. Como

I ′µn(un)un = 0 temos

‖un‖2 = µn‖un‖qq + ‖un‖2∗

2∗ ,

e daí ‖un‖2 → 0, e de

cµn = Iµn(un) =
1

2
‖un‖2 − µn

q
‖un‖qq −

1

2∗
‖un‖2∗

2∗ ,

segue que cµn → 0, o que é um absurdo pois

0 < cµ1 ≤ cµn , ∀n ∈ N⇒ lim
n→∞

cµn ≥ cµ1 > 0.

Portanto, (tn) é limitada, e de (4.19) segue que

c0 ≤ lim inf
n→∞

(
cµn +

µnt
q
n

q
‖un‖qq

)
= lim inf

n→∞
cµn ≤ lim sup

n→∞
cµn ≤ c0,

e concluímos en�m que lim
n→∞

cµn = c0.

�

4.2 Lemas técnicos

Os lemas demonstrados nesta seção terão fundamental importância para demons-

tração do resultado principal deste capítulo, enunciado no início do mesmo.

Lema 4.12 Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência de funções não negativas tal que ‖un‖2∗ =

1 e ‖un‖2 → S. Então existe uma sequência (yn, λn) ⊂ RN × R+ tal que

vn(x) = λ
N−2

2
n un(λnx+ yn)

admite uma subsequência convergente em D1,2(RN). Mais ainda,

λn → 0 e yn → y ∈ Ω.
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Demonstração:

Como H1
0 (Ω) = D1,2

0 (Ω) ⊂ D1,2
0 (RN) = D1,2(RN), a demonstração da primeira

parte desse lema segue de forma idêntica à demonstração do Lema 1.3. Mostremos

então as convergências. Suponha que λn → ∞. Escrevendo Ωλn = (Ω − yn)/λn,

observe que ∫
Ωλn

|vn|2dx =

∫
RN
|vn|2dx

=

∫
RN
|λ

N−2
2

n un(λnx+ yn)|2dx

= λN−2
n

∫
RN
|un(λnx+ yn)|2dx,

usando mudança de variáveis,∫
RN
|vn|2dx =

λN−2
n

λNn

∫
RN
|un(z)|2dz

=
1

λ2
n

‖un‖2
2

≤ M

λ2
n

→ 0,

pois (un) é limitada em L2(RN). A menos de subsequência, vn → v em D1,2(RN), e do

Lema de Fatou obtemos

0 = lim
n→∞

∫
RN
|vn|2dx ≥

∫
RN
|v|2dx ≥ 0

o que implica v = 0, o que é um absurdo, pois ‖vn‖2∗ = 1 e

vn → v em D1,2(RN)⇒ ‖vn‖2∗ → ‖v‖2∗ .

Logo, λn → λ0 ≥ 0. Se |yn| → ∞ então

|λnx+ yn| ≥ |yn| − λn|x| → ∞, ∀x ∈ Ω,

donde, para n su�cientemente grande, un(λnx + yn) = 0 implicando ‖un‖2∗ = 0, ab-

surdo. Logo, yn → y ∈ RN . Suponha agora que λn → λ0 > 0. Então

Ωλn =
Ω− yn
λn

→ Ω− y
λ0

= Ω̃ 6= RN ,

e com isso teríamos ‖v‖2∗,Ω̃ = 1 e ‖v‖2 = S, ou seja, v assumiria a melhor constante de

Sobolev em Ω̃, o que não é possível (Proposição 1.5). Logo, λn → 0. E supondo que

y /∈ Ω, como

λnx+ yn → y, ∀x ∈ Ω,
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para n su�cientemente grande λnx + yn /∈ Ω, donde un(λnx + yn) = 0 implicando

‖un‖2∗ = 0, o que é um absurdo. Portanto y ∈ Ω.

�

Como feito no Capítulo 3, supondo 0 ∈ Ω, escolha r > 0 su�cientemente pequeno

tal que Br ⊂ Ω, e de modo que os conjuntos

Ω+
r = {x ∈ RN ; dist(x,Ω) ≤ r}

e

Ω−r = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) ≥ r}

sejam homotopicamente equivalentes a Ω.

De�na agora

H1
0,rad(Br) = {u ∈ H1

0 (Br);u é radial},

e escreva

Iµ,Br(u) =
1

2

∫
Br

|∇u|2dx− µ

q

∫
Br

(u+)qdx− 1

2∗

∫
Br

(u+)2∗dx, u ∈ H1
0,rad(Br),

Mµ,Br = {u ∈ H1
0,rad(Br) \ {0}; I ′µ,Br(u)u = 0}

e

m(µ) = inf{Iµ,Br(u);u ∈Mµ,Br}

(como na Proposição 4.2, o número m(µ) está bem de�nido). Denote por m̃(µ) o nível

do passo da montanha do funcional Iµ,Br em H1
0,rad(Br).

Lema 4.13 Suponha N ≥ 4 e 2 < q < 2∗. Temos

a) Iµ,Br satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ (0, SN/2/N) em H1
0,rad(Br) e, mais

ainda, m̃(µ) ∈ (0, SN/2/N) para µ > 0;

b) m(µ) = m̃(µ);

c) m(µ)→ SN/2/N quando µ→ 0.

Demonstração:

Segue de forma análoga às demonstrações dos Lemas 4.4, 4.7 e 4.11.

�
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De�na agora a aplicação

β :Mµ −→ RN

u 7−→ β(u) = 1
SN/2

∫
Ω

(u+)2∗xdx,
(4.20)

e o conjunto

Im(µ)
µ = {u ∈ H1

0 (Ω); Iµ(u) ≤ m(µ)}.

Lema 4.14 Existe µ∗ > 0 tal que, se µ ∈ (0, µ∗) e u ∈Mµ ∩ Im(µ)
µ , então β(u) ∈ Ω+

r .

Demonstração:

Suponha, por contradição, que existem µn → 0 e un ∈ Mµn ∩ I
m(µn)
µn tais que

β(un) /∈ Ω+
r . Note que

cµn = inf
u∈Mµn

Iµn(u) ≤ Iµn(un)

=
1

2

∫
Ω

|∇un|2dx−
µn
q

∫
Ω

(u+
n )qdx− 1

2∗

∫
Ω

(u+
n )2∗dx

≤ m(µn),

e

0 = I ′µn(un)un =

∫
Ω

|∇un|2dx− µn
∫

Ω

(u+
n )qdx−

∫
Ω

(u+
n )2∗dx.

Sendo (un) limitada em H1
0 (Ω), obtemos

cµn + on(1) ≤ 1

2

∫
Ω

|∇un|2dx−
1

2∗

∫
Ω

(u+
n )2∗dx ≤ m(µn) + on(1) (4.21)

e ∫
Ω

|∇un|2dx−
∫

Ω

(u+
n )2∗dx = on(1). (4.22)

De c0 = SN/2/N (Lema 4.9), cµn → c0 quando µn → 0 (Lema 4.11) e m(µ)→ SN/2/N

quando µ→ 0 (Lema 4.13, (c)), temos

cµn →
SN/2

N
e m(µn)→ SN/2

N
,

portanto, de (4.21) e (4.22), a sequência wn = un/‖u+
n ‖2∗ veri�ca

‖w+
n ‖2∗ = 1 e

∫
Ω

|∇wn|2dx→ S.

De fato, de (4.22) segue que

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|2dx = lim
n→∞

∫
Ω

(u+
n )2∗dx = l
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e de (4.21), passando o limite quando n→∞, obtemos

SN/2

N
≤ 1

2
l − 1

2∗
l ≤ SN/2

N

e daí l = SN/2. Logo,∫
Ω

|∇wn|2dx = ‖wn‖2 =
‖un‖2

‖u+
n ‖2

2∗
=

‖un‖2

(‖u+
n ‖2∗

2∗)
2

2∗
→ SN/2

(SN/2)
2

2∗
= S.

Dessa maneira, a sequência w̃n = w+
n satisfaz

‖w̃n‖2∗ = 1 e ‖w̃n‖2 =

∫
Ω

|∇w̃n|2dx→ S,

já que

S ≤ ‖w̃n‖2 = ‖w+
n ‖2 ≤ ‖wn‖2 → S.

Portanto, pelo Lema 4.12, existe (λn, yn) ⊂ R+ × RN tal que a sequência vn(x) =

λ
N−2

2
n w̃n(λnx + yn) admite uma subsequência que converge forte para v em D1,2(RN).

Observe que

β(un) =
1

SN/2

∫
Ω

(u+
n )2∗xdx =

‖u+
n ‖2∗

2∗

SN/2

∫
Ω

w̃2∗

n (x)xdx.

Fixando ϕ ∈ C∞0 (RN) com ϕ(x) = x,∀x ∈ Ω, temos

β(un) =
‖u+

n ‖2∗
2∗

SN/2

∫
Ω

w̃2∗

n (z)zdz

=
‖u+

n ‖2∗
2∗

SN/2

∫
Ω

w̃2∗

n (z)ϕ(z)dz

=
‖u+

n ‖2∗
2∗

SN/2

∫
RN
w̃2∗

n (z)ϕ(z)dz

=
‖u+

n ‖2∗
2∗

SN/2

∫
RN
w̃2∗

n (λnx+ yn)ϕ(λnx+ yn)λNn dx

=
‖u+

n ‖2∗
2∗

SN/2

∫
RN
v2∗

n (x)ϕ(λnx+ yn)dx,

e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

β(un)→ SN/2

SN/2
y = y ∈ Ω,

ou seja, para n su�cientemente grande temos β(un) ∈ Ω ⊂ Ω+
r , o que é uma contradição.

O lema �ca então demonstrado.

�
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Pelo Lema 4.13, existe vµ ∈Mµ,Br tal que

Iµ,Br(vµ) = m̃(µ) = m(µ),

e vµ é não negativa, pois

I ′µ,Br(vµ) = 0⇒ I ′µ,Br(vµ)v−µ = ‖v−µ ‖2 = 0.

De�na então a aplicação γ : Ω−r → I
m(µ)
µ por

γ(y) : Br −→ R

x 7−→ γ(y)(x) =

 vµ(x− y), x ∈ B(y, r)

0, c.c.

. (4.23)

Note que, para cada y ∈ Ω−r , temos

(β ◦ γ)(y) =
1

SN/2

∫
Ω

xvµ(x− y)2∗dx

=
1

SN/2

∫
Ω

(z + y)vµ(z)2∗dz

=
1

SN/2

∫
Ω

zvµ(z)2∗dz +
1

SN/2

∫
Ω

yvµ(z)2∗dz,

ou seja,

(β ◦ γ)(y) =
1

SN/2

∫
Ω

yvµ(z)2∗dz = α(µ)y

(pois vµ é radial), onde

α(µ) =
1

SN/2

∫
Ω

vµ(z)2∗dz.

Lema 4.15 Se µ→ 0 então α(µ)→ 1.

Demonstração:

Note que

m(µ) = Iµ,Br(vµ) =
1

2

∫
Br

|∇vµ|2dx−
µ

q

∫
Br

vqµdx−
1

2∗

∫
Br

v2∗

µ dx ≤
SN/2

N
(4.24)

e

I ′µ,Br(vµ)vµ =

∫
Br

|∇vµ|2dx− µ
∫
Br

vqµdx−
∫
Br

v2∗

µ dx = 0

implica
1

q

∫
Br

|∇vµ|2dx−
µ

q

∫
Br

vqµdx−
1

q

∫
Br

v2∗

µ dx = 0.
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Dessa forma(
1

2
− 1

q

)∫
Br

|∇vµ|2dx ≤
(

1

2
− 1

q

)∫
Br

|∇vµ|2dx+

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Br

v2∗

µ dx

= Iµ,Br(vµ)− 1

q
I ′µ,Br(vµ)vµ

donde (
1

2
− 1

q

)∫
Br

|∇vµ|2dx ≤
SN/2

N
,

mostrando que a sequência (vµ) é limitada. Supondo, ‖vµ‖2 → l temos, de

‖vµ‖2 − µ‖vµ‖qq − ‖vµ‖2∗

2∗ = 0,

‖vµ‖2∗
2∗ → l. De (4.24) e do Lema 4.13,(c), segue que l = SN/2, ou seja, ‖vµ‖2∗

2∗ → SN/2,

e consequentemente,

α(µ) =
1

SN/2

∫
Ω

v2∗

µ dx =
1

SN/2
‖vµ‖2∗

2∗ →
SN/2

SN/2
= 1,

quando µ→ 0.

�

Pelo Lema 4.15, para µ ≈ 0, �ca bem de�nida a aplicação

Hµ : [0, 1]× (Mµ ∩ Im(µ)
µ ) −→ RN

(t, u) 7−→ Hµ(t, u) =

(
t+ 1−t

α(µ)

)
β(u).

(4.25)

Lema 4.16 Existe µ∗ > 0 tal que se µ ∈ (0, µ∗) então

Hµ([0, 1]× (Mµ ∩ Im(µ)
µ )) ⊂ Ω+

r .

Demonstração:

Suponha, por contradição, que existem tn ∈ [0, 1], µn → 0 e un ∈ Mµn ∩ I
m(µn)
µn

tais que Hµn(tn, un) /∈ Ω+
r . Sem perda de generalidade, podemos supor tn → t0 ∈ [0, 1].

Pelo Lema 4.15 e como visto na demonstração do Lema 4.14, temos

α(µn)→ 1 e β(un)→ y ∈ Ω.

Dessa forma

Hµn(tn, un) =

(
tn +

1− tn
α(µn)

)
β(un)→ y ∈ Ω,

donde, para n ≈ ∞, Hµn(tn, un) ∈ Ω ⊂ Ω+
r , o que é um contradição. Logo, o lema é

válido.

�
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4.3 Demonstração do Teorema 4.1

Vejamos antes alguns lemas.

Lema 4.17 Se uµ é um ponto crítico de Iµ emMµ, então o mesmo é um ponto crítico

de Iµ em H1
0 (Ω).

Demonstração:

Se uµ ∈Mµ então I ′µ(uµ)uµ = 0. Fazendo

Jµ(u) = ‖u‖2 − µ‖u+‖qq − ‖u+‖2∗

2∗ ,

pelo Teorema B.3, existe θ ∈ R tal que

I ′µ(uµ) = θJ ′µ(uµ). (4.26)

Observe que

J ′µ(uµ)uµ = 2‖uµ‖2 − µq‖u+
µ ‖qq − 2∗‖u+

µ ‖2∗

2∗

e como

0 = I ′µ(uµ)uµ = Jµ(uµ) = ‖uµ‖2 − µ‖u+
µ ‖qq − ‖u+

µ ‖2∗

2∗

implica

‖uµ‖2 = µ‖u+
µ ‖qq + ‖u+

µ ‖2∗

2∗ ,

temos

J ′µ(uµ)uµ = 2(µ‖u+
µ ‖qq + ‖u+

µ ‖2∗

2∗)− µq‖u+
µ ‖qq − 2∗‖u+

µ ‖2∗

2∗

= µ(2− q)‖u+
µ ‖qq + (2− 2∗)‖u+

µ ‖2∗

2∗ < 0,

donde, de 4.26,

0 = I ′µ(uµ)uµ = θJ ′µ(uµ)uµ

implicando que θ = 0, ou seja, I ′µ(uµ) = 0 e uµ é ponto crítico de Iµ em H1
0 (Ω).

�

A seguir, denotamos por IMµ a restrição de Iµ emMµ.

Lema 4.18 Toda sequência (un) ⊂Mµ tal que Iµ(un)→ c < SN/2/N e I ′Mµ
(un)→ 0

admite uma subsequência convergente em H1
0 (Ω), para µ > 0 e 2 < q < 2∗.
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Demonstração:

Fazendo Jµ como na demonstração do Lema 4.17, então, pela Proposição B.3,

dado u ∈Mµ, temos

‖I ′Mµ
(u)‖∗ = min

θ∈R
‖I ′µ(u)− θJ ′µ(u)‖.

Logo, por hipótese, existe (θn) ⊂ R tal que

‖I ′Mµ
(un)‖∗ = ‖I ′µ(un)− θnJ ′µ(un)‖ → 0,

ou seja,

I ′µ(un) = θnJ
′
µ(un) + on(1). (4.27)

Na demonstração do Lema 4.17, vimos que J ′µ(u)u < 0, para todo u ∈Mµ. Como (un)

é limitada, supondo que J ′µ(un)un → 0 segue de

‖un‖2 = µ‖u+
n ‖qq + ‖u+

n ‖2∗

2∗

(pois I ′µ(un)un = 0) e

J ′µ(un)un = 2‖un‖2 − qµ‖u+
n ‖qq − 2∗‖u+

n ‖2∗

2∗

= µ(2− q)‖u+
n ‖qq + (2− 2∗)‖u+

n ‖2∗

2∗ → 0

que

‖u+
n ‖qq → 0 e ‖u+

n ‖2∗

2∗ → 0,

donde ‖un‖2 → 0 e, consequentemente, ‖un‖ → 0. Por outro lado, como (un) ⊂ Mµ,

vimos que ‖un‖2 = µ‖u+
n ‖qq + ‖u+

n ‖2∗
2∗ , e das imersões contínuas, temos

‖un‖2 ≤ µ‖un‖qq + ‖un‖2∗

2∗

≤ µc1‖un‖q + c2‖un‖2∗

≤ c̃(µ‖un‖q + ‖un‖2∗), onde c̃ = max{c1, c2},

e assim

1 ≤ c̃(µ‖un‖q−2 + ‖un‖2∗−2)→ 0,

o que é um absurdo. Dessa forma, podemos assumir que J ′µ(un)un → l < 0. De (4.27),

temos

0 = I ′µ(un)un = θnJ
′
µ(un)un + on(1),
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donde θn → 0, e, consequentemente, Iµ(un)→ 0. Logo,

Iµ(un)→ c < SN/2/N e Iµ(un)→ 0,

e a conclusão segue do Lema 4.4.

�

Lema 4.19 Se N ≥ 4 e µ ∈ (0, µ∗) então cat
I
m(µ)
Mµ

(I
m(µ)
Mµ

) ≥ catΩ(Ω).

Demonstração:

Se cat
I
m(µ)
Mµ

(I
m(µ)
Mµ

) =∞, nada a demonstrar. Suponha que cat
I
m(µ)
Mµ

(I
m(µ)
Mµ

) = n, i.e,

I
m(µ)
Mµ

= A1 ∪ ... ∪ An,

onde Aj, j = 1, ..., n são fechados e contráteis em I
m(µ)
Mµ

, ou seja, existem hj : [0, 1] ×

Aj → I
m(µ)
Mµ

contínuas tais que

hj(0, u) = u, hj(1, u) = wj, ∀u ∈ Aj,

onde wj ∈ Im(µ)
Mµ

é �xo, para cada j = 1, ..., n. Considere Bj = γ−1(Aj), j = 1, ..., n,

onde γ é dada em (4.23). Como visto na demonstração do Lema 3.24, γ é contínua,

donde os conjuntos Bj são fechados, e satisfazem

Ω−r = B1 ∪ ... ∪Bn.

De�na agora a deformação

gj : [0, 1]×Bj −→ Ω+
r

(t, y) 7−→ gj(t, y) = Hµ(t, hj(t, γ(y))),

onde Hµ é a aplicação dada em (4.25), para µ ∈ (0, µ∗). Como visto na demonstração

do Lema 3.24, a aplicação β dada em (4.20) é contínua, donde a aplicaçãoHµ é contínua

e, consequentemente, gj é contínua, para todo j = 1, ..., n. Agora, note que

gj(0, y) = Hµ(0, hj(0, γ(y)))

= Hµ(0, γ(y))

=

(
0 +

1− 0

α(µ)

)
β(γ(y))

=
β(γ(y))

α(µ)
=
α(µ)y

α(µ)
= y, ∀y ∈ Bj,
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e

gj(1, y) = Hµ(1, hj(1, γ(y)))

= Hµ(1, w)

=

(
1 +

1− 1

α(µ)

)
β(w)

= β(w) ∈ Ω+
r , ∀y ∈ Bj,

pois µ ∈ (0, µ∗) (ver Lema 4.14). Dessa forma, os conjuntos Bj são contráteis em Ω+
r ,

donde

catΩ(Ω) = catΩ+
r

(Ω−r ) ≤ n = cat
I
m(µ)
Mµ

(I
m(µ)
Mµ

).

�

Demonstração do Teorema 4.1:

Pelos Lemas 4.4 e 4.13, sabemos que

cµ,m(µ) <
SN/2

N
,

para µ > 0 se 2 < q < 2∗. Além disso, pelo Lema 4.18, IMµ satisfaz a condição (PS)c,

para todo c ∈ (0, SN/2/N). Usando os argumentos da Seção 3.3, concluímos que Im(µ)
Mµ

contém, pelo menos, cat
I
m(µ)
Mµ

(I
m(µ)
Mµ

) pontos críticos de IMµ , ou seja, pelo Lema 4.19,

I
m(µ)
Mµ

contém, pelo menos, catΩ(Ω) pontos críticos da restrição de Iµ emMµ. Agora,

pelo Lema 4.17, como todo ponto crítico de IMµ é ponto crítico de Iµ, concluímos en�m

que Iµ contém, pelo menos, catΩ(Ω) pontos críticos. Como tais pontos críticos estão

emMµ, os mesmo são não nulos, e são soluções do problema (Pµ). Logo, �ca mostrada

a existência de, pelo menos, catΩ(Ω) soluções não triviais do problema (Pµ).

�



Apêndice A

Resultados da teoria de medida

Neste apêndice enunciamos uma de�nição e um teorema que foram úteis para o

enunciado e a demonstração do Lema de Concentração e Compacidade 1.1, e para o

enunciado do Lema 1.2.

De�nição A.1 Seja Ω um subconjunto aberto de RN e de�na

K(Ω) = {u ∈ C(Ω); supp ⊂⊂ Ω}

e

BC(Ω) =

{
u ∈ C(Ω); ‖u‖∞ = sup

x∈Ω
|u(x)| <∞

}
.

O espaço C0(Ω) é o fecho de K(Ω) em BC(Ω) com respeito a norma uniforme. Uma

medida �nita em Ω é um funcional linear contínuo em C0(Ω). A norma de uma medida

�nita µ é dada por

‖µ‖ = sup
u ∈ C0(Ω)

‖u‖∞ = 1

|〈µ, u〉|.

Denotemos porM(Ω) (respectivamente,M+(Ω)) o espaço de medidas �nitas (respec-

tivamente, espaço de medidas �nitas positivas, i.e., as medidas µ tais que 〈µ, u〉 ≥
0, ∀u ∈ C0(Ω) com u ≥ 0) em Ω. Uma sequência (µn) converge fraco para µ em

M(Ω), e escrevemos

µn ⇀ µ,

se

〈µn, u〉 → 〈µ, u〉, ∀u ∈ C0(Ω),

i.e., ∫
Ω

udµn →
∫

Ω

udµ, ∀u ∈ C0(Ω).



86

A demonstração do teorema a seguir por ser vista em [20].

Teorema A.2 a) Toda sequência limitada de medidas �nitas em Ω admite uma

subsequência fracamente convergente.

b) Se µn ⇀ µ emM(Ω) então (µn) é limitada e

‖µ‖ ≤ lim
n→∞

‖µn‖.

c) Se µ ∈M+(Ω), então

‖µ‖ = 〈µ, 1〉 = sup
u ∈ BC(Ω)

‖u‖∞ = 1

〈µ, u〉.



Apêndice B

Lema de Deformação

Neste apêndice, apresentaremos resultados importantes que foram utilizados no

Capítulo 3 do nosso trabalho.

Consideramos a seguinte situação: X é um espaço de Banach, ψ ∈ C2(X,R),

V = {v ∈ X;ψ(v) = 1}, para todo v ∈ V , ψ′(v) 6= 0.

Iniciemos com algumas de�nições.

De�nição B.1 a) O espaço tangente de V no ponto v é dado por

TvV = {y ∈ X; 〈ψ′(v), y〉 = 0}.

b) Sejam ϕ ∈ C1(X,R) e v ∈ V . A norma da derivada da restrição de ϕ a V em v

é de�nida por

‖ϕ′(v)‖∗ = sup
y ∈ TvV

‖y‖ = 1

〈ϕ′(v), y〉.

c) O ponto v é um ponto crítico da restrição de ϕ a V se a restrição de ϕ′(v) a TvV

é igual a zero, i.e., se ‖ϕ′(v)‖∗ = 0.

Lema B.2 Se f, g ∈ X ′, então

sup
y ∈ ker g

‖y‖ = 1

〈f, y〉 = min
λ∈R
‖f − λg‖.

Demonstração:
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Para todo λ ∈ R temos

sup
y ∈ ker g

‖y‖ = 1

〈f, y〉 = sup
y ∈ ker g

‖y‖ = 1

〈f − λg, y〉

≤ sup
‖y‖=1

〈f − λg, y〉,

ou seja,

sup
y ∈ ker g

‖y‖ = 1

〈f, y〉 ≤ ‖f − λg‖, ∀λ ∈ R,

donde sup
y ∈ ker g

‖y‖ = 1

〈f, y〉 é uma cota inferior para o conjunto

{‖f − λg‖, λ ∈ R}.

Por outro lado, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema C.3), existe um funcional

linear contínuo f̃ : X → R coincidindo com f0 = f |ker g : ker g → R em ker g e

veri�cando

‖f̃‖ = sup
y ∈ ker g

‖y‖ = 1

〈f0, y〉 = ‖f0‖.

Como ker g ⊂ ker(f − f̃), existe λ ∈ R tal que f − f̃ = λg. Portanto,

sup
y ∈ ker g

‖y‖ = 1

〈f, y〉 = ‖f̃‖ = ‖f − λg‖.

�

Teorema B.3 (Multiplicadores de Lagrange) Se ϕ ∈ C1(X,R) e u ∈ V , então

‖ϕ′(u)‖∗ = min
λ∈R
‖ϕ′(u)− λψ′(u)‖.

Em particular, u é ponto crítico de ϕ|V se, e somente se, existe λ ∈ R tal que

ϕ′(u) = λψ′(u).

Demonstração:

Do Lema B.2 segue que

‖ϕ′(u)‖∗ = sup
y ∈ TuV

‖y‖ = 1

〈ϕ′(u), u〉

= sup
y ∈ kerψ′(u)

‖y‖ = 1

〈ϕ′(u), u〉

= min
λ∈R
‖ϕ′(u)− λψ′(u)‖.
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A segunda parte do teorema segue de forma imediata.

�

De�nição B.4 Seja ϕ ∈ C1(X,R). Um vetor pseudogradiente tangente para ϕ em

u ∈M = {u ∈ V ; ‖ϕ′(u)‖∗ 6= 0} é um vetor v ∈ TuV tal que

‖v‖ ≤ 2‖ϕ′(u)‖∗

e

〈ϕ′(u), v〉 ≥ ‖ϕ′(u)‖2
∗.

Um campo vetorial pseudogradiente tangente para ϕ em M é um campo vetorial

g : M → X localmente lipschitiziano tal que, para todo u ∈ M , g(u) é um vetor

pseudogradiente tangente para ϕ em u.

Observação B.5 Qualquer combinação convexa de vetores pseudogradientes tangentes

para ϕ em u é também um vetor pseudogradiente tangente para ϕ em u.

Proposição B.6 Seja ϕ ∈ C1(X,R). Existe então um campo pseudogradiente tangente

para ϕ em M .

Demonstração:

Para cada v ∈M , existe x ∈ TvV tal que ‖x‖ = 1 e

〈ϕ′(v), x〉 > 2

3
‖ϕ′(v)‖∗.

Existe também z ∈ X tal que 〈ψ′(v), z〉 = 1. De�na y = 3
2
‖ϕ′(v)‖∗x e para cada u ∈ V

tal que 〈ψ′(u), z〉 6= 0, de�na

gv(u) = y − 〈ψ
′(u), y〉

〈ψ′(u), z〉
z.

Como gv(v) = y (pois x ∈ TvV ), obtemos

‖gv(v)‖ = ‖y‖ =
3

2
‖ϕ′(v)‖∗‖x‖ =

3

2
‖ϕ′(v)‖∗ < 2‖ϕ′(v)‖∗

e

〈ϕ′(v), gv(v)〉 = 〈ϕ′(v), y〉 = 〈ϕ′(v),
3

2
‖ϕ′(v)‖∗x〉 =

3

2
‖ϕ′(v)‖∗〈ϕ′(v), x〉 >

>
3

2
‖ϕ′(v)‖∗

2

3
‖ϕ′(v)‖∗ = ‖ϕ′(v)‖2

∗.

Como ϕ′ e gv são contínuas, existe uma vizinhança Nv de v tal que

‖gv(u)‖ ≤ 2‖ϕ′(u)‖∗
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e

〈ϕ′(u), gv(u)〉 ≥ ‖ϕ′(u)‖2
∗, ∀u ∈ Nv.

A família N = {Nv; v ∈M} é uma cobertura aberta deM . ComoM é espaço métrico,

o mesmo é paracompacto (ver [15]), logo, N pode ser re�nada por uma cobertura

aberta localmente �nita M = {Mi; i ∈ I} (i.e., para todo i ∈ I existe vi ∈ M tal

que Mi ⊂ Nvi , e todo ponto de M possui uma vizinhança que intercepta apenas um

número �nito de conjuntos Mi). De�na, para u ∈M ,

gi(u) =

 gvi(u), u ∈ Nvi

0, u /∈ Nvi ,

ρi(u) = dist(u,M c
i ),

e

g(u) =
∑
i∈I

ρi(u)gi(u)∑
j∈I

ρj(u)
.

Mostremos que g é um campo pseudogradiente para ϕ em M .

i) gi(u) é um vetor pseudogradiente tangente para ϕ em u ∈ M . De fato, gi(u) ∈

TuV , pois

〈ψ′(u), gi(u)〉 = 0.

E dado u ∈M , u ∈ Nvi , para algum i ∈ I, donde

gi(u) = gvi(u),

e assim

‖gi(u)‖ = ‖gvi(u)‖ ≤ 2‖ϕ′(u)‖∗

e

〈ϕ′(u), gi(u)〉 = 〈ϕ′(u), gvi(u)〉 ≥ ‖ϕ′(u)‖2
∗.

ii) PorM ser localmente �nita, a soma∑
j∈I

ρj(u) =
∑
j∈I

dist(u,M c
j )

é �nita; observe também que βi(u) = ρi(u)/
∑
j∈I

ρj(u) é tal que
∑
i∈I
βi(u) = 1. Logo,

g(u) é uma combinação convexa de vetores pseudogradientes tangente para ϕ em

u, e da Observação B.5, segue que g(u) é um vetor pseudogradiente tangente para

ϕ em u.
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�

Lema B.7 (Lema de Deformação) Sejam ϕ ∈ C1(X,R), S ⊂ V , c ∈ R, ε, δ > 0

tais que

∀u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ, temos ‖ϕ′(u)‖∗ ≥
8ε

δ
, (B.1)

onde

S2δ = {u ∈ X; dist(u, S) ≤ 2δ}.

Então, existe η ∈ C([0, 1]× V, V ) tal que

(i) η(t, u) = u, se t = 0 ou u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ;

(ii) ϕ(η(., u)) é não crescente, ∀u ∈ V ;

(iii) η(1, ϕc+ε ∩ S) ⊂ ϕc−ε.

Demonstração:

Pelo Lema B.6, existe um campo pseudogradiente g para ϕ em

M = {u ∈ V ; ‖ϕ′(u)‖∗ 6= 0}. De�na

A = ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ,

B = ϕ−1([c− ε, c+ ε]) ∩ Sδ,

e

φ(u) =
dist(u,Ac)

dist(u,Ac) + dist(u,B)
,∀u ∈ V.

A função φ é localmente lipschitiziana (ver [9]). De�na agora f : V −→ X por

f(u) =

 −
φ(u)g(u)

‖g(u)‖2
, u ∈ A,

0, u ∈ V \ A;

note que f é localmente lipschitiziana e que f(u) ∈ TuV , para todo u ∈ V. Da

De�nição B.4 e de (B.1) segue que

u ∈ V \A⇒ ‖f(u)‖ = 0 ≤ δ

8ε

e

u ∈ A⇒ ‖f(u)‖ =

∥∥∥∥∥−φ(u)g(u)

‖g(u)‖2

∥∥∥∥∥ =
φ(u)g(u)

‖g(u)‖2
≤ 1

‖g(u)‖
≤ 1

‖ϕ′(u)‖∗
≤ δ

8ε
,
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ou seja

‖f(u)‖ ≤ δ

8ε
,∀u ∈ V.

Logo, sendo f localmente lipschitiziana, o problema
d

dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)),

σ(0, u) = u

admite uma única solução σ(., u) e sendo f limitada, tal solução está de�nida em toda

reta. Também, segue da dependência contínua dos dados iniciais que σ é contínua em

R× V . De�na então

η : [0, 1]× V −→ V

(t, u) 7−→ η(t, u) = σ(8εt, u);

para t ≥ 0, temos

‖σ(t, u)−u‖ = ‖σ(t, u)−σ(0, u)‖ =

∥∥∥∥∥
∫ t

0

f(σ(τ, u))dτ

∥∥∥∥∥ ≤
∫ t

0

‖f(σ(τ, u))‖dτ ≤
∫ t

0

δ

8ε
dτ

donde

‖σ(t, u)− u‖ ≤ δt

8ε
, (B.2)

e

d

dt
ϕ(σ(t, u)) = 〈ϕ′(σ(t, u)), σ′(t, u)〉

= 〈ϕ′(σ(t, u)), f(σ(t, u))〉

= − φ(σ(t, u))

‖g(σ(t, u))‖2
〈ϕ′(σ(t, u)), g(σ(t, u))〉

≤ − φ(σ(t, u))

‖g(σ(t, u))‖2
‖ϕ′(σ(t, u))‖2

∗

implicando
d

dt
ϕ(σ(t, u)) ≤ −1

4
φ(σ(t, u)). (B.3)

Com isso em mãos, demonstremos a tese do nosso lema.

(i)Se t = 0, então

η(0, u) = σ(0, u) = u.

Se u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ (i.e., se u ∈ Ac), note que ω(t) = u é solução de d
dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)),

σ(0, u) = u
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pois  d
dt
ω(t) = 0 = f(u) = f(ω(t)),

ω(0) = u.

Logo

σ(t, u) = u, ∀t ∈ R, ∀u ∈ Ac ⇒ σ(8εt, u) = u, ∀t ∈ R,∀u ∈ Ac,

donde

η(t, u) = u, ∀t ∈ [0, 1],∀u ∈ Ac.

(ii) Fixando u ∈ V , considere

γ(t) = ϕ(η(t, u)), ∀t ∈ [0, 1].

De (B.3) segue que

d

dt
γ(t) =

d

dt
ϕ(η(t, u)) =

d

dt
ϕ(σ(8εt, u)) = 〈ϕ′(σ(8εt, u)), σ′(8εt, u)8ε〉 =

= 8ε〈ϕ′(σ(8εt, u)), f(σ(8εt, u))〉 ≤ −2εφ(σ(t, u)) ≤ 0,

donde γ é não crescente, para todo u ∈ V .

(iii) Seja u ∈ ϕc+ε ∩ S. Se existe t0 ∈ [0, 8ε] tal que ϕ(σ(t0, u)) < c − ε, então, pelo

item (ii) segue que

ϕ(σ(8ε, u)) ≤ ϕ(σ(t0, u)) < c− ε⇒ ϕ(η(1, u)) < c− ε⇒ η(1, u) ∈ ϕc−ε.

Suponha agora que

ϕ(σ(t, u)) ≥ c− ε, ∀t ∈ [0, 8ε];

note então que

ϕ(σ(t, u)) ≤ ϕ(σ(0, u)) = ϕ(u) ≤ c+ ε, ∀t ∈ [0, 8ε]

donde

σ(t, u) ∈ ϕ−1([c− ε, c+ ε]), ∀t ∈ [0, 8ε].

De (B.2), se t ≥ 0, temos

‖η(t, u)− u‖ = ‖σ(8εt, u)− u‖ ≤ δ(8εt)

8ε
= δt ≤ δ, ∀t ∈ [0, 1];

logo,

η(t, u) ∈ Sδ, ∀u ∈ S, t ∈ [0, 1]
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implicando que

σ(t, u) ∈ Sδ, ∀u ∈ S, t ∈ [0, 8ε].

Assim, σ(t, u) ∈ ϕ−1([c− ε, c+ ε]) ∩ Sδ = B, para todo t ∈ [0, 8ε], e como

ϕ(σ(8ε, u))− ϕ(σ(0, u)) =

∫ 8ε

0

d

dt
ϕ(σ(t, u))dt

segue de (B.3) que

ϕ(σ(8ε, u)) = ϕ(u) +

∫ 8ε

0

d

dt
ϕ(σ(t, u))dt

≤ ϕ(u)− 1

4

∫ 8ε

0

φ(σ(t, u))dt

= c+ ε− 8ε

4
,

ou seja, ϕ(η(1, u)) ≤ c − ε, e como u ∈ ϕc+ε ∩ S foi arbitrário, concluímos en�m que

η(1, ϕc+ε ∩ S) ⊂ ϕc−ε.

�

Teorema B.8 (Princípio Variacional de Ekeland) Sejam X um espaço de Ba-

nach e G ∈ C2(X,R) tal que para todo v ∈ V = {v ∈ X;G(v) = 1}, temos G′(v) 6= 0.

Sejam v ∈ V e ε, δ > 0 com

F (v) ≤ inf
V
F + ε;

então existe u ∈ V tal que

a) F (u) ≤ inf
V
F + 2ε;

b) ‖u− v‖ ≤ 2δ;

c) min
λ∈R
‖F ′(u)− λG′(u)‖ ≤ 8ε/δ.

Demonstração:

Suponha, por contradição, que para todo u ∈ V tal que

F (u) ≤ inf
V
F + 2ε, ‖u− v‖ ≤ 2δ,

tenhamos

‖F ′(u)‖∗ = min
λ∈R
‖F ′(u)− λG′(u)‖ > 8ε/δ,

i.e.,

∀u ∈ F−1([c− 2ε, c+ 2ε)] ∩ S2δ = F−1([c, c+ 2ε)] ∩ S2δ, temos ||F ′(u)||∗ ≥
8ε

δ
,
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onde S = {v} e c = inf
V
F . Pelo Lema B.7, existe η : [0, 1] × V → V contínua tal que

η(1, F c+ε ∩ S) ⊂ F c−ε. Observe que

F (v) ≤ c+ ε⇒ v ∈ F c+ε ⇒ F c+ε ∩ S = {v},

o que implica que η(1, v) ∈ F c−ε, ou seja, F (η(1, v)) ≤ c − ε < c, absurdo, pois

c = inf
V
F ≤ F (v), para todo v ∈ V .

�

Corolário B.9 Sob as hipóteses do Teorema B.8, seja (vn) ⊂ V uma sequência tal

que

F (vn)→ inf
V
F.

Então, existe uma sequência (un) ⊂ V tal que

a) F (un)→ inf
V
F ;

b) ‖un − vn‖ → 0;

c) ‖F ′(un)‖∗ → 0;

ou seja, existe uma sequência (PS)c para F , com nível c = inf
V
F .



Apêndice C

Resultados utilizados na dissertação

Neste apêndice enunciaremos alguns resultados que utilizamos no decorrer do

nosso trabalho. Os mesmos serão apresentados sem demonstração, apenas será citado

onde a prova pode ser encontrada.

Sejam N ≥ 3 e 2∗ = 2N/(N − 2) o expoente crítico de Sobolev. O espaço

D1,2(RN) = {u ∈ L2∗(RN);∇u ∈ L2(RN)}

com o produto interno ∫
RN
∇u.∇vdx

e a norma correspondente (∫
RN
|∇u|2dx

)1/2

é um espaço de Hilbert. O espaço D1,2
0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) em D1,2(RN). Se

|Ω| <∞, então D1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω). O número

S = inf
u ∈ D1,2(RN )

‖u‖2∗ = 1

‖∇u‖2
2

é positivo. A constante de Sobolev também é dada por

S = inf
D1,2(RN )\{0}

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2∗

e com isso obtemos a desigualdade de Sobolev:

‖u‖2
2∗ ≤ S−1‖∇u‖2

2, ∀u ∈ D1,2(RN). (C.1)
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E se |Ω| <∞, então a constante de Poincaré

λ1(Ω) = inf
u ∈ H1

0 (Ω)

‖u‖2 = 1

‖∇u‖2
2 > 0

é atingida (ver [6] ou [20]).

Para os Teoremas C.1 e C.2, ver [6] ou [20].

Teorema C.1 (Teorema de Sobolev) As seguintes imersões são contínuas:

H1(RN) ↪→ Lp(RN), 2 ≤ p <∞, N = 1, 2,

H1(RN) ↪→ Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗, N ≥ 3,

D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN), N ≥ 3.

Teorema C.2 (Teorema de Rellich) Se |Ω| < ∞ então as seguintes imersões são

compactas:

H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ p < 2∗.

A demonstração dos dois próximos teoremas pode ser encontrada em [6].

Teorema C.3 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espaço vetorial, G ⊂ E

um subespaço e g : G→ R uma transformação linear contínua de norma

‖g‖ = sup
x ∈ G
‖x‖ = 1

g(x).

Então, existe uma transformação linear contínua f : E → R que prolonga g, i.e.,

g(x) = f(x), ∀x ∈ G,

e tal que

‖f‖ = sup
x ∈ E
‖x‖ = 1

f(x) = ‖g‖.

Teorema C.4 Seja E um espaço de Banach uniformemente convexo. Seja (xn) ⊂ E

tal que xn ⇀ x em E e lim sup ‖xn‖ ≤ ‖x‖. Então xn → x em E.

As seguintes versões dos lemas de Brezis-Lieb podem ser encontradas em [20]

e [21], respectivamente.

Lema C.5 (Brezis-Lieb, 1a versão) Seja Ω um subconjunto aberto de RN e seja

(un) ⊂ Lp(Ω), 1 < p <∞. Se

a) (un) é limitada em Lp(Ω);
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b) un → u q.t.p. em Ω. Então

un ⇀ u em Lp(Ω).

Lema C.6 (Brezis-Lieb, 2a versão) Seja Ω um subconjunto aberto de RN e seja

(un) ⊂ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞. Se

a) (un) é limitada em Lp(Ω);

b) un → u q.t.p. em Ω. Então

lim
n→∞

(‖un‖pp − ‖un − u‖pp) = ‖u‖pp.

Os resultados C.7 à C.9 podem ser encontrados em [21].

Teorema C.7 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam H um espaço de Hilbert,

ϕ ∈ C2(H,R) tal que ϕ(0) = 0 e existe r > 0 com

ϕ|Br ≥ 0 e b = inf
‖u‖=r

ϕ(u) > 0.

Então, para todo ε > 0 existe u ∈ H tal que

i) c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε;

ii) ‖ϕ′(u)‖ ≤ 2ε,

onde

b ≤ c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

ϕ(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H); γ(0) = 0 e ϕ(γ(1)) < 0}.

Corolário C.8 Sob as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha, ϕ admite uma

sequência (PS)c, i.e., existe (un) ⊂ H tal que

ϕ(un)→ c e ϕ′(un)→ 0.

Teorema C.9 (Identidade de Pohozaev) Seja u ∈ H2
loc

(Ω) uma solução do pro-

blema {
−∆u = f(u),

u ∈ H1
0 (Ω)

onde f ∈ C1(R,R) e Ω é um domínio limitado e suave de RN , N ≥ 3. De�na

F (u) =

∫ u

0

f(s)ds.

Se F (u) ∈ L1(Ω), então u satisfaz

1

2

∫
∂Ω

|∇u|2σ.νdσ = N

∫
Ω

F (u)dx− N − 2

2

∫
Ω

|∇u|2dx, (C.2)

onde ν denota o vetor normal unitário exterior a ∂Ω.
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O próximo teorema pode ser visto em [7].

Teorema C.10 (Brezis-Kato) Sejam Ω um domínio de RN e g : Ω×RN → R uma

função de Carathéodory tal que para quase todo x ∈ Ω vale

|g(x, u)| ≤ a(x)(1 + |u|),

onde a ∈ LN/2
loc

(Ω). Seja também u ∈ H1
loc

(Ω) uma solução fraca de

−∆u = g(., u) em Ω.

Então u ∈ Lp
loc

(Ω) para qualquer p <∞. Se u ∈ H1
0 (Ω) e a ∈ LN/2(Ω) então u ∈ Lp(Ω)

para qualquer p <∞.

O teorema a seguir encontra-se em [13].

Teorema C.11 (Princípio do Máximo) Se u é solução do problema{
−∆u = f(x),

u ∈ D1,2(RN)

com f ≥ 0, então u ≥ 0; e se u atinge mínimo, então u ≡ 0.
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