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Resumo

Neste trabalho estudamos a multiplicidade de solucoes nao triviais para o seguinte

problema critico:

—Au = pudt +u*

(P)
u>0,u€ HH Q)

nos casos em que ¢ =2 e 2 < ¢ < 2*. Seguindo Alves & Ding [2|, Lazzo [14], Rey [19],
e Willem [21], mostraremos a existéncia de, pelo menos, cato(€2) solugoes nao triviais

para o problema (P).

Palavras-chaves: Categoria de Lusternik-Schnirelman, Crescimento critico, Cons-

tante de Sobolev.



Abstract

In this work we studied the multiplicity of nontrivial solutions for the follow

critical problem:

—Au = pudt +u*

(P)
u>0,u€ HHQ)

in the cases ¢ = 2 and 2 < ¢ < 2*. Following Alves & Ding [2], Lazzo [14], Rey [19],
e Willem [21], we show the existence of, at least, catq(£2) nontrivial solutions for the

problem (P).

Keywords: Lusternik-Schnirelman category, Critical growth, Best Sobolev constant.
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Notacoes

B(z,r)  Bola aberta de centro em z e raio 7;
B, Bola aberta de centro em 0 e raio r;
catx(A) categoria de A em X;
catxy(A) categoria de A em X relativa a Y;
Il norma no espago L”;
Il o norma no espago L
.1 norma no espago Hg;
on(1) ordem pequena;

O,(e)  ordem grande;

1] medida do conjunto 2;
X' dual do espaco X;
2* = ]3]_V2 expoente critico de Sobolev, para N > 3;
2
S constante de Sobolev, dada por S = inf IVul; .
u e DL2RY) HUH2
u #0
2
A1(2) constante de Poincaré, dada por \;(2) =  inf ”HVuTIEZ’
u € H§(Q) 2
u #0

Cse(2) = {u € C*(Q);suppu CC Q}.



Introducao

Em nosso trabalho estudamos a existéncia e a multiplicidade de solugoes nao

triviais para os seguintes problemas elipticos criticos:

—Au+ Au = |ul* ?u,
u>0,u€ H)(Q)

—Au = pudt 4L

(Pu)
u>0,u€ H} Q)

onde Q) é um dominio limitado de RY, N > 3, 2* = 2N/(N — 2) é o expoente critico
de Sobolev, A > —\;(2), A\1(€2) a constante de Poincaré, u > 0e 2 < ¢ < 2*.

A grande dificuldade em mostrar a existéncia de solugao nao trivial para um
problema critico deve-se a falta de compacidade da imersiao de H}(2) em L?'(Q), e
com isso, em geral, o funcional energia associado a tal problema eliptico nao satisfaz
a condi¢do de Palais-Smale (ou condi¢ao PS). Neste trabalho, associaremos a mul-
tiplicidade de solucdes dos problemas (Py) e (P,) & geometria do dominio (2, mais
precisamente, usando a categoria de Lusternik-Schnirelman catq(€2).

O Capitulo 1 foi dedicado ao estudo da constante de Sobolev

S= inf ||Vul2>0,
u e DL2(RY)
llullgx =1

que serd utilizada ao longo dos proximos capitulos da dissertacao. Para isso, enun-
ciamos e demonstramos um Lema de Concentracdo e Compacidade (Lema 1.1), que
caracteriza a falta de compacidade da imersao de DV?(RY) em L? (RY). O nosso ob-

jetivo foi mostrar que a constante S é atingida, isto é, que existe u € D“?(RY) tal



que

lull» =1 e [[Vulz =S5,

e ao verificar que o problema de mostrar que S ¢é atingido é invariante por translagoes
e dilatagoes, um resultado devido a P. L. Lions (Teorema 1.3) garante a existéncia de
um minimizante para S.

No Capitulo 2, estudamos a existéncia de solugoes para o problema (Py). Tra-
balhamos com o funcional

2 2 +\2*
go(u):/ {ﬂH“——M dr, ue HNQ),
ol 2 2 9+

e com a norma |ully = /[|[Vul|2 + A|lul|2 em H(2), onde X > —\;(2). Mostramos
que o funcional ¢ satisfaz a condicdo (PS)g, para todo d < ¢* = SV2/N (Lema 2.2),
e que ¢ satisfaz a geometria do passo da montanha com nivel minimax 0 < ¢ < ¢*
(Teorema 2.4), ou seja, ¢ é um valor critico para ¢, mostrando a existéncia de solugao
nao trivial para o problema (P,). Por fim, a Proposicao 2.6 afirma que se o problema
(Py) admite solucdo ndo trivial, entdo A > —A;(Q2); mais ainda, se 2 é um dominio
limitado suave estrelado, entao A < 0.

No Capitulo 3, estudamos a multiplicidade de soluges para o problema (Py). Na
Secao 3.1, definimos categoria, segundo Lusternik-Schnirelman. Na Secao 3.2, demons-
tramos algumas propriedades elementares de categoria, que foram tteis no decorrer do
nosso trabalho. Na Secao 3.3, demonstramos teoremas do tipo minimax, que foram
utilizados na Secao 3.4, onde foi enunciado o resultado principal deste capitulo, que
segue devido a Lazzo [14], quando N = 4, e devido a Rey [19], quando N > 5:
Teorema 0.1 Se Q) é um dominio limitado suave de RY, N > 4, entao existe —\ () <
A* < 0 tal que, para X € (A*,0), o problema (Py) tem, no minimo, catq(2) solugdes
nao riviais.

Com isso, concluimos que a multiplicidade de soluc¢oes do problema (Py) esté ligada a
geometria do dominio €.

No Capitulo 4, estudamos a multiplicidade de solugdes para o problema (P,).
Para isso, trabalhamos com o funcional

1 1 «
L(u) =5 /ﬂ Vu|%dz — g/ﬂ(w)mx -5 Q(u+)2 dz, ue HMQ),



e com a variedade de Nehari associada ao funcional 1,
M, = {u € Hy(Q)\ {0}; IL(u)u = 0}.

Segundo Alves & Ding [2], temos o resultado principal deste capitulo:

Teorema 0.2 Se Q é um dominio limitado suave de RN, N > 4, 2 < q < 2*, entdo
existe 1 > 0 tal que, para cada p € (0,p%), o problema (P,) possui, pelo menos,

cata () solugdes nao triviais.

Para a demonstragao desse teorema, usamos alguns lemas técnicos demonstrados na
Secao 4.2 e 4.3, e procedemos de maneira semelhante a demonstracao do Teorema 0.1.

No Apéndice A, enunciamos uma definicio e um teorema da teoria da me-
dida, que foram tuteis para o enunciado e a demonstracao do Lema de Concentracao e
Compacidade (Lema 1.1) e para o enunciado do Lema 1.2.

No Apéndice B, demonstramos o Lema de Deformacao (Lema B.7), util nas
demonstracoes da Secao 3.3. Dois resultados importantes que também foram utilizados
ao longo da dissertagao e que estao neste apéndice sao o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange (Teorema B.3) e o Principio Variacional de Ekeland (Teorema B.8).

Por fim, no Apéndice C, enunciamos resultados diversos que foram utilizados

ao longo do nosso trabalho.



Capitulo 1

Resultados envolvendo a constante de
Sobolev S

Este capitulo é dedicado ao estudo da constante de Sobolev

S= inf ||Vul?>o0. (1.1)
uwe DH2(RY)
llullgx =1

Nosso objetivo principal é mostrar que S é atingido, isto é, que existe u € DV2(RY)
tal que
[ull =1 e [[Vull5 = S.

Para isso, usamos alguns resultados da Teoria da Medida (Apéndice A) e, seguindo
[4], [5], [16] e [17], estudamos a falta de compacidade da imersdo de D'?(RY) em
L¥ (RY),

Lema 1.1 (Concentragido e Compacidade) Seja (u,) C DV?(RY) uma sequéncia

tal que
u, —u em DM2(RN), (1.2)
IV(u, —u)* = em M(RY), (1.3)
U, —ul* = v em M(RY), (1.4)
u, —u qtp. em RY. (1.5)
Defina

foo = lim lim |Vu,|*dz,
R—o00 n—00 |z|>R



Y dx.

Voo = lim lim [,
R—oo0 n—oo |z|>R

Entao,
W]/ < S|l
v2? <5 i,
Tim [V |3 = [[Vull3 + [l + poc.

2

2: = |ju ’;‘I + ||7]] + Voo-

lim ||u,
n—oo

11

(1.9)

Mais ainda, se u =0 e ||[v||>?" = S~ ul||, entio p e v sio medidas singulares e

estao concentradas em um unico ponto.

Demonstragao:

Suponha inicialmente u = 0. Escolhendo h € C°(RY), obtemos da desigualdade

de Sobolev (C.1)

2/2*
(/ ]hun|2*das) < S_l/ IV (hu,)|*dz.
RN RN

Usando (1.2) e (1.3), obtemos
2/2* 2/2*
2*dx> — (/ |h 2*aly>
RN

RN
/h2|Vun|2d3:—> h2dpu.
RN

RN

2%

U,

De V(hu,) = hVu, + u,Vh, temos
IV (hun) |l = |EV g [lo] < [Ju, VA2,

e como u, — 0 em L _(RY), tem-se também

lun VA2 :/ VP2 unPde < c/ fundz — 0,
Br Br
pois supph C Bgr para algum R > 0. Assim,
IV (hun)]l2 = [[AV 2] — 0
implicando no limite

lim |V (huy,)|*dz = lim h*|Vu, |*dz :/ h*du

n—0oo JpN n—0oo JpN RN

(1.10)
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2/2*
(/ |h|2*dy) gs—1/ |h|?dp. (1.11)
RN RN

Considerando a sequéncia (h,) C C3°(RY) dada por

e na desigualdade

h,:RYN — R
1, =€ B,
r = hy(z)=4 0, z€ B,
0<h, <1,

segue do Teorema da Convergéncia Dominada

lim [P,

2 dv :/ lim |h,|* dv :/ ldv = |lv||,
n—oo JpN RN 00 RN

lim | R [2dp :/ lim |hn|2d,u:/ ldp = ||pl]-
RN RN M—00 RN

n—oo

Portanto, de (1.11) segue que
el < S ul

valendo entao (1.6).

Fixe R > 0 e ¢ € C*(RY) verificando

Yr(z) =1, |z[>R+1,
Yr(z) =0, |z[ <R, (1.12)
0<¢p(z) <1 em RV

Da desigualdade de Sobolev,

2/2*
(/ |¢Run|2*dx> S S_l/ |V(¢Run)|2dm7
RN RN

2/2%
lim(/ waunP*dx) < S7'lim IV (Yru,)|dz. (1.13)
RN

obtemos

n— o0 n—oo JpN

Observando que

|V(wRun)|2 = [u,Vipg + ¢Rvun|2 = Ui|V¢Rl2 + 2un¢R<v¢Ra Vu,) + ¢%%|Vun|2

/ b (Vibr, V) dz = / (Vi Vi) da,
RN

|z|<R+1
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temos, usando a desigualdade de Holder,

IA

‘ / o (Vb Vi) da / il [l [V 0] [Vt iz
|z|<R+1 || <R+1

CR/ [un||[Vu,|dx
|z|<R+1

< CR||un||27BR+1||vun||27BR+1 - O’

IN

pois u, — 0 em L (RY) e |Vup|l2,5,,, ¢ limitada (aqui, cg = glaxh/)RHV?/JRD;
R+1

também,

0< / 2|V Pdr = / 2| Vipdr < ER/ W2dr = allunllasn., — O,
RN |z|<R+1

|z|<R+1
onde ¢ = max |Vg|?. Logo,
BRrt1

lim IV (Ypun)Pde = Tim (U2 |Vepr|* + 2unr(Vibg, V) + 4| Vu,|*)dz

n—0o0 JpN n—oo JpN

= lim V| Vu,|*d,
N

n—oo R
e de (1.13) segue que
2/2*
lim (/ |¢Run|2*dx> < S 'lim / V| Vu,|*dr. (1.14)
n—oo RN n—0o0 JpN

Por outro lado,

/ |Vu,|*dx :/ |V, |5 dx §/ |Vu,|*ade =
|z|>R+1 |z|>R+1 RN

/|>R |Vu,|*vade < / |Vu,|*dx

lz|>R

|z|>R+1

2dx:/ |, |? %dxg/ un |* Y% do =
|z|>R+1 RN

/ || * % dv < / || dax.
[z|=R lz|=R
Logo, do Teorema do Sanduiche e de (1.14)

2/2
V2% = lim Tim < / y¢R|2*|unyQ*dx) < S lim lim | |[Vu,[*kde = 57 e,
RN RN

R—00 n—o0 R—o00 n—00

donde segue (1.7).



14

Suponha agora que ||v||*?" = S7!|u|. Dada h € C°(RY) temos

1/2* 1/2
(/ |h|2*du) < Sl/2</ h2du> ; (1.15)
RN RN

e da desigualdade de Hélder ficamos com

N-2 N—-2

2 2 N/2 ~ 2| Bl 2 2% B
[ oan= [ wans ([ oea)" ([ wean) T = ([ ) T
RN RN RN RN RN
ou seja,
3 X ) il
([ ) <t ([ wean)”
RN RN

Usando a desigualdade anterior e (1.15) segue que
1

1/2* ) § 3
([omEar) < s ([ i)
RN RN
ol
RN

v(Q) < S_%H,uﬂﬁ,u(Q), V conjunto 2 mensuravel.

isto é,

du, Vh € C(RY)

iy < S| % / I
RN

o que implica

Mostremos que v(2) = S_%H,uHﬁM(Q), para todo conjunto €2 mensuravel. De

fato, suponha que existe Qg C RY mensuravel tal que v(Q) < S5 ||u||ﬁp(90). Por

hipotese,
12 = 7Y ull = [lvll = $~% (|l ==l
ou seja,
v(RY) = §7F |lu| 2 u(RY). (1.16)
Note que

v(RY) = 1v(Q) + v(RY\ Q)
< S|l () + STF [l (RN \ 20)
= 57|l 52 (%) + u(RY\ Q)]
= S5 |ulTEuRY),

o que contradiz (1.16). Logo,

=57 |u| "2 (1.17)
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Segue entao de (1.11) que

1/2* 1/2
(/ |h2*dy) Y < (/ |h|2dz/) | VheCR(RY)
RN RN

e entao para cada aberto 2,

V(Q)l/Z*V<RN>1/N < V(Q)UQ_
Fixado Q C RY aberto tal que v(2) > 0, ficamos com
V(RN)I/N S V(Q)l/QV(Q)—l/Q* — I/(Q)l/N

donde v(RY) < v(Q) e, consequentemente, v(Q) = v(RY). Escrevendo v = vy + s,
onde vy é a parte nao singular de v e 15 é a parte singular, entao 1y também satisfaz
v1(Q) = v (RY), para todo Q C RY aberto tal que v1(2) > 0, e pela continuidade da
fungao h : [0,+00) — R dada por h(R) = v4(Bg), segue que v; = 0. Logo, v = 1, ou
seja, v € uma medida singular. Agora, se fosse v concentrada em dois pontos distintos
de RY, digamos, p; e py, tomando B,, (p1) € B, (p2) de modo que B, (p1)NB,,(p2) = 2,

teriamos
v(RY) > v(By, (p1) U By, (p2)) = v(By, (1)) + v(Br, (p2)) = v(RY) + v(RY) = 20(R"),

um absurdo. Portanto v é concentrada em um unico, e de (1.17) segue que p também
o é.

Considere agora o caso geral (u # 0). Escreva v, = u, — u. Como v, — 0 em
DL2(RY), [Vu,|> = pe |v,)> = vem M(RY), e v, — 0 q.t.p. em RY, entdo, do caso
estudado anteriormente, segue (1.6).

Observe que
Vu,|* = |Vo, + Vu|* = [Vu,|* + 2(Vv,, Vu) + |Vul|*;
logo para ¢ € Co(RY), tem-se

/50|Vun|2dx:/ g0|an|2dx+2/ go(an,Vu)d:er/ ©|Vul*dz,
RN RN RN RN

e como [Vu,|? = pem M(RY) e v, — 0 em DM2(RY), obtemos

/QOIVun\2dx—>/ wdwr/ | Vuldz,
RN RN RN
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ou seja,

(V| — p+ |Vul* em M(RY). (1.18)

Pelo Lema de Brezis-Lieb (Lema C.6), para toda h € K(RY) temos

/ hlu|* dr = lim (/ h|un]2*d:p—/ h|vn|2*dx).
RN n—oo RN RN

Dada agora g € Co(RY), existe (f,) C K(RY) tal que f, — g em BC(R"). Note que

4, = \ [ dhwldr—wg)~ [ g ds
_ \/ g F)lunl de — (v, — 1) — /<g foluf de +

/fs\un\ dx — (v, fs) /fs
< / 9= £ 2d93+||1/||||g—fs||+/ 9 — fullul? da +
RN RN

+ fs|un|2*dx - <V7 fs> _/ f5|u|2*dx
RN RN

< Awallllg = fsll + 1wllllg = foll + lnllllg = £l

+ /RNfs 2*dﬂﬁ—<l/u1%>—/ﬂwfs

para todo s € N, onde v, = |u,|?" e v = |[u|*". Fazendo M = sup{||v.||, ||, ||7]|}, e

+

dado € > 0, fixe sq suficientemente grande de modo que
€
— Js < —;
dai

3 9
Ao < Il + Wl + 1957 + | [ alinl? e = 1) /fSOIUI2 e

Fsolun] ™ dz = (v, fuo) Jso
/. )

e agora, fixando n suficientemente grande de modo que

' [ tlil? e =g = [ ulul? d
RN RN

/ glunl? dz — (v, g) — / glul? do
RN RN

donde concluimos que para todo g € Co(RY),

lim (/ g\un\?d:v—/ gdz/) :/

—€+

Y

<5
4

teremos

A, = <,
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ou seja,

lup|> = v+ [u* em M(RY). (1.19)

Como v, — 0 em DV2(RY),

lim |Vu,|?dr = lim |V, |*dor+ lim |Vul*dz+ lim 2(Vu,, Vu)dx
e portanto
lim |Vu,|*dz = lim |an|2d:v+/ |Vul*dz.
" JalzR " Jal>R 2[R
Dai,
[hoo = lim lim Vu,|*’dz = lim lim </ \anlzdx+/ \Vu\%i:c)
fimoon=o0 Jia|>r fimoon=o0\ Jje2R jal=R
= lim lim |V, |*ds

R—00 n—o00 lz|>R

> dx —/ v,
lz|=R

Pelo Lema de Brezis-Lieb (Lema C.6), temos

/ lu|* dz = lim (/ |u,
|z|>R n—oo |z|>R

2*dx>,
2 da —i—/ |u|2*dx)
lz|>R

= lim lim v, | da.
R—o00 n—oo |z|>R

donde

Voo = lim lim lun|* de = lim lim (/ [vn,
lz|>R

R—o00 n—o00 lz|>R R—00 n—o0

Portanto, pelo estudo feito anteriormente, segue (1.7).

Fixando novamente R > 0 e ¢z como em (1.12), de (1.18) temos

T [ V|2 = lim/ VP
n—00 RN

n—oo

n—oo RN RN RN

= lim [/ wR\Vuanx—i-/ (1—¢R)|Vun]2dx]
RN RN

n—oo

n—oo

= H/ ¢R|vuny2dx+/ (1—¢R)du+/R (1 —g)|Vul*dx.
RN RN N



18

Logo, fazendo R — o0, segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

lim |Vu,|?dr = lim lim |Vu,|*ds
n—oo [pN R—o00 n—o0 RN

= lim lim/ Vr|Vu,|*dr + lim/ (1 —Yr)du +
RN R—o0 RN

R—o00n—o0

+ lim (1 — ¥g)|Vul|?dx

R—o0 RN

= uoo—i—/ ld,u—i—/ |Vul?dz
RN RN

e portanto

Tim [V |3 = proc + [lull + [ Vull5.

Usando agora (1.19), a demonstracdo de (1.9) segue de forma anéloga.

A demonstracdo do proximo resultado pode ser vista em [16] e [17].
Lema 1.2 Seja (u,) C H3(Q) tal que
i) up, — u em H}H(Q);
i) |Vu)> = X em M(RN);
i) un|* — v em M(RY).
Entao, para um conjunto de indices J, no mdrimo enumerdvel, temos

V= |U|2* + Zl/jéxj, v > 0,
JjeJ
A= Vul’ + ) Nba,, A >0,
JjeJ
D VR W

onde z; € Q, 0z, € a massa de Dirac em x; e S é a constante de Sobolev (1.1).

Para o proximo resultado, precisamos da seguinte notacao. Dados v € DV2(RY),

y € RY e X\ > 0, definimos
v () = /\¥v(/\x +y).

Observe que v satisfaz

Vo l2 = [[Voll2
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v

g = [|[vf|ox.

De fato,
IV = [ RO+ ) s
RN

= \NV2 /RN Vu(Az + y)|*dx

_ / AVo(Ae + y)Pda
]RN

e usando mudanca de variaveis,

1
IV = Mg [ 1(Vo)(2)Pdz

)\N RN

= [[Vol3;

o

2 = / N T oA\ + o) 2 da
RN

= \V /N (A + y)|* dx
R

:/\Ni

. d
W [y [v(2)|” dz

2%
2* .

= v

Portanto, o problema de mostrar que S é atingido é invariante por translacoes e di-
latacoes.

Teorema 1.3 (P.L. Lions, 1985) Seja (u,) C DM2(RY) uma sequéncia satisfazendo

9x =1, ||Vun||§ — S.

[[un

Entao, eziste uma sequéncia (Yn, \n) C RN x (0,+00) tal que (u¥*) admite uma

subsequéncia convergente em DVY2(RY). Em particular, existe um minimizante para S.

Demonstragao:

Defina as funcoes de concentracao de Lévy,

Qn(N) = sup / lun|* dz, X > 0.
B(y,\)

yeRN
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Observe que, para cada n € N,

li A) =
A, () =0
e

lim Q,(A) = 1.

Sendo @), continua, existe \, > 0 tal que Q,()\,) = 1/2. Mais ainda, existe y, € RY

tal que
* * 1
Qn(An) = sup / u, |* da :/ lu,|* do = 7
yeRN J B(y,An) B(yn,An)
ja que
lim |up|* da = 0.
lyl=00 J B(y,An)
Definindo v,, = u¥*, temos
[onllze = lulr?[lae = lunllas = 1, [[Vull3 = [[Vul |3 = [[Vu,|l; — S,

2 dx.

]. * * *
- :/ |u, [* da :/ a2 da :/ v, |* dr = sup / |up,
2 JBlynn) B(0,1) B(0,1) yeRN J B(y,1)

Como (v,) & limitada em D%?(RY) podemos supor, passando a uma subsequéncia, se

(1.20)

necessario, que

v, = v em D“(RY),
V(vp = 0)P = p em M(RY),
v, —v]* = v em M(RY),
vy — v q.t.pem RY.

Pelo Lema 1.1 temos

S = lim [|[Vu,[[3 = Tm|[Vu,[[3 = Vo[l + [l + too (1.21)
e
1 = lim ||v, |3 = lim||v, |3 = [[v]|Z + 7] + Voo, (1.22)
onde
foo = lim lim |Vu,|*dz,
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Y dx.

Voo = lim lim v,
R—o00 n—oo z|>R

De (1.21), de (1.6), de (1.7) e da desigualdade de Sobolev (C.1), deduzimos que

S = S[([vll3)>* + I + v2>).

2., 7|l e veo devem ser iguais a 0 ou 1. De fato,

Segue entao de (1.22) que |jv
§ = S[(Iw3)* + lwlP + v = 0 < (Ioll3)*™ + | + 02> <1;

supondo que, 0 < ||v,[|3« < 1, como 2/2* < 1 temos

22 > 3 P2 = vl val > v

(lJo

implicando

2 Il + v < (3027 + P + 27 <1,

lv

o que contradiz (1.22).
Da igualdade (1.20) segue que vy, < 1/2. Com efeito, por Brezis-Lieb (Lema C.6)

/ \v]?d:l:—l—/ v, — v
B(0,1) B(0,1)

tome ¢ € C5°(RY) dada por

temos

> gy — / [l da + 0 (1);
B(0,1)

1,z € B(0,1)
¢(x) =< 0,2 € B(0,2)
0 < ¢(x) <1,Vr € RV,

Entao,

/ \v|2*¢dx—|—/ v, — v|* pda :/ [on > d2 4 0,(1)
B(0,1) B(0,1) B(0,1)

e como

/ [v|* ¢dx +/ v, — v|* pda > / lv|* pda +/ v, — v|* ¢da
RN RN B(0,1) B(0,1)

segue que

/ |U|2*¢d$+/ v, — v
RN RN

Fazendo n — oo, temos

+ on(1).

* * 1
¥ pdx > / [0, |* dx 4 0,(1) = =
B(0,1) 2

/ of? 6dz + (v, 8) >
]RN 2
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como ||¢]le = 1 temos (v, ¢) < ||v]| e como 0 < ¢ < 1 temos

* * ].
[ oo lol = [ o oo+ (n0) 2 5
RN RN 2
o que implica
. 1
2
* > -
Joll3 + I > 3
Logo, de (1.22),
1 1
1> = o = Voo < =
=5 + v v, 5
Portanto, pelo estudo feito anteriormente, concluimos que v, = 0. Se fosse ||v| = 1,

teriamos v = 0 e ||v[|*/?" > S7Y|ul|, pois

S = [lull + poe > llull = S7Hull < 1=l

’2/2*

Logo, temos v = 0 e ||v| = S7Y|u|| e do Lema 1.1, a medida v est4d concentrada

em um ftnico ponto 2. Note que, considerando ¢ € C§°(RY) tal que

Lz —2<1/2
o) =19 0]z — 2z >1
0<o(x) <1, Vo e RY

temos

/ 00" d > / [oa|* pda :/ ol pdz — (v, 0) = Il o(2) = llvl; (1.23)
B(Z,l) B(z71) RN
considerando agora ¢ € C{°(RY) verificando

Ljz—2<1
V() =9q 0]z —2z[>2

0<¥(z) <1, Vo e RV
temos

/ v, | da :/ v, |* Ydx S/ |vp,
B(z,1) B(z,1) RN

Logo, como
/ |on|* pdax S/
RN B(z,1)

v, | da g/ [0, [* pda
1 RN
concluimos de (1.23) e (1.24) que

[ = .
B(z,1)

“ode — (v, 9) = vlv(z) = vl (1.24)
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Portanto, de (1.20), obtemos

1 .
= = sup / v, |* dr 2/ [Up
2 yeRN JB(y,1) B(z,1)

um absurdo. Dessa forma, concluimos finalmente que

e v = 1,

2% _
2*_1

lv
e assim S < ||[Vv||3, e de (1.21) obtemos
S = lim [|[V,f; = lim || Ve[l > [|V]]3,

pois v, — v em DY2(RY). Assim,

S = [[Vullz = lim || Vv,|f2.

|
A demonstracdo do proximo resultado pode ser encontrada em [21].
Teorema 1.4 (Aubin, Talenti, 1976) A funcao
N(N -2)"% -
Ulx) = [V ) = On[L+ [z e DRRRY), (1.25)
[1+ [=[?] =

»=1c|VU|Z=S.

onde Cy = [N(N —2)]"5", é um minimizante para S, isto ¢, |U
Proposicao 1.5 Para todo subconjunto aberto Q de RY,

S@ = inf [Vulz=8= inf [[Vuls,
u € D" (Q) ue DH2RY)
[Jullgx =1 lullgx =1

e S(Q) nunca é atingido, exceto quanto Q = RY.

Demonstragao:
Uma vez que Dy*(Q) € Dy?*(RY) = DY2(RY), temos S < S(Q). Dada u €
C°(RY) e dado ©Q aberto de RY, mostraremos que existem y € RY e X\ > 0 tais que

A

u¥ € C(Q), ou seja, mostraremos que suppu’”? C ). Suponha inicialmente que

0 € Q. Escolhendo y = 0 teremos

-2

wMNz) = N7 u(Ar),
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onde A > 0 serda determinado. Note que se x € suppu® entdo existe (x,) C RY

com z, — x e u"x,) = u(Azr,) # 0, ou seja, A\z,, € suppu donde Az € suppu e
consequentemente = € (1/\)suppu; portanto

1
suppuo’/\ - Xsuppu.

Reciprocamente, se x € (1/\)suppu, isto é, se \x € suppu, entdo existe (z,) C RY

tal que z, — Az e u(z,) # 0, ou seja, r,/\ — z e u®*(x,/\) # 0 o que implica

x, /X € suppu’? e consequentemente x € suppu’?; assim

1
—suppu C suppuO’A.

A
Logo,
1 0,A
Xsuppu = suppu
e para A\ suficientemente grande podemos concluir que
ox_ 1
suppu " = Xsuppu CcQ

donde u®* € C°(2). Se 0 ¢ Q, fixe yy € Q arbitrario e considere a translagio
T:RY — RN
r — T(z) =1z —1y.
Observe que, sendo 7" um difeomorfismo, temos 7'(€2) um aberto com 0 € T(f2). Pelo

estudo anterior, existe A\ suficientemente grande tal que
o 1
SUppu " = TSUppu CT(Q).

Note entdo que se x € suppu ¥ entdo existe (x,,) C RY com z,, — x e u= 0 (z,)
u(Ax, — Ayo) # 0, ou seja, Az, — A\yp € suppu donde x — yo € (1/A)supp C T(Q2) e
consequentemente z = T~ (z — yo) € Q. Portanto

suppu~ oA C Q.

Fazendo y = — Ay, temos
suppu?”? C Q
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donde u¥* € C°(Q2). Apos o estudo feito, seja (u,) C C5°(RY) uma sequéncia minimi-
zante para S. Escolhendo (y,,, A,) C RY x R* tal que v, = u¥*n € C°(Q) C Dy*(Q)
o =1e S(Q) < ||Vu,||3, donde

temos ||vy,
S(9) < Tim [[Vo, |3 = 8.

Portanto S(§2) = S.
Suponha agora que Q # RN e que u € Dy*() seja um minimizante para S(9).

Entdo u é também um minimizante para S. Assumindo que u > 0 (o que é possivel, pois

o € ||Vul|2 = ||V|ul||3), pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

[l = [[]ul

(Teorema B.3) u é solugao fraca de
—Au = Su? ! RY.

Pelo Principio do Maximo (Teorema C.11), u > 0 em R™, o que é um absurdo, pois
u € Dy*(R), o que implica que u = 0 em RV \ . Logo S(2) nio é atingido quando
0 #RY, n



Capitulo 2

Existéncia de solucao para um
problema critico via passo da

montanha

Neste capitulo, estudamos a existéncia de solucao para o problema

—Au+ Au = |ul* 2u,
(Py)

u>0,u€ H(Q)

onde Q) é um dominio limitado de RY, N > 3, 2* = 2N/(N — 2) ¢ o expoente critico

de Sobolev e A > —\;(Q2), onde A(€2) é o primeiro autovalor do problema
—Au = Au,
u € Hy(Q)

M(Q) = inf [[Vul; > 0.
u € Hy(Q)
llullz =1

sendo dado por

Defina
+2*
fl) = () e Py = 1)
Entao o funcional
2 2
o(u) = /Q (@ + A% - F(u))dx (2.1)

¢ de classe C2(Hg(2),R). Sendo A > —X\(Q), |lulx = /[[Vul]2 + Mu|? é uma norma
em Hj(Q).
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Observacao 2.1 (Importante) O funcional (2.1) €, na realidade, o funcional ener-

gia associado ao sequinte problema critico:

(2.2)

—Au+ M = (uh)¥ L
u € H}(Q)

pois, se u € solugao de (2.2), entao
o (u)v = /Q(VU.VU + \uw)dz + /Q(Ufr)z*_lvdx =0, Yve€ Hj(Q);
fazendo v = u~, obtemos
0= ¢ (wu = /Q (V.Y + M )da + /Q () Ly dz = /Q V|2 + A )de,

ou seja, ||u”||3 = 0, mostrando que u > 0 e, portanto, u também é solu¢io de (Py).

O nosso objetivo neste capitulo é determinar condigoes para que o problema (Py)

admita solucao nao trivial.

Lema 2.2 Toda sequéncia (u,) C H}(Q) tal que

ST
d=supp(u,) <c =-——, ¢(u,) =0

neN N

admite uma subsequéncia convergente, ou seja, @ satisfaz a condigcao (PS)q.

Demonstragao:
Primeiramente, mostremos que a sequéncia (u,) é limitada em HJ (). Para todo

n € N temos ¢(u,) < d. Note também que

1 1
——gp’(un)un < ' - ?@l(un)un < §||90'(Un)||||un||x

Como ¢'(u,) — 0, entdo para n suficientemente grande temos (2*)71||¢ (u,)| < 1,

donde |lu,|lx > —(2*)7 ¢ (u,)u,. Logo, para n suficientemente grande

1
A el 2 o) = o ()
[ () 1 1 -
= R e el g [ ) s

o O L W A K
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o que implica
1 1 9
A lunlln = 5= 52 ) el

mostrando que (u,) é limitada em Hj(2). Assim, passando a uma subsequéncia, se

necessario, podemos supor que
u, —=u em Hy(Q),
u, —u em L*(Q),

U, — u q.t.pem €,

para algum v € H}(Q2). Como (u,) ¢ limitada em L* (Q), (f(u,)) ¢ limitada em
L%(Q), portanto, pelo Lema C.5, segue que

o*

flup) = f(u) em L7=1(Q),
ou seja,
[ twods — [ fods, voe 1 (@),
Q Q
e em particular
/ F(wn)ddz — / fw)dde, Vo e H(Q. (2.3)
Q Q
Como ¢'(u,) — 0, para ¢ € H}(Q) temos
O (Un)d = 0,(1) = (Up, d)) = /(Vun.qu + Au,¢)dx = / [ (un)pdx + 0,(1),
Q Q
onde (.,.), denota o produto interno que gera a norma ||.||x. Logo,
U, = u em Hy(Q) = (u,, ¢)x — (u,¢)r, Yo € Hy(Q). (2.4)
De (2.3) e (2.4), fazendo n — oo, obtemos
/(Vu.qu + \ug)dr = / fu)pdr, Yo € Hi(Q), (2.5)
Q Q
ou seja, u é solucao do problema
—Au+ Au= f(u).

2*
5+, donde

Fazendo ¢ = u em (2.5) obtemos ||ul? = [Jut

3 Jlut

olu) = _ F(u)dr = S e
(u) 2 Q (u) o 2 2% 2 2 Hu

2>0. (2.6




29

Definindo v,, = u,, — u, segue do Lema C.6 que

AMWMZLF@M+LMWM+MU

Note que

o(u,) = %—/ﬁﬁ’(un)d:p

_l@%ﬂQWAF@w+AMWMyMM)
= gllnl o Gona Sl = [ P = [ Flode+0,00)

= o)+ 50l = | Fo)de+ (o -+ 0n 1

sendo (u,,) limitada em Hj(2) podemos supor que p(u,) — ¢ < d e dai

e+ 3lloal} = [ Flendo —c. 27)
Uma vez que
i = Nl =2 [ Fluio
:ymm+m%wﬁww}4ﬂépwm+Ameﬂ+%m

e ¢'(uy)u, — 0, obtemos

Jonll + lull =2 [ Plude =2 [ Flo)de = ou(1)
donde
o~ 2 [ Pz = 2 [ Py - ful3
Q Q

= —¢(uu

2*
9% = 0

= ul} = flu*

Suponha entao que
H%M—WGET/FWJMZHQ@er
Q
Como v, — 0 em L*(Q) segue que |Vv,||3 — b, e da desigualdade de Sobolev

IVvallz = Sllvallze > Sllvy

2%
2*
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obtemos b > Sb*/?" | ou seja, b= 0 ou b > S™/2 > 0. Note que, de (2.7),

e de (2.6) segue que

Portanto, se b > SN2, tem-se
SN/2 11 11
= =GN <h[—= | <e<d<
TN 0 )= \2 )= =0T
o que é um absurdo. Logo, b = 0 e a prova esta completa, pois

lonllX = llun = wlX = 0= up — u em Hy(9Q).

Lema 2.3 Sejam Q um dominio limitado de RN, N >4 ¢ —X\(Q) < A < 0. Entdo
existe uma func¢do nao negativa v € Hi () \ {0} tal que

2
I _ g
||U 2

*

Demonstragao:
Suponha, sem perda de generalidade, que 0 € Q. Dado r > 0, seja ¢ € C°(RY)

uma func¢ao nao negativa tal que suppy) C B, e ¢ = 1 em B, ;. Para ¢ > 0, defina

2—N

Ue(w) = &2 Ulx/e),

onde U & dado por (1.25). Temos entao as seguintes estimativas (ver [1]):
/ |V *de = SN2 + O(eN72),
Q
/ [ue*da = SY? + O(Y),
Q

/ 2 > de?|Ine| + O(g?), se N =4,
u:*dz >
0 de? +0(eN72), se N >5,
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onde d é uma constante positiva. Se N = 4, obtemos

luelX  _ IVuell3 + Mluel3
e |3+ e 3+
S? 4+ Xde?|Ine| + O(g?)
- (8% + O(e2))1/2
S2<1 +AZLe Ine| + OS?)

12
O(et
<S2 (1 + _éz )>)

S2(1 4 Ade?| Ine| + O(2))
S(140(e")/? ’

ou seja, _
2 1 2(] 2
HUEH;\ S S|: + Ade ’ n5| + 0(5 ) :|7 (28)
3 V1T 0E)  J110E) 1+ 0@

onde d = d/S%. Observe agora que:

i) —2E)_ — 0(e2), pois

1+0(e?)
0(e?)
ViroEh  O(e?) 1
e e? 1+ 0(e)

é limitado, para e suficientemente pequeno;

ii) - 10( 5 — 1 quando € — 0, ou seja, para ¢ suficientemente pequeno temos
+0(e

1 1: Adz?|In el <A552|ln5|
1+0(*) — 2 \/1+0(4) — 2

onde d = d/2;

Y

= Ade?|Ine],

iii) fazendo f(t) = 1/v/1+t, pelo Teorema do Valor Médio obtemos

1

1 _3 4\ 4 4
—1+0(54):1_5(1+9) 20(e") =1-0(e"), 0€(0,0(")).

Portanto, de (2.8) segue que

e | 1 Adz2|In el O(g?)
5 < S

oL V1+0(@E)  1+0(EYH  J1+0(eY
< S[1—O(") + Ade?| Ine| + O(£2)),




32

isto é,
[l 1%

Hus

< S[1+ Ade?|Ine| + O(£2)). (2.9)

N1 V]

*

Assim, para ¢ suficientemente pequeno

~ ~ O/(&2
Me®|Ine| + O(e?) = &2 {)\d| Ine| + C )} <0,

2

pois Og) é limitado e )\cﬂ Ing| — —o0, e de (2.9) concluimos finalmente que, para &

suficientemente pequeno,

TS

e |

< S[1+ Mde?|Ine| + O(e?)] < 8.

*

[\3\V]

e

A demonstragao para o caso N > 5 segue de forma analoga.

Teorema 2.4 (Brezis-Niremberg, 1983) Sob as hipdteses do Lema 2.3, o problema

(Py) possui uma solug¢ao nao trivial.

Demonstragao:
Mostremos que ¢ satisfaz a geometria do passo da montanha com nivel ¢ < ¢*.

Pelo Lema 2.3, existe v € Hi(2) \ {0} ndo negativa tal que

2
0< vy < S.

[v

2
2%

Note que

0 < maxp(tv) = ma (L5 [ pevyan ) = max (Lol - 2 [ oa
HtlgaOXgD v —r?zaox B o v)axr —Iilg&ox 9 Ul o Q'U X |.

Usando o fato de que

2

% _
A
_2*
2% -2
9%

2

. |lv

d [t 2" . .
& (G101 = S0l ) = ol = o

lv

obtemos

*

2 2 _2 \ 2
t° £ T W lollx ") v
0 < e 2 v 2 — A A A
I?Za()x < 2 ||U||/\ P ||U 2*) <U 23i2 9 ||U % o

2% 2%

(LI s
0< r?zaoxgo(tv) = (5 - E) (HU 2 <5 = (2.10)

2%
2*

ou
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De
(1) = lullX _ [t lls o felX s

2 2 = 2 2%
e da desigualdade de Sobolev temos

lull3- < 8722 Va3,
entao

2 2+ 2
B 1 1 300 1 S Sy

- 2 2 T2 2*52"/2
Logo, existe r > 0 tal que
b= inf ¢(u)>0.

lullx=r

De fato, sendo A < 0, temos |Ju||x < ||Vulla. Por outro lado, como existe ¢ > 0 tal que
lullz < ENVullz, Yu € Hy(),

obtemos

lullX = 1Vull3 + Allulls > [Vull3 + Xl Vul3,

ou seja, || Vullz < ¢||ul|x, onde ¢ = (14 X¢)~*/2. Com isso,

*
02

e(u) > fulli — WHU 5.

Tome 71 > 0 (a ser determinado) e considere ||ul|y = r;. Dai,

rf 2* o 1 2% -2 c
cp(u)zg—Mrl =] §—M7"1 , onde M:W.
e note que escolhendo 0 < 7y < (1/2M)Y2=2) ficamos com
7
o)=L s fully =
e assim,
2
b= inf o(u)> -t >0.
llullx=r1 4
Observe agora que ¢(0) =0 e
lull3 :
olu) > P41 pgjufy
e que
lullR : - Nl SEE.
TS w2 065 iy < T80 o g2 < 1
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ou seja, p(u) > 0se u € B,,, ro = 0. Logo, se r = min{ry, rs} temos

b= inf ¢(u)>0, ¢l >0.

l[ullx=r

Como
t2 %

pltv) = ZllIR = 5o vl — =00, = o0,

para to suficientemente grande, temos ¢(tpv) < 0. Dessa forma, tomando 7,(t) = ttv,

temos
7(0) =0 e p(7(1)) = »(tov) <0,
donde
v € T = {y € C([0,1], Hy(2));7(0) = 0,(7(1)) < 0},

e portanto, de (2.10),

— inf t
c inf max e(v(t))

IN

t
mmax ©(70(t))

max ¢(70(t))

IA

max o(ttgv)

= r?g)xcp(tv)< N

Logo, pelo Teorema C.7, ¢ satisfaz a geometria do passo da montanha como nivel

minimax ¢ < SV2/N, e pelo Corolario C.8, existe (u,) C H}(Q) tal que

o(uy) — ¢, ¢'(u,) — 0.

Pelo Lema 2.2, sendo ¢ < ¢*, (u,) admite uma subsequéncia convergente, ou seja, ¢
satisfaz a condi¢do (PS).. Assim, ¢ é um valor critico de ¢, isto ¢, existe u € H}(Q)
tal que

p(u) =c, ¢'(u)=0.
Como ¢ > b > 0, concluimos que u # 0. Com isso, acabamos de mostrar a existéncia

de uma solucao nao trivial para o problema

—Au+ M = (uh)F L
u € H} ()
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e pela Observacao 2.1, segue entao a existéncia de solugao nao trivial para o problema

(Py)- [
Definigao 2.5 (Dominio Estrelado) Um dominio suave Q0 de RN ¢é dito estrelado
em relagcdao a um ponto xg € ) se dado x € OS2 temos

(x — xg, 1) > 0,
onde v, denota o vetor normal unitdrio exterior a 0S) em x.

Proposicao 2.6 Suponha que o problema (Py) tem uma solu¢do nao trivial. FEntdo

A > —)\(Q). Mais ainda, se Q0 é um dominio suave estrelado limitado, entao A < 0.

Demonstragao:

Suponha que u seja uma solugdao nao trivial de (Py). Seja e; € H}(Q) uma
autofungao de (—A, H}(€)) correspondente ao autovalor A\; = \;(2) com e; > 0 (toda
autofungdo associada ao primeiro autovalor de (—A, Hj(2)) possui sinal definido - ver

[20]). Sendo u solugao de (Py), entdo u satisfaz A\u = u? ~! + Au, ou seja
ey = (u¥ 71+ Au)e
donde

)\/uelda::/(uz*_1+Au)eldx:/uQ*_leldx+/Aueldx>/Aueld:ﬁ. (2.11)
Q Q Q Q Q

Observe que e; satisfaz

/ Vu.Veidr =\ / uerdr; (2.12)
Q Q
da identidade de Green,
ou
/ Auvdr + / Vu.Vudr = —wds,
Q Q 20 On

como e; = 0 em OS2, obtemos de (2.12)

/Aueld:l::—/Vu.Veldmz—)\l/ueldx
Q Q Q

e de (2.11) segue que

)\/ueldm>/Aue1d9€: —Al/ueldx:>
Q Q Q
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A> =A==\ (Q).
Agora, como
—Au = au,

onde a = u* 72 — X € LM?(Q), o Teorema de Brezis-Kato (Teorema C.10) implica
que u € LP(2). Dessa maneira, u € W??(Q) para todo 1 < p < oo. Pela teoria da

regularidade eliptica segue entdo que u € C*(Q) N CH(Q). A identidade de Pohozaev

2
—A/qua::/ [Vl o.vdo, (2.13)
Q o0 2

onde v denota o vetor normal unitario exterior a 9€2. Se 2 é um dominio estrelado

(Teorema C.9) nos da

com relagao a origem, entdo (o,v) > 0 em 09Q. Logo, de (2.13) segue que A < 0. Se

fosse A = 0, entao Vu = 0 em 02; da identidade de Green obteriamos

/Aud:v—/ s = Vu.nds:(),
o0
—/Audx:/uQ*ld:c,
Q Q

implicando u = 0, uma contradicao. Logo, A < 0. [

e de (Py) seguiria que



Capitulo 3

Multiplicidade de solucoes para o

problema (P))

Iniciamos este capitulo apresentando as definicbes e os resultados referentes a

categoria, ferramenta principal do nosso trabalho.

3.1 Definicoes

Definicao 3.1 Um subconjunto fechado A é contrdtil em um espaco topoldgico X se

existem uma aplica¢io h: [0,1] x A — X continua e w € X tais que
h(0,u) =u, h(l,u)=w, Yue A.

Definigcao 3.2 Sejam A, B e Y subconjuntos fechados de um espago topoldgico X.
Dizemos que A € deformado em B preservando Y, e denotamos por A <y B em X,
seY C AN B e se existe h : [0,1] x A — X continua tal que

a) h(0,u) =u, h(l,u) € B, Yuec A;

b) h(t,Y)CY, Vtelo1].

Definigcao 3.3 Sejam Y C A subconjuntos fechados de um espaco topolégico X. A
categoria de A em X relativa a'Y € o menor inteiro n tal que existem n+1 subconjuntos
fechados Ao, Ay, ..., Ap em X satisfazendo:
a) A= U Aj;
§=0

b) Ai, ..., A, sdo contrdteis em X;

¢c) Ag <y Y em X.
A categoria de A em X relativa a'Y € denotada por catxy(A).
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Definicao 3.4 Seja A um subconjunto fechado de um espaco topoldgico X. A categoria

de A em X € o menor inteiro n tal que existem n subconjuntos fechados A, ..., A,

n
fechados e contriteis em X tal que A= |J A;. Usamos a notagio catx(A).
j=1

Observacao 3.5 Note que

Observagao 3.6 Essa definigdo de categoria foi dada por Lusternik-Schnirelman (ver [18]).

Exemplo 3.7 a) Sendo B uma bola em RY entdo catg(B) = catgn (B) = 1.
b) Sendo A um anel em R?, entdo cata(A) = 2.

c) Sendo T? o toro em R3, entio caly:(T?) = 4.

3.2 Propriedades de categoria

Nesta secao iremos demonstrar algumas propriedades elementares da categoria

relativa.

Lema 3.8 Sejam A, B,C e Y subconjuntos fechados de X tais que Y C AN BNC.
Se A<y BeB<yCemlX, entao A<y C em X.

Demonstragao:

Seja h:[0,1] x A — X continua tal que
h(0,u) =u, h(l,u) € B, Yu€ A,
h(t,Y)CY, Vtel0,1],
e seja g : [0,1] x B — X continua tal que
9(0,u) =u, ¢g(l,u) € C, Yu€ B,
gt,Y)cCY, vtelo,1].
Considere agora a deformacao f : [0,1] x A — X dada por

h(2t,u),0 <t <1/2,u€ A,

f(t,u) = :
g2t —1,h(1,u)),1/2 <t <1l,uc A



Observe que f é continua e que
f(0,u) = h(0,u) =u, Yue A;

f(Liu)=9(21-1,h(1,u)) =g(1,h(1,u)) € C, Yue A, pois h(1l,u)

Para 0 <t <1/2eu €Y temos
f(t,u) = h(2t,u) €Y,
eparal/2<t<leu€Y,
flt,u) =g(2t —1,h(1,u)) €Y,

ou seja, f(t,Y) CY, Vte|0,1]. Com isso, fica provado que A <y C' em X.

€ B.

39

Proposicao 3.9 Sejam A, B e Y subconjuntos fechados de X tais que Y C A. A

categoria relativa satisfaz as sequintes propriedades:

a) Normalizagdo: catxy(Y) =0;
b) Subaditividade: catxy(AU B) < catxy(A) + catx(B);

¢) Monotonicidade: A <y B = catxy(A) < catxy(B).
Demonstracao:

a) Considerando Ayg =Y, temos Ay <y Y em X, pois Y C AgNY e

]’LI[O,]_]XAO — X
(t,u) — h(t,u)=u

é continua e satisfaz

Rh(0,u) = u,h(l,u) €Y, Yu € Ap; e h(t,Y)CY, Vtel0,1].

Logo, catxy(Y) = 0.



b)

40
Suponha catxy(A) = n e catx(B) = m, ou seja, existem Ay, A4, ..., A, fechados
em X tais que

n
A:UAj, A, ..., A, sdo contrateisem X, e Ag<y Y em X,
§=0

e existem também By, ..., B,, fechados em X tais que

m
B = U By e Bi,..., B, sao contrateis em X.
k=1

Dessa forma,

AUB=AyU[AU..UA,UB,U...UB,)],

onde a uniao entre colchetes contém, no maximo, n + m conjuntos contrateis em

X, e Ay <y Y. Logo, catxy (AU B) <n+m = catx y(A) + catx(B).

Suponha A <y B pela deformagao h, ie., Y C ANBeh:[0,1]]xA— Xé
continua e satisfaz

h(0,u) =u,h(l,u) € B, Yue A e h(t,Y)CY, Vte|0,1].

Se catyy(B) = 00, o resultado é imediato. Supondo entdo catyxy(B) = n, seja

(Bo, By, ..., By,) a cobertura fechada de B correspondente. Defina

Aj ={ue A;h(l,u) € Bj}, j=0,1,..,n.

Observe que

i)
ii)

A= U 4;
=0
Ap <y By. De fato, (By, By, ..., B,) satisfaz

n
B:UBj, By, ..., B, sao contrateisem X, e By <y Y em X.
§=0

Entao, como Y C By, segue que Y C Ay, pois
uwueY = h(l,u) €Y C By = u € A,.

Com isso, temos Y C Ay N By e definindo
ho:[0,1] x Ay — X
(t,u) —— ho(t,u) = h(t,u)
é facil verificar que Ay <y By. Logo, como By <y Y, segue do Lema 3.8 que

AO <y Y.
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ili) A; < B;, j=1,...,n. Com efeito, basta considerar

h;:0,1] xA;, — X
(t,u) +— hj(t,u) = h(t,u).

Sendo B; contratil, considere g; : [0,1] x B; — X a respectiva deformacao e defina

f;:10,1] x A; — X por

hi(2t,u),0 <t <1/2,ue A,

fj(t7u) =

Essas funcoes implicam que os conjuntos A; sao contrateis em X. Por fim, observe que

a funcao
f:rA — X

u —  f(u) =h(1,u)
é continua e que A; = f~1(B;), donde cada A; é fechado em X. Portanto, de (i)-(iii),
concluimos que

catxy(A) <n = catxy(B).

Antes do proximo resultado, vejamos as seguintes definigoes.

Definicao 3.10 Um espaco métrico X é um extensor absoluto de vizinhanca, abrevi-
adamente, FEAV, se para todo espaco métrico E, para todo subconjunto fechado F de
E e toda aplicacao continua f : F — X, existe uma extensao continua de f definida

em uma vizinhanca de F' em E.

Definicao 3.11 Um espaco topoldgico X é normal se para todo par de conjuntos dis-
juntos fechados A e B de X existe f : X — [0,1] continua tal que f(A) = {0} e

f(B) ={1}.
Observacao 3.12 Todo espaco métrico X € normal: dados A e B fechados e disjuntos

em X basta considerar a fun¢ao de Urysohn f: X — [0,1] dada por

B dist(x, A)
 dist(z, A) + dist(z, B)’

/()

Proposicao 3.13 Seja A um subconjunto fechado de um EAV X. Entao, existe uma
vizinhanga fechada B de A em X tal que catx(B) = catx(A).



42

Demonstragao:

Suponha inicialmente que catx(A) = 1, ou seja, que A é contratil, e considere
h:10,1] x A — X a respectiva homotopia. O conjunto N = ([0,1] x A) U ({0,1} x X)
¢ fechado em M =[0,1] x X. A aplicacao f: N — X dada por

h(t,u), te€0,1],u € A,
ftu) =14 u,t=0, ueX,

h(1,up), t=1u€ X,
onde ug € A é fixo, é continua. Por hipotese, sendo X um EAV, existe uma extensao
continua g de f definida em uma vizinhanca U de N em M. Com M é um espaco
métrico, segue da Observagao 3.12 que o mesmo ¢ normal, logo podemos supor U
fechado. Com efeito, sendo N e U® fechados disjuntos de M, existe f : M — [0, 1]
continua tal que f(N) = {0} e f(U°) = {1}; considerando entdo U = {z € M; f(z) <
1/2}, temos U fechado com N € U c U. Como [0,1] x A € N C U, temos ([0, 1] x
A)NIOU = @. Considerando a projecao

: [0, x X — X
(t?u) — HQ(tau):u>

temos II,(0U) N A = &; logo, fazendo B = II1(U) \ int(I1x(0U)) temos B fechado,
AC Bel0,1] x BCU. Mas entao B é contratil em X. De fato, temos g : U — X

continua e [0, 1] x B C U; escreva entio
b= g‘[O,l]xB : [0, 1] X B — X,

que é continua e observe que se u € B entdo u € Aou u € B\ A; se u € A, entdo

(0,u), (1,u) € N e dai

p(07u> = g(O,U) = f(O’u) = h(ovu) = U,

p(l,u) = g(lvu) = f(lau) = h(lauo),

eseu € B\ A, entdo u € X de modo que (0,u),(1,u) € N e assim

p(O,u) = g<07u) = f(0>u> =u
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p(l,u) = g<17u) = f(17u> = h<17u) = h(LUO)-

Portanto,

p(0,u) =u, p(l,u) = h(1,up), Vue B

e assim, catx(B) = 1 = catx(A).

Se catx(A) = n, entdo A = O A;, onde cada A; é contratil, i.e., caty(A;) =
1, i =1,...,n. Pelo estudo feito, exigé B; vizinhanca fechada de A; tal que catx (B;) =
caty(A;) = 1. Tomando B = Lnj B;, temos B vizinhanca fechada de A e cada B; ¢é

=1
contratil, donde

catx(B) < n = catx(A). (3.1)
Por outro lado, A C B implica A <4 B: basta tomar

¢:[0,1]xA — X
(t,u) — q(t,u) =u.

Da propriedade (c¢) da Proposicao 3.9 segue que
catx(A) = catx 5(A) < catx (B) = catx(B). (3.2)

De (3.1) e (3.2) segue que
catx(A) = catx(B).

3.3 Teoremas Minimax

Nesta se¢ao, suponha que X ¢ um espago de Banach, ¢ € C*(X,R) e ¢'(v) # 0,
para todo v € V = {u € X;9¢(u) = 1}. Usaremos aqui os resultados do Apéndice B.
Sejam ¢ € CY(X,R) e Y um subconjunto fechado de ¢? = {v € V;p(v) < d}, onde
d € R é fixo. Para 7 > 1 defina

A ={AC % A & fechado, ADY, catyay (A) > 5},

= J et
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Teorema 3.14 Se
Aa=SUpQY < C=Cp = ... = Cpyn < d, (3.3)
Y

entio para todos € € (0,(c —a)/2), 6 >0, A€ Apym e B C p? fechado tais que

supp < c+e, calya(B) <m,
A

existe u € V tal que
a) ¢ —2e < p(u) < c+ 2;
b) dist(u, A\ intB) < 20;

¢) lg' (W)l < 8¢/

Demonstragao:
Suponha, por contradi¢ao, que existem ¢ € (0,(c —a)/2), § > 0, A € Apyp €

B € ¢ fechado tais que
supp < c+e, catya(B) < m,
A

tais que, para todo u € V com ¢ — 2e < p(u) < ¢+ 2¢ e dist(u, A \ intB) < 20, temos

|¢'(w)||« > 8¢/0; fazendo S = A \ int B, podemos escrever:
Vu € o ! ([c — 26, ¢+ 2e]) N Sy, temos || (u)|, > 8e/6.
Temos S C V, pois
veES=>ucAe AcAyum=AC'CcV=>ucV.
Logo, pelo Lema B.7, existe n: [0,1] x V' — V continua tal que
o n(t,u) =uset=0o0uué¢ o c—2ec+2e])N Say;
e 1(1,ptNS) C e

Observe que:

(i) Y C o=
ueY = p(u) <c—2, pois supp=a<c—2=pu)<c—c=ucp "
Y

(1) Y €S = A\ intB:
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Y C A, pois A € Apym. Trocando, se necessario, B por B\ intY’, que é fechado

e estd contido em 9, temos
B\ intY C B = cat,«(B \ intY) < catya(B) < m,
e também Y ¢ int(B \ intY"), pois
veY =uecinty = u ¢ B\intY = u ¢ int(B \ intY),

ou

ueY =>uecdY =uecdB\intY) = u¢int(B \ intY).

De (i) e (i) concluimos que Y C SN =
(iii) ¢t N S = S

se u € 5, entdo u € A, dai p(u) < ¢+ ¢, pois supgo < c+e. Logo, u € ¢, o
seja, S C "¢, e assim, S = S5 N p°te,
() n(0,u) =u, Yu €V, em particular, n(0,u) =u, Yu € S.
(VueS=¢*NS=n(lu) €p=
(vi) n(t,Y)CY, Vte|0,1]:

de fato, se u € Y, entdo ¢(u) < ¢ —2¢, dai u ¢ ¢~ !([c — 2, c+ 2¢]) o que implica
u ¢ o e — 2e, ¢+ 2]) N Sos, e dai p(t,u) = u, Vte|0,1] e portanto

n(t,Y) =Y, vteo,1].

Logo, considerando 77 = n|j1xs : [0, 1] xS — V, concluimos que S = A\intB <y

Cc—¢& M
@7, Assim,

A€ Apym = k+m < catyay(A)
< catyay (AN intB) + catya(AN B)
< catyay (A \ intB) + catya(B)
< catyay (977) +

implicando que cat,ay (¢ %) > k. Uma vez que Y C ¢°° C o? e ¢ & fechado,

entao ¢° ¢ € Ay, e assim

c=c, = inf su < su u) <c—e,
k AcAy UGESO( ) ue(pBE SO( )_



46

chegando a um absurdo e finalizando a demonstragao do teorema.

Definicao 3.15 A funcio ¢|y satisfaz a condi¢ao (PS). se toda sequéncia (u,) C V
tal que
p(un) — ¢, @' (un)ll« — 0

admite uma subsequéncia convergente em V.

Teorema 3.16 Sob a hipdtese (3.3), se |y satisfaz a condi¢ao (PS)., entao cat,a(K.) >
m+1, onde K. ={u € V;pu) =c e ||¢'(u)|.=0}.

Demonstracao:

Suponha que cat,i(K.) < m. Pela Proposicao 3.13, existe uma vizinhanga
fechada B de K. em ¢ tal que cat,a(K.) = cat,a(B) < m. Pelo teorema anterior,
existe (u,) C V tal que

p(un) = ¢,

dist(u,, A, \ intB) — 0,

1" (un )« — 0,

onde A, € Ay, Vn. Por hipotese, existe u € V' tal que, a menos de subsequéncia
u, — u em V.
Como ¢ € C'(X,R), entao
p(un) = o(u) e [l¢' (un)lls = lle'(w)lls;
da unicidade do limite, segue que (u) = c e ||¢'(u)]|« = 0, ou seja, u € K,. Também
A, C ot = A, \intB C ¢\ intB;
dai
dist(u,, A, \ intB) — 0 = dist(u,, ¢? \ intB) — 0 = dist(u, ¢ \ intB) = 0,
e sendo p? \ int B fechado, segue que u € ¢\ intB. Portanto

ue K.N(p"\intB) = ue€ K. e u€o?\intB=uc K. e u¢inth,
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absurdo, pois K. C intB.

Teorema 3.17 Se supyp < ¢ e p|y satisfaz a condicdo (PS). para todo ¢ € [cy,d],
Y

entiao p~"([c1,d]) contém, pelo menos, cat,ay (?) pontos criticos de ¢ly .

Demonstragao:

Se catay (¢?) = n, obtemos
supp <c; << ... <¢, <d.
y

Pelo teorema anterior, cat,«(K.) > m+1=n—-1+1=n. Se c € [c1,d], entdo

K. C ¢~ ([er, d)); dai
cat (0 ([er,d])) > catya(Ke) > n = catay (09).

Se K. é infinito, entdo ¢~ '([c1,d]) contém infinitos pontos criticos. Se K, é finito, e
cati(K.) > n, entdo K. possui, pelo menos n pontos. Logo, como K. C ¢~ '([c1,d]),
segue que ¢~ '([cy, d]) contém, no minimo, n pontos criticos de ¢|y .

Teorema 3.18 Se |y € limitada inferiormente e satisfaz a condicio (PS)., para todo
c € [ir‘}fgo,d], entdo |y tem um minimo e ©* possui, no minimo, cat,a(¢?) pontos

criticos de ¢|y .

Demonstracgao:

Primeiramente, mostremos que ¢; = ir‘}f . Fazendo Y = &, observe que
Ar = {A C ¢% A fechado e ndo vazio}.

Escreva entao o = indf ¢. Note que, dado u € ¢?, p(u) > ¢y, pois fazendo A = {u}
%)
temos @ # A C ¢?, A fechado, donde

— inf < = o(u).
¢l AlgAliggw(u)_vseb{uj}@(v) o(u)

Logo,

a=Iinfy > ¢.
ol
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Por outro lado, tome (u,) C ¢? tal que p(u,) — c;. Entao
¢ > inf @(u) > infp = a.
u€{un} ¢?
Portanto, ¢; = a. Escreva agora 3 = i‘r}f ¢. Como ¢? C V, entdo a > 3. Também,
d>cy =a>implica § <d. Se = d entao
a=infp <supp < d=7.
ol d
Se f < d, seja (u,) C V tal que p(u,) — [; para n suficientemente grande, ¢(u,) < d,
ou seja, (u,) C ¢?. Logo, para n suficientemente grande,
B = inf ¢(u)>infe =a.
’U,E{’U/n} CPd

Em qualquer caso, temos 3 > «, e segue entao que o« = 3. Com isso, concluimos que
¢y =a= [ =infp.
1%

Logo, pelo teorema anterior, como ¢|y satisfaz a condi¢ao (PS). para todo ¢ €
[igfgo,d] = [c1,d], segue que o '([cy,d]) = o ((00,d]) = ¢ contém, pelo menos,
cata 5 (¢?) = catya(¢?) pontos criticos de ¢|y. Pelo Teorema 3.16, como ¢|y satisfaz a
condicao (PS),,, temos cat,a (K., ) > 1, ouseja, existe u € K., tal que p(u) = c; = i‘gf ©
e ||¢'(u)]|« = 0, donde u é ponto de minimo de |y .

3.4 Multiplicidade de solucoes

Considere o problema

—Au+ M = |ul* ~2u,

(F2)
u>0,u€ HNQ)

onde 2 ¢ um dominio limitado suave de RV, N >4 e A > —\(Q2). O Teorema 2.4
afirma que se —A(©2) < A < 0, o problema (P,) admite uma solugao nao trivial.
Nesta se¢do, provaremos a existéncia de A\* € (—\1(Q2),0) tal que, para \* < A < 0,
o problema (P,) tem, pelo menos, catq(£2) solugdes nao triviais. Este resultado esta

formalizado no seguinte
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Teorema 3.19 Se Q é um dominio limitado suave de RN, N > 4, entdo eriste
—A(Q) < A <0 tal que, para \* < XA <0, o problema (Py) tem, no minimo, calo(2)

solucoes nao triviais.

O teorema anterior é devido a [14], quando N = 4, e devido a [19], quando
N > 5.

Para o nosso estudo considere o funcional
wla) = [ @) de
Q
temos ¢ € C*(H}(Q2),R). Definimos agora o funcional
o (1) = /[\Vu\2+)\u2]da:
9]

sobre a variedade

V ={ue Hy(Q);(u) = 1}.

Em H{ (), usaremos a norma usual |[ul] = ||[Vul|..

Vejamos alguns lemas que ajudarao a provar o Teorema 3.19.
Lema 3.20 Toda sequéncia (u,) € V tal que

or(uy) — ¢ < S, ||y (un)ll — 0

admite uma subsequéncia convergente, ou seja, @y satisfaz a condi¢ao (PS)..

Demonstragao:

Mostremos primeiramente que existe (u,) C R tal que
— Aty + My, — pn(w)* =0 em HH(Q).
Pela Proposicao B.3 temos
1 ()|« = min [ (un) = 3" () [
vER
logo, para cada n € N, existe 7, € R tal que

1 (un) |« = 11 (un) = 1t (un) |

implicando

P\ (un) = 1t () — 0 em H™H(€Q);
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como

o\ (u)v = 2/(VU.VU + Auw)dz, ' (u)v = 2*/(u+)2*_1vdx, Vu,v € Hy(Q),
Q Q

temos
2/(Vun.Vv + Auyv)de — 2*%/(uf{)2*1vd:€ — 0, Yo Hy(Q),|v|=1.
0 Q
Fazendo a identificacdo —A : H} () — H1(Q) por

—Au: Hj() —R
v +—  (=Au,v) = [, Vu.Vudz,

obtemos

2/(—Aunv + Aupv)dr — 2*%/(162)2*1?1(135 — 0, Yve Hy(Q),[v|=1=
0 0

2%, x
/(—Aunv + Auyv)de — ; /(uf{)z “ludr — 0, Vv € Hy(Q),|v]| = 1;
Q Q

fazendo p,, = 2", /2 obtemos
— Aty + My, — pp(uh)* =0 em HH(Q). (3.4)

Observe agora que a sequéncia (u,) ¢ limitada: como @y(u) = ||Vul]2 + Mul|3, e
A > =\, |lull3 = [[Vull3 + Mul|3 é uma norma em H} () equivalente & norma usual,
como visto no Capitulo 2; do limite ¢y (u,) = ||u.||3 — ¢, segue que (u,) é limitada em

H}(2). Com isso, de (3.4) segue que
— / (Auptiy 4+ Mgty — pn(u,)? tuy)do — 0
Q

ou seja,
09+ 302 = ) )l = 0
e assim
o (tn) = pn — 0,
pois (u,) C V. Logo, p, — c¢. Como ¢y(u) = [[ul|z > 0 e ¢x(u,) — c entdo ¢ > 0;
se ¢ = 0, tertamos @, (u,) = |lun|3 — 0, donde (u,) converge forte em H} (), logo

supondo ¢ > 0, como p,, — ¢, temos u, > 0 para n suficientemente grande. Definindo
N-—2

Up = Un* U,, Obtemos

/|wn|2Hvz (9 PR S
P P S L a— T = un J— RN —
ol 2 2 o g A > N



ol

* N=2 x
—Avy + A0y = (D) = T [~ AUy + My — i (u) T = 0 em HH(Q).
Portanto, pelo Lema 2.2, sendo ¢ < S (ou seja, ¢V/2/N < SN2/N = ¢*), segue que
(v,) admite uma subsequéncia convergente; mas entao (u,) admite uma subsequéncia

convergente.

Lema 3.21 Se N >4 ¢ —\(Q) < A <0, entao

m(A, Q) = inf ¢y (u) < S,

ueV

e existe u € V tal que px(u) = m(\, Q).

Demonstragao:

Pelo Lema 2.3 existe v € H} () \ {0} nao negativa tal que

Voll3 + A|vll3
[Voll3 : lollz _ o
[[v]l3-
Definindo w = v/||v||3., temos w nao negativa, ||wl||3. = |[w*||2. = 1 (ou seja, w € V) e
[Vl + Alloll3
pa(w) = Vw3 + AMwll; = ”21}||2 2 <8
2*

Logo,
m(A, Q) = irel‘f/cpA(u) < pa(w) < S.

Pelo Principio Variacional de Ekeland (Teorema B.8 e Corolario B.9), ¢, admite uma
sequéncia (PS). com ¢ = ;g‘f/ ©a(u), e pelo Lema 3.20, ¢, satisfaz a condigao (PS)e,
com ¢ = Jg‘f/ oa(u) = m(A, Q). Logo, pelo Teorema 3.18, ¢, assume minimo, i.e., existe
u €V tal que

ox(u) =m(X, Q) = min @, (u).

ueV

Defina a aplicacao

gV — RN

(3.5)
u — Blu) = [(u")* zde.
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Lema 3.22 Se (u,) C V € tal que ||u,||* — S, entao dist(B(uy), ) — 0.

Demonstragao:
Suponha, por contradi¢ao, que dist(5(uy,),2) - 0. Passando a uma subsequén-

cia, se necessario, podemos supor que
dist(B(uy,), Q) >r >0,

ut —u em DY*(RY),

V(= w)* = p em M(RY),

n

lut —ul* = v em M(RY),

uf —u q.t.p. em Q.

Como () é limitado, pelo Lema 1.1 temos
S = IVaullz + [lul,

L= 3 + vl

)2 < S ul

e da desigualdade de Sobolev,

2 < STHIVul3.

I

2%
P

Com isso, segue que ||ul[5. e ||v]| sdo iguais a 0 ou 1. Com efeito, de

SIvIPZ < lull, Sluli. < [1Vull3

temos

S = Va3 + llell > S(lull3 + [v]**),

2%

ou seja, 0 < |lul|2. + ||v||**" < 1; supondo 0 < ||ul|%,

|v|| < 1 entdo

2%

2 <2 =2/2" < 1= (Ju ) > |[ul|Z e ||v|¥*

> [|vll;

donde

L= Jlulle + vl < Jlull3. + WP <1,
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o que é um absurdo. Portanto, por () ser limitado, segue da Proposi¢ao 1.5 que u = 0.

Logo, ||v|]| = 1, o que implica que
21?2 = 7|l

Assim, pelo Lema 1.1, segue que v é singular e estd concentrada em um tdnico ponto
y € Q. Logo,
B(u,) = /(ug)zxdx — / zdv =y € Q,
Q Q

o que é uma contradicao. Portanto, o lema ¢ valido. |

Sem perda de generalidade, podemos supor 0 € . Com isso, escolha r > 0

suficientemente pequeno tal que B, C ), e de modo que os conjuntos

QF = {z € RY: dist(z,Q) <7}

Q. = {z € Q;dist(z,00) > r}.
sejam homotopicamente equivalentes a 2. Defina também
m(A) =m(\, B,) < S.
Lema 3.23 Existe —A\1(Q) < \* <0 tal que para \* < X\ <0,
ue ot = Bu) € O

Demonstragao:

Para todo u € V, segue da desigualdade de Holder que
Jut 1 = [ (e = [ (@ Pde < [1lwaltPlvor-a = 198 [ut . = 2/

SeueVelul>=|[ut]?+ ||[u]]* < S +e¢, entdo ||u||* < e, pois |[ut]|* > S, ja que

lu*

o« = 1. Também,
1 €
< =< —.
oI < P < 5

Pelo Lema 3.22, existe £ > 0 tal que

weV,|ul> <S+e=pu) €. (3.6)
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Fixe entdao \* = para ¢ > 0 de modo que \* > —A;(2). Se A <A< 0e

N

- |Q|2/N£+e/>\1 )
uegoT temos
lull* = IVullz + Mullz = Allullz

(1) = Allull3

m(A) = Au™ |5 = Alu” |3

IA

IN

S = Xl 3 = Al )13

IN

5= XY — xS

1
S\ <|Q|2/N + 3)
A1

S+ e.

IN

Portanto, de (3.6), segue que [(u) € Q.

Lema 3.24 Se N >4 e \* <\ <0, entdo catgom(x)(gof\n(’\)) > catq().
A

Demonstracgao:

Defina v: Q, — @T(A) por

Y(y): Q@ — R
v(z —vy), =€ B(y,r)

z — (y)(z) =
0, c.c.

onde v € H}(B,) é tal que v >0, ||v|l>x =1 e
m(\) = oa() :/ Vo] + \o?]de.
B
(A existéncia de v é dada pelo Lema 3.21, e temos v > 0 pois sendo v minimo de ¢,

em V', segue que

lea(@)=0 = Iy €Rph(v) =¥ (v) =0 em H (B,
= 2/ (Vu.Vu + Avu)dr — 2*7/ (v "tudz =0, Vv € H}(B,);

i T

fazendo u = v,

2 [ 90+ AP = [V + A [ =0 = v = 0)
B,



Como v é uma funcao radial (ver [12]), usando a aplicacdo 5 dada em (3.5) temos

(Bom(y) = /Q () (@) T2 s

[v(z — y)]* zda

A aplicacao v é continua: se y, — y em 2, entao

() =12 = / V(1) — 2y)) e
/ V(0(z — ya) — v(z — y))[Pdz

- | Z o(w = gn) = oo — y))Pde
Z [ ot =) = e = )P
Z [0t ) - oot -y
é /Q T, (0:) — T, (0) Pdx — 0,

pois a aplicagdo T, : L*(RY) — L*(RY) dada por
T,/ :RY — R
v — T,f(x) = flz —y)

¢ continua. Logo, ¥(y,) — v(y) em H}(2), mostrando a continuidade de 7.

Também 3 é uma aplicacao continua: como

s = ( <u+>2*widx)N — (G,

=1

%)
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para cada ¢ =1, ..., N, temos

|Gi(u) = Bi(v)| =

/Q(qu)Q*xidx — /{2(v+)2*xidx
[t = @) s

= / (ah)? = 0)|[a.]de

< diam(Q) /Q (W) = (W) |dz — 0,

quando v — v, pois ¥(u) = [,,(u")* dz ¢ continua. Logo, 3 ¢ continua, para todo
i = 1,...,N, donde (8 & continua. Se catpm(x)(gpzl(’\)) = 00, o resultado ¢ imediato.
A

Suponha entao que cat(pm(x>(goT(’\)) =n, i.e.,
A
erN = A UL UA,,

)

onde A;, j = 1,...,n sio fechados e contriteis em \ ", ou seja, existem h; : [0, 1] x

N continuas tais que para todo u € Aj,

Aj — )
hi(0,u) =u, h;(1,u)=w;,

onde, para cada j =1,...,n, w; € @T(’\) é fixo. Considere B; =y 1(A;), j=1,..,n.

Sendo 7 continua, os conjuntos B, sao fechados e
O =4 ™M) =y (A UL UA,) =7 (AU ..Uy N (A,) = By U ..U B,.

Defina agora a aplicagao

g; 10,1 x B; — Qrf
(t,x) — g;t,x) = B(hy(t,v(x))).

Observe que:

i) g; esta bem definido:
te 0,1,z € Bj =~ '(A;) = v(x) € A; = h;(t,7(x)) esta bem definido;
e pelo Lema 3.23, se A* < A < 0, entao

hy(t,y(2)) € oy = B(h;(t,y(x))) € Q.
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ii) g; é continua, pois [, hj,v o sdo.
iti) g;(0,) = B(h;(0,7(2))) = B(1(x)) = v, Va € By, e

9i(1,x) = B(h;(1,7(2))) = Bw;), Vx € B;.
Portanto, B; é contratil em ", para todo j = 1,...n, donde

cato(Q) = cato () < n = cat_no (h).
" A

Demonstracao do Teorema 3.19:

Pelos Lemas 3.20 e 3.21, para

c<mA\ Q) <m\) <S8
) contém, no minimo,

pontos criticos de ), donde, pelo Lema 3.24, para \* < A < 0, @T(A)

@y satisfaz a condigao (PS).. Do Teorema 3.18 segue que ¢’

m(A

contém, pelo menos, n = catg(£2) pontos criticos de ¢,, digamos, ui, ..., u,. Como

visto na demonstracao do Lema 3.20, para cada j = 1, ..., n existe p; € R tal que

—Auj + Auj — pi(ul)? =0, (3.7)

J
Multiplicando a equagdo (3.7) por u; obtemos
—Aujuy + )\(uj_)2 = 0;
integrando sobre (2,

/Q[vuj.wj AW =0 /Q[\Vuj]2+)\(uj)2]d:v _
IV 15+ Mu; I3 = 0

- _ — a7t
donde u; = 0. Logo, u; = uj e podemos escrever

—Auj + Auj — ,uju?*_l =0. (3.8)
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Como u; € gp&n(’\) CcV, j=1,...,n, entdo u; # 0 (pois ||u;lj2» = 1), e observe que,

multiplicando (3.8) por u; e integrando sobre Q2 obtemos

/Q[|Vuj|2 + Mu;)?)dr = uj/ui*dx =

Q
ox(uj) = p; =

1% % 07 v] = 17 -y I,

N-—-2

e entdo v; = ; * u; ¢ uma solugao nao trivial de (Py), pois dado w € Hy(2) temos

N-2 N-2
/(ij.Vw + Avjw)dr = /(Mj bV Vw + Ayt ujw)de
Q Q
N-2

—2
o 1 2*—1
= W, /ujuj wdx
Q

Nyzo,
= p;tou; T wdr
Q

Com isso, mostramos a existéncia de, pelo menos, n = catg(2) solu¢des nao triviais

para o problema (P,). [



Capitulo 4

Multiplicidade de solucoes para o

problema (F),)

Neste capitulo, seguindo [2] estudaremos a multiplicidade de solugbes para o

problema eliptico critico

—Au = pud=t 4?7

(Py)
u>0,u€ Hy(Q),

onde ¢ um dominio limitado suave de RN, N >4, 2 < ¢ < 2* e u > 0. Em H} (),
usaremos a norma usual |lu]| = ||[Vul|.

O resultado principal deste capitulo é dado pelo seguinte
Teorema 4.1 Se N > 4 e 2 < q < 2%, entao existe u* > 0 tal que, para cada

p € (0, 1%), o problema (P,) possui, pelo menos, cato(§) solucoes nao triviais.

4.1 Preliminares

Considere o funcional

1 1 .
I,(u) = 3 /Q |Vul?de — g/g(zﬁ)qu ~ 5 Q(qu)2 d. (4.1)

O funcional I, é de classe C*(H;(2),R). Considere agora a variedade de Nehari asso-
ciada a 1,:

My, = {u € HY()\ {0}; T (u)u = 0}.
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Proposicao 4.2 O nimero
¢, = inf{I,(u);u € M,} (4.2)
estd bem definido.
Demonstracao:

Mostremos que I, é limitado inferiormente na variedade M,. Dado u € M,,

temos u # 0 e

I (u)u = / |Vul?dz —u/(qu)qda: — /(u+)2*da: =0,
Q Q Q
ou seja,
full = [ e+ [
Q Q
Dai,

1 I 1 .
B = gl =2 [ e = [

— g/g(u*)qu—i—%/(u*)Q dr — H/g(u*)qu— 1 (ut)* da

Q q 2% Jg

— u(% — %) /Q(uﬂqda: - (% - 2i> /Q(eﬁ)?*dx > 0,

donde 0 é cota inferior para o conjunto {I,(u);u € M,} e assim fica bem definido o

namero dado em (4.2).

Proposicao 4.3 O funcional I, satisfaz a geometria do passo da montanha.

Demonstragao:

Observe primeiramente que [,(0) = 0. Note que

2%
2*

1 W 1
L) = gl =Lt g = gt

2%
2*

L, 9 M 1
> il = Bl 5

2%
?

1
> Sllell = Sl - Sl

onde ¢y, c; > 0 aparecem da imersdo continua de H(Q) em L9(2) e L* (Q2); escolhendo

entao r; > 0 (a ser fixado) e considerando ||u|| = temos

r? e Co o
I(u) > 51 - 77‘(11 - ;T%
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e para r; ~ 0 temos

Logo

1
b= inf I,(u)> Zr% > 0.

Também, como
Ca

§||U

2%

1 ey
Lu(u) = 5 lull® - THUHq -

2%

1 . 1
llell = Sl = Sl 20 & Sllull® > 52 ull? + 2l

2% -2 <

HC1 q—2 C2
= — —
=2+ 2

< |ull =0,
temos I, (u) > 0 se u € B,,, 7, = 0. Portanto, fazendo » = min{ry,r,}, estamos nas

hipoteses do Teorema do Passo da Montanha (Teorema C.7).

Denotemos por ¢, o nivel do passo da montanha do funcional ,, dado por

Cy = ueHgl(I;)f)\{o} max I1,,(tv) > 0.

Lema 4.4 Seja N > 4. Entdo I, satisfaz a condigio (PS). para todo c € (0, SN/?/N).
Mais ainda, ¢, € (0,SN/2/N) para p >0 e 2 < g < 2*.

Demonstragao:

Suponha ¢ € (0, SV2/N) e que (u,) C H3(Q) ¢ tal que
Lu(up) — ¢ e I (u,) — 0.
Observe entdo que a sequéncia (u,) é limitada, pois

1
c+o,(1) +on(D)Junll = IL(u,) — glé(un)un

1 1 1
= gl = Ely - 5

(1 1)n ||2+(1 1)“
- P Unp, - = L Unp,
2 q q Q*
1 1
(53 )l

q

| 1 1
2 — aHunH2 + EHUZHZ + —luy,

2%
2*

Y]

2%
2%
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donde (u,) é limitada em H}(Q). Sem perda de generalidade, podemos supor u,, > 0,
para todo n € N, pois

I, (un)uy, = Jlug [|* — 0.
Do Lema 1.2 e do Teorema A.2, passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos
supor

u, —=u em Hy(Q),
U, — u q.t.p. em €

V> = A > [Vul + ) N\jda,,

jeJ

¥y =ju* + Zyjéxj.

jeJ

|Un
Considere zj, € Q, para algum k € J, e dado € > 0 considere ¢ € C3°(RY) tal que
=1 em B(x,¢),

¢ =0 em B(xy,2¢)°,

V| <

(LI

A sequéncia (pu,,) ¢ limitada em H}(€), donde

I (un) (pun) = | Vu,.V(puy)dr — ,u/

i () ()~ / (1) (pun)da — 0,

Q

ou seja,

lim {/cp\Vun|2dx+/un(Vun.Vgo)dx—,u/gp(un)qu—/go(un)?kdx} =0
n=oo | Jo Q Q Q

e assim obtemos

lim un(Vun.Vgp)dx:/cpdu—i—,u/quodx—/cpd/\. (4.3)
n— Jo Q Q Q
Dai, como
: : .2
0 < lim /un(Vun.Vgo)dx = lim / Un(Vu, Ve)dr| < lim - |un || Vu,|de,
n—o | Jo 7= | JB(ay,2) n

7 & JB(ay,2¢)

usando a desigualdade de Holder

.2 .2 2
0< nll_{go EHunHZ,B(xk,Qa)HvunHQ,B(xk,Qa) < 7}1_{210 EMHunHQ,B(xk,Qa) = EM||U||2,B(a:k,25),
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onde M > ||[Vuyll2, By 20) = |Junll, j& que (uy,) é limitada em H}(€2). Note agora que,

usando novamente a desigualdade de Hélder

[ulle,By,20) = (/ (l.u)de) = (/ lNdx) (/ Juf? dx)
B(zy,2¢) B(z,2¢) B(wy,2¢)

< [2e)wn]" flu

2%, B(zg,2¢)s

onde wy denota o volume da bola unitaria em RY. Logo

2 2

EMHUHz,B(xk,za) < EM(Qs)w]l\/(N||U||2*7B(a:k,25) = C'||U 2% B(z,2¢) onde C = 4Mw11\{N,

e assim,

0 < lim ‘/un(Vun.Vgo)dx
0

n—oo

< Clilsinan =C( [ pul
B(xy,2¢)
De (4.3) e (4.4) segue que

O:lim[/ godl/—k,u/ qupd:p—/ cpd/\} < vp— A
e—0 B(xy,2¢) B(zy,2¢) B(zy,2¢)

e assim v, > A\g. Pelo Lema 1.2, temos 1/,3/2* < S7t\;, donde v, > SVE/Q*; ie, v, =0

ou v > SN2, Suponha que existe ko com vy, # 0, i.e., vy, > SN2 entdo

1
c= lim I,(u,) = lim ([M(un) — 2[L(un)un)

n—oo n—oo

i o(-2) fjrars (1) [

11 / 1 .
= ul=—- uldr + — lim Up)” dx;
(2 q) Q N n—oo Q( )

fixando agora ¢ € C3°(RY) tal que 1 =1 em Q e ¢ = 0 fora de uma vizinhanca de €,

temos
lim [ (up)?de = lim [ (u,)* ¢dx
— /u2*¢dx+/ (ZVk5xk)¢d$
Q { keJ
= /u da:—}—ZVk
keJ
Entao

. 11 1
c:nh_)n;olﬂ(un) = u(§—a)/guqu+N/u dr + — Zuk

1 1 1 .
- = a4 - 2d _SN/Q
/L(Q q)/ﬁu :L‘+N/Qu x—i—N

1
_SN/Z
N )

IV

v
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pois vy, > SN/2. Mas isso contradiz o fato de que ¢ € (0, SN/2/N). Logo, v, = 0, para

todo k£ € J e assim
lim [ (u,)? dx = / u® dz.
Q Q

n—oo

Uma vez que u, — u em L*> (Q) (pois u,, — u em H}(Q)) e ||juy,

9r — ||ul|2+, temos

u, — uem L? (Q) (Teorema C.4). Enfim, mostremos agora que u,, — u em H}(Q).

Observe que
[un — u||2 = (Up — U, Uy — u) = “unH2 — (Uny u) — (U, Uy — u);

note agora que

2%
2*

||un||2 = [L(un)un+ﬂ||un”g+||un

2*
2%

= on(1) + :uHuan + [lun,

—(Up,u) = —I (up)u — uy)  ude — | (u,)? tude
(tn, ) " A i
= o0,(1) —p,/(un)q_ludx—/(un)Q*_ludx;
0 0
e —(u,u, —u) = 0,(1), pois u, —u — 0 em H}(Q). Portanto,

[l = ull* = 0a(1) + pllwnl§ + [l

2 - u/(un)q_lud:ﬂ — /(un)r—ludx — 0,
Q 0

pois u, — u em LI(Q) e em L* (Q).
Mostremos agora que o nivel do passo da montanha ¢, pertence ao intervalo

(0, SN/2/N). Considere, para ¢ > 0, a funcio
U.(z) = 5NU(§> = Cy (e + |27,
onde U é dado em (1.25). Fazendo C = C';;TN e e = (§/C)/? obtemos
Us(z) = (0 + Clz?) 5.
Voltando ao parametro €, considere entao as funcoes
Ue(w) = (e + Cla) 7,
¢ € C°(RY) com ¢ = 1 em uma vizinhanga da origem e suppg C €,

Ue = ¢($)U€(Z‘)
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Ue
Ve =

Temos entao as seguintes estimativas (ver [8] e [10]):

Jool? = S +0(77), (4.5)
3N T < o|[? < eper ™), (4.6)

(S
v | = 0,6 — 0. (4.7)

O nosso objetivo é mostrar que existe € > 0 tal que

SN/2
r?g)xlu(tvg)< I
(neste caso, temos ¢, ueH&l{le)\{O} rglggc[ (tv) < I?g)xju(t%) < 25~). Considere as
funcoes
t* .
g(t) =1, (tv.) = / Vv, |*dx — —/qux— — vg dx
t
= —/ (Vo ?dr — p /qux—§
e

t2 2
g(t) = / |Vvsl2dx ~ o

Observe que max I,(tv.) é atingido para algum t. > 0, e dessa maneira

0=4g'(t.) = ta/ Vv |?dz —,utg_l/vgdx — 2
Q Q

= 1. [/ Vo |2de — 12772 — put?2 / vgdm}.
Q Q

/ Vv |?de — 272 — ut§2/ vidx =0
0 0

/ |V |2de = 2772 4 pt?? / L
0 0

te < (/ ]Vve\de> o (4.8)
Q

Com isso, obtemos

donde

ou seja,
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Esta desigualdade implica que

/ |V, |*dx
0

donde

22+ utﬁQ/QUde

9=2
2% —2
t§*2+u(/ \Vv€|2dx) /vgda:
0 Q

w_ 2(q—2)
t2 72+ plloe | === o1

IN

2(q—2)
22 HUng

||U€||2 - M||U5|

2(g—2)
[0 lIP[1 = pefloe ]| 7== 2 oc|4],

e usando (4.5) e (4.7) podemos escolher ¢ suficientemente pequeno de modo que

* S
22> 3 (4.9)

(Isto significa que podemos limitar inferiormente ¢., sem depender de £.) Observe que

g atinge méaximo, e dai §'(t) = 0 implica

t= (/ ]VUE\de) .
Q

e que g ¢ crescente no intervalo [0, ([, |Vo.|2dz) 7). Entdo, usando (4.5),(4.8) e (4.9),

g(t.)

IN

e note que, usando (4.5),

(o))

_1 9
1 T2 1
5(( [ 17epar) ™) e - 5

1 _ 1
Sl Y2 el = el ¥

1 1 1

el = S lleell = < el

1 1 -
P2 = S + 0 )™

1 N-2
SR+ O T,



e assim, de (4.9),

1 N2 p(S\7=
te) < —=SV214+0(c 2 N/2——<—) /vgd:r;
g(te) = 5™ ()] 2\ 2 g

escrevendo f(t) = (1 +t)™/2, do Teorema do Valor Médio obtemos

N—2 N 2 N—2

1+ 0(E ) =1+ 0)2 10T )+1=0("2)+1, 6 (0,0(

donde

1 Nes w(s i
gt.) < =SN24 02 ——<—) /vgdx
) < ySroE -4 ()

1 2 (S Pha=
< —SW%Hmwz——(—) [ az
- N g\ 2 q -
De (4.6) obtemos
_9q9
g(t.) < %SAW + Cg€¥ _H <§) ’ 720155(1\7—(1(%))
q
S %SN/Q -+ 03€NT7 — M/C\léé(Niq(¥))

Como

2 2

pois N > 4, entao, para € ~ 0 temos

N2 1(N_g(N=2
cze 2 — pcez 1) <,

e dai
SN/2

g(t:) = maxg(t) = n%aoxfu(tve) <N

>0

como queriamos demonstrar.

")),
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Lema 4.5 Para cada u € Hy(Q2) \ {0} existe dnico t, € (0,+00) tal que t,u € M, e

max I,(tu) = 1,(t,u).

Demonstragao:

Dado u € H}(Q2) \ {0}, defina

g:[0,00) — R

2%

2 *
to— g(t) = L(tu) = Sllull® = £7 lu* [l — G llut 3

P -

+
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A fungdo g admite um ponto de maximo, ou seja, existe ¢, € (0,00) tal que

max I,(tu) = 1,(t,u).

Note que t,u € M,, pois t,u # 0 e

d
EIM(W) =0« I(tyw)u =0« I,(t,u)(tu) = 0.

t=ty
Agora observe que
-1 21

pt? + -
B g +

2%

g(t) =0 |lul*= 2

2 & Jlull® = pt 2 a1+ 672

se existissem ¢ e o com t; < ty tais que ¢'(t1) = ¢'(t2) = 0, teriamos

2%

) _
lull® = {1+ 6t |3

-2 *__
luall* = gt f1g + 5[5

o que ¢ um absurdo. Logo, g possui um tnico ponto de maximo, donde ¢, é tnico. W

Coroléario 4.6 Se u € M, entao
I,(u) = I?za()XI“(tu)'
Lema 4.7 Se N >4 e 2 < q <2 entao ¢, = ¢, para p > 0.
Demonstracgao:
Pelo Lema 4.4 e pelo Teorema do Passo da Montanha C.7, para cada p > 0 existe

u, € H}(2) tal que

Iu(uu) =Cu e [}/L<uﬂ> =0.

Logo, dado v € M,,, temos v # 0 e, pelo Corolério 4.6,

L(v) = s L(tv) = ¢, = ueHgi?Qf)\{o} max L(tu),
donde
Cy = ug/l\flu 1,,(u) >¢,. (4.10)

Por outro lado, como u, € M, e I,(u,) = ¢,, temos

Cu = ugfl\flu L(u) < L(uy) =€ (4.11)
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Portando, de (4.10) e (4.11) segue que

|
Lema 4.8 Se ji1 > sy entao c,, < c,,, ou seja, ¢, € nao crescente em |i.
Demonstragao:
Se us < pg entdo I,, > I,; logo, dado ¢ € [0,00) e u € Hy(Q2) \ {0} temos
Iﬂz (tu) Z IHI (tu)
donde
> > 1 =7,
max Ly (tu) = max Ly, (tu) = ueH%l?Qf)\{o} max Ly, (tu) = Cpy,
e usando o Lema 4.7 segue que
=Cy = inf L, (tu) > ¢, =c,.
Cr = Cup = J0E X ne (f1) 2 €y = €y
|

Denotemos agora por ¢y > 0 o nivel do passo da montanha associado ao funcional

1 1 .
Io(w) = 5llal? = 5 [ (@) da, (112)
2 2 Jg
e observe que ¢, < ¢, para todo p > 0.

Dado agora r > 0, seja 1 € C°(RY) uma fungao radial nio negativa tal que

suppy C B, e ¢ =1 em B, ;. Para ¢ > 0, defina

we) = Cxv@es

(€% + [a]?) ="
onde Cy = N(N —2)"7" (u. é basicamente a mesma funcio usada na demonstracao

do Lema 2.3). Segundo [1], temos as seguintes estimativas:

/ Ve 2dz = SN2 4 O(=N-2)
Q

[
Q

24y = SN2 4 O(eN).
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Escreva
u€

Ve = (4.13)

2*.

Hus

Entao v. é radial, nao negativa e satisfaz
v|]> = S 4+ O(eN2). (4.14)

De fato,

||U ||2 — HUEH2 — SN/2 + O(gN_2>
E L VO

SN2 1 O(eN=2)

2/2*
r39)
SN2 1 O(eN=2)
ST L+ OV
SN/2 O(EN—Q)
SR 0 | R4 0N

ou seja,
S N O@EN?) 540V
[1+O(eN)2/* B

||U£H2 - [1 + O(€N)]2/2* [1 T O(EN)]Z/Z*;

fazendo f(t) = 1/(14+1)%/?" = (1 +t)~%?", pelo Teorema do Valor Médio obtemos
1 2

1+ OEN2 — 1- 5(1 +6)70EY) =1-0(Y), 0€(0,0(="7)),

e dai,

S+ 0(eN7?)
[1+ 0N
= [S+O0(EY ) - 0@EM)

= S—0@EY)+0(EV?) - 0(ENHO(EN)

e I*

= S+0@E"?).

Lema 4.9 ¢, = SV/2/N.

Demonstragao:

o« = 1, temos S < [[v.]|? e de

Seja v, a funcao definida em (4.13). Como ||v.

(4.14) temos

HUEHZ — S, e — 0.
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Escrevendo
12 %
g(t) = Toftue) = Sl = S

2%
9

observe que g assume maximo, donde existe t. > 0 tal que

d
— 1 teve) = 0,
giloltet=) =0

e a forma de I, implica

_2
P

te = ||ve

Dai,

cp = inf max Iy(tu
0 ueHL(Q)\{0} t=0 0( )

< max y(tve)
>0

= [O(tava)
t2

= Lol -

_ itQ*

N7

2%
tcf

2

9%
2*

Hvs

ou seja,
_2 * ]_ L
=) = (o)) 7= —

N

e portanto

SN/2
Co S N .
Por outro lado, seja (u,) C H(Q2) tal que

(4.15)

Io(un) — co, Ij(u,) — 0.
A sequéncia (u,) é limitada em H}(§2). De fato, para n suficientemente grande temos
In(u,) < co+ 1;
como

1
< o g () ([ |

1 1

e || I5(uy,)|| — 0, para n suficientemente grande temos (1/2%)||Z}(u,)|| < 1, donde

1
_51()(”71)“71 < |t |-
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Logo, para n suficientemente grande temos,

1
1 1 . 1 1 «
= Sl = gl 5 = 5 a2+ s -

11 ,
= (53 )l

mostrando que (u,) ¢ limitada em HJ (). Assim, a menos de subsequéncia, temos

|lu,||> — I, para algum [ € (0,00). Observe que
To(un)uy = flug |* =0,

e com isso, sem perda de generalidade, podemos supor u, > 0, e dai de

2%

I(l)(un)un = HunH2 — [Junll3: — 0
temos
lunl|> =1 e |Junll3 — 1, 1>0. (4.16)
Fazendo v, = uy, /||ty |2+, temos [jv, |l =1 e
o luall? !
S <ol = [ |2 12/2*
implica
S < 1PN, (4.17)
Note que
N B
o) = 3l = el — co.

e de (4.16), concluimos que | = ¢yN; de (4.17) segue que

ou seja,
SN/2
co > N (4.18)
De (4.15) e (4.18) concluimos que
SN/Q
Co = N .
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Observagao 4.10 a) Se G ¢ um dominio limitado de RY, o nivel do passo da
montanha referente ao funcional

1 1 .
g = —/ |Vul*dz — —/(u+)2 dx
’ 2 Ja 2* Ja

¢ SN2/N, i.e., o nivel do passo da montanha de Iy ¢ independe do dominio G

(ver Proposicao 1.5).
b) Podemos assumir que toda sequéncia (PS). de I, € ndo negativa.

Lema 4.11 Se p, — 0 entao c,, — co.

Demonstracao:
Sabemos que

Cun, < Cp, Vn € N,

Para n suficientemente grande, c¢,, < co (do contrario, o resultado seguiria). Pelos

Lemas 4.4 e 4.9, seja (u,) C HZ (), u, > 0 tal que

Ly, (un) = ¢y, [;lj/n (un) =0,

e seja (t,) C (0,00) tal que t,u, € Mo = {u e Hj(Q)\ {0}; I{(u)u = 0} (a existéncia

(t,) segue adaptando a demonstragdo do Lema 4.5). Note que

o = inf max Io(tu) < max Iy(tu,

O weHi(@\{0} 20 otu) - < >0 o(fun)
- ]O<tnun)
= 1

Hn 9y
Mm%w~;Ame]d
= U fnln w,) T 9dx
— L (ta) + 22 AK@]d

pnty,
= L (tnten) = = Junllg;

como u, € M, , entao
Iltn (tnun) S r?;aox ‘[Hn (tun) = ]lin (Un) = CMn7

e daf,

ntp
R L (4.19)

Mostremos agora que a sequéncia (t,) é limitada. Suponha, por contradigao, que, a

menos de subsequéncia, ¢, — oco. Como ¢,, < ¢y, mostra-se facilmente que a sequéncia
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(un) € limitada em H}(Q). De t,u, € My segue que max Iy(tuy,) = ILy(t,uy), ou seja

%]O(tun) = 0, e com isso obtemos
t=tn

lunl® = 772 [Junll3-.

5- — 0. Logo, por interpolagao, segue que ||u,[|? — 0. Como

Assim devemos ter ||uy,

I, (un)u, = 0 temos

2*
2%

[wnll* = ponllunllf + llun
e daf ||u,||* — 0, e de

2*
2%

1 ©
O = L (tn) = Sllun]|* = == unl§ = ol
q
segue que c¢,, — 0, o que ¢ um absurdo pois
0 <cy <cp,, VnENjJLrgocancul > 0.

Portanto, (t,) ¢ limitada, e de (4.19) segue que

o i} o .
¢p < liminf (Cun 4 Hnin Huan> = liminf¢,, <limsupc,, < ¢,
n—00 n—00

q n—oo

e concluimos enfim que lim ¢,, = c.

n—oo

4.2 Lemas técnicos

Os lemas demonstrados nesta secao terao fundamental importancia para demons-

tracao do resultado principal deste capitulo, enunciado no inicio do mesmo.

Lema 4.12 Seja (u,) C H}(Q) uma sequéncia de fungoes nao negativas tal que ||u,,

1 e ||lun||?* = S. Entao existe uma sequéncia (yn, A,) C RN x RT tal que

2% —

N2
() = M ? up( A + yp)
admite uma subsequéncia convergente em DV?(RN). Mais ainda,

A — 0 € yp —y €.
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Demonstragao:
Como HL(Q) = D)*(Q) € Dy*(RY) = DV2(RY), a demonstracio da primeira
parte desse lema segue de forma idéntica & demonstracao do Lema 1.3. Mostremos

entdo as convergéncias. Suponha que A\, — oo. Escrevendo Q) = (Q — y,)/ A\,

/ v, [Pdr = / v, |2d
O, RN

N-—2
- /N | A 2 un()\nx+yn)]2dx
R

observe que

= A2 /RN [t (A + y,) [P dz,

usando mudanca de variaveis,

)\N—Q
n 2d = = / n 2d
[ bt = Z [ uepa:

S __>07

pois (u,) é limitada em L*(RY). A menos de subsequéncia, v, — v em DY?(RY), e do

Lema de Fatou obtemos

n—oo

0= lim v, |2da > / [v|?dz > 0
RN RN

o que implica v = 0, 0 que é um absurdo, pois ||v,]|e- =1 €

v, — v em DM*RY) = ||jv,

ok —> ||U 2% .
Logo, A\, — Ao > 0. Se |y,| — oo entdo

A + Yn| > |yn| — An|x| — 00, Vo € Q,

donde, para n suficientemente grande, u,(A\,z + y,) = 0 implicando ||u,

o*x = 07 ab-
surdo. Logo, y, — vy € RY. Suponha agora que \, — Xy > 0. Entdo

:Q_ynHQ_y

0
An X, o

=Q#RY,

e com isso teriamos ||v

g = 1 e|[v]|> =5, ou seja, v assumiria a melhor constante de
Sobolev em (2, o que nao é possivel (Proposi¢ao 1.5). Logo, A, — 0. E supondo que
y ¢ Q, como

A +yp —y, Vo eQ,
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para n suficientemente grande A,z 4+ y, ¢ €, donde u,(A\,x + y,) = 0 implicando
|t ||2- = 0, 0 que é um absurdo. Portanto y € Q.

Como feito no Capitulo 3, supondo 0 € €, escolha r > 0 suficientemente pequeno

tal que B, C Q, e de modo que os conjuntos

QF = {z € RY: dist(z,Q) < r}

Q. = {z € Q;dist(z,00) > r}

sejam homotopicamente equivalentes a 2.
Defina agora

H&,rad(Br) = {u € H)(B,);u éradial},

e escreva
I ( — 1 2dr — H +\q . i +12* 1
() =+ [ [Vupda (whide — = [ (") de, we Hl(B,),
2 /B, 4 JB, 2* /g,
My, = {u € Hpua(B)\ {0} 1,5, (w)u = 0}
e

m(p) = inf{l, g, (u);u € M,p }

(como na Proposicao 4.2, o nimero m(u) esta bem definido). Denote por m(u) o nivel

do passo da montanha do funcional I, g, em Hj .4(B;).

Lema 4.13 Suponha N >4 e 2 < q < 2*. Temos

a) I, satisfaz a condigio (PS). para todo ¢ € (0, SN/?/N) em H ,,4(B,) e, mais
ainda, m(p) € (0, SN2/N) para p > 0;

b) m(p) =m(u);

c¢) m(u) — SN?2/N quando i — 0.

Demonstragao:

Segue de forma anéloga as demonstracoes dos Lemas 4.4, 4.7 e 4.11.
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Defina agora a aplicagao
(4.20)

e o conjunto

LM = {u € Hy(Q); Lu(w) < m(p)}.

Lema 4.14 Eziste p* > 0 tal que, se p € (0,u*) euw e M, N I entio B(u) € QF.

Demonstragao:

m(fin)

n

Suponha, por contradi¢do, que existem p, — 0 e u, € M, NI

B(uy,) ¢ QfF. Note que

tais que

CH/TL = lnf ]H/n( ) S IN"L )

ueEM i,
1 *
_ /|Vun]d /( ody — [ (W) da
2

IN

0:¢wam:/wvwﬁﬂ—u¢/WDWx—/ﬁJVWw
Q [9] Q

Sendo (u,) limitada em H}(2), obtemos

o+ 0a(1 /w%wm~—<qﬁm3mm@ﬂmn (4.21)

/ |V, |*dz — /(u;f)zd:v = 0,(1). (4.22)
Q Q

De ¢y = SN/2/N (Lema 4.9), ¢,, — ¢ quando p1,, — 0 (Lema 4.11) e m(u) — SN/2/N
quando p — 0 (Lema 4.13, (¢)), temos

SN/Z SN/2
portanto, de (4.21) e (4.22), a sequéncia w,, = u,/||u}||o~ verifica

Jwt]ss =1 e / |Vw,|?dz — S.
Q
De fato, de (4.22) segue que

lim |Vun\ dr = lim ( N dr =1

n—oo n—oo
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e de (4.21), passando o limite quando n — oo, obtemos

SN/2 1 1 SN/Z
<-l—-—=I<
N 2 o* N
e dai | = S™/2. Logo,
2 2 gN/2
/|an|2dq;:HwnH2: ”“n”z _ ”“n[ — =
Q lwtl3 (ut]z)z  (SN/2)z

Dessa maneira, a sequéncia w, = w; satisfaz

H@?:1Mmﬁz/w@wpw,
Q
Jj& que

S < @a|l? = [lwrg | < [lwnl* — 5.

Portanto, pelo Lema 4.12, existe (A,,y,) C RT x RY tal que a sequéncia v,(x) =
N-—2

A ? Wa( A + y,) admite uma subsequéncia que converge forte para v em DV?(RY).

Observe que

_ a3

1 * ~ O
Bu,) = N /Q(UZ)Q xdr = N/ /Qw?1 (x)xdx.

Fixando ¢ € C°(RY) com ¢(x) = z,Vx € Q, temos

s 113

Blun) = SN /Qzﬂi*(z)zdz
w3 [ o
= “op an (2)p(2)dz
v %/ ~ o
_ 1 d
e EACECTE
e %/ W2 (A + Yn) oM + yp) AN da

_ e 5 V2 (2)p(An + yn)da

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
SN/Q o
Blun) = oy =y €,
ou seja, para n suficientemente grande temos 3(u,,) € QcC QF, o que é uma contradigao.

O lema fica entao demonstrado.
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Pelo Lema 4.13, existe v, € M, . tal que
Ly,p, (v) = m(p) = m(p),
e v, € nao negativa, pois
5, (0) = 0= I, (0,07 = [z =0.
Defina entdo a aplicacio v : Q- — I"™ por

) B, — R

0, c.c.
Note que, para cada y € (), temos
1 9%
(Boy)(y) = N2 vau(x —y) dz
]. 2*
= <w; Q(z +y)v,(2)° dz

1 / 2* 1 / 2*
= ——= [ 2vu(2)" dz+ =5 [ yvu.(2)” dz,
SN/Q o #( ) SN/Q o #( )

ou seja,
1 .
(Bon) = sxp /QYJUM(Z)Q dz = a(p)y

(pois v, é radial), onde

1 .
() = g3 | o)

Lema 4.15 Se yu — 0 entdo a(u) — 1.

Demonstragao:
Note que
1 I 1 . SN/2
m() = Losn () =5 [ 1VuPie =8 [ gie - 2 [ o< S
e

[L,BT(UM)UM :/B |V”UM|2dQS — ,U/B "UZCZZE —/ Ui*dx =0

1 1 .
—/ Vv, |*dz — H/ vldr — —/ v dx = 0.
4 JB, q JB. q JB,

implica
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Dessa forma

VR
N | —
|
Q|
N———
ﬂ\
<
<
=
T
QL
53
AN
7 N
N | =
|
< |
N~
‘!\
<
S
=
T
Q
3
+
VRS
| —
|
Y-
N~
T
I~
=
QL
3

donde

11 ) SN/2
— = <
(2 q)/BT\Vv”] dz < N

mostrando que a sequéncia (v,) é limitada. Supondo, ||v,[|> — [ temos, de

2%

2x — U,

vl = pellvllg = N,

2. — 1. De (4.24) e do Lema 4.13,(c), segue que [ = SN2 ou seja, ||v,[3: — SN2,

v,

e consequentemente,

1 - 1 o SN2
Q(M)ZW/U dIZWHUu 2**@21,

o
Q
quando p — 0.
|
Pelo Lema 4.15, para u ~ 0, fica bem definida a aplicacao
H,:[0,1] x (M, nI")y — RY
- (4.25)
(t,u) — H,(t,u)=(t+ ) B(u).
Lema 4.16 Existe p* > 0 tal que se p € (0, u*) entao
H,([0,1] x (M, N L)) C Q.
Demonstracao:
m(pin)

n

Suponha, por contradi¢do, que existem t,, € [0,1], p, — 0 e u, € M, NI
tais que H,,, (t,,u,) ¢ Q. Sem perda de generalidade, podemos supor t,, — to € [0, 1].

Pelo Lema 4.15 e como visto na demonstracao do Lema 4.14, temos

alpn) = 1 e Blun) >y €.

Dessa forma
1—t _
Hn tTHuYL - tn"i_—n)ﬁun —>y€Q7
(e = (804 2 Y )

donde, para n =~ oo, H,, (t,,u,) € Q C QF, o que é um contradicdo. Logo, o lema &

valido.
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4.3 Demonstracao do Teorema 4.1

Vejamos antes alguns lemas.

Lema 4.17 Se u, € um ponto critico de I, em M, entio o mesmo é um ponto critico

de I, em Hy(Q).
Demonstragao:
Se u, € M, entdo I}, (u,)u, = 0. Fazendo

2*
2%

Ju(u) = [lul® = gl & — flu*
pelo Teorema B.3, existe 6 € R tal que
I (uy) = 0, (uy,). (4.26)

Observe que

T = 2l|ull* = pallwf g — 2 luf |3
e como
0= I, (w)u, = Ju(uu) = llwal® = pellf f = Il 13-
implica
lull® = gl 18 + e 13-
temos

2%
2*

Tuluwe = 2pullaf 13+ [l 15) — pallwi 1] = 27]uf

* 2%
= 2= glluill§+ 2 =29z <O,

donde, de 4.26,
0= ];/L(ulﬁ)uli = QJ;L(UM)UN

implicando que 6 = 0, ou seja, I}, (u,) = 0 e u, & ponto critico de I, em H Q).

A seguir, denotamos por I, a restricao de I, em M,,.

Lema 4.18 Toda sequéncia (u,) C M, tal que I,(u,) — c < SN/2/N e Iy, (up) — 0

admite uma subsequéncia convergente em HY(Q), para p >0 e 2 < g < 2*.
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Demonstragao:
Fazendo J, como na demonstracao do Lema 4.17, entao, pela Proposigao B.3,

dado u € M, temos

1, ()4 = min ||, (u) — 6.7 (u)]].

e

Logo, por hipotese, existe (6,,) C R tal que
1, (un) [l = (1, (un) = 00, (un)|| — 0,

ou seja,

I (un) = 0, T, (un) 4 0n(1). (4.27)

Na demonstragao do Lema 4.17, vimos que J},(u)u < 0, para todo u € M,,. Como (uy,)

¢ limitada, supondo que J| (u,)u, — 0 segue de

lunl* = pallug 117+l 13-

(pois I, (u,)u, = 0) e

2%
2%

J;/L(un)un = 2HunH2 - qMHUZHZ - Z*HUZ

= w2 =l i+ (2 =2 wfll3 — 0

que

2%
2*

lugllg — 0 e [lullz — 0,

donde [lu,||* — 0 e, consequentemente, |[u,| — 0. Por outro lado, como (u,) C M,,

* . ~ .
5+, e das imersoes continuas, temos

vimos que [[up||* = pl|u! | + ||}

luall® < pllunllf + uall3:
< perlfun|” + ezflun|*
< cul|un)|® + lunl*), onde ¢=max{cy,co},
e assim
< Apllunl|2 + ua|*~2) — 0,

o que é um absurdo. Dessa forma, podemos assumir que J),(u,)u, — [ < 0. De (4.27),
temos

0=TI,(up)u, = GnJ;L(un)un + 0,(1),
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donde 6,, — 0, e, consequentemente, /,(u,) — 0. Logo,
I,(u,) —c< SN/Q/N e I,(u,) — 0,

e a conclusao segue do Lema 4.4.

|
Lema 4.19 Se N >4 e u € (0, u*) entao catlj\n/&) ([j\n/[(:‘)) > catq(9).
Demonstragao:
Se catlﬁ? ([j\”/l(:i)) = 00, nada a demonstrar. Suponha que Catm(“@ ([/T\”A(f)) =n,i.e,

[ﬁ(f) = A, U...UA,,

onde 4;, j = 1,...,n sdo fechados e contrateis em I/T\”,[(:‘), ou seja, existem h; : [0,1] x

A; — ]/T&(:‘) continuas tais que
hj(O,u) = u, h](l,u) = wy, Yu € Aj7

onde w; € [TA(:‘) é fixo, para cada j = 1,...,n. Considere B; = y"'(4;), j = 1,...,n,
onde v é dada em (4.23). Como visto na demonstragdo do Lema 3.24, v é continua,

donde os conjuntos B; sao fechados, e satisfazem
Q- =B, U..UB,.
Defina agora a deformacao
g; - [0,1] XBj — Qj
(ty) = gi(t,y) = Hu(t, hi(t,7(v))),
onde H, é a aplicacdo dada em (4.25), para p € (0, *). Como visto na demonstracdo

do Lema 3.24, a aplicacdo [ dada em (4.20) é continua, donde a aplicagdo H,, é continua

e, consequentemente, g; é continua, para todo j = 1,...,n. Agora, note que

9;(0,y) = H,(0,h;(0,7(y)))

= H,(0.7(y))
1-0
= (O‘I'm)ﬁw(y))
Bv(y) _ alwy _ }
aw) ag " VED
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gj(Ly) = H/L(th(lv’y(y)))
= H,(1,w)

1-1
= (14 o
= Bw) €Qf, Vye B;,

pois p € (0, %) (ver Lema 4.14). Dessa forma, os conjuntos B; sdo contrateis em €,
donde

cato(Q) = catg+ () <n = Catlm“‘)([/\njl(i))'
T M/’L

Demonstracao do Teorema 4.1:
Pelos Lemas 4.4 e 4.13, sabemos que

GN/2
(i) < S
para p > 0 se 2 < ¢ < 2*. Além disso, pelo Lema 4.18, I, satisfaz a condi¢ao (PS).,
para todo ¢ € (0, S™/2/N). Usando os argumentos da Secdo 3.3, concluimos que Ij\”/[(:‘)
contém, pelo menos, catm(:)(fﬂ(f)) pontos criticos de I,,, ou seja, pelo Lema 4.19,
Iﬁ(f) contém, pelo menos, catn(£2) pontos criticos da restricao de I, em M,. Agora,
pelo Lema 4.17, como todo ponto critico de I, é ponto critico de I,,, concluimos enfim
que [, contém, pelo menos, cato(Q2) pontos criticos. Como tais pontos criticos estao

em M,,, os mesmo sao ndo nulos, e sdo solugdes do problema (F,). Logo, fica mostrada

a existéncia de, pelo menos, cato(€2) solu¢des ndo triviais do problema (F,).



Apéndice A
Resultados da teoria de medida

Neste apéndice enunciamos uma definicao e um teorema que foram iteis para o
enunciado e a demonstracao do Lema de Concentracao e Compacidade 1.1, e para o

enunciado do Lema 1.2.

Definicao A.1 Seja Q um subconjunto aberto de RN e defina

K(2) ={u e C(Q); supp CC Q}

Be(©) = { € C(Q: ull = sup uta)] < oo}.

O espago Cy(2) € o fecho de K(2) em BC(QQ) com respeito a norma uniforme. Uma
medida finita em Q0 € um funcional linear continuo em Cy(§2). A norma de uma medida
finita p é dada por
lull = sup [, w)l.

u € Co(2)

lulloo =1
Denotemos por M(S2) (respectivamente, M™*(2)) o espago de medidas finitas (respec-
tivamente, espag¢o de medidas finitas positivas, i.e., as medidas p tais que (u,u) >
0, Yu € Cy(R2) com u >0)em Q. Uma sequéncia (u,) converge fraco para pn em
M(R), e escrevemos

M — 4,
se

(ks ) = (), Vu € Co(€2),

/ud,un—>/ud,u, Vu € Co(92).
Q Q

1.€.,
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A demonstracdo do teorema a seguir por ser vista em [20].

Teorema A.2  a) Toda sequéncia limitada de medidas finitas em Q admite uma

subsequéncia fracamente convergente.
b) Se p, = pem M(Q) entdo (u,) € limitada e

[l < T ] |-

n—oo

¢) Se e MH(Q), entdo

|l = (1) = sup  (p,u).
u € BC(Q)

lulloo =1



Apéndice B
Lema de Deformacao

Neste apéndice, apresentaremos resultados importantes que foram utilizados no
Capitulo 3 do nosso trabalho.

Consideramos a seguinte situacdo: X é um espacgo de Banach, ¢ € C*(X,R),
V ={v e X;¢¥(v) =1}, para todo v € V, ¢'(v) # 0.

Iniciemos com algumas definicoes.
Definicao B.1  a) O espago tangente de V no ponto v é dado por
T,V ={y € X;({'(v),y) = 0}.

b) Sejam p € CL(X,R) ev € V. A norma da derivada da restrigio de ¢ a'V em v
€ definida por
[ (W)l = sup (¢'(v), )

y €TyV
llyll =1

¢) O ponto v é um ponto critico da restri¢ao de p a 'V se a restricao de ¢'(v) a T,V
¢ igual a zero, i.e., se ||¢' (v)|l. = 0.

Lema B.2 Se f,g € X', entao

sup (f,y) =min ||f — Ag||.
sup. (f,y) = min | I
lyll = 1

Demonstragao:
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Para todo A € R temos

sup (f,y) = sup (f—Ag,y)
y € kerg y € kerg
lyll =1 lyll =1
S sup <f_)‘g7y>7
llyll=1

ou seja,

sup (f,y) <[If —Agll, VAER,

y € kerg
llyll =1

donde sup (f,y) é uma cota inferior para o conjunto
y € kerg
lyll =1

{Ilf = Agll, A € R}

Por outro lado, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema C.3), existe um funcional
linear continuo fv : X — R coincidindo com fy = flkerg : kerg — R em kerg e

verificando

1Fl = sup {(fo,n) = |l foll.

y € kerg
llyll =1

Como ker g C ker(f — f), existe A € R tal que f — f = Ag. Portanto,

sup (f,y) = [Ifll = 1f = gl

y € kerg
llyll =1

Teorema B.3 (Multiplicadores de Lagrange) Se ¢ € C}(X,R) eu €V, entdo
" (@)l = min [ (w) = M (w)]].
€R
Em particular, u € ponto critico de ¢|y se, e somente se, existe X € R tal que
¢ (u) = M)’ (w).
Demonstragao:

Do Lema B.2 segue que

' (Wl = sup (¢'(u),u)
y e T,V
llyll =1

= sup <g0/(u)7 U>
Yy € kerw/(u)
llyll =1

= min ||¢'(u) — M\ ().

AER
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A segunda parte do teorema segue de forma imediata.

Definigdo B.4 Seja ¢ € CHX,R). Um vetor pseudogradiente tangente para @ em
ue M={ueV;|(u)l|«#0} é um vetor v e T,V tal que

loll < 2[j¢" ()]«

2
(' (u),0) = [[¢" (W3-

Um campo wvetorial pseudogradiente tangente para o em M é um campo wvetorial

g : M — X localmente lipschitiziano tal que, para todo uw € M, g(u) é um vetor

pseudogradiente tangente para ¢ em u.

Observacao B.5 Qualquer combinacao convexa de vetores pseudogradientes tangentes

para p em u € também um vetor pseudogradiente tangente para ¢ em u.

Proposi¢ao B.6 Seja ¢ € C'(X,R). Emiste entdo um campo pseudogradiente tangente
para © em M.

Demonstragao:

Para cada v € M, existe z € T,V tal que ||z||=1e

(¢ (0),2) > 211! 0)].

Existe também z € X tal que (¢/(v),z) = 1. Defina y = 3[|¢/(v)|.z e para cadau € V
tal que (¢'(u), z) # 0, defina

Como g,(v) =y (pois x € T,,V'), obtemos

oo @)l = Iyl = S @llell = S, < 2@l

(), 0u(0)) = (¢(0),) = (0, S I 0)2) = S ) (0), ) >

3 2
> I3 = ' @)

Como ¢’ e g, sdo continuas, existe uma vizinhanca N, de v tal que

g ()l < 2[l¢" (u)l+
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(@' (), gu(w) = [l (W)[IZ, Yu € N,.
A familia N = {N,;v € M} é uma cobertura aberta de M. Como M & espago métrico,
o mesmo é paracompacto (ver [15]), logo, N pode ser refinada por uma cobertura
aberta localmente finita M = {M;;i € I} (i.e., para todo i € [ existe v; € M tal
que M; C N,,, e todo ponto de M possui uma vizinhanca que intercepta apenas um

namero finito de conjuntos M;). Defina, para v € M,

Gu; (u),u € N,
0,u & N,,,

gi(u) =

pi(u) = dist(u, My),

_ pi(u)gi(u)
SRR T

Mostremos que g ¢ um campo pseudogradiente para ¢ em M.
i) gi(u) é um vetor pseudogradiente tangente para ¢ em u € M. De fato, g;(u) €
T,V pois
(¢ (u), gi(uw)) = 0.

E dado v € M, v € N,,, para algum 7 € I, donde

gi(u) = gy, (u),
e assim

lgi (W)l = llgu: (W) < 2[l¢" (w)]]-

(@' (u), gi(u)) = (&' (w), g, (W) > [l ()2

ii) Por M ser localmente finita, a soma
> pilu) = dist(u, M)
jel jel
é finita; observe também que 3;(u) = p;(u)/ > pj(u) é tal que > B;(u) = 1. Logo,
Jjel iel
g(u) é uma combina¢do convexa de vetores pseudogradientes tangente para @ em

u, e da Observagao B.5, segue que g(u) é um vetor pseudogradiente tangente para

Y em u.
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Lema B.7 (Lema de Deformagao) Sejam ¢ € CH(X,R), SCV,ceR, &, >0

tats que

Yu € c,p’l([c — 2¢,¢+ 2¢]) N Sas, temos ||¢'(u)]lx > %6, (B.1)

onde
Sos = {u € X;dist(u, S) < 25}.

Entao, existe n € C([0,1] x V, V) tal que
(i) n(t,u) =u, set =0 ouué o '([c— 2 c+ 2])N Sas;
(i7) o(n(.,u)) € nao crescente, Yu € V;

(i73) (1, NS) C =,

Demonstragao:

Pelo Lema B.6, existe um campo pseudogradiente ¢ para ¢ em

M ={u e V;|¢ (u)|. # 0}. Defina
A= e =2, ¢4 2]) N a5,

B=y¢ c—e,c+e])NSs,

B dist(u, A°)
 dist(u, A°) + dist(u, B)
A funcao ¢ é localmente lipschitiziana (ver [9]). Defina agora f : V — X por
¢(u)g(u)

fy=14 llg@]?’
0,u eV \ A4

¢(u)

NYu e V.

u€ A,

note que f é localmente lipschitiziana e que f(u) € T,V, para todo u € V. Da

Defini¢ao B.4 e de (B.1) segue que

ue VA= ) =0<

o) 1 |
~ e = Te@l = Tewl-

0
< )
— &

we A )] - H ol
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ou seja

7l < o Ve V

Logo, sendo f localmente lipschitiziana, o problema

d
L (t.) = Floft.u)).
o(0,u) =u

admite uma tnica solugao o(.,u) e sendo f limitada, tal solucdo esta definida em toda
reta. Também, segue da dependéncia continua dos dados iniciais que o é continua em

R x V. Defina entao
n:[0,1]xV — V
(t,u) = n(t,u) = o(8et, u);

para t > 0, temos

Ila(t,u)—ullzIIO'(t,u)—o(O,u)||:H/0 flo(r,u))dr g/o ||f(a(r,u))||d7-§/0 %df

donde
lo(t,u) — ul < g—z (B:2)
d / /
a@(aﬁ,u)) = <30 (a(t,u)),a(t,u))
= ('(a(t,u)), f(o(t,u)))
_ ¢(o(t, u)) "olt.u o(t,u
= e (o). gt )
¢(U( 7u)) / 2
Hg(g(t,u))|y2”¢(U(t’u))”*
implicando

(ol w) < —0lo(t,u) (B.3)
Com isso em maos, demonstremos a tese do nosso lema.

(i)Se t = 0, entao

n(0,u) = o(0,u) = u.

Se u & o 1([c — 2e, ¢+ 2¢]) N Sys (i-e., se u € A°), note que w(t) = u & solugao de

%U(t,u) = f(o(t,u)),
o(0,u) =u
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pois
Gw(t) = 0= f(u) = f(w(1)),
{ w(0) =u
Logo
o(t,u) =u, Vte R Vu e A°= o(8t,u) =u, VteR,Vue A
donde
n(t,u) =u, Vte|0,1],Vue A“

(#7) Fixando u € V, considere

1(t) = ¢t u), vt €0,1],

De (B.3) segue que
(1) = rolalt, ) = 5 p(o(8et,u)) = (¢! (o(8et,u)), o' (8t u)8e) =

8(¢'(o(8et,u)), f(o(8et,u))) < —2e¢(o(t,u)) <0,

donde v é nao crescente, para todo u € V.
(i71) Seja u € TN S. Se existe ty € [0,8¢] tal que ¢(o(ty,u)) < ¢ — €, entao, pelo

item (77) segue que
o(o(8e,u)) < p(o(to,u)) <c—e = pn(lu) <c—e=n(lu) € p°.

Suponha agora que
@(U(tau)) > c—Eg, vt e [OJ 85]7

note entao que

olo(t,u)) < o(a(0,u)) = p(u) <c+e, Vte|0,8]

donde
o(t,u) € o ([c—e,c+e]), Vtelo,8].

De (B.2), se t > 0, temos
—5<§€t) =8t <4, Vtelo1];
£

In(t,u) = ull = llo(8et, u) — ul| <

logo,
n(t,u) € S5, Yu € St €[0,1]
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implicando que

o(t,u) € S5, Yu € St € [0,8¢].

Assim, o(t,u) € ¢ ([c —&,c+¢€]) N Ss = B, para todo t € [0, 8], e como

e(o(82,0) — plol00) = [ Gplott. )it

segue de (B.3) que

cloe) = plu)+ [ Gelot )t

1 8¢
< o)1 [ olottu)
0
= e
= 1 ,

ou seja, p(n(l,u)) < c—eg, e como u € ¢ NS foi arbitrario, concluimos enfim que

n(l, et NS) C .

Teorema B.8 (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X um espaco de Ba-
nach e G € C*(X,R) tal que para todo v € V = {v € X;G(v) = 1}, temos G'(v) # 0.
Sejamv €V ee,d >0 com

Fv) < ir‘}fF +¢;

entao existe u € V' tal que
a) F(u) < iI‘}fF—F 2¢;
b) |u— vl < 26;
. / _ ! <
c) r}gﬂgHF (u) — AG'(u)|| < 8¢/9.

Demonstragao:

Suponha, por contradi¢ao, que para todo u € V tal que
F(u) < ing%— 2e, |lu—wvl| < 20,

tenhamos

|F (). = min | F(w) = G/ (u)| > 82/,
ie.,

Vu € F[e—2e,¢428)] N Sos = F 1 ([c,c+28)] N Sos, temos ||F'(u)]], > —
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onde S ={v} ec= ir‘}f F. Pelo Lema B.7, existe n : [0,1] x V' — V continua tal que
n(1, Fet N .S) C F°=. Observe que

Flv)<c+e=veF"™=F""nS={v}

o que implica que n(1,v) € F°¢ ou seja, F(n(1,v)) < ¢ —¢e < ¢, absurdo, pois
c= iI‘}fF < F(v), para todo v € V.

Corolario B.9 Sob as hipdteses do Teorema B.8, seja (v,) C V uma sequéncia tal
que
F(v,) — ir‘}f F.

Entao, eziste uma sequéncia (u,) C 'V tal que
a) F(u,) — ir‘}f F;
b) |[un = vnll = 0;
¢) [[F'(un)|l« — 0;

ou seja, existe uma sequéncia (PS). para F, com nivel ¢ = inf F.
1%



Apéndice C

Resultados utilizados na dissertacao

Neste apéndice enunciaremos alguns resultados que utilizamos no decorrer do

nosso trabalho. Os mesmos serao apresentados sem demonstracao, apenas sera citado

onde a prova pode ser encontrada.

Sejam N >3 e 2* =2N/(N — 2) o expoente critico de Sobolev. O espaco

DM(RY) = {u € L* (RY); Vu € L*(R™)}

com o produto interno

Vu.Vodx

RN

1/2
(/ |Vu|2dx)
RN

e a norma correspondente

¢ um espaco de Hilbert. O espaco Dy*(Q) é o fecho de C(Q) em DY?(RYN). Se

Q| < o0, entdo Dy*(Q) = H (). O namero

S= inf |Vul?
u € DL2(RY)
lullpe =1

é positivo. A constante de Sobolev também é dada por

_ [Vull3
DL2®N)\{0} ||ull3-

e com isso obtemos a desigualdade de Sobolev:

lull. < STHIVull3, Vue D(RY).
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E se [Q] < oo, entdo a constante de Poincaré

A(Q) = inf  |Vul2>0
u € HF(Q)
llull2 =1

¢ atingida (ver [6] ou [20]).
Para os Teoremas C.1 e C.2, ver [6] ou [20].

Teorema C.1 (Teorema de Sobolev) As seguintes imersoes sGo continuas:

HY(RN) — LP(RY), 2<p<oo,N=1,2,
HY(RN) — LP(RY), 2<p<2* N >3,
D2(RY) — L¥(RY), N >3.

Teorema C.2 (Teorema de Rellich) Se |Q] < oo entao as sequintes imersoes sao

compactas:
HY(Q) — LP(Q), 1<p<2".

A demonstracdo dos dois proximos teoremas pode ser encontrada em [6].

Teorema C.3 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espago vetorial, G C FE

um subespaco e g : G — R uma transformacao linear continua de norma

lgll = sup g(z).
e G
[l=ll =1

Entao, existe uma transformacao linear continua f . E — R que prolonga g, i.e.,
9(x) = f(z), VaeG,

e tal que

Il =" sup f(z) =gl

r € E
llell =1

Teorema C.4 Seja E um espaco de Banach uniformemente convezo. Seja (x,) C E

tal que x, = x em E e limsup ||z,| < ||z|. Entdo x,, — x em E.

As seguintes versoes dos lemas de Brezis-Lieb podem ser encontradas em [20]

e [21], respectivamente.

Lema C.5 (Brezis-Lieb, 1* versao) Seja Q um subconjunto aberto de RN e seja
(un) C LP(Q), 1 < p < o0. Se

a) (u,) € limitada em LP(Q));
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b) u, — u q.t.p. em Q. Entdio
u, —~u em LP(Q).
Lema C.6 (Brezis-Lieb, 22 versao) Seja Q um subconjunto aberto de RY e seja
(u,) C LP(Q), 1 < p < oo. Se
a) (uy) € limitada em LP(QY);
b) u, — u q.t.p. em Q. Entao

i (= o = wll) =

Os resultados C.7 a C.9 podem ser encontrados em [21].

Teorema C.7 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam H um espaco de Hilbert,
o € C*(H,R) tal que ©(0) =0 e existe r > 0 com

olp, >0 e b= inf ¢(u) > 0.

l[ull=r

Entao, para todo € > 0 existe u € H tal que

i) c—2e < pu) <c+2;

i) @' (w)l < 2e,

onde

b< c—inf /
<c i@r%ﬁﬁ‘ﬁ(”( )

['={yeC([0,1], H);7(0) =0 e ©(y(1)) <0}.

Corolario C.8 Sob as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha, ¢ admite uma
sequéncia (PS)., i.e., existe (u,) C H tal que

o(uy) —c e ¢(uy) — 0.
Teorema C.9 (Identidade de Pohozaev) Seja v € H}

2 (Q) uma solugio do pro-

blema

—Au = f(u),
ue H Q)

onde f € CHR,R) e Q ¢ um dominio limitado e suave de R™, N > 3. Defina

P = [ " fls)ds.

Se F(u) € L'(Q), entdo u satisfaz
1 N -2
= |Vul*o.vdo = N/ F(u)dx — —/ |Vul*dz, (C.2)
2 Jaa 0 2 Ja

onde v denota o vetor normal unitdrio exterior a Of).
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O proximo teorema pode ser visto em [7].

Teorema C.10 (Brezis-Kato) Sejam Q2 um dominio de RY e g: Q x RY — R uma

fun¢ao de Carathéodory tal que para quase todo x € ) vale

l9(z, u)] < alz)(1+ ful),

N/2
loc

onde a € L,,)”(Q). Seja também u € HL, .(Q) uma solugio fraca de
—Au=g(.,u) em €.

Entiou € L} (Q) para qualquer p < co. Seu € HL(Q) ea € LN2(Q) entdo u € LP(Q)

loc

para qualquer p < oo.

O teorema a seguir encontra-se em [13].

Teorema C.11 (Principio do Maximo) Se u ¢ solugcdo do problema

A= (@),
u € DM2(RY)

com f >0, entao u > 0; e se u atinge minimo, entao u = 0.
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