Resumo

Neste trabalho, estudamos a geometria de graficos Killing conformes inteiros, isto
é, graficos construidos a partir do fluxo gerado por um campo de vetores V' Killing
conforme completo, os quais estdo definidos sobre uma folha integral da folheacao V+
ortogonal a V. Além disso, estudamos a restricao da norma do gradiente da fungao
z a qual determina tal grafico ¥(z), nesse sentido, apresentamos condigdes suficientes
para assegurar que Y(z) é uma hipersuperficie totalmente umbilica e, em particular,

uma folha integral de V*.

Palavras-chave: campos de vetores Killing conformes, graficos Killing confor-
mes, hipersuperficies totalmente umbilicas, r-ésimas curvaturas médias, transformagoes

de Newton.



Abstract

We study the geometry of entire conformal K+illing graphs, that is, graphs cons-
tructed through the flow generated by a complete conformal K+illing vector field V
and which are defined over an integral leaf of the foliation V+ orthogonal to V. In
this setting, under a suitable restriction on the norm of the gradient of the function z
which determines such a graph ¥(z), we establish sufficient conditions to ensure that

¥(2) is totally umbilical and, in particular, an integral leaf of VL.

Keywords: conformal Killing vector fields, conformal Killing graphs, totally

umbilical hypersurfaces, r th mean curvatures, Newton transformations.
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Introducao

Campos de vetores Killing conformes sao objetos que tém sido bastante estu-
dados, a fim de entender a geometria de hipersuperficies imersas em ambientes Rie-
mannianos, em particular, a geometria de graficos Killing conformes inteiros. Nesse
sentido, Montiel [17] estudou a singularidade de hipersuperficies compactas com curva-
tura média constante em uma variedade Riemanniana completa munida de um campo
de vetores Killing conforme fechado. Segue também a obtengao de resultados anélo-
gos para os Teoremas classicos de Alexandrov [1,2] e Jellet e Liebmann [15, 16] sobre
hipersuperficies em ambientes Euclidianos.

Apos algum tempo, Alias, Dajczer e Ripoll [5] estenderam o classico Teorema de
Bernstein (para maiores detalhes, recomendamos [8]) para o contexto das superficies
minimas completas em ambientes Riemannianos de curvatura de Ricci nao negativa
munido de um campo de vetores Killing. Isto foi feito sob o pressuposto de que o sinal
da funcao angulo entre uma aplicacao global de Gauss e o campo de vetores Killing
permanece inalterada ao longo da superficie. Na verdade, seu principal resultado requer
apenas a presenc¢a de um campo de vetores Killing conforme homotético.

Recentemente, Dajczer, Hinojosa e de Lira [13] definiram uma nocao de grafico
em uma classe de variedades Riemannianas munido de um campo de vetores Killing e
resolveram o problema de Dirichlet correspondente para curvatura média prescrita em
hipoteses envolvendo dados de dominio e curvatura de Ricci no espago ambiente.

No artigo [10], Caminha estabeleceu obstéculos & existéncia de fechados con-
formes e campos de vetores Killing nao paralelos sobre uma variedade Riemanniana
completa com curvatura de Ricci nao positiva, generalizando um teorema devido a

Pan [20]. Além disso, o autor obteve teoremas gerais do tipo Benstein para certas
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hipersuperficies completas de variedades Riemannianas munidas de campos de vetores
Killing conformes fechados.

Mais recentemente, Dajczer e de Lira [12] estenderam alguns resultados de [13],
considerando os gréaficos que sao construidos através do fluxo gerado por um campo de
vetores Killing conforme globalmente definida em uma variedade Riemanniana. De
acordo com a terminologia estabelecida em [12], esses graficos sdo chamados gréficos
Killing conformes.

Motivado pelos trabalhos acima e de acordo com o artigo [16], desenvolvido nesta
dissertagao, vamos analisar a geometria de graficos Killing conformes em ambientes
Riemannianos munidos de campos de vetores Killing conformes V', que estao definidos
sobre uma folha integral da folheacao V* ortogonal ao campo V. Neste trabalho,
sob certas restricoes da norma do gradiente da fungao z que determina tal gréafico
¥(2), apresentamos condigoes suficientes para assegurar que Y(z) é uma hipersuperficie
totalmente umbilica e, em particular, uma folha integral da folheacao V+. Nossa
abordagem é baseada no uso da divergéncia das transformagoes de Newton junto com
uma versao do Teorema de Stokes para o contexto das variedades Riemannianas nao
compactas completas obtidas por Yau em [22] e recentemente generalizada por Caminha
em [10].

Observamos também que Alias, Impera e Rigoli estudaram recentemente em [6]
o problema da singularidade para hipersuperficies compactas e completas com alguma
curvatura média r-ésima constante em produtos warped Riemannianos, em que cons-
tituem um caso particular importante de ambientes Riemannianos munidos de campos
de vetores Killing conformes fechados. Além disso, eles determinaram condigoes su-
ficientes para tal hipersuperficie contida em um slab. Por outro lado, assumindo uma
comparacgao natural entre as desigualdades das r-ésimas curvaturas médias da hipersu-
perficie e os da fatia do slab onde tal hipersuperficie esta contida, Aquino e de Lima [7]
estabeleceram caracterizagoes do resultado relativo as fatias de um produto warped.
Em ambos os trabalhos, a abordagem é baseada no uso de uma extensao adequada
do principio do méximo generalizado de Omori-Yau para um operador diferencial ade-
quado do tipo traco.

O nosso trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1 apresen-

tamos os preliminares necessérios para o entendimento dos resultados, no Capitulo 2,
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abordamos alguns fatos com respeito as r-ésimas curvaturas médias e algumas propri-
edades referentes as transformacoes de Newton para as hipersuperficies de uma varie-
dade Riemanniana e no Capitulo 3, o caso em que a variedade Riemanniana ¢ munida
de um campo de vetores Killing, estabelecemos condi¢oes para o conceito de grafico
Killing conforme inteiro. Logo depois, veremos os primeiros resultados em termos da
curvatura média dos graficos em estudo. Finalmente, apresentamos a extensao para o

caso das r-ésimas curvaturas médias.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Campos de tensores

Neste capitulo serdao apresentados alguns conceitos que serao necessarios para o
entendimento dos principais resultados descritos neste trabalho. Para maiores detalhes
sobre o assunto, recomendamos ao leitor as referéncias [14] e [22].

Considere V' um modulo sobre o anel K e denote por V* o conjunto de todas as
aplicacoes lineares de V em K e que munido com as operagoes usuais, é chamado o
modulo dual de V. Se V; =V para 1 < i < s, denotamos Vi x --- x V, por V?*.

Definicao 1.1 Parainteirosr > 0,s > 0 nao ambos nulos, uma aplicacao K-multilinear
A: (V) xV*® — K € chamada um tensor do tipo (r,s) sobre V.

Observacgao 1.1 No contexto da defini¢ao acima, particularmente, as aplicag¢oes serao
denotadas por A:V® - K ser=0e A: (V") — K ses=0.

O conjunto T7(V') de todos os tensores do tipo (7, s) sobre V' é um modulo sobre

K, com as operagoes usuais.

Observagao 1.2 Por convengao, um tensor do tipo (0,0) sobre V' é um elemento de

K.

Para maiores detalhes, confira capitulo 2 de [22].
No que segue, §(M) denota o anel das fungoes diferenciaveis sobre a variedade
diferenciavel M e X(M) é o conjunto dos campos de vetores tangentes diferenciaveis

sobre M.
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Um campo de tensor A sobre M é um tensor sobre o §(M)-moédulo X(M), onde
X(M) representa o modulo sobre o anel F(M). Na maioria das vezes, por um abuso

de linguagem, vamos chamar A de tensor em vez de um campo de tensor.
Exemplo 1 Se X € X(M) e 0 € X*(M), entao
A X" (M) @ X(M) — §(M)

definida por A0, X) = 0(X) é um tensor do tipo (1,1).
Sendo A um tensor do tipo (7, s), a sua representagao é dada por
A:X"(M)" x X(M)* — F(M),

onde A é uma aplica¢do §(M )-multilinear.
O conjunto ¥7(M) de todos os campos de tensores sobre M do tipo (r,s) é um
modulo sobre F(M). Em particular, um campo de tensor sobre M do tipo (0,0) é uma

fungao f € F(M). Ver observagao 1.2.
Definigdo 1.2 Se A € T(M) e B € T,(M), definimos
A®B: X (M) x 2(M)** = F(M) por

(A B)(0Y,...,07 Xy, X)) =AY, ...,07, X1,..., X,)
BO™ 0 X X)),

Observe que A® B ¢ um tensor do tipo (r+1’, s+ s’), chamado o tensor produto
de A por B. Note que se 1’ = s = 0, entao pela Observagao (1.2), B é uma fungao
suave em M.

Definimos agora
A f=f®A=fA

Por um argumento relativamente simples, segue que se A ¢ um tensor do tipo
(0,0), o tensor produto reduz a uma multiplicagdo ordinaria em §(M). De posse da

defini¢ao 1.2, temos o seguinte
Proposigao 1.3 Se f,g € F(M),Ac T(M) e A’ € T0,(M) entio

(fA+gA)® B =fA® B+ gA' ® B.
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Verifica-se facilmente a validade da tultima proposicao, basta usar a defini¢ao
de produto de tensores e propriedades de &lgebra elementar. Identificamos T¢(M) =
X*(M) e THM) = X(M), pois a cada V € X(M) . {0} associamos V = A : X*(M) —
F(M) da forma V(#) = 6(V). Para maiores detalhes, ver Capitulo 2 de [22].

Os tensores do tipo (0, s) sao chamados de covariantes enquanto os do tipo (r,0)
sao chamados contravariantes. Note que, se A e B sao tensores covariante e contra-
variante, respectivamente, entdao A ® B = B ® A. No entanto, a comutatividade com
respeito a operacao ®, em geral, nao vale. Por exemplo, se 0; e 0y representam dois

campos coordenados de uma variedade diferenciavel M e dx', dz? sao seus duais, entao

(dl’l X dx2)(81, 82) == dxl(al)dx2(82) == 5%(53 == ]_,
(d$2 ) dﬂfl)(al, 82) = dﬂ?2(81)d$1(82) = (5%55 = 0,
e daf do! ® dz? # da? @ da'.
Em vez de observar o tensor avaliado num ponto, pela definicao abaixo, podemos

expressar um tensor em termos de coordenadas locais.

Definigao 1.4 Seja & = (z',...,2") um sistema de coordenadas sobre alguma vizi-
nhanga coordenada U C M. Se A € TL(M), as componentes de A relativas a £ sao

dadas por

A“ Ay :A(dlﬂi,_”’d;p”’@jl,.‘.,ajs)

Ji---Js

sobre U, onde todos os indices variam de 1 até n = dimM.

Para um (0, 1) tensor, que é uma 1-forma, as componentes sdo exatamente as
componentes da formula = Y 0(9;)dz’.Similarmente, quando um (1,s) campo de
tensor ¢ dado na forma A : X(M)* — X(M), suas componentes sao determinadas pela

equacao abaixo

A@dy,, ..., ZA“ .

e sendo A € TH(M), onde
Z<dxjuai17"’>ais) = dx](A(@l,,a“))
= ZA“ +.da7 (8))

11...05"
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Exemplo 2 Sejam 6 = Y70 Opda®, X = 370 X0, e Y = 30 YI9; 1-forma e
campos de vetores arbitrdrios, respectivamente, e observe que

AB,X)Y) = A(i Opda”, i X', i Y79;)

= ZA (da*, 0, 0;) ekxzw

1,5,k

= ZA 0. XY,

1,5,k

No caso de um produto A ® B, temos que suas coordenadas sao dadas por

(A@B)“ Z’V‘+T _A“ZT B'L:T+1"'?r+r’

Ji-. ] VARSVED ]s+1--~]5+5/’
onde todos os indices variam de 1 até n = dimM.

Exemplo 3 Se A é um tensor do tipo (1,2) e B é um tensor do tipo (1,1). Entao

A® B € um tensor do tipo (2,3) cujas componentes sao:

k
(A@B)qu = (A®B)(dxk7dxq7alaajvap)
== A(d(lfk, 87;, @-)B(dwq, 8p)
Y
= AjBL
Exemplo 4 Ser =1 ¢ s =2, entdo O @ dz' @ dax’ é um (1,2) tensor sobre U para
todos 1 <i,7,k <n. Se A é um (1,2) tensor, entao

A= Z A0y ® da' ® da,
1,5,k=1

sobre U, onde cada indice varia de 1 até n.

O Lema abaixo é uma generalizacao do exemplo anterior.

Lema 1.1 Sejam x',... 2" um sistema de coordenadas sobre U C M. Se A é um
(r,s) campo de tensor, entao sobre U,

A=A, @ @0, ®d’ @ -+ @ da”,

J1---Js

onde os indices variam de 1 até n.
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1.2 Contracao de tensores

Nesta secao, provaremos a existéncia de uma operacao chamada contracao de

tensores que transforma (7, s) tensores em (r — 1, s — 1) tensores.

Lema 1.2 Existe uma unica aplicagao linear C : T}(M) — F(M), chamada (1,1)
contracao, tal que C'(X ® 0) = 0X para todos X € X(M) e 8 € X*(M).

Prova. Suponha que C' existe com as condi¢oes estabelecidas. Sobre uma vizi-

nhanga coordenada U C M, um campo de tensor A pode ser escrito como
D A @ da,
Sendo

C(0; ® da?) = da? (0;) = &/, temos

= zn:A;i = zn:A(dxi,ai). (1.1)
=1 =1

Observe que se a aplicagao C' existe com as condigoes exigidas, entdao a mesma ¢ tnica.
Para mostrar a existéncia, defina C' por (1.1). Primeiramente note que C' ¢ linear.

Além disso,

n

C(X®0) = Y (X®@0)(d', ) Zdw

i=1
isto é,
C(X®0) =Y 0(X0)=0 (Z X@) — 9(X).
i=1 i=1
Para obter uma funcgao global é suficiente mostrar que esta defini¢ao é indepen-

dente da escolha do sistema de coordenadas. De fato, observe que
an A dy™ 9 Zn: A Z
— " Oym — aa:l 8y 8xﬁ

- 0ym oz’ .0
= - A t —_—
- ozt dy™ (dx ’ 8951)

szzmzl

_ j i
= E 5iA<dq:,axj>.

ij=1
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Logo,

)

Exemplo 5 Se A € um (2,3) campo de tensor, entio C3(A) é um (1,2) campo de

0
oxt

ZA(dy"ﬂ%) = ZA(dxi,

m

tensor dado por

(C5(A)(0, X,Y) = CA(,0,X,Y, ).
Relativamente a um sistema de coordenadas de C(A) temos

(C3(A))5; = (C3A)(da*,0;,05)
= C’{A(,dxk,@,aj,)}
= ZA(dwm,dxk,ai,aj,am), ou seja,

(C3(A))f =D Al

Nao ¢ imediato ver que, se um determinado elemento de X*(M) ou X(M) se
anular em algum p € M, o tensor A : X*(M) x X(M) — F(M) avaliado nesse ponto é

zero. Mostremos isso no resultado abaixo.

Lema 1.3 Se alguma das 1-formas 0*,...,0" ou campos de vetores X1, ..., X, se anula
emp € M, entao A(0*,...,0", X1,...,X,)(p) =0.

Prova. Suponha sem perda de generalidade que X;|, = 0 para algum s € {1,...,n}.

Sejam z*

, ..., 2™ um sistema de coordenadas sobre uma vizinhanca i/ C M de p. Entao
X, = > X'0; sobre U, onde X' = X 2' € F(U). Sabemos que existe uma fungao f,
chamada de funcao bump tal que f é identicamente igual a 1 numa vizinhanca de p e
cujo suporte esta contido em . Para maiores detalhes, ver Capitulo 2 de [22]. Entao

fX e F(M) e fO; € X(M). Assim, usando as propriedades de A, temos

FRPAO,...,07, X1, ..., X,) ABY, ... 0", X, ..., 2 X)
= A(0',....0, X1, 7> X0,
= A0, X, ) fX )

= D XA, 0, X0, fO)).
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Sendo X|, = 0, cada X*(p) = 0; pois {9;|,} ¢ uma base, em particular, ¢ um conjunto

linearmente independente, além disso, f(p) = 1, logo avaliando em p, obtemos

A@BY,....0", X,,...,X,)(p) = 0.

O resultado abaixo é uma consequéncia quase imediata do lema 1.3.

T

Teorema 1.5 Dados p € M e A € TL(M), suponha que 51, .0 e B ... 0" sao
1-formas tais que 0'|, = 6%|, onde 1 < i < r; e suponha que X1,...,Xs e X1,..., X,
sao campos de vetores tais que Yj]p = Xj|p onde 1 < j <s. Entao

—=1

AG,....0 . X1,..., X)) (p) =AY, ...,0", X1,.... X,)(p).

Prova. Por simplicidade, suponha r = 1 e s = 2. Considere a seguinte identidade

telescopica
A0, X,)Y)— A0, X,Y)=A0-0,X,Y)+ A0, X - X,)Y)+ A0, X,Y —Y).
Por hipotese, § —0, X — X ¢ Y — Y se anulam em p. Assim, pelo Lema anterior,
A0, X,Y)(p) = A(9, X,Y)(p).

O caso geral segue por linearidade. W

1.3 O pullback e o tensor derivacao

Considere uma aplicacdo ¢ : M — N e um referencial de vetores tangentes
{vy,...,v,} avaliado num determinado ponto de N. E possivel, num certo sentido,

definir um referencial em M, que eventualmente depende de ¢.

Definigao 1.6 Seja ¢ : M — N wuma aplicacio diferencidvel. Se A € T2(N) com

s > 1, temos
(p*A)(vy,...,v5) = A(dpvy, ..., dovs),
para todos v; € T,M, p € M.
A aplicagao ¢*(A) é chamada o pullback de A por ¢ e ¢*(f) = fop € F(M) por

definigao.

Uma consequéncia imediata da defini¢ao anterior é dada pelo seguinte resultado.
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Lema 1.4 (1) Se ¢ : M — N ¢é uma aplicagio diferencidvel, entio ¢* : TU(N) —
TUM) € linear para cada s > 0, e

¢"(A® B) = ¢*(A) @ ¢*(B)

para tensores covariantes de tipos arbitrdrios (0,s) e (0,t).

(2) Se ¢ : N — P é também uma aplica¢ao diferencidvel, entao
(o) =¢" 0" : TY(P) = TI(M)

para todo s > 0.

No que segue abaixo, sera apresentado um tipo de operador sobre tensores que,
num certo contexto, generaliza o conceito de derivada usual para fungoes diferenciaveis

reais.

Definicao 1.7 Um tensor derivagcao ® sobre uma variedade diferencidvel M € um

congunto de aplicagoes lineares
D =7 (M) - TUM),

onde r,s > 0 tal que para tensores A e B:
()D(A®B)=9A® B+ A DB,
(2)D(CA) = C(DA) para cada contragao C.

A definicao anterior nos permite obter o seguinte resultado.

Teorema 1.8 Se © ¢é um tensor derivacao sobre M e U € um conjunto aberto de M,

entao existe um 1unico tensor deriwagao Dy sobre U tal que
Du(Alu) = (DA)|u
para todos os tensores A sobre M. (Dy é chamado a restrigao de ® para U)
Prova. Primeiramente note que se f = ¢ localmente, onde ¢ é uma constante,

entdo D(f) = 0. De fato, suponha inicialmente que f é a fungao identicamente nula,

logo, temos
D(0) =9(0.0) =9(0).0+0.9(0) = 0.

Lembrando que nesse caso, a operacao ® se reduz a multiplicagao ordinéria de
funcoes. Se ¢ = 1 obtemos de modo andlogo (1) = 29(1) e dai ®(1) = 0. Seja agora

¢ arbitrario, assim temos D(c) = D(c.1) = ¢®(1) = 0 e consequentemente D(c) = 0.
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Suponha agora que f é localmente constante em p. Note que podemos supor que

esta constante ¢ nula pois se f(V,) = {c} temos que f = f — ¢ é localmente nula e

D(f)g =D(f)q, Vg € M™. Considere g uma funcao tal que seja identicamente 1 numa

vizinhanca de p e suportada em V, e assim fg = 0. Logo,

0=2(f9)p =D(f)pg(p) + f()D(9)p = D(f)p-

Sejam B € T0(U) e f uma fungao que seja identicamente 1 numa vizinhanga de p e

suportada em U e f = 1 numa vizinhanca de p fixado em U, entao fB € TL(M). Logo
(DuBy) =D (fB)y-

Mostraremos que a defini¢ao nao depende da escolha da fungao f nestas condigoes.

Sejam f, g funcoes bump suportadas em U. Entao, para p € U, temos

D(fgB)y = g(P)D([B)y +D(9)pf(p)Blp = D(fB)y,

mostrando a independéncia da funcao f devido a comutatividade do produto de fun-
¢oes. Nao é dificil verificar os itens abaixo.

i) ®y B é um tensor em U,

i1)®;, é uma derivagao tensorial em U,

iii) Dy (Bly) = ©(B)y para todo tensor B em M,

iv) ©y € tinico. W

Apresentaremos agora uma propriedade de tensores que serd muito util em alguns

resultados.

Teorema 1.9 Seja © um tensor derivagao sobre M. Se A € T0(M) entao
DIAG,...,0", X1,..., X)) = (DA, ....0", X1,...,X,) +

D AW, D00 X X))
=1

D AW, 07X, DX, LX),
7=1

Prova. Por simplicidade consideramos r = s = 1. Dai,
A0, X)=C(A®0® X),

onde C' é a composigao de duas contragoes.
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De fato, relativo a um sitema de coordenadas A®#® X tem componentes A%6, X L
onde A0, X) = >71",_, A%0,X’. Entao
D(A0, X)) = DCARI®X)
= CD(ARI®X)
= CPA®0X)+C(AD02X)+C(A®02DX)
= (DA)(0,X)+ AD0,X)+ A0, %).

Defini¢ao 1.10 Para cada V € X(M), o tensor derivag¢io Ly tal que

(D) Lv(f) = V(f),Vf e FM),
(i)Lv(X) = [V,X],VX € X(M),

¢ chamado Derwada de Lie com relagao a V.

Observe que

Lo(fX) = [V, fX] = V(FX) = (fX)V = V(H)X + fVX — fXV
= V(H)IX+ (VX —=XV), ouseja,

Ly(fX) = V(HX+ [V, X]
= Ly(f)X + fLyX.

Os proximos resultados dessa se¢ao requerem a nogao de curvas integrais, que
passamos a definir.
Definigao 1.11 Sejam M uma variedade diferencidvel e J C R um intervalo aberto.

Uma curva v : J — M determina um vetor tangente ~' (t) € TyyM para cada ponto

da curva.

Definigao 1.12 Seja V' um campo de vetores diferencidavel sobre M. Uma curva inte-
gral de V¢ uma curva diferencidvel v : J — M tal que v (t) = Vi) para todot € J. A
curva integral v € mazximal quando a aplicacao v nao pode ser estendida a um intervalo

maior com as mesmas propriedades que definem uma curva integral.

Seré apresentado agora um resultado que garante a existéncia de campos coorde-
nados em torno de alguma vizinhanca coordenada, tal que, num determinado ponto p

dessa vizinhancga, um deles seja igual a um vetor tangente fixado em p.
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Lema 1.5 Se V é um campo de vetores em uma variedade M e p um ponto tal que
V, # 0, entdo existe um sistema de coordenadas x',... x™ em p tal que V = % sobre

alguma vizinhanga coordenada.

Apresentaremos agora uma caracterizagao do Colchete de Lie via o fluxo local de

um determinado campo V € X(M).

Proposicao 1.13 Se VW € X(M), seja ¢ o fluzo local de V' em torno de p € M.
Entao

[V, W], = lim — [d¢ {(Wyp) = Wy,

Prova. Escreva F,(t) = dip_,(Wy,,). Entdo o lado direito da equagdo acima é F,(0).
Temos dois casos a considerar.

Caso 1: V, # 0. Escolha um sistema de coordenadas z?, ..., 2" como no Lema
acima de modo que V' = 0,. Portanto o fluxo de V somente muda a coordenada z* dos

pontos ¢ proximos de p:

v (hg) =2 (g) +t 27 (Prg) = 27(q)

para 2 < 7 < n.
Daf segue que di(9;) = 9; para todo i e t. Se W = >"" | W'0;, entao

= 3 W )l

i=1
Por conveniéncia, omitimos p e calculemos

n

d . ; oW
F(O):ZE(WO% va a— ax1<)a"’
=1

isto é,

F/(()) - [alv W]p - [V’ W]P

p

Caso 2. V = 0 sobre uma vizinhanca de p. Entao [V, W], = 0. Além disso, as
curvas integrais numa determinada vizinhanca de p sao constantes, assim v, = id para
todo t. Portanto F), é constante, assim FI;(O) = 0.

Caso 3. V, =0, mas p ¢ o limite de uma sequéncia {p;} com V,, # 0 para todo
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As expressoes acima em termos de coordenadas mostra que FI;(O) e [V,W], de-
pende continuamente de p, assim o resultado segue pelo caso 1. W

O proximo resultado caracteriza a derivada de Lie em termos do fluxo de um

campo X € X(M).
Proposigao 1.14 Se X € X(M) e A € TU(M), entdo
N
LA =l 1[07(4) — 4],
onde {U} € o fluro de X.(Quando o fluzo € local, a equagao vale localmente.)

Prova. Por simplicidade, consideramos s = 2. Desde que Lx é um tensor derivacao,

vale
(Lx (VW) = LxAV.W) = A(LxV.W) = A(V, LxV)
— XA(V.W) — A(IX, V], W) — A(V,[X,W]).

Trabalhamos agora com o lado direito da férmula acima e por economia de no-

tagao, denotamos lim,_.q (%) por £ num ponto fixado p. Entao
LW A= A)(Vy, Wy) = E{A(dr(Vp), dipr(W))) — A(V,, W)}
Somando e subtraindo um termo adequado, obtemos
L{A(dp(Vy), dibi(Wy)) = AlVip, Waspy + L{AWVipips Wapp) — AV, Wy) -
Chamamos esses dois limites de I e I[1. Se o é uma curva integral de X a partir
de p, entdo Yy (p) = a(t), e
1= () (W Wl = & OV ) = V0,

Para I usando a identidade telescopica

’ !

AW, w') — A(v,w) = A(v' —v,w’) + A(v,w —w) obtemos

I = S{A(dd]t(%) - V¢tpd¢t(Wp))} + E{A(thp» dwt(Wp) - th(p))}'

Sendo A bilinear e ¥,y = 1y = id, o primeiro termo pode ser reescrito usando

a Proposicao 1.9 como segue

S{A(dwt(‘/}? - dw—t<thp))7 dl/}t(Wtbt(p)))} = _A<d1/)t2{d¢—t(v¢tp) - VP}7 %g% d¢t(th(P)>)
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ou seja,

L{(A(d(Vy = db—i(Vip)), dpe (W) } = —A(X, Vp, Wy).

De forma andloga, o segundo termo acima ¢ —A(V,, [X, W],). Entao, I + II =
(LxA)(Vp, W,). W

1.4 A conexao Riemanniana e o tensor curvatura

No que segue, sempre podemos admitir que uma variedade Riemanniana esteja
munida de uma conexao afim, conforme o teorema de Levi-Civita. Primeiramente,

comegaremos com a seguinte defini¢ao.
Definicao 1.15 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma apli-

cacao
V:X(M)xX(M)— X(M)

que satisfaz as sequintes propriedades
i) VixigyZ = fNxZ +gVyZ,
WNVx(Y+2)=VxY+VxZ,
i)V (fY) = fVXY + X(f)Y,
para quaisquer X, Y, Z € X(M) e f,g € F(M).

Enunciamos agora o teorema fundamental dessa secao cuja validade segue da
formula de Koszul e cuja demonstragao, recomendamos ao leitor o capitulo 2 de [14].
Definigao 1.16 Uma conexao afim V € dita simétrica quando

VxY - VyX = [X,Y],
para quaisquer X, Y € X(M), e é dita compativel com a métrica quando
XY, Z)=(VxY,Z)+(X,VxZ),
para quaisquer XY, Z € X(M).

Teorema 1.17 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma inica
conexao afim V em M satisfazendo as condicoes:
i)V € simétrica,

i)V € compativel com a métrica Riemanniana.
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Observacao 1.3 Uma conexao afim que cumpre as condi¢oes i) e ii) é chamada co-

nexao Riemanniana ou conexao de Levi-Civita.

De agora em diante, exceto quando explicitamente mencionadas, sempre vamos
admitir que uma variedade Riemanniana estd munida de uma conexao Riemanniana.
Apresentaremos agora uma definicao de curvatura que, intuitivamente, mede o
quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser Euclidiana, ou ainda, mede o quanto
uma geometria de uma variedade Riemanniana deixa de ser equivalente a geometria

do espacgo Euclidiano.

Definicao 1.18 O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma cor-
respondéncia que associa a cada par (X,Y) € X(M) x X(M) uma aplicagio R(X,Y) :
X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VvVxZ -VxVyZ + V[Xy]Z , VZ € %(M)

A curvatura seccional esta intimamente relacionada com o tensor curvatura, como

podemos perceber pelo seguinte resultado.

Teorema 1.19 Sejam o C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T, M

e x,y € o dois vetores linearmente indepedentes. Entao

(R(z,y)r,y)

K(z,y) = PYNTE

nao depende da escolha dos vetores x e y.

Definicao 1.20 Dado p € M e um subespago bidimensional o C T,M, o nimero real
K(x,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional

de o em p.

O proximo resultado permite caracterizar uma variedade Riemanniana com cur-

vatura seccional constante, cuja demonstragao pode ser encontrada em [14].

Lema 1.6 Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Defina uma aplica¢ao
trilinear R T,M x T,M x T,M — T,M por

(R(X,Y,W),Z) = (X,WWY, Z) — (Y, W)X, Z),

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a K,

/ ’
se, e somente se, R = KoR , onde R € a curvatura de M.
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Definicao 1.21 A curvatura de Ricci em p nas diregoes de x e y € dada por:

n i 1 Z(R(w7 ei)y, 62-).

Ric,(z,y) =
onde {e1,...,e,} CT,M € um referencial ortonormal.

De fato, defina uma forma bilinear em 7, M como se segue: sejam z,y € T,M e

ponhamos

Q(z,y) =tr(z = R(x, 2)y).

Note que @ é bilinear. Escolhendo z unitério e uma base ortonormal {21, ..., 2,1, 2, }

para T, M temos

n n

Q(x,y) = Z<R($, Zi)ya Zi> = Z<R<y7 Zi)x7 2i> = Q(ya l’),

i=1 i=1
isto &, () é simétrica e Q(x,y) = (n—1)Ric,(z,y); o que demonstra que Ricy(z,y)
estd intrinsecamente definida. Iremos denotar por

Notacao: Ric,(z) = Ricy(z,z) por defini¢o.

1.5 Gradiente, Hessiano, Divergente e o Laplaciano

Em ambientes Euclidianos, o produto interno natural induz um isomorfismo entre
R™ e seu dual (R™)*.

Se considerarmos uma funcao diferenciavel f : U — R, definida no aberto U C
R™, definimos o gradiente de f em a € U como o vetor V f(a), que corresponde ao
funcional df (a) segundo o isomorfismo anteriormente descrito.

Isto significa que

i@, = L) = @0 =Y. La)a

para todo v = (ay, ..., a,). Particularmente,

(Vi(a).e) = 5

e isto nos permite concluir que

Vi) = (g—im),...,aai(a)).
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A definicao de campo gradiente no contexto de variedades é definida com base na de-

finicao usual em espacos Euclidianos.

Definigao 1.22 Para cada f € F(M), definimos o gradiente de f como sendo o campo
Vf tal que X(f) =df(X)=(V[f, X), VX € X(M).

Seja f € F(M). Sabemos que hessiano Hessf de f em p € M é um operador
linear Hessf : T,M — T, M definido por (Hessf)Y = Vy(Vf), para todo Y € X(M).

Considere agora a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.23 Para f € §(M) o Hessiano de f, denotado por Hessf, é o campo
tensorial Hessf : X(M) x X(M) — F(M) dado por

(Hessf)(X,Y) = (Vx(V[),Y).
para quaisquer X, Y € X(M).

Em Calculo Vetorial, o operador divergéncia pode ser entendido como um escalar
que mede a dispersao ou divergéncia dos vetores do campo num determinado ponto.

No contexto de variedades, temos a seguinte definigao.
Definigao 1.24 Dado X € X(M), o divergente de X € uma fun¢ao

div(X) =tr(Y — VyX).

No espago Euclidiano, o operador Laplaciano avaliado em uma determinada fun-

¢ao diferenciavel f é definido como sendo o trago da matriz Hessiana associada a f.
Defini¢ao 1.25 Para f € §(M) definimos o Laplaciano Af como sendo

Af =tr(Hessf).

1.6 Imersoes isométricas

: ——k=n+m . . e : . — .
Seja f : M™ — M uma imersao. A métrica Riemanniana de M induz de

maneira natural uma métrica Riemanniana em M: se vy, v € T,M, define-se

(v1,v9) = (dfp(v1), dfp(v2)).

Nesta situagao, f é uma imersao isométrica de M em M.



25

Definicdo 1.26 Sejam M™ ¢ M variedades diferencidveis. Uma aplicacio diferen-
cidqvel ¥ : M™ — M ¢ chamada uma imersdo se a diferencial dip, - T,M — Tw(p)m €
injetiva para todop € M™. Se, além disto, 1 é um homeomorfismo sobre )(M™) C M,
onde Y(M) tem a topologia induzida por M™, dizemos que 1 é um mergulho. Se
M™ c M" e a aplicacio inclusio v : M™ — M é wm mergulho, entio dizemos que

M™ ¢ uma subvariedade de M.
Vale observar que se ¢ : M — M é uma imersdo e (, )37 é uma métrica em M,
podemos definir uma métrica (, )y em M via pullback.

Teorema 1.27 Sejatp : M™ — M uma imersio isométrica. Em torno de cada ponto

p € M, existe uma vizinhan¢a U C M tal que ¥|y € um mergulho sobre ¥(U).

Prova.

Sejam 1 : Uy CR" - M e xy : Uy C R" — M sistemas de coordenadas em p e
em 1(p), respectivamente, e indiquemos por (z1,...,x,) as coordenadas de R"™ e por
(Y1, ---,Ym) as coordenadas de R™. Nestas coordenadas, a expressao de 1), isto é, a

aplicacdo 1) = x5! 0 oz pode ser escrita por

V= (y(x1, . xn), o Ym (T, ).

Seja ¢ = x7'(p). Como ¢ é uma imersdo, podemos supor , renumerando as

coordenadas de R™ e R™, se necessario, que

oW1, Yn)
6(x1,...,xn)(q) 70

Para aplicar o Teorema da Aplica¢ao Inversa, definimos uma aplica¢ao( suposta-

mente diferenciavel) ¢ : U; x R™"=% — R™ dada por

O(x1, .y Tty te) = (T, xn)s e Y (@1, )y Yngr (X1, - T) +
+ t17"'ayn+k(l'17-"7xn)+tk)7

onde (t1,...,t) € R™"™=k_ Verifica-se que ¢ restrito a U; x {0} coincide com ¢

e que

detldv,) = 5120 ) 20
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Pelo Teorema da Aplicacio Inversa, existem vizinhancas W, C U; x R¥ de q e
Wy C R™ de 9(q) tais que a restricao ¢|W; é um difeomorfismo sobre Wj. Sejam
V=W, NU x{0}) eV =W,NU, onde W; é o conjunto das n primeiras entradas
de W,. Como ¢|V = E|‘~/ e x; ¢ um difeomorfismo, ¢ = 1, 2, concluimos que a restricao
alV = a:l(v) da aplicacdo ¢ = my 00wyt : V = (V) C M é um difeomorfismo, em
particular, € um mergulho. W

De acordo com o teorema anterior, podemos identificar U com a sua imagem
Y(U) , isto ¢, ¥ & localmente a aplicagao inclusdo. Assim podemos considerar o espago

tangente de M em p com um subespaco do espaco tangente de M em p e escrevemos

TpM =T,M® (TpM)la
onde (T,M)* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,M.

Definicao 1.28 Sejam M uma variedade Riemanniana com a conexdo de Levi-Civita
V et : M — M uma imersdo isométrica. Entio dados campos vetoriais X,Y € X(M),

temos que
VxY = (V)" +(VxY)™.

Segue da unicidade da conexdo de Levi-Civita que (V)" é a conexao de Levi-

Civita de M e denotamos por V. Assim obtemos a Férmula de Gauss
VxY =VxY +a(X,Y) paratodos X,Y € X(M),
a qual define uma aplicagao a : X(M) x X(M) — X(M)* chamada a segunda forma
fundamental da imersao .
Teorema 1.29 Se X,Y € X(M), entio a aplicagio o : X(M) x X(M) — X(M)*

dada por a(X,Y) = VxY — VxY € bilinear e simétrica.

Prova. Primeiramente mostremos que a é uma forma bilinear. De fato, dados
XY, ZeX(M)e feF(M), temos por um lado,
X+ fY,Z) = VxipyZ—VxipyZ
= VxZ+ [VyZ—-VxZ— fVyZ
= VxZ—-VxZ+ f(VNyZ —VyZ), istoé,
o X+ fY,Z) = alX,Z2)+ fa(Y, 2).
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Por outro lado, temos

(XY +fZ) = Vx(Y+[fZ2)=Vx(Y + [Z)
= VxY + fVxZ+X(f)Z -VxY — [VxZ — X(f)Z
= VxY —VxY + f(VxZ - VxZ),

ou seja,
o(X,Y +fZ) = a(X,Y)+ fa(X,Z),
o que mostra que « é uma forma bilinear. Para a simetria, observe que

a(X,Y)—aY,X) = VyxY —VyxY — (VyX — VyX)
= VyY —VyxY —Vy X +VyX
= [X,Y]-[X,Y] =0,

onde usamos o fato de que quando restritos a M os campos sao iguais. Wl

Consideramos agora campos de vetores X € X(M) e £ € X(M)*, e denotemos

por A¢X a componente tangencial de —V ¢, isto é,
AcX = —(Vx6)T.
Uma vez que para cada Y € X(M) vale
0=X(£Y)=(VEY) + (£, VxY)
pela Equacao de Gauss, temos
VxY =VxY +a(X,Y).
Dai,
0=(Vx&Y) +({, VxY +a(X,Y)) = (a(X,Y),&) + (VxY,&) + (VxE,Y) = 0.

Sendo (VxY, &) = 0 entdo

((X,Y),8) = (=Vx¢,Y)
= (—(Vx&)" = (VxO"Y)
= (—(VxO1,Y) +(=(Vx&),Y) esabendo que AX =—(Vxé)T,
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temos, (A:X,Y) = (a(X,Y),§).

Observe que a aplicagdo A : X(M) x X(M)+ — X(M) dada por A(X,§) = AcX é
bilinear sobre F(M). Consequentemente, a aplicacao A¢ : X(M) — X(M) é linear sobre
§(M) e também auto-adjunta, isto é, (A:X,Y) = (X, AcY) para todos X,Y € X(M).

A aplicacao A¢ ¢ chamada operador de forma ou operador de Weingarten da
imersdao 1. Dizemos que V=+ é a conexao normal de 1, além disso, vale a féormula de

Weingarten
Vxé=—AcX + VyE

. ~ . S . ——n+m
Dada uma imersao isométrica f : M™ — M, temos em cada p € M a decom-

posicao
TPM =T,M® (TpM)La

que varia diferenciavelmente com p.

A seguir, serao apresentadas algumas equacoes envolvendo campos de vetores e
o tensor curvatura de uma variedade Riemanniana M. Para verificar a validade dessas
equagoes, recomendamos ao leitor o Capitulo 6 de [14].

Proposicao 1.30 As sequintes equagoes se verificam.:

(a) Equagio de Gauss
(R(X,Y)Z2,T) = (R(X.Y)Z,T) — (a(Y.T),a(X, Z)) + (a(X,T), (Y, Z)).
para quaisquer X, Y, Z,T € X(M).
(b) Equagio de Ricci
(R(X,Y)n,¢) — (RH(X,Y)n, ¢) = {[Sy, SJX,Y),

para quaisquer X,Y € X(M),n,¢ € (T,M)*, onde [S,, S¢] indica o operador S, o S; —
SC O Sﬂ’

Dada uma imersao isométrica, convém indicar por X(M)*

o espaco dos campos
diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda forma fundamental da imersao pode
entdo ser considerada como um tensor o : X(M) x X(M) x X(M)*+ — F(M) definido

por

a(X,Y,n) = (a(X,Y),n).
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para todos X, Y € X(M) en € X(M)". A definigao de derivada covariante se estende

a este tipo de tensor de maneira natural:

Proposicao 1.31 (Equagao de Codazzi). Com a notagao acima temos que
<R(X7 Y)Z7 77> = (ﬁyO&)(X, Z7 77) - (VXO[)(Y; Z: 77)

para quaisquer X, Y € X(M),n € (T,M)*.

1.7 Variedades completas e o Teorema de Hopf-Rinow

No contexto de superficies regulares, uma curva v : [ — S é uma geodésica em [
se 0 campo ' é paralelo ao longo de 7; isto é,

Dr/'(t)

e

No caso de variedade diferenciavel, a definicao é a mesma com as devidas adap-

tacoes.
Definicao 1.32 Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em ty € I se
% (‘fl—Z) = 0 no ponto ty; se v € uma geodésica em t, para todo t € I, dizemos que 7y €

uma geodeésica.

Apresentaremos agora um resultado de Equagoes Diferenciais Ordinarias.

Proposicao 1.33 Dado p € M, existem um aberto V.C M, p € V, numeros 6 > 0 e

€1 > 0 e uma aplicagao suave
vi(=0,0)xU—->M , U={(q,v);qeV,veT,Mv| <e}

tais que a curva t — y(t,q,v),t € (=9,9), € a unica geodésica de M que no instante

t = 0 passa por q com velocidade v, para cada q € V e cada v € T,M com |v| < €.

Conforme iremos definir, geometricamente a aplicagao v equ(v) é o ponto de

M obtido percorrendo um comprimento igual a |v|, a partir de g, sobre a geodésica que

. . " - - )
passa por ¢ com velocidade igual a T Nas mesmas condi¢oes da proposicao acima,

segue a
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Definicao 1.34 A aplicacao exp : U — M dada por

v
easp(q,v) = ’7(17(]7’0) =7 (lv’7Q7 m) )

(q,v) €U, € chamada a aplicagdo exponencial em U.

Proposigao 1.35 Para cada p € M, existe uma vizinhanga Uy C T,M na qual exp,, €

um difeomorfismo sobre uma vizinhanga V,, em M.

Em Geometria Diferencial, uma superficie regular conexa S é denominada com-
pleta quando para qualquer p € S, qualquer geodésica parametrizada v : [0,¢) — S
de S, comegando em p = v(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada

7 : R — S, definida sobre toda a reta real R. Em variedades segue a mesma definigao.

Defini¢ao 1.36 Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se para
todo p € M, a aplicagao exponencial exp,, estd definida para todo v € T,M, isto €, se
toda geodésica y(t) comegando em p estd definida para todos os valores do pardmetro
teR.

O fato que torna mais preciso o conceito de completeza é o seguinte resultado.

Teorema 1.37 (Hopf-Rinow). Sejam M uwma variedade Riemanniana e p € M. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) exp, estd definida em todo o T, M,

b)Os limitados e fechados de M sao compactos,

c)M é completa como espago métrico,

d)M é geodesicamente completa,

e)Eriste uma sucessao de compactos K, C M, K, C intK, e Un K, =M, tais
que g, ¢ K, entao d(p,q,) — 0o. (Aqui intA indica o interior do conjunto A).

Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que

f) Para todo q € M existe uma geodésica minimizante v ligando p a q.

Definicao 1.38 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva o :
[0,a) — M ¢ divergente se a([0,a)) nao estd contida em nenhum compacto K de M,

onde a € um numero real positivo ou a = 0.

Observagao 1.4 A propriedade de uma curva o ser divergente nao depende de sua

parametrizacao e sim do seu traco.

Observagao 1.5 Evidentemente nao existe curvas divergentes em variedades Rieman-

nianas compactas.
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O proximo resultado caracteriza a noc¢ao de variedade Riemanniana completa.

Lema 1.7 Uma variedade Riemanniana M € completa se, e somente se, toda curva
divergente o : [0,a) — M satisfaz

/ |/ (7)]|dT = +00.
0

Prova. Suponha que a variedade Riemanniana M é completa. Pelo Teorema de Hopf-
Rinow, podemos ver M no sentido de ser completa como espago métrico e mostremos
que toda curva divergente tem comprimento infinito.

Suponha que « é uma curva divergente de comprimento finito, ou seja,
/ |/ (7)|dT = L < 400,
0
Dali,
t a
d(a(0), a(t)) < / o ()] dr < / o/ ()|dr = L.
0 0

Assim ([0, a)) é limitado e pelo Teorema de Hopf-Rinow, segue que o conjunto ([0, a))
é compacto e consequentemente o traco da curva « esta contido num compacto, mas
isso contradiz o fato da curva « ser divergente.

Suponha agora que toda curva divergente tem comprimento infinito, mostremos
que M é completa. Suponha que o item i) do Teorema de Hopf-Rinow nao vale,
equivalentemente, M nao ¢ completa. Entao existem p € M, 0 <ty < +ooev € T,M
com |v| = 1 tais que () = exp,(tv) estd definida para ¢t € [0,%), mas nao pode ser
definida para to. Mostremos que v ¢ uma curva divergente. Se ([0, %)) esta contida

num compacto K, considere t,, € [0,to) tal que t,, ~ty e seja v, = y(t,). Portanto

d('Vm'Vm) < |tn - tm|'

Dai, (7Vn)nen € uma sequéncia de Cauchy num compacto K, portanto, -, converge para
Yo € K C X" Seja (V, ) uma vizinhanga totalmente normal de gy, isto é, dado r € V
existe § > 0 tal que exp, : Bs(0) — exp,(Bs(0)) D V é um difeomorfismo.

Seja ng € N tal que, se n,m > ng entdo |t, — t,n| < § € Vn, vm € V. Logo
existe uma tnica geodésica g ligando v, a v,, nessa vizinhanca totalmente normal. E

g coincide com 7, onde esta definida. Usando que exp,, ) é¢ um difeomorfismo entre
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By e sua imagem que contém V podemos estender v além de ¢y, absurdo. Assim, v é

uma curva divergente mas

to to
/ |7/ (7)|dT = / ldr =ty < +o0.
0 0

o que é uma contradi¢ao com a hipdétese que toda curva divergente tem comprimento

infinito. A

1.8 Variedades integral e folheacoes

Nessa se¢ao apresentaremos alguns conceitos sobre variedades integral e folhea-

¢oes que serao muito tteis no estudo de graficos Killing descritos no Capitulo 3.

Definicao 1.39 Um campo de vetores diferencidvel é completo se cada uma das suas

curvas integrais maximais estao definidas em toda a reta R.

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma escolha de um subespago linear k-
dimensional D, C T,M em cada p € M ¢ chamado uma distribuicao tangente k-
dimensional sobre M. A distribui¢do é chamada diferenciavel se a uniao de todos os

subespacos formam um subfibrado diferenciavel

D=|JD,cTM.

peEM

Lema 1.8 Seja M uma variedade diferencidvel, e suponha que D C T'M é uma distri-
buicao tangente k-dimensional. Entao D € diferencidvel se, e somente se, a sequinte
condi¢ao € satisfeita: para cada p € M existe uma vizinhangca U em que os campos de
vetores diferencidveis Yy, ..., Yy : U — TM tais que Yily, ..., Yi|, formam uma base

para Dy para cada g € U.

Suponha que D C T'M seja uma distribuicao diferenciavel. Uma subvariedade
imersa N C M ¢é chamada uma subvariedade integral de D se T,N = D, para cada

péE N.

Exemplo 6 Em R"™, os campos de vetores 6%17 ey % geram uma distribuicao di-

ferenciavel k-dimensional. Os subespacos afins paralelos k-dimensionais em R™ sao

subvariedades integral.
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Definicao 1.40 Dizemos que D € involutiva se, para cada par de secoes locais dife-
rencidveis de D( isto €, campos de vetores diferencidveis X,Y definidos sobre um sub-
conjunto aberto de M tais que X,,Y, € D, para cada p), o Colchete de Lie é também

uma se¢ao local diferencidavel de D.

Definicao 1.41 Dizemos que D € integrdvel se cada ponto de M pertence a uma sub-

variedade integral de D.

Apresentamos um resultado que mostra que a Definicao 1.37 implica a Definicao

1.36. Para a demonstragao, recomendamos Capitulo 19 de [18].

Proposicao 1.42 Cada distribuicao integrdvel € involutiva.

O proximo lema mostra que a condigao de ser involutiva nao precisa ser verificado
para cada par de campos de vetores diferenciaveis em M, mas apenas para um refe-

rencial local diferenciavel em torno de cada ponto. Para a demonstragao, ver Capitulo

19 de [18].

Lema 1.9 Seja D C T'M uma distribuicao. Se em cada vizinhanga de cada ponto de
M existe um referencial local diferencidvel (Vi,..., V) a D tal que [V;, V] € uma segao

de D para cada i,5 =1,...,k, entao D é involutivo.

Definicao 1.43 Uma folheacao de dimensao k sobre uma variedade n-dimensional M
¢ uma colegao disjunta de subvariedades de M k-dimensionais e conexas(chamada as
folhas da folheagao) cuja uniao é M e tal que em uma vizinhanga de cada p € M eziste
uma carta suave (U, ) com a propriedade que o(U) é um produto de conjuntos abertos
conexos U x U" C R¥ x R"*, ¢ a intersecio de U com cada folha da folheacio é o

conjunto vazio ou uma unido enumerdvel de slices k-dimensionais da forma x*+1 =

Ck+1, ) n

Coat =

Exemplo 7 A colecio de todas as esferas centradas em 0 é uma folheagao (n — 1)-

dimensional de R"\{0}.

Definicao 1.44 Uma subvariedade N conexa € dita integral maximal se N nao estd

contida propriamente em nenhuma subvariedade integral coneza.

O Teorema global de Frobenius fornece uma condicao suficiente para que uma
colegao de subvariedades integrais formem uma folheagao de M. A demonstragao desse
teorema recomendamos Capitulo 19 de [18].

Teorema 1.45 Seja D uma distribuicao involutiva sobre uma variedade diferencidvel

M. A colecao de todas as subvariedades integrais conexas mazimais de D formam uma
folheagao de M.
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1.9 Uma extensao do Teorema de Hopf

Yau estabeleceu a seguinte versao do Teorema de Stokes sobre uma variedade

Riemanniana completa X" nao compacta. Para maiores detalhes, ver [24] e [25].
Teorema 1.46 Se w € Q" Y(X) € uma (n — 1)-forma diferencial integrdvel sobre %

entdo existe uma sequéncia B; de dominios sobre ¥ tal que B; C Biy1, ¥" = J,», Bi e

lim dw = 0.

i—~400 B,
k2

Prova. Fixe p € M e considere uma func¢ao Lipschitziana r : M — R definida por

r(¢) = d(p,q),

onde d ¢é a fungado distancia. Para cada R > 0, seja Br(p) a bola de raio R centrada em
p. Por um lado, inspirado no artigo de Gaffney [18], em Bgr(p), é possivel aproximar a
funcao r por uma funcao suave e nao-negativa ggr tal que:

(1)Para quase todo t < R, a menos de um numero finito, g}}l(t) é uma hipersu-
perficie compacta regular,

(2)ldgr| < % em g5'([0, R)),

(3)gp' € B(t+1)— B(t—1) parat < R.

Por outro lado, usando um Teorema de mudanca de variaveis para integrais miil-

R
/ dgnlle] = / / ol | dt
95" ([0,R]) 0 gp'(t)

Juntamente com (2), segue que

R 3
L] gel)ae<s [ ol
o \Jop'® 2Jm

tiplas, temos que

R

R 3
/ / 0] dtg-/ .
£ \Jog'w 2w

2 R

ou ainda

Usando (1) e o Teorema do Valor Médio para integrais, temos para algum tp € [%, R] ,

onde g~ !(tg) é uma hipersuperficie compacta regular,

3
<
9r (tr) M
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Usando o Teorema de Stokes e a relacao acima, constatamos que

3
/ dw §/ |w] §—/ |w]. (1.2)
a7 (0,R)) a5 (t) R

R
Da propriedade (3), vé-se que

M = Ugi_l([ovti])7
e da desigualdade anterior, temos
lim dw = 0.

=00 Jg=1([0,tR])

O que conclui a demonstracao. W

Teorema 1.47 Sejam M uma variedade Riemanniana orientdvel compacta e conexa e
fe€F(M) tal que Af nao muda de sinal. Entao f é constante.

Agora suponha que M é orientada pelo elemento de volume dM. Se w = txdM
¢ a orientacao de dM na direcao de um campo de vetores X sobre M, entao vale o

seguinte resultado devido a Caminha [10].

Lema 1.10 Seja X € X(M), onde M é uma variedade Riemanniana completa n-
dimensional e orientada, tal que divX nao muda de sinal. Se |X| € LY(M), entdo
divX = 0.

Prova. Se M é compacta e sem bordo, o resultado segue direto do Teorema da
divergéncia. Portanto, vamos considerar que M nao é compacta. Considere a (n — 1)-
forma w = 1xdM, onde w é a contracao de dM na diregao de X. Considerando o

referencial ortonormal {ey, ..., e,}, em M, obtemos a seguinte igualdade

J

Todavia

w;(X) = w; (Z :viei> = Z:Biwj(ei) = Z(ej,ei) = (X, ej).

i
Assim,

Jj=1
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W = lxdMPP =) (X,e;)* = | X[

Além disso,

Porém,
d(X,e5) =D (Ve Xej) + (X, Veyeg) o,
i=1

observe que se i = j, entao V.,e; =0 e se i # j, segue que

Portanto,

dw = Z(—l)j_1<V6iX, eywi ANwi A AW A LA wy, = (divX)dM.

J=1

Agora, pelo Teorema 1.42; vé-se que

lim divXdM = 0,

1—00 B'L

e, como divX nao muda de sinal, concluimos que divX = 0. H



Capitulo 2

As r-ésimas curvaturas médias e as

transformacoes de Newton

Seja ¥ uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional e orientada, imersa
isometricamente sobre uma variedade Riemanniana MHH, isto ¢, ¥ 9»¥ MnH, onde v
¢ uma imersao ( ¢ é diferenciavel e di, : T, — T, w(p)ﬁnﬂ é injetiva para todo p € X))
e (u,v)p = (dipp(u), dop(0)) ), Yu,v € T,X.

Sabemos que A denota o operador forma ou o operador de Weingarten de > com
respeito a uma orientagdo N, e para cada p € X, A, : 7,2 — T, ¢ uma aplicagao
linear auto-adjunta. O Teorema espectral para operadores auto-adjuntos assegura a
existéncia de uma base ortonormal de autovetores B = {v,...,v,} de T,X tal que
[A,]5 € uma matriz diagonal. Além disso, os autovalores de A, denotados por ky, ..., k,
associados aos autovetores vy, ..., v,, respectivamente, sao as curvaturas principais de

3.

2.1 Os polindémios simétricos elementares

O nosso objetivo é estudar polindémios que verificam a identidade abaixo, para

todo z € R.

(x —21) (2 — 29) -+ - (1 — x) = Spx"™ — St 4+ S % — - 4 (=1)"S,..
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Defini¢ao 2.1 Os polinémios S; € Rlxy, ..., x,| definidos por:

n
Si(zy,...,x,) = Za:i,

i=1
SQ([Eh...,.Z'n) = Z l‘il’j,

1<i<j<n

Sg(x1, ..., xn) = 5 Ti\ Ty . .. T,

1< <12<...<ip<n

Sn(T1, .. Ty) = T1T2- - Ty,

sao chamados polinémios simétricos elementares nas indeterminadas x4, ..., T,.

Para 1 < r < n, denotamos por S,(p) a r-ésima fungao simétrica dos autovalores
de A,, isto é, S, = o,(k1,...,ky,), onde kq, ..., k, sdo os autovalores do operador A,
e o, € Rlzy,...,x,] é o r-ésimo polindmio simétrico elementar nas indeterminadas
x1,...,T,. Por um abuso de notacao na proposicao abaixo, estamos admitindo de

forma implicita que A representa a matriz [A4,]z.

Proposicao 2.2 O polinémio caracteristico de A em p € X" € dado por

n

det(t] — A) = > (—1)7S,t"", (2.1)

r=0

onde Sy = 1 por definicao.

Prova. Se n =1, entdo det(tl; — A) =det(t — k1) =t —k; e

1
D (=St = (=108t 0+ (—1) Syt
r=0
= t—ky.

Logo,
det(tl — A) = Z(—l)’”Srt"_r para n = 1.
r=0
Novamente, para n = 2, obtemos det(t] — A) = (t — k1)(t — ko) e
2
D (1S 2T = (=105t (1) St 4 (—1)7 St
r=0
= 1% — (ky + ko)t + kiky

= (= k)t = ky),
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onde Sl = k’l + kg e Sg = k‘lk’g.

Assim, det(t] — A) = Z(—l)rsrt"’T para n = 2.

r=0
Agora suponha por hipdtese de indug@ao que a Proposicao acima seja valida para um
certo n € N, n > 2, e temos que mostrar que a mesma também ¢é valida paran + 1, o

que concluira a demonstracao. Com efeito,

n+1 n
det(tly — A) = [J(t = k) = [ [t = k) (t = Bnir).
r=1 r=1
Por hipétese de indugao, temos H(t —k,) = Z(—l)rsrt””ﬂ.
r=1 r=0

n

Daf, det(tl,1—A) = > (=1)St" " (t — kny1)

r=0
= D (—1)7St" T =Y (1) Skt
r=0 r=0
_ Z(_l)rsrtnfﬂrl + Z(_1>r+1srkn+1tnfr
r=0 r=0
n—1 n
_ Z (_1>r+1sr+1tn—(r+1)+1 + Z(_l)r+lsrkn+ltn—r
r=-—1 r=0
n—1 n
— Z (_1>r+lsr+ltn—r + Z(_l)r+lsrkn+1tn_r-
r=-—1 r=0

Apos algumas manipulagoes algébricas, segue-se

n—1

det(tlo; — A) = (1) "S_ "t + Z(—l)”lsmt"—r +
r=0

[y

n—

(_1)r+lsrkn+1tn—r + (_1>n+1Snkn+1tn—n

Il
o

‘s

n—1 n—1
=t Y (DTSt T 4 Y () i St (1) Sk
r=0 r=0

1
(_1)T+1<ST+1 + kn—i—lsr)tn_r + tn+1 + (_1)n+1k1k2 te knkn—i-l-

n

\z
Il
o



Por conseguinte,

—_

n—
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det(tl,., — A) = (=) (Sppr 4 K1 SOt "+ (= 1) kg - Rk

\2
I
o

n+1

_ tn—i—l . (Z k’L
=1

(=)™ ey -+ Kk

Dessa forma,

)t”+( > kiky o+ kaa

1<i<j<n

det(tl, i1 — A) = "™+ (=1)X(S1 + Epi)t™ + (=1)*(Sg + kpy 1 SO -+

(=) ey - ki

Nas expressoes acima, estamos admitindo que S, = o,.(ky, ...

Algebra elementar, obtemos

,k,) e por resultados de

Ol(k’l, ey /{?n, kn+1) = 01(/{31, Ce ,kn) + kn—i—la
02(1517 ooy k?n+1) = 02(]9’1, S 7kn) + k’n+101(k1> ) kn)y
O'T(/fl, ey kn, kn+1) = O'r(kl, ceey kn> + kn+10r,1(k1, ooy kn),
O'n(k?h ey kn; kn+1) = O'n(k?h ey kn) —|— k’n+10'n_1(k’1, N k’n),
O'n+1(l{?1, ey kn7 kn+1) = O'n<k'17 ey kn)kn—i-l-
Portanto,
n+1
det(tl,s1 — A) = > St
r=0
onde na tltima igualdade, para nao carregar a notagao, denotamos S, = o,.(k1, ..., kn, kni1)-

O que conclui a demonstragao. W

2.2 As r-ésimas curvaturas médias

No que segue, as r-ésimas curvaturas médias estao relacionadas com os polinémios

simétricos elementares.

Definicao 2.3 Seja 1 <r < n. A r-ésima curvatura média H, de X" € dada por

(;

). = ..
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Observacao 2.1 Em particular, para algum p € 3", temos

n n
(1)H1 = Sl = nH1 = ;kz

Além disso,

Z k; = —tr =H

é exatamente a curvatura média de 3" no ponto p por definicao, onde A é o operador

forma.

Observagao 2.2 A relagao entre o quadrado do operador forma A da hipersuperficie

Y e as curvaturas H e Hy € dada por

|A]? = 5% — 28, = (nH)?> —n(n — 1)Hy = n*H? —n(n — 1)H,. (2.2)

De fato, observe que a relagao acima equivale a

gkfzn2< Zk) nn—1< > kk)

1<z<]<n

isto é,

n n 2
> k= (Zk) —2 Y kiky.
=1 i=1

1<i<j<n

Apos algumas manipulagoes algébricas, deduzimos que

(&) - (5
=1 =2
- k%+2k1iki+ ( Y ki>2
=2 =2
— k$+22n:k1ki + <k2+zn:k:i)2
i=2 =3
— k%+2ik1ki + k3 +2k2iki+ (ik)Q
=2 =3 =3
= ki+ks+2 (iklk +ik2ki> + <ik>2
=2 =3 1=3

O raciocinio anterior nos permite concluir que

(ék) Zk2+2 > kiky.

1<i<j<n



42

2.3 As desigualdades de Newton e Garding

A Proposicao abaixo mostra uma desigualdade envolvendo as fungoes H;,1 =
r—1,r,r+ 1 chamada desigualdade de Newton e que serda muito 1til na demonstracao

de alguns resultados no Capitulo 3.

Proposigao 2.4 (A desigualdade de Newton) Seja X uma hipersuperficie imersa

em uma variedade Riemanniana M. Para 1 <r <mn, temos
2
HT Z Hrler+1-

Além disso, a igualdade vale para v = 1 ou para algum 1 < r < n, com H, 1 # 0,

somente em pontos umbilicos de X".

Prova. Usamos o principio de indugao sobre n € N, n > 1. Paran =2, H? > HyH, &
equivalente a (k; — k9)? > 0, com a igualdade ocorrendo somente quando k; = ky. De
fato,

ki + ko
9 )

2 2!
(1>H1 = Sl = F(Q— ]_)'Hl = ]{?1 —f-k’g = H; =

2 2
(0)H0:S0:>H0:1 e (2)H2252:>H2:]€1k2.

ki+k
Segue-se, H12—H0H2 = ( 1—5 2) — 1k ko

k3 + 2k1ky + K2

= — ik
4 1h2

k2 + 2heyky — dki ey + K2
4
k2 — 2kiks + k2
1

1 2
= - — > (.
4(k31 k) >0

Sejam n > 3 um numero natural e kq,...,k, € R. Considere a seguinte funcao

f : R — R definida por

Dali, resulta que
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Afirmamos que existem 7, ...,v,-1 € R tais que
f@) =nlz+y)(x+72) (@ + Y1)

De fato, sendo f/(z) = na™ '+ (n — 1)S12" 2+ (n — 2)Sea™ 3 + -+ + 25, o2+ S, 1,

temos

fi(z) =n (x"l + (" - 1) Sz + (" — 2) Soz™ P 4 - (3) Sono + lsnl) .
n n n n

Temos que mostrar que a equagao f'(x) = 0 possui exatamente n — 1 raizes, isto

é, que existem 71,72, ..., Yn—1 € R tais que f'(z) =n(x +y)(x+ ) - ( 4+ Yn_1)-
Sejam —k; < —ky < --- < —k, as raizes reais da equagao f(x) = 0. Sem perda de
generalidade, supomos que —k; < —kg < --- < —k,, pois se alguma raiz r de f(z) =0

tem multiplicidade m > 2, entdo por resultados de Algebra, r ¢ também raiz de

f'(z) = 0 com multiplicidade m —1 > 1. Como f(—k;) = f(—ke) =--- = f(—k,) =0
entdo pelo teorema de Rolle existem ¢; € (—ki, —ks),co € (—ka, —k3),...,ch1 €
(—kn—1,—ky) tais que f'(c1) = f'(c2) = -+ = f'(cn—1) = 0, assim, por um lado,

f'(x) = 0 tem no minimo n — 1 raizes. Por outro lado, f’(z) = 0 tem no méaximo n — 1
raizes, pois o grau da equacao f'(z) =0 én— 1. Assim, concluimos que f'(z) = 0 tem

exatamente n — 1 raizes e que denotamos por —vi,..., —v,_1, donde

f'@) =nlz+y)(@+72) - (T +7m1).

Sendo (n—7) (") = n("?l), podemos comparar os coeficientes dados nos H,(ki, ..., k,) =
H,. (71, ... ,9m-1) para 0 < r < n—1. Dai, segue pela hipdtese de inducao que, para 1 <
r<n =2, HX(ky, ... ka) = HX vy %0-1) 2 Heoai(ys o Y ) Hept (7155 Y1)

Entao,
H2(ky,y .. kn) > Heoy(kyy o k) Hegq (B k).

Além disso, se a igualdade vale para k;, com H,.1(k;) # 0( Por conveniéncia,
denotamos as n—1 uplas (k1, ..., ky—1) € (71, .., n-1) POr (k;) e (v;), respectivamente),
entdo também vale para 7;, com H,.1(7;) # 0. Da hipotese de indugao, segue que
Y =":""="Yn_1,centao k; =---=k,_.

E suficiente provar que H?_(k;) > H,_o(k;)H,(k;), com a igualdade para H, # 0

se, e somente se, os k; sao todos iguais. Se k; = 0 para algum 1 < ¢ < n, o resultado
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segue. Se H, # 0, entao

1 2
H
H? | > H, ,H, < " -
n—1 = Hin=24n [(n—l) Zk@] [(n_2> z<akk]

Com efeito, em relacdo a equivaléncia acima, basta ver que S,_; =Y . % e que
T

Sn2=1> i y k p . Apos alguns calculos, concluimos que
"~ H, 1 11 1
“"=-H,Y — = H, - -
; ks Zk (k;l TR k:n>

1 1 1
= kky... k, — —
1K2 (k1+k2+ kn)a

ou seja,

n

ZHn :Zkle'“l%i"'kn:Snfl‘
i=1 i=1

Além disso,

H, 1
=H, = kiksy-
Zkikj Zkk] o Z ik
1<) 1<j
= Zklkg ]Aﬂ l;'j"'k’n - Snfg.
1<j
O nosso objetivo agora ¢ mostrar a validade da equivaléncia abaixo para concluir o

pedido.

2
n n

Hi_l > H, H, & nz a? — (Z ozi)
i=1 i=1

onde o; = ki Observemos que valem as seguintes equivaléncias.
7

1 n 2 -1
n H n H
H2 > H JH “ > | H
e n@[(n—l) Zk’] _K”_?) i<jkikj] "

Joe n! 2 (&1 i > n! - 1 N
"\ (n— 1) — ki - "\ (n—2)12! — k;k;
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Deduzimos que a tltima desigualdade acima é equivalente a

(n—1) (Z ozi) > QTLZO%%'-

Denotamos T(a;) = (n — 1) (X1, i) — 2n > _icj @iy € obtemos

1=

T(w)) = n Zai> - (ZO&Z) —2n2aiaj

i<j

S 2 n 2
= n (Z ai) -2 Z oo | — (Z ai>

| \i=1 i<j i=1

= nia?— (ial)Z > 0.

em que essa ultima desigualdade é valida pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Como
as expressoes obtidas acima sao equivalentes, entao segue a validade da equivaléncia
desejada.

Também, neste caso, a igualdade vale se, e somente se, todos os «;( e entao todos
os k;) sao iguais. W
Corolario 2.5 Para 1 <1,7 <n, temos

HH; > Hi . wH; 1 ou H;H; > H; {Hj.

Prova. A ideia da demonstracao ¢ a seguinte: Se algum coeficiente H; é nulo,
entao o resultado segue. Caso contrario, usando a Proposicao anterior, temos que

H? > H; | H; ,, consequentemente

i+1

=
T

>

T

i—1

T

i—1

v

H
H

=

H;
Usando o mesmo procedimento na relagio H? | > H,; 5 H;, obtemos
i
i
H

H;
>
Ho, =~ H

e procedendo-se de maneira analoga, concluimos que

Logo,

2
1
—1 H'_2
> =
i Hi—l

HiHj 2 Hi+1Hj—1-
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Definicao 2.6 Um ponto pg € X € dito eliptico quando todas as curvaturas principais

ki(po) s@o positivas com respeito a uma escolha apropriada da orienta¢ao N de .

Apresentamos agora uma desigualdade bastante 1til, chamada desigualdade de

Garding, cuja demonstra¢ao recomendamos [14].

Proposicao 2.7 (A desigualdade de Garding) Seja X" uma hipersuperficie imersa
em uma variedade Riemanniana M. Suponha que existe um ponto eliptico em X". Se
H, € positivo sobre X", temos que o mesmo vale para Hy, k € {1,2,...,r —1}. Além
disso,

(k=1)

Hyy>H, " e H>H

T

?

para cada k € {1,2,...,1r}. Se k > 2, na desigualdade acima, a igualdade vale

somente em pontos umbilicos de Y".

Uma aplicagao do resultado anterior é a seguinte

1
H%ZH0H2:>H12H2§

Além disso,

1 1 1 1 1

H? > HyH, = H} > HiH > H{ H} =
1 1 1 4-1 1

Hi 5> Hi = H,® >H} =
3 1 34 14

Hf > Hf = H}® > H{® =

1 1

Hj > Hj

Repetindo o argumento acima, obtemos

para algum 1 < k < r.



47

2.4 As transformacoes de Newton

Nesta secao, apresentamos as transformagoes de Newton e suas principais pro-
priedades, nas quais usamos no préoximo capitulo para obtermos resultados referentes

a graficos Killing conformes.
Definicao 2.8 De acordo com a defini¢cao de r-ésima curvatura média, as transfor-

macoes de Newton
P.:X(M) — X(M),

onde 0 < r <n, sao dadas por

P = <”>HTI+( " )Hr_1A+---+(n)H1A”‘1+AT,
r r—1 1

onde I denota a identidade em X(M), ou indutivamente por
P=I ¢ P = (“) H.I+ AP,_,. (2.3)
r

No que segue, Ei, ..., E, denota um referencial local ortonormal em M.

Definigao 2.9 A divergéncia da transformacao de Newton P., 0 < r < n, € o vetor

diwP, dada por

divP, = tr(VP,) =Y (Vy,P)E:

i=1

Lema 2.1 Sejap € M. O operador P, : T,M — T,M, € linear, auto-adjunto e comuta

com o operador de forma A.

Prova. A linearidade segue diretamente da definicao. Observe agora que

Py = <; (7;) HiA”"') v,

Dai,

(Pov,w) = <



sendo A auto-adjunto, consequentemente, A"~ também o ¢, para cada i € {1,...,7},

além disso, a métrica ¢é bilinear, logo

(Pow) — ;0 (f)Hz«v,AH(w»

O que mostra que P, é auto-adjunto.

Para a comutatividade, apds algumas manipulacoes algébricas, deduzimos que

Pood — <§ j(f)HiA”) o A
1
=0

Proposicao 2.10 (i) Seja E\, ..., E, um referencial local ortonormal em M que di-
agonaliza o operador A, isto é, ewistem escalares ki,...,k, € R tais que AE; =
kiE; , ©=1,...,n entao este referencial também diagonaliza cada P,., e P.F; =

i B com
Nie= (D" > k= > (ki) (k).
iy <o <15 1 <o <, i A1

(ii) Para cada 1 <r <mn-—1,

tr(P,) = (r+1) (r Z 1) H., e tr(AoP.)=—(r+1) <T Z 1) H, 4

(iii)Para cada V€ X(M) e cada 1 <r <n-—1,

(P A) == (" )(TH 1)
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Prova. Aplicamos o método de indugao sobre r para algum ¢ € {1,...,n} fixado.

Se r = 0, entao

POEi - IEZ - Ez - Ai,OEi'

Suponha que i) da Proposigao seja véalido para algum r > 1 e nosso objetivo é

mostrar que também é valido para r + 1, o que conclui a demonstragao de 7). Seja

P.E; = \i,E;, onde

por hipdtese de inducao.

)\i,r = (_1)r Z k’il .

Como P.FE; = ((;‘)H,«I + APT_I) E;, entao

n
P E, = H, I+ AP, | E;
+1 ((7’ n 1) 414 + )

("
(
(-

T+
n
T+
+

NG
) (e
)

(=1

r+1
E kh . kir+1

11 < <lpg1
r+1
E kh e kir+1
11 < <lpg1
r+1
E kh e kir+1
11 < <lpg1

Novamente, pela hipotese de inducao, obtemos

PoE; = (=) Y ke

11 < <fpg1

de onde concluimos que,

PfraJrlEi - _(_1)r Z k’h o

i1 < <dpg1

= [0 > Ky

ki | B+

i1 < <ipg1

+ (_1)r+1 Z

: kirv

EZ—FAOPTE,L

E; + A\ E;)

Ei + Xirki B

Fia + (2107 Y kyeeki | Bit

Tpt1

1 <o <y 1,05 70



20

Portanto,

P E; = (1) S ki ki, | Ei= diea B

i1 <...<ir+1,ij75i

i1) Consideramos o mesmo referencial do item anterior. Dai,

n

tr(P) =Y (PE, E;) = Zn: NinEi, E;) Z)\” E;, E;).
=1

i=1

Usando agora a expressao de J;,, temos

S = S Y ke,
=1

i=1 i1 < <0y A
= (’]’L—’]” E kll"'k‘ir
1< <dp

= (n—7) (Z) H,

- (r+1)<rzl)HT.

Pela definicao do operador P,, temos

n
tr(Ao P,) = tr (Pr+1 — (T N 1) HT+1I)

= (-, 1)) e

- —(r+ 1)<ril)HT“'

i11) Como A é um operador linear auto-adjunto, entao existe um referencial ortonormal
local em M Ei,...,FE, que diagonaliza A em um determinado p € M, isto é, AE; =
k;E; , 1=1,...,n, onde k; sao os autovalores associados aos autovetores F;.

Entao,



o1

(VVA)(E;) = Vy(AE;) — A(VvE)

= vv(szz> — A (i(vVE% EJ>EJ>

j=1
= kVvE +V(k)E; — Z<VVE1'7 Ej)AE;
j=1
= ki Z(Vin, E)E;+V(k)E; — Z<VVE1‘7 Ej)k;E;
j=1 Jj=1
= Y (ki — k) {(VvE;, E))E; + V(k)E;.
=1,
Assim,
tr(P,oVyA) = Y (P.(VvA)E;, E,)
=1
= Z<PT (V(ki)Eﬁ— > (ki—kj)<vVEi,Ej>Ej> E>
=1 j=1,i#j
= Y (P(V(k)E) + P, ( > (ki kj)<Vinan>Ej> , Ei)
i=1 j=1,i#j
= D (P (V(k))E;, Ey) +Z< ( > (ks —kj)<vVEi,Ej>Ej> E>
i=1 J=Li#j
ou seja,

tr(P,oVyA) = Y (V(k)P.E;, E) +

=1

+ Z Z iNVvE;, E;)(P.Ej, Ey)
i=1 j=1,i#j

= > V(k) il B, E) +Z Z Vv Ei, B\ (Ej, Ei)
i=1 =1 j=1,i#j

= ) V(k)A pois (B, Ej) =6y
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Portanto,

tr(PoVyA) = > V(k)Ais
= =) V(k)\,
=1

- _ZV(—/’%) > (k) (k)

i1 <o iy 70

n

= VD (k) D> (ki) (k)

i=1 iy <o iy
= =V Z (_kh) e (_kir+1)
1 <o <l 1,05 70

Logo, a igualdade anterior nos permite concluir que

tr(P,oVyA) = -V ((r Z 1) HTH)

= (1) re
= —< K )<VHT+17V>7

r+1

onde VH, | denota o gradiente de H,,,;. W

Proposigao 2.11 Seja P, : X(M) — X(M) um campo de tensores do tipo (1,1) em M
tal que em cada p € M, P, : T,M — T,M € um operador linear e auto-adjunto. Entao
para todo campo E € X(M) o campo de tensores VP, : X(M) — X(M) do tipo (1,1)
em M, em cada p € M, define um operador linear VgP, : T,M — T,M auto-adjunto.

Prova. Pela definicao de diferencial covariante de um tensor e considerando a trans-

formacao de Newton P,, a diferencial covariante VP, é dada por
VP.(X,Y)=(VxP)(Y)=Vx(RY)—-P.(VxY) , VXY € X(M).

Observe que Vg P, é linear pela definicao de conexao. Mostremos agora que VgP,
¢ auto-adjunta
(VEP)(X),Y) = (Vu(PX)— P(ViX),Y)
= (Ve(PX),Y)—(P.(VEX),Y).



Agora usando o fato que o operador P, é auto-adjunto, temos
(VP)(X).Y) = E(PRX.Y)~(PX,VgY)~ (VgX,RY)

= E(PX,)Y)—(PX,VgY)—E(X,PY)+(X,Vg(PY))
= E(X,RPY)—(P.X,VgY)—E(X,PY)+ (X, Vg(PY))

—(PX, VYY) + (X, VE(PY))

= —(X,P.(VgY))+(X,Vg(PY))

= (X,Vp(RY) - P.(VgY))

= (X, (VgP)(Y)) , VX, Y € X(M) ,istoé,

em cada p € M, VgP, é auto-adjunto. W

23

O Lema abaixo estabelece uma relagao entre as divergéncias das transformacoes

de Newton e o tensor curvatura de M.

Lema 2.2 A divergéncia das transformacoes de Newton € dada por
(div(P ZZ (N, P_;E;)E;, 71 X),
7j=1 =1

para cada X € X(M), onde R denota o tensor curvatura de M, equivalentemente,

n

div(Py) =0 e div(P,) = A(div(P,_1)) + (Z(E(N, PTlEi)Ei)) :

i=1
Prova. Notemos que para todo X,Y € X(M), vale
(VxI)(Y)=Vx((Y)) = I(VxY)=VxY - VxY =0¢€ X(M),

onde I denota o operador identidade em X(M). Assim,
div(Py) = div(I) =Y (VI E;) = 0.
i=1

Agora se r > 1, segue da defini¢do de P, que para quaisquer X,Y € X(M), temos

(VxB)(Y) = Vi <<Z> HyI+ Ao Pr_l) y
J)+ (a0 By )
« (”) HT(Y)) Y Vy(Ao P )Y
(1)xtr) o)+ () mTxD) + Do By

(V(H,),X)(Y)+ (VxA)(P.1)Y + A(VxP._1)Y, pois



(") H.(VxI)(Y) = 0.

r

Logo,

n

div(P,) = Z(VE,-PT)(EZ')

i=1

_ i(Z)<VHraEi>+i(in P10 E;) +Z (Ve Pro1))(E)

n

_ i(r><vH E;) _|_Z (Vg A)(P,_ 1oE)—|—A<Z<VEiPT_1,Ei>

i=1
onde
(i}VEiPT_l,E») = div(P,_y).
i=1
Portanto,
divh, = ( )VH +Z (VE,A)(Poi o E;) + A(div(P—1).
i=1

Uma vez que Vg, A é auto-adjunto, temos que, para qualquer X € X(M), vale
(Vg A) (P Ey), X) = (B B, (Vi A) (X)),

pela Equacao de Codazzi
(RIX,Y)N)" = (VyA)(X,N) = (VxA) (Y, N),

conclui-se

(Ve A(P1E), X) = (P_1E;, (Vg A)(X))
= —(R(X,E,)N,P,_\E;,) + (P._1E;,(Vx A)(E)))
= (R(X,E)P,_1E;, N) + (P._1(VxA)(E,), E;).

Logo,

{div(F), X) = <
(

(n)VH +Z (Vg,A)(Po_y) + A(div(P, ))»X>

=1
n

r 5
=1

)

( )VHT,X> + Zn:((VEiA)(PT_l),X> + (A(div(P,—1)), X),



5}

da expressao acima e bilinearidade da métrica, temos

<diU(Pr)7 X> = (?Z) <VH7’7 X> + zn:<}_%(X7 Ei)Pr—lEi7 N> +

D APy o (VX A)E)), E) + (A(div(P1)), X).

i=1
onde Y " ((P—10(VxA)(E))), E;) =tr(P,_;0(VxA)). Pelo item (iii) da Proposigao
2.10, segue que

(o (Txa) ==, 1) (Ve ),

consequentemente,

tr(Po_y o (VxA)) = — (:) (VH,, X).

Donde,

(div(P,), X) = (jf) (VH,,X) +
+ i(}_z(x, E\)P,_E;,N) — (Z) (VH,,X) + (A(div(P,_1)), X).
De onde segue-se que
(div(P,), X) = zn:@(x, E)P,_1E;, N + (A(div(P,_y)), X)

=1
n

= > (R(X,E)N, P,_1E;) + (A(div(P,_,), X)

i=1
n

Z<E(N7 Pr—lEi)Ei7 X> + <A(diU(Pr—1))7 X>

=1

como X € X(M) é qualquer, entao
div(P,) = (R(N, P._1E)E;) " + A(div(P._})).

Agora, mostremos a equivaléncia. Primeiramente, observe que div(T}) = (R(N, Pr_1E;)E;) T,

pois A(div(Fy)) = 0. Segue-se
<d“)(P1>7X> - <(E<N7 Pr—lEl)El)T7X>7VX S %(M)

Suponhamos que o argumento seja valido para r — 1, e mostremos que também é valido

para r. Seja

(div(P, ZZ (N, T,_1E;)E;, A1 X),

7j=1 =1
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a hipotese de inducao. Entao,
(div(P,),X) = Y (RN, P, E)E)", X) + (A(div(P,_y)), X)

=1
n

= Y (R(N,P,1By)E;, X) + (div(P,_1), AX)

_

= Y S (ANR(N, Py, E)E;), AX) +Z (N, P._\E;))E;, X).

Como A é auto-adjunto, entdao A® também o é. Logo,

r—1 n n
(div(P), X) = Y Y (R(N,P_y_;E)E;, AX)+ Y (R(N,P,_\E;)E;, X)
j=1 i=1 i=1
= Y Y (R(N,P_js)E)E;, AX) +ZZ (N, P,_E))E;, X),
=1 j+1=2 =1 =1
isto é,
(div(P), X) = S S (AN RN, P E)E). X) +
i=1 j+1=2
+ > ) (R(N,P,E)E;, X)
=1 =1
- Z << Z AJ+1) 1 (]+1)E )EZ)> +R(Na Pr—lEi7X>
i=1 j+1=2
_ ZZ R(N,P._,E)E;, 7' X).
=1 j=1
Reciprocamente,
r—1 n
(div(P,), X) = Y Y (R(N,Pr_y_(jo1yEi)E;, A1 X),
j—1=0 i=1
com algumas propriedades,
n r—1 n
(div(P,),X) = Y (R(N,P.E)E, X) + > Y (R(N,Py_1)_jE;, A (AX))
i=1 j=1 i=1
= <Z(E(N, Pr_lEi)Ei)T,X> + <d'éU(PT_1),AX>
i=1

_ <Xn:(E(N, PTlEZ-)Ei)T,X> + (A(div(Pr-1)), X)

= <§:(§(N; Pr—lEi)Ei)T + A(div(Pr—l))7 X> :



Como X € X(M) é qualquer, segue que,

dZU(PT) = iR(N7 Pr—lEi)Ei)T + A(dZU(Pr—l))

=1

57



Capitulo 3

Graficos Killing conformes inteiros

O objetivo neste capitulo é estudar a geometria de graficos Killing conformes

imersos num ambiente Riemanniano folheado.

3.1 Campos Killing conformes

Estudamos a nocao de campos Killing conformes que é mais geral do que a
definicao de campos de K1illing. Primeiramente apresentamos a definicao de campos

de Killing via a derivada de Lie.

Definicao 3.1 Um campo de vetores de Killing sobre uma variedade Riemanniana

(M, g) € um campo de vetores V' tal que Ly g = 0.

Mostremos agora que um campo V' de vetores de Killing pode ser caracterizado

quando o fluxo local gerado por V' é uma isometria.

Proposicao 3.2 Um campo de vetores V € Killing se, e somente se, os fluxos locais

Yy gerados por 'V sao isometrias.

Prova. Se cada 9, é uma isometria, entao ¢;(g) = g. Assim pela Proposigao 1.10 (ver
capitulo 1), Lxg = 0. Reciprocamente, se Ly g = 0, seja {¢;} o fluxo local de V. Se
v € um vetor tangente em um ponto no dominio do fluxo, entdo w = di)s(v) para s

suficientemente pequeno. Pela Proposigao 1.10 (ver Capitulo 1), temos

t—0

i (1) (o, i) gl ) = 0
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Assim,

Yy = Pspq, €

lim 2 {g(ds2 (1), i 1(0)) — g(disy(v), dups (0))} = 0.

t—0 t

O que mostra que a fungao a valores reais s — g(ds(v), di)s(v)) tem derivada identi-

camente nula, entao a mesma é constante, assim

g(dips(v), dips(v)) = g(v,v) paratodos v e s.

Defini¢ao 3.3 Um campo V € X(M) € dito um campo Killing conforme cuja distri-
buigcao ortogonal D € integrdvel se existe v € F(M) tal que Ly g = 21pg, onde g denota

a métrica Riemanniana de M.

Observacao 3.1 A funcdo Y na defini¢ao acima € chamada o fator conforme de V.

O proximo lema caracteriza os campos Killing conformes.

Lema 3.1 Um campo V € X(M) cuja distribuicao ortogonal D € integrdvel é Killing

conforme se, e somente se, eziste 1 € F(M) tal que

(VxV,Y) + (X, VyV) = 20(X,Y), VX, Y € X(M).

Prova. De fato, sendo £y um tensor derivacao, podemos usar o Teorema 1.7. Dados

X,Y € X(M), obtemos

Ly(X,)Y) = VIX,Y)—(LyX,Y) — (X, LyY)
= (VyX,Y) + (X, WvY) = ([V,X].Y) — (X, [V, Y])
= (VyX,Y)+ (X, VyY) = (VX — ViV, Y) — (X, VY — Vy V)
= (VyX,Y) + (X, VyY) — (Vi X, V) + (VxV, V) — (X, Vi Y) + (X, Vy V).

Logo,
Ly(X,)Y) = (VxV.Y)+ (X, VyV),

para quaisquer X,Y € X(M).
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Como o campo V' ¢é Killing conforme entao Ly (X,Y) = 2¢(X,Y) para alguma
) € F(M).

Portanto, (VxV,Y)+ (X, VyV) =2¢(X,Y),VX,Y € X(M).

A reciproca é imediata. W

Observacao 3.2 A dltima equacao obtida acima é chamada equacao de Killing con-
forme e quando o fator conforme ) =0, V' € chamado um campo de Killing. De agora

em diante, ficard subentendido que a distribui¢ao ortogonal D do campo V' € integrdvel.

Defini¢ao 3.4 i) Um campo Killing conforme V- € X(M) € fechado quando existe uma
fungao ¥ € F(M) tal que VxV =X, VX € X(M).
ii) No contexto do item i), dizemos que V' é homotético quando o fator conforme

Y € constante.

Observacao 3.3 SeV € X(M) é um campo Killing conforme fechado entio V{V, V') =
2V

De fato, por definicao de campo gradiente e usando o fato que V' é um campo

Killing conforme fechado, temos
(VIV,V), X) = X(V,V) =2(VxV,V) =2 X, V) = 20V, X), paratodo X € X(M).
Logo,

V(V, V) = 20V
Lema 3.2 Se V € X(M) € um campo Killing conforme fechado entao
(Hessy(V,V)) (X, Y) = 2X (¢ )(V.Y) + 2¢*(X, Y),

VXY € X(M).
Prova. Dados X,Y € X(M), obtemos

(Hessy (V,V)(X,Y) = (VxV(V,V),Y) (por definicio)
= (Vx2yV,Y) (observacio 1)

— VXUV Y) +2X()V,Y)

= 2W(VxV,Y) + 2X ()(V,Y)

= (X, Y) 42X () (V,Y) (pois V ¢ fechado)

= 20*(X,Y) +2X () {(V,Y).



61

Mostremos agora que Hessy; é um tensor simétrico. Com efeito, dados X,Y &

X(M) e feF(M), obtemos

Hessy f(X,Y) — Hessy f(Y, X) = (VxV[Y)—(VyVf, X)
= X(VLY)—(V[.VxY) = Y(Vf X) + (V[ VyX),

Em resumo,
Hessy f(X,Y) = Hessu f(V, X) = X(V£.V) = Y(Vf,X) + ([V. X], V),

ou equivalentemente,
Hessy f(X,Y) — Hessy f(Y, X) =X [) = Y(X)+ [V, X]f= (XY -YX)f +[Y, X]f.
Portanto,

Hessyf(X,Y)— Hessy f(Y, X) =[X,Y]f - [X,Y]f=0=

Hessy f(X,Y) = Hessp f(Y, X).

Concluimos que Hess)y; é um tensor simétrico.

Lema 3.3 Se XY € X(M), entao X ()(V,Y) =Y (¥)(V,X).
Prova. Com efeito, como Hessy, é simétrico, entao

(Hessy (V,VY(X,Y)) = (Hessy(V,V)(Y, X)) =
2X()V,Y) +20%(X,)Y) = 2V (¥ )V, X) + 20*(V, X) =
X(¢)<Vv Y> = Y(¢)<V> X>

Agora considere Y = V e observe que V¢ = T‘fﬁ)v = v(¢)v, onde v = —%

e portanto, 1) é constante sobre as folhas de V. De fato, por um lado, temos que

(Vip, X) = X (). Por outro lado, apos algumas manipulagoes, concluimos que

V()
VP

Vy

V, ou equivalentemente,
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Vi =v(y)v.

Observemos que da equacao Killing conforme o fator ¢ de um campo de vetores

Killing conforme V' pode ser caracterizado por
1.
Y = —divV,
n

onde div denota o divergente em M. De fato, pela equagao Killing conforme, temos

que
<VXV2 Y) + <VYVY7 X> = QWX, Y>7 (31)

VX,Y € X(M). No que segue, {E},. .., E,} denota o referencial ortonormal local de
M. Assim, pela definicao de divergente, ver secao 1.5 do Capitulo 1 deste trabalho e
usando (3.1), obtemos
divV" = Z(VEZ-M IDNES Zl/}(Ei, E;) = mip.
i=1 i=1

Logo,
1.
Y= Ede. (3.2)

De agora em diante, denotemos por ® : R x M — M o fluxo gerado por V, onde M
¢ uma folha integral arbitraria de D avaliada em ¢ = 0 e suponha que M é conexa e
completa. Assim, sendo &, = ®(¢,.) uma aplicagdo conforme para cada ¢t € R fixado,
existe uma funcao positiva A € F(R x M) tal que A\(0,u) = 1 e ®rg(u) = N2(¢,u)g(u),
para cada u € M.

Consideremos o caso em que a funcao A depende somente da varidvel ¢, isto é,
A € §(R). Geometricamente, tal como ja foi observado em [12], as hipoteses permitem
relacionar as métricas induzidas em folhas distintas da folheagao ortogonal a V' e que
¢ detonada por V.

Seja M; = ®,(M) uma folha de V+ munida com a métrica induzida. Sabemos
que V(V,V) = 2¢V entdo |V|?> é constante nas folhas de V*, onde V é a conexdo
Riemanniana de M.

Apos alguns célculos, verifiquemos que o operador forma A; de uma folha M; €

VL com respeito a v é dado por

At(X) = _VXV = _Xa
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para cada X € X(M,) e portanto, as folhas M, sdao totalmente umbilicas com curvatura

média constante H = H(t) com respeito a v dado por

Y

M=
V]

De fato,

— R 1 —
A(X)=—-Vxv= —VX% = WVXV pois |V|? é constante nas folhas V+.

Como V é Killing conforme fechado entao existe ¢ € F(M) tal que

1
=YX = Y

3.2 Graficos Killing conformes

De acordo com [12], dado um dominio 2 em M = M, o grafico Killing conforme

¥(2) de uma funcgdo suave z sobre Q é a hipersuperficie dada por
B(2) = {®(2(u),u);u € Q.

Quando 2 = M, ¥(z) é dito ser inteiro.
Se atribuirmos coordenadas zo = t,x1,...,x, aos pontos em M da forma u =
®(t,u), onde xy,...,x, sdo coordenadas locais em M, entao os campos vetoriais cor-

respondentes sao

Dlz=V(t) e Oia=Pudil, para 1<i<n.

Donde, o grafico Killing conforme ¥(z) é parametrizado em termos de coordena-
das locais por z(z1,...,%,), 21, ..., T, € 0 espaco tangente para %(z) é o espago gerado

pelos vetores

0z
8@-

ol @ (2(u),u) + Ol d(2(u),0)-

A partir da rela¢ao acima vemos que a métrica induzida sobre 3(z) é dado por

() (%sz 4 daz) ,
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onde v = W e do? denota a métrica da folha M.

De fato, se denotarmos por (, ), a métrica induzida em M, temos da rela¢ao

0z
3x,~

a(]|‘1>(z(u),u) + azl@(z(u),u) que,

dados z,y € T,(X(z)), obtemos a seguinte expressao

n

u 0z 0z
(T, Y)5) = <Z i (%ad@(z(u)m) + ai|<l>(z(u),u)) ,ng (8_%80|<I>(2(u)7u) - alc|<1>(z(u),u)>>
i=1 ¢ k=1

Apobs algumas manipulagoes algébricas, deduzimos que

1 0z 0z
(T, ) = N(z(w)= Z 9igr <8_x1’8_xk>+

v 1<i,k<n

+ Nzw) Y 6igk (Oiloa Oklowa )y

1<i,k<n

= X(x(u)) <1dz2 " da2> ,

v

3(z)

pois,

(Oolaz(w)u)s Oilowywy) = 0,
<80|<I>(z(u),u)780|<I>(z(u),u)> = )\2(2(16))(‘/(0),‘/(0» e

(0o ((uy0)s Onlozuy) = A2 (2(w) (Ol oz () )> Orl @z ) 0

Além disso, denotemos por Dz o gradiente da fungao z com respeito a métrica

do?. Mostremos que

1
N: (qu*DZU — 80<I>zuU 33
A(z(u)) 7+|Dz(u)|2( (w=Dz(1) = 100]8(z(0).)) (3.3)

¢ uma orientagao sobre 3(z) tal que (N, V) < 0.
De fato, considerando a aplicagao F : R x M — R dada por F(t,u) = z(u) — t,
temos que a aplicacdo G : M — R tal que G = F o ®~! satisfaz G = 0 em X(2).
Dessa forma, se a ¢ uma curva em %(z) com a(0) = p e o/(0) = w € T,(X(%)),

obtemos
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Dai, temos w(G) = (VG,w), segue que VG L w, para todo w € T,X(z). Por resul-
tados de Variedades Diferenciéveis, vale VG = @, (.. Dz(u) — 790 |#(2(u).u), €ntao basta
justificar que |[N| = 1.
De fato, como ® é uma aplicagao conforme e M é uma folha da folheagao D|;—o,
entao segue que
(@ D2(u), oy D2(u)) = N|Dz(u)f?,
<(I)Z(u)*DZ(U), ’yaOICI)(z(u),u» =0 e
Y {00) @ (2(u)u)s Oolo((uym)) = YA (2(1)).
Portanto, |[N| =1, isto é, N é um vetor normal a ¥(z) tal que
(N, V) <0. (3.4)
Neste trabalho vamos supor que a orientagao em ¥(z) é dada por (3.1).

3.3 Umbilicidade de graficos Killing conformes intei-

ros

Sob uma restrigao adequada na norma do gradiente da fungao z que determina o
grafico ¥(z), apresentamos condigoes suficientes para assegurar que X(z) ¢ uma hiper-
superficie totalmente umbilica e, em particular, uma folha integral da folheacdo V.

Iniciamos essa se¢ao com o seguinte resultado.

Teorema 3.5 Sejam M uma variedade de Einstein munida de wm campo de vetores
V' Killing conforme fechado completo e 3(z) um grifico Killing conforme inteiro em
M, que estd entre duas folhas da folheagdo V. Suponha que H é constante e que Hy
¢ limitada por baizo sobre ¥(z). Se |Dz| € LY(M), entao X(z) € uma hipersuperficie
totalmente umbilica.

Prova. Afirmamos que 3(z) é uma hipersuperficie completa. De fato, como ¥(z) esta

entre duas folhas da folheacdo V+ e v é uma constante positiva, a partir da métrica

induzida sobre ¥(z), existe uma constante positiva Cy tal que
2 * |2
|X|Z(z) > OO|X |M7

para cada X € X(X(z)), onde X* = X — (X, v)v denota a proje¢ao de X sobre a folha

M e |.|pr denota a norma com respeito a métrica do?. Com efeito, sendo

X = X"+ (X, v,
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temos,
(X[ = (X, X) s = (X7 + (X, vy, X+ (X, v)v)sge)
isto é,
]X@(Z) = | X2+ 2(X* (X, v)v) + (X, V)2
Note que 2({X* (X, v)v) =0 e (X,v)? > 0. Dai,
(X135 = (X7 = N (2(w)| X3y,
ou seja,
[ X 50 = A2 (2(w)| X3,
Como X(z) esta entre duas folhas da folheagao entdo existem ¢;,t, € R tais que
| X5 = N0 X 3y,

para todo t € [ty,ts].
Sendo A > 0 uma fungao continua e [tq,%s] compacto, entdao pelo Teorema de
Weierstrass, existe to € [t1,t2] tal que 0 < M*(ty) < N(¢), para todo t € [t1,ts].

Portanto,
(X [50) = X)) XF[5, VX € X(3(2)).
Para concluir o pedido, considere Cy = A\?(ty) > 0. Isso implica que

L(a) > \/CoL(a™),

onde L(cr) denota o comprimento da curva s,y com respeito a métrica induzida so-
bre ¥(z) e Ly(a*) denota o comprimento da projegao a* de « sobre a folha M com
respeito a métrica do?. Consequentemente, como a métrica do? é completa, pois M
é completa, usando o Teorema de Hopf-Rinow, temos que M é geodesicamente com-
pleta. Da ultima desigualdade acima, concluimos que 3(z) é geodesicamente completa,
usando novamente o Teorema de Hopf-Rinow, temos que 3(z) com a métrica induzida

¢ também completa e assim fica mostrado nossa afirmacao.
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Agora a partir da férmula obtida para o vetor normal N e usando o fato que (z)
estd entre duas folhas da folheaciio V', temos que existe uma constante positiva C;

tal que
IN*|m < C1|Dz|ar,

onde N* = N — (N, v)v denota a proje¢ao de N sobre a folha M.

De fato, sendo N* = N — (N, v)v, temos
‘N*’?\/[ = <N_<N7V>V7N_<N7V>V>M
= |N|2—2<N7V><N,I/>+<N,V>2
= [N]* = (N,v)* <|N[3,

e o resultado segue usando a expressao que define o vetor normal N de 3(z).

Agora, considere a projecdo V' de V sobre ¥(z), que é dado por
VT =V —(V,N)N.

Mostremos que (V')* = —(N,V)N*.
De fato, pela relagao acima, resulta
VhH = v (v vy
= V—(V,N)N—(V —(V,N)N,v)v
= V—(V,N)N —(V,v)v+ (V,N)(N,v)v
= V—(V,N)(N — (N,v)v)y — (V,v)v

ou seja,

(V) = V—(V.N)N" = (V,v)v

-V\ =V
- V- <v,—>——<v,N>N*
Vi/ V]

1 —V
= V+—V2(—>— V,N)N*.
IV\‘ | v (V.N)

Apos algumas manipulagoes algébricas, deduzimos que
(V) = —(V,N)N*
= —(N,V)N~.
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Portanto,
(V1) = —(N,V)N*.
Mostremos agora que |(V1)*|y < 55|V|[N*|a. De fato, observe que

(V) = [ = (N V)N*|u
= (N, V)N"[u

= [N VHINar < [N s [V ar [N

Como M|V 3, = |V|? e A2|N|3, = [N|? = 1, segue-se que

EM

V)l < 35

% 1 *
Nl = 5 VI e

conclui-se  [(V1)*| |V||N*|M

Assim, tendo em conta mais uma vez que 3(z) esté entre duas folhas da folheagao

V=, a partir das relagoes [N*|y < C1|Dz|ar e [(VT)*|ar < 55| V]|N*|ar vemos que existe

uma constante positiva Cy tal que
(V') |ar < Co| Dz

Assim, a partir da métrica induzida sobre ¥(z) e da relagdo acima, concluimos
que as hipoéteses que |Dz| € LY (M) garante que |V'| € LY(2(2)).

Defina sobre 3(z) um campo de vetores tangente
X=-PV'+(n-1)HV".
Sendo H constante e Hy limitado por baixo, a partir da relagao
|A]? = n?H? —n(n —1)H,

obtemos que |A| é limitada. Para ver isso, observe que C' < Hy para alguma constante
CeHy, < H 2 implica que H, ¢é limitada. Novamente, pela relacao que envolve
|Al, concluimos que |A| é limitada. Portanto, a partir das relagdes que definem as

transformagoes de Newton, vemos que |P;| é também limitada. Consequentemente,

X< (1P| + (n = D) H)V]
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e segue que | X| € L1(X(2)), pois |V'| € L(X(z)). Por outro lado, inspirado no

artigo [2], afirmamos que

divV'" =n(y + (V, N)H) (3.5)

divP V" = (divP, V) +n(n — 1)(WH + (V, N)H,). (3.6)
Com efeito,

div(P,V") =3 (Vp, PV E) = (divP,, V) + Y (V5 V' PE).

i=1 i=1
Escolhendo um referencial local ortonormal sobre M que diagonaliza o operador A pois

A é auto-adjunto, obtemos

(Ve,VT,P.E)= (Ve V \i,E) =N, (VEV', E),
ou seja,
(Ve VT, BE) = (\;VE V', E)=(Va,5V  E)=(VpsV' E).

Usando a equacao de Killing conforme e a relacio V+ =V — (V, N)N, vale a seguinte

relacao
SUTXVT )+ (X, VeV T) = 9(X,Y) + (V, N)(AX,Y),
e dai,
(Ve V', P.E) = ¢(E;, P.E;) — (V,N)(E;, AP.E;).
Pelas relacoes obtidas na segao 2.4 do Capitulo 2,
tr(P,) =b.H, e tr(AoP,) = —b.H, 1,
deduzimos que

div(P,V") = (divP,, V") +tr(P,) — (V,N)tr(Ao P,) (3.7)
= (divP., V") + b.(YH, + (V,N)H, 1) (3.8)
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onde

brz(r+1)<rzl).

Fazendo b = 0 e depois b = 1, fica mostrado a nossa afirmacao.

Sendo M"" uma variedade de Einstein, a partir da relacao

(divP,, X) = ZZ (N, P._,E)E;, A1 X) VX € X(%),

7j=1 =1

conclui-se

(divP,VT) =Y (R(N,E)E, V") = —Ric(N,VT) = =\(N,VT) =0,

i=1
onde Ric denota o tensor de Ricci de M. Consequentemente, a partir das relacdes que

envolvem divP, V" e divV " mostradas acima, vale a seguinte implicacio
X=-PV'+(n-1)HV" = divX = —divP,V"' + (n — 1)HdivV",
pois H é constante. Dali,

divX = (divP, V") +n(n —1)(H + (V,NYH)) +n(n — 1)H () + (V, N)H)

—(
—(divP, V") —n(n—1)(WH + (V,N)Hy) + H(n — 1)n(¢ + (V,N)H)
= —(divP, V") —n(n— 1)YH —n(n —1)(V,NYHy + H(n — 1)ny +

+ H(n—1)n(V,NYH

= n(n—1)(H* — Hy)(V,N),

isto é, divX = n(n — 1)(H* — Hy)(V,N). Observe que n(n —1) > 0, (V,N) < 0
e H> — Hy > 0 implica que divX < 0. Como X(z) é uma variedade Riemanniana
completa orientada tal que divX < 0 e |X| € £1(3(2)), entdao pelo Lema 1.10, segue
que divX = 0 e consequentemente H? = H,. Portanto, ¥(z) é uma hipersuperficie

totalmente umbilica. W

O Teorema abaixo garante sob certas condigoes que, se a curvatura média posi-
tiva de um grafico Killing conforme inteiro nao ultrapassa pontualmente a curvatura
média de uma folha M, para t € [a,b], em que [a,b] ¢ um intervalo conveniente, entao

¥(z) é uma folha da folheagao V.
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Teorema 3.6 Sejam M uma variedade Riemanniana munida de um campo de vetores
V' Killing conforme fechado completo e ¥(z) um grdafico Killing conforme inteiro em
M, que estd entre duas folhas da folheacio V. Suponha que a curvatura média H de
Y (z) satisfaz

0< H<H

Se |Dz| € LY(M), entdo X(z) € uma folha da folheagio V=.

Prova. A partir de (3.3) juntamente com a relagdo H = 7 resulta

divV'' = n(y+(V,N)H)
= n(H|V| - |V||N|H cos8)
= n(H|V|—|V|H cosb)
= n|V|(H — H cos?).

Por hipotese, 0 < H < H e por conseguinte,
divV'" =n|V|(H — Hcos0) > n|V|(H — Hcos0) = n|V|H(1 — cos ) > 0.
onde # ¢ o angulo entre v e N. Portanto,
divV'" > nH|V|(1 — cosf) > 0.

Por outro lado, como na demonstracao do Teorema anterior, temos que X(z) é com-
pleto e |VT] € £}(X(z)). Portanto, aplicando o Lema do Caminha, garantimos que
divV'T = 0. Assim, cos = 1, isto é, N = v, pois H > 0. Concluimos dai que ¥(z) é
uma folha da folheacao V. W

Na defini¢ao abaixo, denotamos a curvatura média de X por H.

Definicao 3.7 Dizemos que uma hipersuperficie 3 € minimal quando H = 0.

Sob as condigoes do Teorema acima, se a curvatura média H da hipersuperficie
¥(z) é uma constante nao negativa, entao ha duas possibilidades: Se H # 0 em algum
ponto de ¥(z), entao evidentemente H > 0 e assim o resultado segue diretamente do
teorema anterior. Caso contrario, (z) é uma hipersuperficie minimal, conforme com-

prova o seguinte.
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Corolario 3.8 Sejam M wma variedade Riemanniana munida de um campo de vetores
V' Killing conforme fechado completo e ¥(z) um grifico Killing conforme inteiro em
M, que estd entre duas folhas da folheacdo de V*. Suponha que a curvatura média H

de ¥(z) € constante, satisfazendo
0<HLSH.
Se |Dz| € LY(M), entdo () é uma hipersuperficie minimal ou uma folha da folheagao
VE
Prova. Usando um raciocinio inteiramente analogo ao anterior, resulta que

nH|V|(1 — cosf) = 0.

Como H ¢ constante, entao pela relagao acima, segue que H|x.) = 0 ou (cosf)|s.) = 1,

mostrando que Y(z) é minimal ou uma folha da folheagao V. W

No teorema abaixo estabelecemos algumas condigdes sobre o gréfico ¥(z) que

mostra um resultado envolvendo a curvatura de Ricci de tal grafico.

Teorema 3.9 Sejam M wma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci ndo-
negativa munida de um campo de vetores V Killing conforme homotético completo e
Y(2) um grdfico Killing conforme inteiro em M, que estd entre duas folhas da folheagdo

VL. Suponha que a curvatura média H de ¥(2) € limitada, satisfazendo
0< Hcosh <H,

onde 0 o dngulo entre N e v, e que Hy > C' para alguma constante C'. Se |Dz| € L' (M),

entdo ¥(z) € uma hipersuperficie totalmente umbilica e Ric(N, N) = 0.
Prova. Definimos sobre 3(z) a fungao suave dada por
fV - <V7 N>

Observe que fir < 0, pois a orientagao N construida anteriormente satisfaz essa propri-
edade. Encontremos agora o campo gradiente da fungao fy. Para todo Y € X(X(z)),

temos
(Viv,Y) = Y(fv)
= Y(V,N)
= (VyV,N)+(V,VyN)



73

Observe que VyV = 9Y pois V fechado, A(Y) = —(VyN)T é a formula de Weingarten
e VT =V — (V,N)N.

Apos algumas manipulagoes algébricas, deduzimos que

<VfV>Y> = w<YvN> - <VT7A(Y)>
= (-A(VT),Y).

Portanto,
Vi =—-AVT").
Por outro lado, a partir da Proposicao 6, de [3|(ver também Proposi¢ao 2.1 de [5]),
Afy = —n(VH, V) — (Ric(N,N) + |A) fy — nHo — nN(1).

Como V' é homotético, entao 1 é constante, consequentemente, N(¢)) = 0. Logo

Afy = —n(VH,V) — (Ric(N,N) + |A) fy — nHp.
Agora, considere o campo de vetores tangente sobre ¥(z) dado por

X =Vfy+nHV".

Sendo H limitada e C' < Hy para alguma constante C', como anteriormente, a norma
da forma fundamental |A| ¢ limitada. Entao, a partir da relacio Vfy = —A(VT),

obtemos
| X| < (JA]+nH)|VT],

e, assim, uma demonstragao similar ao Teorema anterior, concluimos que | X| € £}(2(2)).

Além disso, a partir de (8.4) de [2] juntamente com as relagoes
Al =n’H?> —n(n—1)Hy e Afy=-n(VH,V)— (Ric(N,N) + |A]*) fy — nH,
resulta que

X = Vfy+nHV" = divX = div(Vfy) + div(nHV") e consequentemente,
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divX = Afy +n(VH,V)+nHdivV"
= —n(VH,V) = (Ric(N,N) + |AP?) fy — nH¢ +n(VH,V) + nH(ny + n(V, N)H)
= —n(VH,V) = Ric(N,N)fy — |APfv —nH¢ +n(VH, V) +n’Hy +n’H* fy

= —Ric(N,N)fy — (n*H? —n(n — 1)Hy) fy — nHy +n*Hy +n*H? fy,
apos algumas manipulagoes, concluimos que

divX = —Ric(N,N)fy —n*H*fy +n(n — 1) Hyfy — nHy +n*Hi +n*H? fy
= —(Ric(N,N) —n(n —1)Hy) fy +n(n — 1)Hy.

Como H = %, entao a relacao acima se reduz a

divX = —(Ric(N, N) —n(n — 1)Hy) fy +n(n — 1)HH|V|.
Por hipodtese, 0 < H cosf < H e tendo em conta que fiy = —|V| cos ), resulta que
divX > —(Ric(N,N) +n(n—1)(H? — Hs) fy.

Note que fiy < 0, Ric > 0 por hipétese e H>— H, > 0, com a igualdade valendo somente
em pontos umbilicos de ¥(z)(confira Proposigao 2.1), logo (divX)|x(.) > 0. Entao, pelo
Lema do 1.10 segue que (divX)|s.) = 0, isto é, (Ric(N, N)+n(n—1)(H>*—H>))|s) =0
pois fy < 0.

Portanto, Ric(N,N) =0 e (H? — Hs)|s() = 0, ou seja, Ric(N,N) =0 e X(z) é

uma hipersuperficie totalmente umbilica. W

3.4 Extensoes para o caso das r-ésimas curvaturas
médias

Nessa secao, apresentamos as extensoes para o caso das r-ésimas curvaturas mé-

dias dos resultados da se¢ao anterior desenvolvidas em [15].

Teorema 3.10 Sejam M. uma variedade Riemanniana com curvatura seccional cons-
tante ¢, munida de um campo de vetores V Killing conforme fechado completo e ¥(z)
um grdfico Killing conforme inteiro em M., que estd entre duas folhas da folheacdo
de V+. Suponha que X(2) tem sequnda forma fundamental A limitada e que, para
algum 1 < r < n, H,_y e H, sio constantes. Se |Dz| € LY(M), entio 3(z) é uma

hipersuperficie totalmente umbilica.
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Prova. Primeiramente notemos que, como M, tem curvatura seccional constante c, a

partir da relacao

(divP,, X) => Y (R(N, P,_;E;)E;, V7' X),VX € X(3(2)),
j=1 i=1
temos
(divP, V) =Y Y (N, ENPo_j B, ATV — (P By E)N, AV
j=1 =1

Como (N, E;) =0e (N,A77'VT) =0, para todoi € {1,...,n} e j € {1,...,r}, entao
(divP,, V) = 0.
Consequentemente, a partir de (3.5), conclui-se
divP, V" = b.(YH, + (V,N)YH, 1), (3.9)

onde b, = (n—1)(") = (r+1) (rf_l). Agora, consideremos o seguinte campo de vetores

tangente sobre Y(z) dado por
X =0bHP_ V' —b_H, 1PV,
Logo,
| X| < (0o Hpl| P | + b s [He o [| PV

Supondo que |A| é limitada e que H,_; e H, sdo constantes, similar ao teorema 3.5
podemos ver que |X| € L'(X(z)). Além disso, a partir de (3.5), Proposigdo 2.4 e

assumindo o fato que H,_, e H, sao constantes, temos
divX = b.H.div(P._ V") —b._ H, 1div(P,V")
— b, H, (b ($H, 1 + (V, NYH,)] = by Hyy (0, ($H, + (V, N)Hy 1)
= b Hy (b1 Hyoy + 0,1V, NYH,) — by Hy oy (90, Hy + bV, N) Hyp)
= by by Hy s Hy + 0pby yHAV,N) = by 1b.H, 1 Hptp = b 1b.H,_ H,o 1 (V, N)
= b1 (V. N)(H} — Hy 1 H, ).

Observe que b,_1; > 0,b, >0, (V,N) <0e H>— H,_1H,,; > 0. Logo,

(divX)|si:) <0
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Aplicando o Lema 1.10, segue que (divX)|s,) = 0, isto &, [bb,_1(V,N)(H? —
H,_1H,1)]|s) = 0. Portanto, (H? — H,_1H,11)|s:) = 0 pois b, > 0, b,_; > 0 e

(V,N) < 0. Assim, 3(z) é uma hipersuperficie totalmente umbilica. W

Apresentamos agora um resultado muito importante que estabelece a existéncia

de pontos elipticos assumindo algumas hipoteses.

Lema 3.4 Sejam M uma variedade Riemanniana munida com um campo de vetores
V conforme fechado completo, e ¥ wma hipersuperficie completa em M. Suponha que
divV (p) # 0 para algum p € X(z), onde a restricio |V||s.) de |V| para X atinge um

mdzimo local. Entao existe um ponto eliptico em X.

Prova. Assuma que existe um ponto pya.x € > onde a fungdo positiva |V, ou
equivalentemente, a fun¢ao u = (V, V)|, atinge um maximo local, com divy;V (pmax) 7

0 (ou equivalentemente, ¥)(Pmax) # 0). Assim.
vu(pmax) = O € V2upmax(v7 U) S 07

para todo v € T, M. Usando que VxV = X para todo campo de vetores X,

Pmax

mostra-se que o gradiente de u é dado por
Vu =2V,
Além disso, para todo campo X € X(M), temos que

Vau(X,X) = (Vx(Vu),X)
= 2X()X, V) +20(VxV T X)
= 2X ()X, V) + 2¢%|X]* — 20(V, N)(AX, X),

pois (Vy,, X) = (X, X) — (V, N){AX, X). Portanto, no ponto ppay, temos

VT(pmax) =0 ) <‘/7 N> (pmax) = - u(pmax) €

1
§V2upmax (U7 U) = wQ(pmax”le + w(pmax) u(pmax)<APmaxU7 U> S 07 (310)

para todo v € T, . M. Assumamos que divgV (Pmax) (Ou equivalentemente, que

Pmax

Y (pmax)) ¢ negativa ( a demonstracao para o caso onde divy;V (Pmax) € positiva é
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analoga). Escolhendo agora uma base de diregbes principais {ej,...,e,} em ppax,

concluimos de (1.3) que

_@Z)(pmax)

ki (pmax) 2
U(Prmax)

>0,1=1,...,n.

Como aplicacao do Lema 3.4 temos o seguinte.

Teorema 3.11 Sejam M, uma variedade Riemanniana com curvatura seccional cons-
tante ¢, munida de um campo de vetores V Killing conforme fechado completo e ¥(2)
um grifico Killing conforme inteiro em M., que estd entre duas folhas da folheacdo V.
Suponha que a curvatura média H € limitada, H, € constante, para algum 2 < r < n,
e que divV (p) # 0 para algum ponto de 3(z) onde |V|s) atinge um mdzimo local. Se

|Dz| € LY(M), entao X(z) é uma hipersuperficie totalmente umbilica.
Prova. Consideramos o campo de vetores sobre 3(z) definido por
X =0HV' —nPV"
Como M tem curvatura seccional constante, entao vale a relagao abaixo
div(P, V") = b.(YH, +(V,N)YH,,1),
e usando o fato que H, é constante, concluimos que,

divX = b.H.div(V") —ndiv(P,V")
= nYb.H, +nb.H.(N,V) —nb,(VH, + (N,VYH, 1)
= nb(V,N)(HH, — H,;,).

Afirmamos que HH, — H,,1 > 0 com a igualdade somente em pontos umbilicos.

De fato, desde que divV (p) # 0 para algum p € 3(z), onde a restricao de V|52
atinge um méximo local, o Lema 3.4 garante que existe um ponto eliptico em X(z).
Sendo H, constante, temos que H, > 0. Entao pelo Corolario 2.7 deduzimos que
Hy >0, para k€ {1,....71 — 1}, e

(r=1

1
Hr—l Z Hr " 7H Z H(T_l)

r—1 >
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com a igualdade somente em pontos umbilicos. Além disso, a Proposicao 2.4 assegura

que
H?> H, 1H,,, > 0.
Assim,
H.1 < il .
r—1

Entao, a partir dessas desigualdades, podemos concluir que

H? H
HH, — H,., > HH, — —" = " (HH, ,—H,)>
= Hr—l Hr—l( ! )

ou seja,
HH, — H,(y > H,(H — H7") >0,

com a igualdade valendo somente em pontos umbilicos.
Por outro lado, sendo H limitado e Hy > 0, pelos passos da demonstracao do

Teorema 3.5 concluimos que |A| é limitada. Ademais,
| X| < (b:H, + n|P,,|)|VT|,

e que |X| € £1(2(2)). Entdo, a partir de (5.3) e (5.4) temos que (divX)|s(,) nao
muda de sinal, e pelo Lema 1.10, garantimos que (divX)|s.) = 0, equivalentemente,
(b (V,N)(HH, — H,11)||s(-) = 0. Portanto, (HH, — H,_1)|s) = 0 poisn > 0, b, > 0

e (V, N) < 0. Dai, concluimos que 3(z) é¢ uma hipersuperficie totalmente umbilica. W

Teorema 3.12 Sejam M. uma variedade Riemanniana com curvatura seccional cons-
tante ¢, munida de um campo de vetores V Killing conforme fechado completo e ¥(z)
um grdfico Killing conforme inteiro em M., que estd entre duas folhas da folheacdo

VL. Suponha que H € limitada, e para 0 <r <s<mnoul<r<s<n
H,=aH 4+ +as_1H,_1, (3.11)

para alguns nimeros nao negativos ar,...,as—1 e que divV nao se anula em algum
ponto de 3(z), onde |V|s(,) atinge um mdximo local. Se |Dz| € LY(M), entio X(z) €

uma hipersuperficie totalmente umbilica.
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Prova. Analisamos dois casos.
Caso 1: Primeiramente, supomos que 0 < r < s < n. Usando as relagdes (3.3)

e (3.9), obtemos

div(PV'") = by(YHs+ (V,N)Hg1)
= bs,lvDHs + bs <‘/a N>Hs+1
s—1
= byt (Z ajHj> + by (V, NYH .
j=r
Observe que é crucial supor s < n, pois caso contrario, usando essa técnica de demons-
tragao, Hs11 nao estaria definido para s = n nas relacoes acima. Usando a relacao
(3.6) e apos algumas manipulagoes algébricas, concluimos que

b

J

s—1
1
divP, V" =b,» a; (—dejvT —(V, N>Hj+1> + by (V,N)H,,.
j=r
Logo,
s—1 a s—1
divP VT =b,) b—?dz‘vpjvT + by(V, N) <H5+1 - ajHjH) : (3.12)
j=r j=r

Por outro lado, desde que divV nao se anula em algum ponto de 3(z) onde |V|x)
atinge um méximo local, o Lema 3.4 garante que existe um ponto eliptico em X(z).
Consequentemente, se 0 < r < s < n, como na demonstragao do Teorema 6.1 de [1],

temos
s—1
Hep <) ajHj, (3.13)
j=r

com a igualdade ocorrendo somente em pontos umbilicos. Assuma sem perda de gene-
ralidade que divV < 0. Entdo novamente pelo Lema 3.4, existe um ponto py € %(z)
onde todas as curvaturas principais sao positivas. Denote por X a componente conexa
de G ={p € X(z) : Hy(p) > 0} contendo um ponto eliptico py.

Observe que Y5 ¢ um conjunto aberto ndo vazio de X(z) pois pg € X, sendo G
aberto e ¥(z) uma variedade Riemanniana, entao por resultados de Variedades Diferen-
ciaveis, segue que, em particular, a componente conexa Y, de G é aberto. Mostremos
agora que Y, ¢ um conjunto fechado.

De fato, desde que Hg(py) > 0, existe um coeficiente positivo @;, para algum

l € {r,...,s—1} pois caso contrario, teriamos a; < 0, para todo j € {r,...,s—1} e por
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hipotese, a; > 0, para todo j € {r,...,s—1}. Logo a; = 0 paratodo j € {r,...,s—1}
implicaria que Hg(po) = 0, 0 que é uma contradigao.

O Corolario 2.7 assegura que, para cada p € Y, vale
HY >Hy(p)>0 , 1<j<s—1.
Em particular, sendo a; > 0, em cada p € X, segue que
H(p) > a;H(p). (3.14)

Se I =0, entao Hy, > ag > 0 sobre X, o que mostra que Y é fechado. Se [ > 1,

entao temos sobre Y, a seguinte desigualdade usando o Corolario 2.7.

Hi > H, > aH, > 0.

7l

Assim H > a; sobre ¥(z), temos

! s

(s—1) __ (s=1)
Hy > aqq, = q > 0,

mostrando neste caso que Y, é fechado.
Portanto, ¥4 é¢ um conexo nao vazio aberto e fechado em G, logo X, = ¥(z) e
(3.12) vale em cada p € ¥(z). Em particular, H; > 0 para cada j, 1 < j <s. Além

disso, pela Proposicao 2.4 obtemos
H} — H;_1Hj 1 >0,

com a igualdade somente em pontos umbilicos. Sendo cada H; > 0, para 1 < j <'s,

pelo Corolério (2.5), segue a seguinte cadeia de desigualdades

H5+1 Hs Hj+1 H2
< < ... — <. < =< H 3.15
H, —H,, " H, = H, ! (3.15)

IN

com a igualdade somente em pontos umbilicos. Observe que a primeira desigualdade

vale independentemente do sinal de Hy1. A partir de (3.14), e usando (3.9), obtemos
—1

HS+1
i - Z

Agora, considerando sobre ¥(z) o campo de vetores tangente

s—1

Zaj e,

X=PVT -0, LpyT.
Zb
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O Corolario 2.7 garante que (Hy)|x.) > 0. Entao, supondo que H ¢é limitado, e usando
os passos da demonstragdo do Teorema 3.5 concluimos que |A| é limitado. Entao, de
acordo com a se¢ao 2.4 do Capitulo 2 concluimos que |P,| é também limitado, para

cada 1 < r < n. Consequentemente, sendo

s—1
CL.
X< <|Psr +bszb—%|m) il

g=r "
podemos ver como na demonstracio do Teorema 3.5, que |X| € £(X(z)). Entao,

usando o fato que (V, N) < 0, obtemos a partir de (3.3) e (3.12) que

s—1
divX = b,(V,N) (HsH -y ajHjH) > 0.

j=r
Donde, pelo Lema 1.10, temos que (divX)|s) = 0. Como by > 0 e (V,N) <0,
entao Hypq = Zj;{ a;H; i1 e, assim, 3(z) é uma hipersuperficie totalmente umbilica.
Caso 2: Agora, assuma que s =n e r > (. Nesse caso, usando as relagoes (3.8)

e (3.10), resulta que

di'vpn—lvv—r = bn—lqvan—l + bn—1<V7 N>Hn

n—1

= bnflenfl + bn71<v7 N> Z a’jHj'

j=r
Apos algumas manipulagoes algébricas, deduzimos que
n—1 1
dian_lvT = bn—len—l + bn—l Z Q; (rdiﬂpj_lvT - ij_1> .

j=r I

Observe que ¢ fundamental que r > 0, pois caso contrario, P;_; nao faz sentido para

7 =r = 0. Portanto,

n—1 n—1
divPy VT =by 1 Y bfb—jldmpj_lvT + b1t (Hn_l - ajHj_1> :
j=r 77 g=r

Como antes, existe um ponto eliptico em ¥(z) e 0 < r < s < n, donde
n—1
H,_y > a;H; i, (3.16)
j=r

com a igualdade somente em pontos umbilicos. Para demonstrar a desigualdade ante-

rior, segue as ideias da demonstracao de (6.6) em [1] e assuma que divV < 0. Entao pelo
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Lema anterior existe um ponto py € ¥(2) onde todas as curvaturas principais sdo posi-
tivas. Pela mesma razao do Caso 1 mostra-se que X3 = {p € X(2) : Hs(p) > 0} = X(z)
e Hj7 > H,(p) > 0 em cada ponto p € X(z), para 1 < j <n — 1.

Pelo Corolario 2.5 segue que

Bn Hun A s..s@ghﬁ,
}{nfl }{an 7—1 }{1

com a igualdade somente em pontos umbilicos. De (3.10) e usando as relagbes acima,

obtemos
n—1 n—1
H,_, S H, B . H; > H;_y
}{n—Q _kfin—l - Jfﬂz 1 — ]ELLQ
j=r j=r

Agora, considere sobre ¥(z) o campo de vetores tangente dado por
a; T
Y =P, V' —bnlz;b PV,

Dai, temos |Y| € £(X(z)) pois |Dz| € L(M) e pelas ideias da demonstragio do
Teorema 3.5, segue que |V '] € £(3(z)), além disso, sabemos que | P,| ¢ limitado, para
cada 1 <r <n.

Assim, Y| € L(3(2)).

Supondo que divV|x(.) < 0, usando (3.2) e a partir de (3.16) obtemos

divY = b,_ ﬂb( e 1—2% i 1) <0.

Entao, observando que, como antes, (]A|) é limitada, o Lema 1.10 assegura que

divY = 0. Portanto, H,_, = (Z@:I ajHj_1> e, assim, ¥(z) é uma hipersuperficie

J=r

totalmente umbilica. W

Teorema 3.13 Sejam M, uma variedade Riemanniana com curvatura seccional cons-
tante ¢, munida de um campo de vetores V Killing conforme fechado completo e 3(z)
um grdfico Killing conforme inteiro em M., que estd entre duas folhas da folheacdo
VL. Suponha que a sequnda forma fundamental A de ¥(z) € limitada e, para algum
1<r<n,

0< H,y1 <HH.

Se |Dz| € LY(M), entdo X(z) € uma folha da folheagio V.
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Prova. Como |A| ¢ limitada e |Dz| € L}(M) entao seguindo as ideias da demonstra-
¢do do Teorema 3.5 concluimos que |V'| € £1(3(2)). Dai, deduzimos que |P,V'| €
L(X(z)). Ademais, usando a relagao 0 < H,,; < H,’H, obtemos

divP, V' = bapH, + b,(V,N)H, ;1
= bYH, +b.(—|V||N|cost)H, 1
= b.YH, —b,|V|cosOH,
= b|V|HH, —b.|V|cosOH,
= br|V|(HHr — COS 9Hr+1) > br|v|<H7"+1 — COS 0Hr+1>a

ou seja,
divP, V" > b,|V|H, 1 (1 — cosf) >0,

onde b, = (r +1) (Til) e 0 denota o angulo entre v e N. Pelo Lema 1.10 segue que
(divP,VT)|se) = 0, isto &, [b|V[H,+1(1 — cosb)]|se) = 0. Como b, > 0, [V| > 0e

H, 11 > 0 entao (cosf)|s) =1 e, assim, X(z) ¢ uma folha da folheacao V. W
Definigao 3.14 Uma hipersuperficie ¥ € dita r-minimal se (H,41)|s = 0.

Coroléario 3.15 Sejam M. uma variedade Riemanniana com curvatura seccional cons-
tante ¢, munida de um campo de vetores V Killing conforme fechado completo e ¥(2)
um grdfico Killing conforme inteiro em M., que estd entre duas folhas da folheacdo
VL. Suponha que a sequnda forma fundamental A de Y(z) € limitada e, para algum

1<r<n, H1 € uma constante satisfazendo
0 S Hr+1 S HTH
Se |Dz| € LY M), entao X(z) € uma hipersuperficie r-minimal ou uma folha da folhe-

acio V*.

Prova. Se H,;; = 0 em algum ponto de 3(z) e sendo H,,; uma constante, entao
evidentemente (H,41)|s(;) = 0 e assim, ¥(z) ¢ uma hipersuperficie 7-minimal. Caso

contrario, o resultado segue diretamente do Teorema 3.13. W
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