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Resumo

O numero de cocircuitos disjuntos em uma matroéide é delimitado pelo seu posto.
Existem, no entanto, matréides de posto arbitrariamente grande que nao contém dois
cocircuitos disjuntos. Considere, por exemplo, M (K,) e U, 2,. Além disso, a matroide
bicircular B(K,) pode ter posto arbitrariamente grande, mas nao tem 3 cocircuitos
disjuntos. Nos apresentaremos uma prova, obtida por Jim Geelen e Kasper Kabell em
(5), para o seguinte fato: para cada k e n, existe uma constante ¢ tal que, se M é uma
matroide com posto no minimo ¢, entao M tem k cocircuitos disjuntos ou contém uma

das seguintes matroides como menor U, 2,, M (K,) ou B(K,).

Palavras-chaves: Matroéides, Cocircuitos, Posto, Menor.



Abstract

The number of disjoint cocircuits in a matroid is bounded by its rank. There are,
however, matroids of rank arbitrarily large that do not contain two disjoint cocircuits.
Consider, for example, M (k,,) and U, 2,. Moreover, the bicircular matroid B(k,) may
have arbitrarily large rank but do not have 3 disjoints cocircuits. We show a proof
obtained by Jim Geelen and Kasper Kabell in (5) to the following fact: for every k
and n, there is a constant ¢ such that if M is a matroid with rank at least ¢, then M
has k disjoint cocircuits or M contains one of the following matroids as a minor U, o,

M(ky,) or B(ky).

Keywords: Matroids, Cocircuits, Rank, Minor.
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Tarefa
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mas avisar aos outros quanto € injusto,
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mas avisar aos outros quanto € falso;
dizer também que sao coisas mutdveis...
E quando em muitos a nogcao pulsar

- do amargo e injusto e falso por mudar -
entao confiar a gente exausta o plano

de um mundo novo e muito mais humano.
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Introducao

O termo matroéide significa falsa matriz ou matriz fraca e foi introduzido em 1935
por Whitney, em um trabalho intitulado "on the abstract properties of linear inde-
pendence"(16), abstratamente para tentar capturar a esséncia de dependéncia. Outros
trabalhos pioneiros em teoria das matréides foram feitos por Birkhoff, " Abstract linear
dependence and lattices"(1) e MacLane nos trabalhos "Some interpretations of ab-
stract linear dependence in terms of projective geometry"(10) e "A lattice formulation
for transcendence degrees and p-bases"(9). O fato ¢ que num espago n-dimensional
a familia Z dos conjuntos linearmente independentes satisfaz os axiomas da definigao
1.3.1.

Encontrar cocircuitos disjuntos em uma matréide é uma ferramenta importante
para se ter informagoes a respeito do seu posto, provaremos (Lema 1.5.15) que ao dele-
tarmos um cocircuito de uma matroéide, obtemos uma nova matréide cujo posto é uma
unidade menor que o da anterior. Assim, se uma matroéide tem k cocircuitos disjuntos,
entao ela tem posto no minimo k. Nosso trabalho apresenta uma generalizacao do
resultado encontrado por Geelen, Gerards e whittle no artigo "Disjoints cocircuits in

matroid with large rank"(6). Eles provaram o seguinte:

Teorema 2.2.1 Existe uma funcao ¢ : N®> — N tal que, se M € uma matrdide sem

menores Uy g2, ou M(K,) e r(M) > c(k,q,n), entdo M tem k cocircuitos disjuntos.

Tal resultado foi motivado pelo Teorema de Erdoés-Pésa, mostrado por Erdos e
Pésa no artigo "on the maximal number of disjoint cocircuits of a graph"(4). La eles

afirmam:



Teorema 2.1.8 Ezxiste uma funcao ¢ : N — N tal que, se o tamanho de um circuito

de cobertura minimal de G € pelo menos c(k), entdo G tem k circuitos disjuntos.

Em contra partida existem matroides de posto arbitrariamente grande, mas que
nao contém dois cocircuitos disjuntos. O intuito deste trabalho, portanto, é determinar
entre aquelas que tém cocircuito disjuntos, qual seria o limite inferior para esse nimero
(de cocircuitos disjuntos).

O primeiro capitulo apresenta a teoria bésica a ser usada, direta ou indiretamente,
no trabalho.

No segundo capitulo apresentamos o resultado principal e a teoria reunida e
desenvolvida por Geelen e Kabell, no artigo "The Erdés-Posa property for matroids
circuits"(5), que serve como base para esta disserta¢do, para demonstrar o resultado
principal.

Finalmente, no apéncice A, apresentamos uma prova para a circularidade das
matroides U,.,,, com n > 2r — 1 e M(K,). Além disso, apresentaremos a prova que a

matroide bicircular B(K,) nao tem trés cocircuitos disjuntos.



Capitulo 1

Introducao a teoria das matroides

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos as nogoes béasicas referentes a teoria das matroides,

além dos conceitos necessarios para o bom entendimento do capitulo seguinte.

1.2 Preliminares

As notagoes utilizadas aqui sao, basicamente, as mesmas utilizadas por Oxley em
(13). Se E & um conjunto finito, denotaremos por 2F sua colecio de subconjuntos e
por |E| sua cardinalidade. O conjunto dos ntimeros inteiros, nimeros inteiros positivos,
numeros racionais, nimeros reais e niimeros complexos serao denotados por Z,Z,Q, R
e C, respectivamente. Se X e Y s@o conjuntos, entao X — Y denotard o conjunto
{reX:x¢Y}

Frequentemente desejaremos adicionar ou remover um tunico elemento de um
conjunto X. Em tais casos, abreviaremos X U {e} e X — {e} por X Ue e X — ¢,
respectivamente. Usaremos o termo multiconjunto, em vez de conjunto, quando houver
a possibilidade deste conjunto possuir elementos repetidos. Se denotarmos um corpo
arbitrario por K entao K™ denotard o espaco vetorial de dimensao n sobre K. No
entanto, quando o corpo considerado for um corpo de Galois contendo ¢" elementos,
com ¢ primo, denotaremos este corpo por GF(q"). Neste caso, o espago vetorial de

dimensao m sobre GF'(¢") sera denotado por V(m, ¢"). A notacdo para matriz utilizada
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aqui serd a usual onde a matriz I, ¢ a matriz identidade com r linhas e r colunas, e
a transposta de uma matriz A serd denotada por A'. Se v é um vetor de um espaco
vetorial V' sobre um corpo K entdao (v) denota o supespago de V' gerado por v. A

dimensao de V' é denotada por dimV'.

1.3 Primeiras definicoes e notacoes

Definicao 1.3.1 Uma matréide M é um par ordenado (EZ) consistindo de um con-

jgunto finito E e uma colegao I de subconjuntos de E satisfazendo os sequintes axiomas:
11) 0 € Z;
12) SeI €T el CI, entio I €T;

13) Se X e Y estao em I com |X| < |Y|, entao existe um elemento a de Y — X tal
que X Ua € T.

Se M é a matroide (E,Z), entdao M é chamada uma matroide em E. Os membros
de Z, também denotado por Z(M), sdo os independentes de M | os subconjuntos
de E que nao estdo em Z(M) sao ditos os dependentes de M. Em especial, os
independentes maximais e dependentes minimais de M (em relagdo a inclusao
de conjuntos) serao chamados bases e circuitos, respectivamente. O conjunto £ como
na defini¢ao acima é chamado o conjunto basico de M. Em geral, dada uma matroide
M denotaremos seu conjunto béasico por F(M). Denotaremos a familia dos circuitos
de M por C ou C(M), a familia dos dependentes de M por D ou D(M) e a familia das
bases de M por B ou B(M).

Além da axiomatizacao de matroides, dada na Definigao 1.3.1, podemos definir
uma matroide através da sua colecao de circuitos ou através da sua colecao de bases.

Observagao 1.3.2 (i) Um circuito constituido por um tunico elemento é dito um

laco .

(i1) Um circuito contendo trés elementos € dito um tridngulo .

Observe que a é um lago se, e somente se, a nao esta contido em nenhum conjunto
independente.
A familia dos subconjuntos linearmente independentes do espago vetorial K™,

onde K é um corpo finito, satisfaz os axiomas da definicao de matroéide.
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Proposicao 1.3.3 Seja K um corpo finito. A familia I dos subconjuntos linearmente
independentes(L.1.) em K™ satisfaz os axiomas da Defini¢ao 1.3.1. Isto é, o par (K", T)

tal que I € a familia dos subconjuntos L.I. em K™ € uma matrdide.

Demonstragao: Inicialmente note que () € Z, desde que () é uma base do subespaco
nulo de K™.

Agora, seja X um subconjunto L.I. de K™. Se Y C X, entao Y é também L.I.
em K". Com efeito, se nao existiria v € Y gerado pelos demais elementos de Y. E,
como Y C X isso valeria também em X. Ou seja,se X € ZeY C X, entao Y € 7.

Finalmente, observe que se X e Y sdo L.I. em K™ com |X| < |Y], entdo deve
haver u € Y tal que u ¢ (X). Do contrario, (Y) C (X), um absurdo visto que uma
base de (Y) deve ter, pelo menos, |Y| elementos. Logo v U X é L.I. em K". Isto &, se

X, Y €Ze|X|<]|Y]|, entao existe u € Y — X tal que X Uu € 7. |

Sejam M e N matroides, uma bijecao ¢ : E(M) — E(N) é um isomorfismo
entre as matroides M e N quando X C E(M) é independente em M se, e somente se,
©(X) C E(N) é independente em N. Quando existe um isomorfismo entre M e N,

dizemos que M e N sao isomorfas e escrevemos M = N.

1.4 Bases, Circuitos, Restricao e Posto

Nesta secao consideraremos formas alternativas para definir matréides atraves das
suas familias de bases, circuitos ou através do seu posto. A partir de agora, quando
nao especificarmos G representard um grafo e M uma matroide.

O proximo resultado fornece uma axiomatizagao de matrdides através da sua
familia de circuitos. A partir dele poderiamos definir uma matréide como sendo o par
(E,C) onde E ¢ um conjunto e C uma familia de subconjuntos de E satisfazendo o
Teorema 1.4.1. Uma demonstragao para esse resultado (Teorema 1.4.1) pode ser vista
em (13).

Teorema 1.4.1 A coleciao C dos circuitos de uma matroide M tem as sequintes pro-

priedades:
Cl) @ ¢ C,'

CQ) Se 01,02 eCeCq C CQ, entao C; = Cg,’
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C3) Se C1,Cy € C, com Cy # Cy ea € Cy N Cy, entao existe C3 € C tal que
Cg g (Cl U CQ) — Q.

Reciprocamente, se existe um conjunto E e uma familia C de subconjuntos de E satis-
fazendo os axiomas acima, entdo existe uma unica matrdide M com conjunto bdsico E

e familia de circuitos C. FEssa matroide terd a sequinte familia de independentes:

{I C E : nao eziste C € C com C C I}.

O proximo resultado caracteriza matroides em termos da sua cole¢ao de bases. A

prova pode ser vista em (13)

Teorema 1.4.2 Seja B uma colegiao de subconjuntos de um conjunto finito E. Entao
B € a colecao de bases de uma matroide em E se, e somente se, satisfaz as sequintes
condicoes:

By) B é nao-vazio;

By) Se By e By sao membros de B e x € By— By, entao existe um elementoy € By— By
tal que (By —z) Uy € B.

Corolario 1.4.3 Seja B uma base de uma matrdide M. Se f € E(M) — B, entao
B U f contém um tnico circuito, C(B, f). Além disso, f € C(B, f).

Chamaremos C(B, f) o circuito fundamental de f com respeito a B.

Segue imediatamente do item I3) da Defini¢ao 1.3.1 que, assim como em es-
pacos vetoriais, todas as bases de uma matroide M tem a mesma cardinalidade, isto é
sao equicardinais.

Definicao 1.4.4 A cardinalidade de uma base de M é chamada o posto de M e serd
denotado por r(M).

Definicao 1.4.5 Dado um subconjunto X C E podemos definir uma estrutura de ma-
troide com conjunto bdsico X e cuja familia de independentes € constituida pelos in-
dependentes de M que estao contidos em X (I N 2X). Essa matrdide é chamada a
restricao de M a X e denotada por M|X.
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As Definigoes 1.4.4 e 1.4.5 permitem definir a seguinte fun¢ao, chamada fungao
posto de M:
ra 28 =7,
X —ry(X) =r(M|X)
Esta funcao esta bem definida, visto que o posto existe e é tinico, e quando nao houver
risco de confusao serd denotada simplesmente por r.

Segue da equicardinalidade das bases em M|X que o conjunto dos independentes
maximais contidos em X, que coincide com B(M|X), tem elementos equicardinais e a
cardinalidade desses elementos coincidem com r(X). Algumas vezes dizemos que um
independente maximal contido em X ¢ uma base de X.

O proximo resultado, cuja demonstragao pode ser vista em (13), fornece uma
axiomatizacao de matroides através da fungao posto definida acima.

Teorema 1.4.6 Uma funcio r : 2¥ — Z, € a funcdio posto de uma matréide M com

conjunto bdsico E se, e somente se, satisfaz as sequintes propriedades:
P1) 0 <r(X) < |X]|
P2) Se X CY CE, entaor(X) <r(Y)

P3) Para todos X, Y CE, r(XUY)+r(XNY)<r(X)+r)
[

Observe que os independentes dessa matroéide serao aqueles conjuntos I C E tais

que r(I) = |1|.

1.5 Fecho, Geradores, Duais, Menores e Simplicidade

Se M é uma matroide e X C E(M), chamamos o conjunto
dA(X)={z e E(M):r(zUX)=r(X)}

de fecho ou gerado de X em M. Se cl(X) = X dizemos que X é um subconjunto
fechado de M. A familia dos conjuntos fechados de M sera denotada por F. Se
Y C cl(X) dizemos que Y é gerado por X e que X é um gerador de Y. Quando um
conjunto X gera F(M) dizemos que X gera M, neste caso cl(X) = E(M). O conjunto

dos geradores de M sera denotado por S.
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Observacao 1.5.1 Um subconjunto fechado de posto 2 é dito uma linha.
Os resultados a seguir listam propriedades importantes do fecho de um conjunto
X numa matréide M.
Teorema 1.5.2 Se M é uma matrdide, para todos os subconjuntos X,Y C E(M):
F1) X Cd(X);
F2) Se X CY, entio cl(X) C cl(Y);

F3) cl(cl(X))=cl(X); em particular, cl(X) € F.

Teorema 1.5.3 Para todos os subconjuntos X,Y C E:
i) Se X,)Y € F, entao X NY € F;

i) c(X) = ﬂ F; em particular, cl(X) € F;

XCFeF
iii) r(cl(X))=r(X);
i) Seeccl(X)efecXUe) entio f € cl(X);

v) e € cl(X) se, e somente se, existe C € C tal que e € C C X Ue.

Uma das principais estruturas na teoria de matroides é a "Dual". Ao contrario
do que acontece com os grafos, visto que no nem todo grafo possui dual, toda matréide

possui uma dual.

Teorema 1.5.4 Seja B a familia de bases de uma matroide M sobre E, entao
B*={F - B:B¢€B}

€ a familia de bases de uma matroide M* sobre E, chamada matrdide dual de M.
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A figura 1.1 representa uma matride e sua dual. Elas estao representadas geo-
metricamente. Na Secao 1.6 mais a frente, mostraremos como uma matroide pode ser

representada geometricamente.

1 2

Figura 1.1: A matréide M (K}) e sua dual [M(Ky4)]*

Por defini¢ao, uma matroide M e sua dual M* estao relacionadas por
(M*)* = M.

Ao se referir a algum elemento de uma matroide dual, utilizamos o prefixo “co”.
Assim, os independentes, bases, circuitos, lagos, fechados, a funcao posto, etc, da ma-
troide M™ sao denominados coindependentes, cobases, cocircuitos, colacos, cofechados,

funcao coposto, etc, de M. Finalmente, diremos que uma matréide é auto-dual se
M* =M.
O resultado a seguir estabelece uma relagao entre os circuitos e os cocircuitos de

uma matroide.

Teorema 1.5.5 (ortogonalidade ) Se M ¢ uma matrdide, C' é um circuito e C* um
cocircuito de M. Entao |C N C*| # 1.

O préximo resultado extende o Teorema 1.5.5 e d4 uma caracterizagao para o
conjunto de circuitos de uma matréide. A demonstragao de ambos pode ser vista em
(13).

Proposicao 1.5.6 Um subconjunto D C E é um circuito de M se, e somente se, D é

minimal nao-vazio com a sequinte propriedade: |D N C*| # 1 para todo cocircuito C*
de M.

Agora definiremos algumas das principais estruturas para o nosso estudo, as quais

nos remeteremos inimeras vezes, as delecoes e contragoes.



15

Defini¢ao 1.5.7 Seja T' C E. Definimos a dele¢io de T em M por M|(E — T),
e denotamos M \ T. Definimos também a contra¢ao de T em M por (M*\ T)* e
denotamos por M/T. Também denotamos M /(E —T) por M - T.

O Teorema a seguir traz algumas propriedades das dele¢oes e contragoes em uma

matroide.

Proposicao 1.5.8 Sejam M uma matréide e E(M) o conjunto basico de M. Se X e Y

sao subconjuntos disjuntos de E(M), entao:
) (M\X)\Y = M\ (XUY) = (M\¥)\ X;
i) (M/X)Y = M/(XUY) = (M/Y)/X;

i) M\ X/Y = M/Y \ X; n

A proxima definicdo merece atengao especial, pois faz referéncia a uma das princi-

pais estruturas em uma matroide e fundamental também no nosso estudo, os menores.

Definigao 1.5.9 Sejam M uma matréide e X, Y C E(M), com X NY = 0. Uma
matrdide do tipo M\ X/Y € dita um menor de M.

Os menores sao estruturas fundamentais em uma matroéide. Tais estruturas foram
introduzidas por Tutte no artigo "A homotopy theorem for matroids I" (15), e alguns
dos mais celebres resultados para matroides fazem referéncia aos menores.

O proximo resultado carcteriza as familias de independentes, dependentes, bases,

circuitos, fecho e da fungao posto das contragoes de uma matroide.

Teorema 1.5.10 Os independentes, dependentes e circuitos de M\ T sdao respectiva-

mente os independentes, dependentes e os circuitos de M que evitam T,

TM\T = T’M|2<E—T),
CZM\T X — Cl(X) — T,

e os geradores de M \'T sao os subconjuntos de E —T que geram E —T em M.

A seguir mostraremos como obter as familias de independentes, bases, circuitos e
a funcao posto das contragoes de uma matroide a partir das familias de independentes,

bases, circuitos e da func¢ao posto da propria matroide.
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Teorema 1.5.11 Sejam M uma matréide, T C E(M) e Br uma base de M|T, entdo:
i) Se X CEM), rouyry(X) =r(XUT)—r(T);
i) Seja Iyyr a familia de independentes de M/T. Entao,

Ty ={1 C E-T;1UBr € I} = {I C E-T; existe B € Bur) com BUI € T}.

i) Seja Boyry a familia de bases de M/T. Entao,
By ={B C E-T;BUBr € B} ={B C E-T; existe B’ € Buur) com BUB' € B}
w) A familia de circuitos de M /T, Cayry, € a colegio dos membros minimais e nio
vazios de {C —T: C € C(M)};

v) Se C € C(M), entao C —T € a unido dos circuitos de M/T. |

Corolario 1.5.12 Se M ¢é uma matrdide e f € E(M) entao r(M/f) =r(M)—1, a
menos que f seja um lago. E, se fnao é um colago, r(M \ f) =r(M).

Defini¢ao 1.5.13 Quando H C E(M) € fechado e r(H) = r(M) — 1 dizemos que H
¢ um hiperplano de M. O conjunto dos hiperplanos de M serd denotado por H.

O teorema seguinte caracteriza as familias de cocircuitos e a fungao coposto de

uma matroide.

Teorema 1.5.14 Valem as sequintes propriedades para as familias de cocircuitos e a

fung¢ao coposto:
(i) I* ={E - S : 5 €S8};
(1)) C*={E—H:HecH}

(iii) (X) = | X| — (M) +r(E — X). n

O proximo resultado é importante para o nosso estudo, visto que estamos ten-
tando determinar o nimero de cocircuitos disjuntos em uma matréide. Como corolario
dele, obtemos que uma matroide de posto k£ pode ter, no méaximo, k cocircuitos dis-

juntos.
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Lema 1.5.15 Seja M uma matrdide com conjunto bdsico E e C* um cocircuito de M.
Entao r(M\ C) =r(M) — 1.
Demonstracgao: Seja M uma matrdide e C* um cocircuito de M, temos
M\C*"=M|(E—-C)=r(M\C*)=ry(E—-C").
como C* é um cocircuito, £ — C* é um hiperplano de M. Assim,
ry(E—C*)=r(M)—1.

e, portanto

r(M\C*)=r(M)—1.

Teorema 1.5.16 As sequintes afirmagoes sao verdadeiras a respeito de uma matrdide
M:

1) C*(M\T) € o conjunto dos membros minimais nao vazios de {C*—T C E—T :
C* e C"(M)};

2) C*(M/T) = {C* CE—T:C* € C*(M)};

3) H(M\T) € o conjunto dos subconjuntos proprios maximais de E — T da forma
H —T, onde H € 'H;

4) HIMJT)={X CE-T:XUT € H(M)}.

Defini¢ao 1.5.17 Seja M uma matréide, dizemos que dois elementos x,y € E(M)
estao em paralelo (sao paralelos) quando {x,y} € um circuito em M. Dizemos que
) # X C E(M) € uma classe em paralelo de M, se X é maximal com a propriedade
que cada dois elementos distintos de X estao em paralelo em M. Definimos, ainda,
uma classe em série de M como sendo uma classe em paralelo de M*. Uma classe em
série ou em paralelo que possui um so elemento € dita trivial. Quando dois elementos
de E(M) pertencem a mesma classe em série, dizemos que estes elementos estao em
série.
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Definicao 1.5.18 Uma matrdide € dita simples se nao possui lagos ou elementos em
paralelo e dita costmples se M* € simples. Isto €, se nao possui colacos ou elementos

em Ssérie.

Dada uma matréide M podemos associar a ela uma outra matroide, denotada
por si(M), obtida da propria M através da delegdo de seus lagos e da delegdo de
todos, exceto um, elementos de cada classe em paralelo. A matréide assim obtida é
chamada a simplificagao de M. Analogamente, definimos a cosimplificacao de M
por, coM = (si(M*))*. Isto &, coM ¢é obtida de M através da delecao de seus colagos
e pela contracao de todos, exceto um, elementos de cada classe em série.

Teorema 1.5.19 Seja M uma matrdide, x,y € E(M) estao em série se, e somente

se, © ey sao tais que C N{xz,y} =0 ou {x,y} C C para todo circuito C de M.

1.6 Representacao geométrica de matrbdides de posto

pequeno

Nesta se¢ao mostraremos que toda matréide de posto pequeno tem uma repre-
sentacao geométrica. As matréides mostradas neste trabalho sao representadas geo-
metricamente.

Um multiconjunto {vy,ve,...,vx}, cujos membros estdo em V(m, F), é afim-
dependente se k > 1 e existem elementos aq,as,...,ar de F, nem todos nulos, tais

que,
k

k
Zaivi:() (§] ZCLIZO
1=0

i=0
Equivalentemente, {vy,vq, ..., v} é afim-dependente se o multiconjunto

{(1,v1), (1, v9),...,(1,vx)}

¢ linearmente dependente em V(m + 1, F'), de modo que (1,v;) é a (m + 1)-upla de
elementos de F' cuja primeira entrada é 1 e cujas entradas restantes sao as entradas
de v;. Um multiconjunto de elementos de V(m, F') é afim-independente se nao é
afim-dependente.

Proposigao 1.6.1 Suponhamos que E € um conjunto que rotula um multiconjunto de
elementos de V(m, F'). Seja I a cole¢io de subconjuntos X de E tais que X rotula um

subconjunto afim-independente de V(m, F'). Entao (E,T) é uma matroide. |
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A matroide (F,Z) da proposigao anterior é chamada a matréide afim em F, e
se M é isomorfa a uma tal matroide dizemos que M é afim sobre F.
Exemplo 1.6.2 Seja E o subconjunto {(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1)} de V(2,R) e
considere a matroide afim M em E. Os seis elementos de E podem ser representados
como pontos no espaco euclideano R? como na figura 1.2. Notemos que 0s conjuntos

dependentes de M sao aqueles subconjuntos, com trés elementos, de E tais que os trés

pontos que o representam sao colineares.

(0,2)

[ = @
(0,0) (2,00 X

Figura 1.2: Uma matréide afim de posto 3.

Em geral, se M é uma matroide afim, de posto m+1 (m < 3), sobre R, entao um
subconjunto X de F(M) é independente em M se, na representagdo de X por pontos
em R™, eles sao dois pontos idénticos, ou trés pontos colineares, ou quatro pontos
coplanares, ou cinco pontos no espago. Entao os fechados de M, de posto um, dois e

trés sao representados geometricamente por pontos, retas e planos, respectivamente.

o,

wu

‘N
o

1
4F
Lagos

Figura 1.3: Representagao geométrica de uma matréide de posto 2.

Exemplo 1.6.3 O diagrama na figura 1.3 representa uma matrdide em 5 elementos
de posto 2. Em tal diagrama, representamos um circuito com dois elementos por dois
pontos se tocando, e um tridngulo por uma linha atravessando os correspondentes pon-
tos. Lagos, que nao podem ocorrer em uma matroide afim, sao representados em uma

catra como mostrado.
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Em geral valem as seguintes regras para esses diagramas. Todos os lagos sao
representados em uma tnica caixa. Elementos paralelos sao representados por pontos
se tocando (lado-a-lado), ou algumas vezes por um tnico ponto rotulado por todos os
elementos da classe em paralelo. Correspondendo a cada elemento que nao é um lago e
nao ¢ uma classe em paralelo nao trivial, existe um ponto que nao toca outros pontos.
Se trés elementos formam um circuito, os correspondentes pontos sao colineares. Da
mesma forma, se quatro elementos formam um circuito, os correspondentes pontos sao
coplanares. Nesses diagramas, as linhas nao precisam ser retas e os planos podem ser
curvos. Chamamos um diagrama tal qual a figura 1.3 de uma representagao geométrica

para uma matroide.

1.7 Exemplos importantes

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de matroides com o intuito de ilustar
as definigoes e a fim de possibilitar ao leito uma melhor compreensao do texto escrito

nesta dissertacao.

Exemplo 1.7.1 Sejam m e n inteiros nao negativos tais que m < n. Sejam E um
conjunto com n elementos e B a colecao de subconjuntos de E com mo mdxrimo m
elementos. Entao, B satisfaz o Teorema 1.4.2 e assim (E,B) é uma matrdide, chamada

a matroide uniforme e denotada por U, .

Exemplo 1.7.2 Considere uma matriz A, m x n, com entradas em um corpo K, e
considere os rotulos 1,2,...,n para as respectivas colunas da matriz. Entao (E,T)
¢ uma matrdide, onde E := {1,...,n} e um subconjunto X de E estd em T se, e
somente se, o conjunto dos vetores-coluna rotulados por elementos de X € linearmente

independente em K™ e quaisquer dois elementos de X rotulam colunas distintas.

Definicao 1.7.3 Uma matrdide obtida de uma matriz A, como no exemplo 1.7.2, €
dita uma matrdide vetorial e representada por M[A]. Se M é isomorfa a matrdide
vetorial de uma matriz D sobre um corpo K, entao M € dita representdvel sobre o
corpo K ou K-representdvel. Em especial, quando uma matroide M é representdvel
sobre GF(2) = 7Z/27 (resp. GF(3) = Z/3Z) € dita matréide bindria (resp. matrdide
terndria).

Observagao 1.7.4 O posto de uma matréide vetorial M[A] € igual ao posto da matriz

A.
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Dizemos que uma matroide é regular se ela é representével sobre qualquer corpo.
Em (12), oxley levanta a seguinte questao: "toda matroide é regular?". Pode-se veri-
ficar que uma matroéide é regular se, e somente se, ela é binaria e ternaria. A matroide
U4, (conforme o exemplo 1.7.1), é ternaria mas nao ¢é binaria. Logo ndo é regular.

Faremos a seguir a verificacao de que U, 4 nao ¢ regular.

Afirmacao 1.7.5 Uy 4 nao € bindria, mas € terndria.

Demonstracao: Suponhamos que U, 4 é representavel sobre algum corpo K por uma
matriz A. Entao, desde que U, 4 tem posto 2, o espago vetorial gerado pelos vetores
colunas de A tem dimensdao 2. O espago vetorial sobre GF(2) = Z/2Z = Z,, de
dimensao 2, tem exatamente 4 elementos (0,0),(0,1),(1,0) e (1,1). Trés dos quais
sdo nao nulos. Assim, se K = GF(2), entdo A ndo tem quatro colunas nao nulas
distintas. Entao A tem duas colunas que sao linearmente dependentes e portanto A
nao ¢é representavel sobre GF'(2). Assim, Uy 4 ndo é binaria.

Agora, observe que a matriz

1 01 1
011 -1

representa U, 4 sobre GF(3), uma vez que quaisquer duas colunas dessa matriz sdo

linearmente independentes. Entao U, 4 é ternaria. |

Exemplo 1.7.6 Dado um corpo K considere o espago projetivo n-dimensional P"(K)
formado pelo conjunto dos subespacos vetoriais I1-dimensionais de K™*'. Dado um
subconjunto finito E C P"(K), temos uma matrdide de conjunto bdsico E, na qual um
conjunto I C FE € independente quando um conjunto formado por um vetor nao nulo de
cada elemento de I ¢ linearmente independente em K™™', Observe que essa matroide é
1somorfa a matroide vetorial associada a uma matriz que tem como conjunto de colunas

um conjunto formado por um vetor nao nulo de cada elemento de FE.

Exemplo 1.7.7 Considere um grafo finito G com conjunto de arestas E = E(G) e C
o conjunto de ciclos de G. Entao, C é o conjunto de circuitos de uma matroide sobre
E. A matrdide derivada do grafo G como acima é chamada de matroide ciclo ou
matrdide poligonal e é denotada por M(G). Uma matrdide que é isomorfa a matrdide
ciclo de um grafo é chamada de matréide grdfica . Em (12) Ozxley mostra que toda

matrdide grifica € bindria.
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Se G ¢ um grafo e uma aresta a € G é um lago de G, entao {a} é um circuito de

M(G).



Capitulo 2

A propriedade Erdos-Poésa para

matroides

2.1 Introducao

O nimero de cocircuitos disjuntos em uma matroide é limitado pelo seu posto.
Existem, contudo, matréides com posto arbitrariamente grande que nao contem dois
cocircuitos disjuntos; considere por exemplo M(K,,) e U,2,. A matroide bicircular
B(K,), a ser definida mais adiante, tem posto arbitrariamente grande, para n arbi-
trariamente grande, e nao tem 3 cocircuitos disjuntos. Noés provaremos que para cada
k e n existe uma constante c tal que, se M é uma matrdéide sem menores U, 9,,, M (K,,),
ou B(K,), entdo M tem k cocircuitos disjuntos ou r(M) < c.

O teorema a seguir é o resultado principal deste trabalho, o nosso objetivo, a
partir de agora, é reunir elementos que possibilitem a prova deste resultado.
Teorema 2.1.1 Eziste uma fungao v : N3 — N tal que, se M é uma matrdide sem

menores Uy oq, M(K,), ou B(K,) e r(M) > ~(k,a,n), entao M tem k cocircuitos

disjuntos.

Aqui, M(K,) é a matroide ciclo de K,, e B(K,) ¢ a matroide bicircular de K,

que sera definida a seguir.

Definigao 2.1.2 Seja G(V, E) um grafo. Defina wma matréide B(G) em V U E, onde

V' € uma base de B(G) e, para cada aresta f = uv de G, deize f livre na reta gerada por
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{u,v}. Agora definamos B(G) := B(G)\'V e chamemos B(G) da matréide bicircular
de G.

Uma caracterizacao diferente de B(G) ¢ a seguinte:

Observacao 2.1.3 Seja G um grafo. C' € um circuito de B(G) se, e somente se, G[C]

€ uma subdivisao de um dos grafos abaizo.

OO OO

Essa caracterizagao dé origem ao nome matroide bicircular (ver (13), prop. 12.1.6).

O Teorema 2.1.1 é uma generalizagdo do Teorema 2.1.8, como B(K,) tem um
menor Us 449, para n grande (isso ¢ mostrado na Figura 2.1) ele ¢, em certo sentido, o
melhor possivel. Cada uma das familias {M(K,,) :n > 1}, {B(K,) :n > 1} e {Us24 :
a > 1}, tem posto nao limitado, mas tém um namero limitado de cocircuitos disjuntos.
Por isso, essas familias devem ser excluidas (para algum grande posto fixado), para
a propriedade Erdos-Posa fazer sentido. O Teorema principal faz isso ao considerar

somente matroides que nao tem essas familias de matroides como menores.

Vo

Figura 2.1: O grafo G acima é um subgrafo de K, ; fatisfazendo
B(G)/{yb s ,yn—l} = UQ,n
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Além disso, podemos afirmar que é necessaria a mensao a essas trés familias,
quando noés excluimos as familias de menores. Isto é, nenhuma das familias satisfaz,
que os membros de posto suficientemente grande contém um membro de grande posto
de uma das outras familias como um menor. Em outras palavras, se faz necessario
excluir cada uma das familias citadas.

Vamos considerar primeiro {U, 2, : @ > 1}. Paran > 4, M(K,) é ndo uniforme,
e para n > b, assim ¢ B(K,,). Assim, a remogao da familia uniforme é necessaria.

Consideremos agora {M(K,,) : n > 1}. Para a > 2, U, 9, contém um menor
Us4, € para n > 4, assim também ¢ B(K,,) (vimos acima para n > 5 e, para n = 4
basta observar que B(Ky4) = Uyg. Por isso, nenhuma dessas pode ser grafica, e entao
a remocao da familia grafica é necesséria.

Considere {B(K,) : n > 1}. Pode-se mostrar que se G é um grafo e "e" é
uma aresta de G, entdo B(G/e) = B(G)/e. Segue que qualquer menor, sem lagos, de
uma matroide bicircular é bicircular. As matréides M (Ky) e Us 7 nao sdo bicirculares
(assim, também nao ¢ bicircular U, g). Entéo, a remogao da familia bicircular também
€ necessaria.

A definicao seguinte diz respeito a uma estrutura de um grafo cuja cardinalidade
delimita o ntimero de circuitos disjuntos no grafo, o circuito de cobertura.

Defini¢ao 2.1.4 Um circuito de cobertura de um grafo G é um conjunto X C E(G)

tal que G — X nao tem circuitos.

Lema 2.1.5 O namero mdzimo de (arestas)circuitos disjuntos em um grafo é delimi-

tado pelo comprimento minimo de um circuito de cobertura.

Demonstragao: Com efeito, se GG tem k circuitos disjuntos, entao para que o subgrafo

G — X nao tenha circuitos, X deve conter pelo menos uma aresta de cada circuito de

G. |

Esse limite nao é padrao, considere Ky, ver figura 2.2, e observe que o niimero
méximo de (aresta) circuitos disjuntos em K, é 1 enquanto o comprimento minimo de
um circuito de cobertura de K, é 3.

Erdos e Posa no artigo "On the maximal number of disjoint cocircuits of a

graph"(4) provaram que o nimero méximo de circuitos disjuntos esta qualitativamente
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relacionado com o tamanho minimo de um circuito de cobertura, através do seguinte

teorema, chamado Teorema de Erdos-Posa.

Figura 2.2: K4, nao tem dois circuitos disjuntos e o comprimento minimo de um circuito

de cobertura é 3.

Teorema 2.1.6 (Erd6s-Posa) FEziste uma fungao ¢ : N — N tal que, se o tamanho
de um circuito de cobertura minimal de G € pelo menos c(k), entao G tem k circuitos

disjuntos.

Lema 2.1.7 Seja M uma matréide. Um conjunto X C E(M) intercepta cada circuito
de M se, e somente se, E(M) — X ¢é independente. Entao, um circuito de cobertura

mainimal de M € uma base de M™.

Demonstragao: Seja X C F(M) tal que para todo circuito C' de M, X N C # 0.
Se fosse F(M) — X dependente, entdao E(M) — X conteria um circuito e este nao
interceptaria X.

Reciprocamente, se X C E(M) é tal que E(M) — X é independente, suponha
que existe um circuito C' de M tal que C N X = (. Neste caso C C E(M) — X,
contradizendo o fato de E(M) — X ser independente. Logo, C'N X # () para todo
Cecl. [

O Teorema de Erdos-Posa 2.1.6 foi generalizado para matroides por Geelen, Ger-
ards, e Whittle no trabalho "Disjoint cocircuits in matroids with larg rank"(6) gerando

o seguinte resultado:
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Teorema 2.1.8 Existe uma funcao ¢ : N> — N tal que, se M ¢ uma matréide sem

menores U 410, ou M(K,) er(M) > c(k,q,n), entao M tem k cocircuitos disjuntos.
|

Para facilitar a referéncia as matréides que nao tem cocircuitos disjuntos daremos
uma definicao para essas matroides.

Definicao 2.1.9 Dizemos que uma matroide é circular se ela nao tem dois cocircuitos

disjuntos.

O Lema a seguir mostra uma outra caracterizagao de matréide circular.

Lema 2.1.10 Uma matroide M € circular se cada cocircuito em M € um conjunto

gerador de M.

Demonstragao: Suponhamos primeiro que M nao tenha dois cocircuitos disjuntos e
seja C* um cocircuito qualquer de M. Se C* nédo gera M, entdao ry(C*) < r(M) —1
e dai, C* esta contido em um hiperplano. Seja H esse hiperplano e tome o cocircuito
D* = E(M) — H, que naturalmente nao intercepta C*. Uma contradi¢ao.
Reciprocamente, suponhamos que cada cocircuito de M é um conjunto gerador
de M e seja C* um cocircuito de M. Sabemos que, C* = E(M) — H onde H ¢ um
hiperplano de M. Assim, se existe um cocircuito D* de M tal que C* N D* = (), entao
D* C H edairy(D*) <r(M)—1, donde D* nao pode ser gerador de M. Contrariando

o fato de cada cocircuito gerar M. |

Geralmente, para um grafo G, um cocircuito de M(G) é um aresta-corte minimal
de G. Se G é simples, G nao tem dois aresta-cortes disjuntos se, e somente se, G é
completo.

No Apéndice A, mostraremos que as matréides B (K,), M(K,) e U,p,, onde n >

2r — 1 sao circulares.
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2.2 Numero de cobertura

Iremos trabalhar com matréides densas na prova do Teorema 2.1.1. Esta secao
desenvolve ferramentas para mensurar o comprimento e a densidade de uma matroéide.

Uma matroide simples de posto k, GF(q)-representéavel, pode ser vista como
a restricdo da geometria projetiva PG(r — 1,q). Assim, ela tem pelo menos %
elementos. Em (8), Kung estende esse limite para a classe de matroides sem menor
Us 4+2 (a linha mais curta nao representéavel sobre GF(q)).

Teorema 2.2.1 (Kung) Seja ¢ > 1 um inteiro, e seja M uma matrdéide simples sem

menor Uy gy0. Entao

A geometria projetiva mostra que o limite é padrao se ¢ é uma poténcia de primo.
Para limitar o nimero de matroides de posto 7, é necessério restringir o comprimento
das linhas, ou pode haver muitos elementos arbitrarios em uma matroide de posto 2.
Como estaremos excluindo uma matroide uniforme de posto superior, precisamos de

uma nova medida de comprimento, para assegurar um analogo do Teorama de Kung
(8).

Definicao 2.2.2 Seja a um inteiro positivo. Uma a-cobertura de uma matroide M é
uma cole¢io (X1, Xo, -+, X,;) de subconjuntos de E(M), com E(M) =UX; e

rv(X;) <a

para todo 1=1,2,--- ,m. O comprimento da a-cobertura € m. O comprimento minimo
de uma a-cobertura de M € denotado por 7,(M) e dito o nimero a-cobertura de M. Se
r(M) =0, entdo nos definimos 1,(M) = 0.

Note que, para uma matroide M, 7(M) = |E(si(M))|, onde si(M) denota a
simplificacao de M. Se M tem posto nao nulo r(M) < a, entdo 7,(M) = 1 (basta
tomar a cobertura (E(M))).

Nosso primeiro Lema limita 7,(M) no caso r(M) = a + 1.
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Lema 2.2.3 Seja b > a > 1. Se M é uma matroide de posto a+1, sem menor Ug11p,

non< ("),

Demonstracao: Seja X C F(M) maximal com M|X = U,;;;. Entao, desde que M

entao

nao tem menor Uyi1p, | < b— 1. Para um = ¢ X, pela maximalidade de X, existe
Y C X com |Y| = a tal que Y Uz é dependente, e assim « € cly(Y). Segue-se que
(cly(Y)|Y C X, |Y]| = a) é uma a-cobertura de M, visto que Y ¢é independente, e dai

r(Y) =|Y| = a. Desde que | = |X]|, ela tem comprimento

()= (")

Como 7,(M) é o comprimento minimo de uma a-cobertura de M, temos

(M) < CL) < (521).

|
O proximo resultado limita 7,(M) quando M nao tem restri¢ao Uyiq .
Lema 2.2.4 Sejab>a > 1. Se M é uma matroide sem restricao Uy i1y, entao
b—1
Ta(M) < ( a )Ta+1<M)-
Demonstragao: Seja (X!, X2 ... X*) uma (a + 1)-cobertura minimal de M, neste

caso To41 (M) = k. Pelo Lema 2.2.3 cada M| X" tem uma a-cobertura (X1, X3, ..., X}, )
de comprimento m; < (bgl), desde que r(M|X") = r(X*) < a+ 1. Assim, obtemos

uma a-cobertura (Xi|j =1,2,...,mgi=1,2,...,k) de M, com

(M) <Y m; < (bgl)k,* = (b;1)7a+1(M)'

Nosso proximo resultado extende o Teorema 2.2.1. No entanto, o limite que nos

obtemos nao é exato.
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Lema 2.2.5 Sejab>a > 1. Se M é uma matroide de posto r < a sem menor Uq11p,

ra(M) < (”‘ 1)

entao

a

Demonstragao: A prova é feita usando indugao sobre r. O caso r = a é trivial uma
vez que que (E(M)) é uma a-cobertura de comprimento 1. Seja, portanto, r > a e
assuma que o resultado é valido para posto r — 1.

Seja x um elemento de M tal que x nao é um laco. Entao pelo Corolério 1.5.12
temos

r(M/x)=r—1

e pela hipotese de inducao

o< (")

a

Seja (X1, Xo, -+, X}) uma a-cobertura minimal de M /x, entao
vy (Xi) < a
para todo i =1,2,--- , k. Isso nos diz que
ry(X;Uz) <a+1
e entdo (X;Uz;i=1,2,--- k) éuma (a + 1)-cobertura de M. Concluimos que
Tar1(M) < 1,(M/x).

Finalmente, pelo Lema 2.2.4 temos que

Ta(M) < (b;1>ra+1<M) < (b; 1>Ta<M/x> < (b; 1) (b;1>(r—1)—a _

To(M) = (b; 1)

Definicao 2.2.6 Seja a um inteiro positivo. A matréide M é chamada a-simples, se
M € simples e nao tem restricao Uyor, para k = 2,3,--- ,a. Equivalentemente, M é

a-stmples se ela nao tem lagos e nao tem restrigao Uy o para k =1,2,3,---  a.
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Nao iremos definir uma operacao "a-simplificagcao", pois para a > 2 ela nao estaria
bem definida, a menos de isomorfismo. Para matroides a-simples, o comprimento é
proporcional a 7.
Lema 2.2.7 Existe uma func¢ao de valores inteiros o(a) tal que, se a > 1 e M € a-

simples, entao |E(M)| < o(a)T,(M).

Demonstracao: Defina o : Z — 7Z pondo

o(a) = g (2:_—11)‘

Desde que M nao tenha restricoes Uy o, para k = 2,3,--- ,a, o Lema 2.2.4 nos da

2k —1
Te—1(M) < (k_l)Tk(M), k=23, a.

Disso, obtemos

poni=nn < (Dnan << () (27 non.

G’) ..... (2;_—11) _ ,g (2:_—11) o

[E(M)] < o(a)7a(M).

Mas,

E isso nos da,

Lema 2.2.8 Ezxiste uma fungao de valores inteiros oy(a,b) tal que, seb>a>1e M

¢ uma matroide sem lagos e nao tem restri¢ao Uy para k =1,2,3,--- ,a, entao

[E(M)| < o2(a,b)7a(M).

Demonstracgao: Defina o5 pondo
“(b—1
b)=(b—1 .
) == DI (1)
k=2
Nao se pode ter b = a = 1, pois neste caso M conteria lagos. Suponha, portanto, b > 1

e temos

[E(M)] < (b= 1)7a(M).



32

Agora aplicando o Lema 2.2.4 obtemos,

Ta-1(M) < <2:1)Ta(M)
b—1 b—1
poni<e-n(" ) (02])m0n
Donde,
“(b—1
pani<o-II (- )70 = aala by 00)

2.3 Aproximando circularidade

A primeira etapa na prova do principal teorema é mostrar, que uma matroéide de
posto suficientemente grande tem k cocircuitos disjuntos ou um menor de alto posto,
o qual é quase circular.

Definigao 2.3.1 Seja M uma matroide. A deficiéncia do posto de um conjunto de
elementos X C E(M) € o nimero r,,(X) = r(M) — ry(X). Denotamos por I'(M) a

deficiéncia de posto mdxima entre os cocircuitos de M. Parat € N dizemos que M €
t-circular se I'(M) < t.

Lema 2.3.2 (1) Uma matréide M ¢ circular se, e somente se, I'(M) = 0, isto é, M

é O-circular.

(2) A condigao de ser t-circular é preservada sobre contragoes.

Demonstragao: Para ver (1) observe que uma matroide M é circular se cada cocir-
cuito de M é um conjunto gerador da matréoide. Neste caso, se C* é um cocircuito

qualquer de M, entao,

ry(C*) = (M) —7(C*) =r(M) —r(M) =0=T(M) = 0.
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Reciprocamente, se I'(M) = 0, ent@o para todo cocircuito C* de M, tem-se r;,(C*) = 0.
Donde M é circular.

Agora, para ver (2), no Teorema 2.4.5, mais a frente, apresentaremos a prova
da seguinte propriedade de I'(M), I'(M/Y) < I'(M) para todo Y C E(M). Nessas
condigoes, se I'(M) < t, entao I'(M/Y) < t para todo Y C E(M). |

Quando nao pudermos obter uma matroide t-circular, trabalharemos com a
seguinte propriedade mais fraca: I'(M) < +r(M).

Observagao 2.3.3 Observe que r(M/X) = r,(X).
Demonstragao: Com efeito,
r(M/X) =ryx(BE(M) - X) = ry((E(M) = X) U X) —ry(X)

= r(M/X) = ru(E(M)) = ray(X) = r(M) — ry(X) = ry (X).

Lema 2.3.4 Seja g : N — N uma fun¢io nao-decrescente. FExiste uma func¢do de
valores inteiros positivos f, : N — N tal que, para qualquer k € N, se M € uma
matrdide com r(M) > f,(k), entao

1. M tem k cocircuitos disjuntos; ou

2. M tem um menor N=M/Y com r(N) > g(I'(N)).

Demonstracao: Seja g : N — N uma funcao nao-decrescente e definamos f, pondo,

A prova é feita usando inducao em k.

Se fy(k) =1, r(M) > 1, entdo M tem um cocircuito ou I'(M) = 0, assim o
resultado vale para k = 0,1. Agora, seja k > 2 e (M) > f,(k) = g(f,(k —1)). Se
I'(M) > f,(k — 1), entao escolha um cocircuito C* de M com r,,(C*) = I'(M). Entao
r(M/C*) = ry,(C*) > f,(k—1). Se M/C* tem o menor desejado, esta feito. Caso
contrario, como r(M/C*) > f,(k — 1), temos pela hipotese de inducao que M/C* tem



34

k —1 cocircuitos disjuntos. Estes, juntamente com o C*, nos dao k cocircuitos disjuntos
de M.

Se, no entanto, I'(M) < f,(k — 1), entdo como g é ndo-decrescente, temos

g(T(M)) < g(fo(k = 1)) = fy(k) < r(M) =
Isto é,

r(M) = g(T'(M))

e isso encerra a demonstracao. |

2.4 Construindo densidade

A meta desta secao é provar, que uma matroide quase circular de alto posto sem

menor Uy contém um menor denso.

Lema 2.4.1 Sejamb > a > 1, M é uma matréide sem menor Uyy1p € C* um cocircuito

de M de comprimento minimo. Se Cf,---  C¥ sdo cocircuitos disjuntos de M\ C* com
|ICY| < --- < |CF, entao
€7
G = ==
a(”,)
para i =a,--- k.
Demonstracao: Sejam C* e Cf,---,C} dados como acima e seja i € {a,---,k}.

Como Cf é codependente em M e C7 C E(M)—(C*UCT) temos que C} é codependente
em M\ C*\ C, mas de acordo com o Teorema 1.5.16, C} pode nao ser um cocircuito
nesta matroide. Entao existe um cocircuito df C CF de M\ C*\ Cf = M \ (C*UCY).
Agora, usando o mesmo argumento, C;5 é codependente em M \ C*\ (CF U d;). Entao
existe um cocircuito D5 C Cy de M \ (C* U C; U CY). Continuando dessa forma, para
cadaj =2,---,a—1 escolhemos um cocircuito d; C C; de M\ (C*UC;Ud;U---Ud]_,).
Denote por F o conjunto E(M) — (C*UCfUd;U---Ud:_,). Deletando um cocircuito

de uma matroéide diminuimos seu posto em 1. Entao,
ry(F)=r(M)—ry(F)=a+ 1.

Por isso, N = M/F tem posto 7(N) = a + 1. Desde que C* é um cocircuito de

N de comprimento minimo, F(N) — C* deve ser um conjunto de N, de posto a, de
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comprimento méaximo. Temos agora,
C*| < |E(N)| £ 1u(N) [B(N) = C*| = 7(N) [(C; Udi U -+ Ud; )]

Mas, desde que N nao tem menor U,y1p, 0 Lema 2.2.3 nos dé,

(V) < <b;1).

b—1
yc*yg( . >\(C§ud’;u---ud;_l)}.

E assim,

Além disso,

(C;udiU---Ud;_)| < alC].

Donde,
€]

a("')

b—1
e (" el = 1212

Lema 2.4.2 Sejam M uma matroide a-simples sem menor U,y1, satisfazendo,

1

e C* um cocircuito de comprimento minimo de M. Sejam b > a > 1, A € N. FEuxiste

(M)

uma fungao de valores inteiros k(A a,b) tal que, se M\ C* tem k(\,a,b) cocircuitos
disjuntos, entdo T,(M) > \r(M).

Demonstragao: Sejam a,b e A como acima e definamos

b—1 k—a+1
k(X a,b) =k =2a aANt+a—1=oc(a)\ = —————
o) =k =2("" ota olah =T
Sejam agora, C* um cocircuito de comprimento minimo de M e C7,--- , C} cocircuitos
disjuntos de M \ C* de modo que |C}_;| < |C|. De,
L(M) > ry(C*)=r(M) —ry(C*) = ry(C*) > r(M) —T'(M) (2.1)

e |C*| > rp(C*) obtemos |C*| > r(M) — I'(M). Como, por hipotese,

ficamos com,

"] > Sr(). (22)
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Desde que M ¢é a-simples, pelo Lema 2.2.7,
[E(M)| < o(a)7a(M).

Como Cf, - -+, C} sdo cocircuitos disjuntos de M \ C* podemos usar o Lema 2.4.1

para concluir que

€7

a(",')

Gl =

de modo que,
€]

a(",')

C*
BOD| > 10+ -+ o = 1L

a(",")

k—(a+1)]-1C"]

a(",")

Donde,
|[E(M)| >

Da equagao (2.2), obtemos

O que nos da,

E dai,

Definicao 2.4.3 Para uma matréide M denote por O(M) o nimero mdzimo de co-

circuitos disjuntos em M.

Lema 2.4.4 Uma matréide M é circular se, e somente se, O(M) = 1.

Demonstragao: Observe que se M é circular ela ndao tem dois cocircuitos disjuntos e

entdo ©(M) =1 e reciprocamente, se O(M) = 1 ¢ imediato que M ¢ circular. |

Em uma matroide M os parametros I'(M) e O(M) estao relacionados por
O(M) <T(M)+ 1.
Isso decorre da observacao que se C7,--- ,C} sao cocircuitos disjuntos de M, entao

r(M\ (CTU---UCY)) <r(M)—k.
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Lema 2.4.5 Sejam M uma matréide e X,Y C E(M). Entao,
i) O(M/Y) <©(M) e I'(M/Y) <T(M);
i) OM\ X)>O(M) el'(M\ X) >T(M), se X é coindependente;

i) O(M\ X) = O(M) e (M \ X) = I'(M), se para algum nimero a € N, X €

minimal com respeito a inclusao, tal que M \ X € a-simples.

Demonstragao:

i) O Teorema 1.5.16 mostra que todo cocircuito de M/Y é um cocircuito de M,

assim O(M/Y) < ©O(M);
Seja C* é um cocircuito de M/Y, entao
Ty (C) =r(M)Y) =1y (CF) = (M) =y (Y) = rar(CTUY) + (V).
Daf,
Ty (CF) =7r(M) —r(CTUY).
Obtemos,
oy (CF) S (M) =y (C7) = 7, (C7).

Particularmente, se C* é tal que I'(M/Y) =, ,(C*), entéo
D(M/Y) =1y, (C7) <7y (CF) < T(M)
donde concluimos a prova.

ii) Para provar o segundo e o terceiro itens é suficiente considerar X = {x}, onde x
nao é um colago de M. O Teorema 1.5.16 mostra que se C* é um cocircuito de M,
entdo C* — x contém um cocircuito em M \ z. Neste caso, para cada cocircuito
de M associamos um cocircuito de M \ z, donde ©(M \ z) > O(M). Notemos
também que cada cocircuito de M \ z esta contido em um circuito de M. Dessa
forma, sejam D* um cocircuito de M \ x e C* um cocircuito em M que contém
D*. Desde que = nao ¢ um colago, o Corolario 1.5.12 nos da, (M \ z) = r(M).

E assim,

Tane (DY) =r(M\ z) = rane (D7) = r(M) — rana(D").
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Mas, o Teorema 1.5.10 mostra que 7yp,(D*) = rp(D*). Assim,
"ane(D?) = (M) = rar (D).
Sendo C* o cocircuito em M que contém D*, temos que 73, (C*) > rp(D*). Dai,
Pane (DY) =1(M) = ry(D*) 2 r(M) — ryu(CF).
Particularmente, I'(M \ z) > I'(M).

iii) Voltemos ao terceiro item. Assuma que x € W, onde M|W = Uy, para um
k € N. Se C* é um cocircuito de M \ x, entdo C* = D* — x para algum cocircuito

D* de M, tal que C* ou C* U x é um cocircuito de M. Olhemos os dois casos:

e Se C*N (W —z) =0, entao C* é um cocircuito de M, desde que o comple-

mento de um cocircuito é fechado e = € cly (W — x).

e Se C*N (W — x) # 0, devemos ter
(W —2) — C*| <k,

desde que M |(W — ) = Uy, 25—1 € 0 complemento de C* ¢ fechado. Por isso,

|C*N (W —x)| > k.

Note que, o segundo caso pode acontecer, no maximo, uma vez em uma colecao de
cocircuitos disjuntos. Entao, dada uma colegao de cocircuitos disjuntos de M \ z,
acrescentando x em, no maximo, um deles, obtemos uma colecao de cocircuitos dis-
juntos de M. Assim, ©(M) > ©(M \ z). Note também que, para um cocircuito
C* de M\ z, se C* Ux é um cocircuito de M, entdo estamos no segundo caso, e
ryu(CUx) = rypne(C). Assim, I'(M) > I'(M \ ). Finalmente, desde que um cocircuito

nao pode conter lagos, a delecao de lacos também preserva I' e ©. [ ]

Lema 2.4.6 Sejamb > a > 1 e\ € N. Ezxiste uma fun¢ao de valores inteiros §(\, a, b)

tal que se M é uma matroide a-simples, sem menor Uy, satisfazendo

D(M) < =r(M) er(M) > (N a,b) =0,

| —

entio M tem um menor N com 1,(N) > Ar(N).
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Demonstracao: Sejam a e b dados como acima e A fixado, iremos definir §(\, a, b).
Primeiro definamos uma sequéncia de fungoes g, : N — N pondo,
0, n=20

gn(m) =
max(2m,o0,), n>1

onde, 6, = 2(f,, ,(k(A\,a,b) + 1)) € N. E, finalmente, seja 0(\,a,b) = d,,, onde
no = 20(a)X. As funcoes o, k e f,, sdo aquelas definidas anteriormente.

Antes de prosseguir com a prova do Lema, apresentaremos um resultado parcial
que ¢é, em verdade, um resultado particular ao seguinte.

Afirmacao 2.4.7 Seja n > 0. Se M é uma matroide sem menor U,1y tal que,
r(M) = gn(U(M)), entao

o M tem um menor N com 7,(N) > Ar(N); ou

o FKriste uma sequéncia de matroides My, My, ..., M, tal que, parat=10,...,n—1,
My = M;\ C;/Y;, onde Cf € um cocircuito de M; que gera M;/Y;.

Demonstragao: Provaremos essa afirmacao usando indug¢ao em n. O cason = 0 ¢é
trivial. Assuma n > 1 e que o resultado é valido para n — 1. Seja X C F(M) minimal
tal que, M\ X é a-simples. Tome um cocircuito C§ de M com |C§ — X | minimal. Isto
significa que C' = Cj — X nao contém nenhum conjunto do tipo D* — X, onde D* é
um cocircuito de M, e por isso C' é um cocircuito de M \ X de comprimento minimal.
Escolha uma base Z de M/C§ e seja M" = M/Z, o Teorema 1.5.16 mostra que Cy gera
M’. Uma vez que r(M) > g,(I'(M)) e usando a equagao (2.1) da prova do Lema 2.4.2,

r(M') =ry(Cy) >r(M)—T(M) > =r(M) > =6,.

N | —
N | —

Agora,
P\ Cg) = r(M') =12 560~ 1> J12(fy (K ab) + 1) = 1= fy (A 0,

Assim,

r(M'\C5) = fg,-. (k(A, a,b)
Entao, pelo Lema 2.3.4, um dos seguintes casos ocorrem:

(a) M'\ Cf tem k(\,a,b) cocircuitos disjuntos;
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(b) M"\ C§ tem um menor My, = M’ \ C§/Y com r(M;) > g,—1(I'(My)).
Assumamos primeiro que vale (a). Desde que
M\ Gy = MJZ\ C = M\ Cy /7,
pelo Lema 2.4.5(i) temos,
O(M\ C5/Z) < O(M \ Cp).

Logo, por (a), M \ C§ tem k(\,a,b) cocircuitos disjuntos. Afirmamos que X — Cf é
coindependente em M \ C§. Caso contrario, existe um cocircuito D* C X U Cy de M

com D* N (X — Cf) # 0, contradizendo a escolha de Cf. Agora, pelo Lema 2.4.5(ii),
O((M\ X)\ Cg) = O(M \ (Cy U X)) = O(M\ Cy) = k(A a,b).

O Lema também da I'(M \ X) < ir(M\ X). Podemos agora aplicar o Lema 2.4.2 para
N = M\ X, dessa forma 7,(N) > Ar(N).
Assuma agora que (b) vale. Sendo Yy = Z UY, temos

MN\Ci/Yo=M\C5/(ZUY)=M\C/Z]Y = M/Z\C5/Y = M'\ C /Y = M,
e Cp gera M/Yy. Aplicando a hipotese de indugao em M, temos a prova da afirmagao.

Voltemos a prova do Lema e seja M dada como acima. Note que,

Gno(D(M)) = maz{20 (M), on, } < 7(M).

Pela afirmac@o, M tem um menor N com 7,(N) > Ar(N) e esté feito. Senao, existe

uma sequéncia de matroéides My, M, ..., M,, tal que, parat=0,...,n —1,
MiJrl = MZ \ C’L*/}/:H

onde C é um cocircuito de M; que gera M;/Y;.
Seja M' = M/(YoU---UY,,_1). Note que, para i = 0,...,n9 — 1, Cf é um
gerador de M'\ (CU---UCF ). Assim,

ra(CF) =r(M'\ (CGU--- UCEY)) = r(M') —i.



41

Para todo 4, escolha uma base B; para M'|Cf, e defina N = M'|(UB;). Entao, desde

(2

que |Bl| =Tr-—= 7:7

no—l Tl()—l 2_
|[E(N)| = ; |Bi| = ;(T—i) = %[r—k(r—mﬁ—l)] = ngr — o 5 KN g.

Afirmamos que N ¢é a-simples. Suponhamos N|W = Uy o, para um W C E(N)
e k € {1,2,3,...}. Como By é independente e todo subconjunto com mais de k
elementos em N|W é dependente, |W N By| < k. Assim, |W N (E(N) — By)| > k, pois
W C E(N), |W| = 2k, e desde que E(N) — By é fechado, |W N By| = 0.

Repetindo esse argumento em N\ By, para ver que |[W N By| = ), e seguimos assim
até que cheguemos a |[W N B,,,_2| = 0. Dessa forma, W C B,,_;, uma contradigao,
pois os elementos |W| = 2k, B,,_1 é independente e, como ja foi afirmado, qualquer
elemento com mais de k elementos em N|W ¢ dependente.

Finalmente, dado que N ¢é a-simples, pelo Lema 2.2.7,

o(@m V) = |B()| > " = 2D 5 ey,

= 7,(N) > Ar(N).

2.5 Configurando circuitos

Queremos identificar algumas estruturas mais concretas em uma matréide densa.
Para isso, temos que ser capazes de separar alguns dos muitos conjuntos de posto

pequeno em uma matroide.

Para uma matroide, chamamos os conjuntos Ay, ..., A, C E(M) de assimétricos
se
TM(U Ap) = ZTM(Ai)
i i
Este conceito é analogo a subespacgos de um espago vetorial formando uma soma
direta.

O primeiro resultado desta secao é uma ferramenta para encontrar conjuntos que

sao assimétricos em uma matroide.
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Vamos definir uma fungéo py, numa colegao de subconjuntos de F(M ) da seguinte
forma:
Para conjuntos Ay, ..., A, C E(M) seja

par(Ars .. Ay) = TM(U A = I JA4) = ru(lJ 45)]

i j ji
= ra((JA) =D lrmy,. a0 (Ai = [ J A1
J i J#
Esta fungao pode ser vista como uma fungao de conectividade generalizada. Para

n = 2, up € igual a fungao de conectividade
A(Ar, Ag) = ra(Ar) + rau(As) — rag (A U Ay).
Para n > 2 temos a seguinte relagao,
par(Ar, Aoy Ay) = Ap(A, Ao U U Ay) + piagya, (Ag, -0 Ay)

A fungao py; mensura, de certa forma, o posto da sobreposi¢ao dos conjuntos.

Observagao 2.5.1 Notemos que, pp(Aq, ..., A,) = 0 se, e somente se, Ay,..., A,

sao assimétricos em M.

Se existe um conjunto W C E(M) tal que, Ay — W, ..., A, — W s@o assimétricos
em M/W, entao ppr(Ax, ..., An) < ry(W).

Para quaisquer inteiros positivos n, ¢, k, usaremos R(n, ¢, k) para denotar o seguinte
namero de Ramsey : O menor R tal que se X é um conjunto com | X| = R, entao para
qualquer c-coloragao de [X]", X tem um subconjunto monocromatico de comprimento
k. Onde [X]" denota o conjunto de todos os subconjuntos de X de comprimento n.

Por um subconjunto monocromatico de X, chamamos um subconjunto Y C X tal
que os conjuntos em [Y]" tem todos a mesma cor. Este nimero existe, e sua existéncia
¢ garantida pelo Teorema de Ramsey(ver (14) ou [(2), 9.14]).

Lema 2.5.2 Sejam b > a > 1 e sejam r e n inteiros positivos. Eziste uma func¢ao de

valores inteiros ay(n,r,a,b) tal que se M é uma matrdide sem menor U,y € € € uma

cole¢io de subconjuntos de E(M), de posto r, com

7GM(LJ X) Z al(”araaab)'
Xe&

Entao, existem X, ..., X, € & tais que,
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a) X; ¢ clM(U X;) parai=1,...,n;
J#i

b) pun(Xy,..., X)) < (r—1)a.

Demonstragao: Sejam n,r,a e b dados como acima e definamos oy (n, 7, a, b). Inicial-

mente, definamos os ntimeros [;, s; parai=1,...,r.
Sejam I, =0, s, =neparai=1,...,r — 1, definamos recursivamente:

§i = Sip1 + liy1, Uy = (bgl)mia’ li=n(",).

Seja m = s; + [;. Entao,
s, =0
Sp—1 =8+ 1, > s,

Sp—2 = Sp—1+ lrfl > Sp—1

S$1 =89+ 1y > s9

=20=s<s —1<---<sy<m=s1+1

Feito isso, definamos os nameros ki,...,k, como se segue. Seja k,, = m e

ponhamos

ki1 = R(i,r, k;), parai =m,m—1,...,2.

Finalmente, seja ay(n,r, a,b) = rk;.

Para um conjunto de subconjuntos 7 C 2¥(M) usaremos a notacio (7)) para

indicar 7 ( U X).
XeT
Sejam M e £ dados como acima com,

TM(S) Z aq (n7 T, a, b)
Podemos escolher conjuntos Yj,..., Yy, € &, tais que Y; ¢ cly (Y1 U---UY,;4).

Seja F1 = {Y1,..., Y}, } e ponha ag =0, a; = r.

Vamos construir, iterativamente, as sequéncias:

FioF 2 DFn a<a <--<ap
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tais que, para i = 1,...,m, |F;| = k; e, se F' C F; com |F'| = i, entao ry(F') = a;.
Isso vale para Fj, desde que |Fi| = k; e para todo subconjunto X C Fj tem-se
ru(T) =r=a.

Seja, agora, 7 > 2 e assuma que JF;_; e a;_1 satisfazem o exposto e vamos encontrar
Fi e a;. Nestas condigoes, se 7/ C F;_; com |F'| =i — 1 tem-se ry(F') = a;_1.

Assim, se F' C F;_; com |F'| =i tem-se a;_1 < ry(F') < a;+r. Isto define uma
r-coloragio de [F;_1]. Desde que |F;_1| = ki1 = R(i, 7, k;), existe F; C F;_; tal que,
todo conjunto em [F;]* tem o mesmo posto. Chamemos esse niimero de a;.

Para:=1,...,m, seja b; = a; — a;,_1. Note que, por submodularidade, isto d&

uma sequéncia decrescente

Com efeito,

Qi1+ i1 < a; + a4 = a1 — a; < a; — i
—_—— ——
bi bi—l

Entao, pela defini¢ao dos pares (b;, [;), existe um " € {1,2,...,r} tal que
bey1 =bsio=---=bgyy =1, onde s=s. el =1

Se ' = r, entao obtemos s = 0, [ = n e, portanto,

by = =b, =r,
implica que,
a; =a;_1 +r paratodoi=1,...,n.
Assim, se escolhermos quaisquer membros Xi,...,X,, € F,,, entao eles sao as-

simétricos e esta feito. .

Assuma que ' < r. Escolha s conjuntos Zi,...,Z, € F,, e seja F = UZi'
Escolha outros [ elementos X7, ..., X; € F,,—{Z1,...,Zs}. Desde que by = bs+;::1 r,
os conjuntos X; — F, ..., X; — F sdo assimétricos de posto " em M/F.

Parai=1,...,[, escolha um conjunto independente B; C X; de comprimento 7,

assimétricos de F. Expanda esse conjunto a uma base B; UB; de X;. Nestas condicoes,

|Bi| =19 =1 —1".
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Seja M/ = M/(Ulgz) e tome B = UZEz Entao Bz g Cl]w/(F’)7 e assim
rar(B) < v (F) < srapr(Z) < sra(Z;) < sr,

Seja (W1, ..., W,) uma a-cobertura minimal de M'|B. Pelo Lema 2.5

bh—1 r(M’'|B)—a bh—1 ry (B)—a b1\
e () )
a a a

Uma vez que |B;| = ry, para cada B; podemos encontrar um conjunto de indices

I; C{1,...,u} de comprimento ry tal que, B; C U W;. Existem
Jjel;

()= ()

possibilidades de escolha para I;, e | = [, = n(ruj;,). Deve existir I C {1,...,u} tal

que, I; = I paratodo i € J, onde J C {1,...,l} tem comprimento n. Por uma possivel

reordenagao dos X; e dos W} podemos assumir que, By, ..., B, C W U---UW,.
Seja W = W;U- - -UW,,. Entao, os conjuntos X1 —W, ..., X, —W sao assimétricos

em M/W. Dai, segue que,

MM(le---aXn) < TM(W) < ary S CL(’I"— 1)

e esta provado. [ |

O préximo Lema mostra como, fazendo contragoes adequadas, uma grande cole¢ao
de circuitos quase (mas nao completamente) assimétricos, pode produzir um conjunto

de triangulos quase assimétricos contendo um elemento em comum.

Lema 2.5.3 Euxiste uma fun¢ao de valores inteiros as(l, v, m) tal que valem os sequintes:
Seja r > 2 e l,m inteiros positivos. Se n > as(l,r,m) e Cy,...,C, sdo circuitos de

posto r de uma matrdide M satisfazendo:
(a) 1 <ry(U;C)) —ry(U;2C;5) < r para todo i, e
(b) par(Cy,...,C,) <m,

entao, M tem um menor N=M/Y com um elemento x € E(N) e tridngulos D1, ..., D,

de N, tais que
e x € D; para todo i, e ry(U;D;) =1+ 1,

e Para todo i, D; — x C C; para algum j € {1,...,n}.
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Demonstragao: Sejam | e m dados e fixados. Para r > 2, definamos ay(l,r,m)

recursivamente como segue:

as(l,r,m) = 2" (g (r — 1) + 1),
@ =1, q =a(l,r—1,r—2), parar > 2.

Para facilitar a inducao, o Lema é provado a partir das seguintes suposi¢oes mais fracas:
Sejam n > 2 e C4,...,C, circuitos de M com 2 < rp(C;) < r. Assuma que

existe um conjunto F' C E(M) tal que,
(a) 1< TM(UjCj U F) - T’M<Uj7giCj U F) < TM(Cz) — 1 para todo 1;
(b) pp(Cy,y...,Ch F) < m.

Essas suposicoes sao certamente mais fracas, desde que, no Lema, consideremos
o caso F =) e ry;(C;) = r para todo i. A prova é feita usando indugao em r.
Seja r = 2 ou seja r > 2 e assuma que o resultado vale para r — 1.

Para cada ¢ =1,...,n, tome
C; = TM((UjOj) U F) — TM((U]#CJ) U F) 2 1.

Primeiro faremos uma reducao simples:
Se nao tivermos ¢; = 1 para todo ¢, entao para cada i, escolha um conjunto

Y; € C; de comprimento ¢; — 1, que é assimétrico de (U;,C;) U F), isto &, tal que
(Vi U (UjiCy) U F) = ra (Vi) + Y raa(Cy) + raa(F).

Poderiamos trabalhar com os circuitos C; —Y; de M /(Y U---UY;,) em vez disso. Entao,
sem perda de generalidade, suponhamos ¢; = 1 para todo .

Escolha z; € C; — (U;%C;) para cada i, e seja M = M/{z,...,2,}. Sendo
W =U(C; — z;), temos

riW) =ry(UCh) —ravr({z1, -+, 2n}) = e (Ch, ..., Co F) <m

Seja B uma base de M|W e escolha uma base B; de M|(C; — z;). Agora expandi-
mos B; a uma base B; U X; de M|W usando elementos de B. Para todo i escolhemos
X; C B dentre os 2|8l < 2m subconjuntos de B. Consequentemente, existe um Xo C B

tal que, X; = Xo parai € I, onde |I| =n' > 2%
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Seja My = M /X, e ponha ' = |B| — | Xo| + 1. Entéo,
ran (C)) =1 e i, ({CiieI}) =7 —1

para todo ¢ € I.
Possivelmente, pela eventual reordenacgao dos circuitos, podemos entao assumir
I ={1,...,n'}. Escolhamos um elemento de um circuito, z € Cyy — clp(Uj<yC;) €

seja My = M;/z. Definamos,
Z =y, (Cw — 2z) Cclp,(C;) para i=1,...,n —1,

assim 7y, = 7" — 1. Escolhamos um elemento x € Z, que nao é um lago, e elementos
y; € C; — Z parai=1,...,n — 1. Desde que x € clp,(C;), C; Ux é conexo. Entao,

existe um circuito C! de My com
{zi,y,} CCICCiUx e 1, (C)) €{2,...,0r"}.

Notemos que C! € cly, ( U 7).
jFELg<n’
Existe s € {2,...,r'} tal que, 7y, (C!) = s para i € J, com
n —1

r—1

/] =

> q

Z H47r-

Agora temos dois casos:

s =2: Desde que ¢, > g2 = [ n6s podemos escolher J' C J com com |J'| = L.
Agora, tomando {Ds,...,D;} ={C!:i € J'} e N = M, obtemos o resultado;

2 < s <1 :Seja My = M,/x e seja C; = C;x parai € J . Entao C; é um circuito

de M3 de posto s — 1, com C; C C;. Sendo F' = Z — x temos,

pnss(Ci i€ L F) <rp(F')y=1r"—2<r—2.

Como |J| > as(l,r — 1,7 — 2) obtemos, pela hipotese de indugao, o menor desejado. B

O resultado seguinte é apenas um corolario dos Lemas 2.5.2 e 2.5.3, que noés

anunciaremos para facilitar a referéncia.

Lema 2.5.4 Sejam b > a > 1 e s, inteiros positivos. Existe uma func¢ao de valores
inteiros as(s, 1, a,b) tal que se M € uma matroide sem menor Uyy1 € Q2 € um conjunto

de circuitos de M de posto a + 1, com T’M(U C) > as(s,l,a,b), entao:
ceq)
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(i) Existem s circuitos Cy,...,Cs € Q assimétricos; ou

(i1) M tem um menor N = MY com um elemento x € E(N) e tridngulos D, ..., D,
de N, tais que
o x €D, para todo i, ern(U;D;) =141, e
e Para todo i, (D; —x C C') para algum C € ).

Demonstragao: Definamos as(s, [, a,b) = ag, pondo

a+1
g = Zal(m,r,a,b), onde n, = s+ as(l,r, (r — 1)a),

r=1

e sejam M e Q dados. Existem um numero r € {1,...,a + 1} e ' C Q, tal que

ry(C) = r para todo C' € C'; e ry( U C) > ai(n,,r,a,b). Agora, pelo Lema 2.5.2,
cec’
existem circuitos C1,...,C, € C’ satisfazendo

¢ = ru(U;C5) — ru (U Cy) = 1,

para todo i, e i (Ch,...,Cp) < (r —1)a.

Sejam [ ={i:c;=r}eJ={i:¢; <r}. Se|l| > s, entao vale o caso (i), desde
que os C; tais que @ € I sao assimétricos. De outro modo, |J| > as(l,r, (r — 1)a), e os
C; com 1 € J satisfazem ainda,

ru(lJC) —ru( | €)) <.
jeJ jeg—i

Agora, o Lema 2.5.3 da o caso (ii) do resultado. |

2.6 Ninhos

Por uma linha longa em uma matréide chamaremos um subconjunto fechado de
posto 2 que contenha, pelo menos, 3 subconjuntos fechados de posto 1. Entao, uma
linha longa em uma matréide simples é um subconjunto fechado de posto 2 com pelo
menos 3 elementos. Além disso, note que uma linha é longa se, e somente se, ela contém
um triangulo.

Nos precisaremos de uma grande quantidade de linhas longas para construir
grandes estruturas Cliques. O primeiro objetivo é construir uma estrutura inter-

mediaria denominada ninho.
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Defini¢ao 2.6.1 Uma matréide M é um Ninho se tem uma base B = {by,...,b,}

tal que, para cada par de indices i,j € {1,...,n} com i < j o conjunto {b;,b;} gera
uma linha longa em M/{by, ... ,b;_1}. Os elementos em B sao chamados de juntas do
ninho M.

Figura 2.6: Ninho de posto 4, onde {b;,b;, e;;} ¢ um triangulo de M/{b,... ,b;_1}.

Definigao 2.6.2 Um Clique M (K,,) é um ninho tendo o conjunto de arestas incidentes

a um vértice firado em K, como juntas.

Defini¢ao 2.6.3 Seja M uma matrdide, k € N e seja B C E(M). Dizemos que B
k-domina M se, para qualquer elemento x € E(M) existe um conjunto W C B, com
ruy(W) < K, tal que x € cly (W).

Observacao 2.6.4 Um conjunto k-dominador tem de ser, claramente, um conjunto
gerador de M. FE fdcil verificar que k-dominacio é preservado sob contracées no
sequinte sentido: Se B,Y C E(M) e B k-domina M, entao B —Y k-domina M]Y .

Lema 2.6.5 Sejam b > a > 1 e m,t inteiros positivos. Fxiste uma fun¢ao de valo-
res inteiros vi(m,t,a,b) tal que se M é uma matrdide t-circular sem menor Ua41y €
r(M) > vi(m,t,a,b) e B € uma base de M, entao M tem um menor N de posto m com
uma base B' C BN E(N) e um elemento by € B’ tal que, {by,d} gera uma linha longa
em N para cada d € B' — by

Demonstragao: Sejam m,t,a e b dados, e defina as seguintes constantes,

ry =a3(m+1,m,a,b),l =m+ry r3 =a3(2,1,a,b)

A =a? (bgl)r?’_a + 1, ry = maz(2t,5(\, a,b))
e vamos definir,

a

vi(m,t,a,b) = v = ola) (b B 1) (2.3)

Sejam M e B dados. Comegaremos com uma rapida observagao:
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Afirmacgao 2.6.6 (Afirmacgdo A) E suficiente encontrar um menor N' de M, com
um elemento z € E(N') e um conjunto com m elementos B' C BNE(N') tal que B'Uz

¢ independente em N' e {z,d} gera wma linha longa em N’ para cada d € B'.

Para ver isso, podemos assumir que B’ U z é uma base de N’(de outra maneira,
nos restringimos a cly:(B’ U z)). Agora escolhamos b; € B e um elemento y tal que
{z,b1,y} é um trihngulo em N’. Seja N = N'/y, e notemos que z e b; sao paralelos em
N. Entao {b;,d} gera uma linha longa em N para d € B’ — b;. Desde que B’ é uma
base de N concluimos a demonstragao da Afirmagao 2.6.6.

Afirmagao 2.6.7 (Afirmagao B) M tem um menor t-circular Ny com r(Ny) > rq
e B C E(Ny) tal que, B (a + 1)-domina Njy.

Seja N7 um menor minimal de M satisfazendo: N; é t-circular e a-simples e
B C E(N;). Tal menor existe, desde que podemos escolher X C F(M) minimal, tal
que M \ X é a-simples, e como B ¢ independente podemos tomar X com X N B = ().
Entao temos, I'(M \ X) =T'(M) <t.

Para ver que B (a + 1)-domina Ny, seja f € E(Ny) — B. Ni/f é t-circular,
visto que Ny ¢é t-circular. Agora (N1/f)|B nao pode ser a-simples. Se assim fosse,
poderiamos escolher X C FE(N;/f) — B minimal, tal que N;/f \ X seja a-simples, e

dai pelo Lema 2.4.5(iii) terfamos,
PN/ FAX) =T(N/f) <1,

mostrando que Ni/f \ X é t-circular e contradizendo a minimalidade de N;. Como
N, é simples, entao N;/f nao tem lagos.

Desde que (Ny/f)|B nao ¢ a-simples, deve existir um W C B tal que
(N1/ ))IW = U2,

para um k € {1,...,a}. Entao rn,(W U f) = k + 1, e devemos ter ry, (W) = k + 1.
Caso contrario, Ni|W = Uy, mas Ny & a-simples. Assim, f € cly, (W), e dai B
(a + 1)-domina Nj.

Pelo Lema 2.2.7 temos,

o(a)7a(N1) 2 [E(N1)| = |B = r(M) = 1,
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e também, usando a equacdo (2.3) obtemos 7,(N;) > (bgl)n_a > 1. Claramente,
r(Ny1) > a, entdo aplicamos o Lema 2.2.5, e obtemos r(N;) > r;. E isso encerra a
prova da afirmacao.

Agora, seja N; como na Afirmacao 2.6.7. Pela defini¢cao de ry, temos

F(Nl) S t S ™ S T(Nl) (§ T(Nl) Z (5()\,(1,, b)

O Lema 2.4.6 nos permite obter um menor Ny de Ny com 7,(N3) > Ar(Ns). Podemos

assumir que, No = N1/Y]. Note que N, satisfaz
TE(Ny) > 7,(Ng) > Ar(Na).
Seja Y3 C E(N;) maximal com,
Ta(N2/Y2) > Ar(Ny/Ys),

e seja N3 = Ny/Y;. Desde que Y; é maximal, N3 deve ser sem lago. Escolha um

elemento x € F(N3). Entao,
(7a(Na) = 74 (N3 /) > (Ar(Ns/) = Ar(Ns/x)) = A(r(Ns) = r(Ns/x)) = A

Seja G a colegao de todos os conjuntos conexos de posto a + 1 em N3 contendo

x, e sejan = ry,( U X). Pelo Lema 2.6.10, Temos entao,

Xeg
b—1 n—a
)\<a2( ) + 1,
a

e como \ = a? (bgl)m_a + 1, devemos ter n > rs.
Denote por 7 a colecao de todos os circuitos de N3 de posto no maximo a + 1
contendo x. Para cada X € G ey € X — {{lagos} Uz}, desde que X ¢é conexo, existe

um circuito C' C X contendo z e y, entdo C' € 7. Sendo assim, 7y, U C)>n.

CceT
Desde que n > r3 = a3(2,1,a,b) podemos aplicar o Lema 2.5.4. Como quaisquer

dois circuitos em 7 nao sdo assimétricos, obtemos o caso (ii) do referido Lema: Existe
um menor Ny = N3/Y3, com x € E(N,) e triangulos Dy, ..., D; de Ny, tal que x € D;
e rn,(UiD;) = 1+ 1. Escolha um elemento h; € D; — x parai=1,...,1.

Seja I = {i : h; € B}. Se |I| > m, entdo podemos escolher um conjunto com m

elementos B’ C {h; : h; € B} e, usando a Afirmagao 2.6.7, tomando N' = Nyje z = x
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temos o resultado. Entdo, assuma |I| < m. Pela possivel reordenagao dos D;, podemos
assumir hy, ..., h,, ¢ B, onde ry =1 —m.

Pela observagao 2.6.4, B N E(N) (a + 1)-domina N,. Neste caso, para cada
t=1,...,7r4, h; € 0 fecho de um subcojunto de B de posto no maximo a + 1. Escolha
um circuito C; de Ny contendo h; com, rn,(C;) < a+1e C; € BUh;. Desde que
{h1,...,h.} € independente, temos ry, (U;C;) > ry.

Como ry = ag(m + 1,m,a,b) podemos aplicar o Lema 2.5.4, novamente, para

obter um dos dois casos:

(i) Existem s =m + 1 circuitos assimétricos entre C1,...,C,, em Ny.
Apos possivel reordenacao, podemos assumir que C1, ..., Cy sao assimétricos. Se
omitirmos um dos membros de C1, ..., Cs podemos afirmar que {z} juntamente

com a uniao dos demais conjuntos sao assimétricos. Podemos assumir que os

conjuntos C1, ..., Cp, {x} sdo assimétricos em Nj.

Para i = 1,...,m, escolha um elemento b; € C; — h; e seja K; = C; —{h;,b;}. De-
fina N5 = N;/(U; K;). Entao h; e b; sao paralelos em Nj. Sendo B’ = {by,...,b,}

e esté feito pela Afirmacao 2.6.7 com, N’ = N5 e z = x.

(ii) N4 tem um menor N5 com z € FE(Ns) e tridngulos D}, ..., D! em Nj tais que,
para cada i, z € D} e rn,(U;D}) = m + 1. Também, para cada i, (D — z) C C;
para algum j. Assim, (D] — z) C (B U h;) e podemos escolher, para cada i, um
elemento b; € (D, — z) N B. Tomando B’ = {by,...,b,} e N' = N5, nés agora

temos o resultado pela Afirmagao 2.6.7.

O teorema a seguir é o principal resultado desta secao. Ele possibilita identificar

as matroides que possuem ninhos como menores.

Lema 2.6.8 Sejam b > a > 1 e sejam n,t inteiros positivos. Eziste uma funcao de
valores inteiros v(n,t,a,b) tal que se M é uma matrdide t-circular sem menor Ua1qy

er(M)>v(n,t,a,b), entao M tem um ninho de posto n como menor.

Demonstragao: Seja t fixado. Seja v(1,t,a,b) = 1 e para n > 2 definamos v recursi-
vamente pondo,

vin,t,a,b) =1 (v(n—1,t,a,b) + 1,t,a,b).
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A prova sera feita usando inducao, para facilitar a inducao provaremos a seguinte

declaracao mais forte.

e Se M é uma matréide t-circular sem menor U,y com r(M) > v(n,t,a,b) e B
é uma base de M, entdo M tem um ninho, de posto n, M/Y como menor com

juntas contidas em B.

A prova é feita usando indugao em n. Para n = 1 o resultado é trivial, ja que
qualquer matroéide de posto 1 é um ninho.

Seja n > 2 e assuma que o resultado é valido para n — 1. Sejam M e B dados
como acima.

Pelo Lema 2.6.5, M tem um menor N; de posto v(n—1,t,a,b)+ 1 com uma base
By, C B e {by,d} gera uma linha longa em N; para cada d € B; —b;. Podemos assumir
Ny = M/Y.

Seja N = N;/b;. Uma vez que t-circularidade é preservada sob contragoes, V] é

t-circular. Agora,
r(Ny) =7(Ny/by) =r(Ny) —ry, (b)) =v(n—1,t,a,0) +1 — 1 =v(n—1,t,a,b),

desde que by nao é um lago de NVy.
Pela hipotese de indugao, Ni tem ninho Ny = N{/Y5 de posto n— 1 como menor,
com juntas em By C By — b;.

Agora, sejam Y =Y, UY; e N = M/Y. Entéao, temos
N/by = (M/Y)/by = ((M/Y1)/Y2) /b1 = (N1/Y2) /by = (N1/b1)/ Yo = Ni/Yz = No.

Isto é,

N/by = Ns.
Entao, N satisfaz as seguintes condigoes:
e by C By C B é uma base de N, visto que B, é uma base de N/by;
e Para cada d € By, {b,d} gera uma linha longa em N;

e N;/b= Ny ¢ um ninho, com juntas em Bs.
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Assim, N é um ninho com juntas em b; U By [ |

Vamos considerar coberturas, das matroides, constituidas pelas componentes
conexas. Um laco é uma componente conexa trivial de uma matroide, que noés de-

sejamos evitar na contagem.

Defini¢ao 2.6.9 Para uma matréide arbitraria M denotaremos por 7¢(M) o compri-
mento minimo de uma a-cobertura (X, ..., X,,) de M\ {lagos}, onde Xy, ..., X, sdo

conjuntos conexos.

Claramente, 75(M) > 7,(M), desde que 7,(M) ¢ o comprimento minimo de uma
a-cobertura de M.

Notemos também que uma matréide N, de posto a, sem lagos tem, no maximo,
a componentes conexas, entao 75(N) < a.

Assim, em geral para uma matréide M temos,
To(M) < 75(M) < ato(M),
desde que para cada componente X; de uma a-cobertura minimal (X; : i € {1,...,7,(M)})

tem-se 7,(X;) < a.

Lema 2.6.10 Sejab > a > 1. Sejam M uma matrdide sem menor Uyy1p € x € E(M).
Seja L a colegcao de todos os subconjuntos conexos de posto a+1 em M contendo z. Se

n=ry U X), entao

XeLl
. ) b - 1 n—a
To(M) —15(M/x) < a +1
a
Demonstracao: Se z é um lago de M, entao 7,(M/x) = 7,(M), desde que se
Xi,..., Xr,(m/e) € uma a-cobertura minimal de M/x, entdao X; Ux,..., X; (m/a) €

uma a-cobertura minimal de M. Como 7¢(M/x) > 7,(M/z), temos
To(M) —715(M/x) <0,

E, portanto o resultado é trivial.

Podemos assumir, que M nao tem lagos. Entéao, seja x € E(M) — {lacos}.

Seja X7 U x,..., X uma a-cobertura minimal de M/x \ {lagos} de conjuntos
conexos. Apresentaremos uma construcao de uma a-cobertura de M costituida por

conjuntos conexos. Considere os seguites casos:
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1) = ¢ cly(X;). Entao, X; ja é conexo em M com posto 7y(X;) = 7a/2(Xi) < a;
2) x € clp(X;). Neste caso X; Uz é conexo em M com posto
ru(XiUx) =rae(Xs) +1<a+ 1
Mais ainda,

(2a) ry(X;Uzx) <a, oy

(20). ry(X;Uz) =a+1

Podemos assumir, reordenando possivelmente os conjuntos, que Xy, ..., X,, sat-
isfazem (2b) e X,,41,..., Xy satisfazem 1) ou (2a). Para i = 1,...,m, temos que
M|(X;Uz) nao tem menor Uyy1p € r(M|(X;Ux)) = ry(X;Uz) = a+1, entdo o Lema
2.2.3 nos da

TE(M|(X; U)) < ato(M|(X; U)) < a(b; 1)

Os elementos de M "destruidos" com a formacao de M/x \ {lagos} é o conjunto
conexo clys(z). Agora, fica claro que podemos tomar uma a-cobertura, de comprimento,
s de M formada por conjuntos conexos, onde

b—1

TE(M) < s < ma(
a

a

)+(K—m)+1.

O que implica,
b—1
To(M) < ma< " ) +75(M/z) + 1.

Se m = 0 esta feito, pois teriamos
TS (M) < 75(M/z) + 1.

O que implica,

TS(M) —18(M/z) <1< d® (b; 1) 1

m
Agora, vamos assumir m > 0. Definamos M’ = (M/[L’)|(U X;) e notemos que
i=1
(X1,...,X;n) € uma a-cobertura minimal de M’ formada por conjuntos conexos. Entao,

pelo Lema 2.2.5

b—1 r(M')—a
m:Tg(M')SaTaMISa( ) :

a
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Além disso,
m

r(M) =ru(JX;ux) -1

=1

desde que X; Uz é um conjunto conexo em M parai=1,...,m.

Finalmente, de

(M) < ma<b; 1) Fra(Mfz) + 1,

b—1 r(M')—a
a

e,
T<M/) S n— 17
temos, .
b—1\"""" [b—-1
Tg(M)ﬁa( ) a( )+7‘§(M/x)+1.
a a
E, portanto,

ro(M) - 75(M/x) < a? (b; 1) i

2.7 Dowling Cliques

O principal resultado desta secao serve de ferramenta para detectar nos ninhos
um tipo geral de Clique. Em (3) Dowling introduziu uma classe de geometrias com-
binatérias (matroides simples). Usaremos um caso especial dessas construgoes, que

chamaremos, em homenagem ao matematico Dowling, de Dowling Clique.

Definicao 2.7.1 Um Dowling Clique é uma matréide M, com E(M)= BUX onde
B ={by,...,b,} € uma base de M, e X = {e;; : 1 <i < j < n} satisfaz que {b;, b;,e;;}
€ um tridngulo para todo i < j < n. Chamamos os elementos em B de juntas de M.

Quando eziste a necessidade de enfatizar a base B, nos escrevemos (M, B).

Definigao 2.7.2 Seja n > 1. Uma matrdide € uma n-tempestade se seu conjunto
basico € a unido disjunta E(M) = FUC} U---UC}, onde ry(F) =n e cada C; é

m?’

um cocircuito independente de comprimento n+1, com F C clp(C}). Chamamos os
C} das nivens de M.
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Em uma n-tempestade o conjunto F', tal qual na definicao 2.7.1, deve ser fechado,
uma vez que é a intersecao de hiperplanos.
Notemos que, Cf,...,C* sao assimétricos em M/F, visto que eles sao disjuntos

e independentes em M/F e, por isso, uy(Ct,...,Cr) =n.
Comecaremos esta se¢ao mostrando que ninhos contém tempestades como restri-

¢oes. Para provar o proximo Lema, precisaremos das afirmacoes abaixo:
Afirmagao 2.7.3 1) ey, €0k, .., €p_1x ¢ clyr(B —by), para k =2,...,r;

2) clpy({b, ..., bi, b)) = clar({ewk, - - -, €k, b }), para i < k.

Demonstragao: Para ver 1), sejam i, k como acima, com 1 < i < k. Pela definigdo
de e; temos que ey, ¢ cly({b1,...,b;}), do contrario B néo seria independente, mas
eir € clp({by,...,b;,bg}), desde que {b;, by, e;} € um tridngulo. Entao, o circuito

fundamental de e;;, em M, com respeito a base B, deve conter b,. Por isso
€ik ¢ CZM(B — bk)

Para ver 2) usaremos indugdo em i com k fixo. O caso i = 1 ¢é trivial, uma
vez que {by, by, e1x} ¢ um circuito em M, e portanto clp({b1,0r}) = clar({€ix, br}).
Suponha 1 < i < k e que 2) valido para ¢ — 1. Novamente pela defini¢ao de e, temos

€ik ¢ ClM<{b1, cooy b, bk}), mas e;r € ClM({bl, .o bg, bk}> ASSiIH,
({1, b, b }) = el ({b1, -+ bi1, bis earn ) = el ({ewr, - €iik, br, €ir }),
onde, a seguinte hipotese de inducao é usada na segunda igualdade:

cly({eks - s eicps b }) = clar({b1, ..., bi—1, bi }).

Lema 2.7.4 Sejam m e n inteiros positivos. Se M é um ninho de posto, no minimo,

n+m, entao M tem uma n-tempestade N com m nivens como menor.

Demonstragao: Seja M um ninho de posto r com juntas B = {b,...,b,}, onde
r = n+m. Para cada par (7,5), 1 < i < j < r, escolha um elemento e;; tal que

{bi,b;,e;;} € um tridngulo em M/{by,...,bi_1}.
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Sejam S = {by,...,b,}, F = clpy(S) e para cada k =n+1,...,r defina,
Cr = {€1ks €2k, - - -, Enky Ui}

Notemos que, por 1) da afirmagao 2.7.3, Cy, N F = () para todo k, e C, NC; =0
para k # [. De 2), da mesma afirmagao, obtemos que Cj é independente, visto que
cly(Cr) = {b1, ..., by, br} que é independente, e que F' C cly(Cy) para todo k. Pondo
N =M|(FUC,,U---UC,). E facil checar que os Cj, sdo cocircuitos de N. [ |

Para n = 2 o conceito de uma n-tempestade é similar aquele usado por Kung em

(7), e um analogo de uma dessas idéias é parte da prova do resultado a seguir.

Lema 2.7.5 Sejam b > a > 1 e seja n um inteiro positivo. Fxistem fungoes de valores
inteiros ¢1(n,a,b), pa(n, a,b) tais que se M é uma ¢1(n, a,b)-tempestade com ¢o(n, a,b)
nuvens que nao tem menor Uy, entao M possui um Dowling Clique N, de posto n,

como menor.

Demonstragao: Sejam n,a,b dados e vamos definir ¢; e ¢5. Primeiro sejam [ = na.
a

Para r = 1,...,a, s, = ai(n,r,a,b) (de acordo com o Lemma 2.5.2) e s = g S

r=1
Defina a sequéncia de nimeros my, . . ., mg recursivamente como se segue: Seja mg = [,
e

b—]_ sS—a
mk:a(a,mkﬂ)( " ) +1, parak=s-—1,...,1,0.

Finalmente, seja ¢1(n,a,b) = s e ¢o(n,a,b) = my.

Seja M uma s-tempestade com mg navens. Denote as nivens por C7,...,Cp
com elementos Cf = {ef, el,... e.}.

Definamos M’ = M/{e},e3,...,ex}. Entao r(M') = s. Seja Iy = {1,...,mo}.
Queremos encontrar uma subcolecao das nuvens tal que elementos com o mesmo indice
estejam em uma restricao uniforme de M’. Iremos construir uma sequéncia de subcon-

juntos,

102112"'2[37 onde |Ik|:mk

tal que, para k =1,...,s,
M'|[{ef i€ I} 2 U, m,,

para algum ndamero r, € {1,...,a}.
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Seja k > 1, suponhamos que [;_; tenha sido definido e vamos encontrar I. Seja
W = {ef:i € I, 1} e suponha que M’'|W nio tenha restri¢ao U, ,,, parar =1,...,a.

O Lema 2.2.8 nos da,
oz (a, mi)To(M'|W) > E(M'|W) = [W| = my_.

Agora, do Lema 2.2.5, temos

To(M'|W) < (b; 1)

Dai,

contradigao, pois
b _ 1 sS—a
mi_1 = o(a, mg+) " + 1.

Entdo, tomemos U C W tal que M'|U ¢ isomorfo a U,, ,,, eseja I, = {i : el € U}.

kM

Depois, através da eventual reordenagao das niivens em M, podemos assumir que
I, ={1,...,l}. Seja Ly, = {et,...,e} parak =1,...,s, entao M'|Ly 2 U,, ;.

Agora, podemos assumir que existe r € {1,...,a} e um subconjunto J C {1,...,s}
com |J| > s, tal que, r, = r para todo k € J. Defina £ = {L; : k € J}. Desde que
C} — e é independente em M’, visto que C; é independente em M, temos

ry = (U L)y>|L| > |J| > s, = ag(n,r,a,b).
LeL

Agora, aplicando o Lema 2.5.2, obtemos uma subsequéncia £ C L de com-

primento n, tal que L ¢ cly( U L), para cada L € L'. Depois, possivelmente
L'el'~L
permutando os elementos de cada nivem, podemos assumir £ = (L, ..., L,). Seja

D; = {e,eb,...,eh} C Ci.

n
Pela construgao de Ly, podemos encontrar B C U L;,, independente em M’ tal que,
k=1

ray (L UB) —ry(B) =1, paracada k={1,...,n},

e os conjuntos Ly — B, ..., L, — B sdo assimétricos em M’'|B.
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Agora, Ly ¢ cly(B), do contréario ry (L U B) — rayp(B) = 0, e uma vez que

M'|Ly, é uniforme de posto r, devemos ter
|Li Nelpyp(B)| <7 —1.
Definamos, Iy C {1,...,1} por
Ig={i:D;Ncly(B) # 0}

Entao, B C U D; e |Ig| < n(a—1) =1 —n. Notemos que, para cada i ¢ Ig, D;
i€lp
e B sao assimétricos em M'. Podemos assumir, apos reordenacao das navens, que

{1,...,n} CA{1,...,l} — I. Seja

M, = M/{e, :i € Ig}/B.

Entao, por construcao, os elementos em {62 : 4 = 1,...,n} estdo em paralelo em
M/{e}:i=1,...,n} paracada k=1,... n.

Seja pp = e}, para cada k = 1,...,n e defina

My = (MI/GGL)l(Dl Ue-UDp 1 U {plw--;pn})‘

M5 é uma n-tempestade com navens Dy,...,D,_q tal que, paracada:=1,...,n—1
e cada k=1,...,n, p; estd na linha formada por ¢’ e €.
Faremos {p1,...,p,} as juntas de um Dowling Clique. Seja

N = My/{ej,e5,...el 1}

n—1

Entao {p1,...,pn} € uma base para N. Sejam (i,j) dados com 1 <i < j <n. Em N,
ef ¢ p; sao paralelos, entao e} € cly({ef, p;}) = clv({pi, p;}), e o conjunto {p;, p;,ei} ¢

um triangulo em N. Entao N tem um Dowling Clique de posto n como restricao. W
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2.8 Cliques

Nesta secao tentaremos detectar Cliques gréaficos, para isso precisaremos do Teo-

rema de Mader (11).

Teorema 2.8.1 (Teorema de Mader) Seja H um grafo. Erxiste A € N tal que, se G
€ um grafo simples sem menor H, entao |[E(G)| < XA |V (G)|.

O proximo resultado é um corolario do Teorema 2.8.1, este resultado é a versao
para matréides do Teorema de Mader. Tomamos H para ser um grafo completo e
escrevemos o argumento contrapositivo.

Corolario 2.8.2 Eziste uma fun¢do de valores inteiros ©(n) tal que, se M é uma
matrdide grifica simples com |E(M)| > ©(n)r(M), entao M tem um menor M(K,).

Defini¢ao 2.8.3 Seja M uma matrdide, B uma base de M, e seja X = E(M) — B.
Chamamos M uma Dowling matrdide com juntas em B se cada x € X nao forma um
triangulo com dois elementos quaisquer de B. E dois elementos quaisquer de B geram,

no mdximo, um elemento de X.

Pelo grafo associado a (M, B), chamamos o grafo G, com conjunto de vértices B
e conjunto de arestas rotulados por X, tal que z € X rotula {b1, by} se x esta na linha
formada por by e by em M.

Lema 2.8.4 Sejam M um Dowling Clique com juntas em B e X = E(M) — B. Se
BNecly(X) =0, entao M|X € grifica.

Demonstracao: Seja G o grafo associado a (M, B). Afirmamos que M(G) = M|X.
Basta provar que cada circuito de M(G) é dependente em M|X, e que cada conjunto
independente de M (G) é independente em M |X.

Seja C' um ciclo de G com conjunto de vértices B’ e conjunto de arestar X'.
Claramente X' C cly(B’) e , pelo pressuposto, B’ Necly (X') = (). Desde que B’ e X'

tem mesmo comprimento, X’ deve ser independente em M.
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Seja T uma floresta em G. No6s provaremos por indugao em |E(T)| que E(T) é
independente em M. Seja x uma aresta folha em T e assuma E(T) — x C cly (B —b),

mas = ¢ cly (B — b), entdo E(T) é independente em M. |

Lema 2.8.5 Sejam M uma Dowling matréide com juntas B e X = E(M) — B. Seja
G o grafo associado de (M, B). Se, para cada ciclo C € G, E(C) € independente em
M, entio M|X = B(G)(na verdade M = B(G)).

Agora, estamos prontos para o passo principal da prova do principal resultado
Teorema 2.1.1.

Lema 2.8.6 Existe uma funcgdao de valores inteiros ¥(n) tal que, se M é um Dowling

Cliqgue com posto no minimo 1»(n), entao M contém um menor M(K,) ou B(K,).

Demonstracao: Seja n € N. Definamos ¢ (n) = nl, onde [ = 2mf(n) +1 e m = 2"nl.
Seja M um Dowling Clique e assuma que 7(M) = nl. Denote por B as juntas de M e
seja X = E(M) — B.

Particionando B em n conjuntos By, ..., B, de mesmo comprimento, |B| = I.
Iremos contrair cada B; a um ponto. Seja M; = M|cly(B;). Escolha Y; C E(M; N X)
tal que, B; é um conjunto de elementos paralelos em M;/Y;(tome as arestas de uma
arvore geradora no grafo associado de (M;, B;)). Defina M’ = M/(Y1,...,Y,) e escolha

um b; € B; parai=1,...,n. Para cada par ¢ < j, defina

Note que, para cada x € X;;, {b;, b;, } é um tridngulo em M’. Vamos considerar
dois casos:

(1). m(M]|X;;) > m, para todos os pares i < j. Ponha B" = {by,...,b,}. Iremos
escolher um conjunto X’ = {z;; : 1 <1i < j < n}, onde z;; € Xj;, tal que, M'|(B'UX")
¢ 0 Dowling Clique B(K,,).

Seja X’ C UX;; maximal, tal que | X' N X;;| <1 para quaisquer ¢ < j, e os ciclos
no grafo associado de M'|(V' U X’) todos tem conjuntos, de arestas, independentes em
M’'. Afirmamos que X' N X;; # 0 para todo i < j, e assim M'|(V'UX') = B(K,) pelo
Lema 2.8.5.

Assuma que X' N X;; = () para algum par i < j. Seja G o grafo associado de
M'|[(V'UX'). Se Z C X' é o conjunto de arestas de um caminho de b; a b; em G,
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entdo 1y (cly(Z) N X;;) < 1. Entdo, deve haver, no méaximo m tais Z, desde que
um grafo simples em n vértices nao tem mais que 2"n! = m ciclos. Assim, podemos
tomar x;; € X;; assimétricos de cada Z. Entao, os ciclos criados no grafo associado
quando adicionamos z;; a X’ tem todos conjuntos de arestas independentes em M,
contradizendo a maximalidade de X".

(2). 7 (M'|X;;) < m, para algum par i < j. Como |X;;| = [?, existe uma classe
em paralelo P C X;; de M’ com, |P| > g

Agora, desde que BN cly(P) =0 e BNcly(P) =0, e, pelo Lema 2.8.4, temos
que M|P é grafica. E

Temos entao,
2

B > = > 120(n) > 0(nyr(M|P),

e, pelo Corolario 2.8.2, obtemos um menor M (K,). [ |
Finalmente, estamos aptos a realizar a prova do Teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.1 Existe uma funcao v : N> — N tal que, se M é uma matrdide com
r(M) > ~(k,a,n), entdo M tem k cocircuitos disjuntos ou um menor isomorfo a

Ua2a, M(K,), ou B(K,).

Demonstragao: Sejam k,a,n inteiros positivo. Definamos 7(k,a,n) a seguir: Ini-
cialmente, definamos os seguintes ntmeros: o' = a —1 e b = 2a. Seja k = ¢(n) e
sejam my = ¢1(k,a’,b) e my = ¢o(k,d’,b). Seja r = my + my e defina g : N — N por
g(t) = v(rt,d,b).

k, a=1

fo(k) a>2

v(k,a,n) =

Seja M dada com r(M) > ~(k,a,n). Se a = 1, o resultado é trivial, desde que
em toda matroide sem menor U » todo elemento é um laco ou um colaco.

Seja a > 2 entao, pelo Lema 2.3.4, M tem k cocircuitos disjuntos ou um menor
N com, r(N) > g(I'(N)).

Assuma, neste caso, que o segundo caso acontece. Assim sendo, se N tem um

menor Uy 1y = U, 2, esté feito. Entao assuma que nao ¢é este o caso.
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Aplicando o Lema 2.6.8, obtemos um ninho Ni, de posto r = m; 4+ msy, como
menor de N. Agora, pelo Lema 2.7.4, N; tem uma mq-tempestade Ny, com msy nuvens,
€Omo Mmenor.

Aplicando agora o Lema 2.7.5 obtemos um Dowlin Clique N3, de posto k, como
menor de Ns.

Finalmente, o Lema 2.8.6 nos d4 um menor Ny, de N3, tendo um menor M (K,)

ou B(K,). [



Apéndice A

Aqui mostraremos que as matroides U,.,,, onde n > 2r — 1, M(K,)) e B(K,) sio
circulares, isto é, nao tem dois cocircuitos disjuntos.

Lema A.0.7 Seja M uma matréide e Hy, Hy hiperplanos distintos em M, tais que
HyUHy # E(M). Se ©(M|H,) <m, entio O(M) < m.

Demonstragao: Seja e € E(M) — (H; U Hy). Podemos assumir, pelo lema 2.4.5, que
E(M) = (H, U Hs) Ue. Suponhamos que existe uma colegdo C de m — 1 cocircuitos

disjuntos de M.

Se C' é um cocircuito de M e CN Hy # ), entao C'N Hy é um cocircuito de M |H;.
Uma vez que |C| > ©(M|H;), um membro de C deve ser Cy = E(M) — H;. Do mesmo
modo, determinamos Cy = E(M) — Hy € C. Mas e € C} e e € (s, contradizendo o

fato dos membros de C serem disjuntos. |

Nota A.0.8 Seja M uma matroide e F um subconjunto fechado de M. Dizemos que
F circular, se M|F € uma matrdide circular. Isto é, nao existem dois cocircuitos

disjuntos, de M, contidos em F'.

Tomando m = 1 no Lema A.0.7, obtemos o seguinte resultado:

Corolario A.0.9 Seja M uma matroide, e Hy, Hy hiperplano circulares distintos de
M, com Hy U Hy # E(M). Entao M é circular.

Lema A.0.10 Dowling cliques sao circulares. Em particular, M(K,) e E(Kn) 5G0
circulares. Paran > 3, 0(B(K,)) = 2.

Demonstragao: Provaremos primeiro, usando inducao sobre o posto r, que um Dow-

ling clique (M, V') é circular.
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O caso r = 1 é trivial, desde que uma matroide de posto 1 nao tem mais de um
cocircuito. Assuma r > 2. Considere um hiperplano H de M gerado por V — v para
algum v € V. Entao (M|H,V — v) é um Dowling clique de posto n — 1. Entao H é
circular, pela hipotese de indug@o. Dois desses hiperplanos nao cobrem E(M), entdo
pelo Lema A.0.7, M é circular.

Podemos verificar que B(K,) = U, ¢ entdo O(B(Ky)) = 2. Seja (M,V) o
Dowling-clique B(K,) e seja N = M\ V = B(K,). Considere um hiperplano H de M
gerado por V —wv para algum v € V. Usando a Observacao 2.1.3 temos que H —V é um
hiperplano de N e N|(H—V) = B(K,_1). Uma simples indugao mostra que O(N) < 2,
agora usando o lema A.0.7. Desde que B(K,) nao é circular, ©(B(K,)) = 2. |

Agora, para ver que U, o, é circular considere M = U, 9,_1. Temos que
B(M) ={X C E(M) : |X]=r}
e dai,
B*(M)={Y CEM):|Y|=r—1}.

O que nos da

C'={ZC E(M):|Z|=r}=B(M).

Concluimos, portanto, que cada cocircuito de M é um conjunto gerador de M. Sendo
assim M ¢ circular.
Finalmente, pra ver que, para cada n > 2r, M = U, , ¢ circular. Consideremos,

n = 2r +m, com m > 0. Assim,
B={XCEM):|X|=r}.
Neste caso,
B*={Y CEM):|Y|=r+m}.

Dai,
C"={ZCEWM):|Z|=r+m+1} D B(M).

Donde, cada cocircuito de M é um conjunto gerador de M e, portanto, M é circular.
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