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Resumo

Neste trabalho apresentamos a construcao detalhada da solu¢ao do Problema de
Riemann associado a um sistema de leis de conservacao de um problema nao estri-
tamente hiperbodlico, proveniente da modelagem matematica de um escoamento uni-
dimensional bifasico num meio poroso em que as fases sao 6leo e dgua com polimero
dissolvido, para dados iniciais arbitrarios no espaco de estados. A construcao da solugao
do sistema ¢é baseada na solugao da equacgao de Buckley—Leverett para cada nivel de
concentragao constante de polimero e nas curvas integrais de uma campo caracteristico
linearmente degenerado que da origem as chamadas ondas de contato.

Palavras chave: Leis de Conservacao. Problema de Riemann. Inje¢do de Poli-

mero. Onda de Contato. Onda de Rarefacao.



Abstract

We present the detailed construction of the Riemann problem solution associate to
a system of conservation laws of a non—strictly hyperbolic problem, from mathematical
modeling of a one-dimensional two-flow in a porous medium filled by oil and water with
dissolved polymer, for arbitrary initial data in the state space. The construction of the
system solution is based on the solution Buckley—Leverett equation for each level
constant polymer concentration and on the integral curves of a linearly degenerated
field characteristic that gives rise to the so-called contact waves.

Keywords: Conservation laws. Riemann problem. Polymer Injection. Contact

wave. Rarefaction wave.



Nomenclatura

- Sw, Sp, So : saturagao das componentes dgua, polimero e 6leo, respectivamente.
S -

-c= - : concentracao de polimero na fase aquosa.

- Uy, Up, U, : velocidades das particulas de agua, polimero e dleo, respectivamente.

- Qu, Qp, Q, : termos de fonte de agua, polimero e dleo, respectivamente.

- 5 = 5, + 5, : saturagao da fase aquosa.

- Qo = Qu + @, : termo de fonte da fase aquosa.

- ¢ : porosidade.

- Vg, V, : taxa de fluxo das fases aquosa e oleosa, respectivamente.

- v =1, + v, : vazao total do fluido.

- K : permeabilidade absoluta do meio poroso.

- kq, k, : permeabilidades relativas das fases aquosa e oleosa, respectivamente.

- la, o : Viscosidades das fases aquosa e oleosa, respectivamente.

- ka(s) | ko(s)
- k(s,¢) = (Ma(c) + e

e as saturaoes da fase aquosa e oleosa, respectivamente.

- f(s,¢) = ka(s)/ttale) : fungéo de fluxo fracionério da fase aquosa.
K(s,c)

) . adicao das razoes entre as permeabilidades relativas

a(c . o

-1(c) = ( : razao entre as viscosidades das fases aquosa e oleosa.
- ul = (st ), uft = (sB,cf!) : estados constantes fixados.

- A%, A¢ @ velocidades caracteristicas (autovalores).

S

- e, e : campos caracteristicos (autovetores).

- ¢ : funcao extensao que define pontos de Welge.
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- 0 : velocidade de propagacao de descontinuidades.
- Q=10,1] x [0,1] : espago de estados.
- C : curva dos pontos de coincidéncia.
- 7 : curva dos pontos de inflexdo da familia—s.
- <I>C(uL ) : curva de contato que passa pelo estado ul.
- £ : curva de extensao da fronteira s = 1.
- e H(®°(ul)) : imagem inversa pela extensdo ¢ da curva de contato ®¢(u”).
- LF—regides: subregides do espaco de estados para estados a esquerda u”.

- R—regides: subregides do espaco de estados para estados a direita uf.
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Introducao

Os conceitos fundamentais utilizados nesta introducgao estdo baseados nos livros
[1], [10] e [14].

O processo de geracao de petroleo como um todo é resultado da captagao da
energia solar, através da fotossintese, e transformacao da matéria organica com contri-
buigao do fluxo de calor oriundo do interior da Terra. Para termos uma acumulagao de
petréleo é necessario que, apds o processo de geragao, ocorra a migracao, que consiste
no deslocamento do petréleo da rocha dita fonte (ou geradora) a uma outra rocha onde
se acumula. A explicagdo classica para este processo atribui papel relevante a fase
de expulsao da agua das rochas geradoras, que levam consigo o petroleo durante os
processos de compactagao.

O petroleo apds ser gerado e ter migrado é eventualmente acumulado em uma ro-
cha que chamamos de reservatorio. Esta rocha pode ter qualquer origem ou natureza,
mas para se constituir em reservatorio deve apresentar espacos vazios em seu inte-
rior, que chamamos de porosidade, e estes espagos vazios devem estar interconectados,
conferindo-lhe a caracteristica de permeabilidade, que é a capacidade da rocha permitir
o fluxo de fluidos. Além disso, dentre outras substancias, o reservatério contém agua.
Sendo assim, o conhecimento do volume poroso nao ¢ suficiente para estabelecermos a
quantidade de 6leo contida nas formacoes. Para que essas quantidades sejam estima-
das é necessario estabelecermos que percentual do volume poroso é ocupado por cada
substancia. Tais percentuais sao chamados de saturacoes.

Nos estudos de um reservatério de petroleo é fundamental o conhecimento das
propriedades basicas da rocha e dos fluidos nela contidos. Algumas dessas propriedades

foram citadas acima e elas determinam as quantidades dos fluidos existentes no meio



poroso, a sua distribuigao, a capacidade desses fluidos se moverem e, principalmente,
a quantidade de fluidos que pode ser extraida.

E importante observar que, um reservatério petrolifero, a partir de suas condi-
¢oes naturais, dentre elas, a diferenca de pressao, produz nao mais do que 20% do 6leo
existente. Ao longo do tempo de producao, devido a queda da pressao, o pogo perde
capacidade de produgdo. A partir dai, conforme mencionado em [14], é usual aplicar
métodos de recuperagao de petroleo. Esses métodos, de maneira geral, tentam inter-
ferir nas caracteristicas do reservatério que favorecem a retencao do petroleo, e foram
desenvolvidos para obter uma produc¢ao maior do que aquela que se obteria, caso fosse
utilizada apenas a energia natural do reservatério. A vida produtiva de um reserva-
torio petrolifero, em especial quando se aplicam métodos de recuperacao, se compoe
de etapas que cronologicamente sao chamadas de recuperagao primaria, recuperacao
secundaria e recuperacao terciaria.

Ao se injetar um fluido em um reservatério com apenas a finalidade de deslo-
car o 6leo para fora dos poros da rocha, ou seja, quando buscamos um comportamento
puramente mecanico, temos um processo classificado como método de recuperacao con-
vencional. Este comportamento mecanico, sem qualquer interacao de natureza quimica
ou termodinamica entre os fluidos ou entre os fluidos e a rocha é o que se espera obter
com a inje¢ao de agua.

Através do poco injetor, a agua é injetada fazendo com que a pressao do reser-
vatorio aumente e, consequentemente, o 6leo contido 14 seja deslocado para o pocgo
produtor. Contudo, como o 6leo em geral é bem mais viscoso do que a agua, o percen-
tual de 6leo recuperado por esta técnica ainda é muito pequeno. Para a otimizacao da
producao é necessario o uso de métodos de recuperagao mais elaborados chamados de
métodos avangados (ou terciarios). Um destes métodos avangados consiste na injecao
de dgua com polimero, (2], para que a diferenga entre as viscosidades diminua.

O objetivo deste trabalho é tratarmos deste método de injecao de dgua com
polimero. Mais especificamente, vamos considerar o problema de Riemann associado
a um sistema de leis de conservacdo de um problema nao—estritamente hiperbdlico
provenientes da modelagem matematica de um escoamento unidimensional num meio
poroso, consistindo de trés componentes que sao agua, leo e polimero, e de duas fases

incompressiveis, que sao a fase oleosa, consistindo apenas de 6leo e a fase aquosa,



consistindo de agua e polimero. Para tanto, iremos nos basear nas leis de conservacao
de massa e na lei de Darcy para obter as equacoes das trés componentes. Além disso,
assumiremos que o polimero seja completamente miscivel na 4dgua e resida apenas
nela, isto é, consideraremos que o polimero se movimenta passivamente com a agua.
Assumiremos também que a gravidade, a difusao e os efeitos capilares sao despreziveis,
que o fluido nao seja absorvido pela rocha e que o reservatério seja homogéneo.

Com as hipoteses acima, somos levados a um sistema de leis de conservagao escrito

na seguinte forma

s+ (f(s,0): = 0
(cs)y + (cf(s,¢)). = 0,

em que s é a saturacao da agua, ¢ é a concentragao de polimero na fase aquosa e f é

(1)

a funcao de fluxo fracionario da fase aquosa que sera caracterizada no Capitulo 1.

Outros trabalhos nesta mesma linha referem—se ao caso de se incluir a adsorgao
do polimero pela rocha como em [3] e de se considerar um escoamento trifasico incluindo
a fase gas no modelo tratado aqui, como em [12].

Organizamos a dissertagdo da seguinte maneira:

No Capitulo 1, apresentaremos a dedugao do sistema de equagdes (1) e algumas
propriedades da fun¢ao de fluxo fracionario da fase aquosa f.

No Capitulo 2, mostraremos que o Sistema (1) é ndo— estritamente hiperbdlico,
descreveremos os campos caracteristicos associados a este sistema e mostraremos que
existe uma curva em que as velocidades caracteristicas coincidem. Além disso, apre-
sentaremos as Condigoes de Entropia para as solu¢oes descontinuas do problema de
Riemann para o Sistema (1).

No Capitulo 3, inicialmente faremos uma recaptulacao sobre a equagao de Buckley—
Leverett. Em seguida, discutiremos as compatibilidades de ondas e construiremos a
solugdo do Problema de Riemann para o sistema de leis de conservacao (1).

No Capitulo 4, faremos conclusoes a respeito do presente trabalho e iremos propor
novos trabalhos como continuacao.

No Apéndice A, apresentaremos um resumo dos principais conceitos utilizados ao

longo do trabalho para um sistema de duas leis de conservacao 2 x 2.



Capitulo 1

O Modelo Matematico

Neste capitulo, apresentaremos a deducao do sistema (1), definiremos a funcao

de fluxo fracionario e apresentaremos algumas propriedades da mesma.

1.1 O sistema de leis de conservacao

Nesta secao, apresentaremos a deducao do Sistema (1), baseados nas leis de con-
servacao de massa ¢ na lei de Darcy, seguindo [2] e [10].

Sejam s, = s,(x, 1), 5, = sp(,t) e s, = s,(x,t) as saturacoes das componen-
tes agua, polimero e Oleo, respectivamente. Sabemos que as equagoes expressando a

conservacao de massa das trés componentes sao dadas por

05y, 0 B
Bt T ogg) = e
0s, 0

- = 1.1
at + 8$<Spvp) QP’ ( )
s, 0

ot + %(Sovo) = Qoa

em que, Qy, @), @ sao os termos de fonte de dgua, polimero e dleo, respectivamente.
Tais termos de fonte surgem de quaisquer locais de injecao ou de producao. Ademais,

temos que v, v, € v, sao as respectivas velocidades das particulas de dgua, polimero e

Oleo.
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Como estamos supondo que todo o espaco poroso esteja sendo ocupado pelas

componentes agua, polimero e dleo, temos que
Sw+ 8p + 5, = 1. (1.2)

Como assumimos que o polimero se movimenta passivamente com a dgua, entao segue
que

Uy = Up.

Definindo s = s,, + s, como sendo a saturag¢io da fase aquosa, Qq = @y + @, como

sendo o termo de fonte e adicionando as primeiras equagoes de (1.1), obtemos

0s 0

a + %(S'Uw) = Qa-

Consideremos a quantidade sv,, como sendo a vazao da fase aquosa, também
chamada de velocidade de infiltracdo e denotemos por v,. Além disso, denotemos
SoUop PO U, como a vazdo da fase oleosa. Logo, as equagbes para a conservagao das

duas fases tornam-se

O0s 0

o + %Ua = Qa;

s, g

815 + %UO — Qo. (13)

Definindo c(z,t) = 5(, )

como sendo a concentracao de polimero na fase aquosa, a

s(z,1)
equacao para a conservagao de polimero torna-se
d(es) 0
—(cv,) = Q. 1.4
at + 833' (CU ) Qp ( )

Por [8], [10] e [14], temos que para um escoamento de um fluido simples, a lei de

Darcy para um fluxo monofésico pode ser escrita como

ok Op

w oz’

onde v é a taxa de fluxo, p é a pressao, u é a viscosidade do fluido, ¢ é a porosidade e
k ¢ a permeabilidade absoluta do meio poroso. Em um reservatério homogéneo k e ¢

sao constantes. Assim, podemos considerar a constante k = ¢k.
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Para um fluxo bifasico a lei de Darcy para as fases aquosa e oleosa podem ser

escritas como

Kk, Op
Vg = — A

Ho O

Kk, op
y = — 0Pl 1.5
! o Ox (1:5)

com K sendo a permeabilidade absoluta do meio poroso, k, e k, denotando as per-
meabilidades relativas das fases aquosa e oleosa. Observe que, como a fase aquosa
contém polimero, a viscosidade p, é uma fungdo de ¢. Assumiremos que pu, deve ser
uma fungao crescente de ¢, ou seja, a injecao de polimero faz com que a viscosidade
da fase aquosa aumente se tornando um pouco mais préxima (ou menos diferente) da
viscosidade do 6leo. Com isto, o deslocamento do 6leo pela dgua deve ser melhorado.

O modelo de Corey que utilizaremos neste trabalho afirma que as permeabilidades
relativas de cada fase dependem apenas da saturagdao da propria fase. Sendo assim,
consideraremos k, = kq(s) e como s, + s, = 1, escrevemos apenas k, = k,(s).

A vazao total de fluido é dada por

— v — — ka(s) | ko(s) @
v e K(Ma(c)_'_ Mo)ax.

Tomando, £(s,c) = < ), temos que,

v=—Kk(s,c) Op

%.
Assim,
dp v
or  Kr(s,c) (16)
Substituindo (1.6) em (1.5) temos que
_ Kka(s) v  ka(s)v Ra(s)/palc)
G W) R e e R
Definindo a funcao de fluxo fraciondrio da fase aquosa por
kao(s)/1ug(c
f(S,C) = Ma (18)

K(s,c)

temos que
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ve = f(s,c)v. (1.9)

Adicionando as equagoes em (1.3), obtemos

d(s+s,) O B
T + %(Ua +1,) = Q,

9,
onde Q = Q, + Q,, e como s + s, = 1, entao a(s + s,) = 0 e assim, obtemos

;xv = Q. (1.10)

Logo, combinando as equagoes (1.3), (1.4) e (1.9) obtemos o seguinte sistema

0 0
£ + %(f(S,C)U) = Qa7
(1.11)
0 0
(acts) + %(cf(s,c)v) = @y,

juntamente com a equacao (1.10).

Como estamos trabalhando com um fluxo unidimensional, considerando que nao
ha termos de fonte no interior do reservatorio, mas apenas a injecao numa extremidade
para producao na extremidade oposta, temos que os termos de fonte @,, @, € ) sao
nulos em (1.10) e (1.11). Logo, da equagao (1.10), segue que a taxa de fluxo é constante,
dai, por simplicidade, tomamos v = 1, e assim, as equagoes tornam-se precisamente o

Sistema (1) apresentado na Introducao.

1.2 Propriedades da funcao de fluxo fracionario da

fase aquosa

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades da fungao de fluxo fracionéario
da fase aquosa f do Sistema (1) definida em (1.8).

Como feito em [13], utilizando o modelo de Corey em que a permeabilidade
relativa de cada fase é uma funcao da saturacao da propria fase, consideramos as

funcoes de permeabilidade como sendo quadréticas, ou seja, k, = s*, k, = (1 —s)* e
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além disso, consideramos 7(c) = Ma(C)’ e assim a fungao f definida em (1.8) pode ser
o
escrita como
2
f(s,c) = (1.12)

s2+r(c)(1 —s)?
Passemos agora as propriedades da fun¢ao f dada em (1.12) e indicada na Figura

(1.1).

(P1) f é uma fungao suave de (s, c).

(P2) f(0,¢) =0, f(1,¢) =1,Vc € (0,1).

(P3) fu(s,c) = 2sr(c)(1 —s)

(s? +r(c)(1 —s)*)
mente crescente para cada valor de ¢ fixo.

(P4) £.,(0,¢) = f.(1,¢) = 0,Vc € (0,1).

> 0,Vs € (0,1) e Ve € (0,1) . Logo, f é estrita-

(P5) para cada valor de c¢ fixo, existe um tnico ponto de inflexao no gréfico de f(.,¢)
de abscissa denotada por s = s’(c) € (0,1) tal que

(i) fss(s,c) > 0,Vs € [O, st ) (concavidade voltada para cima),

(ii) fss(s,c) <0,Vs € (sl, 1] (concavidade voltada para baixo);

De fato, temos que
2r(c) [(r(c) +1) (283 — 35224— T(C)].
<32 +r(c)(1— 5)2)

Para determinarmos os pontos de inflexao do grafico de f para cada c fixo basta

fss(sac) =

analisarmos a equagao fss = 0. Para tanto, temos que

2r(c) [(r(c) +1) (258 — 3322)’—1— r(c)]
<32 +7(c)(1— 5)2)

=0,

e dai, devemos ter que
(r(c) +1) (233 — 332) +7r(c)=0. (1.13)

Dividindo (1.13) por — (r(c) + 1) obtemos

352—253—< re) ):o.

r(c)+1

Definindo a func¢ao polinomial p : R — R por

p(s) = 3s% — 25° — < r(c) ) |

r(c)+1
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temos que p é uma funcao polinomial do terceiro grau em s e, pelo Teorema Funda-
mental da Algebra segue que p possui trés raizes, com pelo menos uma delas real.

Derivando p em relacao a s, obtemos

d
d—i(s) = 65 — 65°.

dp
Fazendo d—(s) = 0 encontramos os pontos criticos de p. Tais pontos sao s =0 e
S
s = 1. Como p é uma funcao polinomial do terceiro grau entao estes valores sao pontos
de minimo ou maximo local de p. Analisemos:

Se s = 0 entao p(0) = — <(T)(C_i)_1> < 0 e assim, (0,p(0)) é um ponto de minimo local.
r(c

Se s =1 entao p(l) =1— (&) > 0 e dai, (1,p(1)) é um ponto de maximo local.
r(c

Logo, as trés raizes de p sao reais e distintas, uma no intervalo (—o0c,0), outra
no intervalo (0,1) e outra no intervalo (1,400). Dai, segue que para cada c fixo,
c € 10,1], o grafico da func¢do f(.,c) tem um unico ponto de inflexdo (sl, f(st, c)) tal

que s’ € (0,1).

r(c)s?(1 — s)?
(s* +r(c)(1 = s)?)?
(0,1) e dai, a fungdo f(s,c) é decrescente como funcao de c.

(P6) para cada valor de s fixo, temos que f.(s,¢) = — < 0,Vc €

O grafico da funcao de fluxo fracionario dada em (1.12) para diferentes valores de
c esté representado na Figura 1.1. Note que, quando ¢ aumenta, o valor de f diminui,

como dito na propriedade (P6).

f(s:¢)1

1t

— 4
(Va)

Figura 1.1: Fungao de fluxo para diferentes valores de c.



Capitulo 2

Estrutura de ondas do sistema de

leis de conservacao

Neste capitulo, discutiremos sobre as velocidades caracteristicas (autovalores) as-
sociadas ao Sistema (1) e mostraremos que tal sistema é ndo—estritamente hiperbdlico
ao longo de uma curva onde as velocidades caracteristicas coincidem. Além disso, en-
contraremos as curvas integrais associadas aos campos caracteristicos (autovetores) e

finalizaremos com a apresentacao das condigoes de entropia para descontinuidades.

2.1 Velocidades caracteristicas

Nesta secao, encontraremos os autovalores associados ao Sistema (1). Denomi-
naremos tais autovalores por welocidades caracteristicas. Além disso, encontraremos
os autovetores, denominados por campos caracteristicos, correspondentes as mesmas.
Para tanto, lembremos que o Problema de Riemann para o Sistema (1), é o problema

de encontrar uma solugao fraca de (1) satisfazendo as condigoes iniciais

(sb,ck) para = < 0
(s,0)(z,0) = (2.1)
(st cf) para z > 0,

onde (s, cl) e (s, cf?) sdo dois estados constantes fixados.
Mostraremos que a solucao para cada par de estados iniciais fixados é composta

por no maximo dois grupos de ondas elementares de rarefacao ou de choque, separados
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por um estado intermediario constante. Para maiores detalhes a respeito das ondas
elementares, ver o Apéndice A.

O Sistema (1) pode ser escrito como

G(u);+ F(u), =0, (2.2)
s s f(s,0) .
em que, u = , G(u) = e Fu) = . Assim, temos que,
c sc cf(s,c)
Js e
10 1 s 0
dF — dG = e (dG) ==
c s S\ —c 1
cfs f+cfe

Para solugbes suaves, o Sistema (2.2) pode ser escrito como

o+ Al = 0, com A(u) = (aG)'aF = | ?
O s
S

Desta forma, temos que os dois valores caracteristicos sao \* = f, e \° = "~

Note que, A° tem limite 0 quando s tende a 0 e portanto, coincide com A° na
fronteira s = 0.

Os campos caracteristicos associados (autovetores) a A* e A° sdo dados respecti-

vamente por
1 _fc —Jec
e’ = ee’ = fl= J . (2.3)
0 fs—= A% — ¢
S

2.2 A perda de hiperbolicidade estrita

Nesta se¢ao, mostraremos que existe uma curva onde as velocidades caracteristi-
cas coincidem e por isto o Sistema (1) (ou (2.2)) deixa de ser estritamente hiperbdlico.
Das expressoes \°* = f, e A = ‘i, a comparacao entre velocidades caracteristicas
(autovalores) recai na comparagao entre as inclinagoes f, das retas tangentes ao grafico
de f e {: das retas secantes ao grafico passando pela origem. Assim, das Propriedades
(P1), (P2) (P3) e (P4) da fungao f(s,c) segue que para cada c¢ fixado, existe um tinico

valor positivo s* = s*(¢) tal que
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< fs(s,c) = N(s,c) se s<s*
(s, ¢) = f(i’ J = fs(s,¢) = A(s,¢) se s=s"
> fs(s,c) = N(s,c) se s> s"
Portanto, o conjunto dos pontos {(s*(c),c), 0 <¢ <1}, compéem a curva de coinci-

déncia, denotada por C no espago de estados Q = [0,1] x [0,1]. E esta curva divide o

espaco de estados nas duas regides a seguir:

Q ={(s,¢) : s <5"(c),0 < e <1} ={(s,¢) tal que X°(s,¢) < A*(s,¢)}

e
Qo ={(s,¢) : s> 5"(c),0 < c < 1} = {(s,¢) tal que X°(s,¢) > A¥(s,¢)}
onde \¢ = f(s:¢) e \* = f,(s,c), como ilustrado na Figura (2.1).
s
c |
1
0
(A< )
C
(= )
Qy
(N> \%)
1 S

Figura 2.1: Curva de coincidéncia (\° = \%).

Nas Figuras 2.2 e 2.3, ilustramos os casos em que A° < A\* e A > \°, respectiva-

mente.
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A
S C
£(s) f(s) A
1*" (=
1+ / |
|
A |
| -
| X -
| | S
| | | | |
| ‘ l | |
! [ | : |
I I | I
: : | | |
Lo R S
o~ s & s s 0 s s 1 s
Figura 2.2: Se s < s* entao A\ < \°. Figura 2.3: Se s > s* entao A\ > \°.

Como mostra a Figura 2.1, a curva de coincidéncia onde \° = \° é cortada

por cada reta horizontal ¢ = cte em exatamente um ponto. Quando \° = \° temos

_fc

que ef = e, por isto e’ e e sdao paralelos ao longo da curva de coincidéncia.
0

Portanto, estes pontos sao apenas de coincidéncia e nao sao pontos umbilicos, indicando

que a matriz A nao é diagonalizavel ao longo da curva de coincidéncia.

2.3 Curvas integrais associadas aos campos carac-

teristicos

Nesta se¢ao, iremos encontrar as curvas integrais associadas aos campos caracte-
risticos e® e e”.
Quando nos referirmos a velocidade caracteristica A\* chamaremos simplesmente

familia caracteristica s ou familia—s. Anélogo a familia—c.

Observacao 2.1 As definicoes e os conceitos utilizados a sequir encontram-se no
Apéndice A.

2.3.1 O campo das saturacoes

Para o par (A%, e®), da expressao de e® dada em (2.3), temos que as suas curvas integrais

sdo (segmentos de) retas horizontais no espago de estados. Observemos que, para



19

¢ = cte, o Sistema (1) se reduz a equagao de Buckley—Leverett.
Provemos agora que o campo caracteristico e® nao é genuinamente nao—linear,

¥ = (0. Para tanto note que,

isto é, que existem pontos de inflexdo em que V\°.e
VA%.e® = fq. Mas, como mostrado na Secao 1.2, para cada valor de ¢ fixo existe um
tnico ponto de inflexdo (fss = 0) pertencente ao intervalo (0, 1) associado a familia
caracteristica s. Variando ¢, obtemos entdo uma curva de pontos de inflexdo da familia
caracteristica s. E assim, o campo e® nao ¢ genuinamente nao—linear.

Na Figura 2.4, ilustramos o espaco de estados juntamente com as curvas integrais

e a curva de inflexdo Z da familia—s, além da curva de coincidéncia C, ambas obtidas

via Maple.

Figura 2.4: Curvas integrais, curva de inflexdo Z da familia—s e curva de coincidéncia
C. As setas indicam o crescimento de \* ao longo das curvas integrais destacando a

curva de inflexdo e como sao as curvas de rarefacao da familia—s.

Suponhamos que um estado da esquerda u” = (s, cl') seja conectado a um estado

R encontra-se sobre a

da direita uf* = (s%,¢®) por uma onda do campo e*. Como u
reta ¢ = ¢, j4 que as curvas integrais associadas a este campo sdo segmentos de retas
horizontais, segue que esta onda é uma solugdo (rarefacdo ou choque ou composta
rarefagdo—choque) do problema de Riemann para a equacao de Buckley-Leverett, com

funcdo de fluxo f(s,cF), conforme Se¢do 3.1.
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2.3.2 O campo linearmente degenerado

Para o par (\¢, e°), as curvas integrais satisfazem
) )
ds

i 1.
S (2.4)
i€~ sk

f(s.0)

Observe que, como \¢ = , entao o gradiente da fungao \° é

S S 52

S<fs_f> S ¢
VA (5. ¢) = (Wf> _ Zapa <;J;> |

Da expressao de e, segue que

VA - e = (As _AC,fC> : (fc,i—fs> =0, Y(s,c)e.

s s
Portanto, A° é constante ao longo das curvas integrais de e® e deste modo o campo

e¢ é lineamente degenerado, ou seja, \° é uma integral primeira do campo e®. Assim,

por [11], segue que as ondas elementares associadas a este campo caracteristico sao

todas descontinuidades de contato, nao havendo rarefagoes associadas a ele.
Determinemos agora o perfil das curvas integrais associadas a e°.

Seja k uma constante e consideremos a equacao \°(s,c) = k, isto é,

24 (o)1 5)?

S

= k.

Apos algumas manipulagdes algébricas obtemos a equagao de grau 2 em s
k(1 +7(c))s* — (2kr(c) + 1)s + kr(c) = 0. (2.5)

Definindo, F(s,c) = k(1 +r(c))s* — (2kr(c) + 1)s + kr(c), a equagao (2.5) pode
ser escrita como F(s,c) =0

Derivando (2.5) em ¢, obtemos
Fo=kr'(c)s* — 2kr'(c)s + kr'(c) = k(s — 1)*/(c).

0
Como 7'(¢) > 0 entédo or # 0, para 0 < s < 1. Logo, pelo Teorema da Funcao

oc
Implicita, segue que a equagao (2.5) define uma curva dada por ¢ = ¢(s), e com
oF
de 55 _ _Qk:(l +r(c))s — (2kr(c) + 1)
ds  OF k(s —1)%r'(c) '

e
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Ademais, derivando a equagao A\°(s,c) = k em s segue que

f
de T fs de—
®_os T . (2.6)
ds Je fe
Dai, segue que % = 0 ao longo da curva de coincidéncia C. Além disso, como

fc<0,ent€10%>OSe (s7c)EQI,e%<Ose (s,¢) € Qg para 0 < s < 1.
Portanto, a curva integral para o campo caracteristico e por um ponto (sL cL)

b

pertencente a {2 coincide com a curva de nivel

fs.0) _ flshet)

5 st

Na Figura 2.5, ilustramos o espaco de estados juntamente com as curvas integrais

da familia—c e a curva de coincidéncia, ambas obtidas via Maple.

Figura 2.5: Curvas integrais da familia—c e curva de coincidéncia.

Agora, suponha que o estado da esquerda u” seja conectado ao estado da direita
uf* por uma onda associada ao campo ¢, ou seja, por uma descontinuidade de contato.

Logo, por [11] a velocidade de propagagao desta onda de contato é

R _ ¢L R L

Observacao 2.2 Para simplificar a notagdo vamos chamar as curvas integrais asso-

ciadas ao campo € apenas de curvas de contato.
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Portanto, em resumo, existem dois tipos de ondas para o Sistema (1):

1) s—ondas, que sao solugbes da equacao de Buckley — Leverett conectando

estados com c* = cft, e

2) c—ondas, que sdo descontinuidades de contato conectando estados sobre a

L R

. . fwh)  fw?)

mesma curva integral do campo linearmente degenerado, com ——— = ———.
s s

Observacao 2.3 Qutros sistemas com a presenca de um campo linearmente degene-
rado aparecem no modelo da dindmica dos gases [11], num modelo em teoria da elas-

ticidade [4] e num modelo de inje¢io de dgua quente em lugar do polimero [9)].

2.4 Condicoes de Entropia para descontinuidades

Para as descontinuidades associadas ao campo e® usamos a condi¢ao generalizada
de Lax, onde uma igualdade é permitida, ou seja, condi¢ao de entropia de Oleinik para
a equacao de Buckley—Leverett com funcao de fluxo f(s,c), para ¢ constante.

Em termos de equagoes temos:

0 0
- Condigao de Entropia de Lax: —f(sR,c) <0< —f(sL,c);
ds ds
_ R _ L
- Condicio de Entropia de Oleinik: f(5,) f}gs ) <o < f(5,) fL(S ’C),
s—s s—s

Vs entre st e st

Para as descontinuidades de contato, a condicao de entropia de Lax nao se
aplica, porque nela ndo ha possibilidade de duas desigualdades em valores de o e
Xe(ul) = X¢(u®). Utilizaremos entdo, de acordo com [2], a condi¢io de que ¢ deva
variar monotonicamente ao longo da curva integral do campo e¢ que liga (s”,cl) a
(sft, cf?), isto é, (s, cl) e (s, cf) devem estar do mesmo lado da curva de coincidéncia,

ou seja, ambos devem estar na regiao €2; ou ambos na regiao €.

Para mais detalhes a respeito das condi¢oes de entropia, ver o Apéndice A.



Capitulo 3

Solucao do Problema de Riemann

Neste capitulo, vamos construir a solu¢do do problema de Riemann associado
ao Sistema (1) apresentado na introdugao. Para tanto, na Segdo 3.1 recaptularemos
a solugdo do problema de Riemann para a equagao de Buckley—Leverett, [10]. Na
Secao 3.2 iremos tratar de compatibilidade entre as velocidades de choque e velocidades
caracteristicas na sequéncia de onda que podem aparecer na solucao. Utilizaremos a
seguinte notacdo u! —— u? para indicar que o estado u' pode ser conectado ao estado
u? por uma c—onda e u! —» w2 se for uma s—onda. Denotaremos u! — u? —2s 3
para dizer que as velocidades da onda “a” é compativel com a velocidade da onda “b”,

“ v W

com “a” e “b” podendo ser “c” ou “s”. E na Secao 3.3 iremos construir de fato a solucao

do problema de Riemann.

3.1 O problema de Riemann para a equacao de

Buckley—Leverett

Nesta secao, descreveremos a solugao do problema de Riemann para a equagao
de Buckley—Leverett, associado a um escoamento bifésico (dgua—o6leo) unidimensional

idealizado. Isto significa que, s(z,t) deve ser uma solugao fraca da equagao

ss+ f(s). =0, t=>0,z€eR, (3.1)
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com condig¢oes iniciais
L

s¥ se x <0,
s = (3.2)
st se x>0,
e
> 3.3
f(s)—m, (3.3)

Ha - . . . ; . ,
onde r = — e g, Ho SA0 as viscosidades da agua e do 6leo, respectivamente, s = s, é
o
a saturacao da dgua e 1 — s = s, é a saturacao do 6leo, com 0 < s < 1.
A fungao de fluxo fracionario dada em (3.3) é a mesma da Segdo 1.1, para um
valor ¢ de concentragao fixo. Assim, um resumo de suas propriedades sao aquelas (P1),

(P2), (P3), (P4),(P5) e (P6). O grafico tipico de f estd mostrado na Figura 3.1.

f(s)

1t

Figura 3.1: Grafico da funcao de fluxo para a equagdo de Buckley—Leverett.

Ademais, sabemos que as solugoes da equagao de Buckley—Leverett conectando

dois estados s e s't

sao rarefagoes, choques ou compostas (rarefacio—choque), cujos
detalhes encontram-se no Apéndice A. Em resumo, temos:

(i) Solugio por rarefagdo: ¢ uma solugao continua, de classe C' em setores do
plano xt. Para que exista solu¢ao por rarefagio, é necessario que f'(s) seja crescente
de f'(s*) a f'(s%), ou seja, é preciso que f”(s) > 0 para s entre s e s® se s¥ <

s® e que f’(s) < 0se st > st

(ii) Solugao por choque: é uma solu¢ao descontinua ao longo da reta x/t = o,
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satisfazendo a condicao de salto de Rankine—Hugoniot

o(s" = s") = f(s") = f(s").

No caso, 0 = % ¢é dita velocidade de propagacdo de descontinuidade.

(iii) Onda composta — rarefacao sequida por choque: quando uma onda de cho-
que pode ser posta a direita de uma onda de rarefagdo sem um estado intermediario
constante entre elas. Isto significa que temos que ter um estado s* entre s* e s? tal
que o Problema de Riemann com dados s* para z < 0 e s* para z > 0 tenha solucio
por uma rarefacdo, e o Problema de Riemann com dados s* para z < 0 e s para
x > 0 tenha uma solugdo por choque com velocidade o*, onde o* = f’(s*). O ponto
(s*, f (s*)) é conhecido como ponto de Welge, ver [1]. Observe que, no ponto de Welge,

a reta tangente ao grafico de f coincide com a reta secante que passa pelos pontos
(s*,f(s*)) e (SR,f (sR)).
Para descrever a solucao do Problema de Riemann da equagao de Buckley—Leverett,

vamos considerar a funcao de extensao ¢, a ser definida a seguir.

Seja @1 : [0,51) X (51, 1} — R definida por

D' (s1,50) = (51— 52) [/ (s2) + f (s2) — [ (51)-

Considerando o ponto (0, s§), onde s§ = 1/4/1 4+ r~1 é ponto de Welge relacionado
a s =0, obtemos ®! (0, sj) = 0. Observe que, ' ¢ uma funcio de classe C', visto que

a funcdo f ¢ de classe C?. Além disso, como s; < sy e f”(s2) < 0, temos que

O (e = (51— 52) " s2) > 0
P!
D51 (s1,82) = ["(s2) — f'(51)-

Utilizando o Teorema da Funcao Implicita, temos que existe uma vizinhanca

V( ) C I x1Ide(0,s)), um 0 > 0 e uma tnica funcao €, : Vig 5 — (51, 1} tal que

0,54

Vios) = {s1 € T : 0 < 51 < 6},
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onde (s1,1 (1)) € V(o,sg) e @' (51,61 (s1)) = 0 para todo s; € Vg 5. Além disso, temos

que €, é de classe C! e
1
dEl q)sl

e % 4
d81 (1%2 (3 )

Para o par (s1,e1 (s1)) temos f'(s1) < f'(e1(s1)), como na Figura 3.2.

Figura 3.2: f'(s1) < f'(e1(s1)).

Dai,

oo
351
Logo, de (3.4) temos que

(s1,6(s1)) = f'(e(s1)) = /' (s1) > 0.

d€1

d781($1> < 0.

Isto significa que a func¢ao e; é decrescente.

Considerando agora a funciao ®? : (sI , 1] X [O, st } — R definida por

D? (s1,82) = (51— 52) [ (52) + [ (52) — [ (s1) -
De forma analoga a e, existe uma tnica funcao decrescente e : (sI , 1} — {O, st }

de classe C* tal que ®?(s1,e5(s1)) = 0 para todo s; € (sl, 1]
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Definiremos agora a funcao extensdo ¢ : [ x I — R, por

e(s) = sl se s=s
ea(s), se s> s
Utilizando as propriedades das fungoes €1 e €5 podemos concluir que € é continua.
Ademais, ¢ ¢ ainda injetiva, estritamente decrescente e tem imagem [¢(1),£(0)].
Observemos que, pela maneira como a funcao extensao foi definida, os valores
do conjunto imagem, com excecao de £(s’) = s!, determinam pontos de Welge onde a
reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto (£(s), f(£(s))) coincide com a reta
secante que passa pelos pontos (e(s), f(g(s))) e (s, f(s)).

Para simplificar a notagao, denotaremos £(1) por s' e £(0) por s°.

f(s)
1

Figura 3.3: s € (s!,1]. Figura 3.4: s € [0, s!).

Consideremos a divisdo de I = [0, 1] nos seguintes subintervalos [0, s'], (sl, st },
(sl,so} e (s°,1].

Para s’ fixado arbitrariamente em cada um destes subintervalos dividiremos no-
vamente o intervalo I em subintervalos para s®. Analisadas todas as possibilidades para
st e s, teremos entdo a descrigio da solugio do problema de Riemann (3.1)—(3.2)
para a equacao de Buckley—Leverett. Faremos isto na sequéncia dos quatro lemas a
seguir, cujas demonstracoes sao feitas analisando o grafico de f, levando em conta a

condicao de entropia de Oleinik para choques e as condicoes de crescimento de f’ para

as ondas de rarefacao.
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L

Lema 3.1 Fizemos s* tal que 0 < st < s' e dividamos I em subintervalos disjuntos

para st como a sequir.

(i) (Figura 3.5) Se s >0 e 0 < s < sb, entio a solugao é dada por uma onda de

choque.

f(s)}
11

Figura 3.5: s¥* > 0e 0 < s® < st

(ii) (Figura 3.6) Se sv < s® < s, entdo a solugio é uma onda de rarefagdo.

f(s)
11

Figura 3.6: st < sft < sl
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(iii) (Figura 3.7) Se s! < s <1 entdo a solugio é uma onda composta, formada por

R

uma rarefagio de s* para (s®) e por um choque de £(s®) para s® com velocidade

o. = f'(e(sT)).

f(s)

1+

Figura 3.7: s/ < sft < 1.

Lema 3.2 Fizemos s* tal que s' < s < s! e dividamos I em subintervalos disjuntos

para SR como a seguz'r.

(i) (Figura 3.8) Se 0 < s® < s entdo a solugdo é uma onda de choque.

f(s)

1+

Figura 3.8: 0 < s < s”.
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(ii) (Figura 3.9) Se sv < s® < s! entdo a solugio é uma onda de rarefagdo.

f(s)

11

Figura 3.9: st < s® < 5!,

(iii) (Figura 3.10) Se s' < s® < e71(s*) entio a solugio é uma onda composta,

formada por uma rarefagio de s para £(s™) e por um choque de e(s™) para s®

com velocidade o. = f'(e(s)).

()

1+

Figura 3.10: s < sft < e71(sh).
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(iv) (Figura 5.11) Se e71(s") < s <1 entdo a solugio é uma onda de choque.

Figura 3.11: e7'(s%) < s < 1.

Lema 3.3 Fizemos s* tal que s’ < s < s° e dividamos I em subintervalos disjuntos

R

para s como a Sequir.

(i) (Figura 3.12) Se 0 < s® < e71(s*) entdo a solugdo é uma onda de choque.

f(s)

14

Figura 3.12: e7'(s%) < s < 1.
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(ii) (Figura 3.18) Se e '(s) < s® < sl entdo a solugio é uma onda composta,
formada por uma rarefacio de s* para £(s™) e por um choque de e(s®) para s
com velocidade o. = f'(g(sf)).

f(s)

1+

Figura 3.13: e7(s") < sf < s,

(iii) (Figura 3.14) Se s' < sf' < st entdo a solugio é uma onda de rarefagio.

f(s)

1+

Figura 3.14: s! < sf < st
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(iv) (Figura 8.15) Se s* < s <1 entdo a solugio é uma onda de choque.

f(s) //
11 o/ ‘
/ I I
2N

814 ,jL 304 (:R +1 S

Figura 3.15: st < s® < 1.

Lema 3.4 Fizemos s” tal que s° < s* < 1 e dividamos I em subintervalos disjuntos

para SR como a S@g’LLZ"F.

(i) (Figura 3.16) Se 0 < s¥ < s! entdo a solucdo é uma onda composta, formada por

R

uma rarefagio de s© para e(s®) e por um choque de £(s®) para s® com velocidade

o. = f'(e(sT)).

()

1+

Figura 3.16: 0 < st < sl
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(ii) (Figura 3.17) Para s' < st < s* entdo a solugio é uma onda de rarefagio.

Figura 3.17: st < sff < st

(iii) (Figura 3.18) Se s < s' <1 entdo a solugdo é uma onda de choque.

f(s)

1+

F;A;A;A;A;
O ————————— - — - — - — = =

Figura 3.18: st < s < 1.

3.2 Compatibilidade de ondas

~ . . ’ . C
Nesta secdo iremos determinar todos os pares de ondas compativeis u? —

uM 2 uf e ut s uM 55 uf onde u”, uM e uf sdo estados distintos. O conceito

de ondas compativeis estd discutido na Secao (A.8). Usaremos o fato de que a s—onda
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conectando u? = (s, ¢) a uf* = (s, ¢) é uma solucio da equagao de Buckley—Leverett,

com dados iniciais

st se x<0

s(z,t) =

st ose x>0.

Se uM =5 uf for uma s—rarefacdo entdo a compatibilidade dada por v - u™

u'? significa que

A (uM) < A (u™M).
Se uM —2» uf for um s—choque, a compatibilidade significa que

)\c(uM) < f(uM) — f(uR) — 5

uM — R

Neste 1ltimo caso, como o choque deve satisfazer a condi¢cdo de entropia de Oleinik,
devemos ter que o < A*(uM), e dai automaticamente teremos que \°(u) < \*(u).
S ~ . S C

Da mesma forma, se u” - u™ for uma s—rarefacdo e se tivermos u* -+ uM %3

u® entdo devemos ter

S ~
enquanto se u” = 4™ for um s—choque entdo devemos ter

A(u) > f(“;) - ifij) =02 N (uM).

As compatibilidades dos dois tipos de sequéncias de ondas serdo estabelecidas nos
seguintes lemas (Lema 3.5 e Lema 3.6), cujas demonstragdes serao feitas baseadas na
solugao da equagao de Buckley—Leverett e comparando inclinacoes de retas tangentes

e retas secantes ao grafico de f(.,c) para ¢ = ¢, ou ¢ = cf'.

Lema 3.5 Considere uma sequéncia de ondas do tipo u* —+ uM -2 uT.

(a) SeuM € Qy, entdo as ondas sdo incompativeis. Veja Figura 3.19.

(b) Se uM € C, entdo as ondas sio compativeis se, e somente se, uft € Q, isto é,
st < sM. Veja Figura 3.20.

(c) Seu™ € esft <sM entio as ondas sio compativeis. Veja Figura 3.21.

(d) SeuM € Qy e st > s entdo as ondas sao compativeis quando \°(u®) > \¢(u™).

Caso contrario, as ondas sao incompativeis. Veja Figura 3.22.
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Nas figuras a seguir ilustramos as compatibilidades dos itens do Lema 3.5 no

espaco de estados €.

c A

"

M U

2 (%

Figura 3.19: Item (a) u™ € €, implica in- Figura 3.20: Item (b) u € C implica
compatibilidade. compatibilidade para uft € Q.

Q
! Q,

Figura 3.22: Ttem (d) u™ € Q; e s® >
Figura 3.21: Item (c) u™ € Q; e s < sM sM implica compatibilidade se A°(uf) >

implica compatibilidade de ondas. e(uM).

Demonstracgao:

Em todos estes casos, a c—onda tem velocidade \¢(u”) = A(uM) e a s—onda
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M R M _

conecta u™ & uf na reta ¢ = ¢ = . As ondas sdo compativeis se, e somente se, a

velocidade atrds da s—onda é maior ou igual a A\°(u).

0
Lembremos, da Secio 3.1, que o ponto u® = (s%(c), ¢) = (s, ¢) é tal que —f(so, c) =

O0s
f(s°c

2 ) ou A¥(s% ¢) = X¢(sY, ¢) ou (s°, ¢) pertence a curva de coincidéncia C, isto ¢, s°

s%(c) é tal que A°(u”) = \*(u”). Da mesma forma, o ponto u! = (s'(c),c) = (s, ¢) é tal
of f(s',0)

que ——(s',¢) = ———. Além disso, s'(c) é a abscissa do ponto de inflexdo do grafico
s

0s

de f para c constante. Por fim, lembremos que dado um ponto (
MY MY _ f(M M
estado (g(sM), M) tal que o, = flels ?(ZM; — fz\(j ) = \¥(g(sM),cM). Ademais,

a s—onda ¢ a solugdo do Problema de Riemann para a equagao de Buckley—Leverett,

sM M) existe um

(3.5)

cujos detalhes estao na Secao 3.1.

Agora analisemos os casos do enunciado do Lema 3.5.
(3.5 a) Suponha que uM = (sM M) € Q,. Isto significa que \°(u™) > \*(u™) e que
sY < s < 1. Com isto, teremos que considerar os subcasos (I), (IT) e (III) para a
abscissa s do ponto u® como a seguir.
(I) (Figura 3.23) Se s < s < 1e0 < s < s! entdo a s—onda é uma composta
rarefacio—choque que inicia com velocidade caracterfstica A*(u*). Como A(uM) >

¥ (uM) entdo as ondas sao incompativeis.

f(s)
1 A\ ( w M

Figura 3.23: s < sM <1e0 < s < s,



38

(IT) (Figura 3.24) Se s < sM < 1 e s! < s < s entdo a s—onda é uma rarefacio
que inicia com velocidade caracteristica A*(u™). Como X¢(uM) > \*(u™), as ondas sdo

incompativeis.

Figura 3.24: s < sM < 1e s < sft < M.

(ITI) (Figura 3.25) Se s < s <1 e sM < s® < 1, entdo a s—onda ¢ um choque com
velocidade 0. Como este choque é tal que o < A*(uM) e X*(u™) < X¢(uM), as ondas

sao incompativeis.

A\ M e ¢

1l (w),/ " |

S |

| o

! | |

R

! I I

(I | |

(. | |

! I I

(I | |

(I | |

A

I ! I I

| (I | |

| (. | |

I ! I I

| (I | |

| (I | |

I ! I I

i 1l 1 1
S[ SO S‘M SR 1 s

Figura 3.25: s° < sM < 1e sM < sft < 1.

E assim, o item (3.5 a) do Lema 3.5 estd provado.
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Passemos a prova do item (3.5 b).
(3.5 b) Suponha que u™ = (s, cM) € C. Assim, sM = s%(cM) e X(uM) = N*(uM).
Neste caso também temos que considerar os subcasos (I), (II) e (III) para a abscissa
st do ponto u como a seguir.
(I) (Figura 3.26) Se s™ = s% ¢ 0 < s < s! | entdo a s—onda é uma composta
rarefacio—choque que se inicia com velocidade caracteristica A\*(u™). Como \*(u™) =

Ae(uM), entdo as ondas sdo compativeis.

f(s)
1

Figura 3.26: s =s%e 0 < s® < s,

(IT) (Figura 3.27) Se sM = s% e s’ < s < sM | entdo a s—onda ¢ uma rarefacio que
se inicia com velocidade caracteristica A\*(u™) = X¢(u™), o que implica que as ondas

sao compativeis.

/\.5(,“\/) _ /\u(,u\/)

R

Figura 3.27: sM = s% e s < s® < sM.
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(ITI) (Figura 3.28) Se sM = s% e sM < s® < 1, entdo a s—onda é um choque com
velocidade o, com o < A*(uM). Como \*(u™) = \¢(u™), entdo o < X\°(u™M). Dai, segue

que as ondas sao incompativeis.

f(s)

1 X (M) = x(u) /

Figura 3.28: sM = s% e sM < s® < 1.

Portanto, o item (3.5 b) do Lema 3.5 esté provado.

Passemos a prova do item (3.5 c).
(3.5 c) Suponha que uM = (sM M) € Q, ou seja, \(uM) < X¥(uM), e que sf < sM.
Neste caso temos que considerar os subcasos (I) e (II) para a abscissa s do ponto uft
COmo a Seguir.
(I) (Figura 3.29) Se 0 < sM < s’ ¢ 0 < s < s entdo a s—onda ¢ um choque com

velocidade 0. Como o > \¢(u™) entdo as ondas sdo compativeis.

f(s)

1 )\s(uﬂ[)

. N

Figura 3.29: 0 < sM < 5! ¢ 0 < sf* < sM,
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R a serem considerados que

(IT) Se s! < sM < $% entdao h4 trés subcasos para s
denotaremos por (i), (ii) e (iii).
(i) (Figura 3.30) Se s’ < sM < s%e 0 < st < e 1(sM) < sM, entdo a s—onda é um

choque com velocidade 0. Como o > \°(u™) entdo as ondas sdo compativeis.

f(s)
1

Figura 3.30: s’ < sM <%0 < s <e71(sM) < sM.

(ii) (Figura 3.31) Se s* < sM < s% e e71(sM) < s < 5T < sM, entdo a s—onda é uma
composta rarefacdio—choque que se inicia pela rarefagdo com velocidade caracteristica

A (uM). Como A (uM) > X¢(uM), entdo as ondas sdo compativeis.

Figura 3.31: s/ < sM < 0 e e71(sM) < s® < s < M.
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(iii) (Figura 3.32) Se s’ < sM < 8% e ! < s® < s entdao a s—onda ¢ uma rarefacio
que se inicia com velocidade caracteristica A\*(u*). Como \*(uM) > X¢(uM), entdo as

ondas sao compativeis.

()

I e I

Figura 3.32: s' < sM < s% e s < s® < sM,

Portanto, o item (3.5 ¢) do Lema 3.5 esté provado.
Passemos a prova do item (3.5 d).
(3.5 d) Suponha que u™ = (sM, M) € Oy, ou seja, X(uM) < X*(u), e que s > sM.
Supondo que A¢(uf) > X¢(uM), temos que considerar os subcasos (I), (II) e (II)
para a abscissa s do ponto u™ como a seguir.

(I) Se 0 < sM < s! entdo hd dois subcasos para s’

a serem considerados que denota-
remos por (i) e (ii).

(i) (Figura 3.33) Se 0 < sM < s' e sM < s® < s/, entdo a s—onda é uma rarefagao
iniciando com velocidade caracteristica A*(u™). Como A*(uM) > N(uM), entdo as

ondas sao compativeis.
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7

Figura 3.33: 0 < sM < st e sM < sf* < 5.

(ii) (Figura 3.34) Se 0 < sM < s e s < sf' < 1, entdo a s—onda ¢ uma composta
rarefagao—choque, iniciando com velocidade caracteristica A\*(u™). Como A\*¥(u™) >

Ae(uM), entdo as ondas sdo compativeis.

f(s)
1

Figura 3.34: 0 < sM < st e s! < s < 1.

a serem conside-

(IT) Se st < sM < s! entdo hd trés subcasos para s® (com s® > sM)

rados que denotaremos por (i), (ii) e (iii).
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(i) (Figura 3.35) Se s! < sM < sl e sM < s < s, entdo a s—onda é uma rarefacio
iniciando com velocidade caracteristica A*(u*). Como A*(uM) > X(uM), entdo as

ondas sao compativeis.

f(s)

14

Figura 3.35: s' < sM < sl e sM < sft < 5T,

(ii) (Figura 3.36) Se s' < sM < sl e 5! < s < e71(sM), entdo a s—onda é uma
composta rarefacio—choque, iniciando com velocidade caracteristica A*(u*). Como

o* = XN (uM) > A(uM) e X*(uM) > X(uM) entao as ondas sio compativeis.

Figura 3.36: s' < sM < sl e s! < sft <e7!(sM).

(iii) (Figura 3.37) Se s' < sM < sT e e7!(sM) < s < 1, entdo a s—onda ¢ um choque
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com velocidade o. Como o > A\¢(uM) entdo as ondas sdo compativeis. O que conclui o

subcaso (II).

f(s) - / .
) /\C(U/ \)
1t )\s(uJI) / ‘
7 |
78
7 l
% | | |
// WM
7 |
/ 11 | |
/\ T l
| 11 | |
| 11 | |
o |
: | 11 | |
(R o |
Sl Sﬂ[ S] SO SR 1 s
Efl(sM)

Figura 3.37: s' < sM < sl e e7(sM) < sft < 1.

R

(III) Se s! < sM < s% entdo hd dois subcasos para sf (com s > sM) a serem

considerados que denotaremos por (i) e (ii). Neste caso, existe § € (s° 1) tal que
Xe(uM) = Xe(3, cM).
(i) (Figura 3.38) Se s’ < sM < 5% e sM < sf' < 3, entdo X\°(uf?) > A(uM) e a s—onda

é um choque com velocidade 0. Como o > A(uM), entdo as ondas sdo compativeis.

Figura 3.38: sM < s® < 3.
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(ii) (Figura 3.39) Se s’ < sM < 5% e § < s® < 1, entdo A°(uft) < A(uM) e a s—onda
também é um choque com velocidade o, porém temos que o < \(uM), e assim, as

ondas sao incompativeis.

£(s) ,.

11 )\5 (/LLM) >

Figura 3.39: s/ < sM < s%e 3 < sft < 1.

Portanto, logo apds a anélise de todos os subcasos, o item (3.5 d) estd provado.

E assim, concluimos a prova do Lema 3.5. [

Passemos agora ao Lema 3.6.
Lema 3.6 Considere uma sequéncia de ondas do tipo u* —= uM -5 uff.

(a) Seu € Qy, entdo as ondas sio incompativeis. Veja Figura 3.40.

(b) Se uM € C, entdo as ondas sio compativeis se, e somente se, ul' € Qs, isto ¢,
sl > sM. Veja Figura 3.41.

(c) Seu™ € Qy e st > sM entdo as ondas sdo compativeis. Veja Figura 3.42.
(d) SeuM € Qy e s < sM entao as ondas sio compativeis quando \(u”) > \¢(u™).

Caso contrario, as ondas sao incompativeis. Veja Figura 3.43.

Nas figuras a seguir ilustramos as compatibilidades dos itens do Lema 3.6 no

espaco de estados (2.
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c A c A
C C
1 1
2y
Q
0 !
uM
Wb oM ol u®
Qs
uF
uF
1 5 1 S

Figura 3.40: Item (2a) u € Q, implica Figura 3.41: Item (2b) v™ € C implica
incompatibilidade. compatibilidade para u* € Q.

c A c A

1 1

0
0

Figura 3.43: Item (2d) u™ € Q, e s¥ <
Figura 3.42: Item (2c) u™ € Qy e s > s sM implica compatibilidade se A°(u*) >

implica compatibilidade de ondas. e(uM).

Demonstracgao:

Em todos estes casos, a c—onda tem velocidade \¢(uft) = A(uM) e a s—onda

conecta u” & uM na reta ¢ = ¥ = ¢, Assim as ondas sdo compativeis se, e somente

se, a velocidade na frente da s—onda é menor ou igual a % = X¢(u™).

(3.6 a) Suponhamos que u = (sM M) € Q, isto significa que, 0 < s < % e

Ae(uM) < A*(uM). Ha dois casos a considerar, (i) e (ii), conforme a seguir.
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(i) Consideremos 0 < sM < s’. Temos os subcasos (I), (II) e (III) para a coordenada
st de u a seguir.

(I) (Figura 3.44) Se 0 < s < s’ e 0 < s¥ < sM| entdo a s—onda ¢ uma rarefacio
que termina com velocidade caracteristica A*(u). Como \*(u™) > A\¢(uM), entdo as

ondas sdo incompativeis.

Figura 3.44: 0 < sM < sl e 0 < st < sM.

(IT) (Figura 3.45) Se 0 < sM < sf e sM < st < g(sM), entdo a s—onda é um
choque com velocidade o > X*(uM). Como A*(uM) > X(uM), entdo as ondas sdo

incompativeis.

Figura 3.45: 0 < sM < sl e sM < st < g(sM).
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(ITI) (Figura 3.46) Se 0 < s™ < s’ e g(sM) < s* < 1, entdo a —onda é uma composta

M

rarefacdo—choque que termina em u™ com velocidade por um choque de velocidade

F) — f(e(uh))
) sM — g(uM)
ondas sao incompativeis.

tal que o. > A\ (uM). Como X*(uM) > X¢(u™) segue que

f(s)

1+

Figura 3.46: 0 < sM < sl e g(sM) < sh < 1.

Assim, concluimos o subcaso (i) de (3.6 a). Passemos agora ao subcaso (ii) de
(3.6 a).
(ii) Consideremos agora s tal que s’ < sM < s Assim, temos os subcasos (I), (II)
e (III) para a coordenada s” do estado u”.
(I) (Figura 3.47) Se s’ < s™ < 5% ¢ 0 < sP < g(sM), entdo a s—onda é uma composta
que termina pelo choque de velocidade o, com 0. > X*(u™). Como \*(uM) > X¢(uM),

segue que as ondas sao incompativeis.
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|

|

|
| |
! !
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
! !
| |
| |
| |
| |
4 1

I
|
|

([
[
[
1o
1o
[
1 4
M M

] ) SI SU 80

Figura 3.47: s’ < sM < s% e 0 < 5P < g(sM).

(IT) (Figura 3.48) Se s’ < sM < s¥ e g(sM) < s < sM | entdo a s—onda é um choque

com velocidade o > A*(uM). Como \*(u™) > \¢(u™) entdo as ondas sdo incompativeis.

Figura 3.48: s’ < sM < s% e g(sM) < st < M.
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(ITI) (Figura 3.49) Se s’ < sM < s% e sM < s < 1, entdo a s—onda ¢ uma rarefacio

M

que termina em u™ com velocidade caracteristica A*(u™). Como \*(u) > X¢(u™),

entao as ondas sao incompativeis.

f(s)
1 )\"(u‘”)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
4

|
|
|
|
|
|
|
|
I |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
4 I
8[ Sﬂ[ SO

Figura 3.49: s! < sM < s%e sM < sF < 1.

Logo, o item (3.6 a) do Lema 3.6 estd provado. Passemos agora ao item (3.6 b).
(3.6 b) Suponha agora que, uM = (sM M) € C. Assim sM = 5% = $O(cF) e \(uM) =
A¥(uM). Temos os subcasos (I), (II) e (III) a seguir para as coordenadas s* do estado
u”.
(I) (Figura 3.50) Se s = s% e 0 < s < g(sM), entdao a s—onda é uma composta que

termina pelo choque de velocidade 0. com 0. > A*(u). Como o, > N*(uM) = \(uM),

entao as ondas sao incompativeis.

f(s)
1

A (u) = X(uM)

I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
L
1 s

Figura 3.50: sM = 5% e 0 < st < g(sM).
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(IT) (Figura 3.51) Se sM = 5% e e(sM) < s& < sM | entdo a s—onda é um choque
. fu") — f(u) MY oix _
com velocidade o = 7 - Como o > A¢(u™), entao segue que, as ondas sao
st —s

incompativeis.

Figura 3.51: sM = 5% e g(sM) < s& < M.

III) (Figura 3.52) Se sM = 5% e s™ < s < 1, entdo a s—onda é uma rarefacio que
g

M

termina em u™ com velocidade caracteristica A\*(u™). Como A\*(uM) = \¢(u™), entdo

as ondas sao compativeis.

f(s)
1

Figura 3.52: sM = s% e sM < sF < 1.

E assim, fica provado o item (3.6 b) do Lema 3.6.

Passemos agora ao item (3.6 c).
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(3.6 c) (Figura 3.53) Suponhamos que v = (s™ M) € Q, e que s© > sM. Dali,
N(uM) > As(uM) e 8% < sM < 1. Logo, a s—onda é uma rarefacdo que termina em
uM com velocidade caracteristica A*(u?). Como A*(uM) < A¢(uM), entdo as ondas sdo

compativeis.

Wt

Figura 3.53: st > sM e sM < s& < 1.

Portanto, o item (3.6 ¢) do Lema 3.6 esté provado.
Passemos agora ao item (3.6 d).
(3.6 d) Suponhamos que v = (s™ M) € Q,, ou seja, A(u™) > N*(uM), e que

R a serem considerados por (i), (ii) e (iii).

sl < sM . Neste caso, hé trés subcasos para s
Observe que existe 5 € (s°,1) tal que X°(u™M) = X°(3, M).

(i) (Figura 3.54) Se s < s < 1e 5 < s < sM isto 6, se A°(ul) > A(u™) entdo a
s—onda é um choque cuja velocidade é 0. Como este choque é tal que o < A(uM),

entdo as ondas sao compativeis.
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Figura 3.54: s < s <1e 5 < st < sM.

(ii) (Figura 3.55) Se s < sM < 1 e g(sM) < s* < 3, entdo a s—onda é um choque com

velocidade 0. Como s < § entdao o > A\°(u™). Logo, as ondas sdo incompativeis.

f ( S) //

1t //

Figura 3.55: s% < s < 1ee(sM) < sl < 3.

(iii) (Figura 3.56) Se s < s < 1e 0 < s* < e(sM) < sM, entdo a s—onda ¢ é uma
composta rarefacio—choque que termina pelo choque de velocidade .. Como s* < 3,

entdo novamente temos que o, > A\°(uM) e assim, as ondas sdo incompativeis.
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Figura 3.56: s' < s” <1e0 < sl <e(sM) < sM.

Portanto, o item (3.6 d) estd provado e consequentemente estéd provado também

o Lema 3.6. [ |

3.3 Construcao da solucao do Problema de Rie-

mann para a injecao de polimero

Nesta secao, baseados no Lema 3.5 e no Lema 3.6 da Secao 3.2 sobre a compa-
tibilidade de ondas e na solugao para a equacao de Buckley—Leverett dada na Secao
3.1, iremos construir a solu¢ao do problema de Riemann para dados iniciais arbitrarios
no espacgo de estados ().

Antes de iniciar a construgao da solugao consideraremos mais o lema a seguir que
ajudard a definir subregides para os estados a esquerda u”. Para isto, introduziremos

a curva de extensao &, representada na Figura 3.58 e definida por

&= {(s,c) € Q tal que f(s,ci : {(170) = fs(s,0),0< e < 1}.

De acordo com a definicao da fungao extensao ¢ feita na Se¢do 3.1 podemos dizer
que a curva & é a extensao da fronteira de Q2 {s = 1,0 < ¢ < 1} definida pelos pontos

de Welge nos quais a reta secante pelos pontos (s, f(s,c)) e (1, f(1,¢)) coincide com a

reta tangente ao grafico de f em (s, f(s,c)), para cada 0 < ¢ < 1.
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Observacao 3.1 As abscissas dos pontos da curva € sio 0os mesmos valores s* definidos

na pagina 27 da Segdo 3.1. Veja a Figura 3.57 para ¢ = 1.

f(s)
1+

BN
—
=
Il
Va)
3
*
[ it e
V)

Figura 3.57: Representagao geométrica, para ¢ = 1, de % = fs(s,c).

Lema 3.7 A curva de extensio &€ estd contida na curva de contato que passa pelo
ponto (s1,¢1) = (e(1),1).

Demonstracgao:
B s?  2sr(c)(1—s)
Sabemos que f(s,c) = O = fs(s,c) = 1 (o)1= )7 e que 0s
pontos sobre a curva & satisfazem 1(s Ci - {( °) = fs(s,c). Dali,
-1
flsg=1 fs(s,¢) =0. (3.6)

s—1
Multiplicando a equagao (3.6) por (s — 1) temos

f(s,¢) =1 —(s—1)fs(s,c) =0.
Fazendo algumas manipulagoes algébricas, utilizando o software Maple e o fato
de que s € (0, 1), obtemos explicitamente a equagao da curva de extensao £ por
1
s(c) =1— ————. (3.7)
1+7r(c)
Considerando agora a curva de contato que passa por (si,c1) = (g(1),1) € €

temos que
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f(i, ) _ f(i((ll); ) (3.8)

f(s(e),c) s(c) V1)

s(c) (s(0))? +r(c) (1 — s(c))? (_ . )2”(0)( | )2

1+7r(c)—1

Vi@ 1+7(c)—1
(m—1)2+r(6)< 1 >2 (\/rr(c)—l)Q—i-r(c)

1+r(c) 1+r(c)
J1+7(c) — 1 (V1+7(0)=1) (y1+7(0)

(Vi1 + (V147 —1) +r(©)
V1+7(c)

1+7r(c)—/1+71(c) 1
2(1+r(c)—\/1+r(c)) 2

e(1),1 1
Da mesma forma, f(<(1))’) =5 donde segue que a curva de extensao & esta
€
contida na curva de contato que passa pelo ponto (¢(1), 1), o que conclui a demonstragao
do Lema 3. ]

Agora, lembremos que dividimos o espago Q = [0, 1] x [0, 1] em €; como sendo a
regiao a esquerda da curva de coincidéncia (C) com A° < A, e 5 como sendo a regiao
a direita da mesma com \* < \°, como na Figura 2.1.

Para o detalhamento da construcao da solugao do problema de Riemann, tendo
em vista a presenca das s—ondas, ou seja, da solucao da equagao de Buckley—Leverett
para c constante, é necessario dividir novamente €2, e {25 em subregides para estados a
esquerda, que denotaremos por £F—regides, k = 1,2,3,4,5,6,7.

Denotaremos os pontos de intersecao da fronteira superior ¢ = 1 com as curvas Z
e C por Z(1) e C(1), e o ponto de interse¢ao da fronteira inferior ¢ = 0 com a curva de
inflexao Z por Z(0).

Lembremos que nao ha curva de inflexao da familia—c, ja que é um campo li-
nearmente degenerado ou de contato. Além disso, segue do Lema 3.7 que a curva de

contato que passa por £(1) coincide com a prépria curva de extensdo £ na regiao 2.
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As LF—regides, k = 1,2,3,4,5,6,7, estdo definidas a seguir e representadas na

Figura 3.58.

— L1 é a regido A esquerda da curva de extensdo £.

—L? é a regidao entre a curva de extensdo € e a parte da curva do contato que

passa por Z(1), na regiao €.

—L3 é a regido entre as partes das curvas de contato que passam por Z(1) e por

C(1) que pertencem a €.

—L* é a regido A esquerda da curva de coincidéncia C e entre as partes das curvas

de contato que pertencem a §2; que passam por Z(0) e C(1).

—L5 é a regiao abaixo da parte da curva de contato que passa por Z(0) e a

esquerda da curva de coincidéncia C, na regiao §2;.

— L5 ¢ a regido entre a curva de coincidéncia C e a parte da curva de contato que

passa por C(1), na regiao €2s.

—L7 é a regido A direita da parte da curva de contato que passa por C(1), na

regiao 2s.

Figura 3.58: Divisdo das £F—regides do espaco de estados €.
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Observagao 3.2 A curva tracejada na Figura 3.58 ndo representa fronteira para as
LF—regices. Ela apenas indica a curva L dos pontos de inflexdo da familia—s que define

as curvas de contato por Z(1) e Z(0).

Para cada u! fixado em cada subregido de £*, k = 1,2,3,4,5,6,7, dividiremos
novamente o espaco de estados {2 em subregioes, agora para os estados a direita u”, ou
R—regides, para esse u fixado. Desta forma, serdo cobertas todas as possibilidades
de construcao de solucdo para o problema de Riemann para quaisquer dados u” e uf?
fixados no espaco de estados €.

Neste trabalho, representaremos geometricamente uma c—onda que conecta um

estado a esquerda “a” a um estado a direita “b” por um segmento de reta continuo

a b. Por outro lado, para a s—onda, representaremos uma onda de choque
por uma linha tracejada a — — — b, uma onda de rarefagdo por uma linha continua
com uma seta a — b e uma onda composta por uma linha “cortada” a + 4+ + b. Ja
algebricamente, na sequéncia de ondas que descreve a solucao do problema de Riemann,
denotaremos por a j b, a —RS> bea (ILSS) b as ondas de choque, de rarefagao e

Se
compostas (rarefagio—choque) da familia—s, respectivamente, e por a — b uma onda

de contato. Veja o resumo na Tabela 3.59.

ONDAS NOTACOES
GEOMETRICA ALGEBRICA
Contato a b a5
Choque a4 ————-b afs%b
Rarefacao @ —b a0
Composta a+ + + b o By

Figura 3.59: Representacoes geométrica e algébrica da onda de contato e das s—ondas.

Passaremos a descrever a solucdo do problema de Riemann para u” genérico
fixado em cada uma das £F—subregides da Figura 3.58.

Lembremos que fixado u” numa L£*—regido pertencente a €;, entdo \¢(u®) <
A (ut), e assim, segue que para estados uf* préximos de ul, a primeira onda na solucao

do problema de Riemann a partir de u* é um contato. Por outro lado, fixado u* na
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LF—regido pertencente a €y, temos que \*(u*) < A(ul), donde para uf* préximo de

u, a primeira onda passa a ser uma s—onda.

Observacao 3.3 Quando a sequnda onda na solugdo do problema de Riemann, de
ul para uf, for uma solugio da equacio de Buckley— Leverett conectando um estado
M — (sM ()

intermedidrio u ao estado uf* = (s, cf), a abscissa sM equivale ao estado

st considerado na Se¢io 3.1. Jd, quando for a primeira, s passa a ser equivalente ao

estado s da mesma Secdo.

L

Fixemos u® na regido £!' da Figura 3.58. Consideremos a parte da curva de

contato por u” que estd na regiao €2;, denotada por ®$(u). Como u” € L!, esta curva
de contato deve se prolongar do nivel ¢ = 0 até o nivel ¢ = 1, sem intersegoes com a
fronteira entre £! e £2, dada pela curva de extensdao £ da Figura 3.58, que de acordo

com o Lema 3.7 também é uma curva de contato.

R

L ¢ L' as R—regides para os estados u’,

Consideraremos entao, para este u

denotadas por R}, R} e R} e representadas na Figura 3.60.

—R1Y é a regido a esquerda da parte da curva de contato ®¢(ul) que passa por
uk.
—R} é a regido entre a parte da curva do contato ®$(u”) e a curva de inflexdo Z.

—R1Y é a regiao a direita da curva de inflexao Z.

Inicialmente, consideraremos ¢ # ¢, Sendo assim, teremos essas trés subregioes
para u® da Figura 3.60, cujas solucoes do problema de Riemann para u” € L' fixo
estdo apresentadas a seguir, de acordo com a localizacdo de ©™ ao longo da curva de
contato ®¢(u”). Acompanhe na Figura 3.61.

M cR) o estado definido pelo ponto de intersegao da curva de contato

Seja uM = (s

¢ (ul) com a reta ¢ = cF.

— Seja u® = (s® c?) na regido R{. Entao, pelo item (i) do Lema 3.1, a

s—onda de u™ para u® ¢ um choque. Do item (c) do Lema 3.5 segue que este

choque é compativel com a onda de contato que conecta u” & uM. Assim, a

L R

solucdo do problema de Riemann para u” na regiao £! e uf* na regiao R1 é dada

pela sequéncia

S S
UL c uM s UR.
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— Seja u® = (s®,c®) na regido R.. Entdo, pelo item (ii) do Lema 3.1, a

R

s—onda de uM para uf é uma rarefagdo. Do item (d) do Lema 3.5 segue que

h4 a compatibilidade da s—onda com a onda de contato que conecta u* a u™.

L R

Assim, a solucao do problema de Riemann para u” na regidao £ e u’ na regiao

R é dada pela sequéncia
ul ey M Jey R,
— Seja u®? = (s® c®) na regidao R}. Entdo, pelo item (iii) do Lema 3.1, a

R

s—onda de uM para u® é uma composta rarefacio—choque. Do item (d) do

Lema 3.5 segue que hé a compatibilidade da s—onda com a onda de contato que

L

conecta u” & M. Assim, a solucdo do problema de Riemann para u” na regido

L' e u na regiao R} é dada pela sequéncia

Sc (Rsss
ul Sey MBS R

Obviamente, se c* = ¢ entdo a onda de contato S, ndo estd presente nas solucoes

que acabamos de descrever.

Resumindo, temos a representagao geométrica para a solugdo, na Figura 3.61, de

R L

acordo com u" em cada uma das R—regioes da Figura 3.60 determinadas por um

fixado na regiao £! da Figura 3.58.
c |
®f(ut) T

Ri

Figura 3.60: Representacao das R—regides Figura 3.61: Representacao da solucao do

para ul € L' problema de Riemann para u”* € £!.
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L na regido £2 da Figura 3.58. Como no caso anterior, consideremos a

Fixemos u
parte da curva de contato por ul que estd em €2;, denotada por ®¢(ul). Como ul € L2
entdao temos que ®¢(u’) deve se prolongar do nivel ¢ = 0 ao nivel ¢ = 1 sem intersegao
com a fronteira de £! (dada pela curva de contato £) e com a fronteira de £3 dada
pela curva do contato que passa por Z(1), da Figura 3.58.
Consideremos a imagem inversa pela funcao extensao ¢ da curva de contato
f(s,c) = f(sM,¢)

S (ul). Tsto significa que u = (s,c) € e~ 1(®5(ur)) se 7 = fs(sM ¢),
s—s

com uM = (sM ¢) € D§(ul) e 0 < c < 1.

Observagao 3.4 Dada a equagio que define e *(®$(ur)), esta curva define as extre-
midades finais de segmentos representando solucoes compostas rarefagcdo— choque cons-
truidas a partir de segmentos de curva de s—rarefacdo iniciando em estados u™ sobre

c L Y . o~ 2 2 .
D¢ (u"), como serd ilustrado pela fronteira entre as regices R e Ry logo a sequir.

A diferenca deste caso para o anterior é que como estamos considerando u” entre
a curva & e a curva dos pontos de inflexao Z entao teremos uma nova fronteira para as
R—regides, dada pela curva e 1(®¢(u”)). Temos que as subregides para uf?, denotadas
por R?, R3, R2 sdo as respectivas R—regioes do caso anterior. Além disso, temos outra
regiao denotada por R3. Estas regides estdo representadas geometricamente na Figura

3.62 e definidas a seguir.

—R? é a regido a esquerda da parte da curva de contato ®¢(ul) que passa por

uk.

—R2 é a regido entre a parte da curva de contato ®¢(u”) e a curva de inflexdo Z.
—R2 é a regido entre a curva de inflexdo Z e a curva e~ 1(®$(ul)).
—R? é a regiao a direita da curva e=1(®¢(ul)).

Como no caso anterior e nos posteriores, se ¢® = ¢* nao ha onda de contato na

solucdo. Portanto, descreveremos as solucoes supondo ¢ # cf?.

R

Como para uf nas regices R3, R3 e R3 as solugoes sdo andlogas ao caso em que

ul € L' e uf? nas regides Ri, R} e Ri, descrevemos apenas para u® € R3.

M = (sM cB) o estado definido

— Seja uP? = (s®,c?) € R2. Consideremos u

pelo ponto de intersecio da reta ¢ = c¢f' com ®$(u”). Entdo, de acordo com a
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Observacio 3.4 e pelo item (iv) do Lema 3.2, a s—onda de u™ para uf é uma

onda de choque. Do item (d) do Lema 3.5 segue que este choque é compativel

com a onda de contato que conecta u* a u™. Assim, a solucdo do problema de

L R

Riemann para u” na regiao £? e u® na regiao R? é dada pela sequéncia

S, S,
ul 2o M 25 R

Em resumo, temos a representacao geométrica para a solugao, na Figura 3.63, de

R L

acordo com u™* em cada uma das R—regioes da Figura 3.62 determinadas por um u

fixado na regiao £? da Figura 3.58.

c c A

5 (uh)ze (Df(u")) ®f(u")T e (Pi(u”))

Ri
1 S ;
R
Figura 3.62: Representagdo das  Figura 3.63: Representacao da solucao do
R—regides para ul € £2. problema de Riemann para u* € £2.

Observagao 3.5 A curva tracejada na Figura 3.62 apenas indica a curva de contato

fronteira entre as regioes L2 e L3 e ndo representa fronteira para as R—regioes.

L

Fixemos u® na regiao £3 da Figura 3.58. Novamente, consideremos a parte da

L na regiao ©, denotada por ®¢(u*). De acordo com a

curva de contato que passa por u
defini¢ao das fronteiras entre £2 e £3 e entre £3 e L* (ver Figura 3.58), esta curva deve
se prolongar do nivel ¢ = 0 ao nivel ¢ = 1 intersectando a curva dos pontos inflexao Z
da familia—s. Denotemos por u! = (s, c!) este ponto de intersecdo. Se u = (s, c) for
tal que ¢ < ¢! (ou seja, abaixo do ponto u!) entdo temos a parte da curva ®$(ul) a

esquerda da curva Z. J4, se u for tal que ¢ > ¢! (isto ¢, acima do ponto u’) entdo temos
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a parte da curva ®¢(u”) & direita da curva Z. Assim, teremos sete subregioes para uft

denotadas por R3, R3, R3 R3, RE RE e R3. Essas subregides estdao representadas

geometricamente na Figura 3.64 e definidas a seguir.

—R3 é a regiao a direita da parte da curva de contato ®(u’) com ¢ > ¢!, a

I

direita da curva e }(®¢(ul)) com ¢ < ¢!, e & esquerda da parte da curva de

contato ®§(ul).

—R3 é a regido entre a parte da curva de contato ®$(u’) com ¢ > ¢! e a curva

dos pontos de inflexao Z.

—R3 ¢é a regiao entre a curva dos pontos de inflexdao Z e a curva e 1 (®$(ul)) com

c>cl.

c I

—R3 é a regiao A esquerda da curva e }(®§(u”)) com ¢ > ¢!, e A esquerda da

parte da curva de contato ®§(u) com ¢ < ¢!.

—R3 é a regiao entre a parte da curva de contato ®¢(u’) e a curva dos pontos de

inflexdo Z com ¢ < ¢!.

—RE é a regido entre a curva dos pontos de inflexao Z e a curva e~ (®¢(u”)) com

c<c
—R3 é a regiao a direita da parte da curva de contato ®5(u”).

As sete subregides para uf que acabamos de definir estdo ilustradas na Figura 3.64
e as respectivas solucoes do problema de Riemann para u” € £3 fixo estdo apresentadas

a seguir. Acompanhe na Figura 3.65.

— Seja u® = (s®, c®) € R3. Consideremos u™ = (s, c?) o estado definido pelo

ponto de intersecio da reta ¢ = ¢ com ®¢(ul). Entdo, pelo item (iv) do Lema

R

3.3, a s—onda de u para uf* é um choque. Do item (d) do Lema 3.5 segue que

este choque é compativel com a onda de contato que conecta u” & uM. Assim, a

L R

solugdo do problema de Riemann para u” na regidao £3 e u” na regidao R} é dada

pela sequéncia

S S
UL c uM s UR.
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— Seja ul = (s®, c®) € R3. Consideremos u™ = (s, cf?) o0 estado definido pelo

ponto de intersecio da reta ¢ = ¢ com ®¢(u”). Entdo, pelo item (iii) do Lema

3.3, a s—onda de u™ para u® é uma rarefacio. Do item (c) do Lema 3.5 segue

que ha compatibilidade da s—onda com a onda de contato que conecta u* a u™.

L R

Assim, a solucao do problema de Riemann para u” na regidgo £3 e u!* na regiao

R3 ¢ dada pela sequéncia
Se R,
ul 2 M eyt

— Seja ul = (s®, c®) € R3. Consideremos u™ = (s, cf!) o estado definido pelo

ponto de intersecio da reta ¢ = cf* com ®$(ul). Entdo, pelo item (ii) do Lema

R

3.3, a s—onda de u™ para uf é uma composta rarefagio—choque. Do item (c) do

Lema 3.5 segue que ha compatibilidade da s—onda com a onda de contato que

conecta u” & uM. Assim, a solucdo do problema de Riemann para v’ na regido

£3 e u® na regido R é dada pela sequéncia

S, (RsSs)
ul 2oy M P2 R

— Seja ul = (s®, c®) € R2. Consideremos u™ = (s, cf!) o estado definido pelo

ponto de interse¢ao da reta ¢ = c® com ®¢(ur). Entdo, pelo item (i) do Lema

3.3, a s—onda de uM para uf* é um choque. Do item (c) do Lema 3.5 segue que

este choque é compativel com a onda de contato que conecta u” & uM. Assim, a

R

solugdao do problema de Riemann para u” na regidao £3 e u” na regiao R3 é dada

pela sequéncia
M Ss
ul ey M Sey R

— Seja ul = (s®, c®) € RE. Consideremos u™ = (s, cf!) o estado definido pelo

ponto de intersecio da reta ¢ = ¢ com ®¢(u). Entdo, pelo item (iii) do Lema

3.3, a s—onda de u™ para uf* é uma rarefagdo. Do item (d) do Lema 3.5 segue

que ha compatibilidade da s—onda com a onda de contato que conecta u” a u™.

Assim, a solucao do problema de Riemann para u” na regidao £3 e u’ na regido
3 2 A s
R; ¢ dada pela sequéncia

S, R,
ul 2oy M ey R

— Seja ul = (s®, c®) € RE. Consideremos u™ = (s, cf?) o0 estado definido pelo

ponto de intersegao da reta ¢ = ¢ com ®$(ul). Entao, pelo item (ii) do Lema
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R

3.3, a s—onda de uM para uf* é uma composta rarefacio—choque. Do item (d)

do Lema 3.5 segue que ha compatibilidade da s—onda com a onda de contato que
conecta u” & M. Assim, a solucdo do problema de Riemann para u” na regido

L3 e u® na regido R ¢ dada pela sequéncia

SC Rs Ss
ul uM ( ) ul

Observagio 3.6 Lembremos que a fronteira entre as regives RS e R2 € a parte
da curva de contato por ut que estd na regigo Qs, denotada por ®5(u”). Daf,
fizados u™ = (sM M) € ®¢(ur) e aM = (5,cM) € d5(ul), como ilustrado na
Figura 3.65, temos que o s—choque de u™ para @™ tem a mesma velocidade da
descontinuidade de contato também de uM para ™. Assim ao passar da regido
. L Se Ss . .

R3 para a regiao R a sequéncia u* =% u = u® com uM na regigo R2 deiza
de ser compativel e teremos uma mudanga na ordem das ondas, garantida pelo
Lema 3.6, como a sequir.

R — (s® c®) € R3. Considere a parte da curva de contato por u* que

— Sejau s

estd na regiao )y, denotada por ®5(u’?). Seja uM = (s, cF) o estado definido

L

pela intersecdo da reta ¢ = c* com a curva ®5(u®). Como u™ estd na regido (o,

pelo item (d) do Lema 3.6, temos que o choque de u”* para u™ tem velocidade

compativel com a onda de contato que se inicia em u™. Além disso, pelo item

M

(iv) do Lema 3.3, a s—onda de u! para ™ ¢ um choque. Logo, a solugio do

problema de Riemann é dada pela sequéncia

S S,
UL s uM c UR.

Resumindo, temos a representacao geométrica para a solugdo, na Figura 3.65, de

R

acordo com u® em cada uma das R—regioes da Figura 3.64 determinadas por um u*

fixado na regiao £3 da Figura 3.58.
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e (P5(uh)) T Bf(ut) P5(uh)

Ri
R3
¥\
1 3
R R} i °
Figura 3.64: Representacao das Figura 3.65: Representacao da solucao
R—regides para u” € L3. do problema de Riemann para u” € £3.

Observacao 3.7 A curva tracejada na Figura 3.64 apenas indica a parte ®$(ur) da
curva de contato fronteira entre as L—regides L3 e L*, e ndo representa fronteira para

as R—regioes.

L

Fixemos u® na regidao £* da Figura 3.58. Consideremos mais uma vez a parte

L na regido Qy, denotada por ®¢(u”). Esta curva

da curva de contato que passa por u
intersecta a curva dos pontos inflexdo Z e a fronteira entre as regidves £* e £5 dada
por parte da curva de coincidéncia C. Denotemos por u! = (sf,cf) e u® = (s, c%)
estes pontos de intersecdo, respectivamente. Para cf < ¢ a solucdo ¢ andloga ao caso
anterior e teremos as subregio | d RY, R3, Ra, Ri, Ri, Re e R
gioes para u'* denotadas por R7, R3, R3, Ry, Rs, Rge R, e
representadas nas Figuras 3.66 e 3.67. Observamos aqui que a curva de extensao inversa
e~ 1(®¢(ur)) termina exatamente no ponto u§ = (0,c“) da fronteira s = 0, devido a
Spria definicao dest t ¢ e Hu§ ¢ uf) = X(u). P
propria definigdo desta curva que garante que u® € H(ug ) e o(ug,u®) (u”). Para
c® > ¢ teremos mais duas subregides para uf?, denotadas por Ri e R, representadas

na Figura 3.66 e definidas a seguir.

—Rg é a regido A esquerda da curva de coincidéncia C com ¢ > ¢ e A direita da

curva dos pontos de inflexdio Z com ¢ > c©.

—Ra é a regido A esquerda a curva dos pontos de inflexdo Z com ¢ > .
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Figura 3.66: Representagdo das R—regides Figura 3.67: Representacao geométrica
para ul € L£*. das regides R} e Ra.

Observagao 3.8 As curvas tracejadas na Figura 3.66 apenas indicam as curvas de
contato fronteiras entre as L—regioes L3, L*, L° e a parte da curva de coincidéncia C,

e nao representam fronteiras para as R—regioes.

As nove subregides para ut que acabamos de definir estdo ilustradas nas Figuras
3.66 e 3.67. Dada a semelhanga das solugoes para u” nas regives R{, R3, Ri, Ri,
R2, Ri e R com o caso anterior, descreveremos apenas as solugdes do problema de
Riemann para u® € R§ e uff € Ry com u” € £* fixo. Acompanhe nas Figuras 3.68 e

3.69.
— Seja u® = (s®,c®) € RE. Considere u* = (s*, c?) intersegao da reta ¢ = cft

M

com a curva de coincidéncia C. Seja u" o estado definido pela intersecao da

parte ®5(u*) da curva de contato por u* com a reta ¢ = c¢l. O estado u™ estd
na regiao R3 e por isto o(ul, u™) < A(uM). Do item (iv) do Lema 3.3, temos

M

que a s—onda de ul para u™ é um choque. Dai, pelo item (d) do Lema 3.6, hé a

M com a onda de contato de v para

compatibilidade do s—choque de u” para u
u*. Além disso, pelo item (ii) do Lema 3.4, o estado u* é conectado ao estado
uM por uma rarefagio. Como A°(u*) = A*(u*), o estado u* nio é um estado
intermediario constante que aparece na solugdo no espaco xt. Assim, o estado

uM é conectado & uf* por uma composta do tipo contato—rarefacao e a solucao
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do problema de Riemann ¢ dada pela sequéncia

s SCRS
ub Sey M EB) R

—Seja u® = (sR, cR) € Rg. Como u’ estd a esquerda da curva de inflexao
Z, pelo item (i) do Lema 3.4, o estado u* é conectado a u® por uma composta
rarefacdo—choque. Assim, a solu¢do do problema de Riemann é dada pela sequén-
cia

S, (SeRsSs)
ul 2y M TR R

Resumindo, temos a representacao geométrica para a solugao, nas Figuras 3.68 e

R

3.69, de acordo com u" em cada uma das R—regioes das Figuras 3.66 e 3.67 determi-

nadas por um u! fixado na regido £* da Figura 3.58.

A
—1 c(, L 4 4
e N @5(uh) Re 7 Rs .
4 4 A
1 T T
R
C u
U 1 0.10
7777777 M
M U
0.08 1
| o _
R
u 0.06
0.0
er?l 0.02
L — — o— — of— — \— —
4] 1 ) ~ “Tols ok oirlols ol odo o3t o0m 03 )
4 4 c L c L 1 S S
Rs Ry Pi(u”) @5(u”)

Figura 3.68: Representacao da solugao do Figura 3.69: Representacao da solucao
problema de Riemann para u” € £* e suas do problema de Riemann para u” € £*,
R—regides. com uf € R} e uf € Rj.

L

Fixemos u® na regiao £° da Figura 3.58. Consideremos a parte da curva de contato

que passa por ul na regido Q;, denotada por ®§(u*). A diferenca deste caso para o
anterior é que agora ®¢(ul) ndo cruza mais a curva de inflexdo Z e, consequentemente
as R—regides correspondentes & R3 e R§ do caso anterior com u” € £* deixam de

existir. A parte da curva de contato ®$(u’) intersecta apenas a parte da curva de

coincidéncia C fronteira entre as regides £° e £5. Denotemos por u® = (5%, c%) este



70

R

ponto de intersecdo. Para cf < ¢ teremos as subregides para uf denotadas por

RY, R3, RS e R (as regides R2 e R portanto nao existem). Além disso, temos a

regido R3 que se extende de ¢ = 0 até ¢ = 1. J4 para c® > ¢ teremos novamente

R

as duas subregioes para uf' como no caso anterior, mas agora denotadas por R3 e

R

R5. Como a solugao para u® em cada uma destas sete regioes sio andlogas ao caso

anterior, para u* € £*, ndo a apresentaremos, mas tais subregioes estao representadas

R

geometricamente na Figura 3.70, e as solucoes para u" em cada uma destas regioes

estao representadas na Figura 3.71.

cli

e (@5(uh)) Bi(u") D5(u")

Figura 3.70: Representacao das R—regioes Figura 3.71: Representacao da solucao do

para ut € L£°. problema de Riemann para u” € £5.

Observagao 3.9 As curvas tracejadas na Figura 3.70 apenas indicam a parte da curva
de contato fronteira entre as regioes L* e L%, e parte da curva de coincidécia C fronteira
entre as regioes L° e L, e nao representam fronteiras para as R—regioes.

Fixemos u"

na regido £8 da Figura 3.58. Note que agora o estado u’ estd na
subregido 2y onde A\¢ > \*. Dai para uf préximo de u” a primeira onda na solucdo do
Problema de Riemann serd uma s—onda, como dito na pagina 59.

Passemos entdao a construcao da solucao. Consideremos a parte da curva de

L C

contato que passa por u” na regido €y, denotada por ®5(u”). Denotemos por u® =
(5%, %) o estado definido pela intersecao de ®5(ul) com a curva de coincidéncia C. Seja

u* = (s*, cl) o estado dado pela intersecio da reta ¢ = ¢ com a curva de coincidéncia
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C. Consideremos ®§(u*) e ®5(u*) as partes da curva de contato que passa por u* nas
regioes () e {2y, respectivamente. Estas curvas definem as fronteiras das R—regioes,

as quais estao representadas geometricamente na Figura 3.72 e definidas a seguir.

—RS é a regido a direita da parte da curva de contato ®5(ul) com ¢ < ¢, e &

direita da curva de coincidéncia C com ¢ > ¢©.

—RS é aregiao a direita da curva ®5(u*), a direita a parte da curva de coincidéncia

C com ¢l < ¢ < Y e & esquerda da parte da curva ®5(ul) com ¢ < ¢©.

—RS ¢é a regiao abaixo de ®¢(u*) com parte em €); e parte em .

—RS é a regido entre a parte da curva dos pontos de inflexdao Z com ¢ < ¢ e

parte da curva de contato ®$(u*) com ¢ < cb.

—RE é a regiao a esquerda da curva dos pontos de inflexdo Z com ¢ < cr.

—RE é a regido entre as partes das curvas de pontos de inflexdo Z e a da curva

de coincidéncia C com c* < ¢ < ¢©.

—RS ¢ a regidao a esquerda da parte da curva dos pontos de inflexdo Z com

k< e< .

—RS é a regiao entre as partes das curvas de pontos de inflexdo Z e da curva de

coincidéncia C com ¢ > ¢©.

—RS é aregido a esquerda da parte da curva dos pontos de inflexdo Z com ¢ > ¢.

As nove subregies para os estados u” que acabamos de definir estdo ilustradas
na Figura 3.72 e as respectivas solucoes do problema de Riemann para u* € L8 fixo

estdao apresentadas a seguir. Acompanhe na Figura 3.73.

— Seja u® = (s® c?) € Ré. Denotemos por ®5(uf?) a parte da curva de contato

por uf? que estd na regido 5. Consideremos u™ = (s k) o estado definido pela

intersegao da reta ¢ = ¢ com ®5(u®). Sabemos, pelo item (iii) do Lema 3.4 que

M

a s—onda de u* para «™ ¢ um choque. Como u™ estd na regido s, pelo item

(d) do Lema 3.6, temos que o choque de u’ para u* tem velocidade compativel
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com a onda de contato que se inicia em u™. Logo, a solucdo do problema de

Riemann é dada pela sequéncia

— Seja ulf = (s®, c®) € RS. Considere uM = (sM,cl) o estado definido pela

intersegao da reta ¢ = & com ®5(uf). Sabemos, pelo item (ii) do Lema 3.4,

M

que a s—onda de u” para u™ é uma rarefacdo. Logo, a solucdo do problema de

Riemann é dada pela sequéncia

ul By M ey R,
—Seja uf = (s®,c®) € RS. Considere o ponto u* = (s*,c*) definido pela in-

L

tersecdo da reta ¢ = ¢ com a curva de coincidéncia C. Sabemos, pelo item (ii)

M

do Lema 3.4, que a s—onda de u” para u* ¢ uma rarefacdo. Seja u™ o estado

intersecio de ®¢(u*) com a reta ¢ = c. Pelo item (iv) do Lema 3.3, segue que

R

a s—onda de u™ para uf* é um choque. Como \¢(u*) = M(u*), ul pode ser

conectado a u™ por uma composta do tipo rarefacio—contato. Assim, a solucdo

do problema de Riemann ¢é dada pela sequéncia

RSSC Ss
uk ( ) uM uB

— Seja ul? = (s®,c®) € RS. Considere u* = (s*,cF) e uM = (sM, cf) como no

caso anterior. Como agora u® est entre a curva de inflexao Z e u™ | pelo item (iii)

R

do Lema 3.3, segue que a s—onda de u para u® é uma rarefacdo. Como \¢(u*) =

¥ (u*), u* pode ser conectado & u por uma composta do tipo rarefagdo—contato.

Assim, a solugao do problema de Riemann é dada pela sequéncia

(RsSe) R
wl 2 M ey R

—Seja u®? = (s® c®) € RS. Considere u* = (s*,cf) e uM = (sM, ) como nos

M

dois casos anteriores. Como u™ estd a esquerda da curva de inflexdo Z, pelo

R ¢ uma composta

item (ii) do Lema 3.3, segue que a s—onda de u™ para u
rarefacdo—choque. Assim, a solu¢do do problema de Riemann é constituida de

dois grupos de onda como na sequéncia a seguir:

RsSe RsSs
ul ( ) uM ( ) ul.
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— Seja u® = (s®,c®) € RE. Considere u* = (s*, cf?) intersegao da reta ¢ = cft

com a curva de coincidéncia C. Seja uM = (sM, ¢t

s, ") o estado intersegdo da parte
S (u*) da curva de contato por u* com a reta ¢ = c&. Como u™ estd entre u” e a
curva de inflexao Z, pelo item (ii) do Lema 3.4, segue que a s—onda de u® para u
é uma rarefacdo. Além disso, pelo item (iii) do Lema 3.3, temos que a s—onda
de u* para uff também é uma rarefacio. Como \°(u*) = X*(u*), o estado u®
pode ser conectado ao estado u™ por uma composta contato—rarefacio. Assim,

a solucao do problema de Riemann é dada pela sequéncia

RS SCRS
uk uM ( ) uR

—Seja uf = (s® c®) € RS. Considere u* = (s*,cf*) e uM = (sM,cl) como no

caso anterior. Dai, pelo item (ii) do Lema 3.3, temos que a s—onda de u* para

uf* é uma composta rarefacdo—choque e como consequéncia temos um grupo de

trés ondas conectando u™ & u®. Assim, a solucdo do problema de Riemann é

dada pela sequéncia
L RS M (SCRSSS) uR

u- —u —
— Seja u®? = (s® cR) € RS. Considere u* = (s*,cf) e uM = (sM, cl) como nos

dois casos anteriores. Como agora s > s segue do item (iv) do Lema 3.3 que

M

a s—onda de ul para ™ é um choque. O estado u™ estd na regiao R} e por

isto o(ul, uM) < X¢(uM). Dali, pelo item (d) do Lema 3.6, hd a compatibilidade

M com a onda de contato de uM para u*. Assim, a

do s—choque de u” para u
solucao do problema de Riemann é dada pela sequéncia

ul 22 M R,

— Seja ul = (s® c®) € R§. Como u® estd & esquerda da curva de inflexao
Z, pelo item (ii) do Lema 3.3, o estado u* é conectado ao estado u® por uma
composta rarefagdo—choque. Assim, a solugao do problema de Riemann é dada
pela sequéncia

Ss SCRSSS
uk uM ( ) ul

Resumindo, temos a representacao geométrica para a solucado, na Figura 3.73, de

R

acordo com u® em cada uma das R—regides da Figura 3.72 determinadas por um u”

fixado na regido £° da Figura 3.58.
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Figura 3.72: Representacao das R—regides Figura 3.73: Representacao da solucao do

para ul € L6, problema de Riemann para u” € £°.

Fixemos u' na regiao L7 da Figura 3.58. Consideremos a parte ®5(u”) da curva
de contato que passa por u”. Como u”* € L7, esta curva de contato deve se prolongar
do nivel ¢ = 0 até o nivel ¢ = 1 sem intersecdes com a fronteira entre £% e £7, dada
pela parte da curva de contato ®5(C(1)). A diferenga deste caso para o anterior é
que a curva ®§(u”) nao cruza mais a curva de coincidéncia C e, consequentemente as
R—regioes correspondentes a RS e Ry do caso anterior deixam de existir.

Assim, para este u” € L7 as R—regides para os estados u’?, denotadas por RI,
RI RLI RI, RI, RE e RY estao na Figura 3.74 e as respectivas solugdes para u* em

cada uma destas regioes estao representadas na Figura 3.75.
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Figura 3.74: Representacao das R—regioes Figura 3.75: Representacao da solugao do
para ut € L7.

Observagao 3.10 A curva tracejada na Figura 3.74 apenas indica a curva de contato

fronteira entre as L—regides L% e L7, e ndo representa fronteira para as R—regioes.

Portanto, como proposto no inicio desta se¢ao, na pagina 59, acabamos de cons-

truir a solugao do problema de Riemann para o Sistema (1) apresentado na Introdugéo,
para quaisquer dados iniciais u

L

L
¢ P5(u”)
™y

Y
}
|
|
b
*o
e
|
ml RI
7
=
|
[
|
[
|
L
1

GUR

3.4 Alguns exemplos

Nesta se¢ao ilustraremos alguns exemplos das solugoes do Problema de Riemann

no plano zt e, para um ¢ fixo, ilustraremos a mesma solugao nos planos xs e xc. Para

tanto, consideraremos a fungao de viscosidade da dgua como sendo r(¢) = 0,18 +0, 65¢

e assim, a fungao de fluxo sera dada por f(s,c) =

Os dois primeiros exemplos ilustram o caso em que u” estd fixo na regido Q,

ou seja, a esquerda da curva dos pontos de coincidéncia C, e os outros dois exemplos

ilustram a situacao em que u” estd fixo na regidao Qs que é a regido a direita da curva
de coincidéncia C.

problema de Riemann para u” € L”.

no espacgo de estados.

s2 4 (0,18 +0,65¢)(1 — 5)?

75
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Exemplo 1 Consideremos u* € L' e u® € Rl. Neste caso, temos que a solugio do

Problema de Riemann é dada pela sequéncia

Lembremos que o ponto u™ é obtido como sendo a intersecdo da reta ¢ = ¢ com

L na regido ;.

a curva de contato ®¢(u’) que passa por u

Na Figura 3.76 temos a representacao da solucao do Problema de Riemann no
plano zt com u” = (0.084,0.511) € £, u® = (0.04,0.148) € R{ e u™ = (0.06,0.148).
Nas Figuras 3.77 e 3.78 temos respectivamente os perfis da saturacao da agua e da

concentragao do polimero para tal solucao, para t = 0.3.

t
)\C(uL)
/
/
/
/
/ o(u™, u®)
/
/ s
ul 7
/ s
, Y //
/ U,A[ Ve
‘ ‘ t=103
/I 4 1
/0 PR ’LLR
/o s 1
ro7 i
/ /: 1
0 -
) T X

Figura 3.76: Representacao da solugdo do Problema de Riemann do Exemplo 1 no

plano xt.



7

S
C
1
1
SL 1 i
Mt
S | 1 L 4—
I | C !
R 1 i :
St : : CR 1 :
1 + - i -
xr1 o X 1 x

Figura 3.77: Perfil da saturacao da agua Figura 3.78: Perfil da concentragao do po-

para o caso do Exemplo 1. limero para o caso do Exemplo 1.

Exemplo 2 Consideremos u* € L' e uf* € RL. Neste caso, temos que a solugdo do

Problema de Riemann é dada pela sequéncia

L Se M Rs R

Neste caso, temos que o ponto u™ é obtido como sendo a intersecao da reta ¢ = cf?

L na regido €.

com a curva de contato ®¢(u) que passa por u

Na Figura 3.79 temos a representacao da solu¢ao do Problema de Riemann no
plano zt com u” = (0.084,0.511) € £, uft = (0.249,0.148) € R} e u™ = (0.06,0.148).
Nas Figuras 3.80 e 3.81 temos respectivamente os perfis da saturacao da agua e da

concentragao do polimero para tal solucao, para t = 0.3.
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Figura 3.79: Representacao da solugdo do Problema de Riemann do Exemplo 2 no

plano zt.
Si
C|
1
1
T
s " E
Ll 1 i1
s“[- ! H 1 !
Ty T2 €3 TZL‘ € T’L‘

Figura 3.80: Perfil da saturacao da agua Figura 3.81: Perfil da concentragao do po-

para o caso do Exemplo 2. limero para o caso do Exemplo 2.
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Exemplo 3 Consideremos u* € L% e u® € RS. Neste caso, temos que a solugio do

Problema de Riemann é dada pela sequéncia

RsS Rs
wl 222 M ey g R

Para este caso, temos que o ponto u* = (s*, ct) é obtido como sendo a intersecio

L M

da reta ¢ = ¢” com a curva dos pontos de coincidéncia C e o ponto u™ é obtido como

sendo a intersecdo da reta ¢ = c®

com a curva de contato ®§(u*) que passa por u* na
regiao €.

Na Figura 3.82 temos a representacao da solucao do Problema de Riemann no
plano xt com ul = (0.6,0.18) € L% uf = (0.33,0.08) € RS e uM = (0.39,0.08).

Nas Figuras 3.83 e 3.84 temos respectivamente os perfis da saturacao da agua e da

concentragao do polimero para tal solucao, para t = 0.3.

ta

X (ul)

)\S(u*) _ A(;(u*) _ )\c(uﬂl)

oid )\S(u“[)
M X (uf)

Figura 3.82: Representacao da solugdo do Problema de Riemann do Exemplo 3 no

plano xt.
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Figura 3.83: Perfil da saturacao da agua Figura 3.84: Perfil da concentragao do po-

para o caso do Exemplo 3. limero para o caso do Exemplo 3.

Exemplo 4 Consideremos u* € L5 e uf* € RS. Neste caso, temos que a solugdo do

Problema de Riemann é dada pela sequéncia

Neste caso, temos que o ponto u* = (s*, c®) é obtido como sendo a intersecio da

R M

reta ¢ = ¢ com a curva dos pontos de coincidéncia C e o ponto v é obtido como
sendo a intersegdao da reta ¢ = ¢ com a curva de contato ®5(u*) que passa por u* na
regiao 2s.

Na Figura 3.85 temos a representacao da solucdo do Problema de Riemann no
plano xt com u* = (0.7,0.3) € L%, uf* = (0.5,0.8) € RS e uM = (0.774,0.3). Nas Figu-
ras 3.86 e 3.87 temos respectivamente os perfis da saturagao da dgua e da concentragio

do polimero para tal solucao, para t = 0.3.
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Figura 3.85: Representacao da solugdo do Problema de Riemann do Exemplo 4 no

plano xt.
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Figura 3.86: Perfil da saturacao da agua Figura 3.87: Perfil da concentragao do po-

para o caso do Exemplo 4. limero para o caso do Exemplo 4.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho a solucao do problema de Riemann para um sistema
de leis de conservacdo modelando um escoamento unidimensional bifasico num meio
poroso. Tal modelo considera a injecao de polimero na agua para fazer com que a
diferenca das viscosidades da dgua e do 6leo diminuam e assim otimizar a produgao de
petréleo.

No Capitulo 1, fizemos a dedugdo do modelo matematico, encontrando um sis-
tema de EDP’s de duas leis de conservacao, definimos a funcao de fluxo fracionério e
apresentamos suas principais propriedades.

No Capitulo 2, fizemos uma analise qualitativa do problema proposto, onde mos-
tramos que tal sistema é nao-estritamente hiperbolico.

No Capitulo 3, construimos a solu¢ao do problema de Riemann para o problema
proposto para quaisquer condicoes de injecdo e de producdo representados por ul =
(st cl) e ulft = (s%, cf), respectivamente.

A continuidade natural deste trabalho é fazer comparagoes para varias situa-
¢oes de injecao e de producao, bem como fazer simulagoes computacionais, para poder
verificar as vantagens ou desvantagens de injecao de polimero, as quais nao foram feitas
devido a limitagao do tempo. Outros pontos a serem considerados em trabalhos futuros
referem-se a incluir hipdteses que foram desprezadas na modelagem, tais como a inclu-
sao de efeitos de gravidade e de pressao capilar, inclusive para o caso de escoamentos

trifasicos e modelos mais complexos multicomposicionais.



Apéndice A
O problema geral de Riemann 2 x 2

Nesta se¢ao, baseados no livro do Smoller [11], descreveremos brevemente algumas

propriedades do problema de Riemann para um sistema de duas equagcoes da forma

Gu)y+ F(u), =0 t>0,—00 <z < +00, (A1)
com as condigoes iniciais

ul se <0

u(z,0) = (A.2)

uf' se x>0,

em que u € Q C R? com ) denotando um espaco de estados, v um estado e F,G :

R

Q — R? funcoes suaves. Além disso, consideraremos u” e u* como sendo dois estados

fixados.
Em geral, as solugoes do sistema (A.1) sdo descontinuas. Portanto, precisamos

que u seja uma solugdo fraca, ou seja, que satisfaca a relagao

/OOO/O:O {u(m,t)@(x,t) +(G 1o F)(bx(x,t)} dxdt +/O:o u(z,0)¢p(x,0)dx = 0,

para todas as fungoes suaves ¢ com suporte compacto no semiplano R x [0, co).

A.1 Solucoes centradas

~ x
Uma solugao é centrada em zero se u for constante nas retas 7 = constante. A

existéncia de uma solugdo centrada é natural tendo em vista que, u(az,at) é também
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uma solugdo para qualquer a > 0 sempre que u(z,t) é uma solugao de (A.1). Logo, se

a solucao ¢é tnica, entdo u(x,t) = u(az, at) para qualquer a > 0.
A.2 Caracteristicas
Observe que o sistema (A.1) pode ser reescrito como
ur + A(u)u, =0, (A.3)

-1
onde A(u) = (g—g) g—i ¢ a chamada matriz Jacobiana do sistema. As velocidades
caracteristicas sio os autovalores A" = \(u),i = 1,2 de A(u). Os correspondentes

autovetores (& direita) sao denotados por ¢! = e'(u).

Definicao A.1 O Sistema (A.3) é dito estritamente hiperbdlico se os seus autovalores

forem reais e distintos.

Ademais, se u = u(z,t) é uma solugao de (A.3), entao as caracteristicas sdo curvas
no plano (z,t) definidas por

Zf = N(u(z,t), i=1,2.

A.3 Ondas simples centradas — Rarefacoes

Assumiremos que u é uma solugao suave de (A.2) e (A.3) centrada em x =
0, t = 0. Escrevendo u(x,t) = v(T), com 7 = %, substituindo em (A.3) e simplificando
obtemos

(A(v) — 71)v'(1) = 0.

Em outras palavras, se v’ # 0, entdo 7 é um autovalor de A(v) e v’ é um autovetor

x
correspondente (a direita). Logo, conforme n aumenta, a solugao v percorre uma curva
no espago de estados €2 cuja tangente em v(7) é um autovetor de A(v(7)). Sendo assim,

a fungao v(7) satisfaz o sistema auténomo de EDO’s

dv i o
g, —cw(n) =12 (A.4)

onde ¢‘(u) é um autovetor & direita correspondendo a \(u).
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Definicao A.2 Uma onda simples centrada do i-ésimo campo, ou simplesmente uma
onda de rarefagio, € uma solugio u de (A.2)—(A.3) tal que u(x,t) percorre uma
curva integral do i-ésimo campo caracteristico de ut a u®, e N(u(x,t)) cresce de

N(ul) até N(u®) quando u(x,t) percorre a curva integral de ut até u®.

Temos a representacao geométrica de uma onda de rarefacao na Figura A.1.

N(uP) < N(u*) < Ni(uf)

Figura A.1:

Observe que, a velocidade na frente da onda é \'(u't) e a velocidade apds a onda

é \(u"), conforme mostrado na figura A.2.

Figura A.2: Rarefacao.
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Definicdo A.3 Uma curva de rarefacio por um estado inicial u* é o conjunto de

estados uf* € Q que podem ser conectados ao estado u” por uma onda de rarefacdo.
Além disso, temos as seguintes defini¢oes para os campos caracteristicos.

Definicao A.4 O campo caracteristico é dito genuinamente ndo-linear numa regido

R CQ se
VN (u) - e'(u) #0,i=1,2,

em R. Em outras palavras, o i-ésimo valor caracteristico (i = 1,2) é uma fungdo estri-
tamente mondtona sobre a curva integral relacionada ao campo de vetores e associado,

no subconjunto R.
Definicao A.5 O campo caracteristico é dito linearmente degenerado se
VA (u) - e'(u) =0,Yu € Q,i=1,2.

Ademais, existem campos que nao sao genuinamente nao-lineares nem linear-

mente degenerados. Para esses campos temos as seguintes defini¢oes.

Definigdo A.6 Um estado u € 2 é chamado de ponto de inflexdo se V' (u)-e'(u) = 0.

Definicao A.7 O conjunto de inflexao associado a i-ésima familia caracteristica (i =

1,2) € formado pelos estados u € ) tais que
VA (u) - e'(u) =0,i=1,2.

Ou seja, o conjunto de inflexao é formado pelos pontos criticos dos valores caracteris-

ticos, restritos as curvas integrais dos respectivos campos caracteristicos.

A.4 Ondas de choque

Uma onda de choque com velocidade de propagacao o ¢é definida da seguinte

forma

X
u(z,t) = )
¥
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Figura A.3: Choque.

No espaco xt esta solugao tem a representacao como na Figura A.3
x x
Note que, as equagodes sao satisfeitas se 7 < o ou 7 > 0. No entanto, para que

esta seja uma solucao fraca, u deve satisfazer a condicao de salto de Rankine-Hugoniot:

Fuf) — F(u*) = o(uf —ub). (A.5)

Definicao A.8 A curva de Hugoniot H(u*) do estado u™ é o conjunto de estados
uf® para os quais existe o € R tal que a condicdo de Rankine-Hugoniot é vdlida, isto

significa que, o depende de u* e u'.

Em geral, a solu¢ao de (A.2), (A.3) ndo serd unica a menos que uma restri¢ao
adicional seja colocada sobre os estados para os quais u” pode ser conectado por um
choque. Tal condicao é dita Condicao de Entropia a qual sera discutida na Segao A.7.

A velocidade de choque o pode ser eliminada das duas equagoes em (A.5) e com
isto restando uma tnica equacido para as duas componentes de uf'. Sendo assim, de
forma geral, o conjunto de choque H(ul) serd composto de uma curva no espaco de
estados e possivelmente com algumas componentes desconectas. Essas curvas sao as
curvas de Hugoniot do estado u”.

Podemos verificar que uma curva de choque suave passando por u” é tangente

a uma das curvas de rarefagao através de u’. De fato, suponha que u = u(7) é uma
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= u”. Diferenciando a condicdo de

curva de choque suave através de u” com wu(0)
Rankine-Hugoniot F(u(7)) — F(u*) = o(7)(u(r)

ul) em relagdo a 7, obtemos

F,(u(T))ul (1) —0= O'/(T)(U(T) —ub) + O'(T)(UI(T> —0). (A.6)
Tomando 7 = 0, temos que
F'(u(0))u' (0) = o' (0) (u(0) — u*) +(0)(u'(0)) (A7)
Dai, em u(0) = u*, obtemos
F'(u")u (0) = o' (0)(u" — u") + o(0)(u(0)), (A.8)
’ (A.9)

Portanto, o(0) é um autovalor de A(ul) e 4/(0) é um autovetor correspondente.

A.5 Descontinuidades de Contato

Dados dois estados u” e uf* sobre uma mesma curva integral de um campo ca-

racterfstico linearmente degenerado associado ao autovalor \’, considere a funcdo, que

também ¢é uma solugao fraca do Sistema (A.2)—(A.3),

UL se <o

u(z,t) = .

ut o se > 0,

Sl S EN S

de solucao as retas caracteristicas

com o = \(ul) = N(u®) (i = 1,2). Neste tipo
. E assim, dizemos que u” e uf sdo

da i-ésima familia sao paralelas a descontinuidade

conectéveis por uma descontinuidade de contato, [12].
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No espaco zt esta solugdo tem a representacao como na Figura A .4

Figura A.4: Descontinuidade de contato

Além disso, conforme ja mencionado, se o i-ésimo campo é linearmente dege-
nerado, entdo as curvas integrais deste campo sao também curvas de choque em al-
guma regido R do espaco de estados. E, quaisquer dois estados u”, u* na mesma
curva em R podem ser conectados por uma descontinuidade de contato com veloci-
dade 0 = \(ul) = N(uf). Para provar ambas afirmagoes, é suficiente verificar a
condi¢ao de Rankine-Hugoniot (A.5) com este valor de o.

Para tanto, seja u(7) a curva integral do i-ésimo campo linearmente degenerado

com u(0) = ul, e assuma que u* = u(7y) para algum 7. Defina

f(7) = F(u(r)) = F(u") = X(u(r) — u”), (A.10)

em que A é constante. Entdo

Derivando (A.10) em 7, obtemos
F(r) = F'(u(m)u'(r) = 0= N(u'(r) = 0) = (A(u) = X'D)'(7) = (A(u) = N'T)e' (u) = 0,

e como A é autovalor de A(u) associado a e'(u) segue que, f(7) = 0, e, portanto, um

ramo da curva de choque coincide com a i—ésima curva integral.
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Definicdo A.9 Uma curva de Contato por um estado u” fizado, é o conjunto de esta-

dos u € Q) numa curva integral por u* definida por um campo linearmente degenerado.

Portanto, uma descontinuidade de contato é uma particular solucao descontinua
em que a velocidade de propagacao coincide com uma velocidade caracteristica em
ambos os lados da descontinuidade.

Por [12], uma caracteristica das descontinuidades de contato é dada pelo seguinte

Teorema.

Teorema A.10 As curvas integrais de um campo caracteristico coincidem com as cur-
vas de Hugoniot para um sistema hiperbolico se, e somente se, elas sao retas ou o campo

¢ linearmente degenerado.

Definicdo A.11 Dados dois estados u* e u® no espaco de estados 2, os choques e as

rarefacoes que conectam u* e uf, sdo ditas ondas elementares.

A.6 Ondas compostas

Quando o campo caracteristico deixa de ser genuinamente nao-linear um outro
tipo de onda, que também chamaremos elementar, surge da composicao das duas an-
teriores (ondas de rarefagdo e ondas de choque), embora no espaco (z,t) tenhamos

apenas as rarefacoes e os choques. Chamamos esta composi¢ao de onda composta.

Definicdo A.12 Uma curva Composta por um estado inicial u”, associada ao i-ésimo
campo caracteristico, 1 = 1,2, é o conjunto de estados u de §2 tais que exista um estado
u* € Q de maneira que u* seja conectdvel a u* por uma i-onda de rarefacio, e que u

seja conectdvel a u* por uma i-onda de choque de velocidade o = X(u*).

A solugao do problema de Riemann por uma composta rarefagao—choque é dada

por

u(z,t) =49 v se N(ul)<Z<X(u) (A.11)
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onde v é a solucao do problema de valor inicial

ov i

o = €ev

ot (v) (A.12)

v(0) = ul,

tal que o valor caracteristico (ou autovalor) Ai(v) cresga de \i(ul) & A(u*) quando v

variar de u” & u* e X\{(u*) é a velocidade de propagacio do choque que conecta u* a
R

u't.

No espago zt esta solugdo tem a representagdo como na Figura A.5.

¢ % = f/(3L>

Figura A.5: Onda composta (rarefagdo—choque) no plano xt.

As ondas do tipo choque e composta nao possuem unicidade. Por isso, devemos
impor condi¢oes de unicidade, que sao as condi¢oes de entropia que serao discutidas

na Secao A.7.

A.7 Condicoes de entropia

Como mencionado na Se¢ao A.4 e na Secao A.6, solugoes do problema de Riemann
em geral nao sao tnicas sem uma restrigao adicional sobre os choques. Dentre as varias
condi¢oes de Entropia, baseados em [5], [6] e [7], vamos discutir as condigbes de entropia

de Lax e de Oleinik—Liu, que serao usados neste trabalho.
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A.7.1 Condicao de Entropia de Lax

Suponha que o estado da esquerda u” seja conectado ao estado da direita de v por um
x :
choque de velocidade 0. Dizemos que a reta caracteristica de inclinacao pri A (ul)

, X . )
através de (x,t) com 7 <0 deiza o choque se N'(ul) < o e entra no choque se

N(u") > 0. Analogamente, a reta caracteristica CZ = \(uf?) passando por (z,t) com
% > o deixa o choque se X(u®) > o e entra no choque se \'(uf?) < 0.

Nesta notacao, a Condicao de Entropia de Lax afirma que dados dois estados
ul e u® satisfazendo a condicio de Rankine-Hugoniot, para algum valor de o, eles sao
admissiveis como uma onda de choque se exatamente uma das quatro caracteristicas

deixar o choque.

t
r t
t 7 @
4 —
e S1°
,I dx '/
- e — = \@wh) <o .
&Ny s o . dt
dt - ///
’ 7’
. d
,/' g /' d—f = \N(wf) >0
Xz v
,/' e N(uf) <o R
e ’
’ e
/, 'l
7

Figura A.6: Caracteristica entrando no cho- Figura A.7: Caracteristica saindo no
que. choque.

Em termos de velocidades caracteristicas isto significa duas possibilidades para

um sistema 2 x 2

M@h) <o, ) >0

M) <o, () <o,
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ou

M) >0, (W) > o

M) <o, X(uf) > o,

assumindo A! < A2. No primeiro caso, temos um 1—choque de Lax e no segundo, um
2—choque de Lax.

Definimos entao o conjunto dos estados na curva de Hugoniot que podem ser
conectados a u” por um choque que satisfaz a condicio de Entropia de Lax. Este

conjunto serd chamado de curva de choque e denotado por Si(ul), i=1,2.

A.7.2 Condicao de Entropia de Oleinik—Liu

A Condigcao de Entropia de Oleinik— Liu visa em obter admissibilidade de solugbes
descontinuas para sistemas de leis de conservagao nao—estritamente hiperbélicos com
campos caracteristicos lineamente degenerados.

Esta condicao é dada pelas desigualdades

— f(s® — f(s*
TO) G IO e e )
§—5 §—S5

Ela constitui em comparar a inclinacao o da secante ao grafico de f pelos pontos
(SL, f (3L>) e (s, f(s)) com as inclinagbes das retas secantes que contém os pontos
(sR,f (sR)> e (s, f(s)). A inclinacao (sR,f (3R>> e (s, f (s)) deve ser menor ou igual
a inclinacdo o e a inclinagao das retas secantes que contém os pontos (sL  f (sL)> e

(s, f(s)) deve ser maior ou igual a inclinac¢do o.

A.8 Sequéncia de ondas

Agora, mostraremos como as ondas elementares descritas acima podem ser com-

binadas para formar solu¢oes de problemas de Riemann.

Sejam u', u? e u® trés estados arbitrarios no espaco de estados. Suponha que os

1

estados u' e u? podem ser conectados por uma onda elementar, com u' a esquerda e
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u? & direita, suponha que os estados u?, u® também podem ser conectados, com u?

a esquerda e u® a direita. Denotaremos essas ondas por u' — u?, u?> — u3. Entao
o problema de Riemann com estado a esquerda u' e estado a direita u® pode ser
resolvido pela sequéncia das duas ondas acima, desde que a velocidade da trazeira da

onda u! — u? seja menor do que ou igual & velocidade da frente da onda u? — u?,

como mostrado na Figura A.8.

u(z,t) = u!

u(z,t) = u?

u(z,t) = v’

u(z,t) = u?

. T -
wl = w2 R z

w(z,t) = ul

u(z,t) = u?

u(z,t) =u

U —u —u

Figura A.8: Sequéncia de ondas

Neste caso, dizemos entdo que as ondas u' — u? e u?> — u? sdo compativeis, ou

que satisfazem a condi¢ao de compatibilidade.
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