
Resumo

Neste trabalho estudaremos o sistema eĺıptico semilinear


−∆u = f(x, u)− v em Ω

−∆v = δu− γv em Ω

u = v = 0 em ∂Ω

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 1) é um domı́nio limitado e regular, n ≥ 1, δ e γ são constantes

reais positivas e f : Ω× R −→ R é uma dada função.



Abstract

In this work we study the semilinear elliptic system


−∆u = f(x, u)− v em Ω

−∆v = δu− γv em Ω

u = v = 0 em ∂Ω

where Ω is a bounded domain and smooth in RN(N ≥ 1), δ > 0 e γ > 0 are given real

numbers, and f : Ω× R −→ R is a function.



Universidade Federal de Campina Grande

Centro de Ciências e Tecnologia

Programa de Pós-Graduação em Matemática
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Estacionárias para um Sistema de

Reação-Difusão

por

Francisca Leidmar Josué Vieira
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Área de Concentração: Matemática
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de brincar só pra não fazer barulho, pra que eu pudesse estudar.

Aos meus cunhados Francisco, Raimunda e Evilanio pela amizade e incentivo.

Ao meu noivo, Tiago, pela paciência, compreensão, amor e companheirismo no

decorrer dessa jornada.

Ao meu amigo e primeiro orientador Prof. Dr. Carlos Humberto Soares Júnior

pelo incentivo, apoio e amizade.
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Introdução

Nos últimos anos os chamados sistemas de reação-difusão têm recebido grande

atenção dos pesquisadores em Equações Diferenciais Parciais, motivados pela amplitude

de suas aplicações em modelos f́ısicos, qúımicos, biológicos, etc., como também pela

importância de suas estruturas matemáticas que, via de regra, requerem aparatos não-

triviais da chamada Análise Funcional Não-Linear.

O exemplo mais simples de tais sistemas aparece na forma

∂U

∂t
= D∆U + f(U) em Ω ⊂ RN e t > 0, (1)

onde U = U(x1, . . . , xn, t) ∈ Rk, para cada (x1, . . . , xn, t) ∈ Ω×(0,∞), D é uma matriz

k× k e f(U) é uma dada não-linearidade. Para mais informações o(a) leitor(a) poderá

consultar Smoller [18].

Em particular, nesta dissertação, focalizaremos nossa atenção no estudo de

soluções estacionárias do sistema parabólico


∂u

∂t
= ∆u+ f(u)− v em Ω× (0,∞)

∂v

∂t
= ∆v + δu− γv em Ω× (0,∞)

(2)

que é uma extensão das equações de FitzHugh-Nagumo


∂u

∂t
= uxx + f(u)− v

∂v

∂t
= ε(u− γv)

(3)

que surgiram nos estudos de condução nervosa e outros sistemas originados em Qúımica

e Biologia. Veja Hastings [12].

Por exemplo, no que se refere ao sistema (2), as funções u e v podem ser

interpretadas como sendo as concentrações relativas de duas substâncias (morfogenes)

e chamadas, respectivamente, de ativadoras e inibidoras.
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O problema (3) é uma simplificação das equações de Hodgkin-Huxley, um sistema

de quatro equações, e foram originalmente estudadas por FitzHugh ao modelar a

condução nervosa na qual foi considerada a não-linearidade f(t) = t(1 − t)(t − a)

em que a é uma constante com 0 < a < 1 e, nesse caso, u representa um potencial

elétrico através de uma membrana e a variável v é introduzida por razões técnicas.

Para mais informações veja Smoller [18] e Hastings [12].

No presente trabalho, estamos interessados na determinação de soluções positivas

do problema estacionário


−∆u = f(u)− v em Ω,

−∆v = δu− γv em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω,

(4)

pois são aquelas as mais relevantes do ponto de vista das aplicações. Com tal objetivo,

utilizaremos várias técnicas não-lineares.

No caṕıtulo 1, estudamos a técnica de desacoplagem linear, bem como os

Prinćıpios de Máximo. Veremos alguns conceitos básicos sobre Espectro de Operadores

Lineares e também sobre Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares. Será mostrado

também que o Prinćıpio de Máximo não é válido para todo −∞ < λ < λ̂1, em que

λ é um parâmetro que aparece no sistema tratado no prinćıpio do máximo e λ̂1 é o

primeiro autovalor associado a primeira autofunção do operador −∆ +B.

No caṕıtulo 2, trabalharemos essencialmente o método de subsolução e

supersolução, o qual garantirá existência e unicidade de solução positiva para o

problema (4) no caso em que f ∈ C1(R), f ′(t) ≥ −γ+2
√
δ, para todo t ∈ R, f ′(0) > λ̂1

e t 7−→ f(t)
t
, t > 0, seja decrescente.

No caṕıtulo 3, estudaremos um Teorema de Ponto Fixo que garantirá existência

de solução positiva para o problema (4).

No caṕıtulo 4, trabalharemos um teorema do Tipo Krein-Rutman com Peso

Positivo, e mais uma vez garantiremos a existência de solução positiva para (4).
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Caṕıtulo 1

Desacoplagem Linear e um

Prinćıpio de Máximo

1.1 Prinćıpio de Máximo

Consideremos o sistema eĺıptico semilinear

(1.1.1)


−∆u = f(x, u)− v em Ω,

−∆v = δu− γv em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e regular, N ≥ 1, δ e γ são constantes reais e

positivas e f : Ω× R −→ R é uma dada função.

O sistema (1.1.1) pode ser reduzido a uma única equação ı́ntegro-diferencial,

usando uma técnica de desacoplagem linear. Mais precisamente, para cada u ∈ L2(Ω),

a equação linear

(1.1.2)

 −∆v + γv = δu em Ω,

v = 0 em ∂Ω

possui uma única solução fraca v ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω). Chamemos tal solução de v = Bu,

onde B = δ(−∆ + γ)−1 é considerado sob condições de fronteiras de Dirichlet. Dessa

forma, temos o seguinte sistema equivalente
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(1.1.3)

 −∆u+Bu = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

E definimos um operador

B : L2(Ω) −→ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

que é linear e limitado (ver teorema 1.4.1). Na verdade,

B : Lp(Ω) −→ W 1,p
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω)

e

B : Cα(Ω) −→ C2,α(Ω)

são lineares e limitados.

Considerando as imersões compactas de Sobolev (teorema 1.4.3) e de Schauder

(teorema 1.4.9), temos as aplicações compactas

B : L2(Ω) −→ L2(Ω)

B : Lp(Ω) −→ Lp(Ω)

B : Cα(Ω) −→ Cα(Ω).

No casoB : L2(Ω) −→ L2(Ω), além da compacidade, tem-se que B é auto-adjunto,

ou seja,

(Bu1, u2)2 = (u1, Bu2)2, para todos u1, u2 ∈ L2(Ω).

onde ( , )2 designa o produto interno usual em L2(Ω).

Seja (λn) os autovalores de (−∆, H1
0 (Ω)) associado às autofunções (ϕn) (ver

teorema 1.4.5), então temos

(1.1.4)

 −∆ϕn = λnϕn em Ω,

ϕn = 0 em ∂Ω.

Sabe-se que 0 < λ1 < λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . . , λn−→ +∞, λ1 é simples, ϕ1 > 0 em

Ω, sendo esta a única autofunção de (−∆, H1
0 (Ω)) que possui sinal definido. Assim,
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 −∆ϕn + γϕn = (λn + γ)ϕn em Ω,

ϕn = 0 em ∂Ω,

ou seja,

(−∆ + γ)−1ϕn =
1

λn + γ
ϕn

e dáı

Bϕn =
δ

λn + γ
ϕn, n = 1, 2, 3 . . .

Desse modo, os autovalores de B são

0 <
δ

λn + γ
, n = 1, 2, 3 . . .

e

δ

λ1 + γ
>

δ

λ2 + γ
≥ δ

λ3 + γ
≥ . . . > 0.

Como B : L2(Ω) −→ L2(Ω) é compacto e auto-adjunto e o seu espectro está

contido em [0,+∞), tem-se, pelo teorema 1.4.7, que (Bu, u)2 ≥ 0, para todo u ∈ L2(Ω).

Definimos o operador

T ≡ −∆ +B : D(T ) −→ L2(Ω),

D(T ) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ↪→↪→ L2(Ω).

(Usaremos o śımbolo ↪→↪→ para indicar imersão compacta e ↪→ para a imersão

cont́ınua).

Claramente T é simetrico, isto é,

(Tu1, u2)2 = (u1, Tu2)2.

Usando o teorema 1.4.6 e a teoria da regularidade eĺıptica (teorema 1.4.1) em

L2(Ω), temos que

T ≡ −∆ +B : D(T ) −→ L2(Ω)

é fechado.
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De fato, (un) ⊂ D(T ) com

un −→ u em L2(Ω) e Tun −→ ω em L2(Ω).

Mostraremos que u ∈ D(T ) e Tu = ω

Fazendo ωn = Tun, tem-se

ωn = Tun = (−∆ +B)un = −∆un +Bun,

un ∈ D(T ) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)⇒ un = 0 em ∂Ω.

Dáı temos

(Pn)

 −∆un +Bun = ωn em Ω,

un = 0 em ∂Ω

no sentido fraco.

Como un −→ u em L2(Ω), então Bun −→ Bu em L2(Ω), pois B é continuo.

Desde que 
−∆un = ωn −Bun em Ω,

−∆um = ωm −Bum em Ω,

um = un = 0 em ∂Ω,

segue-se  −∆(um − un) = ωm − ωn +B(un − um) em Ω,

um − un = 0 em ∂Ω.

Usando a teoria de regularidade eĺıptica em L2(Ω) (teorema 1.4.1), tem-se

‖um − un‖H2 ≤ c‖ωm − ωn +Bum −Bun‖2.

Logo,

‖um − un‖H2 ≤ c [‖ωm − ωn‖2 + ‖Bum −Bun‖2] .

Isso implica que (un) é uma sequência de Cauchy em H2(Ω), pois (ωn) e

(Bun) são sequências convergentes em L2(Ω). Desse modo, un −→ u em H2(Ω) e,

consequentemente, un −→ u em H1
0 (Ω). Portanto, u ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) = D(T ).

Além disso,
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∫
Ω

∇un · ∇ϕ+

∫
Ω

Bun · ϕ =

∫
Ω

ωn · ϕ, para todo ϕ ∈ H1
0 (Ω),

pois un é solução de (Pn). Logo,

∫
Ω

∇u · ∇ϕ+

∫
Ω

Bu · ϕ =

∫
Ω

ω · ϕ, para todo ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Desse modo,

−∆u+Bu = ω ⇒ Tu = ω.

Portanto, T é fechado.

Vejamos como determinar os autovalores de T.

Desde que  −∆ϕn = λnϕn em Ω,

ϕn = 0 em ∂Ω

e

Bϕn =
δ

λn + γ
ϕn,

tem-se  −∆ϕn +Bϕn =

(
λn +

δ

λn + γ

)
ϕn em Ω,

ϕn = 0 em ∂Ω.

Desse modo,

(∗) λ̂n = λn + δ
λn+γ

, n = 1, 2, 3, . . .

são autovalores de T . Reciprocamente, se (λ̂n) for autovalores de T então devemos

ter (∗)

Façamos algumas observações sobre os operadores

T ≡ −∆ +B : D(T ) −→ L2(Ω)

Rλ(T ) = (T − λI)−1 : L2(Ω) −→ D(T ) ↪→↪→ L2(Ω)

(T1) Para cada λ ∈ ρ(T ), o operador resolvente Rλ(T ) é compacto.

(T2) O espectro σ(T ) de T consiste precisamente dos autovalores λ̂n = λn + δ
λn+γ

.
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Do exposto até agora, temos que T é simétrico e fechado. Temos também que T

é monótono, isto é,

(−∆u+Bu, u)2 =

∫
Ω

|∇u|2 +

∫
Ω

Bu · u ≥ 0, para todo u ∈ D(T).

O próximo lema é consequência direta da teoria espectral de operadores

compactos auto-adjuntos (Ver apêndice 1.4).

Lema 1.1.1. Seja ρ ∈ C0(Ω). Existe uma sequência crescente (λn(ρ)), n = 1, 2, . . . ,

de números reais, em que λn(ρ) são contados de acordo com as suas multiplicidades,

tais que λn(ρ) −→ +∞ se n −→ +∞ e o problema

(1.1.5)

{
−∆ω +Bω + ρ(x)ω = λω em Ω,

ω = 0 em ∂Ω,

possui uma solução não-trivial se, e somente se, λ = λn(ρ) para algum n. Além disso,

se ρ(x) ≤ ρ(x), ρ 6≡ ρ, com ρ ∈ C0(Ω), então λn(ρ) < λn(ρ).

Designaremos por λ̂n(ρ) os autovalores de (1.1.4) para ρ ∈ C0(Ω). Para ρ ≡ 0

teremos que os autovalores de (1.1.4) são exatamente os valores λ̂n previamente

introduzidos.

Observação 1.1.1. Deve-se observar que, muito embora (λn) seja crescente, não temos

necessariamente (λ̂n) crescente. Uma condição suficiente para que (λ̂n) seja crescente

é que γ + λ1 >
√
δ.

De fato, consideremos a função

f(s) = s+
δ

s+ γ
, s ≥ λ1.

Então, temos

f ′(s) > 0⇔ 1− δ

(s+ γ)2
> 0⇔ 1 >

δ

(s+ γ)2
⇔ (s+ γ)2 > δ ⇔ s+ γ >

√
δ.

Assim, se s ≥ λ1 então s + γ ≥ λ1 + γ >
√
δ. Desse modo, f é crescente se

λ1 + γ >
√
δ.

Suponhamos, agora, que

λ̂n+1 ≥ λ̂n

para todo n = 1, 2, ...
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Assim

λn+1 +
δ

λn+1 + γ
≥ λn +

δ

λn + γ
⇐⇒

λn+1 − λn ≥ δ

[
1

λn + γ
− 1

λn+1 + γ

]
⇐⇒

λn+1 − λn ≥ δ

[
λn+1 + γ − λn − γ
(λn + γ)(λn+1 + γ)

]
⇐⇒

λn+1 − λn ≥ δ

[
λn+1 − λn

(λn + γ)(λn+1 + γ)

]
⇐⇒

(λn + γ)(λn+1 + γ) ≥ δ para todo n = 1, 2, . . . .

O que é equivalente a

(λ1 + γ)(λ2 + γ) ≥ δ.

Conclusão. (λ1+γ)(λ2+γ) ≥ δ é condição necessária e suficiente para que a sequência

de autovalores (λ̂n) de −∆ +B seja crescente.

A seguir enunciaremos um resultado devido a de Figueiredo-Mitidieri [9].

Lema 1.1.2. (Prinćıpio do Máximo) Suponhamos que λ1 + γ >
√
δ e

−γ + 2
√
δ ≤ λ < λ̂1. Se f ∈ L2(Ω) e se u ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) for solução fraca de

(1.1.6)

{
−∆u+Bu− λu = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

então u ≥ 0 q.s. em Ω se f ≥ 0 q.s. em Ω. Além disso, se f ∈ C(Ω), f ≥ 0 e f 6≡ 0,

então u > 0 em Ω e ∂u
∂η
< 0 em ∂Ω.

A primeira parte do lema acima é um prinćıpio de máximo fraco e a segunda

parte é um prinćıpio de máximo forte.

Vejamos, a seguir, que o Prinćıpio do Máximo não é válido para todo

−∞ < λ < λ̂1. Para isso, usaremos resultados sobre Teoria de Semigrupos.

1.2 Não-Existência de um Prinćıpio de Máximo

Definição 1.2.1. Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia a um parâmetro

T (t), 0 ≤ t < ∞, de operadores lineares e limitados T (t) : X −→ X é um semigrupo

de operadores lineares e limitados em X se

(i) T (0) = I (I é o operador identidade em X);

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todos t, s ≥ 0.
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O operador linear definido por

Au = lim
t↘0

T (t)u− u
t

,

onde

D(A) =

{
u ∈ X; lim

t↘0

T (t)u− u
t

existe

}
é o gerador infinitesimal do semigrupo T (t), D(A) é o domı́nio de A.

Definição 1.2.2. Um semigrupo T (t), 0 ≤ t <∞, de operadores lineares limitados em

X é um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares limitados se

lim
t↘0

T (t)u = u,

para todo u ∈ X.

Um semigrupo de operadores lineares limitados, fortemente cont́ınuo em X, é

chamado um semigrupo de classe C0 ou, simplesmente, um C0-semigrupo.

Exemplo 1.2.1. Se A é um operador linear limitado em X, então T (t) = etA define

um C0−semigrupo.

Com efeito,

(i) T (0) = e0A = I;

(ii) T (t+ s) = e(t+s)A = etAesA = T (t)T (s), para todos t, s ≥ 0;

(iii) Para cada u ∈ X, T (t)u = etAu, logo

‖T (t)u− u‖ = ‖etAu− u‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

tkAku

k!

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

tj+1Aj+1u

(j + 1)!

∥∥∥∥∥ ≤ |t|‖A‖‖u‖e‖tA‖
o que implica

‖T (t)u− u‖ −→ 0 quando t↘ 0,

isto é,

T (t)u −→ u quando t↘ 0.

Sejam X um espaço de Banach e X∗ o seu dual topológico. Designaremos por

〈u∗, u〉 o valor de u∗ ∈ X∗ calculado em u ∈ X. Para cada u ∈ X, definimos o conjunto

dualidade F (u) ⊂ X∗ por

F (u) = {u∗ ∈ X∗; 〈u∗, u〉 = ‖u‖2 = ‖u∗‖2}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (corolário 1.4.2) segue-se que F (u) 6= φ, para todo

u ∈ X.
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Definição 1.2.3. Seja X um espaço de Hilbert, com produto interno dado por (., .)X .

Um operador A : D(A) ⊂ X −→ X é dito monótono se

(Au, u)X ≥ 0,

para todo u ∈ D(A).

Definição 1.2.4. Dizemos que F é um operador dissipativo quando −F é monótono,

isto é, (−Fu, u)X ≥ 0, para todo u ∈ D(F ).

Definição 1.2.5. Um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 é dito uniformemente limitado se

‖T (t)‖ ≤M . Se ‖T (t)‖ ≤ 1, dizemos que é um semigrupo de contrações.

Teorema 1.2.1. (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

tal que D(A) = X.

(i) Se A for dissipativo e existir λ0 > 0 tal que a imagem, R(λ0I−A), de λ0I−A for

igual a X, então A é o gerador infinitesimal de um C0−semigrupo de contrações

em X.

(ii) Se A for o gerador infinitesimal de um C0−semigrupo de contrações em X, então

R(λI − A) = X para todo λ > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo

u ∈ D(A) e todo u∗ ∈ F (u), Re 〈u∗, Au〉 ≤ 0.

Consideremos o problema

(1.2.1)

{
−∆u+Bu+ λu = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

o qual é equivalente a

(1.2.2)

{
[λI − (∆−B)]u = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Temos a seguinte proposição:

Proposição 1.2.1. O operador ∆ − B : H2(Ω) −→ L2(Ω), H2(Ω) ⊂ L2(Ω), é o

gerador infinitesimal de um C0−semigrupo T (t).

Essa proposição segue-se do Teorema de Lummer-Phillips, pois ∆−B é dissipativo

em L2(Ω) e R(λ0I − (∆−B)) = L2(Ω), para todo λ0 > 0.

Definição 1.2.6. Um cone C em um espaço de Banach X é um subconjunto fechado

de X tal que:

(i) Se u, v ∈ C e α, β ≥ 0, então αu+ βv ∈ C;
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(ii) Se u ∈ C e u 6≡ 0, então −u /∈ C.

Um cone C induz uma ordem parcial em X definida por:

u ≤ v ⇔ v − u ∈ C.

Neste caṕıtulo usaremos a seguinte notação: Para r > 0,

Br = {u ∈ C; ‖u‖ < r}.

Exemplo 1.2.2. Um exemplo de cone é

C =
{
u ∈

(
C
(
Ω
)
, ‖.‖

)
; u ≥ 0

}
, onde ‖u‖ = max

x∈Ω
|u(x)|

(a) Observe que C é fechado em
(
C
(
Ω
)
, ‖.‖

)
Seja (un)∞n=1 uma sequência em C, tal que un −→ u. Então, un ≥ 0 e dáı, u ≥ 0. E

como
(
C
(
Ω
)
, ‖.‖

)
é um espaço de Banach, tem-se que u ∈

(
C
(
Ω
)
, ‖.‖

)
. Dessa

forma, u ∈ C.

(b) Note que dadas u, v ∈ C e α, β ≥ 0.

Logo, αu+ βv ≥ 0 e αu+ βv ∈ C
(
Ω
)
, e desse modo, αu+ βv ∈ C.

E dada u ∈ C, u 6≡ 0, tem-se que existe uma vizinhança V de u, tal que u > 0

em V , pois u é cont́ınua, o que implica que −u < 0 em V, e dáı, −u /∈ C.

Logo, C é um cone.

Definição 1.2.7. Um cone C é dito normal se existir uma constante K > 0 tal que

0 ≤ u ≤ v implica ‖u‖ ≤ K‖v‖.

Exemplo 1.2.3. Observe que C = {u ∈ C(Ω; ‖.‖); u ≥ 0}, onde ‖u‖ = max
x∈Ω
|u(x)| é

um cone normal.

De fato, já vimos no exemplo anterior que C é um cone.

Observe que dadas u, v ∈ C, tais que 0 ≤ u ≤ v, segue que ‖u‖ ≤ ‖v‖.
Portanto, C é um cone normal.

Proposição 1.2.2. Seja X um espaço de Banach ordenado por um cone C.

Suponhamos que A : D(A) −→ X, D(A) ⊂ X, seja o gerador infinitesimal de um

C0−semigrupo T (t). Então T (t)C ⊂ C, para todo t ≥ 0 se, e somente se, (λI −A)−1 é

positivo para λ suficientemente grande.

Essa proposição é, essencialmente a combinação da representação de (λI −A)−1,

via transformada de Laplace de T (t) e o Teorema 7.4 de Pazy [16]. A seguir

demonstraremos um resultado devido Corrêa [8].
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Teorema 1.2.2. Se λ for suficientemente grande, o operador

(λI −∆ +B)−1 : L2(Ω) −→ L2(Ω) não é positivo.

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que para λ > 0 suficientemente

grande, o operador (λI − ∆ + B)−1 : L2(Ω) −→ L2(Ω) seja positivo e seja T (t)

o C0−semigrupo gerado por ∆ − B (proposição 1.2.1). Para x0 ∈ Ω, x0 fixado,

consideremos uma função u ∈ C2
0(Ω) tal que u ≥ 0, u 6≡ 0 e u ≡ 0 em Bε(x0) ⊂ Ω para

algum ε > 0.

Consideremos o problema de valor inicial

(1.2.3)


∂v

∂t
= ∆v −Bv em Ω× (0,∞)

v(x, 0) = u(x)

Esse problema possui uma única solução v(x, t) = T (t)u(x) (pelo teorema de

existência e unicidade de solução - ver Sotomayor [19]) que é positiva pela proposição

1.2.2 e continuamente diferenciável em [0,∞). Assim

∂v

∂t
(x0, 0) = ∆u(x0)−Bu(x0) < 0

pois u ≡ 0 em Bε(x0) e B é positivo. Desde que v(x0, 0) = u(x0) = 0, tem-se

v(x0, t) < 0 se t for suficientemente pequeno, o que é uma contradição. Portanto,

(λI −∆ +B)−1 : L2(Ω) −→ L2(Ω) não é positivo se λ for suficientemente grande. Isso

é equivalente a dizer que não existe Prinćıpio de Máximo para o problema

(1.2.4)

{
−∆u+Bu+ λu = f(x) em Ω

u = 0 em ∂Ω

se λ for suficientemente grande. �

1.3 Simetria de Soluções

Dedicaremos esta seção ao estudo de simetria de soluções positivas, no caso em

que Ω = BR(0). Ao longo dessa seção suporemos sempre que Ω = BR(0).

O resultado central nesse contexto de simetria é devido a Gidas - Ni - Niremberg

[11].

Teorema 1.3.1. Seja u > 0 em Ω uma solução de

(1.3.1)

{
−∆u = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
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em que u ∈ C2(Ω) e f ∈ C1(R). Então u é radialmente simétrica, ou seja, u(x) = u(y)

se ‖x‖ = ‖y‖ = r < R. Além disso, ∂u
∂r
< 0 para 0 < r < R.

Os autores Gidas - Ni - Niremberg [11] usam, essencialmente, duas técnicas.

(i) A primeira delas é o prinćıpio do máximo para o problema eĺıptico escalar

{
−∆u− λu = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

para −∞ < λ < λ1.

(ii) A segunda técnica consiste na movimentação de planos paralelos até uma posição

limite, e então mostrar que eventuais soluções positivas de (1.3.1) serão simétricas

em relação a este plano limite.

No caso de sistemas, Troy [20] demonstra um resultado de simetria para uma

classe de sistemas da forma

(1.3.2)

{
−∆ui = fi(u1, u2, . . . , un) em Ω,

ui = 0 em ∂Ω.

Troy [20] estabelece o seguinte resultado

Teorema 1.3.2. Seja ui > 0, i = 1, 2, . . . , n uma solução de classe C2 do problema

(1.3.2). Se fi, i = 1, 2, . . . , n, for de classe C1 e ∂fi
∂xk
≥ 0, para i 6= k, e 1 ≤ i, k ≤ n,

então, para cada 1 ≤ i ≤ n, ui é radialmente simétrica e ∂ui
∂r

< 0 para 0 < r < R.

Observemos que o sistema estudado que estamos a considerar nesta dissertação

não se enquadra nas hipóteses do teorema 1.3.2.

De fato, se considerarmos o sistema

(1.3.3)


−∆u = f(u)− v em Ω,

−∆v = δu− γv em Ω,

u = v = 0 em ∂Ω,

fazendo f1(u, v) = f(u)− v e f2(u, v) = δu−γv teremos ∂f1
∂v

(u, v) = −1 e ∂f2
∂u

(u, v) = δ.

Assim, o fato do sistema em consideração ser não-cooperativo, não nos permite usar,

de modo direto, o resultado de Troy [20] para obter a simetria de soluções positivas.

No entanto, sob certas restrições pode-se, usando técnicas introduzidas por Mancini-

Mitidieri [15], mostrar a simetria de soluções positivas.

Antes de demonstrar o resultado de simetria, estabeleceremos o seguinte lema
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Lema 1.3.1. Seja f : R −→ R+ uma função de classe C1. Suponhamos que γ > 2
√
δ

e (u, v) seja uma solução (positiva) de (1.3.3). Então u− 1√
δ
v > 0 em Ω e ∂u

∂η
< 1√

δ
∂u
∂η

em ∂Ω.

Demonstração. Como

(∗∗) −∆u = f(u)− v

e

(∗ ∗ ∗) −∆v = δu− γv,

dividindo ambos os membros de (***) por
√
δ, obtemos

(∗ ∗ ∗∗) −∆

(
v√
δ

)
=
√
δu − γ√

δ
v .

Assim, subtraindo membro a membro (**) e (****), tem-se

−∆

(
u− v√

δ

)
= f(u)− v −

√
δu+

γ√
δ
v.

Somando, ordenadamente, K
(
u− v√

δ

)
, com K >

√
δ, em ambos os membros da

última igualdade, obtemos

−∆

(
u− v√

δ

)
+K

(
u− v√

δ

)
= f(u)− v −

√
δu+

γ√
δ
v +K

(
u− v√

δ

)
.

Isto é,

−∆

(
u− v√

δ

)
+K

(
u− v√

δ

)
= f(u)− v −

√
δu+

γ√
δ
v +Ku− K√

δ
v.

Dessa forma,

−∆

(
u− v√

δ

)
+K

(
u− v√

δ

)
= f(u) +

(
K −

√
δ
)
u+

(
γ√
δ
− K√

δ
− 1

)
v.

Escolhamos K >
√
δ satisfazendo

√
δ < K < γ −

√
δ. Observemos que isso é

posśıvel, pois, sendo γ > 2
√
δ, tem-se γ −

√
δ >
√
δ. Desse modo, γ − K −

√
δ > 0.

Consequentemente, u− v√
δ
> 0 em Ω.
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Também, ∂
∂η

(
u− v√

δ

)
< 0 em ∂Ω e assim ∂u

∂η
< 1√

δ
∂v
∂η

em ∂Ω �

Vejamos, a seguir, o resultado de simetria devido a Mancini-Mitidieri [15].

Teorema 1.3.3. Seja f : R −→ R uma função de classe C1. Suponhamos−γ+2
√
δ < 0

e f ′(t) ≥ −γ + 2
√
δ para todo t ≥ 0. Então, as eventuais soluções positivas (u, v) do

problema (1.3.3) serão radialmente simétricas e ∂u
∂r
< 1√

δ
∂v
∂r

em ∂Ω.

Demonstração. Fazendo ω = u− 1√
δ
v, teremos v =

√
δu−

√
δω e dáı

−∆u = f(u)−
√
δu+

√
δω

em Ω.

Além disso,

−∆ω = −∆u− 1√
δ

(−∆v)⇒

−∆ω = f(u)−
√
δu+

√
δω − 1√

δ
(δu− γv)⇒

−∆ω = f(u)−
√
δu+

√
δω −

√
δu+

γ√
δ
v ⇒

−∆ω = f(u)− 2
√
δu+

√
δω +

γ√
δ

(
√
δu−

√
δω)⇒

−∆ω = f(u) + (γ − 2
√
δ)u+ (

√
δ − γ)ω,

e assim, temos o seguinte sistema de três equações

(1.3.4)


−∆u = f(u)−

√
δu+

√
δω em Ω,

−∆v = δu− γv em Ω,

−∆ω = f(u) + (γ − 2
√
δ)u+ (

√
δ − γ)ω em Ω,

u = v = ω = 0 em ∂Ω.

Chamando f1(u, v, ω) = f(u)−
√
δu+

√
δω, f2(u, v, ω) = δu− γv e f3(u, v, ω) =

f(u) +
(
γ − 2

√
δ
)
u+

(√
δ − γ

)
ω,

temos

∂f1

∂v
= 0 e

∂f1

∂ω
=
√
δ > 0,

∂f2

∂u
= δ > 0 e

∂f2

∂ω
= 0
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e

∂f3

∂u
= f ′(u) + γ − 2

√
δ ≥ 0 e

∂f3

∂v
= 0.

Usando o teorema 1.3.2, conclúımos que (u, v, ω) é radialmente simétrica. A

desigualdade ∂u
∂η
< 1√

δ
∂v
∂η

em ∂Ω decorre do lema anterior �

1.4 Apêndice

Considere o problema de Dirichlet

(1.4.1)

{
Lu = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ Rn é aberto e limitado, u : Ω −→ R é a incógnita, f : Ω −→ R é uma função

dada e L é o operador diferencial parcial de segunda ordem da forma

Lu = −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u

(forma divergente)

ou

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u

(forma não-divergente)

com funções aij, bi e c dados.

Teorema 1.4.1. (Regularidade de Solução) Se m ∈ N é tal que

(a) Ω é de classe Cm+2;

(b) aij, bi, c ∈ Cm+1(Ω) para i, j = 1, 2, . . . , n;

(c) f ∈ Hm(Ω).

Se u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução fraca do problema (1.4.1), então u ∈ Hm+2(Ω) e

satisfaz

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c
(
‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖2

)
,

com c dependendo apenas de Ω, aij, bi e c para i, j = 1, 2, . . . , n.

Além disso, se u ∈ H1
0 (Ω) é a única solução fraca do problema, então

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c‖f‖Hm(Ω).
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Teorema 1.4.2. (Imersões de Sobolev) Sejam Ω ⊂ Rn de classe C1 com fronteira

limitada, m ≥ 0 um inteiro e 1 ≤ p < ∞. Então, para qualquer j ≥ 0, temos as

seguintes imersões cont́ınuas:

(i) Se m <
n

p
, então

W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), ∀q ∈ [p, q∗], onde
1

q∗
=

1

p
− m

n
;

(ii) Se m =
n

p
, então

W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), ∀q ∈ [p,∞);

(iii) Se m >
n

p
, então

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj
B(Ω);

(iv) Se m− 1 <
n

p
< m e Ω tem a propriedade de Lipschitz local, então

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj+λ(Ω), onde0 < λ ≤ m− n

p
.

Ver demonstração em de Figueiredo [10].

Teorema 1.4.3. (Rellich-Kondrachov) Sejam Ω ⊂ Rn limitado de classe C1, m ≥ 1

um inteiro e 1 ≤ p < ∞. Então, para qualquer j ≥ 0, temos as seguintes imersões

compactas:

(i) Se m <
n

p
, então

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ W j,q(Ω), ∀q ∈ [1, q∗], onde
1

q∗
=

1

p
− m

n
;

(ii) Se m =
n

p
, então

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ W j,q(Ω), ∀q ∈ [1,∞);

(iii) Se m >
n

p
, então

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ Cj(Ω);
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(iv) Se m− 1 <
n

p
< m e se Ω tem a propriedade de Lipschitz local, então

W j+m,p(Ω) ↪→↪→ Cj+λ(Ω),

onde 0 < λ < m− n

p
.

Ver demonstração em de Figueiredo [10].

Definição 1.4.1. Dizemos que o operador diferencial parcial L é uniformemente

eĺıptico se existe uma constante c > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ c‖ξ‖2

para quase todo x ∈ Ω e para todo ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn.

Teorema 1.4.4. (Estimativas de Schauder) Sejam Ω um domı́nio limitado de

classe C2,α, L um operador eĺıptico com coeficientes reais aij ∈ Cα(Ω) e c a constante

de elipticidade dada na definição 1.4.1. Então existe uma constante C, que depende

apenas de c, tal que

‖u‖2,α ≤ C (‖Lu‖α + ‖u‖0 + ‖u‖2,α,Γ) , para todo u ∈ C2,α(Ω).

Corolário 1.4.1. Seja L um operador eĺıptico com coeficientes reais aij ∈ Cα(Ω),

onde Ω é um domı́nio limitado de classe C2,α. Seja c a constante de elipticidade de

L. Suponha que o problema de Dirichlet (1.4.1) tem solução única u ∈ C2,α(Ω); para

todos f ∈ Cα(Ω) e φ ∈ C2,α(Γ). Então existe uma constante C, dependendo apenas de

c tal que

‖u‖2,α ≤ C (‖Lu‖α + ‖u‖2,α,Γ) , para todo u ∈ C2,α(Ω).

Definição 1.4.2. Um operador linear A : D(A) ⊂ X −→ Y é dito limitado se existe

c > 0, tal que

‖Au‖Y ≤ c‖u‖X , para todo u ∈ D(A).

Definição 1.4.3. Um operador linear limitado A : X −→ Y é denominado compacto

se para cada sequência limitada (un)∞n=1 ⊂ X, a sequência (Kun)∞n=1 é pré-compacta

em Y ; isto é, existe uma subsequência (unk)
∞
k=1 tal que (Kunk)

∞
k=1 converge em Y.

Considere o problema de autovalor:

(1.4.2)

{
−∆u = λu em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto, limitado com fronteira regular.
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Teorema 1.4.5. Associado ao problema (Pλ) existe uma base ortonormal (un) de

L2(Ω) e ortogonal de H1
0 (Ω) e uma sequência de números reais positivos (λn) , com

λn −→∞, quando n −→∞ tal que

(i) 0 < λ1 < λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . . ;

(ii) un ∈ H1
0 (Ω) ∩ C∞(Ω);

(iii) −∆un = λnun em Ω.

Definição 1.4.4. Sejam X e Y espaços vetoriais normados e T : D(T ) −→ Y com

domı́nio D(T ) ⊂ X. Então, T é chamado um operador linear fechado se seu gráfico

G(T ) = {(x, y);x ∈ D(T ), y = Tx}

for fechado no espaço vetorial normado X × Y, em que a norma em X × Y é dada por

‖(x, y)‖ = ‖x‖+ ‖y‖.

Teorema 1.4.6. (Teorema do Gráfico Fechado) Seja T : D(T ) −→ Y um operador

linear, em que D(T ) ⊂ X e X e Y são espaços normados. Então, T é fechado se, e

somente se, possui a seguinte propriedade:

Se xn −→ x, (xn) ⊂ D(T ) e Txn −→ y, então x ∈ D(T ) e y = Tx.

A seguir exporemos alguns conceitos básicos sobre espectro de operadores lineares

(Para mais informações ver Kreyszig [20]).

Sejam X 6= {0} um espaço vetorial normado e T : D(T ) −→ X um operador

linear com domı́nio D(T ) ⊂ X. Associemos a T o operador

Tλ = T − λI

em que λ é um número complexo e I é o operador identidade em D(T ). Se Tλ possui

um inverso, designaremos por Rλ(T ), isto é,

Rλ(T ) = T−1
λ = (T − λI)−1

o qual será chamado de operador resolvente de T ou, simplesmente, resolvente de T.

Definição 1.4.5. Sejam X 6= {0} um subespaço vetorial normado e T : D(T ) −→ X

um operador linear com domı́nio D(T ) ⊂ X. Um valor regular λ de T é um número

complexo tal que

(R1) Rλ(T ) existe;

(R2) Rλ(T ) é limitado;

(R3) Rλ(T ) é definido em um conjunto que é denso em X.
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O conjunto resolvente ρ(T ) de T é o conjunto de todos os valores regulares λ de

T. Seu complemento σ(T ) = C− ρ(T ) é chamado espectro de T e λ ∈ σ(T ) é chamado

um valor espectral de T.

O espectro de T é subdividido em três conjuntos disjuntos, a saber:

O espectro pontual ou espectro discreto σp(T ) é o conjunto dos valores de λ tais

que Rλ(T ) não existe. Um λ ∈ σp(T ) é chamado um autovalor de T.

O espectro continuo σc(T ) é o conjunto dos valores de λ tais que Rλ(T ) existe e

satisfaz (R3), mas não (R2), isto é, Rλ(T ) é não limitado.

O espectro residual σr(T ) é o conjunto dos valores de λ tais que Rλ(T ) existe

(pode ser limitado ou não) mas não satisfaz (R3), isto é, o domı́nio de Rλ(T ) não é

denso em X.

Desse modo

C = ρ(T ) ∪ σ(T ) = ρ(T ) ∪ σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ).

Além disso,

Rλ(T ) : R(Tλ) −→ D(Tλ)

existe se, e somente se, Tλx = 0 implica x = 0, isto é, o núcleo de Tλ é {0}.
Portanto, se Tλx = (T − λI)x = 0, para algum x 6= 0, então λ ∈ σp(T ), isto é, λ

é um autovalor de T e x é chamado um autovetor ou autofunção de T.

O subespaço de D(T ) consistindo de 0 e dos autovetores de T correspondentes a

λ é chamado autoespaço de T correspondente ao autovalor λ.

Teorema 1.4.7. Seja S : H −→ H um operador linear, limitado e simétrico. Defina:

m
def
= inf

u∈H,‖u‖=1
(Su, u), M

def
= sup

u∈H,‖u‖=1

(Su, u)

Temos

(i) σ(S) ⊂ [m,M ], e

(ii) m,M ∈ σ(S).

Teorema 1.4.8. (Teorema de Hahn-Banach) Seja E um espaço vetorial sobre R
e seja p : E −→ R uma aplicação tal que:

(i) p(λx) = λp(x), para todo x ∈ E e para todo λ > 0;

(ii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), para todo x, y ∈ E.

Se G é um subespaço vetorial de E e g : G −→ R é uma função linear tal que:

g(x) ≤ p(x), para todo x ∈ G,
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então existe uma forma linear f , definida em E que prolonga g, isto é,

f(x) = g(x), para todo x ∈ G e tal que f(x) = p(x), para todo x ∈ E.

Ver demonstração em Brézis [5].

Corolário 1.4.2. (Corolário do Teorema de Hahn-Banach) Para todo x0 ∈ X,
existe x∗0 ∈ X∗ tal que ‖x∗0‖X∗ = ‖x0‖ e 〈x∗0, x0〉 = ‖x0‖2.

Teorema 1.4.9. Suponha que Ω satisfaça a propriedade da poligonal (i.e., existe γ > 0

tal que quaisquer dois pontos x e x′ de Ω podem ser ligados por uma poligonal em Ω

de comprimento l ≤ γ|x− x′|). Então, para 0 ≤ s < r, a imersão Cr(Ω) ↪→↪→ Cs(Ω) é

compacta.
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Caṕıtulo 2

O Método de Subsolução e

Supersolução

2.1 Existência e Unicidade de Solução via Método

de Subsolução e Supersolução

Consideremos o sistema eĺıptico

(2.1.1)


−∆u = f(u)− v em Ω

−∆v = δu− γv em Ω

u = v = 0 em ∂Ω

em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e regular, f : R −→ R é uma função de classe

C1, δ e γ são constantes positivas.

No decorrer desse caṕıtulo admitiremos γ ≥ 2
√
δ. Observe que isso implicará em

γ + λ1 >
√
δ, e dáı poderemos usar o Prinćıpio do Máximo.

Uma solução de (2.1.1) é um par (u, v) com u, v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) que satisfaz

(2.1.1) pontualmente em Ω.

Como observado anteriormente (Caṕıtulo 1), designando B = δ (−∆ + γ)−1 , sob

condições de fronteira de Dirichlet, o problema (2.1.1) é equivalente a

(2.1.2)

{
−∆u+Bu = f(u) em Ω

u = 0 em ∂Ω

Definição 2.1.1. Uma função U ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) é dita uma subsolução do problema

(2.1.2) se

(2.1.3)

{
−∆U +BU ≤ f(U) em Ω

U = 0 em ∂Ω
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Definição 2.1.2. Uma função U ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) é dita uma supersolução do problema

(2.1.2) se

(2.1.4)

{
−∆U +BU ≥ f(U) em Ω

U = 0 em ∂Ω

Teorema 2.1.1. Seja U (respectivamente U) uma subsolução (respectivamente uma

supersolução) do problema (2.1.2) tal que U ≤ U em Ω. Suponhamos, além disso, que

f ∈ C1 (R) e f ′(t) ≥ −γ + 2
√
δ, para todo t ∈

[
min

Ω
U,max

Ω
U

]
. Então

(i) Existe uma solução u do problema (2.1.2) (consequentemente uma solução (u, v)

do problema (2.1.1)) que satisfaz U ≤ u ≤ U em Ω.

(ii) Existe uma solução mı́nima u e uma solução máxima u do problema (2.1.2) no

intervalo
[
U,U

]
.

Demonstração.

(i) Como

f ′(t) ≥ −γ + 2
√
δ, para todo t ∈

[
min

Ω
U,max

Ω
U

]
,

a função

t 7−→ f(t)−
(
−γ + 2

√
δ
)
t

é crescente em

[
min

Ω
U,max

Ω
U

]
.

Construiremos uma sequência de funções un ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) da seguinte

maneira: u0 = U e, para todo n ≥ 1, un é a solução única do problema linear

(2.1.5)

{
−∆un +Bun −

(
−γ + 2

√
δ
)
un = f(un−1)−

(
−γ + 2

√
δ
)
un−1 em Ω

un = 0 em ∂Ω

Note que essa solução realmente existe, pois −γ + 2
√
δ < λ̂1.
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Afirmação. Temos que U ≤ . . . ≤ un+1 ≤ un ≤ . . . ≤ u0 = U.

Provaremos a afirmação por indução. Nossos argumentos usarão,

essencialmente, o Prinćıpio do Máximo Fraco. Observamos, também, que a

sequência (un) é constitúıda de funções em C2(Ω) ∩ C0(Ω).

Como

{
−∆U +BU −

(
−γ + 2

√
δ
)
U ≥ f

(
U
)
−
(
−γ + 2

√
δ
)
U em Ω

U = 0 em ∂Ω

pois U é supersolução de (2.1.2) e

{
−∆u1 +Bu1 −

(
−γ + 2

√
δ
)
u1 = f

(
U
)
−
(
−γ + 2

√
δ
)
U em Ω

u1 = 0 em ∂Ω

pois u1 é solução única de (2.1.5) para n = 1.

Logo,

{
−∆

(
U − u1

)
+B

(
U − u1

)
−

(
−γ + 2

√
δ
) (
U − u1

)
≥ 0 em Ω

U − u1 = 0 em ∂Ω

Pelo Prinćıpio do Máximo Fraco, obtém-se u1 ≤ U em Ω. Analogamente,

tem-se

{
−∆U +BU −

(
−γ + 2

√
δ
)
U ≤ f (U)−

(
−γ + 2

√
δ
)
U em Ω

U = 0 em ∂Ω

pois U é subsolução de (2.1.2). Então, temos

{
−∆ (u1 − U) +B (u1 − U) −

(
−γ + 2

√
δ
)

(u1 − U) ≥ 0 em Ω

u1 − U = 0 em ∂Ω

de modo que, usando novamente o Prinćıpio do Máximo Fraco, obtém-se U ≤ u1.

Suponhamos que U ≤ . . . ≤ un ≤ un−1 ≤ . . . ≤ u0 = U. Mostraremos que

U ≤ un+1 ≤ un. Para isso, observemos que
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{
−∆un +Bun −

(
−γ + 2

√
δ
)
un = f (un−1)−

(
−γ + 2

√
δ
)
un−1 em Ω

un = 0 em ∂Ω

e{
−∆un+1 +Bun+1 −

(
−γ + 2

√
δ
)
un+1 = f(un)−

(
−γ + 2

√
δ
)
un em Ω

un+1 = 0 em ∂Ω

Como a função t 7−→ f(t)−
[
−γ + 2

√
δ
]
t é crescente e un ≤ un−1, segue que:

f(un−1)−
(
−γ + 2

√
δ
)
un−1 −

[
f(un)− (−γ + 2

√
δ)un

]
≥ 0.

Dessa forma, temos:
−∆(un − un+1) +B(un − un+1)−

(
−γ + 2

√
δ
)

(un − un+1)

= f(un−1)−
(
γ + 2

√
δ
)
un−1 −

[
f(un)− (−γ + 2

√
δ)un

]
≥ 0 em Ω

un − un+1 = 0 em ∂Ω

de modo que un+1 ≤ un em Ω (Prinćıpio do Máximo).

Por outro lado, desde que{
−∆U +BU −

(
−γ + 2

√
δ
)
U ≤ f (U)−

(
−γ + 2

√
δ
)
U em Ω

U = 0 em ∂Ω

e{
−∆un+1 +Bun+1 −

(
−γ + 2

√
δ
)
un+1 = f(un)−

(
−γ + 2

√
δ
)
un em Ω

un+1 = 0 em ∂Ω

teremos
−∆ (un+1 − U) +B (un+1 − U)−

(
−γ + 2

√
δ
)

(un+1 − U) =

f(un)−
(
−γ + 2

√
δ
)
un −

[
f (U)−

(
−γ + 2

√
δ
)
U
]
≥ 0 em Ω

un+1 − U = 0 em ∂Ω

e então U ≤ un+1 em Ω. Isso completa a demonstração da afirmação.

Como U(x) ≤ un+1(x) ≤ un(x) ≤ U(x) para todo x ∈ Ω, existe uma função

u : Ω −→ R tal que, para cada x ∈ Ω,

un(x)↘ u(x)

quando n −→ +∞.
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A idéia é tomar limites em ambos os membros da equação (2.1.5). Para isso,

usaremos um argumento do tipo bootstrap.

Seja fn(x) = f(un(x))−
(
−γ + 2

√
δ
)
un(x). Observemos que a sequência (fn) é

limitada em L∞(Ω). Logo, (fn) é limitada em Lp(Ω) com 1 < p < ∞. Segue-se

de (2.1.5) e usando a Teoria da Regularidade Eĺıptica que (un) é limitada em

W 2,p(Ω). Mas o espaço W 2,p(Ω) está imerso continuamente em C1,α
(
Ω
)
, para

α = 1 − 2N
p
, desde que p > N

2
. Isso implica que (un) é limitada em C1,α

(
Ω
)
.

Usando estimativas de Schauder (teorema 1.4.4), conclúımos que (un) é limitada

em C2,α
(
Ω
)
. Usando o fato de que C2,α

(
Ω
)

está imerso compactamente em

C2
(
Ω
)

(teorema 1.4.8) passando eventualmente para uma subsequência,

un −→ u

em C2
(
Ω
)
.

Desde que a sequência é monótona, a própria sequência é convergente em C2
(
Ω
)
.

Passando ao limite em ambos os membros da equação (2.1.5), conclui-se que

u ∈ C2
(
Ω
)

é solução de (2.1.2).

(ii) Designemos por u a solução obtida pela técnica introduzida em (i) e façamos

u0 = U . Justifiquemos porque u é a solução maximal no intervalo
[
U,U

]
. De

fato, seja u ∈
[
U,U

]
uma solução arbitrária de (2.1.2). Com um argumento

semelhante àquele usado em (i), utilizando u como subsolução e u0 = U como

supersolução, teremos u ≤ un, para todo n ≥ 0, o que implica u ≤ u �

Observação 2.1.1. Usando um procedimento semelhante ao desenvolvido em (i), do

teorema precedente, podemos construir uma sequência (vn) da seguinte maneira:

Façamos v0 = U e

{
−∆vn+1 +Bvn+1 −

(
−γ + 2

√
δ
)
vn+1 = f(vn)−

(
−γ + 2

√
δ
)
vn+1 em Ω

vn+1 = 0 em ∂Ω

n ≥ 0. Prova-se que

v0 = U ≤ v1 ≤ v2 ≤ . . . ≤ vn ≤ vn+1 ≤ . . . ≤ U.

e vn −→ v em C2
(
Ω
)

de modo que v é solução clássica de (2.1.2). Além disso, v é

solução mı́nima de (2.1.2) no intervalo
[
U,U

]
. Assim, o problema (2.1.2) possui duas

soluções (possivelmente iguais) u e v em
[
U,U

]
, v ≤ u, v solução mı́nima e u solução

máxima em
[
U,U

]
.
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Consideremos o problema

(2.1.6)


−∆u+Bu = f(u) em Ω

u > 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω

em que f : R −→ R é uma função de classe C1 tal que

(2.1.7) f(0) = 0

(2.1.8) f(t) ≤ at + C,

para todo t ≥ 0, com − γ + 2
√
δ ≤ a < λ̂1 e algum C > 0.

Observemos que (2.1.8) implica que

f(t)

t
≤ a +

C

t
, para todo t > 0,

e dáı

lim sup
t→∞

f(t)

t
≤ a < λ̂1

o que caracteriza o problema (2.1.2) como sublinear no infinito.

Designemos por U a solução única do problema, a qual pelo prinćıpio do máximo

é positiva,

(2.1.9)

{
−∆U +BU − aU = C em Ω

U = 0 em ∂Ω

Teorema 2.1.2. Suponhamos que f ∈ C1(R), f ′(t) ≥ −γ + 2
√
δ, para todo t ∈ R, e

satisfaz (2.1.7) e (2.1.8). Além disso, se

(2.1.10) f ′(0) > λ̂1,

o problema (2.1.6) possui uma solução.

Demonstração. Seja U = εϕ1, onde ϕ1 > 0 é uma autofunção de −∆ +B associada

ao primeiro autovalor λ̂1.

Verifiquemos que εϕ1 é uma subsolução se ε > 0 for suficientemente pequeno.

Como f(0) = 0 e f ′(0) > λ̂1, segue-se que existe r > 0 tal que f(t) > λ̂1t se 0 < t < r.

Desse modo, escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno tal que 0 < εϕ1(x) < r, para

todo x ∈ Ω, obtém-se

f(εϕ1(x)) > λ̂1(εϕ1(x)), para todo x ∈ Ω.

Logo{
−∆(εϕ1(x)) + B(εϕ1(x)) = λ̂1(εϕ1(x)) < f(εϕ1(x)) em Ω

εϕ1(x) = 0 em ∂Ω

O que mostra ser U = εϕ1 uma subsolução de (2.1.6) se ε > 0 for suficientemente

pequeno.
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Suponhamos, como dito acima, que U seja solução de (2.1.9). Como C > 0, pelo

Prinćıpio do Máximo Forte temos que U > 0 em Ω e ∂U
∂ν
< 0 em ∂Ω.

Mostremos que εϕ1 ≤ U em Ω se ε > 0 for suficientemente pequeno.

Suponhamos por contradição, que existam sequências εn ↘ 0 e (xn) ⊂ Ω tais que

(2.1.11) (U − εnϕ1)(xn) < 0.

Além disso, podemos escolher pontos xn tais que

(2.1.12) ∇(U − εnϕ1)(xn) = 0.

Passando, eventualmente, para uma subsequência podemos admitir que xn −→
x0 ∈ Ω. Segue-se de (2.1.11) que U(x0) ≤ 0 o que implica em U(x0) = 0 (pois

U é positiva) e assim x0 ∈ ∂Ω. Ademais, por (2.1.12), ∇U(x0) = 0 e dáı, sendo
∂(U(x0))

∂ν
= ∇(U(x0))ν, segue que ∂U(x0)

∂ν
= 0 Contradição. Pois, ∂U

∂ν
(x0) < 0. Portanto,

existe ε > 0, suficientemente pequeno tal que U = εϕ1 ≤ U �

Agora estabeleceremos condições sobre a f e teremos unicidade de solução do

problema (2.1.1).

Teorema 2.1.3. Suponhamos que f : R+ −→ R+ satisfaça as hipóteses do teorema

2.1.2 e, além disso,

(2.1.13) t 7−→ f(t)

t
, t > 0, seja decrescente.

então o problema (2.1.6) possui uma única solução.

Demonstração. Mostraremos que, quaisquer que sejam soluções u1 e u2 de (2.1.6)

teremos u1 ≤ u2.

Usaremos uma técnica devida a Krasnoselski. Para isso, defina

A = {t ∈ [0, 1]; tu1 ≤ u2}.

Observemos que 0 ∈ A, pois u2 ≥ 0, já que u2 é solução de (2.1.6).

Seja t0 =supA

Afirmação. Temos que t0 > 0, isto é, existe ε0 > 0 tal que para todo ε ∈ (0, ε0)

temos ε ∈ A.
Lembremos que {

u2 > 0 em Ω
∂u2

∂ν
< 0 em ∂Ω.

Suponhamos, por contradição, que existam sequências εn ↘ 0 e xn ∈ Ω tais que

(2.1.14) (εnu1 − u2)(xn) > 0.

Além disso, podemos escolher xn tal que

(2.1.15) ∇(εnu1 − u2)(xn) = 0.

Passando, eventualmente, para uma subsequência, podemos admitir que xn −→
x0 ∈ Ω. Segue-se de (2.1.14), que −u2(x0) ≥ 0, e dáı u2(x0) ≤ 0, e como u2 ≥ 0, pois

u2 é solução de (2.1.6), segue que u2(x0) = 0. Dessa forma x0 ∈ ∂Ω. Por (2.1.15),

∇u2(x0) = 0 o que é imposśıvel pois ∂u2

∂ν
(x0) < 0. Isso mostra a validade da afirmação.
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Queremos mostrar que t0 = 1.

Suponhamos, por contradição que 0 < t0 < 1. Portanto, t0u1 ≤ u2 em Ω.

Mostremos que existe ε > 0 tal que (t0 + ε)u1 ≤ u2 o que contraria a maximalidade de

t0.

De {
−∆u2 +Bu2 = f(u2) em Ω

u2 = 0 em ∂Ω.

e {
−∆u1 +Bu1 = f(u1) em Ω

u1 = 0 em ∂Ω.

Obtém-se
−∆(u2 − t0u1) +B(u2 − t0u1)−

(
−γ + 2

√
δ
)

(u2 − t0u1)

= f(u2)−
(
−γ + 2

√
δ
)
u2 − t0

[
f(u1)−

(
−γ + 2

√
δ
)
u1

]
em Ω

u2 − t0u1 = 0 em ∂Ω.

Desde que a função s 7−→ f(s) −
(
−γ + 2

√
δ
)
s, s > 0, é crescente, e sabendo

que t0u1 ≤ u2, temos

f(u2)−
(
−γ + 2

√
δ
)
u2 − t0

[
f(u1)−

(
−γ + 2

√
δ
)
u1

]
≥

≥ f(t0u1)−
(
−γ + 2

√
δ
)
t0u1 − t0

[
f(u1)−

(
−γ + 2

√
δ
)
u1

]
= f(t0u1)− t0f(u1)

= t0

[
f(t0u1)

t0
− f(u1)

]
,

pois t0 > 0. Como u1 > 0 em Ω

f(u2)−
(
−γ + 2

√
δ
)
u2 − t0

[
f(u1)−

(
−γ + 2

√
δu1

)]
≥ t0u1

[
f(t0u1)

t0u1

− f(u1)

u1

]
≥ 0,

pois f(s)
s

é decrescente e t0u1 < u1. Isso implica que

{
−∆(u2 − t0u1) +B(u2 − t0u1) −

(
−γ + 2

√
δ
)

(u2 − t0u1) ≥ 0 em Ω

u2 − t0u1 = 0 em ∂Ω.

Pelo Prinćıpio do Máximo

(i) u2 − t0u1 ≡ 0

ou

(ii) u2 − t0u1 > 0 em Ω e ∂
∂ν

(u2 − t0u1) < 0 em ∂Ω.
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Suponha que u2 − t0u1 ≡ 0. Sabendo que u1 é solução de (2.1.6)

−∆u1 +Bu1 = f(u1),

Como t0 > 0

t0(−∆u1 +Bu1) = t0f(u1).

Usando a linearidade de −∆ e B

−∆(t0u1) +B(t0u1) = t0f(u1).

Como t0u1 ≡ u2

−∆u2 +Bu2 = t0f(u1).

Logo

f(u2) = t0f(u1).

Sendo t0u1 ≡ u2 =⇒ f(u2) = f(t0u1), e dáı

f(t0u1) = t0f(u1).

Desde que u1 > 0 em Ω e 0 < t0 < 1, tem-se

f(t0u1)

t0u1

=
f(u1)

u1

.

Por outro lado, como t0u1 < u1 e
f(t)

t
é decrescente, tem-se

f(t0u1)

t0u1

>
f(u1)

u1

,

o que contradiz a igualdade acima.

Consequentemente, t0u1 < u2 em Ω e ∂
∂ν

(u2 − t0u1) < 0 em ∂Ω. Raciocinando

como antes, encontramos ε0 > 0 tal que para todo ε ∈ (0, ε0) temos (t0 + ε)u1 < u2 em

Ω. O que contraria a maximalidade de t0. Então, t0 = 1, isto é, u1 ≤ u2 em Ω. Logo

u2 ≤ u1, e dáı u1 ≡ u2 em Ω �

Exemplo 2.1.1. Os argumentos desenvolvidos até aqui são válidos para o problema

(2.1.16)


−∆u+Bu = uα em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω

com 0 < α < 1. Desse modo, (2.1.16) possui uma única solução clássica.
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Defina f : R+ −→ R+ onde f(t) = tα, 0 < α < 1.

Note que:

(2.1.17) f(0) = 0

(2.1.18) f(t) = tα ≤ at + C,

para todo t ≥ 0, com− γ + 2
√
δ ≤ a < λ̂1 e algum C > 0

(2.1.19) f ∈ C1(R− {0})
De fato,

(a) Se t 6= 0 temos que f ′(t) = αtα−1.

(b) Se t = 0, f ′(0) = lim
t→0

f(t)− f(0)

t
= lim

t→0
tα−1 =∞

Dáı

(2.1.20) f ′(0) > λ̂1

E

(2.1.21) f ′(t) > 0 ≥ −γ + 2
√
δ, para todo t ≥ 0

Observemos também que

f(t)

t
= tα−1

que é uma função decrescente, pois α < 1.

Dessa forma, (2.1.16) satisfaz as condições dos teoremas anteriores, o que

garantirá existência e unicidade de solução.

Observação 2.1.2. Observe que, como U,U > 0 e precisamos garantir as hipóteses

dos teoremas apenas em
[
U,U

]
(ver teorema 2.1.1), é suficiente mostrar as hipóteses

exigidas sobre a f para t ≥ 0, que foi o que fizemos acima.
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Caṕıtulo 3

Um Problema Superlinear e um

Teorema de Ponto Fixo

3.1 Existência de Solução do Sistema através de um

Teorema de Ponto Fixo

Teorema 3.1.1. Sejam C um cone em um espaço de Banach X e Φ : C → C uma

aplicação compacta. Suponhamos que existam 0 < r < R tais que

(i) u 6= tΦ(u) para 0 ≤ t ≤ 1 e ‖u‖ = r, u ∈ C;

(ii) Existe uma aplicação compacta F : BR × [0,∞) −→ C tal que F (u, 0) = Φ(u)

para ‖u‖ = R, F (u, t) 6= u para ‖u‖ = R e t ≥ 0, e F (u, t) = u não possui

solução u ∈ BR para t ≥ t0. Então Φ possui um ponto fixo no conjunto

U = {u ∈ C; r < ‖u‖ < R}.

Condições similares podem ser feitas se 0 < R < r.

Uma condição suficiente para (i) :

(i’) Existe um operador linear limitado A : X → X tal que A(C) ⊂ C, onde C é

um cone normal, A possui raio espectral rσ(A) estritamente menor do que 1 e

Φ(u) ≤ Au para u ∈ C e ‖u‖ = r.

Usaremos o Teorema 3.1.1 para mostrar a existência de solução positiva para o

problema

(3.1.1)

{
−∆u+Bu = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e regular, γ ≥ 2
√
δ, a fim de usarmos o

prinćıpio do máximo, e f : R+ → R+ é uma função cont́ınua satisfazendo
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(f1) lim inf
s→∞

f(s)

s
> λ̂1,

(f2) lim
s→∞

f(s)

sβ
= 0, onde β =

N + 1

N − 1
, N ≥ 2,

(f3) lim sup
s↘0

f(s)

s
< λ̂1.

As condições (f1) e (f3) caracterizam o problema (3.1.1) como superlinear no

infinito e superlinear em 0, respectivamente.

Observemos que as condições (f1) e (f3) implicam que o gráfico de f intersecta o

gráfico da reta λ̂1s. Com efeito, (f3) implica que existe s0 > 0 tal que f(s) < λ̂1s se

0 < s < s0. Além disso, (f1) implica que existe s∞ > 0 tal que f(s) > λ̂1s se s ≥ s∞.

Deve-se ressaltar que se f(s) > λ̂1s, para todo s > 0, então o problema (3.1.1)

não possui solução positiva. De fato, se tal condição for satisfeita e u > 0 for uma

solução de (3.1.1), então {
−∆u+Bu = f(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

e se ϕ1 > 0 for uma autofunção de −∆ +B associada ao autovalor λ̂1, teremos∫
Ω

(−∆u+Bu)ϕ1 =

∫
Ω

f(u)ϕ1

Usando integração por partes e como estamos supondo f(s) > λ̂1s, para todo

s > 0, tem-se ∫
Ω

u(−∆ϕ1 +Bϕ1) =

∫
Ω

f(u)ϕ1 >

∫
Ω

λ̂1uϕ1

Dáı,

λ̂1

∫
Ω

uϕ1 > λ̂1

∫
Ω

uϕ1,

o que é impossivel

Assim, se (3.1.1) possuir solução positiva, o gráfico de f deve intersectar o gráfico

de λ̂1s.

Designaremos por ϕ1 > 0 uma autofunção de −∆ + B associada ao primeiro

autovalor λ̂1.
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Mostraremos a existência de estimativas a priori para soluções positivas de (3.1.1).

A seguinte desigualdade de Hardy-Sobolev será utilizada:

”Se u ∈ H1
0 (Ω), então u

ϕτ
∈ Lq(Ω), onde 1

q
= 1

2
− (1−τ)

N
, 0 ≤ τ ≤ 1, e existe uma

constante C > 0 tal que

(3.1.2)

∥∥∥∥ uϕτ
∥∥∥∥
q

≤ C‖u‖, ∀u ∈ H1
0 (Ω),

onde ‖u‖ =
(∫

Ω
|∇u|2

)1/2
é a norma usual em H1

0 (Ω)”.

Proposição 3.1.1. Sob as hipóteses (f1) e (f2), existe uma constante C > 0 tal que

se u > 0 for uma solução de (3.1.1) então∫
Ω

uϕ1 ≤ C

e ∫
Ω

f(u)ϕ1 ≤ C,

em que C independe da solução positiva u.

Demonstração. Segue-se de (f1) que existem λ > λ̂1 e s∞ > 0 tais que f(s) ≥ λs

para s ≥ s∞. Consequentemente, existe uma constante C1 > 0 tal que

(3.1.3) f(s) ≥ λs− C1, para todo s ≥ 0

Multiplicando ambos os membros da equação em (3.1.1) por ϕ1 e integrando

sobre Ω, obtém-se ∫
Ω

[−∆uϕ1 +Buϕ1] =

∫
Ω

f(u)ϕ1

Usando integração por partes, tem-se∫
Ω

u [−∆ϕ1 +Bϕ1] =

∫
Ω

f(u)ϕ1

Então

λ̂1

∫
Ω

uϕ1 =

∫
Ω

f(u)ϕ1

Usando (3.1.3), pois u > 0, obtemos

λ̂1

∫
Ω

uϕ1 ≥
∫

Ω

(λu− C1)ϕ1

⇒ λ̂1

∫
Ω

uϕ1 ≥ λ

∫
Ω

uϕ1 − C1

∫
Ω

ϕ1

⇒ C1

∫
Ω

ϕ1 ≥
(
λ− λ̂1

)∫
Ω

uϕ1.
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Como C1,
∫

Ω
ϕ1,

(
λ− λ̂1

)
não dependem de u, existe C > 0 tal que

∫
Ω
uϕ1 ≤ C,

qualquer que seja a solução positiva u de (3.1.1).

Sendo

λ̂1

∫
Ω

uϕ1 =

∫
Ω

f(u)ϕ1

Segue-se que existe C > 0 tal que
∫

Ω
f(u)ϕ1 ≤ C, para toda solução positiva u do

problema (3.1.1). �

Teorema 3.1.2. Sob as hipóteses (f1) e (f2), existe uma constante positiva C tal que

‖u‖∞ ≤ C, qualquer que seja a solução positiva u de (3.1.1).

Demonstração. Seja u > 0 uma solução positiva (clássica) de (3.1.1). Multiplicando

ambos os membros de (3.1.1) por u e integrando por partes, obtemos∫
Ω

|∇u|2 +

∫
Ω

Bu · u =

∫
Ω

f(u)u.

Como (Bu, u)2 ≥ 0, segue que∫
Ω

|∇u|2 ≤
∫

Ω

f(u)u

Agora, para usarmos a proposição 3.1.1, façamos∫
Ω

f(u)u =

∫
Ω

[f(u)]αϕα1 [f(u)]1−αϕ−α1 u,

onde o parâmetro α ∈ (0, 1) será determinado oportunamente. Usemos a desigualdade

de Hölder da seguinte maneira:

1− α + α = 1⇒ 1
1
α

+
1
1

1−α
= 1

Dáı

(3.1.4)

∫
Ω

f(u)u ≤
{∫

Ω

[(f(u))αϕα1 ]
1
α

}α{∫
Ω

[
(f(u))1−αu

ϕα1

] 1
1−α
}1−α

Logo,

(3.1.5)

∫
Ω

f(u)u ≤
(∫

Ω

f(u)ϕ1

)α [∫
Ω

f(u)u
1

1−α

ϕ
α

1−α
1

]1−α

O primeiro termo do lado direito da desigualdade (3.1.5) é limitado (Proposição

3.1.1).

Para estimar o segundo termo do segundo membro da desigualdade em (3.1.5),

usaremos a condição (f2). Dessa forma para cada ε > 0, existe Cε > 0 tal que

f(s) < εsβ + Cε para todo s ≥ 0. Então
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∫
Ω

f(u)u ≤ Cε1−α

[∫
Ω

uβ+ 1
1−α

ϕ
α

1−α
1

]1−α

+ C ′ε

[∫
Ω

u
1

1−α

ϕ
α

1−α
1

]1−α

Tomando α = 2
N+1

e usando a desigualdade de Hardy-Sobolev, Obtemos∫
Ω

f(u)u ≤ Cε
N−1
N+1

(∫
Ω

|∇u|2
)

+ C

(∫
Ω

|∇u|2
)1/2

.

Usando esta última estimativa na desigualdade

‖u‖2
H1

0
≤
∫

Ω

f(u)u+ C‖u‖H1
0
,

previamente demonstrada, e considerando ε > 0 suficientemente pequeno, obtemos

‖u‖H1
0
≤ C. Usando imersões de Sobolev (teorema 1.4.2), ‖u‖2∗ ≤ C e, pela

regularidade eĺıptica, ‖u‖∞ ≤ C. �

Usaremos este resultado de estimativa a priori para demonstrar o seguinte

teorema de existência.

Daqui em diante estaremos sempre supondo γ ≥ 2
√
δ a fim de usarmos o Prinćıpio

do Máximo.

Teorema 3.1.3. Seja f : R+ −→ R+ uma função localmente lipschitziana satisfazendo

(f1), (f2), (f3) e f(0) = 0. Então o problema (3.1.1) possui pelo menos uma solução

positiva.

Demonstração. Seja

X = {u ∈ C0(Ω); u = 0 em ∂Ω}

munido do cone

C = {u ∈ X;u ≥ 0}.

Designaremos por Φ : X → X a aplicação definida como se segue

Para cada v ∈ X seja u = Φ(v) a solução de{
−∆u+Bu = f(v) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Pela teoria de regularidade eĺıptica u ∈ X, Φ é compacta e, pelo Prinćıpio do

Máximo Forte, Φ(C) ⊂ C, isto é, v ≥ 0 implica que u ≥ 0.

Usaremos o Teorema 3.1.1. Por (f3), existem 0 < α < λ̂1 e s0 > 0 tais que

f(s) ≤ αs para 0 ≤ s ≤ s0. Definamos, o operador linear A : X −→ X da seguinte

maneira:
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Para cada v ∈ X seja u = Av a solução única de{
−∆u+Bu = αv em Ω

u = 0 em ∂Ω.

Esse problema possui solução única pois −∆ + B é invert́ıvel. Como α

λ̂1
< 1,

temos que o raio espectral rσ(A) do operador A é menor do que 1. Observemos que A

é linear e limitado. Também, pelo prinćıpio do máximo A(C) ⊂ C.

Observemos que se ‖u‖X ≤ s0, u ∈ C, temos Φ(u) ≤ Au. De fato, chamando

Φ(u) = u1 e Au = u2, teremos
−∆u1 +Bu1 = f(u) em Ω

−∆u2 +Bu2 = αu em Ω

u1 = u2 = 0 em ∂Ω.

Então, {
−∆(u2 − u1) +B(u2 − u1) = αu− f(u) em Ω,

u2 − u1 = 0 em ∂Ω.

Como 0 ≤ u(x) ≤ s0, segue-se que 0 ≤ f(u(x)) ≤ αu(x) e dáı

u1 ≤ u2,

ou seja, Φ(u) ≤ Au.

Assim, a condição (i′) é satisfeita, e dáı, (i) é satisfeita.

Mostremos, agora, a condição (ii). Para isso, seja L = (−∆ + B)−1 : C
(
Ω
)
−→

C
(
Ω
)

o qual é um operador linear e compacto.

Definamos

F (u, t)(x)
def
= L(f(u(x) + t)) = Φ(u(x) + t).

Argumentos semelhantes aos usados na demonstração da Proposição 3.1.1,

mostram que F (u, t) = u não posssui solução para t ≥ t0. Além disso, estimativas

a priori para soluções positivas são uniformes em t, e assim existe R > r tal que a

equação F (u, t) = u não possui solução u ∈ C com ‖u‖∞ ≥ R. O teorema 3.1.1 nos

permite concluir que Φ possui um ponto fixo, ou seja, que o problema (3.1.1) possui

solução. �
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Caṕıtulo 4

Um Teorema do Tipo

Krein-Rutman e Aplicações

4.1 Um Teorema do Tipo Krein-Rutman

Neste caṕıtulo, estudaremos o problema de autovalor

(4.1.1)

{
−∆u + Bu = λm(x)u em Ω

u = 0 em ∂Ω

em que λ é um parâmetro real e m ∈ C(Ω).

Ao longo de todo o caṕıtulo, suporemos m(x) > 0, para todo x ∈ Ω.

Designemos porM : C(Ω) −→ C(Ω) o operador (Mu)(x) = m(x)u(x), u ∈ C(Ω),

em que C(Ω) está munido com a norma da convergência uniforme ‖u‖∞ = max
x∈Ω
|u(x)|.

Claramente M é linear e cont́ınuo e, consequentemente,

(−∆ +B)−1M : C(Ω) −→ C(Ω)

é linear e compacto.

Devemos observar, também, que (−∆ + B)−1M : C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω) é linear,

compacto e, conforme mostraremos posteriormente, se designarmos por P o cone de

funções positivas em C1
0(Ω), teremos (−∆ + B)−1M(P − {0}) ⊂ int(P ), se γ ≥ 2

√
δ,

em virtude do Prinćıpio do Máximo Forte.

Como vimos anteriormente, a expressão

(4.1.2) (u, v) = (u, v)H1
0

+ (Bu, v)2, u, v ∈ H1
0 ,

onde (u, v)H1
0

=
∫
Ω

∇u∇v, define um produto interno em H1
0 (Ω) cuja norma associada

é

(4.1.3) ‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 +

∫
Ω

Bu · u, u ∈ L2(Ω)

que é equivalente a norma usual
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‖u‖2
H1

0
=

∫
Ω

|∇u|2.

Teorema 4.1.1. (Teorema de Representação de Riesz) Dado um funcional linear

limitado f : H −→ R, onde H é um espaço de Hilbert, existe um único z tal que

f(x) = 〈x, z〉

e ‖z‖ = ‖f‖.

Lema 4.1.1. O espectro de (−∆ + B)−1M : C(Ω) −→ C(Ω) é constitúıdo por uma

sequência 1
λ0
> 1

λ1
> . . . > 0 de autovalores reais com λk −→∞.

Demonstração. Demonstraremos esse lema mostrando que os autovalores de

(−∆ + B)−1M : C(Ω) −→ C(Ω) coincidem com os autovalores de um operador

linear, simétrico e compacto S : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω). Para isso, consideremos, para

cada u ∈ H1
0 (Ω), fixado, o funcional φu : H1

0 (Ω) −→ R dado por φu(v) =
∫
Ω

muv,

para todo v ∈ H1
0 (Ω). Claramente, φu é linear e cont́ınuo. Logo, pelo Teorema de

Representação de Riesz, existe um único Su ∈ H1
0 (Ω) tal que

φu(v) = (Su, v),

para todo v ∈ H1
0 (Ω), onde ( , ) é o produto interno introduzido em (4.1.2). Temos,

então, definido uma aplicação linear

S : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω)

u 7−→ Su

dada por

(Su, v) =

∫
Ω

muv,

para todo v ∈ H1
0 (Ω)

Claramente S é linear, limitado e simétrico. Mostremos a compacidade de S. Para

isso, consideremos uma sequência limitada (uj) ⊂ H1
0 (Ω). Passando, eventualmente,

para subsequências temos uj ⇀ u em H1
0 (Ω) (⇀ designa convergência fraca) e, em

virtude da imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) tem-se uj −→ u em L2(Ω).

Usando a definição de S,

‖Suj − Su‖ =

∫
Ω

m(uj − u)(Suj − Su)

então

46



‖Suj − Su‖ ≤ C‖uj − u‖2‖Suj − Su‖2,

onde usamos as desigualdades de Holder e Poincaré. Dáı

‖Suj − Su‖ ≤ C‖uj − u‖2

de onde segue-se a convergência Suj −→ Su em H1
0 (Ω) e dáı S : H1

0 (Ω) −→ H1
0 (Ω)

é compacto. Como (Su, u) =
∫
Ω

mu2 > 0, para todo 0 6= u ∈ H1
0 (Ω), usando-

se a Teoria Espectral para operadores compactos auto-adjuntos, encontramos uma

sequência 1
λ0
> 1

λ1
> . . . > 0 de autovalores de S com λj −→ ∞ se j −→ ∞. Veja de

Figueiredo [9] para mais informações sobre a referida Teoria Espectral.

Desse modo, existem funções ϕj ∈ H1
0 (Ω) tais que

Sϕj =
1

λj
ϕj, j = 1, 2, . . .

Donde

(Sϕj, v) =
1

λj
(ϕj, v), j = 1, 2, . . .

∫
Ω

∇ϕj · ∇v +

∫
Ω

Bϕj · v = λj(Sϕj, v) = λj

∫
Ω

mϕj · v,

para todo v ∈ H1
0 (Ω).

Usando a Teoria da Regularidade Eĺıptica tem-se

(4.1.4)

{
−∆ϕj + Bϕj = λjmϕj em Ω

ϕj = 0 em ∂Ω

no sentido fraco, e ϕj ∈ C(Ω), para todo j = 1, 2, . . . Consequentemente,

1

λj
ϕj = (−∆ +B)−1Mϕj, j = 1, 2, . . .

Reciprocamente, pode-se mostrar que os autovalores e autofunções de (−∆ +

B)−1M : C(Ω) −→ C(Ω) são também autovalores e autofunções de S : H1
0 (Ω) −→

H1
0 (Ω). Isso conclui a demonstração do lema. �

Antes de demonstrarmos o teorema central deste caṕıtulo, façamos algumas

observações que podem ser encontradas em Amann [1].

Sejam V e W espaços de Banach ordenados, respectivamente, por cones P

e Q. Um operador linear T : V −→ W é chamado positivo se T (P ) ⊂ Q. T

é dito estritamente positivo se T (P − {0}) ⊂ Q − {0} e fortemente positivo se

T (P − {0}) ⊂ int Q, se Q tiver interior não-vazio.

Um cone P em um espaço de Banach V é dito total se V = P − P .
Recordemos que se V for um espaço de Banach real e T ∈ L(V, V ), o limite

47



r(T ) = lim
j→∞
‖T j‖1/j

existe e é chamado raio espectral de T.

Um autovalor λ de T ∈ L(V, V ) é dito simples se

dim

(
∞⋃
j=1

Ker(λI − T )j

)
= 1.

Teorema 4.1.2. (Krein-Rutman) Seja (E,P ) um espaço de Banach ordenado por

um cone positivo total P. Suponhamos que T ∈ L(E,E) seja compacto e tenha raio

espectral positivo r(T ). Então, r(T ) é um autovalor de T com autovetores em P.

Teorema 4.1.3. Seja (E,P ) um espaço de Banach ordenado, tal que P seja um cone

positivo com interior não-vazio. Seja T ∈ L(E,E) um operador compacto fortemente

positivo. Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) O raio espectral r(T ) de T é positivo;

(ii) r(T ) é um autovalor simples de T tendo um autovetor positivo e não existe

nenhum outro autovalor com autovetor positivo;

(iii) Para todo y ∈ P − {0}, a equação

λx− Tx = y

possui exatamente uma solução positiva se λ > r(T ) e não possui solução positiva

se λ ≤ r(T ). A equação

r(T )x− Tx = −y

não possui solução positiva.

De agora em diante, denominaremos L = −∆ +B.

Teorema 4.1.4. Se γ ≥ 2
√
δ o inverso do autovalor µ0 de L−1M : C(Ω) −→ C(Ω) é

simples e está associado a uma autofunção φ0 > 0 em Ω, sendo µ0 o único inverso do

autovalor com essa propriedade.

Demonstração. Observemos, inicialmente, que os autovalores de L−1M : C(Ω) −→
C(Ω) e de L−1M : C1

0(Ω) −→ C1
0(Ω) coincidem e estão associados às mesmas

autofunções.

A validade dessa afirmação segue-se, de maneira imediata, da Teoria da

Regularidade Eĺıptica.

Observemos que se designarmos por P o cone de funções positivas em C1
0(Ω)

temos L−1M(P − {0}) ⊂ intP.
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De fato, dado u ∈ L−1M(P − {0}) tem-se que existe f ∈ P − {0} tal que

u = L−1M(f).

Desse modo,

(4.1.5)

{
−∆u + Bu = m(x)f(x) em Ω

u = 0 em ∂Ω

Como m(x) > 0 em Ω e f > 0 em um conjunto de medida positiva em Ω, segue-se

que mf > 0 em um conjunto de medida positiva em Ω. Além disso, mf ∈ C(Ω). Pelo

Prinćıpio do Máximo Forte, temos que u > 0 em Ω e ∂u
∂ν
< 0 em ∂Ω. Tem-se, também,

u ∈ C1
0(Ω). Como é bem conhecido, funções u satisfazendo as duas propriedades acima

pertencem a int(P ). Isso mostra que L−1M : C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω) é fortemente positivo.

Usando os teoremas 4.1.2 e 4.1.3 conclúımos que L−1M : C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω)

admite uma única autofunção φ0 ∈ int(P ), correspondente ao inverso do autovalor

µ0 > 0, simples, ‖φ0‖C1(Ω) = 1, e µ0 é estritamente menor que todos os outros inversos

de autovalores de L−1M : C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω). Mostremos que µ0 é simples, visto como

inverso de autovalor de L−1M : C(Ω) −→ C(Ω).

(a) A multiplicidade geométrica de µ0 é 1

De fato, se u ∈ NC(Ω)(µ0L
−1M − I), teremos µ0L

−1Mu = u o que implica

u ∈ C1
0(Ω). Então, u ∈ NC1

0 (Ω)(µ0L
−1M − I), e então, u = tφ0, para algum t ∈ R.

Isso mostra que a multiplicidade geométrica de µ0 é 1.

(b) A multiplicidade algébrica de µ0 é 1.

Como µ0 é simples como inverso de autovalor de L−1M : C1
0(Ω) −→ C1

0(Ω),

temos

NC1
0 (Ω)(µ0L

−1M − I)2 = NC1
0 (Ω)(µ0L

−1M − I).

Seja u ∈ NC(Ω)(µ0L
−1M − I)2. Então (µ0L

−1M − I)(µ0L
−1M − I)u = 0.

Chamando v = (µ0L
−1M − I)u, obtemos (µ0L

−1M − I)v = 0. Portanto,

v ∈ C1
0(Ω) e, consequentemente, u ∈ C1

0(Ω). Logo, u ∈ NC1
0 (Ω)(µ0L

−1M − I)2

o que implica (µ0L
−1M − I)u = 0, ou seja, u ∈ NC(Ω)(µ0L

−1M − I). Assim,

NC(Ω)(µ0L
−1M − I) = NC(Ω)(µ0L

−1M − I)2

o que implica ser µ0 um inverso de autovalor simples de L−1M : C(Ω) −→
C(Ω) �

4.2 Aplicações do Teorema de Krein-Rutman

Nesta seção, estudaremos o problema
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(4.2.1)


−∆u + Bu = λf(x, u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

em que λ ≥ 0 é um parâmetro real, f : Ω × R+ −→ R+ é uma função localmente

lipschitziana dada por

(4.2.2) f(x, t) = m(x)t+ h(t),

onde m ∈ C
(
Ω
)
, m(x) > 0 em Ω, h : R+ −→ R+ é uma função limitada, isto é, existe

uma constante C > 0 tal que, |h(t)| ≤ C, para todo t ≥ 0. O problema (4.2.1), com f

satisfazendo à condição (4.2.2) é chamado assintoticamente linear.

Mostraremos a existência de soluções para o problema (4.2.1) usando resultados

sobre componentes conexas de soluções.

Usaremos os seguintes resultados. A demonstração do primeiro pode ser

encontrada em Rabinowitz [17] e do segundo em Turner [21].

Seja E um Espaço de Banach real e consideremos a equação

(4.2.3) u = T (λ, u) em R+ × E,

onde T : R+ × E −→ E é compacto e cont́ınuo.

Teorema 4.2.1. (Rabinowitz) Se T for como acima e T (0, u) ≡ 0, então

S = {(λ, u) ∈ R+ × E; u = T (λ, u)}

contém uma componente S+ contida em R+ × E, não-limitada e contendo (0, 0).

Para enunciar o próximo teorema, suponhamos que E seja ordenado por um cone

C tal que se u ∈ E, então u = u1 − u2, onde u1, u2 ∈ C. Consideremos uma aplicação

cont́ınua F : R+ × C −→ C satisfazendo F (λ, 0) = 0, para todo λ ≥ 0.

Dizemos que F possui derivada em u = 0, designada por dF (0), se dF (0) : E −→
E for uma aplicação linear cont́ınua satisfazendo

F (λ, u)− F (λ, 0)− dF (0)u = o(‖u‖)

em u −→ 0, u ∈ C, uniformemente em λ ≥ 0, isto é,

lim
u→0

F (λ, u)− F (λ, 0)− dF (0)u

‖u‖
= 0,

uniformemente em λ ≥ 0.

Consideremos a equação u = λF (λ, u) e designemos por Σ o conjunto

Σ = {(λ, u) ∈ R+ × (C − {0}); u = λF (λ, u)}

O conjunto Σ pode conter soluções triviais (λ, 0), mas somente aquelas que forem

pontos de bifurcação, ou seja, existe uma sequência (λn, un) de soluções de u = λF (λ, u)

tal que λn −→ λ e un −→ 0.
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O teorema a seguir, devido a Turner [21], é uma versão não-linear do Teorema de

Krein-Rutman.

Teorema 4.2.2. (Turner) Seja F : R+×C −→ C uma aplicação compacta e cont́ınua

satisfazendo F (λ, 0) = 0, λ ≥ 0. Suponhamos que F tenha derivada dF (0) em u = 0 e

que dF (0) tenha raio espectral 1
λ0
> 0. Então, Σ contém uma componente não-limitada

Σ0 de soluções de u = λF (λ, u) com
(
λ0, 0

)
∈ Σ0.

Consideremos o caso particular em que F (λ, u) = Lu+H(u), L+H : C −→ C, L :

E −→ E é linear e compacto, H : C −→ E é compacto e cont́ınuo e H(u) = o(‖u‖)
em ‖u‖ −→ ∞, u ∈ C, isto é, lim‖u‖→∞

H(u)
‖u‖ = 0.

Efetuando a inversão v = u
‖u‖2 , u 6= 0, e se considerarmos a equação

v = λF̃ (λ, v) em C,

onde F̃ (λ, v) =
[
Lv + H̃(v)

]
e H̃ é dada por

H̃(v) =

 ‖v‖2H

(
v

‖v‖2

)
se v 6= 0,

0 se v = 0,

teremos que H̃ é compacta (ver Berestycki [3]) e H̃(v) = o(‖v‖) em v −→ 0, v ∈ C.
Claramente F̃ : C −→ C, F̃ (λ, 0) = 0 e dF̃ (0)v = Lv. Se L tiver raio espectral
1
λ0

> 0, então existe uma componente não-limitada Σ0 de soluções de v = λF̃ (λ, v)

com (λ0, 0) ∈ Σ0.

Retornando à variável u = v
‖v‖2 conclúımos que existe uma componente não-

limitada Σ∞ de u = λF (λ, u) encontrando
(
λ0,∞

)
.

Temos o seguinte resultado

Teorema 4.2.3. Suponhamos que f : Ω × R+ −→ R+ satisfaça (4.2.2) e f(x, 0) > 0.

Se γ ≥ 2
√
δ, então

(i) Existe uma componente não-limitada Σ0 ⊂ R+×C0

(
Ω
)

de soluções positivas de

(4.2.1) com (0, 0) ∈ Σ0;

(ii) Existe uma componente não-limitada Σ∞ ⊂ R+×C0(Ω) de soluções positivas de

(4.2.1), encontrando (µ0,∞), sendo esse o único ponto de bifurcação no infinito

para soluções positivas de (4.2.1);

(iii) Se existir α > 0 tal que f(x, t) ≥ αm(x)t, para todo (x, t) ∈ Ω×R+, então existe

λ∗ > 0 tal que se (λ, u) for solução positiva de (4.2.1) teremos λ ≤ λ∗. Nesse

caso, Σ0 = Σ∞.
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Demonstração. (i) Consideremos a aplicação T : R+ × C
(
Ω
)
−→ C

(
Ω
)

dada por

T (λ, u) = λL−1F (u) onde F é o operador de Nemytski associado à extensão f̃ , de f,

definida por

f̃(x, t) =

{
f(x, t) se t ≥ 0,

f(x, 0) se t < 0.

T é compacta, cont́ınua e T (0, u) ≡ 0. Pelo Teorema 4.2.1, existe uma componente

não-limitada Σ0 de soluções de u = T (λ, u) encontrando (0, 0) e Σ0 ⊂ R+ × C0

(
Ω
)
.

Observemos que se (λ, 0) for solução de u = λL−1F (u) (Observar que L = −∆ + B),

então λ = 0, pois f(x, 0) > 0, para todo x ∈ Ω. Se (0, u) for solução da mesma equação

então u = 0. Assim, Σ0−{(0, 0)} é constitúıda de soluções não-triviais e, pelo Prinćıpio

do Máximo, tais soluções são positivas.

(ii) Consideremos a equação

(4.2.4) u = λ [L−1Mu+ L−1H(u)] em C

onde Mu(x) = m(x)u(x), H é o operador de Nemytski associado à função h e devemos

observar que em virtude do Prinćıpio do Máximo,

L−1M + L−1H : C −→ C

em que C é cone de funções não-negativas em C0

(
Ω
)
.

O operador T : C −→ C, T = L−1M + L−1H é compacto e cont́ınuo. Como

|h(t)| ≤ C, para todo t ≥ 0, tem-se ‖H(u)‖∞ ≤ C, para todo u ∈ C, o que implica

L−1H(u) = o(‖u‖∞) se ‖u‖ −→ ∞, u ∈ C.

Além disso, pelo Teorema de Krein-Rutman o raio espectral r(L−1M) de L−1M

é um número positivo 1
µ0

> 0. Pelo teorema 4.2.2 e observações subsequentes existe

uma componente não-limitada Σ0 ⊂ R+×C0

(
Ω
)
, constitúıda de soluções positivas de

(4.2.4), e encontrando (µ0,∞). Além disso, (µ0,∞) é o único ponto de bifurcação no

infinito para soluções positivas de (4.2.4). Com efeito, seja (λj, uj) satisfazendo

uj = λjL
−1Muj + λjL

−1H(uj)

tal que 0 < λj −→ λ e ‖uj‖∞ −→ ∞. Fazendo vj =
uj
‖uj‖∞ , teremos vj > 0, ‖vj‖∞ = 1

e

vj = λjL
−1Mvj + λjL

−1H(uj)

‖uj‖∞
.

Em virtude da compacidade de L−1 obtém-se vj −→ v em C
(
Ω
)
, eventualmente

para uma subsequência. Também

Lvj = λjMvj + λj
H(uj)

‖uj‖∞
−→ λMv em C

(
Ω
)
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e, como L é fechado, obtemos v ∈ D(L) e Lv = λMv e dáı v = λL−1Mv. Desde que

v ≥ 0 e ‖v‖∞ = 1, usando o Prinćıpio do Máximo, obtemos v > 0 em Ω. Pelo Teorema

de Krein-Rutman λ = µ0 o primeiro autovalor de{
−∆u + Bu = λm(x)u em Ω

u = 0 em ∂Ω.

(iii) Supondo f(x, t) ≥ αm(x)t, (x, t) ∈ Ω×R+, e se (λ, u) for solução de (4.2.1),

então

−∆u+Bu = λf(x, u)⇒

∫
Ω

(−∆u+Bu)ϕ0 = λ

∫
Ω

f(x, u)ϕ0 ≥ λα

∫
Ω

m(x)uϕ0

Usando integração por partes, tem-se∫
Ω

u(−∆ϕ0 +Bϕ0) ≥ λα

∫
Ω

m(x)uϕ0 ⇒

∫
Ω

uµ0m(x)ϕ0 ≥ λα

∫
Ω

m(x)uϕ0 ⇒

λ ≤ µ0

α
.

�

Observação 4.2.1. Em Corrêa [7] é estudado o problema (4.1.1) em que λ é um

parâmetro real, m ∈ C(Ω) e m(x0) > 0 para algum x0 ∈ Ω. Nesse caso é necessário que

a f : Ω×R+ −→ R+ do problema (4.2.1) seja continuamente diferenciável e h′(0) = 0.

Observação 4.2.2. Se m ≤ 0 sobre Ω podemos mostrar, como no Lemma 9 de Hess

e Kato [13], que não existe ponto de bifurcação (λ, 0) ∈ R+ × C1
0(Ω) para soluções

positivas de (4.2.1).
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