Resumo

Neste trabalho estudaremos o sistema eliptico semilinear

—Au = f(z,u)—v em
—Av = du—yv em £
u = v=20 em OS2
onde  C RY(N > 1) é um dominio limitado e regular, n > 1, § e y sdo constantes

reais positivas e f : Q x R — R é uma dada funcao.



Abstract

In this work we study the semilinear elliptic system

—Au = f(z,u)—v em
—Av = du—~yw em
u = v=>0 em 0f)
where € is a bounded domain and smooth in RY(N > 1), § > 0 e v > 0 are given real

numbers, and f: Q x R — R is a function.
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Introducao

Nos tltimos anos os chamados sistemas de reacao-difusao tém recebido grande
atencao dos pesquisadores em Equacoes Diferenciais Parciais, motivados pela amplitude
de suas aplicacoes em modelos fisicos, quimicos, biolégicos, etc., como também pela
importancia de suas estruturas mateméticas que, via de regra, requerem aparatos nao-
triviais da chamada Anélise Funcional Nao-Linear.

O exemplo mais simples de tais sistemas aparece na forma

oU
ot
onde U = U(xy,...,7,,t) € RF paracada (z1,...,2,,t) € 2x(0,00), D é uma matriz

= DAU + f(U) em QCRNet>0, (1)

kx ke f(U) é uma dada nao-linearidade. Para mais informagoes o(a) leitor(a) podera
consultar Smoller [18].
Em particular, nesta dissertagao, focalizaremos nossa atencao no estudo de

solugoes estaciondrias do sistema parabdlico

%_,;L = Au+f<u)—v em QX(O)OO) ( )
2
8_: = Av+du—~vyv em €)X (0700)

que é uma extensao das equagoes de FitzHugh-Nagumo

ou
8 (3)
- = e(u—yv
pr (u—v)
que surgiram nos estudos de conducao nervosa e outros sistemas originados em Quimica
e Biologia. Veja Hastings [12].
Por exemplo, no que se refere ao sistema (2), as fungbes u e v podem ser

interpretadas como sendo as concentragoes relativas de duas substancias (morfogenes)

e chamadas, respectivamente, de ativadoras e inibidoras.
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O problema (3) é uma simplifica¢do das equagoes de Hodgkin-Huxley, um sistema
de quatro equagoes, e foram originalmente estudadas por FitzHugh ao modelar a
condugdo nervosa na qual foi considerada a nao-linearidade f(t) = t(1 — ¢)(t — a)
em que a é uma constante com 0 < a < 1 e, nesse caso, u representa um potencial
elétrico através de uma membrana e a variavel v ¢ introduzida por razoes técnicas.
Para mais informagoes veja Smoller [18] e Hastings [12].

No presente trabalho, estamos interessados na determinagao de solugoes positivas

do problema estacionario

—Au = f(u)—v em €
—Av = du—~v em (4)
u = wv=0 em 0,
pois sao aquelas as mais relevantes do ponto de vista das aplicacoes. Com tal objetivo,
utilizaremos varias técnicas nao-lineares.

No capitulo 1, estudamos a técnica de desacoplagem linear, bem como os
Principios de Maximo. Veremos alguns conceitos basicos sobre Espectro de Operadores
Lineares e também sobre Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares. Sera mostrado
também que o Principio de Maximo nao ¢ vélido para todo —oo < A < )Tl, em que
A é um parametro que aparece no sistema tratado no principio do maximo e /):1 é o
primeiro autovalor associado a primeira autofuncao do operador —A + B.

No capitulo 2, trabalharemos essencialmente o método de subsolucao e

supersolucao, o qual garantird existéncia e unicidade de solucao positiva para o

problema (4) no caso em que f € CY(R), f'(t) > —v+2V4,para todot € R, f'(0) > A

1@

et — :

, t >0, seja decrescente.

No capitulo 3, estudaremos um Teorema de Ponto Fixo que garantira existéncia
de solugao positiva para o problema (4).

No capitulo 4, trabalharemos um teorema do Tipo Krein-Rutman com Peso

Positivo, e mais uma vez garantiremos a existéncia de solucao positiva para (4).



Capitulo 1

Desacoplagem Linear e um

Principio de Maximo

1.1 Principio de Maximo

Consideremos o sistema eliptico semilinear

—Au = f(z,u)—v em £
(1.1.1) —Av = du—vyv em
u = v=20 em O0f),

onde Q C RY é um dominio limitado e regular, N > 1, § e v sdo constantes reais e
positivas e f : @ x R — R é uma dada funcéo.

O sistema (1.1.1) pode ser reduzido a uma tunica equacdo integro-diferencial,
usando uma técnica de desacoplagem linear. Mais precisamente, para cada u € L?*(),

a equacao linear

—Av+yv = du em
v = 0 em 0N

(1.1.2)

possui uma tinica solugao fraca v € Hy(2) N H%(Q). Chamemos tal solugao de v = Bu,
onde B = §(—A + )~ é considerado sob condigoes de fronteiras de Dirichlet. Dessa

forma, temos o seguinte sistema equivalente



—Au+ Bu = f(z,u) em £,
u = 0 em Of).

(1.1.3)

E definimos um operador
B: L*(Q) — Hy(Q) N H*(Q)
que é linear e limitado (ver teorema 1.4.1). Na verdade,

B: LP(Q) — W P(Q) N W2P(Q)

B : C¥(Q) — C**(Q)

sao lineares e limitados.
Considerando as imersoes compactas de Sobolev (teorema 1.4.3) e de Schauder

(teorema 1.4.9), temos as aplica¢oes compactas
B: L*(Q) — L*(Q)
B: L[P(Q) — LP(2)
B:C*(Q) — C*(Q).

No caso B : L*(2) — L*(2), além da compacidade, tem-se que B é auto-adjunto,

ou seja,

(Bul,u2)2 = (ul, BUQ)Q, para todos U, U € L2(Q)

onde (, ), designa o produto interno usual em L?(€).
Seja (A\,) os autovalores de (—A, Hj(f2)) associado as autofungoes (p,) (ver

teorema 1.4.5), entao temos

Ay, = A\, em €
on = 0 em ON.

(1.1.4)

Sabe-se que 0 < A\ < Ao < ... <\, < ..., A\y— 400, A1 é simples, o1 > 0 em

Q, sendo esta a tinica autofuncao de (—A, H}(€2)) que possui sinal definido. Assim,
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—App +v0n = (>‘n+7>90n em (2,

Pn = 0 em 8(2,
ou seja,
(A +9) gy = —
Y) $n /\n+7§0n
e dai
By, = n, n=12,3...
2 )\n+7<ﬂ

Desse modo, os autovalores de B sao

0< 0 ,n=1,2,3...
A+
e
) 4} 4]
> > 0.

> > > ..

Mty Aty T Aty
Como B : L*(Q) — L*() é compacto e auto-adjunto e o seu espectro estd
contido em [0, +-00), tem-se, pelo teorema 1.4.7, que (Bu, ), > 0, para todo u € L*(Q).

Definimos o operador
T=-A+B:DT)— L*0Q),

D(T) = HY(Q) N H2(Q) —— LX(9).

(Usaremos o simbolo << para indicar imersdao compacta e < para a imersao
continua).

Claramente T é simetrico, isto €,
(Tul, Ug)g = (Ul, TUQ)Q.

Usando o teorema 1.4.6 e a teoria da regularidade eliptica (teorema 1.4.1) em
L?(92), temos que
=-A+B:DT) — L*Q)

¢é fechado.
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De fato, (u,) C D(T) com
U, — uem L*(Q) e Tu, — w em L*(€).
Mostraremos que u € D(T) e Tu = w

Fazendo w,, = T'u,,, tem-se

wp = Tu, = (—A+ B)u, = —Au, + Bu,,
u, € D(T) = Hy(Q) N H*(Q) = u, = 0 em 0.

Dali temos

—Au, + Bu, = w, em €,
(Pn)
u, = 0 em 09

no sentido fraco.

Como u,, — u em L*(Q), entdao Bu,, — Bu em L?*({2), pois B é continuo.

Desde que
—Au,, = w,— Bu, em €,
-Au,, = wp, — Bu,, em
Uy, = Uy, =0 em O0f),
segue-se
—A(Up —Up) = Wy —wp+ Blu, —uy) em €
Uy, — Uy = 0 em Of).

Usando a teoria de regularidade eliptica em L*(Q) (teorema 1.4.1), tem-se
|t — wn || g2 < ¢l|wm — wn + By, — Buy |2

Logo,

tm — Unl g2 < cll|wm — wnll2 + | Bum — Bug||2] -

Isso implica que (u,) é uma sequéncia de Cauchy em H?(Q), pois (w,) e
(Bu,) sao sequéncias convergentes em L*(2). Desse modo, u, — u em H?(Q) e,
consequentemente, u,, — u em Hj (). Portanto, u € H}(Q) N H*(Q) = D(T).

Além disso,
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/VuMVgo—i—/Bunwp:/wnwp, paratodogoeHé(Q),
Q Q Q

pois u,, é solugdo de (P,). Logo,

/Vu-Vgo—l—/Bu-go:/w-ap, para todo ¢ € Hy(Q).
Q Q Q

Desse modo,

—Au+Bu=w=Tu=w.

Portanto, T' é fechado.

Vejamos como determinar os autovalores de 7.

Desde que
—Ap, = A\pn em €,
on = 0 em 09
e
)
By, = n
® N+ 780
tem-se 5
—Ap,+Byp, = (M+——]p, em Q,
rpin = ()
Yn = 0 em Of.
Desse modo,
(%) )\n:)\n—i—#,n:l,Q,S,...
sao autovalores de T". Reciprocamente, se (:\\n) for autovalores de 1" entao devemos
ter (%)

Facamos algumas observagoes sobre os operadores
=-A+B:D(T) — L*(Q)
RA(T) = (T = M)+ L*(Q) — D(T) == L*(Q)
(T7) Para cada A € p(T'), o operador resolvente Ry(7") é compacto.

0

(Tz) O espectro o(T') de T consiste precisamente dos autovalores Do = Ao+ gy

13



Do exposto até agora, temos que T é simétrico e fechado. Temos também que T’

é monotono, isto €,
(—Au+ Bu,u)y = / |Vul? + / Bu -u > 0, para todo u € D(T).
Q Q

O proximo lema é consequéncia direta da teoria espectral de operadores

compactos auto-adjuntos (Ver apéndice 1.4).

Lema 1.1.1. Seja p € C°(). Existe uma sequéncia crescente (\,(p)), n = 1,2, ...,
de numeros reais, em que \,(p) sdo contados de acordo com as suas multiplicidades,

tais que A, (p) — 400 se n — +0o0 e o problema

(1.1.5)

—Aw+ Bw+p(x)w = Iw em £,
w = 0 em 09,

possui uma solugao nao-trivial se, e somente se, A = \,(p) para algum n. Além disso,
se p(x) < p(x), p# P, com p € C°Q), entdo M\,(p) < A\u(p).

Designaremos por /):n(p) os autovalores de (1.1.4) para p € C°(Q). Para p =0
A

teremos que os autovalores de (1.1.4) sdo exatamente os valores )\, previamente

introduzidos.

Observacgao 1.1.1. Deve-se observar que, muito embora () seja crescente, nao temos
necessariamente (A,) crescente. Uma condigao suficiente para que (A,) seja crescente
é que v+ A\ > V0.

De fato, consideremos a func¢ao

f(s)=s+

Entao, temos

)
—2>0<:)1>

fl(s)>0e1— G

0
W@(S+7)2>5@8+’7>\/(_5

Assim, se s > Aj entdo s+ > A\ + 7 > V8. Desse modo, f é crescente se
A+ > V0.

Suponhamos, agora, que

>
3
x
Y,
>
3

para todo n=1,2,...
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Assim

A W=l W
Angl — Ap 20 :An1+7_ ,\n+11+7: =
A1 = A 20 (/\):r:;;(;::;% -
Ant1 = An 20 (M -i\ri;)l()\_r::—l- 7)) =

(A +7)(Ang1 +7) = 0 paratodon =1,2,....

O que é equivalente a

(A1 +7)(A2 +7) > 0.

Conclusao. (A;+7)(A2+7) > § é condigao necesséria e suficiente para que a sequéncia

de autovalores (\,) de —A + B seja crescente.

A seguir enunciaremos um resultado devido a de Figueiredo-Mitidieri [9].

Lema 1.1.2. (Principio do Miéximo) Suponhamos que A\ +7v > V6 e

—v+2V8 <A< A Se f € L2(Q) e se u € HE(Q) N H2(Q) for solugdo fraca de

(1.1.6) —Au+Bu—Xu = f(x) em £,
u = 0 em 09,

entdo u > 0 ¢.s. em Q se f > 0 q.s. em . Além disso, se f € C(Q), f >0e f #0,
entéou>Oeerg—";<Oem0§2.

A primeira parte do lema acima é um principio de maximo fraco e a segunda
parte é um principio de maximo forte.
Vejamos, a seguir, que o Principio do Maximo nao é valido para todo

—00 < A < A;. Para isso, usaremos resultados sobre Teoria de Semigrupos.

1.2 Nao-Existéncia de um Principio de Maximo

Definicao 1.2.1. Seja X um espaco de Banach. Uma familia a um parametro
T(t), 0 <t < oo, de operadores lineares e limitados 7'(t) : X — X é um semigrupo

de operadores lineares e limitados em X se
(i) T(0) = I (I é o operador identidade em X);

(il) T(t+ s) =T(t)T(s), para todos t,s > 0.

15



O operador linear definido por

Au = lim LHu
t\0 t
onde

T()u —
D(A) = {u €X; limM existe}
t\0 t

é o gerador infinitesimal do semigrupo T'(t), D(A) é o dominio de A.

Definigao 1.2.2. Um semigrupo 7T'(¢),0 < ¢t < 0o, de operadores lineares limitados em

X é um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados se

lm T'(t)u = u,
N0

para todo u € X.

Um semigrupo de operadores lineares limitados, fortemente continuo em X, é

chamado um semigrupo de classe Cy ou, simplesmente, um Cy-semigrupo.

Exemplo 1.2.1. Se A é um operador linear limitado em X, entdao T'(t) = €4 define
um Cy—semigrupo.

Com efeito,
(i) T(0) = e =T,
(ii) T(t+ s) = 94 = etes4 = T(#)T(s), para todos t,s > 0;

iii) Para cada u € X, T(t)u = e, logo
(iii) g

2tk ARy
>

k=1

0o s .
t]+1AJ+1u

]Zo (Jj+ 1!

IT@)u = ull = lleu - ull = = < [tlllA] [ufle™™

o que implica
|T(t)u — u|| — 0 quando ¢ \ 0,

isto é,

T(t)u — w quando t \ 0.

Sejam X um espaco de Banach e X™ o seu dual topoldgico. Designaremos por
(u*,u) o valor de u* € X* calculado em u € X. Para cada u € X, definimos o conjunto
dualidade F'(u) C X* por

F(u) = {u" € X" (u',u) = ||ul* = [[u"|*}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (coroldrio 1.4.2) segue-se que F'(u) # ¢, para todo
ue X.
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Defini¢ao 1.2.3. Seja X um espacgo de Hilbert, com produto interno dado por (.,.)x.
Um operador A : D(A) C X — X é dito monétono se

(AU'> U)X > 07
para todo u € D(A).

Definicao 1.2.4. Dizemos que F' é um operador dissipativo quando —F é monotono,
isto é, (—Fu,u)y >0, para todo u € D(F).

Definicao 1.2.5. Um Cj-semigrupo {7'(t)}+>0 ¢ dito uniformemente limitado se

|T(t)]] < M. Se ||T(t)] <1, dizemos que é um semigrupo de contragoes.

Teorema 1.2.1. (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) C X — X um operador linear
tal que D(A) = X.

(i) Se A for dissipativo e existir A\g > 0 tal que a imagem, R(A\gl — A), de A\gI — A for
igual a X, entao A é o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragoes
em X.

(ii) Se A for o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragoes em X, entao
R(M — A) = X para todo A > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo
u € D(A) e todo u* € F(u), Re(u*, Au) <0.

Consideremos o problema

(1.2.1)

—Au+Bu+Xu = f(x) em £,
u = 0 em 01,

o qual é equivalente a

(1.2.2) {W—<A—B)]u = f(x) em Q,
v = 0 em OJf.

Temos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.2.1. O operador A — B : H?(Q) — L*(Q), H*(Q) C L*Q), é o

gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo T'(¢).

Essa proposicao segue-se do Teorema de Lummer-Phillips, pois A— B é dissipativo
em L*(Q) e R(A\oI — (A — B)) = L*(Q), para todo Ay > 0.

Definicao 1.2.6. Um cone C' em um espaco de Banach X é um subconjunto fechado
de X tal que:

(i) Se u,v € C' e o, > 0, entdo au + fv € C,
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(ii) Seue Ceu#0, entdao —u ¢ C.

Um cone C' induz uma ordem parcial em X definida por:

u<vesv—uel.

Neste capitulo usaremos a seguinte notagao: Para r > 0,

B, ={u e C;|u| <r}.

Exemplo 1.2.2. Um exemplo de cone é
C={ue(C(Q),[.I); u=>0}, onde |u]| = max [u(x)|
x€Q

(a) Observe que C' ¢ fechado em (C (Q),]].]])

Seja (u,)2; uma sequéncia em C, tal que u,, — u. Entao, u,, > 0edai,u > 0. E
como (C (Q),].]|) é um espago de Banach, tem-se que u € (C () ,]].||) . Dessa

forma, u € C.
(b) Note que dadas u, ve€ C e, >0.
Logo, au+ v >0e au+ fv e C (ﬁ) , e desse modo, au + fv € C.
E dada u € C, u # 0, tem-se que existe uma vizinhanca V de u, tal que u > 0
em V', pois u é continua, o que implica que —u < 0 em V, e dai, —u ¢ C.

Logo, C' é um cone.

Definicao 1.2.7. Um cone C é dito normal se existir uma constante K > 0 tal que
0 < wu < v implica ||ul] < K||v].

Exemplo 1.2.3. Observe que C = {u € C(Q;|.||); v > 0}, onde ||u|| = max |u(z)| é
um cone normal. =

De fato, ja vimos no exemplo anterior que C' é um cone.

Observe que dadas u,v € C, tais que 0 < u < v, segue que |ju|| < ||v]|.

Portanto, C' ¢ um cone normal.

Proposicao 1.2.2. Seja X um espagco de Banach ordenado por um cone C.
Suponhamos que A : D(A) — X, D(A) C X, seja o gerador infinitesimal de um
Co—semigrupo T'(t). Entao T'(t)C' C C, para todo t > 0 se, e somente se, (A\[ — A)~! é

positivo para A suficientemente grande.

Essa proposigao ¢, essencialmente a combinagao da representagao de (A — A)™1,
via transformada de Laplace de T'(t) e o Teorema 7.4 de Pazy [16]. A seguir

demonstraremos um resultado devido Corréa [8].
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Teorema 1.2.2. Se A for suficientemente grande, o  operador
(Ml — A+ B)™': L?(Q2) — L*(Q) nao é positivo.

Demonstragao. Suponhamos, por contradicao, que para A > 0 suficientemente
grande, o operador (\I — A + B)™! : L*(Q) — L*() seja positivo e seja T(t)
o Cp—semigrupo gerado por A — B (proposicao 1.2.1). Para xzy € Q, zo fixado,
consideremos uma funcio u € CZ(Q) tal que u > 0,u Z0 e u = 0 em Be(x0) C Q para
algum € > 0.

Consideremos o problema de valor inicial

ov
(12.3) 5 Av—Bv em € x (0,00)
v(z,0) = u(x)

Esse problema possui uma unica solu¢do v(z,t) = T(t)u(x) (pelo teorema de
existéncia e unicidade de solucao - ver Sotomayor [19]) que é positiva pela proposigao
1.2.2 e continuamente diferencidvel em [0, 00). Assim

0
a—;](xo, 0) = Au(o) — Bu(zo) < 0
pois u = 0 em B.(zg) e B é positivo. Desde que v(xp,0) = u(zg) = 0, tem-se

v(xg,t) < 0 se t for suficientemente pequeno, o que é uma contradi¢ao. Portanto,
(M —A+B)™': L?(Q) — L?*(Q) nao ¢é positivo se X for suficientemente grande. Isso

é equivalente a dizer que nao existe Principio de Maximo para o problema

(1.2.4)

—Au+ Bu+Xu = f(x) em
u = 0 em 00

se A for suficientemente grande. [ |

1.3 Simetria de Solucoes

Dedicaremos esta secao ao estudo de simetria de solucoes positivas, no caso em
que 2 = Br(0). Ao longo dessa segao suporemos sempre que {2 = Bg(0).

O resultado central nesse contexto de simetria é devido a Gidas - Ni - Niremberg
[11].

Teorema 1.3.1. Seja u > 0 em ) uma solugao de

(13.1) {—Au = f(u) em £,

u = 0 em 09,
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em que u € C%(Q) e f € C'(R). Entao u é radialmente simétrica, ou seja, u(r) = u(y)
se [|z]| = |ly|| = r < R. Além disso, * < 0 para 0 <r < R.

Os autores Gidas - Ni - Niremberg [11] usam, essencialmente, duas técnicas.

(i) A primeira delas é o principio do méximo para o problema eliptico escalar

—Au— X u = f(z) em €,
u = 0 em 09,

para —oo < A < Aq.

(ii) A segunda técnica consiste na movimentagao de planos paralelos até uma posi¢ao
limite, e entao mostrar que eventuais solugdes positivas de (1.3.1) serdo simétricas

em relacao a este plano limite.

No caso de sistemas, Troy [20] demonstra um resultado de simetria para uma

classe de sistemas da forma

(132) {_Au’ = fi(u17u27"'7un) em Q,

u; = 0 em OS2
Troy [20] estabelece o seguinte resultado

Teorema 1.3.2. Seja u; > 0, i = 1,2,...,n uma solucao de classe C? do problema

(1.3.2). Se fi,i = 1,2,...,n, for de classe C' ¢ g—ﬁ >0,parat # k, el <ik <n,

%f‘f}'<0para0<r<R.

entao, para cada 1 < i < n, u; é radialmente simétrica e

Observemos que o sistema estudado que estamos a considerar nesta dissertacao
nao se enquadra nas hipéteses do teorema 1.3.2.

De fato, se considerarmos o sistema

—Au = f(u)—v em €,

(1.3.3) —Av = du—~v em
u = wv=0 em 0,
fazendo fi(u,v) = f(u) —v e fo(u,v) = du—yv teremos %(u, v)=—1le %(u,v) = 0.

Assim, o fato do sistema em consideracao ser nao-cooperativo, nao nos permite usar,
de modo direto, o resultado de Troy [20] para obter a simetria de solugoes positivas.
No entanto, sob certas restricoes pode-se, usando técnicas introduzidas por Mancini-
Mitidieri [15], mostrar a simetria de solugdes positivas.

Antes de demonstrar o resultado de simetria, estabeleceremos o seguinte lema

20



Lema 1.3.1. Seja f : R — R* uma funcéao de classe C'. Suponhamos que v > 2v/8

e (u,v) seja uma solugao (positiva) de (1.3.3). Entao u — \/Lgv >0em Qe 6—Z < \/ng—?“]

P}
em Of).

Demonstracao. Como

(14) —Au= fu) v
e
CEEY —Av = du — v,

dividindo ambos os membros de (***) por v/§, obtemos

( % #%) —A(%) - Vou — %v.

Assim, subtraindo membro a membro (**) e (****) tem-se

Somando, ordenadamente, K (u - L) , com K > /9, em ambos os membros da

ultima igualdade, obtemos

—A(u—%)—i—[((u—%) :f(u)—v—\/5u+%v+l((u—%).

—A(u—%)+K(u—%) :f(u)—v—\/3u+%v+f(u—%v.

Dessa forma,

v v y K
Afu——©= ) +EK(u——F%])=flu)+ K-V u+<————1)v.
(1= )+ 5 (o= ) = f0+ (=) (G- 72
Escolhamos K > /4 satisfazendo V6 < K < v — /4. Observemos que isso é

possivel, pois, sendo v > 2v/3, tem-se v — v/ > /8. Desse modo, v — K — v/ > 0.

Consequentemente, u — \/Lg > (0 em ().
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Também, a% <u — 7) < 0 em 02 e assim £* < 7871 em 02 [ |

Vejamos, a seguir, o resultado de simetria devido a Mancini-Mitidieri [15].

Teorema 1.3.3. Seja f : R — R uma funcéo de classe C''. Suponhamos —y+2v/6 < 0
e f'(t) > —y + 2v/0 para todo t > 0. Entdo, as eventuais solugdes positivas (u,v) do

problema (1.3.3) serao radialmente simétricas e g < \1[2: em 0.

\/igv, teremos v = vVéu — Vow e daf

—Au = f(u) — Vou+ Vow

Demonstracao. Fazendo w = u —

em ).

Além disso,

1
—Aw = —Au — —(—Av) =
75 Ay

—Aw = f(u) — Vou + Vow — %((M—yv) =

—Aw:f(u)—\/gu%—\/gw—\/gu—l—%vé

—Aw = f(u) — 2Vou + Vow + %(\/&L— Viw) =

—Aw = f(u) + (v = 2Vé)u+ (V= 7)w,

e assim, temos o seguinte sistema de trés equacgoes

—Au = f(u) —Vou+ vow em (),

(13.4) —Av = ou — yv em (),
—Aw = f(u)+ (v =2Vo)u+ (V6 —7)w em Q

u = v=w=20 em Of2.

Chamando f,(u,v,w) = f(u) — Vou +Voéw, folu,v,w) = du —yv e f3(u,v,w) =
fu) + (7—2\/3>U+ (\/5—7) w,

temos

Oh g afl =V05>0,

ov
ofs ofy
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Us _ pluy 14— 2520 22

ou v

=0.

Usando o teorema 1.3.2, concluimos que (u,v,w) é radialmente simétrica. A

d681gualdade o < 7— em OS2 decorre do lema anterior [ |

1.4 Apéndice

Considere o problema de Dirichlet

(14.1) Lu = f em
u = 0 em 09,

onde Q) C R™ é aberto e limitado, u :  — R é a incégnita, f : Q — R é uma funcao

dada e L é o operador diferencial parcial de segunda ordem da forma

n

Lu:—Z(a” T)Uyg, )z +Zb Yy, + c(x)u

ij=1
(forma divergente)

ou

n

Lu = Z a;;(x sza:] + Z bi(z)ug, + c(x)u

7,7=1
(forma nao-divergente)

com fungoes a;j,b; e ¢ dados.

Teorema 1.4.1. (Regularidade de Solugao) Se m € N é tal que

(a) Q é de classe C™2;
(b) ai,bi,c € C™(Q) para i, j =1,2,...,n;

(c) fe€H™Q).

Se u € H}(Q) é uma solugao fraca do problema (1.4.1), entao u € H™2(Q) e
satisfaz

Jul| g2y < e (|1 f]

com c¢ dependendo apenas de €2, a,;,b; e c parai,j =1,2,...,n.

Hm(Q) + HUHQ) 9

Além disso, se u € H}(€) ¢ a tinica solugao fraca do problema, entao

[ullrm+e(0) < el fllam@
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Teorema 1.4.2. (Imersoes de Sobolev) Sejam Q C R" de classe C' com fronteira
limitada, m > 0 um inteiro e 1 < p < oo. Entao, para qualquer j > 0, temos as

seguintes imersoes continuas:

(i) Sem < E, entao
D

s[3

. . 1
WEme(Q) — W(Q), Vq € [p,q"], onde i

D=

(ii) Se m = E, entao

WP (Q) — W(Q), Vg € [p, 00);

n
(iii) Se m > —, entdo

W) — CH(@)

(iv) Sem—1< n < m e () tem a propriedade de Lipschitz local, entao
p

WItmP(Q) «— C972(Q),onded < A < m — E-
p

Ver demonstracao em de Figueiredo [10].

Teorema 1.4.3. (Rellich-Kondrachov) Sejam 2 C R" limitado de classe C*, m > 1
um inteiro e 1 < p < oo. Entao, para qualquer j > 0, temos as seguintes imersoes

compactas:

n
(i) Se m < —, entao
D

. . 1
WIHme(Q) —— W(Q), Vg € [1,¢"], onde — =
q

=13

e~

(i) Se m = 2, entao

Wj+m,P<Q) e Wj’q(Q)y Vg € [17 OO>;

(iii) Se m > 2, entao

<)

Wt (Q) e € (0);
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(iv) Sem—1< n < m e se ) tem a propriedade de Lipschitz local, entao

WITmP(Q) e CITA(Q),

0ndeO</\<m—E.
b

Ver demonstracao em de Figueiredo [10].

Definicao 1.4.1. Dizemos que o operador diferencial parcial L é uniformemente

eliptico se existe uma constante ¢ > 0 tal que

n

Z ai;(2)&&; > cll€

1,j=1

para quase todo x € Q e para todo £ = (§,&s,...,&,) € R™

Teorema 1.4.4. (Estimativas de Schauder) Sejam 2 um dominio limitado de
classe C**, L um operador eliptico com coeficientes reais a;; € C® (Q) e c a constante
de elipticidade dada na definicao 1.4.1. Entao existe uma constante C, que depende

apenas de c, tal que

llull2.0 < C (|| Lulla + ||ullo + ||ull2.ar) , para todo u € C*(Q).

Coroléario 1.4.1. Seja L um operador eliptico com coeficientes reais a;; € C*(€2),
onde 2 é um dominio limitado de classe C*“. Seja c a constante de elipticidade de
L. Suponha que o problema de Dirichlet (1.4.1) tem solucdo tinica u € C*%(Q); para
todos f € C%*(Q) e ¢ € C>*(I'). Entdo existe uma constante C, dependendo apenas de

c tal que

llull2,0 < C (|| Lulla + ||ul|2,ar) , para todo u € CQ’O‘(Q).

Definicao 1.4.2. Um operador linear A : D(A) C X — Y é dito limitado se existe
c > 0, tal que

|Aully < c||lu|lx, para todo u € D(A).

Definicao 1.4.3. Um operador linear limitado A : X — Y é denominado compacto
se para cada sequéncia limitada (u,) -, C X, a sequéncia (Ku,) -, é pré-compacta

em Y'; isto ¢, existe uma subsequéncia (uy, ),-, tal que (Kuy,, ), , converge em Y.

Considere o problema de autovalor:
—Au = u em (),

u = 0 em 09,
onde 2 C R™ é um conjunto aberto, limitado com fronteira regular.

(1.4.2)
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Teorema 1.4.5. Associado ao problema (P)) existe uma base ortonormal (u,) de
L*(Q2) e ortogonal de H}(€) e uma sequéncia de ntimeros reais positivos ()\,), com

A, — 00, quando n — oo tal que
() o0<M<<...<\N <.
(ii) u, € H}(Q)NC>®(Q);

(i) —Awu, = \u, em Q.

Definicao 1.4.4. Sejam X e Y espagos vetoriais normados e 7' : D(T) — Y com

dominio D(T') C X. Entao, T' é chamado um operador linear fechado se seu grafico

G(T) ={(z,y);2 € D(T),y = Tz}

for fechado no espaco vetorial normado X x Y, em que a norma em X x Y é dada por

Gz, Il = Nzl + Nlyll-

Teorema 1.4.6. (Teorema do Griéfico Fechado) Seja T : D(T') — Y um operador
linear, em que D(T) C X e X e Y sao espagos normados. Entao, T" é fechado se, e
somente se, possui a seguinte propriedade:

Se x, — x,(x,) C D(T) e Tx, — y, entao v € D(T) e y = Tx.

A seguir exporemos alguns conceitos basicos sobre espectro de operadores lineares
(Para mais informagoes ver Kreyszig [20]).
Sejam X # {0} um espago vetorial normado e T': D(T) — X um operador

linear com dominio D(7T") C X. Associemos a T" o operador
T\=T-\

em que A é um nimero complexo e I é o operador identidade em D(T). Se T\ possui

um inverso, designaremos por Ry (7)), isto é,
RA(T)=Ty'=(T - \)!
o qual sera chamado de operador resolvente de T ou, simplesmente, resolvente de T.

Definicao 1.4.5. Sejam X # {0} um subespago vetorial normado e T': D(T) — X
um operador linear com dominio D(7) C X. Um valor regular A de 7" é um ntmero
complexo tal que

(R1) RA(T) existe;

(Rs) RA(T) ¢ limitado;

(R3) RA(T) é definido em um conjunto que é denso em X.
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O conjunto resolvente p(7T) de T' é o conjunto de todos os valores regulares A\ de
T. Seu complemento o(7T") = C — p(T') é chamado espectro de T e A € o(T) é chamado
um valor espectral de T.

O espectro de T' ¢é subdividido em trés conjuntos disjuntos, a saber:

O espectro pontual ou espectro discreto 0,(7") é o conjunto dos valores de A tais
que Ry(T") nao existe. Um A € 0,(T") é chamado um autovalor de 7.

O espectro continuo o.(T") é o conjunto dos valores de A tais que Ry(T") existe e
satisfaz (Rj3), mas nao (Rz), isto é, Ry(T") é nao limitado.

O espectro residual 0,.(T) é o conjunto dos valores de A tais que R)(7T) existe
(pode ser limitado ou nao) mas nao satisfaz (R3), isto é, o dominio de R)(7') nao é
denso em X.

Desse modo
C=p(TYUa(T)=p(T)Uo,(T)Uo.(T)Uoc,(T).

Além disso,
R/\<T> : R(T)\) — D(T)\)

existe se, e somente se, Thx = 0 implica x = 0, isto é, o nicleo de T é {0}.

Portanto, se Thx = (T' — M)z = 0, para algum = # 0, entao A € 0,(7T), isto é, A
¢ um autovalor de T' e x é chamado um autovetor ou autofuncao de 7.

O subespago de D(T') consistindo de 0 e dos autovetores de T' correspondentes a

A é chamado autoespaco de T' correspondente ao autovalor .
Teorema 1.4.7. Seja S : H — H um operador linear, limitado e simétrico. Defina:

m ™ inf (Su,u), MY sup  (Su,u)

u€H, [lul|=1 u€H, ||ul|=1

Temos
(i) o(S) C [m, M], e
(ii) m, M € o(S).

Teorema 1.4.8. (Teorema de Hahn-Banach) Seja F um espago vetorial sobre R

e seja p: E — R uma aplicagao tal que:
(i) p(Ax) = Ap(x), para todo x € E e para todo A > 0;

(ii) p(z +y) < p(x) + p(y), para todo z,y € E.

Se G é um subespago vetorial de ' e g : G — R ¢é uma funcao linear tal que:

g(x) < p(z), para todo x € G,
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entao existe uma forma linear f, definida em E que prolonga g, isto é,

f(z) = g(x), para todo = € G e tal que f(x) = p(z), para todo z € E.

Ver demonstracao em Brézis [5].

Corolério 1.4.2. (Corolario do Teorema de Hahn-Banach) Para todo z € X,

existe 3 € X* tal que ||z5]|x- = ||lzoll e (x§, zo) = |20l

Teorema 1.4.9. Suponha que (2 satisfaga a propriedade da poligonal (i.e., existe v > 0
tal que quaisquer dois pontos z e 2’ de  podem ser ligados por uma poligonal em

de comprimento [ < y|z — 2’|). Entao, para 0 < s < r, a imersao C" () —— C*(Q2) é

compacta.
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Capitulo 2

O Método de Subsolucao e

Supersolucao

2.1 Existéncia e Unicidade de Solucao via Método

de Subsolucao e Supersolucao

Consideremos o sistema eliptico

—Au = f(u)—v em
(2.1.1) —Av = du—~v em ()
u = v=0 em 00

em que 2 C RY ¢ um dominio limitado e regular, f : R — R é uma funcao de classe
C', § e 7y sdo constantes positivas.

No decorrer desse capitulo admitiremos v > 2v/. Observe que isso implicard em
v 4+ A > /0, e daf poderemos usar o Principio do Maximo.

Uma solucdo de (2.1.1) é um par (u,v) com u,v € C%(Q) N C°(Q) que satisfaz
(2.1.1) pontualmente em (2.

1

Como observado anteriormente (Capitulo 1), designando B = (—A + )™, sob

condigoes de fronteira de Dirichlet, o problema (2.1.1) é equivalente a

(2.19) {—Au—i—Bu = f(u) em £

u = 0 em 0f

Definigao 2.1.1. Uma funcio U € C?(2) NC°(Q) é dita uma subsolugio do problema
(2.1.2) se

f(U) em

(2.1.3)
0 em O



Definigao 2.1.2. Uma funcio U € C?(2)NCY(Q) é dita uma supersolucao do problema
(2.1.2) se

> f(U) em
= 0 em Of)

S <

(2.1.4) { —AU+ B

Teorema 2.1.1. Seja U (respectivamente U) uma subsolugao (respectivamente uma

supersolucio) do problema (2.1.2) tal que U < U em 2. Suponhamos, além disso, que

feC (R)e f/(t) > —y + 29, para todo t € |minU, ma,XU} . Entao
9) Q

(i) Existe uma solugao u do problema (2.1.2) (consequentemente uma solugao (u, v)

do problema (2.1.1)) que satisfaz U < u < U em €.

(ii) Existe uma solugdo minima u e uma solugdo méxima u do problema (2.1.2) no

intervalo [Q , m .

Demonstracgao.
(i) Como
f't) > —v+ 2V/6, para todo t € {minﬂ, maxU] ,
Q Q
a funcao

t— f(t) — (—’y—l—Z\/S)t

é crescente em [min U,maxU } .
Q )

Construiremos uma sequéncia de funcdes u, € C%(2) N C(Q) da seguinte

maneira: ug = U e, para todo n > 1, u,, é a solucao tnica do problema linear

(2.1.5) — Ot + Bup — (_’V + 2\/(_5) Uy = fltn1)— (—7 + 2\/5) Uy em
Un = 0 em Of)

Note que essa solugao realmente existe, pois —vy + 2V/0 < /):1.
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Afirmagao. Temos que U < ... <y <wu, < ... <wyy=U.

Provaremos a afirmagao por inducao. Nossos argumentos usarao,
essencialmente, o Principio do Maximo Fraco. Observamos, também, que a

sequéncia (u,) é constituida de fungdes em C?(Q2) N C°(Q).

Como

{—AU+BU—<—7+2\/3>U > f(U)—(—7+2\/5)U em 0
U = 0 em Of)

pois U é supersolucao de (2.1.2) e

{ —Auy + Buy — (—fy—|—2\/5) U = f(U) — (—7+2\/5>U em §2
Uy = 0 em Of2

pois u; é solugao tdnica de (2.1.5) para n = 1.

Logo,

{—A(U—u1)+B(U—u1) ~ (7+2V8) (T-wm) = 0 em Q
U — Uy = 0 em 09

Pelo Principio do Méximo Fraco, obtém-se u; < U em §). Analogamente,

tem-se

{—AQ+BQ—(—7+2\/5>Q < f(g)—(—7+2\/5>g em  Q
U = 0 em Of2

pois U é subsolugao de (2.1.2). Entao, temos

—A(uy —U)+B(u —U) — (—7+2\/3>(u1—g) > 0 em
Uy - U = 0 em 0N

de modo que, usando novamente o Principio do Maximo Fraco, obtém-se U < u;.

Suponhamos que U < ... < u, < u,_1 < ... < uy = U. Mostraremos que

U < upy1 < u,. Para isso, observemos que
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{ —Au,, + Bu,, — (—7 + 2\/3) U, = f(up_1)— (—7 + 2\/5) Up—1 em
Uy, = 0 em Of)

{ —Auyy1 + By — (—fy + 2\/3) Unr1 = fluy) — (—'y + 2\/3) u, em £

Up1 = 0 em OS2

Como a fungao t — f(t) — [—fy + 2\/5} t é crescente e u, < u,_1, segue que:

Flun-r) = (=7 +2v8) s = [Fua) = (=7 +2VB)un| > 0.

Dessa forma, temos:

_A<un - U/nJrl) + B(”n - unJrl) - <_'7 + 2\/5> (un - un+1>
= Flun1) = (74 2V8) wot = [ flua) = (=7 +2V8)u,| 20 em
Up — Upr1 =0 em 02
de modo que u, 11 < u, em  (Principio do Maximo).
Por outro lado, desde que

{—AQ+BQ—(—7+2\/5>Q < FW-(—v+2V8)U em
U = 0 em Of)

e

{ —AUp 1 + By — (—’y + 2\/3) Unt1 = flu,) — (—fy + 2\/5) u, em £

Upi1 = 0 em Of)
teremos

A (nr = U) + B (s = U) = (=7 +2V6) (i — U) =
f(un)—(—7+2\/5>un—[f(g)—(—v—FQ\/S)Q} >0 em £
Upi1 —U =0 em 02

e entao U < u,y1 em €. Isso completa a demonstragao da afirmacao.

Como U(z) < tpg1(x) < un(x) < U(z) para todo x € €, existe uma funcio
u: Q — R tal que, para cada x € ,

un () N\ u(z)

quando n — 400.
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A idéia é tomar limites em ambos os membros da equacao (2.1.5). Para isso,

usaremos um argumento do tipo bootstrap.

Seja fn(x) = f(un(x)) — <—’y + 2\/?5) u, (). Observemos que a sequéncia (f,,) é
limitada em L*°(2). Logo, (f,) ¢ limitada em LP(2) com 1 < p < oco. Segue-se
de (2.1.5) e usando a Teoria da Regularidade Eliptica que (u,) é limitada em
W2P(Q). Mas o espaco W2P(€2) estd imerso continuamente em C* (Q), para
a=1-— %, desde que p > % Isso implica que (u,) é limitada em C® (ﬁ)
Usando estimativas de Schauder (teorema 1.4.4), concluimos que (u,) é limitada
em C% (). Usando o fato de que C* () estd imerso compactamente em

C? (ﬁ) (teorema 1.4.8) passando eventualmente para uma subsequéncia,
Uy — U

em C? (Q).
Desde que a sequéncia é mondétona, a prépria sequéncia é convergente em C? (Q) .

Passando ao limite em ambos os membros da equacao (2.1.5), conclui-se que
u € C*(Q) é solugao de (2.1.2).

(ii) Designemos por @ a solugao obtida pela técnica introduzida em (i) e fagamos
ug = U. Justifiquemos porque @ é a solucdo maximal no intervalo [Q , U] . De
fato, seja u € [U,U] uma solu¢do arbitraria de (2.1.2). Com um argumento
semelhante aquele usado em (i), utilizando u como subsolu¢do e ug = U como

supersolugao, teremos u < u,, para todo n > 0, o que implica u < u [ |

Observacao 2.1.1. Usando um procedimento semelhante ao desenvolvido em (i), do
teorema precedente, podemos construir uma sequéncia (v,) da seguinte maneira:

Fagcamos vy = U e

{ —Avyy1 + By — (—7 + 2\/3) Upr1 = flug) — <—fy + 2\/5> Upi1 em €

Unt1 = 0 em OS2

n > 0. Prova-se que
vo=U<v <0< <vp <y <... <.

e v, — v em C? (ﬁ) de modo que v é solucao classica de (2.1.2). Além disso, v é
solugdo minima de (2.1.2) no intervalo [Q ,m . Assim, o problema (2.1.2) possui duas
solugbes (possivelmente iguais) u e v em [Q , U], v < u, v solugdo minima e u solucao

maxima em [Q , U] .
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Consideremos o problema
—Au+Bu = f(u) em

(2.1.6) u > 0 em
u = 0 em 0N

em que f: R — R é uma funcao de classe C! tal que

(2.1.7) f(0)=0

(2.1.8) f(t) <at+C,

para todo t > 0, com —'y+2\/c_5§a</)\\1ealgum(3>0.

Observemos que (2.1.8) implica que

t C
%) < a—i-?, para todo t > 0,
e dal
t ~
limsupm <a< )\
t—o0 t

0 que caracteriza o problema (2.1.2) como sublinear no infinito.
Designemos por U a solucao tinica do problema, a qual pelo principio do méximo
é positiva,
—AU+BU—-aU = C em
(2.1.9) —
U = 0 em 09

Teorema 2.1.2. Suponhamos que f € C*(R), f'(t) > —v + 2V, para todo t € R, e
satisfaz (2.1.7) e (2.1.8). Além disso, se

(2.1.10) £1(0) > Ay,

o problema (2.1.6) possui uma solugao.

Demonstragao. Seja U = cp;, onde ¢; > 0 é uma autofuncao de —A + B associada
ao primeiro autovalor /):1.

Verifiquemos que ep; é uma subsolucao se ¢ > 0 for suficientemente pequeno.
Como f(0) =0 e f'(0) > Ay, segue-se que existe r > 0 tal que f(t) > At se 0 <t < r.
Desse modo, escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que 0 < ep;(x) < r, para

todo x € €, obtém-se

flepr(z)) > M (ep1(x)), para todo = € €.
Logo

{—A(wl(x)) + Blegi(z)) = Mepi(n)) < flepi(z)) em  Q
epr(z) = 0 em Of)

O que mostra ser U = ¢ uma subsolugao de (2.1.6) se € > 0 for suficientemente

pequeno.
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Suponhamos, como dito acima, que U seja solucao de (2.1.9). Como C > 0, pelo
Principio do Méximo Forte temos que U > 0 em € e %—g < 0 em 0f2.
Mostremos que ep; < U em € se € > 0 for suficientemente pequeno.

Suponhamos por contradigao, que existam sequéncias €, \, 0 e (z,,) C (2 tais que

(2.1.11) (U — enp1) () < 0.
Além disso, podemos escolher pontos x,, tais que
(2.1.12) V(U — enip1)(w,) = 0.

Passando, eventualmente, para uma subsequéncia podemos admitir que x,, —
zo € Q. Segue-se de (2.1.11) que U(zy) < 0 o que implica em U(zy) = 0 (pois
U é positiva) e assim xg € 9. Ademais, por (2.1.12), VU(xg) = 0 e dai, sendo

@ = V(U(x0))v, segue que % =0 Contradi(;éo._Pois, 9U(z0) < 0. Portanto,
existe € > 0, suficientemente pequeno tal que U = ep; < U [ |

Agora estabeleceremos condigoes sobre a f e teremos unicidade de solucao do
problema (2.1.1).

Teorema 2.1.3. Suponhamos que f : Rt — R™ satisfaga as hipSteses do teorema
2.1.2 e, além disso,
f(t)

(2.1.13) t— 0 t > 0, seja decrescente.

entao o problema (2.1.6) possui uma tnica solugao.

Demonstragao. Mostraremos que, quaisquer que sejam soluges u; e uy de (2.1.6)
teremos uy; < Uo.

Usaremos uma técnica devida a Krasnoselski. Para isso, defina
A={tel0,1]; tuy <wus}.

Observemos que 0 € A, pois us > 0, j4 que uy é solucao de (2.1.6).

Seja ty =supA
Afirmacgao. Temos que ty > 0, isto é, existe g > 0 tal que para todo € € (0,¢g)
temos € € A.

Lembremos que

Q2 () em ON).

{u2>0em Q
ov

Suponhamos, por contradicao, que existam sequéncias &, \, 0 e x,, € ) tais que

(2.1.14) (enuy — ug)(xy,) > 0.
Além disso, podemos escolher z,, tal que
(2.1.15) V(enuy — uz)(z,) = 0.

Passando, eventualmente, para uma subsequéncia, podemos admitir que z,, —
zo € Q. Segue-se de (2.1.14), que —ug(zg) > 0, e daf us(wo) < 0, e como uy > 0, pois
uy € solucao de (2.1.6), segue que uz(zg) = 0. Dessa forma zo € 9. Por (2.1.15),
Vuy(zg) = 0 o que é impossivel pois %(mo) < 0. Isso mostra a validade da afirmagao.

v
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Queremos mostrar que ty = 1.
Suponhamos, por contradicao que 0 < ty < 1. Portanto, tou; < ug em €.

Mostremos que existe € > 0 tal que (tp + ¢)u; < uz 0 que contraria a maximalidade de
to.

De
—Aug + Buy = f(uz) em €
Uy = 0 em Of).
e
—Auy + Bu; = f(u;) em €
uy = 0 em Of).
Obtém-se

—A(ug — tour) + B(ua — touy) — (-7 + 2\/5) (ug — tous)
= f(ug) — (—’Y + 2\/(_5) Uy — to [f(?h) - <—’y + 2\/5) ul] em €

Uy —toup =0 em Of).

Desde que a funcao s — f(s) — (—’y + 2\/5) s, s > 0, é crescente, e sabendo
que tour < uUo, temos

flug) — (—7 + 2\/5> Uy — to [f(ul) — (—7 + 2\/5> ul} >

> f(touy) — (—’y + 2\/S> tou; — to [f(ul) — (—’y + 2\/5) ul]

= f(towr) — tof(u1)

—o [ H) ),

to
pois tg > 0. Como u; > 0 em

flu) — <_7 + 2\/5> uz — 1o [f(uﬁ - (—7 + 2\/5711)} > touy [f(tom) - f(U1)] >0,

touy Uy

pois @ ¢é decrescente e tou; < uy. Isso implica que

{_A(UQ_tQU1)+B(u2_tOU1) — (—'y+2\/5> (ug —touy) > 0 em €

Ua — touy = 0 em ON.
Pelo Principio do Méximo

(i) us —tou; =0

ou

(11) Uy — tou; > 0 em Qe %(Ug — toul> < 0 em 092.
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Suponha que up — tou; = 0. Sabendo que u; é solugao de (2.1.6)
—Au1 =+ Bu1 = f(ul),

Como tg > 0
to(—Au1 + Bul) = tof(ul)

Usando a linearidade de —A e B
—A(tour) + B(tour) = tof(ur).

Como tou; = uy
—AUQ + BU2 = tof(ll,l)
Logo
fluz) = tof(ur).

Sendo o] = Uy — f(UQ) = f(t()ul), e dai

f(tour) = tof(wr).
Desde que u; > 0em 2 e 0 <ty < 1, tem-se

f(tour) f(Ul)_

touq Uy

ft)

Por outro lado, como tgu; < uy e e ¢é decrescente, tem-se

f(t0u1> > f(Ul)

toul (751

Y

o que contradiz a igualdade acima.

Consequentemente, tou; < us em €2 e a%(m — touy) < 0 em 0f). Raciocinando
como antes, encontramos ¢ > 0 tal que para todo € € (0,¢0) temos (o +£)u; < ug em
2. O que contraria a maximalidade de tg. Entao, t5 = 1, isto é, u; < us em 2. Logo

Uy < uqp, e dai u; = up em € [ |
Exemplo 2.1.1. Os argumentos desenvolvidos até aqui sao validos para o problema
—Au+ Bu = u®* em €,

(2.1.16) v > 0 em £,
u = 0 em 0N

com 0 < a < 1. Desse modo, (2.1.16) possui uma tunica solugao cléssica.
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Defina f : Rt — R* onde f(t) =t*, 0 < a < 1.

Note que:
(2.1.17) f(0)=0
(2.1.18) f(t)=t*<at+C,
para todo t > 0, Com—'y+2\/c_5§a< )/\\1 e algum C > 0
(2.1.19) feCYR-{0})
De fato,

(a) Set # 0 temos que f'(t) = at*!.

: t)— f(0 e
(b) Set =0, f'(0) zll_r}éw = lim? =00
Dai
(2.1.20) £1(0) > X\
E
(2.1.21) f'(t) > 0> —v 4 2V4, para todo t >0
Observemos também que

que é uma funcao decrescente, pois o < 1.
Dessa forma, (2.1.16) satisfaz as condigbes dos teoremas anteriores, o que

garantira existéncia e unicidade de solugao.

Observacao 2.1.2. Observe que, como U,U > 0 e precisamos garantir as hipéteses
dos teoremas apenas em [Q ,m (ver teorema 2.1.1), é suficiente mostrar as hipdteses

exigidas sobre a f para t > 0, que foi o que fizemos acima.
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Capitulo 3

Um Problema Superlinear e um

Teorema de Ponto Fixo

3.1 Existéncia de Solucao do Sistema através de um

Teorema de Ponto Fixo

Teorema 3.1.1. Sejam C' um cone em um espago de Banach X e & : ' — C uma

aplicagao compacta. Suponhamos que existam 0 < r < R tais que
(i) u#tP(u) para0 <t <lelul|=r uvel;
(ii) Existe uma aplicacdo compacta F : B x [0,00) — C tal que F(u,0) = ®(u)
para ||ul| = R, F(u,t) # u para ||ul|| = Ret > 0, e F(u,t) = u ndo possui
solugao u € Bp para t > ty. Entdo ® possui um ponto fixo no conjunto

U={ueC; r<|ul| <R}

Condigoes similares podem ser feitas se 0 < R < r.

Uma condicao suficiente para (i) :

(i) Existe um operador linear limitado A : X — X tal que A(C) C C, onde C é
um cone normal, A possui raio espectral r,(A) estritamente menor do que 1 e
O(u) < Au parau € C e |jul| = .

Usaremos o Teorema 3.1.1 para mostrar a existéncia de solucao positiva para o

problema

(3.1.1)
u = 0 em 0.

em que Q C RY é um dominio limitado e regular, v > 2v/5, a fim de usarmos o

{—Au—l—Bu = f(u) em €,

principio do mdximo, e f : Rt — R* ¢ uma funcao continua satisfazendo
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(f1) lim inf @ > A

. f(s) _N+1
(f2) slglgos_ﬂ =0, onde § = N N > 2,
(f3) limsgp@ <AL
s\.0

As condigoes (f1) e (f3) caracterizam o problema (3.1.1) como superlinear no
infinito e superlinear em 0, respectivamente.

Observemos que as condigoes (f1) e (f3) implicam que o gréfico de f intersecta o
gréfico da reta A\1s. Com efeito, (f3) implica que existe so > 0 tal que f(s) < A1s se
0 < s < s9. Além disso, (f;) implica que existe s, > 0 tal que f(s) > ALS 56 5 > 5o

Deve-se ressaltar que se f(s) > Xls, para todo s > 0, entdo o problema (3.1.1)
nao possui solucao positiva. De fato, se tal condicao for satisfeita e u > 0 for uma

solucdo de (3.1.1), entao

—Au+ Bu = f(u) em €,
u = 0 em 09Q.

e se 1 > 0 for uma autofuncao de —A + B associada ao autovalor /):1, teremos

[ dusBuer = [ s

Usando integragao por partes e como estamos supondo f(s) > )Tls, para todo
s > 0, tem-se

/QU(—As01+B<m) Z/Qf(U)sol >/QX1us01

Dali,

X1/“%01 >X1/U901>
Q Q

Assim, se (3.1.1) possuir solugao positiva, o grafico de f deve intersectar o grafico
de Xls.

Designaremos por ¢; > 0 uma autofuncao de —A + B associada ao primeiro

o que é impossivel

autovalor A;.
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Mostraremos a existéncia de estimativas a priori para solugoes positivas de (3.1.1).
A seguinte desigualdade de Hardy-Sobolev serd utilizada:
"Se u € HL(Q), entao 2 € L1(2), onde % =107 (<7<, e existe uma

2 N
constante C' > 0 tal que

(3.1.2) “

T

< Cllull. Yu € HY(Q),
q
onde [Jul = ([, |Vu|2)1/2 ¢ a norma usual em H}(Q)”.

Proposigao 3.1.1. Sob as hipéteses (f1) e (f2), existe uma constante C' > 0 tal que

se u > 0 for uma solugao de (3.1.1) entao

/ugplgC
Q

/Q Fu)en < C,

em que C' independe da solucao positiva u.

Demonstracao. Segue-se de (f;) que existem A\ > A1 € 5s > 0 tais que f(s) > As
para s > So. Consequentemente, existe uma constante C; > 0 tal que
(3.1.3) f(s) > As — Cy, para todos > 0

Multiplicando ambos os membros da equac¢ao em (3.1.1) por ¢; e integrando

sobre (2, obtém-se

/Q [—Augp; + Bugy] = /Q fu)er

Usando integragao por partes, tem-se

/Qu[—AgpleBgol] Z/Qf(U)sol

X1/QUS01:/QJC(U)§01

Usando (3.1.3), pois u > 0, obtemos

/)\\l/ugolz/()\u—Cl)cpl
Q Q
:>X1/U9012>\/U<P1—01/‘P1
Q Q Q
:>Cl/9012 <)\—/>\\1>/U<P1-
Q Q
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Como C4, [, 1, </\ — X1> nao dependem de u, existe C' > 0 tal que [,up; < C,

qualquer que seja a solucao positiva u de (3.1.1).

Sendo
M [ e = [ rwen
0 Q

Segue-se que existe C' > 0 tal que fQ f(u)p1 < O, para toda solugao positiva u do
problema (3.1.1). [

Teorema 3.1.2. Sob as hipdteses (f1) e (f2), existe uma constante positiva C tal que

|lu]|lo < C, qualquer que seja a solugao positiva u de (3.1.1).

Demonstracao. Seja v > 0 uma solugao positiva (cldssica) de (3.1.1). Multiplicando

ambos os membros de (3.1.1) por u e integrando por partes, obtemos

/Q|Vu|2+/QBu-u:/Qf(u)u.

Como (Bu,u)s > 0, segue que

[1vu < [ o

Agora, para usarmos a proposicao 3.1.1, facamos

| st = [ rereiser g

onde o parametro a € (0, 1) sera determinado oportunamente. Usemos a desigualdade

de Holder da seguinte maneira:

1—oz+oz:1:>%+i:1
Dai -
s [ s { [ et} { [y “}
Logo,

(3.1.5) /Qf(u)u < (/Q f(U)sm)a [/Q f(ZL] 1_

i[_
O primeiro termo do lado direito da desigualdade (3.1.5) é limitado (Proposicao

3.1.1).

Para estimar o segundo termo do segundo membro da desigualdade em (3.1.5),
usaremos a condi¢do (fy). Dessa forma para cada ¢ > 0, existe C. > 0 tal que
f(s) < es? + C. para todo s > 0. Entao
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l—«a

p+ria =1
[rwuzce| [T e [
0 o o o o
Tomando a = NLH e usando a desigualdade de Hardy-Sobolev, Obtemos

/Qf(U)u < Cevel (/Q |Vu|2) +C (/Q |Vu|2>1/2.

Usando esta tltima estimativa na desigualdade

Julfy < [ F)u+Clulg,

previamente demonstrada, e considerando ¢ > 0 suficientemente pequeno, obtemos
|ullmg < C. Usando imersées de Sobolev (teorema 1.4.2), [lull2« < C e, pela
regularidade eliptica, ||ul|. < C. |

Usaremos este resultado de estimativa a priori para demonstrar o seguinte
teorema de existéncia.

Daqui em diante estaremos sempre supondo vy > 2v/0 a fim de usarmos o Principio
do Méaximo.

Teorema 3.1.3. Seja f : Rt — RT uma funcao localmente lipschitziana satisfazendo
(f1), (f2), (f3) e f(0) = 0. Entao o problema (3.1.1) possui pelo menos uma solugao

positiva.

Demonstragao. Seja

X ={u e C%Q); u=0em 0N}

munido do cone

C={ueX;u>0}.

Designaremos por ® : X — X a aplicacao definida como se segue

Para cada v € X seja u = ®(v) a solucao de

—Au+ Bu = f(v) em Q,
u = 0 em 0N

Pela teoria de regularidade eliptica u € X, & é compacta e, pelo Principio do
Méximo Forte, ®(C') C C, isto é, v > 0 implica que u > 0.

Usaremos o Teorema 3.1.1. Por (f3), existem 0 < a < /):1 e sg > 0 tais que
f(s) < as para 0 < s < sg. Definamos, o operador linear A : X — X da seguinte

maneira:
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Para cada v € X seja u = Av a solugao unica de

—Au+Bu = av em
v = 0 em Of.

Esse problema possui solucao unica pois —A + B é invertivel. Como Xﬂ < 1,

1
temos que o raio espectral r,(A) do operador A é menor do que 1. Observemos que A
é linear e limitado. Também, pelo principio do maximo A(C) C C.
Observemos que se |ullx < so, u € C, temos ®(u) < Au. De fato, chamando

O (u) = uy e Au = ug, teremos

—Au; + Bu; = f(u) em
—Aus +Buy, = oau em £
w, = uy=0 em O

Entao,

—Auz —w) + Bluz —w1) = au— f(u) em
Ug — U = 0 em Of).

Como 0 < u(x) < s, segue-se que 0 < f(u(x)) < au(x) e daf
U1 < Uz,

ou seja, ¢(u) < Au.

Assim, a condicao (i) é satisfeita, e dai, (i) é satisfeita.
Mostremos, agora, a condigdo (ii). Para isso, seja L = (—A+ B)™': C'(Q) —
C (ﬁ) o qual é um operador linear e compacto.

Definamos

Flu,t)(2) 2 L(f(u(x) + 1) = D(u(z) + ).

Argumentos semelhantes aos usados na demonstracao da Proposicao 3.1.1,
mostram que F'(u,t) = w nao posssui solu¢ao para t > to. Além disso, estimativas
a priori para solucoes positivas sao uniformes em t, e assim existe R > r tal que a
equagao F(u,t) = u nao possui solugdo u € C' com |Jul|oc > R. O teorema 3.1.1 nos
permite concluir que ® possui um ponto fixo, ou seja, que o problema (3.1.1) possui
solucao. [ |
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Capitulo 4

Um Teorema do Tipo

Krein-Rutman e Aplicacoes

4.1 Um Teorema do Tipo Krein-Rutman

Neste capitulo, estudaremos o problema de autovalor
—Au + Bu = Mm(z)u em ()
u = 0 em Of)

em que \ é um parametro real e m € C(Q).

(4.1.1)

Ao longo de todo o capitulo, suporemos m(z) > 0, para todo x € Q.
Designemos por M : C(2) — C(Q2) o operador (Mu)(x) = m(x)u(x), u € C(Q),
em que C'(Q) estd munido com a norma da convergéncia uniforme [|uo, = max lu(z)].

Claramente M ¢ linear e continuo e, consequentemente,
(A +B)"'M:C(Q) — C(Q)

é linear e compacto.

Devemos observar, também, que (—A + B)™'M : C}(Q) — C}(Q) é linear,
compacto e, conforme mostraremos posteriormente, se designarmos por P o cone de
fungdes positivas em Cf(Q2), teremos (—A + B)"'M (P — {0}) C int(P), se v > 2V/3,
em virtude do Principio do Méaximo Forte.

Como vimos anteriormente, a expressao
(4.1.2) (u,v) = (u,v) gz + (Bu,v)2, u,v € Hy,
onde (u,v) H = J VuVu, define um produto interno em H{(£2) cuja norma associada
Q

é
(4.1.3) ull? :/yvu|2+/3u.u, we L)
Q

que é equivalente a norma usual
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Julfyg = [ 19l
Q

Teorema 4.1.1. (Teorema de Representagao de Riesz) Dado um funcional linear

limitado f: H — R, onde H é um espaco de Hilbert, existe um tunico z tal que

f(z) = (z,2)
e [zl =[£Il

Lema 4.1.1. O espectro de (—=A + B)™'M : C(Q2) — C(Q) é constituido por uma

sequencia Aio > ﬁ > ... > 0 de autovalores reais com A\, — o0.

Demonstragao. Demonstraremos esse lema mostrando que os autovalores de

(-A + B)'M : C(Q) — C(Q) coincidem com os autovalores de um operador

linear, simétrico e compacto S : H(Q2) — H(Q). Para isso, consideremos, para

cada u € H}(R), fixado, o funcional ¢, : Hj(Q) — R dado por ¢,(v) = [ muv,
Q

para todo v € H{(f2). Claramente, ¢, ¢ linear e continuo. Logo, pelo Teorema de

Representagao de Riesz, existe um tnico Su € H}(Q) tal que

Qbu(U) - (Su7 U)?

para todo v € Hj (), onde (, ) é o produto interno introduzido em (4.1.2). Temos,

entao, definido uma aplicacao linear

S HYQ) — HL(Q)

u— Su

dada por

(Su,v) = /muv,
)

para todo v € HJ ()

Claramente S ¢é linear, limitado e simétrico. Mostremos a compacidade de S. Para
isso, consideremos uma sequéncia limitada (u;) C Hg (). Passando, eventualmente,
para subsequéncias temos u; — u em Hj() (— designa convergéncia fraca) e, em
virtude da imersdo compacta H}(Q2) << L*(Q) tem-se u; — u em L*(Q).

Usando a definicao de S,

ISu; = Sull = [ mu; ~ w)(Su; - Su)
Q
entao
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15u; = Sull < Cllu; = ulls|[Su; — Sulls,

onde usamos as desigualdades de Holder e Poincaré. Dai

[Suj = Sull < Cllu; —ull2

de onde segue-se a convergéncia Su; — Su em Hg(Q2) e daf S : Hj(Q) — H(Q)

é compacto. Como (Su,u) = [mu® > 0, para todo 0 # u € Hg(Q), usando-
Q

se a Teoria Espectral para operadores compactos auto-adjuntos, encontramos uma
sequéncia /\io > /\il > ... > 0 de autovalores de S com \; — oo se j — oo. Veja de
Figueiredo [9] para mais informagoes sobre a referida Teoria Espectral.

Desse modo, existem fungoes p; € Hj () tais que

1 .
S(,Oj:x@j, j:1,2,...
J

Donde

J

1 .
(S%‘a“) - )\_(ijav)v J = 1a2a-"

/Vsﬁj'VUJr/B%‘U_/\j(S%av) _)\j/m%"v,
Q Q Q
para todo v € H}(Q).
Usando a Teoria da Regularidade Eliptica tem-se
—Ayp;, + By; = Amy; em ()
p; = 0 em Of)
no sentido fraco, e ¢; € C(f), para todo j = 1,2, ... Consequentemente,

(4.1.4)

%jgpj =(-A+B)'My,;, j=1,2,...

Reciprocamente, pode-se mostrar que os autovalores e autofungoes de (—A +
B)"'M : C(Q) — C(Q) sdo também autovalores e autofuncoes de S : H}(Q) —
H{(2). Tsso conclui a demonstragao do lema. |

Antes de demonstrarmos o teorema central deste capitulo, facamos algumas
observagoes que podem ser encontradas em Amann [1].

Sejam V' e W espacos de Banach ordenados, respectivamente, por cones P
e . Um operador linear 7" : V. — W ¢é chamado positivo se T(P) C Q. T
¢ dito estritamente positivo se T (P — {0}) C @ — {0} e fortemente positivo se
T(P—{0}) Cint Q, se @ tiver interior nao-vazio.

Um cone P em um espaco de Banach V é dito total se V =P — P.

Recordemos que se V' for um espaco de Banach real e T' € L(V, V), o limite

47



r(T) = lim || 77]|'/7

Jj—oo
existe e é chamado raio espectral de T
Um autovalor A de T' € L(V, V) é dito simples se

dim (G Ker(A — T)j> =1.

j=1
Teorema 4.1.2. (Krein-Rutman) Seja (E, P) um espago de Banach ordenado por

um cone positivo total P. Suponhamos que T' € L(FE, F) seja compacto e tenha raio

espectral positivo r(T"). Entao, r(7') é um autovalor de T' com autovetores em P.

Teorema 4.1.3. Seja (E, P) um espago de Banach ordenado, tal que P seja um cone
positivo com interior nao-vazio. Seja T' € L(E, E) um operador compacto fortemente

positivo. Entao as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) O raio espectral r(7T") de T é positivo;

(ii) 7(T) é um autovalor simples de T" tendo um autovetor positivo e nao existe

nenhum outro autovalor com autovetor positivo;
(iii) Para todo y € P — {0}, a equagao
e —Tr=y

possui exatamente uma solugao positiva se A > r(7") e ndo possui solugao positiva
se A <r(T). A equagdo
r(Te —Tr = —y

nao possui solucao positiva.
De agora em diante, denominaremos L = —A + B.

Teorema 4.1.4. Se v > 2v/§ o inverso do autovalor jiy de L™'M : C'(Q) — C(Q) é
simples e estd associado a uma autofuncao ¢y > 0 em €2, sendo g o tnico inverso do

autovalor com essa propriedade.

Demonstragao. Observemos, inicialmente, que os autovalores de L™*M : C(Q) —
C(Q) e de L7'M : CHQ) — CL(Q) coincidem e estdo associados as mesmas
autofuncoes.

A validade dessa afirmacao segue-se, de maneira imediata, da Teoria da
Regularidade Eliptica.

Observemos que se designarmos por P o cone de fungdes positivas em C}(Q)
temos L~'M (P — {0}) C intP.
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De fato, dado u € L™'M(P — {0}) tem-se que existe f € P — {0} tal que
u=L*M(f).
Desse modo,
—Au + Bu = m(z)f(z) em £
u = 0 em OS2
Como m(x) > 0em Qe f > 0 em um conjunto de medida positiva em (2, segue-se

(4.1.5)

que mf > 0 em um conjunto de medida positiva em €. Além disso, mf € C(2). Pelo
Principio do Maximo Forte, temos que u > 0 em €2 e % < 0 em 0f2. Tem-se, também,
u € C}(Q). Como é bem conhecido, funcdes u satisfazendo as duas propriedades acima
pertencem a int(P). Isso mostra que L™ M : C2(Q) — CL(Q) é fortemente positivo.

Usando os teoremas 4.1.2 e 4.1.3 concluimos que LM : CL(Q) — CL(Q)
admite uma unica autofungao ¢, € int(P), correspondente ao inverso do autovalor
to > 0, simples, |[¢olc1() = 1, e o ¢ estritamente menor que todos os outros inversos
de autovalores de L™*M : CL(Q2) — CL(Q). Mostremos que jq é simples, visto como
inverso de autovalor de L™*M : C(Q) — C(Q).

(a) A multiplicidade geométrica de pg é 1

De fato, se u € Ngg (oL ™' M — I), teremos poL~'Mu = u o que implica
u € CL(Q). Entdo, u € Ncé@)(,uoLflM — 1), e entdo, u = t¢g, para algum t € R.

Isso mostra que a multiplicidade geométrica de pg é 1.

(b) A multiplicidade algébrica de pg é 1.

Como iy é simples como inverso de autovalor de L™'M : C}(Q) — C(Q),

temos

Ny (oL ™" M = I)* = Nea gy (oL ™' M — 1).

Seja u € Ny (pol "M — I)?. Entao (uol "M — I)(uoL™'M — Iu = 0.
Chamando v = (uoL™'M — I)u, obtemos (gL *M — I)v = 0. Portanto,
v € CYQ) e, consequentemente, u € C3(Q). Logo, u € Nea@y (oLl ™' M — 1)?
o que implica (uoL~'M — Iu = 0, ou seja, u € Ny (oLl ™' M — I). Assim,

Ney (oL ™M = I) = Ny (poLl ™' M — I)?
o que implica ser uo um inverso de autovalor simples de L™'M : C(Q) —

C(@) =

4.2 Aplicacoes do Teorema de Krein-Rutman

Nesta secao, estudaremos o problema
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—Au + Bu = Af(z,u) em €,
(4.2.1) u > 0 em (),
u = 0 em Of).
em que A > 0 é um parametro real, f : @ x Rt — RT é uma funcao localmente
lipschitziana dada por
(4.2.2) f(z,t) = m(x)t + h(t),
onde m € C (ﬁ) , m(z) >0em Q, h:R" — R* é uma funcdo limitada, isto ¢, existe
uma constante C' > 0 tal que, |h(t)| < C, para todo t > 0. O problema (4.2.1), com f
satisfazendo a condigao (4.2.2) é chamado assintoticamente linear.
Mostraremos a existéncia de solugoes para o problema (4.2.1) usando resultados
sobre componentes conexas de solugoes.
Usaremos os seguintes resultados. A demonstragdo do primeiro pode ser
encontrada em Rabinowitz [17] e do segundo em Turner [21].
Seja EF um Espaco de Banach real e consideremos a equagao
(4.2.3) u="T(\u) em R" x E,

onde T : Rt x F — E é compacto e continuo.

Teorema 4.2.1. (Rabinowitz) Se T for como acima e T'(0,u) = 0, entao

S={0hu) eR x B, u=T(\u)}

contém uma componente ST contida em R* x E, nao-limitada e contendo (0, 0).
Para enunciar o proximo teorema, suponhamos que F seja ordenado por um cone
C tal que se u € F, entao u = u; — us, onde uy, us € C. Consideremos uma aplicacao
continua F': R x C' — (' satisfazendo F'(),0) = 0, para todo A > 0.
Dizemos que F possui derivada em u = 0, designada por dF(0), se dF'(0) : E —

E for uma aplicacao linear continua satisfazendo

F(Au) = F(A,0) = dF(0)u = o([[u]])
em u — 0, u € C, uniformemente em A > 0, isto é,

L FOuu) = F(A0) — dF(0)u

u—0 [l

=0,

uniformemente em \ > 0.

Consideremos a equacao u = AF'(\, u) e designemos por ¥ o conjunto

Y ={(\u) €Rt x (C—{0}); u=AF(\u)}

O conjunto ¥ pode conter solugdes triviais (A, 0), mas somente aquelas que forem
pontos de bifurcagao, ou seja, existe uma sequéncia (A, u,) de solu¢oes de u = AF'(A, u)

tal que A\, — A e u, — 0.
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O teorema a seguir, devido a Turner [21], é uma versao nao-linear do Teorema de
Krein-Rutman.

Teorema 4.2.2. (Turner) Seja F' : R x C' — C uma aplica¢ao compacta e continua
satisfazendo F'(A,0) =0, A > 0. Suponhamos que F tenha derivada dF'(0) em v =0 e
que dF(0) tenha raio espectral Xio > 0. Entao, ¥ contém uma componente nao-limitada
Yo de solugdes de u = A\F'(\,u) com (Xo, O) € Xo.

Consideremos o caso particular em que F'(\,u) = Lu+H(u), L4+H : C — C, L :

E — E é linear e compacto, H : C — FE é compacto e continuo e H(u) = o(]|ul|)
H(u) _ 0
I '

ull

em |lul| — oo, u € C, isto ¢, lim|,|—c

Efetuando a inversao v = TR # 0, e se considerarmos a equagao

v=AF(\v) em C,
onde F(\,v) = [Lv + ﬁ](v)} e H é dada por

~ v|[PH v v
A =] 1 (||v||2> s v,

0 se v =0,

teremos que H é compacta (ver Berestycki [3]) e H(v) = o(||v]|) em v — 0, v € C.
Claramente F : ¢ — C, F(X\,0) = 0 e dF(0)v = Lv. Se L tiver raio espectral
Xl_o > 0, entao existe uma componente nao-limitada 3, de solugoes de v = A\F (A 0)
com (Ao, 0) € .

Retornando a variavel u = W concluimos que existe uma componente nao-
limitada Yo de u = AF(), u) encontrando (Ao, o0) .

Temos o seguinte resultado

Teorema 4.2.3. Suponhamos que f : Q x Rt — R* satisfaca (4.2.2) e f(z,0) > 0.
Se v > 2\/3, entao

(i) Existe uma componente nao-limitada Xy C RT x Cy (€2) de solugdes positivas de
(4.2.1) com (0,0) € Zg;

(ii) Existe uma componente nao-limitada ., C RT x Cy(€2) de solugbes positivas de
(4.2.1), encontrando (pg, 00), sendo esse o tnico ponto de bifurcagao no infinito
para solugdes positivas de (4.2.1);

(iii) Se existir o > 0 tal que f(x,t) > am(x)t, para todo (x,t) € Q x R, entdo existe
A* > 0 tal que se (A, u) for solugdo positiva de (4.2.1) teremos A < A\*. Nesse

€aso, 2y = Y-
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Demonstracao. (i) Consideremos a aplicacao T : RT x C (ﬁ) — C (ﬁ) dada por
T(\ u) = AL F(u) onde F é o operador de Nemytski associado & extensio f, de f,
definida por

~ flz,t) se t>0,

fe,t) = f((x,0>) se t<0.
T é compacta, continua e T'(0,u) = 0. Pelo Teorema 4.2.1, existe uma componente
nao-limitada 3o de solugdes de u = T'(\, u) encontrando (0,0) e £y C R* x Cp (Q).
Observemos que se (A, 0) for solugao de u = AL™'F(u) (Observar que L = —A + B),
entdo A = 0, pois f(z,0) > 0, para todo x € Q. Se (0,u) for solu¢io da mesma equagio
entdo u = 0. Assim, ¥o—{(0,0)} é constituida de solug¢oes nao-triviais e, pelo Principio
do Maximo, tais solugoes sao positivas.

(ii) Consideremos a equagao

(4.2.4) u=AL"'Mu+ L 'H(u)] em C
onde Mu(x) = m(x)u(z), H é o operador de Nemytski associado a fungao h e devemos

observar que em virtude do Principio do Maximo,

L ‘M+L'H:C—C

em que C' é cone de fungoes nao-negativas em Cj (ﬁ) .
O operador T': C — C, T = L *M + L™'H é compacto e continuo. Como
|h(t)] < C, para todo t > 0, tem-se |H (u)|l < C, para todo u € C, o que implica

L™ H (u) = o(||ullc) se [uf| — o0, u € C.

Além disso, pelo Teorema de Krein-Rutman o raio espectral r(L™'M) de L™ M
¢ um nuamero positivo ﬁ > 0. Pelo teorema 4.2.2 e observagoes subsequentes existe
uma componente nao-limitada ¥y C RT x (ﬁ) , constituida de solugoes positivas de
(4.2.4), e encontrando (g, 00). Além disso, (pg,00) é o tinico ponto de bifurcagdo no

infinito para solucoes positivas de (4.2.4). Com efeito, seja (A}, u;) satisfazendo

Uj = )\jL_lMUj + )\jL_lH(Uj)

u

tal que 0 < \j — A e ||u;]|c — 00. Fazendo v; = T teremos v; > 0, vllc =1
j |loo
e
H (w:
vV = )\jLilMUj + )\ij1 ||u(2|tlj) .
1] oo

Em virtude da compacidade de L™ obtém-se v; — v em C (ﬁ) , eventualmente

para uma subsequéncia. Também

Hu; _
Lvj = \jMuv; + \; (1) — \Muw emC(Q)

Mgl
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e, como L é fechado, obtemos v € D(L) e Lv = AMwv e dai v = AL™'Mv. Desde que
v > 0e||v||oo = 1, usando o Principio do Méximo, obtemos v > 0 em 2. Pelo Teorema

de Krein-Rutman A = p o primeiro autovalor de

—Au + Bu = Am(x)u em
u = 0 em Of2.

(iii) Supondo f(x,t) > am(z)t, (z,t) € Q x R*, e se (A, u) for solucio de (4.2.1),

entao

—Au+ Bu = \f(z,u) =

[ tut B = [ fewenzxa [ mizug,

Usando integracao por partes, tem-se

/u(—Ag@o + Byg) > )\a/ m(x)upy =
Q Q

/u,uom(x)goo > )\04/ m(z)upy =
0 Q

Observagao 4.2.1. Em Corréa [7] é estudado o problema (4.1.1) em que A é um
parametro real, m € C(Q) e m(zy) > 0 para algum z, € Q. Nesse caso é necessério que

a f:QxRY — R do problema (4.2.1) seja continuamente diferencigvel e h'(0) = 0.

Observacao 4.2.2. Se m < 0 sobre Q podemos mostrar, como no Lemma 9 de Hess
e Kato [13], que ndo existe ponto de bifurcacio (),0) € RT x C}(Q) para solucdes
positivas de (4.2.1).
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