Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas relagoes entre matroides e codigos lineares.
Estudamos varios invariantes numéricos de matroides e vemos que estes é um dos muitos
aspectos de teoria das matroides que tiveram origem em teoria dos grafos. Analisamos
uma classe especial de tais invariantes: os invariantes Tutte-Grothendieck. Mostramos
que o polinémio de Tutte é o invariante T-G universal (Brilawski,1972) e o relacionamos
a teoria dos codigos mostrando que a distribuicao de pesos de palavras-codigo em um

codigo linear ¢ um invariante T-G generalizado (Greene,1976).



Abstract

In this work we present a relation between matroid and linear codes. Numericals
invariants for matroids is one the many topics of matroid theory having its origins
graph theory. The Tutte Polynomial of the matroid play a role very important in
various problems concerned with such invariants. In 1972 Brylawski showed that the
Tutte Polynomial is a T-G invariant. In 1976, Greene established a relation among
linear codes and the Tutte Polynomial showing that the distribuition of codeweigths

in a linear codes is a generalized T-G invariant.
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Dedicatoria

Conta-se que numa certa guerra, um soldado dirigiu-se
ao seu superior e lhe solicitou permissao para ir bus-
car um amigo que nao voltou do campo de batalha.
Permissao negada, respondeu o tenente. Mas o sol-
dado, sabendo que o amigo estava em apuros, 1gnorou
a proibicao e foi a sua procura. Algum tempo depois
retornou, mortalmente ferido, transportando o caddver
do seu amigo nos bracos. O seu superior estava furioso
e o repreendeu: - Nao disse para vocé nao se arriscar?
Eu sabia que a viagem seria initil! Agora eu perdi dois
homens ao invés de um. Diga-me: valeu a pena ir ld
para trazer um caddver? E o soldado, com o pouco de
forca que lhe restava, respondeu: - Claro que sim, senhor!
Quando eu o encontrei ele ainda estava vivo e pode me

dizer: - "Tinha certeza que vocé viria"!

A José Dantas de Amorim

A Anete Rolim de Albuquerque Gomes (In Memorian)
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Introducao

O Polinémio de Tutte de uma matroide é um polinémio de duas varidveis com
coeficientes inteiros nao negativos. Este polinomio é relevante em muitos problemas
envolvendo invariantes numeéricos de matroides. Por exemplo, podemos facilmente
determinar para uma dada matroide, a partir do seu Polindbmio de Tutte: o posto, a
nulidade, o niimero de bases e o niimero de conjuntos independentes, entre outros. O
objetivo principal deste trabalho é apresentar uma relacao entre o polinomio de Tutte
de uma matroéide vetorial associada a um cédigo linear C e o seu polindomio enumerador
de pesos. Este resultado foi obtido por Greene em 1976.

Esta dissertagao esta estruturada da seguinte maneira. No capitulo 1 fazemos
uma introducgao a teoria das matroides dando algumas classes de exemplos, defini¢oes
e resultados que serao necessarios a este trabalho. Neste capitulo ainda definimos a
Funcao de Md&bius de um reticulado de conjuntos fechados e o polinémio caracteris-
tico de uma matréide. No capitulo 2, definimos e damos exemplos de invariantes de
matroides, invariantes Tutte-Grothendieck e mostramos que o polinomio de Tutte é
o invariante Tutte-Grothendieck universal. No capitulo 3, damos as nogoes de teoria
dos c6digos necessérias ao nosso trabalho; definimos o polinémio enumerador de pesos
de um codigo linear C' e mostramos que o mesmo é um invariante Tutte-Grothendieck
generalizado. Vemos ainda que um dos problemas fundamentais da Teoria do Codigos

é na verdade um caso particular do problema critico para matroides.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacao

As notagoes utilizadas aqui sdo, basicamente, as mesmas utilizadas por Oxley
[3]. Se E ¢ um conjunto finito, denotaremos por 2¥ sua colegao de subconjuntos e por
|E| sua cardinalidade. O conjunto dos ntimeros inteiros, nimeros inteiros positivos,
numeros racionais, niumeros reais e nimeros complexos serao denotados por Z, Z", Q, R

e C, respectivamente. Se X e Y sao conjuntos, entao X — Y denotara o conjunto
{reX: zgY}.

Frequentemente desejaremos adicionar ou remover um tnico elemento de um conjunto
X. Em tais casos, abreviaremos X U{e} e X —{e} por X Ue e X — e, respectivamente.
Usaremos o termo multiconjunto em vez de conjunto quando houver a possibilidade
deste conjunto possuir elementos repetidos. Se Denotarmos um corpo arbitrario por K
entao K" denotara o espago vetorial sobre K. No entanto , quando o corpo considerado
for um corpo de Galois com ¢ elementos, onde ¢ é a poténcia de um primo, denotaremos
este corpo por GF(q). Neste caso, o espago vetorial de dimensao n sobre GF'(q) sera
denotado por V(n, q). A notacdo para matriz utilizada aqui seré a usual onde a matriz
I, é a matriz identidade com r linhas e r colunas; e a transposta de uma matriz A
sera, denotada por AT. Se v é um vetor de um espaco vetorial V' sobre um corpo

K entao (v) denota o supespago de V' gerado por v. A dimensdo de V é denotada



por dimV. Daremos a seguir algumas nog¢oes de Teoria dos Grafos. A figura 1.1 é

uma representacao de um grafo G particular. O conjunto de vértices deste grafo é
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Figura 1.1: Exemplo de um Grafo

V(G) = {v1,v9,v3,v4} € 0 seu conjunto de arestas ¢ E(G) = {ey, e2, e3,€4,€5,¢6}. Uma
aresta do tipo de es, que é incidente em um tnico vértice, ¢ denominada de lago. Ja
arestas como es e e4 que incidem no mesmo par de vértices, sao chamadas de arestas
paralelas ou arestas multiplas. Os conjuntos {es}, {es,eq}, {€1,€3,e5} e {e1,eq,e5} sado
chamados de ciclos do grafo G. Uma aresta como eg que nao pertence a nenhum ciclo
¢ chamada de ponte ou istmo de G. Em um grafo podemos realizar as operagoes de
remocao e contracao de arestas. A primeira consiste em apagar a aresta do grafo; e a

segunda, consiste encolher a aresta até que os vértices ligados por ela coincidam.

1.2 Matroides

1.2.1 Definicoes e exemplos

Nesta seccao apresentaremos um resumo da Teoria das Matroides que seré necessaria
para esta dissertagao. Daremos algumas defini¢oes bésicas e algumas operagoes sobre
matroides , tais como: dualidade, remocao , contracao e soma direta. Veremos também
como obter uma nova matroide a partir de uma dada, usando as operacoes citadas
anteriormente. Para maiores detalhes e provas dos resultados desta se¢ao indicamos
como referéncia o livro do Oxley [3].

Matroides foram introduzidas por Whitney em 1935 como uma abstracao da
independéncia linear em espacos vetoriais e das propriedades de ciclos em Grafos.
Essas duas abordagens de Whitney renderam duas importantes classes de matroides:

as vetoriais e as graficas. Além disso grande parte da terminologia de objetos em



teoria das matrdides tem sua origem em uma dessas classes de matroides. Uma das
principais caracteristicas dessas estruturas é que existem varias maneiras de defini-
las. Aqui definiremos uma matréide em termo de seus conjuntos independentes. Mais
adiante, porém, daremos outras formas alternativas de defini¢coes para matroides.
Uma Matréide M é um par ordenado (E,Z), consistindo de um conjunto finito

E e uma colegao Z de subconjuntos de E satisfazendo as seguintes propriedades:

(I1) o eZ
(I2) SelIe€eZTeJCl entao JeT

(I3) Se I,J €T e|J| < |I|, entao existe um elemento e de I — J tal que, JUe € Z.

Se M é a matroide (E,Z), entdao dizemos que M é uma matroide sobre E. Os mem-
bros de Z sao chamados de conjuntos independentes de M e E é chamado o conjunto
basico de M. Frequentemente escrevemos Z (M) para denotarmos Z e E(M) para E,
particularmente quando muitas matroides estao sendo consideradas, e assim evitarmos
alguma confusao nas notagoes. Um subconjunto de E que nao estd em Z é chamado de
dependente. Dizemos que duas matroides M e N sao isomorfas, e escrevemos M = N,
se existe uma bijegdo ¥ : E(M) — FE(N) tal que para todo X C E(M), ¥(X) ¢
independente em N se e somente se X é independente em M.

Como dissemos anteriormente o termo matroide foi cunhado por Whitney (1935) por
causa de uma classe fundamental de exemplos dessas estruturas que tém origem em

matrizes do seguinte modo:

Proposicao 1.1 Seja A uma matriz do tipo m x n com entradas em um corpo K.
Sejam E o conjunto que rotula as colunas de A e I a colegao de subconjuntos I de E
para 0s quais o multiconjunto de colunas rotuladas por I sao linearmente independentes

sobre K. Entao (E,T) € uma matrdide.

Uma matroide obtida de uma matriz A, como acima, serda denotada por M[A] e
chamada de matrdide vetorial de A. Se M é uma matréide isomorfa a M[A] para
alguma matriz A sobre um corpo F, entao M é dita ser uma matroide representdvel
sobre F' e A é chamada de uma representa¢ao de M. Dizemos ainda que M[A] é rep-

resentavel sobre F. Matroides representaveis sobre GF(2) sao chamadas de bindrias.



Matroéides vetoriais serao bastantes consideradas no decorrer deste trabalho. Como um

exemplo particular de tais matroéides, considere o seguinte:

Exemplo 1.2 Seja A a matriz

123 45

10011
01 001
com entradas em R.
Entao B = {1,2,3,4,5} e
T ={2,{1},{2}, {4}, {5}, {1,2},{1,5},{2,4},{2,5}, {4, 5}}.
O conjunto de conjuntos dependentes desta matroide é

{{35, {1, 3}, {1,4},{2,3}, {3, 4}, {3, 5} y U {X € E;[X] = 3}
Uma outra familia importante de matréides é dada pela proposicao a seguir.

Proposicao 1.3 Sejam m e n inteiros nao negativos tais que m < n. Seja E um
conjunto com n elementos. Se T = {X C E : |X| < m}, entao (E,Z) é uma matrdide.

Denotamos esta matroide por U, ,, e chamamos de matroide uniforme .
Como um exemplo particular de matroides uniformes considere o seguinte:

Exemplo 1.4 A matroide uniforme Uy 4 € a matroide uniforme que tem como conjunto
basico o conjunto E = {1,2,3,4} e cuja colegio de conjuntos independentes € formada

pelos subconjuntos de E que tem 2 ou menos elementos. Ou seja
T (Uaa) = {2, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3}, {1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}}

Um conjunto dependente minimal em uma matroéide arbitraria M é chamado de circuito
de M e um conjunto independente maximal é chamado de base. Denotamos por C (M)
e B (M) o conjunto de circuitos e de bases, respectivamente, da matroide M. Um
subconjunto de F(M) que contém uma base recebe o nome de conjunto gerador.

Dos axiomas de independéncia e da maximilidade de uma base, segue que todas as
bases de uma matréide M tém a mesma cardinalidade; esta cardinalidade é denotada
por (M) e é chamada de o posto de M. Para qualquer conjunto X C FE, o posto de
X é a cardinalidade do maior conjunto independente em X e é denotado por 7(X) ou

ra(X). A nulidade de X é dada por n(X) = |X| —r(X). Se x e y sao elementos de

10



E tais que r({z}) = r({y}) = r({z,y}) = 1,entdo dizemos que z e y sdo elementos
paralelos. Numa matroide vetorial, dois elementos sao paralelos se rotulam colunas
iguais ou colunas proporcionais. No Exemplo 1.2 os elementos 1 e 4 sao elementos
paralelos.

Seja M uma matroéide arbitraria sobre F e com fungao posto r. Definimos o operador

fecho de M como sendo a funcao C1 : 2F — 2% definida, para todo X C E, por
Cl(X)={z e E:r(XUzx)=r(X)}.

No Exemplo 1.2 Cl(@) = {3}, C1({1,2}) ={1,2,3,4,5} e CI({1}) = {1, 3,4}.
Dizemos que um conjunto X C E ¢é fechado se C1(X) = X. Alternativamente, dizemos
que um conjunto X C E é um conjunto fechado se r(X Uz) = r(X) + 1 para todo
r € E—X. Osconjuntos {1,3,4}, {2,3}, {3,4} e {5,6} no Exemplo 1.2 sdo conjuntos
fechados. Um conjunto fechado que tem posto r(M) — 1 é chamado de hiperplano.

Os conjuntos de bases, circuitos e conjuntos fechados; a fungao posto e o operador
fecho sao suficientes para determinar uma matroide M a menos de isormorfismo. Para

cada um deles existe um resultado andlogo ao seguinte teorema.

Teorema 1.5 Seja C uma colegao de subconjuntos de um conjunto E tal que:

(C1) @ ¢C

(C2) Se Cy,Cy € C e Cy C Cy, entao Cy = Cs.

(C8) Se C1,Cy € C com e € Cy N Cy, entao existe C € C tal que C C (CLUCY) —e.

Entao existe uma unica matroide M sobre o conjunto E que tem C como seu conjunto

de circuitos.

A propriedade (C3) é chamada de azioma da eliminagao do circuito.

O terceiro exemplo de matroides que daremos sao as matroides derivadas de grafos.

Proposicao 1.6 Seja E o conjunto de arestas de um grafo G e C o conjunto de ciclos

de G. Entao C € o conjunto de circuitos de uma matroide sobre E.

A matroéide derivada do grafo G como acima é chamada de matrdide ciclo ou matréide

poligonal de G e é denotada por M (G). Uma matréide que é isomorfa a matroide ciclo

11



de um grafo é chamada de matrdide grafica. A matroide ciclo M(G) do grafo G da

Figura 1.1 tem como seu conjunto de circuitos o conjunto

C = {{ea}, {es,es},{e1, 3,65}  e{er, eq,e5}}

enquanto seu conjunto de bases é

{{617 €5, eﬁ}a {617 €3, 66}7 {617 €4, 66}7 {637 €5, 66} € {647 €5, 66}}

1.2.2 Dualidade

Um dos principais atrativos na teoria da matroéides é a existéncia da teoria da dualidade.
Pois ao contrario do que acontece com os grafos, toda matréide possui uma dual. Como

principal resultado desta sec¢ao temos o seguinte

Teorema 1.7 Seja B o conjunto de bases de wuma matroide M sobre E, entao
B*(M)={F—-B;BeB(M)}
€ o conjunto de bases de uma matrdide sobre E, chamada matréide dual de M.

Denotamos a matroide dual de M por M*. Por definicao, a matréide M e sua dual

M* estao relacionadas por

(M*)" = M.

A partir da definicdo da matroide dual de M podemos deduzir as seguintes propriedades

para M:

e Um subconjunto X C FE ¢é independente em M* se e somente se £ — X é um

conjunto gerador de M.
e O posto de M* & dado por |E| —r(M)

Este ultimo resultado é um caso especial da relagao entre as funcoes posto r e r* de M

e M*, respectivamente, que é dada por
r*(X)=|X|—r(E)+r(E-X)

para qualquer X C E. A funcao r* : F — Z é também chamada de fun¢ao coposto de

M. Seguindo esta mesma notagao: uma cobase de M é uma base de M*, um cocircuito

12



de M é um circuito de M* e assim por diante. Dizemos que uma matroéide M é auto-
dual se M = M*.

Agora, vamos ver o efeito da dualidade sobre a matroide vetorial M[A] da matriz A do
tipo m x n. Sabemos que M[A] tem como seu conjunto basico E o conjunto dos rotulos
das colunas de A. Vejamos agora, como podemos alterar uma matriz A sem afetar a
matroide vetorial M[A]. O resultado a seguir ¢ muito comum em textos béasicos de

algebra linear e nao o provaremos aqui.

Lema 1.1 Seja A uma matriz com entradas em um corpo F. Entao M[A] nao se

altera quando efetuamos qualquer uma das sequintes operagoes em A.
(i) permutagao de duas linhas.
(11) multiplica¢io de uma linha por um escalar nao nulo.
(111) Adi¢ao de um maltiplo escalar de wma linha a outra.
(iv) remog¢ao de uma linha nula (a menos que ela seja a tinica)
(v) permutacao de duas colunas (acompanhadas de seus respectivos rétulos)
(vi) multiplicagao de uma coluna por um escalar nao nulo.

Comumente as operacoes do lema anterior sao chamadas de operacoes elementares linha
da matriz A.

Podemos notar que se A é uma matriz nula com n colunas, entdao M[A] = Up,,. Com
efeito, cada uma dessas duas matroides sao formadas apenas por n lagos. Agora se A
¢ uma matriz ndo nula com posto r, das operagoes (i) até (v) do Lema 1.1 podemos
transformar A em uma matriz da forma [I,.|D] onde I, é a matriz identidade r x r e D
¢ alguma matriz r X (n — r) sobre F. Dizemos que [I.|D] é a forma padrio da matriz

A. O teorema a seguir nos dé a dual de uma matréide vetorial M.

Teorema 1.8 Se M ¢é a matrdide vetorial de [1.|D], entdo M* € a matrdide vetorial

de [-DT|I,_,].

Este dltimo resultado nos d4 uma interessante conexao entre dualidade em matroéides

e ortogonalidade em espagos vetoriais. De fato dado um subespaco W de um espaco

13



vetorial V, o conjunto W7 de vetores de V que sdo ortogonais a cada vetor de W forma
um subespacgo de V' chamado de complemento ortogonal de W. Mostra-se em algebra
linear que se W ¢ o espago vetorial gerado pelas linhas da matriz [I.| D], entao W7 &

o espaco vetorial gerado pelas linhas de [—DT|I,,_,].

Exemplo 1.9 Voltemos ao Exemplo 1.2 onde a matrdide vetorial M tinha como

representacao a sequinte matriz

123 45
1 0011
01001

entao pelo desenvolvido acima a matroide dual M* serd representada pela sequinte

matriz
1 2 3 45
0O 0100
-1 00120
-1 -1 0 0 1

1.2.3 Lacos e Pontes

Um lago é um elemento da matroide cujo posto é zero. Este nome foi herdada da teoria
dos grafos onde um lago corresponde a uma aresta que incide em um tnico vértice. Em
uma matroide vetorial um lago corresponde a uma coluna nula e na matréide uniforme
U, n existem lacos se e somente se m = 0. Na matréide vetorial sobre a matriz do

Exemplo 1.2 o elemento cujo rétulo é 3, ou seja a terceira coluna, é um laco.

Proposicao 1.10 Para um elemento x de uma matroide M que € um laco sao equiv-

alentes as sequintes afirmacoes:
(a) x € um circuito;
(b) ray(z) =0;
(c) = pertence a Cl(D);

(d) x pertence a cada conjunto fechado de M ;

14



Um elemento x é uma ponte ou um istmo de M se x é um lago de M*. Assim, de
acordo com a notag¢ao introduzida na Secgao 1.2.2 dizer que um elemento x de uma
matroide M é uma ponte é equivalente a dizer que x é um colagco de M.

Veremos a seguir como identificarmos uma ponte em uma matroide vetorial M. Um
elemento x é uma ponte de M, se nao é um laco e se sempre podemos obter por meio
das operagoes elementares linhas (i) & (v) do Lema 1.1 uma matriz A’ na qual a coluna
c¢; rotulada por  é um vetor com uma tnica entrada nao nula e a;; ¢ a tnica entrada
nao nula na i-ésima linha de A. Em outras palavras, um elemento z de uma matroéide
vetorial é uma ponte, se pudermos obter por meio de uma sequéncia de operacgoes
elementares linha, na coluna rotulada por esse elemento, uma tnica entrada a;; nao
nula, a qual é também a tnica entrada nao nula da i-ésima linha dessa matriz. O

elemento rotulada pelo nimero 3 da matréide do Exemplo 1.9 é uma ponte.

Proposicao 1.11 Um elemento x € E € uma ponte de M (FE) se e somente se satisfaz

qualquer uma das sequintes afirmativas:
(a) ri(X Uz) =r(X)+1, para todo X C E — x;
(b) = estd em cada base;
(c) = nao estd em nenhum circuito;
(d) 1Uzx éindependente para cada conjunto independente 1.

Uma matréide sem lacos e sem elementos paralelos é chamada de matroide simples ou

uma geometria.

1.2.4 Remocao, Contragao e Menores

Nesta secao introduziremos as operagoes de remogao e contragao sobre uma matroéide
M. Examinaremos seus efeitos sobre matroides vetoriais e veremos como estas oper-
acoes se relacionam com a dualidade.

Sejam M uma matréide (E,Z) , e um elemento de E e

I'={ICE—-e:1€T}
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Entao (F —e,Z’) é uma matroide chamada de remogao e de M e é denotada por M\e

Sejam M uma matroide (E,Z) e e um elemento de E que nao é um lago. Seja
I"={ICE—-e:IUecT}.

Entao (E — e,7”) ¢ uma matroide chamada de contra¢io e de M e ¢ denotada por
M/e. Se e ¢ um lago definimos M/e = M\e. Alternativamente, podemos definir a
operacao de contragao como sendo a dual da remogao. Ou seja, se M/e é a contracdo
e de M entao

M/e = (M*\e)".

Se e e f sao elementos distintos de uma matréide M, entao

(M\e)\f = (M\f)\e; (M/e)/f = (M/[f)/e e (M\e)/f = (M/f)\e.

Isto significa que, para subonjuntos disjuntos X e Y do conjunto F, a matréide M\ X,
M/Y e M\X/Y estdo bem definidas. Uma menor N de M ¢ qualquer matréide que
pode ser obtida de M por meio de uma sequéncia de remogoes e contracoes, isto é,
qualquer matroide N arbitraria da forma N = M\ X/Y', ou equivalentemente, da forma
N = M/X\Y. Em particular, para N = M\(E\X), escrevemos N = M (X) e dizemos
que N é restricao de M a X ou que N é uma submatroide de M.

De maneira mais geral, se M ¢é uma matrboide que tem conjunto basico K e T C F
entdo M\T e M /T sado matrdides sobre £ — T'. Além disso, se r ¢ a fungao posto de

M entao para todo X C E —T

rane(X) = ru(X) (1.1)
(X)) = ru(XUT) —ry(T) (1.2)

Ainda para uma matréide M sobre E e T' C E podemos relacionar dualidade, remocao
e contragao do seguinte modo M*/T = (M\T)* e M*\T = (M/T)*.

Se M é uma classe de matroides tal que para cada M € M todos os menores de
M pertencem a M, entao dizemos que M é menor-fechada ou que M é fechada em
relacao a tomada de menores. As classes de matroides representaveis sobre um corpo
F', matroides graficas e matroides uniformes sao menores fechadas.

No decorrer deste trabalho necessitaremos efetuar remocoes e contracoes em matroides

vetoriais. Remover um elemento e de uma matroide vetorial M = M[A] equivale a
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remover a coluna de A que esta rotulada por e.

Ja a contracao de e poderé ser feita do seguinte modo: se e é um lago de M, entao e
rotula uma coluna nula de A e neste caso M/e = M\e. Agora, assumamos que e nao
é um laco de M, ou seja e rotula uma coluna nao nula de A. Suponhamos primeiro
que e rotula uma coluna com apenas uma entrada diferente de zero. Observemos que e
determina a tnica linha de A na qual e tem sua tinica entrada nao nula. Removendo-se
de A esta linha e a coluna rotulada por e, obtemos uma representagao para M /e.

Por fim quando e rotula uma coluna que é um vetor com mais de uma entrada nao nula,
efetuando-se operagoes elementares do tipo (i) até (v) do Lema 1.1, transformamos
A em uma matriz A’ na qual e rotula um vetor unitario. Sabemos que M|[A] = M[A']

e entdo podemos proceder como antes para obter uma representacao para M /e.

Exemplo 1.12 Seja M a matrdide vetorial do Exemplo 1.2 entao M\2 é a matrdide

vetorial da sequinte matriz

1 3 45
1 1
0001
enquanto M /2 é representada por
1 3 45
[ 1011 ]

1.2.5 Soma Direta

Uma outra operacao sobre matroides tao importante quanto remogao e contragao é a
soma direta. Dadas duas matroides M; e Ms com conjuntos bésicos disjuntos E; e Ej,
definimos a soma direta, M; & M,, como sendo a matréide que tem conjunto basico

E = E; U E5 e colegao de conjuntos independentes
IT={L UL €eZ(My)el, € Z(M)}.
Para todos subconjuntos, X; C E; e Xy C F5 temos
e, (X1 U Xo) =1, (Xq) + ran (Xa).
Uma caracteristica de soma direta é que ela é uma operagao auto-dual, ou seja,

(My & My)* = M; @ M.
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1.3 A Funcao de Mobius e o Polinémio Caracteristico

de uma Matroéide

1.3.1 O reticulado de conjuntos fechados

Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto P munido de uma relacao binaria,

<, tais que para todo x,y e z € P, as seguintes condi¢oes valem
(P1) z <=z

(P2) sex<yey<ux entdox =y

(P3) Sez <yey <z entaox <z

Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado £ é um reticulado se para cada dois
elementos =,y € L, o conjunto parcialmente ordenado {z € L;z > z,z > y} tem
um elemento minimo em £ denotado por = V y; e o conjunto parcialmente ordenado
{z € L;z <x,z <y} tem um elemento méximo em L denotado por z A y.

Para uma matroide M denotaremos por L(M) a colegao de conjuntos fechados de M

ordenados por inclusao.

Proposicao 1.13 L(M) é um reticulado e, para conjuntos fechados quaisquer X e Y
de M
XANY =XNYeXVY=Cl(XUY).

Se o conjunto parcialmente ordenado P tem um elemento z tal que z < x para todo
x € P, entdo chamamos z de o zero de P e denotamos ele por 0 ou simplesmente por
0. Analogamente, se P tem um elemento w tal que w > x para todo x € P, entao w
é chamado de o um de P e é frequentemente denotado por 1. Podemos percerber que
todo reticulado finito tem um elemento zero e um elemento um. Em particular, para
uma matroide M, o zero de L(M) é Cl(D) e o um é E(M). Podemos representar um
conjunto parcialmente ordenado P por um Diagrama de Hasse. Um tal diagrama ¢ um
grafo simples, onde os seus vértices correspondem aos elementos de P. Neste grafo, se
x > y, entao o vértice correspondente a x é desenhado acima do correspondente a y.

Dois vértices x e y sao ligados por uma aresta, sempre que x cobre y. Em um conjunto
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parcialmente ordenado, dizemos que x cobre y se y < x e nao existe z € P tal que

y<z<uax.

Exemplo 1.14 O reticulado de conjuntos fechados de M = Uy 4 onde E(M) = {a,b, c,d}

€ o conjunto
L(M) ={2,{a{b},{c} {d} {a b c d}}

e o diagrama de Hasse que representa L(M) € o da figura abaizo

Figura 1.2: Diagrama de Hasse

1.3.2 A Funcao de Mobius

Seja P um conjunto parcialmente ordenado e considere as fungoes inteiras P x P em
Z. A funcao up : P x P — Z que satisfaz

u(x,z) =1,Ver € P

e, z) = — Z w(z,y),r <y em P. E chamada de Fun¢do de Mdbius de P.

r<y<z
O proximo resultado é uma importante propriedade da Fung¢ao de Mobius conhecida

como a nversao de Mdbius.

Proposicao 1.15 Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Sejam f e g funcoes

sobre P com wvalores em um anel qualquer. Entao

implica

e vice-versa.
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Seja M uma matroide e £ o seu reticulado de conjuntos fechados. Denotaremos por
(e a Fungao de Mdobius de L.
A Funcao de Mobius da matréide M é definida por

,LLM(X,F> = ,LL[:(X,F), se X, e L,
pp (X, F)= 0, se X € L FeL;
par (X, F) nao esta definida se F' ¢ L.
Exemplo 1.16 A Fungdo de Mébius de M = Uy 4 com E(M) = {a,b,c,d} € dada por
MM(QvE) = luﬁ(@aE)
= - [Mﬁ(®7 @) + ME(®7 {CL}) + :u£<®7 {b}) + Mﬁ(@, {C}) + :uﬁ(®7 {d})]
= —[1-1-1-1-1]

= 3.

1.3.3 O Polinémio Caracteristico

O polindémio caracteristico é uma analogia para matréides do polinémio cromatico para

grafos. Para uma matréide M, este polinémio ¢é definido por

pM,N) = (2, F)A M=)
Fel

Onde £ denota o reticulado de conjuntos fechados de M.
Exemplo 1.17 O polinémio caracteristico de M = Us 4 € calculado a sequir:
PM,A) = (@, @)X 0 + (@, {a) N + (@, {DHN !+ paaa (@, {H)N* ™ +
+un (2, {dPDN T + p@, E)N*?
= I+ (=DM + (DA + (=D)A" + (=1)AT +3)°
= N —4)\+3.
Proposicao 1.18 O polinémio caracteristico de uma matréide M = M(E) satisfaz:
(i) A regra de remog¢ao-contragao: se e € E nao é ponte nem lago.
(M, N) =p(M — e, A) = p(M/e, )
(1) A regra da soma direta: se M = My & My

p(M, X) = p(My, \)p(Ma, X).
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Capitulo 2

O Polinomio de Tutte

2.1 Introducao

A teoria de invariantes numéricos para matroides é um dos muitos aspectos da
teoria das matroides que tiveram origem na teoria dos grafos. De fato, muitas idéias
na teoria desses invariantes foram desenvolvidas por Veblen(1912), Birkhoff(1912-13),
Whitney(1932) e Tutte(1947;1954) quando consideraram coloragao e fluxos em grafos.
As aplicagoes desta teoria, extrapola os limites da teoria dos grafos e atinge campos
como: a teoria dos codigos, a teoria da percolagao, teoria dos sistemas elétricos e
mecanica estatistica. Além disso, muitas novas aplicagoes a teoria dos grafos tem
sido encontradas. Neste capitulo definiremos e daremos alguns exemplos fundamentais
desses invariantes. Consideraremos, em particular, os invariantes T-G. Como principal
resultado deste capitulo, provaremos que o polinémio de Tutte é o invariante T-G
universal.

Seja K o conjunto formado por todas as matroides. Dizemos que uma funcao f definida
em K é um nvariante sob isomorfismo de matroéides, ou simplesmente um invariante

de matroides, se
f(M) = f(N) (2.1)

sempre que M = N.

Como exemplo de um invariante de matroides podemos citar a fungao i(M) : K — Z+



que da o numero de conjuntos independentes de cada matréide M € K. De fato, se as
matroides M e N sao isomorfas existe uma bijecao entre M e N que preserva conjuntos
independentes. Logo i(M) = i(N).

Sejam K, uma classe de matroides fechada sob isomorfismo e a tomada de menores e
f uma funcao definida em K. Dizemos que f é um invariante Tutte-Grothendieck ou,

abreviadamente, um invariante T-G se f satisfaz as seguintes condigoes:

f(M) = f(M\e)+ f(M/e)se e ndo é um lago nem uma ponte (2.2)
f(M) = f(M(e))f(M\e)caso contrario. (2.3)

Se a funcao f é um invariante de matroide que satisfaz (2.3) e a seguinte generalizagao
de (2.2)
f(M) = of(M\e) +7f(M]/e) (2.4)

para ¢ e T nimeros nao nulos fixos . Entao f é chamada de invariante T-G generalizado.
Daqui por diante utilizaremos as letras P e L para denotarmos uma matréide com um
inico elemento, o qual é uma ponte e um lago, respectivamente. Um resultado muito
interessante da teoria desses invariantes, é que cada invariante T-G é uma avaliagao de

um certo polindémio de duas variaveis ¢(M;x,y) tal que

f(P) =z e f(L)=y (2.5)

A partir destes resultados, deduziremos uma caracterizacao de todos os invariantes
T-G generalizados. Um desenvolvimento mais detalhado desta teoria aparece em Bry-
lawski(1982). Aqui estabeleceremos apenas os resultados necessérios a aplicagoes desta

teoria aos codigos lineares.

2.2 O Polinémio de Tutte

Nesta secao estabeleceremos o resultado fundamental que caracteriza todos os
invariantes T-G e invariantes T-G generalizados. Seja M = M(F) uma matroide
arbitraria com funcao posto r e fun¢ao nulidade n. Definimos o Polinémio Gerador
Associado ao Posto S(M;z,y) de M por

M T y Z xT(E) 7( n Z xT‘(E |X\ r(X) (26)

XCFE XCE
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Se denotarmos por a;; o nimero de submatréides que tém posto (M) — i e nulidade

j entao temos que
S(M;x,y) ZZawxy (2.7)

Lema 2.1 S(M;x,y) € um invariante de matréide para a classe de todas as matroides

K.

Prova. Sejam M, N € K tais que M = N. Pela defini¢cao de isomorfismo de matroides,
existe uma bijecao ¥ : E(M) — E(N) tal que V(X)) € Z(INV) se e somente X € Z(M).
Além disso |¥(X)| = | X]|, para todo X C E(M). Dai ry(V (X)) = rp(X). Logo

S(M;x,y) = Z 2T (E(M))—= "“M(X)yn( )
XCE(M)
— Z 2 (V(EM)))=rn (P(X ))y"(‘I’(X))
¥(X)SE(N)
= S(N;z,y).
|
Lema 2.2
S(Pyx,y)=xz+1 e S(Liz,y)=y+1 (2.8)

Prova. Note que P e @ sao as unicas submatroides de P e que r(P) = 1 e n(P) =
|P|—7(P)=1-1=0. Logo S(P;z,y) = ' 71y’ +2' %" = 14+-z. Da mesma forma L e
@ sdo as tnicas submatroides de L e r(L) = 0 enquanto n(L) = |L|—r(L) =1-0= 1.

Entao S(L;x,y) = 2% %' + 297 % =y + 1 |
Proposicao 2.1 S(M;x,y) € um invariante T—G para a classe de todas as matrdides.

Prova. Sejam M = M(E), X C E e e € E. Percebamos que

XCE XCE XCE
ed X e€X

7 \ - o
g

1 17

Para maior clareza vamos analisar as expressoes I e 11 separadamente.

[= 37 @@= Xyn() — 7 grE)=r(0,n(x),

XCE XCFE—e
eZX

Além disso,
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r(E —e)+1 seeéuma ponte
() = ( ) p
r(E —e) caso contrario

Observemos que

Z xr(Efe)Jrlfr(X)yn(X): Z xr(Efe)fr(X)xlyn(X):x Z xr(Efe)fr(X)yn(X)
XCE—e XCE—e XCE—e

Entao
. Z xr(Efe)*T(X)yn(X) se e ¢ uma ponte;

] — XgEfe
Z g"E=)=r(X)yn(X) cago contrario.
XCE—e
Portanto

xS(M\e; z, se e ¢ uma ponte
I = ( \ y) P (2'10)
S(M\e;z,y) caso contrario

Agora analisaremos a expressao I1 de (2.9). Note quese Y C E —eentdo Y Ue C E.

Assim podemos fazer X =Y Ue para todo Y C E —e. E entao

= Z xr(E)—r(X)yn(X) _ Z xr((E—e)Ue)—r(YUe)yn(YUe)'

=
Agora, denotemos por 1’ e n’ as fung¢oes posto e nulidade, respectivamente, de M /e.
Entao, para todo Y C E — e, temos pela defini¢ao da fungao posto de M /e que
r"(Y)=r(YUe)—r({e}).
Logo,

r(Y Ue) se e € um lago,

r(Y) =
r(YUe) —1 caso contrario.

Por definicao temos que
n(YUe)=|YUe|l—r(YUe)=|Y|+1—-rY Ue).

Portanto, se e ¢ um lago n(Y Ue) = |Y| —r'(Y) +1 e entao n'(Y) =n(Y Ue) — 1.
————

' (Y)
Por outro lado, se e nao é um lago

n(YUe)=|Y]|—(r(YUe)—1)=1Y|—7'(Y)=n(Y).

(V)
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Ou seja, n'(Y) =n(Y Ue).

Resumindo temos

() n(YUe)—1 see éum lago,
n =
n(Y Ue) caso contrario.

Além disso, temos que
r(E—e) = r((F—e)Ue)=r(E) seeéum lago,
r"(E—e)=
r(E)—1 = r((E—e)Ue)—1 caso contrario.

Retornando a I1 e fazendo as substituigoes necessarias temos

(
Z g (E—e)=r (Y)y” (Y)+1 se e é um laco,
1] = YCE—e
Z g (E=e) 1= )+, n'(Y) - cago contrario.
[ YCE—e
\
Y Z o (BE=e)—r (Y)y” ) se e éum laco,
17— YCE—e
Z g (E=e) =" (V' (Y)  cago contrario.
[ YCE—e

Assim,

S(M/e;x, se e é um laco,
7 ) ySM/ezy) G (2.11)
S(M/e;x,y) caso contrario.

Finalmente, substituindo as equagoes I e I na equacao (2.9) temos

S(M\e;z,y) + S(M/e;z,y) se e nao é ponte nem lago,
S(M;z,y) =q xS(M/e;x,y) + S(M/e;x,y)  se e é uma ponte,
S(M\e;z,y) + yS(M/e;z,y) se e éum lago.

Como M\e = M/e se e ¢ um lago ou uma ponte, entao
S(M\e;z,y) + S(M/e;x,y) se e ndo é ponte nem lago,

S(M;z,y) =< (v+1)S(M\e;z,y) se e é uma ponte,

(y+1)S(M/e;,y) se e & um laco.
Pelo Lema 2.2
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S(M\e;z,y) + S(M/e;x,y) se e ndo é ponte nem lago,
S(M;z,y) =< S(P;z,y)S(M\e;z,y) se e é uma ponte,
S(L;x,y)S(M/e; x,y) se e é um lago.

Usando novamente o fato de que M\e = M /e quando e é um lago ou uma ponte, temos

S(M\e;z,y) + S(M/e;x,y) se e nao é ponte nem lago,

S(M;z,y) =
S(M(e);xz,y)S(M/e;x,y) caso contrario.

Logo S(M;x,y) satisfaz as equagoes (2.2) e (2.3). Mas, pelo Lema 2.1 S(M;zx,y)

é um invariante de matroéide, portanto concluimos que é um invariante T-G. [

O proéximo teorema, o principal desta sec¢ao, ¢ um resultado de Brylawski, obtido
em 1972. Ele mostra que S(M;z,%y) ndo é apenas um invariante T-G. E o invariante
T-G universal. Denotaremos por M o conjunto de todas as matroides isomorfas e por

M’ o conjunto formado por todas as matroides ndo vazias.

Teorema 2.2 Existe uma unica fun¢aot : M — Z[x,y] com as sequintes propriedades:
(1) t(Pxy) =z e UL;z,y) =y;
(1) See € M(E) nao é lago nem ponte, entao t(M;xz,y) = t(M\e;z,y)+t(M/e; x,y);
(11i) See € M(E) é um lago ou uma ponte, entao t(M;x,y) = t(M(e); z,y)t(M/e;x,y).

Além disso, seja R uwm anel comutativo e suponha que f seja uma funcao qualquer
de M’ em R. Se f satisfaz (2.2) e (2.3) da definicao de invariante T-G sempre que
|E| > 2, entao,

f(M) =t(M; f(P), f(L))
para toda matréide M € M'.
Prova. Observe que para uma matréide M € M, o polindmio gerador S é uma funcao
de M em Z[z,y]. Agora, note que se fizermos t(M;z,y) = S(M;xz — 1,y — 1). Entao

os itens (4),(i1) e (iii) valem. De fato,

t(P;x,y)=SP;x—l,y—1)=x—1+1=uzxe
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t(Lyz,y)=S(Lir—Ly—-1)=y—-1+1=y.
Agora, se e nao é um laco nem uma ponte de M, entao
t(Myz,y) = S(M;z—1y—1)
= S(M\e;z—1,y—1)+S(M/e;x — 1,y — 1)

= t(M\e;z,y) +t(M/e;z,y).
Por fim se e é um la¢o ou uma ponte de M

tM;z,y) = S(M;z—1y—1)
= S(M(e);z—1,y—1)S(M\e;z — 1,y — 1)
= t(M(e);z, y)t(M\e;z,y).

Agora, para mostrar a unicidade de ¢ suponhamos que existe t' : M — Z[x,y] sat-
isfazendo as propriedades (i),(ii) e (i1i) e vamos mostrar, usando inducao sobre a
|[E(M)|, que t = t'. Para |[E(M)| = 1 temos que M ¢é uma ponte ou um lago. Como
por hipotese t' satisfaz (i) temos que t'(P;x,y) = = = t(P;z,y) se M = P; ou
t'(Lyx,y) =y = t(L;x,y) se M = L. Logo, para |[E(M)| = 1 temos ¢’ = t. Supon-
hamos que para 1 < |E(M)| < n — 1 a igualdade seja verdadeira e seja |E(M)| = n.

Como t" satisfaz (ii), entdo se e ndo é um lago nem uma ponte temos
t'(M;z,y) =t (M\e;z,y) +t'(M/e; 2, y).
Como, |E(M\e)| = n — 1. Temos, pela hipotese de indugao, as seguintes igualdades
t'(M\e;z,y) = t(M\e;z,y) e t'(Mfe);x,y) =t(M/e;z,y).

Portanto, ¢/ (M;x,y) = t(M\e; x,y) + t(M/e; x,y) = t(M;x,y).
Por fim, se e ¢ um lago ou uma ponte entao t'(M;x,y) = t'(M(e);z,y)t'(M\e; x,y)
pois t’ satisfaz (i77). Como a cardinalidade da matroide M (e) é 1 e a cardinalidade de

M \e satisfaz a hipotese de indugao temos que
t'(M;z,y) = t(M(e); 2, y)t(M;z,y) = t(M; z,y).

Concluimos, portanto, que t = t'.
Para completarmos a prova, considere f : M’ — R uma funcdo qualquer tal que sem-

pre que |E(M)| > 2, f satisfaz as equagoes (2.2) e (2.3) da defini¢ao de invariantes T-G
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para toda matroide M € M. Novamente usando indugao sobre |E(M)| mostraremos
que f(M) =t(M; f(P), f(L)). Primeiro suponhamos que |[E(M)| =2 e que e € E néo
é laco nem ponte. Entao M\e é uma ponte e M/e é um lago. Assim, f(M\e) = f(P)

e f(M/e) = f(L). Fazendo a avaliagdo desses valores em ¢, temos

t(M; f(P), f(L)) = t(M;f(M\e), f(M]e))
= t(M\e; f(M\e), f(M/e)) +t(M/e; f(M\e), f(M]e))
= f(M\e) + f(M/e), pois M\e é uma ponte e M/e é um laco
= f(M),pois f satisfaz a equacao (2.2).
Suponhamos que a igualdade se verifique para todos os valores 2 < |[E(M)| <n—1e
considere |E(M)| = n. Como |E(M\e)| = |[E(M/e)| = n —1 e f satisfaz (2.2) temos

que

f(M) = f(M\e)+ f(M]/e)
= t(M\e; f(P), f(L)) +t(M]e; f(P), f(L))
= (M, f(P), f(L))

Procedendo de modo anélogo, mostramos que a igualdade vale também quando e é um
lagco ou uma ponte. |
A funcdo t(M;z,y) é chamada de Polinomio de Tutte da matroide M. E da

mesma forma que o polinémio gerador S, podemos escrever ¢(M; x, y) como Z Z bij:ciyj
(2
onde b;; > 0. Frequentemente abreviaremos esse somatorio duplo por Y b;;z'y?. Além

disso, segue imediatamente da prova do teorema anteiror que

t(M;x,y)=S(M;x— 1,y —1). (2.12)
Portanto,
(M5 y) = 3 (2 — 1)y — 1)), (2.13)
XCE

Podemos calcular o polinémio de Tutte utilizando este somatorio, ou alternati-
vamente, de forma recursiva usando os o Teorema 2.2. I[lustraremos esta segunda

técnica no préximo exemplo.

Exemplo 2.3 Considere a matriz A abaizo com entradas em GF(3) e seja M = M|A]

a matrdide vetorial de A.
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101 1
01 1 -1
Rotulemos por 1,2,3,4 as colunas de A. Dessa forma E(M) ={1,2,3,4}. Nos cdlculos
a sequir abreviaremos t(N;x,y) para t(N).
Como o elemento 1 de M nao é um lago nem uma ponte podemos aplicar o item

(ii) do Teorema 2.2. Assim

1 01 1 01 1
t - (0 a])
011 -1 1 1 -1 -— Y
~ ~ 4 t(M/1)
t(M—-1)
— ) FH([L - 1)+ 1(]00)])
—— ——
N {M 1}/2)  t({M/1}=2)  t({M/1}/2)
{M 1}) 2
¢ ) £([1 — 1]) + £([00])

) e e o+ wo) 1)+
0 —— N~~~

t{M—1-2}-3) t({M-1-2}/3) t({M/1—2}—3)

+ u[0])  +yi([0])
——
t({M/1-2}/3)

= XH+T+Y+r+y+yy
= 2%+ 2z + 2y + >

O préximo resultado relaciona o polindémio de Tutte de uma matroéide M com o de sua

dual M*. Lembramos que se X C FE, o posto de X em M* é dado por
r(X) = [X| = r(E) +r(E - X),
onde r é a funcdo posto de M(E).

Proposicao 2.4 Para todas as matrdides M, t(M*;x,y) = t(M;y, x)
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Prova.

HMa,y) = ) (o =17 B0y 1w
XCE

- Z (Jj - 1)‘E|_T(E)_(‘X|_T(E)+T(E_X) (y _ 1)|X|—r*(X)

XCE

- Z (z — 1)\E|—\X|—T(E—X)(y _ 1)|X\—(\X|—T(E)+T(E—X)

XCFE

_ Z (x . 1)‘E7X|7T(E*X) (y . 1)r(E‘)+r(E7X)
XCE

_ Z (.CE _ 1>n(E—X) (y o 1)r(E)+r(E—X)
XCFE

_ Z (y — 1>T(E)+T(E—X)(:L, _ 1)n(E—X)
E-XCE

= t(M;y,x)
|
O proximo resultado estabelece como encontrar o polindmio de Tutte de uma matroide

que é a soma direta de duas matroéides, sendo conhecidos os polinébmios das parcelas

envolvidas na decomposicao.

Proposicao 2.5 Sejam M(E;) e My(Es3) matrdides com conjuntos bdsicos Fy e Fs
disjuntos. Se M = M; & My. Entao t(M;x,y) = t(My; x,y)t(Ms; x,y)

Prova. Sejam E = E(M; & Ms), r1 a funcdo posto de M; e ry a fungao posto de M.
Sabemos que ry e, (E) = r1(E1) + ro(FE>) e para todo X C E,

e (X) = ri(X N E) + (X N Ey).
Pela equagao (2.13) temos que

My @ Myyz,y) = Y (z — 1)nem (B -rners(0(y _ 1)IX1=ran e ()
XCE

Calculando as expressoes dos expoentes de (z — 1) e (y — 1) temos,

Taners (B) = e, (X) = [ri(E1) + ra(Ea)] — [ri(X N Ey) + (X N2))

= [r(E1) —r(X NE)]+ [re(Ey) — ro( X N Ey).
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Como X = X N E;UX N E, temos que | X| = |X N Ey| + | X N Es|. Logo

‘X‘ - TMlGBM2<X) = ‘X| - [TI(X N El) +T2(X OEQ)]
= |XﬂE1|+|XﬂE2|—Tl(XmEl)—TQ(XﬂEQ)

= ‘XﬂEll—T1<XOE1)+’XﬁE2|—T’Q(XQEQ)

Fazendo X1 = X N E; e Xo = X N Ey, para cada X C E e substituindo estes valores

em t obtemos
t(Ml ¥ M27 z, y) =

:Z (m _ 1)T1(E1)7T1(X0E1)(x _ 1)T2(E2)77‘2(XQE2)<y _ 1)|XﬂE1|*T1(XﬂE1)(y _ 1)|XOE2|7T2(X0E2)

XCFE

:Z (1, _ 1)T1(E1)—T1(XOE1)(y _ 1)‘X0E1|—T1(XWE1)(:E _ 1)7’2(E2)—7‘2(XQE2)<y _ 1)|XOE2|—T2(XOE2)

XCE

_ (ZL’ _ 1>r1(E1)—r1(XﬁE1)<y _ 1)|XﬂE1|—r1(XﬁE1) Z ((L’ _ 1)r2(E2)—r2(XﬁE2)(

X1§E1 X2gE2

y _ 1)‘XQE2‘—T2(XOE2)

= (z — )EDX) () 1)IXal=ra(X) Z (z — 1)r2(F2)—r2(X2) () _ 7)IXzl=r2(X2)
X1§E1 XQQEZ

:t(Mh 7xay)t(M27x7y)

|
Podemos observar que o item (7ii) do Teorema 2.2 é um caso especial desta ultima
proposigao. De fato, se e € E(M) entao (E —e) Ne = @. Logo se e ndo ¢ lago nem

ponte podemos fazer M = (E —e) @ e e dai
t(M;z,y) =t(M(E—e)®e;z,y) = t(M\e;z,y)t(M(e); z,y) = t(M\e; z,y)t(M(e); z,y).

Como consequéncia desta observacao, temos que o referido item pode ser substituido
pela proposicao anterior no enunciado do Teorema 2.2.
O resultado seguinte caracteriza todos os invariantes T-G generalizados e é uma exten-

sao do Teorema 2.2.

Corolario 2.6 Sejam o e 7 elementos nao nulos de um corpo F'. FEziste uma unica

fungao t' de M no anel de polinomios Flx,y|] com as sequintes propriedades.
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(1) V(Piay) = et'(Liz,y) = y;
(1) See € M nao é lago nem ponte, entao t'(M;x,y) = ot (M\e; x,y)+1t' (M/e; x

(111) Se e € M € lago ou ponte, entao t'(M;x,y) =t'(M(e);z,y)t'(M\e; x,y).

Além disso, t' é dada por

t'(M;z,y) = U‘EH"(E)T’"(E))&(M; E, 2)
T o

Prova. Primeiro vamos mostrar que para toda matroéide M € M

(M 2,y) = U\E|—T<E>TT<E>t<M. r Q)
Y ) ) 7_7 o

satisfaz as propriedades de (i) a (777). Com efeito, para as matroides P e L temos

t'(P;x,y) = a|P|’T(P)T”(P)t<P; f, Q) =o'l =y
T’ o T
e
t'(L;x,y) = 0|L|_T(L)7'T(L)t(L; E, 2) g Yy
T o o

Y);

Portanto (i) é satisfeita. Agora, se e € E(M) nao é um lago nem uma ponte, temos

t’(M\QS X, y) = 0|E76\*T(E76)7_T(Efe)t(M\e; E’ g)

T O

_ 0|E|—1—T(E>Tr<E>t<M\e; z 2)
T O

Logo,
Yy 1 e
t(M\e, 7_7 0_) - 0—|E|—1—T(E)7—T(E)t (M\@,fﬂ,y) (214)
Analogamente
Ty 1 /
t(M/e;—, =) = t'(M/e,x,y). 2.15
(Mfe; 2, L) = et (M) (2.15)

Sabemos que quando e nao é laco nem ponte

t(M;z,y) = t(M\e;z,y) + t(M]/e; x,y).

Entao
t'(M;x,y) = o|El=r(E) zr(E) [t(M —e za 2) +t(M/e; E,
T O T

SRS

)

Substituindo as igualdades (2.14) e (2.15) obtemos
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1 1
T O T g

o1
Portanto

t'(M;z,y) = ot (M\e; z,y) + 7t (M/e; z,y)

e entdo t' satisfaz (i7). Finalmente consideremos o caso em que e € M é um lago ou

uma ponte. Neste caso temos,

t'(M;x,y) = !PT E)7r(E) [t (M(e); E, 2>1§<M\e; E, 2)}
T o

Agora observemos que

|E—e|l+1—71(E—e) = 1+[|EF—e|—r(E—c¢)] seeéum lago
|E|—r(E) =
|E—e|l+1—[r(E—e)—1] = |[E—e¢e|—1(F—e¢) se e &€ uma ponte
Assim
Y grtlp—el=rm=elprB-ay(pf — e: 2 Yy s e 6 lago
(M) =4 g A
“glBelmrEme)r(B=e) 1 (M\e; =, Z)  se e é ponte
T T’ o
t'(M\e; x, se e ¢ laco
V(M y) = yt'(M\e; . y) G

xt'(M\e;x,y) se e é ponte

Logo t'(M;x,y) = t'(M(e);x,y)t'(M\e;z,y) e portanto (iii) ¢ satisfeita. Resta en-

tao mostrar a unicidade de t'. Mas esta segue direto da unicidade de ¢. |

O Teorema 2.2 e o Colorario 2.6 caracterizam invariantes T-G que sao determi-
nados simplesmente a partir do polinomio de Tutte. Os invariantes de matréides que
podem ser determinados a partir deste polinémio, sao especificamente aquelas fungoes
f: M — Q, onde Q é um conjunto arbitrario, tais que f(M) = f(N) sempre que M e
N tém o mesmo polinémio de Tutte. Tais fungoes sao chamadas nvariantes de Tutte.
Portanto, todos os invariantes T-G e invariantes T-G generalizados sao exemplo de

invariantes de Tutte. Outros exemplos de invariantes de Tutte s@o o posto e a nulidade
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de uma matréide M. De fato,

t(M;z,y) = S(Myz—1y—1) =Y (z— 1)y - 1)»X),

XCE
Logo,
r(M) é a maior poténcia de x em t(M;x,y) (2.16)
n(M) é a maior poténcia de y em ¢(M;z,y) (2.17)

Portanto, se M e N sao matroides que possuem o mesmo polindomio de Tutte entao
r(M)=r(N)en(M)=n(N). Além do mais, como |E| = (M) + n(M), temos que a

cardinalidade do conjunto basico também é um invariante de Tutte.

2.3 Algumas Aplicacoes Basicas

O proximo resultado contém algumas aplicagoes basicas de invariantes T-G gen-
eralizados e invariantes de Tutte. Dada uma matroide M, denotaremos por b(M), i(M)
e s(M) o nimero de bases, conjuntos independentes e conjuntos geradores, respectiva-

mente, de M.

Proposicao 2.7 Seja M wuma matrdide com polinomio de Tutte t(M;x,y). Entdo:
(i)  b(M) = tM;1,1) = S(M;0,0);
i) (M) = t(M;2,1) = S(M;1,0

( ( ) ( )
(1ii) s(M) = t(M;1,2) = S(M;0,1);
( ( ) ( )

?

iv) 2Pl = ¢(M;2,2) = S(M;1,1).

Prova. Seja e um elemento da matroide M e suponha que e € E(M) nao é lago nem
ponte. Particionemos o conjunto B de bases de M nos subconjuntos B’ e B” cada um
com a seguinte propriedade:

B ={BeB:e¢ B}

B"={BeB:ec B}.

Definido desta forma B’ = B(M\e) o que implica |B'| = b(M\e). E como por definigao
B(M/e) ={B —e: B € B"} temos entao que |B"| = |B(M/e)| = b(M/e). Logo, se e

nao é lago nem ponte
b(M) = |B|+|B"| = b(M\e) + b(M/e).
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Por outro lado, se e é um lago ou uma ponte, como M\e = M /e temos que b(M\e) =
b(M/e) e entao b(M) = b(M(e))b(M\e), ja que b(M(e)) = 1. Logo, b(M) satisfaz os
itens (2.2) e (2.3) da definigao de invariantes T-G e pelo Teorema 2.2

b(M) = t(M; b(P),b(L)) = t(M;1,1) = S(M;0,0).

Portanto (i) vale.

Usando o mesmo raciocinio anterior para e € E(M) que nao é lago nem ponte mostramos
que i(M) =i(M\e)+i(M/e). Agorase e € E(M) é um lago temos que i(M) = i(M\e)
pois e nao pertence a nenhum independente de M. Além disso, como o & é o tnico
conjunto independente de L, temos que i(L) = 1. Ja se e é uma ponte entao [ — e é
independente para cada independente I de M. Logo i(M) = 2i(M\e). Além do mais
i(P) =2 pois 0 @ e {e} s@o os conjuntos independentes de P. Portanto se e é lago ou
ponte (M) = i(M(e))i(M\e). Logo i(M) é um invariante T-G. Pelo Teorema 2.2,
temos que

(M) = t(M;i(P),i(L)) = t(M,2,1) = S(M, 1,0).

Para provar (%ii) observemos primeiro que S(M) = i(M*). Com efeito, dado X C
E(M), X é um gerador de E(M) se e somente se £ — X é independente em M*. Logo
existe uma correspondéncia biunivoca entre S(M), o conjunto dos geradores de M, e
Z(M*). Deste modo |S(M)| = |Z(M*)| e portanto s(M) = i(M*). Agora por (ii) e
pela Proposigao 2.4 temos
s(M) = i(M*) = t(M*2,1)
= t(M;1,2)

= S(M;0,1).
Finalmente, para provar (iv) usaremos o fato que t(M;x,y) = S(M;x,y) e avaliaremos

tem x =y = 2. Ou seja

t(M;2,2) = S(M;1,1)

— Z 1r(E)=r(X) {n(X)
XCE

= ) LVXCE

XCE

= 2lFl
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|
Podemos observar do item (i) dessa ultima proposigdo que o nimero de bases de uma

matroide M é dado pela soma dos coeficientes de seu polindmio de Tutte. De fato,

(M) =t(M;1,1) = > by
(]
Considere o M a matroide ciclo do grafo da Figura 1.2, o polindémio de Tutte dessa

matroéide é
HM;z,y) = 2%y + 2y + 2%y + 2y + 2y°

Calculando t(M;1,1) e t(M;2,2) obtemos
t(M;1,1)=14+1+14+1+1=5
que é o nimero de bases de M e
t(M;2,2) =16+ 16 +8+ 8+ 16 = 64

que é igual a 26 = 2/7,
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Capitulo 3

Aplicacoes aos Codigos Lineares

Neste capitulo, abordaremos os trabalhos de Greene, Dowling, Jaeger & Rosen-
stiehl e Read que aplicaram técnicas Tutte-Grothendieck a varios problemas relaciona-
dos aos codigos lineares. Nas primeiras se¢oes daremos algumas defini¢oes e resultados
basicos de Teoria dos Codigos, observamos como podemos associar uma matréide a um
dado codigo linear e por fim apresentamos algumas aplicagoes do Polindémio de Tutte

aos Codigos Lineares e a relagao entre estes e o problema critico para matroéides.

3.1 Cobdigos Lineares

Nesta seccao faremos uma breve introducao aos codigos lineares dando algumas
defini¢oes basicas e apresentando alguns resultados importantes para este trabalho.
As definigoes e resultados enunciados nesta se¢do podem ser encontrados em Hefez|4]
e Berlekamp|6]. Durante o processo de armazenamento ou transmissao de dados por
um canal de comunicagao, ocorrem erros que nao podemos prever. Isso ocorre devido
a propria natureza do canal de comunicagao. A Teoria dos Codigos se preocupa em
detectar e até corrigir esses erros. Logo se faz necessario a construgao de coédigos
que possam corrigir erros aleatorios. Esses tipos de codigos sao chamados de codigos
corretores de erros. Os codigos desse tipo mais utilizados na pratica sao os codigos

lineares.



3.1.1 Definicoes e resultados elementares

Denotaremos por K um corpo finito com ¢ elementos, o qual chamaremos alfabeto.
Assim, para cada nimero natural n, temos um espaco vetorial K™ de dimensao n.
Tomaremos ¢ como sendo a poténcia de um ntmero primo p, ou seja, ¢ = p°, para
algum s € Z*. Assim obtemos K = GF(q), o corpo de Galois de ¢ elementos.

Um cddigo linear C' ou um [n,r|—codigo linear sobre K é um subespago vetorial de
dimensao r do espaco vetorial K".

Chamamos r e n de dimensao e comprimento de C, respectivamente. Cada vetor
x € C, é chamado de palavra-codigo ou simplesmente de palavra. Desse modo, como
C C K" temos que cada palavra-codigo de C' é uma n-upla. A quantidade de palavras
que um [n,r]—codigo linear C' sobre K possui é dada por |C] = ¢". Com efeito, se
{v1,v9,...,v,} & uma base de C, entdo todo elemento de C' se escreve de modo tnico
na forma

/\1’01 + )\21}2 + ...+ /\TUT7

onde cada \;, i = 1,2, ...,r é um dos ¢ elementos de K.
Uma matriz G do tipo r X n com entradas em K e cujas linhas formam uma base de

C é chamada uma matriz geradora de C.

Exemplo 3.1 A matriz abaizo é uma matriz geradora de um |7,4|-cddigo linear sobre

GF(2).

1000110

01 00101
G =

0010111

0001011

Uma das vantagens de definirmos um codigo linear C' em termos de sua matriz geradora
¢ que com esta matriz precisamos guardar apenas k palavras-coédigo, ao contrario das
q* palavras que compdem o codigo C.

Dizemos que dois codigos de comprimento n sao linearmente equivalentes se e somente
se, cada um deles pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes do

tipo:

(i) multiplica¢do dos elementos numa dada posigao fixa por um escalar nao nulo em

todas as palavras-codigo.
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(71) Permutagbes das posi¢oes coordenadas de todas as palavras-codigo, mediante

uma permutagao fixa de {1,2,...,n}.

Assim, para cada cédigo linear C existe um codigo equivalente C’ que tem uma matriz

geradora na forma

G = [IT'|A]

sendo I, é a 7 X r matriz identidade e A é uma r X (n — r) matriz.

Definimos o cddigo dual C* de C, por

C*={ve K"v-u=0, para todou € C}

n
onde v - u representa o produto interno candénico em K". Ou seja, v - u = E Vil
i=1

Sabemos da Algebra Linear que o conjunto C* é um subespaco vetorial de dimensao
n—r de K". Portanto, C* é um |n,n-r]-coédigo linear. Além disso, se G = [I,|A] é uma
matriz geradora de C' entao

H=[-A"|I,_,] (3.1)

é uma matriz geradora para C* e é chamada de matriz teste de paridade de C. A
proposicao a seguir nos permite caracterizar os elementos de um coédigo linear C' por

uma condicao de anulamento.

Proposicao 3.2 Seja C' um codigo linear e suponhamos que H seja uma matriz ger-

adora de C*. Temos que
v e C se e somente se Hv = 0.

Dados um codigo C' com matriz teste de paridade H e um vetor v € K", chamamos
o vetor Hv" de sindrome de v. A sindrome de um vetor Hv” é muito importante na
decodificacao, que é o procedimento de deteccao e corregao de erros num determinado
c6digo. Dado o codigo C' que tem como matriz geradora a matriz G' do exemplo anterior

podemos obter sua matriz teste de paridade H, usando a expressao (3.1 ). Assim,

1110100
H=11011010
0111001
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Seja v = (vy, v, ..., v,) uma palavra-codigo de C. Definimos o suporte S(v) de v como
sendo

S(v) ={i:v; #0}.

O peso de Hamming, w(v), de v é a cardinalidade de seu suporte. Ou seja,

w(v) = [{i:v; # 0}

Em outras palavras podemos dizer que w(v) é igual ao nimero de coordenadas nao
nulas de v.

Dimensao e comprimento sao dois dos trés parametros fundamentais associados a um
c6digo linear C. O terceiro desses parametros é a distdncia minima d de C, a qual
chamaremos apenas de distdncia de C. Definimos a distancia d de um codigo linear C'

como sendo

d =min{w(v) :v e C —0}.

A matriz teste paridade de um c6digo linear contém, de um maneira bastante simples,

informagoes sobre o valor de sua distancia d.

Lema 3.1 Seja C' um codigo linear com matriz teste de paridade H. Temos que a
distancia d de C' € maior ou igual a s, se e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H

sao linearmente independentes.

Proposicao 3.3 Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C'. Temos que a
distancia de C' € igual a s se, e somente se quaisquer s—1 colunas de H sao linearmente

independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.
Corolario 3.4 Os parametros [n,r,d| de um cédigo linear satisfazem a desigualdade
d<n-—r+1.

Prova. Se H é uma matriz teste de paridade de C, ela tem posto n — r. Como, pela

proposicao anterior d — 1 é menor ou igual ao posto de H, segue
d—1<n—r=d<n-—-r+1

|
Como consequéncia do Corolario 3.4 temos que dados trés inteiros positivos arbi-

trarios n, r e d, nem sempre existe um codigo linear que tenha parametros [n,r, d], pois
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existe uma interdependéncia entre eles, e um dos problemas fundamentais da teoria

dos codigos é estudéa-la.

3.1.2 Operagoes sobre Coédigos

Sejam u = (ug,us, ..., u,) € v = (v, Vg, ..., v,) palavras de um cédigo C. Definimos a

concatenacao u * v de u com v como sendo
u*xv = (ug, U, ..., Up, V1, Vg, ..., Up).

Se C e Cy sao codigos sobre o mesmo corpo GF(q), entdo a soma direta C; @ Cy
consiste do conjunto de todas as palavras da forma c; % ¢o, em que ¢; € C} e ¢o € Ch.
O comprimento e a dimensao de C; & Cy sao respectivamente, o comprimento de C}
mais o de C5 e a dimensao de (' mais a de Cy. J4 a distancia de C @ Cy é a menor
entre as distancias de C' e (.

Podemos, ainda, modificar um [n,r|-codigo linear C' sobre K por de meio das operagoes
perfuracao e encurtamento. A operagao perfuracao atua no coédigo C' removendo a
i-ésima coordenada de cada palavra-codigo de C'. Como resultado obtemos um [n-1,r|-
codigo C' sobre K. A operacdo encurtamento toma todas as palavras de C' que tém
zero na i-ésima coordenada e remove esta coordenada em cada uma dessas palavras,
obtendo assim um [n-1,1-1]-codigo C” sobre K. Observemos que essas operagoes Sao

analogas as operagoes de remocao e contracao de em uma matroide M.

3.1.3 O Polinémio enumerador de pesos

Seja C' um co6digo linear sobre GF(q). O Polinémio enumerador de pesos A(Cq, z) de
C' é definido por

A(Csq,2) = Z 22,

veC

Se denotarmos por a;, © = 0,1,2,...,n, o nimero de palavras coédigo v € C' que tem

peso 1, entao

A(C;q,2) = Z a;2".
i=0
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3.1.4 Exemplos de Coédigos

Um dos exemplos mais simples de um cédigo linear é um codigo binario, chamado de
Codigo de Repeticao. Este codigo é construido do seguinte modo. Comegamos com
um digito, (0 ou 1), que sdo chamados de digitos mensagens; e anexamos r digitos
arbitrarios, que sao chamados de digitos testes. Assim, obtemos um codigo dee com-
primento n = r + 1. Como o valor de cada digito teste ¢ igual ao valor do digito men-
sagem, este codigo possue apenas duas palavras-codigo, que sao as palavras: (0,0, ...,0)
e (1,1,...,1). Portanto, se denotarmos este codigo por C', o seu o polindémio enumerador
de pesos é

Alz) =1+ 2"

enquanto polinémio de Tutte da matriz associada M (C') é dado por
HM(C)izy) =z +y+y* +9° + . +y +y

Um outro tipo de codigo binario muito conhecido sao os Cddigos de Hamming .
Eles foram a primeira classe de cddigos criados para corregao de erros. Esses codigos
e suas variagoes tém sido bastante utilizados para o controle de erros em comunicagao
digital e sistemas de armazenamentos de dados. Formalmente, definimos um Cédigo
de Hamming de ordem m sobre K = GF(2) como sendo um codigo com matriz teste
de paridade H,, do tipo m X n, cujas colunas sao os elementos de K™ — 0. Note,
que o comprimento n de um Codigo de Hamming é é igual a 2™ — 1 e sua dimensao
k é igual a 2™ — m — 1. Comumente denota-se um Coéddigo de Hamming de ordem
m por [2™ — 1,2™ — m — 1]-c6digo de Hamming. A matriz do Exemplo 3.1 ¢ a
matriz geradora de um [7,4]—codigo de Hamming. Este codigo tem como polinémio

enumerador de pesos, o seguinte polinémio:
A(z) =14+ 72+ 72+ 27
Ja o polindémio de Tutte da matroide associada M (C') é

HM(C);z,y) = a* + 32° + 62 + 3z + Tey + 3y + 49* + .
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3.2 Matroéides e Coddigos

Nesta seccao veremos como podemos associar uma matroéide vetorial a um codigo
linear. Sejam C' um [n,r|-codigo linear sobre GF(q) e G uma matriz geradora de C.
Sabemos que os conjuntos de colunas linearmente independentes de GG sao os conjun-
tos independentes de uma matrdide representével, a matroide vetorial M[G] de G.
Podemos notar que que a matroide M[G] nao depende da matriz G e sim do codigo C'.
Com efeito, sendo G uma matriz geradora de C', efetuando-se operacoes elementares
linha sobre G obtemos uma certa relacao de equivaléncia sobre o conjunto das matrizes
r x n com entradas em GF(q); onde cada uma dessas classes de matrizes corresponde
a um unico codigo linear (a menos de uma equivaléncia entre c6digos) e a uma tnica
matroide vetorial (a menos de isomorfismo) ja que essas transformagoes, como vimos
no capitulo 1, nao afetam a independéncia linear das colunas de GG. Dessa forma, dado
um codigo linear C' com matriz geradora GG, podemos associar-lhe uma matroide, que
¢ a matroide vetorial M[G] a qual denotaremos por M (C') e chamaremos de matrdide
associada ao codigo C.

Sabemos da teoria das matroides, que para uma matroide vetorial de uma matriz do
tipo k x n na forma [I}|A] temos M*[I|A] = M[—AT|I,_.]. Dai podemos concluir que

a matroide associada a C* ¢é isomorfa a matréide M*(C'), a dual de M(C'). Ou seja
M(C*) = M*(C).
Com efeito, para um [n,k|-codigo linear temos
M*(C) = M*[G] = M*[[|A] = M[-AT|L,—4].

Por outro lado,

M(C*) = M[H] = M[-AT|I,,_].

Proposicao 3.5 seja M(C) a matrdide associada a um cddigo linear C' com distdncia

d. Entao, M(C) tem um cocircuito minimal de cardinalidade d.

Prova. Pela Proposigao 3.3, dado um co6digo linear C' com distancia d, quaisquer
conjunto com d — 1 colunas da matriz teste de paridade é linearmente independente

e existem d colunas linearmente dependentes. Segue que M (C*) tem um circuito de
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cardinalidade d e portanto M (C') tem um corcircuito de cardinalidade d. Além disso,
nao existem em H conjuntos com menos de d — 1 colunas linearmente dependentes.

Logo M(C*) nao possui circuitos com menos de d elementos e o resultado segue. W

Proposicao 3.6 Seja C' um [n, k, d]-codigo linear e seja M (C') sua matréide associada

com polinémio de Tutte t(M(C)). Entao
d=n—k+1—mdz{j;b; >0 para algum i > 0}.
Onde b;; € um coeficiente do polinomio de Tutte de M(C).

Prova. Sejam M uma matroide arbitraria e X um circuito minimal de M. Sabemos

que o polinémio gerador associado ao posto de M é

S(M(C);x,y) = Z " (B)=r (X0 IX|=r(X) Z Z ayaiy.
i

XCFE

Como X ¢é um circuito, entdo n(X) =1 > 0. Do fato de X ser minimal obtemos que
r(E)—r(X)=max{r(F) —r(X);3IX CE e n(X)>0}.

Observemos que as expressoes 3X C E e n(X) > 0 podem ser substituidas por a;; > 0

e j > 0, respectivamente. Assim, obtemos a seguinte expressao:
r(E) — r(X) = max{i; a;; > O para algumj > 0}

Como t(M;x,y) = S(M;xz — 1,y — 1), podemos reescrever esta expressao do seguinte
modo:

r(E) —r(X) = max{i; b;; > 0para algumj > 0}.

Usando a Proposicao 2.4 obtemos para a matroéide dual de M, na qual X é um

corcircuito minimal de M, a seguinte expressao:

r*(E) —r*(X) = max{j; b;; > Opara algum: > 0}
Mas, r*(E) =n —k e r*(X) =d— 1. Logo,

n—k — (d—1) = max{j; b;; > Opara algumi > 0}

e entao,

d=n—k+1—méax{j;b;; > 0para algumi > 0}.
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Ja vimos que o polindémio de Tutte da matroide M associada ao [7,4]—codigo de Ham-
ming é t(M(C); x,y) = 2* + 323+ 622 + 3z + Try + 3y +4y? + 3. Como neste polinémio
0 unico termo nao nulo envolvendo as inderterminadas = e y simultaneamente é 7xy
entdo, max{j;b;; > Opara algum¢ > 0} = 1. Logo, pela Proposicao 3.6, obtemos

d=7—-441-1=3. Portanto, a distancia minima do [7,4]—co6digo de Hamming ¢ 3.

3.3 Aplicacoes

Nesta seccao faremos algumas aplicagoes das técnicas T-G aos codigos lineares.
A partir de agora convencionaremos que se W é um susbespaco vetorial de K™, entao
denotaremos por Wy o subespaco consistindo de todos os vetores em W que tém a
primeira coordenada nula; W denotara o espaco vetorial obtido de W removendo-se a

—

primeira coordenada de cada vetor. Assim, quando Wy = W teremos /WO =W.

3.3.1 A relagao entre A(C;q,z) e t(M(C))

O resultado seguinte, o qual segundo Brylawski & Oxley|1]|, é uma das mais profun-
das aplicagoes de técnicas T-G, foi obtido por Greene[l0] em 1976 e mostra que a
distribuicao de pesos das palavras-codigo de um codigo linear é um invariante T-G

generalizado.

Teorema 3.7 Seja A(C;q,z) o polinomio enumerador de pesos de um [n,r[- codigo

linear C' sobre GF(q), cuja matrdide associada é M(C). Entao:

A(Ci.) = (1 2y e(m(oy H D2 L

Prova. Seja f(M(C)) = A(C;q, z). Usaremos a indugao sobre o comprimento de C'
para mostrar que f esta bem definida e é um invariante T-G generalizado para o qual
0 =2zeT1=1— 2z Primeiro vamos mostrar que f estd bem definida quando C' tem
comprimento n = 1. Neste caso a matroide M (C') é composta de um tnico elemento e.
Logo M(C) é um lago ou uma ponte. Seja e um lago, entdao C' tem uma tunica palavra

codigo, que é o zero. Dai

A(C;q,2) = ag?® = 1.
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Agora, suponha que e é uma ponte. Entao C possui ¢ — 1 palavras-cédigo nao nulas

de peso 1 mais a palavra nula. Assim, temos
A(C;q,2) = ap® + a1zt =1+ (g — 1)z
Portanto, concluimos que se C' tem comprimento n = 1 entao

1, se M(C) é um lago,

Fu(e)) - ,
14+ (¢—1)z, se M(C) ¢ uma ponte.

Suponhamos que f estd bem definida para todo C' com comprimento menor que n e
suponha que C' tem comprimento n, onde n > 2. Sejam G uma matriz geradora de C'
e e € E(M(C)) tal que e nao é um lago nem uma ponte. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que e corresponde a primeira coluna de G e que G seja uma matriz
da forma [I,]A]. Considere Gy a matriz obtida de G removendo a primeira linha e a
primeira coluna de G. Notemos que M[Go] = M[G]/e. Considere ainda G a matriz

obtida de G removendo-se a primeira coluna de G. Temos que M[G] = M[G]\e. Note

ainda que @0 e G sdo matrizes geradoras de 60 e , respectivamente. Dai, temos que
M(Cy) =M(C)Je e M(C)=M(C)\e (3.2)

Afirmamos que

1O —Co| =|C = Col. (3.3)

Com efeito, considere agora a aplicagao
qg: C - Co — 5 - 60

definida por g((v1,v")) = v/, ou seja g remove a primeira coordenada de cada palavra-
codigo de C' — Cy. Vamos mostrar que g é uma bijecao. Primeiro note que dado
v' € C — Cp, existe v € GF(q) tal que (v,v") € C' — Cy. Logo g é sobrejetora. Além,
disso dados uy,v; € GF(q), ndo nulos, com u; # vy, temos que (uy,v'), (v1,v") € C'—Cy
sao tais que (u1,v’) # (v1,v’) e no entanto g((uy,v")) = v = g((v1,v")). Mas, neste
caso u; # vp implica em (u; — v1,0) € C. O que é um absurdo. Pois, deste modo,

e seria uma ponte em M (C'). Logo g é injetora e portanto bijetora. Por definigao,
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A(Csq,2) = Zzw(”). Logo,

vel
AC) = 0 g R )
(v1,v")€Co (v1,0")EC—Cy
= Z Zw(v’) + Z Zw(v’)+1
v/e(% (v1,0")eC—Cy

= Z 2200 4 Z 2 por (3.3) temos,

v e® (v1,0")eC—Cy
= Z zw(vl) + z Z Z’UJ(UI)

’U’E@o v’E@—@O
SR EE D O

v'e® v'e® v'edy
= 2 Z 2200 4 (1= 2) Z PRes

v'e® U’E@o
Portanto,
A(C) = zA(C) + (1 — 2)A(Cy). (3.4)

Como C e 60 tém ambos comprimento n— 1, segue da hipétese de indugao e da equacgao
(3.2) que
AC) = f(M(C)) = f(M(C)\e).

~

A(Co) = f(M(Cy)) = F(M(C)/e).
Entao pela equagao (3.4) segue que se e ndo é um lago nem uma ponte
A(C) = 2f(M(C) —e) + (1L = 2) f(M(C)/e). (3.5)

Agora, suponha que e é um lago de M(C'). Entdo a primeira coordenada de cada
palavra-codigo de C' é nula. Logo, A(C) = A(@O). Como Cy tem comprimento n — 1
segue da expressao (3.2),da hipotese de indugao e do fato que f(L) =1 que

A(C) = F(M(C)/e) = L.f(M(C)/e) = f(L).F(M(C)/e) (3.6)

Finalmente, se e ¢ uma ponte de M (C'), entao C' é a soma direta de C com um espago

vetorial unidimensional. Assim, se ¢ € uma palavra cédigo de C', entao podemos escrever
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¢ = (v1,v") onde v' € C. Além disso, temos que ¢ = (0,7") ou ¢ = (v1,v") onde para
cada v’ € C existem q — 1 letras, nao nulas, distintas para ocupar o lugar de v; em c.
Assim,

AC) = ) MO 3 gl

(00")eC (v1,0")eC

_ Z Zw(v/) + (q . 1) Z Zw(fu/)—i-l

v ed v E@

= S 4 (g—1)2 3 )

ved ved

= q—l Zz

ved

= [1+ (¢ - 1)2]A(0).

Como C tem comprimento n — 1 e 1+ (¢ — 1)z = f(P), segue da expressao (3.2) e da

pela hipotese de indugao que
A(C) = f(P)[(M(C) —e). (3.7)

Combinando as equagoes (3.5), (3.6) e (3.7) concluimos pela hipotese de indugao sobre o
comprimento de C' que f estd bem definida. Além disso, as mesmas equacoes implicam
que f é um invariante T-G generalizado. Portanto,segue do Corolario 2.6 que

14+ (¢g—1)z 1)
11—z 'z

MCi0.2) = (1 o)

3.3.2 A Identidade de MacW:illians

O proximo resultado é conhecido como a Identidade de MacWilliams para codigos
lineares. Ela é fundamental para a Teoria dos Cédigos por relacionar o polinémio
enumerador de pesos A(C;q,z) de um coddigo linear C' e o polindémio do seu dual,
A(C*;q, z). Uma prova deste teorema, como a feita por MacWillians, pode ser encon-
trado em [6] e [14], porém utilizando o Teorema 3.7, faremos aqui uma prova mais

simples.
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Teorema 3.8 Sejam A(C;q,z) e A(C*;q,z) os polindmios enumeradores de pesos de

um [n,kf-codigo linear sobre GF(q) e do seu dual C*, respectivamente. Entao,

aese) = A )

Prova. Sabemos que dim(C*) = n —r e que M*(C) = M(C*). Agora, usando o

Teorema 3.7 e a Proposi¢ao 2.4 para calcularmos A(C*; ¢, z) obtemos:

: 17 H(q—_l)z> (3.8)

z 1—2

AC*q,2) = (1 — z)"”"z’"t(M(C)

Agora fagamos
1+ (g—1)z]"
q?"

X =

1—=z
AlC, ¢ ———— .
(Corri ) o
Facamos também

1—=2 1—2=2
T A= 14(g-1)z=
T o1, T itle-bi==

e calculemos A(C; ¢, \) usando o teorema 3.7 novamente. Dai obtemos

A(C;q,\) = (1— /\)T)\”‘Tt(M((J); w %)

substituindo na igualdade (3.9) temos

1—z\"
oo B et

X = (%)n—(l ;f)n (1 - (o) LA +1(q_—Al)A7 5 W)

Agora, para facilitar nossos calculos iremos determinar separadamente as expressoes

1 1 — 1A
1= A, " e —i_l(qf)\) Assim, obtemos:
1—=z qz

1—-A=1- = ;
1+(¢g—1z 14(¢g—1)z

I 1+(¢—1)z

A 1—2z 7

I+ (g—1X 1

1-x 2z
Substituindo os resultados obtidos na igualdade (3.10) obtemos
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o= () S ) () e

P G Z)nz]ﬂr(l + (g - DZ)%(M(C);E 1+ (q¢— 1)2)

1+ (g—1) 1—2 21—z
X =(1- z)”‘%%(]\/[(()’); 2, %ﬁ)

Finalmente, combinando esta ultima equagao com as equagoes (3.8) e (3.9) chegamos

ao resultado desejado. Ou seja

A(C"q,2) = L (qqr— 1)Z]HA<O;9, Hl(q——_zl)z>

|
Usaremos o Codigo de Repetigao Binédrio C' de comprimento n = 5 para exemplifi-
carmos os teoremas 3.7 e 3.8. Sabemos que neste codigo ¢ = 2 e r = 1. Logo, pelo

Teorema 3.7, temos

A(C52,2) = (1 - z)lz4t<M(0). 1+2 1>

12"z
Sabemos também, que o polindmio de Tutte da matréide associada a este codigo é
tM(C)sa,y) =2 +y+y* +y° +yt

Logo,

A(C,2,2) = (1—2)1z4t<M(C)-1+Z 1)

"1—2"2

1+2 1 1 1 1)

= (1— 4< T T
( 2)2 1—2z =z z2+z3+z4

= (1+z)z4—|—(1—z)<z3+z2+z+1>

= 1+ 2°.

Embora o Cédigo de Repeticao Binéria tenha apenas duas palavras-codigo e portanto
tenha um polinémio enumerador de pesos simples, 0 mesmo nao ocorre com o seu dual

C*. De fato, C* é um [5, 4] —co6digo linear e portanto tem 2% = 16 palavras-codigo. Uma
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maneira de fazer a distribuigao de pesos de C* é encontrar as suas 16 palavras-codigo
e calcular o peso de cada uma delas. No entanto, como ja dispomos do polinémio
enumerador de pesos do C', usaremos a Identidade de MacWillians para obtermos, de
forma mais simples, o polindmio enumerador de pesos de C*. Deste modo, usando o
Teorema 3.8, obtemos

AC*2,2) = —A(C; 2, %)

- S

(14207 + (1= 2]

DN | —

= 1410224524

3.3.3 Relacao entre o problema critico e cédigos lineares

Outro trabalho pioneiro na teoria dos invariantes de matréides de codigos lineares foi
desenvolvido por Dowling [10] em 1971. Ele mostrou que um problema fundamental
em Teoria dos Codigos, o de encontrar a maior dimensao r possivel para um codigo
linear sobre GF(q) de comprimento n e distancia pelo menos d, é um caso especial do
problema critico para matroéides.

O problema critico foi desenvolvido inicialmente para Teoria dos Grafos como sendo
o seguinte: encontrar o menor inteiro positivo tal que xr(A) > 0, onde xr(\) € o
polindomio cromdtico de um grafo I' na indeterminada A. Este problema foi adaptado
para matroides por Crapo e Rotalll|, onde as cores foram substituidas por vetores
sobre um corpo finito de ordem ¢ e, o problema passou a ser o seguinte: dada uma
matrdide vetorial M sobre GF(q) encontrar o menor expoente inteiro positivo d para o
qual p(M;q%) > 0, onde p € o polinémio caracteristico de M. Seja uma E um conjunto
de vetores sobre o espago vetorial V(n, ¢), o qual denotaremos apenas por K", e sejam
M (FE) a matroide vetorial de E. Considere uma k-upla (f1, ..., fx) de funcionais lineares
sobre K, ou seja

fi: K" — K.
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onde i = 1,2, ..., k. Dizemos que uma k-upla (f1, ..., fx) de funcionais lineares distingue
E se
{ve K" fi(v)=0,V 1<i<k}NE=0g.

Sabemos da algebra linear que o conjunto {v € K"; f(v) = 0} é o nicleo de f o qual é
k

denotado por kerf. Assim, temos que {v € K"; fi(v) =0,V 1<i<k}= ﬂ ker f;.
i=1

Logo, podemos dizer que (fi, ..., fx) distingue E se

(kerf)NE = 2. (3.11)

i=1
O proximo resultado fundamental é conhecido como o Teorema C'ritico e foi obtido por

Crapo e Rota em 1970. Denotaremos por £(M) o reticulado de conjuntos fechados da

matroide M (FE) citada anteriorente.

Teorema 3.9 Seja E um subespago de dimensao m do espaco vetorial K", e seja d
um inteiro positivo. O numero de d-uplas de funcionais lineares que distinguem E €

igual a (¢*)""p(M(E),q%).

Prova. Primeiro observemos que, dado X C K" com dimX = s, o numero de apli-
cacoes lineares f : K" — K% cujo nicleo contém X é ¢¥"%). Com efeito, dada

{p1, ..., s} uma base de X podemos completa-la até obter uma base de K™ , digamos

{plv <oy Psy Ps+1, 7pn}

Definamos f : K™ — K% tal que f|x = 0. Assim, temos que X est4 contido no ntcleo
de f, ou seja X C kerf. Agora contemos quantas sao as aplicacoes f de K™ — X em
K?. Note que para cada p;,i = s+ 1,...,n temos ¢¢ possiveis valores para f(p;). Assim

, pelo principio fundamental da contagem temos

¢ x g x ox gt = g?ns).

N

'
n—Ssvezes

Agora, para cada subconjunto F' de K™, denotemos por v(F') o ntimero de aplicagdes
lineares f : K™ — K tais que EN Kerf = F. Note que E N Kerf = F ¢é fechado
em M(FE). Ou seja F' pertence ao reticulado de conjuntos fechados L£(E) de M(E).

Temos portanto, que para cada X € L(E)



Fazendo a inversao de Md&bius, temos que
v(X) =) (X, F)(gh)
F>X

Fazendo X = 0 = Cl(2), temos

v(0) = > pp(0,F)(g"rmE)
FeL(E)

Como dimF = m + (—m + dimF’), temos que

qd.nq—d.dimF — qd.nq—d.qu.mq—d.dimF — (qd)n—m<qd)m—dimF'

E dai,
v(0) = Z 1e(0, F)(gh) " (g4)m—dimE

FEL(E)

Como, m,n e d sao constantes, segue que

v(0) = (¢)"™ D w0, F) (g mE
FEL(E)

0(0) = (@ S0 (0, F)(gy -

FEL(E)

Logo,

Portanto, concluimos que o ntimero de funcionais lineares f tais que E N Kerf = & é
igual a (¢?)"""p(M(E), ¢%). No caso em que o vazio nao ¢ fechado, ou seja, M (E) tem
um lago, temos que E N Kerf # &, e portanto nao existe um conjunto de funcionais
distinguindo FE. ]
Segue do teorema critico que para uma matréide M (E), p(M(E),¢*) >0,V k€ Z*.

Seja M uma matroide vetorial. O expoente critico ¢(M;q) de M é definido por

(M:q) 00 se M tem um lago
c\Miq) = ,
min{j € N;p(M;¢’) > 0} do contrario

Segue do teorema critico que
c(M;q) = min{j € N;p(M; ¢*) > 0, para todo inteiro k > j}.
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Sabemos da Algebra Linear que o ntcleo de um funcional linear ¢ um hiperplano. Logo

temos o seguinte

Corolario 3.10 Seja E — {0} um subconjunto nao vazio de um espago vetorial K.

Entao,

c(M;q) = min{j € N; K"tem hiperplanos Hy, Hs, ..., H, tais que (ﬂle Hi) NE=go}.
= min{j € N; K" tem um subespago de dimensao n — j que tem intersec¢ao

vazia com E'}.

Chamamos de bola perfurada de Hamming, H,(n,d — 1), ao conjunto de todos os
vetores nao nulos de V(n, ¢), tais que o nimero de coordenadas nao nulas é menor ou

igual a d. Ou seja,
Hy(n,d—1) = {v € V(n,q);0 < w(v) <d}.

Proposicao 3.11 C' é um codigo linear de comprimento n e dimensao mdxima, com
distancia pelo menos d, se e somente se, C' € um subespaco de V(n,q) de dimensdo

mdzima que ndo contém nenhum membro de H,(n,d —1).

Prova. C ={v e V(n,q);w(v) > d} U{0} <= CNH,(n,d—1) = 2. u
A proposi¢ao acima nos permite concluir que o problema de encontrar a dimensao
méxima de um cédigo linear com distancia maior ou igual a d é equivalente ao problema
de encontrar o expoente critico da matréide vetorial sobre H,(n,d — 1). Enunciamos

este fato no seguinte teorema:

Teorema 3.12 Seja r a dimensiao mdzima de um codigo linear sobre GF(q) de com-
primento n e distdncia maior ou igual a d e seja ¢ o expoente critico da matroide

vetorial sobre Hy(n,d —1). Entior =n — c.

Prova. Seja M a matroide vetorial sobre Hy(n,d — 1) e ¢ o seu expoente critico. Pelo

Corolario 3.10
¢ =min{j € N;V(n, ¢) tem um subespago W de dimensaon—j tal que WNH,(n,d—1) = &}.

Como C' N Hy(n,d—1) = . Segue que r =n — c. u

Seja {vy, vy, ..., v, } uma base do espago vetorial V' (n, q) e denote por GF(¢q)* o grupo
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multiplicativo de GF(q), ou seja, GF(q) — {0}. Chamamos de geometria de Dowling,
e denotamos, por Q,(GF(q)*), a matroide simples de posto n , obtida restringindo-se

a matroide sobre V' (n, q) ao conjunto
{vi,v2, ., v} U{v; +avj;1 <i<j<neaec GF(q)"}.

Proposicao 3.13 Seja G,(n,d — 1) a simplificagio da matréide sobre H,(n,d — 1).
Entao Gy(n,2) = Qn.(GF(q)").
Prova. De fato,
Gy(n,2) = {veV(nq);0<w(v) <2}
= {v,v9, .., U{vi+av;;1<i<j<neaecGF(q)"}
= Qu(GF(q)").
|

Uma maneira de resolver o problema critico para cédigos lineares é calcular explicita-
mente o polindmio caracteristico da matroide de Dowling. G(m,n). Mas, em geral isso

nao é facil, exceto nos casos onde m = 1,2,n — 1. Como referéncia para um estudo

mais aprofundado dos resultados originados do trabalho de Dowling, indicamos [7] e

[10].

3.3.4 Uma aplicagao aos cédigos binarios

O Proximo resultado ¢ um invariante T-G para codigos binarios. Este invariante foi
descoberto para grafos por Rosenstiehl e Read [13] em 1978, e Jaeger [12] em 1989

notou que poderia ser extendido para matréides binarias.

Teorema 3.14 Seja C' um cddigo bindrio de comprimento n. Entao,
HM(C); —1,—1) = (—1)"(~2)m(ene),

Além disso, [tM(C); —1,—-1)| = |C N C*|.

Prova. Seja h(M(C)) = (—1)™)(=2)%m(CNC") " Usaremos a inducio sobre o com-
primento n(C') de C' para mostrar que h é um invariante T-G bem definido. No caso
n(C) = 1, temos que a matriz geradora de C' possui uma tnica coluna e portanto a

matroide M(C) é um lago ou uma ponte. Se M(C') é um lago, entdao o codigo C' é
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formado apenas pela palavra-codigo nula. Logo C' N C* = {0}. Agora, se M(C') é uma
ponte, entdao M*(C') é uma lago e neste caso o cddigo dual de C' é quem ¢é formado
apenas da palavra-codigo nula; e novamente temos C' N C* = {0}. Logo se M(C) é um

lago ou uma ponte, temos C' N C* = {0} e portanto dimC NC* = {0} e
BM(C)) = (~1)'(~2)° = —1.

Por outro lado, sabemos que para as matréides L e P que sao formadas apenas por

um lago e uma ponte, respectivamente; temos:
t(L;—1,-1) =t(P;—1,-1) = —1.

Logo, concluimos que para h estd bem definida para n(C) = 1.

Vamos assumir, que h esta bem definida para n(C') < m e consideremos n(C) = m > 2.
Daqui por diante denotaremos o conjunto C NC* por B = B(C'). Lembramos ao leitor
que C denota o codigo obtido removendo a primeira coordenada em cada palavra-
codigo de C' e Cy denota o coddigo formado pelas palavras-codigo de C' que tem primeira
coordenada nula.

Seja e um elemento da matroide associada a C' que nao seja um lagco nem uma ponte.
Vamos assumir, sem perda de generalidade, que e corresponde a primeira coluna de

uma matriz geradora de C. Note que que se v € C , entao
(1,v) e (0,v) ndo pertencem simultaneamente a C'. (3.12)

Pois, do contrario (1,v) + (0,v) = (1,0) € C. Assim, e seria uma ponte de M (C). O

que seria uma contradicao. Agora observe que
B = By ou para algum vetor x com primeira coordenada 1, B = By + (x). (3.13)

De fato, se para todo x € B tivermos (0,z) € C entao todos os vetores de B devem
ter a primeira coordenada nula e portanto B = Bjy. Caso seja B # B, entao deve
existir um vetor z = (1,y) com primeira coordenada 1 tal que (0,y) ¢ C e portanto
B = By + (z).

Daqui por diante adotaremos a seguinte notagao
C—e=CeCle=C.
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Afirmamos que

—

(€)= (C)y. (3.14)

—

Com efeito, se © € (C*), entao para todo (yi,vy’) € C, efuando o produto interno
candnico, obtemos

(y1,9).(0,2) =0= ¢z =0.

—

Como y' € C concluimos que z € (C)*. Logo (C*)y < (C)*. Por outro lado, se
z € (C)* entdo para todo y € C obtemos 2.y = 0. Como y € C, temos que (1,y) € C
ou (0,y) € C. Afirmamos que (1,z) ¢ C*. De fato, suponha que (1, z) € C* e considere
(1,y) € C. Assim, efetuando o produto interno (1,z)-(1,y) obtemos 1+zy = 0. Como

xy = 0, obtemos 1 = 0. Um absurdo. Logo a primeira coordenada de x é o 0 e portanto

— — —~ —

z € (C*),. Logo, (C) C (C*),o- E entao (C)* = (C*),.

As expressoes (3.12) e (3.14) nos possibilita fazer a seguinte anélise:

Sex € B(C—e)=(C—e)N(C—e)*=Cn (6?)0, entdo (0,z) € C* enquanto que ou
(0,z) € C ou (1,z) € C. Dualmente, se y € B(C/e) = (C/e) N (C/e)* = Co N (Co)*,
entdo y € Cy e (0,y) € C, enquanto que ou (0,y) € C* ou (1,y) € C*, mas nio ambos.
Pois do contrario (0,y) + (1,y) = (1,0) € C*. Logo e seria uma ponte de M(C*) e
portanto um lago de M (C'). Uma contradigao.

Lema 3.2 Os itens (i) e (ii) abaizo sao mutualmente exclusivos.

(i) para algum x € B(C —e),(1,z) € C e entao B(C —¢) = By + (x);

~

(11) para todo x € B(C' —e),(0,z) € C e B(C —e) = By.

Prova. Suponha que para todo z € B(C' —¢) (0,z) € C logo, por (3.12) (1,z) ¢ C e
B(C) é formado apenas por vetores com primeira coordenada nula. Ouseja, B(C) = By
e Portanto B(C'—¢) = By. Por outro lado, se para algum vetor z € B(C'—e), (1,z) € C
entao por (3.12) (0,z) & C, logo, = ¢ By o que implica B(C' —e) # Bo. Portanto,
B(C —¢) = By + (). u

Por dualidade, provamos o seguinte:

Lema 3.3 Os itens (i) e (ii) abaizo sao mutualmente exclusivos.

(i) para todo y € B(C/e), (0,y) € C* e B(C/e) = By; ou
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(i) para algum y € B(C/e)talque(1,y) € C* e B(C/e) = By + (y).
Lema 3.4 Sao equivalentes as afirmagoes:
(1) B =B,
(2) (1,0) € B*
(3) (1,0) e (CNC*)*=C+C*
(4) para algum z
(@) (1,2) € Ce(0,z) € C*; ou

(b) (1,z) € C*e(0,2) € C.

Além disso afirmamos que (4-a) e (4-b) nao ocorrem simultaneamente.

Prova. (1)= (2) B= By = Vx € B,z = (0,v) para algum v € B. Logo (1,0) € B*.
(2)= (3)(1,0) € B* = (1,0) € (CNC*)*=C+ C*.

(3)= (4)Por hipotese (1,0) & C*, pois do contrario e seria um lago de M*(C'). Além
disso se para algum z € C, (1,2) € C; entdo (0,2) € C. Como (1,0) € C + C*. Logo
(0,2) € C* e (a) ocorre. Analogamente, se (0, z) € C entao (1,z) € C* e (b) ocorre.
(4)= (1)Suponhamos que B # By, entdo existe 2 € B tal que (1,2) € B. Como (4)
vale temos que (1,0) € B*. Dai, (1,2).(1,0)=0=14+0=0=-1=0. Um absurdo.
Por fim, para mostrarmos que (4-a) e (4-b) ndo ocorrem ao mesmo tempo, suponha
que para algum z; e zy quaisquer tivermos (1,21) e (0,22) € C; e (0,21) e (1,22) € C*
entao

(1721).(1,22) =0=14+2120=0= 2129 =1
(0,21).(0, 2’2) =0=0+2120=0= 2120 =0

Donde obtemos 1 = 0. Um absurdo. Portanto, (4-a) e (4-b) sdo mutualmente exclu-

SIVOS. [ ]

Lema 3.5 Suponha que dimB = k, entao um dos itens (i), (ii) e (iii) abaizo deve

(i) dim B(C-e) = dim B(C/e)

(i) dim B(C-e) = k+1 = dim B(C/e) =k
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(1ii) dim B(C-e) = dim B(C/e) = k+1

Prova. Suponha que B # By. Afirmamos que (i) no Lema 3.2 nao pode ocorrer. Do
contrario, (1,x) € C e (0,z) € C* o que implica (1,z) + (0,z) = (1,0) € C + C* e
pelo Lema 3.4, B = B;. Contradi¢ao. Logo, se B # By, ocorre (ii) no Lema 3.2 e
portanto B(C' — e) = By. Dualmente, B(C/e) = B,. Portanto

dim(B(C — e)) = dim(B,) = dim(B(C/e)).
Como B # By, pela expressao (3.13)
dimB = dimBy + 1 = dimBy + 1.

Logo
k=dimBy+1= dimBy=k—1.

Portanto,

dimB(C —e) = dimB(C/e) =k — 1

e o item (i) deste lema ocorre.

Agora vamos assumir que B = By. Entao, (4-a) ou (4-b) ocorre. Suponha que (4-a)
ocorre. Dai, temos que para algum z, (0,z) € C e (1,2) € C*. Logo, z € B(C —e).
Entéao, pelo item (i) do Lema 3.2 temos que B(C' —e¢) = By + (x). Logo,

dimB(C — ¢) = dimBy + 1 = dimBy + 1 = dimB + 1.

Ou seja

dimB(C' —e) =dimB+1=Fk+ 1.

Além disso como (4-b) nao ocorre, o Lema 3.3 implica que
B(C/e) = By.
Logo dimB(C/e) = dimBy = dimBy = dimB ou seja
dimB(C/e) = dimB = k.

Portanto, se (4-a) ocorre, entao o item (i) deste lema vale. Por dualidade, se (4-b)

ocorre, entao vale o item (%iz). Concluimos assim que um dos itens (i), (i) e (ii1) deste
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lema deve ocorrer. [ |

Em cada caso, podemos facilmente verificar que

(_1)n(_2>dimB _ (_l)n(Cfe)(_2)dimB(Cfe) + (_1)n(0/e)(_2>dimB(C/e).

Logo, como n(C' — e) = n(C) — 1 < m segue da hipotese de indugdo, que se e nao é

um lago nem uma ponte de M (C'), entao
(=1)"O(=2)%mB = b (M(C — e)) + h(M(C/e)) (3.15)
Agora suponha que e seja um lago ou uma ponte de M (C'). Entao
6:60:>C—e:C’/e

e deste modo cada palavra-codigo em C'NC* tem a primeira coordenada nula. De fato,
se e € um lago ou uma ponte; ou a matriz geradora de C' ou a matriz geradora de C*

tém a primeira coluna nula. Considere entdo, (0,z) € C' N C*. Afirmamos que
r€B(C—e)=(C—e)N(C—e)"=CnNCH.

Suponha, por absurdo, que x ¢ 6ﬂ6’\*0. Entao, (0,x) ¢ C*. O que é uma contradigao.
Logo, [(C' —e)N (C — e)*| = |C' N C*| e portanto,

dimB(C — e) = dimB(C).
Assim,
(1)) (=2 — (1)) ()BmBO=) (1) (1) () B
Como n(C' —e) = n(C) — 1 < m, segue da hipotese de indugao que
(=) (=2) B = (M (C) —e).

Logo,
(=)@ (=) = KM (C) — e),
(~D)(=1)" (=2 — (M (C) = o),

(=1 (=2 — (~)h(M(C) - o).

60



h(P)h(M(C) —e), se e ¢ uma ponte
R(L)h(M(C) —e€), se e ¢é um lago.

Da equagdo anterior juntamente com a (3.15) concluimos que h é um invariante T-G

bem definido com h(I) = h(L) = —1. Segue do Teorema 2.2 que
WM(C)) = t(M(C); h(P), h(L)) = t(M(C); =1, =1).

Portanto,

Corolario 3.15 Seja C' um cddigo bindrio. Entao C N C* € trivial se e somente se

M(C) tem um nimero impar de bases.

Prova. Seja M uma matroide qualquer. Note que se avaliarmos ¢(M;1,1) et(M;—1,—1)
modulo 2, obtemos o mesmo resultado. Lembramos também que pelo item (i) do
Teorema 2.7 t(M;1,1) é o namero de bases de M. Agora, suponha primeiro que
CNC* = 0. Entao, pelo Teorema 3.14 |t(M;—1,—1) = |C N C*| = 1. Recipro-
cramente se M(C') tem um numero impar k de bases, entdo avaliando ¢(M;—1, —1)
modulo2, obtemos

t(M;1,1) = kmod2 = 1.

Logo,|t(M;—1,—-1) =1=|CNC* =1 e portanto C N C* = {0}. n

Considere um codigo binario C' de dimensao r. Fazendo (¢,z) = (4,1) no Teorema

3.7 e usando o Teorema 3.14, obtemos
or+dim(CNC™) _ e, — il (3.16)

Onde ¢, e ¢; sao os nimeros de palavras codigos que tém peso par e impar, respec-

tivamente, no codigo linear sobre GF(4) que é gerado por C. De fato, avaliando o
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polinémio enumerador de pesos em z = 1

=0
= D a1+ > a(-1)
iépar iémpar
= ¢, — G (3.17)

Por outro lado, usando o Teorema 3.7, obtemos
A(C;4,1) =2"(-1)""t(M(C),—1,-1) (3.18)
Logo, igualando as expressoes (3.17) e (3.18), obtemos
"= M(C), -1, —-1) = ¢, — ;.
Calculando o modulo desta expressao, e usando o teorema 3.14, obtemos
2" (M(C), =1, =1)| = |cp — ci| = 2"|CNC*| = |e, — ¢4

Como |C N C*| = 2%m(C' N C*). Entao

dim(CNC*
rodim )= e, —ci

e portanto

2r+dim(CﬁC*) _ |Cp . Ci‘-

Uma consequéncia da igualdade (3.16) é que C' C C* se e somente se, no codigo sobre
GF(4) que é gerado por C, todas as palavras-codigo tém peso par. Com efeito, se
CCCr=CnNC*=C = dim(CNC*) =dimC = r. Logo, usando a igualdade
(3.16), 21" = |¢, — ;| = 4" = |, — ¢i|. Mas, 4" = |C| = |C| =|cp — | = ¢ =
0 = |C| = ¢,. Reciprocramente, se |C| = c,.Como |c, — ¢;| = 2r+dm(CnC) ¢ . = ()
temos |c,| = 2/FHMCNCY) — gr = or+dim(CNCY) — 9p = r 4 dim(C N C*) = 1 =

dim(C N C*). Como dimC =r e CNC* C C entdao C' C C* e portanto C' C C*.
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Em contraposi¢ao aos codigos binarios, se C' é um codigo linear sobre GF(q) para
g > 4 entao dim(C' N C*) nao é, em geral, um invariante de matroides. Por exemplo,

considere a seguinte representacao de Us 4 sobre GF(13) onde a nao pertence a {0, 1}.

1 011
011 a
Podemos checar que
, 1, sea € {6,8}
dim(CNC*) =

0, do contrério
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