Resumo

Neste trabalho, mostramos a existéncia de solugao para o seguinte problema

—Au= f(x,u), £,
u = 0, 011,
conhecido como um problema de Dirichlet nao-linear.

As principais ferramentas s@o os Teoremas de Deformacao, Passo da Montanha e os

Métodos de Minimizagao.



Abstract

In this work, we show the existence of solutions for the following problem

—Au= f(x,u), £,
u = 0, 011,

known how the nonlinear Dirichlet of problem.
The main tools used are the Deformation, Mountain Pass Theorems and the Minimi-

zation of Methods.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucao fraca para um problema de

Dirichlet nao-linear

—Au= f(z,u), Q
u = 0, 09,

(1)

onde Q@ C RV, (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave e f : @ x R — R
é uma funcao carathéodory, isto é, que verifica
8] f(z,-) é continua q.t.p x € 2

9] f(-,t) é mensuravel.

Sabe-se que encontrar solugoes fracas para o problema acima, equivale a encontrar

pontos criticos do funcional energia I : H}(2) — R definido por

1) = 3 [ (19uf = o).

onde F(z,t) = [} f(x,2)dz.

Nesta dissertagao vamos utilizar os métodos variacionais para determinar solu-
goes fracas para o problema (1). Mostramos a existéncia de solugdo nao-nula para o
problema (1) segundo os trabalhos de Ambrosetti-Rabinowitz [2] e Martin-Zou [20].

No Capitulo 1, estudamos regularizacao da solu¢ao do seguinte problema

—Au= ax)u, 9,
U= 0, 09,

onde Q C RY, (N > 2) ¢ um dominio limitado com fronteira de classe C**, 0 < pu < 1

ea€ LX(Q).
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Dando continuidade, provamos duas versoes do Teorema de Deformacao segundo os
trabalhos de Costa [5], Rabinowitz [18] e Willem [21], que ser@o ferramentas importan-
tes na demonstracao de duas versoes do Teorema do Passo da Montanha. Nos capitulos
posteriores, vemos que quando um funcional satisfaz as hipdteses do Teorema do Passo
da Montanha, encontramos um ponto critico para este funcional, e portanto, a solucao
do problema eliptico ao qual ele esta associado. Na se¢ao final do capitulo 1, provamos

dois resultados referentes ao estudo do funcional semicontinuo inferiormente.

No Capitulo 2, mostramos a existéncia de solu¢ao nao-nula para o problema
(1). Consideramos as seguintes hipoteses sobre f :

[2.1] Existem constantes ¢, co > 0 tais que
1f(z,t)| <ecr+clt]’, VoeQeteR,

0nde0§s<%,seN23,ous>1,seN:2;

[2.2] f(x,t) =o(|t]) quando t — 0, V z € Q;

[2.3] Existem constantes > 2 e r > 0 tais que
t
0<pF(et) <tf(et) ¥ o€ 2 Flot) = [ flade
0
Observe que a hipotese [2.3] é conhecida como a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz.

Usando essas hipoteses, mostramos a existéncia de uma solugao nao-nula para o

problema (1) via Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz.

No Capitulo 3, na primeira secao mostramos a existéncia de solu¢ao nao-nula
para o problema (1) com as seguintes hipoteses sobre f :

[3.1] A funcado f(z,t) satisfaz
(@, )] < 87+ 1,

0ndel§s<%,seNE3,ous>1,seN:2;

[3.2] f(z,t) = o(|t|’) quando [t| — +o0, V z € Q;

[3.3] Existem d > 0 e um A < A tais que
26 (x,t) < M2, |t| <6, x€Q,
onde \; ¢ o autovalor associado a autofungio ¢; para o operador (—A, H}(Q2)) e

F(z,t) = /Otf(x,z)dz;



[3.4] Existe uma fungao W € L= () tal que
F(x,t
Wi(x) < (tx2, ) — 00 quando t — oo, z € ()
ou
F(x,t
W(z) < (;’ ) — 00 quando t — —oo, x € €

[3.5] Existem constantes u > 2, C > 0 tais que
[WF (z,t) —tf(x,t)] < O{H*+1), teR, z€Q.

O método utilizado aqui, consiste em aplicar um teorema devido a Willem [21], deno-
minado Teorema do Passo da Montanha sem a condicao Palais-Smale.

Observamos que a diferenca do Capitulo 2 para a primeira secdo do Capitulo 3,
refere-se as hipoteses sobre a nao-linearidade. Substituimos a condigao [2.2] por [3.2],
e acrescentamos as hipoteses [3.3] e [3.4]. E importante notar que a hipotese [3.5] é
uma condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz mais geral do que a anterior, dada por [2.3].

A hipotese [3.5] garante que

(MF(JI,t) - tf(l‘,t))

pode assumir valores positivos, nulos e negativos, enquanto que, por [2.3], o mesmo

termo é menor ou igual a zero.

Finalmente, na tltima se¢ao consideramos o problema néo-linear (1) com as se-
guintes hipoteses sobre f :

[3.1] A fungao f(z,t) satisfaz
(@, )] < Jt7 + 1,

0ndel§s<%,seN23,0u5>1,seN:2;

[3.2] f(x,t) =o(|t|") quando |t| — +o0, V z € Q;

3.6] Existem um 6 > 0 e um A > ) tal que
[3.6]
2F(x,t) > S\tz, [t| <6, v€Q

e

3.7] Existem uma funcio W € L= (Q) tal que

W(z) > P(x,t) — —oco quando [t| — 400, x €



onde
1
P(z,t) = F(x,t) — §A1t2;
[3.8] Seja
2F (x.t
‘l|im sup% < a(x) < Ay,
t|—o0

uniformemente em z € Q, onde € L>*(Q2) e 0 < a(z) < A sobre um conjunto de

medida positiva.

Nestas condigoes, usando Métodos de Minimizagao mostramos a existéncia de

uma solu¢do ndo-nula para o problema (1).

Finalmente, nos Apéndices sao encontrados os principais resultados utilizados nos

capitulos anteriores.

No apéndice A fazemos uma descrigao do espectro para o operador (—A, H}(Q2))
no caso do problema homogéneo de Dirichlet, em seguida, estudamos algumas propri-

edades dos autovalores do Laplaciano.

No apéndice B, ha varios resultados de Analise Funcional, Teoria da Medida e
de Equagoes Diferencidveis Parciais sao apresentados sem demonstragao, mas com as

referéncias onde podem ser encontrados.
Notacgoes

Vamos fixar algumas notagoes que usaremos no decorrer do nosso trabalho.

Seja 1 < p < oo. Consideraremos LP(2) como o espaco vetorial de todas as

fungoes mensurdveis u, definidas em 2, tais que
/ u(z)|? dz < oo,
Q

com norma ||-|| ,» ., dada por

1/p
el = ( / |u<x>|pdx) .

Para o caso particular, p = 2, esse espago ¢ de Hilbert, com produto escalar dado por

(U, V) 20y = /Qu(x)v(x)dx, Vo u,v € L*(Q).
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Consideraremos L>(£2) como o espago vetorial de todas as fungdes mensurdveis

que sao limitadas quase sempre em ). Ou seja,

feL®Q) < existe C >0 tal que |f(z)] <C ¢q.s em €,
com norma ||| o q) dada por
[l ooy = mE{C; [f(2)] < C qtp em Q}.

Seja m € N. Representamos por W™P(Q) os espagos de Sobolev, munido com a

norma

1/p
TIPS AT S R
@ 1<|j<m 7 &
onde j = (j1,J2, -+ .jn) € NV, || = ZN_ljr e DV = ——— o — ¢ o operador
" 0%y -+ 0N

derivada fraca.
Quando p = 2, para simplificar a notacao, denotaremos estes espacos de Sobolev por
H™(2) com norma

1/2

il = | [P e+ Y [ Dl as
Q Q

1<]jl<m

Ja por H}(Q) representamos o espaco Wy 2(Q) := CgO(Q)lHIm’Q;Q com norma

full = [ [vuaz),
Q

(u,v) = / VuVudz, V u,v € Hy(Q).
Q

induzida pelo produto interno

1 1
Representamos por W="4(Q), com — + — = 1, o dual topoldgico de W3"*(2), com
p q

norma ||-|| dada por

—m,g;

|7

- ).
—m,q;2 Sup ‘ < Y

||90Hm,q;9§1

Dizemos que uma funcio u : Q — R € Hélder continua de expoente i, 0 < pu <1,

se

HM[U} = sup |’LL<£IZ'> — u(y>|

< +00.
oAy T — yl”
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Seja k um inteiro. Designamos por C**(Q) o espago das fungdes reais cujas
derivadas possuem extensoes continuas em ) até a ordem k e suas k-ésimas derivadas
sao uniformente Holder continuas em €2, com expoente de Hélder p, 0 < p < 1. Esses

espacos sao munidos com as normas

full,, = || D’ | o +ZHM [Diu]

lil<k li|=F

Dizemos que Q € um dominio limitado com fronteira de classe C**(Q), se para
todo x € T existe uma vizinhanca U de x no RN e uma aplicacio H : Q — U bijetiva

tais que

HeC*™Q), H'eC*{U), HQy)=UNQ e H(Q)=UNT,

onde

RY = {z = (z*,zy);xn > 0},
Q={x=(z"an);|z*| <1 e |zy| <1}
Q+ =QNRY

Qo ={z = (2", zn);|z*| <1 e xy =0}.

Denotaremos por C,Cy,Cy, -+ , K, Ky, Ky, --- , M, constantes reais positivas.



Capitulo 1

Reguralizacao, Teoremas do Passo da

Montanha e Funcional s.c.1

Neste capitulo iremos demonstrar um resultado de Regularidade e duas versoes
do Teorema do Passo da Montanha segundo os trabalhos de Ambrosetti-Rabinowitz

[2] e Willem [21].

Finalmente vamos demonstrar alguns teoremas envolvendo o funcional s.c.i que

serao usados no decorrer do nosso trabalho.

1.1 Reguralizagao

Nesta se¢ao vamos demonstrar um resultado de regularidade, que sera de grande

utilidade mais adiante.

Considere o seguinte problema:

—Au= «ax)u, Q,
U= 0, 09,

(1.1)

onde  C RY, (N > 2) ¢ um dominio limitado com fronteira de classe C%#(2),
O<pu<leacL™Q).

Definigao 1.1 Uma solugdo fraca para o problema (1.1) é uma fungdo u € H}(Q) que
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verifica

/Vqudx:/a(:c)uvd:c, V v e Hy(Q).
Q Q

Usando a teoria dos espagos LP(£2), a teoria de Schauder das equagoes elipticas e

as imersoes de Sobolev, conseguimos obter o resultado de reguralizagao que segue:

Teorema 1.1 Seja u € H} () uma solugdo fraca do problema (1.1), entao
u € CH(Q) se a € L™(Q).

Além disso, se au € C%(Q), temos u € CHH(Q).

Demonstragao:

Parte I:

Inicialmente vamos mostrar o resultado para N > 2.

N
Como, 1 < 5 euE H}(Q), segue-se dos Teoremas de Imersao (Ver Teorema

B.14, item i Apéndice B), que u € L* (Q). Logo au € L? (Q), pois a € L®(Q).

2
Seja 1 <o <2*—1. Como — < 2%, tem-se (Ver Teorema B.19, Apéndice B)
o

L¥(Q) — L% ().
Portanto, escrevendo p; = —, temos
o

au € LP*(Q).

Consequentemente (Ver Teorema B.20, Apéndice B)

u € WPL(Q).
1° Passo:
Analisaremos os seguintes casos:
N
1° Caso: N —2p; <0 (— < 2)
b1
Como
u € WPL(Q),

resulta das imersoes compacta (Ver Teorema B.16, item iii Apéndice B), que

u € C'(Q).
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Donde concluimos que

we L"(Q), ¥V r>1.

Logo,
au € L"(Q2), pois a € L™(Q).

Como r < r, entdo (Ver Teorema B.19, Apéndice B)
o
L'(Q) — L-(Q), para r > o.

Portanto,

au € Lo(Q) com r > o.

Consequentemente (Ver Teorema B.20, Apéndice B)

uwe W5 (Q), com r > 0.

E possivel escolher 0 tal que 0 < ] < 1. Portanto da imersdo de Sobolev (Ver
o Tro/O

Teorema B.15, item iv Apéndice B), temos

ue€ CH(Q), com 0<pu<1-— :
ro/0

N
2° Caso: N —2p; =0 (— = 2)
P1

*

Desde que u € W?P1(Q), p; = — temos, pela imersao de Sobolev (Ver Teorema
o

B.15, item ii Apéndice B), que
u € LY Q), com p; < g < +o0.

Donde concluimos

au € L1(Q), pois a € L>(9).

Consequentemente (Ver Teorema B.20, Apéndice B)
u € W*1(Q), com p; < q < +oo.

. N .
Dai, é possivel escolher gy de modo que 0 < — < 1, e portanto, como no caso anterior,
do

_ N
u€ CH(Q), com 0<pu<1——.
4o
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N
3% Caso: N —2p; >0 (— > 2)
p1
9 N . ~
Uma vez que u € W#P1(Q) e — > 2, temos pela imersao de Sobolev (Ver Teorema

h
B.15, item i Apéndice B), que

Np

u € L), para p; <t < ——— =pt.
(), para p; < SN _o = H

Em particular,
w € LP1(Q) = au € LFL(Q), pois a € L®(Q).

2

Como — < pj, usando a imersao continua (Ver Teorema B.19, Apéndice B), obtemos
o

pI
au € L+ (Q), com pj > o.

Logo (Ver Teorema B.20, Apéndice B),

*

u € WP2(QQ), onde py = 2%
o

Agora observemos que:
® Dy > 1.

De fato,

2 [ 2N\ (N-2
_ 2 . 1, se N>2.
P 0><N—2> <N+2>> s

012>1.

N
De fato,

p2_pio_pi_( mN \N-2
N—2p1 2N 7

pp o 2% 2%
pois, por meio de alguns calculos, chegamos que a desigualdade anterior é equivalente

a o < 2*—1. Assim, podemos escolher Ay > 1 tal que

p>Ag>1e 25 4, (1.2)
b1
Consequentemente,
P2 > p1.Ag > Ag (13)
2° Passo:

*

Recordando que u € W2P2(Q)), onde py = &, vamos considerar, nesta segunda etapa,
o
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0s seguintes casos:

N
12 Caso: N —2py <0 (— < 2)
P2

De modo inteiramente analogo ao 1° Caso do passo anterior, obtemos que

u € CH(Q), com 0 < pu< 1—%,

para algum t, € RT.

N
2° Caso: N —2p, =0 (— = 2)
D2

Semelhantemente ao 2° Caso do passo anterior, temos
o N
ue CH (), com ()<,u<1—b—,
0
para algum by € R*.
N
3% Caso: N —2py >0 (— > 2)

D2

N
Desde que u € W?P2(Q) e — > 2, temos pela imersao de Sobolev (Ver Teorema
P2

B.15, item i Apéndice B), que

u € LP2(Q), onde p; = N o
Dali,
au € LP2(Q).

*

Usando a imersao continua (Ver Teorema B.19, Apéndice B), com P2 D5, temos
o

*

au € LP*(Q), onde p3 = 2
o
Logo (Ver Teorema B.20, Apéndice B),

u € WP3(Q).

Agora, provaremos que

P2 P1
De fato,

12_17_33_19_3_( Np: ) (N—2pl)_12(N—2p1)>12
P2 a'p’{ i N —2py . Np; pl. N —2p, pI’




17

se, e somente se,
N —2p;

— > 1,
N — 2p,
ou equivalentemente,
D2 > P1-
Portanto, mostramos que
P P2
P2 N
e usando (1.2) e (1.3), obtemos
p3 > Az

Se nao cairmos nos primeiro e segundo casos, continuando com este processo, encon-

traremos uma seqiiéncia de nimeros reais {p;} tal que

Ay <p1 <pe < - <pj <pjy1 <,

A0<@<@<&<...<Iﬂ<...
p1 P2 P3 DPj
€
pj>A6.

Uma vez que Ag > 1, segue-se que
p; — +oo quando j — +00.

N
Dai, podemos escolher py tal que 0 < — < 1 e consequentemente pela imersao de
Po
Sobolev (Ver Teorema B.15, item iv Apéndice B), em um dos passos do 3° Caso,
resultara que

_ N
u€ CH(Q), com 0<pu<1——.
Do

Para mostrar o caso N = 2, procederemos de maneira andloga ao caso em que
N > 2, fazendo apenas algumas modificagoes que elencaremos abaixo: Primeiramente,
substituimos a imersao continua W™?(§) — L?(2), onde ¢ = 2* (Ver Teorema B.14,
item i Apéndice B), pela imersao W™P(Q2) — L(Q), com 1 < g < oo (Ver Teorema
B.14, item ii Apéndice B). Em seguida, aplica-se o Teorema B.20 (Ver Apéndice B)
e finalmente, usa-se a imersao Wit™P(Q)) <« C*(Q) (Ver Teorema B.15, item iv

Apéndice B).
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Agora, supondo que f € C%1(Q), segue-se que f ¢ lipschitziana, isto é, existe C' > 0

tal que z,y € Q implica,
|f(@) = fy)l < Clo—yl.
Considerando z,y € , com z # y e 0 < 1 < 1, temos

(@) = F)l _ 12—yl

lz =y T |z —yl"
Logo,
sup |f($) — f£y)‘ < C’sup ‘.’L’ _ y‘l—l"
Ty |z —y| Ty

o que implica )
—p
B0 <C (swle-l)
zFy
donde segue-se que

H,[f()) <C [(diam(ﬁ))lw] < 0o

desde que 2 seja limitado.

Portanto,

feC™Q), com 0<p<l1.
Dai (Ver Teorema B.18, Apéndice B), resulta que o problema

—Av = f(‘r)J Qa
v= 0, 09,

tem uma tnica solucio v € C*#(Q).

Em particular para f = au € C%'(Q), temos o problema

—Av = au, f,
v= 0, 09,

<Cle—y|"™, ¥V 2,y €Q, com z#y.

tem uma tnica solucao v € C#(Q). Assim, u e v sdo solucdes fracas do problema, (1.1),

isto é,

/Vchpdx:/a(x)u(m)d:v, V p€ Hy(Q)
Q Q

/QVUVgodx: /Qoz(:r;)u(x)dx, V p € Hy(Q)



19

Consequentemente,
/ V(v —u)Vedr =0, ¥ o€ H)(Q),
0

o que implica

u=uv em H} ()
e assim,

u=v q.t.p em 2.

Por outro lado, uma vez que as fungoes u e v sao continuas em ) resulta

u=v em S

E portanto,
u€ C*Q), 0<u<l.

1.2 Teorema de Deformacao

Nesta secao vamos demonstrar duas versoes do Teorema de Deformacao que serao
fundamentais para as demonstracoes dos Teoremas do Passo da Montanha.
Definigao 1.2 Sejam X um espago de Banach e ® € C'(X,R). Dizemos que c € R é

um valor critico de ® se eviste u € X com ®'(u) =0 e ®(u) = c.

Denotaremos por ®¢ o conjunto de todas os pontos em niveis menores do que ou
iguais a c, isto é,

O ={ue X;P(u) <c}.

Definicao 1.3 Seja X um espaco de Banach, um campo pseudo - gradiente para

® € CYX,R) € uma aplicagao localmente Lipschitziana' V : Y — X, onde
Y = {u e X0 (u) # 0}

1Sejam X, Y espacos de Banach. Uma aplicacdo é dita localmente Lipschitziana, se para cada

ponto u € X existem uma constante K > 0 e uma vizinhanca V' de u tais que

1f(uw) = fF@)| < Kllu—vl|, ¥ u,veV.
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tal que, para cada u €Y,

IVl < 2||@ @) (1.4)

X/
2

@' (w)V(u) = () (1.5)

X/

Definigao 1.4 Seja X um espaco de Banach, ® € C'(X,R). O funcional ® satisfaz a
condi¢ao de Palais-Smale-(PS) se qualquer seqiiéncia {u,} C X tal que

|®(u,)| < const e ®(u,) — 0 em X
possui uma subseqiiéncia convergente.

Teorema 1.2 (Teorema de Deformagao)

Suponha que ® € C1(X,R) satisfaz a condi¢io Palais-Smale. Se ¢ € R nao é um valor
critico de ® entao, para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe

ne C([0,1] x X, X) tal que para qualquer uw € X et € [0, 1] tem-se:

(1) n(t,u) =u seu ¢ ' ([c — 2, c+ 2¢]);

(2) n(1,®t) C P,

Demonstragao: Como ¢ € R nao é um valor critico de ¢, devem existir constan-

tes a, 3 > 0 tais que u € ®7! ([c — 2, ¢ + 2a]) implique H<I>/(u)| > [3, pois caso

Xl

contrario, para quaisquer «, § > 0 existira
u* € &' ([c — 2a,c + 2al]),

com

Hcp’(u*) <8

x!
*

. 1
Considerando o = o 6= - e u, = uy, tem-se

1 1 /
c——<P(u,) <c+-— e H@(un)
n

1
< —.
n n

X/

Assim, passando ao limite quando n — 00, obtemos
D(u,) — ¢ e O (u,) — 0.
Da condic@o Palais-Smale, existe uma subsequéncia (u,, ) C (u,) tal que

Up, — U.

k
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Desde de que ® € C'(X,R), temos
D(up,) — B(u) e O (uy,) — O (u).
Portanto, pela unicidade do limite, obtemos
d(u)=c e O (u) =0,

donde concluimos que ¢ é um valor critico de ®, contrariando a hipdtese. Logo, mos-

tramos que existem «, 3 > 0 tais que, se u € 7! ([c — 2, ¢ + 2a]) , temos

12" (@] = 5
4
Agora, considere € € (0, o] fixado e § = é
Sejam
A=®""([c—2c+2€]),
B=3d"(c—ec+€)
e

Y = {ueX;cb’(u) 7&0}.
Além disso, considere V' : Y — X um campo pseudo-gradiente para ® e 0 < p < 1
uma fung¢ao localmente lipschitziana definida por

p: X — R

d(u, X \ A)
w o plu) = d(u, X \ A) + d(u, B)’ (Ver [6])

Segue da defini¢ao de p que p(u) = 1se u € B e p(u) = 0se u € X \ A. Defina a

seguinte aplicacao localmente Lipschitziana f : X —— X definida por

Py se ueA
0, se u¢A, (Ver [6])

temos || f||y < 1 para todo u € X. Segue da teoria de E.D.O, que o problema de
Cauchy

d
w(0,u) = u
tem solugao tunica (Ver Teorema B.2, Apéndice B), a qual denotaremos por w(t, u),

que esta definida para todo t € R e para cada u € X.
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Seja n : [0,1] x X —— X definida por n(t,u) = w(dt,u). Vamos mostrar:
(1) n(t,u) =useug d®*([c—2€c+ 2]) = A.

De fato, seja wy(t,u) =u V t € R. Note que

%wl(t, u) = 0= f(w(t,u)), pois u¢ A

o que implica,

d
Swite) = flw(tu), se ug A
w1(0,u) = u

Assim, pelo teorema de existéncia e unicidade (Ver Teorema B.2, Apéndice B), temos
wi(t,u) =w(t,u) =u ¥V t € R.

Dai,
n(t,u) =w(dt,u) =u V t €[0,1].

Logo, mostramos (1).

(2) (1, D) C e,

De fato, para cada u € X fixado a fungao ®(w(t,u)) é decrescente pois,

AP / d
—(wtw) = @ (w(t,u).—w(t, )

!

= @ (wt,u)).f(w(t,u))

= —plw(t,u)).® (w(t,u)). I {;/(E;étliug)ux

donde concluimos por (1.5), que

™ (e, ) < =)

® (w(t, u))||
Wy =" (16)

Portanto ®(w(t,u)) é decrescente em ¢ para cada u € X fixado.

Seja u € ®°T¢. Vamos considerar os seguintes casos:

1° Caso: ®(w(t*,u)) < ¢ — € para algum t* € [0, 0)



Se ®(w(t*,u)) < ¢ — € para algum t* € [0,6) tem-se
(1, u)) = B(w(6, 1)) < Dw(t',u) < c — e,
pois ® é decrescente em t, de onde podemos concluir que
n(l,u) € .
2° Caso: ®(w(t,u)) >c—e¢, V te]0,0]
Usando o fato de ® ser decrescente em t e u € ®°¢, obtemos
O(w(t,u)) < P(w(0,u)) = d(u) <c+e.

E como,

O(w(t,u)) >c—e, YV tel0,0],

logo,

w(t,u) € (c—e,c+e)=B, ¥V tel0,d].

Usando (1.6) e (1.4) e o fato que p = 1 em B, obtemos:

O(w(d,u)) = @(u)%—/j%(w(t,u))dt
< (IJ(u)—%/(5”(I>,(w(t,u))Hth
1 de
< c—l—e—i.g.é:c—e

mostrando que

O(w(d,u)) <c—e.

Portanto, em qualquer um dos casos 1° ou 2°, temos

n(1,u) = w(d,u) € P se u € .

Portanto, provamos (2).

Teorema 1.3 (Teorema de Deformagao)
Sejam X um espago de Hilbert, ® € C*(X,R), c€ R e e > 0. Assuma que

O (u)|| >2, Y ued(c—2ec+2e).
o],

23
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Entao existe n € C' (X, X) tal que
(3) n(u) =u seu ¢ &1 ([c— 2, c+ 2€);
(4) 7(@°+) C e,

Demonstragao: A prova desse teorema, segue de forma analoga ao Teorema 1.2,

para maiores detalhes sugerimos a referéncia [6]. |

1.3 Teoremas do Passo da Montanha

Nesta secao vamos demonstrar duas versoes do Teorema Passo da Montanha as

quais serao utilizados nos préximos capitulos.

Vamos demonstrar o Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz

2].

Teorema 1.4 Sejam X um espa¢o de Banach real e ® € C'(X,R) satisfazendo a
condi¢ao Palais-Smale-(P.S). Suponha que ®(0) =0 e que

[1.1] Ezistem constantes p, > 0 tais que (ID‘a >, e
[1.2] Eziste um e € X \ B, tal que ®(e) < 0.

Entao, ® possui um valor critico ¢ > «, com

c¢=inf max ®(u),
g€l ueg([0,1))

onde I' = {g € C([0,1]), X); g(0)=0 e g(1) =e}.

Demonstragao: Seja

c¢=inf max ®(u),
g€l ueg([0,1])

ou seja,

— inf D (g(1)) .
¢ = inf max (9(1))

Vamos provar inicialmente que ¢ esta bem definido. De fato, sendo ® € C*(X,R)
e g€ C([0,1], X), segue-se que ® o g é uma fungao continua. Como [0, 1] € um conjunto
compacto, temos ® o g possui maximo em [0, 1].

Afirmacao 1: maxc ® (9(t)) >a, V gel.
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De fato, seja g € I" e defina

h :[0,1] — R
t — ht)=lg@)l.
Observe que h é uma composicao de funcoes continuas, logo h é uma funcao continua.

Além disso, sendo e € X \ Bp, temos

h(0) = [lg(0)| =0l =0 < p

h(1) = llg(Dl = llell > p,
ou seja, h(0) < p < h(1). Dai, pelo Teorema do Valor Intermediério, existe ¢y € (0, 1)

tal que h(to) = |lg(to)|| = p, donde segue pela condicao [1.1] que P (g(ty)) > «. Logo,

max ¢ (g(t)) >, V g€eT, (1.7)
tel0,1]

mostrando, assim, a Afirmacao 1.

Definido H = {maxeo1 P (9(t)); g € I'}, segue da Afirmagao 1, que H ¢é limi-
tado inferiormente em R. Assim pelo Postulado de Dedekind, podemos definir o infimo
de H em R, isto é,

inf d (g(t
Inf max (9(1))

estd bem definido. De (1.7), temos a ¢ uma cota inferior para H. Dai, pela defini¢ao

de ¢, temos ¢ > a.

Suponha por contradi¢cao que ¢ nao é um valor critico, entao pelo Teorema
—a, existe n € C([0,1] x X, X) tal que
(1) n(t,u) =useu g d([c—26c+2) e tel01];

(2) 1 (1, ) C oo,

de Deformacao (1.2), dado 0 < € < ‘

Além disso, pela definacao de ¢, existe g € I" tal que

d(g(t)) < . 1.8
max (g(t)) <c+e (1.8)

Considere h*(t) = n(1,9(t)). Sendo n € C([0,1] x X, X) e g € C([0,1],X),
segue-se que h* € C (]0,1], X). Note que, como ®(e) < a < ¢ — 2¢, temos

d(e) ¢ [c—2¢,c+2¢], o que implica, e ¢ &~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) . Da mesma forma, temos
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®(0) =0 < a < ¢ — 2¢, 0 que implica ®(0) & [c — 2¢, ¢ + 2¢], ou seja,
0¢ d ! ([c—2¢,¢+ 2¢]). Assim, por (1), temos

h*(0) = (1,9(0)) = n(1,0) =0

h (1) =n(1,9(1)) =n(l,e) =e
donde segue que h* € T'.

Finalmente, por (1.8), obtemos

®(g(t)) < mmax @ (9(t)) < c+e,

o que implica g(t) € @€, V t € [0,1]. E mais, de (2) segue
h*(t) =n(1,9(t)) € ¢, V t €[0,1],
ou seja, ® (h*(t)) <c—e€, V t€]0,1]. Logo,

* < _
%gﬁc](p(h (1) <c—e

e sendo,

— inf d (g(t
¢ = Inf max (9(1)),

temos

< O (h*(t) <c—
¢ < max (h*(t)) < c—e

visto que h* € T'. Assim,

c<c—c¢€

o que é um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ é um valor critico para ®, finalizando

assim, a demonstragdo do Teorema (1.4). |

Vamos demonstrar o proximo Teorema do Passo da Montanha sem a condigao

Palais-Smale devido a Willem [21].

Teorema 1.5 Sejam X um espa¢o de Banach, ® € CH(X,R), r >0 e e € X
satisfazendo
lle|| >r e b= ”irnlf O(u) > P(0) > P(e).



Entao, para cada € € (0, E), existe u € X tal que
[1.3] ¢ —2¢ < P(u) < c+ 2

[1.4] }(I)/(u)H < 2¢;
onde
= inf D (g(t)).
¢ = inf max (9(t))
e

I'= {g S C<[07 1])7X); 9(0) =0e g<1) = 6}'

Demonstragao: Pela definicao de b, temos
b<®(u), VuelX, tal que |ul=r.

Considerando a fungao
h :[0,1] — R

t — h(t)=llg@)l
segue-se que a mesma ¢é continua, pois é composi¢ao de fungdes continuas (||| ;¢) -
Note que:

i) h(0) = [lg(O)[| = [[0]l =0 e @) h(1) = [lg(1)[| = [le]| > r,

isto é,

h(0) < r < h(1).

Entao, pelo Teorema do Valor Intermediario existe ¢y € (0,1) tal que

h(to) = llg(to)l| = r-

Logo, existe ug = g(to) € X, tal que |Jug|| = r. Assim, b < $(ug) e

D(w) = @ (g(t)) < max @ (9(1)

implicando que

b < D (g(t)) .
< max @ (g(0)

Sendo g € I' arbitrario, temos

27
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Vamos mostrar que [1.3] ocorre. De fato, pela defini¢ao de ¢, existe um caminho

go € I' tal que para ¢ > 0, temos

® (go(t)) < c+e.
%@i(%(ﬁ_c+6

Por outro lado,

< O (g(t)).
¢ < max (9(t))

Logo,

c < max @ (go(t)) < c+e. (1.9)
te[0,1]

Assim, como o méaximo é atingido, existe to € [0,1] tal que

c—2e<c<P(go(ty)) <c+e<cH+2e.

c
Portanto, para cada € € <0, 5) existe u = go(tog) € X tal que

c—2e<c<P(u) <c+e<c+2e
Vamos provar a condi¢do [1.4]. Suponha que nao seja verdade, isto é, existe
€€ (0, E) tal que
2
H(I)/(U)H > 2, ¥ u€d ! ([c—2c+2).

c
Usando a contra positiva de [1.3], isto é, existe € € <O, 5) tal que

c—2e>®(u) ou P(u) >c+2 YV uelX.

Em particular, temos

c—2e>®(0) ou ®(0) > c+ 2e.
Como b > ®(0) por hipdtese, entdo nao podemos ter
B(0) > ¢+ 2e,

pois b > ¢+ 2¢ = 0 > ¢ — b+ 2¢ > 0 um absurdo, ja que b < c.

Logo,
c—2e>0(0) > de). (1.10)
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Logo, pelo Teorema de Deformacgao (1.3) existe n € C(X, X) tal que
(3) n(u) =useV ug d ! ([c—2€,c+ 2)
(4) (@) C de.

Considere h*(t) = 1 (go(t)). Vamos mostrar que h* € I'. Sendo n € C (X, X) e
g0 € C(]0,1], X), segue-se que h* € C (]0,1], X). Além disso,
h*(0) =1 (g0(0)) = n(0)
Observamos que (1.10) implica em obtermos
0¢ ' ([c—2ecH+2€),
de onde segue por (3) que 1(0) = 0, ou seja, h*(0) = 0. De modo analogo
h*(1) =1 (g0(1)) = ne).

e por (1.10), segue-se que
ed ®([c— 26 c+2€),

logo, por (3) temos 7(e) = e. O que implica h*(1) = e. Portanto, h* € I'.

Finalmente, segue-se que

De (1.9), obtemos
go(t) € @, V¥ t € [0,1]
logo, por (4), temos
h*(t) =n(go(t)) € ¢, V t €10,1].
Portanto,
O (h*(t) <c—e V tel0,1],
ou seja,

O(h'(t) <c—e<
max (h*(t)) <c—e<c

o que é um absurdo, pois contradiz a definicao de c.

Concluimos com isto que, dado € € (O, g) , existe u € @7 ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) veri-

ficando ||®'(u)|| < 2e. Provando o Teorema. |
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1.4 Funcional semicontinuo inferiormente (s.c.i)

Nesta se¢ao vamos demonstrar alguns teoremas envolvendo o funcional s.c.i, que
serao usados no decorrer do nosso trabalho.
Definicao 1.5 Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que um funcional
$: X — RU{+o0} € semicontinuo inferiormente (s.c.i), se para qualquer a € R o
congunto {z € X; ®(x) > a} € aberto.
Definicao 1.6 Seja X um espago topologico. Um funcional ® : X — R € seqiiencial-

mente semicontinua inferiormente (s.s.c.i) se, para toda seqiiéncia u, C X com

Uy, > U,

ocorrer

lim inf ®(u,) > ®(uo).

n—oo

Definicao 1.7 Seja X um espaco topologico. Um funcional ® : X — R € dito

fracamente s.c.i (f.s.c.i) se é s.c.i, considerando X com sua topologia fraca.

Teorema 1.6 Sejam X um espaco topologico compacto e ® : X — R um funcional

s.c.i. Entao ® € limitado inferiormente e existe ug € X tal que

D (uy) = 1§f<I>.

Demonstragao: Seja A, = {u € X;®(u) > —n}, com n € N. Uma vez que ® ¢ s.c.i,

temos para cada n € N, que A,, é aberto.

Note que podemos escrever
o
X =4
n=1
Sendo X um espaco topolégico compacto, existe ng € N tal que
no
X =]JA.
n=1

Logo,
O(u) > —ng, V ue X.

Donde segue-se que ® é limitado inferiormente. Do Postulado de Dedekind, o conjunto

{P(u);u € X} tem um infimo.
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Provaremos agora que o infimo ¢é atingido e vamos denotar
¢ = inf ®.
X
Suponha que nao seja atingido o infimo, isto é,
O(u) >c¢, VuelX.

Entao
“ 1
= U {ueX;CI)(u) >C+ﬁ}'
n=1

Assim, uma vez que X é um espaco topolégico compacto, existe k € N tal que
: 1
X = ue X;®(u) >c+—7.

Ulre -}

Logo,
1
<I>(u)>c+z, VoueX.
1
Portanto, ¢ 4+ % ¢ uma cota inferior do conjunto {®(u);u € X}. Ora, como o infimo é

a maior das cotas inferiores, temos
1
c+ z <ec, YueX
o que é um absurdo. Portanto existe uy € X tal que

D (ug) = 1§f<I>.

Provando assim o Teorema. ]

Teorema 1.7 Seja X um espago de Hilbert (ou um espago de Banach reflexivo) e
suponha que o funcional ® : X — R €

(5) fracamente semicontinuo inferiormente (fracamente s.c.i);

(6) coercivo, isto é, ®(u) — +oo quando ||u| — +oo.

Entao ® ¢ limitado inferiormente e existe ug € X tal que
) = inf ®.
(uo) in

Além disso, se o funcional ® : X — R € diferencidvel, entao qualquer ponto de

minimo ug € um ponto critico de ®, isto é,

D'(up) =0€ X
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Demonstracao: Uma vez que ¢ é coercivo, dado M > 0 existe R > 0 tal que
d(u) > M, ¥V u € B5(0).
Escolha M > ®(0) e teremos
d(u) > ®(0), V u e BS(0).

Desde que X é um espago de Banach reflexivo (Ver Teorema B.1, Apéndice B), temos

a bola fechada Br(0) é fracamente compacta.

Além disso, por hipotese, ® é fracamente s.c.i em X. Em particular,

®: Br(0) — R

é fracamente s.c.i. Assim, uma vez que:

(5) Br(0) é fracamente compacto

(¢

(6) @ : BR(0) — R ¢ fracamente s.c.i,

temos pelo Teorema 1.6, que ¢ ¢ limitado inferiomente em Bg(0) e existe uy € Bg(0)
tal que

D (ug) = Bin({)) o,
R

Logo,
D (ug) = 1%f o

pois ®(ug) < ®(0) < ®(u), V ue BE(0).

Vamos mostrar que @’ (ug) =0€ X ". De fato, para cada h € X fixado, considere

a seguinte funcao

op : R — X
t — p(t) = ug + th.

Note que claramente, para cada h € X, ¢, é diferenciavel em t. Seja
P(t) = (P own) ().

Observe que:
i) ¢ é diferenciavel, pois é composicao de fungdes diferenciaveis.
ii) zero é um ponto de minimo local para v, pois ¥(0) = P(ug) < D (up +th) =
P(t), ¥V teR.



Dai, ¢'(0) = 0, isto ¢,

/ . Pt +0) —1(0)

0= (0) = iy Sy S
Ora,
}g% P (up + tht) — & (ug) _ (’;_iwo)
Logo,
0P

%(UO):O, vV ueX.

Por hipotese @ é Fréchet Diferenciavel, assim, concluimos que

/ oP
d (Ug)h = %Oto), V uée X,

isto é,

Provando assim o Teorema.
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Capitulo 2

Existéncia de solucao fraca para um
problema de Dirichlet nao-linear com

a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solucao fraca para o seguinte

problema:

(2.1)

—Au= f(z,u), Q
u = 0, 09,

onde Q@ C RN, N > 2 & um dominio limitado com fronteira suave e f : Q x R — R é
uma funcao Carathéodory e f satisfaz as seguintes hipoteses:

[2.1] Existem constantes c1, co > 0 tais que
1f(z,t)| <ecr+clt]’, VoeQeteR,

0ndeO§s<%,seNZS,ous>1,seN:2;
[2.2] f(x,t) =o(|t|) quando t — 0, V z € Q;

[2.3] Existem constantes > 2 e r > 0 tais que

t
0 < pF(z,t) <tf(x,t), Y 2€Q, [t|>7r, onde F(m,t):/ f(z,2)dz.
0
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Além disso, consideraremos que a norma em Hj () ¢ dada por

full = ([ vuaz ),
Q

a qual ¢ equivalente a seguinte norma em H; ()

il = ( [ (4 70F) d )

De fato, pela desigualdade de Poincaré (Ver Teorema B.6, Apéndice B), temos

/uzd:z: < C/ \Vul® dz = (/ (u? + |Vul’) da:) < ((C+1)/ \vu|2da:)
Q Q Q Q

implicando em

ully 0 < K fJue]] -

Por outro lado,

(/Q|vu|2da;)é < (/Q (u? + [Vul) dx)é

Jull < flully 20 -

donde obtemos

Mostrando, assim, a nossa afirmacao.

O método utilizado consiste em aplicar o Teorema 1.4, conhecido como Teorema

do Passo da Montanha para encontrar um ponto critico do funcional

I(u) = %/Q(|Vu|2 P, w))de, (2.2)
definido em Hj ().

Mostraremos posteriormente que:
I'(u)v = /QVquda: - /Q f(z,u)vdr, u,v € Hy(Q).
Assim, dizemos que u € H}(£2) é ponto critico de I se
/QVqudx = /Qf(x,u)vdx, vV v e Hy(Q).

Donde segue que u é uma solucao fraca para o problema (2.1) se, e somente se, for

um ponto critico de I.
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Lema 2.1 Sob a hipdtese [2.1], temos que I estd bem definido.

Demonstracgao: Vejamos:
I) Li(uw) =1 [, |Vu* dz = 1 ||u||* < +oo, pois u € HY().
IT) Ir(u) := [, F(z,u)dx esta bem definido.

De fato, vamos comecar mostrando a seguinte desigualdade

.Z x,t cy |t —|—C e on S
) =~ 01 28 17 = N

2
*2 e N>2. (2.3)

Vamos analisar os seguintes casos:

A) t>0

Por [2.1]

t t ¢ 1 [+
|F(x,t)|§/ |f(x,z)|dz§cl/ dz—l—@/ |2|”dz = et + ¢ ;= |t] + c2 .
0 0 0

s+ s+1
B) t<0
Temos
t 0 0
Pl =| [ o] = |- [ e < [Clr e
0 t t
logo,
0 0 0 0
|F(z,1)] gcl/ dz—l—@/ ]z|sdz§cl/ dz—l—@/ (—2)%dz,
t t t t
ou seja,

0 0 st (—t)s+!
|F(z,1)] gcl/t dZ+CQ/t (—1)stdz:cl(—t)—i—CQ(—l)S“m:cl(—t)—i-cQ PR
Concluimos,

| |s+1
F(xz, t)| < t .
P )] < e+ er—

Conseqiientemente, (2.3) vale.

Como u € H}(Q), temos

|15 §/|F(x,t)\dx§cg/ |u|d1:—i—c4/ lul* dz < +o0,
0 Q 0

por causa da imersao continua Hj(2) < L*1(Q) (Ver Teorema B.14, item i Apéndice

B), onde s + 1 € [1,27]. |



Proposigao 2.1 Sob a hipdtese [2.1], temos I € C'(H}(Q),R) e

I/(u)v:/Vqudx—/f(:z:,u)vd:z:, u,v € Hy(Q).
Q 0

Demonstragao: Dividiremos a demonstracao em dois casos:

1° Caso: N > 2.

De fato,
1) Seja I = L [, |Vu[* dz = L (u,u).

Mostraremos que I é Fréchet Diferencidvel com derivada continua.

Temos
8[1 . ]1(u—|—hv)—]1(u)
70 W = Jim h
Logo,
8]1( -  (u+ ho,u+ hv) — 5 (u,u)
ov ey h
dai, obtemos
8[1

onde r(v) = I (u +v) — I1(u) — (u,v) .

Vejamos,
lim L(u+v) — Ii(u) — (u,v) — lm Hu+v,u+v) — 1 (u,u) — (u,v)
ol =0 [v]] lol—o ||v||
1IIUH2
= lim - v|| = 0.
lofl—0 2 [v]] H I 02H |

Mostrando que I; é diferenciavel em H} (), com

/

I(u).v = (u,v)

e conseqiientemente [; é continua.

37
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Vamos mostrar agora a continuidade de I;. Considere {u,} € H (), com u, — u
em H}(Q) quando n — +o00. Mostraremos que
I (wn) — I (w) em (Hg())

ou equivalentemente

— 0 quando n — +o0.

i

Por defini¢ao
I (u, IluH = sup (I/ Up, —[/u) v‘
(0] = 10 = 502 (1) = 10
Note que
(1) = 1)) o) = | 1) 0 = L w)0] = [, 0) = (w,0)] = [ = w,0)].

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Ver Teorema B.23, Apéndice B), segue
que

() = 1)) o] < =l ol < s =]

pois ||v]] < 1. Pela defini¢do do supremo, obtemos

(I (un) — Ii(u)) .v‘ < Ny — ul| .

sup
vll<1

donde segue que

Logo, I; é continua.
Assim, concluimos que I; € C'(H(Q2),R).
IV) Seja Ir(u) = [, F(x,u)dz, onde F(x,t) fo
Mostraremos que Iy é Fréchet Diferenciavel com derivada continua.

Seja u € HJ () fixado e para cada v € H}(Q) considere
r(v) = I(u+v) — Ir(u) — / f(z, w)vde. (2.4)
Q

Nosso objetivo é mostrar que

r) _

loll—o0 ||v]|

9
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isto é, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

[o]l <0 = Jr(v)] <ello]. (2:5)

r(v) = /Q (F(z,u+v) — Flz,u))de — /Q f(x, 2)vdz.

Segue do Teorema Fundamental do Célculo, aplicado a fun¢ao h(z) = F(z, u+2v)

que
1
d
F(x,u+v) — F(z,u) = / —F(x,u+ zv)dz.
0 dz
Ora,
d
—F(x,u+ 2v) = f(z,u+ zv).v,
dz
conseqlentemente
1 d 1
/ —F(x,u+ zv)dz = / flz,u+ zv).vdz
0 dz 0
e portanto,

T(v)—/ﬂ [/Olf(x,u—i—zv).vdz] d:c—/gf(a:,u)vda:

Ir(v)] < /Q Uol F (s + 20) — fau)]. o] dz] da. (2.6)

o que implica,

2N 2N 1 1
Seja g = 2* = N3 er:N——l—T ondea—l—;:l. Como v € H}(Q), entdo da

imersao continua de Sobolev H}(Q) < L4(Q) (Ver Teorema B.14, item i Apéndice B),

temos v € LI(2).

Vamos mostrar que f(-,u(-)) € L"(Q2). De fato, desde que f satisfaz a condigao

de crescimento dado por [2.1], temos

/ e, u)| de < / e+ o [uf' de < K / leal” + leal” Jul” da,
Q Q Q

ou seja,

/|f(x,u)|rdx < MO +C/ " da.
Q Q
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Resta-nos mostrar que esta tultima integral é finita. A condi¢do de crescimento [2.1] é

valida também para 1 <35 < %, com N > 2, visto que:

1. Para 0 < s <1, temos

(1L.a) Se 0 < |t] < 1, segue
el <a+tel®<c+e+elt)f

onde c3 é uma constante positiva. Considerando ¢4 = ¢; + ¢o, assim

. N 42
(2, 6)] < e1 + e |t < cx+ 5|t , onde 1§§<N+2, se N> 2.

(1.b) Se |t| > 1, segue
c1+ ¢y |t|s S c1+ ¢y |7f|§

Assim,

5 N+2
lf(z, )] <er+ et <er+ealt]”, onde 1 <5< N+2’ se N > 2.

Logo, de (1.a) e (1.b) mostramos

5 N+2
|f(z,t)| <e1+eaft]”,onde 1 <5< N+2’ se N>2eteR.

Daqui em diante denotaremos s por s.

Comol<s< {2 =1<r<sr<2, comN > 2. Sejau e H)(Q). Usando

a imersdao continua de Sobolev Hj(Q) < L () (Ver Teorema B.14, item i Apéndice

B), segue que u € L (2), o que implica
/ lu|™ dz < 4o00.
Q

Logo,
/ |f(z,u)|" dx < +o0
0
mostrando, assim, que f(-, (u(-)) € L"(Q).

Em (2.6), aplicando o Teorema de Fubini (Ver Teorema B.17, Apéndice B), ob-

temos

Ir(v)] < /01 [/Q\f(x,u—i-zv) — flx,u)] . |v|dz| dz.
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Usando Holder (Ver Teorema B.5, Apéndice B), segue que
1
r(v)] < /0 1fCuatz0) = fCu)ll ) - 0]l o) d2- (2.7)
Afirmacgao 2.1 Vale a convergéncia
f('vu + Z'U) - f(vu) em L%(Q)

uniformemente para z € [0,1], V z € Q quando v — 0 em H}(Q). Observamos que

esta afirmacao é equivalente a
flutz0,) — f(u) em L+(Q)

uniformemente em 2 € [0,1], V z € Q, com v, — 0 em H(Q) quando n — +oo.
Demonstragao da Afirmagao 2.1: Considere (v,) C H} (), com v, — 0 em HJ ().
Segue da imersao continua H}(Q) < L%(Q) (Ver Teorema B.14, item i Apéndice B),
que

v, — 0 em L3(Q). (2.8)

Logo, (Ver Teorema B.13, Apéndice B), existe uma subseqiiéncia de (v,) (que continu-

aremos denotando por (v,)) e g € L(Q) de modo que

o (2)] < g(x) qt.p z€Q,

v, — 0 q.t.p z €.
Dai,
|(u+ zv,)(2)| < (Ju] + g(x)) () qt.p 2€Q, V z€]0,1] (2.9)
(u+ zv,)(x) — u(z) q.t.p =z €Q. (2.10)

Agora, usando o fato de que f é uma fungao Caracthéodory e (2.10), temos

[z, (u+zv,)(x)) — f(x,u(r)) qtp xe€Q,

ou seja,

I (z, (u+ 20,)(2) — f (2, u(z)|* — 0 qtp z €.
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Além disso, usando a condigao de crescimento dada por [2.1], a limitagdo uniforme em

(2.9) e o fato de € ser limitado, resulta que existe uma funcao ® € L'(f2) tal que

®Q

S(p’

| (@, (u+ zv0) (@) = f (2, u(z))]

donde segue-se, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver

Zd$) = 0.

Observagao: Em verdade mostramos que dado {v,}, com v, — 0 em H}(2) quando

Teorema B.7, Apéndice B), que

i ([ 1 @l 20)(e)) = £ 2, 0(e)

n—-4o00

n — o0, existe {v,, } C {v,} satisfazendo

lim (/Q 1 (2 (ut 200,)) (@) — f (2 u(x)

n—-+o0o

de) ~ 0. (2.11)

O limite em (2.11) ocorre de fato para seqiiéncia {v,} .

Suponha por contradi¢ao que nao ocorre a convergéncia uniforme. Entao, existem

€p > 0 e z,, C [0, 1] verificando,

1 £Co b sn00) () = a0 2y = 0V my €N, (2.12)

Repetindo os mesmos argumentos que fizemos de (2.8) até (2.11) para z,,, chegaremos

que a menos de subseqiiéncia, dado € > 0, existe um ny € N tal que

Hf(7 (u + an”“j)(') - f('?u(')HL%(Q) <€V n; = no,

o que contradiz (2.12), assim, mostramos a afirmagao 2.1.

A afirmacgao 2.1 significa que, dado € > 0 existe § > 0 tal que

[olf <& = [If(utzv) = F(,u)

L)

uniforme em z € [0,1]. Como 1 < r < % ¢ O 6 limitado (Ver Teorema B.19, Apéndice
s

B), ent@o vale a seguinte imersao continua
L+(Q) — L'(Q).

Dali,
Joll <0 = |If(ut2v) = f(,u)ll ooy < Cc, (2.13)
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uniforme em z € [0, 1]. Substituindo (2.13) em (2.7) encontramos
[r(0)] < Ce. [|v]] ooy -

Assim, pela imersao continua Hj(Q) — L%(), pois ¢ = 2* (Ver Teorema B.14, item i

Apéndice B), resulta em
[r(v)| < Cre.|lv]|, sempre que [[v]] <4,

mostrando (2.5). Concluimos desse modo que o funcional 5 definido anteriormente é

Fréchet diferenciavel, com
I(u).v = /Qf(:v,u)vd:v, YV ou € Hy(Q).
Agora mostraremos a continuidade de Ié. De fato, seja
(v,) C Hy(S2), com v, — 0 em Hy(Q).

Como no item anterior, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(Ver Teorema B.7, Apéndice B), temos

lim (/Q\f(x, (u—l—zvn)(x))—f(x,u(x))|zdx> ~0.

n—-+o00

Uma vez que 1 <r < q e 2 é limitado (Ver Teorema B.19, Apéndice B), entao
S

1f (2, (u+ zv,)(2)) — f (2, u(@))||1r ) — 0 quando v, — 0 em Hy().  (2.14)

Por outro lado, sabemos que

No entanto, usando a desigualdade de Holder (Ver Teorema B.5, Apéndice B) para

I(u +v,) — I;(U)H(Hé(ﬂ))/ = sup <[é(u +v,) — [é(u)> .v‘ : (2.15)

ol <1

1 1
veLi(Q)e felL(Q),onde —+ — =1 e em seguida a imersao continua
q T

H}(Q)) — L9(R), pois ¢ = 2* (Ver Teorema B.14, item i Apéndice B), decorre que

[(Ta(w+ v0) = Io(w)) o S KNS (ot 200)()) = f w0l (216)

Combinando (2.16) com (2.15), e usando a convergéncia dada em (2.14), chegamos

Iy(u + v,) — I;(U)H(HI(Q)), —0,
0
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mostrando, assim, a continuidade do funcional [é, para N > 2.
Logo I, € CY(H}(Q2),R).
2° Caso: N = 2.

Neste caso, procederemos de maneira analoga ao 1° Caso, fazendo apenas algumas
modifica¢oes que elencaremos abaixo: Primeiramente, substituimos a imersao continua
H}(Q)) — L), onde ¢ = 2* (Ver Teorema B.14, item i Apéndice B), pela imersao
Hi(Q2) — L1(2), com 1 < g < oo (Ver Teorema B.14, item ii Apéndice B). Em seguida,

utilizando a imersao acima citada, mostra-se que
fu) € L7 (9),

onde

] é o conjugado de p, e
p —
flz,u+ 20) — f(z,u) em Lo1(€)

uniforme em s € [0, 1].

Unindo os dois casos, mostra-se que I € C'(H}(Q),R) para N > 2, com

’

I (u).v:/QVqudx—/Qf(x,u)vdx, Y v e H(Q).

Teorema 2.2 Sob as hipdteses [2.1] — [2.3], o problema (2.1) tem uma solu¢ao nao-

trivial.

Demonstracao: Vamos mostrar que o funcional I verifica as hipoteses do Teorema

do Passo da Montanha.

Note que 1(0) = 0.
Verificagdo da Condigao [1.1] do Teorema 1.4:

De fato, pela condicao [2.2], dado € > 0 existe § > 0 tal que
1< 6= | f0)] <ell. (2.17)

De forma analoga ao que foi feito para demonstrar (2.3) sabendo que, neste caso,

substituiremos a condi¢ao [2.1] por (2.17), concluimos

1
|F(z,t)] < §€’ﬂ2, para |[t| <. (2.18)
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Por outro lado, usando (2.3) para |t| > J, obtemos

|F@¢ng(%+mguﬁﬂ:4F@¢ngAuw4, (2.19)
(&1

com A= A(J) = <§S+CQ>.

Combinando as estimativas (2.18) e (2.19), obtemos

Lo s+l o)
\F(x,t)]§§e|t] +A|t]T, VieR e z el (2.20)

Finalmente, como

1

Iw) =5l = | Flo.uds
2 Q

de (2.20) segue,
1
H@z—MW—?/MM—A/WWWx
2 Q Q

Pelas imersoes continuas de Sobolev, temos
1 2 2 1
I(u) 2 5 flul]” = Kellu|” - M [
ou seja,

2K
: ﬂwmwﬂ>vue%my

I > (1‘—

Para e suficientemente pequeno e fixando

0e e (1-21{6)511
2M
e escolhendo
a=p* {1_72[(6 — Mp‘(”l} ,
temos
I(u)>a>0
para |lu|| = p, mostrando, assim, [1.1].

Verificagao da Condigao [1.2] do Teorema 1.4:

Afirmagao 2.2 Seja [2.3] entao
F(z,t) > as|t|" —as, VtER e z €. (2.21)

Observagao: Como p > 2, entao F' é uma funcao superquadratica em ¢ pela desigual-

dade (2.21).
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Demonstragao da Afirmacao 2.2 Considere os seguintes casos:
1° Caso: t >0
Por [2.3], obtemos:

, t>r, xeﬁ,

[ t L < / t j;<(>) 2.

t

o que implica

donde segue

L t>r 2z EQ,

T

t
pinfel| <In|F(z,2)

ou seja,

plnt — plnr <InF(z,t) —InF(x,r), t>r, x €.

Assim, obtemos

Concluimos

o que implica

F _
Fla,t) > (a;’ D t>r zel
r
Considere
Ky = min F(z,7).
e
Assim,
K _
F(z,t) > —t* t>r, zef
rH
Logo,
F(x,t)>Cit", t>r, x€Q, (2.22)
K
com C] = iy
rH
2° Caso: t <0
Por [2.3], obtemos:
t _
f(x,1) §ﬁ, t<—r, xef)
F(z,t) = t

o que implica
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Analogamente ao primeiro caso, obtemos
F(x,t) > Colt]", t<—r, z€Q, (2.23)
onde Cy > 0.
Seja ag = min {C4, Cy} . Logo, por (2.22) e (2.23), obtemos:

F(z,t) > as|t]", ¥ [t =7, z€Q.

Por outro lado,
F(z,t) > M, para (z,t) € Q x [-r,7],

onde

M = min F(x,t).
zEQ
te[—r,r]

Considere a4 > 0, de modo que
ay > asr* — M = ay > az|t|" — M, V te[-r7r],

ou seja,

M > az|t| —aq, ¥V t€[-r71].

Assim, obtemos
[Ry] F(x,t)>as|t]* —ay, V t€[-r7], 2 €
[RQ] F(J],t) Z as |t|u — Qy, i |t| Z r, € g

De [R;] e [Ry] segue (2.21), mostrando, assim, a Afirmacao 2.2.

Seja u € Hj(R2) \ {0} fixo. Entao, para t > 0, temos

2

t
I(tu) = — |Jul| — / F(x, tu)dzx.
2 Q
Assim, por (2.21), obtemos:
t° i
I(tu) < 3 |ul| — astt [ |u]dx —aq|Q|, (2.24)
Q

por causa de (2.18).
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Passando o limite em (2.24) quando ¢ — +00, concluimos que
I(tu) — —o0,
ja que p > 2. Segue que existe £y > 0 tal que
ltou|| > p e I(tou) <O,

onde podemos escolher e = tyu.

Portanto, existe e € H}(Q)) — B, tal que
I(e) <0

mostrando [1.2].

Verificacao da Condigao (PS):

Seja (u,) C HY(Q) tal que |I(u,)| < C e I'(u,) — 0 quando n — 400, mostra-

remos que (u,) ¢ limitada em H}().

De fato,
T(u,) = % un? — /QF(x,un)dx
entao
T ()t = [Jun® — /Q F(@, 1) tnd.
Além disso,
11 ()| < |7/ )| ]
de onde, temos
7 (wn)in| < fual (2.25)

para n suficientemente grande. Observe agora que

1., 1 9 / (1 9 1/ )
I(up) — =1 (up)uy, = = ||un||” — | Fla,up)de — | — ||un||” — — | fla,uy)upde ) .
(un) . (un) 5 [l A (@, un) u” I A (@, un)

Segue-se que

I(uy) — %1’(%)% _ G - %) |2 +/Q (%f(x,un)un - F(m,un)) da.

Considerando A,, = {z € Q; |u,| > r}, tem-se

1. 1 1
I(u,) — ;[ (tp )ty = (5 — ;) HunH2 +
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1 1
/ (—f(a:, U Uy, — F(, un)> dx +/ (—f(x,un)un — F(z, un)> dr.
An \H A \ [
Da condigao [2.3], segue-se
1
—f(z,up)u, — Fx,u,) >0, V z € A,
0

o que implica

logo

I(u,) — %Il(un)un > <% — %) ||unH2 + /AC (%f(x,un)un — F(x,un)) dz,

e consequentemente

1

) = 21 (i = (5= ) Bl = [ |2 ) = Pl )

n

dz.

1

Sendo f e F fungoes continuas, segue-se que g(x, u,) = ‘—f(x, Up Uy, — F(2,u,)| € uma
0

fungao continua. Assim, uma vez que 2 X [—r,r] é um conjunto compacto, obtemos

que g é limitada neste compacto, logo existe C' > 0 tal que
lg(z,u,)| <O, V (z,u,) € QX [-r 7],

o que implica

1
<C, vV (z,u,) € AS.

;f(a:, Up)Up, — F (2, uy,)

Assim

1 1 1
I(u,) — ;[ () Uy > (5 - ;) [ tn || — /ACCdx,

de onde segue

1., 1 1 —
In) = 21 () > (— - —) - € [77].
1 2 p
Além disso,
Tu) — 1 () >(1 1)H (e
Up) — — Up JUp, = -~ Up, - 9
It 2
isto é,
) = 27 (uun > (== 2 Jual? = € (2.26)

Por outro lado, segue-se

/

I(u,) — %1 (), < ‘I(un) _ %[/(un)un

Y
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o que implica

1. 1.,
I(uy,) — EI (un)tp < |I(uy,)| + ; I (up)uy| .

Usando o fato que |I(u,)| < C e (2.25), obtemos
1, 1
I(up) — =1 (up)u, < C+ —|luy, (2.27)
7 7
para n suficientemente grande. De (2.26) e (2.27), tem-se

1 1 1
¢+ 2wl = (5= )l - Ca
u u

- ~ 1
para n suficientemente grande. Fixando M =C+Cy, >0, K=—>0¢
1

C = (1 — l) > (), obtemos
2

"~ % 2 2
M+ K Junll = C Jun]”,

para n suficientemente grande, mostrando que (u,) ¢ limitada em H}(€2).

Provaremos que (u,) possui uma subseqiiéncia convergente. De fato, sabemos

que o funcional dado por (2.2) ¢ de classe C'(H}(Q2),R) e

/

I (u)v = /QVqudx—/Qf(x,u)vdx, onde I'(u) € (Hy ()

’

Como H(}(2) é um espago de Hilbert, entdao pelo Teorema da Representagio de

Riesz (Ver Teorema B.3, Apéndice B), temos

I'(u)w = (VI(u),v), ¥ ve HH(Q), com H]’(“)H(Hlm))’ — |VI@)|. (2.28)
Considere
J,(u).v:/gf(x,u)vdx. (2.29)
Assim,
I'(u)w = / VuVudr — J (u).v, ¥ u,v € HH(Q). (2.30)

Usando novamente o Teorema da Representacido de Riesz (Ver Teorema B.3,

Apéndice B), para (2.29), obtemos:

T ()0 = (VJ(u),0), ¥ ve H(Q) e HJ/(U)H(H(}(Q)), — [VJ@)|.  (2:31)
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Logo, substituindo (2.28) e (2.31) em (2.30), obtemos
<VI<U)> U> = <u7 U) - <VJ<U), U>

o que implica
(VI(u),v) = (u—VJ(u),v), ¥V veE HQ).
Conseqilientemente,

Vi(u) =u—VJ(u). (2.32)

Considere a seguinte aplicacao T : H} () — HJ (), com T'(u) = VJ(u). Assim,
por (2.32), obtemos
VI(u) =u—T(u).
Afirmagao 2.3 O operador T : H}(2) — H}(Q) é compacto.

De fato, considere (u,) C Hg(£2) uma seqiiéncia limitada. Devemos mostrar que

a seqiiéncia T'(u,) C Hg () possui uma subseqiiéncia convergente.

Sendo H}(Q) um espago reflexivo (Ver Teorema B.22, Apéndice B), entao existe

uma subseqiiéncia (que continuaremos denotando por (u,)) tal que
u, —u em HJ(Q).

Da imersdao compacta de Sobolev H}(Q) — L"(Q2), V r € [1,2*] (Ver Teorema B.16,

item i Apéndice B), implica que
i Hy(Q) — L7 ()

é um operador linear compacto.

Logo (Ver Teorema B.10, Apéndice B),

u, — u em L"(Q). (2.33)

Agora, fixando r, com s+ 1 < r < 2* e considerando ¢ o conjugado de r, isto &,
T

q= T Vamos mostrar que

r —
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De fato, segue de (2.33) (Ver Teorema B.13, Apéndice B) que, a menos de sub-

seqiiéncia,

Up(z) — u(x) qt.p z€Q

lu,(2)] < G(z) qt.p z€Q, VneNe GelL(Q). (2.34)
Desde que f é uma fungao de Carathéodory, temos
f(z,up(x)) — f(z,u(z)) qtp x€Q,

e dai,

|f (2, (un)(2)) = f (z,u(@))]* — 0 q.t.p z €

Além disso, usando a condigao de crescimento dada por [2.1], a limitagdo uniforme em

(2.34) e o fato de © ser limitado, resulta que existe uma fungao ® € L'(Q) tal que

o3

|f (@, (un)(2)) = f (2, u(z))]

<9,

donde segue-se, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver

Zda:) =0,

FCoun(-) — f(u) em LE(9).

Teorema B.7, Apéndice B), que

lim (QU@JMX@%ﬂN%U@»

isto é,

,
Como 1 < g < — e & limitado (Ver Teorema B.19, Apéndice B), entao vale a
s
seguinte imersao continua

L5 (Q) — LY(Q).

Logo,
I Cotn) = £ (- u()ll oy — 0 quando n — +oc. (2.35)
Note que
17 ) = T = ') = T )| = s (S ) = T )
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Mas,

o que implica
(7 ) = ') 0| < [ 1) = Fla]- ol da
aplicando Hoélder (Ver Teorema B.5, Apéndice B), obtemos:
(7 (w) = 7' @) 0| < U ) = £ Cul Dl gagey 1000

Usando a imersao continua Hj(Q2) — L"(Q), com r € [s + 1,2*] (Ver Teorema B.14,

item i Apéndice B) temos

‘ (7' () = T (@) 0

S MG un() = f G ul )l o 0]

de onde obtemos:

’(J/(un) — Jl(u)) v

< M|If Cun() = G ulDl gy pois [lof] < 1.

Logo,

T ) =T @),

oy S M G = 7 (D sy
isto é,
1T (un) = T()|| < M[f (- un) = ¢ ul ) pa - (2.36)

Assim de (2.35) e (2.36), obtemos que, a menos de subseqiiéncia,

1T (un) — T(w)|| — 0. (2.37)

Mostrando que T' é compacto, isto é, provamos a Afirmacao 2.3.

Por outro lado,

n—oo

I'(uy) —0 o Hf(un)

20 9.38
(Hy() (2.38)

Logo, por (2.28) e (2.38), temos

n—oo

IVI(un)] — 0 & Vi) —0. (2.39)
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Sendo
Vi(u,) = up — T(uy) = up = VI(uy) + T(uy). (2.40)

Passando o limite em (2.40) e usando as convergéncias (2.37) e (2.39), obtemos,

a menos de subseqiiéncia, que
u, — T(u) em HJ(Q),

mostrando, assim, a condigao (PS). Observagao: Mostramos a condigao (PS)
para N > 2. Ja o caso em que N = 2, basta substituir a imersao continua e compacta
H}(Q) — L1(Q), 1< q<2* (Ver Teorema B.14 e Teorema B.16, item i Apéndice B)
pela imersao HJ(Q2) — L1(Q), 1 < ¢ < oo (Ver Teorema B.14 e Teorema B.16, item ii
Apéndice B).

Portanto, aplicando o Teorema 1.4 (Teorema do Passo da Montanha de Am-
brosetti Rabinowitz), concluimos a existéncia de um ponto critico de I, isto é, uma

solugdo fraca do problema (2.1). |



Capitulo 3

Existéncia de solucao fraca para um
problema de Dirichlet nao-linear com
a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz

mais geral

Estudaremos a existéncia de solucdo fraca para o problema (2.1) definido no ca-
pitulo anterior segundo os trabalhos de Martin and Zou [20]. Mostraremos a existéncia
de solucao através do Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de Palais-Smale

e também via Métodos de Minimizagao.

3.1 Existéncia de solucao para um problema de Di-
richlet nao-linear com a condicao de Ambrosetti-

Rabinowitz mais geral

Nesta secao vamos demonstrar a existéncia de solucao fraca para o problema
(2.1). Uma das ferramentas que vamos usar ¢ o Teorema do Passo da Montanha sem

a condicao de Palais-Smale.

Considere f : @ x R — R uma funcao carathéodory e f satisfaz as seguintes

hipoteses:
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[3.1] A funcado f(z,t) satisfaz
[f (e, ) < [t° + 1,

onde1§s<%,seN23,ous>1,seN:2;

[3.2] f(z,t) = o(|t|”) quando |t| — +o0, V z € Q;

[3.3] Existem § >0 e um A < \; tais que
2F (z,t) < M?, |t| <0, x €,
onde \; ¢ o autovalor associado a autofungio ¢; para o operador (—A, H}(Q2)) e
t
F(z,t) = / f(z, 2)dz;
0

[3.4] Existe uma fungao W € L= () tal que

F(z,t)
t2

W(z) < — 00 quando t — o0, €

ou
Fx, )

W(z) < 3

— 00 quando t — —oo, x € ()

3.5] Existem constantes p > 2, C > 0 tais que
W
(WF(z,t) —tf(z,t)] <CH*+1), teR, €.

Observagao: Pela hipotese [3.4], concluimos que F' é uma fun¢do superquadrética em

F(z,t)

t2

t, pois caso contrario nao converge para oo quando t — 4oo. Além disso, a

hipotese [3.5] é conhecida como a condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz generalizada.

Defina
I(u) = ||ul|® - Q/QF(:v,u)dx. (3.1)

Proposigao 3.1 Sob a hipdtese [3.1], temos I € C'(H}(Q),R) e

I'(u)v = Q/QVqudx - 2/Qf(x,u)vdx, u,v € Hy(Q). (3.2)

Observacgao: A demonstracao desta proposicao é inteiramente analoga a proposicao

2.1.
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Teorema 3.2 Sob as hipdteses [3.1] — [3.5], o problema (2.1) tem uma solu¢ao nao-

trivial.

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que o funcional I satisfaz & Geometria do

Teorema Passo da Montanha. Mostraremos que existem p > 0 e a > 0 tais que

I{u) > o, para |lul| = p. (3:3)

De fato, da condigao [3.2], dado p > 0 existe § > 0 tal que
> 6= |f(@1)] < plt", v 0.

De (3.3), temos
[Fz,t)] < plt|™, para |t] > 0. (3-4)

Combinando a estimativa (3.4) e a hipotese [3.3], obtemos

A
F(z,t) < §t2 +p|tPt v ot (3.5)

Finalmente, de (3.5) e (3.1), tem-se

I(u) > |Jul]® — )\/ wldr — 2p/ u|** d,
0 Q

ou seja,
A
) 2l = 3l = 2 [ ol da.
1 Q

Pela imersao continua, concluimos
I(y) > s Ao 25C lull
() 2 Jull™ = 5 llll™ = 20C
Considere p = ||ul| , assim, obtemos:

I(u) > p*. [1 - % - 20,08_1} .

1

Portanto, para p suficientemente pequeno, temos

A
1———2001>0
)\1 p M

e escolhendo



implica
I(u) > a >0, para |u| = p.

Vamos agora mostrar que existe v € Hj(2) com |[v|| > p tal que

I(v) <0.

o8

De fato, considere ¢i(x) # 0 q.t.p em {2 uma autofungao associada ao autovalor

A1 para o operador (—A, H}(€)). Dai, temos Ry, (x) — +00, quando R — +o00. Entao

F(.’L’, iRQOl(I)) 2
R203 () ¢i(x) — 400, qt.p z €N

devido a hipotese [3.4]. Mostraremos que

/ F(z,£Ryp(x))
o RPei()

¢i(z)dr — 400,

quando R — +o0.

De fato, considere 2, = {z € Q; ¢1(z) > a} onde
a < M = max ¢ ().
x€)
Em €, temos

@1(x) > min ¢y (x) = B > a.
TEQy

De (3.6), dado M > 0 existem N > 0 e R > 0 tais que
|IRB| > N = |Rpi(z)| > N com z € Q,, temos

Flo £Rei(w)
w7

Por outro lado, temos

F(z, £Rei ()
‘ng%(x) @1(x):> Z%2 ]%2’

onde

K = min F(z,£Rp1),

z€Q,

pois F' é continua.

Portanto,

F(x, + F(x,+ F(x, +
Q Q-Qa Qo Ry

R2p? R2p?

plde,

(3.6)



ou seja,

/F(%iR%)wgde/ —dx+/ de>ﬁ(9 Qo + M ||
o _

3290% 0-0q R?

Como R — +o0, entao para R suficientemente grande, temos

K - _
M = 55 |Q = Qu| + M [Qa] > 0.

Concluimos que dado M > 0 existe Ry > 0 tal que R > R, implica

P, £Ra(2) :
[y ettee = 1

Logo,

/ Flx, R (7))

R2p2 () ¢1(z)dr — +oo
quando R — +o0.

Sabemos que

I(+R F(z,£R
( 901) _ || 1” _2/ ( - 2§01) de
R R2pq

passando ao limite na tltima expressao, obtemos

I(£Ry)

72 — —oo0 quando R — oc.

Segue a existéncia de Ry > 0 tal que
[Roer]| > p e I(Rop1) <0,

de onde podemos escolher v = Ryy1.

Logo, existe v € Hg(2) — B,(0) tal que
I(v) <0.
Note que I(0) =0 e

I(v) < I(0) < inf I(u), com [v| > p.
=p

Portanto, pelo Teorema 1.5, para todo € > 0 existe u € H} () tal que:

(I) ¢ —2e<1I(u) <c+ 2

29
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D) |1 (w)]] < 2,
onde
— inf I (gt
¢ = inf max (9(1))
e

I'={gecC([0,1], Hy(Q)); g(0)=0 e g(1) =0},

Concluimos que existe uma seqiiéncia (uy) C H}(Q) tal que:

2 2
(I) C—ESI(uk)SC—FE

/ 2
(10 | )] < 2

Passando o limite em (I) e (II) quando k& — 400, obtemos:

I(ug) — c>a

/

I (ug) — 0. (3.7)

Considere pp = |lug||, onde (ug) C Hi(Q).
Afirmacgao 3.1 p; ¢ limitada.

Suponha que p; nao seja limitada, isto é, V. M > 0 existe K, € N tal que

HUK]\/[H > M.

Assim, existe uma subseqiiéncia p, C pi tal que

Pr; — +00. (3.8)
Vamos denotar py; por py.
Seja uy, = %, entao ||| = 1. E mais,
Pk
I(ug) = pi — 2/ F(z,uy)dx — ¢ (3.9)
Q
e
I (ug)uy, = 2p% — 2/ [z, ug)updz. (3.10)
Q

Como a seqiiéncia ty, ¢ limitada e H}(Q) é um espago de Hilbert (Ver Teorema

B.21, Apéndice B), entdo, a menos de subseqiiéncia, temos

iy — 4 em Hy(Q).
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Por outro lado,

i H(Q) — L*(Q)
é um operador linear compacto. Assim (Ver Teorema B.10, Apéndice B),
iy — @ em L*(Q).

Dai (Ver Teorema B.13, Apéndice B), existe uma subseqiiéncia de (u) (que continua-

remos denotando por (ay)) tal que

tg(x) — a(z) q.t.p = €. (3.11)

Por (3.9) e (3.8) segue,

1—/ Q?mﬁm:(?kea
Q U, Pk
ou seja,
2F k—o0
/—ﬂyﬂmx—el. (3.12)
Q Uy,
Logo
k—o00
F
/ M ) gy (3.13)
U 2
Q k

De (3.10), temos:

o que implica

Q Py Uj Pk
ou seja,
02 k—oo
/ e (@ )T g (3.14)
Q g,

Seja Q = {z € Q;u(z) #0}, Qy =0\ Q. Entao:

2

. 1
Uk<l’) — 400, x € (3 5)

De fato, como uy(x) = pruy(x), entao:

2F (z, prg(z)) a2 (z)

22 (2) — 400, x €y, quando pi — 00,
iUk
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por causa da hipotese [3.4] e (3.11), pois

prlg(x) — 400, se u(z) >0
ou

prig(x) — —o0, se u(x) < 0.
Portanto, mostramos (3.15).

Mostraremos que

/ W(z)aide < M, (3.16)
Q
onde W € L= (Q) e @y, € HHQ).

De fato, como 4 € H}(f2) segue da imersiao compacta H}(Q) — LI(Q), com

q € [1,2*] (Ver Teorema B.16, item i Apéndice B), que

< 2%,

iy € LY(Q) = iy, € L¥2(Q), pois 1< 55

Desde que W (z) € L= (Q) e iy, € L%(Q), onde NL/Q + m = 1, segue da desigual-
dade de Holder (Ver Teorema B.5, Apéndice B),

/QW(x)azdx < (/Q (W ()% dx>N1/2 | (/Q (1) 2 dx>mﬁ”,

ou seja,
~ ~ 12 ~ 112

Logo, mostramos (3.16).

Suponha que €2; tem medida positiva, e mais

oF a oF
/ —(wz’“’“)azdxz / —(“;;“k)aidx+ / —(x’uk)ﬁzdx
9] (o Qo

2
Uy Uy, U

pela condigao [3.4] temos:

2F 2F
/ (x,uk)aidx 2/ (372, Uk)ﬁid-T—i-/ oW (2)a2dx. (3.17)
Q 951 Qo

2
Uy, Uy,

Passando o limite quando k& — +oo em (3.17) e usando (3.12), (3.15) e (3.16),

obtemos um absurdo, pois 1 nao pode ser maior ou igual do que +oc.
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Logo,
| =0 = a(r)=0 qt.p em Q.

Assim por (3.11), concluimos, a menos de subseqiiéncia, que

tg(x) — 0 q.t.p x € Q.

Por outro lado, de (3.13) e (3.14), temos

/ P (, ug) — up f (2, up)
Q

2
Uy,

1

drdr — =
2

_17

onde%—1>0.

Pela hipotese [3.5], temos

F — 2 11
pF (2, ug) —ug f (2, u) — C(up+1) <0 = pE (@, ug) 2ukf(x’uk)l~bz_o(uk‘; ) 2 0,
Uk uk
ou seja,
2+1 F _
ot Dga  nFl ) = w0 ) ga
U’k uk

Logo, pelo Teorema B.25, Apéndice B, obtemos

2+1 F _
/Qlim inf (C(uk+ hi_“ (z, ur) 2“kf(£7uk)ﬂi) i

k—oo ui U

2+1 F —

k—oo0 uj, U,

o que implica

2 _
/ lim inf CM&%CM; _,_/ lim inf (_MF($7uk) ka(x’Uk)ﬁz) "
& Q

2

k—o0 uk; k—o00 uk
241 F _
< lim inf Cwﬂidx_i_ i inf [P ) wff(x,wf)az .

Segue entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver Teorema

B.7, Apéndice B), que
2
lim [ C %——;1)

aidr — 0,
k—oo Jq Up,

pois 4y, ¢ limitada em HJ ().

Dai, temos

_/ lim sup pF (2, up) — upf (2, ug)
Q

5 iy da,
k—o0 Up,

/ P (2, uy) — g f (2, ug)

ﬁid:c < — lim sup
2
k uj

—0Q
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o que implica

F — Ja _
lim SUP/ wE(, ug) ukf(x’uk)ﬁidat < / lim sup & LD ukf(x’uk)ﬂid:r.
@ Q

(3.18)
Mas, pela hipotese [3.5],
F — 211
tim sup LE@ ) Z U @) oy g ol T Vg (3.19)
k—o0 uy, k—oo uj,

Segue, por (3.18) e (3.19), que
/ pF (z, u) — wp f (2, ug)
Q

2
Uy,

lim sup trdr <0,

k—o0
ou seja,
!

——1<0
9 =Y,

o que é um absurdo, pois g —1>0.
Logo, pi ¢é limitada.

Sendo H}(€) um espago reflexivo e {u;} uma seqiiéncia limitada (Ver Teorema

B.21, Apéndice B), entao existe uma subseqiiéncia (que continuaremos denotando por
{uy}) tal que

up — u em Hy(Q)
o que implica (Ver Teorema B.11, Apéndice B),

/

J(ug) — J(u) ¥V J € (HL(Q)). (3.20)

Em particular (3.20), vale para I' € (H}(Q))', ou seja,

!

I () — I (u).

De (3.7), a menos de subseqiiéncia, temos

/

I (ug) — 0.

Por unicidade de limite, obtemos:

I'(u)=0

Logo,
/Vqudx:/f(x,u)vdx, V v e Hy(Q).
Q Q
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Afirmagao 3.2 u é uma solugao nao-trivial, isto é, u # 0.

Se u = 0 entao

o que é um absurdo, pois

Logo, u # 0.

Isto completa a prova do Teorema 3.2. |

3.2 Existéncia de solugao para um problema de
Dirichlet nao-linear sem a condi¢cao de Ambrosetti-

Rabinowitz

Nesta se¢ao vamos mostrar a existéncia de solucao fraca para o problema (2.1)

Via Métodos de Minimizacao.

Considere as seguintes hipdteses:

[3.6] Existem um § > 0 e um A > \; tal que
OF (x,t) > M2, |t| <0, z€Q;
3.7] Existem uma funcdo W € L= () tal que
W(z) > P(x,t) — —o0 quando |t| — +oo, x € Q

onde

1
P(z,t) = F(x,t) — §>\1t2.

Observagao: Pela hipotese [3.7], concluimos que F' nao é uma func¢ao super-

1
quadratica em t, pois caso contrario, passando o limite em P(x,t) = F(z,t) — 5)\1752
quando |t| — +o0, terfamos menos infinito a esquerda e mais infinito a direita, o que

é absurdo.

Teorema 3.3 Sob as hipdteses [3.1], [3.2], [3.6] e [3.7] o problema (2.1) tem uma

solucao nao-trivial.



66

Para provar o teorema 3.3, usaremos os seguintes Lemas:

Lema 3.1 Sob a hipétese [3.6], existe um o # 0 tal que I(ap;) < 0.

Demonstragao: Suponha que |[¢;|| = 1. Veja o seguinte,
ap ()
ap(r) >0 < 5 L.

Como s+ 1 > 2. Assim,

062@2(.1’) as+1¢8+1 (I) Oés+1g08+1 (LC)
512 < 53; = a?pi(z) < 58—; (3.21)
Por outro lado, pela condi¢ao [3.2], dado qualquer a > 0 existe § > 0 tal que
[flz ) <alt], [t >0, z€Q
o que implica,
—F(z,t) <|F(z,t)| < alt|™, |[t| >0, zeQ. (3.22)
Assim,
I(ap;) = a? — 2/ F(z,ap)dx
Q
conseqiientemente,
I(ap)) = a® — 2/ F(z,ap;)dx — 2/ F(z, apy)dx
{ze|ap: (x)|<8} {z€%;]awpr (2)>6}
por [3.6] e (3.22), obtemos
I(ap;) < ao® — 5\a2/ 2 (x)dx + 2a8+2/ o1 ()" da
{z€Q| a1 (2)[<6} {z€]apr (2)>6}

de onde segue,

I(apy) < o = \a? HE; dx—a? 02 (x)dx
1 1
{z€Qs|apr (2)|<8}

{zeQs|opr (z)[>6}

—1—5\/ (04901(95))2 dx + 2a°1? / \gpl(z)\sH dz.
{zeQ|ap1(z)|>0} {zeQ;lap1(z)|>0}

Por (3.21), temos

~ ~ as—l—l 5 . 5
I(ap1) < o2 1[0y +A 5 / 1 ()" 20 +2/ |1 ()"
{reSilap: (@)[>0) {refap: (2)[>5)
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Usando teoria da medida, temos
2 1 .2 2 vttt s+1 542 s+1
[(ap1) < @ = Aa” [pallra) + Agg [ len(@)]™ do + 2a o1 ()" du,
Q Q
ou seja,

1
68—1

s+1
Ls+1(Q) *

Hagpr) < o — 30?1 Zagey + (ﬂ i 2a) ]

Pela imersao continua (Ver Teorema B.14, item i Apéndice B), concluimos

A <1 "
I(ap) < a? [1 — ()\_1> + (/\53_1 + 2@) aho

Logo, para « suficientemente pequeno, obtemos:

I(apy) < 0.

Lema 3.2 Sob a hipdtese [3.7],

I(u) — oo quando ||u|| — occ.

Demonstragao: Suponha que nao seja verdade, isto ¢, 3 L > 0 tal queV N > 0

existe uy, com

lun|| >N e I(uny) < L

Portanto, existem L > 0 e uma seqiiéncia {uy} C H}(Q) tal que py, = |Jug|| — oc e
I(uy) < L.
No que segue, considere
U = Wy + agpy, onde wy Ly,

com HE(Q) = (p1) + (p1) ", an = (up, 1) e wy = up — (ug, 91) 1.

Se Ay > Ay, onde Ay é o primeiro autovalor maior que \; associado ao operador

(—A, H(Q)) (Ver Teorema A.2, Apéndice A), entao

Az wlfa < lwll®, wien. (3.23)
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Assim,
fwwzme—z/F@mwm
(9]

e pela hipotese [3.7], obtemos:

fmwzuwW—Awwﬁmn—z/Pumwm,
Q

de onde segue

ug) = lJwell*+0i =1 w720 —2M a0 (Wi, ©1) 120y =10k ||901Hi2(m—2/QP(I7Uk)dﬂ

Portanto, pelo Teorema A.1, Apéndice A e por (3.23), temos

M

L2 I(w) = ] +af - 3
2

lwel® - o2 — 2/ P, w)dr,  (3.24)
Q

ou seja,

A
L> (1 - —1) el 2 / W (). (3.25)

A2 Q

Vamos dividir a demonstracao em dois casos:

1° caso: |Jwy|| nao é limitada em H} ().

Assim, para todo M > 0 existe K, € N tal que
lwiey || > M.

Logo, existe uma subseqiiéncia de (wy) (que continuaremos denotando por (wy)) tal
que

[wg[] = +o00.

Portanto, a menos de subseqiiéncia, passando o limite em (3.25), obtemos um

absurdo, pois L nao pode ser maior ou igual do que +o00.

2° caso: ||wg|| ¢ limitada em H}().

Escreve-se
~ w ~ Q 7 u
Wy = —, A= — e @y = —, onde wyLly e p = |jugl| — +o0.
Pk Pk Pk
Assim,
—— [ wr]| :
il = 5 — 0, pois py — +oo. (3:20)

Pk
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De (3.26), segue a seguinte convergéncia
g — 1, (3.27)

pois

2 2
e el = ]

Por (3.26), concluimos que wy é limitada em H} (). Entao (Ver Teorema B.21,

Apéndice B) existe uma subseqiiéncia (wy,) C (W) tal que
Wy, — W em .

Por outro lado,

i Hy(Q) — L*(Q)
é um operador linear compacto. Assim (Ver Teorema B.10, Apéndice B),
Wy, — W em L*(€).

Dai (Ver Teorema B.13, Apéndice B), existe uma subseqiiéncia de (wy, ) ( que continu-

aremos denotando por (wy, ) tal que
Wy, (x) — w(x) q.t.p z € Q. (3.28)
Além disso, (Ver Teorema B.11, Apéndice B),

] < Jim inf i, ] (3.29)

T

De (3.26), em particular, temos

[ @, || — 0. (3.30)
Logo, de (3.29) e (3.30), obtemos:
W =0, (3.31)

Como ||ug|| = 1, em particular |Gy, || = 1. Logo (Ver Teorema B.21, Apéndice B),

existe uma subseqiiéncia de (a,.) (que vamos denotar por ) tal que

() — u(z) q.t.p = €. (3.32)
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Em particular, (3.28) vale para uma subseqiiéncia com os mesmos indices de

(3.32), (que vamos denotar por wy) tal que

wi(x) — 0 q.t.p =z €.

Finalmente,

U Wk

« - - ~
uk:wk—l—aks01=>p—=—+p—k901=>uk=wk+aksﬁ1
k

k Pk

concluimos por (3.32) e (3.33), que

b WD) ) Ll
pi(z)  pi(x) p1(z)
o que implica,
|| — |a] .

De (3.27) e (3.34), temos

Logo,

Por (3.35), segue que
() = apr(x) #0 q.t.p x € Q.
Portanto, a menos de subseqiiéncia, obtemos:

luk(x)| = pg |Ug(x)| — 00 q.t.p em .

Conseqiientemente,
/ P(z,uy)dx — —o0,
Q

devido a hipdtese [3.7], implicando

A
(1 — —1) l|w || — 2/ P(x,u)dxr — +o0.
A2 Q

Segue de (3.24), a menos de subseqiiéncia, que

A
L> (1 - —1> l|w || — 2/ P(z,uy)dx.
A2 Q

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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De (3.36) e (3.37), obtemos uma contradicao.

Logo, concluimos que

I(u) — oo quando |jul] — oo.

Podemos agora deteminar a Prova do Teorema 3.3:
Demonstracao: Vamos mostrar que I é limitado inferiormente. De fato, usando a

hipotese [3.7] em (3.1), obtemos

I(w) = [lul]? - 2 / Pl u)dz — A, / Pde.
(9]

Q

ou seja,
I(u) > HuH2 = 2/ W(z)dx — Al/u2dx
Q Q

o que implica,
I(u) > |Jul]® — 2/ W (z)dx — ||ul|* = —2/ W(x)dx > —C, ¥V u € H} (),
Q Q

pois

memga

Poratnto, I é limitado inferiormente. Do Postulado de Dedekind, o conjunto
{I(u);u € H}(Q)} tem um infimo. Provaremos agora que o infimo é atingido.
Seja

m = inf I.
Hg ()

Entao existe uma seqiiéncia {u;,} C H}(2) tal que

I(ug) — m. (3.38)

Do Lema 3.2, devemos ter ||ug|]| < C. Assim (Ver Teorema B.22, Apéndice B), existe

uma subseqiiéncia de uy (que continuaremos denotar por ug) tal que

up — u em Hy(Q) (3.39)

Jim inf fJug]] = u]- (3.40)
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Da imersdao compacta de Sobolev H}(Q) — LT1(Q) V s+ 1 € [1,2*] (Ver Teorema
B.16, item i Apéndice B), temos

i Hy(Q) — L*TH(Q)

¢ um operador linear compacto.

Logo (Ver Teorema B.10, Apéndice B),
upy — u em L*TH(Q).

Dai (Ver Teorema B.13, Apéndice B), existe uma subseqiiéncia de (uy) ( que

continuaremos denotando por (uy)) tal que

ug(x) — u(z) qt.p x €9

e
lup(z)| < h(z) qtp t€Q, VneN e heL*T(Q).
Assim, usando a continuidade da Funcao F' e sua condi¢ao de crescimento dada
por
N +2
|F(x, )| < [t + 1], 1<s< a , onde N > 2,
N -2
obtemos
F(z,ux(z)) — F (x,u(x)) qt.p x€Q
e

|F (2, u(x))| < (h(2))" + h(x) € LY(Q).

Segue entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver Teorema B.7,
Apéndice B), que

/S)F(:U,uk(x))dx — /QF(:C,U(JZ‘)) dx. (3.41)

Observe que podemos escrever (3.1) da seguinte forma

I(u) = HukH2—2 ((up — u), u)—||ug, — uH2—2/ F(:c,uk)dx+2/ [F(z,ug) — F(z,u)] dz
Q Q
o que implica

I(u) < I(ug) — 2 {((up —u),u) + 2/Q [F(z,ug) — F(x,u)] dz. (3.42)



73
Afirmagao 3.3 Como u; — u em H{ (), entao (uy,u) — (u,u) — 0.
De fato, considere a seguinte aplicagao W : H}(2) — R definida por
U(ug) = (ug, u) .
Claramente, ¥ ¢ linear e continua. Em particular, (3.20) vale para ¥ € (H2(2))". Logo
U(ug) — W(u),

onde ¥(u) = (u,u) . Portanto, mostramos a Afirmagao 3.3.

Assim, passando ao limite quando k — oo em (3.42) e usando as convergéncias

(3.38), (3.41) e a Afirmagao 3.3, obtemos:

Por outro lado,

donde concluimos que

I(u)=m e I'(u)=0.
Segue que u é uma solucdo fraca do problema (2.1).
Mostraremos que u é uma solu¢ao nao-trivial.

Se u = 0 entao

I(u)=1(0)=0
o que é um absurdo, pois
I(u)y=m <0
pelo Lema 3.1.
Logo, u # 0.
Isto completa a prova do Teorema 3.3. [ |

Considere a seguinte hipotese:

3.8] Seja
2F(x,t)
li ’
Jfim sp =

< a(z) < A,
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uniformemente em z € Q, onde 0 < o € L>®(Q) e a(x) < A sobre um conjunto de
medida positiva.
Observagao: Pela condigao [3.8], temos que F' nao é uma fungao superquadrética,
pois caso contrario

2F (z,t)

lim sup —;— — oo.
|t|—o0 t

Teorema 3.4 Sob as hipdteses [3.1] e [3.8], o problema (2.1) tem uma solugao nao-

trivial.

Demonstragao: Inicialmente mostraremos o seguinte: Existe um ¢y > 0 tal que

Ou) = / IVl da — / a(z)lds > e, ¥ |uf = 1. (3.43)
Q Q
Suponha que nao seja verdade, isto &, V € > 0 existe u € H}(Q), com |Jul| =1
tal que
O(u) < e.
Em particular, para €, = — existe uma seqiiéncia (u,) C Hg(2), com ||u,| = 1 tal que
n
1
O(u,) < —,
() < -
ou seja, existe uma seqiiéncia (u,) C H} (), com ||u,]| =1 e
O(u,) — 0. (3.44)

Como u,, é limitada em HJ(Q2) (Ver Teorema B.21, Apéndice B), entao existe uma

subseqiiéncia de (u,) (que vamos denotar por u,,) tal que
u, — up em Hy(Q). (3.45)

Por outro lado,

i: Hy(Q) — L*(Q)
é um operador linear compacto. Assim (Ver Teorema B.10, Apéndice B),
U, — ug em L*(Q). (3.46)

Como 0 < a(z) < A\ em 2, temos que O(u,) > 0, pois

O(uy,) Z/|Vun|2dx—/a(x)uidx2/\Vun|2dx—)\1/uidx
Q Q Q Q



5

2/|Vun|2d:z:—/\Vun|2da::0.
0 0

Como e 0 < o € L*(£2), temos:
/ a(r)uidr — / afr)udde. (3.47)
Q Q

De fato,

/Qa(x)uidav—/ﬂa(x)ugda:

= / ()] . [u2 — ud| do
0

IN

||a||L°°(Q) /Q | + | - [tn — ol

||0‘||LOO(Q) [un + u0||L2(Q) [tn — UOHL2(Q)

IN

< Nollzm (il oy + 1ol 2y ) - lm = vl 20

Logo,

_>0’

/Qa(:v)uidx—/ga(x)ugdx

mostrando, assim, (3.47).

Como limy_, e inf ||ug|| > ||ul|, ©(u,) — 0 e a convergéncia (3.47), obtemos
/ V| dz — / a(r)uidz = 0. (3.48)
Q Q
De fato,

0§/|Vu0|2dx—/a(x)ugdx < lim inf/ |Vun|2dx—/a(x)ugdx
Q Q Q Q

n—oo

lim inf [ |Vu,|"dz — lim [ o(z)u’dz

n—oo Q n—oo
< lim inf [ |Vu,|*dz — lim inf [ a(z)uds
< lim inf ©(u,) — 0.

n—oo

Portanto, mostramos (3.48).

Por outro lado,
O(u,) =1-— / a(r)ude.
Q

Usando que O(u,) — 0 e (3.47), passando o limite na ultima expressao, obtemos

/ a(r)uidr = 1.
Q
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Donde segue que [|ug|| = 1, devido a (3.48). Dai, temos
[uol| < Tim inf [Jun[| < lim Jun[] < lim sup [Jun|| =1 = [[uo]
o que implica
[[unl — uol| - (3.49)

Assim, como u,, — ug em Hg(Q2) e H}(2) é um espago de Hilbert, entao (Ver Teorema
B.24, Apéndice B)

u, — up em Hy(S).
Logo, ug 0, O(u) >0 V u € H(Q) e O(ug) = 0. Assim, uy ¢ um ponto
critico de © e portanto, é uma solugao generalizada do problema (1.1).

Por regularidade (Ver Teorema 1.1), temos ug € W2?(Q), isto ¢, uma solugao
forte da equagao eliptica. Pelo Principio do Maximo Forte (Ver Teorema B.8, Apéndice
B), obtemos ug(x) # 0 q.t.p em Q. Usando (3.47) e Q; = {x € Q;up(x) # 0}, onde

|| > 0, e mais Qy = QF, temos:

/\1/ ugdx < )\1/ ugdx—i-)\l/ ugdx
Ql Ql QQ

< / |Vu0|2dx§/ oz(x)ugdx<)\1/ ugdz,
o o N

o que ¢ um absurdo. Assim, mostramos (3.43).

Segue de [3.8] que dado € < \j¢y existe uma constante C, > 0 tal que

+e€

F(x,t) < %tz +C., VreQ, VteR (3.50)
, , 2F (z,t) ,
De fato, seja L(z) = lim_o sup 7 < a(x), uniformente em z € Q). Dado

e > 0 existe § > 0 tal que

2F (x,t

; ) < L(xz) + e < a(r)+€ para [t| > 0.
Dali,
1
F(z,t) < §(a(x) +eot?, Ve, e |t >4 (3.51)

Agora, para o > 0 obtido acima, existe C, > 0 tal que

|F(z,t)| <Ce ¥V 2€Q, e |t| <6 (3.52)
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Usando (3.51) e (3.52), concluimos (3.50).

Assim,

I(u) 2/]Vu|2dx—/a(x)u2dx—e/qux—QCelQ].
Q 0 0

Usando (3.43), temos

I() 260/ |vu|2dx—i/ Vul? de — 20,19,
Q At Ja
ou seja,

I(u) > (eg— ;) / \Vul? de — 20,19 . (3.53)
1 Q

Segue de (3.53) que I(u) — oo quando ||u|| — oo, isto é, I é coercivo.
Vamos mostrar que [ ¢ fracamente semicontinuo inferiormente (fracamente s.c.i). De
fato, seja

u, — ug em Hy(Q).

De modo inteiramente anélogo do que foi feito para mostrar a convergéncia (3.41),

obtemos:
/ F (2, un(2)) do — / F (2, uo(x)) dz. (3.54)
Q Q
Agora recordando a defini¢ao do funcional I, usando as propriedades de limite, (3.40)

e (3.54), temos

lim inf I(uy) > lim inf [[uy ]| — 2 lim /F(a:,un(a:))datz o —Q/F(x,uo(x))d:c,

n—oo
ou seja,

lim inf 7' (u,) > I(up),

n—oo

mostrando que o funcional I é fracamente semicontinuo inferiormente.

Como o funcional I é coercivo, fracamente semicontinuo inferiormente e Hg ()
¢ um espaco de Hilbert, logo pelo Teorema 1.7, assegura a existéncia de um minimo
para o funcional I. Como I é de classe C, segue-se entao, que esse minimo seré ponto
critico do funcional I associado ao problema (2.1), e portanto, assegurando a existéncia

de pelo menos uma solucao fraca. |

Observacgao: Pode-se provar o Teorema 3.3, usando o Teorema 1.7, pois

pelo Lema 3.2, o funcional I é coercivo. Além disso, ele é fracamente semicontinuo
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inferiormente e como ¢ de classe C*, logo garante a existéncia de um minimo, que sera
ponto critico do funcional I associado ao problema (2.1), e portanto, assegurando a

existéncia de pelo menos uma solucao fraca.



Apéndice A
Um pouco de Teoria Espectral

Neste apéndice, apresentaremos uma descrigao do espectro do operador (—A, Hg(9)),
no caso do problema homogéneo de Dirichlet e também estudaremos propriedades re-

lacionadas aos autovalores.

Teorema A.1 Ezistem uma base Hilbertiana {¢y, : k = 1,2,...} em L*(Q) e uma seqiién-

cia (Ag)k>1 de nimeros reais com A\, > 0 e
M< A< <A<~

tais que ¢ € uma solugao fraca do problema

—Au= X\ Q
u= 0, 09,
onde Q C RY(N > 2) é um dominio limitado. E mais,
/|Vu|2dx > )\1/U2dl’.
Q Q
Demonstragao: Considere o seguinte problema linear
—Au = x), €,
u= 0, 09,

onde Q C RY(N > 2) é uma dominio limitado e f € L(9).

Considerando:
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e H = Hj(9Q), com o produto interno definido por (u,v) = [, VuVudz e a norma

|lu|| = (/ |Vu|2 daz) )
Q

e A forma bilinear A sera dada por

induzida por

A HYQ) x H(Q) — R
(u,v) — A(u,v) = [, VuVudz

que também é simétrica e continua.

e O funcional T" dado por

T : H(Q) — R

v +— T(v)= [, fudz,
é linear continuo. Dai, aplicando o Teorema de Lax-Milgran (Ver Apéndice B, Teorema
21), existe uma tnica fungao u € H}(Q) tal que
Au,v) =T(v), ¥ veE Hy ),
ou seja,
/ VuVudr = / fodz, ¥ ve Hy(Q), (A.3)
Q Q

isto é, uma solugao fraca para o problema (A.2).

Pelo que foi exposto até agora, podemos definir uma aplicacao

S . LX) — HYQ)
fo— 5(f) =u,

isto é, uma aplicacdo que associa a cada f € L?(Q) a tnica solugao fraca do problema
linear (A.2).

Além disso, observamos pela resolugao do problema (A.2) que

A(S(f),0) = (f,0) 12y, ¥ v E Hy().

Vejamos agora algumas propriedades da aplicagao S.

i) S é uma aplicagao linear, isto é,

S(onf + asg) = a1 S(f) + a2S(g), ¥V f,g€ L*(Q), ¥V a1, €R.
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De fato, consideremos uma dada v € H}(f2). Entao,

A(S(arf +azg),v) = ((aaf + azg),0)
= (a1 f,v) + (az2g,v)
= o (f,v) + a2 (g, v)
= mA(S(f),v) + 2A(S(g),v)
= A(a1S(f),v) + Ala2S(g), v)
= Al S(f) +a2S(9),v), ¥V ve Hi(Q)

o que implica,
S(enf +aag) = auS(f) +a2S(g), V fog € L*(Q), ¥V ay, a5 €R,

mostrando a linearidade de S.

ii) S é continua, isto é, existe K > 0 tal que
ISUHI < KNl fll oy ¥ f € LX)

De fato, de (A.3), considerando v = u € H}(Q), temos :

lulff = /|Vu]2da::/fudx
Q Q

< Hf”L?(Q) : HUHL2(Q) <K Hf”L?(Q) Al -
Suponha f # 0, temos u # 0. O que implica,

lull < K1 fll20) ¥ f € L*(\ {0},

ou seja,
ISOIN < K (Il 2y ¥ f € LX),

mostrando que S é continua.
iii) S : L*(Q) — L*(Q) ¢ um operador linear compacto.

De fato, como a imersao Hg(Q2) — L?*(Q2) (Ver Apéndice B, Teorema 16) é com-
pacta, entao i : H}(Q) — L*(Q)) ¢ um operador linear compacto e S : L?(2) — H}(Q)

é continua, segue-se que i0S : L?(2) — L?(2) ¢ uma composicio de aplicacao continua
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com uma compacta, e portanto, ¢ um operador linear compacto.

iv) S: L*(Q) — L*(2) é simétrico (ou auto-adjunto), ou seja,
<vag>L2(Q) = <f7 T9>L2(Q) ) v fag € L2<Q)

De fato, considere os seguintes problemas

—Au = f(ZL‘), Q,

(A.4)
u= 0, 09,

(&
b= 0, 0.

Suponhamos u =T} e ¢ =T,, temos:

/ VuVipda = / fode, ¥ ¢ € HH(Q)
Q Q

/ VoVudr = / gudzr, ¥ u € Hy(Q),
Q Q
respectivamente as solugoes fracas dos problemas (A.4) e (A.5).

Logo,

/Qfdmz/qudx:»/ﬂf(Tg)dx:/Qg(Tf)dx

<Tf7g>L2(Q) = <f7 Tg>L2(Q)7 vV f,g€ L2(Q)'

isto é,

v) S é estritamente positiva em L?(Q), pois

<S(f),f>L2(Q):/Q(Sf)fdx:/ﬂufdx:/Q\Vu\2dx>0,
V feL*) ecomu#0.

Portanto, uma vez que S : L*(Q)) — L?*(Q2) ¢ um operador nas condigoes do
Teorema Espectral para operadores compactos autoadjuntos em um espaco de Hilbert
(Ver Apéndice B Teorema 4), resulta que existe uma seqiiéncia (yy) de nameros reais,

que sao os autovalores, verificando

> > > > > >0
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e — 0 quando, k — 0.

Associados aos autovalores, existe uma seqiiéncia ¢y, de fungoes de L*(§2), denominadas

de autofuncoes de S as quais constituem uma base Hilbertiana para L?(2).

Em outras palavras, encontramos duas seqiiéncias (L )ren € (Or)ren tais que

S(ép) = puron, ¥ k=1,2,3,...,

com u >0, V k=1,2,3,..., e ux — 0 quando k£ — 0.
Logo,
/ V(urdr)Voder = / oropdr, ¥ ¢ € Hy(Q),
Q Q

obtemos

_ 1 1
/Q VouVodr = - /Q ridr, ¥ b e H(Q).

1
Portanto, ¢y é uma solucao fraca do problema (A.1), onde \; = —, resultando
223

que (A) é uma seqiiéncia de numéros reais positivos tais que

k—so00

MS A< S A< — 0.

Agora vamos mostrar que

/|Vu|2dx2)\1/u2dx.
Q Q

De fato, seja u € Hj(Q2) e {¢r : k= 1,2,...} sendo definida como anteriormente.

Se u € L*(Q) podemos escrever

[o@)
u= ch¢k, onde ¢, = (u, ¢y) .
k=1
Seja
N
uy =Y i,
k=1
temos:

N N

N
/VUNVuNdx = (un, un) <Z ck¢k,chgbj> = Z/\kci. (A.6)
Q k=1

k=1
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De (A.6), temos

N N
/ VuVudx > / VunyVunydr = Z )\kci >\ Zci =)\ / u?\,dw.
L Q k=1 k=1 Q

Como uy converge para u em L*(2), obtemos

/]Vu]zdxz Al/qux
0 0

provando, assim, o nosso Teorema. |

Dando continuidade, vamos mostrar o seguinte teorema que serd muito impor-

tante em nosso trabalho.

Teorema A.2 Seu € H}(Q)) € ortogonal a ¢, entao:

/|Vu|2dx2)\2/u2dx.
Q Q

Demonstragao: Seja u € H} (Q) e {¢x : k=1,2,...}. Como u € L*(Q) pode-

mos escrever

u= cppp, onde ¢ = (u, ).
k=1
Seja
N
uy =Y i,
k=1
temos:
N
/ VunVuyds = A, (A7)
Q k=2
pois u_l ¢y, resultando
G = <u7 ¢1> =0.

De (A.7), temos

N N
/ VuVudx > / VuyVuydr = Z )\kci > A Zci = )\2/ u?\,dm.
Q Q =2 k=2 Q

Como uy converge para u em L*({2), obtemos

/|Vu|2dx2)\2/u2dx,
Q Q
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provando, assim, o nosso Teorema. [

Finalmente, mostraremos duas propriedades relacionadas aos autovalores dado

pelo seguinte Teorema:

Teorema A.3 Toda autofuncao associada a A\ tem sinal definido, enquanto toda

autofuncao associada a \;, com j > 2, atinge valores positivos e negativos.

Demonstracao: De fato, considere ¢ uma autofuncao associada a A\; e suponhamos

T E0 (¢ #0),

onde

¢ () = max {¢(x),0}

¢~ (z) = min{¢(x),0} .
Segue dos espagos de Sobolev que ¢ € H}(Q) e

(¢, ) :/Qvgbvwdx:/quﬁvwdx: 6]

e
2
(6,0 ) 2oy = 107 ([ 120y
Recorde que ¢ verifica a seguinte igualdade
/ngVvdx = /\l/gbvdx, YV v e Hi(Q).
Q Q
Escolhendo v = ¢™, obtemos
/ VoVetde = N\ / oot dz,
Q Q
isto é,

<¢7 ¢+> = >‘1 <¢7 ¢+>L2(Q) )

o que implica

ot

1 — 2 .
1% 22
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Agora, usando o fato que

w = —¢+
16711 2
verifica o problema
—Aw = Mw, €,
w= 0, 09

desde que w(z) > 0 e w # 0.

Afirmagao 1: w(z) >0, V z €, com w # 0.

De fato, suponha que a afirmagao nao vale, entao existe zy € €2, com

w(zg) = 0.

Logo, pelo Principio do Méaximo forte (Ver Apéndice B, Teorema 8), w deve ser

constante em (), conseqiientemente
w(z) =0, V z €,

o que é um absurdo, pois w # 0. Logo w(x) > 0.

Segue da Afirmacao 1, que
¢t (x) >0, V z€Q,
isto é,
¢" () = max {¢(z),0} > 0.
Portanto,
o(x) >0, V e
O mesmo raciocinio se aplica a fungao ¢

Vamos mostrar que toda autofuncao associada a A;, com j > 2, atinge valores

positivos e negativos.

De fato, sejam ¢ e w autofungoes associadas a A; e A;, (j > 2), respectivamente.

Pelo que ja provamos, podemos escolher

o(x) >0, V z e
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Temos as seguintes igualdades

/V¢Vvdx = A1/¢vdx, vV v e Hy() (A.8)
Q Q
e
/VwVvdx = )\j/wvdx, YV v e Hy(Q). (A.9)
Q Q

Escolhendo v = w em (A.8) e v = ¢ em (A.9), obtemos

/ngSdex: A1/¢wdx e /VwV(bdx:)\j/w(édx.
Q Q Q Q

Conseqiientemente,

(A — A1) / weodr = 0.
e

/chﬁda: =0.

Mostrando que w muda de sinal. [

Desde que A; — A; > 0, concluimos



Apéndice B

Resultados Utilizados

Neste Apéndice apresentaremos os resultados utilizados em nosso trabalho. In-
dicaremos também as referéncias onde podem ser encontrados as respectivas demons-

tragoes.

Teorema B.1 (Teorema de Kakutani)(ver [4])

Seja E um espago de Banach. Entao E € reflexivo se, e somente se, B,(0) € fracamente

compacta.

Teorema B.2 (ver [14])
Seja J um intervalo aberto contendo o zero e U um aberto em E, com xqg € E e
0<a<1 tal que

Bga(ﬂfo) cU.

Considere f : J x U — E uma fung¢ao continua limitada por constante ¢ > 0 satis-

fazendo a condi¢ao de Lipschitziana em U com constante K > 0 uniformemente com

. . a - . L
respeito a J. Se b < min {—, E} , entao existe um unico fluro
c

a:Jyx B, — U.
Além disso, se [ é de classe CP, entao cada curva integral a(t,z) também é de classe
CP.
Teorema B.3 (Teorema da Representagao de Riesz-Fréchet) (ver [4])
Seja H um espaco de Hilbert, entdo dado p € H | existe f € H tnico tal que

(p,v) =(f,v) V veH.
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E mais, verifica-se que

1= llellg -

Teorema B.4 (Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos)
(ver [4])

Seja H um espago de Hilbert, com dimH = +o0 e T : H — H um operador compacto,
simétrico e positivo. Entao H tem uma base Hilbertiana formados de autovetores e os

autovalores que formam uma seqiencia (u,) C (0,400), com

tn — 0 quando n — oo.

Teorema B.5 (Desigualdade de Hélder) (ver [4])
Seja f € LP(Q) e g € L), com % + é =1 ep>1. Entao,

fgeLl'(Q)

/Q 179145 < 11l e 191 oy -

Teorema B.6 (Desilguadade de Poincaré) (ver [4])
Seja Q um aberto limitado do RN .Entdo, existe uma costante C = C(Q,p) tal que

1/p
HUHLP(Q) <C (/ ’VU"D dl’) , YV ue Wol’p(Q), 1 <p<+oo.
Q

Teorema B.7 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)(ver [3])
Seja f, uma sequéncia de fungoes integravéis. Suponha que

(i) Jn — f(x) q.t.p. em €
(ii) | fn(2)] < g(x) q.t.p. em Q, para alguma funcio g € L* (). Entao,

FeL Q) e |lfa— fllpg — 0

Teorema B.8 (Principio do Maximo Forte) (ver [7])
Assuma que u € C2(U)NC(U) ec=0 em U conexo, aberto e limitado.
i) Se

Lu<0em U

e u atinge o mdximo em U sobre um ponto interior, entao

u  constante em U.
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i) Se
Lu>0em U

e u atinge o minimo em U sobre um ponto interior, entao

u  constante em U.

Teorema B.9 (Critério de Compacidade) (ver [13])
Sejam X eY espagos vetoriais normados. Um operador linear T : X — Y € compacto
se, e somente se, toda seqiéncia limitada (x,) C X tem a propriedade que a seqiéncia

(T'(z,)) CY possui uma subseqiiéncia convergente.

Teorema B.10 (ver [13])
Sejam X eY espacos vetoriais normados €T : X — 'Y um operador linear compacto.
Se (xz,) C X verifica

T, —~x em X,

entao,
T(x,) — T(x) em Y.

Teorema B.11 (ver [4])
Sejam E um espago de Banach e (z,) uma seqiéncia em E. Entao
i), — 1 flr,) — f(x), ¥V fEF,

i) T, = x = ||z,| € limitada e

|z|| < liminf ||z,|| .

Teorema B.12 (Teorema Fundamental do Calculo) (ver [14])

Sejam G um espago vetorial normado completo e f : [a,b] — G continua no intervalo
la,b]. As seguintes afirmagoes a respeito de uma Funcgdo F : [a,b] — G sao equiva-
lentes:

i) Se F' € uma integral indefinida de f, entao

F(x)—F(a):/xf(t)dt, vV z € la,b

ii) Se F' € uma primitiva de f, entao

’

F(x)=f(z) V x € [a,l].

Teorema B.13 (ver [4])

Seja (fn) uma seqiéncia em LP(Q) e f € LP(Q), tal que ||f, — fllppq — 0. Entao,
existe uma subseqiéncia (fy,) tal que

1) fu () = f(x) ¢t.p. em ;
i) | fo, ()| < h(z) ¥V k, qt.p. em Q, com he LP(Q).
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Teorema B.14 (ver [17])
Sejam Q um subcojunto limitado do RN(N >2), Q de classe C™ e 1 < p < oo. Entao

as tmersoes abaizo sao continuas:
7 ; — ,1<qg < = se mp < N.
1) W™P(() L1(Q),1<q¢g< Np p* p <N

N—mp
(11) WP(Q) — L1(Q2),1 < g < oo se mp=N.
(iii) W™P(Q) — CF*(Q) se mp > N,

onde k é um inteiro verificando k < m — Np < k+1 e p um numero real satisfazendo

0<,u§m—k‘—%:uose,uo<1e()<,u<1seu0:1

Teorema B.15 (Imersao de Sobolev) (ver [9])
Sejam Q um dominio suave em RY, m >0 e 1 < g < +oo. Entdo, para qualquer
j >0 as imersoes abaixo sao continuas:
i) Sem < I, W7em(Q) — W(Q),p < g < Nl =
i) Sem = 2, WITTP(Q) — W(Q),p < g < +o0;
iii) Sem > & Witme(Q) — C(Q);
p

w) Sem—1< L <m,
p

. R N
W) s OH(@), 0 <p<m .

Teorema B.16 (Imersao Compacta de Rellich-Kondrachov) (ver [9])
Sejam Q um dominio limitado com fronteira suave em RN, § >0, m > 1 ¢
1 <p < +o0. Entao as imersoes abaixo sao compactas:
i) Sem < 5, WIHP(Q) = WH(Q),1 < g < g2 =
i) Se m = %, Watmp(Q) — Wr1(Q),1 < g < +00;
ii) Sem > 7,
oVITmP(Q) s WI(Q),1 < g < +00;
oWJjJ“m’p(Q) — Cé(g e
oWWItmP(Q)) — (CI(Q).

w) Sem —1< X <m,
P

| . N
W) s OH(@), 0 <p<m .

Teorema B.17 (Teorema de Fubini) (ver [4])
Suponhamos que F € L'(Qy x Q). Entao, para todo x € €,

F(z,y) € L}() e (/Q

De maneira andloga, para y € §o,

F(a:,y)dy) € LL(D).

2

F(z,y) € LL(Q)) e (/Q F(x,y)dy) € L, ().

1
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Além disso,

/dm/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)d:z::// F(x,y)dxdy.
Q1 Qo Q2 91 Q1 %02

Teorema B.18 (ver [11])

Sejam L um operador estritamente eliptico em um dominio limitado 2, com ¢ <0, f

e 0s coeficientes de L pertecentes a C*(§2). Suponhamos que 2 € um dominio de classe
C**(Q). Entdio o problema de Dirichlet

Lu=f, Q,
u=, 0,

tem uma tnica solugao em C?*(Q).

Teorema B.19 (ver [1])
Suponha que Q@ C RN(N > 1) é um congunto limitado e 1 < p < q. Se u € L),

entiao u € LP(2), e além disso, a imersao
LA(Q) — LH(Q)

€ continua.

Teorema B.20 (ver [11])
Seja f € LP(Q) com 1 < p < co. Entdo existe uma tinica u € WP(Q) N Wy (Q) tal

que

_Au:f7 Q7
u=0, 0.

Além disso, existe uma constante C' independente de f e u de modo que
HuHQ,p;Q <C HfHLP(Q) :

Teorema B.21 (Teorema de Lax-Milgram) (ver [4])
Sejam H um espago de Hilbert e a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva em
H. Entdo, para todo ¢ € H', existe wm unico uw € H tal que

a(u,v) = (p,v), V veH.

Teorema B.22 (ver [4])
Sejam E um espago de Banach reflezivo e (u,) uma seqiiéncia limitada em E. Entao,

existe uma subsequéncia (uy,, ) tal que

Uy, —u em k.



Teorema B.23 (Desigualdade de Schwarz) (ver [13])

Seja (X, (,)) um espago vetorial com produto interno. Entdao:
[z, )| < llll - [yll-

Teorema B.24 (ver [4])
Seja E um espacgo de Banach uniformemente Convero. Se x, — x em E e

|lznll — ||lz|| em R, tem-se que

T, — x em F.

Teorema B.25 (Fatou) (ver [3])
Se (fn) € MT(X,N), entao

/ lim inf f,,dp < lim inf/fndu.
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