
Resumo

Neste trabalho, mostramos a existência de solução para o seguinte problema −∆u = f(x, u), Ω,

u = 0, ∂Ω,

conhecido como um problema de Dirichlet não-linear.

As principais ferramentas são os Teoremas de Deformação, Passo da Montanha e os

Métodos de Mínimização.



Abstract

In this work, we show the existence of solutions for the following problem −∆u = f(x, u), Ω,

u = 0, ∂Ω,

known how the nonlinear Dirichlet of problem.

The main tools used are the Deformation, Mountain Pass Theorems and the Minimi-

zation of Methods.
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Introdução

Neste trabalho estudamos a existência de solução fraca para um problema de

Dirichlet não-linear  −∆u = f(x, u), Ω,

u = 0, ∂Ω,
(1)

onde Ω ⊂ RN , (N ≥ 2) é um domínio limitado com fronteira suave e f : Ω×R −→ R

é uma função carathéodory, isto é, que verifica

[8] f(x, ·) é contínua q.t.p x ∈ Ω

[9] f(·, t) é mensurável.

Sabe-se que encontrar soluções fracas para o problema acima, equivale a encontrar

pontos críticos do funcional energia I : H1
0 (Ω) −→ R definido por

I(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 − F (x, u))dx,

onde F (x, t) =
∫ t

0
f(x, z)dz.

Nesta dissertação vamos utilizar os métodos variacionais para determinar solu-

ções fracas para o problema (1). Mostramos a existência de solução não-nula para o

problema (1) segundo os trabalhos de Ambrosetti-Rabinowitz [2] e Martin-Zou [20].

No Capítulo 1, estudamos regularização da solução do seguinte problema −∆u = α(x)u, Ω,

u = 0, ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN , (N ≥ 2) é um domínio limitado com fronteira de classe C2,µ, 0 < µ < 1

e α ∈ L∞(Ω).
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Dando continuidade, provamos duas versões do Teorema de Deformação segundo os

trabalhos de Costa [5], Rabinowitz [18] e Willem [21], que serão ferramentas importan-

tes na demonstração de duas versões do Teorema do Passo da Montanha. Nos capítulos

posteriores, vemos que quando um funcional satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo

da Montanha, encontramos um ponto crítico para este funcional, e portanto, a solução

do problema elíptico ao qual ele está associado. Na seção final do capítulo 1, provamos

dois resultados referentes ao estudo do funcional semicontínuo inferiormente.

No Capítulo 2, mostramos a existência de solução não-nula para o problema

(1). Consideramos as seguintes hipóteses sobre f :

[2.1] Existem constantes c1, c2 ≥ 0 tais que

|f(x, t)| ≤ c1 + c2 |t|s , ∀ x ∈ Ω e t ∈ R,

onde 0 ≤ s < N+2
N−2

, se N ≥ 3, ou s > 1, se N = 2;

[2.2] f(x, t) = o(|t|) quando t→ 0, ∀ x ∈ Ω;

[2.3] Existem constantes µ > 2 e r ≥ 0 tais que

0 < µF (x, t) ≤ tf(x, t), ∀ x ∈ Ω, |t| ≥ r, F (x, t) =

∫ t

0

f(x, z)dz.

Observe que a hipótese [2.3] é conhecida como a condição de Ambrosetti-Rabinowitz.

Usando essas hipóteses, mostramos a existência de uma solução não-nula para o

problema (1) via Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz.

No Capítulo 3, na primeira seção mostramos a existência de solução não-nula

para o problema (1) com as seguintes hipóteses sobre f :

[3.1] A função f(x, t) satisfaz

|f(x, t)| ≤ |t|s + 1,

onde 1 ≤ s < N+2
N−2

, se N ≥ 3, ou s > 1, se N = 2;

[3.2] f(x, t) = o(|t|s) quando |t| → +∞, ∀ x ∈ Ω;

[3.3] Existem δ > 0 e um λ < λ1 tais que

2F (x, t) ≤ λt2, |t| ≤ δ, x ∈ Ω,

onde λ1 é o autovalor associado a autofunção ϕ1 para o operador (−∆, H1
0 (Ω)) e

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, z)dz;
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[3.4] Existe uma função W ∈ LN
2 (Ω) tal que

W (x) ≤ F (x, t)

t2
−→∞ quando t→∞, x ∈ Ω

ou

W (x) ≤ F (x, t)

t2
−→∞ quando t→ −∞, x ∈ Ω;

[3.5] Existem constantes µ > 2, C ≥ 0 tais que

[µF (x, t)− tf(x, t)] ≤ C(t2 + 1), t ∈ R, x ∈ Ω.

O método utilizado aqui, consiste em aplicar um teorema devido a Willem [21], deno-

minado Teorema do Passo da Montanha sem a condição Palais-Smale.

Observamos que a diferença do Capítulo 2 para a primeira seção do Capítulo 3,

refere-se às hipóteses sobre a não-linearidade. Substituimos a condição [2.2] por [3.2],

e acrescentamos as hipóteses [3.3] e [3.4]. É importante notar que a hipótese [3.5] é

uma condição de Ambrosetti-Rabinowitz mais geral do que a anterior, dada por [2.3].

A hipótese [3.5] garante que

(µF (x, t)− tf(x, t))

pode assumir valores positivos, nulos e negativos, enquanto que, por [2.3], o mesmo

termo é menor ou igual a zero.

Finalmente, na última seção consideramos o problema não-linear (1) com as se-

guintes hipóteses sobre f :

[3.1] A função f(x, t) satisfaz

|f(x, t)| ≤ |t|s + 1,

onde 1 ≤ s < N+2
N−2

, se N ≥ 3, ou s > 1, se N = 2;

[3.2] f(x, t) = o(|t|s) quando |t| → +∞, ∀ x ∈ Ω;

[3.6] Existem um δ > 0 e um λ̃ > λ1 tal que

2F (x, t) ≥ λ̃t2, |t| ≤ δ, x ∈ Ω

e

[3.7] Existem uma função W ∈ LN
2 (Ω) tal que

W (x) ≥ P (x, t) −→ −∞ quando |t| → +∞, x ∈ Ω
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onde

P (x, t) = F (x, t)− 1

2
λ1t

2;

[3.8] Seja

lim
|t|→∞

sup
2F (x, t)

t2
≤ α(x) ≤ λ1,

uniformemente em x ∈ Ω, onde α ∈ L∞(Ω) e 0 < α(x) < λ1 sobre um conjunto de

medida positiva.

Nestas condições, usando Métodos de Mínimização mostramos a existência de

uma solução não-nula para o problema (1).

Finalmente, nos Apêndices são encontrados os principais resultados utilizados nos

capítulos anteriores.

No apêndice A fazemos uma descrição do espectro para o operador (−∆, H1
0 (Ω))

no caso do problema homogêneo de Dirichlet, em seguida, estudamos algumas propri-

edades dos autovalores do Laplaciano.

No apêndice B, há vários resultados de Análise Funcional, Teoria da Medida e

de Equações Diferenciáveis Parciais são apresentados sem demonstração, mas com as

referências onde podem ser encontrados.

Notações

Vamos fixar algumas notações que usaremos no decorrer do nosso trabalho.

Seja 1 ≤ p < ∞. Consideraremos Lp(Ω) como o espaço vetorial de todas as
funções mensuráveis u, definidas em Ω, tais que∫

Ω

|u(x)|p dx <∞,

com norma ‖·‖Lp(Ω) dada por

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
)1/p

.

Para o caso particular, p = 2, esse espaço é de Hilbert, com produto escalar dado por

〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀ u, v ∈ L2(Ω).
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Consideraremos L∞(Ω) como o espaço vetorial de todas as funções mensuráveis
que são limitadas quase sempre em Ω. Ou seja,

f ∈ L∞(Ω) ⇐⇒ existe C > 0 tal que |f(x)| ≤ C q.s em Ω,

com norma ‖·‖L∞(Ω) dada por

‖f‖L∞(Ω) = inf {C; |f(x)| ≤ C q.t.p em Ω} .

Seja m ∈ N. Representamos por Wm,p(Ω) os espaços de Sobolev, munido com a
norma

‖u‖m,p;Ω =

∫
Ω

|u|p dx+
∑

1≤|j|≤m

∫
Ω

∣∣Dju
∣∣p dx

1/p

,

onde j = (j1, j2, · · · , jN) ∈ NN , |j| =
∑N

r=1 jr e Dj =
∂|j|

∂j1
x1 · · · ∂jN

xN

é o operador

derivada fraca.

Quando p = 2, para simplificar a notação, denotaremos estes espaços de Sobolev por

Hm(Ω) com norma

‖u‖m,2;Ω =

∫
Ω

|u|2 dx+
∑

1≤|j|≤m

∫
Ω

∣∣Dju
∣∣2 dx

1/2

.

Já por H1
0 (Ω) representamos o espaço W 1,2

0 (Ω) := C∞
0 (Ω)

‖·‖m,2;Ω com norma

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

,

induzida pelo produto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω

∇u∇vdx, ∀ u, v ∈ H1
0 (Ω).

Representamos por W−m,q(Ω), com
1

p
+

1

q
= 1, o dual topológico de Wm,p

0 (Ω), com

norma ‖·‖−m,q;Ω dada por ∥∥∥J ′∥∥∥
−m,q;Ω

= sup
‖ϕ‖m,q;Ω≤1

∣∣∣〈J ′ , ϕ〉∣∣∣ .
Dizemos que uma função u : Ω → R é Hölder contínua de expoente µ, 0 < µ ≤ 1,

se

Hµ[u] = sup
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|µ

< +∞.
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Seja k um inteiro. Designamos por Ck,µ(Ω) o espaço das funções reais cujas

derivadas possuem extensões contínuas em Ω até a ordem k e suas k-ésimas derivadas

são uniformente Hölder contínuas em Ω, com expoente de Hölder µ, 0 < µ ≤ 1. Esses

espaços são munidos com as normas

‖u‖k,µ =
∑
|j|≤k

∥∥Dju
∥∥

C0(Ω)
+
∑
|j|=k

Hµ

[
Dju

]
.

Dizemos que Ω é um domínio limitado com fronteira de classe C2,µ(Ω), se para
todo x ∈ Γ existe uma vizinhança U de x no RN e uma aplicação H : Q→ U bijetiva
tais que

H ∈ C2,µ(Q), H−1 ∈ C2,µ(U), H(Q+) = U ∩ Ω e H(Q0) = U ∩ Γ,

onde

RN
+ = {x = (x∗, xN);xN > 0} ,

Q = {x = (x∗, xN); |x∗| < 1 e |xN | < 1}

Q+ = Q ∩ RN
+

Q0 = {x = (x∗, xN); |x∗| < 1 e xN = 0} .

Denotaremos por C,C1, C2, · · · , K,K1, K2, · · · ,M, constantes reais positivas.



Capítulo 1

Reguralização, Teoremas do Passo da
Montanha e Funcional s.c.i

Neste capítulo iremos demonstrar um resultado de Regularidade e duas versões

do Teorema do Passo da Montanha segundo os trabalhos de Ambrosetti-Rabinowitz

[2] e Willem [21].

Finalmente vamos demonstrar alguns teoremas envolvendo o funcional s.c.i que

serão usados no decorrer do nosso trabalho.

1.1 Reguralização

Nesta seção vamos demonstrar um resultado de regularidade, que será de grande

utilidade mais adiante.

Considere o seguinte problema: −∆u = α(x)u, Ω,

u = 0, ∂Ω,
(1.1)

onde Ω ⊂ RN , (N ≥ 2) é um domínio limitado com fronteira de classe C2,µ(Ω),

0 < µ < 1 e α ∈ L∞(Ω).

Definição 1.1 Uma solução fraca para o problema (1.1) é uma função u ∈ H1
0 (Ω) que
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verifica ∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

α(x)uvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Usando a teoria dos espaços Lp(Ω), a teoria de Schauder das equações elípticas e

as imersões de Sobolev, conseguimos obter o resultado de reguralização que segue:

Teorema 1.1 Seja u ∈ H1
0 (Ω) uma solução fraca do problema (1.1), então

u ∈ C1,µ(Ω) se α ∈ L∞(Ω).

Além disso, se αu ∈ C0,1(Ω), temos u ∈ C2,µ(Ω).

Demonstração:

Parte I:

Inicialmente vamos mostrar o resultado para N > 2.

Como, 1 <
N

2
e u ∈ H1

0 (Ω), segue-se dos Teoremas de Imersão (Ver Teorema

B.14, item i Apêndice B), que u ∈ L2∗(Ω). Logo αu ∈ L2∗(Ω), pois α ∈ L∞(Ω).

Seja 1 < σ < 2∗ − 1. Como
2∗

σ
< 2∗, tem-se (Ver Teorema B.19, Apêndice B)

L2∗(Ω) ↪→ L
2∗
σ (Ω).

Portanto, escrevendo p1 =
2∗

σ
, temos

αu ∈ Lp1(Ω).

Consequentemente (Ver Teorema B.20, Apêndice B)

u ∈ W 2,p1(Ω).

1o Passo:

Analisaremos os seguintes casos:

1o Caso: N − 2p1 < 0

(
N

p1

< 2

)
Como

u ∈ W 2,p1(Ω),

resulta das imersões compacta (Ver Teorema B.16, item iii Apêndice B), que

u ∈ C0(Ω).
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Donde concluimos que

u ∈ Lr(Ω), ∀ r ≥ 1.

Logo,

αu ∈ Lr(Ω), pois α ∈ L∞(Ω).

Como
r

σ
< r, então (Ver Teorema B.19, Apêndice B)

Lr(Ω) ↪→ L
r
σ (Ω), para r > σ.

Portanto,

αu ∈ L
r
σ (Ω) com r > σ.

Consequentemente (Ver Teorema B.20, Apêndice B)

u ∈ W 2, r
σ (Ω), com r > σ.

É possível escolher
r0
σ

tal que 0 <
N

r0/σ
< 1. Portanto da imersão de Sobolev (Ver

Teorema B.15, item iv Apêndice B), temos

u ∈ C1,µ(Ω), com 0 < µ < 1− N

r0/σ
.

2o Caso: N − 2p1 = 0

(
N

p1

= 2

)
Desde que u ∈ W 2,p1(Ω), p1 =

2∗

σ
temos, pela imersão de Sobolev (Ver Teorema

B.15, item ii Apêndice B), que

u ∈ Lq(Ω), com p1 ≤ q < +∞.

Donde concluímos

αu ∈ Lq(Ω), pois α ∈ L∞(Ω).

Consequentemente (Ver Teorema B.20, Apêndice B)

u ∈ W 2,q(Ω), com p1 ≤ q < +∞.

Daí, é possivel escolher q0 de modo que 0 <
N

q0
< 1, e portanto, como no caso anterior,

u ∈ C1,µ(Ω), com 0 < µ < 1− N

q0
.
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3o Caso: N − 2p1 > 0

(
N

p1

> 2

)
Uma vez que u ∈ W 2,p1(Ω) e

N

p1

> 2, temos pela imersão de Sobolev (Ver Teorema

B.15, item i Apêndice B), que

u ∈ Lt(Ω), para p1 ≤ t ≤ Np1

N − 2p1

= p∗1.

Em particular,

u ∈ Lp∗1(Ω) ⇒ αu ∈ Lp∗1(Ω), pois α ∈ L∞(Ω).

Como
p∗1
σ
< p∗1, usando a imersão contínua (Ver Teorema B.19, Apêndice B), obtemos

αu ∈ L
p∗1
σ (Ω), com p∗1 > σ.

Logo (Ver Teorema B.20, Apêndice B),

u ∈ W 2,p2(Ω), onde p2 =
p∗1
σ
.

Agora observemos que:

• p1 > 1.

De fato,

p1 =
2∗

σ
>

(
2N

N − 2

)
.

(
N − 2

N + 2

)
> 1, se N > 2.

• p2

p1

> 1.

De fato,
p2

p1

=
p∗1
σ
.
σ

2∗
=
p∗1
2∗

=

(
p1N

N − 2p1

)
.
N − 2

2N
> 1,

pois, por meio de alguns cálculos, chegamos que a desigualdade anterior é equivalente

a σ < 2∗ − 1. Assim, podemos escolher A0 > 1 tal que

p1 > A0 > 1 e
p2

p1

> A0. (1.2)

Consequentemente,

p2 > p1.A0 > A2
0. (1.3)

2o Passo:

Recordando que u ∈ W 2,p2(Ω), onde p2 =
p∗1
σ
, vamos considerar, nesta segunda etapa,
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os seguintes casos:

1o Caso: N − 2p2 < 0

(
N

p2

< 2

)
De modo inteiramente análogo ao 1o Caso do passo anterior, obtemos que

u ∈ C1,µ(Ω), com 0 < µ < 1− N

t0/σ
,

para algum t0 ∈ R+.

2o Caso: N − 2p2 = 0

(
N

p2

= 2

)
Semelhantemente ao 2o Caso do passo anterior, temos

u ∈ C1,µ(Ω), com 0 < µ < 1− N

b0
,

para algum b0 ∈ R+.

3o Caso: N − 2p2 > 0

(
N

p2

> 2

)
Desde que u ∈ W 2,p2(Ω) e

N

p2

> 2, temos pela imersão de Sobolev (Ver Teorema

B.15, item i Apêndice B), que

u ∈ Lp∗2(Ω), onde p∗2 =
Np2

N − 2p2

.

Daí,

αu ∈ Lp∗2(Ω).

Usando a imersão contínua (Ver Teorema B.19, Apêndice B), com
p∗2
σ
< p∗2, temos

αu ∈ Lp3(Ω), onde p3 =
p∗2
σ
.

Logo (Ver Teorema B.20, Apêndice B),

u ∈ W 2,p3(Ω).

Agora, provaremos que

• p3

p2

>
p2

p1

.

De fato,

p3

p2

=
p∗2
σ
.
σ

p∗1
=
p∗2
p∗1

=

(
Np2

N − 2p2

)
.

(
N − 2p1

Np1

)
=
p2

p1

.

(
N − 2p1

N − 2p2

)
>
p2

p1

,
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se, e somente se,
N − 2p1

N − 2p2

> 1,

ou equivalentemente,

p2 > p1.

Portanto, mostramos que
p3

p2

>
p2

p1

,

e usando (1.2) e (1.3), obtemos

p3 > A3
o.

Se não cairmos nos primeiro e segundo casos, continuando com este processo, encon-

traremos uma seqüência de números reais {pj} tal que

A0 < p1 < p2 < · · · < pj < pj+1 < · · · ,

A0 <
p2

p1

<
p3

p2

<
p4

p3

< · · · < pj+1

pj

< · · ·

e

pj > Aj
0.

Uma vez que A0 > 1, segue-se que

pj −→ +∞ quando j −→ +∞.

Daí, podemos escolher p0 tal que 0 <
N

p0

< 1 e consequentemente pela imersão de

Sobolev (Ver Teorema B.15, item iv Apêndice B), em um dos passos do 3o Caso,

resultará que

u ∈ C1,µ(Ω), com 0 < µ < 1− N

p0

.

Para mostrar o caso N = 2, procederemos de maneira análoga ao caso em que

N > 2, fazendo apenas algumas modificações que elencaremos abaixo: Primeiramente,

substituimos a imersão contínua Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde q = 2∗ (Ver Teorema B.14,

item i Apêndice B), pela imersão Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), com 1 ≤ q < ∞ (Ver Teorema

B.14, item ii Apêndice B). Em seguida, aplica-se o Teorema B.20 (Ver Apêndice B)

e finalmente, usa-se a imersão W j+m,p(Ω) ↪→ Cj,µ(Ω) (Ver Teorema B.15, item iv

Apêndice B).
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Parte II:

Agora, supondo que f ∈ C0,1(Ω), segue-se que f é lipschitziana, isto é, existe C > 0

tal que x, y ∈ Ω implica,

|f(x)− f(y)| ≤ C |x− y| .

Considerando x, y ∈ Ω, com x 6= y e 0 < µ < 1, temos

|f(x)− f(y)|
|x− y|µ

≤ C
|x− y|
|x− y|µ

≤ C |x− y|1−µ , ∀ x, y ∈ Ω, com x 6= y.

Logo,

sup
x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|µ

≤ C sup
x 6=y

|x− y|1−µ ,

o que implica

Hµ [f(·)] ≤ C

(
sup
x 6=y

|x− y|
)1−µ

,

donde segue-se que

Hµ [f(·)] ≤ C
[(
diam(Ω)

)1−µ
]
<∞

desde que Ω seja limitado.

Portanto,

f ∈ Cµ(Ω), com 0 < µ < 1.

Daí (Ver Teorema B.18, Apêndice B), resulta que o problema −∆v = f(x), Ω,

v = 0, ∂Ω,

tem uma única solução v ∈ C2,µ(Ω).

Em particular para f = αu ∈ C0,1(Ω), temos o problema −∆v = αu, Ω,

v = 0, ∂Ω,

tem uma única solução v ∈ C2,µ(Ω). Assim, u e v são soluções fracas do problema (1.1),

isto é, ∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

α(x)u(x)dx, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω)

e ∫
Ω

∇v∇ϕdx =

∫
Ω

α(x)u(x)dx, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω)
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Consequentemente, ∫
Ω

∇(v − u)∇ϕdx = 0, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω),

o que implica

u = v em H1
0 (Ω)

e assim,

u = v q.t.p em Ω.

Por outro lado, uma vez que as funções u e v são contínuas em Ω resulta

u ≡ v em Ω.

E portanto,

u ∈ C2,µ(Ω), 0 < µ < 1.

�

1.2 Teorema de Deformação

Nesta seção vamos demonstrar duas versões do Teorema de Deformação que serão

fundamentais para as demonstrações dos Teoremas do Passo da Montanha.

Definição 1.2 Sejam X um espaço de Banach e Φ ∈ C1(X,R). Dizemos que c ∈ R é

um valor crítico de Φ se existe u ∈ X com Φ
′
(u) = 0 e Φ(u) = c.

Denotaremos por Φc o conjunto de todas os pontos em níveis menores do que ou

iguais a c, isto é,

Φc = {u ∈ X; Φ(u) ≤ c} .

Definição 1.3 Seja X um espaço de Banach, um campo pseudo - gradiente para
Φ ∈ C1(X,R) é uma aplicação localmente Lipschitziana1 V : Y → X, onde

Y =
{
u ∈ X; Φ

′
(u) 6= 0

}
1Sejam X, Y espaços de Banach. Uma aplicação é dita localmente Lipschitziana, se para cada

ponto u ∈ X existem uma constante K > 0 e uma vizinhança V de u tais que

‖f(u)− f(v)‖ ≤ K ‖u− v‖ , ∀ u, v ∈ V.
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tal que, para cada u ∈ Y ,

‖V (u)‖X ≤ 2
∥∥∥Φ′

(u)
∥∥∥

X′
(1.4)

Φ
′
(u)V (u) ≥

∥∥∥Φ′
(u)
∥∥∥2

X′
. (1.5)

Definição 1.4 Seja X um espaço de Banach, Φ ∈ C1(X,R). O funcional Φ satisfaz a
condição de Palais-Smale-(PS) se qualquer seqüência {un} ⊂ X tal que

|Φ(un)| ≤ const e Φ
′
(un) → 0 em X

′

possui uma subseqüência convergente.

Teorema 1.2 (Teorema de Deformação)
Suponha que Φ ∈ C1(X,R) satisfaz a condição Palais-Smale. Se c ∈ R não é um valor
crítico de Φ então, para todo ε > 0 suficientemente pequeno, existe
η ∈ C ([0, 1]×X,X) tal que para qualquer u ∈ X e t ∈ [0, 1] tem-se:
(1) η(t, u) = u se u /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) ;

(2) η (1,Φc+ε) ⊂ Φc−ε.

Demonstração: Como c ∈ R não é um valor crítico de Φ, devem existir constan-

tes α, β > 0 tais que u ∈ Φ−1 ([c− 2α, c+ 2α]) implique
∥∥Φ′

(u)
∥∥

X′ ≥ β, pois caso

contrário, para quaisquer α, β > 0 existirá

u∗ ∈ Φ−1 ([c− 2α, c+ 2α]) ,

com ∥∥∥Φ′
(u∗)

∥∥∥
X
′
< β.

Considerando α =
1

2n
, β =

1

n
e un = u∗n, tem-se

c− 1

n
≤ Φ(un) ≤ c+

1

n
e
∥∥∥Φ′

(un)
∥∥∥

X′
<

1

n
.

Assim, passando ao limite quando n −→∞, obtemos

Φ(un) −→ c e Φ
′
(un) −→ 0.

Da condição Palais-Smale, existe uma subsequência (unk
) ⊂ (un) tal que

unk
−→ u.



21

Desde de que Φ ∈ C1(X,R), temos

Φ(unk
) −→ Φ(u) e Φ

′
(unk

) −→ Φ
′
(u).

Portanto, pela unicidade do limite, obtemos

Φ(u) = c e Φ
′
(u) = 0,

donde concluímos que c é um valor crítico de Φ, contrariando a hipótese. Logo, mos-

tramos que existem α, β > 0 tais que, se u ∈ Φ−1 ([c− 2α, c+ 2α]) , temos∥∥Φ′
(u)
∥∥

X′ ≥ β.

Agora, considere ε ∈ (0, α] fixado e δ =
4ε

β
.

Sejam

A = Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) ,

B = Φ−1 ([c− ε, c+ ε])

e

Y =
{
u ∈ X; Φ

′
(u) 6= 0

}
.

Além disso, considere V : Y → X um campo pseudo-gradiente para Φ e 0 ≤ ρ ≤ 1

uma função localmente lipschitziana definida por

ρ : X −→ R

u 7−→ ρ(u) =
d(u,X \ A)

d(u,X \ A) + d(u,B)
. (Ver [6])

Segue da definição de ρ que ρ(u) = 1 se u ∈ B e ρ(u) = 0 se u ∈ X \ A. Defina a

seguinte aplicação localmente Lipschitziana f : X 7−→ X definida por

f(u) =

 −ρ(u) V (u)
‖V (u)‖X

, se u ∈ A

0, se u /∈ A, (Ver [6])

temos ‖f‖X ≤ 1 para todo u ∈ X. Segue da teoria de E.D.O, que o problema de

Cauchy 
d

dt
w(t, u) = f(w(t, u))

w(0, u) = u

tem solução única (Ver Teorema B.2, Apêndice B), a qual denotaremos por w(t, u),

que está definida para todo t ∈ R e para cada u ∈ X.
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Seja η : [0, 1]×X 7−→ X definida por η(t, u) = w(δt, u). Vamos mostrar:

(1) η(t, u) = u se u /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) = A.

De fato, seja w1(t, u) = u ∀ t ∈ R. Note que

d

dt
w1(t, u) = 0 = f(w1(t, u)), pois u /∈ A

o que implica, 
d

dt
w1(t, u) = f(w1(t, u)), se u /∈ A

w1(0, u) = u

Assim, pelo teorema de existência e unicidade (Ver Teorema B.2, Apêndice B), temos

w1(t, u) = w(t, u) = u ∀ t ∈ R.

Daí,

η(t, u) = w(δt, u) = u ∀ t ∈ [0, 1].

Logo, mostramos (1).

(2) η (1,Φc+ε) ⊂ Φc−ε.

De fato, para cada u ∈ X fixado a função Φ(w(t, u)) é decrescente pois,

dΦ

dt
(w(t, u)) = Φ

′
(w(t, u)).

d

dt
w(t, u)

= Φ
′
(w(t, u)).f(w(t, u))

= −ρ(w(t, u)).Φ
′
(w(t, u)).

V (w(t, u))

‖V (w(t, u))‖X

donde concluímos por (1.5), que

dΦ

dt
(w(t, u)) ≤ −ρ(w(t, u)).

∥∥Φ′
(w(t, u))

∥∥2

X

‖V (w(t, u))‖X

≤ 0. (1.6)

Portanto Φ(w(t, u)) é decrescente em t para cada u ∈ X fixado.

Seja u ∈ Φc+ε. Vamos considerar os seguintes casos:

1o Caso: Φ(w(t∗, u)) < c− ε para algum t∗ ∈ [0, δ)



23

Se Φ(w(t∗, u)) < c− ε para algum t∗ ∈ [0, δ) tem-se

Φ(η(1, u)) = Φ(w(δ, u)) ≤ Φ(w(t∗, u)) < c− ε,

pois Φ é decrescente em t, de onde podemos concluir que

η(1, u) ∈ Φc−ε.

2o Caso: Φ(w(t, u)) ≥ c− ε, ∀ t ∈ [0, δ]

Usando o fato de Φ ser decrescente em t e u ∈ Φc+ε, obtemos

Φ(w(t, u)) ≤ Φ(w(0, u)) = Φ(u) ≤ c+ ε.

E como,

Φ(w(t, u)) ≥ c− ε, ∀ t ∈ [0, δ],

logo,

w(t, u) ∈ Φ−1 ([c− ε, c+ ε]) = B, ∀ t ∈ [0, δ].

Usando (1.6) e (1.4) e o fato que ρ ≡ 1 em B, obtemos:

Φ(w(δ, u)) = Φ(u) +

∫ δ

0

dΦ

dt
(w(t, u))dt

≤ Φ(u)− 1

2

∫ δ

0

∥∥∥Φ′
(w(t, u))

∥∥∥
X
dt

≤ c+ ε− 1

2
.
4ε

δ
.δ = c− ε

mostrando que

Φ(w(δ, u)) ≤ c− ε.

Portanto, em qualquer um dos casos 1o ou 2o, temos

η(1, u) = w(δ, u) ∈ Φc−ε se u ∈ Φc+ε.

Portanto, provamos (2). �

Teorema 1.3 (Teorema de Deformação)
Sejam X um espaço de Hilbert, Φ ∈ C1(X,R), c ∈ R e ε > 0. Assuma que∥∥∥Φ′

(u)
∥∥∥

X
′
≥ 2ε, ∀ u ∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) .
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Então existe η ∈ C (X,X) tal que
(3) η(u) = u se u /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) ;

(4) η (Φc+ε) ⊂ Φc−ε.

Demonstração: A prova desse teorema, segue de forma análoga ao Teorema 1.2,

para maiores detalhes sugerimos a referência [6]. �

1.3 Teoremas do Passo da Montanha

Nesta seção vamos demonstrar duas versões do Teorema Passo da Montanha as

quais serão utilizados nos próximos capítulos.

Vamos demonstrar o Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz

[2].

Teorema 1.4 Sejam X um espaço de Banach real e Φ ∈ C1(X,R) satisfazendo a
condição Palais-Smale-(P.S). Suponha que Φ(0) = 0 e que
[1.1] Existem constantes ρ, α > 0 tais que Φ

∣∣∣
∂Bρ

> α, e

[1.2] Existe um e ∈ X \Bρ tal que Φ(e) < 0.

Então, Φ possui um valor crítico c ≥ α, com

c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

Φ(u),

onde Γ = {g ∈ C([0, 1]), X); g(0) = 0 e g(1) = e} .

Demonstração: Seja

c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

Φ(u),

ou seja,

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) .

Vamos provar inicialmente que c está bem definido. De fato, sendo Φ ∈ C1(X,R)

e g ∈ C([0, 1], X), segue-se que Φ◦g é uma função contínua. Como [0, 1] é um conjunto

compacto, temos Φ ◦ g possui máximo em [0, 1].

Afirmação 1: maxt∈[0,1] Φ (g(t)) > α, ∀ g ∈ Γ.
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De fato, seja g ∈ Γ e defina

h : [0, 1] −→ R

t 7−→ h(t) = ‖g(t)‖ .

Observe que h é uma composição de funções contínuas, logo h é uma função contínua.

Além disso, sendo e ∈ X \Bρ, temos

h(0) = ‖g(0)‖ = ‖0‖ = 0 < ρ

e

h(1) = ‖g(1)‖ = ‖e‖ > ρ,

ou seja, h(0) < ρ < h(1). Daí, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe t0 ∈ (0, 1)

tal que h(t0) = ‖g(t0)‖ = ρ, donde segue pela condição [1.1] que Φ (g(t0)) > α. Logo,

max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) > α, ∀ g ∈ Γ, (1.7)

mostrando, assim, a Afirmação 1.

Definido H =
{
maxt∈[0,1] Φ (g(t)) ; g ∈ Γ

}
, segue da Afirmação 1, que H é limi-

tado inferiormente em R. Assim pelo Postulado de Dedekind, podemos definir o ínfimo

de H em R, isto é,

inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ (g(t))

está bem definido. De (1.7), temos α é uma cota inferior para H. Daí, pela definição

de c, temos c ≥ α.

Suponha por contradição que c não é um valor crítico, então pelo Teorema

de Deformação (1.2), dado 0 < ε <
c− α

2
, existe η ∈ C ([0, 1]×X,X) tal que

(1) η(t, u) = u se u /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) e t ∈ [0, 1];

(2) η (1,Φc+ε) ⊂ Φc−ε.

Além disso, pela definação de c, existe g ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) ≤ c+ ε. (1.8)

Considere h∗(t) = η (1, g(t)) . Sendo η ∈ C ([0, 1]×X,X) e g ∈ C ([0, 1], X) ,

segue-se que h∗ ∈ C ([0, 1], X) . Note que, como Φ(e) < α < c− 2ε, temos

Φ(e) /∈ [c−2ε, c+2ε], o que implica, e /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) . Da mesma forma, temos
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Φ(0) = 0 < α < c− 2ε, o que implica Φ(0) /∈ [c− 2ε, c+ 2ε], ou seja,

0 /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) . Assim, por (1), temos

h∗(0) = η (1, g(0)) = η (1, 0) = 0

e

h∗(1) = η (1, g(1)) = η (1, e) = e

donde segue que h∗ ∈ Γ.

Finalmente, por (1.8), obtemos

Φ (g(t)) ≤ max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) ≤ c+ ε,

o que implica g(t) ∈ Φc+ε, ∀ t ∈ [0, 1]. E mais, de (2) segue

h∗(t) = η (1, g(t)) ∈ Φc−ε, ∀ t ∈ [0, 1],

ou seja, Φ (h∗(t)) ≤ c− ε, ∀ t ∈ [0, 1]. Logo,

max
t∈[0,1]

Φ (h∗(t)) ≤ c− ε

e sendo,

c = inf
g∈Γ

max
u∈[0,1]

Φ (g(t)) ,

temos

c ≤ max
t∈[0,1]

Φ (h∗(t)) ≤ c− ε,

visto que h∗ ∈ Γ. Assim,

c ≤ c− ε

o que é um absurdo. Portanto, concluímos que c é um valor crítico para Φ, finalizando

assim, a demonstração do Teorema (1.4). �

Vamos demonstrar o próximo Teorema do Passo da Montanha sem a condição

Palais-Smale devido a Willem [21].

Teorema 1.5 Sejam X um espaço de Banach, Φ ∈ C1(X,R), r > 0 e e ∈ X

satisfazendo
‖e‖ > r e b = inf

‖u‖=r
Φ(u) > Φ(0) ≥ Φ(e).
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Então, para cada ε ∈ (0,
c

2
), existe u ∈ X tal que

[1.3] c− 2ε ≤ Φ(u) ≤ c+ 2ε;

[1.4]
∥∥Φ′

(u)
∥∥ < 2ε;

onde
c = inf

g∈Γ
max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) .

e
Γ = {g ∈ C([0, 1]), X); g(0) = 0 e g(1) = e} .

Demonstração: Pela definição de b, temos

b ≤ Φ(u), ∀ u ∈ X, tal que ‖u‖ = r.

Considerando a função

h : [0, 1] −→ R

t 7−→ h(t) = ‖g(t)‖

segue-se que a mesma é contínua, pois é composição de funções contínuas (‖·‖ ; g) .

Note que:

i) h(0) = ‖g(0)‖ = ‖0‖ = 0 e ii) h(1) = ‖g(1)‖ = ‖e‖ > r,

isto é,

h(0) < r < h(1).

Então, pelo Teorema do Valor Intermediário existe t0 ∈ (0, 1) tal que

h(t0) = ‖g(t0)‖ = r.

Logo, existe u0 = g(t0) ∈ X, tal que ‖u0‖ = r. Assim, b ≤ Φ(u0) e

Φ(u0) = Φ (g(t0)) ≤ max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) ,

implicando que

b ≤ max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) .

Sendo g ∈ Γ arbitrário, temos

b ≤ c ≤ max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) .
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Vamos mostrar que [1.3] ocorre. De fato, pela definição de c, existe um caminho

g0 ∈ Γ tal que para ε > 0, temos

max
t∈[0,1]

Φ (g0(t)) ≤ c+ ε.

Por outro lado,

c ≤ max
t∈[0,1]

Φ (g(t)) .

Logo,

c ≤ max
t∈[0,1]

Φ (g0(t)) ≤ c+ ε. (1.9)

Assim, como o máximo é atingido, existe t0 ∈ [0, 1] tal que

c− 2ε < c ≤ Φ (g0(t0)) ≤ c+ ε < c+ 2ε.

Portanto, para cada ε ∈
(
0,
c

2

)
existe u = g0(t0) ∈ X tal que

c− 2ε < c ≤ Φ(u) ≤ c+ ε < c+ 2ε.

Vamos provar a condição [1.4]. Suponha que não seja verdade, isto é, existe

ε ∈
(
0,
c

2

)
tal que ∥∥∥Φ′

(u)
∥∥∥ ≥ 2ε, ∀ u ∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) .

Usando a contra positiva de [1.3], isto é, existe ε ∈
(
0,
c

2

)
tal que

c− 2ε > Φ(u) ou Φ(u) > c+ 2ε, ∀ u ∈ X.

Em particular, temos

c− 2ε > Φ(0) ou Φ(0) > c+ 2ε.

Como b > Φ(0) por hipótese, então não podemos ter

Φ(0) > c+ 2ε,

pois b > c+ 2ε⇒ 0 > c− b+ 2ε > 0 um absurdo, já que b ≤ c.

Logo,

c− 2ε > Φ(0) ≥ Φ(e). (1.10)
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Logo, pelo Teorema de Deformação (1.3) existe η ∈ C(X,X) tal que

(3) η(u) = u se ∀ u /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε])

(4) η (Φc+ε) ⊂ Φc−ε.

Considere h∗(t) = η (g0(t)) . Vamos mostrar que h∗ ∈ Γ. Sendo η ∈ C (X,X) e

g0 ∈ C ([0, 1], X) , segue-se que h∗ ∈ C ([0, 1], X) . Além disso,

h∗(0) = η (g0(0)) = η(0)

Observamos que (1.10) implica em obtermos

0 /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) ,

de onde segue por (3) que η(0) = 0, ou seja, h∗(0) = 0. De modo análogo

h∗(1) = η (g0(1)) = η(e).

e por (1.10), segue-se que

e /∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) ,

logo, por (3) temos η(e) = e. O que implica h∗(1) = e. Portanto, h∗ ∈ Γ.

Finalmente, segue-se que

c ≤ max
t∈[0,1]

Φ (h∗(t)) .

De (1.9), obtemos

g0(t) ∈ Φc+ε, ∀ t ∈ [0, 1]

logo, por (4), temos

h∗(t) = η (g0(t)) ∈ Φc−ε, ∀ t ∈ [0, 1].

Portanto,

Φ (h∗(t)) ≤ c− ε, ∀ t ∈ [0, 1],

ou seja,

max
t∈[0,1]

Φ (h∗(t)) ≤ c− ε < c

o que é um absurdo, pois contradiz a definição de c.

Concluímos com isto que, dado ε ∈
(
0,
c

2

)
, existe u ∈ Φ−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) veri-

ficando
∥∥Φ′

(u)
∥∥ < 2ε. Provando o Teorema. �
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1.4 Funcional semicontínuo inferiormente (s.c.i)

Nesta seção vamos demonstrar alguns teoremas envolvendo o funcional s.c.i, que
serão usados no decorrer do nosso trabalho.
Definição 1.5 Seja X um espaço topológico. Dizemos que um funcional
Φ : X −→ R ∪ {+∞} é semicontínuo inferiormente (s.c.i), se para qualquer a ∈ R o
conjunto {x ∈ X; Φ(x) > a} é aberto.
Definição 1.6 Seja X um espaço topológico. Um funcional Φ : X −→ R é seqüencial-
mente semicontínua inferiormente (s.s.c.i) se, para toda seqüência un ⊂ X com

un −→ u0,

ocorrer

lim
n→∞

inf Φ(un) ≥ Φ(u0).

Definição 1.7 Seja X um espaço topológico. Um funcional Φ : X −→ R é dito

fracamente s.c.i (f.s.c.i) se é s.c.i, considerando X com sua topologia fraca.

Teorema 1.6 Sejam X um espaço topológico compacto e Φ : X −→ R um funcional
s.c.i. Então Φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ X tal que

Φ (u0) = inf
X

Φ.

Demonstração: Seja An = {u ∈ X; Φ(u) > −n} , com n ∈ N. Uma vez que Φ é s.c.i,

temos para cada n ∈ N, que An é aberto.

Note que podemos escrever

X =
∞⋃

n=1

An.

Sendo X um espaço topológico compacto, existe n0 ∈ N tal que

X =

n0⋃
n=1

An.

Logo,

Φ(u) > −n0, ∀ u ∈ X.

Donde segue-se que Φ é limitado inferiormente. Do Postulado de Dedekind, o conjunto

{Φ(u);u ∈ X} tem um ínfimo.
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Provaremos agora que o ínfimo é atingido e vamos denotar

c = inf
X

Φ.

Suponha que não seja atingido o ínfimo, isto é,

Φ(u) > c, ∀ u ∈ X.

Então

X =
∞⋃

n=1

{
u ∈ X; Φ(u) > c+

1

n

}
.

Assim, uma vez que X é um espaço topológico compacto, existe k ∈ N tal que

X =
k⋃

n=1

{
u ∈ X; Φ(u) > c+

1

n

}
.

Logo,

Φ(u) > c+
1

k
, ∀ u ∈ X.

Portanto, c+
1

k
é uma cota inferior do conjunto {Φ(u);u ∈ X} . Ora, como o ínfimo é

a maior das cotas inferiores, temos

c+
1

k
≤ c, ∀ u ∈ X

o que é um absurdo. Portanto existe u0 ∈ X tal que

Φ (u0) = inf
X

Φ.

Provando assim o Teorema. �

Teorema 1.7 Seja X um espaço de Hilbert (ou um espaço de Banach reflexivo) e
suponha que o funcional Φ : X −→ R é
(5) fracamente semicontínuo inferiormente (fracamente s.c.i);
(6) coercivo, isto é, Φ(u) −→ +∞ quando ‖u‖ −→ +∞.

Então Φ é limitado inferiormente e existe u0 ∈ X tal que

Φ (u0) = inf
X

Φ.

Além disso, se o funcional Φ : X −→ R é diferenciável, então qualquer ponto de
mínimo u0 é um ponto crítico de Φ, isto é,

Φ
′
(u0) = 0 ∈ X ′

.
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Demonstração: Uma vez que Φ é coercivo, dado M > 0 existe R > 0 tal que

Φ(u) > M, ∀ u ∈ BC
R(0).

Escolha M > Φ(0) e teremos

Φ(u) > Φ(0), ∀ u ∈ BC
R(0).

Desde que X é um espaço de Banach reflexivo (Ver Teorema B.1, Apêndice B), temos

a bola fechada BR(0) é fracamente compacta.

Além disso, por hipótese, Φ é fracamente s.c.i em X. Em particular,

Φ : BR(0) −→ R

é fracamente s.c.i. Assim, uma vez que:

(5) BR(0) é fracamente compacto

e

(6) Φ : BR(0) −→ R é fracamente s.c.i,

temos pelo Teorema 1.6, que Φ é limitado inferiomente em BR(0) e existe u0 ∈ BR(0)

tal que

Φ (u0) = inf
BR(0)

Φ.

Logo,

Φ (u0) = inf
X

Φ

pois Φ(u0) ≤ Φ(0) < Φ(u), ∀ u ∈ BC
R(0).

Vamos mostrar que Φ
′
(u0) = 0 ∈ X ′

. De fato, para cada h ∈ X fixado, considere

a seguinte função
ϕh : R −→ X

t 7−→ ϕh(t) = u0 + th.

Note que claramente, para cada h ∈ X, ϕh é diferenciável em t. Seja

ψ(t) = (Φ ◦ ϕh) (t).

Observe que:

i) ψ é diferenciável, pois é composição de funções diferenciáveis.

ii) zero é um ponto de mínimo local para ψ, pois ψ(0) = Φ(u0) ≤ Φ (u0 + th) =

ψ(t), ∀ t ∈ R.
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Daí, ψ′
(0) = 0, isto é,

0 = ψ
′
(0) = lim

t→0

ψ(t+ 0)− ψ(0)

t
= lim

t→0

Φ (u0 + th)− Φ (u0)

t
.

Ora,

lim
t→0

Φ (u0 + th)− Φ (u0)

t
=
∂Φ

∂h
(u0).

Logo,
∂Φ

∂h
(u0) = 0, ∀ u ∈ X.

Por hipótese Φ é Fréchet Diferenciável, assim, concluímos que

Φ
′
(u0)h =

∂Φ

∂h
(u0), ∀ u ∈ X,

isto é,

Φ
′
(u0) = 0.

Provando assim o Teorema. �



Capítulo 2

Existência de solução fraca para um
problema de Dirichlet não-linear com
a condição de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capítulo estudaremos a existência de solução fraca para o seguinte

problema:

 −∆u = f(x, u), Ω,

u = 0, ∂Ω,
(2.1)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 2 é um domínio limitado com fronteira suave e f : Ω×R −→ R é

uma função Carathéodory e f satisfaz as seguintes hipóteses:

[2.1] Existem constantes c1, c2 ≥ 0 tais que

|f(x, t)| ≤ c1 + c2 |t|s , ∀ x ∈ Ω e t ∈ R,

onde 0 ≤ s < N+2
N−2

, se N ≥ 3, ou s > 1, se N = 2;

[2.2] f(x, t) = o(|t|) quando t→ 0, ∀ x ∈ Ω;

[2.3] Existem constantes µ > 2 e r ≥ 0 tais que

0 < µF (x, t) ≤ tf(x, t), ∀ x ∈ Ω, |t| ≥ r, onde F (x, t) =

∫ t

0

f(x, z)dz.
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Além disso, consideraremos que a norma em H1
0 (Ω) é dada por

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

,

a qual é equivalente a seguinte norma em H1
0 (Ω)

‖u‖1,2;Ω =

(∫
Ω

(
u2 + |∇u|2

)
dx

) 1
2

.

De fato, pela desigualdade de Poincaré (Ver Teorema B.6, Apêndice B), temos∫
Ω

u2dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|2 dx⇒
(∫

Ω

(
u2 + |∇u|2

)
dx

) 1
2

≤
(

(C + 1)

∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

implicando em

‖u‖1,2;Ω ≤ K ‖u‖ .

Por outro lado, (∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

≤
(∫

Ω

(
u2 + |∇u|2

)
dx

) 1
2

donde obtemos

‖u‖ ≤ ‖u‖1,2;Ω .

Mostrando, assim, a nossa afirmação.

O método utilizado consiste em aplicar o Teorema 1.4, conhecido como Teorema

do Passo da Montanha para encontrar um ponto crítico do funcional

I(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 − F (x, u))dx, (2.2)

definido em H1
0 (Ω).

Mostraremos posteriormente que:

I
′
(u)v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx, u, v ∈ H1
0 (Ω).

Assim, dizemos que u ∈ H1
0 (Ω) é ponto crítico de I se∫

Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(x, u)vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Donde segue que u é uma solução fraca para o problema (2.1) se, e somente se, for

um ponto crítico de I.
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Lema 2.1 Sob a hipótese [2.1], temos que I está bem definido.

Demonstração: Vejamos:

I) I1(u) := 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx = 1

2
‖u‖2 < +∞, pois u ∈ H1

0 (Ω).

II) I2(u) :=
∫

Ω
F (x, u)dx está bem definido.

De fato, vamos começar mostrando a seguinte desigualdade

|F (x, t)| ≤ c1 |t|+ c2
|t|s+1

s+ 1
, onde 0 ≤ s <

N + 2

N − 2
e N > 2. (2.3)

Vamos analisar os seguintes casos:

A) t ≥ 0

Por [2.1]

|F (x, t)| ≤
∫ t

0

|f(x, z)| dz ≤ c1

∫ t

0

dz + c2

∫ t

0

|z|s dz = c1t+ c2
ts+1

s+ 1
= c1 |t|+ c2

|t|s+1

s+ 1
.

B) t < 0

Temos

|F (x, t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

f(x, z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−∫ 0

t

f(x, z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 0

t

|f(x, z)| dz,

logo,

|F (x, t)| ≤ c1

∫ 0

t

dz + c2

∫ 0

t

|z|s dz ≤ c1

∫ 0

t

dz + c2

∫ 0

t

(−z)sdz,

ou seja,

|F (x, t)| ≤ c1

∫ 0

t

dz+c2

∫ 0

t

(−1)szsdz = c1(−t)+c2(−1)s+1 t
s+1

s+ 1
= c1(−t)+c2

(−t)s+1

s+ 1
.

Concluímos,

|F (x, t)| ≤ c1 |t|+ c2
|t|s+1

s+ 1
.

Conseqüentemente, (2.3) vale.

Como u ∈ H1
0 (Ω), temos

|I2| ≤
∫

Ω

|F (x, t)| dx ≤ c3

∫
Ω

|u| dx+ c4

∫
Ω

|u|s+1 dx < +∞,

por causa da imersão contínua H1
0 (Ω) ↪→ Ls+1(Ω) (Ver Teorema B.14, item i Apêndice

B), onde s+ 1 ∈ [1, 2∗]. �
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Proposição 2.1 Sob a hipótese [2.1], temos I ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e

I
′
(u)v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx, u, v ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração: Dividiremos a demonstração em dois casos:

1o Caso: N > 2.

De fato,

III) Seja I1 = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx := 1

2
〈u, u〉 .

Mostraremos que I1 é Fréchet Diferenciável com derivada contínua.

Temos
∂I1
∂v

(u) = lim
h→0

I1(u+ hv)− I1(u)

h

Logo,
∂I1
∂v

(u) = lim
h→0

1
2
〈u+ hv, u+ hv〉 − 1

2
〈u, u〉

h

daí, obtemos
∂I1
∂v

(u) = lim
h→0

[〈u, v〉+
1

2
h 〈v, v〉] = 〈u, v〉 .

Nosso objetivo é mostrar que

lim
‖v‖→0

r(v)

‖v‖
= 0,

onde r(v) = I1(u+ v)− I1(u)− 〈u, v〉 .

Vejamos,

lim
‖v‖→0

I1(u+ v)− I1(u)− 〈u, v〉
‖v‖

= lim
‖v‖→0

1
2
〈u+ v, u+ v〉 − 1

2
〈u, u〉 − 〈u, v〉

‖v‖

= lim
‖v‖→0

1

2

‖v‖2

‖v‖
= lim

‖v‖→0

1

2
‖v‖ = 0.

Mostrando que I1 é diferenciável em H1
0 (Ω), com

I
′

1(u).v = 〈u, v〉

e conseqüentemente I1 é contínua.
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Vamos mostrar agora a continuidade de I ′1. Considere {un} ⊂ H1
0 (Ω), com un → u

em H1
0 (Ω) quando n→ +∞. Mostraremos que

I
′

1(un) −→ I
′

1(u) em (H1
0 (Ω))

′

ou equivalentemente∥∥∥I ′1(un)− I
′

1(u)
∥∥∥

(H1
0 (Ω))′

−→ 0 quando n→ +∞.

Por definição,∥∥∥I ′1(un)− I
′

1(u)
∥∥∥

(H1
0 (Ω))′

= sup
‖v‖≤1

∣∣∣(I ′1(un)− I
′

1(u)
)
.v
∣∣∣ .

Note que∣∣∣(I ′1(un)− I
′

1(u)
)
.v
∣∣∣ =

∣∣∣I ′1(un).v − I
′

1(u).v
∣∣∣ = |〈un, v〉 − 〈u, v〉| = |〈un − u, v〉| .

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Ver Teorema B.23, Apêndice B), segue

que ∣∣∣(I ′1(un)− I
′

1(u)
)
.v
∣∣∣ ≤ ‖un − u‖ . ‖v‖ ≤ ‖un − u‖ ,

pois ‖v‖ ≤ 1. Pela definição do supremo, obtemos

sup
‖v‖≤1

∣∣∣(I ′1(un)− I
′

1(u)
)
.v
∣∣∣ ≤ ‖un − u‖ .

donde segue que ∥∥∥I ′1(un)− I
′

1(u)
∥∥∥

(H1
0 (Ω))′

n→∞
−→ 0 .

Logo, I ′1 é contínua.

Assim, concluímos que I1 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

IV) Seja I2(u) =
∫

Ω
F (x, u)dx, onde F (x, t) =

∫ t

0
f(x, z)dz.

Mostraremos que I2 é Fréchet Diferenciável com derivada contínua.

Seja u ∈ H1
0 (Ω) fixado e para cada v ∈ H1

0 (Ω) considere

r(v) = I2(u+ v)− I2(u)−
∫

Ω

f(x, u)vdx. (2.4)

Nosso objetivo é mostrar que

lim
‖v‖→0

r(v)

‖v‖
= 0,
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isto é, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖v‖ < δ ⇒ |r(v)| ≤ ε ‖v‖ . (2.5)

De (2.4), temos

r(v) =

∫
Ω

(F (x, u+ v)− F (x, u)) dx−
∫

Ω

f(x, z)vdx.

Segue do Teorema Fundamental do Cálculo, aplicado à função h(z) = F (x, u+zv)

que

F (x, u+ v)− F (x, u) =

∫ 1

0

d

dz
F (x, u+ zv)dz.

Ora,
d

dz
F (x, u+ zv) = f(x, u+ zv).v,

conseqüentemente ∫ 1

0

d

dz
F (x, u+ zv)dz =

∫ 1

0

f(x, u+ zv).vdz

e portanto,

r(v) =

∫
Ω

[∫ 1

0

f(x, u+ zv).vdz

]
dx−

∫
Ω

f(x, u)vdx

o que implica,

|r(v)| ≤
∫

Ω

[∫ 1

0

|f(x, u+ zv)− f(x, u)| . |v| dz
]
dx. (2.6)

Seja q = 2∗ =
2N

N − 2
e r =

2N

N + 2
, onde

1

q
+

1

r
= 1. Como v ∈ H1

0 (Ω), então da

imersão contínua de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) (Ver Teorema B.14, item i Apêndice B),

temos v ∈ Lq(Ω).

Vamos mostrar que f(·, u(·)) ∈ Lr(Ω). De fato, desde que f satisfaz a condição

de crescimento dado por [2.1], temos∫
Ω

|f(x, u)|r dx ≤
∫

Ω

[c1 + c2 |u|s]r dx ≤ K

∫
Ω

[|c1|r + |c2|r |u|sr] dx,

ou seja, ∫
Ω

|f(x, u)|r dx ≤M |Ω|+ C

∫
Ω

|u|sr dx.
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Resta-nos mostrar que esta última integral é finita. A condição de crescimento [2.1] é

válida também para 1 ≤ s < N+2
N−2

, com N > 2, visto que:

1. Para 0 ≤ s ≤ 1, temos

(1.a) Se 0 ≤ |t| < 1, segue

c1 + c2 |t|s ≤ c1 + c21
s ≤ c1 + c2 + c3 |t|s

onde c3 é uma constante positiva. Considerando c4 = c1 + c2, assim

|f(x, t)| ≤ c1 + c2 |t|s ≤ c4 + c3 |t|s , onde 1 ≤ s <
N + 2

N − 2
, se N > 2.

(1.b) Se |t| ≥ 1, segue

c1 + c2 |t|s ≤ c1 + c2 |t|s .

Assim,

|f(x, t)| ≤ c1 + c2 |t|s ≤ c1 + c2 |t|s , onde 1 ≤ s <
N + 2

N − 2
, se N > 2.

Logo, de (1.a) e (1.b) mostramos

|f(x, t)| ≤ c1 + c2 |t|s , onde 1 ≤ s <
N + 2

N − 2
, se N > 2 e t ∈ R.

Daqui em diante denotaremos s por s.

Como 1 ≤ s < N+2
N−2

⇒ 1 < r ≤ sr < 2∗, com N > 2. Seja u ∈ H1
0 (Ω). Usando

a imersão contínua de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Lsr(Ω) (Ver Teorema B.14, item i Apêndice

B), segue que u ∈ Lsr(Ω), o que implica∫
Ω

|u|sr dx < +∞.

Logo, ∫
Ω

|f(x, u)|r dx < +∞

mostrando, assim, que f(·, (u(·)) ∈ Lr(Ω).

Em (2.6), aplicando o Teorema de Fubini (Ver Teorema B.17, Apêndice B), ob-

temos

|r(v)| ≤
∫ 1

0

[∫
Ω

|f(x, u+ zv)− f(x, u)| . |v| dx
]
dz.
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Usando Hölder (Ver Teorema B.5, Apêndice B), segue que

|r(v)| ≤
∫ 1

0

‖f(·, u+ zv)− f(·, u)‖Lr(Ω) . ‖v‖Lq(Ω) dz. (2.7)

Afirmação 2.1 Vale a convergência

f(·, u+ zv) −→ f(·, u) em L
q
s (Ω)

uniformemente para z ∈ [0, 1], ∀ x ∈ Ω quando v → 0 em H1
0 (Ω). Observamos que

esta afirmação é equivalente a

f(·, u+ zvn) −→ f(·, u) em L
q
s (Ω)

uniformemente em z ∈ [0, 1], ∀ x ∈ Ω, com vn → 0 em H1
0 (Ω) quando n → +∞.

Demonstração da Afirmação 2.1: Considere (vn) ⊂ H1
0 (Ω), com vn → 0 em H1

0 (Ω).

Segue da imersão contínua H1
0 (Ω) ↪→ L

q
s (Ω) (Ver Teorema B.14, item i Apêndice B),

que

vn → 0 em L
q
s (Ω). (2.8)

Logo, (Ver Teorema B.13, Apêndice B), existe uma subseqüência de (vn) (que continu-

aremos denotando por (vn)) e g ∈ L q
s (Ω) de modo que

|vn(x)| ≤ g(x) q.t.p x ∈ Ω,

e

vn → 0 q.t.p x ∈ Ω.

Daí,

|(u+ zvn)(x)| ≤ (|u|+ g(x)) (x) q.t.p x ∈ Ω, ∀ z ∈ [0, 1] (2.9)

e

(u+ zvn)(x) −→ u(x) q.t.p x ∈ Ω. (2.10)

Agora, usando o fato de que f é uma função Caracthéodory e (2.10), temos

f (x, (u+ zvn)(x)) −→ f (x, u(x)) q.t.p x ∈ Ω,

ou seja,

|f (x, (u+ zvn)(x))− f (x, u(x))|
q
s −→ 0 q.t.p x ∈ Ω.
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Além disso, usando a condição de crescimento dada por [2.1], a limitação uniforme em

(2.9) e o fato de Ω ser limitado, resulta que existe uma função Φ ∈ L1(Ω) tal que

|f (x, (u+ zvn)(x))− f (x, u(x))|
q
s ≤ Φ,

donde segue-se, aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Ver

Teorema B.7, Apêndice B), que

lim
n→+∞

(∫
Ω

|f (x, (u+ zvn)(x))− f (x, u(x))|
q
s dx

)
= 0.

Observação: Em verdade mostramos que dado {vn} , com vn → 0 em H1
0 (Ω) quando

n→ +∞, existe
{
vnj

}
⊂ {vn} satisfazendo

lim
n→+∞

(∫
Ω

∣∣f (x, (u+ zvnj
)(x)

)
− f (x, u(x))

∣∣ q
s dx

)
= 0. (2.11)

O limite em (2.11) ocorre de fato para seqüência {vn} .

Suponha por contradição que não ocorre a convergência uniforme. Então, existem

ε0 > 0 e znj
⊂ [0, 1] verificando,

∥∥f(·, (u+ snj
vnj

)(·)− f(·, u(·)
∥∥

L
q
s (Ω)

≥ ε0, ∀ nj ∈ N. (2.12)

Repetindo os mesmos argumentos que fizemos de (2.8) até (2.11) para znj
, chegaremos

que a menos de subseqüência, dado ε > 0, existe um n0 ∈ N tal que

∥∥f(·, (u+ znj
vnj

)(·)− f(·, u(·)
∥∥

L
q
s (Ω)

< ε, ∀ nj ≥ n0,

o que contradiz (2.12), assim, mostramos a afirmação 2.1.

A afirmação 2.1 significa que, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖v‖ < δ ⇒ ‖f(., u+ zv)− f(., u)‖
L

q
s (Ω)

< ε,

uniforme em z ∈ [0, 1]. Como 1 < r <
q

s
e Ω é limitado (Ver Teorema B.19, Apêndice

B), então vale a seguinte imersão contínua

L
q
s (Ω) ↪→ Lr(Ω).

Daí,

‖v‖ < δ ⇒ ‖f(·, u+ zv)− f(·, u)‖Lr(Ω) < Cε, (2.13)
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uniforme em z ∈ [0, 1]. Substituindo (2.13) em (2.7) encontramos

|r(v)| ≤ Cε. ‖v‖Lq(Ω) .

Assim, pela imersão contínua H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), pois q = 2∗ (Ver Teorema B.14, item i

Apêndice B), resulta em

|r(v)| ≤ C1ε. ‖v‖ , sempre que ‖v‖ < δ,

mostrando (2.5). Concluímos desse modo que o funcional I2 definido anteriormente é

Fréchet diferenciável, com

I
′

2(u).v =

∫
Ω

f(x, u)vdx, ∀ u ∈ H1
0 (Ω).

Agora mostraremos a continuidade de I ′2. De fato, seja

(vn) ⊂ H1
0 (Ω), com vn → 0 em H1

0 (Ω).

Como no item anterior, usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

(Ver Teorema B.7, Apêndice B), temos

lim
n→+∞

(∫
Ω

|f (x, (u+ zvn)(x))− f (x, u(x))|
q
s dx

)
= 0.

Uma vez que 1 < r <
q

s
e Ω é limitado (Ver Teorema B.19, Apêndice B), então

‖f (x, (u+ zvn)(x))− f (x, u(x))‖Lr(Ω) −→ 0 quando vn → 0 em H1
0 (Ω). (2.14)

Por outro lado, sabemos que∥∥∥I ′2(u+ vn)− I
′

2(u)
∥∥∥
(H1

0 (Ω))
′ = sup

‖v‖≤1

∣∣∣〈I ′2(u+ vn)− I
′

2(u)
〉
.v
∣∣∣ . (2.15)

No entanto, usando a desigualdade de Hölder (Ver Teorema B.5, Apêndice B) para

v ∈ Lq(Ω) e f ∈ Lr(Ω), onde
1

q
+

1

r
= 1 e em seguida a imersão contínua

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), pois q = 2∗ (Ver Teorema B.14, item i Apêndice B), decorre que∣∣∣〈I ′2(u+ vn)− I

′

2(u)
〉
.v
∣∣∣ ≤ K ‖f (·, (u+ zvn)(·))− f (·, u(·))‖Lr(Ω) . ‖v‖ . (2.16)

Combinando (2.16) com (2.15), e usando a convergência dada em (2.14), chegamos∥∥∥I ′2(u+ vn)− I
′

2(u)
∥∥∥
(H1

0 (Ω))
′ −→ 0,
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mostrando, assim, a continuidade do funcional I ′2, para N > 2.

Logo I2 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

2o Caso: N = 2.

Neste caso, procederemos de maneira análoga ao 1o Caso, fazendo apenas algumas

modificações que elencaremos abaixo: Primeiramente, substituimos a imersão contínua

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), onde q = 2∗ (Ver Teorema B.14, item i Apêndice B), pela imersão

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), com 1 ≤ q <∞ (Ver Teorema B.14, item ii Apêndice B). Em seguida,

utilizando a imersão acima citada, mostra-se que

f(·, u) ∈ L
ρ

ρ−1 (Ω),

onde
ρ

ρ− 1
é o conjugado de ρ, e

f(x, u+ zv) −→ f(x, u) em L
ρ

ρ−1 (Ω)

uniforme em s ∈ [0, 1].

Unindo os dois casos, mostra-se que I ∈ C1(H1
0 (Ω),R) para N ≥ 2, com

I
′
(u).v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

�

Teorema 2.2 Sob as hipóteses [2.1] − [2.3], o problema (2.1) tem uma solução não-
trivial.

Demonstração: Vamos mostrar que o funcional I verifica as hipóteses do Teorema

do Passo da Montanha.

Note que I(0) = 0.

Verificação da Condição [1.1] do Teorema 1.4:

De fato, pela condição [2.2], dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

|t| ≤ δ ⇒ |f(x, t)| ≤ ε |t| . (2.17)

De forma análoga ao que foi feito para demonstrar (2.3) sabendo que, neste caso,

substituiremos a condição [2.1] por (2.17), concluímos

|F (x, t)| ≤ 1

2
ε |t|2 , para |t| ≤ δ. (2.18)
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Por outro lado, usando (2.3) para |t| > δ, obtemos

|F (x, t)| ≤
(c1
δs

+ c2

)
|t|s+1 ⇒ |F (x, t)| ≤ A |t|s+1 , (2.19)

com A = A(δ) =
(c1
δs

+ c2

)
.

Combinando as estimativas (2.18) e (2.19), obtemos

|F (x, t)| ≤ 1

2
ε |t|2 + A |t|s+1 , ∀ t ∈ R e x ∈ Ω. (2.20)

Finalmente, como

I(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
Ω

F (x, u)dx

de (2.20) segue,

I(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − ε

2

∫
Ω

u2dx− A

∫
Ω

|u|s+1 dx.

Pelas imersões contínuas de Sobolev, temos

I(u) ≥ 1

2
‖u‖2 −Kε ‖u‖2 −M ‖u‖s+1 ,

ou seja,

I(u) ≥ ‖u‖2 .

(
1− 2Kε

2
−M ‖u‖s−1

)
∀ u ∈ H1

0 (Ω).

Para ε suficientemente pequeno e fixando

0 < ρ <

(
1− 2Kε

2M

) 1
s−1

e escolhendo

α = ρ2.

[
1− 2Kε

2
−Mρs−1

]
,

temos

I(u) ≥ α > 0

para ‖u‖ = ρ, mostrando, assim, [1.1].

Verificação da Condição [1.2] do Teorema 1.4:

Afirmação 2.2 Seja [2.3] então

F (x, t) ≥ a3 |t|µ − a4, ∀ t ∈ R e x ∈ Ω. (2.21)

Observação: Como µ > 2, então F é uma função superquadrática em t pela desigual-

dade (2.21).
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Demonstração da Afirmação 2.2 Considere os seguintes casos:

1o Caso: t > 0

Por [2.3], obtemos:

0 <
µ

t
≤ f(x, t)

F (x, t)
, t ≥ r, x ∈ Ω,

o que implica ∫ t

r

µ

z
dz ≤

∫ t

r

f(x, z)

F (x, z)
dz,

donde segue

µ ln |z|
∣∣∣t
r
≤ ln |F (x, z)|

∣∣∣t
r
, t ≥ r, x ∈ Ω,

ou seja,

µ ln t− µ ln r ≤ lnF (x, t)− lnF (x, r), t ≥ r, x ∈ Ω.

Assim, obtemos

ln

(
t

r

)µ

≤ ln
F (x, t)

F (x, r)
, t ≥ r, x ∈ Ω.

Concluímos

eln(
t
r )

µ

≤ eln
F (x,t)
F (x,r) , t ≥ r, x ∈ Ω,

o que implica

F (x, t) ≥ F (x, r)

rµ
tµ, t ≥ r, x ∈ Ω.

Considere

K1 = min
x∈Ω

F (x, r).

Assim,

F (x, t) ≥ K1

rµ
tµ, t ≥ r, x ∈ Ω.

Logo,

F (x, t) ≥ C1t
µ, t ≥ r, x ∈ Ω, (2.22)

com C1 =
K1

rµ
.

2o Caso: t < 0

Por [2.3], obtemos:
f(x, t)

F (x, t)
≤ µ

t
, t ≤ −r, x ∈ Ω

o que implica ∫ −r

t

f(x, z)

F (x, z)
dz ≤

∫ −r

t

µ

z
dz, t ≤ −r, x ∈ Ω.
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Analogamente ao primeiro caso, obtemos

F (x, t) ≥ C2 |t|µ , t ≤ −r, x ∈ Ω, (2.23)

onde C2 > 0.

Seja a3 = min {C1, C2} . Logo, por (2.22) e (2.23), obtemos:

F (x, t) ≥ a3 |t|µ , ∀ |t| ≥ r, x ∈ Ω.

Por outro lado,

F (x, t) ≥M, para (x, t) ∈ Ω× [−r, r],

onde

M = min
x∈Ω

t∈[−r,r]

F (x, t).

Considere a4 > 0, de modo que

a4 ≥ a3r
µ −M ⇒ a4 ≥ a3 |t|µ −M, ∀ t ∈ [−r, r],

ou seja,

M ≥ a3 |t|µ − a4, ∀ t ∈ [−r, r].

Assim, obtemos

[R1] F (x, t) ≥ a3 |t|µ − a4, ∀ t ∈ [−r, r], x ∈ Ω.

[R2] F (x, t) ≥ a3 |t|µ − a4, ∀ |t| ≥ r, x ∈ Ω.

De [R1] e [R2] segue (2.21), mostrando, assim, a Afirmação 2.2.

Seja u ∈ H1
0 (Ω) \ {0} fixo. Então, para t ≥ 0, temos

I(tu) =
t2

2
‖u‖ −

∫
Ω

F (x, tu)dx.

Assim, por (2.21), obtemos:

I(tu) ≤ t2

2
‖u‖ − a3t

µ

∫
Ω

|u|µ dx− a4 |Ω| , (2.24)

por causa de (2.18).
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Passando o limite em (2.24) quando t→ +∞, concluímos que

I(tu) −→ −∞,

já que µ > 2. Segue que existe t0 > 0 tal que

‖t0u‖ > ρ e I(t0u) < 0,

onde podemos escolher e = t0u.

Portanto, existe e ∈ H1
0 (Ω)−Bρ tal que

I(e) < 0

mostrando [1.2].

Verificação da Condição (PS):

Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que |I(un)| ≤ C e I ′(un) → 0 quando n → +∞, mostra-

remos que (un) é limitada em H1
0 (Ω).

De fato,

I(un) =
1

2
‖un‖2 −

∫
Ω

F (x, un)dx

então

I
′
(un)un = ‖un‖2 −

∫
Ω

f(x, un)undx.

Além disso, ∣∣∣I ′(un)un

∣∣∣ ≤ ∥∥∥I ′(un)
∥∥∥ . ‖un‖

de onde, temos ∣∣∣I ′(un)un

∣∣∣ ≤ ‖un‖ (2.25)

para n suficientemente grande. Observe agora que

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un =

1

2
‖un‖2 −

∫
Ω

F (x, un)dx−
(

1

µ
‖un‖2 − 1

µ

∫
Ω

f(x, un)undx

)
.

Segue-se que

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un =

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 +

∫
Ω

(
1

µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx.

Considerando An = {x ∈ Ω; |un| ≥ r} , tem-se

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un =

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 +
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An

(
1

µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx+

∫
AC

n

(
1

µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx.

Da condição [2.3], segue-se

1

µ
f(x, un)un − F (x, un) ≥ 0, ∀ x ∈ An,

o que implica ∫
An

(
1

µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx ≥ 0,

logo

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 +

∫
AC

n

(
1

µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx,

e consequentemente

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 −

∫
AC

n

∣∣∣∣ 1µf(x, un)un − F (x, un)

∣∣∣∣ dx.
Sendo f e F funções contínuas, segue-se que g(x, un) =

∣∣∣∣ 1µf(x, un)un − F (x, un)

∣∣∣∣ é uma

função contínua. Assim, uma vez que Ω × [−r, r] é um conjunto compacto, obtemos

que g é limitada neste compacto, logo existe C > 0 tal que

|g(x, un)| ≤ C, ∀ (x, un) ∈ Ω× [−r, r],

o que implica ∣∣∣∣ 1µf(x, un)un − F (x, un)

∣∣∣∣ ≤ C, ∀ (x, un) ∈ AC
n .

Assim

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 −

∫
AC

n

Cdx,

de onde segue

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − C

∣∣∣AC
n

∣∣∣ .
Além disso,

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − C |Ω| ,

isto é,

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − C2. (2.26)

Por outro lado, segue-se

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≤

∣∣∣∣I(un)− 1

µ
I
′
(un)un

∣∣∣∣ ,
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o que implica

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≤ |I(un)|+ 1

µ

∣∣∣I ′(un)un

∣∣∣ .
Usando o fato que |I(un)| ≤ C e (2.25), obtemos

I(un)− 1

µ
I
′
(un)un ≤ C +

1

µ
‖un‖ , (2.27)

para n suficientemente grande. De (2.26) e (2.27), tem-se

C +
1

µ
‖un‖ ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − C2,

para n suficientemente grande. Fixando M̃ = C + C2 > 0, K̃ =
1

µ
> 0 e

C̃ =

(
1

2
− 1

µ

)
> 0, obtemos

M̃ + K̃ ‖un‖ ≥ C̃ ‖un‖2 ,

para n suficientemente grande, mostrando que (un) é limitada em H1
0 (Ω).

Provaremos que (un) possui uma subseqüência convergente. De fato, sabemos

que o funcional dado por (2.2) é de classe C1(H1
0 (Ω),R) e

I
′
(u)v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx, onde I
′
(u) ∈

(
H1

0 (Ω)
)′
.

Como H1
0 (Ω) é um espaço de Hilbert, então pelo Teorema da Representação de

Riesz (Ver Teorema B.3, Apêndice B), temos

I
′
(u).v = 〈∇I(u), v〉 , ∀ v ∈ H1

0 (Ω), com
∥∥∥I ′(u)∥∥∥

(H1
0 (Ω))

′ = ‖∇I(u)‖ . (2.28)

Considere

J
′
(u).v =

∫
Ω

f(x, u)vdx. (2.29)

Assim,

I
′
(u).v =

∫
Ω

∇u∇vdx− J
′
(u).v, ∀ u, v ∈ H1

0 (Ω). (2.30)

Usando novamente o Teorema da Representação de Riesz (Ver Teorema B.3,

Apêndice B), para (2.29), obtemos:

J
′
(u).v = 〈∇J(u), v〉 , ∀ v ∈ H1

0 (Ω) e
∥∥∥J ′(u)∥∥∥

(H1
0 (Ω))

′ = ‖∇J(u)‖ . (2.31)
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Logo, substituindo (2.28) e (2.31) em (2.30), obtemos

〈∇I(u), v〉 = 〈u, v〉 − 〈∇J(u), v〉

o que implica

〈∇I(u), v〉 = 〈u−∇J(u), v〉 , ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Conseqüentemente,

∇I(u) = u−∇J(u). (2.32)

Considere a seguinte aplicação T : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω), com T (u) = ∇J(u). Assim,

por (2.32), obtemos

∇I(u) = u− T (u).

Afirmação 2.3 O operador T : H1
0 (Ω) −→ H1

0 (Ω) é compacto.

De fato, considere (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma seqüência limitada. Devemos mostrar que

a seqüência T (un) ⊂ H1
0 (Ω) possui uma subseqüência convergente.

Sendo H1
0 (Ω) um espaço reflexivo (Ver Teorema B.22, Apêndice B), então existe

uma subseqüência (que continuaremos denotando por (un)) tal que

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Da imersão compacta de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω), ∀ r ∈ [1, 2∗] (Ver Teorema B.16,

item i Apêndice B), implica que

i : H1
0 (Ω) −→ Lr(Ω)

é um operador linear compacto.

Logo (Ver Teorema B.10, Apêndice B),

un −→ u em Lr(Ω). (2.33)

Agora, fixando r, com s + 1 ≤ r < 2∗ e considerando q o conjugado de r, isto é,

q =
r

r − 1
. Vamos mostrar que

f (·, un(·)) −→ f (·, u(·)) em Lq(Ω).
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De fato, segue de (2.33) (Ver Teorema B.13, Apêndice B) que, a menos de sub-

seqüência,

un(x) −→ u(x) q.t.p x ∈ Ω

e

|un(x)| ≤ G(x) q.t.p x ∈ Ω, ∀ n ∈ N e G ∈ Lr(Ω). (2.34)

Desde que f é uma função de Carathéodory, temos

f (x, un(x)) −→ f (x, u(x)) q.t.p x ∈ Ω,

e daí,

|f (x, (un)(x))− f (x, u(x))|
r
s −→ 0 q.t.p x ∈ Ω.

Além disso, usando a condição de crescimento dada por [2.1], a limitação uniforme em

(2.34) e o fato de Ω ser limitado, resulta que existe uma função Φ ∈ L1(Ω) tal que

|f (x, (un)(x))− f (x, u(x))|
r
s ≤ Φ,

donde segue-se, aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Ver

Teorema B.7, Apêndice B), que

lim
n→+∞

(∫
Ω

|f (x, (un)(x))− f (x, u(x))|
r
s dx

)
= 0,

isto é,

f(·, un(·)) −→ f(·, u) em L
r
s (Ω).

Como 1 < q <
r

s
e Ω é limitado (Ver Teorema B.19, Apêndice B), então vale a

seguinte imersão contínua

L
r
s (Ω) ↪→ Lq(Ω).

Logo,

‖f (·, un(·))− f (·, u(·))‖Lq(Ω) −→ 0 quando n→ +∞. (2.35)

Note que

‖T (un)− T (u)‖ =
∥∥∥J ′(un)− J

′
(u)
∥∥∥
(H1

0 (Ω))
′ = sup

‖v‖≤1

∣∣∣(J ′(un)− J
′
(u)
)
.v
∣∣∣ .
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Mas, ∣∣∣(J ′(un)− J
′
(u)
)
.v
∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u)) .vdx

∣∣∣∣
o que implica ∣∣∣(J ′(un)− J

′
(u)
)
.v
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|f(x, un)− f(x, u)| . |v| dx

aplicando Hölder (Ver Teorema B.5, Apêndice B), obtemos:∣∣∣(J ′(un)− J
′
(u)
)
.v
∣∣∣ ≤ ‖f (·, un(·))− f (·, u(·))‖Lq(Ω) ‖v‖Lr(Ω) .

Usando a imersão contínua H1
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω), com r ∈ [s + 1, 2∗] (Ver Teorema B.14,

item i Apêndice B) temos∣∣∣(J ′(un)− J
′
(u)
)
.v
∣∣∣ ≤M ‖f (·, un(·))− f (·, u(·))‖Lq(Ω) ‖v‖

de onde obtemos:∣∣∣(J ′(un)− J
′
(u)
)
.v
∣∣∣ ≤M ‖f (·, un(·))− f (·, u(·))‖Lq(Ω) , pois ‖v‖ ≤ 1.

Logo, ∥∥∥J ′(un)− J
′
(u)
∥∥∥
(H1

0 (Ω))
′ ≤M ‖f (·, un(·))− f (·, u(·))‖Lq(Ω) ,

isto é,

‖T (un)− T (u)‖ ≤M ‖f (·, un(·))− f (·, u(·))‖Lq(Ω) . (2.36)

Assim de (2.35) e (2.36), obtemos que, a menos de subseqüência,

‖T (un)− T (u)‖ −→ 0. (2.37)

Mostrando que T é compacto, isto é, provamos a Afirmação 2.3.

Por outro lado,

I
′
(un)

n→∞
−→ 0 ⇔

∥∥∥I ′(un)
∥∥∥
(H1

0 (Ω))
′

n→∞
−→ 0 . (2.38)

Logo, por (2.28) e (2.38), temos

‖∇I(un)‖
n→∞
−→ 0 ⇔ ∇I(un)

n→∞
−→ 0 . (2.39)



54

Sendo

∇I(un) = un − T (un) ⇒ un = ∇I(un) + T (un). (2.40)

Passando o limite em (2.40) e usando as convergências (2.37) e (2.39), obtemos,

a menos de subseqüência, que

un −→ T (u) em H1
0 (Ω),

mostrando, assim, a condição (PS). Observação: Mostramos a condição (PS)

para N > 2. Já o caso em que N = 2, basta substituir a imersão contínua e compacta

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q < 2∗ (Ver Teorema B.14 e Teorema B.16, item i Apêndice B)

pela imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞ (Ver Teorema B.14 e Teorema B.16, item ii

Apêndice B).

Portanto, aplicando o Teorema 1.4 (Teorema do Passo da Montanha de Am-

brosetti Rabinowitz), concluímos a existência de um ponto crítico de I, isto é, uma

solução fraca do problema (2.1). �



Capítulo 3

Existência de solução fraca para um
problema de Dirichlet não-linear com
a condição de Ambrosetti-Rabinowitz
mais geral

Estudaremos a existência de solução fraca para o problema (2.1) definido no ca-

pítulo anterior segundo os trabalhos de Martin and Zou [20]. Mostraremos a existência

de solução através do Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale

e também via Métodos de Mínimização.

3.1 Existência de solução para um problema de Di-
richlet não-linear com a condição de Ambrosetti-
Rabinowitz mais geral

Nesta seção vamos demonstrar a existência de solução fraca para o problema

(2.1). Uma das ferramentas que vamos usar é o Teorema do Passo da Montanha sem

a condição de Palais-Smale.

Considere f : Ω × R −→ R uma função carathéodory e f satisfaz as seguintes

hipóteses:
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[3.1] A função f(x, t) satisfaz

|f(x, t)| ≤ |t|s + 1,

onde 1 ≤ s < N+2
N−2

, se N ≥ 3, ou s > 1, se N = 2;

[3.2] f(x, t) = o(|t|s) quando |t| → +∞, ∀ x ∈ Ω;

[3.3] Existem δ > 0 e um λ < λ1 tais que

2F (x, t) ≤ λt2, |t| ≤ δ, x ∈ Ω,

onde λ1 é o autovalor associado a autofunção ϕ1 para o operador (−∆, H1
0 (Ω)) e

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, z)dz;

[3.4] Existe uma função W ∈ LN
2 (Ω) tal que

W (x) ≤ F (x, t)

t2
−→∞ quando t→∞, x ∈ Ω

ou

W (x) ≤ F (x, t)

t2
−→∞ quando t→ −∞, x ∈ Ω;

[3.5] Existem constantes µ > 2, C ≥ 0 tais que

[µF (x, t)− tf(x, t)] ≤ C(t2 + 1), t ∈ R, x ∈ Ω.

Observação: Pela hipótese [3.4], concluímos que F é uma função superquadrática em

t, pois caso contrário
F (x, t)

t2
não converge para ∞ quando t → ±∞. Além disso, a

hipótese [3.5] é conhecida como a condição de Ambrosetti-Rabinowitz generalizada.

Defina

I(u) = ‖u‖2 − 2

∫
Ω

F (x, u)dx. (3.1)

Proposição 3.1 Sob a hipótese [3.1], temos I ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e

I
′
(u)v = 2

∫
Ω

∇u∇vdx− 2

∫
Ω

f(x, u)vdx, u, v ∈ H1
0 (Ω). (3.2)

Observação: A demonstração desta proposição é inteiramente análoga a proposição

2.1.
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Teorema 3.2 Sob as hipóteses [3.1] − [3.5], o problema (2.1) tem uma solução não-
trivial.

Demonstração: Primeiro vamos mostrar que o funcional I satisfaz à Geometria do

Teorema Passo da Montanha. Mostraremos que existem ρ > 0 e α > 0 tais que

I(u) ≥ α, para ‖u‖ = ρ. (3.3)

De fato, da condição [3.2], dado ρ > 0 existe δ > 0 tal que

|t| > δ ⇒ |f(x, t)| ≤ ρ |t|s , x ∈ Ω.

De (3.3), temos

|F (x, t)| ≤ ρ |t|s+1 , para |t| > δ. (3.4)

Combinando a estimativa (3.4) e a hipótese [3.3], obtemos

F (x, t) ≤ λ

2
t2 + ρ |t|s+1 ∀ t. (3.5)

Finalmente, de (3.5) e (3.1), tem-se

I(u) ≥ ‖u‖2 − λ

∫
Ω

u2dx− 2ρ

∫
Ω

|u|s+1 dx,

ou seja,

I(u) ≥ ‖u‖2 − λ

λ1

‖u‖2 − 2ρ

∫
Ω

|u|s+1 dx.

Pela imersão contínua, concluímos

I(u) ≥ ‖u‖2 − λ

λ1

‖u‖2 − 2ρC ‖u‖s+1 ,

Considere ρ = ‖u‖ , assim, obtemos:

I(u) ≥ ρ2.

[
1− λ

λ1

− 2Cρs−1

]
.

Portanto, para ρ suficientemente pequeno, temos

1− λ

λ1

− 2Cρs−1 > 0,

e escolhendo

α = ρ2

[
1− λ

λ1

− 2Cρs−1

]
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implica

I(u) ≥ α > 0, para ‖u‖ = ρ.

Vamos agora mostrar que existe v ∈ H1
0 (Ω) com ‖v‖ > ρ tal que

I(v) < 0.

De fato, considere ϕ1(x) 6= 0 q.t.p em Ω uma autofunção associada ao autovalor

λ1 para o operador (−∆, H1
0 (Ω)). Daí, temos Rϕ1(x) → ±∞, quando R→ +∞. Então

F (x,±Rϕ1(x))

R2ϕ2
1(x)

ϕ2
1(x) → +∞, q.t.p x ∈ Ω (3.6)

devido a hipótese [3.4]. Mostraremos que∫
Ω

F (x,±Rϕ1(x))

R2ϕ2
1(x)

ϕ2
1(x)dx→ +∞,

quando R→ +∞.

De fato, considere Ωα =
{
x ∈ Ω;ϕ1(x) ≥ α

}
onde

α < M = max
x∈Ω

ϕ1(x).

Em Ωα, temos

ϕ1(x) ≥ min
x∈Ωα

ϕ1(x) = B ≥ α.

De (3.6), dado M > 0 existem N > 0 e R > 0 tais que

|RB| > N ⇒ |Rϕ1(x)| > N com x ∈ Ωα, temos

F (x,±Rϕ1(x))

R2ϕ2
1(x)

ϕ2
1(x) > M.

Por outro lado, temos

F (x,±Rϕ1(x))

R2ϕ2
1(x)

ϕ2
1(x) >

F (x,±Rϕ1(x))

R2
≥ K

R2
,

onde

K = min
x∈Ω

C
α

F (x,±Rϕ1),

pois F é contínua.

Portanto,∫
Ω

F (x,±Rϕ1)

R2ϕ2
1

ϕ2
1dx =

∫
Ω−Ωα

F (x,±Rϕ1)

R2ϕ2
1

ϕ2
1dx+

∫
Ωα

F (x,±Rϕ1)

R2ϕ2
1

ϕ2
1dx,
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ou seja,∫
Ω

F (x,±Rϕ1)

R2ϕ2
1

ϕ2
1dx ≥

∫
Ω−Ωα

K

R2
dx+

∫
Ωα

Mdx ≥ K

R2

∣∣Ω− Ωα

∣∣+M
∣∣Ωα

∣∣ .
Como R→ +∞, então para R suficientemente grande, temos

M̃ =
K

R2

∣∣Ω− Ωα

∣∣+M
∣∣Ωα

∣∣ > 0.

Concluímos que dado M̃ > 0 existe R0 > 0 tal que R > R0 implica∫
Ω

F (x,±Rϕ1(x))

R2ϕ2
1(x)

ϕ2
1(x)dx ≥ M̃.

Logo, ∫
Ω

F (x,±Rϕ1(x))

R2ϕ2
1(x)

ϕ2
1(x)dx→ +∞

quando R→ +∞.

Sabemos que

I(±Rϕ1)

R2
= ‖ϕ1‖2 − 2

∫
Ω

F (x,±Rϕ1)

R2ϕ2
1

ϕ2
1dx

passando ao limite na última expressão, obtemos

I(±Rϕ1)

R2
−→ −∞ quando R→∞.

Segue a existência de R0 > 0 tal que

‖R0ϕ1‖ > ρ e I(R0ϕ1) < 0,

de onde podemos escolher v = R0ϕ1.

Logo, existe v ∈ H1
0 (Ω)−Bρ(0) tal que

I(v) < 0.

Note que I(0) = 0 e

I(v) < I(0) < inf
‖u‖=ρ

I(u), com ‖v‖ > ρ.

Portanto, pelo Teorema 1.5, para todo ε > 0 existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que:

(I) c− 2ε ≤ I(u) ≤ c+ 2ε



60

(II)
∥∥I ′(u)∥∥ ≤ 2ε,

onde

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I (g(t))

e

Γ =
{
g ∈ C([0, 1], H1

0 (Ω)); g(0) = 0 e g(1) = v
}
.

Concluímos que existe uma seqüência (uk) ⊂ H1
0 (Ω) tal que:

(I) c− 2

k
≤ I(uk) ≤ c+

2

k

(II)
∥∥I ′(uk)

∥∥ ≤ 2

k
.

Passando o limite em (I) e (II) quando k → +∞, obtemos:

I(uk) −→ c ≥ α

e

I
′
(uk) −→ 0. (3.7)

Considere ρk = ‖uk‖ , onde (uk) ⊂ H1
0 (Ω).

Afirmação 3.1 ρk é limitada.

Suponha que ρk não seja limitada, isto é, ∀ M > 0 existe KM ∈ N tal que

‖uKM
‖ > M.

Assim, existe uma subseqüência ρkj
⊂ ρk tal que

ρkj
→ +∞. (3.8)

Vamos denotar ρkj
por ρk.

Seja ũk =
uk

ρk

, então ‖ũk‖ = 1. E mais,

I(uk) = ρ2
k − 2

∫
Ω

F (x, uk)dx −→ c (3.9)

e

I
′
(uk).uk = 2ρ2

k − 2

∫
Ω

f(x, uk)ukdx. (3.10)

Como a seqüência ũk é limitada e H1
0 (Ω) é um espaço de Hilbert (Ver Teorema

B.21, Apêndice B), então, a menos de subseqüência, temos

ũk ⇀ ũ em H1
0 (Ω).



61

Por outro lado,

i : H1
0 (Ω) −→ L2(Ω)

é um operador linear compacto. Assim (Ver Teorema B.10, Apêndice B),

ũk −→ ũ em L2(Ω).

Daí (Ver Teorema B.13, Apêndice B), existe uma subseqüência de (ũk) (que continua-

remos denotando por (ũk)) tal que

ũk(x) −→ ũ(x) q.t.p x ∈ Ω. (3.11)

Por (3.9) e (3.8) segue,

1−
∫

Ω

2F (x, uk)

u2
k

ũ2
kdx =

I(uk)

ρ2
k

k→∞
−→ 0,

ou seja, ∫
Ω

2F (x, uk)

u2
k

ũ2
kdx

k→∞
−→ 1 . (3.12)

Logo ∫
Ω

µF (x, uk)

u2
k

ũ2
kdx

k→∞

−→ µ

2
. (3.13)

De (3.10), temos:

1−
∫

Ω

f(x, uk).uk

ρ2
k

dx =
I
′
(uk)uk

2ρk.ρk

o que implica

1−
∫

Ω

f(x, uk)uk

ρ2
k

.
u2

k

u2
k

dx =
I
′
(uk)ũk

2ρk

k→∞
−→ 0,

ou seja, ∫
Ω

ukf(x, uk)ũ
2
k

u2
k

dx
k→∞
−→ 1 . (3.14)

Seja Ω1 = {x ∈ Ω; ũ(x) 6= 0} , Ω2 = Ω \ Ω1. Então:

2F (x, uk(x)) .ũ
2
k(x)

u2
k(x)

−→ +∞, x ∈ Ω1. (3.15)

De fato, como uk(x) = ρkũk(x), então:

2F (x, ρkũk(x)) .ũ
2
k(x)

ρ2
kũ

2
k(x)

−→ +∞, x ∈ Ω1, quando ρk →∞,
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por causa da hipótese [3.4] e (3.11), pois

ρkũk(x) → +∞, se ũ(x) > 0

ou

ρkũk(x) → −∞, se ũ(x) < 0.

Portanto, mostramos (3.15).

Mostraremos que ∫
Ω

W (x)ũ2
kdx ≤M, (3.16)

onde W ∈ LN
2 (Ω) e ũk ∈ H1

0 (Ω).

De fato, como ũk ∈ H1
0 (Ω) segue da imersão compacta H1

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), com

q ∈ [1, 2∗] (Ver Teorema B.16, item i Apêndice B), que

ũk ∈ Lq(Ω) ⇒ ũk ∈ L
N

N−2 (Ω), pois 1 <
N

N − 2
< 2∗.

Desde que W (x) ∈ LN
2 (Ω) e ũk ∈ L

N
N−2 (Ω), onde 1

N/2
+ 1

N/N−2
= 1, segue da desigual-

dade de Hölder (Ver Teorema B.5, Apêndice B),∫
Ω

W (x)ũ2
kdx ≤

(∫
Ω

(W (x))
N
2 dx

) 1
N/2

.

(∫
Ω

(ũk)
2N

N−2 dx

) 2
2N/N−2

,

ou seja, ∫
Ω

W (x)ũ2
kdx ≤ ‖W‖

L
N
2 (Ω)

. ‖ũk‖2
L2∗ (Ω) ≤ C ‖W‖

L
N
2 (Ω)

. ‖ũk‖2 ≤M.

Logo, mostramos (3.16).

Suponha que Ω1 tem medida positiva, e mais∫
Ω

2F (x, uk)

u2
k

ũ2
kdx ≥

∫
Ω1

2F (x, uk)

u2
k

ũ2
kdx+

∫
Ω2

2F (x, uk)

u2
k

ũ2
kdx

pela condição [3.4] temos:∫
Ω

2F (x, uk)

u2
k

ũ2
kdx ≥

∫
Ω1

2F (x, uk)

u2
k

ũ2
kdx+

∫
Ω2

2W (x)ũ2
kdx. (3.17)

Passando o limite quando k → +∞ em (3.17) e usando (3.12), (3.15) e (3.16),

obtemos um absurdo, pois 1 não pode ser maior ou igual do que +∞.
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Logo,

|Ω1| = 0 ⇒ ũ(x) = 0 q.t.p em Ω.

Assim por (3.11), concluímos, a menos de subseqüência, que

ũk(x) −→ 0 q.t.p x ∈ Ω.

Por outro lado, de (3.13) e (3.14), temos∫
Ω

µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
kdx −→

µ

2
− 1,

onde
µ

2
− 1 > 0.

Pela hipótese [3.5], temos

µF (x, uk)−ukf(x, uk)−C(u2
k+1) ≤ 0 ⇒ µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
k−C

(u2
k + 1)

u2
k

ũ2
k ≤ 0,

ou seja,

C
(u2

k + 1)

u2
k

ũ2
k −

µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
k ≥ 0.

Logo, pelo Teorema B.25, Apêndice B, obtemos∫
Ω

lim
k→∞

inf

(
C

(u2
k + 1)

u2
k

ũ2
k −

µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
k

)
dx

≤ lim
k→∞

inf

∫
Ω

(
C

(u2
k + 1)

u2
k

ũ2
k −

µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
k

)
dx,

o que implica∫
Ω

lim
k→∞

inf C
(u2

k + 1)

u2
k

ũ2
kdx+

∫
Ω

lim
k→∞

inf

(
−µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
k

)
dx

≤ lim
k→∞

inf

∫
Ω

C
(u2

k + 1)

u2
k

ũ2
kdx+ lim

k→∞
inf

∫
Ω

(
−µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
k

)
dx.

Segue então, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Ver Teorema

B.7, Apêndice B), que

lim
k→∞

∫
Ω

C
(u2

k + 1)

u2
k

ũ2
kdx→ 0,

pois ũk é limitada em H1
0 (Ω).

Daí, temos

−
∫

Ω

lim
k→∞

sup
µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
kdx ≤ − lim

k→∞
sup

∫
Ω

µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
kdx,
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o que implica

lim
k→∞

sup

∫
Ω

µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
kdx ≤

∫
Ω

lim
k→∞

sup
µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
kdx.

(3.18)

Mas, pela hipótese [3.5],

lim
k→∞

sup
µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
k ≤ lim

k→∞
supC

(u2
k + 1)

u2
k

ũ2
k = 0. (3.19)

Segue, por (3.18) e (3.19), que

lim
k→∞

sup

∫
Ω

µF (x, uk)− ukf(x, uk)

u2
k

ũ2
kdx ≤ 0,

ou seja,
µ

2
− 1 ≤ 0,

o que é um absurdo, pois
µ

2
− 1 > 0.

Logo, ρk é limitada.

Sendo H1
0 (Ω) um espaço reflexivo e {uk} uma seqüência limitada (Ver Teorema

B.21, Apêndice B), então existe uma subseqüência (que continuaremos denotando por

{uk}) tal que

uk ⇀ u em H1
0 (Ω)

o que implica (Ver Teorema B.11, Apêndice B),

J(uk) −→ J(u) ∀ J ∈ (H1
0 (Ω))

′
. (3.20)

Em particular (3.20), vale para I ′ ∈ (H1
0 (Ω))

′ , ou seja,

I
′
(uk) −→ I

′
(u).

De (3.7), a menos de subseqüência, temos

I
′
(uk) −→ 0.

Por unicidade de limite, obtemos:

I
′
(u) = 0

Logo, ∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(x, u)vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).
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Afirmação 3.2 u é uma solução não-trivial, isto é, u 6= 0.

Se u = 0 então

I(u) = I(0) = 0

o que é um absurdo, pois

I(u) = c ≥ α > 0.

Logo, u 6= 0.

Isto completa a prova do Teorema 3.2. �

3.2 Existência de solução para um problema de
Dirichlet não-linear sem a condição de Ambrosetti-
Rabinowitz

Nesta seção vamos mostrar a existência de solução fraca para o problema (2.1)

Via Métodos de Mínimização.

Considere as seguintes hipóteses:

[3.6] Existem um δ > 0 e um λ̃ > λ1 tal que

2F (x, t) ≥ λ̃t2, |t| ≤ δ, x ∈ Ω;

[3.7] Existem uma função W ∈ LN
2 (Ω) tal que

W (x) ≥ P (x, t) −→ −∞ quando |t| → +∞, x ∈ Ω

onde

P (x, t) = F (x, t)− 1

2
λ1t

2.

Observação: Pela hipótese [3.7], concluímos que F não é uma função super-

quadrática em t, pois caso contrário, passando o limite em P (x, t) = F (x, t) − 1

2
λ1t

2

quando |t| → +∞, teríamos menos infinito à esquerda e mais infinito à direita, o que

é absurdo.

Teorema 3.3 Sob as hipóteses [3.1], [3.2], [3.6] e [3.7] o problema (2.1) tem uma
solução não-trivial.
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Para provar o teorema 3.3, usaremos os seguintes Lemas:

Lema 3.1 Sob a hipótese [3.6], existe um α 6= 0 tal que I(αϕ1) < 0.

Demonstração: Suponha que ‖ϕ1‖ = 1. Veja o seguinte,

αϕ1(x) > δ ⇔ αϕ1(x)

δ
> 1.

Como s+ 1 ≥ 2. Assim,

α2ϕ2
1(x)

δ2
≤ αs+1ϕs+1

1 (x)

δs+1
⇒ α2ϕ2

1(x) ≤
αs+1ϕs+1

1 (x)

δs−1
. (3.21)

Por outro lado, pela condição [3.2], dado qualquer α > 0 existe δ > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ α |t|s , |t| > δ, x ∈ Ω

o que implica,

−F (x, t) ≤ |F (x, t)| ≤ α |t|s+1 , |t| > δ, x ∈ Ω. (3.22)

Assim,

I(αϕ1) = α2 − 2

∫
Ω

F (x, αϕ1)dx

conseqüentemente,

I(αϕ1) = α2 − 2

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|≤δ}

F (x, αϕ1)dx− 2

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|>δ}

F (x, αϕ1)dx

por [3.6] e (3.22), obtemos

I(αϕ1) ≤ α2 − λ̃α2

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|≤δ}

ϕ2
1(x)dx+ 2αs+2

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|>δ}

|ϕ1(x)|s+1 dx

de onde segue,

I(αϕ1) ≤ α2−λ̃α2

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|≤δ}

ϕ2
1(x)dx−λ̃α2

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|>δ}

ϕ2
1(x)dx

+λ̃

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|>δ}

(αϕ1(x))
2 dx+ 2αs+2

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|>δ}

|ϕ1(x)|s+1 dx.

Por (3.21), temos

I(αϕ1) ≤ α2−λ̃α2 ‖ϕ1‖2
L2(Ω)+λ̃

αs+1

δs−1

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|>δ}

|ϕ1(x)|s+1+2αs+2

∫
{x∈Ω;|αϕ1(x)|>δ}

|ϕ1(x)|s+1 .
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Usando teoria da medida, temos

I(αϕ1) ≤ α2 − λ̃α2 ‖ϕ1‖2
L2(Ω) + λ̃

αs+1

δs−1

∫
Ω

|ϕ1(x)|s+1 dx+ 2αs+2

∫
Ω

|ϕ1(x)|s+1 dx,

ou seja,

I(αϕ1) ≤ α2 − λ̃α2 ‖ϕ1‖2
L2(Ω) +

(
λ̃

1

δs−1
+ 2α

)
.αs+1. ‖ϕ1‖s+1

Ls+1(Ω) .

Pela imersão contínua (Ver Teorema B.14, item i Apêndice B), concluímos

I(αϕ1) ≤ α2.

[
1−

(
λ̃

λ1

)
+

(
λ̃

1

δs−1
+ 2α

)
.αs−1.C

]
.

Logo, para α suficientemente pequeno, obtemos:

I(αϕ1) < 0.

�

Lema 3.2 Sob a hipótese [3.7],

I(u) →∞ quando ‖u‖ → ∞.

Demonstração: Suponha que não seja verdade, isto é, ∃ L > 0 tal que ∀ N > 0

existe uN , com

‖uN‖ > N e I(uN) ≤ L.

Portanto, existem L > 0 e uma seqüência {uk} ⊂ H1
0 (Ω) tal que ρk = ‖uk‖ → ∞ e

I(uk) ≤ L.

No que segue, considere

uk = wk + αkϕ1, onde wk⊥ϕ1,

com H1
0 (Ω) = 〈ϕ1〉+ 〈ϕ1〉⊥ , αk = 〈uk, ϕ1〉 e wk = uk − 〈uk, ϕ1〉 .ϕ1.

Se λ2 > λ1, onde λ2 é o primeiro autovalor maior que λ1 associado ao operador

(−∆, H1
0 (Ω)) (Ver Teorema A.2, Apêndice A), então

λ2 ‖w‖2
L2(Ω) ≤ ‖w‖2 , w⊥ϕ1. (3.23)
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Assim,

I(uk) = ‖uk‖2 − 2

∫
Ω

F (x, uk)dx

e pela hipótese [3.7], obtemos:

I(uk) = ‖uk‖2 − λ1 ‖uk‖2
L2(Ω) − 2

∫
Ω

P (x, uk)dx,

de onde segue

I(uk) = ‖wk‖2+α2
k−λ1 ‖wk‖2

L2(Ω)−2λ1αk 〈wk, ϕ1〉L2(Ω)−λ1α
2
k ‖ϕ1‖2

L2(Ω)−2

∫
Ω

P (x, uk)dx.

Portanto, pelo Teorema A.1, Apêndice A e por (3.23), temos

L ≥ I(uk) ≥ ‖wk‖2 + α2
k −

λ1

λ2

‖wk‖2 − α2
k − 2

∫
Ω

P (x, uk)dx, (3.24)

ou seja,

L ≥
(

1− λ1

λ2

)
‖wk‖2 − 2

∫
Ω

W (x)dx. (3.25)

Vamos dividir a demonstração em dois casos:

1o caso: ‖wk‖ não é limitada em H1
0 (Ω).

Assim, para todo M > 0 existe KM ∈ N tal que

‖wKM
‖ > M.

Logo, existe uma subseqüência de (wk) (que continuaremos denotando por (wk)) tal

que

‖wk‖ → +∞.

Portanto, a menos de subseqüência, passando o limite em (3.25), obtemos um

absurdo, pois L não pode ser maior ou igual do que +∞.

2o caso: ‖wk‖ é limitada em H1
0 (Ω).

Escreve-se

w̃k =
wk

ρk

, α̃k =
αk

ρk

e ũk =
uk

ρk

, onde wk⊥ϕ1 e ρk = ‖uk‖ → +∞.

Assim,

‖w̃k‖ =
‖wk‖
ρk

−→ 0, pois ρk → +∞. (3.26)



69

De (3.26), segue a seguinte convergência

|α̃k| −→ 1, (3.27)

pois

|α̃k| =
|αk|
ρk

=

√
‖uk‖2 − ‖wk‖2

ρk

=
√

1− ‖w̃k‖ −→ 1.

Por (3.26), concluímos que w̃k é limitada em H1
0 (Ω). Então (Ver Teorema B.21,

Apêndice B) existe uma subseqüência (w̃kr) ⊂ (w̃k) tal que

w̃kr ⇀ w̃ em Ω.

Por outro lado,

i : H1
0 (Ω) −→ L2(Ω)

é um operador linear compacto. Assim (Ver Teorema B.10, Apêndice B),

w̃kr −→ w̃ em L2(Ω).

Daí (Ver Teorema B.13, Apêndice B), existe uma subseqüência de (w̃kr) ( que continu-

aremos denotando por (w̃kr) tal que

w̃kr(x) −→ w̃(x) q.t.p x ∈ Ω. (3.28)

Além disso, (Ver Teorema B.11, Apêndice B),

‖w̃‖ ≤ lim
kr→∞

inf ‖w̃kr‖ . (3.29)

De (3.26), em particular, temos

‖w̃kr‖ → 0. (3.30)

Logo, de (3.29) e (3.30), obtemos:

w̃ = 0. (3.31)

Como ‖ũk‖ = 1, em particular ‖ũkr‖ = 1. Logo (Ver Teorema B.21, Apêndice B),

existe uma subseqüência de (ũkr) (que vamos denotar por ũk) tal que

ũk(x) −→ ũ(x) q.t.p x ∈ Ω. (3.32)
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Em particular, (3.28) vale para uma subseqüência com os mesmos índices de

(3.32), (que vamos denotar por w̃k) tal que

w̃k(x) −→ 0 q.t.p x ∈ Ω. (3.33)

Finalmente,

uk = wk + αkϕ1 ⇒
uk

ρk

=
wk

ρk

+
αk

ρk

ϕ1 ⇒ ũk = w̃k + α̃kϕ1

concluímos por (3.32) e (3.33), que

α̃k =
ũk(x)

ϕ1(x)
− w̃k(x)

ϕ1(x)
−→ α̃ =

ũ(x)

ϕ1(x)

o que implica,

|α̃k| −→ |α̃| . (3.34)

De (3.27) e (3.34), temos

|α̃| = 1 ⇒ α̃ 6= 0. (3.35)

Logo,

ũk(x) = w̃k(x) + α̃kϕ1(x) −→ ũ(x) = α̃ϕ1(x) q.t.p x ∈ Ω.

Por (3.35), segue que

ũ(x) = α̃ϕ1(x) 6= 0 q.t.p x ∈ Ω.

Portanto, a menos de subseqüência, obtemos:

|uk(x)| = ρk |ũk(x)| → ∞ q.t.p em Ω.

Conseqüentemente, ∫
Ω

P (x, uk)dx→ −∞,

devido a hipótese [3.7], implicando(
1− λ1

λ2

)
‖wk‖2 − 2

∫
Ω

P (x, uk)dx→ +∞. (3.36)

Segue de (3.24), a menos de subseqüência, que

L ≥
(

1− λ1

λ2

)
‖wk‖2 − 2

∫
Ω

P (x, uk)dx. (3.37)
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De (3.36) e (3.37), obtemos uma contradição.

Logo, concluímos que

I(u) →∞ quando ‖u‖ → ∞.

�

Podemos agora deteminar a Prova do Teorema 3.3:

Demonstração: Vamos mostrar que I é limitado inferiormente. De fato, usando a

hipótese [3.7] em (3.1), obtemos

I(u) = ‖u‖2 − 2

∫
Ω

P (x, u)dx− λ1

∫
Ω

u2dx,

ou seja,

I(u) ≥ ‖u‖2 − 2

∫
Ω

W (x)dx− λ1

∫
Ω

u2dx

o que implica,

I(u) ≥ ‖u‖2 − 2

∫
Ω

W (x)dx− ‖u‖2 = −2

∫
Ω

W (x)dx ≥ −C, ∀ u ∈ H1
0 (Ω),

pois ∫
Ω

W (x)dx ≤ C.

Poratnto, I é limitado inferiormente. Do Postulado de Dedekind, o conjunto

{I(u);u ∈ H1
0 (Ω)} tem um ínfimo. Provaremos agora que o ínfimo é atingido.

Seja

m = inf
H1

0 (Ω)
I.

Então existe uma seqüência {uk} ⊂ H1
0 (Ω) tal que

I(uk) −→ m. (3.38)

Do Lema 3.2, devemos ter ‖uk‖ ≤ C. Assim (Ver Teorema B.22, Apêndice B), existe

uma subseqüência de uk (que continuaremos denotar por uk) tal que

uk ⇀ u em H1
0 (Ω) (3.39)

e

lim
k→∞

inf ‖uk‖ ≥ ‖u‖ . (3.40)
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Da imersão compacta de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Ls+1(Ω) ∀ s + 1 ∈ [1, 2∗] (Ver Teorema

B.16, item i Apêndice B), temos

i : H1
0 (Ω) −→ Ls+1(Ω)

é um operador linear compacto.

Logo (Ver Teorema B.10, Apêndice B),

uk −→ u em Ls+1(Ω).

Daí (Ver Teorema B.13, Apêndice B), existe uma subseqüência de (uk) ( que

continuaremos denotando por (uk)) tal que

uk(x) −→ u(x) q.t.p x ∈ Ω

e

|uk(x)| ≤ h(x) q.t.p x ∈ Ω, ∀ n ∈ N e h ∈ Ls+1(Ω).

Assim, usando a continuidade da Função F e sua condição de crescimento dada

por

|F (x, t)| ≤ |t|s+1 + |t| , 1 < s ≤ N + 2

N − 2
, onde N > 2,

obtemos

F (x, uk(x)) −→ F (x, u(x)) q.t.p x ∈ Ω

e

|F (x, uk(x))| ≤ (h(x))s+1 + h(x) ∈ L1(Ω).

Segue então, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Ver Teorema B.7,

Apêndice B), que ∫
Ω

F (x, uk(x)) dx −→
∫

Ω

F (x, u(x)) dx. (3.41)

Observe que podemos escrever (3.1) da seguinte forma

I(u) = ‖uk‖2−2 〈(uk − u) , u〉−‖uk − u‖2−2

∫
Ω

F (x, uk)dx+2

∫
Ω

[F (x, uk)− F (x, u)] dx

o que implica

I(u) ≤ I(uk)− 2 〈(uk − u) , u〉+ 2

∫
Ω

[F (x, uk)− F (x, u)] dx. (3.42)
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Afirmação 3.3 Como uk ⇀ u em H1
0 (Ω), então 〈uk, u〉 − 〈u, u〉 → 0.

De fato, considere a seguinte aplicação Ψ : H1
0 (Ω) −→ R definida por

Ψ(uk) = 〈uk, u〉 .

Claramente, Ψ é linear e contínua. Em particular, (3.20) vale para Ψ ∈ (H1
0 (Ω))

′
. Logo

Ψ(uk) −→ Ψ(u),

onde Ψ(u) = 〈u, u〉 . Portanto, mostramos a Afirmação 3.3.

Assim, passando ao limite quando k → ∞ em (3.42) e usando as convergências

(3.38), (3.41) e a Afirmação 3.3, obtemos:

I(u) ≤ m.

Por outro lado,

I(u) ≥ m

donde concluímos que

I(u) = m e I
′
(u) = 0.

Segue que u é uma solução fraca do problema (2.1).

Mostraremos que u é uma solução não-trivial.

Se u = 0 então

I(u) = I(0) = 0

o que é um absurdo, pois

I(u) = m < 0

pelo Lema 3.1.

Logo, u 6= 0.

Isto completa a prova do Teorema 3.3. �

Considere a seguinte hipótese:

[3.8] Seja

lim
|t|→∞

sup
2F (x, t)

t2
≤ α(x) ≤ λ1,
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uniformemente em x ∈ Ω, onde 0 < α ∈ L∞(Ω) e α(x) < λ1 sobre um conjunto de

medida positiva.

Observação: Pela condição [3.8], temos que F não é uma função superquadrática,

pois caso contrário

lim
|t|→∞

sup
2F (x, t)

t2
−→∞.

Teorema 3.4 Sob as hipóteses [3.1] e [3.8], o problema (2.1) tem uma solução não-
trivial.

Demonstração: Inicialmente mostraremos o seguinte: Existe um ε0 > 0 tal que

Θ(u) ≡
∫

Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

α(x)u2dx ≥ ε0, ∀ ‖u‖ = 1. (3.43)

Suponha que não seja verdade, isto é, ∀ ε > 0 existe u ∈ H1
0 (Ω), com ‖u‖ = 1

tal que

Θ(u) < ε.

Em particular, para εn =
1

n
existe uma seqüência (un) ⊂ H1

0 (Ω), com ‖un‖ = 1 tal que

Θ(un) <
1

n
,

ou seja, existe uma seqüência (un) ⊂ H1
0 (Ω), com ‖un‖ = 1 e

Θ(un) −→ 0. (3.44)

Como un é limitada em H1
0 (Ω) (Ver Teorema B.21, Apêndice B), então existe uma

subseqüência de (un) (que vamos denotar por un) tal que

un ⇀ u0 em H1
0 (Ω). (3.45)

Por outro lado,

i : H1
0 (Ω) −→ L2(Ω)

é um operador linear compacto. Assim (Ver Teorema B.10, Apêndice B),

un −→ u0 em L2(Ω). (3.46)

Como 0 < α(x) ≤ λ1 em Ω, temos que Θ(un) ≥ 0, pois

Θ(un) ≥
∫

Ω

|∇un|2 dx−
∫

Ω

α(x)u2
ndx ≥

∫
Ω

|∇un|2 dx− λ1

∫
Ω

u2
ndx
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≥
∫

Ω

|∇un|2 dx−
∫

Ω

|∇un|2 dx = 0.

Como e 0 < α ∈ L∞(Ω), temos:∫
Ω

α(x)u2
ndx −→

∫
Ω

α(x)u2
0dx. (3.47)

De fato,∣∣∣∣∫
Ω

α(x)u2
ndx−

∫
Ω

α(x)u2
0dx

∣∣∣∣ =

∫
Ω

|α(x)| .
∣∣u2

n − u2
0

∣∣ dx
≤ ‖α‖L∞(Ω)

∫
Ω

|un + u0| . |un − u0|

≤ ‖α‖L∞(Ω) ‖un + u0‖L2(Ω) ‖un − u0‖L2(Ω)

≤ ‖α‖L∞(Ω)

(
‖un‖L2(Ω) + ‖u0‖L2(Ω)

)
. ‖un − u0‖L2(Ω)

Logo, ∣∣∣∣∫
Ω

α(x)u2
ndx−

∫
Ω

α(x)u2
0dx

∣∣∣∣ −→ 0,

mostrando, assim, (3.47).

Como limk→∞ inf ‖uk‖ ≥ ‖u‖ , Θ(un) −→ 0 e a convergência (3.47), obtemos∫
Ω

|∇u0|2 dx−
∫

Ω

α(x)u2
0dx = 0. (3.48)

De fato,

0 ≤
∫

Ω

|∇u0|2 dx−
∫

Ω

α(x)u2
0dx ≤ lim

n→∞
inf

∫
Ω

|∇un|2 dx−
∫

Ω

α(x)u2
0dx

≤ lim
n→∞

inf

∫
Ω

|∇un|2 dx− lim
n→∞

∫
Ω

α(x)u2
ndx

≤ lim
n→∞

inf

∫
Ω

|∇un|2 dx− lim
n→∞

inf

∫
Ω

α(x)u2
ndx

≤ lim
n→∞

inf Θ(un) −→ 0.

Portanto, mostramos (3.48).

Por outro lado,

Θ(un) = 1−
∫

Ω

α(x)u2
ndx.

Usando que Θ(un) −→ 0 e (3.47), passando o limite na última expressão, obtemos∫
Ω

α(x)u2
0dx = 1.
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Donde segue que ‖u0‖ = 1, devido a (3.48). Daí, temos

‖u0‖ ≤ lim
n→∞

inf ‖un‖ ≤ lim
n→∞

‖un‖ ≤ lim
n→∞

sup ‖un‖ = 1 = ‖u0‖

o que implica

‖un‖ −→ ‖u0‖ . (3.49)

Assim, como un ⇀ u0 em H1
0 (Ω) e H1

0 (Ω) é um espaço de Hilbert, então (Ver Teorema

B.24, Apêndice B)

un −→ u0 em H1
0 (Ω).

Logo, u0 6≡ 0, Θ(u) ≥ 0 ∀ u ∈ H1
0 (Ω) e Θ(u0) = 0. Assim, u0 é um ponto

crítico de Θ e portanto, é uma solução generalizada do problema (1.1).

Por regularidade (Ver Teorema 1.1), temos u0 ∈ W 2,2(Ω), isto é, uma solução

forte da equação elíptica. Pelo Príncipio do Máximo Forte (Ver Teorema B.8, Apêndice

B), obtemos u0(x) 6= 0 q.t.p em Ω. Usando (3.47) e Ω1 = {x ∈ Ω;u0(x) 6= 0} , onde

|Ω1| > 0, e mais Ω2 = ΩC
1 , temos:

λ1

∫
Ω1

u2
0dx ≤ λ1

∫
Ω1

u2
0dx+ λ1

∫
Ω2

u2
0dx

≤
∫

Ω1

|∇u0|2 dx ≤
∫

Ω1

α(x)u2
0dx < λ1

∫
Ω1

u2
0dx,

o que é um absurdo. Assim, mostramos (3.43).

Segue de [3.8] que dado ε < λ1ε0 existe uma constante Cε > 0 tal que

F (x, t) ≤ α(x) + ε

2
t2 + Cε, ∀ x ∈ Ω, ∀ t ∈ R. (3.50)

De fato, seja L(x) = lim|t|→∞ sup
2F (x, t)

t2
≤ α(x), uniformente em x ∈ Ω. Dado

ε > 0 existe δ > 0 tal que

2F (x, t)

t2
≤ L(x) + ε ≤ α(x) + ε, para |t| ≥ δ.

Daí,

F (x, t) ≤ 1

2
(α(x) + ε)t2, ∀ x ∈ Ω, e |t| ≥ δ. (3.51)

Agora, para o δ > 0 obtido acima, existe Cε > 0 tal que

|F (x, t)| ≤ Cε ∀ x ∈ Ω, e |t| ≤ δ. (3.52)
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Usando (3.51) e (3.52), concluímos (3.50).

Assim,

I(u) ≥
∫

Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

α(x)u2dx− ε

∫
Ω

u2dx− 2Cε |Ω| .

Usando (3.43), temos

I(u) ≥ ε0

∫
Ω

|∇u|2 dx− ε

λ1

∫
Ω

|∇u|2 dx− 2Cε |Ω| ,

ou seja,

I(u) ≥
(
ε0 −

ε

λ1

)∫
Ω

|∇u|2 dx− 2Cε |Ω| . (3.53)

Segue de (3.53) que I(u) −→∞ quando ‖u‖ → ∞, isto é, I é coercivo.

Vamos mostrar que I é fracamente semicontínuo inferiormente (fracamente s.c.i). De

fato, seja

un ⇀ u0 em H1
0 (Ω).

De modo inteiramente análogo do que foi feito para mostrar a convergência (3.41),

obtemos: ∫
Ω

F (x, un(x)) dx −→
∫

Ω

F (x, u0(x)) dx. (3.54)

Agora recordando a definição do funcional I, usando as propriedades de limite, (3.40)

e (3.54), temos

lim
n→∞

inf I(un) ≥ lim
n→∞

inf ‖un‖ − 2 lim
n→∞

∫
Ω

F (x, un(x)) dx ≥ ‖u0‖ − 2

∫
Ω

F (x, u0(x)) dx,

ou seja,

lim
n→∞

inf I(un) ≥ I(u0),

mostrando que o funcional I é fracamente semicontínuo inferiormente.

Como o funcional I é coercivo, fracamente semicontínuo inferiormente e H1
0 (Ω)

é um espaço de Hilbert, logo pelo Teorema 1.7, assegura a existência de um mínimo

para o funcional I. Como I é de classe C1, segue-se então, que esse mínimo será ponto

crítico do funcional I associado ao problema (2.1), e portanto, assegurando a existência

de pelo menos uma solução fraca. �

Observação: Pode-se provar o Teorema 3.3, usando o Teorema 1.7, pois

pelo Lema 3.2, o funcional I é coercivo. Além disso, ele é fracamente semicontínuo
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inferiormente e como é de classe C1, logo garante a existência de um mínimo, que será

ponto crítico do funcional I associado ao problema (2.1), e portanto, assegurando a

existência de pelo menos uma solução fraca.



Apêndice A

Um pouco de Teoria Espectral

Neste apêndice, apresentaremos uma descrição do espectro do operador (−∆, H1
0 (Ω)),

no caso do problema homogêneo de Dirichlet e também estudaremos propriedades re-

lacionadas aos autovalores.

Teorema A.1 Existem uma base Hilbertiana {φk : k = 1, 2, . . .} em L2(Ω) e uma seqüên-
cia (λk)k≥1 de números reais com λk > 0 e

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · k−→∞−→∞,

tais que φk é uma solução fraca do problema{
−∆u = λku, Ω,

u = 0, ∂Ω,
(A.1)

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 2) é um domínio limitado. E mais,∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ λ1

∫
Ω

u2dx.

Demonstração: Considere o seguinte problema linear −∆u = f(x), Ω,

u = 0, ∂Ω,
(A.2)

onde Ω ⊂ RN(N ≥ 2) é uma domínio limitado e f ∈ L2(Ω).

Considerando:
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• H = H1
0 (Ω), com o produto interno definido por 〈u, v〉 =

∫
Ω
∇u∇vdx e a norma

induzida por

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

.

• A forma bilinear A será dada por

A : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R

(u, v) 7−→ A(u, v) =
∫

Ω
∇u∇vdx

que também é simétrica e contínua.

• O funcional T dado por

T : H1
0 (Ω) −→ R

v 7−→ T (v) =
∫

Ω
f.vdx,

é linear contínuo. Daí, aplicando o Teorema de Lax-Milgran (Ver Apêndice B, Teorema

21), existe uma única função u ∈ H1
o (Ω) tal que

A(u, v) = T (v), ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

ou seja, ∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f.vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω), (A.3)

isto é, uma solução fraca para o problema (A.2).

Pelo que foi exposto até agora, podemos definir uma aplicação

S : L2(Ω) −→ H1
0 (Ω)

f 7−→ S(f) = u,

isto é, uma aplicação que associa a cada f ∈ L2(Ω) a única solução fraca do problema

linear (A.2).

Além disso, observamos pela resolução do problema (A.2) que

A(S(f), v) = 〈f, v〉L2(Ω) , ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Vejamos agora algumas propriedades da aplicação S.

i) S é uma aplicação linear, isto é,

S(α1f + α2g) = α1S(f) + α2S(g), ∀ f, g ∈ L2(Ω), ∀ α1, α2 ∈ R.
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De fato, consideremos uma dada v ∈ H1
0 (Ω). Então,

A(S(α1f + α2g), v) = 〈(α1f + α2g), v〉

= 〈α1f, v〉+ 〈α2g, v〉

= α1 〈f, v〉+ α2 〈g, v〉

= α1A(S(f), v) + α2A(S(g), v)

= A(α1S(f), v) + A(α2S(g), v)

= A(α1S(f) + α2S(g), v), ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

o que implica,

S(α1f + α2g) = α1S(f) + α2S(g), ∀ f, g ∈ L2(Ω), ∀ α1, α2 ∈ R,

mostrando a linearidade de S.

ii) S é contínua, isto é, existe K > 0 tal que

‖S(f)‖ ≤ K ‖f‖L2(Ω) , ∀ f ∈ L2(Ω).

De fato, de (A.3), considerando v = u ∈ H1
0 (Ω), temos :

‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx =

∫
Ω

fudx

≤ ‖f‖L2(Ω) . ‖u‖L2(Ω) ≤ K ‖f‖L2(Ω) . ‖u‖ .

Suponha f 6= 0, temos u 6= 0. O que implica,

‖u‖ ≤ K ‖f‖L2(Ω) ∀ f ∈ L2(Ω)\ {0} ,

ou seja,

‖S(f)‖ ≤ K ‖f‖L2(Ω) , ∀ f ∈ L2(Ω),

mostrando que S é contínua.

iii) S : L2(Ω) → L2(Ω) é um operador linear compacto.

De fato, como a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) (Ver Apêndice B, Teorema 16) é com-

pacta, então i : H1
0 (Ω) → L2(Ω) é um operador linear compacto e S : L2(Ω) → H1

0 (Ω)

é contínua, segue-se que i◦S : L2(Ω) → L2(Ω) é uma composição de aplicação contínua
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com uma compacta, e portanto, é um operador linear compacto.

iv) S : L2(Ω) → L2(Ω) é simétrico (ou auto-adjunto), ou seja,

〈Tf , g〉L2(Ω) = 〈f, Tg〉L2(Ω) , ∀ f, g ∈ L2(Ω).

De fato, considere os seguintes problemas −∆u = f(x), Ω,

u = 0, ∂Ω,
(A.4)

e  −∆φ = g(x), Ω,

φ = 0, ∂Ω.
(A.5)

Suponhamos u = Tf e φ = Tg, temos:∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

fφdx, ∀ φ ∈ H1
0 (Ω)

e ∫
Ω

∇φ∇udx =

∫
Ω

gudx, ∀ u ∈ H1
0 (Ω),

respectivamente as soluções fracas dos problemas (A.4) e (A.5).

Logo, ∫
Ω

fφdx =

∫
Ω

gudx⇒
∫

Ω

f(Tg)dx =

∫
Ω

g(Tf )dx

isto é,

〈Tf , g〉L2(Ω) = 〈f, Tg〉L2(Ω) , ∀ f, g ∈ L2(Ω).

v) S é estritamente positiva em L2(Ω), pois

〈S(f), f〉L2(Ω) =

∫
Ω

(Sf )fdx =

∫
Ω

ufdx =

∫
Ω

|∇u|2 dx > 0,

∀ f ∈ L2(Ω) e com u 6= 0.

Portanto, uma vez que S : L2(Ω) → L2(Ω) é um operador nas condições do

Teorema Espectral para operadores compactos autoadjuntos em um espaço de Hilbert

(Ver Apêndice B Teorema 4), resulta que existe uma seqüência (µk) de números reais,

que são os autovalores, verificando

µ1 ≥ µ2 ≥ µ3 ≥ · · · ≥ µk ≥ · · · > 0
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e

µk → 0 quando, k → 0.

Associados aos autovalores, existe uma seqüência φk de funções de L2(Ω), denominadas

de autofunções de S as quais constituem uma base Hilbertiana para L2(Ω).

Em outras palavras, encontramos duas seqüências (µk)k∈N e (φk)k∈N tais que

S(φk) = µkφk, ∀ k = 1, 2, 3, . . . ,

com µk > 0, ∀ k = 1, 2, 3, . . . , e µk → 0 quando k → 0.

Logo, ∫
Ω

∇(µkφk)∇φdx =

∫
Ω

φkφdx, ∀ φ ∈ H1
0 (Ω),

obtemos ∫
Ω

∇φk∇φdx =
1

µk

∫
Ω

φkφdx, ∀ φ ∈ H1
0 (Ω).

Portanto, φk é uma solução fraca do problema (A.1), onde λk =
1

µk

, resultando

que (λk) é uma seqüência de numéros reais positivos tais que

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · k−→∞−→∞ .

Agora vamos mostrar que∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ λ1

∫
Ω

u2dx.

De fato, seja u ∈ H1
0 (Ω) e {φk : k = 1, 2, . . .} sendo definida como anteriormente.

Se u ∈ L2(Ω) podemos escrever

u =
∞∑

k=1

ckφk, onde ck = 〈u, φk〉 .

Seja

uN =
N∑

k=1

ckφk,

temos: ∫
Ω

∇uN∇uNdx = 〈uN , uN〉 =

〈
N∑

k=1

ckφk,

N∑
j=1

cjφj

〉
=

N∑
k=1

λkc
2
k. (A.6)
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De (A.6), temos∫
Ω

∇u∇udx ≥
∫

Ω

∇uN∇uNdx =
N∑

k=1

λkc
2
k ≥ λ1

N∑
k=1

c2k = λ1

∫
Ω

u2
Ndx.

Como uN converge para u em L2(Ω), obtemos∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ λ1

∫
Ω

u2dx

provando, assim, o nosso Teorema. �

Dando continuidade, vamos mostrar o seguinte teorema que será muito impor-

tante em nosso trabalho.

Teorema A.2 Se u ∈ H1
0 (Ω) é ortogonal a φ1, então:∫

Ω

|∇u|2 dx ≥ λ2

∫
Ω

u2dx.

Demonstração: Seja u ∈ H1
0 (Ω) e {φk : k = 1, 2, . . .} . Como u ∈ L2(Ω) pode-

mos escrever

u =
∞∑

k=1

ckφk, onde ck = 〈u, φk〉 .

Seja

uN =
N∑

k=1

ckφk,

temos: ∫
Ω

∇uN∇uNdx =
N∑

k=2

λkc
2
k, (A.7)

pois u⊥φ1, resultando

c1 = 〈u, φ1〉 = 0.

De (A.7), temos∫
Ω

∇u∇udx ≥
∫

Ω

∇uN∇uNdx =
N∑

k=2

λkc
2
k ≥ λ2

N∑
k=2

c2k = λ2

∫
Ω

u2
Ndx.

Como uN converge para u em L2(Ω), obtemos∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ λ2

∫
Ω

u2dx,
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provando, assim, o nosso Teorema. �

Finalmente, mostraremos duas propriedades relacionadas aos autovalores dado

pelo seguinte Teorema:

Teorema A.3 Toda autofunção associada a λ1 tem sinal definido, enquanto toda
autofunção associada a λj, com j ≥ 2, atinge valores positivos e negativos.

Demonstração: De fato, considere φ uma autofunção associada a λ1 e suponhamos

φ+ 6≡ 0 (φ− 6≡ 0),

onde

φ+(x) = max {φ(x), 0}

e

φ−(x) = min {φ(x), 0} .

Segue dos espaços de Sobolev que φ+ ∈ H1
0 (Ω) e

〈
φ, φ+

〉
=

∫
Ω

∇φ∇φ+dx =

∫
Ω

∇φ+∇φ+dx =
∥∥φ+

∥∥2

e 〈
φ, φ+

〉
L2(Ω)

=
∥∥φ+

∥∥2

L2(Ω)
.

Recorde que φ verifica a seguinte igualdade∫
Ω

∇φ∇vdx = λ1

∫
Ω

φvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Escolhendo v = φ+, obtemos∫
Ω

∇φ∇φ+dx = λ1

∫
Ω

φφ+dx,

isto é, 〈
φ, φ+

〉
= λ1

〈
φ, φ+

〉
L2(Ω)

,

o que implica

λ1 =
‖φ+‖2

‖φ+‖2
L2(Ω)

.
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Agora, usando o fato que

w =
φ+

‖φ+‖L2(Ω)

verifica o problema  −∆w = λ1w, Ω,

w = 0, ∂Ω

desde que w(x) ≥ 0 e w 6≡ 0.

Afirmação 1: w(x) > 0, ∀ x ∈ Ω, com w 6≡ 0.

De fato, suponha que a afirmação não vale, então existe x0 ∈ Ω, com

w(x0) = 0.

Logo, pelo Principio do Máximo forte (Ver Apêndice B, Teorema 8), w deve ser

constante em Ω, conseqüentemente

w(x) = 0, ∀ x ∈ Ω,

o que é um absurdo, pois w 6≡ 0. Logo w(x) > 0.

Segue da Afirmação 1, que

φ+(x) > 0, ∀ x ∈ Ω,

isto é,

φ+(x) = max {φ(x), 0} > 0.

Portanto,

φ(x) > 0, ∀ x ∈ Ω.

O mesmo raciocínio se aplica a função φ−.

Vamos mostrar que toda autofunção associada a λj, com j ≥ 2, atinge valores

positivos e negativos.

De fato, sejam φ e w autofunções associadas a λ1 e λj, (j ≥ 2), respectivamente.

Pelo que já provamos, podemos escolher

φ(x) > 0, ∀ x ∈ Ω.
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Temos as seguintes igualdades∫
Ω

∇φ∇vdx = λ1

∫
Ω

φvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω) (A.8)

e ∫
Ω

∇w∇vdx = λj

∫
Ω

wvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω). (A.9)

Escolhendo v = w em (A.8) e v = φ em (A.9), obtemos∫
Ω

∇φ∇wdx = λ1

∫
Ω

φwdx e
∫

Ω

∇w∇φdx = λj

∫
Ω

wφdx.

Conseqüentemente,

(λj − λ1)

∫
Ω

wφdx = 0.

Desde que λj − λ1 > 0, concluímos ∫
Ω

wφdx = 0.

Mostrando que w muda de sinal. �



Apêndice B

Resultados Utilizados

Neste Apêndice apresentaremos os resultados utilizados em nosso trabalho. In-

dicaremos também as referências onde podem ser encontrados as respectivas demons-

trações.

Teorema B.1 (Teorema de Kakutani)(ver [4])
Seja E um espaço de Banach. Então E é reflexivo se, e somente se, Br(0) é fracamente
compacta.

Teorema B.2 (ver [14])
Seja J um intervalo aberto contendo o zero e U um aberto em E, com x0 ∈ E e
0 < a < 1 tal que

B2a(x0) ⊂ U.

Considere f : J × U 7→ E uma função contínua limitada por constante c > 0 satis-
fazendo a condição de Lipschitziana em U com constante K > 0 uniformemente com

respeito a J . Se b < min

{
a

c
,
1

k

}
, então existe um único fluxo

α : Jb ×Ba 7→ U.

Além disso, se f é de classe Cp, então cada curva integral α(t, x) também é de classe
Cp.

Teorema B.3 (Teorema da Representação de Riesz-Fréchet) (ver [4])
Seja H um espaço de Hilbert, então dado ϕ ∈ H ′

, existe f ∈ H único tal que

〈ϕ, v〉 = (f, v) ∀ v ∈ H.
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E mais, verifica-se que
|f | = ‖ϕ‖H′ .

Teorema B.4 (Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos)
(ver [4])
Seja H um espaço de Hilbert, com dimH = +∞ e T : H → H um operador compacto,
simétrico e positivo. Então H tem uma base Hilbertiana formados de autovetores e os
autovalores que formam uma seqüencia (µn) ⊂ (0,+∞), com

µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µn ≥ . . . > 0 e

µn → 0 quando n→∞.

Teorema B.5 (Desigualdade de Hölder) (ver [4])
Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), com 1

p
+ 1

q
= 1 e p ≥ 1. Então,

f.g ∈ L1(Ω)

e ∫
Ω

|f.g| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

Teorema B.6 (Desilguadade de Poincaré) (ver [4])
Seja Ω um aberto limitado do RN .Então, existe uma costante C = C(Ω, p) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C

(∫
Ω

|∇u|p dx
)1/p

, ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω), 1 ≤ p ≤ +∞.

Teorema B.7 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue)(ver [3])
Seja fn uma sequência de funções integravéis. Suponha que
(i) fn → f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω, para alguma função g ∈ L1(Ω). Então,

f ∈ L1(Ω) e ‖fn − f‖L1(Ω) → 0.

Teorema B.8 (Principio do Máximo Forte) (ver [7])
Assuma que u ∈ C2(U) ∩ C(U) e c ≡ 0 em U conexo, aberto e limitado.
i) Se

Lu ≤ 0 em U

e u atinge o máximo em U sobre um ponto interior, então

u constante em U.
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ii) Se
Lu ≥ 0 em U

e u atinge o mínimo em U sobre um ponto interior, então

u constante em U.

Teorema B.9 (Critério de Compacidade) (ver [13])
Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Um operador linear T : X −→ Y é compacto
se, e somente se, toda seqüência limitada (xn) ⊂ X tem a propriedade que a seqüência
(T (xn)) ⊂ Y possui uma subseqüência convergente.

Teorema B.10 (ver [13])
Sejam X e Y espaços vetoriais normados e T : X −→ Y um operador linear compacto.
Se (xn) ⊂ X verifica

xn ⇀ x em X,

então,
T (xn) −→ T (x) em Y.

Teorema B.11 (ver [4])
Sejam E um espaço de Banach e (xn) uma seqüência em E. Então
i) xn ⇀ x⇔ f(xn) −→ f(x), ∀ f ∈ E ′

,

ii) xn ⇀ x⇒ ‖xn‖ é limitada e

‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖ .

Teorema B.12 (Teorema Fundamental do Cálculo) (ver [14])
Sejam G um espaço vetorial normado completo e f : [a, b] −→ G contínua no intervalo
[a, b]. As seguintes afirmações a respeito de uma Função F : [a, b] −→ G são equiva-
lentes:
i) Se F é uma integral indefinida de f , então

F (x)− F (a) =

∫ x

a

f(t)dt, ∀ x ∈ [a, b]

ii) Se F é uma primitiva de f, então

F
′
(x) = f(x) ∀ x ∈ [a, b].

Teorema B.13 (ver [4])
Seja (fn) uma seqüência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tal que ‖fn − f‖Lp(Ω) → 0. Então,
existe uma subseqüência (fnk

) tal que
i) fnk

(x) → f(x) q.t.p. em Ω;

ii) |fnk
(x)| ≤ h(x) ∀ k, q.t.p. em Ω, com h ∈ Lp(Ω).
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Teorema B.14 (ver [17])
Sejam Ω um subcojunto limitado do RN(N ≥ 2), Ω de classe Cm e 1 ≤ p ≤ ∞. Então
as imersões abaixo são contínuas:
(i) Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ Np

N−mp
= p∗ se mp < N.

(ii) Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ ∞ se mp = N.

(iii) Wm,p(Ω) ↪→ Ck,µ(Ω) se mp > N,

onde k é um inteiro verificando k < m−Np ≤ k + 1 e µ um número real satisfazendo
0 < µ ≤ m− k − N

p
= µ0 se µ0 < 1 e 0 < µ < 1 se µ0 = 1

Teorema B.15 (Imersão de Sobolev) (ver [9])
Sejam Ω um domínio suave em RN , m ≥ 0 e 1 ≤ q ≤ +∞. Então, para qualquer
j ≥ 0 as imersões abaixo são contínuas:
i) Se m < N

p
, W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), p ≤ q ≤ Np

N−mp
= p∗;

ii) Se m = N
p
, W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), p ≤ q < +∞;

iii) Se m > N
p
, W j+m,p(Ω) ↪→ Cj

β(Ω);

iv) Se m− 1 < N
p
< m,

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj,µ(Ω), 0 < µ < m− N

p
.

Teorema B.16 (Imersão Compacta de Rellich-Kondrachov) (ver [9])
Sejam Ω um domínio limitado com fronteira suave em RN , j ≥ 0, m ≥ 1 e
1 ≤ p ≤ +∞. Então as imersões abaixo são compactas:
i) Se m < N

p
, W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), 1 ≤ q ≤ Np

N−mp
= p∗;

ii) Se m = N
p
, W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), 1 ≤ q < +∞;

iii) Se m > N
p
,

•W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), 1 ≤ q < +∞;

•W j+m,p(Ω) ↪→ Cj
β(Ω) e

•W j+m,p(Ω) ↪→ Cj(Ω).

iv) Se m− 1 < N
p
< m,

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj,µ(Ω), 0 < µ < m− N

p
.

Teorema B.17 (Teorema de Fubini) (ver [4])
Suponhamos que F ∈ L1(Ω1 × Ω2). Então, para todo x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) e

(∫
Ω2

F (x, y)dy

)
∈ L1

x(Ω1).

De maneira análoga, para y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) e

(∫
Ω1

F (x, y)dy

)
∈ L1

y(Ω2).
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Além disso,∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx =

∫ ∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy.

Teorema B.18 (ver [11])
Sejam L um operador estritamente elíptico em um domínio limitado Ω, com c ≤ 0, f

e os coeficientes de L pertecentes a Cµ(Ω). Suponhamos que Ω é um domínio de classe
C2,µ(Ω). Então o problema de Dirichlet{

Lu = f, Ω,

u = ϕ, ∂Ω,

tem uma única solução em C2,µ(Ω).

Teorema B.19 (ver [1])
Suponha que Ω ⊂ RN(N ≥ 1) é um conjunto limitado e 1 ≤ p ≤ q. Se u ∈ Lq(Ω),

então u ∈ Lp(Ω), e além disso, a imersão

Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω)

é contínua.

Teorema B.20 (ver [11])
Seja f ∈ Lp(Ω) com 1 < p < ∞. Então existe uma única u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) tal
que {

−∆u = f, Ω,

u = 0, ∂Ω.

Além disso, existe uma constante C independente de f e u de modo que

‖u‖2,p;Ω ≤ C ‖f‖Lp(Ω) .

Teorema B.21 (Teorema de Lax-Milgram) (ver [4])
Sejam H um espaço de Hilbert e a(u, v) uma forma bilinear, contínua e coerciva em
H. Então, para todo ϕ ∈ H ′

, existe um único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 , ∀ v ∈ H.

Teorema B.22 (ver [4])
Sejam E um espaço de Banach reflexivo e (un) uma seqüência limitada em E. Então,
existe uma subsequência (unk

) tal que

unk
⇀ u em E.
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Teorema B.23 (Desigualdade de Schwarz) (ver [13])
Seja (X, 〈, 〉) um espaço vetorial com produto interno. Então:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ . ‖y‖ .

Teorema B.24 (ver [4])
Seja E um espaço de Banach uniformemente Convexo. Se xn ⇀ x em E e
‖xn‖ −→ ‖x‖ em R, tem-se que

xn −→ x em E.

Teorema B.25 (Fatou) (ver [3])
Se (fn) ∈M+(X,ℵ), então∫

lim
n→∞

inf fndµ ≤ lim
n→∞

inf

∫
fndµ.
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