
Resumo

Neste trabalho estudamos a existência de soluções positivas para a seguinte classe

de problemas

−∆u+ λu = Q(x)|u|p−2u em Ω,

onde Ω é um domínio não limitado do RN . Usando métodos variacionais e argumentos

desenvolvidos por P. L. Lions [14], Strauss [16], Willem [18] e Benci & Cerami [4],

mostramos a existência de soluções positivas quando Ω = RN ou Ω um domínio exterior.



Abstract

In this work, we are studying the existence of positive solutions for the following

class of problem:

−∆u+ λu = Q(x)|u|p−2u em Ω,

where Ω is a unbounded domain in RN . Using variational methods and arguments

developed by P. L. Lions [14], Strauss [16], Willem [18] and Benci & Cerami [4], let us

show the existence of positive solutions when Ω = RN and Ω is an exterior domain.
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Introdução

Na busca de soluções para as equações diferenciais parciais elípticas, algumas

vezes, aparecem dificuldades naturais dependendo do domínio onde estamos

trabalhando. Um dos problemas, que está diretamente relacionado ao domínio, é o fato

deste não ser limitado, como exemplo disto temos o RN . Observemos que a invariância

do RN por translações nos mostra que não valem as imersões compactas de Sobolev

neste domínio, e em geral, estas imersões não valem para um domínio não limitado

qualquer.

Neste trabalho estamos interessados não apenas com a E.D.P. em si, mas com

a parte geométrica do problema que é o domínio. Para isto vamos usar alguns resul-

tados já bem conhecidos na área de equações diferenciais parciais elípticas, que estão

relacionados com a falta de compacidade para seqüências minimizantes.

Vamos ao longo deste trabalho considerar problemas não lineares do tipo

(P1) −∆u+ λu = Q(x)|u|p−2u, Ω com u ∈ H1
o (Ω)

onde Ω ⊂ RN é um domínio não limitado do RN , N ≥ 3, λ ∈ R+ e 2 < p < 2∗ =
2N

N − 2
. Sabe-se que encontrar soluções para o problema (P1) equivale a encontrar

pontos críticos do funcional energia f : H1
o (Ω) → RN definido por

f(u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + λ|u|2

)
dx− 1

p

∫
Ω

Q(x)|u|pdx.

No Capítulo 1 estudamos o Teorema do Passo da Montanha, que será uma fer-

ramenta de grande importância no decorrer da dissertação, sobretudo no estudo que

desenvolvemos no Capítulo 2. Pois, quando um funcional satisfaz as hipóteses deste

Teorema, damos um passo importante na busca por um ponto crítico não trivial para
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este funcional, e portanto, a solução do problema elíptico ao qual ele está associado.

No Capítulo 2 mostramos a existência da solução para o problema (P1) con-

siderando Ω = RN . Para tal, trabalhamos com o grupo das funções que são invariantes

por rotações no RN , ou seja, as funções que pertencem a H1(RN) e são radialmente

simétricas em RN que é definido como sendo o seguinte conjunto

H1
O(N)(RN) = {u ∈ H1(RN) : gu = u, ∀g ∈ O(N)},

onde O(N) é o grupo das rotações no RN . Neste capítulo, mostramos que vale a

imersão compacta

H1
O(N) ↪→ Lp(RN), para 2 < p < 2∗

que é um ponto importante no nosso estudo.

Depois destes fatos, voltamos ao problema (P1) e utilizando alguns resultados

como o Teorema do Passo da Montanha, Princípios de Máximo e da Criticalidade

Simétrica é possível mostrar que existe a solução positiva para o problema (P1) no RN .

Vale mencionar, também, que neste momento estaremos considerando a função Q ≡ 1.

Além do mais, esta solução é radialmente simétrica e de classe C2(RN).

Logo em seguida, definimos a seguinte constante

Mλ = inf

{
||u||2RN : u ∈ H1(RN) com

∫
RN

|u|pdx = 1

}
,

a qual mostramos que é atingida. Utilizando este fato, estudamos a existência de

solução positiva do problema

(P1) −∆u+ λu = Q(x)|u|p−2u, RN com u ∈ H1(RN)

onde N ≥ 3, λ ∈ R+ e 2 < p < 2∗ e Q ∈ C(RN) satisfazendo

1 = lim
|x|→∞

Q(x) = inf
x∈RN

Q(x).

A partir daí, considerando (u+)(x) = max {u(x), 0} e o funcional I : H1(RN) → R

definido por

I(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 + λ|u|2

)
dx− 1

p

∫
RN

Q(x)(u+)pdx

mostramos que qualquer seqüência {un} ∈ H1(RN) tal que
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sup
n
I(un) <

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ e I ′(un) → 0, quando n→∞,

contém uma subseqüência convergente; esta propriedade juntamente com o Teorema

do Passo da Montanha implica a existência de uma solução positiva para o problema

(P1).

Os resultados dos dois primeiros capítulos estão contidos nos trabalhos de P. L.

Lions [14], Strauss [16] e Ding & Ni [7].

No Capítulo 3 voltamos a trabalhar na procura de uma solução positiva para o

problema (P1) onde consideraremos Q ≡ 1, no entanto, Ω agora é um domínio exterior.

Nestas condições mostramos que o problema (P1) não tem ground state solution em

H1
o (Ω), ou seja, não existe u ∈ H1

o (Ω) tal que

||u||2 = Mλ e |u|p = 1,

onde ||.|| e |.|p são normas definidas em H1
o (Ω) e Lp(Ω), respectivamente. Então, na

busca por uma solução positiva para (P1), recorremos a um Lema de Compacidade que

é fundamental uma vez que para este tipo de domínio não valem as imersões compactas

de Rellich. A partir deste Lema mostramos que, sob certas condições, o funcional I

associado ao problema (P1) satisfaz a condição Palais-Smale. Isto significa que dada

uma seqüência {un} em H1
o (Ω), podemos extrair uma subseqüência convergente.

Resultados como deste lema somam-se a outros como o da Simetrização de

Schwarz, o estudo feito por Guidas, Ni & Nirenberg sobre soluções positivas simétricas

para Equações Elípticas no RN , as propriedades básicas do grau topológico de Brouwer

e uma versão do Lema de Deformação para mostrar que vale o seguinte teorema

Teorema A: Considere N ≥ 3, 2 < p < 2∗ e considere xo ∈ RN \Ω. Então para todo

λ existe um ρ = ρ(λ) tal que se

RN \ Ω ⊂ Bρ(xo) = {x ∈ RN : |x− xo| ≤ ρ},

o problema (P1) tem pelo menos uma solução positiva.

Além disso, fazendo mudança de variáveis mostramos que do Teorema A segue-se

o Teorema B.

Teorema B: Assuma que valem as hipóteses do Teorema A para N e p. Então existe
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λo = λo(Ω) tal que para cada λ ∈ (0, λo) o problema (P1), tem pelo menos uma solução

positiva.

Este capítulo tem como principal referência o artigo de Benci & Cerami [4], além

de outras referências que são de grande utilidade para esta parte do trabalho como

Alves [1], Gidas, Ni & Nirenberg [9] e Kavian [11].

No Apêndice A colocamos a definição de funcional diferenciável, mostrando que

os funcionais utilizados na dissertação são diferenciáveis. Numa segunda parte deste

apêndice mostramos alguns resultados sobre os Espaços de Sobolev, sobretudo no que

diz respeito as imersões contínuas e compactas nos Espaços Lp.

No Apêndice B mencionamos como podemos encontrar soluções radialmente

simétricas para problemas elípticos, a partir de um método denominado Simetrização

de Schwarz. Em seguida, aplicamos este para mostrar que o problema (P1) tem solução

simétrica em RN .

No Apêndice C verificamos alguns resultados de convergência devido Brézis e

Lieb. Resultados estes que são bastante utilizados ao longo de todo estudo. O último

lema mostrado neste apêndice é uma versão devido Alves, e que foi colocado a

demonstração apenas para um caso particular.

No Apêndice D, temos os principais resultados da Teoria do Grau de Brouwer

que são utilizados na dissertação.

Finalmente, no Apêndice E enuciamos os principais resultados utilizados du-

rante o nosso estudo. Estes são resultados utilizados em várias áreas como: Análise

Funcional, Teoria da Medida e Integração e E.D.P..



Capítulo 1

Teorema do Passo da Montanha

Nosso objetivo neste capítulo é demonstrar um dos teoremas mais importantes

para encontrar solução de certas equações elípticas, que é o Teorema do Passo da

Montanha.

1.1 Lema de deformação

Nesta seção vamos provar um lema que é fundamental na demonstração do Teo-

rema do Passo da Montanha. No que segue utilizaremos a seguinte notação

Id = {u ∈ H : I(u) ≤ d}.

Lema 1.1 Sejam H um espaço de Hilbert, I ∈ C2(H,R), c ∈ R e ε > 0. Assuma que

||I ′(u)|| ≥ 2ε, ∀u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Então existe η ∈ C(H,H) tal que
(i) η(u) = u, ∀u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]);
(ii) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Demonstração: Considere os conjuntos:

A = I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

B = I−1([c− ε, c+ ε])

e a função Ψ definida por

Ψ(u) =
dist(u,H \ A)

dist(u,H \ A) + dist(u,B)
.
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Observemos que B ⊂ A, pois se u ∈ B por definição

c− ε ≤ I(u) ≤ c+ ε

logo

c− 2ε < c− ε ≤ I(u) ≤ c+ ε < c+ 2ε

implicando que u ∈ A, e portanto B ⊂ A.

Note que, se u ∈ B, então dist(u,B) = 0 e assim

Ψ(u) =
dist(u,H \ A)

dist(u,H \ A)
= 1,

pois dist(u,H \ A) > 0.

Agora, se u ∈ H \ A, então dist(u,H \ A) = 0 e sendo dist(u,B) > 0 temos que

Ψ(u) =
0

0 + dist(u,B)
= 0.

Afirmação 1: A função Ψ é localmente Lipschitz contínua.

Por definição observa-se que Ψ é contínua, e portanto demonstraremos apenas que tal

função é localmente Lipschitziana. Para simplificar os cálculos considere as notações:

f1(u) = dist(u,H \ A) e f2(u) = dist(u,B),

e assim temos que

Ψ(u)−Ψ(v) =
f1(u)

f1(u) + f2(u)
− f1(v)

f1(v) + f2(v)
,

de onde segue

Ψ(u)−Ψ(v) =
f1(u)f2(v)− f1(v)f2(u)

[f1(u) + f2(u)][f1(v) + f2(v)]
.

Agora, podemos completar a expressão anterior, obtendo

Ψ(u)−Ψ(v) =
f1(u)f2(v)− f1(v)f2(v) + f1(v)f2(v)− f1(v)f2(u)

[f1(u) + f2(u)][f1(v) + f2(v)]

=
f2(v)[f1(u)− f1(v)] + f1(v)[f2(v)− f2(u)]

[f1(u) + f2(u)][f1(v) + f2(v)]
.

Desde que f1 e f2 são funções Lipschitzianas, então

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ f2(v)||u− v||+ f1(v)||u− v||
[f1(u) + f2(u)][f1(v) + f2(v)]

=
||u− v||

f1(u) + f2(u)
.
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Dado w ∈ H, temos que f1(w) + f2(w) > 0, temos que existem uma vizinhança W de

w e um a > 0 tais que

f1(w) + f2(w) ≥ a > 0, ∀w ∈ W .

Daí,

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ 1

a
||u− v||, ∀u, v ∈ W .

Provando com isto a afirmação 1.

Consideremos agora o seguinte campo vetorial em H definido por

ϕ(u) =

{
−Ψ(u) ∇I(u)

||∇I(u)||2 , se u ∈ A;

0, se u ∈ H \ A.

Afirmação 2: O campo vetorial ϕ é localmente Lipschitz contínua.

Desde que I ∈ C2(H,R), então I ′(u) é um funcional linear contínuo emH (ver Apêndice

A) que é um espaço de Hilbert, daí pelo Teorema da Representação de Riesz

I
′
(u).h = 〈∇I(u), h〉, ∀h ∈ H e ||∇I(u)|| = ||I ′(u)||H′ .

Note que se u ∈ H \ A, então ϕ(u) = 0 implicando que

||ϕ(u)|| = 0 <
1

2ε
.

Por outro lado, se u ∈ A, então

||ϕ(u)|| = |Ψ(u)|
||∇I(u)||

≤ 1

2ε
,

pois |Ψ(u)| ≤ 1 e ||∇I(u)|| ≥ 2ε, para todo u ∈ A.

E assim,

||ϕ(u)|| ≤ 1

2ε
, para todo u ∈ H.

Note que, na demonstração da Afimação 1, encontramos uma vizinhança W na qual a

função Ψ é localmente Lipschitz contínua. No que segue u e v pertencem a W .

Supondo u, v ∈ H \ A, temos

||ϕ(u)− ϕ(v)|| = 0 ≤ ||u− v||.

Por outro lado, sendo u ∈ A e v ∈ H \ A então
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||ϕ(u)− ϕ(v)|| =
∥∥∥−Ψ(u) ∇I(u)

||∇I(u)||2

∥∥∥,
e desde que Ψ(v) = 0, decorre que

||ϕ(u)− ϕ(v)|| =
∥∥∥−Ψ(u) ∇I(u)

||∇I(u)||2 + Ψ(v) ∇I(u)
||∇I(u)||2

∥∥∥ ≤ 1

2ε
| −Ψ(u) + Ψ(v)|.

Usando o fato de que Ψ é localmente Lipschitziana, segue-se

||ϕ(u)− ϕ(v)|| ≤ 1

2aε
||u− v||.

Considerando u, v ∈ A, por definição temos

||ϕ(u)− ϕ(v)|| =
∥∥∥−Ψ(u) ∇I(u)

||∇I(u)||2 + Ψ(v) ∇I(v)
||∇I(v)||2

∥∥∥.
Observe que podemos fazer o seguinte acréscimo

||ϕ(u)− ϕ(v)|| =
∥∥∥−Ψ(u) ∇I(u)

||∇I(u)||2 + Ψ(u) ∇I(v)
||∇I(v)||2 −Ψ(u) ∇I(v)

||∇I(v)||2 + Ψ(v) ∇I(v)
||∇I(v)||2

∥∥∥,
de onde segue que

||ϕ(u)− ϕ(v)|| = ≤ Ψ(u)
∥∥∥ ∇I(u)
||∇I(u)||2 −

∇I(v)
||∇I(v)||2

∥∥∥+
∥∥∥ ∇I(v)
||∇I(v)||2

∥∥∥ .|Ψ(u)−Ψ(v)|

≤
∥∥∥ ∇I(u)
||∇I(u)||2 −

∇I(v)
||∇I(v)||2

∥∥∥+ 1
2ε
|Ψ(u)−Ψ(v)|.

Usando desigualdade triangular, obtemos∥∥∥ ∇I(u)
||∇I(u)||2 −

∇I(v)
||∇I(v)||2

∥∥∥ =
∥∥∥ ∇I(u)
||∇I(u)||2 −

∇I(u)
||∇I(v)||2 + ∇I(u)

||∇I(v)||2 −
∇I(v)

||∇I(v)||2

∥∥∥
≤
∥∥∥ ∇I(u)
||∇I(u)||2 −

∇I(u)
||∇I(v)||2

∥∥∥+
∥∥∥ ∇I(u)
||∇I(v)||2 −

∇I(v)
||∇I(v)||2

∥∥∥
implicando em∥∥∥ ∇I(u)

||∇I(u)||2 −
∇I(v)

||∇I(v)||2

∥∥∥ ≤ ‖∇I(u)‖
∣∣∣ ||∇I(v)||2−||∇I(u)||2
||∇I(u)||2||∇I(v)||2

∣∣∣+ 1

||∇I(v)||2
‖∇I(u)−∇I(v)‖

≤ 1

8ε3

∣∣∣ ||∇I(v)||2−||∇I(u)||2
||∇I(u)||2||∇I(v)||2

∣∣∣+ 1

4ε2
‖∇I(u)−∇I(v)‖

.

Além disso, notemos que, sendo I ∈ C2(H,R), pelo Teorema do Valor Médio∥∥∥ ∇I(u)
||∇I(u)||2 −

∇I(v)
||∇I(v)||2

∥∥∥ ≤ c1.||u− v||.

Desde que Ψ é localmente Lipschitziana, então

||ϕ(u)− ϕ(v)|| ≤ c1||u− v||+ 1

2aε
||u− v|| = c2||u− v||.
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Deste modo

||ϕ(u)− ϕ(v)|| ≤ c2||u− v|| ∀u, v ∈ W ,

mostrando a Afirmação 2.

Sendo ϕ localmente Lipschitz contínua em H e ||ϕ(u)|| ≤ 1

2ε
em H, então para cada

u ∈ H o problema de Cauchy{ d

dt
σ(t, u) = ϕ(σ(t, u))

σ(0, u) = u

tem uma solução única σ(., u) em R. Mais ainda, σ é contínua em R × H. Então a

aplicação η definida em H por η(u) = σ(2ε, u) é contínua em H.

Prova de (i):

Para cada u ∈ H \ A, considere

σ(t, u) = u, ∀t ∈ R.

Então,

d

dt
σ(t, u) = 0

e

ϕ(σ(t, u)) = ϕ(u) = 0.

Mostrando que σ satisfaz o problema de Cauchy em H \ A. Em particular,

η(u) = σ(2ε, u) = u para todo u ∈ H \ A,

provando (i).

Prova de (ii):

Pela Regra da Cadeia e pelo Teorema da Representação de Riesz, obtemos

d

dt
I(σ(t, u)) = I

′
(σ(t, u)).

d

dt
σ(t, u) =

〈
∇I(σ(t, u)),

d

dt
σ(t, u)

〉
,

pelo problema de Cauchy, então

d

dt
I(σ(t, u)) = 〈∇I(σ(t, u)), ϕ(σ(t, u))〉.

Desta forma, se σ(t, u) ∈ H \ A, temos
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d

dt
I(σ(t, u)) = 〈∇I(σ(t, u)), 0〉 = 0.

Por outro lado, se σ(t, u) ∈ A, decorre que

d

dt
I(σ(t, u)) =

〈
∇I(σ(t, u)),−Ψ(σ(t, u))

∇I(σ(t, u))

||∇I(σ(t, u))||2

〉
= −Ψ(σ(t, u)).

Desde que Ψ(σ(t, u)) ≥ 0, então
d

dt
I(σ(t, u)) ≤ 0. Implicando que I(σ(., u)) é não

crescente.

Para u ∈ Ic+ε, devemos mostrar que

I(η(u)) ≤ c− ε,

ou seja,

I(σ(2ε, u)) ≤ c− ε.

Observemos que se existir to ∈ [0, 2ε] tal que I(σ(to, u)) ≤ c− ε, e sendo I(σ(., u)) não

crescente temos que

I(σ(2ε, u)) ≤ I(σ(to, u)) ≤ c− ε

satisfazendo (ii).

Se, por outro lado

σ(t, u) ∈ I−1([c− ε, c+ ε]), ∀t ∈ [0, 2ε],

pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos que∫ 2ε

0

d

dt
I(σ(t, u))dt = I(σ(2ε, u))− I(σ(0, u)) = I(σ(2ε, u))− I(u),

obtendo

I(σ(2ε, u)) = I(u) +

∫ 2ε

0

d

dt
I(σ(t, u))dt = I(u)−

∫ 2ε

0

Ψ(σ(t, u))dt.

Note que sendo u ∈ Ic+ε, então I(u) ≤ c + ε. Além disso, σ(t, u) ∈ I−1([c − ε, c + ε]),

para todo t ∈ [0, 2ε], logo por definição Ψ(σ(t, u)) = 1. Com estes fatos concluímos que

I(σ(2ε, u)) ≤ c+ ε−
∫ 2ε

0

dt = c+ ε− 2ε = c− ε.

Portanto (ii) é satisfeito. Mostrando que η (Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Concluindo a demonstração deste Lema.

�
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1.2 Teorema do passo da montanha

Nesta seção vamos demonstrar o Teorema do Passo da Montanha sem a condição

Palais-Smale devido a Willem [18].

Teorema 1.1 Sejam H um espaço de Hilbert, I ∈ C2(H,R), r > 0 e v ∈ H
satisfazendo

||v|| > r e b = inf
||u||=r

I(u) > I(0) ≥ I(v).

Então, para cada ε ∈ (0, c
2
), existe u ∈ H tal que

(i) c− 2ε ≤ I(u) ≤ c+ 2ε;
(ii) ||I ′(u)|| < 2ε;

onde

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H) : γ(0) = 0 e γ(1) = v}.

Demonstração: Pela definição de b temos que

b ≤ I(u), ∀u ∈ H, tal que ||u|| = r.

Por outro lado

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ I(γ(t)), ∀t ∈ [0, 1],

agora considere a seguinte função

f : [0, 1] −→ R

t 7−→ f(t) = ||I(γ(t)||.

Note que f(0) = ||I(γ(0)|| = ||0|| = 0 e f(1) = ||I(γ(1)|| = ||v|| > r, daí pelo Teorema

do Valor Intermediário temos que existe to ∈ [0, 1] tal que

f(to) = ||I(γ(to)|| = r.

Logo, existe uo = γ(to) ∈ H, tal que ||uo|| = r. Assim, b ≤ I(uo) e

I(uo) = I(γ(to)) ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t))
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implicando que

b ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t)).

Sendo γ ∈ Γ arbitrário, temos que

b ≤ c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t)).

Suponha que o teorema não seja satisfeito para algum ε ∈ (0, c
2
). Podemos assumir

que

c− 2ε > I(0) ≥ I(v). (1.1)

Desde que c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), então existe γ ∈ Γ tal que

c− 2ε ≤ c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≤ c+ ε ≤ c+ 2ε. (1.2)

Assim, temos que assumindo as hipóteses do teorema, para cada ε ∈ (0, c
2
) existe

u ∈ H tal que

c− 2ε ≤ I(u) ≤ c+ 2ε.

Isto nos levar a concluir que se o teorema não vale para algum ε ∈ (0, c
2
), então é

porque

||I ′(u)|| ≥ 2ε, ∀u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Logo, pelo Lema de Deformação existe η ∈ C(H,H) tal que

η(u) = u, ∀u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε])

e

η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Consideremos β = η ◦ γ, daí

β(0) = η(γ(0)) = η(0),

pois γ ∈ Γ. Observamos que (1.1) implica em obtermos

0 /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε])
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de onde segue que η(0) = 0, ou seja, β(0) = 0.

De modo análogo

β(1) = η(γ(1)) = η(v)

e por (1.1), segue-se que

v /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

logo η(v) = v. Implicando que β(1) = v.

Além disso β ∈ C([1, 0], H), pois γ ∈ C([1, 0], H) e η ∈ C(H,H), mostrando assim

que β ∈ Γ. Segue-se então que

c ≤ max
t∈[0,1]

I(β(t)).

De (1.2), segue-se que

γ(t) ∈ Ic+ε, ∀t ∈ [0, 1]

logo,

β(t) = η(γ(t)) ∈ Ic−ε, ∀t ∈ [0, 1].

Portanto

I(β(t)) ≤ c− ε, ∀t ∈ [0, 1],

ou seja,

max
t∈[0,1]

I(β(t)) ≤ c− ε < c

o que é um absurdo, pois contradiz a definição de c.

Concluindo com isto que dado ε ∈ (0, c
2
), existe u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]) verificando

||I ′(u)|| < 2ε. Provando o Teorema.

�

Para que o valor c encontrado pelo Teorema do Passo da Montanha seja um valor

crítico de I é necessário uma condição de compacidade, que é a seguinte:

Definição 1.1 Sejam H um espaço de Banach, I ∈ C1(H,R) e c ∈ R. O funcional I
satisfaz a condição (PS)c (Palais-Smale no nível c) se qualquer seqüência {un} ⊂ H

tal que
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I(un) → c e I ′(un) → 0

tem uma subseqüência convergente.

Teorema 1.2 Sob as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha, se I satisfaz a
condição (PS)c, então c é um valor crítico de I.

Demonstração: O Teorema do Passo da Montanha implica na existência de uma

seqüência {un} ⊂ H que satisfaz

I(un) → c e I
′
(un) → 0.

Por outro lado, como I satisfaz a condição (PS)c, então {un} tem uma subseqüência

convergente, ou seja, existe u ∈ H tal que

I(u) = c e I
′
(u) = 0.

Mostrando que c é um valor crítico de I.

�



Capítulo 2

Existência de Solução em RN

Neste capítulo vamos estudar a existência de solução para problemas do tipo

(P1)

{
−∆u+ λu = Q(x)|u|p−2u, RN

u ∈ H1(RN)
,

onde N ≥ 3 e 2 < p < 2∗.

No que segue denotaremos por

||u||RN =

(∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx

)1/2

e

|u|Lp(RN ) =

(∫
RN

|u|pdx
)1/p

as normas em H1(RN) e Lp(RN), respectivamente.

O nosso maior problema, neste capítulo, é o fato de não termos imersões com-

pactas do espaço de SobolevH1(RN) no espaço Lp(RN). Sendo assim, vamos considerar

um subespaço de H1(RN) de modo que, para este, vamos conseguir uma imersão com-

pacta em Lp(RN). Portanto, podemos usar este fato para mostrarmos que existe uma

solução para o referido problema para o caso Q ≡ 1. Vamos estudar, a partir de agora,

alguns resultados necessários para verificarmos tal imersão compacta.

2.1 Simetria e compacidade

Nesta seção vamos estudar um resultado de imersão compacta para funções que

possuem uma propriedade de simetria, e este resultado será fundamental para mostrar-
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mos a existência de uma solução para o problema (P1). Começaremos a trilhar este

caminho demonstrando o seguinte lema devido a P. L. Lions [14]

Lema 2.1 Seja r > 0 e 2 ≤ q < 2∗. Se {un} é uma seqüência limitada em H1(RN) e
se

sup
y∈RN

∫
Br(y)

|un|qdx −→ 0, quando n→ +∞,

então un → 0 em Lp(RN) para 2 < p < 2∗.

Demonstração: Consideremos o caso N ≥ 3. Sejam q < s < 2∗ e u ∈ H1(RN).

Pelas imersões de Sobolev (ver Apêndice A)

H1(RN) ↪→ Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗, para N ≥ 3

então temos que u ∈ Lq(RN) com 2 ≤ q < 2∗ e u ∈ L2∗(RN).

Considere θ =
s− q

2∗ − q
.
2∗

s
, e desde que q < s < 2∗ então θ > 0.

Além disso, 2∗q > sq, implicando que 2∗s− 2∗q < 2∗s− sq. Mostrando com isto que

θ < 1. Logo,

0 < θ < 1.

Temos ainda que

1− θ = 1− s− q

2∗ − q

2∗

s
=

(2∗ − s)q

(2∗ − q)s
.

Com isto, temos o seguinte

1− θ

q
+

θ

2∗
=

2∗ − s

(2∗ − q)s
+

s− q

(2∗ − q)s
=

1

s
.

Assim, pela Desigualdade de Interpolação (ver Apêndice D), obtemos que

u ∈ Ls(Br(y)) e

|u|Ls(Br(y)) ≤ |u|1−θ
Lq(Br(y)).|u|θL2∗ (Br(y))

.

Novamente usando as Imersões de Sobolev, temos que existe c1 > 0 tal que

|u|L2∗ (Br(y)) ≤ c1||u||H1(Br(y)).

Assim,

|u|Ls(Br(y)) ≤ cθ1|u|1−θ
Lq(Br(y)).||u||

θ
H1(Br(y)). (2.1)

ou seja,
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Br(y)

|u|sdx ≤ cθs
1 |u|

(1−θ)s
Lq(Br(y)).||u||

θs
H1(Br(y)).

Agora, cobrindo o RN por bolas de raio r, de tal modo que cada ponto do RN esteja

contido no máximo em N + 1 bolas, temos∫
RN

|u|sdx ≤
∞∑

n=1

∫
Br(yn)

|u|sdx = lim
k→∞

k∑
n=1

∫
Br(yn)

|u|sdx.

Por (2.1) segue-se a estimativa∫
RN

|u|sdx ≤ lim
k→∞

k∑
n=1

cθs
1 |u|

(1−θ)s
Lq(Br(yn)).||u||

θs
H1(Br(yn))

e escolhendo θs = 2∫
RN

|u|sdx ≤ c21 sup
y∈RN

(∫
Br(y)

|u|qdx
) (1−θ)s

q

. lim
k→∞

k∑
n=1

∫
Br(yn)

(|∇u|2 + λu2)dx.

Além disso, utilizando a cobertura do RN mencionada anteriormente obtemos
k∑

n=1

∫
Br(yn)

(|∇u|2 + λu2)dx =
k∑

n=1

∫
RN

χBr(yn)(|∇u|2 + λu2)dx

=

∫
RN

(
k∑

n=1

χBr(yn)

)
(|∇u|2 + λu2)dx

≤ (N + 1)

∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx,

logo ∫
RN

|u|sdx ≤ (N + 1)c21 sup
y∈RN

(∫
Br(y)

|u|qdx
) (1−θ)s

q
∫

RN

(|∇u|2 + λu2)dx.

Desde que {un} é uma seqüência limitada em H1(RN) e por hipótese

sup
y∈RN

∫
Br(y)

|un|qdx −→ 0, quando n→ +∞,

concluimos que

un → 0 em Ls(RN). (2.2)

Considerando 2 < p < 2∗, vamos considerar s de tal modo que p < s < 2∗ e que (2.2)

ocorre.

Usando o fato de que H1(RN) está imerso continuamente em L2(RN) e em Ls(RN),

então u ∈ L2(RN) ∩ Ls(RN).

Considerando µ =
p− 2

s− 2
.
s

p
, mostra-se que
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0 < µ < 1 e
1

p
=

1− µ

2
+
µ

s
.

Assim, aplicando novamente Desigualdade de Interpolação e a imersão contínua de

H1(RN) em L2(RN) temos que

|u|Lp(RN ) ≤ |u|1−µ
L2(RN )

.|u|µ
Ls(RN )

≤ c2||u||1−µ
H1(RN )

.|u|µ
Ls(RN )

.

Sendo {un} limitada em H1(RN) e un → 0 em Ls(RN), obtemos

un → 0 em Lp(RN), para 2 < p < 2∗.

Concluindo a demonstração do Lema.

�

No que segue denotaremos por O(N) o grupo das rotações no RN . O nosso

objetivo agora é usar a idéia de simetria para obter uma condição de compacidade.

Definição 2.1 Seja G um subgrupo de O(N), y ∈ RN e r > 0. Definimos

m(y, r, G) = sup {n ∈ N : ∃g1, g2, ..., gn ∈ G : j 6= k ⇒ Br(gjy) ∩Br(gky) = φ}.

Um subconjunto Ω de RN é invariante se gΩ = Ω para cada g ∈ G.
Um subconjunto invariante Ω de RN é compatível com G se, para algum r > 0,

lim
|y|→∞

dist(y,Ω)≤r

m(y, r, G) = ∞.

Definição 2.2 Seja G um subgrupo de O(N) e seja Ω um subconjunto aberto do RN .
A ação de G sobre H1

o (Ω) é definido por

gu(x) = u(g−1x). (2.3)

O subespaço das funções invariantes é definido por

H1
o,G(Ω) = {u ∈ H1

o (Ω) : gu = u, ∀g ∈ G}.

A partir das definições vistas podemos verificar o seguinte resultado de imersão

compacta:

Teorema 2.1 Se Ω é compatível com G, as seguintes imersões são compactas:

H1
o,G(Ω) ↪→ Lp(Ω), para 2 < p < 2∗.

Demonstração: Assumindo que un ⇀ 0 em H1
o,G(Ω). Denotando por m o número

m(y, r, G), observemos que para cada n ∈ N
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m∑

j=1

∫
Br(gjy)

|un|2dx =

∫
∪m

j=1Br(gjy)
|un|2dx ≤

∫
RN

|un|2dx ≤ sup
n
|un|2L2(RN ).

Logo se x ∈ Br(gjy), fazendo mudança de variáveis obtemos que existe z ∈ Br(y) tal

que z é da forma z = g−1
j x, ou seja, x = gjz.

Sendo assim, pela mudança de variáveis∫
(Br(gjy))

|un(x)|2dx =

∫
gj(Br(y))

|un(x)|2dx =

∫
Br(y)

|un(gjz)|2| det gj|dz.

Por (2.3), segue-se ∫
Br(y)

|un(gjz)|2| det gj|dz =

∫
Br(y)

|g−1
j un(z)|2dz

e sendo {un} ⊂ H1
o,G(Ω), obtemos∫

Br(y)

|g−1
j un(z)|2dz =

∫
Br(y)

|un(z)|2dz.

Assim, ∫
(Br(gjy))

|un(x)|2dx =

∫
Br(y)

|un(z)|2dz.

Logo, concluímos que
m∑

j=1

∫
Br(gjy)

|un|2dx =
m∑

j=1

∫
Br(y)

|un|2dx = m

∫
Br(y)

|un|2dx,

donde segue

m

∫
Br(y)

|un|2dx ≤ sup
n
|un|2L2(RN ),

ou seja, para cada n ∈ N ∫
Br(y)

|un|2dx ≤
sup

n
|un|2L2(RN )

m
.

Sendo Ω compatível com G, temos que para algum r > 0

lim
|y|→∞

dist(y,Ω)≤r

m(y, r, G) = ∞.

Então dado ε > 0, existe R > 0 tal que para |y| ≥ R > 0 temos que

m ≥ 2

ε
sup

n
|un|2L2(RN ).

Daí, para cada n ∈ N ocorre que sendo |y| ≥ R
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∫
Br(y)

|un|2dx ≤
sup

n
|un|2L2(RN )

2

ε
sup

n
|un|2L2(RN )

=
ε

2

e portanto

sup
|y|≥R

∫
Br(y)

|un|2dx ≤
ε

2
∀n ∈ N (2.4)

Temos pelo Teorema de Rellich (ver Apêndice A) que a seguinte imersão é compacta

H1
o (BR+r(0)) ↪→ L2(BR+r(0)),

desde que un ⇀ 0 em H1
o,G(Ω)∫
BR+r(0)

|un|2dx −→ 0, quando n→∞.

Note que se x ∈ Br(y), então

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y| ≤ r +R,

e assim x ∈ BR+r(0). Implicando que Br(y) ⊂ BR+r(0), para |y| ≤ R.

sup
|y|≤R

∫
Br(y)

|un|2dx ≤
∫

BR+r(0)

|un|2dx −→ 0, quando n→∞,

ou seja, para n suficientemente grande temos que

sup
|y|≤R

∫
Br(y)

|un|2dx ≤
ε

2
. (2.5)

De (2.4) e (2.5), concluímos que para n suficientemente grande

sup
y∈RN

∫
Br(y)

|un|2dx ≤ sup
|y|≤R

∫
Br(y)

|un|2dx+ sup
|y|≥R

∫
Br(y)

|un|2dx ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto, fazendo ε tender a zero, chegamos a conclusão que

sup
y∈RN

∫
Br(y)

|un|2dx −→ 0, quando n→∞. (2.6)

Aplicando o Lema 2.1, segue de (2.6) que

un → 0 em Lp(Ω), para 2 < p < 2∗.

Mostrando que ocorre a imersão compacta

H1
o,G(Ω) ↪→ Lp(Ω), para 2 < p < 2∗.

�
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Corolário 2.1 Sejam Nj ≥ 2, j = 1, 2, ..., k,
k∑

j=1

Nj = N e

G = O(N1)×O(N2)× ...×O(Nk).

Então as seguintes imersões são compactas

H1
G(RN) ↪→ Lp(RN), para 2 < p < 2∗.

Demonstração: Qualquer que seja g ∈ G temos que gRN = RN , portanto o RN é

invariante, e mais ainda

dist(y,RN) = 0, ∀y ∈ RN .

Logo existe r > 0 tal que

lim
|y|→∞

dist(y,RN )≤r

m(y, r, G) = ∞

mostrando que o RN é compatível com G. Segue do Teorema 2.1 que as seguintes

imersões são compactas:

H1
G(RN) ↪→ Lp(RN), para 2 < p < 2∗.

�

Corolário 2.2 Seja N ≥ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

H1
O(N)(RN) ↪→ Lp(RN), para 2 < p < 2∗.

Demonstração: Considere G = O(N) no corolário 2.1 e assim obtermos que, de

fato, as seguintes imersões são compactas:

H1
O(N)(RN) ↪→ Lp(RN), para 2 < p < 2∗.

�
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2.2 O caso simétrico

Nesta seção estudamos a existência de solução para o problema

(P0)

{
−∆u+ λu = |u|p−2u, RN

u ∈ H1(RN),

onde N ≥ 3 e 2 < p < 2∗.

Começamos o nosso estudo, entendendo o que significa a ação de um grupo

topológico sobre um espaço normado, que será de grande utilidade na busca de solução

de tal problema.

Definição 2.3 A ação de um grupo toplógico G sobre um espaço normado H é uma
aplicação contínua

G×H −→ H

(g, u) 7−→ gu

tal que

1.u = u

(gh)u = g(hu)

u 7→ gu é linear.

A ação é isométrica se

||gu|| = ||u||.

O espaço de pontos invariantes é definido por

Fix(G) = {u ∈ H : gu = u, ∀g ∈ G}

que é um subespaço fechado em H.
Um conjunto A ⊂ H é invariante se gA = A para cada g ∈ G.
Uma função I : H −→ R é invariante se I ◦ g = I para cada g ∈ G.
Uma aplicação f : H 7−→ H é equivariante se g ◦ f = f ◦ g para cada g ∈ G.

Teorema 2.2 (Princípio da criticalidade simétrica) Assuma que a ação do grupo
topológico G sobre um espaço de Hilbert H é isométrico. Se I ∈ C1(H,R) é invariante
e se u é um ponto crítico de I restrito a Fix(G), então u é um ponto crítico de I.

Demonstração: Desde que I é invariante

I
′
(gu).v = lim

t→0

I(gu+ tv)− I(gu)

t
= lim

t→0

I ◦ g−1(gu+ tv)− I ◦ g−1(gu)

t
.

Sendo a aplicação u 7→ gu é linear, segue-se
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lim
t→0

I ◦ g−1(gu+ tv)− I ◦ g−1(gu)

t
= lim

t→0

I(u+ tg−1v)− I(u)

t
= I

′
(u).g−1v,

ou seja,

I
′
(gu).v = I

′
(u).g−1v. (2.7)

Afirmação 1: A aplicação ∇I é equivariante.

Sendo a ação topológica isométrica, tem-se a igualdade

〈∇I(gu), v〉 =
〈
∇I(u), g−1v

〉
= 〈g∇I(u), v〉 . (2.8)

De fato, fazendo uso do Teorema da Representação de Riesz e de (2.7) obtemos

〈∇I(gu), v〉 = I
′
(gu).v = I

′
(u).g−1v = 〈∇I(u), g−1v〉.

Além disso,

||∇I(u) + g−1v||2 = 〈∇I(u) + g−1v,∇I(u) + g−1v〉

= ||∇I(u)||2 + 2 〈∇I(u), g−1v〉+ ||g−1v||2

e

||g∇I(u) + v||2 = 〈g∇I(u) + v, g∇I(u) + v〉

= ||g∇I(u)||2 + 2 〈g∇I(u), v〉+ ||v||2.

Mas sendo a ação topológica isométrica

||∇I(u) + g−1v|| = ||g(∇I(u) + g−1v)|| = ||g∇I(u) + v||,

||∇I(u)|| = ||g∇I(u)||

e

||g−1v|| = ||v||.

Donde concluímos que

〈∇I(u), g−1v〉 = 〈g∇I(u), v〉,

mostrando que vale (2.8), e portanto ∇I é equivariante, ou seja,

g∇I(u) = ∇I(gu), para cada g ∈ G.
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Afirmação 2: u é um ponto crítico de I.

Assumindo que u é um ponto crítico de I restrito a Fix(G) temos que u ∈ Fix(G),

implicando que gu = u para cada g ∈ G. Sendo assim,

g∇I(u) = ∇I(u), para cada g ∈ G,

mostrando que ∇I(u) ∈ Fix(G).

Uma vez que u é um ponto crítico de I restrito a Fix(G), então

I
′
(u).v = 0, ∀v ∈ Fix(G)

ou seja,

〈∇I(u), v〉 = 0, ∀v ∈ Fix(G)

implicando que ∇I(u) ∈ Fix(G)⊥. Portanto,

∇I(u) ∈ Fix(G) ∩ Fix(G)⊥ = {0}

provando que u é ponto crítico de I.

�

Teorema 2.3 Se N ≥ 3 e 2 < p < 2∗, existe uma solução clássica, radialmente
simétrica e positiva de

(P0)

{
−∆u+ λu = |u|p−2u, RN

u ∈ H1(RN)
.

Demonstração: Aplicaremos aqui o Teorema do Passo da Montanha ao seguinte

funcional

I : H −→ R

u 7−→ I(u) =
1

2

∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx− 1

p

∫
RN

(u+)pdx

onde (u+)(x) = max {u(x), 0} e nesta demonstração denotaremos por H o espaço

H1
O(N)(RN) para simplificar as notações.

Note que H é um espaço de Hilbert e que I ∈ C2(H,R) (ver Apêndice A).

Desde que u+ ≤ |u|, temos∫
RN

(u+)pdx ≤
∫

RN

|u|pdx = |u|p
Lp(RN )
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logo,

I(u) ≥ 1

2
||u||2RN −

1

p
|u|p

Lp(RN )
.

Uma vez que a imersão de H em Lp(RN) é contínua, para 2 ≤ p ≤ 2∗ e N ≥ 3, existe

c1 > 0 tal que

|u|Lp(RN ) ≤ c1||u||(RN ), ∀u ∈ H

donde segue

I(u) ≥ 1

2
||u||2RN −

cp1
p
||u||pRN .

Sendo p > 2, existe r > 0 de modo que

I(u) ≥ 1

2
r2 − 1

4
r2 =

1

4
r2 > 0, ∀u ∈ H com ||u||RN = r.

Temos que I(0) = 0. E mais ainda, fixando w ∈ H com w > 0, então w+ = w, e assim

para t ≥ 0 tem-se

I(tw) =
t2

2
||w||2RN −

tp

p
|w|p

Lp(RN )
.

Desde que p > 2 e w está fixado, então existe to ∈ R (basta considerá-lo

suficientemente grande) tal que considerando v = tow temos que:

||v||RN = ||tow||RN = to||w||RN > r

e

I(v) =
t2o
2
||w||2RN −

tpo
p
|w|p

Lp(RN )
< 0.

E portanto, existe v ∈ H tal que

inf
||u||RN =r

I(u) > 0 = I(0) > I(v).

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha, temos que existe uma seqüência

{un} ⊂ H que satisfaz

I(un) −→ c e I
′
(un) −→ 0 em H

′

onde

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))
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e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H) : γ(0) = 0 e γ(1) = v}.

Afirmação 1: A seqüência {un} é limitada em H.

Uma vez que

I(un) =
1

2

∫
RN

(|∇un|2 + λu2
n)dx− 1

p

∫
RN

(u+
n )pdx

e

I
′
(un).v =

∫
RN

(∇un∇v + λunv)dx−
∫

RN

(u+
n )p−1vdx,

obtemos

I(un)− 1

p
I
′
(un).un =

(
1

2
− 1

p

)
||un||2RN .

Por outro lado, ∣∣∣∣I(un)− 1

p
I
′
(un).un

∣∣∣∣ ≤ |I(un)|+ 1

p
||I ′(un)||H′ ||un||RN .

Desde que

I(un) −→ c,

temos que existe c2 > 0 tal que

|I(un)| ≤ c2.

Do mesmo modo, uma vez que

I
′
(un) −→ 0 em H

′ ,

então existe c3 > 0 de modo que

||I ′(un)||H′ ≤ c3.

Assim, obtemos o seguinte(
1

2
− 1

p

)
||un||2RN ≤ c2 +

c3
p
||un||RN ,

mostrando que {un} é limitada em H.

De fato, considere que {un} não seja limitada em H, então existe uma subseqüência

{unk
} ⊂ {un} em que
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||unk
||RN → +∞ quando nk →∞.

E daí,

1

2
− 1

p
≤ c2
||unk

||2RN

+
c3

p||unk
||RN

o que é um absurdo, pois o lado direito desta expressão vai para zero, enquanto que o

lado esquerdo é uma constante positiva, uma vez que p > 2.

Portanto, {un} é limitada em H.

Afirmação 2: A seqüência {un} possui uma subseqüência convergente em

H.

Sendo {un} é limitada em H e H um espaço de Banach reflexivo, existem{
unj

}
⊂ {un} e u ∈ H tais que

unj
⇀ u em H. (2.9)

Pelo Corolário 2.2, temos

unj
→ u em Lp(RN). (2.10)

Por simplicidade denotaremos por {un} a seqüência {unj
}. De (2.9), temos que∫

RN

(∇un∇v + λunv)dx −→
∫

RN

(∇u∇v + λuv)dx.

Por (2.10), temos que usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫
RN

(u+
n )p−1vdx −→

∫
RN

(u+)p−1vdx

e ∫
RN

(u+
n )pdx −→

∫
RN

(u+)pdx. (2.11)

Note que I ′(un).un = ||un||2RN −
∫

RN (u+
n )pdx e desde que I ′(un).un = on(1), pois

I
′
(un) → 0 e {un} é limitada em H, verificamos que

||un||2RN −→
∫

RN

(u+
n )pdx

de (2.11), obtemos

||un||2RN −→
∫

RN

(u+)pdx.
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Observe que

I
′
(un).u =

∫
RN

(∇un∇u+ λunu)dx−
∫

RN

(u+
n )p−1udx.

Daí, passando ao limite em n, temos que

I
′
(u).u = 0,

ou seja,

||u||2RN =

∫
RN

(u+)pdx.

Logo,

||un||2RN → ||u||2RN

e desde que un ⇀ u em H e H é Hilbert, concluímos que

un → u em H.

Afirmação 3: u é solução do problema Po.

Pelo Teorema do Passo da Montanha e pela condição (PS)c verificada, temos que u é

um ponto crítico não trivial de I restrito à H.

Pelo Princípio da Criticalidade Simétrica u é um ponto crítico de I, daí{
−∆u+ λu = (u+)p−1, RN

u ∈ H1(RN) ,

donde segue ∫
RN

(∇u∇w + λuw)dx−
∫

RN

(u+)p−2uwdx, ∀w ∈ H1(RN).

Escolhendo w = u−, temos que∫
RN

(∇u∇u− + λuu−)dx−
∫

RN

(u+)p−2uu−dx = 0,

daí, obtemos que ||u−|| = 0, ou seja, u− = 0. Logo u é uma solução não negativa do

problema (P0). Pelo Princípio do Máximo u é positiva.

Resta-nos mostrar que u é uma solução clássica do problema (P0), ou seja,

u ∈ C2(RN). Observe que

−∆u = au, onde a = |u|p−2 − 1 ∈ L
N
2
loc(RN).
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Sendo 2 < p < 2∗, então 0 < p− 2 < 2∗ − 2 <
4

N − 2
. Logo, ficamos com a seguinte

estimativa

0 < (p− 2)
N

2
< 2∗.

Além disso, |a| = ||u|p−2 − 1| ≤ |u|p−2 + 1, e desde que 1 ∈ L1
loc(RN) então devemos

mostrar que |u|p−2 ∈ L
N
2
loc(RN).

Consideremos as seguintes hipóteses:

(i) se |u| > 1, então temos que |u|(p−2)N
2 < |u|2∗ ;

(ii) se |u| ≤ 1, então temos que |u|(p−2)N
2 ≤ 1.

Assim de (i) e (ii), concluímos que |u|(p−2)N
2 ≤ |u|2∗ + 1.

Sendo u ∈ H1(RN) e pela imersão contínua de H1(RN) em L2∗(RN), se N ≥ 3, então

|u|2∗ ∈ L1
loc(RN).

Usando o fato que 1 ∈ L1
loc(RN), obtemos que

|u|(p−2)N
2 ∈ L1

loc(RN).

implicando com isto que

a = |u|p−2 − 1 ∈ L
N
2
loc(RN).

Do Teorema de Brézis-Kato temos que u ∈ Lp
loc(RN) para 1 ≤ p <∞. Donde segue

que u ∈ W 2,p
loc (RN) para 1 ≤ p <∞. Usando os Teoremas de imersão de Sobolev,

temos:

se m− 1 <
N

p
< m, W j+m,p(Ω) ↪→ Cj,α(Ω), 0 ≤ α ≤ m− N

p

considerando m = 1 e j = 0, existe po tal que

0 <
N

po

< 1, W 1,po(Ω) ↪→ C0,α(Ω), 0 ≤ α ≤ 1− N

po

implicando em

−∆u = au ∈ C0,α
loc (RN),

donde segue-se da Teoria de Schauder,

u ∈ C2,α
loc (RN).
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E portanto

u ∈ C2(RN),

mostrando que existe uma solução clássica, radialmente simétrica, positiva de (P0).

�

2.3 Um resultado de compacidade

Sejam N ≥ 3 e 2 < p < 2∗. Considere a seguinte constante

Mλ = inf

{
||u||2RN : u ∈ H1(RN) e

∫
RN

|u|pdx = 1

}
.

O Teorema de Sobolev implica que Mλ > 0. De fato, das Imersões de Sobolev,

existe c > 0 tal que

|u|Lp(RN ) ≤ c||u||RN , ∀u ∈ H1(RN),

ou seja, para |u|Lp(RN ) = 1, obtemos

||u||RN ≥ 1

c
> 0

concluindo que Mλ > 0.

Nosso objetivo nesta seção é mostrarmos que Mλ é atingido, ou seja, devemos

encontrar u ∈ H1(RN) tal que ||u||2RN = Mλ e |u|Lp(RN ) = 1.

Consideremos uma seqüência minimizante {un} ⊂ H1(RN), assim

|un|Lp(RN ) = 1 e ||un||2RN →Mλ, quando n→ +∞.

Logo, esta seqüência é limitada e desde que H1(RN) é reflexivo existem {unj
} ⊂ {un}

e u ∈ H1(RN) tais que

unj
⇀ u em H1(RN)

e

||u||2RN ≤ lim
nj

||unj
||2RN = Mλ.
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Vamos mostrar que |u|Lp(RN ) = 1. Tal fato, juntamente com a desigualdade anterior,

implica que ||u||2RN = Mλ.

Considere a seguinte função

ϕ : H1(RN) −→ R

u 7−→ ϕ(u) = |u|p
Lp(RN )

que é convexa e contínua, e sendo o espaço H1(RN) reflexivo, então

|u|p
Lp(RN )

≤ lim
nj

|unj
|p
Lp(RN )

= 1,

isto é,

|u|Lp(RN ) ≤ 1.

Para qualquer v ∈ H1(RN) e y ∈ RN a função translação

vy(x) = v(x+ y)

satisfaz

||vy||RN = ||v||RN e |vy|Lp(RN ) = |v|Lp(RN ).

De fato, fazendo mudança de variáveis temos

||vy||2RN =
1

2

∫
RN

(|∇vy|2 + λ|vy|2)dx =
1

2

∫
RN

(|∇v(x+ y)|2 + λ|v(x+ y)|2)dx

=
1

2

∫
RN

(|∇v(z)|2 + λ|v(z)|2)dz = ||v||2RN .

De modo análogo, chegamos a |vy|Lp(RN ) = |v|Lp(RN ).

A demonstração de que Mλ é atingido em H1(RN) resulta do seguinte teorema:

Teorema 2.4 Seja {un} ⊂ H1(RN) uma seqüência minimizante satisfazendo

|un|Lp(RN ) = 1 e ||un||2H1(RN ) →Mλ, quando n→ +∞.

Então existe uma seqüência {yn} ⊂ RN tal que {uyn
n } contém uma subseqüência con-

vergente. Em particular, existe um minimizador para Mλ.

Demonstração: Observe que para cada n ∈ N∫
B1(y)

λ|un|2dx ≤
∫

RN

λ|un|2dx ≤ ||un||2H1(RN ), ∀y ∈ RN
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logo, faz sentido sup
y∈RN

∫
B1(y)

|un|2dx. E desde que |un|Lp(RN ) = 1, pelo Lema 2.1 temos

que

δ = lim
n

sup
y∈RN

∫
B1(y)

|un|2dx > 0.

De fato, supondo que

sup
y∈RN

∫
B1(y)

|un|2dx −→ 0, quando n→∞

e sendo {un} é limitada em H1(RN), então pelo Lema 2.1 temos que

un → 0 em Ls(RN), para 2 < s < 2∗

implicando que

|un|Ls(RN ) → 0, para 2 < s < 2∗

contradizendo o fato que |un|Lp(RN ) = 1, para todo n ∈ N.

Portanto concluimos que δ > 0.

Considerando se necessário uma subseqüência, pela definição de supremo e de limite

inferior podemos assumir que existe uma seqüência {yn} ⊂ RN tal que∫
B1(yn)

|un|2dx >
δ

2

Vamos definir vn = uyn
n . Logo

|vn|Lp(RN ) = 1 e ||vn||2RN →Mλ, quando n→ +∞.

Além disso, fazendo mudanças de variáveis obtemos∫
B1(0)

|vn|2dx =

∫
B1(0)

|uyn
n |2dx =

∫
B1(0)

|un(x+ yn)|2dx =

∫
B1(yn)

|un(z)|2dz > δ

2
.

Uma vez que {vn} é limitada em H1(RN), que é um espaço reflexivo, então existem

uma subseqüência {vnj
} ⊂ {vn} e v ∈ H1(RN) tais que

vnj
⇀ v em H1(RN).

Usando a imersão compacta em domínios limitados obtemos os seguintes limites

vnj
→ v em L2

loc(RN),

e
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vnj
→ v q.t.p. em RN .

Por simplicidade a partir deste momento vamos denotar vnj
por vn.

Da Imersão contínua de H1(RN) em Lp(RN), tem-se que {vn} ⊂ Lp(RN). Além do

mais, {vn} é limitada em Lp(RN) pois |vn|Lp(RN ) = 1 para todo n ∈ N.

Aplicando o Lema de Brézis-Lieb (ver Apêndice B), então

lim
n→∞

(
|vn|pLp(RN )

− |vn − v|p
Lp(RN )

)
= |v|p

Lp(RN )

implicando que

1− lim
n→∞

|vn − v|p
Lp(RN )

= |v|p
Lp(RN )

. (2.12)

Por outro lado

Mλ = lim
n→∞

||vn||2RN = lim
n→∞

(||vn − v||2RN + 2 〈vn − v, v〉+ ||v||2RN )

e do limite fraco de vn em H1(RN), obtemos

Mλ = lim
n→∞

||vn − v||2RN + ||v||2RN .

Pela definição de Mλ, conseguimos mostrar que para cada n ∈ N

||vn − v||2RN ≥Mλ|vn − v|2Lp(RN )

e de modo semelhante

||v||2RN ≥Mλ|v|2Lp(RN ).

Logo

Mλ = ||v||2RN + lim
n→∞

||vn − v||2RN ≥Mλ|v|2Lp(RN ) + lim
n→∞

Mλ|vn − v|2Lp(RN ).

De (2.12)

Mλ ≥Mλ

[
(|v|p

Lp(RN )
)

2
p + (1− |v|p

Lp(RN )
)

2
p

]
.

Assim, concluímos que

(|v|p
Lp(RN )

)
2
p + (1− |v|p

Lp(RN )
)

2
p ≤ 1 (2.13)

Por outro lado, vimos anteriormente que |v|Lp(RN ) ≤ 1, donde segue
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|v|p
Lp(RN )

≤ 1 e 1− |v|p
Lp(RN )

≤ 1

e sendo p > 2, então

(|v|p
Lp(RN )

)
2
p + (1− |v|p

Lp(RN )
)

2
p ≥ (|v|p

Lp(RN )
) + (1− |v|p

Lp(RN )
) = 1. (2.14)

De (2.13) e (2.14), temos que

(|v|p
Lp(RN )

)
2
p + (1− |v|p

Lp(RN )
)

2
p = 1. (2.15)

Desta última expressão, concluímos que |v|p
Lp(RN )

= 0 ou |v|p
Lp(RN )

= 1.

De fato, considere que 0 < |v|p
Lp(RN )

< 1. Sendo assim,

(|v|p
Lp(RN )

)
2
p + (1− |v|p

Lp(RN )
)

2
p > |v|p

Lp(RN )
+ 1− |v|p

Lp(RN )
= 1

contradizendo (2.15) e portanto |v|p
Lp(RN )

= 0 ou |v|p
Lp(RN )

= 1.

Porém,
∫

B1(0)

|vn|2dx >
δ

2
e desde que vn → v em L2

loc(RN), passando ao limite em n

obtemos

|v|2L2(RN ) ≥
∫

B1(0)

|v|2dx ≥ δ

2

mostrando que v 6= 0, logo |v|p
Lp(RN )

6= 0.

E portanto concluimos que

|v|p
Lp(RN )

= 1,

e pela definição de Mλ, tem-se Mλ ≤ ||v||2RN . Por outro lado, recordamos que

||v||2RN ≤Mλ, donde segue que

||v||2RN = Mλ.

Sendo H1(RN) uniformemente convexo, vn ⇀ v e ||vn||2RN → ||v||2RN , tem-se

vn → v em H1(RN).

Portanto {vn} possui uma subseqüência convergente, provando também que existe

um minimizador para Mλ.

�
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2.4 O caso não simétrico

Nesta seção nos dedicaremos ao estudo da existência de solução para o problema

(P1)

{
−∆u+ λu = Q(x)|u|p−2u, RN

u ≥ 0, u ∈ H1(RN)

onde N ≥ 3 e 2 < p < 2∗ e Q satisfazendo as seguintes propriedades

(Q1) Q ∈ C(RN)

(Q2) 1 = lim
|x|→∞

Q(x) = inf
x∈RN

Q(x).

Observemos que este é um caso mais geral, pois considerando Q ≡ 1 recaimos no

problema (P0), o qual já mostramos a exitência de solução. Outro fato interessante,

é que durante os nossos estudos sobre a solução deste problema, vamos observar que

os resultados valem fazendo a troca de 1 (o limite de Q definido acima) por qualquer

número positivo.

Consideremos o seguinte funcional

I : H1(RN) −→ R

u 7−→ I(u) =
1

2

∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx− 1

p

∫
RN

Q(x)(u+)pdx

que é de classe C2
(
H1(RN),R

)
.

O lema a seguir nos mostra uma condição de compacidade para o funcional

definido acima, este fato juntamente com Teorema do Passo da Montanha vai nos

garantir a existência de uma solução para o problema (P1).

Lema 2.2 Seja Q satisfazendo (Q1) e (Q2). Então qualquer seqüência {un} ⊂ H1(RN)

tal que

d = sup
n
I(un) < c∗ =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ

e

I
′
(un) → 0, quando n→∞,

contém uma subseqüência convergente.

Demonstração: Observemos que

I(un) =
1

2
||un||2RN −

1

p

∫
RN

Q(x)(u+
n )pdx
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e

I
′
(un).un = ||un||2RN −

∫
RN

Q(x)(u+
n )pdx.

Assim,

I(un)− 1

p
I
′
(un).un =

(
1

2
− 1

p

)
||un||2RN . (2.16)

Por outro lado ∣∣∣∣I(un)− 1

p
I
′
(un).un)

∣∣∣∣ ≤ c∗ +
1

p
||I ′(un)||||un||RN . (2.17)

Por (2.16) e (2.17), e visto que I ′(un) → 0, concluimos que(
1

2
− 1

p

)
||un||2RN ≤ c∗ +

c1
p
||un||RN

mostrando que {un} é limitada em H1(RN).

Desde que H1(RN) é reflexivo e pela imersão compacta em domínios limitados,

existem {unj
} ⊂ {un} e u ∈ H1(RN) tais que

unj
⇀ u em H1(RN)

unj
→ u em Lp

loc(RN)

unj
→ u q.t.p. em RN .

Por simplicidade iremos denotar unj
por un. Notemos o seguinte

((u+
n )p−1)

p
p−1 = (u+

n )p ≤ |un|p ∈ L1
loc(RN),

ou seja,

(u+
n )p−1 ∈ L

p
p−1

loc (RN).

Uma vez que un → u em Lp
loc(RN), pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue

(u+
n )p−1 → (u+)p−1 em L

p
p−1

loc (RN).

Sendo

I
′
(un).v =

∫
RN

(∇un∇v + λunv)dx−
∫

RN

Q(x)(u+
n )p−1vdx ∀v ∈ C∞

o (RN),

então
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I
′
(un).v −→

∫
RN

(∇u∇v + λuv)dx−
∫

RN

Q(x)(u+)p−1vdx, ∀v ∈ C∞
o (RN).

Mas por hipótese temos que

I
′
(un).v → 0, ∀v ∈ C∞

o (RN).

Assim, pela unicidade de limite decorre que∫
RN

(∇u∇v + λuv)dx =

∫
RN

Q(x)(u+)p−1vdx, ∀v ∈ C∞
o (RN).

Seja qualquer Ψ ∈ H1(RN), por densidade temos que existe {vn} ⊂ C∞
o (RN) de modo

que

vn → Ψ.

Desta forma, temos o seguinte∫
RN

(∇u∇vn + λuvn)dx =

∫
RN

Q(x)(u+)p−1vndx, ∀n ∈ N.

Passando ao limite e sendo Ψ arbitrária, obtemos∫
RN

(∇u∇Ψ + λuΨ)dx =

∫
RN

Q(x)(u+)p−1Ψdx, ∀Ψ ∈ H1(RN). (2.18)

Desta forma

−∆u+ λu = Q(x)(u+)p−1

Usando (2.18) com Ψ = u, obtemos

I(u) =
1

2
||u||2RN −

1

p

∫
RN

Q(x)(u+)pdx =

(
1

2
− 1

p

)
||u||2RN ≥ 0. (2.19)

A partir deste momento vamos considerar que un ≥ 0 para cada n, basta trocarmos

un por u+
n , para cada n e observarmos que a seqüência {u+

n } satisfaz as hipóteses do

lema.

Afirmação 1: Se {un} satisfaz as hipóteses do lema, então {u+
n } também

satisfaz.

Considerando u−n (x) = min{un(x), 0}, temos que

un = u+
n + u−n ,

donde segue
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||un||2RN = ||u+
n ||2RN + ||u−n ||2RN .

Logo

I(un) =
1

2
||u+

n ||2RN +
1

2
||u−n ||2RN −

1

p

∫
RN

Q(x)(u+
n )pdx ≤ d < c∗,

onde d e c∗ são definidos no enunciado deste lema.

Desde que ||u−n ||2RN ≥ 0 para cada n, obtemos

I(u+
n ) =

1

2
||u+

n ||2RN −
1

p

∫
RN

Q(x)(u+
n )pdx ≤ d < c∗, ∀n ∈ N.

Deste modo

sup
n
I(u+

n ) ≤ d < c∗.

Resta-nos mostrar que I ′(u+
n ) = on(1) em H−1.

Primeiramente, observemos que sendo {un} limitada em H1(RN), o mesmo ocorre

para {u−n }. Além disso, desde que I ′(un) = on(1) em H−1, temos

I
′
(un).u−n = on(1).

Por outro lado

I
′
(un).u−n =

∫
RN

(
∇un∇u−n + λunu

−
n

)
dx−

∫
RN

Q(x)(u+
n )p−1u−n dx = ||u−n ||2RN ,

de onde segue

||u−n ||2RN = on(1).

Considerando agora v ∈ H1(RN) tal que ||v|| ≤ 1, temos que

I
′
(un).v =

∫
RN

(∇un∇v + λunv) dx−
∫

RN

Q(x)(u+
n )p−1vdx,

desde que un = u+
n + u−n , segue-se

I
′
(un).v = I

′
(u+

n ).v + 〈u−n , v〉.

Sendo assim,

|I ′(u+
n ).v| ≤ |I ′(un).v|+ | 〈u−n , v〉 |.

Pela Desigualdade de Schwarz, obtemos
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|I ′(u+
n ).v| ≤ ||I ′(un)||H−1||v||RN + ||u−n ||RN ||v||RN ≤ ||I ′(un)||H−1 + ||u−n ||RN .

Por hipótese I ′(un) = on(1) em H−1, e desde que ||u−n ||2RN = on(1), concluímos que

||I ′(u+
n )||H−1 = on(1).

Portanto, terminamos de demonstrar a afirmação 1.

Considere a seguinte seqüência {Q
1
pun} ⊂ Lp(RN), pois Q é uma função limitada em

RN e {un} ⊂ Lp(RN). Além disso, pela definição de Mλ temos que

|Q
1
pun|Lp(RN ) ≤ c1|un|Lp(RN ) ≤ c1M

− 1
2

λ ||un||H1(RN ),

de onde segue que {Q
1
pun} é limitada em Lp(RN), pois {un} é limitada em H1(RN) .

Desde que un → u q.t.p. em RN , então Q
1
pun → Q

1
pu q.t.p. em RN .

Sendo assim, aplicando o Lema de Brézis-Lieb temos que∫
RN

|Q
1
p (x)un|pdx =

∫
RN

|Q
1
p (x)u|pdx+

∫
RN

|Q
1
p (x)vn|pdx+ on(1),

onde vn = un − u.

Afirmação 2:
∫

RN

Q(x)|un|pdx =

∫
RN

Q(x)|u|pdx+

∫
RN

|vn|pdx+ on(1).

Note que por definição Q(x) > 0 para todo x ∈ RN , implicando que∫
RN

Q(x)|un|pdx =

∫
RN

Q(x)|u|pdx+

∫
RN

Q(x)|vn|pdx+ on(1). (2.20)

Desde que Q ∈ C(RN) e lim
|x|→∞

Q(x) = inf
x∈RN

Q(x) = 1, então podemos concluir que

dado ε > 0 existe R > 0 tal que

Q(x)− 1 <
ε

2k
para todo x ∈ RN \BR(0),

onde k = sup
n

∫
RN

|vn|pdx.

Além disso, por definição vemos que Q é limitada em BR(0),ou seja, existe c2 > 0 tal

que

Q(x)− 1 ≤ c2 para todo x ∈ BR(0).

Assim, decorre que
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∣∣∣∣∫
RN

Q(x)|vn|pdx−
∫

RN

|vn|pdx
∣∣∣∣ =

∫
RN

(Q(x)− 1)|vn|pdx

=

∫
BR(0)

(Q(x)− 1)|vn|pdx+

∫
RN\BR(0)

(Q(x)− 1)|vn|pdx

≤
∫

BR(0)

(Q(x)− 1)|vn|pdx+

∫
RN\BR(0)

ε

2k
|vn|pdx

∣∣∣∣∫
RN

Q(x)|vn|pdx−
∫

RN

|vn|pdx
∣∣∣∣ ≤ c2

∫
BR(0)

|vn|pdx+
ε

2
.

Desde que un → u em Lp
loc(RN), então vn → 0 em Lp

loc(RN). Logo∫
BR(0)

|vn|pdx −→ 0,

ou seja, dado ε > 0 para n suficientemente grande temos que∫
BR(0)

|vn|pdx ≤
ε

2c2
.

Sendo assim,

lim
n

∣∣∣∣∫
RN

Q(x)|vn|pdx−
∫

RN

|vn|pdx
∣∣∣∣ ≤ ε.

Fazendo agora ε→ 0, concluímos que para n suficientemente grande∫
RN

Q(x)|vn|pdx =

∫
RN

|vn|pdx+ on(1) (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.20), obtemos∫
RN

Q(x)|un|pdx =

∫
RN

Q(x)|u|pdx+

∫
RN

|vn|pdx+ on(1)

mostrando a Afirmação 2.

Assumindo que I(un) → c ≤ d, então

1

2
||un||2RN −

1

p

∫
RN

Q(x)|un|pdx = c+ on(1).

Logo,

1

2
||un||2RN −

1

p

∫
RN

Q(x)|u|pdx− 1

p

∫
RN

|vn|pdx = c+ on(1),
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ou seja,

1

2
||un||2RN + I(u)− 1

2
||u||2RN −

1

p

∫
RN

|vn|pdx = c+ on(1). (2.22)

Desde que un ⇀ u em H1(RN) temos que

〈un, u〉 = 〈u, u〉+ on(1) = ||u||2RN + on(1)

e sendo vn = un − u, então

||vn||2RN = ||un||2RN − 2 〈un, u〉+ ||u||2RN = ||un||2RN − ||u||2RN + on(1). (2.23)

Logo, por (2.22) e (2.23) obtemos o seguinte

I(u) +
1

2
||vn||2RN −

1

p

∫
RN

|vn|pdx = c+ on(1). (2.24)

Uma vez que I ′(un).un = on(1), então

||un||2RN −
∫

RN

Q(x)|un|pdx = on(1)

||un||2RN −
∫

RN

Q(x)|u|pdx−
∫

RN

|vn|pdx = on(1)

||vn||2RN + ||u||2RN −
∫

RN

Q(x)|u|pdx−
∫

RN

|vn|pdx = on(1).

Desde que

I
′
(u).u = ||u||2RN −

∫
RN

Q(x)|u|pdx = 0,

então

||vn||2RN −
∫

RN

|vn|pdx = on(1).

Além disso, podemos assumir que

||vn||2RN → b e

∫
RN

|vn|pdx→ b. (2.25)

Se b = 0, então

||un − u||2RN = ||vn||2RN → 0

mostrando com isto que un → u em H1(RN), e portanto terminaria a demonstração.

Caso b > 0, pela definição de Mλ, temos que
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||vn||2RN ≥Mλ|vn|2Lp(RN ) = Mλ(|vn|pLp(RN )
)

2
p

assim, passando ao limite de n→∞ obtemos

b ≥Mλb
2
p ,

de onde segue

b ≥M
p

p−2

λ .

Note que de (2.24) temos

1

2
||vn||2RN −

1

p

∫
RN

|vn|pdx = c− I(u) + on(1)

Por outro lado, de (2.25) temos também que

1

2
||vn||2RN −

1

p

∫
RN

|vn|pdx =

(
1

2
− 1

p

)
b+ on(1).

Pela unicidade de limite, concluímos que(
1

2
− 1

p

)
b = c− I(u)

e por (2.19) (
1

2
− 1

p

)
b ≤ c.

Portanto

c∗ =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ ≤
(

1

2
− 1

p

)
b ≤ c ≤ d < c∗.

o que é uma contradição, logo b = 0.

Mostrando, com isto, o lema.

�

Teorema 2.5 Seja Q verificando (Q1) e (Q2). Se N ≥ 3 e 2 < p < 2∗, então o
problema

(P1)

{
−∆u+ λu = Q(x)|u|p−2u, RN

u ≥ 0, u ∈ H1(RN)

tem uma solução não trivial.



48

Demontração: Observe que é suficiente aplicarmos o Teorema do Passo da

Montanha e mostrar que o nível minimax verifica a desigualdade c < c∗. Considere

v > 0 uma função minimizante para Mλ. Note também que se Q ≡ 1, o resultado

segue do Teorema 2.3.

Assim, podemos assumir que Q 6≡ 1 para todo o RN . Logo∫
RN

Q(x)vpdx >

∫
RN

vpdx. (2.26)

Considere a função f : R → R definida por

f(t) =
t2

2
||v||2RN −

tp

p

∫
RN

Q(x)vpdx.

Assim,

f
′
(t) = t||v||2RN − tp−1

∫
RN

Q(x)vpdx.

Fazendo f ′(t) = 0, uma vez que queremos encontrar o máximo de f para t ≥ 0,

obtemos

t

(
||v||2RN − tp−2

∫
RN

Q(x)vpdx

)
= 0.

De onde segue que

t = 0 ou t =

(
||v||2RN∫

RN Q(x)vpdx

) 1
p−2

.

Desde que p > 2, então pelo comportamento do gráfico de f observamos que

max
t≥0

I(tv) =

(
||v||2RN∫

RN Q(x)vpdx

) 2
p−2

.
1

2
||v||2H1(RN ) −

(
||v||2H1(RN )∫

RN Q(x)vpdx

) p
p−2

.
1

p

∫
RN

Q(x)vpdx

=

(
1

2
− 1

p

) ||v||2RN(∫
RN Q(x)vpdx

) 2
p


p

p−2

.

Segue de (2.26)

max
t≥0

I(tv) <

(
1

2
− 1

p

)[
||v||2RN

|v|2
Lp(RN )

] p
p−2

<

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ = c∗. (2.27)

Sendo
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I(u) =
1

2
||u||2RN −

1

p

∫
RN

Q(x)(u+)pdx ≥ 1

2
||u||2RN −

c1
p

∫
RN

(u+)pdx,

onde c1 = max
x∈RN

Q(x).

Desde que (u+)p ≤ |u|pdx, então

I(u) ≥ 1

2
||u||2H1(RN ) −

c1
p

∫
RN

|u|pdx =
1

2
||u||2RN −

c1
p
|u|p

Lp(RN )
.

Além disso,

||u||2RN ≥Mλ|u|2Lp(RN ),

de onde segue que

||u||pRN ≥M
p
2
λ |u|

p
Lp(RN )

.

Logo

I(u) ≥ 1

2
||u||2RN −

c1
p
.

1

M
p
2
λ

||u||p
H1(RN )

.

Desde que p > 2, temos que existe r > 0 tal que

I(u) ≥ 1

2
r2 − c1

p
.

1

M
p
2
λ

rp ≥ 1

4
r2 > 0, ∀u ∈ H1(RN) com ||u||RN = r.

Assim,

inf
||u||RN =r

I(u) > 0 = I(0).

Desde que p > 2, então existe to > 0 tal que

||tov||RN > r e I(tov) < 0.

Segue-se de (2.27)

max
t∈[0,1]

I(ttov) ≤ max
s≥0

I(sv) < c∗.

Pelo Lema 2.2 e pelo Teorema do Passo da Montanha, I tem um valor crítico c tal que

inf
||u||RN =r

I(u) ≤ c < c∗. Uma vez que podemos considerar que a seqüência {un} é tal

que un ≥ 0 para todo n, então o problema (P1) tem uma solução positiva não trivial.

�



Capítulo 3

Soluções positivas em domínios
exteriores

Neste capítulo vamos mostrar a existência de solução positiva para o seguinte

problema elíptico não linear

(P2)

{
−∆u+ λu = |u|p−2u, Ω

u ∈ H1
o (Ω) ,

onde Ω ⊂ RN é um domínio exterior, tal que ∂Ω 6= φ é limitada, λ ∈ R+, N ≥ 3 e

2 < p < 2∗ =
2N

N − 2
.

3.1 Resultados preliminares

Além das normas consideradas anteriormente, neste capítulo denotaremos por

||u|| =
(∫

Ω

(
|∇u|2 + λu2

)
dx

)1/2

e

|u|p =

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

as normas em H1
o (Ω) e Lp(Ω), respectivamente.

Denotaremos por Mλ e µλ as seguintes constantes

Mλ = inf

{
||u||2RN ; u ∈ H1(RN),

∫
RN

|u|pdx = 1

}
, (3.1)
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e

µλ = inf

{
||u||2; u ∈ H1

o (Ω),

∫
Ω

|u|pdx = 1

}
. (3.2)

Definição 3.1 Dizemos que v é uma ground state solution de um problema elíp-
tico, quando esta solução é de menor energia entre todas as soluções não triviais do
problema.

Observação: Se v é uma ground state solution de (P0) (vimos no capítulo anterior

que tal problema tem solução), isto é, v = M
1

p−2

λ u onde u é um minimizador de (3.1)

(ver Apêndice B), então v é a solução com a energia mínima entre todas as soluções

não triviais do problema.

Consideremos o seguinte funcional:

I : H1(RN) −→ R

w 7−→ I(w) =
1

2

∫
RN

(
|∇w|2 + λw2

)
dx− 1

p

∫
RN

|w|pdx.

Logo

I(v) =
1

2

∫
RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx− 1

p

∫
RN

|v|pdx

=
1

2
M

2
p−2

λ

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx− 1

p
M

p
p−2

λ

∫
RN

|u|pdx

I(v) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ .

Supondo agora que exista uma outra solução para o problema (P0), e denotando esta

outra solução por v, então∫
RN

(∇v∇h+ λvh) dx =

∫
RN

|v|p−2vhdx, ∀h ∈ H1(RN).

Considerando h = v, obtemos∫
RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx =

∫
RN

|v|pdx. (3.3)

Por outro lado, pela definição de Mλ∫
RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx ≥Mλ

(∫
RN

|v|pdx
)2/p

. (3.4)

Sendo assim, de (3.3) e (3.4), temos
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RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx ≥Mλ

(∫
RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx

)2/p

.

A partir de cálculos simples, chegamos ao seguinte resultado∫
RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx ≥M

p
p−2

λ . (3.5)

Portanto, usando (3.3) e (3.5)

I(v) =
1

2

∫
RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx− 1

p

∫
RN

|v|pdx

=

(
1

2
− 1

p

)∫
RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx =

I(v) ≥
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ = I(v).

Mostrando que v é a solução com a menor energia de todas a soluções não triviais de

(P0).

3.2 Um resultado de não existência de solução

Nosso objetivo nesta seção é mostrar que apesar do (P0) ter uma ground state

solution, o problema (P2) não tem. Isto é, µλ não é atingida.

Teorema 3.1 Seja N ≥ 3. O problema (P2) não tem ground state solution.

Demonstração: Observemos que qualquer u ∈ H1
o (Ω) pode ser extendida por zero

fora de Ω, logo podemos considerar H1
o (Ω) como um subespaço de H1(RN) e com isto

Mλ ≤ µλ. (3.6)

Consideremos agora a seqüência φn ∈ H1
o (Ω) definida por

φn(x) = cnζ(x)u(x− yn)

onde

.{yn} ⊂ Ω é uma seqüência de pontos tal que |yn| → +∞, quando n→ +∞;

.u ∈ H1(RN) é um minimizador de (3.1) radialmante simétrico em torno da origem;

.ζ : RN → [0, 1] é uma função de classe C∞ definida por ζ(x) = ξ
(
|x|
ρ

)
, sendo ρ o

menor número positivo tal que
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RN \ Ω ⊂ Bρ = {x ∈ RN : |x| < ρ}

e ξ : R+ ∪ {0} → [0, 1] sendo uma função não decrescente tal que

ξ(t) = 0 ∀t ≤ 1 e ξ(t) = 1 ∀t ≥ 2;

.cn é uma constante de normalização dada por cn = (|ζ(x)u(x− yn)|p)−1.

Vamos mostrar que ||φn||2 →Mλ quando n→ +∞.

Fazendo a mudança de variáveis z = x− yn, obtemos

|ζ(x)u(x− yn)− u(x− yn)|Lp(RN ) =

(∫
RN

|ζ(x)u(x− yn)− u(x− yn)|pdx
) 1

p

=

(∫
RN

|ζ(z + yn)u(z)− u(z)|pdz
) 1

p

.

Considere fn(z) = |(ζ(z + yn)− 1)u(z)|p. Desde que |yn| → +∞ quando n→ +∞ e

mais ainda, note que |z + yn| ≥ |yn| − |z|. Com isto para cada z ∈ RN existe no ∈ N

tal que |z + yn| ≥ 2ρ para todo n ≥ no. Portanto ζ(z + yn) = 1 para todo n ≥ no, logo

fn(z) → 0 q.t.p. em RN .

Além disso,

|fn(z)| = |(ζ(z + yn)− 1)u(z)|p = |ζ(z + yn)− 1|p|u(z)|p

≤ (|ζ(z + yn)|+ 1)p|u(z)|p ≤ 2p|u(z)|p.

Assim, desde que u ∈ H1(RN) das imersões de Sobolev temos que u ∈ Lp(RN),

conseqüentemente

|fn| ≤ 2p|u|p ∈ L1(RN).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que∫
RN

fn(z)dz −→
∫

RN

0dz ,

ou seja, ∫
RN

|ζ(z + yn)u(z)− u(z)|pdz −→ 0.

Mostrando que

ζ(.+ yn)u→ u em Lp(RN).
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Observe que por definição ζ(x) = 0 em RN \ Ω e usando os fatos mostrados

anteriormente, segue-se que

|ζ(x)u(x− yn)|p =

(∫
Ω

|ζ(x)u(x− yn)|pdx
) 1

p

=

(∫
RN

|ζ(x)u(x− yn)|pdx
) 1

p

=

(∫
RN

|ζ(z + yn)u(z)|pdz
) 1

p

=

(∫
RN

|u(z)|pdz
) 1

p

+ on(1).

Desde que u é um minimizador de (3.1) segue

|ζ(x)u(x− yn)|p = 1 + on(1)

logo

cn → 1, quando n→ +∞.

Por outro lado,

||(ζ(x)−1)u(x−yn)||2RN =

∫
RN

[
|∇ (ζ(x)− 1)u(x− yn)|2 + λ (ζ(x)− 1)u(x− yn)2

]
dx.

De modo análogo aos cálculos feitos anteriormente é fácil verificar que∫
RN

λ (ζ(x)u(x− yn)− u(x− yn))2 dx = on(1). (3.7)

Logo, resta-nos mostrar que∫
RN

|∇ (ζ(x)u(x− yn)− u(x− yn)) |2dx = on(1).

Fazendo, novamente, a mudança de variável z = x− yn, obtemos∫
RN

|∇ (ζ(x)u(x− yn)− u(x− yn)) |2dx =

∫
RN

|∇ (ζ(z + yn)u(z)− u(z)) |2dz.

Considere a seguinte seqüência gn(z) = |∇ (ζ(z + yn)u(z)− u(z)) |2. Utilizando

argumentos semelhantes aos vistos anteriormente, obtemos

gn(z) → 0 q.t.p. em RN .

Além disso,

∇ (ζ(z + yn)u(z)− u(z)) = ∇ζ(z + yn)u(z) + ζ(z + yn)∇u(z)−∇u(z).

Sendo assim,



55

|gn| = |∇ζ(.+ yn)u+ ζ(.+ yn)∇u−∇u|2

≤ (|∇ζ(.+ yn)u|+ |ζ(.+ yn)∇u|+ |∇u|)2

≤ (3 max {|∇ζ(.+ yn)u|, |ζ(.+ yn)∇u|, |∇u|})2

≤ 9 max {|∇ζ(.+ yn)u|2, |ζ(.+ yn)∇u|2, |∇u|2}

≤ 9|∇ζ(.+ yn)u|2 + 9|ζ(.+ yn)∇u|2 + 9|∇u|2

|gn| ≤ 9|∇ζ(.+ yn)u|2 + 18|∇u|2.

Agora, desde que ζ ∈ C∞(RN) e ζ ≡ 1 em RN \B2ρ, segue-se que ∇ζ é limitada em

RN , e assim

|gn| ≤ c1|u|2 + 18|∇u|2 ∈ L1(RN),

pois u ∈ H1(RN), implicando pela definição deste espaço que |u| e |∇u| pertencem a

L2(RN).

Utilizando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que∫
RN

|∇ (ζ(z + yn)u(z)− u(z)) |2dz = on(1) (3.8)

De (3.7), (3.8) e da mudança de variáveis realizada, obtemos que

||ζ(x)u(x− yn)− u(x− yn)||2RN −→ 0, quando n→ +∞.

Desde que u é um minimizador de (3.1)

||ζ(x)u(x− yn)||2RN = ||u(x− yn)||2RN + on(1) = ||u||2RN + on(1) = Mλ + on(1).

Sendo ζ(x) = 0 para todo x ∈ RN \ Ω, então

||φn||2RN = ||cnζ(x)u(x− yn)||2RN = ||cnζ(x)u(x− yn)||2 = ||φn||2.

Além do mais, desde que cn = 1 + on(1) segue-se que

||φn||2 = c2n||ζ(x)u(x− yn)||2 = Mλ + on(1).

Uma vez que para cada n ∈ N

|φn|p = |cnζ(x)u(x− yn)|p = cn|ζ(x)u(x− yn)|p = 1,

então pela definição de µλ temos que

µλ ≤ ||φn||2, ∀n ∈ N.
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Portanto, passando ao limite concluímos que

µλ ≤Mλ. (3.9)

De (3.6) e (3.9), obtemos

µλ = Mλ.

Supondo que existe vo ∈ H1
0 (Ω) com vo ≥ 0 tal que

||vo||2 = Mλ e |vo|p = 1.

Considerando que vo = 0 em RN \ Ω, vemos que vo ∈ H1(RN), então vo seria um

minimizador para (3.1) e uma solução para o problema

(P3)

{
−∆u+ λu = Mλu

p−1, RN

u ∈ H1(RN) .

Pelo princípio do máximo forte temos vo > 0 em RN , o que contradiz o fato de vo = 0

em RN \ Ω.

Portanto, o problema (P2) não tem ground state solution.

�

3.3 Um lema de compacidade

Nesta seção vamos estudar um resultado de compacidade, que será muito útil

para mostrarmos a solução do problema (P2). Começaremos definindo os seguintes

funcionais:

I : H1
o (Ω) −→ R

u 7−→ I(u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + a(x)u2

)
dx− 1

p

∫
Ω

b(x)|u|pdx,

I : H1(RN) −→ R

u 7−→ I(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx− 1

p

∫
RN

β|u|pdx

onde a e b são funções contínuas limitadas satisfazendo

lim
|x|→+∞

a(x) = λ com a(x) ≥ δ1 > 0 ∀x ∈ Ω

e
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lim
|x|→+∞

b(x) = β com b(x) ≥ δ2 > 0 ∀x ∈ Ω.

Definiremos, também as seguintes constantes

M = inf

{∫
Ω

(
|∇u|2 + a(x)u2

)
dx, u ∈ H1

o (Ω),

∫
Ω

b(x)|u|pdx = 1

}
, (3.10)

M∞ = inf

{∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx, u ∈ H1(RN),

∫
RN

β|u|pdx = 1

}
. (3.11)

A partir de argumentos e cálculos análogos aos usados na demonstração do Teorema

3.1, quando chegamos a conclusão que µλ ≤Mλ, consegue-se mostrar

M ≤M∞.

Lema 3.1 Seja {un} ⊂ H1
o (Ω) uma seqüência tal que

I(un) → c e I ′(un) → 0 em H−1(Ω)

quando n → +∞. Assuma que un 6→ u0 em H1
o (Ω). Então, existe um número k ∈ N,

k seqüências de pontos {yj
n}n∈N e k+ 1 seqüências de funções {uj

n}n∈N ∈ H1(RN) para
0 ≤ j ≤ k tais que quando n→ +∞, temos que

|yj
n| → +∞ para 1 ≤ j ≤ k,

u0
n = un ⇀ u0 em H1

o (Ω),

uj
n ⇀ uj em H1(RN) para 1 ≤ j ≤ k,

onde u0 é uma solução de

(1)

{
−∆u+ a(x)u = b(x)|u|p−2u, Ω

u ∈ H1
o (Ω) ,

e uj para 1 ≤ j ≤ k, são soluções de

(2)

{
−∆u+ λu = β|u|p−2u, RN

u ∈ H1(RN)
.

Além disso, quando n→ +∞

||un||2 −→ ||u0||2 +
k∑

j=1

||uj||2RN ,

I(un) −→ I(u0) +
k∑

j=1

I(uj).

Demonstração:

Afirmação 1: A seqüência {un} é limitada em H1
o (Ω).

Consideremos as seguintes funções a1(x) = a(x)− λ e b1(x) = b(x)− β. Assim
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I(un) =
1

2
||un||2 +

1

2

∫
Ω

a1(x)u
2
ndx−

β

p
|un|pp −

1

p

∫
Ω

b1(x)|un|pdx

e

I
′
(un).un = ||un||2 +

∫
Ω

a1(x)u
2
ndx− β|un|pp −

∫
Ω

b1(x)|un|pdx.

Sendo assim,

I(un)− 1

p
I
′
(un).un =

(
1

2
− 1

p

)
||un||2 +

(
1

2
− 1

p

)∫
Ω

a1(x)u
2
ndx.

Uma vez que a(x) ≥ δ1, então passando ao limite quando |x| → +∞, concluímos que

λ ≥ δ1,

ou seja,

δ1
λ
− 1 ≤ 0.

Com isto, obtemos∫
Ω

a1(x)u
2
ndx =

∫
Ω

(a(x)− λ)u2
ndx ≥

∫
Ω

(δ1 − λ)u2
ndx

∫
Ω

a1(x)u
2
ndx ≥

(
δ1
λ
− 1

)∫
Ω

λu2
ndx ≥

(
δ1
λ
− 1

)
||un||2.

Logo,

I(un)− 1

p
I
′
(un).un ≥

(
1

2
− 1

p

)
||un||2 +

(
1

2
− 1

p

)(
δ1
λ
− 1

)
||un||2

I(un)− 1

p
I
′
(un).un ≥

(
1

2
− 1

p

)
δ1
λ
||un||2.

Por outro lado, desde que

I(un) → c e I
′
(un) → 0

existem constantes c1 e c2 tais que

I(un)− 1

p
I
′
(un).un ≤

∣∣∣∣I(un)− 1

p
I
′
(un).un

∣∣∣∣ ≤ |I(un)|+ 1

p
||I ′(un)||.||un|| ≤ c1+

1

p
c2||un||,

sendo assim (
1

2
− 1

p

)
δ1
λ
||un||2 ≤ c1 +

1

p
c2||un||
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mostrando que {un} é uma seqüência limitada em H1
o (Ω), isto é, demonstramos a

afirmação 1.

Sendo este espaço reflexivo, existem uma subseqüência de {un} (a qual por

simplicidade de notação continuaremos denotando por {un}) e u0 ∈ H1
o (Ω) tais que

un ⇀ u0 em H1
o (Ω)

e

un → u0 q.t.p. em Ω.

Mais ainda, pela imersão contínua

H1
o (Ω) ↪→ Lp(Ω) para 2 < p < 2∗,

temos que existe c3 > 0 tal que

|un|p ≤ c3||un||, para todo n ∈ N

implicando que {un} é limitada em Lp(Ω). Assim, pelo Lema de Brézis e Lieb (ver

Lema C.1 no Apêndice C)temos que

un ⇀ u0 em Lp(Ω).

Afirmação 2: u0 é solução de (1).

Desde que

I(u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + a(x)u2

)
dx− 1

p

∫
Ω

b(x)|u|pdx,

então

I
′
(un).v =

∫
Ω

(∇un∇v + a(x)unv) dx−
∫

Ω

b(x)|un|p−2unvdx.

Para cada w ∈ H1
o (Ω), considere o funcional Fw em H1

o (Ω), definido por

Fw(u) =

∫
Ω

(∇u∇w + a(x)uw) dx.

Note que Fw é um funcional linear e contínuo para cada w ∈ H1
o (Ω), então

Fw(un) → Fw(u0), ∀w ∈ H1
o (Ω),
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ou seja,∫
Ω

(∇un∇w + a(x)unw) dx −→
∫

Ω

(
∇u0∇w + a(x)u0w

)
dx, ∀w ∈ H1

o (Ω). (3.12)

Resta-nos mostrar que∫
Ω

b(x)|un|p−2unwdx −→
∫

Ω

b(x)|u0|p−2u0wdx, ∀w ∈ H1
o (Ω).

Uma vez que {un} ⊂ Lp(Ω) e sendo b uma função limitada, então∫
Ω

b(x)||un|p−2un|
p

p−1dx =

∫
Ω

b(x)
(
|un|p−1

) p
p−1 dx =

∫
Ω

b(x)|un|pdx

≤ N

∫
Ω

|un|pdx < +∞

implicando que

{b(x)|un|p−2un} ⊂ L
p

p−1 (Ω).

Desde que

un(x) → u0(x) q.t.p. em Ω,

então

b(x)|un(x)|p−2un(x) → b(x)|u0(x)|p−2u0(x) q.t.p. em Ω.

Além disso,

|b(x)|un|p−2un|
L

p
p−1 (Ω)

=

(∫
Ω

|b(x)|un|p−2un|
p

p−1dx

) p−1
p

≤ N |un|p−1
p ,

sendo |un|p limitada, temos que |b(x)|un|p−2un|
L

p
p−1 (Ω)

é limitada.

Pelo Lema de Brézis e Lieb (ver Apêndice C) temos que

b(x)|un(x)|p−2un(x) ⇀ b(x)|u0(x)|p−2u0(x) em L
p

p−1 (Ω),

ou seja, ∫
Ω

b(x)|un|p−2unvdx −→
∫

Ω

b(x)|u0|p−2u0vdx, ∀v ∈ Lp(Ω),

em particular∫
Ω

b(x)|un|p−2unwdx −→
∫

Ω

b(x)|u0|p−2u0wdx,∀w ∈ H1
o (Ω). (3.13)

De (3.12) e (3.13), obtemos que
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I
′
(un).w −→

∫
Ω

(
∇u0∇w + a(x)u0w

)
dx−

∫
Ω

b(x)|u0|p−2u0wdx, ∀w ∈ H1
o (Ω).

Pela unicidade de limite temos que∫
Ω

(
∇u0∇w + a(x)u0w

)
dx−

∫
Ω

b(x)|u0|p−2u0wdx = 0, ∀w ∈ H1
o (Ω)

provando a afirmação 2, ou seja, u0 é solução de (1).

Considerando a seguinte função

ψ1
n(x) =

{
(un − u0)(x), x ∈ Ω

0, x ∈ RN \ Ω.

Desde que

un ⇀ u0 em H1
o (Ω) e Lp(Ω),

segue-se o limite

ψ1
n ⇀ 0 em H1(RN) e Lp(RN).

Afirmação 3: I(ψ1
n) = I(ψ1

n) + on(1) = I(un)− I(u0) + on(1).

Observe que

||ψ1
n||2RN = ||ψ1

n||2 = ||un − u0||2 = ||un||2 − 2 〈un, u
0〉+ ||u0||2,

ou seja,

||ψ1
n||2RN = ||ψ1

n||2 = ||un||2 − ||u0||2 + on(1). (3.14)

Desde que {un} é limitada em Lp(Ω) e un → u0 q.t.p. em Ω, pelo Lema de Brézis e

Lieb (ver Apêndice C)

|un|pp − |un − u0|pp = |u0|pp + on(1),

portanto

|un|pLp(RN )
= |un|pp = |u0|pp + |ψ1

n|pp + on(1) = |u0|pp + |ψ1
n|

p
Lp(RN )

+ on(1). (3.15)

Vamos mostrar agora que∫
Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx −→ 0, quando n→ +∞.
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Desde que lim
|x|→+∞

a(x) = λ, então lim
|x|→+∞

a1(x) = 0, ou seja, dado ε > 0, existe R > 0

tal que

|a1(x)| <
ε

2c4
, quando |x| > R,

onde c4 > 0 é tal que ∫
RN

(
ψ1

n

)2
dx ≤ c4. (3.16)

De fato, por (3.15) para p = 2 e sendo {un} limitada em Lp(Ω), concluímos que existe

c4 tal que (3.16) ocorre.

Note que∣∣∣∣∫
Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
RN

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
|x|>R

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx+

∫
|x|≤R

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
|x|>R

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
|x|≤R

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣
∣∣∣∣∫

Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣ ≤
∫
|x|>R

|a1(x)|
(
ψ1

n

)2
dx+

∫
|x|≤R

|a1(x)|
(
ψ1

n

)2
dx.

Desta forma, desde que a é limitada então existe c5 tal que |a1| ≤ c5 e de (3.16)

decorre que∣∣∣∣∫
Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
|x|>R

ε

2c4

(
ψ1

n

)2
dx+

∫
|x|≤R

c5
(
ψ1

n

)2
dx ≤ ε

2
+ c5

∫
|x|≤R

(
ψ1

n

)2
dx.

Agora, das imersões de Rellich temos que a imersão

H1(BR(0)) ↪→ L2(BR(0))

é compacta, assim passando se necessário a uma subseqüência, temos que∫
|x|≤R

(
ψ1

n

)2
dx −→ 0, quando n→ +∞,

ou seja, existe no tal que para n ≥ no∫
|x|≤R

(
ψ1

n

)2
dx ≤ ε

2c5
.

Logo para n suficientemente grande, temos que



63∣∣∣∣∫
Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣ ≤ ε

2
+
ε

2
≤ ε,

implicando que

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx

∣∣∣∣ ≤ ε,

ou seja, ∫
Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx −→ 0, quando n→ +∞. (3.17)

Por argumentos semelhantes, é fácil mostrar que∫
Ω

b1(x)|ψ1
n|pdx −→ 0, quando n→ +∞. (3.18)

Por (3.14), obtemos

I(ψ1
n) =

1

2
||ψ1

n||2RN −
1

p

∫
RN

β|ψ1
n|pdx =

1

2
||un||2 −

1

2
||u0||2 − 1

p

∫
RN

β|ψ1
n|pdx+ on(1).

Usando (3.14), (3.17) e (3.18) segue

I(ψ1
n) =

1

2
||ψ1

n||2 +
1

2

∫
Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx− 1

p

∫
Ω

b1|ψ1
n|pdx−

1

p

∫
Ω

β|ψ1
n|pdx

=
1

2
||un||2 −

1

2
||u0||2 +

1

2

∫
Ω

a1(x)
(
ψ1

n

)2
dx− 1

p

∫
Ω

b1|ψ1
n|pdx−

1

p

∫
Ω

β|ψ1
n|pdx+ on(1)

I(ψ1
n) =

1

2
||un||2 −

1

2
||u0||2 − 1

p

∫
Ω

β|ψ1
n|pdx+ on(1).

Assim, uma vez que ψn = 0 em RN \ Ω para cada n ∈ N

I(ψ1
n) = I(ψ1

n) + on(1).

Por outro lado,

I(un)− I(u0) =
1

2
||un||2 +

1

2

∫
Ω

a1(x)(un)2dx− 1

p

∫
Ω

b(x)|un|pdx

−1

2
||u0||2 − 1

2

∫
Ω

a1(x)(u
0)2dx+

1

p

∫
Ω

b(x)|u0|pdx.

Além disso,
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Ω

a1(x)(ψ
1
n)2dx =

∫
Ω

a1(x)(un − u0)2dx

⇒
∫

Ω

a1(x)(ψ
1
n)2dx =

∫
Ω

a1(x)(un)2dx− 2

∫
Ω

a1(x)unu
0dx+

∫
Ω

a1(x)(u
0)2dx,

e desde que un ⇀ u0 em L2(Ω), temos que∫
Ω

a1(x)(ψ
1
n)2dx =

∫
Ω

a1(x)(un)2dx−
∫

Ω

a1(x)(u
0)2dx+ on(1),

Mas de (3.17) concluímos que∫
Ω
a1(x)(un)2dx−

∫
Ω

a1(x)(u
0)2dx = on(1).

Agora, observemos que a seqüência {b1/pun} ⊂ Lp(Ω) satisfaz as hipóteses do Lema

de Brézis e Lieb. Logo, aplicando tal Lema, obtemos∫
Ω

b(x)|un|pdx−
∫

Ω

b(x)|u0|pdx =

∫
Ω

b(x)|un− u0|pdx+ on(1) =

∫
Ω

b(x)|ψ1
n|pdx+ on(1)

Assim, conseguimos mostrar que

I(un)− I(u0) =
1

2
||un||2 −

1

2
||u0||2 − 1

p

∫
Ω

b(x)|ψ1
n|pdx+ on(1),

isto é,

I(un)− I(u0) =
1

2
||un||2 −

1

2
||u0||2 − 1

p

∫
Ω

b1(x)|ψ1
n|pdx−

1

p

∫
Ω

β|ψ1
n|pdx+ on(1).

Assim, de 3.18 segue-se

I(un)− I(u0) =
1

2
||un||2 −

1

2
||u0||2 − 1

p

∫
Ω

β|ψ1
n|pdx+ on(1),

donde, finalmente concluímos que

I(ψ1
n) = I(ψ1

n) + on(1) = I(un)− I(u0) + on(1).

Provando a afirmação 3.

Afirmação 4: I
′

(ψ1
n) = I

′
(ψ1

n) + on(1) = I
′
(un)− I

′
(u0) + on(1) = on(1).

Para cada v ∈ H1
o (Ω) com ||v|| = 1, temos que

I
′
(ψ1

n).v =

∫
Ω

(
∇ψ1

n∇v + a(x)ψ1
nv
)
dx−

∫
Ω

b(x)|ψ1
n|p−2ψ1

nvdx

e
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I
′

(ψ1
n).v =

∫
RN

(
∇ψ1

n∇v + λψ1
nv
)
dx−

∫
RN

β|ψ1
n|p−2ψ1

nvdx

⇒ I
′

(ψ1
n).v =

∫
Ω

(
∇ψ1

n∇v + λψ1
nv
)
dx−

∫
Ω

β|ψ1
n|p−2ψ1

nvdx.

Logo (
I
′
(ψ1

n)− I
′

(ψ1
n)
)
.v =

∫
Ω

a1(x)ψ
1
nvdx−

∫
Ω

b1(x)|ψ1
n|p−2ψ1

nvdx.

Decorrendo que∣∣∣(I ′(ψ1
n)− I

′

(ψ1
n)
)
.v
∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∫
Ω

a1(x)ψ
1
nvdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω

b1(x)|ψ1
n|p−2ψ1

nvdx

∣∣∣∣
⇒

∣∣∣(I ′(ψ1
n)− I

′

(ψ1
n)
)
.v
∣∣∣ ≤

∫
Ω

∣∣a1(x)ψ
1
nv
∣∣ dx+

∫
Ω

∣∣b1(x)|ψ1
n|p−2ψ1

nv
∣∣ dx.

Sendo a1 limitada e ψ1
n ∈ L2(Ω) para cada n, então

a1ψ
1
n ∈ L2(Ω).

Além do mais, das imersões de Sobolev temos que v ∈ L2(Ω) e existe c6 > 0 tal que

|v|2 ≤ c6||v||.

Com isto, aplicando Hölder e as imersões de Sobolev, obtemos∫
Ω

∣∣a1(x)ψ
1
nv
∣∣ dx ≤

(∫
Ω

|a1(x)|2(ψ1
n)2dx

) 1
2

|v|2

⇒
∫

Ω

∣∣a1(x)ψ
1
nv
∣∣ dx ≤ c6

(∫
Ω

|a1(x)|2(ψ1
n)2dx

) 1
2

||v||.

Desde que ||v|| ≤ 1 (∫
Ω

∣∣a1(x)ψ
1
nv
∣∣ dx)2

≤ c26

∫
Ω

|a1(x)|2(ψ1
n)2dx.

Uma vez que lim
|x|→+∞

a1(x) = 0, então dado ε > 0 existe R > 0 tal que

|a1(x)| <
ε

2c6
√

2c4
para |x| > R,

onde c4 é mesma constante em (3.16).

Por outro lado, vimos anteriormente que |a1| ≤ c5 e desde que ψ1
n → 0 em L2

loc(Ω),

então existe no tal que
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|x|≤R

(ψ1
n)2dx ≤ ε2

8c25c
2
6

, para n ≤ no.

Assim, (∫
Ω

∣∣a1(x)ψ
1
nv
∣∣ dx)2

≤ c26

∫
|x|>R

|a1(x)|2(ψ1
n)2dx+

∫
|x|≤R

|a1(x)|2(ψ1
n)2dx

⇒
(∫

Ω

∣∣a1(x)ψ
1
nv
∣∣ dx)2

≤ c26
ε2

8c26c4
c4 + c26c

2
5

ε2

8c25c
2
6

=
ε2

4
,

logo, para n suficientemente grande, obtemos∫
Ω

∣∣a1(x)ψ
1
nv
∣∣ dx ≤ ε

2
.

Utilizando argumentos semelhantes teremos∫
Ω

∣∣b1(x)|ψ1
n|p−2ψ1

nv
∣∣ dx ≤

(∫
Ω

|b1(x)|p/p−1|ψ1
n|pdx

) p−1
p

|v|p

⇒
∫

Ω

∣∣b1(x)|ψ1
n|p−2ψ1

nv
∣∣ dx ≤ c6

(∫
Ω

|b1(x)|p/p−1|ψ1
n|pdx

) p−1
p

.

Concluindo que para n suficientemente grande∣∣∣∣∫
Ω

b1(x)|ψ1
n|p−2ψ1

nvdx

∣∣∣∣ ≤ ε

2

Assim, para n suficientemente grande e para todo v ∈ H1
o (Ω) com ||v|| ≤ 1, temos que∣∣∣(I ′(ψ1

n)− I
′

(ψ1
n)
)
.v
∣∣∣ ≤ ε.

ou seja, ∣∣∣∣∣∣I ′(ψ1
n)− I

′

(ψ1
n)
∣∣∣∣∣∣

H−1(Ω)
= sup

||v||≤1

∣∣∣(I ′(ψ1
n)− I

′

(ψ1
n)
)
.v
∣∣∣ ≤ ε,

fazendo ε tender a zero, mostramos que

I
′

(ψ1
n) = I

′
(ψ1

n) + on(1).

Resta-nos mostrar que

I
′
(ψ1

n) = I
′
(un)− I

′
(u0) + on(1).

Observe o seguinte
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I
′
(ψ1

n)− I
′
(un) + I

′
(u0)

)
.v =

∫
Ω

(
∇ψ1

n∇v + a(x)ψ1
nv
)
dx−

∫
Ω

b(x)|ψ1
n|p−2ψ1

nvdx

−
∫

Ω

(∇un∇v + a(x)unv) dx+

∫
Ω

b(x)|un|p−2unvdx

+

∫
Ω

(
∇u0∇v + a(x)u0v

)
dx−

∫
Ω

b(x)|u0|p−2u0vdx

e sendo ψ1
n = un − u0 em Ω, obtemos(

I
′
(ψ1

n)− I
′
(un) + I

′
(u0)

)
.v =

=

∫
Ω

(
b(x)|un|p−2un − b(x)|u0|p−2u0 − b(x)|ψ1

n|p−2ψ1
n

)
vdx.

Por Hölder temos que∣∣(I ′(ψ1
n)− I

′
(un) + I

′
(u0)

)
.v
∣∣ ≤

≤
(∫

Ω

∣∣b(x)|un|p−2un − b(x)|u0|p−2u0 − b(x)|ψ1
n|p−2ψ1

n

∣∣ p
p−1 dx

) p−1
p

|v|Lp(Ω)

sendo assim, desde que v ∈ H1
o (Ω) com ||v|| ≤ 1 e pelas imersões de Sobolev∣∣(I ′(ψ1

n)− I
′
(un) + I

′
(u0)

)
.v
∣∣ ≤

≤ c7

(∫
Ω

∣∣b(x)|un|p−2un − b(x)|u0|p−2u0 − b(x)|ψ1
n|p−2ψ1

n

∣∣ p
p−1 dx

) p−1
p

.

Segue do Lema C.3 (ver Apêndice C)(∫
Ω

∣∣b(x)|un|p−2un − b(x)|u0|p−2u0 − b(x)|ψ1
n|p−2ψ1

n

∣∣ p
p−1 dx

) p−1
p

= on(1),

mostrando que de fato

I
′
(ψ1

n) = I
′
(un)− I

′
(u0) + on(1).

Além do mais, observemos que por hipótese I ′(un) → 0 e desde que u0 é solução de

(1), temos que I ′(u0) = 0. Implicando, finalmente, em

I
′

(ψ1
n) = I

′
(ψ1

n) + on(1) = I
′
(un)− I

′
(u0) + on(1) = on(1).

Concluindo a demonstração da afirmação 4.

Suponhamos agora



68

ψ1
n 6→ 0 em H1

o (Ω),

pois do contrário, o teorema estava demonstrado.

Desde que

I(ψ1
n) =

1

2
||ψ1

n||2RN −
1

p

∫
RN

β|ψ1
n|pdx,

sendo ψ1
n limitada em H1(RN) e I

′

(ψ1
n) = on(1), temos

I
′

(ψ1
n).ψ1

n = ||ψ1
n||2RN −

∫
RN

β|ψ1
n|pdx = on(1). (3.19)

Logo

I(ψ1
n) =

1

2
||ψ1

n||2RN −
1

p
||ψ1

n||2RN + on(1) =

(
1

2
− 1

p

)
||ψ1

n||2RN + on(1). (3.20)

Uma vez que ψ1
n 6→ 0 em H1(RN), então existe c8 > 0 tal que para n suficientemente

grande

||ψ1
n||2RN ≥ c8.

Sendo assim,

I(ψ1
n) ≥

(
1

2
− 1

p

)
c8 + on(1).

mostrando que para n suficientemente grande, existe α > 0 tal que

I(ψ1
n) ≥ α > 0.

Agora vamos decompor o RN em hipercubos unitários N-dimensionais Qi com

vértices tendo coordenadas inteiras e considere

dn = max
i
|ψ1

n|Lp(Qi) (3.21)

Por (3.19) é fácil verificar que

I(ψ1
n) =

(
1

2
− 1

p

)∫
RN

β|ψ1
n|pdx+ on(1),

logo, considerando c9 =
2p

(p− 2)β
> 0, obtemos o seguinte

c9I(ψ
1
n) =

∫
RN

|ψ1
n|pdx+ on(1).
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Usando a decomposição do RN indicada anteriormente temos que∫
RN

|ψ1
n|pdx ==

∑
i

|ψ1
n|

p
Lp(Qi)

=
∑

i

|ψ1
n|

p−2
Lp(Qi)

|ψ1
n|2Lp(Qi)

e por (3.21), segue-se∑
i

|ψ1
n|

p−2
Lp(Qi)

|ψ1
n|2Lp(Qi)

≤
∑

i

max
j
|ψ1

n|
p−2
Lp(Qj)

|ψ1
n|2Lp(Qi)

= dp−2
n

∑
i

|ψ1
n|2Lp(Qi)

.

Das imersões de Sobolev temos que existe c10 > 0 tal que

|ψ1
n|2Lp(Qi)

≤ c10||ψ1
n||2H1(Qi)

, ∀i,

conseqüentemente

dp−2
n

∑
i

|ψ1
n|2Lp(Qi)

≤ dp−2
n

∑
i

c10||ψ1
n||2H1(Qi)

= dp−2
n c10||ψ1

n||2RN .

De (3.20), segue-se

||ψ1
n||2RN = c9βI(ψ

1
n) + on(1),

logo, conseguimos a seguinte estimativa

c9I(ψ
1
n) ≤ dp−2

n c10c9βI(ψ
1
n) + on(1).

Assim, desde que I(ψ1
n) ≥ α > 0, obtemos

dp−2
n ≥ 1

c10β
+ on(1),

isto é, existe γ > 0 tal que

dn ≥ γ > 0.

Agora denotemos por y1
n o centro do hipercubo Qi no qual |ψ1

n|Lp(Qi) = dn. Vamos

supor que a seqüência {y1
n} é limitada e assim existe R > 0 tal que∫

BR(0)

|ψ1
n|pdx ≥

∫
Qi(y1

n)

|ψ1
n|pdx = dp

n > γp > 0. (3.22)

Por outro lado,

ψ1
n ⇀ 0 em H1(RN),

implicando que
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ψ1
n → 0 em Lp

loc(RN),

ou seja, ∫
BR(0)

|ψ1
n|pdx −→ 0, quando n→ +∞.

O que é um absurdo por (3.22), e portanto {y1
n} não é limitada.

Consideremos a seqüência {ψ1
n(.+ y1

n)}, note que para cada n fazendo mudança de

variáveis é fácil mostrar que

||ψ1
n(.+ y1

n)||RN = ||ψ1
n||RN .

Sendo assim, a seqüência {ψ1
n(.+ y1

n)} é limitada em H1(RN). Logo, existe

u1 ∈ H1(RN) tal que

ψ1
n(.+ y1

n) ⇀ u1 em H1(RN)

ψ1
n(.+ y1

n) → u1 em Lp
loc(RN)

Afirmação 5: u1 é uma solução de (2) não é identicamente nula.

Comecemos mostrando que u1 6≡ 0. Considere Q um hipercubo unitário centrado na

origem e novamente fazendo mudança de variáveis, temos que∫
Q

|ψ1
n(y + y1

n)|pdy =

∫
Qi(y1

n)

|ψ1
n(x)|pdx.

Por outro lado, ∫
Qi(y1

n)

|ψ1
n(x)|pdx ≥ dp

n ≥ γp, > 0.

Supondo que u1 fosse identicamente nula, então∫
Q

|ψ1
n(y + y1

n)|pdy −→ 0

implicando em γ = 0, o que é absurdo. Portanto u1 não é identicamente nula.

Resta-nos mostrar que u1 é solução de (2).

Aqui vale mencionar que, sendo ψ1
n ∈ H1

o (Ω) então ψ1
n(.+ y1

n) ∈ H1
o (Ωn), onde

Ωn =
{
x ∈ RN : x+ y1

n ∈ Ω
}
.

Consideremos v ∈ C∞
o (RN) com ||v||RN ≤ 1, e portanto, desde que |y1

n| → +∞, temos

que existe no ∈ N tal que o suporte de v está contido em Ωn para todo n ≥ no.

Agora, notemos que
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I(ψ1
n(.+ y1

n)) =
1

2
||ψ1

n(.+ y1
n)||2RN −

1

p

∫
RN

β|ψ1
n(.+ y1

n)|pdx,

donde obtemos

I
′

(ψ1
n(.+ y1

n)).v =

∫
RN

(
∇ψ1

n(x+ y1
n)∇v + λψ1

n(x+ y1
n)v
)
dx

−
∫

RN

β|ψ1
n(x+ y1

n)|p−2ψ1
n(x+ y1

n)vdx.

Fazendo a mudança de variáveis z = x+ y1
n, temos então

I
′

(ψ1
n(.+ y1

n)).v =

∫
RN

(
∇ψ1

n(z)∇v(z − y1
n) + λψ1

n(z)v(z − y1
n)
)
dz

−
∫

RN

β|ψ1
n(z)|p−2ψ1

n(z)v(z − y1
n)dz,

ou seja,

I
′

(ψ1
n(.+ y1

n)).v = I
′

(ψ1
n).vn, onde vn = v(.− y1

n).

Observemos que, para n suficientemente grande, o suporte de vn está contido em Ω,

ou seja, existe no tal que

vn ∈ H1
o (Ω), ∀n ≥ no.

Logo, para cada v ∈ C∞
o (RN) tal que ||v||RN ≤ 1

||vn|| = ||v(.− y1
n)||RN = ||v||RN ≤ 1.

Assim, desde que I
′

(ψ1
n) = on(1), concluímos que

I
′

(ψ1
n(.+ y1

n)).v −→ 0, ∀v ∈ C∞
o (RN).

Por outro lado, pela convergência fraca e pelo Lema de Brézis e Lieb (ver Lema C.1

no Apêndice C) temos que para todo v ∈ H1(RN)∫
RN

(
∇ψ1

n(x+ y1
n)∇v + λψ1

n(x+ y1
n)v
)
dx −→

∫
RN

(
∇u1∇v + λu1v

)
dx∫

RN

β|ψ1
n(x+ y1

n)|p−2ψ1
n(x+ y1

n)vdx −→
∫

RN

β|u1|p−2u1vdx.

Pela unicidade de limite, obtemos∫
RN

(
∇u1∇v + λu1v

)
dx−

∫
RN

β|u1|p−2u1vdx = 0, ∀v ∈ C∞
o (RN).
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Considere agora w ∈ H1(RN), por densidade existe uma seqüência {vn} ∈ C∞
o (RN)

tal que

vn → w,

donde segue que∫
RN

(
∇u1∇vn + λu1vn

)
dx−

∫
RN

β|u1|p−2u1vndx = 0, ∀vn ∈ C∞
o (RN).

Passando ao limite∫
RN

(
∇u1∇w + λu1w

)
dx−

∫
RN

β|u1|p−2u1wdx = 0, ∀w ∈ H1(RN).

Portanto, u1 é solução de (2). Provando a afirmação 5.

Vemos agora que podemos repetir este procedimento, obtendo seqüências da forma

ψj
n(x) = ψj−1

n (x+ yj−1
n )− uj−1(x), j ≥ 2

e seqüências de pontos {yj
n} tal que

|yj
n| → +∞, quando n→ +∞

e

ψj−1
n (x+ yj−1

n ) ⇀ uj−1(x) em H1(RN) (3.23)

onde cada uj é solução de (2).

Além disso, usaremos indução matemática para mostrarmos que

||ψj
n||2RN = ||ψj−1

n ||2RN − ||uj−1
n ||2RN + on(1) = ||un||2 − ||u0||2 −

j−1∑
i=1

||ui||2RN + on(1),(3.24)

e

I(ψj
n) = I(ψj−1

n )− I(uj−1) + on(1) = I(un)− I(u0)−
j−1∑
i=1

I(ui) + on(1). (3.25)

Primeiramente, observemos que para cada j ≥ 2

||ψj
n||2RN = ||ψj−1

n (.+ yj−1
n )− uj−1||2RN

= ||ψj−1
n (.+ yj−1

n )||2RN − 2 〈ψj−1
n (.+ yj−1

n ), uj−1〉+ ||uj−1||2RN .

De (3.23)
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||ψj
n(.+ y1

n)||RN = ||ψj
n||RN ,

o que implica em

||ψj
n||2RN = ||ψj−1

n ||2RN − ||uj−1||2RN + on(1).

Decorre disto que

I(ψj
n) =

1

2
||ψj

n||2RN −
1

p

∫
RN

β|ψj
n|pdx

=
1

2
||ψj−1

n ||2RN −
1

2
||uj−1||2RN −

1

p

∫
RN

β|ψj−1
n (x+ yj−1

n )− uj−1|pdx+ on(1)

aplicando Brézis e Lieb, temos

I(ψj
n) =

1

2
||ψj−1

n ||2RN −
1

2
||uj−1||2RN −

1

p

∫
RN

β|ψj−1
n (x+ yj−1

n )|pdx

+
1

p

∫
RN

β|uj−1|pdx+ on(1),

donde segue-se

I(ψj
n) = I(ψj−1

n )− I(uj−1) + on(1).

Para j = 1, vimos anteriormente que

||ψ1
n||2RN = ||un||2 − ||u0||2 + on(1),

I(ψ1
n) = I(un)− I(u0) + on(1).

Supondo que vale para j − 1, então

||ψj
n||2RN = ||ψj−1

n ||2RN − ||uj−1
n ||2RN + on(1)

= ||un||2 − ||u0||2 −
j−2∑
i=1

||ui||2RN − ||uj−1
n ||2RN + on(1)

mostrando que

||ψj
n||2RN = ||un||2 − ||u0||2 −

j−1∑
i=1

||ui||2RN + on(1).

De modo análogo
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I(ψj
n) = I(ψj−1

n )− I(uj−1) + on(1)

= I(un)− I(u0)−
j−2∑
i=1

I(ui)− I(uj−1) + on(1)

e assim,

I(ψj
n) = I(un)− I(u0)−

j−1∑
i=1

I(ui) + on(1).

Portanto, demonstramos por indução que valem (3.24) e (3.25).

Afirmação 6: Existe um número finito de procedimentos.

Notemos que para cada j, temos que uj é solução de (2). Logo

||uj||2RN =

∫
RN

β|uj|pdx = cj,

e portanto ∫
RN

β

∣∣∣∣∣ uj

c
1/p
j

∣∣∣∣∣
p

dx = 1.

Por (3.11), temos que ∥∥∥∥∥ uj

c
1/p
j

∥∥∥∥∥
2

RN

≥M∞,

donde segue-se

||uj||2RN ≥M
p

p−2
∞ . (3.26)

Uma vez que {un} é limitada em H1
o (Ω), então existe c11 > 0 tal que ||un|| ≤ c11, e de

(3.26) temos que

||ψj
n||2RN ≤ c11 − ||u0||2 −

j−1∑
i=1

M
p

p−2
∞ + on(1) = c11 − ||u0||2 − (j − 1)M

p
p−2
∞ + on(1),

desde que ||ψj
n||2RN ≥ 0 para todo j, então existe k ≥ 0 tal que

||un||2 − ||u0||2 −
k∑

i=1

||ui||2RN + on(1) = ||ψk+1
n ||2RN = on(1),

mostrando que

||un||2 −→ ||u0||2 +
k∑

i=1

||ui||2RN , quando n→ +∞
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Desde que ||ψk+1
n ||2RN = on(1), então I(ψk+1

n ) = on(1), e assim

I(un) −→ I(u0) +
k∑

i=1

I(ui), quando n→ +∞.

Provando a afirmação 6 e terminando, finalmente, a demonstração do Lema.

�

Corolário 3.1 Assuma que {un} é uma seqüência que satisfaz as mesmas condições
do Lema anterior e

c <

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ .

Então {un} possui uma subsqüência convergente.

Demonstração: Pelo Lema anterior temos que

I(un) → c e I ′(un) → 0,

onde estamos considerando que c <
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ .

Pelo procedimento do Lema 3.1 concluimos que {un} é limitada em H1
o (Ω) e

portanto, a menos de subseqüência existe u0 ∈ H1
o (Ω) tal que

un ⇀ u0 em H1
o (Ω).

Supondo que un 6→ u0 em H1
o (Ω), segue do Lema 3.1 que existe k tal que

||un||2 = ||u0||2 +
k∑

i=1

||ui||2RN + on(1)

e

I(un) = I(u0) +
k∑

i=1

I(ui) + on(1).

Desde que para cada j, uj solução de (2) e por (3.26), então concluímos que

I(uj) =

(
1

2
− 1

p

)
||uj||2RN ≥

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ .

Deste fato, e sendo u0 solução de (1), temos I(u0) ≥ 0 e portanto

I(un) → c ≥
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ ,

contradizendo a hipótese de que
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c <

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ .

Mostrando que

un ⇀ u0 e ||un||2 → ||u0||2.

Sendo H1
o (Ω) um espaço uniformemente convexo, obtemos o limite

un → u0 em H1
o (Ω),

concluindo a demonstração do Corolário.

�

Corolário 3.2 Seja P o conjunto das funções não negativas em H1
o (Ω) e assuma que

existe uma única solução positiva de (2) e {un} ⊂ P satisfaz as hipóteses do Lema
anterior. Então se(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ < c <

(
1

2
− 1

p

)[
M

p
p−2
∞ +M

p
p−2

]
,

{un} possui uma subseqüência convergente.

Demonstração: Repetindo os argumentos usados na demonstração do corolário

anterior, existe u0 ∈ H1
o (Ω) tal que

un ⇀ u0 em H1
o (Ω).

Supondo que un 6→ u0 em H1
o (Ω), segue do Lema 3.1 que existe k ≥ 1 tal que

||un||2 = ||u0||2 +
k∑

i=1

||ui||2RN + on(1)

e

I(un) = I(u0) +
k∑

i=1

I(ui) + on(1).

Usando os mesmos argumentos feitos no Corolário 3.1, mostra-se que

I(un) = I(u0) +
k∑

i=1

I(ui) + on(1) ≥ k

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ + on(1).

Desde que M∞ ≥M , então para k ≥ 2

I(un) → c ≥ 2

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ ≥

(
1

2
− 1

p

)[
M

p
p−2
∞ +M

p
p−2

]
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contradizendo a hipótese do nível c, portanto k não pode ser maior do que 1.

Usando a hipótese que existe uma única solução de (2), então esta deve ser a solução

de energia mínima, ou seja,

I(u1) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ .

Logo,

I(un) = I(u0) + I(u1) + on(1) = I(u0) +

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ + on(1).

Se u0 = 0, então

I(un) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2
∞ + on(1),

contradizendo a hipótese do nível c.

Portanto u0 6= 0 e devemos ter

I(u0) ≥
(

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2 .

Desta forma

I(un) ≥
(

1

2
− 1

p

)[
M

p
p−2
∞ +M

p
p−2

]
+ on(1),

contradizendo novamente a hipótese do nível c, portanto não podemos ter k = 1, o

que implica

||un|| → ||u0||.

E assim, desde que H1
o (Ω) é uniformemente convexo

un → u0 em H1
o (Ω).

Terminando a demonstração. Além disso, veja que do nível c escolhido, concluímos

que u0 6= 0.

�

Considere o subconjunto

V =

{
u ∈ H1

o (Ω) :

∫
Ω

|u|pdx = 1

}
e o funcional J : H1

o (Ω) → R definido por
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J(u) = ||u||2.

Além disso, consideraremos a norma no espaço H−1(Ω) definida por

||J ′(u)||∗ = sup
w∈TuV

||w||≤1

|J ′(u).w|,

onde

TuV =
{
v ∈ H1

o (Ω) : G
′
(u).v = 0

}
e G é o funcional em H1

o (Ω) definido por

G(u) =

∫
Ω

|u|pdx.

Corolário 3.3 O funcional J satisfaz a condição Palais-Smale em

Z = P ∩ V ∩
{
u ∈ H1

o (Ω) : Mλ < J(u) < 2
p−2

p Mλ

}
.

Demonstração: Considere uma seqüência {un} em Z tal que

J(un) → c ∈
(
Mλ, 2

p−2
p Mλ

)
e ||J ′(un)||∗ → 0.

Devemos mostrar que esta seqüência possui uma subseqüência convergente.

Observe que considerando β ≡ 1, a ≡ λ e b ≡ 1 nos funcionais usados no Lema 3.1,

temos

M∞ = Mλ e M = µλ.

Além disso, considerando o funcional I em H1
o (Ω) definido por

I(u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + λu2

)
dx− 1

p

∫
Ω

|u|pdx.

Considerando vn = c
1

p−2un, obtemos

I(vn) =

(
1

2
− 1

p

)
c

p
p−2 + on(1).

Definindo d =

(
1

2
− 1

p

)
c

p
p−2 ,

I(vn) → d ∈
((

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ , 2

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ

)
,

e desde que Mλ ≤ µλ, segue-se
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I(vn) → d ∈
((

1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ ,

(
1

2
− 1

p

)(
M

p
p−2

λ + µ
p

p−2

λ

))
.

Com isto, resta-nos mostrar que

I
′
(vn) → 0

para satisfazermos as hipóteses do Corolário 3.2.

Usando um resultado encontrado no livro do Willem [18],

||J ′(un)||∗ = min
λ∈R

||J ′(un)− λG
′
(un)|| = ||J ′(un)− λnG

′
(un)||.

Por hipótese ||J ′(un)||∗ → 0, então

J
′
(un)− λnG

′
(un) = on(1) em H−1(Ω). (3.27)

Considere w ∈ H1
o (Ω) tal que ||w|| ≤ 1. E desde que vn = c

1
p−2un, temos

I
′
(vn).w =

1

2
J
′
(vn)− 1

p
G
′
(vn).w =

c
1

p−2

2
J
′
(un)− c

p−1
p−2

p
G
′
(un).w.

De (3.27) segue

I
′
(vn).w =

c
1

p−2

2
λnG

′
(un).w − c

p−1
p−2

p
G
′
(un).w + on(1).

Logo

|I ′(vn).w| ≤

∥∥∥∥∥c
1

p−2

2
λnG

′
(un)− c

p−1
p−2

p
G
′
(un)

∥∥∥∥∥ ||w||+ on(1),

ou seja,

|I ′(vn).w| ≤

∣∣∣∣∣c
1

p−2

2
λn −

c
p−1
p−2

p

∣∣∣∣∣ ∥∥G′
(un)

∥∥+ on(1),

Por outro lado, de (3.27)

J
′
(un).un − λnG

′
(un).un = on(1)

o que equivale a dizer que

2||un||2 − pλn = on(1),

ou seja,

λn →
2

p
c.
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Sendo assim,

c
1

p−2

2
λn −

c
p−1
p−2

p
= on(1).

Além disso, ||G′
(un)|| é limitada. Portanto

|I ′(vn).w| ≤ on(1).

implicando que

I
′
(vn) = on(1) em H−1(Ω).

Com isto terminamos de verificar as hipóteses do Corolário 3.2. Assim, aplicando tal

Corolário, temos que {vn} possui uma subseqüência convergente, e assim a {un}

possui uma subseqüência convergente. Portanto o funcional J satisfaz a condição

Palais-Smale em Z.

Demonstrando assim o Corolário.

�

3.4 Prova dos teoremas principais

Seja φρ o operador

φρ : RN → H1(RN)

definido por

φρ(y) ≡ vρ
y(x)

|vρ
y |Lp(RN )

,

onde

vρ
y(x) = ζ(x)u(x− y) = ξ

(
|x|
ρ

)
u(x− y),

ζ, ξ e u escolhidas como na prova do teorema 3.1.

Observemos que φρ(y) e vρ
y são elementos de H1

o (Ω) e de Lp(Ω), uma vez que

estas funções se anulam fora de Ω. Assim, também temos que

||φρ|| = ||φρ||RN , |φρ|p = |φρ|Lp(RN ), ||vρ
y || = ||vρ

y ||RN e |vρ
y |p = |vρ

y |Lp(RN ).

Lema 3.2
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(i) φρ(y) → u(.− y) em H1(RN) uniformemente em y, quando ρ→ 0;

(ii) ||φρ||2RN →Mλ para cada ρ, quando |y| → +∞.

Demonstração: Para provarmos (i) devemos mostrar que

|vρ
y |Lp(RN ) → 1 uniformemente em y quando ρ→ 0, (3.28)

||vρ
y ||2RN → ||u||2RN = Mλ uniformemente em y quando ρ→ 0. (3.29)

Prova de (3.28):

Note que

|vρ
y − u(.− y)|Lp(RN ) =

(∫
RN

∣∣∣∣ξ( |x|ρ
)
u(x− y)− u(x− y)

∣∣∣∣p dx) 1
p

.

Pela definição de ξ, temos que

ξ
(
|x|
ρ

)
= 1 para |x| ≥ 2ρ.

Logo

|vρ
y − u(.− y)|Lp(RN ) =

(∫
B2ρ(0)

∣∣∣∣(ξ( |x|ρ
)
− 1

)
u(x− y)

∣∣∣∣p dx
) 1

p

.

Além do mais, usando o fato de que a ξ é limitada, observamos que

|vρ
y − u(.− y)|Lp(RN ) ≤ K1

(∫
B2ρ(0)

|u(x− y)|p dx

) 1
p

e desde que u é radialmente simétrica em relação a origem e decresce com o aumento

do raio, então

|vρ
y − u(.− y)|Lp(RN ) ≤ K1

(∫
B2ρ(0)

|u(0)|p dx

) 1
p

= K1u(0) med(B2ρ(0))
1
p .

Portanto, vemos deste último fato que quando ρ→ 0, então

|vρ
y − u(.− y)|Lp(RN ) −→ 0, uniformemente em y,

ou seja, quando ρ→ 0

|vρ
y |Lp(RN ) −→ |u(.− y)|Lp(RN ) = |u|Lp(RN ) = 1, uniformemente em y.
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Mostrando com isto que vale (3.28).

Prova de (3.29):

Obsermos o seguinte

||vρ
y − u(.− y)||2RN =

=

∫
RN

[∣∣∣∇((ξ ( |x|ρ )− 1
)
u(x− y)

)∣∣∣2 + λ
∣∣∣(ξ ( |x|ρ )− 1

)
u(x− y)

∣∣∣2] dx.
Pelos cálculos feitos anteriormente temos que∫

RN

λ

∣∣∣∣ξ( |x|ρ
)
u(x− y)− u(x− y)

∣∣∣∣2 dx ≤ λK2
1u

2(0) med(B2ρ(0)) = K2ρ
N . (3.30)

Por outro lado,

∇
(
ξ
(
|x|
ρ

)
u(x− y)− u(x− y)

)
= u(x− y)∇ξ

(
|x|
ρ

)
+ ξ

(
|x|
ρ

)
∇u(x− y)−∇u(x− y).

Notemos que∫
RN

∣∣∣∇(ξ ( |x|ρ )u(x− y)− u(x− y)
)∣∣∣2 dx =

=

∫
RN

∣∣∣u(x− y)∇ξ
(
|x|
ρ

)
+ ξ

(
|x|
ρ

)
∇u(x− y)−∇u(x− y)

∣∣∣2 dx
≤
∫

RN

(∣∣∣u(x− y)∇ξ
(
|x|
ρ

)∣∣∣+ ∣∣∣ξ ( |x|ρ )∇u(x− y)−∇u(x− y)
∣∣∣)2

dx.

Além disso, lembremos que

ξ
(
|x|
ρ

)
≡ 0, para |x| ≤ ρ e ξ

(
|x|
ρ

)
≡ 1, para |x| ≥ 2ρ,

assim,∫
RN

∣∣∣∇(ξ ( |x|ρ )u(x− y)− u(x− y)
)∣∣∣2 dx ≤ ∫

|x|≤ρ

|∇u(x− y)|2 dx+

+

∫
ρ≤|x|≤2ρ

(∣∣∣u(x− y)∇ξ
(
|x|
ρ

)∣∣∣+ ∣∣∣ξ ( |x|ρ )∇u(x− y)−∇u(x− y)
∣∣∣)2

dx.

Desde que ρ tende a zero, obtemos∫
RN

∣∣∣∇(ξ ( |x|ρ )u(x− y)− u(x− y)
)∣∣∣2 dx ≤ ∫

|x|≤ρ

sup
RN

|∇u(x− y)|2 dx+

+

∫
ρ≤|x|≤2ρ

(
2 sup

RN

{∣∣∣u(x− y)∇ξ
(
|x|
ρ

)∣∣∣ , ∣∣∣ξ ( |x|ρ )∇u(x− y)−∇u(x− y)
∣∣∣})2

dx,
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logo∫
RN

∣∣∣∇(ξ ( |x|ρ )u(x− y)− u(x− y)
)∣∣∣2 dx ≤ K3 med(Bρ(0))+

+4

∫
ρ≤|x|≤2ρ

sup
RN

{∣∣∣u(x− y)∇ξ
(
|x|
ρ

)∣∣∣2 , ∣∣∣ξ ( |x|ρ )∇u(x− y)−∇u(x− y)
∣∣∣2} dx

ou seja,∫
RN

∣∣∣∇(ξ ( |x|ρ )u(x− y)− u(x− y)
)∣∣∣2 dx ≤
≤ K4ρ

N + 4

∫
ρ≤|x|≤2ρ

sup
RN

∣∣∣u(x− y)∇ξ
(
|x|
ρ

)∣∣∣2 dx+
+4

∫
ρ≤|x|≤2ρ

sup
RN

∣∣∣ξ ( |x|ρ )∇u(x− y)−∇u(x− y)
∣∣∣2 dx,

implicando que∫
RN

∣∣∣∇(ξ ( |x|ρ )u(x− y)− u(x− y)
)∣∣∣2 dx ≤

K5ρ
N + 4

∫
ρ≤|x|≤2ρ

sup
RN

∣∣∣u(x− y)∇ξ
(
|x|
ρ

)∣∣∣2 dx.
Note ainda que∣∣∣∇ξ ( |x|ρ )∣∣∣2 =

[
ξ
′
(
|x|
ρ

)]2
.
x2

1

|x|2
.
1

ρ2
+
[
ξ
′
(
|x|
ρ

)]2
.
x2

2

|x|2
.
1

ρ2
+ ...+

+
[
ξ
′
(
|x|
ρ

)]2
.
x2

n

|x|2
.
1

ρ2
.

Efetuando os cálculos, conseguimos o seguinte∣∣∣∇ξ ( |x|ρ )∣∣∣2 =
1

ρ2

[
ξ
′
(
|x|
ρ

)]2
.

Donde segue∫
RN

∣∣∣∇(ξ ( |x|ρ )u(x− y)− u(x− y)
)∣∣∣2 dx ≤
≤ K5ρ

N + 4
1

ρ2

∫
ρ≤|x|≤2ρ

sup
RN

∣∣∣u(x− y)ξ
′
(
|x|
ρ

)∣∣∣2 dx
≤ K5ρ

N +K6ρ
N−2,
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logo, temos que∫
RN

∣∣∣∣∇(ξ( |x|ρ
)
u(x− y)− u(x− y)

)∣∣∣∣2 dx ≤ k5ρ
N + k6ρ

N−2. (3.31)

Uma vez que N ≥ 3, então quando ρ tende a zero tem-se por (3.30) e (3.31) que

independentemente de y

||vρ
y − u(.− y)||2RN −→ 0,

ou seja, quando ρ→ 0

||vρ
y ||2RN → ||u(.− y)||2RN = ||u||2RN = Mλ

uniformemente em y.

Mostrando, assim (3.29).

Agora, de (3.28) e (3.29) concluímos que

φρ(y) =
vρ

y

|vρ
y |Lp(RN )

→ u(.− y) em H1(RN)

uniformemente em y, quando ρ→ 0. E portanto terminamos de mostrar (i).

Para mostrar (ii) observemos que para cada ρ fixado, considerando uma seqüência

arbitrária {yn} ⊂ RN tal que |yn| → +∞, e procedendo de modo análogo ao que foi

feito na demonstração do Teorema 3.1, então conseguiremos mostrar que

|vρ
yn
− u(.− yn)|Lp(RN ) → 0 e ||vρ

yn
− u(.− yn)||2RN → 0

quando |yn| → +∞.

Destes fatos e desde que {yn} é uma seqüência arbitrária, então temos que para cada ρ

||φρ(y)||2RN =

∥∥∥∥ vρ
y

|vρ
y |Lp(RN )

∥∥∥∥2

RN

−→
||u(.− y)||2RN

|u(.− y)|2
Lp(RN )

=
||u||2RN

|u|2
Lp(RN )

= Mλ

quando |y| → +∞.

Sendo assim, mostramos (ii). Terminando, então, a demonstração do Lema 3.2.

�

Corolário 3.4 Existe um ρ = ρ(λ) tal que para todo ρ ≤ ρ

sup
y∈RN

||φρ(y)||2RN < 2
p−2

p Mλ.

Demonstração: Primeiramente, observemos que sendo p > 2, concluimos que
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2
p−2

p > 1

e daí

Mλ < 2
p−2

p Mλ.

Agora, pelo item (ii) do Lema 3.2 temos que

||φρ(y)||2RN →Mλ uniformemente em y, quando ρ→ 0.

Pela definição de limite, dado 0 < ε < 2
p−2

p Mλ −Mλ existe ρ = ρ(λ) tal que

Mλ ≤ ||φρ(y)||2RN ≤Mλ + ε, ∀ρ ≤ ρ e y ∈ RN .

Portanto

sup
y∈RN

||φρ(y)||2RN ≤Mλ + ε < Mλ + 2
p−2

p Mλ −Mλ < 2
p−2

p Mλ,

demonstrando o corolário.

�

Agora vamos fixar Ω de tal modo que ρ < ρ, onde ρ é o menor número positivo tal que

RN \ Ω ⊂ Bρ(0).

Definiremos a seguinte função

τ : H1(RN) −→ RN

u 7−→ τ(u) =

∫
RN

u(x).χ(||x||).xdx

onde χ ∈ C(R+,R) é uma função não crescente tal que

χ(t) =

{
1 se 0 < t ≤ R

R/t se t > R

e R ∈ R+ de modo que RN \ Ω ⊂ BR(0).

Além disso, definiremos o seguinte subconjunto de H1
o (Ω)

To = {u ∈ V ∩ P : τ(u) = 0},

onde P e V são os conjuntos definidos anteriormente.

Lema 3.3 Seja co = inf
u∈To

||u||2, então
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co > Mλ

e existe um Ro (Ro > ρ) tal que

a) se |y| ≥ Ro ||φρ(y)||2 ∈ (Mλ, (co +Mλ)/2),
b) se |y| = Ro 〈τ.φρ(y), y〉RN > 0.

Demontração: Sendo co = inf
u∈To

||u||2, µλ = inf
u∈V

||u||2 (conforme foi definida em 3.2) e

por definição To ⊂ V , então

µλ ≤ co.

Mas na demonstração do Teorema 3.1 vimos que

Mλ ≤ µλ,

mostrando que

Mλ ≤ co.

Deste fato, resta-nos mostrar que co 6= Mλ.

Suponhamos que co = Mλ, assim existe uma seqüência {un} ⊂ H1
o (Ω) tal que

|vn|p = 1 e τ(vn) = 0, ∀n ∈ N

e mais,

||vn||2 →Mλ quando n→ +∞.

Além disso, desde que V é um espaço métrico completo e {vn} é uma seqüência

minimizante, usando o Princípio Variacional de Ekeland existe uma seqüência {v̂n}

tal que

. Mλ ≤ J(v̂n) ≤ J(vn) +
1

n
;

. ||v̂n − vn|| ≤
1√
n

;

. J(v̂n) ≤ J(u) +
1√
n
||v̂n − u||, ∀u ∈ V ,

onde J é um funcional em H1
o (Ω) definido como sendo J(u) = ||u||2.

Considere para cada n um caminho diferenciável γn em V tal que

γn(0) = v̂n e γ
′
n(0) = w,
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e sendo assim

J(v̂n) ≤ J(γn(t)) +
1√
n
||v̂n − γn(t)||

ou seja, podemos rescrever a expressão acima da seguinte forma

− 1√
n

||γn(t)− γn(0)||
t

≤ J(γn(t))− J(γn(0))

t

obtendo

− 1√
n
||w|| ≤ J

′
(v̂n).w.

Nesta última expressão podemos substituir w por −w e deste modo conseguimos o

seguinte resultado

1√
n
||w|| ≥ J

′
(v̂n).w,

e portanto

|J ′(v̂n).w| ≤ 1√
n
||w||.

Considerando a norma ||.||∗ no espaço H−1(Ω) definida anteriormente, temos que

||J ′(v̂n)||∗ ≤
1√
n

.

Uma vez que τ é linear e v̂n = vn + on(1), então

τ(v̂n) = τ(vn) + τ(on(1)) = 0 + on(1) = on(1).

Além disso, pelos resultados anteriores concluímos que

J(v̂n) →Mλ e ||J ′(v̂n)||∗ → 0.

Considere o funcional f em H1
o (Ω) definido por

f(u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + λu2

)
dx− 1

p

∫
Ω

|u|pdx.

E usando argumentos semelhantes aos da demonstração do Corolário 3.3 e

considerando a seqüência ûn = M
1

p−2

λ v̂n, temos que

f
′
(ûn) = on(1) em H−1(Ω).

Além disso,
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f(ûn) =
1

2

∫
Ω

(
|∇ûn|2 + λ|ûn|2

)
dx− 1

p

∫
Ω

|ûn|pdx =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + on(1).

Vale aqui, observarmos que usaremos o Lema 3.1 considerando as funções definidas

naquela ocasião como sendo a ≡ λ e b ≡ 1. Por simplicidade, a partir de agora,

denotaremos de {un} a seqüência {ûn}. Pelo Lema 3.1 temos que

||un||2 → ||u0||2 +
k∑

j=1

||uj||2RN .

e

f(un) → f(u0) +
k∑

j=1

f(uj),

onde f é o funcional em H1(RN) definido por

f(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx− 1

p

∫
RN

|u|pdx.

Logo

f(un) → f(u0) +
k∑

j=1

f(uj) ≥ f(u0) + k

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ .

Desde que f(u0) ≥ 0, então vemos que k não pode ser maior que 1, pois

f(un) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + on(1).

Deste modo,

f(un) → f(u0) + f(u1) ≥ f(u0) +

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ .

Logo, devemos ter k = 0 ou k = 1. Se k = 0, então ||un||2 → ||u0||2.

Por outro lado

un ⇀ u0 em H1
o (Ω),

implicando que

un → u0 em H1
o (Ω).

Porém, isto contradiz o fato de que Mλ não é atingido na variedade V , pois teriamos

||u0||2 = M
p

p−2

λ .
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Logo k 6= 0.

Para k = 1, devemos considerar u0 = 0, pois do contrário não teríamos

f(un) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ + on(1).

Portanto, ficamos com a seguinte situação

||un||2 → ||u1||RN e f(u1) =

(
1

2
− 1

p

)
M

p
p−2

λ

implicando que u1 é uma ground state solution de (P0).

Uma vez que

un ⇀ u0 ≡ 0

obtemos o seguinte

ψ1
n(x+ y1

n) = un(x+ y1
n) ⇀ u1(x),

onde {y1
n} é tal que |y1

n| → +∞.

Além disso,

||ψ1
n(.+ y1

n)||2RN = ||un(.+ y1
n)||2RN = ||un||2RN = ||un||2 → ||u1||2RN .

Destes últimos resultados concluímos que

un(.+ y1
n) → u1 em H1(RN).

Considerando as seguintes notações:

u1 = u, y1
n = yn e wn(x+ y1

n) = un(x+ y1
n)− u1(x),

de onde segue

wn(x) = un(x)− u(x− yn), ∀x ∈ RN .

Mais ainda, observemos que

||wn||2RN = ||wn(.+ yn)||2RN = ||un(.+ yn)− u||2RN

e portanto da convergência forte de un(.+ yn), conseguimos mostrar que

wn → 0 em H1(RN).
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Consideremos os seguintes conjuntos

(RN)+
n = {x ∈ RN : 〈x, yn〉RN > 0} e (RN)−n = RN \ (RN)+

n .

Para n é suficientemente grande, e desde que |yn| → +∞ quando n→ +∞, podemos

afirmar que existe uma bola

Br̂(yn) = {x ∈ RN : |x− yn| < r̂} ⊂ (RN)+
n

tal que

u(x− yn) ≥ 1

2
u(0) > 0, ∀x ∈ Br̂(yn)

e além do mais,

u(x− yn) ≤ K

e|x−yn||x− yn|
N−1

2

, ∀x ∈ (RN)−n ,

onde K é uma constante.

Primeiramente, observemos que u(0) é o máximo valor de u no RN e que
1

2
u(0) > 0.

Além disso, uma vez que u é radialmente simétrica e u(z) decresce com o crescimento

de |z| de tal modo que

u(z) → 0, quando |z| → +∞

então, pelo Teorema do Valor Intermediário, podemos afirmar que existe r̂ > 0 tal que

u(z) =
1

2
u(0) > 0, ∀z ∈ RN com |z| = r̂.

Considerando z = x− yn, obtemos

u(x− yn) =
1

2
u(0) > 0, ∀x ∈ RN com |x− yn| = r̂,

logo

u(x− yn) ≥ 1

2
u(0) > 0, ∀x ∈ Br̂(yn).

Desde que

|x− yn|2 = |x|2 − 2 〈x, yn〉+ |yn|2

então fixando tal r̂ temos que para todo x ∈ Br̂(yn)

〈x, yn〉 =
|x|2 + |yn|2 − |x− yn|2

2
>
|x|2 + |yn|2 − r̂2

2
≥ |yn|2 − r̂2

2
,
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e desde que {yn} é tal que |yn| → +∞, existe no de modo que

|yn|2 > r̂, ∀n ≥ no

implicando em

〈x, yn〉 > 0, ∀n ≥ no.

Assim, para n suficientemente grande

Br̂(yn) ⊂ (RN)+
n .

Finalmente, devido ao resultado de Gidas, Ni e Nirenberg [9] segue-se

lim
r→+∞

r
N−1

2 eru(r) = γ > 0.

Note que, por definição

〈x, yn〉 ≤ 0, ∀x ∈ (RN)−n ,

e assim,

|x− yn|2 = |x|2 − 2 〈x, yn〉+ |yn|2 ≥ |yn|2

implicando que

|x− yn|2 → +∞, quando |yn|2 → +∞.

Pela definição de limite, dado ε > 0 temos que para n suficientemente grande∣∣∣|x− yn|
N−1

2 e|x−yn|u(x− yn)− γ
∣∣∣ < ε,

logo, obtemos

|x− yn|
N−1

2 e|x−yn|u(x− yn) < ε+ γ ≤ K,

onde K é uma constante positiva. Sendo assim, chegamos a seguinte estimativa

u(x− yn) ≤ K

e|x−yn||x− yn|
N−1

2

, ∀x ∈ (RN)−n . (3.32)

Portanto, temos que
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〈τ(u(x− yn)), yn〉RN =

∫
RN

u(x− yn).χ(||x||). 〈x, yn〉 dx

=

∫
(RN )+n

u(x− yn).χ(||x||). 〈x, yn〉 dx+

∫
(RN )−n

u(x− yn).χ(||x||). 〈x, yn〉 dx.

Desde que

u(x− yn), χ(||x||), 〈x, yn〉 > 0, ∀x ∈ (RN)+
n e Br̂(yn) ⊂ (RN)+

n ,

então ∫
(RN )+n

u(x− yn).χ(||x||). 〈x, yn〉 dx ≥
∫

Br̂(yn)

u(x− yn).χ(||x||). 〈x, yn〉 dx.

Além disso,

u(x− yn) ≥ u(0)

2
, ∀x ∈ Br̂(yn)

e sendo

〈x, yn〉 = |x||yn| cos θ,

onde θ é o angulo entre x e yn. Donde segue-se que∫
Br̂(yn)

u(x− yn).χ(||x||). 〈x, yn〉 dx ≥
∫

Br̂(yn)

u(0)

2
.χ(||x||).|x||yn| cos θdx.

Note que para todo x ∈ Br̂(yn), obtemos

|yn| = |yn − x+ x| ≤ |yn − x|+ |x| ≤ r̂ + |x|

implicando que

|x| > R, quando |yn| → +∞.

Logo, pela definição de χ, para n suficientemente grande

χ(||x||).|x| = R

|x|
.|x| = R

obtendo ∫
Br̂(yn)

u(0)

2
.χ(||x||).|x||yn| cos θdx ≥

∫
Br̂(yn)

u(0)

2
.R|yn| cos θdx.

Para cada n, observemos que
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θmax = arctg r̂
|yn|

implicando que

θmax → 0 quando n→ +∞,

ou seja, para n suficientemente grande temos que cos θ ≥ 1
2
, e portanto∫

Br̂(yn)

u(0)

2
.R|yn| cos θdx ≥ R

u(0)

4

∫
Br̂(yn)

|yn|dx = R
u(0)

4
med(Br̂(yn))|yn|.

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz temos que∫
(RN )−n

u(x− yn).χ(||x||). 〈x, yn〉 dx ≥
∫

(RN )−n

−u(x− yn).χ(||x||).|x||yn|dx

e de (3.32), obtemos∫
(RN )−n

−u(x− yn).χ(||x||).|x||yn|dx ≥
∫

(RN )−n

− K

e|x−yn||x− yn|
N−1

2

.χ(||x||).|x||yn|dx.

Pela definição da função χ ocorre o seguinte:

χ(||x||).|x| ≤ 1.R = R, se|x| ≤ R;

χ(||x||).|x| = R

|x|
.|x| = R, se|x| > R;

donde segue que

χ(||x||).|x| ≤ R.

Logo∫
(RN )−n

− K

e|x−yn||x− yn|
N−1

2

.χ(||x||).|x||yn|dx ≥
∫

(RN )−n

− K

e|x−yn||x− yn|
N−1

2

.R|yn|dx.

Desta forma, temos o seguinte〈
τ(u(x− yn)),

yn

|yn|

〉
RN

≥ R
u(0)

4
med(Br̂(yn))−K.R

∫
(RN )−n

1

e|x−yn||x− yn|
N−1

2

dx.

Considere a seqüência de funções integráveis

ψ1
n(x) =

1

e|x−yn||x− yn|
N−1

2

.

Visto que |x− yn| ≥ |yn| para cada ∀x ∈ (RN)−n , . E desde que |yn| → +∞ obtemos

que
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ψ1
n(x) → 0 q.t.p. em (RN)−n .

Por outro lado

|x− yn| ≥ |x| e |x− yn| ≥M > 0 ∀n

implicando em

|ψ1
n(x)| ≥ 1

e|x|M
,

onde
1

e|x|
é uma função integrável em RN .

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫
(RN )−n

ψ1
n(x)dx =

∫
(RN )−n

1

e|x−yn||x− yn|
N−1

2

dx = on(1).

Portanto 〈
τ(u(x− yn)),

yn

|yn|

〉
RN

≥ R
u(0)

4
med(Br̂(yn))− on(1) > 0.

Uma vez que

wn → 0 em H1(RN),

obtemos

τ(un) = τ(u(x− yn) + wn) = τ(u(x− yn)) + τ(wn) = τ(u(x− yn)) + on(1)

e desde que

τ(v̂n) = on(1),

logo

τ(un) = on(1).

Por esta seqüência de fatos segue-se que

τ(u(x− yn)) = on(1),

contradizendo os cálculos feitos anteriormente. Portanto a suposição de que co = Mλ

não é verdadeira, ou seja, deste modo mostramos que

co > Mλ.



95

Prova de a :

Desde que

φρ(y) ∈ H1
o (Ω), |φρ(y)|p = 1

e pelo Teorema 3.1, temos que não existe ground state solution, isto é,

||φρ(y)||2 6= Mλ.

Assim

||φρ(y)||2 > Mλ, ∀y ∈ RN .

Pelo item (ii) do Lema 3.2 para cada ρ fixado,

||φρ(y)||2 →Mλ, quando |y| → +∞.

E de fato ρ está fixo, pois anteriormente fixamos Ω e pela definição de limite temos

que dado

0 < ε <
co −Mλ

2
,

existe Ro tal que

|||φρ(y)||2 −Mλ| < ε, se |y| ≥ Ro

donde segue-se

||φρ(y)||2 < ε+Mλ <
co −Mλ

2
+Mλ =

co +Mλ

2
,

ou seja,

||φρ(y)||2 ∈
(
Mλ,

co +Mλ

2

)
, ∀y ∈ RN tal que |y| ≥ Ro

mostrando portanto o item a do Lema 3.3.

Prova de b :

Agora, observe o seguinte

〈τ(φρ(y)), y〉RN =

∫
RN

φρ(y).χ(||x||). 〈x, y〉 dx,

pela definição da aplicação φρ(y), temos que

〈τ(φρ(y)), y〉RN =
1

|vρ
y |Lp(RN )

∫
RN

ξ

(
|x|
ρ

)
u(x− y)χ(|x|) 〈x, y〉 dx.
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Sendo assim,

〈τ(φρ(y)), y〉RN =
1

|vρ
y |Lp(RN )

∫
(RN )+

ξ

(
|x|
ρ

)
u(x− y)χ(|x|) 〈x, y〉 dx

+
1

|vρ
y |Lp(RN )

∫
(RN )−

ξ

(
|x|
ρ

)
u(x− y)χ(|x|) 〈x, y〉 dx.

Repetindo os argumentos e os cálculos feitos anteriormente, concluímos que para |y|

suficientemente grande temos

〈τ(φρ(y)), y〉RN ≥ 1

|vρ
y |Lp(RN )

∫
Br̂(y)

ξ

(
|x|
ρ

)
u(0)

2
χ(|x|)|x||y| cos θdx

+
1

|vρ
y |Lp(RN )

∫
(RN )−

−ξ
(
|x|
ρ

)
K

e|x−y||x− y|N−1
2

.χ(||x||).|x||y|dx.

Além disso, observemos que para x ∈ Br̂(y), obtemos

|y| ≤ r̂ + |x|

e assim, é possível escolher |y| = Ro de modo que

|x| > 2ρ e cos θ ≥ 1

2
.

Logo ∫
Br̂(y)

ξ

(
|x|
ρ

)
u(0)

2
χ(|x|)|x||y| cos θdx ≥

∫
Br̂(y)

u(0)

2
RRo

1

2
dx

≥ RRo
u(0)

4
med(Br̂(y)) > 0.

Temos também que∫
(RN )−

−ξ
(
|x|
ρ

)
K

e|x−y||x− y|N−1
2

.χ(||x||).|x||y|dx ≥
∫

(RN )−
− K

e|x−y||x− y|N−1
2

.RRodx.

Desta forma pela escolha feita de Ro é possível termos

K

∫
(RN )−

1

e|x−y||x− y|N−1
2

dx <
u(0)

8
med(Br̂(y)).

Assim, conseguimos mostrar que existe Ro tal que se |y| = Ro, então

〈τ(φρ(y)), y〉RN ≥ RRo

|vρ
y |Lp(RN )

u(0)

8
med(Br̂(y)) > 0
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provando o item b do Lema 3.3.

Concluindo portanto a demonstração deste Lema.

�

Agora consideremos o subconjunto Σ de H1
o (Ω) definido como

Σ = {φρ(y) : |y| ≤ Ro}

e observemos que Σ ⊂ P (o conjunto das funções não-negativas de H1
o (Ω)).

Defina o seguinte conjunto

H =

{
h ∈ C(P ∩ V, P ∩ V ) : h(u) = u, ∀u tal que ||u||2 < co +Mλ

2

}
e

Γ = {A ⊂ P ∩ V : A = h(Σ), h ∈ H}.

Lema 3.4 Se A ∈ Γ, então A ∩ To 6= φ.

Demonstração: Provarmos que para todo A ∈ Γ existe um u ∈ A tal que τ(u) = 0,

equivale a mostrarmos que para todo h ∈ H, existe ŷ com |ŷ| ≤ Ro tal que

(τ ◦ h ◦ φρ)(ŷ) = 0.

Considere um elemento h arbitrário e seja

J ≡ (τ ◦ h ◦ φρ) : RN → RN

onde J é homotópico com a identidade I pela homotopia

F(t, .) = tJ (.) + (1− t)I, 0 ≤ t ≤ 1.

Devemos mostrar 0 /∈ F(t, ∂BRo).

Considere |y| = Ro, e assim pelo item a do Lema 3.3 temos que

||φρ(y)||2 <
co +Mλ

2

e desde que h ∈ H, então

h(φρ(y)) = φρ(y)

implicando que
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F(t, y) = t(τ ◦ h ◦ φρ)(y) + (1− t)y = t(τ ◦ φρ)(y) + (1− t)y.

Assim, resulta que

〈F(t, y), y〉 = t 〈τ(φρ(y)), y〉+ (1− t) 〈y, y〉.

Desta forma consideremos os seguintes casos:

. se t = 0, então 〈F(0, y), y〉 = |y|2 = R2
o;

. se t = 1, então pelo item b do Lema 3.3 temos que 〈F(1, y), y〉 = 〈τ(φρ(y)), y〉 > 0;

. se 0 < t < 1, tem-se que 〈F(t, y), y〉 > 0, pois t, 1− t, 〈τ.φρ(y), y〉 e |y|2 são valores

positivos.

Isto nos permite afirmar que 0 /∈ F(t, ∂BRo).

Pela propriedade da invariância do grau por uma homotopia temos que

d (F(t, .), BRo , 0) = constante, ∀t ∈ [0, 1].

Note que, para t = 0

d (F(0, .), BRo , 0) = d (I, BRo , 0) = 1.

Por outro lado, para t = 1

d (F(1, .), BRo , 0) = d (J , BRo , 0).

Logo

d (J , BRo , 0) = 1.

Portanto, a equação J (y) = 0 tem uma solução ŷ em BRo e daí,

J (ŷ) = (τ ◦ h ◦ φρ)(ŷ) = 0

provando o Lema.

�

Consideremos o seguinte:

c = inf
A∈Γ

sup
u∈A

||u||2 (3.33)

e
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Kc =
{
u ∈ P ∩ V : J(u) = ||u||2 = c e ∇J|V (u) = 0

}
.

Além disso para γ ∈ R, definiremos o seguinte conjunto

Lγ = {u ∈ V : J(u) ≤ γ}.

Com estas definições partiremos para provar o seguinte teorema

Teorema 3.2 Considere N ≥ 3, 2 < p < 2∗ e xo ∈ RN \Ω. Então para todo λ existe
um ρ ≡ ρ(λ) tal que se

RN \ Ω ⊂ Bρ(xo) = {x ∈ RN : |x− xo| ≤ ρ},

o problema

(P2)

{
−∆u+ λu = |u|p−2u, Ω

u ∈ H1
o (Ω) ,

tem pelo menos uma solução positiva.

Demonstração: Primeiramente escolhemos ρ(λ) = ρ como o encontrado no

Corolário 3.4. E a partir daí, provaremos que o nível c definido em (3.33) é um valor

crítico, isto é, Kc 6= φ.

Note que

Mλ < c < 2
p−2

p Mλ.

De fato, pelo Lema 3.4 para todo A ∈ Γ temos que A ∩ To 6= φ. Assim, para cada

A ∈ Γ existe u ∈ A ∩ To, daí

inf
u∈To

||u||2 ≤ ||u||2 ≤ sup
u∈A

||u||2.

De um lado temos que pelo Lema 3.3

Mλ < co = inf
u∈To

||u||2

então para todo A ∈ Γ

Mλ < co ≤ sup
u∈A

||u||2

implicando que

co ≤ inf
A∈Γ

sup
u∈A

||u||2 = c
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logo, concluímos que

Mλ < c.

Além disso, note que para todo A ∈ Γ

c ≤ sup
u∈A

||u||2

o que é equivalente a dizer que

c ≤ sup
φρ(y)∈Σ

||h(φρ(y))||2, ∀h ∈ H.

Fazendo h ≡ I, onde I é a função identidade,

c ≤ sup
φρ(y)∈Σ

||φρ(y)||2.

Sendo assim

c ≤ sup
|y|<Ro

||φρ(y)||2 ≤ sup
y∈RN

||φρ(y)||2,

então pela escolha de ρ(λ) aplicamos o Corolário 3.4, obtendo o seguinte

c ≤ sup
y∈RN

||φρ(y)||2 < 2
p−2

p Mλ.

Portanto

Mλ < c < 2
p−2

p Mλ.

Deste modo, pelo Corolário 3.3, segue-se que o funcional J satisfaz a condição

Palais-Smale no nível c para o seguinte subconjunto

Z = P ∩ V ∩
{
u ∈ H1

o (Ω) : Mλ < J(u) < 2
p−2

p Mλ

}
.

Suponhamos agora que Kc = φ, logo pelo Lema de deformação podemos encontrar

uma aplicação contínua

η : [0, 1] × V ∩ P −→ V ∩ P

e um número positivo εo tal que

Lc+εo \ Lc−εo ⊂⊂ L
2

p−2
p Mλ

\ L co+Mλ
2

,

η(t, u) = u, ∀u ∈ Lc−εo ∪ {V ∩ P \ Lc+εo} e ∀t ∈ [0, 1],

η
(
1, Lc+ εo

2

)
⊂ Lc− εo

2
.
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Considere A ∈ Γ tal que

c ≤ sup
u∈A

J(u) < c+
εo
2

.

Assim,

J(u) < c+ εo

2
, ∀u ∈ A

implicando que

A ⊂ Lc+ εo
2
.

Logo, pelo Lema de Deformação, decorre que

η(1, A) ⊂ Lc− εo
2
,

ou seja,

J(u) < c− εo
2

, ∀u ∈ η(1, A)

implicando que

sup
u∈η(1,A)

J(u) < c− εo
2
. (3.34)

Por outro lado,

η(1, .) ∈ C(V ∩ P, V ∩ P ).

Além disso, desde que A ∈ Γ, então existe h ∈ H tal que A = h(Σ). Logo

h = η(1, .) ◦ h ∈ C(V ∩ P, V ∩ P ).

Desde que h ∈ H, então

h(u) = u, ∀u tal que ||u||2 < co +Mλ

2
< c− εo

implicando que

h(u) = η(1, u), ∀u tal que ||u||2 < co +Mλ

2
,

adicionando a isto o fato de que

co +Mλ

2
< c− εo
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e aplicando o Lema de Deformação, obtemos

h(u) = η(1, u) = u, ∀u tal que ||u||2 < co +Mλ

2
< c− εo.

Donde segue-se que

h ∈ H.

Note então que η(1, A) = h(Σ), e assim

η(1, A) ∈ Γ.

Deste modo, pela definção de c

c ≤ sup
u∈η(1,A)

J(u)

o que é absurdo de acordo com a estimativa 3.34.

Logo, temos que Kc 6= φ e assim mostramos que c é valor crítico do funcional J

restrito ao conjunto V ∩ P . Isto equivale dizer que existe pelo menos uma solução não

negativa para o problema (P2), pelo Princípio de Máximo concluímos que a solução é

positiva. Portanto, provamos este Teorema.

�

Teorema 3.3 Assuma as hipóteses do Teorema 3.2. Então existe λo = λo(Ω) tal que
para cada λ ∈ (0, λo) o problema (P2) tem ao menos uma solução positiva.

Demonstração:

No Problema (P2), façamos a seguinte mudança de variáveis w(x) = u(θx), com isto

obtemos o seguinte

−∆w(x) = −θ2∆u(θx) = θ2(−λu(θx) + |u(θx)|p−2u(θx)),

daí

−∆w(x) = −λθ2w + θ2|w|p−2w.

Desde que θx ∈ Ω, então

x ∈ 1

θ
Ω.
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Denotando por Ωθ o domínio
1

θ
Ω, vemos que{

−∆w + λθ2w = θ2|w|p−2w, Ωθ

w = 0, ∂Ωθ

fazendo λθ2 = 1, temos que

Ωθ =
√
λΩ = Ωλ.

Deste modo {
−∆w + w =

1

λ
|w|p−2w, Ωλ

w = 0, ∂Ωλ

.

Este último problema é equivalente a{
−∆(αw) + αw =

1

λαp−2
|αw|p−2αw, Ωλ

αw = 0, ∂Ωλ

,

ou seja, fazendo a mudança v = αw, obtemos{
−∆v + v =

1

λαp−2
|v|p−2v, Ωλ

v = 0, ∂Ωλ

.

Considerando
1

λαp−2
= 1, isto é, v =

1

λ
1

p−2

w chegamos ao seguinte problema

(1)

{
−∆v + v = |v|p−2v, Ωλ

v = 0, ∂Ωλ

.

Pelo Teorema 3.2, considere xo ∈ RN \ Ωλ e assim, existe ρ = ρ(1) tal que se

RN \ Ωλ ⊂ Bρ(xo) = {x ∈ RN : |x− xo| ≤ ρ}

o problema (1) tem pelo menos uma solução positiva.

Considere

λo = sup{λ > 0 : RN \ Ωλ ⊂ Bρ(xo) com xo ∈ RN \ Ωλ}.

Então, temos que existe λo dependendo de Ω tal que para cada λ ∈ (0, λo) o problema

(1) tem pelo menos uma solução positiva.

Portanto, de acordo com as mudanças de variáveis feitas concluímos que existe

λo = λo(Ω) tal que para cada λ ∈ (0, λo) o problema (P2) tem ao menos uma solução

positiva.

�



Apêndice A

Funcionais diferenciáveis

Definição A.1 Considere um funcional I : U → R, onde U é um subconjunto aberto
de um espaço de Banach H. O funcional I tem uma derivada de Gateaux f ∈ H ′ em
u ∈ U se, para cada h ∈ H,

lim
t→0

1

t
[I(u+ th)− I(u)− f.th] = 0.

A derivada de Gateaux de I em u é denotada por I
′
(u). O funcional I tem uma

derivada de Fréchet f ∈ H ′ em u ∈ U se

lim
h→0

1

||h||
[I(u+ h)− I(u)− f.h] = 0.

Dizemos que o funcional I ∈ C1(U,R) se a derivada de Fréchet de I existe e é
contínua sobre U .

Observações:

i) Se H é um espaço de Hilbert e I tem derivada de Gateaux em u ∈ U , o

gradiente de I em u é denotado por ∇I(u) e é tal que

〈∇I(u), h〉 = I
′
(u).h, ∀h ∈ H

onde 〈., .〉 denota o produto interno do espaço de Hilbert.

De fato, uma vez que I
′
(u) ∈ H ′ , pelo Teorema da Representação de Riez-Fréchet

existe um único g ∈ H, tal que

I
′
(u).h = 〈g, h〉 ,∀h ∈ H.

Além disso,



105

||g||H = ||I ′(u)||H′ .

Denotamos este elemento g por ∇I(u), o qual chamamos de gradiente de I em u.

ii) A derivada de Gateaux é dado por

I
′
(u).h = lim

t→0

1

t
[I(u+ th)− I(u)].

iii) Todo funcional Fréchet diferenciável é também Gateaux diferenciável.

Proposição A.1 Se I tem derivada de Gateaux contínua sobre U , então I ∈ C1(U,R).

Demonstração: Sejam u+ h e u ∈ U e como I possui derivada de Gateaux

sobre U , então pelo Teorema do Valor Médio existe θ ∈ (0, 1) tal que

I(u+ h)− I(u) = I
′
(u+ θh).h.

Note que

I(u+ h)− I(u)− I
′
(u).h = I

′
(u+ θh).h− I

′
(u).h.

de onde segue

1

||h||
[I(u+ h)− I(u)− I

′
(u).h] =

1

||h||
[I
′
(u+ θh).h− I

′
(u).h]

= [I
′
(u+ θh)− I

′
(u)].

h

||h||
.

Deste modo ∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

||h||
[I(u+ h)− I(u)− I

′
(u).h]

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣I ′(u+ θh)− I

′
(u)
∣∣∣∣ .

Uma vez que a derivada de Gateaux é contínua, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que se

||h|| < δ, segue-se ∣∣∣∣I ′(u+ θh)− I
′
(u)
∣∣∣∣ < ε.

Logo

lim
h→0

1

||h||
[I(u+ h)− I(u)− I

′
(u).h] = 0.

Deste modo, concluímos que a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de

Gateaux. Portanto a derivada de Fréchet de I é contínua sobre U , ou seja,

I ∈ C1(U,R).
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Definição A.2 Seja I ∈ C1(U,R). O funcional I tem uma derivada segunda de
Gateaux L ∈ L(H,H

′
) em u ∈ U se, para cada h, v ∈ H,

lim
t→0

1

t
[I
′
(u+ th)− I

′
(u)− Lth].v = 0.

A derivada segunda de Gateaux de I em u é denotada por I
′′
(u). O funcional I

tem a derivada segunda de Fréchet L ∈ L(H,H
′
) em u ∈ U se

lim
h→0

1

||h||
[I
′
(u+ h)− I

′
(u)− Lh] = 0.

O funcional I ∈ C2(U,R) se a derivada segunda de Fréchet de I existe e é
contínua em U .

Observação: Toda derivada segunda de Fréchet é uma derivada segunda de Gateaux.

Proposição A.2 Se I tem a derivada segunda de Gateaux contínua sobre U ,
então I ∈ C2(U,R).

A demonstração desta proposição segue-se de modo semelhante a demonstração da

Proposição A.1.

A partir de agora destacamos os resultados mais utilizados em toda a dissertação,

com relação as imersões nos espaços de Sobolev.

Definição A.3 Considere o seguinte espaço

H1(RN) =

{
u ∈ L2(RN) :

∂u

∂xi

∈ L2(RN) para i = 1, 2, ..., N

}
com o produto interno

〈u, v〉 =

∫
RN

(∇u.∇v + λuv)dx,

onde λ ∈ R com λ > 0.
Este espaço com o produto interno indicado é de Hilbert. Além disso, trabalhare-

mos com a seguinte norma

||u||RN =

(∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx

) 1
2

,

que provém do produto interno definido anteriormente.
Vamos considerar Ω um subconjunto do RN . O espaço H1

o (Ω) é o fecho de
D(Ω) em H1(RN), onde D(Ω) é o espaço das funções testes (funções de classe C∞(Ω)

com suporte compacto em Ω).
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Teorema A.1 (Imersões de Sobolev) As seguintes imersões são contínuas:

H1(RN) ↪→ Lp(RN), 2 ≤ p <∞, se N = 1 ou N = 2;

H1(RN) ↪→ Lp(RN), 2 ≤ p < 2∗, se N ≥ 3, onde 2∗ =
2N

N − 2
.

Teorema A.2 (Imersões de Rellich) Se Ω for limitado, as seguintes imersões são
compactas:

H1
o (Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ p < 2∗.

Nosso objetivo a seguir é mostrar que o funcional I em H1
o (Ω) definido por

I(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + λu2)dx− 1

p

∫
Ω

|u|pdx =
1

2
J(u)− 1

p
G(u).

é de classe C2(H1
o (Ω),R).

Consideremos os funcionais J e G no espaço de Hilbert H1
o (Ω) definidos por

J(u) = ||u||2 e G(u) =

∫
Ω

|u|pdx

onde ||.|| é a norma proviente do produto interno definido em H1
o (Ω).

Proposição A.3 Os funcionais J e G são de classe C2(H1
o (Ω),R).

Demonstração:

Existência da derivada de Gateaux de J

Dado u ∈ H1
o (Ω), então para cada h ∈ H1

o (Ω)

J
′
(u).h = lim

t→0

1

t

[
||u+ th||2 − ||u||2

]
fazendo os cálculos, obtemos

J
′
(u).h = lim

t→0

1

t

[
2t 〈u, h〉+ t2||h||2

]
= 2 〈u, h〉.

Mostrando a existência da derivada de Gateaux de J .

Continuidade da derivada de Gateaux de J.

Assumindo que un → u em H1
o (Ω). Dados ε > o e h ∈ H1

o (Ω) tal que ||h|| ≤ 1, temos

que para n suficientemente grande

|(J ′(un)− J
′
(u)).h| = |2 〈un − u, h〉 | ≤ ||un − u||.||h|| < ε

implicando em
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||J ′(un)− J
′
(u)||H−1 = sup

h∈H1
o (Ω)

||h||≤1

|(J ′(un)− J
′
(u)).h| ≤ ε.

Portanto

||J ′(un)− J
′
(u)||H−1 −→ 0 quando n→ +∞,

mostrando que a derivada de Gateaux de J é contínua em H1
o (Ω).

Existência da segunda derivada de Gateaux de J.

Dado u ∈ H1
o (Ω), então para cada h, v ∈ H1

o (Ω)

J
′′
(u)h.v =

1

t

[
J
′
(u+ th).v − J

′
(u).v

]
=

1

t
[2 〈u+ th, v〉 − 2 〈u, v〉].

E portanto, a segunda derivada de Gateaux existe e vale

J
′′
(u)h.v = 2 〈h, v〉.

Continuidade da segunda derivada de Gateaux de J.

Assumindo que un → u em H1
o (Ω)

|(J ′′(un)− J
′′
(u))h.v| = |2 〈h, v〉 − 2 〈h, v〉 | = 0

mostrando que

||J ′′(un)− J
′′
(u)|| = 0

e portanto a segunda derivada de Gateaux de J é continua em H1
o (Ω). Pela

Proposição A.2 temos que J ∈ C2(H1
o (Ω),R).

Agora, vamos mostrar que G ∈ C2(H1
o (Ω),R).

Existência da derivada de Gateaux de G.

Sejam u, h ∈ H1
o (Ω). Dados x ∈ Ω e 0 < |t| < 1, pelo Teorema do Valor Médio, existe

θ ∈ (0, 1) tal que

||u(x) + th(x)|p − |u(x)|p|
|t|

= p|u(x) + θth(x)|p−1|h(x)| ≤ p(|u(x)|+ |h(x)|)p−1|h(x)|.

Desde que u, h ∈ H1
o (Ω), temos que u, h ∈ Lp(Ω). Decorre disto que

|u|+ |h| ∈ L
p

p−1 (Ω),

e assim, pela desigualdade de Hölder

(|u|+ |h|)p−1|h| ∈ L1(Ω).
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Considere a seguinte seqüência em L1(Ω)

fn = p|u+ θntnh|p−2(u+ θntnh)h

com tn → 0 quando n→ +∞. Logo

fn → f = p|u|puh.

Desde que

|fn(x)| ≤ p(|u(x)|+ |h(x)|)p−1|h(x)| ∀n ∈ N,

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n

∫
Ω

fndx = p

∫
Ω

|u|p−2uhdx.

Por outro lado

|u+ tnh|p − |u|p

tn
= p|u+ θntnh|p−2(u+ θntnh)h,

isto é

lim
n

1

tn

(∫
Ω

|u+ tnh|pdx−
∫

Ω

|u|pdx
)

= p

∫
Ω

|u|p−2uhdx.

Logo

lim
t→0

1

t

(∫
Ω

|u+ th|pdx−
∫

Ω

|u|pdx
)

= p

∫
Ω

|u|p−2uhdx.

Portanto, existe a derivada de Gateaux de G, e vale

G
′
(u)h = p

∫
Ω

|u|p−2uhdx.

Continuidade da derivada de Gateaux de G.

Assumindo que un → u em H1
o (Ω), temos que

p|un|p−2un → p|u|p−2u em L
p

p−1 .

Observe o seguinte

|(G′
(un)−G

′
(u)).h| =

∣∣∣∣p ∫
Ω

|un|p−2unhdx− p

∫
Ω

|u|p−2uhdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣p ∫
Ω

(
|un|p−2un − |u|p−2u

)
hdx

∣∣∣∣ .
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Pela Desigualdade de Hölder

|(G′
(un)−G

′
(u)).h| ≤ p||un|p−2un − |u|p−2u|

L
p

p−1 (Ω) |h|Lp(Ω).

Usando a imersão contínua de H1
o (Ω) em Lp(Ω) para 2 < p < 2∗

|(G′
(un)−G

′
(u)).h| ≤ cp||un|p−2un − |u|p−2u|

L
p

p−1 (Ω)
||h||

donde segue

||G′
(un)−G

′
(u)||H−1 =≤ cp||un|p−2un − |u|p−2u|

L
p

p−1 (Ω)
.

Portanto

||G′
(un)−G

′
(u)||H−1 −→ 0 quando n→ +∞,

mostrando que a derivada de Gateaux de G é contínua em H1
o (Ω).

Existência da segunda derivada de Gateaux de G.

Sejam u, h, v ∈ H1
o (Ω). Dados x ∈ Ω e 0 < |t| < 1, pelo Teorema do Valor Médio

existe θ ∈ (0, 1) tal que

(p|u(x) + th(x)|p−2(u(x) + th(x))− p|u(x)|p−2(u(x))v(x)

t
=

= p(p− 1)|u(x) + θth(x)|p−2h(x)v(x)

implicando em

|p|u(x) + th(x)|p−2(u(x) + th(x))− p|u(x)|p−2(u(x)||v(x)|
|t|

=

= p(p− 1)|u(x) + θth(x)|p−2|h(x)||v(x)|

≤ p(p− 1)(|u(x)|+ |h(x)|)p−2|h(x)||v(x)|

≤ p(p− 1)(|u(x)|+ |h(x)|)p−1|v(x)|.

De modo análogo ao feito para a primeira derivada, temos que

(|u|+ |h|)p−1|v| ∈ L1(Ω).

Considere a seqüência kn = p(p− 1)|u+ θntnh|p−2hv, com tn → 0 quando n→ +∞.

Assim kn converge para k = p(p− 1)|u|p−2hv. E mais, |kn| ≤ (|u|+ |h|)p−1|v|.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n

∫
Ω

kndx = p(p− 1)

∫
Ω

|u|p−2hv.
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Por argumentos semelhantes aos feitos na primeira derivada, concluímos que a

segunda derivada de Gateaux de G existe e vale

G
′′
(u)h.v = p(p− 1)

∫
Ω

|u|p−2hv.

Continuidade da segunda derivada de Gateaux de G.

Assumindo que un → u em H1
o (Ω), temos que

p(p− 1)|un|p−2 → p(p− 1)|u|p−2 em L
p

p−2 .

Logo

|(G′′
(un)−G

′′
(u))h.v| =

∣∣∣∣p(p− 1)

∫
Ω

|un|p−2hv − p(p− 1)

∫
Ω

|u|p−2hv

∣∣∣∣
= p(p− 1)

∣∣∣∣∫
Ω

(
|un|p−2 − |u|p−2

)
hv

∣∣∣∣ .
Note que |u|p−2 ∈ L

p
p−2 e h, v ∈ Lp(Ω), e desde que

1
p

p−2

+
1

p
+

1

p
= 1

pela Desigualdade de Hölder

|(G′′
(un)−G

′′
(u))h.v| = p(p− 1)||un|p−2 − |u|p−2|

L
p

p−2
|h|Lp(Ω)|v|Lp(Ω).

Usando o Teorema de Sobolev

|(G′′
(un)−G

′′
(u))h.v| = c2p(p− 1)||un|p−2 − |u|p−2|

L
p

p−2
||h||||v||.

Logo

||G′′
(un)−G

′′
(u)|| ≤ c2p(p− 1)||un|p−2 − |u|p−2|

L
p

p−2
,

implicando que

||G′′
(un)−G

′′
(u)|| −→ 0 quando n→ +∞

e portanto a segunda derivada de Gateaux de G é contínua em H1
o (Ω). Pela

Proposição A.2 temos que G ∈ C2(H1
o (Ω),R).

�

Sendo J, G ∈ C2(H1
o (Ω),R) e desde que
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I(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + λu2)dx− 1

p

∫
Ω

|u|pdx =
1

2
J(u)− 1

p
G(u),

concluímos, portanto, que I ∈ C2(H1
o (Ω),R).

A demonstração de que os outros funcionais, associados aos problemas estutados

no nosso trabalho, são de classes C2(H1
o (Ω),RN) procede de forma semelhante aos

feitos nesta seção.



Apêndice B

Simetrização de Schwarz

Definição B.1 Sejam A1, A2, ..., An alguns conjuntos borelianos do RN , dois a dois
disjuntos de medida finita, e 0 < an < an−1 < ... < a1 números reais. Se f é uma
função degrau tal que

f =
n∑

i=1

aiχAi
,

então definiremos ser um rearranjo de f por

f ∗ =
n∑

i=1

aiχ[Ri−1≤|x|≤Ri]

onde Ro = 0 e Ri−1 ≤ Ri são dados pela relação

med([Ri−1 ≤ |x| ≤ Ri]) = med(Ai).

onde med é a medida de Lebesgue.

Notação: [Ri−1 ≤ |x| ≤ Ri] = {x ∈ RN : Ri−1 ≤ |x| ≤ Ri}, onde |.| é a norma

euclidiana do RN .

Observação: Note que esta definição mostra que a partir da função degrau f

encontramos uma função f ∗ que tem as seguintes propriedades:

i) Simétrica em relação a origem;

ii) Decrescente quando os raios R′i s vão aumentando;

iii) A integral de Lebesgue de f ∗ no RN é igual a de f , ou seja,∫
RN

f ∗(x)dx =

∫
RN

f(x)dx.
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Consideremos f uma função degrau que tem um número finito de valores

a1 > a2 > ... > an > 0.

Se Ai = [f = ai] = {x ∈ RN : f(x) = ai} então

f =
n∑

i=1

aiχAi

pode ser escrita da seguinte forma

f =
n∑

i=1

λiχ[f≥ai] (B.1)

onde f1 ≥ f2 ≥ ... ≥ fn e os λ′i s são dados pela relação

fi = χ[f≥ai], λi = ai − ai+1 para 1 ≥ i ≥ n e an+1 = 0.

Vamos mostrar este fato usando o princípio de indução em n.

Primeiramente consideremos n = 2. Note que para este caso a3 = 0, e assim

f = λ1f1 + λ2f2 = (a1 − a2)χ[f≥a1] + (a2 − a3)χ[f≥a2]

= a1χ[f≥a1] − a1χ[f≥a1] + a2χ[f≥a2] − a3χ[f≥a2].

Desde que χ[f≥a1] = χA1 e χ[f≥a2] = χA1∪A2 = χA1 + χA2 , além do mais A1 e A2 são

disjuntos. Logo

f = λ1f1 + λ2f2 = a1χA1 − a2χA1 + a2χA1 + a2χA2

= a1χA1 + a2χA2 .

Mostrando portanto que a mudança na expressão vale para n = 2.

Consideremos agora que a expressão vale para n = k, ou seja,

f =
k∑

i=1

λiχ[f≥ai] =
k∑

i=1

aiχAi
.

Agora, considere o seguinte

f =
k+1∑
i=1

λiχ[f≥ai] = λ1χ[f≥a1] + λ2χ[f≥a2] + ...+ λkχ[f≥ak] + λk+1χ[f≥ak+1].

Considerando ak+2 = 0, obtemos

f = λ1χ[f≥a1] + λ2χ[f≥a2] + ...+ λk−1χ[f≥ak−1] + akχ[f≥ak] − ak+1χ[f≥ak]+

+ak+1χ[f≥ak+1] − ak+2χ[f≥ak+1]

= λ1χ[f≥a1] + λ2χ[f≥a2] + ...+ λk−1χ[f≥ak−1] + akχ[f≥ak]−

−ak+1χ[f≥ak] + ak+1χ[f≥ak+1],
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desde que a expressão (B.1) vale para n = k, então

f =
k∑

i=1

aiχAi
+ ak+1χAk+1

donde segue que

f =
k+1∑
i=1

aiχAi
.

Mostrando com isto que se a expressão vale para n = k também vale para n = k + 1,

e portanto acabamos de mostrar por indução que realmente podemos fazer a mudança

indicada anteriormente.

Desta forma a simetrização de f é dado por

f ∗ =
n∑

i=1

λif
∗
i

onde f ∗1 ≥ f ∗2 ≥ ... ≥ f ∗n.

Com efeito é suficiente observar que

(λifi)
∗ = λif

∗
i = λiχ[|x|<Ri],

onde Ri verifica

med(Ai) = med([Ri−1 ≤ |x| < Ri])

e med([|x| < Ri]) = med([f ≥ ai]) = med(A1) +med(A2) + ...+med(Ai).

Sendo λi = ai − ai+1, concluímos que

f ∗ =
n∑

i=1

aiχ[Ri−1≤|x|<Ri] =
n∑

i=1

λiχ[|x|<Ri] =
n∑

i=1

λif
∗
i =

(
n∑

i=1

λifi

)∗
.

Isto é interessante, pois a aplicação f 7−→ f ∗ não é linear. No entanto, quando a

função f pode ser escrita na forma B.1 o rearranjo de f é a soma dos rearranjos λif
∗
i .

O teorema a seguir permite definir o rearranjo de uma função positiva e mensu-

rável qualquer.

Teorema B.1 Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e f ∈ Lp(RN) uma função positiva. Existe uma
única f ∗ ∈ Lp(RN) tal que f ∗ ≥ 0 e para todo α > 0

med([f ≥ α]) = med([f ∗ ≥ α]),
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onde o conjunto [f ∗ ≥ α] é uma bola BRα(0). A função f ∗ é radialmente decrescente e
é chamada de rearranjo decrescente ou a simetrização de Schwarz da função
f.

Além do mais, para toda função contínua e crescente

G : R+ −→ R+,

tal que G(0) = 0 temos ∫
RN

G (f ∗(x)) dx =

∫
RN

G (f(x)) dx.

Os resultados que se seguem encontramos maiores detalhes em Kavian[11].

Proposição B.1 Seja u ∈ H1(RN) uma função positiva. Então a simetrização
u∗ ∈ H1(RN) e temos ∫

RN

|∇u∗(x)|2dx ≤
∫

RN

|∇u(x)|2dx.

Proposição B.2 O ínfimo em (3.1) é atingido e para qualquer u tal que ||u||2RN = Mλ

e |u|Lp(RN ) = 1 corresponde uma solução regular positiva de

(P0)

{
−∆u+ λu = |u|p−2u, RN

u ∈ H1(RN) .

Além disso, qualquer solução regular positiva de (P0) é radialmente simétrica sobre
algum ponto do RN , ur < 0, para r > 0, r sendo a coordenada radial em relação ao
ponto e

lim
r→+∞

r
N−1

2 eru(r) = γ > 0.

Demonstração: A demonstração de que Mλ é atingido foi feita na seção 2.3 e a

condição de simetria e regularidade da solução do problema é devido a um resultado

de Guidas, Ni e Niremberg [9].

Considerando uma seqüência minimizante {un} para (3.1), de modo que un ≥ 0 para

cada n ∈ N.

De fato, basta trocar {un} por {|un|}. Definindo u+(x) = max{u(x), 0} e

u−(x) = min{u(x), 0}, notemos que

|| |un| ||2RN = ||u+
n − u−n ||2RN = ||u+

n ||2RN + ||u−n ||2RN = ||un||2RN

e

| |un| |Lp(RN ) = |un|Lp(RN )
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para cada n ∈ N. Usando a Simetrização de Schwarz existe uma seqüência

minimizante {u∗n} ⊂ H1
O(N)(RN). Além disso, para cada n ∈ N∫

RN

|∇u∗n(x)|2dx ≤
∫

RN

|∇un(x)|2dx. (B.2)

Definindo a seguinte função

G : R+ −→ R+

t 7−→ G(t) = λt2

onde λ > 0.

Notemos que esta função é crescente, logo pelo Teorema B.1 visto na Simetrização de

Schwarz temos que ∫
RN

G(u∗n)dx =

∫
RN

G(un)dx,

ou seja, ∫
RN

λ(u∗n)2dx =

∫
RN

λu2
ndx. (B.3)

De (B.2) e (B.3), concluímos que

||u∗n||2RN =

∫
RN

(
|∇u∗n(x)|2 + λ(u∗n)2

)
dx ≤

∫
RN

(
|∇un(x)|2 + λ(un)2

)
dx = ||un||2RN .

De modo análogo, considere agora a função

H : R+ −→ R+

t 7−→ H(t) = |t|p

para p ≥ 1, temos que ∫
RN

λ|u∗n|pdx =

∫
RN

λ|un|pdx.

Assim, para cada n

|u∗n|Lp(RN ) = |un|Lp(RN ) = 1.

Logo,

Mλ ≤ ||u∗n||2RN ≤ ||un||2RN .

Desde que ||un||2RN →Mλ quando n→ +∞, então mostramos que
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||u∗n||2RN →Mλ quando n→ +∞.

Portanto a seqüência {u∗n} também é minimizante, e com isto {u∗n} é limitada em

H1
O(N)(RN).

Sendo H1
O(N)(RN) um espaço reflexivo, então existem {u∗nj

} ⊂ {u∗n} e u ∈ H1
O(N)(RN)

tais que

u∗nj
⇀ u em H1

O(N)(RN).

Uma vez que a imersão

H1
O(N)(RN) ↪→ Lp(RN)

é compacta para 2 < p < 2N
N−2

, obtemos

u∗nj
→ u em Lp(RN).

Por outro lado,

||u||2RN ≤ lim
nj

||u∗nj
||2RN .

Passando ao limite temos que

|u|Lp(RN ) = 1 e ||u||2RN ≤Mλ,

mostrando, portanto, que u é um minimizador para (3.1).

Utilizaremos o Teorema do Multiplicador de Lagrange para mostrarmos que existe

solução para (P0). Para tal, observemos o seguinte:

H1(RN) é um espaço de Banach;

J : H1(RN) −→ R

v 7−→ J(v) =

∫
RN

(
|∇v|2 + λv2

)
dx

e

F : H1(RN) −→ R

v 7−→ J(v) =

∫
RN

|v|pdx

são funcionais de classe C1(H1(RN); R).

Consideremos a variedade

V =

{
v ∈ H1(RN);

∫
RN

|v|pdx = 1

}
,
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donde segue que

F
′
(v).h = p

∫
RN

|v|p−2vhdx, ∀h ∈ H1(RN).

Considerando h = v, temos

F
′
(v).v = p

∫
RN

|v|pdx = p 6= 0,

logo

F
′
(v) 6= 0, ∀v ∈ V .

Mais ainda, vimos anteriormente que para u ∈ V , temos

Mλ = J(u) = inf
v∈V

J(v).

Assim, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange existe uma constante δ > 0 tal que

J
′
(u) = δF

′
(u)

ou seja,

J
′
(u).h = δF

′
(u).h, ∀h ∈ H1(RN).

Fazendo os cálculos, obtemos

2

∫
RN

(∇u∇h+ λuh) dx = δp

∫
RN

|u|p−2uhdx, ∀h ∈ H1(RN).

Considerando h = u, e desde que J(u) = Mλ e F (u) = 1 temos que
δp

2
= Mλ, ou seja,∫

RN

(∇u∇h+ λuh) dx = Mλ

∫
RN

|u|p−2uhdx, ∀h ∈ H1(RN).

Com isto e pelo fato de u ≥ 0 (uma vez que u é o limite fraco de uma seqüência de

funções não negativas em H1(RN)), temos que u é solução do seguinte problema

(P3)

{
−∆u+ λu = Mλu

p−1, RN

u ∈ H1(RN) .

Consideremos v = αu ≥ 0, onde α > 0. Logo, é fácil ver que∫
RN

(∇v∇h+ λvh) dx =
Mλ

αp−2

∫
RN

vp−1hdx, ∀h ∈ H1(RN).
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Fazendo
Mλ

αp−2
= 1, obtemos α = M

1
p−2

λ e portanto v = M
1

p−2

λ u é solução do problema

(P0).

Pelo Princípio do Máximo Forte temos que u > 0 e conseqüentemente v > 0.

Finalmente, devido a Gidas, Ni e Nirenberg temos que ocorre a assintoticidade e a

monotonicidade de v (e de u) afirmando que qualquer solução regular de (P0) é

radialmente simétrica e tem o comportamento descrito na proposição.

�



Apêndice C

Lema de Brézis e Lieb

Neste apêndice demonstraremos alguns Lemas devido a Brézis e Lieb que diz

respeito a convergências de funções nos espaços Lp. Estas versões foram utilizados no

nosso trabalho.

Lema C.1 Sejam 1 < p <∞ e {fn} uma seqüência limitada de Lp(Ω) tal que

fn → f q.t.p. em Ω.

Então

fn ⇀ f em Lp(Ω).

Demonstração: Primeiramente, uma vez que {fn} é limitada em Lp(Ω) e sendo este

um espaço de Banach reflxivo, então existem g ∈ Lp(Ω) e {fni
} ⊂ {fn} tais que

fni
⇀ g em Lp(Ω). (C.1)

Considere

Ωn = {x ∈ Ω : |fk(x)− f(x)| ≤ 1 ∀k ≥ n}.

Fixando n e considerando φ pertencente a Lp′(Ω) com suporte compacto tal que

supp(φ) ⊂ Ωn.

De (C.1) tem-se ∫
Ω

fni
.φdx −→

∫
Ω

g.φdx.
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Por outro lado, por hipótese temos que

fn → f q.t.p. em Ω

logo

fn.φ→ f.φ q.t.p. em Ω.

Assim, temos que pela desigualdade de Hölder f.φ ∈ L1(Ω) e desde que φ tem suporte

compacto em Ω então

|fni
φ| = |(fni

− f)φ+ f.φ| ≤ |fni
− f ||φ|+ |f ||φ| ≤ |φ|+ |f ||φ| ∈ L1(Ω)

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos que∫
Ω

fni
.φdx −→

∫
Ω

f.φdx.

Pela unicidade de limite ∫
Ω

g.φdx =

∫
Ω

f.φdx.

Desde que φ é arbitrária, então para cada n fixado∫
Ω

g.φdx =

∫
Ω

f.φdx, ∀φ com suporte compacto em Ωn.

Considerando Ψ ∈ Lp′(Ω) com suporte compacto em Ω, existe uma seqüência

{Φn} ⊂ Lp′(Ω) com suporte compacto em Ωn para cada n tal que

Φn → Ψ.

Usando argumentos semelhantes aos anteriores, concluímos que∫
Ω

g.Ψdx = lim
n→+∞

∫
Ω

g.Φndx = lim
n→+∞

∫
Ω

f.Φndx =

∫
Ω

f.Ψdx.

Desde que Ψ é arbitrária, segue∫
Ω

g.Ψdx =

∫
Ω

f.Ψdx, ∀Ψ com suporte compacto em Ω.

implicando que

g = f q.t.p. em Ω.

Com isto obtemos que
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fni
⇀ f em Lp(Ω)

portanto

fn ⇀ f em Lp(Ω). (C.2)

Considere que (C.2) não ocorre. Portanto, existem uma subseqüência {fnj
} de {fn},

F : Lp(Ω) → R e εo > 0 tais que

|F (fnj
)− F (f)| ≥ εo, ∀nj. (C.3)

Por hipótese, {fnj
} é limitada em Lp(Ω), e usando argumentos já vistos nesta

demonstração temos que existe uma subseqüência {fnjk
} de {fnj

} tal que

fnjk
⇀ f em Lp(Ω),

contradizendo (C.3). Portanto, (C.2) ocorre, terminando a demonstração deste Lema.

�

Lema C.2 Seja Ω um subconjunto aberto do RN e seja {un} ⊂ Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.
Se

a) {un} é limitada em Lp(Ω),
b) un → u q.t.p. em Ω,

então

lim
n→+∞

(
|un|pLp(Ω) − |un − u|pLp(Ω)

)
= |u|pLp(Ω).

Demonstração: Desde que {un} ⊂ Lp(Ω), segue-se que {|un|p} ⊂ L1(Ω). Pelo Lema

de Fatou e sendo {un} limitada em Lp(Ω)∫
Ω

lim
n
|un|pdx ≤ lim

n

∫
Ω

|un|pdx <∞.

Uma vez que un → u q.t.p. em Ω

|un|p → |u|p q.t.p. em Ω

logo

lim
n
|un|p = |u|p q.t.p. em Ω.

Com isto, obtemos
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|u|pLp(Ω) ≤ lim
n
|un|pLp(Ω) <∞.

Por outro lado, dado ε > 0 existe c(ε) tal que

||a+ b|p − |a|p| ≤ ε|a|p + c(ε)|b|p, ∀a, b ∈ R. (C.4)

De fato, Pelo Teorema do Valor Médio existe θ ∈ (0, 1) tal que

|a+ b|p − |a|p = p|a+ θb|p−2(a+ θb)b.

Disto, decorre que

||a+ b|p − |a|p| = p|a+ θb|p−1|b| ≤ p (|a|+ θ|b|)p−1 |b| ≤ p (2 max{|a|, θ|b|})p−1 |b|

≤ 2p−1pmax{|a|p−1, |b|p−1}|b| ≤ 2p−1p(|a|p−1 + |b|p−1)|b|.

Assim

||a+ b|p − |a|p| ≤ 2p−1p|a|p−1|b|+ 2p−1p|b|p.

Sendo
p

p− 1
e p expoentes conjugados, então pela Desigualdade de Young temos que

|a|p−1|b| = εo|a|p−1.
1

εo
|b| ≤ p− 1

p
ε

p
p−1
o |a|p +

1

pεpo
|b|p.

Logo, obtemos o seguinte

||a+ b|p − |a|p| ≤ 2p−1(p− 1)ε
p

p−1
o |a|p + 2p−1 1

εpo
|b|p + 2p−1|b|p

= 2p−1(p− 1)ε
p

p−1
o |a|p + 2p−1

(
1

εpo
+ 1

)
|b|p

Considerando ε = 2p−1(p− 1)ε
p

p−1
o , temos que existe c(ε) tal que

||a+ b|p − |a|p| ≤ ε|a|p + c(ε)|b|p, ∀a, b ∈ R

mostrando, portanto, que (C.4) ocorre.

Considere agora a função f ε
n tal que

f ε
n = (||un|p − |un − u|p − |u|p| − ε|un − u|p)+ ≤ (1 + c(ε)) |u|p. (C.5)

Se

||un|p − |un − u|p − |u|p| − ε|un − u|p < 0,
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então (C.5) ocorre de imediato.

Caso contrário,

(||un|p − |un − u|p − |u|p| − ε|un − u|p)+ = ||un|p − |un − u|p − |u|p| − ε|un − u|p.

Considerando a = un − u e b = u, de (C.4) temos que

||un|p − |un − u|p| ≤ ε|un − u|p + c(ε)|u|p.

Logo, concluímos que

f εo
n ≤ ||un|p − |un − u|p|+ |u|p − ε|un − u|p

≤ ε|un − u|p + c(ε)|u|p + |u|p − ε|un − u|p

≤ (1 + c(ε)) |u|p

mostrando que (C.5) ocorre.

Uma vez que u ∈ Lp(Ω), então (1 + c(ε)) |u|p ∈ Lp(Ω).

Além disso, desde que un → u q.t.p. em Ω, temos que

f ε
n → 0 q.t.p. em Ω.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos que∫
Ω

f ε
ndx −→ 0 quando n→∞.

Dos argumentos usados anteriormente temos:

(i) ||un|p − |un − u|p − |u|p| − ε|un − u|p < 0 = f ε
n;

(ii) ||un|p − |un − u|p − |u|p| − ε|un − u|p = f ε
n.

Assim de (i) e (ii), temos que

||un|p − |un − u|p − |u|p| ≤ f ε
n + ε|un − u|p

e sendo a seqüência {un} limitada em Lp(Ω), obtemos∫
Ω

||un|p − |un − u|p − |u|p|dx ≤
∫

Ω

f ε
ndx+ ε

∫
Ω

|un − u|pdx

≤
∫

Ω

f ε
ndx+ ε sup

n
|un − u|p

LP (Ω)
.

Logo

lim
n→∞

∫
Ω

||un|p − |un − u|p − |u|p|dx ≤ ε sup
n
|un − u|p

LP (Ω)
.
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Fazendo ε→ 0 e sendo sup
n
|un − u|p

LP (Ω)
< +∞, então

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

(|un|p − |un − u|p − |u|p) dx
∣∣∣∣ ≤ lim

n→∞

∫
Ω

||un|p − |un − u|p − |u|p|dx→ 0

e portanto

lim
n→+∞

(
|un|pLp(Ω) − |un − u|pLp(Ω)

)
= |u|pLp(Ω).

Terminando a demonstração do Lema.

�

Lema C.3 Seja un : RN → R com {un} ∈ Lp(RN) para p ≥ 2, un → 0 q.t.p. em RN

e A(y) = |y|p−2y para todo y ∈ R. Então se

|un|Lp(RN ) ≤ C ∀n ∈ N ,

temos que ∫
RN

|A(un + w)− A(un)− A(w)|
p

p−1 dx = on(1)

para cada w ∈ Lp(RN) fixado.

Demonstração: Pelo Teorema Fundamental do Cálculo

A(un + w)− A(un) =

∫ 1

0

(
d

dt
A(un + tw)

)
dt,

isto é,

A(un +w)−A(un) =

∫ 1

0

(
d

dt

(
|un + tw|p−2(un + tw)

))
dt =

∫ 1

0

(p−1)|un +tw|p−2wdt.

Logo,

|A(un + w)− A(un)| ≤ (p− 1)|w|
∫ 1

0

|un + tw|p−2dt ≤ (p− 1)|w| (|un|+ |w|)p−2.

Por outro lado

(|un|+ |w|)p−2 ≤ (2 max {|un|, |w|})p−2

≤ 2p−2 max {|un|p−2, |w|p−2}

≤ 2p−2|w|p−2 + 2p−2|un|p−2,

de onde segue que

|A(un + w)− A(un)| ≤ (p− 1)2p−2|w|p−1 + (p− 1)2p−2|un|p−2|w|.
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Pela Desigualdade de Young para cada ε > 0, existe c(ε) tal que

|A(un + w)− A(un)| ≤ ε|un|p−1 + c(ε)|w|p−1. (C.6)

De fato, para cada εo > 0 uma vez que p− 1 e
p− 1

p− 2
expoentes conjugados, então

pela Desigualdade de Young temos que

|un|p−2|w| = εo|un|p−2 1

εo
|w| ≤ p− 2

p− 1
ε

p−1
p−2
o |un|p−1 +

1

(p− 1)εp−1
o

|w|p−1.

Logo

|A(un + w)− A(un)| ≤ (p− 1)2p−2|w|p−1 + (p− 1)2p−2

(
p−2
p−1

ε
p−1
p−2
o |un|p−1 + 1

(p−1)εp−1
o
|w|p−1

)
≤ (p− 2)2p−2ε

p−1
p−2
o |un|p−1 + 2p−2

(
(p− 1) +

1

εp−1
o

)
|w|p−1

Considere ε = (p− 2)2p−2ε
p−1
p−2
o , então existe c(ε) tal que (C.6) ocorre.

Agora, para cada ε > 0 consideremos a seguinte função

f ε
n(x) = (|A(un + w)− A(un)− A(w)|(x)− ε|un|p−1(x))

+

e desde que un → 0 q.t.p. em RN , então

f ε
n(x) → 0 q.t.p. em RN .

Além disso, observemos que

0 ≤ f ε
n ≤ |A(un + w)− A(un)|+ |A(w)| − ε|un|p−1

≤ ε|un|p−1 + c(ε)|w|p−1 + |w|p−1 − ε|un|p−1

≤ c1|w|p−1 ∈ L
p

p−1 (RN).

Assim, uma vez que w ∈ Lp(RN), temos o seguinte

0 ≤ |f ε
n(x)|

p
p−1 ≤ c2|w|p ∈ L1(RN).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫
RN

|f ε
n(x)|

p
p−1dx −→ 0 quando n→∞.

Note que pela definição de f ε
n temos que

|A(un + w)− A(un)− A(w)| − ε|un|p−1 ≤ f ε
n
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isto é,

|A(un + w)− A(un)− A(w)| ≤ f ε
n + ε|un|p−1

e com isto temos o seguinte

|A(un + w)− A(un)− A(w)|
p

p−1 ≤ (f ε
n + ε|un|p−1)

p
p−1 ≤ (2 max {f ε

n, ε|un|p−1})
p

p−1

≤ 2
p

p−1 max
{
|f ε

n|
p

p−1 , ε
p

p−1 |un|p
}
≤ 2

p
p−1 |f ε

n|
p

p−1 + 2
p

p−1 ε
p

p−1 |un|p.

Assim, obtemos para todo ε > 0

lim
n→∞

∫
RN

|A(un + w)− A(un)− A(w)|
p

p−1dx ≤ 2
p

p−1 ε
p

p−1

∫
RN

|un|pdx

≤ 2
p

p−1 ε
p

p−1 .Cp

implicando que

lim
n→∞

∫
RN

|A(un + w)− A(un)− A(w)|
p

p−1dx = 0.

Concluindo a demonstração do Lema.

�



Apêndice D

Grau topológico de Brouwer

Neste apêndice faremos uma breve apresentação desta ferramenta topológica e de

suas principais propriedades. Seja φ ∈ C(Ω,RN), onde Ω ⊂ RN é um conjunto aberto

limitado. Dado b ∈ RN \ φ(∂Ω) o problema consiste em resolver a equação

φ(x) = b (D.1)

em Ω. Isto pode ser feito em certos casos usando-se o chamado grau de Brouwer

da aplicação φ (relativo a Ω no ponto b), d(φ,Ω, b), o qual é um inteiro que representa

uma "contagem algébrica" do número de soluções de (D.1).

Neste momento citaremos as propriedades que utilizamos durante o decorrer deste

trabalho:

(G1) Normalização: Se I : Ω → RN é a aplicação inclusão então

d(I,Ω, b) =

{
1, se b ∈ Ω

0, se b /∈ Ω.

(G2) Propriedade de existência: Se d(φ,Ω, b) 6= 0, então existe uma solução

xo ∈ Ω de (D.1).

(G3) Invariância por homotopia: Se H ∈ C([0, 1]× Ω,RN) e b /∈ H([0, 1]× ∂Ω),

então

d(H(t, .),Ω, b) = constante ∀t ∈ [0, 1].



Apêndice E

Resultados utilizados na dissertação

Neste apêndice enunciaremos os principais teoremas utilizados nas demonstrações

durante todo este trabalho.

No que segue-se temos as seguintes notações:

. X é um conjunto mensurável;

. µ é uma medida em X;

. M+ é o conjunto das funções mensuráveis não-negativas em X.

Lema E.1 (Lema de Fatou) Se {fn} pertence a M+, então∫
lim

n
fndµ ≤ lim

n

∫
fndµ.

Teorema E.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja {fn} uma
seqüência de funções integráveis que converge em quase toda parte para uma função
mensurável f . Se existe uma função integrável g tal que

|fn| ≤ g para todo n ∈ N,

então f é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Teorema E.2 (Desigualdade de Hölder) Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω),

onde 1 < p < +∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então

fg ∈ L1(Ω) e |fg|L1(Ω) ≤ |f |Lp(Ω)|g|Lq(Ω).

Teorema E.3 (Desigualdade de Interpolação) Seja f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω),
onde 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞. Então
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f ∈ Lr(Ω) ∀p ≤ r ≤ q

e

|fg|Lr(Ω) ≤ |f |θLp(Ω)|g|
1−θ
Lq(Ω), com 0 ≤ θ ≤ 1 tal que

1

r
=
θ

p
+

1− θ

q
.

Teorema E.4 Sejam {fn} uma seqüência de Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que

fn → f em Lp(Ω).

Então existe uma subseqüência {fnj
} tal que

(i) fnj
(x) → f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) |fnj
(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω ∀j, onde h ∈ Lp(Ω).

Teorema E.5 Sejam H um espaço de Banach e {un} ⊂ H. Então valem os seguintes:
(i) un ⇀ u em H se, e somente se, F (un) → F (u) ∀F ∈ H ′;
(ii) Se un ⇀ u em H, então ||u|| ≤ lim

n
||un||;

(iii) Se un ⇀ u em H e f : H → R uma função convexa, então f(u) ≤ lim
n
f(un).

Teorema E.6 Sejam H um espaço de Banach reflexivo e X ⊂ H um subespaço
vetorial fechado. Então X (munido da norma induzida por H) é reflexivo.

Teorema E.7 Seja H um espaço de Banach reflexivo. Se {un} é uma seqüência
limitada em H, então exitem uma subseqüência {unj

} de {un} e u ∈ X tais que

unj
⇀ u em H.

Teorema E.8 Seja H um espaço de Banach uniformemente convexo. Se {un} é uma
seqüência limitada em H tal que un ⇀ u em H e lim

n
||un|| ≤ ||u||. Então

un → u em H.

Teorema E.9 Sejam H e V espaços de Banach, um subconjunto aberto U ⊂ H e
x, z ∈ U tal que o segmento de reta entre x e z está contida em U (que é o segmento
x+ t(z − x) com 0 ≤ t ≤ 1. Se f : U → V de classe C1. Então

|f(z)− f(x)| ≤ |z − x| sup |f ′(v)|,

onde o sup é obtido sobre todo v no segmento de reta entre x e z.

No que se segue daremos as definições necessárias para enterdermos o enunciado

do Princípio do Máximo Forte. Este resultado é muito utilizado quando queremos

mostrar que uma solução é estritamente positiva.

Considere o operador diferencial elíptico linear da forma

Lu = aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u, aij = aji,
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onde x = (x1, ..., xn) está num domínio Ω do RN , para N ≥ 2.

Dizemos que L é elíptico num ponto x ∈ Ω se a matriz coeficiente [aij(x)] é

positiva; isto é, se α(x), A(x) denota respectivamente o mínimo e máximo autovalores

de [aij(x)], então

0 < α(x)|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ A(x)|ξ|2

para todo ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ RN \ 0. Se A/α é limitado em Ω dizemos que L é uniforme-

mente elíptico em Ω.

Teorema E.10 (Princípio do Máximo Forte de Hopf) Sejam L uniformemente
elíptico, c = 0 e Lu ≥ 0 (≤ 0) num domínio Ω (não necessariamente limitado). Então
se u atinge seu máximo (mínimo) no interior de Ω, u é uma constante. Se c ≤ 0 e c/α
é limitado, então u não pode atingir um máximo não negativo (mínimo não positivo)
no interior de Ω a menos que seja constante.

Teorema E.11 (Teorema de Brézis-Kato) Sejam Ω um domínio no RN e g : Ω×
RN uma função de Carathéodory tal que para quase todo x ∈ Ω vale

|g(x, u)| ≤ a(x)(1 + |u|)

onde a ∈ LN/2
loc (Ω). Seja também u ∈ H1

loc(Ω) uma solução fraca de

−∆u = g(., u) em Ω.

Então u ∈ Lp
loc(Ω) para qualquer p < ∞. Se u ∈ H1

o (Ω), e a ∈ LN/2(Ω), então
u ∈ Lp(Ω) para qualquer p <∞.

Teorema E.12 Seja u(x) uma solução de classe C2 positiva de

−∆u+m2u = g(u) em RN , N ≥ 2, m > 0

com u(x) → 0 quando |x| → ∞ e g contínua, g(u) = O(uα), α > 1 próximo de u = 0.
Sob o intervalo 0 ≤ s ≤ uo = maxu(x), assuma que

g(s) = g1(s) + g2(s)

com g2 não decrescente e g1 ∈ C1 satisfazendo, para algum C > 0, p > 1,

|g1(u)− g2(v)| ≤ C|u− v|/|log min(u, v)|p, 0 ≤ u, v ≤ uo.

Então u(x) é esfericamente simétrica sobre algum ponto do RN e ur < 0 para r > 0,
onde r é a cordenada radial sobre tal ponto. Além disso

lim
r→∞

r(N−1)/2eru(r) = γ > 0.
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