Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes positivas para a seguinte classe

de problemas
—Au+ A= Q(z)|ulP"?u em 9,

onde 2 éum dominio nao limitado do RY. Usando métodos variacionais e argumentos
desenvolvidos por P. L. Lions [14], Strauss [16], Willem [18] e Benci & Cerami [4],

mostramos a existéncia de solucoes positivas quando 2 = R ou 2 um dominio exterior.



Abstract

In this work, we are studying the existence of positive solutions for the following

class of problem:
—Au+ A= Q(z)|ulP"?u em 9,

where € is a unbounded domain in R”Y. Using variational methods and arguments
developed by P. L. Lions [14], Strauss [16], Willem [18] and Benci & Cerami [4], let us

show the existence of positive solutions when Q = RY and  is an exterior domain.
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Introducao

Na busca de solugoes para as equagoes diferenciais parciais elipticas, algumas
vezes, aparecem dificuldades naturais dependendo do dominio onde estamos
trabalhando. Um dos problemas, que esta diretamente relacionado ao dominio, é o fato
deste nao ser limitado, como exemplo disto temos o RY. Observemos que a invariancia
do R¥Y por translacdes nos mostra que nao valem as imersdes compactas de Sobolev
neste dominio, e em geral, estas imersoes nao valem para um dominio nao limitado
qualquer.

Neste trabalho estamos interessados nao apenas com a E.D.P. em si, mas com
a parte geométrica do problema que ¢ o dominio. Para isto vamos usar alguns resul-
tados ja bem conhecidos na area de equacoes diferenciais parciais elipticas, que estao
relacionados com a falta de compacidade para seqiiéncias minimizantes.

Vamos ao longo deste trabalho considerar problemas nao lineares do tipo
(P)) —Au+ u=Q(x)|ulf?u, Q com ue H(Q)

onde Q C RY & um dominio nao limitado do RN, N >3, A € Rt e2 < p < 2* =

2N
N _ 9 Sabe-se que encontrar solugdes para o problema (P;) equivale a encontrar

pontos criticos do funcional energia f : H}(2) — RY definido por

f(u) :%/Q(Wuyuxyu\?) d:z:—z—lj/QQ(x)Mpdx.

No Capitulo 1 estudamos o Teorema do Passo da Montanha, que sera uma fer-
ramenta de grande importancia no decorrer da dissertacao, sobretudo no estudo que
desenvolvemos no Capitulo 2. Pois, quando um funcional satisfaz as hipoteses deste

Teorema, damos um passo importante na busca por um ponto critico nao trivial para



este funcional, e portanto, a solugao do problema eliptico ao qual ele esté associado.

No Capitulo 2 mostramos a existéncia da solugao para o problema (P;) con-
siderando © = R . Para tal, trabalhamos com o grupo das funcoes que sdo invariantes
por rotagoes no RV, ou seja, as fungdes que pertencem a H'(RY) e sao radialmente

simétricas em RY que ¢ definido como sendo o seguinte conjunto
Hy oy (RY) = {u € H'RY) : gu=u, Vg€ O(N)},

onde O(N) ¢ o grupo das rotacoes no RY. Neste capitulo, mostramos que vale a

imersao compacta
Hé(N) — LP(RY), para2 <p < 2*

que é um ponto importante no nosso estudo.

Depois destes fatos, voltamos ao problema (P;) e utilizando alguns resultados
como o Teorema do Passo da Montanha, Principios de Méaximo e da Criticalidade
Simétrica é possivel mostrar que existe a solugao positiva para o problema (P;) no RY.
Vale mencionar, também, que neste momento estaremos considerando a funcao ) = 1.
Além do mais, esta solugdo ¢ radialmente simétrica e de classe C*(RY).

Logo em seguida, definimos a seguinte constante

M,\:inf{HuHéN :u € HY(RN) com \u|pd;1::1},
RN
a qual mostramos que é atingida. Utilizando este fato, estudamos a existéncia de

solugao positiva do problema
(Py) — Au+ M= Q(z)|ulP2u, RN com u e HY(RY)
onde N >3, AeRte2<p<2e@ e C(RY) satisfazendo

1= lim Q(z) = inf Q(x).

|x|—o0 z€RN
A partir dai, considerando (u")(x) = max {u(z),0} e o funcional I : H}(RY) — R
definido por

I(u) = %/RN (|Vul® + AJul?) dz — ]%/RN Q(x)(u)Pdx

mostramos que qualquer seqiiéncia {u,} € H'(R"Y) tal que



1 1 o '
sup I (u,) < (— — —) M2 eI (u,) — 0, quando n — o0,

n
contém uma subseqiiéncia convergente; esta propriedade juntamente com o Teorema
do Passo da Montanha implica a existéncia de uma solucao positiva para o problema
(Pr).

Os resultados dos dois primeiros capitulos estao contidos nos trabalhos de P. L.

Lions [14], Strauss [16] e Ding & Ni [7].

No Capitulo 3 voltamos a trabalhar na procura de uma solucao positiva para o
problema (P;) onde consideraremos ) = 1, no entanto, {2 agora é um dominio exterior.
Nestas condi¢oes mostramos que o problema (P;) nao tem ground state solution em

H!(Q), ou seja, nao existe u € H!(Q) tal que
lul[* =My e Jul, =1,

onde ||.]| e |.|, s2o normas definidas em H, () e LP(2), respectivamente. Entao, na
busca por uma solugao positiva para (P;), recorremos a um Lema de Compacidade que
é fundamental uma vez que para este tipo de dominio nao valem as imersoes compactas
de Rellich. A partir deste Lema mostramos que, sob certas condi¢oes, o funcional [
associado ao problema (P;) satisfaz a condi¢ao Palais-Smale. Isto significa que dada
uma seqiiéncia {u,} em H}(Q2), podemos extrair uma subseqiiéncia convergente.
Resultados como deste lema somam-se a outros como o da Simetrizacao de
Schwarz, o estudo feito por Guidas, Ni & Nirenberg sobre solugoes positivas simétricas
para Equacoes Elipticas no RY, as propriedades bésicas do grau topolégico de Brouwer
e uma versao do Lema de Deformacao para mostrar que vale o seguinte teorema
Teorema A: Considere N > 3,2 < p < 2* e considere z, € RY \ Q. Entdo para todo

A existe um p = p(\) tal que se
RY\Q C By(z,) ={z eRY: |z —1,| <p},
o problema (P;) tem pelo menos uma solugao positiva.
Além disso, fazendo mudanca de variaveis mostramos que do Teorema A segue-se

o Teorema B.

Teorema B: Assuma que valem as hipoteses do Teorema A para N e p. Entao existe
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Ao = Ao(£2) tal que para cada A € (0, \,) o problema (P;), tem pelo menos uma solugao

positiva.

Este capitulo tem como principal referéncia o artigo de Benci & Cerami [4], além
de outras referéncias que sao de grande utilidade para esta parte do trabalho como

Alves [1], Gidas, Ni & Nirenberg [9] e Kavian [11].

No Apéndice A colocamos a defini¢ao de funcional diferenciavel, mostrando que
os funcionais utilizados na dissertacao sao diferencidveis. Numa segunda parte deste
apéndice mostramos alguns resultados sobre os Espagos de Sobolev, sobretudo no que

diz respeito as imersodes continuas e compactas nos Espagos LP.

No Apéndice B mencionamos como podemos encontrar solugoes radialmente
simétricas para problemas elipticos, a partir de um método denominado Simetrizagao
de Schwarz. Em seguida, aplicamos este para mostrar que o problema (P;) tem solugao

simétrica em RY.

No Apéndice C verificamos alguns resultados de convergéncia devido Brézis e
Lieb. Resultados estes que sao bastante utilizados ao longo de todo estudo. O tltimo
lema mostrado neste apéndice é uma versao devido Alves, e que foi colocado a

demonstracao apenas para um caso particular.

No Apéndice D, temos os principais resultados da Teoria do Grau de Brouwer

que sao utilizados na dissertacao.

Finalmente, no Apéndice E enuciamos os principais resultados utilizados du-
rante o nosso estudo. Estes sdo resultados utilizados em varias areas como: Anélise

Funcional, Teoria da Medida e Integracao e E.D.P..



Capitulo 1

Teorema do Passo da Montanha

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar um dos teoremas mais importantes
para encontrar solucao de certas equagoes elipticas, que é o Teorema do Passo da

Montanha.

1.1 Lema de deformacao

Nesta secao vamos provar um lema que é fundamental na demonstracao do Teo-

rema do Passo da Montanha. No que segue utilizaremos a seguinte notagao
I{={ue H: I(u) <d}.
Lema 1.1 Sejam H um espago de Hilbert, I € C*(H,R), c€ R e e > 0. Assuma que
11" (w)|| > 2¢, Yu € I7Y([c — 2¢, ¢ + 2€]).

Entao existe n € C(H, H) tal que
(i) n(u) = u, Yu & I7'([c — 2¢, ¢ + 2¢]);
(ii) n(Iete) C I¢¢.

Demonstragao: Considere os conjuntos:

A=T"Yc—2¢c+ 2€]),
B=I1"'c—¢€c+¢€])

e a funcao V¥ definida por

dist(u, H\ A)

U (u) = dist(u, H \ A) + dist(u, B)’
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Observemos que B C A, pois se u € B por defini¢ao
c—e<I(u)<c+e
logo
c—2e<c—e<I(u)<ct+e<c+2

implicando que u € A, e portanto B C A.
Note que, se u € B, entao dist(u, B) = 0 e assim

dist(u, H\ A)
O )

pois dist(u, H\ A) > 0.
Agora, se u € H \ A, entdo dist(u, H\ A) =0 e sendo dist(u, B) > 0 temos que

0

S ——)
0+ dist(u, B)

Afirmagao 1: A funcgao V é localmente Lipschitz continua.
Por definicao observa-se que W é continua, e portanto demonstraremos apenas que tal

funcao é localmente Lipschitziana. Para simplificar os calculos considere as notagoes:
fi(u) = dist(u, H\ A) e fo(u) = dist(u, B),

e assim temos que

Wi — fl(u) B fl(v)
\I/('LL) \Ij( ) fl(u) + fQ(U) fl(’U) + f2(v)’
de onde segue
vl — 1 0) = [i(0) fo(w)
L0 =) = T W) + )]

Agora, podemos completar a expressao anterior, obtendo

fiw) fa(v) = f1(0) fa(v) + f1(0) fa(v) = fi(v) fo(u)
[f1(u) + fa(w)][f1(v) + fa(v)]

U(u) —¥(v) =

fW)fi(w) = L] + fi(v)[fa(v) = fo(u)]
[f1(u) + fa(w)][f1(v) + fa(v)] '

Desde que f; e fy sao fungoes Lipschitzianas, entao

W) — ()| < 2Ol Al =l [lu=o]

[f1(w) + fo()][/1(v) + fo(0)]  fi(u) + fa(u)
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Dado w € H, temos que fi1(w) + fo(w) > 0, temos que existem uma vizinhanga W de

w e um a > 0 tais que
[@) + fo(@W) > a>0, YwoeW.
Dali,
1
V() =¥ )] < ~[lu—vl], Vu,veW.
a
Provando com isto a afirmacao 1.

Consideremos agora o seguinte campo vetorial em H definido por
—U(u L(“), seu € A;
o(u) = ( )IIVI(u)HQ
0, seue H\ A.

Afirmagao 2: O campo vetorial ¢ é localmente Lipschitz continua.
Desde que I € C%(H,R), entdo I' (u) é um funcional linear continuo em H (ver Apéndice

A) que é um espago de Hilbert, dai pelo Teorema da Representagao de Riesz
I'(u).h = (VI(u),h), Vhe H e |[|VI()||=||I (W)l
Note que se u € H \ A, entao ¢(u) = 0 implicando que

1
el =0 < o

Por outro lado, se u € A, entao

w1
el = Te7eaT < 30

pois [U(u)| < 1e||VI(u)|| > 2, para todo u € A.

E assim,

1
l[o(u)]] < 5 bara todo u € H.

Note que, na demonstracao da Afimagao 1, encontramos uma vizinhanga W na qual a
funcao ¥ ¢é localmente Lipschitz continua. No que segue u e v pertencem a W.

Supondo u, v € H \ A, temos

[lp(u) = ()] = 0 < [fu—wvl].

Por outro lado, sendo u € A e v € H \ A entao
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VI(u
o) = (01| = ||~ @) |
e desde que ¥(v) = 0, decorre que
[ = || ) e+ ) T | < o~ W) + )
Usando o fato de que ¥ ¢é localmente Lipschitziana, segue-se
lp(u) — @)l] < 5l — o]
u) — (v —||u — vl|.
7 7 — 2ae
Considerando u, v € A, por definicao temos
VI(v)
[lsp(w) H_ ||VI(u)H2 + V() wrE |-
Observe que podemos fazer o seguinte acréscimo
_ _VI(u) I(v) VI(v) VI(v)
o) = ()l = H Wsrr + Y e — Y@ e + YO e
de onde segue que
VI(v VI(v
lo(w) = p@)ll = < W) |5 — e + e | 1w - w)
VI(v) 1
= anuu 7~ e el — ().
Usando desigualdade triangular, obtemos

VI(u)  VI(v)
IVI()>  [VI(v ||2

H Viw _ VIw . VIiW VI
IV H"’ IVI(I?2 " (IVIWIZ  [[VI()]]?

VI(u) VI(v)
T H IOHE ~ TOTORT

VI(uw) — VI(u)
<H\| S~ T

implicando em

i) IV 1P|V ()]
HH e~ e | < IVl e | I|W( i IV = vl
L meeomiwe ) o LGy - v
= 863 | VIEIVIIE | T g2 1V A §

Além disso, notemos que, sendo I € C?(H,R), pelo Teorema do Valor Médio

HHVIU VI(v) Scl-HU_UH-

VI@IP? VI[P

Desde que V¥ é localmente Lipschitziana, entao

1
le(u) = eIl < erllu = vl + 5 —lu = v]| = caffu = o[-
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Deste modo
llp(u) — ()| < eoflu =[] Vu, veW,

mostrando a Afirmacao 2.
1

Sendo ¢ localmente Lipschitz continua em H e ||p(u)|] < 2 em H, entao para cada
€

u € H o problema de Cauchy
{ _U(ta U) = SD(0-<t7 U))
o(0,u) =wu

tem uma solugdo tnica o(.,u) em R. Mais ainda, o é continua em R x H. Entao a
aplicacao n definida em H por n(u) = o(2¢,u) é continua em H.
Prova de (i):

Para cada u € H \ A, considere
o(t,u) =u, Vt € R.
Entao,

d
%a(t,u) =0

p(o(t,u)) = p(u) = 0.
Mostrando que o satisfaz o problema de Cauchy em H \ A. Em particular,
n(u) = 0(2¢,u) = u para todo u € H \ A,

provando (i).
Prova de (ii):
Pela Regra da Cadeia e pelo Teorema da Representacao de Riesz, obtemos

d

, d d
Zl(o(t ) = I'(o(t,w).—o(tu) = <V](a(t, w)), Ea(t,u)>,

pelo problema de Cauchy, entao

%](U(t,u)) = (VI(o(t,u)), p(o(t, u))).

Desta forma, se o(t,u) € H \ A, temos
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d
El(a(t,u)) = (VI(o(t,u)),0) = 0.

Por outro lado, se o(t,u) € A, decorre que

4 o(t,u)) = o(t,u)), —¥(o(t,u Vi(o(t,u) = —VU(o(t,u
1ot = (T1tott. ), ~¥(o () THA ) — —w(ote.u)

d
Desde que ¥(o(t,u)) > 0, entao El(g(t,U)) < 0. Implicando que I(o(.,u)) é nao

crescente.
Para u € I¢"¢, devemos mostrar que
I(n(u)) < c—e
ou seja,
I(o(2¢,u)) < c—e.

Observemos que se existir ¢, € [0, 2¢] tal que I(o(t,,u)) < c—¢, e sendo I(o(.,u)) ndo

crescente temos que
I(o(2¢,u)) < I(o(ty,u)) < c—e

satisfazendo (ii).

Se, por outro lado
o(t,u) € I"Y[c—e,c+¢]), Vte|0,2e,
pelo Teorema Fundamental do Calculo temos que

/0 6 %I(a(t, w))dt = I(0(2¢,u)) — I(c(0,u)) = I(0(2¢,u)) — I(u),

obtendo

[(0(2¢,u)) = I(u) + /0 €%I(a(t,u))dt:[(u)— /0 W0t u))dt.

Note que sendo u € I°7 entao I(u) < ¢+ e. Além disso, o(t,u) € I ([c — €,¢ + €]),

para todo t € [0, 2¢], logo por definigdo V(o (t,u)) = 1. Com estes fatos concluimos que
2e
I(0(2€¢,u)) §c—|—€—/ dt =c+e—2e=c—e.
0
Portanto (ii) é satisfeito. Mostrando que n (1¢7¢) C I¢“.

Concluindo a demonstracao deste Lema.
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1.2 Teorema do passo da montanha

Nesta secao vamos demonstrar o Teorema do Passo da Montanha sem a condicao

Palais-Smale devido a Willem [18].

Teorema 1.1 Sejam H um espago de Hilbert, I € C*(H,R), r >0 ev e H
satisfazendo

llv|]| >r e b= inf I(u)>I(0)> I(v).

|ull=r

[

Entao, para cada € € (0,5), existe w € H tal que

(1) c —2¢ < I(u) < ¢+ 2¢
(ii) |1 (w)]] < 2;

onde

= inf max I(~(t
¢ = Inf max (v(¢))

I'={yeC([0,1}, H) : 7(0) = 0 e (1) = v}.
Demonstragao: Pela definicao de b temos que
b<I(u), Yu € H, tal que ||ul| = r.
Por outro lado

max I(v(t)) = I(~(t)), vt € [0,1],

agora considere a seguinte funcao
f: 0,1 —R
t = () =[O ®)]]-
Note que f(0) = [[I(v(0)|| = [[0][ = 0-e f(1) = [[{(v(1)]| = [[v|| > r, daf pelo Teorema

do Valor Intermediario temos que existe ¢, € [0, 1] tal que

f(to) = [H(v(to)l] = r-
Logo, existe u, = (t,) € H, tal que ||u,|| = r. Assim, b < I(u,) e

I{uo) = I(7(to)) < max I((1))
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implicando que

Sendo v € I' arbitrario, temos que

<c< .
b< c< max I(v(1))

Suponha que o teorema nao seja satisfeito para algum € € (0, §). Podemos assumir

que
c—2e>1(0) > I(v). (1.1)
Desde que ¢ = inf max I((t)), entdo existe 7 € I" tal que
~vel' t€]0,1]
c—2¢e<c<max I(F(t)) <c+e<c+ 2e (1.2)

T tel0,1]

Assim, temos que assumindo as hipéteses do teorema, para cada € € (0, §) existe

u € H tal que

c—2e < I(u) <cH+ 2e.

C

Isto nos levar a concluir que se o teorema nao vale para algum € € (0, ), entdo &

porque
1T (w)|| > 2¢, Yu € I ([c— 2¢, ¢+ 2¢]).
Logo, pelo Lema de Deformagao existe n € C(H, H) tal que

n(u) =u, Yu ¢ I ([c— 2, c+ 2¢])

(1) C I,

Consideremos 3 = n o7, dai

pois 7 € I". Observamos que (1.1) implica em obtermos

0¢ I ([c— 2, c+ 2€)
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de onde segue que n(0) = 0, ou seja, 3(0) = 0.

De modo anéalogo

e por (1.1), segue-se que
v & I ([c— 26, ¢+ 2¢]),

logo n(v) = v. Implicando que G(1) = v.
Além disso € C([1,0], H), pois 7 € C([1,0], H) e n € C(H, H), mostrando assim

que 8 € I'. Segue-se entao que

De (1.2), segue-se que

~(t) € Iete, Ve [0,1]

logo,
pt) =n(3(t)) € I°7, Vt € [0,1].
Portanto
I(3(t) < c— €, Vt € [0,1],
ou seja,

o que é um absurdo, pois contradiz a defini¢ao de c.
Concluindo com isto que dado € € (0, %), existe u € I~'([c — 2¢, ¢ + 2¢]) verificando

|I'(u)|] < 2¢. Provando o Teorema.
U

Para que o valor ¢ encontrado pelo Teorema do Passo da Montanha seja um valor

critico de I é necessario uma condi¢ao de compacidade, que é a seguinte:

Definigao 1.1 Sejam H um espago de Banach, I € C'(H,R) e c € R. O funcional T
satisfaz a condi¢ao (PS). (Palais-Smale no nivel ¢) se qualquer seqiéncia {u,} C H
tal que
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I(up) — c el (u,) — 0
tem uma subseqiiéncia convergente.

Teorema 1.2 Sob as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha, se I satisfaz a
condi¢ao (PS)., entao ¢ é um valor critico de I.

Demonstragao: O Teorema do Passo da Montanha implica na existéncia de uma

seqiiéncia {u,} C H que satisfaz
I(u,) —c e I'(u,) — 0.

Por outro lado, como I satisfaz a condigao (PS),, entao {u,} tem uma subseqiiéncia

convergente, ou seja, existe u € H tal que
I(u)=c e I'(u)=0.

Mostrando que ¢ é um valor critico de 1.



Capitulo 2

Existéncia de Solucao em RN

Neste capitulo vamos estudar a existéncia de solugao para problemas do tipo

) { —Au+ X u = Q(z)|ulP?u, RN7
v € HY(RY)

onde N >3e2<p<2".

No que segue denotaremos por

1/2
||u||gy = (/ (|Vu|2 + )\u2) dx)
RN

1/p
ey = ([ fupae)
RN

as normas em H!'(RY) e LP(RY), respectivamente.

O nosso maior problema, neste capitulo, é o fato de nao termos imersoes com-
pactas do espaco de Sobolev H(R™Y) no espaco LP(RY). Sendo assim, vamos considerar
um subespaco de H'(R") de modo que, para este, vamos conseguir uma imersao com-
pacta em LP(RY). Portanto, podemos usar este fato para mostrarmos que existe uma
solugao para o referido problema para o caso () = 1. Vamos estudar, a partir de agora,

alguns resultados necessérios para verificarmos tal imersao compacta.

2.1 Simetria e compacidade

Nesta secao vamos estudar um resultado de imersao compacta para fungoes que

possuem uma propriedade de simetria, e este resultado serd fundamental para mostrar-
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mos a existéncia de uma solugdo para o problema (P;). Comegaremos a trilhar este

caminho demonstrando o seguinte lema devido a P. L. Lions [14]

Lema 2.1 Sejar >0 e2 < q<2*. Se{u,} € uma seqiiéncia limitada em H*'(RY) e
se

sup / |up|?dz — 0, quando n — 400,
yeRN J B, (y)

entio u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.

Demonstragao: Consideremos o caso N > 3. Sejam ¢ < s < 2* e u € HY(RY).

Pelas imersoes de Sobolev (ver Apéndice A)
HY(RM) — LP(RY), 2<p<2* para N >3

entdo temos que u € LI(RY) com 2 < g < 2* e u € L* (RY).

—q 9

5 q .—, e desde que ¢ < s < 2* entao 0 > 0.

Além disso, 2*q > sq, implicando que 2*s — 2*q < 2*s — sq. Mostrando com isto que

Considere 8§ =

0 < 1. Logo,
0<6<1.

Temos ainda que

_ g 9* 9% _
I A Colt) [}
2*—qs  (2r—q)s

Com isto, temos o seguinte

1—-6 40 2" — s s—q 1
¢ 2 (2=q)s (2*—qs s
Assim, pela Desigualdade de Interpolagao (ver Apéndice D), obtemos que

ue L(B,(y)) e

1-6
[l o8, < Ul La(B, )10 (5,00

Novamente usando as Imersoes de Sobolev, temos que existe ¢; > 0 tal que
|u|L2*(BT(y)) < 01||U||H1(Br(y))'

Assim,

[ules . < lulials, o el s, ) (2.1)

ou seja,
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Agora, cobrindo o RY por bolas de raio r, de tal modo que cada ponto do R¥ esteja

contido no maximo em N + 1 bolas, temos

/ lu|*dz < Z/ lu|*dz = hm Z/ lu|®dz.
r yn

'ryn

Por (2.1) segue-se a estimativa

(1-0)s s
/ luf*dz < hmzc ey el B2 5, )

e escolhendo 0s = 2

/ lu|*dx < ] sup (/ ]u\%i:c)
RN yERN r(y)

Além disso, utilizando a cobertura do R mencionada anteriormente obtemos

k
Z/ (|Vul* + \u?)dz = Z/ X B, gy (VU + Au?)d
r(yn) n=1 v RN

(1-6)s

r yn

k

— /RN (Z XBT(yn)) (|Vul* + Au?)dz

n=1

< (N + 1)/ (IVul® + Au?)dz,
RN

logo

(1-6)s

/ lul|*dz < (N + 1)c? sup (/ |u|qdm) ' / (|Vul* + Au?)dz.
RN ()

yERN RN
Desde que {u,} é uma seqiiéncia limitada em H'(RY) e por hipotese
sup / |up|?dr — 0, quando n — 400,
yERN ()

concluimos que

u, — 0 em L*(RY).

hm Z/ (|Vul* + Au?)dz.

(2.2)

Considerando 2 < p < 2*, vamos considerar s de tal modo que p < s < 2* e que (2.2)

ocorre.

Usando o fato de que H'(R") est4 imerso continuamente em L?(RY) e em L*(RY),

entdo u € L*(RY) N L*(RY).

p—2 s
—, mostra-se que

Considerando p =
5—2°
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1 1-
O<pu<l e _:_M_I_l_l.
P 2 S

Assim, aplicando novamente Desigualdade de Interpolacao e a imersao continua de

H'(RY) em L?(RY) temos que

_ 1—
|U|LP(RN) S ’u‘}/QgRN)‘u lLts(RN) S CQHuHHl%RN)-’u Z*“(RN)'

Sendo {u,} limitada em H*(RY) e u,, — 0 em L*(R"Y), obtemos
u, — 0 em LP(RY), para 2 < p < 2*.
Concluindo a demonstracao do Lema.

O

No que segue denotaremos por O(N) o grupo das rotagdes no RY. O nosso

objetivo agora ¢ usar a idéia de simetria para obter uma condi¢ao de compacidade.
Definigao 2.1 Seja G um subgrupo de O(N), y € RN er > 0. Definimos

m(y,r,G) =sup{n € N: 3g1,92, ..., € G: j# k= B,(g9;59) N B.(9xy) = ¢}.

Um subconjunto Q de RY € invariante se g = Q para cada g € G.
Um subconjunto invariante Q de RN é compativel com G se, para algum r > 0,

lim  m(y,r,G) = cc.
ly|—o0

dist(y,Q)<r

Definigao 2.2 Seja G um subgrupo de O(N) e seja 0 um subconjunto aberto do RY.
A agio de G sobre HX(Q) € definido por

gu(x) = u(g~'z). (2.3)
O subespago das fungoes invariantes é definido por
H)o(Q) ={ue H)(Q): gu=u, VgeG}.
A partir das defini¢oes vistas podemos verificar o seguinte resultado de imersao
compacta:
Teorema 2.1 Se () é compativel com G, as sequintes imersoes sao compactas:

H) () — LP(Q), para 2 < p < 2*.

Demonstracao: Assumindo que u,, — 0 em H, jG(Q) Denotando por m o ntimero

m(y,r, @), observemos que para cada n € N
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Z/ ( )|Un|2d$ = /Um B.(gs0) |up|?da < /RN |u, |*dx < sup|un|%2(RN).
j=1 r(9;Y j=1Dr 95y n

Logo se z € B,(g;y), fazendo mudanca de variaveis obtemos que existe z € B,(y) tal
que z é da forma z = gj_lzv, ou seja, T = g;z.

Sendo assim, pela mudanga de variaveis

/ () Pl = / () Pl = / (g2 7] det gz
(Br(g5v)) 95(Br(y)) Br(y)

Por (2.3), segue-se
| wgaPidetglds = [ g un(2)Pd:
Br(y) Br(y)
e sendo {u,} C H;} 4(Q), obtemos

/ 197 un(2) Pz = / ().
Br(y) BT(y)

Assim,

/ |un($)|2dx = / |un(z)|2dz.
(Br(95v)) Br(y)

Logo, concluimos que

Z/ ’unde:Z/ ‘un‘de:m/ ’unPdm,
j=1 r(gjy) j=1 r(y) By (y)

donde segue

m/ lu, [*dz < sup |Un|%2(RN),
Br(y) n

ou seja, para cadan € N

sup |uﬂ’%2(]RN)
/ |u, |*de <
Br(y) m

Sendo {2 compativel com G, temos que para algum r > 0

lim  m(y,r, G) = oo.
lyl—oc0

dist(y,Q)<r
Entao dado € > 0, existe R > 0 tal que para |y| > R > 0 temos que
2 2
m 2 —SUp [un [y

Dai, para cada n € N ocorre que sendo |y| > R



25

Sup ‘un‘%Q(RN) ¢
/ ‘un‘zdx S 9 = - =
Br(y) 2

. Slip ’un|%2(RN)

e portanto

sup / |u, [P dx < S WneN (2.4)
Br(y) 2

lyI>R

Temos pelo Teorema de Rellich (ver Apéndice A) que a seguinte imersao é compacta
H, (Br++(0)) = L*(Br4r(0)),
desde que u, — 0 em H} ()
/ |u, |*dx — 0, quando n — oo.
Br+r(0)
Note que se = € B,(y), entao
2] =le—y+yl <|lz—yl+lyl <r+R,
e assim x € Bgy,(0). Implicando que B,.(y) C Bg..(0), para |y| < R.
sup / lu, [Pdz < / lu,|*dz — 0, quando n — oo,
Br(y) BR+T(0)

ly|<R

ou seja, para n suficientemente grande temos que

€
sup / [u, [Pdr < . (2.5)
i<k JB.() 2
De (2.4) e (2.5), concluimos que para n suficientemente grande
€ €
sup / |u, |*dz < sup / |un|?dz + sup / lup|?de < =+ = =€
yer JB,(y) W<k JB. () >R JB, () 22
Portanto, fazendo € tender a zero, chegamos a conclusao que
sup / lu,|*dz — 0, quando n — co. (2.6)
yeRN J By (y)

Aplicando o Lema 2.1, segue de (2.6) que
u, — 0 em LP(Q), para 2 < p < 2*.
Mostrando que ocorre a imersao compacta

H} o(Q) — LP(Q), para 2 < p < 2*.
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k
Corolario 2.1 Sejam N; > 2, j=1,2,..k, ZNj =N e

G = O(Ny) x O(Ny) X ... x O(Ny).
Entao as sequintes imersoes sao compactas

HL(RYN) — LP(RYN), para 2 < p < 2*.

Demonstragao: Qualquer que seja g € G temos que gRY = R¥ portanto o RV &

invariante, e mais ainda
dist(y,RY) =0, Vy € RV,
Logo existe r > 0 tal que

lim  m(y,r,G) =0
ly|—o0

dist(y,RN)<r
mostrando que o RY ¢ compativel com G. Segue do Teorema 2.1 que as seguintes

imersoes sao compactas:

HL(RYN) — LP(RY), para 2 < p < 2.

Corolario 2.2 Seja N > 2. Entao as sequintes imersoes sao compactas:

Hé(N)(]RN) — LP(RY), para 2 < p < 2*.

Demonstracao: Considere G = O(N) no corolario 2.1 e assim obtermos que, de

fato, as seguintes imersoes sao compactas:

Hé(N)(]RN) — LP(RY), para 2 < p < 2*.
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2.2 O caso simétrico

Nesta secao estudamos a existéncia de solucao para o problema

—Au+du = |ulP7?u, RY
(Fo)
u € HYRY),
onde N >3e2<p<?2%.
Comegamos o nosso estudo, entendendo o que significa a agao de um grupo
topologico sobre um espago normado, que sera de grande utilidade na busca de solucao
de tal problema.

Definicao 2.3 A ag¢ao de um grupo toplégico G sobre um espaco normado H € uma
aplicagao continua

GxH — H

(9,u) — gu
tal que

lu = u

(gh)yu = g(hu)

u +—  gu € linear.

A acao € isométrica se
lgul| = I[ul.
O espago de pontos invariantes € definido por
Fiz(G)={ue H: gu=u, Vg € G}

que € um subespaco fechado em H.

Um conjunto A C H ¢é invariante se gA = A para cada g € G.

Uma funcao I : H — R € invariante se [ o g = I para cada g € G.

Uma aplicagao f: H — H € equivariante se go f = f o g para cada g € G.

Teorema 2.2 (Principio da criticalidade simétrica) Assuma que a a¢ao do grupo
topoldgico G sobre um espago de Hilbert H € isométrico. Se I € C'(H,R) é invariante
e seu € um ponto critico de I restrito a Fix(G), entdo u é um ponto critico de I.

Demonstracao: Desde que [ é invariante

/ I t -7 I -1 t -1 -1
I'(gu).v = lim lguttv) = I{gw) _\, Tog  (gutitv)=Tog (gu)

t—0 t t—0 t

Sendo a aplicagao u — gu ¢é linear, segue-se
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Tog ' (gu+tv) —Tog ' (gu) I(u+tg~ ) — I(u) /

' L _ -1
i t B L L
ou seja,
I'(gu)v =TI (u).g" 0. (2.7)

Afirmacao 1: A aplicacao VI é equivariante.

Sendo a agao topoldgica isométrica, tem-se a igualdade
(VI(gu),v) = (VI(u),g~v) = (g¥I(u),v). 2.8)
De fato, fazendo uso do Teorema da Representagao de Riesz e de (2.7) obtemos
(VI(gu),v) =I'(gu)v =I(u).g" v = (VI(u),g "v).

Além disso,

IVI(u) + g~ "[F = (VI(u) + g0, VI(u) + g~"v)
= [IVI(w)|]* +2(VI(u),g7"v) +|lg~ 0]

gV I(u) +v|*> = {(gVI(u) +v,gVI(u)+v)
= [gVI(W)[|* +2(gVI(u),v) + [|v]*.

Mas sendo a agao topoldgica isométrica

IVI(u) + g7 0[] = [lg(VI(u) + g~ 0)|| = [lgVI (u) + ]|,
IVI(W)[| = [lgVI(u)|

g~ vl = [Jv]]-
Donde concluimos que
(VI(u), g7 v) = (gVI(u),v),
mostrando que vale (2.8), e portanto VI é equivariante, ou seja,

gVI(u) = VI(gu), para cada g € G.
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Afirmagao 2: v € um ponto critico de I.
Assumindo que u é um ponto critico de I restrito a Fiz(G) temos que u € Fix(G),

implicando que gu = u para cada g € G. Sendo assim,
gVI(u) = VI(u), para cada g € G,

mostrando que VI(u) € Fiz(G).

Uma vez que u é um ponto critico de I restrito a Fiz(G), entao
I'(u).v =0, Vv € Fiz(G)
ou seja,
(VI(u),v) =0, Vv € Fiz(G)
implicando que VI(u) € Fiz(G)*. Portanto,
VI(u) € Fiz(G) N Fiz(G)*+ = {0}
provando que u é ponto critico de I.

O

Teorema 2.3 Se N > 3 e 2 < p < 2%, existe uma solu¢ao cldssica, radialmente
simétrica e positiva de

(Ry) —Au+du = |ulP7u, RY
0 u e HYRN)
Demonstragao: Aplicaremos aqui o Teorema do Passo da Montanha ao seguinte

funcional
I: H — R

u — I(u) = %/RN(|VU\2 + \u?)dx — %/RN(uﬂpdx

onde (u™)(z) = maz {u(z),0} e nesta demonstracao denotaremos por H o espago
H (1)( N) (RY) para simplificar as notagoes.
Note que H é um espaco de Hilbert e que I € C%(H,R) (ver Apéndice A).

Desde que u™ < |u|, temos

/IRN(u+)pdx < /RN |ulPdz = |ul}, g,
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logo,

1 1
I(u) = 5”““%@ - Z;|U|Z£p(RN)'

Uma vez que a imersdo de H em LP(RY) é continua, para 2 < p < 2* e N > 3, existe

c1 > 0 tal que
u| @y < erllul|@yy, Yue H

donde segue

1 a

1) 2 Glul o = 2l

Sendo p > 2, existe r > 0 de modo que

1
r?= >0, Vue H com [[ul[py = 1.

Temos que 1(0) = 0. E mais ainda, fixando w € H com w > 0, entdo wt = w, e assim
para t > 0 tem-se

tp
I(tw) = Gllwldy = = lwlfyn,

Desde que p > 2 e w esté fixado, entao existe ¢, € R (basta considera-lo

suficientemente grande) tal que considerando v = t,w temos que:

ollar = ltowller = tol ] > 7
(&4
2o,
() = Zllwlity — 2wl <0

E portanto, existe v € H tal que
inf  I(u) >0=1(0)> I(v).

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha, temos que existe uma seqiiéncia

{u,} C H que satisfaz
I(u,) —c e I'(uy) — 0em H
onde

— inf I(~(t
¢ = Inf max (v(1))



F={yeC(0,1,H): v(0)=0e~(1) =v}.

Afirmacgao 1: A seqiiéncia {u,} é limitada em H.

Uma vez que

1 1
I(u,) = 5 /}RN(]VUTLF + )\Ui)d([ — 1—)/RN(u,f)pd:v

I (uy).v :/ (Vu, Vv + Au,v)de —/ (uH)Pvdz,
RN R

N

obtemos

1, 1 1
O e L

Por outro lado,

I(uy,) — %I' (Un)-unp,

1, .
< M (un)| + ];Hf ()| g [t [ v
Desde que
I(u,) — ¢,

temos que existe co > 0 tal que

Do mesmo modo, uma vez que
I'(up) — 0 em H',
entao existe cs > 0 de modo que
17 (wa)ll g < cs.

Assim, obtemos o seguinte

1 1 €3
(5 _ 5) |3y < 2+ EHunHRm

mostrando que {u,} ¢ limitada em H.

31

De fato, considere que {u,} nao seja limitada em H, entao existe uma subseqiiéncia

{tn, } C{u,} em que
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||, ||ry — 400 quando ny — oo.

E dai,

1 1 Co C3

=—=< +
2 p 7 lunllge  Pllunglex

o que ¢ um absurdo, pois o lado direito desta expressao vai para zero, enquanto que o
lado esquerdo é uma constante positiva, uma vez que p > 2.

Portanto, {u,} é limitada em H.

Afirmagao 2: A seqiiéncia {u,} possui uma subseqiiéncia convergente em
H.

Sendo {u,} ¢ limitada em H e H um espago de Banach reflexivo, existem

{un,} C{un} e u € H tais que
U, = u em H. (2.9)
Pelo Corolario 2.2, temos
Up, — u em LP(RM). (2.10)
Por simplicidade denotaremos por {u,} a seqiiéncia {u,,}. De (2.9), temos que
/RN(Vuan + A\u,v)de — (VuVv + duw)dz.

RN

Por (2.10), temos que usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/ (u)P tode — (ut)P~ toda
RN

RN
e
/ (uHPde — | (ut)Pdz. (2.11)
RN RN
Note que I’ (u,).uy = ||un]|2n — [en (u))Pdz e desde que I'(uy,).u, = 0,(1), pois

I'(up) — 0 e {u,} & limitada em H, verificamos que

luallar — [ (whrds
RN

de (2.11), obtemos

luallay — [ (s,
RN
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Observe que

['(un).u:/ (VunVu—l—)\unu)dx—/ (u)P~ tuda.
RN R

N

Dali, passando ao limite em n, temos que

ou seja,

luli = [ ().
RN
Logo,
[t = [lullzw
e desde que u,, — v em H e H é Hilbert, concluimos que
U, — uem H.

Afirmacgao 3: u é solugao do problema F,.
Pelo Teorema do Passo da Montanha e pela condigao (PS), verificada, temos que u é
um ponto critico nao trivial de [ restrito a H.

Pelo Principio da Criticalidade Simétrica v é um ponto critico de I, dai

—Au+ I = (ut)Pt RN

U

donde segue
/RN(Vqu + Auw)dx — AN(U+)p_2uwdx, Vw € HY(RN).
Escolhendo w = u™, temos que
/ (VuVu™ + Auu™)dr — / (ut)P2uu"dx = 0,
RN RN

dai, obtemos que |[u~|| = 0, ou seja, u~ = 0. Logo u é uma solu¢do nao negativa do
problema (/). Pelo Principio do Maximo u é positiva.
Resta-nos mostrar que u é uma solugao classica do problema (Fp), ou seja,
u € C%(RY). Observe que

N

—Au = au, onde a = |u[P72 — 1 € L2 (RY).

loc
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Sendo2 <p<2f, entao 0 <p—2<2"—-2<

. Logo, ficamos com a seguinte

N —2
estimativa
N
0< (p—Q)E < 2%
Além disso, |a| = [|u[P™? — 1| < |u[P7? + 1, e desde que 1 € L}, .(RY) entao devemos

N
mostrar que |u[f~? € L2 (RY).

Consideremos as seguintes hipoteses:

N *
2 2 ;

(i) se |u| > 1, entdo temos que |u|®~? lu

N

<
(ii) se |u| < 1, entdo temos que |u|?P~?2 < 1.

N
2

7+ 1.
Sendo u € HY(RY) e pela imersao continua de H'(RY) em L* (RY), se N > 3, entdo

lul* € L (RY).

loc

< |u

Assim de (i) e (ii), concluimos que |u|?~?)

Usando o fato que 1 € L}, (RY), obtemos que

loc

lu|P2% € L} (RN).

loc

implicando com isto que

N

a=uP™2—-1€e Lz (RY).

loc

p
loc

Do Teorema de Brézis-Kato temos que u € L} (RY) para 1 < p < co. Donde segue
que u € VVli’cp(RN ) para 1 < p < co. Usando os Teoremas de imersao de Sobolev,

temos:
sem—1< % <m, Witme(Q) «— C(Q), 0 < a <m — %
considerando m =1 e j = 0, existe p, tal que
0< g <1, Whpe(Q) — C%*(Q), 0 < a <1 — g

implicando em

—Au = au € C)*(RV),

loc

donde segue-se da Teoria de Schauder,

u e C2(RN).

loc
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E portanto
u € C?(RV),

mostrando que existe uma solugdo classica, radialmente simétrica, positiva de (F).

2.3 Um resultado de compacidade

Sejam N > 3 e 2 < p < 2*. Considere a seguinte constante

M,\:inf{||u||%w: uGHl(RN)e/ |u|pdx:1}.
RN

O Teorema de Sobolev implica que M, > 0. De fato, das Imersoes de Sobolev,

existe ¢ > 0 tal que
|U|Lp(RN) S C||U||RN, Yu € Hl(RN),
ou seja, para |u[z»gy) = 1, obtemos
1
lulley > = >0
c

concluindo que M), > 0.
Nosso objetivo nesta se¢ao é mostrarmos que M, é atingido, ou seja, devemos

encontrar u € H'(R"Y) tal que ||ul|2y = My e |ulppry) = 1.
Consideremos uma seqiiéncia minimizante {u, } C H*(R"), assim
|tn|rr@yy = 1 € |Jug||zy — My, quando n — +oo.

Logo, esta seqiiéncia ¢ limitada e desde que H'(RY) ¢ reflexivo existem {uy,} C {u,}

e u € H'(RY) tais que

Up, — u em H'(RY)

el e < B [l |2 = My,
J
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Vamos mostrar que |u|z»gyy = 1. Tal fato, juntamente com a desigualdade anterior,
implica que [[ul|Zy = M.

Considere a seguinte fungao
p: HY(RY) — R
u L SO(U) = |U|Z£p([[g1v)
que é convexa e continua, e sendo o espaco H!(RY) reflexivo, entao
08, < B o ey = 1
isto é,
|u|LP(RN) <1l
Para qualquer v € HY(RY) e y € RY a funcao translacio
v(x) =v(x +vy)
satisfaz
0¥ [ry = [[v]|s e [vY|Lo@y) = |V] 1o @y)-

De fato, fazendo mudanca de varidveis temos

1 1

Il =3 [ (90F+ Mo Pyde =5 [ (9o +) + Mo(o -+ 9) )

-3 / (V) + Aw()P)dz = [l

De modo analogo, chegamos a [v¥|pp®y) = V] Lo @)
A demonstracao de que My é atingido em H'(RY) resulta do seguinte teorema:
Teorema 2.4 Seja {u,} C H(RY) uma seqiiéncia minimizante satisfazendo
tnlo@yy =1 e [[unl[fp vy — My, quando n — +oo.

Entao existe uma seqiiéncia {y,} C RN tal que {u¥"} contém uma subsegiiéncia con-
vergente. Em particular, existe um minimizador para M.

Demonstragao: Observe que para cada n € N

/ N, [Pdr < / Ny, [Pdr < HunHzl(RN), vy € RY
Bi(y) RN
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logo, faz sentido sup / |u,|*dz. E desde que |u,| rr@~y = 1, pelo Lema 2.1 temos
yERN J B1(y)
que

d = lim sup / |, |*dx > 0.
Bi(y)

" yeRN

De fato, supondo que

sup / |lu, |*dz — 0, quando n — oo
yERN J B1(y)

e sendo {u,} é limitada em H'(RY), entdao pelo Lema 2.1 temos que
u, — 0 em L¥(RY), para 2 < s < 2

implicando que

|Un|ps@yy — 0, para 2 < s < 2

contradizendo o fato que |u,|r»ry) = 1, para todo n € N.
Portanto concluimos que 6 > 0.
Considerando se necessario uma subseqiiéncia, pela definigao de supremo e de limite

inferior podemos assumir que existe uma seqiiéncia {y,,} C RY tal que
4]
/ up |*de > ~
Bi(yn) 2
Vamos definir v,, = u¥*. Logo
Un|Lo@yy = 1 € [|un|[fn — M, quando n — +oo.
Além disso, fazendo mudancas de variaveis obtemos

B
/ |vn|*da = / ulr [P d = / |t (2 4 yn) [P = / u, (2)2dz > .
B1(0) B1(0) B1(0) Bi(yn) 2

Uma vez que {v,} é limitada em H*(R"), que é um espago reflexivo, entao existem
uma subseqiiéncia {v,,} C {v,} e v € H'(RY) tais que

Un;, = v em H'(RY).
Usando a imersao compacta em dominios limitados obtemos os seguintes limites
(R™),

Un, — v em L7,
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Un, — U q.t.p. em R,

Por simplicidade a partir deste momento vamos denotar v, por v,.
Da Imersdo continua de HY(RY) em LP(RY), tem-se que {v,} C LP(RY). Além do
mais, {v,} € limitada em LP(RY) pois |v,|rs®y) = 1 para todo n € N.

Aplicando o Lema de Brézis-Lieb (ver Apéndice B), entao

i (Joalf ) = [0 = Whugny ) = [0l

implicando que

1— lim |v, — (2.12)

00 Uy = (V150 @)

Por outro lado
My = Tim ol 2 = i ([[n — ol 2 + 2 (00 — 0,0) + [[o]2)
n—oo n—oo
e do limite fraco de v, em H*(R"), obtemos
My = lim [[v, — v|[gy + [[0][zx-
n—oo
Pela definicao de M), conseguimos mostrar que para cada n € N
[[va = vllgn = Milvg — v[7, g,
e de modo semelhante
H/UH]?QN > MA|U‘%p(RN)-
Logo
M, = ||v|[zy + lim ||v, — v||Zn > M,\|v|%p(RN) + lim M,|v, — v|%p(RN).
n—oo n—oo

De (2.12)

LSAIN]

|

2
My > M,y (|U|§p(RN))p + (1= [vff Lp RN))

Assim, concluimos que

ASAIN

(lol%, ]RN)) + (1 —[v]?, RN)) <1 (2.13)

Por outro lado, vimos anteriormente que |v|.»®yy < 1, donde segue
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vt @y Slel— \v|§p(RN) <1
e sendo p > 2, entao
2 2
(02 am)F + (1= [0 )P = (0ny) + (= o) = 1. (214)
De (2.13) e (2.14), temos que
2 2
(‘U‘Lp ]RN))p +( ’U‘Lp ]RN))p =L (2'15)

Desta tltima expressao, concluimos que ]v|‘zp(RN) =0 ou [v|7, &y = L.
De fato, considere que 0 < |v[?, @) < 1. Sendo assim,
2
<|U r RN)> + ( ‘U|Lp RN)> > ‘U Lp RN) + |U‘Lp RN) =1

contradizendo (2.15) e portanto |v|7, ®N) = 0 ou ]v\’ip(RN) =1.

)
Porém, v, |2 dx > 5 ¢ desde que v, — v em L2 (RY), passando ao limite em n
B1(0)
obtemos

)
o[22 g z/ o2de > 2
LARY) B1(0) 2

mostrando que v # 0, logo [v]7, Lp(RN) # 0.

E portanto concluimos que

1

‘U‘Lp (RN) — 1

e pela defini¢do de My, tem-se My < [|v]|3y. Por outro lado, recordamos que

|[v]|3x < My, donde segue que
0]l = M.
Sendo H*(R") uniformemente convexo, v, — v e ||v,||2y — [[v][2x, tem-se
v, — v em HYRY).

Portanto {v,} possui uma subseqiiéncia convergente, provando também que existe

um minimizador para M.
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2.4 (O caso nao simétrico

Nesta se¢ao nos dedicaremos ao estudo da existéncia de solucao para o problema

—Au+ M = Qx)|ufP~2u, RN
(P1)
u >0, u € HY(RY)

onde N >3 e 2 < p< 2" e ( satisfazendo as seguintes propriedades

Q1) QeC®Y)

@) 1= lm Q)= inf Q)

Observemos que este ¢ um caso mais geral, pois considerando () = 1 recaimos no
problema (Fp), o qual ja mostramos a exiténcia de solugdo. Outro fato interessante,
¢ que durante os nossos estudos sobre a solugao deste problema, vamos observar que
os resultados valem fazendo a troca de 1 (o limite de @) definido acima) por qualquer
nimero positivo.

Consideremos o seguinte funcional
I: H{RY) — R

u — I(u) = %/RN(\VUF + Au?)dx — % » Q(x)(u)Pdx

que ¢é de classe C? (H'(RV),R).

O lema a seguir nos mostra uma condi¢ao de compacidade para o funcional
definido acima, este fato juntamente com Teorema do Passo da Montanha vai nos
garantir a existéncia de uma solugao para o problema (P;).

Lema 2.2 Seja Q satisfazendo (Q1) e (Q2). Entdo qualquer segiiéncia {u,} C H*(RY)
tal que

1 1\ . 2
d=supl(u,) <c =[(=—=) M
sup (un) <c (2 p) X

I'(up) — 0, quando n — oo,

contém uma subseqiiéncia convergente.

Demonstragao: Observemos que

1

) = gl = [ Q)i
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e
(1) 1 = [t o — / Q) (1} P
RN
Assim,
1. 1 1
I(up) — =1 (up)up = | = — = | ||un|[An. 2.16
(1) = 21 (et = (=3 ) ol (2.16)

Por outro lado

‘I(un) - ]191’ (1) 1)

L1
< e DI )l funl e (2.17)

Por (2.16) e (2.17), e visto que I’ (u,) — 0, concluimos que

1 1 C1
I s
(2 p) ||un||RN S+ D |[tn||ry

mostrando que {u,} ¢ limitada em H'(RY).
Desde que H'(RY) ¢ reflexivo e pela imersdo compacta em dominios limitados,

existem {u,, } C {u,} e u € H'(RY) tais que

Up, — u em H'(RY)

Un, — u em L) (RY)

Up; — u ¢.b.p. em R,

Por simplicidade iremos denotar u,, por u,. Notemos o seguinte

(uf)=)7T = (uf)? < [unl? € L, (RY),

loc
ou seja,

(uf)r~t € Li, (RY).

loc

Uma vez que u,, — u em L7 (RY), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

loc

Lebesgue

(i)~ — (WhP~tem L (RY).

Sendo

I'(uy)v = / (Vu, Vo + Au,v)dr — (z) ()P todr Yo € CR(RY),
RN

RN

entao
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I' (up).v — (VuVov + Auv)dz — Q(z)(uh)P lvdz, Vv € C2(RY).
RN

RN

Mas por hipotese temos que
I'(up)v — 0, Yo € CP(RN).
Assim, pela unicidade de limite decorre que
/ (VuVov + Auv)dz = (z)(uh)Prode, Vo € C°(RY).
RN RN
Seja qualquer ¥ € HY(RY), por densidade temos que existe {v,} C C®(RY) de modo

que
v, — V.
Desta forma, temos o seguinte
/ (VuVo, + Auv,)dz = Q(z)(um)P tv,dx, Vn € N.
RN RN

Passando ao limite e sendo ¥ arbitraria, obtemos

/RN(VUV\I/ + Au¥)dx = - Q(z)(ut " Wdx, YU e H'(RY). (2.18)
Desta forma

—Au+ M= Q(z)(ut)P™?

Usando (2.18) com ¥ = u, obtemos

M =gl [ Q@@= (5= )l z0. @19
A partir deste momento vamos considerar que u,, > 0 para cada n, basta trocarmos
u, por u,, para cada n e observarmos que a seqiiéncia {u,} satisfaz as hipoteses do
lema.
Afirmacao 1: Se {u,} satisfaz as hipoteses do lema, entao {u;/} também
satisfaz.

Considerando u,, () = min{u,(x), 0}, temos que
Up = Ut +uy,

donde segue



[unllgy = [luf [ + [ug [z
Logo
1 +112 p
](u”):§||un||RN ||U’n||RN_ Q de‘<d<C

onde d e ¢* sao definidos no enunciado deste lema.

Desde que ||uy, ||2x > 0 para cada n, obtemos
I(u}l) = —|| +||RN——/ Q(x)(uf)Pde < d < c*, Vn € N.
Deste modo
supI(u)) < d < c*.

Resta-nos mostrar que I' (u}) = 0, (1) em H".
Primeiramente, observemos que sendo {u,} limitada em H'(R"), o mesmo ocorre

para {u;}. Além disso, desde que I'(u,) = 0,(1) em H~', temos
I'(up).u; = on(1).
Por outro lado

/

1 () = / (Vun Vg + M) dr — | Q@) (ud P urde = || |2,
RN

RN

de onde segue
[luz [ = 0n(1).
Considerando agora v € H'(RY) tal que ||v|| < 1, temos que
I'(up)v = /RN (Vu, Vo + Au,v) de — Q( )(wh)P ude,
desde que u,, = u,; + u;,, segue-se
I'(up)v =T (u)v+ (u;,v).

Sendo assim,

|7 () v] < T ()0 + | (g, 0) .

Pela Desigualdade de Schwarz, obtemos

43
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| ()0l < N () a2 ol + oy v ol < 1T () -2+ [ [l
Por hipotese I'(u,,) = 0,(1) em H™!, e desde que |[|u; [|2x = 0,(1), concluimos que
17 ()1 = 0a(1).

Portanto, terminamos de demonstrar a afirmacao 1.
Considere a seguinte seqiiéncia {Q%un} C LP(RY), pois @ é uma fungao limitada em

RN e {u,} C LP(RY). Além disso, pela definicio de M, temos que
1 1
QP un|rryy < C1ltn|pr@yy < et My 2 || un]| g @y,

de onde segue que {Q7u,} ¢ limitada em LP(RY), pois {u,} ¢ limitada em H'(RV) .
Desde que u,, — u q.t.p. em RV, entao Q%un — Q%u q.t.p. em RV,

Sendo assim, aplicando o Lema de Brézis-Lieb temos que

% ”pd = % pd % npd n )
[ 1@ @urde= [ 103 @uds+ [ Q5 @lrde + o)

onde v,, = u,, — u.

Afirmagao 2:/ Q(x)|un|Pdx :/ Q(x)|ulPdx —i—/ v, [Pdx + 0,(1).
RN RN RN
Note que por definigao Q(z) > 0 para todo z € RY, implicando que

- Q(z)|un|Pdx = /]RN Q(z)|uPdx + /]RN Q(x)|v[Pdx + 0,(1). (2.20)

Desde que Q € C(RY) e | l‘im Qr) = ian Q(z) = 1, entdo podemos concluir que
T|—00 z€R
dado € > 0 existe R > 0 tal que

Qr)—1< i para todo z € RY \ Bg(0),

onde k = sup/ o [Pdz.
RN

n
Além disso, por definigdo vemos que ) ¢ limitada em Bg(0),0u seja, existe ¢y > 0 tal

que
Q(z) — 1 < ¢y para todo = € Bg(0).

Assim, decorre que
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/RN Q@)fenfdz - /RN [oalPdz| = /RN(Q(@ — 1)|v,[Pdx

= z) — D, [Pdx z) — Do, |Pdx
/BR(O)@() ol +/ Q) — D[va

RN\BR(0)

€

<[ @@ -l [ 0, Pda
Br(0) RM\Bp(0) 2K

SCQ/ \vn\pdx+5.
Br(0) 2

(RY). Logo

/ Q) onPde — / o P
RN RN

(RY), entdo v, — 0 em LI

/ |on[Pdz — 0,
Br(0)

ou seja, dado € > 0 para n suficientemente grande temos que

/ v, [Pdx < -
Br(0) 2¢;

P
Desde que u,, — u em L,

Sendo assim,

lim
n

< e.

Q(m)|vn|pdx—/ |vn|Pdx
RN RN

Fazendo agora ¢ — 0, concluimos que para n suficientemente grande

npd -
[ Q@lunpas = [

- |vp[Pdx + 0,(1) (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.20), obtemos

|Pde = P - [Pd (1
[ Q@lupde= [ Qe+ [ o pde+o,)

mostrando a Afirmacao 2.
Assumindo que I(u,) — ¢ < d, entao
1o, 1 )
Sllunllen — 5 Q) |un|"dr = ¢+ on(1).
RN
Logo,

1 1 1
Slluallfy — —/ Q(x)|ul’dz — —/ [vn|Pdz = ¢ + 0,(1),
2 P JrwN P Jrw



ou seja,
1 1, 1 ,
Slunllgy +I(u) = Sllullgy — = [ va|’de = ¢+ 0n(1).
2 2 D JrN

Desde que u,, — u em H'(RY) temos que

(tn, u) = (u, u) + 0n(1) = [ullgs + on(1)

e sendo v, = u, — u, entao

[lonl [z = llunller — 2 (un, ) + uller = [lunllpr — [Jullzx +o0n(1).

Logo, por (2.22) e (2.23) obtemos o seguinte

1 1
T(u) + Lol o — / fonlPdz = ¢ + on(1).
2 p RN

Uma vez que I (uy).u, = 0,(1), entdo

lunli = [ Q@luapds = o,(1)
luallts = [ @@luPds = [ fonpde = o,(1)

loalles + llulln = [ Qo ~ [ o Pz = ou(1).
RN RN

Desde que

I =l = [ Q@luPdz =0,

entao

oall2w — / o Pdz = on(1).
RN

Além disso, podemos assumir que
2
l|on||gy — b e / v [Pdx — b.
RN
Se b = 0, entao

[lun = ullgw = [[vnllga — 0
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(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

mostrando com isto que u,, — u em H'(RY), e portanto terminaria a demonstracio.

Caso b > 0, pela definicao de M), temos que
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2
anH%N = MA'”“‘%@(RN) = M)\(‘/UTLV;/;D(RN))IJ
assim, passando ao limite de n — oo obtemos
2
b > Mybr,

de onde segue

p

b> M.

Note que de (2.24) temos

1 1
llnllts = > [ oo == 1) + 0u(1)
D Jry

Por outro lado, de (2.25) temos também que

| ) 11
lonl By — = WPde = (= = =) b+ o0,(1).
gl =2 [ unpao = (5= 2 ) b+ ou(1)

Pela unicidade de limite, concluimos que
e por (2.19)
Portanto

o que é uma contradicao, logo b = 0.

Mostrando, com isto, o lema.

O

Teorema 2.5 Seja Q) verificando (Q1) e (Q2). Se N > 3 e2 < p < 2%, entdo o
problema

P —Au+ M = Qx)|ulP2u, RN
! w>0, ue H'(RY)

tem uma solucao nao trivial.
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Demontracao: Observe que é suficiente aplicarmos o Teorema do Passo da
Montanha e mostrar que o nivel minimax verifica a desigualdade ¢ < ¢*. Considere
v > 0 uma fun¢ao minimizante para M),. Note também que se ) = 1, o resultado
segue do Teorema 2.3.

Assim, podemos assumir que @) # 1 para todo o RV. Logo

Q(a:)vpda:>/ vPdz. (2.26)

RN

Considere a fungao f : R — R definida por

=Sl =2 [ @y

Assim,

F(£) = tJo] |2y — 7! / Qs

Fazendo f'(t) = 0, uma vez que queremos encontrar o maximo de f para t > 0,

" <||v||ﬂ‘gN 2 /RN Q(x)vpdx) —0.

1

v p=2

oo (e
Jan Q(z)vPdx

Desde que p > 2, entao pelo comportamento do grafico de f observamos que

obtemos

De onde segue que

2 9 %2
Pl \7 1 ol \ 77 1 p
ntlzaox I(tv) = (m —H V|3 RN) — m > o Q(z)vPdx

p

- (1_1) |[v][5n
=3 .
p (fRN Updx)p

Segue de (2.26)

1 1 vl|2
max [ (tv) < (— — —) HJ&
t20 2 p ”U|LP(RN)

P

p—2
(RS DN
<(§—2—9)M;’2=c. (2.27)

Sendo
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€1
) = 3l = [ Q@) Pds = Gl -2 [ s
D Jry
d = .
onde ¢; ;2%33@(17)
Desde que (u™)? < |u|Pdz, entao
1) 2 Sl = = [ JulPde = Sllul — Ll g
CECUON AN 5 p @)

Além disso,

lullZ = Maful2, gx,.

de onde segue que

[|ullen >M2\U!LP(RN
Logo
C1 1
1) > Slullan — 2l o,
X

Desde que p > 2, temos que existe r > 0 tal que

1 1
I(u) > e

2 pM)\?

1
rp>Zr >0, Yue H'(RY) com ||ullgy =1

Assim,

Desde que p > 2, entao existe t, > 0 tal que
l|tov||gy >1r e I(tyv) <O.

Segue-se de (2.27)

*

max [ (tt,v) < max[(sv) < c".
te(0,1] 5>0

Pelo Lema 2.2 e pelo Teorema do Passo da Montanha, I tem um valor critico ¢ tal que
inf  I(u) <c¢ < c". Uma vez que podemos considerar que a seqiiéncia {u,} é tal

||u||RN =r
que u, > 0 para todo n, entdo o problema (P;) tem uma solu¢ao positiva nao trivial.

O



Capitulo 3

Solucoes positivas em dominios
exteriores

Neste capitulo vamos mostrar a existéncia de solugao positiva para o seguinte

problema eliptico nao linear

—Au+ I = |ulP?u, Q
(P2)
we HQ)

onde Q C RY ¢ um dominio exterior, tal que 0Q # ¢ é limitada, A € R, N > 3 e

2<p< 2= 2N
P T N_2

3.1 Resultados preliminares

Além das normas consideradas anteriormente, neste capitulo denotaremos por

lufl = ( | (vu -+ ) dx) "

1/p
oy = ( [ fupae)
Q

as normas em H}(Q2) e L?(Q), respectivamente.

Denotaremos por M) e u) as seguintes constantes

M,\:inf{HuH]QRN; u € H'(RY), / \u]pdle}, (3.1)
RN
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u,\:inf{||u||2; u € HHQ), / |u|pda::1}. (3.2)
Q

Definicao 3.1 Dizemos que v é uma ground state solution de um problema elip-
tico, quando esta solucao é de menor energia entre todas as solucoes nao triviais do
problema.

Observagao: Se v ¢ uma ground state solution de (Fp) (vimos no capitulo anterior
_1

que tal problema tem solugdo), isto ¢, v = My *u onde u ¢ um minimizador de (3.1)

(ver Apéndice B), entdo v ¢ a solugdo com a energia minima entre todas as solugoes

nao triviais do problema.

Consideremos o seguinte funcional:
I: HY(RY) — R
1 1
w — I(w) = —/ (|Vwl* + Mw?) dz — —/ lw|Pdz.
2 JrN P JRrN
Logo

1
I(v) = §/RN (IV]* + A?) da _IB/RN lv|Pdx

1 -2 1. -2
= 5]\/[{_2 / (IVul®> + M?) dw — =M ~° / |u|Pdx
RN p RN

Supondo agora que exista uma outra solugao para o problema (F,), e denotando esta

outra solugao por v, entao
/ (VoVh + \vh) dx = / [oP~*vhdx, Yh € H'(RY).
RN RN

Considerando h = 7, obtemos

/RN (IVO]* + X\0?) da = / [5|Pd. (3.3)

RN

Por outro lado, pela definicao de M)

2/p
/ (IVT]> + \o*) dz > M), (/ |U|pdx) : (3.4)
RN RN
Sendo assim, de (3.3) e (3.4), temos



2/p
/ (IVU]* + Av%) da > M), (/ (IV]* + A0?) dx) .
RN RN

A partir de calculos simples, chegamos ao seguinte resultado
/ (IVo]* + X0°) dx > M.
RN
Portanto, usando (3.3) e (3.5)

1 1
I() :5/ (|Vo]* + Av?) d:l:——/ [oPdx

RN D JrN
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Mostrando que v é a solugao com a menor energia de todas a solugoes nao triviais de

(Fo)-

3.2 Um resultado de nao existéncia de solugao

Nosso objetivo nesta se¢do ¢ mostrar que apesar do () ter uma ground state

solution, o problema (FP) nao tem. Isto é, uy nao é atingida.

Teorema 3.1 Seja N > 3. O problema (P) nao tem ground state solution.

Demonstragao: Observemos que qualquer u € H!(Q) pode ser extendida por zero

fora de €, logo podemos considerar H!(€) como um subespago de H'(R") e com isto

My < pix.
Consideremos agora a seqiiéncia ¢, € H}(Q) definida por

gbn(‘r) = Cng(x)ﬂ(x - yn)

onde

Ayn} C Q & uma seqiiéncia de pontos tal que |y,| — 400, quando n — +o00;

(3.6)

2 € HY(RY) ¢ um minimizador de (3.1) radialmante simétrico em torno da origem;

RN —[0,1] é uma funcio de classe C* definida por ((z) = & <%>, sendo p o

menor nimero positivo tal que
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R¥\QC B, ={zeR": |z| < p}
e {:RTU{0} — [0,1] sendo uma fungao nao decrescente tal que
Et)=0 Vt<lel(t)=1 Vt>2;

¢, ¢ uma constante de normalizacdo dada por ¢, = (|C(z)@(z — y,)|,) "
Vamos mostrar que ||¢,||*> — M) quando n — +oc.

Fazendo a mudanca de variaveis z = x — y,,, obtemos

[C(@)u(x — yn) — U(x — yn)|owyy = ( /R (C(z)a(z — y,) — Ulz — yn)|pdx> ’

N

- (/RN 1C(2 + ya)u(2) _ﬂ(Z)Ipdz>’l’ |

Considere f,(z) = |({(z + y») — D)u(2)|P. Desde que |y,| — +00 quando n — +oo e
mais ainda, note que |z + y,| > |yn| — |2|. Com isto para cada z € RY existe n, € N

tal que |z + y,| > 2p para todo n > n,. Portanto {(z +y,) = 1 para todo n > n,, logo
fn(2) = 0 q.t.p. em RY.

Além disso,

[fa(2)] =€z +yn) = Du)[” = [¢(z + yn) — 1P[u(2)]P
< (I€(z +wa)l + DP[u(z)[” < 2°[a(z)[".

Assim, desde que w € H'(R”) das imersoes de Sobolev temos que @ € LP(RY),

conseqiientemente
|fal < 2°[T” € LY(RY).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
N fo(2)dz — 0dz ,

]RN

ou seja,

[ 166+ gyate) ~apaz — o,
RN
Mostrando que

C(. + yn)u — wem LP(RY).
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Observe que por definicao ((z) = 0 em RY \ © e usando os fatos mostrados

anteriormente, segue-se que

cCote = m)ly = ([ otormte = m) |pdx)’l’ - ([, etormta - yn>|pdx>3’

_ (/RN IC(z + yn)ﬂ(z)|pdz) % = (/RN |ﬂ(z)lpdz) ; +on(1).

Desde que @ ¢ um minimizador de (3.1) segue
C(@)u(z = yn)lp = 1+ 0a(1)
logo
¢, — 1, quando n — +4oc.
Por outro lado,
[1(¢ () = 1)z —yn) | [ = /RN IV (¢(x) = Dz — ya)[* + A (C(2) — D) Uz — ya)?] do
De modo analogo aos calculos feitos anteriormente é facil verificar que
A €@yt = ) =t = ) do = 0,(0). 37)
Logo, resta-nos mostrar que
19 €@t =) = e = ) e = 0,(0).

Fazendo, novamente, a mudanga de variavel z = x — y,,, obtemos

19 €@t =) = =) Pde = [ 19 ¢+ m)ate) —a(2) P

RN
Considere a seguinte seqiiéncia g, (z) = |V (C(z + y,)u(z) — u(z)) |*. Utilizando

argumentos semelhantes aos vistos anteriormente, obtemos
gn(2) — 0 q.t.p. em RY.
Além disso,
V(C(z +yn)u(z) —u(2)) = V(2 + yn)u(2) + C(z + yn) Va(z) — Va(z).

Sendo assim,
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9] = IVC( 4 yn)T + (- + y,) VT — V]
< (IVC(-+ yn)ul + ¢ (- + yn) V] + | VE])?
< Bmax {|V¢(. + ya)al, [C(.+ya)Val, [Val})®
< 9max {|V((. +ya)ul’, [C( +ya)Val, [Va*}
< 9IVC( +ya)ul* +9IC(- + ya) Val* + 9| Val?
gal < 9IVC(. + yo)al? + 18|Vl

Agora, desde que ¢ € C®(R"Y) e ( =1 em RY \ By, segue-se que V( ¢ limitada em

RV, e assim
|9a] < crful® + 18|Va* € LH(RY),
pois u € H'(RY), implicando pela defini¢do deste espago que |u| e |Vu| pertencem a
L*(RY).
Utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
19 €+ mhate) —(a)) Pz = on() (3.9
De (3.7), (3.8) e da mudanga de variaveis realizada, obtemos que
[¢(@)a(z — yn) — Wz — yn)||zx — 0, quando n — +oo.
Desde que @ ¢ um minimizador de (3.1)
@)z = ya)l[on = [[0(z = yu) [ + 0a(1) = [[ln + 0n(1) = My + 0,(1).

Sendo ((r) = 0 para todo z € RY \ Q, entdo

16nllzy = llenC @)tz — yn)l [z = lleal (@)t — ya)lI* = llénl*
Além do mais, desde que ¢, = 1+ 0,(1) segue-se que

|al? = cilI¢(z)a(z — yn)l[* = Mx + 04(1).
Uma vez que para cada n € N
|0nlp = lenC(@)u(z = yn)lp = cnlC(@)ulz —yn)lp =1,

entao pela defini¢ao de u) temos que

px < [[énll?, ¥n €N,
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Portanto, passando ao limite concluimos que
px < M. (3.9)
De (3.6) e (3.9), obtemos
pn = M.
Supondo que existe v, € H}(2) com v, > 0 tal que
0ol = My e Jogly = 1.

Considerando que v, = 0 em RY \ Q, vemos que v, € H*(R"), entdo v, seria um

minimizador para (3.1) e uma solu¢ao para o problema
P —Au+u = My~ RN
3
u € HY(RY)
Pelo principio do maximo forte temos v, > 0 em R¥, o que contradiz o fato de v, = 0

em RY \ Q.

Portanto, o problema (FP) ndo tem ground state solution.

3.3 Um lema de compacidade

Nesta secao vamos estudar um resultado de compacidade, que serd muito util
para mostrarmos a solugdo do problema (FP). Comegaremos definindo os seguintes

funcionais:
I: H{() — R
1 1
u — I(u) = —/ (|Vul® + a(z)u?) dx——/b(:c)]u\pdx,
2 Q P Ja
I: H'RY) — R
- 1 1
u — I(u):—/ (IVul® + M?) daf——/ Blu|Pdx
2 Jgrw D Jry

onde a e b sao funcoes continuas limitadas satisfazendo

lim a(z) =\ com a(x) >d >0 Ve

|| =00
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lim b(x) = com b(x) > >0 Vz €.

|| =00

Definiremos, também as seguintes constantes

M= inf{/ﬂ (IVul + a(z)e?) de, uw € HA(Q), /b(x)yu\de _ 1}, (3.10)

Q

M., = inf {/ (IVul® + \?) dz, u e H'(RY), / BlulPdx = 1} : (3.11)
RN RN

A partir de argumentos e calculos anélogos aos usados na demonstragao do Teorema

3.1, quando chegamos a conclusao que uy, < M), consegue-se mostrar
M < M.

Lema 3.1 Seja {u,} C H:(Q2) uma seqiiéncia tal que
I(uy) — cel'(u,) — 0 em H Q)
quando n — +o0o. Assuma que u, /> u® em H(Q). Entao, existe um nimero k € N,

k seqiiéncias de pontos {42 fnen € k + 1 seqiiéncias de fungoes {ul }neny € HY(RY) para
0 <j <k tais que quando n — 400, temos que

Yl = +oo para 1<j <k
ud =u, =~ u’ em HLQ),
w —w em H'RYN) para 1<j<k,

onde u® € uma solugdo de

—Au+a(z)u = b(x)|ulP2u,
W { w e H® ,

ew para 1 < j <k, sio solugoes de
@) —Au+ X u = Bluff~2u, RY
u € HY(RY)

Além disso, quando n — 400

k
[l * — ol + Y 11|

J=1

I(u,) — I(u) + Zj(uj)

Demonstragao:
Afirmagao 1: A seqiiéncia {u,} é limitada em H!(Q).

Consideremos as seguintes fungoes a;(z) = a(x) — A e by(x) = b(x) — f. Assim



o8

1 1 1
I(uy) = —||un\|2+—/a1(x)Uidfc—élunlﬁ——/bl(x)lun!”dfc
Q p b Ja

2
I ()t = ||un||? + / ar(z)upds — Blug|? — / bi(x)|uy,|Pde.
Q Q

Sendo assim,

1, 1 1 1 1

I(uy) — =1 (uy).u, = (— — —) |, |? + (— — —) / ay (z)uldz.

p 2 p 2 p/)Ja
Uma vez que a(z) > d1, entao passando ao limite quando |z| — +o00, concluimos que
A Z 617

ou seja,

Com isto, obtemos

/Q a(2)ide = /Q (a(z) — Nudde > / (6, — Nuldz

Q

/al(x)uidx > é—1 /)\uidxz é—1 ] |2
Q A o A

1, 1 1\
I(uy) — =1 (up).u, > (— — —) — [|un|?.
p p
Por outro lado, desde que
I(uy) —c e I'(u,) —0
existem constantes c; e ¢y tais que
]_ ! 1 /
Iup)— =1 (uy).u, < ‘I(un) — =T (up).uy,
p p

1, . 1
< ()l 2T )l unll < ex+ Zeallunl]

sendo assim

1 1\ &, o, 1
Z_ )= < l
(2 p) 3l [P = 1 o
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mostrando que {u,} ¢ uma seqiiéncia limitada em H!(), isto ¢, demonstramos a
afirmagao 1.
Sendo este espago reflexivo, existem uma subseqiiéncia de {u,} (a qual por

simplicidade de notagao continuaremos denotando por {u,}) e u® € H}(Q) tais que

u, — u’ em H}(Q)

Uy, — u’ q.t.p. em Q.
Mais ainda, pela imersao continua
H!(Q) — LP(Q) para 2 <p < 2%,
temos que existe c3 > 0 tal que
[Un|p < c3l|ug|, para todo n € N

implicando que {u,} é limitada em LP(€2). Assim, pelo Lema de Brézis e Lieb (ver

Lema C.1 no Apéndice C)temos que
u, — u’ em LP(Q).

Afirmagao 2: u° é solugao de (1).

Desde que

I(u) = %/Q (IVul® + a(z)u?®) do — %/ b(x)|u|Pde,

Q

entao
I'(up).v = / (Vu,Vv + a(z)u,v) dx —/Qb(a:)|un|p_2unvdm.
Q
Para cada w € H}(Q), considere o funcional F,, em H}(Q), definido por
Fy(u) = /Q (VuVw + a(z)uw) d.
Note que F,, é um funcional linear e continuo para cada w € H!()), entao

Fy(u,) — Fy(u?), Yw € HX(Q),
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/ (Vu,Vw + a(z)u,w) doe — / (Vu'Vu + a(z)u’w) dz, Vw € H,y (Q).
Q Q

Resta-nos mostrar que
/ b(x)|up P 2uywds — / b(x)|u’ P 2ulwdz, Yw € HL(Q).
Q Q
Uma vez que {u,} C LP(Q2) e sendo b uma fungao limitada, entao

/b(x)||un|p_2un|pﬂdx :/b<x) (|un|p_1)ppldx:/b(x>|un|pdx
Q Q Q

< N/Q |up [Pdr < 400

implicando que

{b(@) un[P~2up} C Li=1(Q).
Desde que

up(z) — u’(z) q.t.p. em Q,
entao

b(z)|wn () P2, (2) — b(x)|ul(2)P2u’(z) q.t.p. em Q.
Além disso,
po1
B g = (] 10200570 ) T < N,

sendo |u,|, limitada, temos que |b(x)|un|p_2un|L%(Q) ¢ limitada.

Pelo Lema de Brézis e Lieb (ver Apéndice C) temos que
b (2)PPun () = b(a)|u ()72 () em L7 (9),
ou seja,
/Qb(x)|un|p_2unvdx — /Qb(x)\uo|p_2u0vdx, Vv e LP(S2),
em particular
/Qb(:r;)]un|p2unwdx — /Qb(x)\uo\pQqudx,Vw c H(Q).

De (3.12) e (3.13), obtemos que
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(3.12)

(3.13)
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I (up).w — / (Vu'Vu + a(z)u’w) do — / b(2)|u P2 ulwdr, Yw € HL(Q).
Q Q
Pela unicidade de limite temos que

/ (Vu'Vu + a(z)u’w) do — / b(2)|u P *ulwdr = 0, Yw € HL()
Q Q

provando a afirmacao 2, ou seja, u° ¢ solugao de (1).

Considerando a seguinte fungao

Desde que

segue-se o limite
Pl —0em HYRY) e LP(RY).

Afirmagao 3: 1(¥}) = I(¢})) + 0,(1) = I(u,) — I(u®) + 0,(1).

Observe que
Wl = [1Unl* = llun — WOl = [[unl]* — 2 (un, u®) + |[u°]?,
ou seja,
[[¥nllen = 1¥all* = [Junl[* = [[u"]* + 0,(1). (3.14)

Desde que {u,} ¢ limitada em LP(2) e u, — u® q.t.p. em €, pelo Lema de Brézis e

Lieb (ver Apéndice C)
|un’1€ — |uy — UOB; = |U0|Z + on(1),
portanto
[l gy = [tnl? = 0P+ 0L+ 00(1) = [6002 + [63 2 oy + 0n(1). (3.15)
Vamos mostrar agora que

/ ar(x) (2,0711)2 dx — 0, quando n — +o0.
Q
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Desde que | |lim a(x) = A, entdo ‘ |lim ai(xz) =0, ou seja, dado € > 0, existe R > 0
T|——+00 z|—+o0

tal que
lai(z)] < i, quando |z| > R,
2C4

onde ¢4 > 0 ¢é tal que

/R () dr < (3.16)

De fato, por (3.15) para p = 2 e sendo {u,} limitada em LP(2), concluimos que existe
¢4 tal que (3.16) ocorre.

Note que

/Qal(a:) (wal)2 dx

IRCIGRE

_ / e (1) do + / ar() (1) do

lz|<R

IN

/ ar(z) (1)° da
|z|>R

’ ‘/MSR ar(w) (vy)" da

/Q ay (z) (1) do

Desta forma, desde que a ¢ limitada entao existe ¢ tal que |a1| < ¢5 e de (3.16)

< /| @ ) e / (@) (61)? da.

lz|<R

decorre que

/Qal(:c) (w}l)2 dx

Agora, das imersoes de Rellich temos que a imersao

€ 2 2 € 2
<[ e [ a@fesgiaf @i

z|>R 2¢4 lz|<R

H'(Br(0)) — L*(Br(0))
é compacta, assim passando se necessario a uma subseqiiéncia, temos que
/ (@/}}L)Q dr — 0, quando n — 400,
|lz|<R

ou seja, existe n, tal que para n > n,

Logo para n suficientemente grande, temos que
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/al(:z:) (wn)gdx <fiic €,
Q 2 2
implicando que
lim / ar(z) ( i)Qdaz <,
n—oo Q
ou seja,
/ ap () (@D}T)2 dx — 0, quando n — +00. (3.17)
Q
Por argumentos semelhantes, é facil mostrar que
/ by(2)|YLPde — 0, quando n — +oo. (3.18)
Q

Por (3.14), obtemos

- 1 1 1 1 1
) = lledlin =5 [ BluaPde = Slluall = G111 =5 [ pludda + on()

Usando (3.14), (3.17) e (3.18) segue

10 =5l + 5 [ o) @) de— [ nivipae— | suipar

1 2 1 012 1/ 1)2 1/ 1 1/ 1
= — — = — de — — b Py — — Pd (1
sl = GICIP 5 [ o) (1) e = [ btz = | Bl + o,(1)
1 1 2 1 012 1 1ip
1663) = glluall? = GllE ~ | Blolede +on(1).

Assim, uma vez que 1, = 0 em RY \ Q para cada n € N

I(tn) = 1(thy) + 0a(1).

Por outro lado,
1

) =16 = 3llunl+ 5 [ arle)w)de = [ oa)fun s

_1 0 2_1 02 1/ Olp
2||u Il 2/Qal(:n)(u ) d:v+p Qb(:E)|u |Pdz.

Além disso,
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[a@@ia = [ a@w -k

= /a1 1) 2da :/Qal( )(u )d:zc—2/Q () unu dx+/Q () (u°)?d,
e desde que u, — 1 em L2(£), temos que
/Qal(x)(zﬁ}l)Qd:l;:/Qal(x)(un)de—/Qal(x)(uo)zdx+0n(1),

Mas de (3.17) concluimos que

Jo a1 () (uy)?dx — /Qal(ac)(uo)de = 0,(1).

Agora, observemos que a seqiiéncia {b*/Pu,} C LP(Q) satisfaz as hipoteses do Lema

de Brézis e Lieb. Logo, aplicando tal Lema, obtemos

/Q b() |l — /Q ()|l P = /Q b(@) | — uOPdz + on(1) = /Q b(2)| L Pz + on(1)

Assim, conseguimos mostrar que

1 1 1
I(un) = I(u®) = Sllual]* = 5[1u°[]* = —/ b(x) [y [Pda + 0,(1),
P Ja

isto é,
0 1 o Lo 1 1p 1 1p
I(up) = I(u?) = Sllual|* = WPl = = bi(@)[eyPde — = | Bl [Pdx + on(1).
2 2 PJo PJo

Assim, de 3.18 segue-se

1 1 1
Tua) = 1) = Sl = 5101 =~ | Bl Pz o),

donde, finalmente concluimos que

I(y) = I(4y) + 0n(1) = I(un) — I(u®) + 04(1).

Provando a afirmacao 3.
Afirmacio 4: T (1) = I'(¢1) + 0,(1) = I' () — I' (1) + 0n(1) = 00 ().

Para cada v € H!(Q) com |[v|| = 1, temos que

I'(pl)w = /Q (V@D}IVU + a(a:)wibv) dx — / b(x)| L P2y luda

Q



Two = [ (voivos o) do— [ alutrvlede

= T = [ (Vv xsi) o= [ plutp-rutods

Logo

(rwh =Twh)w = [ aleioas = [ n@opolvde

+

< / ay (z)Yivdr
Q

[ @ipeteds
Q

= |(Twh =T wh) v

< [lat@stoldo+ [ [m@iodlroie] dr
Sendo a; limitada e 1! € L?(Q) para cada n, entdo

a1l € L*(Q).
Além do mais, das imersoes de Sobolev temos que v € L%(Q) e existe ¢g > 0 tal que
[vl2 < el o]

Com isto, aplicando Hoélder e as imersoes de Sobolev, obtemos

/Q}al(@wiﬂd%’ < (/Q‘al(x)‘2(w7lz)2dx>é’v|2

= [latwilts < [ lw@rwie)

Desde que [[v|| <1
2
(/ |a1(x)1/1,11v|da:) < c%/ a1 () 2(42)2d.
Q Q

Uma vez que | ‘lim ai(x) =0, entdo dado € > 0 existe R > 0 tal que
x| ——400

€

266\/ 204

onde ¢4 ¢ mesma constante em (3.16).

lai(z)] < para |z| > R,

Por outro lado, vimos anteriormente que |a;| < ¢5 e desde que . — 0 em L2 (),

entao existe n, tal que

65
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Assim,

(/Q ’al(x)fﬂ,llv‘da:f <cg /|33>R]a1(x)]2(¢i)2dx+/ () |2 ()2

lz|<R

2 €2 2 2
= (/ ’al(x)mllv‘ dx) < 6(25—8 5—C4 +eid—— = T
Q

2.2
CeCa 8cic

logo, para n suficientemente grande, obtemos

/Q |ay(z)po| do < %

Utilizando argumentos semelhantes teremos

p—1

| @ttt e < ( / |bl<x)|p/p-1|¢;|pdx)p|v|p
Q Q

p—1

P

= [t de < ( / |bl<x>|p/p-1w;\pdx)

Concluindo que para n suficientemente grande

€
<

[ n@letruiods
Q

2
Assim, para n suficientemente grande e para todo v € H}(€Q) com [|v|| < 1, temos que

(e -Twh)w

< e.
ou seja,

T'(Wh) —T (Y

= sup
‘H‘l(ﬂ) llvl|<1

fazendo € tender a zero, mostramos que

/

I (4y) = 1'(4y) + oa(1).

Resta-nos mostrar que

Observe o seguinte
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(VeiTo+ ala)ilo) do = [ b)luip>elods

Q

(I'(Wh) = T' () + 1' () v :/

Q

—/ (Vu, Vv + a(x)u,v) d;v—i—/b(x)]un]”_?unvdx
0 0

—i—/Q (Vu'Vo + a(z)u’v) do —/Qb(:v)]uo\pzuovdx
e sendo ¥! = u,, —u" em , obtemos
(W0~ 1) + ' () 0 =
= [ 0@l 20, = b2 = b)) v,
Por Hélder temos que

(1 (h) = 1 () + T (u)) 0] <

< ([ b2, = sl =200 a2l ) 7 oo
Q
sendo assim, desde que v € H}(Q2) com ||v|| < 1 e pelas imersdes de Sobolev

[(I'(@Wh) = T (wn) + T () 0] <

p—1

<o ( J e e T e d:r) ”
Q

Segue do Lema C.3 (ver Apéndice C)

p—1

( / [6(a) P21, = () a2 — ba) g P20 7T dx) " =ou(D),
Q
mostrando que de fato

I'() = I'(un) = I (u°) + 04(1).

n

Além do mais, observemos que por hipétese I'(u,) — 0 e desde que u° ¢é solucao de

(1), temos que I' (u°) = 0. Implicando, finalmente, em
T(h) = I'(63) +0u(1) = I' () = I'(w") + 0,(1) = 0,(1).

Concluindo a demonstracao da afirmagcao 4.

Suponhamos agora
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Uy 7+ 0 em H(Q),

pois do contrério, o teorema estava demonstrado.

Desde que
T 1y 1 1112 1 1 Pd
P JrN

sendo ! limitada em H'(RY) e 7 (1) = 0,(1), temos

T (41)0) = [Jdlax - / BlibPdz = 04(1). (3.19)
RN
Logo
T(h) = Sl — =2 + 0n(1) = (1 - 1) |[¥nl i + 0a(1) (3.20)

Uma vez que ¥} /4 0 em H'(RY), entdo existe cg > 0 tal que para n suficientemente

grande
[[nllEy > cs.
Sendo assim,
102 (53] entonl)
mostrando que para n suficientemente grande, existe o > 0 tal que
I() > a > 0.

Agora vamos decompor o R em hipercubos unitérios N-dimensionais (); com

vértices tendo coordenadas inteiras e considere
d,, = max vn | Lo (@) (3.21)
Por (3.19) ¢ facil verificar que

i) = (3-3) [, slotras+ o,

2p
(p—2)p

logo, considerando ¢y = > (), obtemos o seguinte

wT(Wh) = [ WiPde +0,(1)
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Usando a decomposicio do RY indicada anteriormente temos que

/|¢Wv—§]¢m@ > lntstan

e por (3.21), segue-se

ZW LPQl

Das imersoes de Sobolev temos que existe c¢19 > 0 tal que

@Z)?lzl%p(Q)

Jenlia < Zmax\w Lriaplnlingy = 4 QZW e

[Yalion < crollYalling,, Vi,

conseqilentemente
A2 |nliogy < &Y el lnllingy = 45 crol [ -
: i
De (3.20), segue-se

1allfn = coBI(Wp) + 0n(1),

logo, conseguimos a seguinte estimativa

col (¥) < di2cr00oB1(1y,) + 0n(1).
Assim, desde que I(¥}) > a > 0, obtemos
dr=2 > L + 0,(1),
100

isto é, existe v > 0 tal que
d, >~ >0.

Agora denotemos por ;. o centro do hipercubo @; no qual |} 1r(0,) = dn. Vamos

supor que a seqiiéncia {y!} ¢ limitada e assim existe R > 0 tal que

/ ! P > / Wl Pdz = d? > 4P > 0. (3.22)
Br(0) i(y

i\Yn

Por outro lado,
UL = 0 em HI(RY),

implicando que
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Yt — 0em LV

loc

(RY),
ou seja,
/ |¢711|pd96 — 0, quando n — +o0.
Br(0)

O que é um absurdo por (3.22), e portanto {y.} nao ¢ limitada.
Consideremos a seqiiéncia {1 (. + y.)}, note que para cada n fazendo mudanca de

variaveis é facil mostrar que

[[¥n (- 4 y)lley = [ le-

Sendo assim, a seqiiéncia {¢} (. + y!)} ¢ limitada em H'(RY). Logo, existe

ul € H'(RY) tal que

Un(- +y,) = vl em HY(RY)

Un(- +yp) = ut em Ly, (RY)

loc

1

Afirmagao 5: u' € uma solugao de (2) nao é identicamente nula.

Comecemos mostrando que u' # 0. Considere () um hipercubo unitério centrado na

origem e novamente fazendo mudanca de variaveis, temos que
[t opay= [ s
Q Qilyn)
Por outro lado,
/ [L(z)|Pdx > dP. > ~P, > 0.
Qi(ys)
Supondo que u' fosse identicamente nula, entao
/ [¥n(y + yo)[Pdy — 0
Q

implicando em v = 0, o que é absurdo. Portanto u! nao é identicamente nula.
Resta-nos mostrar que u' é solugao de (2).

Aqui vale mencionar que, sendo ¢! € H!(Q) entao ¥} (. +yL) € H}(Q,), onde
Q,={zeRY: z+y! e}

Consideremos v € C°(RY) com ||v||[g~v < 1, e portanto, desde que |y:| — +oo, temos
que existe n, € N tal que o suporte de v esta contido em §2,, para todo n > n,.

Agora, notemos que
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- 1 1
TG+ 0b)) = A+ il = [ A1+ )P

donde obtemos

T+ = [ (Toa s Vo + Ml + o) do

= [ Bl + )P ke + ghde
RN

Fazendo a mudanca de varidveis z = z + y., temos entao

/

T+ = [ (TUA)Tole = o)+ A (:)olz = 4b) dz

— [ BN — )

ou seja,
I +y))w =1 })7,, onde v, = v(. —3}).
Observemos que, para n suficientemente grande, o suporte de v,, esta contido em £2,

ou seja, existe n, tal que
v, € H{(Q), Vn > n,.
Logo, para cada v € C°(RY) tal que ||v||gy <1
[1Pall = [Jo(- = yo) ey = [[0]|py < 1.

Assim, desde que 7 (¥}) = 0,(1), concluimos que

/

T (WA(. + yb))w — 0, Vo € C(RY).

Por outro lado, pela convergéncia fraca e pelo Lema de Brézis e Lieb (ver Lema C.1
no Apéndice C) temos que para todo v € H'(RY)

/ (V%lz(x + ) Vo + X (z + yé)v) dr — (VU1VU + )\ulv) dz
RN

RN

[ Aste+ sp2eda+ yuds — [ glutlutods
RN RN

Pela unicidade de limite, obtemos

/ (Vu'Vo + Mu'v) do — BlutP2utvdr = 0, Yo € CF(RY).
RN

RN
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Considere agora w € H'(R"), por densidade existe uma seqiiéncia {v,} € C>(RY)

tal que
Up — W,
donde segue que
/ (Vu'Vou, + M'v,) do — BlutP2utv,dr = 0, Vv, € CF(RY).

RN RN
Passando ao limite

/ (Vu'Vu + M'w)de — [ Blu'[P*u'wdz =0, Yw € HHRY).

RN RN

Portanto, u' é solucio de (2). Provando a afirmacao 5.

Vemos agora que podemos repetir este procedimento, obtendo seqiiéncias da forma
(@) = e+ ™) —w T (@), 22
e seqiiéncias de pontos {37} tal que

|yJ| — +o00, quando n — +oo

O @ty =W (2) em HY(RY) (3.23)

onde cada u? ¢ solucao de (2).

Além disso, usaremos inducao matematica para mostrarmos que

7—1
103w = 11037 o — Nl Iy + 0n(1) = [unl [P = a1 = Y [lu'][2 + 0a(1)324)

i=1

I()) = T(¥5 ") = T(w ™) + 0n (1) = I(un) — I(u”) — ] I(u') + 0a(1).  (3.25)

1

<.

7

Primeiramente, observemos que para cada j > 2
[alley = 0371+ 97 — w7 Ry
=[5+ gy — 20+ ) + ([T e

De (3.23)



(- + vy = |45 ][,
o que implica em
[l = 103 Iy — 1w/~ [Rw + 0n(1)-
Decorre disto que

= 1, .. 1 ,
1) =5l = [ awirda

1, . 1, . 1 : . .
= S gy — Sl gy — —/ Bli @ + ") — v P + 0a(1)
2 2 D JrN
aplicando Brézis e Lieb, temos

_ 1, . 1, . 1 . i
T00) = S o = gl M =5 [ Bl o v P
P JrwN

1 .
+— [ Blu’ T Pdx 4 0n(1),
P Jrw

donde segue-se
I(h) = T(W) = I(w™) + oa(1).
Para j = 1, vimos anteriormente que

[19nl[fa = lunl* = [[u®[]* + 0n(1),
I(ty) = I(un) = I(u°) + 0n(1).

Supondo que vale para j — 1, entao

D3R = 110 Igw — lud (R + 0a(1)
-2
= |12 = Ol =D [l = [ o + 0n(1)
i=1

mostrando que

7j—1
1031 = llual 2 = [[a]* =D llw'][2x + 0a(1).
i=1

De modo anélogo
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I(y3) =T — I(w™") + 0a(1)
= I(u, S I(u") = I(W/ ™) + 0,(1)
I(¥}) = I(un Z )+ on(1

Portanto, demonstramos por indugao que valem (3.24) e (3.25).
Afirmacao 6: Existe um niimero finito de procedimentos.

Notemos que para cada j, temos que u’ ¢ solugao de (2). Logo

iz = [ olwbds =,
RN

e portanto
o
J
—| dx =1.
/JRN v i
j
Por (3.11), temos que
PP
u > M
1/p -
G g
donde segue-se
. _p_
||| [fy > M. (3.26)

Uma vez que {u,} ¢ limitada em H!(Q), entao existe c;; > 0 tal que ||u,|| < ¢11, e de
(3.26) temos que

i1 _p_ _p_
131130 < e — [Jul]2 =) ME? +0,(1) = ey — |[ul]]> = (j = )ME + 0,(1),
=1

desde que |[¢7 |2y > 0 para todo j, entdo existe k > 0 tal que

k
a2 = ][> =3 (] [En + 0n(1) = [ 12x = 0, (1),
=1

mostrando que

k
||un||2 - ||UO||2 + Z ||UZ||%N, quando n — 400
=1



5

Desde que |52y = 0,(1), entdo I(¢5+!) = 0,(1), e assim

I(u,) — I(u I(u'), quando n — +oo0.

IIM?v

Provando a afirmagao 6 e terminando, finalmente, a demonstracao do Lema.

U

Corolario 3.1 Assuma que {u,} é uma seqiéncia que satisfaz as mesmas condi¢oes
do Lema anterior e

Entao {u,} possui uma subsqiiéncia convergente.

Demonstracgao: Pelo Lema anterior temos que
I(u,) — ceI'(u,) — 0,

1 1 B
onde estamos considerando que ¢ < (5 — —) M2,
p

Pelo procedimento do Lema 3.1 concluimos que {u,} ¢ limitada em H}(Q2) e

portanto, a menos de subseqiiéncia existe u’ € H}(Q) tal que
u, — u’ em HY(Q).

Supondo que u, /4 u® em H!(), segue do Lema 3.1 que existe k tal que

k
[l I = 11012 + D [l [z + 0a(1)

i=1

k
I(u, Z )+ o,(1
Desde que para cada j, v/ solugao de (2) e por (3.26), entdao concluimos que

— . 1 1 . 1 1 —P_
) = (33 ) Il = (53 ) 2™

Deste fato, e sendo u” solucao de (1), temos I(u’) > 0 e portanto
- 1 1 2
[(Un)HCZ (5__> Mo%_Qa

contradizendo a hipotese de que
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Mostrando que

un = u? e [Jun||* — |[ul[]*.

Sendo H!(€) um espago uniformemente convexo, obtemos o limite
u, — u’ em H(Q),
concluindo a demonstracao do Corolario.

O

Coroléario 3.2 Seja P o conjunto das fungoes nao negativas em H(Q2) e assuma que
existe uma unica solugdo positiva de (2) e {u,} C P satisfaz as hipdteses do Lema
anterior. Entao se

11\ . 2 11\, -2 )
o \MEE<e< (-2 [M;*QJFMFQ,
2 p 2 p

{un} possui uma subseqiiéncia convergente.

Demonstragao: Repetindo os argumentos usados na demonstragao do corolario

anterior, existe u € H!(2) tal que
u, = u® em H(Q).

Supondo que u, /4 u® em H}(), segue do Lema 3.1 que existe k¥ > 1 tal que

k
[l [ = 1012+ D ll'] 2 + 0a(1)

i=1

k

I(uy) = I(u®) + > T(u') + 0,(1).

i=1

Usando os mesmos argumentos feitos no Corolério 3.1, mostra-se que

) = 1) + 3 () + 0u(1) = G _ ]19) MZ? +0,(1).

Desde que M., > M, entao para k > 2
1 1 1 1

I(u, Y N B R (R [Mo? M=
() = ¢ 2 (2 p) _<2 p) "
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contradizendo a hipdtese do nivel ¢, portanto k£ nao pode ser maior do que 1.
Usando a hipotese que existe uma tnica solugao de (2), entao esta deve ser a solugao

de energia minima, ou seja,

Logo,
I(uy) = [(u®) + I(u') + 0,(1) = I(u®) + <— - —) MZ7? + 0,(1).

Se u? = 0, entao

contradizendo a hipétese do nivel c.

Portanto u” # 0 e devemos ter

Desta forma
1

I(uy) = (5 - %) [MZ? 4 M7 + 0,(1),

contradizendo novamente a hipotese do nivel ¢, portanto nao podemos ter k =1, o
que implica
0
[un | = [[u?]].
E assim, desde que H(f2) ¢ uniformemente convexo

u, — u’ em H(Q).

Terminando a demonstracao. Além disso, veja que do nivel ¢ escolhido, concluimos

que u® # 0.

Considere o subconjunto

vz{ueHg(Q); /Q|u|pdx:1}

e o funcional J : H}(Q2) — R definido por



J(u) = [[ul]*.
Além disso, consideraremos a norma no espaco H1(Q) definida por

17 (@)l = sup [J (u).w],
weTyV
[lw]|<1

onde
T,V ={ve H(Q) : G'(u).v =0}
e G é o funcional em H}(Q) definido por
G(u) = / |u|Pdx.
Q
Corolario 3.3 O funcional J satisfaz a condigao Palais-Smale em
Z=POVn {u e HY(Q): My < J(u) < Q%MA}.

Demonstracao: Considere uma seqiiéncia {u,} em Z tal que

() = c € (My, 255 0M) e || ()]l 0.

Devemos mostrar que esta seqiiéncia possui uma subseqiiéncia convergente.
Observe que considerando 3 =1, a = A e b = 1 nos funcionais usados no Lema 3.1,

temos
MOO = MA e M= L -

Além disso, considerando o funcional I em H}(f2) definido por

1 1
I(u) = 5 /Q (|Vul® + M?) do — 5 /Q lulPdz.

1
Considerando v,, = c¢»—2u,,, obtemos

P

I(v,) = (% _ 1) 7 4 op(1).

p

Definindo d = (1 — l) cp%,
2 p

11\ e (1 1) n
](Un)—>d€(<§—§)M;2,2(§—B>M/\2),

e desde que M) < u,, segue-se



11\ 2 /1 1
I(Un>—>d€((§—]—))M;,(———

_p_ _pP_
5 p) U +u§2>).
Com isto, resta-nos mostrar que

I'(v,) — 0

para satisfazermos as hipoteses do Corolario 3.2.

Usando um resultado encontrado no livro do Willem [18|,

(1 ()l = min [ () = AG ()| = [ () = AnG ()
Por hipotese || (uy)|]« — 0, entdo

/

J () — MG (un) = 0,(1) em HHQ).

(3.27)
Considere w € H}(Q) tal que ||w|| < 1. E desde que v, = c¢»2u,, temos

1

/ cr—2 /
5 J () — P G (uy,).w.

1 p—1
/ 1 1, p=2
I'(vn)w = 5 (0) =~ G (v).w =
De (3.27) segue

% p—1
’ CcpP—

I (v,)w =

(va)-w = =5

MG (1) w0 — C’; G (tn)-w + 0n(1).

Logo

_1 p—1
cr

2_2 )\"G/(un) .

17 (0a)w] < G ()

ou seja,

[lw]] + 0n(1),

1 P
cr—2

2

[ (vn)w] <

Por outro lado, de (3.27)

J () —

o que equivale a dizer que

MG (), = 0, (1)
2|unl[* = pAn = 0n(1),

ou seja,

Ay, — —C.

79
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Sendo assim,

ERR =
cpr— cpr—

An — =o0,(1).
; —=on(l)

Além disso, ||G' (uy,)|| é limitada. Portanto
\I,(vn).w] < o,(1).
implicando que
I'(vy) = 0,(1) em H-H(Q).

Com isto terminamos de verificar as hipéteses do Coroléario 3.2. Assim, aplicando tal
Corolario, temos que {v,} possui uma subseqiiéncia convergente, e assim a {u,}
possui uma subseqiiéncia convergente. Portanto o funcional J satisfaz a condig¢ao
Palais-Smale em 7.

Demonstrando assim o Corolario.

3.4 Prova dos teoremas principais

Seja ¢, o operador
¢y : RY — HY(RY)
definido por

Op(y) =

- |v5‘LP(RN) )

onde

o) = Cwylr - y) =€ (=) a(e — y),

¢, & e u escolhidas como na prova do teorema 3.1.
Observemos que ¢,(y) e v/ sao elementos de H, () e de LP(Q), uma vez que

estas funcoes se anulam fora de €2. Assim, também temos que

oIl = llollers  |Polp = |@plzo@y), V]Il = [l0fllar e [vflp = [vf]Lo@n).

Lema 3.2
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(i) ¢,(y) — u(. — y) em H'(RY) uniformemente em y, quando p — 0;

(ii) ||¢p||ay — M, para cada p, quando |y| — +oo.
Demonstragao: Para provarmos (i) devemos mostrar que

V8] Loy — 1 uni formemente em y quando p — 0, (3.28)

[vPllin — |[allin = My uniformemente em y quando p — 0. (3.29)

Prova de (3.28):
Note que

[0 —u(. — )| r @y = </
RN

Pela definicao de &, temos que

5(%) u(r —y) —u(z —y)

P\
dx).

f('%‘) = 1 para |z| > 2p.

0~ (. — ) o) = ( / Y (5 (%) - 1) a(z —y)

Além do mais, usando o fato de que a & é limitada, observamos que

g —u(. = y)lr@y) < K (/ !ﬂ(w—y)lpdw>
BZP(O)

e desde que u ¢ radialmente simétrica em relagao a origem e decresce com o aumento

Logo

p o\ 7r
dr | .

p

do raio, entao

RS

1
v = (. — y)|r@y) < Ki / [@(0)["dx | = Kiu(0) med(Bs,(0))>.
BQP(O)
Portanto, vemos deste ultimo fato que quando p — 0, entao
[0 — (. — y)|Lreyy — 0, uniformemente em y,
ou seja, quando p — 0

08| Loy — [u(. — y)|Lryy = [U]Lpryy = 1, uniformemente em y.
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Mostrando com isto que vale (3.28).
Prova de (3.29):

Obsermos o seguinte

lof —u(. = y)llen =

L7 () - el (e(5) -yt

Pelos calculos feitos anteriormente temos que

[l (Bt - - ate )

Por outro lado,

2

dr < AK7u2(0) med(B,,(0)) = Kop™. (3.30)

V(¢ (2) a@—y) —a@ —y) = -y ve (&) +¢ () Vil - y) - Vil —y).

Notemos que

/RN‘V "ﬂx y) y))

Além disso, lembremos que

£<| |> =0, para |z| < p e §<|7> = 1, para |z| > 2p,

assim,

/RN‘V 7'696 y) —u(x — y))

o
p<|z|<2p

Desde que p tende a zero, obtemos

d < / Vu(z — y)|* de+
lz[<p

)2dx.

a(e - y)ve (2)] +

¢ (&) va(e - y) - V(e )

[ .y pp——
RN

z|<p RN
o (za{fate - wwe ()] Je () vt -y - vate - w\})?dx,
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logo

AJV () e — ) —a — )| do < 16y med(B,(0))+

+4/ sup {
p<lz|<2p RN

ae —y)ve ()| e (1) vt — y) - Vaz - y)

2
}da:

ou seja,

/.

§K4PN+4/ Sup’ u(r — y)Vﬁ(%) dz+

p<|z|<2p RN

2
dx,

+4/< d<zp BN k( >V“(x y) =~ Vale —y)

implicando que

2

L7 (6 (%) ate =)~ ate )| 0 <
KspN {/ Vf(J)2dm
T p<|z|<2p Slgil’? <$ y) ’
Note ainda que
OO R 0 O
N
Efetuando os calculos, conseguimos o seguinte
ve () =l ()]
Donde segue
L v (e (&) ate—o) -ate ) ar <
§K5pN+4i2 sup‘ u(z —y)€ (%) de

P~ J p<|z|<2p RN
< Ksp™ + Kgp" 2,
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logo, temos que

L7 (e()ate -0 -ate-)

Uma vez que N > 3, entdo quando p tende a zero tem-se por (3.30) e (3.31) que

2
dr < ksp™ + kep™ 2. (3.31)

independentemente de y
v —a(. —y)llgy — 0,
ou seja, quando p — 0
gl — [1a(. = Y)lan = [[l[zy = M,

uniformemente em y.
Mostrando, assim (3.29).
Agora, de (3.28) e (3.29) concluimos que

p
Uy

bp(y) = —u(. —y) em H'(RY)

oy | Lr ()
uniformemente em y, quando p — 0. E portanto terminamos de mostrar (i).

Para mostrar (ii) observemos que para cada p fixado, considerando uma seqiiéncia
arbitraria {y,} C R tal que |y,| — 400, e procedendo de modo analogo ao que foi

feito na demonstracao do Teorema 3.1, entao conseguiremos mostrar que
05, = T(. = Yn)lo@yy) — 0 e [Jvf, —T(. = yn)llgn — 0

quando |y,| — +00.

Destes fatos e desde que {y,} é uma seqiiéncia arbitraria, entao temos que para cada p

[160(9)I2 —\— ) [ N
N_ - — — pm—
S ilre) Nl [0C = W@y [l @y

quando |y| — +o0.

Sendo assim, mostramos (ii). Terminando, entdo, a demonstragao do Lema 3.2.

Corolario 3.4 Eziste um p = p(\) tal que para todo p < p

p=2
sup ||, (y)||ay <277 Mi.
yERN

Demonstragao: Primeiramente, observemos que sendo p > 2, concluimos que
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2" > 1
e dai
M, < 2" M,
Agora, pelo item (ii) do Lema 3.2 temos que
l|¢p(y)||2n — M) uniformemente em y, quando p — 0.
Pela definigao de limite, dado 0 < € < 2" M), — M, existe p = p(A) tal que
My < lep(W)llgn < Mx+e, Vp<peyeRY.
Portanto

—2 —2
sup ||, ()||3n < My + e < My +2% My — M, <25 M,,

yeRN

demonstrando o corolério.
O

Agora vamos fixar () de tal modo que p < p, onde p é o menor niimero positivo tal que
RY \ QcC B,(0).
Definiremos a seguinte fun¢ao
7. HY(RY) — RV
u — 7(u) = / u(z).x(||x]]).xdx
RN
onde y € C(RT,R) é uma func¢do nao crescente tal que

. 1 se 0<t<R
R/t se t>R

e R € RT de modo que RY \ Q C Bg(0).

Além disso, definiremos o seguinte subconjunto de H'()
To,={ueVnP: 7(u) =0},

onde P e V sao os conjuntos definidos anteriormente.

Lema 3.3 Seja ¢, = in% ||ul|?, entdo
uclo
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c, > M,
e existe um R, (R, > p) tal que

a) se ly| > Ry ||op(y)|[* € (M, (co + M,)/2),
b) se |yl = Ry (T.05(y), y)pn > 0.

Demontragao: Sendo ¢, = inzf ull?, pa = in‘f/ ||u||* (conforme foi definida em 3.2) e
u€lo ue

por definicao T, C V, entao

i < Co.
Mas na demonstracao do Teorema 3.1 vimos que

My < p,
mostrando que

M, <c,.

Deste fato, resta-nos mostrar que c, # M,.

Suponhamos que ¢, = M), assim existe uma seqiiéncia {u,} C H}(2) tal que
lonl, =1 e 7(v,) =0, ¥Yn €N

e mais,
[lvn|]> — My quando n — +oo.

Além disso, desde que V' é um espago métrico completo e {v,} é uma seqiiéncia
minimizante, usando o Principio Variacional de Ekeland existe uma seqiiéncia {0, }

tal que

1
My < J(0,) < J(vn)—kﬁ;

) 1
. ||Un _UNH < —;

N

1
CJ(0n) < J(u) + %H@n —ull, VueV,
onde J ¢ um funcional em H!(Q) definido como sendo J(u) = ||ul[*.

Considere para cada n um caminho diferenciavel 7, em V' tal que

W(0) =0n e 7,(0) = w,



e sendo assim

1
J(0n) < J(m(t)) + ﬁl\@n — ()]
ou seja, podemos rescrever a expressao acima da seguinte forma

L @) = Ol J(0a(8) = T (3(0))
Vn t - t

obtendo
NG w Uy, ) W.

Nesta tltima expressao podemos substituir w por —w e deste modo conseguimos o

seguinte resultado
1 R
%H@UH > J (n).w,
e portanto
| (0)-w] <

L]
—|W]]|.
Jn

Considerando a norma ||.||« no espago H*(f2) definida anteriormente, temos que

1 (2)] <

Si-

Uma vez que 7 ¢ linear e 0,, = v, + 0,(1), entdo
7(0n) = 7(vy) + 7(0,(1)) = 0+ 0,(1) = 0,(1).
Além disso, pelos resultados anteriores concluimos que
J(0n) = My e ||J' (@)l — 0.
Considere o funcional f em H}(2) definido por

1 1
fu) = 5 /Q (|Vul® + Au?) do — 5 /Q lulPdz.

E usando argumentos semelhantes aos da demonstracao do Corolario 3.3 e

_1
considerando a seqiiéncia @, = M 0, temos que
f (1) = 0,(1) em HH(Q).

Além disso,

87
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1 1 1 1 B
fan——/ Vﬁn2+)\ﬁn2dx——/ ﬁnpdx—(———>M"2+onl.
(i) = 5 | (ial? + M) die == | fifrde = (5= =) M7+ 0u(1)

Vale aqui, observarmos que usaremos o Lema 3.1 considerando as fungoes definidas
naquela ocasiao como sendo a = A e b = 1. Por simplicidade, a partir de agora,

denotaremos de {u,} a seqiéncia {,}. Pelo Lema 3.1 temos que

k

el [ = al[* + D 1 l|zw-
j=1

k
fun) = fu 27 (),

onde f é o funcional em H'(RY) definido por

flu) = %/]RN (|Vul® + M) do — % /]RN lulPdz.
Logo
k
o) = 1) + 3250 > St yek (50 ) g

Desde que f(u®) > 0, entao vemos que k nao pode ser maior que 1, pois

flun) = (% - %) Mf% + on(1).

Deste modo,

) = £00) + T = 50 + (- ) M7

Logo, devemos ter k =0 ou k = 1. Se k = 0, entao ||u,||* — ||u’]|?.
Por outro lado

u, — u’ em HY(Q),
implicando que

u, — u’ em H(Q).

Porém, isto contradiz o fato de que M) nao é atingido na variedade V', pois teriamos

]2 = M.



Logo k # 0.

Para k = 1, devemos considerar «° = 0, pois do contrério ndo teriamos

flun) = (% - é) M7 + 0,(1).

Portanto, ficamos com a seguinte situagao

lunl® = [lu'l[ey e f(u')

Il
—
N | —

|
SR
NG

=

i

implicando que u!' ¢ uma ground state solution de (F).

Uma vez que
u, = u’ =0
obtemos o seguinte
Un (@ +yp) = un(z +yy) = u'(2),

onde {y!} ¢é tal que |y}| — +o0.

Além disso,

19 (- +y)l Iz = [lun( 4 yo)lfw = lunlfw = lunl* = fJut||gn-

Destes tltimos resultados concluimos que
U, (- +yl) — ul em HY(RY).
Considerando as seguintes notagoes:
ul =, Y =yn e Wz +yy) =un(z ty,) —ul(2),
de onde segue
wy(7) = up(2) —ulz —y,), Vo € RY.
Mais ainda, observemos que
[[wnllfen = llwn (- + yo)llfr = [ltn(- + yn) = ullzn

e portanto da convergéncia forte de u,(. + y,), conseguimos mostrar que

w, — 0 em H'(RY).

89
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Consideremos os seguintes conjuntos
RY)F ={z e RV : (z,yn)pn > 0} e (RV); =RY \ (RY);}.

Para n é suficientemente grande, e desde que |y,| — +00 quando n — +00, podemos

afirmar que existe uma bola
Bi(ys) = {z € RY : |z —y,| <7} C (RY)}
tal que
1
u(r —yp) > §u(0) >0, Vo € Bi(yn)

e além do mais,

K
U’(:E - yn) S N—1> Vo € (RN)
elx—yn\lx — yn|T

n
onde K é uma constante.

o ) 1
Primeiramente, observemos que u(0) ¢ o méaximo valor de u no RY e que §u(0) > 0.

Além disso, uma vez que u é radialmente simétrica e u(z) decresce com o crescimento

de |z| de tal modo que
u(z) — 0, quando |z| — +o0
entao, pelo Teorema do Valor Intermediério, podemos afirmar que existe 7 > 0 tal que
1 N )
u(z) = éu(O) >0, Vz € RY com |z] = 7.
Considerando z = x — y,,, obtemos
1 N R
u(r —yn) = éu(O) >0, Vo € RY com |z —y,| =7,
logo
1
u(r —yp) > §u(0) >0, Vo € Bi(yn)-
Desde que
| = yul? = [2]* = 2 (2, yn) + [yl
entao fixando tal 7 temos que para todo x € B;(y,)

|J"|2 |yn|2 B |ZL’ - yn|2 |x|2 |yn|2 B f’2 |yn|2 — f2
= >




91

e desde que {y,} é tal que |y,| — +oo, existe n, de modo que

lyn|* > 7, Vn >n,
implicando em

(x,y,) > 0, Vn > n,.

Assim, para n suficientemente grande

Bi(yn) C (RY);.
Finalmente, devido ao resultado de Gidas, Ni e Nirenberg 9] segue-se

N-1

lim r 2 e"u(r) =~ >0.

r——+00

Note que, por definicao
(@, yn) < 0, Vo€ (RY),
e assim,
|2 = yul? = [2]* = 2 (2, yn) + [ynl® = [yl
implicando que
|2 2 — +o0.

|z — y,|* — +o0, quando |y,

Pela definicao de limite, dado € > 0 temos que para n suficientemente grande
|z — yn!¥e|m‘yn|u(3§ —yn) — 7| <,
logo, obtemos
N-—1
x —yu| 2 ¥ lu(z —y,) < e+ v <K,

onde K ¢é uma constante positiva. Sendo assim, chegamos a seguinte estimativa

K
u(r —yn) < v Vo€ (RY) (3.32)

e|z_yn||q; — yan

Portanto, temos que
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(rlude =5z = [ ale =g lllal): ) do

w(e = ) X(12]]). (&g} di + /( u(z = o) X(I2]]). (2 yn) d

(RN)F RN)n

Desde que

u(@ —yn), x(|1211), (@, yn) > 0, Vo € (RY)} e Bi(y,) C (RY);,

n

entao

/ u(z — o) xllzl)- (@, ) dz > / u(z — ) x(llzl)- (2, ) de
RN

Bi(yn)
Além disso,
0
u(r —y,) > %, Vo € Bi(yn)
e sendo
<.fl§', yn> = |fL’| |yn| COs 9,
onde # ¢ o angulo entre x e y,. Donde segue-se que
u(0)
( )U(x = yn)-X([[]])- (2, yn) d = —5— X(lz])-|z[|yn| cos fdzr.
By (yn

Be(yn) 2
Note que para todo = € B;(y,), obtemos
Ynl = lyn — 2+ 2| < |yn — o[ + 2] <7 + |2]
implicando que
|z| > R, quando |y,| — +oc.

Logo, pela definicao de y, para n suficientemente grande

R
x(fz]]).lz] = —.Ja| = R
|z
obtendo
/ u—o).x(||x|\).]$\|yn|cosﬁdx 2/ w.R|yn|COS9dx.
Bi(yn) 2 B (yn) 2

Para cada n, observemos que
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Opax = arctgw
implicando que
Omax — 0 quando n — +o0,

ou seja, para n suficientemente grande temos que cos 6 > %, e portanto

u(0) u(0) u(0)

/ — - R|yn| cos fdx > R—/ |Ynldz = R——= med(B;(yn))|ynl
B (yn) 2 4 Bi(yn) 4

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz temos que

/ U<x_yn)'X(||$||)-<5E7yn>d$Z/ —u(x = yn)-X(||2]])-||[yn|dz
(R

RN)7

n

e de (3.32), obtemos

K
/(RN)_ —u(@ = yn)-x([[]]).|2[|yn|dz = / - X)) [2][yn|d.

@y el — T

Pela defini¢ao da fungao x ocorre o seguinte:

x([|z]]).|z] < LR =R, selz| < R;

x(lell)-lo] = o-lal = R, selz] > R;
donde segue que
x([|z]])-Jz] < R.

Logo

K K
/ _ e x(lzl))-Jllynldz > / - — Rlylda.
(RN 2

ele=unl|z — y,| ®Y);  elrmvl|z — g5
Desta forma, temos o seguinte

<T(u(x —4)), y—">RN > R@ med(Bs(y,)) — K.R / ! .

0] &), elz=vnl|z — y, |2

Considere a seqiiéncia de fungoes integréveis

Uh(x) = !

- N—1"*
6'9‘"7?”"“1’ — yn‘T
Visto que |x — y,| > |y,| para cada Vz € (RY),, . E desde que |y,| — +oo obtemos

que
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Pl(x) — 0 q.t.p. em (RY) .
Por outro lado
|z —yn| > |z e |z —y| > M >0 Vn
implicando em

[ ()] =

elel M’

1 <.
onde —y ¢ uma funcao integravel em RY.
e

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

1
/ ¢,1L(x)dx = / ~—dr = 0,(1).
(RN); (RN, elz—yn| |ZL‘ — yn|T

Portanto
n 0
<T(u(a; — ), y—> L) med(Bs(yn)) — on(1) > 0.
|yn| RN 4
Uma vez que
w, — 0 em H'(RY),
obtemos

T(un) = 7(w(@ = yn) + wn) = 7(w(z = yn)) + 7(wn) = 7(ulz = yn)) + on(1)

e desde que

logo
T(un) = on(1).
Por esta seqiiéncia de fatos segue-se que
T(u(z = yn)) = on(1),

contradizendo os célculos feitos anteriormente. Portanto a suposicao de que ¢, = M)

nao é verdadeira, ou seja, deste modo mostramos que

Co, > M.
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Prova de a :

Desde que

Gp(y) € Hy(Q), [dp(y)lp =1

e pelo Teorema 3.1, temos que nao existe ground state solution, isto é,

| ()I? # M.
Assim
oo (W)[1* > My, Yy € RV,
Pelo item (ii) do Lema 3.2 para cada p fixado,
6, (y)]1* — M, quando [y| — +oc.

E de fato p esta fixo, pois anteriormente fixamos () e pela defini¢ao de limite temos
que dado

CO—M)\

0<e<
€ 5

existe R, tal que
6,(W)I1? — My| <€, se |y| > R,

donde segue-se

Co_]\/[/\ CO—FM)\
||¢p(y>||2<€+MA<T+M/\: 5
ou seja,
CO—I—M)\
||¢p<y>||2€<MA, . ),vyewmlque\ngo

mostrando portanto o item a do Lema 3.3.
Prova de b :

Agora, observe o seguinte

(00 e = [ oo)x(lel) ) o

pela definicao da aplicacdo ¢,(y), temos que

(@) b = o [ (%) e = e ()

B |pr|LP(RN) p
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Sendo assim,

e = [ €(E) e = el (.

1

[Vl o vy /(RN)_ : <|%|> ule —y)x(|z) (=, y) dz.

Repetindo os argumentos e os calculos feitos anteriormente, concluimos que para |y|

_|_

suficientemente grande temos

(T(0p(¥); Y)pn = _1 /Bﬁ( )§ (%) @X(|x|)|x|\y| cos Odx

RCAIZ 58 2

! ] K
e o, (%) e x(lfo]])Jzllylda.
vyl Le@m) (RN)— p ) ele=vllx —y| 2

Além disso, observemos que para x € B;(y), obtemos
ly| <7+ |
e assim, é possivel escolher |y| = R, de modo que

|z| > 2p e cosf >

DO | —

Logo

u(0) 1
g<—> 4O) (12 [zly| cos bdz 2/ 4O gt
(ém> p) 2 Bi(y) 2 2

> RRO@ med(B;(y)) > 0.

Temos também que

T K K
/ _5 (‘ |> — N—1 X(HxH)\xHy\dw = / T N—1 'RRde'
(RN)~ A i ®N)-  elevllr — y[

Desta forma pela escolha feita de R, é possivel termos

1
K/ ~dr < o) med(B;(y)).
(RN)— e|$*y“x — y‘T 8

Assim, conseguimos mostrar que existe R, tal que se |y| = R,, entao

(b)) ) = e B (y)) > 0

RY = vy | Loy 8



97

provando o item b do Lema 3.3.

Concluindo portanto a demonstragao deste Lema.

Agora consideremos o subconjunto ¥ de H](f2) definido como

Y={g,(y): |yl < R}

e observemos que X C P (o conjunto das fungoes nao-negativas de H}(Q)).

Defina o seguinte conjunto

o+ M
H = {hEC(PﬂV,PﬂV): h(u) = u, Yu tal que ||u]]* < H—)‘}

2

T={ACPNV: A=h(), heH}

Lema 3.4 Se A €T, entao ANT, # ¢.

Demonstragao: Provarmos que para todo A € T' existe um u € A tal que 7(u) = 0,

equivale a mostrarmos que para todo h € H, existe gy com |g| < R, tal que

(rohod,)(3) =0.

Considere um elemento h arbitrario e seja
J=(tohog,): RN — RN
onde J é homotopico com a identidade I pela homotopia
Ft,)=tTJ()+(1—-t)I, 0<t<1.

Devemos mostrar 0 ¢ F(t,0Bg,).

Considere |y| = R,, e assim pelo item a do Lema 3.3 temos que

CO—FM)\

I, < 5

e desde que h € H, entao

Wp(y)) = 6p(y)

implicando que
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Flty) =trohog,)(y)+ (1 —t)y=1trod,)(y) + (1 —t)y.
Assim, resulta que

(F(t,y),y) =t(r(9p(v)),y) + (1 = 1)y, ).

Desta forma consideremos os seguintes casos:

. se t =0, entao (F(0,y),y) = |y|* = R%;

. se t =1, entao pelo item b do Lema 3.3 temos que (F(1,y),y) = (7(¢,(y)), y) > 0;
. se 0 <t <1, tem-se que (F(t,y),y) >0, pois t, 1 —t, (1.¢,(y),y) e |y|* sdo valores
positivos.

Isto nos permite afirmar que 0 ¢ F(t,0Bg,).

Pela propriedade da invariancia do grau por uma homotopia temos que

d(F(t,.), Br,,0) = constante, ¥t € [0,1].
Note que, para t =0

d(F(0,.),Bg,,0)=d(I,Bg,,0) = 1.
Por outro lado, para t =1
d(F(1,.),Bg,,0)=d(J, Bg,,0).
Logo
d(J,Bg,,0) = 1.
Portanto, a equacao J(y) = 0 tem uma solu¢ao y em Bg, e dai,
T(G) = (rohog)(g) =0

provando o Lema.

Consideremos o seguinte:

_ 2
c= Xéf sup ||ul| (3.33)

ucA
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Ke={uePnV: Jw) =|[u|]*=ce V], (u) =0}.
Além disso para v € R, definiremos o seguinte conjunto
L,={ueV:Ju) <~}
Com estas defini¢oes partiremos para provar o seguinte teorema

Teorema 3.2 Considere N > 3,2 <p<2* ez, € RV \ Q. Entio para todo \ existe
um p = p(A) tal que se

RY \Q C B,(z,) ={z e RN : |z —z,| < p},
o problema

—Au+Au = |ulf?u, Q
(F2) { w € HQ

tem pelo menos uma solugdo positiva.
Demonstragao: Primeiramente escolhemos p(A) = 5 como o encontrado no
Corolario 3.4. E a partir dai, provaremos que o nivel ¢ definido em (3.33) é um valor

critico, isto é, IC. # ¢.

Note que
p=2
My <c< 27 M,.

De fato, pelo Lema 3.4 para todo A € I' temos que A NT, # ¢. Assim, para cada
A el existeuw € ANT,, dai

inf ||ul|®> < |[@|)* < 2,
Jnf [Jull” < [[all” < sup{ful]
De um lado temos que pelo Lema 3.3
M)y < ¢, = inf ||u|?
ueTo
entao para todo A € I’
M)y, < co < sup ||ul|?
u€A

implicando que

< i 2=
co_ggilelgllwl c



logo, concluimos que
M, < c.
Além disso, note que para todo A € I'
2
¢ < sup |[[ul|
u€EA
o que é equivalente a dizer que

c< sup [[M(@, (W), VheH.
bp(y)EX

Fazendo h = I, onde I é a funcao identidade,

c< sup ||, ().
Pp(y)ex

Sendo assim

¢ < sup [lg,(m)|* < sup [|,(y)l1%,
|y‘<Ro yERN

entao pela escolha de p()\) aplicamos o Corolério 3.4, obtendo o seguinte
9 p=2
¢ < sup ||g,(9)I|” <27 M.
yERN
Portanto

M, <c< QPTTQMA.

Deste modo, pelo Corolario 3.3, segue-se que o funcional J satisfaz a condicao

Palais-Smale no nivel ¢ para o seguinte subconjunto
Z=PAVnN {u e HY(Q): My < J(u) < 2PT_2MA}.

Suponhamos agora que K. = ¢, logo pelo Lema de deformacao podemos encontrar

uma aplicacao continua
n:[0,1] x VNP —VNP
e um nimero positivo €, tal que

LC+60 \ LC*EO CC LQPT#M)\ \ LCO-I—QIW)\,
n(t,u) =u, Yu€ Lo, U{VNP \ Le} e Vtel0,1],

. (1, LC+%) C Lo .

100
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Considere A € T tal que

¢ <supJ(u) <c+
ueA 2

Assim,
Ju)<c+<, Vue A
implicando que

Z C LC-‘r%"

Logo, pelo Lema de Deformagao, decorre que

ou seja,

implicando que
sup J(u) <c— —. (3.34)
uen(1,4)

Por outro lado,
n(l,.)e C(VNPVNP).

Além disso, desde que A € I, entdo existe h € H tal que A = h(X). Logo

h=n(l,)oheC(VNPVNP).

Desde que h € 'H, entao

o+ M
h(u) =wu, Yu tal que |Jul|* < HTA <c— €

implicando que

_ M
h(u) = n(1,u), Yu tal que ||ul|* < HT/\’

adicionando a isto o fato de que

CO—|—M/\
2

<c—e,
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e aplicando o Lema de Deformacao, obtemos

_ M
h(u) = n(l,u) =u, Yu tal que ||u||* < G I < C— 6.

Donde segue-se que

h e H.

Note entdo que n(1, 4) = h(X), e assim
n(l,A) e .
Deste modo, pela defin¢ao de ¢

c< sup J(u)
uen(1,4)

o que é absurdo de acordo com a estimativa 3.34.

Logo, temos que K. # ¢ e assim mostramos que ¢ é valor critico do funcional J
restrito ao conjunto V' N P. Isto equivale dizer que existe pelo menos uma solu¢ao nao
negativa para o problema (P,), pelo Principio de Maximo concluimos que a solugao é

positiva. Portanto, provamos este Teorema.

O

Teorema 3.3 Assuma as hipdteses do Teorema 3.2. Entao existe N, = A\,(2) tal que
para cada X € (0,),) o problema (P2) tem ao menos uma solugdo positiva.

Demonstragao:
No Problema (P,), fagamos a seguinte mudanca de variaveis w(z) = u(fz), com isto

obtemos o seguinte
—Aw(z) = —0*Au(0x) = (= u(0z) + |u(0x) [P 2u (b)),
dai
—Aw(z) = —N*w + 0*|w P ?w.
Desde que 0z € €, entao

xr €

| =
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1
Denotando por €2y o dominio —£2, vemos que

0
—Aw+ MNw = P|lw|P2w, Q
w = 0, 899
fazendo \0? = 1, temos que
Qp = VAQ = Q.
Deste modo
1
{ —Aw+w = X|w|p_2w, 0
w = 0, aQ)\

Este dltimo problema ¢ equivalente a

Aap—2
aw = 0, 0

Y

1
{ —Alow) + aw = low|P2aw,

ou seja, fazendo a mudanca v = aw, obtemos

1
_ _ p—2
{ AU+U = b\ p72‘1}| v, Q)\

v = 0, 00
. 1 L .
Considerando —— =1, isto é, v = ——w chegamos ao seguinte problema
AapP—2 A2
—Av+v = |v|P7, Q
(1) -
v = O, 8Q>\

Pelo Teorema 3.2, considere z, € RN \ Q) e assim, existe p = p(1) tal que se
RM\ Q) C By(z,) ={z € RN : |z — z,| < p}

o problema (1) tem pelo menos uma solugao positiva.

Considere
Xo=sup{A>0: R¥\Q, C B,(x,) com z,€RY\ O}

Entéo, temos que existe A\, dependendo de 2 tal que para cada A € (0, \,) o problema
(1) tem pelo menos uma solugao positiva.

Portanto, de acordo com as mudancas de variaveis feitas concluimos que existe

Ao = Ao(£2) tal que para cada A € (0, \,) o problema (P;) tem ao menos uma solugao

positiva.



Apéndice A
Funcionais diferenciaveis

Definicao A.1 Considere um funcional I : U — R, onde U é um subconjunto aberto
de um espaco de Banach H. O funcional I tem uma derivada de Gateaur f € H em
ue U se para cada h € H,

lim %[[(u +th) — I(u) — f.th] = 0.

A derivada de Gateauz de I em u € denotada por I'(u). O funcional I tem uma
derivada de Fréchet f € H em ueU se

1 B
Ilzli%w[](u+h> —I(u) — f.n] =0.

Dizemos que o funcional I € CY(U,R) se a derivada de Fréchet de I existe e ¢
continua sobre U.

Observagoes:
i) Se  H é um espago de Hilbert e I tem derivada de Gateaux em u € U, o

gradiente de I em u é denotado por VI(u) e é tal que
(VI(u),h) = I'(u).h, YVh € H

onde (.,.) denota o produto interno do espago de Hilbert.
De fato, uma vez que I'(u) € H', pelo Teorema da Representacio de Riez-Fréchet

existe um tnico g € H, tal que
I'(u).h = {g,h),Vh € H.

Além disso,
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lgller =17 (wll -

Denotamos este elemento g por VI(u), o qual chamamos de gradiente de [ em w.

ii) A derivada de Gateaux é dado por

I'(w).h = lim %[I(u +th) — I()].

t—0
iii) Todo funcional Fréchet diferenciavel ¢ também Gateaux diferenciavel.
Proposigao A.1 Se I tem derivada de Gateauz continua sobre U, entao I € C*(U,R).

Demonstracgao: Sejam u+h e u €U e como [ possui derivada de Gateaux

sobre U, entao pelo Teorema do Valor Médio existe 6 € (0,1) tal que
I(u+h)—I(u) =1I(u+6h).h.
Note que
I(u+h)—I(u) = I'(u).h =1 (u+0h).h—1I(u).h.
de onde segue

L Mt h) = I(w) = I'(w)h] = ﬁ[f(u +Oh).h— T (u).h]

= [I'(u+6h) — I'(u)].ﬁ.

Deste modo

Hﬁﬂ(lﬁh) — I(u) —I'(u).h]H = [|I'(u+6R) — T (w)]].

Uma vez que a derivada de Gateaux é continua, dado € > 0 existe § > 0 tal que se

||h|| < 6, segue-se
|1 (u+6h) — I'(u)|| <e

Logo

1 ' B
’lllir(l) W[I(u+ h) — I(u) — I (u).h] = 0.

Deste modo, concluimos que a derivada de Fréchet existe e ¢é igual a derivada de

Gateaux. Portanto a derivada de Fréchet de I ¢é continua sobre U, ou seja,

I € CYU,R).
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O

Definigao A.2 Seja I € CY(U,R). O funcional I tem uma derivada sequnda de
Gateaur L € L(H,H') em u €U se, para cada h,v € H,

1 / /
limg[l (u-+th) — I (u) — Lth].v = 0.

t—

A derivada sequnda de Gateaur de I em wu ¢ denotada por I (u). O funcional I

tem a derivada segunda de Fréchet L € L(H, H') em uwe€U se
1 ! /

lim ——[I (u+h) — I (u) — Lh] = 0.
h—0 [[h]]

O funcional I € C*(U,R) se a deriwada sequnda de Fréchet de I existe e €
continua em U.

Observagao: Toda derivada segunda de Fréchet é uma derivada segunda de Gateaux.

Proposigao A.2 Se I tem a derivada sequnda de Gateaux continua sobre U,
entao I € C*(U,R).

A demonstragao desta proposicao segue-se de modo semelhante a demonstragao da

Proposigao A.1.

A partir de agora destacamos os resultados mais utilizados em toda a dissertacao,

com relagao as imersoes nos espagos de Sobolev.

Definicao A.3 Considere o sequinte espaco
0
H'(RY) = {u e [2(RN) : 6—“ € L2(RN) para i = 1,2, N}
Z;

com o produto interno
(u,v) = / (Vu.Vou + Aduw)dz,
RN

onde X€ R com \>0.
Este espago com o produto interno indicado € de Hilbert. Além disso, trabalhare-
mos com a sequinte norma

3
lullor = ( [ (94 e

que provém do produto interno definido anteriormente.

Vamos considerar Q um subconjunto do RN. O espago H(Q) € o fecho de
D(Q) em HYRY), onde D(R) € o espago das fungoes testes (fungoes de classe C*()
com suporte compacto em 2 ).
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Teorema A.1 (Imersoes de Sobolev) As sequintes imersoes sao continuas:

H'(RY) — LP(RY), 2<p<oo, se N=1ou N =2;
2N

HYRN) — LP(RY), 2<p<2* seN >3, onde Q*ZW'

Teorema A.2 (Imersoes de Rellich) Se Q for limitado, as segquintes imersoes sao
compactas:

HAQ) = L/(Q), 1 < p < 2",

Nosso objetivo a seguir é mostrar que o funcional I em H} () definido por

I(u) = %/qu? ) da — % /Q Pz %J(u) - %G(u).

é de classe C*(H!(Q),R).

Consideremos os funcionais J e G no espago de Hilbert H](f2) definidos por
T =l e Gw)= [ fupds
Q

onde ||.|| ¢ a norma proviente do produto interno definido em H}(12).

Proposigao A.3 Os funcionais J e G sio de classe C*(HL(Q),R).

Demonstragao:
Existéncia da derivada de Gateaux de J

Dado u € H}(), entdo para cada h € H!(Q)

/ .1
J ().l = lim = [[Ju + th{]* — JulP’]

fazendo os calculos, obtemos
, 1
J (u).h = %ingg 2t (u, h) + *]|A]|?] = 2(u, h).

Mostrando a existéncia da derivada de Gateaux de J.
Continuidade da derivada de Gateaux de J.
Assumindo que u,, — u em H}(Q2). Dados ¢ > 0 e h € H}(Q) tal que ||h]| < 1, temos

que para n suficientemente grande
|(J (un) = " (u).h] = |2 (un —u, h) | < [|u —ul|][A]] < €

implicando em
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1/ (wa) = (@)l |1 = sup |(J (wa) =T

heH(Q)
[[h]|<1

(w)).h| < e.

Portanto
| () — J (u)||g—+ — 0 quando n — +oo0,

mostrando que a derivada de Gateaux de J ¢ continua em H](Q).
Existéncia da segunda derivada de Gateaux de J.

Dado u € H}(), entdo para cada h, v € H}(2)

J (u)hw = % [J'(u+th).w—J (u).v] =

S

2 (u+ th,v) — 2 (u,v)].

E portanto, a segunda derivada de Gateaux existe e vale

1

J (u)h.v =2 (h,v).

Continuidade da segunda derivada de Gateaux de J.

Assumindo que u,, — u em H}(f2)
(" (wn) = J" (w))hv] = |2 (h,v) = 2 (h,v) | = 0
mostrando que
17" () = T (u)]] = 0

e portanto a segunda derivada de Gateaux de J é continua em H}(Q). Pela
Proposicao A.2 temos que J € C?(H}(Q2),R).

Agora, vamos mostrar que G € C?*(H(Q),R).

Existéncia da derivada de Gateaux de G.

Sejam u, h € H}(Q). Dados z € Q e 0 < |t| < 1, pelo Teorema do Valor Médio, existe
0 € (0,1) tal que

[u(z) + th(z)[” = Ju(z)"]

m = plu(x) + Oth(@)[P~Hh(z)| < p(lu(z)] + [A(2)])P~ [h(2)].

Desde que u, h € H}(Q), temos que u, h € LP(2). Decorre disto que
[ul + |1| € L7 (%),
e assim, pela desigualdade de Hélder

(ful + [p)P~H 1] € LH(€).



Considere a seguinte seqiiéncia em L'()
fn = plu + 0.t B[P~ (u + Ot h)h
com t,, — 0 quando n — +o00. Logo
fo— [ = plulPuh.
Desde que
(@)l < p(lu(@)| + [h(2)])P~A(z)] Yn €N,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim/ fndx —p/ |u|P~2uhdz.
nJa Q

Por outro lado

lu+ t,h|P — |ulP
tn

1
lim — (/ |u + t,h|Pdx —/ |u|de> :p/ |u|P~2uhdz.
notn \Ja Q Q
1 -2
lim — lu+th|Pdz — | |ulPdz ) =p | |ufP""uhdz.
=0t \Jo Q Q

Portanto, existe a derivada de Gateaux de G, e vale

= plu+ Ot h|P~2(u + O,t,h)h,

1sto é

Logo

G (u)h :p/ lu|P~2uhdz.
0

Continuidade da derivada de Gateaux de G.

Assumindo que u,, — u em H}(f2), temos que
_p_
plun|P~?u, — plulP~?u em Lr—1.
Observe o seguinte

(G (wn) — G (w)).h] = |p / P2y hda — p / P~ 2uhdz
(9] Q

= p/ (‘un‘p_zun — \UIP_ZU) hdx
Q
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Pela Desigualdade de Holder
(G (un) = G'(w))-h] < pllunlP"*un — [uP?ul 2 @ |hl1oe).

Usando a imersao continua de H!(Q) em LP(2) para 2 < p < 2*

/ !

(G (un) = G (w))-h] < epllun”un = JulPul ey IR

donde segue

16 () = G @)1+ = cpllunl? 2~ ful?~2u] oy

Portanto
|G (up) — G (w)]|g-1+ — 0 quando n — +o0,

mostrando que a derivada de Gateaux de G é continua em H}(€).

Existéncia da segunda derivada de Gateaux de G.

Sejam u, h, v € H}(Q). Dados x € Q e 0 < |t| < 1, pelo Teorema do Valor Médio
existe 6 € (0,1) tal que

(plu(z) + th(z) P2 (u(x) + th(z)) — plu(@)["*(u(z)v(z) _
t

= p(p = Dlu(x) + Oth(z)P~*h(x)v(z)

implicando em

Iplu(z) + thz)[P~(u(x) + th(z)) — plu()[P~*(u(z)[jo(z)] _
g

= p(p — Dlu(z) + 0th(z)[P=2|h(z)[v(2)]
< plp = D(Ju(@)| + [A() )P~ |1 (2)[[o(2)]
< p(p = D(Ju(@)| + [a(x))"~ o ()]

De modo analogo ao feito para a primeira derivada, temos que

(lul + [h)P[o] € L'(9).

Considere a seqiiéncia k,, = p(p — 1)|u + 0,t,h|P?hv, com t, — 0 quando n — +oo.
Assim k,, converge para k = p(p — 1)|u[P"2hv. E mais, |k,| < (Ju] + |h|)P7|v].

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim/ kn,dx = p(p — 1)/ |u|P~2hv.
n Ja Q



Por argumentos semelhantes aos feitos na primeira derivada, concluimos que a

segunda derivada de Gateaux de GG existe e vale

G (u)h.v = p(p — 1)/ |u|P~2hv.
Q

Continuidade da segunda derivada de Gateaux de G.

Assumindo que u,, — u em H}(f2), temos que
p(p — D|ua|P2 — p(p — 1)]ulP~? em L=,
Logo
(G () — G (u))hov| = ‘ .y / fun [P~2ho — p(p — 1) / (ufP~2ho
== 1) [ (2 = 12y o,

Note que |u|P~2 € Lv7 e h, v € LP(Q), e desde que
1
o
=2
pela Desigualdade de Holder

(G (un) = G" (w)hv] = p(p = Dllunl”=* = [ul?=] e, [BlLo@[v] o)

Lp—2
Usando o Teorema de Sobolev
(G (un) = G"(u)hv| = p(p = Dl |un |72 = [u?=?| 2, [[7]]]]0]].
Logo
G (un) = G (u)l| < Ep(p = Dl|unl’™? = [ulP?] 2,
implicando que

G (u,) — G (w)]] — 0 quando n — +oo

e portanto a segunda derivada de Gateaux de G é continua em H} (). Pela

Proposigao A.2 temos que G € C*(H}(Q),R).

Sendo J, G € C*(H}(Q),R) e desde que

111



112

I(u) = %/Q(\w? +n2)da — % /Q Pz = %J(u) o),

concluimos, portanto, que I € C*(H}(Q2),R).
A demonstragao de que os outros funcionais, associados aos problemas estutados
no nosso trabalho, sao de classes C*(H!(Q),R") procede de forma semelhante aos

feitos nesta secao.



Apéndice B
Simetrizacao de Schwarz

Definicao B.1 Sejam A, As, ..., A, alguns conjuntos borelianos do RY, dois a dois
disjuntos de medida finita, e 0 < a, < ap_1 < ... < ay numeros reais. Se f € uma
funcao degrau tal que

f = Z AiX A; 5
=1

entao definiremos ser um rearranjo de f por

F* =X, <lsi<r)
=1

onde R, =0 e R;_1 < R; sdo dados pela relagao
med([R;—1 < |z| < R;]) = med(A;).

onde med € a medida de Lebesgue.

Notagao: [R; 1 < |z| < Rj] = {z € RN : R,y < |z| < R;}, onde |.| é a norma
euclidiana do RY.
Observagao: Note que esta definicao mostra que a partir da funcao degrau f

encontramos uma funcao f* que tem as seguintes propriedades:

i) Simétrica em relagdo a origem;
ii) Decrescente quando os raios R, s vao aumentando;

iii) A integral de Lebesgue de f* no RY ¢ igual a de f, ou seja,

[ (x)dx = f(z)dz.
RN RN



Consideremos f uma fungao degrau que tem um nimero finito de valores
ay > as > ... > a, > 0.

Se A, =[f=a]={zeRY: f(z)=a;} entdo

f = Z ;X A,
=1

pode ser escrita da seguinte forma

n

f= AiXirzai

i=1

onde fi; > fo > ... > f, e 0s \; s s@o dados pela relagao
Ji=Xiyza), Mi=a;i—aiiparal>i>n e a,p =0.

Vamos mostrar este fato usando o principio de indugao em n.

Primeiramente consideremos n = 2. Note que para este caso az = 0, e assim

f=MA+Xfe = (al - a2)X[fza1} + (CL2 - a3)X[f2a2}

= @1X[f>a1] — W1X[f>a1] T Q2X[f>as] — A3X[f>as]-
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Desde que X{f>a;] = X4; € X[f>as] = XAUAs = XA, + X4,, além do mais A, e A, sao

disjuntos. Logo

f=Mfi+Xafe =aixa —azxa, +azxa, +azxa,
= a1XA; t+ a2XA,-
Mostrando portanto que a mudanca na expressao vale para n = 2.

Consideremos agora que a expressao vale para n = k, ou seja,

k k
f= Z AiX[fzai) = Z AiXA;-
1=1 i=1

Agora, considere o seguinte

k+1

F= AXirzad = MXirza) T AoXirzasl + o+ MXirzad + A1 X(rzap)-
=1

Considerando ag,o = 0, obtemos

[ = MX(fza) + AeX(fzas) + -+ Mec1X[2an 1] T QX [f2an] — Q41X [f>a] T

T 1X[f>ap 1] — Qh+2X[f>ay 1]
= AX[fzar] T A2X[f2az) + -+ Me—1X[r2a,1] F GeX[2a] —

Ak 1X[f>ap) T U 1X[f>ap41]5



115

desde que a expressao (B.1) vale para n = k, entao

k

f= Z ;X A; T Ak 1X Apiq
i=1

donde segue que

k+1

f - Z AiX A;-
i=1

Mostrando com isto que se a expressao vale para n = k também vale paran =k + 1,
e portanto acabamos de mostrar por indugao que realmente podemos fazer a mudanca
indicada anteriormente.

Desta forma a simetrizacao de f é dado por

JC>k = Z)\lfz*

onde f; > f3 > ...> [
Com efeito é suficiente observar que
Nfi) =N = /\iX[\:v|<Ri]7
onde R; verifica

med(A;) = med([Ri—1 < |z| < R;))
e med([|z| < R;]) = med([f > a;]) = med(A;) + med(As) + ... + med(A;).

Sendo \; = a; — a;4+1, concluimos que

f* = ZaiX[Ri71S|I|<Ri] = Z )\lXH:B|<RZ] = Z )\zfl* = (Z )\Zﬁ) .
=1 i=1 i=1 i=1

Isto é interessante, pois a aplicacao f — f* nao é linear. No entanto, quando a
funcao f pode ser escrita na forma B.1 o rearranjo de f é a soma dos rearranjos \; f;".

O teorema a seguir permite definir o rearranjo de uma fungao positiva e mensu-
ravel qualquer.

Teorema B.1 Sejam 1 < p < oo e f € LP(RY) uma funcdo positiva. Erviste uma
inica f* € LP(RYN) tal que f* >0 e para todo a > 0

med([f > «a]) = med([f* > a]),
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onde o congunto [f* > «] é uma bola Bg,(0). A funcao f* é radialmente decrescente e
€ chamada de rearranjo decrescente ou a simetrizagao de Schwarz da funcao

f.

Além do mais, para toda funcao continua e crescente
G : Rt — R,

tal que G(0) = 0 temos

|- [ cia)dn

RN
Os resultados que se seguem encontramos maiores detalhes em Kavian[11].

Proposigao B.1 Seja u € HY(RY) uma fungdo positiva. Entio a simetrizacao
u* € HY(RYN) e temos

/[Vu*(x)\deS/ |Vu(x)|?ds.
RN RN

Proposicao B.2 O infimo em (3.1) é atingido e para qualquer u tal que ||ul|3x = M)
e [ulppmyy = 1 corresponde uma solugdo regular positiva de

—Au+Au = |ulP?u, RY
P
(F0) { u € H'(RY)

Além disso, qualquer solugao reqular positiva de (Py) € radialmente simétrica sobre
algum ponto do RN, u, < 0, para r > 0, r sendo a coordenada radial em relagdo ao
ponto e

lim T¥6TU(T) =7 >0.

r—-+00

Demonstragao: A demonstracao de que M), ¢é atingido foi feita na secao 2.3 e a
condicao de simetria e regularidade da solucao do problema é devido a um resultado

de Guidas, Ni e Niremberg [9].

Considerando uma seqiiéncia minimizante {u, } para (3.1), de modo que w, > 0 para
cada n € N.
De fato, basta trocar {u,} por {|u,|}. Definindo u*(z) = maz{u(z), 0} e

u™(z) = min{u(z), 0}, notemos que

[ ] o = T = u |y = [ s + [z gy = [lun| Iz

| futn] Loy = [tin] oy
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para cada n € N. Usando a Simetrizacao de Schwarz existe uma seqiiéncia

minimizante {u;,} C Hp ) (RY). Além disso, para cada n € N

/RN |V (z)[Pdx < /RN |V, (z)|*dx. (B.2)
Definindo a seguinte fungao
G: Rt — R*
t — G)=\?

onde A > 0.
Notemos que esta funcao é crescente, logo pelo Teorema B.1 visto na Simetrizacao de

Schwarz temos que

/R Gluy)da = /R Gluy)dr,

ou seja,

//\(u;)zdx:/ M2 dx. (B.3)
RN RN

De (B.2) e (B.3), concluimos que

il = [ (P @F + A7) do < [ (V)P + Awn)?) do = [l

RN

De modo analogo, considere agora a fungao

H: Rt — RT
t o H(t)=[t]f

//\|u,*1|pdx:/ Mu, [Pdz.
RN RN

para p > 1, temos que

Assim, para cada n

|| Lo @) = [Un|Lo@yy = 1.
Logo,

My < s llga < lun [z

Desde que ||u,||3x — M) quando n — +00, entdo mostramos que
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Juk]|zn — My quando n — +oo.

Portanto a seqiiéncia {u}} também é minimizante, e com isto {u’} ¢ limitada em
Hp ) (RY).
Sendo H (RY) um espago reflexivo, entdo existem {uj, } C {u}} e u € Hpn (RM)
tais que

. . N

up, = wem Hp ) (RY).
Uma vez que a imersao

Hon)(RY) — LP(RY)

é compacta para 2 < p < ]3—%, obtemos

Uy, — U em LP(RY).
Por outro lado,
e < Him e, 2
Passando ao limite temos que
ulpm = Le [fullty < My,

mostrando, portanto, que u é um minimizador para (3.1).
Utilizaremos o Teorema do Multiplicador de Lagrange para mostrarmos que existe
solucdo para (Fp). Para tal, observemos o seguinte:
HY(RY) ¢ um espaco de Banach;
J: H'RY) — R
v — J(v) = / (|V]* + A?) da
RN
e
F: HRY) — R
v — J(v) :/ lv[Pdx
RN

sao funcionais de classe C'(H'(RY); R).

Consideremos a variedade

V:{UEHl(RN);/ ]v]pdazzl},
RN
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donde segue que
F'(v).h = p/N |v[P~2vhdz, Yh € HY(RY).
R
Considerando h = v, temos
Fo=p [ lode=p20
RN
logo
F'(v)#0, YoeV.
Mais ainda, vimos anteriormente que para u € V', temos
My = J(u) = inf J(v).

veV

Assim, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange existe uma constante 6 > 0 tal que

ou seja,
J (u).h = 6F (u).h, Yh € H'(RN).
Fazendo os calculos, obtemos

2/ (VuVh + \uh) dx = 5p/ |u|P~uhdz, Yh € H'(RV).
RN RN
)
Considerando h = u, e desde que J(u) = M, e F(u) = 1 temos que Ep = M), ou seja,

/ (VuVh + Auh) dx = M,\/ lu[P~?uhdx, Vh € H'(RY).
RN RN

Com isto e pelo fato de u > 0 (uma vez que u é o limite fraco de uma seqiiéncia de

fungoes nao negativas em H!(RY)), temos que u é solugao do seguinte problema
) —Au+ M u = MuP~t RN
3
u € H'(RY)
Consideremos v = au > 0, onde a > 0. Logo, é facil ver que

M

aP—2

/ (VoVh + Avh)dx = / v?"'hdz, Vh € HY(RN).
RN RN
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1 1

pj2 =1, obtemos a = M )f’ﬁ e portanto v = M /{’fz u é solucao do problema
o

Fazendo
(Fo)-
Pelo Principio do Méximo Forte temos que u > 0 e conseqiientemente v > 0.
Finalmente, devido a Gidas, Ni e Nirenberg temos que ocorre a assintoticidade e a
monotonicidade de v (e de u) afirmando que qualquer solugao regular de (P) é

radialmente simétrica e tem o comportamento descrito na proposicao.



Apéndice C

Lema de Brézis e Lieb

Neste apéndice demonstraremos alguns Lemas devido a Brézis e Lieb que diz
respeito a convergéncias de fungoes nos espacos LP. Estas versoes foram utilizados no

nosso trabalho.

Lema C.1 Sejam 1 <p < 0o e {f,} uma seqiiéncia limitada de LP(S2) tal que

fo—f qt.p. em Q.

Entao

fo — f em LP(Q).

Demonstragao: Primeiramente, uma vez que {f,} é limitada em LP(2) e sendo este

um espago de Banach reflxivo, entéo existem g € LP(2) e {f,,} C {f.} tais que
fn, = g em LP(Q). (C.1)
Considere
Q,={xeQ: |fulz)— f(z)| <1 Vk>n}.
Fixando n e considerando ¢ pertencente a LPI(Q) com suporte compacto tal que

supp(p) C Q.

/Qfm.gzﬁdm—>/ﬂg.d)dx.

De (C.1) tem-se
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Por outro lado, por hipoétese temos que
fn— f qt.p. em Q
logo
fn® — f.0 q.t.p. em €.

Assim, temos que pela desigualdade de Holder f.¢ € LY(Q) e desde que ¢ tem suporte

compacto em 2 entao

| fni®0

= [(fa; = H)o+ f-0 < |fui = flIO1+ | fll0] < || + | f]I¢] € LH(Q)

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

/ngr¢dx——atz;ﬁ¢dx.

Kﬁ@m:éfwm

Desde que ¢ é arbitraria, entao para cada n fixado

Pela unicidade de limite

/ g.odx = / f-odx, Yo com suporte compacto em €2,,.
Q Q

Considerando ¥ € LPI(Q) com suporte compacto em €2, existe uma seqiiéncia

{®,} € L*' () com suporte compacto em €2, para cada n tal que
P, — U.
Usando argumentos semelhantes aos anteriores, concluimos que

/g.\I/dx = lim g.9,dxr = lim / f.®,dx = / fWdx.
Q n—+o Jo n—+oo Jo Q
Desde que W ¢é arbitraria, segue
/g.\Ifdx = / fWdx, VU com suporte compacto em €.
Q Q
implicando que

g=f q.t.p. em €.

Com isto obtemos que
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fn, = f em LP(Q)
portanto
fo— fem LP(Q). (C.2)

Considere que (C.2) nao ocorre. Portanto, existem uma subseqiiéncia { f,;} de {f.},

F:LP(Q) — Ree¢, >0 tais que
\F(fn;) = F(f)] > €, Vnj. (C.3)

Por hipotese, {fy,} ¢ limitada em LP(Q), e usando argumentos ja vistos nesta

demonstragdo temos que existe uma subseqiiéncia {f,,; } de {fy,} tal que
fny, — [ em LP(Q),
contradizendo (C.3). Portanto, (C.2) ocorre, terminando a demonstragao deste Lema.

U

Lema C.2 Seja Q um subconjunto aberto do RN e seja {u,} C LP(Q) para1 < p < oo.
Se

a) {u,} € limitada em LP(S),
b) u, — u q.t.p. em €,

entao

. P _ —ulP = |ul?
i (1ol = hon = 0l = ey

Demonstragao: Desde que {u,} C LP(f2), segue-se que {|u,|P} C L'(2). Pelo Lema
de Fatou e sendo {u,} limitada em L?(2)

/lim|un\pda: < hm/ |up [Pdr < oo.
Q" moJa
Uma vez que u,, — u q.t.p. em §2
|un? — JulP q.t.p. em Q
logo
lim |u, | = |ul’ q.t.p. em Q.
n

Com isto, obtemos
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0l < i a3y < 00
Por outro lado, dado € > 0 existe c¢(¢) tal que
lla + bP — |al?| < €|al? + c(€)[b]P, Va,b € R. (C.4)
De fato, Pelo Teorema do Valor Médio existe 6 € (0,1) tal que
la + b|P — |a|P = pla + 6b|P~2(a + 0b)b.

Disto, decorre que

lla+ 0P —[al?| = pla+ 66~ b] < p(lal+01b])""" |b] < p(2max{|al,0]b]})"" [b]
< 27~ Lpmax{|alP~, |b[P~1Yb| < 20~ 1p(|alP~" + |b[P~1)[b].

Assim
lla +bfP —|afP| < 2P plalP~[b] + 27~ 'p|b|.
Sendo P ] e p expoentes conjugados, entao pela Desigualdade de Young temos que
1 -1 =2 1
aP bl = eolal = b] < F—=el " |al + bl
P
60 pEo

Logo, obtemos o seguinte

v 1
la+b" —lal’| <277 (p —1)es " fal” + 277" 5 [b] + 2771 {bf?

v 1
=2 = DT+ 2 (1) o

p

Considerando € = 2P~ (p — 1)e5 ™", temos que existe c(e) tal que
lla + 6" —[af’| < €lal” + c(e)[bf, Va,be R

mostrando, portanto, que (C.4) ocorre.

Considere agora a funcao f; tal que

Fro = (lunl” = Jun = ul’ = [ul’] = eluy — ul’)" < (1+c()) |ul”. (C.5)

Se

[lunl? = fun = wlP = |ul?| = €efun —ul? <0,



entao (C.5) ocorre de imediato.

Caso contrario,
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(ltnl? = Jun = ul? = [ul?] = elun — ul?)” = ||un]” — Jn — ul” = ul?| — e[, —ul?.

Considerando a = u,, — u e b = u, de (C.4) temos que
[[unl? = |un — ul?| < €fun — ul? + c(e)|ul?.
Logo, concluimos que

fre S lunl? = lun = ulP| + uf’ — efun — ul?
< €|u, —ul? + c(e)|ulP + |uP — €|lu, — ul?
< (L+c(€)) Jul?
mostrando que (C.5) ocorre.
Uma vez que u € LP(Q2), entao (1 + c(e)) |u|P € LP(R).

Além disso, desde que u,, — u q.t.p. em €2, temos que
fs— 0 q.t.p. em (.
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que
/ frndx — 0 quando n — 0.
Q
Dos argumentos usados anteriormente temos:

(1) [lunl? = fun = ufP = |ul’| = €fu, —ulP <0 =

(1) [fun|” = fun = wlP = Jul’| = efup, —ulP = f;.

TL?

Assim de (i) e (ii), temos que
[[un]? = Jun = wlP = [ul?| < f5 + €efun —uf?
e sendo a seqiiéncia {u,} limitada em LP(2), obtemos

/ | |P — |up — ul? — |ulP|dz / frdx + e/ |y, — u|Pdx
Q

= szfbdx—kes%pwn _U|LP(Q)-

Logo

m [ ||un|? — |up — ul? — JulP|dz < esup |u, — Ulip(g).

n—00 n
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Fazendo € — 0 e sendo sup |u,, — u|72P(Q) < 400, entao
n

lim / (|un? = |up — ufP — |u|P) dx| < lim / ||wnl? — U, — ulP — |ulP|de — 0
e portanto

. P _ —_ P = |ul?
(=) =

Terminando a demonstracao do Lema.
O

Lema C.3 Seja u, : RY — R com {u,} € LP(RY) para p > 2, u,, — 0 q.t.p. em RY
e A(y) = ly[P~%y para todo y € R. Entdo se

|un|LP(RN) SC Vn € N,
temos que
/ At +w) — Alun) — A(w)|7 d = on(1)
RN

para cada w € LP(RY) fivado.

Demonstragao: Pelo Teorema Fundamental do Célculo

L /d
A(u, + w) — Auy,) = / (aA(un + tw)> dt,
0
isto é,

Aup+w) — Aluy,) = /01 (% (|wn + tw]P>(u, + tw))) dt = /Ol(p—1)|un+tw|p_2wdt.

Logo,
1
|A(un +w) — Aun)| < (p = 1)|w] / [t + tw P2t < (p = 1) w] (Jun| + |w])P.
0

Por outro lado

(] + [P~ < (2max {|u,], [w|})P~
< 2772 max {|u, [P72, |w[P~?}

< P22 4 2872 |y, [P,

de onde segue que

|A(u, +w) — Aluy,)| < (p—1)2P2Jw[P~t + (p — 1)2P72|u, P2 |w].
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Pela Desigualdade de Young para cada € > 0, existe c(e) tal que

A + w) = Aun)| < elun”™" + e(e)Jw". (C.6)

De fato, para cada €, > 0 uma vez que p — 1 e p 5 expoentes conjugados, entao

pela Desigualdade de Young temos que

=

1 p—2 =L 1
p—2 — p—2 < p—2 p—1 _ P—l.
a2l = e ] < P e+ el

I3

Logo

p—1
Al +w) = Alua)| < (p— D22+ (p— )22 (226 ju, ! 4 L |w|pl>

= TR _ 1 -
< 022 42 (0 )+ ) e

p—1

Considere € = (p — 2)2P2e5~?, entao existe c(e€) tal que (C.6) ocorre.

Agora, para cada € > 0 consideremos a seguinte func¢ao
€ —_ +
ful@) = (|A(un + w) = Aun) — A(w)|(x) — elua["~(z))
e desde que u, — 0 q.t.p. em RY entdo

fé(z) — 0 q.t.p. em RV,

n
Além disso, observemos que

0<fr <I[A(un+w) = Alun)| + [A(w)] — €|u /!
< €lun 7t + () wlP T+ [w[PTH = efun [P

< ¢w|Pt € LmT (RY).
Assim, uma vez que w € LP(RY ), temos o seguinte
0 < |fi(@)7 < erfulr € L'(RY).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
/N | f<(2)|7Tdz — 0 quando n — oc.
R
Note que pela definicao de f; temos que

[Aun +w) = Alun) — A(w)| — elun [/~ < f7
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isto é,
| Aun +w) — Aluy) — A(w)] < f + elug [P~

e com isto temos o seguinte

p

At + w) — Aluy) — A@w)[7T < (fg + elun)7T < (2max {f5, efu, P17

< 2 ma { ST, 7Tl b < 275 £ 4 275

Assim, obtemos para todo € > 0

lim MWWH@—AWH—AWW%MIS%%H%/ |, |[Pd

< otret ov

implicando que

lim [ [A(un + w) — A(u,) — A(w)|71de =

n—oo RN

Concluindo a demonstracao do Lema.



Apéndice D

Grau topologico de Brouwer

Neste apéndice faremos uma breve apresentacao desta ferramenta topologica e de
suas principais propriedades. Seja ¢ € C(Q,R"), onde © C RY & um conjunto aberto

limitado. Dado b € RY \ ¢(99) o problema consiste em resolver a equacao

o) = (D.1)

em (2. Isto pode ser feito em certos casos usando-se o chamado grau de Brouwer
da aplicagao ¢ (relativo a 2 no ponto b), d(¢,€2,b), o qual é um inteiro que representa

uma "contagem algébrica" do nimero de solugoes de (D.1).

Neste momento citaremos as propriedades que utilizamos durante o decorrer deste
trabalho:
(G1) Normalizacao: Se I :  — R & a aplicacao inclusdo entdo

1, se beQ

d(1,9Q,b) =
0, se b¢d

(G2) Propriedade de existéncia: Se d(¢,(2,b) # 0, entao existe uma solugao
z, € Q de (D.1).

(G3) Invariancia por homotopia: Se H € C([0,1] x Q,RY) e b ¢ H([0, 1] x 99),

entao

d(H(t,.),Q,b) = constante YVt € [0,1].



Apéndice E

Resultados utilizados na dissertacao

Neste apéndice enunciaremos os principais teoremas utilizados nas demonstragoes
durante todo este trabalho.

No que segue-se temos as seguintes notagoes:

. X é um conjunto mensuravel;
. € uma medida em X;

. M™ & o conjunto das fun¢oes mensuraveis nao-negativas em X.

Lema E.1 (Lema de Fatou) Se {f,} pertence a M, entao

/ lim fdyt < lim / o

Teorema E.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja {f,} uma
seqiiéncia de funcoes integraveis que converge em quase toda parte para uma fungao
mensurdvel f. Se existe uma funcao integravel g tal que

|fnl < g para todo n € N,

/ fdu = lim / jm

Teorema E.2 (Desigualdade de Hdélder) Seja f € LP(Q)) e g € LY(9),

1 1
onde 1 <p<+o0 e—-+—=1. Entao
P q

fge LYQ) el|fglrw < |fler@lglrae)-

entao f € integrdvel e

Teorema E.3 (Desigualdade de Interpolagao) Seja f € LP(Q2) N L),
onde 1 < p < q < +oo. Entao



131

fel(Q) vp<r<gq

_ 1 68 1-4
[ 9lr@) < 119019l La(ay, com 0 <8 <1 tal que P + Y

Teorema E.4 Sejam {f,} uma seqiéncia de LP() e f € LP(QY), tais que
fo— f em LP(Q).

Entao existe uma subseqiiéncia { f,;} tal que

(i) fu;(x) — f(x) q.t.p. em Q;
(i) | fn,(x)] < h(z) q.t.p. em Q Vj, onde h € LP(Q2).

Teorema E.5 Sejam H um espago de Banach e {u,} C H. Entao valem os sequintes:
(i) u, — u em H se, e somente se, F(u,) — F(u) YF € H;
(i1) Se u, — w em H, entao ||u|| < lim||u,]|;

(11i) Se u,, =~ u em H e f: H— R uma fun¢io conveza, entao f(u) < lim f(u,).

n

Teorema E.6 Sejam H um espaco de Banach reflexivo e X C H um subespaco
vetorial fechado. Entao X (munido da norma induzida por H) é reflexivo.

Teorema E.7 Seja H um espago de Banach reflexivo. Se {u,} € uma seqiiéncia
limitada em H, entdo exitem uma subseqiiéncia {uy,} de {u,} e u € X tais que

U, — u em H.
J

Teorema E.8 Seja H um espago de Banach uniformemente convezo. Se {u,} é uma
seqiiencia limitada em H tal que u, — u em H e lim||u,|| < ||u||. Entdo
n

u, — u em H.

Teorema E.9 Sejam H e V espacos de Banach, um subconjunto aberto U C H e
x, z €U tal que o segmento de reta entre x e z estd contida em U (que € o segmento
r+t(z—x) com0<t<1 Sef:U—V de classe C'. Entao

[f(2) = f(@)] < |2 = a|sup | f'(v)],

onde o sup € obtido sobre todo v no segmento de reta entre x e z.

No que se segue daremos as defini¢coes necessarias para enterdermos o enunciado
do Principio do Méaximo Forte. Este resultado é muito utilizado quando queremos
mostrar que uma solucao é estritamente positiva.

Considere o operador diferencial eliptico linear da forma

Lu = a"(z)Diju + b () Diu + c(x)u, a¥ = a’’,
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onde z = (71, ..., z,) estd num dominio Q do RY, para N > 2.
Dizemos que L é eliptico num ponto z €  se a matriz coeficiente [a¥(x)] é
positiva; isto é, se a(x), A(x) denota respectivamente o minimo e méaximo autovalores

de [a(z)], entao
0 < a(z)[l < a”(x)&& < A(x)|€

para todo & = (&, ...,&,) € RV\0. Se A/« ¢ limitado em 2 dizemos que L é uniforme-

mente eliptico em ().

Teorema E.10 (Principio do Maximo Forte de Hopf) Sejam L uniformemente
eliptico, c =0 e Lu >0 (< 0) num dominio Q) (nao necessariamente limitado). Entdo
se u atinge seu mdzximo (minimo) no interior de §2, u é uma constante. Se ¢ <0 e ¢/
¢ limitado, entao u nao pode atingir um mdzximo ndao negativo (minimo nao positivo)
no interior de ) a menos que seja constante.

Teorema E.11 (Teorema de Brézis-Kato) Sejam Q um dominio no RY e g: Q x
RY wuma funcdo de Carathéodory tal que para quase todo x € Q vale

l9(z, u)| < a(z)(1+ |ul)

N/2
loc

onde a € L,,!"(Q). Seja também u € H}

be(§2) uma solugao fraca de

—Au=g(.,u) em K.

Entio u € L (Q) para qualquer p < oo. Se u € HXQ), e a € LN?(Q), entio

loc

u € LP(Q) para qualquer p < co.

Teorema E.12 Seja u(z) uma solugdo de classe C? positiva de
—Au+m?*u=g(u) en RN, N>2 m>0

com u(z) — 0 quando |x| — oo e g continua, g(u) = O(u®), « > 1 prozimo de u = 0.
Sob o intervalo 0 < s < u, = maxu(x), assuma que

9(s) = g91(s) + ga(s)
com gy nao decrescente e g1 € C satisfazendo, para algum C >0, p>1,
|91(u) — g2(v)| < Clu —v|/[log min(u, v)|P, 0<u, v<u,.

Entao u(z) é esfericamente simétrica sobre algum ponto do RN e u, < 0 para r > 0,
onde r € a cordenada radial sobre tal ponto. Além disso

lim rN=D2emy(r) = v > 0.

r—00
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