
Resumo

Neste trabalho apresentamos como a inferência Bayesiana e a relação entre região

H.P.D. e os testes de hipóteses, obtida através de algumas propriedades da distribuição

t-Studente multivariada, podem ser aplicados no estudo de dados de um Modelo de

Covariância Linear com e sem erros nas variáveis. Para o nosso trabalho, consideramos

um experimento planejado em k tratamentos, sendo cada um deles repetido em ni

unidades experimentais, i = 1, 2, . . . , k.



Abstract

In this work we present as the Bayesian inference and the relation between region

H.P.D. and the tests of hypothesis, gotten through some properties of the distribution

t-Student multivaried, they can to be applied in the study of data of a Model of Linear

Covariance with and without errors in the variables. For our work, we consider an

experiment planned in k treatments, being each one of them repeated in ni experimental

units, i = 1, 2, . . . , k.
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Introdução

Ao longo desse trabalho estudaremos o Modelo de Covariância Linear, com e

sem erros nas variáveis, sob uma perspectiva Bayesiana. Para tanto, usaremos uma

informação a priori do tipo não informativa, proposta por Jeffreys, para que, de posse

dessa informação adicional, tenhamos maior precisão nas inferências.

No Capítulo 1 faremos uma introdução sobre a Inferência Bayesiana, seus princí-

pios e a sua versão para estimação, intervalos de confiança e testes de hipóteses.

Veremos também que Jeffreys, no intuito de realizar uma análise neutra, por causa

da subjetividade da priori, propôs uma classe de priori não informativa, baseadas na

informação de Fisher. Neste capítulo ainda faremos um breve estudo sobre a análise

de covariância que é uma técnica que aumenta a precisão em experimentos aleatórios.

Para isso será utilizado um termo chamado de soma de produto total para a análise

dos dados.

No Capítulo 2 estudaremos o artigo da referência [7]. Consideramos um

experimento planejado com k tratamentos, onde cada um deles é repetido em ni

unidades experimentais, i = 1, 2, . . . , k, sendo que neste capítulo as variáveis ex-

plicativas xij serão consideradas fixas e medidas sem erros, para j = 1, 2, . . . , ni, e

i = 1, 2, . . . , k. Um modelo estatístico adotado nesta situação é

yij = τi + βixij + eij,

onde yij é a observação relativa a variável resposta obtida na j-ésima unidade

experimental que recebeu o tratamento i e eij é o erro correspondente na medição

de yij. Vamos supor que eij ∼ N(0, σ2) e são independentes. Após encontrarmos

a função de verossimilhança associada ao modelo, usaremos uma densidade a priori
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proposta por Jeffreys, do tipo não informativa, para encontrarmos a densidadde a pos-

teriori de (σ2,θ), onde θ é o vetor de parâmetros do modelo ou parte deles, assim

como as densidades marginais a posteriori do vetor do efeito médio dos tratamentos

τ ′ = (τ1, τ2, . . . , τk) e do vetor dos coeficientes da regressão β′ = (β1, β2, . . . , βk), usando

as propriedades da distribuição t-Student multivariada encontradas no Apêndice B.

Usaremos a definição de região H.P.D., dada na seção 2.8, e sua relação com os testes

de hipóteses, vistos na seção 2.8.1, para obtermos inferência sobre o efeito médio e

sobre o coeficiente angular da regressão de cada tratamento, assim como inferências

sobre combinações lineares destes.

No Capítulo 3 consideraremos o mesmo modelo proposto no Capítulo 2, sendo

que, neste caso, as variáveis explicativas xij são medidas com erros. Já que não existe

instrumento de medição perfeito essa suposição está bem fundamentada. Dessa forma,

ao invés de observarmos o verdadeiro valor de xij observamos a variável

Xij = xij + uij,

com j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , k, onde uij é o erro correspondente na medição

de xij. Esse fato aumentará a quantidade de parâmetros envolvidos no modelo. Para

diminuir esse número de parâmetros, iremos supor que a razão entre as variâncias

λe =
σee

σuu

seja completamente conhecida. E já que o nosso objetivo, em geral, é

obtermos inferências sobre os parâmetros de regressão, usaremos as suposições de

independência dos erros eij, uij e da variável não observada xij, j = 1, 2, . . . , ni,

i = 1, 2, . . . , k, e também a suposição de não correlação entre cada um deles para esse

fim. Após encontrarmos a função de verossimilhança do modelo, e usando as suposições

acima, estaremos nas hipóteses do Teorema 3.1 e do Corolário 3.1 que nos fornecerão,

respectivamente, a densidade a posteriori de (τ ,β, λe,x) e a densidade a posteriori de

(τ ,β, λe). Ainda encontramos a densidade preditiva do vetor não observável x.

No Apêndice A encontramos alguns resultados referentes a distribuição nor-

mal multivariada e alguns resultados de álgebra linear para a inversão e cálculo do

determinante de matrizes em blocos usados nos Capítulo 2 e Capítulo 3.

No Apêndice B encontramos algumas propriedades da distribuição t-Student

multivariada usadas no Capítulo 2.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo faremos uma breve introdução à inferência Bayesiana, seus princí-

pios e a sua versão para estimação, intervalos de confiança e testes de hipóteses. Fare-

mos também um breve estudo sobre a análise de covariância. As informações deste

capítulo são encontradas nas referências [2], [5] e [8].

1.1 Inferência Bayesiana

Sabemos que o objetivo da inferência matemática é reduzir a falta de conheci-

mento ou a incerteza sobre um determinado valor de interesse θ. Toda informação que

temos a respeito de θ pode ser sumarizada, subjetivamente, em P (θ|H), a distribuição

a priori de θ, onde H é a informação inicial que dispomos. A distribuição a priori

é o único elemento novo na abordagem Bayesiana com relação à frequentista, e o seu

compromisso é representar todo o conhecimento que se tem sobre θ, antes de se realizar

o experimento, isto é, seu compromisso é descrever a incerteza sobre θ, probabilistica-

mente.

O objetivo da inferência Bayesiana é estudar as formas pelas as quais os resul-

tados experimentais, adicionados a H, alteram P (θ|H). Por causa da subjetividade

de H, diferentes pesquisadores podem possuir informações iniciais H1 e H2 fortes, e

divergentes, sobre a quantidade desconhecida θ, de forma que é inviável conciliar essas

informações. Precisamos, portanto, produzir uma análise neutra gerando-se um refer-

encial. Usaremos a informação a priori do tipo não-informativa proposta por Jeffreys
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que será definida mais adiante. Assim, poderemos realizar a análise nos baseando no

mínimo de informação subjetiva a priori, mesmo porque, esperamos que o experimento

seja mais informativo do que a própria priori.

A seguir daremos a definição de parâmetro.

Definição 1.1.1 Considere a observação X. A quantidade θ é chamada de parâmetro
para X se

P (X|H e θ) = P (X|θ)

e nesse caso P (X|θ) é denominado de seu modelo estatístico.

Ou seja, θ é um parâmetro para X se, no momento em que θ fosse conhecido, sua

incerteza sobre X se tornaria independente de qualquer conhecimento anterior H. Isto

é,

P (X|H) =
∑

θ

P (X|θ)P (θ|H) =
∑

θ

L(θ;x)P (θ|H),

onde L(θ;x) é a função de verossimilhança para θ.

A classe de prioris não-informativas, propostas por Jeffreys, se baseia na medida

de informação de Fisher. Primeiro, vejamos a definição da informação de Fisher e em

seguida a definição da priori de Jeffreys.

Definição 1.1.2 Considere a observação X com função de probabilidade p(X|θ). A
medida de informação esperada de Fisher sobre θ através de X é definida por

I(θ) = EX|θ

[
−∂

2 l(θ;X)

∂ θ2

]
, (1.1)

onde l(θ;x) = log L(θ;x), na base natural. Se θ for um vetor, então define-se a matriz
de informação esperada de Fisher sobre θ através de X, I(θ), com elementos Iij(θ)
dados por:

Iij(θ) = EX|θ

[
−∂

2 l(θ;X)

∂ θiθj

]
. (1.2)

Mostra-se que, sob as condições de regularidade, podemos também calcular a

medida de informação esperada de Fisher sobre θ através de X na forma abaixo.

I(θ) = EX|θ

[
−∂ l(θ;X)

∂ θ

]2

, (1.3)

como já é conhecido.
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Definição 1.1.3 Considere a observação X com função de probabilidade p(X|θ). A
priori não-informativa de Jeffreys tem densidade dada por

p(θ) ∝ [I(θ)]1/2, (1.4)

θ ∈ Θ, onde Θ é o espaço paramétrico de θ. No caso multivariado temos

p(θ) ∝ |det I(θ)|1/2. (1.5)

Seja X uma quantidade aleatória que possui θ como parâmetro. Considere um

experimento que observa o valor de X. Antes de observar X temos uma distribuição

amostral de X dada por P (X|θ e H). Após observar o valor de X = x a nossa quan-

tidade de informação aumentou: antes só conhecíamos H e depois do experimento

passamos a conhecer H1 = H
⋂
{X = x}. Agora a informação sobre θ está sumarizada

em P (θ|x e H). Podemos passar da distribuição a priori, P (θ|H), para a distribuição

a posteriori, P (θ|x e H), usando uma versão do Teorema de Bayes

P (θ|x, H) =
P (θ|H)P (X = x|θ)

P (X = x|H)
=
P (θ|H)L(θ;x)

P (X = x|H)
.

Mas, P (X = x|H) não depende de θ, daí, para a determinação da quantidade de

interesse P (θ|x, H) ela é apenas uma constante, logo podemos escrever

P (θ|x, H) ∝ P (θ|H)L(θ;x). (1.6)

Para recuperar a constante, basta observar que p(θ|x, H) = Wp(θ|H)L(θ;x),

onde

W−1 = p(x|H) =

∫
θ

p(x, θ|H)dθ =

∫
θ

p(x|θ)p(θ)dθ. (1.7)

Note que na última igualdade a dependência em H é removida para facilitar a notação.

1.2 Estimação, Intervalos de Confiança e Testes de
Hipóteses Bayesianos

Vejamos agora as versões Bayesianas para a estimação, intervalos de confiança e

testes de hipóteses.

Vamos supor que a quantidade desconhecida, θ, seja um número real.
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Definição 1.2.1 O estimador de Bayes, para o parâmetro θ, é o valor esperado de θ
dados H e x, isto é,

E(θ|H e X = x) =
∑

θ

θP (θ|H e x),

se Θ for discreto.

Já que a distribuição a posteriori de θ é a expressão atualizada da sua incerteza,

o valor esperado de θ dado H e x pode ser considerado como um estimador razoável

de θ.

Os intervalos de credibilidade são os correspondentes Bayesianos aos intervalos

de confiança na abordagem clássica. Segue sua definição.

Definição 1.2.2 Intervalo ou conjunto de credibilidade de nivel α é um conjunto Rα

contido no espaço paramétrico de θ tal que, para α ∈ (0, 1) fixado,

(i) P (θ ∈ Rα|H e x) = 1− α ou P (θ ∈ Rα|H e x) ≥ 1− α;

(ii) Para Rα = (θ0, θ1) temos que p(θ0|H e x) = p(θ1|H e x).

Na seção (2.8) falamos mais detalhadamente sobre essa definição, onde chamamos

Rα de região H.P.D., que é a região em que seus pontos tem densidade a posteriori alta.

Para encontrarmos os pontos θ0 e θ1 das distribuições mais usuais e não simétricas

usamos a tabela da referência [1].

Baseados nesse conjunto e fixando um nível α, podemos construir um método de

decisão: não rejeitamos que θ0 é um valor aceitável para θ se θ0 ∈ Rα, caso contrário,

se θ0 /∈ Rα, então rejeitamos que θ0 seja um valor aceitável para θ. Isso corresponde,

de certa forma, aos testes de hipóteses. Na seção (2.8.1) detalhamos como a região de

credibilidade nos ajuda a tomar decisões sobre um determinado valor θ0.

1.3 Análise de Covariância

A análise de covariância é uma técnica de bastante interesse. Ela combina os

aspectos da análise de variância e da análise de regressão. A análise da covariância

tem numerosas utilidades, a mais comum é que ela aumenta a precisão em experimentos

aleatórios. Aqui supomos que cada unidade experimental também possui as medidas

das outras variáveis que estão linearmente relacionada com a variável resposta.
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O modelo de um delineamento completamente aleatorizado é

yij = µ+ βj + γ(xij − x̄..) + eij,

onde eij ∼ N(0, σ2) e são independentes,
k∑

i=1

niβi = 0, j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , k,

µ =
1

N

k∑
i=1

niµi, para N =
k∑

i=1

ni, βi = µi − µ e x̄.. =
1

N

k∑
i=1

ni∑
j=1

xij, com µi, βi e γ

assumindo valores reais, ∀ i = 1, . . . , k.

As suposições acima também podem ser escritas da seguinte forma.

yij ∼ N(µij, σ
2),

µij = µ+ βj + γ(xij − x̄..), (1.8)

com
k∑

j=1

njβj = 0.

Os dados podem ser organizados na seguinte tabela.

Resumo dos Resultados para a Análise de Covariância

num Planejamento em Blocos Aleatórios

Tratamentos

1 2 · · · k

x y x y x y

Observações x11 y11 x12 y12 x1k y1k

...
...

...
...

...
...

xn11 yn11 xn22 yn22 xnkk ynkk

Totais Tx.1 Ty.1 Tx.2 Ty.2 Tx.k
Ty.k

Tx.. Ty..

Médias x̄.1 ȳ.1 x̄.2 ȳ.2 x̄.k ȳ.k x̄.. ȳ..

onde Tx.i
=

ni∑
j=1

xij, Ty.i
=

ni∑
j=1

yij, x̄.i =
Tx.i

ni

e ȳ.i =
Ty.i

ni

, ∀i = 1, . . . , k.

Se a variável explicativa estiver estritamente relacionada com a variável resposta,

é de se esperar que a reta de regressão desse modelo se ajuste melhor aos valores de

yij, do que a reta do modelo original da análise da variância e os seus resíduos deverão

ser menores, como pode ser visto na referência [5].
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Notamos que as suposições (1.8), para um delineamento completamente aleator-

izado, implica que os x′ijs são constantes, desde que nada seja manifestado sobre eles

terem uma distribuição.

O objetivo da análise de covariância é diminuir a variabilidade dos erros, aumen-

tando assim nossas chances de rejeitar uma hipótese falsa. Para isso, usa-se um termo

chamado de soma total dos produtos e denotaremos por SPT . Esse novo termo é dado

por

SPT =
k∑

i=1

nj∑
j=1

(xij − x̄..)(yij − ȳ..).

Ao contrário da soma de quadrados, a soma de produtos não tem que ser neces-

sariamente positiva.

Este novo termo será dividido em duas parcelas, exatamente da mesma maneira

como a soma dos quadrados, como segue

SPT =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(xij − x̄..)(yij − ȳ..)

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

[(x̄.j − x̄..) + (xij − x̄.j)][(ȳ.j − ȳ..) + (yij − ȳ.j)]

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

(x̄.i − x̄..)(ȳ.i − ȳ..) +
k∑

i=1

ni∑
j=1

(xij − x̄.i)(yij − ȳ.i)

= SPR + SPE,

onde, SPR é a soma de produto dos tratamentos e SPE é a soma de produto dos erros.

Já sabemos que a soma de quadrados total pode ser decomposta em

SQT = SQR + SQE,

onde SQR é a soma de quadrados dos tratamentos e SQE é a soma de quadrados dos

erros. Vamos indexar em x e em y para facilitar a notação. Logo,

SQTx = SQRx + SQEx

e

SQTy = SQRy + SQEy,
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onde cada parcela pode ser escrita de forma a simplificar os cálculos, como segue

SQTx =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(xij − x̄..)
2 =

k∑
i=1

ni∑
j=1

x2
ij −

1

N

( k∑
i=1

ni∑
j=1

xij

)2

SQRx =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(x̄.i − x̄..)
2 =

k∑
i=1

T 2
x.i

ni

−
T 2

x..

N

SQEx = SQTx − SQRx

SQTy =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(yij − ȳ..)
2 =

k∑
i=1

ni∑
j=1

y2
ij −

1

N

( k∑
i=1

ni∑
j=1

yij

)2

SQRy =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(ȳ.i − ȳ..)
2 =

k∑
i=1

T 2
y.i

ni

−
T 2

y..

N

SQEy = SQTy − SQRy,

como já é conhecido.

Podemos obter formas mais simples de calcular cada soma de produto, da mesma

forma como fazemos com a soma de quadrados:

SPT =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(xij − x̄..)(yij − ȳ..)

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

xijyij − x̄..

k∑
i=1

ni∑
j=1

yij − ȳ..

k∑
i=1

ni∑
j=1

xij +Nx̄..ȳ..

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

xijyij −
1

N
Tx..Ty.. −

1

N
Ty..Tx.. +N

Tx..

N

Ty..

N

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

xijyij −
1

N
Tx..Ty.. .

Analogamente,

SPR =
k∑

i=1

1

ni

Tx.i
Ty.i

− 1

N
Tx..Ty.. .

E, por subtração, obtemos

SPE = SPT − SPR.

Um dos objetivos da análise é testar H0 : βi = 0, i = 1, 2, . . . , k contra

H1 : existe ao menos um βi 6= 0.

Uma outra formulação equivalente das hipóteses acima, em termos de

µ.i =

ni∑
j=1

µij, é H0 : (µ.1 − γx̄.1) = · · · = (µ.k − γx̄.k) contra H1 : nem todos µ.i − γx̄.i

são iguais.
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Para fazermos a análise do delineamento completamente aleatorizado precisare-

mos das funções abaixo:

SQ′
Ty

= SQTy −
(SPT )2

SQTx

SQ′
Ey = SQEy −

(SPE)2

SQEx

SQ′
Ry = SQ′

Ty
− SQ′

Ey.

Assumindo que as suposições (1.8) são verdadeiras, então podemos mostrar que

F =
(SQ′

Ry)/(k − 1)

(SQ′
Ey)/(N − k − 1)

=
QM ′

Ry

QM ′
Ey

∼ Fk−1,N−k−1, (1.9)

onde Fk−1,N−k−1 é a distribuição F com k − 1 graus de liberdade no numerador e

N −k− 1 graus de liberdade no denominador. A razão F é apropriada para testar H0,

que será rejeitada se F for grande, onde QM ′
Ry e QM ′

Ey são os respectivos quadrados

médios.

Sumarizamos os resultados da análise na tabela abaixo.

Análise da Covariância para um Delineamento Aleatorizado

Fonte SQx SP SQy SQ′
y g.l. QM ′

y F

Tratamentos SQRx SPR SQRy SQ′
Ry k − 1 QM ′

Ry

QM ′
Ry

QM ′
Ey

Erro SQEx SPE SQEy SQ′
Ey N − k − 1 QM ′

Ey

Total SQTx SPT SQTy SQ′
Ty

N − 2 - -

Se H0 não for rejeitada, então assumimos todos os βj são iguais a zero. Logo,

µij = µ+ γ(xij − x̄..).

Existem outros métodos para a análise da covariância que não serão comentados

neste trabalho, mas que são encontrados na referência [5].



Capítulo 2

Modelo de Covariância Linear Sem
Erros nas Variáveis

Neste capítulo estudamos o artigo dado na referência [7]. Consideramos um ex-

perimento planejado com k tratamentos, sendo cada um deles repetido em ni unidades

experimentais, i = 1, 2, . . . , k. Sob informação a priori do tipo não informativa e usando

a definição de região H.P.D. e as propriedades da distribuição t-Student multivariada,

discutidas no Apêndice B, faremos inferências sobre o efeito médio e sobre o coefi-

ciente angular de cada tratamento, assim como também inferências sobre contrastes

lineares destes.

2.1 O Modelo Estatístico

Um modelo estatístico adequado à este experimento é:

yij = τi + βixij + eij (2.1)

j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , k, onde consideraremos:

(i) yij = observação relativa à variável resposta obtida na j-ésima unidade experi-

mental que recebeu o tratamento i, j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , k;

(ii) τi = efeito médio do tratamento i, i = 1, 2, . . . , k;
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(iii) βi = coeficiente angular da regressão covariante dentro do tratamento i,

i = 1, 2, . . . , k;

(iv) xij = observação relativa à covariável obtida na j-ésima unidade experimental que

recebeu o tratamento i, j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , k, as quais, neste capítulo,

serão consideradas fixas e medidas sem erros;

(v) eij = erro experimental associado à observação yij, j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , k,

que serão considerados independentes uns dos outros e normalmente distribuídos

com média zero e variância comum σ2.

Matricialmente podemos escrever

y = Xθ + ε (2.2)

onde

• y = (y11, . . . , y1n1 , y21, . . . , y2n2 , . . . , . . . , yk1, . . . , yknk
)′ é o vetor de realizações de

variáveis aleatórias de dimensão n× 1, com n =
k∑

i=1

ni;

• X = matriz de planejamento com dimensão n× 2k;

• θ = (τ1, τ2, . . . , τk, β1, β2, . . . , βk)
′ é o vetor dos parâmetros com dimensão 2k× 1;

• ε = (e11, . . . , e1n1 , e21, . . . , e2n2 , . . . , . . . , ek1, . . . , eknk
)′ é o vetor dos erros experi-

mentais de dimensão n× 1.

Desta forma, a equação (2.2) tem o seguinte aspecto:



y11

...

y1n1

y21

...

y2n2

...

yk1

...

yknk



=



1 0 · · · 0 x11 0 · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...

1 0 · · · 0 x1n1 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 x21 · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 1 · · · 0 0 x2n2 · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 0 · · · 1 0 0 · · · xk1

...
... . . . ...

...
... . . . ...

0 0 · · · 1 0 0 · · · xknk





τ1
...

τk

β1

...

βk


+



e11
...

e1n1

e21
...

e2n2

...

ek1

...

eknk



. (2.3)
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Portanto, segue de (v) que:

Y ∼ Nn(Xθ, σ2In). (2.4)

O modelo definido ou por (2.1), ou (2.2) ou (2.3) e com as hipóteses (i)-(v) é

chamado de Modelo de Covariância Linear Normal.

Vamos considerar ainda que a matriz de planejamento, X, tem posto 2k. Essa

restrição não nos parece séria, pois se X não tem posto máximo, então existem re-

dundâncias na especificação do modelo. Caso essas redundâncias existam, precisamos

verificar se o modelo adotado é realmente o modelo adequado ao experimento.

Consideramos também que não existe i = 1, 2, . . . , k, tal que
∑ni

j=1 xij = 0, e que

k < (n/2)− 2 para calcularmos o primeiro e o segundo momento de σ2|y.

2.2 A Função de Verossimilhança

A partir de (2.4) e usando o Teorema A.4 obtemos a função de verossimilhança

de Y que é dada por

L(θ, σ2;y) = (2π)−n/2|σ2In|−1/2 exp
{
−1

2
(y −Xθ)′(σ2In)−1(y −Xθ)

}
= (2πσ2)−n/2 exp

{
− 1

2σ2
(y −Xθ)′(y −Xθ)

}
,

onde θ = (τ1, τ2, . . . , τk, β1, β2, . . . , βk)
′ e o espaço paramétrico é

Θ = {(θ, σ2);σ2 > 0,−∞ < τi < +∞,−∞ < βi < +∞, i = 1, 2, . . . , k}.

Segue o lema que nos fornecerá o estimador de máxima verossimilhança para θ e

um estimador não viciado para σ2.

Lema 2.1 Seja a verossimilhança de Y como dada em (2.5). Então,

(i) O estimador de máxima verossimilhança para θ é

θ̂ = (X ′X)−1X ′y;

(ii) Um estimador não viciado para σ2 é

s2 =
nσ̂2

ν
=

(y −Xθ̂)′(y −Xθ̂)

ν
,
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onde σ̂2 é o estimador de máxima verossimilhança de σ2 e ν = n− 2k.

Prova. Para mostrarmos (i) note que segue de (2.5) que a função de

log-verossimilhança é

logL(θ, σ2;y) = −n
2

log(2π)− n

2
log(σ2)− 1

2σ2
(y′y − 2y′Xθ + θ′X ′Xθ),

então:
∂ logL(θ, σ2;y)

∂ θ

∣∣∣
θ=θ̂

= 0 =⇒ − 1

2σ2
(−2(y′X)′ + 2X ′Xθ)

∣∣∣
θ=θ̂

= 0

=⇒ 1

σ2
(X ′y −X ′Xθ̂) = 0 =⇒ X ′Xθ̂ = X ′y.

Mas já supomos na seção anterior que posto(X) = 2k e dessa forma, usando

o fato de que posto(X ′X) = posto(X) = 2k, concluimos que (X ′X)2k×2k tem posto

completo e, portanto, sua inversa existe. Então, obtemos

θ̂ = (X ′X)−1X ′y.

Para provarmos (ii) primeiro encontramos o estimador de máxima verossimil-

hança para σ2 fazendo

∂ logL(θ̂, σ2;y)

∂σ2

∣∣∣
σ2=σ̂2

= 0

logo,

[
− n

2σ2
− 1

2

(
− 1

σ4

)
(y −Xθ̂)′(y −Xθ̂)

]∣∣∣
σ2=σ̂2

= 0

=⇒ 1

2σ̂4
(y −Xθ̂)′(y −Xθ̂) =

n

2σ̂2

=⇒ σ̂2 =
(y −Xθ̂)′(y −Xθ̂)

n
.

Agora, observemos que podemos escrever

nσ̂2 = (y −Xθ̂)′(y −Xθ̂)

= (y′ − y′X(X ′X)−1X ′)(y −X(X ′X)−1X ′y)

= y′(In −X(X ′X)−1X ′)(In −X(X ′X)−1X ′)y

= y′(In −X(X ′X)−1X ′)y,
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onde a última igualdade ocorre porque

(In −X(X ′X)−1X ′)2 = In − 2X(X ′X)−1X ′ +X(X ′X)−1X ′X(X ′X)−1X ′

= In − 2X(X ′X)−1X ′ +X(X ′X)−1X ′

= In −X(X ′X)−1X ′.

Além disso,

(In −X(X ′X)−1X ′)′ = In −X(X ′X)−1X ′.

Ou seja, (In −X(X ′X)−1X ′) é uma matriz idempotente e simétrica.

Definindo a matriz A = (In −X(X ′X)−1X ′)σ−2, temos:

a) ACov(Y ) = (In −X(X ′X)−1X ′)σ−2(σ2In)

= In −X(X ′X)−1X ′,

b) λ := 1
2
[E(Y )]′AE(Y )

= 1
2
(Xθ)′(In −X(X ′X)−1X ′)σ−2(Xθ)

= 1
2σ2 θ

′X ′(In −X(X ′X)−1X ′)Xθ

= 1
2σ2θ

′(X ′X −X ′X(X ′X)−1X ′X)θ

= 1
2σ2 θ

′(X ′X −X ′X)θ

= 0.

Pelo item a, usando a recíproca do Teorema A.7 item i, já que ACov(Y ) é uma

matriz idempotente e simétrica, então determinamos a distribuição de
nσ̂2

σ2
que é uma

qui-quadrado central, já que λ = 0 por b, e com o número dos graus de liberdade igual

ao

posto(ACovY ) = posto(In −X(X ′X)−1X ′)

= tr(In −X(X ′X)−1X ′)

= tr(In)− tr(X(X ′X)−1X ′)

= n− tr(X ′X(X ′X)−1)

= n− tr(I2k)

= n− 2k.

Observe que na primeira igualdade usamos o fato de que o posto de uma matriz

idempotente é igual ao seu traço e na quinta igualdade usamos a propriedade comuta-
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tiva de traço de uma matriz. Em síntese,

nσ̂2

σ2
∼ χ2

(ν), (2.5)

onde ν = n− 2k.

Porém, note que quando calculamos o valor esperado do estimador σ̂2 encon-

tramos um vício:

E(σ̂2) = E
(σ2

n

n

σ2
σ̂2

)
=
σ2

n
E

(nσ̂2

σ2

)
=
σ2

n
(n− 2k) < σ2

levando-nos, assim, a subestimar σ2.

Precisamos, portanto, encontrar um estimador para σ2 que não seja viciado.

Ora, esse problema é de fácil solução se fizermos a correção dos graus de liberdade do

estimador σ̂2 definindo

s2 =
nσ̂2

ν
.

Dessa forma,

E(s2) =
σ2

ν
E

(nσ̂2

σ2

)
= σ2.

Portanto, para estimarmos a variância usaremos

s2 =
nσ̂2

ν
=

(y −Xθ̂)′(y −Xθ̂)

ν
,

que é um estimador não viciado, provando assim o Lema 3.1.

Nas próximas seções iremos encontrar as densidades marginais a posteriori de

cada parâmetro, θ e σ2. Para tornar esse cálculo menos árduo, vamos agora reescrever

a função de verossimilhança usando a seguinte decomposição:

(y −Xθ)′(y −Xθ) = (y −Xθ̂ −Xθ +Xθ̂)′(y −Xθ̂ −Xθ +Xθ̂)

= ((y −Xθ̂)−X(θ − θ̂))′((y −Xθ̂)−X(θ − θ̂))

= ((y −Xθ̂)′ − (θ − θ̂)′X ′)((y −Xθ̂)−X(θ − θ̂))

= (y −Xθ̂)′(y −Xθ̂)− 2(θ − θ̂)′X ′(y −Xθ̂) + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)

= (y −Xθ̂)′(y −Xθ̂)− 2(θ − θ̂)′(X ′y −X ′X(X ′X)−1X ′y)

+(θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)

= (y −Xθ̂)′(y −Xθ̂)− 2(θ − θ̂)′(X ′y −X ′y)

+(θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)

= (y −Xθ̂)′(y −Xθ̂) + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)

= νs2 + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂).
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Assim, reescrevemos a função de verossimilhança na forma abaixo.

L(θ, σ2;y) = (2πσ2)−n/2 exp
{
− 1

2σ2
[νs2 + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)]

}
. (2.6)

Nas seções (2.8), (2.10)e (2.11) iremos obter intervalos de credibilidade para cada

coordenada do vetor paramétrico, θ, faremos inferências para componentes do vetor

do efeito médio dos tratamentos, τ = (τ1, τ2, . . . , τk)
′, e do vetor dos coeficientes da re-

gressão,

β = (β1, β2, . . . , βk)
′. Para que esses resultados sejam mais facilmente visualizados

é interessante encontrarmos a expressão numérica de cada coordenada do estimador

θ̂ = (X ′X)−1X ′Y.

Ora,

X ′X =



n1 0 · · · 0

n1∑
j=1

x1j 0 · · · 0

0 n2 · · · 0 0

n2∑
j=1

x2j · · · 0

...
... . . . ...

...
... . . . ...

0 0 · · · nk 0 0 · · ·
nk∑
j=1

xkj

n1∑
j=1

x1j 0 · · · 0

n1∑
j=1

x2
1j 0 · · · 0

0

n2∑
j=1

x2j · · · 0 0

n2∑
j=1

x2
2j · · · 0

...
... . . . ...

...
... . . . ...

0 0 · · ·
nk∑
j=1

xkj 0 0 · · ·
nk∑
j=1

x2
kj


2k×2k

=

 Ak×k Bk×k

B′
k×k Dk×k


2k×2k

onde A e D são matrizes simétricas e existe B−1. Então, usando o resultado A.9

teremos:

(X ′X)−1 =

 A−1 + FE−1F ′ −FE−1

−E−1F ′ E−1

 , com

{
E = D −B′A−1B

F = A−1B
.
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Após efetuarmos os cálculos, encontramos a matriz

(X ′X)−1 =



n1Rxx1 + x2
1.

n2
1Rxx1

· · · 0 − x1.

n1Rxx1

· · · 0

... . . . ...
... . . . ...

0 · · · nkRxxk
+ x2

k.

n2
kRxxk

0 · · · − xk.

nkRxxk

− x1.

n1Rxx1

· · · 0
1

Rxx1

· · · 0

... . . . ...
... . . . ...

0 · · · − xk.

nkRxxk

0 · · · 1

Rxxk


2k×2k

onde xi. =

ni∑
j=1

xij, Rxxi
=

ni∑
j=1

x2
ij −

x2
i.

ni

.

Fazendo yi. =

ni∑
j=1

yij, temos também que

X ′y =



n1∑
j=1

y1j

...
nk∑
j=1

ykj

n1∑
j=1

y1jx1j

...
nk∑
j=1

ykjxkj



=



y1.

...

yk.
n1∑

j=1

y1jx1j

...
nk∑
j=1

ykjxkj


2k×1

.

Consideremos agora Rxyi
=

ni∑
j=1

xijyij−
xi.yi.

ni

, x̄i. =
xi.

ni

e ȳi. =
yi.

ni

,∀ i = 1, . . . , k.

Com essa notação, a expressão numérica de cada coordenada do estimador de θ pode

ser escrita por
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θ̂ =



τ̂1
...

τ̂k

β̂1

...

β̂k


=



y1.(n1Rxx1 + x2
1.)

n2
1Rxx1

−

x1.

n1∑
j=1

x1jy1j

n1Rxx1...

yk.(nkRxxk
+ x2

k.)

n2
kRxxk

−

xk.

nk∑
j=1

xkjykj

nkRxxk

1

Rxx1

( n1∑
j=1

x1jy1j −
x1.y1.

n1

)
...

1

Rxxk

( nk∑
j=1

xkjykj −
xk.yk.

nk

)



=



ȳ1. − x̄1.
Rxy1

Rxx1...

ȳk. − x̄k.
Rxyk

Rxxk

Rxy1

Rxx1...
Rxyk

Rxxk


2k×1

.

Agora, com esse resultado em mãos nós podemos escrever também a forma

numérica de νs2.

Notemos que

Xθ̂ =



τ̂1 + β̂1x11

...

τ̂1 + β̂1x1n1

τ̂2 + β̂2x21

...

τ̂2 + β̂2x2n2

...

τ̂k + β̂kxk1

...

τ̂k + β̂kxknk


n×1

Então, dessa maneira, a expressão numérica de νs2 é
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νs2 = (y −Xθ̂)′(y −Xθ̂) (2.7)

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

[
yij − (τ̂i + β̂ixij)

]2

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

y2
ij − 2

k∑
i=1

ni∑
j=1

yij(τ̂i + β̂ixij) +
k∑

i=1

ni∑
j=1

(τ̂i + β̂ixij)
2

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

y2
ij − 2

k∑
i=1

[
y2

i.

ni

+ β̂2
iRxxi

]
+

k∑
i=1

[
y2

i.

ni

+ β̂2
iRxxi

]

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

y2
ij −

k∑
i=1

y2
i.

ni

−
k∑

i=1

β̂2
iRxxi

.

A penúltima igualdade ocorre por causa das duas observações abaixo:

a)
k∑

i=1

ni∑
j=1

yij(τ̂i + β̂ixij) =
k∑

i=1

ni∑
j=1

yij(ȳi. − β̂ix̄i. + β̂ixij)

=
k∑

i=1

[
ni∑

j=1

yij ȳi. − β̂ix̄i.

ni∑
j=1

yij + β̂i

ni∑
j=1

xijyij

]

=
k∑

i=1

[
y2

i.

ni

− β̂i
xi.yi.

ni

+ β̂i

(
Rxyi

+
yi.xi.

ni

)]

=
k∑

i=1

[
y2

i.

ni

+ β̂i(β̂iRxxi
)

]

=
k∑

i=1

[
y2

i.

ni

+ β̂i

2
Rxxi

]
e
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b)
k∑

i=1

ni∑
j=1

(τ̂i + β̂ixij)
2 =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(ȳi. − β̂ix̄i. + β̂ixij)
2

=
k∑

i=1

[
ni∑

j=1

y2
i.

ni

− 2

ni∑
j=1

ȳi.(β̂ix̄i. − β̂ixij) +

ni∑
j=1

(β̂ix̄i. − β̂ixij)
2

]

=
k∑

i=1

[
y2

i.

n2
i

− 2ȳi.β̂i

(
ni

xi.

ni

− xi.

)
+ β̂i

2
ni∑

j=1

(
x2

i.

n2
i

− 2
xi.

ni

xij + x2
ij

)]

=
k∑

i=1

[
y2

i.

ni

+ β̂i

2
(
x2

i.

ni

− 2
x2

i.

ni

+Rxxi
+
x2

i.

ni

)]

=
k∑

i=1

[
y2

i.

ni

+ β̂i

2
(
−x

2
i.

ni

+Rxxi
+
x2

i.

ni

)]

=
k∑

i=1

[
y2

i.

ni

+ β̂i

2
Rxxi

]
.
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2.3 A Distribuição a Priori para (θ, σ2)

Supondo que este é um experimento inicial e nada é conhecido em relação ao

comportamento probabilístico dos parâmetros, vamos considerar uma priori do tipo

não informativa para (θ, σ2), proposta por Jeffreys, associada ao procedimento proposto

por Bernardo, encontrado na referência [2], para o caso multivariado.

Precisaremos, inicialmente, de algumas definições sobre modelo de locação, mod-

elo de escala, e modelo de locação-escala.

Definição 2.3.1 Uma variável aleatória Y tem modelo de locação se existem uma
função f e uma quantidade θ tal que a distribuição de Y dado θ satisfaz a

p(y|θ) = f(y − θ).

Neste caso θ é chamado de parâmetro de locação.

Como exemplo, note que se Y é uma variável aleatória normalmente distribuída

com variância conhecida, então sua densidade é dada por

p(y|θ) = (2πσ2)−1/2 exp{− 1

2σ2
(y − θ)2},

que é função de y − θ.

Note que se Y tem modelo de locação, então

∂ log p(y|θ)
∂θ

=
∂ log f(y − θ)

∂θ
= −f

′(y − θ)

f(y − θ)
.

Portanto, por (1.3) temos

I(θ) = EY |θ

[(
−f

′(Y − θ)

f(Y − θ)

)2]
= EU

[(
−f

′(U)

f(U)

)2]
,

para u = y − θ. Logo, I(θ) ∝ constante, daí

p(θ) ∝ constante.

Para um vetor m-dimensional, o resultado é análogo, já que Iij(θ) ∝ constante,

∀ i = 1, 2, . . . ,m, ∀ j = 1, 2, . . . ,m. Então,

| detI(θ)| ∝ constante =⇒ p(θ) ∝ constante. (2.8)
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Definição 2.3.2 Uma variável aleatória Y tem modelo de escala se existem uma função
f e uma quantidade σ > 0 tal que a distribuição de Y dado σ satisfaz

p(y|σ) =
1

σ
f
(y
σ

)
.

Neste caso, σ é chamado de parâmetro de escala.

Como exemplo, note que se Y é uma variável aleatória com distribuição expo-

nencial de parâmetro λ, então sua densidade é dada por

p(y|λ) =
1

λ
exp

{
−y
λ

}
,

portanto, λ é o parâmetro de escala.

Observe que se Y tem modelo de escala, então

∂ log p(y|σ)

∂σ
=

∂ log[σ−1f(y/σ)]

∂σ
=

∂

∂σ

[
− log σ + log f(y/σ)

]
= − 1

σ
+
f ′(y/σ)

f(y/σ)

(
− y

σ2

)
= − 1

σ

[
1 +

y

σ

f ′(y/σ)

f(y/σ)

]
.

Portanto, por (1.3) temos

I(σ) = EY |σ

[
− 1

σ

(
1 +

Y

σ

f ′(Y/σ)

f(Y/σ)

)]2

=
1

σ2
EU

[(
1 + U

f ′(U)

f(U)

)2]
,

para u = y/σ. Como a distribuição de U não depende de σ, então I(σ) ∝ σ−2, daí

p(σ) ∝ σ−1. (2.9)

Definição 2.3.3 Uma variável aleatória Y tem modelo de locação-escala se existem
uma função f e uma quantidade θ e σ > 0 tais que a distribuição de Y dados θ e σ
satisfaz a

p(y|θ, σ) =
1

σ
f
(y − θ

σ

)
.

Neste caso θ é chamado de parâmetro de locação e σ é chamado de parâmetro de escala.

Como exemplo, note que se Y é uma variável aleatória normalmente distribuída

com média θ desconhecida e desvio padrão σ desconhecido, então sua densidade é dada

por

p(y|θ, σ) = (2π)−1/2 1

σ
exp

{
−1

2

(y − θ

σ

)2}
,

e portanto, θ é o parâmetro de locação e σ é o parâmetro de escala.

Agora note que se Y tem modelo de locação-escala, podemos determinar a priori

de referência para (θ, σ) segundo o procedimento proposto por Bernardo, conforme
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encontrado na referência [2]. Dessa forma, obtemos inicialmente a priori de referência

para p(σ|θ). Ora, se θ é conhecido, então o modelo é de escala, logo, pelo que já vimos

em (2.9) temos que p(σ|θ) ∝ σ−1. Assim, podemos obter a distribuição de y|θ, pois

p(y|θ) =

∫
p(y, σ|θ)dσ =

∫
p(y|σ, θ)p(σ|θ)dσ.

Agora podemos ver que como começamos com um modelo de locação-escala, então a

dependência em y e θ através da função f continuará sendo na forma f(y − θ). Ou

seja, o modelo é de locação e a priori de referência marginal para θ, como já vimos em

(2.8), é da forma p(θ) ∝ constante. Portanto, a priori de referência total e da forma

p(θ, σ) = p(θ)p(σ|θ) ∝ 1

σ
. (2.10)

Note, portanto, que, no nosso caso, se queremos determinar uma priori do tipo

não informativa para (θ, σ2), usamos o Teorema de Bayes, daí, escrevemos

p (θ, σ2) = p (θ)p(σ2|θ),

e a suposição de que (θ, log σ2) são aproximadamente independentes e localmente uni-

formes, para que uma “idéia” a priori de θ não seja influenciada por uma “idéia” a priori

sobre σ2). Dessa forma, como θ é o parâmetro de locação da normal multivariada, então

só precisamos determinar p(σ2|θ) = p(σ2) = [I(σ2)]1/2. Logo,

∂ logL(θ, σ2;y)

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2σ4
(y −Xθ)′(y −Xθ) =⇒

∂2 logL(θ, σ2;y)

∂(σ2)2
=

n

2σ4
− 1

σ6
(y −Xθ)′(y −Xθ) =⇒

E
(∂2 logL(θ, σ2;Y)

∂(σ2)2

)
= E

[ 1

σ4

(n
2
− 1

σ2
(Y −Xθ)′(Y −Xθ)

)]
=

1

σ4
E

[(n
2
− 1

σ2

k∑
i=1

ni∑
j=1

[Yij − (τi + βixij)]
2
)]

=
1

σ4

(n
2
− nσ2

σ2

)
∝ 1

σ4
.

Portanto, vamos considerar para o nosso experimento uma priori para (θ, σ2) do tipo

não informativa na forma

p (θ, σ2) = p (θ)p(σ2|θ) ∝ 1

σ2
. (2.11)
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2.4 A Distribuição a Posteriori Conjunta de (θ, σ2)

O Teorema a seguir nos fornecerá a distribuição a posteriori conjunta de (θ, σ2).

Teorema 2.2 Sob a informação a priori do tipo não informativa para (θ, σ2), como
dada em (2.11), a posteriori para (θ, σ2) é dada por

p (θ, σ2|y) = W (2π)−n/2(σ2)−(n
2
+1) exp

{
− 1

2σ2
[νs2 + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)]

}
, (2.12)

onde W é a constante normalizadora, a qual é dada por

W =
|X ′X|1/2(2π)ν/2(νs2)ν/2

Γ(ν/2)2ν/2
,

com |B| denotando o determinante da matriz B.

Prova. Para encontrarmos a distribuição a posteriori conjunta de (θ, σ2) pre-

cisamos apenas combinar a verossimilhança em (2.6) com a priori dada em (2.11)

usando o Teorema de Bayes:

p (θ, σ2|y) ∝ p (y|θ, σ2)p (θ, σ2)

∝ (2π)−n/2(σ2)−(n
2
+1) exp

{
− 1

2σ2
[νs2 + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)]

}
com σ2 > 0,−∞ < θi < +∞, i = 1, . . . , 2k.

Para obtermos a igualdade precisamos encontrar a constante normalizadora W.

Isso é feito efetuando o seguite cálculo:

W−1 =

∫ +∞

0

∫
Θ

(2π)−n/2(σ2)−(n
2
+1) exp

{
− 1

2σ2
[νs2 + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)]

}
dθ dσ2

=

∫ +∞

0

∫
Θ

[
(2π)

−n+2k−2k
2 (σ2)−(n−2k+2k

2
+1) exp

{
−νs

2

2σ2

}
×

exp
{
− 1

2σ2
(θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)

}
dθ

]
dσ2

=

∫ +∞

0

(2π)−
ν
2 (σ2)−( ν

2
+1) exp

{
−νs

2

2σ2

}∫
Θ

[
(2π)−

2k
2 (σ2)−( 2k

2
) ×

exp
{
− 1

2σ2
(θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)

}
dθ

]
dσ2
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=

∫ +∞

0

(2π)−
ν
2 (σ2)−( ν

2
+1) exp

{
−νs

2

2σ2

}
|X ′X|−1/2

∫
Θ

[
(2π)−

2k
2 σ−2k|X ′X|1/2 ×

exp
{
− 1

2σ2
(θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)

}
dθ

]
dσ2

=

∫ +∞

0

(2π)−ν/2σ−(ν+2) exp
{
−νs

2

2σ2

}
|X ′X|−1/2 ×[∫

Θ

(2π)−
2k
2 |σ−2X ′X|1/2 exp

{
− 1

2σ2
(θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)

}
︸ ︷︷ ︸

f.d.p. de umvetor aleatório θ, onde θ ∼ N2k(θ̂,σ−2(X′X))

dθ

]
dσ2

= (2π)−ν/2|X ′X|−1/2

∫ +∞

0

σ−(ν+2) exp
{
−νs

2

2σ2

}
dσ2

= (2π)−ν/2|X ′X|−1/2

∫ 0

+∞
φ(ν+2)/2 exp

{
−

(νs2

2

)
φ
}(
− 1

φ2

)
dφ, paraφ = 1/σ2

= (2π)−ν/2|X ′X|−1/2

∫ +∞

0

φ(ν−2)/2 exp
{
−

(νs2

2

)
φ
}
dφ

= (2π)−ν/2|X ′X|−1/2 Γ(ν/2)

(νs2/2)ν/2

∫ +∞

0

(νs2/2)ν/2

Γ(ν/2)
φ(ν/2)−1 exp

{
−

(νs2

2

)
φ
}

︸ ︷︷ ︸
f.d.p. de umav. a.φ, onde φ ∼ G(ν/2,νs2/2)

dφ

=
Γ(ν/2)2ν/2

|X ′X|1/2(2π)ν/2(νs2)ν/2

para θ e σ2 > 0.

Logo, W =
|X ′X|1/2(2π)ν/2(νs2)ν/2

Γ(ν/2)2ν/2
.
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2.5 A Distribuição a Posteriori Marginal de σ2

O Teorema a seguir nos fornecerá a distribuição a posteriori marginal de σ2.

Teorema 2.3 Sob a informação a priori do tipo não informativa para (θ, σ2), como
dada em (2.11), a posteriori marginal para σ2 é dada por

p (σ2|y) =
(νs2)−1

Γ(ν/2)2ν/2

( σ2

νs2

)−( ν
2
+1)

exp
{
−νs

2

2σ2

}
I(0,∞)(σ

2). (2.13)

Prova. Vamos obter a posteriori marginal de σ2 integrando a densidade conjunta

de (θ, σ2), dada em (2.12), em relação a θ. Daí,

p (σ2|y) =

∫
Θ

p (θ, σ2|y) dθ

=

∫
Θ

|X ′X|1/2(2π)ν/2(νs2)ν/2

Γ(ν/2)2ν/2
(2π)−n/2(σ2)−(n−2k+2k

2
+1) ×

exp
{
− 1

2σ2
[νs2 + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)]

}
dθ

=
(νs2)ν/2(σ2)−(n−2k

2
+1)

Γ(ν/2)2ν/2
exp

{
−νs

2

2σ2

}
×∫

Θ

(2π)−2k/2|σ−2(X ′X)|1/2 exp
{
−1

2
(θ − θ̂)′(σ−2X ′X)(θ − θ̂)

}
︸ ︷︷ ︸

f.d.p. de umvetor aleatório θ, onde θ ∼ N2k(θ̂,σ−2(X′X))

dθ

=
(νs2)−1

Γ(ν/2)2ν/2

( σ2

νs2

)−( ν
2
+1)

exp
{
−νs

2

2σ2

}
I(0,∞)(σ

2).

Portanto, o resultado está demonstrado.

2.5.1 Propriedades da Distribuição a Posteriori Marginal de σ2

O Lema a seguir apresenta as principais características numéricas da distribuição a

posteriori marginal de σ2 que são a média, a variância e a moda.

Lema 2.4 Seja a distribuição a posteriori de σ2 como dada em (2.13). Então,

(i) E(σ2|y) =
νs2

ν − 2
;

(ii) V ar(σ2|y) =
2(νs2)2

(ν − 2)(ν − 4)
;

(iii) A moda é o ponto σ2
m tal que σ2

m =
νs2

ν + 2
.
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Prova. Pela definição de esperança matemática temos

(i) E(σ2|y) =

∫ +∞

0

σ2p (σ2|y) dσ2

=

∫ +∞

0

σ2 (νs2)−1

Γ(ν/2)2ν/2

( σ2

νs2

)−( ν
2
+1)

exp
{
−νs

2

2σ2

}
dσ2

=

∫ +∞

0

(σ−2)ν/2
(νs2

2

)ν/2 exp{−(νs2)/(2σ2)}
Γ(ν/2)

dσ2

=

∫ 0

+∞
φν/2

(νs2

2

)ν/2 exp
{
−φ(νs2

2
)
}

Γ(ν/2)
(−φ−2) d φ, paraφ = 1/σ2

=
(νs2

2

)Γ(ν
2
− 1)

Γ(ν
2
)

∫ +∞

0

(νs2/2)
ν
2
−1

Γ(ν
2
− 1)

φ( ν
2
−1)−1 exp

{
−φ

(νs2

2

)}
︸ ︷︷ ︸
f.d.p. de umav. a.φ, onde φ ∼ G( ν

2
−1, νs2/2)

dφ

=
νs2

2

Γ(ν
2
− 1)

Γ(ν
2
)

=
νs2

2

Γ(ν
2
− 1)

(ν
2
− 1)Γ(ν

2
− 1)

=
νs2

ν − 2
,

já que ν > 4;

(ii) V ar(σ2|y) = E((σ2)2|y)− [E(σ2|y)]2

=

∫ +∞

0

(σ2)2p (σ2|y) dσ2 −
( νs2

ν − 2

)2

=

∫ +∞

0

(σ2)2 (νs2)−1

Γ(ν/2)2ν/2

( σ2

νs2

)−( ν
2
+1)

exp
{
−νs

2

2σ2

}
dσ2 −

( νs2

ν − 2

)2

=
(νs2/2)ν/2

Γ(ν/2)

∫ +∞

0

(σ2)1−ν/2 exp
{
−νs

2

2σ2

}
dσ2 −

( νs2

ν − 2

)2

=
(νs2/2)ν/2

Γ(ν/2)

∫ 0

+∞
φ

ν
2
−1 exp

{
−φ νs

2

2

}(
− 1

φ2

)
dφ−

( νs2

ν − 2

)2

, paraφ = 1/σ2
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=
(νs2/2)2Γ(ν

2
− 2)

Γ(ν/2)

∫ +∞

0

(νs2/2)
ν
2
−2

Γ(ν
2
− 2)

φ( ν
2
−2)−1 exp

{
−φνs

2

2

}
︸ ︷︷ ︸
f.d.p. da v. a.φ, onde φ ∼ G( ν

2
−2, νs2

2
)

d φ−
( νs2

ν − 2

)2

=
(νs2)2Γ(ν

2
− 2)(

ν
2
− 1

)(
ν
2
− 2

)
Γ(ν

2
− 2)22

−
( νs2

ν − 2

)2

=
(νs2)2

(ν − 2)(ν − 4)
− (νs2)2

(ν − 2)2

=
(νs2)2(ν − 2− ν + 4)

(ν − 2)2(ν − 4)

=
2(νs2)2

(ν − 2)(ν − 4)
,

pois ν > 4;

(iii) A moda, o ponto σ2
m tal que p (σ2|y) ≤ p (σ2

m|y), ∀σ2 ∈ (0,+∞), é o ponto que

maximiza a densidade de (σ2|y), e assim, também maximiza o log p (σ2|y). Mas,

p (σ2|y) =
(νs2)−1

Γ(ν/2)2ν/2

( σ2

νs2

)−( ν
2
+1)

exp
{
−νs

2

2σ2

}
I(0,∞)(σ

2) =⇒

log p (σ2|y) =
ν

2
log(νs2)− νs2

2σ2
− (1 + ν/2) log σ2 − log Γ(ν/2)− ν

2
log 2 =⇒

∂ log p (σ2|y)

∂σ2

∣∣∣
σ2=σ2

m

= 0 =⇒ νs2

2(σ2
m)2

− (1 + ν/2)

σ2
m

= 0 =⇒

νs2

2(σ2
m)2

=
(1 + ν/2)

σ2
m

=⇒ σ2
m =

νs2

ν + 2
;

A mediana é o ponto Md tal que∫ Md

0

p (σ2|y) dσ2 = 0, 5.

Não explicitaremos aqui o valor Md acima pela complexidade do cálculo desta integral.
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2.6 A Distribuição a Posteriori Marginal de θ

O Teorema a seguir nos fornecerá a distribuição a posteriori marginal de θ, que

terá a forma de uma densidade t-student multivariada. Aqui t2k

(
θ̂, s2(X ′X)−1, ν

)
representa a distribuição t-Student 2k−variada com parâmetro de locação θ̂, matriz

de dispersão s2(X ′X)−1 e ν graus de liberdade.

Teorema 2.5 Sob a informação a priori do tipo não informativa para (θ, σ2), como
dada em (2.11), a posteriori marginal para θ é dada por

p (θ|y) =
Γ((ν + 2k)/2)|X ′X|1/2s−2k

(Γ(1/2))2kΓ(ν/2)νk

[
1 + (θ − θ̂)′X

′X

νs2
(θ − θ̂)

]− ν+2k
2
, (2.14)

ou seja,
θ|y ∼ t2k

(
θ̂, s2(X ′X)−1, ν

)
.

Prova. Integrando a posteriori conjunta em (2.12) em relação a σ2 vamos obter

a densidade a posteriori marginal de θ. Daí,

p (θ|y) =

∫ +∞

0

p (θ, σ2|y) dσ2

=

∫ +∞

0

|X ′X|1/2(2π)ν/2(νs2)ν/2

Γ(ν/2)2ν/2(2π)n/2(σ2)(n
2
+1)

exp
{
− 1

2σ2
[νs2 + (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂)]

}
dσ2

=

∫ +∞

0

|X ′X|1/22ν/2πν/2(νs2)ν/2 exp
{
− νs2

2σ2

[
1 + (θ − θ̂)′X′X

νs2 (θ − θ̂)
]}

Γ(ν/2)2ν/2σn−2k+2k+2 (2π)(n−2k+2k)/2
dσ2

=

∫ +∞

0

|X ′X|1/2πν/2(νs2)ν/2 exp
{
− νs2

2σ2

[
1 + (θ − θ̂)′X′X

νs2 (θ − θ̂)
]}

Γ(ν/2)σν(σ2)k+1(2π)ν/2(2π)k
dσ2

=
|X ′X|1/2πν/2π−ν/2

Γ(ν/2)2ν/2(2π)k

[∫ 0

+∞
zν/2

(νs2

z

)−(k+1)

×

exp
{
−z

2

[
1 + (θ − θ̂)′X

′X

νs2
(θ − θ̂)

]}(
−νs

2

z2

)
dz

]
, para z =

νs2

σ2

=
|X ′X|1/2

Γ(ν/2)2ν/2+k(π)k

[∫ +∞

0

(νs2)−k−1+1z(ν/2+k+1−2) ×

exp
{
−z

2

[
1 + (θ − θ̂)′X

′X

νs2
(θ − θ̂)

]}
dz

]
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=
|X ′X|1/2(νs2)−k

Γ(ν/2)2n/2(π)k

Γ((ν + 2k)/2)[
1
2

(
1 + (θ − θ̂)′X′X

νs2 (θ − θ̂)
)] ν+2k

2

×

[∫ +∞

0

[
1
2

(
1 + (θ − θ̂)′X′X

νs2 (θ − θ̂)
)] ν+2k

2

Γ((ν + 2k)/2)
z

ν+2k
2

−1 ×

exp
{
−z

2

[
1 + (θ − θ̂)′X

′X

νs2
(θ − θ̂)

]}
dz

]

=
|X ′X|1/22−n/2Γ((ν + 2k)/2)2(ν+2k)/2ν−ks−2k

Γ(ν/2)(Γ(1/2))2k
[
1 + (θ − θ̂)′X′X

νs2 (θ − θ̂)
] ν+2k

2

=
Γ((ν + 2k)/2)|X ′X|1/2s−2k

(Γ(1/2))2kΓ(ν/2)νk

[
1 + (θ − θ̂)′X

′X

νs2
(θ − θ̂)

]− ν+2k
2
.

Note que a penúltima igualdade ocorre porque o último integrando é a função

densidade de probabilidade de uma variável aleatória Z, tal que

Z ∼ G
(1

2

[
1 + (θ − θ̂)′X

′X

νs2
(θ − θ̂)

]
,
ν + 2k

2

)
.

Assim sendo, mostramos que θ|y ∼ t2k

(
θ̂, s2(X ′X)−1, ν

)
. Essa distribuição tem

importantes propriedades destacadas no Apêndice B que nos serão de grande valia

para as inferências realizadas nas seções (2.10) e (2.11) sobre o vetor θ.
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2.7 As Distribuições a Posteriori Marginais de τ e β

A distribuição t-Student multivariada possui propriedades destacadas no Apêndice

B que nos permitirão determinar as distribuições a posteriori marginais dos parâmet-

ros τ e β, assim como fazer inferências sobre eles. Suas distribuições são dadas no

corolário abaixo do Teorema 2.5.

Corolário 2.1 Seja θ um vetor aleatório 2k-dimensional distribuído a posteriori como
em (2.14) e façamos a seguinte partição: θ′ = (τ ′ β′), onde τ ′ = (τ1, τ2, . . . , τk) e
β′ = (β1, β2, . . . , βk). Então τ e β tem distribuições a posteriori marginais na forma
de uma t-Student multivariada como segue:

τ |y ∼ tk

(
τ̂ , s2D11, ν

)
(2.15)

e
β|y ∼ tk

(
β̂, s2D22, ν

)
, (2.16)

onde D11 e D22 são obtidas quando invertemos a matriz (X ′X) na seção (2.2).

Prova. Encontramos as densidades a posteriori marginais de τ e de β con-

siderando as partições

θ =

 τ

β

 e (X ′X)−1 =

 D11 D12

D21 D22



com

D11 = diag
{n1Rxx1 + x2

1.

n2
1Rxx1

, . . . ,
nkRxxk

+ x2
k.

n2
kRxxk

}
e

D22 = diag
{ 1

Rxx1

, . . . ,
1

Rxxk

}
,

obtidas quando invertemos a matriz (X ′X) na seção (2.2).

A propriedade P.3 do Apêndice B nos garante que

τ |y ∼ tk

(
τ̂ , s2D11, ν

)
,

ou seja,

p (τ |y) =
Γ(ν+k

2
)|D11|−1/2s−k

(Γ(1/2))kΓ(ν/2)νk/2

[
1 + (τ − τ̂ )′

D−1
11

νs2
(τ − τ̂ )

]− ν+k
2
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e

β|y ∼ tk

(
β̂, s2D22, ν

)
,

ou seja,

p (β|y) =
Γ(ν+k

2
)|D22|−1/2s−k

(Γ(1/2))kΓ(ν/2)νk/2

[
1 + (β − β̂)′

D−1
22

νs2
(β − β̂)

]− ν+k
2
.

Também podemos encontrar a distribuição a posteriori de cada coordenada do

vetor τ e do vetor β. O próximo Corolário nos dá esse resultado.

Corolário 2.2 Para τ e β distribuídos a posteriori como em (2.15) e (2.16), respec-
tivamente, então ∀ i = 1, 2, . . . , k, teremos

τi|y ∼ t1

(
τ̂i, s

2
( 1

ni

+
x̄i

2

Rxxi

)
, ν

)
e

βi|y ∼ t1

(
β̂i,

s2

Rxxi

, ν
)
.

Prova. As distribuições marginais a posteriori de cada τi e de cada βi,

i = 1, . . . , k são facilmente determinadas se usarmos mais uma vez a propriedade P.3

do Apêndice B para τ e para β, ou usando a propriedade P.4 do mesmo Apêndice

para a matriz Ci = [0 · · · 0 1 0 · · · 0]1×k, com 1 somente na i-ésima coluna, i = 1, . . . , k.

Portanto,

τi|y ∼ t1

[
τ̂i, s

2
( 1

ni

+
x̄i

2

Rxxi

)
, ν

]
e

βi|y ∼ t1

[
β̂i,

s2

Rxxi

, ν
]
.
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2.8 Região H.P.D.

A sigla H.P.D. vem da abreviação da expressão Highest Posterior Density.

Depois que entendermos sua definição, perceberemos que cada um dos princípios

abaixo são intuitivamente verificados:

(i) a região H.P.D. deve ser tal que a densidade de todo ponto dentro dela seja pelo

menos tão grande quanto a de qualquer ponto fora dela;

(ii) e a região H.P.D. deve ser tal que para um dado conteúdo de probabilidade, este

ocupa o menor volume possível no espaço paramétrico de θ.

Vejamos agora ssua definição.

Definição 2.8.1 Sejam p (θ|y) a função de densidade a posteriori de θ e α ∈ (0, 1)

fixado. A região Rα ⊂ Θ, onde Θ é o espaço paramétrico de θ, é chamada de região
H.P.D. de conteúdo (1− α) se

(i) P (θ ∈ Rα|y) = 1− α;

(ii) ∀θ1 ∈ Rα e ∀θ2 6∈ Rα temos p (θ1|y) ≥ p (θ2|y).

Da definição de região H.P.D. podemos verificar que as propriedades abaixo são

satisfeitas.

a. A região H.P.D. inclui a moda, pois se θ0 é a moda então p (θ|y) ≤ p (θ0|y),

∀ θ ∈ Θ;

b. Segue da definição que, para um dado conteúdo de probabilidade (1 − α), a

região H.P.D. tem o “menor volume” no espaço paramétrico de θ;

c. Se supusermos que p (θ|y) é não uniforme em toda região do espaço paramétrico

de θ, então a região H.P.D. de conteúdo (1− α) é única.

2.8.1 A Região H.P.D. e os Testes de Hipóteses

Nessa seção mostraremos como usar a definição de região H.P.D. e as propriedades

da distribuição t-Student multivariada, vistas no Apêndice B, para decidir se um

determinado ponto paramétrico θ0 é ou não aceitável para θ.

Pelas propriedades da seção 2.8 vimos que, se Rα é uma região H.P.D. de conteúdo

1−α, então o evento θ ∈ Rα é equivalente ao evento p (θ|y) > c, onde c é uma constante



33

positiva, escolhida adequadamente. Segue-se daí que o ponto θ0 ∈ Rα se, e somente

se,

P{p (θ|y) > p (θ0|y)} ≤ 1− α.

Na expressão acima a função densidade de probabilidade p (θ|y) é tratada como

uma variável aleatória. Então, uma vez que pode ser determinada a distribuição a

posteriori da quantidade p (θ|y), ou alguma função monotônica dela (neste caso, us-

aremos a propriedade P.1 do Apêndice B), podemos verificar se um determinado

ponto paramétrico θ0 pertence ou não pertence à região Rα.

Na densidade de θ|y encontrada em (2.14) já vimos que a relação para uma priori

não informativa em θ e σ2 nos fornece uma distribuição a posteriori de θ na forma de

uma t-Student 2k-variada. Além disso, a quantidade
Q(θ)

2ks2
é distribuída, a posteriori,

como uma F(2k,ν), pela propriedade P.2 do Apêndice B.

Supondo que estamos interessados em decidir se um determinado ponto paramétrico

θ0 = (θ10, . . . , θ(2k)0)
′ está incluído ou não na região Rα, precisamos então calcular a

probabilidade do evento p (θ|y) > p (θ0|y).

Sabendo que p (θ|y) é uma função monotonicamente decrescente da quantidade
Q(θ)

2ks2
, pela propriedade P.1 do Apêndice B, e escolhendo c = F(2k,ν,α), então um

particular ponto paramétrico θ0 está incluído na região Rα se, e somente se,

Q(θ0)

2ks2
< c = F(2k,ν,α),

ou seja, θ0 ∈ Rα se e somente se a desigualdade abaixo ocorre

(θ0 − θ̂)′X ′X(θ0 − θ̂) < 2ks2F(2k,ν,α). (2.17)

Ou equivalentemente,

P
{
F(2k,ν) > (θ0 − θ̂)′

X ′X

2ks2
(θ0 − θ̂)

}
(2.18)

nos dá o conteúdo da região H.P.D. que inclui justamente o ponto θ0.

Os resultados (2.17) e (2.18) acima proporcionam uma justificativa Bayesiana

para a análise da variância, pois:

(i) A região H.P.D. de conteúdo 1− α é numericamente identificada como a menor

região de confiança 1− α;
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(ii) A desigualdade (2.17) é apropriada para decidir se um dado ponto θ0 está ou não

incluído na região de confiança;

(iii) A propabilidade complementar de (2.18) nos dá o nível de significância associado

à hipótese nula H0 : θ = θ0. Daí, rejeitamos H0, ao nível de significância α, se

θ0 ∈ Rc
α. Ou seja, se Rα é a região H.P.D. de conteúdo 1 − α, então rejeitamos

H0, ao nível de significância 100α% se θ0 6∈ Rα.
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2.9 Intervalo H.P.D. Para Parâmetros Individuais

Nesta seção encontramos intervalos de credibilidade a posteriori de conteúdo

(1− α) para σ2 e para cada coordenada do vetor θ.

2.9.1 Intervalo H.P.D. Para σ2

Podemos encontrar intervalos de credibilidade a posteriori de conteúdo (1−α) para σ2

definindo a variável aleatória Z =
νs2

σ2
, já que a distribuição de Z é dada por

Z =
νs2

σ2
=
nσ̂2

σ2
∼ χ2

(ν)

pelo resultado (2.5).

Portanto, o intervalo de credibilidade a posteriori de conteúdo (1 − α) para σ2

será contruido fazendo:

1− α = P (χ2 <
νs2

σ2
< χ̄2)

= P
(νs2

χ̄2
< σ2 <

νs2

χ2

)
,

para 0 < χ2 < χ̄2 < +∞, onde χ2 e χ̄2 são pontos da distribuição χ2
(ν) tais que suas

densidades são iguais e a área α é dada por

α =

∫ χ2

0

f(z)dz +

∫ +∞

χ̄2

f(z)dz,

com f(z) denotando a função densidade de probabilidade da variável aleatória Z. Esses

pontos são obtidos através da tabelas da distribuição χ2
ν encontadas na referência [1].

2.9.2 Intervalos H.P.D. Para Parâmetros Individuais de θ

Já sabemos que cada τi e cada βi, i = 1, . . . , k, é distribuído a posteriori segundo uma

t-Student. Sendo a distribuição t-Student simétrica, os intervalos de credibilidade para

τi e βi coincidem com os intervalos de confiança usuais. Então intervalos H.P.D. para

cada τi e para cada βi, i = 1, . . . , k, podem ser construídos, bastando para isso fazer

uso das tabelas usuais da distribuição t-Student como segue.
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1− α = P

{∣∣∣∣∣ τi − τ̂i√
s2

(
1
ni

+ x̄i
2

Rxxi

)
∣∣∣∣∣≤ tα

2

}
=⇒

1− α = P

{
−tα

2
≤ τi − τ̂i√

s2
(

1
ni

+ x̄i
2

Rxxi

) ≤ tα
2

}
=⇒

1− α = P

{
τ̂i − tα

2

√
s2

( 1

ni

+
x̄i

2

Rxxi

)
≤ τi ≤ τ̂i + tα

2

√
s2

( 1

ni

+
x̄i

2

Rxxi

)}
.

Analogamente,

1− α = P

{
β̂i − tα

2

√
s2

Rxxi

≤ βi ≤ β̂i + tα
2

√
s2

Rxxi

}
,

onde tα
2

é o ponto da distribuição t-Student tal que P (tν ≤ tα
2
) = 1− α

2
.

2.10 Inferências Conjuntas Sobre τ e β

Nessa seção vamos usar toda a análise feita na seção anterior para decidir se

determinados pontos paramétricos τ 0 e β0 são ou não aceitáveis para τ e β, respecti-

vamente.

Empregaremos a análise da seção anterior para testarmos as hipóteses:

• dos efeitos de tratamento serem todos iguais a um determinado valor;

• dos coeficientes da regressão serem todos iguais a um determinado valor.

Do resultado (2.15) e das propriedades da distribuição t-Student multivariada

concluimos que:

(i) τ |y ∼ tk

(
τ̂ , s2D11, ν

)
;

(ii)
Q(τ )

ks2
∼ F(k,ν);

(iii) p (τ |y) é monotonicamente decrescente da forma quadrática

Q(τ ) = (τ − τ̂ )′D−1
11 (τ − τ̂ ).
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Portanto, testar a hipótese da não existência de efeito do tratamento, ou seja,

testar H0 : τ1 = · · · = τk = 0 contra H1 : existe ao menos um τi 6= 0, ao nível de

significância α, é equivalente a verificar se o ponto τ 0 = (0, . . . , 0)′ está incluído na

região Rα. Isso ocorrerá se, e somente se,

Q(τ 0)

ks2
= (τ 0 − τ̂ )′

D−1
11

ks2
(τ 0 − τ̂ ) ≤ F(k,ν,α).

Mas, para (dij)k×k = D−1
11 , temos

Q(τ 0) = τ̂ ′D−1
11 τ̂

=
k∑

i=1

k∑
j=1

τ̂iτ̂jdij

=
k∑

i=1

[(
ȳi. − x̄i.

Rxyi

Rxxi

)2 n2
iRxxi

niRxxi
+ x2

i.

]

=
k∑

i=1

(yi. − β̂ixi.)
2Rxxi

niRxxi
+ x2

i.

.

Daí, τ 0 está na região Rα se, e somente se,

[
k∑

i=1

(yi. − β̂ixi.)
2Rxxi

niRxxi
+ x2

i.

]
(ks2)−1 ≤ F(k,ν,α).

Caso a desigualdade acima ocorra, isto é, caso o ponto τ 0 esteja na região Rα,

então não rejeitamos a hipótese nula, ou seja, não existe efeito de tratamento. Assim,

os dados devem ser analisados via análise de regressão linear passando pela origem.

Para tanto, devemos adaptar a matriz de planejamento ao novo modelo:

yij = βiXij + eij ou yij = βXij + eij,

dependendo se rejeitamos ou não a hipótese de que todos os βi são iguais a um deter-

minado valor conhecido β, i = 1, . . . , k. Em cada caso, respectivamente, a matriz de

planejamento ficará na forma
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X =



x11 0 · · · 0
...

... . . . ...

x1n1 0 · · · 0

0 x21 · · · 0
...

... . . . ...

0 x2n2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · xk1

...
... . . . ...

0 0 · · · xknk


n×k

ou X =



x11

...

x1n1

x21

...

x2n2

...

xk1

...

xknk


n×1

Se não houver efeito de tratamento, devemos agora fazer testes de hipóteses para

o vetor β.

Assim, do resultado (2.16) e das propriedades da distribuição t-Student multi-

variada concluimos que:

(i) β|y ∼ tk

(
β̂, s2D22, ν

)
;

(ii)
Q(β)

ks2
∼ F(k,ν);

(iii) p (β|y) é monotonicamente decrescente da forma quadrática

Q(β) = (β − β̂)′D−1
22 (β − β̂).

Então, testar H0 : β1 = · · · = βk = 0 contra H1 : existe ao menos um βi 6= 0, ao

nível de significância α, é equivalente a verificar se o ponto β0 = (0, . . . , 0)′ pertence à

região Rα. Isso ocorrerá se, e somente se,

Q(β0)

ks2
= (β0 − β̂)′

D−1
22

ks2
(β0 − β̂) ≤ F(k,ν,α).

Mas, para (d′ij)k×k = D−1
22 , temos

Q(β0) = β̂
′
D−1

22 β̂ =
k∑

i=1

k∑
j=1

β̂iβ̂jd
′
ij =

k∑
i=1

β̂2
iRxxi
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Daí, β0 está na região Rα se, e somente se,[
k∑

i=1

β̂2
iRxxi

]
(ks2)−1 ≤ F(k,ν,α).

Caso o ponto β0 pertença à região Rα então não rejeitamos a hipótese nula e os

dados deverão ser analisados via ANOVA, sem trabalharmos com a informação a priori

considerada na seção (2.3).

Caso contrário, se β0 não pertencer à região Rα deveremos verificar se os

coeficientes de regressão são todos iguais a um determinado valor β conhecido. Isso

será feito na seção (2.11), logo após definirmos contrastes lineares.
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2.11 Inferência Conjunta e Marginal Sobre Combi-
nações Lineares de τ e β

É muito comum o investigador estar interessado e preocupado com a comparação

dos valores dos parâmetros em vez dos seus valores absolutos. Nesta seção veremos

como podemos efetuar tais comparações usando os resultados das seções anteriores.

2.11.1 Escolha de Contrastes Lineares

Definição 2.11.1 Diremos que um conjunto de (2k-1) parâmetros φ = (φ1, . . . , φ2k−1)

mede o contraste entre os parâmetros θi, i = 1, . . . , 2k se eles são funções lineares da
forma

φj =
2k∑
i=1

aijθi = a′jθ,

j = 1, . . . , 2k − 1, tais que (φ1 = 0, . . . , φ2k−1 = 0) implica necessariamente que
(θ1 = θ, . . . , θ2k = θ) para algum θ conhecido.

A seguir enunciamos o Lema que facilitará a escolha dos contrastes lineares.

Lema 2.1 Para que as propriedades acima sejam válidas é necessário e suficiente que
os itens a e b abaixo sejam satisfeitos:

a) os vetores a1, . . . , a2k−1 sejam linearmente independentes, e

b) a′j12k = 0, isto é,
2k∑
i=1

aij = 0, j = 1, . . . , 2k − 1.

Prova. Verificamos o resultado escrevendo Aθ = φ, onde A = [a1, . . . , a2k−1]
′ é

uma matriz (2k − 1) × 2k. Para φ = (0, . . . , 0)′ temos que Aθ = 0 define um sistema

de (2k − 1) equações em 2k “variáveis” desconhecidas.

Para mostrar a suficiência, suponha que as condições a, b são satisfeitas e que o

posto A = 2k − 1, então, notando que

A12k =


a′1
...

a′2k−1

12k =
( 2k∑

i=1

ai1, · · · ,
2k∑
i=1

ai(2k−1)

)′
= (0, . . . , 0)′,

segue-se que todas as soluções da equação Aθ = 0 são da forma θ = θ12k, isto é,

θ1 = . . . = θ2k = θ.
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Supondo que existe uma outra solução para o sistema Aθ = 0 diferente de θ =

θ12k, ou seja, supondo que existe pelo menos um i, i = 1, . . . , 2k, tal que θi 6= θ, então,

0 = Aθ =



2k∑
i=1

ai1θi

2k∑
i=1

ai2θi

...
2k∑
i=1

ai(2k−1)θi


= θ1


a11

a12

...

a1(2k−1)

 + · · ·+ θ2k


ak1

ak2

...

ak(2k−1)

 .

Como os a′j são linearmente independentes, então todos os θi são iguais a zero. Logo,

não existe outra solução para o sistema Aθ = 0 além de θ = θ12k.

Agora para mostrar a necessidade, vamos supor que θ = θ12k e daí,

φj =
2k∑
i=1

aijθi = θ
2k∑
i=1

aij,

j = 1, . . . , 2k − 1. Ou seja, Aθ = (φ1, . . . , φ2k−1)
′ é igual ao vetor nulo, quando

(θ1, . . . , θ2k)
′ = (θ, . . . , θ)′, isto é, [a′1θ, . . . , a

′
2k−1θ] = Aθ = 0. E assim,

2k∑
i=1

aij = 0,

j = 1, . . . , 2k − 1.

Para ver que os aj são linearmente independentes, suponha, por absurdo, que eles

não sejam, logo existiria uma outra escolha de θ, digamos,

θ = (θ∗, . . . , θ∗)′ = θ∗12k,

com θ∗ 6= θ, que satisfaz Aθ = 0. Mas, isso nos levaria a afirmar que θ12k = φ = θ∗1k,

ou seja, θ∗ = θ, que é um absurdo. Logo, os aj são linearmente independentes.

Dessa forma, se temos 2k parâmetros θ = (θ1, . . . , θ2k) podemos definir 2k − 1

comparações não redundantes como 2k − 1 funções independentes

φj = fj(θi),

j = 1, . . . , 2k − 1, i = 1, . . . , 2k, que são todas iguais a zero se, e somente se,

θ1 = · · · = θ2k, deixando claro a grande extensão de classes de escolha para tais

funções.
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De forma análoga, se temos k parâmetros τ = (τ1, . . . , τk)
′ ou β = (β1, . . . , βk)

′

podemos definir k−1 comparações não redundantes como k−1 funções independentes

φj = fj(τi), i = 1, . . . , k, ou φj = fj(βi), i = 1, . . . , k, que são todas iguais a zero se, e

somente se, τ1 = . . . = τk ou β1 = . . . = βk.

Consideremos agoraψ|y = Cτ |y para estudo do efeito comparativo dos k parâmet-

ros, onde C é um conjunto conveniente de k − 1 coeficientes de contrastes não redun-

dantes de τ . Se os níveis 1, 2, . . . , ni do fator tratamento i, i = 1, . . . , k, forem quan-

titativos e se houver interesse em verificar o comportamento da variável resposta em

relação aos níveis do fator, então a matriz C será um conjunto conveniente de coefi-

cientes de polinômios ortogonais, para que
k∑

i=1

φj(xi)φk(xi) = 0, evitando dificuldades

na regressão.

Seja, portanto, C(k−1)×k =


1 −1 0 · · · 0 0

0 1 −1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...

0 0 0 · · · 1 −1

 , logo

Cτ =


1 −1 0 · · · 0 0

0 1 −1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...

0 0 0 · · · 1 −1




τ1

τ2
...

τk

 =


τ1 − τ2

τ2 − τ3
...

τk−1 − τk

 .

Assim, testar a hipótese da homogeneidade dos efeitos de tratamento, isto é, testar

H0 : τ1 = . . . = τk = τ, com τ conhecido, contra H1 : existe pelo menos um τi 6= τ é

equivalente a testar H0 : ψ0 = (0, . . . , 0)′ contra H1 : existe pelo menos um ψj 6= 0,

j = 1, . . . , k−1. Ou seja, precisamos verificar se o ponto ψ0 = (0, . . . , 0)′ está na região

Rα.

Na seção (2.7) mostramos que τ |y ∼ tk

(
τ̂ , s2D11, ν

)
e fazendo uso dos resultados

da distribuição t-Student multivariada vistas no Apêndice B temos que

(i) ψ|y ∼ tk−1

(
Cθ̂, s2CD11C

′, ν
)
;

(ii)
Q(ψ)

(k − 1)s2
∼ F(k−1,ν);
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(iii) p (ψ|y) é monotonicamente decrescente da forma quadrática

Q(ψ) = (ψ − ψ̂)′(CD11C
′)−1(ψ − ψ̂).

Daí, o ponto ψ0 = (0, . . . , 0)′ pertence à região Rα se, e somente se,

Q(ψ0)

(k − 1)s2
= (ψ0 − ψ̂)′

(CD11C
′)−1

(k − 1)s2
(ψ0 − ψ̂) ≤ F(k−1,ν,α).

Caso a desigualdade acima ocorra, então não rejeitamos a hipótese da homogenei-

dade dos efeitos de tratamento, e assim deveremos analisar os dados via regressão com

intercepto τ1k e o modelo fica dado por

yij = τ + βiXij + eij,

ou visto na forma matricial



y11

...

y1n1

y21

...

y2n2

...

yk1

...

yknk



=



1 x11 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

1 x1n1 0 · · · 0

1 0 x21 · · · 0
...

...
... . . . ...

1 0 x2n2 · · · 0
...

...
... . . . ...

1 0 0 · · · xk1

...
...

... . . . ...

1 0 0 · · · xknk




τ

β1

...

βk

 +



e11
...

e1n1

e21
...

e2n2

...

ek1

...

eknk



.

Caso contrário, consideramos o modelo de covariância com um único coeficiente

angular ou com os coeficientes distintos, como já foi comentado na seção 2.11.

Consideremos agora ψ|y = Cβ|y para estudo do efeito comparativo dos k coefi-

cientes de regressão, onde C é como dada anteriomente. A partir daí, verificamos se os

coeficientes da regressão são todos iguais a um determinado valor β, conhecido.
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Temos que,

Cβ =


1 −1 0 · · · 0 0

0 1 −1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...

0 0 0 · · · 1 −1




β1

β2

...

βk

 =


β1 − β2

β2 − β3

...

βk−1 − βk

 .

Assim, testar a hipótese nula H0 : β1 = · · · = βk = β, é equivalente a testar a

hipótese H0 : φ1 = · · · = φk−1 = 0. Logo, verificar se β1 = · · · = βk = β é equivalente

a verificar se o ponto φ0 = (0, . . . , 0)′ está incluido na região Rα. Usaremos mais uma

vez os resultados já conhecidos da distribuição t-Student multivariada:

(i) φ|y ∼ tk−1

(
Cβ̂, s2CD22C

′, ν
)
;

(ii)
Q(φ)

(k − 1)s2
∼ F(k−1,ν);

(iii) p (φ|y) é monotonicamente decrescente da forma quadrática

Q(φ) = (φ− φ̂)′(CD22C
′)−1(φ− φ̂).

Dessa forma, o ponto φ0 = (0, . . . , 0)′ está incluído na região Rα se, e somente se,

Q(φ0)

(k − 1)s2
= (φ0 − φ̂)′

(CD22C
′)−1

(k − 1)s2
(φ0 − φ̂) ≤ F(k−1,ν,α).

Agora, note que

CD22C
′ =



1
Rxx1

+ 1
Rxx2

− 1
Rxx2

0 · · · 0 0

− 1
Rxx2

1
Rxx2

+ 1
Rxx3

− 1
Rxx3

· · · 0 0

0 − 1
Rxx3

1
Rxx3

+ 1
Rxx4

· · · 0 0
...

...
... . . . ...

...

0 0 0 · · · 1
Rxxk−2

+ 1
Rxxk−1

− 1
Rxxk−1

0 0 0 · · · − 1
Rxxk−1

1
Rxxk−1

+ 1
Rxxk


,

implicando, pelo Lema A.11, que
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(CD22C
′)−1 =



Rxx1 (Rxx2+···+Rxxk
)

(Rxx1+···+Rxxk
)

Rxx1 (Rxx3+···+Rxxk
)

(Rxx1+···+Rxxk
)

· · · Rxx1Rxxk

(Rxx1+···+Rxxk
)

Rxx1 (Rxx3+···+Rxxk
)

(Rxx1+···+Rxxk
)

(Rxx1+Rxx2 )(Rxx3+···+Rxxk
)

(Rxx1+···+Rxxk
)

· · · (Rxx1+Rxx2 )Rxxk

(Rxx1+···+Rxxk
)

...
... . . . ...

Rxx1Rxxk

(Rxx1+···+Rxxk
)

(Rxx1+Rxx2 )Rxxk

(Rxx1+···+Rxxk
)

· · · (Rxx1+···+Rxxk−1
)Rxxk

(Rxx1+···+Rxxk
)

 .

Assim,

φ̂
′
(CD22C

′)−1 = (a11, a12, · · · , a1(k−1)), onde

a11 =
( k∑

i=1

Rxxi

)−1

Rxx1

k∑
i=2

Rxxi
(β̂1 − β̂i),

a12 =
( k∑

i=1

Rxxi

)−1[
Rxx1

k∑
i=3

Rxxi
(β̂1 − β̂i) +Rxx2

k∑
i=3

Rxxi
(β̂2 − β̂i)

]
,

a1(k−1) =
( k∑

i=1

Rxxi

)−1[
Rxx1Rxxk

(β̂1 − β̂k) + · · ·+Rxxk−1
Rxxk

(β̂k−1 − β̂k)
]
.

Logo,

Q(φ0) = φ̂
′
(CD22C

′)−1φ̂

=
( k∑

i=1

Rxxi

)−1[( k∑
i=1

Rxxi

)( k∑
i=1

β̂2
iRxxi

)
−

( k∑
i=1

β̂iRxxi

)2]

=
( k∑

i=1

R2
xyi

R2
xxi

Rxxi

)
−

( k∑
i=1

Rxxi

)−1( k∑
i=1

Rxyi

Rxxi

Rxxi

)2

=
k∑

i=1

R2
xyi

Rxxi

−
[( k∑

i=1

Rxyi

)2]( k∑
i=1

Rxxi

)−1

.

Dessa maneira, o ponto φ0 = (0, . . . , 0)′ está incluido na região Rα se, e somente

se,

[
k∑

i=1

R2
xyi

Rxxi

−
[( k∑

i=1

Rxyi

)2]( k∑
i=1

Rxxi

)−1
]

[(k − 1)s2]−1 ≤ F(k−1,ν,α).
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Caso φ0 = (0, . . . , 0)′ esteja incluido na região Rα então não rejeitamos a hipótese

da homogeneidade dos coeficientes angulares e deveremos proceder às análises via

modelo de covariância linear com coeficiente angular, β, comum a todos os trata-

mentos. Dessa forma é preciso adaptar a matriz do modelo como já foi comentado

anteriomente.

Caso contrário, nós rejeitamos a hipótese H0 : β1 = · · · = βk = β, e o modelo a

ser utilizado é o apresentado em (2.1).

Supondo que queremos fazer inferência para apenas um contraste linear ψj de

τ , j = 1, . . . , k, a inferência marginal sobre esse contraste de interesse deverá ser feita

conforme se segue.

Já sabemos que

ψj =
k∑

i=1

cijτi ∼ t1

( k∑
i=1

cij τ̂i, s
2hjj, ν

)

onde i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , ni,
k∑

i=1

cij = 0 e hjj é o j-ésimo elemento da matriz

H = CD11C
′, e C é uma matriz escolhida de forma adequada. Portanto, a função

densidade de probabilidade marginal de qualquer contraste j será dada por:

p (ψj|y) =
Γ(ν+1

2
)(hjj)

−1/2s−1

(Γ(1/2))Γ(ν/2)ν1/2

[
1 +

(ψj − ψ̂j)
2

νs2hjj

]− ν+1
2
, (2.19)

com −∞ < ψj < +∞.

Supondo que queremos verificar se esse contraste j é nulo, então basta para isso

construir um intervalo com (1 − α) de credibilidade a posteriori e observar se este

contém o ponto zero. Então, pela distribuição de ψj dada em (2.19), temos que o

intervalo com (1− α) de credibilidade a posteriori será dado por

ψ̂j − tα
2

√
s2hjj ≤ ψj|y ≤ ψ̂j + tα

2

√
s2hjj.
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Acabamos de mostrar, portanto, como empregamos a análise Bayesiana, trabal-

hada com a informação adicional e neutra, a informação a priori do tipo não informa-

tiva, para conseguirmos fazer inferências para todos os parâmetros do modelo usando

a definição de região H.P.D. e suas propriedades.

Convém salientar ainda que o modelo definido em (2.1) generaliza aquele definido

em (2.7.7), pag. 114 da referência [1], no sentido de que este último leva em consideração

apenas os efeitos médios dos tratamentos, não fazendo nenhuma alusão as variáveis

explicativas do modelo.



Capítulo 3

Modelo de Covariância com Erros nas
Variáveis

Neste capítulo, assim como no Capítulo 2, vamos considerar um experimento

planejado com k tratamentos, sendo cada um deles repetido em ni unidades experimen-

tais, i = 1, 2, . . . , k, sendo que aqui as variáveis explicativas xij são medidas com erros.

Sabemos que não existem instrumentos de medição que sejam perfeitos, então esta

suposição está bem fundamentada. Dessa maneira, não observamos o valor verdadeiro

da variável xij, mas sim um valor Xij tal que

Xij = xij + uij,

onde uij representa o erro correspondente, na medição de xij, com j = 1, 2, . . . , ni,

i = 1, 2, . . . , k.

3.1 O Modelo Estatístico

O modelo estatístico adequado a esta situação descrita acima é

Yij = τi + βixij + eij,

Xij = xij + uij, (3.1)

onde j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , k.

Neste caso faremos as seguintes considerações:
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(i) eij|θ ∼ N(0, σee) e são independentes;

(ii) uij|θ ∼ N(0, σuu) e são independentes;

(iii) xij|θ ∼ N(µx, σxx) e são independentes;

(iv) para cada j = 1, 2, . . . , ni, e para cada i = 1, 2, . . . , k, eij, uij e xij são não

correlacionados.

Aqui θ = (τ ′,β′, σee, σuu)
′ representa o vetor dos parâmetros envolvidos no mod-

elo, com τ ′ = (τ1, τ2, . . . , τk) e β′ = (β1, β2, . . . , βk).

Com as suposições i-iv o modelo 3.1 é chamado de Modelo de Covariância com

Erros nas Variáveis.

Vamos supor ainda que a razão de variâncias λe =
σee

σuu

seja conhecida, para que

assim possamos reduzir o número de parâmetros envolvidos no modelo.

As conclusões feitas nesse capítulo são baseadas na análise feita no cap.3 da

referência [9], que trabalha com modelo de regressão linear simples com erros nas

variáveis quando estes erros pertencem a classe das distribuições elípticas. Por isso,

sempre que demonstrarmos qualquer resultado para o nosso modelo estaremos fazendo

uma analogia ao modelo de regressão linear simples.
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3.2 A Função de Verossimilhança

Com o objetivo de dar uma formulação geral da função de verossimilhança, con-

sideramos a f.d.p. de (Z ′,x′)′, dado θ, por:

f(Z,x|θ) = l(Z|θ,x)h(x|θ), (ver Zellner, 1971, p. 130) (3.2)

onde l(Z|θ,x) é a densidade condicional de Z dado os vetores θ e x, e h(x|θ) é a densi-

dade condicional de x dado o vetor θ. O vetor Z ′ = (Y ′, X ′) é o vetor das observações,

com

Y ′ = (Y11, . . . , Y1n1 , Y21, . . . , Y2n2 , . . . , . . . , Yk1, . . . , Yknk
)

e

X ′ = (X11, . . . , X1n1 , X21, . . . , X2n2 , . . . , . . . , Xk1, . . . , Xknk
),

e o vetor x é o vetor das variáveis não observadas dado por

x′ = (x11, . . . , x1n1 , x21, . . . , x2n2 , . . . , . . . , xk1, . . . , xknk
)

Observemos que ∀j = 1, 2, . . . , ni, e ∀i = 1, 2, . . . , k,

E(Yij|θ,x) = τi + βixij e E(Xij|θ,x) = xij.

Dessa forma, para Ini
denotando a matriz identidade de ordem ni, i = 1, . . . , k,

se definirmos a matriz

B =


β1In1 0 · · · 0

0 β2In2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · βkInk


n×n

e a matriz

1n =


in1 0 · · · 0

0 in2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · ink


n×k

,

onde ini
representa um vetor ni-dimensional dado por ini

= (1, . . . , 1)′, i = 1, 2, . . . , k

e n =
k∑

i=1

ni, então, podemos escrever

E(Z|θ,x) =

 E(Y |θ,x)

E(X|θ,x)

 =

 1nτ +Bx

x


2n×1

= µZ|(θ,x).
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Note ainda que, para j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , k, e ∀l 6= i ou ∀m 6= j temos:

• V ar(Yij|θ,x) = V ar(eij|θ,x) = σee;

• Cov(Yij, Ylm|θ,x) = E(eijelm|θ,x) = 0;

• V ar(Xij|θ,x) = V ar(uij|θ, x) = σuu;

• Cov(Xij, Xlm|θ,x) = E(uijulm|θ,x) = 0;

• Cov(Xij, Ylm|θ,x) = E(uijelm|θ,x) = 0;

• Cov(Xij, Yij|θ,x) = E(uijeij|θ,x) = 0;

Logo, na forma matricial,

Cov(Z|θ,x) =

 Cov(Y |θ,x) 0

0 Cov(X|θ,x)

 =

 σeeIn 0

0 σuuIn

 = ΣZ|(θ,x)

Portanto,

Z|(θ,x) ∼ N2n(µZ|(θ,x),ΣZ|(θ,x)), (3.3)

ou seja, usando o Teorema A.4 do Apêndice A temos

l(Z|θ,x) = (2π)−n(σeeσuu)
−n/2 exp

{
−1

2

[ 1

σee

(Y − 1nτ −Bx)′(Y − 1nτ −Bx) +

+
1

σuu

(X − x)′(X − x)
]}

= (2π)−nλ−n/2
e σ−n

uu exp
{
− 1

2σuu

[ 1

λe

(Y − 1nτ −Bx)′(Y − 1nτ −Bx) +

+(X − x)′(X − x)
]}

= (2π)−nλ−n/2
e σ−n

uu exp
{
− 1

2σuu

A(τ ,β, λe,x|Z)
}

(3.4)

onde λe =
σee

σuu

e A(τ ,β, λe,x|Z) =
1

λe

(Y −1nτ−Bx)′(Y −1nτ−Bx)+(X−x)′(X−x).

Finalmente, f(Z,x|θ) fica dada por

f(Z,x|θ) = l(Z|θ,x)h(x|θ)

= (2π)−nλ−n/2
e σ−n

uu exp
{
− 1

2σuu

A(τ ,β, λe,x|Z)
}
h(x|θ). (3.5)
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3.3 A Posteriori de (τ ,β, λe,x)

Vamos agora enunciar o Teorema que nos dará a distribuição a posteriori de

(τ ,β, λe,x).

Teorema 3.1 Suponha que Z|(θ,x) tem densidade dada por (3.4), que x⊥θ, isto é,
h(x|θ) = π(x) sendo π(x) qualquer priori arbitrária para x, completamente especifi-
cada, e que θ = (τ ,β, σee, σuu) tem densidade a priori dada na forma

π(τ ,β, σee, σuu) ∝
1

σeeσuu

π(τ ,β),

onde π(τ ,β) é qualquer densidade a priori para (τ ,β). Então, tem-se que (τ ,β, λe,x)

tem distribuição a posteriori dada por

Π(τ ,β, λe,x|Z) ∝ λ
n−2

2
e [(Y−1nτ−Bx)′(Y−1nτ−Bx)+λe(X−x)′(X−x)]−nπ(x)π(τ ,β).

Prova. Sabemos que

Π(θ,x|Z) ∝ l(Z|θ,x)h(x|θ)π(θ)

= l(Z|θ,x)π(x)π(θ)

∝ λ−n/2
e σ−n

uu exp
{
− 1

2σuu

A(τ ,β, λe,x|Z)
}
π(x)

1

σeeσuu

π(τ ,β)

onde a última expressão segue do resultado (3.4) e das hipóteses para a distribuição a

priori de θ.

Considere a transformação (τ ,β, σee, σuu) −→ (τ ,β, λe, σuu). Logo,

Π(τ ,β, λe, σuu,x|Z) ∝ λ−n/2
e σ−n

uu exp
{
− 1

2σuu

A(τ ,β, λe,x|Z)
}
σuu

1

σeeσuu

π(τ ,β)π(x)

= λ
−n

2
−1

e σ−(n+1)
uu exp

{
− 1

2σuu

A(τ ,β, λe,x|Z)
}
π(τ ,β)π(x).

Dessa forma,

Π(τ ,β, λe,x|Z) =

∫
σuu

Π(τ ,β, λe, σuu,x|Z)dσuu

∝ λ
−n+2

2
e

∫ +∞

0

σ−(n+1)
uu exp

{
− 1

2σuu

A(τ ,β, λe,x|Z)
}
dσuuπ(τ ,β)π(x)

= λ
−n+2

2
e [A(τ ,β, λe,x|Z)]−n2n

∫ +∞

0

vn−1 exp{−v}dv π(τ ,β)π(x)dv

∝ λ
−n+2

2
e

[ 1

λe

(Y − 1nτ −Bx)′(Y − 1nτ −Bx) + (X − x)′(X − x)
]−n×

×π(τ ,β)π(x)

= λ
n−2

2
e [(Y − 1nτ −Bx)′(Y − 1nτ −Bx) + λe(X − x)′(X − x)]−n ×

×π(τ ,β)π(x),
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onde a terceira equação ocorre para v =
A(τ ,β, λe,x|Z)

2σuu

.

Esse resultado coincide com o resultado apresentado na referência [9].

3.4 A Posteriori de (τ ,β, λe)

Nessa seção enuciaremos o corolário que nos fornecerá a distribuição a posteri-

ori de (τ ,β, λe), mas antes provemos o seguinte Lema sobre o estimador de máxima

verossimilhança do vetor não observável x.

Lema 3.2 Sob a verossimilhança de (Z ′,x′)′ como dada em (3.5) o estimador de máx-
ima verossimilhança para o vetor x, denotado por x̂, é dado por

x̂ = (B′B + λeIn)−1[B′(Y − 1nτ ) + λeX].

Prova. Note que com a hipótese π(x) ∝ constante teremos

∂ log f(z,x|θ)
∂ x

∣∣∣
x=x̂

= 0 ⇐⇒ − 1

2σuu

[
− 2

λe

B′(Y − 1nτ ) +
2

λe

B′Bx̂− 2X + 2x̂

]
+
π′(x)

π(x)

⇐⇒ X +
B′

λe

(Y − 1nτ ) =

(
B′B

λe

+ In

)
x̂

⇐⇒ λeX +B′(Y − 1nτ ) = (B′B + λeIn)x̂

⇐⇒ x̂ = (B′B + λeIn)−1[B′(Y − 1nτ ) + λeX],

como queríamos demonstrar.

Esse resultado generaliza o estimador obtido no modelo de regressão linear simples

dado em (3.2), pois nesse caso,

x̂ =
β(Y − αin) + λeX

β2 + λe

.

Note agora que

(i) In −B(B′B + λeIn)−1B′ = [(B(B′B + λeIn)−1B′)−1 − In][B(B′B + λeIn)−1B′]

= [(B′)−1(B′B + λeIn)B−1 − In](BB′)(B′B + λeIn)−1

= [In + (B′)−1(λeIn)B−1 − In](BB′)(B′B + λeIn)−1

= λe(B
′)−1B−1(BB′)(B′B + λeIn)−1

= λe(B
′B + λeIn)−1,
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e

(ii) In − λe(B
′B + λeIn)−1 = (B′B + λeIn)−1[(B′B + λeIn)− λeIn]

= (B′B + λeIn)−1(B′B)

= B′(B′B + λeIn)−1B

Assim, podemos reescrever a função A = A(τ ,β, λe,x|z) na forma abaixo:

A = λ−1
e (Y − 1nτ −Bx)′(Y − 1nτ −Bx) + (X − x)′(X − x)

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ )− 2x′λ−1

e [B′(Y − 1nτ ) + λeX] +

+x′λ−1
e (B′B + λeIn)x +X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ )− 2x′λ−1

e B′(Y − 1nτ )x̂ +
x′

λe

(B′B + λeIn)x +X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ ) + x′λ−1

e [−2(B′B + λeIn)x̂ + (B′B + λeIn)x] +X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ ) + x′λ−1

e (B′B + λeIn)(x− 2x̂) +X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ ) + λ−1

e (x− x̂ + x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂− x̂) +X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ ) + λ−1

e (x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

−λ−1
e x̂′(B′B + λeIn)x̂ +X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ ) + λ−1

e (x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

−λ−1
e {(B′B + λeIn)−1[B′(Y − 1nτ ) + λeX]}′(B′B + λeIn)×

×{(B′B + λeIn)−1[B′(Y − 1nτ ) + λeX]}+X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ ) + λ−1

e (x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

−λ−1
e [B′(Y − 1nτ ) + λeX]′(B′B + λeIn)−1[B′(Y − 1nτ ) + λeX] +X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′(Y − 1nτ ) + λ−1

e (x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

−λ−1
e [(Y − 1nτ )′B(B′B + λeIn)−1B′(Y − 1nτ ) +

+2λe(Y − 1nτ )B(B′B + λeIn)−1X + λe
2X ′(B′B + λeIn)−1X] +X ′X

= λ−1
e (Y − 1nτ )′[In −B(B′B + λeIn)−1B′](Y − 1nτ ) +

+λ−1
e (x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂)− 2(Y − 1nτ )′B(B′B + λeIn)−1X +

+X ′[In − λe(B
′B + λeIn)−1]X

= (Y − 1nτ )′(B′B + λeIn)−1(Y − 1nτ ) + λ−1
e (x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

−2(Y − 1nτ )′(B′B + λeIn)−1BX +X ′B′(B′B + λeIn)−1BX, por (i) e (ii)
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= (Y − 1nτ )′(B′B + λeIn)−1(Y − 1nτ ) + λ−1
e (x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

−2(Y − 1nτ )′(B′B + λeIn)−1(BX) + (BX)′(B′B + λeIn)−1(BX)

= λ−1
e (x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

+(Y − 1nτ −BX)′(B′B + λeIn)−1(Y − 1nτ −BX)

= λ−1
e [(x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

+λe(Y − 1nτ −BX)′(B′B + λeIn)−1(Y − 1nτ −BX)].

Logo,

λeA(τ ,β, λe,x|z) = λe(Y − 1nτ −BX)′(B′B + λeIn)−1(Y − 1nτ −BX) +

+(x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂). (3.6)

Esta nova forma de escrever a função A(τ ,β, λe,x|z) será extremamente útil na

demonstração do colorário abaixo.

Corolário 3.1 Sob as hipóteses do Teorema 3.1, com a suposição de que

π(x) ∝ constante,

e fazendo
η̂ = (Λ′

XΛX)−1Λ′
XY

e
νs2 = (Y − ΛX η̂)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛX η̂)

tem-se que (τ ,β, λe) tem densidade a posteriori dada por:

Π(τ ,β, λe|Z) ∝ λ−1
e [νs2 + (η − η̂)′Λ′

X(B′B + λeIn)−1ΛX(η − η̂)]
n
2 ×

×|B′B + λeIn|−
1
2π(τ ,β),

onde η = (τ ′ β′)′ e

ΛX =


in1 0 · · · 0 X1 0 · · · 0

0 in2 · · · 0 0 X2 · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 · · · ink

0 0 · · · Xk


para Xi = (Xi1, . . . , Xini

)′, ∀ i = 1, . . . , k e ν = n-2k.

Prova. Usando a suposição sob π(x) e o resultado (3.6), podemos escrever a

distribuição a posteriori de (τ ,β, λe,x) na seguinte forma
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Π(τ ,β, λe,x|Z) ∝ λ
n−2

2
e [(x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂) +

+λe(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)]−nπ(τ ,β)

= λ
n−2

2
e

[
1 +

n(x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂)

nλe(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)

]−n

×

×[λe(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)]−nπ(τ ,β)

pois,

(Y −1nτ−BX)′(B′B+λeIn)−1(Y −1nτ−BX) = (Y −ΛXη)′(B′B+λeIn)−1(Y −ΛXη)

Agora podemos encontrar Π(τ ,β, λe|Z), integrando Π(τ ,β, λe,x|Z) em relação

a x. Logo,

Π(τ ,β, λe|Z) =

∫
x

Π(τ ,β, λe,x|Z)dx

∝ λ
n−2

2
e [λe(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)]−nπ(τ ,β)×

×
∫

x

[
1 +

n(x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂)

nλe(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)

]−n

dx

= λ
−n+2

2
e [(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)]−nπ(τ ,β)×

×

∣∣∣∣∣ λ−1
e (B′B + λeIn)n

(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)

∣∣∣∣∣
−1/2

×

×
∫

x

∣∣∣∣∣ λ−1
e (B′B + λeIn)n

(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)

∣∣∣∣∣
1/2

×

×

[
1 +

n(x− x̂)′(B′B + λeIn)(x− x̂)

nλe(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)

]−n

dx

∝ λ
−n+2

2
+n

2
e [(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)]−n ×

×[(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)]−
n
2 ×

×|B′B + λeIn|−
1
2π(τ ,β)

= λ−1
e [(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)]−

n
2 ×

×|B′B + λeIn|−
1
2π(τ ,β).
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Note que a penúltima equação ocorre porque o integrando é proporcional à função

densidade de probabilidade de um vetor aleatório x tal que

x ∼ tn

(
x̂,

(B′B + λeIn)−1λe

n[(Y − ΛXη)′(B′B + λeIn)−1(Y − ΛXη)]−1
, n

)
.

Mais uma vez, fazendo uma analogia ao modelo de regressão linear simples tere-

mos

Π(α, β, λe|Z) ∝ λ−1
e [(Y − α1n − βX)′((β2 + λe)In)−1(Y − α1n − βX)]

n
2 ×

×|(β2 + λe)In|−
1
2π(α, β)

= λ−1
e [(Y − α1n − βX)′(Y − α1n − βX)]−

n
2 π(α, β).

Agora note que para M = B′B + λeIn temos:

(Y − ΛXη)′M−1(Y − ΛXη) = (Y − ΛX η̂ + ΛX η̂ − ΛXη)′M−1(Y − ΛX η̂ + ΛX η̂ − ΛXη)

= (Y − ΛX η̂)′M−1(Y − ΛX η̂)− 2(η − η̂)′Λ′
XM

−1(Y − ΛX η̂) +

+(η − η̂)′Λ′
XM

−1ΛX(η − η̂)

= (Y − ΛX η̂)′M−1(Y − ΛX η̂) + (η − η̂)′Λ′
XM

−1ΛX(η − η̂)

= νs2 + (η − η̂)′Λ′
XM

−1ΛX(η − η̂)

por que,

Λ′
XM

−1(Y − ΛX η̂) =



n1∑
j=1

(β1 + λe)
−1(Y1j − τ̂1 − β̂1X1j)

...
nk∑
j=1

(βk + λe)
−1(Ykj − τ̂k − β̂kXkj)

n1∑
j=1

X1j(β1 + λe)
−1(Y1j − τ̂1 − β̂1X1j)

...
nk∑
j=1

Xkj(βk + λe)
−1(Ykj − τ̂k − β̂kXkj)



=



0
...

0

0
...

0


(2k×1)

já que, ∀ i = 1, . . . , k,
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a)

ni∑
j=1

(Yij − τ̂i − β̂iXij) = (Yi. − niτ̂i − β̂iXi.)

=
(
Yi. −

Yi.

ni

ni + ni
Xi.

ni

Rxyi

Rxxi

− Rxyi

Rxxi

X.

)
= 0

b)

ni∑
j=1

Xij(Yij − τ̂i − β̂iXij) =
( ni∑

j=1

XijYij − τ̂iXi. − β̂i

ni∑
j=1

X2
ij

)
=

(niRxyi
+Xi.Yi.

ni

− Xi.Yi.

ni

+
Rxyi

Rxxi

X2
i.

ni

− Rxyi

Rxxi

niRxxi
+X2

i.

ni

)
= 0

pois a matriz ΛX é igual a matriz de planejamento X do capítulo 2 e, portanto, η̂ = θ̂

com esse θ̂ sendo o mesmo do capítulo 2.

Logo,

Π(τ ,β, λe|Z) ∝ λ−1
e [νs2 + (η − η̂)′Λ′

XM
−1ΛX(η − η̂)]−

n
2 |B′B + λeIn|−1/2π(τ ,β),

como queríamos demonstrar.

Note que nesse caso, não podemos afirmar que o vetor η tem distribuição

t-Student 2k-variada, como ocorre na referência [9].

3.5 A Densidade Preditiva de x

Vejamos agora a densidade preditiva de x.

Corolário 3.2 Sob as hipóteses do Teorema 3.1, com a suposição de que

π(τ ,β) ∝ constante,

temos que densidade a preditiva de x é dada por

Π(x|Z) ∝ s2k[(X − x)′(X − x)s2]−n/2

k∏
i=1

(βi + λe)

(niRxxi
)1/2

π(x),

onde νs2 é como no colorário 3.1, mas com x1, . . . ,xk substituindo X1, . . . , Xk na
matriz ΛX , agora denotada por Λx.
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Prova. Usando o resultado do Teorema 3.1 e a suposição π(τ ,β) ∝ constante,

podemos reescrever Π(τ ,β, λe,x|Z) como

Π(η, λe,x|Z) ∝ λ
n−2

2
e [(Y − Λxη)′(Y − Λxη)]−n

[
1 +

λe(X − x)′(X − x)

(Y − Λxη)′(Y − Λxη)

]−n

π(x).

Agora podemos encontrar Π(x|Z) integrando Π(η, λe,x|Z) em relação a (η, λe),

portanto,

Π(x|Z) ∝
∫

η

∫
λe

λ
n−2

2
e [(Y − Λxη)′(Y − Λxη)]−n

[
1 +

(X − x)′(X − x)

(Y − Λxη)′(Y − Λxη)
λe

]−n

π(x)dλe dη

=

∫
η

[(Y − Λxη)′(Y − Λxη)]−n
[ (X − x)′(X − x)

(Y − Λxη)′(Y − Λxη)

]−n/2

Beta(n/2, n/2)π(x)dη

já que ∫ +∞

0

xt−1(1 + bx)−sdx = b−tBeta(t, s− t).

Daí,

Π(x|Z) ∝ [(X − x)′(X − x)]−n/2π(x)

∫
η

[(Y − Λxη)′(Y − Λxη)]−n/2dη

∝ [(X − x)′(X − x)]−n/2π(x)

∫
η

[νs2 + (η − η̂)′Λ′
xM

−1Λx(η − η̂)]−n/2dη

∝ [(X − x)′(X − x)]−n/2π(x)
∣∣∣Λ′

xM
−1Λx

s2

∣∣∣−1/2

×

×
∫

η

(νs2)−n/2
[
1 + (η − η̂)′

Λ′
xM

−1Λx

νs2
(η − η̂)

]−n/2∣∣∣Λ′
xM

−1Λx

s2

∣∣∣1/2

dη

∝ s2k[(X − x)′(X − x)s2]−n/2π(x)|Λ′
xM

−1Λx|−1/2. (3.7)

Note que a última equação ocorre porque o integrando é proporcional a função

densidade de probabilidade de um vetor aleatório η tal que

η ∼ tn
(
η̂, [Λ′

xM
−1Λx]

−1s2, ν
)
.
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Agora observe que M−1 =


(β1 + λe)

−1In1 · · · 0
... . . . ...

0 · · · (βk + λe)
−1Ink


(n×n)

,

então,

Λ′
xM

−1Λx =



n1

β1 + λe

· · · 0
x1.

β1 + λe

· · · 0

... . . . ...
... . . . ...

0 · · · nk

βk + λe

0 · · · xk.

βk + λe

n1

β1 + λe

· · · 0
n1Rxx1 + x2

1.

n1(β1 + λe)
· · · 0

... . . . ...
... . . . ...

0 · · · xk.

βk + λe

0 · · · nkRxxk
+ x2

k.

nk(βk + λe)


.

Ou seja,

Λ′
xM

−1Λx =

 B11 B12

B21 B22

 ,
onde cada Bij tem ordem k × k, i, j = 1, 2.

Como B22 é não singular então, pelo Lema A.10 do Apêndice A, temos que

|Λ′
xM

−1Λx| = |B22||B11 −B12B
−1
22 B21|.

Ora,

B12B
−1
22 B21 =


(β1 + λe)

−1n1x
2
1.

(n1Rxx1 + x2
1.)

· · · 0

... . . . ...

0 · · · (βk + λe)
−1nkx

2
k.

(nkRxxk
+ x2

k.)

 , e daí

B11 −B12B
−1
22 B21 =


(β1 + λe)

−1n2
1Rxx1

(n1Rxx1 + x2
1.)

· · · 0

... . . . ...

0 · · · (βk + λe)
−1n2

kRxxk

(nkRxxk
+ x2

k.)

 .

Temos também que,

|B22| =
k∏

i=1

(βi + λe)
−1

(niRxxi
+ x2

i.

ni

)
=

k∏
i=1

niRxxi
+ x2

i.

ni(βi + λe)
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e

|B11 −B12B
−1
22 B21| =

k∏
i=1

n2
iRxxi

(βi + λe)(niRxxi
+ x2

i.)
.

Logo,

|Λ′
xM

−1Λx| =
k∏

i=1

(niRxxi
+ x2

i.)

ni(βi + λe)

n2
iRxxi

(βi + λe)(niRxxi
+ x2

i.)
=

k∏
i=1

niRxxi

(βi + λe)2

Portanto, usando esse resultado em (3.7) temos

Π(x|Z) ∝ [(X − x)′(X − x)s2]−n/2π(x)s̃2k

k∏
i=1

(βi + λe)

(niRxxi
)1/2

,

como queríamos demonstrar.

Outros resultados podem ser obtidos ao supormos que tanto a verossimilhança

de Z como o vetor x pertencem a classe das distribuições normais bem como supondo

que o vetor W ′ = (Y ′, X ′, x′) é completamente normal. Resultados mais gerais podem

ser obtidos supondo que os erros pertencem a uma classe mais geral de distribuições

esféricas, por exemplo, as distribuições elípticas.



Apêndice A

Resultados da Distribuição Normal
Multivariada

Neste apêndice enunciaremos alguns resultados que foram utilizados no capítulo

2 deste trabalho. Esses resultados são encontrados nas referências [3], [4] e [6].

Definição A.0.1 Um vetor aleatório X de dimensão m × 1 é dito ter distribuição
normal m-variada se, e somente se, toda função linear de X tem distribuição normal
univariada, ou seja, se ∀α ∈ Rm tivermos α′X normal univariada.

Teorema A.1 Se X é um vetor aleatório m-dimensional, então sua distribuição é
unicamente determinada pela distribuição de α′X, ∀α ∈ Rm.

Teorema A.2 Seja X um vetor aleatório m-dimensional com distribuição normal m-
variada. Então, µ = EX e Σ = CovX existem e determinam a distribuição de X.

Lema A.3 Se X ∼ Nm(µ,Σ), então a função característica de X, ϕX é dada por:

ϕX(t) = exp{iµ′t− 1

2
t′Σt}, ∀ t ∈ Rm.

Teorema A.4 Se X ∼ Nm(µ,Σ), onde Σ é uma matriz positiva definida, então a
densidade do vetor aleatório X é dada por

(2π)−m/2|Σ|−1/2 exp
{
−1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

}
.

Teorema A.5 Sejam X = (X1, . . . , Xm)′ ∼ Nm(µ,Σ), B e b matrizes de ordem k×m
e k × 1, respectivamente. Então, Y = BX + b ∼ Nk(Bµ+ b, BΣB′).
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Teorema A.6 Se X ∼ Nm(0,Σ), onde Σ é positiva definida de posto m, então a
forma quadrática U = X ′Σ−1X é distribuída como uma χ2

(m).

Teorema A.7 Se X ∼ Nm(µ,Σ), onde Σ tem posto m. Então a forma quadrática
U = X ′AX é distribuído como uma χ2

(p,λ), onde λ = 1
2
µ′Aµ, se, e somente se, qualquer

uma das três condições abaixo for satisfeita:

(i) AΣ é uma matriz idempotente de posto p;

(ii) ΣA é uma matriz idempotente de posto p;

(iii) Σ é inversa condicional de A, isto é, AΣA = A, e A tem posto p.

Teorema A.8 Se X ∼ Nm(µ,Σ), onde Σ é uma matriz positiva definida e tem posto
m. Se BΣA = 0, então a forma quadrática Y ′AY é independente da forma linear BY,
onde B é uma matriz de ordem q ×m.

Lema A.9 Se as matrizes A e D são simétricas e existe B−1, então[
A B

B′ D

]−1

=

[
A−1 + FE−1F ′ −FE−1

−E−1F ′ E−1

]
, com

{
E = D −B′A−1B

F = A−1B
.

Lema A.10 Seja B uma matriz de ordem n× n que é particionada como segue

B =

[
B11 B12

B21 B22

]
,

onde cada Bij é de ordem ni×nj, i, j = 1, 2 e com n1 +n2 = n. Se a matriz B22 é não
singular, então o determinante de B pode ser calculado por

|B| = |B22||B11 −B12B
−1
22 B21|.

Lema A.11 Seja C uma matriz na forma

1
a1

+ 1
a2

− 1
a2

0 · · · 0 0

− 1
a2

1
a2

+ 1
a3

· · · 0 0

0 − 1
a3

1
a3

+ 1
a4

· · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 1

ak−2
+ 1

ak−1
− 1

ak−1

0 0 0 · · · − 1
ak−1

1
ak−1

+ 1
ak


,
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então C−1 é dada por
a1(a2+···+ak)

a1+···+ak

a1(a3+···+ak)
a1+···+ak

· · · a1ak

a1+···+ak
a1(a3+···+ak)

a1+···+ak

(a1+a2)(a3+···+ak)
a1+···+ak

· · · (a1+a2)ak

a1+···+ak...
... . . . ...

a1ak

a1+···+ak

(a1+a2)ak

a1+···+ak
· · · (a1+···+ak−1)ak

a1+···+ak

 .

Prova. Para verificarmos esse resultado, basta multiplicarmos as duas matrizes e o

resultado segue.



Apêndice B

Propriedades da t-Student
Multivariada

A distribuição t-Student multivariada possui propriedades que nos ajudarão a

fazer inferências sobre os parâmetros τ e β. As propriedades abaixo são consideradas

para o vetor aleatório θ, mas seus resultados são análogos para a distribuição t-Student

k-variada, como é o caso dos vetores aleatórios τ e β, conforme verificaremos na pro-

priedade P.3 e para combinações lineares desses parâmetros, conforme veremos na

proriedade P.4.

Vejamos antes a definição da distribuição t-Student multivariada.

Definição B.0.2 Um vetor aleatório θ de dimensão 2k × 1 é dito ter distribuição a
posteriori t-Student 2k-variada com parâmetro de locação θ̂, de escala s2(X ′X)−1 e
com ν graus de liberdade, se sua densidade é dada por

p (θ|y) =
Γ((ν + 2k)/2)|X ′X|1/2s−2k

(Γ(1/2))2kΓ(ν/2)νk

[
1 + (θ − θ̂)′X

′X

νs2
(θ − θ̂)

]− ν+2k
2
.

Notação: θ|y ∼ t2k

(
θ̂, s2(X ′X)−1, ν

)
.

Consideremos agora que θ|y é distribuído segundo uma t2k

(
θ̂, s2(X ′X)−1, ν

)
.

Propriedade P.1 A função densidade de probabilidade a posteriori de θ é

monotonicamente decrescente da forma quadrática

Q(θ) = (θ − θ̂)′X ′X(θ − θ̂),
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pois
Γ((ν + 2k)/2)|X ′X|1/2s−2k

(Γ(1/2))2kΓ(ν/2)νk
> 0

e a função [
1 + (θ − θ̂)′X

′X

νs2
(θ − θ̂)

]− ν+2k
2

tem expoente negativo, já que ν + 2k = n > 0 e é, portanto, monotonicamente decres-

cente.

Quando fizermos Q(θ) = c, c > 0 estaremos definindo os contornos da dis-

tribuição no espaço 2k-dimensional de θ onde todo ponto interior a esse contorno

tem uma densidade a posteriori maior do que qualquer ponto fora do contorno. Partic-

ularmente, quando k = 1, estaremos trabalhando no espaço bi-dimensional e Q(θ) =

c, c > 0 define os contornos de uma elipse com centro em θ̂ = (τ̂1, β̂1).

Propriedade P.2 Observemos que:

a. podemos encontrar a distribuição de

Q(θ)

σ2
= (θ − θ̂)′X

′X

σ2
(θ − θ̂)

já que

E(θ − θ̂) = E(θ)− E((X ′X)−1X ′Y )

= θ − (X ′X)−1X ′E(Y )

= θ − (X ′X)−1X ′(Xθ)

= θ − θ = 0,

Cov(θ − θ̂) = Cov(θ̂) = Cov((X ′X)−1X ′Y )

= (X ′X)−1X ′Cov(Y )((X ′X)−1X ′)′

= (X ′X)−1X ′(σ2I)X ′(X ′X)−1

= σ2(X ′X)−1, e

λ :=
1

2
[E(θ − θ̂)]′Cov(θ − θ̂)[E(θ − θ̂)]

=
1

2
0′σ−2(X ′X)0 = 0.

Então, pelo Teorema A.6 concluimos que

(θ − θ̂)′X
′X

σ2
(θ − θ̂) =

Q(θ)

σ2
∼ χ2

2k;
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b. pelo resultado (2.5) temos que

νs2

σ2
=
nσ̂2

σ2
∼ χ2

ν ;

c. no Teorema A.8 fazendo B = (X ′X)−1X ′, A = (I −X(X ′X)−1X ′)σ−2 e vendo que

B Cov(Y )A = (X ′X)−1X ′(σ2I)(I −X(X ′X)−1X ′)σ−2

= (X ′X)−1(X ′ −X ′X(X ′X)−1X ′)

= (X ′X)−1(X ′ −X ′) = 0

concluimos que θ̂ = [(X ′X)−1X ′]Y = BY independe de
νs2

σ2
= Y ′AY. Dessa forma,

νs2

σ2
é independente de S(θ) = (θ − θ̂)′X

′X

σ2
(θ − θ̂) =

Q(θ)

σ2
.

Agora usemos a definição da distribuição F-Snedecor e as observações destacadas

em a, b e c para concluirmos que(Q(θ)

σ2

)
/2k(νs2

σ2

)
/ν

∼ F(2k,ν).

Mas, simplificando o quociente acima teremos(Q(θ)

σ2

)
/2k(νs2

σ2

)
/ν

=
Q(θ)

2ks2
,

resultando, portanto que
Q(θ)

2ks2
∼ F(2k,ν).

Os contornos elipsoidais de p (θ|y) serão definidos por
Q(θ)

2ks2
= F(2k,ν,α), onde

F(2k,ν,α) é o ponto da distribuição F(2k,ν) tal que P{F(2k,ν) ≤ F(2k,ν,α)} = 1− α.

Propriedade P.3 Consideremos as partições

θ =

 θ1

θ2

 , θ̂ =

 θ̂1

θ̂2

 , X ′X =

 X ′
1X1 X ′

1X2

X ′
2X1 X ′

2X2

 e (X ′X)−1 =

 D11 D12

D21 D22


onde θ1, θ̂1 têm dimensão r× 1;X ′

1X1, D11 têm dimensão r× r; θ2, θ̂2 têm dimensão

(2k − r)× 1; e X ′
2X2, D22 têm dimensão (2k − r)× (2k − r).



68

Se θ|y ∼ t2k

(
θ̂, s2(X ′X)−1, ν

)
, então

θ1|y ∼ tr

(
θ̂1, s

2D11, ν
)
.

Propriedade P.4 Suponha que φ = (φ1, · · · , φm)′,m < 2k, seja um conjunto de

combinações lineares tais que

φ = Cθ

onde C é uma matriz de ordem m× 2k de posto m. Então,

φ|y ∼ tm

(
Cθ̂, s2C(X ′X)−1C ′, ν

)
.

Para vericarmos a validade dessa afirmação consideremos

φo = (φ1, · · · , φm, φm+1, . . . , φ2k)
′ = (φ′, φm+1, . . . , φ2k)

′

um conjunto de combinações lineares de θ tais que

φo = Coθ,

onde φm+j = θj, ∀j = 1, . . . , p, com m+ p = 2k. A matriz Co é particionada como

Co =

 Cm×2k

C∗
(2k−m)×2k


2k×2k

onde C∗ é de tal forma que a matriz Co tem posto 2k.

Daí,

φo = Coθ =

 Cθ

C∗θ

 =

 φ

C∗θ

 .
Sendo Co de posto completo, portanto inversível, façamos

θ = C−1
o φo = Bφo,

com B = (bij)2k×2k = C−1
o .

Encontramos a densidade da combinação linear φo de θ usando:

fφo
(φ1, · · · , φm, φm+1, . . . , φ2k) = fθ(Bφo)|J(θ,φo)|.

A matriz jacobiana de (θ,φo) é
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J(θ,φo) =



∂θ1

∂φ1
· · · ∂θ1

∂φm

∂θ1

∂φm+1
· · · ∂θ1

∂φ2k

... . . . ...
... . . . ...

∂θm

∂φ1
· · · ∂θm

∂φm

∂θm

∂φm+1
· · · ∂θm

∂φ2k

∂θm+1

∂φ1
· · · ∂θm+1

∂φm

∂θm+1

∂φm+1
· · · ∂θm+1

∂φ2k

... . . . ...
... . . . ...

∂θ2k

∂φ1
· · · ∂θ2k

∂φm

∂θ2k

∂φm+1
· · · ∂θ2k

∂φ2k


,

e, já que θ = Bφo =



2k∑
i=1

b1iφi

...
2k∑
i=1

b(2k)iφi


então, a matriz jacobiana é dada por

J(θ,φo) =


b11 b12 · · · b1(2k)

b21 b22 · · · b2(2k)

...
... . . . ...

b(2k)1 b(2k)2 · · · b(2k)(2k)

 = B.

Note também que

|B′||B| = |B|2 =⇒ 0 < |B| = |B′|1/2|B|1/2.

Daí,

fφo
(φ1, . . . , φ2k) =

Γ(ν+2k
2

)|X ′X|1/2s−2k

(Γ(1/2))2kΓ(ν/2)νk

[
1 + (Bφ−Bφ̂)′

X ′X

νs2
(Bφ−Bφ̂)

]− ν+2k
2 |B′|

1
2 |B|

1
2

=
Γ(ν+2k

2
)|B′(X ′X)B|1/2s−2k

(Γ(1/2))2kΓ(ν/2)νk

[
1 + (φ− φ̂)′

B′X ′XB

νs2
(φ− φ̂)

]− ν+2k
2

∴ φo ∼ t2k[φ̂, Co(X
′X)−1C ′

os
2, ν],

pois (B′X ′XB)−1 = B−1(X ′X)−1(B′)−1 = Co(X
′X)−1C ′

o.

Fazendo uso da partição

Co(X
′X)−1C ′

o =

 C(X ′X)−1C ′ C(X ′X)−1(C∗)′

C∗(X ′X)−1C ′ C∗(X ′X)−1(C∗)′


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e da propriedade P.3 concluimos que

φ|y ∼ tm

(
Cθ̂, s2C(X ′X)−1C ′, ν

)
.
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