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Resumo

Neste trabalho apresentamos o Polindmio de Tutte com duas e quatro varidveis e 0 associ-
amos a Fun¢do de Mobius, o Polinomio Caracteristico e o Beta Invariante. Veremos, também,
que por recursio sobre certas equagdes, algumas funcdes relacionadas a matréides podem ser

obtidas pela avaliacdo do Polindmio de Tutte para certos valores.



Abstract

In this work, we show Tutte Polynomial with two or four variables and we associate it with
Mobius Function the charateristic Polynomial and the Beta Invariant. We also see, to turn to
under some equations, some functions related to matroids can be obtained for Tutte Polynomial

assessment for some values.
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Introducao

Nesta dissertacao apresentaremos um dos principais polindmios associado a matréides: O
Polindmio de Tutte. Tal polindmio foi introduzido por William Tutte, como uma generalizagao

do polindmio cromético de um grafo, e extendido, para matréides.

No primeiro capitulo, faremos uma breve relagao de definicoes e resultados basicos da Teo-
ria dos Grafos, como também para a Teoria das Matréides, s6 que este iltimo de maneira mais
detalhada, no qual abrangeremos resultados de dualidade, delec@o e contracao de um elemento
de uma matréide arbitrdria e conectividade. Faremos referéncias constantes aos resultados ap-

resentados nesse capitulo ao longo de todo o trabalho.

No Capitulo 2, trataremos da Fun¢do de Mobius, do Polindmio Caracteristico e do Beta
Invariante com a finalidade de posteriormente associd-los ao Polindmio de Tutte. Definiremos
tais funcdes e demonstraremos resultados relevantes para o nosso estudo. Provaremos que a
Funcdo de Mobius, o Polindmio Caracteristico e o Beta Invariante, além de outros resultados,

satisfazem a férmula da delecao-contragao,

f(M)=f(M—e)£f(M]e).

Finalmente, no Capitulo 3, caracterizaremos todos os T-G invariantes, como também, os T-
G invariantes generalizados e grupos invariantes e daremos algumas aplicacdes basicas desses
resultados. Mostraremos explicitamente formas para calcular o Polindmio de Tutte. Faremos
uma comparacio entre o Polindmio de Tutte com duas e o Polindmio de Tutte com quatro

variaveis e, por fim, veremos o Polindmio coposto-nulidade

SKC(M;x7y)
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que é fundamental em aplicacdes de T-G técnico, assim como, o Polindmio coposto-cardinalidade,

também, conhecido como o Polindmio gerador associado ao posto,
S(M;x,y)

¢ fundamental na classe de T-G invariantes.



Capitulo 1

Preliminares

Na primeira se¢do deste capitulo, faremos um apanhado de defini¢des basicas da Teoria dos
Grafos e da Teoria das Matrdides, e nas demais se¢des enunciaremos resultados da Teoria das

Matroéides que serdo utilizados ao longo deste trabalho e estdo demonstrados em Oxley [3].

1.1 Definicoes Basicas

1.1.1 Grafos

Definicao 1.1 Um grafo G é uma tripla ordenada (V,E,J), onde V e E sdo conjuntos finitos

disjuntos e J CV X E satisfazendo:
1<|veV:(vee)eTJ| <2
para qualquer e € E.
Notacao: Os elementos do conjunto V := V(G) sdo chamados de vértices de G e os elementos
de E := E(G) séo chamados de arestas de G. Denomina-se
JCVXE:=(VXE)G)

como a lei de incidéncia do grafo G.
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Definicdo 1.2 E dito que a aresta e é incidente ao vértice v, quando (v,e) € J.

Notacao: Quando a aresta e for incidente a vértices distintos x e y, denota-se tal aresta por
e = xy. Assim, x e y sdo chamados extremos desta aresta. Caso uma aresta e seja incidente
a um unico vértice x, denota-se tal aresta por e = xx, ou seja, uma aresta cujos extremos sao
representados pelo mesmo vértice. Neste caso, diz-se que e é um laco. Outra possibilidade, é

que dois vértices sejam unidos por mais de uma aresta, chamadas de arestas em paralelo.

Observe na Figura 1.1 abaixo, que f € um exemplo de um lago, enquanto que g e h repre-

sentam arestas em paralelo.

Figura 1.1: Grafo G

Definicao 1.3 Um grafo simples é um grafo que ndo possui lagos, nem arestas em paralelo.

Definicao 1.4 Um grafo é dito planar se ele pode ser mergulhado no plano, ou seja, se ele pode

ser representado no plano sem que haja intersecdo de suas arestas.

1.1.2 Matroides

Definicdo 1.5 Uma matrdide é um par ordenado M = (E,r), onde E é um conjunto finito e r

uma fungdo de 2F (conjunto das partes do conjunto E) em Z" U {0} tal que para X,Y C E,

’

(i) 0<r(X)<|X

(ii) Se X CY, entaor(X)<r(Y);
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(iii) r(XUY)+r(XNY) < r(X)+r(Y).

Notaco: Se M é a matréide (E,r), entdo M é chamada de matréide em E, r a fungdo posto de

M e E o conjunto basico de M.

Definicio 1.6 Seja M uma matrdide e . a cole¢do de subconjuntos X de E, tal que, |X| = r(X).

Tal colegdo é chamada de conjunto de independentes de M.
Definicao 1.7 Os subconjuntos de E que ndo pertencem a % sdo chamados de dependentes.

Definicao 1.8 Os conjuntos dependentes minimais de uma matréide arbitrdria sdo chamados

de circuito de M.

Definicio 1.9 Chamamos de conjunto de bases de uma matréide M, (M), a colegdo de sub-

conjuntos de E, tal que |X| = r(X) = r(M).

Notacgiio: Se x é um elemento de M e X um subconjunto de E(M) que ndo contém x, entdo

denotaremos a unido X U {x}, por X Ux.

Definicdo 1.10 Seja cl uma funcdo de 2F em 2F definida, para todo X C E, por
c(X)={x€E;r(XUx) =r(X)}.

Tal funcdo chamaremos de fungdo fecho da matréide M = (E, r).

Definicao 1.11 Seja M uma matrdide, se X C E(M) e X = cl(X), entdo dizemos que X é um
fechado de M.

Proposicio 1.12 Se X CE ex € E, entdo r(X) < r(XUx) <r(X)+1. u

1.2 Conjunto Parcialmente Ordenado

Definicao 1.13 Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto P com uma rela¢do bindria,

<, tal que, para todo x,y e 7 € P, as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

(i) x <x;
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(ii) Sex<yey<x entdo x =y;
(iii) Sex<yey<gz entdox<z

Exemplo 1 O conjunto de divisores inteiros positivos de um inteiro positivo n, o qual deno-
taremos por D,, com a relacdo x <y, se x divide y é um exemplo de conjunto parcialmente

ordenado.

Notacao: Em um conjunto parcialmente ordenado P:

(1) Se x <y, podemos também escrever y > x;
(2) Sex <y, mas x #y, escrevemos x < youy > Xx;

(3) Se x < y mas ndo existe z € P tal que x < z <y, entdo dizemos que y cobre x em P.

Definicao 1.14 O Diagrama de Hasse de um conjunto parcialmente ordenado P é um grafo
simples, cujo vértices sdo os elementos de P e dois vértices, x e y, sdo ligados por uma aresta

se x cobre y.

Exemplo 2 O Diagrama de Hasse correspondente ao conjunto de subconjuntos de {1,2,3,4}

ordenado por inclusdo.

{1.2,3,4}

{1.2}

Figura 1.2: O Diagrama de Hasse

Definicao 1.15 Dois conjuntos parcialmente ordenados P e Q sdo isomorfos, se existe uma

bijecdo @ : P — Q tal que x <y se, e somente se, P(x) < @(y).
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Exemplo 3 Um exemplo de dois conjuntos isomorfos é o D3y com a relacdo x divide y e o

conjuntos de partes de um conjunto com 3 elementos ordenados pela inclusdo.

Diagrama de Hasse de D3o Diagrama de Hasse de {1,2,3}
30 {1,2,3}
10 15 11,2} {2,3}
> <l > <
5 3 {1 3}
1 V4
Figura 1.3:

1.3 Reticulado de Fechados

Definicao 1.16 Sejam x e y elementos de um conjunto parcialmente ordenado £, entdo defin-

imos por jun¢do, o menor elemento maior do que x e y que serd denotado por x\ y.

Definicao 1.17 Sejam x e y elementos de um conjunto parcialmente ordenado £, entdo defin-

imos por encontro, o maior elemento menor do que x e y que serd denotado por x \y.

Definicao 1.18 Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado £ é um reticulado se, dados

x,y € Z, entdo L contém x\'y e x \y, tais que

(i) xVy>xexVy>y esez>xez>Yy, entdoz > xVy;

(ii) x\N\y<xexNy<yesez<xez<y entdo7 < xN\)y.

Notacgdo: Se M é uma matrdide e E o seu conjunto bésico, entdo -Z(E) denota o conjunto de

todos os subconjuntos fechados ordenados pela relagdo de inclusdo de conjuntos.
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Proposicao 1.19 Z(E) é um reticulado e, para todo fechado X e Y de M,

XAY=XNYeXVY =cl(XUY)

Prova. Evidentemente, .2’ (M) é um conjunto parcialmente ordenado.

Afirmacao: X e Y sdo fechados, entdo X NY também €. De fato, suponha que X NY ndo é
fechado, entdo existe x € c/(XNY)—(XNY)ex e CC (XNY)Ux, onde C € um circuito de M.
Entdox € c/(X)Ncl(Y) =X NY, pois X e Y sdo fechados, uma contradi¢do. Logo, X NY é um
fechado de M e concluimos que X AY = X NY, pois X NY é o maior subconjunto contido em
XeemY.

Resta-nos mostrar que X VY = c/(X UY). De fato,

cl(XUY)=(XUY)U{x;M tem um circuito C tal que x € C C X UY Ux}.

E claro que cl(cI(X UY)) = cI(X UY), logo cl(X UY) é um fechado. Além disso, X C cl(XUY)
eY Ccl(XUY),emais,se X CZeY CZ entdo XUY C Z, o que implica em, c/(X UY) C
cl(Z) CZ. Logo, X VY =cl(XUY). u

1.4 Dualidade

Nessa secao definiremos a dual de uma matréide e estabelecemos algumas relacdes funda-

mentais entre a matrdide e sua dual.

Teorema 1.20 Seja M uma matréide e *(M) = {E(M) — B;B € (M)}. Entdo, #*(M) é o

conjunto de bases de uma matrdide em E(M). u

Definicdo 1.21 A matrdide do teorema anterior, cujo conjunto bdsico é E(M) e conjunto de

bases é B* (M), é chamada de dual de M e denotaremos por M*.

Observe que B é uma base de M se, e somente se, E — B € uma base de M*. Logo,
(M*)* =M.

Notacao: Seja m e n, ndmeros inteiros nao-negativos, tal que m < n. Seja E um conjunto

basico da matréide M, contendo n elementos e A, o conjunto de bases, constituido de todos
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os subconjuntos de E com m elementos. Denotamos essa matréide por Uy, , € a chamamos de

matréide uniforme com n elementos e posto m. Claramente,
I (Unp) ={X CE;|X| <m}.

Exemplo 4 Considere Uy, ,. Suas bases sdo todos os subconjuntos com m-elementos do con-
junto E que contém n elementos. Entdo, 28*(Uy,n) consiste de todos os subconjuntos de E com

(n-m)-elementos. Assim,

*
Um7n - Ul’l*ln,l’l

Notacao: Usaremos o asterisco para denotarmos associacdo com a matréide dual. Por exemplo,

r* denota a fungao posto da matréide M*.

Claramente,

r(M)+r'(M) = |E(M)].

O préximo resultado nos fornecerd uma férmula para a func¢io coposto de M.
Proposicao 1.22 Para todo subconjunto X do conjunto bdsico E da matrdide M,

r(X)=|X|—r(M)+r(E-X).

1.5 Delecao e Contracao

Definicao 1.23 Seja M uma matréide sobre o conjunto bdsico E e T C E. Definimos por
delecdo de T em M e denotamos por M — T, a matrdide cujo conjunto bdsico é E —T e os

conjuntos independentes sdo os conjuntos independentes de M que estdo contidos em E —T.

Agora, introduziremos a operacdo de contracdo como a dual da operacdo de delecao.

Definicdo 1.24 Seja M uma matréide em E e T um subconjunto de E. M /T, a contragcdo de T
em M, é dada por
M|T=(M"-T)".
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Proposicao 1.25 Se T C E(M), entdioM —T = (M*/T)*.

Prova. Segue da definic¢ao,
M*/T = ((M")" ~T)" = (M~T)".
Dai,

(M/T)" = [(M=T)7T

|
Evidentemente, se 7 C E, entdo o posto de M — T € a restricdo de ry; para o conjunto de

subconjuntos de E — T, isto é, paratodo X C E —T,
ry—1(X) = ryu(X).

Os resultados abaixo encontram-se em Oxley [3].

Proposicao 1.26 Se T C E, entdo, paratodo X CE —T

”M/T(X) = rM(XUT) — VM(T).

Proposicio 1.27 M —T =M /T se, e somente se, r(T)+r(E—T) =r(M). u

Corolario 1.28 M —e = M /e se, e somente se, e € laco ou colago de M.

1.6 Conectividade e Soma Direta

Definicio 1.29 A matréide M é conexa se para todo par de elementos distintos de E(M), existe
um circuito contendo ambos.

Definicao 1.30 Uma matroide M é dita desconexa se possui mais de uma componente conexa.

Exemplo 5 A matrdide grdfica M(G) associada ao grafo G da Figura 1.1, cujas componentes

conexas estdo identificadas por A, B, C e D.
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Definicao 1.31 Seja T um subconjunto do conjunto bdsico E da matroide M. Entdo, T é um

separador de M se, e somente se,

r(T)+r(E—-T)=r(M).
Iremos citar alguns resultados sobre conectividade e soma direta cuja demonstracdes se encon-
tram em Oxley [3].

Proposicao 1.32 A matréide M é desconexa se, e somente se, para algum subconjunto proprio,
ndo-vazio, T de M,

r(T)+r*(T)—|T|=0.

Corolario 1.33 M é conexa se, e somente se, M* é conexa.
Teorema 1.34 Seja e um elemento da matréide conexa M. Entdo, M — e ou M /e é conexa. W

Definicao 1.35 Seja M| e M, matréides em conjuntos disjuntos E| e E;. Definimos a soma
direta de M| e M», e denotamos por M & M», como sendo a matroide cujo conjunto bdsico é

E=E|UEj e o posto é
rmem, (X) = r (X NE(My)) +ru, (X NE(M)).

Proposicdo 1.36 (M| ®&M)* =M; & M; u



Capitulo 2

Func¢ao de Mobius, Polinomio

Caracteristico e Beta Invariante

Neste capitulo, faremos um estudo sobre Fun¢cdo de Mobius, Polindmio Caracteristico e
Beta Invariante de uma matréide. Provaremos alguns resultados referentes a essas funcoes,

com o objetivo de posteriormente os relacionarmos com o Polindmio de Tutte.

2.1 Funcao de Mobius

Definicao 2.1 Seja P um conjunto parcialmente ordenado e considere as fungoes inteiras definida

em P X P tomando valores em 7. A fungdo de Mobius u: P X P — 7. é definida por:

u(x,x) =1, para x € P;

u(x,z) =— Z u(x,y), parax<zemP.
x<y<z

Entretanto, se x ﬁ z, temos

u(x,z) =0.

Proposicao 2.2 Em um conjunto parcialmente ordenado, u(x,y) = —1 se y cobre x.
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Prova. De fato,

/'l(x?y) - - Z ,Ll(X,Z)

x<z<y

mas, por hipétese, y cobre x, entdo ndo existe z, tal que x < z < y. Logo,

,u(x,y) = —[,U(X,X)]

= —1
|

Definicao 2.3 A Fungdo de Mobius de M é definida por:

um (X, F)=uy(X,F), seX,F e
um (X, F) =0, seX¢t L FeL.

Além disso, uy (X, F) ndo estd definida se F ¢ L.

Observacdo 2.1 Note que, no caso de uma matréide finita M = M(E), seus reticulados de

fechados £ tém Fungdo de Mobius u .

A proposi¢do seguinte possui uma prova longa e utiliza conceitos que ndo sao usados na nossa

dissertacdo. Portanto, citaremos a proposicdo sem demonstracdo e indicaremos onde o leitor

poderd encontra-la.

Proposicao 2.4 (Zaslavski [6]) Seja £ um reticulado de fechados da matréide M. Se W C E

e € %, entio
u(W,F) =Y (- W

WCXCF
clX=F

Observacao 2.2 Da Proposicao 2.4, segue que

uM)=u(0,E)=Y (- %= ¥ (—pH

0CXCE XCE
cIX=E cIX=E

Teorema 2.5 A Funcdo de Mébius de uma matréide M = M(E) satisfaz a formula

u(M) = (M — &) — u(M]e),

se e ndo é um colago, com e € E.
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Prova. Observe que os subconjuntos de um conjunto finito podem ser particionados entre os

subconjuntos que contém um determinado elemento e e os subconjuntos que nao o contém. E

mais, |[X Ue| = |X|+ 1, desde que e ¢ X. Suponha entdo que e ndo é laco, nem colago. Pela

Proposicao 2.4 podemos escrever:

) = ¥ ()X

cl(X)=E

= Y ( X4+ Y (—1)XI
e¢XCE eeXCE
cl(X)=E cl(X)=E

— Z (—D)X 4+ Z (—1)/X=e)el
XCE—e ecXCE
cl(X)=E cl(X)=E

= Z (—D)X 4 Z (—1)lX=e)l+
XCE—e ecXCE
c(X)=E cl(X)=E

= ) (=D (=1) Y (—1)IxX=e)l
XCE—e ecXCE
c(X)=E cl(X)=E

S MG LT MR Ce s
XCE—e ecXCE
c(X)=E c(X)=E

A B

Como e ndo € colago, o conjunto X C E — e gera M se, e somente se, gera M —e. Entdao A é
igual u(M — e). Ja a parcela B é igual a u(M/e), pois dado X contendo e, tal conjunto gera M

se, e somente se, X — e gera M/e. Logo,

u(M) = u(M —e) —u(M/e).

Essa férmula € conhecida como a férmula de dele¢cdo-contracio para a Funcao de Mobius. W
2.2 Polinomio Caracteristico
O Polinémio Caracteristico p(M;A) de M é definido pela equag@o

pM:x) = Y (—n)XE =) 2.1)

XCE
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Teorema 2.6 O Polinémio Caracteristico p(M;\) de uma matrdide M satisfaz a formula:
p(M;X) = p(M —e;X) — p(M/e; 1),

se e ndo é laco, nem colaco, com e € E

Prova. Se e ndo € laco, nem colaco, entdo

p(M:N) = Z(_l)\lebr(E)—r(X)
XCE

= ) (—)XIpE)=r(X) Y (—)XIprE)=r(X)
XCE XCE
e¢X eeX

(. S

A B

J/

Analisando as parcelas da igualdade anterior, obtemos que

A — Z (= D)X E)=r(X)

XCE—e

mas, r(E) = r(E — e) pelo fato de e ndo ser um colago, entdo

A=Y (—D)XIpr(E=e)=r(X)
XCE—e
= p(M—e;)).

Agora, observe que

B= Z (_1)‘XU€\}LV(E—€U6)—r(XUe)‘
XCE—e

Seja ' a fungdo posto da matréide M /e. Entdo, para todo X C E — e, onde e ndo é lago, nem
colago, temos

F(X)=r(XUe)—1=r(XUe) =r(X)+1.
Dai,

B — Z (_1)|X|+1xr’(E—e)-i—l—(r’(X)-i—l)
XCE—e
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Logo,
p(M;L) = p(M —e;X) — p(M/e;1).

E esta € a formula de delecdo-contragdo para o Polindmio Caracteristico. [

2.3 Beta Invariante

Defini¢do 2.7 O Beta Invariante de uma matréide M = M(E), cujo reticulado de fechados £,
é definido por

(M) = (1151 2

JP(MJ)

Lema 2.1 Seja M uma matroide e E seu conjunto bdsico. Entdo,

Y (¥ =0

XCE

Prova.

)MCILIES MELES WERIL

XCE XCE XCE

ecX e¢X

= (=D 4 Y 1)XUel
XCE—e XCE—e

= Z (—D)X 4+ Z (—1)XI+!
XCE—e XCE—e

D M CLERCE D MECEIE
XCE—e XCE—e

= Z (=Xl — Z (-]
XCE—e XCE—e¢

=0

Proposicio 2.8 O Beta Invariante de uma matrdide M = M(E) satisfaz

BM) = (-1)"™ ¥ (=1)¥Ir(x).

XCE
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Prova. Usando a defini¢do e o Lema 2.1, temos

BM) = (—1)E 1 p(ati1)
r(E)— d X(yAr(E)—r(X
= GO ORI
= (=Y (—D)XHE) = (X))
XCE

= DY CDRIRE) = Y ()0

XCE XCE

Teorema 2.9 O Beta Invariante de uma matroide M satisfaz a formula:

B(M) =B(M —e)+B(M/e),

se e € E e e ndo é lago, nem colago.

Prova.

XCE XCE
e¢X ecX
1 N
~~ v
B

Observe que r(E) = r(E — e), pelo fato do elemento e ndo ser um colago. Entdo

A = (~1® Y (~)Fx)

XCE
e¢X
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Seja r’ a fungdo posto da matréide M /e, considerando que e ndo é lago, nem colago, temos que
r'(E—e)=r(E)—1er(XUe)=r(X)+ 1. Usando essas informagdes e o Lema 2.1, segue

que

B = (—1y® Y (~)¥r(x)

XCE
ecX

= ()"0 ¥ (D) r(xue)

XCE—e

Dessa forma,
B(M) =B(M—e)+P(M/e).

Essa € a formula de delecdo-contracdo para o Beta Invariante. |

Notacao: Em Oxley [3] € muito utilizado a letra I para denotar um membro do conjunto dos
independentes de uma matrdide. A partir de agora, todas as vezes que ndo fizermos nenhum

comentério, a letra I denotard um colaco de uma matréide M.

Teorema 2.10 O Beta Invariante de uma matréide M = M(E) satisfaz

(i) B(I) =1;
(ii) B(M) > 0;
(iii) B(M) > 0 se, e somente se, M é conexa e ndo ¢ laco;

(iv) B(M) = B(M*) exceto quando M é lago ou colago.
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Prova. Mostraremos (i), usando a Defini¢ao 2.7 de Beta Invariante,

BI) = ()Y (~)Mr(x)

XCE
= (=D'=D"r@) + (= 1)r(1)]

= —10+(-1)]

A demonstragdo do item (ii), faremos por indug@o sobre a cardinalidade de |E(M)|.
Provaremos para |E(M)| = 1. Dessa forma, o tnico elemento da matréide serd um colago.
Se e é colaco, por (i), B(I) = 1.

Se e € lago, entdo

BL) = (1" Y (~)¥r(x)

XCE
= (=D'(=D"r(@) + (~1)r(L)

= —1[0+0]

Assim, a desigualdade € vélida para cardinalidade de |E(M)| igual a 1.
Suponha que a desigualdade vale para |E(M)| = n e mostraremos que vale para |[E(M)| =n+1.
Seja e € E(M), se e ndo é lago, nem colaco, entdo da formula de dele¢do-contragao para o Beta

Invariante temos
B(M) =B(M —e)+B(M/e)
mas, por hipétese de indugdo, B(M —e) > 0e (M /e) > 0. Logo, B(M) > 0.

Se e é um laco, entdo

BM) = (—)"® Y (~HMr(x)
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R A M CRVELe SRR RVl MR CRILNeY

XCE—e XCE—e

S MR LG SR CRVALED N CILITeY

pM) = (1) Y (~)r(x)

XCE XCE
e¢X ecX

= U Y M0+ (-1 Y ()R Ue)
XCE—e XCE—e

XCE—e XCE—e XCE—e
SRS MG SER RIS M CRLITe O MG I
XCE—e XCE—e XCE—e

=0

ja que Z (—1)|X| =0, pelo Lema 2.1. Assim, concluimos que B(M) > 0.
XCE—e

Provaremos agora o item (iii). Primeiramente mostraremos que se (M) > 0, entdo M é conexa
e ndo possui lagos. Faremos isso por redugdo ao absurdo. Ja sabemos da demonstragdo do item
(ii) que se uma matréide possui lagos, entdo B(M) = 0.

Resta-nos mostrar que se M é desconexa, teremos B(M) = 0.

De fato, provaremos tal afirmacdo por indugdo sobre a cardinalidade de E(M).

Para |E(M)| = 2, pelo item (ii), (M) = 0, pois M possui lagos ou colagos.

Suponha que a igualdade vale para |E(M)| = n. Mostraremos para |E(M)| = n+ 1.

Observe que se M possui lago ou colago, entdo B(M) = 0.

Entdo suponha que M nio possui lago, nem colago. Escolha e € E(M),

B(M) =B(M —e)+B(M/e)

por hipétese de inducdo, B(M —e) = B(M/e) =0, ja que M —e e M/e sdo desconexas e
|[E(M —e)| =|E(M/e)| = n, donde conclui-se que B(M) = 0.
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Agora provaremos que se M é conexa e ndo tem lagos, entdo B(M) > 0. O que faremos recor-
rendo, mais uma vez, a demonstragio por inducao sobre a cardinalidade de E(M).
Se M é conexo e |[E(M)| = 1, pelo item (i), B(M) =1 > 0.
Suponha M conexo e |[E(M)| =n+ 1. Entdo, pelo Teorema 1.34, dado ¢ € E, temos que, M — e
é conexo ou M /e é conexo. Entdo, por hipétese de indugdo, |E(M —e)| = |E(M/e)| = n, e en-
tdo, B(M —e) > 0 ou B(M/e) > 0, e pela formula de delecdo-contragdo para o Beta Invariante,
temos

B(M) = B(M — ) +B(M/e) > 0.
Por fim, demonstraremos o item (iv). Dividiremos essa prova em duas etapas, faremos primeiro
para M desconexa e logo apds para M conexa.

Se M € desconexa, pelo Corolario 1.33, M* também € desconexa. Entao,

B(M) =B(M") =0.

Agora assumiremos que M é conexa e |E(M)| > 2, ja que a hipdtese exclui lagos e colagos. Tal
demonstragdo serd feita por indugéo sobre a cardinalidade de E(M). Para |E(M)| = 2, temos

que, M = M*, e assim
BM*) = B(M)
= PM—e)+p(M/e)

= B +B(L)

Suponha que a igualdade vale para |E(M)| = n, provaremos para [E(M)| =n+ 1. Como M
ndo possui lagos ou colagos, consequentemente M* também nao possui lagos ou colacos, entdo,

podemos aplicar a formula de delecdo-contragdo para Beta Invariante na matréide M*,

B(M*) = B(M* —e)+B(M" /e),

pela Proposicao 1.25, M* /T = (M —T)*, e a hipdtese de inducdo, temos
BM™) = B(M™—e)+PB(M"/e)

= B((M/e)") +B((M —e)7)
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= BM/e)+B(M —e)

= B(M)



Capitulo 3

O Polinomio de Tutte

3.1 Introducao

A teoria dos invariantes numéricos para matréides € um dos muitos aspectos da teoria das
matréides que teve a sua origem na teoria dos grafos. De fato, muitas das idéias fundamentais
em teoria dos invariantes em matréides foram desenvolvidas para grafos por Veblen (1912),
Birkhoff (1912-13), Whitney (1933c) e Tutte (1947;1954) quando consideraram coloracio e
fluxo em grafos. As aplicagdes da teoria dos invariantes em matroides agora extendem-se bem
além de grafos, alcancando campos como teoria dos cddigos, teoria das redes elétricas e muitas
novas aplicagdes tem sido descobertas. Neste capitulo estudaremos a teoria dos invariantes para

matroides e daremos algumas aplicacdes.

Definicdo 3.1 Duas matrdides, (E,.%) e (F, _# ) sdo isomorfas quando existe uma bije¢do ¥ :
E — F tal que, I € I se, e somente se, ¥(I) = {¥(e),ecl}c 7.

Definicao 3.2 Seja f uma fungdo sobre a classe de todas as matroides. Dizemos que f é um

isomorfismo invariante, se

f(M)=f(N) sempre que M =N (3.1)

A matréide M, cujo conjunto bésico é E, serd denotada por M (E).

Observemos que vdrios nimeros associados a matréide M(E), tais como, os nimeros de base,
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de conjuntos independentes e conjuntos geradores, sdo isomorfismos invariantes e satisfazem
as seguintes propriedades bdsicas:

Para todo elemento e de E(M),

fM) = f(M—e)+ f(M/e) seendo é lago, nem colago (3.2)

fM) = f(M(e))f(M—e) caso contrario (3.3)

Notacao:

(1) Se T C E, entao M(T) denota a submatréide de M com conjunto bdsico T';

(2) £ € uma classe de matréides fechada sobre isomorfimo e a menores, ou seja, para toda
matréide M pertencente a %~ e para toda matréide N isomorfa a M, a matréide N pertence

a ¢, e mais, todo menor de M também pertence a %"

3.2 T-G invariante

Definicao 3.3 Se f é uma funcdo em % satisfazendo (3.1), (3.2) e (3.3), entdo f é chamada

Tutte-Grothendieck invariante ou, abreviadamente, T-G invariante.

O resultado fundamental dessa teoria € que todo T-G invariante f € o cédlculo de um certo

polindmio com duas varidveis 7(x,y) no qual definiremos

f)=x e f(L)=y (3.4)

Lembrando que / representa um colago e L representa um lago.

Seja M(E) uma matréide arbitraria com fung@o posto r e fungio nulidade, n.

Definicao 3.4 Chamaremos de polinomio gerador de M associado ao posto r, e denotamos por

S(M;x,y), a expressdo:

S(M;x,y) = Y xE)TrEynX) = Y pr(E)=r(X) X[ =r(X) (3.5)
XCE XCE

Para exemplificar este conceito, calcularemos o polindmio gerador da conhecida matréide Uy 4.
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Exemplo 6 Seja M = U, 4, a matrdide uniforme sobre um conjunto de 4 elementos e posto 2,

cuja respresentagdo geométrica encontra-se na Figura 3.1 abaixo. Calcularemos S(Ua 4;x,y),

S(Uaasx,y) = 1x30 +4x!y0 + 6290 +4x0y! + 1202

= X +4x+6+4y+)°

Figura 3.1: Representacdo geométrica de U, 4

Fazendo
r(E)y—r(X)=i =r(X)=r(E)—i=r(M)—i e
n(X)=j
obtemos
S(M:x,y) =YY aijx'y! (3.6)
ij

onde g;; € o nimero de submatréides de M de posto r(M) — i e nulidade ;.

Em 1982, Brylawski [1] chamou S(M;x,y) de polindmio coposto-nulidade de M, lembrando
que o coposto de um conjunto X em M é dado por r(E) — r(X). Note que essa nomenclatura é
diferente da que foi utilizada em 1976 por Welsh [4], na qual coposto significa posto da matroide
dual. Portanto, podemos identificar S(M;x,y), como sendo polindmio coposto-nulidade ou

como polindmio gerador associado ao posto.

Claramente, S(M;x,y) é um isomorfismo invariante para a classe de todas as matréides, ou

seja, se M é isomorfa a N, entdo S(M;x,y) = S(N;x,y).
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Lema 3.1 Seja I um colaco e L um laco de uma matréide M, entdo

S(Lix,y)=x+1 e S(L;x,y)=y+1. 3.7)

Prova. De fato, note que as dnicas submatréides de I sdo & e I. Assim,

S(xy) = Y K OEI00)
XCE

= xl 000 Iyl

= x+1
Da mesma forma, as dnicas submatréides de L sdo @ e L. Portanto,

S(Lixy) = Y ¥ r00yN0

XCE
— ]“pf%p70+lx&ﬂykﬁ

|
Lema 3.2 S(M;x,y) é um T-G invariante para a classe de todas as matrdides.
Prova. Seja e um elemento da matréide M. Claramente,
£¢X B eeX ,
A B

Para facilitar nossa demonstracao identificaremos as parcelas do segundo membro da igualdade
acima de A e B, respectivamente.

Claramente,

Além disso,
r(E—e)+1, seeéum colago
r(E—e), caso contrdrio.
Assim, substituindo esses valores em A, obtemos
Z x’(E_e)H_r(X)y”(X), se e é um colago
A— ) XCE—e

Z x/ (E—€)=r(X)yn(X) caso contrario.
XCE—e
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Ou ainda,

x Y K (E=e)=rX)ynX) - se ¢ 6 um colago

A= XCE—e
Z X/ (E=e)=rX)yn(X) caso contrario.
XCE—e
Entao, temos
xS(M —e;x,y), seeéum colaco
A=Y FE X)) - ( ) 9 (3.9)
xg S(M —e;x,y), caso contrario.
e

Agora analisaremos a expressao denotada por B,

B— Z xr((E—e)Ue)—r(YUe)yn(YUe)‘
YCE—e

Sejam r’e n’ as fungdes posto e nulidade de M/e. Entéo, paratodo Y C E —e,

r(YUe), se e € um lago
r(YUe)—1, caso contrério
e
n(YUe)—1, seeéumlaco
n(YUe), caso contrdrio.
Além disso,
r'(E—e), se e é um lago
r((E—e)Ue) =

r(E—e)+1, caso contrério.

Considerando as igualdades acima e substituindo em B, temos

¥ (E=e)=r (V) (V)41 se e é um lago
B— YCE—e
y K E=e)H1=(" M)+ (Y) - cago contrério.
YCE—e
Portanto,
y Z x"(E_e)_’/(Y)y”/(Y), se e € um laco
B— YCE—e
y X E=e)=r' )y (Y) - caso contrdrio.
YCE—e
Logo,
S((M/e);x,y), se e € um laco
B=Y R (E)=r(X) ) yS((M/e):x,y) Q (3.10)
I S((M/e);x,y), caso contrario.

ecX
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Substituindo as expressdes de A e B obtidas nas equacdes (3.9) e (3.10), respectivamente na

expressao (3.8), obtemos
S(M —e;x,y)+S(M/e;x,y), seendo é colago, nem lago
SIMsx,y)=9 xS(M —e;x,y) + S(M/e;x,y), se e € colago

S(M —e;x,y) +yS(M/e;x,y), se e € lago.
Por outro lado, sabemos do Corolario 1.28 que no caso do elemento e ser um lago ou um colago

de M, entdo M — e = M /e. Entao
xS(M —e;x,y)+S(M/e;x,y) = (x+1)S(M —e;x,y), se e écolago
S(M —e;x,y)+yS(M/e;x,y) = (y+1)S(M —e;x,y),  seeélago.
Além disso, pelo Lema 3.1, S(I;x,y) =x+ 1 e S(L;x,y) = y+ 1. Logo,
xS(M —e;x,y) +S(M/e;x,y) = S(I;x,y)S(M — e;x,y), seeécolago
S(M —e;x,y) +yS(M/e;x,y) = S(L;x,y)S(M — e;x,y),  se e € lago.
Assim, podemos reescrever a expressio, substituindo / e L, por M(e), que é a matréide restrita

ao elemento e, obtendo

S(M —e;x,y)+S(M/e;x,y), seendo é colago, nem laco
S(M:x,y) =
S(M(e);x,y)S(M — e;x,y), se e é lago ou colaco.

Donde, concluimos que S(M;x,y) € um T-G invariante. n

O préximo teorema, extende o lema precedente, mostrando que S(M;x,y) ndo é apenas um
T-G invariante mas, um T-G invariante universal.
Os conjuntos das classes das matréides isomorfas e matréides ndo-vazias serdo denotadas por

M e M, respectivamente.

Teorema 3.5 Existe uma unica fungcdo t de .# sobre o anel de polinomio Zlx,y| com as

seguintes propriedades:
(i) t(I;x,y) =xet(L;x,y) =y;
(ii) (Delegdo-contragdo) Se e é um elemento da matrdide M e e ndo é lago, nem colago,
entdo
HM:x,y) = 1(M —e;x,y) +1(M/e;x,y);
(iii) Se e é laco ou colagco da matroide M, entdo

t(M;x,y) =t(M(e);x,y)t(M — e;x,y).
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Entretanto, seja % um anel comutativo e suponha que f é uma fungéo de .#' sobre %. Se

f satisfaz as equacdes (3.2) e (3.3) sempre que |E| > 2, entdo para toda matréide M,
f(M) =t(M; f(I), f(L)).
Prova. Pelo Lema 3.2, se t(M;x,y) = S(M;x— 1,y — 1), entdo vale (i)-(iii). De fato,
(i)
t(Lx,y)=SLx—1y—1)=(x—-1)+1=x

t(Lyx,y)=S(Lix—1,y—1)=(y—1)+1=1y;

(ii) Se e ndo é lago, nem colago, temos
t(M;x,y) =S(M;x—1,y—1)
=SM—-e;x—1,y—1)+SM/e;x—1,y—1)
=1(M—ex,y)+1(M/e.x,y);
(iii) Se e é lagco ou colago, temos
t(M;x,y) =SM;x—1,y—1)
=SM(e);x—1,y—1)S(M —e;x—1,y—1)

=t(M(e);x,y)t(M —e;x,y).

Agora, mostraremos que ¢ € Unica usando indug@o sobre a cardinalidade de E(M).
Suponha que |E(M)| =1, e se ' é uma fungdo satisfazendo os itens (i), (ii) e (iii), entdo e € lago

ou colaco. Dessa forma, temos

t(Lx,y) =x=1"(Ix,y) e

t(Lix,y) =y=1'(L;x,y)

Suponha, por hipétese de inducdo, que a igualdade vale para |E(M)| = n. Provaremos entdo

que vale para |[E(M)| =n—+ 1.
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Com efeito, observe que se |[E(M)| =n+1, entdo |E(M —e)| = |[E(M/e)| = n. Se e ndo ¢ lago,
nem colago
!(Mix,y) =t'(M—exy)+t'(M/e;x,y)

=1(M —e;x,y) +1(M/e;x,y)

=t(M;x,y).

Caso e seja laco ou colaco
t'(Msx,y) =1t (M(e);x,y)t'(M —e;x,y)
=1(M(e);x,y)t(M — e:x,)

=1(M;x,y)

Donde, conclui-se que ¢ € tnica.
Resta-nos mostrar que, sendo % um anel comutativo e f uma fun¢io de .#' sobre % que

satisfaz (3.2) e (3.3) sempre que |E(M)| > 2, entdo para toda matréide M,

fM) =1(M; f(I),f(L))-

Provaremos que a igualdade é vdlida para |[E(M)| = 2.
Se e ndo € lago, nem colago, M — e e M /e sdo colago e lago, respectivamente. Assim de (3.2)

segue que

fM) =fM—e)+f(M]e)
=t(M—e; f(1), f(L)) +1(M/e; f(I), f(L))

=t(M; f(1), f(L)).

No caso em que e € lago ou colaco, M — e € lagco ou colaco. Assim de (3.3) segue que,

=t(M; f(I),f(L))

Suponha por hipétese de indugdo que f(M) =t(M;f(I),f(L)) para |[E(M)| = n. Devemos
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mostrar que a igualdade vale para |[E(M)| = n—+ 1. Observe que se |E(M)| = n+ 1, entdo

|[E(M —e)| =|E(M/e)| = n. Entdo, se e ndo é lagco, nem colago,
fM) =fM—e)+f(M]e)
— (M — e f(1), (L)) +1(M]e £(1), £ (L))

=t(M; f(I),f(L)).

Entretanto, se e € laco ou colaco,

Observacao 3.1 Note que os itens (ii) e (iii) do teorema anterior ndo sdo mais que reafirmacoes

das equagoes (3.2) e (3.3).

3.3 A forma de calcular o Polinomio de Tutte

Chamaremos a fungdo #(M;x,y) de Polindmio de Tutte de M. Evidentemente, ¢(M;x,y)

pode ser escrito como
22 biy’
i
onde b;; > 0 para todo i e j. Usualmente abreviamos esse duplo somatério por ). b; J-x"yj . E

segue imediatamente da tltima prova que

t(M;x,y) =S(M;x—1,y—1) (3.11)
Portanto,
t(Msx,y) =Y (x— 1) B E)(y —nX) (3.12)
XCFE

O Polindmio de Tutte pode ser calculado diretamente desse somatdrio, ou alternativamente,
pode ser determinado usando repetidamente (ii) e (iii) do Teorema 3.5. Esta ultima maneira de

determinar o polindmio de Tutte serd ilustrada no exemplo a seguir.
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Exemplo 7 Por aplicacoes repetidas do Teorema 3.5 (ii) e (iii), temos:
t(Ura3x,y) = t(Ura—asx,y)+1t(Uza/a;x,y)
= t(Uz3;x,y) +1(U1 3:x,)
= [1(U23 = bix,y) +1(U23/b;x,y)] + [t (U1 3 = bix,y) + (U1 3/b;x,y)]
= [((U22:%,9) +1(U12:5,9)] + [1 (U1 2:%,5) +1(Up2: %, y)]
= xt(Uy,13x,y) +2t(Uy 25x,y) +yt(Up 15%,y)]
= ¥+ 2[t(Ur2—cix,y) +t(Ur2/cx,y)] +y?
= x2+2[t(U171;x,y)+t(Uo71;x,y)]-I-y2

= 42 ty) 4y’

= X 4+2x+2y+y?

Evidentemente #(U 4;x,y) é simétrico com respeito a x e y.
Conhecendo o valor de S(Uz 4;x— 1,y — 1) que jé foi calculado no Exemplo 6 ¢ aplicando a

expressdo (3.11), obtemos o Polindmio de Tutte da matréide U 4.
t({Ura3x,y) = S(Ura;x—1,y—1)
= (x—1)2+4(x—1)+6+4y—1)+(—1)*
= x2—|—2x+2y—|—y2

Proposicao 3.6 Para toda matréide M,

t(M*;x,y) = t(M;y,x)

Prova. Por (3.12), e usando a Proposicao 1.22,

(M*5xy) = Y (x—1)"E Gy
XCE
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— (x— 1)\E\—r(E)—[\Xl—r(EHr(E—XH (y— 1)\X|—[|X\—r(5)+r(E—X)]

_ (x_1)\E—X|—r(E—X)(y_1)r(E)—r(E—X)

Fazendo E — X =Y, claramente Y C E. Dali,

(M%5xy) = Y (= DY) (B )
YCE
— Z (x— 1)"¥) (y— 1)rE)=r¥)
YCE
= t(M;yvx)

Proposicdo 3.7 Para matréides M|(E\) e M>(E>) onde E; e E, sdo disjuntos,
1(My @ Mp;x,y) =1 (My;x,y)t (Ma;x,y)
Prova. Temos, M = M| & M;. Faremos a demonstragdo por inducdo sobre a cardinalidade de
E (M 1 ) .
Provaremos para |E(M;)| = 1.
Seja e o unico elemento de M, entdo e serd um laco ou um colaco. Claramente, M| M, = M.

Dai,
1My ®Ma;x,y) =1(M;x,y) =t(M — e;x,y)t(M(e);x,y)

Provaremos, agora que a igualdade é vélida para |E(M;)| = n, supondo pela hip6tese de indugio
que a sentenga é verdadeira para cardinalidade de E(M ) igual an— 1. Escolha e € E(M;) temos

M—e=(M;—e)®MyeM/e= (M;/e)HM,. Assim, se e ndo é lago, nem colaco,

HMy ®Mp;x,y) = t((Mi®My) —ex,y) +1((Mi & My)/e;x,y)
= t((M)—e)®Ma;x,y)+1((M)/e® Mp;x,y)
= (M) —e;x,y)t(Mp;x,y) +t(My/e;x,y)t(Ma;x,y)
= [t(M)—e;x,y) +1t(My —e;x,y)|t(Ma;x,y)

= t(My;x,y)t(M2;x,y)
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se e € laco ou colaco,
(M1 ©Myx,y) = 1(Mi@& M) —ex,y)i((M1 M) (e)ix,y)
= (M —e) ®Ma;x,y)t (M) (e);x,)
= (M) —e;x,y)t(Mp;x,y)t(M(e);x,y)
= t[(M)—e;x,y)t(My(e);x,y)]t(M2;x,y)
= t(My;x,y)t(Ma;x,y)
|

Observe que o item (iii) do Teorema 3.5 é um caso particular da férmula de soma direta
apresentada na Proposi¢ao 3.7. Exemplificaremos o resultado precedente, utilizando a matréide

Uz 4 ® U, 4 cuja representacdo geométrica encontra-se na Figura 3.2.

Exemplo 8 Calcularemos o Polinémio de Tutte para a matréide U 4 ® U 4.

HU24®Urasx,y) = 1(Ur4:ix,y)t(U24:x,y)
= (242 +y) (% +2x42y+)?)

= x4’ 4 Ay 4+ 2037+ 8xy + dyPx +4y? + 4y 4yt

Figura3.2: Uy 4 ® Uz 4
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3.4 'T-G invariante generalizado

Definicao 3.8 Seja f um isomorfismo invariante para matroides que satisfaz (3.3) e a seguinte

generalizacdo de (3.2): Para niimeros fixos G, T, ndo-nulos, temos que
fM)=0cf(M—e)+1f(M]e) (3.13)
desde que e ndo seja um lagco, nem um colago. Entdo f é chamado T-G invariante generalizado.

Uma simples extensdo do Teorema 3.5, nos permitird caracterizar todos os T-G invariantes

generalizados.

Corolario 3.9 Seja G e T elementos ndo-nulos do corpo F. Entdo existe uma tinica fungéo t' de

M sobre o anel de polinémio F |x,y| satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) '(Ix,y) =xet'(Lix,y) =y
(ii) Seja e um elemento da matréide M. Se e ndo é um laco, nem um colaco, entdo

!'(M;x,y) = ot' (M —e;x,y) +1t' (M /e; x,y)

(iii) Seja e um laco ou um colagco da matroide M, entdo

t'(M;x,y) =t (M(e);x,y)t' (M — e;x,y)

Além disso, essa fungdo t’ é dada por

t'(M;x,y) = ol Er E)y (M x /1,y /6)

Prova. Defina t'(M:x,y) = olfl="E)t"(E)(M;x/1,y/G). Essa fungdo estd bem definida, uma
vez que, G e T sdo elementos nio-nulos do corpo F. Mostraremos que ¢’ satisfaz as condi¢des

(i), (ii) e (iii). De fato,

! (Lx,y) = ol DvOrx/7,y/0)
= ol lglx/n
= T-x/7

= X
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Por outro lado,

!(Lix,y) = oWy x/t,y/0)
= O -0, ﬂcO . y/G

= ¢6-y/c

e concluimos que ¢’ satisfaz (i).

Mostraremos que ¢’ satisfaz (ii). Suponha que e ndo é um lago, nem um colago. Assim,

!'(M;x,y) =

olEI="E) e )y (M x /7,y /0)

olEl=r(E) zr(E) [t(M —e;x/t,y/0)+t(M/e;x/tT,y/0)]

ol EEN (M — e:x/t,y/0) + 6 F T ET BN (M fesx /1,y /0)
G|E—e\+1—r(E—e),cr(E—e)t(M_ e;x/T,y/G) +
6|E—e\+1—[V(E—e)-i‘]]nc"(E—e)“‘]t(M/e;x/”c,y/G)

ot (M —e;x/t,y/0) +1t'(M/e;x/1,y/0)

Resta-nos mostrar que ¢’ satisfaz (iii).

Suponha que e seja um

laco,

! (Msx,y) = oI ETE(M;x/1y/0)
= GETETEN (M(e);x/T,y/0)tH(M — e;x/T,y/0)]

= olEeH =B E=) 1 (M(e);x/7,y/0)t(M — e;x/T,y/0)]

= ot(L;x/t,y/c)c/F el E=arE=e)(p — o:x /T,y /0)

= {(Lyx,y)t'(M —e;x,y)

= t'(M(e);x,y)t' (M —e;x,y)

Caso e seja colago,

! (Mix,y) = oFI7"EE(pM:x/z,y/0)
= oEITETEN (M(e);x/T,y/0)tH(M — e;x/T,y/0)]

_ G|E—e|+1—[r(E—e)—i—l},cr(E—e)-&—lt(M _ e;x/’C,y/G)l([;X/T,y/G)

= olEdrE- T E=Oy (M — e x /1, y/0)u(lx/T,y/0)
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= /(M —e;x,y)t' (I;x,y)

= t'(M(e);x,y)t' (M —e;x,y)

Donde, conclui-se que se e € laco ou colago,

' (M;x,y) =t (M(e);x,y)t' (M — e;x,y).

A unicidade de ¢’ decorre da unicidade de ¢, a qual € garantida pelo Teorema 3.5. |

Proposicao 3.10 O Polinomio Caracteristico é um T-G invariante generalizado.

Prova. Sabemos pelo Teorema 2.6 que p(M;A) satisfaz a formula da delecdo-contragdo. Por
outro lado, fazendo 6 = 1 e T = —1 temos que p(M;A) satisfaz o item (ii) do Corolario 3.9.
Para concluirmos a prova, resta-nos mostrar que p(M;A) = p(M — e;X)p(M(e);A). De fato,

suponha que e seja um laco ou um colago,

p(M;N) = Z(_1)|X\;J(E)—V(X)

XCE

= Z Z (_1)|X1\+|Xz|;Lr(E—e)+r(6)—(r(X1)+r(Xz))
X|CE—eX,Cle}

— Z (— D)Xl (E=e)=(rX1)) Z (—1)Plprle)—riX)

X\ CE—e X, C{e}
= p(M—eM)p(M(e);L).

Logo, o Polindmio Caracteristico é um T-G invariante generalizado. |

3.5 Grupo invariante

Definicao 3.11 A classe dos isomorfismos invariantes de matroides que satisfaz a equacdo

(3.2), mas ndo necessariamente a equagdo (3.3) é chamado T-G grupo invariante.

Proposicao 3.12 O Beta Invariante é um membro do T-G grupo invariante.
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Prova. De fato, foi mostrado no Teorema 2.9 que o Beta Invariante satisfaz (3.2) [

O préximo resultado mostra que a teoria desenvolvida até aqui € suficiente para caracterizar

invariantes do tipo T-G grupo invariante.

Proposicao 3.13 Se A é um grupo abeliano, entdo existe uma tinica fungéo g de .#' em A tal

que
(i) g(M) = g(M —e)+g(M/e) se e ndo é lagco, nem colago da matrdide M

(ii) (Ui ® Uy, j) = a;j para todo i e j tais que i+ j > 0.
Além disso, se t(M;x,y) ZZb,ny entdo g(M) = ZZbij(xij
i

Prova. Defina g(M) = ZZbi 0 j, onde b;; sdo os coeficientes do Polindmio de Tutte relativo
i

a uma matréide M.

Suponha que e seja um elemento da matréide que nao é um laco, nem um colaco, entao

H(Msx,y) =1t(M —e;x,y) +1(M/e;x,y).

E mais, podemos escrever

tH(M —e;x,y) ZZauxy (3.14)

t(M/e;x,y) ZZcuxy (3.15)

Assim,

HM:x,y) = 1(M—ex,y)+i(M/ex,y)
ZZbijxiyj = ZZaijxiyj + ZZcijxiyj
i i i
Y Yoy = Y Y lay+eijldy’

i i

Logo, b;j = a;j +cij.
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Mas, das expressoes (3.14) e (3.15) obtidas acima temos que
gM—e) = Y Y ajou;

ij
gM/fe) = } ) cijtij.

i

Donde obtemos

gM—e)+g(M/e) = ZZa,]oc,j+ZZc,J(x,]
ZZa,j+c,joc,]
Z;,Zbij%’j
= g(M]),

o que demonstra (i)

Agora mostraremos (ii). Temos que

t(Uii®Uojsx,y) = t(Uiix,y)t(Uo,j:x,y)

= _xly']

pois, todos os elementos de U;; sdo colagos e todos os elementos de Up ; sdo lagos. Dai, como
1(Uii ® U j3x,y) = x'y/, entdo g(U;; ® Uy, ;) = 0.
Resta-nos mostrar a unicidade de g. Suponha que existe g’ : .#' — A satisfazendo (i) e (ii).

Provaremos que g’ = g.

Seja L(M) o conjunto de lagos de M e [ = |L(M)|. Observe que L(M*) é o conjunto de colagos
de M, e denotaremos a sua cardinalidade por [*. Vamos fazer a prova por indug¢do em n(M) =

|E(M)—[L(M)UL(M*)]|. Se n(M) = 0, entdo M = My ; & M« ;-. Neste caso,
8 U0 @ Up p3x,y) = oy = g(Uo g @ Ups 43, y),

Suponha n(M) > 0 e assuma o resultado valido para todas as matréides N tais que n(M) < n(M).

Escolha e € E(M) — [L(M)UL(M")]. Dai, temos
gM) = gM—e)+g(Mfe)
= gM—e)+g(M/e)

= g(M).
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Proposicao 3.14 Seja i, (M) o niimero de conjuntos independentes de M de posto r —k, para

um niimero inteiro ndo-negativo k. O isomorfismo invariante i,_;(M) é um grupo invariante e,

se t(M;x,y) = ZZbijxiyj, entdo
i j

ir—k(M) = Zzbij
i
Prova. Seja e um elemento de M e suponha que e ndo € laco, nem colago. Particione o conjunto
S (m)—k» dos conjuntos independentes de M que tem r(M) — k elementos, em subconjuntos
I vmy—k © " v)—k consistindo de elementos de .,y que contém o elemento e e de
elementos de ., y7)_ que ndo contém o elemento e, respectivamente.
Evidentemente, .#" r(M)—k tem uma correspondéncia injetiva com o conjunto de independentes
de M — e que tem r(M — e) — k elementos. Assim como, ¢’ r(M)—k tem correspondéncia injetiva

com o conjunto de independentes de M /e que tem r(M /e) — k elementos. Dai, temos que
(M) =i, (M —e)+i,_(M]/e).

Logo, i, (M) é um Grupo Invariante.
Claramente,
. i i
k(Ui ®Uo,;) = =
i—k k
e pela Proposicao 3.13, conclui-se que para toda matréide M,

ik (M) :Zzbif
i

i

|
Pela expressio (3.5), i, (M) é o coeficiente de x* em S(M;x, y). De fato, a precedente proposicio
¢ justamente o caso especial do resultado que todo coeficiente de S(M;x,y) é um grupo invari-
ante.
O Teorema 3.5 e o Corolario 3.9 nos dio caracteriza¢des de T-G invariante e T-G invariante

generalizado que sdo expressos em termos do Polindmio de Tutte.

3.6 Invariante de Tutte

Lembrando que .# denota a classe das matrdides ndo vazias, definamos Invariante de Tutte.
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Definicao 3.15 Seja Q um conjunto qualquer. Uma funcdo f : # — Q que satisfaz a seguinte
propriedade: f(M) = f(N) sempre que M e N tém o mesmo polinomio de Tutte. Tal fungdo f

serd chamada de Invariante de Tutte.

O Invariante de Tutte nos permite identificar quais invariantes de matréides isomorfas podem
ser determinados pelo Polindmio de Tutte. Claramente, temos dois exemplos de Invariantes de

Tutte.
Exemplo 9 T-G generalizados
Exemplo 10 Grupos invariantes

Existem muitos outros exemplos que ndo siao desse tipo, como veremos a seguir.

H(M3x,y) = S(Msx— 1y —1) = Y (x—1)"E 78 (y— 1))

XCE
r(E) € amaior poténcia de xem ¢(M;x,y) (3.16)
enquanto que
n(E) ¢é amaior poténciade yem (M;x,y) (3.17)

Portanto, posto e nulidade sdo invariantes de Tutte. Como, | E |= r(E) + n(E), a cardinalidade
do conjunto basico € também um invariante de Tutte.
O préximo resultado caracteriza todos os invariantes de Tutte, embora esse seja uma reafirmacao

da defini¢do. Nao a demonstraremos, mas essa proposi¢cao pode ser encontrada em Brylawski

[1].

Proposicio 3.16 Seja Q um conjunto qualquer e f uma funcdo de .M em Q tal que f(M) =
f(N) sempre que t(M;x,y) = t(N;x,y). Entdo f(M) é uma fungdo dos coeficientes b;; de
t(M;x,y). n

Note que essa proposi¢do nao afirma que podemos encontrar uma férmula explicita para um
invariante de Tutte em termos dos coeficientes do polindmio de Tutte. Contudo, muitos dos
exemplos de invariante de Tutte que consideraremos terd tal férmula. Por exemplo, por (3.16) e
(3.17), temos

r(E) =max{i; b;j >0 paraalgum j} (3.18)

n(E) =max{j; bjj >0 paraalgumi} (3.19)
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3.7 Aplicacoes

Tendo desenvolvido caracterizagdes diversas sobre os conceitos de T-G invariante, T-G in-
variante generalizado, grupo invariante e invariante de Tutte, faremos algumas das aplicagdes
mais bdsicas desses resultados.

Para uma matréide M, denotaremos por b(M), i(M) e s(M), os ndimeros de bases, conjuntos

independentes, e conjuntos geradores, respectivamente, de M.

Proposicao 3.17 Seja M uma matroide sobre o conjunto bdsico E, entdo

(i) b(M) =1(M;1,1) = S(M;0,0);
(ii) i(M)=1t(M;2,1) = S(M;1,0);
(i) s(M) =t(M;1,2) = S(M;0,1) e

(iv) 2Fl =1(M;2,2) = S(M: 1,1).

Prova.

(i) Seja e um elemento da matréide M e suponha que e ndo € um laco, nem um colago.
Particione o conjunto de bases de M em subconjuntos %’ ¢ %", onde %' contém todas as
bases que contém o elemento e, enquanto que %" é constituido das bases que ndo contém

e.

Assim, temos que %" € igual ao conjunto de bases de M — e, enquanto o conjunto de

bases de M /e é {B—e;B € #'}.
Observe que | B" |=b(M —e) e | B’ |=b(M/e).
Como e ndo é um lago, nem um colago, | Z |=| Z' | + | #" |, ou seja,

b(M) = b(M — )+ b(M/e).

Suponha que e seja um lago ou um colago, entdo b(M) = b(M(e))b(M —e). Assim, b(M)
satisfaz as equacoes (3.2) e (3.3).
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Pelo Teorema 3.5, pela expressdo (3.11) e pelo fato de b(I) = b(L) = 1, se | E |> 2, entdo
b(M) = 1(M:;b(I),b(L))
= t(M;1,1)
= S(M;0,0)

(ii) Seja e um elemento da matréide e suponha que e ndo € um laco, nem um colaco. Par-
ticione o conjunto dos independentes de M em subconjuntos /(M) e .#” (M), onde
' (M) contém os conjuntos independentes de M que contém o elemento e, enquanto que

" (M) é constituido dos conjuntos independentes que ndo contém e.

Assim, temos que .#" (M) € igual ao conjunto de independentes de M — e e o conjunto de

independentes de M /e é {I —e;1 € 7'},

Observe que, se e ndo € um laco, nem um colago, temos
| S| = |I"M)|+] I (M) ]
(M) = iM—e)+i(M/e)

Seja e um lago, i(M) =i(M —e) e i(M(e)) = 1. Dai, i(M) =i(M —e) -i(M(e))

Caso o elemento e seja um colago, i(I) =2 ¢

i(M) =i(M—e)U|{IUe;I C I (M—e)}| =2-i(M—e) = i(M(e)) - i(M —e)

Provamos que, i(M) satisfaz as expressdes (3.2) e (3.3) da defini¢do de isomorfismo in-

variante.

Pelo Teorema 3.5, pela expressdo (3.11) e pelo fato de i(I) =2 e i(L) =1, se | E |> 2,

temos
i(M) = t(M:i(l),i(L))
= t(M;2,1)

= S(M;1,0)
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(iii) Note que s(M) = i(M™).

De fato, suponha X um gerador de M, entdo existe B, base de M, tal que B C X e existe
B* de M*, tal que B* = E — B, ou seja, E — X C B*. Portanto, E — X ¢é independente em
M*.

Reciprocamente, seja E — X independente em M*, entdo existe B*, base de M*, e B, base

de M, tal que E — X C B* = FE — B. Dai, temos B C X, e portanto X é gerador de M.

Donde concluimos que s(M) = i(M*), pois dado um gerador de M, existe um indepen-

dente de M* relacionado e vice-versa.

Dessa maneira, pelo item (ii) e pela Proposicao 3.6, temos:
s(M) = i(M")
= t(M*;2,1)

= t(M;1,2)
e mais, pela expressao (3.11), temos

t(M;1,2) = S(M;1—1,2—1)
= S(M;0,1)

(iv) Sabemos que E possui 2IE| subconjuntos. Dessa forma,

S(M;1,1) = t(M;2,2)

— Z (2—1)E)=rX) (g — 1)"X)

XCE

- Z 17(E)=r(X) 1n(X)
XCE

:Zl

XCE

— 9lE|

Faremos agora uma aplicacdo da Proposicao 3.13.
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Exemplo 11 Foi apresentado na proposicdo anterior o valor de b(M) em fungdo do Polinémio

de Tutte, b(M) = t(M;1,1), e lembrando que t(M;x,y) = Z
i

3.13 que b(M) = ZZbU'
iJ

J

Zb,- jxiyj , segue da Proposicao

O Polindmio Caracteristico, a Fun¢do de Mobius e a Beta Invariante foram estudadas com bas-

tante detalhes no Capitulo 2. Agora relacionaremos cada uma dessas fungdes com o Polindmio

de Tutte.

Usando as expressoes (2.1), (3.12) e (3.11), obtemos

p(M;) =

Assim,

Z (—D)XIprE)=r(X)

XCE

Z (_ 1)r(E)—r(E)+r(X)—r(X)+\X|kr(E)—r(X)
XCE

Y (1) E K] () =r B0 () -r ()
XCE

Z (—1)"E) =)+ X[y (E)=r (X)) r(E) —r(X))

XCE

Z (— 1) E)=rOHX] () r(E)=r(X)

XCE

p(M;A) = (1) Br(M;1—1,0) = (= 1) E)S(M; A, —1)

(3.20)

A partir do Polindmio Caracteristico, faremos a relacdo entre a Funcao de Mobius e o Polindmio

de Tutte. Usando a equagdo (2.1), temos

p(M;) =

Z (—1)XIprE)=r(X)
XCE



3. O Polinbmio de Tutte 52

= Y (-1 1) X E)=rX) 4 Y (- 1)XIprE)=r(X)

XCE XCE
cIX=E CIX#E
— Z \X|+ Z IXI;J —r(X)
XCE XCE
cIX=E CIX#E

Fazendo A = 0, obtemos

p(M;0) = Y (=D

XCE
cIX=E

= :uM(q’vE)

= u(M).

Entdo a Func¢do de Mobius € um T-G invariante generalizado e pela expressao (3.20), temos
uM) = p(M;0)
= (=1)®B(M;1,0)

= (—1)B)s(M;0,—1)

Proposicdo 3.18 B(M) é um grupo invariante cujo valor é byg. Entretanto, para |E| > 2, entdo

b1o = bo1.

Prova. Pelo Teorema 2.9, 3(M) satisfaz a formula de delecio-contragdo, dessa forma, B(M) é
um grupo invariante.

Observe que
I, sei=1ej=0
BUiidUo,j) =
0, caso contrdrio.
entdo pelo item (ii) da Proposicao 3.13, B(M) = by.

Por outro lado,

BUiidlo,;)" = BU;aU,)

= B0 Uj )

Mas, sabemos que

I, sei=0ej=1
B(loi®Uj, ) = .
0, caso contrdrio.
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E, novamente, pelo item (ii) da Proposicao 3.13, podemos concluir que B(M*) = by, .
Resta-nos mostrar que para |E| > 2, temos que bjo = by .

Se M nio tem lago, nem colago, entdo pelo item (iv) da Proposicdo 2.10, temos B(M) = B(M*),
logo b1g = bo.

Se M tem lago, entdo M* tem colago, e sao ambas desconexas, entdo pelo item (iii) da Proposicao
2.10, temos B(M) = B(M*) =0 e bjp = bg;. De modo andlogo, se M tem colago, M* tem lago,

e concluimos que b1y = by;. [ |

A identidade bip = by € uma das inimeras que vale para os coeficientes b;; do polindmio
de Tutte. O préximo resultado, o qual ndo demonstraremos, caracteriza todas as identidades da

forma ZZOL,- ibij =, com todos os ;; constantes.
ij

Teorema 3.19 As seguintes identidades formam a base para as relacoes lineares afins que

valem sobre os coeficientes b;j no polindomio de Tutte

tH(M;x,y) = ZZb,ny

i>0j>0

sendo M uma geometria (matroide simples) de posto r, sem colacos e m elementos.

(i) bijj =0, para todo i > r e para todo j > 0;
(ii) b,o =1, b,j =0 para todo j > 0;
(iii) by_19=m—r, b,_1,j =0 para todo j > 0,
(iv) bjj =0, paratodoie jtalquel <i<r—2ej>m—r;

(v) bom—r=1, boj =0 paratodo j >m—r;

k k—s k—s
(vi) ZZ bg = 0 para todo k tal que 0 < k < m—3.
s=0¢t= t

Entretanto, (vi) vale para toda matréide M(E) tal que |E| > k. Entdo,

(vii) boo =0, se |[E| > 1;

(viii) bio = boy, se |E| >2;
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(ix) bao—b11+bor = big, se |[E| >3; e

(x) bzo—ba1 +b1a —boz = b11 —2boy2 + bro, se |[E| > 4. u

Ja sabemos que matréides isomorfas possuem o mesmo Polindmio de Tutte. Uma pergunta
elementar € se matréides que possuem o mesmo Polindmio de Tutte necessariamente sao iso-
morfas. A resposta para essa indagacao € esclarecida no préximo exemplo em que temos duas

matroides ndo isomorfas com o mesmo Polindmio de Tutte.

Exemplo 12 Seja M| e M, matroides cujas representacoes geométricas sdo mostradas na
Figura 3.3. Observe que t(My;x,y) = t(Ma;x,y), pois My —e =My —e e My /e = M, /e, para
todo elemento e. Agora listaremos propriedades que ndo sdo comuns a My e M3, as quais

confirmam que M| ndo é isomorfa a M».

(i) My = Mt para um grafo planar 1, entdo M, é grdfica e cogrdfica e mais é unimodular
e bindria. Por outro lado, M> tem uma linha com 4 pontos, como uma restricao de M»
ndo é bindria, temos que M, ndo é bindria. Logo, M> ndo é isomorfa a My, ja que M é

bindria.

(ii) My tem duas linhas com dois elementos enquanto que M, tem trés. Portanto, M| e M,

ndo tem o mesmo niimero de conjuntos fechados, nem o mesmo niimero de hiperplanos.

(iii) My e My possuem um circuito de dois elementos, e seis com trés elementos, mas M tem
cinco circuitos com quatro elementos, enquanto que My tem seis circuitos com quatro

elementos. Assim, M| e My tem diferentes niimeros de circuitos.

Figura 3.3:
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Retornando para a férmula de delecdo-contragio basica, f(M) = f(M —e) + f(M/e), notamos
que existem vdrias técnicas que sdo usadas para mostrar que, quando f(M) enumerar a familia
F (M),

| F(M)| = |F (M —e)|+].F (M]e)|.

Citaremos trés, das quais apenas a primeira foi utilizada neste trabalho.

(1) Existe uma bijecdo @ : .# (M) — .F (M —e)1.7% (M/e). Assim, .# (M) é particionado
em duas classes correspondendo as familias referentes a delecdo e contracdo, ou seja,
FM)=0 ' (F(M—e)uo~ ' (F(M/e). Essa técnica foi utilizada na prova da Proposi¢io
3.17.

As duas subsequentes serdo utilizadas na aplicagdo de Polindmio de Tutte para grafos.

(2) Existe uma inje¢do i : . (M/e) — .F (M — e) tal que

sendo

) 2, se x estd na imagem de i,
m(x) =
1, caso contrario.
F

(3) Existem duas sobrejecdes my : . (M) — % (M/e) e mp : F (M —e) — .F (M]e), tais que,
para todo x em .Z (M /e), |m; ' (x)| = |m5 ' (x)] + 1.

Muitos T-G invariantes, f, sdo calculados do polindmio de Tutte, #(M;x,y), quando y, ou dual-
mente x, ¢ igual a 0, 1 ou 2. Relembrando que por defini¢do, f(I) =xe f(L) =y, sendo I um
colaco e L um lagco de uma matréide, provaremos algumas caracteristicas importantes para estes

invariantes f.

(1) y=0se, e somente se, f(M) = 0, sempre que M tem lacos, ou equivalentemente, sempre
que elementos em paralelos podem ser ignorados. De fato, suponha que e € um lago, pela

expressao (3.4), f(L) =y, temos

fM) = f(M(e))f(M—e)
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= 0-f(M—e)

M) = o.

E, se M possui elementos em paralelo, suponha que e e f sdo elementos em paralelo, M /e
contém lagos, o que implica que f(M/e) = 0, e consequentemente, f(M) = f(M — e),
donde concluimos que pode-se ignorar elementos em paralelo. Nesse caso, obtemos a
recursio f(G) = f(G —e) + f(G/e) para alguma geometria G e algum elemento e que

ndo seja colago. Onde G_/e denota a simplifica¢do da matréide G/e.

(2) y =1 se, e somente se, lacos podem ser ignorados de tal forma que f(M) = f(M), onde

1 é obtido de M pela delecdo de seus lacos. De fato, se e é laco, entio,

FM) = f(M(e)f(M—e)
= 1-f(M—e)

= f(M—e).

Assim, se A é um conjunto de elementos em paralelo de M que ndo € uma componente
conexa, entao

f(M) = f(M—A)+|Alf(M/A).

Com efeito, seja A = {ej,ep,...,e,}. Sem perda de generalidade tome primeiramente o

elemento e; € A, e; ndo € um lago, nem um colago. Entao,

fM)=f(M—e)+f(M]/er) (3.21)

Como na contragdo do elemento e, todos os elementos de A, exceto e, se tornam lagos,

obtemos
f(M[er) =y~ F(p/A) (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21)
F(M) = f(M—ey)+ A7 £(M/A) (3.23)
Agora, escolha e; € A na matréide original, entdo

fM—e) = f(M—{er,e2}) +f((M—e1)/e)

= f(M—{e1,e2}) +y*I2f(M/A)
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pelo mesmo argumento utilizado para obter (3.22).

Mas,
f(M—{er,e2}) = f(M —{er,e2,e3}) + Y173 f(M/A)

e assim, usando esse procedimento chegamos que

f(M—{er,en,...;en1} = f(M —A)+yAI=1 £(p1/4)

F(M) = fF(M—A)+ AT p L ylAI=3 o ylA=2 4 YA £ /4).

E fazendo y = 1, o resultado segue.

(3) y=2se,esomentese, f(M) = f(M—e)+ f(M/e), é verdade ndo somente quando e ndo é
lago, nem colago, mas também se e é laco. Com efeito, se e € lago, entdo f(M(e)) =y =2

e M —e=M/e, entdo
fM) = f(M(e))f(M—e)

= 2-f(M—e)
= f(M—e)+f(M/e).

Em algumas das aplica¢des de T-G € conveniente trabalhar com a versdo de polindmio de Tutte
com quatro varidveis. Essa € definida na classe .7, de matréides pontuais, que é, matréides M,
tendo um ponto distinguivel d. Evidentemente, se ¢ ¢ um elemento de M, diferente de d, entdao

M, — e e My /e sio membros de .#,, onde o ponto distinguivel de cada um desses € d.

Proposicio 3.20 Existe uma tnica fungdo t, de M)y, sobre o anel de polinomio Z[x',x,y,y]

tendo as seguintes propriedades:
(i) ty(My(d)) =x" se My(d) é um colago, e
ty(My(d)) =y se My(d) é um lago.
(ii) Se e é um elemento de um membro My de M, e e # d, entdo

tp(My) =1tp(Mg—e)+1,(My/e)
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(iii) Se e é um lago ou colago do membro My de #,, e e # d, entdo
tp(Ma) = 1p(Maq—e)t,(Mq(e)).
Em particular, t,(Mg(e)) =t(Mg(e)).

Prova. Defina t,(My;x',x,y',y) =t(My(d);x',y" )t (Mg — d;x,y). Assim,

X', se My(d) é colago,
tp(Ma(d):x'x,y,y) = t(Ma(d):x',y') =
Y,  se My(d) é lago.

e (i) vale.
Se e # d, claramente, 1,(My(e);x',x,y,y) =t(My(e);x,y).

Se e € M; —d e e nao € lago, nem colaco, temos
ty(Ma;xX',x,yy) = t(Ma(d);x,y)t(Ma —dsx,y)
= t(My(d):x'Y)[t((Myg—d) — e;x,y) +1((Mg —d) /e:x,y)]
= 1(Ma(d);X,y)t((Ma—e) —dsx,y) +1(Ma(d);x',Y )t (Ma/e) — d3x,y)

= tp(Mg—e;x' x,y,y) +1,(Ma/e;x' ,x,y,y).

J4, se e é lago ou colaco,
ty(Ma;xX',x,y'y) = t(Ma(d);x',y)t(Ma —d;x,y)
= 1(My(d);xy)[t(Ma(e);x,y)((Mq =€) = d;x,y)]
= [1(My(d):x,y)t((Mg—e) — dsx,y)]t(Ma(e);x',))
= 1p(My—esx’,xy , y)tp(Ma(e):x',x,5,y).
E a unicidade de 1, decorre da unicidade de 7. [ ]

O polindémio 7,(Mz;x',x,y’,y) é chamado Polindmio de Tutte Pontual. A seguinte proposigéo,

resume algumas das propriedades bésicas desse polindmio.

Proposic¢ao 3.21 Suponha que My € #),. Entdo
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(i) Para algum f e g em Z[x,y),

tp(Mg:x ,x,y',y) =X f(x,y) +y'g(x,y).

Entretanto, para esse f e g,

(ii) t(Mg;x,y) = xf(x,y) +yg(x,y);
(iii) ty(M;x ,x,y,y) =t,(Mg;y',y,x' . x) =x'g(y,x) +¥ f(x,y);

(iv) Se d ndo é laco, nem colaco de M, entdo
1(Mq—dix,y) = (x—1)f(x,y) +g(x,y) e
t(Md/d;x7y) =xf(x,y) + (y_ l)g(X,y),

(v) Sed é lago ou colago de My, entdo

f(x,y), sed é colago,
t(Md _d;x7y) = t(Md/d;x7y) =
g(x,y),  sed élacgo.

Prova. Inicialmente provaremos o item (ii), no qual aparecerd os polindmios f(x,y) e g(x,y)

que serdo utilizados nas provas dos itens subsequentes.

Defina

p(Mad 3 ) = YoMy () e (MY = dsx, ),

(3.24)

sendo Mt(;) matréides cujos elementos sao todos lagos e/ou colagos. Denotaremos também, por

I (Mt(ii)) e L(Mg)) os colacos e lacos de M (i), respectivamente.

p(Mad x,yy) = YoMy () )My — dsx,y)

— Y M @)n (M) —dix,y)

+ Y M@ My —dix,y)



3. O Polinbmio de Tutte 60

(i)
Fazendo, Zx'I(Md *d)|y‘L( Al = flx,y)e Zx‘l d)l yILM )l g(x,y), e substituindo

na equacao acima, obtemos
tp(Ma;X',x,y',y) = ' f(x,y) +Y'g(x,y)
Note que a partir do item (ii) precisaremos de f e g como definidos no item (i). Agora, provare-

mos (ii),

t(Mgix,y) = Zl(Méi);x,y)

i

= YoM (d);x,)e(MY) —dix,y)

i

— Y (MY @)x, (MY —dix,y)

i

der(mY))

+ Y M@ yMy —dix,y)
j

deL(MY
= th —d;x,y) —l—Zyt ) —d;x,y)
= th —d;x,y) +th —d;x,y)

_ xzxv § =l >d|+y2xv ~d)| LM, )
J

= xf(x,y) +yg(x>y)

A demonstracdo de (iii) serd feita por etapas. Primeiramente provaremos a igualdade ¢, (M}5;x',x,y',y) =
tp(Mg;y',y,x',x), o que faremos aplicando a definicdo (3.24) a matréide M} e utilizamos a
Proposicao 1.25 e a Proposicao 3.6,

p(Md xyy) = YoMy (@) Y )((My) = d)*sx,)

i

= YoM (@) MY fdsx,y)

i



3. O Polinbmio de Tutte 61

= YoM @)y e (M )y )

i

_ Zt(Mff)(d);y’,X')f((Mff)—dﬁy’x)

= 1p(Mg;y,y,x ,x)

Para completar a demonstragdo do item (iii), resta-nos mostrar que t, (Mg y', y,x', x) =y f (y,x) +

x'g(y,x). De fato,

p(Masy ¥ ) = LM )y )i (my) = diy.)

= ¥ oM@y M~ diyx)

i

der(m)

+ Y M@y MY —diy,x)
J

der(my))

= /Zt —d;y,x +X’Zt —d;y,x)

)
- yzyv a) L —)] | ZY" &)] L ~a)|

= YV f(yx)+x'g(y,x)

|
Vimos que o polindmio gerador associado ao posto € fundamental na classe T-G invariante.
Mais um polindmio relacionado que aparece em aplicacdes de T-G € o polindmio coposto-
cardinalidade Skxc(M;x,y). Esse é definido por
Skc(Mzx,y) =Y xXlyr (3.25)
XCE

Proposicao 3.22 Sxc(M;x,y) é T-G invariante generalizado.

Prova. Inicialmente calcularemos os valores do polindmio coposto-cardinalidade, Sxc(M;x,y),
quando a matréide M possui um unico elemento, neste caso, M =1 ou M = L.

Se M =1, as unicas submatréides sdo 0 e I, entdo

Ske(lixyy) = xlOyr0=r©) 4 (il -r)
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= Oy )0

— x+y

Analogamente, se M = L as Unicas submatréides de L sdo 0 e L, entdo

Ske(Lix,y) = xOyr0=r®) (L) —r(L)

= 00 4 i1y

= x+1

Para |E| > 2, suponha que e € E(M) néo é lago, nem colago. Queremos mostrar que Sxc(M;x,y)

satisfaz a generalizacdo de (3.2) como descrito na Definicao 3.8.

SKC(M;x7y> =

Y XXy (E)=rX) Y X))

XCE XCE

e¢X eeX

Z x|X\yr(E—e)—r(X)_|_ Z x|XUe\yr(E)—r(XUe)
XCE—e XCE—e

Z x|X\yr(Efe)fr(X)_'_x Z x|X|yr'(Efe)+lf(r’(X)+1)

XCE—e XCE—e

Skc(M —e;x,y) +xSkc(M/e;x,y)

Se e é um lago ou um colago, provaremos que Sxc(M;x,y) satisfaz (3.3).

Caso e seja um laco,

SKC(M;X,Y)

=Y Xy

XCE

=Y KB ) Y ) )

XCE XCE
ecX e¢X

_ Z x|XUe|yr(E)fr(XUe)+ Z x|X\yr(E)fr(X)

= Skc(L;x,y)Skc(M —e;x,y)
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Caso e seja um colago,

Skc(M;x,y)

Y Xy (E)-rx)
XCE

Y Xy )0 4§ X))
XCE XCE
ecX e¢X

Z x|XUe\yr(Efe)+lf(r(X)+l)_|_ Z x\X|yr(Efe)+lfr(X)
XCE—e

XCE—e

(x+) Z xXlyr(E=e)=r(X)
XCE—e

Skc(l;x,y)Skc(M — e;x,y)

Logo, Skc(M;x,y) é um T-G generalizado. |

Como aplicacdo final do nosso trabalho explicitaremos a forma em que o polindmio coposto-

cardinalidade € escrito em funcdo do Polindmio de Tutte.

Proposiciio 3.23 Sxc(M;x,y) = x"t(M; =22 x+1).

2 X b

Prova. Nossa prova serd feita por indugdo sobre a cardinalidade de E(M). Verificaremos se a

igualdade vale para |E(M)| = 1. Dessa forma, e é lago ou colago

e a igualdade se verifica.

Skc(l;x,y) = X’(')t(l;m,xﬂ)
X
- x‘x-i-y
o X
= x—|—y
Skc(Lix,y) = xr(L)t(L;ma?H-l)
= x+1

Suponha, por hipétese de indugdo, que a igualdade vale para |E(M)| = n. Mostraremos para
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|E(M)| =n+1. Se e ndo é um lago, nem

um colacgo,

Skc(M;x,y) = Skc(M —e;x,y)+xSkc(M/e;x,y)

= xr(E_e)t(M— e

X+y

X+Yy

T x4 1) 4x-xE (M e
x

X+y

= XM —e;—L x+ 1)+ X B (M fe; —=
x x

= XE[(M—e;

Skc(Mixyy) = X O 2
X

Por fim, se e é lago ou colago,

m,er 1)+t(M/e;x+y
X

)
X

X+ 1)

Skc(M3x,y) = Skc(M—e;x,y)Skc(M(e);x,y)

-
_ xr(E—e)+r({e})

X+

Xty

D)) (g e XY
e; . x+1)-x t(M/e; .

xX+y

[t(M —e;

Y

= B, =2 x+1)
x

o De(M(e);

X+y

x+1)

x+1)]

Y

b

1)

1)

x+1)]
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