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Resumo

Neste trabalho provamos a existência de um atrator global para o fluxo gerado

pela equação de evolução

∂u

∂t
(x, t) + u(x, t) =

∫
RN

J(x− y)f(u(y, t))dy + h, h > 0, x ∈ RN , t ∈ R+

no espaço Lp(RN , ρ). Também obtemos uma estimativa para o tamanho do atrator e

exibimos um funcional energia para o fluxo gerado por essa equação.
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Abstract

In this paper, we prove the existence of a global attractor for the flow generated

by equation

∂u

∂t
(x, t) + u(x, t) =

∫
RN

J(x− y)(f(u(y, t))dy + h, h > 0, x ∈ RN , t ∈ R+

in the weight space Lp(RN , ρ). We also give estimates on the size of the attractor and

we exhibit an energy functional to the flow generated by this equation.
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Introdução

Neste trabalho estudamos o comportamento assintótico da equação de evolução

∂u(x, t)

∂t
+ u(x, t) = J ∗ (f ◦ u)(x, t) + h, (1)

onde u é uma função real sobre RN × R+, h é uma constante positiva, J ∈ C1(RN) é

uma função par, não negativa com suporte na bola de raio 1 e centro na origem de RN

e o símbolo "∗" na equação acima denota o produto convolução em RN , isto é,

(J ∗ v)(x) =
∫
RN

J(x− y)v(y)dy.

A equação (1) foi deduzida por Wilson e Cowan, [28], para modelar a atividade neural.

Em (1), u(x, t) denota o potencial da membrana na posição x, no tempo t ≥ 0; a função

J representa a conexão dos neurônios na posição x e posição y; a função f representa

a taxa na qual os spikes neurais são gerados e a constante h representa um estímulo

externo aplicado uniformemente em todo campo neural (veja, por exemplo, [9], [11],

[12], [18], [19], [20], [21], [22], [23] e [28]).

Os principais objetivos desta dissertação consistem em: mostrar a existência e

semicontinuidade superior de atratores globais para o fluxo gerado pela equação (1),

no espaço de fase Lp(RN , ρ), e exibir um funcional energia que decresce ao longo das

soluções de (1), generalizando assim resultados de [22] e [23].

É válido salientar que parte dos resultados expostos nesta dissertação constituí-

ram um artigo de pesquisa o qual foi publicado no periódico internacional Differential

Equations and Dynamical Systems, (veja [19]).

Esta dissertação está organizada como segue: no Capítulo 1, seguindo as refe-

rências [10], [15], [26] e [27], apresentamos alguns conceitos e resultados preliminares.

No Capítulo 2 mostramos a existência de um atrator global para a equação (1). Para
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isto, usamos as mesmas técnicas utilizadas em [18], [22] e [23]. No Capítulo 3 prova-

mos algumas estimativas e a semicontinuidade superior dos atratores. No Capítulo 4,

motivados por funcionais de [11] e [20], exibimos um funcional energia que decresce

ao longo das soluções de (1) e ilustramos nossos resultados com um exemplo concreto.

Finalmente, no Apêndice, exibimos alguns resultados clássicos que de alguma forma

foram utilizados neste trabalho.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo seguindo referências clássicas como [10] e [27], apresentamos alguns

conceitos e resultados sobre semigrupos contínuos e seguindo as referências [2], [7], [15]

e [26] apresentamos resultados sobre existência e unicidade de solução de equações

diferenciais ordinárias em espaços de Banach.

1.1 Noções de Semigrupos de Operadores Contínuos

Nesta seção introduzimos a terminologia de um Cr-semigrupo em um espaço de

Banach X.

1.1.1 Semigrupos Contínuos

Definição 1.1. Sejam X um espaço de Banach e R+ = [0,∞). Uma Família de

operadores (não necessariamente lineares) T (t) : X → X, t ≥ 0, é dita um Cr-

semigrupo, r ≥ 0, se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) T (0) = I, isto é, T (0)x = x para todo x ∈ X,

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para t, s ≥ 0,

(iii) T (t)x é contínua em t e x com derivadas de Fréchet em x, até a ordem r, para

(t, x) ∈ R+ ×X.

No caso particular onde cada T (t), t ≥ 0, é linear, dizemos que {T (t), t ≥ 0} é

um semigrupo linear.
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Para qualquer x ∈ X, a órbita positiva por x, γ+(x), é definida como

γ+(x) = {T (t)x, t ≥ 0}.

Uma órbita negativa por x é uma função ϕ : (−∞, 0] → X tal que

(i) ϕ(0) = x,

(ii) para qualquer s ≤ 0, T (t)ϕ(s) = ϕ(t+ s), para 0 ≤ t ≤ −s.

Uma órbita completa por x é uma função ϕ : R → X tal que

(i) ϕ(0) = x,

(ii) para qualquer s ∈ R, T (t)ϕ(s) = ϕ(t+ s), para t ≥ 0.

Observação 1.1. Como a imagem de T (t) pode não ser todo o X, dizer que existe

uma órbita negativa ou completa por x pode impor restrições em x. Também, T (t) pode

não ser injetiva, então se existe um órbita negativa ela pode não ser única.

A órbita negativa por x, γ−(x), é definida como a união de todas as órbitas

negativas por x, então

γ−(x) =
∪
t≥0

H(x, t),

onde

H(x, t) = {y ∈ X; tal que existe uma órbita negativa por x definida

por ϕ : (−∞, 0] → X com ϕ(0) = x e ϕ(−t) = y}.

A órbita completa por x, γ(x), é definida por

γ(x) = γ−(x) ∪ γ+(x).

Para qualquer subconjunto B ⊂ X, definimos

γ+(B) =
∪
x∈B

γ+(x), γ−(B) =
∪
x∈B

γ−(x) e γ(B) =
∪
x∈B

γ(x)

como as respectivas órbitas positiva, negativa e completa por B.

1.1.2 Conjuntos Invariantes

Nesta subseção exibimos alguns conceitos e propriedades de alguns conjuntos

invariantes sobre um semigrupo T (t).
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Definição 1.2. Para qualquer B ⊂ X, definimos o conjunto ω-limite de B, ω(B), e

o conjunto α-limite de B, α(B), como

ω(B) =
∩
s≥0

∪
t≥s

T (t)B, α(B) =
∩
s≥0

∪
t≥s

H(B, t).

Observação 1.2. Dado B ⊂ X, ω(B) é caracterizado como segue: y ∈ ω(B) se, e

somente se, existem sequências xn ∈ B e tn → ∞ tais que T (tn)xn → y, quando n →

∞. Semelhantemente, o conjunto α(B) pode ser caracterizado como segue: y ∈ α(B)

se, e somente se, existem sequências yn → y em X e tn → +∞ tais que zn = T (tn)yn ∈

B, para todo n.

De fato, seja

φ ∈
∩
s≥0

∪
t≥s

T (t)B.

Daí

φ ∈
∪
t≥s

T (t)B, ∀s ≥ 0.

Assim, para cada s ≥ 0,

∃ φns ∈ T (t)B, tal que φns → φ, para qualquer t ≥ s.

Em particular, para s = 0,

∃ φn0 ∈ T (1)B tal que φn0 → φ,

tome φ0 = T (1)x1, com x1 ∈ B. Para s = 1,

∃ φn1 ∈ T (2)B tal que φn1 → φ,

escolha, φ1 = T (2)x2, com x2 ∈ B. Para s = 2,

∃ φn2 ∈ T (3)B tal que φn2 → φ,

tome, φ2 = T (3)x3, com x3 ∈ B. Continuando com este procedimento, obtemos

sequências xn ∈ B e tn = n ∈ N tais que T (tn)xn → φ, com tn → ∞, quando

n → ∞. Logo φ ∈ ω(B). Reciprocamente, suponha que exitam sequências xn ∈ B e

tn → ∞ tais que T (tn)xn → φ, quando n → ∞. Como tn → ∞ podemos tomar uma



14

subsequência de (tn), a qual continuamos denotando por (tn), tal que tn ≥ n para todo

n ∈ N. Assim

φ ∈ {T (tn)xn para n ≥ 0}.

Sendo xn ∈ B, segue que

φ ∈ T (tn)B para n ≥ 0.

Como qualquer subsequência de T (tn)xn converge para φ, obtemos

φ ∈ T (tn)B para n ≥ s,

para qualquer s ∈ N ∪ {0}. Ou seja,

φ ∈
∪
t≥s

T (t)B

para qualquer s ∈ N ∪ {0}. Logo

φ ∈
∩
s≥0

∪
t≥s

T (t)B.

Portanto, φ ∈ ω(B). Analogamente se prova a caracterização de α(B).

Definição 1.3. Dizemos que um conjunto B ⊂ X atrai o conjunto C ⊂ X sob T (t) se

d(T (t)C,B) → 0, quando t→ ∞,

onde

d(T (t)C,B) = sup
x∈C

inf
y∈B

||T (t)x− y||X .

Definição 1.4. Dizemos que um conjunto S ⊂ X é invariante por T (t) se, para

qualquer x ∈ S, existe uma órbita completa por x, γ(x), tal que γ(x) ⊂ S.

Observação 1.3. Dizer que S é invariante é equivalente a dizer que T (t)S = S, para

todo t ≥ 0.

De fato, suponha que S é invariante. Para t = 0 é óbivio que T (0)S = S. Suponha

t > 0. Para x ∈ S, existe uma órbita completa φ : (−∞,∞) → S tal que

φ(0) = x e T (τ)φ(s) = φ(τ + s),

para τ ≥ 0 e s ∈ R. Tome τ = t e s = 0. Assim

T (t)x = T (t)φ(0) = φ(t) ∈ S,
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ou seja, T (t)x ∈ S. Logo T (t)S ⊂ S. Para ver que S ⊂ T (t)S, note que para x ∈ S,

tomando τ = t e s = −t, obtemos

T (t)φ(−t) = φ(0) ⇒ T (t)φ(−t) = x.

Logo S ⊂ T (t)S. Portanto T (t)S = S, para t ≥ 0.

Reciprocamente, suponha que T (t)S = S para todo t ≥ 0 e seja x ∈ S. Então

existe x1 ∈ S tal que

T (1)x1 = x.

Como x1 ∈ S, existe x2 ∈ S tal que

T (1)x2 = x1,

e assim por diante. Se x0 = x, obtemos uma sequência (xn) de pontos de S tal que

T (1)(xn+1) = xn, para n ≥ 0. (1.1)

Usando (1.1), temos

T (n)xn = T (1) · · ·T (1)︸ ︷︷ ︸
n−vezes

xn

= T (1) · · ·T (1)︸ ︷︷ ︸
(n−1)vezes

xn−1

= T (1) · · ·T (1)︸ ︷︷ ︸
(n−2)vezes

xn−2

...

= T (1)x1

= x.

Defina φ : (−∞,∞) → X por

φ(t) =

 T (t)x, se t ≥ 0

T (n+ t)xn se t ∈ [−n,−n+ 1), n = 1, 2, . . .
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Seja n ∈ N tal que s ∈ [−n,−n+ 1). Se t ≥ −s, então

T (t)φ(s) = T (t)T (n+ s)xn

= T (t+ s+ n)xn

= T (t+ s)T (n)xn

= T (t+ s)x

= φ(t+ s).

Se s ∈ [−k,−k + 1], então

φ(s) = T (k + s)xk

= T (k + s)T (1)xk+1

= T (k + 1 + s)xk+1

...

= T (k + j + s)xk+j,

para j ∈ {0, 1, 2, . . .}.

Se n ≥ k e j = n− k, então

φ(s) = T (n+ s)xn se s ∈ [−k,−k + 1).

Agora se t < −s, então existe k ∈ N tal que

0 ≤ k < n− 1 e − 1 ≤ τ ≤ 0

tal que

−s = t+ k − τ. (1.2)

Então,

T (t)φ(s) = T (t)T (n+ s)xn

= T (t+ s+ n)xn

= T (n− (k − τ))xn.

Daí, usando (1.2) e que n = j + k, com j = 1, obtemos

T (t)φ(s) = T (1 + k − (k − τ))x1+k

= T (τ + 1)xk+1

= T (1 + k + t+ s)xk+1.
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Observando que por (1.2), t+ s ∈ [−(1 + k),−k), segue da definição de φ que

T (1 + k + t+ s)xk+1 = φ(t+ s).

Proposição 1.5. Seja B um subconjunto de X para o qual ω(B) é compacto e ω(B)

atrai B, então ω(B) é invariante. Se B é conexo, então ω(B) é conexo. Se ω(B) ⊂ B,

então ω(B) =
∩

t≥0 T (t)B.

Demonstração. Suponha que ω(B) é compacto e atrai B. Se ω(B) = ∅, não há o

que provar. Então podemos supor que ω(B) ̸= ∅. Primeiramente mostraremos que

T (t)ω(B) ⊂ ω(B), para todo t ≥ 0. Seja x ∈ T (t)ω(B), então

x = T (t0)x0, para algum t0 ≥ 0 e x0 ∈ ω(B).

Daí, existem sequências (xn) ⊂ B e tn → ∞ tais que

T (tn)xn → x0, quando n→ ∞.

Sendo T contínua, segue que

x = T (t0)x0

= T (t0) lim
n→∞

T (tn)xn

= lim
n→∞

T (t0 + tn)xn,

então x ∈ ω(B). Portanto

T (t)ω(B) ⊂ ω(B).

Por outro lado, dado y ∈ ω(B), existem sequências yn ∈ B e sn → ∞ tais que

T (sn)yn → y, quando n→ ∞.

Como sn → ∞, dado k > 0 existe n0 ∈ N tal que sn ≥ k, para todo n ≥ n0. Considere

o conjunto

H = {T (sn − k)xn, n ≥ n0}.

Como ω(B) é compacto e atrai B, existe uma subsequência snj
→ ∞ e z ∈ X tal que

T (snj
− k)ynj

→ z, quando j → ∞.



18

Assim, z ∈ ω(B). Note que

T (snj
)ynj

= T (snj
− t+ t)ynj

= T (t)T (snj
− t)ynj

.

Mas,

T (snj
)ynj

→ y e T (t)T (snj
− t)ynj

→ T (t)z,

quando nj → ∞. Então

y = T (t)z.

Logo y ∈ T (t)ω(B) e consequentemente

T (t)ω(B) ⊃ ω(B).

Das inclusões acima obtemos a invariância de ω(B).

Sendo B conexo, provemos que ω(B) é conexo. Suponha que ω(B) não é conexo,

então existem abertos A1, A2 tais que

A1 ∩ A2 = ∅, ω(B) ⊂ A1 ∪ A2, ω(B) ∩ Ai ̸= ∅, i = 1, 2.

Como ω(B) é compacto, existe ε > 0 tal que

ω(B)ε ⊂ A1 ∪ A2,

onde ω(B)ε é a ε-vizinhança de ω(B). Por hipótese, ω(B) atrai B, então existe t0 > 0

tal que

∀ t ≥ t0, T (t)B ⊂ ω(B)ε ⊂ A1 ∪ A2.

Sendo ω(B) ∩ Ai ̸= ∅ e T (t)B conexo, existem sequências (tn) e (tn),

tn → ∞ e tn → ∞.

que podemos supor tn, tn ≥ t0 e tn < tn tais que

T (tn)B ⊂ A1 e T (tn)B ⊂ A2,

para qualquer n. Mas A1 ∩ A2 = ∅ e T (t) é contínuo, então existem tn < sn < tn e

(xn) ⊂ B tais que

T (sn)xn /∈ A1 ∪ A2,
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para qualquer n. Mas

T (sn)xn ⊂ γ+(B),

então T (sn)xn possui subsequência convergente, isto é, T (sn)xn → x ∈ (A1 ∪ A2)c.

Absurdo, pois

ω(B) ∩ (A1 ∪ A2)c = ∅.

Finalmente, sendo ω(B) invariante e ω(B) ⊂ B, temos

ω(B) = T (t)ω(B) ⊂ T (t)B, ∀t ≥ 0.

Assim

ω(B) ⊂
∩
t≥0

T (t)B.

Por outro lado, note que

T (k)B ⊂
∪
t≥k

T (t)B, ∀ k ≥ 0,

logo ∩
k≥0

T (k)B ⊂
∩
k≥0

∪
t≥k

T (t)B,

ou seja, ∩
k≥0

T (k)B ⊂ ω(B).

Portanto,

ω(B) =
∩
t≥0

T (t)B.

Proposição 1.6. Se B ⊂ X é um conjunto não vazio tal que γ+(B) é compacto, então

ω(B) é não vazio, compacto, invariante e atrai B. Se, além disso, se B é conexo então

ω(B) é conexo.

Demonstração. Temos

ω(B) =
∩
s≥0

∪
t≥s

T (t)B.

Note que,

γ+(B) =
∪
t≥0

T (t)B ⊃
∪
t≥1

T (t)B ⊃ . . .
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sendo X um espaço métrico completo, segue que,∩
s≥0

∪
t≥0

T (t)B

é compacto e não vazio. Provemos agora que ω(B) atrai B. Suponha, por contradição,

que isso não ocorra. Então existe ε > 0, tn → ∞ e xn ∈ B tal que

d(T (tn)xn, ω(B)) ≥ ε. (1.3)

Temos que,

{T (tn)xn, n ≥ 0} ⊂ γ+(B),

já que γ+(B) é compacto, existem subsequências (tn) e (xn) tais que

T (tn)xn → y ∈ ω(B).

Fazendo n→ ∞ em (1.3), obtemos

d(y, ω(B)) ≥ ε.

Absurdo, pois y ∈ ω(B).

Portanto, pela Proposição 1.5 concluímos o resultado.

Definição 1.7. Seja T (t) : X → X um Cr-semigrupo para algum r ≥ 0. O semigrupo

T (t) é assintoticamente suave se, para qualquer conjunto B ⊂ X, não vazio, fechado

e limitado para o qual T (t)B ⊂ B, existe um conjunto compacto J ⊂ B tal que J atrai

B.

Proposição 1.8. Se T (t) é assintoticamente suave e B é um conjunto não vazio em X

tal que γ+(B) é limitado, então ω(B) é não vazio, compacto, invariante e ω(B) atrai

B. Se B é conexo, então ω(B) é conexo. Em particular, se para algum x ∈ X, γ+(x)

é limitado, então γ+(x) é compacto e ω(x) é não vazio, compacto, conexo e invariante.

Demonstração. Provemos inicialmente que ω(B) é compacto. Para isto, seja x ∈

T (t)γ+(B), então x = T (t)y, com y ∈ γ+(B). Daí,

y ∈
∪
x∈B

γ+(x) ⇒ y ∈ γ+(x0), para algum x0 ∈ B.
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Então

y = T (t0)x0, para algum t0 ≥ 0.

Assim, já que

x = T (t)y

= T (t)T (t0)x0

= T (t+ t0)x0.

Obtemos,

x ∈ γ+(x0) ⇒ x ∈
∪
x∈B

γ+(x),

ou seja, x ∈ γ+(B). Logo T (t)γ+(B) ⊂ γ+(B). Sendo T (t) contínuo, segue que

T (t)γ+(B) ⊂ γ+(B).

E mais, sendo T assintoticamente suave, existe J ⊂ γ+(B) tal que J atrai B. Assim,

d(T (t)B, J) < ε, quando t→ ∞. (1.4)

Seja x ∈ ω(B), então existem sequências (xn) ⊂ B e kn → ∞, tais que

T (kn)xn → x, quando n→ ∞.

Por (1.4), segue que x ∈ J , isto é, ω(B) ⊂ J . Como ω(B) é fechado e J é compacto,

então ω(B) é compacto.

Provemos agora que ω(B) atrai B. Suponha, por contradição, que ω(B) não atrai

B. Então existe um ε > 0, uma sequência tn → ∞ e pontos yn ∈ B tais que

d(T (tn)yn, ω(B)) > ε, quando n→ ∞. (1.5)

Como J atrai B e J é compacto, podemos assumir que

T (tn)yn → z ∈ J, quando n→ ∞.

Logo existem sequências yn ∈ B e tn → ∞ tais que T (tn)yn → z, então z ∈ ω(B).

Contradição com (1.5). Portanto ω(B) atrai B.

Como ω(B) é compacto e atrai B, pela Proposição 1.5, ω(B) é invariante. E se

B é conexo, então ω(B) é conexo.
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1.2 Dissipatividade de Semigrupos

Nesta seção revisamos algumas propriedades sobre dissipatividade de um semi-

grupo. Alguns resultados não serão demonstrados mas tais demonstrações podem ser

encontradas, por exemplo, em [10].

Definição 1.9. O semigrupo T (t) é dito ponto dissipativo (compacto dissipa-

tivo)(localmente compacto dissipativo)(limitado dissipativo) se existe um con-

junto limitado B ⊂ X que atrai cada ponto de X (cada compacto de X)(uma vizinhança

de cada compacto de X)(cada conjunto limitado de X) sobre T (t).

Definição 1.10. Para um Cr-semigrupo T (t), t ≥ 0, um conjunto compacto invari-

ante A é dito conjunto compacto invariante maximal se todo conjunto compacto

invariante do semigrupo está em A. Um conjunto invariante A é dito um atrator glo-

bal se A é um conjunto compacto invariante maximal que atrai os conjuntos limitados

B ⊂ X. Em particular, ω(B) é compacto e pertence a A.

Teorema 1.11. Se T (t) : X → X, t ≥ 0, é um Cr-semigrupo e existe um conjunto

compacto não vazio K que atrai os conjuntos compactos de X e

A =
∩
t≥0

T (t)K,

então

(i) A é independente de K;

(ii) A é maximal, compacto e invariante;

(iii) A atrai conjuntos compactos de X;

(iv) Se T (t) é assintoticamente suave, então se C é qualquer subconjunto de X tal que

γ+(C) é limitado, então A atrai C.

Demonstração. Seja H ⊂ X um conjunto compacto. Então

d(T (t)H,K) → 0, quando t→ ∞.

Assim γ+(H) é compacto e ω(H) ⊂ K. De fato, seja φ ∈ ω(H), então existem

sequências xn ∈ H e tn → ∞, tais que d(T (tn)xn, φ) → 0. Temos

d(φ,K) ≤ d(φ, T (tn)xn) + d(T (tn)xn, K), ∀ n ∈ N.
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Calculando o limite, segue que

d(φ,K) = 0

Logo φ ∈ K, ou seja, ω(H) ⊂ K. Sendo K compacto, em particular, temos ω(K) ⊂ K

e γ+(K) compacto. Pela Proposição 1.6, ω(K) é compacto, invariante e atrai K. E

Pela Proposição 1.5,

ω(K) =
∩
t≥0

T (t)K.

Note também que K atrai compactos de X, então ω(K) atrai compactos de X. Se K1

é outro conjunto compacto que atrai compactos de X, então pelo que foi feito acima

ω(K1) ⊂ ω(K) ⊂ ω(K1),

pois ω(K1) e ω(K) atrai compactos de X. Assim A = ω(K) é independente de K, é

maximal e atrai compactos. Isto prova (i), (ii) e (iii).

Para provar (iv), considere C um subconjunto de X tal que γ+(C) é limitado. Note

que T (t)γ+(C) ⊂ γ+(C). Com efeito, seja x ∈ T (t)γ+(C), então x = T (t0)y, com

t0 ≥ 0 e y ∈ γ+(C). Assim existe uma sequência yn ∈ γ+(C), tal que yn → y. Daí,

x = T (t)y

= T (t) lim
n→∞

yn

= lim
n→∞

T (t)yn.

Como (T (t)yn) ⊂ γ+(C), existe uma sequência em γ+(C) que converge para x. Então

x ∈ γ+(C). Sendo T (t) assintoticamente suave, existe um compacto K ⊂ γ+(C) que

atrai γ+(C). Em particular K atrai γ+(C), então A atrai γ+(C).

Lema 1.1. Se T (t) : X → X, t ≥ 0 é assintoticamente suave e T (t) é compacto

dissipativo, então existe um compacto invariante que atrai compactos de X.

Demonstração. Ver [10]

Lema 1.2. Seja T (t) : X → X, t ≥ 0, um semigrupo assintoticamente suave e ponto

dissipativo.

(i) Se a órbita de qualquer compacto é limitado, então T (t) é localmente compacto dis-

sipativo.

(ii) Se a órbita de qualquer conjunto limitado é limitado, então T (t) é limitado dissi-

pativo.
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Demonstração. (i) Seja B um conjunto limitado fechado que atrai pontos de X e

U = {x ∈ B; γ+(x) ⊂ B}.

Então U atrai pontos de X e γ+(U) é limitado, pois U ⊂ B e γ+(U) ⊂ B. Note que

T (t)γ+(U) ⊂ γ+(U).

De fato, seja x ∈ T (t)γ+(U), então

x ∈ T (t0)
∪
x∈U

γ+(x), t0 ≥ 0.

Então x ∈ T (t0)γ
+(x0), para algum x0 ∈ U . Assim

x = T (t0)T (t)x0, com t ≥ 0.

Daí

x = T (t0 + t)x0 ⇒ x ∈ γ+(x0)

⇒ x ∈
∪
x∈U

γ+(x).

Ou seja, x ∈ γ+(U). Sendo T assintoticamente suave e T (t)γ+(U) ⊂ γ+(U), então

existe um compacto K ⊂ U tal que K atrai U . Como U ⊂ U , em particular K atrai

U . E mais, U atrai pontos de X. Então K atrai pontos de X. Logo o conjunto K atrai

ele mesmo, então γ+(K) é relativamente compacto. Se J = ω(K), então J é compacto

invariante e atrai pontos de K, isto conclui a prova de (i).

Para provar (ii), suponha agora que a órbita de qualquer compacto é limitado.

Primeiramente vamos provar que existe uma vizinhança V de J tal que γ+(V ) é limi-

tado. Suponha que não, então existe uma sequência xj ∈ X (∈ J) e uma sequência de

números reais tj → ∞ e um y ∈ J tal que xj → y e |T (tj)xj| → ∞, quando j → ∞.

Então {xj, j ≥ 1} é compacto, com

γ+({xj, j ≥ 1})

ilimitado, pois |T (tj)xj| → ∞, isto contradiz a hipótese. Assim, existe uma vizinhança

V de J tal que γ+(V ) é limitada. Como J atrai pontos de X e T é contínua, para

x ∈ X existe uma vizinhança Ox de x e um t0 ∈ R tal que

T (t)Ox ⊂ γ+(V )



25

para t ≥ t0. Ou seja, γ+(V ) atrai Ox. Para qualquer compacto H ⊂ X, existe uma

cobertura finita aberta {C1, . . . , Cn} tal que

H ⊂
n∪

l=1

Cl.

Pelo que foi feito acima, para cada

x ∈
n∪

l=1

Cl,

existe uma vizinhança Ox de x tal que γ+(V ) atrai Ox. Logo γ+(V ) atrai uma vizi-

nhança de um conjunto compacto. Portanto, T (t) é localmente compacto dissipativo.

Como, por hipótese, as órbitas de conjuntos limitados é limitado, então as órbitas de

conjuntos compactos é limitado. Pela demonstração acima, T (t) é localmente com-

pacto dissipativo, em particular, T (t) é compacto dissipativo. Pelo Lema 1.1 existe um

conjunto compacto invariante K que atrai os compactos de X. Definindo

A =
∩
t≥0

T (t)K,

temos que A é limitado e, pelo Teorema 1.11, dado qualquer conjunto limitado C ∈ X

tal que γ+(C) é limitado, então A atrai C. Portanto T (t) é limitado dissipativo.

Teorema 1.12. Se T (t) : X → X, t ≥ 0, é assintoticamente suave, ponto dissipativo

e órbitas de conjuntos limitados é limitadas, então existe um atrator global A.

Demonstração. Pela demostração do Lema 1.2, existe um compacto K que atrai os

compactos de X. Definindo

A =
∩
t≥0

T (t)K,

pelo Teorema 1.11, A é compacto invariante maximal e dado qualquer conjunto limitado

C ⊂ X tal que γ+(C) é limitado, então A atrai C. Portanto, A é um atrator global.

A existência de um conjunto atrator implica em T (t) ser assintoticamente suave.

Mais precisamente, temos o resultado abaixo, retirado de [24].

Teorema 1.13. Seja T (t) : X → X, t ≥ 0 um semigrupo e A um atrator global, então

o fluxo, T (t), é assintoticamente suave.
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Demonstração. O resultado segue da existência do atrator A. De fato, seja B um

conjunto limitado fechado e positivamente invariante, então B∩A ̸= ∅ pois do contrário

d(T (t)B,A) > 0, já que B é fechado e A é compacto. Mas sendo B limitado e

positivamente invariante isso não ocorre pois A atrai B. Já que A ∩ B é um fechado

contido em compacto, segue que ele é compacto.

Além disso, se C é um conjunto limitado, para todo ε > 0, existe t0 ≥ 0 tal que

T (t)(C ∩B) ⊂ (A ∩B)ε, para todo t ≥ t0, onde (A ∩ B)ε é a ε-vizinhança de A ∩B.

Com efeito, sendo A um atrator, para todo ε1 > 0, existe t0 ≥ 0 tal que, para

todo t ≥ t0, T (t)C ⊂ Aε1 , então T (t)(C ∩B) ⊂ Aε1 ∩B. Portanto, é suficiente provar

que (Aε1 ∩B) ⊂ (A ∩B)ε para algum ε1 conveniente.

Como (A\ (A∩B)
ε
2 ) é compacto e (A\ (A∩B)

ε
2 )∩B = ∅, existe ε2 > 0 tal que

d((A \ (A ∩ B)
ε
2 ), B) > ε2.

Assim, para cada ε > 0, escolha ε1 = min{ ε
2
, ε2}. Então, escrevendo

A = (A \ (A ∩B)
ε
2 ) ∪ (A ∩B)

ε
2 ,

obtemos

Aε1 ∩B =
[
(A \ (A ∩ B)

ε
2 )ε1 ∩B

]
∪
[
((A ∩B)

ε
2 )ε1 ∩B

]
=

[
((A ∩B)

ε
2 )ε1 ∩B

]
⊂ (A ∩ B)ε ∩B

⊂ (A ∩ B)ε.

Portanto quando C = B, temos que A ∩B atrai B.

Definição 1.14. Seja B um subconjunto de X e U um conjunto aberto contendo B.

Dizemos que B é absorvente em U se a órbita de qualquer conjunto limitado de U

entra em B após um certo tempo, ou seja, dado B0 ⊂ U , B0 limitado, existe t1 > 0

tal que T (t)B0 ⊂ B, para todo t ≥ t1. Também dizemos que B absorve os conjuntos

limitados de U .

A existência de um atrator global A para um semigrupo T (t) implica na existência

de um conjunto limitado absorvente. De fato, dado ε > 0, seja Vε a ε-vizinhança de A.

Então, para qualquer conjunto limitado B0 ⊂ X, temos

d(T (t)B0,A) → 0,
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quando t→ ∞. Assim, existe t(ε) > 0 tal que

d(T (t)B0,A) ≤ ε

2
, para t ≥ t(ε),

ou seja, T (t)B0 ⊂ Vε para t ≥ t(ε). Portanto A é um conjunto limitado absorvente.

A recíproca da afirmação acima será verdadeira, ou seja, existência de um con-

junto limitado absorvente implica na existência de um atrator global, se adicionarmos

pelo menos uma das duas seguintes hipóteses:

(h1) Os operadores T (t) são uniformemente compactos para t grande, isto é, para

todo conjunto limitado B existe t0 tal que∪
t≥t0

T (t)B

é relativamente compacto em X.

(h2) X é um espaço de Banach e para todo t, temos T (t) = T1(t) + T2(t) onde os

operadores T1(t) são uniformemente compactos para t suficientemente grande e

para todo conjunto limitado C ⊂ X,

rc(t) = sup
φ∈C

||T2(t)φ||X → 0, quando t→ ∞.

Embora a hipótese (h2) implique na hipótese (h1), vamos demonstrar a existência

de atrator global assumindo cada uma dessas hipóteses separadamente. Para isto,

precisamos dos seguintes lemas:

Lema 1.3. Suponhamos válida a hipótese (h2). Se (φn) é limitada e tn → ∞, então

T2(tn)φn → 0 e T1(tn)φn é convergente se, e somente se, T (tn)φn converge (e terá

limites iguais).

Demonstração. Pela hipótese (h2), segue que

0 ≤ ||T2(tn)φn||X ≤ rc(tn) = sup
φ∈C

||T2(tn)φ||X .

Sendo (φn) uma sequência limitada, então (φn) está contida em um conjunto limidado

C ⊂ X. Calculando o limite, obtemos

0 ≤ lim
n→∞

||T2(tn)φn||X ≤ lim
n→∞

rc(tn) = 0.
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Assim

T2(tn)φn → 0.

Sobre a segunda parte do lema, observe que, pelas propriedades de somas de sequências,

lim
n→∞

T (tn)φn = lim
n→∞

T1(tn)φn + lim
n→∞

T2(tn)φn,

ou seja,

lim
n→∞

T (tn)φn = lim
n→∞

T1(tn)φn.

Portanto, T1(tn)φn converge se, e somente se, T (tn)φn converge.

Lema 1.4. Se o semigrupo T (t), t ≥ 0 satisfaz (h1) ou (h2), então, para qualquer

conjunto B0 limitado e não vazio de X, ω(B0) é não vazio, compacto e invariante.

Demonstração. Se a hipótese (h1) for verificada, este lema segue direto da Proposição

1.6. Suponha agora que apenas a hipótese (h2) seja verificada. Usando o Lema 1.3,

temos que ω(B0) é igual ao conjunto

ω1(B0) =
∩
s≥0

∪
T≥s

T1(t)B0,

pois dado φ ∈ ω(B0), existe uma sequência φn ∈ B0 e uma sequência tn → ∞ tais que

T (tn)φn → φ, quando t→ ∞.

Devido ao Lema 1.3, T1(tn)φn também vai convergir para φ. Note que a caracteriza-

ção de conjunto ω-limite também pode ser aplicada para caracterizar os elementos de

ω1(B0). Daí φ ∈ ω1(B0), provando que ω(B0) ⊂ ω1(B0). A inclusão contrária é análoga.

Note que os conjuntos dados por
∪

t≥s T1(t)B0 são não vazios, fechados e diminuem

(no sentido de inclusão) quando s cresce. Além disso, pela hipótese (h2), temos que∪
t≥t0

T1(t)B0 é compacto para t0 suficientemente grande. Daí ω(B0) é não vazio e

compacto.

Mostraremos agora que ω(B0) é invariante, isto é, T (t)ω(B0) = ω(B0). Primei-

ramente, tome ψ ∈ T (t)ω(B0) dada por ψ = T (t)φ, φ ∈ ω(B0). Existem sequências

φn ∈ B0 e tn → ∞ tais que, usando as propriedades de semigrupos e de limite de

sequência,

T (t)T (tn)φn = T (t+ tn)φn → T (t)φ = ψ.
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Assim ψ ∈ ω(B0), mostrando que T (t)ω(B0) ⊂ ω(B0). Tome agora φ ∈ ω(B0). Para

tn − t ≥ 0, temos

T (tn − t)φn = T1(tn − t)φn + T2(tn − t)φn.

Pela hipótese, como o conjunto dos pontos da sequência T1(tn − t)φn é relativamente

compacto, existirá uma subsequência convergente,

T1(tni
− t)φni

→ ψ quando ni → ∞.

Como T2(tni
− t)φni

→ 0 (pois é uma subsequência da sequência T2(tn − t)φn que

converge para 0), temos que

T (tni
− t)φni

→ ψ, quando ni → ∞.

Daí ψ ∈ ω(B0) e

T (t)ψ = lim
ni→∞

T (t)T (tni
− t)φni

= φ ∈ T (t)ω(B0).

concluindo que

T (t)ω(B0) = ω(B0).

ou seja, ω(B0) é invariante.

Lema 1.5. Seja U um conjunto aberto, convexo e conexo e seja K ⊂ U um conjunto

invariante compacto que atrai compactos sob o semigrupo T (t), t ≥ 0. Então K é

conexo.

Demonstração. O fecho convexo de K (ver Apêndice A), convK = B, é compacto (veja

[1], Teorema 5.35, p.185), conexo e está contida em U , portanto K atrai B. Suponha

por absurdo que K não seja conexo. Daí existe uma cisão não trivial de K, isto é,

existem A1 e A2 tais que A1 ∩K ̸= ∅, A2 ∩K ̸= ∅, K ⊂ A1 ∪A2 e A1 ∩A2 = ∅. Como

K ⊂ B e K é invariante, temos que

K = T (t)K ⊂ T (t)B.

Daí A1 ∩ T (t)B ̸= ∅ e A2 ∩ S(t)B ̸= ∅. Como B é conexo e a imagem de aplicações

contínuas de domínios conexos é também conexa, segue que T (t)B é conexa. Daí A1∪A2

não cobre T (t)B, portanto, para todo n ∈ N existe xn ∈ T (n)B tal que xn ̸∈ A1∪A2. Se
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a hipótese (h1) for válida, esta sequência será relativamente compacta. Por outro lado,

se somente a hipótese (h2) for válida, escrevemos xn como xn = T1(n)yn + T2(n)yn.

Pela hipótese (h2) e pelo Lema 1.3, a sequência T1(n)yn será relativamente compacta

e T2(n)yn → 0, implicando que xn é uma sequência relativamente compacta. Como K

atrai o conjunto dos pontos de xn, vai existir uma subsequência de xn que converge para

um ponto x ∈ K. Este ponto x não pertence a A1 ∪A2, contradizendo a hipótese.

Estamos finalmente prontos para mostrar quando a existência de um conjunto

absorvente implica a existência de um atrator.

Teorema 1.15. Seja X um espaço métrico e T (t) : X → X, t ≥ 0, um Cr-semigrupo

para algum r ≥ 0. Suponha que T (t) satisfaz a hipótese (h1) ou a hipótese (h2) e

suponha que existam um conjunto aberto U e um subconjunto limitado B de U tal que

B absorve U . Então o conjunto A = ω(B) é o atrator compacto maximal em U que

atrai os conjuntos limitados de U . Mais ainda, se X é um espaço de Banach e U é

convexo e conexo, então A também será conexo.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que a hipótese (h1) se verifica. Como
∪

t≥t0
T (t)B

é relativamente compacto, temos pela Proposição 1.6 que ω(B) é não vazio, compacto

e invariante. Suponha, por contradição, que A não seja um atrator, ou seja, que para

algum limitado B0 de U , T (t)B0 não se aproxime de A, ou seja,

d(T (t)B0, A) 9 0, quando t→ ∞.

Daí existe um δ > 0 e uma sequência tn → ∞ tal que

d(T (tn)B0, A) ≥ δ, ∀ n.

Daí, para cada n ∈ N existirá um bn ∈ B0 tal que

d(T (tn)bn, A) ≥
δ

2
> 0.

Como B é absorvente, T (tn)B0 estará contido em B para n suficientemente grande.

Portanto, T (tn)bn estará contido em B para todo tn ≥ tn0 , para algum tn0 > 0. Pela

hipótese (h1), a sequência T (tn)bn é relativamente compacta. Daí existe uma sub-

sequência convergente tal que

β = lim
ni→∞

T (tni
)bni

= lim
ni→∞

T (tni
− tn0)T (tn0)bni

.
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Como T (tn0)bn ∈ B, segue que β ∈ ω(B) = A, ou seja,

d(T (tni
)bni

, A) → 0,

o que contradiz a hipótese de A não ser atrator. Mostraremos agora que A é maximal.

Seja A′ um atrator limitado tal que A′ ⊂ U . Daí, como A′ é invariante e B é um conjunto

absorvente, temos que para um t suficientemente grande, A′ = T (t)A′ ⊂ B. Daí

A′ = ω(A′) ⊂ ω(B) = A, mostrando que A′ ⊂ A, ou seja, A é maximal. A conexidade

de A segue do Lema 1.5, concluindo a demonstração para o caso de supormos a hipótese

(h1).

Suponha agora que apenas a hipótese (h2) se verifica. Pelo Lema 1.4, ω(B) = A

é não vazio, compacto e invariante. Mostraremos que A é um atrator. Suponhamos

então, por absurdo, que A não seja atrator, ou seja, que para algum limitado B0 de U ,

d(T (t)B0, A) ̸→ 0 quando t → ∞. Daí existe um δ > 0 e uma sequência tn → ∞ tal

que

d(T (tn)B0, A) ≥ δ, ∀n.

Dai, para cada n ∈ N existirá um bn ∈ B0 tal que

d(T (tn)bn, A) ≥
δ

2
> 0.

Como B é absorvente, T (tn)B0 estará contido em B a partir de um tn. Portanto,

T (tn)bn estará contido em B a partir de um n0 suficientemente grande. Pela hipótese

(h2), a sequência T1(tn)bn é relativamente compacta. Daí, pelo Lema 1.3, T (tn)bn é

uma sequência relativamente compacta, portanto existe uma subsequência convergente

tal que

β = lim
ni→∞

T (tni
)bn = lim

n→∞
T (tni

− tn0)T (tn0)bn0 .

Como T (tn0)bn0 ∈ B, segue que β ∈ ω(B) = A, ou seja,

d(T (tni
)bni

, A) → 0,

contradizendo a hipótese, mostrando que A = ω(B) é, de fato, um atrator. Os re-

sultados sobre a conexidade que faltam para concluir este teorema seguem do Lema

1.5.
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1.3 Sistema Gradiente e Semicontinuidade Superior

Nesta seção definimos sistemas gradiente e apresentamos alguns resultados sobre

semicontinuidade superior.

1.4 Sistema Gradiente

Definição 1.16. Seja T (t) : X → X, t ≥ 0, r ≥ 1 um Cr-semigrupo. Uma função

contínua V : X → R é chamada um funcional de Lyapunov se:

(i) V (x) é limitado inferiormente;

(ii) V (x) → ∞, quando |x| → ∞;

(iii) V (T (t)x) é não crescente em t para cada x ∈ X;

(iv) Se x é tal que T (t)x esta definido para t ∈ R e V (T (t)x) = V (x) para t ∈ R,

então x é um ponto de equilíbrio, isto é, T (t)x = x, para todo t ≥ 0.

Definição 1.17. Dizemos que um semigrupo T (t) : X → X é fortemente contínuo

se

lim
t→0+

||T (t)x− x|| = 0,

para cada x ∈ X.

Definição 1.18. Um Cr-semigrupo fortemente contínuo T (t) : X → X, t ≥ 0, r ≥ 1,

é um sistema gradiente se:

(i) Cada órbita positiva limitada é precompacta;

(ii) Existe um funcional de Lyapunov para T (t).

Para melhor entendimento da definição, demonstramos o seguinte resultado:

Proposição 1.19. Seja T (t) : X → X, t ≥ 0, um Cr-semigrupo e E o conjunto dos

pontos de equilíbrio de T (t). Se T (t) é um sistema gradiente, então ω(x) ⊂ E, para

cada x ∈ X. Se γ−(x) é uma órbita relativamente compacta, então α(x) ⊂ E para

x ∈ X.
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Demonstração. Seja T (t) um sistema gradiente, então existe um funcional de Lyapunov

V : X → R. Sendo γ+(x) relativamente compacta, o conjunto {V (T (t)x), t ≥ 0} é

limitado inferiormente, ou seja, existe c ∈ R tal que

c < V (T (t)x), ∀ t ≥ 0 e ∀ x ∈ X.

Sendo V (T (t)x) não crescente, seque que

V (T (t)) → c,

quando t → ∞. Pela Proposição 1.6, ω(x) é compacto e invariante. Considere T (t)y,

com t ≥ 0 e y ∈ ω(x), então existe tn → ∞ tal que T (tn)x→ y. Daí,

T (t)T (tn)x→ T (t)y,

sendo V contínua, obtemos

V (T (t)T (tn)x) → V (T (t)y).

Assim

V (T (t)y) = lim
n→∞

V (T (t)T (tn)x)

= lim
n→∞

V (T (t+ tn)x)

= c,

isto é, V (T (t)y) = c para t ∈ R e todo y ∈ ω(x). Em particular, para t = 0, temos

V (y) = c. Logo, V (T (t)y) = V (y). Sendo V um funcional de Lyapunov segue que y é

um ponto de equilíbrio. Portanto y ∈ E.

Suponha que γ−(x) é uma órbita relativamente compacta, com x /∈ E. Novamente

pela Proposição 1.6, α(x) é compacto. Seja y ∈ α(x), então existe tn → −∞ tal que

T (tn)x→ y, quando n→ ∞. Tome tn tal que tn − tn−1 ≥ 1, para todo n. Então, para

qualquer t ∈ (0, 1), sendo V (T (t)x) não crescente,

V (T (tn−1)x) ≤ V (T (tn + t)x) ≤ V (T (tn)x),

para todo n. Daí,

V (T (tn + t)x) → V (y),

quando n→ ∞. Como

V (T (tn + t)x) → V (T (t)y),

quando n→ ∞. Segue que V (T (t)y)) = V (y). Portanto y ∈ E.
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1.4.1 Semicontinuidade Superior

Suponha Λ um espaço métrico, X um espaço de Banach e que, para cada λ ∈ Λ,

T (t, λ) : X → X

é um Cr-semigrupo com T (t, λ)x contínua em t, λ, x. Se para cada λ ∈ Λ, {T (t, λ), t ≥

0} é assintoticamente suave, então para qualquer conjunto fechado limitado B ⊂ X

para o qual T (t, λ)B ⊂ B, t ≥ 0 existe um conjunto compacto Kλ(B) ⊂ B tal que

Kλ(B) atrai B sobre T (t, λ).

Definição 1.20. Dizemos que a família de semigrupos

{T (t, λ), t ≥ 0}, λ ∈ Λ,

é coletivamente assintoticamente suave, se∪
λ∈Λ

Kλ(B)

é compacto.

A prova do teorema abaixo é obtida de maneira análoga a prova do Teorema 2.5.2

de [10].

Teorema 1.21. Suponha T (t, λ) : X → X, t ≥ 0, é um Cr-semigrupo para cada λ ∈ Λ

e suponha existir um conjunto limitado B ⊂ X independente de λ tal que B atrai

conjuntos compactos de X sobre T (t, λ). Se a família de semigrupos é coletivamente

assintoticamente suave, então o conjunto compacto invariante maximal Aλ de Tλ é

semicontínua superiormente em λ, isto é,

d(Aλ, Aλ0) → 0, λ→ λ0.

Teorema 1.22. Suponha T (t, λ) : X → X, t ≥ 0, é um Cr-semigrupo para cada λ ∈ Λ

e existe um conjunto limitado B que atrai pontos de X sobre T (t, λ) para cada λ ∈ Λ

e, para qualqer limitado U , o conjunto

V =
∪
λ∈Λ

∪
t≥0

T (t, λ)U

é limitado. Se a família de semigrupo é coletivamente assintoticamente suave, então

família de atratores globais é semicontínua superiormente em λ.
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Demonstração. Suponha que H seja um conjunto compacto de X. Então Aλ atrai H,

para cada λ ∈ Λ. Sendo cada Aλ limitado, então

V =
∪
λ∈Λ

∪
t≥0

Tλ(t)Aλ

é limitado. Note que, para cada λ ∈ Λ,

Tλ(t)Aλ = Aλ, t ≥ 0.

Assim

V =
∪
λ∈λ

Aλ,

atrai H. Logo, V é um conjunto limitado que atrai os compactos de X. Pelo Teorema

1.21 Aλ é semicontínua superiormente.

1.5 Teorema de Existência e Unicidade em Espaços

de Banach

Nesta seção, seguimos resultados de [2], [7], [15] e [26], os quais são repetidos aqui

para deixar o texto mais didático.

Considere, em um espaço de Banach X, a equação diferencial

ẋ = f(t, x), (1.6)

sendo

f : I ×X → X

(t, x) 7→ f(t, x),

onde f é uma função contínua, I ⊂ R e ẋ denota a derivada de x com relação a variável

t.

Uma função continuamente diferenciável ϕ : I ⊂ R → X é dita solução de (1.6)

no intervalo I se:

1. o gráfico de ϕ em I, isto é, {(t, ϕ(t)); t ∈ I} está contido no domínio de f ;

2.
d

dt
ϕ(t) = f(t, ϕ(t)) para todo t ∈ I.
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O problema de Cauchy para (1.6) com condições iniciais (t0, x0) é denotado por

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ I ×X (1.7)

Lema 1.6. O problema (1.7) é equivalente à equação integral

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds. (1.8)

Demonstração. De fato, integrando de t0 a t ambos os lados de (1.7), temos∫ t

t0

ẋ(s)ds =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Daí, pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

x(t)− x(t0) =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Portanto,

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Reciprocamente, derivando (1.8) temos

d

dt
x(t) =

d

dt
x(t0) +

d

dt

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Logo,

ẋ = f(t, x(t)), x(t0) = x0.

QuandoX = Rn, temos o clássico Teorema de Picard que garante existência e unicidade

para (1.7). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.23 (Teorema de Picard). Seja Ω = Ia × Bb, onde Ia = {t; |t − t0| ≤ a},

Bb = {x; ||x − x0|| ≤ b}. Suponha f : Ω :→ Rn contínua e lipschitziana na segunda

variável. Se |f | ≤M em Ω com M ∈ R+, então existe uma e somente uma solução de

(1.7) em Iα, onde, α = min{a, b/M}.

Demonstração. Veja [25].

No que segue, discutiremos um resultado que generaliza o Teorema de Picard.
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Teorema 1.24 (Existência Local). Sejam X um espaço de Banach e (t0, x0) ∈ R×X.

Suponha que numa vizinhança do ponto (t0, x0) a função f é contínua em t e satisfaz

a condição de Lipschitz na segunda variável, isto é, existe M ∈ R+ tal que

∥f(t, x)− f(t, y)∥ 6M∥x− y∥. (1.9)

Então existe uma vizinhança de t0 tal que o problema de Cauchy ẋ = f (t, x),

x(t0) = x0,
(1.10)

tem uma única solução.

Demonstração. Seguimos nesta demonstração a idéia dada por Daleckiï e Kreïn em

[7]. Como f é contínua em t, fixado η > 0 e x ∈ X tal que ||x− x0|| < η, então dado

ξ > 0 existe ε > 0, tal que

∥f (t, x)− f(t0, x)∥ ≤ ξ (1.11)

sempre que |t − t0| ≤ ε. Usando a hipótese de f ser Lipschitz na segunda variável,

temos

∥f (t, x)− f (t, x0)∥ 6M∥x− x0∥ ≤Mη. (1.12)

Note que, pela norma da soma

∥(t, x)− (t0, x0)∥ = ∥(t− t0, x− x0)∥ = |t− t0|+ ∥x− x0∥ ≤ ε+ η. (1.13)

Usando (1.11) e (1.12), obtemos

∥f (t, x)− f (t0, x0)∥ = ∥f (t, x)− f (t, x0) + f (t, x0)− f (t0, x0)∥

≤ ∥f (t, x)− f (t, x0)∥+ ∥f (t, x0)− f (t0, x0)∥

≤ Mη + ξ.

Portanto, fazendo τ =Mη + ξ, segue que

∥f (t, x)− f (t0, x0)∥ ≤ τ,

sempre que

∥(t, x)− (t0, x0)∥ ≤ ε+ η,
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isto é, f é contínua numa vizinhança de (t0, x0), por conseguinte f é limitada nesta

vizinhança (veja [13] Teorema 2 p.225). Logo, existe M1 > 0 tal que

∥f (t, x)∥ ≤M1 <∞. (1.14)

Agora, seja α = min
(
ε, η

M1

)
e denote por Cα (X) espaço de Banach das funções

contínuas x que são definidas para |t− t0| ≤ α assumindo valores em X, ou seja,

x : [t0 − α, t0 + α] → X

t 7→ x(t)

com norma

|||x||| = sup
|t−t0|≤α

∥x(t)∥. (1.15)

Seja

Bη = {x ∈ Cα(X) : |||x− x0||| ≤ η} .

Seja T um operador sobre Bη dado por

(Tx)(t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x(s))ds.

Note que T (Bη) ⊂ Bη. De fato, dado x ∈ Bη temos que

∥(Tx)(t)− x0∥ ≤ αM1. (1.16)

De (1.15) e (1.16) temos

|||Tx− x0||| = sup
|t−t0|≤α

∥(Tx)(t)− x0∥

≤ αM1.

Logo,

|||Tx− x0||| ≤
η

M1

M1 = η.

Portanto,

T : Bη ⊂ X → Bη.

Para simplificar a notação, vamos supor que t ≥ t0. Para t ≤ t0 a demonstração é

análoga.
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Para x1 e x2 em Bη, da hipótese de f ser Lipschitz, temos

∥(Tx2)(t)− (Tx1)(t)∥ ≤
∫ t

t0

∥f (s, x2(s))− f (s, x1(s))∥ds

≤
∫ t

t0

M∥x2(s)− x1(s)∥ds

≤
∫ t

t0

M |||x2 − x1|||ds.

Logo,

∥Tx2(t)− Tx1(t)∥ ≤M(t− t0)|||x2 − x1|||. (1.17)

Estimando agora a composição ∥(T 2x2)(t)− (T 2x1)(t)∥ e usando (1.17) obtemos

∥T (Tx2)(t)− T (Tx1)(t)∥ =

∥∥∥∥∫ t

t0

[f(s, Tx2(s))− f (s, Tx1(s))]ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

t0

∥f(s, Tx2(s))− f (s, Tx1(s))∥ds

≤
∫ t

t0

M∥(Tx2)(s)− (Tx1)(s)∥ds

≤
∫ t

t0

MM(s− t0)|||x2 − x1|||ds

= M2|||x2 − x1|||
∫ t

t0

(s− t0)ds

≤ M2 (t− t0)
2

2!
|||x2 − x1|||.

Daí,

∥(T 2x2)(t)− (T 2x1)(t)∥ ≤M2 (t− t0)
2

2!
|||x2 − x1|||.

Seguindo este procedimento, para a n-ésima composição, teremos

∥(T nx2)(t)− (T nx1)(t)∥ ≤ 1

n!
Mn(t− t0)

n|||x2 − x1|||.

Portanto,

|||(T nx2)− (T nx1)||| ≤ (Mα)n

n!
|||x2 − x1|||.

Como, para n suficientemente grande, 0 < (Mα)n

n!
< 1, pois n! cresce mais rapidamente

do que (Mα)n, segue que o operador T possui um único ponto fixo, isto é, existe um

único x ∈ Bη tal que (Tx)(t) = x(t). Logo,

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds e x(t0) = x0.

Portanto, pelo Lema 1.6 segue que x(t) satisfaz (1.7).
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Observação 1.4. O Teorema 1.24 afirma apenas a existência de soluções em uma certa

vizinhança do ponto t0, mas, tendo construído uma solução no intervalo [t0− δ, t0+ δ],

podemos tentar estender um pouco mais adiante. É óbvio que podemos continuar tal

procedimento indefinidamente se, por exemplo, as condições (1.9) e (1.14) são satis-

feitas para todo t e x ∈ X com mesmas constantes M e M1. Em particular se as

condições (1.9) e (1.14) estão satisfeitas para todo t ∈ [α,∞), ∥x − x0∥ ≤ η, para

algum α ∈ R, e a solução x de (1.6) é tal que ∥x(t) − x0∥ ≤ η0 < η, então podemos

estender indefinidamente quando t→ ∞.

Se impusermoss exigências de caráter global sobre f , podemos conseguir soluções

globais sem hipótese prévia no seu comportamento (veja [7]).

Teorema 1.25 (Existência Global). Suponha que exista um domínio [a, b]×X em que

a função f é contínua em t e satisfaz a condição de Lipschitz na segunda variável.

Então para todo (t0, x0) ∈ [a, b] × X, o problema de Cauchy (1.10) possui uma única

solução ϕ : [a, b] → X tal que x = ϕ(t) .

Demonstração. A prova é análoga à prova do Teorema 1.24. Basta notar que:

1. a hipótese do teorema implica na limitação de f em [a, b] × S, onde S é um

subconjunto compacto arbitrário de X, e que

2. o papel de Bη é feito pelo espaço C(X), das funções contínuas x : [a, b] → X

munido da norma

|||x||| = sup
t∈[a,b]

∥x(t)∥.

Portanto, segue-se o resultado.

Observação 1.5. Note que no caso da equação (1.6) ser autônoma, ou seja, f não

depende explicitamente de t, então f é contínua em t para todo t ∈ R e, portanto, os

Teoremas 1.24 e 1.25 se aplicam. Em particular, se f é globalmente Lipschitz, temos

que existe uma única solução global do problema de Cauchy (1.10),(veja [2]).

Para o caso particular de sistemas autônomos, temos o clássico resultado, devido

a Cauchy, Lipschitz e Picard, dado abaixo:
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Teorema 1.26 (Cauchy-Lipschitz-Picard, [6]). Sejam X um espaço de Banach e F :

X → X uma aplicação tal que

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀ x, y ∈ X (L ∈ R+).

Então, para todo x0 ∈ X, existe x ∈ C1 ([0,∞), X) tal que dx
dt

= F (x)

x(0) = x0.
(1.18)

Demonstração. Pelo Lema 1.6, resolver (1.18) é equivalente a achar x ∈ C1 ([0,∞), X)

tal que

x(t) = x0 +

∫ t

0

F (x(s))ds. (1.19)

Defina,

E = {x ∈ C1([0,∞), X) : sup
t≥0

e−kt∥x(t)∥ <∞},

para alguma constante k > 0, a ser fixada posteriormente.

Afirmação 1: E é um espaço de Banach com a norma

∥x∥E = sup
t≥0

e−kt∥x(t)∥, k > 0.

De fato, seja (xn) uma sequência de Cauchy em E. Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

∥xm − xn∥E = sup
t≥0

e−kt∥xm(t)− xn(t)∥ < ε, para m,n > n0. (1.20)

Daí,

e−kt∥xm(t)− xn(t)∥ < ε, para todo m,n > n0, t ≥ 0. (1.21)

Para cada t ∈ [0,∞), fixado, segue de (1.21) que a sequência (x1(t), x2(t), . . .) é de

Cauchy em X. Assim, existe xt ∈ X tal que

xn(t) → xt quando n→ ∞.

Defina

x : [0,∞) → X,

tal que

x(t) = xt = lim
n→∞

xn(t), ∀ t ≥ 0.
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Observe que x ∈ E e xn → x em E. De fato, começamos notando que, como xn é uma

sequência de Cauchy em E, xn é limitada em E. De fato, fixando ε = 1, existe n0 ∈ N

tal que se n,m ≥ n0 então

∥xm − xn∥E < 1,

ou seja, se n ≥ n0 então

∥xn0 − xn∥E < 1,

o que mostra que a sequência é limitada por max{∥x0∥E, ..., ∥xn0−1∥E, ∥xn0∥E + 1}.

Daí, existe uma constante c > 0 tal que

∥xn∥E = sup
t≥0

e−kt∥xn(t)∥

≤ c.

Por outro lado, pela definição de supremo, temos

e−kt∥xn(t)∥ ≤ sup
t≥0

e−kt∥xn(t)∥

= ∥xn∥E.

Daí,

e−kt∥xn(t)∥ ≤ c,

para todo n ∈ N, t ≥ 0 e k > 0 fixo. Passando ao limite nesta última desigualdade,

quando n→ ∞, obtemos

e−kt∥x(t)∥ ≤ c.

Donde,

∥x∥E = sup
t≥0

e−kt∥x(t)∥ ≤ c,

portanto, x ∈ E Para concluírmos a afirmação é suficiente verificarmos que

xn → x, uniformemente em [0,∞).

Para isso, note que, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

∥xm(t)− xn(t)∥ <
ε

2
, (1.22)

para todo m,n ≥ n0 e qualquer t ∈ [0,∞). Então, fazendo m → ∞ em (1.22)

concluímos que, para n > n0

∥x(t)− xn(t)∥ ≤ ε

2
< ε,
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para todo t ∈ [0,∞), ou seja xn → x uniformemente em [0,∞).

Além disso, para todo x ∈ E, a função

(Φx) (t) = x0 +

∫ t

0

F (x(s))ds,

pertence a E. De fato,

1. a continuidade de Φ segue do fato de termos uma soma de funções contínuas.

2. mostraremos que ∥Φ(x)∥E <∞. Com efeito,

∥Φ(x)∥E = sup
t≥0

e−kt∥ (Φx) (t)∥

= sup
t≥0

e−kt

∥∥∥∥x0 + ∫ t

0

F (x(s))ds

∥∥∥∥ .
Daí,

∥Φ(x)∥E ≤ sup
t≥0

e−kt∥x0∥+ sup
t≥0

e−kt

∥∥∥∥∫ t

0

F (x(s))ds

∥∥∥∥.
A primeira parcela do lado direito desta última desigualdade claramente é finita.

Para mostrarmos a finitude da segunda parcela, começamos observando que,

sup
t≥0

e−kt

∥∥∥∥∫ t

0

F (x(s))ds

∥∥∥∥ ≤ sup
t≥0

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds.

Mas, usando a desigualdade triangular, temos∫ t

0

∥F (x(s))− F (0) + F (0)∥ds ≤
∫ t

0

∥F (x(s))− F (0)∥ds+
∫ t

0

∥F (0)∥ds,

e usando a propriedade de F ser lipschitziana (com constante de Lipschitz L) no

primeiro termo após a desigualdade, temos∫ t

0

∥F (x(s)∥ds ≤
∫ t

0

L∥x(s)∥ds+
∫ t

0

∥F (0)∥ds.

Como ∥F (0)∥ não depende de s, segue que∫ t

0

∥F (x(s)∥ds ≤
∫ t

0

L∥x(s)∥ds+ ∥F (0)∥t.

Multiplicamos a expressão acima pelo número positivo e−kt (onde k será deter-

minado posteriormente) obtemos,

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds ≤
∫ t

0

e−ktL∥x(s)∥ds+ e−kt∥F (0)∥t.
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Daí

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds ≤
∫ t

0

Le−ktekse−ks∥x(s)∥ds+ e−kt∥F (0)∥t. (1.23)

Considere o conjunto

G = {e−kt∥F (0)∥t; t ≥ 0}.

Este conjunto é limitado superiormente por ∥F (0)∥
ke

. Com efeito, considere a função

g : [0,∞) → X definida como

g(t) = e−kt∥F (0)∥t.

Derivando com relação a t, temos,

g′(t) =
∥F (0)∥ − ∥F (0)∥tk

ekt
,

o que implica que g tem um máximo local em t = 1
k
. Como a função g está definida

em um domínio conexo, é contínua, g′(t) > 0, para todo t < 1
k

e g′(t) < 0, para

todo t > 1
k
, segue que este máximo é global, implicando que G é um conjunto

limitado superiormente. Portanto supG existe e é finito, o qual denotamos por

m.

Daí, aplicando o sup em ambos os lados de (1.23) temos

sup
t≥0

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds ≤ sup
t≥0

e−kt

∫ t

0

Le−ktekse−ks∥x(s)∥ds+m.

= L∥x∥E
∫ t

0

e−kteksds+m

= L∥x∥Ee−kt

∫ t

0

eksds+m

= L∥x∥Ee−kt

[
1

k
eks
∣∣∣∣t
0

]
+m

= L∥x∥Ee−kt

[
ekt

k
− 1

k

]
+m

= L∥x∥E
[
1

k
− e−kt

k

]
+m.

Portanto,

sup
t≥0

e−kt

∫ t

0

∥F (x(s))∥ds ≤ L∥x∥E
1

k
+m <∞.
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Afirmação 2: Se escolhermos k > L, Φ é uma contração.

De fato,

∥Φ(x(s))− Φ(y(s))∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

[F (x(s))− F (y(s))]ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

∥F (x(s))− F (y(s))∥ds

≤
∫ t

0

L∥x(s)− y(s)∥ds.

Daí, multiplicando ambos os lados por e−kt e procedendo como em (ii), obtemos

∥Φ(x)− Φ(y)∥E ≤ L

k
∥x− y∥E.

Portanto, se k > L, Φ é uma contração, logo possui um único ponto fixo x, o qual

satisfaz (1.19) e consequentemente satisfaz (1.18).

Unicidade: Sejam x e x̄, duas soluções de (1.18). Sendo

φ(t) = ∥x(t)− x̄(t)∥,

temos, por (1.19),

φ(t) = ∥x(t)− x̄(t)∥

≤
∫ t

0

∥F (x(s))− F (x̄(s))∥ds

≤ L

∫ t

0

∥x(s)− x̄(s)∥ds

= L

∫ t

0

φ(s)ds.

Logo,

φ(t) ≤ L

∫ t

0

φ(s)ds, ∀, t ≥ 0.

Portanto, a unicidade segue do Lema de Gronwall.

Lema 1.7 (Lema de Gronwall). Sejam u, v funções contínuas não negativas em [a, b]

tais que para α ≥ 0 satisfazem a desiguadade

u(t) ≤ α +

∫ b

a

v(s)u(s)ds, t ∈ [a, b]. (1.24)

Então

u(t) ≤ α exp

(∫ b

a

v(v)

)
ds.

Em particular, se α = 0, então u ≡ 0.
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Demonstração. Suponha α > 0. Seja

w(t) = α +

∫ t

a

v(s)u(s)ds.

Note que,

w(a) = α e w(t) ≥ α > 0. (1.25)

Derivando w, obtemos

w′(t) = v(t)u(t).

Usando a expressão dade em (1.24), obtemos

w′(t) ≤ v(t)w(t).

Usando (1.25) podemos escrever a última expressão na forma

w′(t)

w(t)
≤ v(t).

Integrando de a ate t, obtemos∫ t

a

w′(s)

w(s)
ds ≤

∫ t

a

v(s)ds ⇒ ln(w(s))

∣∣∣∣t
a

≤
∫ t

a

v(s)ds

⇒ ln(w(t))− ln(w(a)) ≤
∫ t

a

v(s)ds

⇒ ln

(
w(t)

w(a)

)
≤
∫ t

a

v(s)ds

⇒ ln

(
w(t)

α

)
≤
∫ t

a

v(s)ds.

“Aplicando” exponencial em ambos os menbros, obtemos

w(t)

α
≤ exp

(∫ t

a

v(s)ds

)
.

Logo

w(t) ≤ α exp

(∫ t

a

v(s)ds

)
.

Se α = 0, sabemos que o resultado é válido para todo α′ > 0. Isto é,

u(t) ≤ α′
(∫ t

a

v(s)ds

)
.

Fazendo α′ → α = 0, obtemos

lim
α′→0

u(t) ≤ lim
α′→0

α′ exp

(∫ t

a

v(s)ds

)
⇒ u(t) ≤ 0.

Sendo u(t) não negativa segue que u(t) = 0, para todo t ∈ [a, b]. Portanto u ≡ 0.
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Proposição 1.27. Sendo F : X → X Lipschitz, ou seja, existe M > 0 tal que

||F (x)− F (y)|| ≤M ||x− y||,

então a solução de x′ = F (x) é contínua com relação a condição inicial.

Demonstração. Sejam x(t, x0) e x(t, x1) soluções de x′ = F (x) com condições iniciais

x0 e x1, respectivamente. Então

||x(t, x0)− x(t, x1)|| ≤ ||x0 − x1||+
∫ t

t0

||F (x(s, x0))− F (x(s, x1))||ds

≤ ||x0 − x1||+
∫ t

t0

M ||x(s, x0)− x(s, x1)||.

Logo, usando o Lema de Gronwall,

||x(t, x0)− x(t, x1)|| ≤Met−t0 ||x0 − x1||.

Observação 1.6. Quando a função F é da forma

F (x) = −Ax+ f(x),

onde A ∈ L(M), a solução de x′ = F (x) é dada por

x(t, x0) = e−A(t−t0)x0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(x(s))ds (1.26)

De fato, multiplicando por eAt, temos

eAtx′ + eAtAx = eAtf(x).

Note que
d

dt
(eAtx) = eAtx′ + eAtAx,

assim
d

dt
(eAtx) = eAtf(x).

Integrando ambos os membros, obtemos∫ t

t0

d

dt
(eAsx)dt =

∫ t

t0

eAsf(x(s))dt.
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Daí,

eAtx− eAt0x0 =

∫ t

t0

eAsf(x(s))dt.

Logo

x(t) = e−A(t−t0) +

∫ t

t0

e−A(s−t0)f(x(s))dt.

A equação (1.26) é chamada de formula de variação das constantes.

Observação 1.7. Definindo a família de operadores

T (t) : X → X

x 7→ T (t)x,

onde T (t)x = φ(t, x), sendo φ(t, x) a solução de x′ = F (x) que vale x0 quando t = t0,

define um C0-semigrupo. De fato, começamos observando que

T (0)x = φ(0, x) = x, ∀x ∈ X.

Logo T (0) = I. Já que, por unicidade de solução,

φ(t+ s, x) = φ(t, φ(s, x)),

segue que

T (t+ s)x = T (t)φ(s, x) = T (t)T (s)x, ∀x ∈ X,

ou seja,

T (t+ s) = T (t)T (s)

Além disso, usando a Proposição 1.27, obtemos que T (t)x é contínua.



Capítulo 2

Existência de Atratores Globais para

Campos Neurais

Neste capítulo, seguindo as técnicas de [22] e [23], estudamos a existência de um

atrator global para o fluxo da equação de campos neurais em RN .

2.1 Introdução

Consideramos a equação de evolução não-local

∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) + J ∗ (f ◦ u)(x, t) + h, h > 0, (2.1)

onde u(x, t) é uma função real definida em RN × R+, h é uma constante positiva,

J ∈ C1(RN) é uma função não negativa par de suporte na bola de centro na origem e

raio 1, e f é uma função não negativa não-decrescente. O símbolo ∗ acima denota o

produto convolução em RN , dado por

(J ∗ u)(x) =
∫
RN

J(x− y)u(y)dy.

A equação (2.1) foi deduzida por Wilson e Cowan, para modelar a atividade

neuronal. A função u(x, t) denota o potêncial da membrana na posição x ∈ RN e no

tempo t ≥ 0. Realisticamente, N é igual a 1, 2 ou 3, mas não restringimos os cálculos a

estes casos pois todas as estimativas são também validas para N > 3. A função conexão

J(x) determina a ligação entre os elementos na posição x e na posição y. A função

não negativa e não-decrescente f(u) dá a taxa de atividade neural correspondendo a

49
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um nível de atividade u. Os neurônios no ponto x são ditos ativos se f(u(x, t)) > 0.

O parâmetro h denota um estímulo externo aplicado uniformemente em todo o campo

neural.

Uma solução de equilíbrio de (2.1) é uma solução que é constante com relação a

t. Assim, se u é uma solução de equilíbrio de (2.1), então

−u(x) + J ∗ (f ◦ u)(x) + h = 0.

Logo u satisfaz

u(x) = J ∗ (f ◦ u)(x) + h.

Em particular, se u0 é uma solução de equilibrio constante, temos que u0 satisfaz

u0 = ||J ||L1f(u0) + h.

2.2 Boa Posição

Nesta seção provamos que, se f for Lipschitz, o problema de Cauchy dado por

(2.1) está bem posto em Lp(RN , ρ), com soluções globalmente definidas. Para isto,

vamos assumir as seguintes hipóteses sobre as funções f e ρ:

(H1) a função f : R → R é Lipschitz, isto é, existe k1 > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ k1|x− y|, ∀x, y ∈ R. (2.2)

(H2) ρ : RN → R é uma função integrável, par, positiva com
∫
RN ρ(x)dx = 1 e existe

uma constante K > 0 tal que

sup
{
ρ(x) : x ∈ RN , |x− y| ≤ 1

}
≤ Kρ(y), ∀ y ∈ RN .

De (2.2), obtemos

|f(x)| ≤ k1|x− y|+ |f(y)|.

Em particular,

|f(x)| ≤ k1|x|+ k2, (2.3)

onde k2 = |f(0)|.
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Consideramos o fluxo gerado por (2.1) no espaço Lp(RN , ρ), definido por

Lp(RN , ρ) =

{
u ∈ L1

loc(RN);

∫
RN

|u(x)|pρ(x)dx < +∞
}
,

com norma

||u||Lp(RN ,ρ) =

(∫
RN

|u(x)|pρ(x)dx
)1/p

. (2.4)

Note que com a norma dada em (2.4), a função constante igual a 1 satisfaz,

||1||Lp(RN ,ρ) =

(∫
RN

1p(x)ρ(x)dx

)1/p

=

(∫
RN

ρ(x)dx

)1/p

= 1.

O Correspondente espaço de Sobolev W k,p(RN , ρ) de ordem superior é o espaço das fun-

ções u ∈ Lp(RN , ρ) que tem derivadas até a ordem k que estão também em Lp(RN , ρ),

com norma

||u||Wk,p(RN ,ρ) =

(
k∑

i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∂iu∂xi
∣∣∣∣∣∣∣∣2

L2(RN ,ρ)

)1/2

.

Observação 2.1. Como protótipo para a função ρ temos, para o caso unidimensional,

ρ(x) =
1

π
(1 + x2)−1,

onde a hipótese (H2) é válida com K = 3, (veja [2] e [18]).

Lema 2.1. Suponha que vale a hipótese (H2), então

||J ∗ u||Lp(RN ,ρ) ≤ K1/p||J ||L1 ||u||Lp(RN ,ρ).

Demonstração. Sendo J limitado e de suporte compacto, (J ∗ u)(x) está bem definida

para u ∈ L1
loc(RN). Temos então

||J ∗ u||p
Lp(RN ,ρ)

=

∫
RN

|(J ∗ u)(x)|pρ(x)dx.

Como

(J ∗ u)(x) =
∫
RN

J(x− y)u(y)dy,

segue que

∥J ∗ u∥p
Lp(RN ,ρ)

=

∫
RN

∣∣∣∣∫
RN

J(x− y)u(y)dy

∣∣∣∣p ρ(x)dx
≤

∫
RN

(∫
RN

|J(x− y)||u(y)|dy
)p

ρ(x)dx.
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Usando que
p− 1

p
+

1

p
= 1, (2.5)

obtemos

||J ∗ u∥p
Lp(RN ,ρ)

≤
∫
RN

(∫
RN

|J(x− y)|(p−1)/p|J(x− y)|1/p|u(y)|dy
)p

ρ(x)dx.

Pela desigualdade de Hölder, obtemos

∥J ∗ u∥p
Lp(RN ,ρ)

≤

≤
∫
RN

((∫
RN

|J(x− y)|dy
)(p−1)/p(∫

RN

|J(x− y)||u(y)|pdy
)1/p

)p

ρ(x)dx

=

∫
RN

||J ||p−1
L1

(∫
RN

|J(x− y)||u(y)|pdy
)
ρ(x)dx

= ||J ||p−1
L1

∫
RN

∫
RN

|J(x− y)||u(y)|pdy ρ(x)dx.

Denotando a bola fechada de centro y e raio 1 por B[y, 1], segue que

∥J ∗ u∥p
Lp(RN ,ρ)

≤ ∥J∥p−1
L1

∫
RN

(∫
B[y,1]

J(x)ρ(x)dx
)
|u(y)|pdy

≤ ||J ||p−1
L1

∫
Rn

(∫
B[y,1]

J(x) sup
x∈[y,1]

ρ(x)dx

)
|u(y)|ρdy.

Por (H2), temos

∥J ∗ u∥p
Lp(RN ,ρ)

≤ K||J ||p−1
L1

∫
RN

ρ(y)|u(y)|p
∫
B[y,1]

J(x)dxdy. (2.6)

Note que ∫
B[y,1]

J(x)dx ≤
∫
RN

J(x)dx

= ||J ||L1 . (2.7)

Assim, de (2.7) e (2.6), segue que

||J ∗ u||p
Lp(RN ,ρ)

≤ K||J ||pL1

∫
RN

ρ(y)|u(y)|pdy

= K||J ||pL1 ||u||pLp(RN ,ρ)
.

Portanto,

||J ∗ u||Lp(RN ,ρ) ≤ K1/p||J ||L1 ||u||Lp(RN ,ρ).
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Observação 2.2. Sob a hipótese (H1), para cada u ∈ Lp(RN , ρ) temos

|J ∗ (f ◦ u)(x)| ≤ k1(J ∗ |u|)(x) + k2||J ||L1 .

De fato, por (H1), existe k2 ≥ 0 tal que

|f(x)| ≤ k1|x|+ k2.

Daí,

|J ∗ (f ◦ u)(x)| =

∣∣∣∣∫
RN

J(x− y)(f ◦ u)(y)dy
∣∣∣∣

≤
∫
RN

J(x− y)|f(u(y))|dy

≤
∫
RN

J(x− y)[k1|u(y)|+ k2]dy

=

∫
RN

J(x− y)k1|u(y)|dy +
∫
RN

J(x− y)k2dy

= k1

∫
RN

J(x− y)|u(y)|dy + k2

∫
RN

J(x− y)dy

= k1(J ∗ |u|)(x) + k2||J ||L1 .

Proposição 2.1. Suponha que valem (H1) e (H2). Então a função

F (u) = −u+ J ∗ (f ◦ u) + h

é globalmente Lipschitz em Lp(RN , ρ).

Demonstração. Pela desigualdade triangular, obtemos

||F (u)− F (v)||Lp(RN ,ρ) ≤ ||v − u||Lp(RN ,ρ) + ||J ∗ (f ◦ u)− J ∗ (f ◦ v)||Lp(RN ,ρ). (2.8)

Note que, pela linearidade da convolução,

J ∗ (f ◦ u)− J ∗ (f ◦ v) = J ∗ [(f ◦ u)− (f ◦ v)]. (2.9)

De (2.8) e (2.9), obtemos

||F (u)− F (v)||Lp(RN ,ρ) ≤ ||v − u||Lp(RN ,ρ) + ||J ∗ [(f ◦ u)− (f ◦ v)]||Lp(RN ,ρ).

Pelo Lema 2.1, segue que,

||F (u)−F (v)||Lp(RN ,ρ) ≤ ||v−u||Lp(RN ,ρ)+K
1/p||J ||L1 ||(f ◦u)− (f ◦ v)||Lp(RN ,ρ) (2.10)
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Mas

||(f ◦ u)− (f ◦ v)||p
Lp(RN ,ρ)

=

∫
RN

|(f ◦ u)− (f ◦ v)|pρ(y)dy.

Por (H1),

||(f ◦ u)− (f ◦ v)||p
Lp(RN ,ρ)

≤
∫
RN

(k1|u(y)− v(y)|)pρ(y)dy

= kp1

∫
RN

|u(y)− v(y)|pρ(y)dy

= kp1||u− v||p
Lp(RN ,ρ)

. (2.11)

De (2.10) e (2.11), obtemos

||F (u)− F (v)||Lp(RN ,ρ) ≤ ||u− v||Lp(RN ,ρ) +K1/p||J ||L1k1||u− v||Lp(RN ,ρ)

= (1 +K1/p||J ||L1k1)||u− v||Lp(RN ,ρ),

ou seja, F é globalmente Lipischitz em Lp(RN , ρ), com constante de Lipschitz M =

1 +K1/p||J ||L1k1.

Observação 2.3. Sendo o lado direiro de (2.1) uma função Lipschitziana em Lp(RN , ρ),

pelos resultados de EDO em espaço de Banach, conforme o Teorema 1.26, segue que

o problema de Cauchy associado a (2.1) está bem posto em Lp(RN , ρ), com soluções

globalmente definidas.

2.3 Existência de um Atrator Global

Nesta seção provamos a existência de um conjunto compacto, invariante, maximal

A ⊂ Lp(RN , ρ) para o fluxo de (2.1), o qual atrai cada conjunto limitado de Lp(RN , ρ).

Para isso, além de (H1) e (H2), vamos assumir as seguintes hipóteses adicionais :

(H3) a função f é limitada, isto é, existe a > 0 tal que

|f(x)| ≤ a, ∀ x ∈ RN . (2.12)

(H4) J tem derivadas parciais limitadas com

sup
x∈RN

∫
RN

∂xi
J(x− y)dy ≤ S

para alguma constante 0 < S <∞ e i = 1, · · · , N .
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Daqui em diante denotaremos por S(t) o fluxo gerado por (2.1), que é dado pela

fórmula de variação das constantes por

S(t)u = e−tu0 +

∫ t

0

e−(t−s)[J ∗ f(S(s)u) + h]ds.

Lema 2.2. Suponha que valem (H1), (H2) e (H3) e seja R = aK1/p||J ||L1 + h. Então

a bola de centro na origem de Lp(RN , ρ) e raio R+ ε é um conjunto absorvente para o

fluxo S(t) em Lp(RN , ρ) para qualquer ε > 0.

Demonstração. Seja u(x, t) a solução de (2.1) com condição inicial u0 em um conjunto

limitado (por exemplo B(0, r)). Pela fórmula da variação das constantes, temos

u(x, t) = e−tu0(x) +

∫ t

0

e−(t−s)[J ∗ (f ◦ u)(x, s) + h]ds.

Daí,

||u(·, t)||Lp(RN ,ρ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣e−tu0 +

∫ t

0

e−(t−s)[J ∗ (f ◦ u)(·, s) + h]ds

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp(RN ,ρ)

≤ e−t||u0||Lp(RN ,ρ) +

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

e−(t−s)[J ∗ (f ◦ u)(·, s) + h]ds

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp(RN ,ρ)

≤ e−t||u0||Lp(RN ,ρ) +

∫ t

0

||e−(t−s)[J ∗ (f ◦ u)(·, s) + h]||Lp(RN ,ρ)ds

≤ e−t||u0||Lp(RN ,ρ) +

∫ t

0

e−(t−s)
(
||J ∗ (f ◦ u)(·, s)||Lp(RN ,ρ) + ||h||Lp(RN ,ρ)

)
ds.

Pelo Lema 2.1, segue que

||u(·, t)||Lp(RN ,ρ) ≤

≤ e−t||u0||Lp(RN ,ρ) +

∫ t

0

e−(t−s)
(
K1/p||J ||L1||f(u(·, s))||Lp(RN ,ρ) + h

)
ds. (2.13)

Mas, sendo f limitada, conforme a hipótese (H3), segue que

||f(u(·, s))||p
Lp(RN ,ρ)

=

∫
|f(u(x, s))|pρ(x)dx

≤
∫
apρ(x)dx

= ap
∫
ρ(x)dx

= ap.
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Assim de (2.13), obtemos

||u(·, t)||Lp(RN ,ρ) ≤ e−t||u0||Lp(RN ,ρ) +

∫ t

0

e−(t−s)
(
aK1/p||J ||L1 + h

)
ds

= e−t||u0||Lp(RN ,ρ) + (aK1/p||J ||L1 + h)

∫ t

0

e−(t−s) ds

= e−t||u0||Lp(RN ,ρ) + (aK1/p||J ||L1 + h).

Daí, para t > ln
( ||u(·,0)||

Lp(RN,ρ)

ε

)
, segue que ||u(·, t)||Lp(RN ,ρ) < R + ε.

Lema 2.3. Suponha que valem as hipóteses (H1) - (H4). Então, para cada η > 0,

existe tη tal que S(tη)B(0, R+ ε) tem uma cobertura finita por bolas em Lp(RN , ρ) com

raio menor que η.

Demonstração. Pelo Lema 2.2, segue que B(0, R + ε) é invariante. Como as soluções

de (2.1) com a condição inicial u0 ∈ B(0, R + ε) é dada, pela fórmula da variação das

constantes, por

u(x, t) = e−tu0 +

∫ t

0

e−(t−s)[(J ∗ (f ◦ u))(x, s) + h]ds,

escrevemos,

v(x, t) = e−tu0(x) e w(x, t) =
∫ t

0

e−(t−s)[(J ∗ (f ◦ u))(x, s) + h]ds.

Dado η > 0, é possível encontrar t(η) tal que,

t ≥ t(η) ⇒ ||v(·, t)||Lp(RN ,ρ) ≤
η

2
.

De fato,

||v(·, t)||Lp(RN ,ρ) = e−t||u0||Lp(RN ,ρ),

para

t ≥ ln

(
2||u0||Lp(RN ,ρ)

η

)
,

temos

||v(·, t)||Lp(RN ,ρ) ≤ e
−ln

(
2||u0||Lp(RN,ρ)

η

)
· ||u0||Lp(RN ,ρ)

=
η

2||u0||Lp(RN ,ρ)

||u0||Lp(RN ,ρ)

=
η

2
.
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Agora, usando (H3), obtemos

||J ∗ (f ◦ u)(·, s)||p
Lp(RN ,ρ)

=

∫
RN

|J ∗ (f ◦ u)(x, s)|pρ(x)dx

=

∫
RN

∣∣∣∣∫
RN

J(x− y)f(u(y))dy

∣∣∣∣p ρ(x)dx
≤

∫
RN

(∫
RN

J(x− y)|f(u(y))|dy
)p

ρ(x)dx

≤
∫
RN

(
a

∫
RN

J(x− y)dy

)p

ρ(x)dx

=

∫
RN

(a||J ||L1)pρ(x)dx

= (a||J ||L1)p
∫
RN

ρ(x)dx

= (a||J ||L1)p.

Assim,

||J ∗ (f ◦ u)(·, s)||Lp(RN ,ρ) ≤ a||J ||L1 .

Daí

∥w(·, t)∥Lp(RN ,ρ) ≤
∫ t

0

e−(t−s)(∥J ∗ (f ◦ u)(·, s)∥Lp(RN ,ρ) + ∥h∥Lp(RN ,ρ))ds

≤
∫ t

0

e−(t−s)(a∥J∥L1 + h)ds

≤ a∥J∥L1 + h. (2.14)

Por outro lado, por (H3), temos

|w(x, t)| ≤
∫ t

0

e−(t−s)[|J ∗ (f ◦ u)(x, s)|+ h]ds

=

∫ t

0

e−(t−s)

[∣∣∣∣∫
RN

J(x− y)f(u(y, t))dy

∣∣∣∣+ h

]
ds

≤
∫ t

0

e−(t−s)

(∫
RN

J(x− y)|f(u(y, t))|dy + h

)
ds

≤
∫ t

0

e−(t−s)

(
a

∫
RN

J(x− y)dy + h

)
ds

=

∫ t

0

e−(t−s) (a||J ||L1 + h) ds

≤ a||J ||L1 + h. (2.15)

Além disso, diferenciando w(x, t) com respeito a xi, para t ≥ 0, temos

∂w

∂xi
(x, t) =

∫ t

0

e−(t−s)∂xi
J ∗ (f ◦ u)(x, s)ds, i = 1, · · · , N.
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Assim ∣∣∣∣ ∂w∂xi (x, t)
∣∣∣∣ ≤

∫ t

0

e−(t−s)|∂xi
J ∗ (f ◦ u)(x, s)|ds.

Mas, usando (H4), obtemos

|∂xi
J ∗ (f ◦ u)(x, s)| ≤

∫
RN

a |∂xi
J(x− y)| dy

≤ aS <∞,

então segue que, ∣∣∣∣ ∂w∂xi (x, t)
∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

e−(t−s)aS ds ≤ aS <∞. (2.16)

Agora escolhemos l > 0 tal que

(a∥J∥L1 + h)

(∫
RN

(1− χB[0,l])
p2/(p−1)(x)ρ(x)dx

)(p−1)/p2

≤ η

4
, (2.17)

onde χB[0,l] denota a função característica da bola B[0, l]. Então, usando (2.14), (2.15)

e (2.17), obtemos

∥(1− χB[0,l])(·)w(·, t)∥pLP (RN ,ρ)
=

∫
RN

|(1− χB[0,l])(x)w(x, t)|pρ(x)dx

=

∫
RN

|(1− χB[0,l])(x)|p|w(x, t)|pρ(x)dx.

Usando a desiguadade de Hölder e (2.15), segue que

∥(1− χB[0,l])(·)w(·, t)∥pLp(RN ,ρ)
=

=

∫
RN

|w(x, t)|ρ(x)1/p|(1− χB[0,l])(x)|p|w(x, t)|p−1ρ(x)(p−1)/pdx

≤
(∫

RN

|w(x, t)|pρ(x)dx
)1/p(∫

RN

|(1− χB[0,l])(x)|p
2/(p−1)|w(x, t)|pρ(x)dx

)(p−1)/p

= ||w(·, t)||Lp(RN ,ρ)

(∫
RN

|(1− χB[0,l])(x)|p
2/(p−1)|w(x, t)|pρ(x)dx

)(p−1)/p

≤ (a||J ||L1 + h)

(∫
RN

|(1− χB[0,l])(x)|p
2/(p−1)(a||J ||L1 + h)pρ(x)dx

)(p−1)/p

= (a||J ||L1 + h)p
(∫

RN

|(1− χB[0,l])(x)|p
2/(p−1)ρ(x)dx

)(p−1)/p

≤ η

4
.

De (2.15) and (2.16), segue que a restrição de w(·, t) à bola B[0, l] é limitado em

W 1,p(B[0, l]) (por uma constante independente de u0 ∈ B(0, R + ε) e de t), portanto
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o conjunto {χB[0,l]w(·, t)} com w(·, 0) ∈ B(0, R + ε) é um subconjunto relativamente

compacto de Lp(RN , ρ) para qualquer t > 0 e, com isso, pode ser coberto por um

número finito de bolas com raio menor que η
4
.

Portanto, sendo

u(·, t) = v(·, t) + χB[0,l]w(·, t) + (1− χB[0,l])w(·, t),

segue que S(tη)B(0, R + ε) tem uma cobertura finita por bolas de Lp(RN , ρ) com raio

menor que η, e o resultado está provado.

Teorema 2.2. Considere as mesmas hipóteses do Lema 2.3. Então A = ω(B(0, R)) é

um atrator global para o fluxo S(t) gerado por (2.1) em Lp(RN , ρ), o qual está contido

em uma bola de raio R.

Demonstração. Já sabemos que o conjunto ω-limite é um conjunto fechado e invariante.

Provemos que A é um conjunto compacto. Com efeito, pelo Lema 2.2, o conjunto A

está contido na bola B(0, R) em Lp(RN , ρ), ou seja,

A ⊂ B(0, R).

Operando com S(t), obtemos

S(t)A ⊂ S(t)B(0, R), para t ≥ 0.

Sendo A invariante pelo fluxo S(t), segue que

S(t)A = A, para t ≥ 0.

Daí,

A ⊂ S(t)B(0, R), para t ≥ 0.

Pelo Lema 2.3, dado η > 0, existe tη tal que A tem uma cobertura finita por bolas de

Lp(RN , ρ) com raio menor que η. Como η > 0 é arbitrário, segue que a medida de não

compacidade de A é zero, isto é, α(A) = 0 (veja Apêndice A). Pelo Lema A.2, A é

relativamente compacto. Sendo A fechado, segue que A é compacto. Provemos agora

que A atrai os conjuntos limitados de Lp(RN , ρ). Seja D um conjunto limitado, sendo

B(0, R) um conjunto absorvente, existe t0 > 0, tal que

S(t)D ⊂ B(0, R), ∀ t ≥ t0.
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Então

ω(D) ⊂ A.

De fato, seja z ∈ ω(D), então existem sequências (zn) em D e tn → ∞ tais que

S(tn)zn → z quando n→ ∞. Para tn ≥ t0, temos

S(tn)zn ∈ B(0, R).

Note que, quando n→ ∞,

S(tn)S(t0)zn → S(t0)z.

Por outro lado,

S(t0)z = S(t0) lim
n→∞

S(tn)zn

= lim
n→∞

S(t0)S(tn)zn

= lim
n→∞

S(t0 + tn)zn

= z.

Assim, existem (S(t0)zn) uma sequência em B(0, R) e tn → ∞ tais que

S(tn)S(t0)zn → z.

Então, por definição, z ∈ A. Portanto A é um atrator global para o fluxo S(t) gerado

por (2.1).

Observação 2.4. Note que, em particular A é um conjunto limitado, que atrai cada

conjunto limitado B de X. Portanto, por definição, S(t) é limitado dissipativo. Além

disso, segue dos Teoremas 1.13 e 2.2 que o semigrupo S(t) é assintoticamente suave.



Capítulo 3

Limitação e Semicontinuidade

Superior dos Atratores Globais

Nesse capítulo encontramos uma estimativa uniforme para o atrator, cuja exis-

tência foi provado no Teorema 2.2. Além disso, estudamos a semicontinuidade superior

desses atratores com relação as variações de J .

3.1 Resultados de Limitação

Vimos no Teorema 2.2 que o atrator global A está contido na bola de centro na

origem de Lp(RN , ρ) e raio R = aK
1
p∥J∥L1 + h. Nesta seção provamos resultados de

limitação para o atrator em outros espaços.

Teorema 3.1. Considere as mesmas hipóteses do Teorema 2.2 e que existe uma cons-

tante positiva M tal que ρ(x) ≤ M , para todo x ∈ RN . Então o atrator A é limitado

em

C1
ρ(RN) =

{
u ∈ C1(RN);

(
sup
x∈RN

|u(x)|ρ(x) + sup
x∈RN

∣∣∣∣∂u(x)∂x

∣∣∣∣ ρ(x)) <∞
}
.

Demonstração. Seja u(x, t) uma solução de (2.1) em A. Então, pela fórmula da varia-

ção das constantes,

u(x, t) = e−(t−t0)u(x, t0) +

∫ t

t0

e−(t−s)[J ∗ (f ◦ u)(x, s) + h]ds. (3.1)

Pelo Teorema 2.2, segue que ||u(·, t)||Lp(RN ,ρ) ≤ R, onde R = aK1/p||J ||L1 +h. Fazendo
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t0 → −∞, obtemos

u(x, t) =

∫ t

−∞
e−(t−s)[J ∗ (f ◦ u)(x, s) + h]ds, (3.2)

onde a igualdade em (3.2) é no sentido de Lp(RN , ρ).

Usando (3.2) e (H3), obtemos

|u(x, t)| ≤
∫ t

−∞
e−(t−s)|J ∗ (f ◦ u)(x, s) + h|ds

≤
∫ t

−∞
e−(t−s)

(∫
Rn

J(x− y) |f(u(y))| dy + h

)
ds

≤
∫ t

−∞
e−(t−s)

(
a

∫
Rn

J(x− y)dy + h

)
ds

=

∫ t

−∞
e−(t−s)(a||J ||L1 + h)ds

= a||J ||L1 + h.

Desde que ρ(x) ≤M , para todo x ∈ RN , segue que

sup
x∈RN

|u(x, t)|ρ(x) ≤M(a||J ||L1 + h).

Agora, usando que J ∈ C1(RN), de (3.2), segue que u(x, t) é diferenciável com

relação a xi, i = 1, . . . , N , e

∂u(x, t)

∂xi
=

∂

∂xi

∫ t

−∞
e−(t−s)[J ∗ (f ◦ u)(x, s) + h]ds

=

∫ t

−∞
e−(t−s) ∂

∂xi
[(J ∗ (f ◦ u))(x, s) + h] ds

=

∫ t

−∞
e−(t−s)

[
∂

∂xi

(∫
RN

J(x− y)f(u(y))dy + h

)]
ds

=

∫ t

−∞
e−(t−s)

[∫
RN

∂

∂xi
J(x− y)f(u(y))dy

]
ds

=

∫ t

−∞
e−(t−s)[∂xi

J ∗ (f ◦ u)(x, s)]ds. (3.3)

Daí, usando (H3) e (H4) e procedendo como na prova do Lema 2.3, obtemos∣∣∣∣∂u(x, t)∂xi

∣∣∣∣ ≤
∫ t

−∞
e−(t−s)|∂xi

J ∗ (f ◦ u)(x, s)|ds

≤ aS.

Assim, usando novamente que ρ(x) ≤M para todo x ∈ RN , obtemos

sup
x∈RN

∣∣∣∣∂u(x, t)∂xi

∣∣∣∣ ρ(x) ≤ aSM.

Isto conclui o resultado.
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Observação 3.1. Se supormos que J ∈ Cr(RN), então o atrator A é limidado em

Cr
ρ(RN).

Teorema 3.2. Supondo as mesmas hipóteses do Teorema 2.2, então o atrator A per-

tence a bola || · ||∞ ≤ r, onde r = a||J ||L1 + h.

Demonstração. Seja u(x, t) uma solução de (2.1) em A. Então, como visto em (3.2),

u(x, t) =

∫ t

−∞
e−(t−s)[J ∗ (f ◦ u)(x, s) + h]ds,

onde a igualdade acima é no sentido de Lp(RN , ρ). Daí, usando (H3), obtemos

|u(x, t)| ≤
∫ t

−∞
e−(t−s)[|J ∗ (f ◦ u)(x, s)|+ h]ds

≤
∫ t

−∞
(a∥J∥L1 + h)e−(t−s)ds

=

∫ t

−∞
re−(t−s)ds = r.

O que prova o teorema.

3.2 Semicontinuidade Superior

Uma questão natural a ser examinada é a dependência desses atratores em relação

a função J presente em (2.1). Denotaremos por AJ o atrator global cuja existência foi

provado no Teorema 2.2.

Nessa seção, provamos que a família de atratores é semicontínua superiormente

em Lp(RN , ρ), com relação a função J em J0, com J ∈ C1(RN) não negativa, par e

com suporte na bola B[0, 1].

Lema 3.1. Supondo (H1),(H2) e (H3), o fluxo SJ(t) é contínuo com relação as varia-

ções de J , na L1-norma, em J0, uniformemente para t ∈ [0, b] com b < ∞ e u em um

conjunto limitado.

Demonstração. Seja u ∈ Lp(RN , ρ). A solução de (2.1) com condição inicial u é dada,

pela fórmula da variação das constantes, por

S(t)u = e−(t−t0)S(t0)u+

∫ t

t0

e−(t−s)[J ∗ (f ◦ S(s)u) + h]ds.
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Sem perda de generalidade, podemos supor que t0 = 0. Então,

SJ(t)u = e−tu0 +

∫ t

0

e−(t−s)[J ∗ (f ◦ SJ(s)u) + h]ds.

Seja J0 ∈ C1(RN) uma função par, não negativa, com suporte na bola B[0, 1], b > 0

e D um conjunto limitado em Lp(RN , ρ), por exemplo a bola B(0, R). Dado ε > 0,

queremos encontrar δ > 0 tal que

||J − J0||L1 < δ =⇒ ||SJ(t)u− SJ0(t)u||Lp(RN ,ρ) < ε,

para t ∈ [0, b] e u ∈ D. Primeiramente, observe que, sendo D limitado, existe C > 0

tal que D esta contido em um bola de raio C e centro na origem de Lp(RN , ρ), ou seja,

D ⊂ B(0, C).

Tomando

M = max{R,C},

segue que

||u(·, t)||Lp(RN ,ρ) ≤M, ∀ u ∈ D.

Temos ainda,

||SJ(t)u− SJ0(t)u||Lp(RN ,ρ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

e−(t−s)[J ∗ (f ◦ SJ(s)u) + h]ds−
∫ t

0

e−(t−s)[J0 ∗ (f ◦ SJ0(s)u) + h]ds

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp(RN ,ρ)

≤
∫ t

0

e−(t−s)||J ∗ (f ◦ SJ(s)u)− J0 ∗ (f ◦ SJ0(s)u)||Lp(RN ,ρ)ds.

Somando e subtraindo o termo

J0 ∗ (f ◦ SJ(s)u)

obtemos

||SJ(t)u− SJ0(t)u||Lp(RN ,ρ) ≤

≤
∫ t

0

e−(t−s)||(J − J0) ∗ (f ◦ SJ(s)u) + J0 ∗ [f ◦ SJ(s)u− f ◦ SJ0(s)u]||Lp(RN ,ρ)

≤
∫ t

0

e−(t−s)
[
||(J − J0) ∗ (f ◦ SJ(s)u)||Lp(RN ,ρ)

+||J0 ∗ [f ◦ SJ(s)u− f ◦ SJ0(s)u]||Lp(RN ,ρ)

]
ds.
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Pelo Lema 2.1, obtemos

||SJ(t)u− SJ0(t)u||Lp(RN ,ρ) ≤

≤
∫ t

0

e−(t−s)[K1/p||J − J0||L1 ||f ◦ SJ(s)u||Lp(RN ,ρ) +

+ K1/p||J0||L1 ||f ◦ SJ(s)u− f ◦ SJ0(s)u||Lp(RN ,ρ)]ds. (3.4)

Usando (H3), obtemos

||f ◦ SJ(s)u||Lp(RN ,ρ) ≤ a (3.5)

e, usando (H1), obtemos

||f ◦ SJ(s)u− f ◦ SJ0(s)u||Lp(RN ,ρ) ≤ k1||SJ(s)u− SJ0(s)u||Lp(RN ,ρ). (3.6)

Logo, de (3.4), (3.5) e (3.6), segue que

||SJ(t)u− SJ0(t)u||Lp(RN ,ρ) ≤

≤ aK1/p||J − J0||L1

∫ t

0

e−(t−s)ds+

+

∫ t

0

e−(t−s)aK1/p||J0||L1k1||SJ(s)u− SJ0(s)u||Lp(RN ,ρ)ds

≤ aK1/p||J − J0||L1 +

∫ t

0

e−(t−s)K1/p||J0||L1k1||SJ(s)u− SJ0(s)u||Lp(RN ,ρ)ds.

Multiplicando ambos os membros por et, obtemos

et||SJ(t)u− SJ0(t)u||Lp(RN ,ρ) ≤

≤ etaK1/p||J − J0||L1 +

∫ t

0

esK1/p||J0||L1k1||SJ(s)u− SJ0(s)u||Lp(RN ,ρ)ds.

Pelo Lema de Gronwall, segue que

||SJ(t)u− SJ0(t)u||Lp(RN ,ρ) ≤ aK1/p||J − J0||L1ete(K
1/p||J0||L1k1)t

≤ aK1/p||J − J0||L1e(K
1/p||J0||L1k1+1)b,

pois t ∈ [0, b]. Logo escolhendo

δ =
ε

aK1/pe(K
1/p||J0||L1k1+1)b

,

segue que

||J − J0||L1 < δ ⇒ ||SJ(t)u− SJ0(t)u||Lp(RN ,ρ) < ε,

o que prova o lema.
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Teorema 3.3. Suponha as hipóteses do Lema 3.1. Então a família de atratores AJ é

semicontínua superiormente com respeito a J em J0.

Demonstração. Pelas hipóteses do teorema, para todo J ∈ C1(RN), suficientemente

próximo de J0 na L1-norma, não negativa, par, com suporte em B[0, 1], o atrator, AJ ,

dado pelo Teorema 2.2, está na bola B[0, R] em Lp(RN , ρ). Assim∪
J

AJ ⊂ B[0, R].

Como AJ0 é um atrator global e B[0, R] é um conjunto limitado, então dado ε > 0,

existe t∗ > 0 tal que

SJ0(t)B[0, R] ⊂ Aε/2
J0

(3.7)

para todo t ≥ t∗, onde Aε/2
J0

é a ε
2
-vizinhança de AJ0 . Do Lema 3.1, temos que SJ(t

∗)

é contínua em J0, uniformemente para u em um conjunto limitado e t em compacto.

Assim, existe δ > 0 tal que

||J − J0||L1 < δ ⇒ ||SJ(t
∗)u− SJ0(t

∗)u||Lp(RN ,ρ) <
ε

2
, ∀ u ∈ B[0, R]. (3.8)

Mostraremos que se

||J − J0||L1 < δ ⇒ AJ ⊂ Aε
J0
.

De fato, seja u ∈ AJ , como AJ é invariante,

S(t)AJ = AJ ,

então

v = S(−t∗)u ∈ AJ .

Pelo Teorema 2.2,

AJ ⊂ B[0, R].

Então, por (3.7), obtemos

SJ0(t
∗)v ∈ Aε/2

J0
,

e por (3.8),

||SJ(t
∗)v − SJ0(t

∗)v||Lp(RN ,ρ) <
ε

2
.

Assim, por (3.7) e (3.8),

u = SJ(t
∗)SJ(−t∗)u = SJ(t

∗)v ∈ Aε
J0
.
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Daí,

||J − J0|| < δ =⇒ d(AJ ,AJ0) < ε.

Portanto AJ é semicontínua superiormente.



Capítulo 4

Existência de um Funcional Energia e

um Exemplo Concreto

Neste capítulo exibimos um funcional energia que decresce ao longo das soluções

de (2.1) e damos um exemplo concreto para a função f .

4.1 Funcional Energia

Nesta seção, para exibimos um funcional energia que decresce ao longo das solu-

ções de (2.1), além das hipóteses (H1), (H2), (H3) e (H4), vamos considerar a hipótese

(H5) abaixo, a qual foi assumida também em [11] e [20]:

(H5) a função não decrescente f tem derivada positiva e assume valores entre 0 e a

satisfazendo, para 0 ≤ s ≤ a∣∣∣∣∫ s

0

f−1(r)dr

∣∣∣∣ < L <∞.

Motivados por funcionais energia de [9], [11] e [20], definimos o funcional F :

Lp(RN , ρ) → R por

F (u) =

∫
RN

[
−1

2
f(u(x))

∫
RN

J(x− y)f(u(y))dy +

∫ f(u(x))

0

f−1(r)dr − hf(u(x))

]
dx.

(4.1)

Observação 4.1. O funcional em (4.1) pode assumir valores ±∞.
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De fato, considere o caso em que todo o campo é homôgeneo com potencial da

membrana constante u0 e estímulo externo, h, também constante. Então

u0 = ∥J∥L1f(u0) + h. (4.2)

Assim o funcional F (u0) é da forma

F (u0) =

∫
Rn

[
−1

2
f(u0)

∫
RN

J(x− y)f(u0)dy +

∫ f(u0)

0

f−1(r)dr − hf(u0)

]
dx

=

∫
RN

[
−f

2(u0)

2

∫
RN

J(x− y)dy +

∫ f(u0)

0

f−1(r)dr − hf(u0)

]
dx

=

∫
RN

[
−f

2(u0)

2
||J ||L1 +G0 − hf(u0)

]
dx, (4.3)

onde

G0 =

∫ f(u0)

0

f−1(r)dr.

Como o que está dentro dos colchetes em (4.3) é constante, F (u0) pode assumir

±∞.

Agora vamos supor que ∫
RN

|f(u(x))− f(u0)|dx <∞,

com u0 dado em (4.2), o que implica que a taxa de atividade neural no nível u converge

para o repouso, quando x → ±∞ (isto sempre ocorre, por exemplo, em campo com

região de excitação finita, (veja [11]), no qual o estado do campo tende para um estado

de equilíbrio, quando |x| → ∞.

Observação 4.2. Note que das hipóteses (H1) e (H5) segue que o funcional F dado

em (4.1) está sempre bem definido no subconjunto M ⊂ Lp(RN , ρ) dado por

M = {u ∈ Lp(RN , ρ); ||u− u0||L1(RN ) <∞}.

Seja u0 uma solução de equilíbrio de (2.1), que é dado implicitamente pela equação

u0(x) = (J ∗ (f ◦ u))(x) + h. (4.4)

Defina

U(x, t) = u(x, t)− u0 e g(U) = f(U + u0)− f(u0). (4.5)



70

Então a equação (2.1) pode ser reescrita da forma

∂U(x, t)

∂t
= −U(x, t) + J ∗ (g ◦ U)(x, t). (4.6)

De fato, substituindo (4.5) em (4.6) segue que

∂u(x, t)

∂t
− ∂u0(x)

∂t
= −u(x, t) + u0(x) +

∫
RN

J(x− y)(f(u(y, t))− f(u0(x)))dy,

ou seja,

∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) + u0(x) +

∫
RN

J(x− y)f(u(y, t))dy −
∫
RN

J(x− y)f(u0(x))dy

= −u(x, t) + J ∗ (f ◦ u)(x, t) + u0(x)− J ∗ (f ◦ u0(x)).

Por (4.4), obtemos

∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) + J ∗ (f ◦ u)(x, t) + h.

Para a equação (4.6), definimos o funcional

G(U) =

∫
RN

[
−1

2
g(U(x))

∫
RN

J(x− y)g(U(y))dy +

∫ g(U(x))

0

g−1(r)dr

]
dx. (4.7)

Assim obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Seja U(·, t) uma solução de (4.6). Então, sob as hipóteses (H3), (H5)

e (H6), temos

G(U) =

∫
RN

[
−1

2
[f(u(x))− f(u0)]

∫
RN

J(x− y)[f(u(y))− f(u0)]dy+

+

∫ f(u(x))

f(u0)

f−1(r)dr

]
dx.

e
dG(U(x, t))

dt
= −

∫
RN

f ′(u(x, t))

(
∂u(x, t)

∂t

)2

dx ≤ 0.

Demonstração. Sendo g(U) = f(U + u0)− f(u0), da equação (4.7), obtemos

G(U) =

∫
RN

[
−1

2
[f(U(x) + u0)− f(u0)]

∫
RN

J(x− y)[f(U(y) + u0)− f(u0)]dy+

+

∫ g(U(x))

0

g−1(r)dr

]
dx.
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Usando que U = u− u0, g(0) = 0 e o fato que f−1 e g−1 difere apenas por translação,

que é uma isométria, segue que∫ f(u(x))

f(u0)

f−1(r)dr =

∫ f(U(x)+u0)−f(u0)

0

f−1(r)dr =

∫ g(U(x))

0

g−1(r)dr.

Assim

G(U) =

∫
RN

[
−1

2
[f(u(x))− f(u0)]

∫
RN

J(x− y)[f(u(y))− f(u0)]dy+

+

∫ f(u(x))

f(u0)

f−1(r)dr

]
dx.

Por (H5) e (H6), segue que |G(U)| <∞. Além disso,

d

dt
G(U(·, t)) = −

∫
RN

g′(u(x, t))

(
∂u(x, t)

∂t

)2

dx.

Com efeito, derivando (4.7) sob o sinal de integração, temos

dG(U(·, t))
dt

=

∫
RN

[
−1

2

∂g(U(x, t))

∂t

∫
RN

J(x− y)g(U(y, t))dy+

−1

2
g(U(x, t))

∫
RN

J(x− y)
∂g(U(y, t))

∂t
dy + g−1

(
g(U(x, t))

∂g(U(x, t))

∂t

)]
dx,

ou seja,

dG(U(·, t))
dt

= −1

2

∫
RN

∫
RN

J(x− y)g(U(y, t))
∂g(U(x, t))

∂t
dydx+

− 1

2

∫
RN

∫
RN

J(x− y)g(U(x, t))
∂g(U(y, t))

∂t
dydx+

∫
RN

U(x, t)
∂g(U(x, t))

∂t
dx.

Como

1

2

∫
RN

∫
RN

J(x−y)g(U(y, t))∂g(U(x, t))
∂t

dydx =
1

2

∫
RN

∫
RN

J(x−y)g(U(x, t))∂g(U(y, t))
∂t

dydx,

segue que

dG(U(·, t))
dt

= −
∫
RN

∫
RN

J(x− y)g(U(y, t))
∂g(U(x, t))

∂t
dydx+

∫
RN

U(x, t)
∂g(U(x, t))

∂t
dx

= −
∫
RN

[
−U(x, t) +

∫
RN

J(x− y)g(U(y, t))dy

]
∂g(U(x, t))

∂t
dx

= −
∫
RN

[−U(x, t) + J ∗ (g ◦ U)(x, t)] ∂g(U(x, t))
∂t

dx

= −
∫
RN

[−U(x, t) + J ∗ (g ◦ U)(x, t)] g′(U(x, t))∂U(x, t)
∂t

dx.
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Por (4.6), obtemos

dG(U(·, t))
dt

= −
∫
RN

g′(U(x, t))

(
∂U(x, t)

∂t

)2

dx.

Agora, usando (4.5), chegamos em

dG(U(·, t))
dt

= −
∫
RN

[
f ′(U(x, t) + u0)−

d

dt
(f(u0))

](
∂u(x, t)

∂t
− ∂u0

∂t

)2

dx

= −
∫
RN

[f ′(x, t))]

(
∂u(x, t)

∂t

)2

dx

Pela hipótese (H5) o resuldado segue.

Observação 4.3. Pelo Teorema 4.1, segue que o funcional dado em (4.7) é de fato

o funcional energia que age como um funcional de Lyapunov para o fluxo gerado pela

equação (4.6).

4.2 Exemplo Concreto

Nesta seção exibimos um exemplo concreto para a função f , o qual satisfaz as

hipóteses assumidas em nossos resultados.

Seja f : R → R dado por

f(x) =
1

1 + e−x
.

Temos que e−x ≥ 0, para todo x ∈ R, então

1 ≤ 1 + e−x.

Assim |f(x)| ≤ 1. Logo (H3) é satisfeita com a = 1.

Agora, note que

f ′(x) =
e−x

(1 + e−x)2
> 0.

Como

1 < (1 + e−x)2 ≤ 4, ∀ x ∈ R,

segue que
1

4
≤ (1 + e−x)2 < 1.

Assim, |f ′(x)| ≤ 1. Logo (H1) vale com k1 = 1.
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Para verificar (H5), note que

0 <

∣∣∣∣ 1

1 + e−x

∣∣∣∣ < 1 e f−1(x) = −ln
(
1− x

x

)
.

Assim, para 0 ≤ s ≤ 1, ∣∣∣∣∫ s

0

−ln
(
1− x

x

)
dx

∣∣∣∣ ≤ ln 2.

Finalmente, temos que a hipótese (H6) é satisfeita no subconjunto de Lp(RN , ρ) dado

por M = {u ∈ Lp(RN , ρ); ||u− u0||L1(RN ) <∞}.

De fato, sendo f Lipschitz com constante k1 = 1, dado u ∈ M, obtemos∫
RN

|f(u(x))− f(u0(x))| ≤
∫
RN

|u(x)− u0(x)| <∞.

Portanto os resultados das seções anteriores são válidas para o caso particular de

(2.1) dado por

∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) +

∫
RN

J(x− y)

(
1

1 + e−u(y)

)
dy + h.



Apêndice A

Medida de Não Compacidade

Nesta seção exibimos algumas definição e resultados que, de alguma forma, são

usadas no decorrer de todo texto. Alguns resultados não serão demonstrados aqui, mas

tais demonstrações podem ser encontradas em [4], [5], [16] ou [17].

Ao longo de toda essa seção, a menos de menção explicita, X denota um espaço

de Banach.

Definição A.1. Um subconjunto E ⊂ X é relativamente compacto, ou precom-

pacto, se E é compacto.

Definição A.2. Um subconjunto E ⊂ X é totalmente limitado se, para todo ε > 0,

existe uma família finita de bolas B1, B2, . . . , Bn ⊂ X com, diam(Bi) = ε, i = 1, . . . , n,

tal que

E ⊂
n∪

i=1

Bi.

Teorema A.3. Um subconjunto E ⊂ X é totalmente limitado se, e somente se, E é

relativamente compacto.

Demonstração. Veja [17].

Definição A.4. Se M e S são subconjuntos de X e ε > 0, então o conjunto S é

chamado de uma ε-rede de M se para qualquer x ∈M existe y ∈ S, tal que

||x− y|| < ε.

Se o conjunto S for finito, então a ε-rede S de M é chamada de uma ε-rede finita.

74
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Definição A.5. Um subconjunto E ⊂ X é dito covexo se para todo x, y ∈ E temos

λx+ (1− λ)y ∈ E, ∀ λ ∈ (0, 1).

Teorema A.6. A interseção arbitrária de uma família de conjuntos convexos é um

conjunto convexo

Demonstração. Veja [14].

Definição A.7. Seja F ⊂ X. A interseção de todos os conjuntos convexos que contém

F é chamado envoltória convexa de F e denotaremos por conv(F ).

A combinação convexa de elementos de F é um elemento da forma

λ1x1 + . . .+ λnxn,

onde

xi ∈ F, λi ≥ 0, i = 1, . . . , n,
n∑

i=1

λi = 1.

Vamos escrever cvx(F ) para denotar a combinação convexa de todos os elementos do

conjunto F .

Definição A.8. Seja Q ⊂ X um conjunto limitado, a medida de não compacidade

de Kuratowski de Q, denotado por α(Q), é definida por

α(Q) = inf

{
ε > 0 : Q ⊂

n∪
i=1

Si, Si ⊂ X, diam(Si) < ε, i = 1, . . . , n

}
.

Teorema A.9. Se X é um espaço vetorial sobre um corpo F e E, E1,...,En são sub-

conjuntos convexo de X e F ⊂ X, então

(i) cvx(E) ⊂ E

(ii) conv(F ) = cvx(F )

(iii) conv

(
n∪

i=1

Ei

)
=

{
n∑

i=1

λiEi; λi ≥ 0,
n∑

i=1

λi = 1, i = 1, . . . , n

}
.

Demonstração. Para demonstramos (i) basta mostrar que para qualquer n > 2, xi ∈ E,

λi ≥ 0 e
∑n

i=1 λi = 1, temos

λ1x1 + . . .+ λnxn ∈ E.
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Provemos por indução. Para n = 2, temos

x1, x2 ∈ E, λ1, λ2 ≥ 0 e λ1 + λ2 = 1

assim λ2 = 1− λ1. Sendo E convexo,

λ1x1 + λ2x2 = λ1x1 + (1− λ2)x2 ∈ E.

Suponha válido para n > 2 e provaremos para n+ 1. Temos

xi ∈ E, λi ≥ 0, i = 1, . . . , n+ 1 e
n+1∑
i=1

λi = 1.

Temos dois casos: Se
n∑

i=1

λi = 0 =⇒ λi = 0, i = 1, . . . , n.

Logo,

λ1x1 + . . .+ λn+1xn+1 = xn+1 ∈ E.

Se
n∑

i=1

λi = λ ̸= 0,

então

λ1x1 + . . .+ λn+1xn+1 = λ

(
λ1
λ
x1 + . . .+

λn
λ
xn

)
+ λn+1xn+1.

Note que
n∑

i=1

λi
λ

=
λ

λ
= 1 ⇒ λ1

λ
x1 + . . .+

λn
λ
xn ∈ E,

Logo

λ1x1 + . . .+ λn+1xn+1 = λ
n∑

i=1

λi
λ
xi + λn+1xn+1 ∈ E.

Portanto, por indução, cvx(E) ⊂ E. Para provamos (ii), sabemos que

F ⊂ conv(F ),

então, por (i),

cvx(F ) ⊂ conv(F ).

Mostremos agora que cvx(F ) é convexo. Considere λ ∈ (0, 1) e x, y ∈ cvx(F ). Então

existem n,m ∈ N,

xi ∈ F, αi ≥ 0, (i = 1, . . . , n), com
n∑

i=1

αi = 1 e
n∑

i=1

αixi = x
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e

yj ∈ F, βj ≥ 0, (j = 1, . . . ,m), com
m∑
j=1

βj = 1 e
m∑
j=1

yjβj = y.

Note que,

n∑
i=1

λαi +
m∑
j=1

(1− λ)βj = λ

n∑
i=1

αi + (1− λ)
m∑
j=1

βj

= λ+ (1− λ)

= 1.

Daí,

λx+ (1− λ)y = λ
n∑

i=1

αixi + (1− λ)
m∑
j=1

βjyj

=
n∑

i=1

λαixi +
m∑
j=1

(1− λ)βjyj,

como xi, yj ∈ F , então

λx+ (1− λ)y ∈ cvx(F ).

Logo cvx(F ) é convexo. Como conv(F ) é a interseção de todos os conjuntos convexo

que contém F , então

conv(F ) ⊂ cvx(F ).

Portanto

conv(F ) = cvx(F ).

Provaremos agora (iii). Considere

S =

{
n∑

i=1

λiEi; λi ≥, (i = 1, . . . , n),
n∑

i=1

λi = 1

}

Por (i), segue que

S ⊂ conv

(
n∪

i=1

Ei

)
.

Note que

Ei = 0 · E1 + . . .+ 1 · Ei + . . .+ 0 · En ⊂ S, i = 1, . . . , n.

Assim
n∪

i=1

Ei ⊂ S.
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Para provamos (iii), basta mostrar que S é convexo. Considere λ ∈ (0, 1) e x, y ∈ S.

Temos

xi ∈ E,αi ≥ 0, (i = 1, . . . , n), com
n∑

i=1

αi = 1 e
n∑

i=1

αixi = x

e

yi ∈ E, βj ≥ 0, (i = 1, . . . ,m), com
m∑
i=1

βi = 1 e
m∑
i=1

yiβi = y.

Considere

γi = λαi + (1− λ)βi, i = 1, . . . , n.

Sendo E1, E2, . . . , En convexos, existe zi ∈ Ei, (i = 1, . . . , n) tal que

λαixi + (1− λ)βiyi = γizi, i = 1, . . . , n.

Note que
n∑

i=1

γi =
n∑

i=1

λαi + (1− λ)βi

= λ
n∑

i=1

αi + (1− λ)
n∑

i=1

βi.

Como
n∑

i=1

αi = 1 e
n∑

i=1

βi = 1,

então
n∑

i=1

γi = λ+ (1− λ)

= 1.

E mais,

λx+ (1− λ)y = λ

n∑
i=1

αixi + (1− λ)
n∑

i=1

βiyi

=
n∑

i=1

λαixi +
n∑

i=1

(1− λ)βiyi

=
n∑

i=1

λαixi + (1− λ)βiyi

=
n∑

i=1

γizi ∈ S,

pois zi ∈ Ei, para i = 1, . . . , n.
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Lema A.1. Seja Q um subconjunto limitado de um espaço normado X. Então para

qualquer x ∈ X

sup
y∈conv(Q)

||x− y|| = sup
z∈Q

||x− z||

Demonstração. Sabemos que Q ⊂ conv(Q), então

sup
y∈conv(Q)

||x− y|| ≥ sup
z∈Q

||x− z||

Por outro lado, y ∈ conv(Q), então, pelo Teorema A.9, existe xi ∈ Q, λi ≥ 0, (i =

1, . . . , n) tal que
∑n

i=1 λi = 1 e y =
∑n

i=1 λixi. Daí,

x− y =
n∑

i=1

λix−
n∑

i=1

λixi

=
n∑

i=1

λi(x− xi).

Aplicando norma, obtemos

||x− y|| ≤
n∑

i=1

λi||x− xi||

≤ sup
z∈Q

||x− z||.

Corolário A.10. Seja Q um subconjunto limitado de um espaço normado X. Então

diam(Q) = diam(conv(Q))

Demonstração. Temos que

diam(Q) = sup
x,y∈Q

||x− y||.

Pelo Lema A.1,

sup
x,y∈Q

||x− y|| = sup
x,y∈conv(Q)

||x− y||.

Logo

diam(Q) = diam(conv(Q)).
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Lema A.2. Seja Q, Q1 e Q2 subconjuntos limitados de um espaço métrico completo

(X, d). Então

(i) α(Q) = 0 ⇐⇒ Q é relativamente compacto;

(ii) Q1 ⊂ Q2 =⇒ α(Q1) ≤ α(Q2);

(iii) α(Q) = α(Q);

(iv) α(Q1 ∪Q2) = max{α(Q1), α(Q2)};

(v) α(Q1 ∩Q2) ≤ min{α(Q1), α(Q2)}.

Demonstração. Se α(Q) = 0, então para todo ε > 0, Q está contido numa união finita

de bolas em X de raio ε. Então, por definição, Q é totalmente limitado. Logo, pelo

Teorema A.3, Q é relativamente compacto. Por outro lado, se Q é relativamente com-

pacto, novamente pelo Teorema A.3, α(Q) = 0. Assim (i) está provado. A afirmação

(ii) segue do fato que

α(Q) < diam(Q).

Para demonstrarmos o item (iii) note que, como Q ⊂ Q, então, por (ii), α(Q) ≤ α(Q).

Por outro lado, seja ε > 0, Si conjuntos limitados de X com

diam(Si) < ε, i = 1, . . . , n e Q ⊂
n∪

i=1

Si.

Assim

Q ⊂
n∪

i=1

Si =
n∪

i=1

Si.

Como

diam(Si) = diam(Si),

segue que

α(Q) ≤ α(Q).

Portanto

α(Q) = α(Q).

Para provamos (iv), observe que

Q1 ⊂ Q1 ∪Q2 e Q2 ⊂ Q1 ∪Q2.

Por (ii), segue que

α(Q1) ≤ α(Q1 ∪Q2) e α(Q2) ≤ α(Q1 ∪Q2),
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assim

max{α(Q1), α(Q2)} ≤ α(Q1 ∪Q2).

Por outro lado, sejam

α(Q1) = s e α(Q2) = r,

então {Si}n1
i=1 é uma cobertura finita de Q1 com

diam(Si) ≤ s, i = 1, . . . , n1

e {Tj}n2
j=1 é uma cobertura finita de Q2 com

diam(Tj) ≤ r, j = 1, . . . , n2.

Seja p = max{s, r} e n0 = n1 + n2, considere

{Vk}n0
k=1 = {Sk}n0 ∪ {Tk}n0

que é uma cobertura finita para Q1 ∪Q2 com

diam(Vk) < p, k = 1, . . . , n0.

Assim

max{α(Q1), α(Q2)} ≥ α(Q1 ∪Q2).

Portanto

α(Q1 ∪Q2) = max{α(Q1), α(Q2)}.

Analogamente para provar (v), partimos do fato que

Q1 ∩Q2 ⊂ Q1 e Q1 ∩Q2 ⊂ Q2,

então, por (ii), obtemos

α(Q1 ∩Q2) ≤ α(Q1) e α(Q1 ∩Q2) ≤ α(Q2).

Portanto

α(Q1 ∩Q2) ≤ min{α(Q1), α(Q2)}.

Assim fica provado o Lema.
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Teorema A.11. Seja (X, d) um espaço métrico completo. Se (Fn) é uma sequência

decrescente de subconjuntos não vazios, fechados e limitados de X, tal que α(Fn) → 0,

então a interseção F∞ =
∩∞

n=1 Fn é um subconjunto não vazio e compacto de X.

Demonstração. Temos que F∞ é um subconjunto fechado de X, pois é a interseção

infinita de conjuntos fechados de X. Provemos que F∞ é limitado. Note que

F∞ ⊂ Fn, ∀ n = 1, 2, . . .

Daí,

α(F∞) ≤ α(Fn).

Calculando o limite quando n→ ∞, obtemos

lim
n→∞

α(F∞) ≤ lim
n→∞

α(Fn)

= 0,

ou seja,

α(F∞) = 0.

Então, pelo Teorema A.9, F∞ é relativamente compacto. Porém, sendo X um espaço

métrico completo, F∞ é totalmente limitado, e consequentemente, F∞ é limitado. Por-

tanto F∞ é compacto. Mostremos agora que F∞ ̸= ∅. Sejam xn ∈ Fn para cada

n = 1, 2, . . . e Xn = {xi, i ≥ n}, para cada n = 1, 2, . . . . Note que

Xn+1 ⊂ Xn, ∀n = 1, 2 . . . ,

e mais,

X1 = X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn, n = 1, 2, . . . ,

assim,

Xn ⊂ X1, n = 1, 2, . . .

consequentemente,

α(Xn) ≤ α(X1), n = 1, 2, . . . .

Pelo Lema A.1, segue que

α(X1) = α(X1 ∪ . . . ∪Xn)

= α(Xn),
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para cada n = 1, 2, . . . . Por outro lado, Xn ⊂ Fn. Logo

α(X1) ≤ α(Fn)

para cada n = 1, 2, . . . . Calculando o limite, obtemos

lim
n→∞

α(X1) ≤ lim
n→∞

α(Fn)

= 0.

Assim, α(X1) = 0, ou seja, X1 é relativamente compacto. Logo a sequância (xn) tem

uma subsequência convergente, digamos, com limite x ∈ X. Sendo F∞ fechado em X,

então x ∈ F∞.



Apêndice B

Espaço Lp

Nesta seção exibiremos algumas definição e resultados da Teoria da Medida, que

podem ser encontrados em [3] e [6]. Ao longo de toda essa seção X denota um espaço

de Banach.

Definição B.1. Uma família M de subconjuntos de X é uma σ-álgebra de X se:

(a) ∅, X ∈ M,

(b) A ∈ M ⇒ Ac ∈ M,

(c) Se (An) é uma sequência de conjuntos em M, então
∪∞

i=1An.

Definição B.2. Uma função µ : M → [0,∞] é uma medida se:

(a) µ(∅) = 0,

(b) µ(A) ≥ 0, para todo A ∈ M,

(c) Se (An) é uma sequência disjuntas de conjuntos em M, então

µ

(
∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Definição B.3. Sejam M uma σ-álgebra e µ uma medida, chamaremos (X,M, µ) de

um espaço de medida.

Definição B.4. Uma função f : X → R é mesurável se para todo α ∈ R ao menos

um dos conjuntos

{x ∈ X : f(x) > α}, {x ∈ X : f(x) ≤ α},

{x ∈ X : f(x) < α} ou {x ∈ X : f(x) ≥ α}

pertence a M.

84
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Teorema B.5 (Desigualdade de Young). Sejam A e B números não negativos e 1 <

p <∞, 1 < q <∞ verificando
1

p
+

1

q
= 1.

Então

A ·B ≤ Ap

p
+
Bq

q
.

Demonstração. Seja 0 < α < 1 e considere a função φ : [0,∞) → R dado por

φ(t) = αt− tα.

Temos

φ′(t) = α− αtα−1

= α

(
1− 1

t1−α

)
.

Note que

• φ′(1) = 0,

• φ′(t) < 0, para 0 < t < 1,

• φ′(t) > 0, para t > 1.

Segue que

φ(t) ≥ φ(1), para t ≥ 0,

isto é,

αt− tα ≥ α− 1 ⇒ tα ≤ αt+ 1− α.

Para a, b ≥ 0 e t = a
b
, b ̸= 0, temos

a2

b2
≤ α

a

b
+ (1− α),

assim

aα · b1−α ≤ αa+ (1− α)b.

Fazendo

α =
1

p
, a = Ap e b = Bq
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obtemos,

(Ap)1/p · (Bq)1/q ≤ 1

p
Ap +

1

q
Bq,

isto é,

A ·B ≤ Ap

p
+
Bq

q
.

Vamos denotar por L1(X,µ), ou L1(X), ou simplesmente por L1, o espaço das

funções integráveis de X em R. Com norma

||f ||L1 = ||f ||1 =
∫
X

|f |dµ.

Definição B.6. Seja p ∈ R com 1 < p, q <∞. Definimos o conjunto

Lp(X) =
{
f : X → R; f é mesurável e |f |p ∈ L1(X)

}
.

Com norma

||f ||Lp = ||f ||p =
(∫

X

|f(x)|pdµ
)1/p

.

Teorema B.7 (Desigualdade de Hölder). Suponha 1 < p < ∞ e seja f ∈ Lp, g ∈ Lq,

onde
1

p
+

1

q
= 1.

Então, f · g ∈ L1 e

||f · g||L1 ≤ ||f ||Lp + ||g||Lq

Demonstração. Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq com ||f ||p ̸= 0 e ||g||q ̸= 0. Temos que o produto

f · g é mensurável e da Desigualdade de Young com

A =
|f(x)|
||f ||p

e B =
|g(x)|
||g||q

,

obtemos
|f(x)|
||f ||p

· |g(x)|
||g||q

≤ |f(x)|p

p||f ||pp
+

|g(x)|
q||g||qq

,

ou seja,
|f(x)g(x)|
||f ||p · ||g||q

≤ |f(x)|p

p||f ||pp
+

|g(x)|
q||g||qq

.

Daí, temos que f · g é integrável, isto é, f · g ∈ L1 e vale∫
|f · g|

||f ||p · ||g||q
dµ ≤ 1

p

∫
|f |pdµ
||f ||pp

+
1

q

∫
|g|qdµ
||g||qq
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o que implica, ∫
|fg|dµ ≤

(
1

p
+

1

q

)
||f ||p · ||g||q.

Logo

||f · g|| ≤ ||f ||p · ||g||q.



Apêndice C

Convolução de Funções

Nesta seção definimos o produto convolução de funções e estudamos algumas de

suas propriedades.

Definição C.1. Dadas duas funções reais com valores reais f e g, definimos o produto

convolução entre f e g pela expressão

(f ∗ g)(x) =
∫
R
f(x− y)g(y)dy,

para os pontos x tais que a integral exista, isto é, a função y ∈ R 7→ f(x− y)g(y) seja

integrável.

Proposição C.2. O produto convolução satisfaz as seguintes propriedades:

1. f ∗ g = g ∗ f ;

2. f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h;

3. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

Demonstração. Para verificarmos (i), fazemos a mudança de variável z = x − y e

obtemos

(f ∗ g)(x) =

∫
R
f(x− y)g(y)dy

=

∫
R
f(z)g(x− z)dz

= (g ∗ f)(x).
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No caso da propriedade (ii) temos,

[f ∗ (g + h)](x) =

∫
R
f(x− y)[(g + h)(y)]dy

=

∫
R
f(x− y)[g(y) + h(y)]dy

=

∫
R
f(x− y)g(y)dy +

∫
R
f(x− y)h(y)dy

= (f ∗ g)(x) + (f ∗ h)(x).

Finalmente, usando (i) e o Teorema de Fubini, obtemos

[(f ∗ g) ∗ h](x) =

∫
R
(f ∗ g)(x− y)h(y)dy

=

∫
R

∫
R
f(z)g(x− y − z)dz h(y)dy

=

∫
R
f(z)

(∫
R
g(x− z − y)h(y)dy

)
dz

=

∫
R
f(z)(g ∗ h)(x− z)dz

=

∫
R
(g ∗ h)(x− z)f(z)dz

= [(g ∗ h) ∗ f ](x)

= [f ∗ (g ∗ h)](x).

o que justifica (iii).

Teorema C.3. (Veja [8], p.242.) Se f ∈ L1(Rn), g ∈ C1(Rn) e Dxg for limitada,

então f ∗ g ∈ C1(R) e Dx(f ∗ g) = f ∗ (Dxg).

Demonstração. Defina

φ(x) =

∫
R
g(x− y)f(y)dy.

Daí, pela regra de Leibniz, temos

φ′(x) =

∫
R
gx(x− y)f(y)dy. (C.1)

Note que a integral em (C.1) converge uniformemente em −∞ < x < +∞, pois gx é

limitada e f ∈ L1. Portanto,

Dx(f ∗ g)(x) = φ′(x)

=

∫
R
gx(x− y)f(y)dy

= [(Dxg) ∗ f ](x)

= [f ∗ (Dxg)](x).
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Combinando o Teorema C.3 com a Proposição C.2 é imediato o seguinte resultado:

Corolário C.4. Sejam f, g duas funções de classe C1(R) com f, g ∈ L1(R) com Dxf

e Dxg limitadas. Então

Dx(f ∗ g) = (Dxf) ∗ g = (Dxg) ∗ f.

Teorema C.5 (Desigualdade de Young Generalizada, [8]). Sejam X = Rn, C > 0 e

1 ≤ p ≤ ∞. Suponha g uma função contínua em X ×X tal que

sup
x∈X

∫
X

|g(x, y)|dy ≤ C, sup
y∈X

|g(x, y)|dx ≤ C.

Se f ∈ Lp(X), a função Tf definida por

(Tf)(x) =

∫
X

g(x, y)f(y)dy

está bem definida q.t.p., Tf ∈ Lp(X) e ∥Tf∥p ≤ C∥f∥p.

Demonstração. Suponha 1 < p < ∞ e seja q o expoente conjugado de p, isto é,
1
p
+ 1

q
= 1. Então, pela desigualdade de Hölder

|(Tf)(x)| ≤
[∫

X

|g(x, y)|dy
] 1

q
[∫

X

|g(x, y)||f(y)|pdy
] 1

p

≤ C
1
q

[∫
X

|g(x, y)||f(y)|pdy
] 1

p

.

Elevando ambos os lados a potência p, integrando e usando Teorema de Fubini, temos∫
X

|(Tf)(x)|pdx ≤ C
p
q

∫
X

∫
X

|g(x, y)||f(y)|pdydx

≤ C
p
q
+1

∫
X

|f(y)|pdy.

Portanto,

∥Tf∥p ≤ C
1
p
+ 1

q ∥f∥p

= C∥f∥p.

Esta estimativa implica, em particular, que a integral definida de (Tf)(x) converge

absolutamente q.t.p., de modo que o teorema está provado para o caso 1 < p < ∞. O

caso p = 1 é similar, porém é mais fácil e requer somente a hipótese
∫
X
|g(x, y)|dx ≤ C,

e o caso p = ∞, somente a hipótese
∫
X
|g(x, y)|dy ≤ C.
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Teorema C.6 (Desigualdade de Young). (Veja [8], p.241.) Se f ∈ L1(R) e g ∈ Lp(R),

então f ∗ g ∈ Lp(R) e

∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1∥g∥p.

Demonstração. Basta aplicar o Teorema C.5 com g(x, y) = f(x− y).
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