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Abstract

In this dissertation we study the ordinary polynomial identities for the Grassmann

Algebra with unity, denoted by E, and without unity, denoted by E ′, for �elds

of characteristic di�erent from 2. We also study the Z2-graded identities of the

algebra E over �elds of positive characteristic. Finaly, we describe the T-space of the

central polynomials of E for �elds of characteristic zero and also for �elds of positive

characteristic, moreover we describe the T-space of the central polynomials of E ′ for

�elds of positive characteristic.

Keywords: PI-Algebras, Graded Algebras, Graded Polynomial Identities,

Central Polynomials.
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Resumo

Neste trabalho de dissertação estudamos as identidades polinomiais ordinárias

para a Álgebra de Grassmann com unidade, denotada por E, e sem unidade, denotada

por E ′, para corpos de característica diferente de 2. Além disso, também estudamos as

identidades Z2-graduadas da álgebra E no caso em que o corpo tem característica

positiva. Por �m, descrevemos o T-espaço dos polinômios centrais de E tanto

para corpos de característica zero, quanto para corpos de característica positiva

e descrevemos também os polinômios centrais de E ′ para corpos de característica

positiva.

Palavras-Chave: PI-Álgebras, Álgebras Graduadas, Identidades Polinomiais

Graduadas, Polinômios Centrais.
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Introdução

A PI-teoria (do inglês Polynomial Identity) é uma sub-área importante e recente

da teoria de anéis, que trata de álgebras com identidades polinomiais. Sendo A uma

álgebra dizemos que o polinômio f(x1, . . . , xn) nas variáveis não-comutativas x1, . . . , xn

é uma identidade polinomial para A se f(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer elementos

de A. Se existe uma identidade não nula, A é dita uma PI-álgebra. As álgebras

comutativas, álgebras de dimensão �nita, álgebras nilpotentes e a álgebra de Grassmann

são exemplos de PI-álgebras.

Historicamente, o desenvolvimento da PI-Teoria teve início por volta de 1930,

embora de forma implícita, com os trabalhos dos matemáticos Dehn [13] e Wagner

[49], mas foi a partir de 1948 que esta teoria desenvolveu-se mais intensamente após

o artigo de Kaplansky [22], onde o autor mostrou que toda PI-álgebra primitiva é

uma álgebra simples e de dimensão �nita. No mesmo período ele levantou o seguinte

questionamento: "qual seria o menor grau de identidade polinomial satisfeita pela

álgebra das matrizes de odem n sobre um corpo?� A resposta para este questionamento

foi dada por Amitsur e Levitzki [2], em 1950, quando eles mostraram que o polinômio

s2n(x1, . . . , x2n) =
∑

σ∈S2n
(−1)σxσ(1) . . . xσ(2n) (polinômio standard de grau 2n) é a

identidade de menor grau satisfeita pela álgebra das matrizes de ordem n, a menos

de multiplicação por escalar. Anos mais tarde, outros matemáticos como Swan [46],

Razmyslov [36] e Rosset [40] apresentaram outras demonstrações para este resultado.

Rosset conseguiu dar uma prova mais concisa usando propriedades básicas da álgebra

de Grassmann e do traço matricial.

O Teorema de Amitsur e Levitzki foi de extrema importância no desenvolvimento

da PI-álgebra e motivou outros trabalhos, dentre eles o Teorema de Amitsur [1], o qual



garante que dada uma PI-álgbra existem k, m ≥ 0 tais que smk (x1, . . . , xk) é uma

identidade para esta álgebra. No entanto, a álgebra de Grassmann E de um espaço

vetorial de dimensão in�nita sobre um corpo de característica zero não satisfaz nenhuma

identidade standard. Mas, veremos no Capítulo 2 que sobre um corpo de característica

positiva p > 2 a álgebra de Grassmann E satisfaz a identidade standard sp+1.

Denotaremos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais satisfeitas

pela álgebra A. É fácil ver que Id(A) é um T-ideal, ou seja, um ideal invariante por

todos os endomor�smos de K〈X〉. Deste modo, se desejarmos descrever todas as

identidades satisfeitas por A basta encontrar os geradores de Id(A) como T-ideal. A

questão da existência de um conjunto �nito de geradores para Id(A) levantada por

W. Specht, em 1950, �cou conhecida como problema de Specht e foi solucionada por

Kemer em [25] e [26]. Vale ressaltar que nesses trabalhos Kemer não mostrou como

determinar tais geradores, problema este que ainda se encontra em aberto para muitas

álgebras associativas.

Em nosso trabalho iremos descrever as identidades e os polinômios centrais

para a Álgebra de Grassmann (ou Álgebra exterior). A estrutura dessa álgebra foi

introduzida em 1844 por Hermann Grasmann (1809-1877), em sua obra Die Lineale

Ausdehnundslehre que pode ser traduzida como ��teoria da extensão� ou �teoria das

magnitudes extensivas". A Álgebra exterior que hoje leva o nome de seu criador surgiu

para solucionar o seguinte problema: dado um espaço vetorial de dimensão �nita sobre

um corpo K é possível construir, da maneira mais geral possível, uma álgebra A gerada

por V de modo que v2 = 0 em A, para todo v ∈ V.

Dizemos que uma álgebra A é Z2-graduada (ou superálgebra) se pode ser

decomposta como soma direta de subespaços A = A(0)⊕A(1) tais que A(i)A(j) ⊆ A(i+j)

para i = 0, 1. A álgebra de Grassmann com a sua Z2-graduação natural é um exemplo

importante de superálgebra. Dada uma superálgebra qualquer A = A(0)⊕A(1) podemos

obter uma nova superálgebra a partir da Z2-graduação natural de E, a qual é chamada

de envolvente de Grassmann de A e é de�nida por E(A) := (E(0)⊗A(0))⊕(E(1)⊗A(1)).

A envolvente de Grassmann é uma ferramenta básica para o estudo de variedades de

álgebras (i. é, uma classe de álgebras que satisfazem um conjunto dado de identidades)

que não podem ser geradas por álgebras �nitamente geradas. Kemer em [25] mostrou

que toda variedade pode ser gerada pela envolvente de Grassmann de uma superálgebra
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de dimensão �nita. Em nosso trabalho não iremos abordar essa questão, e caso o leitor

queira mais detalhes veja [25] e [27].

Além das identidades polinomiais, outro conceito importante em PI-teoria é o de

polinômios centrais. Um polinômio f(x1, . . . , xn) é dito central para uma álgebra A,

se quando avaliado em quaisquer elementos de A resulta em um elemento pertencente

ao centro de A.

Em 1956, Kaplansky [23] apresentou uma lista de problemas que motivou uma

série de pesquisas relevantes durante décadas. Um desses problemas envolvia a

existência de polinômios centrais para a álgebra de matrizesMn(K) para n > 2 (para o

caso n = 2 já era conhecido o polinômo central de Hall). Este problema foi solucionado

em 1972-1973, por Formanek [17] e Razmyslov [37]. Posteriormente baseado em

resultados de Amitsur, Kharchenko [29] obteve uma outra prova da existência de

polinômios centrais para Mn(K). Para mais resultados sobre os polinômios centrais

veja [16] e [19].

A importância da álgebra de Grassmann tanto em PI-teoria como em outras áreas

nos motivou a estudar os conceitos de identidades polinomiais ordinárias, identidades

polinomiais Z2-graduadas e polinômios centrais para esta álgebra.

Nosso trabalho está organizado em quatro capítulos. No capítulo nos

preocupamos em apresentar as de�nições e os resultados necessários para a leitura

dos demais capítulos, e para não sobrecarregar a leitura algumas demonstrações foram

omitidas (as quais podem ser encontradas em [19] e [15]).

No capítulo 2, �zemos um estudo sobre o T-ideal para a álgebra de Grassmann

sobre um corpo de característica zero e sobre um corpo de característica positiva

diferente de dois. Além disso apresentamos os principais resultados sobre o T-ideal

da álgebra de Grassmann sem unidade, os quais serão utilizados no capítulo 3.

No terceiro capítulo trabalhamos com o artigo de Centrone [8], no qual, usando

argumentos similares aos de Di Vincenzo e Da Silva [48], ele determina uma base para

as identidades graduadas de cada uma das Z2-graduações de E sobre um corpo de

característica positiva em que os geradores ei, i = 1, 2, . . . , são homogêneos.

No quarto capítulo apresentamos a descrição dos polinômios centrais feita em [7].

Neste artigo os autores provaram que quando lidamos com um corpo de característica

zero C(E) (o T-espaço dos polinômios centrais) é um T-espaço �nitamente gerado o

8



que não ocorre quando a característica é positiva. A saber, esse é o primeiro exemplo

de uma álgebra associativa cujo T-espaço dos polinômios centrais não é �nitamente

gerado.
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Capítulo 1

Conceitos Básicos

Neste capítulo apresentaremos os conceitos básicos e resultados relevantes para

o desenvolvimento do nosso trabalho. Em todo capítulo K denotará um corpo e, a

menos de menção em contrário, todas as álgebras e espaços vetoriais serão de�nidos

sobre K.

1.1 Álgebras e Álgebras Envolventes

De�nição 1.1.1 Uma K-álgebra ( ou álgebra sobre K ou simplesmente álgebra) é um

par (A, ∗), onde A é um K- espaço vetorial e “ ∗ ” é uma operação bilinear em A, ou

seja ∗ : A× A→ A satisfaz:

(i) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

(ii) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

(iii) (λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b).

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.

A operação “ ∗ ” é chamada de produto ou multiplicação. Por simplicidade a

K-álgebra (A, ∗) será denotada por A, �cando o produto subentendido, e escreveremos

ab ao invés de a∗b, para a, b ∈ A. Dados a, b, c ∈ A de�nimos abc como sendo (ab)c e, de

um modo geral, de�nimos a1a2 . . . an ∈ A como sendo (a1a2 . . . an−1)an, para quaisquer

a1, a2, . . . , an ∈ A.



De�nição 1.1.2 Seja A uma K-álgebra. Uma base de A é de�nida como sendo

uma base do espaço vetorial A. De�nimos a dimensão de A (dimA) como sendo

a dimensão do espaço vetorial A.

De�nição 1.1.3 Seja A uma K-álgebra. Diremos que a álgebra A é :

(i) Associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, c ∈ A;

(ii) Comutativa, se ab = ba para quaisquer a, b ∈ A;

(iii) Unitária (ou com unidade) se existe 1A ∈ A tal que 1Aa = a1A = a para todo

a ∈ A;

(iv) Álgebra de Lie se valem a2 = aa = 0 e (ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 (identidade de

Jacobi) para quaisquer a, b, c ∈ A

Observação 1.1.4 Sejam A uma álgebra e S um conjunto gerador de A (como espaço

vetorial). Não é difícil mostrar que:

(i) A é associativa se, e somente se, (x1x2)x3 = x1(x2x3), para quaisquer

x1, x2, x3 ∈ S.

(ii) A é comutativa se, e somente se, x1x2 = x2x1, para quaisquer x1, x2 ∈ S.

(iii) A é unitária se, e somente se, existe 1A ∈ A tal que 1Ax = x1A = x, para todo

x ∈ S.

Sendo A uma álgebra unitária e λ ∈ K, identi�caremos λ com o elemento λ1A

de A e o corpo K como o subconjunto {λ1A; λ ∈ K} (subespaço gerado por 1A).

Apresentaremos a seguir exemplos importantes de álgebras.

Exemplo 1.1.5 Sendo K um corpo e n ∈ N, o K-espaço vetorial Mn(K) munido

de seu produto usual é uma K-álgebra associativa com unidade. Destacamos nesta

álgebra as matrizes elementares Ei,j que possui 1 na entrada da i-ésima linha e j-ésima

coluna e 0 nas demais. É fácil ver que elas formam uma base para Mn(K) e assim

dimKMn(K) = n2. De um modo geral, se A é uma K-álgebra, o K-espaço vetorial

de todas as matrizes de ordem n× n com entradas em A, munido do produto usual de

matrizes é uma K-álgebra.

Exemplo 1.1.6 Sejam V um K-espaço e L(V ) o K-espaço vetorial dos operadores

lineares de V . Munido da composição , L(V ) é uma K-álgebra associativa unitária.

Exemplo 1.1.7 O espaço vetorial real R3 munido do produto vetorial é uma R-álgebra,
em particular é uma álgebra de Lie.
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Exemplo 1.1.8 O espaço vetorial K[x] dos polinômios na variável x com coe�cientes

em K, munido do produto usual de polinômios é uma álgebra associativa, comutativa

e unitária. De um modo geral, considerando o conjunto X = {x1, . . . , xn} podemos

de�nir a álgebra comutativa dos polinômios em n variáveis, a qual denotaremos por

K[x1, . . . , xn].

Agora veremos o nosso principal objeto de estudo nesse trabalho.

Exemplo 1.1.9 (Álgebra de Grassmann ou Álgebra Exterior) Sejam K um

corpo e V o espaço vetorial sobre K de dimensão in�nita enumerável com base

e1, e2, . . .. Denotamos a álgebra exterior sobre K por E, a qual é associativa e unitária

e tem como base o conjunto

{1E, ei1ei2 . . . eim |m ∈ N, i1 < i2 < . . . < im}

e com a multiplicação induzida por e2
i = 0 e eiej = −ejei. Destacamos em E os

subespaços:

E(0) = 〈1E, ei1ei2 . . . eim | m é par, i1 < i2 < . . . < im〉 e

E(1) = 〈ei1ei2 . . . eim | m é ímpar, i1 < i2 < . . . < im〉.

Claramente E = E(0) ⊕ E(1). Uma vez que eiej = −ejei, temos

(ei1ei2 . . . eim)(ej1ej2 . . . ejn) = (−1)mn(ej1ej2 . . . ejn)(ei1ei2 . . . eim),

para quaisquer m,n ∈ N. Daí ab = ba para quaisquer a, b ∈ E(0) e xy = −yx para

quaisquer x, y ∈ E(1). Note que se charK = 2, então E é uma álgebra comutativa, o

que não será interessante neste trabalho, por isso iremos considerar charK 6= 2.

Considere E ′ o subespaço de E gerado por {ei1ei2 . . . eim |m ∈ N, i1 < . . . < im}.
Temos que E ′, munido da operação de E, é uma álgebra chamada álgebra exterior

sem unidade. Observe que E ′ = E ′(0) ⊕ E(1), onde E ′(0) é o subespaço gerado por

{ei1ei2 . . . eim| m é par, i1 < i2 < . . . < im}.

Exemplo 1.1.10 Seja A uma K-álgebra sem unidade e considere o produto direto dos

K-espaços vetoriais K e A, K × A = {(λ, a)|λ ∈ K e a ∈ A}. De�na o produto:

(λ1, a1)(λ2, a2) = (λ1λ2, λ1a2 + λ2a1 + a1a2).

Munido deste produto, K×A é uma K-álgebra, a qual denotaremos por K⊕A. Observe
que K ⊕ A possui unidade, a saber (1A, 0A) e tal construção é chamada de adjunção

formal da unidade a A.

Assim, a álgebra exterior E pode ser vista como E = K ⊕ E ′.

12



Sendo a, b ∈ A, de�nimos o comutador de a e b, denotado por [a, b], como sendo

[a, b] = ab − ba. De um modo geral, de�nimos o comutador de comprimento n como

sendo [a1, a2, . . . , an] = [[a1, . . . , an−1], an], onde ai ∈ A. A partir de um cálculo direto,

podemos mostrar que

[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b. (1.1)

Fazendo indução sobre n podemos mostrar que:

[a1a2 . . . an, c] =
n∑
i=1

a1 . . . ai−1[ai, c]ai+1 . . . an. (1.2)

O próximo resultado nos permite obter uma estrutura de álgebra a partir de um

espaço vetorial, desde que se conheça uma base para o mesmo.

Proposição 1.1.11 Sejam A um espaço vetorial e β uma base de A. Dada

f : β × β → A, existe uma única aplicação bilinear ∗ : A × A → A tal que

u1 ∗ u2 = f(u1, u2) para quaisquer u1, u2 ∈ β.

Demonstração: Tomemos a ∈ A. Então a =
∑
u∈β

αuu, onde αu ∈ K e o conjunto

{u ∈ β; αu 6= 0} é �nito. Desta forma, dados a =
∑

u∈β αuu, e b =
∑

v∈β λvv ∈ A,

de�na ∗ : A→ A da seguinte maneira:

a ∗ b =
∑
u,v∈β

αuλvf(u, v),

observe que “ ∗ ” está bem de�nida pois se
∑

v∈β γvv =
∑

v∈β γ
′
vv, com λv, λ

′
v ∈ K,

então λv = λ′v para todo v ∈ β. Considerando agora µ ∈ β e a =
∑

u∈β αuu,

a1 =
∑

u∈β α
′
uu, b =

∑
v∈β λvv, temos

(a+ a1) ∗ b =
∑
u∈β

(αu + α′u)u ∗
∑
v∈β

λvv

=
∑
u,v∈β

(αu + α′u)λvf(u, v)

=
∑
u,v∈β

αuλvf(u, v) +
∑
u,v∈β

α′uλvf(u, v)

= (a ∗ b) + (a1 ∗ b)

e

µ(a ∗ b) =
∑
u∈β

µαuλvf(u, v)

=
∑
u∈β

(µαu)u ∗
∑
v∈β

λvv

= (µa) ∗ b.
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De modo inteiramente análogo, mostra-se que µ(a ∗ b) = a ∗ (µb) e que

a ∗ (b1 + b2) = a ∗ b1 + a ∗ b2, para quaisquer b1, b2 ∈ A. Logo, “ ∗ ” é bilinear.

Considerando agora u1, u2 ∈ β, temos que u1 =
∑

u∈β αuu, onde αu = 1 se u = u1,

e αu = 0 se u 6= u1 e u2 =
∑

v∈β λvv, onde λv = 1 se v = u2 e λv = 0 se v 6= u2. Daí,

u1 ∗ u2 =
∑
u,v∈β

αuλvf(u, v) = αu1λu2f(u, v) = f(u, v),

e obtemos que ∗ estende f.

Mostremos agora a unicidade da aplicação. Suponha que ? : A×A→ A estende

f . Então deveríamos ter

a ? b =
∑
u,v∈β

αuλv(u ∗1 v)

=
∑
u,v∈β

αuλvf(u, v)

= a ∗ b.

Portanto, “ ∗ ” e “ ? ” são iguais.

De�nição 1.1.12 Seja A uma K-álgebra. Dizemos que :

(i) um subespaço B de A é uma subálgebra de A se é multiplicativamente fechado,

isto é, b1b2 ∈ B para quaisquer b1, b2 ∈ B;

(ii) um subespaço I de A é um ideal(bilateral) de A se AI, IA ⊆ I, ou seja, se

ax, xa ∈ I para quaiquer a ∈ A e x ∈ I.

Observação 1.1.13 De�nimos também ideais unilaterais. I é dito ideal à direita

(respectivamente à esquerda) se IA ⊆ I (respectivamente AI ⊆ I).

Exemplo 1.1.14 Considere k ∈ N e Ek o subespaço de E gerado por

{1, ei1ei2 . . . eil | l ≤ k}. Temos que Ek é uma subálgebra de E.

Exemplo 1.1.15 Seja A uma álgebra associativa. O conjunto

Z(A) = {a ∈ A| ax = xa, para todox ∈ A}

é uma subálgebra de A chamado de centro de A. Da Álgebra Linear, temos que dado

n ∈ N, Z(Mn(K)) = {λIn|λ ∈ K}. Pelo Exemplo 1.1.9, obtemos que Z(E) = E0.

Observação 1.1.16 Sendo A uma álgebra, {Iλ|λ ∈ Λ} uma família de ideais de A e

{Bγ| γ ∈ Γ} uma família de subálgebras de A, é fácil ver que
⋂
λ∈Λ Iλ é um ideal de A

e
⋂
γ∈ΓBγ é uma subálgebra de A.
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Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. De�nimos a relação de congruência

módulo I por:

De�nição 1.1.17 Sendo a, b ∈ A, a é dito congruente a b módulo I se a− b ∈ I.

Tal relação será denotada por a ≡ b (mod I) ou a ≡I b. O conjunto {a+ i|i ∈ I}

é chamado de classe de equivalência de a módulo I e será denotado por a ou a+ I. O

conjunto de todas as classes de equivalência módulo I de A será representado por A/I.

Considere o K-espaço vetorial A/I, cujas operações são dadas por:

a+ b = a+ b e λa = λa,

para quaisquer a, b ∈ A e λ ∈ K. Considerando agora, a multiplicação

. : A/I × A/I → A/I

(a, b) 7→ a.b = ab

como I é um ideal , temos que ela está bem de�nida e faz de A/I uma álgebra chamada

de Álgebra Quociente de A por I.

De�nição 1.1.18 Sejam A uma álgebra e S um subconjunto não vazio de A.

De�nimos:

(i) A subálgebra de A gerada por S, denotada por K〈S〉, como sendo a interseção

de todas as subálgebras de A que contêm S (ou S ∪ 1A, caso A seja unitária).

(ii) O ideal de A gerado por S, denotado por IS, como sendo a interseção de todos

os ideais de A que contêm S.

Da De�nição anterior, segue que K〈S〉 é a �menor� subálgebra de A que contem

S, e o ideal de A gerado por S é o �menor� ideal de A contendo S. Se S1 ⊆ S2 ⊆ A,

então K〈S1〉 ⊆ K〈S2〉 ⊆ A e o ideal gerado por S1 está contido no ideal gerado por S2.

Sendo A uma álgebra, dizemos que S ⊆ A gera A (como álgebra) ou é um um

conjunto gerador para a álgebra A, se K〈S〉 = A. Além disso, A é dita uma álgebra

�nitamente gerada se existe S ⊆ A �nito tal que K〈S〉 = A. Sendo A uma álgebra

associativa unitária, não é difícil ver que, K〈S〉 coincide com o subespaço de A gerado

por {s1s2 . . . sn|n ∈ N, si ∈ S} e o ideal de A gerado por S coincide com o subespaço

de A gerado por {asb|a, b ∈ A, s ∈ S}.
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De�nição 1.1.19 Sejam A e B duas álgebras. Uma transformação linear Φ : A→ B

é dita um homomor�smo de álgebras se Φ(a1a2) = Φ(a1)Φ(a2) para quaisquer

a1, a2 ∈ A. Se A e B possuem unidade, exigimos que Φ(1A) = 1B

Dizemos que Φ é:

(i) um monomor�smo de álgebra (ou mergulho, ou imersão) se Φ é um homomor�smo

injetor;

(ii) um isomor�smo de álgebras se Φ é um homomor�smo de álgebras bijetor, neste

caso diremos que A e B são álgebras isomorfas e denotaremos A ' B;

(iii) um automor�smo da álgebra A se Φ : A→ A é um isomor�smo;

(iv) um endomor�smo da álgebra A se Φ : A→ A é um homomor�smo. Denotaremos

por End(A) o conjunto de todos os endomor�smos de A.

Seja Φ : A → B um homomor�smo de álgebras denotamos o núcleo de Φ por

KerΦ = {x ∈ A; Φ(x) = 0B} e a imagem de Φ por ImΦ = {b ∈ B; Φ(a) = b}. É fácil

mostrar que KerΦ é um ideal de A e ImΦ é uma subálgebra de B.

A seguir de�niremos álgebras livres em uma classe de álgebras associativas

unitárias. Os conceitos básicos de PI-teoria, que serão apresentados nas próximas

seções, estão de�nidos nestas álgebras.

De�nição 1.1.20 Seja B uma classe de álgebras. Dizemos que uma álgebra F ∈ B é

uma álgebra livre de B se existe um subconjunto X que gera F (como álgebra) tal que

para toda álgebra A ∈ B e toda aplicação h : X → A existe um único homomor�smo

ϕ : F → A estendendo h. Nestas condições dizemos que F é livremente gerada por X

na classe B.

Exemplo 1.1.21 Considerando a álgebra K[x1, . . . , xn], note que esta álgebra é gerada

pelo conjunto X = {x1, . . . , xn}. Sejam A uma álgebra, a ∈ A e a aplicação

h : X → A, h(xi) = ai. Temos que o homomor�smo ϕ : K[x1, . . . , xn] → A dado

por ϕ(f(x1, . . . , xn)) = f(a1, . . . .an) estende h. Portanto, K[x1, . . . , xn] é uma álgebra

livre na classe de todas as álgebras associativas, comutativas e unitárias, livremente

gerada pelo conjunto {x1, . . . , xn}.

Agora construiremos uma álgebra livre na classe de todas as álgebras associativas

unitárias. Para isso considere X = {x1, x2, . . .} um conjunto não-vazio e enumerável
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cujos elementos iremos chamar de variáveis não-comutativas. Uma palavra em X é

uma sequência xi1xi2 . . . xin , onde n ∈ N e xij ∈ X, se n = 0 diremos que a palavra é

vazia, a qual denotaremos por 1. De�nimos o tamanho da palavra xi1xi2 . . . xin como

sendo n. Dizemos que as palavras xi1xi2 . . . xin e xj1xj2 . . . xjm são iguais se n = m e

i1 = j1 . . . in = jm.

Seja K〈X〉 o espaço vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras

em X. Tal espaço munido do produto (chamado de concatenação)

(xi1xi2 . . . xin)(xj1xj2 . . . xjm) = xi1xi2 . . . xinxj1xj2 . . . xjm

é uma álgebra associativa unitária e X gera K〈X〉 como álgebra.

Os elementos da álgebra K〈X〉 são chamados de polinômios, os quais são somas

formais de monômios que por sua vez são produtos formais de um escalar por uma

palavra em X.

Proposição 1.1.22 A álgebra K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas

unitárias e livremente gerada por X

Demonstração: Sejam B a classe das álgebras associativas unitárias e A ∈ B.

Considere a aplicação h : X → A, dada por h(xi) = ai, para i ∈ N. Então existe uma

única aplicação linear ϕh : K〈X〉 → A tal que ϕh(1) = 1A e ϕh(x1 . . . xn) = a1 . . . an.

Temos que ϕh é o único homomor�smo que estende h. Portanto, K〈X〉 é livre na classe

das álgebras associativas unitárias.

Se f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉, denotaremos por f(a1, . . . , an) a imagem de f por

ϕh, onde f(a1, . . . , an) é um elemento de A obtido pela substituição de xi por ai em f.

Denotaremos por K1〈X〉 a subálgebra sem unidade de K〈X〉. De modo análogo à

proposição anterior temos que K1〈X〉 é livre na classe de todas as álgebras associativas.

Note que K〈X〉 = K1〈X〉⊕ 〈1〉, onde 〈1〉 é o subespaço de K〈X〉 gerado pela unidade.

Dada uma álgebra A associativa, podemos obter uma nova álgebra A− munida do

produto [a1, a2] = a1a2 − a2a1. Conforme vimos na De�nição 1.1.3, A− é uma álgebra

de Lie.

De�nição 1.1.23 Se uma álgebra de Lie G é isomorfa a uma subálgebra de A−

dizemos que A é uma Álgebra Envolvente de G.
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Exemplo 1.1.24 Seja G uma álgebra de Lie com base {u, v} tal que u ∗ v = v. A

álgeba M2(K) é uma álgebra envolvente de G, pois a subálgebra M2(K)− gerada por

{E11, E12} é isomorfa a G.

De�nição 1.1.25 Seja G uma álgebra de Lie. Dizemos que a álgebra associativa

U = U(G) é uma álgebra universal envolvente de G se G é uma subálgebra de

U(G)− e além disso, U satisfaz a propriedade universal, a qual assegura que para

qualquer álgebra associativa A e qualquer homomor�smo Φ : G→ A− existe um único

homomor�smo ϕ : U(G)→ A que estende Φ.

Exemplo 1.1.26 Seja G a álgebra de Lie abeliana (isto é [g1, g2] = 0 para todos

g1, g2 ∈ G) com dimG = n. Considere {g1, . . . , gn} uma base de G, a álgebra

K[g1, . . . , gn] contém G e é uma álgebra envolvente de G. Não é difícil ver que

K[g1, . . . , gn] satisfaz a propriedade universal, portanto é uma álgebra universal

envolvente de G.

Os próximos resultados serão utéis na Seção 1.4 e nos auxuliará a determinar

uma base para K〈X〉, essa ferramenta também será utilizada nos Capítulos 2 e 3.

Teorema 1.1.27 (Poincaré - Birko� - Witt) Toda álgebra de Lie possui uma

única (a menos de isomor�smo) álgebra universal envolvente U(G). Se G tem base

{ei| i ∈ I} e o conjunto de índices é ordenado, então U(G) tem base

ei1 . . . eip | i1 ≤ . . . ≤ ip, p = 0, 1, . . . .

Demonstração: Veja a prova em [15], p.11.

Teorema 1.1.28 (Witt) A subálgebra de Lie L(X) de K〈X〉− gerada por X é livre

na classe das álgebras de Lie com X como conjunto de geradores livres. Além disso,

U(L(X)) = K〈X〉.

Demonstração: Inicialmente mostraremos que L(X) é livre na classe das álgebras de

Lie. Considere G uma álgebra de Lie e a aplicação h : X → G, dada por h(xi) = gi.

Sejam A uma álgebra envolvente de G e o homomorfsmo ψ : K〈X〉 → A que estende h.

Obtemos então um homomor�smo ψ : K〈X〉− → A− de álgebras de Lie e denotaremos

por φ : L(X)→ A− a restrição de ψ a L(X).

Note que φ(xi) = gi e X = {xi; i ∈ I} gera L(X). Portanto, φ(L(X)) ⊆ G e

obtemos um homomor�smo ψ : L(X)→ G, com ψ(xi) = gi.

Mostremos agora que U(L(X)) = K〈X〉. É imediato que L(X) ⊆ K〈X〉.

Suponha que φ : L(X) → A− é um homomor�smo de álgebras de Lie, onde A
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é uma álgebra associativa. Seja ψ : K〈X〉 → A o único homomor�smo tal que

ψ(xi) = φ(xi) = ai, i ∈ I. Como ψ(xi) = φ(xi) para todo xi ∈ X, X gera L(X),

ψ é o único estendendo φ. Portanto U(L(X)) = K〈X〉.

1.2 PI-Álgebras, T-ideais e Variedades de Álgebras

De agora em diante, a menos que se mencione o contrárioX irá denotar o conjunto

enumerável {x1, x2, . . .}.

De�nição 1.2.1 Sejam A uma álgebra associativa e f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉.
Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial de A (ou identidade polinomial

ordinária de A) se f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Neste caso diremos

que A satisfaz a identidade f(x1, . . . , xn) = 0.

É imediato que o polinômio f ≡ 0 é uma identidade polinomial para qualquer

álgebra A.

Observação 1.2.2 É possível mostrar que f é uma identidade polinomial de A se, e

somente se, f pertence aos núcleos de todos homomor�smos de K〈X〉 em A.

De�nição 1.2.3 Se A satisfaz uma identidade polinomial f 6= 0, dizemos que A é

uma PI-álgebra.

Denotaremos por T (A) o conjunto de todas as identidades polinomiais para A.

Sendo A e B álgebras, dizemos que A e B são PI-equivalentes se T (A) = T (B).

Exemplo 1.2.4 Seja A uma álgebra comutativa. Então [x1, x2] ∈ K〈X〉 é uma

identidade polinomial de A. Em particular, toda álgebra comutativa é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.2.5 Seja A uma álgebra associativa de dimensão �nita e dimA < n.

Então A satisfaz a identidade standard de grau n

sn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) . . . xσ(n),

onde Sn é o grupo simétrico de grau n. Assim toda álgebra de dimensão �nita é uma

PI-álgebra.

Exemplo 1.2.6 (Teorema Amitsur-Levitzki) A álgebra Mn(K) das matrizes de

ordem n × n satisfaz a identidade standard de grau 2n. Portanto, Mn(K) é uma PI-

álgebra. Para mais detalhes veja [15], p.79.
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Exemplo 1.2.7 A álgebra de Grassmann E satisfaz a identidade [x1, x2, x3]. De fato,

sejam ei1 . . . ein, ej1 . . . ejm e ek1 . . . ekl elementos da base de E. Observe que:

[ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm ] = (1− (−1)n.m)ei1 . . . einej1 . . . ejm .

Se [ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm ] 6= 0, então n e m são ímpares assim

ei1 . . . einej1 . . . ejm ∈ E(0) dessa forma [ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm , ek1 . . . ekl ] = 0 para

qualquer l ∈ N.
Se [ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm ] = 0, então [ei1 . . . ein , ej1 . . . ejm , ek1 . . . ekl ] = 0. Portanto,

E é uma PI-álgebra.

De�nição 1.2.8 Um ideal I de K〈X〉 é um T -ideal se ϕ(I) ⊆ I, para todo

ϕ ∈ End(K〈X〉).

Proposição 1.2.9 Se A é uma álgebra então T (A) é um T-ideal de K〈X〉.
Reciprocamente, se I é um T -ideal de K〈X〉, então existe alguma álgebra B tal que

T (B) = I.

Demonstração: É fácil ver que T (A) é um ideal de K〈X〉. Resta mostrar que T (A)

é invariante para todo endomor�smo ϕ ∈ End (K〈X〉), tomemos arbitrariamente

f = f(x1, . . . , xn) ∈ T (A) e ϕ ∈ End (K〈X〉). Note que se ψ : K〈X〉 → A

é um homomor�smo qualquer de álgebras, então ψ(ϕ(f)) = (ψ ◦ ϕ)(f) = 0 pois

ψ◦ϕ : K〈X〉 → A é um homomor�smo de álgebras e f ∈ T (A). Portanto, ϕ(f) ∈ Kerψ

e deste modo ϕ(f) ∈ T (A).

Dado I um T -ideal de K〈X〉, consideremos a álgebra quociente B = K〈X〉/I

e a projeção canônica π : K〈X〉 → K〈X〉/I. Se f ∈ T (B), então f ∈ Kerπ.

Como Kerπ = I, temos que T (B) ⊆ I. Por outro lado, se f(x1, . . . , xn) ∈ I e

g1, . . . , gn ∈ K〈X〉, então f(g1, . . . , gn) ∈ I e daí f(g1, . . . , gn) = f(g1, . . . , gn) = 0.

Assim, I ⊆ T (B) e como queríamos demonstrar T (B) = I.

É possível mostrar que a interseção de uma família qualquer de T-ideais ainda

é um T-ideal. Portanto, dado um subconjunto S qualquer de K〈X〉, podemos de�nir

o T-ideal gerado por S, o qual denotaremos por 〈S〉T , como sendo a interseção de

todos os T-ideais de K〈X〉 que contêm S. Assim, 〈S〉T é o menor T-ideal de K〈X〉

contendo S.

Exemplo 1.2.10 ([15], Teorema 5.2.1) Sejam K um corpo in�nito e Uk(K) a álgebra

das matrizes k× k triangular superiores. Então T (Uk(K)) = 〈[x1, x2] . . . [x2k−1, x2k]〉T .
Dizemos que todas as identidades de Uk(K) seguem (ou são consequência) do polinômio

[x1, x2] . . . [x2k−1, x2k].
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Exemplo 1.2.11 Sendo K um corpo de característica zero, em 1973 Razmyslov

exibiu uma base com nove identidades para M2(K). Usando este fato, em

1981, Drensky reduziu esse resultado, também para charK = 0, e mostrou que

T (M2(K)) = 〈s4(x1, x2, x3, x4) e [[x1, x2]2, x1]〉T . Em 2001, Koshlukov generalizou o

resultado de Drensky para K in�nito e de característica diferente de 2. Se charK = 3

é necessário uma terceira identidade (veja [10]). Até o momento, a descrição de

T (M2(K)) está em aberto para charK = 2.

No Capítulo 2, iremos descrever o T-ideal da álgebra de Grassmann E quando a

caracteristica do corpo for zero ou positiva e diferente de 2.

De�nição 1.2.12 Seja {fi(x1, . . . , xni) ∈ K〈X〉| i ∈ I} um conjunto de polinômios da

álgebra associativa K〈X〉. A classe B de todas as álgebras associativas que satisfazem

as identidades fi = 0, i ∈ I, é dita variedade (de álgebras associtivas) determinada

pelo sistema de identidades {fi| i ∈ I}.

Exemplo 1.2.13 A variedade determinada por S = {[x1, x2]} é a classe das álgebras

associativas e comutativas.

1.3 Álgebras Graduadas

Nesta seção iremos apresentar conceitos e resultados relevantes sobre álgebras

graduadas que serão utilizados no Capítulo 3.

De�nição 1.3.1 Seja G um grupo, uma álgebra A é dita G-graduada, se

A =
⊕

g∈GA
(g) e A(g)A(h) ⊆ A(gh),

para quaisquer g, h ∈ G.

Na De�nição acima, o subespaço A(g) é chamado de componente homogênea

de grau g e seus elementos são chamados de elementos homogêneos de grau g.

Exemplo 1.3.2 Seja ε o elemento neutro do grupo G, de�nindo A(g) = {0}, se g 6= ε

e A(ε) = A. Então A =
⊕

g∈GA
(g) é uma G-graduação (chamada graduação trivial).

Exemplo 1.3.3 Considere a álgebra de Grassmann E e os subespaços

E(0) = 〈1E, ei1 . . . ei2n|n ≥ 1〉 e E(1) = 〈ei1 . . . ei2n+1 |n ≥ 0〉. Sabemos que

E = E(0) ⊕ E(1) e E(i)E(j) ⊆ E(i+j) para quaisquer i, j ∈ Z2 . Assim E admite uma

Z2-graduação, a qual chamamos de Z2-graduação canônica ou natural. Outra

Z2-gaduação para E bastante conhecida é a trivial na qual E = E ⊕ 0. Veremos as

demais Z2-gaduações para E na Seção 3.1.
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Exemplo 1.3.4 Considere o monóide aditivo N0 (N0 = N ∪ {0}) e a álgebra K[x].

Para n ∈ N0, de�na W (n) = 〈xn〉. Não é difícil ver que K[x] = ⊕n∈N0W
(n) é uma

álgebra N0-graduada.

Exemplo 1.3.5 Considere n ∈ N, n ≥ 2, a álgebra M = Mn(K) e o grupo

Zn = {0, 1, . . . , n− 1}. Dado α ∈ Zn, de�na M (α) = 〈Eij| j − i = α〉. A decomposição

Mn(K) = ⊕α∈ZM (α) é uma Zn-graduação.
Tomemos agora o grupo Z. Sendo k ∈ Z, de�nimos M (k) = 〈Eij| j − i = k〉, se

−(n−1) ≤ k ≤ n−1, eM (k) = 0 se | k |≥ n. Não é difícil mostrar queMn = ⊕k∈ZM (k)

é uma Z-graduação.

Proposição 1.3.6 Se A é uma álgebra G-graduada então 1A ∈ A(ε), onde ε é o

elemento neutro de G.

Demonstração: Como 1A ∈ A, temos que existem g1, . . . , gn ∈ G tais que

1A = aε + ag1 + . . .+ agn (1.3)

com aε ∈ A(ε) e agi ∈ A(gi), para i = 1, . . . , n. Tomando agora h ∈ G e ah ∈ A(h),

arbitrarios, temos

ah = ahaε + ahag1 + . . .+ ahagn

Observando que ahaε ∈ A(h), ahagi ∈ A(h+gi) e h, h + g1, . . . , h + gn são dois a dois

distintos, podemos concluir que ahagi = 0 para i = 1, . . . , n, donde ahaε = ah. De

modo totalmente análogo mostramos que aεah = ah e assim concluímos que aε = 1A.

De�nição 1.3.7 Sejam A e B álgebras G-graduadas. Dizemos que o homomor�smo

ϕ : A → B é um homomor�smo G-graduado se ϕ(A(g)) ⊆ B(g), para todo g ∈ G.
De modo análogo de�nimos isomor�smo, endomor�smo e automor�smo G-graduado.

Para de�nir identidades polinomiais e T -ideais G-graduados, será necessário o

conceito de álgebra livre graduada. Considere a família dos conjuntos enumeráveis,

dois a dois disjuntos, {X(g)}g∈G. Seja X = ∪g∈GX(g) e K〈X〉 a álgebra associativa

livre. De�nimos:

α(1) = ε, α(xi) = g se xi ∈ X(g) e α(xi1 . . . xin) = α(xi1) . . . α(xin).

Tomando K〈X〉(g) = 〈xi1 . . . xin|α(xi1 . . . xin) = g〉, temos K〈X〉 =
⊕

g∈GK〈X〉(g) e

K〈X〉(g)K〈X〉(h) ⊆ K〈X〉(gh), e assim K〈X〉 é uma álgebra G-graduada, denominada

álgebra associativa livre G-graduada.
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Notação 1.3.8 Se f ∈ K〈X〉(g), então α(f) = g.

De�nição 1.3.9 Sendo A =
⊕

g∈GA
(g) uma álgebra G-graduada e K〈X〉 a álgebra

associativa livre G-graduada. Dizemos que um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é uma

identidade G-graduada de A se f(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer ai ∈ A tais que

α(ai) = α(xi), 1 ≤ i ≤ n.

Exemplo 1.3.10 Sendo E a álgebra de Grassmann munida da Z2-graduação natural,

o polinômio f(x1, x2) = x1 ◦ x2 = x1x2 + x2x1 (chamamos “ ◦ ” de produto de Jordan),

com α(x1) = α(x2) = 1, é uma identidade Z2-graduada de E.

De�nição 1.3.11 Seja K〈X〉 a álgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de

K〈X〉 é um TG-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todos endomor�smos G-graduados ϕ de K〈X〉.

Dado um subconjunto S de K〈X〉, de�nimos o TG-ideal gerado por S, o qual

denotaremos por 〈S〉TG , como sendo a interseção de todos os TG-ideais de K〈X〉 que

contêm S.

Observação 1.3.12 Quando G = Zn, denotaremos o TG-ideal por Tn.

O próximo resultado estabelece uma relação importante entre T -ideais ordinários

e T -ideais graduados.

Proposição 1.3.13 Sejam A e B duas álgebras G-graduadas tais que TG(A) ⊆ TG(B).

Então T (A) ⊆ T (B). Ademais, se TG(A) = TG(B), então T (A) = T (B).

Demonstração: Consideremos a álgebra associativa livre K〈Y 〉, onde

Y = {y1, y2, . . .} e seja f(y1, . . . , yn) ∈ T (A). Dados b1, . . . , bn ∈ B, tomemos big ∈ B(g),

para i = 1, . . . , n e g ∈ G, tais que bi =
∑

g∈G big . Para cada big 6= 0, tomemos

xig ∈ X(g) e consideremos o polinômio f1 = f
(∑

g∈G xig , . . . ,
∑

g∈G xng

)
∈ K〈X〉.

Como f ∈ T (A), temos f1 ∈ TG(A) e daí f1 ∈ TG(B). Fazendo então as substituições

xig = big , para i = 1, . . . , n e g ∈ G, temos

f(b1, . . . , bn) = f

(∑
g∈G

big , . . . ,
∑
g∈G

bng

)
= 0

e assim f ∈ T (B).

Se TG(A) = TG(B), então TG(A) ⊆ TG(B) e TG(B) ⊆ TG(A), e daí segue a última

a�rmação.
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Observação 1.3.14 A recíproca da proposição não é verdadeira. Como contra-

exemplo, dado n ∈ N, tomemos o subespaço En de E gerado pelo conjunto

{1E, ei1 . . . eik | i1 < . . . < ik ≤ n}. En é uma subálgebra de E, e a partir da

Z2-graduação natural de E (veja o Exemplo 1.3.3), podemos de�nir uma Z2-graduação

para En dada por: En = E
(0)
n ⊕ E

(1)
n , onde E(0)

n = En ∩ E(0) e E(1)
n = En ∩ E(1).

Tomando n par e as álgebras En e En+1 (sendo K um corpo de característica diferente

de 2) com suas Z2-graduações naturais, temos que T (En) 6= T (En+1) (veja Observação

2.2.8), mas T2(En) = T2(En+1), pois f(x1, x2, . . . , xn+1) = x1x2 . . . xn+1, com

α(x1) = α(x2) = . . . = α(xn+1) = 1 é identidade para En, mas não é para En+1.

De�nição 1.3.15 Dizemos que uma álgebra Z2-graduada A = A(0) ⊕ A(1) é

supercomutativa se ab = (−1)ijba para quaisquer a ∈ A(i) e b ∈ A(j).

Pela De�nição acima, dizer que A é uma álgebra supercomutativa equivale a dizer

que A(0) ⊆ Z(A) e ab = −ba para quaisquer a, b ∈ A(1).

Exemplo 1.3.16 A álgebra de Grassmann E, com sua Z2-graduação natural

E = E(0) ⊕ E(1), é um exemplo de álgebra supercomutativa. A álgebra exterior En de

dimensão 2n, com sua Z2-graduação natural En = E
(0)
n ⊕ E(1)

n , também é um exemplo

de álgebra supercomutativa.

Exemplo 1.3.17 Seja L uma álgebra de Lie nilpotente de classe 2 (isto

é, o produto (a1a2)a3 é nulo para quaisquer a1, a2, a3 ∈ L) e seja L1

um subespaço tal que L = Z(L) ⊕ L1 (como espaço vetorial), onde

Z(L) = {x ∈ L;xa = 0 para todo a ∈ L}. Considerando a álgebra HL = K ⊕ L, cujo
produto é dado por (λ1, x)(λ2, y) = (λ1λ2, λ1y + λ2x + xy), para quaisquer x, y, z ∈ L
(veja Exemplo 1.1.10), temos que HL é associativa e unitária.

Tomando agora V (0) = {(λ, x);λ ∈ K, x ∈ Z(L)} e V (1) = {(0, y); y ∈ L1},
observamos que HL = V (0) ⊕ V (1) e que esta decomposição de�ne uma Z2-graduação

em HL. Além disso, V (0) = Z(HL) e uv = −vu para quaisquer u, v ∈ V (1). Logo, HL

é supercomutativa.

Denotaremos por K〈Y, Z〉 a álgebra associativa livre Z2-graduada gerada por

X = Y ∪ Z, onde Y = {y1, y2, . . .} e Z = {z1, z2, . . .} são conjuntos enumeráveis de

variáveis disjuntos. A álgebra K〈Y, Z〉 satisfaz a seguinte propriedade universal: Para

toda álgebra Z2-graduada A = A(0) ⊕ A(1), toda função

φ : Y ∪ Z → A

Y 7→ A(0)

Z 7→ A(1)

pode ser estendida a um único homomor�smo de álgebras.
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1.4 Polinômios Multihomogêneos, Multilineares e

Próprios

Os conceitos e resultados apresentados aqui serão ferramentas básicas para o

estudo dos Capítulos 2 e 3.

De�nição 1.4.1 Sejam m ∈ K〈X〉 um monômio e xi ∈ X. De�nimos o grau de

m em xi, denotado por degxim, como sendo o número de ocorrências de xi em m.

Um polinômio f ∈ K〈X〉 é dito homogêneo em xi se todos os seus monômios têm o

mesmo grau em xi. Por sua vez, f é dito multihomogêneo quando é homogêneo em

todas as variáveis.

Dado m = m(x1, . . . , xk) um monômio de K〈X〉, de�nimos o multigrau de m

como sendo a k-upla (a1, . . . , ak), onde ai = degxim. Seja g ∈ K〈X〉 a soma de todos os

monômios de g com um dado multigrau é chamada de componente multihomogênea

de g. Quando g ∈ K〈X〉 é homogêneo em cada uma de suas k-variáveis (ou seja, possui

uma única componente multihomogênea) dizemos que f é multihomogêneo.

Exemplo 1.4.2 O polinômio f(x1, x2, x3) = x1x
2
2 + x2x1x

2
3 é homogêneo em x1, mas

não é multihomogêneo.

Teorema 1.4.3 Sejam I um T-ideal de K〈X〉 e f(x1, . . . , xk) ∈ I. Se K é in�nito,

então cada componente multihomogênea de f pertence a I. Consequentemente, I é

gerado por seus polinômios multihomogêneos.

Demonstração: Seja n o maior grau em xi de algum monômio de f . Para cada

i = 0, 1, . . . , n, tomemos fi(x1, . . . , xk) como sendo a soma de todos os monômios

que tenham grau i em x1, e assim f = f0 + f1 + . . . + fn. Como K é in�nito,

podemos escolher λ0, λ1, . . . , λn ∈ K todos distintos. Para cada j = 0, 1, . . . , n, temos

gj = f(λjx1, x2, . . . , xk) = f0 + λjf1 + . . .+ λnj fn e assim
1 λ0 . . . λn0

1 λ1 . . . λn1
...

...
. . .

...

1 λn . . . λnn




f0

f1

...

fn

 =


g0

g1

...

gn


Observe que g0, g1, . . . , gn ∈ I, pois I é um T-ideal. Além disso, a primeira

matriz da equação acima é uma matriz de Vandermonde invertível. Logo, devemos ter

f0, f1, . . . , fn ∈ I.
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Agora, para cada i = 0, 1, . . . , n e t = 0, 1, . . . , tomemos fit como sendo a

componente homogênea em fi de grau t em x2. Usando os mesmos argumentos acima,

concluímos que fit ∈ I e assim, repetindo o processo para cada variável, obtemos a

primeira a�rmação. Finalmente, observando que f é a soma de suas componentes

multihomogêneas, concluímos que I é gerado por seus polinômios multihomogêneos.

De�nição 1.4.4 Um polinômio f(x1, . . . , xk) ∈ K〈X〉 é multilinear se é

multihomogêneo com multigrau (1, 1, . . . , 1). Neste caso f tem a forma∑
σ∈Sk

ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(k) comασ ∈ K.

Denotaremos por Pn o espaço vetorial dos polinômios multilineares de K〈X〉 nas

variáveis x1, . . . , xn. É fácil ver que β = {xσ(1) . . . xσ(n);σ ∈ Sn} é uma base para Pn,

donde dimPn = n!.

De�nição 1.4.5 Seja A uma álgebra. O número inteiro não negativo

cn(A) = dim
Pn

Pn ∩ T (A)

é chamado n-ésima codimensão para a álgebra A.

Observação 1.4.6 Seja A uma álgebra. Então A é uma PI-álgebra se e, somente se,

cn(A) < n!, para algum n ≥ 1.

Proposição 1.4.7 Seja K um corpo de característica 0 (ou charK = p > deg f),

então f = 0 é equivalente a um conjunto �nito de identidades polinomiais multilineares.

Demonstração: Usaremos o processo de linearização. Seja I = 〈f〉T , pelo Teorema

1.4.3 temos que f é equivalente a um conjunto de polinômios multihomogêneos.

Assim, para provar o resultado basta mostrar que todo polinômio multihomogêneo é

equivalente a um multilinear. Suponha f multihomogêneo e seja d = degxi f . Escreva

f(y1 + y2, x2, . . . , xm) ∈ I na forma

f(y1 + y2, x2, . . . , xm) =
d∑
i=0

fi(y1, y2, x2, . . . , xm),

onde fi é a componente homogênea de grau i em y1. Temos que fi ∈ I para

i = 0, 1, . . . , d. Como degyj fi < d, i = 1, . . . , d − 1, j = 1, 2, podemos aplicar

argumentos indutivos e obtemos um conjunto de consequências multilineares de f .
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Para ver que estas identidades multilineares são equivalentes a f = 0, é su�ciente

observarmos que

fi(y1, y1, x2, . . . , xm) =

(
d

i

)
f(y1, x2, . . . , xm)

e que o coe�ciente binomial é diferente de zero, pois temos por hipótese que charK = 0

(ou charK = p > deg f).

De�nição 1.4.8 Seja f ∈ K〈X〉. Dizemos que f é um polinômio próprio (ou

comutador), se é uma combinação linear de produtos de comutadores, ou seja,

f(x1, . . . , xm) =
∑

αi,...,j[xi1 , . . . , xip ] . . . [xj1 , . . . , xjq ], αi,...,j ∈ K.

Os polinômios próprios foram abordados pela primeira vez por Malcev e Specht

em 1950, e desempenham um papel importante no estudo das identidades polinomiais

de álgebras associativas unitárias. Iremos denotar por B o conjunto de todos os

polinômios próprios em K〈X〉 e por Γn = B ∩ Pn, n = 1, 2, . . ., o conjunto de todos os

polinômios próprios multilineares de grau n.

De�nição 1.4.9 Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo de característica zero, dizemos

que

γn(A) = dim
Γn

Γn ∩ T (A)

com n = 1, 2, . . ., é a n-ésima codimensão própria de A.

Teorema 1.4.10 Se A é uma PI-álgebra sobre um corpo de característica zero, então

a sequência de codimensões é dada por

cn(A) =
n∑
k=0

(
n

k

)
γk(A).

Demonstração: Ver [15], p. 47.

No capítulo 2 mostraremos que cn(E) = 2n−1. Em [15], Drensky provou os

próximos resultados que nos permite encontrar uma base de K〈X〉.

Proposição 1.4.11 Suponha que os elementos

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], . . . , [xl1 , . . . , xlp ]

formam uma base ordenada de L(X), onde os elementos x1, x2, . . . precedem os

comutadores. Então
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(i) O espaço vetorial K〈X〉 tem base formada pelos elementos

xa11 x
a2
2 . . . xamm [xi1 , xi2 ]

b . . . [xl1 , . . . , xlp ]
c,

onde a1, . . . , am, b, . . . , c ≥ 0 e [xi1 , xi2 ] < . . . < [xl1 , . . . , xlp ] na ordenação da

base de L(X);

(ii) Os elementos desta base tais que ai = 0, para i = 1, . . . ,m, formam uma base

para o espaço vetorial B.

Demonstração: Veja [15], p. 43.

Proposição 1.4.12 Se é A uma PI-álgebra associativa com unidade sobre um corpo

in�nito K, então todas as identidades polinomiais de A seguem de suas identidades

próprias. Se charK = 0, então todas as identidades polinomiais de A seguem de suas

identidades próprias multilineares.

Demonstração: Ver prova em [15], p.43

1.5 Polinômios Centrais e T-espaços

De�nição 1.5.1 Sejam A uma álgebra e f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉. Dizemos que f é um

polinômio central para A se f tem termo constante nulo e f(a1, . . . , an) ∈ Z(A) para

quaisquer a1, . . . , an ∈ A.

Deste modo, dizer que f é um polinômio central para A signi�ca dizer que [f, g]

é uma identidade para A para todo g ∈ K〈X〉.

Exemplo 1.5.2 O polinômio f(x1, x2, x3, x4) = [x1, x2] ◦ [x3, x4], conhecido como

polinômio de Hall, é um polinômio central para a álgebra M2(K). Okithin em [35]

descreveu os polinômios centrais para a álgebra M2(K), quando charK = 0, e Colombo

e Koshlukov em [12] generalizaram esta descrição, quando charK = p > 0 e p 6= 2.

No Capítulo 4 iremos apresentar a descrição dos polinômios centrais para a

álgebra de Grassmann obtida por Brandão, Koshlukov, Krasilnikov e Da Silva, em

[7].

De�nição 1.5.3 Um subespaço V de K〈X〉 é dito um T-espaço se ϕ(V ) ⊆ V para

todo ϕ ∈ End(K〈X〉).

Exemplo 1.5.4 Todo T-ideal de K〈X〉 é um T-espaço. O subespaço K = {α1|α ∈ K}
é também um exemplo de T-espaço de K〈X〉.
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Exemplo 1.5.5 Se A é uma álgebra e W um subespaço de A, então o conjunto

B = {f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉|f(a1, . . . , an) ∈ W para todo a1, . . . , an ∈ A}

é um T-espaço de K〈X〉. Quando W = Z(A), o T-espaço B é chamado de espaço dos

polinômios centrais de A, o qual denotaremos por C(A).

Não é difícil ver que a interseção e a soma de uma família qualquer de T-espaços

ainda é um T-espaço. Desta forma, dado um subconjunto S de K〈X〉, podemos de�nir

o T-espaço gerado por S como sendo a interseção de todos os T-espaços que contêm S.

Proposição 1.5.6 Se S ⊆ K〈X〉 e V é o T-espaço de K〈X〉 gerado por S, então V

é exatamente o subespaço de K〈X〉 gerado por

{f(g1, . . . , gn)|f ∈ S, g1, . . . , gn ∈ K〈X〉}.

Demonstração: Observe que este conjunto é igual a

(End(K〈X〉))S = {ϕ(f)|f ∈ S, ϕ ∈ End(K〈X〉)}.

Tomemos V1 como sendo o subespaço de K〈X〉 gerado por (End(K〈X〉))S. Como

S ⊆ V e V é um T-espaço, temos que ϕ(f) ∈ V para qualquer ϕ ∈ End(K〈X〉).

Portanto V1 ⊆ V.

Por outro lado, como ψ(g) ∈ (End(K〈X〉))S, para quaisquer ψ ∈ End(K〈X〉) e

g ∈ (End(K〈X〉))S, concluímos que V1 é um T-espaço de K〈X〉. Além disso, S ⊆ V1 .

Assim, V ⊆ V1, e isto completa a prova.

Sejam S ⊆ K〈X〉 e J o T-ideal gerado por S. Tomando

S1 = {xn+1f(x1, . . . , xn)xn+2; f ∈ S}

temos que J é exatamente o T-espaço de K〈X〉 gerado por S1. Assim, a partir de uma

base de um T-ideal é possível construir um conjunto capaz de gerá-lo como T-espaço.

Pelo que vimos até aqui, o conjunto C(A) é sempre um T-espaço de K〈X〉 para

toda álgebraA. Quando buscamos descrever os polinômios centrais deA, nosso objetivo

é determinar um subconjunto de C(A) que possa gerá-lo como T-espaço.
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1.6 Tabelas de Young e a Ação do Grupo Linear Geral

GLm

Nesta seção apresentaremos os resultados sobre a teoria de Young e a ação do

grupo linar geral GLm que serão ultizados na Seção 3.6 (para mais detalhes veja o livro

[15]). Em toda seção, a menos que se mencione o contrário, K denotará um corpo de

característica zero.

De�nição 1.6.1 Seja n ≥ 1 um inteiro. De�nimos uma partição de n como

sendo uma r-upla (λ1, λ2, . . . , λr) de números naturais tais que λ1 ≥ . . . ≥ λr e

λ1 + . . .+ λr = n.

Notação 1.6.2 Usamos a notação λ = (λ1, λ2, . . . , λr) ` n para dizer que λ é uma

partição de n.

De�nição 1.6.3 Sendo λ = (λ1, λ2, . . . , λr) ` n, de�nimos o diagrama de Young Dλ

da partição λ como sendo o conjunto

Dλ = {(i, j) ∈ N× N| 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ λi}.

Gra�camente representa-se Dλ por n quadrados distribuídos em r �las

horizontais, chamadas de linhas sendo a i-ésima linha composta por λi quadrados.

Da esquerda para a direita, os primeiros quadrados das linhas aparecem numa mesma

coluna (�la vertical). Sendo (i, j) um elemento de Dλ, o quadrado correspondente a

ele está na i-ésima linha e j-ésima coluna. A numeração das linhas cresce de cima para

baixo e a das colunas da esquerda para a direita. Denotando por cj o número de células

da j-ésima coluna, temos cj = max{i ∈ {1, 2, . . . , r}|λi ≥ j}.

Exemplo 1.6.4 A representação do diagrama de Young da partição λ = (4, 3, 1) ` 8

é dada por

Dλ =

De�nição 1.6.5 Sejam n ∈ N e λ = (λ1, . . . , λr) ` n. De�nimos uma tabela de Young

do diagrama Dλ como sendo uma função bijetora T : Dλ → In, onde In = {1, . . . , n}.
Dizemos que uma tabela de Young T é standard se satisfaz as seguintes condições:

(i) T (i, j) < T (i, j + 1) para 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ λi − 1;
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(ii) T (i, j) < T (i+ 1, j) para 1 ≤ j ≤ λ1 e 1 ≤ i ≤ cj − 1.

Em outras palavras, dizer que uma tabela de Young T é standard signi�ca dizer

que as entradas crescem em cada linha da esquerda para a direita, e em cada coluna

de cima para baixo.

Exemplo 1.6.6 Considere as seguintes tabelas de Young

T1 =

1 2 3

5 4

6

e

T2 =

1 2 3 4

5

6

Observe que a segunda tabela T2 é standard mas a primeira não é.

De�nição 1.6.7 Dada uma partição λ = (λ1, . . . , λr) ` n, de�nimos a λ-tabela Tλ de

conteúdo α = (α1, . . . , αm), onde α1 + . . .+αm = n, como sendo o diagrama de Young

Dλ cujas células são preeenchidas com α1 números 1, α2 números 2, . . . , αm números

m.

De�nição 1.6.8 Uma talela Tλ é semi-standard se as entradas não decrescem da

esquerda para a direita nas linhas e crescem de cima para baixo nas colunas.

Exemplo 1.6.9 Dadas as tabelas T1 de conteúdo (2, 3, 1, 1) e T2 de conteúdo

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

T1 =

1 1 2 4

2 2

3

e

T2 =

1 2 3 4

6 5

7

temos que T1 é uma tabela de Young semi-standard, mas T2 não é.

Para cada partição λ de n existem n! tabelas distintas associadas ao diagrama

de Young Dλ, dentre elas estão as tabelas standard que desempenham um papel

importante em PI-teoria. Ainda em relação ao Diagrama de Young, um outro conceito

relevante é o de gancho, o qual será apresentado a seguir.
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De�nição 1.6.10 Sejam λ = (λ1, . . . , λr) ` n e (i0, j0) ∈ Dλ. De�nimos o gancho

(i0, j0) de Dλ como sendo o conjunto

{(i0, j)| j0 ≤ j ≤ λi0} ∪ {(i, j0)| i0 ≤ i ≤ cj0}.

Observe que o gancho (i0, j0) do diagrama Dλ é exatamente o conjunto das células

da linha i0 e que estão à direita da célula (i0, j0) (incluindo a própria célula (i0, j0)) e

das células da coluna j0 que estão abaixo da célula (i0, j0). Denotaremos por hi0,j0 o

tamanho (número de células) do gancho (i0, j0).

Exemplo 1.6.11 Considere a partição λ = (3, 3, 1) ` 7. Nas �guras abaixo

representamos os ganchos de (1, 2) e (1, 1) do diagrama Dλ :

X X

X e

X X X

X

X

De�nição 1.6.12 Seja A uma álgebra. De�nimos um A-módulo (ou módulo sobre A)

como sendo um espaço vetorial M , munido de um produto

. : A×M → M

(a,m) 7→ a.m

que satisfaz:

(i) a1.(a2.m) = (a1a2).m

(ii) 1A.m = m

para quaisquer a1, a2 ∈ A, m ∈M , e “.” é uma aplicação bilinear.

De�nição 1.6.13 Sejam A uma álgebra e M um A-módulo. Dizemos que

(i) Um subespaço vetorial N é um submódulo (ou A-submódulo) de M se a.n ∈ N
para quaisquer a ∈ A e n ∈ N ;

(ii) M é um A-módulo irredutível (ou simples) se seus únicos submódulos são {0} e
M .

Seja K〈Xm〉 = K〈x1, . . . , xm〉 a álgebra associativa livre de posto m e K〈Xm〉(n),

com n ≥ 0, a componente homogênea de grau n para K〈Xm〉. Não é difícil ver que

K〈Xm〉 possui uma estrutura de GLm-módulo e o espaço Id(A) ∩ K〈Xm〉(n) é um

GLm-submódulo de K〈Xm〉(n).

O próximo resultado estabelece uma relação entre os GLm-submódulos

irredutíveis de K〈Xm〉(n) e o conjunto das partições λ = (λ1, . . . , λr) ` n, onde r ≤ m.
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De�nição 1.6.14 Seja φuma representação linear de dimensão �nita do grupo linear

geral GLm(K), isto é,

φ : GLm(K)→ GLs(K)

para algum s. A representação φ é dita polinomial se as entradas φ(g)pq da matriz

φ(g) de ordem n × n são polinômios nas entrada akl de g para g ∈ GLm(K), onde

k, l = 1, . . . ,m e p, q = 1, . . . , s. Dizemos que a representação polinomial é

homogênea de grau d se os polinômios φ(g)pq são homogêneos de grau d.

Teorema 1.6.15 ( Teorema 12.4.4 [15]).

(i) Existe uma correspondência 1 − 1 entre as GLm-representações polinomiais

homogênas irrredutíveis de grau n ≥ 0 e as partições λ = (λ1, . . . , λm) de n.

Denotaremos Wm(λ) o GLm-módulo irredutível relacionadoa λ.

(ii) Como um subespaço de K〈Xm〉(n), o espaço vetorial Wm(λ) é multihomogêneo.

A dimensão de sua componente mulithomogênea W (n1,...,nm)
m é igual ao número de

λ-tabelas semi-standard conteúdo (n1, . . . , nm).

Seja λ = (λ1, . . . , λm) ` n e considere q1, . . . , qk os comprimento das colunas do

diagrama [λ]. Denotamos por sλ = sλ(x1, . . . , xq) um polinômio de K〈Xm〉 dado por

sλ(x1, . . . , xq) =
k∏
j=1

sqj(x1, . . . , xqj)

onde sp(x1, . . . , xp) é um polinômio standard.

Teorema 1.6.16 (Teorema 12.4.12 [15]) Considere λ = (λ1, . . . , λm) ` n e K〈Xm〉(n)

a componente homogênea de grau n de K〈Xm〉

(i) Os elementos sλ(x1, . . . , xq), de�nidos acima, geram um GLm-submódulo de

K〈Xm〉(n) isomorfo a Wm(λ) (Wm(λ) denota o GLm-submódulo irreddutível

relacionado à partição λ).

(ii) Todo Wm(λ) ⊆ K〈Xm〉(n) é gerado por um elemento não-nulo

ωλ(x1, . . . , xq) = sλ(x1, . . . , xq)
∑
σ∈Sn

ασσ ασ ∈ K.

O elemento ωλ(x1, . . . , xq) é dito vetor peso máximo associado a λ. Ele é

único a menos de constante multiplicativa e está contido no espaço vetorial

unidimensional dos elementos multihomogêneos de grau (λ1, . . . , λm) em Wm(λ).

Dada a permutação σ ∈ Sn denotaremos por T (σ) a λ-tabela tal que a primeira

coluna de T (σ) é preenchida de cima para baixo com os números inteiros σ(1), . . . , σ(q1),

σ(q1 + 1), . . . , σ(q1 + q2) preenchem a segunda coluna e assim por diante.
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Proposição 1.6.17 (Proposição 12.4.14 [15]) Seja λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de

n e Wm(λ) ⊂ K〈Xm〉(n). O vetor peso máximo ωλ de Wm(λ) pode ser expresso de modo

único como combinação linear de polinômios ωσ = sλσ
−1, onde as σ's são tais que as

λ-tabelas T (σ) são standard.
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Capítulo 2

Identidades Polinomiais para a

Álgebra de Grassmann

Neste capítulo exibiremos uma base para T (E). O mesmo encontra-se organizado

da seguinte maneira: na Seção 2.1, consideraremos a álgebra de Grassmann E sobre

um corpo in�nito K de característica zero; na Seção 2.2 o corpo K terá característica

positiva diferente de dois e, dada a descrição das identidades polinomiais para E

seremos capazes de responder se a álgebra de Grassmann. Sobre um corpo de

caracteristíca 3 satisfaz todas as identidades da álgebra das matrizes de ordem 2,

questionamento levantado por Kemer em [28]. E por �m, na Seção 2.3, descreveremos

as identidades para a Álgebra de Grassmann sem unidade E ′, resultado obtido por

Chiripov e Siderov em [9].

2.1 Identidades Polinomiais para E, charK = 0

Descreveremos as identidades polinomiais para E sobre um corpo de característica

zero. Seguimos a demonstração apresentada por Drensky em [15].

Lema 2.1.1 Seja T = 〈[x1, x2, x3]〉T o T-ideal de K〈X〉 gerado pela identidade

[x1, x2, x3]. Então os polinômios

[x1, x2][x2, x3] e [x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4]

pertencem a T.



Demonstração: Usaremos a seguinte igualdade

[uv, w] = [u,w]v + u[v, w]. (2.1)

Seja [x1, x
2
2, x3] ∈ T , pela equação 2.1 obtemos:

[x1, x
2
2, x3] = [[x1, x2]x2 + x2[x1, x2], x3]

= [[x1, x2]x2, x3] + [x2[x1, x2], x3]

= [x1, x2, x3]x2 + [x1, x2][x2, x3] + [x2, x3][x1, x2] + x2[x1, x2, x3]

Como [x1, x2, x3] ≡ 0 (mod T) e [x2, x3][x1, x2] = [x1, x2][x2, x3] − [x1, x2, [x2, x1]]

então [x2, x3][x1, x2] ≡ [x1, x2][x2, x3](mod T). Assim, 2[x1, x2][x2, x3] ≡ 0 (mod T),

e portanto [x1, x2][x2, x3] ∈ T.

Além disso, a linearização do polinômio f(x) = [x1, x][x, x2] é dada por

h(y1, y2) = f(y1 + y2)− f(y1)− f(y2)

= [x1, y1][y2, x2] + [x1, y2][y1, x2].

Renomeando as variáveis concluímos que [x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4] pertence a T.

Teorema 2.1.2 O T-ideal T (E) é gerado pelo polinômio [x1, x2, x3].

Demonstração: Segue do Exemplo 1.2.7 que [x1, x2, x3] é uma identidade para E,

portanto, [x1, x2, x3] ∈ T (E), daí T ⊆ T (E).

Para completar a prova, iremos mostrar que o conjunto

β = {[xi1 , xi2 ][xi3 , xi4 ] . . . [xi2k−1
, xi2k ] | i1 < . . . < i2k, para k = 0, 1, . . .}

gera B(X)/B(X) ∩ T , onde B(X) é o conjunto de todos os polinômios próprios em

K〈X〉.

Como [x1, x2, x3] ∈ T , temos que B(X)/B(X) ∩ T é gerado por

w = [xi1 , xi2 ][xi3 , xi4 ] . . . [xi2k−1
, xi2k ], para k = 0, 1, . . . ,

e pelo Lema 2.1.1, podemos assumir i1 < . . . < i2k.

Note que se f =
∑
αimi ∈ T (E) com mi ∈ β, então αi = 0 para todo

i = 1, 2, . . . . De fato, como i1 < . . . < i2k podemos assumir
∑
αimi multihomogêneo
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e desta forma f(xi1 , . . . , xi2k) = α[xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1
, xi2k ]. Fazendo xil = eil ,para

l = 1, . . . , 2k, obtemos f(ei1 , . . . , ei2k) = αi2
kei1 . . . ei2k , como f ∈ T (E) temos

αi2
kei1 . . . ei2k = 0. Logo αi = 0. Portanto, T = T (E), como queríamos demonstrar.

Teorema 2.1.3 Seja K um corpo de característica zero. Então a n-ésima codimensão

de E é dada por cn(E) = 2n−1.

Demonstração: Seja γn(E) = dim Γn/(T (E) ∩ Γn) a n-ésima codimensão própria.

Pelo teorema anterior obtemos que γn(E) = 0, se n é ímpar, e γn(E) = 1, se n é par

para, todo n ∈ N e assim γn(E) = 1
2
(1 + (−1)n), para todo n ∈ N. De acordo com o

Teorema 1.4.10, temos

cn(E) =
n∑
k=0

(
n

k

)
γk(E) = 2n−1.

2.2 Identidades Polinomiais para E, charK = p > 0

Neta seção iremos lidar com identidade polinomiais para E sobre um corpo in�nito

de característica positiva p 6= 2. Apresentaremos os resultados obtidos por Koshlukov

e Giambruno, em [18].

Na seção anterior mostramos que a álgebra de Grassmann E satisfaz a identidade

[x1, x2, x3] ≡ 0. (2.2)

Seja T = 〈[x1, x2, x3]〉T o T-ideal da álgebra associativa livre K〈X〉 gerado

por [x1, x2, x3]. Denotaremos por F = K〈X〉
T

a álgebra relativamente livre de posto

enumerável na variedade determinada pela identidade ( 2.2).

Observação 2.2.1 Os polinômios

[x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4],

[x1, x2][x3, x4] + [x3, x2][x1, x4],

[x1, x2][x3, x4] + [x1, x4][x3, x2],

[x1, x2][x3, x4] + [x4, x2][x3, x1]

pertencem ao T- ideal T. A prova é analoga a feita no Lema 2.1.1.
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Proposição 2.2.2 A equação

2ns2n(x1, x2, . . . , x2n) = (2n)![x1, x2] . . . [x2n−1, x2n]

é válida na álgebra F.

Demonstração: O polinômio standard de grau 2n pode ser reescrito da seguinte

forma:

s2n(x1, x2, . . . , x2n) =
1

2n

∑
σ∈S2n

(−1)σ[xσ(1), xσ(2)] . . . [xσ(2n−1), xσ(2n)],

ou seja,

2ns2n(x1, x2, . . . , x2n) =
∑
σ∈S2n

(−1)σ[xσ(1), xσ(2)] . . . [xσ(2n−1), xσ(2n)].

Como [xi1 , xi2 ] = −[xi2 , xi1 ] e [xi1 , xi2 ][xi3 , xi4 ] = −[xi1 , x13 ][xi2 , xi4 ] em F , obtemos

2ns2n(x1, x2, . . . , x2n) = (2n)![x1, x2] . . . [x2n−1, x2n]

em F.

Esta proposição garante que :

(i) se charK < 2n então s2n é identidade para E;

(ii) se charK = 0 ou charK > 2n, então s2n e [x1, x2] . . . [x2n−1, x2n] são polinômios

equivalentes módulo a identidade (2.2).

Lema 2.2.3 Os polinômios t2n(x1, x2, . . . , x2n−1, x2n) = [x1, x2] . . . [x2n−1, x2n] não são

identidades para a álgebra de Grassmann E, para n = 1, 2, . . . .

Demonstração: Sendo e1, e2, . . . , e2n ∈ E, note que

t2n(e1, e2, . . . , e2n−1, e2n) = 2ne1e2 . . . e2n−1e2n 6= 0.

Lema 2.2.4 Se charK ≥ p, o polinômio sk é uma identidade polinomial para E se, e

somente se, k ≥ p+ 1.
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Demonstração: Mostremos que se sk não é identidade para E quando k ≤ p.

Considere k = p. Sabemos que :

sn+1(x1, . . . , xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)(i−1)xisn(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1),

onde a variável com chapéu x̂i não aparece. Assim,

sp(e1e2, e3, . . . , ep+1) = e1e2sp−1(e3, . . . , ep+1)+

p∑
i=2

(−1)(i−1)eisp−1(e1e2, . . . , êi, . . . , ep+1).

Mas, p− 1 é par, e portanto eisp−1(e1e2, . . . , êi, . . . , ep+1) = 0. Dessa forma,

sp(e1e2, e3, . . . , ep+1) = e1e2sp−1(e3, . . . , ep+1)

= e1e2(p− 1)!e3 . . . ep+1

= (p− 1)!e1e2e3 . . . ep+1 6= 0.

Logo, sp não é identidade polinomial para E, e daí sk só é identidade para E se k ≥ p+1.

Reciprocamente, se k ≥ p+ 1 então pela Proposição 2.2.2 sk é identidade para E.

Daí, sp+1 é a identidade standard de menor grau satisfeita por E quando

chark = p.

Teorema 2.2.5 Sobre um corpo in�nito K de característica p 6= 2 todas as identidades

polinomiais para a álgebra de Grassmann E de dimensão in�nita são consequências da

única identidade

[x1, x2, x3] = 0.

Demonstração: Analisemos os seguintes casos:

• Caso 1: Se charK = 0, é o Teorema 2.1.2 .

• Caso 2: Considere charK = p > 2.

Como o corpo K é in�nito, todo T-ideal em K〈X〉 é gerado por seus polinômios

próprios. Além disso, E é unitária então é su�ciente mostrar que todo

polinômio próprio que é identidade para E decorre da identidade (2.2). Sendo

f(x1, . . . , xn) ∈ B(X) uma identidade para E, podemos escrevê-la como:

f(x1, . . . , xn) =
∑

αuu1 . . . uk
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onde ui são comutadores de comprimento ≥ 2. Devido a identidade [x1, x2, x3],

podemos assumir que os u′js são comutadores de comprimento ≤ 2, os quais são

centrais em E. Pelo Lema 2.1.1 podemos considerar f multilinear e aplicando o

Corolário 2.2.1, o polinômio f pode ser reduzido a

f(x1, . . . , xn) = α[x1, x2][x3, x4] . . . [xn−1, xn],

onde α ∈ K e n é par. Daí, se α 6= 0, então pelo Lema 2.2.3

[x1, x2][x3, x4] . . . [xn−1, xn] não é uma identidade para E. Portanto α = 0.

Denote por T (E) o T-ideal da álgebra de Grassmann E em K〈X〉. Como vimos

no Teorema 2.1.2 T = T (E), portanto F ' K〈X〉
T (E)

é uma álgebra relativamente livre de

posto enumerável na variedade das álgebras associativas unitárias geradas por E.

De�nição 2.2.6 Sejam A uma álgebra associativa sobre K e T (A) o T-ideal de A.

Dizemos que T (A) possui a propriedade de Specht se T (A) possui uma base �nita e

todo T-ideal contendo T (A) também possui uma base �nita.

Corolário 2.2.7 O T-ideal T = T (E) possui a propriedade de Specht.

Demonstração: Sendo T1 um T-ideal contendo T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉T pelo Teorema

2.2.5, todo polinômio próprio multihomogêneo f ∈ T1 é consequência de [x1, x2, x3] e

pode ser reduzido módulo T (E) à forma α[x1, x2][x3, x4] . . . [xn−1, xn]. Ao escolhermos

o menor n de modo que

α[x1, x2][x3, x4] . . . [xn−1, xn] ∈ T1, α 6= 0.

temos que T1, é gerado como T-ideal pelo produto de comutadores acima e por

[x1, x2, x3].

Observação 2.2.8 Seja Vk o subespaço de V (veja 1.1.9) gerado por e1, e2, . . . , ek e

Ek a subálgebra de E gerada por 1E e por Vk. Não é difícil mostrar que se p ≤ k <∞,

onde p denota a característica de K, então

T (Ek) = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2][x3, x4] . . . [xn−1, xn]〉T ,

onde n = [k
2
]+1 e [k

2
] é a parte inteira de k

2
. Omitiremos a demonstração deste resultado

e caso o leitor se interesse a prova pode ser encontrada em ([18], p. 311)

40



Portanto, as álgebras de Grassmann E2k e E2k+1 satisfazem as mesmas identidades

polinomiais, isto é, T (E2k) = T (E2k+1).

Agora podemos responder ao seguinte questionamento de Kemer: a álgebra de

Grassmann E com unidade e com dimensão in�nita, satisfaz todas as identidades para

a álgebra das matrizes M(p+1)/2, quando charK = p? O próximo resultado, obtido por

Giambruno e Koshlukov em [18], dá uma resposta negativa para a pergunta de Kemer

quando charK = 3.

Teorema 2.2.9 Seja K um corpo in�nito de característica 3. Então E não satisfaz

todas as identidades polinomiais para a álgebra das matrizes M2(K), mas E4 e E5

satisfazem.

Demonstração: Inicialmente como E eM2(K) são álgebras unitárias, pela Proposição

1.4.12, podemos considerar apenas identidades próprias. Por outro lado, é fácil ver que

todo polinômio multihomogêneo próprio que não é multilinear é uma identidade para E.

Essencialmente, em ([36], seção 4, Teorema 9), Razmyslov provou o seguinte resultado:

toda identidade multilinear para M2(K) segue das identidades

4[x1, x2](v3◦v4)−[x1, v3, v4, x2]−[x1, v4, v3, x2]+[x2, v3, x1, v4]+[x2, v4, x1, v3] = 0 (2.3)

[v1 ◦ v2, x3] = 0 (2.4)

[x1, x2] ◦ [x3, x4]− [x1, x3] ◦ [x2, x4] + [x1, x4] ◦ [x2, x3] = 0 (2.5)

[x1, x2, [x3, x4], x5] + [x1, x2, [x3, x5], x4] + [x1, x4, [x2, x5], x3] +

+ [x1, x5, [x2, x4], x3] = 0 (2.6)∑
i

αi(ui ◦ [vi, x6]) = 0, (2.7)

onde ui e vi são comutadores de comprimento ≥ 2. A penúltima identidade é chamada

de identidade Vasilovsky 1.

Observe que, as expressões (2.4), (2.6) e (2.7) são identidades para E, pois são

consequências de [x1, x2, x3]. Como a expressão (2.5) é igual à identidade standard

de grau 4, segue do Lema 2.2.4 que (2.5) é identidade para E. Mas E não satisfaz a

1em ([41], Teorema 1), Vasilovsky provou que sobre todo corpo K in�nito com charK = p 6= 2 as

identidades para a álgebra Sl2 seguem da identidade (2.6).
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expressão(2.3), pois a primeira parcela da equação não se anula em E. De fato, veja

que:

4[e1, e2]([e3, e4] ◦ [e5, e6]) = 64e1e2e3e4e5e6.

Por outro lado, pelo que mencionamos anteriormente, a expresão (2.3) é

identidade para as álgebras de Grassmann de dimensão �nita E4 e E5.

Até o momento se encontra em aberto a seguinte versão do questionamento de

Kemer: A álgebra de Grassmann E2p−2 satisfaz todas as identidades polinomiais para

a álgebra das matrizes M p+1
2
, quando charK = p e p 6= 3?

2.3 Identidades para a Álgebra de Grassmann sem

unidade

Nesta seção descreveremos uma base de identidades polinomiais para a álgebra

de Grassmann sem unidade E ′. Os resultados que apresentaremos foram publicados

em russo por Chiripov e Siderov, em [9], e em 2008 Da Silva [43] apresentou esses

resultados em português em sua tese de doutorado. Em toda seção iremos considerar

K um corpo in�nito, p primo e charK = p ≥ 0.

Lema 2.3.1 Se charK = p > 0, então E ′ satisfaz as identidades∑
σ∈Sp

xσ(i1) . . . xσ(ip) (2.8)

xp (2.9)

[x1, x2, x3] (2.10)

Demonstração: Para provarmos que (2.8) é identidade para E ′ considere w1, . . . , wp

pertencentes a {ei1 . . . eim|m ∈ N, i1 < . . . < im} e analisemos os seguintes casos:

• Caso 1. Se no máximo um dos elementos w1, . . . , wp possui comprimento ímpar,

então ∑
σ∈Sp

wσ(1) . . . wσ(p) = p!w1 . . . wp,

uma vez que os elementos de tamanho par pertencem ao centro de E ′. Como

charK = p, segue que
∑

σ∈Sp wσ(1) . . . wσ(p) = 0.
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• Caso 2. Suponha que wi e wj sejam elementos de comprimento ímpar. Então para

todo elemento b pertencente à base de E ′ segue que wibwj = −wjbwi. Portanto,∑
σ∈Sp wσ(1) . . . wσ(p) = 0.

Desta forma, E ′ satisfaz a identidade
∑

σ∈Sp xσ(1) . . . xσ(p) = 0.

Mostremos que (2.9) é identidade para E ′. Se w ∈ E ′, então w =
∑r

i=1 αibi, onde

αi ∈ K e bi é um elemento da base de E ′, e daí wp =
∑

1≤i1,...,ip≤r αi1 . . . αipbi1 . . . bip .

Se r < p, então para cada termo bi1 . . . bip pelo menos dois dos (bi)
′s são iguais.

Portanto, bi1 . . . bip = 0, e daí wp = 0.

Se r ≥ p, então

wp =
∑

1≤i1,...,ip≤r

αi1 . . . αipbi1 . . . bip

=
∑

1≤i1,...,ip≤r

αi1 . . . αip
∑
σ∈Sp

biσ(1) . . . biσ(p)

= 0.

Logo, E ′ satisfaz a identidade xp = 0.

É imediato que (2.10) é identidade para E ′, já que E ′ ⊆ E.

O polinômio
∑

σ∈Sp xσ(i1) . . . xσ(ip) é a completa linearização de xp, denote por Q

o T-ideal de K1〈X〉 gerado por [x1, x2, x3] e xp. Seja T (E ′) o T-ideal de E ′ em K1〈X〉.

Lema 2.3.2 O T-ideal Q está contido em T (E ′).

Demonstração: A prova segue do Lema 2.3.1.

Seja D = {xε1i1 . . . x
εm
im

[xj1 , xj2 ] . . . [xj2q−1 , xj2q ]x
δ1
j1
. . . x

δ2q
j2q
|m, q ≥ 0, εl ∈ {1, . . . ,

p − 1}(1 ≤ l ≤ m), λt ∈ {0, . . . , p − 1}(1 ≤ t ≤ 2q), i1 < . . . < im, j1 < . . . < j2q,

ir 6= js (1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ s ≤ 2q)}.

Lema 2.3.3 O conjunto {d+Q| d ∈ D} gera K〈X〉/Q como espaço vetorial sobre K.

Demonstração: Seja f = xk1 . . . xkm ∈ K〈X〉. É fácil ver que [xi, xj] é central

módulo T (E), e consequentemente também é central módulo Q e xp ∈ Q. Pelo Lema

2.1.1, [x1, x2][x2, x4] pertence a T , portanto também pertence a Q. Deste modo, pela

Proposição 1.4.11, podemos reescrever f como combinação linear de elementos do tipo

xε1i1 . . . x
εm
im

[xj1 , xj2 ] . . . [xj2q−1 , xj2q ]x
δ1
j1
. . . x

δ2q
j2q

+Q
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onde i1 < . . . < im, 1 ≤ εi < p (1 ≤ i ≤ m), xjl 6= xjr , para l 6= r, 0 < δl < p

(1 ≤ l ≤ 2q). Segue do Corolário 2.2.1, que podemos assumir j1 < . . . < j2q. Portanto,

{d+Q| d ∈ D} gera K〈X〉/Q.

O próximo corolário nos dá um candidato a base de K〈X〉/T (E ′).

Corolário 2.3.4 O conjunto {d + Q| d ∈ D} gera K〈X〉/T (E ′) como espaço vetorial

sobre K.

Demonstração: A prova segue imediatamente dos Lemas 2.3.2 e 2.3.3.

Lema 2.3.5 Os elementos de D são linearmente independentes módulo T (E ′).

Demonstração: Ver prova em [43], p.32.

Com esses resultados podemos provar o principal resultado da seção.

Proposição 2.3.6 ([9], Teorema 3) Seja K um corpo arbitrário de característica

p > 2. Então T (E ′) = Q.

Demonstração: Pelo Lema 2.3.2, Q ⊆ T (E ′). No Lema 2.3.3 mostramos que

{d+Q| d ∈ D} gera K〈X〉/Q. Segue do Corolário 2.3.4 e do Lema 2.3.5 que o conjunto

{d+Q| d ∈ D} é base de K〈X〉/T (E ′). Portanto T (E ′) = Q.

No mesmo trabalho, Chiripov e Siderov provaram que a variedade gerada pela

álgebra de Grassmann sem unidade E ′ também possui a propriedade de Specht.
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Capítulo 3

Identidades Z2-graduadas para E,
charK = p

Neste capítulo iremos apresentar os resultados obtidos por Centrone ([8], 2011), os

quais abordam a estrutura das identidades polinomiais Z2-graduadas para a álgebra de

Grassmann E. Uma descrição completa para a estrutura das identidades polinomiais

Z2-graduadas de E em característica zero para qualquer Z2-graduação foi dada, em

2009, por Di Vincenzo e Da Silva [48]. Centrone, resolveu um problema análogo,

descrevendo um conjunto gerador das identidades Z2-graduadas de E sobre um corpo

in�nito de característica positiva e diferente de dois.

No decorrer do capítulo veremos que existe uma relação direta entre os polinômios

geradores do T2-ideal, o número k de elementos homogêneos na base E de grau 0 ou 1

e o fato de p ≤ k ou p > k.

3.1 Z2-graduações para E

Sejam K um corpo in�nito de característica p 6= 2 e V um espaço vetorial de

dimensão in�nita sobre K. Considere E a álgebra de Grassmann gerada por V ,

β = {e1, e2, . . .} uma base para V e {1E, ei1ei2 . . . ein|n ∈ N e i1 < i2 < . . . < in}

uma base para a álgebra de Gassmann gerada por V . Nesta seção iremos apresentar

as Z2-graduações para E, nas quais os geradores ei com i = 1, 2, . . . são homogêneos.



Isto equivale a considerar a aplicação

‖ . ‖: β → Z2.

Se w = e1e2 . . . ek é um elemento da base de E, então o conjunto

Supp(w) := {ei1 , ei2 , . . . , eik} é dito o suporte de w, e de�nimos a Z2-graduação

de w por

‖ w ‖=‖ ei1 ‖ + . . .+ ‖ eik ‖,

onde a componente par de E com respeito a esta graduação é o subespaço gerado

pelos elementos w tais que ‖ w ‖= 0 e a componente ímpar é linearmente gerada pelos

elementos w tais que ‖ w ‖= 1.

Quando, para todo ei ∈ β, tem-se ‖ ei ‖= 1 ∈ Z2 obtemos a

Z2-graduação natural para E dada por

‖ ei1 . . . eik ‖:=

 0, se k é par

1, caso contrário
(3.1)

como foi visto no Exemplo 1.3.3.

Por outro lado, se para todo ei ∈ β tivermos ‖ ei ‖= 0 ∈ Z2 obtemos a

Z2-graduação trivial para E dada por E = E(0).

Dado k ∈ N e k ≥ 1 considere em E as Z2-graduações induzidas pelas aplicacões:

‖ . ‖k, ‖ . ‖k∗ , ‖ . ‖∞

de�nidas respectivamente por:

‖ ei ‖k:=

 0, i = 1, . . . , k

1, caso contrário
(3.2)

‖ ei ‖k∗ :=

 1, i = 1, . . . , k

0, caso contrário
(3.3)

e

‖ ei ‖∞:=

 0, se i é par

1, caso contrário
(3.4)

No decorrer do capítulo, iremos escrever

(Ek, ‖ . ‖), (Ek∗ , ‖ . ‖) e (E∞, ‖ . ‖)
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em vez de

(E, ‖ . ‖k), (E, ‖ . ‖k∗) e (E, ‖ . ‖∞).

Na próxima seção apresentaremos uma ferramenta que nos auxiliará na descrição de

uma base para as identidades polinomiais Z2-graduadas.

3.2 Polinômios Y-próprios

Como vimos na Seção 1.4 os polinômios próprios são importantes no estudo

de identidades polinomiais ordinárias de álgebras com unidade. De modo análogo

os polinômios Y- próprios, que de�niremos a seguir, são ferramentas utéis quando

buscamos descrever identidades graduadas para álgebras unitárias Z2-graduadas.

De�nição 3.2.1 Seja K〈Y, Z〉 a álgebra associativa livre unitária Z2-graduada e

denote por B(Y ;Z) a subálgebra unitária de K〈Y, Z〉 gerada pelos elementos de Z

e por todos os comutadores não-triviais. Os elementos de B(Y ;Z) são chamados de

polinômios Y -próprios.

Segue da de�nição anterior que um polinômio f ∈ K〈Y, Z〉 é Y -próprio se, e

somente se, todas as variáveis em Y aparecem apenas em comutadores. Assim, os

polinômios Y -próprios são combinações lineares de produtos da forma

zi1 . . . zih [uj1 , . . . , ujl1 ] . . . [ujm , . . . , ujlm ], (3.5)

onde uj ∈ Y ∪ Z, h ≥ 0 e l = 0, 2, . . . .

Exemplo 3.2.2 Se f ∈ K〈Z〉, então f é um polinômio Y -próprio.

Teorema 3.2.3 Denote por ut um elemento arbitrário do conjunto Y ∪ Z e escolha

uma base ordenada da álgebra de Lie livre L(Y ∪ Z) dada por

y1, y2, . . . , z1, z2, . . . , [ui1 , ui2 ], [uj1 , uj2 ], . . . , [uk1 , uk2 , uk3 ], . . . ,

que consiste das variáveis y1, y2, . . . , z1, z2, . . . e alguns comutadores, tal que as variáveis

precedam os comutadores. Temos o seguinte:

(i) O espaço vetorial K〈Y, Z〉 tem uma base

yα1
1 . . . yαmm zµ11 . . . zµnn [ui1 , ui2 ]

ν . . . [ul1 , . . . , ulp ]
$,

onde α1, . . . , αm, µ1, . . . , µn, ν, . . . , $ ≥ 0 e [ui1 , ui2 ] < . . . < [ul1 , . . . , ulp ] na

ordenação da base de L(Y ∪ Z).
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(ii) Uma base do espaço vetorial B(Y ;Z) é dada pelos elementos da base de K〈Y, Z〉
com α1, . . . , αm = 0.

Demonstração: Como X = Y ∪ Z, temos que o primeiro resultado segue

imediatamente do item (i) da Proposição 1.4.11.

Para demonstrar o segundo item, tomemos f ∈ B(Y ;Z). Então f é combinação

linear de monômios da forma (3.5). Aplicando a Proposição 1.4.11 para a álgebra livre

unitária K〈Z〉, temos que zi1 . . . zin é uma combinação linear de monômios da forma

zβ11 . . . zβnn [zi1 , zi2 ]
ϑ . . . [zl1 , . . . , zlp ]

$,

com β1, . . . , βn, ϑ, . . . , $ ≥ 0. Assim, podemos supor que f é combinação linear de

monômios da forma (3.5) com i1 ≤ . . . ≤ ih. Aplicando o item (ii) da Proposição 1.4.11

a cada produto de comutadores [uj1 , . . . , ujp ] . . . [uk1 , . . . , ukq ], concluímos a prova.

Os próximos resultados nos permitem entender a necessidade da superálgebra A

ser unitária e de fazermos uso dos polinômios Y-próprios.

Proposição 3.2.4 Se A é uma K-álgebra associativa com unidade Z2 - graduada e

K um corpo in�nito, então toda identidade polinomial graduada para A segue de suas

identidades Y -próprias.

Demonstração: Seja f uma identidade polinomial graduada de A. Como K é um

corpo in�nito, podemos supor sem perda de generalidade f = f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn)

multihomogêneo. Pelo Teorema 3.2.3, f pode ser escrito como

f =
∑

α=(α1,...,αm)

kαy
α1
1 . . . yαmm ωα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn), kα ∈ K

e ωα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) é uma combinação linear de

zµ11 . . . zµnn [ui1 , ui2 ]
ν . . . [ul1 , . . . , ulp ]

$.

Se nenhuma variável y aparece em f , então f é Y -próprio e segue o resultado.

Suponha então que y1 aparece em f . Já que f é uma identidade polinomial graduada de

A, então f(1 + y1, y2, . . . , ym, z1, . . . , zm) também é, e como ao substituir uma variável

que está no comutador por 1 o mesmo se anula, obtemos

0 ≡ f(1 + y1, y2, . . . , ym, z1, . . . , zm)

=
∑
α

kα(1 + y1)α1yα2
2 . . . yαmm ωα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn)

=
∑
α

kα

[
α1∑
k=0

(
α1

k

)
yk1

]
yα2

2 . . . yαmm ωα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn).
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A componente homogênea de grau minimal em y1 é obtida a partir dos somandos com

α1 maximal entre aqueles com kα 6= 0. Como T2(A) é homogêneo, obtemos que esta

componente também é uma identidade graduada de A, portanto∑
α1max

kαy
α2
2 . . . yαmm ωα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ≡ 0.

Multiplicando essa identidade polinomial por yα1
1 e subtraindo o produto por f

obtemos uma identidade que é similar a f mas que envolve valores menores de α1.

Repetindo este processo obtemos∑
α1�xado

kαy
α2
2 . . . yαmm ωα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ≡ 0.

Procedendo da mesma maneira com as demais variáveis y2, . . . , ym, concluímos

que

ωα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ≡ 0,

para todo α como queríamos demonstrar.

Corolário 3.2.5 Seja K um corpo in�nito. Considere A e B duas K-álgebras

Z2-graduadas associativas com unidade. Se B(Y ;Z)∩ T2(A) = B(Y ;Z)∩ T2(B) então

T2(A) = T2(B).

Demonstração: Seja f ∈ T2(A), como K é um corpo in�nito segue da Proposição

anterior que f ∈ B(Y ;Z) ∩ T2(A). Por hipótese B(Y ;Z) ∩ T2(A) = B(Y ;Z) ∩ T2(B),

e novamente pela Proposição 3.2.4, obtemos que f ∈ T2(B). A inclusão contrária é

análoga. Portanto, T2(A) = T2(B).

Para mais detalhes sobre os polinômios Y -próprios veja ([14]; seção 2) e ([47];

seção 2).

Nas próximas seções iremos descrever uma base para as identidades polinomiais

graduadas para cada uma das Z2- graduações apresentadas na Seção 3.1.

3.3 Identidades Graduadas para Ek∗

Nesta seção iremos descrever as identidades Z2-graduadas para a álgebra de

Grassmann com a graduação induzida pela aplicação ‖ . ‖k∗ , dada por Ek∗ = E
(0)
k∗ ⊕E

(1)
k∗ ,

onde E(0)
k∗ é o espaço vetorial gerado pelos elementos ei1 . . . eim ∈ β onde a quantidade
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de elementos e′is com i ≤ k é par. Já nos geradores de E(1)
k∗ temos uma quantidade

ímpar destes elementos.

Proposição 3.3.1 A álgebra Ek∗ satisfaz a identidade zp, quando charK = p > 0.

Demonstração: Seja charK = p > 0. Vimos na Proposição 1.3.6 que 1E ∈ E(0)
k∗ , e

desta forma E(1)
k∗ é um subespaço da álgebra de Gassmann sem unidade E ′. Portanto

segue do Lema 2.3.1 que para qualquer substituição por elementos de E(1)
k∗ o monômio

zp se anula, e assim é uma identidade polinomial Z2-graduada de Ek∗ .

Lema 3.3.2 O monômio z1 . . . zk+1 é uma identidade Z2-graduada para Ek∗ .

Demonstração: Como o monômio z1 . . . zk+1 é multilinear, é su�ciente

mostrar que ele se anula para elementos de uma base de E
(1)
k∗ . Considere

β = {ei1 . . . eil | existe uma quantidade ímpar de e′is tal que i ≤ k e i1 < . . . < il} uma

base para E(1)
k∗ . Tomando ai = ei1 . . . eil ∈ β (com 1 ≤ i ≤ k + 1), segue do Princípio

das gavetas de Dirichlet que no produto a1a2 . . . ak+1 algum dos e′is se repete. Portanto

a1 . . . ak+1 = 0

Os próximos resultados serão úteis na demonstração do principal resultado da

seção, o Teorema 3.3.14.

Lema 3.3.3 Os polinômios t2n = [y1, y2] . . . [y2n−1, y2n] não são identidades

Z2-graduadas para Ek∗ .

Demonstração: A prova é análoga à feita no Lema 2.2.3.

Antes de demonstrar o próximo lema enunciaremos a generalização do binômio

de Newton (para mais detalhes ver [34], pág. 114).

Observação 3.3.4 (Teorema de Leibniz)

(x1 + x2 + . . .+ xp)
n =

∑ n!

α1!α2! . . . αp!
xα1

1 x
α2
2 . . . xαpp

estendendo-se o somatório a todos os valores inteiros não-negativos de α1, α2, . . . , αp

tais que α1 + α2 + . . .+ αp = n.

Lema 3.3.5 Seja r ∈ N tal que r < p e r < k. Então o monômio zr não é uma

identidade Z2-graduada para Ek∗ .
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Demonstração: Considere a substituição

ϕ : K〈Y, Z〉 → E

z 7→
r∑
i=1

eiek+i.

Note que eiek+i ∈ E(1)
k∗ , já que i ≤ r < k, e como ϕ(z) ∈ Z(E), pelo Teorema de

Leibniz (
r∑
i=1

eiek+i

)r

=
∑

l1+...+lr=r

r!

l1! . . . lr!
(e1ek+1)l1 . . . (erek+r)

lr .

Como (eiek+i)
2 = 0, para todo i = 1, . . . , r, e

∑r
1 li = r considere li = 1. Desta forma,

ϕ(zr) = r!e1ek+1 . . . erek+r.

Por hipótese r < k e r < p, e portanto zr 6= 0.

Corolário 3.3.6 Considere o monômio m(z1, . . . , zl) de multigrau (r1, . . . , rl) tal que∑l
i=1 ri ≤ k. Se maxi{ri} = r < p, então m não é uma identidade para Ek∗ . Em

particular, t = zr11 . . . zrll não é identidade Z2-graduada para Ek∗ .

Demonstração: Para demonstrar o resultado, exibiremos uma substituição por

elementos de E(1)
k∗ de modo que o monômio m não se anule.

Considere a substituição Z2-graduada

ϕ : K〈Y, Z〉 → E

z1 7→ e1ek+1 + e2ek+2 + . . .+ er1ek+r1

z2 7→ er1+1ek+r1+1 + . . .+ er1+r2ek+r1+r2

...

zl 7→ er1+...+rl−1+1ek+r1+...+rl−1+1 + . . .+ er1+...+rlek+r1+...+rl .

A condição
∑l

i=1 ri ≤ k garante que todos os ϕ(zi)
′s têm suportes disjuntos, e a imagem

de ϕ só depende do multigrau de m, pois todos os ϕ(zi)
′s pentencem ao centro de E.

Assim,

ϕ(m(z1, . . . , zl)) = ϕ(zr11 . . . zrll ).

Portanto, segue do Lema anterior que

ϕ(m(z1, . . . , zl)) = ±
l∏

i=1

ri!e1 . . . er1+...+rlek+1 . . . ek+r1+...+rl .
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Como, por hipótese, maxi{ri} = r < p,
∏l

i=1 ri! 6≡ 0(mod p), e daí temos que m não é

identidade Z2-graduada para Ek∗ .

Lema 3.3.7 Seja I = 〈[x1, x2, x3], z1 . . . zk+1, z
p〉T2. Então I ⊆ T2(Ek∗).

Demonstração: Segue imediatamente do Teorema 2.1.2, da Proposição 3.3.1 e do

Lema 3.3.2 que os polinômios em I são identidades Z2 - graduadas para Ek∗ . Portanto,

I ⊆ T2(Ek∗).

Lema 3.3.8 Sejam f(x1, . . . , xn) ∈ B(X) = B(Y ;Z) um polinômio multihomogêneo

e s, h ∈ N tais que s+ h = n. Se f(y1, . . . , ys, z1, . . . , zh) ∈ B(Y ;Z) então , módulo I,

f pode ser escrito como:

f =
∑

αzd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−1, ys][zj1 , zj2 ] . . . [zjm′−1
, zj

m
′ ],

se s é par, ou

f =
∑

αzd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−2, ys−1][ys, zj1 ] . . . [zjm′−1
, zj

m
′ ]

se s é ímpar, onde m
′ ≤ h, di ∈ {ri − 1, ri},

∑h
i=1 ri ≤ k e os índices são ordenados.

Demonstração: Dado f(y1, . . . , ys, z1, . . . , zh) ∈ B(Y ;Z), pelo Teorema 3.2.3

f =
∑
αzµ11 . . . zµaa . . . [ui1 , ui2 ]

ν . . . [ul1 , . . . , ulp ]
$. Como os comutadores são centrais

módulo I, podemos assumir que os comutadores de variáveis y′s antecedem os

comutadores de variáveis z′s. Além disso, considerando T = 〈[x1, x2, x3]〉 ⊂ I, temos

que [ui, uj]
2 ≡ 0 (modT ) e [ul1 , . . . , ulp ] ≡ 0 (modT ), se lp ≥ 3. Assim

f =
∑

αzµ11 . . . zµaa . . . [yi1 , yi2 ] . . . [yis−1 , yis ][zj1 , zj2 ] . . . [zjm′−1
, zjm′ ]

se s é par, ou

f =
∑

αzµ11 . . . zµaa . . . [yi1 , yi2 ] . . . [yis−2 , yis−1 ][yis , zj1 ] . . . [zj1 , zjm′ ]

se s é ímpar, e em ambos os casos m′ ≥ h.

É fácil ver que [xi, xj] = −[xj, xi] e, pelo Corolário 2.2.1,

[x1, x2][x3, x4] ≡ −[x1, x3][x2, x4] (modT ). Logo podemos admitir que i1 < . . . < is

e j1 < . . . < jm′ . Sendo degzifi = ri, como o monômio z1 . . . zk+1 ∈ I, temos que,

módulo I,
∑
ri ≤ k. Por outro lado, zp também pertence a I, e então devemos ter

maxi{ri} = r < p. Portanto, módulo I,

f =
∑

αzd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−1, ys][zj1 , zj2 ] . . . [zjm′−1
, zj

m
′ ],
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se s é par, ou

f =
∑

αzd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−2, ys−1][ys, zj1 ] . . . [zjm′−1
, zj

m
′ ]

se s é ímpar.

De�nição 3.3.9 Sejam f(y1, . . . , ys, z1, . . . , zh) ∈ B(Y ;Z) e J = {j1, . . . , jm′} ⊆
{1, . . . , h}. De�niremos o polinômio fJ por:

zd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−1, ys][zj1 , zj2 ] . . . [zjm′−1
, zj

m
′ ],

se s é par, ou

zd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−2, ys−1][ys, zj1 ] . . . [zjm′−1
, zj

m
′ ]

se s é ímpar. Além disso, di ∈ {ri − 1, ri} e
∑h

i=1 ri ≤ k.

Deste modo, pela de�nição acima e pelo Lema 3.3.8, dado f ∈ B(Y ;Z), temos

que f ≡
∑

J⊆{1,...,h} αfJ (mod I).

Nos exemplos a seguir, iremos analisar o comportamento dos polinômios fJ e

fJ̃ quando avaliados por certos elementos de Ek∗ , e em seguida esse resultado será

generalizado na Proposição 3.3.13.

Considere J̃ = {j̃1, . . . , j̃m′} ⊆ {1, . . . , h} tal que J̃ 6⊆ J .

Denotaremos fJ̃ = zd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−1, ys][zj̃1 , zj̃2 ] . . . [zj̃m′−1

, zj̃
m
′ ] se s é par e

fJ̃ = zd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−2, ys−1][ys, zj̃1 ] . . . [zj̃m′−1
, zj̃m′ ] se s é ímpar.

Exemplo 3.3.10 Sejam J = ∅ e a substituição

ϕ∅ : K〈Y, Z〉 → E

yi 7→ ek+i

z1 7→ e1ek+s+1 + e2ek+s+2 + . . .+ er1ek+s+r1

...

zh 7→ er1+...+rh−1+1ek+s+r1+...+rh−1+1 + . . .+ er1+...+rhek+s+r1+...+rh .

Note que na graduação natural de E, ϕ∅(zi) ∈ Z(E) para i = 1, . . . , h, e assim

ϕ∅([u, zi]) = 0 para quaisquer i ∈ J̃ e u ∈ K〈Y, Z〉. Daí, ϕ∅(fJ̃) = 0 e pelos Lemas

3.3.3 e 3.3.5 segue que

ϕ∅(f∅) = ϕ∅(z
r1
1 . . . zrhh [y1, y2] . . . [ys−1, ys])

= ±2s/2
l∏

i=1

ri!e1 . . . e∑h
i=1 ri

ek+1 . . . ek+s.

Portanto, ϕ∅(f∅) 6= 0 e ϕ∅(fJ̃) = 0, sempre que J̃ 6⊆ ∅.
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Exemplo 3.3.11 Dados J = {a} e a substituição

ϕ{a} : K〈Y, Z〉 → E

yi 7→ ek+i

z1 7→ e1ek+1 + . . .+ er1ek+s+r1

...

za 7→ e∑a−1
i=1 ri+1 + e∑a−1

i=i ri+2ek+s+
∑a−1
i=i ri+2 + . . .+ e∑a

i=1 ri
ek+s+

∑a
i=1 ri

...

zh 7→ e∑h−1
i=1 ri+1 + e∑h−1

i=i ri+2ek+s+
∑h−1
i=i ri+2 + . . .+ e∑h

i=1 ri
ek+s+

∑h
i=1 ri

.

Sendo f{a} = zr11 . . . zra−1
a . . . zrhh [y2, y3] . . . [ys−1, ys][y1, za]. Segue dos Lemas 3.3.3 e

3.3.5 que

ϕ{a}(f{a}) = ±2
s−1
2

+1
∏

i=(1,...,â,...,h)

ri!(ra − 1)!e1 . . . e∑h
i=1 ri

ek+1 . . . ek+s 6= 0

e ϕ{a}([zi1 , zi2 ]) = 0 para quaisquer i1, i2 ∈ J̃ , já que após a substituição pelo menos

um dos z′is pertencem a Z(E). Assim, ϕ{a}(fJ̃) = 0, para J̃ 6⊆ J.

Exemplo 3.3.12 Quando J = {a, b}, considere

ϕ{a,b} : K〈Y, Z〉 → E

yi 7→ ek+i

z1 7→ e1ek+s+1 + e2ek+s+2 + . . .+ er1ek+s+r1

...

za 7→ e∑a−1
i=1 ri+1 + e∑a−1

i=1 ri+2ek+s+
∑a−1
i=1 ri+2 + . . .+ e∑a

i=1 ri
ek+s+

∑a
i=1 ri

...

zb 7→ e∑b−1
i=1 ri+1 + e∑b−1

i=1 ri+2ek+s+
∑b−1
i=1 ri+2 + . . .+ e∑b

i=1 ri
ek+s+

∑b
i=1 ri

...

zh 7→ e∑h−1
i=1 ri+1ek+s+

∑h−1
i=1 ri+1 + . . .+ e∑h

i=1 ri
ek+s+

∑h
i=1 ri

.

Observe que todos os ϕ{a,b}(fJ̃) tais que J̃ 6⊆ J são nulos, pois os ϕ{a,b}(zi)′s tais que i ∈
J̃ pertencem a Z(E), como f{a,b} = zr11 . . . zra−1

a . . . zrb−1
b . . . zrhh [y1, y2] . . . [ys−1, ys][za, zb]

temos que

ϕ{a,b}([za, zb]) = [e∑a−1
i=1 ri+1, e∑b−1

i=1 ri+1]

= 2e∑a−1
i=1 ri+1e∑b−1

i=1 ri+1 6 0.

Pelos Lemas 3.3.3 e 3.3.5, temos

ϕ{a,b}(f{a,b}) = ±2(s+1)/2
∏

i=(1,...,â,...,b̂,...,h)

ri!(ra− 1)!(rb− 1)!e1 . . . e∑h
i=1 ri

ek+1 . . . ek+s 6= 0.
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Proposição 3.3.13 Dado J ⊆ {1, . . . , h}, existe uma substituição ϕJ : K〈Y, Z〉 → E

tal que ϕJ(fJ) 6= 0 e ϕJ(fJ̃) = 0 para J̃ 6⊆ J.

Demonstração: Considere J = {j1, . . . , jm′} ⊆ {1, . . . , h} e a substituição

ϕJ : K〈Y, Z〉 → E na qual as variáveis pertencentes a componente homogênea de

grau 0 serão substituidas por elementos em E
(0)
k∗ de comprimento 1 e as variáveis z′js

pela soma de rj elementos pertencentes a E(1)
k∗ onde cada parcela tem comprimento 2,

exceto as variáveis cujo índice j ∈ J , neste caso o primeiro termo da soma deverá ter

comprimento 1. Além disso todos os y′is e z
′
js deverão ter suportes disjuntos, e isso é

possível pois na de�nição dos f ′Js,
∑h

j=1 rj ≤ k.

Com esta substituição, ϕJ(fJ̃) = 0, já que ϕJ(zj) ∈ Z(E) para todo j ∈ J̃ e

como ϕJ([u, zj]) 6= 0, para todo j ∈ J e u ∈ K〈Y, Z〉, segue dos Lemas 3.3.3 e 3.3.5

que ϕJ(fJ) 6= 0.

Teorema 3.3.14 Sejam p, k ∈ N, onde p é primo e p 6= 2. Sobre um corpo in�nito K

de característica p 6= 2 tal que p > k, todas as identidades polinomiais Z2-graduadas

para Ek∗ são consequências das identidades graduadas:

[x1, x2, x3], z1 . . . zk+1.

Por outro lado, se p ≤ k, todas as identidades polinomiais Z2-graduadas para Ek∗ são

consequências das identidades graduadas:

[x1, x2, x3], z1 . . . zk+1, z
p

Demonstração: Inicialmente suponha p ≤ k. Mostraremos que dadas as álgebras

Ek∗ e B = K〈Y, Z〉/I, com I = 〈[x1, x2, x3], z1 . . . zk+1, z
p〉T2 , sobre K temos que

T2(Ek∗) = T2(B).

Pelo Corolário 3.2.5, basta mostrar que B(Y ;Z) ∩ T2(Ek∗) = B(Y ;Z) ∩ T2(B).

A inclusão B(Y ;Z) ∩ T2(B) ⊆ B(Y ;Z) ∩ T2(Ek∗), segue do lema 3.3.7.

Para provar a inclusão contrária, faremos indução sobre a cardinalidade de J .

Inicialmente considere f ∈ B(Y ;Z) ∩ T2(Ek∗). Como f ∈ B(Y ;Z) segue do Lema

3.3.8 que f ≡
∑
αJfJ , módulo I. Por outro lado, f ∈ T2(Ek∗), então para qualquer

substituição ϕ : K〈Y, Z〉 → E, temos ϕ(f) = 0. Se | J |= 0, considerando a

substituição ϕ∅ temos que ϕ∅(f) = 0 e segue do Exemplo 3.3.10 que α∅ = 0. Suponha

que αJ = 0 para todo J ⊆ {1, . . . , h} tal que | J |< m′ onde m′ ∈ N e m′ ≤ h.

Mostraremos que αJ = 0 quando | J |= m′. De fato, dado J̃ ⊆ {1, . . . , h} tal que

J̃ 6= J note que

55



• se J̃  J , então | J̃ |< m′ e por hipótese de indução αJ̃ = 0. Assim, para qualquer

substituição ϕ : K〈Y, Z〉 → E temos que ϕ(f) = ϕ(αJfJ) = αJϕ(fJ) = 0, em

particular, ϕJ(f) = αJϕJ(fJ) = 0. Segue da Proposição 3.3.13 que ϕJ(fJ) 6= 0,

portanto αJ = 0.

• se J̃ 6⊆ J , considerando a substituição ϕJ : K〈Y, Z〉 → E segue da Proposição

3.3.13 que ϕJ(fJ̃) = 0 e ϕJ(fJ) 6= 0, como ϕ(f) é identicamente nula para

qualquer substituição ϕ : K〈Y, Z〉 → E, obtemos que αJ = 0.

Como queríamos demostrar, T2(Ek∗) = T2(B), isto equivale dizer que todas as

identidades Z2-graduadas para Ek∗ são consequência das identidades [x1, x2, x3] e

z1 . . . zk+1.

Vimos na Seção 2.3 que zp é consequência do monômio z1 . . . zk+1 quando k < p ,

deste modo o T2-ideal de Ek∗ pode ser reduzido a T2(Ek∗) = 〈z1 . . . zk+1, [x1, x2, x3]〉T2 .

3.4 Identidades Graduadas para E∞

Agora iremos descrever as identidades Z2-graduadas para a álgebra

de Grassmann E∞ = (E, ‖ . ‖∞), sobre um corpo in�nito K com

charK = p 6= 2. Nesta Z2-graduação os subespaços homogêneos de grau 0 e 1 são

gerados respectivamente por {ei1 . . . eim| existe uma quantidade par de e′is com i ímpar}

e {ei1 . . . eim| existe uma quantidade ímpar de e′is com i ímpar}.

Lema 3.4.1 Os polinômios t2n = [y1, y2] . . . [y2n−1, y2n] não são identidades

Z2-graduadas para E∞.

Demonstração: A prova é análoga a do Lema 2.2.3.

Lema 3.4.2 Seja r ∈ N, com r < p. Então o monômio zr não é uma identidade

Z2-graduada para E∞.

Demonstração: Dada a substituição ϕ : K〈Y, Z〉 → E, tal que ϕ(z) =
∑r

i=1 e2i−1e2i,

como em cada termo do somatório existe apenas um elemento ei com 1 ≤ i ≤ r ímpar,

segue que e2i−1e2i ∈ E
(1)
∞ . Além disso, ϕ(z) ∈ Z(E). Portanto, pelo Teorema de

Leibniz, ϕ(zr) = r!e1e2 . . . e2r−1e2r. Mas por hipotése r < p , logo ϕ(zr) 6= 0.
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Corolário 3.4.3 Dado o monômio m(z1, . . . , zl) de multigrau (r1, . . . , rl) se

maxi{ri} = r < p, então m não é uma identidade para E∞. Em particular,

t = zr11 . . . zrll não é identidade Z2-graduada para E∞.

Demonstração: A prova é análoga à apresentada no Corolário 3.3.6.

Lema 3.4.4 Seja I = 〈[x1, x2, x3], zp〉T2 então I ⊆ T2(E∞).

Demonstração: De acordo com a Proposição 1.3.6, 1E ∈ E(0)
∞ , e desta forma temos

que E(1)
∞ ⊆ E ′. Assim segue do Lema 2.3.1 que zp é uma identidade Z2-graduada para

E∞. Já pelo Teorema 2.1.2 temos que [x1, x2, x3] é uma identidade Z2-graduada para

E∞. Potanto, I ⊆ T2(E∞).

Lema 3.4.5 Considere f(x1, . . . , xn) ∈ B(X) = B(Y ;Z) um polinômio

multihomogêneo e s, h ∈ N tais que s + h = n, onde s e h são respectivamente o

número de variáveis pertencentes às componente de graus 0 e 1. Então, módulo I, f

pode ser escrito como:

f =
∑

αzd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−1, ys][zj1 , zj2 ] . . . [zjm′−1
, zj

m
′ ],

se s é par, ou

f =
∑

αzd11 . . . zdhh [y1, y2] . . . [ys−2, ys−1][ys, zj1 ] . . . [zjm′−1
, zj

m
′ ]

se s é ímpar, onde m
′ ≤ h, di ∈ {ri − 1, ri} e os índices são ordenados.

Demonstração: Veja a prova do Lema 3.3.8.

Os exemplos abaixo nos darão uma ideia do comportamento dos polinômios fJ ,

fJ̃ (de�nidos na Seção 3.4, p. 53) quando substituídos por certos elementos de E∞.

Exemplo 3.4.6 Para J = ∅, considere a substituição

ϕ∅ : K〈Y, Z〉 → E

yi 7→ e2i

z1 7→ e1e2(s+1) + e3e2(s+2) + . . .+ e2r1−1e2(s+r1)

...

zh 7→ e2(r1+...+rh−1+1)−1e2(s+r1+...+rh−1+1) + . . .+ e2(r1+...+rh−1)e2(s+r1+...+rh).

Na graduação natural de E, ϕ∅(zi) ∈ Z(E) para i = 1, . . . , h, assim ϕ∅([u, zi]) = 0 para

quaisquer i ∈ J̃ e u ∈ K〈Y, Z〉. Portanto, ϕ∅(fJ̃) = 0 e pelos Lemas 3.4.1 e 3.4.2 segue

que

ϕ∅(f∅) = ϕ∅(z
r1
1 . . . zrhh [y1, y2] . . . [ys−1, ys])

= ±2s/2
l∏

i=1

ri!e1 . . . e2(
∑h
i=1 ri)

. . . e2s.

57



Portanto, ϕ∅(f∅) 6= 0 e ϕ∅(fJ̃) = 0, sempre que J̃ 6⊆ ∅.

Exemplo 3.4.7 Considere J = {a} e a substituição

ϕ{a} : K〈Y, Z〉 → E

yi 7→ e2i

z1 7→ e1e2(s+1) + . . .+ e2r1−1e2(s+r1)

...

za 7→ e2(
∑a−1
i=1 ri+1)−1 + . . .+ e2(

∑a
i=1 ri)−1e2(s+

∑a
i=1 ri)

...

zh 7→ e2(
∑h−1
i=1 ri+1)−1e2(

∑h−1
i=1 ri+1) + . . .+ e∑h

i=1 ri
ek+s+

∑h
i=1 ri

.

Sendo f{a} = zr11 . . . zra−1
a . . . zrhh [y1, y2] . . . [ys, za], segue dos Lemas 3.4.1 e 3.4.2 que

ϕ{a}(f{a}) = ±2
s−1
2

+1
∏

i=(1,...,â,...,h)

ri!(ra − 1)!e1 . . . e2(
∑h
i=1 ri

)e2 . . . e2s 6= 0

e ϕ{a}([zi1 , zi2 ]) = 0 para quaisquer i1, i2 ∈ J̃ , já que após a substituição pelo menos

um dos zj ∈ Z(E). Assim, ϕ{a}(fJ̃) = 0, para J̃ 6⊂ J.

Proposição 3.4.8 Dado J ⊆ {1, . . . , h}, existe uma substituição ϕJ : K〈Y, Z〉 → E

tal que ϕJ(fJ) 6= 0 e ϕJ(fJ̃) = 0 para J̃ 6⊆ J.

Demonstração: Veja a prova da Proposição 3.3.13.

Teorema 3.4.9 Sobre um corpo in�nito K de característica p > 2 todas as identidades

polinomiais graduadas de E∞ são consequências das identidades graduadas

[x1, x2, x3] e zp.

Demonstração: A prova é análoga à apresentada no Teorema 3.3.14.

3.5 Identidades Graduadas para E

Agora iremos lidar com as identidades Z2-graduadas para a álgebra de Grassmann

E induzida pela Z2-graduação natural. Sabemos que as componentes homogêneas de

E são E(0) = 〈ei1 . . . eim|m é par〉 e E(1) = 〈ei1 . . . ein|n é ímpar〉. Essas identidades

serão descritas como um caso particular das identidades Z2-graduadas para as

álgebras supercomutativas, pois como vimos no Exemplo 1.3.16, E munida dessa

Z2-graduação é uma álgebra supercomutativa.

O próximo resultado nos fornece uma base de identidades Z2-graduadas para

qualquer álgebra supercomutativa.
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Notação 3.5.1 Considere I = 〈[y1, y2], [y1, z1], z1 ◦ z2〉T2 e In = 〈[y1, y2], [y1, z1],

z1 ◦ z2, z1 . . . zn〉T2 para algum n ∈ N.

Proposição 3.5.2 Seja A = A(0) ⊕ A(1) uma álgebra supercomutativa. Então

T2(A) = I ou T2(A) = In para algum n ∈ N.

Demonstração: Como os elementos em A(0) pertencem ao centro de A, os polinômios

[y1, y2] e[y1, z1] são identidades Z2-graduadas para A. Além disso, como A é uma álgebra

supercomutativa, os elementos em A(1) anti-comutam. Logo z1◦z2 também é identidade

Z2-graduada para A. Portanto I ⊆ T2(A). Sendo f(y1, . . . , ys, z1, . . . , zh) ∈ T2(A) um

polinômio multihomogêneo, então

f ≡ αyl11 . . . y
ls
s z

k1
1 . . . zkhh (modI)

onde α ∈ K, li = degyi f e kj = degzj f . Se f 6∈ I, devemos ter k1 = . . . = kh = 1, pois

z2
i ∈ I e α 6= 0. Daí, fazendo yi = 1, para i = 1, . . . , s concluímos que z1 . . . zh ∈ T2(S).

Logo, se z1 . . . zh 6∈ T2(S) para todo h ∈ N, devemos ter T2(S) = I.

Suponha agora que z1 . . . zt ∈ T2(S) para algum t ∈ N e tomemos

t0 = min{t ∈ N|z1 . . . zt ∈ T2(S)}. Daí, I1 = 〈[y1, y2], [y1, z2], z1 ◦ z2, z1 . . . zt0〉T2 ⊆

T2(S). Usando os argumentos acima, concluímos que se f 6∈ I, então h ≥ t0 e daí f é

congruente módulo I a uma consequência de z1 . . . zt0 . Logo, T2(S) = It0 .

Teorema 3.5.3 Seja E a álgebra de Grassmann sobre um corpo in�nito de

característica diferente de dois, munida da Z2-graduação natural. Temos que T2(E) =

I.

Demonstração: Como E é a álgebra de Grassmann de dimensão in�nta, temos que

para qualquer n ∈ N, z1 . . . zn não é identidade Z2-graduada e deste modo o resultado

segue imediatamente da Proposição 3.5.2

Para mais detalhes sobre a relação entre a álgebra de Grassmann e as álgebras

supercomutativas veja ([6], p. 29)

3.6 Identidades Z2-graduadas para Ek

De acordo com a Seção 3.1, a álgebra Z2-graduada Ek pode ser decomposta como

soma direta dos subespaços homogêneo E(0)
k e E(1)

k , onde E(0)
k é o espaço vetorial gerado
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pelos elementos ei1 . . . eim ∈ β onde a quantidade de elementos e′is com i > k é par, em

E
(1)
k temos uma quantidade ímpar destes elementos. O cálculo das identidades para

Ek não é tão direto quanto o feito para as demais Z2-graduações de E. Com o intuito

de facilitar a descrição dessas identidades Centrone, de modo análogo ao feito por Di

Vincenzo e Da Silva em [48], fez o estudo de alguns subespaços homogêneos especiais

de polinômios próprios para obter informações sobre a estrutura do T2-ideal de Ek.

Considere Γh(K, d) ⊆ B(Y ;Z) o espaço vetorial dos polinômos Y -próprios

homogêneos em h variáveis {x1, . . . , xh;xi ∈ {yi, zi}} de grau d. De�niremos o espaço

Γh(A, d) por

Γh(A, d) = Γh(K, d)(A) := Γh(K, d)/(Γh(K, d) ∩ T2(A).

Não é difícil ver que Γh(K, d) é um GLd-módulo com respeito a ação natural à esquerda

e Γh(K, d) ∩ T2(A) é um GLd-submódulo . Portanto Γh(A, d) também é um GLd-

módulo.

Fixados s, t ∈ N, de�nimos

Γs,t := spanK〈w ∈ Γs+t(A, d); y1, . . . , ys, z1, . . . , zt ocorrem emw〉.

Note que se s+ t = d, o espaço Γs,t é um GLs×GLt-módulo, e o subespaço Γs,t∩T2(A)

é um GLs ×GLt-submódulo. Assim o espaço Γs,t(A, d) := Γs,t/(Γs,t ∩ T2(A)) também

é um GLs ×GLt-módulo. Denotaremos por Cs,t(A) sua dimensão.

Lema 3.6.1 O monômio zp é uma identidade Z2-graduada para Ek.

Demonstração: De acordo com a Proposição 1.3.6, temos que E(1)
k ⊆ E ′, portanto

segue do Lema 2.3.1 que zp é uma identidade para Ek.

Denotaremos I = 〈[u1, u2, u3]|ui ∈ {yi, zi}, i = 1, 2, 3〉T , é imediato que

I ⊆ T2(Ek).

Lema 3.6.2 Se l ≡ 0 (mod 2) então

(i) Γl,m é gerado módulo I pelos polinômios

z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[y1, y2][yl−1, yl]

onde
∑s

j=1 rij = m. Em outras palavras, para todo f ∈ Γl,m existe g ∈ Γ0,m tal

que f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zs) ≡ g(z1, . . . , zs)[y1, y2] . . . [yl−1, yl] (mod I);
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(ii) se l ≥ k + 1 então f ∈ T2(Ek);

(iii) se l ≤ k então f ∈ T2(Ek) se, e somente se, g ∈ T2(Ek−l).

Demonstração:

(i) Seja f ∈ Γl,m, como l ≡ 0 (mod 2) a existência do polinômio g ∈ Γ0,m segue

diretamente da de�nição do T2-ideal I e da equação

[uσ(1), uσ(2)] . . . [uσ(n−1), uσ(n)] ≡ (−1)σ[u1, u2] . . . [un−1, un] (3.6)

onde (−1)σ é o sinal da permutação σ.

(ii) Como l ≡ 0 (mod2), dado f ∈ Γl,m pelo item (i) existe g ∈ Γ0,m tal

que f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zs) ≡ g(z1, . . . , zs)[y1, y2] . . . [yl−1, yl] (mod I) como os

polinômios Y -próprios são multilineares e por hipótese l ≥ k + 1 é su�ciente

mostrar que o polinômio [y1, y2] . . . [yl−1, yl] se anula para elementos de uma base

de E(0)
k . Considere β = {ei1 . . . eil ; existe uma quantidade ímpar de e′is tal que i ≤

k e i1 < . . . < il} uma base para E
(0)
k , tomando bi = ei1 . . . eil ∈ β (com

1 ≤ i ≤ k + 1), segue do Princípio das gavetas de Dirichlet que em pelo

menos um dos b′is algum dos e′is se repetem. Portanto [b1, b2] . . . [bl, bl+1] = 0,

consequentemente f ∈ T2(Ek).

(iii) Por hipótese l ≤ k, então o produto dos comutadores [y1, y2] . . . [yl−1, yl]

não se anula quando avaliado por elementos distintos de β. Deste

modo, pelo item (i) existe g ∈ Γ0,m tal que g possui k − l elementos

pertencentes a componente homogênea de grau 0. Como f ∈ T2(Ek)

segue que g ∈ T2(Ek−l). Reciprocamente, se g ∈ T2(Ek−l) então

f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zs) ≡ g(z1, . . . , zs)[y1, y2] . . . [yl−1, yl] (mod I) também é

identidade para Ek.

Quando l é ímpar, obtemos um resultado análogo ao lema anterior.

Lema 3.6.3 Seja l ≡ 1 (mod 2) e f ∈ Γl,m então

(i) Para todo f ∈ Γl,m existe g ∈ Γ1,m tal que

f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zs) = g(z1, . . . , zs, y1)[y2, y3] . . . [yl−1, yl] (mod I)

onde g(z1, . . . , zs, y1) = z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[z, y1] e
∑s

j=1 rij = m;
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(ii) se l ≥ k + 1 então f ∈ T2(Ek);

(iii) se l ≤ k então f ∈ T2(Ek) se, e somente se, g ∈ T2(Ek−l+1).

Os lema acima nos permite estudar apenas Γ0,m ∩ T2(Ek) e Γ1,m ∩ T2(Ek), para

todo k.

3.6.1 A estrutura Γ0,m(Ek)

Não é difícil ver que Γ0,m é gerado, módulo I, pelos polinômios

z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[zj1 , zj2 ] . . . [zjt−1 , zjt ],

onde t é par,
∑s

j=1 rij = m − t, i1 < . . . < is e j1 < . . . < jt. Denotaremos por I(p) o

T2-ideal gerado por I e por zp e de modo análogo, temos que Γ0,m é gerado, módulo

I(p), pelos polinômios

z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[zj1 , zj2 ] . . . [zjt−1 , zjt ],

onde t é par,
∑s

j=1 rij = m− t, i1 < . . . < is, j1 < . . . < jt e rin < p para i = 1, . . . , s.

Dado f = z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[zj1 , zj2 ] . . . [zjt−1 , zjt ], considere o conjunto

S = {variáveis homogêneas que ocorrem em f} ⊆ {z1, . . . , zm}.

Se | S |= h, isto é, S = {zi1 , . . . , zih} então o polinômio f pertence a componente

homogênea Γh = (0, . . . , 0,mi1 , 0, . . . , 0,mi2 , 0, . . . , 0,mih , 0, . . . , 0) de Γ0,m, para

simpli�car a notação indicaremos o multigrau da componente homogênea Γ[h] por

(m1, . . . ,mh).

De�nição 3.6.4 Sejam S = {variáveis homogêneas diferentes que ocorrem em f} e

T = {j1, . . . , jt} ⊆ S, denotaremos fT por z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[zj1 , zj2 ] . . . [zjt−1 , zjt ], onde t é

par,
∑s

j=1 = m− t, i1 < . . . < is e j1 < . . . < jt.

Deste modo, qualquer f ∈ Γh é, módulo I, combinação linear de polinômios fT ,

isto é,

f ≡
∑
T

αtfT (mod I)

onde αT ∈ K.

Considerando a identidade zp, temos que fT (p) = z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[zj1 , zj2 ] . . . [zjt−1 , zjt ],

onde t é par,
∑s

j=1 rij = m− t, i1 < . . . < is, j1 < . . . < jt e rin < p para i = 1, . . . , s.

Assim se f ∈ Γh então f ≡
∑

T αtfT (p) (mod I(p)).
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De�nição 3.6.5 Para m ≥ 2, temos

gm(zi1 , . . . , zih) =
∑
T

(−2)−
|T |
2 fT ,

onde | T | é par. Além disso, g1(z1) = z1.

O próximo lema segue da De�nição 3.6.5.

Lema 3.6.6 Na superálgebra K〈Y, Z〉, as seguintes equivalências são válidas:

(i) gm+1(z1, . . . , zm+1) ≡ z1gm(z2, . . . , zm+1) − 1
2
[z1, z2]gm−1(z3, . . . , zm+1)

− 1
2

∑m−2
i=2 z2z3 . . . zi[z1, zi+1]gm−i(zi+2, . . . , zm+1)− 1

2
z2 . . . zm[z1, zm+1] (mod I);

(ii) gm+1(z1, . . . , zm, zm+1) ≡ gm(z1, . . . , zm)zm+1 − 1
2
gm−1(z1, . . . , zm−1)[zm, zm+1]

− 1
2

∑m−2
i=1 gi(z1, . . . , zi)zi+2 . . . zm[zi+1, zm+1]]− 1

2
z2 . . . zm[z1, zm+1] (mod I).

De�nição 3.6.7 Seja S um subconjunto �nito de N. De�na a aplicação ϕS ∈
End(K〈Y, Z〉) por ϕS(yi) := y|S|+i, para todo i ≥ 1 e

ϕS(zi) := vi =

{
yi se i ∈ S
zi se i 6∈ S.

Lema 3.6.8 Dado f ∈ K〈Z〉, f é uma identidade polinomial graduada para Ek se, e

somente se, ϕS(f) ∈ T2(E) para todo S ⊆ {1, . . . , h} com | S |≤ k.

Demonstração: Seja f(zi1 , . . . , zij) ∈ T2(Ek), então qualquer substituição por

elementos pertencentes a componente homogênea de grau 1 anula o polinômio f .

Tomemos l ∈ N, com 0 ≤ l ≤ h tal que il ≤ k e façamos a seguinte substituição

zij =

 aij = eijek+ij se j = 1, . . . l

bij = ek+ij j = l + 1, . . . h.

Por hipótese, f(ai1 , . . . , ail , bil+1
, . . . , bih) = 0. Suponha sem perda de generalidade,

S = {i1, . . . , il} ⊆ {1, . . . , h}, então pela De�nição 3.6.7

ϕS(f(zi1 , . . . , zih)) = g(yi1 , . . . , yil , zil+1
, . . . , zih).

Como existem, ai1 , . . . , ail , bil+1
, . . . , bih ∈ E com suporte disjunto tal que

ϕS(f(ai1 , . . . , ail , bil+1
, . . . , bih)) = 0 então ϕS(f) ∈ T2(E).

Reciprocamente, considere f ∈ K〈Z〉. Por hipótese ϕS(f) ∈ T2(E) para todo

S ⊆ {1, . . . , h} com | S |≤ k. Façamos a seguinte substituição zij 7→ zij , de modo
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que o suporte de todos os z′is sejam disjuntos. Dessa forma o número máximo de

zij
′s de comprimento par é ≤ k. Além disso então os monômios ai1 , . . . , ail ∈ E

(0)
k e

bil+1
, . . . , bih ∈ E

(1)
k , fazendo S = {i1, . . . , il} ⊆ {1, . . . , h}, tal que | S |≤ k, segue que

f(zi1 , . . . , zih) = ϕS(f(ai1 , . . . , ail , bil+1
, . . . , bih)).

Portanto, f ∈ T2(Ek).

Proposição 3.6.9 O polinômio gk+2(z1, . . . , zk+2) é uma identidade polinomial

Z2-graduada para Ek.

Demonstração: Pelo lema anterior, é su�ciente mostrar que ϕS(gk+2) ∈ T2(E) para

todo S tal que | S |≤ k. Provaremos a proposição fazendo indução sobre k.

Se k = 0, então ϕS(gk+2) = ϕ∅(g2) = g2(z1, z2), e pelo item (i) do Lema 3.6.6

temos que

g2(z1, z2) = z1g1(z2)− 1

2
[z1, z2]

= z1z2 −
1

2
[z1, z2]

=
1

2
(z1z2 + z2z1).

Portanto, pelo Teorema 3.5.3, g2(z1, z2) ∈ T2(E).

Considere k ≥ 1 e �xe S um subconjunto de {1, . . . , k + 2} tal que | S |≤ k.

Embora ϕS não seja um endomor�smo Z2-graduado para a superálgebra livre K〈Y, Z〉

o T2-ideal I é invariante sob a ação desta aplicação.

Assuma que k + 2 ∈ S. Pelo item (ii) do Lema 3.6.6, obtemos

ϕS(gk+2(z1, . . . , zk+2)) ≡ ϕS(gk+1(z1, . . . , zk+1))yk+2
1

2
gk−1(z1, . . . , zk)[zk+1, yk+2]

− 1

2

k∑
i=1

gi(z1, . . . , zi)zi+2 . . . zk+1[zi+1, yk+2]

− 1

2
z2 . . . zk+1[z1, yk+2] (mod I),

novamente pelo Teorema 3.5.3, segue que

ϕS(gk+2) ≡ ϕS(gk+1)yk+2 (modT2(E)). (3.7)

Seja S ′ = S − {k + 2}, então | S ′ |≤ k − 1, assim

ϕS(gk+1(z1, . . . , zk+1) ≡ ϕS′(gk+1(z1, . . . , zk+1)) (modT2(E)).
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Por hipótese de indução, ϕS(gk+1) ∈ T2(E), e segue de (3.7) que ϕS(gk+2) ∈ T2(E).

Suponha agora que k + 2 6∈ S. Sendo l o maior elemento do conjunto

{1, . . . , k + 1} − S, temos

(v1, . . . , vk+2) = (v1, . . . , vl−1, vl, vl+1, . . . , vk+2)

= (v1, . . . , vl−1, zl, yl+1, . . . , yk+1, zk+2).

Se i = 0, . . . , l−2, como a cardinalidade do conjunto S∩{i+2, . . . , k+2} é no máximo

k − i− 1, por hipótese de indução, obtemos

ϕS(gk+1−i(zi+2, . . . , zk+2)) ∈ T2(E).

Se i = l, . . . , k, então ϕS([z1, zi+1]) = [v1, yi+1] ∈ T2(E). Portanto, pelo item (ii) do

Lema 3.6.6 obtemos

ϕS(gk+2(z1, . . . , zk+2)) ≡ −1

2
v2 . . . vl−1[v1, zl]yl+1 . . . yk+1zk+2

− 1

2
v2 . . . vk−1zlyl+1 . . . yk+1[z1, zk+2] (modT2(E)).

Como T2(E) contêm os polinômios [yi, zj] e zizj +zjzi, concluímos nossa demonstração.

Notação 3.6.10 Denotaremos por Jk o T2-ideal da superálgebra K〈Y, Z〉 gerado por

I e pelo polinômio gk+2(z1, . . . , zk+2), e por Jk(p) o T2-ideal da superálgebra K〈Y, Z〉
gerado por I(p) e pelo polinômio gk+2(z1, . . . , zk+2).

Lema 3.6.11 Na superálgebra livre K〈Y, Z〉 temos:

(i) z1 . . . zk+2 ≡ −
∑

T 6=∅, |T |é par
(−2)−

|T |
2 fT (mod Jk)(Jk(p))

(ii) z2 . . . zk+2[z1, zk+3] ≡
∑

T ′ βT ′fT ′ (mod Jk)(Jk(p)), para alguns βT ′ ∈ K e

T ′ ⊆ {1, . . . , k + 3}. Além disso se | T ′ |= 2, então 1 6∈ T ′.

Demonstração:

(i) O resultado segue imediatamente da De�nição 3.6.5.

(ii) Pelo item anterior temos

[z1 . . . zk+2, zk+3] ≡
∑

αT

[∑
fT , zk+3

]
(mod Jk).
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Se fT = zj1 . . . zjb [zt1 , zt2 ] . . . [ztb′−1
, ztb′ ], então módulo I temos

[fT , zk+3] ≡
b∑

s=1

zj1 . . . zjs−1zjs+1 . . . zjb [zjs , zk+3][zt1 , zt2 ] . . . [ztb′−1
, ztb′ ]. (3.8)

Por outro lado,

[z2 . . . zk+2, zk+3] ≡
∑

αT

k+2∑
s=1

zj2 . . . zjs−1zjs+1 . . . zjk+2
[zjs , zk+3]. (3.9)

É fácil ver que

z2 . . . zk+2[z1, zk+3] ≡ −z1[z2 . . . zk+2, zk+3] + [z1 . . . zk+2, zk+3] (mod I),

assim de (3.8) e (3.9) segue que

z2 . . . zk+2[z1, zk+3] ≡ −z1

k+2∑
s=2

z2 . . . zjs−1zjs+1 . . . zk+2[zs, zk+3] +

+
∑

αT

b∑
s=1

zj1 . . . zjs−1zjs+1 . . . zb[zs, zk+3][zt1 , zt2 ] . . . [ztb′−1
, ztb′ ]

Como I ⊆ Jk, e pela equação (3.6), obtemos

z2 . . . zk+2[z1, zk+3] ≡
∑

T ′ βT ′fT ′ (modJk), onde T ′ ⊆ {1, . . . , k + 3}.

Considerando o T2-ideal Jk(p), a prova segue de modo inteiramente análogo.

Observação 3.6.12 Através de substituições por variáveis adequadas podemos obter

um resultado análogo ao Lema 3.6.11 para os polinômios homogêneos. Suponha k = 1

e K um corpo de característica p > 3. Considere a componente multihogênea (1, 1, 1).

Temos

z1z2z3 ≡
1

2
z1[z2, z3] +

1

2
z2[z1, z3] +

1

2
z3[z1, z2] (mod Jk).

Exemplo 3.6.13 Considerando a componente multihogênea (2, 1, 0), pelo Lema

3.6.11, obtemos as seguintes equivalências módulo Jk
•z2

1z2 ≡ 1
2
z1[z1, z2] + 1

2
z1[z1, z2] = z1[z1, z2]

•z1z2z1 ≡ −1
2
z1[z1, z2] + 1

2
z2[z1, z1] + 1

2
z1[z1, z2] = 0

•z2z
2
1 ≡ 1

2
z2[z1, z1]− 1

2
z1[z1, z2]− 1

2
z1[z1, z2] = −z1[z1, z2].

Observe que se considerarmos no exemplo anterior a componente multihomogênea

(3, 0, 0), obtemos z3
1 ≡ 0 e então podemos concluir que zp é consequência de

g3(z1, z2, z3).
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Proposição 3.6.14 Para m ≥ 1, Γ0,m é gerado módulo Jk por

∑
Γ[h]

h−1∑
s=m−(k+1)

(
h− 1

s

)

polinômios. Por outro lado, para todo m ≥ 1, Γ0,m é gerado módulo Jk(p) por

∑
Γ[h]

h−1∑
s=m−(k+1)

(
h− 1

s

)

polinômios, onde a soma é realizada em todas as componentes multihogêneas

(n1, . . . , nh) tais que ni ≤ p para qualquer i = 1, . . . , h.

Demonstração: Como foi dito no início da seção, Γ0,m é gerado por suas componentes

homogêneas. Seja Γ[h] uma destas componentes, como mencionado Γ[h] é gerado módulo

I pelos polinômios

fT = z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[zj1 , zj2 ] . . . [zjt−1 , zjt ]

onde T = {j1, . . . , jt}, | T |= t é par e os índices i′rs e j
′
rs estão ordenados.

Suponha que m ≥ k+ 2. Então segue do Lema 3.6.11 e da Observação 3.6.12 que

qualquer polinômio fT é combinação linear de polinômios fS (pertencentes a mesma

componente). Os polinômios fS são lineares nos comutadores. Então o número total

de f
′
Ss depende do número de variáveis que aparecem nele, isto é, igual a h. Sendo s a

cardinalidade do conjunto S, temos que m− s ≤ k+ 1. Denotaremos por d[h] = d[h](k)

o número de todos os polinômios fS. Usando a relação
(
h
s

)
=
(
h−1
s

)
+
(
h−1
s−1

)
, obtemos

os seguintes valores para d[h] :

• Caso 1: Seja m ≡ k (mod 2), então d[h] =
∑h

s=2

(
h
s

)
=
∑h−1

s=2,m−s≤k+1

(
h−1
s

)
.

• Caso 2: Seja m ≡ k + 1 (mod 2). Se m − s = k + 1, pelo item (ii) do Lema

3.6.11 temos que 1 6∈ S. Como o número de subconjuntos S de {1, . . . , h} tais

que 1 ∈ S é
(

h−1
m−(k+1)

)
, então

d[h] =

(
h− 1

m− (k + 1)

)
+

h∑
s=2,m−s≤k

(
h

s

)

d[h] =

(
h− 1

m− (k + 1)

)
+

h−1∑
s=m−k

(
h− 1

s

)
=

h−1∑
s=m−(k+1)

(
h− 1

s

)
.
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Agora se m ≤ k + 1, então d[h] =
∑h

s=0, s é par

(
h
s

)
=
∑h−1

s=0

(
h−1
s

)
já que

(
h−1
s

)
= 0

para todo s ≥ h.

Deste modo, Γ0,m, módulo Jk, é gerado por

∑
Γ[h]

h−1∑
s=m−(k+1)

(
h− 1

s

)

polinômios. Além disso, módulo Jk(p), Γ[h] é gerado pelos polinômios

fT = z
ri1
i1
. . . z

ris
is

[zj1 , zj2 ] . . . [zjt−1 , zjt ]

onde T = {j1, . . . , jt}, | T | é par, os índices i′rs e j′rs estão ordenados e riq ≤ p − 1,

para todo q = 1, . . . , s.

Novamente, o número de polinômios geradores depende do número de variáveis

que ocorre em Γ[h] e de modo análogo ao feito anteriormente temos que Γ0,m é gerado,

módulo Jk(p), por
∑

Γ[h]

∑h−1
s=m−(k+1)

(
h−1
s

)
polinômios.

De�nição 3.6.15 Seja Γ[h] uma componente homogênea para Γ0,m e l ≤ h ≤ m.

De�na

tl(zi1 , . . . , zih) =
∑
σ

Sl(zσ−1(i1), zi2 , . . . , zil)zσ−1(il+1) . . . zσ−1(ih),

tl(p)(zi1 , . . . , zih) =
∑
σ

Sl(zσ−1(i1), zi2 , . . . , zil)zσ−1(il+1) . . . zσ−1(ih),

onde Sl(u1, . . . , ul) denota o polinômio standard de grau l e degzis tl(p) < p.

Observação 3.6.16 Os polinômios tl, tl(p) correspondem ao gancho da tabela Young

semi-standard da partição (m− l + 1, 1l−1) = (1 + b, 1m−b−1).

Lema 3.6.17 Seja b = m − l ≤ k e p > k. Então tl não é uma identidade graduada

para Ek. Se p ≤ k, então tl(p) não é uma identidade graduada para Ek.

Demonstração: Inicialmente, vamos supor p > k. Como b ≤ k existem, no máximo,

b elementos centrais de grau ímpar em Ek com suportes disjuntos. Mais precisamente,

iremos considerar ni = deg zi e os conjuntos

S1 = {variáveis diferentes que aparecem na "perna"do gancho} = {z1, . . . , zl−1}

S2 = {variáveis que aparecem apenas no "braço"do gancho} = {zl, . . . , zh}
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Consideremos a substitução ϕ : K〈Y, Z〉 → E dada por

z1 7→ e1 + e2ek+2 + . . .+ en1ek+n1

...

zl−1 7→ e∑l−2
j=1 nj+1 + e∑l−2

j=1 nj+2ek+
∑l−2
j=1 nj+2 + . . .+ e∑l−1

j=1 nj
ek+

∑l−1
j=1 nj

...

zl 7→ e∑l−1
j=1 nj+1 + e∑l−1

j=1 nj+2ek+
∑l−1
j=1 nj+2 + . . .+ e∑l

j=1 nj
ek+

∑l
j=1 nj

...

zl+1 7→ e∑l
j=1 nj+1ek+

∑l
j=1 nj+1 + . . .+ e∑l+1

j=1 nj
ek+

∑l+1
j=1 nj

...

zh 7→ e∑h−1
j=1 nj+1ek+

∑h−1
j=1 nj+1 + . . .+ e∑h

j=1 nj
ek+

∑h
j=1 nj

Vamos analisar o comportamento do polinômio ϕ(tl) quando l é par ou ímpar.

• Caso 1: l é par. Para i ≥ l + 1, os z′is são elementos centrais,

deste modo Sl(ϕ(zi), ϕ(z1), . . . , ϕ(zl−1)) = 0 e Sl(ϕ(zl), ϕ(z1), . . . , ϕ(zl−1)) =

l!en+1 . . . e∑l−1
j=1 nj+1. Neste caso, obtemos que

tl(ϕ(zl), ϕ(z1), . . . , ϕ(zl−1), ϕ(zl+1), . . . , ϕ(zh)) =

±l!
h∏
i=1

n′i!e1en+1ek+n1 . . . e2ek+2 . . . e∑h
j=1 nj+1 . . . ek+

∑h
j=1 nj

onde n′i ∈ {ni, ni − 1}. Como 0 ≤ m − l ≤ p, temos que p não aparece no

termo l!
∏h

i=1 n
′
i! e daí tl não é identidade graduada para Ek, como queríamos

demonstrar.

• Caso 2: l é ímpar. Não é difícil mostrar que

Sl(z1, . . . , zl) =
l∑

j=1

(−1)j+1zjSl−1(z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zl)

e assim,

Sl(ϕ(zi), ϕ(z1), . . . , ϕ(zl)) = ϕ(zi)Sl−1(ϕ(z1), . . . , ϕ(zl−1) +

+
∑

(−1)j+1ϕ(zj)Sl−1(ϕ(zi), . . . , ϕ(zl−1).
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Se i = l, então, pelo caso anterior temos que Sl−1(ϕ(zi), . . . , ϕ(z1−1) 6= 0, e como

Sl−1(ϕ(z1), . . . , ϕ(z1−1)) também é não-nulo, segue que Sl 6= 0. Portanto, tl não

é identidade para Ek.

Se i ≥ l + 1, vimos no Caso 1 que Sl−1(ϕ(zi), . . . , ϕ(zl) = 0. Deste modo

Sl = ϕ(zi)Sl−1(ϕ(z1), . . . , ϕ(zl−1)

= ϕ(zi)(l − 1)!e1en1+1 . . . e∑l−1
j=1 nj+1.

Como o suporte dos z′js são todos disjuntos, temos Sl(zi, z1, . . . , zl−1) 6= 0. Logo,

tl não é uma identidade para Ek.

Supondo p ≤ k, a prova é inteiramente análoga e como degzi = ni < p, para todo

i = 1, . . . , h, obtemos o resultado.

Note que para qualquer subconjunto S1 ⊆ {z1, . . . , zm} de cardinalidade l, existe

um conjunto �nito de polinômios, os quais denotaremos por tl(S1), tl(p)(S1), tal que

as variáveis em S1 aparecem apenas na "perna"do gancho dos vários tl ∈ tl(S1) ou

tl(p) ∈ tl(p)(S1). Considere os polinômios

t∗l =
∑

S1⊆{z1,...,zm}

∑
tl∈tl(S1)

tl

tl(p)
∗ =

∑
S1⊆{z1,...,zm}

∑
tl(p)∈tl(p)(S1)

tl(p).

No próximo Lema, será mostrado que os polinômios acima não são identidades

graduadas para Ek.

Lema 3.6.18 Sejam m ≥ 1 e p > k. Então t∗l não é identidade graduada para Ek. Se

p ≤ k, então t∗l (p) não é identidade graduada para Ek.

Demonstração: Inicialmente suponha p > k. Fixemos o conjunto de variáveis

S = {z1, . . . , zh} e considere a substituição ϕ tal que ϕ aplicada nos elementos de S é

idêntica a substituição usada na prova do Lema 3.6.17. Para cada uma das variáveis

remanescentes {zh+1, . . . , zm} iremos fazer a seguinte substituição

zh+1 7→ ek+
∑h
j=1 nj+1 + . . .+ ek+

∑h+1
j=1 nj

...

zm 7→ ek+
∑m−1
j=1 nj+1 + . . .+ ek+

∑m
j=1 nj

.
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Com esta substituição, é fácil ver que, para cada par de subconjuntos distintos

de {z1, . . . , zm} a substituição ϕ nos dá elementos diferentes da base de E com alguns

coe�cientes. Portanto podemos lidar apenas com os ganchos preenchidos com o mesmo

conjunto de variáveis. Suponha que a "perna"do gancho seja preenchida com um

conjunto de variáveis diferente daquele utilizado no Lema 3.6.17. Deste modo, um

dos elementos centrais reside na "perna"do gancho e portanto ϕ(tl) = 0. Por isso, sem

perda de generalidade, podemos lidar apenas com os ganchos cuja "perna"é preenchida

com o conjunto de variáveis {z1, . . . , zh}. Fixemos dois deles. Note que se (n1, . . . , nh) e

(m1, . . . ,mh) são as sequências de multiplicidade das variáveis {z1, . . . , zh} em cada um

dos ganchos, então existe j ∈ {1, . . . , h} tal que mj > nj, e a substituição novamente

se anula. Portanto, a substituição será não nula se, e somente se, tivermos a "perna"do

gancho preenchida com variáveis homogêneas de grau (n1, . . . , nh), o que já foi provado

no Lema anterior. Se p ≤ k a prova é análoga.

Pela teroria de representações do grupo linear geral GLm, temos que existe

uma correspondência natural entre cada GLm-módulo irredutível e certos polinômios

homogêneos. Segue do Lema 3.6.18 que os polinômios t∗l e t
∗
l (p) correspondem a algum

GLm-módulo irredutível.

Proposição 3.6.19 Sejam m ≥ 1 e p > k, então Γ0,m(Ek) = Γ0,m(Jk). Se p ≤ k,

então Γ0,m(Ek) = Γ0,m(Jk(p))

Demonstração: Se p > k, então Jk ⊆ T2(Ek) e pela Proposição 3.6.14 segue que

C0,m(Ek) = dim
Γ0,m

Γ0,m ∩ T2(Ek)
≤
∑
Γ[h]

d[h] =
∑
Γ[h]

h−1∑
s=m−(k+1)

(
h− 1

s

)
.

Por outro lado, segue do item (ii) do Teorema 1.6.16 que t∗l gera um GLm(K)-

submódulo isomorfo a Wm(λ). Segue do item (ii) do Teorema 1.6.15 que a dimensão

da componente multihomogêna Wm(λ)(n1,...,nh) é igual ao número de λ-tabelas semi-

standard com conteúdo (n1, . . . , nh), e assim dimWm(λ)(n1,...,nh) =
(
h−1
l−1

)
. Como

estas componentes irredutíveis são todas distintas para todo l ≥ m − k, ou seja,

l − 1 ≥ m− (k + 1) obtemos

∑
Γ[h]

h−1∑
s=m−(k+1)

(
h− 1

s

)
≤ C0,m(Ek).
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Portanto, Γ0,m(Ek) = Γ0,m(Jk).

Se p ≤ k, então Jk(p) ⊆ (T2(Ek) e de modo inteiramente análogo mostramos que

Γ0,m(Ek) = Γ0,m(Jk(p)).

3.6.2 A estrutura Γ1,m(Ek)

Estudaremos agora o espaço Γ1,m∩T2(Ek) para todo k ≥ 1. Segue da Proposição 3.6.9

que gk+1(z1, . . . , zk+1) ∈ T2(Ek−1), e então as identidades Z2-graduadas

[gk+1(z1, . . . , zk+1), y] (3.10)

gk+1(z1, . . . , zk+1)[zk+2, y] (3.11)

pertencem a T2(Ek).

De�nição 3.6.20 Vamos de�nir J ′k como o T2-ideal gerado por I e pelos polinômios

3.10 e 3.11. Por outro lado, de�niremos J ′k(p) como o T2-ideal gerado por I(p) e pelos

polinômios 3.10 e 3.11.

O próximo Lema segue de modo análogo ao Lema 3.6.11.

Lema 3.6.21 Na superálgebra livre K〈Y, Z〉 temos:

(i) z1 . . . zk+1[zk+2, y] ≡ −
∑

T 6=∅(−2)−
k+1−|T |

2 fT (modJ ′k)(J
′
k(p))

(ii) z2 . . . zk+2[z1, y] ≡
∑

T ′ βT ′fT ′ (modJ ′k)(J
′
k(p)), para alguns βT ′ ∈ K e

T ′ ⊆ {1, . . . , k + 1}. Além disso se | T ′ |= k, então 1 ∈ T ′.

Usando argumentos análogos àqueles dados na demonstração na Poposição 3.6.14

obtemos:

Proposição 3.6.22 Para m ≥ 1, Γ1,m é gerado módulo J ′k por

∑
Γ[h]

h−1∑
s=m−k

(
h− 1

s

)

polinômios. Por outro lado, para m ≥ 1, Γ1,m é gerado módulo J ′k(p) por

∑
Γ[h]

h−1∑
s=m−k

(
h− 1

s

)
polinômios, onde a soma é executada em todas as componentes multihomogêneas

(m1, . . . ,mh) tais que mi ≤ p para todo i = 1, . . . , h.
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De�nição 3.6.23 Seja Γ[h] uma componente homogênea para Γ1,m e l ≤ h ≤ m.

De�niremos

ql(y, zi1 , . . . , zil) =
∑
σ

(−1)σ[zσ(i1), y]zσ(i2) . . . zσ(il)

t′l(zi1 , . . . , zih) =
∑
σ

ql(y, zσ−1(i1), zi2 , . . . , zil)zσ−1(il+1) . . . zσ−1(ih)

e

t′l(p)(zi1 , . . . , zih) =
∑
σ

ql(y, zσ−1(i1), zi2 , . . . , zil)zσ−1(il+1) . . . zσ−1(ih)

onde degzis t
′(p) < p.

Observação 3.6.24 O polinômio t′l corresponde ao par (1, µm−l), onde µm−l é a

partição (m− l + 1, 1l−1) ` m.

Lema 3.6.25 Sejam b = m− l ≤ k e p > k. Então t′l não é uma identidade graduada

para Ek. Se p ≤ k, então t′l(p) não é uma identidade graduada para Ek.

Note que para qualquer subconjunto S1 ⊆ {z1, . . . , zm} de cardinalidade l, existe

uma quantidade �nita de polinômios, chamados t′l(S1), t′l(p)(S1), tais que as variáveis

em S1 ocorrem apenas na "perna"do gancho para vários t′l ∈ t′l(S1) ou t′l(p) ∈ t′l(S1)(p).

Considere agora os polinômios

t′l
∗

=
∑

S1⊆{z1,...,zm}

∑
t′l∈t

′
l(S1)

t′l,

t′l(p)
∗

=
∑

S1⊆{z1,...,zm}

∑
t′l(p)∈t

′
l(S1)(p)

t′l(p).

De modo análogo ao Lema 3.6.18, obtemos

Lema 3.6.26 Sejam m ≥ 1 e p > k. Então t′l
∗ não é uma identidade graduada para

Ek. Se p ≤ k, então t′l(p)
∗ não é uma identidade graduada para Ek.

A próxima proposição é análoga à Proposição 3.6.19.

Proposição 3.6.27 Sejam m ≥ 1 e p > k. Então Γ1,m(Ek) = Γ1,m(J ′k). Se p ≤ k,

então Γ1,m(Ek) = Γ1,m(J ′k(p)).
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3.6.3 O T2-ideal para Ek

De modo análogo ao feito por Da Silva em [44] iremos generalizar os resultados obtidos

nas Seções 3.6.1 e 3.6.2 e �nalmente de posse desses resultados seremos capazes de

descrever uma base para as identidades de Ek.

Notação 3.6.28 Se l ≡ 0 (mod 2), considere Jk o T2-ideal gerado por I e pelos

polinômios:

[y1, y2] . . . [yk−1, yk][yk+1, x] ( se k é par, k ≥ l + 1) (3.12)

[y1, y2] . . . [yk, yk+1][yk+1, x] ( se k é ímpar, l ≥ k + 1) (3.13)

gk−l+2(z1, . . . , zk−l+2)[y1, y2] . . . [yl−1, yl] ( se k é par, l ≤ k) (3.14)

Lema 3.6.29 Se l ≡ 0 (mod 2), então Jk ⊆ T2(Ek).

Demonstração: Como E(0)
k possui no máximo k elementos com suportes disjuntos,

pelo Princípio das gavetas de Dirichlet, temos que nos polinômios (3.12) e (3.13) algum

dos e′is para i = 1, . . . , k se repete. Portanto estes polinômios pertencem a T2(Ek).

Além disso, pela Proposição 3.6.9, temos gk−l+2 ∈ T2(Ek−l) e segue do Lema 3.6.2 que

(3.14) é uma identidade graduada para Ek.

Notação 3.6.30 Se l ≡ 1 (mod 2), considere J ′k o T2-ideal gerado por I e pelos

polinômios:

[y1, y2] . . . [yl−1, yl][yl+1, yl+2] ( se l ≥ k + 2 ) (3.15)

[y1, y2] . . . [yk−1, yk][yk+1, x] ( se k é par, l = k + 1 ) (3.16)

[y1, y2] . . . [yk, yk+1] ( se k é ímpar, l ≥ k + 1) (3.17)

[gk−l+2(z1, . . . , zk−l+2), y1][y2, y3] . . . [yl−1, yl] ( se l ≤ k) (3.18)

gk−l+2(z1, . . . , zk−l+2)[zk−l+3, y1][y2, y3] . . . [yl−1, yl] ( se l ≤ k) (3.19)

Usando argumentos análogos àqueles usados no Lema 3.6.29 obtemos:

Lema 3.6.31 Se l ≡ 1 (mod 2), então J ′k ⊆ T2(Ek).

Agora somos capazes de descrever o T2-ideal de Ek.

Teorema 3.6.32 Seja T2(Ek) o T2-ideal para Ek. Fazendo X = Y ∪Z, se p > k então

T2(Ek) é gerado pelos polinômios:

• [x1, x2, x3]
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• [y1, y2] . . . [yk−1, yk] ( se k é ímpar)

• [y1, y2] . . . [yk, yk+1][yk+1, x] ( se k é par)

• gk−l+2(z1, . . . , zk−l+2)[y1, y2] . . . [yl−1, yl] ( se l ≤ k, l é ímpar)

• [gk−l+2(z1, . . . , zk−l+2), y1][y2, y3] . . . [yl−1, yl] ( se l ≤ k, l é ímpar)

• gk−l+2(z1, . . . , zk−l+2)[z, y1][y2, y3] . . . [yl−1, yl] ( se l ≤ k, l é ímpar).

Se p ≤ k adicione à lista acima a identidade

• zp.

Demonstração: Denote por Pk o T2- ideal de K〈Y ∪ Z〉 gerado pelos polinômios

listados acima, de acordo com a paridade de k. Iremos mostrar que T2(Ek) = Pk. Isso

será feito para p > k, e o caso p ≤ k segue de modo análogo. Segue dos Lemas 3.6.29

e 3.6.31 que Pk ⊆ T2(Ek).

Mostraremos agora que Γl,m ∩ T2(Ek) ⊆ Γl,m ∩ Pk. Estudaremos separadamente

os casos em que k e l têm a mesma paridade. Como I = 〈[x1, x2, x3]〉T2 , é imediato que

I ⊆ Pk.

• Caso 1: Suponha k e l pares.

Dado f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zt) ∈ Γl,m∩T2(Ek), como l é par, pelo item (i) do Lema

3.6.2, existe g(z1, . . . , zt) ∈ Γ0,m tal que

f ≡ g[y1, y2] . . . [yl−1, yl] (mod I).

Como I ⊆ Pk, temos

f ≡ g[y1, y2] . . . [yl−1, yl] (modPk).

Já que [y1, y2] . . . [yk−1, yk][yk+1, x] ∈ Pk, podemos assumir que l ≤ k, e assim

pelo item (iii) do Lema 3.6.2 obtemos que g ∈ T2(Ek−l). Façamos h = k − l,

pela Proposição 3.6.19, temos que g ∈ Jh. Portanto, existem monômios vi,

wi ∈ K〈Y ∪ Z〉 e alguns endomor�smos graduados ϕi da superálgebra livre tal

que

g ≡
∑
i

viϕi(gh+2)wi (mod I).
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Sabemos que os comutadores [x1, x2] são elementos centrais na superálgebra

K〈Y ∪ Z〉/I, logo

f ≡ g[y1, y2] . . . [yl−1, yl] ≡
∑
i

viϕi(gh+2)[y1, y2] . . . [yl−1, yl]wi (mod I).

Note que gh+2(z1, ..., zt′ ), t
′ ≤ h + 2 e [y1, y2] . . . [yl−1, yl] são polinômios em

conjuntos distintos de variáveis, deste modo podemos assumir que ϕi(yj) = yj,

para todo i, j. Assim cada parcela do somatório anterior é um elemento do

T2-ideal gerado por gh+2[y1, y2] . . . [yl−1, yl] e estes são os geradores de Pk, como

I ⊆ Pk, concluímos que f ∈ Γl,m ∩ Pk.

• Caso 2: Sejam k e l ímpares.

Seja f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zt) ∈ Γl,m ∩ T2(Gk). Como l é ímpar, pelo item (i) do

Lema 3.6.3 existe g ∈ Γ1,m tal que

f ≡ g(z1, . . . , zt, y1)[y2, y3] . . . [yl−1, yl] (mod I).

Já que I ⊆ Pk, a equivalência acima também é válida módulo Pk. De modo

análogo ao Caso 1, podemos assumir que l ≤ k. Assim pelo item (iii) do Lema

3.6.3 obtemos que g ∈ T2(Ek−l+1). Façamos h = k−l+1. Pela Proposição 3.6.27,

temos que g ∈ Jh′ . Portanto, existem monômios vi, wi, bi, ci ∈ K〈Y ∪Z〉 e alguns

endomor�smos graduados ϕi da superálgebra livre, tais que

g ≡
∑
i

viϕi([gh+1, y1])wi + biϕi(gh+1[z, y1])ci (modI).

Como os comutadores de comprimento dois são elementos centrais na

superálgebra K〈Y ∪ Z〉/I, obtemos:

f ≡
∑
i

(viϕi([gh+1, y1])wi + biϕi(gh+1[z, y1])ci)[y2, y2] . . . [yl−1, yl]wi (modI).

Como Y ∩ Z = ∅ , podemos assumir que ϕi(yj) = yj, para todo i, j. Portanto,

cada parcela do somatório anterior é um elemento do T2-ideal gerador por

[gh+1, y1] e gh+1[z, y1])ci)[y2, y2] . . . [yl−1, yl] e estes são os geradores de Pk. Como

I ⊆ Pk, concluímos que f ∈ Pk.

Se k e l tiverem paridades diferentes usamos argumentos análogos aos utilizados

nos casos anteriores. E por �m se p ≤ k então zp não é consequência de
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gk−l+2(z1, . . . , zk−l+2), por isso devemos acrescentar zp ao conjunto gerador do T2-ideal

de Ek.
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Capítulo 4

Polinômios Centrais para a Álgebra de

Grassmann

O objetivo desse capítulo é dar uma descrição dos polinômios centrais da álgebra

de Grassmann E sobre um corpo in�nito K de característica diferente de 2. Tal

descrição foi dada por Brandão, Koshlukov, Krasilnikov e Da Silva em [7], e no

mesmo trabalho, utilizando-se um resultado de Shchigolev [42], foi provado que se

charK = p > 2, então C(E) não é �nitamente gerado como um T-espaço. Esse é o

primeiro exemplo de uma álgebra associativa cujo T-espaço de polinômios centrais não

é �nitamente gerado.

Em todo capítulo K〈X〉 denotará a álgebra livre associativa unitária sobre K

livremente gerada pelo conjunto X = {x0, x1, . . .}.

4.1 Preliminares

Nesta seção veremos alguns resultados que serão utéis no decorrer do capítulo.

Como vimos no Teorema 2.1.2, T (E) = T = 〈[x1, x2, x3]〉T e para provar os principais

resultados do capítulo, precisaremos das seguintes propriedades do T-ideal T.

Lema 4.1.1 Seja K um corpo. Para quaisquer g1, g2, g3, g4 ∈ K〈X〉 temos:

(i) Os elementos [g1, g2] + T são centrais em K〈X〉
T

;

(ii) [g1, g2][g3, g4] + T = −[g1, g3][g2, g4] + T.



Demonstração:

(i) É imediata.

(ii) Segue do Lema 2.1.1.

Lema 4.1.2 Para quaisquer g1, g2 ∈ K〈X〉 temos:

(i) [gn1 , g2] ≡ ngn−1
1 [g1, g2] (modT )

(ii) (g1g2)n ≡ gn1 g
n
2 + n(n−1)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1] (modT )

(iii) (g1 + g2)n ≡
∑n

j=0

(
n
j

)
gn−j1 gj2 + n(n−1)

2
(g1 + g2)n−2[g1, g2] (mod T)

Demonstração:

(i) A prova segue imediatamente da equação (1.2) e do item (i) do Lema 4.1.1.

(ii) Faremos indução sobre n. Para n = 1 é imediato. Suponha que a relação é válida

para n− 1, ou seja,

(g1g2)n−1 ≡ gn−1
1 gn−1

2 +
(n− 1)(n− 2)

2
gn−2

1 gn−2
2 [g2, g1] (modT ).

Mostremos que o resultado é válido para n,

(g1g2)n = (g1g2)(g1g2)n−1

≡ (g1g2)

(
gn−1

1 gn−1
2 +

(n− 1)(n− 2)

2
gn−2

1 gn−2
2 [g2, g1]

)
(modT )

≡ g1g2g
n−1
1 gn−1

2 +
(n− 1)(n− 2)

2
g1g2g

n−2
1 gn−2

2 [g2, g1] (modT )

≡ g1(gn−1
1 g2 + [g2, g

n−1
1 ])gn−1

2 +
(n− 1)(n− 2)

2
g1(gn−2

1 g2 +

+ [g2, g
n−2
1 ])gn−2

2 [g2, g1] (modT )

≡ gn1 g
n
2 + g1[g2, g

n−1
1 ]gn−1

2 +
(n− 1)(n− 2)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1] +

+
(n− 1)(n− 2)

2
g1[g2, g

n−2
1 ]gn−2

2 [g2, g1] (modT ).

Segue do Lema 2.1.1 que [g2, g
n−2
1 ][g2, g1] ∈ T , e assim

(g1g2)n ≡ gn1 g
n
2 + g1[g2, g

n−1
1 ]gn−1

2 +
(n− 1)(n− 1)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1] (modT ).
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Pelo item (i) obtemos que

(g1g2)n ≡ gn1 g
n
2 + g1

(
(n− 1)gn−2

1 [g2, g1]
)
gn−1

2 +
(n− 1)(n− 2)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1] (modT )

≡ gn1 g
n
2 + (n− 1)gn−1

1 gn−2
2 [g2, g1] +

(n− 1)(n− 2)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1] (modT )

≡ gn1 g
n
2 +

n(n− 1)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1] (modT ).

(iii) Faremos novamente indução sobre n. É fácil ver que a relação é válida para

n = 1, 2 e 3. Suponha verdadeiro para n− 1 e n− 2, ou seja,

(g1 + g2)n−1 ≡
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
gn−1−j

1 gj2 +
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−3[g2, g1] (modT )

(4.1)

e

(g1 + g2)n−2 ≡
n−2∑
j=0

(
n− 2

j

)
gn−2−j

1 gj2 +
(n− 2)(n− 3)

2
(g1 + g2)n−4[g2, g1] (modT ).

(4.2)

Iremos mostrar que o resultado é válido, módulo T , para n ≥ 4. Por hipótese de

indução, temos que

(g1 + g2)n ≡ (g1 + g2)(g1 + g2)n−1 (modT )

(g1 + g2)n ≡
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
gn−j1 gj2 +

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
g2g

n−1−j
1 gj2 +

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] (modT )

≡
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
gn−j1 gj2 +

n−1∑
j=1

(
n− 1

j

)(
g
n−(j+1)
1 gj+1

2 + [g2, g
n−(j+1)
1 ]gj2

)
+

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] (modT )

≡ gn1 +
n−1∑
j=1

(
n− 1

j

)
gn−j1 gj2 +

n−1∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
gn−j1 gj2 + gn2 +

+
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
[g2, g

n−(j+1)
1 ]gj2 +

(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)(n−2)[g2, g1] (modT ).
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Segue do item (i) que

(g1 + g2)n ≡ gn1 +
n−1∑
j=1

(
n− 1

j

)
gn−j1 gj2 +

n−1∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
gn−j1 gj2 + gn2 +

+
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
(n− j − 1)gn−j−2

1 gj2[g2, g1] +

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)(n−2)[g2, g1] (modT )

≡ gn1 +
n−1∑
j=1

(
n

j

)
gn−j1 gj2 + gn2 + (n− 1)

(
n−2∑
j=0

(
n− 2

j

)
gn−2−j

1 gj2

)
[g2, g1] +

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] (modT )

e pela relação (4.2), obtemos

(g1 + g2)n ≡
n∑
j=0

(
n

j

)
gn−j1 gj2 + (n− 1)(g1 + g2)n−2[g2, g1]−

− (n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
(g1 + g2)n−4[g2, g1][g2, g1] +

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] (modT )

como [g2, g1][g2, g1] ∈ T ,

(g1 + g2)n ≡
n∑
j=0

(
n

j

)
gn−j1 gj2 + (n− 1)(g1 + g2)n−2[g2, g1] +

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] (modT )

≡
n∑
j=0

(
n

j

)
gn−j1 gj2 +

n(n− 1)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] (modT ).

Lema 4.1.3 Seja K um corpo de característica p > 2. Para quaisquer g, g1, g2 ∈ K〈X〉
temos:

(i) Os elementos gp + T são centrais em K〈X〉
T

;

(ii) (g1g2)p + T = gp1g
p
2 + T ;

(iii) (g1 + g2)p + T = gp1 + gp2 + T .

Demonstração:
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(i) Pelo item (i) do Lema 4.1.1, os elementos [g1, g2] + T são centrais em K〈X〉
T

. Por

indução é possível mostrar que:

[g1, g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
n

] =
n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
gjg1g

n−j,

para n ≥ 1 em toda álgebra associativa. Quando n = p, módulo T , temos:

[g1, g, . . . , g] = g1g
p − gpg1 = [g1, g

p]

Como [g1, g, . . . , g] ∈ T , temos que gp + T é um elemento central para K〈X〉
T
.

(ii) Pelo item (ii ) do Lema 4.1.2, temos que

(g1g2)n ≡ gn1 g
n
2 +

n(n− 1)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g1, g2] (mod T).

Como charK = p > 2,

(g1g2)p ≡ gp1g
p
2 (mod T).

Assim podemos concluir que (g1g2)p + T = gp1g
p
2 + T.

(iii) Segue do item (ii) do Lema 4.1.2 que

(g1 + g2)n ≡
n∑
j=0

(
n

j

)
gn−j1 gj2 +

n(n− 1)

2
(g1 + g2)n−2[g1, g2] (mod T).

Como charK = p > 2 temos

(g1 + g2)p ≡ gp1 + gp2 (mod T).

Portanto, (g1 + g2)p + T = gp1 + gp2 + T.

Proposição 4.1.4 Seja K um corpo in�nito de característica p 6= 2. Então o K-

espaço vetorial K〈X〉
T

tem como base

xn1
i1
xn2
i2
. . . xnsis [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ] + T (4.3)

onde s, r ≥ 0, i1 < i2 < . . . < is, j1 < j2 < ... < j2r, nk > 0 para todo k.

Demonstração: A prova dessa proposição, segue imediatamente da Proposição 1.4.11

e do Lema 4.1.1.
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Lema 4.1.5 Sejam K um corpo in�nito de característica 6= 2 e g = g(x2, . . . , xl) ∈
K〈X〉 um polinômio que não depende de x1. Suponha que x1g + T é central em K〈X〉

T
.

Então g ∈ T.

Demonstração: Supondo que x1g + T é central em K〈X〉
T

, temos que [x0, x1g] ∈ T .

Vimos que T = T (E), portanto [x0, x1g] também pertence a T (E). Segue da De�nição

de polinômios centrais que x1g ∈ C(E). Como estamos lidando com uma álgebra

unitária podemos substituir x1 = 1, e daí g pertence a C(E). Usando a equação (2.1)

obtemos

[x0, x1g] = x1[x0, g] + [x0, x1]g. (4.4)

Logo [x0, x1]g ∈ T , e daí segue que g ∈ T . Com efeito, se g 6∈ T existem w2, . . . , wl ∈ E

tais que 0 6= g(w2, . . . , wl) ∈ E e substituindo x0 = ei e x1 = ej tais que ei e ej não

aparecem em g(w2, . . . , wl) temos [ei, ej]g(w2, . . . , wl) = 2e1ejg(w2, . . . , wl) 6= 0 uma

contradição.

Lema 4.1.6 Sejam K um corpo in�nito de característica 6= 2 e f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈
K〈X〉 um polinômio homogêneo de grau 1 em x1. Suponha que f + T seja central em
K〈X〉
T

. Então f + T pertence ao T-espaço de K〈X〉
T

gerado por [x1, x2] + T.

Demonstração: Seja f =
∑

i αiaix1bi , onde αi ∈ K e ai, bi são monômios

(alguns deles possivelmente iguais a 1), os quais não dependem de x1. Como

ax1b = x1ba+ [a, x1b] para todo a, b ∈ K〈X〉, temos

f = x1g(x2, . . . , xl) + h(x1, x2, . . . , xl),

onde h(x1, x2, . . . , xl) =
∑

i[ai, x1bi] pertence ao T-espaço gerado por [x1, x2] e

g = g(x2, . . . , xl) não depende de x1. Sendo f + T e h + T polinômios centrais em
K〈X〉
T

, segue que x1g + T também é. Pelo Lema anterior g ∈ T . Assim g + T = T e

f + T = h+ T =
∑

i[ai, x1bi] + T.

Dessa forma, f + T pertence ao T-espaço de K〈X〉
T

gerado por [x1, x2] + T.

4.2 C(E) quando charK = 0

Agora iremos descrever o T-espaço dos polinômios centrais para E sobre um corpo

de característica zero.
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Proposição 4.2.1 Se charK = 0, então o T-espaço C(E) é gerado por 1 e pelos

polinômios x1[x2, x3, x4] e [x1, x2].

Demonstração: Seja K um corpo de característica zero. Então todo T-espaço é

gerado por polinômios multilineares. Em particular, o T-espaço C(E)
T

dos elementos

centrais em K〈X〉
T

também é. Além disso, pelo Lema 4.1.6, o T-espaço C(E)
T

está contido

no T-espaço gerado por 1 e por [x1, x2] +T . Como [x1, x2] +T é central em K〈X〉
T

, C(E)
T

é gerado como T-espaço por 1 e por [x1, x2] + T . Assim, pela equação

x1[x2, x3, x4] = x1[x2, x3, x4]− x1x4[x2, x3, x4] (4.5)

como T-espaço, C(E) é gerado por 1, x1[x2, x3, x4] e [x1, x2].

Proposição 4.2.2 Se charK = 0, então para todo n ≥ 2,

dimK(Pn/Pn ∩ C(E)) = 2n−2

Demonstração: Já foi provado no Teorema 2.1.3 que

Cn(E) = dimK Pn/(Pn ∩ T ) = 2n−1,

para todo n ≥ 1. Por outro lado, segue imediatamente de ([5] , Proposição 8) que,

para todo n ≥ 2

dimK(Pn ∩ V )/(Pn ∩ T ) = 2n−2,

onde V é o T-espaço em K〈X〉 gerado por [x1, x2] e por T . Portanto,

dimK Pn/(Pn ∩ V ) = dimK Pn/(Pn ∩ T )− dimK(Pn ∩ V )/(Pn ∩ T ) = 2n−2.

Pela Proposição anterior, C(E) = V ⊕ 〈1〉K . Daí, Pn ∩ V = Pn ∩ C(E), para todo

n ≥ 1. Logo, dimK Pn/(Pn ∩ C(E)) = 2n−2.

4.3 C(E) quando charK > 2

Nesta seção iremos descrever o T-espaço dos polinômios centrais para E, sobre

um corpo de característica positiva e diferente de dois, a partir dessa descrição veremos

que C(E) é um T-espaço limite em K〈X〉.
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Lema 4.3.1 Seja charK = p > 2 e f = f(x1, x2, . . . , xl) um polinômio homogêneo de

grau m1 em x1. Suponha que f + T é central em K〈X〉
T

e que p não divide m1. Então

f + T pertence ao T-espaço de K〈X〉
T

gerado por [x1, x2] + T.

Demonstração: Como m1 não é múltiplo de p, podemos escrever m1 = pq+m, onde

0 < m < p. Além disso, f +T é escrito como combinação de elementos da forma (4.3),

logo

f + T = xpq1 g + T,

onde g = g(x1, . . . , xl) e o grau de g em x1 é m.

Seja Φ ∈ End(K〈X〉) de�nida por Φ(x1) = 1 +x1 e Φ(xj) = xj, para todo j 6= 1.

Então

Φ(f) ≡ (1 + x1)pqg(1 + x1, x2, . . . , xl) (mod T)

≡ (1 + xp1)qg(1 + x1, x2, . . . , xl) (mod T)

e a componente homogênea de Φ(f) de grau m em x1 é g(x1, x2, . . . , xl). Segue que

g+T pertence ao T-espaço de K〈X〉
T

gerado por f +T . Como f +T é central em K〈X〉
T

,

os elementos gerados por f + T também são. Em particular g + T é central em K〈X〉
T
.

Seja h = h(x′1, . . . , x
′
m, x2, . . . , xl) a linearização total de g com respeito a x1, isto

é, h(x′1, . . . , x
′
m, x2, . . . , xl) é a componente homogênea de g(x′1 + . . .+x′m, x2, . . . xl) que

é multilinear em x′1, . . . , x
′
m. Assim, h(x1, . . . , x1, x2, . . . , xl) = m!g(x1, . . . , xl).

O grau do polinômio h é 1 em x′1. Por outro lado, h+ T é central em K〈X〉
T

, pois

pertence ao T-espaço gerado pelo elemento central g + T . Aplicando o Lema 4.1.6,

h+ T pertence ao T-espaço de K〈X〉
T

gerado por [x1, x2] + T e vale

g(x1, . . . , xl) + T = (m!)−1h(x1, . . . , x1, x2, . . . , xl) + T.

Deste modo, obtemos que f + T = (xp1)qg + T pertence ao espaço gerado por

xp0[x1, x2] + T , que está contido no T-espaço de K〈X〉
T

gerado por [x1, x2] + T.

Considere q(x1, x2) = xp−1
1 [x1, x2]xp−1

2 e de um modo geral ,

qn(x1, . . . , x2n) = q(x1, x2)q(x3, x4) . . . q(x2n−1, x2n).

Teorema 4.3.2 Sobre um corpo in�nito de característica p > 2, o espaço vetorial

C(E) dos polinômios centrais de E é gerado (como um T-espaço em K〈X〉) pelo

polinômio

x1[x2, x3, x4] (4.6)
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e pelos polinômios

xp0, x
p
0q1, x

p
0q2, . . . , x

p
0qn, . . . . (4.7)

Demonstração: Seja f = f(x1, . . . , xl) ∈ C(E) um polinômio multihomogêneo de

grau mi em xi, i = 1, 2, . . . , l. Então f + T é central em K〈X〉/T . Da equação (4.5)

temos que o T-ideal T está contido no T-espaço de K〈X〉 gerado pelo polinômio (4.6).

Assim, se f ∈ T , então f pertence ao T-espaço gerado por (4.6).

Suponha que f 6∈ T e que para algum i, 1 ≤ i ≤ l, mi não é múltipo de p.

Renomeando as variáveis xi podemos assumir, sem perda de generalidade, que i = 1

e então, pelo Lema 4.3.1, f + T pertence ao T-espaço gerado por [x1, x2] + T . Daí

f pertence ao T-espaço gerado por (4.6) e por [x1, x2]. Mas, [x1, x2] é a componente

homogênea de multigrau (0, 1, 1) do polinômio

(1 + x0)p(1 + x1)p−1[1 + x1, 1 + x2](1 + x2)p−1

de modo que o T-espaço gerado por [x1, x2] está contido no T-espaço gerado pelo

polinômio xp0x
p−1
1 [x1, x2]xp−1

2 que é igual a xp0q1. Assim, se mi não é múltiplo de p para

algum i, então f pertence ao T-espaço gerado por (4.6) e por xp0q1.

Suponha agora que f 6∈ T e que, para todo i, mi é múltiplo de p. Como f + T

é uma combinação linear dos elementos da forma (4.3) e, pelos Lemas 4.1.1 e 4.1.3,

os elementos xpi + T e [xi, xj] + T são centrais em K〈X〉
T

, �ca claro que f + T é uma

combinação linear de elementos da forma

xpq11 . . . xpqll xp−1
i1

[xi1 , xi2 ]x
p−1
i2

. . . xp−1
i2k−1

[xi2k−1
, xi2k ]x

p−1
i2k

+ T (4.8)

onde k, l ≥ 0, 1 ≤ i1 < i2 < . . . < i2k ≤ l. Além disso, já que (x1 +x2)p+T = xp1x
p
2 +T ,

o elemento 4.8 pertence ao T-espaço de K〈X〉
T

gerado por

xp0x
p−1
l [x1, x2]xp−1

2 . . . xp−1
2k−1[x2k−1, x2k]x

p−1
2k + T = xp0qk + T.

Segue daí que f pertence ao T-espaço de K〈X〉
T

gerado pelos polinômios (4.6) e

pelo conjunto dos polinômios (4.7).

A partir de agora consideremos I o ideal de K〈X〉 gerado pelos elementos fp para

todo f ∈ K〈X〉 sem termo escalar e Vn o T-espaço em K〈X〉 gerado por q1, q2, . . . , qn

como foram de�nidos no Teorema 4.3.2. A próxima proposição se deve a Schigolev, e

é uma reformulação de ([42], Lema 13).
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Proposição 4.3.3 ([42]) Para todo inteiro positivo n ≥ 1 existe k(n) > n tal que

qk(n) 6∈ Vn + T + I.

Na verdade, resulta da prova de ( [42], Lema 13), que na Proposição 4.3.3 podemos

assumir k(n) = n+ 1.

Seja Wn o T-espaço em K〈X〉 gerado por xp0, x
p
0q1, . . . , x

p
0qn e 〈1〉K ∼= K o

subespaço gerado por 1 em K〈X〉.

Lema 4.3.4 Para cada n ≥ 1, Vn + 〈1〉K + I = Wn + I.

Demonstração: Como qi(x1, . . . , x2i) é a componente homogênea de grau 0 em x0 de

(1 + x0)pqi(x1, . . . , x2i), qi está contido no T-espaço de K〈X〉 gerado por x0qi. Assim

qi ∈ Wn, para todo i ≤ n. Temos também que 1 ∈ Wn. Logo, Vn + 〈1〉K ⊆ Wn para

todo n e assim Vn + 〈1〉K + I ⊆ Wn + I, para n ≥ 1.

Mostremos agora a inclusão contrária. Sejam g0, g1, . . . , g2i ∈ K〈X〉 elementos

arbitrários. Suponha que g0 = α + f , onde α ∈ K e f é um polinômio sem termo

constante. Então, gp0 = αp + fp ∈ 〈1〉K + I. Por outro lado,

gp0qi(g1, . . . , g2i) = (α + f)pqi(g1, . . . , g2i) = αpqi + fpqi

e assim

gp0qi(g1, . . . , g2i) = αpqi(g1, . . . , g2i) + h,

onde h ∈ I. Como Wn é gerado sobre K pelos elementos gp0 e gp0qi(g1, . . . , g2i) para

todo i ≤ n e para todo g0, g1, . . . , g2i ∈ K1〈X〉, temos Wn ⊆ Vn + 〈1〉K + I, para todo

n ≥ 1, portanto Vn + 〈1〉K + I = Wn + I, para todo n.

Usando um resultado de Shchigolev [42] deduz-se do Teorema anterior o seguinte

resultado.

Teorema 4.3.5 Seja K um corpo in�nito, com charK = p > 2, então o espaço

vetorial C(E) dos polinômios centrais para a álgebra de Grassmann unitária E sobre

K não é �nitamente gerado como um T-espaço em K〈X〉.

Demonstração: De acordo com a Proposição 4.3.3, para todo n ≥ 1 existe k(n) > n

tal que Vk(n) $ Vn + T + I, ou de modo equivalente, Vn + T + I ) Vk(n) + T + I. Como

para cada l, nenhum elemento de Vl + T + I tem termo escalar não- nulo,

Vn + 〈1〉K + T + I ) Vk(n) + 〈1〉K + T + I.
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Pelo Lema 4.3.4, temos

Wn + T + I ) Wk(n) + T + I,

para cada n. Daí, Wn + T ) Wk(n) + T , para cada n, de modo que a cadeia

W1 + T ⊆ W2 + T ⊆ . . . ⊆ Wn + T ⊆ . . .

contêm uma subcadeia ascendente in�nita. Pelo Teorema 4.3.2,

C(E) = ∪n(Wn + T ),

ou seja, o T-espaço C(E) não é �nitamente gerado como um T-espaço.

De�nição 4.3.6 Um T-espaço V em K〈X〉 é dito T-espaço limite se todo T-espaço

maior W 	 V é �nitamente gerado como um T-espaço mas V não é.

Provaremos agora que C(E) é um T-espaço limite. Para isso precisaremos da

seguinte proposição.

Proposição 4.3.7 Seja W um T-espaço em K〈X〉 tal que C(E) � W . Então existe

um T-ideal I 	 T em K〈X〉 tal que W = C(E) + I.

Demonstração: De�na I como o maior T-ideal contido em W . Assim a inclusão

C(E) + I ⊂ W é imediata. Para provar a inclusão contrária, assuma que f ∈ W é

multihomogêneo de grau mi em xi. Observe que se mi for múltiplo de p, então f + T

é combinação linear sobre K de elementos da forma (4.8) que são centrais em K〈X〉
T

.

Assim f ∈ C(E).

Suponhamos que f 6∈ C(E). Então deve existir i tal que mi não seja múltiplo de

p. Sem perda de gerneralidade, assuma i = 1. Assim m1 = pq + m, onde 0 < m < p.

Desta forma, f + T = xpq1 g(x1, x2, . . . , xl) + T , onde g = g(x1, x2, . . . , xl) possui grau

m em x1.

Seja φ um endomor�smo de K〈X〉 tal que φ(x1) = 1 + x1 e φ(xj) = xj, para

j > 1. Daí,

φ(f) + T = (1 + xp1)qg(1 + x1, x2, . . . , xl) + T.

Portanto, a componente homogênea de φ(f) + T de grau m em x1 é igual a

g(x1, x2, . . . , xl) + T . Logo, g ∈ W.
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Seja h = h(x′1, . . . , x
′
m, x2, . . . , xl) uma linearização total de g em relação a x1, ou

seja, h é a componente homogênea de g(x′1 + . . .+ x′m, x2, . . . , xl) que é multilinear em

x′1, . . . , x
′
m. Então h ∈ W e

h(x1, . . . , x1, x2, . . . , xl) = m!g(x1, x2, . . . , xl).

O polinômio h possui grau 1 em x′1, e então como foi feito na prova do Lema

4.1.6,

h = x′1h1(x′2, . . . , x
′
m, x2, . . . , xl) + h2(x′1, x

′
2, . . . , x

′
m, x2, . . . , xl),

onde h1 não depende de x′1 e h2+T pertence ao T-espaço de K〈X〉
T

gerado por [x1, x2]+T .

Como h2 ∈ C(E), temos x′1h1 ∈ W . Observe que

x′1h1x
′′
1 = x′′1x

′
1h1 + [x′1h1, x

′′
1] ∈ W,

isto é, o T-ideal gerado por h1 está contido em W . Portanto h1 ∈ I. Assim,

h = x′1h1 + h2 ∈ I + C(E)

e

g = (m!)−1h ∈ I + C(E).

Como f = xpq1 g + g1, onde g1 ∈ T ⊂ C(E) e xpq1 g ∈ I + C(E)), temos

W ⊆ I + C(E)).

Lema 4.3.8 Seja I um T-ideal de K〈X〉 tal que I 	 T = 〈[x1, x2, x3]〉T . Então
I = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2] . . . [x2n−1, x2n]〉T , para algum n ∈ N.

Demonstração: De acordo com o Lema 2.1.1 os polinômios [x1, x2][x2, x3] e

[x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4] pertencem a T.

Como K é um corpo in�nito e K〈X〉 é uma álgebra unitária, temos

que I é gerado por seus polinômios próprios multihomogêneos. Dado

ω = [xi1 , . . . , xiq ] . . . [xl1 , . . . , xlq ] ∈ I, se algum dos comutadores tiver comprimento

maior que 2, então ω ∈ T . Por outro lado, se os comutadores tiverem tamanho dois

temos que, módulo T , ω = [xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1
, xi2k ] e i1 < i2 < . . . < i2k. Assim,

tomado f(x1, . . . , xn) ∈ I − T um polinômio próprio multihomogêneo, temos que

f ≡
∑
αjωj (modT ), onde αj ∈ K e os ωj's são produtos de comutadores de tamanho

dois e todos de mesmo multigrau. Deste modo n deve ser par.
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Novamente pelo Lema 2.1.1, temos que [x1, x2][x3, x4] ≡ −[x1, x3][x2, x4] (modT ),

e daí f ≡ α[x1, x2] . . . [xn−1, xn] (modT ), com α 6= 0. Portanto, [x1, x2] . . . [xn−1, xn] ∈

I e tomando n0 = min{n ∈ N|n é par, [xi1 , xi2 ] . . . [xn−1, xn] ∈ I} obtemos que

I = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2] . . . [xn0−1, xn0 ]〉T .

Teorema 4.3.9 O espaço vetorial C(E) dos polinômios centrais para a álgebra E sobre

um corpo in�nito K de característica p > 2 é um T-espaço limite em K〈X〉.

Demonstração: Pelo Teorema 4.3.2, temos que C(E) não é �nitamente gerado.

Precisamos mostrar que cada T-espaçoW 	 C(E) é �nitamente gerado como T-espaço.

Pela Proposição 4.3.7, W = C(E) + I para algum T-ideal I 	 T . Segue do Lema

anterior que I é gerado como T-ideal por [x1, x2, x3] e [x1, x2][x3, x4] . . . [x2N−1, x2N ]

para algum N ∈ N. Como T-espaço I é gerado por

x0[x1, x2, x3] (4.9)

e

x0[x1, x2][x3, x4] . . . [x2N−1, x2N ]. (4.10)

Como o T-espaço C(E) é gerado por (4.9) e pelo conjunto

xp0, x
p
0q1, . . . , x

p
0qn, . . . (4.11)

o T-espaço W = C(E) + I é gerado por (4.9) , (4.10) e pelo conjunto (4.11). Observe

que xp0qs ∈ I para todo s ≥ N , pois pelo Lema 4.1.1,

xp0qs + T = xp0x
p−1
1 [x1, x2]xp−1

2 . . . xp−1
2s−1[x2s−1, x2s]x

p−1
2s + T

xp0qs + T = xp0x
p−1
1 . . . xp−1

2s−1x
p−1
2s [x1, x2] . . . [x2s−1, x2s] + T.

Daí, W é gerado como T-espaço pelos polinômios (4.9) , (4.10) e xp0, x
p
0q1, . . . , x

p
0qN−1.

Portanto W é um T-espaço �nitamente gerado.

Em virtude desses resultados, surge o seguinte questionamento: C(E) é o único

T-espaço limite em K〈X〉 quando K é um corpo in�nito de característica p > 2? Em

[7] os autores acreditam que a resposta para este questionamento seja positiva.

Como vimos, a característica do corpo é crucial na descrição do T-espaço C(E),

pois quando a característica é zero mostramos que C(E) é um T-espaço �nitamente

gerado, o que não ocorre quando a característica é p > 22.
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4.4 Álgebra de Grassmann não-unitária

Seja K1〈X〉 a álgebra associativa livre não unitária livremente gerada pelo

conjunto X.

As de�nições de T-ideal (T-espaço) em K1〈X〉 são análogas àquelas dadas em

K〈X〉. É evidente que se I ⊂ K1〈X〉 é um T-ideal em K〈X〉, então I é um T-ideal

em K1〈X〉. Mas, a recíproca nem sempre é verdadeira, como veremos no exemplo a

seguir.

Exemplo 4.4.1 O ideal gerado por fp, tal que f ∈ K1〈X〉, é um T-ideal em K1〈X〉,
mas não é em K〈X〉.

Sejam E ′ a álgebra de Grassmann não-unitária de dimensão in�nita sobre o

corpo K de característica 6= 2, E ′ ⊂ E, e T (E ′) o T-ideal das identidades de E ′,

T (E ′) ⊂ K1〈X〉. Pode-se deduzir de [32] que se charK = 0 então T (E ′) = T (E).

Portanto, sobre tais corpos temos que C(E ′) = C(E) ∩ K1〈X〉. Daí C(E ′)/T

é gerado como T-espaço em K1〈X〉
T

por [x1, x2] + T . Observe que T é gerado como

T-espaço em K1〈X〉 pelos polinômios [x1, x2, x3] e x1[x2, x3, x4], e como [x1, x2, x3] está

contido no T-espaço gerado por [x1, x2], obtemos o seguinte resultado.

Proposição 4.4.2 Se charK = 0, então o T-espaço C(E ′) em K1〈X〉 é gerado pelos

polinômios x1[x2, x3, x4] e [x1, x2].

Como vimos na Seção 2.3 T (E ′) = Q, onde Q denota o T-ideal de K1〈X〉 gerado

por [x1, x2, x3] e xp.

A próxima Proposição é válida em um corpo arbitrário K de característica p > 2

e sua demostração segue imediatamente de ([9], prova do Teorema 3) assim como de

([31], prova do Teorema 3). Para um corpo in�nito tal Proposição pode ser deduzida

da Proposição 4.1.4.

Proposição 4.4.3 Seja K um corpo in�nito de característica p > 2. Então K〈X〉/Q
é um espaço vetorial sobre K com uma base

xn1
i1
xn2
i2
. . . xnsis [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ] +Q (4.12)

onde s, r ≥ 0, i1 < i2 < . . . < is, j1 < j2 < . . . < j2r, 0 < nk < p, para todo k.
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Demonstração: Pelo item (i) do Lema 4.1.3 , os elementos xpi + T , i = 0, 1, . . . são

centrais emK〈X〉/T . Por outro lado, segue imediatamente dos itens (ii) e (iii) do Lema

4.1.3 que xpi + T , i = 0, 1, . . ., gera Q/T como um ideal em K〈X〉/T . Pela Proposição

4.1.4 os elementos da forma (4.3) formam uma base para K〈X〉/T , segue que Q/T

é gerado pelos elementos da forma (4.3) com nk ≥ p, para algum k, e portanto os

elementos da forma (4.3) com 0 < nk < p, para todo k, formam uma base para K〈X〉

módulo Q.

Lema 4.4.4 Seja charK = p > 2 e f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉 um polinômio

homogêneo de grau m em x1, 0 < m < p. Suponha que f +Q é central em K〈X〉1/Q.
Então f +Q pertence ao T-espaço de K1〈X〉/Q gerado por [x1, x2] +Q.

Demonstração: Observe que podemos supor sem perda de generalidade que m = 1.

De fato, seja h = h(x′1, . . . , x
′
m, x2, . . . , xm) uma linearização total de f em relação a x1,

isto é, h é a componente homogênea de f(x′1 + . . . + x′m, x2, . . . , xm) que é multilinear

em relação a x′1, . . . , x
′
m. Então,

h(x1, . . . , x1, x2, . . . , xm) = m!f(x1, x2, . . . , xn).

Como f +Q é central em K1〈X〉/Q, h+Q também é. Assim, é su�ciente mostrar que

h+Q pertence ao T-espaço de K1〈X〉/Q gerado por [x1, x2] +Q. Aqui,

h = h(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xl+m−1)

é homogêneo de grau 1 em x1.

Para completar a prova, é su�ciente repetir as provas dos Lemas 4.1.5 e 4.1.6

substituindo T por Q e os elementos da forma (4.3) por elementos da forma (4.12).

Assim como denotamos na seção anterior

qn = qn(x1, . . . , x2n) = xp−1
1 [x1, x2]xp−1

2 . . . xp−1
2n−1[x2n−1, x2n]xp−1

2n .

Teorema 4.4.5 Seja K um corpo de característica p > 2. O espaço vetorial C(E ′)

dos polinômios centrais de E ′ é gerado como T-espaço em K1〈X〉 pelos polinômios

x1[x2, x3, x4], xp1, x1x
p
2, (4.13)

pelo polinômio [x1, x2] e pelo conjunto dos polinômios {qs; s = 1, 2, . . .}.
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Demonstração: Seja f = f(x1, x2, . . . . , xl) ∈ C(E ′) um polinômio multihomogêneo

de grau mi em xi, i = 1, . . . , l. Então, f + Q é central em K1〈X〉/Q. Observe que o

T-ideal Q é gerado como um T-espaço em K〈X〉 pelo polinômios (4.13) juntamente

com [x1, x2, x3].

Suponha que f 6∈ Q. Suponha que para algum i, 1 ≤ i ≤ l, temos 0 < mi < p.

Renomeando as variáveis em xi, podemos assumir sem perda de generalidade que i = 1.

Pelo Lema 4.4.4, f +Q pertence ao T-espaço de K1〈X〉/Q gerado por [x1, x2] +Q, isto

é, f pertence ao T-espaço gerado por (4.13) e por [x1, x2].

Agora, suponha que f 6∈ Q e, para todo i, mi = p. Então f+Q é uma combinação

linear de elementos da forma (4.12). Contudo, se l é ímpar, então nenhum elemento

da forma (4.12) tem grau p em todos xi, 1 ≤ i ≤ l. Se l = 2k para algum k, então o

único elemento da forma (4.12) com grau p em x1, . . . , xl é qk(x1, . . . , x2k) +Q, e neste

caso f + Q = αqk + Q para α ∈ K. Segue daí que f pertence ao T-espaço em K1〈X〉

gerado por (4.13) e qk.

Assim, em qualquer caso f pertence ao T-espaço em K1〈X〉 gerado pelos

polinômios (4.13), pelo polinômio [x1, x2] e pelos polinômios qs, s = 1, 2, . . . .

Teorema 4.4.6 Seja K um corpo in�nito de característica p > 2. Então, o espaço

vetorial C(E ′) dos polinômios centrais de E ′ sobre K não é �nitamente gerado como

um T-espaço em K1〈X〉.

Demonstração: Recordemos que Vn é o T-espaço em K〈X〉 gerado por q1, . . . , qn.

Observe que [x1, x2] ∈ V1, uma vez que [x1, x2] é a componente multilinear do polinômio

q(1 + x1, 1 + x2) = (1 + x1)p−1[1 + x1, 1 + x2](1 + x2)p−1

= (1 + x1)p−1[x1, x2](1 + x2)p−1.

Lembre que I é o ideal de K〈X〉 gerado pelos elementos fp para todo f ∈ K〈X〉 sem

termo escalar, isto é, por fp para todo f ∈ K1〈X〉. Observe que Q = T + I, segue da

prova do Teorema 4.3.5 que a cadeia de T-espaços de K1〈X〉

V1 +Q ⊆ V2 +Q ⊆ . . .

contêm uma subcadeia estritamente ascendente in�nita. Mas pelo Teorema 4.3.5,

C(E ′) =
⋃
n

(Vn +Q)
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para n ≥ 1. Portanto, o T-espaço C(E ′) não é �nitamente gerado.

De�nimos T-espaço limite em K1〈X〉, do mesmo modo que foi feito para

K〈X〉. Kireeva em [30] construiu um T-espaço limite em K1〈X〉 sobre um corpo

de característica positiva. Para um corpo de característica p > 2, esse resultado pode

ser expresso da seguinte maneira.

Teorema 4.4.7 ([20]) Sobre o corpo K de característica p > 2, o T-espaço V gerado

por Q e pelo conjunto

{xα1
1 x

α2
2 [x1, x2] . . . x

α2s−1

2s−1 x
α2s
2s [x2s−1, x2s]|s ∈ N, αi ∈ {1, p− 1}para todo i} (4.14)

é um T-espaço limite em K1〈X〉.

Segue do Lema 4.1.3 que se para um elemento do conjunto (4.14) temos αi 6= p−1

para algum i, então o elemento pertence ao T-espaço de K1〈X〉 gerado por Q e [x1, x2].

Por isso, o T-espaço limite V acima pode ser gerado por Q, [x1, x2] e pelos polinômios

qs (s ∈ N), ou seja, C(E ′) = V. Assim temos:

Teorema 4.4.8 Sobre um corpo in�nito K de característica p > 2, C(E ′) é um

T-espaço limite em K1〈X〉.

Demonstração: Veja Kireeva em [30].

Com isso, surge o mesmo questionamento encontrado para C(E). Será que C(E ′)

é o único T-espaço limite em K1〈X〉 sobre um corpo K de caracerística p > 2?
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