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Resumo

Neste trabalho usaremos algumas técnicas da Analise Funcional Nao-Linear para
estudar a existéncia de solu¢ao para os chamados Problemas Elipticos Nao-Locais, entre
os quais destacamos aqueles que incluem o operador de Kirchhoff, ou seja, problemas

do tipo

_M(HUHQ)AU = f(fE,U) em Qa
u =0 em OS2,

(1)

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave, M : Rt — R, Rt =
[0, 4+00), e f: QxR — R sdo funcdes satisfazendo certas condicoes a serem apresen-

tadas ao longo deste trabalho e A & o operador Laplaciano. *

fPalavras Chave: Problemas Elipticos Nao-Locais, Operador de Kirchhoff, Equacio de Carrier,

Método Variacional, Método de Galerkin, Sub e Supersolucao.



Abstract

In this work we will use some techniques of Nonlinear Analysis Functional to
study the existence of solutions for the some Nonlocal Elliptic Problems, among then

those which include the Kirchhoff operator, that is, problems of the type

—M(|Jul|*)Au = f(z,u) em €,
u =0 em 0f2,

(2)

where Q@ C RY is boundary domain with smooth boundary, M : Rt — R, Rt =
[0, +00), and f : Q x R — R are functions satisfying some properties which will be

timely introduced and A is the Laplace operator.

$Keywords: Nonlocal Elliptic Problems, Kirchhoff Operator, Carrier Equation, Variational
Method, Galerkin Method, Sub and Supersolution.
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Notacoes
(1) QCRY, N > 1;
(2) 0N - fronteira de €
(3) Bg(0) - Bola fechada de centro zero e raio R;
(4) Bs(z) - Bola aberta de centro z e raio d;
(5) L*(Q) = {u: Q — R/u é mensuravel e [, |u[*dz < o0}
(6) HY(Q), H3(Q) e WP(Q) - espagos de Sobolev;
(7) |Jull = (/Q |Vu|2dx)% norma do espago Ha(Q);

1
2

(8) |Jull12 = (/(\Vu\Q + |u|2)dx) a norma do espago H'().
Q

2
(9) [|ull2 = (/ |u|2d$) norma do espago L?(Q);
Q
(10) g.t.p. - em quase toda parte;
2
11) Au = ]\i % := Laplaciano de u;
=1 a 2
€T3
12) C%(Q) = uGCQ;SUpM<+OO com 0 < a < 1;
(12)
z,y€l |l’ - y|a

(13) CY¥(Q) = {u € CH(Q); D'u € C**(Q) Vi, |i| < 1}.
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Introducao

Neste trabalho, usaremos algumas técnicas da Analise Funcional Nao-Linear para
estudar a existéncia de solucao dos chamados Problemas Elipticos Nao-Locais.

Os Problemas Elipticos Nao-Locais, muito embora apresentem uma variedade
relevante de situacoes fisicas, biolégicas e das engenharias e requeiram, em seu es-
tudo, técnicas nao-triviais da Analise Nao-Linear, somente recentemente tém rece-
bido a devida atencao por partes dos pesquisadores em Equacgoes Diferenciais Parciais
Elipticas. Véarios autores tem estudado problemas nao-locais, entre os quais citamos
[4],[9], [13], [14], [16], [28] e suas referéncias onde diferentes técnicas foram usadas.

Destacamos, aqui, aqueles que incluem o operador de Kirchhoff, ou seja, proble-

mas do tipo

~M(|lu*)Au = f(z,u) em
u =0 em OS2,

(3)

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave, M : Rt — R, Rt =
[0,4+00), e f: QxR — R sio funcdes dadas e A & o operador de Laplace, em que

|| € a norma usual no espago de Sobolev H}(Q2) dada por

lull = (/ ywy%) .
[9]

Este problema é bem conhecido, sendo a versao estacionaria da equacao da onda
estudada por Kirchhoff [21]. Mais precisamente, Kirchhoff considerou o modelo dado

por
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onde os parametros nesta equacao possuem os seguintes significados: L é o comprimento
da corda, h é a area de sua secao transversal, £/ ¢ o médulo de Young do material do
qual ela é feita, p é a densidade da massa e py é a tensao inicial.

Este modelo estende a equacao de onda classica proposta por D’ Alembert, consi-
derando os efeitos da mudanca de comprimento da corda durante a vibracao. A versao
(4) apareceu pela primeira vez no trabalho de Kirchhoff [21], em 1883, mas apenas
com a publicacdo do trabalho de J. Lions [24], no qual foi proposta uma abordagem de
Analise Funcional para tal problema, a equagdo dada em (4) comecou a receber maior
atencao.

Destacamos, também, alguns problemas que, incluem a equacao de Carrier,

—a(ull3)Adu = f(z,u) em Q,
u =0 em OS2,

(5)

onde  C RY é um dominio limitado com fronteira suave, a : R — (0, +00), f :

Q x R — R sao funcoes dadas e

full = ( [ tua
Q

¢ a norma usual do espago L?((2).
G.F. Carrier [10] deduz a equac¢do que modela vibragoes de uma corda elastica

quando as mudancas nas tensoes nao sao pequenas

EA [T
Pl ( + T /. |l dx) Uzz = 0 (6)

Aqui, u(zx,t) é o deslocamento do ponto x no instante ¢, Tj é a tensao axial inicial,

E é o médulo de Young de um material, A é a secao transversal de uma corda, L é o

comprimento da corda e p é a densidade do material. Claramente, se as propriedades

do material variam com x e t, entao temos uma equacgao hiperbolica quase-linear do
tipo

un — al@, t, [lu(t)]|3)Au = 0. (7)



Larkin [22] estudou a equagdo ndo homogénea de Carrier

Uit — a(x,t, ”u(t)Hg)Au + g(ZL‘, t’ut) = f(l’,t), (8)

provando a existéncia e unicidade de solugoes globais e decaimento exponencial da
energia.

Quando as fungoes a e g nao dependem de z e ¢, Frota, Cousin e Larkin [20] pro-
varam a existéncia de solugoes globais para o problema misto de Carrier sem restri¢ao
no tamanho dos dados iniciais.

No que segue, faremos um breve comentario dos capitulos deste trabalho.

No Capitulo 1, intitulado Problemas Nao-Locais Via Minimizacao, utilizaremos
Métodos Variacionais Via Minimizagao para estudar a existéncia de solu¢ao em alguns
problemas nao-locais.

O primeiro problema nao-local que estudaremos é

—M([[ull*)Au = f(z) em Q,
u =0 em OS2,

onde f € L*(2) e M : Rt — R, é uma fun¢do continua satisfazendo
0<my<M(s) <My <400 VseR, com my, My €R. (10)

A versao local de (9), isto é, quando M (t) = 1, é o problema de Dirichlet classico
cuja solugao existe e é tinica. Em Chipot, Valente e Caffarelli [14] os autores mostraram
um resultado para o problema (9) que aparece na se¢ao 1.2 deste trabalho. Podemos
citar outros autores que estudaram este problema, como por exemplo, Alves, Corréa e
Ma [4].

Um outro problema que foi estudado neste trabalho, é dado por

—M(|[Vull3)Au = f(u)+ p(z) em Q,

11
% =0 em OS2, (1
on

em que Q C RY (N > 1) é um dominio limitado com fronteira suave, M : RT — R &
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uma funcao continua satisfazendo (10), f : R — R é uma fun¢ao continua p-periodica

e p € L*(Q) as quais satisfazem

/Opf(s)ds =0, /Qp(x)dx = 0. (12)

Aqui, adaptaremos para o problema (11) o que foi desenvolvido por Costa [17].

No Capitulo 2, denominado O Teorema do Passo da Montanha, demonstrare-
mos, na se¢ao 2.1, este teorema na versiao de Ambrosetti e Rabinowitz [6], e nas se¢oes
seguintes aplicaremos este teorema para estudar alguns problemas nao-locais.

O primeiro problema considerado foi

~M([ul®)Au = f(z,u) em Q,
u =0 em 02,

(13)

onde Q C RY (N > 1) é um dominio limitado com fronteira suave, M : R* — R &

uma fung¢ao continua e nao-crescente satisfazendo
0< My < M(t) < My, Vt>0, (14)

em que M., My > 0 sdao constantes e f : Q x R — R é uma funcao de Carathéo-

dory cumprindo as seguintes condicoes:

(f1) Existem constantes

O§9<% se N >3
c,d>0 e -
0<fH< 400 se N=1,2

tais que |f(z,s)| < c|s]? +d.

(f2) Tim 22%)

0 s

= 0, uniformemente em x € €.
(f3) Existem p > 2 e r > 0 tais que

0 < uF(z,5) < sf(z5), Ws| > 7

onde

Fla,s) = /0 " flw £)de.
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Seguimos algumas idéias desenvolvidas em Alves, Corréa e Ma [4] para estudar
o problema (13). Estes autores mostraram que, com algumas hipoteses adicionais,
encontramos a existéncia de solugdo positiva para o problema (13).

O outro problema considerado neste capitulo foi o seguinte

—M(|lul?)Au = f(u) em Q,

(15)
u =0 em 0f2,

onde Q@ C RY (N > 1) ¢ um dominio limitado com fronteira suave, f : R — R uma
funcao de Carathéodory satisfazendo as condicoes (f1) — (f2) — (f3) acima mencionadas

e M :RT — R é fun¢ao continua satisfazendo,

(M;) Existem mq,t; > 0 tais que, M(t) > my se, 0 <t < {1;.
(Ms) Existem mg,ty > 0 tais que, 0 < M (t) < mqy se, t > t.

(M3) lim M(£?)t = +oo.

t——+o0o

(My) M é nao-crescente e M(t) > 0 para todo t > 0.

A versdo generalizada do problema (15) é dada por,

—[IM(Jlull? )P Apu = fz,u) em €,
u =0 em OS2,

cujo 2 C RY & como antes, 1 < p < N, f é uma funcio superlinear com crescimento
subcritico e M é uma funcao satisfazendo (M) - (M,). Nascimento [26], mostra a
existéncia de solugao nao-trivial e nao-negativa para o problema em questao.

No Capitulo 3, intitulado Problemas Singulares Via Método de Galerkin, es-
tudamos existéncia de solugao para alguns problemas elipticos nao-locais utilizando o
Método de Galerkin.

O primeiro problema considerado é dado por,

~M(ul)Au = f emQ,
u =0 em 09,
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onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, f € H'(Q)e M : R — R

¢ uma funcao continua satisfazendo
(M) Existem constantes t..,mg > 0 tais que, M(t) > mg > 0Vt > .

O segundo problema foi o caso sub-linear,

—M(||u]®)Au =u® em Q,
u >0 em (), (17)
u =0 em 0f,

cujo 0 < a < 1, M é nao-crescente e continua, H(t) = M (t*)t é crescente, H(R) = R
e G(t) = t(M(#2)) 7% ¢ injetora.

Por fim, consideramos o problema,

—a (/ \u]%l:v) Au = f em Q,
0 (18)
v =0 em 0f),

em que 2 C RY é um dominio limitado, 1 < ¢ < %, N >3,a:R— (0,+00) é uma
dada fungao e f € H~1(2). Observe que, quando ¢ = 2 temos a equagao de Carrier.

Seguimos neste capitulo as idéias desenvolvidas por Corréa-Menezes [16] onde os
autores mostram, também, a existéncia de solu¢ao para o problema (16) considerando
a funcao M descontinua. Varios autores possuem trabalhos relacionados com os pro-
blemas (16) - (17) - (18), sao eles Alves-Corréa [3], Corréa [15] e Chipot-Lovat [13]
respectivamente. O problema (18) foi estudado por Chipot-Lovat [13] considerando
q=2.

No Capitulo 4, denominado Aplicacées do Método de Sub e Supersolucao, en-
contramos a existéncia de solucao utilizando o Método de Sub e Supersolucao Via

Iteracao Monotonica.

Consideramos, primeiramente, a seguinte classe de problemas nao-locais

—M(|[u]|*)Au = f(z,u) em €,
u >0 em (), (19)
u =0 em OS2,
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em que 2 C RY, (N > 1) é¢ um dominio limitado e suave, f : Q x Rt — R* & uma

funcao de classe C! satisfazendo

im 280 (20)
t—0t t
[§
im 20 (21)
t——+00 t

e a funcao M satisfaz

(mo) M : RT — R* & continua e existe mg > 0 tal que M(t) > mg > 0, para todo
t>0,

(mq1) M é nao-crescente em [0, +00).

O problema (19) foi estudado seguindo as idéias desenvolvidas em Corréa [15]
que por sua vez segue as idéias de Alves-Corréa [3].
Em seguida, estudamos a seguinte classe de sistemas com termos nao-locais

—Au = filz ), TeQ,

aq?

—Av = fo(z,v)||u|P2, x e,

u >0,v>0, x €€,

u =v=0, x € 08,

\

onde Q@ C RY, (N > 1), ¢ um dominio limitado e suave, p; > 0, 1 < o; < o0 e
fi, i = 1,2 sdo positivas, nao-decrescentes e Lipschitz continua respectivamente em
u,v € Hy ().

O sistema (22) segue o trabalho de Chen-Gao [11] onde os autores estudam a
versao estacionaria do problema considerado em Deng, Li e Xie [28].

Por fim, a classe de problemas elipticos nao-locais,

—a (/Q udm) Au = Af(u) em (29)
u =0 em 0S2.

em que a : R — R é uma funcao continua satisfazendo

Existem nimeros positivos ag < a., tais que ag < a(t) < ao, VE € R,  (24)
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A > 0 é um parametro, e existe § > 0 tal que f : [0,0] — R é uma funcio de classe

C' satisfazendo

f(0) = f(0) =0, (25)
() >0 (26)
f(t) > 0, para todos t € (0,6). (27)

Designaremos por A; o primeiro autovalor de (—A, HJ(€2)), o qual satisfaz

/ |Vou|*dx
A= inf (28)

0AvEHE(Q) / 20y
Q

O problema (22) é um caso particular do problema abordado pelos autores em
[12].

No Apéndice A vamos mostrar um resultado da Anéalise Funcional, que sera de
grande ajuda no estudo dos problemas nao-locais abordados nos capitulos 1 e 2.

No Apéndice B vamos mostrar que o operador 7', que surge, também, nos
capitulos 1 e 2, é um operador compacto.

Por fim, no Apéndice C estaremos enunciando os principais resultados utilizados

durante o desenvolvimento deste trabalho.



Capitulo 1

Problemas Nao-Locais Via

Minimizacao

Este capitulo tem como objetivo apresentar alguns resultados basicos de minimi-
zacao, tal como demonstrar algumas versoes do Teorema de Deformacao, e utilizé-los

para obter solucoes fracas para uma classe de Problemas Elipticos Nao-Locais.

1.1 Resultados Basicos de Minimizacgao

Nesta secao, apresentaremos o conceito de fungao semicontinua inferiormente e
demonstraremos um teorema que sera de grande importancia na obtencao de existéncia

de solucao para o problema de Kirchhoff M-Linear,

—M([[ull)Au = f(z) em Q,
u =0 em 02,

onde f € L*(Q) e M : Rt — R, é uma funcio dada.

Comecemos com a defini¢ao de funcao semicontinua inferiormente.

Definicao 1.1 Seja X um espaco topologico. Diz-se que uma funcao ¢ : X — R €
semicontinua inferiormente (s.c.i.) se ¢~1((a,+00)) € aberto em X, qualquer que seja
a € R. (Se X for um espago métrico, entio ¢ : X — R € s.c.i. se, e somente se,

o(u) < liminf ¢(u,) para qualquer u € X e (u,) C X tal que u, — u).
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Teorema 1.1 Seja X um espaco topoldgico compacto e seja ¢ - X — R um funcional

s.c.i.. Entao ¢ € limitado inferiormente e existe ug € X tal que

¢(uo) = inf ¢(u).

+00
Demonstracao: Inicialmente, observemos que se pode escrever R = [J (—n, +00).
n=1
Sendo ¢ s.c.i. e X um espago topologico, tem-se

X =J o ' ((—n,+00))

onde ¢~ !((—n, +00)) & aberto em X. Como X ¢é compacto, segue-se que existe ng € N

tal que
X ={J ¢ ((—=n,+00)).
n=1

Logo, ¢(u) > —ng Yu € X, de sorte que ¢ é limitado inferiormente.
Seja
c = inf ¢(u) > —o0

ueX

e suponha, por contradigao, que ¢(u) > ¢ para todo u € X, ou seja, Vu € X,In € N
1

tal que ¢(u) > ¢+ —. Assim,
n

X = U¢ + ,+00)).

Como X é compacto, existe n; € N tal que

X = qu c+ ,+00)),

1
isto é, ¢(u) > c+ — Yue X.
nm

Sendo
= inf
c=lnf o(v)
tem-se que ¢ > ¢+ —, o que é um absurdo.

ni
Portanto, o infimo ¢ é atingido, ou seja, existe ug € X tal que

¢(ug) = inf ¢(u).

ueX
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Definicao 1.2 Seja X um espaco topologico. Diz-se que ¢ : X — R € fracamente
semicontinua inferiormente (fracamente s.c.i.) se, ¢ for s.c.i. considerando X com

sua topologia fraca.

Teorema 1.2 Seja X um espaco de Hilbert e suponha que o funcional ¢ : X — R
seja:

(1) fracamente s.c.i.,
(ii) coercivo, isto €, ¢p(u) — +oo quando ||u|| — +oo.

Entao ¢ ¢ limitado inferiormente e existe ug € X tal que

od(up) = inf @(u).

ueX

Demonstragao: Sendo ¢ coercivo, escolhemos R > 0 tal que ¢(u) > ¢(0), Yu € X
com ||ul]| > R. Sendo X um espaco de Hilbert, tem-se que X é uniformemente convexo,
o que implica pelo Teorema de Milman-Pettis [7], que X é um espago reflexivo.
Usando o Teorema de Kakutani [7], obtemos que Br(0) é fracamente compacta.
Ora, sendo ¢ fracamente s.c.i. e B(0) fracamente compacta, tem-se que ¢ restrito
a Br(0) C X & fracamente s.c.i..
Pelo Teorema 1.1, ¢ ¢ limitado inferiormente e existe uy € Bg(0) tal que

d(ug) = inf  o(u).

uGER(O)
Como 0 € Br(0) seque-se que ¢(uy) < ¢(0), o que implica ¢(ug) < ¢p(u) Yu € X
com |ju|| > R.
Assim, ¢(ug) < ¢(u), Vu € X. Ou seja, ¢ ¢ limitado inferiormente em X e

¢(uo) = inf ¢(u).

ueX

Exemplo 1 Seja Q ¢ RY (N > 1) um dominio limitado e seja F : Q x R — R
uma fungao satisfazendo as chamadas condi¢oes de Carathéodory (Ver Apéndice C).

Sob uma condi¢ao de crescimento adequada, a saber

0<o<2N/(N—-2) seN >3,

Existem a,b>0e
0<o <40 se N=1,2,
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tais que,
|F(z,s)| <als|” +b, Ve el eVseR, (1.1)

entao o funcional V(u) = / F(z,u)dx estd bem definido e é fracamente continuo no

espago de Sobolev HJ ().

Primeiramente vamos verificar que o funcional ¥ esta bem definido.

De fato, para u € H}(Q), tem-se

\If(u):/QF(:Jc,u)dasg/Q|F(3:,u)|dx§/Q(a|u|"+b)dx.

Logo, sendo 2 um dominio limitado e pela imersao compacta de Sobolev

H(Q L7(Q), 0 < N >3
0()(_> ()7 —O_<N_27 el

obtemos

U(u) < allu||Z 402 < 400

mostrando que ¥ esta bem definido.
Consideraremos N > 3. Os casos N = 1,2 seguem-se de maneira analoga.
Agora, mostremos que ¥ é fracamente continua.
Com efeito, pela imersdo compacta de Sobolev, dados (u,) C Hg(Q2) e u € Hy(£2)
tais que

u, —u em Hy(Q)

tem-se,

N
N>3.
27

2
u, — u em LP(Q), 1§p<N

Assim, seja p > 0 = g > 1. Com isso, temos a imersao continua
LP7(Q) — LY(Q).
Pela continuidade do operador de Nemytskii [19], seque-se
F(,un(.)) — F(,u()) em LP/?(Q)

o que implica,

F(,un() — F(,u(.) em L'(Q).
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Com isso,
W () — W(u)| < /Q |F (2, un(z)) — F(z,u(z))|dz

e dai
() = U(w)| < |QUF(,un()) = F(ou())]i =0 quando n— 4o

logo,
U(u,) — ¥(u) em R.

Portanto, ¥ é fracamente continuo. |

1.2 O Problema de Kirchhoff M-linear

Nesta secao, vamos mostrar a existéncia de solucao fraca para o problema de

Kirchhoff M-linear

—M(|lul)Au = f(z) em Q,

(1.2)
u =0 em OS2,
onde M : Rt — R ¢é uma funcdo continua satisfazendo
0<my<M(s) <M, VseR (1.3)

em que mg, My, € R sdo constantes e f € L*(Q).
Nesta secao, seguiremos as idéias desenvolvidas por Chipot, Valente e Caffarelli
[14].

Consideremos o funcional energia E : H} () — R definido por

Eu) = %M (/Q |Vu|2dx) ~W(u) Yue HAQ) (1.4)

onde,

W) = [ e e v = [ fopudr

Proposigao 1.1 Seja E : H} () — R definido por (1.4). Entao E estd bem definido
e, além disso, E € C*'(H} (), R) com

B/ (u).0 = M(||u\|2)/QVqudx - /Qf(x)vdx Vuv e HY(Q).  (L5)
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Demonstracao: Observemos, inicialmente, que os termos que compoem o funcional
E estao todos bem definidos e o funcional W é linear, continuo e diferenciavel a Fréchet

com
U (u)v = / f(z)vdx Vu,v € Hy(S).
Q
Com isso, basta mostrarmos que o funcional ¢ : Hj(2) — R definido por

1~

plu) = S (U(w)),

onde {(u) = ||ul|?*para todo u € H}(Q), é de classe C(H} (), R). Mas isso ocorre, pois

a composta de funcoes diferenciaveis é diferenciavel. Logo, sendo ¢ e M diferenciéveis

com

O(u)v = 2(u,v) = 2/ VuVuvdr Vu € Hy(9Q)

0
e
M'(s) = M(s) Vs€R,

obtemos,

¢ (w)v = M(||ul]?) / VuVuvdr VYu € Hi(Q). (1.6)

Q
Portanto, o funcional E est4 bem definido e é de classe C'(H}(Q2),R) com deri-

vada dada por (1.5). |

Uma fungao u € H}(Q) é solugao fraca de (1.2) se satisfizer,

M(Hu||2)/ VuVuds — / Flyode =0 Yu e H(Q).
Q Q
Portanto, u € H} () é solugao de (1.2) se, e somente se, u ¢ um ponto critico de E.

Teorema 1.3 O funcional E definido em (1.4) possui um minimo global em H}(Q).

Demonstracgao: Inicialmente, mostraremos que o funcional E é coercivo.

De fato, de (1.3) tem-se

M(s) = /0 M(£)d¢ > /0 mod§ = mgs Vs € R,

ou seja,

M ([[ul*) = mollull*  Yu € Hy().
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Além disso, das desigualdades de Holder e de Poincaré obtemos

/Q f()udz <

e, portanto,

x)udx

< / F@)luldz < 1 lollulls < el flallull Y € HAQ),

1~ 1
B(w) = 107 ( / |Vu|2dm) — [ spuds = Gl — el slall V€ (),
Logo,
1
E(u >>||u||( moIIU|l—CIIf||2)—>+OO quando  [luf) — +oo,

mostrando que E é coercivo e, consequentemente, limitado inferiormente.
Mostraremos que E é fracamente s.c.i..
Sejam (u,) C HY(Q) e u € HL(Q) tais que u, — u em HJ (). Da semicontinui-

dade inferior da norma, deduzimos que,
lim inf [Ju,]|* > [Jul]?. (1.7)
n—-+00
Assim,

liminf F(u,) = hm inf ( (J|wnl?) /f undx> :

n—-+o0o

Como as funcoes acima sao integrais limitadas e continuas tem-se

1 [lunl?
liminf F(u,) = lim (—/ M({)df—/f(x)undx )
n—-+oo n—-4oo 2 0 Q
e obtemos,

l%r_r)li&fE(un) = (5/0 ’ df—nl_lgloo/f Yupdz | .

Dali, segue-se

1 7lllgunf [lun|?
lim inf £ (u,) = (5/0 ’ df—ngrfoo/f Yupdz | .

Logo, pelo Teorema de Lebesque [18] e pela desigualdade dada por (1.7), tem-se

flull?
lim inf E(u,) > (% [ i - /Q f(a:)uda:),

n—-4o0o

ou seja,

liminf F(u,) > E(u)

n—-4oo
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mostrando que o funcional E ¢ fracamente s.c.i. em Hy ().

Portanto, pelo Teorema 1.2, existe ug € H}(Q2) tal que

E(up) = inf E(u).

ueHL(Q)
|
Observacao 1.1 Quando trabalhamos com o problema local
—Au = f(z) emQ, (1.8)
u =0 em 050,

o funcional energia associado J : H}(Q) — R ¢é dado por

1 2 1
J(u) :§/Q|Vu| dx—/Qf(x)udx Vu € HA(Q),

f € L*(Q), o qual possui um nico minimo global. No entanto, como veremos mais

adiante, o funcional E pode ter vdrios minimos.

Teorema 1.4 O conjunto das solugées fracas de (1.2) estd em correspondéncia biuni-

voca com o conjunto das solucoes de

[M ()] = [lee]® (1.9)

em que p € a unica solucao fraca de
(1.10)

Demonstragdo: Seja u € Hj(2) uma solugdo fraca de (1.2), ou seja,
M(||u||2)/QVqudx - /Qf(a:)vdx =0 Yve H (),
a qual pode ser reescrita como
/QV(M(Hu||2)u)Vvdx - /Qf(m)vdx —0 Voe HY(Q).
Agora, seja ¢ € H}(€)) a unica solugdo fraca de (1.10), entao
/QVgDVUd$ - /Q f(z)vdr =0 Vv € Hy(9Q).

Por unicidade de solugao fraca de (1.10) tem-se

M ([[ul*)u = ¢ = M(Jlul*)[lull = lell = [M(JJul®)u]* = ]
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e dai, ||u||® é solucdo de (1.9).
Reciprocamente, seja p uma solugdo de (1.9) e designemos por u, a solugao do
problema
—M(p)Au, = f(z) em Q,
u, =0 em 0f),
que existe e é tnica pois, M (u) # 0.

Novamente, por unicidade de solugao fraca de (1.10), tem-se

M (pyuy = @ = M(p)llwll = llell = [M ()l = llll* = [M (1) .

Logo, |lu,|/* = p é solugao de (1.2).

Consequentemente,

—M([[uu]*)Auy, = f(z) em Q
u, =0 em 0S2.

o que conclui a demonstracao. [

Observacao 1.2 Pelo Teorema 1.4 as solugdes fracas de (1.2) (pontos estaciondrios

de F) sao determinados pelas solugdes da equagao

M) = ||g;||2 ) %

de modo que podemos escolher M tal que (1.11) possa ter uma ou mais solugoes.

(1.11)

Exemplo 2 Considerando M(t) = e " para ;1 > 0, o problema (1.2) possui o mesmo

numero de solugoes da equacgao
ey = el
Observemos que
g(p) = eV
satisfaz
g(0)=0 e lim g(u)=0.

p—-+o00

Notando que ¢'(p) = —e . \/u+ se7 . u V2 e que g'(1) = 0 se, e S(imente se
1 : - 1
= = - t t d = 3 1 2 — .
1= 5, seque-se que g atinge seu ponto de mdrimo em e g(1/2) Y5

2

Portanto,
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1
(i) se||¢] > A o problema (1.2) nédo possui solu¢ao;
(i) se ol = berna (1:2) possui somente uma sobugio;
i) se ||l = A o problema (1.2) possui somente uma solugao;

1
(111) ||l < YR o problema (1.2) possui exatamente duas solugoes.

Como podemos observar, a presenca do termo M (|u||?) produz grandes diferencas

entre o problema nao-local (1.2) e o problema local (1.8).

Observagao 1.3 Se M : R™ — (0, +00) for continua,

N

t — M(t)t

for crescente e
lim M(t)t2 = +oo,

t——+00
seque-se, €em vista de
=0

[N

lim M (t)t

t—0t+

e do Teorema do Valor Intermedidrio, que o problema (1.2) possui uma dnica solu¢do.

Teorema 1.5 (Comparacdio de Energias) Sejam uy e uy duas solugdes de (1.2) corres-

pondentes as solugdes py e po da equacdo (1.9). Suponhamos que

M(p) > ”% Vi € (pa, p2) (1.12)

(respectivamente, M (u) < HW”} M(p) = U)

NG Vi
Entao, E(uy) > E(uy) (respectivamente, E(us) < E(u1), E(uz) = E(uy)).

Demonstracao: Seja u; a soluc¢ao tnica de

—M(||pl*)Au; = f(z) em Q,
uj =0 em 02,

. . @ .
isto &, |lu;]|? = py e u; = M)’ J=12
j

Assim,

_— llus 11>
Eu) = M) = [ fopdz =5 [ M@~ [ )37 o

o que implica,

By =3 [ M@= [ 1) e
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Sendo ¢ a solugdo unica de (1.10), tem-se

\MW=Aﬂ@WW

o e el
_ L _ ¥
Blu) =5 | ME©de - 30
Dali,
L [o0]?
D=5 [ Mes- 5o
e By =+ [ Mgy - L2
2 2 /o M(lh).
Subtraindo E(u;) de E(usz) obtemos,
el 1 ]2
) = ) = [ M5 [ @ T

o que implica,

-3 o -

Como u; e ug sao solugoes correspondentes a (1 e fig, respectivamente, tem-se
(%) [M ()P = llll* = [M(p2)) o
Dali,
Bl ~ B = 5 [ MO+ M =~ M)

Consideremos, inicialmente, o caso em que

el

M(u)>\/ﬁ Vi € (pa, p2)-
Assim,
) — B) > & [ 1 e b nnys - M)
2 VE
e daf,

E(uz) — E(w) > [[ollv/k2 = lellv/in + M(pa)pr — M (p) o

Observe que, por (x) tem-se M (p1)pn = ||/ e M(u2)pe = [[oll/1a-
Logo, E(uz) — E(u1) > M(p2)p2 — M(pa)pn + M(p1)pa — M(p2)p2 = 0.
Portanto, E(ug) > E(uy).

Os outros casos sao feitos de maneira analoga. [ ]
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Observagao 1.4 Note que o funcional E(u) nao é convexo e, pelo Teorema 1.4, pode

possuir mais de um minimo global.

Aplicagao 1.1 A sequir, faremos uma aplicacao usando argumentos semelhantes aque-

les utilizados no estudo do problema M -Linear. Estudaremos o problema

—M(J[ul|HAu =u* em Q,
u >0 em(, (1.13)
=0 em 09,

onde 1 < a < se N >3 el <a< +oose N =1,2. Isto serd feito por

comparacao com o problema semilinear,

—Aw =w* em Q,
w >0  em(Q, (1.14)
w =0 em 0,

o qual, como € bem conhecido, para os valores de o descritos acima, possui solu¢ao

positiva.

Mostra-se entao, que:

Teorema 1.6 Suponhamos que a fung¢io M satisfaca a condi¢ao (1.3). Entao o pro-

blema (1.13) possui pelo menos o mesmo nimero de solugdes da equagao
M(t) = Hle_o“zf%1 (com relagao at > 0), (1.15)

onde w € solugdo positiva do problema (1.14). Além disso, se

M(t
lim OEI)
t—oo 73

=0, (1.16)
entao, o problema (1.13) possui pelo menos uma solugdo positiva.
Demonstragao: Seja t > 0 uma solugao da equacdo (1.15). Escrevendo

y =tz |w] 7,

vé-se que
1

2
t2 1
[ywl* = Hme = (t2)*

al=
o]

logo,

a—1

M(lywl?) = M(t) = ] '=*¢"2 = (2 o] 7)™
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ou seja,

M(|lywl?) = M(t) ="
Portanto, u = yw > 0 é uma solugao de (1.13) pois
—M([[ull®)Au = =M (|[yw[*) A(yw) = v~y (~Aw)

o que implica,

—M([[ul*)Au =y w® = u®.

Agora, observe que, de (1.3), tem-se

Em virtude da continuidade de M, a equagao (1.15) possui uma solucao, qualquer
que seja a solugdo w de (1.14). Entdo, o problema (1.13) possui uma soluc¢ao, o que

conclui a demonstracao do teorema. |

1.3 Teorema da Deformacao e um Principio de Mi-
nimo

Nesta se¢do demonstraremos duas versoes do Teorema de Deformagao (ver Costa

[17]) que serao fundamentais na demonstragao de um principio de minimo importante.

No que segue, designamos por X um espago de Banach, ¢ : X — R um funcional

de classe C'(X,R) e por ¢° o conjunto de todos os niveis menores ou iguais a c, isto &,

6" = {u € X;¢(u) < c}.

Defini¢ao 1.3 Sejam U C X e ¢ € CH(U,R). O vetor v € X € dito vetor pseudo-
gradiente (p.g.) para ¢ em u € U se

(1) vl < 2[|¢' ()]
(it) (¢'(u),v) = [|¢'(u)|*.

Defini¢ao 1.4 Um campo pseudo-gradiente para ¢ € C*(X,R) é uma aplicagao local-
mente Lipschitziana V : Y — X, onde

Y = {u € X;¢'(u) £ 0},

satisfazendo as condi¢oes
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(i) V()] < 2[¢' (w)]
(it) (¢'(w),V(u)) = [|¢/ (u)]|*
para todo u €Y.

Observacao 1.5 Combinacao convexa de vetores p.g. para ¢ em u é também um vetor

p.g. para ¢ em u.

Com efeito, sejam (v;),c; uma familia de vetores p.g. para ¢ em u e (o;)jecs Uma

particao de unidade em X. Consideremos

w = E OéjUj.

jeJ

Note que,

loill < 20" @)ll e (¢'(u),v;) > ll¢'(w)]?, Vi€

Dalf,

E Q5

jed

[wl]l =

< ol =D ajllol

jed jed

o que implica,

loll < e 2l1¢ (W) =208/ W)Y oy

Je€J jeJ
[w]| < 2[[¢'(u)]
(¢ (u), w) = <¢’(U)7Zajvj> =D () vy) = Y (ayll¢! ()]
jeJ jeJ jed
Logo,

w) >y (ol (W) = ll¢' (W* > ay = |6/ (u)]]*.

jeJ jeJ

Portanto, w é um vetor p.g. para ¢ em wu.

Lema 1.1 Todo ¢ € C'(X,R) possui um campo pseudo-gradiente.
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Demonstracao: Seja @ € Y, logo ¢/'(i) # 0. Entdo, existe w = w(a) € X com

[w[| = Te

© (6 (@)} > 216/ (@)].

Com efeito, desde que ¢/(%) é um funcional linear continuo, tem-se

Dai, como
2
lo" @l > 3lle' @I,

por (1.17) temos que, existe (w,) C X com |w,| =1 tal que
(@'(@), w,) — |¢/@)]| quando 1 — +oo.
Assim, existe w = w,, para n suficientemente grande tal que
!/~ 2 /[~
(¢'(a), w) > Sl @]

Agora defina a seguinte funcao,

v:Y — X
i o) = S8 @)
Assim,
oGl = 2ol < 206/

(6! @), w(@) = {6/ (@), 3110/ o),
de onde tem-se

(6/(), (i) = 316/ @) (') ).
Agora, por () obtemos

(6! @), w(@) > 5 2 | @]/ ()]

e, consequentemente,

(@' (@), v(@) > |¢'(@)]*.

(1.17)
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Desde que ¢’ é continua, existe uma vizinhanga aberta de & em Y que iremos

denotar por V; tal que para cada u € V; tem-se:

lo(@) < 2| (w)] (1.18)

(@ (), v(@) > [|¢' (w)]*. (1.19)
Note que a familia {Vz;a@ € Y} é uma cobertura em Y. Além disso, Y C X
é metrizavel, portanto paracompacto, logo existe um refinamento localmente finito
{Va, }jes. Desta forma, existe uma parti¢do de unidade continua e localmente lipschit-
ziana {@;};cs subordinada a {Vg, }jcs tal que 0 < ¢; <1le
d ¢i=1 emY.
jed
Considere
u) = Zqﬁj(u)vj tal que v; =v(a;), YueY.
jeJ
Fixado u € Y, existe I C J finito tal que
z) = quj(z)vj Vz € Bs(u),
jel
mostrando que V' é localmente lipschitziana, pois V' é soma finita de funcoes localmente
lipschitziana ¢;(z)v; em Bs(u).
Para fixar a idéia, vamos supor I = {1,2,...,n¢} tal que ng = no(u) e 6 = §(u),

portanto,
no
z) = Zqﬁj(z)vj Vz € Bs(u).
j=1

Em particular,

Vi) = 5w,

=1

e dai

IV (u H<Z¢J sl

Usando (1.18), obtém-se

IV (u I<Z2¢] )¢’ (w)]
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o que implica,

V@)l < 2l¢' @)l Z%
isto &,

Vel < 216l
Além disso,
(). V) = <¢/<u>,i¢j<u>vj>

logo, .

(@' (u), V(u) = Z ¢ (u)(¢'(u), v;)

de onde obtém-se, por (1.19),

(@' >Z¢g e )],

ou seja,
(¢ (w), V() > ||/ (w)]? Zqﬁy
Assim,
(@ (w), V(u) = [|¢' ()],
mostrando que existe um campo pseudo-gradiente para ¢. [ |

Observagiao 1.6 Quando X é um espago de Hilbert e ¢ € C'(X,R) tem uma derivada
localmente lipschitziana ¢ : X — X*, entdo o gradiente de ¢ (quando restrito a'Y'),

Vo :Y — X € claramente um campo pseudo-gradiente para ¢.
Com efeito, como para todo u € X, Vo(u) satisfaz

(¢/(u),h) = (Vo(u),h) VheX

obtemos,

Vo)l = ll¢' ()]l < 2[¢'(u)]

(@ (), Vo(u)) = (Vo(u), Vo(u)) = [Vo(u)||* = [l¢'(uw)|*, VYue X.

Logo, Vo(u) : Y — X é um campo pseudo-gradiente para ¢ em Y. |
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Definicao 1.5 Seja S C X e 0 > 0, designamos por Ss a vizinhanca fechada de S
definida por
Ss ={u e X;d(u,S) <d}.

O seguinte resultado é uma versao quantitativa do Teorema de Deformacao sem

uma condicao de compacidade sobre ¢.

Teorema 1.7 Seja ¢ : X — R um funcional de classe C*(X,R). Suponhamos que
SCX,ceReed >0 sao tais que

|/ (w)]| > % para todo  u € ¢ ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sos. (1.20)
Entao existe n € C([0,1] x X, X) tal que, para todo u € X et € [0,1], tem-se:
(1) n(0,u) =u,
(ii) nt,u) =u se u ¢ ¢ ([c—2¢ c+ 2€]) N Sy,
(i) n(l,¢T N S) C ¢ NS,

(iv) n(t,.): X — X é um homeomorfismo.
Demonstracao: Definamos
A= ¢~ ([e = 2¢,¢ + 2€]) N Sas,

B=¢"[c—ec+e)NS;s

Y ={ueX;¢(u) #0},
de sorte que BC ACY.
Além disso, considere V : Y — X um campo pseudo-gradiente para ¢ e defina-

mos uma funcao localmente lipschitziana p : X — R da seguinte forma

dist(u, A°)

plu) = dist(u, A¢) + dist(u, B)’

Observe que, 0 <p<1le

1 seue B,
0 seue X\ A

p(u) =
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Agora, considere a seguinte aplicacao localmente lipschitziana

f- X — X
V)
SRS A N T
Note que,
1wl = H‘Z’(U)%H o) <1, Vue X

Segue que o problema de Cauchy

tem solugao tnica (Ver dos Santos [27]) a qual denotaremos por w(t, u), sendo definida

para todo t > 0.

Seja 1 : [0,1] x X — X definida por n(t,u) = w(dt,u). Entao,
(1) 1(0,u) = w(0,u) = u;
(1) n(t,u) = w(dt,u) =u, se u g A= ¢ ([c— 26 c+ 2€) N Say;

De fato, considere u ¢ A e seja wy(t,u) = u ¥V t € R. Note que

wi(t,u) =0 = flw(t )

o que implica
wi(t) = flwi(t)),
wi(0) = wu.

Assim, pelo teorema de existéncia e unicidade, tem-se
wi(t,u) =w(t,u) =u YteR.
Dali,
w(dt,u) =u VYteR,
logo,
n(t,u) =w(dt,u) =u VYtelo,1].

(i73) n(1, TN S) C ¢ N Sy;

De fato, note que, para t > 0, temos:

lw(t, ) — ull = lw(t, u) — w(0,u)] = ‘

t
/ w' (7, u)dr
0

[ rtwtris
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o que implica,
t t
)~ ul < [ It wpldr < [ dr=t,
0 0

logo,
|lw(t,u) —ul| <t <§ Vite]o,d],

portanto, se u € S tem-se

dist(w(t,u),S) <0,

o que implica,
w(t,u) € S5 Yue S,
isto é,
w(t,S) C Ss Vtelo,0]

de onde concluimos

n(t,S) C Ss Vtelol]. (1.21)
Por outro lado, para cada u € X fixado, a funcao

$:00,1] — R
t — o(w(t,u))

é decrescente pois,

S ow(t,u) = & (e, u))u () = & (wlt, ) Fw(t,w),

e usando a definicao da funcao f,

S
—~
\_@F
&
~

d , t,u
ot 0) = (e w) (—plult )

o que implica,

Fotu(t.)) = —plutt. ) (8wt0)

logo, pela Definicao 1.4 tem-se

1V (w(t, u))l

portanto,



34

mostrando que ¢(w(t,u)) é decrescente.
Com isso, seja u € ¢t N S e vamos mostrar as seguintes afirmacoes:

(a) Se ¢(w(t,u)) < ¢ — € para algum ¢ € [0,§) entdo,

d(n(1,u)) = ¢(w(d,u)) < plw(t,u)) < c—e,
de onde podemos concluir que,
n(l,u) € 9.

Portanto, disto e de (1.21) obtemos,
n(l,u) € N Ss.

(b) Neste caso, supondo w(t,u) € B= ¢ '([c—€,c+¢€])NSs Vit e|0,0] de sorte

que, usando (1.22), a Defini¢do 1.4 e o fato que p = 1 em B, obtém-se

IO,

5 )
H(w(6, 1)) — $(w(0, 1)) = / < ofu(t,w)it < / (—p@”(tv“” IV (wt w) [

o que implica,

é
ow(s.w) < o) ~ [ It u)ldt < v e— 3 F5=c—e

onde usamos (1.20) na tltima desigualdade.

Portanto, em qualquer dos casos (a) ou (b), mostramos que
n(l,u) =w(d,u) € NSs seue ™t NS,

Por altimo mostremos (iv), isto &, n(t,.) : X — X é um homeomorfismo.

Para isto, definamos as seguintes funcoes
g: X — X

u g(“) = 77(@“) = w<5tvu)7

h:X — X
u +— h(u) =w(—0t,u).

Observe o seguinte,

(g0 h)(u) = g(h(u)) = w(ot, h(u)) = w(dt, w(=0t, u))
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usando propriedade de fluxo (Ver dos Santos [27]), obtemos,
(goh)(u) =w(dt —dt,u) =w(0,u) = u.
Com um raciocinio anilogo encontramos,
(hog)(u) =w(0,u) =u

de onde segue que 7 é inversivel.
Além disso, n(t,.) = w(dt,.) é continua pela dependéncia continua com relacao aos
dados iniciais para w(dt,.). Desde que w(—dt,.) também é continua, n(t,.) : X — X

é um homeomorfismo. [ |

Definigao 1.6 Um funcional ¢ : X — R de classe C'(X;R), é dito verificar a
condi¢ao de Palais-Smale, denotada por (PS), se toda sequéncia (u,) C X tal que,

d(uy) € limitada e ¢ (u,) — 0, possui uma subsequéncia que converge forte em X.

Como consequéncia do Teorema 1.7, obtemos a seguinte versao do Teorema da

Deformacao.

Teorema 1.8 Suponha que ¢ € C'(X,R) satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale {(PS)}.
Se ¢ € R nao for um valor critico de ¢ entao, para todo € > 0 suficientemente pequeno,
eriste n € C([0,1] x X, X) tal que (para qualquer u € X et € [0,1]):

(1) 1(0,u) = u,

(1) n(t,u) =u se u¢ ¢ '([c— 2 c+2€),
(iii) 1(1,¢77) C 77,
(iv) n(t,.): X — X € um homeomorfismo.

Demonstracao: Como ¢ € R nao é um valor critico para ¢, devem existir constantes

a, 8 > 0 tais que

u€ ¢~ ([e—2a, ¢+ 2a]) = [|¢(w)]| = B,

pois do contrario, para quaisquer «, 3 > 0 existira

i € ¢~ ([c — 2, ¢+ 2a]) com ||¢/(@)]| < B.
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1 1
Considerando o = o © (8 = —, para cada n > 1 tem-se
n n

S|

1 1
u, € X com u, € ¢! <[C_ ﬁac‘f' ﬂ) e [|¢'(un)| <

Assim, passando ao limite quando n — +o0o obtemos

d(u,) —c e ¢(u,) — 0.
Da condicao Palais-Smale, existe uma subsequéncia (uy,, ) C (u,) tal que

Up, — w para algum u € X.

Desde que ¢ € C1(X,R) tem-se,

O(un,) = du) e ¢ (un,) = ¢'(u).

Portanto, pela unicidade dos limites obtemos
pu)=c e ¢'(u)=0.

Logo, ¢ é um valor critico de ¢, o que contradiz a hipotese.
4e
Dai, usando o Teorema 1.7 com S = X, € € (0,«] fixado e 6 = — concluimos a

demonstragao do teorema. [

Torna-se claro na demonstragao acima que o Teorema 1.8 é valido sob uma condi-

¢ao mais fraca de compacidade, a saber, a condigao {(PS).} que definiremos a seguir.

Definigao 1.7 Seja ¢ : X — R um funcional de classe C'(X;R), e c € R. O
funcional ¢ verifica a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ ou (PS)., se dada uma

sequéncia (u,) C X tal que ¢(u,) — ¢ e ¢ (u,) — 0, entdo c é um valor critico de ¢.
Esta condicao ¢ ttil em certas situagoes onde ¢ nao é coercivo, como veremos no
proximo resultado.
Teorema 1.9 Seja X um espaco de Banach e seja ¢ € CH(X,R). Se,
(i) ¢ € limitado inferiormente com

¢ = inf ¢(u),

ueX

(i1) ¢ satisfaz (PS)e,,
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entao, existe ug € X tal que

6(uo) = inf ¢(u).

ueX

(Logo, ¢ € um wvalor critico de ¢).

Demonstracao: Suponhamos, por contradicao, que ¢ nao seja um valor critico de
¢. Entao, o Teorema 1.8 implica a existéncia de ¢ > 0 suficientemente pequeno e
n € C([0,1] x X, X) tais que

n(1,¢°7) C ¢°°
dai,

¢ A= F 2,

o que ¢ um absurdo pois,

= g, i = inf ¢(u).
¢ & que ¢ = inf (u)

Portanto, ¢ é um valor critico de ¢. [

Como na proxima secao estaremos estudando um problema de Neumann, iremos
trabalhar no espaco H'(Q) o qual serd decomposto da seguinte maneira: Como toda
fungao constante pertence a H'(), designaremos por X; = (1) o espaco de tais fun¢oes,
o qual pode ser identificado com R. Designaremos por Xy o espaco das funcoes em
H(Q2) que possuem média zero em €, ou seja,

Xo={we HI(Q);/ wdzx = 0}.
Q

Para u € H'(Q), seja ug € H'(Q) dada por

il
Uy i=u — — [ udzx
’ 19 Jo

1
onde @ / udx é uma constante real. Logo,
Q

1
/uodx:/udx— (—/udx) Q=0

e assim, toda funcao u € H'(Q) pode ser escrita na forma u = o + ug em que « é uma

constante real e uy possui média zero.
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Observe que tal decomposicao é tnica. De fato, se u = a + ug = & + up, onde

Q, Ug, @ € Uy Sa0 como antes, teremos
a—a = Uj() — Ug-
Vamos, agora, integrar ambos os membros desta igualdade
(a—a)|Q =0=a=aq,

obtendo assim, 1y = up 0 que mostra a unicidade da decomposicao.

Consequentemente,

Hl(Q> = XO @Xb

isto ¢, a decomposi¢ao de H'(2) acima ¢ em soma direta.
A seguir, demonstraremos uma Desigualdade do tipo Poincaré para as funcoes

em Xo.

Lema 1.2 (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger) (Ver Nascimento [26]) Existe uma
constante C' > 0 tal que

/\w\Qdaz < C’/ \Vw|*dz, para todo w € X.
Q0 0

Demonstracao: Sejam i o funcional definido por

b:Xy — R
wo— ¢(w):/|Vw|2d:1:, para todo w € X,
0

e S a variedade
S={we XO;/ lw|*dz = 1}.
Q
Desde que ¢ é limitado inferiormente em H'(Q), também sera limitado inferior-

mente em S C H'(Q). Logo, pelo Postulado de Dedekind existe 1., tal que
Voo = V)

Entao, pela defini¢do de infimo, existe uma sequéncia minimizante (w,) C S, isto

P(wn) — Yoo = irelg@D(IU)
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Consequentemente, / \wn]2dx = 1 e existe uma constante positiva C tal que

Q

/ |Vw,|*dr < C}, para todo n € N.
0

Com este fato, a sequéncia (w,) é limitada em H'(Q) e em vista disso, a sequén-
cia real (||w,||%,) possui subsequéncia convergente. Além disso, H'(§2) ¢ um espago

reflexivo, o que implica a existéncia de wy € H'(Q) tal que, a menos de subsequéncia,
w, — wo em H'(Q).
Dai, pela imersao compacta H'(Q) — L*(2), tem-se
w, — wy em L*().

Em particular, pela continuidade da integral, obtém-se

Oz/wndxﬁ/wodx

Q Q

1:/|wn|2dx—>/|w0\2da:.
Q Q

Consequentemente, wg € S.

Afirmacgao 1.1 ¢, >0

Suponhamos, por contradi¢ao, que 1o, = 0. Como o funcional

(:HY(Q) — R
w o L(w) = [lw]i,

¢ convexo, semicontinuo inferiormente e w, — wo em H'(Q) segue-se
_ 27, _ 1 2 2 2
0 —hmn_m/ IVw,|*dz = lim, . (/ |Vw,| dx+/ |wy| dx—/ |wp| dx)
Q Q Q Q

= limp—oo(lwnll o = [Jwnll3)

= lim, . HwnH%z — lim HwnH%

= Jwol2, — o2 = / Vuwol?dr,
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isto é,

/ |Vwo|*dz = 0,
0

wo(x) = Cy  q.t.p. em

o que implica

onde Cy é uma constante real.

Como wy € S C X temos

/wodx:/C’gdsz
Q Q

e concluimos que Cy = 0, 0 que é impossivel devido a / lwo|?dx = 1.

Q
Portanto, 1, > 0.

Voltemos & demonstracao do teorema.

Desde que

Yoo < / \Vw|*dz, para todo w € S com ||w|, =1,
Q

tomando-se 0 # w € Xy, observando que
Yoo < / v ( — >
o [}

1
w3 < Y /Q |Vw|*dz, para todo w € X

= 1, segue-se

w
[[wll2

? 1
d:c:—Q/ |Vw|*dx
[wll3 Jo

o que implica em

mostrando a Desigualdade de Poincaré-Wirtinger. [

1.4 Um Problema Nao-Local com Condicao de Neu-

mannmn

Nesta secao iremos estudar uma aplicacao da secao precedente. Vamos considerar

o seguinte problema de Neumann nao-linear

—M(|Vul3)Au = f(u)+p(x) em €,

1.23
@ =0 em 02, ( )
an



41

onde  C RN (N > 1) ¢ um dominio limitado com fronteira suave, f : R — R é uma
func¢ao continua p-periodica, M : R* — R é uma funcio continua e p € L*(Q) as
quais satisfazem

/Op f(s)ds =0, /Q,o(x)d:r; =0 (1.24)

0<pg<M(s) <My <+oo em que g, Mo, € R. (1.25)

A versao local, isto é, M(t) = 1, foi estudada em Costa [17]. Além disso, segui-
remos as idéias desenvolvidas por ele adaptando o estudo a funcao M.
Estaremos interessados em encontrar solugbes fracas de (1.23), isto é, fungoes

u € HY(Q) tais que

M(||Vu||§)/QVquda::/Qf(u)vdx+/ﬂp($)vdm Vv € HY(Q). (1.26)

Associado ao problema (1.23) temos o funcional energia £ : H'(Q2) — R, dado

por

E(u) = %]\7 ( /Q |Vu|2dx> - /Q Fu)dz /Q p)ude Vuec H'(Q)  (1.27)

onde

NE(t) = /0 M(r)dr o F(s) = /0 Cf(r)dr (1.28)

Proposi¢ao 1.2 O funcional E : H'(Q) — R definido por (1.27) estd bem definido.

Além disso, E ¢ limitado inferiormente e é de classe C'(H'(Q),R) com

E'(u)o = M (/Q|Vu|2d:p) /QVqudx—/ﬂ(f(u)—i—p(ai))vdx Vu,v € HY(Q). (1.29)

Demonstracao: Uma vez que, neste caso as funcoes M e f : R — R sao continuas
e f é periodica satisfazendo (1.24), segue-se que F' é periddica, portanto |F(s)| < A e
E esta claramente bem definida em H'(().

Agora vamos mostrar que o funcional F é limitado inferiormente. Para isto vamos

decompor em soma direta o espagco H'(Q2) como
Hl(Q) - XO EB X17

onde X; e X; sao como definidos anteriormente.
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Entdo, escrevendo em (1.27) u = v +w com v € X e w € X; obtemos,

E(u) = B(v +w) :%]\//7(||V(v+w)||§)—/S)F(U+w)d3:—/ﬂp(a:)(v+w)dm.

Note que,

Vw=0 e /Qp(x)wdx = w/ p(x)dz =0,

0
dai, da limitagao da F' e de (1.25) temos,

1
B(u) > o[ Voll3 — Al - / p(e)vde,

o que implica, das desigualdades de Hélder e Poincaré-Wirtinger,

1
E(u) 2 pol Vol — AQ| = cllplll Voll2

logo,
1
B2 Vol (uall Vel - clpll) - 9] v € (@)

Portanto, E é limitado inferiormente.
Mostremos que E € C*(H'(Q),R).

Observe que os funcionais
1= 2
plu) = SM([Vully) e qlu) = Q/)(fﬂ)udfv
sao diferenciaveis a Fréchet e ¢,q € C1(H'(Q),R) com

o (w)o = M(|Vul) / VuVods Vu,v € H'(),
Q

q (u)v = /Qp(x)vdzz: Yu,v € H'Y(Q).

Assim, basta mostrarmos que
Y(u) = /QF(u)dx onde F(s)= /S f(r)dr
0
¢ de classe C'(H'(Q2),R) com,
P (u)v = /Qf(u)vdx Vu,v € H'(Q). (1.30)
Fixemos u € H'(Q), e definamos

9(v) = (u+v) — (u) — / f(u)vdz.
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Dai, pela definicao da 1,

g(v) = /(F(u +v) — F(u))dx — / f(u)vdx.
Q Q
Observe que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, tem-se

/o %F(u + tv)dt = F(u+v) — F(u).

g(v):/Q Uol %F(uﬂv)dt} da:—/Qf(u)vdx.

Usando a Regra da Cadeia

g(v):/Q [/Ol(f(u+tv)v)dt] dx—/ﬂf(u)vdm,
g(v):/Q [/Ol(f(qutv)fu)dt} dx—/Q {/Ol(f(u)v)dt} dz.

g(v):/ﬂ [/Ol(f(u—l—tv)v—f(u)v)dt} da.

Usando, o Teorema de Fubini obtemos,

Entao,

e dai,

Logo,

9(v) = / 1 [ / (f (u+ to)o - f<u>v>da:} d,

o que implica, X
o1 < [ | 10 = fllas] .
Como f ¢é limitada temos que f € L*(Q). Logo, podemos usar a desigualdade de
Hoélder, obtendo

9(v)] < / 1+ t0) — £ lallollade.

Pela imersao continua de Sobolev H'(Q2) — L?(Q),
sev—0em H'(Q) = v—0em L*(Q)

o que implica,

u+tv—uem L*(Q), Vtel0,1]

Sendo f continua, tem-se

flu+tv) — f(u) em L*(Q), ¥Vt €0,1].



Assim,

gl _ <C/ £ (u + tv) — f(u)||dt,

[oll2 Hv||

o que implica,

0<11m|

< lim (u + tv) w)|[2dt |,
lsn uvnu M( / 1+ t0) = £l )

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue,

o< i PO o [ (i 10) — 1) =

v—0 ||U||12

Logo,
tim 9O _

v=0 |[v]|1,2

Portanto, ¢ é diferenciavel a Fréchet, com derivada dada por (1.30).

Vamos verificar que, ¢ € C'(H'(Q),R).
Sejam (u,) C HY(Q) e u € H'(Q) tais que,

u, — u em H'(Q).

Dai,
0/ G) = lles = s [ o) — )
- / (f () — f (o))
< swp [ 1f(un) — fw)l[olde
[[v]l1,2<1JQ

< s 1) = )l

< (el ~ Slalvlh)
< ol ftwn) — f)z Vo1

Entao como,
u, — uem H'(Q) tem-se u, — u em L*(Q).
Pela continuidade da funcao f obtemos,
flup) — f(u) em L*(Q).

Logo, ¢'(un) — ¢'(u) em H~'(9).
Portanto, ¢ € C'(H'(Q2),R).

44
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Teorema 1.10 Suponhamos que (1.24) e (1.25) sejam wvdlidos, onde f € C(R,R) € p-
periddica e p € L*(Q). Entdo, o problema (1.23) possui uma solu¢do fraca u € H* ().

Demonstragao: Em vista da Proposicao 1.2, encontraremos um ponto critico do

funcional £ € C*(H'(Q),R) dado por (1.27). Sendo F p-periddica e /p(:v)d:v =0,
Q
segue-se

Flu+ p)de - / p()(u + p)dz

B(u+p) = 33 (VG +p)I) - | [

Q

e dai,

Bu+p) = sMIV@IE) ~ [ P~ [ pla)uds = Bu).
Portanto, E(u+p) = E(u) Yu e HY(Q).

Afirmagao 1.2 FE satisfaz (PS). para todo ¢ € R.
De fato, seja (u,) C H*(Q2) tal que
E(u,) — ¢ e E'(u,) — 0.
Escreva u,, = v, + w, com v, € Xy e w, € X, Vn € N. Entao,

Blw) = Blva-+ wn) = ;M9 + w)f) - |

[ P, +w,)d - / () (0 + 1wy )de,

Q

com um mesmo raciocinio feito anteriormente, obtemos
1 2
E(un) 2 ShollVoalls = AlQ] = | p(2)vadz e [E(un)| < Cy
Q

para algum C; > 0 (pois, E(u,) — c).
Logo,
1
1901z (ol Tl = lloll ) - Al < i,

o que implica,

(IVv,]l2) € limitada.

Entao, pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger,
(|lvnll2) € limitada.

Portanto,

(lvalli2) = ((lvall2 + [IVoa]2)2) & limitada.
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Seja, agora, w, € [0,p) tal que w,, = w,(mod p), definindo u,, = v, + w,, tem-se
E(uy,) = E(v, +w,) = E(v, + w, + ap) = E(v, + w,) = E(u,)

ou seja,

Analogamente,
E'(uy,) = E' (v, + w,) = E' (v, + wy, + ap) = E' (v, + wy,) = E'(uy,).

Logo,
E(u,) — ce E'(u,) — 0.
Ora, sendo (||vy,||1,2) limitada e w,, € [0, p) tem-se que (||, ||12) é limitada. Temos
ainda que (||V,||2) é limitada.
Assim, ||V, |2 — .
Como H'(Q) é um espago reflexivo, existe © € H'(Q) tal que, a menos de sub-
sequéncia,

i, = em H'(Q).
Logo, pela imersdo continua de Sobolev H'(Q) — L?(2),
i, — 4 em L*(Q),
e pela continuidade da funcao M obtemos,
M([[Vin|[3) — M(E) em R.

Sendo VE(u) = M(||Vul|3)u — T(u) onde T : H'(Q) — H'(Q) & operador

compacto, tem-se
M (||Vi,|[3)t, = VE(i,) +T(i,) — 0+ T(@) em H'(Q),

o que implica,

1

1
U~n — —~M
v

|vzzn||§)zzn—>M_@T(a) em H'(Q).

Entao por unicidade, 4, — @ em H'((Q).

Portanto, E(u) = c e E'(a) = 0, ou seja, ¢ é um valor critico de E.



Aplicando o Teorema 1.9, concluimos que existe ug € H'(Q) tal que

E(up) = uegllf(ﬂ) E(u).

Isto &, existe solugdo fraca para o problema (1.23).
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Capitulo 2

O Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo demonstraremos o Teorema do Passo da Montanha e em seguida

apresentaremos duas aplicagoes ao problema nao-local do tipo

—M(lu*)Au = f(z,u) em
u =0 em 0f),

onde a nao-linearidade f tem crescimento subcritico e superlinear, e M : RT — R é
uma func¢ao continua satisfazendo certas condigoes a serem apresentadas ao longo das

préximas secoes.

2.1 O Teorema do Passo da Montanha

Nesta secao demonstraremos o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e
Rabinowitz [6].

Teorema 2.1 Sejam X um espago de Banach e ¢ € CH(X,R) um funcional satisfa-
zendo a condicao de Palais-Smale (PS) (ou(PS).). See € X e0 < r < |e| sao tais
que

a = max{¢(0),¢(e)} < inf ¢(u) =0, (2.1)

[[ull=r
entao,

— inf t
¢ = inf max o(v(t))

€ um valor critico de ¢ com ¢ < b, onde

I = {y € C(0,1, X)/7(0) = 0 e 7(1) = e}.
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Demonstracao: Primeiramente, vamos verificar que ¢ estd bem definido.

De fato, para cada v € I', a funcao

h:[0,1] — R

é uma funcao continua definida num compacto, portanto possui maximo, isto é,

mmax h(t) = mmax o((1)).

Por outro lado, a fun¢ao

A:]0,1] — R
t— A®) =@l

¢ também uma funcao continua com
AQO) = lvO) =10l =0 e AQ) = [y = [lel| > r.

Usando o teorema do Valor Intermediario, existe ¢ty € (0, 1) tal que A(ty) = r isto

é, ||v(to)|| = r implicando em ~(ty) € 0B, (fronteira da bola com centro na origem e
raio 7).
Dali,

max o(y(1)) 2 6(1(t)) 2 b, pois b= inf (u).

Pelo estudo feito, b € uma cota inferior para o conjunto

Y = {max P(y(t)); v € F} ,

tel0,1]
logo, pelo Postulado de Dedekind, tal conjunto tem infimo e deve ser maior ou igual a
b, ou seja, o nivel "minimax"dado por

= inf t
c ;grtrél[%cﬁ(v( )

estd bem definido e verifica ¢ > b.
Suponhamos por contradicao que ¢ nao é valor critico.

b
Entao pelo Teorema 1.7, existem 0 < € < ®e n e C([0,1] x X, X) tais que

o n(t,u)=u seuéd ¢ ([c—2,c+2¢), tel01],
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° 77(1?¢C+E) C ¢c—e.

Pela definicao de ¢ como o infimo sobre I', podemos escolher um ~, € I' tal que

max ¢(70(t)) < c+e (2.2)
tel0,1]
e definir o caminho
A(t) = n(L,7(1)).
Assim, como 7 € ' tem-se
) =n(lw®) = q
A(1) = n(1,7(1)) =n(1e),
mas como
#(0),0(e) <a<b—2e<c—2
e por (2.2) temos que
7(0) =n(1,0)=0 e (1) =mn(le)=e
o que implicam 4 € I,
Mas entao, pelo estudo feito tem-se
Y(t)) < c—
mmax Pp(Y(t)) <c—e
o que é um absurdo, em vista da definicao de c.
|

Portanto, ¢ € um valor critico.

2.2 Primeiro Resultado de Existéncia

Nesta secao, vamos mostrar um resultado de existéncia de solucao nao-trivial,
para o problema de Dirichlet nao-linear
—M(||u]|H)Au = f(z,u) em ©,
(lulP)du = f(z.0) 0
u =0 em Of),
onde Q C RY (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave, M : Rt — R é

uma func¢ao continua e nao-crescente satisfazendo

(MO,oo) 0< Mo < M(t) < Moou Vit >0
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em que, M., M, sao constantes reais, e f : QxR — R & uma funcio de Carathéodory

satisfazendo as seguintes condigoes:

(fi1) Existem constantes

1§9<% se N > 3,
c,d>0 e -
1<f<+0 se N=1,2,

tais que |f(xz,s)| < c|s|? +d.

(o) tim 722

0 s

= 0, uniformemente em x € €.
(f3) Existem p > 2er >0 tais que
0 < ulF(z,s) <sf(x,s), V|s|>r

onde

F@@zlﬁ@aw

Seguiremos algumas idéias desenvolvidas por Alves, Corréa e Ma [4].
Estamos interessados em encontrar solugbes fracas de (2.3), isto é, fungdes u €

H () tais que
M(Hu||2)/Vqudx - / f(z,u)vdr =0 Yo € Hy(Q). (2.4)
Q Q

Definiremos o funcional energia associado ao problema (2.3) e mostraremos que,
ele estd bem definido e ¢ de classe C'. Isso implica que, encontrar a solucdo para o
problema em questao, se resume em encontrar pontos criticos para o funcional energia

associado.
Proposicao 2.1 Suponhamos que f: Q x R — R seja uma funcio de Carathéodory
satisfazendo a condigao (f1) e M satisfaz (Mo ). Entao o funcional

E(u) = %J/\Z(HUHQ) - /QF(x,u)da: Yu € Hy(S2), (2.5)

onde . .
30 = [ M©ds e Flas) = [ S
0 0
estd bem definido, e além disso, E € C'(H}(Q2),R) com

E’(u)v:M(||u|]2)/QVuVde—/Qf(x,u)vdx, Vu,v € HY(Q).  (2.6)
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Demonstragao: Como q(u) = §M(||u||2) estd bem definido e ¢ de classe C* com

¢ (u)v = M(||u||?) / VuVuvdr Yu,v € Hy(Q),
Q

¢ suficiente mostrar que ¥ (u) = / F(z,u)dr esta bem definido e ¢p € C'(H}(Q),R)
Q
com

Y (u)v = /Qf(x,u)'udx, Yu,v € Hy ().

Observemos que a funcao F(z,s) é de Carathéodory, e satisfaz a condicao de
crescimento (f1).

De fato, tem-se

|F(z,s)| =

d S d. ) o+ d)de.
Se s > 0 obtemos,

s
C

= — 9 4 (s,

Pl < [+ < (e vae) | = 75

+1

0

Portanto, sendo s > 0

C
|F(x,s)] < m|3|mrl +ds|.

Se s < 0 obtemos,

|F(z,5)] <

/ 5f<as,5>d5‘ - ‘— / Of<x,5>ds‘ -/ Of(rc,f)df'

assim, ; .
F(z,5)| < / (€] de < / (cle]? + d)de
logo,
0
F(z,s)] < / (e(—€)" + d)de.

Facamos, agora, a mudanca de variavel,
T=—-(=dr = —d§.
Dai,

0 —S
Pz, 9)] < —/ (CTMd)dTg/ (7' + d)dr,
0

—S
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o que implica,

[F(z,8)| < (9—{_%7_9—%1 +d-7)

Portanto, sendo s < 0 obtemos,

c
F < —— 5|t +d|s|.
F (e, 5)| < o sl + dis|
Concluimos que |F(z,s)| < ¢;|s|®tt +d|s|, onde ¢; = 7 _T_ ] > 0.
Ora,
1<O0+1=s| <1+ s/ = d|s| <d+d|s|”™.
Dai,

|F(,8)] < eals”™ + dls| < eal s+ d + dls| ™,

o que implica,

|F(x,s)| < (c1 + d)|s|9+1 +d.

Portanto,
|F(x, s)| < als|*+
ondea=c+db=de
N+2 2N x
l<a=0+1<{E4+1=55=2" se N >3,
l1<a=0+1<+00 se N=1,2.

Portanto pelo Exemplo 1 do Capitulo 1, ) é um funcional bem definido e, além
disso, ¢ é fracamente s.c.i. em H}(Q).
Mostremos que @ é diferenciavel a Fréchet.

Fixemos u € H}(Q), e defina
o) = v+ ) = ()~ [ o u)hds
Assim, pela definicao da 1,
g(h) = /Q(F(x,u +h) — F(z,u))dx — /Qf(a:,u)hdx.
Observe que, pelo Teorema Fundamental do Célculo, tem-se

1
d
/ EF(z,u—i—th)dt:F(x,u—i—h)—F(I,u).
0
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Entao,

g(h):/Q [/01 %F(m,u—kth)dt] da:—/ﬂf(:c,u)hdx.

Usando a Regra da Cadeia obtemos,

g(h):/Q [/Olf(x,u+th)hdt] dx—/ﬂf(x,u)hdx,

o que implica,

g(h):/Q Uolf(x,u+th)hdt] dx—/Q Uolf(x,u)hdt} dz.

o(h) :/Q Vol (F(a,u+ thyh — f(:c,u)h)dt] da.

Usando, o Teorema de Fubini obtemos,

Dai,

_/Q(f(x,u+th) — f(x,u))hdx] dt,

o que implica,

lg(h)] < /01 :/Q\f(x,uﬂh) —f(%U)IIh!dx} dt.

Pela imersao continua de Sobolev
Hi(Q) — LP(Q), V1<p<2%,
tem-se
he H)(Q) = heLQ), ondes=2"

Também tem-se que,

2N N +2
>1 <
Ni22 = 7“_67’<N_2

r =
logo, por
|f(z,u)] < clul® +d

tem-se

|f(z,u)|" < 2T(cr|u]9’" +d")

o que implica,

|f(z,u)|" < calul® + dy < +o00.
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Entao pelas imersoes continuas de Sobolev
Hy(Q) — L7(Q) — L'(%),
tem-se

fer (9.

1 1
Como — + — =1, pela desigualdade de Holder segue-se
ros

/Q F(,u+ th) — fla, w)l[blde < |1f e+ th) — fs ) o4l
Dali,

9(h)] < / 1 rut th) — fla, )l [h] .

Assim,

h— 0em H)(Q) = h—0em L¥(Q)

o que implica,

u+th—u em L°(Q), Vitel0,1].

Como s > 0, pelo resultado de Vainberg [19],

f(,u+th) — f(,u) em Li(Q) Vtelo,1].

2N - S
— Segue-se
Nt2 g%

E, uma vez que, r =

flou+th) — f(,u) em L"(Q) Vtel0,1].

Como,
9] _ Jo(h)
17| 1[5
tem-se
h 1
< e [ st ) = stoo)
0
o que implica,
_g(h)| . ( /1 >
0<lim———— <lim (¢ flx,u+th) — f(x,u)|.dt ).
tim S < Jion (e [ 11 ) = (o)

h
Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue,

1
0 < lim 2V < c/ (nm 1f (2, u + th) — f(x,u)\|r> dt = 0.
0 h—0



Logo,

lim
h—0

ol _

Ihll—

Portanto, 1 é diferenciavel a Fréchet, com derivada definida por

' (u)v = /Qf(x,u)vdx Vu,v € Hy(Q).

Verifiquemos agora que, 1 € C'(Hg(Q2),R).
Sejam (u,) € H} () e u € H}(Q) tais que,

Dai,

Assim,

u, —u em Hy(Q).

19" (un) = " ()|

IN

IN

IN

VAN

sup (¢ (un) — ¥ (uw))h|

A<t

sup
Irl<1

/Q(f(xaun) - f($,U))hd$

sup / (@) — (o, w)|hlda

IRl<1

sup [|f(x, un) = f (2, u)l-[[2]ls

hl<1

sup (c|[f (@, un) — f(x, w)ll-[[2]])

Ihl<1

cllf(z,un) = f(@,u)llr V=1,

U, —u em Hy(Q) = u, —u em L(Q).

Entao, pelo resultado de Vainberg,

o que implica,

Logo, ¥'(un) — ¢'(u)

f( up) — f(,u) em Lg(Q),

f( uy) — f(,u) em L7(Q).

em H 1.

26



o7

Portanto, ¢ € C'(H(Q),R).
Com o estudo feito, concluimos que F € C'(H}(2),R) com derivada dada por
(2.6). |

O proximo resultado mostrara que, o funcional E, definido por (2.5), satisfaz a

Geometria do Passo da Montanha.
Lema 2.1 Seja E : H} () — R o funcional definido por (2.5). Entao,
(a) uw=0 é um ponto de minimo local estrito para E.

(b) Dado 0 # v € Hy(R), existe pg > 0 tal que E(pyv) < 0.

Demonstracao: (a) Pela hipotese (fs), dado € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que
‘f (,5)
5]

<e para |[s| <94,

o que implica |f(z,s)| < €|s| para |s| < 4.

Assim, se 0 < s < ) tem-se

F@w%i[V@@mssliﬁw&=Alwgz§¥=gm?

Se —§ < s <0, tem-se

Fmﬂleuﬂﬁz—[?m@@z—l%mﬁz—[%@&m

dai,
0 € | €, €
F > dé = —¢2| = ——s2 = —_|s|°.
(w0 2 [t = 52| = ~5at =~
Logo,
€ €
—5lsP" < F(w,s) < 5lsI” para [s| <0
implicando

|F(z,s)] < §|3|2 para |s| <. (2.7)

Por outro lado, da condi¢do (f;) nés encontramos anteriormente, que

|F(z,s)] < Ll|8|9+1 +d|s| paratodo sé€R.

0 +

Em particular, a desigualdade acima vale para, |s| > §. Ainda temos, 1 < 6§+ 1 < 2*

011 BE

se N >3e




Dai, podemos encontrar R > 0 suficientemente grande, tal que
d0+1)<|s|” V|s| > R.

Assim,

(c4+1) =c|s|*t, V|s| > R.

Agora, se § < |s| < R temos,

[F(z,s)| < 5 i sl dls| < 9%139“ +dR = c.
Logo, para vor
AZ% temos ¢y < A€|(f|kl
de onde segue,
F(r )] < 5o 0P < o lsl

Se |s| > 6 = d(¢) temos

Pl <

'9+_1> |8‘9+1 +Cl|8‘9+1

o que implica,

A
Plas) < AJs™, onde A= 2ot en

Combinando (2.7) e (2.8) obtemos,
|F(z,s)] < §|s|2 + As|”Tt, VseReVre Q.

Portanto,

1

Blw) = 53 (Jul) ~ | Fla.upde > GMulul? = [ [Ple,wlda

2
o que implica,
1
E(w) > SMollul]? - / (Cluf? + Acful?*") da
2 o \2

logo,

1 1
E(u) > 5 Mollull* = Sellull3 = Aclullgts-

Observemos que a desigualdade de Poincaré

Mlullz < flul?,

28
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onde A\; > 0 é o primeiro auto-valor do —A sob condi¢oes de fronteira de Dirichlet,

implica que,
€

2
sl

€
lul <
e a imersao continua de Sobolev

HYQ) — LTN(Q), 1<0+1<2

implica que,

Acllullgfy < cAdlull™ = ecfjul .

Logo,
1
Bu) 2 SMollul® = 5-lll? - el
o que implica,
1
B > g (Mo ) P = el va € (@) 29

€
Podemos considerar € > 0 tal que € < A\ para que (MO — )\—) > 0.
1

Seja ||u|| = p, entao

A1) 2
isto é,
2
€ 1\ P
E(u) > ( My — — —2c.p” ) =
(u) _( 0 N Cep ) 5
Fixemos p > 0 tal que,
(MO _ L 2¢.p’ 1) >0,
A1
ou seja,
€
My — — ) > 2¢e.p° 1,
( 0 )\1) Cep
isto &,
M() €
0<plt<—— .
s 2c.  2)\c.
Logo,

1

Mo € 6-1
206 2)\1C6 .
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1

1 (M -1
Escolhendo, p = {— ( 0 ‘ )] temos,

2\ 2c.  2\ec.
2
p° My  3e
Eu>—=——-——]=
(u)_2(2 2)\1> r >0,

ou seja,

E(u) > 0= E(0) para todo u € Hy(Q) com 0 < |ul| <,

desde que r > 0 seja pequeno.

(b) Como a condigao (f3) implica a existéncia de constantes ¢,d > 0 tais que
|F(z,8)] >c|ls|*—d VereQeVeR, (2.10)

(Ver Apéndice A), tem-se

B(w) = 33 (lulP) ~ | Faude < S(1P) = [ (elul” - d)dz
o que implica,
B(u) < S Maollull* ~ cllulls + 2],
de sorte que, dado 0 # v € Hj(€2) com [[v]| = 1, e escrevendo § = c[|v||% > 0 obtemos,

Mo Mo
Blpgw) < =22 a8llell* = co ol + dI < 22208 — 5t + dI

o que implica,

E(pov) — —o0 quando py — +00.

Assim, existe p > 0 tal que E(pv) < 0. |

Teorema 2.2 Se f : Q x R — R ¢ uma funcdo de Carathéodory satisfazendo as
condicoes (f1), (f2) e (fs) e a fungao M satisfaz a condigao (M), entdo o problema
(2.3) possui uma solucao nao trivial u € H{(S2).

Demonstracao: Mostremos que o funcional E, dado em (2.5), satisfaz a condicdo
(PS).
Seja (u,) C H}(Q) tal que |E(u,)| <e¢, E'(u,)— 0.

Entao, para todo n suficientemente grande temos,

B (tn )tn| < E () [[[tn ]| < ]|
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ou seja,

1 1 1
B(uy,) — _El(un>un < |E(un)| + _|E/<un)un| < e+ —|Ju|
7 T 7
assim,
1 1~ 9 1 9 5 1
et —lunll 2 SM(||lual®) = | Flo,un)dz = = M(JualP)uall” = = | f(@, wn)undz
K Q H HJa

o que implica,

1 1~ 1 1
c+ —|lunll = =M ([|lu,||?) = =M (||u,||? unZ—/(—fx,unun—Fx,un)dx.
M!H 5 M ([lua]l”) . (e[ | i u( ) (@, un)

Note que, pela condi¢ao (f3) tem-se,

/Q (%f(m,un)un — F(a:,un)> dr = C + /un|>r (%f(%,un)un - F(%%)) de,

ou seja, todos os termos acima sao positivos.

Dai,
1 1 [lunl? 1 ) )
ct+ —uall 2 5 M(s)ds — —M(||wn|*)[Junll”.
H 0 H

Como M é continua, pelo Teorema do Valor Médio para as integrais, para cada

n € N, existe 0 < €, < [Ju,||* tal que

[l |2
]ﬁ M(s)ds = M(e,) ]

Logo,

1 1
C+EWMHZAN%NWNQ—;NHW%WNWMR

Além disso, como M é nao-crescente
M(e,) > M(HunHQ)
Portanto,

1 1 1 1 1
¢+ =lunll = S M([funl*)Junl® = =M (Junl *)al® = ( 5 = = ) M[funl*) ]l
1 2 1 2 p

1 1

Desde que p > 2, (5 — —) > 0, e usando a condigdo (M ) obtemos que (||u,]|)
o

é limitada.

Assim, a menos de subsequéncia,

lunl® — 2,
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e sendo H}(Q) reflexivo, ainda temos,
u, —u em Hg(Q).

Logo,

n LP(Q), 1<p< .
u, — u em LP() <P<§y 3

Pela continuidade da fung¢ao M, obtemos
M(Jjunll?) — M(F) em R.
Sendo VE(u) = M(||u||*)u — T'(u) onde T é um operador compacto, obtemos,
M (||un||*)tt = VE(un) + T(up) — 04 T(u) em Hj(S),

o que implica,

1 1

Up = WM(HUHF)% — M—@T(U) em Hy(9),
Logo, por unicidade, temos u,, — u em HJ(£2).
Portanto, E satisfaz a condi¢ao (PS5).
Pelo Teorema do Passo da Montanha F possui um ponto critico. |

2.3 Segundo Resultado de Existéncia

Nesta secao, vamos mostrar um resultado de existéncia de solugao nao-trivial e

nao-negativa para o problema

—M(|lul)Au = f(u) em Q,
u =0 em Of),

(2.11)

onde Q C RY (N > 1) é um dominio limitado com fronteira suave, f : R — R uma
funcdo de Carathéodory satisfazendo as condicoes (f1), (f2) e (f3), e M : RT — R é

uma func¢ao continua cumprindo,
(M) Existem mq,t; > 0 tais que M(t) > mq se 0 <t < t.

(Ms) Existem mg,ty > 0 tais que 0 < M(t) < mg se t > to.
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(M3) lim M(£?)t = +oo.

t——+o00o

(My) M é nao-crescente e M(t) > 0 para todo t > 0.

Observacao 2.1 A funcao
1

MO =G5

1
para todot >0 e < a< 3 satisfaz as hipoteses acima.

Note que, o problema considerado é uma versao particular do seguinte problema

—[M ([} )P Apu = f(z,u) em Q,
u =0 em OS2,

onde Q C RY & como antes, 1 < p < N, f é uma funcio superlinear com crescimento
subcritico e M é uma funcao que satisfaz (M;)-(My). Em Nascimento [26] foi mostrado
a existéncia de solucao nao-trivial e nao-negativa para esta versao.

Considerando o caso p = 2, Alves, Corréa e Ma [4] mostraram um resultado de
existéncia usando o teorema do Passo da Montanha, onde a nao-linearidade f possui
crescimento subcritico e superlinear. Vale ressaltar que neste artigo, pelo que parece,
foi usada pela primeira vez a abordagem variacional para essa classe de problemas
nao-locais.

Como sabemos, o fato de f ser uma fungdo de Carathéodory satisfazendo (f;)

implica que o funcional

Bw) = 33(jul) ~ | Fudo (2.12)

esta bem definido e é de classe C'(Hj(Q2),R), com
E'(u)v = M(Hu”z)/Vqudx— / fu)vdz, Vu,v € Hy(Q). (2.13)
Q Q

O resultado que segue nos ajudard a demonstrar que o funcional E satisfaz a

Geometria do Passo da Montanha.

Lema 2.2 (a) u =0 é um ponto de minimo local estrito para E;

(b) Dado 0 # v € HY(Q), existe pg > 0 tal que F(pyv) < 0.



Demonstragao: Suponhamos que 0 < |[u]| = p < t; entdo, por (M)
B(u) > %mIHqu —/QF(u)dx, Vu € HI(Q).
De (f2), dado € > 0 existe § = d(e) > 0 tal que
[f(s)| < els|, se |s| <4
De maneira analoga a secao 2.2 obtemos
|F(s)| < =[s]?, se |s]| <4

e por (f1),
F(s)| < A", se |s| > 6.

Com estas afirmacoes obtemos,
IF(s)] < §|s|2 + As, VYseReVreQ.

Portanto,

1
B(w = gmlul? - [ [F@lds, v e Hy(@),
Q

o que implica,

1
E(u) > =my]jul|® — E/ lu|?dx — Ae/ lu|"dx, VYu € HL(Q),
2 2 Jq Q

logo, usando a desigualdade de Holder,

1 €
E(u) > 5?%1||U||2 - §IIUII§ — Acljullg5]-
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Usando imersao de Sobolev e a desigualdade de Poincaré, analogamente como na se¢ao

2.2, obtemos

1
B = g (= ) Il = el

€

Podemos considerar € > 0 tal que € < \; para que (ml — —) > 0.

A1
Agora seja, ||ul| = p, temos que

isto &,
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Fixemos p > 0 tal que,

€
—— =2 ) >0
(ml )\1 Cep > )
ou seja,
€
o ) . 0 17
(m1 )\1) Cep
assim,
_ mq €
0<plt<—— :
= 2c. 2\
Logo,

my € 7-1
O<p< |— — .
P> |:266 2)\106:|

1

1 71
Escolhendo, p = {— (m1 ‘ )} temos,

2\ 2. 2)\c.
By > 2 (T 3 >0
u>—=\——-—=—1=r
=92 \2 "2y :

e dai,

E(u) > 0= E(0) para todo u € Hy(Q) com 0 < |ul| <,

desde que r > 0 seja pequeno.

(b) Como a condigao (f3) implica a existéncia de constantes ¢,d > 0 tais que
|F(s)| >c|s|* —d VzeQeVseR, (2.14)

(Ver Apéndice A), tem-se

B(w) = 33(l?) - [ Flade < 5(1ul?) - [ (el - ayt

Dessa forma, fixando uma funcao 0 # v € H}(Q2) com |[v|| = 1 temos,

|t Jull?
E(u) < —/ M(s)ds + = M (s)ds — c|lul|t, + d|€.
2 0 2 to
Usando (Ms) e fazendo u = pov, obtemos
E(pgv) < 1+ 22 211012 = ool + d|Q
(pov) < e+ == pollvll” = eppllvlll + dl€

escrevendo § = c||v[|f; > 0 tem-se

m
E(pov) < &1+ =05 — opf + dIQ]
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logo,
E(pov) — —oo0 quando py — +00.

Assim, existe p > 0 tal que E(pv) < 0. |

Teorema 2.3 Se f : R — R é uma func¢ao de Carathéodory satisfazendo as condigoes
(f1),(f2) e (f3), e a funcdo M satisfaz as condi¢oes (My) — (My), entdo o problema
(2.11) possui uma solugdo nao-trivial u € Hy ().

Demonstracao: Vamos mostrar que o funcional £ dado em (2.12) satisfaz a condigao
(PS).
Seja (u,) C Hy(Q) tal que |F(u,)| < ¢ e E'(u,) — 0. Entdo, para todo n

suficientemente grande temos,
| E (Y| < LE () [t || <[]
ou seja,
1, 1, ., 1

assim,

1 1~ 1 1
c+ —||lu,l| = =M un2—/Funda;——M Unll? un2——/funund1:
M!H 5 M ([luall) A (un) . (e[| ug( )
isto &,

e+l 2 G3l) = 231G l? = [ (5 )~ Flu) )

Note que, pela condicdo (f3) tem-se,

/Q (%f(un)un _ F(un)> dr = C + /um (%f(un)un _ F(un)> i,

ou seja, todos os termos acima sao positivos.
Dai,

1 1— 1 1 flhunl?® 1
C+;MNZ§MWMW—;MWWWWMV—§A M@%—;MW%WWMV

Como M é continua, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, para cada

n € N, existe 0 < €, < |lu,||? tal que

[l ||?
/0 M(s)ds = M(en) >
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Logo,

1 1
e+ luall 2 M (€n) Juall* ;M(HunHQ)HunHQ-

Além disso, como M é nao-crescente
M(en) = M([lun?)-

Portanto,

1 1 1 11
¢+ ~unll > 5 M(Jfunl*)Jun|l* = =M ([|un]®) un]* = (— - —) M ([[un )|l
7 2 Y 2 p

1 1
Desde que, > 2 temos (5 — —> > 0, e usando (M3) segue-se que (||u,||) é
o
limitada.

Assim, a menos de subsequéncia,

[unl* — 1,
u, = u em HNQ),

u, —u em LP(Q), 1<p< 2.
Da continuidade da funcao M,
M(JJun®) — M(2).
Sendo VE(u) = M(||u||*)u — T'(u) onde T é um operador compacto, obtemos,
M (||un||Hun = VE(u,) + T(un) — 0+ T(u) em Hy(Q),

o que implica,

1
Up = ——>r
M([lunll?)

Ml Py = 57T em HY(@)

Logo, por unicidade, temos u,, — u em HJ ().
Portanto, E satisfaz a condi¢ao (PS5).

Pelo Teorema do Passo da Montanha o funcional E possui um ponto critico. B



Capitulo 3

Problemas Singulares Via Método de
Galerkin

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solugao para alguns problemas elipti-
cos nao-locais do tipo
—M(||ul|>)Au = f(x,u) em Q,
u =0 em 0f),

(3.1)

onde Q C RN é um dominio limitado com fronteira suave. Consideraremos o caso
M-Linear com f € H (), o caso sub-linear f(u) = u®,0 < a < 1. Utilizaremos o
Método de Galerkin para resolver estes problemas. Ainda neste capitulo utilizaremos
este método para resolver um outro problema nao-local. Seguiremos aqui as idéias

contidas em Corréa-Menezes [16].

3.1 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Nesta secao, enunciaremos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e em seguida
demonstraremos um resultado que é uma variacao deste teorema.
Teorema 3.1 Seja F : Br(0) — Br(0) com Bg(0) C RY uma fung¢io continua.

Entdo, F tém um ponto firo z € Bg(0), isto €, existe z € Br(0) tal que F(z) = 2.

O leitor interessado podera consultar Almeida [1] para a demonstracao do Teo-

rema 3.1.
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Proposicao 3.1 Suponhamos que F : RN — RN ¢ uma funcio continua tal que
(F(€),€) > 0 para todo |€] = r > 0, onde (.,.) € o produto interno usual do RY e |.|

sua relativa norma. Entdo, existe zy € Br(0) tal que F(z) = 0.

Demonstragao: Vamos demonstrar este resultado por contradi¢ao. Suponhamos que

F(x) # 0, Vo € Bg(0), e defina a seguinte funcio

h: ER(O) — ER(O)
r — h(z) = —F(x).

Observe que h verifica h(Bg(0)) C Bg(0), pois

R

F@ﬁzwwwﬂmzR

~R
()]

o)l |

e com isso h(x) € Bg(0).
Além disso, como F é uma funcao continua tem-se que h é continua. Portanto,
pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, a funcio A tem um ponto fixo em By(0).

Seja xg tal ponto fixo de h, isto é, h(zg) = xo. Desta forma,

Por outro lado,

—R —R
R = Jao? = o.0) = {an, W) = (0, 0Pl ) = e Pl
| F ()] | F()]
Desde que, por hipotese (xq, F'(zg)) > 0, tem-se,
0< R? = <.T0, F($0)> <0,
| F ()]
o que é um absurdo.
Portanto, existe zo € Br(0) tal que F(z) = 0. |

3.2 O Problema M-Linear

Nesta secao, utilizaremos a Proposicao 3.1, para estudar a existéncia de solucao

no chamado problema M-Linear, dado por

—M(|[ul)Au = f em ©,
u =0 em 0,

(3.2)
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onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, f € H}(Q)e M : R — R

é uma funcao continua satisfazendo
(Mp) Existem constantes t.,mo >0 tais que M(t) >mo >0 Vt>tu.

Estamos interessados em encontrar solugoes para o problema (3.2), ou seja, fun-

¢oes u € Hy(Q) que satisfazem

M(Hu|]2)/QVuV<pdx:/Qfg0dx Vi € HL(). (3.3)

Para isso, iremos resolver o seguinte resultado,

Teorema 3.2 Suponhamos que M : R — R seja uma funcao continua que satisfaz

(My). Entdo, para cada 0 # f € H1(Q), o problema (3.2) possui uma solucao fraca.

Demonstracao: Consideremos M*T = max{M (t),0}, a parte positiva de M, e o

problema auxiliar
“MH(JulP)Au = f em
u =0 em 0f,

(3.4)

Vamos mostrar que o problema (3.4) possui solugao e tal solugao resolve o pro-
blema (3.2).

Seja ¥ = {ey, €9, ..., €m, ...} uma base ortonormal para o espago de Hilbert H}(().
Para cada m € R considere V,, = span{ey, e, ...,e,} C HI()) o espago vetorial
de dimensao finita (dim(V,,) = m) gerado por ey, es, ...,e,. Assim, cada u € V,, é

representado de maneira tinica por

m
u = Z &iei.
i=1

Notemos que (V,,, ||.||) e (R™,|.|) sdo isometricamente isomorfos por intermédio
da aplicacao

T (Vo ) — (R™, L))
u = Z&-ei — T(u) =& =(&,8,...,&n)

=1

onde |lul] = || = |T(u)| e ||.|| ¢ a norma usual do espaco Hj(Q2) e |.| é a norma
euclidiana em R".
A partir daqui, sem nenhum comentéario adicional, identificaremos u € V,,, com

& € R™ via isometria T
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Vamos mostrar que para cada m existe u,, € V,, solu¢do aproximada de (3.4)
satisfazendo

B R e
Q
onde < .,.>> ¢ o par de dualidade de H~1(Q) e H}(Q), isto ¢, f € H~'(Q) significa

f:Hé(Q) — R
o — L fio>,

pelo Teorema da Representagao de Riesz, para cada f € H () existe uma tnica

u=muy € Hj(Q) tal que
/ VuVedr =< f,p >, Vpe H&(Q)
Q

alem disso, [lusl| = [1f]l .

Consideremos, para cada m € N, a seguinte aplicacao
F.:R™ — RT™

onde
E@y:M+wm%/KMVWM—<fﬂp»@:1wwmeu:§:@@
@ i=1

m

Como {ey, ..., e, } & uma base ortonormal para o espaco V,, e u = > §e;, entdo
i=1

& = (u,e;) = /QVuVe,»dx. Assim,
Fy(§) = M*(Jlull’)&— < frei >
Com as informacoes acima, vamos calcular no R™ o produto interno
(F(£):€) = Fi(&)& + - 4 Fn(§)ém
assim,
(F(€),6) = M*(Jull)&~ < frer > & + oo+ MY (Jul*)E,~ < frem > &

o que implica,

(F(€),6) = M*(Jul®) Y laP— < £, &Ger > = M (Jul®) ul*~ < fu>.

=1 =1



72

Usando (M) e as desigualdades de Holder e Poincaré, obtemos
(F(£),€) = mollull® — [ fllzr_, ull
o que implica,
(F(),€) = mollull® = cll fllz—llull = 0, se [lu] =r, r~ +oo.

Dai, pela Proposicao 3.1, existe u,, € V,,, com |lu,,| < r, r ndo dependendo de

m, tal que F(u,,) =0, isto é, F;(u,,) = 0,7 =1,...,m, ou seja,
M (funl?) [ VonTeds = frei >, i= Lo
o que implica,
M+(||um||2)/QVumedx =< fiw> Yw€eV,. (3.5)
Observe que de (3.5) fazendo w = wu,,, obtemos,
M* () [um* =< f,1wm >< el flla-1 [luml] (3.6)

Vamos mostrar, agora, que (||u,,||?) ¢ limitado.
De fato, suponhamos por contradigao que isto nao ocorre. Logo, a menos de
subsequéncia,

||t — +oc.

Da condicao (M) e da desigualdade (3.6) teriamos,
0 < mollum* < M* ([Juml*) Jumll* < cll flla=llwmll < All|

de onde segue,

0<my < +—.
[

Para ||u;,|| — +oo terfamos 0 < my < 0 o que é uma contradigao.
Portanto, (||u,||?) é limitado.

Assim, a menos de subsequéncia,
|t ||* — to, para to > 0.
Como H}(2) ¢ um espago reflexivo, existem (u,, ) C (uy,) € u € Hi(Q) tais que
Uy,

—u em Hy(Q)

k
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o que implica,

Uy, — u em L*(9).

Da continuidade de M, tem-se
M* ([l [2) — M* (fo):
Tomemos & < m. Assim, Vi, C V,, e considere ¢ € V. Logo,
M+(||um||2)/QVungodx =< f,p> Vpel.
Fixemos k e facamos m — +o00, obtemos
M*(fo)/QVquodx =< f,p> VeV, (3.7)

Como k é arbitrario nds teremos que a tltima igualdade permanece verdadeira
para toda ¢ € H} ().

Se M*(#y) = 0 nés terfamos < f, o >=0Vp € H}(Q) e assim f =0 em H~1(Q)
o que ¢ uma contradicdo. Consequentemente, M+ (fy) > 0, e assim, M*(¢y) = M ().

Tomemos agora, w = U,,, em (3.5). Dali,
M (|| ||* =< f 2 >
e assim, fazendo m — 400 obtemos
M(to)tg =< fyu> .
Mas de (3.7) com ¢ = u, encontramos
M (fo) lul]? =< fu> .

Destas duas tltimas igualdades encontramos ||u||?> = #, 0 que mostra por (3.7)

que a fun¢do u é uma solucao fraca do problema (3.2). [

Observacao 3.1 Seque da demonstracao do Teorema 3.2 que a solucdo u obtida sa-
tisfaz M (||u]|®*) > 0 (€ claro, se tivéssemos usado outra forma de modo a obter uma

solugao de (3.2) tal propriedade nao seria verdadeira).

Observacao 3.2 Note que hd somente uma solugdo de (3.2) que satisfaz esta propri-

edade. Isto pode ser provado como seque:
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Sejam u e v solugbes de (3.2) obtidas anteriormente. Como u e v sdo solugoes

fracas de (3.2) tem-se
M(|[ul]?) /Q VuVuwds — M(HUHQ)/QWWCZ:C Vw € H\(Q),
o que implica,
| v OrPTuds = [ V1ol Veds o < 1)
Dai, M(||u]|*)u e M(||v||*)v sdo duas solugdes para o problema
—AU = fem Qe U =0 em 0.

Por unicidade de solucao tem-se M (||u||?*)u = M (||v]]*)v em Q, e assim, M (||u||*)||u|| =
M(|v]*)[Jv]l-
Suponha que a fungao H : R — R definida por H(t) = M (t*)t seja crescente

para t > 0. Obtém-se que ||u|| = ||v||. Consequentemente,
—Au = —Av em (,
u =0 em OS2,

e entao u = v em (). Dai, se H for crescente temos unicidade de solucao para o

problema (3.2).

Observagao 3.3 Se M(ty) = 0 para algum to > 0 e f = 0 em H () entdo nao

temos unicidade.

De fato, seja u # 0 uma fun¢io em C2() e seja v = \/%ﬁ Neste caso,
U

I

|v]|? = to, e assim, para cada fungdo 0 # u € CZ(Q), a fungdo v definida anteriormente

é uma solugao nao-trivial para o seguinte problema,

—M(||v||2)Av =0 em €,
v =0 em 0.

Observacao 3.4 Suponhamos que M : R — R € uma funcao continua satisfazendo
(MO) Eristem nimeros to, Mg tais que M(t) < —1g Vit > to.

Entao o problema (3.2) possui uma solugdo.
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De fato, suponhamos que 0 # f € H~ () e considere o problema

~M([[ul)Au = f emQ,
w =0 em 01,

onde M(t) = —M(t). E claro que M satisfaz (My) e o problema acima possui uma
solugao v € H}(Q) com M(HUHQ) > 0. Dai, u = —v é uma solugdo para (3.2) com

M([Ju]l?) < 0.

3.3 Um Caso Sub-linear

Nesta secao vamos focar nossa atencao no problema

—M(||Jul|))Au =u® em €,
u >0 em (3.8)
u =0 em 01,

onde 0 < a < 1, M é ndo-crescente e continua, H(t) = M (t*)t é crescente, H(R) = R
e G(t) = t(M(#?)) 7= & injetora.

Mais precisamente, temos o seguinte resultado:
Teorema 3.3 Se M satisfaz (My), M(t) < my, para algum my >0 e todot >0, e

lim M(#*)t'™* = +o0,

t——+00

entdo o problema (3.8) possui uma solugdo.

Demonstracao: Primeiramente, considere o problema auxiliar

—M([[ul*)Au = (u")* + Ap(x) em €,
U >0 em (2, (3.9)
u =0 em OS2,

onde A > 0 é um parametro, ¢ > 0 ¢ uma fungao em H{(f2), e u™ = max{u,0} ¢ a
parte positiva de wu.
Seja ¥ = {ey, €2, ..., €m, ...} uma base ortonormal para o espago de Hilbert H} ().

Para cada m € N considere V,, = span{ey, es,...,e,,} C H}(Q) o espago vetorial de
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dimensdo finita (dim(V,,) = m) gerado por {ey,es,...,e,}. Assim, cada u € V,, é

representado de maneira tinica por

m
u = Z &iei.
i=1

A partir daqui, sem nenhum comentéario adicional, identificaremos v € V,,, com
¢ € R™ via isometria T definida na segao 3.2.
Vamos mostrar que para cada m € N existe u,, € V,, solucdo aproximada de

(3.9) satisfazendo

M(||um||2)/VumVeidx - /(uz)aeidm - )\/ o(x)edr, i=1,...,m.
Q Q Q
Consideremos, para cada m € N, a seguinte aplicacao

F:R" — R™

onde

m

Fi(€) :M(||u|]2)/QVuVeid:c—/Q(uﬂo‘eidx—/\/Qqﬁ(a:)eid:c,i: Loom e u=Y &

i=1

Assim, sendo §; = (u, €;), tem-se
Fi(¢) = M(||lu|>)& — /Q(qu)ae,-dx - )\/ng(:v)eidq:, i=1,..,m.
Com as identificacoes acima, vamos calcular no R™ o produto interno
(F'(£),6) = F1(&)&1 + - + Fin(§)&m

assim,

(F6).6) = M(Ju|)& - / () erbrd — A / o(z)erérde +
ot M(Ju?)E / () emndr — A / () embnds

o que implica,
_ 2 2 +\o - N o - NS
(F©.) = MNP = [ (03 et =2 [ o) 3 et

logo,

(F(£).6) = M([[ull®)Jull* - /Q(W)“udw - A/chﬁ(ﬂc)udfv-
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Observe que,
(%) /(u*)o‘udx < /(u*)a\u]dx < / lu|**da.
0 Q Q
Usando (M), (%) e a desigualdade de Holder tem-se

(F(),€) = mollull* — lullZF = Allla]lull2

Note que, 0 < a < 1 implica que 1 < a+ 1 < 2. Dai, tem-se a imersao continua
de Sobolev
L*(Q) — L*T(Q).

Assim,

(F(€),€) = mollull* = Allulls™" = Moll2lull2.
Agora, usando a desigualdade de Poincaré obtemos,
(F(€),€) = mollull* = Cullul|**" — Cellull = 0 para [Jul| =7, r =~ +oo.

Dai, pela Proposicao 3.1, existe u,, € V,,, com |lu,,|| < r, r ndo dependendo de

m, tal que F(u,,) =0, isto é, F;(u,,) = 0 qualquer que seja i = 1,...,m, ou seja,
M (||t ||?) / Vu,Ve;dr — /(u;)o‘eidm — )\/ d(r)e;der =0, i =1,...,m,
Q Q Q
o que implica,
M(HumH2)/Vumedx — /(ujn)o‘wdx — )\/ d(x)wdr =0, Yw € V. (3.10)
Q Q Q
Assim obtemos,

Ml 12 — / (4 umd — A / () udi = 0
Q Q
o que implica,

M ([l 2 = / () i+ A / o) unde

IN

/ () [+ A / 16(2) el de
0 Q

a+1
< / | + A / 16(2) [l da

< umllaiy + Mozl

< COllum||*™ + D||un|l, C,D > 0 constantes.
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Vamos mostrar que (||u,,||?) é limitada.
Com efeito, suponhamos, por contradi¢io, que (||u,,||*) ndo seja limitada. Entao,

a menos de subsequéncia, teriamos
[t || — +-o00.
Dai, da condigao (M,), obteriamos
0 < molfum* < Cllum||* + Dljum|

o que implicaria,
C D
0<mg < — + — 0
[[eim[*= |

isto ¢, 0 < my < 0 o que é uma contradicao pois mg > 0.
Portanto, (||u,,||?) é limitado.

Sendo H}(Q) um espago reflexivo, a menos de subsequéncia, tem-se
|um||* — ¢, para t>0.

Além disso,

Uy —u em  Hy(Q)

o que implica,

Uy —u em  L*(Q)

e ainda temos,

Up —u em  LOTHQ).
Da continuidade de M, tem-se
M (lumll*) — M(E).
Tomemos k < m. Assim, V, C V,, e considere ¢ € V. Logo,
M(HumHz)/QVumV<pdq: — /Q(u;)agoda: — )\/Qgé(:c)god:c =0, Vo€V

Fixe k e seja m — +00 obtemos

M(f)/QVquodx - /Q(uJ“)O‘godx - A/ng(x)godx =0, Vypel. (3.11)
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Como k é arbitrario teremos que a ultima igualdade permanece verdadeira para
toda ¢ € H}(Q).
Fagamos w = u,, em (3.10), entao

T Y T / () i — A / o) umda = 0

e assim fazendo m — 400 obtemos

M) - /Q () udz — A /Q () udz = 0.

Desta igualdade e de (3.11) com ¢ = u, ou seja,

M(@) /Q VuVuds — /Q (wh) udz — A /Q é(x)udz = 0,

obtemos, M (1)t = M (%)||u||? o que implica, ||ul|* = {, isto &, u é uma solucdo fraca para
o problema auxiliar (3.9) na qual depende de A, ou seja, para cada A € (0,1) obtemos
uma solucao fraca uy para o problema (3.9).

Como M (||uy]]?) > 0 podemos mostrar que uy > 0 e pelo Principio do Méaximo,

uy > 0.
Dai,
—M(|lur|P)Auy = (u])*+ Ap(z) em Q,
Uy >0 em {2,
Uy = em OS2,

usando que M(t) < my ¥Vt >0, tem-se
Moo (—Aux) > M([Jur]?)(=Auy) = (uf)* + Ap(z) > uf em Q

o que implica,

—Auy, > m;olu?\‘ em (2,
Uy =0 em Of).

Por um resultado em Ambrosetti-Brézis-Cerami [5], tem-se
-1
Uy = Mo, W,

onde w; > 0 em {2 é a unica solucao do problema

—Aw; > wf em

w; =0 em 9.
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Como anteriormente, ||uy|| < r) onde 7\ é uma constante positiva que depende
de \.
Vamos considerar A € (0,1) e fazer A — 0%. Para termos a garantia que (||luy]|)

é limitada qualquer que seja A € (0, 1). Primeiramente, observemos que
Ml sl = [ ug*ido 1 [ olz)unda
Q Q
o que implica,

M(slP) sl < [ fusl*do + [ fota) sl
Q Q

Usando a imersdo continua de Sobolev L%(Q) — L*(Q), e as desigualdades de

Hoélder e Poincaré encontramos
M([laalP)lusll® < Tualleds + ll@llzllunllz < Crllual|** + Cofluall,  onde C1, C2 > 0.
Como 0 < a < 1 obtemos,
M([lualP)luall < Cullua]|* + Ce

o que implica,

U C
M(Jua)al < o C
||| |||
logo,
2 1—a C2
M([Jux||F)[Jurl "~ < C1 + o
|2 ]|

Suponhamos, por contradi¢do, que (||uy||) ndo seja limitada, entdo a menos de
subsequéncia, |luy|| — +oo.

Dai, e do fato que lt1im M (t?)t'=* = +o0 obtemos,
+oo < (4

o que ¢ um absurdo. Portanto, (|luy||) ¢ limitada VA € (0,1).

Fazendo A\ — 0 e procedendo como antes, teremos que
limuy, = u

e u é solugao de (3.9). |
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3.4 Um Resultado de Existéncia e Unicidade de So-

lucao

Nesta se¢ao, estudaremos um problema que ¢ uma generalizacao do problema es-

tudado por Chipot-Lovat [13]. Mas precisamente, esses autores, estudaram o problema

—a (/ udx) Au = f em Q,
o (3.12)
u =0 em 0,

onde Q C RY & um dominio limitado, N > 1, a : R — (0, +00) é uma dada funcio e

f e H Q). A equagio (3.12) é a versao estacionaria do problema parabélico

U —a (/ u(x,t)dx) Au = f em € x (0,7),
Q
u = 0 em 0L x (0,7,
w(z,0) = wup(z), uz,0)=u(x),

em que Q C RY & como antes, a : R — (0, +00) é uma dada funcao, f € H*(Q), T é
uma constante arbitraria. Neste problema a funcao u pode representar, por instancia, a
densidade de uma populacio (de bactérias, por exemplo) sujeita a disseminagao. Neste
caso, o coeficiente a é suposto depender da populagao total em Q. Ver Chipot-Lovat[13]
para mais detalhes.

Aqui estudaremos o seguinte problema

—a (/ \u]%lx) Au = f em Q,
Q (3.13)
u =0 em 0f),

onde £, f sdo como antes e 1 < ¢ < %, N > 3. Quando ¢ = 2 temos a equacao de

Carrier.
Teorema 3.4 Set — a(t) € decrescente e continua, para t > 0,

lim a(t?)t = +o0

t—+4o00

et — a(t9)t € injetora, para t > 0, entdo para cada 0 # f € H-1(Q) o problema (3.13)

possui uma unica solugao fraca.
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Demonstracao: Como na prova do Teorema 3.3 da secao anterior, seja
F:R* — R™

onde

FA(€) = a(llu])2) / VuVedi— < e, i=1,.,mcomu= &
Q

i=1

e a identificacdo R™ e V,,, mencionada anteriormente. Assim,

e entao

(F(£).6) = alllullDlull’~ < f,e:>.

Temos que mostrar a existéncia de 7 > 0 de modo que (F(§),&) > 0, V|¢| =r
em V,,.

Suponhamos, por contradicao, que para cada r > 0 existe u, € V,, tal que
[ur]| =7 e

<F(§7’>’§7’> < 07 f’f' — uT‘

Tomando r» = n € N noés obtemos a sequéncia (uy,), ||u,| = n, u, € V,, e
(F(un), 1n) = a([[unllf) [ unl*~ < f,un > < 0.
Assim,
a(l[unlllunll® < < frun > < flla-sllunlla < Clf -2 ]lual

o que implica,

al[unl[lunll < Cll e, Vo =1,2,.....

Pela imersao continua de Sobolev

HA(Q) = LU(Q), 1< g < 5, N >3,

N -2 -
obtém-se ||ul|, < aflul| para algum a > 0. Agora, pela monotonicidade da aplicagao a

tem-se

a([lull§) = alalu]l?)
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e assim,
a(a[[un|)[[unll < <l f]]
ou ainda,
a(B% unl)) 3% ]| < Bicll S
Em vista de,

lim a(t?)t = +o0
t——+oo

tem-se que, ||u,|| <k, Vn € N o que ¢ uma contradi¢ao pois ||u,| = n.

Assim, existe 7, > 0 tal que

(F(£),6) 20, V[¢] = 1.
Em vista da Proposi¢ao 3.1, existe u,, € V,,, com ||u,,|| < 7, tal que
Fi(uy,) =0, 1=1,2,....m,
de modo que,
a(HumHg)/QVumedm — < fws, Ywe V. (3.14)

Seja w = u,, em (3.14), encontramos
a( [l llun|* = < fotm >< Ol flla-1 [lwm|

o que implica,
a1 || < O £l -1
Logo,
a((B7 |l 57 | < Bl 1.

Como lim a(t?)t = +o0, concluimos que ||u,| < k, ¥Ym = 1,2,... para uma

t——+o0
constante k£ que nao depende de m.
Dai,
Uy — u em Hy(Q)
o que implica,
2N
N -2

Um — uem LI(Q), 1<g<

e assim,

[mllq = Ilullg:
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Tomando o limite em (3.14), n6s concluimos que u é solucao fraca para o problema

(3.13). Sendo a(t?)t injetora para t > 0, tal solugao é tunica. |



Capitulo 4

Aplicacoes do Método de Sub e

Supersolucao

Neste capitulo, estudaremos alguns Problemas Elipticos Nao-Locais utilizando
Sub e Supersolucao Via Iteracdo Monotonica. A Primeira classe de problemas que

aparece é dado por

—M(ul*)Au = f(z,u) em Q,
u >0 em (),
u =0 em OS2,

em que 2 C RN, (N > 1) é um dominio limitado suave, f : Q x R* — R* é uma
funcao de classe C! satisfazendo algumas condicoes.

Em seguida, estudamos uma classe de Sistemas Elipticos Nao-Locais dado por
—Au = fi(z,u)ol), v €Q,

—Av = foleo)|ull, @ e,

g’

u >0,v>0, x €,

u =v=0, x € 010,

onde Q ¢ RY, (N > 1), é um dominio limitado suave, p; > 0, 1 < a; < +o0 e

fi, i = 1,2 satisfazem algumas hipoteses que serao introduzidas posteriormente.



86

Por tltimo,

—a (/Q udm) Au = \f(u) em ©Q,

u =0 em OS2,
em que a : R — R é uma funcao continua satisfazendo:
Existem nimeros positivos ag < a., tais que ap < a(t) < ao, Vt € R,

A > 0 é um parametro, e existe # > 0 tal que f : [0,0] — R é uma funcio de classe

C' satisfazendo

f'0) >0,
f(t) > 0, para todos t € (0,0).

Dessa vez o problema estara associado a um teorema de ponto fixo.

4.1 Um Problema Sub-linear

Nesta segao estudaremos a seguinte classe de problemas elipticos nao-locais,

_M([u?)du = fz,u) em 9,
u >0 em €2, (4.1)
u =0 em OS2,

em que 2 C RN, (N > 1) é um dominio limitado suave, f : Q x R* — R* é uma

funcao de classe C! satisfazendo

t
lim L& S (4.2)
t—0+ t
e
TG A, (4.3)
t——+o00 t

onde \; > 0 & o primeiro autovalor de (—A, H}(2)) sob condigoes de fronteira de
Dirichlet. Estas duas tltimas condigoes nos dizem que nas proximidades de 0 o grafico
da funcdo f(x,.) encontra-se acima da reta A\i¢, enquanto que para ¢ suficientemente

grande o grafico da fungao f(z,.) esta abaixo do grafico da reta At.
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Usaremos aqui, a técnica de Sub e Supersolucao, via Iteracao Monotonica, para
mostrar a existéncia de solu¢do positiva para o problema (4.1). Estamos seguindo as
idéias desenvolvidas em Corréa [15].

Antes de iniciarmos, relembre-mos os conceitos de subsolucao e supersolucao.

Diz-se que w € C*(Q) é uma supersolucio para o problema (4.1) se

~M(J@?)AT > f(z,a) em
u =0 em Of).

Analogamente, diz-se que u € C2(€2) é uma subsoluc¢do para o problema (4.1) se

—M([[ul*)Au < f(z,u) em O,
u =0 em Of).

Consideremos, agora, as seguintes condigoes:

(mo) M : RT — R* & continua e existe mg > 0 tal que M(t) > mg > 0, para todo

t >0,
(my) M é nao-crescente em [0, +00), e defina H : RT — RT por H(t) = M(t*)t.
Com as informagoes acima tem-se o seguinte resultado:

Teorema 4.1 (Um Principio de Comparacio) Suponhamos que M satisfaca (mg) —
(m1) e H seja crescente com H(R) = R. Sejam u,w € C*(Q) fung¢des nao-negativas

verificando

(4.4)

—M([Jul)Au < =M(|lw|*)Aw em Q,
u =w=>0 em 0f).

Entao,

u < w em €.

Demonstracao: Facamos o seguinte: multipliquemos ambos os membros da desigual-

dade em (4.4) por u e depois integrando por partes, obtém-se
M(HuH?)/ ~ Auuds < M(HwH?)/ ~ Awuda
Q Q

o que implica,

M ([[ul*)lul* < M(lel2)/QVqudx.
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Agora, facamos o mesmo multiplicando ambos os membros da desigualdade em

(4.4) por w e depois integrando por partes, para obter
M(HUHz)/QVqudfC < M(J|lw|*)]Jw]*.

Assim,

|IU|| Mwl® _ / M (Jlw][*)[[w]]*
VuVwdr <
- M(Jwl?) M([[ull?)

o que implica,
M(Jlelul® _ M([wl*)w]®
M([[w][?) = M([Jul]?)

Logo,

de onde resulta que,

M([lul*)[Jull < M([Jw]*)]|w]
e desde que H(t) = M (t?)t é crescente, obtém-se
Jul < fJw].
Dai, como M é nao-crescente em [0, +00)
M ([[ull*) = M(Jlw]®). (4.5)
De (4.4) tem-se

—AM(J[ull*)u = M(|lw|*)w) <0 em Q,

u=w =0 em .

Usando o Principio do Maximo,
M(Jlull*)u = M(J|w]*)w < 0

o que implica,

M (Jlul*)u < M([Jw]|*)w

Desta tultima desigualdade e de (4.5), concluimos

u < w em €.
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Teorema 4.2 Suponhamos que M satisfaca (mg) — (m1), H seja crescente e H(R) =
R. Sejam u,w € C*(Q) fungdes satisfazendo

0<u<w em?,

u=w=0 em 09, 0
‘ —M(HUH?AU < flw,u) em Q, (4.7)
~M(Jwl?)Aw = flow) em Q.

As fungoes u e w sao, respectivamente, sub e supersolugao do problema

{—M<Hu\|2)Au(ar) = f(z,u(x)) em 9,
u(x) =0 em Of).

Além disso, suponhamos que f:Q x R — R seja crescente na varidvel t, para x € Q
fizado, isto €,
t1 >ty = f(x,t1) > f(x,t2), para todo x € ).

Entao, existe U € H}(Q) tal que

(4.8)

_M(UIP)AU = f@,U) em 9,
U =0 em 0f),

eu<U<wem .

Demonstragdo: Como u € C?(Q) tem-se que f(.,u(.)) € L*(Q). Consideremos o

problema M-linear
“M(|?)Av = f(z,0) em Q,
v =0 em 0f2.

(4.9)

Observe que, t — M ((t2)2)tz é crescente,

lim M((t2)%)t> = 400 e lim M((t2)%)t> =0,

t——+oo t—0+

entdo pelo Observagdo 1.3 segue-se que existe uma tnica solugio u; € H}(Q) do pro-

blema (4.9). Tem-se, também, que
—M(|[wi ) Aur = fla,u) > =M(||ul]*)Au, em Q

e, pelo Teorema 4.1,

u < u; em ).
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Observe que, sendo f crescente na varidvel ¢, para z € Q fixado, temos f(z,u) <
f(z,w). Logo,
~M(|Jur||*)Auy < —M(||Jw]*)Aw em Q,

e usando novamente o Principio de Comparagao (Teorema 4.1) tem-se
u; < wem §)

consequentemente,

0<u<u <wem Q.
Analogamente, obtemos v; € H}(Q) tal que

—M(|ln|*)Avy = f(z,w) em €,
vy, =0 em 0f),

ou seja

—M(|lul*)Au < f(2,u) = —M([ur|*) Aus < f(z,w) = =M ([[or]*) Avy

fla,w) = =M (o) Av < =M (||w]]*)Aw, em ©

o que implica,

0<u<u <v; <wem .

Repetindo este argumento, encontramos duas sequéncias (u,), (v,) C H () sa-

tisfazendo
O<u=1us<u <..<u, <v,<..<wv <vy=wem Q, (4.10)
—M(||un||))Au,, = f(x,Up_q) em Q,
() At = F,0 ) )
u, =0 em OS2,
e
—M(||lva|IP)Av, = f(z,vn_1) em £,
(onlA0 = e ) )

v, =0 em Of).
Mostraremos que, a sequéncia (u,,) converge para uma solucao U de (4.8). Multi-

plicando ambos os membros da equacdo (4.11) por u,, e integrando por partes, obtemos

M(Hunll2)Hunll2I/Qf(xyun—l(fv))un(fv)dﬂf-
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Dai,
M ([l unl* < 1FC tn-1()) 2]l l2
o que implica,

M ([l ) Jun]l < CIFC, )2

logo,
M(JJun | [un] < C. (4.13)

Desde que H é crescente com H(R) = R concluimos, da tltima desigualdade, que
(|lun||) € limitada. Assim, passando possivelmente para subsequéncia, existe U € H} ()
tal que

u, — U em H;(Q),

e usando a compacidade das imersoes de Sobolev, obtém-se
u, — U em LP(Q2)

para p € [1,p*),se N >3, oup € [1,400) se N = 1,2. Observando que existe k; > 0
tal que

|tnlloo < k1 Vn €N,

teremos que u, € WP(Q) com p > N, e consequentemente (u,) C CH*(2) com
| unll1.a < ko para algum ko > 0.
Portanto, usando a imersao de Schauder, conseguimos
[n* = 1T
e pela continuidade da funcao M
M(||lun]l?) — MU (4.14)
Além disso, para cada ¢ € H}(Q), temos

(un, 0) = (U, ¢) (4.15)

/Qf(.,un(.))godxﬁ/Qf(.,U)cpd:z:. (4.16)
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Assim, de (4.14) — (4.16) tem-se

M) / VUVids / P, U)pda, ¥ € HAQ)
Q Q
isto é,
“M(UIPDAU = f@,U) em 2,
U =0 em OS2,

com 0 <u<U<wem .

Do mesmo modo, encontramos V' como o limite da sequéncia (v,,) tal que

—M(|VIP)AV = f(z,V) em Q,
V =0 em 02,

com (0 <u<U<V <<wem ﬁ, e a demonstragao do teorema esta completa. [ |

Aplicacao 4.1 Faremos uma aplicacao do teorema precedente ao sequinte problema

—M(J[ul|H)Au =u* em Q,
u >0 em, (4.17)
u =0 em 0f),

em que 0 < a < 1.
Mostraremos que se M : R — R for uma func¢do continua, ndo-crescente, satis-

fazendo (my), se H: R — R for crescente, com H(R) =R e se a fungao
G(t) = [M (")) ==t

for injetiva em [0,400) o problema (4.17) possui uma unica solugado.
Vamos mostrar a existéncia e a unicidade.
Existéncia. Seja ¢y uma auto-fungdo positiva de (—A, H}(Q)), associada ao

seu primeiro autovalor Ay, ou seja,

—Apy =M1 em (),
o =0 em 052,

e tal que ||¢1]| = 1. Assim,
—M(|le¢1*)Aler) = eM(*) Mgy em Q.

Observe que €py € uma subsolu¢ao para o problema (4.17) se € > 0 for suficientemente
pequeno, ou Seja,
eM(eX)M¢1 < (e¢1)* em Q



com 0 < a<1.
De fato, observe que,

lim €~ M (&) ]l = 0

p1llse® = [ ()]~
Logo,

€M (E)M[p1(z)]' ™ < €T M(E)M gl < 1.

Assim,

M)\ o ()] < 1,
e sendo 0 < a < 1 tem-se
M()Mior(z) < e[ ()]
o que implica
M (M1 < (€61), 0 < < 1.
Portanto,
—M([legn|[*)A(edr) < (ed1)™ em Q
Seja e € C°(Q) a solugdo do problema

—Ae =1 em (),
e =0 em 0.

Note que, ve é uma supersolucao de (4.17), isto é,

—M(*[lell*)A(ve) = (ve)®,
ou equivalentemente,
M(y?[lel?) = v,
quando vy for suficientemente grande.

De fato, observe que,

lim '™ = +oo.

Yoo

Suponha que '~ > |le]|% > [e(x)]* entao,
7> [e(@)]” = v > %e(@)]* = > (ve(x))”

Logo,

—A(ye) =7 > (ye)”
o que implica,

—M(*[lel*)A(ve) > (ve)®
ou equivalentemente,
M(7?[lel|*) = 7e.

93
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Afirmacao 4.1 Para e > 0 suficientemente pequeno temos também
ep1(z) < ve(x), Vo € Q. (4.18)
Para 6 > 0 suficientemente pequeno, definamos o conjunto
Qs ={z € Q; dist(z,02) < §}.

Sendo e, 1 > 0 em Q e Q\Qs compacto, temos que existe kg > 0 tal que

ve(x)
o) 2k vae O\ Q. (4.19)

Oe o .
Por outro lado, sendo —(x) < 0 em 0S), onde v € o vetor normal unitdrio exterior

em 02, e sendo OS) compacto, entdao existe ky < 0 tal que

o _
a—i(x) < ki, Va € Q5

Além disso, como ¢1 € CL(Q) existe ko > 0 satisfazendo

'%(x)‘ < ky, Vx € Q5.
Seja A1 = iéléf % < 0 e defina
H(z) = ne1(z) — e(x), com x € Qs.
Entao,
%—}VI(J;) = n% - %(w) >nA; —k >0, Vo € Q,
desde que n > Z—ll

Fizemos x € Qs e consideremos a fun¢do
g(s) = H(z + sv), para todo s € R.

Para cada = € Q5 escolha tnico & € Q5 de modo que a reta que passa por esses dois
pontos coincida com a reta suporte do vetor normal exterior v = v(Z).

Logo, existe 5 > 0 tal que x + 5v = T € 0S).

Desde que, H(02) = 0, segue-se

g(5) =H(zx+3sv)=0.

Aplicando o Teorema do Valor Médio, existe £ € (0, 5) tal que
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ou seja,

—H(x) = %—Ij(w +£&v)5 >0 em Q.

Portanto, H(z) < 0 para todo x € Qs. De onde segue que,

noi(x) < e(z) em Vo € Q,

consequentemente
ve(x)
>yn >0 em s 4.20
ey (4:20)
Logo, de (4.19) e (4.20) obtemos
10 S s o va e
1 ()
onde k = min{kg, yn}.
Segue para 0 < € < k a validade da desigualdade (4.18). |

Assim, temos ao nosso dispor as hipdteses do Teorema 4.2 de modo que existe
uma solugao U € C*(Q) de (4.17), satisfazendo

ep1(x) < U(x) < ve(z) em 2

0 que mostra a existéncia.

Unicidade. Sejam U, e Uy solugdes de (4.17). Observe que as fungoes

U () = [M(|U,|]?)] == U, (x)

Us(x) = [M(||Us|*)] 7= U (x)
sao ambas solucoes do problema

—Av =v* em(,
v >0 em¢(,
v =0 em 09,

pois
[ VOVt = (IR [ VOVeds = (DI [ Ufds
Q Q Q
o que implica,

/V(71Vg0dx - /[[M(||U1|!2)]1—101U1]°“90dx= / Ufpdr, Yo € HY(Q).
Q Q Q
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Analogamente, obtém-se
/ VU, Vipdr = / Ugpdz, Y € HE(Q).
Q Q
Usando o resultado de unicidade mostrado em Brezis-Oswald [8], concluimos que

Uy (z) = Uy(x) para todo z € Q

MU 2] == ||| = [M(|Us|12)) 7= U

Pela hipétese de que a fun¢ao G é injetora em [0, +00) seque-se que ||Ur|| = ||Us]|,
concluido assim que, Uy(z) = Uy(x) para todo x € Q. E com isso a demonstracio da

unicidade estd completa.

Aplicacao 4.2 Uma outra aplicacao refere-se ao problema

—M(|Ju|H)Au = u*+ X em Q,
u >0 em S, (4.21)
u =0 em 052,

onde M : R — R € uma func¢ao continua satisfazendo (mg), A € um pardmetro positivo
e0 < <1< a Awversio local deste problema, isto é, quando M(t) = 1 para todo
t € R, foi abordado em Ambrosetti, Brezis e Cerami [5).

Vamos considerar o sequinte problema,

—Ae =1 em ),
e =0 em 09,

e seja e > 0, e € C*(Q) a unica solu¢io do problema anterior. Desde que 0 < <
1 < «, podemos encontrar \g > 0 tal que, para cada 0 < X\ < \g existe § = 6(N) > 0
satisfazendo

moy > M lell% + v lel|%.

De fato, a desigualdade acima € equivalente a

A — 1 a— «

1> =" ellZ, + —7* el (4.22)
mo mo

Seja F : (0,+00) — (0,4+00) uma funcgdo real dada por

A4 1 o

F(y) = 7" Yell% + —7*"lell
mo mo

Assim, desejamos que F(v) < 1. Para isso, vamos derivar a fung¢ao F e obter,

A 1
F/ — . 1 £—2 B _ 1 a—2 (o7 .
e A e Ve
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Fagamos, F'(y) = 0. Com isso,

A 1
-1 £—2 B -1 a—2 o 0
2B =0 el (o= Dy el

o que implica,

1 A
(= D 2lell® = (1 = B=2110||8
—(a = 17" 2ells = (1= By el
logo,
a (1-p 4
= = Q*ﬁ —_— . 42
1) =7 =27 (120 el (423

Ou seja, o minimo de F ocorre em (4.23), além disso,
F(y(\) — 0 quando X | 0.

Logo, existe \g > 0 tal que, para todo X\ € [0, o) temos, F(y(\)) < 1.
Acabamos de justificar (4.22).

Consequentemente, obtemos que a funcao ve satisfaz
—M(|lvel)A(ve) = yM(y?[le]|*) > ymo
o que implica,
—M([lvel*)Alve) = X7 lell% + 7 llells

de onde seque,
—M([[vel®)A(ve) > A(ve)” + (ye)®

e portanto ye € uma supersolucio de (4.21).
Por outro lado, seja ¢, uma autofuncao positiva de (—A, HL(Q)), associada ao
seu primeiro autovalor A1, e tal que |1 = 1.

Observe que,
—M([ledn[|*)A(egn) = eM(e*) Mg em Q.
Assim, para € > 0 suficientemente pequeno, temos
eM ()M () < Megr)” + (e¢1)™ em Q

pois 0 < B <1< a.

De fato, note que
lir% e INM ()| o]0 ” =
€e—

1115 > [on ()] ="

Logo,
EIMM(E)b1 ()] < PAME) ]| 7 < 1.
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Assim,
e IMM () o ()] <1,

e sendo 0 < B < 1, tem-se
eM(e)Mioi(z) < [p1(2)]”
o que implica,
eM ()M (z) < (epy())?, para 0 < B < 1.

Logo,
—M(|len||*)Aler) = eM () A1 < Aegn)”.

Como ¢1(x) >0 em Q, concluimos
—M([legn]|*) Alegr) < Med)” + (ed1)”, para 0 < B <1< a.

Portanto, epy é uma subsolu¢ao de (4.21) desde que € > 0 seja suficientemente
pequeno.

Observe que, pela Afirmacao 4.1 tem-se,
ep1(x) < ve(x), Vo € Q

desde que € > 0 seja suficientemente pequeno.
Portanto, temos as hipoteses do Teorema 4.2, de modo que existe uma solucao
U € C*(Q) de (4.21), satisfazendo

ep1(x) < U(x) < ve(x), Vo € Q.

4.2 Existéncia de Solucoes Positivas para uma Classe

de Sistemas Elipticos Nao-Locais

Nesta secao ainda utilizaremos o método de Sub e Supersolucao, via Iteragao
Monotonica para estudar a existéncia de solu¢ao positiva na seguinte classe de sistemas
elipticos nao-locais,

—Au = filz,u)|vlley, e,

aq?

—Av = fo(z,v)||u|P2, x e,

u >0,v>0, x €,
u =v=0, x € 01,
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onde @ C RY, (N > 1), é um dominio limitado e suave, p; > 0, 1 < o; < 400 e
fi, 1 =1, 2 satisfazem algumas hipoteses que serao introduzidas posteriormente.

Este sistema ¢ a versao estacionaria do seguinte sistema parabolico nao-local

—Au = fi(z,u)|v||%, reQt>0,
—Av = , eQt>0,
v = i@ o)l : .
A00) =0, ) = )y 7D,
u(z,t) =0,v(z,t) =0, x € 0t > 0.

\

Quando as fungdes f1, fo forem constantes positivas, o sistema (4.25) foi discutido
por Deng, Li e Xie [28].
Seguiremos as idéias desenvolvidas em Chen-Gao [11].

Vejamos a defini¢ao de solugao fraca para o sistema (4.24),

Definicao 4.1 Dizemos que uma fungio (u,v) € H}(Q) x H}(Q) é uma solugao fraca
de (4.24), se satisfizer

| vt = it [ e wgds
Q

/VUVgodx = ||u||B? /fg x,v)pdr
para todo p € H(Q).
A seguir, enunciaremos a definicao de subsolucdo e supersolucao para o sistema
(4.24).
Defini¢ao 4.2 Uma funcio (u,v) € Hy(Q)NL>®(Q) x HY(Q)NL>®(Q) é chamada uma
supersolugao fraca para (4.24) se
/VﬂVgpdz > |72y / fi(z,w)pdr, VYo € HY(Q), ¢ >0 qt.p. em Q,
Q Q
(4.26)
/Wwda: > ||ﬂ||g22/f2(a:,v)¢dx, Vi € HE(Q), & >0 g.t.p. em Q.
Q Q
Analogamente, (u,v) € H3(Q) N L®(Q) x HY(Q) N L®(Q) é chamada uma sub-
solugao fraca para (4.24) se
[ vuvede <ol [ At wods, Vo€ HY@), ¢ >0 gt em o
Q Q
(4.27)
[ vevids <l [ R vds, e H@), 00 gtp en o
9) Q
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Veremos, agora, o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Suponhamos que fi(x,u), f2(z,v) € C(QxR) sdo nio-decrescentes, po-
sitivas e Lipschitz continua em u e v respectivamente. Suponhamos também, que exista
uma supersolugao fraca (u(x),v(x)) e uma subsolu¢ao fraca (u(zx),v(x)) do sistema
(4.24), satisfazendo

(u(z),v(z)) >0, (u(z),v(x)) <0 em I no sentido do trago,

(4.28)
(u(z),v(z)) < (u(z),v(z)) q.t.p. em .
Entao existe uma solugao (u,v) de (4.24), tal que
(u(z),v(x)) < (u(x),v(z)) < (U(z),0(x)), ¢tp. em Q. (4.29)

Além disso, se (u(x),v(z)) >0 em €, a solugcdo do sistema (4.24) € positiva.

Demonstracao: Escrevendo (ug,v9) = (u,v), podemos construir uma sequéncia

{(ug,vp)} C H () x H}(Q) a partir do seguinte processo iterativo

/VukV<pdx = ||Uk1\|§11/f1(55,uk1)80d557 Vo € Hy(Q),
Q Q

(4.30)
/ VoVidr = [lug |2 / folr,vx 1 )d, Vi € HI(Q).
Q Q
Afirmamos que,
(o, v0) = (w,v) < (ug,v1) < .o < (U, vy) < (u,0). (4.31)
Para demonstrar (4.31), fagamos primeiro, k£ = 1 em (4.30).
Assim,
[ vuveds <l [ fiew)eds, Vo€ HY®).
Q Q
(4.32)

/ Vo Vedr < [ullZ / fol, vo) bz, Vi € HY(Q).
Q Q
Subtraindo (4.32) de (4.27) encontramos,
/VuOVgodx—/VuIVgpdxg Hvoﬂgll/fl(a:,ug)godx— Hvngll/fl(:c,uo)(pdx
Q Q Q Q

isto é,

/ V(ug — uy)Vdz < 0.
0
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Analogamente encontramos,
/QV(UO —v1)Vibdx < 0.
Definindo ¢ = (ug — u1)™ e ¥» = (vg — v1)™, obtemos

/ V(ug — u1)V(ug —uy)Tde < 0,
Q

/ V(vg —v1)V(vg —v1)tde < 0.
Q
Destas duas tltimas desigualdades tem-se,
/ V((up —ur)* = (ug — u1) ")V (ug — ug)tdx <0
Q

o que implica,

/ V(o — uy) "V (ug — uy) Tdx — / V(uo —u1)"V(ug — uy)Tdr <0.
Q Q

Dali,
/ IV (ug — uy)*2dz < 0
Q
ou seja,
/ IV (ug — up) T Pde =0
Q
logo,

(ug —up)™ =0.

Portanto, uy < uy. De modo analogo, encontramos vy < vy.

Com o estudo feito, podemos concluir que,
(uo,v0) < (ug,v1) q.t.p. em .
Suponhamos a veracidade de,
(up—1,v6-1) < (ug, vg) q.t.p. em Q, para algum k. (4.33)
De (4.30) obtemos,

/VUkHVSDdfC = ||vk|]§11/f1(m,uk)<pdx, VQOEH&(Q)’
Q Q
(4.34)
/ Vo Vibde = [lug / fol, v bde, Vo € HY(Q).
Q Q
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Definindo ¢ = (ur—ug+1)" e ) = (vp—vg41) ™, e procedendo como anteriormente,

obtemos

/V(Uk—uk+1)+v(uk—uk+1)+d$:/[fl(xauk1)”7%1\ﬁﬁ—fl(xvuk)Hvk\Zﬁ](uk—uk+1)+d$
Q Q

e
/ V (00—t41) "V (v —vpss) P = / s o) 22 — o, o) g 2] (0 )
Q Q

Assim, de (4.33) e como f1, fo s@o positivas, nao-decrescentes, concluimos que

/ V(up — tpg1) " V(up — upyr)Tdo <0
Q

e
/QV(vk — V1) TV (v — o) Tdz <0.
Portanto, como anteriormente, obtemos
(g, V) < (Ukg1, Ukg1) Q.t.p. em €.
Por fim, subtraindo (4.34) de (4.26) vamos encontrar
| V@ wi) Vo > [l [ e mgds = ol [ e wgds
e

[ 9@ vV = [z, [ e opide — gy [ faleogods
Q Q Q
para todos ¢, € HJ ().

Dai, definindo ¢ = (upy1 — )" e ¥ = (vp41 — ), encontramos

/Q V(s — W)V (s — W) e < / )0l — £ () B2 (g — ) dz

e

[ ¥ =0V =7 < [ oo el — oo @) s — 7)o
Q Q
Como (uy,vx) < (u,v) e fi, fo s@o positivas e nao-decrescentes, obtemos

/ V<Uk+1 — ﬂ)V(U/k+1 - E)+dx S 0
Q

/ V(vks1 — 7)Y (0per — 7) da < 0,
Q
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temos,

(Ukt1, V1) < (W, D) q.t.p. em .

Além disso, para k = 0 também ¢ valido por (4.29). Portanto (4.31) & valido.
Vamos mostrar que (||u,||) ¢ limitada. Para isso, observe que w,v € HJ(2) x
L>(Q) entdo

Jun ()] < ()] < [|7l]o

Jun(2)| < [u(2)] < [[ullo,

o que implica que, (un,v,) € L*(Q) qualquer que seja 1 < a < +oc.

Como as funcoes f1, fo sao nao-decrescentes, tem-se

fl(m7un) < fl(xaﬂ) < fl(x7 HﬂHOO)

fa(w,vn) < fo(,0) < folw, [[0]loo)-

Fazendo ¢ = u,, em (4.30) encontramos

|2 = / Vit Vinde = a2 / Fu(@ 1 .
Q Q

Logo, com as informagoes acima e esta tultima igualdade, obtemos,

1 < ||5||€é/ﬂf1(x, [lloo) ljocdz = C, ¥Wn € N.

Portanto, (||u,||) é limitada. De maneira analoga, encontramos que, (||v,||) tam-
bém ¢é limitada.
Com o estudo feito e do fato de H}(Q2) ser um espaco reflexivo, a menos de

subsequéncia, existe u € H} () tal que,
u, — u em Hj(Q),

U, — uwem L?(Q), 1 <ay <aj
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Analogamente, encontramos a menos de subsequéncia,
v, — v em Hy (),

v, —vem LQ), 1 <oy <o

e7
Un(z) — v(x) q.t.p. em Q.
Vamos mostrar que,
u, — uem Hy(Q),
e
v, — v em Hg(Q).
Para isso, observe que
[ fi(z, un)| < fr(z, [[]lo)
e

[ fa(z, vn)| < a2, [[0]])

pela continuidade de fi, fo em u, v respectivamente, tem-se

fi(z,un(z)) — fi(z,u(x)) q.t.p. em Q

fo(x,v,(2)) — fo(z,v(z)) q.t.p. em €.

Com isso, notemos que estamos nas hipoteses do Teorema da Convergéncia Do-

minada de Lebesgue, o que implica

/Qfl(:c7un(w))dw—>/Qfl(x,u(m))da:

/Qfg(:z:,vn(x))dx%/Qfg(ac,v(x))dx.

Logo, tem-se que,

|tr, — u||* = /QV(un —u)V(u, —u)dr = /QVunV(un —u)dr — /Q VuV (u, —u)dz
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isto é,
it =l = w1125 [ ot = e = 012, [ ), = )
Dai, passando ao limite, quando n — +o00 obtemos
ln — ul|* = 0 = |lu, —ul| — 0.

Logo, u, — u em HJ ().
De modo analogo, obtemos v, — v em H}(Q).

Portanto, (u,v) € H}(Q) x H} () é uma solugdo fraca para o sistema (4.24). B

Teorema 4.4 Suponhamos que f1, fo satisfazem as hipoteses do Teorema 4.3, e que
0<my < fi(z,u) < My, 0 <mg < fo(z,v) < My em Q xR e pips < 1. Entdo, eriste

uma solug¢ao positiva para o sistema (4.24).

Demonstragao: Seja (w;,ws) a unica solugdo para o problema

—Aw; =my em (2,
—Awy = my em (2,
w; =wy =0 em 0f,
tais que
w27 lwllz, < flwa & w1557
Sejam
= (o 237 azl}23) =77 wy
e

= (Jlwa27 o [22) =757 a0,

Vamos mostrar que, (u,v) é uma subsolugdo positiva para o sistema (4.24).

De fato,

1
| uvieds = (el = [ Vuneds
N / mapds

1
< (ffwn 227w 22) 557 / f1 () ol
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1
A partir daqui, vamos apenas desenvolver o seguinte termo, (||w[|52P? ||lws B2 ) T-rir2) .

Observe que,

1 1
(Jwn[[P* lwa ez ) T2 = ([l |[27* [[wa [ [[wr 123 wn] o [wa[[0F? lwe [l o #2) Teree)

1
pip2 p2 (I—p1p2)
= <(||w2||gllp2||w1||g22) (HZ;”:) <”ZTHZ§> ) o

1
(lwilled lwzllag)P2 ] T=p1p2)
= (lwallz o [z ) [ DL aea™ [ O

IA

(sl sz a2
Logo,

| Vs < (ruallzr ) sl [ it weds,
o que implica,

/ VuVidzs < [ulf?: / £ (2 u)pda
Q 0

De maneira analogo, obtemos

[ eveds < ulz; [ fate vy,
Q Q

Portanto, (u,v) é uma subsolugdo para o sistema (4.24).

Agora, considere (W, W3) a solucao positiva do problema
—AW1 = M1 em Q,

—AWQ = M2 em Q,
W1 :W2:O emaQ,

e sejam
= (WAl IWallzz) 5 W
e
T = (IWallgr Wi ) o=vie) W,
satisfazendo

IWAlIEP= WIS = (W& (WA IR

De forma similar, mostra-se que (u,v) definidos acima, é uma supersolu¢io para

o sistema (4.24).
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Como m; < M;, temos w; < W;, i = 1,2. Sendo 0 < p1ps < 1, podemos concluir

(u,v) < (@, v). Isso prova o teorema. |

Agora, estudemos o caso espacial oy = p; = 1, ¢ = 1,2. Com isso, tem-se o

seguinte sistema,

[ _Au Zfl(x,u)/\v]dx, em (2,
0

(4.35)
—Av Zfz(x,v)/|u|dx, em (2,
Q

u =v=0 em Of).

\

Denotando por ¢g(x) a tnica solu¢do positiva do problema eliptico linear

—Ago(z) =1 em
wo(r) =0 em 09,

tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 4.1 Assumindo que fi e fo cumprem as hipdteses do Teorema 4.3, e sa-
tisfazem 0 < f; < M;, i = 1,2 em Q x R. Entdo, a solu¢do nao-negativa de (4.35)

existe se )

MMy

p* <

Demonstracao: Aplicando a desigualdade acima, vé-se que existem constantes posi-

tivas suficientemente grandes K; e K, tais que

K 1
Mp < 1< .
K, Myp

Sejam W(z) = Kipo(z) e S(x) = Kepo(z), entdo (W,S) é uma supersolugao
para (4.35).

De fato, observe que

/VWV(pdx = Kl/ngJOVgod:c
Q Q
> Mlng/VQOOVgod:c
Q

= MI)OK2/90dx7
Q
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o que implica,
/VWVc,odx > ng/fl(x,W)godx
Q Q

= LS(m)d$/§2f1($7W)¢dx

_ /Q|S|dq:/9f1(:zc,W)godx.

Portanto,

/VWV(,pd:U > / ]S|dx/f1(x, W)pdz, x € Q.
Q Q 0

Analogamente, encontramos,

/stwdx 2/Q|W\dx/ﬂf2(x, S)pdz, x € Q.

Portanto, (W, .S) é uma supersolucao para (4.35). Além disso, (0,0) é uma sub-
solugdo para (4.35), o que mostra a existéncia de uma solugdo ndo-negativa para (4.35)

via Teorema 4.3. [ |

Proposicao 4.2 Assumindo que, 0 < m; < fi < M; (i = 1,2) em Q x R e que p

satisfaz
1 , 1

>
Mo, ou p

Entao o sistema (4.35) possui apenas a solu¢ao trivial.

P’ < : (4.36)
mime

Demonstragao: Suponha que (u,v) é uma solugao nao-trivial para (4.35). Multipli-

cando (4.35) por g, encontramos

—Aupg = fl(x,u)wo/ lv|dz,
Q

—Avypy = fg(x,v)gpg/ lu|dx,
Q

agora integrando por partes em {2 cada uma das igualdades acima, obtemos

/Vqupodw:/ |U|dx/f1(:):,u)g00d$
0 0 Q

/Vqupodx:/ |u\dx/f2(x,v)g00dx
Q Q Q
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o que implica,

/wmzwm/ﬁmm%m
Q Q

e
R Ty e
Q Q
Como 0 <m; < fi < M;, (i=1,2), e ¢y é¢ uma fungio positiva, tem-se
mipllell < ol [ fitewpoods = [ ude < [ fude = full < Miplol,
Q Q Q
e

mapllull < ull | folo,0)gods = [ vdo < [ Jolde = ol < Maplull.
Q Q Q
Assim, multiplicando membro a membro, essas duas desigualdades, encontramos

mamap?|[vlli[[ully < ol lully < MiMop?|[ofli|lull,

o que implica,

mimap® < 1 < My Myp?

o que é um absurdo, por (4.36). [ |

4.3 Existéncia de Solucao Via Teorema do Ponto Fixo
de Schauder

Nesta segao, consideraremos o seguinte problema nao-local,

—a (/Q udm) Au = Af(u) em €, (4.37)
u =0 em OS2,

em que a : R — R é uma funcao continua satisfazendo:
Existem niameros positivos ag < a, tais que ag < a(t) < g, VE € R, (4.38)

A > 0 é um parametro, e existe # > 0 tal que f : [0,0] — R é uma funcao de classe

C' satisfazendo
f(0) = f(0)=0, (4.39)
) >0 (4.40)
f(t) > 0, para todos t € (0,0). (4.41)
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Dessa vez o problema estara associado a um teorema de ponto fixo. Seguiremos
aqui, as idéias desenvolvidas por Chipot-Corréa [12].
Designaremos por A; o primeiro autovalor de (—A, Hg(€2)), o qual satisfaz

2dx

v
M= inf S (4.42)
0AvEHE(Q) / 2
Q
Teorema 4.5 Sob as hipdteses (4.39), (4.40), (4.41), (4.42) e se

Moo
()’

Entao, existe uma solucdo nao-trivial u do problema (4.37) tal que 0 < u(z) < 6

A > (4.43)

para todo x € €.

Demonstragao: Designemos por ¢; a primeira autofuncao normalizada para o pro-

blema de Dirichlet, isto é,

—A¢py =XM1 em

. § (4.44)
¢1 € Hy(S2), ¢1>0, o7 =1
Q
Vamos dividir esta demonstracao em seis passos.
1° Passo. Escolheremos ty > 0 tal que u = ty¢, satisfaz
A
Ay < MW (4.45)

De fato, em virtude de (4.44), tem-se

para toda w € L*(Q).

—A(togbl) = /\1t0¢1 em ()

o que implica,

—AQ = )\1150@51 em ().

Desde que ¢; € C°(Q), ¢1 > 0 em €2, encontramos ¢, > 0 suficientemente pe-
queno, tal que 0 < topi(x) < 6 para todo x € Q. Assim, para toda w € L'(Q),

teremos

M (tog1) < A (u)

(oc _a(/ﬂwdx)




lembrando que vale (4.38).

Alaoo
A

escolher ¢y > 0 suficientemente pequeno, de modo que

fltodn) = (0) _ fltosr) . Moo

Observemos que f'(0) >

topr —0  topr A
Consequentemente,
Miody < A (tog1) < A (u) em Q,
(oo a (/ wdm)
Q
o que implica,
Altotn) < — AW e,

—a </Q wd:c) Au < Af(w) em Q.

De agora em diante, fixemos to > 0 tal que(4.45) seja satisfeita.

logo,

Consideremos o seguinte subconjunto fechado e convexo de L?():

K ={veL*Q);tipr <v<60qtp. em Q}.
2° Passo. Existe u > 0 tal que
g(t) = Mf(t) + ut

¢ ndo-decrescente em (0, 6).

De fato, basta observar que

gt)=Af'(t) +p> A(iglef) f4u=>0

111

e f(0) = 0. Dai, sendo f € C*(Q), podemos

(4.46)

(4.47)

o que é possivel, pois f € C1([0, ]), bastando para isso tomarmos p > 0 suficientemente

grande.
Admitamos, no que se segue, que (4.47) seja satisfeita.

Para cada w € K consideremos

u="Tw

(4.48)



112
a solucao do problema

Aug W) g,

(o) o (o) o

u =0 em Of).

Observe que w € K implica que w € LP(Q) Vp > 1, e todos os termos em (4.49)
fazem sentido. Logo, pontos fixos de T sdo solucoes de (4.37).
3° Passo. u=Tw € K.

Devido a monotonicidade de g, temos para x € €2,

NV U | C) NS | Ny VS
173 £ MY R
A g )

(o) o) () )

Desde que, u < u < 6 em 052, pelo Principio do Maximo u < u < 6 em (, isto &,
ue K.

4° Passo. Existe uma constante C' > 0, independente de w tal que
[[Vul|], < C (4.50)

isto é, u ¢ limitada em H}(Q) independente de w. Aqui, HH2 designa a norma usual
em L*(Q) e |.| ¢ a norma euclidiana em RY,

De fato, da formulacao fraca de (4.49) tem-se

/Q|VU2CZIE+W/QUQ®:/Q%UCZ$. (4.51)

Seja M = sup|g|.
(0,0)
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De (4.51), obtemos

/Q|Vu|2dx L%udz—m/gu%x

W [ /Q g(w)udz — /Q udx}

1
< g(w)udx
o Jo
M
< — [ udx.

Qo Ja
Usando a desigualdade de Holder nesta dltima integral, encontramos,

1 1 1
M 1 2 M Q|2 2
/ |VulPde < — -|Q|z - (/ u2d3:> < —- LUES (/ ]Vu]Qd:E)
Q ao 0 ap VA Q

et (4.52)

5° Passo. A aplicacdao T : K — K é continua

M Q|
[Ivulll,, < 2. 20

Observemos que K esta equipado com a norma induzida de L*(€2).

Seja (w,) uma sequéncia tal que

w, — w em L*(Q), w,,w € K.

Mostraremos que,

u, = Tw, — Tw =u em L*(1).
De (4.49), obtemos

CA® =) + — Py _gw) g(w)
) ) () ()
N S ClulC) I | L ! |
. o(fow) 7 Le(foe) o (L),
n g(w) g9(wd)
(o) ()
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A menos de subsequéncia, temos
wy(z) — w(z) q.t.p. em €.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lembesgue, desde que w,,w € K,
segue-se

w, — w em LP(Q), Vp > 1. (4.53)

O lado direito A, de (*) satisfaz

1 1 gw) — g(w,)

() o (fri) | (o (i) o[
o [wats) o [wic).

Agora, novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-

|Au‘ < b

se que

A, — 0 em L*(Q).

De (%), tem-se que,

u, — u em Hy(Q),

mostrando assim, a continuidade de T.

6° Passo. Conclusao.

Devido a compacidade da imersao H}(Q) < L?(Q), T : K — K ¢ uma aplicacao
compacta. Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder [18], T': K — K possui
um ponto fixo em K.

Isto completa a demonstracao do teorema. [ |

Observacao 4.1 Se h € uma funcao satisfazendo (4.39) — (4.41), entdo existe uma

solucao nao-trivial para

h(w)
o a (/Q ud:t) | (4.54)
u € Hy(9),

desde que h'(0) > \as. (Basta fazer h = \f).
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Exemplo 3 Consideremos 0 < 0 < 0 e f : [0/,0] — R uma funcio de classe C*

satisfazendo
(i) f(0') = f(0) = () = 0,
(i) f'(0) >0,
(i) f(t) <0 Vte (0,0)ef(t)>0 Vie(0,0).
Nas condicoes acima, tem-se o sequinte resultado

Teorema 4.6 Assumindo (4.38), (i), (i), (iii) e
)\1&00
f1(0)°

o problema (4.37) possui duas solugoes nao-triviais.

A >

Demonstragao: Sabemos que existe uma solugao nao-trivial entre 0 e 6 pelo Teorema

4.5. Agora, se U € uma solugao de

N f(—
. fou)
a </(—u)dm)
Q
u € Hy(Q),
entre 0 e —0'" entao, claramente w = —u € uma solugdo nao-trivial de (4.37) entre 0’ e

0. Isso completa a demonstracao do teorema. |



Apéndice A

Uma Consequéncia da Condicao
Ambrosetti-Rabinowitz

Teorema A.1 Suponhamos que, existem p > 2 er > 0 tais que

0 < pF(x,s)<sf(x,s), V|s|>r
onde

Fla,s) = /0 fla 6

e f: QxR — R € uma funcao continua.

Entao, existem constantes c,d > 0 tais que

|F(z,8)| >c|s|* —d, VseReVxe.

Demonstragao: Com efeito, da hipotese temos,

Hg f(a:,s)’ Vs >r>0.
s =~ F(z,s)

" fla,s)
/r F(x,s)ds vVt >,

Logo,

1\“
w =
Q
V2)
IN

t t

= pulns| <InF(x,s)

vVt >,

T

T

= pu(lnt—Inr) <InF(z,t) —InF(x,r)

o
= In ! <In Fla.?) vt >,
r F(z,r)

vVt >,

de
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I
= F(z,t) > F(z,r) (1) th vt >r>0.
r

Como F' é continua, tem-se
(1) F(z,t) > kJt|* Vs >r>0.

Agora, seja s < —r < 0. Pela hipotese tem-se

(%) <2

Facamos u > r >0 e —u = s. Assim,

f([E, 3) = f(l’, _u) = g(x,u),
F(z,s) = F(x,—u) = G(z,u),

implica que,

, _d _d _d du
f(l’,S) =F (I,S) - dSF(x’ 8) _ dSG(x’u) _ duG<x7u) ds
logo,
f(iL’,S) = —G/<£L‘,u)
ou ainda

Por (%) segue que,

logo,

t t
/Hdug/Mdu Vi>r >0,
L u™ =) Gl

De forma anéloga ao caso anterior, encontramos,

t\"  G(z,t)
- < >
<r> < G(:z:,r)du Vi>r >0,

o que implica,

Gz, t) > kot", VYt >1r >0,

ou ainda,

G(z,u) > kout, Yu>r >0,



(17) F(z,s) > ko(—9s)", Vs < —r<0.
Tomemos k = min{k, ko }, entdo de (i),e (ii) tem-se

F(xz,s) > k|s|t, V|s| >
Por outro lado, sendo F' uma aplicacao continua, tem-se que

F

Qx[—7r,r]

é limitado inferiormente.

Logo, existe d > 0 tal que

—d
— < i[nf ]F(az,s) < F(x,s), V|s|<r.
Qx[—r,r

Tomando k3 > 0 tal que,

obtemos,

F($,3)2_7d:g—d2k3|s|“—d.

Seja ¢ = min{k, k3} entdo

F(z,s) > k|s|* > kls|* —d>c|s|* —d, se |s|>7r

e
F(x,s) > ks|s|* —d >c|s|' —d, se |[s|<r.
Logo,
F(z,s) >c|s|* —d, VseReVze.
Portanto,

|F(z,8)| >c|s|* —d, VseReVreQ,

onde ¢, d > 0.
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Apéndice B
Um Operador Compacto

Neste apéndice vamos mostrar que o operador T : HJ(2) — HJ(2), o qual foi
considerado no decorrer do Capitulo 1 e no Capitulo 2, é compacto.

Vamos denotar por VE : H} () — H(Q) o gradiente de F, o qual ¢ definido
através do Teorema da Representagio de Riesz, isto ¢, VE(u) € H}(Q) é o tnico vetor

tal que
E'(u)v = (VE(u),v), v¢& Hj(Q),

onde (.,.) é o produto interno do espago H}(Q).
Vamos considerar aqui, E : H} () — R, definido por,

E(u) = %]\//7 (/Q |Vu|2dac> —(u), Yue HH(Q)

onde

t s
w(u):/F(x,u)dx, M(t):/ M(r)dr e F(x,s):/ f(a,7)dr
Q 0 0
Além disso, f é uma funcao de Carathéodory satisfazendo
(f1) Existem constantes

I 0§9<% se N > 3,
c,d > e
0<f<+00 se N=1,2

tais que | f(z,s)| < c|s|’ +d.
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E note que sua derivada é dada por,

E'(u)v=M (/Q]Vu] dw) /QVqudx—/Qf(x,u)vdx Vu,v € Hy(Q).
Dai,
B (u)o = M(|[ul]?) / Vquda:—/ Fawydz = M([ul]?)(w,0)— (@), Yu,v € Q).
Q Q

Por outro lado, usando novamente o Teorema da Representagao de Riesz, agora
para ¢'(u), tem-se

V(v = (V(u),v), Vv € Hy(Q).
Logo,
E'(uw)v = M([[ul]*){u,v) = (Vi (u),v) = (M([Jul*)u — Vi(u),v), Vv € Hy(Q).

Consequentemente,

VE(u) = M(|[ul*)u — Vi (u).
Considerando, T'(u) = Vi (u) obtemos,
VE(u) = M([[u]*)u = T(u).

Proposi¢ao B.1 O operador T : H}(2) — H}(Q) é um operador compacto.

Demonstracgdo: Considere (u,) C H}(Q) uma sequéncia limitada. Como Hj(Q2) um

espago reflexivo tem-se que, a menos de subsequéncia, existe u € H}(Q) tal que,
u, =~ u em H(Q).
Agora, pela imersao compacta
Hy(Q) — L (Q), V1<p <25,

tem-se
U, —u em LPY(Q).
Também tem-se que,

b1 <]ﬂ
pl_l_ 9

r = = 0§97“1<p1,
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logo,
[z, w)[™ < 27 (e ful™ + d™)
assim,
|f(z,u)|™ < eoul’™ + dy < +00.
Entao pelas imersoes continuas de Sobolev
Hy(Q) — L7(Q) — L™(Q),
tem-se

fer(Q).

1 1
Como — 4+ — =1, pela desigualdade de Holder segue-se
DN

/Q|f(l’7u +th) = fz,u)||hlde < [|f(z,u+th) — f(z,u)l ||l
Assim, para h € Hj(2) tem-se,
h— 0em Hj(Q) = h—0em LP'()

o que implica,

u+th —u em LP(Q), Vitel01].

Como p; > 60, pelo resultado de Vainberg,

fl,u+th) — f(,u) em L (Q) Vtelo1].

41 D1
< — segue-se que
pr—1 0

E, uma vez que, | =

flou+th) — f(,u) em L™(Q) Vtelo,1].



Dai,

1T (un) = T(u)l] = 19 (un) = 9" ()|

Assim,

VAN

IN

IN

IA

sup |(¢'(un) = ¢'(u))h|

hl<1

sup
Irl<1

/Q(f(:v, up) — f(z,u))hdx

sup / (@, un) — f(,w)|[Blda

[hll<1

sup [|f(z, un) = f (2, u)llr [[2]lp,
IhlI<1

sup (c|[f (@, un) = f(x, w)ll, [|2])

Al<1

C||f(x,un)—f(x,u)||,,1 Vn > 1.

u, —u em Hy(Q) = u, —u em LP ().

Entao, pelo resultado de Vainberg,

Flun) — f(,u) emL's (),

o que implica,

fCoun) = f(u)

Logo, T'(u,) — T(u) em H™'.

Portanto, 7" é um operador compacto.

emL"™(Q)
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Apéndice C

Alguns Resultados Utilizados

Neste apéndice enunciaremos algumas defini¢oes e alguns teoremas utilizados no

decorrer desta dissertacao.

Teorema C.1 (Ver [23]) Uma familia C = (C))aer de subconjuntos de um espago
métrico M chama-se localmente finita quando todo ponto x € M possui uma vizinhanga
que intercepta apenas um niumero finito de conjuntos Cy.

Em termos mais explicitos: C € localmente finita se, e somente se, para cada
x € M existem indices \i, ..., \, € L e uma vizinhanca V > x tais que VN Cy\ # ) =
A€ {)\, .\

Teorema C.2 (Ver [23]) Um espago métrico M chama-se paracompacto quando toda

cobertura aberta de M pode ser retificada por uma cobertura aberta localmente finita.

Teorema C.3 (Ver [23]) Seja M um espa¢o métrico. Uma parti¢io de unidade em

M ¢ uma familia (px)aer de fungoes continuas py : M — R tais que:
(i) Para todo v € M e todo \ € I, tem-se py(x) > 0;
(i) A familia C = (sup(pa))rer € localmente finita em M;

(11i) Para todo © € M tem-se Y o\(z) = 1.
Ael

Teorema C.4 (Ver [7]) Seja H um espaco de Hilbert. Chamamos de Base Hilbertiana
(ou, simplesmente, se nao houver confusio, base), uma sequéncia (e,,) de elementos de
H tal que

(i) len| =1 Vn, (em,en) =0 V¥Ym,n, m #n,
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(ii) O espago vetorial gerado por (e,) € denso em H.

Teorema C.5 (Ver [7]) Todo espaco de Hilbert H separdvel, admite uma base Hilber-

tiana.
Teorema C.6 (Ver [23]) Todo espago métrico M separdvel, é paracompacto.

Teorema C.7 (Teorema de Kakutani) (Ver [7]) Seja X um espago de Banach. Entao

X € um espaco reflexivo se, e somente se,
Bx ={z e X;|lz| <1}
¢ compacta na topologia fraca.

Teorema C.8 (Teorema de Milman-Pettis) (Ver [7]) Todo espago de Banach unifor-

memente convezo € reflexivo.
Teorema C.9 (Ver [7]) Seja {f,} C X'. FEntao,
(i) fo—fem X = f,— femn X'
(i) fo—fem X = f, > fem X'
(iii) f, = f em X', entdo ||f.|| € limitada e || f|| < h,?li;lf | fall-
(iv) fo—f ex, — x, entio fo(x) — f(x) em R.

Definigao C.1 (Ver [19]) Seja Q C RN, N > 1. Diz-se que f: Q x R — R ¢ uma

funcdo de Carathéodory se:
(a) f(.,s) é mensurdvel em ), qualquer que seja s € R fizado;

(b) f(z,.) € continua em R, ¢.t.p. em S.

Teorema C.10 (Teorema de Vainberg)(Ver [19]) Suponha que existam constantes ¢ >
0, uma fungao b(x) € L1(Q), 1 < q < 400, er >0 tais que

|f(z,s)| <c|s|"+b(x), Vere, VseR.
Entao,
(a) Ny: Lr7 —s L9;

(b) Ny € continua e limitada (mais ainda, leva conjunto limitado em conjunto limi-
tado).

N ¢ chamado Operador de Nemitski.
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Teorema C.11 (Teorema de Fubini)(Ver [7]) Suponhamos que F € L' x Q).
Entao, para todo x € €y

F(z,u) € L,(Q) e /Q F(x,y)dy € L.().

De maneira andloga, para todo y € §2o
F(z,u) € LX() e / F(z,y)dz € Ly(Q).
951

Além disso,

/ dx/ F(:c,y)dy:/ dy/ F(x,y)da::// F(z,y)dzdy.
1951 Qo Qo 0 Q1 xQ9

Teorema C.12 (Teorema da representacao de Riesz-Fréchet)(Ver [7]) Para toda ¢ €
H' existe f € H 4nico tal que,

(p,v) = (fiv) Vv e H.
Além disso, |f| = ||l¢llg- (H' € o dual do espaco de Hilbert H ).

Teorema C.13 (Ver [7]) Seja H um espago de Banach reflexivo. Se (u,) é uma
sequéncia limitada em H, entdo existem uma subsequéncia (un,;) C (u,) e u € H tais
que

U, — u em H.
J

Teorema C.14 (Ver [7]) Seja (x,) uma sequéncia fracamente convergente em um

espaco normado X, isto €, existe v € X tal que
T, —x em X.
Entao,
e O limite fraco x de (x,) € dnico.
o Toda subsequéncia (x,,) C (x,) converge fraco para x.
o A sequéncia (x,) é limitada.
Teorema C.15 (Desigualdade de Holder)(Ver [7]) Sejam f € LP(Q) e g € LI(Q),

1
onde 1l <p<ooe—-+—=1. Entao,
P q

fee LNQ) e N fgll < 1f1p-llglla-
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Teorema C.16 (Desigualdade de Poincaré)(Ver [7]) Seja Q@ um aberto limitado de

RY. Entdao existe uma constante C > 0 tal que

ulls < C. (/ |Vu|pdx) . Yu € H2(Q).
Q

Teorema C.17 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)(Ver [18]) Seja f,
uma sequéncia de fungdes integrdveis que convergem em quase toda parte para uma

funcdo mensurdvel f. Se exriste uma funcdo integrdvel g tal que

\fal <g VneN,

/ fdy = lim / fm

Teorema C.18 (Imersoes de Sobolev)(Ver [7]) As sequintes imersoes sao continuas:

entao f € integrdvel e

Hy(Q) — LP(Q), 1< s <2 =

N >
N_Zpam > 3,

Hy(Q) — LP(Q), 1 <p < +oo para N =1 ou N = 2.

Teorema C.19 (Teorema da Imersao Compacta de Rellich-Kondrachov)(Ver [7]) sendo

Q C RY, as sequintes imersoes sao compactas:

2N
HY(Q) — LF(Q), 1§s<2*:N i para N > 3,

HY(Q) — LP(Q), 1 <p< +oo para N =1 ou N = 2.

Teorema C.20 (Principio do Mdzimo)(Ver[18]) Seja u € H}(Q) solugio de

—Au+AIu =h emQ, (C.1)
u =0 em 0,
onde h € L°(Q0), 0 = ]3—52, A um pardmetro real nao-negativo e h > 0 em ). Entao

u >0 em Q. Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entao u > 0
em ). 5
Se u € C(Q), entdo a derivada normal exterior a—u(x) < 0 para todo x € (.
n
Teorema C.21 (Ver [18]) Sejam X um espaco de Banach, K um compacto convezo
el : K — K uma funcao continua. Entao T admite um ponto firo x € X, isto €,

Ty = x.
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