
Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados devidos a Ding & Tanaka e Alves, de

Morais Filho & Souto sobre existência e multiplicidade de soluções positivas do tipo

multi-bumps para equações de Schrödinger

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = f(u) em RN

u ∈ H1(RN)

onde λ > 0, as aplicações V, Z : RN → R são contínuas e satisfazem algumas hipóteses

e f : R→ R é uma função não-linear. Mais precisamente, estudamos os casos em que

f(s) = s|s|p−1 , ∀ s ∈ R ,

com N ≥ 3, p ∈ (1, 2∗ − 1), onde 2∗ − 1 = N+2
N−2

, e

f(s) = βs|s|q−1 + s|s|2∗−2 , ∀ s ∈ R ,

onde β > 0, N ≥ 3 e q ∈ (1, 2∗ − 1).



Abstract

In this work we present results due to Ding & Tanaka and Alves, de Morais

Filho e Souto about existence and multiplicity of positive multi-bump solutions for

Schrödinger equations

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = f(u) em RN

u ∈ H1(RN)

where λ > 0, the aplications V, Z : RN → R are continuous and satisfy some hypothesis

and f : R→ R is a nonlinear function. More precisely, we study the cases

f(s) = s|s|p−1 , ∀ s ∈ R ,

with N ≥ 3, p ∈ (1, 2∗ − 1), where 2∗ − 1 = N+2
N−2

, and

f(s) = βs|s|q−1 + s|s|2∗−2 , ∀ s ∈ R ,

where β > 0, N ≥ 3 and q ∈ (1, 2∗ − 1).
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Notações

BR(x) Bola aberta de centro em x e raio R;

M(Ω) Espaço das funções Lebesgue mensuráveis sobre Ω ⊆ RN ;

Lp(Ω, µ) Espaço das funções Lebesgue mensuráveis sobre Ω ⊆ RN

p-integráveis, com 1 ≤ p ≤ ∞, segundo a medida µ. Se µ

denotar a medida de Lebesgue, poremos Lp(Ω);

|.|p,Ω Norma do espaço Lp(Ω). Caso Ω = RN , poremos |.|p;

W k,p(Ω), H1(Ω) Espaços de Sobolev, com Ω ⊆ RN aberto;

||.||k,p,Ω Norma do espaço W k,p(Ω). Caso tenhamos Ω = RN ,

poremos apenas ||.||k,p. Se k = 1 e p = 2, denotaremos a

norma por ||.||Ω.



Introdução

Neste trabalho apresentaremos os resultados mostrados nos artigos de Ding &

Tanaka [19] e Alves, de Morais Filho & Souto [6], sobre a existência e multiplicidade

de soluções positivas do tipo multi-bumps de equações de Schrödinger

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = f(u) em RN ,

u ∈ H1(RN),
(Pλ)

onde λ > 0 e a função f : R→ R é não-linear.

No primeiro capítulo, mostraremos os resultados de Ding & Tanaka [19] referentes

ao problema (Pλ) para o caso em que N ≥ 3 e

f(s) = s|s|p−1 , ∀ s ∈ R ,

onde p ∈ (1, 2∗ − 1), 2∗ − 1 = N+2
N−2

. Além disso, as funções V, Z : RN → R satisfazem

as seguintes condições:

(V1) V ∈ C(RN ,R) é uma função não-negativa;

(V2) O conjunto Ω = intV −1({0}) é não-vazio, aberto, com fronteira suave, formado

por 3 componentes conexas que denotaremos por Ωj, j = 1, 2, 3, com

dist(Ωj,Ωi) > 0 , para j 6= i

e V −1({0}) = Ω ;

(V3) Existe uma constante M0 > 0 tal que a medida de Lebesgue do conjunto

A = {x ∈ RN ; V (x) ≤M0}

é �nita, isto é, |A| <∞ ;
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(Z1) Z ∈ C(RN ,R) ;

(Z2) Existe uma constante positiva M1 > 1 tal que

|Z(x)| ≤M1(V (x) + 1) , ∀x ∈ RN ;

(Z3) Para cada j = 1, 2, 3, o primeiro autovalor do problema abaixo é positivo1

−∆u+ Z(x)u = µu em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj,
(1)

isto é, existem constantes positivas Kj, satisfazendo

|u|22,Ωj ≤ Kj

∫
Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 , ∀u ∈ H1
0 (Ωj) ,

para j = 1, 2, 3.

Neste momento, chamamos a atenção para o número de componentes conexas do

conjunto Ω. Aqui supomos que elas são em 3, mas no artigo no qual baseamos este

capítulo, o problema é tratado sob a hipótese de que o conjunto Ω tem k componentes

conexas. Fizemos esta adaptação para facilitar o entendimento, mas todas as técnicas

aqui apresentadas podem ser facilmente estendidas para o caso citado. Além disso, em

Ding & Tanaka [19] temos N ≥ 1.

Sob as condições acima, as soluções não-negativas de (Pλ) podem ser caracteri-

zadas como pontos críticos do funcional Υλ : H → R dado por

Υλ(u) =

∫
RN

1

2
|∇u|2 +

1

2
(λV (x) + Z(x))u2 − 1

p+ 1
up+1

+ dx ,

para todo u ∈ H, onde

H = {u ∈ H1(RN) ;

∫
RN
V (x)u2dx <∞} .

Quando o parâmetro λ é su�cientemente grande, o conjunto Ω tem papel importante

nos nossos estudos, de modo que o problema

−∆u+ Z(x)u = |u|p−1u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2)

1Esta propriedade é válida se, por exemplo, Z for não-negativa em Ω
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surge como limite do problema original (Pλ). Por sua vez, as soluções deste problema

são caracterizadas como pontos críticos do funcional IΩ : H1
0 (Ω)→ R dado por

IΩ(u) =

∫
RN

1

2
|∇u|2 +

1

2
Z(x)u2 − 1

p+ 1
up+1

+ dx ,

para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Antes de enunciarmos os principais resultados deste capítulo, vejamos algumas

de�nições.

Dizemos que uma solução u ∈ H de (Pλ) é uma solução de energia mínima se

Υλ(u) = cλ := inf{Υλ(v) ; v ∈ H\{0} é uma solução de (Pλ)} .

Analogamente, uma solução u ∈ H1
0 (Ω) de (2) é uma solução de energia mínima se

IΩ(u) = c(Ω) := inf{IΩ(v) ; v ∈ H1
0 (Ω)\{0} é uma solução de (2)} .

Mais ainda, os valores c(Ω) e cλ são chamados de níveis de energia mínima dos fun-

cionais IΩ e Υλ ou, equivalentemente, associados aos problemas (2) e (Pλ), respectiva-

mente.

Vejamos agora o teorema que mostraremos no �nal deste capítulo e que garante

a existência de soluções para o problema (Pλ).

Teorema 0.1 Sob as condições (V 1) − (V 3) e (Z1) − (Z3), para cada ε > 0 e cada

conjunto não-vazio J ⊆ {1, 2, 3}, existe Λ = Λ(ε) tal que, para λ ≥ Λ, (Pλ) tem solução

positiva uλ ∈ H satisfazendo∣∣∣∣∣
∫

Ωj

|∇uλ|2 + (λV (x) + Z(x))u2
λ dx−

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

c(Ωj)

∣∣∣∣∣ ≤ ε , (3)

para j ∈ J , e ∫
RN\ΩJ

|∇uλ|2 + u2
λ dx ≤ ε , (4)

onde ΩJ =
⋃
j∈J

Ωj e c(Ωj) é um nível de energia mínima associado ao problema

−∆u+ Z(x)u = up em Ωj,

u > 0 em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj.

(5)

Mais ainda, para qualquer sequência (λn)n∈N com lim
n→∞

λn = ∞, existe uma subse-

quência (λnl)l∈N tal que uλnl → u em H1(RN), onde a função limite u ∈ H1
0 (ΩJ)

é identicamente nula em RN\ΩJ e, para cada j ∈ J , a restrição u
∣∣
Ωj

é solução de

energia mínima de (5).



10

Como uma consequência imediata do Teorema 0.1, temos o seguinte corolário que

garante a multiplicidade de soluções.

Corolário 0.2 Sob as mesmas hipóteses do Teorema 0.1, existe Λ > 0 tal que, para

λ ≥ Λ, (Pλ) tem pelo menos 23 − 1 = 7 soluções positivas.

Bartsch & Wang [11] estudaram este mesmo problema sob as hipóteses (V 1) −

(V 3) e assumindo que a função Z satisfaz Z ≡ 1. Os autores provaram a existên-

cia de uma solução de energia mínima uλ de (Pλ) para λ su�cientemente grande e

quando λ→∞ a sequência de soluções uλ converge fortemente em H1(RN) para uma

solução de energia mínima do problema (2). Bartsch & Wang [10] e Bartsch, Pankov &

Wang [9] também mostraram resultados sobre existência e multiplicidade de soluções

do problema (Pλ) sob as condições (V 1)− (V 3) e

inf
x∈RN

Z(x) > 0 .

Os autores mostraram a existência de uma função

Λ : N → (0,∞)

k 7→ Λ(k)

onde Λ(k) é tal que se λ ≥ Λ(k), então (Pλ) tem pelo menos k soluções não necessa-

riamente positivas; este resultado foi tratado de forma mais geral por de Figueiredo &

Ding [17], no sentido de que a função Z não é necessariamente positiva e o problema

envolvia expoentes críticos de Sobolev.

No segundo capítulo, apresentaremos os resultados de Alves, de Morais Filho &

Souto [6] relativos ao problema (Pλ) para N ≥ 3 e

f(s) = βs|s|q−1 + s|s|2∗−2 , ∀ s ∈ R ,

onde β > 0, q ∈ (1, 2∗ − 1) e as funções V, Z : RN → R satisfazem as condições (V 1),

(V 2), (Z1) e também

(V3') Existe uma constante M0 > 0 tal que

M0 ≤ V (x) + Z(x) , ∀x ∈ RN ,



11

(Z2') Existe uma constante positiva M1 > 0 tal que

|Z(x)| ≤M1 , ∀x ∈ RN .

Assim como no problema anterior, aqui também admitimos que o conjunto Ω

tem 3 componentes conexas, mas em Alves, de Morais Filho & Souto [6] o problema é

tratado sob a condição de que existem k componentes. Essa adaptação tem o mesmo

intuito da feita no primeiro capítulo e também não compromete a �delidade do nosso

trabalho.

O principal resultado deste capítulo é o

Teorema 0.3 Sob as hipóteses (V 1), (V 2), (V 3′), (Z1) e (Z2′), para cada conjunto

não-vazio J ⊆ {1, 2, 3}, existem constantes β∗ > 0 e λ∗ = λ∗(β∗) tais que, para

todo β ≥ β∗ e λ ≥ λ∗, o problema (Pλ) possui uma família de soluções positivas

com a seguinte propriedade: para qualquer sequência (λn)n∈N ⊂ R com lim
n→∞

λn = ∞,

existe uma subsequência (λnl)l∈N tal que uλnl → u em H1(RN), onde a função li-

mite u ∈ H1
0 (ΩJ) é identicamente nula em RN\ΩJ e, para todo j ∈ J , a restrição

u
∣∣
Ωj
∈ H1

0 (Ωj) é solução de energia mínima do problema

−∆u+ Z(x)u = βuq + u2∗−1 em Ωj,

u > 0 em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj.

Para garantir a multiplicidade de soluções de (Pλ) neste capítulo, temos o seguinte

corolário, que é uma consequência imediata do Teorema 0.3.

Corolário 0.4 Sob as condições do Teorema 0.3, existem β∗ > 0 e λ∗ = λ∗(β∗) tais

que, para β ≥ β∗ e λ ≥ λ∗, o problema (Pλ) tem pelo menos 23 − 1 = 7 soluções

positivas.

Nos últimos anos, foram publicados vários artigos tratando sobre existênia e mul-

tiplicidade de soluções para este tipo de problema. Por exemplo, quando a função

λV (x) +Z(x) é coerciva, Miyagaki [26] demonstrou alguns resultados de existência de

solução para (Pλ). Quando a função λV (x) + Z(x) é 1-periódica, Alves, Carrião &

Miyagaki [4] mostraram a existência de soluções do problema (Pλ). Se λV (x) + Z(x)

é radial, Alves, de Morais Filho & Souto [7] demonstraram a existência de soluções

positivas de (Pλ). Além de resultados sobre existência, os artigos de Clap & Ding [15],

de Figueiredo & Ding [17], Gui [23] e Séré [28] também trazem resultados sobre a

multiplicidade de soluções para o problema (Pλ).



Capítulo 1

Equação não-linear de Schrödinger:

Caso subcrítico

Neste capítulo abordaremos os resultados apresentados no artigo de Ding &

Tanaka [19] sobre a existência e multiplicidade de soluções positivas do tipo multi-

bump da equação não-linear de Schrödinger

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = |u|p−1u em RN ,

u ∈ H1(RN),
(Pλ)

quando o parâmetro λ for su�cientemente grande, onde N ≥ 3, p ∈ (1, 2∗ − 1), 2∗−1 =

N+2
N−2

. Além disso, as funções V, Z : RN → R satisfazem as seguintes condições:

(V1) V ∈ C(RN ,R) é uma função não-negativa;

(V2) O conjunto Ω = intV −1({0}) é não-vazio, aberto, com fronteira suave, formado

por 3 componentes conexas que denotaremos por Ωj, j = 1, 2, 3, com

dist(Ωj,Ωi) > 0 , para j 6= i

e V −1({0}) = Ω ;

(V3) Existe uma constante M0 > 0 tal que a medida de Lebesgue do conjunto

A = {x ∈ RN ; V (x) ≤M0}

é �nita, isto é, |A| <∞ ;
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(Z1) Z ∈ C(RN ,R) ;

(Z2) Existe uma constante positiva M1 > 1 tal que

|Z(x)| ≤M1(V (x) + 1) , ∀x ∈ RN ;

(Z3) Para cada j = 1, 2, 3, o primeiro autovalor do problema abaixo é positivo1

−∆u+ Z(x)u = µu em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj,
(1.1)

isto é, existem constantes positivas Kj, satisfazendo

|u|22,Ωj ≤ Kj

∫
Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 , ∀u ∈ H1
0 (Ωj) ,

para j = 1, 2, 3.

Sob as condições acima, as soluções não-negativas de (Pλ) podem ser caracteri-

zadas como pontos críticos do funcional Υλ : H → R dado por

Υλ(u) =

∫
RN

1

2
|∇u|2 +

1

2
(λV (x) + Z(x))u2 − 1

p+ 1
up+1

+ dx ,

para todo u ∈ H, onde

H = {u ∈ H1(RN) ;

∫
RN
V (x)u2dx <∞} .

Quando o parâmetro λ é su�cientemente grande, o conjunto Ω tem papel importante

nos nossos estudos, de modo que o problema

−∆u+ Z(x)u = |u|p−1u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1.2)

surge como limite do problema original (Pλ). Por sua vez, as soluções deste problema

são caracterizadas como pontos críticos do funcional IΩ : H1
0 (Ω)→ R dado por

IΩ(u) =

∫
RN

1

2
|∇u|2 +

1

2
Z(x)u2 − 1

p+ 1
up+1

+ dx ,

para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Antes de enunciarmos os principais resultados deste capítulo, vejamos algumas

de�nições.

1Esta propriedade é válida se, por exemplo, Z for não-negativa em Ω
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Dizemos que uma solução u ∈ H de (Pλ) é uma solução de energia mínima se

Υλ(u) = cλ := inf{Υλ(v) ; v ∈ H\{0} é uma solução de (Pλ)} .

Analogamente, uma solução u ∈ H1
0 (Ω) de (1.2) é uma solução de energia mínima se

IΩ(u) = c(Ω) := inf{IΩ(v) ; v ∈ H1
0 (Ω)\{0} é uma solução de (2)} .

Mais ainda, os valores c(Ω) e cλ são chamados de níveis de energia mínima dos fun-

cionais IΩ e Υλ ou, equivalentemente, associados aos problemas (1.2) e (Pλ), respecti-

vamente.

Vejamos agora o teorema que mostraremos no �nal deste capítulo e que garante

a existência de soluções para o problema (Pλ).

Teorema 1.1 Sob as condições (V 1) − (V 3) e (Z1) − (Z3), para cada ε > 0 e cada

conjunto não-vazio J ⊆ {1, 2, 3}, existe Λ = Λ(ε) tal que, para λ ≥ Λ, (Pλ) tem solução

positiva uλ ∈ H satisfazendo∣∣∣∣∣
∫

Ωj

|∇uλ|2 + (λV (x) + Z(x))u2
λ dx−

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

c(Ωj)

∣∣∣∣∣ ≤ ε , (1.3)

para j ∈ J , e ∫
RN\ΩJ

|∇uλ|2 + u2
λ dx ≤ ε , (1.4)

onde ΩJ =
⋃
j∈J

Ωj e c(Ωj) é um nível de energia mínima associado ao problema

−∆u+ Z(x)u = up em Ωj,

u > 0 em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj.

(1.5)

Mais ainda, para qualquer sequência (λn)n∈N com lim
n→∞

λn = ∞, existe uma subse-

quência (λnl)l∈N tal que uλnl → u em H1(RN), onde a função limite u ∈ H1
0 (ΩJ)

é identicamente nula em RN\ΩJ e, para cada j ∈ J , a restrição u
∣∣
Ωj

é solução de

energia mínima de (1.5).

Como uma consequência imediata do Teorema 1.1, temos o seguinte corolário que

garante a multiplicidade de soluções.

Corolário 1.2 Sob as hipóteses do Teorema 1.1, existe Λ > 0 tal que, para λ ≥ Λ,

(Pλ) tem pelo menos 23 − 1 = 7 soluções positivas.

Ressaltamos que a maioria dos resultados aqui apresentados foram baseados no

artigo de Ding & Tanaka [19]. Caso contrário, serão dadas as devidas referências.
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1.1 Resultados Preliminares

Trabalharemos no espaço normado

H =

{
u ∈ H1(RN);

∫
RN
V (x)u2 <∞

}
,

cuja norma é dada por

||u||2H =

∫
RN
|∇u|2 + (V (x) + 1)u2, ∀ u ∈ H .

Dado um conjunto aberto Θ ⊂ RN , também de�nimos

H(Θ) =

{
u ∈ H1(Θ);

∫
Θ

V (x)u2 <∞
}

com a norma

||u||2H(Θ) =

∫
Θ

|∇u|2 + (V (x) + 1)u2, ∀ u ∈ H(Θ) .

É fácil ver que o espaço (H(Θ), ||.||H(Θ)) é um espaço de Hilbert, com produto interno

< ., . >: H(Θ)×H(Θ) → R

(u, v) 7→ < u, v >=

∫
Θ

∇u∇v + (V (x) + 1)uv ,

satisfazendo trivialmente a imersão contínua

H(Θ) ↪→ H1(Θ).

Além disso, quando o conjunto Θ é limitado, segue da continuidade da função V que

as normas ||.||H(Θ) e ||.||Θ são equivalentes e daí H(Θ) ≡ H1(Θ).

Tendo em vista (V 2), �xemos, para cada j ∈ {1, 2, 3}, um conjunto aberto,

limitado e com fronteira suave Ω′j ⊂ RN tal que

(i) Ωj ⊂ Ω′j ;

(ii) Ω′i ∩ Ω′j = ∅, para todo i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j.

Nesta seção, discutiremos a positividade do operador

∆ + (λV (x) + Z(x)) : H(Θ) → R

u 7→ ∆u+ (λV (x) + Z(x))u
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onde Θ é um dos conjuntos

Ω′j , j = 1, 2, 3 , RN\
⋃
j∈J

Ω′j , J ⊆ {1, 2, 3} , RN . (1.6)

Neste sentido, vejamos o próximo resultado.

Proposição 1.3 Existem λ1 ≥ 1 e C1 > 0 tais que, para qualquer conjunto Θ em (1.6)

e para todo λ ≥ λ1,

|u|22,Θ ≤ C1

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 , ∀ u ∈ H(Θ).

Demonstração:

Primeiramente suponha Θ = Ω′j, com j ∈ {1, 2, 3} qualquer.

Para esse caso, consideraremos o problema de autovalor

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = µu em Ω′j,
∂u

∂η
= 0 em ∂Ω′j.

(1.7)

Denotaremos o primeiro autovalor de (1.7) por µλj. Lembramos que µλj é uma função

estritamente crescente de λ e H(Ω′j) ≡ H1(Ω′j), pois Ω′j é limitado.

Precisaremos também do seguinte resultado:

Lema 1.4 Com as notações acima, temos

lim
λ→∞

µλj = µ0j ,

onde µ0j é o primeiro autovalor do problema (1.1).

Demonstração:

Pela caracterização variacional do primeiro autovalor, temos, para todo λ ≥ 1,

µλj = inf

{∫
Ω′j

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 ;u ∈ H1(Ω′j), |u|22,Ω′j = 1

}

≤ inf

{∫
Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 ;u ∈ H1
0 (Ωj) , u ≡ 0 em Ω′j\Ωj , |u|22,Ωj = 1

}
= µ0j .

Logo limλ→∞ µλj ≤ µ0j. Para concluirmos a demonstração, resta mostrar que não

ocorre a desigualdade estrita.
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Suponhamos, por contradição, que

µ̃ := lim
λ→∞

µλj < µ0j

(vale ressaltar que este limite existe porque µλj é uma função estritamente crescente

de λ).

Tomemos uma sequência qualquer (λn)n∈N com λn →∞. Então devemos ter

lim
n→∞

µλnj = µ̃ < µ0j

Para cada n, seja uλn ∈ H1(Ω′j) uma autofunção de (1.7), com λ = λn, associada

ao autovalor µλnj, isto é,

−∆uλn + (λnV (x) + Z(x))uλn = µλnjuλn em Ω′j,
∂uλn
∂η

= 0 em ∂Ω′j.
(1.8)

Sem perda de generalidade, podemos supor que

|uλn|2,Ω′j = 1 , ∀n ∈ N . (1.9)

Note que, pela de�nição de solução fraca de (1.8) e usando uλn ∈ H1(Ω′j) como função

teste,

|∇uλn|22,Ω′j +

∫
Ω′j

(λnV (x) + Z(x))u2
λn = µλnj|uλn|22,Ω′j ,

donde

|∇uλn|22,Ω′j + λn

∫
Ω′j

V (x)u2
λn ≤

(
max
x∈Ω′j

|Z(x)|+ µλnj

)
|uλn|22,Ω′j

= max
x∈Ω′j

|Z(x)|+ µ̃ , (1.10)

já que Z é contínua, µ̃ ≥ µλnj e por (1.9). Logo a sequência (uλn)n∈N é limitada

em H(Ω′j) ≡ H1(Ω′j) e podemos assumir que existem uma subsequência, que também

denotaremos por (uλn)n∈N, e uma função u0 ∈ H1(Ω′j) tais que

uλn ⇀ u0 em H1(Ω′j) . (1.11)

Mais ainda, como H1(Ω′j) está imerso compactamente em L2(Ω′j), temos também

uλn → u0 em L2(Ω′j) . (1.12)
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A�rmamos que u0 pertence a H1
0 (Ω′j) e é uma autofunção do problema (1.1)

associada ao autovalor µ̃. De fato, primeiramente note que, por (1.9) e (1.12) temos

1 = lim
n→∞

|uλn|2,Ω′j = |u0|2,Ω′j ,

isto é, u0 6= 0. Além disso, por (1.10), temos

lim
n→∞

λn

∫
Ω′j

V (x)u2
λn <∞ ,

donde, como λn →∞,

lim
n→∞

∫
Ω′j

V (x)u2
λn = 0 .

Além disso, como V ∈ L∞(Ω′j), então

lim
n→∞

∫
Ω′j

V (x)u2
λn =

∫
Ω′j

V (x)u2
0 .

Portanto, pela unicidade do limite,∫
Ω′j

V (x)u2
0 = 0 ,

e daí, usando (V 1)− (V 2),∫
Ω′j\Ωj

V (x)u2
0 =

∫
Ω′j

V (x)u2
0 = 0 ,

o que implica em u0

∣∣
Ω′j\Ωj

≡ 0 e, consequentemente, como Ωj tem fronteira suave,

u0 ∈ H1
0 (Ωj) e, em particular, no sentido do traço,

u0 ≡ 0 em ∂Ωj . (1.13)

Agora, para qualquer ϕ ∈ C∞c (Ωj), pela de�nição de solução fraca de (1.8), temos∫
Ωj

∇uλn∇ϕ+ Z(x)uλnϕ = µλnj

∫
Ωj

uλnϕ .

Logo, fazendo n→∞ na igualdade acima e usando (1.11),∫
Ωj

∇u0∇ϕ+ Z(x)u0ϕ = µ̃

∫
Ωj

u0ϕ , ∀ ϕ ∈ C∞c (Ωj) .

Assim, como C∞c (Ωj) é denso em H1
0 (Ωj), u0 satisfaz

−∆u0 + Z(x)u0 = µ̃u0 . (1.14)



19

Dessa forma, por (1.14) e (1.13), u0 ∈ H1
0 (Ωj) é uma autofunção do problema (1.1)

associada o autovalor µ̃ < µ0j, o que é uma contradição, haja visto que µ0j é o primeiro

autovalor de (1.1). Logo devemos ter µ̃ = µ0j.

�

Voltemos à demonstração da Proposição 1.3 com Θ = Ω′j.

Seja C ′ := 1
2

min1≤j≤3 µ0j > 0 . Então C1 >
1
C′

satisfaz a conclusão da proposição.

De fato, escolhamos λ1 ≥ 1 tal que µλ1j ≥ 1
2
µ0j, para todo j = 1, 2, 3 (note que tal

número existe pois µλj é função estritamente crescente de λ). Assim, como µλ1j é o

primeiro autovalor de (1.7) com λ = λ1, temos, para todo u ∈ H(Ω′j) e todo λ ≥ λ1 ,

1

C1

|u|22,Ω′j ≤
1

2
µ0j|u|22,Ω′j

≤ µλ1j|u|22,Ω′j

≤
∫

Ω′j

|∇u|2 + (λ1V (x) + Z(x))u2

≤
∫

Ω′j

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 ,

isto é,

|u|22,Ω′j ≤ C1

∫
Ω′j

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 .

Portanto, como j é arbitrário, segue o resultado para todo Ω′j, j ∈ {1, 2, 3}.

Antes de mostrarmos os casos restantes, provaremos o resultado para o conjunto

Θ = RN\
⋃

1≤j≤3 Ω′j.

Para cada µ ∈ (0,M0 ], seja

Aµ = {x ∈ Θ ; V (x) ≤ µ} .

Como V (x) > 0 em Θ a menos de um conjunto de medida nula, a saber,
⋃

1≤j≤3

∂Ω′j,

usando (V 3) temos

lim
µ→0
|Aµ| =

∣∣∣∣∣⋂
µ↓0

Aµ

∣∣∣∣∣ = 0 . (1.15)

Note também que para qualquer µ ∈ (0,M0 ], existe λ0(µ) ≥ 1 tal que

1 ≤ λV (x) + Z(x) +M2χAµ(x) , ∀ x ∈ Θ, ∀ λ ≥ λ0(µ) , (1.16)
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onde M2 = M1(M0 + 1) + 1. Com efeito, �xemos µ ∈ (0,M0 ] arbitrariamente. Se

x ∈ Aµ , então V (x) ≤ µ e por (Z2)

|Z(x)| ≤M1(V (x) + 1) ≤M1(M0 + 1) .

Assim

1 ≤ 1 + Z(x) + |Z(x)| ≤ Z(x) +M2 ≤ λV (x) + Z(x) +M2 ,

ou seja, (1.16) vale para x ∈ Aµ e λ ≥ 1. Se x ∈ Θ\Aµ, então V (x) > µ e tomando

λ0(µ) = M1(1 + 1
µ
) + 1

µ
, segue que, por (Z2),

1 ≤ 1 + |Z(x)|+ Z(x)

≤ 1 +M1(V (x) + 1) + Z(x)

≤
[

1

V (x)
+M1

(
1 +

1

V (x)

)]
V (x) + Z(x)

≤
[

1

µ
+M1

(
1 +

1

µ

)]
V (x) + Z(x)

≤ λV (x) + Z(x) ,

para todo λ ≥ λ0(µ). Logo (1.16) é válida também para todo x ∈ Θ\Aµ e, portanto,

para todo x em Θ.

Agora �xemos u ∈ H(Θ) arbitrariamente.

Fixemos2 também r ∈ (2, 2∗). Usando a desigualdade de Hölder, o fato de Aµ ⊂ A

ter, por (V 3), medida �nita e a Imersão de Sobolev H1(Θ) ↪→ Lr(Θ) (cuja constante

de imersão denotaremos por C∗) temos, para todo µ ∈ (0,M0 ],∫
Aµ

u2 ≤ |Aµ|1−
2
r |u|2r,Aµ

≤ |Aµ|1−
2
r |u|2r,Θ

≤ C2
∗ |Aµ|1−

2
r ||u||2Θ .

No que segue, faremos Cµ = C2
∗ |Aµ|1−

2
r . A partir da desigualdade acima e por (1.16)

temos, para cada µ e λ ≥ λ0(µ),∫
Aµ

u2 ≤ Cµ

∫
Θ

|∇u|2 + u2 ≤ Cµ

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x) +M2χAµ)u2

= Cµ

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 + CµM2

∫
Aµ

u2 .

2Estes valores garantem as imersões contínuas H1(Θ) ↪→ Lr(Θ) e Lr(Aµ) ↪→ L2(Aµ), pois

|Aµ| <∞.
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isto é,

(1−M2Cµ)

∫
Aµ

u2 ≤ Cµ

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 . (1.17)

para cada µ e λ ≥ λ0(µ).

Por (1.15) e pela de�nição de Cµ, podemos escolher µ0 ∈ (0,M0 ] su�cientemente

pequeno tal que

M2Cµ0 ≤
1

2
. (1.18)

Seja λ1 = M1(1 + 1
µ0

) + 1
µ0
. Então, por (1.17) e (1.18) temos, para µ0 e λ ≥ λ1,∫

Aµ0

u2 ≤ 2Cµ0

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 . (1.19)

Por �m, calculemos |u|22,Θ.

Tendo em vista (1.16) e usando µ0 temos, para λ ≥ λ1,

|u|22,Θ ≤
∫

Θ

(λV (x) + Z(x))u2 +M2

∫
Aµ0

u2 .

Mais ainda, usando (1.19) e (1.18) respectivamente,

|u|22,Θ ≤
∫

Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 +M2

∫
Aµ0

u2

≤ (1 + 2M2Cµ0)

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2

≤ 2

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 .

Portanto, como u é arbitrária, vale a Proposição 1.3 também para esse caso, com

C1 = 2.

Finalmente, suponhamos que Θ = RN\
⋃
j∈J

Ω′j , onde J ⊆ {1, 2, 3} é arbitrário

(em particular, trataremos o caso Θ = RN , pois este é consequência de tomarmos

J = ∅ ).

Dado um subconjunto J ⊆ {1, 2, 3} qualquer, seja J ′ := {1, 2, 3}\J . Então,
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pelos casos mostrados anteriormente, temos, para todo u ∈ H(Θ),

|u|22,Θ =
∑
j∈J ′
|u|22,Ω′j + |u|22,RN\ ⋃

1≤j≤3

Ω′j

≤ C1

(∑
j∈J ′

∫
Ω′j

(|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2) +

+

∫
RN\

⋃
1≤j≤3

Ω′j

(|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2)


= C1

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 .

�

Pela proposição anterior, a forma bilinear simétrica

< ., . >λ: H(Θ)×H(Θ) → R

(u, v) 7→ < u, v >λ=

∫
Θ

∇u∇v + (λV (x) + Z(x))uv

é positiva de�nida em H(Θ), para todo λ ≥ λ1. Assim, a aplicação

||.||λ,Θ : H(Θ) → R

u 7→ ||u||2λ,Θ =

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2

de�ne uma norma em H(Θ), para todo λ ≥ λ1 e para todo Θ em (1.6). Quando

Θ = RN , escreveremos simplesmente ||.||λ := ||.||λ,RN .

O próximo resultado garante a equivalência entre as normas ||.||H(Θ) e ||.||λ,Θ .

Antes enunciá-lo, façamos algumas considerações.

Sem perda de generalidade, podemos supor que

λ1 ≥ 2M1(1 +
1

M0

) .

Assim, se x ∈ Θ satisfaz V (x) > M0 , então, por (Z2),

2|Z(x)| ≤ 2M1(V (x) + 1) < 2M1(1 +
1

M0

)V (x) ≤ λ1V (x) ,

ou seja,

|Z(x)| ≤ 2|Z(x)|+ Z(x) ≤ λV (x) + Z(x) , (1.20)

para todo x ∈ Θ tal que V (x) > M0 e para todo λ ≥ λ1 .
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Além disso, uma vez que M1 > 1, temos

λ1 = 2M1

(
1 +

1

M0

)
> M1

(
1 +

1

M0

)
+

1

M0

,

e então, de (1.16), se x ∈ Θ é tal que V (x) ≤M0, temos

0 ≤ λV (x) + Z(x) +M1(M0 + 1) , ∀λ ≥ λ1 . (1.21)

Essas observações nos ajudarão a demonstrar o

Corolário 1.5 Existe C2 > 0 independente de λ ≥ λ1 tal que, para qualquer conjunto

Θ em (1.6) e qualquer u ∈ H(Θ),∫
Θ

|Z(x)|u2 ≤ C2||u||2λ,Θ , (1.22)∫
Θ

V (x)u2 ≤ C2||u||2λ,Θ . (1.23)

Mais ainda, existem C3,λ, C
′
3,λ > 0 tais que

C3,λ||u||H(Θ) ≤ ||u||λ,Θ ≤ C ′3,λ||u||H(Θ) , ∀ u ∈ H(Θ) . (1.24)

Demonstração:

Sejam Θ em (1.6), u ∈ H(Θ) e λ ≥ λ1 quaisquer.

Primeiramente mostraremos que vale (1.22).

Sejam os conjuntos AM0 = {x ∈ Θ;V (x) ≤ M0} e BM0 = {x ∈ Θ;V (x) > M0}.

Note que AM0 ∪BM0 = Θ.

Usando (1.20) e (1.21), temos∫
BM0

|Z(x)|u2 ≤
∫
BM0

(λV (x) + Z(x))u2

≤
∫
BM0

(λV (x) + Z(x))u2 +

∫
Θ

|∇u2|+

+

∫
AM0

(λV (x) + Z(x))u2 +M1(M0 + 1)

∫
AM0

u2

≤ ||u||2λ,Θ +M1(M0 + 1)

∫
Θ

u2 ,

donde, pela proposição anterior,∫
BM0

|Z(x)|u2 ≤ [C1M1(M0 + 1) + 1] ||u||2λ,Θ . (1.25)
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Por outro lado, por (Z2) e novamente pela proposição anterior,∫
AM0

|Z(x)|u2 ≤
∫
AM0

M1(V (x) + 1)u2

≤ M1(M0 + 1)|u|22,Θ

≤ C1M1(M0 + 1)||u||2λ,Θ . (1.26)

Logo, por (1.25) e (1.26)∫
Θ

|Z(x)|u2 ≤ [2C1M1(M0 + 1) + 1] ||u||2λ,Θ ,

e segue a estimativa (1.22).

Para veri�car (1.23), basta notar que, usando a última estimativa,∫
Θ

V (x)u2 ≤
∫

Θ

λV (x)u2 ≤
∫

Θ

(λV (x) + Z(x))u2 +

∫
Θ

|Z(x)|u2

≤ ||u||2λ,Θ +

∫
Θ

|Z(x)|u2

≤ [2C1M1(M0 + 1) + 2] ||u||2λ,Θ .

Portanto, a constante C2 do enunciado pode ser tomada como C2 = 2C1M1(M0+1)+2.

Para concluirmos, vejamos (1.24). Note que, por (1.22) e pela Proposição 1.3,

||u||2H(Θ) ≤
∫

Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 +

∫
Θ

|Z(x)|u2 +

∫
Θ

u2

≤ ||u||2λ,Θ + C2||u||2λ,Θ + C1||u||2λ,Θ

= (1 + C1 + C2)||u||2λ,Θ ,

e

||u||2λ,Θ ≤ λ

(∫
Θ

|∇u|2 + V (x)u2 + |Z(x)|u2

)
≤ λ

(∫
Θ

|∇u|2 + V (x)u2 +M1(V (x) + 1)u2

)
≤ λ

(∫
Θ

|∇u|2 + (M1 + 1)(V (x) + 1)u2

)
≤ λ(M1 + 1)||u||2H(Θ) .

Portanto, fazendo C3,λ = (C1 + C2 + 1)−
1
2 e C ′3,λ = [λ(M1 + 1)]−

1
2 , obtemos (1.24) e,

assim, o corolário está demonstrado.

�

O próximo corolário nos fornecerá uma desigualdade muito útil em nossos estudos.
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Corolário 1.6 Dado δ0 ∈ (0, 1) , existe ν0 ∈ (0, 1) tal que, para qualquer conjunto Θ

em (1.6),

δ0||u||2λ,Θ ≤ ||u||2λ,Θ − pν0|u|22,Θ , ∀u ∈ H(Θ) , ∀λ ≥ λ1 .

Demonstração:

Fixado δ0 ∈ (0, 1) , basta tomar

ν0 =
1− δ0

pC1

> 0 ,

onde C1 é a constante da Proposição 1.3. Logo

C1 =
1− δ0

pν0

e o resultado segue pela Proposição 1.3.

�

1.2 Funcional Modi�cado e a Condição de

Palais-Smale

Nesta seção, daremos, efetivamente, os primeiros passos em direção à demonstra-

ção do Teorema 1.1.

Seguindo os argumentos de Ding & Tanaka [19], faremos uma modi�cação na

não-linearidade do funcional Υλ , de�nido no início deste capítulo, para obtermos as

estimativas do Teorema 1.1.

Fixemos δ0 ∈ (0, 1) e seja ν0 a constante dada no Corolário 1.6. De�namos

f : R→ R por

f(ξ) =

 min{ν0ξ, ξ
p}, ξ ≥ 0,

0, ξ < 0,

=


ν0ξ, ξ ≥ ν0

1
p−1 ,

ξp, 0 ≤ ξ ≤ ν0

1
p−1 ,

0, ξ < 0.

De�namos também F : R→ R por

F (ξ) =

∫ ξ

0

f(s)ds =


1
p+1

ν0

p+1
p−1 + 1

2
ν0(ξ2 − ν0

2
p−1 ), ξ ≥ ν0

1
p−1 ,

1
p+1

ξp+1, 0 ≤ ξ ≤ ν0

1
p−1 ,

0, ξ < 0.
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A partir daqui, suporemos, sem perda de generalidade, que J = {1, 2}. Ponhamos

ΩJ = Ω1 ∪ Ω2 e Ω′J = Ω′1 ∪ Ω′2 .

e

χJ(x) =

 1, x ∈ Ω′J ,

0, x /∈ Ω′J .

Sejam as funções g,G : RN × R→ R dadas por

g(x, ξ) = χJ(x)ξp+ + (1− χJ(x))f(ξ) ,

e

G(x, ξ) =

∫ ξ

0

g(x, s)ds =
χJ(x)

p+ 1
ξp+1

+ + (1− χJ(x))F (ξ) ,

e consideremos o funcional Φλ : H → R dado por

Φλ(u) =
1

2

∫
RN
|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 −

∫
RN
G(x, u) .

Sob as condições (V 1)−(V 3), (Z1)−(Z3) e pelas de�nições de g e G, o funcional

Φλ é de classe C1(H,R) e seus pontos críticos são soluções não-negativas do problema

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = g(x, u) em RN . (1.27)

Note que, pela de�nição da função g, um ponto crítico de Φλ é uma solução de (Pλ)

se, e somente se, u(x) ≤ ν0

1
p−1 em RN\Ω′J .

O objetivo da construção do funcional Φλ , é evitar que uma sequência de soluções

(uλn) ⊂ H1(RN) de (1.27) com λ = λn , lim
n→∞

λn = ∞ , possua subsequências que

convirjam para soluções não-nulas de (1.5), com j = 3. Essa observação tornar-se-á

mais clara no decorrer do trabalho, mais precisamente na Proposição 1.9.

Antes de mostrarmos a condição de Palais-Smale3 para o funcional Φλ, vejamos

o seguinte lema.

Lema 1.7 Suponha que as sequências (un)n∈N ⊂ H e (λn)n∈N ⊂ [λ1,∞) satisfaçam

Φλn(un)→ c , (1.28)

||Φ′λn(un)||∗λn → 0 , (1.29)

3Ver Apêndice A, Seção A.3.
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onde

||f ||∗λ = sup
ϕ∈H , ||ϕ||λ≤1

|f(ϕ)| , para f ∈ H′ .

Então existem constantes m = m(c) e M = M(c), que independem das sequências

tomadas, tais que

m≤ lim inf ||un||2λn≤ lim sup ||un||2λn≤M. (1.30)

Mais ainda, m é positiva se c o for. Em particular, se a sequência (λn)n∈N é constante

com λn = λ ≥ λ1, para todo n ∈ N, então (un)n∈N ∈ H é uma sequência (PS)c de Φλ,

isto é, satisfaz

Φλ(un)→ c , (1.31)

Φ′λ(un)→ 0 em H′ , (1.32)

e vale a estimativa (1.30).

Demonstração:

Sejam (uλn) ⊂ H e (λn)n∈N ⊂ [λ1,∞) sequências quaisquer satisfazendo (1.28) e

(1.29). Então podemos escrever

Φλn(un) = on(1) + c e
Φ′λn(un)un

||un||λn
= ε̃n , (1.33)

onde (ε̃n)n∈N ⊂ R é uma sequência convergindo para zero. Logo vale a igualdade

Φλn(un)− 1

p+ 1
Φ′λn(un)un = c+ on(1) + εn||un||λn ,

onde εn = − ε̃n
p+1

, para todo n ∈ N . Assim, usando a de�nição de Φλn e de Φ′λn ,(
1

2
− 1

p+ 1

)
||un||2λn −

∫
RN\Ω′J

F (un)− f(un)un
p+ 1

= Φλn(un)− 1

p+ 1
Φ′λn(un)un

= c+ on(1) + εn||un||λn . (1.34)

Observemos que, pelas de�nições de F e f ,

F (ξ)− 1

p+ 1
f(ξ)ξ =

(
1

2
− 1

p+ 1

)
ν0(ξ2 − ν

2
p+1

0 ) , ∀ ξ ∈ [ν
1
p+1

0 ,∞) ,

e

F (ξ)− 1

p+ 1
f(ξ)ξ = 0 , ∀ ξ ∈ [0, ν

1
p+1

0 ] ,

donde

F (ξ)− 1

p+ 1
f(ξ)ξ ≤

(
1

2
− 1

p+ 1

)
ν0ξ

2 , ∀ ξ ≥ 0 .
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Portanto, de (1.34),(
1

2
− 1

p+ 1

)
(||un||2λn − ν0|un|22) ≤ c+ on(1) + εn||un||λn

e, pelo Corolário 1.6,

0 <

(
1

2
− 1

p+ 1

)
δ0||un||2λn ≤ c+ on(1) + εn||un||λn .

Dessa forma, a sequência (||un||λn)n∈N é limitada e

lim sup ||un||2λn ≤M :=

(
1

2
− 1

p

)−1

δ−1
0 c . (1.35)

Por outro lado,

F (ξ)− 1

p+ 1
f(ξ)ξ ≥ 0 , ∀ ξ ≥ 0 .

Assim, por (1.34),

lim inf
n→∞

||un||2λn ≥ m :=

(
1

2
− 1

p

)−1

c . (1.36)

Logo, por (1.35) e (1.36) segue (1.30) e o lema está demonstrado.

�

Vejamos agora a condição de Palais-Smale4 para Φλ.

Proposição 1.8 Para λ ≥ λ1, Φλ satisfaz a condição de Palais-Smale (PS)c para todo

c ∈ R, isto é, qualquer sequência (PS)c em H possui uma subsequência convergente

em H.

Demonstração:

Sejam c ∈ R e (un)n∈N ⊂ H uma sequência (PS)c de Φλ , isto é, valem (1.31) e

(1.32).

Pelo lema anterior, (un)n∈N é limitada em H e, consequentemente, em H1(RN).

Logo, da re�exividade destes espaços, existe u ∈ H tal que

un ⇀ u em H e H1(RN)

e, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov,

un → u em Lr
loc

(RN) , para r ∈ [1, 2∗ ) .

4Ver Apêndice A, Seção A.3.
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Mostremos que un → u fortemente em H.

Primeiramente, note que a função limite u é um ponto crítico de Φλ . De fato,

�xemos ϕ ∈ C∞c (RN) arbitrariamente. Por (1.32),

lim
n→∞

Φ′λ(un)ϕ = 0 . (1.37)

Por outro lado, pela natureza de ϕ, a aplicação

w ∈ H1(RN) 7−→
∫

RN
∇w∇ϕ+ (λV (x) + Z(x))wϕ

de�ne um funcional linear e contínuo em H1(RN). Logo, como un ⇀ u em neste espaço,∫
RN
∇un∇ϕ+ (λV (x) + Z(x))unϕ −→

∫
RN
∇u∇ϕ+ (λV (x) + Z(x))uϕ . (1.38)

Além disso, como p ∈ [1, 2∗ ), então un → u fortemente em Lp
loc

(RN), donde∫
Ω′J

un
p
+ϕ −→

∫
Ω′J

up+ϕ . (1.39)

Mais ainda, a convergência∫
RN\Ω′J

f(un)ϕ −→
∫

RN\Ω′J
f(u)ϕ (1.40)

segue de un → u em L1
loc

(RN) e de, pelo Teorema A.3, a função f̃ : V × R→ R, onde

V é um compacto com V ⊃ (suppϕ ∩ RN\Ω′J) , dada por

f̃(x, s) = f(s)ϕ(x) , ∀ (x, s) ∈ V × R ,

de�nir uma aplicação de Nemytskii Nf̃ : L1(RN) → L1(RN) contínua, já que f̃ é uma

função de Carathéodory satisfazendo, pela de�nição de f ,

|f̃(x, s)| ≤ |ϕ|∞|f(s)| ≤ |ϕ|∞ν0|s| , ∀ (x, s) ∈ V × R .

Portanto, usando (1.38), (1.39) e (1.40), temos

lim
n→∞

Φ′λ(un)ϕ = Φ′λ(u)ϕ

e tendo em vista (1.37) e a arbitrariedade de ϕ ∈ C∞c (RN),

Φ′λ(u)ϕ = 0 , ∀ ϕ ∈ C∞c (RN) .
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Assim, como C∞c (RN) é denso5 em H, segue que u é ponto crítico de Φλ.

De (1.32) e da conclusão acima temos

lim
n→∞

(Φ′λ(un)− Φ′λ(u)) (un − u) = 0 ,

isto é,

||un − u||2λ −
∫

RN\Ω′J
(f(un)− f(u))(un − u) =

∫
Ω′J

(un
p
+ − u

p
+)(un − u) + on(1) . (1.41)

Agora, como max
ξ∈R
|f ′(ξ)| ≤ pν0, temos também

∫
RN\Ω′J

(f(un)− f(u))(un − u) ≤ pν0|un − u|22 . (1.42)

Então, pelo Corolário 1.6, por (1.41), pela desigualdade de Hölder (tendo em vista que

un
p
+, u

p
+ ∈ L

p+1
p (Ω′J)) e usando que un → u em Lp+1(Ω′J), pois p+ 1 ∈ [1, 2∗ ),

lim
n→∞

δ0||un − u||2λ ≤ lim
n→∞

(
||un − u||2λ − pν0|un − u|22

)
≤ lim

n→∞

(
||un − u||2λ −

∫
RN\Ω′J

(f(un)− f(u))(un − u)

)

= lim
n→∞

(∫
Ω′J

(un
p
+ − u

p
+)(un − u) + on(1)

)
≤ lim

n→∞

((
|unp+| p+1

p
,Ω′J

+ |up+| p+1
p
,Ω′J

)
|un − u|p+1,Ω′J

+ on(1)
)

= 0 ,

ou seja, un → u em H.

Sendo assim, como c ∈ R e (un)n∈N são arbitrárias, a proposição está demons-

trada.

�

Note que a Proposição 1.8 os permite aplicar um argumento do tipo Minimax ao

funcional Φλ.

A próxima proposição nos auxiliará no estudo do comportamento de sequências

(un)n∈N ⊂ H e (λn)n∈N ⊂ [λ1,∞), satisfazendo as condições (1.28), (1.29) com

λn →∞ . (1.43)

5Ver Apêndice A, Lema A.9
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Proposição 1.9 Sejam as sequências (un)n∈N ⊂ H, (λn)n∈N ⊂ [λ1,∞) satisfazendo

as condições (1.28), (1.29) e (1.43). Então, a menos de subsequência,

un ⇀ u em H e H1(RN) ,

para alguma u ∈ H. Mais ainda:

(i) u ≡ 0 em RN\ΩJ e u
∣∣
Ωj

é uma solução não-negativa de

−∆u+ Z(x)u = up em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj,
(1.44)

para j = 1, 2;

(ii) (un)n∈N converge para u em um sentido forte:

||un − u||λn → 0 , (1.45)

un → u em H e H1(RN) ; (1.46)

(iii) a sequência (un)n∈N também satisfaz:∫
RN
λnV (x)u2

n → 0 , (1.47)

Φλn(un)→ IΩJ (u) , (1.48)

||un||2λn,RN\Ω′J → 0 , (1.49)

||un||2λn,Ω′j →
∫

Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 , j = 1, 2 , (1.50)

onde

IΩJ (v) =
1

2

∫
ΩJ

|∇v|2 + Z(x)v2 − 1

p+ 1

∫
ΩJ

vp+1
+ .

Demonstração:

Sejam as sequências (un)n∈N ⊂ H, (λn)n∈N ⊂ [λ1,∞) como no enunciado.

Pelo Lema (1.7), temos

m≤ lim inf ||un||2λn≤ lim sup ||un||2λn≤M. (1.51)

Logo (un)n∈N é uma sequência limitada em H e H1(RN), donde podemos assumir que

existe u ∈ H tal que, a menos de subsequência,

un ⇀ u em H e H1(RN) (1.52)

un → u em Lp
loc

(RN), para todo q ∈ [1, 2∗) (1.53)
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Para mostrarmos (i), consideremos o conjunto

Cm = {x ∈ RN ;V (x) ≥ 1

m
} ,

para todo m ∈ N.

Note que, para n su�cientemente grande,

λn ≤ 2(λn − λ1). (1.54)

Assim, para todo m ∈ N,∫
Cm

u2
n ≤

∫
Cm

mV (x)u2
n ≤

m

λn

∫
Cm

λnV (x)u2
n

≤ m

λn

∫
RN

2(λn − λ1)V (x)u2
n ≤

2m

λn

∫
RN

(λn − λ1)V (x)u2
n +

2m

λn
||un||2λ1

=
2m

λn
||un||2λn .

Daí, passando ao limite n→∞ e tendo em vista (1.43) e (1.51) obtemos

lim
n→∞

|un|2,Cm = 0 , ∀m ∈ N ,

e pelo Lema de Fatou,

|u|2,Cm = 0 , ∀m ∈ N .

Portanto, u ≡ 0 em Cm, para todo m ∈ N, ou seja, u ≡ 0 em
⋃
m∈NCm = RN\Ω.

Assim, como Ω tem fronteira suave, u ∈ H1
0 (Ω), ou equivalentemente, u

∣∣
Ωj
∈ H1

0 (Ωj),

para todo j ∈ {1, 2, 3}.

Mostremos agora que u
∣∣
Ωj
∈ H1

0 (Ωj) é solução do problema (1.44), para j = 1, 2,

e u
∣∣
Ω3
≡ 0.

Pelo que foi mostrado acima, u
∣∣
∂Ωj
≡ 0 , para todo j ∈ {1, 2, 3}, no sentido do

traço.

Por (1.29), temos, para todo j ∈ {1, 2, 3},

lim
n→∞

|Φ′λn(un)ϕ| ≤ ||Φ′λn(un)||∗λn||ϕ||λn = 0 , ∀ ϕ ∈ C∞c (Ωj) .

Logo, ∫
Ωj

∇u∇ϕ+ Z(x)uϕ− g(x, u)ϕ = 0 , ∀ ϕ ∈ C∞c (Ωj) , (1.55)
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para todo j ∈ {1, 2, 3}. Assim, como C∞c (Ωj) é denso em H1
0 (Ωj), u

∣∣
Ωj

é solução do

problema (1.44), para j = 1, 2, 3. Em particular, se j = 3, tomando u
∣∣
Ω3

como função

teste em (1.55), temos ∫
Ω3

|∇u|2 + Z(x)u2 − f(u)u = 0 ,

ou seja,

||u||2λ1,Ω′3
−
∫

Ω′3

f(u)u = 0 ,

já que suppu ∩ suppV = ∅. Assim, pelo Corolário 1.6 e por termos f(ξ)ξ ≤ ν0ξ
2,

∀ ξ ∈ R,

δ0|u|22,Ω′3 ≤ ||u||
2
λ1,Ω′3

− ν0|u|22,Ω′3 ≤ ||u||
2
λ1,Ω′3

−
∫

Ω′3

f(u)u = 0 .

Logo, u
∣∣
Ω3
≡ 0, e �ca mostrado (i).

Para (ii), usaremos a igualdade

(Φ′λn(un)− Φ′λn(u))(un − u) =

= ||un − u||2λn −
∫

RN\Ω′J
(f(un)− f(u))(un − u)−

∫
Ω′J

(un
p
+ − u

p
+)(un − u) . (1.56)

Por (1.53), temos un → u em Lp+1(Ω′J), donde

lim
n→∞

∫
Ω′J

(un
p
+ − u

p
+)(un − u) = 0 . (1.57)

Tendo em vista (1.52),

lim
n→∞

Φ′λn(u)(un − u) =

= lim
n→∞

(∫
ΩJ

∇u∇(un − u) + Z(x)u(un − u)−
∫

ΩJ

up(un − u)

)
= 0 . (1.58)

Mais ainda, por (1.29) e pela limitação de (||un||λn)n∈N,

lim
n→∞

|Φ′λn(un)(un − u)| ≤ ||Φ′λn(un)||∗λn(||un||λn + ||u||λn) = 0 . (1.59)

Logo, por (1.56)-(1.59),

lim
n→∞

(
||un − u||2λn −

∫
RN\Ω′J

(f(un)− f(u))(un − u)

)
= 0 .

Assim, pelo Corolário 1.6 e por (1.42),

δ0||un − u||2λn ≤ ||un − u||2λn − pν0|un − u|22

≤ ||un − u||2λn −
∫

RN\Ω′J
(f(un)− f(u))(un − u)→ 0
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quando n → ∞. Portanto vale (1.45). As convergências (1.46) seguem do Corolário

1.5 e de (1.45).

Finalmente, vejamos (iii).

Como suppu ∩ suppV = ∅, temos, por (1.54),

1

2

∫
RN
λnV (x)u2

n ≤
∫

RN
(λn − λ1)V (x)u2

n =

∫
RN

(λn − λ1)V (x)(un − u)2

≤
∫

RN
(λn − λ1)V (x)(un − u)2 + ||un − u||2λ1

= ||un − u||2λn ,

e por (1.45) segue (1.47).

Para os casos restantes, basta considerar (1.46), (1.47), (1.53) e os limites

lim
n→∞

∫
RN\Ω′J

F (un) = 0 ,

e

lim
n→∞

∫
Θ

Z(x)u2
n =

∫
Θ

Z(x)u2 ,

para Θ = RN , RN\Ω′J , Ω′j, j = 1, 2. Por sua vez, estes seguem, respectivamente, de

termos u
∣∣
RN\Ω ≡ 0 juntamente com a desigualdade

F (ξ) ≤ ν0

2
ξ2 , ∀ ξ ∈ R ,

a qual é consequência da de�nição de F , e do limite

lim
n→∞

∫
RN
|Z(x)||u2

n − u2| = 0 .

Para veri�car a convergência acima, note que∫
RN
|Z(x)||u2

n − u2| ≤ M1

∫
RN

(V (x) + 1)|un + u||un − u|

≤ M1

(∫
RN

(V (x) + 1)|un + u|2
) 1

2
(∫

RN
(V (x) + 1)|un − u|2

) 1
2

≤ M1||un + u||H||un − u||H

donde concluímos por (1.46).

�

Como mencionamos anteriormente, um ponto crítico de Φλ é uma solução de (Pλ)

se, e somente se, u(x) ≤ ν0

1
p−1 em RN\Ω′J . Neste sentido, vejamos a
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Proposição 1.10 Para cada M > 0, existe uma constante Λ(M) ≥ λ1 tal que se uλ é

um ponto crítico não-negativo de Φλ satisfazendo

Φλ(uλ) ≤M , λ ≥ Λ(M) ,

então uλ satisfaz

uλ(x) ≤ ν0

1
p−1 em RN\Ω′J .

Em particular, uλ é solução do problema original (Pλ).

Demonstração:

Seja (uλn)n∈N ⊂ H uma sequência tal que lim
n→∞

λn =∞ e, para cada n, uλn é um

ponto crítico não-negativo de Φλn , isto é, uλn é solução não-negativa de (1.27),

−∆v + (λnV (x) + Z(x))v = g(x, v) em RN .

Para simpli�car a notação, façamos uλn = un, para todo n ∈ N.

Pelo Lema 1.7, passando a uma subsequência se necessário, (un)n∈N é uma se-

quência limitada em H1(RN) e, pela Proposição 1.9, a menos de subsequência,

un → u em H1(RN) ,

onde u é o limite fraco da sequência (un)n∈N em H1(RN).

A demonstração é um pouco longa e, por isso, a dividiremos em partes.

1o Parte: Existe C > 0 satisfazendo

|un|∞ ≤ C , ∀n ∈ N .

Nossa intenção é usar o Corolário A.20. Dito isto, veri�quemos as suas hipóteses.

Inicialmente, observemos que, para todo n ∈ N, se un é solução não-negativa de

(1.27), então também é solução não-negativa de

−∆v + (λnV (x) + χRN\Aλn (x)Z(x))v = g̃n(x, v) em RN , (1.60)

onde Aλn = {x ∈ RN ; λnV (x) + Z(x) ≤ 0} e g̃n : RN × R→ R é dada6 por

g̃n(x, v) =
g(x, un)

un
v − (χAλn (x)Z(x))v .

6Pela de�nição de g, não há problema em considerar

g(x, s)
s

= sp−1
+ χJ(x) + (1− χJ(x)) min{sp−1

+ , ν0} .

Porém, usamos um abuso de notação por não termos necessariamente s > 0.
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Além disso, claramente

λnV (x) + χRN\Aλn (x)Z(x) ≥ 0 , ∀x ∈ RN .

Vejamos agora que a função g̃n, para cada n ∈ N, satisfaz a desigualdade (A.42)

do Corolário A.20.

A�rmamos que, para λn su�cientemente grande,

χAλnZ ∈ L
t(RN) , ∀ t ∈ [1,∞] . (1.61)

Para provar a a�rmação, basta mostrar que a função Z é limitada em Aλn e que este

conjunto possui medida de Lebesgue �nita.

Tomemos o conjunto A de�nido em (V 3), o qual tem medida de Lebesgue �nita.

Notemos que Aλn ⊂ A. De fato, se x /∈ A, então V (x) > M0 e daí, usando (Z3),

|Z(x)| ≤M1(V (x) + 1) < M1

(
1 +

1

M0

)
V (x) ,

donde, para λn ≥ 1 +M1

(
1 +

1

M0

)
,

λnV (x) + Z(x) > 1 +M1

(
1 +

1

M0

)
V (x)−M1

(
1 +

1

M0

)
V (x) = V (x) > M0

e, por conseguinte, x /∈ Aλn . Logo RN\A ⊂ RN\Aλn , ou seja, Aλn ⊂ A, donde

concluímos que Aλn tem medida de Lebesgue �nita. Além disso,

|χAλn (x)Z(x)| ≤M1(M0 + 1) , ∀x ∈ RN .

Portanto, pelo que foi dito a princípio, vale (1.61). Mais ainda, pela de�nição de g,∣∣∣∣g(x, un)

un

∣∣∣∣ ≤ up−1
n e up−1

n ∈ L
2∗
p−1 (RN) , (1.62)

onde
2∗

p− 1
>
N

2
se, e somente se, p < 2∗−1, que é o nosso caso. Logo, tendo em vista

a de�nição de g̃n, (1.61) e (1.62), temos

|g̃n(x, s)| ≤
(
up−1
n (x) + χAλn (x)Z(x)

)
|s|, ∀ (x, s) ∈ RN × R,

onde

up−1
n + χAλnZ ∈ L

2∗
p−1 (RN) , com

2∗

p− 1
>
N

2
.
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Dessa forma, aplicando o Corolário A.20 na equação (1.60), concluímos a demonstração

desta parte.

2o Parte: Para cada n, un ∈ C1,µ(B1(0)), para algum 0 < µ < 1, e

un(x)→ 0 quando |x| → ∞ . (1.63)

De fato, �xemos n arbitrariamente e seja fλ,n : RN → R dada por

fλ,n(x) = −(λV (x) + Z(x))un(x) + g(x, un(x)) , ∀x ∈ RN .

Notemos que, usando a de�nição de g e a continuidade de λV + Z, a função fλ,n

pertence a L∞
loc

(RN) e, consequentemente,

fλ,n ∈ Ltloc(RN) , para t ∈ [1,∞] .

Daí, pelo Teorema A.16,

un ∈ W 2,t
loc

(RN) , para t ∈ [1,∞] ,

e, tomando R > 1,

||un||2,p,B1(0) ≤ C
(
|un|p,BR(0) + |fλ,n|p,BR(0)

)
, (1.64)

onde C = C(R, p,N) > 0 é invariante por translações. Agora tomando t0 > N e

usando as imersões de Sobolev,

un ∈ W 2,t0(B1(0)) ↪→ C1,µ(B1(0)) , µ = 2− N

t0
,

como queríamos mostrar.

Para concluir o limite (1.63), observemos que por (1.64) e usando a de�nição da

função fλ,n e a imersão acima, existe uma constante C ′ > 0, invariante por translações,

tal que, para R > 1,

||un||C1,µ(B1(x)) ≤ C ′
(
|un|t0,BR(x) + |un|2

∗−1
t0,BR(x)

)
, ∀x ∈ RN . (1.65)

Agora, dado δ > 0, existe Rδ > 0 tal que(
|un|t0,RN\BRδ (0) + |un|2

∗−1
t0,RN\BRδ (0)

)
<

δ

C ′
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Tomemos então x ∈ RN tal que

|x| > 2R +Rδ .

Dessa forma,

BR(x) ⊂ RN\BRδ(0) ,

isto é,

|un|t0,BR(x) + |un|2
∗−1
t0,BR(x) ≤ |un|t0,RN\BRδ (0) + |un|2

∗−1
t0,RN\BRδ (0)

<
δ

C ′
.

Logo

|un(x)| ≤ ||un||C1,µ(B1(0))

≤ C ′
(
|un|t0,BR(x) + |un|2

∗−1
t0,BR(x)

)
< δ ,

para todo x ∈ RN com |x| > 2R +Rδ. Assim, vale o limite (1.63).

3o Parte: Existe Λ = Λ(M) tal que

|uλ|∞,∂Ω′J
≤ ν

1
p−1

0 , ∀λ ≥ Λ .

Seja (x̃n)n∈N ⊂ ∂Ω′J uma sequência qualquer. Como ∂Ω′J é compacto, podemos

assumir, sem perda de generalidade, que existe x̃ ∈ ∂Ω′J tal que lim
n→∞

x̃n = x̃. Conside-

remos agora a sequência (vn)n∈N ∈ H dada por

vn(x) = un(εnx+ x̃n) , ∀n ∈ N ,

onde

ε2n =
1

λn
,∀n ∈ N .

Sem perder a generalidade, podemos assumir que vn ⇀ v em H1(RN), para alguma

v ∈ H1(RN), uma vez que esta sequência é limitada neste espaço, já que (un)n∈N o é.

Além disso, temos, como consequência das propriedades das funções un,

|vn|∞ ≤ C , ∀n ∈ N ,

−∆vn + (V (εnx+ x̃n) + ε2nZ(εnx+ x̃n))vn = ε2ng(εnx+ x̃n, vn) em RN
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e, por (1.65) e pela primeira parte,

||vn||C1(B1(0)) ≤ K , ∀n ∈ N .

A última estimativa juntamente com o Teorema de Ascoli-Arzelá, nos dizem que o

limite fraco v de (vn)n∈N pertence a C(B1(0)) e

lim
n→∞

vn = v em C(B1(0)) .

Passando a uma subsequência, se necessário, assumamos, por contradição, que existe

η > 0 satisfazendo

un(x̃n) ≥ η , ∀n ∈ N ,

então temos

vn(0) ≥ η , ∀n ∈ N .

Logo, v 6= 0 em B1(0). Por outro lado, a função v veri�ca a equação

−∆v + V (x̃)v = 0 em RN ,

donde v ≡ 0 (ver Souto [29], Teorema I.2), o que é uma contradição. Portanto, existe

n0 ∈ N tal que

|un|∞,∂Ω′J
≤ ν

1
p−1

0 , ∀n > n0.

Consequentemente, como as sequências tomadas são arbitrárias, concluímos que existe

Λ̃ = Λ̃(M) tal que

|uλ|∞,∂Ω′J
≤ ν

1
p−1

0 , ∀λ ≥ Λ̃ .

4o Parte: Conclusão.

Fixemos λ ≥ Λ̃ e seja wλ : RN\Ω′J → R dada por

wλ(x) = (uλ − ν
1
p−1

0 )+(x) , ∀x ∈ RN\Ω′J .

Primeiramente, observemos que, tendo em vista as 2o e 3o partes, o conjunto

A = {x ∈ RN\Ω′J ; uλ(x) ≥ ν
1
p−1

0 }
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é compacto e

suppwλ ⊆ A ⊂⊂ RN\Ω′J ,

ou seja,

wλ ∈ L2(RN\Ω′J) .

Além disso,

∇wλ = ∇uλ(x).χA(x) , ∀x ∈ RN\Ω′J .

Dessa forma, wλ ∈ H1
0 (RN\Ω′J) e, então, a função w̃λ : RN → R dada por

w̃λ =

 wλ(x) , x ∈ RN\Ω′J ,

0 , x ∈ Ω′J ,

pertence a H1(RN). Assim, como uλ é um ponto crítico não negativo de Φλ,

0 = Φ′(uλ)w̃λ =

∫
RN
∇uλ∇w̃λ + (λV (x) + Z(x))uλw̃λ −

∫
RN
g(x, uλ)w̃λ

= ||w̃λ||2λ +

∫
RN\Ω′J

ν
1
p−1

0 (λV (x) + Z(x))w̃λ −
∫

RN\Ω′J
ν0uλw̃λ .

Agora seja Λ ≥ λ1 tal que

Λ inf
x∈A

V (x) + inf
x∈A

Z(x) > ν0

e façamos Λ = max{Λ , Λ̃}. Então, para λ ≥ Λ,

0 = ||w̃λ||2λ +

∫
RN\Ω′J

ν
1
p−1

0 (λV (x) + Z(x))w̃λ −
∫

RN\Ω′J
ν0uλw̃λ

≥ ||w̃λ||2λ,RN\Ω′J +

∫
RN\Ω′J

ν
1
p−1

0 ν0w̃λ −
∫

RN\Ω′J
ν0uλw̃λ

= ||w̃λ||2λ,RN\Ω′J − ν0

∫
RN\Ω′J

(uλ − ν
1
p−1

0 )w̃λ

= ||w̃λ||2λ,RN\Ω′J − ν0

∫
RN\Ω′J

w̃2
λ ,

e pelo Corolário 1.6,

0 ≥ ||w̃λ||2λ,RN\Ω′J − ν0

∫
RN\Ω′J

w̃2
λ

≥ δ0||w̃λ||2λ,RN\Ω′J ,

isto é, para λ ≥ Λ,

w̃λ ≡ 0 em RN
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e daí

uλ(x) ≤ ν
1
p−1

0 em RN\Ω′J ,

como queríamos.

�

1.3 Argumentos do tipo Minimax

para o funcional Φλ

Primeiramente, consideremos os seguintes funcionais, para j = 1, 2

IΩj : H1
0 (Ωj) → R

u 7→ IΩj(u) =
1

2

∫
Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 − 1

p+ 1

∫
Ωj

up+1
+

e

Φλ,Ω′j
: H1(Ω′j) → R

u 7→ Φλ,Ω′j
(u) =

1

2

∫
Ωj

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 − 1

p+ 1

∫
Ω′j

up+1
+ ,

(vale lembrar que H1(Ω′j) ≡ H(Ω′j)) cujos pontos críticos são soluções não-negativas

de
−∆u+ Z(x)u = up+ em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj,
(1.66)

e
−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = up+ em Ω′j,

∂u

∂η
= 0 em ∂Ω′j,

(1.67)

respectivamente. Esses funcionais são essenciais em nossos argumentos para encontrar

soluções de energia mínima sobre os conjuntos Ω1 e Ω2.

Note que ambos os funcionais IΩj e Φλ,Ω′j
têm a geometria do Passo da Montanha,

isto é,

(i) IΩj(0) = Φλ,Ω′j
(0) = 0 ;

(ii) Existem r0, r1 > 0, independentes de λ ≥ λ1, satisfazendo, para todo u ∈ H1
0 (Ωj)

e v ∈ H(Ω′j):
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(1) IΩj(u) ,Φλ,Ω′j
(v) ≥ 0, se ||u||0,Ωj , ||v||λ,Ω′j ≤ r0;

(2) IΩj(u) ,Φλ,Ω′j
(v) ≥ r1, se ||u||0,Ωj = ||v||λ,Ω′j = r0,

onde

||u||20,Ωj =

∫
Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 , ∀u ∈ H1
0 (Ωj) ,

é uma norma para H1
0 (Ωj) equivalente à norma usual, por (Z3);

(iii) Existe ϕ ∈ C∞c (Ωj) tal que

||ϕ||0,Ωj = ||ϕ||λ,Ω′j > r0 e IΩj(ϕ) = Φλ,Ω′j
(ϕ) < 0 .

Desse modo, os números positivos

cj = inf
γ∈Γj

max
t∈[0,1]

IΩj(γ(t)) e cλ,j = inf
γ∈Γλ,j

max
t∈[0,1]

Φλ,Ω′j
(γ(t)) ,

onde

Γj = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ωj)) ; γ(0) = 0 , IΩj(γ(1)) ≤ 0 }

e

Γλ,j = {γ ∈ C([0, 1], H1(Ω′j)) ; γ(0) = 0 ,Φλ,Ω′j
(γ(1)) ≤ 0 } ,

para j = 1, 2, estão bem de�nidos. Além disso, é fácil veri�car que os funcionais

Φλ,Ω′j
∈ C1(H1(Ω′j),R) e IΩj ∈ C1(H1

0 (Ωj),R) satisfazem a condição de Palais-Smale,

seguindo os mesmos argumentos do Lema 1.7 e da Proposição 1.8. Portanto, pelo

Teorema do Passo da Montanha (Teorema A.6), os valores cλ,j e cj de�nidos acima

são valores críticos de Φλ,Ω′j
e IΩj , respectivamente, isto é, existem wj ∈ H1

0 (Ωj) e

wλ,j ∈ H1(Ω′j), pontos críticos Φλ,Ω′j
e IΩj , respectivamente, tais que

Φλ,Ω′j
(wλ,j) = cλ,j e IΩj(wj) = cj ,

para j = 1, 2.

Vejamos algumas propriedades dos valores críticos cλ,j e cj.

Lema 1.11 Com as notações acima, temos, para j = 1, 2:

(i) 0 < r1 ≤ cλ,j ≤ cj, para todo λ ≥ λ1;
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(ii) Os valores críticos cλ,j e cj são níveis de energia mínima para Φλ,Ω′j
e IΩj , res-

pectivamente, isto é,

cj = inf{IΩj(v) ; v ∈ H1
0 (Ωj)\0 , I ′Ωj(v) = 0},

cλ,j = inf{Φλ,Ω′j
(v) ; v ∈ H1(Ω′j)\0 ,Φ′λ,Ω′j(v) = 0} ;

(iii) cj = max
t>0

IΩj(twj) e cλ,j = max
t>0

Φλ,Ω′j
(twλ,j) ;

(iv) lim
λ→∞

cλ,j = cj .

Demonstração:

Fixemos j ∈ {1, 2} arbitrariamente.

Vejamos (i). A desigualdade 0 < r1 ≤ cλ,j segue do fato de Φλ,j ter a geometria

do Passo da Montanha (mais especi�camente, de 2.ii). Para a desigualdade restante,

cλ,j ≤ cj, basta notar que, dada u ∈ H1
0 (Ωj) qualquer, a função

ũ(x) =

 u(x), em Ωj,

0, em Ω′j\Ωj.

está em H1(Ω′j). Portanto, podemos considerar a inclusão H1
0 (Ωj) ⊂ H1(Ω′j) e, por

conseguinte, Γj ⊂ Γλ,j. Assim

cλ,j = inf
γ∈Γλ,j

max
t∈[0,1]

Φλ,Ω′j
(γ(t))

≤ inf
γ∈Γj

max
t∈[0,1]

Φλ,Ω′j
(γ(t))

≤ inf
γ∈Γj

max
t∈[0,1]

IΩj(γ(t))

= cj

e �ca provado (i).

As propriedades (ii) e (iii) são consequências, respectivamente, do Teorema A.8

e do Lema A.7.

Por �m, vejamos o ítem (iv).

Fixemos arbitrariamente j ∈ {1, 2}.

Suponhamos por contradição que não ocorre

cλ,j → cj quando λ→∞ .

Então existe uma sequência (λn)n∈N ⊂ [λ1,∞) com limn→∞ λn =∞ tal que (cλn,j)n∈N

não admite cj como um valor de aderência.
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Para todo n ∈ N, seja wλn,j ∈ H1(Ω′j) uma solução do problema (1.67), com

λ = λn, tal que

Φλnk ,Ω
′
j
(wλnk ,j) = cλnk ,j , (1.68)

onde, vale ressaltar, pelo ítem (i), cλnk ∈ (0, cj ].

Por um argumento análogo ao desenvolvido na Proposição 1.9, existe uma sub-

sequência (λnk)k∈N tal que,

wλnk ,j → u0 em H1(Ω′j) quando n→∞ ,

onde u0 ∈ H1
0 (Ωj) é solução do problema (1.66), e

lim
k→∞

Φλnk ,Ω
′
j
(wλnk ,j) = Φλnk ,Ω

′
j
(u0) = IΩj(u0) .

Usando o ítem (i), (1.68) e que cj é um nível de energia mínima para IΩj , devemos ter

cj ≥ lim sup
k→∞

cλnk ,j = lim sup
k→∞

Φλnk ,Ω
′
j
(wλnk ,j)

= IΩj(u0)

≥ cj ,

donde segue que cj = lim sup
k→∞

cλnk ,j é um valor de aderência da sequência (cλn,j)n∈N, o

que contradiz nossa suposição inicial. Logo vale o ítem (iv).

�

Para os próximos resultados, lembramos que as soluções de energia mínima dos

problemas (1.66) e (1.67) também podem ser obtidas através dos problemas de mini-

mização (
1

2
− 1

p+ 1

)− p−1
p+1

c
p−1
p+1

j = inf

{
||v||20,Ωj ; v ∈ H1

0 (Ωj) ,

∫
Ωj

vp+1
+ = 1

}
e (

1

2
− 1

p+ 1

)− p−1
p+1

c
p−1
p+1

λ,j = inf

{
||v||2λ,Ω′j ; v ∈ H1(Ω′j) ,

∫
Ω′j

vp+1
+ = 1

}
,

respectivamente, os quais são equivalentes a

cj = inf

{
IΩj(v) ; v ∈ H1

0 (Ωj) ,

∫
Ωj

vp+1
+ =

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj

}
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e

cλ,j = inf

{
Φλ,Ω′j

(v) ; v ∈ H1(Ω′j) ,

∫
Ω′j

vp+1
+ =

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cλ,j

}
. (1.69)

A seguir, elaboraremos um argumento do tipo Minimax para o funcional Φλ.

Para começar, �xemos R > 2 tal que

IΩj(Rwj) < 0 e Rp+1|wj|p+1
p+1,Ωj

≥ 2

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj ,

para todo j = 1, 2. Assim, para j = 1, 2, o caminho γj : [0, 1] → H1
0 (Ωj) dado por

γj(s) = sRwj pertence a Γj e

max
s∈[0,1]

IΩj(sRwj) = cj,

pelo Lema 1.11 (iii).

Seja γ0 : [0, 1]2 ≡ [0, 1]× [0, 1]→ H dada por

γ0(s1, s2)(x) = s1Rw1(x) + s2Rw2(x) ,∀ (s1, s2) ∈ [0, 1]2 . (1.70)

De�namos então o conjunto

ΓJ = {γ ∈ C([0, 1]2,H) ; γ(s) = γ0(s) ,∀ s = (s1, s2) ∈ ∂([0, 1]2)}

e

bλ,J = inf
γ∈ΓJ

max
s∈[0,1]2

Φλ(γ(s)) .

Note que Γ 6= ∅, pois γ0 ∈ ΓJ , e que bλ,J está bem de�nido.

No que segue, poremos cJ := c1 + c2.

A próxima proposição nos traz algumas relações entre os valores cj, cλ,j e bλ,J .

Para a sua demonstração, precisaremos do seguinte lema.

Lema 1.12 Para qualquer γ ∈ ΓJ e para cada

ξ = (ξ1, ξ2) ∈ KR := [0, Rp+1|w1|p+1
p+1,Ω1

]× [0, Rp+1|w2|p+1
p+1,Ω2

] ,

existe sγ = (s1, s2) ∈ [0, 1]2 tal que∫
Ω′j

γ(sγ)(x)p+1
+ dx = ξj , ∀ j ∈ 1, 2 .
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Demonstração:

Seja γ ∈ ΓJ qualquer. De�namos a aplicação γ̃ : [0, 1]2 → R2 por

γ̃(s) =

(∫
Ω′1

γ(s)(x)p+1
+ dx,

∫
Ω′2

γ(s)(x)p+1
+ dx

)
.

Se mostrarmos que existe sγ ∈ [0, 1]2 tal que

γ̃(sγ) = ξ = (ξ1, ξ2)

terminamos.

Observemos inicialmente que se s = (s1, s2) ∈ ∂([0, 1]2), então, necessariamente,

s1 ou s2 pertence ao conjunto {0, 1} e

γ̃(s) = (sp+1
1 Rp+1|w1|p+1

p+1,Ω1
, sp+1

2 Rp+1|w2|p+1
p+1,Ω2

) .

Escolhamos ξ = (ξ1, ξ2) ∈ KR arbitrariamente.

Caso ξ ∈ ∂(KR), então ξ é da forma

ξ = (t1R
p+1|w1|p+1

p+1,Ω1
, t2R

p+1|w2|p+1
p+1,Ω2

)

onde t1, t2 ∈ [0, 1], com t1 ou t2 em {0, 1}. Portanto, tomando sγ = (s1, s2) com

s1 = t1
1
p+1 e s2 = t2

1
p+1 e pela observação feita acima, segue o resultado para este caso.

Suponhamos agora que ξ ∈ (0, 1)2.

Para concluirmos a existência de sγ nesse caso, usaremos os resultados da Teoria

do Grau Topológico presentes no apêndice.

Consideremos a função f : [0, 1]2 → R2 dada por

f(s1, s2) = (sp+1
1 Rp+1|w1|p+1

p+1,Ω1
, sp+1

2 Rp+1|w2|p+1
p+1,Ω2

) .

Claramente f ≡ γ̃ em ∂((0, 1)2). Então, pelo Teorema A.21,

d(γ̃, (0, 1)2, (ξ1, ξ2)) = d(f, (0, 1)2, (ξ1, ξ2)) . (1.71)

Mais ainda, é fácil ver que f é injetora, com

f

 ξ
1
p+1

1

R|w1|p+1,Ω1

,
ξ

1
p+1

2

R|w2|p+1,Ω2

 = (ξ1, ξ2) ,
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e f é diferenciável, com

A := f ′

 ξ
1
p+1

1

R|w1|p+1,Ω1

,
ξ

1
p+1

2

R|w2|p+1,Ω2

 = (aij)i,j=1,2

onde

aij =

 ξ
p
p+1

i (p+ 1)R |wi|p+1,Ωi , i = j,

0 , i 6= j.

Assim, como

aii > 0 ,

para i = 1, 2 , A é uma transformação linear inversível com

sinal(detA) = 1 ,

donde, pelos Teoremas A.22 e A.23,

d(f, (0, 1)2, (ξ1, ξ2)) = d(A,B1(0), (0, 0)) = 1 .

Portanto, tendo em vista a igualdade acima e (1.71),

d(γ̃, (0, 1)2, (0, 0)) = 1 ,

e, consequentemente, existe sγ ∈ (0, 1)2 satisfazendo a conclusão do lema.

�

Proposição 1.13 Com as notações acima, temos:

(i) cλ,1 + cλ,2 ≤ bλ,J ≤ cJ , para todo λ ≥ λ1;

(ii) Sendo r1 > 0 a constante do Lema 1.11 (i),

Φλ(γ(s)) ≤ cJ − r1 ,

para todo λ ≥ λ1, γ ∈ ΓJ e s ∈ ∂([0, 1]2).

Demonstração:

Vejamos (i).

Para a desigualdade cλ,1 + cλ,2 ≤ bλ,J , �xe γ ∈ ΓJ qualquer. Pela forma como R

foi escolhido e lembrando o Lema 1.11 (i), podemos tomar o par

(ξ1, ξ2) =

( (
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cλ,1,

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cλ,2

)
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no Lema 1.12, donde existe sγ ∈ [0, 1]2 tal que∫
Ω′j

γ(sγ)(x)p+1
+ =

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cλ,j ,

para j = 1, 2.

A�rmamos que

Φλ,RN\Ω′J (γ(sγ)) ≥ 0 ,

onde

Φλ,RN\Ω′J (u) =
1

2

∫
RN\Ω′J

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u−
∫

RN\Ω′J
F (u) , ∀u ∈ H .

De fato, notemos que, pela de�nição,

F (ξ) ≤ 1

2
ν0ξ

2 , ∀ ξ ∈ R .

Assim, pelo Corolário 1.6,

Φλ,RN\Ω′J (γ(sγ)) =
1

2
||γ(sγ)||2λ,RN\Ω′J −

∫
RN\Ω′J

F (γ(sγ))

≥ 1

2
||γ(sγ)||2λ,RN\Ω′J −

1

2
ν0|γ(sγ)|22,RN\Ω′J

≥ 1

2
||γ(sγ)||2λ,RN\Ω′J −

1

2
pν0|γ(sγ)|22,RN\Ω′J

≥ δ0

2
||γ(sγ)||2λ,RN\Ω′J

≥ 0.

Portanto, por (1.69) e pela a�rmação acima,

Φλ(γ(sγ)) = Φλ,RN\Ω′J (γ(sγ)) +
∑
j=1,2

Φλ,Ω′j
(γ(sγ))

≥
∑
j=1,2

inf

{
Φλ,Ω′j

(v) ; v ∈ H1(Ω′j) ,

∫
Ω′j

vp+1
+ =

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cλ,j

}
=

∑
j=1,2

cλ,j .

Dessa forma,

max
s∈[0,1]2

Φλ(γ(s)) ≥ Φλ(γ(sγ)) ≥ cλ,1 + cλ,2

e como γ ∈ ΓJ é arbitrária, temos bλ,J ≥ cλ,1 + cλ,2.
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Para a desigualdade bλ,J ≤ cJ , basta observar que, como γ0 pertence ao conjunto

ΓJ , então

bλ,J ≤ max
s∈[0,1]2

Φλ(γ0(s))

= max
s∈[0,1]2

IΩ1(s1Rw1) + IΩ2(s2Rw2)

= c1 + c2 = cJ .

Para o ítem (ii), tomemos γ ∈ ΓJ e s = (s1, s2) ∈ ∂([0, 1]2) arbitrariamente.

Então temos, pela de�nição de ΓJ ,

γ(s) = γ0(s) =
∑
j=1,2

sjRwj ,

donde

Φλ(γ(s)) = Φλγ0(s) =
∑
j=1,2

IΩj(sjRwj) .

Além disso, IΩj(sjRwj) ≤ cj, para todo j = 1, 2. Mais ainda, como s ∈ ∂([0, 1]2),

devemos ter s1 ou s2 em {0, 1}, digamos s1, e, consequentemente, IΩ1(s1Rw1) ≤ 0.

Logo, pelo Lema 1.12,

Φλ(γ(s)) = IΩ1(s1Rw1) + IΩ2(s2Rw2)

≤ 0 + c2 ≤ (c1 − r1) + c2

= cJ − r1 .

�

Como consequência do resultado acima, temos o

Corolário 1.14 (i) lim
λ→∞

bλ,J = cJ ;

(ii) bλ,J é um valor crítico de Φλ, para λ su�cientemente grande.

Demonstração:

O limite em (i) é veri�cado a partir do Lema 1.11 (iv) e da Proposição 1.13 (i).

Com relação a (ii), usando a parte (i),

bλ,J > cJ −
m

2
, (1.72)
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para λ su�cientemente grande, onde m :=
1

2
min
j=1,2

cj. Além disso, pela Proposição 1.8,

o funcional Φλ satisfaz (PS)bλ,J .

Agora vejamos que bλ,J é um valor crítico. Para isso, usaremos o Lema da Defor-

mação (Lema A.5).

Suponhamos por contradição que bλ,J não é um valor crítico para Φλ. Então,

para ε = m/2, o Lema da Deformação nos fornece ε ∈ (0,m/2) e η ∈ C([0, 1]×H,H)

tais que

η(1, u) = u , ∀u ∈ H tal que Φλ(u) /∈
[
bλ,J −

m

2
, bλ,J +

m

2

]
(1.73)

e

η(1,Φ
bλ,J+ε

λ ) ⊂ Φ
bλ,J−ε
λ , (1.74)

onde, para todo α ∈ R, Φα
λ denota o conjunto {u ∈ H ; Φλ(u) ≤ α}.

Pela de�nição de bλ,J , existe g ∈ Γ satisfazendo

max
s∈[0,1]2

Φλ(g(s)) ≤ bλ,J + ε . (1.75)

De�namos então a aplicação h : [0, 1]2 → H por

h(s) = η(1, g(s)) , ∀ s ∈ [0, 1]2 .

A�rmamos que h ∈ Γ. De fato, h é contínua por construção. Agora tomemos

s ∈ ∂([0, 1]2), digamos s = (s1, s2), onde, sem perder a generalidade, s1 ∈ {0, 1}.

Então, pelo Lema 1.11 (iii) e (1.72), temos, caso s1 = 0,

Φλ(g(s)) = Φλ (0Rw1 + s2Rw2)

= IΩ1 (0) + IΩ2(s2Rw2)

≤ 0 + c2 ≤ cJ −
c1

2
≤ cJ −m

< bλ,J −
m

2
.

Por outro lado, se s1 = 1, então, pela forma como R foi �xado,

Φλ(g(s)) = Φλ (Rw1 + s2Rw2)

= IΩ1 (Rw1) + IΩ2(s2Rw2)

< 0 + c2 < cJ −m

< bλ,J −
m

2
.



51

Assim sendo,

Φλ(g(s)) /∈
[
bλ,J −

m

2
, bλ,J +

m

2

]
,

para todo s ∈ ∂([0, 1]2), e daí, por (1.73),

h(s) = η(1, g(s)) = g(s) = γ0(s) , ∀ s ∈ ∂([0, 1]2) ,

donde h ∈ Γ. Portanto

bλ,J ≤ max
s∈[0,1]2

Φλ(h(s)) .

Porém, por (1.74) e (1.75), devemos ter também

max
s∈[0,1]2

Φλ(h(s)) ≤ bλ,J − ε ,

o que é uma contradição. Logo bλ,J é um valor crítico de Φλ, para λ su�cientemente

grande.

�

Na próxima e última seção deste capítulo, provaremos a existência de um ponto

crítico uλ ∈ H tal que

(i) lim
λ→∞

Φλ(uλ) = cJ ;

(ii) uλ
∣∣
Ωj

converge para uma solução de energia mínima do problema (1.5), para

j = 1, 2;

(iii) uλ
∣∣
RN\ΩJ

→ 0 fortemente em H1(RN).

1.4 Demonstração do Teorema 1.1

Nosso objetivo nesta seção é encontrar uma solução não-negativa uλ, para λ

su�cientemente grande, que se aproxima de uma solução de energia mínima de (1.66)

em cada Ωj, j ∈ J , e de zero em RN\ΩJ .

Dado µ > 0, seja o conjunto

Dλ
µ = {u ∈ H ; ||u||λ,RN\Ω′J ≤ µ ,

∣∣∣∣∣∣||u||λ,Ω′j −
√(

1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj

∣∣∣∣∣∣ ≤ µ , j = 1, 2} .
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Seja também o conjunto ΦcJ
λ dado por

ΦcJ
λ = {u ∈ H ; Φλ(u) ≤ cJ} .

Em geral, soluções de energia mínima de (1.66) não são únicas. Porém, observe

que, dado j ∈ {1, 2}, uma solução de energia mínima wj de (1.66) deve satisfazer

IΩj(wj) = cj e I ′Ωj(wj)wj = 0, donde

IΩj(wj) +
1

p+ 1
I ′Ωj(wj)wj = cj

e, consequentemente, ∫
Ωj

|∇wj|2 + Z(x)w2
j =

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj .

Segue daí que o conjunto Dλ
µ ∩ ΦcJ

λ , para µ > 0 qualquer, contém todas as funções da

forma

ω(x) =

 wj(x) , x ∈ Ωj,

0 , x ∈ RN\ΩJ .

A partir de agora, �xemos µ > 0 tal que

µ <
1

3
min
j=1,2

√(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj .

A seguir, apresentamos uma estimativa uniforme para ||Φ′λ(u)||∗λ sobre o conjunto

(Dλ
2µ\Dλ

µ) ∩ ΦcJ
λ .

Proposição 1.15 Com µ �xado acima, existem σ0 > 0 e Λ∗ ≥ λ1 tais que

||Φ′λ(u)||∗λ ≥ σ0

para todo u ∈ (Dλ
2µ\Dλ

µ) ∩ ΦcJ
λ e todo λ ≥ Λ∗.

Demonstração:

A demonstração será feita por contradição e com o auxílio da Proposição 1.9.

Suponhamos então que existam sequências (λn)n∈N ⊂ [λ1,∞) e (un)n∈N ⊂ H tais

que lim
n→∞

λn =∞ e un ∈ (Dλn
2µ\Dλn

µ ) ∩ ΦcJ
λn

satisfaça ||Φ′λ(un)||∗λn → 0 quando n→∞.

Como un ∈ Dλn
2µ , para todo n ∈ N, (||un||λn,RN ) é uma sequência limitada. Daí

(Φλn(un)) também o é e podemos assumir, sem perda de generalidade, que

lim
n→∞

Φλn(un) = c ≤ cJ ,
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onde a desigualdade segue de un ∈ ΦcJ
λn
.

Portanto estamos nas hipóteses da Proposição 1.9 e a partir dela podemos extrair

uma subsequência, que ainda denotaremos por (un)n∈N, tal que un → u ∈ H1
0 (ΩJ)

fortemente em H1(RN), onde o limite u é uma solução não-negativa de (1.66) e

IΩJ (u) = lim
n→∞

Φλn(un) ≤ cJ (1.76)

||un||2λn,Ω′j →
∫

Ωj
|∇u|2 + Z(x)u2 para j = 1, 2 , (1.77)

||un||2λn,RN\Ω′J → 0 . (1.78)

Como cJ = c1 + c2 e c1, c2 > 0 são níveis de energia mínima, (1.76) nos dá duas

possibilidades:

1 - IΩj

(
u
∣∣
Ωj

)
= cj, para j = 1, 2, ou seja, u

∣∣
Ωj

é solução de energia mínima de

(1.66), para j = 1, 2;

2 - existe j0 ∈ {1, 2}, tal que IΩj0

(
u
∣∣
Ωj0

)
= 0, isto é, u

∣∣
Ωj0
≡ 0.

Se ocorre a primeira, então, pelo comentário feito no início desta seção, u deve

satisfazer ∫
Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 =

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj , para j = 1, 2 ,

e por (1.77) e (1.78) un deve pertencer ao conjunto Dλn
µ , para n su�cientemente grande,

contradizendo a nossa suposição inicial de que un ∈ (Dλn
2µ\Dλn

µ ).

Se ocorre a segunda possibilidade, então, por (1.77),

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣||un||λn,Ω′jo −
√(

1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj0

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣ lim
n→∞

||un||λn,Ω′jo − lim
n→∞

√(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj0

∣∣∣∣∣∣ =

=

√(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj0 ≥ 3µ ,

o que também contradiz un ∈ (Dλn
2µ\Dλn

µ ).

Portanto, nenhuma das possibilidades pode ocorrer e então devem existir cons-

tantes σ0 > 0 e Λ∗ ≥ λ1 satisfazendo a conclusão do teorema.

�
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A próxima proposição nos dará as últimas ferramentas para demonstrar o Teo-

rema 1.1.

Proposição 1.16 Sejam µ �xado anteriormente e Λ∗ ≥ λ1 a constante dada pela

Proposição 1.15. Então, para λ ≥ Λ∗ existe uma solução uλ do problema (Pλ) com

uλ ∈ Dλ
µ ∩ ΦcJ

λ .

Demonstração:

Faremos a demonstração por contradição.

Suponhamos então que exista (λn)n∈N ⊂ [Λ∗ ,∞) tal que λn → ∞ e que, para

cada n ∈ N, não existam pontos críticos no conjunto Dλn
µ ∩ ΦcJ

λn
. Mais ainda, como a

Proposição 1.8 assegura que, para todo n, o funcional Φλn satisfaz (PS), então deve

existir uma constante dλn = d(λn) > 0 com

||Φ′λn(u)||∗λn ≥ dλn , ∀u ∈ Dλn
µ ∩ ΦcJ

λn
.

Além disso, pela Proposição 1.15 temos

||Φ′λn(u)||∗λn ≥ σ0 , ∀u ∈ (Dλn
2µ\Dλn

µ ) ∩ ΦcJ
λn
, (1.79)

onde σ0 > 0 não depende de λn.

Nosso objetivo é mostrar que, sob as condições acima, não ocorre

bλn → cJ , quando n→∞ .

Para isso, estudaremos, para cada n, a relação entre o funcional Φλn e o conjunto Dλn
µ .

Fixemos então λn ∈ {λj}j∈N. Para simpli�car a notação, faremos λn = λ.

Pelo fato de a demonstração ser um tanto longa, a dividiremos em passo de modo

a facilitar o entendimento.

1o Passo: Construção de uma deformação η.

Escolhamos um funcional Lipschitz Ψ : H → R tal que

Ψ ≡ 1 em Dλ
3µ
2

, Ψ ≡ 0 em H\Dλ
2µ e 0 ≤ Ψ ≤ 1 em H .

e de�namos, para u ∈ ΦcJ
λ ,

V (u) = −Ψ(u)
Φ′λ(u)

||Φ′λ(u)||∗λ
: ΦcJ

λ → H
′ ≡ H
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onde identi�camos os espaços H e o seu dual H′ pelo Teorema de Representação de

Riesz. Agora, seja a deformação η : [0,∞)× ΦcJ
λ → ΦcJ

λ de�nida pela equação
dη

dt
= V (η),

η(0, u) = u ∈ ΦcJ
λ .

Note que esta aplicação está bem de�nida pelo Teorema de Existência e Unicidade para

Equações Diferenciais Ordinárias, já que V é uma função lipschitziana. A deformação

η tem as seguintes propriedades:

dΦ(η(t, u))

dt
= −Ψ(η(t, u))||Φ′λ(η(t, u))||∗λ ≤ 0 , ∀ t ≥ 0 , ∀u ∈ ΦcJ

λ , (1.80)

η(t, u) = u , ∀ t ≥ 0 , ∀u ∈ ΦcJ
λ \Dλ

2µ , (1.81)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣dηdt
∣∣∣∣∣∣∣∣
λ

= ||V (η)||λ ≤ 1 , ∀ t ≥ 0 , ∀u ∈ ΦcJ
λ . (1.82)

2o Passo: A aplicação η(t, γ0).

Seja γ0 ∈ ΓJ a aplicação de�nida em (1.70).

Primeiramente, observe que

γ0(s) /∈ Dλ
2µ , ∀ s ∈ ∂([0, 1]2).

De fato, tome s = (s1, s2) ∈ ∂([0, 1]2) qualquer. Suponhamos então, sem perda de

generalidade, que s1 pertença a {0, 1}. Temos dois casos a considerar. Se s1 = 0, então

||γ0(0, s2)||λ,Ω′1 = 0 e daí segue imediatamente a não inclusão. Caso s1 = 1, então, pela

de�nição, γ0(1, s2)
∣∣
Ω′1

= Rw1, com R > 2, e daí

||γ0(1, s2)||λ,Ω′1 = R||w1||0,Ω1 = R

√(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

c1 ,

donde segue que ∣∣∣∣∣∣||γ0(1, s2)||λ,Ω′1 −

√(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

c1

∣∣∣∣∣∣ > 2µ

e, consequentemente, γ0(1, s2) /∈ Dλ
2µ.
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Mais ainda, por (1.81),

η(t, γ0(s)) = γ0(s) , ∀ s ∈ ∂([0, 1]2)

e por conseguinte η(t, γ0(s)) ∈ ΓJ , para todo t ≥ 0.

Agora, note que:

a) supp γ0(s) ⊂ ΩJ , para todo s ∈ [0, 1]2, e, consequentemente, as propriedades de γ0

independem de λ ≥ λ1;

b) Φ(γ0(s)) ≤ cJ , para todo s ∈ [0, 1]2 e vale a igualdade se, e somente se, s1 = s2 =

R−1, isto é, se, e somente se, γ0(s1, s2) = w1 + w2.

Assim, como w1 + w2 ∈ Dλ
µ, o número

m0 = max{Φλ(u) ; u ∈ γ0([0, 1]2)\Dλ
µ} (1.83)

não depende de λ, pela observação (a), e é estritamente menor que cJ .

3o Passo: A�rmação:

max
s∈[0,1]2

Φλ(η(T, γ0(s))) ≤ max{m0, cJ −
1

2
σ0µ} ,

para T su�cientemente grande, onde m0 < cJ é dado em (1.83) e σ0 é dado pela

Proposição 1.15.

Fixemos s ∈ [0, 1]2 qualquer e vejamos o que acontece com Φλ(η(t, γ0(s))) caso

γ0(s) pertença ou não a Dλ
µ.

Se γ0(s) /∈ Dλ
µ, então, por (1.80),

Φλ(η(t, γ0(s))) ≤ Φλ(γ0(s)) ≤ m0 ,

para todo t ≥ 0, donde segue que

max
s∈[0,1]2

Φλ(η(T, γ0(s))) ≤ max{m0, cJ −
1

2
σ0µ} .

Suponhamos agora que γ0(s) ∈ Dλ
µ e analisemos o comportamento da aplicação

η0(t) = η(t, γ0(s)).

Sejam d̃λ = min{dλ, σ0} e T =
σ0µ

2d̃λ
.

Temos dois casos a considerar:

1. η0(t) ∈ int(Dλ
3µ/2), para todo t ∈ [0, T ];
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2. η0(t0) ∈ ∂(Dλ
3µ/2), para algum t0 ∈ (0, T ].

Se ocorre a primeira possibilidade, então, pela natureza de Ψ, temos Ψ(η0(t)) = 1

e ||Φ′λ(η0(t))||∗λ ≥ d̃λ, para todo t ∈ [0, T ]. Assim, por (1.80),

Φλ(η0(T )) = Φλ(γ0(s)) +

∫ T

0

d

dr
Φλ(η0(r))dr

= Φλ(γ0(s))−
∫ T

0

Ψ(η0(r))||Φ′λ(η0(r))||∗λdr

≤ cJ −
∫ T

0

d̃λdr

= cJ − d̃λT = cJ −
1

2
σ0µ .

Se ocorre a segunda possibilidade, então, pela continuidade de η0, existe 0 ≤ t1 <

t0 ≤ T tal que

η0(t1) ∈ ∂Dλ
µ, (1.84)

η0(t) ∈ Dλ
3µ
2

\Dλ
µ , ∀ t ∈ [t1, t0] . (1.85)

A�rmamos que

||η0(t0)− η0(t1)||λ ≥
µ

2
. (1.86)

De fato, a forma como t0 foi tomado implica em

||η0(t0)||λ,RN\Ω′J =
3µ

2
ou

∣∣∣∣∣∣||η0(t0)||λ,Ω′j0 −

√(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj0

∣∣∣∣∣∣ =
3µ

2
,

para algum j0 ∈ {1, 2}. Suponhamos que

||η0(t0)||λ,RN\Ω′J =
3µ

2
.

De (1.84), temos

||η0(t1)||λ,RN\Ω′J ≤ µ .

Então, pela desigualdade triangular,

||η0(t0)− η0(t1)||λ,RN\Ω′J ≥ ||η0(t0)||λ,RN\Ω′J − ||η0(t1)||λ,RN\Ω′J
≥ µ

2
.

Por outro lado, se ∣∣∣∣∣∣||η0(t0)||λ,Ω′j0 −

√(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj0

∣∣∣∣∣∣ =
3µ

2
,
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então mais uma vez de (1.84) obtemos∣∣∣∣∣∣||η0(t1)||λ,Ω′j0 −

√(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj0

∣∣∣∣∣∣ ≤ µ

e novamente pela desigualdade triangular chegamos a

||η0(t0)− η0(t1)||λ,Ω′j0 ≥
1

2
µ .

Portanto

||η0(t0)− η0(t1)||λ ≥ ||η0(t0)− η0(t1)||λ,RN\Ω′J + ||η0(t0)− η0(t1)||λ,Ω′j0
≥ 1

2
µ

e temos a conclusão da a�rmação.

Para �nalizar a demonstração do terceiro passo, note que a partir de (1.86), pelo

Teorema do Valor Médio e por (1.82), concluímos que

t0 − t1 ≥
1

2
µ .

Além disso, tendo em vista (1.80) e as características de Ψ, temos Ψ(η0) ≡ 1 em [t1, t0].

Assim, usando (1.85) e (1.79),

Φλ(η0(T )) = Φλ(γ0(s)) +

∫ T

0

d

dr
Φλ(η0(r))dr

= Φλ(γ0(s))−
∫ T

0

Ψ(η0(r))||Φ′λ(η0(r))||∗λdr

≤ cJ −
∫ t0

t1

Ψ(η0(r))||Φ′λ(η0(r))||∗λdr

≤ cJ −
∫ t0

t1

σ0dr = cJ − (t0 − t1)σ0

= cJ −
1

2
σ0µ

e, portanto, segue a conclusão da a�rmação.

4o Passo: Conclusão da Proposição.

Como η0(s) = η(T, γ0(s)) ∈ ΓJ , então, lembrando que �zemos λ = λn,

bλn,J ≤ max
s∈[0,1]2

Φλn(η0(s)) ≤ max{m0, cJ −
1

2
σ0µ} < cJ , ∀n ∈ N .
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Logo, passando ao limite n→∞ e tendo em vista o Corolário 1.14 e o fato de que m0

e σ0 não dependem de λn,

cJ = lim
n→∞

bλn,J ≤ max{m0, cJ −
1

2
σ0µ} < cJ

o que é um absurdo. Dessa forma, Φλ tem ponto crítico uλ ∈ Dλ
µ, para λ su�cientemente

grande, e, pela Proposição 1.10, fazendo M = cJ , uλ é solução do problema (Pλ).

�

Agora demonstraremos o resultado principal deste capítulo, o Teorema 1.1

Demonstração do Teorema 1.1:

Seja (λn)n∈N uma sequência arbitrária tal que λn ≥ Λ∗ , para todo n ∈ N, e

lim
n→∞

λn =∞. Usando a Proposição 1.16, obtemos uma sequência (uλn)n∈N ⊂ H onde,

para cada n ∈ N, uλn ∈ Dλn
µ ∩ΦcJ

λn
é uma solução não-negativa do problema (Pλ), com

λ = λn.

Pela Proposição 1.9, podemos extrair uma subsequência, que também denotare-

mos por (uλn)n∈N, tal que uλn → u ∈ H1
0 (ΩJ) fortemente em H1(RN), onde o limite u

é uma solução não-negativa de (1.66),

||uλn||2λn,RN\Ω′J → 0 (1.87)

e

||uλn||2λn,Ω′j →
∫

Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 =

(
1

2
− 1

p+ 1

)−1

cj , (1.88)

para j = 1, 2 , onde o último limite é obtido usando argumentos análogos aos explorados

na Proposição 1.15 e que uλn pertence ao conjunto Dλn
µ , para todo n.

Como as convergências acima não dependem da sequência (λn)n∈N escolhida ini-

cialmente, temos (1.3) e (1.4) de (1.88) e (1.87), respectivamente. Além disso, ainda

como resultado da Proposição 1.9, temos u ≡ 0 em RN\ΩJ e, de (1.88), u
∣∣
Ωj

é solução

de energia mínima de (1.66), para j = 1, 2. Portanto, �ca provado o Teorema 1.1.

�



Capítulo 2

Equação não-linear de Schrödinger:

Caso Crítico

No presente capítulo, apresentaremos os resultados resultados de Alves, de Morais

Filho & Souto [6] sobre a existência e multiplicidade de soluções positivas do tipo multi-

bump da equação não-linear de Schrödinger

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = βu|u|q−1 + u|u|2∗−2 em RN

u ∈ H1(RN)
, (Pλ)

onde λ > 0, β > 0, N ≥ 3, q ∈ (1, 2∗ − 1) e as funções V, Z : RN → R satisfazem as

condições (V 1), (V 2), (Z1) do problema do Capítulo 1 e também

(V3') Existe uma constante M0 > 0 tal que

M0 ≤ V (x) + Z(x) , ∀x ∈ RN ,

(Z2') Existe uma constante positiva M1 > 0 tal que

|Z(x)| ≤M1 , ∀x ∈ RN .

Com as hipóteses acima, as soluções não-negativas de (Pλ) podem ser caracteri-

zadas como pontos críticos do funcional Υλ : Hλ → R dado por

Υλ(u) =

∫
RN

1

2
|∇u|2 +

1

2
(λV (x) + Z(x))u2 − β

q + 1
uq+1

+ − 1

2∗
u2∗

+ dx ,
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para todo u ∈ Hλ, onde

Hλ = {u ∈ H1(RN) ;

∫
RN

(λV (x) + Z(x))u2dx <∞} .

O principal resultado deste capítulo é o

Teorema 2.1 Sob as hipóteses (V 1), (V 2), (V 3′), (Z1) e (Z2′), para cada conjunto

não-vazio J ⊆ {1, 2, 3}, existem constantes β∗ > 0 e λ∗ = λ∗(β∗) tais que, para

todo β ≥ β∗ e λ ≥ λ∗, o problema (Pλ) possui uma família de soluções positivas

com a seguinte propriedade: para qualquer sequência (λn)n∈N ⊂ R com lim
n→∞

λn = ∞,

existe uma subsequência (λnl)l∈N tal que uλnl → u em H1(RN), onde a função li-

mite u ∈ H1
0 (ΩJ) é identicamente nula em RN\

⋃
j∈J

Ωj e, para todo j ∈ J , a restrição

u
∣∣
Ωj
∈ H1

0 (Ωj) é solução de energia mínima do problema

−∆u+ Z(x)u = βuq + u2∗−1 em Ωj,

u > 0 em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj .

(2.1)

Para garantir a multiplicidade de soluções de (Pλ) neste capítulo, temos o seguinte

corolário, que é uma consequência imediata do Teorema 2.1.

Corolário 2.2 Sob as condições do Teorema 2.1, existem β∗ > 0 e λ∗ = λ∗(β∗) tais

que, para β ≥ β∗ e λ ≥ λ∗, o problema (Pλ) tem pelo menos 23 − 1 = 7 soluções

positivas.

Destacamos que a maioria dos resultados aqui apresentados foram baseados no

artigo de Alves, de Morais Filho & Souto [6]. Caso haja exceções, serão dadas as

devidas referências.

2.1 Resultados Preliminares

Neste capítulo, trabalharemos no espaço (Hλ, ||.||λ) de�nido por

Hλ =

{
u ∈ H1(RN);

∫
RN

(λV (x) + Z(x))u2 <∞
}
,

e

||u||2λ =

∫
RN
|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2, ∀ u ∈ Hλ ,

para cada λ > 0.
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Dado um conjunto aberto Θ ⊆ RN , também de�nimos, para cada λ > 0, o espaço

(Hλ(Θ), ||.||λ,Θ), onde

Hλ(Θ) =

{
u ∈ H1(Θ);

∫
Θ

(λV (x) + Z(x))u2 <∞
}

e a norma é

||u||2λ,Θ =

∫
Θ

|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2, ∀ u ∈ Hλ(Θ) .

Se λ ≥ 1, então, tendo em vista (V 3′), o espaço (Hλ(Θ), ||.||Hλ,Θ) é um espaço de

Hilbert, com produto interno

< ., . >λ: Hλ(Θ)×Hλ(Θ) → R

(u, v) 7→ < u, v >λ=

∫
Θ

∇u∇v + (λV (x) + Z(x))uv ,

satisfazendo a imersão

Hλ(Θ) ↪→ H1(Θ)

com constante de imersão C = (min{1,M0})1/2. Consequentemente, temos

||u||2λ,Θ ≥M0|u|22,Θ , ∀u ∈ Hλ(Θ) .

A partir da desigualdade acima, temos a seguinte versão do Corolário 1.6 do

Capítulo 1.

Lema 2.3 Para todo δ0 ∈ (0, 1) , existe ν0 ∈ (0, 1) tal que, para qualquer Θ ⊂ RN

aberto,

δ0||u||2λ,Θ ≤ ||u||2λ,Θ − ν0|u|22,Θ , ∀u ∈ Hλ(Θ) λ ≥ λ1 .

Neste momento, �xemos δ0 ∈ (0, 1) de modo que

2ν0 < M0 , (2.2)

onde M0 é a constante dada em (V 3′).

A demonstração deste lema segue os mesmos passos da prova do corolário citado

e, por isso, não a faremos.

Tendo em vista o crescimento crítico na não-linearidade do problema em questão,

o próximo lema, que é uma versão do Teorema A.15, será de extrema importância nos

nossos estudos.
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Lema 2.4 Se (vn)n∈N é uma sequência limitada em H1(RN) satisfazendo

vn ⇀ v em L2∗(RN)

|vn|2
∗ ∗
⇀ ν em M(RN)

|∇vn|2
∗
⇀ µ em M(RN)

onde ν e µ são medidas �nitas não-negativas em RN , então existem um conjunto I, no

máximo enumerável, famílias {xi}i∈I de pontos distintos em RN e {νi}i∈I em (0,∞)

tais que

ν = |v|2∗ +
∑
i∈I

νiδxi ,

com ∑
i∈I

ν
2

2∗
i <∞ ,

e

µ({xi}) ≥ Sν
2

2∗
i , ∀ i ∈ I ,

onde δx é a massa de Dirac em x e S é a melhor constante de Sobolev para a imersão

H1(RN) ↪→ L2∗(RN).

2.2 Funcional Modi�cado e a Condição de

Palais-Smale

De�namos a função h : R→ R por

h(s) =

 βsq + s2∗−1, s ≥ 0,

0, s < 0.

e �xemos uma constante positiva1 a tal que

h(a)

a
= ν0 ,

onde ν0 é a constante dada em (2.2).

Consideremos também as funções f, F : R→ R dadas por

f(s) =

 min{ν0s, h(s)}, s ≥ 0,

0, s < 0,

=


ν0s, s ≥ a,

h(s), 0 ≤ s ≤ a,

0, s < 0,

1Tal constante existe em virtude do Teorema do Valor Intermediário, já que a função que associa a

cada x > 0 o valor h(x)/x e se anula caso contrário, é contínua e 0 = lim
x→0

h(x)
x < ν0 < β+ 1 = h(1)/1.
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e

F (s) =

∫ s

0

f(r)dr =


H(a) + 1

2
ν0(s2 − a2), s ≥ a,

H(s), 0 ≤ s ≤ a,

0, s < 0,

onde

H(s) =

∫ s

0

h(r)dr .

No que segue, suporemos, sem perda de generalidade, que J = {1, 2}. Dessa

forma, ponhamos

ΩJ = Ω1 ∪ Ω2 e Ω′J = Ω′1 ∪ Ω′2 .

e

χJ(x) =

 1, x ∈ Ω′J ,

0, x /∈ Ω′J ,

e de�namos as funções g,G : RN × R→ R por

g(x, s) = χJ(s)h(s) + (1− χJ(x))f(s)

e

G(x, s) =

∫ s

0

g(x, r)dr = χJ(x)H(s) + (1− χJ(x))F (s).

Agora consideremos o funcional Φλ : Hλ → R dado por

Φλ(u) =
1

2

∫
RN
|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2 −

∫
RN
G(x, u) .

Sob as condições (V 1)−(V 3′), (Z1)−(22′) e pelas de�nições de g e G, o funcional

Φλ é de classe C1(Hλ,R) e seus pontos críticos são soluções não-negativas do problema

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = g(x, u) em RN . (2.3)

Note que, pela de�nição da função g, um ponto crítico de Φλ é uma solução de (Pλ)

se, e somente se, u(x) ≤ a em RN\Ω′J .

A partir de agora, mostraremos alguns resultados que nos darão informações

importantes relacionadas ao funcional Φλ e à condição de Palais-Smale2.

Primeiramente, observemos que, pelas de�nições de h e f , podemos assumir, sem

perda de generalidade, que qualquer sequência (PS)c de Φλ é não-negativa.

2Ver Apêndice A, Seção A.3
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De fato, seja (un)n∈N ⊂ Hλ uma sequência (PS)c de Φλ, isto é,

Φλ(un)→ c e Φλ(un)→ 0 em H′λ . (2.4)

Suponhamos, passando a uma subsequência se necessário, que

||un−||λ > 0 , ∀n ∈ N ,

pois, caso contrário, não há o que fazer.

Então, tendo em vista as de�nições de h e f e usando que un = un+ + un− com

supp (un+) ∩ supp (un−) = ∅,

Φ′λ(un)(un−) =

∫
RN
∇un∇(un−) + (λV (x) + Z(x))un(un−)−

∫
RN
g(x, un)(un−)

=

∫
RN
|∇(un−)|2 + (λV (x) + Z(x))(un−)2 −

∫
RN
g(x, (un+))(un−)

=

∫
RN
|∇(un−)|2 + (λV (x) + Z(x))(un−)2

= ||un−||2λ .

Assim,

||un−||2λ = Φ′λ(un)(un−) ≤ ||Φ′λ(un)||∗λ||un−||λ ,

onde ||.||∗λ denota a norma de H′λ, e daí, por (2.4)

||un−||λ ≤ ||Φ′λ(un)||∗λ → 0 . (2.5)

Para concluirmos, resta mostrar que (un+)n∈N uma sequência (PS)c de Φλ.

Sendo assim, basta observarmos que, usando novamente as propriedades de un+

e un−,

Φλ(un) =
1

2

∫
RN
|∇un|2 + (λV (x) + Z(x))u2

n −
∫

RN
G(x, un)

=
1

2

∫
RN
|∇(un+)|2 + (λV (x) + Z(x))(un+)2 −

∫
RN
G(x, un+) +

+
1

2

∫
RN
|∇(un−)|2 + (λV (x) + Z(x))(un−)2

= Φλ(un+) +
1

2
||un−||2λ . (2.6)

Logo, por (2.4) e (2.5),

Φλ(un+) = Φλ(un)− 1

2
||un−||2λ → c (2.7)
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Além disso, por (2.6),

Φ′λ(un)v = Φ′λ(un+)v +

∫
RN
∇(un−)∇v + (λV (x) + Z(x))(un−)v , ∀ v ∈ Hλ .

Consequentemente, para toda v ∈ Hλ com ||v||λ ≤ 1,

|Φ′λ(un+)v| = |Φ′λ(un)v −
∫

RN
∇(un−)∇v + (λV (x) + Z(x))(un−)v|

≤ |Φ′λ(un)v|+ |
∫

RN
∇(un−)∇v + (λV (x) + Z(x))(un−)v|

≤ ||Φ′λ(un)||∗λ||v||λ + | < un−, v > |

≤ ||Φ′λ(un)||∗λ + ||un−||λ ,

donde

||Φ′λ(un+)||∗λ ≤ ||Φ′λ(un)||∗λ + ||un−||λ

e passando ao limite n→∞ obtemos

Φ′λ(un+)→ 0 em Hλ .

Portanto, pelo limite acima e por (2.7), (un+)n∈N é uma sequência (PS)c de Φλ, como

queríamos mostrar.

O próximo lema é uma versão do Lema 1.7 do capítulo anterior e garante, como

caso particular, que toda sequência (PS)c de Φλ é limitada.

Lema 2.5 Suponha que as sequências (un)n∈N ∈ H e (λn)n∈N ⊂ [λ1,∞) satisfaçam

Φλn(un)→ c, (2.8)

||Φ′λn(un)||∗λn → 0 , (2.9)

onde c ∈ R e

||f ||∗λ = sup
ϕ∈H , ||ϕ||λ≤1

|f(ϕ)| , para f ∈ H′ .

Então existe uma constante M = M(c), que independe das sequências tomadas, tal que

0≤ lim inf ||un||2λn≤ lim sup ||un||2λn≤M.

Em particular, se a sequência (λn)n∈N é constante com λn = λ ≥ λ1, para todo n ∈ N,

então (un)n∈N ∈ H é uma sequência limitada e (PS)c de Φλ, isto é, satisfaz

Φλ(un)→ c, (2.10)

Φ′λ(un)→ 0 em H′ . (2.11)
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Demonstração:

Para demonstrarmos esse lema, basta notar que valem as estimativas

H(s)− 1

q + 1
h(s)s ≤ 0 , ∀ s ∈ R ,

e

F (s)− 1

q + 1
f(s)s ≤ ν0s

2

(
1

2
− 1

q + 1

)
, ∀ s ∈ R ,

e repetir os mesmos argumentos empregados na prova do Lema 1.7 do Capítulo 1.

�

Para enunciarmos o resultado a seguir, precisamos �xar algumas notações.

Dado j ∈ {1, 2, 3}, seja o funcional Ij : H1
0 (Ωj)→ R dado por

Ij(u) =
1

2

∫
Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 − β

q + 1

∫
Ωj

uq+1
+ − 1

2∗

∫
Ωj

u2∗

+ . (2.12)

Vale destacar que os pontos críticos de Ij são soluções fracas positivas do problema

−∆u+ Z(x)u = βuq + u2∗−1 em Ωj,

u = 0 em ∂Ωj

(2.13)

e que este tem a geometria do Passo da Montanha, donde �ca bem de�nido o nível

minimax do Teorema do Passo da Montanha (Teorema A.6),

cj = inf
γ∈Γj

max
t∈[0,1]

Ij(γ(t)) , (2.14)

onde Γj = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ωj)) ; γ(0) = 0 , Ij(γ(1)) < 0}.

A técnica que foi aplicada por Alves, de Morais Filho & Souto para provar o

Teorema 2.1, inclui a comparação entre níveis de energia do funcional associado ao

problema (Pλ) com níveis de energia de funcionais relacionados a problemas auxil-

iares referentes ao problema (Pλ), assim como o estudo do comportamento de algumas

sequências (PS)c.

Neste sentido, vejamos o seguinte lema.

Lema 2.6 Existe β∗ > 0 tal que, para todo β > β∗, temos

cj ∈

(
0,

(
1

2
− 1

q + 1

)
S
N
2

4

)
, ∀ j ∈ {1, 2, 3} ,

onde S é a melhor constante de Sobolev para a imersão H1(RN) ↪→ L2∗(RN).
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Demonstração:

Seja j ∈ {1, 2, 3} qualquer.

Fixemos então uma função não-negativa ϕj ∈ H1
0 (Ωj)\{0} e consideremos a apli-

cação σj : [0,∞) → R dada por

σj(t) = Ij(tϕj) =
t2

2

∫
Ωj

|∇ϕ|2 + Z(x)ϕ2 − tq+1 β

q + 1

∫
Ωj

ϕq+1 − t2
∗

2∗

∫
Ωj

ϕ2∗ .

É fácil ver que σj é contínua, σj(0) = 0, σj(t) > 0 para t > 0 su�cientemente pequeno,

já que σ′j(t) > 0 para t próximo de 0, e limt→∞ σj(t) = −∞. Sendo assim, existe

tβ,j ∈ (0,∞) tal que

Ij(tβ,jϕj) = max
t≥0

Ij(tϕj)

e, por conseguinte,

0 = σ′j(tβ,j) = t

∫
Ωj

|∇ϕj|2 + Z(x)ϕ2
j − tqβ

∫
Ωj

ϕq+1
j − t2∗−1

∫
Ωj

ϕ2∗

j . (2.15)

Além disso, como cj é o nível minimax de Ij, temos

cj ≤ Ij(tβ,jϕj). (2.16)

Note que, por (2.15),∫
Ωj

|∇ϕj|2 + Z(x)ϕ2
j = βtq−1

β,j

∫
Ωj

ϕq+1
j + t2

∗−2
β,j

∫
Ωj

ϕ2∗

j

≥ βtq−1
β,j

∫
Ωj

ϕq+1
j

e daí

tβ,j ≤


∫

Ωj

|∇ϕj|2 + Z(x)ϕ2
j

β

∫
Ωj

ϕq+1
j


1
q−1

,

o que implica em

lim
β→∞

tβ,j = 0 .

Usando o limite anterior, temos, pela continuidade de Ij,

lim
β→∞

Ij(tβ,jϕj) = 0

donde, por (2.16) e pela de�nição de limite, segue que existe β∗j > 0 tal que

cj <

(
1

2
− 1

q + 1

)
S
N
2

4
, ∀ β ≥ β∗ . (2.17)
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Portanto, como j ∈ {1, 2, 3} é arbitrário, para cada j ∈ {1, 2, 3} existe β∗j > 0

satisfazendo (2.17). Sendo assim, para concluirmos a demonstração, basta tomar

β∗ = max
1≤j≤3

β∗j .

�

Uma consequência imediata do lema anterior é o

Corolário 2.7 Para β su�cientemente grande, tem-se∑
1≤j≤3

cj ∈
(

0,

(
1

2
− 1

q + 1

)
S
N
2

)
.

Essa informação é muito importante para os nosso estudos, como mostra a

Proposição 2.8 Para cada λ ≥ 1 e c ∈
(

0,
(

1
2
− 1

q+1

)
S
N
2

)
, qualquer sequência (PS)c

(un)n∈N ⊂ Hλ do funcional Φλ possui uma subsequência convergente em Hλ.

Demonstração:

Sejam λ ≥ 1 e (un)n∈N ⊂ Hλ uma sequência (PS)c de Φλ não-negativa3.

Pelo Lema 2.5 (un)n∈N é uma é limitada emHλ e, consequentemente, em H1(RN),

já que Hλ ↪→ H1(RN). Dessa forma, existe K > 0 satisfazendo

K ≥ max
n∈N
{||un||λ , |un|22 , |∇un|22} . (2.18)

Daí, sendo Hλ um espaço re�exivo, já que é de Hilbert, podemos assumir que

un ⇀ u em Hλ e H1(RN) . (2.19)

para alguma u ∈ Hλ. Mais ainda, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, temos também

un → u em Lr
loc

(RN) , r ∈ [1, 2∗ ) , (2.20)

e, por conseguinte,

un(x)→ u(x) quase sempre em RN . (2.21)

Note que se mostrarmos a convergência

||un||λ → ||u||λ, quando n→∞, (2.22)

3Podemos tomá-la dessa forma devido à observação feita anteriormente, página 64.
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então termina a demonstração. De fato, supondo já mostrada a convergência acima,

como un ⇀ u em Hλ que é um espaço uniformemente convexo (pois é de Hilbert),

segue que

un → u em Hλ .

Vejamos agora que, como

||un||λ − ||u||λ = Φ′λ(un)un − Φ′λ(u)u+

∫
RN
g(x, un)un −

∫
RN
g(x, u)u ,

então nosso objetivo passa a ser a veri�cação das convergências

lim
n→∞

Φ′λ(un)un = Φ′λ(u)u (2.23)

e

lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)un =

∫
RN
g(x, u)u . (2.24)

A demonstração destas igualdades é um tanto longa e, por isso, a dividiremos em

5 partes.

1o Parte: O limite fraco u é ponto crítico do funcional Φλ ou, equivalentemente, vale

o limite (2.23).

Como C∞c (RN) é denso4 em Hλ, basta mostrar que

Φ′λ(u)ϕ = 0 , ∀ϕ ∈ C∞c (RN) . (2.25)

Daí, nosso objetivo é mostrar que, para toda ϕ ∈ C∞c (RN) vale o limite∫
RN
∇un∇ϕ+ (λV (x) + Z(x))unϕ−

∫
RN
g(x, un)ϕ =

= Φ′λ(un)ϕ −→ Φ′λ(u)ϕ =

=

∫
RN
∇un∇ϕ+ (λV (x) + Z(x))unϕ−

∫
RN
g(x, un)ϕ , (2.26)

pois, já que (un)n∈N é (PS)c, temos

Φ′λ(un)ϕ→ 0 , ∀ϕ ∈ C∞c (RN) ,

e pela unicidade do limite teremos (2.25).

4Ver Apêndice A, Lema A.9
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Sendo assim, mostremos (2.26).

Fixemos ϕ ∈ C∞c (RN) arbitrariamente.

Pela natureza de ϕ, a aplicação

w ∈ H1(RN) 7→
∫

RN
∇w∇ϕ+ (λV (x) + Z(x))wϕ

de�ne um funcional linear e contínuo em H1(RN). Logo, como un ⇀ u em neste espaço,∫
RN
∇un∇ϕ+ (λV (x) + Z(x))unϕ→

∫
RN
∇u∇ϕ+ (λV (x) + Z(x))uϕ . (2.27)

Além disso, por (2.20), temos também∫
Ω′J

h(un)ϕ = β

∫
Ω′J

uqnϕ+

∫
Ω′J

u2∗−1
n ϕ −→ β

∫
Ω′J

uqϕ+

∫
Ω′J

u2∗−1ϕ =

∫
Ω′J

h(u)ϕ . (2.28)

Mais ainda, a convergência∫
RN\Ω′J

f(un)ϕ→
∫

RN\Ω′J
f(u)ϕ (2.29)

segue do fato de un → u em L1
loc

(RN) e de, pelo Teorema A.3, a função f̃ : V ×R→ R,

onde V é um compacto com V ⊃ (suppϕ ∩ RN\Ω′J) , dada por

f̃(x, s) = f(s)ϕ(x) , ∀ (x, s) ∈ V × R ,

de�nir uma aplicação de Nemytskii Nf̃ : L1(RN) → L1(RN) contínua, já que f̃ é uma

função de Carathéodory satisfazendo, pela de�nição de f ,

|f̃(x, s)| ≤ |ϕ|∞|f(s)| ≤ |ϕ|∞ν0|s| , ∀ (x, s) ∈ V × R .

Portanto, (2.26) segue de (2.27), (2.28) e (2.29), e assim concluímos a 1o parte.

As próximas etapas têm por objetivo mostrar o limite (2.24).

2o Parte: Dado ε > 0, existe R > 0 tal que∫
BR(x)

|∇un|2 + (λV (x) + Z(x))u2
n ≤ ε , (2.30)

para todo n su�cientemente grande.

Fixemos uma função ζ ∈ C∞(RN , [0, 1]) satisfazendo

ζ
∣∣
BR(0)c

≡ 1 , ζ
∣∣
BR

2
(0)
≡ 0 e |∇ζ(x)| ≤ 3

R
, ∀x ∈ RN ,
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onde R > 0 é, sem perda de generalidade, tal que

BR/2(0) ⊃ Ω′J .

Como (un)n∈N é uma sequência (PS)c , por (2.18) temos

|Φ′(un)(ζun)| ≤ ||Φ′(un)||∗λ ||ζun||λ ≤ K||Φ′(un)||∗λ → 0 . (2.31)

Por outro lado, pela forma como ζ foi tomada, temos

Φ′λ(un)(ζun) =

∫
RN
∇un∇(ζun) + (λV (x) + Z(x))un(ζun)−

∫
RN
g(x, un)(ζun)

=

∫
RN
ζ(|∇un|2 + (λV (x) + Z(x))u2

n) + un∇un∇ζ −
∫

RN
ζf(un)un ,

donde ∫
RN
ζ(|∇un|2 + (λV (x) + Z(x))u2

n) = Φ′λ(un)(ζun)−
∫

RN
un∇un∇ζ +

+

∫
RN
ζf(un)un . (2.32)

Agora, usando a desigualdade de Hölder e tendo em vista (2.18) e a natureza de ζ,

−
∫

RN
un∇un∇ζ ≤

∫
RN
|un||∇un∇ζ|

≤ |un|22|∇un∇ζ|22

≤ 3K2

R
. (2.33)

Além disso, pela de�nição de f e por (V 3′), temos

f(v)v ≤ ν0v
2 ≤ ν0

M0

(λV (x) + Z(x))v2

≤ ν0

M0

(|∇v|2 + (λV (x) + Z(x))v2) , ∀ v ∈ Hλ ,

onde ν0/M0 < 1, pela maneira como ν0 foi escolhida, (2.2). Consequentemente,∫
RN
ζf(un)un ≤

ν0

M0

∫
RN
ζ(|∇un|2 + (λV (x) + Z(x))u2

n) , ∀n ∈ N .

Mais ainda, usando (2.33) e a última estimativa em (2.32), obtemos(
1− ν0

M0

)∫
RN
ζ(|∇un|2 + (λV (x) + Z(x))u2

n) ≤ Φ′λ(un)(ζun) +
3K2

R

donde, pelas características de ζ,∫
BR(0)c

|∇un|2 + (λV (x) + Z(x))u2
n ≤ αΦ′λ(un)(ζun) +

3K2α

R
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onde α =
(

1− ν0

M0

)−1

. Portanto, dado ε > 0, por (2.31) temos

αΦ′λ(un)(ζun) ≤ ε

2
, para n su�cientemente grande,

e tomando R de modo que
3K2

R
≤ ε

2

segue a conclusão desta parte.

3o Parte: A sequência (νi)i∈I obtida de (un)n∈N pelo Lema 2.4 satisfaz

νi = 0 , ∀ i ∈ I .

Primeiramente, observemos que estamos sob as hipóteses do Lema 2.4.

De fato, claramente (un)n∈N é uma sequência que converge fraco em L2∗(RN), uma

vez que é fracamente convergente em H1(RN) e H1(RN) ↪→ L2∗(RN) continuamente.

Além disso, como o espaço5 (M(RN), ||.||M), onde a norma ||.||M é dada por

||σ||M = |σ|(RN) , ∀σ ∈M(RN) ,

é separável e é o dual de (C0(RN), |.|∞), então, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-

Bourbaki, basta mostrar que as sequências ( |un|2
∗

)n∈N e ( |∇un|2 )n∈N são limitadas

em M(RN) para concluirmos que estas são, a menos de subsequência, fracamente con-

vergentes. Mas isso é imediato, uma vez que

|| |un|2
∗ ||M =

∫
RN
|un|2

∗
= |un|2

∗

2∗

e

|| |∇un|2 ||M =

∫
RN
|∇un|2 = |∇un|22

e (un)n∈N é limitada em H1(RN) e, consequentemente, em L2∗(RN).

Agora vamos à demonstração desta parte.

Para começar, a�rmamos que o conjunto de índices L é �nito.

De fato, como (un)n∈N é (PS)c, temos, para cada ϕ ∈ C∞c (RN),

on(1) := Φ′λ(un)ϕ→ 0 ,

5ver Apêndice A, Seção A.6
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ou seja,∫
RN
ϕ|∇un|2 +

∫
RN
ϕ(λV (x) + Z(x))u2

n +

∫
RN
un∇un∇ϕ =

∫
RN
ϕg(x, un)un + on(1) .

(2.34)

Fixemos então η ∈ C∞c (RN , [0, 1]) tal que

η
∣∣
B(0,1)

≡ 1 , η
∣∣
B(0,2)c

≡ 0 , e |∇η|∞ ≤ 3 , com supp∇η ⊂ B(0, 2) .

Agora tomemos arbitrariamente ε > 0 e xj ∈ {xi}i∈I , onde (xi)i∈I é a sequência

de pontos disjuntos dada no Lema 2.4, e consideremos a função ηε ∈ C∞c (RN , [0, 1])

dada por

ηε(x) = η

(
x− xj
ε

)
, ∀x ∈ RN .

É fácil ver que a função acima satisfaz

ηε
∣∣
Bε(xj)

≡ 1 , ηε
∣∣
B2ε(xj)

c ≡ 0 , e |∇ηε|∞ ≤
3

ε
, com supp∇ηε ⊂ B2ε(xj) . (2.35)

Assim, fazendo ηε ≡ ϕ em 2.34 e denotando a bola B2ε(xj) por B, temos∫
B

ηε|∇un|2 +

∫
B

ηε(λV (x)+Z(x))u2
n

∫
B

un∇un∇ηε =

∫
B

ηεg(x, un)un+on(1) . (2.36)

Agora observe que ∫
B

ηε(λV (x) + Z(x))u2
n ≥ 0 ,

já que todas as funções do integrando são não-negativas, pela de�nição de g segue que

g(x, s)s ≤ h(s)s = βsq+1 + s2∗ , ∀x ∈ RN , ∀ s ∈ R ,

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Hölder, (2.35) e (2.18),

−
∫
B

un∇un∇ηε ≤
∫
B

un|∇un||∇ηε| ≤
3

ε

∫
B

un|∇un|

≤ 3

ε
|un|2,B|∇un|2,B ≤

3K
1
2

ε
|un|2,B .

Dessa forma, podemos reescrever (2.36) como∫
B

ηε|∇un|2 ≤
3K

1
2

ε
|un|2,Bβ

∫
B

ηεu
q+1
n +

∫
B

ηεu
2∗

n + on(1)

donde obtemos, aplicando o limite n→∞ e usando o Lema 2.4 juntamente com (2.19),∫
B

ηεdµ ≤
3K

1
2

ε
|u|2,Bβ

∫
B

ηεu
q+1 +

∫
B

ηεdν .
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Mais ainda, como 1
2∗

+ 1
N

= 1
2
, usando a desigualdade de Hölder e lembrando que

B = B2ε(xj),

|u|2,B ≤ |B2ε(xj)|
1
N |u|2∗,B = ((2ε)NωN)

1
N |u|2∗,B = 2εω

1
N
N |u|2∗,B ,

onde ωN denota o volume da bola unitária em RN . Então∫
B

ηεdµ ≤ (6K
1
2ω

1
N
N )|u|2∗,B + β

∫
B

ηεu
q+1 +

∫
B

ηεdν . (2.37)

Agora, como a função l ≡ 1 pertence aos espaços L1(B, ν), L1(B, µ) e L1(B),

|ηε(x)| ≤ l(x) , ∀x ∈ B,

e

ηε(x)→ χ{xj}(x) quase sempre em B , quando ε→ 0 ,

onde χ{xj} é a função característica do ponto xj, pelo Teorema da Convergência Do-

minada de Lebesgue devemos ter∫
B

ηεdν → ν({xj}) = νj ,

∫
B

ηεdµ→ µ({xj}) ,
∫
B

ηεu
q+1 → 0 , quando ε→ 0 .

Portanto, tomando o limite ε→ 0 em (2.37) segue que

µ({xj}) ≤ 6K
1
2ω

1
N
N · 0 + β · 0 + νj ,

isto é,

µ({xj}) ≤ νj . (2.38)

Por �m, como o Lema 2.4 também nos dá

µ({xi}) ≥ Sν
2

2∗
i , ∀ i ∈ I , (2.39)

se νj > 0, então segue de (2.38) que

νj ≥ S
N
2 , (2.40)

donde concluímos que existe apenas uma quantidade �nita de νi não-nulos, pois de

outra forma teríamos
∞∑
i=1

Sν
2

2∗
i =∞ ,

o que contraria o Lema 2.4.
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A seguir, mostremos que

νi = 0 , ∀i ∈ I .

Usando mais uma vez que (un)n∈N é uma sequência (PS)c, temos

Φλ(un)− 1

q + 1
Φ′λ(un)un = c+ on(1) ,

e usando que, por (2.2),∫
RN

(λV (x) + Z(x))u2
n +

∫
RN

1

q + 1
g(x, un)un −G(x, un) ≥

≥
(
M0 − ν0

(
1

2
− 1

q + 1

))∫
RN
u2
n ≥ (M0 − ν0)

∫
RN
u2
n ≥ 0 .

obtemos (
1

2
− 1

q + 1

)∫
RN
|∇un|2 ≤ c+ on(1)

e, consequentemente, fazendo n→∞,(
1

2
− 1

q + 1

)
µ({xi}) ≤

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
RN

dµ ≤ c , ∀ i ∈ I . (2.41)

Agora, se existe j ∈ I tal que νi > 0, então, pela desigualdade acima, (2.39) e (2.40),

devemos ter

c ≥
(

1

2
− 1

q + 1

)
µ({xj}) ≥

(
1

2
− 1

q + 1

)
Sν

2
2∗
j ≥

(
1

2
− 1

q + 1

)
S
N
2 ,

o que contraria a forma como tomamos a constante c no enunciado. Logo

νi = 0 , ∀ i ∈ I ,

como queríamos mostrar.

4o Parte: un → u em L2∗

loc
(RN).

Pelo Lema 2.4 e pela parte anterior temos

|un|2
∗ ∗
⇀ |u|2∗ em M(RN). (2.42)

Tomemos V ⊂ RN um compacto arbitrário.

Para veri�carmos o resultado desta parte, devemos mostrar que un → u em

L2∗(V ), o que faremos com o auxílio do Teorema de Brezis-Lieb (Teorema A.4) e

usando a convergência (2.42).
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Fixemos então uma função ϕ ∈ C∞c (RN , [0, 1]) tal que ϕ
∣∣
V
≡ 1.

Por (2.21), claramente

ϕ
1

2∗ (x)un(x)
n→∞−→ ϕ

1
2∗ (x)u(x) quase sempre em RN

e

|ϕ
1

2∗ un|2∗ =

(∫
RN
ϕu2∗

n

)
≤ |un|2∗ ,

donde a sequência (ϕ2∗un)n∈N é limitada em L2∗(RN). Dessa forma, podemos usar o

Teorema de Brezis-Lieb (Teorema A.4) e concluir que

|ϕ
1

2∗ un|2
∗

2∗ − |ϕ
1

2∗ un − ϕ
1

2∗ u|2∗2∗
n→∞−→ |ϕ

1
2∗ u|2∗2∗ .

Além disso, de (2.42) obtemos

|ϕ
1

2∗ un|2
∗

2∗ =

∫
RN
ϕu2∗

n
n→∞−→

∫
RN
ϕu2∗ ,

o que nos dá, pela unicidade do limite,

|ϕ
1

2∗ un − ϕ
1

2∗ u|2∗2∗
n→∞−→ 0

e, por conseguinte,∫
V

|un − u|2
∗ ≤

∫
V

ϕ|un − u|2
∗

= |ϕ
1

2∗ un − ϕ
1

2∗ u|2∗2∗
n→∞−→ 0 ,

isto é, un → u em L2∗(V ). Assim, como V ⊂ RN é arbitrário, temos a conclusão desta

parte.

5o Parte:

∫
RN
g(x, un)un →

∫
RN
g(x, u)u quando n→∞ e conclusão.

Finalmente mostremos que

lim
n→∞

∫
RN
g(x, un)un =

∫
RN
g(x, u)u . (2.43)

Para isso, mostraremos que

lim
n→∞

∫
RN
h(un)un =

∫
RN
h(u)u (2.44)

e

lim
n→∞

∫
RN
f(un)un =

∫
RN
f(u)u . (2.45)
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O limite (2.44) segue de (2.20) e da parte anterior, de maneira semelhante à feita

em (2.28) fazendo ϕ ≡ un.

Mostraremos a convergência (2.45) com o auxílio da parte 2.

Fixemos ε > 0 qualquer.

Pela 2o parte, existe R > 0 satisfazendo (2.30).

Note que, pela de�nição de f ,

max
s∈R
|f ′(s)| ≤ h′(a) + ν0 := ν1 ,

onde a > 0 é a constante que foi �xada no início desta seção. Além disso, como (un)n∈N

é limitada em Hλ, existe K1 > 0 tal que

|u|2 + |un|2 ≤ K1 , ∀n ∈ N .

Dessa forma, temos∣∣∣∣∣
∫

RN\Ω′J
f(un)un − f(u)u

∣∣∣∣∣ ≤
∫

RN\Ω′J
|f(un)un − f(un)u|+

∫
RN\Ω′J

|f(un)u− f(u)u|

≤
∫

RN\Ω′J
ν0|un| |un − u|+

∫
RN\Ω′J

ν1|u| |un − u|

≤ ν1 (|un|2|un − u|2 + |u|2|un − u|2)

≤ ν1K1|un − u|2 . (2.46)

Agora, notemos que

|un − u|2 = |un − u|2,BR(0) + |un − u|2,BR(0)c

≤ |un − u|2,BR(0) +
1

M
1/2
0

||un − u||λ,BR(0)c

≤ |un − u|2,BR(0) +
1

M
1/2
0

(
||un||λ,BR(0)c + ||u||λ,BR(0)c

)
.

Mais ainda, levando em conta que un ⇀ u em Hλ e a forma como R > 0 foi obtido,

temos

||u||λ,BR(0)c ≤ lim inf ||un||λ,BR(0)c ≤ ε .

Logo

|un − u|2 = |un − u|2,BR(0) +
2

M
1/2
0

ε .

Portanto, tendo em vista (2.46), segue da igualdade acima que∣∣∣∣∣
∫

RN\Ω′J
f(un)un − f(u)u

∣∣∣∣∣ ≤ K1ν1|un − u|2,BR(0) +
2K1ν1

M
1/2
0

ε ,
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donde, tomando o limite superior e usando (2.20),

lim sup

∣∣∣∣∣
∫

RN\Ω′J
f(un)un − f(u)u

∣∣∣∣∣ ≤ 2K1ν1

M
1/2
0

ε .

Assim, como ε > 0 é arbitrário, devemos ter

0 ≤ lim inf

∣∣∣∣∣
∫

RN\Ω′J
f(un)un − f(u)u

∣∣∣∣∣ ≤ lim sup

∣∣∣∣∣
∫

RN\Ω′J
f(un)un − f(u)u

∣∣∣∣∣ = 0 ,

e daí concluímos que vale (2.45) e, consequentemente, a conclusão do teorema, pelo

que foi colocado no início da demonstração.

�

Uma sequência (un)n∈N ⊂ H1(RN) é dita (PS)∞,c quando

un ∈ Hλn , lim
n→∞

Φλn(un) = c e lim
n→∞

||Φ′λn(un)||∗λn = 0 ,

onde a sequência (λn)n∈N satisfaz

lim
n→∞

λn =∞ .

A seguir, mostraremos a proposição que traz os resultados referentes às sequências

(PS)∞,c presentes no artigo de Alves, de Morais Filho & Souto [6], a qual é uma versão

da Proposição 1.9 do Capítulo 1.

Proposição 2.9 Seja (un)n∈N ⊂ H1(RN) uma sequência (PS)∞,c com nível c perten-

cente ao intervalo
(

0,
(

1
2
− 1

q+1

)
S
N
2

)
. Então, a menos de subsequência,

un ⇀ u em H1(RN) ,

para alguma u ∈ H1(RN). Mais ainda:

(i) u ≡ 0 em RN\ΩJ e u
∣∣
Ωj

é uma solução não-negativa de

−∆u+ Z(x)u = βu|u|q−1 + u|u|2∗−1 em Ωj

u = 0 em ∂Ωj

, (Pj)

para j = 1, 2.

(ii) (un)n∈N converge para u em um sentido forte:

||un − u||λn → 0

un → u em H1(RN)
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(iii) a sequência (un)n∈N também satisfaz:∫
RN
λnV (x)u2

n → 0 (2.47)

||un||2λn,RN\ΩJ → 0 (2.48)

||un||2λn,Ω′j →
∫

Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2 , j = 1, 2 , (2.49)

Demonstração:

Seja (un)n∈N ⊂ H1(RN) uma sequência (PS)∞,c com c ∈
(

0,
(

1
2
− 1

q+1

)
S
N
2

)
.

Pelo Lema 2.5, a sequência (un)n∈N é limitada em H1(RN) e daí, a menos de

subsequência, podemos assumir que

un ⇀ u em H1(RN) ,

para alguma u ∈ H1(RN). Além disso, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov,

un → u em Lr
loc

(RN) , ∀ r ∈ [1, 2∗ ) , (2.50)

donde

un(x)→ u(x) , quase sempre em RN

e, consequentemente, a função u é não-negativa.

Para mostrarmos (i), basta adaptar os argumentos da Proposição 1.9 (i) do capí-

tulo anterior.

Agora vejamos (ii).

Notemos que

||un − u||2λn −
∫

RN\Ω′J
(f(un)− f(u))(un − u) = Φ′λn(un)(un − u)− Φ′λn(u)(un − u) +

+

∫
Ω′J

(h(un)− h(u))(un − u) .

Assim, se mostrarmos que

lim
n→∞

Φ′λn(un)(un − u) = lim
n→∞

Φ′λn(u)(un − u) = lim
n→∞

∫
Ω′J

(h(un)− h(u))(un − u) = 0 .

(2.51)

então (ii) está demonstrada. Com efeito, pela de�nição de f e lembrando que u ≡ 0

em RN\ΩJ , temos

f(un(x))− f(u(x)) = f(un(x))− f(0) = f(un(x))
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e

f(un(x)− u(x)) = f(un(x)− 0) = f(un(x)) ,

para todo x /∈ Ω′J . Daí∫
RN\Ω′J

(f(un)− f(u))(un − u) =

∫
RN\Ω′J

(f(un − u))(un − u) ≤ ν0|un − u|22 ,

ou seja, pelo Lema 2.3,

δ0||un − u||2λn ≤ ||un − u||2λn − ν0|un − u|22

≤ ||un − u||2λn
∫

RN\Ω′J
(f(un)− f(u))(un − u)

= Φ′λn(un)(un − u)− Φ′λn(u)(un − u) +

+

∫
Ω′J

(h(un)− h(u))(un − u) .

Portanto, fazendo n→∞ e usando (2.51)

||un − u||2 ≤ ||un − u||2λn → 0 .

Dessa forma, mostremos (2.51).

O limite

lim
n→∞

Φ′λn(un)(un − u) = 0

segue imediatamente do fato de (un)n∈N ser (PS)c,∞ e limitada.

Para concluirmos que ∫
Ω′J

(h(un)− h(u))(un − u) = 0 (2.52)

primeiramente note que∫
Ω′J

(h(un)− h(u))(un − u) = β

∫
Ω′J

(uqn − uq)(un − u) +

∫
Ω′J

(u2∗−1
n − u2∗−1)(un − u) .

A�rmamos que

lim
n→∞

∫
Ω′J

(uqn − uq)(un − u) = 0 . (2.53)

De fato, como

1
q+1
q

+
1

q
= 1 , uqn ∈ L

q+1
q (Ω′J) e |uqn| q+1

q
,Ω′J

= |un|qq+1,Ω′J
, ∀n ∈ N ,
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então, pela desigualdade de Hölder,∫
Ω′J

(uqn − uq)(un − u) ≤ |uqn − uq| q+1
q
,Ω′J
|un − u|qq+1,Ω′J

≤ ( |un|qq+1,Ω′J
+ |u|qq+1,Ω′J

) |un − u|qq+1,Ω′J

Assim, como un → u em Lq(Ω′J) e (un)n∈N é limitada em Lq+1(Ω′J), pois também

temos un → u em Lq+1(Ω′J), fazendo n → ∞ na desigualdade acima, obtemos (2.53).

De modo análogo,

lim
n→∞

∫
Ω′J

(u2∗−1
n − u2∗−1)(un − u) = 0 .

Portanto vale o limite (2.52).

Por �m, para veri�car que

lim
n→∞

Φ′λn(u)(un − u) = 0 ,

basta observar que

Φ′λn(u)(un − u) =

∫
Ω′J

∇u∇(un − u) + Z(x)u(un − u)−
∫

Ω′J

h(u)(un − u)

e valem

lim
n→∞

∫
Ω′J

h(u)(un − u) = 0 ,

por um argumento análogo ao feito para concluir (2.53), e

lim
n→∞

∫
Ω′J

∇u∇(un − u) + Z(x)u(un − u) = 0 ,

já que un ⇀ u em H1(RN) e a aplicação

v ∈ H1(RN) 7−→
∫

Ω′J

∇u∇v + Z(x)uv

de�ne um funcional linear e contínuo em H1(RN).

Sendo assim, vale (2.51) e pelo que foi colocado inicialmente, temos (ii).

Finalmente, vejamos (iii).

Sobre (2.47), por (V 3′) e como suppu ∩ suppV = ∅ e, para n su�cientemente
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grande, λn ≤ 2(λn − 1), temos∫
RN
λnV (x)u2

n =
λn

λn − 1

∫
RN

(λn − 1)V (x)u2
n

≤ 2

∫
RN

(λn − 1)V (x)(un − u)2 + (V (x) + Z(x))(un − u)2 +

+2

∫
RN
|∇(un − u)|2

≤ 2

∫
RN
|∇(un − u)|2 + (λnV (x) + Z(x))(un − u)2

= 2||un − u||2λn

e passando ao limite n→∞ obtemos, por (2.47), o resultado desejado.

Em relação a (2.48), note que, usando um argumento análogo ao empregado

acima,

||un||2λn,RN\ΩJ = ||un − u||2λn,RN\ΩJ
≤ ||un − u||2λn → 0 , quando n→∞ .

Para �nalizar, segue de (2.47) que∣∣∣∣ ||un||2λn,Ω′j − ||un||2λn,Ω′j
∣∣∣∣→ 0 , quando n→∞ .

e como

||u||2λn,Ω′j =

∫
Ωj

|∇u|2 + Z(x)u2

concluímos que vale (2.49)

�

Como mencionamos anteriormente, um ponto crítico de Φλ é uma solução de (Pλ)

se, e somente se, u(x) ≤ a em RN\Ω′J , onde a é a constante �xada no início desta seção.

Neste sentido, vejamos a

Proposição 2.10 Seja {uλ}λ≥1 uma família de soluções positivas de (2.3) satisfazendo

sup
λ≥1
{Φλ(uλ)} <

(
1

2
− 1

q + 1

)
S
N
2 .

Então existe λ∗ ≥ 1 tal que

|uλ|∞,RN\Ω′J ≤ a , ∀λ ≥ λ∗ ,

isto é, uλ é solução positiva do problema original (Pλ) para λ ≥ λ∗.
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Demonstração:

Seja (λn)n∈N uma sequência com limn→∞ λn = ∞. Para simpli�car a notação,

façamos uλn = un.

Pelo Lema 2.5, (un)n∈N é uma sequência limitada de soluções positivas de (2.3)

e, pela Proposição 2.6, a menos de subsequência,

un → u em H1(RN) ,

onde u é o limite fraco de (un)n∈N em H1(RN).

Nossa intenção é usar a Proposição A.17 e, em seguida, após modi�carmos o pro-

blema (2.3), aplicar o Corolário A.20 para concluirmos a estimativa desejada. Dito isto,

devemos mostrar que a função g que aparece no problema (2.3) satisfaz a desigualdade

(A.24) da Proposição A.17.

De fato, temos a seguinte estimativa: se 1 < a < b, α ≥ 0 e 0 < γ ≤ 1, então

αsa ≤ γs+

(
α

γ

) b−1
a−1

sb , ∀ s ≥ 0 .

Logo g satisfaz (A.24), pois

g(x, s) = χJ(x)h(s) + (1− χJ(x))f(s) ≤ h(s) + ν0s = ν0s+ βsq + s2∗−1

e como 1 < q < 2∗ − 1, β > 0 e 0 < ν0 < 1,

g(x, s) ≤ ν0s+ ν0s+

(
β

ν0

) 2∗−2
q−1

s2∗−1 + s2∗−1 , ∀ s ≥ 0 ,

ou seja,

g(x, un) ≤ 2ν0un +

(
1 +

(
β

ν0

) 2∗−2
q−1

)
u2∗−1
n = (2ν0 + an(x))un , ∀n ∈ N ,

onde an(x) = Cu2∗−2
n , com C =

(
1 +

(
β
ν0

) 2∗−2
q−1

)
u2∗−1
n , está em L

N
2

(RN ), para todo n,

já que (2∗ − 2)N
2

= 2∗ e H1(RN) ↪→ L2∗(RN). Então, pela Proposição A.17, �xado

r > 2∗,

|un|r ≤ Cr||un|| , ∀n ∈ N ,

donde segue que a sequência (un)n∈N é limitada em Lr(RN), uma vez que o é em

H1(RN).
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Agora, reescrevamos o problema (2.3) como

−∆un + (λnV (x) + Z(x)− 2ν0)un = g̃(x, un) , em RN ,

onde

g̃(x, un) = g(x, un)− 2ν0un ≤ an(x)un ,

e an = Cu2∗−2
n ∈ L

r
2∗−2 (RN), com r

2∗−2
> 2∗

2∗−2
= N

2
. Dessa forma, o Corolário A.20

assegura que existe K0 > 0 tal que

|un|∞ ≤ K0 , ∀n ∈ N .

Deste ponto em diante, a prova é análoga à da Proposição 1.10, partes 2, 3 e 4,

do capítulo anterior.

�

2.3 Argumentos do tipo Minimax

para o funcional Φλ

Para cada λ ≥ 1 e j ∈ {1, 2}, seja o funcional Φλ,j : H1(Ω′j)→ R dado por

Φλ,j(u) =
1

2

∫
Ω′j

|∇u|2 +(λV (x)+Z(x))u2− β

q + 1

∫
Ω′j

uq+1
+ − 1

2∗

∫
Ω′j

u2∗

+ , ∀u ∈ H1(Ω′j) ,

(2.54)

cujos pontos críticos são soluções fracas positivas do problema

−∆u+ (λV (x) + Z(x))u = βuq + u2∗−1 em Ω′j ,
∂u

∂η
= 0 em ∂Ω′j .

(2.55)

É fácil veri�car que o funcional Φλ,j tem a Geometria do Passo da Montanha.

Dessa forma, o nível minimax associado ao funcional Φλ,j dado por

cλ,j = inf
γ∈Γλ,j

max
t∈[0,1]

Φλ,j(γ(t)) ,

onde Γλ,j = {γ ∈ C([0, 1], H1(Ω′j)) ; γ(0) = 0 , Φλ,j(γ(1)) < 0}, está bem de�nido.

Uma vez que β > 0 é pequeno, baseando-se em Garcia Azorero & Peral Alonso [22]

e Alves & El Hamidi [5], pode-se mostrar, para cada j ∈ {1, 2}, a existência de duas
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funções não negativas wj ∈ H1
0 (Ωj) e wλ,j ∈ H1(Ω′j), soluções dos problemas (2.13) e

(2.55), respectivamente, isto é, wj satisfaz

Ij(wj) = cj e I ′j(wj) = 0 ,

onde Ij foi de�nido em (2.12), e wλ,j , por sua vez,

Φλ,j(wλ,j) = cλ,j e Φ′λ,j(wλ,j) = 0 .

Agora tomemos R > 1 tal que

Ij

(
1

R
wj

)
<
cj
2
, ∀ j ∈ {1, 2} ,

com cj de�nido em (2.14), e

Ij (Rwj) ≤ 0 , ∀ j ∈ {1, 2} .

Pela natureza de wj e pela forma como R foi tomado, a igualdade

max
s∈[1/R2,1]

Ij(sRwj) = Ij(wj) = cj , ∀ j ∈ {1, 2} (2.56)

é consequência do Lema A.7, uma vez que

cj = Ij(wj) ≤ max
s∈[1/R2,1]

Ij(sRwj) ≤ max
s≥0

Ij(sRwj) = Ij(wj) = cj .

Consideremos a aplicação γ0 : [1/R2, 1]2 ≡ [1/R2, 1] × [1/R2, 1] → H1(Ω′J) dada

por

γ0(s1, s2)(x) = s1Rw1(x) + s2Rw2(x) , ∀ (s1, s2) ∈ [1/R2, 1]2 ,

e, então, de�namos o conjunto

ΓJ = {γ ∈ C([1/R2, 1]2, H1(Ω′J)\{0}) ; γ(s) = γ0(s) , ∀ s ∈ ∂
(
[1/R2, 1]2

)
}

e

bλ,J = inf
γ∈ΓJ

max
s∈[1/R2,1]2

Φλ(γ(s)) .

Note que γ0 ∈ ΓJ 6= ∅ e que o valor bλ,J está bem de�nido.

Antes de apresentarmos o próximo resultado, que relaciona os valores cJ := c1+c2,

cλ,1 + cλ,2 e bλ,J , vejamos o seguinte lema.
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Lema 2.11 Para cada γ ∈ ΓJ , existe sγ ∈ [1/R2, 1]2 tal que

Φ′λ,j(γ(sγ))(γ(sγ)) = 0 , ∀ j ∈ {1, 2} .

Demonstração:

Seja γ ∈ ΓJ qualquer. De�namos a aplicação γ̃ : [1/R2, 1]2 → R2 por

γ̃(s) =
(
Φ′λ,1(γ(s))(γ(s)) , Φ′λ,2(γ(s))(γ(s))

)
.

Se mostrarmos que existe s ∈ [1/R2, 1]2 tal que γ̃(s) = (0, 0), terminamos. Para

isso, assim como no Lema 1.12 do capítulo anterior, usaremos os resultados de Teoria

do Grau Topológico presentes no apêndice para concluirmos a existência de tal s.

Dessa forma, mostremos primeiramente que (0, 0) /∈ γ̃(∂([1/R2, 1]2)). Com efeito, se

s ∈ ∂([1/R2, 1]2), então γ(s) = γ0(s) e assim

Φ′λ,j(γ0(s))(γ0(s)) = I ′j(sjRwj)(sjRwj) , j = 1, 2 .

A�rmamos que

I ′j(sjRwj)(sjRwj) = 0 se, e só se, sj =
1

R
, ∀j ∈ {1, 2} . (2.57)

De fato, �xemos j ∈ {1, 2} arbitrariamente. A princípio notemos que, pelas caracterís-

ticas de wj , temos

||wj||2λ,Ωj − β|wj|
q+1
q+1,Ωj

− |wj|2
∗

2∗,Ωj
= I ′j(wj)(wj) = 0 .

Por outro lado, se I ′j(sjRwj)(sjRwj) = 0, então, usando a igualdade acima,

0 = (sjR)−2I ′j(sjRwj)(sjRwj)

= ||wj||2λ,Ωj − β(sjR)q−1|wj|q+1
q+1,Ωj

− (sjR)2∗−1|wj|2
∗

2∗,Ωj

= (1− (sjR)q−1)β|wj|q+1
q+1,Ωj

+ (1− (sjR)2∗−1)|wj|2
∗

2∗,Ωj
,

e, consequentemente, sj = 1/R, uma vez que 2∗ − 2 > q − 1 > 0, ou seja, as funções

t 7→ tq−1 e t 7→ t2
∗−2, para t ≥ 0, são crescentes. Portanto, como j é arbitrário, segue a

a�rmação e, por conseguinte, que (0, 0) /∈ γ̃(∂([1/R2, 1]2)), já que o ponto (1/R, 1/R)

não pertence a ∂([1/R2, 1]2).

Consideremos agora a função f : [1/R2, 1]2 → R2 dada por

f(s) = (f1(s), f2(s)) ,
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onde, para j = 1, 2,

fj(s) = I ′j(sjRwj)(sjRwj)

= s2
jR

2||wj||2λ,Ωj − βs
q+1
j Rq+1|wj|q+1

q+1,Ωj
− s2∗

j R
2∗|wj|2

∗

2∗,Ωj
.

Claramente f ≡ γ̃ em ∂([1/R2, 1]). Então, pelo Teorema A.21,

d(γ̃, (1/R2, 1)2, (0, 0)) = d(f, (1/R2, 1)2, (0, 0)) . (2.58)

Mais ainda, por (2.57), f(s) = 0 se, e somente se, s = (1/R, 1/R). Além disso, é

fácil ver que f é diferenciável e f ′(1/R, 1/R) = (aij)i,j=1,2 , onde

aij =

 2R||wi||2λ,Ωi − β(q + 1)R|wi|q+1
q+1,Ωi

− 2∗R|wi|2
∗

2∗,Ωi
, i = j

0 i 6= j
.

Assim, como

aii = 2R
(
||wi||2λ,Ωi − β|wi|

q+1
q+1,Ωi

− |wi|2
∗

2∗,Ωi

)
−

−
(
β(q − 1)R|wi|q+1

q+1,Ωi
+ (2∗ − 2)R|wi|2

∗

2∗,Ωi

)
= −

(
β(q − 1)R|wi|q+1

q+1,Ωi
+ (2∗ − 2)R|wi|2

∗

2∗,Ωi

)
< 0 ,

para i = 1, 2 , f ′(1/R, 1/R) é uma transformação linear inversível com

sinal(det f ′(1/R, 1/R)) = 1 ,

donde, pelos Teoremas A.22 e A.23,

d(f, (1/R2, 1)2, (0, 0)) = d(f ′(1/R, 1/R), B1(0), (0, 0)) = 1 .

Portanto, tendo em vista a igualdade acima e (2.58),

d(γ̃, (1/R2, 1)2, (0, 0)) = 1 ,

e, consequentemente, existe sγ ∈ (1/R2, 1)2 satisfazendo a conclusão do lema.

�

Proposição 2.12 Com as notações acima, temos:
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(i) cλ,1 + cλ,2 ≤ bλ,J ≤ cJ , para todo λ ≥ 1;

(ii) Φλ(γ(s)) < cJ , para todo λ ≥ 1, γ ∈ ΓJ e s ∈ ∂([1/R2, 1]2).

Demonstração:

Primeiramente vejamos (i).

Fixemos λ ≥ 1 e γ ∈ ΓJ quaisquer.

Para a desigualdade cλ,1 + cλ,2 ≤ bλ,J , observemos que, pelo Lema 2.11, existe

sγ ∈ [1/R2, 1]2 tal que

Φ′λ,j(γ(sλ)) = 0 , j = 1, 2 ,

donde γ(sγ) pertence à variedade Nehari Nj = {u ∈ H1(Ω′j) ; Φ′λ,j(u)(u) = 0}, para

j = 1, 2. Então, pelo Teorema A.8,

Φλ(γ(sγ)) =

(
Φλ(γ(sγ))−

∑
j=1,2

Φλ,Ω′j
(γ(sγ))

)
+
∑
j=1,2

Φλ,Ω′j
(γ(sγ))

≥

(
Φλ(γ(sγ))−

∑
j=1,2

Φλ,Ω′j
(γ(sγ))

)
+
∑
j=1,2

inf
v∈Nj

Φλ,Ω′j
(v)

=

(
Φλ(γ(sγ))−

∑
j=1,2

Φλ,Ω′j
(γ(sγ))

)
+
∑
j=1,2

cλ,j .

Agora vejamos que

Φλ(γ(sγ))−
∑
j=1,2

Φλ,Ω′j
(γ(sγ)) ≥ 0 .

De fato, notemos que, pela de�nição da função F ,

F (s) ≤ 1

2
ν0s

2 , ∀ s ∈ R .

Assim, usando o Lema 2.3 e as de�nições de Φλ e Φλ,j ,

Φλ(γ(sγ))−
∑
j=1,2

Φλ,Ω′j
(γ(sγ)) =

1

2
||γ(sγ)||2λ,RN\Ω′J −

∫
RN\Ω′J

F (γ(sγ))

≥ 1

2
||γ(sγ)||2λ,RN\Ω′J −

1

2
ν0|γ(sγ)|22,RN\Ω′J

≥ δ0

2
||γ(sγ)||2λ,RN\Ω′J

≥ 0.

Dessa forma, pelo que foi feito até aqui, temos

max
s∈[1/R2,1]2

Φλ(γ(s)) ≥ cλ,1 + cλ,2
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e como γ ∈ ΓJ é arbitrária, segue que bλ,J ≥ cλ,1 + cλ,2.

Para a desigualdade bλ,J ≤ cJ , basta observar que γ0 pertence ao conjunto ΓJ e

então

bλ,J ≤ max
s∈[1/R2,1]2

Φλ(γ0(s))

= max
s∈[1/R2,1]2

(I1(s1Rw1) + I2(s2Rw2))

= c1 + c2 = cJ ,

e assim concluímos (i).

Para o ítem (ii), tomemos λ ≥ 1, γ ∈ ΓJ e s = (s1, s2) ∈ ∂([1/R2, 1]2) arbitraria-

mente. Então, pela de�nição de ΓJ ,

γ(s) = γ0(s) =
∑
j=1,2

sjRwj ,

donde

Φλ(γ(s)) = Φλ(γ0(s)) =
∑
j=1,2

Ij(sjRwj) .

Além disso, lembrando (2.56),

Ij(sjRwj) ≤ cj , j = 1, 2 .

Mais ainda, como s ∈ ∂([1/R2, 1]2), devemos ter s1 ou s2 em {1/R2, 1}, digamos s1.

Consequentemente, pela forma como R > 1 foi �xado, I1(s1Rw1) ≤ c1
2
. Logo

Φλ(γ(s)) = I1(s1Rw1) + I2(s2Rw2)

≤ c1

2
+ c2

< cJ ,

mostrando, assim, o ítem (ii)

�

Como consequência do resultado anterior, temos o

Corolário 2.13 Com as notações acima, temos:

(i) lim
λ→∞

bλ,J = cJ ;

(ii) bλ,J é um valor crítico de Φλ para λ su�cientemente grande.
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Demonstração:

Vejamos o ítem (i).

Assim como no capítulo anterior, Lema 1.11 ítens (i) e (iv), temos

0 < cλ,j ≤ cj e lim
λ→∞

cλ,j = cj .

Portanto, usando a primeira parte da proposição anterior, segue o resultado.

Com relação a (ii), usando a parte (i) e o Corolário 2.7, notemos primeiramente

que, para λ su�cientemente grande,

bλ,J ∈
(

0,

(
1

2
− 1

q + 1

)
S
N
2

)
e bλ,J > cJ −

m

2
, (2.59)

ondem :=
1

2
min
j=1,2

cj. Dessa forma, pela Proposição 2.8, o funcional Φλ satisfaz (PS)bλ,J .

Agora vejamos que bλ,J é um valor crítico. Para isso, usaremos o Lema da Defor-

mação (Lema A.5).

Suponhamos por contradição que bλ,J não é um valor crítico para Φλ. Então, para

ε = m/2, o Lema da Deformação nos fornece ε ∈ (0,m/2) e η ∈ C([0, 1]×Hλ,Hλ) tais

que

η(1, u) = u , ∀u ∈ Hλ tal que Φλ(u) /∈
[
bλ,J −

m

2
, bλ,J +

m

2

]
(2.60)

e

η(1,Φ
bλ,J+ε

λ ) ⊂ Φ
bλ,J−ε
λ , (2.61)

onde, para todo α ∈ R, Φα
λ denota o conjunto {u ∈ Hλ ; Φλ(u) ≤ α}.

Pela de�nição de bλ,J , existe g ∈ Γ satisfazendo

max
s∈[1/R2,1]2

Φλ(g(s)) ≤ bλ,J + ε . (2.62)

De�namos então a aplicação h : [1/R2, 1]2 → Hλ por

h(s) = η(1, g(s)) , ∀ s ∈ [1/R2, 1]2 .

A�rmamos que h ∈ Γ. De fato, h é contínua por construção. Agora tomemos

s ∈ ∂([1/R2, 1]2), digamos s = (s1, s2), onde, sem perder a generalidade, s1 ∈ {1/R2, 1}.
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Então, por (2.56) e (2.59), temos, caso s1 = 1/R2,

Φλ(g(s)) = Φλ

(
1

R
w1 + s2Rw2

)
= I1

(
1

R
w1

)
+ I2(s2Rw2)

≤ c1

2
+ c2 = cJ −

c1

2
≤ cJ −m

< bλ,J −
m

2
.

Por outro lado, se s = (1, s2), então

Φλ(g(s)) = Φλ (Rw1 + s2Rw2)

= I1 (Rw1) + I2(s2Rw2)

≤ c2 < cJ −m

< bλ,J −
m

2
.

Assim sendo,

Φλ(g(s)) /∈
[
bλ,J −

m

2
, bλ,J +

m

2

]
,

para todo s ∈ ∂([1/R2, 1]2), e daí, por (2.60),

h(s) = η(1, g(s)) = g(s) = γ0(s) , ∀ s ∈ ∂([1/R2, 1]2) ,

donde h ∈ Γ. Portanto

bλ,J ≤ max
s∈[1/R2,1]2

Φλ(h(s)) .

Porém, por (2.61) e (2.62), devemos ter também

max
s∈[1/R2,1]2

Φλ(h(s)) ≤ bλ,J − ε ,

o que é uma contradição. Logo bλ,J é um valor crítico de Φλ, para λ su�cientemente

grande.

�

2.4 Demonstração do Teorema 2.1

Para demonstrar o Teorema 2.1, precisamos encontrar uma solução não-negativa

uλ do problema (Pλ) para λ su�cientemente grande, que se aproxime de uma solução
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de energia mínima do problema 2.1 em cada Ωj, j ∈ J , e de zero em RN\ΩJ . Para

isso, apresentaremos duas proposições que, juntamente com os resultados mostrados

até aqui, garantem a validade do Teorema 2.1.

Sejam o número

M = 1 +
∑
j∈J

√(
1

2
− 1

q + 1

)−1

cj ,

e a bola fechada de centro em 0 ∈ Hλ e raio M + 1,

BM+1(0) = {u ∈ Hλ ; ||u||λ ≤M + 1} .

Dado µ > 0, de�namos também

Dλ
µ =

{
u ∈ BM+1(0) ; ||u||λ,RN\Ω′J ≤ µ , |Φλ,j(u)− cj| ≤ µ , ∀ j ∈ J

}
.

Lembramos que ΦcJ
λ denota o conjunto

ΦcJ
λ = {u ∈ Hλ ; Φλ(u) ≤ cJ} .

Notemos que

ω = w1 + w2 ∈ Dλ
µ ∩ ΦcJ

λ ,

para todo µ > 0, e daí Dλ
µ ∩ ΦcJ

λ 6= ∅.

Antes de prosseguirmos, �xemos µ > 0 tal que

µ <
1

3
min
j=1,2

cj .

Os resultados que mostraremos agora são versões, respectivamente, das Propo-

sições 1.15 e 1.16 do capítulo anterior, e uma vez que suas demonstrações seguem os

mesmos argumentos das primeiras, não as faremos.

Proposição 2.14 Com µ > 0 �xado acima, existem σ0 > 0 e Λ∗ ≥ 1, independentes

de λ, tais que

||Φ′λ(u)||∗λ ≥ σ0

para todo u ∈
(
Dλ

2µ\Dλ
µ

)
∩ ΦcJ

λ e todo λ ≥ Λ∗.

Proposição 2.15 Sejam µ �xado anteriormente e Λ∗ ≥ 1 a constante dada pela

Proposição 2.14. Então, para λ ≥ Λ∗ existe uma solução positiva uλ do problema

(Pλ) com uλ ∈ Dλ
µ ∩ ΦcJ

λ .
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Agora demonstraremos o resultado principal deste capítulo, o Teorema 2.1

Demonstração do Teorema 2.1:

Seja (λn)n∈N uma sequência arbitrária tal que λn ≥ Λ∗ , para todo n ∈ N, e

lim
n→∞

λn = ∞. Usando a Proposição 2.15, obtemos uma sequência (uλn)n∈N ⊂ Hλn

onde, para cada n ∈ N, uλn ∈ Dλn
µ ∩ΦcJ

λn
é uma solução não-negativa do problema (Pλ),

com λ = λn.

Pela Proposição 2.9, podemos extrair uma subsequência, que também denotare-

mos por (uλn)n∈N, tal que uλn → u ∈ H1
0 (ΩJ) fortemente em H1(RN), onde o limite u

é uma solução não-negativa de (Pj),

||uλn||2λn,RN\Ω′J → 0

e

lim
n→∞

Φλn,j(uλn) = cj , (2.63)

para j = 1, 2 , onde o último limite é obtido usando argumentos análogos aos explorados

na Proposição 1.15 e que uλn pertence ao conjunto Dλn
µ , para todo n.

Observemos que as convergências acima não dependem da sequência (λn)n∈N es-

colhida inicialmente. Além disso, ainda como resultado da Proposição 2.9, temos u ≡ 0

em RN\ΩJ e, de (2.63), u
∣∣
Ωj

é solução de energia mínima de (Pj), para j = 1, 2, uma

vez que

Φλ,j(u) = lim
n→∞

Φλ,j(uλn) = cj .

Portanto, �ca provado o Teorema 2.1.

�



Apêndice A

A.1 Operadores de Nemytskii

Esta seção foi baseada no segundo capítulo de de Figueiredo [16].

Sejam Ω um subconjunto aberto de RN , com N ≥ 1, e o conjunto

M(Ω) = {u : Ω→ R ; u é Lebesgue mensurável}.

Uma função f : Ω× R→ R é chamada função de Carathéodory se:

(i) para cada s ∈ R �xo, a função x 7→ f(x, s) é Lebesgue mensurável em Ω;

(ii) para x ∈ Ω �xado (quase sempre), a função s 7→ f(x, s) é contínua.

Sobre as funções de Carathéodory, temos a seguinte propriedade:

Teorema A.1 Seja f uma função de Carathéodory. Para todo u ∈ M(Ω), a função

x ∈ Ω 7→ f(x, u(x)) ∈ R é mensurável.

Demonstração:

Fixemos arbitrariamente u ∈ M(Ω) e seja (un)n∈N uma sequência de funções

simples convergindo quase sempre para u (ver Lema A.2 a seguir).

Pela natureza de f , cada função f(x, un(x)) é Lebesgue mensurável e a sequência

(f(x, un(x)))n∈N converge quase sempre para f(x, u(x)). Dessa forma, como o limite

pontual de funções mensuráveis é uma função mensurável, segue o resultado.

�
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Lema A.2 Se f é uma função não-negativa mensurável, então existe uma sequência

(ϕn)n∈N de funções mensuráveis tal que:

(i) 0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x), para todo x ∈ RN , n ∈ N;

(ii) f(x) = lim
n→∞

ϕn(x), para todo x ∈ RN ;

(iii) Cada ϕn é uma função simples.

Para uma demonstração do resultado anterior, ver Bartle [8], Lema 2.11.

Tendo em vista o teorema anterior, dada uma função de Carathéodory f , de-

�nimos o Operador de Nemytskii Nf : M(Ω) → M(Ω), que associa a cada função

mensurável u ∈M(Ω) uma função Nf (u), também mensurável, dada por

Nf (u)(x) = f(x, u(x)) , ∀x ∈ Ω .

Dentre as várias propriedades interessantes que os operadores de Nemytskii pos-

suem, neste trabalho usamos a seguinte:

Teorema A.3 Seja f uma função de Carathéodory. Suponha que existam uma cons-

tante c > 0, uma função b ∈ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ ∞, e r > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ c|s|r + b(x) , ∀ (x, s) ∈ Ω× R . (A.1)

Então:

(i) Nf aplica Lqr(Ω) em Lq(Ω);

(ii) Nf é contínua e limitada (isto é, aplica conjuntos limitados em conjuntos limita-

dos).

Demonstração:

Mostremos que vale o ítem (a). De fato, seja u ∈ Lqr(Ω). Usando a desigualdade

e Minkowski em (A.1) obtemos

|Nf (u)|q,Ω ≤ c |(|u|r)|q,Ω + |b|q,Ω = c|u|rqr,Ω + |b|q,Ω ,

donde segue o resultado e, também, a limitação de Nf .

Para mostrarmos o ítem (b), tomemos uma sequência qualquer (un)n∈N ⊂ Lqr(Ω)

que converge para alguma u ∈ Lqr(Ω) e concluamos que Nf (un) → Nf (u) em Lq(Ω).
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Dada uma subsequência qualquer de (un)n∈N , existe uma subsequência desta (que

continuaremos a denotar por (un)n∈N) satisfazendo, para alguma h ∈ Lqr(Ω),

|un(x)| ≤ h(x) , ∀x ∈ Ω ,

e

un(x)→ u(x) quase sempre em Ω .

Assim, por (A.1) e pela natureza de f ,

|Nf (un(x))| ≤ ( c|h(x)|r + b(x) ) ∈ Lq(Ω)

e

Nf (un(x))→ Nf (u(x)) quase sempre em Ω ,

donde, pelo Teorema da Convergência Dominada,

Nf (un(x))→ Nf (u(x)) em Lq(Ω) .

Acabamos de mostrar que toda subsequência de (Nf (un))n∈N admite uma subsequência

convergente, o que implica na convergência da própria sequência. Segue então o ítem

(b) e a validade do teorema.

�

A.2 O Teorema de Brezis-Lieb

Nesta seção enunciamos o principal teorema presente em Brezis & Lieb [14], onde

encontra-se a demonstração.

Teorema A.4 (Brezis-Lieb) Sejam (fn)n∈N ⊂ Lp(Ω), com 1 ≤ p <∞. Suponha que

existam f ∈ Lp(Ω) tal que

fn → f quase sempre em RN

e C > 0 tal que

|fn|p,Ω ≤ C , ∀n ∈ N .

Então temos

lim
n→∞

{
|fn|pp,Ω − |fn − f |

p
p,Ω

}
= |f |pp,Ω .
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A.3 Teorema do Passo da Montanha

Nosso objetivo nesta seção, que foi baseada em Rabinowitz [27], é demonstrar

uma versão do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz.

Comecemos por algumas de�nições.

Sejam (E, ||.||E) um espaço de Banach e um funcional Φ : E → R de classe

C1(E,R). Dizemos que (un)n∈N ⊂ E é uma sequência de Palais-Smale no nível c ∈ R

ou, resumidamente, sequência (PS)c do funcional Φ, se satisfaz

Φ(un)→ c

e

Φ′(un)→ 0 em E ′.

Diz-se também que o funcional Φ satisfaz a Condição Palais-Smale no nível c ∈ R

ou, simplesmente, condição (PS)c, se qualquer sequência (PS)c de Φ admite uma

subsequência convergente.

Vejamos agora uma de�nição que diz respeito à �geometria� do funcional Φ.

O funcional Φ tem a geometria do Passo da Montanha se satisfaz:

(i) Φ(0) = 0;

(ii) Existem α, r > 0 satisfazendo, para todo u ∈ E,

(1) Φ(u) ≥ 0, se ||u||E ≤ r,

(2) Φ(u) ≥ α, se ||u||E = r;

(iii) Existe ϕ ∈ E tal que

||ϕ||E > r e Φ(ϕ) < 0 .

Desse modo, se o funcional Φ tem a geometria do Passo da Montanha, o número

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) ; γ(0) = 0 ,Φ(γ(1)) ≤ 0},

está bem de�nido. Este valor é chamado nível minimax do Teorema do Passo da

Montanha associado ao funcional Φ.
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Antes de enunciar e provar o resultado que intitula esta seção, vejamos um re-

sultado que nos auxiliará na sua demonstração, uma versão simpli�cada do Lema da

Deformação.

Lema A.5 (Lema da Deformação) Sejam (E, ||.||E) um espaço de Banach, c ∈ R e

Φ ∈ C1(E,R) um funcional satisfazendo a condição (PS)c. Sejam também os conjuntos

K = {u ∈ E ; Φ(u) = c e Φ′(u) = 0}

e, dado s ∈ R,

As = {u ∈ E ; Φ(u) ≤ s} .

Se c não é um valor crítico de Φ, isto é, se não existe u ∈ E tal que Φ′(u) = 0 com

Φ(u) = c, então, dado ε̃ > 0, existem ε ∈ (0, ε̃) e η ∈ C([0, 1]× E,E) tais que:

(i) η(1, u) = u, se Φ(u) /∈ [c− ε̃, c+ ε̃];

(ii) η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε.

A demonstração do resultado acima encontra-se em Rabinowitz [27].

Teorema A.6 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam (E, ||.||E) um espaço de

Banach e um funcional Φ ∈ C1(E,R) com a geometria do Passo da Montanha e

satisfazendo a condição de Palais-Smale no nível c ∈ R, onde

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)) ,

com

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) ; γ(0) = 0 , Φ(γ(1)) < 0} .

Então c é um valor crítico de Φ.

Demonstração:

Como dito anteriormente, uma vez que Φ tem a geometria do Passo da Montanha,

o nível minimax c está bem de�nido.

Seja γ ∈ Γ qualquer. Então, pela de�nição do conjunto Γ, devemos ter

||γ(t)||E = r, para algum t ∈ [0, 1].

Dessa forma, por (i),

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)) ≥ inf
u∈E , ||u||E=r

Φ(u) ≥ α,
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donde c ≥ α.

Suponhamos, por contradição, que c não é valor crítico de Φ. Então o Lema A.5

com ε̃ =
α

2
nos fornece ε ∈ (0, ε̃) e η ∈ C([0, 1]× E,E) satisfazendo as propriedades 1

e 2 do lema anterior.

Tomemos γ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)) ≤ c+ ε (A.2)

e consideremos γ̃ : [0, 1]→ E dada por

γ̃ = η(1, γ(t)) , ∀ t ∈ [0, 1].

Pela natureza de η e γ, temos γ̃ ∈ C([0, 1], E). Além disso, como γ(0) = 0 e

Φ(0) = 0 <
α

2
≤ c− ε̃ ,

temos, pelo Lema A.5 (1),

γ̃(0) = η(1, γ(0)) = γ(0) = 0. (A.3)

Analogamente, como Φ(γ(1)) < 0, segue que

γ̃(1) = η(1, γ(1)) = γ(1)

e daí

Φ(γ̃(1)) = Φ(γ(1)) < 0 . (A.4)

Assim, de (A.3) e (A.4), γ̃ ∈ Γ e, pela de�nição de c,

c ≤ max
t∈[0,1]

Φ(γ̃(t)) . (A.5)

Por (A.2), γ([0, 1]) ⊂ Ac+ε, donde, pelo Lema A.5 (2), γ̃([0, 1]) ⊂ Ac−ε, isto é,

max
t∈[0,1]

≤ c− ε ,

o que contradiz (A.5). Essa contradição é consequência de termos suposto que c não é

valor crítico de Φ. Portanto, o teorema é válido.

�
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A.4 A Variedade Nehari

Nosso objetivo nesta seção é, baseando-nos em Willem [30], introduzir e demon-

strar alguns resultados sobre a Variedade Nehari.

Sejam Ω ⊂ RN um conjunto limitado com fronteira suave, (E,<,>E) um espaço

de Hilbert satisfazendo a imersão contínua

E ↪→ H1(Ω)

e o funcional Φ : E → R dado por

Φ(u) =
1

2
||u||2E −

β

q + 1

∫
Ω

uq+1
+ − α

2∗

∫
Ω

u2∗

+ , ∀u ∈ E ,

onde ||.||E é a norma de E induzida pelo produto interno, β > 0 e α ∈ {0, 1}.

Uma condição necessária para que u ∈ E seja um ponto crítico do funcional Φ é

Φ′(u)u = 0 .

Esta condição de�ne a Variedade Nehari

N = {u ∈ E ; Φ′(u)u = 0 , u 6= 0} .

Vale ressaltar que, para de�nirmos a Variedade Nehari, precisamos apenas supor

que Φ ∈ C1(E,R) e Φ′(0) = 0. As propriedades desta variedade que veremos a seguir

foram usadas sobre os funcionais Φλ,Ω′j
, IΩj e Φλ,j, Ij, presentes no primeiro e segundo

capítulos, respectivamente. Este fato justi�ca as hipóteses adicionais sobre o espaço

E, o conjunto Ω e a forma como tomamos o funcional Φ.

Lema A.7 Para cada u ∈ E não nulo, existe um único número tu > 0 tal que tuu ∈ N .

Além disso,

Φ(tu u) = max
t≥0

Φ(tu) .

Demonstração:

Fixemos arbitrariamente u ∈ E, u 6= 0. Consideremos a função g : R+ → R dada

por

g(t) = Φ(tu) =
t2

2
||u||2E − tq+1 β

q + 1

∫
Ω

uq+1
+ − t2∗ α

2∗

∫
Ω

u2∗

+ , ∀ t ≥ 0. (A.6)

Primeiramente mostremos que g possui um único ponto crítico.
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Notemos que g ∈ C∞(R+,R), g(0) = 0, g(t) > 0, para t > 0 su�cientemente

pequeno, e lim
t→∞

g(t) = −∞. Sob estas circunstâncias, g possui ao menos um ponto

crítico positivo, que denotaremos por tu, satisfazendo

g(tu) = max
t≥0

g(t),

isto é,

Φ(tu u) = max
t≥0

Φ(tu).

Além disso, observemos que t0 > 0 é ponto crítico de g se, e só se,

0 = g′(t0) = t0 ||u||2E − t
q
0β

∫
Ω

uq+1
+ − t2∗−1

0 α

∫
Ω

u2∗

+ ,

o que equivale a

||u||2E = tq−1
0 β

∫
Ω

uq+1
+ + t2

∗−2
0 α

∫
Ω

u2∗

+ .

Dessa forma, como a função à direita da igualdade acima é crescente, segue a unicidade

do ponto crítico tu. Por �m, de

tg(t) = Φ′(tu)(tu), ∀ t ≥ 0,

temos tuu ∈ N . Portanto, como u ∈ E �xado a princípio é arbitrário, segue o resultado

para todo u ∈ E.

�

Para �nalizar, de�namos

c1 := inf
u∈N

Φ(u),

c2 := inf
06=u∈E

max
t≥0

Φ(tu),

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) ; γ(0) = 0,Φ(γ(1)) < 0},

e vejamos de que forma esses valores se relacionam.

Teorema A.8 Com as notações acima, temos

c1 = c2 = c > 0.
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Demonstração:

Primeiramente notemos que, partir do lema anterior, c1 = c2.

Agora, como

lim
t→∞

Φ(tu) = −∞, ∀u ∈ E,

então existe tu,∞ > 0 tal que Φ(tu,∞u) < 0. Assim, a aplicação γu : [0, 1] → E dada

por

γu(t) = t(tu,∞u), ∀ t ≥ 0,

pertence ao conjunto Γ. Logo, devemos ter c ≤ c2.

Por �m, observemos que a variedade N separa E\{0} em duas componentes, a

saber,

N+ := {u ∈ E ; Φ′(u)u > 0} e N− := {u ∈ E ; Φ′(u)u < 0}.

Vejamos também que, como E ↪→ H1(Ω) continuamente, então E ↪→ Lt(Ω) continua-

mente, para t ∈ [1, 2∗], com constante de imersão Ct = C(t). Dessa forma

Φ′(u)u ≥ ||u||2E − β C
q+1
q+1 ||u||

q+1
E − αC2∗

2∗ ||u||2
∗

E

> 0

para ||u||E su�cientemente pequeno. Portanto, existe ε > 0 tal que

N+ ⊃
(
B(0)ε\{0}

)
.

Além disso, usando as notações do lema anterior,

Φ′(tu)u ≥ 0, ∀ t ∈ [0, tu], ∀u ∈ E\{0}, (A.7)

pois se existissem u ∈ E e t̃ ∈ [0, tu] tais que Φ′(t̃u)u < 0, então a função g de�nida

em (A.6) associada a u possuiria dois pontos críticos, o que não pode ocorrer. Um

argumento análogo nos permite concluir que

tu > 1, ∀u ∈ N+. (A.8)

Assim,

Φ(u) > 0, ∀u ∈ N+.

Com efeito, tomemos u ∈ N+ arbitrariamente. Considerando novamente a função g

de�nida em (A.6), temos, por (A.7),

g′(t) = Φ′(tu)u ≥ 0, ∀ t ∈ [0, tu],
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donde g é não-decrescente em [0, tu] e daí, por (A.8),

Φ(u) = g(1) ≥ 0.

Consequentemente,

Φ(u) ≥ 0, ∀u ∈ N+,

e, portanto, todo caminho γ ∈ Γ deve interceptar N . Dessa forma, c ≥ c1, e o resultado

está demonstrado.

�

A.5 Os Espaços H e Hλ

Nesta seção demonstraremos o resultado que usamos nas Proposições 1.8 e 2.8,

a saber, que C∞c (RN) é denso em H e Hλ. Enunciaremos e provaremos o resultado

apenas para o espaço H, o qual consideraremos munido da norma

||u||2λ =

∫
RN
|∇u|2 + (λV (x) + Z(x))u2, ∀u ∈ H,

que também é norma do espaço Hλ. Assim, a demonstração deste resultado para o

espaço Hλ é inteiramente análoga.

Lema A.9 O espaço C∞c (RN) é denso em H.

Demonstração:

A prova será feita em duas partes. Primeiramente mostraremos que toda função

de H pode ser aproximada por funções deste espaço com suporte compacto e, poste-

riormente, que toda função deH com suporte compacto é limite de funções de C∞c (RN).

1o Parte: Toda função de H pode ser aproximada por funções deste espaço com su-

porte compacto.

Fixemos u ∈ H de forma arbitrária e tomemos ϕ ∈ C∞c (RN , [0, 1]) satisfazendo

ϕ
∣∣
B1(0)

≡ 1, ϕ
∣∣
B2(0)c

≡ 0 e |∇ϕ(x)| ≤ 3, ∀x ∈ RN .

Consideremos a sequência (ϕn)n∈N ⊂ C∞c (RN) dada por

ϕn(x) = ϕ
(x
n

)
, ∀x ∈ RN , ∀n ∈ N.
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Então

ϕn
∣∣
B1(0)

≡ 1, |∇ϕn(x)| ≤ 3

n
e uϕn ∈ H tem suporte compacto, ∀n ∈ N.

Agora tomemos a sequência de funções de suporte compacto (uϕn)n∈N ⊂ H. A�rmamos

que uϕn → u em H. De fato, basta observar que, pelo Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue, temos

(λV (x) + Z(x))(uϕn)2 → (λV (x) + Z(x))u2 em L1(RN)

e, para todo 1 ≤ j ≤ N ,

∂

∂xj
(uϕn) = u

∂ϕn
∂xj

+ ϕn
∂u

∂xj
→ ∂u

∂xj
em L2(RN),

ou seja,

∇(uϕn)→ ∇u em (L2(RN))N ,

donde segue a conclusão desta primeira parte, já que u ∈ H é qualquer.

2o Parte: Toda função de H com suporte compacto é limite de funções de C∞c (RN).

Fixemos qualquer u ∈ H com suporte compacto e seja (ρn)n∈N ⊂ C∞c (RN) uma

sequência regularizante, isto é,

supp ρn ⊂ B 1
n
(0) e

∫
RN
ρn = 1, ∀n ∈ N.

Tomemos a sequência (ρn ∗ u) ⊂ C∞c (RN) (vale lembrar que a convolução de funções

de suporte compacto tem suporte compacto) e �xemos R > 0 tal que

supp (ρn ∗ u) ⊂ BR(0), ∀n ∈ N.

A�rmamos que ρn ∗ u→ u em H. Com efeito, notemos que

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
RN

(λV (x) + Z(x))(ρn ∗ u− u)2

∣∣∣∣ ≤ |λV + Z|∞,BR(0) lim
n→∞

∫
RN
|ρn ∗ u− u|2 = 0,

pois ρn ∗ u→ u em L2(RN) e, a partir das propriedades da convolução,

∇(ρn ∗ u) = ρn ∗ ∇u→ ∇u em L2(RN).

Dessa forma, como u ∈ H de suporte compacto é arbitrária, vale a conclusão desta

parte. Portanto, tendo em vista a primeira e a segunda parte, vale o resultado.

�
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A.6 Segundo Lema de Concentração de Compacidade

Esta seção foi baseada em Lions [24] e Folland [21].

Nesta seção enunciaremos e demonstraremos, em parte, o Segundo Lema de Con-

centração de Compacidade devido a P.-L. Lions. Para isso, necessitaremos de algumas

de�nições e resultados. Comecemos pelo espaço C0(RN) das funções contínuas que se

anulam no in�nito e pelo espaço M(RN) das medidas de Radon com sinal em RN .

Seja f ∈ C(RN). Diremos que f se anula no in�nito se, para todo ε > 0, o

conjunto {x ∈ RN ; |f(x)| ≥ ε} é compacto. De�namos, então, o conjunto

C0(RN) = {f ∈ C(RN); f se anula no in�nito}.

Claramente temos Cc(RN) ⊂ C0(RN) e, munido da norma do supremo, C0(RN) é

um espaço vetorial normado. Mais ainda, pode-se mostrar que C0(RN) é o fecho de

Cc(RN) com relação à norma do supremo (ver Folland [21], Teorema 4.35) e que este

é um espaço separável, como consequência do (ver Lopes [25], Teorema 3.18)

Teorema A.10 Seja K ⊂ RN um conjunto compacto. O espaço das funções contínuas

sobre K, C(K), é separável.

Sejam µ uma medida de Borel em RN e A ⊆ RN um conjunto na σ-álgebra de

Borel B. A medida µ é chamada outer regular em A se

µ(A) = inf{µ(U);U ⊃ A,U aberto}

e inner regular em A se

µ(A) = sup{µ(K);K ⊂ A,K compacto}.

Mais ainda, uma medida µ que é inner e outer regular nos conjuntos de Borel é chamada

regular. Uma medida de Radon em RN é uma medida de Borel que é �nita em conjuntos

compactos, outer regular em conjuntos de Borel e inner regular em conjuntos abertos.

Uma medida µ é uma medida de Radon com sinal se suas variações positiva e negativa

são medidas de Radon. Denotaremos por M(RN) o espaço das medidas �nitas de

Radon com sinal em RN , o qual, munido da norma

||µ||M = |µ|(RN), ∀µ ∈M(RN),

onde |µ| é a variação total da medida µ, é um espaço vetorial normado.

Pode-se mostrar que (ver Folland [21], Teorema 7.8)
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Teorema A.11 Toda medida de Borel em RN que é �nita em conjuntos compactos é

regular. Em particular, µ é uma medida de Radon.

Os espaços M(RN) e C0(RN) se relacionam da seguinte forma (ver Folland [21],

Teorema 7.17):

Teorema A.12 Seja µ ∈M(RN) e considere o funcional Iµ : C0(RN)→ R dado por

Iµ(f) =

∫
RN
f dµ, ∀ f ∈ C0(RN).

A aplicação µ 7→ Iµ é um isomor�smo isométrico deM(RN) no espaço dual de C0(RN).

Em outras palavras, o espaço das medidas de Radon é o dual do espaço das funções

contínuas que se anulam no in�nito. Dessa forma, da separabilidade de C0(RN) e pelo

teorema anterior, toda sequência limitada em M(RN) possui uma subsequência que

converge na topologia fraca-* (ver Brezis [12], Corolário III.26).

Vejamos agora duas de�nições auxiliares. Sejam µ e ν medidas em um mesmo

espaço mensurável (X,X ). A medida µ é dita absolutamente contínua em relação à

medida ν, se, para todo E ∈ X tal que ν(E) = 0, tivermos µ(E) = 0. Neste caso,

escrevemos µ� ν. Dizemos também que µ e ν são mutuamente singulares, se existem

conjuntos disjuntos A e B em X tais que X = A ∪ B e µ(A) = ν(B) = 0. Neste caso,

escrevemos µ ⊥ ν.

Outro resultado que será usado adiante é o (ver Folland [21], Teorema 7.10)

Teorema A.13 (Lusin) Sejam µ uma medida de Radon em RN e f : RN → R uma

função mensurável que se anula fora de um conjunto de medida �nita. Então, dado

ε > 0, existe uma função φ ∈ Cc(RN) tal que

µ({x ∈ RN ; f(x) 6= φ(x)}) < ε.

Mais ainda, se f é limitada, então φ satisfaz

sup
x∈RN

|φ(x)| ≤ sup
x∈RN

|f(x)|.

Por �m, vejamos o espaço D1,p(RN). Dados N > 2 e 1 < p < N , D1,p(RN) é o

fechamento do espaço C∞c (RN) com relação à norma ||.||D1,p : C∞c (RN)→ R dada por

||ϕ||D1,p =

(∫
RN
|∇ϕ|p dx

) 1
p

, ∀ϕ ∈ C∞c (RN).



108

Pode-se mostrar que, a menos de isometria, (ver Alves [3], Apêndice A.1)

D1,p(RN) = {u ∈ Lp∗(RN);
∂u

∂xi
∈ Lp(RN), 1 ≤ i ≤ N}.

Além disso, D1,p(RN) é um espaço de Banach re�exivo e separável e valem as imersões

D1,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN) e D1,p(RN) ↪→ Lrloc(RN), para r ∈ [1, r∗), respectivamente,

contínua e compacta. Desta última, segue que, usando um argumento de sequência

diagonal, se un ⇀ u em D1,p(RN), então un → u quase sempre em RN .

O próximo lema é fundamental para a demonstração do Segundo Lema de Con-

centração de Compacidade.

Lema A.14 Sejam µ e ν medidas de Radon �nitas não-negativas em RN tais que,

para alguma constante C0 ≥ 0,(∫
RN
|ϕ|q dν

)1/q

≤ C0

(∫
RN
|ϕ|p dµ

)1/p

, ∀ϕ ∈ C∞0 (RN), (A.9)

onde 1 ≤ p < q ≤ +∞. Então existem um conjunto enumerável J (�nito ou in�nito),

famílias {xj}j∈J de pontos distintos em RN e {νj}j∈J ⊂ (0,∞) tais que

ν =
∑
j∈J

νjδxj e µ ≥ C−p0

∑
j∈J

ν
p/q
j δxj .

Em particular, ∑
j∈J

ν
p/q
j <∞.

Demonstração:

Primeiramente, notemos que, pelo Lema A.2 e o Teorema de Lusin (Teorema

A.13), com o auxílio de uma sequência regularizante e convolução, mostra-se que a

desigualdade (A.9) é válida para toda ϕ mensurável, limitada, positiva e que se anula

fora de um conjunto de medida �nita (vale ressaltar que as medidas ν e µ são �nitas).

Dessa forma, temos ν � µ, pois, dado um conjunto E na σ-álgebra de Borel B tal que

µ(E) = 0, tomando ϕ ≡ χE em (A.9), obtemos

ν(E) ≤ C q
0 µ(E)q/p = 0. (A.10)

Aplicando o Teorema de Decomposição de Medidas de Lebesgue (ver Bartle [8],

Teorema 8.11) às medidas µ e ν, existem medidas α e β satisfazendo

α� ν e β ⊥ ν
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tais que

µ = α + β. (A.11)

Além disso, de α� ν, pelo Teorema de Radon-Nikodým (ver Bartle [8], Teorema 8.9),

existe uma função não-negativa g ∈ L1(RN ,B, ν), única quase sempre, tal que

α = gν,

donde podemos reescrever (A.11) como

µ = gν + β. (A.12)

Mais ainda, pelo fato de gν ⊥ β, temos, a partir da desigualdade (A.9),(∫
RN
|ϕ|q dν

)1/q

≤ C0

(∫
RN
|ϕ|pg dν

)1/p

, ∀ϕ ∈ C∞0 (RN),

e, claramente, µ ≥ gν. Dito isto, suporemos, sem perda de generalidade, que a medida

β é identicamente nula. Suporemos também que

g(x) < +∞, ∀x ∈ RN ,

uma vez que g ∈ L1(RN ,B, ν) e daí ν({x ∈ RN ; g(x) = +∞}) = 0.

Consideremos os conjuntos

Gk = {x ∈ RN ; k − 1 ≤ g(x) < k}, ∀ k ∈ N,

e as medidas �nitas não-negativas de Radon em RN

νk = gθχGkν, onde θ = q/(q − p). (A.13)

Nosso objetivo é mostrar que, para cada k ∈ N, as medidas νk são dadas por uma soma

�nita de massas de Dirac e, usando este fato, deduzir que as medidas χGkν, para todo

k ∈ N, também têm esta propriedade donde, tomando a série
∑
k∈N

χGkν, concluir que ν

admite a representação desejada.

Seja k ∈ N qualquer. Para mostrarmos a representação de νk, tomemos em (A.9)

funções ϕ da forma

ϕ = gθ/qχGkψ,
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onde ψ é uma função arbitrária mensurável, limitada, não-negativa e que se anula fora

de um conjunto de medida �nita. Daí, como

(
gθ/qχGk

)q
ν = gθχGkν = νk,

e

(
gθ/qχGk

)p
µ = gθp/qgχGkν

= g
θp
q

+1χGkν

= gθχGkν = νk,

segue que, para toda ψ,(∫
RN
|ψ|q dνk

)1/q

≤ C0

(∫
RN
|ψ|p dνk

)1/p

,

donde concluímos que, tomando ψ ≡ χE, para E ∈ B qualquer,

νk(E) ≤ C0νk(E)q/p, ∀E ∈ B.

Portanto, dado E ∈ B, tem-se νk(E) = 0 ou νk(E) ≥ C0
−θq/p =: ρ. Assim, tendo em

vista que, para x ∈ RN arbitrário, valem as igualdades

νk({x}) = νk

(⋂
ε↓0

Bε(x)

)
= lim

ε↓0
νk(Bε(x)),

devemos ter, para cada x ∈ RN ,

νk({x}) ≥ ρ ou existe εx = ε(x) > 0 tal que νk(Bεx(x)) = 0.

Logo, como νk é uma medida �nita, um conjunto �nito de índices Jk e de pontos

Sk := {xj}j∈Jk ⊂ RN tais que

νk({xj}) ≥ ρ, ∀ j ∈ Jk e νk(Bεx(x)) = 0, ∀x /∈ Sk, (A.14)

isto é, temos a representação

νk =
∑
j∈Jk

νjδxj ,

onde νj = νk({xj}), para j ∈ Jk. De fato, seja o conjunto O = RN\Sk. Dado um

subconjunto compacto K ⊂ O arbitrário, (Bεx(x))x∈K é uma cobertura aberta para
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K, donde, da compacidade de K, podemos extrair uma subcobertura �nita formada

por bolas cujos centros pertencem ao conjunto O. Dessa forma, por (A.14), tem-se

νk(K) = 0 e, por νk ser uma medida de Radon, νk(O) = 0, já que K é arbitrário.

Assim, �ca mostrada a representação de νk. Mostremos agora que essa representação

nos fornece a a�rmação sobre ν.

Primeiramente, observemos que, se x ∈ RN é tal que ν({x}) > 0, então g(x) > 0.

De fato, se ν({x}) > 0, então, como ν � µ, devemos ter µ({x}) > 0. Mais ainda, por

(A.12) e usando que gν ⊥ β,

0 < µ({x}) = g(x)ν({x}) + β({x}) = g(x)ν({x}),

donde segue a conclusão. Dessa forma, temos, a partir da representação de νk,

χGkν =
∑
j∈Jk

νj
(g(xj))α

δxj .

Por �m, para concluirmos a representação de ν, basta notarmos que, pelo Teorema da

Convergência Monótona, ∑
k∈N

νχGk = ν,

donde

ν =
∑
k∈N

∑
j∈Jk

νj
(g(xj))α

δxj .

Agora, fazendo νj =
νj

(g(xj))α
e observando que a união S :=

⋃
k∈N

Sk é disjunta, pois os

conjuntos Gk são dois a dois disjuntos, e é enumerável (�nito ou in�nito), temos

ν =
∑
j∈J

νjδxj ,

onde J :=
⋃
k∈N

Jk é, sem perda de generalidade, uma união disjunta, isto é, ν é repre-

sentada por uma soma, no máximo enumerável, de massas de Dirac. Mais ainda, a

partir de (A.10),

µ ≥ C−p0

∑
j∈J

ν
p/q
j δxj .

�

Agora estamos prontos para enunciar e demonstrar o
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Lema A.15 (Segundo Lema de Concentração de Compacidade) Seja (un)n∈N

uma sequência limitada em D1,p(RN), com 1 < p < N , tal que

un ⇀ u em D1,p(RN)

|un|p
∗ ∗
⇀ ν em M(RN)

|∇un|p
∗
⇀ µ em M(RN)

onde u ∈ D1,p(RN) ν e µ são medidas �nitas não-negativas em RN . Então

(i) Existem um conjunto �nito J , famílias {xj}j∈J de pontos distintos em RN e

{νj}j∈J em (0,∞) tais que

ν = |u|p∗ +
∑
j∈J

νjδxj .

(ii) Além disso,

µ ≥ |∇un|p +
∑
j∈J

µjδxj

para algum µj satisfazendo

µj ≥ Sν
p/q
j , ∀ j ∈ J,

onde S é a melhor constante para a imersão contínua D1,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN).

(iii) Mais ainda, se u ≡ 0 e µ(RN) ≤ S
(
ν(RN)

)p/q
, então J é unitário e

ν = γδx0 = (Sγp/q)−1µ ,

para alguns x0 ∈ RN e γ ≥ 0.

Dem.:

Como dito a princípio, não demonstraremos a terceira parte do lema, uma vez

que não a usaremos.

Primeiramente mostraremos o resultado para o caso em que o limite fraco da

sequência (un)n∈N ⊂ D1,p(RN) é identicamente nulo, isto é, u ≡ 0, através da aplicação

do Lema A.14. Para isso, devemos mostrar que as medidas ν e µ satisfazem uma

igualdade semelhante a (A.9), a saber,(∫
RN
|ϕ|p∗ dν

)1/p∗

≤ S−1/p

(∫
RN
|ϕ|p dµ

)1/p

. (A.15)
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Sejam ϕ ∈ C∞c (RN) arbitrária e Ω ⊂ RN um conjunto compacto contendo o

suporte de ϕ. Então ϕun ∈ D1,p(RN) e, da imersão contínua D1,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN),(∫

RN
|ϕ|p∗|un|p

∗
dx

)1/p∗

≤ S−1/p

(∫
RN
|∇(ϕun)|p dx

)1/p

. (A.16)

Observemos que, como |un|p
∗ ∗
⇀ ν por hipótese, então

lim
n→∞

(∫
RN
|ϕ|p∗|un|p

∗
dx

)1/p∗

=

(∫
RN
|ϕ|p∗ dν

)1/p∗

. (A.17)

Além disso, pela Desigualdade Triangular,∣∣∣∣∣
(∫

RN
|∇(ϕun)|p dx

)1/p

−
(∫

RN
|ϕ∇un|p dx

)1/p
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣|∇(ϕun)|p,Ω − |ϕ∇un|p,Ω
∣∣∣∣

≤ |un∇ϕ|p,Ω, (A.18)

e, da imersão compacta D1,p(RN) ↪→ Lploc(RN),

lim
n→∞

|un∇ϕ|p,Ω ≤ |∇ϕ|∞,Ω lim
n→∞

|un|p,Ω = 0.

Portanto, passando ao limite n→∞ em (A.18), obtemos

lim
n→∞

(∫
RN
|∇(ϕun)|p dx

)1/p

=

(∫
RN
|ϕ|p dµ

)1/p

. (A.19)

Assim, tendo em vista (A.17) e (A.19) e tomando o limite n→∞ em (A.16), obtemos

(A.15). Dessa forma, se u ≡ 0, o resultado segue a partir do Lema A.14.

Suponhamos agora que o limite u ∈ D1,p(RN) não é identicamente nulo. Con-

sideremos, então, a sequência (vn)n∈N ∈ D1,p(RN) dada por vn = un − u, para todo

n ∈ N. Então

vn ⇀ 0 em D1,p(RN)

e, além disso, como o espaço M(RN) é um espaço separável e as sequências (|vn|p
∗
)n∈N,

(|∇vn|p)n∈N ⊂ M(RN) são limitadas, podemos assumir, sem perda de generalidade,

que existem ν0, µ0 ∈M(RN) não-negativas tais que

|vn|p
∗ ∗
⇀ ν0 e |∇vn|p

∗
⇀ µ0 em M(RN).

Pelo teorema de Brézis-Lieb temos, para toda ϕ ∈ C∞c (RN),

lim
n→∞

(∫
RN
|ϕ|p∗|un|p

∗
dx−

∫
RN
|ϕ|p∗|vn|p

∗
dx

)
=

∫
RN
|ϕ|p∗|u|p∗ dx.



114

Temos também

lim
n→∞

(∫
RN
|ϕ|p∗|un|p

∗
dx−

∫
RN
|ϕ|p∗|vn|p

∗
dx

)
=

∫
RN
|ϕ|p∗ dν −

∫
RN
|ϕ|p∗ dν0.

Logo, pela unicidade do limite,∫
RN
|ϕ|p∗|u|p∗ dx =

∫
RN
|ϕ|p∗ dν −

∫
RN
|ϕ|p∗ dν0,

donde obtemos

ν = |u|p∗ + ν0

e, por conseguinte, a representação (i) de ν a partir da de ν0.

Para concluir (ii), notemos que, por (A.16),(∫
RN
|ϕ|p∗|un|p

∗
dx

)1/p∗

S1/p ≤
(∫

RN
|∇(ϕun)|p dx

)1/p

≤
(∫

RN
|un|p|∇ϕ|p dx

)1/p

+

(∫
RN
|ϕ|p|∇un|p dx

)1/p

,

para toda ϕ ∈ C∞c (RN). Então, passando ao limite n → ∞ e usando a imersão

D1,p(RN) ↪→ Lploc(RN) como anteriormente,(∫
RN
|ϕ|p∗ dν

)1/p∗

S1/p ≤
(∫

RN
|u|p|∇ϕ|p dx

)1/p

+

(∫
RN
|ϕ|p dµ

)1/p

, (A.20)

para toda ϕ ∈ C∞c (RN). Seja φ ∈ C∞c (RN) satisfazendo

φ(0) = 1, 0 ≤ φ ≤ 1 e suppφ ⊂ B1(0).

Fixemos ε > 0 e j ∈ J quaisquer, onde J é o conjunto de índices da representação (i)

de ν, e de�na

φjε(x) = φ

(
x− xj
ε

)
, ∀x ∈ RN .

Então, tomando ϕ ≡ φjε em (A.20) , obtemos

ν
1/p∗

j S1/p ≤

(∫
Bε(xj)

|φjε|p
∗

dν

)1/p∗

≤ µ(Bε(xj))
1/p +

(∫
Bε(xj)

ε−p|u|p
∣∣∣∣(∇φ)

(
x− xj
ε

)∣∣∣∣p dx

)1/p

. (A.21)
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Agora, pela desigualdade de Hölder,(∫
Bε(xj)

|u|p
∣∣∣∣(∇φ)

(
x− xj
ε

)∣∣∣∣p dx

)1/p

≤

≤

(∫
Bε(xj)

|u|p∗ dx

)1/p∗ (∫
Bε(xj)

∣∣∣(∇φ)
(x
ε

)∣∣∣N dx

)1/N

,

pois 1
p

= 1
p∗

+ 1
n
. Logo, podemos reescrever (A.21) como

ν
1/p∗

j S1/p ≤ µ(Bε(xj))
1/p + C

(∫
Bε(xj)

|u|p∗ dx

)1/p∗

, (A.22)

onde

C = ε−1

(∫
Bε(xj)

∣∣∣(∇φ)
(x
ε

)∣∣∣N dx

)1/N

.

Portanto, fazendo ε→ 0 em (A.22),

µ({xj}) > 0 e µ ≥ Sν
p/p∗

j δxj , ∀ j ∈ J,

e daí, como as massas de Dirac são mutuamente singulares,

µ ≥
∑
j∈J

Sν
p/p∗

j δxj := µ1.

Para �nalizar, sejam ϕ ∈ Cc(RN) uma função não-negativa arbitrária e consideremos o

funcional que associa a cada v ∈ D1,p(RN) o valor
∫

RN
ϕ|∇v|p dx. Como este funcional

é convexo e contínuo e un ⇀ u em D1,p(RN), temos (ver Brezis [12], Corolário 3.8),∫
RN
ϕ|∇u|p dx ≤

∫
RN
ϕ dµ,

e, usando o Teorema de Lusin (Teorema A.13) como antes, concluímos que∫
A

ϕ|∇u|p dx =

∫
RN
χA|∇u|p dx ≤

∫
RN
χA dµ = µ(A), ∀A ∈ B,

isto é, µ ≥ |∇u|p. Dessa forma, como |∇u|p e µ1 são medidas mutuamente singulares,

a representação (ii) segue.

�
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A.7 Regularização de Soluções Fracas e Estimativa

na norma L∞(RN): Casos Subcrítico e Crítico

Nesta seção, baseada em Brezis & Kato [13], apresentamos os resultados que nos

auxiliaram na demonstração das Proposições 1.10 e 2.10.

Primeiramente vejamos uma versão de um teorema devido a Agmon [1] presente

em Aires [2].

Teorema A.16 Sejam u ∈ L2
loc

(RN), f ∈ Lp
loc

(RN), 1 < p < ∞, e suponha que a

função u seja uma solução fraca da equação

−∆u = f em RN .

Então, u ∈ W 2,p
loc

(RN). Além disso, dados Ω ⊂⊂ Ω̃ ⊂⊂ RN , temos a estimativa

||u||2,p,Ω ≤ C
(
|f |p,Ω̃ + |u|p,Ω̃

)
, (A.23)

onde C = C(|Ω|, |Ω̃|, p,N) > 0.

Vale destacar uma propriedade importantíssima da constante C dada no teorema

acima: ela é invariante por translações, uma vez que depende apenas da medida dos

conjuntos Ω e Ω̃. Sendo assim, se T : RN → RN é uma translação, então podemos

reescrever a desigualdade (A.23) como

||u||2,p,T (Ω) ≤ C
(
|f |p,T (Ω̃) + |u|p,T (Ω̃)

)
.

Proposição A.17 Sejam as funções a ∈ M+(RN) e f : RN × R+ → R+ com f

satisfazendo a seguinte propriedade: para cada v ∈ H1(RN) não negativa, existe uma

função h ∈ LN
2 (RN) tal que

f(x, v(x)) ≤ (h(x) + Cf )v(x), ∀x ∈ RN , (A.24)

onde Cf = C(f) ∈ R é uma constante positiva. Se v ∈ H1(RN) é uma solução fraca

de

−∆v + a(x)v = f(x, v) em RN , (A.25)

então v ∈ Lp(RN) para todo 2 ≤ p <∞. Mais ainda, existe uma constante Cp > 0 que

só depende de p, Cf e h tal que

|v|p ≤ Cp||v||.

Além disso, se (vn)n∈N, (an)n∈N e (hn)n∈N satisfazem as hipóteses acima e hn → h em

L
N
2 (RN), a sequência Cp,n = C(p, Cf , hn) é limitada.
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Vejamos agora um resultado auxiliar.

Lema A.18 Sejam Ω ⊆ RN um conjunto qualquer, p0 ≥ 1, e u ∈ M(Ω) tal que

u ∈ Lp(Ω), para todo p ≥ p0. Se existe K > 0 tal que

|u|p,Ω ≤ K ∀ p ≥ p0 ,

então u ∈ L∞(Ω) e

|u|∞,Ω ≤ K .

Demonstração:

De fato, �xemos ε > 0 de forma arbitrária e consideremos o conjunto

E = {x ∈ Ω ; |u(x)| ≥ K + ε}.

Mostraremos que a medida de Lebesgue de E é nula, donde seguirá a conclusão do

lema.

Primeiramente, observemos que a medida de Lebesgue do conjunto E é �nita.

Com efeito, se fosse |Ω| = ∞, então não teríamos, por exemplo, u ∈ L1(Ω), o que

contradiz a nossa hipótese. Portanto, devemos ter |Ω| < ∞. Além disso, temos, para

todo p ≥ p0,

(K + ε)p|E| ≤
∫
E

|f |p ≤ |f |pp,Ω ≤ Kp ,

isto é,

(K + ε)|E|
1
p ≤ K .

Suponhamos, por contradição, que a medida de E é positiva. Aplicando o limite p→∞

na desigualdade acima, obtemos

(K + ε) = lim
p→∞

(K + ε)|E|
1
p ≤ K ,

o que é um absurdo. Logo E tem medida de Lebesgue nula e daí

|u|∞,Ω ≤ K .

�

A partir do último lema, podemos demonstrar o

Lema A.19 Sejam as funções a ∈M+(RN) e f : RN × R+ → R+ satisfazendo:
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(H1) Existe h ∈ Lq(RN), com q > 1, tal que

|f(x, s)| ≤ h(x)|s| , ∀x ∈ RN , ∀ s ∈ R;

(H2) Existe uma constante Sr > 0 tal que

|u|2r ≤ Sr

∫
RN
|∇u|2 + a(x)u2 ,

para toda u ∈ H1(RN) tal que
∫

RN a(x)u2 <∞, onde r > 2q
q−1

.

Então existe uma constante C = C(q, r, |h|q) tal que

|v|∞ ≤ C|v|r ,

para qualquer v ∈ H1(RN) solução fraca de (A.25). Além disso, se (vn)n∈N, (an)n∈N e

(hn)n∈N satisfazem as hipóteses acima e (|hn|q)n∈N é uma sequência limitada, a sequên-

cia Cn = C(q, r, |hn|q) é limitada.

Demonstração:

Seja v ∈ H1(RN) uma solução arbitrária do problema (A.25). Portanto, v satisfaz∫
RN
∇v∇u+ a(x)vu =

∫
RN
f(x, v)u , ∀u ∈ H1(RN) . (A.26)

Para cada n ∈ N e α > 1, consideremos os conjuntos

An = {x ∈ RN ; |v(x)|α−1 ≤ n} e Bn = RN\An ,

e de�na a sequência de funções (vn)n∈N por

vn = v|v|2(α−1) em An e vn = n2v em Bn .

Note que vn ∈ H1(RN), |vn(x)| ≤ |v(x)|2α−1 e

∇vn = (2α− 1)|v|2(α−1)∇v em An e ∇vn = n2∇v em Bn .

Dessa forma, tomando vn ≡ u em (A.26),∫
RN
∇v∇vn + a(x)vvn =

∫
RN
f(x, v)vn ,

donde ∫
RN
∇v∇vn = (2α− 1)

∫
An

|v|2(α−1)|∇v|2 + n2

∫
Bn

|∇v|2 . (A.27)
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Agora considere a sequência (wn)n∈N dada por

wn = v|v|α−1 em An e wn = nv em Bn .

Observe que w2
n = vvn ≤ |v|2α, donde

0 ≤ a(x)w2
n = a(x)vvn em RN , (A.28)

e

∇wn = α|v|α−1∇v em An e ∇wn = n∇v em Bn , (A.29)

logo ∫
RN
|∇wn|2 = α2

∫
An

|v|2(α−1)|∇v|2 + n2

∫
Bn

|∇v|2 . (A.30)

Por (A.27)-(A.30) temos∫
RN
|∇wn|2 + a(x)w2

n −
∫

RN
∇v∇vn + a(x)vvn = (α− 1)2

∫
An

|v|2(α−1)|∇v|2 . (A.31)

Temos também, por (A.27) e (A.28),

(2α− 1)

∫
An

|v|2(α−1)|∇v|2 ≤
∫

RN
∇v∇vn + a(x)vvn . (A.32)

Portanto, por (A.31) e (A.32),∫
RN
|∇wn|2 + a(x)w2

n ≤
[

(α + 1)2

2α− 1
+ 1

] ∫
RN
∇v∇vn + a(x)vvn ,

donde temos, já que v é solução de (A.25) e α > 1,∫
RN
|∇wn|2 + a(x)w2

n ≤
α2

2α− 1

∫
RN
f(x, v)vn

≤ α2

∫
RN
f(x, v)vn .

Por (H2), (H1) e pela de�nição de wn, temos, usando a estimativa acima,[∫
An

|wn|r
] 2
r

≤
[∫

RN
|wn|r

] 2
r

≤ Sr

∫
RN
|∇wn|2 + a(x)w2

n

≤ Srα
2

∫
RN
h(x)vvn

≤ Srα
2

∫
RN
h(x)w2

n .
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Para q1 = q
q−1

, segue que, pela desigualdade de Hölder,

[∫
An

|wn|r
] 2
r

≤ Srα
2|h|q

[∫
RN
|wn|2q1

] 1
q1

e consequentemente, pela de�nição de wn,[∫
An

|v|rα
] 2
r

≤ Srα
2|h|q

[∫
RN
|v|2q1α

] 1
q1

.

Portanto, passando ao limite e usando o Teorema da Convergência Monótona,

|v|2αrα ≤ Srα
2|h|q|v|2α2q1α ,

isto é,

|v|rα ≤ α
1
α (Sr|h|q)

1
2α |v|2q1α . (A.33)

A partir de agora, mostraremos, por um processo de indução e pela desigualdade

de Hölder generalizada (mais precisamente, pela desigualdade de interpolação), que

v ∈ Lp(RN), para todo p ≥ r.

Seja η = r
2q1

> 1.

1o : Fazendo α = η em (A.33), temos r = 2q1α e

|v|rη ≤ η
1
η (Sr|h|q)

1
2η |v|r . (A.34)

2o : Fazendo α = η2 em (A.33), temos rη = 2q1α e

|v|rη2 ≤ η
2
η2 (Sr|h|q)

1
2η2 |v|rη . (A.35)

Das igualdades (A.34) e (A.35), segue que

|v|rη2 ≤ η
1
η

+ 2
η2 (Sr|h|q)

1
2

( 1
η

+ 1
η2 )|v|r . (A.36)

3o : Fazendo α = η3 em (A.33), temos rη2 = 2q1α e

|v|rη3 ≤ η
3
η3 (Sr|h|q)

1
2η3 |v|rη2 . (A.37)

Das igualdades (A.36) e (A.37), segue que

|v|rη3 ≤ η
1
η

+ 2
η2 + 3

η3 (Sr|h|q)
1
2

( 1
η

+ 1
η2 + 1

η3 )|v|r . (A.38)
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ko : Por um argumento de indução, fazendo α = ηk em (A.33), a k-ésima etapa nos

dá

|v|rηk ≤ η
1
η

+ 2
η2 + 3

η3 +...+ k

ηk (Sr|h|q)
1
2

( 1
η

+ 1
η2 + 1

η3 +...+ 1

ηk
)|v|r . (A.39)

k + 1o : Fazendo α = ηk+1 em (A.33), temos rηk = 2q1α e

|v|rηk+1 ≤ η
k+1

(ηk+1) (Sr|h|q)
1

2ηk+1 |v|rηk . (A.40)

Das igualdades (A.39) e (A.40), segue que

|v|rηk+1 ≤ η
1
η

+ 2
η2 + 3

η3 +...+ k+1

(ηk+1) (Sr|h|q)
1
2

( 1
η

+ 1
η2 + 1

η3 +...+ 1

ηk+1 )|v|r . (A.41)

Conclusão: Como as séries que aparecem em (A.41) são convergentes e valem

∞∑
k=1

k

ηk
=

η2

(η − 1)2
e

1

2

∞∑
k=1

1

ηk
=

1

2(η − 1)
,

segue de (A.41) e pela desigualdade de interpolação que

|v|p ≤ η
1

η−1 (Sr|h|q)
1

2(η−1) |v|r ,

para todo p ≥ r. Segue o resultado para C = η
1

η−1 (Sr|h|q)
1

2(η−1) , pelo Lema A.18.

�

Como aplicações do Lema A.19, temos os seguintes resultados:

Corolário A.20 Suponha que N > 2, a ∈ M+(RN), f : RN × R+ → R+ e que existe

h ∈ Lq(RN), com q > N
2
, tal que

|f(x, s)| ≤ h(x)|s| , ∀x ∈ RN ,∀ s ∈ R; (A.42)

Então existe uma constante C = C(q, |h|q) tal que

|v|∞ ≤ C||v|| ,

para qualquer v ∈ H1(RN) solução fraca de (A.25). Além disso, se (vn)n∈N, (an)n∈N e

(hn)n∈N satisfazem as hipóteses acima e (|hn|q)n∈N é uma sequência limitada, a sequên-

cia Cn = C(q, |hn|q) é limitada.
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Demonstração:

Usaremos o Lema A.19 com r = 2∗. Veri�quemos então suas hipóteses.

A hipótese (H1) está claramente satisfeita.

Para a hipótese (H2), basta observar que, pelo Teorema de Sobolev-Gagliardo-

Niremberg,

|u|2∗ ≤ C̃|∇u|2 , ∀u ∈ H1(RN) ,

para alguma constante C̃ > 0. Logo, como a ∈M+(RN),

|u|2∗ ≤ C̃

∫
RN
|∇u|2 + a(x)u2 ,

para toda u ∈ H1(RN) tal que
∫

RN a(x)u2 <∞. Além disso, note também que

2∗ =
2N

N − 2
>

2q

q − 1
se, e só se, q >

N

2
.

Portanto estamos dentro das hipóteses do Lema A.19 se tomarmos r = 2∗. Assim,

existe C = C(q, |h|q, 2∗) > 0 tal que, para toda v ∈ H1(RN) solução de (A.25),

|v|∞ ≤ C|v|2∗ ,

donde segue a conclusão do lema por mais uma aplicação do Teorema de Sobolev-

Gagliardo-Niremberg.

�

A.8 Alguns resultados da Teoria do Grau Topológico

Esta seção foi baseada em Deimling [18]

Seja E um espaço de Banach munido da norma ||.||E e considere o conjunto

Γ = {(f,Ω, y) ; Ω ⊂ E aberto limitado, f : Ω→ E contínua, y /∈ f(∂Ω)} .

Um grau topológico em E é uma aplicação

d : Γ→ Z

com as seguintes propriedades:

(D1) d(I, B1(0), 0) = 1, onde I(x) = x, para todo x ∈ E;
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(D2) (Excisão) Se Ω1, Ω2, Ω são abertos em E tais que

Ω1 ∩ Ω2 = ∅, Ω1 ∪ Ω2 ⊂ Ω e f(x) 6= y, ∀x ∈ Ω\(Ω1 ∪ Ω2),

então

d(f,Ω, y) = d(f,Ω1, y) + d(f,Ω2, y) ;

(D3) (Invariância por homotopia) Se H : [0, 1]×Ω→ E e y : [0, 1]→ E são aplicações

contínuas tais que

H(t, x) 6= y(t)∀ t ∈ [0, 1] ,

então d(H(t, .),Ω, y(t)) é constante, para todo t ∈ [0, 1].

Pode-se mostrar que E = RN está munido de um grau topológico. Neste trabalho,

usamos os seguintes resultados:

Teorema A.21 Sejam Ω ⊂ RN um aberto limitado e y ∈ RN . Se f, g : Ω → RN são

contínuas e satisfazem

f(x) = g(x) , ∀x ∈ ∂Ω,

então

d(f,Ω, y) = d(f,Ω, y) .

Teorema A.22 Sejam Ω ⊂ RN um aberto limitado, f : Ω→ RN , y ∈ RN e x0 ∈ Ω tal

que {x0} = f−1({y}) . Se f é contínua e diferenciável em x0 ∈ Ω e f ′(x0) : RN → RN

é inversível, então

d(f,Ω, y) = d(f ′(x0), B1(0), 0) .

Teorema A.23 Se A : RN → RN é uma aplicação linear inversível, então

d(A,B1(0), 0) = sinal(det(A)) = (−1)m ,

onde m é a soma das multiplicidades de todos os autovalores negativos de A.
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