Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados devidos a Ding & Tanaka e Alves, de
Morais Filho & Souto sobre existéncia e multiplicidade de solucoes positivas do tipo

multi-bumps para equagoes de Schrodinger

—Au+ ANV (x)+Z(x)u = f(u) em RY
u € H' (RY)

onde \ > 0, as aplicacoes V, Z : RN — R sdo continuas e satisfazem algumas hipoteses

e f: R — R é uma funcao nao-linear. Mais precisamente, estudamos os casos em que
f(s)=sls[F™t, VseR,
* _ N2
com N >3,p€(1,2°—1),onde 2* - 1= 355, e
f(s) = Bsls|"™" +s|s" 7, VseR,

onde >0, N>3eqe (1,2 —1).



Abstract

In this work we present results due to Ding & Tanaka and Alves, de Morais
Filho e Souto about existence and multiplicity of positive multi-bump solutions for

Schrédinger equations

—Au+ ANV (x)+Z(x)u = f(u) em RY
u € H' (RY)

where A > 0, the aplications V, Z : RN — R are continuous and satisfy some hypothesis

and f: R — R is a nonlinear function. More precisely, we study the cases
f(s)=sls[Ft, VseR,
. % * N+2
with N >3, p € (1,2* — 1), where 2* — 1 = 37, and
f(s)=Bsls|"™" +s|s| 7, VseR,

where >0, N >3 and q € (1,2* — 1).
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Bgr(x) Bola aberta de centro em x e raio R;
M(Q) Espaco das fun¢oes Lebesgue mensuraveis sobre 0 C RY;
LP(Q, ) Espaco das funcoes Lebesgue mensuraveis sobre Q C RY

p-integraveis, com 1 < p < oo, segundo a medida u. Se p

denotar a medida de Lebesgue, poremos LP(£2);

|.[p.0 Norma do espago LF(9). Caso Q = RY, poremos |.|,;
Wkr(Q), H'(Q) Espagos de Sobolev, com 2 C RY aberto;
- |kp.0 Norma do espago W*?(Q). Caso tenhamos Q = RY,

poremos apenas ||.|[x,. Se k =1 e p =2, denotaremos a

norma por ||.||q-



Introducao

Neste trabalho apresentaremos os resultados mostrados nos artigos de Ding &
Tanaka [19] e Alves, de Morais Filho & Souto [6], sobre a existéncia e multiplicidade

de solugoes positivas do tipo multi-bumps de equacoes de Schrodinger

—Au+ AV (z)+ Z(x)u = f(u) em RN,

(Pr)
u e HYRY),

onde A > 0 e a funcao f : R — R é nao-linear.
No primeiro capitulo, mostraremos os resultados de Ding & Tanaka [19] referentes

ao problema (Py) para o caso em que N > 3 e
f(s)=slslP!, VseR,

onde p € (1,2 —=1),2* - 1= N—J_“; Além disso, as funcoes V, Z : RY — R satisfazem

as seguintes condigoes:
(V1) V € C(RY,R) é uma fungio nio-negativa;

(V2) O conjunto Q = intV~*({0}) é nao-vazio, aberto, com fronteira suave, formado

por 3 componentes conexas que denotaremos por §);, 7 = 1,2,3, com
dist(€2;, ;) >0, para j #i
e V7I({0}) = Q;
(V3) Existe uma constante My > 0 tal que a medida de Lebesgue do conjunto
A={zeRY; V(z) < My}

é finita, isto é, |A| < co;



(Z1) Z € C(RV,R) ;
(Z2) Existe uma constante positiva M; > 1 tal que

Z(z)| < My (V(z)+1), VaeRY,

(Z3) Para cada j = 1,2, 3, o primeiro autovalor do problema abaixo é positivo

—Au+Z(x)u = pu em
u = 0 em 0,

isto ¢, existem constantes positivas K, satisfazendo
\ulgﬂj < Kj/ \Vul? + Z(z)u?®, Yue HL (),
Q;
para j =1,2,3.

Neste momento, chamamos a atengao para o niimero de componentes conexas do
conjunto 2. Aqui supomos que elas sa3o em 3, mas no artigo no qual baseamos este
capitulo, o problema ¢ tratado sob a hipotese de que o conjunto §2 tem k componentes
conexas. Fizemos esta adaptacao para facilitar o entendimento, mas todas as técnicas
aqui apresentadas podem ser facilmente estendidas para o caso citado. Além disso, em
Ding & Tanaka [19] temos N > 1.

Sob as condi¢oes acima, as solu¢des nao-negativas de (Py) podem ser caracteri-
zadas como pontos criticos do funcional T) : H — R dado por

1 1 1
Th(u) = /RN ~|Vul* + 5()\1/(1’) + Z(x))u® — muﬁ“ dz,

para todo u € H, onde
H={ue H'®RY): / V(@)u2de < oo} .
RN
Quando o parametro A é suficientemente grande, o conjunto ) tem papel importante

nos nossos estudos, de modo que o problema

—Au+Z(x)u = |uff'u em Q,
u = 0 em 09,

!Esta propriedade é vélida se, por exemplo, Z for ndo-negativa em ()
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surge como limite do problema original (Py). Por sua vez, as solugbes deste problema

sao caracterizadas como pontos criticos do funcional I : H} () — R dado por

p+1
uwy " dx,

1 1 1
To(u) = /RN IVl + 32—

para todo u € H(Q).
Antes de enunciarmos os principais resultados deste capitulo, vejamos algumas
definicoes.

Dizemos que uma solucdo u € ‘H de (Py) é uma solu¢cdo de energia minima se
Ti(u) =cy:=1nf{T(v); v € H\{0} ¢ uma solugio de (Py)}.
Analogamente, uma solu¢ao u € H}(Q) de (2) é uma solu¢io de energia minima se
Io(u) = c¢(Q) == inf{Io(v); v € Hy(Q)\{0} ¢ uma solucio de (2)}.

Mais ainda, os valores ¢(2) e ¢, sdo chamados de niveis de energia minima dos fun-
cionais Ig e Ty ou, equivalentemente, associados aos problemas (2) e (P)), respectiva-
mente.

Vejamos agora o teorema que mostraremos no final deste capitulo e que garante
a existéncia de solugbes para o problema (Py).
Teorema 0.1 Sob as condigoes (V1) — (V3) e (Z1) — (Z3), para cada € > 0 e cada

conjunto ndo-vazio J C {1,2,3}, existe A = A(e) tal que, para X > A, (Py) tem solugdo

positiva uy € 'H satisfazendo

11\
Vu> + (AV Z(x))ui de — | - — — Q)| < 3
[ v 0V Z@yg e (G- ) a@)lse @
para j € J, e
/ Vuy|?> +ui doe < e, (4)
RN\Q
onde Q; = |J Q; e c()) € um nivel de energia minima associado ao problema
j€J
—Au+Z(x)u = uP em Q;
> 0 em (5)

= 0 em 09.

Mais ainda, para qualquer sequéncia (A\,)nen com lm N\, = oo, eziste uma subse-
quéncia (A, )ien tal que uy, — u em HY(RYN), onde a fungdo limite u € HE(Qy)

¢ identicamente nula em RN\Q; e, para cada j € J, a restricio u € solucao de

Q;
energia minima de (5).
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Como uma consequéncia imediata do Teorema 0.1, temos o seguinte corolario que

garante a multiplicidade de solugoes.

Corolario 0.2 Sob as mesmas hipdteses do Teorema 0.1, existe A > 0 tal que, para

A > A, (Py) tem pelo menos 23 — 1 =7 solugoes positivas.

Bartsch & Wang [11]| estudaram este mesmo problema sob as hipoteses (V1) —
(V3) e assumindo que a funcdo Z satisfaz Z = 1. Os autores provaram a existén-
cia de uma solucao de energia minima uy de (P)) para A suficientemente grande e
quando A\ — oo a sequéncia de solugoes uy converge fortemente em H'(RY) para uma
solugdo de energia minima do problema (2). Bartsch & Wang [10] e Bartsch, Pankov &
Wang [9] também mostraram resultados sobre existéncia e multiplicidade de solugoes

do problema (Py) sob as condigdes (V1) — (V3) e

inf Z(z) >0.

zERN

Os autores mostraram a existéncia de uma funcao

A:N — (0,00)
k — A(k)
onde A(k) é tal que se A > A(k), entdo (Py) tem pelo menos k solu¢oes ndo necessa-
riamente positivas; este resultado foi tratado de forma mais geral por de Figueiredo &
Ding [17], no sentido de que a fun¢do Z nao é necessariamente positiva e o problema
envolvia expoentes criticos de Sobolev.

No segundo capitulo, apresentaremos os resultados de Alves, de Morais Filho &

Souto [6] relativos ao problema (Py) para N > 3 e
fs) = Bsls|"™" +sls|" ™, VseR,

onde >0, g € (1,2* — 1) e as fungoes V, Z : RY — R satisfazem as condigoes (V'1),
(V2), (Z1) e também

(V3’) Existe uma constante My > 0 tal que

My <V(z)+ Z(x), VreRY,
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(Z2’) Existe uma constante positiva M; > 0 tal que

1Z(z)] < My, VzeRY.

Assim como no problema anterior, aqui também admitimos que o conjunto {2
tem 3 componentes conexas, mas em Alves, de Morais Filho & Souto [6] o problema é
tratado sob a condicao de que existem k£ componentes. Essa adaptacao tem o mesmo
intuito da feita no primeiro capitulo e também nao compromete a fidelidade do nosso
trabalho.

O principal resultado deste capitulo é o

Teorema 0.3 Sob as hipdteses (V1),(V2),(V3),(Z1) e (Z2'), para cada conjunto
nao-vazio J C {1,2,3}, existem constantes * > 0 e X\* = N(3*) tais que, para
todo p > B* e A > X, o problema (Py\) possui uma familia de solugées positivas

com a sequinte propriedade: para qualquer sequéncia (Ap)neny C R com lim A\, = oo,

n—oo

eriste uma subsequéncia (A )ien tal que uy, — u em HY(RY), onde a fungdo li-
mite uw € HE(Qy) € identicamente nula em RN\Q; e, para todo j € J, a restrigao

U}Q

€ Hi(y) € solugdao de energia minima do problema
;
~Au+Z(z)u = pul+u* " em Q,
u > 0 em

u = 0 em 09,

Para garantir a multiplicidade de solugoes de (Py) neste capitulo, temos o seguinte

corolério, que é uma consequéncia imediata do Teorema 0.3.

Corolario 0.4 Sob as condicées do Teorema 0.5, existem (3* > 0 e \* = X\*([*) tais
que, para 8 > * e X > \*, o problema (Py) tem pelo menos 23 — 1 = T solugoes
Positivas.

Nos tltimos anos, foram publicados vérios artigos tratando sobre existénia e mul-
tiplicidade de solucoes para este tipo de problema. Por exemplo, quando a funcao
AV (z) 4+ Z(z) é coerciva, Miyagaki [26] demonstrou alguns resultados de existéncia de
solu¢do para (Py). Quando a funcao AV (z) + Z(z) é l-periodica, Alves, Carriao &
Miyagaki [4] mostraram a existéncia de solugoes do problema (Py). Se AV (x) + Z(x)
é radial, Alves, de Morais Filho & Souto [7] demonstraram a existéncia de solugoes
positivas de (Py). Além de resultados sobre existéncia, os artigos de Clap & Ding [15],
de Figueiredo & Ding [17], Gui [23] e Séré [28] também trazem resultados sobre a

multiplicidade de solu¢oes para o problema (Py).



Capitulo 1

Equacao nao-linear de Schrodinger:

Caso subcritico

Neste capitulo abordaremos os resultados apresentados no artigo de Ding &
Tanaka [19] sobre a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas do tipo multi-

bump da equacao nao-linear de Schrédinger

—Au+ AV () + Z(x))u = |ufP'u em RY,

(P)
u e HYRYN),

quando o parametro A for suficientemente grande, onde N >3, p € (1,2* —1),2* -1 =

N+2

A Além disso, as fungoes V, Z : RY — R satisfazem as seguintes condicoes:

(V1) V € C(RY,R) é uma fungio nio-negativa;

(V2) O conjunto Q = intV~1({0}) & ndo-vazio, aberto, com fronteira suave, formado

por 3 componentes conexas que denotaremos por €2, j = 1,2,3, com
dist(€2;,€2) > 0, para j #i
e V7I({0}) = Q;
(V3) Existe uma constante My > 0 tal que a medida de Lebesgue do conjunto
A={z eR"; V(z) < My}

é finita, isto é, |A| < co;
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(Z1) Z € C(RY,R) ;
(Z2) Existe uma constante positiva M; > 1 tal que
Z(2)| < Mi(V(z) +1), Vo eRY;

(Z3) Para cada j = 1,2,3, o primeiro autovalor do problema abaixo é positivo!

—Au+Z(x)u = pu em
u = 0 em 0§,

(1.1)

isto é, existem constantes positivas K, satisfazendo
o, <K [ [VuP+ 2, Ve HY@).
Q;
para j =1,2,3.

Sob as condigoes acima, as solu¢oes nao-negativas de (P) podem ser caracteri-

zadas como pontos criticos do funcional T, : H — R dado por

1 1 1
Th(u) = / ~|Vul* + é(AV(aj) + Z(x))u® — mu’fl dz,
RN

para todo u € H, onde
H={uc H(RY); / V(z)u*dr < oo} .
RN
Quando o paradmetro A é suficientemente grande, o conjunto ) tem papel importante

nos nossos estudos, de modo que o problema

—Au+Z(x)u = |uff'u em Q,
u = 0 em 09,

(1.2)

surge como limite do problema original (Py). Por sua vez, as solugbes deste problema

sao caracterizadas como pontos criticos do funcional I : H}(Q) — R dado por
1 1 1
In(u) = SIVulr 4+ 2 Z(2)u? — —— b de,
olw) = [ 3IVu + 32 =

para todo u € H(Q).
Antes de enunciarmos os principais resultados deste capitulo, vejamos algumas

definicoes.

!Esta propriedade é vélida se, por exemplo, Z for ndo-negativa em ()
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Dizemos que uma solu¢do v € H de (Py) é uma solugdo de energia minima se
Thi(u) =cy:=nf{T(v); v € H\{0} é uma solugdo de (Py)}.
Analogamente, uma solugao u € H}(Q2) de (1.2) ¢ uma solugdo de energia minima se
Io(u) = c¢(Q) == inf{Io(v); v € Hy(Q)\{0} ¢ uma solucio de (2)}.

Mais ainda, os valores ¢(£2) e ¢y sdo chamados de niveis de energia minima dos fun-
cionais I e T ou, equivalentemente, associados aos problemas (1.2) e (P,), respecti-
vamente.

Vejamos agora o teorema que mostraremos no final deste capitulo e que garante
a existéncia de solugoes para o problema (Py).
Teorema 1.1 Sob as condigoes (V1) — (V3) e (Z1) — (Z3), para cada € > 0 e cada

conjunto ndo-vazio J C {1,2,3}, existe A = A(e) tal que, para X > A, (Py) tem solugdo

positiva uy € 'H satisfazendo

11\
2 2
AV Z de — | - — —— Q)] < 1.3
[ 1w Ve sz ar - (505 ) o <e 09
para j € J, e
/ IVuy|? +u3 dz < ¢, (1.4)
RN\Q,
onde ;= | Qj e () € um nivel de energia minima associado ao problema
j€d
—Au+Z(x)u = uP em Q,
> 0 em €, (1.5)
= 0 em 09,.
Mais ainda, para qualquer sequéncia (A\,)nen com lim N\, = oo, eziste uma subse-

quéncia (An)ien tal que uy, — uw em H'(RY), onde a fungio limite u € Hg(Q;)

¢ identicamente nula em RN\Q; e, para cada j € J, a restricio u € solucao de

£

energia minima de (1.5).
Como uma consequéncia imediata do Teorema 1.1, temos o seguinte corolario que
garante a multiplicidade de solucoes.

Corolario 1.2 Sob as hipdteses do Teorema 1.1, existe A > 0 tal que, para X > A,

(Py) tem pelo menos 2° — 1 =7 solugdes positivas.

Ressaltamos que a maioria dos resultados aqui apresentados foram baseados no

artigo de Ding & Tanaka [19]. Caso contrario, serao dadas as devidas referéncias.
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1.1 Resultados Preliminares
Trabalharemos no espaco normado
H= {u € Hl(RN);/ V(z)u? < oo} ,
RN
cuja norma é dada por
|[ull3, = /RN Vul? + (V(z) +1)u®, YucH.

Dado um conjunto aberto © C R¥, também definimos

H(O) = {u € H’l(@);/@‘/(av)u2 < oo}
com a norma

HU,H?_{(@) = /@ Vul2 + (V(z) +1)u?, VYucHO).

E facil ver que o espago (H(©), ||-||x)) ¢ um espago de Hilbert, com produto interno

<.,.>HO)xHO) — R
(u,v) +— <u,v>= / VuVo + (V(z) + 1uw,
e

satisfazendo trivialmente a imersao continua
H(O)— H 1(@).

Além disso, quando o conjunto © é limitado, segue da continuidade da funcao V que
as normas ||.||xe) € ||.||e sdo equivalentes e dai H(©) = H'(0).
Tendo em vista (V2), fixemos, para cada j € {1,2,3}, um conjunto aberto,

limitado e com fronteira suave (2; C RY tal que
(i) @ C Qs
(79) N8 =0, para todo 7, j € {1,2,3}, i # j.
Nesta secao, discutiremos a positividade do operador

A+ ANV (z)+ Z(x)) : HO) — R
u = Au+ (A\V(z)+ Z(z))u
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onde © é um dos conjuntos
O, j=123, RN\[JQ), 7C{1,23}, R" (1.6)
jeJ
Neste sentido, vejamos o préximo resultado.

Proposicao 1.3 Ezistem Ay > 1 e Cy > 0 tais que, para qualquer conjunto © em (1.6)
e para todo A > Ay,

\u];@ < /\Vu\z + (W (2) + Z(x))u®, Yu€H(O).
o

Demonstracgao:
Primeiramente suponha © = Q, com j € {1,2,3} qualquer.
Para esse caso, consideraremos o problema de autovalor

—Au+ NV (z)+Z(x))u = pu em €,

ou , (1.7)
3_77 = 0 em an.

Denotaremos o primeiro autovalor de (1.7) por p,;. Lembramos que (), é uma funcéo
estritamente crescente de A e H(Qj) = H'(€)), pois Q; ¢ limitado.

Precisaremos também do seguinte resultado:
Lema 1.4 Com as notacoes acima, temos
lim zo5; = fio;
A—00
onde ip; € o primeiro autovalor do problema (1.1).

Demonstragao:

Pela caracterizacao variacional do primeiro autovalor, temos, para todo A > 1,

= inf{ / er+<w<x>+Z<x»u2;ueH1<ﬂ;>,\u|%,Q<:1}
oy J

J

< inf {/ Vul?> + Z(z)u? ;u € Hy(Q;),u =0 em Q\Q;, ]u\%QJ = 1}
Q.

J

Logo limy_o p1r; < poj. Para concluirmos a demonstracao, resta mostrar que nao

ocorre a desigualdade estrita.
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Suponhamos, por contradi¢ao, que
fui= lm py; < po;

(vale ressaltar que este limite existe porque p,; é uma fungio estritamente crescente
de \).

Tomemos uma sequéncia qualquer (A,),eny com A, — oco. Entao devemos ter
lim o5 = [ < puo,
n—oo

Para cada n, seja uy, € Hl(Q;) uma autofuncao de (1.7), com A = \,,, associada

ao autovalor 1y, ;, isto &,

—Auy, + ANV () + Z(x))uy, = fpr,juy, €m Q

1.8
dur,  _ 0 em 0. (18)
an J
Sem perda de generalidade, podemos supor que
[un, 2,00 =1, VneN. (1.9)

Note que, pela defini¢ao de solugao fraca de (1.8) e usando u,, € Hl(Q;-) como funcao

teste,

Vs By + [

[ V@) + 2@, = paslun, oy

/.
J

donde

Vs, By + 0 [ Vi, < Qmmzun+mﬂ>mM@%

.IEQ;-
= max|Z(z)|+ /1, (1.10)

!
erj

ja que Z é continua, i > py,; e por (1.9). Logo a sequéncia (uy,)nen € limitada
em H(€2;) = Hl(Q;) e podemos assumir que existem uma subsequéncia, que também

denotaremos por (uy, )nen, € uma fungio uy € Hl(Q;-) tais que
uy, —ug em H'(Q). (1.11)
Mais ainda, como H'(£2}) esta imerso compactamente em L*(€);), temos também

uy, — ug em L*(€2)). (1.12)
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Afirmamos que ug pertence a H&(Q;) e ¢ uma autofungdo do problema (1.1)

associada ao autovalor fi. De fato, primeiramente note que, por (1.9) e (1.12) temos

1= lim |u,\n|2799 = ’U0|2,Q; ;
n—oo

isto é, ug # 0. Além disso, por (1.10), temos

donde, como A, — oo,

lim [ V(z)ui =0.

n—oo [o
J

Além disso, como V' € L>(€2}), entdo

lim V(z)ui = /, V(z)u.

n—oo Q.
J

Portanto, pela unicidade do limite,

e dai, usando (V1) — (V2),

[ veui= [ Vo=,
2N\Q; Q

l.
J

o que implica em wug

2\Q;

up € Hy(£2;) e, em particular, no sentido do trago,

u =0 em 09Q);.

Agora, para qualquer ¢ € C°(€2;), pela defini¢ao de solucao fraca de (1.8), temos

J

Logo, fazendo n — oo na igualdade acima e usando (1.11),

J

Assim, como C2°(Q;) é denso em H}(£2;), ug satisfaz

Vuy, Vo + Z(x)uy, o = fix,j / Uy, P -
j Q;

VugVo + Z(x)ugp = /]/uow : Ve Cr(5y).

J QJ

—Aug + Z(x)ug = frug -

0 e, consequentemente, como €); tem fronteira suave,

(1.13)

(1.14)
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Dessa forma, por (1.14) e (1.13), uy € H}(£2;) é uma autofungdo do problema (1.1)
associada o autovalor i < fi9;, 0 que é uma contradicao, haja visto que pg; € o primeiro
autovalor de (1.1). Logo devemos ter fi = pu;.

Voltemos a demonstragao da Proposi¢ao 1.3 com © = ().

Seja O’ := % min;<;<s fto; > 0. Entao C; > % satisfaz a conclusao da proposicao.
De fato, escolhamos A\; > 1 tal que py,; > %,uoj, para todo j = 1,2,3 (note que tal
nimero existe pois puy; ¢ fungdo estritamente crescente de A). Assim, como py,; ¢ o

primeiro autovalor de (1.7) com A = Ay, temos, para todo u € H(£2}) e todo A > Ay,

1 1
EW@,Q; < §M0j|u\§,93
< MAuWU@J%
< [Vul? + (MV(2) + Z(z))u?
@
< \Vul? + (\V(z) + Z(z))u?,
@

isto é,

|u|§Q/ < C’l/ |Vul? + (\V (z) + Z(z))u?.
J Q‘/j

Portanto, como j é arbitrario, segue o resultado para todo Q}, j€{1,2,3}.
Antes de mostrarmos os casos restantes, provaremos o resultado para o conjunto

O =R U ey -
Para cada p € (0, M), seja

A, ={z€0;V(z) < p}.

Como V(x) > 0 em © a menos de um conjunto de medida nula, a saber, J 0,
1<5<3
usando (V'3) temos

A
w0

Note também que para qualquer p € (0, My], existe Ag(p) > 1 tal que

lim |A,| = =0. 1.15
/
pu—0

1 < AV(z) + Z(x) + Maxa, () , VeeO, YA>Xu), (1.16)
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onde My = M;(My + 1) + 1. Com efeito, fixemos p € (0, My] arbitrariamente. Se
r e A,, entdo V(x) < pe por (Z2)

|Z (@) < My(V(z) +1) < My(Mo+1).
Assim
1<1+Z(x)+ |Z(x)| < Z(x) + My < NV (x) + Z(x) + My,

ou seja, (1.16) vale para x € A, e A > 1. Se x € ©\A,, entdo V(z) > p e tomando
M) = My(1+ 1) + 1, semue que, por (22),

1 < 14 |Z(x)|+ Z(x)
< 1+ M(V(x)+1)+ Z(x)
< {%+M1(1+%)}V(x)+2(x)
< V(@) + Z(x),

para todo A > Ag(p). Logo (1.16) é valida também para todo x € ©\ A, e, portanto,
para todo x em O.

Agora fixemos u € H(O) arbitrariamente.

Fixemos? também 7 € (2,2*). Usando a desigualdade de Holder, o fato de A, C A
ter, por (V3), medida finita e a Imersao de Sobolev H'(©) — L"(0) (cuja constante

de imersao denotaremos por C,) temos, para todo p € (0, My],

/ @ <A,
Ap

_2
[Aul "7 ult e

IN

_2
CZ A Mullg -

IA

2

No que segue, faremos C,, = C2|A,|'"+. A partir da desigualdade acima e por (1.16)
temos, para cada pe A > Ao(p),

/ u? < C’H/|Vu|2+u2§CM/ ]Vu|2+()\V(x)+Z(x)+M2XAu)u2
A e e

o

= CM/9|VU| + (AV(x) 4+ Z(x))u +CNM2/A u”.

m

?Estes valores garantem as imersoes continuas H'(©) — L"(©) e L"(A,) — L?(4,), pois
|A,] < oo.
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isto é,

(1- MQC“)/ < Cu/\Vu\Q + OV (@) + Z(2)l. (1.17)

Ap

para cada e A > Ao(p).
Por (1.15) e pela definicao de C,,, podemos escolher iy € (0, M| suficientemente
pequeno tal que

1
MQC,U,O S 5 . (118)

Seja A\ = My(1+ /Tlo) - “io Entao, por (1.17) e (1.18) temos, para py e A > Ay,

/A Wt < 2cﬂo/eyvuy‘2+ OV (@) + Z(2))u?. (1.19)

HO
Por fim, calculemos |ul3 o.
Tendo em vista (1.16) e usando o temos, para A > Ay,
|u|3 o < /(/\V(:L‘) + Z(z))u® + MQ/ u? .
’ G Ay
Mais ainda, usando (1.19) e (1.18) respectivamente,
|u|§7@ < / IVul? + (A\V () + Z(z))u? + Mg/ u?
o Ay

< (1+ QMQCMO)/ Vul|® + (A (2) + Z(z))u®
e
< 2/ |Vul> + (A\V (z) + Z(x))u* .
o

Portanto, como u é arbitraria, vale a Proposicao 1.3 também para esse caso, com
Cy =2

Finalmente, suponhamos que © = RN\ |J Q , onde J C {1,2,3} & arbitrario
jeJ

(em particular, trataremos o caso © = RY pois este ¢ consequéncia de tomarmos
J=10).
Dado um subconjunto J C {1,2,3} qualquer, seja J' := {1,2,3}\.J. Entéo,
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pelos casos mostrados anteriormente, temos, para todo u € H(O),

lufe = Z‘U|§,Q;+|U|§,RN\ u o

jeJ’ 1<5<3

(|Vul® + AV () + Z(z))u?) +

IA
Q
<V
(]
T

+/ (|Vul® + AV () + Z(z))u?)
RN\ U

_ 01/®|vu| + WV (@) + Z(2)? .

Pela proposicao anterior, a forma bilinear simétrica

<. >vHO) X HO) — R

(u,v) = <u,v>,= /@VUVU + AV (z) + Z(x))uv

¢ positiva definida em H(©), para todo A > A;. Assim, a aplicagao

e : H(O) — R
v 2o = / Vul + V() + Z(2))
()

define uma norma em H(O), para todo A\ > A\ e para todo © em (1.6). Quando
© = RY, escreveremos simplesmente ||.|[y := ||.|[x r~-

O proximo resultado garante a equivaléncia entre as normas ||.||xe) € ||-|[re -
Antes enuncié-lo, facamos algumas consideracoes.

Sem perda de generalidade, podemos supor que

1
A > 2M4 (1 + —).
12> 1( +M0)

Assim, se z € O satisfaz V(x) > M, , entdo, por (Z2),

217 (x) < 2My(V(x) +1) < 2My (1 + ML)V(@ < MV(2),
ou seja,
1Z(2)] < 202(2)| + Z(z) < \V(2) + Z(x), (1.20)

para todo x € © tal que V(z) > M, e para todo A > A; .
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Além disso, uma vez que M; > 1, temos

1 1 1
AN =2M (14 — My 14+ — —
1 1(+M0>> 1(+M0>+M0’
e entdo, de (1.16), se x € O é tal que V(x) < M, temos

0 < AV(2)+ Z(z) + My(My+1), VYA>\. (1.21)

Essas observacoes nos ajudarao a demonstrar o

Corolario 1.5 Existe Cy > 0 independente de X > A\ tal que, para qualquer conjunto
© em (1.6) e qualquer u € H(O),

[12@)le < Calulio. (1.22)
/@V(x)u2 < CollulB (1.23)
Mais ainda, existem Cs 5, Cy , > 0 tais que
Caallullne) < llullve < Cs,|lullne), VueHO). (1.24)
Demonstragao:
Sejam © em (1.6), u € H(O) e A > A1 quaisquer.
Primeiramente mostraremos que vale (1.22).
Sejam os conjuntos Ay, = {z € ©;V(z) < My} e By, = {x € ©;V(x) > My}.

Note que Az, U By, = O.
Usando (1.20) e (1.21), temos

/BMO Z(x)|u? < /BMO(AV(Q;) + Z(2)?
= /BMO(W<37>+Z(w))u2+/®\vu2\+
+/AMO(AV(x) + Z(2))u® + My (M, + 1)/A .2

My

suwm+Mw%+nLﬁ,

donde, pela proposicao anterior,

/ |Z(2)|u® < [C1My (Mo + 1) + 1] [JullR e - (1.25)
B,
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Por outro lado, por (Z2) e novamente pela proposigao anterior,

IN

/ | Z (z)|u? My (V(x) + 1)u?
A, Ay

My(My + 1)|ul3 o

IN

A

< CiMy(Mo+ 1)|[ull3 e - (1.26)
Logo, por (1.25) e (1.26)
12l < €0y + 1) + U Juli o
S}

e segue a estimativa (1.22).

Para verificar (1.23), basta notar que, usando a tltima estimativa,

/@V(x)u2 < //\V( Ju? </(/\V( )+ Z(z))u +/|Z
o + [ 126l

< 201 My(Mo + 1) + 2 [Jul3 6 -

IN

Portanto, a constante Cy do enunciado pode ser tomada como Cy = 2C, My (My+1)+2.

Para concluirmos, vejamos (1.24). Note que, por (1.22) e pela Proposicao 1.3,

ul o) < / Vul + (V) + Z()ad + / Z()|? + / 2

< Jullio + CollulBo + Cillul o
(4G + Ol
e
e < A( [ V0P + Vi + |20 )
< )\(/@|Vu]2+V(x)u2+M1(V(w)+1)u2)
<

A (/@ IVl + (M + 1)(V(z) + 1)u2>
< MMy + D|ul 30

1

Portanto, fazendo Cs, = (Cy 4+ Cy +1)72 e e 5, = [M(My +1)]72, obtemos (1.24) e
assim, o corolario estd demonstrado.

O proximo corolario nos fornecera uma desigualdade muito ttil em nossos estudos.
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Corolario 1.6 Dado 6y € (0,1), existe vy € (0,1) tal que, para qualquer conjunto ©

em (1.6),
dollulie < llulle — Prolulze, Yu€H(O), VA=A

Demonstragao:

Fixado &y € (0,1), basta tomar
1=
= pCy
onde (] é a constante da Proposicao 1.3. Logo
o — 1—14do
Po

>0,

e o resultado segue pela Proposicao 1.3.

1.2 Funcional Modificado e a Condicao de

Palais-Smale

Nesta secao, daremos, efetivamente, os primeiros passos em direcao a demonstra-

¢ao do Teorema 1.1.

Seguindo os argumentos de Ding & Tanaka [19], faremos uma modificagdo na

nao-linearidade do funcional T, definido no inicio deste capitulo, para obtermos as

estimativas do Teorema 1.1.

Fixemos &y € (0,1) e seja vy a constante dada no Corolario 1.6. Definamos

f:R—R por

IIliIl{Vof,gp}, g > 07
0, £ <0,

1
V0€7 5 > Vrt,

1
= é’p’ nggygﬁ,

0, ¢<N0.
Definamos também F' : R — R por
p+l 2 1
¢ S+ n(E —wr), £ 2> T,
FO= [ s =4 e, 0 < €< wprt

0, £<0.
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A partir daqui, suporemos, sem perda de generalidade, que J = {1,2}. Ponhamos

Q= U e Q=0 U00Q,.

1, ze),
xs(x) = .
0, =¢ .
Sejam as funcgoes ¢, G : RV x R — R dadas por

9(z,&) = xs ()& + (1 = xs(2)) f(£),

¢ ¥)
6.6 = [ gtos)ts = 4 (1 )P,

e consideremos o funcional ®, : H — R dado por
1
Dy (u) = = / [Vul> + (\V (2) + Z(x))u® — / G(z,u).
2 RN RN
Sob as condigoes (V1) —(V3), (Z1)—(Z3) e pelas definigdes de g e G, o funcional

®, ¢ de classe C'(H,R) e seus pontos criticos sao solugoes nao-negativas do problema
—Au+ AV (z) + Z(x))u = g(x,u) em RY. (1.27)

Note que, pela definicdo da fungdo g, um ponto critico de ®, é uma solugao de (P,)
se, e somente se, u(z) < vorT em R¥\(, .

O objetivo da construcao do funcional @, , é evitar que uma sequéncia de solucoes
(uy,) € HYRYN) de (1.27) com X\ = \,, nll_{gO An = 00, possua subsequéncias que
convirjam para solugoes nao-nulas de (1.5), com j = 3. Essa observagao tornar-se-a
mais clara no decorrer do trabalho, mais precisamente na Proposicao 1.9.

Antes de mostrarmos a condicao de Palais-Smale® para o funcional ®,, vejamos

o seguinte lema.
Lema 1.7 Suponha que as sequéncias (up)nen C H e (Ap)neny C [, 00) satisfacam

Py, (un) — ¢, (1.28)
125, (ua)ll3, — 0, (1.29)

3Ver Apéndice A, Segdo A.3.
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onde

I3 = sup  |f(p)], para feH.

Entao existem constantes m = m(c) e M = M(c), que independem das sequéncias

tomadas, tais que
m<liminf ||u,|]3 <limsup |Ju,|[} <M. (1.30)

Mais ainda, m € positiva se ¢ o for. Em particular, se a sequéncia (A\,)nen € constante

com A\, = X\ > Ay, para todo n € N, entdo (u,)neny € H € uma sequéncia (PS). de ®,,
1sto €, satisfaz

O\ (u,) — ¢, (1.31)

)\ (u,) =0 em H (1.32)

e vale a estimativa (1.30).

Demonstragao:
Sejam (uy,) C H e (Ay)nen C [A1,00) sequéncias quaisquer satisfazendo (1.28) e
(1.29). Entao podemos escrever

o () U,

=&, (1.33)
|[unl[x,

Dy (u,) =o0,(1)+¢

onde (&,)neny C R é uma sequéncia convergindo para zero. Logo vale a igualdade

1
o n) — 4 ) n)Un = n1 n||Un >
Ao (Un) P A (Un)Un = €+ 00(1) + &n|[un]|x,
onde en:—%, para todo n € N . Assim, usando a defini¢ao de ®,, e de @) ,
1 1 ) / f (), [
—— —— ) ||uall5. — Flup,) — ———— = &, (u,) — ——P) (un)un,
(5 g ol = [ o) = T = () = g0 o

= c+on(1) +enllunllr, . (1.34)
Observemos que, pelas defini¢oes de F e f,

F(&) — —— ()¢ = (1—%) w(€ - 1), VeEe T, o0),

p+1 2 +1
e
1 1
(5)—mf(f)5:0, vEe0, v,
donde



Portanto, de (1.34),

1 1
(5 557 (ol = lunl®) < e+ 0a(0) + el

e, pelo Corolario 1.6,

1 1

0< (5 a Zm) 5O||un||§n <c+ 0n<1) _’_g”Hu”H)‘n )

Dessa forma, a sequéncia (||uy,||x, )nen € limitada e

1 1\
limsup |Ju, ||} < M = <§ — 5) 5 te.

Por outro lado,

1
F(é’)—mf(f)Szo, VE>DO.

Assim, por (1.34),

1 1\
lim inf [[u,|]}, > m = (— - —) c.

Logo, por (1.35) e (1.36) segue (1.30) e o lema esta demonstrado.

Vejamos agora a condicao de Palais-Smale* para @,.

28

(1.35)

(1.36)

Proposicao 1.8 Para A > A\, @, satisfaz a condicdo de Palais-Smale (PS). para todo

c € R, isto é, qualquer sequéncia (PS). em H possui uma subsequéncia convergente

em H.

Demonstracao:

Sejam ¢ € R e (uy)ney € H uma sequéncia (PS). de @), isto &, valem (1.31) e

(1.32).

Pelo lema anterior, (u,)nen € limitada em H e, consequentemente, em H'(RY).

Logo, da reflexividade destes espacos, existe u € H tal que
u, —u emHeH'(RY)
e, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov,

u, — u em L (RY) pararc [1,2%).

4Ver Apéndice A, Secdo A.3.
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Mostremos que u,, — u fortemente em H.
Primeiramente, note que a funcao limite v é um ponto critico de ®,. De fato,

fixemos ¢ € C°(RY) arbitrariamente. Por (1.32),

lim @ (u,)p =0. (1.37)

n—oo

Por outro lado, pela natureza de ¢, a aplicacao

we HY(RY) —s N VwVe + (A\V(x) + Z(x))we

define um funcional linear e continuo em H*(RY). Logo, como u, — u em neste espago,

/RN Vu,Vo+ (AV(z) + Z(x))upp — VuVe + (AV(z) + Z(x))up.  (1.38)

RN
Além disso, como p € [1,2*), entdo u,, — u fortemente em L (R"), donde
/ wlo— [ wp. (1.39)
Q @
Mais ainda, a convergéncia
Lo e — [ty (1.40)
RN\Q, RN\Q,

segue de u, — u em L. (RN) e de, pelo Teorema A.3, a funcio f : V x R — R, onde

loc

V é um compacto com V D (supp p N R¥\Q}), dada por

f(x,s) = f(s)p(x), V(r,5) €V xR,

definir uma aplicagao de Nemytskii N; : L'(RY) — L'(R") continua, ji que f éuma

funcao de Carathéodory satisfazendo, pela definicao de f,

1F (2, 9)] < |@lool £(5)] < |@loctols], V¥ (z,s) €V xR.

Portanto, usando (1.38), (1.39) e (1.40), temos

lim ) ()0 = ) (u);p

n—oo

e tendo em vista (1.37) e a arbitrariedade de ¢ € C2(RY),

Py (u)e =0, VpeC RY).
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Assim, como C%°(RY) & denso® em H, segue que u é ponto critico de ®y.
De (1.32) e da conclusio acima temos

lim () (un) — P (u)) (un —u) =0,

isto é,
Iwn—mu—éméﬂwﬁ—ﬂ@ﬂw—u%iéWﬁrﬂﬁmm—w+vAU-OAD

Agora, como max |f'(&)| < pry, temos também
S

/ (f () = F(0)) (1t — 0) < profuun — ul2. (1.42)

RN\QY,
Entao, pelo Corolémrio 1.6, por (1.41), pela desigualdade de Holder (tendo em vista que

uy uf € L% (Q’ )) e usando que w, — u em LPTH(Q)), pois p+1 € [1,2%),

lim dollu, — |5 < lim (JJu, — ulf3 — prolu, — ul3)
n—oo

n—oo

IN

fim | [Jun — ull3 — (f(un) = f(u))(un = U)>

un+ —uf)(up — u) + On(1)>

= lim

n—oo

s1m(wmmmwwmwwww—mmm+%m)

ou seja, u, — u em H.
Sendo assim, como ¢ € R e (u,)nen S840 arbitrarias, a proposicao estd demons-
9 € )
trada.

Note que a Proposi¢ao 1.8 os permite aplicar um argumento do tipo Minimax ao
funcional ®,.
A proxima proposicao nos auxiliard no estudo do comportamento de sequéncias

(tn)nen C H € (An)nen C [A1,00), satisfazendo as condigoes (1.28), (1.29) com

Ay — 00 (1.43)

5Ver Apéndice A, Lema A.9
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Proposicao 1.9 Sejam as sequéncias (uy)nen C H, (An)nen C [A1,00) satisfazendo
as condigoes (1.28), (1.29) e (1.43). Entao, a menos de subsequéncia,

u, =~ u emH e H'(RY),
para alguma uw € 'H. Mais ainda:

(i) u=0em RV\Qy e u|Q, é uma solu¢do nao-negativa de
J

—Au+Z(z)u = uP eml;,

(1.44)
u = 0 em 0y,
para 3 =1,2;
(71) (un)nen converge para u em um sentido forte:
[ —ul|x, — 0, (1.45)
u, —»u emHeH (RY); (1.46)
(15i) a sequéncia (u,)nen também satisfaz:
/AnV(a:)ui — 0, (1.47)
RN
Dy, (un) — Ia,(u), (1.48)
||Un||in,]RN\Q/J — 0, (149)
luall = [ IVl + Z(a)a, = 1.2, (1.50)
J Q]
onde . .
To, (v) = _/ Vol + Z(z)? — —— [ ot
J 9 , p i 1 Q +
Demonstragao:
Sejam as sequéncias (un)nen C H, (An)nen C [A1,00) como no enunciado.
Pelo Lema (1.7), temos
m<liminf ||u,|[3 <limsup ||u,||} <M. (1.51)

Logo (ty)nen é uma sequéncia limitada em H e H'(RY), donde podemos assumir que

existe u € 'H tal que, a menos de subsequéncia,

u, = u em He H'(RY) (1.52)

u, —u em LP (RY), para todo q € [1,2%) (1.53)

loc
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Para mostrarmos (i), consideremos o conjunto

1
Cpp={r e RY;V(z) > —1},
o () = -}
para todo m € N.
Note que, para n suficientemente grande,
An < 2(A — Ap). (1.54)

Assim, para todo m € N,

/ u? < mV(x)uigﬂ AV (2)u?
. Crn A Je,

2 2
< 2 20 =MV <20 [ = AV + 20 w2
)\n RN )\n RN )\n !
2m
= )\— ’ |Un| |§n .

Dai, passando ao limite n — oo e tendo em vista (1.43) e (1.51) obtemos
im |uy|2c,, =0, VmeN,

e pelo Lema de Fatou,

lulac,, =0, ¥YmeN.

Portanto, v = 0 em C,,, para todo m € N, ou seja, v = 0 em |J,,cxCm = RN\ Q.
Assim, como ) tem fronteira suave, u € H}(€)), ou equivalentemente, u‘Qj € Hy(Q,),
para todo j € {1,2,3}.

Mostremos agora que u|Qj € H} () é solugao do problema (1.44), para j = 1,2,
eul, = 0.

Pelo que foi mostrado acima, u|aﬂj = 0, para todo j € {1,2,3}, no sentido do
traco.

Por (1.29), temos, para todo j € {1, 2, 3},
Tim (), (u)el < 185, (w5, [plln, =0, ¥ € C=(S,).
Logo,

/ VuVe + Z(z)up — g(z,u)p =0, Ve Cr(y), (1.55)
Q.

J
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para todo j € {1,2,3}. Assim, como C°();) ¢ denso em H;j (), u|Q é solucao do
J
problema (1.44), para j = 1,2,3. Em particular, se j = 3, tomando U‘Qg como fungao

teste em (1.55), temos

/ Vul? + Z(z)u® — f(u)u =0,
Q3
ou seja,
JulR, o, = [ Fwu=0.
Q4
ja que suppu NsuppV = 0. Assim, pelo Corolario 1.6 e por termos f(£)¢ < €2,
Ve eR,
Joluls.gy < Il o, — volulzay, < Ilull} o, — /Q fwu=0.
3
Logo, u’Q3 = 0, e fica mostrado (7).

Para (ii), usaremos a igualdade

(P, (un) = P, () (U — u) =

b g V)~ S )= [ (o =)o) (156)

/
J

= [lun = ul
Por (1.53), temos u,, — u em LPT1((Y}); donde

lim (unf — ) (up, —u) =0. (1.57)

n—oQ
Q/
J

Tendo em vista (1.52),

lim @) (u)(u, —u) =

n—0o0

~ lim < [ UV =)+ 2t —/ (1 —u)) _0. (1.38)

n—oo 0 7

Mais ainda, por (1.29) e pela limitagao de (||un||x, )nen,
lim | @) (un) (un — w)| < (|93, (a3, (unllx, + [ullx,) = 0. (1.59)

n—oo

Logo, por (1.56)-(1.59),
lim <||un —ull3, - / (f (un) = f(u)) (un — u)) =0.
n—eo RN\Q/,

Assim, pelo Corolério 1.6 e por (1.42),

dollun —ullX, < lun —ullX, = profu, — ul;

< M=l = [ () = f) =10 =0
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quando n — oo. Portanto vale (1.45). As convergéncias (1.46) seguem do Corolario
1.5 e de (1.45).

Finalmente, vejamos (ii1).

Como supp u Nsupp V' = ), temos, por (1.54),

3 [ Aav@d < [ o=V = [ u=av)e - o

2 RN
< [ n = AV~ 0P+l ul,
R
= Jlun — ulf,.

e por (1.45) segue (1.47).

Para os casos restantes, basta considerar (1.46), (1.47), (1.53) e os limites

lim F(u,) =0,

n—o Jra\q,

lim [ Z(z)u? = /@Z(m)uQ,

n—oo e
para © = RY RN\, Q, j = 1,2. Por sua vez, estes seguem, respectivamente, de

termos U|RN\§ = 0 juntamente com a desigualdade
y 2
F(§) < 3¢, VEER,
a qual é consequéncia da definicao de F', e do limite

lim |Z(2)||u2 —u?| = 0.
n—oo JpN

Para verificar a convergéncia acima, note que

/ 2@ — ¥ < M1/ (V@) + Dl + ulfn — ]
RN RN

o (s e ) (f 060+ o)

< Mylfun + ullaf[un = ullw

IA

donde concluimos por (1.46).

Como mencionamos anteriormente, um ponto critico de ®, ¢ uma solucao de (Py)

1 : :
se, e somente se, u(x) < 1pr-1 em RV\(Y;. Neste sentido, vejamos a
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Proposicao 1.10 Para cada M > 0, existe uma constante A(M) > Ay tal que se uy €

um ponto critico nao-negativo de P, satisfazendo
(D)\(U)\)SM, )\ZA(M),

entdo uy satisfaz
1
up(z) <vpr1 em RN\ .

Em particular, uy € solu¢io do problema original (Py).

Demonstracgao:
Seja (uy, Jneny C 'H uma sequéncia tal que lim A, = oo e, para cada n, uy, é um
n—oo

ponto critico ndo-negativo de ®, , isto &, u,, é solu¢do nao-negativa de (1.27),
—Av+ MV (2) + Z(2))v = g(z,v) em RY.

Para simplificar a notagao, facamos u,, = u,, para todo n € N.
Pelo Lema 1.7, passando a uma subsequéncia se necessario, (u,)n,eny ¢ uma se-

quéncia limitada em H'(RY) e, pela Proposi¢ao 1.9, a menos de subsequéncia,
u, —u em H'(RY),

onde u ¢ o limite fraco da sequéncia (u,)neny em H*(RY).

A demonstragao é um pouco longa e, por isso, a dividiremos em partes.

19 Parte: Existe C' > 0 satisfazendo

[unloo < C', VYneN,

Nossa intencao é usar o Corolario A.20. Dito isto, verifiquemos as suas hipoteses.
Inicialmente, observemos que, para todo n € N, se u,, ¢ solugao nao-negativa de

(1.27), entdo também ¢ solu¢ao nao-negativa de
—Av + (M V(2) + xeva,, (2)Z(2))v = Go(z,v) em R, (1.60)

onde Ay, ={z e RV; \,V(2) + Z(xz) <0} e g, : RY x R — R ¢ dada® por

g(, up)

~n$7v =
Gn(,v) "

v —(xa,, (@) Z(x))v.

Pela, definicio de g, ndo ha problema em considerar

@ = 57 xs (@) + (1= xs(2) min{s5", o}

Porém, usamos um abuso de notagao por nao termos necessariamente s > 0.
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Além disso, claramente
AV (%) + xpayay, (2)Z(z) >0, VzeRY.

Vejamos agora que a fungdo g,, para cada n € N, satisfaz a desigualdade (A.42)
do Corolario A.20.

Afirmamos que, para )\, suficientemente grande,
Xay, Z € L'RY), Vte[l,00]. (1.61)

Para provar a afirmacgao, basta mostrar que a fungao Z é limitada em A, e que este
conjunto possui medida de Lebesgue finita.
Tomemos o conjunto A definido em (V'3), o qual tem medida de Lebesgue finita.

Notemos que Ay, C A. De fato, se x ¢ A, entdao V(z) > M, e dai, usando (Z3),

Z(2)] < My(V(2) + 1) < My <1 ; Mi> V(a),

1
donde, para A\, > 1+ M, <1 + —>7
Mo

MV (@) + Z(z) > 14 M, (1 + Mio) Viz) - M, (1 + Mio) Viz) = Vi(z) > M,

e, por conseguinte, * ¢ A, . Logo RM\ A C RM\A,, , ou seja, Ay, C A, donde

concluimos que A, tem medida de Lebesgue finita. Além disso,
Xa,, (2)Z(z)| < Mi(Mo+1), Yz e RV,

Portanto, pelo que foi dito a principio, vale (1.61). Mais ainda, pela defini¢ao de g,

T,u 2%
‘M <uwl e wleLri(RY), (1.62)
un
* N ) )
onde 1 > 5 se, e somente se, p < 2* — 1, que é o nosso caso. Logo, tendo em vista
p —

a defini¢do de g, (1.61) e (1.62), temos
Gu(, )] < (w274 (2) +xar, @Z(@) sl, ¥ (x,5) €RY xR,

onde
2% N

p-1 7 e L1 (RN >
ub™ + xa,, = ),comp_1 5
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Dessa forma, aplicando o Corolario A.20 na equagao (1.60), concluimos a demonstragao

desta parte.

2° Parte: Para cada n, u, € C*(B(0)), para algum 0 < p <1, e

() = 0 quando |x| — 0. (1.63)

De fato, fixemos n arbitrariamente e seja fy, : RN — R dada por
fan(@) = —OWV(2) + Z(2))un(2) + g(2, un()), Vo € RY.

Notemos que, usando a definicao de g e a continuidade de AV + Z, a funcao fy,

o0

> (RY) e, consequentemente,

pertence a L
fam € L (RY), parat € [1,00].
Dai, pelo Teorema A.16,

u, € W2(RYN), parat e [1,00],

loc

e, tomando R > 1,

tn 2.8, 0) < C (Jtin|p,Br0) + | Frnlp.Br©) - (1.64)

onde C' = C(R,p,N) > 0 é invariante por translacoes. Agora tomando t, > N e

usando as imersoes de Sobolev,

u, € W2*(B;(0)) — C**(B,(0)), pu=2-—

Y

N
Lo

como queriamos mostrar.
Para concluir o limite (1.63), observemos que por (1.64) e usando a defini¢ao da
fungao f», e a imersao acima, existe uma constante C’ > 0, invariante por translagoes,

tal que, para R > 1,

lunlloresi@) < ¢ <|un|tovBR(I)+|u”|t2;%;(x)>7 veeRY. (L6D)

Agora, dado 0 > 0, existe Rs > 0 tal que

2% 1 0
[tnlto 23\ Brs 0) F [nly 23y ) < G0
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Tomemos entdo x € RV tal que
‘l” > 2R+ Rs.

Dessa forma,

Bgr(x) € RN\ Bg,(0),

isto &,
2*—1 2*—1
|Unlto, Br(z) + ’Un’to,BR(x) < ‘un‘tmRN\BR(;(O) + [un to,RN\Bg, (0)
)
< 5 .
Logo
[un(@)] < luallcrn@, o)
< (|Un|to,BR(w) + |un 1:25,_32@:))
< 0,

para todo € RY com |z| > 2R + Rs;. Assim, vale o limite (1.63).

3° Parte: Existe A = A(M) tal que

1

|ua]oo,00r, < v, YA>AL

Seja (Tn)neny C O0§Y; uma sequéncia qualquer. Como 02, é compacto, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que existe & € 92 tal que lim z,, = Z. Conside-
n—oo

remos agora a sequéncia (v,)n,en € H dada por
() = up(enxr + ), VYneN,

onde

1
E?.L:)\—n,vnEN

Sem perder a generalidade, podemos assumir que v, — v em H'(RY), para alguma
v € HY(RY), uma vez que esta sequéncia é limitada neste espago, ja que (uy,)nen O 6.

Além disso, temos, como consequéncia das propriedades das funcoes u,,,

[Un]oe < C', VneN,

—Av, + (V(enw + Tp) + € Z (€0 + T))0p = €2g(€pT + Tp,v,) em RY
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e, por (1.65) e pela primeira parte,
vnllerioy < K, VneN.

A dltima estimativa juntamente com o Teorema de Ascoli-Arzeld, nos dizem que o
limite fraco v de (v,)nen pertence a C'(B1(0)) e

lim v, =v em C(B;(0)).

n—oo

Passando a uma subsequéncia, se necessario, assumamos, por contradicao, que existe
n > 0 satisfazendo

un(Zn) > 1m, VYneN,

entao temos

v,(0) >n, VneN.

Logo, v # 0 em B;(0). Por outro lado, a fungio v verifica a equagao
~Av+V(Z)v=0 em RY,

donde v = 0 (ver Souto [29], Teorema 1.2), o que é uma contradigdo. Portanto, existe
no € N tal que

|Un|oo,aQ{] < 1/5'%1 . Vn > ng.
Consequentemente, como as sequéncias tomadas sao arbitrarias, concluimos que existe
A = A(M) tal que

1

|UA|oo,an, < l/opj, VA>A.

4° Parte: Conclusao.
Fixemos A > A e seja wy : R¥\Q, — R dada por
_1
wy(r) = (uy — v )y (z), VaoeRV\Q,.
Primeiramente, observemos que, tendo em vista as 2° e 3° partes, o conjunto

1

A={z e RN ur(z) 2 v}
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é compacto e

suppwy € A cc RM\Q,

ou seja,

wy € L*(RV\Q)).

Além disso,

Vwy = Vuy(x).xalz), VoeRV\Q,.
Dessa forma, wy € H}(RV\Q)) e, entdo, a fun¢io wy : RY — R dada por

wA(x) , T € RN\Q{]a

0 , x e,

Wy =

pertence a H'(RY). Assim, como uy é um ponto critico ndo negativo de ®,,

0 = & (uy)wy = VuprVay, + (AV(x) + Z(x))urxiwy — / g(x, uy)wy

RN RN

= @l + / VT OV (@) + Z(2))i — / tiaty
RN\, RN\,

Agora seja A > \; tal que
A;relg V(z) + ;Ielfx Z(x) > v
e fagamos A = max{A, A}. Entdo, para A > A,

0 = [lwl + / VTV (@) + Z(2))in — / Yottt
RN\, RN\,

2 ||U~J>\H§\,RN\Q/] +/ ’/SHVOUNJA—/ VoUW
T JrNe, RN\QY,
_1
— sl — 0 [ (= s
’ ]RN\Qf]

= llslBame, =20 [ .
/ RN\Q,

e pelo Corolério 1.6,

0 > [loal[igao, —VO/ w3
EN\Q,

Boll i B amey, -

v

isto é, para A > A,

wWwy=0 em RY
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e dai

_1
up(z) <yf" em RM\Q,

como queriamos.

[
1.3 Argumentos do tipo Minimax
para o funcional )
Primeiramente, consideremos os seguintes funcionais, para j = 1,2
Io, : Hy(Q;) — R
u — g (u) = %/Q] \Vul? + Z(2)u? — ]ﬁ 5 ult
e
Oro  HY(Q) — R
u = Pyor(u) = %/Qj |Vul? + (A\V(z) + Z(z))u* — ]% ’ ut

(vale lembrar que H'(€}) = H(£2})) cujos pontos criticos sao solugoes nao-negativas

de
—Au+ Z(z)u = uf em

v = 0 em 09,

(1.66)

—Au+ AV (z) +Z(z))u = uf em
ou / (1.67)
on
respectivamente. Fsses funcionais sao essenciais em nossos argumentos para encontrar
solucoes de energia minima sobre os conjuntos €2y e €2s.

Note que ambos os funcionais I, e @) o/ tém a geometria do Passo da Montanha,
¥ oy

isto &,
(i) T, (0) = D (0) = 0 ;

(¢) Existem 79,71 > 0, independentes de A > Ay, satisfazendo, para todo u € Hj(Q;)
e v € H(Q):



(1) Lo, (u) >‘I>A,Q;.(U) >0, se [|ulfog, , H’UHA,Q} < 70;
(2) [Qj(u) 7(19/\,93.(”) > T, 5€ HUHO,Qj = HUH,\,Q; =To,

onde

lulRo, = [ IVl + Z@n2, vue @),
Q;
é uma norma para H}(£2;) equivalente & norma usual, por (Z3);
(i17) Existe ¢ € C°(€2;) tal que

lelloe, = llellne, >0 e Io(p) = Pro(p) <0.

Desse modo, os niimeros positivos
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¢ = Inf max o, (v(®) e ;= Jnf max Oy (v(®))
onde
L ={y € C([0,1], Hy(¢y)); 7(0) = 0, Io,(+(1)) <0}
e
Ty ={y € C([0,1], H'(€2))); 7(0) = 0, ®r0/(7(1)) <0},
para j = 1,2, estao bem definidos. Além disso, é facil verificar que os funcionais

Dy € C(H'(Q),R) e I, € C'(Hj(Q),R) satisfazem a condigao de Palais-Smale,

seguindo os mesmos argumentos do Lema 1.7 e da Proposicao 1.8. Portanto, pelo

Teorema do Passo da Montanha (Teorema A.6), os valores ¢, ; e ¢; definidos acima

~ L. . . . . 1
sao valores criticos de (IDA’Q;_ e Iq;, respectivamente, isto é, existem w; € Hy(€y) e

wy,; € Hl(Q;.), pontos criticos (b/\,Q;_ e Ig;, respectivamente, tais que
Prgy(wag) =ceng e o (wj) = ¢,

para j =1,2.

Vejamos algumas propriedades dos valores criticos c ; e c;.

Lema 1.11 Com as notacoes acima, temos, para j = 1,2:

(1) 0 <r <cyj <cj, para todo X > \y;
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(i) Os valores criticos cy; e ¢; sdo niveis de energia minima para Prq € lg,, res-
pectivamente, isto é,
¢; = inf{lq;(v); v € Hg(2;)\0, I (v) = 0},
e\ = inf{q’x,a; (v);ve Hl(Q})\O ) (I)/A,Q;(U) = 0};

(i) ¢; = r?;aoxlgj(twj) e Cyj = Iglfg{@A,Q; (twy;) ;
(iv) /\lirgo Crj=Cj .

Demonstragao:

Fixemos j € {1, 2} arbitrariamente.

Vejamos (7). A desigualdade 0 < r; < ¢, ; segue do fato de @, ; ter a geometria
do Passo da Montanha (mais especificamente, de 2.ii). Para a desigualdade restante,

cxj < ¢;, basta notar que, dada u € Hj(€;) qualquer, a fungao

u(x), em €,

O, em Q;\Q]

esta em H'(€Y;). Portanto, podemos considerar a inclusao Hg(2;) € H'(€2)) e, por

conseguinte, I'; C I'y ;. Assim

eng = Inf max @0 (v())

IN

inf Dy o (y(2
B, g e 00

IN

inf Io (y(¢
inf max Jo, (7(2))

Cj

e fica provado (i).

As propriedades (i7) e (7i7) sao consequéncias, respectivamente, do Teorema A.8
e do Lema A.7.

Por fim, vejamos o item (iv).

Fixemos arbitrariamente j € {1,2}.

Suponhamos por contradicao que nao ocorre
cyj — ¢; quando A — o0.

Entdo existe uma sequéncia (A, )nen C [A1,00) com lim,, .o A, = 00 tal que (¢, j)nen

nao admite ¢; como um valor de aderéncia.
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Para todo n € N, seja wy,; € Hl(Q;») uma solu¢do do problema (1.67), com
A=\, tal que
Dy, o (Wr,, ) =Crn, s (1.68)

onde, vale ressaltar, pelo item (i), e, € (0,¢].
Por um argumento analogo ao desenvolvido na Proposicao 1.9, existe uma sub-

sequéncia (A, )ren tal que,

wy, ; — o em H'(Q)) quando n — oo,
onde uy € Hy(€;) € solugao do problema (1.66), e

Jim Dy, o (wr,,5) = Pa, 0 (o) = Lo, (uo) -

Usando o item (i), (1.68) e que ¢; ¢ um nivel de energia minima para I, devemos ter

¢;j > limsup Crnpj = lim sup (I))\nk e (wAnk,j)
k—o0 k—o0
= _[Qj (Uo)
Z Cj,

donde segue que ¢; = hin sup cy,, ; ¢ um valor de aderéncia da sequéncia (c, ;)nen, 0
—00

que contradiz nossa suposi¢ao inicial. Logo vale o item (iv).

Para os proximos resultados, lembramos que as solucoes de energia minima dos
problemas (1.66) e (1.67) também podem ser obtidas através dos problemas de mini-

mizacao

p—1
1 1 Tptl p—l
- Pflz-f 2/' GHIQ/- / p+1:1
(2 p+1) G, — 1 {HUH)\,QjaU (), ; vl ,

/.
J

respectivamente, os quais sao equivalentes a

11\
—infd Io (v): eng,/ p“:(———> :
Cj m{%(”) v 0 (%) Q/_U+ 2 pt1 Cj

J
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1 1\ !
C,\,j = inf {(I))\,Q;_ (U); RS Hl(Q;-), / U]j_+1 — <§ _ —) C)\J } . (1.69)

/
Qj

A seguir, elaboraremos um argumento do tipo Minimax para o funcional ®,.

Para comecar, fixemos R > 2 tal que

11\
1 +1
Io,(Rw;) <0 e R wilpr g > 2 (5 - m) G s

para todo j = 1,2. Assim, para j = 1,2, o caminho 7, : [0,1] — H(€2;) dado por

7,(s) = sRw; pertence a I'; e

Io, ) =c;
max I, (sRw;) = ¢;,

pelo Lema 1.11 (44).
Seja o : [0,1]2 = [0,1] x [0, 1] — H dada por
’)/0(51, 82)<I> = 81RU)1<LU> + SQR?,UQ(.I) ,V(Sl, 82) S [0, 1]2 . (170)

Definamos entao o conjunto

L'y= {'7 S O([()? 1]277_(); ’V(S) = '70(8) Vs = (81752) S a([o’ 1]2)}

bys = inf o .
rg = Jnf max, A(v(s))

Note que I" # ), pois 7 € 'y, e que by s estd bem definido.
No que segue, poremos c; := ¢ + cs.
A proxima proposicao nos traz algumas relagoes entre os valores c;,cy; € by .

Para a sua demonstragao, precisaremos do seguinte lema.
Lema 1.12 Para qualquer v € I'y e para cada
1 1
£=(&.&) € Kp:=[0, R uwi [Pl 0,] % [0, R7 M wal) Ty o]

existe s, = (s1,52) € [0,1]* tal que

/ v(sy) (@) de =&, Vj€1,2.
0

/,
J
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Demonstragao:

Seja v € 'y qualquer. Definamos a aplicagao 7 : [0, 1]*> — R? por

3(s) = (/

Se mostrarmos que existe s, € [0,1]* tal que

7(8)(%)’1“61937/ 7(8)(%)’1“(196) :

/ /
1 Q2

V(sy) =& = (&, &)

terminamos.

Observemos inicialmente que se s = (s, s9) € 9([0,1]?), entao, necessariamente,

$1 ou Sy pertence ao conjunto {0,1} e

~ 1 1 1 1
A(s) = (Szlﬂr Rp+1|w1 Zil,le s§+ Rp+1|w2 211,92) .

Escolhamos & = (&1,&,) € Ky arbitrariamente.

Caso & € J(KR), entao £ é da forma

&= (LR w |l g, ta RP wa 1 )

onde ti,t2 € [0,1], com ¢; ou ¢y em {0,1}. Portanto, tomando s, = (s1,s2) com
51 = tlr-lﬂ e Sy = zfgpﬁ e pela observacgao feita acima, segue o resultado para este caso.
Suponhamos agora que £ € (0,1)%
Para concluirmos a existéncia de s, nesse caso, usaremos os resultados da Teoria
do Grau Topolégico presentes no apéndice.

Consideremos a fungao f : [0,1]> — R? dada por

fls1,82) = (sTTRP wi Pl o s5 RP  wnlP T ()

Claramente f =4 em 9((0,1)?). Entao, pelo Teorema A.21,

d(’?? (07 1)27 (517 52)) = d(f: (07 1)27 (617 52)) . (1'71)

Mais ainda, é facil ver que f é injetora, com

1 1
p+1 p+1

! 2 = <§17€2)7

Rlw|py1,0,” Rlwslpi1,0,
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e f é diferenciavel, com

é’pil ﬁ

A= f/ 1 9 )
R‘U)l|p+1,§21 7 R[w2|p+1792 ( w)z,y 1,2
onde p
& (p+1) Rlwilprr0,, =7,
Qi = - -
0 L F -
Assim, como
a; >0,

para i = 1,2, A é uma transformacao linear inversivel com
sinal(det A) =1,
donde, pelos Teoremas A.22 e A.23,
d(f.(0,1)% (&, &)) = d(A, Bi(0),(0,0)) = 1.
Portanto, tendo em vista a igualdade acima e (1.71),
d(¥,(0,1)%(0,0)) =1,

e, consequentemente, existe s, € (0, 1)? satisfazendo a conclusao do lema.

Proposicao 1.13 Com as notagoes acima, temos:
(i) cxq1+cn2 < by <cy, para todo X > \y;
(11) Sendo r1 > 0 a constante do Lema 1.11 (i),
PA(v(s)) S ey =11,
para todo A > X\, v € Ty e s € 9([0,1]?).
Demonstragao:
Vejamos (i).
Para a desigualdade cy; 4 cy2 < by g, fixe v € I'; qualquer. Pela forma como R

foi escolhido e lembrando o Lema 1.11 (i), podemos tomar o par

1 1 \! 1 !
(51,52) = ( (5 - m) CA 1 (5 - Iﬁ) Cx,2 )



no Lema 1.12, donde existe s, € [0, 1] tal que
11\
+1
[ et = (5--) e
J
para j =1,2.
Afirmamos que

(I),\,RN\Q{, (v(s4)) =2 0,

onde

1
Py ri\a, (u) = 5/ |Vul> + (\V (2) + Z(x))u — / F(u), Vue™H.
RV\Q; RN\,

De fato, notemos que, pela definicao,

F(¢) < %u()g?, VEER.

Assim, pelo Corolério 1.6,

1
Do (0(:)) = glnlama, = [ F()
J

1

> §||7(Sv)||§,RN\Q{, - §V0|7(Sw)|§,RN\Q(]
1 1

> (s ey, — 2pvohi()Eama
do

= §||7(3w)||§,RN\Q{]

> 0.

Portanto, por (1.69) e pela afirmacdo acima,

Pr(v(s)) = (I)A,RN\Q'J(V(%)) + Z ‘I),\,Q; (v(s4))

j=1,2
> S imfd by () ve B, [ o = (2o T
= AL ) i) , + - 92 p+1 A,j
]:172 J
= 2o
=12

Dessa forma,

max, DA(7(s)) = PA(7(84)) = exi +erz

e como vy € I'; é arbitraria, temos by ;y > c\1 + Cy 2.

48
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Para a desigualdade 0y ; < c;, basta observar que, como 7y pertence ao conjunto
I';, entao

bhy < )
ag < max $a(7(s))

= max [Ql (iswl) + [Q2 (SQR’IUQ)
s€[0,1]2

= (1 +cp=cy.

Para o ftem (ii), tomemos v € Ty e s = (s1,52) € 9(]0,1]?) arbitrariamente.

Entao temos, pela definicao de I'y,
¥(s) =70(s) = Y s;Rw;,
§=1,2
donde
OA(7(s)) = Pavo(s) = > Io,(s;Ruwy).

7j=1,2
Além disso, Iq,(s;Rw;) < ¢;, para todo j = 1,2. Mais ainda, como s € 9([0,1]?),
devemos ter s; ou s em {0,1}, digamos s;, e, consequentemente, Ig, (s1Rw;) < 0.

Logo, pelo Lema 1.12,

Oy(v(s)) = Iqg,(s1Rwy) + Ig,(s2Rws)
< 046 < (01—7’1)—|—02

= Cjg—T1.

Como consequéncia do resultado acima, temos o
Corolario 1.14 (i) lim by, =c¢y ;
A—oo

(11) by € um valor critico de @y, para A suficientemente grande.

Demonstragao:
O limite em (7) é verificado a partir do Lema 1.11 (iv) e da Proposicao 1.13 (7).

Com relacao a (7i), usando a parte (i),

b)\’J>CJ_%7 (172)



20

para A suficientemente grande, onde m := = min ¢;. Além disso, pela Proposigao 1.8,

i
Jj=12

DN | —

o funcional ®, satisfaz (PS)s, ;.
Agora vejamos que by ; é um valor critico. Para isso, usaremos o Lema da Defor-
magao (Lema A.5).
Suponhamos por contradigdo que by ; nao é um valor critico para ®,. Entao,

para € = m/2, o Lema da Deformacao nos fornece ¢ € (0,m/2) e n € C([0,1] x H,H)

tais que
m m
n(l,u) =u, VYueH tal que ®y(u) ¢ |[brs— bR brs + 5 (1.73)

e

n(1,®27 ) c e (1.74)
onde, para todo a € R, ®¢ denota o conjunto {u € H; ®y(u) < a}.

Pela definicao de by ;, existe g € I' satisfazendo
max ®,(g(s)) <bns+e¢. (1.75)

s€[0,1]2

Definamos entao a aplicagao h : [0,1]> — H por
h(s) =n(1,9(s)), Vse[0,1].

Afirmamos que h € I". De fato, h é continua por construcao. Agora tomemos
s € 0([0,1]%), digamos s = (sy,s2), onde, sem perder a generalidade, s; € {0,1}.

Entao, pelo Lema 1.11 (i) e (1.72), temos, caso s; = 0,

®y(g(s)) = @) (0Rw; + saRwy)
= _[Ql (0) + IQ2 (SQRU)Q)
< O+C2§C.]_02_1§CJ_m
m

< b,\J—?.

Por outro lado, se s; = 1, entao, pela forma como R foi fixado,

(I))\(g<8)) = (I))\ (Rw1 + 82Rw2)
= ]Ql (Rwl) + IQ2(82RU}2)

< O4+c<cy—m

m
< b/\’J_E'
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Assim sendo,
m m
a(g(s)) & [brs = 5 bag+ 5]

para todo s € 9([0, 1]%), e dai, por (1.73),
h(s) =n(1,9(s)) = g(s) = 0(s), ¥s€0(0,1]),

donde h € T'. Portanto

b)\J S sIgI[l(%f% (I))\(h(s)) .

Porém, por (1.74) e (1.75), devemos ter também

dy(h <byxj—
max, A(R(s)) < brg —e,

o que ¢ uma contradi¢ao. Logo by ; ¢ um valor critico de ®,, para A suficientemente

grande.
|

Na proxima e tltima secao deste capitulo, provaremos a existéncia de um ponto

critico uy € H tal que
(1) lm ®y(uy) = cy;
A—00

(i7) u,\‘ﬂ_ converge para uma solugdo de energia minima do problema (1.5), para
J

J=12

(i17) u,\‘RN\QJ — 0 fortemente em H'(RY).

1.4 Demonstracao do Teorema 1.1

Nosso objetivo nesta secao ¢ encontrar uma solucdo nao-negativa w,, para A
suficientemente grande, que se aproxima de uma solu¢ao de energia minima de (1.66)
em cada Q;, j € J, e de zero em RV\ Q.

Dado p > 0, seja o conjunto

1 1

—1
A . _
Dy ={ueH; |Jul\gmo, <, HUH)\Q;_\/(Q_m) ¢l <, j=12}.
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Seja também o conjunto ®’ dado por
OV ={ueH; Pr(u) <cy}.

Em geral, solugdes de energia minima de (1.66) nao sao unicas. Porém, observe
que, dado j € {1,2}, uma solucao de energia minima w; de (1.66) deve satisfazer

Io,(wj) = ¢j e I (wj)w; = 0, donde
e, consequentemente,

Segue dai que o conjunto Dl’) N @S/, para 1 > 0 qualquer, contém todas as funcoes da

forma

wj(x)’ T e Qj7
w(z) =
0, T e RN\QJ.

A partir de agora, fixemos p > 0 tal que

PRI 1 1 \7!
— 1min _— C;.
P\ pr1 ’

A seguir, apresentamos uma estimativa uniforme para ||® (u)|[} sobre o conjunto

(D3, \Dyp) N @5

Proposicao 1.15 Com pu fizado acima, existem oo > 0 e Ay > Ay tais que
1A (w)I[} = o0

para todo u € (D3, \Dy) N5 e todo A > A,.

Demonstragao:
A demonstracao serd feita por contradicdo e com o auxilio da Proposi¢ao 1.9.
Suponhamos entdo que existam sequéncias (A, )nen C [A1,00) € (Up)neny C H tais
que TLILIIC}O Ap =00 € Uy, € (DQAZ\D;‘) N ®% satisfaca [P (u,)][3, — 0 quando n — oo.

Como u,, € DQAZ, para todo n € N, (||u,||,, gv) é uma sequéncia limitada. Dai

(P, (uy)) também o é e podemos assumir, sem perda de generalidade, que

lim &, (u,) =c<cy,

n—oo
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onde a desigualdade segue de u, € ®%’.
Portanto estamos nas hipoteses da Proposicao 1.9 e a partir dela podemos extrair
uma subsequéncia, que ainda denotaremos por (u,)nen, tal que u, — u € H(Qy)

fortemente em H*(RY), onde o limite u ¢ uma solugio nao-negativa de (1.66) e

Io,(u) = lim &, (u,) <cy (1.76)

lunl}, 0r = Jo, IVul* + Z(x)u? para j=1,2, (1.77)
nysky j

||un| i,'“RN\Qf] — 0. <178>

Como ¢; = ¢1 + ¢3 e ¢1,¢5 > 0 sdo niveis de energia minima, (1.76) nos da duas

possibilidades:

1- I, (u!QJ) = ¢;, para j = 1,2, ou seja, u}Qj é solucao de energia minima de

(1.66), para j = 1,2;

2 - existe jo € {1,2}, tal que Io,, ( ) — 0, isto & ul, =0.
J0

ul
Qy,
Se ocorre a primeira, entao, pelo comentario feito no inicio desta secao, u deve

satisfazer
/|V|2+Z()2 (1 1>1 ara j=1,2
u ' == — —— ¢y, ra j=1,2,
0, 2 p+1) T P
e por (1.77) e (1.78) u,, deve pertencer ao conjunto Dﬁ”, para n suficientemente grande,
contradizendo a nossa suposigao inicial de que u,, € (D;;\Dl’))

Se ocorre a segunda possibilidade, entao, por (1.77),

_ 1 1\ !
nlLIEO [lunlls. 0, = 2 pri1 Cio| =

. . 11\
= | i {lup][x, 0, — lim 2 p31) |7

o que também contradiz u,, € (Dyz\Dp").

Portanto, nenhuma das possibilidades pode ocorrer e entao devem existir cons-

tantes og > 0 e A, > )\ satisfazendo a conclusdo do teorema.
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A proxima proposicao nos dard as tltimas ferramentas para demonstrar o Teo-

rema 1.1.

Proposicao 1.16 Sejam p fizado anteriormente e A, > A\ a constante dada pela
Proposicao 1.15. Entao, para N > A, existe uma solugcdo uy do problema (Py) com
Uy € D;‘ N (I)f\‘].

Demonstragao:

Faremos a demonstracao por contradicao.

Suponhamos entao que exista (A, )nen C [Ay,00) tal que A, — oo e que, para
cada n € N, nao existam pontos criticos no conjunto Dﬁ” N @5 . Mais ainda, como a
Proposigao 1.8 assegura que, para todo n, o funcional ®, satisfaz (PS), entdo deve

existir uma constante d,, = d(\,) > 0 com
1245, W5, = dx,, YueDyrnNay.
Além disso, pela Proposicao 1.15 temos

|, (w)|[5, =00, VYue (D*n\Dgn) naogy (1.79)
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onde oy > 0 nao depende de A,,.

Nosso objetivo ¢ mostrar que, sob as condi¢oes acima, nao ocorre
by, — ¢y, quando n — o0.

Para isso, estudaremos, para cada n, a relacao entre o funcional ®, e o conjunto Dﬁ“.
Fixemos entdo A\, € {\;};en. Para simplificar a notacdo, faremos A, = .
Pelo fato de a demonstracao ser um tanto longa, a dividiremos em passo de modo

a facilitar o entendimento.

1¢ Passo: Construcao de uma deformacgao 1.

Escolhamos um funcional Lipschitz ¥ : H — R tal que

U=1em D3, ¥=0em H\Dj, ¢ 0<¥<1emH.

2
e definamos, para u € ®Y/,

@) ()

V= g

Y - H =H
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onde identificamos os espagos H e o seu dual H' pelo Teorema de Representacao de

Riesz. Agora, seja a deformacao n: [0,00) x @}/ — @/ definida pela equagao

dn

n(0,u) =u e Y.
Note que esta aplicacao esta bem definida pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para
Equagoes Diferenciais Ordinérias, ja que V' é uma funcao lipschitziana. A deformagcao

7 tem as seguintes propriedades:

dd(1)(t
(77d<t’u))' ==Vt W)W} <0, V20, Vue®y,  (1.80)
n(t,u) =u, Vt>0,Yue d\Dy,, (1.81)
e
d7] c
2l =Vt viz0, Yueay. (1.82)
A

2° Passo: A aplicagao n(t,o)-
Seja o € I'y a aplicagao definida em (1.70).

Primeiramente, observe que

Yo(s) & Dy Vs € 0([0,1]?).

2

De fato, tome s = (s1,82) € 9([0,1]%) qualquer. Suponhamos entao, sem perda de
generalidade, que s; pertenca a {0,1}. Temos dois casos a considerar. Se s; = 0, entdo
170(0, 52)[|x.0; = 0 e daf segue imediatamente a nao inclusao. Caso s; = 1, entdo, pela

defini¢ao, vo(1, s2)

o = Bwi, com R > 2, e dai

/
1

11\
lo(L. 2)lIn g = Rllws g, = R\/ (5-51) o

donde segue que

1 1 \*
H’VO(LSQ)HA,Q’I - 5 - m c1| > 2,LL

e, consequentemente, Yo(1, s2) ¢ Dy,
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Mais ainda, por (1.81),

n(t, () = (s), Vs ea(0,1]?)

e por conseguinte 7(t,vo(s)) € 'y, para todo ¢t > 0.

Agora, note que:
a) suppo(s) C Q, para todo s € [0, 1]?, e, consequentemente, as propriedades de 7
independem de A > Aq;
b) ®(70(s)) < ¢y, para todo s € [0,1]? e vale a igualdade se, e somente se, s; = s =
R™! isto é, se, e somente se, Yo(s1, 2) = wy + wo.

Assim, como wy + wq € Dﬁ, 0 numero

mo = max{®,(u); u € (0, 1}2)\D2} (1.83)

nao depende de A, pela observagio (a), e é estritamente menor que c;.

3° Passo: Afirmacao:

1

max @y (n(T,7(s))) < max{mg,c; — soou},
se[0,1)2 2

para T suficientemente grande, onde mqo < c; € dado em (1.83) e oo € dado pela
Proposicao 1.15.

Fixemos s € [0, 1] qualquer e vejamos o que acontece com ®(n(t,vo(s))) caso
Yo(s) pertenga ou ndo a D).

Se Yo(s) ¢ D,, entao, por (1.80),

Pa(n(t,70(8)) < Palr0(s)) <mo,

para todo t > 0, donde segue que

1
max Dy (n(T,v(s))) < max{mg,c; — =oou} .
s€[0,1]2 2

Suponhamos agora que (s) € Dl’) e analisemos o comportamento da aplicacao

mo(t) = n(t,0(s))-
ool

Sejam dy = min{dy, o0} e T = —=.
2d,,
Temos dois casos a considerar:

L. mo(t) € int(Dy, ), para todo t € [0, TT;
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2. no(to) € 8(D§‘W2), para algum ty € (0,7].

Se ocorre a primeira possibilidade, entdo, pela natureza de ¥, temos W(n(t)) = 1

e || @4 (no(t))|[5 > dy, para todo t € [0,T]. Assim, por (1.80),

BA0(T) = Bl + [ 5Ol

T
— By(p0(s)) / W (o)) | @4 (o)) 5
T ~
< CJ—/ dydr
0
- 1
= CJ—d)\T:CJ—i(TOILL.

Se ocorre a segunda possibilidade, entao, pela continuidade de 7y, existe 0 < t; <

to < T tal que

no(t1) € 0D, (1.84)
no(t) € D3, \D; , Yt € [ty,to]. (1.85)
2
Afirmamos que
[nm0(t0) — no(t1)[|x = % (1.86)

De fato, a forma como t; foi tomado implica em

3u 1 1\ 3u
[170(to) [l evvay = == 0w llno(to)llxay, — \/(5 - m) Cio| = = >

para algum j, € {1,2}. Suponhamos que

34
||770(t0)||>\,RN\Q{] =5

De (1.84), temos
o (t)l[a e\, < 1

Entao, pela desigualdade triangular,

v

[10(t0) — mo(t1) [ e @, 70 (o) l[x zvva, = [[m0(E)|[x rae2,

v
N =

Por outro lado, se

1 1 - 3
[0 (£0) .05, — \/(5 - m) Cio| = 5
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entdo mais uma vez de (1.84) obtemos

11\
lmo(t)lner, =4/ {5~ p11) G| SH

e novamente pela desigualdade triangular chegamos a

[10(t0) = mo(Ex)l[ney, = St

1
2
Portanto

[1m0(to) —no(t)lx = Imo(te) — mo(t)lIaremer, + lm0(to) — no(t)|| e
J Jo

J 1
> Sh

e temos a conclusao da afirmacao.
Para finalizar a demonstragao do terceiro passo, note que a partir de (1.86), pelo

Teorema do Valor Médio e por (1.82), concluimos que
1
to—t1 = St

Além disso, tendo em vista (1.80) e as caracteristicas de ¥, temos W (1) = 1 em [t1, ty].

Assim, usando (1.85) e (1.79),
BAn(T) = Bl + [ 5Bl

= Dy(0(s)) — / (o)) |} (10 () 3

< / (10 (r)) |84 (10 () [3dr

S / (o)) ’I“_CJ—(tO—tl)O'O
1

= Cj— §UOM

e, portanto, segue a conclusao da afirmacao.

4° Passo: Conclusao da Proposic¢ao.

Como no(s) =n(T,v(s)) € 'y, entdo, lembrando que fizemos A\ = \,,

1
b)\ J = < I’I[l(;‘li% (I))\ (ﬁo(S)) < max{mo,cJ — 50’0}1} <cy, VneN.
se
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Logo, passando ao limite n — oo e tendo em vista o Corolario 1.14 e o fato de que my

e 09 nao dependem de \,,
. 1
cy = lim by, ; < max{mg,c; — —oou} < c;
n—00 ’ 2

o que é um absurdo. Dessa forma, ®, tem ponto critico uy, € D;), para A\ suficientemente

grande, e, pela Proposicao 1.10, fazendo M = ¢, uy é solugao do problema (P,).

Agora demonstraremos o resultado principal deste capitulo, o Teorema 1.1

Demonstragao do Teorema 1.1:

Seja (A\n)neny uma sequéncia arbitraria tal que A\, > A, para todo n € N, e
7}1—{20 An = 00. Usando a Proposi¢ao 1.16, obtemos uma sequéncia (uy, )nen C H onde,
para cadan € N, uy, € D/’)” N @S’ & uma solugao nao-negativa do problema (Py), com
A=A\,

Pela Proposi¢ao 1.9, podemos extrair uma subsequéncia, que também denotare-

mos por (uy, Jnen, tal que uy, — u € HY(Qy) fortemente em H'(RY), onde o limite u

¢ uma solu¢ao nao-negativa de (1.66),

Hu/\nHimRN\Q/J —0 (1.87)

-1

lonlRoy = [ 1906 2000 = (5= 0g) e 089

para j = 1,2, onde o tltimo limite é obtido usando argumentos analogos aos explorados
na Proposicao 1.15 e que u), pertence ao conjunto Dl’)”, para todo n.

Como as convergéncias acima nao dependem da sequéncia (\,),en escolhida ini-

cialmente, temos (1.3) e (1.4) de (1.88) e (1.87), respectivamente. Além disso, ainda

como resultado da Proposigao 1.9, temos u = 0 em RV\Q; e, de (1.88), u|Qj é solucao

de energia minima de (1.66), para j = 1,2. Portanto, fica provado o Teorema 1.1.



Capitulo 2

Equacao nao-linear de Schrodinger:

Caso Critico

No presente capitulo, apresentaremos os resultados resultados de Alves, de Morais
Filho & Souto [6] sobre a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas do tipo multi-

bump da equacao nao-linear de Schrédinger

—Au+ AV (x) + Z(z))u = BululT +ulu[> 2 em RY

; (Py)
u € HY(RY)

onde A >0, 8>0, N>3,¢qg¢c (1,2* —1) e as fungoes V, Z : RN — R satisfazem as
condigbes (V'1), (V2), (Z1) do problema do Capitulo 1 e também

(V3’") Existe uma constante M, > 0 tal que

My <V(z)+ Z(x), VxeRY,
(Z2’) Existe uma constante positiva M; > 0 tal que
|Z(x)| < My, VrecRY.

Com as hipoteses acima, as solu¢oes nao-negativas de (Py) podem ser caracteri-

zadas como pontos criticos do funcional T : Hy — R dado por

1 1 3 1 ..
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para todo u € H,, onde

Hy = {u € H'(RY): / OV () + Z(2))u2dz < oo}

RN

O principal resultado deste capitulo é o

Teorema 2.1 Sob as hipdteses (V'1),(V2),(V3),(Z1) e (22'), para cada conjunto
nao-vazio J C {1,2,3}, existem constantes * > 0 e X\* = N(3*) tais que, para
todo B > [B* e X\ > X*, o problema (Py) possui uma familia de solugdes positivas
com a sequinte propriedade: para qualquer sequéncia (Ap)neny C R com nhj& Ap = 00,

existe uma subsequéncia (An)ien tal que wy, — u em HY(RY), onde a fungdo li-

mite u € HY(Qy) € identicamente nula em RN\ |J Q; e, para todo j € J, a restrigio
j€J
u}Q € H}(Q;) € solugao de energia minima do problema
J
—Au+Z(x)u = Pul+u*"1 em Q,
> 0 em €, (2.1)

0 em 09;.

Para garantir a multiplicidade de solugbes de (Py) neste capitulo, temos o seguinte

corolario, que é uma consequéncia imediata do Teorema 2.1.

Corolario 2.2 Sob as condicoes do Teorema 2.1, existem (3* > 0 e \* = \*([*) tais
que, para 8 > * e X > \*, o problema (Py) tem pelo menos 23 — 1 = T solugoes

positivas.

Destacamos que a maioria dos resultados aqui apresentados foram baseados no
artigo de Alves, de Morais Filho & Souto [6]. Caso haja excecoes, serao dadas as

devidas referéncias.

2.1 Resultados Preliminares

Neste capitulo, trabalharemos no espago (Hy, ||.||») definido por

Hy = {u c H'(RY); /RN()\V(:B) + Z(2))? < oo} |

| = /RN Vulr + WV (@) + Z(2) w2, YueH,,

para cada A > 0.
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Dado um conjunto aberto © C RY, também definimos, para cada A > 0, o espaco

(HA(©), ]-/]x @), onde
HA(O) = {u € H'(9); /@()\V(:C) + Z(z))u? < oo}
HuH?\@ = /@ (Vul? + (\V(z) + Z(z))u?, VuecH\O).

Se A > 1, entdo, tendo em vista (V'3'), o espago (HA(O), [|.||x, o) ¢ um espaco de

Hilbert, com produto interno

< .. > H)\(@) X H)\(@) — R
(u,v) = <u,v>\= / VuVo + (A\V(x) + Z(x))uv,
S

satisfazendo a imersao

HA(©) — H'(O©)

com constante de imersdo C' = (min{1, My})"/2. Consequentemente, temos
lullie > Molulze, Vue€HA®).

A partir da desigualdade acima, temos a seguinte versao do Corolario 1.6 do

Capitulo 1.

Lema 2.3 Para todo & € (0,1) , existe vy € (0,1) tal que, para qualquer © C RY
aberto,
dollullXe < llullRe —volulze, Yu€HA(O) A=A

Neste momento, fixemos dy € (0,1) de modo que
2y < My, (2.2)

onde My ¢ a constante dada em (V3').

A demonstracao deste lema segue os mesmos passos da prova do corolério citado
e, por isso, nao a faremos.

Tendo em vista o crescimento critico na nao-linearidade do problema em questao,
o proximo lema, que é uma versao do Teorema A.15, serd de extrema importancia nos

nossos estudos.
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Lema 2.4 Se (U,)nen € uma sequéncia limitada em H*(RY) satisfazendo
v, = v em L?(RY)
0,2 2 v em M(RY)

Vo> > pu em M(RY)

onde v e u sao medidas finitas ndo-negativas em RY, entdo existem um conjunto I, no

mdximo enumerdvel, familias {x;}icr de pontos distintos em RY e {v;}ier em (0,00)

tais que
v=|v?* + Z Vilz, »
icl
com
2

Z v < o0,

iel
e

2
*

w{x;}) > Svr, Viel,

onde 0, € a massa de Dirac em x e S é a melhor constante de Sobolev para a imersao
HY(RY) — L¥ (RY).

2.2 Funcional Modificado e a Condicao de

Palais-Smale

Definamos a funcao h : R — R por

Bst 4+ s s >0,

0, s < 0.

h(s) =

e fixemos uma constante positiva! a tal que

onde vy é a constante dada em (2.2).
Consideremos também as fungoes f, F' : R — R dadas por
min{vys, h(s)}, s>0,

0, s <0,

fls) =

s, S>a,

= h(s), 0<s<a,

0, 5 <0,

1Tal constante existe em virtude do Teorema do Valor Intermediario, ja que a funcdo que associa a

cada z > 0 o valor h(x)/z e se anula caso contrario, é continua e 0 = /llir% @ <y < f+1=h(1)/1.
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e
. H(a) + s00(s* —a®), s>a,
F(s)= [ f(r)dr=9q H(s), 0<s<a,
’ 0, 5 <0,
onde

No que segue, suporemos, sem perda de generalidade, que J = {1,2}. Dessa

forma, ponhamos

Q= U, e Q=0 U0Q,.

1, ze),
0, = ¢,

Xs(x) =
e definamos as fungoes g,G : RY x R — R por

g(z,s) = xs(s)h(s) + (1 = xus(x))f(s)

G(x,s) = /Osg(x, r)dr = xs(x)H(s) + (1 — xs(z))F(s).

Agora consideremos o funcional @, : Hy — R dado por
1
¢w@:-/ Vul + WV (@) + 2@ — [ Cla,u).
]RN

2 RN

Sob as condigoes (V1) —(V3), (Z1)—(22') e pelas defini¢oes de g e G, o funcional

®, ¢ de classe C1(Hy, R) e seus pontos criticos sdo solugoes nao-negativas do problema
—Au+ AV (z) + Z(z))u = g(z,u) em RY. (2.3)

Note que, pela definicao da funcao g, um ponto critico de @, é uma solugao de (Py)
se, e somente se, u(r) < a em RV\Q/, .
A partir de agora, mostraremos alguns resultados que nos darao informacoes
importantes relacionadas ao funcional ®, e a condi¢iao de Palais-Smale?.
Primeiramente, observemos que, pelas defini¢oes de h e f, podemos assumir, sem

perda de generalidade, que qualquer sequéncia (PS). de ®, é nao-negativa.

2Ver Apéndice A, Secdo A.3
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De fato, seja (un)neny C Hy uma sequéncia (PS). de ®,, isto é,
Oy(uy,) ¢ e Py(uy,) — 0 em H) . (2.4)
Suponhamos, passando a uma subsequéncia se necessario, que
||t _||]x >0, VneN,

pois, caso contrario, nao ha o que fazer.

Entao, tendo em vista as defini¢oes de h e f e usando que u,, = u, + u,_ com

supp () N supp (u,_) = 0,

W) tn) = [ VT l) WV e) + ZG@)unln) = [ alaun) )
= IV )P+ V@) + Z@) P = [ gt ) n)

N /RN |V (un) [ + (AV () + Z(2)) (un_)?

= lun-|13-

Assim,

[t Ix = @A () (un—) < (|24 () 3] [t -

onde [|.||5 denota a norma de H}, e dai, por (2.4)
[lun—|[x < (|5 (un)l[} — 0. (2.5)

Para concluirmos, resta mostrar que (u, )n,eny uma sequéncia (PS). de ®,.
Sendo assim, basta observarmos que, usando novamente as propriedades de u,,

e Up_,

Dy\(u,) = %/}RN |Vu,|* + AV (2) + Z(x))u? —/ G(z,uy)

= 5 [ V)P + OV @) + Z@) ) =~ [ Gl +
45 [ 9P+ OV (@) + ZG) ()
= @alua) + 5l B (2:6)
Logo, por (2.4) e (2.5),
D (tn) = Ba(un) — 3l [} — ¢ 2.7
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Além disso, por (2.6),

D (up)v = P\ (upy)v + V(un_)Vo+ AV (z) + Z(2))(up_)v, Yo € Hy.

RN

Consequentemente, para toda v € H, com ||v||y <1,

Bl = (B0 = [ V() Vot V(@) + Z) 0o
< \@i\(un)v\jt\/RN V(un_)Vo + AV (2) + Z(2))(un_)v|
< @3 llols +1 < v >
< 1@ C)l5 + .

donde

[P ()15 < 1P () [ A+ [y

e passando ao limite n — oo obtemos
@\ (upy) = 0 em H,y.

Portanto, pelo limite acima e por (2.7), (4n 4 )nen ¢ uma sequéncia (PS). de ®,, como
queriamos mostrar.
O proximo lema é uma versao do Lema 1.7 do capitulo anterior e garante, como

caso particular, que toda sequéncia (PS). de ®, é limitada.

Lema 2.5 Suponha que as sequéncias (tun)nen € H € (An)nen C [A1,00) satisfagam

D, (un) = c. 25)
194, (ua)l5, — 0, (2.9)
ondece R e
IflIN="sup [f(©)], para feH .

PR, [lella<t

Entao existe uma constante M = M(c), que independe das sequéncias tomadas, tal que
0 <liminf ||u,|[3 <limsup||u,|[5 <M.

Em particular, se a sequéncia (A\p)nen € constante com A\, = X > Ay, para todo n € N,

entdo (Up)neny € H € uma sequéncia limitada e (PS). de ®,, isto é, satisfaz

Dy (un) — ¢, (2.10)
)\ (u,) =0 em H'. (2.11)
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Demonstragao:

Para demonstrarmos esse lema, basta notar que valem as estimativas

1
H(s)—mh(s)sgo, VseR,

(11
FO) = i <t (5- 1) o Vs

e repetir os mesmos argumentos empregados na prova do Lema 1.7 do Capitulo 1.

|
Para enunciarmos o resultado a seguir, precisamos fixar algumas notacoes.
Dado j € {1,2,3}, seja o funcional [, : H}(Q2;) — R dado por
1 *
/ |Vul? + Z(x)u® — i ult — —*/ u? (2.12)
Q; 2" Ja,

Vale destacar que os pontos criticos de I; sao solucoes fracas positivas do problema

—Au+Z(x)u = pul+u* ! em Q;
u = 0 em 09,

(2.13)

e que este tem a geometria do Passo da Montanha, donde fica bem definido o nivel

minimax do Teorema do Passo da Montanha (Teorema A.6),

¢; = inf max I;(v(¢)), (2.14)

~v€l'; t€[0,1]
onde T; = {y € C([0,1], H}(2,)); 7(0) = 0, L(7(1)) < 0}.

A técnica que foi aplicada por Alves, de Morais Filho & Souto para provar o
Teorema 2.1, inclui a comparagao entre niveis de energia do funcional associado ao
problema (P)) com niveis de energia de funcionais relacionados a problemas auxil-
iares referentes ao problema (P)), assim como o estudo do comportamento de algumas
sequéncias (PS)e,.

Neste sentido, vejamos o seguinte lema.

Lema 2.6 FExiste * > 0 tal que, para todo 3 > (3*, temos

11 \S2
: S Vije{l1,2
CJE <07 (2 q+1) 4 ) ) ]E{ ) 73}7

onde S é a melhor constante de Sobolev para a imersio H*(RY) — L?" (RY).
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Demonstragao:
Seja j € {1,2,3} qualquer.
Fixemos entdo uma fun¢ao nao-negativa ¢; € Hj(Q;)\{0} e consideremos a apli-

cagao o, : [0,00) — R dada por

I&; t> .
o;(t) = I;(tp;) = / IVol|* + Z(x)p” tquH @q“—g ) .
J

E facil ver que o é continua, 0,(0) = 0, 0;(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno,
ja que o’%(t) > 0 para t proximo de 0, e lim; .o 0j(f) = —oo. Sendo assim, existe
ts; € (0,00) tal que

Ij(tsg5) = max I;(te;)

e, por conseguinte,

0 =0}(ts;) —t/ Vol + Z(x) —tqﬂ/ q“—t?*—l/ or . (2.15)
Q

J

Além disso, como ¢; é o nivel minimax de I;, temos

cj < Ii(ts05)- (2.16)

Note que, por (2.15),

—1 1 * *
/ Vo> + Z(x)e; = pBth; / pI" +t?;,j2/ 05
Q; Q; Q;

e dai

o que implica em

lim t5; =0.

p—o0

Usando o limite anterior, temos, pela continuidade de I;,
Jim I;(tg,05) = 0

donde, por (2.16) e pela definicdo de limite, segue que existe 57 > 0 tal que

Cj<(l_L) 52 g (2.17)
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Portanto, como j € {1,2,3} ¢ arbitrario, para cada j € {1,2,3} existe 3; > 0

satisfazendo (2.17). Sendo assim, para concluirmos a demonstragao, basta tomar

* = max &7 .
b 1§j§3ﬁj

Uma consequéncia imediata do lema anterior é o

Corolario 2.7 Para (8 suficientemente grande, tem-se
1 1
Z Cje (0,(5——1>Sg’> .
1<5<3 ¢+
Essa informacao é muito importante para os nosso estudos, como mostra a

2 q+1
(Un)nen C Hy do funcional @) possui uma subsequéncia convergente em H,y.

Proposicao 2.8 Para cada A >1ec e (O, (l — L) S%), qualquer sequéncia (PS).

Demonstragao:
Sejam A > 1 e (uy)nen C Hy uma sequéncia (PS), de @ nao-negativa?.
Pelo Lema 2.5 (U, ),en ¢ uma é limitada em H, e, consequentemente, em H'(RY),

ja que Hy — H'(RY). Dessa forma, existe K > 0 satisfazendo
K = max{[[un|[x, [unl3, [Vunl3} - (2.18)
Dai, sendo H, um espaco reflexivo, ja que é de Hilbert, podemos assumir que
u, —u em Hye H'(RY). (2.19)
para alguma u € ‘H,. Mais ainda, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, temos também
u, —u em L (RY), re[1,2%), (2.20)

e, por conseguinte,

u,(r) — u(xr) quase sempre em RY. (2.21)

Note que se mostrarmos a convergéncia

lunl[x — [lullx, quando n — oo, (2.22)

3Podemos tomé-la dessa forma devido & observacdo feita anteriormente, pagina 64.
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entao termina a demonstracao. De fato, supondo ja mostrada a convergéncia acima,
como u, — u em H, que é um espago uniformemente convexo (pois é de Hilbert),
segue que

U, — u em Hy.

Vejamos agora que, como

= lulla = @) ) — 85+

R

g(x7un)un_/ g(ZIZ',U)U,
N RN

entao nosso objetivo passa a ser a verificacao das convergéncias

nh—>nolo D\ (un)un, = D)\ (u)u (2.23)
e
lim g(x, up)u, = / g(x,u)u. (2.24)
n—oo Jpn RN
A demonstracao destas igualdades ¢ um tanto longa e, por isso, a dividiremos em
O partes.

1° Parte: O limite fraco u € ponto critico do funcional ®) ou, equivalentemente, vale
o limite (2.23).

Como C>®(RY) ¢é denso? em H,, basta mostrar que
P\(u)p=0, Ve CRY). (2.25)

Dai, nosso objetivo é mostrar que, para toda ¢ € C°(R”) vale o limite

Vet (AV(z) + Z(x))unp — /RN 9(x, un)p =

= Py(un)p — Py(w)yp =

= [ Vue s W)+ 2@ - [ gl 226
RN RN
pois, ja que (u,)nen € (PS)., temos

P\ (up)p — 0, VYee CXRYN),

e pela unicidade do limite teremos (2.25).

4Ver Apéndice A, Lema A.9
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Sendo assim, mostremos (2.26).
Fixemos ¢ € C°(RY) arbitrariamente.
Pela natureza de ¢, a aplicacao
we H' (RY) — VwuVe+ (A\V(x) + Z(x))we
RN
define um funcional linear e continuo em H*(R"). Logo, como u, — u em neste espago,
Vu,Vo+ AV (z) + Z(x))u,p — VuVe + (AV(z) + Z(x))up. (2.27)
RN RN

Além disso, por (2.20), temos também

J

Mais ainda, a convergéncia

h(un)p = 8 u%w/ u "l — uqso+/ uQ*ls@z/ h(u)p. (2.28)
@, a @, 2 Q

/ /
J J

/ F(un)p — flu)p (2.29)
RN\Q, RN\Q,

segue do fato de u, — u em L. (RY) e de, pelo Teorema A.3, a fungao f: VxR >R,

loc

onde V é um compacto com V D (supp o N RV\Q}), dada por

f(x,s) = f(s)p(x), V(r,5) eV xR,

definir uma aplicagao de Nemytskii N : L'(RY) — LY(RY) continua, ji que f é uma

funcao de Carathéodory satisfazendo, pela definicao de f,

1F(2,9)] < llsol £(5)] < |lootols], ¥ (z,8) €V xR.

Portanto, (2.26) segue de (2.27), (2.28) e (2.29), e assim concluimos a 1° parte.

As proximas etapas tém por objetivo mostrar o limite (2.24).

2° Parte: Dado € > 0, existe R > 0 tal que
/ V| + (W (2) + Z(2))u? < ¢, (2.30)
Br(z)

para todo n suficientemente grande.

Fixemos uma fungio ¢ € C*°(RY [0, 1]) satisfazendo

3

1 , Vo eRY,

0 e [V((2)| <

C’BR(O)C ) C‘Bg(o)
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onde R > 0 é, sem perda de generalidade, tal que
Bry2(0) O €.
Como (up)nen ¢ uma sequéncia (PS)., por (2.18) temos
1 () ()| < 19" ()5 Ity < K19 ()5 — 0 (2.31)

Por outro lado, pela forma como ( foi tomada, temos

O (un) (Cun) = VunV(Cun)+(AV($)+Z(9€))un(€un)—/ 9(x; un)(Cun)

RN RN

_ / VU2 + WV (@) + Z(@)i) + unVunVC — [ ¢ Flun)n
RN RN

donde

L0Vl + (@) + Z@d) = B)cu) = [ 0 Tuve+

RN

+ [ Cf(un)un. (2.32)
RN

Agora, usando a desigualdade de Hélder e tendo em vista (2.18) e a natureza de (,

—/ u, Vu,V( < / [t | [ Vu, V|
RN RN
< unl3|Vun V3
3K?
< —. 2.33
< K (239

Além disso, pela defini¢ao de f e por (V3'), temos

flow < y?® < ﬁoo(/\‘/(x) + Z(x))v?

< Vo2 + (A\V(z) + Z(2))v*), Vv e H,,

IZ0) (
=
onde v5/My < 1, pela maneira como v foi escolhida, (2.2). Consequentemente,

CF (un)up < ﬂ/ C(IVunl? + (W (2) + Z(2))u2), VneN.
RN Mo RN
Mais ainda, usando (2.33) e a tltima estimativa em (2.32), obtemos

3K?

(1 _ ]\”4_1) U OV (@) 2(0)u) < @) ) Gn) +

donde, pelas caracteristicas de (,

3K%a
R

/B o [Vl OV (@) + Z(@))un, < 0 (1) (Cun) +
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-1
onde o = (1 — ]C—[OO) . Portanto, dado € > 0, por (2.31) temos

a®’ (u,)(Cu,) < =, para n suficientemente grande,

DN ™

e tomando R de modo que
3K?
— <
R =

DO ™

segue a conclusao desta parte.

3° Parte: A sequéncia (v;);er obtida de (uy,)nen pelo Lema 2.4 satisfaz

vi=0, Viel.

Primeiramente, observemos que estamos sob as hip6teses do Lema 2.4.
De fato, claramente (u, )nen € uma sequéncia que converge fraco em L* (RY), uma
vez que ¢ fracamente convergente em H'(RY) e HY(RY) — L* (RY) continuamente.

Além disso, como o espaco® (M (RY),||.||ar), onde a norma ||.||,; é dada por
lollr =1ol(RY), Vo€ MRY),

¢ separavel e ¢ o dual de (Co(RY),|.|o), entdo, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-

2 Vpen € (|Vup|? nen sdo limitadas

Bourbaki, basta mostrar que as sequéncias ( |u,
em M (RY) para concluirmos que estas sdo, a menos de subsequéncia, fracamente con-

vergentes. Mas isso ¢ imediato, uma vez que
M = / \un
RN

Va2 [lar = / Vunl = |Vl
RN

2* 2%
2*

2% — ’Un

| fun

e (ty)nen € limitada em H'(RY) e, consequentemente, em L* (RY).
Agora vamos & demonstracao desta parte.
Para comecar, afirmamos que o conjunto de indices L ¢é finito.

De fato, como (uy)nen ¢ (PS)., temos, para cada ¢ € C®(RY),

on(1) 1= )\ (un)p — 0,

Sver Apéndice A, Secdo A.6
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ou seja,

/RN ©|Vu,|* + /RN O AV (x) + Z(x))u2 + /RN U, Vi, Vi = /RN ©0g(z, up )ty + 0p(1) .
(2.34)

Fixemos entao n € C°(RY,[0,1]) tal que

=1 =0, e |Vnle <3, com suppVn C B(0,2).

M B0, ; 77}3(0,2)0 =

Agora tomemos arbitrariamente € > 0 e z; € {z;}ier, onde (z;);er é a sequéncia
de pontos disjuntos dada no Lema 2.4, e consideremos a fungio 7. € C(RY,[0,1])

dada por

na(x)zn(m_xj) , Vo eRY.

£

E facil ver que a funcao acima satisfaz

w

, com supp Vn. C Bo(x;). (2.35)

776 Bs(xj) = 1’ nE‘BQs(Z'j)C = 0’ € |V775|OO S

e
Assim, fazendo 7. = ¢ em 2.34 e denotando a bola Bs.(x;) por B, temos

/an|Vun|2+/Bns()\V(a:)—|—Z(x))ui/BunVunVn€:/ang(:c,un)un—l—on(l). (2.36)

Agora observe que
/ (A (@) + Z(2))2 > 0,
B
j& que todas as func¢oes do integrando sao nao-negativas, pela definicao de g segue que
g(x,8)s < h(s)s = Bs1™ 4+ 5% Ve eRY, VseR,
e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e Holder, (2.35) e (2.18),
3
—/ U, Vu,Vn. < / U |V, || V| < —/ U | V|
B B €JB
3 3K
< g\unb,B’VUn\z,B < T\Un\z,B-

Dessa forma, podemos reescrever (2.36) como

,  3K» " -
775|vun| < _|un|2,Bﬁ neug + Nelly, + On(l)
B € B B

donde obtemos, aplicando o limite n — oo e usando o Lema 2.4 juntamente com (2.19),

3K3
/ nedi < 252l 58 / nouttt 4 / ndv.
B € B B
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Mais ainda, como - + % = %, usando a desigualdade de Hélder e lembrando que

2*
B = Bgs(l’j),

L
2% B = 266(}]]\[\[ |’LL

1 1
|ulo,p < [Boe(25)| ¥ |ulo 5 = ((26)Ywn) ¥ |u

2*.B >

onde wy denota o volume da bola unitaria em RY. Entdo

1 L
/ nedp < (6K2wx )|ulo g + ﬂ/ noudtt +/ nedv . (2.37)
B B B
Agora, como a funcao [ = 1 pertence aos espagos L'(B,v), L'(B, ) e L'(B),

ne(2)] < U(z), VaxebB,

Ne(T) = X{z;}(z) quase sempre em B, quando € — 0,

onde Xy.,} € a fungao caracteristica do ponto z;, pelo Teorema da Convergéncia Do-

minada de Lebesgue devemos ter

[onedv = vte) =vie [ =), [ nart =0, quando e 0.
B B B
Portanto, tomando o limite ¢ — 0 em (2.37) segue que
p({z;}) < 6K%w§ 0+3-0+v;,
isto é,
ulfas}) < ;. (2.39)
Por fim, como o Lema 2.4 também nos da

2
*

pu({x;}) > SvF , Viel, (2.39)

se v; > 0, entdo segue de (2.38) que

vz

v, >S87 (2.40)

donde concluimos que existe apenas uma quantidade finita de 1r; nao-nulos, pois de

outra forma teriamos
2
2

o
E Sy =00,
i=1

o que contraria o Lema 2.4.
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A seguir, mostremos que
v, =0, Viel.

Usando mais uma vez que (u,),en € uma sequéncia (PS),, temos

1
qg+1

Dy (uy,) — D (up)un, = ¢+ 0,(1),

e usando que, por (2.2),

LoV + 2@+ [ —ote ), - Gl =

1 1
> ( My — - 2> (M, — 2>0.
_( 0 V0(2 q+1>)/RNu”_( 0 Vo)/RNUn_

11 ,
P — nl” < (1
(2 q_’_l)/RN|Vu] <c+o,(1)

e, consequentemente, fazendo n — oo,

(%_qu1> w({z}) < (%_HLJ /RNdugc, viel.  (241)

Agora, se existe j € I tal que v; > 0, entdo, pela desigualdade acima, (2.39) e (2.40),

obtemos

devemos ter
1 1 1 1 2 1 1 N
gl [ D> (=——— v >[(-———) 52
= (2 q—i—l)u({%}) = (2 q+1> = <2 q—i—l) ’
o que contraria a forma como tomamos a constante ¢ no enunciado. Logo
V; = 0, Vi e [7

como queriamos mostrar.

4° Parte: u, — u em L2 (RN).

Pelo Lema 2.4 e pela parte anterior temos

7 S uf* em M(RY). (2.42)

|t

Tomemos V C RY um compacto arbitrario.
Para verificarmos o resultado desta parte, devemos mostrar que u, — u em
L¥(V), o que faremos com o auxilio do Teorema de Brezis-Lieb (Teorema A.4) e

usando a convergéncia (2.42).
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Fixemos entdo uma fungao ¢ € C*(RY,[0,1]) tal que ¢|, = 1.

Por (2.21), claramente

02 (z)uy(z) — gO%(x)u(x) quase sempre em RY

ox = (/ @Ui) < |un
RN

donde a sequéncia (2 Uy, )pen € limitada em L? (RY). Dessa forma, podemos usar o

07 Uy,

2%

Teorema de Brezis-Lieb (Teorema A.4) e concluir que

|02 w3 — |02

1
2% |902* Up — QU

* N—00 1 *
2 — | ul3

* -

Além disso, de (2.42) obtemos

2% o 2% N—00 2%
2% T (ioun pu- -,
RN RN

o que nos da, pela unicidade do limite,

1 L 9% n—oo
U, — P Ul5e — 0

1%

e, por conseguinte,

/|un—u|2*§/gp|un—u
1% v

isto é, u, — uem L¥ (V). Assim, como V C RY & arbitrario, temos a conclusao desta

= |p>u, — p>ul;. — 0,

parte.

5° Parte: / (T, up)uy, — g(z,u)u quando n — oo e conclusao.
RN RN
Finalmente mostremos que

n—o0o

lim g(x,un)un—/ g(z,u)u. (2.43)
RN RN

Para isso, mostraremos que

lim h(wn)u, = /RN h(u)u (2.44)

n—oo [pN

lim I (up)u, = - f(u)u. (2.45)

n—oo [pN
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O limite (2.44) segue de (2.20) e da parte anterior, de maneira semelhante a feita
em (2.28) fazendo ¢ = u,,.

Mostraremos a convergéncia (2.45) com o auxilio da parte 2.

Fixemos € > 0 qualquer.

Pela 2° parte, existe R > 0 satisfazendo (2.30).

Note que, pela definicao de f,

max I (s)] < W(a)+ vy =1,
s€

onde a > 0 é a constante que foi fixada no inicio desta se¢do. Além disso, como (uy,)nen

é limitada em H,, existe K > 0 tal que
lula + |unls < K1, YneN.

Dessa forma, temos

[t = s < [ Ui = S+ [ )= sl
RN\Q; RN\Q; RN\Q

< / 1/0|un||un—u|+/ vi|ul |u, — ul

RN\, RN\Q,

< v (Junla|un — ula + [ul2|u, — ul2)

S l/lKl’un - U|2 . (246)
Agora, notemos que

[t —ula = |un — uloBr) + [tn — Ul2,B,(0)

< |ty — ul2,Bro) + WH% — ul|x,BR(0)

1
S fun = ulpao) + 7 (lunllxr©¢ + lellrBr)¢) -

0
Mais ainda, levando em conta que u,, — u em H), e a forma como R > 0 foi obtido,

temos

||UH)\7BR(O)C S lim inf ||un||)\,BR(0)C S g.
Logo

Uy, — uly = |un — ul2,Br0) + —575€ -
r(0) MO1/2
Portanto, tendo em vista (2.46), segue da igualdade acima que

2K1V1
My

/ f(un)un - f(u)u S Klyl‘un - u‘2,BR(O) +
RN\Q,
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donde, tomando o limite superior e usando (2.20),

2K1V1

lim sup IV €
0

/ f(un>un - f(u>u <
RN\,

Assim, como € > 0 é arbitrario, devemos ter

Lo e = s

e dai concluimos que vale (2.45) e, consequentemente, a conclusdo do teorema, pelo

0 < liminf < lim sup

[ i = =0,
RN\Q,
que foi colocado no inicio da demonstracgao.

Uma sequéncia (uy)ney C H'(RY) é dita (PS)s.. quando
Un € Hy,, lim @y (u,) =c e lim [[®) (u,)]]}, =0,
onde a sequéncia (A, )nen satisfaz

lim A\, = cc.

n—oo

A seguir, mostraremos a proposicao que traz os resultados referentes as sequéncias
(PS)uo.c presentes no artigo de Alves, de Morais Filho & Souto [6], a qual é uma versao

da Proposicao 1.9 do Capitulo 1.

Proposigao 2.9 Seja (u,)neny C HY(RY) uma sequéncia (PS)s,. com nivel ¢ perten-

. N . A
cente ao intervalo <O, <% — ﬁ) Sz ) Entao, a menos de subsequéncia,

u, —u em H'(RY),
para alguma u € H'(RY). Mais ainda:

(i) u=0 em RN\Q; e u|, € uma solugio nao-negativa de
J

—Au+Z(x)u = PBululTt +uu/Ft em Q; P)
u = 0 em 0S); ’ !
para j = 1,2.

(71) (un)nen converge para u em um sentido forte:

[|tn = ul[x, =0

u, —u em H'(RY)
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(iii) a sequéncia (u,)nen também satisfaz:

/ MV (@02 — 0 (2.47)
]RN

[N (2.48)
ol oy = [ V0 + ZG)a?, 5 = 1.2, (2.49)

Demonstragao:

N

Seja (un)ney € HY(RY) uma sequéncia (PS)u,. com ¢ € (O, (% — q%) 5'7>.
Pelo Lema 2.5, a sequéncia (u,)nen ¢ limitada em H'(RY) e dai, a menos de

subsequéncia, podemos assumir que
u, —u em H'(RY),
para alguma u € H'(RY). Além disso, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov,

u, —u em L (RY), Vre[1,2%), (2.50)

donde

un(r) — u(x), quase sempre em RY

e, consequentemente, a funcao u é nao-negativa.
Para mostrarmos (), basta adaptar os argumentos da Proposi¢ao 1.9 (i) do capi-
tulo anterior.
Agora vejamos (7).
Notemos que
o =l ~ | o L) = S0 =) = 4, ) ) = 4, (1) )+
i

+ /, (h(un) — h(w))(u, —u) .

J

Assim, se mostrarmos que

lim ) (u,)(u, —u) = lim ®) (u)(u, —u) = lim (h(un) — h(w))(uy, —u) =0.
n—oo n—oo n—oo Q/
’ (2.51)
entao (i7) estd demonstrada. Com efeito, pela definicao de f e lembrando que u = 0

em RM\Q;, temos

fun()) = f(u(x)) = f(un()) = f(0) = f(un(z))
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S (un(2) — u(x)) = f(un(z) = 0) = f(un(z)),

para todo x ¢ ;. Dai
/ (F(ttn) — ()t — ) = / (F(ttn — ) (1 — 1) < vt — uf3.
RN\, RN\,

ou seja, pelo Lema 2.3,

IN

o =B, ol —

lu =l [ () = f@)n —
RN\Q,

B, (1)t — 1) = @4, ) — ) +

+/Q (h(un) — h(w))(u, —u).

’
J

Oolun —ull3,

IN

Portanto, fazendo n — oo e usando (2.51)
[t = ul[* < fJun = ull3, — 0.

Dessa forma, mostremos (2.51).
O limite
lim @) (un)(un, —u) =0

n—oo
segue imediatamente do fato de (uy,)nen ser (PS). € limitada.

Para concluirmos que

/ (h(un) — h(u)) (1, — ) = (2.52)

J

primeiramente note que

/ (h(tn) — hw))(utn —0) = B [ (uf — )ty — ) + / (W2 — ), — ).
Q

/
J

Afirmamos que

De fato, como

1 1 a+1
art-=1, uie L (Q)) e |ufleg =lunlg, o, VR EN,
w4 ’ !
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entao, pela desigualdade de Holder,

[ = u = u) < Jud = a0l g~ g
J

< |un|g+1,9{, + ’u‘ZH,Q{]) |up — u|3+1,9{,
Assim, como u, — u em LY(Q)) e (up)nen € limitada em LIT(}), pois também
temos u, — u em LI (), fazendo n — oo na desigualdade acima, obtemos (2.53).
De modo anélogo,
lim (> = N (u, —u) =

n—00 m
94
J

Portanto vale o limite (2.52).
Por fim, para verificar que

lim ®\ (u)(u, —u) =0,

n—oo

basta observar que

’
J J

'/\n (u)(u, —u) = / VuV (u, —u) + Z(x)u(u, —u) — / h(uw)(u, —u)

e valem

lim h(u)(u, —u) =0,

n—00 ’
Q
J

por um argumento anélogo ao feito para concluir (2.53), e

lim VuV (u, —u) + Z(x)u(u, —u) =0,

n—oo
Q/
J

ja que u, — u em H'(RY) e a aplicagao
ve H'RY) — [ VuVu+ Z(z)uww
@
define um funcional linear e continuo em H'(RY).
Sendo assim, vale (2.51) e pelo que foi colocado inicialmente, temos (7).
Finalmente, vejamos (i77).

Sobre (2.47), por (V3') e como suppu NsuppV = ) e, para n suficientemente
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grande, A\, < 2(\, — 1), temos

/ R T — / (e — D)V ()2
RN )\n—l RN

< 2 [ On = DV = 0 + (V) + Z(a)) 0 — 0 +
+2 /RN |V (u, —u)|?
< 2 [ 196 =0+ V(@) + Z(e) 0 — o)

= 2llun —ulf3,

e passando ao limite n — 0o obtemos, por (2.47), o resultado desejado.
Em relagdo a (2.48), note que, usando um argumento analogo ao empregado

acima,

||un||?\n,RN\QJ = Hun—uHin,RN\QJ

< Jlu, —ull3, — 0, quando n — oco.
Para finalizar, segue de (2.47) que

— 0, quando n — o0.

lnl 3,00 = lunll3, 0

€ como

Il = [ IVl + Za)e

J

concluimos que vale (2.49)

Como mencionamos anteriormente, um ponto critico de ®, ¢ uma solucao de (P))
se, e somente se, u(z) < a em RV\Q;, onde a é a constante fixada no inicio desta segao.

Neste sentido, vejamos a

Proposicao 2.10 Seja {uy}r>1 uma familia de solugdes positivas de (2.3) satisfazendo

sup {Dy (uy)} < (1 _ L) S5

A>1 2 qg+1

Entao existe \* > 1 tal que
’u)\‘OO,RN\Q/J <a, VA2 )\*7

isto €, uy € solugao positiva do problema original (Py) para A > \*.
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Demonstragao:

Seja (An)nen uma sequéncia com lim, . A, = oco. Para simplificar a notacao,
facamos uy, = uy,.

Pelo Lema 2.5, (up)nen ¢ uma sequéncia limitada de solugoes positivas de (2.3)

e, pela Proposicao 2.6, a menos de subsequéncia,
U, — u em H'(RY),

onde u ¢ o limite fraco de (uy)neny em H'(RY).

Nossa intencao é usar a Proposicao A.17 e, em seguida, apés modificarmos o pro-
blema (2.3), aplicar o Corolario A.20 para concluirmos a estimativa desejada. Dito isto,
devemos mostrar que a fun¢do g que aparece no problema (2.3) satisfaz a desigualdade
(A.24) da Proposi¢ao A.17.

De fato, temos a seguinte estimativa: se 1 <a <b, a>0e 0 <y <1, entao

b—1

e a—1
as“ﬁ’ys%—(—) * Vs>0.
fy

Logo g satisfaz (A.24), pois

g(z,s) = xs(x)h(s) + (1 — xs(x)) f(5) < h(s) + vps = vps + Ps? 4 s>

ecomo 1 <g<2*=1,6>0e0<1y<1,

2% 2

-1
g(z,s) < s+ vps + (£> e +s271 Vs >0,
10

ou seja,

2% —2

q—1 «

g9(x,u,) < 2vu, + <1 + (ﬁ) ) ur = (20 + an(2))u,, Vn €N,
Vo

2% -2
onde a,(r) = Cu? 2 com C = |1+ I% o ) w21, esta em L2 ®") para todo n,

ja que (2* — 2)

|2

= 2* e HYRY) — L?(RY). Entdo, pela Proposigao A.17, fixado
r > 2"

[unl, < Crllunll, ¥neN,

donde segue que a sequéncia (u,)ney ¢ limitada em L"(RY), uma vez que o é em

HY(RM).
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Agora, reescrevamos o problema (2.3) como
—Au, + (ANV(z) + Z(x) — 2v9)up, = §(x,uy,), em RY |

onde

g(ZE, un) = 9(% un) - 2V0un < an(x)un7

- * T * PR
ea, =Cu2? e L¥™(RY), com 5= > 525 = . Dessa forma, o Corolario A.20

assegura que existe iy > 0 tal que
[tn]oo < Ko, VneN.

Deste ponto em diante, a prova ¢ andloga a da Proposi¢ao 1.10, partes 2, 3 e 4,

do capitulo anterior.

|
2.3 Argumentos do tipo Minimax
para o funcional )
Para cada A > 1 e j € {1,2}, seja o funcional ®,; : H'(€2;) — R dado por
Dy i(u) = 1/ IVul> + (\V () + Z(z))u® — b wltt — 1 u?, Yu e HY()
»J 9 o q+ 1 ) + P o + i/
(2.54)
cujos pontos criticos sao solucoes fracas positivas do problema
—Au+ AV (x)+ Z(x))u = Pfu?+u>"" em Q]
ou (2.55)

E facil verificar que o funcional @, ; tem a Geometria do Passo da Montanha.

Dessa forma, o nivel minimax associado ao funcional ®, ; dado por

;= inf max O, ;(y(¢
exg = Inf max @,;(+(1))

onde Ty ; = {y € C([0,1}, H'(€2))) ; 7(0) = 0, ®5;(y(1)) < 0}, esta bem definido.
Uma vez que § > 0 é pequeno, baseando-se em Garcia Azorero & Peral Alonso [22]

e Alves & El Hamidi [5], pode-se mostrar, para cada j € {1,2}, a existéncia de duas
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fungdes nao negativas w; € Hy(Q;) e wy; € H'(Q)), solugdes dos problemas (2.13) e
(2.55), respectivamente, isto &, w; satisfaz
Li(w;) = ¢; e I(w;) =0,
onde I; foi definido em (2.12), e wy ;, por sua vez,
Oy j(wa) =cng e Py (way) =0.

Agora tomemos R > 1 tal que

1 .
]j (ij) <C§], V]G{l,Q},

com ¢; definido em (2.14), e
I (Rwy) <0, ¥je{1,2}.
Pela natureza de w; e pela forma como R foi tomado, a igualdade

snax Ij(sRw;) = Ij(w;) = ¢;, Vje{l,2} (2.56)
é consequéncia do Lema A.7, uma vez que
¢ = Ij(w;) < LA Ij(sRwj) < max Ij(sRw;) = Ij(w;) = ¢;
Consideremos a aplicagao 7 : [1/R? 1] = [1/R?, 1] x [1/R?1] — H*(Q;) dada
por

Yo(s1,82) (1) = sy Rwy(z) + sy Rwa (),  V(s1,82) € [1/R*1]?,

e, entao, definamos o conjunto

Ly ={y € C(L/R* 1], H(Q))\{0}): 7(s) = %(s), Vs € O ([1/R* 1)) }

by y = inf d )
AJ 'yleq“Jse[Ill}%gfl]Q /\(7(8))

Note que 79 € I'; # 0 e que o valor by ; estad bem definido.
Antes de apresentarmos o proximo resultado, que relaciona os valores ¢; := ¢;+co,

cx1+cxz2 e by g, vejamos o seguinte lema.
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Lema 2.11 Para cada vy € Ty, existe s, € [1/R% 1]* tal que
A (1(s))(v(sy)) =0, Vje{1,2}.

Demonstracao:

Seja v € T'y qualquer. Definamos a aplicagao 7 : [1/R?,1]*> — R? por

H(s) = (24,(7(5))(7(5)) , @4 5(7(5))(7(5))) -

Se mostrarmos que existe s € [1/R? 1]? tal que ¥(s) = (0,0), terminamos. Para
isso, assim como no Lema 1.12 do capitulo anterior, usaremos os resultados de Teoria
do Grau Topolodgico presentes no apéndice para concluirmos a existéncia de tal s.
Dessa forma, mostremos primeiramente que (0,0) ¢ ¥(9([1/R?,1])). Com efeito, se

s € O([1/R?,1]?), entdo v(s) = 7o(s) e assim
P)5(00())(0(s)) = Ij(s; Ry (s, Rwy) G = 1,2,
Afirmamos que

1
Ii(sjRw;)(s;Rw;) = 0 se, e 86 se, s; = T Vj € {1,2}. (2.57)

De fato, fixemos j € {1,2} arbitrariamente. A principio notemos que, pelas caracteris-

ticas de w; , temos

1
ijHi,Qj — Blw; gil,ﬂj — |w;

50, = Lj(w;)(w;) = 0.
Por outro lado, se I}(s;Rw;)(s;Rw;) = 0, entao, usando a igualdade acima,
0 = (s;R)"*Ij(s;Rwy)(s; Ruwy)

_ 1 *__
= |lw;l[30, = B(s;R) Hwsliih o, — (5;R)°Huwy

= (1= (s;R) " )Blw;|ii1 o, + (1= (s,R)* 7 )w;

2*
2%.Q;

2*
2*,Qj )

e, consequentemente, s; = 1/R, uma vez que 2* —2 > ¢ —1 > 0, ou seja, as fungoes
t—tlet t2 72 parat > 0, sdo crescentes. Portanto, como j é arbitrério, segue a
afirmagdo e, por conseguinte, que (0,0) ¢ 7(9([1/R?,1]%)), j4 que o ponto (1/R,1/R)
nao pertence a d([1/R?,1]?).

Consideremos agora a fungao f : [1/R? 1] — R? dada por

f(s) = (f1(s), fa(s)) ,
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onde, para j = 1,2,

fi(s) = IL(sjRw;)(s;Rwy)

sTR|w;|} o, — BT R ws |1 o, — 87 R |wjf3e g,
Claramente f =4 em 9([1/R? 1]). Entdo, pelo Teorema A.21,
d(¥, (1/R*, 1)%,(0,0)) = d(f, (1/R*,1)*,(0,0)). (2.58)

Mais ainda, por (2.57), f(s) = 0 se, e somente se, s = (1/R,1/R). Além disso, é
facil ver que f é diferenciavel e f'(1/R,1/R) = (a;j)i =12, onde
2R||wi|} o, — Bla+ DR|wilL]1 o, = 2°Rlwil3i g, i =]
0 i # ]

Assim, como

a; = 2R (szHiQZ - 5|wz‘gﬁﬂl - ’wl‘gﬁz) -

— (B(g = V) Rlwi|1 o + (2° = 2)R|w;

= —(B(¢ = DRIwil{}1 g, + (2" = 2)Rlwil3: o)

< 0,
parai=1,2, f/(1/R,1/R) ¢ uma transformacao linear inversivel com
sinal(det f'(1/R,1/R)) =1,
donde, pelos Teoremas A.22 e A.23,
d(f,(1/R*1)*(0,0)) = d(f'(1/R,1/R), B1(0),(0,0)) = 1.
Portanto, tendo em vista a igualdade acima e (2.58),
d(¥, (1/R*,1)*,(0,0)) =1,

e, consequentemente, existe s, € (1/R?,1)? satisfazendo a conclusdo do lema.

Proposicao 2.12 Com as notagoes acima, temos:



&9
(i) cxq1+cne < by <cy, para todo X > 1;

(ii) ®A(v(s)) < cy, para todo X > 1, v €Ty es e d([1/R? 1]?).

Demonstragao:

Primeiramente vejamos (7).

Fixemos A > 1 e v € I'; quaisquer.

Para a desigualdade cy; + cy2 < by s, observemos que, pelo Lema 2.11, existe
s, € [1/R?,1]* tal que

P\ ,(y(sx) =0, j=1,2,

donde (s,) pertence a variedade Nehari N; = {u € H'(); ®, ;(u)(u) = 0}, para
j =1,2. Entao, pelo Teorema A.8,

Pr(v(s)) = <<I>A(v(sy)) =Y Baa(v(sy) |+ Y Paar(9(s,))

j=1,2 j=1,2

> (wwsm =2 g (9(s) | + 3 inf gy (v)

j=1,2

= <(I))\(’y($’y)) - Z Py (v(sy)) | + Z xj -

j=1,2 j=1,2
Agora vejamos que

Dr((5,)) = 3 Bag (7(55)) = 0.

j=1,2
De fato, notemos que, pela definicao da funcao F,

1
F(s) < 51/052, VseR.

Assim, usando o Lema 2.3 e as definicoes de @y e @, ;,

2(1(5,)) = 3 Bag(1(52) = sl Baay — / F(/(s,))

j=1,2 RN\Q

1 1

> 5”’7(37)”?\,RN\Q{, - QVO‘V(SW)@,RN\Q{,
do

2 EH’Y(SW)H?\,RN\Q{,

> 0.

Dessa forma, pelo que foi feito até aqui, temos

(0] >
i, A(7(8)) Z exi +ene
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e como v € I'; é arbitraria, segue que by ; > c\1 + cy 2.
Para a desigualdade by ; < c;, basta observar que v, pertence ao conjunto I'; e

entao

by < )
oS max A(0(s))

= max _(I1(s;Rwy) + Ix(se Rwsy))

s€[1/R2,1]2

= C+c=cy,

e assim concluimos (3).
Para o ftem (i), tomemos A > 1,y € T'; e s = (s1, 52) € 9([1/R? 1]?) arbitraria-
mente. Entao, pela definicao de 'y,

Y(s) =(s) = ) s;jRuw;,

donde
Pr(7(s)) = Pal(yo(s Z I;(s;Rwy) .

7=1,2

Além disso, lembrando (2.56),
Ij(Sijj) SC]‘, j:172

Mais ainda, como s € 9([1/R? 1]?), devemos ter s; ou sy em {1/R? 1}, digamos s;.

Consequentemente, pela forma como R > 1 foi fixado, I;(s; Rw;) < 4. Logo

Dy (v(s)) = L(siRwy)+ Ir(saRw,)

C1
< 5+02
< cy,

mostrando, assim, o item (77)

Como consequéncia do resultado anterior, temos o
Corolario 2.13 Com as notagoes acima, temos:
(Z) lim b)\J =Cyj,
A—oo

(11) by € um valor critico de ®y para A suficientemente grande.
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Demonstragao:
Vejamos o item (i).
Assim como no capitulo anterior, Lema 1.11 itens (i) e (iv), temos

0<ery;<cj e limey;=¢.

A—00

Portanto, usando a primeira parte da proposicao anterior, segue o resultado.
Com relagao a (ii), usando a parte (¢) e o Corolario 2.7, notemos primeiramente
que, para A suficientemente grande,
1 1 N m
bh;e (0| =———] 52 e byy>cy——, 2.59
we(0(5-7)5%) ¢ husa-d (2.59

onde m := % JH:I% ¢j. Dessa forma, pela Proposicao 2.8, o funcional @) satisfaz (P.S)y, ;.
Agora vejamos que by ; é um valor critico. Para isso, usaremos o Lema da Defor-
macao (Lema A.5).
Suponhamos por contradicao que by ; nao é um valor critico para ®,. Entao, para

g€ =m/2, o Lema da Deformagao nos fornece ¢ € (0,m/2) e n € C([0, 1] x Hy, H,) tais

que
m m
n(l,u) =u, YueH, tal que ®y(u) ¢ |brs— oR b + 5 (2.60)
e
n(1, @27 c o (2.61)
onde, para todo a € R, ®¢ denota o conjunto {u € H,; Py(u) < a}.
Pela defini¢ao de by s, existe g € I' satisfazendo
max  Py(g(s)) <bys+e. (2.62)

s€[1/R2,1]2

Definamos entao a aplicagao h : [1/R? 1]*> — H, por
h(s) =n(1,9(s)), Vse[l/R*1]*.

Afirmamos que h € I". De fato, h é continua por construcao. Agora tomemos

s € O([1/R? 1)?), digamos s = (s1, $2), onde, sem perder a generalidade, s; € {1/R? 1}.
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Entao, por (2.56) e (2.59), temos, caso s; = 1/R?,
1
Pr(g(s)) = @ (Ewl + SQRMQ)

1
= [1 (Ewl) +[2($2Rw2)

< 94 a <
—dco=c——=<c;—m
-~ 2 2 J 2_J
m
< by ——.
AT

Por outro lado, se s = (1, s2), entao

<I>,\(g(s)) = (I),\ (Rw1 + SgRU)Q)
= [ (Rwy) + Ix(sa Rwsy)

< cp<cy—m

m
< b)\”] — 5 .
Assim sendo,
m m
a(9() ¢ [bro =5 bas+ 5|

para todo s € 9([1/R?,1]?), e dai, por (2.60),

h(s) =n(1,9(s)) = g(s) = w(s), Vse€a(1/R*1]%),

donde h € T'. Portanto

brg < Dy (h(s)) .
A,J_Se[gr}%gflp A(h(s))

Porém, por (2.61) e (2.62), devemos ter também

Dy (h <byg—
B PN S br =,

o que ¢ uma contradicao. Logo by ; é um valor critico de ®,, para A suficientemente

grande.

2.4 Demonstracao do Teorema 2.1

Para demonstrar o Teorema 2.1, precisamos encontrar uma solugao nao-negativa

uy do problema (P,) para A suficientemente grande, que se aproxime de uma solugao
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de energia minima do problema 2.1 em cada €, j € J, e de zero em RV\Q;. Para
isso, apresentaremos duas proposicoes que, juntamente com os resultados mostrados
até aqui, garantem a validade do Teorema 2.1.

Sejam o nimero

e a bola fechada de centro em 0 € H, e raio M + 1,
Buy1(0) = {u € Hy; ||ul[x < M +1}.
Dado p > 0, definamos também
D;, = {U € By (0); ||ullxmmvya, <y [@aj(u) — ¢ <, Vije J} :
Lembramos que ®§’ denota o conjunto
O ={ueHy; Pa(u) <ecy}.

Notemos que

w:wl—i-'LUQGDZ\ﬂ(I)iJ,

para todo p > 0, e dai Dy N @5 # 0.

Antes de prosseguirmos, fixemos 1 > 0 tal que

1 .
< —minc¢,.
Y e

Os resultados que mostraremos agora sao versoes, respectivamente, das Propo-
sicoes 1.15 e 1.16 do capitulo anterior, e uma vez que suas demonstragoes seguem os

mesmos argumentos das primeiras, nao as faremos.

Proposicao 2.14 Com pu > 0 fizado acima, ezxistem og > 0 e A, > 1, independentes
de N\, tais que
|25 (w)][5 = o0

para todo u € (D3, \D;) N @Y e todo A > A,.
Proposicao 2.15 Sejam p fixado anteriormente e A, > 1 a constante dada pela

Proposicao 2.14. FEntao, para A > A, existe uma solugcao positiva uy do problema
(Py) com uy € Dy N Y.
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Agora demonstraremos o resultado principal deste capitulo, o Teorema 2.1

Demonstracao do Teorema 2.1:

Seja (An)neny uma sequéncia arbitraria tal que A\, > A,, para todo n € N, e
nh—{EO An = o0o. Usando a Proposi¢do 2.15, obtemos uma sequéncia (uy,)nen C Ha,
onde, para cadan € N, u,, € Dﬁ” N @S’ & uma solugao nao-negativa do problema (P ),
com A = \,.

Pela Proposigao 2.9, podemos extrair uma subsequéncia, que também denotare-

mos por (uy, Jnen, tal que uy, — u € H}(Q;) fortemente em H'(RY), onde o limite u

é uma solucao nao-negativa de (),

||wa, imRN\Qi] —0

lim @y, ;(uy,) =¢;, (2.63)

n—oo
para j = 1,2, onde o tltimo limite é obtido usando argumentos analogos aos explorados
na Proposicao 1.15 e que uy, pertence ao conjunto Dﬁ”, para todo n.

Observemos que as convergéncias acima nao dependem da sequéncia (A, ),en €s-
colhida inicialmente. Além disso, ainda como resultado da Proposicao 2.9, temos u = 0
em RV\Q; e, de (2.63), u‘Qj é solugao de energia minima de (P;), para j = 1,2, uma
vez que

CD,\yj(u) = lim (I))\J(U)\n) =Cj.

n—oo

Portanto, fica provado o Teorema 2.1.



Apéndice A

A.1 Operadores de Nemytskii

Esta se¢ao foi baseada no segundo capitulo de de Figueiredo [16].

Sejam ) um subconjunto aberto de RY, com N > 1, e o conjunto
M(Q) ={u:Q — R; ué Lebesgue mensuravel}.
Uma funcao f: Q x R — R é chamada funcao de Carathéodory se:
(1) para cada s € R fixo, a funcao x — f(z,s) é Lebesgue mensuravel em €;
(i1) para x € Q fixado (quase sempre), a funcao s — f(z,s) é continua.

Sobre as fungoes de Carathéodory, temos a seguinte propriedade:

Teorema A.1 Seja f uma funcao de Carathéodory. Para todo u € M(Q), a fun¢ao

r € Qi f(z,u(zr)) € R € mensurdvel.

Demonstragao:

Fixemos arbitrariamente u € M(Q) e seja (un)neny uma sequéncia de fungdes
simples convergindo quase sempre para u (ver Lema A.2 a seguir).

Pela natureza de f, cada funcdo f(z,u,(z)) é Lebesgue mensuravel e a sequéncia
(f(x,un(x)))nen converge quase sempre para f(z,u(z)). Dessa forma, como o limite

pontual de funcoes mensuraveis é uma fungao mensuravel, segue o resultado.
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Lema A.2 Se f € uma funcdao nao-negativa mensurdvel, entdo eriste uma sequéncia

(¢n)nen de fungdes mensurdveis tal que:
(1) 0 < on(2) < @nii(x), para todo x € RY n € N;
(ii) f(z) = lim @,(x), para todo v € RY;

(i1i) Cada ¢, € uma fungao simples.

Para uma demonstracao do resultado anterior, ver Bartle [8], Lema 2.11.
Tendo em vista o teorema anterior, dada uma funcao de Carathéodory f, de-
finimos o Operador de Nemytskii Ny : M(Q) — M(2), que associa a cada funcao

mensuravel v € M(€2) uma funcao Ny(u), também mensuravel, dada por
Ny(u)(e) = f(zu(z), Vaeq.

Dentre as varias propriedades interessantes que os operadores de Nemytskii pos-

suem, neste trabalho usamos a seguinte:

Teorema A.3 Seja f uma funcao de Carathéodory. Suponha que existam uma cons-
tante ¢ > 0, uma fung¢ao b€ L1(Q), 1 < g < oo, er >0 tais que

|f(x,8)] <c|s]"+blx), V(r,s)eQxR. (A.1)
Entao:
(i) Ng aplica L (S2) em L(S2);

(it) Ny € continua e limitada (isto €, aplica conjuntos limitados em conjuntos limita-
dos).

Demonstragao:
Mostremos que vale o item (a). De fato, seja u € L7 (2). Usando a desigualdade

e Minkowski em (A.1) obtemos
INs(W)lg.0 < cl(ful)lga + blga = clulg.o + bloa,

donde segue o resultado e, também, a limitacao de Ny.
Para mostrarmos o item (b), tomemos uma sequéncia qualquer (u,),eny C L9 (€2)

que converge para alguma u € L7 (Q) e concluamos que Ny(u,) — Nyg(u) em LI(€Q).
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Dada uma subsequéncia qualquer de (u,),en, existe uma subsequéncia desta (que

continuaremos a denotar por (u,),en) satisfazendo, para alguma h € L9 (Q),

lun(z)| < h(z), Ve,

un(r) — u(z) quase sempre em 2.

Assim, por (A.1) e pela natureza de f,

[Ny (un(2)] < (clh()]" + b(x) ) € LU(Q)

Ny(up(x)) — Ny(u(z)) quase sempre em €2,

donde, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
Ny (un(x)) — Np(u(z)) em LU(Q).

Acabamos de mostrar que toda subsequéncia de (Ny(uy,))nen admite uma subsequéncia
convergente, o que implica na convergéncia da propria sequéncia. Segue entao o ftem

(b) e a validade do teorema.

A.2 O Teorema de Brezis-Lieb

Nesta se¢do enunciamos o principal teorema presente em Brezis & Lieb [14], onde

encontra-se a demonstracao.

Teorema A.4 (Brezis-Lieb) Sejam (f,)nen C LP(S2), com 1 < p < 0o. Suponha que
existam f € LP(Q)) tal que

fo— f quase sempre em RY

e C'> 0 tal que
|fn|p,Q S Ca VTL € N.

Entao temos

Tim {|falh o = 1fu = flha} = If

P
P,
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A.3 Teorema do Passo da Montanha

Nosso objetivo nesta segdo, que foi baseada em Rabinowitz (27|, é demonstrar
uma versao do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz.

Comecemos por algumas definicoes.

Sejam (E,||.||g) um espago de Banach e um funcional ® : £ — R de classe
CY(E,R). Dizemos que (u,)neny C E ¢ uma sequéncia de Palais-Smale no nivel c € R

ou, resumidamente, sequéncia (PS). do funcional ®, se satisfaz

b(u,) — ¢

P’ (u,) — 0 em E'.

Diz-se também que o funcional ¢ satisfaz a Condicao Palais-Smale no nivel ¢ € R
ou, simplesmente, condicio (PS)., se qualquer sequéncia (PS). de ® admite uma
subsequéncia convergente.

Vejamos agora uma definicao que diz respeito a “geometria” do funcional ®.

O funcional ® tem a geometria do Passo da Montanha se satisfaz:

(17) Existem «,r > 0 satisfazendo, para todo u € F,
(1) ®(u) >0, se ||ullg <,
(2) ®(u) > a, se ||ul|p =T;

(1ii) Existe ¢ € E tal que
lelle > e ®(p) <0.

Desse modo, se o funcional ® tem a geometria do Passo da Montanha, o niimero

— inf (~(t
¢ = Inf max (v(t)),

onde

I'={y e (0,1}, E); v(0) = 0, 2(y(1)) < 0},

estd bem definido. Este valor é chamado nivel minimaz do Teorema do Passo da

Montanha associado ao funcional ®.
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Antes de enunciar e provar o resultado que intitula esta secdo, vejamos um re-
sultado que nos auxiliard na sua demonstracao, uma versao simplificada do Lema da

Deformacao.

Lema A.5 (Lema da Deformacao) Sejam (E,||.||g) um espago de Banach, c € R e

® € CY(E,R) um funcional satisfazendo a condi¢io (PS).. Sejam também os conjuntos
K={ueFE;®u)=ced(u)=0}

e, dado s € R,
As:{UEE; @(u) Ss}
Se ¢ nao é um valor critico de ®, isto é, se nao existe uw € E tal que ' (u) = 0 com
®(u) = ¢, entao, dado € > 0, existem € € (0,€) en € C([0,1] X E, E) tais que:
(i) n(1,u) = u, se D) ¢ [e— &+ &

(1) n(1, Aeye) C Ae_e.
A demonstracao do resultado acima encontra-se em Rabinowitz [27].

Teorema A.6 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam (E,||.||g) um espago de
Banach e um funcional ® € CY(E,R) com a geometria do Passo da Montanha e

satisfazendo a condi¢cao de Palais-Smale no nivel ¢ € R, onde

= inf max ®(y(t
¢ = Inf max (v(®)),

I'={yeC([0,1],E); 7(0) = 0, ®(v(1)) < 0}.

Entao ¢ € um wvalor critico de ®.

Demonstragao:
Como dito anteriormente, uma vez que ¢ tem a geometria do Passo da Montanha,
o nivel minimax c estd bem definido.

Seja v € I' qualquer. Entao, pela definicao do conjunto I', devemos ter
|7(t)||g = r, para algum ¢ € [0, 1].
Dessa forma, por (i),

max P(v(t)) > inf P(u) > «a,
te[0,1] <7< )) T weE, ||ul|lp=r ( ) -
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donde ¢ > a.

Suponhamos, por contradicao, que ¢ nao é valor critico de ¢. Entdao o Lema A.5
com & = % nos fornece € € (0,€) e n € C([0,1] x E, E) satisfazendo as propriedades 1
e 2 do lema anterior.

Tomemos v € T" tal que

max O(y(t)) <c+e¢ (A.2)
te(0,1]

e consideremos 7 : [0, 1] — F dada por
7 =n(LA(@), vt €[0,1].
Pela natureza de n e v, temos 7 € C([0, 1], E). Além disso, como 7(0) =0 e
@(0):0<%§c—5,

temos, pelo Lema A.5 (1),

Analogamente, como ®(v(1)) < 0, segue que

(1) = n(1,~(1)) = (1)
e dai
®(7(1)) = 2(v(1)) < 0. (A.4)

Assim, de (A.3) e (A4), 7 €T e, pela definicao de c,

¢ < max ®(y(t)) . (A.5)

~telo,1]

Por (A.2), v([0,1]) C A.se, donde, pelo Lema A.5 (2), ([0, 1]) C A._., isto &,

max <c-—e¢,
t€0,1]

o que contradiz (A.5). Essa contradigdo é consequéncia de termos suposto que ¢ nao é

valor critico de ®. Portanto, o teorema é valido.
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A.4 A Variedade Nehari

Nosso objetivo nesta se¢ao ¢, baseando-nos em Willem [30], introduzir e demon-
strar alguns resultados sobre a Variedade Nehari.
Sejam 2 C RY um conjunto limitado com fronteira suave, (E, <, >g) um espago

de Hilbert satisfazendo a imersao continua
E — H'(Q)

e o funcional ® : £ — R dado por

1 2 5 +1 « 2%
q)(u)nguHE_m Qui o Qu+, VueF,
onde ||.||g € a norma de E induzida pelo produto interno, 5 > 0 e o € {0,1}.

Uma condicao necessaria para que u € F seja um ponto critico do funcional ® é
O (u)u=0.
Esta condicao define a Variedade Nehari
N={ueFE;®uu=0,u+#0}.

Vale ressaltar que, para definirmos a Variedade Nehari, precisamos apenas supor
que ® € CY(E,R) e ®(0) = 0. As propriedades desta variedade que veremos a seguir
foram usadas sobre os funcionais ® A I, e @) ;, I;, presentes no primeiro e segundo
capitulos, respectivamente. Este fato justifica as hipoteses adicionais sobre o espaco

E, o conjunto €2 e a forma como tomamos o funcional ®.

Lema A.7 Para cadau € E nao nulo, existe um tinico nimerot, > 0 tal que t,u € N.
Além disso,
O (t, u) = max O (tu).

>0

Demonstracao:
Fixemos arbitrariamente u € E, u # 0. Consideremos a funcao g : R, — R dada

por

t2 I} 1 e
olt) = 0(tw) = G lulfp — e L [t - / D WE>0. (A6)

Primeiramente mostremos que g possui um tnico ponto critico.
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Notemos que g € C*(R,,R), ¢g(0) = 0, g(t) > 0, para t > 0 suficientemente
pequeno, e tlirn g(t) = —oo. Sob estas circunstincias, g possui ao menos um ponto

critico positivo, que denotaremos por t,, satisfazendo

g(tu> - I?%Xg(t)’

isto &,
O(t,u) = max O (tu).

Além disso, observemos que ty > 0 é ponto critico de g se, e s6 se,

0= g'(to) = tolfulfy ~ 146 [ w8 [ u,
Q Q

0 que equivale a
2 -1 +1, 2%-2 2
lullp =175 [ ottt [
Q Q

Dessa forma, como a funcao a direita da igualdade acima é crescente, segue a unicidade

do ponto critico t,. Por fim, de
tg(t) = @' (tu)(tu), V¢ >0,

temos t,u € N. Portanto, como u € F fixado a principio é arbitrario, segue o resultado

para todo u € E.

Para finalizar, definamos

¢ = 5161]%@(11),
co ;= inf max ®(tu),
0Au€E 20

= inf O(~(t
c Inf max (v(t)),

onde

I'={yeC([0,1], E); v(0) = 0, 2(y(1)) < 0},
e vejamos de que forma esses valores se relacionam.
Teorema A.8 Com as notagoes acima, temos

01202:C>O.
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Demonstragao:
Primeiramente notemos que, partir do lema anterior, ¢; = cs.
Agora, como

lim ®(tu) = —c0, VYue€E,

t—o0
entao existe t, o > 0 tal que ®(f,00u) < 0. Assim, a aplicagdo v, : [0,1] — E dada
por

Yu(t) = t(tuocu), V=0,

pertence ao conjunto I'. Logo, devemos ter ¢ < cs.
Por fim, observemos que a variedade N separa F\{0} em duas componentes, a
saber,

N, ={ueE;d(uu>0} ¢ N_:={ueFE;d(u)u<0}.

Vejamos também que, como E — H'()) continuamente, entdo E — L!(Q) continua-

mente, para t € [1,2*], com constante de imersao C; = C(t). Dessa forma

2%

Ullg

(wu > ully - B ullE™ —a Gy

> 0
para ||u||g suficientemente pequeno. Portanto, existe ¢ > 0 tal que
Ny 5 (BO)\{0).
Além disso, usando as notagoes do lema anterior,
Q' (tu)u >0, Vte|0,t,], Vue E\{0}, (A7)

pois se existissem u € E e t € [0,t,] tais que ®(fu)u < 0, entdo a fun¢io g definida
em (A.6) associada a u possuiria dois pontos criticos, o que nao pode ocorrer. Um

argumento analogo nos permite concluir que
t,>1, Yue N, (A.8)

Assim,

O(u) >0, Vue N,

Com efeito, tomemos u € N, arbitrariamente. Considerando novamente a funcao g

definida em (A.6), temos, por (A.7),

g(t) = (tu)u >0, Vtel0,t,
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donde g é nao-decrescente em |[0,%,] e dai, por (A.8),

Consequentemente,

®(u) >0, Vue Ny,

e, portanto, todo caminho v € I' deve interceptar N. Dessa forma, ¢ > ¢, e o resultado

estad demonstrado.

A.5 Os Espacos H e H,

Nesta secao demonstraremos o resultado que usamos nas Proposicoes 1.8 e 2.8,
a saber, que C°(RY) ¢ denso em H e H,. Enunciaremos e provaremos o resultado

apenas para o espaco H, o qual consideraremos munido da norma
Il 2 :/ Vul? + (W (2) + Z(2)e?, Ve H,
RN

que também ¢é norma do espaco H,. Assim, a demonstracao deste resultado para o

espaco H, ¢ inteiramente aniloga.

Lema A.9 O espago C(RN) ¢é denso em 'H.

Demonstragao:
A prova sera feita em duas partes. Primeiramente mostraremos que toda funcao
de 'H pode ser aproximada por funcoes deste espaco com suporte compacto e, poste-

riormente, que toda fungdo de H com suporte compacto ¢ limite de fungdes de C°(RY).

1° Parte: Toda funcao de H pode ser aprorimada por funcoes deste espaco com su-
porte compacto.

Fixemos u € H de forma arbitraria e tomemos ¢ € C°(RY [0, 1]) satisfazendo

=1, =0 ¢ |Vo(z) <3, VzeRY

90|Bl<o> ('O{Bz(o)c

Consideremos a sequéncia (p,)ney C C°(RY) dada por

eu(r) = (1), VzeRY, ¥neN.

n
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Entao

3

=1, |[Veu(o)] < e wup, €H tem suporte compacto, Vn € N.
n

#nlp (o)

Agora tomemos a sequéncia de fungdes de suporte compacto (v, )neny C H. Afirmamos
que uyp, — u em H. De fato, basta observar que, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, temos
AV (z) + Z(2)) (uwpn)? — AV (z) + Z(x))u? em L'(RY)

e, para todo 1 < 7 < N,

0 _ Opn Ju Ju 9N

ou seja,

V(ugn) = Vu em (L*(RY))Y,

donde segue a conclusao desta primeira parte, ji que u € ‘H é qualquer.

2° Parte: Toda fungdo de H com suporte compacto é limite de fungoes de C°(RY).
Fixemos qualquer u € H com suporte compacto e seja (p,)neny C C°(RY) uma

sequéncia regularizante, isto é,

supp p, C B1(0) e /pnzl, VneN.

RN
Tomemos a sequéncia (p, * u) C C®°(RY) (vale lembrar que a convolugdo de fungdes

de suporte compacto tem suporte compacto) e fixemos R > 0 tal que
supp (pn * u) C Br(0), VneN.
Afirmamos que p, * u — u em H. Com efeito, notemos que

lim

n—oo

/ AV (2) + Z(2))(pn * u — u)?| < |AV + Z00,Br(0) lim / |pn *u —ul? =0,
RN n=o0 JRN

pois p, * u — u em L*(RY) e, a partir das propriedades da convolugao,

V(pn *u) = pp * Vu — Vu em L*(RY).

Dessa forma, como u € H de suporte compacto é arbitraria, vale a conclusao desta

parte. Portanto, tendo em vista a primeira e a segunda parte, vale o resultado.
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A.6 Segundo Lema de Concentracao de Compacidade

Esta secao foi baseada em Lions [24] e Folland [21].

Nesta se¢ao enunciaremos e demonstraremos, em parte, o Segundo Lema de Con-
centracao de Compacidade devido a P.-L. Lions. Para isso, necessitaremos de algumas
definigoes e resultados. Comecemos pelo espago Cy(RY) das fungoes continuas que se
anulam no infinito e pelo espago M(RY) das medidas de Radon com sinal em RY.

Seja f € C(RY). Diremos que f se anula no infinito se, para todo ¢ > 0, o

conjunto {x € RY;|f(x)| > &} é compacto. Definamos, entdo, o conjunto
Co(RY) = {f € C(RY); f se anula no infinito}.

Claramente temos C.(RY) C Cy(RY) e, munido da norma do supremo, Co(RY) &
um espago vetorial normado. Mais ainda, pode-se mostrar que Co(RY) ¢é o fecho de
C.(RY) com relagao a norma do supremo (ver Folland [21], Teorema 4.35) e que este

¢ um espago separavel, como consequéncia do (ver Lopes 25|, Teorema 3.18)

Teorema A.10 Seja K C RN um conjunto compacto. O espaco das funcoes continuas
sobre K, C(K), € separdvel.

Sejam p uma medida de Borel em RY e A C RY um conjunto na o-algebra de

Borel B. A medida ;o é chamada outer reqular em A se
p(A) =inf{u(U);U D A, U aberto}
e inner reqular em A se
p(A) = sup{u(K); K C A, K compacto}.

Mais ainda, uma medida p que é inner e outer regular nos conjuntos de Borel é chamada
reqular. Uma medida de Radon em RY é uma medida de Borel que é finita em conjuntos
compactos, outer regular em conjuntos de Borel e inner regular em conjuntos abertos.
Uma medida p é uma medida de Radon com sinal se suas variagoes positiva e negativa
sao medidas de Radon. Denotaremos por M(RY) o espaco das medidas finitas de

Radon com sinal em R", o qual, munido da norma
lullar = [ul(RY), Ve MRY),

onde |u| é a variacdo total da medida u, é um espaco vetorial normado.

Pode-se mostrar que (ver Folland [21], Teorema 7.8)
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Teorema A.11 Toda medida de Borel em RY que é finita em conjuntos compactos é

reqular. Em particular, i € uma medida de Radon.

Os espagos M (RY) e Cy(RY) se relacionam da seguinte forma (ver Folland [21],
Teorema 7.17):

Teorema A.12 Seja u € M(RYN) e considere o funcional I, : Co(RY) — R dado por
L(f)y= [ fdu. VfeCRY).
R

A aplicagio p — 1, € um isomorfismo isométrico de M(R™) no espago dual de Co(RY).

Em outras palavras, o espago das medidas de Radon é o dual do espaco das funcoes
continuas que se anulam no infinito. Dessa forma, da separabilidade de Cy(RY) e pelo
teorema anterior, toda sequéncia limitada em M (RY) possui uma subsequéncia que
converge na topologia fraca-* (ver Brezis [12], Corolario I11.26).

Vejamos agora duas definicoes auxiliares. Sejam p e v medidas em um mesmo
espago mensuravel (X, X'). A medida p é dita absolutamente continua em relagcdo a
medida v, se, para todo E € X tal que v(F) = 0, tivermos u(E) = 0. Neste caso,
escrevemos u < v. Dizemos também que p e v sao mutuamente singulares, se existem
conjuntos disjuntos A e B em X tais que X = AU B e u(A) = v(B) = 0. Neste caso,
escrevemos [ L v.

Outro resultado que serd usado adiante ¢ o (ver Folland [21], Teorema 7.10)

Teorema A.13 (Lusin) Sejam p uma medida de Radon em RY e f: RY — R uma
funcao mensurdvel que se anula fora de um conjunto de medida finita. Entao, dado

e > 0, existe uma fungio ¢ € C.(RN) tal que

p({z € RY; f(z) # ¢(2)}) <e.

Mais ainda, se f € limitada, entao ¢ satisfaz

sup [¢(z)] < sup |f(z)].

zERN xeRN

Por fim, vejamos o espago D*P(RY). Dados N >2e 1 <p < N, D'?(RY) é o

fechamento do espago C°(RY) com relagao a norma ||.||p1» : C°(RY) — R dada por

lellows = ([ 19epac)”, voecx@),
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Pode-se mostrar que, a menos de isometria, (ver Alves [3]|, Apéndice A.1)

ou

D'(RY) = {u € I (RY); -~ € L'(R),1 <i < N}

i
Além disso, DP(RY) é um espaco de Banach reflexivo e separavel e valem as imersdes
DY (RYN) — LF'(RN) e DM(RY) — LI (RY), para r € [1,r*), respectivamente,
continua e compacta. Desta tltima, segue que, usando um argumento de sequéncia
diagonal, se u, — u em D'?(RY), entdo u, — v quase sempre em R,

O proximo lema é fundamental para a demonstracao do Segundo Lema de Con-

centracao de Compacidade.

Lema A.14 Sejam pu e v medidas de Radon finitas ndo-negativas em RY tais que,

para alguma constante Cy > 0,

1/q 1/p
([era) <a( [ lopa) " veecrmd o)
R

onde 1 < p < q < +oo. Entao existem um conjunto enumerdvel J (finito ou infinito),

familias {x;};c; de pontos distintos em RN e {v:}:c; C (0,00) tais que
iSi 357

V:ZV]@C]. e uZC’O_pZV;)/qéxj.

jeJ jeJ

Zuf/" < 00.

jeJ

Em particular,

Demonstragao:

Primeiramente, notemos que, pelo Lema A.2 e o Teorema de Lusin (Teorema
A.13), com o auxilio de uma sequéncia regularizante e convolugao, mostra-se que a
desigualdade (A.9) é valida para toda ¢ mensuravel, limitada, positiva e que se anula
fora de um conjunto de medida finita (vale ressaltar que as medidas v e y sao finitas).
Dessa forma, temos v < u, pois, dado um conjunto E na o-algebra de Borel B tal que

pu(E) =0, tomando ¢ = xg em (A.9), obtemos

v(E) < Cylu(E)? = 0. (A.10)

Aplicando o Teorema de Decomposigdo de Medidas de Lebesgue (ver Bartle [§],

Teorema 8.11) as medidas p e v, existem medidas « e (3 satisfazendo

aLv e [fLlv
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tais que

p=a+ps. (A.11)

Além disso, de a < v, pelo Teorema de Radon-Nikodym (ver Bartle [8], Teorema 8.9),

existe uma fungiao nao-negativa ¢ € L'(RY, B, v), tinica quase sempre, tal que
a = gu,
donde podemos reescrever (A.11) como
W= gv+p. (A.12)

Mais ainda, pelo fato de gv L (3, temos, a partir da desigualdade (A.9),

1/q 1/p
(/ |<,o|qdu) SCO(/ |so|pgdu) . Ve Or®Y),
RN RN

e, claramente, ;. > gv. Dito isto, suporemos, sem perda de generalidade, que a medida

[ é identicamente nula. Suporemos também que
g(r) < o0, VzeRY,

uma vez que g € LY(RY B, v) e dai v({z € RY; g(z) = +o00}) = 0.

Consideremos os conjuntos
Gr={zcRY;k-1<g(x) <k}, VkeN,
e as medidas finitas ndo-negativas de Radon em R

v, = ¢"xa,v, onde 0 = q/(q— p). (A.13)

Nosso objetivo é mostrar que, para cada k € N, as medidas v, sao dadas por uma soma
finita de massas de Dirac e, usando este fato, deduzir que as medidas g, v, para todo
k € N, também tém esta propriedade donde, tomando a série » | x¢, v, concluir que v
admite a representacao desejada. e

Seja k € N qualquer. Para mostrarmos a representagao de v, tomemos em (A.9)

funcoes ¢ da forma

Y = ge/qXkaa
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onde ¢ é uma funcao arbitraria mensuravel, limitada, nao-negativa e que se anula fora

de um conjunto de medida finita. Dai, como

(ge/qXGk)q V= QQXG,@V = Vg,

Op/q

(6" xc,) 1 = ¢ gxe,v

op

_ == +1
= g1 XGpV

0
= g XG,V = Vg,

segue que, para toda 1,

1/q 1/p
(/ |wIQduk) SC'0</ |w|pduk) |
RN RN

donde concluimos que, tomando ¥ = yg, para E € B qualquer,
v (F) < Covp(E)Y?, VE €B.

Portanto, dado E € B, tem-se v(E) = 0 ou vx(E) > Co~%/P = p. Assim, tendo em

vista que, para x € RY arbitrario, valem as igualdades

(o)) = ((VBee)) =t B,

210 el0

devemos ter, para cada z € RY,
v({z}) > p ou existe e, = e(x) > 0 tal que v (B, (z)) = 0.

Logo, como v, ¢ uma medida finita, um conjunto finito de indices J; e de pontos

Sk = {x;}jes, CRY tais que
Vk({x]}) >p, Vjedy e Vk(BEz(x)) =0, Vz §é Sk, (A14)

isto é, temos a representacao

v = E Vilg;,

JE€Jk
onde v; = v ({z;}), para j € Jr. De fato, seja o conjunto O = RN¥\S;. Dado um

subconjunto compacto K C O arbitrario, (B.,(r)).ex ¢ uma cobertura aberta para
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K, donde, da compacidade de K, podemos extrair uma subcobertura finita formada
por bolas cujos centros pertencem ao conjunto O. Dessa forma, por (A.14), tem-se
vp(K) = 0 e, por v, ser uma medida de Radon, 14(O) = 0, jA que K é arbitrario.
Assim, fica mostrada a representacao de v,. Mostremos agora que essa representac¢ao
nos fornece a afirmacao sobre v.

Primeiramente, observemos que, se z € RY & tal que v({z}) > 0, entao g(x) > 0.
De fato, se v({z}) > 0, entdo, como v < p, devemos ter u({x}) > 0. Mais ainda, por
(A.12) e usando que gv L (3,

0 < u({z}) = g(x)v({z}) + B({z}) = g(z)v({x}),

donde segue a conclusdao. Dessa forma, temos, a partir da representagao de v,
X = 2
jE€Jg J
Por fim, para concluirmos a representacao de v, basta notarmos que, pelo Teorema da

Convergéncia Mono6tona,

S ove =

keN
donde
V.
D P
2 2 (ylx))
Agora, fazendo v; = (g(Z# e observando que a unido S := |J Sy é disjunta, pois os
J

kEN
conjuntos Gy, sdo dois a dois disjuntos, e ¢ enumeravel (finito ou infinito), temos

v = E Vilg;,
jed
onde J := |J Ji é, sem perda de generalidade, uma unido disjunta, isto é, v é repre-
kEN
sentada por uma soma, no maximo enumeravel, de massas de Dirac. Mais ainda, a

partir de (A.10),
p>CePy s,

jeJ

Agora estamos prontos para enunciar e demonstrar o
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Lema A.15 (Segundo Lema de Concentracao de Compacidade) Seja (uy)nen

uma sequéncia limitada em DY (RY), com 1 < p < N, tal que
u, —~u em D (RYN)
lu P > v em M(RV)
|Vu,|P = p em M(RY)
onde u € DY (RN) v e p sdo medidas finitas nao-negativas em RY. Entdo

i) Existem um conjunto finito J, familias {x;},c; de pontos distintos em RN e
] isi

{v;}jes em (0,00) tais que
Va— ‘U,|p* —|— Zl]j(smj .

jeJ

(11) Além disso,
> [V [P + Z 1450q,

jeJ

para algum [u; satisfazendo
i > Syf/q, Vjed,
onde S é a melhor constante para a imersdo continua D¥P(RN) — LP"(RY).
(ii1) Mais ainda, se u =0 e u(RY) < S (V(RN))p/q, entao J € unitdrio e
V=04 = (S9")p,

para alguns v € RN ey > 0.

Dem.:

Como dito a principio, nao demonstraremos a terceira parte do lema, uma vez
que nao a usaremos.

Primeiramente mostraremos o resultado para o caso em que o limite fraco da
sequéncia (u,)pen C DYP(RY) ¢ identicamente nulo, isto é, u = 0, através da aplicagao
do Lema A.14. Para isso, devemos mostrar que as medidas v e u satisfazem uma

igualdade semelhante a (A.9), a saber,

. 1/p* 1/p
(/RN |of” dV> <57 (/RN |so]” du) : (A.15)
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Sejam ¢ € C®(RY) arbitraria e Q C RY um conjunto compacto contendo o

suporte de . Entao pu, € DY (RY) e, da imersao continua DP(RY) — LP"(RY),

. X 1/p* 1/p
(/ ol dx) gs—l/p(/ |v<soun>|pdx) . (A0
RN RN

* * . . ~
Observemos que, como |u, [ — v por hipotese, entdo

. i 1/p* . 1/p*
lim (/ |olP |t |? dx) = (/ lo|P dy) : (A.17)
n—oo RN ]RN

Além disso, pela Desigualdade Triangular,

1/p 1/p
([ 19urar) = ([ 1evupas) | = |[Weuha - [eVuba
RN RN
< |u,Volpa, (A.18)
e, da imersao compacta D'P(RY) — [P (RV),
T [1aVelyo < [Voloo i funlpo = 0

Portanto, passando ao limite n — oo em (A.18), obtemos

1/p 1/p
i ([ urar) = ([ eran) (A.19)
n—oo RN RN

Assim, tendo em vista (A.17) e (A.19) e tomando o limite n — oo em (A.16), obtemos
(A.15). Dessa forma, se u = 0, o resultado segue a partir do Lema A.14.

Suponhamos agora que o limite u € D'?(RY) ndo & identicamente nulo. Con-
sideremos, entdo, a sequéncia (v,),eny € DYP(RY) dada por v, = u, — u, para todo
n € N. Entao

v, =0 em D'YP(RY)

e, além disso, como o espaco M (RY) é um espaco separavel e as sequéncias (|v,|?" )nen,
(|V0p|P)neny € M(RY) sao limitadas, podemos assumir, sem perda de generalidade,

que existem vy, g € M (RY) ndo-negativas tais que
[P 2 vy e [Voal? = o em M(RN).

Pelo teorema de Brézis-Lieb temos, para toda ¢ € C°(RY),

i ([ JoPlua o= [ el et as) = [ e
n—oo RN RN RN

P P |l da.

Un,



114

Temos também

lim (/ ol " dz — | rwrp*\vn\p*dx): [ et [ ol au,
n—00 RN RN RN RN

Logo, pela unicidade do limite,
[ wertapas= [ o
RN RN

v=|ul’" + vy

P dy — / lo[P" duy,
RN

donde obtemos

e, por conseguinte, a representagao (i) de v a partir da de vy.

Para concluir (i7), notemos que, por (A.16),

. . 1/p* 1/p
(/ ol dx) s < (/ |v<wun>|pdx)
RN RN
1/p 1/p
(/ |un\p|wax) +(/ |wwp|wn|pdx) |
RN RN

para toda ¢ € C®(RY). Entao, passando ao limite n — oo e usando a imersao

Dl’p(RN) SN LP

loc

. 1/p* 1/p 1/p
([erar) sr< ([ wrwepar) o ([ lerar) @

para toda p € C®(RY). Seja ¢ € C®(RY) satisfazendo

IN

(RM) como anteriormente,

p(0)=1, 0<¢p<1 e supp¢ C Bi(0).

Fixemos € > 0 e j € J quaisquer, onde J é o conjunto de indices da representagio ()

de v, e defina

3

&(z) = ¢ (”7_”3') , Yz eRY.

Entdo, tomando ¢ = ¢/ em (A.20) , obtemos

1/p*
V;/p*sl/p < / ‘¢g|p dv
Be(;)

< u(&(xj))“u( [ e
Be ()

P 1/p
dx) .(A.21)

(Vo) (x j”’)
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Agora, pela desigualdade de Holder,

P 1/p
( [ ko (“””‘“””j) dx> <
Be(z5) =
) 1/p* N 1/N
= </Bs(xj) uf dx) </B€(mj)‘(v¢) (E)‘ dx) ’

pois % = ]% -+ % Logo, podemos reescrever (A.21) como

1/p*
y;/p*Sl/pSM(Ba(xj))l/erC( /B ( Jul” d:c) , (A.22)

;)

N 1/N
O =t (/BSW‘(W) ()] d:c> .

Portanto, fazendo ¢ — 0 em (A.22),

onde

p{z) >0 e p=Se,.  Vjel
e dai, como as massas de Dirac sao mutuamente singulares,

> ZSI/;)/p O, 1= 11
jet
Para finalizar, sejam ¢ € C.(RY) uma funcdo nao-negativa arbitréria e consideremos o

funcional que associa a cada v € DV(RY) o valor / ¢|Vu|P dz. Como este funcional
RN

é convexo e continuo e u, — u em D'P(RY), temos (ver Brezis [12], Corolario 3.8),

/ @|Vu\pdx§/ odu,
RN RN

e, usando o Teorema de Lusin (Teorema A.13) como antes, concluimos que

[elvapas= [ vardar< [ ade-ua), vaes,
A RN RN

isto é, u > |VulP. Dessa forma, como |Vul? e p; sdo medidas mutuamente singulares,

a representagao (i1) segue.



116
A.7 Regularizacao de Solucoes Fracas e Estimativa

na norma L>(R"): Casos Subcritico e Critico

Nesta se¢do, baseada em Brezis & Kato [13], apresentamos os resultados que nos
auxiliaram na demonstragao das Proposicoes 1.10 e 2.10.
Primeiramente vejamos uma versao de um teorema devido a Agmon [1] presente

em Aires [2].

Teorema A.16 Sejam u € L2 (RY), f € LT (RY), 1 < p < oo, e suponha que a

loc loc

funcdo u seja uma solucao fraca da equacao
—Au=f em RV.

Entao, u € Wli’p(RN). Além disso, dados Q cC Q CcC RN, temos a estimativa

C

lullzpe < C (Iflpa + ul,q) » (A.23)

onde C' = C(|Q],|Q], p, N) > 0.

Vale destacar uma propriedade importantissima da constante C' dada no teorema
acima: ela é invariante por translacoes, uma vez que depende apenas da medida dos
conjuntos Q e Q. Sendo assim, se T : RV — R é uma translacdo, entdo podemos

reescrever a desigualdade (A.23) como

lull2pr@) < C <|f|p,T(§z) + |u|p,T(Q)> .

Proposigao A.17 Sejam as fungoes a € MHT(RY) e f : RY xR, — R, com f
satisfazendo a sequinte propriedade: para cada v € HY(RY) ndo negativa, existe uma
funcdo h € L%(RN) tal que

f(z,v(x)) < (h(z) + Cp)v(z), Vo e RY, (A.24)

onde C; = C(f) € R € uma constante positiva. Se v € H'(RYN) é uma solugio fraca
de
~Av +a(z)v = f(z,v) em RY, (A.25)

entio v € LP(RY) para todo 2 < p < co. Mais ainda, existe uma constante C, > 0 que
50 depende de p,Cy e h tal que
|vlp < Cplloll.

Além disso, se (Uy)nen, (@n)nen € (hn)nen Satisfazem as hipdteses acima e h, — h em
L%(RN), a sequéncia C,, = C(p,Cy, hy,) € limitada.
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Vejamos agora um resultado auxiliar.

Lema A.18 Sejam Q C RY um conjunto qualquer, py > 1, e u € M(Q) tal que
u € LP(Q), para todo p > po. Se existe K > 0 tal que

lulpo < K Vp>po,

entdo u € L*(Q) e
|u|0079 S K.

Demonstragao:

De fato, fixemos € > 0 de forma arbitraria e consideremos o conjunto
E={zeQ; |ulx)] > K+¢e}.

Mostraremos que a medida de Lebesgue de E ¢é nula, donde seguird a conclusao do
lema.

Primeiramente, observemos que a medida de Lebesgue do conjunto E é finita.
Com efeito, se fosse |2 = oo, entdo ndo terfamos, por exemplo, u € L'(Q), o que
contradiz a nossa hipotese. Portanto, devemos ter |Q] < oo. Além disso, temos, para
todo p > po,

(K +epiEl < [ 107 <\ < K7
isto &,
(K +¢)|E]» < K.
Suponhamos, por contradi¢cao, que a medida de E é positiva. Aplicando o limite p — oo

na desigualdade acima, obtemos
(K +¢) = lim (K +¢)|E|r <K,
p—00
o que é um absurdo. Logo E tem medida de Lebesgue nula e dai

|u|0079 S K.

A partir do dltimo lema, podemos demonstrar o

Lema A.19 Sejam as fungoes a € MT(RY) e f: RY x R, — R, satisfazendo:



(H1) Eziste h € LY(RY), com ¢ > 1, tal que

[f(z,8)| < h(2)ls|], VzeRY VseR;
(H2) Eziste uma constante S, > 0 tal que
lul? < Sr/ \Vul® + a(z)u?,
RN

para toda w € H'(RY) tal que [,y a(x)u® < oo, onde r > %.
Entao eziste uma constante C' = C(q,r, |h|,) tal que

[vlee < Cloly
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para qualquer v € HY(RY) solucao fraca de (A.25). Além disso, se (Up)nen, (@n)nen €

(hn)nen satisfazem as hipdteses acima e (|hy|y)nen € uma sequéncia limitada, a sequén-

cia C,, = C(q,1,|hy|,) € limitada.

Demonstracao:

Seja v € H'(RY) uma solugdo arbitrdria do problema (A.25). Portanto, v satisfaz

VoVu+a(z)ou = [ f(r,v)u, Yue H'(RY).
RN

RN

Para cada n € N e a > 1, consideremos os conjuntos
A, ={z eRY; [u(@)|*' <n} e B, =R"\A,,

e defina a sequéncia de funcoes (v,)nen por

|2(a—1

v, = vl )em A,, e v, =n’*vem B,.

Note que v, € HY(RY), |v,(2)] < [v(z)]>* L e
Vv, = 20— D|p/** YVvem A, e Vo, =n’Vvem B, .
Dessa forma, tomando v, = u em (A.26),

VoV, + a(z)ve, = flz,v)v,,
RN RN

donde
VoV, = 2a — 1)/ |2 Y| Vo* + n2/ |Vol?.
An Bn

RN

(A.26)

(A.27)



Agora considere a sequéncia (wy),eny dada por
w, =v[v|*tem A4, e w, =nvem B,.
Observe que w? = vv, < |[v]|*®, donde

0 < a(x)w? = a(z)vv, em RV,

Vw, = alv|* 'Vvem A, e Vw, =nVvem B,,

/ |an\2:a2/ @D |Vo2 + n2/ Vol
RN An .

Por (A.27)-(A.30) temos

logo

/ IVw,|* + a(x)w? — / VoV, + a(z)ve, = (o — 1)2/ || Vo2,
RN An

RN
Temos também, por (A.27) e (A.28),
(200 — 1)/ 2@V Vol* < VoVu, + a(z)vv, .
An RN
Portanto, por (A.31) e (A.32),

1 2
/ (Vw, > + a(x)w? < la+ 17 +1 / VoV, + a(z)vv,,
RN 200 — 1 RN
donde temos, ja que v é solucdo de (A.25) e a > 1,

042

/ Vel +a(e)u? < F, )
]RN

20 — 1 RN
< o f(z,v)v, .
RN

Por (H2), (H1) e pela definicdo de w,, temos, usando a estimativa acima,

2
T

o] [ ]
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(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)



Para ¢, = q_il, segue que, pela desigualdade de Holder,

{/ |wn|r:| T < Sr(l/2|h|q {/ |wn|2q1:| q1
An RN

e consequentemente, pela definicao de w,,

|:/ |,U|ra:| " < Sra2|h|q |:/ |U|2q1a:| a )
n RN

Portanto, passando ao limite e usando o Teorema da Convergéncia Monoétona,

ol < Sra|hlqlvl,a

isto é,

1 1
|U|7’a S Qe (ST|h|Q) 2o |U|2(J1a .
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(A.33)

A partir de agora, mostraremos, por um processo de inducao e pela desigualdade

de Holder generalizada (mais precisamente, pela desigualdade de interpolagdo), que

v € LP(RY), para todo p > r.

1°:

20

3°:

Sejan:;z>1.

Fazendo oo = n em (A.33), temos r = 2q;a e

1 1
[0l < 17 (Sp[Blg) 27 (0]

Fazendo a = n? em (A.33), temos rn = 2qa e

2 1

‘U‘Mﬁ < 07 (Se|hlg) 27 0]y -

Das igualdades (A.34) e (A.35), segue que

)

S
w"“

1 2 1
’U’NF < 775+"72(Sr’h’q) Gt

n
Fazendo a = 1 em (A.33), temos rn? = 2q e
3 a
|U|m3 <n» (Sr|h|q) 2 |U|m2 :

Das igualdades (A.36) e (A.37), segue que

ol < 7 (S, ),

v

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)
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k4+1°:

Conclusao:

: Por um argumento de indugdo, fazendo a = 7* em (A.33), a k-ésima

da

l
ol < I (g B
Fazendo a = n*™ em (A.33), temos rn* = 2q a e
k+1 1
|U|T77k+1 < ﬁ(”kH’ (Srlh‘q) 2kt |U|7"77k

Das igualdades (A.39) e (A.40), segue que

|’U| - <7771]+?7 +n;+ +(’1k+1)(5 |h| )% "+77 + 3+ + k+1 |U|r.

Como as séries que aparecem em (A.41) sdo convergentes e valem

=k n? Iex 1
;—k: )2 52%2 1)’

segue de (A.41) e pela desigualdade de interpolacao que

_1 _ 1
|U|p < -t (Sr|h|q)2("_l> vl
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etapa nos

(A.39)

(A.40)

(A.41)

para todo p > r. Segue o resultado para C' = nﬁ(SAh]q)?("l*l), pelo Lema A.18.

Como aplicagoes do Lema A.19, temos os seguintes resultados:

Corolario A.20 Suponha que N > 2, a € MT(RY), f:RY x R, — R, e que existe
h € LYRY), com q > %, tal que

[f(z,5)] < h(z)ls], VzeRY VseR;

Entao existe uma constante C' = C(q, |h|,) tal que

[vlee < O]l

(A.42)

para qualquer v € HY(RY) solucao fraca de (A.25). Além disso, se (Up)nen, (Gn)nen €

(hn)nen satisfazem as hipdteses acima e (|hy|y)nen € uma sequéncia limitada, a sequén-

cia Cy, = C(q, |hnly) € limitada.
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Demonstragao:

Usaremos o Lema A.19 com r = 2*. Verifiquemos entao suas hipoteses.

A hipotese (H1) esta claramente satisfeita.

Para a hipotese (H2), basta observar que, pelo Teorema de Sobolev-Gagliardo-
Niremberg,

2> < C|Vuly, Yue HYRY),

lu

para alguma constante C > 0. Logo, como a € M+ (RY),

[ufox < é/ IVul? + a(z)u?,
RN

para toda u € H'(R") tal que [,y a(z)u® < co. Além disso, note também que

o 2N - 2q ) >N
= Se, € SO se —_— .
N—2 ¢-—1 R

Portanto estamos dentro das hipoteses do Lema A.19 se tomarmos r = 2*. Assim,

existe C' = C(q, |h|y, 2%) > 0 tal que, para toda v € H'(RY) solugdo de (A.25),

[vlee < Clo

2%

donde segue a conclusao do lema por mais uma aplicagao do Teorema de Sobolev-

Gagliardo-Niremberg.

A.8 Alguns resultados da Teoria do Grau Topologico

Esta secao foi baseada em Deimling |18]

Seja E' um espago de Banach munido da norma ||.||g e considere o conjunto
I'={(f,Q9); Q C E aberto limitado, f : @ — E continua, y ¢ f(0Q)}.
Um grau topoldgico em E é uma aplicagao
d:T'"—7Z

com as seguintes propriedades:

(D1) d(I,B1(0),0) =1, onde I(z) = z, para todo = € E;
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(D2) (Excisao) Se €, €29, €2 sdo abertos em E' tais que
LN =0, QLUDKLC e flz)#y YoeQ\(Q Uy,

entao

d(f,Q,y) = d(faﬂlay) +d<f7927y>7

(D3) (Invariancia por homotopia) Se H : [0,1] x Q — E ey : [0,1] — E sdo aplicacdes
continuas tais que

H(t,2) £ y(t)vt € 0,1],
entdo d(H(t,.),$,y(t)) é constante, para todo t € [0, 1].

Pode-se mostrar que E = RY est4 munido de um grau topologico. Neste trabalho,

usamos os seguintes resultados:

Teorema A.21 Sejam Q C RN um aberto limitado e y € RY. Se f,g: Q — RN sdo
continuas e satisfazem
flz) =g(x), Vo e,

entao

d(f,Q,y) =d(f,Q,y).

Teorema A.22 Sejam Q C RY um aberto limitado, f:Q — RY, y € RN e xy € Q tal
que {0} = f1({y}) . Se f € continua e diferencidvel em zo € Q e f'(zo) : RY — RY
€ wnversivel, entao

d(f,Q,y) = d(f'(z0), B1(0),0) .
Teorema A.23 Se A:RY — RY ¢ uma aplicacdo linear inversivel, entdo
d(A, B1(0),0) = sinal(det(A)) = (-1)™,

onde m € a soma das multiplicidades de todos os autovalores negativos de A.
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