Resumo

Neste trabalho usaremos a Teoria de Semigrupos para demonstrar resultados de existéncia
e unicidade de solucao para Equagoes Diferenciais Ordinarias, em espacos de Banach, da
forma

du
U(to) = Uy,

onde A é um operador linear ilimitado e f é uma funcao fixada. Usando esta teoria resolvemos
problemas de valor inicial, com relagao a equacao do calor e a equagao da onda.



Abstract

In this work we use semigroup theory to prove some results of existence and unicity for
a class Ordinary Differential Equation, on Banach spaces, of the following way.

dt

U(to) = U,
where A is unbounded linear operator and f is a fixed function. Using this tool, we show
the existence of solutions for wave and heat equations.

{ 0ty = Au(t) + f(tu(t))
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Notacoes

Para um operador A : X — Y, temos as seguintes notagoes:

e D(A) é o dominio do operador A, que é um subespago de X.

D(A)

e R(A) é a imagem do operador A, que é um subespago de Y.
Ker(A) é o nucleo do operador A, que é um subespaco de D(A).
G

(A) = {(u, Au) € X x Y; u € D(A)} grafico do operador A.

X* espago dual de X.

Funcao Caracteristica

1, se s € [to, 1]

Xito,#)(8) = { 0, se s ¢ [to, t],

quando ty = 0 denotamos x:(s).

1= [ 1 das)’ll

Outras notagoes que utilizaremos:

Para uma funcao f € L?(Q)

onde 1 < p < o0.

e () espago das fungdes testes.



Introducao

Uma Equagao Diferencial é uma equacao que envolve uma fungao incoégnita e suas derivadas.
O estudo das Equagoes Diferenciais comegou com a criagao do Célculo Diferencial e Integral,
descoberto por Newton e Leitnitz, e elaborados no ultimo quarto do século XVII para resolver
problemas motivados por consideragoes fisicas e geométricas, como por exemplo & mecéanica
das particulas. Nessas aplica¢oes, o uso de leis fisicas, como as trés leis de Newton da
Dinamica e a lei da gravitacao universal, possibilita obter Equagoes Diferenciais Ordinarias
que representa os fendmenos em estudo. O sucesso em tratar esses problemas utilizando o
Calculo Diferencial, na sua evolugao, conduziram gradualmente & consolidacao das Equacgoes
Diferenciais como um novo ramo da matematica. Em meados do século XVIII foi um grande
estimulo aos fisicos e matematicos da época procurar modelos para problema da Mecénica
do Continuo e de outras ciéncias experimentais que expressem os fendmenos em termos de
Equacgoes Diferenciais. O conceito daquilo que era considerado solugao de uma Equagao
Diferencial foi mudando gradualmente com o avanco dos estudos, e perguntas pertinentes
sobre existéncia, unicidade e regularidade surgiram motivando cada vez mais esta area da
matematica.
Neste trabalho estudaremos as Equagoes Diferenciais Ordinérias da forma

du
{ ) = Au(t) + F(t,u()
U(to) = Uog,

onde A é um operador linear ilimitado, sobre um espago de Banach X, e f é uma funcao
fixada. A principal ferramenta que utilizaremos é a Teoria de Semigrupo, teoria esta que
teve seu grande avango no ano de 1948 com a demonstracao do Teorema de Hille-Yosida
que tem grande importancia no estudo de solugao para problemas de valor inicial, do tipo

du
—(t)=Au(t) t>0
(P) { gt = A e
u(0) = up € D(A).
Com o Teorema de Hille-Yosida a solugao de (P) se reduz ao estudo da existéncia de solugao

da equacao
A — Au = v,

para algum A > 0, aliada de uma estimativa adequada da mesma.
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No Capitulo 1, estudamos a Teoria de Semigrupo de operadores lineares ilimitados,
que foi a ferramenta utilizada para encontrar solu¢ao de Problema de Valor Inicial do tipo
(P). Questdes como unicidade e regularidade das soluges, também foram abordadas no
capitulo. Um ponto importante que devemos fixar é que o dado inicial pertence ao dominio
do operador.

No Capitulo 2, estudamos aplicagoes envolvendo a Teoria de Semigrupo. Utilizamos
os resultados obtidos para Equacoes Diferenciais Ordinérias para resolver Equagoes Difer-
enciais Parciais. Iniciamos com a equagao do calor homogénea, estudando a existéncia,
unicidade e regularidade da solucao. Depois estudamos a existéncia, unicidade e regulari-
dade da solugao da equagao da onda homogénea e concluimos o capitulo estudando o caso
nao-homogéneo; primeiro quando a nao homogenidade ¢ linear

(o) {%%w:Amw+fm
u(0) = 1o € D(A),

estabelecendo trés situagoes onde a solugao generalizada ¢ solugao classica, mostrando
também alguns exemplos concretos em que a fungao f verifica as situacoes estudadas. Tam-
bém vimos o caso em que a nao homogenidade é nao-linear do tipo

() { W it) = Au(t) + Fu(t

u(0) = g
estabelecendo duas situacoes onde garantimos a existéncia e unicidade de solugao genera-
lizada para o dado inicial em X, e quando o mesmo pertence a D(A) mostramos que soluc¢ao
generalizada é solugao classica. Mostramos também alguns exemplos concretos em que a
funcao f verifica as situacoes estudadas.

No Capitulo 3, no intuito de encontrar solugoes classicas para problemas de valor inicial
com dados menos regulares, estudamos uma nova classe de semigrupos e algumas de suas pro-
priedades, classe esta denominada semigrupo analitico. Com isto estudamos poténcias
fracionarias de operadores e os espacos de poténcias fracionarias X, que verifica
a seguinte inclusao D(A) C X¢, para a € [0,1]. Portanto se o dado inicial pertencer a
X, para « € [0, 1], ndo podemos usar o raciocinio utilizado no Capitulo 2. Neste capitulo,
estudamos problemas lineares e problemas semilineares do tipo

dt
U(to) = U,

{ 0 1) = Au(t) + f(tu(t))

com ug € X
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No Apéndice A, estudamos Calculo Diferencial em espacgos de Banach, primeiramente
estudamos integrais em espacos de Banach, ou integral no sentido de Bochner, e algumas
propriedade que foram usadas no decorrer desta dissertagao. Depois, estudamos o Teorema
devido a Cauchy, Lipschitz e Picard.

No Apéndice B, apresentamos alguns resultados dos espagos de fungdes LP(Q2) e os
espagos de Sobolev W™P(Q)) que foram usadas no decorrer desta dissertacao.

No Apéndice C, apresentamos alguns resultados gerais os quais foram usadas no decor-
rer desta dissertacao.

Concluimos nosso trabalho com o Apéndice D que trata da aplicagao exponencial
para operadores lineares limitados, que é um caso particular de semigrupo.



CAPITULO 1

Introducao a Teoria de Semigrupos

A teoria de semigrupos de operadores lineares
tem um papel importante no estudo de Equacoes
Diferenciais Ordinarias em um espago de
Banach. Um dos ingredientes essenciais dessa
teoria é a nocao de operador linear ilimitado.
A teoria de semigrupo, historicamente, teve seu
grande avango a partir de 1948 com a demons-
tracao do famoso Teorema de Hille-Yosida, que
é o principal resultado deste capitulo. Este capi-
tulo tem como base o livro do Kesavan [21] e o
livro do Pazy [22].
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1.1 Operador Linear Ilimitado

No que segue X e Y sdo espagos de Banach sobre os reais (ou complexos), A: D(A) C X - Y
é um operador linear.

Definicao 1.1 Um operador linear A : D(A) C X — Y ¢é dito limitado se existe ¢ > 0, tal
que

| Aully < ¢||lul|x Vu e D(A).

Caso contrdario, A € dito um operador ilimitado, isto €, se existe uma seqiiéncia

{u,} € D(A) tal que

[ Aun |y

[[n | x

— 400 quando n — +00.

O operador linear A € dito densamente definido se D(A) = X. O operador linear A é dito
fechado se o grifico de A, dado por

G(A) ={(u,Au) € X xY;u e D(A)}
€ um subespago fechado de X XY

Observagao 1.1 Em geral um operador linear limitado A : D(A) C X — Y possui uma

iinica extensio A : D(A) — Y, a qual é um operador linear limitado. Vejamos, se u € D(A)

entao existe {u,} C D(A) tal que u,, — u. Note que,
[Aup — Atply = [[A(un — um)lly < cllun — un||x.

Sendo {u,} convergente, tem-se {u,} de Cauchy em X, logo {Au,} € de Cauchy em Y.
Seque que existe wy € Y tal que

Au,, — wy.

Defina
A: DA — Y
u o+ A(u) = lim Au, = wp.
Note que,
(1) A estd bem definido, uma vez que Au independe da segiiéncia {u,} escolhida , de fato

fizando outra seqiéncia {v,} C D(A) com v, — u, tem-se

[Auwn = Ava[ly = [[A(un = on)lly < €flun = vnllx < e(flun = ullx + [lon = ullx).



CAPITULO 1 INTRODUCAO A TEORIA DE SEMIGRUPOS 11

Passando ao limite com n — oo, obtemos

lim Au, = lim Av,,

mostrando o desejado.
(2) A estende A, isto ¢,
Au) = Au) Yu € D(A).

De fato, considerando a seqiiéncia constante u,, = u teremos u, — u e

A(u) = lim Au, = lim Au = Auw.

n—oo n—oo

(3) Unicidade de A:
Suponha que existe A : D(A) C X —Y com A linear continuo e A(u) = A(u), Yu € D(A).
Para u € D(A), existe {u,} C D(A) tal que u, — u. Sendo A continuo, temos
Au,, — Au,

15t0 €,

Au = lim gun = lim Au, = wy = Au
de onde seque que A= A, mostrando a unicidade.
(4) A € linear, pela linearidade do limite e de A.
(5) A é limitado, pois

|Au|| = || lim Au,|| = lim [|Au,| < lim c|ju,| = c|| lim w,|| = c||u]|.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Observagao 1.2 Se A € um operdor linear fechado, com D(A) = X, entao pelo Teorema
do Grifico Fechado (Teorema C.5), A € continuo.

Observagao 1.3 Se A é um operador linear fechado, entio Ker(A) é um subespago fechado
de D(A). Com efeito, seja {u,} C Ker(A) com u, — wuy em X. Mostraremos que
up € Ker(A). Sendo u,, € Ker(A) temos

A(u,) =0 VneN.
Claramente
(U, Au,) € G(A)

e mais

(U, Auy) — (up,0) em X xY.

Sendo G(A) fechado, seque que (ug,0) € G(A), dai Aug = 0, isto €, ug € Ker(A). Mostrando
que Ker(A) é fechado.
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Exemplo 1.1 Seja Q= (0,1) CR e X =Y = L*(Q). Considere

A HYQ) — LQ)

u o Au=1u,

onde v’ € a derivada no sentido fraco de u.

Afirmacao: A é um operador:

(a) Densamente definido;

De fato, sabemos que C5°(Q2) C H} () C L3(2), logo sendo C§°(Q) denso em L*(), seque
que Hy(Q2) € denso em L*(1Q).

(b) Ilimitado;

Basta considerar a seqiiéncia de func¢oes dada por

2
up(z) = nisin(nm:), re,neN.
s

Note inicialmente que {u,} C H}(Q). De fato, para cada n € N, u,, € C=(%), logo u, e u,
(derivada cldssica igual a derivada fraca) sio continuas, dai |u,|* e |ul|? sdo continuas, e
como Q = (0,1) seque que u,,u,, € L*(). Portanto {u,} C H(Q). Temos também

un(0) = 7\1/_7? sin(0) =0

2
up(l) = o sin(nm) = 0.

Logo pelo Teorema B.8 seque que {u,} C HY(Q). Note que, v (x) = V/2cos(nwx). Assim

1
1 2
| Auyll2 = |Jul|l2 = (2/ cosZ(me)dx> =1 (1.1)
0

Observando que

1
n - _7 12
funllo = (12)
temos de (1.1) e (1.2)
[| Arn]|2 _ n—oo
_— OO,
[[n 2
mostrando que A € ilimitado. [ |

Para o préoximo exemplo considere o seguinte problema Eliptico de Autovalores:

—Aw = \w em §2
(7)) { w =0 em Of),

para um conjunto aberto limitado 2 C R" com fronteira suave.
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Teorema 1.2 Associado ao problema (Py) eriste uma base ortonormal {w,} de L*(Q) e

uma sequéncia de numeros reais positivos \,, com A, — +00, quando n — 400, tal que
2. w, € HY(Q)NC>®(Q);

3. —Aw, = \w, em .

Demonstragao: Ver Figueiredo [13] [

Exemplo 1.2 Neste ezemplo mostraremos que o operador Laplaciano A de H*(Q) N H(Q)
em L*(Q2) € ilimitado e densamente definido. Seja @ um conjunto aberto limitado em R",
com fronteira suave, e X =Y = L?(Q). Defina

A H2Q)NHNQ) — LX)

U — Au = Au.

Afirmacgao: O operador A é:

(a) densamente definido;

(b) tlimitado.

Prova de (a):

Desde que C§°(Q)) C H*(Q) N HL(Q) e C2(Q) ¢ denso em L*(QY), temos H*(2) N HY(Q) é
denso em L2(S2).

Prova de (b):

Considere a sequéncia de autofungoes {w,} de —A mencionada no Teorema 1.2, claramente
w, € H2(Q) N H () e pelo Teorema 1.2, temos

—Aw, = A\, lwa|l2 =1, com A\, — 400 quando n — +00.

Note que
: : ;
| Awalls = (/|Awnl2dx) _ </|—Awn|2dx) _ (/|>\nwn]2dx) |
Q Q Q
Dat
[Awnll2 = Anllwnll2 = An-
Portanto

An
lwnll 1

mostrando que A € ilimitado. [ |

Aw, A n—oo
[Asnlls _ A _ e,
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No que segue, definiremos o operador Adjunto de A. Seja A : D(A) — Y um operador
linear densamente definido. Definamos

D(A*) = {f € Y*;existe ¢ > 0 verificando |f(Au)| < c|lullx, para cada u € D(A)},

onde Y* é o espaco dual de Y.
Facilmente, mostra-se que D(A*) é um subespago de Y*. Agora, dado f € D(A*), definamos

g: D(A) — R
u o g(u) = f(Au)

Note que g é um funcional linear continuo em D(A); a linearidade segue do fato de f e A
serem lineares, e a continuidade segue do fato de f € D(A*). Sendo D(A) = X, segue da
Observagao 1.1 que existe uma tnica extensao linear e continua de g em X, que denotaremos
por A*f. Deste modo

A" DA*)CY* — X*¥
f — A'f

¢ um operador linear. De fato, dado fi, fo € D(A*) e a € R, seja A*(af; + f2) a extensdo
(nica) linear e continua do funcional g dado por g(u) = (afi + f2)(Au); mostraremos que
aA* fi + A*fy também é uma extensao linear e continua de g, onde A*f; e A*fy sdo as
extensoes lineares e continuas de g; e g, respectivamente, dadas por

gr(u) = [i(Au) e ga(u) = fo(Au).

Com efeito, aA*f; + A*fy é linear e continua, pois é soma de transformagoes lineares e
continuas. Agora dado u € X, temos

(@A™ fi + A f2)(u) = a(A" 1) (u) + (A" f2) (1) = agi(u) + g2(u) = afi(Au) + fo(Au).

Logo
(@A™ fi + A" fo)(u) = (afi + fo)(Au) = g(u),

mostrando que aA* fi + A* fy ¢ uma extensao linear e continua de g, logo por unicidade temos
A*(afi+ fo) = aA™fi + A" [y,

donde segue a linearidade de A*

Definigao 1.3 O operador A* é chamado o adjunto de A e vale a sequinte relagao entre
Ae A*

(A*f)(u) = f(Au)  Vf e D(A") e Vue D(A).

Teorema 1.4 Se A : D(A) C X — Y € um operador linear densamente definido, entdo
A*: D(A*) CY* — X* € sempre fechado.
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Demonstracao: Precisamos mostrar que G(A*) é fechado em Y* x X*.  Seja

(fn, A" fn) C G(A*) com
(frs A" fn) — (fo,90) em  Y*x X*,
isto é,
fao—fo em Y* e A'f,—gy em X"

Mostraremos que fy € D(A*) e que A* fy = go. Com efeito, se u € D(A) segue da Definigdo
1.3 que

(A" fn)(u) = fu(Au).

Passando ao limite, com n — oo, na tdltima igualdade obtemos

go(u) = fo(Au).

Uma vez que gg € linear e continua, temos
|[fo(Au)| = lgo(u)| < cllullx  Vue D(A),

onde ¢ > 0. Donde segue que fy € D(A*).

Afirmagao:  go(u) = (A*fo)(u) Vu e X = D(A).

De fato, seja u € D(A). Se u € D(A), ja vimos que

go(u) = fo(Au)

e sendo fy € D(A*), temos pela Definigao 1.3 que
go(u) = fo(Au) = (A" fo)(u).

Se u ¢ D(A), entao existe uma seqiiéncia u,, C D(A) tal que
uw= lim u,.
Logo
go(u) = 90(731_{20 Up) = nll_{glo go(un) = 7}1_{{)10 fo(Au,) = T}Lfilo(A*fo)(Un)7
o que implica

go() = (A" o) lim ) = (A" fo)(u).

De qualquer forma

go(u) = (A* fo)(u) Yu e X = D(A).

Portanto go = A* fo. De onde concluimos que G(A*) é fechado em Y* x X*. Conseqiiente-

mente A* é fechado. ]
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Teorema 1.5 Seja A: D(A) C X — Y um operador linear densamente definido e fechado.

Se D(A) = X, entdo A € limitado e A* também é limitado. Além disso, neste caso

AL} = 1A%

Demonstracao: Se D(A) = X, entdo pelo Teorema do Grafico Fechado (Teorema C.5), A
é continuo, logo limitado.
Seja f € Y*, entao

|[f(Au)| < | f]

v+ [[Aully < [[f[lv-lAllllullx
dai

|f(Au)| < cfjullx,
logo f € D(A*), mostrando que Y* C D(A*) e, portanto, D(A*) = Y*. Pelo Teorema 1.4,
temos que A* é fechado. Portanto, pelo Teorema do Grafico Fechado (Teorema C.5), A* é
continuo, conseqiientemente, A* é limitado.
Agora para cada u € X = D(A) e para cada f € Y* = D(A*), temos pela Defini¢ao 1.3

f(Au) = (A" f)(u),

portanto
|f(Au)] = [(A"f)(u)] < [|A"[[]| f]

y+ < 1 temos

u||X7 Vf € Y*a

Y*

assim para todo f € Y* com || f|
|F(Auw)] < 1A {ullx,
logo ||A*||||u||x é cota superior para o conjunto

{[f(Au)l; feY™ e |f|

Y* S 1}a
conseqiientemente, pelo Teorema C.3,
[Aully < |A™[|[Ju]lx,

o que implica
[Aully < |A*]],  Yue X com |ulx <1,

mostrando que ||A*|| é cota superior para o conjunto

{lAully; we X e flullx <1}.
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Logo, por propriedade de supremo, segue que

[A]] < A7
Com um raciocinio analogo, mostra-se que

AT < 1Al
Donde segue a igualdade

[Al = [ A™]

Se X =Y sao espagos de Hilbert com produto interno dado por (-, ) « » bodemos, pelo
Teorema da Representacao de Riesz (Teorema C.11), identificar X* com X da seguinte
forma, dado h € X* existe um tnico uy € X tal que

h(u) = (uo, u) Vue X.
O adjunto, deste modo, pode ser considerado como um operador linear definido em X, com

(A*uo, u)X = (uo, Au)X.

Definicao 1.6 Seja X wum espaco de Hilbert, com produto interno (-, -)X, e
A:D(A) C X — X um operador linear densamente definido. Dizemos que A é simétrico
se para quaisquer u,v € D(A)

(Au, U)X = (u, AU)X.

O operador A € dito auto-adjunto se A* = A.

Observagao 1.4 Quando D(A) = X e A € linear limitado, nao existe distingao entre
operadores simétricos e auto-adjunto. Entretanto se A € um operador ilimitado densamente
definido, para que A seja simétrico necessitamos que D(A) C D(A*) e que A*|pay = A.
Porém se A é auto-adjunto, temos D(A) = D(A*) e A* = A.

Exemplo 1.3 Neste exemplo mostraremos que o operador Laplaciano A € auto-adjunto.
Seja Q C RN um conjunto aberto limitado de classe C? ¢ X = L*(Q). Considere A como
sendo o operador do Exemplo 1.2. Sendo L*(Q2) um espago de Hilbert, temos como conse-

qiiéncia do Teorema da Representa¢ao de Riesz (Teorema C.11) que

D(A*) = {u € L*(Q);3c >0 tal que ‘/UAU‘ <clv|ls Vwve D(A)}.
Q
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Mostraremos inicialmente que D(A) C D(A*) e que A é simetrico.
Paraw € D(A) = H*(Q) N HY(Q) ev € D(A), temos pelo Lema B.3 que

/uAv:/vAu. (1.3)
Q Q

/uAv /vAu g/\vAu\

Q Q 0

seque da desigualdade de Hoélder (Teorema B.5) que

‘/uAv
Q

‘/uAv
Q

Mostrando que uw € D(A*) e conseqiientemente

Portanto

< [|Aullz o]l

o que tmplica

< d[vl]s.

D(A) € D(A%). (1.4)

Por (1.3) temos

(u, Av)s = (u, Av) = /

Q

uAU:/UAu:/AU'U:<AU,U)2:(Auvv)Qv
(e} Q

mostrando que A = A é um operador simétrico. Agora mostraremos que A € auto-adjunto.
Para isto temos que mostrar a igualdade D(A) = D(A*). Por (1.4), resta mostrar que
D(A*) € D(A). Considere o sequinte problema

—Au+u=f, em {2
(P) B
u =0, em 0f2.

Seja
G : L*(Q) — L*Q
fo— Gl =u

onde u € H} () € a tnica solugdo fraca do problema (P), entdo

/VuV<p+/ug0:/fgo Vi € Hy(Q).
0 Q Q

Seque por resultados de regularidade para o problema de Dirichlet (Teorema B.2) que
u € H*R), logo u € HI(Q) N H*(Q) = D(A) consegqiientemente R(I — A) = X e
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G = (I—A)"Y, onde I é o operador identidade em X. Note também que G é simétrico, pois
para f, g € L*(Q), existem u, v € L*(Q) tais que G(f) =u e G(g) = v, logo

/Qfgo:/QVquant/ngo Y € Hy(Q)
/ngzfﬂwvw/ﬂw v € HA(Q),

[re=[vGunver [cne  veem®

Q

/gw /v V¢+/G Vo € HE(Q),

em particular para ¢ = G(g) e Y = G(f) obtemos

15to €,

/Q fGlg) = / V(G(f)) V(Clg)) + / G(f) Glo)

/Q gG(f) = / V(G(9) V(G(f)) + / Gl9) ().

(G(f).q), = / G(f) g = / FGlg) = (£.G(9)),.

mostrando a simetria de G. Sendo D(G) = X e G limitado, seque da Observagao 1.4 que

o que tmplica

G € um operador linear auto-adjunto. Agora fizado w € X = L*(QQ), seja v € D(A) tal que
v=G(w), logo G (v) = w, isto € (I — A)v = w. Seja u € D(A*) e considere

f=u— A*u.

/va:/Q(U—A*u)v:/g[uv—(fl*u)v}:/Q[uv—uAv]:/Q(v—Av)u
/va:/ﬂwu.
/QG(f)w—/QfG(w)—/va—/Quw, Yu € D(A").

Assim

logo

Deste modo
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Da7t
/Q(G(f) —u)w =0, Vu € D(A").

Pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema B.1), seque que
G(f)—u=0 qgtp. em Q.

Logo
G(f)=u gtp. em

o que implica u € H*(Q) N H} () = D(A), mostrando que
D(A*) € D(A)
e que A € auto-adjunto, isto €, o operador Laplaciano A € auto-adjunto. [ |

Definicao 1.7 Seja X um espaco de Hilbert, com produto interno dado por (-, -)X. Um

operador A : D(A) C X — X € dito ser mondtono se
(Au,u),, >0 Yu € D(A).

X =

O operador A é mazximal mondtono se for mondtono e R(I + A) = X.

Observagao 1.5 Pelo Exemplo 1.3 temos R(I — A) = L*(Q). Temos também que dado
u € D(A)

N ou Ou al Ou \2
= (— = — = — = — >

Portanto A = —A € maximal mondtono.

Adaptando o que foi feito no Exemplo 1.3 mostraremos, através do proximo teorema, que
todo operador simétrico maximal monétono em um espago de Hilbert X é auto-adjunto.

Teorema 1.8 Seja A : D(A) — X um operador simétrico maximal mondtono, onde X é
um espaco de Hilbert. Entao A é um operador auto-adjunto.
Demonstragao: Mostraremos que D(A) = D(A*). Note inicialmente que, sendo X um

espago de Hilbert segue do Teorema da Representagao de Riesz (Teorema C.11) que
D(A") ={ue X;3c>0 tq. |(u,Av) | <cllv], Yve D(A)}.
Para u € D(A), sendo A simétrico temos

(Au,v)X = (u,Av)X , Vv e D(A).
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Conseqilientemente
[(u, Av) | = [(Au,v) | < [Aull[lo]l = clloll Vv e D(A),
logo u € D(A*), mostrando que D(A) C D(A*). Por outro lado, defina

G: X — DA
f — Gf=u,

onde u € D(A) verifica u + Au = f. Note que
1. w existe, pois R(I + A) = X;

2. G esta bem definido, pois u é tnico. Supondo que existe v € D(A) com v + Av = f,
temos

(u—v)+Alu—v)=0

o que implica
lu—vll? + (Aw =), (u—v)), =0.

X
Sendo A maximal mondtono, temos ||u — v|| = 0, isto é, u = v.

3. G é simétrico, pois dados u,v € X temos
u= Gu+ AGu e v = Gv+ AGw.
Assim

(Gu,v)X = (Gu, GU)X + (Gu, AG’U)X = (Gu, G’U)X + (AGu, Gv)X = (u, GU)X .

Mostraremos a seguir que D(A*) C D(A). Dado w € X, existe v € D(A) tal que G(w) = v.
Seja u € D(A*) e considere f = u+ A*u. Logo

(f,v)X = (u+A*u,v)X = (u,v)X+ (A*u,v)X: (u,v)X+ (u,Av)X = (u,v+Av)X,

isto é,
(fv)x = (ww)y .
Assim

(Gf7w)x = (f’Gw)X = (f7U)X = (u,w)X.

Conseqiientemente Gf = u, o que implica u € D(A), mostrando que D(A*) C D(A).
Portanto D(A*) = D(A). n
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Se A é um operador fechado podemos considerar D(A) com a norma do gréfico || - || pa)
dada por
lullpeay = [lullx +[[Aully-

Afirmacao: D(A) com a norma do grafico ¢ um espago de Banach.
De fato, seja {u, } uma seqiiéncia de Cauchy em (D(A), ||-||pca)), entao {u,} é uma seqiiéncia
de Cauchy em X e {Au, } é uma seqiiéncia de Cauchy em Y. Sendo X e Y espagos de Banach,
existem u € X e w € Y tais que

U, —u em X

Au, —w em Y.

Claramente (u,, Au,) € G(A) para todon € N e
(U, Aup) — (u,w)  em X XY,

sendo G(A) fechado temos (u, w) € G(A), logo Au = w. Conseqilientemente
up = em (D(A), || [Ipw),

pois
[t — ullpeay = llun — ullx + [[Aus — Aully =200,
mostrando a afirmacao.
No que segue quando nos referirmos a D(A) estaremos sempre considerando sobre o
mesmo a norma | - || p(ay. Se X é um espago de Hilbert e A : D(A) C X — X, entdo D(A)

¢ um espaco de Hilbert com o seguinte produto interno

(u7 U)D(A) - (u7 U)X + (AU, AU)X‘

1.2 Cy-Semigrupos

No Apéndice D é mostrado a existéncia e unicidade de solucao da seguinte classe de problema

de valor inicial

du

—(t) = Au(t t>0

(1) dt( ) u(t) 2
u(0) = up € X,

onde A é um operador linear limitado. Existem varias Equacoes Diferenciais Ordinarias
do tipo apresentado em (1) mas com o operador A ilimitado. Iremos investigar quando
tais problemas possuem soluc¢oes. Em particular desejamos estender o conceito da aplicacao
exponencial e?, que ¢ estudada no Apéndice D. Seja X um espaco de Banach, com norma
||| e seja A: X — X um operador linear limitado. Fixado uy € X é mostrado no Apéndice
D, que a funcio dada por u(t) = ey é a tnica solucio do problema de valor inicial (1).

Vejamos agora algumas propriedades envolvendo a fungao u(t) = euy.
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Propriedade 1: Fixado t € [0, 4+00), a fungao

f: X — X
ug — flug) = u(t) = eug

¢ uma aplicacao linear e limitada em X. De fato, a linearidade segue da linearidade de e*4
a limitacdo segue da limitacdo de e, mais ainda , note que

lu()]l = e uoll < lle”[lluoll < M [fuol.

Propriedade 2: u(t) — ug quando ¢ | 0.

De fato,
> tkAk'LLO > tj+1Aj+1U0
t — = tA — = = B ————
fu(t) =l = o — ] = | 52 =5 >
= 7=0
logo
W“HAH +1H%H [P LA HAH
Ju(t) = uoll < Z < [t][[Allllwoll Z
isto é,

lu(t) = woll < [¢lIAll[[uolf e !

dai quando ¢ | 0 segue o desejado. Também temos que u(0) = wy.

Propriedade 3: Para o problema

dt
v(0) = u(ty) € X.

d
{ Wiy = Avt) >0
temos que a tunica soluc¢do é dada por v(t) = u(t + to).

Motivado por essas propriedades temos a seguinte definigao:

Definigao 1.9 Seja X um espago de Banach. Uma familia {S(t)}+>o de operadores lineares

limitados € dita ser um Cy-Semigrupo se sao satisfeitas as sequintes propriedades:
1. S(0) =1, onde I € o operador identidade em X ;
2. S(t+s)=5(t)S(s), para todo t,s > 0;

3. Para cada v € X temos
S(t)u = u  quando t | 0.

Observacao 1.6 Uma familia {S(t)}i>0 de operadores lineares limitados que wverifica

(1)-(3) acima, também é chamada semigrupo fortemente continuo (Ver Pazy [22]).
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Exemplo 1.4 Se A € um operador linear limitado em X, entao pelo estudo feito no Apéndice

D, temos que S(t) = e define um Cy-semigrupo. Com efeito,
1. S(0) = e =1;
2. S(t+s) = e+94 = et4esA = S(1)S(s), para todo t,s > 0;

3. Para cada u € X S(t)u = e u logo

>tk ARy L Ait Ly,
>
=1

[ tA _
[S(#)u —ul| = |[e"u —ul| = - W

< [t Al [full 40

j=
o que implica

|S(t)u —ul| =0 quando t |0,
15to €,

S(tyu —u  quando t | 0.

Exemplo 1.5 Seja X o espaco das funcoes f : R — Y limitadas e uniformemente continuas,
onde Y € um espaco de Banach . Considerando em X a norma do supremo, seque que X €
um espaco de Banach. Definindo

S(t)f(s) = f(t+s),
afirmamos que a familia {S(t)}+>0 € um Cy-semigrupo em X . De fato, para cada f € X
1. S(0)f(s) = 0+ 5) = f(s), logo S(0) = I;

2. S(ti+12)f(s) = flti+ta+s) e
S(t1)S(t2) f(s) = S(ta) f(ta +s) = f(ti + 12+ 5)
logo
St +1t2)f(s) = 5(t1)S(t2)f(s)
o que implica
S(t1 +ta) = S(t1)S(ta), para todo ti,ty > 0;

3. Note que,
1S(@)f(s) = F)l = [[f(E+ ) = Fs)l],
sendo |t + s — s| = |t| e sabendo que f é uniformemente continua, dado € > 0 existe
0 > 0 tal que

t+s—s[=t| <d=[f{t+s) = f(s)l <e
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ou seja,

[t <o = [IS@)f(s) = f(s)] <€
consequentemente
S(t)f(s) — f(s) quando t|O0.

Mostrando que {S(t)}1>0 € um Cy-semigrupo.

Agora mostraremos algumas propriedades elementares de semigrupos.

Lema 1.1 Seja {S(t)}1>0 um Cy-semigrupo em X, onde X é um espago de Banach. Entdao
existem M > 1 e d > 0 tais que, para 0 <t <6,

IS < M.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que dado § > 0 e n € N existe t5, com 0 < t5s < 9
tal que
15(ts) || > n.

_ 1 . A
Considerando 6 = —, temos a existéncia de uma seqiiéncia {t, } com ¢,, — 0 quando n — +o0
n
e

|S(tn)]| — +o0  quando n — o0,

isto é, a seqiiéncia

{||S(t,)]]} ¢ ilimitada. (1.5)

Mas sendo {S(t)}+>0 um Cy-semigrupo, temos
S(ty)u =3 u paracada ue X

logo
|S(t)ul| == ||u|| para cada ue€ X
e portanto {||S(t,)ul|} ¢ uma seqiiéncia limitada para cada uw € X. Usando o

Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema C.1), concluimos que {||S(¢,)||} ¢ limitada, con-

tradizendo o resultado encontrado em (1.5). Portanto, a tese do lema é valida. [

Teorema 1.10 Seja {S(t)}i>0 um Cy-semigrupo em X, com X espago de Banach.
Entao existem M >1 e w > 0 tais que

S| < Me*, para todo ¢ > 0.



SECAO 1.2 Co-SEMIGRUPOS 26

Demonstracao: Pelo Lema 1.1 existem M > 1 e ¢ > 0 tais que, para 0 <t <9,
[1S@)] < M.
Sendo a exponencial uma funcao crescente, temos que para todo w > 0
1S@®)]| < Me** vVt elo,d]. (1.6)

Para t > 6, considere w = d 'log M. Note que w > 0, pois M > 1. Sendo t > § pelo
Algoritmo de Euclides existem n € N e 0 <17 < 4§ tal que t = nd + n. Dai

S(t) = S(nd +n) = S(nd)S(n) = (5(9))"S(n)

logo
IS = 1(S©E)" Sl = IS IS

o que implica
ISl < M*M. (1.7)

Note que, sendo w = §~!log M temos wd = log M, dai nwd = nlog M = log M", logo
wt = w(nd +n) > nwd = log M"

o que implica

et > M™. (1.8)

De (1.7) e (1.8) obtemos
1St < Me! vVt > 0. (1.9)
De (1.6) e (1.9) concluimos a demonstragao do teorema. n

Corolario 1.11 Para cada v € X, a aplicagao

f:[0,0) — X
t  — f(t) =Stu

€ continua. Mais precisamente, para cada u € X

S()u € C(]0,00); X).

Demonstragao: Dado t > 0, seja h > 0 com ¢t > h. Note que

1F(t+h) = F@ON = 1S+ h)u = SE)ull = |S®)S(h)u — SE)ull = [|S(t) (S(h)u — )|l
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Sendo S(t) limitado, e usando o Teorema 1.10 obtemos
Lf(E+h) = fF@O) < Me"|[S(h)u — ul|.
Conseqiientemente pela Propriedade 3 da definicao de Cy-semigrupo, segue que
[f(t+h) = @) — 0 quando h |0,

portanto

lim f(s) = f(t). (1.10)

s—tt

Por outro lado
1f (&)= f(t=h)|| = [IS(t)u—S(t—h)ul| = [|S(t=h+h)u=S(t—h)ul| = [|S(t—h)(S(h)u—u)]

dai
1f(t) = £t =) < MM |[S()u — ul| < Me"||S(h)u — ul|.

Donde segue
If(£) = f(t=h)| — 0 quando h | 0,

isto é,
lim f(s) = f(¢t). (1.11)
s—t—

De (1.10) e (1.11) segue que f é continua, pois os limites laterais existem e s@o iguais. =

Definicao 1.12 Um Cy-semigrupo {S(t)}i>0 € dito uniformemente limitado se

I1S(t)]| < M, e se||S(t)| <1, dizemos que é um semigrupo de contragao.

Uma vez que a fungao S(-)u é continua, a mesma é integravel no sentido de Bochner em
cada intervalo da semireta nao-negativa. Assim usando algumas propriedades desta integral
(ver Apéndice A) temos o seguinte resultado.

Lema 1.2 Para cadaue X eh >0

t+h

1
l’g{)l n S(T)udr = S(t)u.

Demonstracgao: Note que

1 ftth
E/t S(r)udr — S(t)u
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e, pelo Teorema A.6,

1 rt+h 1 rtth
. /t S(ryudr — S(t)u < 5 /t IS(r)u — S(tyuljar.

Sendo S(-)u continua, segue que para todo € > 0 existe h > 0 tal que
I|1S(T)u — S(t)u” <€ para |17 —t| < h.

Assim, para h suficientemente pequeno temos

1 [t+h 1 ftth 1
- _ < < eh=
h/t S(r)udr — S(t)u|| < h/t edr < 7 € €,

donde concluimos a demonstracao do Lema. [ |
Agora introduziremos um importante conceito na teoria de semigrupos.

Definicao 1.13 Seja {S(t)}i>0 um Cy-semigrupo em X. O gerador infinitesimal do

semigrupo é um operador linear A : D(A) — X onde

S(thu —u
D(A) =< ue X; lim — existe

t10
e
S(t)u —u
Au =lim ——— wu € D(A).
t]0 t

Exemplo 1.6 Seja X o espago das funcgoes f : R — Y limitadas e uniformemente continuas

com a norma do supremo e
S(t)f(s) = f(t+s).

Mostramos no Ezemplo 1.5 que {S(t)}i>0 € um Cy-semigrupo em X. Agora pretendemos
encontrar o seu gerador infinitesimal. Note que, para todo s € R
S)f(s) = f(s) ft+s)—f(s)

. _ . _ +
I t = lm / AR

onde DV f € a derivada a direita de f, quando tal limite existe. Deste modo, para que
f € D(A), devemos ter DT f € X, o que implica em DT f ser limitada e uniformemente
continua. Note também que

.- r(t) 10
flx+1t)— f(x) = D" f(x)t +r(t), com T—>0.
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Dai, para s = x +t, temos

J(s) = f(s—t) = D*fls =)t +r(t),  com —=120
e, pela continuidade de D% f, obtemos

R NP

o que implica que a derivada a esquerda D~ f existe em todo ponto e mais
D f=D"f,
donde seque que f € derivdvel em todo ponto. Assim

D(A) = {f € X; f' existe em todo ponto e f' € X}

Af=[, feD(A).

Teorema 1.14 Seja A o seu gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {S(t)}i>0, € u € D(A).
Entao
S(Ju € C([0,00); X) N C([0,00); D(A))

d
= (S(t)u) = AS(t)u = S(t)Au.

Demonstragao: Para cada u € D(A), segue da defini¢do de gerador

S(h)u —u
(h)T — Au  quando h | 0.
Conseqiientemente
S(h)S(t)u — S(t)u  St)S(h)u— S(t)u S(h)u —u\ 0
; - ; = S(t) (T) 205 (t) Au.
Logo S(t)u € D(A) com
AS(t)u = S(t)Au. (1.12)
Mas
AS(t)u = lim SWSWu = 5@\, Sthttju=5u_ D*S(t)u. (1.13)

hl0 h R|0 h
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Note que, para h € [0, ]
S(h)u —u S(t—=h)S(h)u =St —h)u S(t S(t—h
iy (S0 _ S WS =Sk _ S S(e—n
h h h
portanto
S(t)u— St —h)u S(h)u —u
; —S(t)Au = S(t —h) (T) — S(t)Au
Somando e subtraindo S(t — h)Au obtemos
S(t)u— St —h)u S(h)u —u
; — S(t)Au = S(t—h) (T_ Au) +(S(t—h)—S(t))Au. (1.14)
Mas
—u
H (t—h ( —Au)’<||5t— ||H — Au
e desde que S(t — h) é limitado e u € D(A), temos
S(h)u —u
HS(t—h)(%—Au) 0, (1.15)
Por outro lado, pela continuidade de S(-)u
hlo
1(S(t = h) = 5(1) Aul| — (1.16)
De (1.14), (1.15) e (1.16) obtemos
St)u—S(t—h
H (Ou = S gy au 22 0,
h
isto é,
D= S(t)u = S(t)Au. (1.17)

De (1.12), (1.13) e (1.17) concluimos que

Pelo Corolério 1.11

—(S()u) = S()Au € C([0,00); X),

dai
S()u € CY([0,00); X).

(1.18)
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Vimos que S(-)u € D(A) quando u € D(A), assim considerando D(A) com a norma do

grafico temos que

S()u e C([0,00); D(A)), (1.19)
pois dado ¢ € [0,00) e {t,} C [0,00) com

n—oo

t, — t em [0,00),
temos
[1S(tn)u — S(t)ullpeay = |S(tn)u — S@)ul| + [[AS(tn)u — AS(t)ul|.

Mas, pelo Corolario 1.11,
1S(tn)u — S(tyul| =0

IAS (t)u — AS(#)ul| = ||S(t,) Au — S(t) Aul| "= 0.

Logo

n—oo

1S5 (tn)u = S(E)ullpay — 0,
mostrando (1.19). Portanto,
S(u € C1([0,50); X) N C([0, 00); D(A))
]

Como conseqiiéncia do Teorema 1.14, usando o préximo corolario, mostraremos a ex-
isténcia e unicidade de solugao classica para o seguinte problema de valor inicial

(P) dt

{ ey Z Au) >0
u(0) = up.

Definigao 1.15 Dizemos que uma fun¢io uw € X € solugdo cldssica de (P) quando
u € C([0,00); X) N C([0,00); D(A)) e u verifica (P).

Corolario 1.16 Se A ¢ o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {S(t) }1>0, entio para todo
Uy € D(A)

¢ a unica solugao do problema (P)

Demonstragao: Segue do Teorema 1.14 que u(t) = S(t)uy é solu¢do do problema (P).
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Mostraremos que tal fungdo é a tunica solugao. De fato, suponha que v(t) é solugao do

problema (P). Definindo w(s) = S(t — s)v(s), mostraremos que

dw
——(s) = —AS(t = s)u(s) + AS(t = 5)u(s) = 0. (1.20)

Logo w é constante. Note que

w(t) = S(t — tyu(t) = S(O0)u(t) = v(t)

w(0) = S(t —0)v(0) = S(t)uo,

pois v é solugao do problema (P). Sendo w constante concluimos que
v(t) = S(t)up = u(t).

Justificativa de (1.20): Note que

dw (s) = lim w(s + h) —w(s) — lim S(t—s—hv(s+h)—S(t— s)v(s).
ds h—0 h h—0 h
Assim
do . . St—s—hv(s+h)—=S({t—s)v(s+h)+S(t—s)v(s+h)—S(t—s)u(s)
ds (s) = sy 3 :
isto é,
le—f (s) = }LIE% [S(t—s—h)—S(t—s)]v(s +hh) + St —s)[v(s+h) —v(s)] . (1.21)
Afirmacao 1: ]1111% St =3) [U(s}:_ h) — v(s)] = AS(t — s)v(s).

De fato, note que

i S¢S+ h) — ()] S(t — s) ( lim 205+ h]z - ”(3)> St — )% (s)

h—0 h h—0

o que implica
_S(t—s)[v(s+ h) —v(s)]
lim
h—0 h

= AS(t — s)v(s).

Afirmacao 2: ]1113(1) St—s—1) - f(t 9ol + 1) = —AS(t — s)v(s).
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Com efeito,
C[S—s—h)=St=s)v(s+h)  [St—s—h)=S{t—s—h+h)]ols+h)
li = lim
h— h h—0 h
logo
lim |5~ _h)_i(t_ )] +h):—l£nS(t— —h)(s(h;_ ) (s+h) (1.22)
Observe que

HS(t —s—h) (S(h) - ])v<s +h) — AS(t— S)U(S)H

h
)U(sm) —S(t—s— h)(s(hz_I)U(S)H

-

§\H5(t—s—h)(5(h;l_[

+1|S(t — s —h) (S(hz_ [>v(s) —S(t—s— h)Av(s)H

g

| S(t —s —h)Av(s) — S(t - S)A”(S)H,

-~

Afirmacgao 2.1: Quando h — 0 temos:
1. I; — 0;
2. I, — 0;
3. Is — 0.

Prova de (1):

I = HS(t _s—h) (S(h;l_ ]) (us + 1) — v(s))” < clH <S<h2_ I) (u(s + ) — v(s))H

logo somando e subtraindo S(h)v'(s) e v'(s) obtemos

L <e [HS(h) (“<3 i h}z - ”(8>) - S(h)v’(s)H +[[S(h)'(s) — o' (s)]|
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conseqilientemente

v(s+h) —v(s)

o(s) — ) s+ h)—u(s)

I < ¢ v'(s) — o

9

‘ + a1 ||S(h)V'(s) = V' (s)|| + 1

usando a continuidade de S(-)v'(s) e a diferenciabilidade de v fica estabelecido (1).
Prova de (2):

I, <

(%)ms) — Au(s)

logo sendo v(s) € D(A) fica estabelecido (2).
Prova de (3): Segue pela continuidade da fungao S(t — s — -)Av(s).

De acordo com a Afirmagao 2.1 temos

S(h) —1 .
HS(t—s—h) (%)U(S—i—h) — AS(t — s)v(s) =0 (1.23)
De (1.22) e (1.23) segue a Afirmagao 2.
Por (1.21) e pelas Afirmagoes 1 e 2 fica estabelecido (1.20). ]

Agora listaremos mais algumas propriedades do gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.

Teorema 1.17 Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo {S(t)}1>o0 em X. Entao
para qualquer u € X,

/t S(t)udr € D(A)

A</t S(r)u d7> — S(tu—u.

Demonstracao: Seja h > 0. Note que

(%) /0 tS(T)udT:% S(h) /0 " S(ryudr — /O tS(T)udT]

(%) /0 S(rudr - %[ /O ' S(h)S(ryudr /0 tS(T)udT].

Por propriedade de semigrupo

(%) /OtS(T)udT - %/;S(T#— Byudr — %/Otsmudr,

logo
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isto é,

<%> /0 S(rudr = /h " S(rudr - - /0 S(r)udr

Sem perda de generalidade, podemos supor h < t e assim

(%) /OtS(T)udT:%[/htS(T)udT+/tt+hS(T)udT—/OhS(T)udT—/htS(T)udT]

de onde concluimos

(%) /OtS(T)udT _ %/tHhS(T)udT _ %/Oh S(ryudr.

Portanto pelo Lema 1.2

S(hy -1\
lim (%) /0 S(r)udr = S()u —u,

)

mostrando que

/t S(t)udr € D(A)

A(/tS(T)udﬂ') = S(t)u — u.

Corolario 1.18 Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {S(t)}i>0 em X, entdo

com

A € fechado e densamente definido.

Demonstracao: Para cada u € X, segue do Teorema 1.17 que, para cada h > 0

/h S(t)udr € D(A)

e, assim,

1 rh
—/ S(t)udr € D(A).
h Jo

Do Lema 1.2

1 rh
—/ S(t)udr — u  quando h — 0,
0

h
donde segue que D(A) é denso em X, mostrando que A é densamente definido. Agora, seja
{un,} € D(A) com

u, —u em X e Au,—v em X.
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Mostraremos que u € D(A) e Au = v, o que implica (u,v) € G(A), e portanto G(A) é
fechado em X x X, e assim A é fechado. Desde que S(h) é linear e continuo, temos

g = lim (1.24)

Segue do Teorema 1.14

/0 " S(r) Au, dr — /0 ' %(S(T)un) dr

e usando o Teorema A.8
h
/ S(1)Au, dr = S(h)u, — S(0)u, = S(h)u, — uy,
0

conseqilientemente

L rh S(h)u, — uy,
lim — [ S(7)Au,dr = lim ———.

n— o0 0 n— oo h

(1.25)

De (1.24) e (1.25)

Sthju-u 1 / hs(T)Aun dr. (1.26)

h n—o00

Note que,

1 rh 1 rh
E/o S(T)AundT—E/ S(t)vdr

0

1 rh
:HE/O S(7)(Au, —v)dr

Aplicando o Teorema A.6 e a limitagdo de S(7) obtemos

1 rh Lot 1 '
_/ S(T)AundT——/ S(r)vdr S—Me’“’/ 1A, — vl dr.
h Jo h Jo h 0

Como por hipétese Au,, — v, segue da ultima desigualdade

1 rh 1 rh
lim — [ S(7)Au,dr = E/ S(m)vdr. (1.27)
0

n—oo 0

De (1.26) e (1.27)

Shyu—u 1 fh
— :E/o S(t)vdr. (1.28)

Por (1.28) e pelo Lema 1.2, concluimos que
S(h)u —u

h
logo v € D(A) e Au = v, mostrando que (u,v) € G(A), conseqlientemente A ¢ fechado. =

— quando h — 0,
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Observagao 1.7 O Coroldrio 1.18 mostra que um operador ilimitado A gerador de um
Co-semigrupo € necessariamente fechado e densamente definido. Na proxima se¢ao, mostra-
remos a reciproca deste resultado, isto €, se A € fechado e densamente definido entao A € o

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.

Teorema 1.19 Sejam {Si(t)}i>0 e {Sa(t) }1>0 dois Cy-semigrupos com o mesmo gerador
infinitesimal A, entao {S1(t)} e {S2(t)} sao idénticos.
Demonstragao: Seja F(s) = S1(t—s)S2(s)u, para u € D(A). Entao, usando um raciocinio

anélogo ao que foi feito para justificar (1.20) obtemos

dF d d
o (s) = oy (Si(t —s)) Sa(s)u+ Si(t — 3)% (Sa(s)u).

Usando o Teorema 1.14 obtemos

dF

——(5) = —ASi(t = 5) Sa(s)u + ASy(t — 5) Sa(s)u =0

mostrando que F' é constante. Observando que

F(t) = Si(t — 1)Sa(t)u = S1(0)Sa(t)u = Sa(t)u

F(0) = Sy (t — 0)Ss(0)u = 81 (£)S2(0)u = S, (t)u,

sendo F' constante devemos ter
Si(t)u = Sa(t)u Yue D(A) V>0,
ou seja, {S1(t)} e {S2(t)} sdo idénticos. ]

Corolario 1.20 Se {S(t)}i>0 € um Cy-semigrupo cujo gerador infinitesimal A é limitado,

entao
S(t) = et

Demonstracgao: Conseqiiéncia imediata do Exemplo 1.4 e do Teorema 1.19. [ |
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1.3 Teorema de Hille-Yosida

Na secao anterior mostramos que se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo entao
o problema de valor inicial

dt

{ ey Z Au) >0
u(0) = uy,

sempre possui uma tnica solugao, desde que uy € D(A). Além disso, mostramos que se A é o
gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo entao, necessariamente, A é fechado e densamente
definido.

No que segue, assumiremos que A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de con-
tracao {S(t)}+>0, isto ¢, ||S(¢)|] < 1 para todo t > 0. Seja u € X e A > 0. Considere, para
s,t € R, com s < t, a integral

t
/ e S(r)udr.

Esta integral esta bem definida, pois a fungdao dada por f(t) = e *S(t)u é continua, uma
vez que a exponencial e a fungao S(-)u sao fungoes continuas, e [s, t] ¢ um intervalo fechado.
Sendo [|S(7)u|| < |jul| para todo T, segue que esta integral tende a zero (ao vetor nulo)
quando t, s — oo, pois

l

t t t
/e_’\TS(T)udT §/ He_’\TS(T)quTg/ e S (T)ul|dr

¢
< ||u||/ e Mdr.
S

o que implica

¢
/ e S(T)udr

S

Resolvendo a integral do lado direito obtemos

t 1
' / e S(T)udr|| < —X||u|| {e_’\t — e_’\s] (1.29)
dai, quando t, s — oo encontramos o limite
t
/ e S(T)udr — 0. (1.30)

Mostraremos agora que a integral

/ e MS(T)udr
0

existe. Para uma seqiiéncia t,, — 0o, quando n — oo, considere a seqiiéncia em X dada por

tn
vn—/ e S(T)udr.
0
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Afirmacao 1: A seqiiéncia {v,} ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em X.
De fato, sem perda de generalidade para t,, < t,,

tn tm
|vn — vl = H/ e S(T)udr —/ e S(T)udr
0 0

tm
= ||/ e S(T)udr
t"l

e por (1.30) temos
|vn = V|| — 0 quando n,m — o0

logo {v,} é de Cauchy.
Sendo X um espago de Banach, temos que existe o limite da seqiiéncia {v,} quando n — oo,
donde segue que a integral

00 t
/ e MS(Tudr = lim [ e S(r)udr
0

t—o0 0

estéd bem definida.
Definamos

RN : X — X
u — R(MNu :/ e S(T)udr.
0
Afirmagao 2: O operador R()) é linear e limitado.

Linearidade: Segue da linearidade de S(7) e da linearidade da integral.
Limatacao:

= lim

t—o0

t
/ e S(T)udr

o0 t
/ e S(T)udr lim / e S (T udr
0 0

t—o0 0

[RA)ull = |

Usando um raciocinio analogo ao que foi feito para obtermos (1.29) encontramos

1
IR ull < + full, (1.31)

mostrando a limitacao, e a demonstracao da Afirmagao 2.
Assim, faz sentido calcular a norma de R()\), que é dada por

IR = sup IR )u].

u
flull <1

Por (1.31),

IR < ~, VA>0. (1.32)

> =

Observagao 1.8 O operador R(\) também é denotado por R(A : A) (ver Pazy [22]).
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Teorema 1.21 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrag¢ao {S(t)}i>o0,
entao (A — A) € invertivel para todo A >0 e

(AT — A)"' = R(\). (1.33)

Ainda mais, por (1.32), tem-se para cada X > 0

1
M — A7 < -
IO =47 < 5

Demonstragao: Para provar (1.33), precisamos mostrar que, dado u € X
(M —A)RNu=u (1.34)

e para u € D(A)
RN (M — A)u = u. (1.35)

Prova de (1.34): Mostraremos inicialmente que R(A)u € D(A). De fato, para cada h > 0

S(h)—1 o0 o0
(()T> R(MNu = %[S(h)/o e_)‘TS(T)udT—/O e_)‘TS(T)udT]

o que implica

S(h)—1 1 o0 o0
(%) R(MNu = E[/o e S(1 + h)udr — /0 e S(T)u dT] .

Fazendo uma mudanca de variavel, temos

(—( iL )R(/\)u: %[/h e_)‘Te’\hS(T)udT—/O e_’\TS(T)udT].

Conseqilientemente

<—S<h2_ I) RMNu = %[e’\h /OOO e S(T)udr — /OOO e S(T)udr — e /Oh e S(1)u dT] .

Agrupando os termos & direita da ultima igualdade, ficamos com

S(R) — T M _ . A b
(o () Lot 2 s

-~

R(MNu
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Afirmacao 1: Quando A | 0, temos

1 rh
2. —/ e S(T)udr — u
h Jo

Tendo em vista que (1) ¢ um limite bastante conhecido, mostraremos apenas (2).
Prova de (2):

1

" 1
—/ e S(T)udr — u
h Jo

h 1 [h 1 [t
—/ e_’\TS(T)udT——/ S(T)ud7'+—/ S(T)udr —u
h Jo h Jo h Jo

o que implica

1

h 1
—/ e S (T udr — u
h Jo

E/o (e™ — 1)S(r)udr

< +

1 rh
E/o S(T)udr —u

usando propriedades de integral, o fato que o semigrupo é de contragao e o Lema 1.2 obtemos

1

h 1 rh
E/ e MS(Tyudr —ul| < |uf E/ e — 1| d7 + o(h). (1.37)
0 0

Usando o Lema C.1
1 rh
E/ ’e_’\T — 1‘ dr — |6_’\0 — 1’ =0,
0

quando h | 0. Portanto passando ao limite em (1.37) com h | 0 segue (2).
Por (1.36) e pela Afirmagcao 1

(%) ROVu 25 AR(M\)u — u

logo R(A)u € D(A) com
ARN)u = AR(N)u — u,

conseqilentemente

(M —A)RNu=u

mostrando (1.34).
Prova de (1.35): Dado u € D(A), temos
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e pelo Teorema 1.14
R(A\)Au = / e (S(7)u) dr,
0
isto é,

R\ Au = lim [ e (S(r)u) dr,

t—o0 0

onde (S(7)u)" é a derivada de S(-)u no ponto 7. Integrando por partes

t—o00

R(A)Au = lim [e‘MS(t)u —u+ A /t e S (T)u dT]

o que implica
R(MN)Au = )\/ e S () udr — u.
0
Logo
R(N)Au = AR(N)u — u,

ou seja,
RN —Au=u
mostrando (1.35).
De (1.34) e (1.35) segue (1.33). ]

Observagao 1.9 Recordemos que se A € um operador linear, nao necessariamente limitado
em X, o conjunto resolvente, p(A), de A é o conjunto de todos os nimeros reais (ou
complezos) X\ tais que (A — A)~! existe. O operador (A — A)~' é chamado de operador
resolvente de A associado a \. O conjunto complementar do resolvente, o(A) = R\p(A)
(ou o(A) = C\p(A)) € chamado de espectro de A.

Deste modo, o gerador infinitesimal A de um semigrupo de contragao verifica as seguintes
condicgoes

1. A é fechado
2. A é densamente definido

3. O operador (AI — A)~! existe ¢ linear e limitado para cada A > 0, com

1A = A)~7 <

> =
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Observagao 1.10 Na verdade o fechamento de A estd implicito na condigao (3), pois para
A =1 temos que o operador I — A € inversivel e com isso mostraremos que A é fechado.
De fato, seja {u,} C D(A) com u, — u e Au, — v. Entio se R = (I — A)™!, temos

RAu, — Rv, uma vez que R é continua. Mas
RAu,, = Ru,, — u,, (1.38)
PO1S
up, = R(I — A)u, = R(u, — Au,) = Ru,, — RAu,,.
Passando ao limite em (1.38) obtemos Rv = Ru — u o que implica
u= Ru— Rv= R(u—v) e D(A).

Por outro lado

u=R(I - A)u= R(u— Au) = Ru — RAu,

logo RAu = Ru —u. Donde seque que Rv = RAu, sendo R injetiva concluimos que v = Au.
Mostrando que A € fechado.

Mostraremos agora que as condigbes (1)-(3) sao suficientes para que A seja o gerador
infinitesimal de um semigrupo de contragao. No que segue assumiremos que A satisfaz as

condigoes (1)-(3) e R(\) = (\[ — A)~.
Lema 1.3 Seja A descrito acima. Entao

lim AR(A)u =u

A—00

para cada u € X.
Demonstragao: Faremos inicialmente para u € D(A). Se u € D(A), por (1.34) temos

ARANu —u = AR(N)u. (1.39)
Por (1.35)
R(MAu —u = R(\)Au. (1.40)
Sendo R(\) linear temos
AR(AN)u = R(A)u. (1.41)
De (1.39)-(1.41) obtemos
AR(N)u = R(\)Au. (1.42)
Assim
1

IMR(A)u = ull = [AR(N)ull = [|R(A) Aul| < + || Aul.
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Sendo ||Au|| constante e fazendo A — 0o obtemos
AR(N)u — wu, para cada u € D(A).

Para cada u € X, considere v € D(A) suficientemente proximo de u. Entao

INR(MN)u — ul| = [[AR(N)u — AR(MN)v + AR(AN)v — v + v — ul].
Usando a desigualdade triangular, a linearidade e a limitacao de R(\) temos

IARNu = ul] < AR {lu = vl] + AR(A)v = vf| + [lo = u]|.
Por (1.32)

AR u = ul| < flu = vl + [AR(A)v = of| + [lv = ull = 2[ju — o] + [[ARA)v = v]|
o que implica
AR(ANu — u, para cada u € X.

Agora introduziremos uma importante classe de operadores lineares limitados os quais se
"aproxima'"de A em um sentido a ser definido. Para A\ > 0, considere

Ay = AAR(N).
Sabemos, por (1.39) e (1.40), que
AR(N) = AR(A\) — I =R(MN)A em D(A),
dai
Ay = NR(\) — AL (1.43)

Mostramos que, R(A\)u € D(A), para u € X, dai A, estd definido para todo u € X. Além
disso, por (1.43) temos que Ay é um operador linear e limitado, pois R(\) e I sdo lineares
e limitados. A classe de operadores {A,}, para A > 0, é conhecida na literatura como a
aproximacao Yosida de A e tera um papel importante no nosso estudo.

Lema 1.4 Seja u € D(A). Entao

/\lim Ayu = Au.

Demonstracgao: Note que

)\lim Ayu = )\lim AMR(MNu = /\lim AR(N) Au.

Logo pelo Lema 1.3

/\lim Ayu = Au.
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Desde que A, é um operador linear limitado, temos que A, gera o semigrupo de contragao

{etAA}DO. Note que

e = Het()\QR()\)f)\I) I
pelo Lema D.2

e43]| = Het)\QR(A)e—t)JH'
Afirmagao 1: [N FN e || = e~ ROV ||,

De fato, para cada u € X,

e My = e .
Assi
i et/\2R()\)eft)\Iu _ et/\QR()\)eft)\u _ eft)\et)PR()\)u
para todo u € X, logo
Het)\QR(A)e—tMuH _ He—tAetAQR()\)uH _ e—tAHet)\QR(A)u”
conseqiientemente
HetAQR()\)e—t)\IH — sup Het)\QR()\)e—tAluH — sup e—t)\”et)\QR()\)uH — e sup Het)\QR
<1 <1 fuli<1
trand
HHOSTHARED que Het/\2R(>\)6—t>\IH _ e—t,\HetVR(,\)|
)
concluindo a demonstracao da Afirmacao 1.
Segue de (1.44) e da Afirmacao 1 que
HetAAH _ eft)\”et)?R()\)H < eft)\et)\2||R()\)H
por (1.32)
||etAA|| < eft)\etﬂ% — o AptA
dai

e <1,

Portanto {em*} ¢ um semigrupo de contracao para cada A > 0.

t>0

(1.44)

|

(1.45)

Observagao 1.11 Usando a linearidade dos operadores Ay e o fato que \I — A e ul — A

comutam, mostra-se facilmente que para A\, >0, Ay e A, comutam.

Usando a Observacao 1.11, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 1.22 Seja A um operador densamente definido tal que para cada X\ > 0, o operador

(A — A)~! existe e € linear e limitado,com

> =

1A = A)7 <
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Entao A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracao.
Demonstracao: Dividiremos nossa demonstracao em trés etapas.
Primeira Ftapa: Primeiramente encontraremos uma desigualdade que nos ajudara na

segunda etapa. Seja u € X. Para A\, u > 0, t fixo, note que

PHH) AN (1= (s+R) Ay, pts AN t(1=8) Ay, —  pt(s+h)Ax (6t(1—(s+h))A”u _ et(l—s)Auu>

+<6t(s+h)A)\ _ etsA/\>6t(1—s)AMu‘

Assim
et(SJrh)AA@t(l*(SJrh))Auu _ 6tsAxet(lfs)A#u _ et(s-’_h)A)\ et(lf(erh))A“ _ et(lfs)A# ;
h h
thAy _
+€t8A>‘ (6 1 et(ls)A#u> )
h

Passando ao limite com h — 0, obtemos

d tsAy t(1—s)A tsA t(1—s)A tsA 0tAy t(1—s)A

—(65 Aet(1=9) “u) = —¢" AtAMe( gy 4 e A, Ve =) Ay,

ds
dai

%(etsA,\ Gt(l_S)A“u) _ t[ _ GtSA)‘AMGt(l_S)A”U, + etSA*AAet(l_S)A”u} )

Sabendo que Ay e A, comutam,

%(etsAket(ls)AMu) _ t[ . etsAAet(lfs)AuAMu + etsAket(lfs)AuA/\uL

isto é,

d
%(et&‘b\ et(l—S)Auu) — tetsAA et(l—S)Au( _ AMU’ + A/\u) . (146)

Por outro lado, pelo Teorema A.8

1 d
/ —<6tSA)‘€t(1_S)A”u>dS — etA’\BOA”U . GOA’\GtA“U — etAAu . etA“u
0

ds
logo

ds

i(etsfb\ et(l—s)Auu)

Ld
HetAAu_etAHuH _ H/O E(etsAAet(l—s)Auu)ds 15

1
</

1
o e < [t = g )
0

por (1.46)
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o que implica
1
et et < [ e e 0= Ay
0

Usando (1.45) concluimos que
HetA*u—etA“uH StHA)\u—AMuH. (1.47)

Segunda FEtapa: Agora encontraremos um semigrupo de contragao, que na terceira etapa

mostraremos que ¢ gerado por A. Para v € D(A), por (1.47) temos
HetAAu - etA”uH < tHAAu — AMuH < tHAAu — AUH + tHA“u — Au” (1.48)

Pelo Lema 1.4 temos
HA,\U — AuH Az

p—00

HAMU — Au‘ — 0.
Dai, sendo X um espago de Banach, para cada u € D(A) o limite

lim ey
A—00

existe. Além disso, por (1.48) concluimos que esta convergéncia é uniforme em intervalos
limitados com relagao a t. Para v € X, sendo D(A) denso em X, existe u € D(A) tal que

v — u|| & suficientemente pequeno. Logo para A,u > 0
[0 — eta]| < [Jetno — e + |etru = eAea] -+ [jetdnu — et
usando a linearidade de e4* e a limitacdo dada em (1.45), para todo A, obtemos
Jeth0 = etten]| < 2o =l + [[eru— et
o que implica na existéncia do limite

lim e,

A—00
para todo u € X, sendo esta convergéncia uniforme em intervalos limitados com relacao a t.
Definamos, para cada u € X

S(tyu = Jim ey,

Mostraremos que {S(¢)} ¢ um semigrupo de contragdo. Com efeito, note inicialmente que

S(t) é linear, pois e e o limite sdo lineares. Além disso, S(t) é limitado, pois
ICyull = | im e = fim el < fim el < fim 1] =

o que implica HS (t) H < 1. Agora mostraremos as propriedades de semigrupo.
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1. Paratodouw € X

S(0)u = lim "My = lim Tu = u,

A—00 A—00
logo S(0) = I;
2. Note que
S(t+s)u = /\lim et Ay, = )\lim etMes iy, (1.49)

Por outro lado,

S(t)S(s)u = S(t) lim ey = lim S(t)e*u = lim ( lim etA*es‘”u)

A—00 A—00 A—00 \ A—o0
logo
S(t)S(s)u = /\lim etMes iy, (1.50)

De (1.49) e (1.50) segue que
S(t+ s)u=S(t)S(s)u Vue X,

isto é,

S(t+s) = S(t)S(s);
3. Segue da definicao que para cada t > 0 existe \; tal que
e u — S(t)u|| < % para A > \;

logo para A = \; temos

€

vt > 0.
5 2

||etAA1u — S(t)ul| <

Sendo Ay, um operador linear limitado temos que {e!1 },5¢ é um Cp-semigrupo, logo

para t proximo de zero, pela direita,
€

1A — ull <
e —ul < 5

Conseqilientemente, para t proximo de zero, pela direita,
IS®u —ul| < e — S(E)ull + [l ru —ul| < e,

isto €,
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Terceira Etapa: Mostraremos que A é o gerador infinitesimal de {S(t)}. Seja F' o gerador
infinitesimal de {S(t)}, mostraremos que A = F. Seja u € D(A), entao

Stu—u= lim ey —u= lim (" u—u). (1.51)

A—00 A—00

Sabemos que Ay gera o Cy-semigrupo {2}, dai pelo Teorema 1.14 temos

d
E(e““u) ="M Ayu

logo integrando sobre (0,¢) e aplicando o Teorema A.8 obtemos

t
ey —u = / ™M Ayudr. (1.52)
0

De (1.51) e (1.52)

t t t
Sthu—u = /\lim M Audr = )\lim [/ e (Ayu — Au) dr + / M Audr|. (1.53)
—Jo — | Jo 0
Afirmacao: Quando )\ — oo, temos:
t
1. / e (Ayu — Au) dr — 0;
0
t t
2. / e Ay dr — / S(t)Audr.
0 0
Justificativa de (1): Note que,
t t t
/ e (Ayu — Au) dr | < / e ||| A — Aul dr < / | Ayu — Au|| dr
0 0 0
dai
t
/ e™ A (A,\u - Au) dr|| < tHAAu — AuH
0
Fazendo A — oo, temos Ayu — Au, donde segue o desejado.
Justificativa de (2): Note que,
t t t
' / e Audr — / S(r)Audr|| < / HeTAAAu — S(7)Aul| dr. (1.54)
0 0 0

Considerando a familia de fun¢des dada por Hy(7) = ||e™* Au — S(7) Au|| temos,
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e H,(1) — 0 quando A — oo (pela defini¢ao do semigrupo {S(t)});
o 0 < Hy(1) < 2[|Aul| € L([0,1)).

Portanto pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.6), segue que

¢
lim / Hy(r)dr =0,
0

A—00
isto &,

A—00

¢
lim / e Au — S(7)Aul| dT = 0. (1.55)
0

De (1.54) e (1.55), segue o desejado.

Da afirmagao anterior e de (1.53) obtemos

S(tu —u = /OtS(T)AudT

dai
Stu—u 1
— = —/ S(t)Audr
t tJo
fazendo t | 0, temos pelo Lema 1.2 que
St)u —u
— S(0)Au = Au,

donde segue que u € D(F) e Fu = Au. Deste modo D(A) C D(F) e F|pwy = A. Seja
u € D(F). Considerando v = R(1)(I — F)u, temos v € D(A) e

I-—Av=UI-AI-A)"I-Fu=U~-F)u
o que implica
v-—Av=u—Fu=v—-—Fv=u—Fu= (I — F)(v—u)=0.

Sendo (I — F) injetivo segue que v = u. Logo u € D(A). Portanto D(F') C D(A). De onde
concluimos que D(F) = D(A), o que implica F' = A. n

Agora estamos aptos a enunciar o teorema mais importante deste capitulo devido aos
matematicos Hille! e Yosida?, o qual é uma conseqiiéncia dos Teoremas 1.21 e 1.22.

!Einar Hille (1894-1980): matematico Americano que trabalhou na 4rea de equagdes integrantes,
equagoes diferenciais, fungdes especiais, séries de Dirichlet e série de Fourier, depois se interessou por Anélise

Funcional.
2Ko6saku Yosida (1909-1990): matemético Japones que trabalhou na area de Analise Funcional.
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Teorema 1.23 (Hille-Yosida) Um operador linear ilimitado A em um espago de Banach

X € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracao se, e somente se,
1. A € fechado;
2. A € densamente definido;

3. Para cada X > 0, (A\[ — A)~! existe e é um operador linear limitado com
I — 47| <~
—_— A .

O Teorema de Hille-Yosida tem grande importancia no estudo de solugao para problemas
de valor inicial, do tipo

(P) dt

{ Wy~ auy >0
u(0) = ug € D(A),

pois com o Teorema de Hille-Yosida, a solu¢ao de (P) se reduz ao estudo da existéncia de
solucao da equacao
A —Au =0

aliada de uma estimativa adequada da mesma.
Neste momento faremos um estudo, que serd utilizado na demonstracao do proximo
teorema. Seja {S(t)} um Cy-semigrupo gerado por A, tal que

IS@I < e,

para algum w > 0 e para todo ¢t > 0. Entao S;(t) = e “!S(¢), é um semigrupo de contragao,
pois
[S1 (O] = le™ S| = e[| SE)I| < e =1,
e A—wl é o gerador de {S;(t)}.
De fato, note que

o que implica

Passando ao limite com ¢ | 0 obtemos

C Si(Hu—u
lim ———

= Au—wu=(A—-wl)u.
t10 t
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Logo A —wI é o gerador de {S(t)}.
Agora se B ¢é o gerador infinitesimal de {S}(¢)} temos que B+wI ¢é o gerador infinitesimal

de {S(t)}, pois
Stu—u _ Stu—eStu+e ' Stu—u e “Sthu—u e “S(tu—S(tu

t t t t
Logo
S(t)u — S — Wt
(t)u u_e (t)u u_ e Sty
t t t
Passando ao limite com ¢ | 0 obtemos
S(t)u —
limM = Bu — (—w)S(0)u = Bu+ wu = (B + wl)u,

10 t

mostrando que B + wl & o gerador infinitesimal de {S(t)}.
Teorema 1.24 O operador A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {S(t)}, com
1S@)|| <e', w>0, Vt>0, (1.56)

se, e somente se, ¢ fechado, densamente definido e para cada X\ > w, a inversa (A — A)~!

existe e

IAT =A< (A —w)™ (1.57)

Demonstracao: Suponha que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo com a pro-
priedade (1.56), entdao pelo Corolario 1.18 temos que A ¢ fechado e densamente definido .

Falta mostrar que (Al — A)™! existe, para A > w, e que vale (1.57). Note que
M—-—A=N—-wl+wl—-A=\N—w)l — (A—wl).
Pelo estudo feito anteriormente A — wl é o gerador infinitesimal de um semigrupo de con-

tragao, logo (al — (A —wI))~! existe para cada o > 0 e

1
I(al = (A—wh)™H| < —.

«

Para a = A — w temos que (A —w)I — (A — wl))™! existe e

(A=) = (A=wh)) | <

T A—w’
isto ¢, (A\[ — A)~! existe e

1
I—A < — .
IO = A7 < +—
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Por outro lado, suponha que A é fechado densamente definido e que para cada A > w, a
inversa (Al — A)~! existe e vale (1.57). Considerando o = A — w, temos @ > 0, A = a +w, e
por (1.57)

I((e+w) = A7 <a™,
isto é,

(el — (A+wl)™Y <o (1.58)

Fazendo B = A — wl, temos que B é fechado densamente definido e por (1.58)
I(al = B) | <o

Portanto pelo Teorema 1.22 segue que B gera um semigrupo de contracao {Si(¢)}. Con-
siderando S(t) = e“*S1(t), temos que {S(¢)} é um Cp-semigrupo satisfazendo (1.56), e pelo
estudo feito anteriormente A = B 4w/ ¢é o gerador infinitesimal de {S(¢)}, de onde conclui-

mos a demonstracao. [ |

Na demonstracao do Teorema de Hille-Yosida expressamos o semigrupo gerado por A
em termos da exponencial e* quando A — oco. Agora deduziremos uma outra definicao
para S(t) em termos do proprio A. Estudaremos o caso em que {S(t)} é um semigrupo de
contragao, o caso mais geral, onde {S(¢)} ¢ um Cy-semigrupo pode ser encontrado em Pazy
[14].

Lema 1.5 Seja A : X — X um operador linear limitado com | Al| < 1. Entao, para qualquer

inteiro positivo n e qualquer u € X,

He"(A_I)u — AMul| < V/nl|Au — ul].

Demonstracao: A demonstracao sera dividida em etapas.

Primeira Etapa: Sejam k,n ntmeros inteiros nao negativos. Se k > n, temos
| ARy — A™u|| = ||ARu — A+ ARy — AR AM R — L AT — AT

Usando a linearidade de A

k—1 k—1 k—1
[ARu — Al = || Y7 A (Au =) || < DA | Au = ul| < [|[Au—u Y [|A7].
j=n j=n j=n

Sendo ||A|| < 1, segue que ||A7]] < 1. Daf

HAku — AMu|| < (k —n)||Au — ul|.
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Assim para quaisquer dois niimeros nao negativos k, n temos
| ARy — A™u|| < |k — nl||Au — u)).

Segunda Etapa: Agora parat > 0,

| D ] =

—t k n —t k —t n
e ZHAU—AU e ZHAU_G ZEAU
k=0 k=0 k=0

Logo
00 tk [ee] tk
l ety — Atul| = e Z E(Aku — A"u)|| < et Z o | A*u — A™u|
k=0 k=0
e, pela primeira etapa,
HA—T) n e t L otk
| e u—A"u| <e Zg|k—n|||Au—u|| <e ||Au—u||zg|k—n| (1.59)
k=0 k=0

Estudaremos a seguir a convergéncia da série

Considere as seguintes seqiiéncias

tk % tk %
T = (E) e Yp = (H) |k —nl.

Mostraremos que {z}, {yx} C [*. Note que
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Afirmacgoes:
2N\ :
1. n i < 00 ;
k=0
2 2nz il k < oo;
k=0
2
k=0
Justificativa de (1):
2 2t
n Z e <o
k=0
Justificativa de (2):
o 4k ootk oo tk o0 U+ i Y]
Z_kzz_k: = =t) —=te
| | — 1) al |
k! —~ k! p (k—1)! = 7 =
Dai
_ t
2”2@ k = 2nte" < oo.
k=0
Justificativa de (3):
— k=) —k = k= i+ 1).
Kl i Z(k—l)! 2 5 G+
k=0 k=1 k=1 =0
Usando as idéias de (2) encontramos
ZEW = t%e' + te! < o0.
k=0
Mostrando as afirmagoes. Segue das afirmacoes (1)-(3) que
Z yi = t?e! +te! — 2nte' +n’e’ = (* — (2n — 1)t + n?)e’ < co. (1.60)
k=0

Logo {yx} C I2. Sendo [? um espaco de Hilbert e

[ee) k o]
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segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

Zk'\k—n\ < (Zk,> ( Z!(k—nf) : (1.61)

De (1.60) e (1.61) temos

Sl =l < (€2 = (20— Dt +u)el]
k=0
Logo
[e’¢) tk; )
>l —nl < [(# = (20— Dt +n2)] 3" (1.62)
k=0

De (1.59) e (1.62) temos
I A=y — Atul| < e Au —ul [(#* = 2n — 1)t +n )}% !

e, portanto,
| eDu — Amul| <l Au— ull [(1* ~ 20— D)t + )] 2. (1.63)

Fazendo ¢t = n em (1.63) concluimos
| e n(A=D)y, — Au|| < vn||Au — ul.
]

Teorema 1.25 Seja {S(t)} um semigrupo de contragao com gerador infinitesimal A. Entao,

para qualquer u € X,

t - n n "
S(t)yu = lim ([——A) u= lim (—R(—)) u.

Demonstragao: Note que, para todo u € D(A), temos

<I—%A>u:u—A<%u):%v—Av,

para v = £ u. Portanto
n
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CAPITULO 1
o que implica
t t(n
<I__A)u:_(_1_A)u,
n n\t
donde segue
t t(n
z__A:_<_I_A>.
n n\t

Pelo Teorema de Hille-Yosida, temos que <t

S ey

n

n -1
I — A) existe, para todo t > 0, e sabendo

t -1
temos que (I - — A) existe para todo t > 0, e
n

—1 -1
t ni{n
<[__A> :_(_I_A)
n t\t
implicando na igualdade

%(ﬁ):ﬁ(ﬁf_A) :<1_3A>. (164
t\t n

t t

Sabemos que
S(t)u = lim e,
A—00

Considerando A = % podemos escrever
1A
S(t)u = lim e tu.

n—o0

Mas
”_QR<E>_§]] :”_ZR<E>_n1:n(ﬁR<ﬁ>—1). (1.65)
t t t t o\t

Agora
n n nin - nj| [ n -
—Rl-=||=1|-|-1T—-A =—||{l-1—A
t t t\ 1 t t
e pelo Teorema 1.21,
n n n 1l
—Rl - <= =
t (t) —te
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n n
t t
~ n n

Assim, aplicando o Lema 1.5, para o operador A = 7 R(;) obtemos

Logo

an I an : <\/_an 1.66
A i Call B s ul| < Bl Ju—y. (1.66)
Na demonstra¢ao do Lema 1.3 vimos que se u € D(A), entao para todo A > 0
1
RO — ] < 5 [1Au].
Dai para A = %
n n t
—R(—)u—u < — || Aul|. (1.67)
t t n
Combinando os resultados encontrados em (1.65)-(1.67) temos
(" (")) ] < 4 D(A 1.68
R i u _%H ul|, para u € D(A). (1.68)
Passando ao limite em (1.68), com n — oo
. tAn . n n "
S(t)u= lim e tu = lim n R " u, para todo wu € D(A). (1.69)

Agora para v € X, existe u € D(A), tal que ||v — ul| é suficientemente pequeno. Note que

n n\\" n n\\"
ey — (—R(—)) v ey — (—R(—)) u
t t t t
n n\\" n n\\"
t t t t
Sabendo que 4% , (% R(%))n sao operadores lineares limitados
t t
n R n\\"
+ 7 n |l —ul.

Hem%v — etA?uH +

+

< Mo —u| +

oy
VR
~| 3
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Por (1.69) e sabendo que u esta suficientemente proximo de v, concluimos que

n—00 n—o0o t

n (n\\"
S(t)v = lim %0 = lim (; R(—)) v, para todo v € X. (1.70)

De (1.64) e (1.70)

t\ " n n\\"
S(t)yv = lim (]— —A) v = lim (? R(;)) v, para todo v e€ X. (1.71)
n—oo n n—oo

A formula encontrada em (1.71) é conhecida na literatura como a Foérmula
Exponencial para S(t).

1.4 Regularidade para Semigrupos de Contracao

Nesta se¢ao estudaremos alguns resultados de regularidade para semigrupos de contracgao.
Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo, definimos

D(A%) = {u e D(A); Aue D(A)}
e de forma geral, para k > 2

D(A*) = {ue D(A*"); Aue D(A* M)}

Lema 1.6 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de contra¢io {S(t)}. Entao
D(A?) € denso em D(A), com relagao a norma do grdfico.

Demonstragao: Seja u € D(A). Definamos, para A > 0
uy = AR(\)u.

Ja vimos que se u € X entdao R(A\)u € D(A), em particular, sendo v € D(A) temos
AR(MNu € D(A), isto é, uy € D(A). Do Lema 1.3, uy — u em X, quando A — oco. Agora
por definicao de R()), temos u = $(A — A)uy, o que implica Auy = Auy — Au € D(A),

conseqiientemente uy € D(A?). Porém
Auy = My — M= AARMNu) — M= NXR(AN)u — M= (N2R(\) — Nu = Ayu.  (1.72)
Pelo Lema 1.4 e por (1.72) temos Auy — Au, para todo u € D(A), quando A\ — co. Assim
Uy — U e Auy — Au, para todo wu € D(A), quando X\ — oo,

mostrando que uy — u na norma do grafico, quando A — oo, conseqiientemente, D(A?%) é

denso em D(A) na norma do grafico. n
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Teorema 1.26 Seja ug € D(A?), onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contracao {S(t)}. Entao a solugio u(t) = S(t)ug do problema de valor inicial

du
E(t) =Au(t) t>0
u(0) = wy,

satisfaz

u € C*([0,00); X) N CY([0,00); D(A)) N C([0, 00); D(A%)).

De forma geral, se ug € D(A¥), k > 2, entdo u € tal que

k
u e [)C([0,00); D(A)),
=0
onde A® = 1I.
Demonstragao: Seja uy € D(A?), entao Aug € D(A). Conseqiientemente a fungao dada

por v(t) = S(t)Aug ¢é diferenciavel e verifica o problema de valor inicial

dv

—(t) = Av(t) t>

W= At 120
u(0) = Auy,

com v(t) = S(t)Auy € D(A) para todo t > 0. Mas

du
v(t) = S(t)Aug = AS(t)ug = Au(t) = %(t),

logo Au € D(A), daf u € D(A?). Note que, sendo Auy € D(A) temos pelo Teorema 1.14 que
v = S(-)Auy € C1([0,50); X) N C([0, 50); D(A)),
isto é,
du

— € C([0,00); X) N C([0,00); D(A))

de onde podemos concluir que
u € C?([0,00); X) N CY([0, 00); D(A)). (1.73)
Afirmacgao: Sendo v = Au, temos
u = S(-)ug € C([0,00); D(A?)).
De fato, uma vez que u € C([0,00); D(A)), se t — ty, devemos ter

u(t) — u(ty) e Au(t) — Aulty).
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Precisamos mostrar que

A?u(t) — Au(to).
Sendo v € C([0,00); D(A)), se t — ty temos
v(t) — v(to) ¢ Av(t) — Av(ty),
mas v = Au. Logo
A(Au(t)) — A(Au(to)),
isto é,
A%u(t) — A%ulty).

Dai
u(t) — u(to) e A%u(t) — A%u(ty),

o que implica
u € C([0,00); D(A?)). (1.74)

De (1.73) e (1.74) obtemos
u € C*([0,00); X) N C*([0,00); D(A)) N C([0, 00); D(A?)).

Para o caso geral, k > 2, faremos por inducao em k. Ja vimos que o resultado é valido
para k = 2. Suponha que o resultado seja valido para k — 1. Mostraremos , com isso, que o

resultado vale para k. Seja ug € D(AF), entdo Auy € D(A*71), logo pela hipétese de indugao

k—1
v=S(-)Aug € () C*7([0, 00); D(A7)), (1.75)
mas v(t) = 2£(t), daf .
u € ﬂ C*I([0, 00); D(AY)). (1.76)

Fazendo j = k — 1 em (1.75), temos v € C([0,00); D(A*1)). Sendo v = Au, repetindo um

raciocinio analogo ao caso k = 2 encontramos
u € C([0,00); D(A)). (1.77)

De (1.76) e (1.77) concluimos que

u € [)CH([0,00); D(A)).

J=0
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Corolario 1.27 Seja ug € D(A), onde A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragao {S(t)}. Entdao se u(t) = S(t)ug, temos

du
— (1)

Demonstragao: Se up € D(A?), entdo v(t) = S(t) Aug, verifica 9 (¢) = v(t), daf

du
= @) = @] = 15 Auoll < [S@Il| Auol| < || Auo]]-

Se ug € D(A), entao pelo Lema 1.6, existe {uf} C D(A?) tal que
Uy — Uo e Aug — Auy.

Considerando u™(t) = S(t)ug € X, temos

Jun(t) = (o) = [|S (e — S| = [|SE) sy — )| < [l — '] (178)
du™ du™ d " d |l " m
o) _W@H = |5 (S0 = = (St | = 54w — (1) 4w

Logo

du™ du™

v () — o ®)|| = ||S@) (Aug — Aug) || < ||Auf — Aug?||- (1.79)

Sendo {ug} e {Au} seqiiéncias de Cauchy, temos que as seqiiéncias {u"(t)} e {%= (¢)} sdo
seqiiéncias de Cauchy para todo t > 0. Uma vez que X é um espago de Banach segue que
{u"} e {£*} sdo uniformemente convergente, pois as estimativas encontradas em (1.78) e
(1.79) nao depende de t. Mais ainda

. du™ du L 80
u —u (§] E — E, ( . )
pois
u™(t) = S(t)uy — S(t)ug = u(t)
e
du™ S AL — S(EIA du
E(t) = S(t)Aug — S(t)Aug = v(t) = E(f)
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Recordando que limite uniforme implica em limite pontual, temos pela unicidade do limite

que (1.80) ¢é valido. Note que

du™ . .
%(t) = HS(t)AuoH < || Augl,
e sendo || - || uma func¢do continua encontramos por passagem ao limite, com n — oo, a
desigualdade
Ml <4
)| < 1w,
|
Teorema 1.28 Seja ug € D(A?). Se uy(t) € a solugao do problema de valor inicial
du,\
—(t)=A t
o (1) = Awun(t)
u(0) = Auy,
onde Ay € a aproximacao de Yosida de A, tem-se
d d
%(t) — d—?(t), quando A — o0
uniformemente em cada intervalo limitado com respeito a t, onde u(t) = S(t)uy.
~ : d - -
Demonstragao: Para cada A > 0, seja v, (t) = %(t) = S(t)Aux(t). Entao, vy ¢é solugao

do seguinte problema

" 2 (1) = Ava()

U)\<O) == A)\UQ.

De fato, primeiramente note que v)(0) = S(0) A ug = Axug. Por outro lado,

"U)\(t + h) — ’UA(t) _ A)\U)\(t + h) — AAUA(t) _ A U)\(t + h) — U)\(t)
h - h - h '

Sendo A, continuo, passando ao limite com h — 0 obtemos

dU)\

o gy = A= (1) = A (D).

dt

Mas pelo Apéndice D, sendo A, limitado a tnica solugdo do problema (x) é dada por

up(t) = e Ay,
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desta forma usando um raciocinio analogo ao que foi feito na primeira etapa da demonstragao

do Teorema 1.22, tem-se
loa(t) — v, ()| = HetA*AAuo - etA“AuuoH < t]|AZuo — AinH. (1.81)
Agora, desde que ug € D(A?%) C D(A), temos
Ayug = MAR(N)ug
pelo Lema C.2 temos que A comuta com R()), dai
Ayug = AR(N) Auyg

o que implica
AiUO = ()\R()\))zAQUO

Considerando uy = AR(\)A%ug, temos

|A2ug — A%ug|| < AR — s || + [ AR(N) A%up — A%uo]|- (1.82)
Observe que

[ARN) Ty — || = [|AR(A) (AR(AN) A%ug) — AR(A)A%ugl| = [[AR(A) (AR(X) A%ug — A%ug) ||
o que implica
[ARN) Ty — T || < || AR [[[[ARA) A%ug — APug| = A|[RN)||[|AR(N) A%ug — A%uq|
sabendo que |[R(A)|| < 1 concluimos que
[ARN) Ty — T || < ||AR(N)A%ug — A%ugl|. (1.83)

De (1.82) e (1.83)
HAE\UO - A2’LL0H S 2||/\R(/\)A2u0 - A2U0H.

Aplicando o Lema 1.3, obtemos
Aiuo — A%y, quando A — oo.

Sendo
[ — A2 < | o — Ao + [ A2 — A

obtemos
HAiuo — AZuOH —0 quando A, pu — o0. (1.84)
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Portanto de (1.81) e (1.84), concluimos que para cada t > 0 a seqiiéncia {v,(t)} é de Cauchy
em X, logo é convergente, mais ainda, em intervalos limitados com relacao a t, esta con-

vergéncia é uniforme. Note que

Agora observe que
[AR(A)ux — ul| < [[AR(N)ux — ARA)ul| + [|AR(A)u — ul|

o que implica
H/\R(/\)u,\ — | < flux — ul| + [[ARN)u — ul|.

Desde que
ur(t) = e ug — S(t)ug = u(t)

e

AR(Nu — u
quando A — oo, obtemos

AR(N)uy — u (1.85)
quando A — oo.

du), _du

Afirmagao: v)(t) = %(t) — Au(t) = E(t)

De fato, por (1.85) e sabendo que vy = A(AR(A))u, converge para um certo v, temos que
a seqiiéncia {(AR(N)uy, A(NR(X))un)} é convergente em G(A), sendo A fechado segue que
(u,0) € G(A), logo ¥ = Au = % Portanto

d d
%(t) — d—?(t), quando A — o0

uniformemente em cada intervalo limitado com repeito a t. [ ]

1.5 Semigrupos de Contracao em Espacos de Hilbert

Nesta secao vamos considerar X um espago de Hilbert com produto interno denotado por
(-,-) ¢ Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragiao {S(t)}i>0 € u € D(A).
Entao,

(S(tu—u,u), <0, (1.86)

pois sendo X um espaco de Hilbert temos para quaisquer dois vetores vy, v, € X

o1 + val|? = Jloal|* +2(v1, v2) 5 + [Jo2]]%
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Dai para vy = S(t)u — u e vy = u tem-se
IS@ull® = 1S (t)u — ull* +2(S(t)u — u,u)  + [[ull?,

logo
2(S(0)u — w,u) = [S@ul — St~ ull” ~ ]

Sendo [[S(t)ul| < [Jull segue que [|S(t)ull® < [Jul* dai
2(S(u —u,u) ¢ < [SEul* = [1SEu —ull* = [SE)ul* < —[S(E)u — ul*

mostrando que

(S(t)u —u, u)X <0.

Dividindo (1.86) por t > 0 e fazendo t — 07 concluimos que
(Au,u), <0 Yu € D(A). (1.87)

Definicao 1.29 Dizemos que F' é um operador dissipativo quando —F € mondtono, isto
é, (— Fu,u)X, para todo u € D(F); e que F é mazximal dissipativo quando —F for

mazximal mondtono, isto €, se F' for dissipativo e R(I — F) = X .

Por (1.87) temos
(—Au,u), >0 Vu € D(A),

dai —A é mondtono, logo A é dissipativo, mais ainda, pelo Teorema de Hille-Yosida (I — A)
é invertivel, logo R(I — A) = X, conseqlientemente, —A é maximal mono6tono, logo A é
maximal dissipativo.

A palavra "maximal"que aparece na definicao anterior tem o seguinte sentido: Sendo A
dissipativo e R(I — A) = X, ele ¢ maximal no sentido que nédo existe um operador linear
F' com as mesmas propriedades de A, com F' sendo uma extensao de A. De fato, se F' for
uma extensao de A (isto é, D(A) C D(F) e F|pw) = A) com as mesmas propriedades de
A (F ¢ dissipativo e R(I — F') = X) mostraremos que F' = A. Para isso, mostraremos que
D(F) = D(A). Sejau € D(F),ev= (I —A)" I - F)u, entao (I — A)v = (I — F)u. Sendo
Av = Fv, uma vez que v € D(A) e F|p) = A, obtemos (I — F)(v —u) = 0, o que implica
v—u—F(v—u)=0, logo

(v—u—Fv—u),v—u), =(0,0—u), =0

X X

o que implica
(v—uv—u), — (Flv—u),v—u), =0

ou simplesmente

o —ul]* = (F(v—u),v—u) .
Sendo F dissipativo concluimos que ||v —u|| = 0, isto é, v = u, conseqiientemente u € D(A).
Mostrando que D(F') C D(A), donde concluimos que F' = A.

Mostraremos agora que somente os geradores de semigrupos de contragao em um espago
de Hilbert sao operadores maximais dissipativos.
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Teorema 1.30 Seja A : D(A) — X um operador mazimal dissipativo. Entao A € fechado,

densamente definido e para cada A > 0, (A — A) € inversivel com

1
— A<=
IO = A7 < 5

Demonstracgao: A demonstracao sera dividida em quatro etapas.

Primeira Etapa: Seja f € X' verificando

flw)=0  Yue D(A), (1.88)

mostraremos que f = 0, de onde podemos afirmar, pelo Teorema C.4, que D(A) = X.
Suponha por absurdo que existe f € X*, com f # 0, tal que (1.88) ocorre. Pelo Teorema da

Representagao de Riesz (Teorema C.11), existe um tnico v € X tal que

flu) = (v,u) Vu e X (1.89)
em particular para u € D(A), temos por (1.88) e (1.89) que

(v,u), =0  Yue D(A). (1.90)

Sendo A maximal dissipativo, temos R(I — A) = X, logo existe w € D(A) tal que
(I —Aw=w—Aw =0, dai (w— Aw,w), = (v,w) ., implicando |w|]* — (Aw,w) , =0,
e sendo A dissipativo w = 0, conseqiientemente v = w — Aw = 0 — A0 = 0, isto é, v = 0.

Logo por (1.89) temos

fu) = (v,u), = (0,u), =0 Vue X

o que implica f = 0. Portanto D(A) = X, isto é, A é densamente definido.

Segunda FEtapa: Seja v € X, logo existe u € D(A) tal que v — Au = v, pois
R(I — A) = X. Afirmamos que u é tunico, pois supondo que existe u € D(A) tal que
u— Au = v, tem-se u — Au = u — Au, dai (u — u) — A(u — u) = 0, considerando u = u — u,

temos u — Au = 0, conseqiientemente
(u— Au,u), = (0,a)

o que implica
a||? — (Aﬂ, ﬂ)X =0

sendo A dissipativo obtemos u = 0, isto é, u = u. Note que

lufl* < [lull® ~ (Au, u) = (U’U)X - ‘(U7u)x‘
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logo pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,
lull® < [Joll]full
o que implica
[Jull < v (1.91)

Assim a aplicagao F' : X — D(A), dada por F(v) = u, estd bem definida, é linear e
limitada. De fato, uma vez mostrada a linearidade, a limitagao segue por (1.91). Mostremos
a linearidade. Sejam o € R e vy, vy € X, entdo existem uy, us € D(A) tais que uy — Auy = vy

e uy — Aug = 09, logo F(v1) = uy e F(vg) = uy. Sendo avy + vy € X existe u € D(A) tal que
u— Au = avy + vs. (1.92)

Precisamos mostrar que
u = auj + us, (1.93)

pois se (1.93) vale temos
F(avy +vg) =t = auy + us = aF(v1) + F(vg),

mostrando a linearidade. Para justificar (1.93), mostraremos que au; + uy verifica (1.92),

dai pela unicidade de u segue u = au; + uy. Vejamos
auy + ug — A(auy + ug) = auy + ug — aAuy + Aug = a(ug — Aug) + ug — Aug = awy + vs.

Portanto cuy + us verifica (1.92), logo (1.93) é verdadeiro, donde segue a linearidade. Note
também que por (1.91)

1Pl <1 (1.94)
Afirmagao 1:(I — A)"' = F.
Se v € X, entao

(I—A)Fv=(I—-Au=u— Au=.
Se u € D(A), entao
F(I—-Au=F(u— Au) = u.

Donde segue a Afirmagao 1.

Por (1.94) e pela Afirmacao 1
I =A< 1.

Terceira Etapa: Mostraremos que A é fechado. Seja {u,} C D(A), tal que

Uy — U e Au, — v.
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Precisamos mostrar que v = Au. Note que

Uy — AUy —> U — v (1.95)

Uy = (I — A)"Huy, — Auy,). (1.96)

Sabendo que (I — A)~! = F ¢ continuo, passando ao limite em (1.96), e usando (1.95),
obtemos
u=(I—-A) " (u—-0) (1.97)

e desde que R((I—A)™!) = R(F) C D(A), temos u € D(A). Logo por (1.97) u— Au = u—wv,
dai Au = v, mostrando que A é fechado.
Quarta Etapa: Assuma que R(A\I — A) = X, para algum Ay > 0. Considere para v € X

a equacao \u — Au = v, que podemos escrever da forma
Aot — Au = (Ao — Nu+v

ou seja,

w= (Mol — A) o+ (o — M. (1.98)

Por um argumento idéntico ao da segunda etapa, podemos mostrar que
(Aol — A)! existe e
1
[oF =47 < (1.99)
0
Por (1.98) temos que u é um ponto fixo para a aplicagao F: X — D(A) dada por
F(u) = Mol — Ao+ (Ao — Aul, ou seja, Fu = u. Se up,us € X, entdo

| Fuy — Fus|| = ||(hol — A) ™ o+ (Ao — MNua] — (Ao — A) ™ v + (Ao — A)us]|

por (1.99)

- - 1 1
|Fui — Fus|| < — [[(Ao — A) (w1 — u2)|| = — [Ao — AllJur — ual|.
Ao Ao

Logo F & uma contragao, se |Ag — A| < A, ou 0 < A < 2)y. Dai pelo Teorema do Ponto
Fixo de Banach (Teorema C.9), a aplicagao F possui um tnico ponto fixo. Assim, para cada

v € X, existe um tnico u € D(A) tal que

Au— Au=v VA€ (0,2X).



SECAO 1.5 SEMIGRUPOS DE CONTRACAO EM ESPACOS DE HILBERT 70

Usando um raciocinio anélogo ao da segunda etapa, mostra-se que (A — A)~! existe e verifica

1
A=A <5 VAE(0.2)).

Agora considerando A\; = 2)\y — €, para € = (0, mostra-se usando os mesmos argumentos que

foi usado para Ag, que (A — A)~! existe e verifica

Ve (0, 2/\1) = (O,4>\0 - 26)

> =

1A —A) 7| <

Seguindo com este raciocinio, temos que dado A > 0, existe A\;, com 7 = 0,1,2,..., tal que
A€ (0,2),), (M — A)~! existe e verifica

> =

I = A)7H| <

Portanto (A] — A)~! existe para todo A > 0 e

1
N — A7 < —.
IO =47 < 5
| ]

De acordo com o Teorema 1.30 e Teorema de Hille-Yosida, observamos que todo ope-
rador maximal dissipativo é o gerador de um semigrupo de contragao e a regularidade
para as solugoes dos problemas de valor inicial resulta do Teorema 1.26. As vantagens do
Teorema 1.30 sao as seguintes, para verificar que A gera um Cyp-semigrupo basta mostrar que:
() A ¢é dissipativo, (ii) R(Al — A) = X, para algum Ay > 0. O primeiro geralmente & "facil".
O segundo, resulta em encontrar solugdo para uma equagao do tipo \u — Au = v. Nor-
malmente envolvera um teorema de existéncia e um teorema de regularidade como veremos
na proxima se¢ao. Concluiremos esta se¢ao com estudo de alguns resultados importantes
envolvendo operadores maximais dissipativo.

Até o momento resolvemos problemas de valor inicial com t € [0,00) quando o dado
inicial uy € D(A), e ndo para o caso geral uy € X; mostraremos que se A é auto-adjunto
entao podemos resolver o problema para o caso geral com uy € X. Mas para isto perderemos
a diferenciabilidade em ¢ = 0.

Teorema 1.31 Seja A um operador mazximal dissipativo auto-adjunto. Se uy € X, entao
existe um unico u tal que

u € C(]0,00); X) N C*((0,00); X) N C((0,00); D(A))
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Além disso

lu@I < lluoll ¢ =0

2) du 1
| | = 4u®)] < < ol t>0.

Demonstracao: A demonstracao sera dividida em etapas.
Primeira FEtapa: (Unicidade) Sejam wu; e us duas solugoes de (1).  Considere
¢ :(0,00) = R, dada por ¢(t) = [lui(t) — ua(t)|]? isto &,

o(t) = (ur(t) — ua(t), ur(t) —ua(t)) -

Segue da definigao de ¢

dSO du1 dUQ
E(t) =2 E(t) — %(t) s (ur(t) — ua(t)) . = 2(Auy (1) — Aun(t), ur (t) — us(t)) .

o que implica
dip
E(t) = 2(A(ur(t) — ua(t)), ur () — ua(t))
sendo A dissipatido concluimos que %ﬁ—’ (t) <0, logo ¢ é decrescente em (0, c0).
Por outro lado, temos que ¢ é nao-negativa e continua, pois é composicao de fungoes con-

tinuas, além disso
(0) = [[u1(0) = u2(0)[|* = [luo — uo* = 0.

Portanto ¢ = 0. Dai uy(t) = us(t) para todo t € (0,00), isto ¢, u; = ug, mostrando a
unicidade.

Segunda Etapa: Suponha inicialmente que ug € D(A?), entdao sendo A maximal dissipativo,
segue pelo Teorema 1.30 e do Teorema de Hille-Yosida, que existe uma tnica u verificando

(1). Seja {S(t)} é o semigrupo de contracao gerado por A, entao u(t) = S(t)uo, logo

[u@)[l < 1S@)uoll < l[uoll  para ¢=0

= HAu(t)H

s (t)

Se uy(t) é a solugao do problema

du,\
dt
ux(0) = uy,

(t) = A)\U)\(t) t S 0
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temos uy(t) = ey e pelo Teorema 1.28

duy, du

ﬁ(t) — E(t)’ quando A — o0
uniformemente em cada intervalo limitado com respeito a t.
Além disso, sendo A auto-adjunto, temos que A, é auto-adjunto, pois fixados uy,us € X,
sendo A maximal dissipativo temos R(A — A) = X, e portanto existem vy,ve € D(A)

verificando
(M — Ay =y e (M — A)vy = us.

Assim
(R()\)ul, UQ)X = (()\I — A)*lul, UQ)X = (Ul, UQ)X = (1}1, )\Ug — A’UQ)X

usando propriedade de semigrupo e o fato que A é auto-adjunto (em particular é simétrico)
obtemos
(R()\)Ul, UQ)X == ()\Ul — AUl, Ug)

X )
isto é,

(R(\)u, “2))( = (u1, (M — A)_luQ)X = (u, R()\)UQ)X.

Conseqiientemente R(\) é simétrico. Logo

(A,\ul, uz)X = ()\AR()\)Ul,UQ)X = )\(AR(A)ul, Ug)

X

sendo A e R(\) simétricos obtemos
(A)\'Ll,l, UQ)X = )\(ul, R()\)A'LLQ)X
sabendo que A e R(A) comutam (Lema C.2) temos

(A)\Ul, UQ)X == (Ul, )\AR(/\)UQ)

X
isto é,

(AAU%UQ)X = (uhA/\u?)X
donde segue que A ¢é simétrico, sendo D(A,) = X e A, limitado, temos pela Observagao

1.4, que A, é auto-adjunto. Também temos que —A, é mondtono, com efeito dado u € X
existe v € D(A) tal que v = AR(\)u. Note que

(—Awu,u), = (= AMRNu,u), = (— AAR(M)u, u)

X X X

dai

(= Ayu,u) . = (— AAR(A)u, AR(A)u — AR(A)u +u )
——

1
—3xAxu

X
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o que implica

(= Au,u) = (— AAXR(AN)u, ARMu) o + (AAR(N)u, %A,\u)x
e portanto
1 1
( — A,\u,u)X = ( — Av, v)X - ()\AR()\)U, XA)‘U)X = ( — Av, v)X + X(A,\U,A,\U)X
logo .
( - A,\u,u)X = ( — Av,v)X + XHA’\”

sendo A dissipativo concluimos que

(—A,\u,u) >0 YuelV,

X =

mostrando que —A, é mondétono. Portanto temos que Ay : X — X é linear, limitado e
auto-adjunto e —Ay é monétono com uy(t) = eMug; aplicando o Teorema D.1, para Aj,
obtemos

H duy

1
— ()| £ - t .
20) < hwoll, >0

Passando ao limite com A — oo, e usando o Teorema 1.28, obtemos
du 1
ol il >0
|5 0| < ol

quando ug € D(A?).
Terceira Etapa: Sabemos que D(A?) é denso em D(A), e D(A) é denso em X, logo D(A?)
¢ denso em X. Assim para uy € X, existe {ull} C D(A?) tal que ul — ug, quando n — oo.

Para cada n € N, seja u"(t) a solu¢ado do problema

du
I (t)=Au(t) t>0
u(0) = ug,

isto ¢, u"(t) = S(t)uy, portanto u" tem uma certa regularidade de acordo com o Teorema
1.26. Usando um raciocinio anélogo ao que foi feito na demonstracao do Corolario 1.27,
temos

[ () = u™ ()] < [lug — ug']

para t > 0, e note que
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dai pela segunda etapa

du™ du™

— () — — (¢
o () = —— ()

para t > 0. De onde concluimos que {u"(t)} converge uniformemente em [0, 00) e {2 (¢)}

converge uniformemente em [0, 00), para qualquer § > 0. Seja

u(t) = lim u"(¢).

n—oo

Entao du" p
u U
—(t) — — (T
Q) o ()
uniformemente em [0, 00), para qualquer § > 0. Uma vez que os limites sdo uniformes, e

pela regularidade das u", obtemos

u € C(]0,00); X) N CH(0,00); X).

Quarta Etapa: Agora mostraremos que u(t) é solugao de (1). Note que

uw(0) = lim u"(0) = lim ug = uy.

n—~oo n—oo

Além disso, sabemos que as seqiiéncias {u™(t)} e {Au™(t)} = {%" (¢)} sdo convergentes,

dt
u™(t) € D(A) e que A é fechado, logo u(t) € D(A) e
Au(t) = lim Au"(t) = Tim 22 (1) = fi—;‘ (1),

isto é,
du
Au(t) = — ().
u(t) = 2 1

Uma vez que {u"(t)} e {Au™(t)} convergem uniformemente em [§, 00), para todo & > 0,
temos que u € C([0,00); D(A)), para todo 6 > 0. Assim u € C((0,00); D(A)), pois dado
t € (0,00), existe d > 0 tal que t € [0, 00) e sendo u € C([d,0); D(A)) segue que u é continua
em t, como t é qualquer tem-se u € C'((0,00); D(A)).
Quinta Etapa: Sabemos que u(t) verifica (1), temos

d . d du
Sle)IP) = 5 (al), u®) = 25 (1), u(0)) = 2(Au(t), u(t))

sendo A dissipativo, obtemos

d

7 (@) <0 vi>o.



CAPITULO 1 INTRODUCAO A TEORIA DE SEMIGRUPOS 75

Logo a fungdo [Ju(-)||* é nao-crescente, em (0, 00), implicando que a fungao ||u(-)|| é nao-
crescente.

Afirmacao:||u(t)| < |Juo|| para todo ¢ € (0, c0).

Com efeito, dado t € (0, 00), considere {t,} € (0,00) tal que t,, — 0, quando n — oo, logo

existe ng € N tal que t > t,, e assim
lu@] < lu@ )l ¥ 7 =mno,
sendo |lu(+)|| continua, temos ao passarmos ao limite com n — oo, que
[ < Ju(O)]] = lluoll V>0,

mostrando a afirmacao.

Além disso, pela segunda etapa, temos para cada n € N

du™

1
— )] < =l|ul Vt>0
= ()] < Zllug] ,

logo passando ao limite com n — oo, obtemos

du

1
- = < Z
0] = 1Au@) < Slwoll - V>0,

para ug € X. |

Concluiremos o caso auto-adjunto com um resultado de regularidade.

Teorema 1.32 Seja A um operador maximal dissipativo auto-adjunto em X. Seja u a

solucao do problema de valor inicial

du
7 (t) = Au(t) t>0
u(0) = wo,
com ug € X. Entao
u € C*((0,00); D(AY) (1.100)

para quaisquer inteiros nao-negativos k e l.

Demonstragao: Para mostrar (1.100) é suficiente mostrar que

u € [)CF((0,00); D(A)) (1.101)

Jj=0
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para qualquer inteiro k& > 1. Tal fato segue por indugao em k. Para k = 1, temos que (1.101)

é satisfeito, pois pelo Teorema 1.31, uma vez que estamos sobre as suas hipdteses, temos
u € C([0,00); X) N C*((0, 00); X) N C((0, 00); D(A)),
em particular
u € C((0,00); X) N C((0,00); D(A)),
isto é,
1
u € m C'9((0,00); D(A%)).
j=0
Agora suponha que (1.101) é satisfeito para k — 1, com k > 2, isto é,

u € h C*179((0, 00); D(AY)), (1.102)

J=0

em particular, para j = k — 1 temos
u € C((0,00); D(A*1)), com k> 2, (1.103)
com isto mostraremos que
u € C((0,00); D(A*)), com k> 2. (1.104)

Uma vez provado (1.104), consideramos v(t) a solugdo do problema

dv
) () =Av(t) 20

v(0) = u(e),
para algum € > 0. Sendo u(t) = S(t)ug, temos
u(t+¢€) = St + €)ug = S(t)S(€)up.

Por (1.103), temos para k = 2, que u € C((0,00); D(A)) dai u(e) € D(A), para € > 0, isto
é, S(e)ug € D(A). Assim pelo Teorema 1.14, temos

d d

d_?(t +e) = a(S(t)S(e)uo) = AS(t)S(e)ug = AS(t + €)ug = Au(t + ¢).

Note também que u(0 + €¢) = u(e). Portanto u(- + €) é solugdo do problema (x), logo por
unicidade de solugao temos v(t) = u(t + €). Utilizando (1.104) temos que o dado inicial

v(0) = u(e) € D(A*), logo pelo Teorema 1.26 temos

v e [)C*([0,00); D(AY))

J=0



CAPITULO 1 INTRODUCAO A TEORIA DE SEMIGRUPOS 77

dai i
u€ [)C*([e;00); D(A7))
j=0
sendo € > 0 qualquer, obtemos

k
u € [ CH((0,00); D(A)),
=0
mostrando (1.101), conseqiientemente (1.100) é verdadeiro.
Para provar (1.104), assumiremos (1.103) e vamos trabalhar com o espaco H = D(A*™1),

que é um espago de Hilbert com produto interno dado por

(u,v)H: (Aju,Ajv)X.

N
—

<.
Il
=]

Em H considere A : D(A) ¢ H — H definido por

D(A) = D(A¥) e Au=Au Yue D(A).
Claramente, quando A é simétrico e dissipativo temos que A & simétrico e dissipativo. Tam-
bém temos que A ¢ maximal dissipativo, pois se v € D(A*1) entdo existe u € D(A) tal
que u — Au = v (isto ocorre, pois R(I — A) = X), logo Au=u —v € D(A), dai u € D(A?),
assim Au = u —v € D(A?), logo u € D(A?), donde Au = u —v € D(A?), conseqiientemente
u € D(A%), seguindo este raciocinio obtemos Au € D(A¥) ou u € D(AF). Entao Au = Au,
¢ assim v = u— Au, com u € D(A). Sendo v € D(A¥1) = H qualquer, tem-se R(I—A) = H
e com isto A é maximal dissipativo. Assim aplicando o Teorema 1.31, para o operador E,

existe uma tunica v tal que

¥ € C([0,00); H) N C*((0,00); H) N C((0, 00); D(A))

() Z—f (t) = Av(t) ¢>0
0(0) = o,

para todo vy € H. Considerando vy = u(e), observamos que v(t) = u(t + €) é solucdo do

Problema (%), logo
v e C([0,00); H) N CH((0,00): H) N C((0,00): D(A)),

em particular v € C((0,00); D(AF)), dai u € C([e, 00); D(AF)) para todo € > 0, donde segue
que u € C((0,00); D(AF)), mostrando (1.104) e conseqiientemente (1.100), o que conclui a

demonstracao do teorema. [ |
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Um outro importante caso é quando ambos A e —A s@o operadores maximais dissipativo.
Neste caso ¢ claro que (Au,u), =0 para todo u € D(A).
Teorema 1.33 Sejam X um espaco de Hilbert e A: D(A) C X — X, com A e —A sendo
operadores maximais dissipativo. Entao A e —A juntos, geram um grupo de isometria.

Demonstracao: Seja uy € D(A) e seja u(t) a solugao de

du
—(t)=Au(t) t>0
M) = aur) 1>
u(0) = wuo.
Entao J 4 J
2 _ _ u _ _
IO = 0.0 = 2( G0 00) = (Au(t ) =0
o que implica
d
—||lu(t)|| =0 Vt>0
=0, viz
conseqiientemente a fungao |lu(-)|| é constante em [0, 00). Deste modo
[u@)[l = lluoll V& =0.
Note que, se {ST(t)} é o semigrupo de contragao gerado por A entdao wu(t) = ST (t)up,
o que implica ||ST(t)ugl| = ||uol|, para todo t > 0, sendo ug € D(A), qualquer tem-se
|ST(t)u|l = |Jull, para todo t > 0 e para todo u € D(A). Mas D(A) é denso em X, logo
|S*(t)ul| = ||u||, para todo t > 0 e para todo u € X, donde segue que S*(¢) ¢ uma isometria.

De maneira anéloga, se {S™(¢)} ¢ o semigrupo de contragao gerado por —A entao S~ (t) é

também uma isometria para todo t > 0. Se definimos

[ stw),  t>0
S = { S=(—t), t<0,

temos que {S(t)}:er ¢ gerado por A e —A, mais ainda S(t) ¢ uma isometria, para todo
t € R. Faltando mostrar que {S(t)}+cr € um grupo. Claramente vale a associatividade em
{S(t)}+er € existe o elemento neutro em {S(¢) }1er, que é o operador identidade. Assim basta

mostrar que todo elemento de {S(t)};cr € inversivel. Dado ug € D(A), considere o seguinte

problema
d
d—"t’ (t) = Av(t) t>0
v(0) = up.
cuja solugdo ¢ dada por v(t) = ST(t)up. Fixe t, > 0, para t € [0,45]. Seja
u(t) = v(top — t), entdo em [0, to]
dv dv
— () =——(to—t) = —Av(to — t) = —Av
7 (t) 7 (to —t) v(to — t) u(t)
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e v(0) = v(tg) = ST (to)up. Assim v(t) é a solugao do problema
dv ~
= (t)=—-Av(t) t>0
?}/(0) = S+(t0)UQ,

dai v(t) = S™(t)S™(to)uo para todo t € [0,%y], em particular v(ty) = S~ (t9)S™ (to)up. Mas
0(tg) = v(0) = ug. Deste modo, para cada ug € D(A) S™(t9)S™ (to)ug = ug. Sendo D(A)
denso em X, temos
S~ (t)S™ (to)uo = ug Yy, € X.

Seguindo um raciocinio analogo, obtemos
SJF(to)Si(to)uO = U Vug € X.
Sendo ty > 0 qualquer, temos

S_(t0)5+(t0)U0 = Uy Yu e X, Vt>0,

S+(t0)5_(t0)u0:u0 VU()EX, Vit>0.

Desta forma, se t > 0, entao

se t <0, entao
(S@®) " = (57 (=) = 5" (=) = S(-1).
Portanto (S(¢))~! = S(—t), para todo ¢t € R. De onde concluimos que {S(t)}tcr ¢ um grupo

de isometria. ]



CAPITULO 2

Aplicacoes Envolvendo a Teoria de Semigrupos

Neste Capitulo utilizaremos a teoria estudada no
Capitulo 1, para resolver problemas de valor ini-
cial. Iniciaremos com problemas homogéneos,
estudando a equacgao do calor e a equacao da
onda, com condicao de froteira de Dirichlet.
Depois estudaremos problemas nao-homogéneos,
comecando com o caso linear apresentaremos
trés situagoes onde solucao generalizada serd
solucao classica. Para o caso nao-linear estu-
daremos duas situacGes onde solucao general-
izada serd solucao classica. Um ponto impor-
tante que devemos observar é que para obter
solugoes classicas, com a teoria estudada até
o momento, precisamos que o dado inicial do
problema pertenca ao dominio do operador rela-
cionado ao problema.

80
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2.1 O Caso Homogéneo

2.1.1 A equacao do Calor

Seja 2 C RY um conjunto aberto com fronteira, 9Q = I', suave. A equagao do calor é a
seguinte equacao

0
a—;‘—Au:o em  Q x [0,00), (2.1)
com uma condi¢ao inicial e uma condicao de fronteira, onde A = Zf\;l (,f—;g designa o

Laplaciano com relagao a variavel espacial z e t é a variavel tempo. Esta equacao, ou
variacoes dela, ocorre em varios fenomenos fisicos que envolvem difusao, sendo o exemplo
mais simples de uma equacgao diferencial parcial paraboélica. No caso da equacao do calor, u
representa a temperatura em 2, sendo uma funcao da varidvel espacial x € 2 e do tempo
t > 0. As condicoes de fronteira dependerao da situagao fisica envolvida; se mantivermos a
fronteira I' uma temperatura fixada, temos uma condicao de fronteira de Dirichlet em I'; se o
corpo é termicamente isolado, isto é, nao hé troca de calor com o meio ambiente, temos uma
condigao de fronteira de Neumann; no caso do sistema receber calor de uma fonte externa
entdo a equagao (2.1) terda uma nao-homogenidade no lado direito. Estudaremos a equagao
(2.1) com uma condi¢ao de Dirichlet. Para simplificar assumiremos que €2 é suficientemente
suave (isto para obtermos resultados de regularidade) e que em I' temos u = 0. Resolver a
equagao (2.1) com certas condigdes iniciais e de fronteira é achar uma fungao u definida em
[0,00) com valores em um espago de fungoes X que s6 depende de x, que neste caso sera
o L*(Q). Sendo u(t) um elemento de X, usaremos a seguinte notagao = — u(t)r = u(z,t).
Deste modo temos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

— (z,t) — Au(x,t) =0, em € x[0,00)

(F) z(?(tx,t) =0, em I x[0,00)
uw(z,0) = ug(x), x €.

Estudaremos este problema usando a teoria de semigrupos.
Teorema 2.1 Seja uy € L*(Q). Entdo existe uma tinica solugio u de (Py) tal que
u € C([0,00); L*(22)) N C*((0, 00); L*(€2)) N C((0, 00); H*(2) N Hy (2)). (2.2)
Além disso,
u € C®(Q x (0,00)). (2.3)
Demonstragao: Considere X = L?(2) e A: D(A) C X — X com

D(A) = H*(Q) N H)(Q)
Au= Au, ue D(A).
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Pela Observagao 1.5, para cada u € H*(2) N Hy (), temos

(—Au,u)e = (—Au,u)y = i/@ (885)2 > (.

Logo A é dissipativo, isto é, o operador Laplaciano A é dissipativo. Além disso como foi

mostrado no Exemplo 1.3 A é maximal dissipativo, isto é, R(I —A) = X, e A é auto-adjunto.

Assim pelo Teorema 1.31, existe uma tnica u que é solugao do problema (P;) verificando
u € C([0,00); L*(2)) N C1((0, 00); L*(2)) N C((0, 00); H2() N Hy (),
mostrando (2.2), e pelo Teorema 1.32
u € C*((0,00); D(AY) (2.5)

para quaisquer inteiros nao-negativos k e [. Note que, sendo D(A) = H%(Q) N H (), temos
por regularidade do dominio €2 que

DA ={ue H*(Q);u=Au=...=A"'u=0 em I}
Por (2.5) temos, em particular que
u € C*((0,00); D(A¥)), VY k> 0.

Pelas imersoes de Sobolev (Teorema B.4), sabemos que H*(Q) C C*(2), para todo k > I,
logo D(A¥) — C*(Q), para todo k > &, o que implica u((0,00)) C C*(Q2). Logo

we CF((0,00): CH@),  Vh>

2
e portanto
weCH@x (0.00).  VE> S
conseqiientemente
u e C®(Qx(0,00)),
mostrando (2.3). ]

Observacao 2.1 Um ponto importante para mencionar € que apesar do dado inicial nao
ter uma regularidade "boa", ug € L*(Q), temos que a solu¢io u(x,t) € "bastante"suave,
u € O%(Q x (0,00)). Isso € conhecido na literatura como efeito de regularizacdo forte
do operador calor.
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2.1.2 A equacao da Onda

A equagao da Onda é o exemplo mais simples de uma equacao diferencial parcial hiperbdlica
de segunda ordem. Se x € R"™ representa a variavel espaco e t a variavel tempo, a mesma
pode modelar ondas em transporte ou vibracao de cordas quando n = 1, ondas na superficie
de dgua quando n = 2, e ondas em optica ou actustica quando n = 3. O problema de valor
inicial para a equagao da onda é dado por

0*u

— (2,t) — Au(z,t) =0

u(x,0) = ug(x)

ou

o (2,0) = vo(x),
onde A e o operador Laplaciano apenas na variavel espacial e ug e vy sao o deslocamento
inicial e a velocidade inicial respectivamente. No caso em que z € 2, com Q ¢ RY | podemos
considerar condic¢oes de fronteira. Na literatura o operador g—; — A as vezes é denotado por
[, sendo conhecido como operador D’Alembertiano.

Teorema 2.2 Seja Q@ C RY um conjunto aberto limitado de classe C™. Seja
ug € H*(Q) N HY(Q) e vg € HY(). Entdo o problema

([ O%*u
) (x,t) — Au(z,t) =0, em £ x[0,00)
(P,) u =0, em I' X [0,00)
’ u(z,0) = ug(x), em ()
% (x,0) = vo(z), em €,

possui uma unica solu¢ao u que verifica
u € C([0,00); H*() N Hy () N CH([0,00); Hy (2)) N C*([0,00); L*(Q)).  (2:6)

Além disso )

ou 2 2 2
HE(” VOl = ol + [Vl ez 2.7)
Suponha que os dados iniciais verificam ug, vy € H*(Q), para todo inteiro nao-negativo k e
em I’
UOZAUO:...:Aqu:...:O
e
UOZAUQZ...:AjUOZ...:O

para todo inteiro nao-negativo j. Entao

ue C®(Qx[0,00)). (2.8)
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Demonstracao: Sendo Q C RY limitado, temos pela desigualdade de Poincaré, que

(U7U)H3(Q) :/QVUVU

¢ um produto interno em HJ(f2). Considere X = HJ(Q) x L*(Q), claramente

(u,V)X:/Vul Vvl+/u2 Vo,
Q Q

é um produto interno em X, onde u = (uqy,us), v = (v1,v2) € X. Escrevendo a equagao da

onda na forma de um sistema de primeira ordem temos

%—vzo, em € x (0,00)
> ot
(F2) B

E—Au:O, em € x (0,00).

Definindo o operador A : D(A) C X — X por

{ D(A) = (H*(Q) N HL()) x HY(Q)
Au = (v, Au), com u= (u,v) € D(A),

mostraremos que A é maximal dissipativo. Note que, para u = (u,v) € D(A) temos

(Au,u)X:/Vv Vu+/Auv,
Q Q

logo pelo Lema B.3
(Au,u), =0. (2.9)

X

Para h = (hy, he) € X, considere a equagao (I — A)u = h, onde u = (u,v), ou seja,
(u,v) — (v, Au) = (hy, hs)

dai
u—v=h e v—Au= hy.
—_—— —_——
(*1) (*2)

Somando (*;) com (%) obtemos
u— Au = hy + hs. (2.10)

Sendo hy + hy € L?(2), e sabendo que o operador Laplaciano ¢ maximal dissipativo, existe
u € H*(Q)NH(Q) tal que u verifica (2.10). Assim considerando v = u—h; temos v € H}(Q)
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e verifica (%), de onde concluimos que dado h € X existe u = (u,v) € D(A) tal que
(I — A)u = h, isto é,
R(I—-A)=X. (2.11)

De (2.9) e (2.11) segue que A é maximal dissipativo.

Portanto para uy = (ug,v9) € D(A), existe uma tnica solu¢do u = (u,v) € X para o

problema
ou
— — = >
) T Au, t>0
u(0) = uy,
com
u e C'([0,00); X) N C([0,00); D(A)). (2.12)

Interpretagao de (f’;) e (2.12): Considerando v’ a derivada de u com rela¢ao ao tempo;

temos u = (u,v), d—;l = (u,v") e Au = (v, Au), assim

du _ Au & (u',v") = (v, Au)
ot
o que implica
u = e v = Au
logo
u’ = Au,
donde segue que
U nu—0, e Q x [0, 00)
BT u =0, m , 00).

Para (z,t) € I x [0, 00) temos
u(z,t) =u(t)r =0 Veel e Vitel0,00),
pois u(t) € Hg (), para todo t € [0, 00), logo u(t)z = 0, para todo = € I, o que implica
u=20 em I'x [0,00).
Sendo u(0) = uy = (ug, vp), temos
(u(x,0),v(x,0)) = (u(0)x, v(0)z) = (uo(x), vo(x)),

isto é,

u(z,0) = ug(x) em ()
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e
v(z,0) = vo(x) em €,
ou seja,
ou
% (2,0) = vo(x) em €

Portando w verifica (P).
Prova de (2.6): Por (2.12) temos

we C([0, 00): HY(Q) x L2(2) N O(0, 00); (H*() N HY(Q) x HY(S)

o que implica

u € C([0, 00); Hy () N C([0,00); H*() N Hy(2)) (2.13)
v e CH[0,00); L*(2)) N C([0, 00); Hy (Q)). (2.14)
Mas por (/PVQ), v = %, dai por (2.14)

u € C*([0,00); L*(Q)) N C*([0, 00); H(Q)). (2.15)
De (2.13) e (2.15) obtemos
u € C([0, 00); H*(Q) N Hy () N C([0, 00); Hy () N C*([0,00); L*(9)),

mostrando (2.6).
Prova de (2.7): Por simplicidade faremos uso novamente da seguinte notagao,

u':= derivada de u com relagao a t. Multiplicando a equacao da onda por u’, obtemos

wu" —uAu=0

/u’u" - / W Au =0,
Q Q

integrando sobre {2

isto é,
(v u"), — (v, Au), = 0. (2.16)
Note que
1d, ., 1d 1
2 dt Hu’H2 ~9dt (ul’u/)2 9 2(u',u”)2 - (UI’UH)Q (2.17)
e
1d , 1.d 1 /
3% |Vull, = oo (Vu, Vu), = 3 Q(Vu, Py Vu)2 = —(u, Au),. (2.18)
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Substituindo os resultados encontrados em (2.17) e (2.18) na expressao (2.16), obtemos

d /1, , 1
7 (3 I+ 5 1) =0

i (alG s wa ) =0

E(t):=Energia Total do Sistema

isto é,

a funcao E(t) ¢ constante com rela¢do ao tempo ¢, o que implica E(t) = E(0) para todo

t > 0, ou seja,

U 2 1 1 1
SIS+ 5 w0 =5 ol + 5 Ivwll, Ve

mostrando (2.7).
Prova de (2.8): Uma vez que, D(A) = (H*(Q2) N H} () x H}(Q), temos por resultados de
regularidade (Ver Teorema B.2) que

kE+1

ky _ _ .
D<A>—{“—<“’“)’ Adu =0, 09451’ Ay =0, OSJ’S[T

u € H*1(Q), v e HH(Q) e em I’ }
} 1

onde [b] :=¢ o maior inteiro menor do que ou igual a b. Assumindo as novas hipotese sobre
os dados iniciais temos que uy = (ug,vy) € D(A*), para todo inteiro niao-negativo k, logo

pelo Teorema 1.26
k
u e () C*([0,00); D(AY))

dai
u € C*([0,00); D(AY))

para quaisquer k e [ inteiros nao-negativos. Em particular

u € C*([0,00); D(A*1))

logo
u € C*([0,00); H*(Q))

e pelas imersoes de Sobolev (Teorema B.4) obtemos

we CF([0,00); CF@)) Yk > g
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donde segue que

_ N
u € C*(Q x [0,00)) Vk>5
o que implica
u € C®(Q x [0,00)),
mostrando (2.8) e com isto concluimos a demonstragao do teorema. n

Observagao 2.2 Fisicamente (2.7) significa que o sistema é conservativo, isto €, a energia
total do sistema permanece a mesma com o decorrer do tempo; o que jd era de se esperar,

pois o sistema € homogéneo, uma vez que nao hd forcas externas atuando.

2.2 0O Caso Nao-Homogéneo

No que segue, A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {S(¢)};>0o em um espago de
Banach X.

2.2.1 A Equacao Linear

Estudaremos agora a existéncia de solucoes para o problema de valor inicial

(Py) { %(t) = Au(t)+ f(t), 0<t<T
u(0) = uo,

onde f:[0,7] — X ¢ uma fungao fixada.

Definicao 2.3 Uma fungio u : [0,T] — X € dita solugao cldssica do problema (P3) se u
é continua em [0,T], continuamente diferencidvel em (0,T), u(t) € D(A) para 0 <t <T e
u satisfaz (P3) em (0,7T).

Se u ¢ uma solugao classica de (Ps), considerando a funcao w(s) = S(t — s)u(s), com
0 < s <T, encontramos

dw o @R wls) S (54 W)uls + ) = S(E= s)uls)
ds h—0 h pm .
dai ; , i
L s) = lim lS(t—(snLh))(u(er )uls) | = >u<s))}

o que implica
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Sendo u solugao de (Ps),

c;—l;(s) =St —s)f(s). (2.19)

Note que, se f € LY([0,T]; X) entdao, S(t — s) f(s) é integravél em [0, T], pois

/0 1S(t = )£(s)llx ds < 3 / 1)L ds < oo.

Integrando (2.19) de 0 a ¢, com ¢ € [0, T}, e usando o Teorema A.8, obtemos

w(t) —w(0) :/0 S(t—s)f(s)ds

o que implica t
u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)f(s)ds. (2.20)

Deste modo uma solugao classica do problema (Ps), com f € L'([0,T]; X), tem a forma
dada em (2.20) e conseqiientemente é tunica.

Definigao 2.4 Seja ug € X e f € LY([0,T]; X). Dizemos que a funcio u € C([0,T]; X)

dada por (2.20) € a solugao generalizada do problema (P3).

Neste caso, para f € L'([0,T]; X) a solugdo generalizada sempre existe. Como vimos,
solugao cléassica sempre ¢ uma solucao generalizada, quando f € L*([0,T]; X). Mas a reci-
proca nao é verdadeira. Veja o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1 Sejax € X tal que S(t)x & D(A) para algumt > 0. Seja f(t) = S(t)z, entao
[ € continua, conseqiientemente f € L'([0,T]; X), assim a solugdo cldssica do problema (Ps)

com ug =0 € D(A) caso exista, é dada por

u(t) = S(t)0 + /t S(t—s)S(s)rds = /t S(t)rds =tS(t)x,

15t0 €,
u(t) =tS(t)x.
Note que,
u(t + h})L —u(t) S(h)S(t)e = (t+h)S(t+h)z — I;LS(t)as — hS(h)S(t)x
logo
u(t + h) —u(t) S(h)—1

2 S(b)a. (2.21)
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Sabemos que S(h)S(t)r — S(t)x quando h | 0. Portanto u(t) = tS(t)x nao € diferencidvel,

pois do contrdario, por (2.21) existiria o sequinte limite

Sth) =1 S(t)x

lim
)

o que implicaria em S(t)x € D(A), o que nao ocorre, logo u(t) = tS(t)x nao € diferencidvel.

Conseqiientemente u nao € solucdo cldssica, pois u nao verifica o problema.

Agora examinaremos situagoes onde solugoes generalizadas sao cléassicas.

Teorema 2.5 Seja f:[0,7] — X continua e

v(t):/OtS(t—s)f(s)ds, 0<t<T.

Se o problema (P3) possui uma (inica) solugao cldssica para uy € D(A), entdo v possui as

sequintes propriedades:
(1) v(t) é continuamente diferencidvel em (0,T');

(ii) v(t) € D(A) para todo t € (0,T) e Av(t) é continua em (0,T).

Demonstracao: Seja u a solugao classica do problema (Ps), entdo por defini¢ao u é continua
em [0, 7], continuamente diferenciavel em (0,7), u(t) € D(A) para 0 < t < T e u satisfaz
(P3) em (0,7). Sendo f continua tem-se f € L'([0, T]; X), conseqiientemente u tem a forma
dada em (2.20), o que implica

u(t) = S(t)ug + v(t).

Sendo ug € D(A) temos S(t)uy € D(A), dai
v(t) = u(t) — S(t)ug € D(A) para 0<t<T.

Além disso,

du d
Av(t) = A(u(t) — S(t)uo) = Au(t) — AS(t)ug = T (t) — f(t) — %(S(t)uo)
Logo Aw(t) é continua em (0,7"), pois ¢ soma de fungoes continuas em (0, 7). Deste modo fica
estabelecido (ii). Note que, S(t)ug é solugao para o problema homogéneo, isto é, o problema
(P3) com f = 0, logo S(t)ug € C'([0,00); X) N C([0,00); D(A)), conseqiientemente v(t) é
continuamente diferenciavel em (0,7"), pois é soma de fungoes continuamente diferenciaveis,

mostrando (i). [
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Observagao 2.3 As condigoes (i) e (ii), do Teorema 2.5, sao equivalentes.

De fato, suponha que (i) ocorre. Note que para h > 0

STy = L spie) - 1 o) [ /St—s ds—/OS(t—s)f(s)ds].

Logo pelas propriedades de semigrupo obtemos

S(hz—f v<t):%{/0tg(t+h_5)f(s)ds—/OtS(t—S)f(S)dS}

dai
S(hz :%{/ S(t+h—s)f(s)ds— /St s) ds]——/ S(t+h—s)f(s)ds,
15t0 €, .
S . o t+
% o(t) = 2LF hf)L olt) _ % /t S(t+h—s)f(s) ds. (2.22)
1 t+h
Afirmacgao: ’ / S(t+h—s)f(s)ds — f(¢) quando h | 0.
Note que, t X X
I 1
E/t S(t—f—h—s)f(s)ds:ﬁ/o S(r)f(t+h—7)dr,
dai

t+h h h
%/t S(t+h—s)f(s)ds:ﬁ/0 S(T)[f(t+h—7')—f(t)]d7‘+%/o S(r)f(t)dr. (2.23)

Pelo Lema 1.2 temos que a sequnda parcela do lado direito de (2.23) converge para f(t),
quando h — 0, pela continuidade da funcao f e a limitacao do semigrupo a primeira parcela
do lado direito de (2.23) converge para zero. Logo, passando ao limite em (2.23) com h | 0,
concluimos a demonstra¢ao da afirmagdao. Conseqiientemente passando ao limite em (2.22)
temos que v(t) € D(A) com

Av(t) = DY o(t) — f(1). (2.24)

Sendo v(t) diferencidvel, temos

Avlt) = % (1)~ 5 (1)

donde seque que Av(t) € continua em (0,T), pois € soma de fungoes continuas, mostrando
(i1). Agora suponha que (ii) ocorre, por (2.24)

DYo(t) = Av(t) + f(t),
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logo D*v € continua, pois é soma de fungao continua. Pelo Teorema A.12, seque que v(t) é

diferencidvel e conseqiientemente

dv
% (1) = Av(t) + £(1)

donde seque que v(t) € continuamente diferencidvel, mostrando (1).

Teorema 2.6 Se a condigdo (i) (ou, equivalentemente (ii)) do Teorema 2.5 € verificada a
solugao generalizada do problema (P3) € solugao cldssica, para ug € D(A).
Demonstragao: Neste caso temos v(t) € D(A). Sendo uy € D(A) temos S(t)ug € D(A).
Assim

u(t) = S(t)ug + v(t) € D(A).

Sendo v(t) e S(t)up continuamente diferenciaveis em (0,7"), segue que u(t) é continuamente

diferenciavel em (0,7"). Note que

Ault) = A(S(1uo + (1) = AS(E)uo + Av(D) = “2(S(0o) + 2 (1) = 10,
logo ; ;
Aut) = 2 (S(tus +0(t) = F(H) = = (1) = £ ()

o que implica
du
U 1) = Aut) + £10)

Note também que

u(0) = S(0)ug + v(0) = up.
Mostraremos agora que u é continua em [0, 7. Com efeito, para t,, — ¢ em [0, T], temos
[utn)—u(®)[| = [|S(En)uotv(tn) =S (E)uo—v@)|| < [S(tn)uo—S () uoll+([v(tn)—v(@)]. (2.25)
Pelo Corolario 1.11
|S(tn)uo — S(t)ugl] — 0 quando n — oo. (2.26)

Por hipoétese, temos que v(t) é continuamente diferenciavel em (0,7"), logo é continua em
(0,7). O mesmo vale para as extremidade, isto ¢, v é continua em 0 e em 7. De fato,
suponha que ¢ | 0. Note que

t
< [ st~ sl se)ds.

0

ool = | | () f(s)ds
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Sendo f continua, temos que sobre o compacto [0,7], || f]| é limitada por uma constante

C' > 0. Temos também, pelo Teorema 1.10, uma limitagao para S(t — s), o que implica
t t
(@Il < M / ¢“(=ds < CMe*! / e~sds,
0 0

donde

1 et
< wt - .
lo@) < CMe (w )

w
Fazendo t | 0, obtemos
[o(@®)]| — 0,

dai
[v(t) = v(0)[| = [Jv(?)]| — O, quando ¢ | 0,

mostrando que v é continuo em 0. Agora mostraremos a continuidade em ¢t = T'. Note que

v(t):/O S(t—s)f(s)ds:/o S(s)f(t —s)ds.

Jot) — o(T H—H/ (= s)as = [ o= as

+H/tTS(s)f(T—s)ds

[o(t) = o(T)] S/O HS(S)HHf(t—S)—f(T—S)\IdS+/ ISEIILF(T = s)[| ds

t

logo

[o(t) =o(D)] <

ft—s)— f(T —s)]ds

o que implica

donde segue que
[o(t) —u(T)]| < Me“’T/ 1f(t =) = f(T =) ds + OMe“(T — t).
0

Sendo f continua, sobre o compacto [0,T] f é uniformemente continua. Passando ao limite
de t T T, obtemos
lv(t) —o(T)|| — 0 quando t 1T,

mostrando que v é continua em 7. Portanto v é continua em [0,7]. Conseqiientemente, se
tp, — t em [0,7] temos
[o(tn) = v(t)[| — 0. (2.27)

De (2.25)-(2.27), concluimos que u é continua em [0,7]. Donde segue o teorema. n
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Corolario 2.7 Se f € C'([0,T]; X), o problema (P3) possui uma unica solugdo cldssica,
para todo ug € D(A).

Demonstracgao: Seja

Observe que

t

t+h
v(t+ h) —v(t) /0 S(S)f(t+h_3)d5—/0S(S)f(t—s)ds

h h

o que implica

U(t+h})L_v(t) :/0 S(S)<f(t+h—sf)b—f(t—8)>ds+%/t S(s)f(t+h—s)ds.

Afirmacgao 1: Quando h — 0 temos

(a)/ < t—i—h—s})l t_s)ds—>/ (= s)d

(b) — / S(s)f(t+h—s)ds — S(t)f(0).

Prova de (a): Note que

/OtS(s)(f(Hh_S) t_s)ds /05 Pt —s)ds

< [ s [y
<Me“’T/O Jltth= s})L JE=5) oy g)las.

Considerando, para cada t fixado, a funcao

an(s) = ' f(t+h—82L—f(t—s) -

note que
e gn(s) — 0 quando h — 0, pois f é diferenciavel.

° ‘gh(s)} < ¢1, para todo s € [0, 7], pois

<Hf(t+h—8)—f(t—8)

+ Hf/(t—8> )

|gn(s)] < h
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e sendo f € C'([0,T]; X), existe uma constante ¢; > 0 tal que |g,(t)| < ¢, para todo
s €[0,T].
Portanto pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.6) temos

t

I =
i | gn(s)ds =0,

isto é,

fit+h—3s)— f(t—2s)

) =)

ds — 0, quando h — 0.

t
/
Portanto

| [sto( Xm0 s st s)as

Prova de (b): Note que

— 0, quando h — 0.

t+h t+h t+h
%/t S(s)f(t—l—h—s)ds:%/t S(s)[f(t+h—s)—f(0)}ds+l/t S(s)£(0) ds.

h
(2.28)
Pelo Lema 1.2 temos que a segunda parcela do lado direito de (2.28) converge para S(t) f(0),
quando h — 0, segue da continuidade da funcao f e da limitacao do semigrupo que a
primeira parcela do lado direito de (2.28) converge para zero, o que resulta na veracidade de
(b). Mostrando a Afirmacao 1.

Da Afirmacao 1 temos

Du(t) = S(t)£(0) + / S(s)f'(t — s)ds,

ou seja,
Dtu(t) = S(t) f(0) + /0 S(t—s)f'(s)ds.

Afirmacao 2: A funcao dada por

3(t) = /0 S(t— 8)f/(s) ds

¢ continua em (0,7").
De fato, seja t — ty em (0,7"), mostraremos que v(t) — v(tg). Suponha que 0 < ¢y < ¢, note

que

Y

5t~ ot = | | (=75 = [t =) ds
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logo

5(8) — (to)]| = ]

/0 CIS(t— 5) — S(to — 5)] f'(s) ds — /t S(t— 8)f/(s)ds

o que implica

[0(t) —v(to)ll S/OOH[S(t—s)—S(to—s)}f’(s)HdH/t |S(t = s)[[IIf(s)]l ds.
Dai
o(t) — B(to)| < /0 i | [S(t—s) = S(to — s)] f’(3)||d3+Me“’(tto)/t 1)l ds.  (2.29)

Considerando
Gi(s) = [|[S(t = 5) = S(to — 5)] f'(s)]].
note que

gi(s) — 0 quando t — to,
pois a fun¢ao S(- — s)f'(s) é continua. Observe agora que

ge(s) < [|S(t =) = S(to = )1/ ()N < [|| St =) + ]| = )| TIF ()],

< c:=constante

implicando que a funcao g; é limitada por uma fungao que pertence a L'([0,T]). Portanto,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.6) temos
to

lim gi(s)ds =0,

t—to 0

isto é,
lim | [S(t—s) = S(to— )] f'(s)||ds = 0. (2.30)

t—to 0

Temos também que

. T
Met [ s = M [y g)F ) ds.
to to
Considerando

9¢(5) = Xito. 1 () ILF ()11,

temos

e Gi(s) — 0 quando t — t;
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o [Gi(s)] < I/ (s)ll € L]0, 7).

Portanto pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.6)

isto é,
t
i [ )176) s = 0
—to to

Sabendo que a exponencial é uma funcao continua obtemos

t t
i (e [ las) = fim (0 [y a@lr@as) <o )
to

t—to to

De (2.29)-(2.31)
lim [v(t) — v(to)[| = 0

t—to
mostrando a continuidade & direita de v. A continuidade & esquerda ¢é feito de maneira
semelhante. Logo v é continua em (0, 7).

Pela Afirmagao 2 e sabendo que a fungao S(-)f(0) é continua, segue que Dv é continua, de
maneira analoga mostra-se que a fungao v é continua, logo pelo Teorema A.12 temos que v é
continuamente diferencidvel. Portanto pelo Teorema 2.6 temos que a solugao generalizada é
solugao classica. De onde concluimos que o problema (P3) possui uma tnica solugao classica,
para cada ug € D(A). [

Corolario 2.8 Seja f € C([0,T]; D(A)), com D(A) munido com a norma do grdfico. Entao
o problema (P3) possui uma tnica solugao cldssica, para todo ug € D(A).
Demonstragao: Sendo f € C([0,7T]; D(A)), com D(A) munido com a norma do gréfico,

temos que
o f€C([0,T]; X);
e Af € C([0,T]; X).
Note que, para h > 0

v<t+hf>L—v<t> _% / S(t+h—8)f(s)ds—% / S(t—s)f(s)ds,

logo

Rt / S(t+h—s)f(s) dsﬁ/o (5(t = 5)S(h) = 5(t = 5)) f(5) s,
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o que implica

”(”h})l_“(t) :%/tHhS(Hh—s)f(s)ds+/0t5(t—s)(5(h>_I) f(s)ds.

Afirmagao 1: Quando h | 0 temos

t+h
@ 5 [ St+h=s(s)ds — fe)

) [ ste-9(2U=0) o0 — [ st-9are)as

Prova de (a): [Ver justificativa da Observagao 2.3]
Prova de (b): Note que

‘/OtS(t—s)(S(hil—[) f(s)ds—/ots(t_S)Af(S)dS
= /Ot Istt =9 ’S(h)f@ —IE) ags)
< Met /0 t e—ws’

t
S MewT/
0

HS(h)f(S) — [ (s)
h

ds

ds

ds.

Considerando a fungao

gn(s) = — Af(s)

note que
e gn(s) — 0 quando h — 0, pois f(s) € D(A) para todo s € [0,T7;
e Existe uma constante ¢ > 0 tal que

lgn(s)| < ¢ Vs €l0,T).

(2.32)

(2.33)

Justificativa de (2.33): Sabemos que E = (D(A);| - [|p)) e X sdo espacos de Banach.

Definamos G}, : E — X por
S(h)u —u
Gy - S

Claramente

;llig(l) Gp(u) = A(u).
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Portanto para cada u € D(A), existe uma constante ¢; > 0 tal que |Gy (u)|| < ¢;. Dai pelo

Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema C.1) , existe uma constante ¢ > 0 tal que
|Gr(uw)|| < cllullpay VueE e Vh>0,
conseqiientemente
IGrf () < ellf(s)llpay, ¥ se[0,T] e VA0 (2.34)
Note que
[n()] = gn(s) = [|Gnf (s) = AF ()| < [|Cnf ()] + [|AF(s)]]
por (2.34)

|9n(s)| < €N F(9)llpay + [[AF(5)]]. (2.35)
Sendo f € C([0,T]; D(A)) e Af € C([0,T]; X) existe constantes cq, c3 > 0 tais que

N f(s)lpay <ca e HAf(s)H <cg Vse[0,T] (2.36)

Combinando (2.35) e (2.36) obtemos (2.33).

Desta forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.6) temos

t
lim [ gn(s)ds =0,

h—0 0
isto é,
IS (R —
i | ( )f(sh) £6) _ preolas —o.

Uma vez que Me“T ¢ constante, segue do limite acima a prova de (b) e conseqiientemente a

Afirmacao 1. Portanto passando ao limite em (2.32), com h | 0, obtemos

DYo(t) = f(t) + /Ot S(t—s)Af(s)ds,

mostrando que D*v é continuo e, portanto, pelo Teorema A.12 temos que v(t) é continu-
amente diferenciavel. Logo, pelo Teorema 2.6, a solugao generalizada do problema (Pj3) é

solucao classica. [ |

Corolario 2.9 Sejam X wum espago de Banach Reflexivo, A o gerador de um
Co-semigrupo {S(t)}i>0 € f : [0,T] — X wma fungao Lipschitziana, isto €, existe uma

constante L > 0, chamada de constante de Lipschitz, tal que

1 (1) = f(E2)[| < Lt — taf para quaisquer t,ts € [0, 7.
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Entao para cada ug € D(A) o problema (P3) possui uma unica solugdo cldssica.

Demonstracao: Inicialmente observamos que sendo f Lipschitziana, segue por resultados
de Calculo Avangado (Ver Brézis [7]) que f ¢ diferencidvel quase sempre e f' € L([0, T]; X).
Seguiremos um raciocinio analogo ao que foi feito no Corolario 2.7 calculando D v. Observe

que

Mﬁ+2_m@)_[:ﬂg<fa+h—sy—ﬂt—ﬂ>d&+%zm S(s)f(t+h—s)ds.

h

Afirmacao 1: Quando A | 0 temos

@ [ (BT g sty o- oy as

(b) —/t S(s)f(t+h—s)ds — S(t)f(0).

Prova de (a): Note que
| [ (K== 0= 0 st
SMewT/t Flt+h—s)— f(t—s)

!/
— t —_
4 £t~ s)
Considerando, para t fixo, a fungao

):'f@+h—$—f@—@

ds.

gn(s

temos
e g5(s) — 0 quase sempre, quando h — 0, pois f ¢é diferenciavel quase sempre.

Agora observe que

Hf@+h—2—f@—@

+ Hf/(t_5> )

|gn(s)| <
sendo f Lipschitziana, obtemos

‘gh(s)} <L+ Hf’(t— )|,
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uma vez que f' € L'([0,T]; X) segue que g ¢ limitada por uma fungao que pertence ao

espago L'([0,T7]), logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.6)

temos ‘
;llii% i gn(s)ds =0,
isto é,
/t f(t+h_3}z_f(t_s)_f’(t—s) ds — 0, quando h — 0.
0
Portanto

— 0, quando h — 0.

AE@mju+h—2—f@—ﬁ>d%:[s@f@_ﬁw

Prova de (b): Note que

t+h t+h t+h
%/t S(s)f(t+h—s)ds:%/t S(s)[ft+h—s)— f(0)] ds—i—l/t S(s)f(0)ds.

h
(2.37)
Pelo Lema 1.2 temos que a segunda parcela do lado direito de (2.37) converge para S(t)f(0),

quando h | 0, pela continuidade quase sempre da funcao f e a limitagao do semigrupo
segue que a primeira parcela do lado direito de (2.37) converge para zero, o que resulta na
veracidade de (b). Mostrando a Afirmagcao 1.

Da Afirmagao 1 temos

D*olt) = S5O + [ )t =),

usando um raciocinio analogo ao que foi feito no corario 2.7 temos que v é continuamente
diferenciavel. Portanto pelo Teorema 2.6 temos que a solugao generalizada é solugao classica.

De onde concluimos que o problema (P;) possui uma tnica solugdo classica, para cada
Ug € D(A) |

Aplicacoes:

Com os resultados demonstrados nesta secao, temos condicoes de resolver as seguintes
classes de E.D.P.:

1. A equacao do calor nao-homogénea, isto ¢é, o sistema esta recebendo calor de uma
fonte externa.

%(x,t) ~Au(wt) = f(t),  em Qx[0,00)
(*1> u(gp,t) =0 em I'x [0, OO)

u(z,0) = ug(x) x € Q.
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Onde a fungao f verifica uma das condic¢oes abaixo:
o f€CH([0,00); L2(2)).

Um exemplo desta situagao é a seguinte: fixe ¢ € L*(Q2) e z € Q considerando a
fungao f(t) = h(t)e(z), com h € C*(]0,00);R), obtemos f € C*([0,00); L*(2)).
De fato, se t, — to temos

1f (tn) = f(Eo)ll2 = l[A(tn) () = Bto)p()ll2 = l[(A(tn) — h(to)) ()]l

logo
1F () = F(to)lla = |A(tn) = Rlto)l l@()ll2 —— 0,
pois h é continua, conseqiientemente f é continua em L?*(£2); temos também que
f'(t) = W(t)p(r) e de maneira andloga mostra-se que f’ é continua em L*(().
Portanto f € C*(]0,00); L*(9)).
o [ €C([0,00); H*(2) N Hy (<))
Um exemplo desta situagao ¢ a seguinte: fixe ¢ € H?(Q) N HJ(Q)) = D(A)

e x € Q considerando a funcao f(t) = h(t)p(z), com h € C([0,00);R), temos
f € C([0,00); H*(Q) N H())). De fato, seja t, — to, note que

1f(tn) = f(to)llpay = [1f(tn) = fto)ll2 + |AF(tn) — Af(to)]l2
isto é,
1 () — f(to)llpeay = [[R(tn) () — h(to)e()ll2 + [[A(R(E) () — A(h(to)e(:))l]2
o que implica

1 (tn) = f (o) lp(ay = [I(h(tn) = hlto))o()ll2 + [I(h(tn) = h(to)) Ap ()2 ,

ou seja,

1f(tn) = f(to)llpa) = [A(En) = hlto)[ ()2 + [A(tn) — h(to)| [|AL())]l2

ou ainda
1£(t2) — f(to)llpa)y = |h(tn) — h(to)| lo()]l pa) —0,
pois i é continua, conseqiientemente f ¢ continua em H?(Q2) N Hy(Q)).

o f:]0,00) — L?(Q) Lipschitziana, pois neste caso X = L*()) ¢ um espago de
Banach Reflexivo.
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Um exemplo desta situagao é a seguite: fixe ¢ € L*(2) e z € Q considerando a
fungao f(t) = h(t)¢(x), com h Lipschitziana, temos f : [0,00) — X Lipschitziana.
De fato, note que dados t, o € [0,00) temos

1 (t2) = f(E2)ll2 = 1A (tn) () = hlto) e ()ll2 = [A(tn) = Alto)| ()]l
o que implica

I1£(tr) = F(t2)ll2 < Lllo()llz |t — ta| = L |t — ta].
———

L

Assim se ug(x) € H*(Q) N HY(Q)) temos pelos Corolérios 2.7, 2.8 ou 2.9, dependendo
da condigao sobre a f, temos que o problema (%), possui uma tnica solugao classica.

2. A equacao da onda nao-homogénea.

d%u
W(x’t) — Au(z,t) = f(t), em Q x [0,00)
() uw=0, em I x[0,00)
u(z,0) = up(x), x €}
| 2 ,0) = o), e

Onde a funcao f verifica uma das condigoes abaixo:
o f€CH[0,00); L*());
o f€C([0,00); H* () N H(Q)) ;
e f:]0,00) — L*() Lipschitziana.

Basta considerar os seguintes elementos

(a) X = Hg() x L*(Q);

(b)v:aa—qz,logo %—020 e %—Au(zﬁ):f(t);
(c) D(A) = (H*(Q) N H(€)) x Hy(€2), com
AU = (v, Au), onde U = (u,v) € D(A);

(d) F(t) = (0, f(1)).

Pois teremos o seguinte problema

) { %—(t](t) _AU(H) = F(1)
U(0) = U

Note que
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e Se f € C(0,00); L*()), entao
F(-) = (0, f(-)) € C'([0, 00); X).
De fato, para todo t € [0,00) temos

F(t+s)— F(t) (0’ f(t—l—s)—f(t))

s B s
Fazendo s — 0 obtemos F'(t) = (0, f'(t)), sendo f € C*([0,00); L*(€)) conclui-
mos que F' € C'([0,00); X).

e Se f € C([0,00); H*(2) N HJ (L)), entao
F() = (0, f(-)) € C([0,00); D(A)).

De fato, seja t,, — to em [0,00). Note que

[1E'(tn) = F(to)llpcay = [[F'(tn) = F(to)llx + |AF () — AF(f0)llx
o que implica

1E(tn) — Fto)llpay = 1 (En) — f(Eo)ll2 + [ (En) = f (o)l 2o

logo
[E'(tn) = F (o)l peay < I () = f (o) ll2 1A (En) = Af (o) ll2+1f (En) = f o) |13 (0
isto é,

[F(tn) — F(to)llpeay < 1 () — f(Eo)llpea) + (1 () = f (o)l kg0
e como conseqiiéncia do Teorema C.12, existe ¢ > 0 verificando

1F(t) — Flto)ll ey < ell 7(t2) = F(t0)llogay —— 0,

uma vez que f ¢ continua em H?(Q) N H}(Q) = D(A).
e Se f:[0,00) — L?(Q) é Lipschitziana, entao F : [0,00) — X ¢ Lipschitziana,
pois
[E(t) = F(t2)llx = (10, f(#0)) = (0, f(t2)l[x = 1/ (t1) = f(t2)lla < Lits —tof -

Dai se U(0) = (uo(z),vo(z)) = Uy € D(A), segue pelos Corolarios 2.7, 2.8 ou 2.9,
dependendo da condigao sobre a f, que o problema (%3), possui uma tnica solugao
classica U, isto é, U verifica (x3) em (0,00) e

U e C'(0,00); X) N C([0,00); D(A)),
o que implica
u € C([0,00); H*(Q) N Hy (2)) N CH((0, 00); Hy (2)) N C*((0, 00); L*(2))

mostrando que u é solugao classica do problema (x3).



CAPITULO 2 APLICACOES ENVOLVENDO A TEORIA DE SEMIGRUPOS 105

2.2.2 A Equacao Nao-Linear

Seja F': X — X uma funcao fixada. Estudaremos agora a seguinte classe de ploblemas

(Py) { %(t) = Au(t) + Fu(t), t>0
u(0) = up.

Defini¢ao 2.10 Uma fungao u : [0,00) — X € dita ser uma solug¢do cldssica do problema
(Py) se u € continua em [0,00), continuamente diferencidvel em (0,00), u(t) € D(A) para

t >0 e u satisfaz (Py) em (0,00).

Definigao 2.11 Sejaug € X e F': X — X. A fungio u € C([0,00); X) dada por

t
u(t) = S(t)ug + / S(t — s)Fu(s)ds
0
¢ a solugao generalizada do problema (Py).

Com relagao ao problema (Fy) temos o seguinte teorema.

Teorema 2.12 Seja X um espaco de Banach Reflexivo e seja F' : X — X uma funcao
Lipschitziana, com constante de Lipschitz L > 0. Entao para todo uy € X existe uma unica
u € C([0,00); X) que € solu¢ao generalizada do problema (P). Se ug € D(A) entdo a
solugao generalizada € solugao cldssica.

Demonstracao: Unicidade: Suponha que u; e us sejam solugoes generalizadas do pro-

blema (Py), entao

1 (£) — usa(t)]| = HS(t)uo + /0 t S(t — s)Fui(s)ds — S(t)ug — /0 t S(t — s)Fus(s) ds

logo

) = ua)] = | [ (6= 5)[Pus(e) — Puats] s

o que implica
t
Jur (£) — ua(t) || < Me‘”TL/ [ur(s) — ua(s)|| ds
0

para t € [0,7], com T qualquer, logo pela Desigualdade de Gronwall na forma integral
(Teorema C.7), concluimos que u;(t) = us(t) para todo t € [0, 7], sendo T' qualquer temos,
u1(t) = uy(t) para todo t > 0, isto é, u; = us.

FEzxisténcia: Para um constante k& > 0, que serd escolhida convenientemente, defina o

seguinte conjunto

Y = {u e C([0,00); X); stlige’ktﬂu(t)H < oo}.
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Com relacao ao conjunto Y sabemos que o mesmo é um espago de Banach munido com a
seguinte norma
[ully = sup e ™ [Ju(t)]. (Ver Apéndice A)
>0

Considerando a funcao

Y — X

u +— du : [0,00) — X
t (I)u(t):S(t)u0+/ S(t — s)Fu(s)ds,

podemos afirmar que:
Afirmacao 1: oY) C Y.
Continuidade: Mostraremos que para cada u € Y a fungao ®u é continua. Sabemos que

a fungao S(-)up ¢ continua (ver Corolario 1.11), resta mostrar que a fungdo dada por

g(t) :/0 S(t — s)Fu(s) ds:/o S(s)Fu(t — s)ds

¢ continua em [0,00). Considere t | ¢y em [0, 00), e observe que vale a seguinte igualdade

lot) ~ )l = | [ sFute-sas— [ sFutta - s)as

conseqilientemente

o)~ el = || [ StFute =)~ Futto— ) as - [ stFute—s)as

to

Usando a desigualdade triangular, limitacao do semigrupo e o fato de F' ser Lipschitziana,

obtemos
to t
llg(t) — g(to)|| < MLe"T/ |t = s) = u(to — 3)” ds + / Me*s|| Fu(t — S)H ds.
0 o

Considerando T' de tal forma que ty,t € (0,7) temos

to T
llg(t) — g(to)|| < MLe“’tO/ |u(t = s) —ulto — s)|| ds + Me‘”T/ Xito,) (8) || Fu(t — s)|| ds.
0 ¢
’ (2.38)

Sabendo que as fungoes u, F' o u sao continuas mostra-se usando o Teorema da Convergén-
cia Dominada de Lebesgue (Teorema B.6) que o lado direito de (2.38) converge para zero
quando ¢ | tp, o que implica que g é continua & direita em [0, 7], sendo T' qualquer, segue
a continuidade & direita em [0, 00), e conseqiientemente a continuidade & direita de du em

[0, 00). De maneira analoga mostra-se a continuidade a esquerda de ®u em (0, 00). Portanto
du € C(]0,00); X).
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Ezxisténcia do supremo: Para cada t > 0, temos

HCI)u(t)||:HS(t)u0+/O S(t — 8)Fu(s) ds gHS(t)uoH+/0 15(t = )| Fu(s) | ds

o que implica
t
Ju(t)] < Meuofl + [ MeFus)| ds
0

logo
t

t
1Bu()]| < Me|ug)| +Mewt/ || Fu(s) - F0(3)|]ds+Mewt/ =5 FO(s)|| ds
0 0

dai
¢ ¢
12u@)ll SMemHUOH‘i‘LMewt/ e“’S\|u(s)||ds+MeWtHF0H/ e~ ds.
0 0

Sendo u € Y,
¢ ¢
w0 < el + Eare [ areFo) [ emas,
0 0

logo resolvendo as integrais

wt wt e(k—w)t ]' wt e_Wt ]'
|Pu(t)|| < Me“*||ug|| + L1 Me — + Me**||FOl|| — + —
k—w k—w w w

o que implica

—kt (w—k)t (w—k)t elhelt 1 (w—k)t e 1
M Bu(t) | < Me ol + L Mel (S L) el Fo) (- L

w W
conseqiientemente
_ o LM Mo,
e M| @ut)l] < Mel™ [lug]| + 7+ — e F(0)]|.

Escolhendo k > w, encontramos

LM M
_|__
k—w w

e M| Pu(t)]] < Mljuoll + IEOI vVt e[0,+00)

portanto

sup e[| Pu(t)]| < oo,
>0

mostrando a afirmagao.

Assim, para k > w, podemos redefinir a funcao ® da seguinte forma
d:Y — Y

u — du : [0,00) — X

t s du(t) = S(t)uy + /t S(t — s)Fu(s)ds.
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Mostraremos agora que, para certos valores de k a funcao ® : ¥ — Y é uma contragao. Com

efeito, sejam u,v € Y, entaou —v € Y e
u(t) —v@®)] < e |lu— vy, Vt>0. (2.39)

Note que

|Bu(t) — Bu(t)]| = H/O S(t—s)Fu(s)ds—/O S(t — s)Fo(s) ds
de onde segue .
|Bu(t) — Dol g/o 15(t — 9)[[[|Fu(s) — Fo(s)| ds

logo
| Pu(t) — Pu(t)|| < Le“t/o e *||u(s) — v(s)||ds

e por (2.39)
¢
| Pu(t) — Pu(t)|| < Le*'|lu— v||y/ elh=wlsdg
0

mostrando que

ot e(k—w)t 1 ot e(k—w)t
H@u(t) - CIw(t)H < Le**||u — UHy( P w) < Le**||u — vy —
dai I
e_ktHCDu(t) — Po(t)|| < ’ lu —vlly Vit>0.
—w
Por defini¢ao de supremo temos
L
| ®u — (I>v||Y < P |lu—vlly.

Assim, fixando k > L 4+ w > w, temos que ® : Y — Y é uma contracao. Portanto aplicando
o Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema C.9), existe u € C(]0, 00); X) tal que u = Pu,
isto é,

u(t) = S(t)uo +/0 S(t—s)Fu(s)ds

Donde segue que u é solugao generalizada para o problema (Py).
Agora se ug € D(A), mostraremos que u ¢ Lipschitziana. Fixado h > 0, considere para todo
t >0, u(t) = u(t + h). Note que u é solugao generalizada para o problema (Py), com dado

inicial u(h), pois

u(t) = S(t)u(h) + /0 S(t — s)Fu(s)ds.
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Usando a defini¢ao de u, temos
h t
u(t) = S(t)S(h)ug+ S(t) / S(h — s)Fu(s)ds + / S(t — s)Fu(s + h)ds,
0 0
isto é,
h t
u(t) = S(t+ h)ug + / S(t+h—s)Fu(s)ds +/ S(t — s)Fu(s+ h)ds
0 0
fazendo uma mudanca de variavel, ficamos com a igualdade

u(t) = S(t+h)u0—|—/h5(t+h— s)Fu(s)ds+/t+hS(t+h— s)Fu(s) ds,

ou seja,
t+h
u(t) = S(t+h)u0+/ S(t+ h — s)Fu(s)ds,
0
ou ainda,
t+h
u(t+h)—5(t+h)u0+/ S(t+ h —s)Fu(s)ds.
0
Assim

lu(t) —u(t)|| = HS(t)u(h) +/0 S(t—s)Fu(s)ds — S(t)ug — /0 S(t — s)Fu(s)ds

o que implica
170~ o) < (8] ) ~ woll + [ 316 = o) i) ~ Fucs)] s
e portanto
0) o)) < M k) — | + Lage=t [ ts) = o) s
Fixando T > 0 e t € [0, 7]
J50) — w(O)] < M7 ) ]| + Lare | fits) = u(s) | ds.

Pela Desigualdade de Gronwall forma integral (Teorema C.7), obtemos

[a(t) — u(®)|| < Me*T (1 + LMeTe! M) lu(h) — uol|,
clzco;zgtante
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ou seja,
Ju(t + ) —u(t)|| < e||ulh) — uo|- (2.40)

Por outro lado, pelo Teorema 1.17 segue que foh S(s)upds € D(A) com

A( /0 hS(s)uo ds> = S(h)uo — g

logo

15(h)io — ug]| = HA</Ohs<s)u0 i)

de onde segue

Teor.A.7
~~~

h h
/ AS(s)ug ds / S(s)Aug ds
0 0

h
HS(h)uo — UOH < M||Au0||/ e“*ds < M| Augl[e*" h. (2.41)
0

Recordando que vale a seguinte igualdade

|lu(h) = uo|| = HS(h)uo — up + /Oh S(h — s)Fu(s)ds

temos
h h
|u(h) = uo|| < ||S(h)uo — uol| +/0 |S(h=s)]| || Fu(s) — Fuol||ds +/0 |S(h = s)]| || Fuo||ds.
Usando (2.41), a limitagao do semigrupo e o fato de F' ser Lipschitziana
h
||u(h) — || < M| Aug || h + LMe“’h/ Hu(s) - u0||d$ + MHFUOHewh h
0
dai

h
Hu(h) —u0|| < (MHAuOHe“’h—I—M”FuoHe“’h) h+ LMe“" / ||u(3) —uoHds.

_ c3=constante
co=constante

Pela desigualdade de Gronwall forma integral (Teorema C.7), concluimos que

|u(h) = uo|| < c2(1 + c3Te®™) h. (2.42)

J/

Vv
cqa=constante

De (2.40) e (2.42)
|lu(t + h) —u(t)]] <cs h, Vtelo,T]. (2.43)
Note que, para ty, ty € [0, 7], considerando to > t1, existe h € [0, 7] tal que ty = t; + h, dai

(2.43)
u(ts) — ulta)|] = ||ults) — ults + h)|| "< s h = cs (2 —t).
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Portanto para todo t1, ts € [0, 7] temos

|ulty) — ulta)|| < 5|t — 2],

mostando que u é Lipschitziana em [0, T7].
Conseqiientemente a fungao Fu(-) ¢ Lipschitziana em [0, 7] logo pelo Corolario 2.9 a solugao
generalizada de (P,) é solugao classica em [0,7], sendo T qualquer, temos uma solucao

classica em [0, 00). ]

Aplicag()es: Com este teorema podemos resolver os seguintes problemas:

Primeira Aplicagao

% — Ay = arctanu em  x[0,00)
(%) u(z,t) =0 em I x[0,00)
u(z,0) = ug(x) x €,
para
o X = LQ(Q);

e A=A com D(A) = H*(Q) N H(Q);
o F: L*N) — L*(Q), dada por Fu = arctan u.

Mostraremos que F' é Lipschitziana. Com efeito, note inicialmente que considerando a fungao
dada por f(t) = arctant temos

1
IREN

f@®) = [f(t)] <1 Vte[0,00)
e pelo Teorema do Valor Médio para quaisquer t1,ty € [0,00), existe ty € (t1,t2) tal que

|f(t1) — f(t2)| = |f'(to)] [t — t2] < [t1 — o],

Assim para quaisquer u,v € L*(Q), considerando t; = u(x) e ty = v(x) obtemos
| F(u) — F(v)||3 = / | arctan u(z) — arctan v(z)|* dx < / lu(z) —v(z)Pdz = ||u—v|;
Q Q

o que implica
1F(u) = Fu)ll2 < [Ju = vl

mostrando que F' é Lipschitiziana. Portando pelo Teorema 2.12 o problema (x) possui solugao
generalizada quando uy € L?(2) e solugdo classica se ug € H*(2) N Hy(Q).
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Segunda Aplicagao

( 0%u

W@) — Au(t) = arctan u, em ) x [0,00)

() u =0, em T x[0,00)
u(z,0) = up(x), x €
\ %(m,()) = vo(z), x €,

seguindo o mesmo raciocinio do caso linear com ug € H*(Q) N H} () e vg € Hy(Q).

Teorema 2.13 Seja F': X — X wverificando a sequinte condi¢ao

Para todo K >0 existe L = L(K) tal que
(H) | llul <K e || <K implica
|F'u— Fvl| < L|ju—v|.

Entao, para todo ug € X o problema (Py) possui wma tunica solugdo generalizada. Se
uy € D(A) a solugio € cldssica.

Demonstracgao: Considere o seguinte conjunto
v = {ueC(0.T:X); [lu()] < R, ¥t e[0T},

onde T e R serao escolhidos convenientemente. Note que Y é um conjunto fechado, pois é
uma bola fechada em C([0,77]; X), e sendo C([0,7]; X) um espago de Banach com a norma

do supremo, segue que Y munido desta norma é um espaco métrico completo. Considere

Y — X
u — Pu : [0,T] — X

t
t — Put) = S(t)ug +/ S(t — s)Fu(s)ds.
0
Ja vimos que ®u é continua, pois S(-)ug e Fu sdo continuas. Mostraremos a seguir que

d(Y) CY. Fixe

e observe que
I#u(®)] < Sl + |15t = )]} Puts) fas

o que implica

t
| Pu(t)]| < Me“"||ug|| + Me‘“T/ | Fu(s) — FO(s)||ds + Me“" || FO(s) ||T.
0
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Usando a hipotese (H), existe L = L(R) tal que
t
| Pu(t)]| < Me“T||ug|| + LMe“’T/ |u(s)||ds + Me“T|| FO(s)|| T
0

esendou €Y
[Pu(t)|| < Me“T||uo|| + LMe“" R T + Me“"||FO(s)|| T.

Considerando T de tal forma que o lado direito da desigualdade acima seja menor do que
2M||upl| + 1, temos
lou(®)]| < 2M [luoll +1 < R

logo du €Y, dai &(Y) C Y.
Afirmacao: ® : Y — Y é uma contracao, para um 1" apropriado.
De fato, sejam u, v € Y e s € [0,T]. Note que

|®ut) — Bo(t)| g/o HS(t—s)HHFu(s)—Fv(s)HdsgMLe“T/O u(s) — v(s)|[ds.

Assim

¢
| Pu(t) — Pu(t)|| < MLe*" | |ju—v||ds <M TLeT |lu—v
0 N——

C1

Y

considerando T de tal forma que ¢; < 1 e que ®(Y) C Y temos que ® : ¥ — Y é uma
contracao.
Portanto pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema C.9), existe u € C([0,77]; X) tal

que Pu = u, isto é,
t
u(t) = S(t)ug +/ S(t— s)Fu(s)ds
0

mostrando que u é solugao generalizada do problema (1).

Agora seja uy € D(A). Sendo w um ponto fixo de  : Y — Y, temos que
lu®)| < R Vitelo,T]

o que implica |lu|]| < R. Assim, usando a hipétese (H), mostra-se de maneira analoga ao
que foi feito no Teorema 2.12, que F'u é Lipschitziana portanto pelo Corolario 2.9 a solucao

generalizada é classica. |



CAPITULO 3

Semigrupo Analitico e Aplicacgoes

No capitulo 2 achamos solugoes cléassicas (e gene-
ralizadas) de problemas de valores iniciais nao-
homogéneos com dados iniciais no dominio do
operador em questao, no intuito de resolver os
mesmos tipos de problemas agora com dados ini-
ciais menos regulares, estudaremos uma outra
classe de semigrupos e algumas das suas pro-
priedades. Estudaremos também os Espacos de
Poténcias Fracionarias X%, com 0 < a < 1,
0s quais sao menos regulares do que o dominio
do operador em questdao. Mostraremos que se o
operador —A for um gerador de um semigrupo
analitico e verificar algumas estimativas para o
operador resolvende de A o problema em questao
tera solugao classica com o dado inicial em X¢.
Este capitulo tem com base Friedman [16], Pazy
[22], [8, 9, 10] e [24]. No que segue X é um es-
paco de Banach, sobre os complexos, com norma

114
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3.1 Semigrupo Analitico

No que segue {S(t)}+>0 ¢ um Cy-semigrupo gerado por A em X. Seja ¢ € R um ndimero
satisfazendo 0 < ¢ < 7 e seja M uma constante positiva.

Definigao 3.1 Um operador A é dito ser do tipo (¢, M) se:
e O operador A ¢é fechado densamente definido;

e O resolvente de A, p(A), existe e contém o setor
m 3
Sp = {)\GC; A #0, §—¢<arg)\<7+¢},
e vale a sequinte estimativa para o operador resolvente

M
IR(A:A)| < o se A€ S (3.1)

Um resultado muito importante, com relagao a classe de operadores do tipo (¢, M), é
dado & seguir cuja demonstracdo pode ser encontrada em Friedman [16].

Teorema 3.2 Se A € do tipo (¢, M), entao —A gera um Cy-semigrupo {S(t)}i>0, com as

sequintes propriedades adicionais:

1. S(-) tem um prolongamento analitico no setor
Ay ={rA€C; N£0, |arg )| < ¢},

isto €, S(-) € estendida para o setor Ay e A — S(\) € analitica em Ay;

d
2. AS(N), g()\) sao operadores limitados para cada A € Ay e para todo x € X temos

S(\)z € D(A)

com

as
X

3. Para qualquer 0 < e < ¢ existe uma constante ¢ = c(€) tal que

ANz =—-AS\)zx VaoelX;

C
SV <e e JJASW < o A€ Dy (3-2)

4. Para qualquer x € X, 0 < e < ¢,

SNx — se A—0, xeAy_.
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Definigao 3.3 Um Cy-semigrupo que possui as propriedades adicionais (1)-(3) do Teorema

3.2 € chamado um semigrupo analitico.
Deste modo, se A é do tipo (¢, M), entao —A gera um semigrupo analitico.

Observagao 3.1 Conforme Pazy [22], se 0 € p(A) e —A gera um semigrupo analitico, entdo

para t > 0 temos as sequintes estimativas

ISON < ce™™

IAS@)] < ct™he™,

onde ¢ e § sao constantes positivas.

Teorema 3.4 Seja A do tipo (¢, M). Para qualquer inteiro m > 1, S(t)x € D(A™) para
qualquer v € X, t >0, e

|ATS()|| < Ct™™ (t>0),

onde C' é uma constante que depende apenas de A e m, e {S(t)} € o semigrupo gerado por
—A.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.2, para todo z € X, temos S(t)r € D(A), logo
S(t)x € D(A™) para qualquer inteiro m > 1, pois se S(t)x € D(A) entao faz sentido

AS(t)z e mais
sson- a5 - () ()
€ D(A)

sabendo que A e S(%) comutam, temos

AS@MﬁzS(%)AS(%>x

conseqiientemente AS(t)xr € D(A), o que implica S(t)z € D(A?), logo faz sentido A?S(t)x

T e e A(s(5)3(5)5(5)7) = (5)as(3) 4s(3)-

logo A%S(t)z € D(A) o que implica S(t)z € D(A?), seguindo este raciocinio obtemos

S(t)x € D(A™). Note também que
t t t t o (mt
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o que implica

t\\" m
(AS (E)) x=A"S(t)x. (3.3)
Assim por (3.3) e pelo Teorema 3.2
< |las( - m||SB|| <(+ m||$||
=)l =

LA™S(8) ]| = H (AS(%))W}

em\™ .
ans(o)al < () lell = ol

dai

donde
[A"SE)| <ot para t > 0.

3.2 Poténcias Fracionarias de Operadores
Nesta secao definiremos poténcias fracionarias de certos operadores lineares ilimitado e
estudaremos algumas de suas propriedades. No que segue, seja A um operador fechado

densamente definido em X, tal que — A gera um semigrupo analitico {S(¢)} e 0 € p(A). Pela
Observagao 3.1 existe 6 > 0 tal que

1S(t)]| < ce™®t e |AS(t)| < et ™0t Vit >0. (3.4)
Lema 3.1 Com os elementos descritos anteriormente, temos para cada m € N,
|A™S()|| < Ct™me™0", (3.5)

Com efeito, na demonstrag¢ao do Teorema 3.4 vimos que

t m
A™ < |AS| —
sl < |as(2 )| el

o que tmplica
m

sl < [as(+)

por (3.4) temos
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Para qualquer o > 0 definimos a poténcia fracionaria A~ por

1 o0
A= — / s*71S(s) ds, (3.6)
0

onde I'(+) é a fungdo gama, a qual é dada por

(o) = /Oooxa—le—wdx (a>0).

Observagao 3.2 Uma vez que 0 € p(A) faz sentido falar na inversa de A. Para o = 1,
A~ definido em (3.6) € de fato a inversa do operador A. Com efeito, denotando por B a

inversa de A temos pelo Teorema 1.21
B=(0\+A)"= / S(s)ds.
0

Por outro lado, para o =1 temos

logo
Alz/ S(s)ds.
0

Donde seque que B = A7L.
Observacao 3.3 Ao longo deste trabalho definimos A™° = 1.

Teorema 3.5 O operador A= € linear limitado.
Demonstracao: Desde que a linearidade ¢ imediata, vamos mostrar apenas a limitagao.
Note que

A = H ! / " 018 (s)ads

T(a) Jo

1 = a—1
<war [ IOl

0

Por (3.4)

co™ co®

c e} -2 o0 —2
A %zl < —— ||z / s le¥ds = — ||z / ro e dr = z|| MNa).
A7l < s el el [ el (@)

conseqilientemente
[A™ ]| < ¢ fl],

mostrando a limitacao de A=, [ |
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Teorema 3.6 Para o, > 0 temos

A~ — p—a o A8,

Demonstragao: Note que

(A0 A P)(z) = A~ (A Pz) = A~ (ﬁ /0 h s771S(s) ds)

logo

o que implica

(A0 A™P)(z) = m /OOO ta—l(/ooo sP7LS(t + s)xds) dt.

Fazendo a mudancga de variavel » = t 4+ s obtemos

Ao AP x:—l h ooo‘_lr— B=1S(r) zdr
(A7 0 A7) (2) F(a)m)/oftt (r — £ 1S(r) z dr dt

mudando a ordem de integracao

(A= 0 A™P)(z) = m /000 /07‘ t (o —)P1S(r) 2 dt dr,
isto é,
(A0 AP () = m /0 (/0 t (i —¢)P7! dt) S(r)xdr. (3.7)

Note que pelo Teorema C.8 temos

/0 el — )Pl = et —1;((2>£(§))' (3.8)

Por (3.7) e (3.8) obtemos

o AP (z 1 Oofr’o‘w’1 r)zdr
(A0 A7) = s | S

de onde concluimos
(A= 0 A9 (2) = A=A () VielX,

isto é,

A0 A8 = A=(eth),
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Teorema 3.7 O operador A=* definido em (3.6) € injetivo.
Demonstragao: Claramente A™' é injetivo, e para qualquer n € N, A™ = (A~1)" ¢

injetivo. Seja z € X tal que A=z = 0. Fixe n € N tal que n > «, entao
A" = AT = AT (AT ) = A0 =0
sendo A™" injetivo segue que x = 0, o que implica A~% ¢é injetivo. [ |

Pelo Teorema 3.7 temos que A~ é bijetivo sobre a sua imagem, logo faz sentido falar na
inversa do operador A~%. Portanto podemos definir

A% = (A

Note que D(A%) = R(A™) e para a = 0, temos A’ = [. O operador A® ¢ chamado
operador poténcia fracionaria associado a A.

Teorema 3.8 Seja A® o operador poténcia fraciondria associado a A, entao
1. A* € um operador fechado densamente definido, para cada o > 0;
2. Se a> 3> 0, entdo D(A%) C D(AP);

3. Se a, B € R, entao
APy = (A% 0 APz

para cada v € D(AY), onde v = max{«, 5, + (}.

Demonstracao: (Ver Pazy [22]) n

Teorema 3.9 Seja —A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {S(t)}. Se
0 € p(A), entao

1. Para cada x € X, S(t)x € D(A%), para qualquert >0 ea >0;

2. Para cada x € D(A%) temos

S(t)A%x = A*S(t)x;

3. Para cada t > 0 o operador A*S(t) € limitado e existem M,, § > 0 tais que

[A*S(@)] < Mat™e™";
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4. Seja 0 <a<1exe D(AY) entdo

[S@)x — || < Cat™[|A%]]

Demonstracao: Dado a > 0, considere m € N com m > «, logo pelo Teorema 3.8
D(A™) C D(A®). Por outro lado, pelo Teorema 3.4, para qualquer ¢ > 0 e x € X tem-se
S(t)x € D(A™). Portanto S(t)x € D(A®) mostrando (1). Seja x € D(A®), uma vez que, A“
é inversivel existe y € X tal que z = A™%y, logo y = A%x. Dai
S(t)r = S A=y — —— / " S(t) 7S (s)y ds = —— / " o15(s) S(t)y ds
I'(a) Jo I'(a) Jo ’

logo

S(t)x =AS(t)y =A“S(t)A%

o que implica
A*S(t)x = S(t)A% YV xD(A?),

mostrando (2). Sendo A® fechado, temos que A*S(t) é fechado, pois considerando {u, } C X
com u, — uy e A*S(t)u, — wvp, precisamos mostrar que A*S(t)uy = vy, e isto segue
facilmente, uma vez que S(t) é continuo temos S(t)u, — S(t)ug, logo sendo A* fechado
segue que A*S(t)ug = vg. Pelo item (1) D(A*S(t)) = X, logo pelo Teorema do Gréafico
Fechado (Teorema C.5) segue que A*S(t) é continuo, conseqiientemente limitado. Agora

considere n € N tal que n — 1 < a < n. Note que

1 o
ACS(t) = ASTHRG(F) = ACTARS (1) = N /0 s"OLANG (¢ 4 s)ds.

Assim

1 oo
AS(t)|| € =—— nmes | AnS (t d
4SOl € s [ A+ )]s

por (3.5) obtemos

C 67515 0 067& oo 5 n
A < n—a—1 —n ,—0s < / n—a—1 1 <
| S@H_FW_QLA S ) e s < et s P(_%Jl s

fazendo a mudanga de faridvel r = £ obtemos

C efét

(n—a)

|4°S(®)] < ta/ (] 4 )y
0
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o que implica

Ce—5t )
« < -n —
4SOl € oy [ () = e

Q

t—oce—ét

~—

(n—1)

59

logo
|A“S(t)|| < M, te

Por ultimo, para © € D(A®) temos pelo Teorema 1.17 que

1S(t)z — || = HA(/; S(s)xds) H

sendo S(-)z : [0,¢] — D(A) continua e A : D(A) — X linear e continua, visto com relacdo a

norma do grafico, temos pelo Teorema A.7, que

t
ISz — 2| < [[A%]| Ma / s lds = —= 17 || A%
0

t t ¢
|S(t)x — x| = ‘ / AS(s)xds / AlTS(s)A%ds|| < / |AY=>S(s)| [|A%z|ds
0 0 0

pelo item (3) obtemos

@{Q

logo
[S(t)z — x| < Co £ [|A%]|.

3.3 Espacos de Poténcias Fracionarias

Se A um operador linear, tal que —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em
X e 0 € p(A), segue da se¢ao 3.2 que podemos falar em poténcias fracionarias do operador
A. Vimos que, se 0 < a < 1 entao A* é um operador linear, fechado, inversivel e densamente
definido. O fechamento de A implica que D(A®) munido com a norma do grafico de A%,
isto &, ||ul|paey = ||u|| + ||A%u|| é um espaco de Banach. De fato, seja {u,} C D(A*) uma
seqiiéncia de Cauchy, entao dado € > 0, existe ng € N tal que

l|2n, — Um||D(Aa) <€ para n,m = ng
o que implica

| tun — wnm|| <€ e | A%y, — A%y, || < € para n,m > ng
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logo {u,} e {A%u,} sao seqiiéncias de Cauchy em X. Sendo X um espago de Banach existem
u,v € X tais que

Uy — U em X e A%, — v em X.
Sendo A* fechado, temos que (u,v) € G(A%) e A%u = v. O que implica
Up — U em D(A?),

pois
ot — ullpany = [t — ] + | A%, — A

Portanto (D(A%); |- ||p(ae)) ¢ um espago de Banach. Em D(A®) podemos definir uma outra
norma, que denotaremos por || - ||o, que é equivalente a norma do gréfico, tal norma é dada
por

ulla = ||A%u| com u € D(A%).

O préximo lema trata das afirmacgoes acima .

Lema 3.2 A funcao || - ||o € uma norma em D(A%), que € equivalente a norma do grdfico.
Demonstragao: Mostraremos inicialmente que a fungao || - ||, ¢ uma norma em D(A%).

Vejamos
L. ||ulla = ||A%u|| > 0, pois || - || € uma norma em X. Temos também que
|ulla =0 ||[A%| =0 A% =0 < u = 0;
2. ||au||o = ||aA%u|| = |al]|A%u|| = |a|||u||«, para todo a € R;

3. |lutvlla = [A%(u + 0)|| = |A% + A% < [[A%]] + [[A%0]} = [[ulla + [[v]a-

Conseqiientemente, || - |, ¢ uma norma em D(A®). Agora mostraremos a equivaléncia.

Claramente
[ulla < [lullpeas).- (3.9)
Sendo A~ limitado temos
A <cllol Y wve DA™),
logo para v = A% com u € D(A%), obtemos
||| < || A%u]| YV u e D(AY).
Assim
[ullpeacy = lJull + [|[A%u]| < e[ A%ul] + [|A%u]] = (¢ + D)[|A%u]],

isto é,

[ullpeasy < (e + D)ulla. (3.10)

De (3.9) e (3.10) segue a equivaléncia das normas. n
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No que segue, denotaremos por X a seguinte estrutura
X= (DA ]| [la)-

Quando « = 0, definimos X° = X. Usando a equivaléncia das norma, mostrada no Lema
3.2, temos que X é um espaco de Banach. Para concluir esta secao, enuciaremos sem
demonstrar, o seguinte teorema de imersao envolvendo o espaco X®. Indicamos o livro do
Pazy [22] para maiores detalhes.

Teorema 3.10 Para o > 3> 0, temos X® — XP continuamente.

3.3.1 Operador Laplaciano

Nesta segao justificaremos que o operador Laplaciano gera um semigrupo analitico e que faz
sentido falar em poténcias fracionarias para o operador Laplaciano.

No que segue 2 C RY & um dominio limitado, com fronteira suave. Considere um
operador diferenciavel da forma

Az, D) = Z aq(x) D

la]<2m

com coeficiente a,(x) suficientemente suaves, definido em um dominio Q2 C RY 2m &
conhecido como a ordem de A.

Definigao 3.11 Dizemos que A é um operador eliptico (ou do tipo eliptico) no ponto
Ty € Q) se

Y aa(z)® #0 Y EeR\{0)

|a|=2m
Se os coeficientes a, sao reais, entao m € necessariamente um inteiro. O operador A €

fortemente eliptico em x( se

(=)™ Re( > aa(xo)ga) >0 v ¢ e R\{0}.

|ae|=2m
Exemplo 3.1 O operador Laplaciano, A = Zfil 88—;2, € um operador eliptico. E o operador

—A € fortemente eliptico.

Definigao 3.12 Seja A = A(x, D), um operador fortemente eliptico de ordem 2m em um

dominio limitado em RY e seja 1 < p < co. Definimos

D(A,) = WP (Q) N W5 (Q)

Ayu = A(z,D)u para u € D(A,).
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Teorema 3.13 Seja A(x, D) um operador fortemente eliptico de ordem 2m em um dominio
limitado Q com fronteira suave 9Q em RY e seja 1 < p < co. Se A, € o operador associado
com A pela defini¢ao anterior, entao —A, € o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico
em LP(Q).

Demonstracao: (Ver Pazy [22])

Teorema 3.14 Seja Q@ C RY um dominio limitado com fronteira suave 9 e seja A, o

operador definido no Apéndice C. Se 0 < a <1 entdo temos as sequinte imersoes continuas

1. X — Wk4(Q) para k — % <2ma— %, q = p, com k € N;

2 X s OV(Q) para 0 < v < 2ma — %7.

3. X*— L"(Q) para r < Nivé”ap, 0<a< 2%.

Observacao 3.4 Pelo Teorema 3.13 e sabendo que o operador A = —A € fortemente elip-
tico, seque que o operador Laplaciano A € o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

Portanto para falar em poténcias fraciondrias para o operador A = —A

3.4 Aplicacoes

Nesta se¢ao temos como objetivo encontrar solugao classica para alguns problemas de valores
iniciais semilineares com dados iniciais no espaco de poténcia fracionaria com relagao ao
operador —A que é gerador de um semigrupo analitico, tal espago é menos regular do que
o dominio do operador, isto é, D(A) esta contido no espago em questdo. Portanto, para
mostrar a existéncia de solugao para problemas em que o dado inicial pertence a um conjunto
mais amplo, exigiremos mais do nosso operador A, que é o fato de —A gerar um semigrupo
analitico. Iniciaremos resolvendo o problema linear, que sera usado na demonstracao do
resultado principal.

3.4.1 O Caso Linear

Como foi visto no Capitulo 2, uma funcao u é solucao classica do problema linear

du

(P3) { o (1) = —Au(t) + f(t), t>0

u(0) = g

seu € C([0,00); D(A))NC((0,00); X), u(t) € D(A) para t > 0, e u verifica o problema (P)
para t > 0. Sabemos que o problema (P;) possui solugao generalizada, desde que S(t—-) f(-)
seja integravel, nosso objetivo é mostrar que a mesma é uma solucao classica. No Capitulo 2
vimos algumas situagoes onde isso ocorre, mas naquele momento consideramos o dado inicial
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ug € D(A), neste momento pediremos menos regularidade para o dado inicial e portanto os
resultados do Capitulo 2 ndo podem ser repetidos. Com relagao ao problema (Ps) temos o
seguinte teorema.

Teorema 3.15 Seja —A o gerador de um semigrupo analitico {S(t)}, com 0 € p(A). Sejam

uy € X e f:[0,00) = X uma funcio localmente Hélder continua , isto €,
1f(t) = F{E)| < Kt — t2)°, 0<ty<t; <T,

onde k e a sio constante, com k dependendo de T' e 0 < a < 1. Entao o problema (Ps)
possut uma unica solu¢ao cldssica.
Demonstracao: Na demonstragao usaremos o Teorema 2.6, para isto mostraremos que a

funcao dada por
t
v(t):/ St—$)f(s)ds,  t>0
0

pertence a D(A) e que Av(t) é continua em (0, 00). Note que

~~

U1 (t)

v(t)—/o S(t—s)(f(s)—f(t))ds—i—/o S(t—s)f(t)ds.
O

Mostraremos que
(i) v1(t) € D(A) e Avy(t) é continua em (0, c0);
(ii) va(t) € D(A) e Avy(t) é continua em (0, c0).

Prova de (ii): Fazendo a mudanga de variavel r = ¢t — s, obtemos

logo pelo Teorema 1.17 temos que vy(t) € D(A), para todo t € (0,7), com

Alva(t)) = S(8)f(t) — (1)
dai pela continuidade de f e de S(t) segue que A(vs(t)) é continua em (0,7"), sendo T
qualquer temos, vy(t) € D(A) para todo (0,00) e A(vy(t)) é continua em (0, o).
Prova de (i): Para provar que (i) ocorre, precisamos mostrar que o limite

i (22"

R10
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existe, de onde podemos concluir

A(vy(t)) = lim (%) ui(t).

R10

Note inicialmente que sendo {S(f)} um semigrupo analitico, temos que

S(t—s)(f(s) — f(t)) € D(A). Mostraremos que

(BU=D)wit) — [ aste— (s - ) s

h
isto é,
(%) /0 S(t — s)(f(s) — (1)) ds —>/0 AS(t—s)(f(s) — f(1)) ds.  (3.11)
Claramente o operador
% X — X

¢ linear continua. Temos também, que a funcdo dada por s — S(t — s)(f(s) — f(t)) &

continua, logo pelo Teorema A.7 temos

(B9=1) [(sa -9t - ro)as= [ (SB=) s 76 - spas

Assim, (3.11) segue se

' /ot (% - A) S(t—s)(f(s) — f(2)) ds
Note que

H/Ot (%_A)s(t_s)(ﬂs)—f(t))ds g/ot

Claramente o operador linear A : D(A) — X é continuo visto com relagdo a norma do

Sth)—1
% . D(A) — X ¢
linear continuo com relacao a norma do grafico. Desta forma o operador

— 0 quando h | 0.

(S(h) ds.

T_I_A) S(t—s)(f(s)—f(t))‘

grafico. Temos também que, para cada h > 0, o operador Bj, =

B P CUST N

é linear continuo com relagdo a norma do grafico. Logo, para cada h > 0, existe uma
constante ¢, > 0 tal que
[ Eh ull < enllullpay. (3.12)
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Assim {F},} >0 € uma familia de operadores lineares e continuos de D(A) em X que verifica
(3.12). Portanto, pelo Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema C.1), existe uma constante
c > 0 tal que

| Fnll < c vV h>0.

Definindo
gn = 0,t] — R
O [ EERIORNE)

?

note que

gn(s) — 0  quando h | 0,
pois para cada s fixado S(t — s)(f(s) — f(t)) € D(A). Além disso

()] < ]| S(t=3)(F(5)— F(0) [ oy < c(IS(E—5)(F(5)~F@) |+ AS(E—3) (F(5)— F)]])

o que implica

lgn(s)] < cl[S(t = 9)[|[|£(s) = F(O| + e[| AS(E = s)][[| £ (s) = F D]

logo
lgn(s)| < ck M e*T(T —t)* + ¢ Muk|t — s|* " = g(s) € L*([0,T)).

Portanto pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.6) temos

t

lim i gn(s)ds =0,

isto &,
t

ds =0

lim
h—0 0

(501 )5t (50 - 1)

implicando que (3.11) ocorre, donde segue que vy(t) € D(A) com

Avy () = /0 AS(t — s)(f(s) — f(2)) ds.

Agora mostraremos que Aw;(t) é continuo em (0,7"). Seja t,, — t em (0,7) e suponha t,, > t.

Note que

|Avy (t,) — Avi(8)]| = "/OnAS(tn —35)(f(s) = f(tn)) ds—/ AS(t—s)(f(s)— f(t))ds

0
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o que implica

|| Ay (tn) — Avs (1) | S/O Xt () AS (= 5) (f(5) = f(tn)) = xe(8)AS(t =) (f(s) = f(1))||ds.
Considerando

fa(s) = |1xt, (5)AS(tn = ) (f(5) = f(ta)) = xe(s)AS(t = 5)(f(s) = (1)) |

temos

Fus) —0  aqtp em (0.7),
pois

Xt, (8) — x¢(s) q-t.p. em (0,7)
e

AS(tn = 5)(f(5) = f(ta)) — AS(t = s)(f(s) — f(1)).
Temos também que
[Fa()] < [Ixe (9)AS(tn = 8)(£(s) = F(8)) | + [a()AS(t = ) (f(s) = F(1)]|

o que implica
k1 Xt (s) ki xi(s)

i < =7 .
‘fn(S)’ — ’tn_sllia ‘t—Sylia gn(s)
Claramente
~ 2k1x¢(s -
o uls) — N = Guls) € L (0.7
b 2y t& 2y t* -
° gn(s)ds = — = go(s)ds.
0 « « 0

Assim aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado (Teorema
B.7) temos

t ~
lim [ fu.(s)ds =0,

n—oo 0
de onde segue a continuidade de Awv(t) em (0,7), sendo T qualquer temos que
v(t) € D(A) para todo t > 0 e Avy(t) é continua em (0, 00).

De onde concluimos que

v(t) = v1(t) + vo(t) € D(A) para todo t >0

Av(t) = Avy(t) + Avs(t)

¢ continua em (0,00). Portanto pelo Teorema 2.6 temos que a solugao generalizada do

problema (Pj) é solugao cléassica. n
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Observacao 3.5 Note que na demostracao do Teorema 3.15, todo o raciocinio foi feito
estimando t por um T fixo, assim temos uma versao do Teorema 3.15 para a func¢ao f

definida em intervalo limitado da semireta nao-negativa.

Aplicacgao: Considere os seguintes problemas de valor inicial:

Equacao do Calor

ou

E_Au:f(t) em 2 x[0,00)
(*) u(:[;,t) =0 em ['x [O, OO)

u(z,0) = ug(x) x €,

onde f(t) = p(x)sint com ¢ € L*(Q) fixado e z € Q. Mostraremos que f verifica as
hipoteses do Teorema 3.15. Vejamos, dados t1, t5 € [0, 00) tenmos

1 (t) = f(t2)]l2 = [[0(-) (sints —sinta) ||, = [lo()llo [sinty — sinty]

usando o Teorema do Valor Médio

[f(t1) = f(t2)llz = [[p()]]2 | costol [t1 — 22
——— ——

constante <1

para algum t, € (t1, t2), logo

[f(t1) — f(E2)ll2 < K[t — taf,

mostrando o desejado. Portando o problema acima tem uma solugao cléssica.

Equagao da Onda

%(t) — Au(t) = f(t), em ) x [0,00)

() u =0, em I'x[0,00)
1(%(3:, 0) = up(x), r e
L E(‘%O) = U0<JI), x €L,

onde f(t) = ¢(z)sint com ¢ € L*(N) fixado e z € 2, com ug € H*(Q)NHL(Q) e vy € H} ().
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3.4.2 O Caso Semilinear

Nesta se¢ao, temos como objetivo garantir a existéncia e unicidade de solugao (cléassica) para
a seguinte classe de problemas de evolugao semilineares

dt
U(to) = Ug,

(Ps) { du(t) = —Au(t) + f(t,u(t)), £>0

onde o operador —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {S(¢)} sobre um
espago de Banach X. Por conveniéncia assumiremos que ||S(t)|| < M, M > 0, para todo
t>0,eque0 € p(A),isto &, A éinversivel. Assim faz sentido falar no operador de poténcia
fracionéaria A%, com 0 < a < 1, o qual é um operador linear, fechado, inversivel cujo dominio
D(A®) é denso em X. Temos também que X = (D(A%);|| - ||o) é um espago de Banach e
que para 0 < o < 3 temos X? — X continuamente.

Com relagao a funcao f do Problema (P5), assumiremos a seguinte hipotese.

Hipétese (F): Seja U um subconjunto aberto de [0,00) x X®. A funcao f : U — X satisfaz
a hipotese (F) se para cada (t,z) € U existe uma vizinhanca V C U, e constantes L > 0 e
0 < # <1 tais que

| £(tr, 1) = f(t2, @) || < L(|tr — o] + |21 — 22]la), V(ti,zi) € V.

Teorema 3.16 Seja —A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {S(t)} satis-
fazendo ||S(t)|| < M, para todo t > 0, e suponha que 0 € p(A). Se f : U — X satisfaz
a hipdtese (F), entdo para cada dado inicial (ty,uy) € U o problema de valor inicial (Ps)

possui uma unica solugdo cldssica local (pois € em V')
(IS C([to, tl), X) N Cl((to, tl), X)

onde t; = t1<t0, UO> > 1.
Demonstragao: Pelas hipoteses sobre o operador A, tem-se pelo Teorema 3.9 que, para
t >0, o operador A*S(t) ¢ limitado e

JACS ()| € Mot~ V>0,

logo
|A“S(t)|| < Mat™ Vit > 0. (3.13)

No que segue, suponha (to,uy) € U, t] >ty e 0 > 0. Considere a seguinte vizinhanca de
(t07u0)
V= {(t,u); to <t <t ||u—uplla <3}
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Note que a funcdo f : [to,#,] — X, dada por f(t) = f(t,ue) é continua, daf a funcio

I [to, )] — R, dada por f(t) = ||f(t)]| = ||f(t,u0)|| é uma fungdo continua sobre o

compacto [tg,?]], o que implica na existéncia de

B = max || f(t, uo)l.

to<t<t,
Sendo {S(t)} um semigrupo, temos que
S(t —to) A%y — A%y quando t — o,
isto é,
||S(t — to) A% — AauoH —0 quando t — tg.

Portanto existe t; € (tg, 00) tal que

||S(t - to)AaUO - AQUOH < g para to S t S t1 (314)
€
0 <t; —ty < min {t; — to, {g (1—a)M;*(B+ 5L)‘1] - } (3.15)

Seja Y o espago de Banach C([ty,t;]; X) munido com a norma do supremo, denotada por

| - |ly. Defina a seguinte aplicagao
F:Y — X
Yy }_)Fy [t(),t]_]—>X
¢
t = Fy(t)ZS(t—to)Aaqur/ AS(t — ) f(s, A=y(s)) ds.

to

Mostraremos que F'(Y) C Y. Ja sabemos que S(- —t) A% é continua, assim basta mostrar
que a funcao dada por
t
o) = [ A*S(t = 9)f(5. A y(5) ds

to

é continua em [to, t1]. Note inicialmente que
t t1

o) = [ A= 9)f(s. Ay ds = [l A4S (e = )F (5, A () ds,

to to

o que implica para t,, € [to,t1] e t, — to

lott) = 90 < [ [ (947t = 915 A" 0(5) = (50478t = 5) (5, 4"u5) | .

to
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Considerando

ha(8) = || Xt (5)A*S(ta — 5) f (5, A7y(5)) = xe(s)A*S(t = 5) f(5, A=y(5))

Y

quando n — oo, temos

hn(s) — 0 q.t.p. em [ty, 1],

pois

A5 (tn — 5)f (s, A7(s)) — A"S(t = 5)f(s, A" y(s))

Xt (5) — Xu(5) q.t.p. em [to,t1].

Também temos
()] < [|xt, () A*S(tn — ) f(5, Ay ()) || + |[xe(s)A"S(t — 5) f (s, A™y(s)) || (3.16)
Usando (3.13) temos
[ xe(s)AS(t — ) f (s, A™(s))|| < xe(8)Malt —5)7|| (s, A™y(s))

desde que a fungao s — || f(s, A=?y(s))|| é continua sobre o compacto [to,?1] temos que a

mesma € limitada e portanto

() A S(t — 5) )|l < C. tXi S>) Yt € [to, t1]. (3.17)

De (3.16) e (3.17)

| (5)] < Ca %+Ca (txi(?)a = G (s).

Claramente

o uls) — 20, U = o) € L([0.7))

t1 t1
o / n(s)ds — / go(s)ds
to to

Também temos que gy € L*([to, #1]), pois

31 N t1 t 1 t_ ¢ —a+1
to to ¢

|t — s|* , 1t —s]@ —a+1

Assim aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado (Teorema
B.7), temos
t1

lim hyn(s)ds =0

n—oo tO
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o que implica
lg(tn) — g(t)|| — 0,

mostando a continuidade de g em [ty,t1] e conseqiientemente a inclusao F(Y) C Y. Clara-
mente para cada y € Y, temos Fy(ty) = A%,y. Considerando o subconjunto de Y dada
por

Z ={y eY; y(to) = A%, [ly(t) — A%u|l < 5},

note que
(i) Z2#0, pois y(t) =St —ty)Ay € Z;
(ii) Z é limitado;
(iii) Z é fechado.
Justificativa de (ii): Dado y € Z temos
lly(t) — A%uo|| <9 vVt e [to, ti]

logo

[yl <6+ A%l = K VT € [to, 1]

dai K é cota superior para o conjunto {||y(t)||; ¢ € [to, 1]}, conseqiientemente por defini¢ao
de supremo temos
lyly <K VyeZ

mostrando a limitagao de Z.
Justificativa de (iii): Seja {y,} C Z, tal que y,, — y em Y. Devemos mostrar que y € Z.
Note que para cada n € N

Yn(to) = A%ug (3.18)

[yn(t) — A%uol| < 6. (3.19)

Assim y, — y em Y implica que para cada t € [to,t1], y,(t) — y(f) em X, em particular
Yn(to) — y(to). Dai passando ao limite em (3.18), obtemos y(tg) = A%ug, e passando ao
limite em (3.19) obtemos ||y(t) — A%u|| < . Donde segue que y € Z, logo Z é fechado.
Assim Z com a norma || - ||y é um espago métrico completo.

Agora, mostraremos que F(Z) C Z. De fato, para y € Z temos

| Fy(t) — A%u|| = HS(t — to) A% + / A*S(t—s)f(s,A™%y(s))ds — A%y

to
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o que implica

HFy(t) — AQUO“ S “S(f — to)AauO — Aa'u,(] Hj

I

J

-l—/t ||A0‘S(t—3)H Hf(SaA_ay(s)) _f(5>U0)||ds
+/t ”AaS(t_S)H Hf(San)Hds.

I3

Estimativa para (I;): Por (3.14) temos que

I <

N

Estimativa para (I3): Por (3.13) e sabendo que f verifica a hipotese (F), temos

t

t
I, < M,L / (t—s) A" y(s) — UoHadS = M,L / (t—5)*||y(s) — A%uol| ds

to to

e sendo y € Z obtemos

t
I, <ML / (t—s5)"“ds = Ma6 L (1 —a) *(t —t) ™

to

Estimativa para (I3): Por (3.13) e sabendo que || f(s,up)|| < B temos

t
I; < BM, / (t—s)"*ds=BM, (1 —a) ' (t—ty)'
to

Assim
| Fy(t) — A%u|| < g + My(1— ) (t —to) "™ (5L + B)
logo
| Fy(t) — A%uol| < g + My (1 —a) (ty — to) ™ (0L + B)
e por (3.15)
| Fy(t) — A%u|| < g - g = 4.

Conseqiientemente Fy € Z, sendo y € Z qualquer concluimos F(Z) C Z. Desta forma faz
sentido trabalhar com o operador F' : Z — Z e mostrar que o mesmo é uma contragao.

Dados 1, y» € Z temos

|Fy1(t) — Fia(t)|| = H /t A*S(t— ) [f(s, A %y1(s)) — f(s, A ya(s))] ds
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logo

[Fya(t) — Fya(t)]| < /t [A“S(t = s)|[[[f(s, A™pa(5)) — f (s, A™a(s)) | ds

usando (3.13) e a hipotese (F) obtemos

HFyl(t) — Fyg(t)H < MaL/t (t — s)’o‘”A’ayl(s) — A’ayg(s)Hads

o que implica

t t
wm@—Fw@HsMﬁ/Yvwrwm@—mQM®3Auww—mm/@—Qﬂ@
to to

|Fyn(t) = Foad)]] < MuL (1 = @)™ (6 = 10)" llgs — gally

SR

e por (3.15)
|Ew() ~ Fuo®l| < 3 I —wolly ¥ t€ fio,1),
o que implica
||Fy1—Fy2HY§% ly1 — welly Vy1, y2 € Z,
mostrando que F' : Z — Z é uma contracao. Portanto pelo Teorema do Ponto Fixo de

Banach, (Teorema C.9), F' possui um tnico ponto fixo y € Z, isto é, y = Fy, o que implica

y(t) = S(t —to) A% + / A®S(t —s)f(s, A" %y(s))ds

to
para todo t € [tg,ty].
Sabendo que f satisfaz a hipotese (F) e que y é continua segue que a fun¢ao dada por
o(t) = f(t,A=*y(t)) é continua em [ty,t1], logo ¢é limitada, o que implica na existéncia de
N € N tal que
lo@Il = [lF(t, Ay <N Vit € [to, ta]. (3.20)

Neste momento, mostraremos que o problema de valor inical

7 %(t) — Au(t) + (),  t>0

U,(to) = U,

possui uma tnica solugao classica, para isto usaremos o Teorema 3.15 (Observagao 3.5),
precisamos mostrar apenas que ¢ ¢ uma fun¢ao localmente Hélder continua em (g, t1].

Pelo Teorema 3.9 para cada [ satisfazendo 0 < f < 1 — a e para cada 0 < h < 1 temos

1(S(h) — 1) A°S(t — 5)|| = | S(WAS(t — ) — AS(t — )| < C W[ APA%S(t — 5)|
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logo
|(S(h) — I)A*S(t — s)|| < Cg BP||APTS(t — 5)||

o que implica
[(S(h) — I)A°S(t - s)|| < C h? (t — 5)" @+, (3.21)

Note quese tg <t <t+h <t

Iyt +h) —y® < [[(S(h) = 1) A*S(t — to)uo||

v~

+/t 1(S(h) = 1) AS(t — 5) (5, A=y(s))]|| ds

-

I5

t+h
+/t |A*S(t+ h —s) f(s, A%y(s))|| ds.

N

-~

Ig

Estimativa para (1):

(3.21)
A~
I4 S H (S(h) — ])AQS(t — to)””UoH S ?(t — to)_(a—i_ﬁ)”UOU h’g
M1;JT41(t)
logo
I, < M, h".

Note que se t — ty entdo M; — +o00. Logo considerando ty < ¢, < t < t1, temos M; < o0.

Estimativa para (I5):

I < / 1(S(h) = 1)A°S(t — )| | £(s, A2y (s))|| ds
resolvendo a integral obtemos
Is <ON B (1= (a+ B) "\t — to) =@+
sendo o + 3 < 1 temos

I5 < CN (1—(a+8)" (t: — to)lf(owﬁ) %]

Mo

logo
Is < Myh?
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com M independente de t.

Estimativa para (Is):
t+h
o< [ st h- o)l Ay ds
t

pelo Teorema 3.9 e por (3.20) temos

t+h

I6§MQN/ (t+h—s)"%ds
t

resolvendo a integral obtemos
M,N
1 -«
——
M3

.[6 S hl—a

sendo 0 < h <1lef <1—«a concluimos
Ig < M3 ",

com Msj independente de t.

Fazendo uso destas estimativas temos

[yt +h) —y(@)|| < (M + My + M) b, (3.22)
&
Dai fazendo s =t + h em (3.22) com o < t, < t, s < t;, obtemos
ly(s) —y(®)|| < Cls —t°,

mostrando que a fungao y é localmente Hélder continua em (¢y,t;]. Conseqiientemente

[6(s) = o0 = || f(s. A7y(s)) — f(t, Ay (@)]| < LIs —t]” + lly(s) — y(B)I)
logo
l6(s) = o] < L(|s — ¢ + |s — ¢/”)
considerando v = min{#, 5} obtemos

[(s) — o) < L |s =",

mostrando que ¢ ¢é localmente Holder continua em (to,%;]. Portanto o problema (/]5;) pos-

sui uma tnica solugao classica, isto &, existe u € C((to,t1]; D(A)) N C ((to,t1); X) tal que
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u(t) € D(A), para t € (tg,t1], u verifica o problema (13;), para t € (to,t1], mais ainda u é
dado por

u(t) = S(t — to)uo + / S(t—s)f(s, A %y(s)) ds. (3.23)

to
Sendo u(t) € D(A) temos que u(t) € D(A%), pois D(A) — D(A%). Dai aplicando A® em
(3.23) obtemos

A%u(t) = AYS(t — to)ug + A” (/t St —s)f(s, A7%(s)) ds) : (3.24)

Sabendo que S(t — s)f(s, A™%y(s)) € D(A) e que D(A) — D(A%), 0 < a < 1, obtemos
St —s)f(s,A=*y(s)) € D(A%). Usando a continuidade da fungao f(-, A~“y(-)) e sabendo
que A*S(-) é linear continuo mostra-se facilmente que a funcao de [ty,t] em X* dada por
s+ S(t—s)f(s, A=?y(s)) é continua. Temos também que A* : X* — X & linear continua,
pois

|AYu|| = ||ula Vue X

Assim pelo Teorema A.7 temos que

a( [su-apearynas) = [ase-ar a6

De (3.24) e (3.25)
A%u(t) = S(t —to) A% + /t A*S(t—s)f(s, A" %y(s)) ds,

isto é,
logo

de onde concluimos que

u(t) = S(t — to)ug + /t S(t—s)f(s,u(s))ds

é solugao cléssica para o problema (Ps). [

No intuito de demonstrarmos um resultado de solucao global, iremos demonstrar o prox-
imo lema.
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Lema 3.3 Seja ¢(t,s) > 0 continua em 0 < s < t < T. Se eziste constantes positivas

A, B, «a tais que
t
o(t,s) < A+ B/ (t—0)* (o, s)do para 0<s<t<T. (3.26)

Entao, existe uma constante C' tal que

o(t,s) < C para 0<s<t<T.

Demonstragao: Assumindo (3.26), mostraremos inicialmente que

¢
o(t,s) < Cy+ C’g/ ¢(o, s)do. (3.27)
Se a =1, por (3.26)
¢
o(t,s) <A+ B/ ¢(o,s)do
mostrando o desejado. Se o > 1 entdo por (3.26)

t t
o(t,s) <A+ B/ (t—0)* (o, s)do < A+ BTO‘_I/ (o, s)do

mostrando o desejado. Agora de a < 1 temos

ot.s) <A+ B /:@ _ gyt {A +B /:(o— _ el(e, s)df} do

logo

ot s) < A+ AB /t(t — o) ldo + B? /t /U(t o) (o — ) La(E, 5) dé do

o que implica

o(t,s) < A+ AB /t(t —0)* 'do + B? /t /t(t —0)* Yo — &) p(€,s)dode
s S 3

(t —s)

o(t,s) < A+ AB
o

t t
8[| [ ario - gt et oy
s §
pelo Teorema C.8 obtemos

T BT?(q)

flt.s) < A+ B+ 2 [ - gt ae
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Se 2a — 1 > 0 entao
Ta BQ F2 Qa T2a—1 t
ot < A B+ T e s ag

————
= :‘62

mostrando o desejado. Se 2o — 1 < 0 entao
T* BI?(a) [*
<A+ B|A—+ ———= — £)%! .
o) < av Bl + T [ oo )

AT __ BTZ%(a)
a By = I'(2a)

Fazendo o mesmo tipo raciocinio para as constantes A; = e o = 2«

obtemos

AB T | BiT* () [ 201-1
olt,s) < A+ B4+ SR B [ gty ]

Se 2a; = 4a — 1 > 0 segue o desejado, do contrario usa o mesmo tipo de raciocinio. De
qualquer forma (3.27) é obtido. Portanto pela desigualdade de Gronwall (Teorema C.7)
obtemos

o(t,s) < C1(1 + Cy(t — S)GC2(t_S)) <O+ CyT e =C.

Uma vez que C e (s nao depende de s a estimativa encontrada vale para 0 < s <t < T,

de onde concluimos o lema. ]

Teorema 3.17 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {S(t)} satisfa-
zendo ||S(t)|| < M para t > 0, e suponha que 0 € p(A). Seja f : [ty,00) X Xo — X
satisfazendo a hipdtese (F). Se existe uma fun¢io a valores reais continua nao-decrescente
k(t) tal que

1f(tw] < k@)1 + [|ulla) para t>ty, ue X,. (3.28)

Entao para cada uy € X, o problema de valor inicial (Ps) possui uma tnica solugdo global
u, que existe para t > t.

Demonstracao: Aplicando o Teorema 3.16, existe uma tnica solugao cléssica local do
problema (Ps), para cada (o, up) € U. Com a condigao (3.28) mostraremos que tal solu¢ao
é global, para isto, é suficiente mostrar que esta solugao é limitada em X, quando t — T4,
pois pelo Teorema C.10 se Tpar < 00, temos ||u(t)|| — oo quando ¢t — T,,4,. Pelo Teorema
3.16

A%u(t) = S(t — tg)A%ug + / A*S(t — s)f(s,u(s))ds,

to

o que implica

[u()lla < 1S(E = to) A%uol| +/t [A*S(E = s)[| [1f (s, u(s))] ds,
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logo
¢
Ju)lla < M [[A%uol| + Ma/ (t — )"k (s) (1 + llu(s)lo) ds
to
dai
t t
)l < M 40l + Mo K(T) [ (2= ) 2ds+ Mk(T) [ (¢ = 5) )] .
to P 7\/0 to
Svcl -
Considerando # < 1 de tal forma que f — 1 = —a, temos

Ju() o < 2 + 02/ (t = )7 [fu(s)]. ds

to

dai aplicando o Lema 3.3 para a fungao ||u(-)[|., existe uma constante ¢ > 0 tal que
lu@lla <c  em [0,7].

Portanto a solugao local é uma solugao global. [ |

3.4.3 Aplicacoes

Nosso objetivo neste momento é usar os Teoremas 3.16 e 3.17, para resolve problemas do
tipo

E—Au:f(t,u) em 2 x[0,00)

u(z,t) =0 em I'x[0,00)

u(z,0) = ug(x) x €,
Iniciaremos com o seguinte problema

%—Au:u3 em € x [0,00)
() u(z,t) = em I'x[0,00)

u(z,0) = ug(x) x €,

Neste caso, X = L*(Q), A= —A, D(A) = H*(Q) N H}(Q), p=q=2, f(u) = u?, para fixar
as idéias considere N = 3. Note que temos

flu) € L*(Q) <= u® € L'(Q).

Pretendemos usar o Teorema 3.16, dai precisamos mostrar que a funcao f(u) = u? satisfaz a
hipotese (F). Note que f nao depende explicitamente de ¢, logo a hipotese (F) é equivalente
a mostrar que f: X® — L?(Q) é localmente Lipschitziana, isto &,

1f(uw) = F(@)ll2 < Lllu = vlla Vu,v € By (uo) (3.29)
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Para mostrar (3.29) precisamos garantir a existéncia de algum « € [0, 1] tal que X* esteja
imerso até L°(Q2), neste caso o expoente critico é 6. Podemos usar diretamente o item 3 do
Teorema 3.14, o qual nos garante que

1 3
X L5(Q) para o <a< 1

Portanto existe o € [3,2) tal que X — L%(Q) continuamente. Também podemos usar o

item 1 do Teorema 3.14 e os teoremas cléssicos de imersoes dos Espagos de Sobolev (Teorema
B.3). Vejamos, pelo item 1 do Teorema 3.14 temos

3 3
X — H*(Q) para k—§<2a — 5 ou seja k < 2a.
Por outro lado, pelo Teorema B.3, temos

1
H*(Q) — LY(Q), Vqe€(2,6] com i

k
3 ou seja k=1.

DO | —

Portanto para k£ = 1 temos
1
X HY(Q) — L) para 5 <a <1,

conseqiientemente existe o € [%, 1] tal que X < L5(Q).
Com a imersao estabelecida anteriormente, mostraremos (3.29) localmente. Fixado uy € X,
considere u,v € X com u,v € B,.(x), para algum r > 0. Note que

1f(u) = F@)5 = v’ = v°[5 = /Q [’ (2) — v’ (2)|*d. (3.30)
Observe que se g(t) = t3, pelo Teorema do Valor Médio

g (c)(b—a) = g(b) — g(a) para algum ¢ € (a,b).

Supondo sem perda de generalidade, u(z) < wv(z) e considerando a = u(x), b = v(z),
encontramos ¢ = w(z) € (u(z),v(z)) tal que

g (w(z))(v(x) = u(x)) = g(v(r)) = g(u(z)),

ou seja,

3w’ (2)(v(w) — u(z)) = v’ (z) — u’(z)
o que implica
vi(z) — ui(z) < 3v*(2)(v(z) — u(@)) < 3(v*(2) + u?(2))(v(z) — u(z))
conseqiientemente

[0°(2) — w(2)* < 9fv*(2) + (@) [*Ju(z) — v(@)]?
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logo
[v¥(2) — u?(@)]? < 9o (@)| + [u?(@)]) ulz) — (), (3.31)
De (3.30) e (3.31)
1f(w) = f0)]3 < 9/Q ([v*(@)] + [w*(@)])*|u(x) — v(z)|Pda. (3.32)

Afirmacgoes:
L Ju(x) — v(@)]* € L*(2);
3

2. (|0*(x)] + |u2(2)])” € L2(5).

Justificativa de (1):

/Q(|u(x) —v(z)] ) do = /Q lu(z) — v(x)|’dr < oo,

pois u, v € X* C L5(Q).
Justificativa de (2):

L 1@+ @) e = [ (e + @) de <8 [ (u@)l+ @) *)ds < .

Q

pois u, v € X C L%(Q), de onde concluimos afirmagao.

Usando a Desigualdade de Hélder (Teorema B.5) em (3.32), temos
1) = £ @13 < el (el 4+ 1071 sl = ol = el (102 + 07| e = ol
logo por imersio
1£Ge) = £ )13 < ] (102 + 12)* sl = o2 = ealfle®] + 0?15 = ]l

o que implica

imersao

2 = 2
1 (w) = F)I5 < e (lullg + [[oll3) "l —vll2 "~ < ea(llull2 + [[0)l2)"[Ju — I3

logo
1/ (u) = f(0)]2 < esllu = vl

onde c3 é uma constante que depende de r e ||ug|lo. Mostrando que f é localmente Lip-
schitziana. Portanto pelo Teorema 3.16 o problema (*) possui uma tnica soluc¢ao classica
local.
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De forma mais geral, seguindo um raciocinio analogo ao que foi feito para a funcao
f(u) = u?, resolve-se o seguinte problema de valor inicial

O _ u= fufo) () m 9 [0,50)
(%) u(z,t) =0 em I x[0,00)

z €.



APENDICE A

Calculo em Espacos de Banach

Neste apéndice estudaremos de forma introdutoéria, o conceito de integrais em espacos de
Banach, algumas de suas propriedades, e o teorema de existéncia e unicidade para um
problema de valor inicial, dévido a Cauchy, Lipschitz e Picard. Para maiores detalhes ver,
por exemplo Lang [10,11], Adams [1], [23] para a parte de integrais, e Brezis [3| para o P.V.I..
No que segue, X é um espago de Banach cuja norma denotamos por || - ||

A.1 Integral em Espacos de Banach

Considere E o espago das fungoes limitadas de [a, b] em X com norma dada por

Iflle = sup [If(@)]-

t€la,b]
Sejam a, b € R tais que a < b, e P = {ag, ay,...,a,} uma particdo do intervalo [a, b], com
a=ar<a; <...<a,=0".

Defini¢ao A.1 Seja f : [a,b] — X uma fungao. Dizemos que f € uma funcao escada se

existem elementos wi, ws, ..., w, € X tais que
f(t) = w; se a1 <t<a;, comi=12 . n.

Observacgao A.1 Pela Definicao A.1, f tem valor constante em cada intervalo aberto de-

terminado pela particao.

Definicao A.2 Seja f uma fungao escada com respeito a particao P. O wvalor da integral
de f € dado por

n

Ip(f) = (a1 — ag)wi + ...+ (ay — ap_1)w, = Z(ai — a;_1)w;.

=1

146
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Proposicao A.3 Suponha que f € uma func¢ao escada com respeito a outra particao () de
la,b], entao Ip(f) =Zo(f).

Demonstragao: Primeiro vamos considerar uma particao P. obtida de P, inserindo um novo
ponto entre os pontos de P, assim P. = {ag,...,ax, ¢ axr1...,a,} com
ap < ... < ap < c < agp £ ... < a,. Note que f possui valor constante wg,; em
cada intervalo ay, <t < ce c <t < ary;. Conseqiilentemente, a integral de f com respeito a

P. é dada por
Ip,(f) = (a1 —ap)wy + ... + (¢ — ap)wrs1 + (age1 — Owir + - + (@ — A1) Wy.

Mas
(¢ — ap)wpir + (a1 — )wrr = (A1 — aR) Wi
dai
Zp.(f) =Zp(f)-
Lembrete: Uma particao R refina a particao P, se cada ponto da particao P é ponto de R.

Assim, inserindo um nimero finito de pontos e usando indugao, concluimos que se R é um

refinamento de P, entao
Ir(f) =Zp(f). (A1)

Afirmacgao: Se () é uma outra particao, entao P e () tem em comum um refinamento.

De fato, se @ = {bo, . ..,bn}, entdo basta considerar

R:{ ag ,A1,..., Qp ,bl,...,bmfl}

=b0 :bm

logo R refina P e (), mostrando a afirmagao.

Dai, por (A.1) temos
Ip(f) = Zr(f) = Zo(f).

Observacao A.2 A proposicao A.3 mostra que a integral nao depende da particao. Portanto

vamos denotar a integral de f por Z(f).

Observagao A.3 Claramente f € limitada, pois tem um nimero finito de valores e a norma
de f € dada por
[flle = max{[Jwi; i =1,2,...,n}.

Assim,

IZAHOI < las — aiallwill < (@i — ais) 116
=1 i=1
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Dat
IZHI < (b= a)|lf] 5

Agora, vamos enunciar alguns resultados sem demonstrar e apartir destes, definir a inte-
gral em espaco de Banach, que também é conhecida como integral no sentido de Bochner.

Lema A.1 O conjunto das fungoes escadas f : [a,b] — X € um subespago do espago de
todas as fungoes limitadas de [a,b] em X, que denotaremos por Si([a,b],X). A funcao
7 :Si([a,b], X) — X € linear e limitada, isto é, existe C' € R tal que

IZ(HIF < Cllf |-

Teorema A.4 Toda fun¢io continua de [a,b] em X pode ser aproximada uniformemente

por fungoes escadas. Além disso,
C([a,b]; X) C Si([a,b], X).

Teorema A.5 (Extensao Linear) SejaY um espaco vetorial normado, e Z um subespago
de Y. Seja F : Z — X uma func¢ao linear continua. Entao, F tem uma unica extensao

linear continua F : 7 — X.

Agora, considere a seguinte notacao
Z : S(a,b],X) — X
b
f — I(f):= fa f(t)dt,
pelo Lema A.1, temos Z linear e continua.
Identificando Z = S;([a,b], X) e F' =T, podemos aplicar o Teorema de Extensao Linear,
o que resulta na existéncia de uma (tinica) extensao linear continua que também denotaremos

por Z, com

T : Sfab.X) — X
fooo— I = o,
dai identificando 7 |C([a7b}; x) também por Z, definimos a integral de uma fun¢ao continua por
Z: C(a,b; X) — X
fooo )= [ f ) d
a qual é linear e continua.

Observacao A.4 Pelo Teorema A.4, dado f € C([a,b]; X) existe {fn} C Si([a,b],X) tal
que f, — f uniformemente, dai sendo I continua temos

I(fn) — Z(f) em X,
15to €,

b b
/ f@)dt = lim [ f.(t)dt.

n—oo
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Teorema A.6 Seja f:[a,b] — X continua. Entao

| [ st < [wrona

Demonstragao: (Ver [23])

Teorema A.7 Sejam X eY espagos de Banach. Seja f : [a,b] — X continua e F': X —Y

uma aplicagao linear continua. Entao

F(/jf(t)dt) :/abF(f(t))dt.

Demonstragao: Sendo f continua, pelo Teorema A.4 existe uma seqiiéncia { f,,} C S;([a, ], X)

tal que f,, — f uniformemente e

/bf(t) dt = lim bfn(t) dt.

n—oo

Sendo F' é linear e continua,

F</abf(t) dt) :31%F</abfn(t) dt). (A.2)

Por outro lado, note que, para cada n € N

b m
/ fn(t) dt = Z(az — ai_l)w;,
a =1

onde P = {ag, ay, ..., a,} é uma parti¢ao do intervalo [a, b], coma = ay < a1 < ... < a,, = b,

e fut) =w! sea;_y <t<a;i=1,2...,m. Assim

F</b £.(8) dt) _ F(zm;(ai _ a“)w:;),

1=

sendo F' linear b -
F( / Fal(®) dt) = ;(ai —a;_1)F(w). (A.3)

Note que, Fof,, ¢ uma fungao escada de [a, b] em X, pois F'(f,,(t)) = F(w;) paraa;_1 < t < a;,

comi=1,2,...,m. Conseqiientemente

Z(Fofn)= Z(ai — a;1)F(w}),
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isto ¢,

t[F%ﬁndzﬁ?m—wﬂme (A4)
De (A.3) ¢ (A.4) b b

F(/a fn(t)dt) :/a F(fa.(t))dt
o que implica b b
lim F( / () dt) =l [ (@) (A5)

Afirmamos que b b

tim [ R [ R ar (A6)

Justifiacativa de (A.6): Note que
| [ #ipar= [ v < [ e - rooe

sendo F' linear e continuo, implica

| [ risoree= [Ceveral ien [ - sone

e pela convergéncia uniforme de {f,} para f, segue que a integral a direita na ultima de-
sigualdade converge para zero, mostrando que (A.6) ocorre.
De (A.2), (A.5) e (A.6) concluimos

F(/abf(t)dt) - /abF(f(t))dt.

Os teoremas abaixo seguem das propriedades mencionadas até o momento e maiores
detalhes podem ser encontros no livro do Lang [19]

Teorema A.8 Sejam f : [a,b] — X continua e F : [a,b] — X diferencidvel em [a,b] com
F'= f. Entao

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
Corolario A.9 Se f:[a,b] — X € continua e
Fla) = [ s

entiao F'(x) = f(x).
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Definigao A.10 Para f : [0,00] — X, definimos

/000 f(r)dr = lim f(r)dr,

t—oo 0

quando tal limite existe.

Teorema A.11 Sea, b, c € RU{£oo}, coma <b<c e se / f(t)dt existe, temos

/acf(t)dt:/abf(t)dwr/bcf(t)dt.

No intuito de demonstrar um teorema devido a Dini, que foi fundamental no Capitulo 2
na busca de solugoes classicas para o problema de valor inicial nao-homogéneo, mostraremos
os seguinte Lemas.

Lema A.2 Seja f : [a,b] — R uma fun¢io continua com f(a) = f(b). Se f tem derivada
lateral o direita continua em (a,b), entdo existe c € (a,b) tal que f' (c) = 0.

Demonstragao: Se f é constante em [a,b], entdo f'(¢) = 0 para todo ¢ € (a,b). Caso
contréario, sendo f continua e [a,b] compacto, f atingird seu minimo m ou seu maximo M
em um ponto interior ¢ € (a, b), pois se ambos fossem atingidos nas extremidades, teriamos

m = M e f seria constante. Sem perda de generalidade, suponha que
= ma t).
f(e) max f (t)

Assim

fi(c) = lim <0.

t—0t

flett) = fle)
t

Afirmacao: f! (c) =0.

Com efeito, do contrario, f\(c) < 0 e sendo f! continuo, existiria e > 0 tal que, f (t) <0
paratodot € I. = (c—¢,c+e€), logo f é decrescente em I, implicando que existe d € (c—¢, ¢)
tal que f(d) > f(c), o que é um absurdo, pois ¢ é ponto de maximo. Portanto a afirmacao

é verdadeira e o lema fica demonstrado. n

Lema A.3 Seja f :[a,b] — R continua. Se f possui derivada lateral a direita continua em

(a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

file) = B —
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Demonstragao: Seja g(t) o polinémio de grau menor do que ou igual a 1, tal que g(a) = f(a)
e g(b) = f(b). Entéo ¢'(t) é constante com
g(b) —gla) _ f(b) — f(a)

IO === YVt € [a,b].

Definamos a fungao ¢ : [a,b] — R, por ¢(t) = f(t) — g(t). Note que ¢ é continua, pois é

soma de fungoes continuas e ¢ é derivavel a direita com
Pl () = fi(t) —g'(1)

sendo também continua em (a, b). Observe que p(a) = f(a)—g(a) = 0e p(b) = f(b)—g(b) =
0, logo p(a) = @(b). Dai, pelo Lema A.2 existe ¢ € (a,b) tal que ¢ (c) = 0, isto é,

Ji(c) = g'(c), ou ainda,
()~ f0)

fjr(c) - b—a

Lema A.4 Seja f : [a,b] — R continua com derivada lateral & direita continua em (a,b).
Se fi.(t) =0, para todo t € (a,b). Entao f € constante.

Demonstragao: Para todo = € (a,b], pelo Lema A.3, existe ¢ € (a,z) tal que

[@) = fla)

r—a

file) =

Sendo f’ (c) = 0 obtemos

portanto f é constante em [a, b]. ]

Agora estamos aptos a demonstrar o Teorema devido a Dini.

Teorema A.12 Sejam X um espago de Banach e f : [a,b] — X uma fungao continua com
derivada lateral o direita continua em (a,b). Entao f € diferencidvel.

Demonstragao: Considere F : [a,b] — X, dada por

t
F(O) = (o) + [ fi(s)ds.
Sendo f’, (-) continua, segue que F' é continua e pelo Corolario A.9

e [ ¢é diferenciavel em (a,b);
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e ['(t) = f.(t) para todo t € (a,b).
Definindo a fungao G : [a,b] — X por G(t) = F(t) — f(t), note que
e (G é continua, pois é soma de fungoes continuas;
e G(a) =0;
e G possui derivada a direita continua em (a,b), com

G.()=0  Vte(ab)

Para cada ¢ € X' considere g : [a,b] — R dada por ¢(t) = ¢(G(t)). Note que

e ¢ é continua, pois é composicao de fungoes continuas;

e ¢ possui derivada & direita continua em (a,b), com ¢’ (t) = p(G', (1)),

pois

De (A.7) e (A.8)
g.(t)=0 vVt e (a,b).

(A7)

(A.8)

Logo pelo Lema A.4, temos g constante em [a,b]. Portanto g(¢t) = 0, para todo t € [a,b],

isto &, ¢(G(t)) = 0, para todo t € [a,b]. Sendo ¢ € X' qualquer, temos por resultados de

Analise Funcional, que G(t) = 0, para todo t € [a,b], donde segue que f(t) = F(t), para

todo t € [a,b], ou seja, f = F. Uma vez que F é diferenciavel segue que f é diferenciavel. m
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A.2 Equacoes Diferenciais em Espacos de Banach

Nesta secao, estudaremos o seguinte problema de valor inicial, ou problema de Cauchy

Py { W)= P 120
u(0) = wo,

com F: X — X.

Definigao A.13 Uma fungiou € X € dita ser solugao do problema (P4) seu € C*([0,00); X)
everifica (Py).

Para uma constate £ > 0, que sera fixada mais adiante, defina o seguinte conjunto
Y = {u € C(]0,00); X); sup e ¥ |lu(t)|| < oo}
>0

Note que Y # @, pois a fungao identicamente nula pertence a Y'; note também que se u € Y,
o conjunto {e~*|lu(t)|; t > 0} é limitado, isto é, se u € Y existe uma constante ¢ > 0 tal
que ||u(t)|| < ce* para todo t > 0.

Lema A.5 O conjunto Y é um subespago vetorial de C([0,00); X).

Demonstracao: Como ja foi mencionado temos u =0 € Y. Agora dados u,v € Y temos
sup e |u(t)|| < oo e sup e v (t)|| < oo.
>0 >0
Note que, para cada c € R
sup || (cu + v) (1) < sup e (el [ult) | + [o(t)) < lel sup e [ut) | + sup e *|Jo(2)]
>0 >0 >0 >0

o que implica
sup e ™| (cu + v)(t)]| < oo

>0
logo cu +v € Y, mostrando que Y é um espago vetorial de C([0, 00); X). [
Lema A.6 A funcao

-y Y — R

u — ully = supq e u(t)]],

é uma norma em 'Y .
Demonstracao: Segue de forma imediata, usando propriedades de supremo e propriedades
da norma de X. n
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Observagao A.5 Note que, se u € Y entdo ||u(t)|| < e*|ully, para todo t > 0.

Lema A.7 O par (Y, |- |ly) € um espago de Banach.
Demonstragao: Seja {u,} C Y uma seqiiéncia de Cauchy em Y, entao dado € > 0, existe
ng € N tal que

|tn — um|ly <e, para n,m > ng,
ou seja,

sup e |, (1) — un(t)]| < € para n,m > ng,
>0

logo para cada t > 0, fixado
ey (1) — um ()] < € para n,m > ng, (A.9)

de onde concluimos que {u,(t)} é uma seqiiéncia de Cauchy em X, sendo X um espago
de Banach, existe u € X, tal que u,(t) — u(t) em X. Passando ao limite em (A.9), com

m — 00, obtemos para todo t > 0, fixado
e M |lun (t) —u(t)| < € para n > no, (A.10)
logo por propriedade de supremo

sup e ¥ ||u, (t) — u(t)| < € para n > ng. (A.11)
>0

Afirmacgoes:
l.uey;
2. u, — uem Y, quando n — oo.

Justificativa de (1): Por (A.10) temos, para todo t > 0
e (lu®l = llun () < e ™lun(t) —u(®)ll <€ para n>mng

o que implica
e Mu®)ll < et e Mun(t)l V=0

logo
sup e ¥ ||u(t)|| < oo.
>0

Também temos que u é continua, pois para cada T" > 0, temos que u,, — u uniformemente

em [0, 7], logo u é limite uniforme de uma seqiiéncia de fungoes continuas logo é continua.
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Portanto u € Y.
Justificativa de (2): Por (A.11) segue que

|lwn, — ul|ly — 0 quando n — o0,

isto é, u,, — u em Y, quando n — oo.

Sendo a seqiiéncia {u,} qualquer temos que Y é um espaco de Banach. [ |

Teorema A.14 (Cauchy, Lipschitz, Picard) Seja X um espa¢o de Banach e seja F' :

X — X uma aplicacao Lipschitziana, com constante de Lipschitz igual a L > 0, isto €,
|Fu— Fo|| < Llju — v Vou,ve X.

Entao para todo uy € X, o problema (P4) possui uma tunica solugao.
Demonstracao: Existéncia: Encontrar solu¢ao para o problema (P,4) é equivalente a

encontrar uma func¢ao u € C([0,00); X) tal que

t
u(t) = uo +/ F(u(s))ds.
0
Defina a seguinte funcao

.Y — X

u — Pu : [0,00) — X
t <I>u(t)—u0+/0 F(u(s))ds.

Afirmacgao: Para todo u € Y temos du €Y.

Continuidade: Precisamos mostrar que a fun¢ao dada por

¢ continua em [0, 00). Para t; < t5, temos

lott) - sl = || [ Pty as— [ Faucsas

_ H /t 52 Flu(s)) ds

dai
lote) = gtex)l < [ |Pa(s)]|as

Sendo F' Lipschitziana e u € C([0,00); X), segue que F ou é continua, logo sobre o compacto

[t1, 1] € limitada por uma constante K > 0. O que implica

lg(t1) — g(t2)[] < K|t — o]
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logo ¢ é Lipschitziana e conseqiientemente continua. Portanto ®u € C(]0, 00); X).

FExisténcia do supremo: Para cada t > 0, fixado, temos

| Pu(t)|| = u0+/0 F(u(s))ds|| = u0+/0 [F(u(s)) — F(0(s))] ds+/0 F(0(s))ds

o que implica

[Pu(t)] < ||u()||+/0 IIF(U(S))—F(O(S))IIdSJr/0 1£(0(s)) | ds

logo
t
[Pu@)]| < luol +L/O [[u(s)|l ds + ¢[[ F(0)]]

sendo u € Y temos .
|@u(@)l| < luoll + L / ¢ ds + t| F(0)]
0

conseqilientemente
t
HBu(D)] < e Huol) + e Ly [ M ds e FO)]
0

o que implica

kt 1
DUl < el + L (- 1)+ X IFO)
dai L
H@u()] < ol + 2 + el FO)] < oc

sendo t qualquer temos, por definicao de supremo
sup e | du(t)|| < oo.
>0

Mostrando a afirmacao.

Assim podemos redefinir a funcao ® da seguinte forma

.Y — Y

u +— du : [0,00) — X

t — du(t) = u0+/0 F(u(s))ds.

Mostraremos agora que, para certos valores de k a funcao ® : Y — Y é uma contragao. Com

efeito, sejam u,v € Y, entdo u — v € Y e pela Observacao A.5, temos

u(t) —v@®)| < e|lu— vy, Vit>0. (A.12)
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Note que

/0 [Fu(s)) — F(o(s))] ds

H@u@)—@m@ﬂ]:‘MAtF@ds»ds—lAtFQAQ)ds

| Pu(t) — Po(t)|| < /0 |F(u(s)) — F(u(s))||ds < L/O |u(s) = v(s)]| ds

por (A.12)

o que implica

t
|@u(t) — du(t)|] < Liju v||y/ ks ds
0

o que implica

kt 1
[ ®u(t) — So(t)]| < Lilu — ]y (% - E)
logo
L
| Pu(t) — Pu(t)|| < EHU — |y ¥
dai

e || Pu(t) — u(t)|| < %Hu —lly Vit>0.
Por defini¢ao de supremo temos
L
| Pu — CI)UHY < EHu —|y.

Assim fixando k > L temos que ¢ : Y — Y é uma contragao. Portanto aplicando o Teorema
do Ponto Fixo de Banach (Teorema C.9), existe u € C([0,00); X) tal que u = ¢u, isto &,

u(t) = ug +/O F(u(s))ds.

Donde segue que u é solugao para o problema (Pj).

Unicidade: Suponha que u; e us sejam solugoes do problema (Py), entdo

fustt) s = | [ P as— [ Fusto)as

o que implica
t
Jur (£) — ua(t) || < L/ [ur (s) — ua(s)]| ds
0

lodo pela Desigualdade de Gronwall (Teorema C.7) concluimos que u;(t) = uy(t) para todo

t >0, isto &, uy = us.



APENDICE B

Resultados envolvendo os espagos L”({)) e
WmP(Q)

Neste capitulo, enunciaremos alguns resultados cléssicos envolvendo os espagos de funcgoes

LP(Q) e W™P(Q).

Problema de Dirichlet Homogéneo

{ —Au+u=f em

(P) u=0, em ['=0Q.

Definigao B.1 Uma solucdo cldssica de (P) é uma fungdo u € C*(Q) que verifica (P).

Uma solugao fraca de (P) é uma fungio u € H}(Q) que verifica

/Vqu—I—/uv:/fv Ve Hy9Q).
0 0 0

Com relagao ao problema (P) temos o seguinte resultado de regularidade.

Teorema B.2 (Teorema de Regularidade) Seja Q@ C RY um aberto de classe C* com
fronteira limitada. Seja f € L*() e seja u € HL(Q) que verifica

/Vqu—i—/uv—/fv Vv e Hy(f).
Q Q Q

ull 720y < |l |2,

Entiou € H*(Q) e

onde ¢ € uma constante que s6 depende de Q. Além disso, se ) € de classe C™ 2 e f € H™(Q)
entao
u € H™2(Q) com ||| gm2() < el fllam@);

159
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em particular, se m > & entio u € C*(Q). Por dltimo, se ) € de classe C™ e se f € C*(Q),

entio u € C*().
Demonstragao: (Ver Brézis [6])

Lema B.1 (Lema de Du Bois Raymond) Seja u uma fungao localmente somdvel em €.
Entao

/uvzo Vo e D)
Q

se, e somente se, u =0 q.t.p. em Q.

Teorema B.3 (Imersdes de Sobolev) Seja Q C RY de classe C' com fronteira limitada.
Seja m > 0 um inteiro e 1 < p < oo. FEntao, para qualquer 3 > 0, temos as sequintes

imersoes continuas:

1. Sem < %, entao

. ) 1
WoHme(Q) — W(Q), Vqelpq], onde—=
q

"=
SE

2. m=~X
p

, entao
WHHmL(Q) s WHU(Q), ¥ g € [p, 00);

Y

3. Se % <m, entao
WIHTmP(Q) — C% ().

Demonstragao: (Ver Figueiredo [14])

Teorema B.4 (Rellich-Kondrachov) Seja 0 C RY limitado de classe C'. Seja m > 1

um inteiro e 1 < p < oo. Entao, para qualquer j > 0, temos as sequintes imersoes compactas:

1. Sem < %, entao

, A 1
WIHmP(Q) — W(Q), VYqell,q"), onde — =
q

“E

1
p

2 m=~X
p

, entao
Wj+m,p(Q) AN I/VJ'JI(Q)7 Vqge [1> OO>§

3. Se % < m, entao
WI(Q) < € (@)

Demonstragao: (Ver Figueiredo [14])



CAPITULO B RESULTADOS ENVOLVENDO OS ESPACOS L”(Q) E WP (Q)161

Lema B.2 Suponha que
fo—f  em LP(Q)

Seja g € L1(Y), com p e q expoentes conjugados. Entao

/angd$—>/gfgdx.

Demonstracgao: Note que

‘/angdx—/ﬂfgdx

Dai pela desigualdade de Holder obtemos

‘/angdw—/gfgdx

< /Q o — f]lg] da.

= |/Q(fn—f)gdx

< |lfn = fllsllgllq

Donde segue o desejado. [ |
Lema B.3 Sejam u,v € H*(Q) N HY(Q). Entao
/vAudx :/uAvdx (B.1)
Q Q
e
/ Vu Vodr = — / Au vdex. (B.2)
Q Q

Demonstragao: Note inicialmente que sendo u,v € H?({) faz sentido os simbolos

N
o%*u
Au = 2 922

=1

© N
0%v

A p—

’ Ox?

Sendo u € HJ (), existe {p,} C C5°(Q) tal que

lon — ullgr@) — 0 quando n — +o0
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o que implica

l¢n — ullr2q) — 0 quando n — 400

— 0 quando n -+ i=1,2,3,...,
L2(2)

H dp,  Ou

ou seja,
On =3 u em L*(9) (B.3)

aQOn n—oo au
—

Para cada n € N temos

em L*(Q) i=1,2,3,.... (B.4)

al 9%
/ngnAvdx:Z/ngnﬁdx. (B.5)
i=1 i

9%

ox?

representa uma distribuicao da forma ngv, dai
3 Bz

Sendo v € H?(Q), segue que —

<§i;§a90n> =/ % ©n d,

também temos que € L*(Q) ¢ uma distribuigao e por definigao de derivada de uma

(9:1:'1-
distribuicao tem-se

821} v 890n v 8g0n
g — (=) == TN
<ax?,90n> ( )<a$z’7 a$i> /ani ox; dr
o que implica
v ov Oy,
5 pnde=— d B.6
Substituindo (B.6) em (B.5) obtemos
v &pn
/gpnAvdx Z /axz oz, dz, Vn e N. (B.7)

s L*(Q2) e por (B.3) e

)

Passando ao limite em (B.7), com n — +00, sabendo que Aw,

(B.4), temos pelo Lema B.2 que

/uAvdx— Z /88;) gg (B.8)
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Por outro lado, sendo v € Hj(Q) existe {1,} C C5°(2) tal que
|0 — 0|1 — 0 quando n — +oo.

Dai seguindo um raciocinio analogo ao anterior, sendo u € H?((2), obtemos

/vAudx = Z / gu gv (B.9)
z; Ox;

De (B.8) e (B.9) concluimos que

/vAudx:/uAvda:,
Q Q

mostrando (B.1). A justificativa de (B.2) segue de (B.9). [

Teorema B.5 (Desigualdade de Hélder) Sejam p,q € [1,+00] com p e q conjugados,
1 1

isto é, —+—=1. Se f € LP(Q) e g € L), entdo
p q

fge L)

16l = [ 1@tz < 1l ol

Teorema B.6 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma

sequéncia de funcoes mensurdveis com

|fn(@)] <g(x) ¢tp. emR

onde g € uma func¢ao integrdvel e

Entao

Existe uma versao mais geral para o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
que é a seguinte:
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Teorema B.7 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado)

Seja (fn) uma sequéncia de fungées mensurdveis com
lim f,(z)=f(x) q¢tp. emR
Suponha que existe uma sequéncia de fungoes integrdveis (g,) verificando

|ful <gn YnEeN e qtp emR.
hgl gn () =g(x) qtp emR.

lim [ g,(z)de= /g (x) dr < +00.

n—-+00

Entao, f € integrdvel e

lim / fo(2) dz = / f (@) da.

n—-+00

Teorema B.8 Seja u € W'P([a,b]), entio u € Wy ([a,b]) se, e somente se,

Demonstragao: (Ver Brézis [6])

Lema B.4 Sejal < p < oo eu € LP(Q), com Q C RY aberto. Se existe uma constante

c >0 tal que
/U,
Q (9[171'

onde -+ . =1; temos u € W'P(Q).

Demonstracao: Sabemos que a derivada de u no sentido das distribuigoes é dada por
ou Op
— =— v Cye(92).

ou e
(gme) < clilne Vo € CF@)

< c||@llLe)y, YoeED() el<i<n

Por hipotese

Assim a fungao

ou -
(go): Gr@) — &

N[0
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é linear continua e sendo C°(€2) = L%(£2), existe um prolongamento

f:L"—R

~ ou

Pelo Teorema da Representagao de Riesz, para os espagos LP({2), temos

de <8“ > tal que

81'2' ?

f(v):/ggv, o € L9(Q),

para um tnico g € L?(Q), onde | + - = 1.

Assim

%,
<8—$7¢>=f(90)=/99% Vo € C°(Q),

ou seja

ou
— = \4 Cy (2
<8mi’¢> /Qgso, p € Cgo (),

donde segue

ou

=g € LP(Q),
oz, ~ 9O
mostrando que u, g—; € L*(Q),i=1,2,..., N, o que implica
u € WHP(Q).



APENDICE C

Resultado Complementares

Teorema C.1 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espagos de Banach. Seja {T)\}xer

uma familia de operadores lineares limitados de E em F. Suponha que
sup [|[Thz|| < +o00  Vx € E.
Ael

Entao
sup || Th]| < +o0.
el

Demonstracao: (Ver Brézis [6] ).

Teorema C.2 (Teorema do Valor Médio para Integrais) Se f : [a,b] — R € continua,

entdo existe ¢ € (a,b) tal que

b
/ f(x)de = £(e) (b a).

Lema C.1 Seja f :[0,h] — R continua, entao
L rh h10
7| rear e o)

Demonstracao: Sendo f continua, temos pelo Teorema do Valor Médio para Integral, que
existe ¢ € (0, h) tal que

/ Cf(rydr = f(o)h

166
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dai
1 b
5| foar =1
0
assim fazendo h | 0, tem-se ¢ | 0 e sendo f continua obtemos f(c) — f(0), conseqiientemente

h10

1 h
E/O f(r)dr — f(0).

Lema C.2 Se uy € D(A?) C D(A). Entao

Demonstragao: Sabemos que R(\) = (M — A)~!. Uma vez que (A — A)~! esta bem

definido, temos que existe v € V tal que

(M — A) g =0 (C.1)
logo
AN — A)tug = Av,
isto é,
AR(Nug = Av. (C.2)
Note que por (C.1)
uy = A\v — Av
o que implica
Aug = NAv — A(Av). (C.3)
Mostraremos, agora que R(A)Aug = Av. Vejamos, analogamente existe v € V' tal que
(M — A) P Aug = RO\ Aug =0 (C.4)
logo
A — Av = Auy

por (C.3) tem-se
AU — Av = NAv — A(Av)

o que implica
(M — A)v = (N — A)(Av)

por injetividade de (Al — A) segue que v = Av. De (C.2) e (C.4) concluimos que



168

Teorema C.3 Para todo x € X temos

[zl = sup | f(x)]

fex*
1l xx <1

Demonstragao: (Ver Brézis [6])

Teorema C.4 Seja Y C X wm subespaco vetorial tal que Y # X. Entio existe f € X*,

f # 0 tal que
f(u)=0 Vu €Y.

Demonstragao: (Ver Brézis [6])

Teorema C.5 (Teorema do Grdfico Fechado) Sejam X e Y dois espagos de Banach.
Seja T : X — Y um operador linear. Suponha que o grdafico de T', G(T'), € fechado em
X xY. Entao T é continuo.

A seguir mostraremos a desigualdade de Gronwall, a qual foi utilizada no decorrer desta
dissertacao, pérem existe versoes com menos regularidades das fungoes envolvidas, ver por
exemplo o livro do Evans [12].

Teorema C.6 (Desigualdade de Gronwall -Forma Diferencidvel)
Seja n(-) uma fungio de classe C'([0,T]) nao-negativa satisfazendo para quase todo t a

desigualdade
1'(t) < o) n(t) +¥(t), (C.5)

onde ¢(+) e Y(-) sao fungdes integraveis, nao-negativas em [0,T]. Entao

0 < 500 g0+ [ uge)as]
0
para todo 0 <t <T. Em particular, se
n<¢n em [0,T7] e n(0)=0,
entao

n=0 em [0,T].

r)dr

Demonstragao: Multiplicando (C.5) por e~ Jo #dr shtemos

1/(s) €7 0 2 — g(s) ms) e I A0 < o2 ),
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isto é,

d S

d_( ) <e o MAr(s)  qtop.  em [0,7).
[0, ],

Integrando em

com 0 <t < T, obtemos pelo Teorema Fundamental do Calculo,
t t
< / e o 20 1 (5)ds
0 >

<1

0) 90 —0) < [ uis)as
mws&WMﬂmm+Alwm%

demonstrando a primeira parte da desigualdade de Gronwall. Agora, se

0

o que implica

donde

n<¢n em [0,7] e n(0)=0,

temos
n(t) < elo?0 p(0) = 0

logo
n=0 em [0,7].

Teorema C.7 (Desigualdade de Gronwall -Forma Integrdvel) Seja &(t) uma fungao

continua, nao-negativa em [0, T] satisfazendo para quase todo t a desigualdade integral

t
&) < / £(s)ds +C (C.6)
0
para constantes Cy, Cy > 0. Entao
£(t) < Co(1 4 Cyte™?)

para quase todo 0 <t <T. Em particular, se

=0 /Otf(s) ds

E(t)=0 q. t.p. em [0,7].

para quase todo 0 <t < T, entao
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Demonstracgao: Defina
t
o) = [ €
0

Note que 7(+) ¢ nao-negativa, é de classe C' e pelo Teorema Fundamental do Calculo

wwawsalaww+@=amwma

isto é,
n'(t) <Cin(t)+Cy g t.p. em [0,7].

Logo pela Desigualdade de Gronwall (forma diferenciével) obtemos

¢
/ £(s)ds < Cot et
0
multiplicando por C; e somando com C, a tltima desigualdade e usando (C.6) concluimos
que
£(t) < Co(1+ Crte™r) q. t.p. em [0,7].
A segunda parte é imediata. [ |

Funcao Beta: Com relacao a fungao beta, a qual é dada por

so- a5

temos o seguinte resultado:

Teorema C.8 Para 0 < s <t <T, fizxos, temos

/ (t—7)* (7 — )P dr = (t — 5) O L (C.7)

Demonstragao: A idéia é gerar uma fungao Beta no lado direito de (C.7). Vejamos,

considere a seguinte funcao

Note que
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logo
t—1=(t—95)01-r) e T—s=r(t—2s).

Dai
Je=rrte = ar = [0 =0 =) - ar

o que implica

/ (t—7) 1 —s)Ptdr = (t — s)*™P! /0 (1—7)>" 1Pt dr = (t — 5)*TP1B(3, )

conseqilientemente

Teorema C.9 (Teorema do Ponto Firo de Banach) Sejam (X,d) um espag¢o métrico

completo e F : X — X uma contragao, isto €,
d(F(z), F(y)) < kd(z,y)  0<k<L
Entao existe um unico ponto fixo p, por F, isto é€,

F(p) =p.

Demonstragao: (Ver Sotomayor [25])

Para o proximo resultado assumiremos que f satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz local
em u e uniformemente em ¢ em intervalos limitados, isto é, para cada t' > 0 e ¢ > 0 existe
uma constante L = L(c,t') tal que

1f(t,u) = f(t,0)]] < Liju— vl
para quaisquer u,v € X com |jul| <e¢, ||v|| < cetel0,t].

Teorema C.10 Seja [ : [0,00) X X — X wuma fungao continua em t para t > 0 e que
verifica a condi¢io mensionada anteriormente. Se A é o gerador infinitesimal de um Cpy-
semigrupo {S(t)} em X, entdo para cada ug € X existe um Tpae < 00 tal que o problema

de valor inicial
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du
W) = A + ), 120
u(ty) = uo,

possui uma unica solu¢ao generalizada u em [0, Tpnaz). Além disso, se Tpae < 00 entao

A u(t)] = co.

Demonstragao: (Ver Pazy [22]).

Teorema C.11 (Teorema da Representacao de Riesz) Todo funcional linear continuo

f sobre um espago de Hilbert H, pode ser representado em termo do produto interno, isto €,

f (@) = (z2),

onde z € unicamente determinado e verifica

Izl = 1l£]

H*-

Teorema C.12 Sejam X eY espacos de Banach e F': X — 'Y um operador linear continuo
e bijetivo. Entio F~':Y — X € continuo.

Demonstragao: (Ver Brézis [6])



APENDICE D

A Aplicacao Exponencial

No que segue, X é um espago de Banach com norma denotada por || - ||. Seja A : X — X
um operador linear limitado, entao para quaisquer u, v € X temos

[Auw — Av[| = [[A(u = v)[| < [[A]] lu = ]|

Logo A é uma fungao Lipschitziana. Considere o seguinte problema de valor inicial

" { %(i) — Au(t) t>0
U(O) =wu € X.

Pelo Teorema A.14 dévido a Cauchy, Lipschitz e Picard existe uma tnica solugao u € X do
problema (1).

Objetivo: Daremos a forma explicita da solu¢ao do problema (1).

Note que a série

K
k=1

¢é absolutamente convergente, pois

o
Z IA* Al
=€ < 0
' 7
—~ k!

uma vez que A é limitado. Note, também, que considerando

onde I é o operador identidade, temos que para cadan € N, s,, ¢ um operador linear limitado,
e {s,} € uma seqiiéncia convergente, logo existe o limite de {s,}, que denotaremos por

lim s,=e¢? em X.
n—-+o0o
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Portanto e? define um operador linear e limitado

A I - Ak
k=1
Denotando A° = [ temos
et = —_—.
k!
k=0

Mostraremos que a solucao de (1) é da forma
u(t) = ey,

Inicialmente, observe que

= 0k Aky
u(0) = e"ug = ug + Z o 0 — Up.

Agora, para t € R, temos
o0 L k—1 Ak
et uo — Uy Zt A U
k=

o que implica

€tAu0 — Up > tkz—lAkzuO
. T Awd ) -
k=2
Note que
i tk—lAkuo tH‘lAH—?uO i ’]+1”AH]+2HUOH
' =
k=2 k! =0 (] + 2 = j + 2
logo
£l < ol S AL g g et
k! |
k=2 : s !
conseqiientemente
> tkilAkUQ
o — 0 quando t — 0.
k=2 :
Portanto »
A — Aug quando t — 0.
Agora observe que
d t+h) — ult (t+h)A,, _ _tA

dt h—0 h h—0 h,

(D.1)
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Lema D.1 Parat,s € R, temos

QH+S)A _ A sA
Portanto pelo Lema D.1, temos
du (etAem Mg — etug et (e ug — ug) ey — ug
—(t) = li =1l = lim e ——— ).
at = m T i fime h

Pela continuidade de ¢ e por (D.2) obtemos

du, . 4 B = R AR (Aug)
E(t) = e Aug —Au0+;T

o que implica

du Ltk A(AFu) _ "Ltk A(APu)

Pela linearidade e continuidade de A tem-se

du , "Ltk ARy, L (tA) kg
E(t):Auo%—A(nErfooZ o >:A<u0+z o

k=1

donde segue

d
d—?(t) = Aeuq.
Dai p
U

Pelo estudo feito temos que a solu¢ao do problema (1) tem a forma explicita dada em (D.1).

Lema D.2 Sejam A, e Ay operadores lineares limitados, que verificam A1As = AsAy. Entao

tA1 _tAs — et(A1+A2)

(& €

Demonstracgao: Considere o seguinte problema

{ 2(t) = (A, + Ay)a(t)

(*) z(0) = up .

Note que A; + A, é limitado, logo gera o Cy-semigrupo {e!(41+42)} ¢

y(t) = ey,
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é a unica solugao do problema (k).

Mostraremos que 7(t) = et41et42q, é solucio de ().

De fato,
Q(O) _ 60A160A2u0 = ug.
Agora
Bt h) = GE) el (e Ay g) s tng
h - I
dai

g(t + h) _ g(t) e(t+h)A1(6(t+h)A2u0) _ €(t+h)A1(etA2u0) + €(t+h)A1(etA2u0) _ etAletAguo

h h

o que implica

T+ h) —u(t e(t-‘rh)AQ _ etAg 6hA1 -7
y( ZL y( ) _ e(t+h)A1 < - up | + etAl 6tA2u0 )

Fazendo h — 0, obtemos

d
dt y(t) = e Aye 2y + et A 0 et A2y
logo
d tA] 4 tA tAy 4 tA
E y(t) =€ 1A2€ 2U/() +e 1A16 2u0

sabendo que A; e Ay comutam obtemos

d
% g(t) = (Al + AQ)GtAletAQUO,
isto €,
d _ _
T y(t) = (A1 + A2)y(1).

Portanto g(t) = et41et42u, & solucdo do problema (x). Pela unicidade da solugdo concluimos

etAletAQ — et(A1+A2).

. . . ) du
Para concluir esta se¢ao, encontraremos uma estimativa para E(t) quando t > 0, X um

espaco de Hilbert e A : X — X um operador linear limitado, auto-adjunto e mondtono.
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Teorema D.1 Seja X um espago de Hilbert, com produto interno (-,-)x. Suponha que

A X — X é um operador linear limitado, auto-adjunto, com —A mondtono. Se
u(t) = eug,

entao p )
U
|50 < 7 lwoll ¥t € (0,00).

Demonstracao: A demonstracao serda dividida em duas etapas, na primeira etapa
encontraremos algumas identidades que sera usada na segunda etapa. Nesta demonstracao

denotaremos por u'(7) a derivada classica de u, com relag¢do a t, no ponto 7.

Primeira Etapa: Sendo u(t) = ey solugdo para o problema (1) temos
u'(t) = Au(t) (D.3)
e
u(0) = up. (D.4)
Conseqiientemente
(w(8), u(®)) = (Au(t),u(d)) ,
Note que

o que implica

%(“(t)’“(t))x =2(u' (1), u(t) x = 2(Au(t), u(t)  , (D.5)
isto é,
d 2
EHU(U“ = Q(Au(t),u(t))X ) (D.6)

Sendo —A mondétono
(— Au(t), u(t)) , >0
logo
(Au(t),u(t)) , <0. (D.7)
De (D.6) e (D.7) tem-se
()P <0

donde segue que |Ju(t)||* é decrescente, implicando que |[u(t)|| ¢ decrescente.

Por (D.5) tem-se
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Integrando sobre [0, t] obtemos

logo .

| . um) g = S = 3ol (D3)
De (D.3) e (D.8) tem-se

SO =Sl = [ (Au(r).u() gar (D.9)

Por outro lado,
(u' (), tu'(t) . = (Au(t), tu'(t))
logo
tlw' @) = t(Au(t), o' (1)) .

Integrando sobre [0, ], temos

/OT||u’(7')H2dT—/O T(Au(r),u’(r))XdT. (D.10)

Note também que

%(Au(t),u(t))x - (%(Au(t)),u(t))x + (Au(t), (1) .

Mas pela linearidade e continuidade de A temos

d /
- (Au(t)) = A(/(1)).

Dai
%(Au(t), u(t)) , = (AW (1), ult)) . + (Au(t), u'(t)) .-

Sendo A um operador auto-adjunto, obtemos

d /
E(Au(]f), u(t))X = 2(Au<t>7u (t))X’

Deste modo

/0 T(Au(T),u’(T))XdT = %/0 T% (AU(T),U(T))XdT.
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Integrando por parte, obtemos
t t 1 t
/O F(Au(r), o' (7)) ydr = ©(Aut), ult))  — 5 /0 (Au(r), u(r))  dr. (D.11)
De (D.9),(D.10) e (D.11) obtemos
' / 2 1 2 1 2
2 i 7| (7)||"dr = t(Au(t), u(t)) , — eI + 5 lluoll,
isto &,
1 ! 9 1
(o) +2/0 ot () Py — #(Aut), w(t)) = 5ol (D.12)

Segunda FEtapa: Por (D.9) e sabendo que —A ¢ monotono, isto é, ( — Au, u)X > 0 para

todo u € X, obtemos
lu(®)]] < |Juoll para todo ¢ > 0.

Claramente v(t) = u/(t) verifica o seguinte problema de valor inicial
V'(t) = Av(t)

com

’U(O) = AUO.
Dai seguindo um raciocinio analogo ao anterior, obtemos
o [v@] < [[Auol;
e ||v(t)]| é uma fungao decrescente de t.

Desta forma . .
| e@iar = ol [ rar,
0 0

o que implica
2t

logo

Sendo —A mondtono temos

—t (Au(t),u(t)), >0 para t>0.

(D.13)

(D.14)



180

De (D.12),(D.13) e (D.14), obtemos
g luoll® = [/ 0]
o que implica
1
o' (1) < m“uoﬂ

conseqilientemente

1
Jw®ll < 5 luoll
isto é,

du 1
H dt <t)H < 7ol
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