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Resumo

Neste trabalho estaremos interessados em estudar resultados de existência e não

existência de solução, comportamento do funcional energia e condição de Palais-Smale

para sistemas de equações do tipo Schrödinger-Poisson; usaremos o método variacional.

E, as soluções são pontos cŕıticos do funcional energia associado ao problema. Para

alcançar nossos objetivos, será fundamental o estudo das variedades de Ruiz e de

Nehari, o Prinćıpio Variacional de Ekeland, o teorema do Passo da Montanha, e o lema

Concentração de Compacidade.

Palavras-chave: Schrödinger-Poisson, Variedade de Ruiz, Variedade de Nehari,

Prinćıpio Variacional de Ekeland, Passo da Montanha, Concentração de Compacidade.
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Abstract

In this work we are interested in studying the results of existence and non-

existence of solution, behavior of the energy functional and Palais-Smale condition

for systems of equations of the type Schrödinger-Poisson; by using variational appro-

ach. In fact the solutions are critical points of the energy functional associated with

the problem. To achieve our goals, it is essential to study the Manifolds of Ruiz

and Nehari, the Ekeland Variational Principle, the Mountain Pass theorem, and the

Concentration-Compactness argument.

Keywords: Schrödinger-Poisson, Ruiz’s Manifold, Nehari’s Manifold, Ekeland

Variational Principle, Mountain Pass, Concentration-Compactness.
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Introdução

Em nosso trabalho, estaremos interessado em resultados relacionados a sistemas

de equações do tipo Schrödinger-Poisson, os quais são dados por: −∆u+ V (x)u+ λφu = f(x, u), em R3

−∆φ = u2, lim|x|→∞ φ(x) = 0.
(1)

Uma das formas de solucionar tal problema é substituir a solução φ = φu da equação

−∆φ = u2, em R3

e, encontrar u ∈ H1(R3) tal que a equação de Schrödinger:

−∆u+ V (x)u+ λφuu = f(x, u)

é satisfeita por u.

O termo φu é chamado termo não local, pois, não depende apenas da variável

x. Tal termo pode ser escrito da forma:

φu(x) =

∫
R3

u2(y)

4π|x− y|
dy, x ∈ R3.

Tal forma será muito importante em alguns pontos de nosso trabalho. Este termo não

local será fundamental na abordagem dos problemas que faremos, tanto é, que devota-

remos boa parte do primeiro caṕıtulo à demonstração de algumas de suas propriedades

as quais serão de grande importância em nosso trabalho.

Abordaremos diversos problemas dessa natureza. Diante do que abordamos até

o momento, surge a pergunta: qual a motivação para tal problema? Bem, uma versão

da equação de Schrödinger em R3, é dada por:

i
∂ψ

∂t
+ ∆xψ + φ(x)ψ − |ψ|p−1ψ = 0

1



onde 1 < p < 5 e ψ : R3 × [0, T ]→ C. Interessa-nos a existência de soluções da forma

ψ(x, t) = e−itu(x).

Tal equação aparece frequentemente em diversas áreas da f́ısica matemática,

como, por exemplo, na teoria dos semicondutores e modelagem da interação entre

part́ıculas; para maiores detalhes ver [5]. Temos que u deve satisfazer:

−∆u+ u+ φ(x)u− |u|p−1u = 0.

No caso deste trabalho, estaremos interessados em situações onde φ tem sua deter-

minação influenciada pela função onda do problema, ou seja, pela equação de Poisson

−∆φ = u2; caso que também aparece frequentemente nos problemas f́ısicos. Desta

forma, para termos solução de problemas f́ısicos onde aparece a equação de Schrödin-

ger em R3 dada em (1), com influência da função onda; surge então, a necessidade de

solução para o sistema de equações, −∆u+ u+ φu = |u|p−1u, em R3

−∆φ = u2, lim|x|→∞ φ(x) = 0
(2)

do tipo Schrödinger-Poisson. Claro, que no contexto f́ısico, aparecem várias variantes

para o problema, donde se faz necessário trabalhar com a forma geral desse tipo de sis-

tema dado em (1). Onde se faz necessário, enfatizar que V é chamado potencial do pro-

blema. Outro fato bem interessante de se destacar é que, quando f(x, u) = |u|p−1u, o

sistema Schrödinger-Poisson é frequentemente chamado de Schrödinger-Poisson-Slater.

O primeiro problema que iremos trabalhar será um caso subcŕıtico para um sis-

tema Schrödinger-Poisson-Slater, com potencial constante, dado por: −∆u+ u+ λφu = |u|p−1u,

−∆φ = u2,
(0.1)

onde λ > 0, 1 < p < 5 e as soluções que queremos encontrar (u, φ) ∈ H1(R3)×D1,2(R3).

Assim como em todos os problemas que abordaremos, faremos a minimização do

funcional energia restrito a uma certa variedade, lembrando que cada problema tem

seu próprio funcional energia. Para (0.1), o funcional é dado por:

I(u) =

∫
R3

1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

4
φuu

2 − 1

p+ 1
|u|p+1dx.

2



A variedade padrão, que se trabalha nesse tipo de problema, é a variedade de

Nehari, a qual é dada por:

N = {u ∈ H1(R3)− {0}; I ′(u)(u) = 0},

porém no problema (0.1) usaremos a variedade de Ruiz, a qual é definida por:

M = {u ∈ H1
r (R3)− {0}; J(u) = 0},

onde J : H1(R3)→ R é dada por:

J(u) =

∫
R3

3

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

3λ

4
φuu

2 − 2p− 1

p+ 1
|u|p+1dx.

Inicialmente, a função J parece ser sem sentido algum, porém, ela é 2I ′(u).u

menos a identidade de Pohozaev dada pela equação (3) abaixo para nosso caso, ou seja,

se u for solução do problema, certamente estará na variedade de Ruiz. A identidade

de Pohozaev para este caso, é estabelecida pelo seguinte teorema:

Teorema 0.1. Seja (u, φ) ∈ H1(R3)×D1,2(R3) solução fraca do problema −a∆u+ bu+ cφu = dup, R3

−∆φ = u2, R3

onde a, b, c, d ∈ R são constantes reais. Então,∫
R3

a

2
|∇u|2 +

3b

2
u2 +

5c

4
φu2 − 3d

p+ 1
up+1dx = 0.

Em particular, a solução de (0.1), deve satisfazer∫
R3

1

2
|∇u|2 +

3

2
u2 +

5λ

4
φu2 − 3

p+ 1
up+1dx = 0. (3)

O problema seguinte que iremos trabalhar também será, um caso subcŕıtico para

um sistema Schrödinger-Poisson-Slater, dado por: −∆u+ V (x)u+ φu = |u|p−1u, R3

−∆φ = u2, R3
(0.2)

onde 3 < p < 5 e V satisfaz:

(V1) V : R3 −→ R é uma função mensurável.
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(V2) ∞ > V∞ := lim|y|→∞ V (y) ≥ V (x), para quase todo x ∈ R3, e a desigualdade é

estrita em domı́nios de medida não-nula.

(V3) Existe C > 0; para todo u ∈ H1(R3)∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx ≥ C‖u‖2,

onde ‖u‖ denota a norma usual em H1(R3), a qual é dada por:

‖u‖2 =

∫
R3

|∇u|2 + u2dx.

Neste problema, o funcional energia associado é I : H1(R3)→ R dado por:

I(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx.

Usaremos a variedade de Nehari,

NV = {u ∈ H1(R3)− {0}; G(u) = 0}

onde G(u) = I ′(u)(u). Observamos que, NV indica com que potencial a variedade de

Nehari é construida, quando não houver confusão usaremos N ao invés de NV .

O problema seguinte que abordaremos, é um caso cŕıtico do sistema Schrödinger-

Poisson-Slater, incluso mais no sentido de darmos um contra-exemplo, de um resultado

válido no caso subcŕıtico que, não é válido num caso cŕıtico. −∆u+ V (x)u+ φu = u5, R3

−∆φ = u2, R3
(0.3)

onde as condições de V serão dadas no teorema que demonstraremos. Neste caso, não

precisaremos utilizar uma variedade espećıfica.

Um problema bem interessante, é quando pertubamos o sistema Schrödinger-

Poisson-Slater, ao invés de f(u, x) = u5, termos f(u, x) = |u|p−1u + u5, dáı, temos o

problema problema cŕıtico: −∆u+ V (x)u+ φu = |u|q−1u+ u5, em R3

−∆φ = u2, em R3
(0.4)

onde 3 < q < 5 e as condições de V serão dadas nos enunciados dos resultados. O

funcional energia associado é I∗ : H1(R3)→ R dado por:

I∗(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx− 1

q + 1

∫
R3

|u|q+1dx− 1

6

∫
R3

u6dx.

4



A variedade de Nehari do problema é dada por:

N ∗ = {u ∈ H1(R3)− {0}; G∗(u) = 0}

onde G∗(u) = (I∗)′(u).u.

No último caṕıtulo de nosso trabalho, trataremos, talvez o problema mais com-

plicado desse texto, o problema cŕıtico: −∆u+ u+ φu = K(x)|u|4u+ µQ(x)|u|q−2u, em R3

−∆φ = u2, em R3
(0.5)

onde 2 < q < 6 e µ > 0 e, assumiremos

(H1) (i) K ∈ C(R3,R), lim|x|→∞K(x) = K∞ ∈ (0,∞) e K(x) ≥ K∞ para x ∈ R3,

(ii) Q ∈ C(R3,R), lim|x|→∞Q(x) = Q∞ ∈ (0,∞) e Q(x) ≥ Q∞ para x ∈ R3.

(H2) |K(x)−K(x0)| = o(|x− x0|α), onde 1 ≤ α < 3 e K(x0) = maxR3 K(x).

No caso do problema (0.5), o funcional energia que iremos trabalhar será dado

por:

I(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2 + u2dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

1

6
K(x)|u+|6 +

µ

q
Q(x)|u+|qdx

e, a variedade de Nehari do problema, será dada de maneira análoga a definida nos

outros problemas. Quando, ao invés, de estarmos trabalhando com K e Q, estivermos

com K∞ e Q∞, o funcional energia associado I∞ será dado por:

I∞(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2 + u2dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

1

6
K∞|u+|6 +

µ

q
Q∞|u+|qdx.

Enfim, durante nosso trabalho focaremos em resultados relacionados aos proble-

mas acima. Algumas vezes resultados de existência, outras vezes de não existência e

ainda outras de comportamento do funiconal energia e, se a condição de Palais-Smale

(PS) é satisfeita.

Estruturalmente, nossa dissertação esta dividida da seguinte forma: no Caṕıtulo

1 apresentaremos resultados preliminares tais como propriedades do termo não local,

da variedade de Ruiz assim como da variedade de Nehari. Tais propriedades são de

fundamental importância em todo o texto; no caso das propriedades da variedade de

Ruiz, elas serão particularmente usadas no Caṕıtulo 2. No Caṕıtulo 2, provaremos

5



diversos resultados relacionados ao problema (0.1), tais como existência e não existência

de soluções radiais positivas, além de resultados relacionados ao comportamento do

funcional energia; a variedade de Ruiz é usada neste caṕıtulo, devido ser alguns dos

resultados alcançados com tal variedade não serem conhecidos quando trabalhados na

variedade de Nehari. Tal caṕıtulo esta baseado no artigo do D. Ruiz [24]. No Caṕıtulo

3, provaremos um resultado de existência de solução para o problema (0.2) e, também

mostraremos que tal resultado não é válido no caso cŕıtico, ou seja, mostraremos um

resultado de não existência para o problema (0.3). No Caṕıtulo 4, fazemos uma

pertubação no sistema Schrödinger-Poisson-Slater, e veremos que passaremos a ter

resultados de existência para o problema (0.4). Os Caṕıtulos 3 e 4 estão baseados

no trabalho de A. Azzolinni e A. Pomponio [3]. Por fim, e não menos importante,

no Caṕıtulo 5 trataremos do problema (0.5), e como já dissemos, ele se trata de um

problema mais delicado. Tal caṕıtulo esta baseado no artigo L. Zhao e F. Zhao [30].

6



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo nosso objetivo será demonstrar algumas das principais proprieda-

des do termo não local, além de algumas das propriedades das variedades de Ruiz e

Nehari. Tais propriedades serão de fundamental importância para o desenvolvimento

do nosso trabalho.

1.1 Propriedades relacionadas ao termo não local

Para cada u, v ∈ L12/5(R3), considere o funcional linear h : D1,2(R3) → R,

definido assim,

h(ω) =

∫
R3

ωuvdx.

Como D1,2(R3) ↪→ L6(R3), temos

h(ω) ≤
∫
R3

|ωuv|dx ≤ ‖ω‖6‖u‖12/5‖v‖12/5 para todo ω ∈ D1,2(R3)

visto que 1
6

+ 1
12/5

+ 1
12/5

= 1. Destacamos neste momento, que em todo texto:

S = inf
u∈D1,2(R3)−{0}

∫
R3 |∇u|2dx

(
∫
R3 |u|6dx)1/3

.

Desta forma,

h(ω) ≤ S−1/2‖ω‖D‖u‖12/5‖v‖12/5, para todo ω ∈ D1,2(R3),

onde ‖.‖D denota a norma no espaço D1,2(R3). Assim, h é funcional linear cont́ınuo e

tal que ‖h‖ ≤ S−1/2‖u‖12/5‖v‖12/5 e, pelo teorema da representação de Riesz, temos a

existência de um único ψ ∈ D1,2(R3) tal que

7



∫
R3

∇ψ.∇ωdx =

∫
R3

ωuvdx, para todo ω ∈ D1,2(R3), e ‖ψ‖D = ‖h‖. (1.1)

Diante disso, temos que ψ = ψu,v é solução fraca do problema

−∆ψ = uv em R3.

Dáı, fica bem definina a aplicação

B : L12/5(R3)× L12/5(R3)→ D1,2(R3) dada por B(u, v) = ψu,v.

Temos,

• B é simétrica: B(u, v) = B(v, u), para todo u, v ∈ L12/5(R3) (definição da ψu,v)

• B é cont́ınua,

‖B(u, v)‖D = ‖ψ‖D = ‖h‖ ≤ S−1/2‖u‖12/5‖v‖12/5, para todo u, v ∈ L12/5(R3).

A partir de B, vamos definir a forma 4-linear:

a : L12/5(R3)× L12/5(R3)× L12/5(R3)× L12/5(R3)→ R

dada por a(u, v, u1, v1) =

∫
R3

u1v1B(u, v)dx. Agora, veja que, para h definida a

partir de u1 e v1, temos

a(u, v, u1, v1) = h(B(u, v)) ≤ S−1/2‖B(u, v)‖D‖u1‖12/5‖v1‖12/5 ≤ S−1‖u‖12/5‖v‖12/5‖u1‖12/5‖v1‖12/5

para todo u, v, u1, v1 ∈ L12/5(R3). Além disso, pela definição de a e das propriedades

de B, temos, para u, v, u1, v1 ∈ L12/5(R3), que

• a(u, v, u1, v1) = a(v, u, u1, v1) e a(u, v, u1, v1) = a(u, v, v1, u1);

• Usando (1.1), temos que a(u, v, u1, v1) = a(u1, v1, u, v) :

a(u, v, u1, v1) =

∫
R3

uvψu1,v1dx =

∫
R3

∇ψu,v.∇ψu1v1dx =

∫
R3

u1v1ψu,v = a(u1, v1, u, v).

8



Diante do que já foi exposto, podemos definir φ : L12/5(R3)→ D1,2(R3), a partir

de B por φ(u) = φu = B(u, u), onde φ = φu fica determinado como único φ ∈ D1,2(R3),

tal que

∫
R3

∇φ.∇ωdx =

∫
R3

ωu2dx, para todo ω ∈ D1,2(R3)

ou seja, φ = φu é solução fraca do problema,

−∆ψ = u2, em R3.

Usando o fato de B ser uma forma bilinear simétrica limitada, temos:

• φ ∈ C∞ e φ
′
(u).(v) = 2B(u, v).

• Se u, v, ω ∈ L12/5(R3) e mais uma vez usando (1.1), temos:

∫
R3

vωφudx =

∫
R3

∇ψv,ω.∇φudx =

∫
R3

u2ψv,ωdx.

Agora, considere a aplicação J : L12/5(R3)→ R, definida por:

J(u) =
1

4

∫
R3

φuu
2dx.

Note que, J(u) = 1
4
a(u, u, u, u), e portanto,

J
′
(u).(v) =

1

4
[a(v, u, u, u)+a(u, v, u, u)+a(u, u, v, u)+a(u, u, u, v)]⇒ J

′
(u).(v) = a(u, u, u, v)

pela simetria da aplicação a. Desta forma,

J
′
(u).(v) =

∫
R3

ψuuvdx ou J
′
(u).(v) =

∫
R3

ψu,vu
2.

Note que, convencionamos ψu,u = φu. Existem outras propriedades que a aplicação

φ satisfaz, as quais serão de fundamental importância para nós, a saber:

(i) Existe K > 0, tal que ‖φu‖D ≤ K‖u‖2
12/5 para todo u ∈ L12/5(R3).

(ii) φu ≥ 0, para todo u ∈ L12/5(R3) (consequência do pŕıncipio do máximo)

(iii) φtu = t2φu, para todo t > 0, u ∈ L12/5(R3).
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(iv) Se y ∈ R3 e ũ(x) = u(x+ y), então φũ(x) = φu(x+ y) e,∫
R3

φũũ
2dx =

∫
R3

φuu
2dx.

Demonstração.

(i) Note,

‖φu‖2
D =

∫
R3

|∇φu|2dx =

∫
R3

∇φu.∇φudx =

∫
R3

φuu
2dx = h(φu)

assim,

‖φu‖2
D = h(φu) ≤ S−1/2‖φu‖D‖u‖2

12/5 = S−1/2‖B(u, u)‖D‖u‖2
12/5 ≤ S−1‖u‖2

12/5‖u‖2
12/5

ou seja,

‖φu‖2
D ≤ S−1‖u‖4

12/5.

(iii) Basta observar que,

φtu = B(tu, tu) = t2B(u, u) = t2φu,∀t > 0, u ∈ L12/5(R3).

(iv) De fato, usando o teorema da representação de Riesz discutido no texto, temos∫
R3

∇φũ(x).∇ω(x)dx =

∫
R3

ω(x)ũ2(x)dx =

∫
R3

ω(x)u2(x+ y)dx

por mudança de variáveis,∫
R3

ω(x)u2(x+ y)dx =

∫
R3

ω(z − y)u2(z)dz =

∫
R3

∇φu(z).∇ω(z − y)dz

portanto, usando novamente mudança de variáveis na última integral, temos que∫
R3

∇φũ(x).∇ω(x)dx =

∫
R3

∇φu(x+ y).∇ω(x)dx.

Como a igualdade acima, é verdadeira para todo ω ∈ D1,2(R3), temos que φu(x+

y) = φũ(x), pela unicidade da representação de Riesz. Ademais, temos∫
R3

φũ(x)ũ2(x)dx =

∫
R3

φu(x+ y)u2(x+ y)dx =

∫
R3

φu(x)u2(x)dx

pela invariância da integral por translação. Donde, conclúımos que∫
R3

φũũ
2dx =

∫
R3

φuu
2dx.
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Podemos fazer uma restrição da aplicação φ à E, onde E = {u ∈ D1,2(R3);u ∈

L12/5(R3)}. Tal espaço, trata-se de um espaço normado, com norma dada por:

‖u‖E = ‖u‖D + ‖u‖12/5.

É interessante notar que H1(R3) ↪→ E ↪→ L12/5(R3). Para não carregar a notação

consideremos φ : E ⊂ L12/5(R3)→ D1,2(R3). Tal aplicação é cont́ınua sendo de classe

C∞. Desta forma para un ⇀ u em E, temos que:

(v) un ⇀ u em E =⇒ φun ⇀ φu em D1,2(R3).

(vi) Nas mesmas hipóteses:

lim

∫
R3

φununudx =

∫
R3

φuu
2dx.

(vii) O limite do tipo Brèzis-Lieb, é válido para o termo não local:∫
R3

φ(un−u)(un − u)2dx =

∫
R3

φunu
2
ndx−

∫
R3

φuu
2dx+ on(1).

(viii) a(u, u, u, u) ≤ lim inf a(un, un, un, un).

Demonstração.

(v) De fato, primeiramente, note que como E ↪→ D1,2(R3), sendo un ⇀ u em

E, temos un ⇀ u em D1,2(R3). Agora, consideremos ψ ∈ C∞0 (R3). Como

D1,2(R3) ↪→ L2(Ω) (imersão compacta) para |Ω| < ∞, temos que un → u em

L2(K), tal que K = suptψ. Dáı,

lim
n→∞

∫
K

ψu2
ndx =

∫
K

ψu2dx⇒ lim
n→∞

∫
R3

ψu2
ndx =

∫
R3

ψu2dx

desta forma, pelo que já temos feito exaustivamente nesta seção e pelo limite

acima, temos que∫
R3

∇φun .∇ψdx =

∫
R3

ψu2
ndx =⇒ lim

n→∞

∫
R3

∇φun .∇ψdx =

∫
R3

ψu2dx =

∫
R3

∇φu.∇ψdx

=⇒ φun ⇀ φu em D1,2(R3).

A última implicação acontece em virtude de D1,2(R3) ser espaço de Hilbert e de

C∞0 (R3) ser denso em D1,2(R3).
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(vi) De fato, notemos antes de tudo, que para todo ε > 0, existe Mε > 0 e uma função

η ∈ C∞0 (R3) tal que 0 ≤ η ≤ 1, η = 1 para |x| ≤ Mε e η = 0 para |x| ≥ 2Mε

tal que a função w = uη satisfaz ‖w − u‖12/5 < ε e |w| ≤ |u| em R3. Como (un)

converge fracamente para u em H1(R3), temos un → u em L
12/5
loc (R3) e ‖un‖12/5,

‖un−u‖12/5 são limitados (suponhamos por M > 0), dáı usando as propriedades

da aplicação a, temos

a(un, un, un, u)− a(un, un, u, u) = a(un, un, un − u, u)

= a(un, un, un − u, u− w) + a(un, un, un − u,w)

como,

|a(un, un, un − u, u− w)| ≤ ‖un‖2
12/5‖un − u‖12/5‖w − u‖12/5 ≤M3ε

e,

|a(un, un, un − u,w)| ≤
∫
|x|≤2Mε

φun|un − u|wdx

≤ ‖un‖2
12/5‖un − u‖L12/5(B2Mε )‖w‖12/5

≤ CM2‖un − u‖L12/5(B2Mε )

logo chegamos que,

lim sup
n

∫
R3

|a(un, un, un, u)− a(un, un, u, u)| ≤M3ε

para todo ε > 0.

Ou seja, usando o item anterior temos,

lim

∫
R3

φununudx = lim

∫
R3

φunu
2dx =

∫
R3

φuu
2dx

(vii) Basta observarmos que, análogo ao item anterior, temos

lim a(un, un, u, u) = lim a(un, u, un, u) = a(u, u, u, u)

e, como pelas propriedades de a,

a(un − u, un − u, un − u, un − u) = a(un, un, un, un) + a(u, u, u, u)− 4a(un, un, un, u)

− 4a(u, u, u, un) + 2a(un, un, u, u) + 4a(un, u, un, u)
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observando também que, lim a(un, un, un, u) = a(u, u, u, u), lim a(u, u, u, un) =

a(u, u, u, u), lim a(un, un, u, u) = a(u, u, u, u) e lim a(un, u, un, u) = a(u, u, u, u);

pelas utilizações do item anterior e resultados análogos. Teremos que,

a(un − u, un − u, un − u, un − u) = a(un, un, un, un)− a(u, u, u, u) + on(1)

donde segue o resultado.

(viii) Dado v ∈ C∞0 (R3), denotando Ωv = suptv, temos

0 ≤

∣∣∣∣∣
∫
R3

∇(φun − φu).∇vdx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
R3

|(u2
n − u2)v|dx

=

∫
Ωv

|(u2
n − u2)v|dx

≤ ‖v‖∞
∫

Ωv

|(un − u)(un + u)|dx

≤ ‖v‖∞

(∫
Ωv

(un − u)2dx

)1/2(∫
Ωv

(un + u)2dx

)1/2

≤ ‖un − u‖L2(Ωv).(‖un‖L2(Ωv) + ‖u‖L2(Ωv))‖v‖∞

como un → u em L2
loc(R3) e, (un) é limitada em H1(R3), temos também que∫

R3

∇(φun − φu).∇vdx→ 0⇒
∫
R3

∇φun .∇vdx→
∫
R3

∇φu.∇vdx

observando que, D1,2(R3) é Hilbert, temos

φun ⇀ φu em D1,2(R3).

Desta forma,

a(u, u, u, u) =

∫
R3

φuu
2dx =

∫
R3

|∇φu|2dx ≤ lim inf
n

∫
R3

|∇φun|2dx = lim inf
n

a(un, un, un, un)

o que conclui nossa demonstração.

As propriedades aqui expostas foram as que julgamos básicas e essênciais. Caso

necessitemos de alguma outra, certamente que será destacada no texto.
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1.2 Propriedades relacionadas à variedade de Ruiz

É importante destacarmos e demonstrarmos algumas das principais propriedades

da variedade de Ruiz, visto ser ela uma variedade bem jovem e ainda pouco estudada.

Todas as propriedades focadas, serão expostas no intuito de usá-las no Caṕıtulo 2,

pois, é em tal caṕıtulo que elas serão necessárias. Esta seção tem como base [24].

Lema 1.1. 1. Para todo u ∈ H1(R3), u 6= 0, existe um único t > 0 tal que ut ∈M,

(onde ut(x) = t2u(tx), para todo t ≥ 0 e x ∈ R3). Ademais,

I(ut) = max
t≥0

I(ut);

2. Existe C > 0 tal que ‖u‖p+1, ‖u‖ ≥ C para todo u ∈M, onde p ∈ (2, 5);

3. Todo ponto cŕıtico de I|M é um ponto cŕıtico de I.

Demonstração.

(1) Temos que,

γ(t) = I(ut) =
1

2
t3
∫
R3

|∇u|2dx+
1

2
t

∫
R3

u2dx+
1

4
t3
∫
R3

λφuu
2dx− 1

p+ 1
t2p−1

∫
R3

|u|p+1dx

donde, γ tem um único ponto cŕıtico o qual corresponde ao máximo. Consideremos tal

ponto cŕıtico, como sendo t > 0, dáı,

I(ut) = γ(t) = max
t≥0

I(ut)

como também, J(ut) = tγ′(t) = t.0 = 0, temos que ut ∈M.

(2)

Note que, ∫
R3

|u|p+1dx ≤ C0‖u‖p+1 (H1(R3) ↪→ Lp+1(R3))

para algum C0 > 0. Portanto,

J(u) =

∫
R3

3

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

3λ

4
φuu

2 − 2p− 1

p+ 1
|u|p+1dx ≥ 1

2
‖u‖2 − C0

2p− 1

p+ 1
‖u‖p+1 > 0

a última desigualdade para ‖u‖ suficientemente pequena e maior que zero. Donde con-

clúımos que zero não está na fronteira deM, pois, para pertencer a fronteira teriamos

de ter (un) ⊂ M tal que un → 0, dáı, ‖un‖ < ε para ε > 0 dado, e n suficientemente

14



grande, porém tal não pode ocorrer, visto que para u suficientemente próximo de zero,

J(u) > 0. Donde, zero não estar na fronteira de M, ou seja, existe C > 0 tal que

‖u‖ ≥ C.

Com a existência do C > 0 acima garantida, temos, para u ∈M, que

C ≤ ‖u‖
2

2
≤ 3

2

∫
R3

|∇u|2dx+
1

2

∫
R3

u2dx+
3

4

∫
R3

φuu
2dx =

2p− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx

⇒ p+ 1

2p− 1
C2 ≤

∫
R3

|u|p+1dx⇒ ‖u‖p+1 ≥ C > 0

(3) Veja 5oEtapa da demonstração do Teorema 2.1.

Diante do lema acima, podemos definir:

c1 := inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t));

c2 := inf
u6=0

max
t≥0

I(ut);

c3 := inf
u∈M

I(u);

onde Γ := {g ∈ C([0, 1], H1(R3)); g(0) = 0, I(g(1)) ≤ 0, g(1) 6= 0}.

Lema 1.2. A igualdade é válida:

c := c1 = c2 = c3.

Demonstração.

Primeiramente, note que, dado u ∈ H1(R3), pelo Lema 1.1 existe t > 0 tal que

ut ∈M, dáı

I(ut) = max
t≥0

I(ut)⇒ inf
u∈M

I(u) ≤ I(ut) = max
t≥0

I(ut)⇒ inf
u∈M

I(u) ≤ inf
u6=0

max
t≥0

I(ut)⇒ c3 ≤ c2.

Agora, dado u ∈M, temos

I(u) = max
t≥0

I(ut) ≥ inf
u6=0

max
t≥0

I(ut)⇒ inf
u∈M

I(u) ≥ inf
u6=0

max
t≥0

I(ut)⇒ c3 ≥ c2,

assim, fica provado que c2 = c3.

Podemos ver, também que,

u 6= 0⇒ ∃t, t1 > 0; ut ∈M e I(ut1) < 0.
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Neste ponto, definamos g : [0, 1] → H1(R3) dada por g(t) = utt1 , temos que

g ∈ Γ. Como também, I(ut) = maxs≥0 I(us)

I(g(t)) = I(utt1) ≤ I(ut),∀t ∈ [0, 1] =⇒ inf
δ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(δ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

I(g(t)) ≤ I(ut)

=⇒ inf
δ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(δ(t)) ≤ max
t≥0

I(ut) =⇒ inf
δ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(δ(t)) ≤ inf
u6=0

max
t≥0

I(ut)

donde, temos que c1 ≤ c2. Para mostrar a desigualdade contrária, precisaremos de

algumas ferramentas adicionais. Definamos,

A = {u ∈ H1(R3); J(u) > 0} ∪ {0} e B = {u ∈ H1(R3); J(u) < 0}

dáı, observamos que H1(R3) = A∪M∪B, onde, claramente, a união é disjunta e A e

B são abertos. Agora, tomemos g ∈ Γ, afirmamos que g(1) ∈ B. De fato, suponhamos

g(1) = u ∈ A ∪M. Dáı, como

3

∫
R3

1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

1

4
λφuu

2dx ≥
∫
R3

3

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

3

4
λφuu

2dx ≥ 2p− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx

Diante da desta desigualdade, temos que

I(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2+u2dx+
1

4

∫
R3

λφuu
2dx− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx ≥
( 2p− 1

3(p+ 1)
− 1

p+ 1

)∫
R3

|u|p+1dx > 0

o que gera um absurdo. Visto que I(g(1)) ≤ 0. Portanto, g(1) ∈ B.

Como g(0) = 0 e 0 ∈ A(aberto), temos que existe t1 ∈ (0, 1) tal que g(t1) ∈

A− {0}. Desta forma, temos

J(g(t1)) > 0 e J(g(1)) < 0

donde, existe t ∈ (t1, 1) tal que g(t) ∈M. Assim,

max
t∈[0,1]

I(g(t)) ≥ inf
u∈M

I(u) = inf
u6=0

max
t≥0

I(ut) =⇒ inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) ≥ inf
u6=0

max
t≥0

I(ut)

portanto,

c1 ≥ c2.

O que conclui nossa demonstração.
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1.3 Propriedades relacionadas à variedade de Nehari

Esta seção tem como base [3]. Primeiramente, estudaremos propriedades varie-

dade de Nehari para o problema (0.2):

Lema 1.3. 1. Para todo u 6= 0, existe, um único, t > 0 tal que tu ∈ N e

I(tu) = max
t≥0

I(tu);

2. Existe C > 0 tal que ‖u‖p+1 ≥ C, para todo u ∈ N ;

3. N é uma variedade de classe C1;

4. Todo ponto cŕıtico de I|N é um ponto cŕıtico de I.

Demonstração.

(1)

Note que, γ : R+
0 → R, dada por

γ(t) = I(tu) =
1

2

∫
R3

|∇(tu)|2 + V (x)(tu)2dx+
1

4

∫
R3

φtu(tu)2dx− 1

p+ 1

∫
R3

|tu|p+1dx

=⇒ γ(t) =
1

2
t2
∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+
1

4
t4
∫
R3

φuu
2dx− tp+1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx

usando as propriedades do termo não local.

Desta forma, γ tem um único ponto cŕıtico, o qual corresponde ao máximo.

Consideremos t > 0 sendo o ponto de máximo. Logo,

γ(t) = I(tu) = max
t≥0

I(tu).

Afirmamos que, tu ∈ N . De fato, pois,

0 = γ′(t) = t

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+ t
3
∫
R3

φuu
2dx− tp

∫
R3

|u|p+1dx

⇒ t
2
∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+ t
4
∫
R3

φuu
2dx− tp+1

∫
R3

|u|p+1dx = 0.

Dáı,

I ′(tu)(tu) = 0,

assim,

tu ∈ N .
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(2)

Primeiramente, note que zero não pertence a fronteira de N . Pois, pelas imersões

de Sobolev existe C0 > 0 tal que∫
R3

|u|p+1dx ≤ C0‖u‖p+1

donde,

G(u) =

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2 + φuu
2 − |u|p+1dx ≥

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2 − |u|p+1dx

pela propriedade (V 3) (tal condição é dada para V no problema (A)), temos

G(u) ≥ C‖u‖2 − C0‖u‖p+1

donde, vemos ser G positiva para ‖u‖ pequena. Assim, zero não está na fronteira de

N .

Agora, para u ∈ N , temos que G(u) = 0, ou seja,∫
R3

|u|p+1dx =

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2 + φuu
2dx ≥

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx

por (V 3), ∫
R3

|u|p+1dx ≥ C‖u‖2

e, como zero não pertence a fronteira existe K > 0 tal que ‖u‖p+1 ≥ K para todo

u ∈ N .

(3)

É conhecido que, para N ser variedade de classe C1, temos de ter: para todo

u ∈ N deve existir F ⊂ H1(R3) de codimensão 1, um aberto U ⊂ F e Φ : U → H1(R3)

tal que

(i) Φ é C1;

(ii) Φ é injetiva;

(iii) Φ′(y) : F → H1(R3) é injetiva, para todo y ∈ U ;

(iv) Φ(U) ⊂ N , Φ(U) = N ∩ A, A ⊂ F aberto em H1(R3).
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O que de fato acontece, vejamos: u ∈ N , como sabemos:

H1(R3) = KerG′(u)
⊕

< v >, G′(u)(v) 6= 0

observando que, G′(w) 6= 0 e G′(w)(w) 6= 0, para todo w ∈ N , fato destacado na

demonstração próximo item. Agora, consideremos T : KerG′(u) × R → R, dada por

T (y, t) = G(y + tu), logo
∂T

∂t
(y, t) = G′(y + tu)u

donde, temos  T (0, 1) = G(u) = 0,

∂T
∂t

(0, 1) = G′(u)(u) 6= 0

dáı, pelo Teorema da Função Impĺıcita , existe ψ : Bε(0)→ (1− δ, 1 + δ) de classe C1

única, tal que  ψ(0) = 1,

G(y + ψ(y)u) = 0, |y| < ε

ou seja, Φ : Bε(0) ⊂ KerG′(u)→ H1(R3), dada por Φ(y) = y + ψ(y)u, onde

(i) Φ é C1(Bε);

(ii) Φ é injetiva;

(iii) Φ′(y) : KerG′(u)→ H1(R3) é injetiva, para todo y ∈ Bε;

(iv) Φ(Bε) ⊂ N , Φ(Bε) = N ∩ A, A ⊂ KerG′(u) aberto em H1(R3).

(4)

Sendo u0 ponto cŕıtico de I|N , temos que I ′(u0)(v) = 0 para todo v ∈ Tu0N =

KerG′(u0), donde KerG′(u0) ⊂ KerI ′(u0), assim, existe λ ∈ R tal que

I ′(u0) = λG′(u0).

Observemos também que, G′(u0)(u0) 6= 0, de fato, como u0 ∈ N , temos que

G(u0) = 0, dáı

G′(u0)(u0) = 2

∫
R3

|∇u0|2 + u2
0dx+ 4

∫
R3

φu0u
2
0dx− (p+ 1)

∫
R3

|u|p+1dx < 0

visto que,

0 = G(u0) = I ′(u0)(u0) =

∫
R3

|∇u0|2 + u2
0dx+

∫
R3

φu0u
2
0dx−

∫
R3

|u|p+1dx
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⇒ 0 = (p+ 1)

∫
R3

|∇u0|2 + u2
0dx+ (p+ 1)

∫
R3

φu0u
2
0dx− (p+ 1)

∫
R3

|u|p+1dx >

> 2

∫
R3

|∇u0|2 + u2
0dx+ 4

∫
R3

φu0u
2
0dx− (p+ 1)

∫
R3

|u|p+1dx.

Deste modo,

0 = I ′(u0)(u0) = λG′(u0)(u0)⇒ λ = 0⇒ I ′(u0) = 0,

o que conclui a demonstração.

Diante do lema acima, poderemos assumir a definição

cV = inf
u∈N

I(u).

Nossa meta será encontrar u ∈ N tal que I(u) = cV , dáı, concluiremos que

(u, φu) é GSS do problema em questão. Também pelo lema acima, fica bem definida

t : H1(R3)− {0} −→ R+ onde t(u) é dada por I(t(u)u) = maxt≥0 I(tu).

Com a introdução da constante cV , à qual é de grande importância para os resul-

tados que desejamos provar, é de fundamental importância enunciarmos o lema abaixo,

tendo em vista a ligação com o teorema do passo da montanha. Não demonstraremos

tal lema, pois, a demonstração é idêntica a prova do Lema 1.2.

Lema 1.4. Vale a igualdade:

cV = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) = inf
u6=0

max
t≥0

I(tu)

onde Γ = {g ∈ C([0, 1], H1); g(0) = 0, I(g(1)) ≤ 0 e g(1) 6= 0}.

Os próximos resultados, serão completamente direcionados a prova de resultados

relacionados ao problema (0.2):

Lema 1.5. Seja (un) ⊂ H1(R3), tal que ‖un‖ ≥ c > 0 e

max
t≥0

I(tun) ≤ cV + δn

com δn → 0+. Então, existe (yn) ⊂ R3 e R, µ > 0 tais que

lim inf
n

∫
BR(yn)

|un|2dx > µ
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Demonstração.

Para (un) como na hipótese, temos que existe, pelo Lema 1.3, (tn) ⊂ R tal que

cV ≤ I(tnun) = max
t≥0

I(tun) ≤ cV + δn.

Denotemos, para cada n ∈ N, wn = tnun.

Agora, afirmamos que, (wn) é limitada. De fato, como

I(wn) = I(wn)− 1

p+ 1
I ′(wn)(wn) =

(1

2
− 1

p+ 1

)∫
R3

|∇wn|2+V (x)w2
ndx+

(1

4
− 1

p+ 1

)∫
R3

φwnw
2
n

temos, pela propriedade (V 3)

I(wn) ≥
(1

2
− 1

p+ 1

)
C‖wn‖

assim, como I(wn) é limitada, pela hipótese, temos que (wn) é limitada.

Afirmamos também que: existe (yn) ⊂ R3, R, δ > 0 tal que

lim inf
n

∫
BR(yn)

w2
ndx ≥ δ.

De fato, caso contrário,

para todo R1 > 0, lim inf
n

sup
y∈R3

∫
BR1

(y)

w2
ndx = 0

como (wn) é limitada, temos, por M. Willem [28], que

wn → 0 em Lq(R3), q ∈ (2, 6)

=⇒ wn → 0 em Lp+1(R3), p ∈ (3, 5)

o que gera um absurdo. Visto que (wn) ⊂ N e, existe c̃ > 0 tal que ‖u‖p+1 ≥ c̃ > 0

para todo u ∈ N . Diante disso, existe (yn) ⊂ R3, R, µ1 > 0 tal que

lim inf
n

∫
BR(yn)

w2
ndx ≥ µ1

como wn = tnun, logo ‖wn‖ = tn‖un‖, donde, usando o fato que zero não pertence a

fronteira de N , existe C > 0 tal que

0 < tnC ≤ tn‖un‖ = ‖wn‖ ≤M

onde M vem da limitação de (wn). Assim,

1

tn
≥ C

M
⇒ 1

t2n
≥ C2

M2
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como também, ∫
BR(yn)

u2
ndx =

1

t2n

∫
BR(yn)

w2
ndx

temos,

lim inf
n

∫
BR(yn)

u2
ndx = lim inf

n

( 1

t2n

∫
BR(yn)

w2
ndx
)

e, notando que,
1

t2n

∫
BR(yn)

w2
ndx ≥

C2

M2

∫
BR(yn)

w2
ndx

temos, finalmente, que

lim inf
n

∫
BR(yn)

u2
ndx ≥

C2

M2
lim inf

n

∫
BR(yn)

w2
ndx ≥ µ1

C2

M2
:= µ > 0

Lema 1.6. Seja (un) ⊂ H1(R3) tal que ‖un‖ = 1 e

I(t(un)un) = max
t≥0

I(tun)→ cV .

Então, a sequência (t(un))(também denotada por (tn))é limitada em R.

Demonstração. Primeiramente, note que∫
R3

|∇un|2 + V (x)u2
ndx ≤ C

∫
R3

|∇un|2 + u2
ndx

onde C = max{1, V∞}, dáı, como ‖un‖ = 1, temos que∫
R3

|∇un|2 + V (x)u2
ndx ≤ C.

Observe também que, como tnun ∈ NV , temos

∫
R3

|∇(tnun)|2 + V (x)(tnun)2 + φtnun(tnun)2 − |tnun|p+1dx = 0

e,

t2n

∫
R3

|∇un|2 + V (x)u2
ndx+ t4n

∫
R3

φunu
2
ndx− tp+1

n

∫
R3

|un|p+1dx = 0

desta forma,∫
R3

|∇un|2 + V (x)u2
ndx = tp−1

n

∫
R3

|un|p+1dx− t2n
∫
R3

φunu
2
ndx

= t2n

(
tp−3
n

∫
R3

|un|p+1dx−
∫
R3

φunu
2
ndx
)
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assim,

C ≥
∫
R3

|∇un|2 + V (x)u2
ndx = t2n

(
tp−3
n

∫
R3

|un|p+1dx−
∫
R3

φunu
2
ndx
)
.

Agora, note que, pelo lema anterior: existe n0 ∈ N tal que para n ≥ n0

0 < µ ≤
∫
BR(yn)

u2
ndx ≤

[ ∫
BR(yn)

|un|p+1dx
] 2
p+1
[ ∫

BR(yn)

dx
] p−1
p+1 ≤

(∫
R3

|un|p+1dx
) 2
p+1 |BR(yn)|

p−1
p+1

ou seja, ∫
R3

|un|p+1dx ≥ µ
p+1
2

|BR(yn)| p−1
2

= L > 0

e, ∫
R3

φunu
2
ndx ≤ L‖un‖4 ≤ L⇒ −

∫
R3

φunu
2
ndx ≥ −L

assim,

C ≥ t2n(tp−3
n L− L) = tp−1

n L− t2nL

donde, concluimos ser (tn) limitada.

Lema 1.7. Suponhamos que V, Vn ∈ L∞(R3), para todo n ∈ N. Se Vn → V em

L∞(R3), então cn := cVn → cV .

Demonstração.

Primeiramente, façamos algumas considerações:

In(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2 + Vn(x)u2dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx

e,

I(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx.

Assim,

In(u)− I(u) =
1

2

∫
R3

(Vn(x)− V (x))u2dx.

Agora, dado ε > 0, fixemos w ∈ H1(R3) tal que

I(w) = max
t≥0

I(tw) ≤ cV + ε.

Consideremos também, para cada n ∈ N, tn > 0 tal que,

In(tnw) = max
t≥0

In(tw)

Vemos claramente que:
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• cn ≤ In(tnw), pois, tnw ∈ NVn

• (tn) é limitada, pois, como I ′n(tnw)(tnw) = 0, temos

t2n

∫
R3

|∇w|2 + Vn(x)w2dx+ t4n

∫
R3

φww
2dx = tp+1

n

∫
R3

|w|p+1dx

assim, ∫
R3

|∇w|2 + Vn(x)w2dx+ t2n

∫
R3

φww
2dx = tp−1

n

∫
R3

|w|p+1dx

dáı, usando o fato de (Vn) ser limitada, por ser convergente, e as propriedades do

termo não-local, temos a existência de C > 0 tal que

tp−1
n

∫
R3

|w|p+1dx ≤ C‖w‖2 + t2n‖w‖4

o que implica,

tp−1
n

∫
R3

|w|p+1dx− C‖w‖2 − t2n‖w‖4 ≤ 0,∀n

sendo assim, (tn) é limitada.

Agora, note que

cn ≤ In(tnw) = I(tnw) + (In(tnw)− I(tnw)) ≤ I(w) +
1

2
‖Vn − V ‖∞t2n

∫
R3

w2dx

dáı,

cn ≤ cV + ε+
1

2
‖Vn − V ‖∞t2n

∫
R3

w2dx

o que implica,

lim sup
n

cn ≤ cV + ε,∀ε > 0⇒ lim sup
n

cn ≤ cV .

Para concluir, fixemos (un) ⊂ H1(R3) tal que

cn ≤ In(un) ≤ cn +
1

n
e In(un) = max

t≥0
In(tun)

consideremos também, para cada n ∈ N, sn > 0 tal que wn = snun ∈ N , ou seja,

I(wn) = max
t≥0

I(tun).

Afirmamos que:

• cV ≤ I(wn) (wn ∈ N )
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• (un) é limitada. De fato, observando que In(un) é limitada, por ser (cn) limitada,

temos que

In(un) = In(un)− 1

p+ 1
I ′n(un)(un)

=
(1

2
− 1

p+ 1

)∫
R3

|∇un|2 + Vn(x)u2
ndx+

(1

4
− 1

p+ 1

)∫
R3

φunu
2
ndx

≥
(1

2
− 1

p+ 1

)
C‖un‖2

assim, (un) é limitada.

• (sn) é limitada. De fato, primeiramente, observe que existe C > 0 tal que,

lim inf
n

∫
R3

|un|p+1dx ≥ C

caso contrário, ‖un‖ → 0, assim, como

0 ≤ cn ≤ In(un) ≤ C‖un‖2(1 + ‖un‖2)→ 0

donde, cn → 0, o que, de fato, não pode acontecer. Ou seja, existe C > 0 tal que,

lim inf
n

∫
R3

|un|p+1dx ≥ C.

Agora, como snun ∈ N , temos

s2
n

∫
R3

|∇un|2 + V (x)u2
ndx+ s4

n

∫
R3

φunu
2
ndx = sp+1

n

∫
R3

|un|p+1dx ≥ Csp+1
n

donde, segue que (sn) é limitada.

Diante das afirmações,

cV ≤ I(wn) = I(snun) = In(snun) + (I(snun)− In(snun))

≤ In(un) +
1

2
‖Vn − V ‖∞

∫
R3

(snun)2dx

≤ cn +
1

n
+

1

2
‖Vn − V ‖∞s2

n

∫
R3

u2
ndx
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assim,

cV ≤ lim inf
n

cn

portanto,

lim sup
n

cn ≤ cV ≤ lim inf
n

cn

ou seja,

cV = lim cn.

O que conclui nossa demonstração.

Para concluir a discussão do caṕıtulo, destacamos que: apesar de a todo tempo

focarmos as propriedades da variedade de Nehari do problema (0.2), conseguimos resul-

tados análogos para tal variedade relacionada a outros problemas que aqui estudaremos.

Quando for necessário faremos tal comentário.
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Caṕıtulo 2

O problema

Schrödinger-Poisson-Slater, para

potencial constante e soluções

radiais

Este caṕıtulo terá como foco, apresentar resultados de existência e não-existência

para e equação (0.1), a qual é dada por: −∆u+ u+ λφu = |u|p−1u, em R3

−∆φ = u2, em R3

onde λ > 0, 1 < p < 5 e as soluções que queremos encontrar (u, φ) ∈ H1
r (R3)×D1,2

r (R3).

Lembrando que, H1
r (R3) = H1(R3) ∩ {u : R3 → R;u(x) = u(|x|),∀x ∈ R3}.

Além disso, abordaremos o comportamento do funcional energia associado ao

problema, o qual relembramos ser I : H1
r (R3)→ R dado por:

I(u) =

∫
R3

1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

4
φuu

2 − 1

p+ 1
|u|p+1dx.

Como dito na introdução, alguns desses resultados não são conhecidos quando tra-

balhados na variedade de Nehari, por isso, trabalharemos com a variedade de Ruiz. Em

resumo, nosso objetivo será, demonstrar os resultados especificados na tabela abaixo:
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0 < λ < 1/4 λ ≥ 1/4

1 < p < 2 2 soluções inf I > −∞ 0 soluções inf I = 0

p = 2 1 solução inf I = −∞ 0 soluções inf I = 0

2 < p < 5 1 solução inf I = −∞ 1 solução inf I = −∞

Para facilitar a abordagem, dividiremos nosso estudo em dois casos, a saber, o

caso p > 2 e 1 < p ≤ 2. Destacamos que este caṕıtulo esta baseado do trabalho [24]

de D. Ruiz.

2.1 O caso p > 2

Começaremos provando um resultado, relacionado a limitação do funcional ener-

gia:

Proposição 2.1. Seja λ > 0 e p ∈ (2, 5). Então, I não é limitado inferiormente.

Demonstração. Seja u ∈ H1
r (R3) função radial e positiva, consideremos também

vt(x) = t2u(tx). Estimemos I(vt). Note, primeiramente que, usando mudança de

variáveis, temos que

•
∫
R3

|∇vt(x)|2dx =

∫
R3

t6|∇u(tx)|2dx = t3
∫
R3

|∇u(x)|2dx

•
∫
R3

v2
t (x)dx =

∫
R3

t4u2(tx)dx = t

∫
R3

u2(x)dx

•
∫
R3

vp+1
t (x)dx =

∫
R3

t2p+2up+1(tx)dx = t2p−1

∫
R3

up+1(x)dx

• Como φvt(x) = t2φu(tx), visto que: sendo −∆φu = u2 e ψ(x) = t2φu(tx), temos

−∆ψ(x) = t4(−∆φu(tx)) = t4u2(tx) = (t2u(tx))2 = v2
t (x)⇒ φvt(x) = t2φu(tx)

logo, ∫
R3

φvt(x)v2
t (x)dx = t6

∫
R3

φu(tx)u2(tx)dx = t3
∫
R3

φu(x)u2(x)dx.

Sendo assim, fica claro que,

I(vt) =

∫
R3

1

2
t3|∇u(x)|2 +

1

2
tu(x)2 +

λ

4
t3φu(x)u(x)2 − 1

p+ 1
t2p−1|u(x)|p+1dx
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Desde que, 2p− 1 > 3, temos que I(vt)→ −∞ quando t→∞.

Em seguida, provaremos um dos resultados mais importantes do caṕıtulo:

Teorema 2.1. Suponhamos que p ∈ (2, 5) e λ > 0. Então, existe um minimizante u

de I|M. Além disso, u é positivo e I
′
(u) = 0.

Demonstração. Dividiremos a demonstração do teorema em 5 etapas.

1oEtapa. inf I|M > 0. Tomando u ∈ M arbitrário, definamos k = I(u). E,

definamos também,

a =

∫
R3

|∇u|2dx, b =

∫
R3

u2dx, c = λ

∫
R3

φu2dx e d =

∫
R3

|u|p+1dx

Sabemos que,  1
2
a+ 1

2
b+ 1

4
c− 1

p+1
d = k

3
2
a+ 1

2
b+ 3

4
c− 2p−1

p+1
d = 0

onde a primeira equação segue do fato de I(u) = k e a segunda de J(u) = 0. Através

de cálculos básicos chegamos que tal sistema é equivalente ao sistema 1
2
a+ 1

2
b+ 1

4
c− 1

p+1
d = k

−b− 2p−4
p+1

d = −3k

donde, temos que d pode ser escrito da forma

d = (3k − b) p+ 1

2p− 4

como d ≥ 0, dáı, 3k ≥ b. Desta forma,

1

2
a+

1

2
b+

1

4
c− 1

p+ 1
[(3k − b)(p+ 1/2p− 4)] = k

fazendo algumas manipulações algébricas, chegamos que

1

4
c =

(
1 +

3

2p− 4

)
k −

[( 1

2p− 4
+

1

2

)
b+

1

2
a
]

desde que c > 0, temos novamente por manipulações

b+ a ≤
(

2 +
3

p− 2

)
k.

Dáı, como zero não pertence a fronteira de M, temos que existe ε > 0 tal que

a+ b ≥ ε para todo u ∈M, donde inf I|M > 0.
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2oEtapa.Seja (un) ⊂ M tal que I(un) → inf I|M. Afirmamos que (un) é limi-

tada.

De fato, pela primeira etapa, já sabemos que

‖un‖2 ≤
(

2 +
3

p− 2

)
I(un).

Dáı, como I(un) é limitada, por ser convergente, temos de imediato ser (un)

limitada.

3oEtapa. Como (un) é limitada em H1
r (R3), passando a subsequência, se ne-

cessário, temos que un ⇀ u em H1
r (R3). Afirmamos que u ∈M e un → u em H1

r (R3).

Desta forma, I|M assume mı́nimo em u. Para justificar tal afirmação, definamos o

conjunto de equações (2.2):

an =

∫
R3

|∇un|2dx, bn =

∫
R3

u2
ndx, cn = λ

∫
R3

φunu
2
ndx, dn =

∫
R3

|un|p+1dx,

a =

∫
R3

|∇u|2dx, b =

∫
R3

u2dx, c = λ

∫
R3

φuu
2dx, d =

∫
R3

|u|p+1dx,

a = lim an, b = lim bn, c = lim cn e d = lim dn

onde bem sabemos que os limites a e b existem a menos de subsequencia, por ser (un)

limitada em H1
r (R3), já c e d, serão justificados a seguir.

Observemos que, como un ⇀ u em H1
r (R3) e H1

r (R3) ↪→ Lp+1(R3) compacta-

mente, temos que un → u em Lp+1(R3), dáı,∫
R3

|un|p+1dx→
∫
R3

|u|p+1dx⇒ d = d

onde d = lim dn, ou seja, fica justificada a existência de d e a quem ele é igual.

Diante das propriedades do termo não local, temos também que

λ

∫
R3

φunu
2
ndx→ λ

∫
R3

φuu
2dx⇒ c = c

onde c = lim cn, ou seja, fica justificada a existência de c e a quem ele é igual.

Agora, sendo H1
r (R3) ↪→ D1,2

r (R3), L2
r(R3), temos que un ⇀ u em D1,2

r (R3) e em

L2
r(R3), donde a ≥ a e b ≥ b.

Afirmando que as desigualdades acima são, de fato, igualdade temos un ⇀ u

em H1
r (R3) e ‖un‖ → ‖u‖, donde un → u em H1

r (R3) e, então u ∈ M. Em resumo,

suporemos, por contradição, a+ b < a+ b (a = a e b = b⇔ a+ b = a+ b). Dáı,

1

2
a+

1

2
b+

1

4
c− 1

p+ 1
d <

1

2
a+

1

2
b+

1

4
c− 1

p+ 1
d = inf I|M
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donde I(u) < inf I|M, isso, no entanto, não trás nenhuma contradição, visto que

3

4
a+

1

2
b+

3

4
c− 2p− 1

p+ 1
d <

3

4
a+

1

2
b+

3

4
c− 2p− 1

p+ 1
d = 0

logo, J(u) < 0, ou seja, u não pertence a M. Dáı, nosso objetivo, será encontrar

t0 > 0 tal que v0(x) = t20u(t0x) ∈M, donde veremos que I(v0) < inf I|M. O que é um

absurdo!

Como I(un)→ inf I|M e J(un) = 0, temos que o sistema: 1
2
a+ 1

2
b+ 1

4
c− 1

p+1
d = inf I|M

3
2
a+ 1

2
b+ 3

4
c− 2p−1

p+1
d = 0

(2.3)

onde a primeira equação é por I(un)→ inf I|M e a segunda por J(un) = 0.

Agora, definamos:

f(t) =
1

2
at3 +

1

2
bt+

1

4
ct3 − 1

p+ 1
dt2p−1

f(t) =
1

2
at3 +

1

2
bt+

1

4
ct3 − 1

p+ 1
dt2p−1

Dáı, temos que f e f têm único ponto cŕıtico, que corresponde ao máximo. Note

que,

f
′
(t) =

3

2
at2 +

1

2
b+

3

4
ct2 − 2p− 1

p+ 1
dt2p−2

quando t = 1, por (2.3), teremos

f
′
(1) =

3

2
a+

1

2
b+

3

4
c− 2p− 1

p+ 1
d = 0

donde, podemos concluir que o máximo de f é inf I|M.

Se supormos, a+ b < a+ b, temos que f(t) < f(t) para todo t > 0. Consideremos

t0 ponto máximo de f . Dáı, f ′(t0) = 0 e, f(t0) < max f = inf I|M. Definamos,

v0(x) = t20u(t0x), claramente, temos

I(v0) =
1

2
at30 +

1

2
bt0 +

t30
4
c− t2p−1

0

p+ 1
d = f(t0) < inf I|M

e,

J(v0) =
3

4
at30 +

1

2
bt0 +

3

4
ct30 −

2p− 1

p+ 1
dt2p−1

0 = t0f
′(t0) = 0

diante disso,

v0 ∈M e I(v0) < inf I|M
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o que é absurdo. Portanto, u minimiza I|M. Como J(|u|) = J(u) e, I(u) = I(|u|),

temos que |u| também minimiza I|M. Donde podemos considerar, u não-negativa.

4oEtapa. J ′(u) 6= 0, onde u é a minimização achada acima. Suponhamos J ′(u) =

0. Usando a, b, c e d definidas na 3oEtapa, e k = inf I|M > 0. Temos, no sentido fraco,

que J ′(u) = 0 pode ser escrito como

−3∆u+ u+ 3λφuu− (2p− 1)up = 0 (2.4)

desta forma, temos 

1
2
a+ 1

2
b+ 1

4
c− 1

p+1
d = k

3
2
a+ 1

2
b+ 3

4
c− 2p−1

p+1
d = 0

3a+ b+ 3c− (2p− 1)d = 0

3
2
a+ 3

2
b+ 15

4
c− (2p− 1) 3

p+1
d = 0

(2.5)

onde a primeira equação é do fato de u minimizar I|M, a segunda por u ∈ M, a

terceira de (2.4) e a quarta da identidade de Pohozaev, descrita na introdução. Dáı,

para 1 6= p 6= 2, temos

d = −3k
p+ 1

4(2− 3p+ p2)

desde que, p > 2 e k > 0, d < 0. O que é absurdo. Provando assim a 4oEtapa.

5oEtapa. I ′(u) = 0.

Pelo método do multiplicador de Lagrange, existe µ ∈ R tal que I ′(u) = µJ ′(u).

Afirmamos que µ = 0. A equação I ′(u) = µJ ′(u), pode ser escrita no sentido fraco

como,

−∆u+ u+ λφuu− up = µ[−3∆u+ u+ 3λφuu− (2p− 1)up] (2.6).

Equivalentemente,

−(3µ− 1)∆u+ (µ− 1)u+ (3µ− 1)λφuu− [(2p− 1)µ− 1]up = 0 (2.7)

dáı, usando a, b, c e d, como definidos anteriormente, temos

1
2
a+ 1

2
b+ 1

4
c− 1

p+1
d = k

3
2
a+ 1

2
b+ 3

4
c− 2p−1

p+1
d = 0

(3µ− 1)a+ (µ− 1)b+ (3µ− 1)c− [(2p− 1)µ− 1]d = 0

(3µ− 1)1
2
a+ (µ− 1)3

2
b+ (3µ− 1)5

4
c− [(2p− 1)µ− 1] 3

p+1
d = 0

(2.8)
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A primeira por u minimizar I|M, a segunda por u ∈ M, a terceira vem de (2.7) e a

quarta é da identidade de Pohozaev. Diante do sistema acima, temos, para a, b, c e d

incógnitas, a matriz dos coeficientes


1
2

1
2

1
4

− 1
p+1

3
2

1
2

3
4

−2p−1
p+1

3µ− 1 µ− 1 3µ− 1 −[(2p− 1)µ− 1]

(3µ− 1)1
2

(µ− 1)3
2

(3µ− 1)5
4

−3[(2p−1)µ−1]
p+1


Calculando o determinante, temos:

detA =
µ(1− 3µ)(p− 1)(p− 2)

p+ 1
= 0⇐⇒ p = 1, p = 2, µ = 0 ou µ = 1/3

Como p > 2, detA = 0 ⇐⇒ µ = 0 ou µ = 1/3. Caso µ 6= 0 e µ 6= 1/3.

Então, detA 6= 0, portanto, o sistema acima tem uma única solução a qual depende

dos parâmetros µ, p e k. Usando a Regra de Crammer, temos que d é dado por:

d = − 3k(1 + p)

4(p− 1)(p− 2)

donde d < 0. Absurdo! Caso µ = 1/3, a quarta equação do sistema será

−b− 2p− 4

p+ 1
d = 0

absurdo! Visto que b, d > 0. Portanto, µ = 0 e, consequêntemente, I ′(u) = 0. O que

conclui nossa demonstração.

2.2 O caso 1 < p ≤ 2

Para iniciarmos esta seção daremos o seguinte resultado de não existência:

Teorema 2.2. Suponha λ ≥ 1/4. Então, u = 0 é a única solução do problema em

questão.

Demonstração.

Suponhamos que, (u, φ) ∈ H1(R3)×D1,2(R3) seja uma solução do problema em

questão. Dáı, multiplicando a primeira equação por u e integrando, temos∫
R3

|∇u|2 + u2 + λφu2 − |u|p+1dx = 0. (2.10)
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Pela definição de φ, temos também∫
R3

φu2dx =

∫
R3

φ(−∆φ)dx =

∫
R3

|∇φ|2dx (2.11)

Por outro lado,∫
R3

|u|3dx =

∫
R3

(−∆φ)|u|dx =

∫
R3

∇φ.∇|u|dx

como, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young,

∇φ.∇|u| ≤ |∇u||∇φ| = (
√

2|∇u|)( 1√
2
|∇φ|) ≤ |∇u|2 +

1

4
|∇φ|2

temos que, ∫
R3

|u|3dx ≤
∫
R3

|∇u|2 +
1

4
|∇φ|2dx. (2.12)

Portanto, analisando (2.10), com (2.11) e (2.12). Tendo também em mente que

λ ≥ 1/4,

0 =

∫
R3

|∇u|2 + u2 + λ|∇φ|2 − |u|p+1dx ≥
∫
R3

u2 + |u|3 − |u|p+1dx.

Note que, como 1 < p ≤ 2, a função f(x) = x2 + |x|3 − |x|p+1 é não-negativa e,

se anula somente em x = 0. Donde,

0 ≥
∫
R3

u2 + |u|3 − |u|p+1dx ≥ 0⇒
∫
R3

u2 + |u|3 − |u|p+1dx = 0

⇒ u2 + |u|3 − |u|p+1 = 0 q.s.⇒ u = 0 q.s.

ou seja, u = 0 em H1(R3).

É interessante observar que o resultado acima é o único, neste caṕıtulo, que não

envolve exclusivamente funções radiais.

A partir de agora, começaremos a distinguir os casos p = 2 e 1 < p < 2; desta

forma conseguiremos cumprir nossa tabela.

Teorema 2.3. Suponhamos 1 < p < 2. Então, para qualquer λ ∈ (0, 1/4), temos:

• inf I > −∞.

• I satisfaz a condição (PS).
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Demonstração.

Primeiramente, façamos algumas estimativas. Pelo mesmo argumento do teorema

anterior, temos, para Cλ =
√

λ
8
, que

Cλ

∫
R3

|u|3dx = Cλ

∫
R3

(−∆φ)|u|dx = Cλ

∫
R3

∇φ.∇|u|dx

como, pela desigualdade de Young,

Cλ(∇φ.∇|u|) ≤
( 1√

2
|∇u|

)
(Cλ
√

2|∇φ|) ≤ 1

4
|∇u|2 +

λ

8
|∇φ|2

temos que,

Cλ

∫
R3

|u|3dx ≤
∫
R3

1

4
|∇u|2 +

λ

8
|∇φ|2dx =

∫
R3

1

4
|∇u|2 +

λ

8
φu2dx (2.13)

Usando (2.13), na definição de I, temos

I(u) =

∫
R3

1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

4
φu2 − 1

p+ 1
|u|p+1dx

=

∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

8
φu2 − 1

p+ 1
|u|p+1 +

(1

4
|∇u|2 +

λ

8
φu2
)
dx

≥
∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

8
φu2 + Cλ|u|3 −

1

p+ 1
|u|p+1dx

ou seja,

I(u) ≥
∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

8
φu2 + Cλ|u|3 −

1

p+ 1
|u|p+1dx

Agora, definamos f : R→ R dada por

f(x) =
1

4
x2 + Cλ|x|3 −

1

p+ 1
|x|p+1.

Dáı, sendo p ∈ (1, 2), f é positiva para x → 0+ e para x → ∞. Definamos

m = min f . Suponhamos m < 0. Então, o conjunto {x > 0; f(x) < 0} é da forma

(α, β), com α > 0. Note que, α, β e m são constantes que dependem exclusivamente

de p e de λ. Assim, para u ∈ H1
r (R3), temos

I(u) =

∫
R3

1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

4
φu2 − 1

p+ 1
|u|p+1dx

=

∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

4
u2 +

λ

8
φu2 − 1

p+ 1
|u|p+1 +

(1

4
|∇u|2 +

1

4
u2 +

λ

8
φu2
)
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usando (2.13), temos

I(u) ≥
∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

4
u2 +

λ

8
φu2 − 1

p+ 1
|u|p+1 +

(1

4
u2 + Cλ|u|3

)
dx

=

∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

4
u2 +

λ

8
φu2dx+

∫
R3

1

4
u2 + Cλ|u|3 −

1

p+ 1
|u|p+1dx

=

∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

4
u2 +

λ

8
φu2dx+

∫
R3

f(u)dx

donde temos,

I(u) ≥
∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

4
u2 +

λ

8
φu2dx+

∫
A

f(u)dx

≥
∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

4
u2 +

λ

8
φu2dx+m|A|.

Assim,

I(u) ≥
∫
R3

1

4
|∇u|2 +

1

4
u2 +

λ

8
φu2dx+m|A| (2.14)

onde A = {x ∈ R3;u(x) ∈ (α, β)}.

Agora, diante destas estimativas, podemos começar a demonstração. Provemos

a primeira tese. Suponhamos, por contradição, a existência de (un) ⊂ H1
r (R3) tal que

I(un)→ −∞. É imediato, que (un) não é limitada na norma. Para cada un, podemos

definir An = {x ∈ R3;un(x) ∈ (α, β)}. Definamos também, ρn = sup{|x|;x ∈ An},

note que ρn > 0 quando An 6= ∅. Estamos considerando que An 6= ∅ para todo n ∈ N.

Desde que, I(un) < 0 para n suficientemente grande, temos, por (2.14), que

0 > I(un) ≥
∫
R3

1

4
|∇un|2 +

1

4
u2
n +

λ

8
φu2

ndx+m|An| ≥
1

4
‖un‖2 +m|An|

⇒ −m|An| ≥
1

4
‖un‖2

⇒ |m||An| ≥
1

4
‖un‖2 (2.15)

Desta forma, |An| → ∞. Agora, lembrando que,

|u(x)| ≤ C0|x|−1‖u‖, para todo u ∈ H1
r (R3) (2.16)

onde C0 é constante positiva. Para demonstração deste fato, vela Teorema B.21.

Agora, tomemos para cada n ∈ N, xn ∈ R3 tal que ‖xn‖ = ρn. Claramente un(xn) =
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α > 0, visto que as funções de H1
r (R3) são cont́ınuas e para x ∈ R3 com normas grandes

tais funções se aproximam de zero. Usando (2.15) e (2.16), temos

0 < α = un(xn) ≤ C0ρ
−1
n ‖un‖ = 2C0ρ

−1
n

‖un‖
2
≤ 2C0ρ

−1
n (|m||An|)1/2

α

2C0

ρn|m|−1/2 ≤ |An|1/2 ⇒ C1ρn ≤ |An|1/2 (2.17)

onde C1 = α|m|−1/2/2C0.

Por outro lado, pelo mesmo argumento usado para (2.15), temos

λ

8

∫
R3

φunu
2
ndx ≤ |m||An|

porém, usando a expressão de φ dada na introdução, temos

8

λ
|m||An| ≥

∫
R3

φunu
2
ndx

=

∫
R3

u2
n(x)

∫
R3

1

4π

u2
n(y)

|x− y|
dydx

=
1

4π

∫
R3

∫
R3

u2
n(x)u2

n(y)

|x− y|
dxdy

≥ 1

4π

∫
An

∫
An

u2
n(x)u2

n(y)

|x− y|
dxdy

≥ 1

4π

∫
An

∫
An

α4

2ρn
dxdy

a última desigualdade em virtude de un(x), un(y) ∈ (α, β). Dáı, temos

8

λ
|m||An| ≥

α4

8πρn
|An|2

⇒ C2ρn ≥ |An| (2.18)

onde C2 = 64π|m|λα4 > 0. Donde podemos concluir que, ρn →∞ visto que |An| → ∞.

De (2.17) e (2.18), temos que

C1ρn ≤ |An|1/2 ≤ C
1/2
2 ρ1/2

n ⇒ C1ρ
1/2
n ≤ C

1/2
2

logo ρn é limitada, implicando que |An| é limitada. Desta forma, concluimos que

inf I > −∞. O caso m = 0, fica claro pelas estimativas que fizemos. Agora, provemos

que a condição de (PS) é satisfeita. Seja (un) ⊂ H1
r (R3) tal que I ′(un)→ 0. Provemos

que (un) converge fortemente. Veja que para n suficientemente grande temos:

I ′(un)(un) ≤ ‖I ′(un)‖‖un‖ ≤ ‖un‖ ⇒ I ′(un)(un) ≤ ‖un‖ (2.19)
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Temos também, usando os mesmos argumentos do ińıcio da demonstração, que√
λ

8

∫
R3

|un|3dx =

√
λ

8

∫
R3

∇φun .∇|un|dx⇒
√
λ

∫
R3

|un|3dx =
√
λ

∫
R3

∇φun .∇|un|dx

e, por Cauchy-Schwarz, chegamos que

√
λ

∫
R3

|un|3dx ≤
∫
R3

√
λ|∇φun||∇un|dx.

Dáı, usando a desigualdade de Young e (2.11), temos

√
λ

∫
R3

|un|3dx ≤
∫
R3

λ
|∇φun|2

2
+
|∇un|2

2
dx =

∫
R3

|∇un|2

2
+
λ

2
φunu

2
ndx

⇒
∫
R3

|∇un|2

2
+
λ

2
φunu

2
ndx ≥

√
λ

∫
R3

|un|3dx (2.20)

Desta forma, por (2.19) e (2.20),

‖un‖ ≥ I ′(un)(un) =

∫
R3

|∇un|2 + u2
n + λφunu

2
n − |un|p+1dx

=

∫
R3

1

2
|∇un|2 +

1

2
u2
n +

λ

2
φunu

2
n +

(1

2
|∇un|2 +

1

2
u2
n +

λ

2
φunu

2
n − |un|p+1dx

)
≥

∫
R3

1

2
|∇un|2 +

1

2
u2
n +

λ

2
φunu

2
n +

(√
λ|un|3 +

1

2
u2
n − |un|p+1

)
dx

=

∫
R3

1

2
|∇un|2 +

1

2
u2
n +

λ

2
φunu

2
n + g(un)dx

onde g(u) = 1
2
u2 +

√
λ|u|3 − |u|p+1. Caso (un) não seja limitada, temos

‖un‖ ≥
1

2
‖un‖2 +

∫
R3

λ

2
φunu

2
n + g(un)dx

assim,

‖un‖
(

1− 1

6
‖un‖

)
≥ 1

3
‖un‖2 +

∫
R3

λ

2
φunu

2
n + g(un)dx

e,
1

3
‖un‖2 +

∫
R3

λ

2
φunu

2
n + g(un)dx ≤ 0, n grande.

Diante disso, definamos g : R→ R dada por g(x) = 1
2
x2 +
√
λ|x|3−|x|p+1. Temos

que g têm as mesmas caracteŕısticas da f da primeira parte; dáı, consideremos também

m = min g. Então, o conjunto {x > 0; g(x) < 0} é da forma (α, β) onde α > 0. Dáı,

0 ≥ 1

3
‖un‖2 +

∫
R3

λ

2
φunu

2
ndx+

∫
An

g(un)dx
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onde An = {x ∈ R3;un(x) ∈ (α, β)}. Donde temos,

0 ≥ 1

3
‖un‖2 +

∫
R3

λ

2
φunu

2
ndx+m|An|

dáı, observamos que caso m = 0, fica provado que (un) é limitada, donde considerare-

mos m 6= 0, assim temos

(−m)|An| ≥
1

3
‖un‖2 ⇒ |An| → ∞

e, a demonstração segue da mesma forma que na primeira parte, o que nos garante que

(un) é limitada. Donde, un ⇀ u0 em H1
r (R3), passando a subsequência se necessário.

Agora, deveremos observar que,

• Temos: un ⇀ u0 em H1
r (R3) e f ∈ (H1

r (R3))′ onde f é dada por

f(v) =

∫
R3

vu0dx

dáı, temos que ∫
R3

unu0dx→
∫
R3

u2
0dx

• Temos que: f : H1
r (R3)→ R dada por

f(v) =

∫
R3

∇v.∇u0dx

pertence à (H1
r (R3))′. Dáı,∫

R3

∇un.∇u0dx −→
∫
R3

|∇u0|2dx

• Note que un → u0 em L2p(R3) visto que H1
r (R3) ↪→ Ls(R3) compactamente para

s ∈ (2, 6) e p ∈ (1, 2). Sendo assim, a menos de subsequência, un → u0 qtp e

existe h ∈ L2p(R3) tal que |un(x)| ≤ h(x) qtp. Dáı,

||un|p−1un − |u0|p−1u0| → 0 q.s.

|un|p−1un, |u0|p−1u0 ∈ L2(R3)

||un|p−1un − |u0|p−1u0| ≤ |un|p + |u0|p ≤ |h|p + |u0|p ∈ L2(R3), qtp.

Donde, pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos que ‖|un|p−1un−

|u0|p‖2 −→ 0, e consequentemente,

39



∣∣∣ ∫
R3

|un|p−1unu0 − |u0|p+1dx
∣∣∣ ≤ ∫

R3

||un|p−1un − |u0|p||u0|dx

≤ ‖|un|p−1un − |u0|p‖2‖u0‖2 −→ 0.

Ou seja, ∫
R3

|un|p−1unu0dx −→
∫
R3

|u0|p+1dx.

Diante das observações anteriores, temos pelo fato de I ′(un)(u0) → 0, visto que

I ′(un)→ 0, que

0←− I ′(un)(u0) =

∫
R3

∇un.∇u0 + unu0 + λφununu0 − |un|p−1unu0dx −→

−→
∫
R3

|∇u0|2 + u2
0 + λφ0u

2
0 − |u0|p+1dx

assim, ∫
R3

|∇u0|2 + u2
0 + λφ0u

2
0 − |u0|p+1dx = 0

logo,

‖u0‖2 =

∫
R3

|u0|p+1 − λφ0u
2
0dx.

Por outro lado, como I ′(un)(un)→ 0, pois, (un) é limitada e I ′(un)→ 0, temos

I ′(un)(un) =

∫
R3

|∇un|2 + u2
n + λφunu

2
n − |un|p+1dx→ 0.

portanto,

lim
(
‖un‖2 + λ

∫
R3

φunu
2
ndx−

∫
R3

|un|p+1dx
)

= 0.

Dáı, observando as propriedades do termo não local e que H1
r (R3) ↪→ Ls(R3)

compactamente para s ∈ (2, 6), temos∫
R3

λφunu
2
ndx −→

∫
R3

λφ0u0dx

e, ∫
R3

|un|p+1dx→
∫
R3

|u0|p+1dx

desta forma,

lim ‖un‖2 =

∫
R3

|u0|p+1dx−
∫
R3

λφ0u
2
0dx.

Assim, temos ‖un‖ → ‖u‖, donde un → u em H1
r (R3), visto que já tinhamos a

convergência fraca. O que conclui nossa demonstração.

Como consequência do teorema anterior, temos:
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Corolário 2.4. Suponhamos p ∈ (1, 2) e λ ∈ (0, 1/4). Então, existem, pelo menos,

duas soluções positivas para o problema (0.1).

Demonstração.

Sendo λ > 0, temos que inf I < 0. Note também, que do teorema anterior,

I é limitada inferiormente e satisfaz (PS). Considere c = inf I, temos que existe

(un) ⊂ H1
r (R3) tal que I(un)→ c. Donde, pelo prinćıpio variacional de Ekeland, existe

(vn) ⊂ H1
r (R3) tal que

‖vn − un‖ <
1

n
, I ′(vn)→ 0 e I(vn)→ c

desta forma, como (PS) é satisfeita, temos que existe v ∈ H1
r (R3) tal que vn → v em

H1
r (R3)(a menos de subsequência). Donde, I(v) = c e I ′(v) = 0. Dáı, v é solução não

trivial do problema. Por outro lado, como:

I(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2+u2dx+
λ

4

∫
R3

φuu
2dx− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx ≥ 1

2
‖u‖2− 1

p+ 1
C‖u‖p+1

dáı, como p ∈ (1, 2), existem constantes α, ρ > 0 tais que,

I|∂Bρ > α e v ∈ H1
r (R3)−Bρ.

Assim, via Passo da Montanha, existe um valor cŕıtico d ≥ α para I, consequen-

temente, uma outra solução para o problema em questão.

Para o caso p = 2, não temos uma informação completa do problema. Por

exemplo, não sabemos se a condição de Palais-Smale é satisfeita. Porém, sabemos algo

sobre a limitação do funcional energia I. Temos o lema,

Lema 2.5. Para λ ∈ (0, 1/4) e p = 2, I é não limitado.

Demonstração.

Sejam u ∈ H1
r (R3) fixo, M > 0 também fixo e t > 0 parâmetro. Definamos,

vt(x) = Mt2u(tx). Dáı como, por mudança de variáveis, temos

•
∫
R3

|∇vt(x)|2dx =

∫
R3

M2t6|∇u(tx)|2dx =

∫
R3

M2t3|∇u|2dx

•
∫
R3

v2
t (x)dx =

∫
R3

M2t4u2(tx)dx =

∫
R3

M2tu2dx

•
∫
R3

|vt|p+1dx =

∫
R3

Mp+1t2p+2|u(tx)|p+1dx =

∫
R3

Mp+1t2p−1|u|p+1dx.
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Agora, obsevando que, φvt(x) = M2t2φu(tx) temos que

•
∫
R3

φvt(x)v2
t (x)dx =

∫
R3

M4t3φuu
2dx, pois, via mudança de variáveis:

∫
R3

φvt(x)v2
t (x)dx =

∫
R3

M2t2φu(tx)M2t4u2(tx)dx

=

∫
R3

M4t6φu(tx)u2(tx)dx

=

∫
R3

M4t3φuu
2dx.

Donde, observamos que para p = 2,

I(vt) =

∫
R3

1

2
M2t3|∇u|2 +

1

2
M2tu2 +

λ

4
t3M4φuu

2 − 1

3
M3t3|u|3dx.

Consideremos que M seja tal que,

1

2
M2

∫
R3

|∇u|2dx ≤ 1

12
M3

∫
R3

|u|3dx

e, λ ∈ (0, 1/4), tal que

λ

4
M4

∫
R3

φuu
2dx <

1

12
M3

∫
R3

|u|3dx.

Dáı,

I(vt) ≤
1

12
M3t3

∫
R3

|u|3dx+
1

2
M2t

∫
R3

u2dx+
1

12
M3t3

∫
R3

|u|3dx− 1

3
M3t3

∫
R3

|u|3dx

= −1

6
M3t3

∫
R3

|u|3dx+
1

2
M2t

∫
R3

u2dx −→ −∞ quando t→∞

Assim,

I(vt) −→ −∞.

Para concluirmos a tabela, demonstremos o último resultado do caṕıtulo:

Proposição 2.2. Suponhamos que p ∈ (1, 2] e λ ≥ 1/4. Então, inf I = 0.

Demonstração.
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Caso p ∈ (1, 2), suponha por contradição, inf I < 0. Usando os mesmos argumen-

tos do Corolário 2.4, temos a existência de 2 soluções não triviais. O que contradiz

o Teorema 2.2. Dáı, inf I = 0.

Para o caso p = 2. Suponhamos inf I < 0, logo existe u ∈ H1
r (R3) tal que

I(u) =

∫
R3

1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

4
φu2 − 1

3
|u|3dx < 0.

Como também,

• |u|q+1 → |u|3 qtp quando q → 2.

• |u|q+1 ∈ L1(R3), q ∈ (1, 3).

• |u|q+1 ≤ |u|2 + |u|4 ∈ L1(R3).

Temos, pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, que

lim
q→2

∫
R3

|u|q+1dx =

∫
R3

|u|3dx

logo,

lim
q→2
− 1

q + 1

∫
R3

|u|q+1dx = −1

3

∫
R3

|u|3dx

e,

lim
q→2

∫
R3

1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

4
φu2 − 1

q + 1
|u|q+1dx < 0

logo, existe q < 2 tal que∫
R3

1

2
|∇u|2 +

1

2
u2 +

λ

4
φu2 − 1

q + 1
|u|q+1dx < 0

donde chegamos à um absurdo. Visto que, inf I = 0 para q ∈ (1, 2).
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Caṕıtulo 3

O problema

Schrödinger-Poisson-Slater para

potencial não constante

Este caṕıtulo é destinado ao estudo da equação Schrödinger-Poisson-Slater para

potencial não constante. Sendo mais exato, daremos um resultado de GSS(Ground

State Solution) para o caso subcŕıtico da equação Schrödinger-Poisson-Slater, com

potencial assintóticamente constante no infinito. Temos como base o artigo de A.

Azzollini e A. Pomponio [3]. O problema em foco é (0.2), o qual é dado por: −∆u+ V (x)u+ φu = |u|p−1u, em R3

−∆φ = u2, lim|x|→∞ φ(x) = 0

onde 3 < p < 5 e V satisfaz:

(V1) V : R3 −→ R é uma função mensurável.

(V2) ∞ > V∞ := lim|y|→∞ V (y) ≥ V (x), para todo x ∈ R3, e a desigualdade é estrita

em domı́nios de medida não-nula.

(V3) Existe C > 0, tal que, para todo u ∈ H1(R3), temos∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx ≥ C‖u‖2.

Lembremos que o funcional energia deste problema é I : H1(R3)→ R, dado por:

I(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx.
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Como os lemas essenciais para este caṕıtulo já foram demonstrados no Caṕıtulo

1, podemos ir direto para os teoremas. Então,

Teorema 3.1. Se V satisfaz (V 1)− (V 3) então, o problema em questão tem GSS para

qualquer p ∈ (3, 5).

Antes demonstrar o teorema, precisamos de algumas observações. Para tal, con-

sideremos (un) ⊂ N , tal que

I(un)→ cV .

Agora, definamos o funcional J : H1(R3)→ R, dado por

J(u) =
(1

2
− 1

p+ 1

)∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+
(1

4
− 1

p+ 1

)∫
R3

φuu
2dx,

onde podemos ver que, I(u) = J(u), para todo u ∈ N , visto que I(u) = J(u)+ 1
p+1

G(u),

lembrando que G(u) = I ′(u)(u). Temos também que, existe K > 0 tal que

∞ > K ≥ I(un) = J(un) ≥
(1

2
− 1

p+ 1

)∫
R3

|∇un|2+V (x)u2
ndx ≥

(1

2
− 1

p+ 1

)
C‖un‖2 > 0

pelo fato de (I(un)) ser limitada e pela propriedade (V 3). Donde, (un) é limitada em

H1(R3). Dáı, existe u ∈ H1(R3) tal que, a menos de subsequência, temos

un ⇀ u em H1(R3)

un → u em Ls(Ω),Ω ⊂ R3 limitado e 1 ≤ s < 6

Para continuarmos, definamos a medida

νn(Ω) =
(1

2
− 1

p+ 1

)∫
Ω

|∇un|2 + V (x)u2
ndx+

(1

4
− 1

p+ 1

)∫
Ω

φunu
2
ndx.

Temos o lema, que será importante num ponto espećıfico adiante:

Lema 3.2. Se V satisfaz (V 1)− (V 3), então cV < c∞ =: cV∞.

Demonstração.

Como sabemos, pelo caṕıtulo anterior, existe (w, φw) ∈ H1(R3)×D1,2(R3) GSS

para o problema,  −∆u+ V∞u+ φu = |u|p−1u,

−∆φ = u2,
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Consideremos tw > 0 tal que tww ∈ NV . Dáı,

c∞ = I∞(w) ≥ I∞(tww) = I(tww) +

∫
R3

(V∞ − V (x))|tww|2dx > cV

como queriamos demonstrar.

Provemos o seguinte teorema, que será fundamental na demonstração do teorema

acima citado.

Teorema 3.3. Para qualquer δ > 0, existe R̃ > 0 tal que para todo n ≥ R̃, n ∈ N,

temos ∫
|x|>R̃

|∇un|2 + u2
ndx < δ.

Demonstração.

Suponhamos, por contradição, a existência de δ0 > 0 e, uma subsequência de

(un), ainda denotada por (un), tal que para todo n ∈ N,∫
|x|>n
|∇un|2 + u2

ndx ≥ δ0.

Definamos,

ρn(Ω) =

∫
Ω

|∇un|2 + u2
ndx+

∫
Ω

φunu
2
ndx

e, para r > 0, seja Ar = {x ∈ R3; r ≤ |x| ≤ r + 1}.

Afirmação 1: Para todo µ,R > 0, existe r > R tal que,

ρk(Ar) < µ, para todo k suficientemente grande. (3.1)

Caso tal fato não ocorresse, existiria µ̂ > 0, R̂ ∈ N tal que, para m ∈ N, m ≥ R̂,

existe p(m) onde para todo k ≥ p(m)

ρk(Am) ≥ µ̂. (3.2)

Observe que, podemos tomar a sequência (p(m))m não-decrescente. Além disso,

como existe C > 0, tal que∫
R3

φuu
2dx ≤ C‖u‖4, para todo u ∈ H1(R3)
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temos a existência de C > 0 tal que, para cada m ∈ N com m ≥ R̂, existirá un(m)=:n

tal que

C‖un‖2(1 + ‖un‖2) ≥ ‖un‖2 +

∫
R3

φunu
2
ndx ≥ ρn(Bm −BR̂)

= ρn(Am−1 ∪ Am−2 ∪ ... ∪ AR̂)

=
m−R̂∑
j=1

ρn(Am−j) ≥ (m− R̂)µ̂

onde (3.2) é usada na última desigualdade. Dáı, chegamos numa contradição, pois,

(un) é limitada em H1(R3). Assim, à Afirmação 1 fica demonstrada.

Pelo Lema 3.2, temos a existência de µ > 0 pequeno, tal que

c(V∞ − µ) < c(V∞) (3.3)

por (V 2), temos também que, existe Rµ ∈ N tal que

V (x) ≥ V∞ − µ > 0, q.s. |x| ≥ Rµ (3.4)

para r > Rµ, passando a subsequência, temos

ρk(Ar) < µ, k ≥ 1. (3.5)

Agora, observemos que

µ > ρk(Ar) ≥ min(1, 1/V∞)

∫
Ar

|∇uk|2 + V∞u
2
kdx+

∫
Ar

φuku
2
kdx ≥ 0

donde, ∫
Ar

|∇uk|2 + V∞u
2
kdx = O(µ) (3.6)

assim como, ∫
Ar

φuku
2
kdx = O(µ) (3.7)

desta forma, observando que∫
Ar

|∇uk|2 + V (x)u2
kdx =

∫
Ar

|∇uk|2 + V∞u
2
kdx+

∫
Ar

(V (x)− V∞)u2
kdx.

também que, por (V 2) e (3.4)∣∣∣ ∫
Ar

(V (x)− V∞)u2
kdx
∣∣∣ ≤ ∫

Ar

(V∞ − V (x))u2
kdx ≤ µ

∫
Ar

u2
kdx ≤ µ2
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⇒
∫
Ar

(V (x)− V∞)u2
kdx = O(µ) (3.8)

temos, por (3.6) e (3.8), que∫
Ar

|∇uk|2 + V (x)u2
kdx = O(µ). (3.9)

Para dar continuidade a demonstração, consideremos χ ∈ C∞0 (R3) tal que χ = 1

em Br, χ = 0 em Bc
r+1, 0 ≤ χ ≤ 1 e |∇χ| ≤ 2. Definamos vk = χuk e wk = (1− χ)uk.

Donde, vemos que

(I)

∫
Ar

|∇vk|2 + V (x)v2
kdx = O(µ)

(II)

∫
Ar

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx = O(µ)

(III)

∫
Ar

|vk|p+1dx = O(µ)

(IV)

∫
Ar

|wk|p+1dx = O(µ).

De fato, como V |Ar > 0 para r grande, por (V 2), temos

0 ≤
∫
Ar

V (x)v2
kdx,

∫
Ar

V (x)w2
kdx ≤

∫
Ar

V (x)u2
kdx = O(µ)

e,

0 ≤
∫
Ar

|∇vk|2dx,
∫
Ar

|∇wk|2dx ≤
∫
Ar

|∇uk|2dx+O(µ)

temos que (I) e (II) ficam provadas. Observemos também que, por (3.6) e pelas imersões

de Sobolev, ∫
Ar

|uk|p+1dx = O(µ).

desta forma, como

0 ≤
∫
Ar

|vk|p+1dx,

∫
Ar

|wk|p+1dx ≤
∫
Ar

|uk|p+1dx = O(µ)

(III) e (IV) ficam provadas. Sendo assim,∫
R3

|∇uk|2+V (x)u2
kdx =

∫
R3

|∇vk|2+V (x)v2
kdx+

∫
R3

|∇wk|2+V (x)w2
kdx+O(µ) (3.10)

e, ∫
R3

|uk|p+1dx =

∫
R3

|vk|p+1dx+

∫
R3

|wk|p+1dx+O(µ) (3.11)
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Recordemos que, estamos supondo∫
|x|>k
|∇uk|2 + u2

kdx ≥ δ0

donde, ∫
|x|>r+1

|∇uk|2 + u2
kdx ≥ δ0

e, assim ∫
|x|>r+1

|∇uk|2 + tu2
kdx ≥ δt = tδ0 > 0, t > 0. (3.12)

Dáı, podemos ver que, por (II),∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx =

∫
Bcr

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx

=

∫
Ar

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx+

∫
|x|>r+1

|∇uk|2 + V (x)u2
kdx

= O(µ) +

∫
|x|>r+1

|∇uk|2 + V (x)u2
kdx

como, por (3.4),∫
|x|>r+1

|∇uk|2+V (x)u2
kdx ≥

∫
|x|>r+1

|∇uk|2+(V∞−µ)u2
kdx =

∫
|x|>r+1

|∇uk|2+tu2
kdx ≥ δt

onde t = V∞ − µ, usando o que recordamos anteriormente. Assim,∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx ≥ O(µ) + δt. (3.13)

Além disso, podemos observar que:

uk = vk + wk e vkwk = χ(1− χ)u2
k ≥ 0

donde, usando o prinćıpio do máximo,

−∆ψ = vkwk ≥ 0(⇒ ψ ≥ 0), −∆φvk = v2
k e −∆φwk = w2

k

⇒ (vk + wk)
2 = v2

k + 2vkwk + w2
k = −∆(φvk + φwk + 2ψ) = −∆(φvk+wk)

⇒ φvk+wk = φvk + φwk + 2ψ ≥ φvk + φwk

⇒ φuku
2
k ≥ (φvk + φwk)(vk + wk)

2 = (φvk + φwk)(v
2
k + 2vkwk + w2

k) ≥ φvkv
2
k + φwkw

2
k

⇒
∫
R3

φuku
2
kdx ≥

∫
R3

φvkv
2
kdx+

∫
R3

φwkw
2
kdx. (3.14)
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Dáı, por (3.10) e (3.14), temos

J(uk) ≥ J(vk) + J(wk) +O(µ) (3.15)

e, consequentemente, como∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx ≥ O(µ) + δt

temos, (1

2
− 1

p+ 1

)∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx = O(µ) + δ′

onde δ′ = δt. Assim,

J(wk) ≥ O(µ) + δ′

e, consequentemente,

J(uk) ≥ J(vk) + J(wk) +O(µ) ≥ J(vk) + Cδ′ +O(µ)

para algum C > 0, dáı,

J(uk)− Cδ′ ≥ J(vk) +O(µ). (3.16)

E, também como∫
R3

|∇vk|2 + V (x)v2
kdx ≥

∫
Ar

|∇vk|2 + V (x)v2
kdx = O(µ)

temos que,

J(vk) ≥ O(µ)

assim, por (3.15),

J(uk) ≥ J(wk) +O(µ). (3.17)

Lembremos que, G : H1(R3)→ R, é definida por

G(u) =

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2 + φuu
2 − |u|p+1dx

e, que para u ∈ N , temos G(u) = 0. Desta forma, usando (3.10), (3.11) e (3.14), temos

que

0 = G(uk) ≥ G(vk) +G(wk) +O(µ).

Neste momento, faremos distinção de 3 casos.
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1oCaso. Existe uma subsequência, tal que G(vk) ≤ 0. Pelo Lema 1.3, temos

para todo k ∈ N, tk > 0 tal que tkvk ∈ N , e∫
R3

t2k|∇vk|2 + t2kV (x)v2
k + t4kφvkv

2
k − t

p+1
k |vk|

p+1dx = 0

⇒
∫
R3

|∇vk|2 + V (x)v2
k + t2kφvkv

2
kdx =

∫
R3

tp−1
k |vk|

p+1dx (3.18)

como G(vk) ≤ 0, temos tp−1
k G(vk) ≤ 0, donde

tp−1
k

∫
R3

|∇vk|2 + V (x)v2
k + φvkv

2
k − |vk|p+1dx ≤ 0

⇒ tp−1
k

∫
R3

|∇vk|2 + V (x)v2
kdx+ tp−1

k

∫
R3

φvkv
2
kdx ≤ tp−1

k

∫
R3

|vk|p+1dx. (3.19)

Logo, fazendo (3.19)− (3.18), temos

(tp−1
k − 1)

∫
R3

|∇vk|2 + V (x)v2
kdx+ (tp−1

k − t2k)
∫
R3

φvkv
2
kdx ≤ 0

e, como
∫
R3 |∇vk|2 +V (x)v2

kdx,
∫
R3 φvkv

2
kdx ≥ 0, temos que tk ≤ 1. Portanto, para todo

k ≥ 1, usando (3.16) e que J(uk) = cV + ok(1), temos

cV ≤ I(tkvk) = J(tkvk) ≤ J(vk) ≤ J(uk)− Cδ′ +O(µ) = cV − Cδ′ + ok(1) +O(µ)

chegando assim, a uma contradição.

2oCaso. Existe uma subsequência tal que G(wk) ≤ 0. Seja (ηk) ⊂ R, tal que

ηkwk ∈ N . Pelo mesmo argumento do Caso 1, temos ηk ≤ 1. Definamos wk = ηkwk.

Seja também (tk) ⊂ R, tal que tkwk ∈ NV∞−µ. Dáı,∫
R3

|∇wk|2 +(V∞−µ)w2
k+φwkw

2
kdx ≤

∫
R3

|∇wk|2 +V (x)w2
k+φwkw

2
kdx =

∫
R3

|wk|p+1dx

⇒
∫
R3

|∇wk|2 + (V∞ − µ)w2
k + φwkw

2
kdx ≤

∫
R3

|wk|p+1dx

como também, tkwk ∈ NV∞−µ, temos∫
R3

|∇wk|2 + (V∞ − µ)w2
k + t2kφwkw

2
kdx = tp−1

k

∫
R3

|wk|p+1dx

donde, multiplicando a última desigualdade por tp−1
k e subtraindo a identidade acima,

temos

(tp−1
k − 1)

∫
R3

|∇wk|2 + (V∞ − µ)w2
kdx+ (tp−1

k − t2k)
∫
R3

φwkw
2
kdx ≤ 0
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assim,

tk ≤ 1.

Dáı, concluimos que,

c(V∞ − µ) ≤ I(tkwk)

=
t2k
2

∫
R3

|∇wk|2 + (V∞ − µ)w2
kdx+

t4k
4

∫
R3

φwkw
2
kdx−

tp+1
k

p+ 1

∫
R3

|wk|p+1dx

≤ t2k
2

∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx+

t4k
4

∫
R3

φwkw
2
kdx−

tp+1
k

p+ 1

∫
R3

|wk|p+1dx

agora, multiplicando a expressão∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
k + φwkw

2
kdx =

∫
R3

|wk|p+1dx

por
(
− tp+1

k

p+1

)
, e substituindo na desigualdade acima, temos

c(V∞ − µ) ≤
(t2k

2
− tp+1

k

p+ 1

)∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx+

(t4k
4
− tp+1

k

p+ 1

)∫
R3

φwkw
2
kdx

≤ J(wk) = J(ηkwk) ≤ J(wk) ≤ J(uk) +O(µ) = cV + ok(1) +O(µ)

mas, µ→ 0 e k →∞, donde, pelo Lema 1.7, temos

c∞ = c(V∞) ≤ cV . Absurdo. Pois, pelo Lema 3.2, cV < c∞.

3oCaso. Existem subsequências tais que G(vk) > 0 e G(wk) > 0.

Temos que, G(wk) = O(µ) e G(vk) = O(µ). Seja (ηk) ⊂ R tal que ηkwk ∈ N .

Supondo lim ηk = η0 > 1, logo

O(µ) = G(wk) =

∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
k + φwkw

2
k − |wk|p+1dx

=
(

1− 1

ηp−1
k

)∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx+

(
1− 1

ηp−3
k

)∫
R3

φwkw
2
kdx

visto que,

G(ηkwk) = 0⇒ η2
k

∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx+ η4

k

∫
R3

φwkw
2
kdx− η

p+1
k

∫
R3

|wk|p+1dx = 0
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e, como consequência,∫
R3

|wk|p+1dx =
1

ηp−1
k

∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx

1

ηp−3
k

∫
R3

φwkw
2
kdx.

Tendo justificado tal fato, podemos continuar. Segue da identidade,

O(µ) =
(

1− 1

ηp−1
k

)∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx+

(
1− 1

ηp−3
k

)∫
R3

φwkw
2
kdx

≥
(

1− 1

ηp−1
k

)∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx ≥ 0

⇒
∫
R3

|∇wk|2 + V (x)w2
kdx = O(µ)

o que, de fato, é uma contradição com (3.13). Para o caso de ηk ≤ 1 + O(µ), basta

usar os mesmos argumentos do 2ocaso.

Demonstração. (do Teorema 3.1)

Pelo teorema provado acima, temos: para todo δ > 0, existe r > 0 tal que

‖un‖H1(Bcr) < δ

para todo n ∈ N.

Dáı, como

un ⇀ u em H1(R3)

e,

un → u em Ls(Ω), Ω ⊂ R3 limitado para 1 ≤ s < 6.

Temos que, para s ∈ [2, 6): para todo δ > 0, existe r > 0 e n0 ∈ N tal que, para

n ≥ n0

‖un − u‖Ls(R3) = ‖un − u‖Ls(Br) + ‖un − u‖Ls(Bcr)

< δ + ‖un‖Ls(Bcr) + ‖u‖Ls(Bcr)

≤ δ + C(‖un‖H1(Bcr) + ‖u‖H1(Bcr)).

Desde que, ‖un‖H1(Bcr), ‖u‖H1(Bcr) < δ, pois, lim inf ‖un‖H1(Bcr) ≥ ‖u‖H1(Bcr), tem-

se,

‖un − u‖Ls(R3) ≤ δ + 2δC = (1 + 2C)δ
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implicando que,

un → u em Ls(R3), 2 ≤ s < 6. (3.20)

Além disso, pelas propriedades do termo não local, sabemos que:

φun → φu em D1,2(R3) (3.21)∫
R3

φunu
2
ndx→

∫
R3

φuu
2dx (3.22)

e, ∫
R3

φununψdx→
∫
R3

φuuψdx, para todo ψ ∈ C∞0 (R3).

Como I(un)→ cV , podemos supor [28] que (un) é uma sequência (PS) para I|N
e, consequentemente, (un) é (PS) para I. Assim, pelas estimativas acima e usando

argumento análogo ao feito no Teorema 2.4, temos I ′(u) = 0. Agora, observemos

que, como (un) ⊂ N pelo Lema 1.3, temos (‖un‖p+1) é limitada inferiormente por

uma constante positiva. Dáı, como consequência de (3.20), u 6= 0 e, então u ∈ N .

Finalmente, pelas mesmas observações feitas tem-se

cV ≤ I(u) ≤ lim inf I(un) = cV

portanto, (u, φu) é GSS do problema (0.2). Como queriamos demonstrar.

Para finalizarmos o caṕıtulo, mostraremos que o resultado provado acima, não

é, de fato, válido para o caso cŕıtico. Com efeito, mostraremos que o problema (0.3),

dado por:  −∆u+ V (x)u+ φu = u5,

−∆φ = u2,

não tem, necessariamente, solução não trivial.

Teorema 3.4. Suponhamos que V satisfaz:

(V 4) V ∈ C(R3,R)

(V 5) 0 < C3 ≤ V (x) ≤ C4, x ∈ R3

(V 6) 0 ≤ 2V (x) + (∇V (x)|x), x ∈ R3.

Seja (u, φ) ∈ H1(R3)×D1,2(R3) solução do problema (0.3). Então, u = φ = 0.
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Demonstração.

Primeiramente, note que, se (u, φ) ∈ H1(R3) × D1,2(R3) é solução do problema

(0.3), então (u, φ) satisfaz a identidade de Pohozaev, ou seja,∫
R3

|∇u|2 + 3V (x)u2 + (∇V (x)|x)u2 +
5

2
φu2dx =

∫
R3

u6dx.

Multiplicando a primeira equação do problema por u e integrando, temos∫
R3

|∇u|2dx+

∫
R3

V (x)u2dx+

∫
R3

φu2dx =

∫
R3

u6dx

por outro lado, multiplicando a segunda equação do problema por φ e integrando,

temos ∫
R3

|∇φ|2dx =

∫
R3

φu2dx

juntando as três últimas identidades temos,∫
R3

[2V (x) + (∇V (x)|x)]u2dx+
3

2

∫
R3

|∇φ|2dx = 0

donde, segue, pelas hipóteses dadas à V , que

[2V (x) + (∇V (x)|x)]u2 = 0 e |∇φ|2 = 0.

Portanto,

φ = u = 0.
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Caṕıtulo 4

O problema

Schrödinger-Poisson-Slater com

perturbação

Este caṕıtulo, assim como o anterior, tem como base [3], ele é destinado ao estudo

da equação Schrödinger-Poisson-Slater com perturbação. Sendo mais exato, daremos

resultados de GSS para um caso cŕıtico da equação Schrödinger-Poisson. O problema

em foco é (0.4), o qual é dado por: −∆u+ V (x)u+ φu = |u|p−1u+ u5,

−∆φ = u2,

onde 3 < p < 5 e V satisfaz as propriedades (V 1)−(V 3) exibidas no ińıcio do Caṕıtulo

3. Lembrando que o funcional energia para o problema é I∗ : H1(R3)→ R, dado por:

I∗(u) =
1

2

∫
R3

|∇u|2 + V (x)u2dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1dx− 1

6

∫
R3

u6dx.

Diferente dos problemas anteriores, faremos num mesmo caṕıtulo os casos poten-

cial constante e não constante. Primeiro, faremos o caso potencial constante e, depois

o caso não constante. Vale destacar, que estaremos considerando,

c∗ = inf
u∈N ∗

I∗(u).

Iniciemos o caṕıtulo com o seguinte lema:
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Lema 4.1. A desigualdade:

c∗ <
1

3
S3/2

é válida.

Demonstração.

Consideremos uma função de Talenti uε ∈ D1,2(R3), definida por

uε := Cε
ε1/4

(ε+ |x|2)1/2

onde Cε > 0 é a constante normalizada (ver [27]). Seja ϕ ∈ C∞0 (R3) tal que existe

R > 0 com,

ϕ|BR = 1, 0 ≤ ϕ ≤ 1 e suptϕ ⊂ B2R.

Definamos também, wε := uεϕ e vε := wε
‖wε‖6 . Usando as estimativas dadas em [8],

temos

‖∇vε‖2
2 = S +O(ε1/2) (4.1)

e, para s ∈ [2, 6),

‖vε‖ss =


O(ε

s
4 ), se s ∈ [2, 3)

O(ε
3
4 |lnε|), se s = 3

O(ε
6−s
4 ), se s ∈ (3, 6).

(4.2)

Para cada ε > 0, existe tε > 0 tal que tεvε ∈ N ∗. Afirmamos que, (tε) é limitada

inferiormente por uma constante positiva. De fato, caso contrário, existiria (εn) tal que

lim tεn = 0 e, consequentemente,

0 < c∗ ≤ lim I∗(tεnvεn) = 0

visto que, usando o Lema 1.3, (4.1) e (4.2), temos

0 ≤ I∗(tεnvεn) =
t2εn
2

∫
R3

|∇vεn|2 + v2
εndx+

t4εn
4

∫
R3

φvεnv
2
εndx−

tq+1
εn

q + 1

∫
R3

|vεn|q+1dx−
t6εn
6

∫
R3

v6
εndx

≤
t2εn
2

(‖∇vεn‖2
2 + ‖vεn‖2

2) +
t4εn
4
C ′‖vεn‖4 −

tq+1
εn

q + 1
‖vεn‖

q+1
q+1 −

t6εn
6
‖vεn‖6

6

≤
t2εn
2

(S +O(ε1/2
n )) +

t4εn
4
C ′(S +O(ε1/2

n ))2 −
tq+1
εn

q + 1
O(ε

5−q
4

n )→ 0

quando n→∞. Assim,

lim I∗(tεnvεn) = 0.
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Afirmação 1: Para todo ε > 0, suficientemente pequeno,

tε ≤ (

∫
R3

|∇vε|2 + v2
εdx)1/4.

De fato, seja γε(t) := I∗(tvε) e rε := (
∫
R3 |∇vε|2 + v2

εdx)1/4. Dáı, por (4.1) e (4.2),

(rε) é limitada inferiormente por uma constante positiva. Como também, tεvε ∈ N ∗,

temos γ
′
ε(tε) = 0, pois, para t > 0

γ
′

ε(t) =
t2

t

∫
R3

|∇vε|2 + v2
εdx+

t4

t

∫
R3

φvεv
2
εdx−

tq+1

t

∫
R3

|vε|q+1dx− t6

t

∫
R3

v6
εdx

e, consequentemente,

γ
′

ε(tε) =
1

tε

∫
R3

|∇(tεvε)|2 + (tεvε)
2 + φtεvε(tεvε)

2 − |tεvε|q+1 − (tεvε)
6dx = 0

assim,

γ′ε(tε) =
1

tε
I ′∗(tεvε)(tεvε)

logo,

γ
′

ε(tε) = 0.

Por outro lado, pelas propriedades do termo não local,

γ
′

ε(t) = tr4
ε − t5 + t3

∫
R3

φvεv
2
εdx− tq‖vε‖

q+1
q+1 ≤ tr4

ε − t5 + C ′t3‖vε‖4
12/5 − tq‖vε‖

q+1
q+1

como, ‖vε‖12/5
12/5 = O(ε3/5), temos

‖vε‖4
12/5 = (‖vε‖12/5

12/5)5/3 = (O(ε3/5))5/3 = O(ε)

e,

γ
′

ε(t) ≤ tr4
ε − t5 + t3(C ′O(ε)− tq−3O(ε

5−q
4 )).

onde O(ε) e O(ε
5−q
4 ) podem ser tratados como funções não-negativas.

Dáı, temos que, para ε > 0 suficientemente pequeno, γ
′
ε(t) < 0 em t ∈ (rε,∞),

assim à Afirmação 1 segue.

Agora, note que, a função f : R∗+ → R dada por:

f(t) =
1

2
t2r4

ε −
1

6
t6
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é crescente em (0, rε). Desta forma, pela Afirmação 1 provada acima, temos

I∗(tεvε) =
t2ε
2

∫
R3

|∇vε|2 + v2
εdx+

t4ε
4

∫
R3

φvεv
2
εdx−

tq+1
ε

q + 1

∫
R3

|vε|q+1dx− t6ε
6

∫
R3

v6
εdx

≤ 1

3

(∫
R3

|∇vε|2 + v2
εdx
)3/2

+ C ′
t4ε
4
‖vε‖4

12/5 −
tq+1
ε

q + 1
‖vε‖q+1

q+1

=
1

3
(S +O(ε1/2))3/2 + C ′

t4ε
4
‖vε‖4

12/5 −
tq+1
ε

q + 1
‖vε‖q+1

q+1.

Usando a desigualdade (a + b)δ ≤ aδ + δ(a + b)δ−1b, que é válida para δ ≥ 1 e

a, b ≥ 0, temos, por (4.2) e pela desigualdade citada, que

I∗(tεvε) ≤
1

3
S3/2 +O(ε1/2) + C1O(ε)− C2O(ε

5−q
4 ) (4.3)

onde C1, C2 ∈ [α, β] com α > 0. Tal fato, é garantido por tε e rε serem limitados supe-

riormente, visto que ser tε ≤ rε, para todo ε > 0; também tε é limitada inferiormente

por constante positiva. Em verdade, como q > 3, a conclusão segue de (4.3), para

ε > 0 suficientemente pequeno.

Teorema 4.2. Seja V uma constante positiva. Então, o problema em questão tem

uma GSS.

Demonstração.

Primeiramente, definamos o funcional J∗ : H1(R3)→ R dado por:

J∗(u) =
(1

2
− 1

q + 1

)∫
R3

|∇u|2+u2dx+
(1

4
− 1

q + 1

)∫
R3

φuu
2dx+

( 1

q + 1
− 1

6

)∫
R3

u6dx,

o funcional J∗ têm as mesmas caracteŕısticas e mesmo propósito do J do teorema

anterior.

Agora, seja (un) ⊂ N ∗ tal que

lim I∗(un) = c∗.

Como vemos I∗(un) = J∗(un), donde lim J∗(un) = c∗. Observando que, J∗(un) ≥

C‖un‖2, chegamos que (un) é limitada.

Dáı, existe u ∈ H1(R3) tal que, a menos de subsequência,

un ⇀ u em H1(R3)
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un → u em Ls(Ω), Ω ⊂ R3 limitado e 1 ≤ s < 6.

Agora, usaremos o argumento concentração de compacidade de Lions (ver [22]),

sobre a sequência de medidas dadas por

µ∗n(Ω) =
(1

2
− 1

q + 1

)∫
Ω

|∇un|2+u2
ndx+

(1

4
− 1

q + 1

)∫
Ω

φunu
2
ndx+

( 1

q + 1
−1

6

)∫
Ω

u6
ndx.

onde podemos observar que, µ∗n(R3) = J∗(un) e, assim, limµ∗n(R3) = c∗.

O anulamento não ocorre

Suponhamos por contradição, que o anulamento ocorre. Logo, para todo r > 0,

lim
n

sup
ξ∈R3

µ∗n(Br(ξ)) = 0.

Em particular, existe r > 0 tal que

lim
n

sup
ξ∈R3

∫
Br(ξ)

u2
ndx = 0

por P. L. Lions [22], un → 0 em Ls(R3), s ∈ (2, 6). Desta forma,∫
R3

|un|q+1dx→ 0 e

∫
R3

φunu
2
ndx ≤ C‖un‖4

12/5 → 0.

Assim, como (I∗)′(un).(un) = 0, visto que (un) ⊂ N ∗, temos

lim

(∫
R3

|∇un|2 + u2
ndx−

∫
R3

u6
ndx

)
= 0.

Dáı, sendo (‖un‖) é limitada superiormente, pois, J∗(un) ≥ C‖un‖2 e lim J∗(un) = c∗;

e limitada inferiormente por constante positiva, visto que zero não pertence a fronteira

de N ∗, temos assim, a existência de l > 0 tal que

l = lim

∫
R3

|∇un|2 + u2
ndx = lim

∫
R3

u6
ndx

c∗ = lim I∗(un) =
1

2
l − 1

6
l =

1

3
l

e,

S ≤
∫
R3 |∇un|2 + u2

ndx

(
∫
R3 u6

ndx)1/3
→ l

l1/3
= l2/3.

Donde, c∗ = 1
3
l ≥ 1

3
S3/2. O que contradiz o lema anterior.

A dicotomia não ocorre
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Suponhamos, por contradição, que a dicotomia ocorre. Logo, existe c̃ ∈ (0, c∗),

duas sequências (ξn) e (rn), com rn →∞ e duas medidas µ1
n e µ2

n tais que

0 ≤ µ1
n+µ2

n ≤ µ∗n, µ1
n(R3)→ c̃, µ2

n(R3)→ c∗−c̃, supt(µ1
n) ⊂ Brn(ξn) e supt(µ2

n) ⊂ Bc
2rn(ξn).

Agora, consideremos (ρn) ⊂ C1(R3) tal que

ρn = 1 em Brn(ξn), ρn = 0 em R3 −B2rn(ξn), 0 ≤ ρn ≤ 1 e |∇ρn| ≤
2

rn
.

Definamos também,

vn := ρnun e wn := (1− ρn)un.

Denotando por, Ωn = B2rn(ξn)−Brn(ξn), temos

µ∗n(Ωn)→ 0

visto que,

µ∗n(Ωn) + µ1
n(R3) + µ2

n(R3) = µ1
n(Brn(ξn)) + µ∗n(Ωn) + µ2

n(Bc
2rn(ξn))

≤ µ∗n(Ωn) + µ∗n(Brn(ξn)) + µ∗n(Bc
2rn(ξn))

= µ∗n(R3)

assim,

0 ≤ µ∗n(Ωn) ≤ µ∗n(R3)− (µ1
n(R3) + µ2

n(R3))→ 0

deste modo,

limµ∗n(Ωn) = 0.

Desta forma, como

µ∗n(Ωn) ≥

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
Ωn

|∇un|2 + u2
ndx ≥ 0,

µ∗n(Ωn) ≥

(
1

4
− 1

q + 1

)∫
Ωn

φunu
2
ndx ≥ 0,

e,

µ∗n(Ωn) ≥

(
1

q + 1
− 1

6

)∫
Ωn

u6
ndx ≥ 0
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temos que, ∫
Ωn

|∇un|2 + u2
ndx→ 0 (4.4),∫

Ωn

φunu
2
ndx→ 0 (4.5),

e, ∫
Ωn

u6
ndx→ 0 (4.6).

Observe também que, ∫
Ωn

v2
ndx,

∫
Ωn

w2
ndx ≤

∫
Ωn

u2
ndx

e, ∫
Ωn

|∇vn|2dx,
∫

Ωn

|∇wn|2dx ≤
∫

Ωn

|∇un|2dx+ on(1)

sendo assim,

0 ≤
∫

Ωn

|∇vn|2 + v2
ndx ≤

∫
Ωn

|∇un|2 + u2
ndx+ on(1),

0 ≤
∫

Ωn

|∇wn|2 + w2
ndx ≤

∫
Ωn

|∇un|2 + u2
ndx+ on(1),

donde, ∫
Ωn

|∇vn|2 + v2
ndx,

∫
Ωn

|∇wn|2 + w2
ndx→ 0. (4.7)

Portanto, temos (4.8) dada por,

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx =

∫
Brn (ξn)

|∇un|2 + u2
ndx+

∫
Ωn

|∇vn|2 + v2
ndx

=

∫
Brn (ξn)

|∇un|2 + u2
ndx+ on(1)

e (4.9), dada por

∫
R3

|∇wn|2 + w2
ndx =

∫
Bc2rn (ξn)

|∇un|2 + u2
ndx+

∫
Ωn

|∇wn|2 + w2
ndx

=

∫
Bc2rn (ξn)

|∇un|2 + u2
ndx+ on(1).

Dáı, por (4.8) e (4.9),∫
R3

|∇un|2 +u2
ndx =

∫
Brn (ξn)

|∇un|2 +u2
ndx+

∫
Ωn

|∇un|2 +u2
ndx+

∫
Bc2rn (ξn)

|∇un|2 +u2
ndx
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implicando,∫
R3

|∇un|2 + u2
ndx =

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx+

∫
R3

|∇wn|2 + w2
ndx+ on(1) (4.10)

Desde que, como H1(Ωn) ↪→ Lq+1(Ωn),∫
Ωn

|∇un|2 + u2
ndx = on(1)⇒

∫
Ωn

|un|q+1dx = on(1)

e, dáı, observando

0 ≤
∫

Ωn

|vn|q+1dx,

∫
Ωn

|wn|q+1dx ≤
∫

Ωn

|un|q+1dx = on(1)

temos, ∫
Ωn

|vn|q+1dx,

∫
Ωn

|wn|q+1dx = on(1)

desta forma, chegamos que∫
R3

|vn|q+1dx =

∫
Brn (ξn)

|un|q+1dx+ on(1)

e, ∫
R3

|wn|q+1dx =

∫
Bc2rn (ξn)

|un|q+1dx+ on(1)

portanto, ∫
R3

|un|q+1dx =

∫
R3

|vn|q+1dx+

∫
R3

|wn|q+1dx+ on(1). (4.11)

Analogamente, ∫
R3

u6
ndx =

∫
R3

v6
ndx+

∫
R3

w6
ndx+ on(1). (4.12)

Além disso, temos, pelo mesmo argumento de (3.14), que∫
R3

φunu
2
ndx ≥

∫
R3

φvnv
2
ndx+

∫
R3

φwnw
2
ndx+ on(1). (4.13)

Assim, por (4.10)-(4.13) temos

J∗(un) ≥ J∗(vn) + J∗(wn) + on(1)

⇒ c∗ = lim J∗(un) ≥ lim inf
n

J∗(vn) + lim inf
n

J∗(wn) ≥ 0

assim,

0 ≤ lim inf
n

J∗(vn) ≤ c∗
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0 ≤ lim inf
n

J∗(wn) ≤ c∗.

Afirmação 1: Tais lim inf são positivos, ou seja, temos

0 < lim inf
n

J∗(vn) < c∗ (4.14)

e,

0 < lim inf
n

J∗(wn) < c∗. (4.15)

De fato, como µ1
n ≤ µ∗n, µ1

n(R3)→ c̃ e supt(µ1
n) ⊂ Brn(ξn), temos que

lim inf
n

µ∗n(Brn(ξn)) ≥ c̃. (4.16)

Assim, pela definição da µ∗n, temos que(1

2
− 1

q + 1

)∫
Brn (ξn)

|∇un|2+u2
ndx+

(1

4
− 1

q + 1

)∫
Brn (ξn)

φunu
2
ndx+

( 1

q + 1
−1

6

)∫
Brn (ξn)

u6
ndx ≥ c̃+on(1).

Dáı, podemos afirmar que,(1

2
− 1

q + 1

)∫
Brn (ξn)

|∇un|2 + u2
ndx ≥ C + on(1) (4.17)

para algum C > 0. Caso contrário,

lim inf
n

(1

2
− 1

q + 1

)∫
Brn (ξn)

|∇un|2 + u2
ndx = 0

donde,

lim inf
n
‖un‖H1(Brn (ξn)) = 0. (4.18)

Por outro lado, através da desigualdade de Hölder, temos

∫
Brn (ξn)

φunu
2
ndx ≤

(∫
Brn (ξn)

φ6
undx

)1/6(∫
Brn (ξn)

|un|12/5dx

)5/6

como H1(Ω) ↪→ L12/5(Ω), logo existe M > 0 tal que,

∫
Brn (ξn)

φunu
2
ndx ≤M

(∫
R3

|φun|6dx

)1/6

‖un‖2
H1(Brn (ξn))

como também: ‖u‖6 ≤M‖∇u‖2 para todo u ∈ H1(R3), temos

∫
Brn (ξn)

φunu
2
ndx ≤M

(∫
R3

|∇φun|2dx

)1/2

‖un‖2
H1(Brn (ξn))
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e, usando as propriedades do termo não local, chegamos que∫
Brn (ξn)

φunu
2
ndx ≤M‖un‖2‖un‖2

H1(Brn (ξn)). (4.19)

Como (un) é limitada em H1(R3), temos, por (4.18), que

lim inf
n

∫
Brn (ξn)

φunu
2
ndx = 0. (4.20)

Também temos, para todo n ∈ N,

‖un‖L6(Brn (ξn)) ≤M‖un‖H1(Brn (ξn))

assim,

lim inf
n
‖un‖L6(Brn (ξn)) = 0. (4.21)

Dáı, pela observação de (4.18), (4.20) e (4.21), chegamos a uma contradição com (4.16).

Portanto, a equação (4.17) é válida. Donde observamos que,

J∗(vn) ≥
(1

2
− 1

q + 1

)∫
Brn (ξn)

|∇vn|2 + v2
ndx =

(1

2
− 1

q + 1

)∫
Brn (ξn)

|∇un|2 + u2
ndx

⇒ lim inf
n

J∗(vn) ≥ C > 0⇒ lim inf
n

J∗(vn) > 0 e lim inf
n

J∗(wn) < c∗.

Analogamente,

lim inf
n

J∗(wn) > 0 e lim inf
n

J∗(vn) < c∗.

Portanto,

0 < lim inf
n

J∗(vn) < c∗

e

0 < lim inf
n

J∗(wn) < c∗,

e , à Afirmação 1, fica provada.

Sabemos que, o funcional G∗ : H1(R3)→ R é definido por

G∗(u) =

∫
R3

|∇u|2 + u2 + φuu
2 − |u|q+1 − u6dx

e, sendo u ∈ N ∗, temos G∗(u) = 0. Dáı, por (4.10)-(4.13), temos

0 = G∗(un) ≥ G∗(vn) +G∗(wn) + on(1) (4.22)
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Como, para cada n ∈ N, existe tn > 0 tal que tnvn ∈ N ∗, temos G∗(tnvn) = 0, ou

seja,

t2n

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx+ t4n

∫
R3

φvnv
2
ndx− tq+1

n

∫
R3

|vn|q+1dx− t6n
∫
R3

v6
ndx = 0 (4.23)

assim,

t2n

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx+ t4n

∫
R3

φvnv
2
ndx = tq+1

n

∫
R3

|vn|q+1dx+ t6n

∫
R3

v6
ndx

Neste momento, faremos distinção entre 3 casos:

1oCaso: Supondo que existe subsequência tal que G∗(vn) ≤ 0.

G∗(vn) ≤ 0⇒ tq+1
n G∗(vn) ≤ 0

implicando,

tq+1
n

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx+ tq+1

n

∫
R3

φvnv
2
ndx− tq+1

n

∫
R3

|vn|q+1dx− tq+1
n

∫
R3

v6
ndx ≤ 0

subtraindo a equação acima pela equação (4.23), logo

(tq+1 − t2n)

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx+ (tq+1 − t4n)

∫
R3

φvnv
2
ndx+ (t6 − tq+1

n )

∫
R3

v6
ndx ≤ 0.

assim,

tn ≤ 1, para todo n ∈ N.

Desta forma, por (4.14), temos

c∗ ≤ I∗(tnvn) = J∗(tnvn) ≤ J∗(vn)

donde,

c∗ ≤ lim inf
n

J∗(vn) < c∗

chegando assim numa contradição.

2oCaso: Supondo que existe subsequência tal que G∗(wn) ≤ 0.

Chegamos a um absurdo da mesma forma que no caso anterior.

3oCaso: Supondo que existe subsequências tais que G∗(wn), G∗(vn) > 0.

Teremos que, G∗(vn) = on(1) e G∗(wn) = on(1), por (4.22). Se tn ≤ 1 + on(1),

chegamos a uma contradição da mesma forma que no 1oCaso. Caso lim tn = t0 > 1,
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temos, usando (4.23), que

on(1) = G∗(vn) =

∫
R3

|∇vn|2 + v2
n + φvnv

2
n − |vn|q+1 − v6

ndx =

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx

+

∫
R3

φvnv
2
ndx−

1

tq−1
n

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx−

1

tq−3
n

∫
R3

φvnv
2
ndx+

( t6n
tq+1
n

− 1
)∫

R3

v6
ndx

=

(
1− 1

tq−1
n

)∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx+

(
1− 1

tq−3
n

)∫
R3

φvnv
2
ndx+

( t6n
tq+1
n

− 1
)∫

R3

v6
ndx

desta forma,

0 = lim inf
n

[(
1− 1

tq−1
n

)∫
R3

|∇vn|2+v2
ndx+

(
1− 1

tq−3
n

)∫
R3

φvnv
2
ndx+

( t6n
tq+1
n

−1
)∫

R3

v6
ndx

]
logo,

0 ≥M lim inf
n

∫
R3

|∇vn|2 + v2
n + φvnv

2
n + v6

ndx com M > 0

sendo assim,

0 ≥ lim inf
n

J∗(vn)

o que é um absurdo. Visto que,

0 < lim inf
n

J∗(vn) < c∗.

Portanto, a dicotomia não ocorre.

Desta forma, a compacidade acontece, sendo assim, existe (ξn) ⊂ R3 tal que:

para todo δ > 0, existe r = r(δ) > 0 tal que para n suficientemente grande,

c∗ − δ

3
≤ µ∗n(Bc

r(ξn)) + µ∗n(Br(ξn)) ≤ c∗ +
δ

3
(definição de µ∗n)

e,

µ∗n(Br(ξn)) ≥ c∗ − δ

3
(pela compacidade ser válida)

deste modo,

µ∗n(Bc
r(ξn)) + µ∗n(Br(ξn)) ≥ c∗ − δ

3
+ µ∗n(Bc

r(ξn))

implicando,

µ∗n(Bc
r(ξn)) + c∗ − δ

3
≤ c∗ +

δ

3
⇒ µ∗n(Bc

r(ξn)) < δ

assim, (
1

2
− 1

q + 1

)∫
Bcr(ξn)

|∇un|2 + u2
ndx < δ. (4.24)
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Agora, definamos vn := un(. − ξn). Claramente, (vn) ⊂ N ∗. Desta forma, por

(4.24), temos que para todo δ > 0, existe r > 0 tal que

‖vn‖H1(Bcr) < δ, para todo n ∈ R3. (4.25)

E, como (un) é limitada em H1(R3), temos que (vn) também será. Consequen-

temente, existe v ∈ H1(R3) tal que vn ⇀ v em H1(R3), a menos de subsequência.

Donde,

vn → v em Ls(Ω), Ω ⊂ R3 limitado para 1 ≤ s < 6. (4.26)

Desta forma, para s ∈ [2, 6), temos, por (4.26), que: para todo δ > 0, existe r > 0

e n0 ∈ N tal que, para n ≥ n0

‖vn − v‖Ls(R3) ≤ ‖vn − v‖Ls(Br) + ‖vn − v‖Ls(Bcr) < δ + ‖vn‖Ls(Bcr) + ‖v‖Ls(Bcr)

usando as imersão H1(Bc
r) ↪→ Ls(Bc

r), teremos a existência de K > 0 tal que,

‖vn − v‖Ls(R3) ≤ δ +K(‖vn‖H1(Bcr) + ‖v‖H1(Bcr))

como vn ⇀ v em H1(R3), temos vn ⇀ v em H1(Bc
r) e, dáı, por (4.25)

‖v‖H1(Bcr) ≤ lim inf
n
‖vn‖H1(Bcr) ⇒ ‖v‖H1(Bcr) ≤ lim inf

n
δ = δ

⇒ ‖vn − v‖Ls(R3) ≤ δ + 2δK = (1 + 2K)δ

⇒ vn → v em Ls(R3), s ∈ [2, 6). (4.27)

Lembrando que, φ é uma aplicação cont́ınua de L12/5(R3) em D1,2(R3) e as pro-

priedades do termo não local, temos

φvn → φv em D1,2(R3), pois, vn → v em L12/5(R3).∫
R3

φvnv
2
ndx→

∫
R3

φvv
2dx.

Além disso, para ψ ∈ C∞0 (R3),∫
R3

φvnvnψdx→
∫
R3

φvvψdx

e, ∫
R3

v5
nψdx→

∫
R3

v5ψdx.
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Agora, note que, pelo ińıcio da demonstração podemos supor via [28], que (vn) é

(PS) em I∗|N ∗ , consequentemente, (PS) em I∗. Desta forma, v ∈ N ∗. Assim,

1

6

∫
R3

|∇v|2 + v2dx+
1

6

∫
R3

φvv
2dx− 1

6

∫
R3

|v|q+1dx− 1

6

∫
R3

v6dx = 0

donde,

I∗(v) =
1

2

∫
R3

|∇v|2 + v2dx+
1

4

∫
R3

φvv
2dx− 1

q + 1

∫
R3

|v|q+1dx− 1

6

∫
R3

v6dx

=

(
1

2
− 1

6

)∫
R3

|∇v|2 + v2dx+

(
1

4
− 1

6

)∫
R3

φvv
2dx+

(
1

6
− 1

q + 1

)∫
R3

|v|q+1dx

⇒ I∗(v) =
1

3

∫
R3

|∇v|2 + v2dx+
1

12

∫
R3

φvv
2dx+

(
1

6
− 1

q + 1

)∫
R3

|v|q+1dx.

Analogamente,

I∗(vn) =
1

3

∫
R3

|∇vn|2 + v2
ndx+

1

12

∫
R3

φvnv
2
ndx+

(
1

6
− 1

q + 1

)∫
R3

|vn|q+1dx

e, dáı

c∗ ≤ I∗(v) ≤ lim inf
n

I∗(vn) = c∗

⇒ (v, φv) é GSS do problema em questão.

Provado o teorema acima, para potencial constante, provaremos agora um outro

teorema de existência de solução, sendo agora para potencial não constante. Antes

dele, provemos o lema auxiliar:

Lema 4.3.

c∗V <
1

3
S3/2.

Demonstração.

Primeiramente, note que, pelo teorema anterior, existe GSS para o problema em

questão quando V = V∞, e, assim como no Lema 3.2, podemos ver que c∗V < c∗∞.

Donde o resultado segue pelo Lema 4.1.

Teorema 4.4. Se V satisfaz (V 1− V 3). Então, o problema em questão −∆u+ V (x)u+ φu = |u|q−1u+ u5,

−∆φ = u2,

tem um GSS.
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Demonstração.

Seja (un) ⊂ N ∗ tal que

lim I∗(un) = c∗n.

Da mesma forma, que nos outros teoremas, (un) é limitada e,

un ⇀ u em H1(R3)

e,

un → u em Ls(Ω), Ω ⊂ R3 limitado e 1 ≤ s < 6..

Do teorema que auxiliou na demonstração do teorema anterior, temos

‖un‖H1(Bcr) < δ, n ≥ 1

consequentemente,

un → u em Ls(R3),1 ≤ s < 6.

E, o resultado segue de modo análogo ao caso potencial constante.
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Caṕıtulo 5

Soluções positivas para um sistema

equações do tipo

Schrödinger-Poisson com expoente

cŕıtico

Este caṕıtulo, tem como base o trabalho de L. Zhao e F. Zhao [30]. Temos

como foco, investigar a existência de soluções não triviais positivas para um sistema de

equações do tipo Schrödinger-Poisson, envolvendo um caso cŕıtico. Sendo mais exato,

investigaremos tais resultados para o problema (0.5), o qual é dado por: −∆u+ u+ φu = K(x)|u|4u+ µQ(x)|u|q−2u, em R3

−∆φ = u2, lim|x|→∞ φ(x) = 0

onde 2 < q < 6 e µ > 0. Suporemos, que:

(H1) (i) K ∈ C(R3,R), lim|x|→∞K(x) = K∞ ∈ (0,∞) e K(x) ≥ K∞ para x ∈ R3,

(ii) Q ∈ C(R3,R), lim|x|→∞Q(x) = Q∞ ∈ (0,∞) e Q(x) ≥ Q∞ para x ∈ R3.

(H2) |K(x)−K(x0)| = o(|x− x0|α), onde 1 ≤ α < 3 e K(x0) = maxR3 K(x).

O funcional energia associado ao problema é dado por:

I(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

1

6
K(x)|u+|6 +

µ

q
Q(x)|u+|qdx
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onde u+ = max{u, 0}. I é de classe C1 e seus pontos cŕıticos são soluções do problema

em questão.

Para o caso de fazermos K = K∞ e Q = Q∞, o funcional energia do problema

será dado por:

I∞(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

1

6
K∞|u+|6 +

µ

q
Q∞|u+|qdx

e, as variedades de Nehari, associadas aos funcionais serão denotadas por:

N = {u ∈ H1(R3)− {0}; I ′(u)(u) = 0}

e,

N∞ = {u ∈ H1(R3)− {0}; I ′∞(u)(u) = 0}.

Além disso, destacamos que, estaremos considerando:

c = inf
u∈N

I(u) e c∞ = inf
u∈N∞

I∞(u).

Lembramos que, a melhor constante de Sobolev da imersão D1,2(R3) ↪→ L6(R3),

está sendo denotada por:

S = inf
u∈D1,2(R3)−{0}

∫
R3

|∇u|2dx(∫
R3

|u|6dx

)1/3
.

Enfim, este caṕıtulo tem como objetivo principal, apresentar uma demonstração

dos seguintes teoremas:

Teorema 5.1. Suponha (H1) e (H2). Então, para 4 < q < 6, o problema em questão,

tem pelo menos uma solução positiva (u, φ) ∈ H1(R3) × D1,2(R3) para todo µ > 0;

quando q = 4, o problema ainda tem uma solução positiva desde que µ seja suficiente-

mente grande.

Teorema 5.2. Suponha que (H1) e (H2) sejam verificadas. Assumindo que 3 ≤ q < 4,

e além disso K e Q funções radiais que satisfazem:

(H3) K,Q ∈ C1(R3,R), (∇K(x), x) ∈ L∞(R3), (∇Q(x), x) ∈ L∞(R3) e (∇K(x), x) ≤

0, (∇Q(x), x) ≤ 0 para x ∈ R3.
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Então, o problema em questão tem ao menos uma solução radial positiva (u, φ) ∈

H1(R3)×D1,2(R3) para µ > 0 suficientemente grande.

Teorema 5.3. Suponha (H1) e (H2) válidas e q ∈ (2, 3), e além disso K e Q funções

radiais. Então, o problema em questão, tem pelo menos uma solução radial positiva

(u, φ) ∈ H1(R3)×D1,2(R3) para µ > 0 suficientemente grande.

Para chegarmos ao nosso objetivo, seguiremos ao seguinte roteiro: dividiremos

este caṕıtulo em três seções. A primeira é destinada a lemas básicos que serão de

fundamental importância para a prova dos teoremas em questão. A segunda é destinada

à demonstração do Teorema 5.1, e a terceira as demonstrações dos Teorema 5.2 e

Teorema 5.3.

5.1 Lemas essenciais do caṕıtulo

Antes de iniciarmos a seção, é importante destacarmos que, estaremos denotando:

m = inf
u6=0

max
t≥0

I(tu) e m∞ = inf
u6=0

max
t≥0

I∞(tu).

Lembramos que, por argumentos já utilizados, temos c = m e c∞ = m∞.

O primeiro lema da seção é padrão para as variedades de Nehari, por completude

ele foi adicionado ao presente caṕıtulo.

Lema 5.4. Suponha (H1) e 4 ≤ q < 6, então m,m∞ > 0.

Demonstração. Primeiramente, note que, por (H1), existem K,Q > 0 tais que

K(x) ≤ K e Q(x) ≤ Q para todo x ∈ R3.

Dáı, existem C,C > 0 tais que∫
R3

1

6
K(x)|u+|6 +

µ

q
Q(x)|u+|qdx ≤ C

∫
R3

|u|6dx+ C

∫
R3

|u|qdx ≤ C‖u‖6 + C‖u‖q

donde,

I(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

1

6
K(x)|u+|6 +

µ

q
Q(x)|u+|qdx

≥ 1

2
‖u‖2 − C‖u‖6 − C‖u‖q > 0
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para ‖u‖ suficientemente pequena. Desta forma, concluimos que zero é mı́nimo local

estrito. Dáı, existe ρ, α > 0 tais que

I(u) ≥ α para ‖u‖ = ρ

ou seja, vemos de maneira clara, que

m = inf
u6=0

max
t≥0

I(tu) ≥ α > 0.

Analogamente, m∞ > 0.

Lema 5.5. Suponha (H1) e 4 ≤ q < 6. Seja (un) ⊂ H1(R3) uma sequência limitada

tal que I ′(un).un → 0 e
∫
R3 K(x)|u+

n |6 +µQ(x)|u+
n |pdx→ a > 0. Então, existe (tn) ⊂ R

onde tn > 0, tal que I ′(tnun)(tnun) = 0 e tn → 1.

Demonstração.

Pelas propriedades da variedade de Nehari, existe (tn) ⊂ R com tn > 0, para todo

n ∈ N, tal que

I ′(tnun)(tnun) = 0,

dáı,

‖un‖2 +

∫
R3

φunu
2
ndx =

∫
R3

K(x)|u+
n |6 + µQ(x)|u+

n |pdx+ on(1)

e,

t2n‖un‖2 + t4n

∫
R3

φunu
2
ndx = t6n

∫
R3

K(x)|u+
n |6dx+ tqn

∫
R3

µQ(x)|u+
n |pdx

assim,(
1− 1

t2n

)
‖un‖2 = (1− t2n)

∫
R3

K(x)|u+
n |6dx+ (1− tq−4

n )

∫
R3

µQ(x)|u+
n |pdx+ on(1).

Dáı, analisando a última identidade, levando em consideração que: (H1) é veri-

ficada, 4 ≤ q < 6, (un) ⊂ H1(R3) é uma sequência limitada tal que I ′(un).un → 0 e∫
R3 K(x)|u+

n |6+µQ(x)|u+
n |pdx→ a > 0. Temos que (tn) é limitada, donde, tn → t0 > 0,

a menos de subsequência. Caso t0 < 1, para n suficientemente grande tn < 1, chegamos

assim a um absurdo ao analisarmos a identidade acima. Da mesma forma caso t0 > 1,

pois, para n grande tn > 1 e chegamos a um absurdo. Portanto, t0 = 1.

Por fim, o último, e nem um pouco menos importante, lema da seção:
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Lema 5.6. Suponha (H1) e 4 ≤ q < 6. Então, I satisfaz (PS)d para

d ∈ (0,min{m∞,
1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞ }).

Demonstração.

Seja (un) ⊂ H1(R3) sequência (PS) de I no ńıvel d ∈ (0,min{m∞, 1
3
S3/2‖K‖−1/2

∞ }),

ou seja,

I(un)→ d e I ′(un)→ 0. (5.1)

Dáı, para n suficientemente grande:

I(un) ≤ d+ 1 e |I ′(un)(un)| ≤ ‖I ′(un)‖‖un‖ ≤ ‖un‖

assim,

d+ 1 + ‖un‖ ≥ I(un)− 1

4
I ′(un)(un)

=
1

2
‖un‖2 +

1

4

∫
R3

φunu
2
ndx−

∫
R3

1

6
K(x)|u+

n |6 +
µ

q
Q(x)|u+

n |qdx

− 1

4
‖un‖2 − 1

4

∫
R3

φunu
2
ndx+

1

4

∫
R3

K(x)|u+
n |6dx+

1

4
µ

∫
R3

Q(x)|u+
n |qdx

=
1

4
‖un‖2 +

(1

4
− 1

6

)∫
R3

K(x)|u+
n |6dx+

(µ
4
− µ

q

)∫
R3

Q(x)|u+
n |qdx

≥ 1

4
‖un‖2

donde (un) é limitada em H1(R3).

Agora, definamos

ρn = |∇un|2 + u2
n + φunu

2
n.

Podemos ver que ρn ∈ L1(R3), visto que un ∈ H1(R3) e, pela utilização das proprieda-

des do termo não local, φunu
2
n ∈ L1(R3).

Note que, (ρn) é limitada em L1(R3), pois, novamente pelas propriedades do

termo não local e, por (un) ser limitada em H1(R3), temos

‖ρn‖1 =

∫
R3

|∇un|2+u2
n+φunu

2
ndx =

∫
R3

|∇un|2+u2
ndx+

∫
R3

φunu
2
ndx ≤ ‖un‖2+C‖un‖4 < C.

Portanto, passando a uma subsequência, se necessário, ‖ρn‖1 → l.

Temos que l > 0, pois, caso l = 0,

I(un) ≤ 1

2
‖un‖2 +

1

4

∫
R3

φunu
2
ndx ≤ ‖un‖2 +

∫
R3

φunu
2
ndx→ 0
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implicando,

0 < d = lim I(un) ≤ 0

o que gera uma contradição. Logo, l > 0.

Agora, pelo Lema Concentração de Compacidade de Lions (ver [22]), apli-

cado a sequência (ρn), temos a compacidade de (ρn). Para tal, mostraremos que o

anulamento e a dicotomia não ocorrem.

O anulamento não ocorre

Caso ocorresse,

lim
n→∞

sup
y∈R3

∫
BR(y)

ρndx = 0, para todo R > 0

e, dáı

lim
n→∞

sup
y∈R3

∫
BR(y)

u2
ndx = 0, para todo R > 0

e, consequentemente, por [29],

un → 0 em Ls(R3), s ∈ (2, 6)

desta forma,

0 ≤
∫
R3

φunu
2
ndx ≤ C‖un‖4

12/5 → 0 (5.2)

e,

0 ≤
∫
R3

µQ(x)|un|qdx ≤ Q

∫
R3

|un|qdx→ 0. (5.3)

Portanto, por (5.2) e (5.3), temos

I(un) =
1

2
‖un‖2 − 1

6

∫
R3

K(x)|u+
n |6dx+ on(1) (5.4)

e,

I ′(un)(un) = ‖un‖2 −
∫
R3

K(x)|u+
n |6dx+ on(1). (5.5)

Agora, observando (5.1), temos

|I ′(un)(un)| ≤ ‖I ′(un)‖‖un‖ ≤ C‖I ′(un)‖ → 0

⇒ I ′(un)(un)→ 0. (5.6)

Note que, por (5.1) e (5.4), existe d > 0 tal que ‖un‖2 ≥ d. Sendo (un) limitada,

podemos supor ‖un‖2 convergente para b > 0, assim, por (5.5) e (5.6), temos

‖un‖2 → b > 0 e

∫
R3

K(x)|u+
n |6dx→ b > 0. (5.7)
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Agora, relembrando que

S = inf
u∈D1,2(R3)−{0}

∫
R3

|∇u|2dx(∫
R3

|u|6dx

)1/3

temos, ∫
R3

|u|6dx ≤ (S−1‖∇u‖2
2)3, para todo u ∈ D1,2(R3)

dáı, ∫
R3

K(x)|u+
n |6dx ≤ ‖K‖∞(S−1‖∇un‖2

2)3 ≤ ‖K‖∞(S−1‖un‖2)3.

Desta forma,

lim
n→∞

∫
R3

K(x)|u+
n |6dx ≤ lim

n→∞
[‖K‖∞(S−1‖un‖2)3]

assim, por (5.7), temos

b ≤ ‖K‖∞(S−1b)3 ⇒ ‖K‖−1
∞ S

3 ≤ b2 ⇒ b ≥ ‖K‖−1/2
∞ S3/2. (5.8)

Sendo assim, por (5.4), (5.7) e (5.8), temos

d = lim I(un) =
(1

2
− 1

6

)
b ≥ 1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞

o que contradiz a nossa hipótese. Portanto, o anulamento não ocorre.

A dicotomia não ocorre

Suponhamos que, existem α ∈ (0, l) e (yn) ⊂ R3 tais que: para todo ε > 0, existe

Rε > 0 tal que para todo r, r′ > Rε, temos

lim inf
n

∫
Br(yn)

ρndx ≥ α− ε e lim inf
n

∫
Bc
r′ (yn)

ρndx ≥ (l − α)− ε (5.9)

ou seja, supondo que a dicotomia ocorre. Tome εn → 0, rn → ∞ e r′n = 4rn. Seja

também, ξ ∈ C∞0 (R) verificando: ξ = 0 em (−∞, 1]∪ [4,∞), ξ = 1 em [2, 3], 0 ≤ ξ ≤ 1

e |ξ′(x)| ≤ 2.

Consideremos também, ξn(x) := ξ(|x − yn|/rn), logo I ′(un)(ξnun) = on(1). De

fato, como

|I ′(un)(ξnun)| ≤ ‖I ′(un)‖‖ξnun‖

e, por (5.1), I ′(un) → 0, basta mostrarmos que (ξnun) é limitada em H1(R3). Antes,

note que,

ξn = 1 em B3rn(yn)−B2rn(yn)
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e,

ξn = 0 em Brn(yn) ∪Bc
4rn(yn).

Desta forma,

‖ξnun‖2 =

∫
R3

|∇(ξnun)|2 +(ξnun)2dx =

∫
Γn

|∇un|2 +u2
ndx+

∫
Ωn

|∇(ξnun)|2 +(ξnun)2dx

onde Ωn =
(
B2rn(yn)−Brn(yn)

)
∪
(
B4rn(yn)−B3rn(yn)

)
e Γn = B3rn(yn)−B2rn(yn).

Donde,

‖ξnun‖2 ≤ ‖un‖2 +

∫
Ωn

|∇(ξnun)|2 + (ξnun)2dx.

Agora, basta mostrarmos que a última integral é limitada. Vejamos:∫
Ωn

|∇(ξnun)|2 + (ξnun)2dx =

∫
Ωn

|∇(ξnun)|2dx+

∫
Ωn

(ξnun)2dx

≤
∫

Ωn

|∇(ξnun)|2dx+

∫
Ωn

u2
ndx

como
∫

Ωn
u2
ndx é limitada, devemos mostrar que

∫
Ωn
|∇(ξnun)|2dx é limitada para co-

cluirmos o que queremos.

Observe que:∫
Ωn

|∇(ξnun)|2dx =

∫
Ωn

u2
n|∇ξn|2 + ξ2

n|∇un|2 + 2unξn(∇ξn.∇un)dx.

Como |∇ξn| = |ξ′(z(x))|.1/rn, onde z(x) = |x− yn|/rn, temos∫
Ωn

|∇(ξnun)|2dx ≤ 4

r2
n

∫
Ωn

u2
ndx+

∫
Ωn

|∇un|2dx+
2

rn

∫
Ωn

2un|∇un|dx.

Da desigualdade acima, claramente, observamos ser
∫

Ωn
|∇(ξnun)|2dx limitada,

visto que (un) é limitada em H1(R3). Portanto, ‖ξnun‖ é limitada e, dáı

|I ′(un)(ξnun)| → 0

ou seja,

I ′(un)(ξnun) = on(1). (5.10)

Diante disso,∫
Γn

|∇un|2 + u2
n + φunu

2
ndx =

∫
Γn

K(x)|u+
n |6 + µQ(x)|u+

n |qdx+ on(1) = on(1). (5.11)
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De fato, primeiramente, observemos que

on(1) = I ′(un)(ξnun)

=

∫
R3

∇un.∇(ξnun) + ξnu
2
ndx+

∫
R3

φunξnu
2
ndx−

∫
R3

K(x)|u+
n |6ξn + µQ(x)|u+

n |qξndx

=

[∫
Ωn

∇un.∇(ξnun) + ξnu
2
ndx+

∫
Ωn

φunξnu
2
ndx−

∫
Ωn

K(x)|u+
n |6ξn + µQ(x)|u+

n |qξndx

]

+

[∫
Γn

|∇un|2 + u2
ndx+

∫
Γn

φunu
2
ndx−

∫
Γn

K(x)|u+
n |6 + µQ(x)|u+

n |qdx

]
.

Para continuarmos,

Afirmação 1: As integrais sobre Ωn convergem para zero.

Por (5.9), temos

l + on(1) =

∫
R3

ρndx

=

∫
B3rn (yn)

ρndx+

∫
B4rn (yn)−B3rn (yn)

ρndx+

∫
Bc4rn (yn)

ρndx

≥ (α− εn) +

∫
B4rn (yn)−B3rn (yn)

ρndx+ (l − α)− εn

donde,

on(1) ≥
∫
B4rn (yn)−B3rn (yn)

ρndx ≥ 0

implicando, ∫
B4rn (yn)−B3rn (yn)

ρndx = on(1).

Analogamente, ∫
B2rn (yn)−Brn (yn)

ρndx = on(1)

e, assim ∫
Ωn

ρndx = on(1). (5.12)

Donde, pela definição de ρn, podemos ver, de (5.12), que∫
Ωn

|∇un|2dx,
∫

Ωn

u2
ndx,

∫
Ωn

φunu
2
ndx = on(1).

Assim, usando as imersões de Sobolev

0 ≤
∫

Ωn

K(x)|u+
n |6 + µQ(x)|u+

n |qdx ≤ K

∫
Ωn

|un|6dx+Q

∫
Ωn

|un|qdx ≤ on(1)
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logo, ∫
Ωn

K(x)|u+
n |6 + µQ(x)|u+

n |qdx = on(1). (5.13)

Além disso, como∫
Ωn

∇un.∇(ξnun) + ξnu
2
ndx ≤

∫
Ωn

|∇un|2ξn + un∇un.∇ξn + u2
ndx

≤
∫

Ωn

|∇un|2dx+
2

rn

∫
Ωn

|un||∇un|dx+

∫
Ωn

u2
ndx

e, observando que |un|2 + |∇un|2 ≥ 2|un||∇un|, temos∫
Ωn

∇un.∇(ξnun) + ξnu
2
ndx = on(1). (5.14)

Temos também, com o aux́ılio das propriedades do termo não local, que

0 ≤
∫

Ωn

φunξnu
2
ndx ≤

∫
Ωn

φunu
2
ndx = on(1)

dáı, ∫
Ωn

φunξnu
2
ndx = on(1). (5.15)

Portanto, por (5.13)-(5.15), a Afirmação 1 feita esta provada. Com a afirmação

acima, já temos:∫
Γn

|∇un|2 + u2
n + φunu

2
ndx =

∫
Γn

K(x)|u+
n |6 + µQ(x)|u+

n |qdx+ on(1).

Dáı, usando a mesma argumentação com ρn da Afirmação 1, chegamos em

(5.11).

Agora, definamos uma outra função, a η ∈ C∞0 (R) tal que: η(s) = 1 para s ≤ 2,

η(s) = 0 para s ≥ 3, 0 ≤ η ≤ 1 em R e |η′(s)| ≤ 2 em R.

Definamos também,

wn(x) = η
( |x− yn|

rn

)
un e vn(x) =

(
1− η

( |x− yn|
rn

))
un.

Para não ficarmos carregando a notação, consideraremos:

ηn(x) := η
( |x− yn|

rn

)
e, observemos que: ηn = 1 em B2rn(yn), ηn = 0 em Bc

3rn(yn), 0 ≤ ηn ≤ 1 e |∇ηn| ≤ 2/rn.
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Assim, ∫
R3

|∇wn|2 + w2
n + φwnw

2
ndx ≥ α− εn (5.16)

e, ∫
R3

|∇vn|2 + v2
n + φvnv

2
ndx ≥ (l − α)− εn. (5.17)

De fato: para provarmos (5.16), vejamos∫
R3

|∇wn|2 + w2
n + φwnw

2
ndx =

∫
B2rn (yn)

|∇un|2 + u2
n + φunu

2
ndx

+

∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

|∇ηnun|2 + (ηnun)2 + φηnun(ηnun)2dx

e, usando novamente o argumento com ρn, chegamos que∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

ρndx = on(1)

donde, ∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

φunu
2
ndx = on(1),∫

B3rn (yn)−B2rn (yn)

u2
ndx = on(1)

e, ∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

|∇un|2dx = on(1).

Usando argumentos que exaustivamente temos usado, observamos que:

0 ≤
∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

φηnun(ηnun)2dx ≤
∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

φunu
2
ndx = on(1),

0 ≤
∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

(ηnun)2dx ≤
∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

u2
n = on(1)

e,

0 ≤
∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

|∇ηnun|2dx ≤
∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

|∇un|2dx = on(1).

Portanto,∫
R3

|∇wn|2 + w2
n + φwnw

2
ndx =

∫
B2rn (yn)

|∇un|2 + u2
n + φunu

2
ndx+ on(1).

Dáı, como estamos supondo válida a dicotomia, chegamos que∫
R3

|∇wn|2 + w2
n + φwnw

2
ndx ≥ α− εn.
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Donde fica provada (5.16). Analogamente, mostra-se (5.17). Agora, usando as desi-

gualdades construidas para se demonstrar (5.16) e (5.17), observando também (5.11),

temos ∫
B3rn (yn)−B2rn (yn)

|∇un|2 + u2
ndx = on(1)∫

R3

|∇wn|2 + w2
ndx ≤

∫
B2rn

|∇un|2 + u2
ndx+ on(1)∫

R3

|∇vn|2 + v2
ndx ≤

∫
Bc3rn (yn)

|∇un|2 + u2
ndx+ on(1)∫

B3rn (yn)−B2rn (yn)

φunu
2
ndx = on(1)∫

R3

φwnw
2
ndx ≤

∫
B2rn (yn)

φunu
2
ndx+ on(1)∫

R3

φvnv
2
ndx ≤

∫
Bc3rn (yn)

φunu
2
ndx+ on(1)∫

B3rn (yn)−B2rn (yn)

K(x)|u+
n |6dx = on(1)∫

R3

K(x)|w+
n |6dx =

∫
B2rn (yn)

K(x)|u+
n |6dx+ on(1)∫

R3

K(x)|v+
n |6dx =

∫
Bc3rn (yn)

K(x)|u+
n |6dx+ on(1)∫

B3rn (yn)−B2rn (yn)

Q(x)|u+
n |qdx = on(1)∫

R3

Q(x)|w+
n |qdx =

∫
B2rn (yn)

Q(x)|u+
n |qdx+ on(1)∫

R3

Q(x)|v+
n |qdx =

∫
Bc3rn (yn)

Q(x)|u+
n |qdx+ on(1)

Unindo as estimativas acima, chegamos à:

I(un) ≥ I(wn) + I(vn) + on(1). (5.18)

Agora, note que existe C > 0 tal que∫
R3

|vn|6dx ≤
∫
R3

|un|6dx ≤ C‖un‖6 ≤ C, para todo n ∈ N

visto que (un) é limitada. Dáı, como podemos tomar

rn ≥ |yn|+ n e εn = sup
|x|≥n
|K(x)−K∞|
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temos,

0 ≤
∫
R3

(K(x)−K∞)|v+
n |6dx ≤

∫
Bc2rn (yn)

(K(x)−K∞)|vn|6dx

≤
∫
|x|≥n

(K(x)−K∞)|vn|6dx

≤ sup
|x|≥n
|K(x)−K∞|

∫
R3

|vn|6dx

≤ εnC → 0

donde, ∫
R3

(K(x)−K∞)|v+
n |6dx→ 0. (5.19)

Analogamente, ∫
R3

(Q(x)−Q∞)|v+
n |qdx→ 0. (5.20)

Desta forma, podemos observar, através de (5.19) e (5.20), que

I(vn) =
1

2
‖vn‖2 +

1

4

∫
R3

φvnv
2
ndx−

∫
R3

1

6
K(x)|v+

n |6 +
µ

q
Q(x)|v+

n |qdx =
1

2
‖vn‖2 +

1

4

∫
R3

φvnv
2
ndx

− 1

6

∫
R3

K∞|v+
n |6dx−

1

6

∫
R3

(K(x)−K∞)|v+
n |6dx−

µ

q

∫
R3

Q∞|v+
n |qdx

− µ

q

∫
R3

(Q(x)−Q∞)|v+
n |qdx+ on(1) = I∞(vn) + on(1)

assim,

I(vn) = I∞(vn) + on(1). (5.21)

Além disso, também por (5.19) e (5.20), temos

I ′∞(vn)(vn) = ‖vn‖2 +

∫
R3

φvnv
2
ndx−

∫
R3

K∞|v+
n |6dx−

∫
R3

µQ∞|v+
n |qdx

= ‖vn‖2 +

∫
R3

φvnv
2
ndx−

∫
R3

K(x)|v+
n |6dx−

∫
R3

µQ(x)|v+
n |qdx

+

∫
R3

(K(x)−K∞)|v+
n |6dx+

∫
R3

µ(Q(x)−Q∞)|v+
n |qdx+ on(1)

logo,

I ′∞(vn)(vn) = I ′(vn)(vn) + on(1). (5.22)
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Agora, note que, para Ωn = B3rn(yn)−B2rn(yn), temos

I ′(un)(vn)− I ′(vn)(vn) =

∫
Ωn

(∇un −∇vn).∇vn + (un − vn)vndx+

∫
Ωn

(φunun − φvnvn)vndx

−
∫

Ωn

K(x)vn(|u+
n |4u+

n − |v+
n |4v+

n )dx

−
∫

Ωn

µQ(x)vn(|u+
n |q−2u+

n − |v+
n |q−2v+

n )dx.

Agora, façamos algumas estimativas, com o aux́ılio de ρn. Vejamos:∫
Ωn

(∇un−∇vn).∇vndx =

∫
Ωn

∇un.∇vn− |∇vn|2dx =

∫
Ωn

∇un.∇vndx−
∫

Ωn

|∇vn|2dx

observando que,

0 ≤
∫

Ωn

|∇vn|2dx =

∫
Ωn

(1− ηn)2|∇un|2 + u2
n|∇ηn|2 + 2(1− ηn)un(∇ηn.∇un)dx

≤
∫

Ωn

|∇un|2dx+
4

r2
n

∫
Ωn

u2
ndx+

2

rn

∫
Ωn

2|un||∇un|dx = on(1)

e,

0 ≤

∣∣∣∣∣
∫

Ωn

∇un.∇vndx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ωn

2|∇un||∇vn|dx ≤
∫

Ωn

|∇un|2dx+

∫
Ωn

|∇vn|2dx = on(1)

temos, ∫
Ωn

(∇un −∇vn).∇vndx = on(1). (5.23)

Também temos,∫
Ωn

(un − vn)vndx =

∫
Ωn

unvndx−
∫

Ωn

v2
ndx,

notando que, ∫
Ωn

v2
ndx ≤

∫
Ωn

u2
ndx = on(1)

e,

0 ≤

∣∣∣∣∣
∫

Ωn

unvndx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ωn

2|un||vn|dx ≤
∫

Ωn

u2
ndx+

∫
Ωn

v2
ndx = on(1)

logo, ∫
Ωn

(un − vn)vndx = on(1). (5.24)

Além disso,∫
Ωn

(φunun − φvnvn)vndx =

∫
Ωn

φununvndx−
∫

Ωn

φvnv
2
ndx
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e,

0 ≤
∫

Ωn

φununvndx ≤
∫

Ωn

φunu
2
ndx = on(1)

0 ≤
∫

Ωn

φvnv
2
ndx ≤

∫
Ωn

φunu
2
ndx = on(1)

desta forma, ∫
Ωn

(φunun − φvnvn)vndx = on(1). (5.25)

Por fim, observemos que∫
Ωn

K(x)vn(|u+
n |4u+

n − |v+
n |4v+

n )dx =

∫
Ωn

K(x)|u+
n |4u+

n vndx−
∫

Ωn

K(x)|v+
n |6dx

e,

0 ≤

∣∣∣∣∣
∫

Ωn

K(x)|u+
n |4u+

n vndx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ωn

K(x)|u+
n |6dx = on(1)

0 ≤
∫

Ωn

K(x)|v+
n |6dx ≤

∫
Ωn

K(x)|u+
n |6dx = on(1)

donde, ∫
Ωn

K(x)vn(|u+
n |4u+

n − |v+
n |4v+

n )dx = on(1). (5.26)

Analogamente,∫
Ωn

µQ(x)vn(|u+
n |q−2u+

n − |v+
n |q−2v+

n )dx = on(1). (5.27)

Portanto, usando as estimativas dadas por (5.23)− (5.27), conclui-se

I ′(un)(vn)− I ′(vn)(vn) = on(1),

donde segue-se de (5.22),

I ′∞(vn)(vn) = I ′(un)(vn) + on(1). (5.28)

Dáı, segue pelo fato de I ′(un)(vn) = on(1) (pois I ′(un) → 0 e (vn) é limitada),

que

I ′∞(vn)(vn) = on(1). (5.29)

Analogamente, podemos fazer estimativas semelhantes as de (5.23)− (5.27), com

as quais temos

I ′(wn)(wn) = I ′(un)(wn) + on(1).
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E, por justificativa análoga a (5.29), conclui-se que

I ′(wn)(wn) = on(1). (5.30)

Desde que,

I ′(wn)(wn) = on(1)

temos, ∫
R3

|∇wn|2 + w2
n + φwnw

2
ndx = on(1) +

∫
R3

K(x)|w+
n |6 + µQ(x)|w+

n |qdx.

Dáı, por (5.16)

α− εn ≤
∫
R3

|∇wn|2 + w2
n + φwnw

2
ndx = on(1) +

∫
R3

K(x)|w+
n |6 + µQ(x)|w+

n |qdx.

Note que, em virtude de (wn) ser limitada em H1(R3), existe C > 0 tal que

α− εn + on(1) ≤
∫
R3

K(x)|w+
n |6 + µQ(x)|w+

n |qdx ≤ C,

sendo assim, ∫
R3

K(x)|w+
n |6 + µQ(x)|w+

n |qdx→ a > 0. (5.31)

Usando argumentos análogos, temos∫
R3

K∞|v+
n |6 + µQ∞|v+

n |qdx→ b > 0. (5.32)

Como podemos ver, estamos com as hipóteses do Lema 5.5 sendo satisfeitas.

Assim, existe (tn), (sn) ⊂ R com tn, sn → 1, tais que tnvn ∈ N∞ e snwn ∈ N . Donde,

usando (5.21) e a continuidade de I e I∞, temos

I(vn) = I∞(vn) + on(1) = I∞(tnvn) + on(1) ≥ m∞ + on(1) (5.33)

e,

I(wn) = I(snwn) + on(1) ≥ m+ on(1). (5.34)

Agora, recordando (5.1) e (5.18), temos

d← I(un) ≥ I(wn) + I(vn) + on(1)

⇒ d ≥ m∞ +m ≥ m∞

contradizendo a nossa hipótese, na qual temos d ∈ (0,min{m∞, 1
3
S3/2‖K‖−1/2

∞ }).
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Visto que o Anulamento e a Dicotomia não são válidas, concluimos que a

Compacidade acontece.

Sendo a compacidade válida, existe (yn) ⊂ R3 tal que: para todo ε > 0, existe

R > 0 tal que ∫
BcR(yn)

ρn(x)dx < ε.

Donde, pelas imersões de Sobolev e teorema de mudança de variável∫
BcR(yn)

K(x)|un|6 + µQ(x)|un|qdx ≤ ‖K‖∞
∫
BcR(yn)

|un|6dx+ µ‖Q‖∞
∫
BcR(yn)

|un|qdx

= ‖K‖∞
∫
BcR

|un(x+ yn)|6dx

+ µ‖Q‖∞
∫
BcR

|un(x+ yn)|qdx

≤ C‖K‖∞
(∫

BcR

|∇un(x+ yn)|2 + u2
n(x+ yn)dx

)3

+ C‖Q‖∞
(∫

BcR

|∇un(x+ yn)|2 + u2
n(x+ yn)dx

)q/2
= C‖K‖∞

(∫
BcR(yn)

|∇un|2 + u2
ndx
)3

+ C‖Q‖∞
(∫

BcR(yn)

|∇un|2 + u2
ndx
)q/2
≤ Cεq/2

sendo assim, ∫
BcR(yn)

K(x)|un|6 + µQ(x)|un|qdx ≤ Cεq/2 (5.35)

ou seja, (K(x)|un|6 +µQ(x)|un|q) satisfaz as mesmas propriedades de (ρn). Então, (yn)

é limitada. Caso contrário, para n suficientemente grande, temos da equação (5.35),∫
R3

(K(x)−K∞)|un|6dx =

∫
BR(yn)

(K(x)−K∞)|un|6dx+

∫
BcR(yn)

(K(x)−K∞)|un|6dx

≤ εC + Cεq/2

assim, ∫
R3

(K(x)−K∞)|un|6dx = on(1).

Analogamente, ∫
R3

(Q(x)−Q∞)|un|qdx = on(1),
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dáı, fica claro que I(un) = I∞(un) + on(1) e I ′∞(un)(un) = on(1). Desta forma, pelo

Lema 5.5 e pela continuidade de I∞, existe (tn) ⊂ R tal que tn → 1 e tnun ∈ N∞.

Portanto, d = I(un)+on(1) = I∞(tnun)+on(1) ≥ m∞+on(1), o que é absurdo. Donde

(yn) é limitada.

Agora, sendo (un) limitada, existe u ∈ H1(R3) tal que un ⇀ u em H1(R3). Desde

que (yn) é limitada, temos un → u em Lq(R3). De fato, veja que∫
R3

|un − u|qdx =

∫
Bc
R

|un − u|qdx+

∫
BR

|un − u|qdx

onde R é suficientemente grande de modo que BR ⊃ BR(yn), para todo n ∈ N. Note

que, ∫
Bc
R

|un − u|qdx ≤ 2q
∫
Bc
R

|un|qdx+ 2q
∫
Bc
R

|u|qdx

≤ 2q

Q∞

∫
Bc
R

Q(x)|un|qdx+
2q

Q∞

∫
Bc
R

Q(x)|u|qdx

e, observando que dado ε > 0, podemos considerar R grande de modo que:

2q

Q∞

∫
Bc
R

Q(x)|un|qdx < ε/3

2q

Q∞

∫
Bc
R

Q(x)|u|qdx < ε/3∫
BR

|un − u|qdx < ε/3

para n suficientemente grande. Dáı,∫
R3

|un − u|qdx < ε

para n suficientemente grande. Fica provada a afirmação.

Diante da afirmação, denotemos vn = un − u, então∫
R3

φvnv
2
ndx ≤ C‖vn‖4

12/5 ≤ C‖vn‖4θ
2 ‖vn‖4(1−θ)

q → 0

onde θ ∈ (0, 1), ou seja, ∫
R3

φvnv
2
ndx = on(1). (5.36)

Desta forma, como

‖vn‖2 = ‖un − u‖2 = ‖un‖2 + ‖u‖2 − 2(un, u) = ‖un‖2 + ‖u‖2 − 2‖u‖2 + on(1)
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temos,

‖vn‖2 = ‖un‖2 − ‖u‖2 + on(1), (5.37)

visto que:

un ⇀ u em H1(R3)⇒ (un, u)→ (u, u) = ‖u‖2.

Também temos, pelas propriedades do termo não local e por (5.36), que∫
R3

φunu
2
ndx−

∫
R3

φuu
2dx =

∫
R3

φvnv
2
ndx+ on(1) = on(1)

assim, ∫
R3

φunu
2
ndx−

∫
R3

φuu
2dx = on(1). (5.38)

Por fim, observando que:

un → u em Lq(R3) ⇒ u+
n → u+ em Lq(R3), (5.39)

teremos por (5.37)− (5.39) que,

I(un)− I(u) =
1

2
(‖un‖2 − ‖u‖2) +

1

4

(∫
R3

φunu
2
ndx−

∫
R3

φuu
2dx
)

− 1

q

∫
R3

µQ(x)[|u+
n |q − |u+|q]dx− 1

6

∫
R3

K(x)[|u+
n |6 − |u+|6]dx

=
1

2
‖vn‖2 − 1

6

∫
R3

K(x)[|u+
n |6 − |u+|6]dx+ on(1)

dáı,

I(un)− I(u) =
1

2
‖vn‖2 − 1

6

∫
R3

K(x)[|u+
n |6 − |u+|6]dx+ on(1). (5.40)

Notando que, fn = K1/6un e f = K1/6u satisfazem as hipóteses de Brèzis-Lieb

em [7], quando j(x) = |x+|6, ϕε(x) = 5.25.ε1/5|x|6 e φε(y) = (25/ε6 + 6.25)|y|6. Dáı,

temos ∫
R3

K(x)|u+
n |6dx−

∫
R3

K(x)|u+|6dx =

∫
R3

K(x)|(un − u)+|6dx+ on(1)

⇒ I(un)− I(u) =
1

2
‖vn‖2 − 1

6

∫
R3

K(x)|v+
n |6dx+ on(1). (5.41)

De maneira análoga,

I ′(un)(un)− I ′(u)(u) = ‖vn‖2 −
∫
R3

K(x)|v+
n |6dx+ on(1). (5.42)

Neste ponto,
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Afirmarção 2: I ′(u) = 0 e I(u) ≥ 0.

Para comprovar tal afirmação, precisaremos de algumas estimativas. Sabemos

que,

I ′(un)(v)→ 0

ou seja,∫
R3

∇un.∇v+unvdx+

∫
R3

φununvdx−
∫
R3

K(x)|u+
n |4u+

n vdx−
∫
R3

µQ(x)|u+
n |q−2u+

n vdx→ 0.

(5.43)

Como un ⇀ u em H1(R3), temos∫
R3

∇un.∇v + unvdx→
∫
R3

∇u.∇v + uvdx. (5.44)

Também temos,∫
R3

K(x)|u+
n |4u+

n vdx→
∫
R3

K(x)|u+|4u+vdx. (5.45)

Para justificar (5.45), definamos fn := K|u+
n |4u+

n e f := K|u+|4u+, dáı, como

fn, f ∈ L5(R3) e fn → f q.s. temos fn ⇀ f em L5(R3), ver [17]. Donde, tomando

η ∈ C∞0 (R3), temos ∫
R3

K(x)|u+
n |4u+

n ηdx→
∫
R3

K(x)|u+|4u+ηdx

por densidade, teremos

lim
n→∞

∫
R3

K(x)|u+
n |4u+

n vdx =

∫
R3

K(x)|u+|4u+vdx (5.46)

e, analogamente,

lim
n→∞

∫
R3

µQ(x)|u+
n |q−2u+

n vdx =

∫
R3

µQ(x)|u+|q−2u+vdx. (5.47)

Observando as propriedades do termo não local, temos

lim
n→∞

∫
R3

φununvdx =

∫
R3

φuuvdx. (5.48)

Desta forma, por (5.43)− (5.48), temos

I ′(un)(v)→ I ′(u)(v)⇒ I ′(u)(v) = 0 para todo v ∈ H1(R3)⇒ I ′(u) = 0.

Para concluir a prova da afirmação, observemos que,

I(u) = I(u)−1

q
I ′(u)(u) =

(1

2
−1

q

)
‖u‖2+

(1

4
−1

q

)∫
R3

φuu
2dx+

(1

q
−1

6

)∫
R3

K(x)|u+|6dx ≥ 0
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dáı, ⇒ I(u) ≥ 0. O que conclui a prova da Afirmação 2.

Para concluir a prova do lema, observemos que, por (5.42) e a Afirmação 2

acima, como (vn) é limitada em H1(R3), podemos supor ‖vn‖2 → b1. Caso b1 6= 0,

fazendo contas análogas as feitas no caso do Anulamento, temos d ≥ 1
3
S3/2‖K‖−1/2

∞ ,

o que contradiz a hipótese. Portanto b1 = 0, e consequentemente, vn → 0 em H1(R3),

ou seja, un → u em H1(R3). O lema fica assim demosntrado.

5.2 O Teorema 5.1

Antes de demonstrarmos, de fato, o teorema, precisaremos de algumas observações

adicionais que nos serão de fundamental importância. Primeiramente, recordemos que

no Lema 5.4, provamos que zero é um mı́nimo local estrito de I. Temos também,

I(tu)→ −∞ quando t→∞, para todo u ∈ H1(R3). Basta notar que, para u ∈ H1(R3)

fixada, temos

I(tu) =
1

2
t2‖u‖2 +

1

4
t4
∫
R3

φuu
2dx− 1

6
t6
∫
R3

K(x)|u+|6dx− 1

q
tq
∫
R3

µQ(x)|u+|qdx.

Como I tem a geometria do Passo da Montanha poderemos considerar,

c1 = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1(R3)); γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0}. Dáı, para chegarmos ao

resultado de existência, basta mostrarmos, em virtude do Lema 5.6, que

c1 < min{m∞,
1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞ }.

Para tal, introduziremos as funções uε,x0 ∈ D1,2(R3) definidas por

uε,x0 = C
ε1/4

(ε+ |x− x0|2)1/2
,

onde C é uma constante normalizada e x0 é escolhida de tal forma que K(x0) =

maxR3 K(x). Relembremos que, uε,x0 é tal que∫
R3

|∇uε,x0|2dx =

∫
R3

|uε,x0|6dx = S3/2.

Seja ϕ ∈ C∞0 (R3) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ|BR(x0) e suptϕ ⊂ B2R(x0). Definamos

vε := ϕuε,x0 . Então a seguinte estimativa assintótica é válida se ε é suficientemente

pequeno (ver [8]):

‖∇vε‖2
2 = K1 +O(ε1/2) (5.49)
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‖vε‖2
6 = K2 +O(ε) (5.50)

‖vε‖ss =


O(ε

s
4 ), se s ∈ [2, 3)

O(ε
3
4 |lnε|), se s = 3

O(ε
6−s
4 ), se s ∈ (3, 6)

(5.51)

onde K1/K2 = S.

Lema 5.7. Seja 4 < q < 6, então para todo µ > 0

c1 <
1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞ .

Ademais, se 2 < q ≤ 4, a desigualdade continua válida desde que µ seja suficientemente

grande.

Demonstração.

Primeiramente, note que I(tvε)→ −∞ quando t→∞ e, bem sabemos que existe

tε > 0 tal que

I(tεvε) = sup
t≥0

I(tvε) > 0 com tεvε ∈ N .

Lembremos também que, existe ρ, C > 0 tais que

I(u) ≥ C, ‖u‖ = ρ,

donde,

I(tεvε) = sup
t≥0

I(tvε) ≥ I

(
ρ

‖vε‖
vε

)
≥ C > 0,

visto que, ∥∥∥∥∥ ρvε‖vε‖
∥∥∥∥∥ = ρ.

Dáı, pela continuidade, sabemos que existe t0 > 0 tal que tε ≥ t0 > 0, para

todo ε > 0; caso contrário, teriamos (tεn) ⊂ R tal que tεn → 0 e, consequentemente,

I(tεnvεn) → 0, visto que, (vεn) é limitada. Agora, note que pelas estimativas (5.49)-

(5.51), temos

I(tvε) = t2‖vε‖2 + t4
∫
R3

φvεv
2
εdx− t6

∫
R3

1

6
K(x)|v+

ε |6dx− tq
∫
R3

1

q
µQ(x)|v+

ε |qdx

≤ t2(‖vε‖2
2 + ‖∇vε‖2

2) + t4‖vε‖4
12/5 − t6

K∞
6
‖vε‖6

6 −
tq

q
µQ∞‖vε‖qq

= t2(K1 +O(ε1/2)) + t4O(ε)− t6K∞
6

(K2 +O(ε))4 − tq

q
µQ∞O(ε

6−q
4 )

92



donde, caso tεn →∞, I(tεnvεn)→ −∞, o que é absurdo. Visto que, I(tεvε) ≥ 0, para

todo ε > 0. Portanto, {tε} é limitado superiormente. Denote,

g(t) =
t2

2

∫
R3

|∇vε|2dx−
t6

6

∫
R3

K(x)|vε|6dx.

Afirmação 1:

sup
t≥0

g(t) ≤ 1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞ +O(ε1/2).

De fato, pela hipótese (H2), temos que: para todo δ > 0, existe ρ > 0 tal que

|K(x)−K(x0)| ≤ δ|x− x0|α, quando |x− x0| < ρ

assim, ∫
R3

|K(x)−K(x0)||vε|6dx ≤
∫
Bρ(x0)

δ|x− x0|α|vε|6dx+ C

∫
Bcρ(x0)

|vε|6dx.

Agora, chamemos

I1 =

∫
Bρ(x0)

δ|x− x0|α|vε|6dx

e,

I2 = C

∫
Bcρ(x0)

|vε|6dx.

Dáı, teremos

I1 ≤ C

∫
Bρ(x0)

δ|x− x0|α
ε3/2

(ε+ |x− x0|2)3
dx = Cδε3/2

∫
Bρ

|x|α

(ε+ |x|2)3
dx

= Cδε3/2

∫
|x|≤ε1/2

|x|α

(ε+ |x|2)3
dx+ Cδε3/2

∫
ε1/2≤|x|≤ρ

|x|α

(ε+ |x|2)3
dx.

Agora denotando,

I1
1 =

∫
|x|≤ε1/2

|x|α

(ε+ |x|2)3
dx

e

I2
1 =

∫
ε1/2≤|x|≤ρ

|x|α

(ε+ |x|2)3
dx,

teremos

I1
1 ≤

∫
|x|≤ε1/2

|x|α

ε3
dx =

ω3

ε3

∫ ε1/2

0

rα+2dr =
ω3

ε3

ε
α+3
2

α + 3
=

ω3

α + 3
ε
α−3
2 ≤ ω3

α + 3
ε
α
2

e

I2
1 ≤

∫ ρ

ε1/2
ω3r

α−4dr = ω3

[ ρα−3

α− 3
− ε

α−3
2

α− 3

]
≤ ω3

ε
α−3
2

3− α
≤ ω3

εα/2

3− α
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implicando,

I1 ≤ Cδε3/2

(
ω3

α + 3
ε
α
2 + ω3

εα/2

3− α

)
e

I2 = C

∫
Bcρ(x0)

|vε|6dx = C

∫
ρ≤|x−x0|≤R

|vε|6dx

≤ C

∫
ρ≤|x|≤R

ε3/2

|x|6
dx = Cω3ε

3/2

∫ R

ρ

r−4dr

= Cω3ε
3/2
(
− R−3

3
+
ρ−3

3

)
.

Desta forma,∫
R3

|K(x)−K(x0)||vε|6dx→ 0 quando ε, δ, ρ→ 0.

Observando que, para A,B > 0 constantes

sup
t≥0

(At2
2
− Bt6

6

)
=

1

3

( A

B1/3

)3/2

temos,

sup
t≥0

(
t2

2

∫
R3

|∇vε|2dx−
t6

6

∫
R3

K(x0)|vε|6dx

)
=

1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞ +O(ε1/2)

visto que, por alguns cálculos simples, temos

sup
t≥0

(
t2

2

∫
R3

|∇vε|2dx−
t6

6

∫
R3

K(x0)|vε|6dx

)
=

1

3

[ ∫
R3

|∇vε|2dx(
K(x0)

∫
R3

|vε|6dx

)1/3

]3/2

=
1

3
‖K‖−1/2

∞

[ ∫
R3

|∇vε|2dx(∫
R3

|vε|6dx

)1/3

]3/2

=
1

3
‖K‖−1/2

∞

(K1 +O(ε1/2)

K2 +O(ε)

)3/2

=
1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞ +O(ε1/2)

donde segue a Afirmação 1.

94



Diante da Afirmação 1 acima,

I(tεvε) ≤ sup
t≥0

g(t) +
t2ε
2
‖vε‖2

2 +
t4ε
4

∫
R3

φvεv
2
εdx−

t4εµ

q

∫
R3

Q(x)|vε|qdx

≤ 1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞ +O(ε1/2) +K3‖vε‖2
2 +K4‖vε‖4

12/5 − µK5

∫
R3

|vε|qdx,

onde K3, K4 e K5 são constantes positivas cuja existência é devido (tε) ser limitada

superiormente e inferiormente como dito no ińıcio da demonstração. Desta forma, como

c ≤ I(tεvε), para completarmos a demonstração, basta mostrarmos que

lim
ε→0

1

ε1/2

(∫
R3

v2
ε − µvqεdx− ‖vε‖4

12/5

)
= −∞

Com efeito o limite é verdadeiro, visto que, pelas estimativas conhecidas de vε,

temos

∫
R3

(v2
ε − µvqε)dx+

(∫
R3

|vε|12/5dx

)5/3

≤


C1ε

1/2 − C2µε
6−q
4 + C3ε, q ∈ (3, 5)

C1ε
1/2 − C2µε

q/4|lnε|+ C3ε q = 3

C1ε
1/2 − C2µε

q/4 + C3ε q ∈ (2, 3)

onde C1, C2 e C3 são constantes positivas que não dependem de ε. Donde vemos que,

se 2 < q ≤ 4, o limite, a ser provado, segue da estimativa acima para µ > 0. Se

2 < q ≤ 4, basta escolhermos µ = ε−σ, σ > 0 que também verificamos o limite.

Lema 5.8. Seja 4 < q < 6. Então, m∞ é atingido em H1(R3) para todo µ > 0. Se

q = 4, m∞ é atingido em H1(R3) desde que µ seja suficientemente grande.

Demonstração.

Temos que, I∞ tem a geometria do Passo da Montanha. Seja,

c∞ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I∞(γ(t))

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1(R3)); γ(0) = 0, I∞(γ(1)) < 0}. Desde que, 4 ≤ q < 6,

temos

m∞ = inf
u6=0

max
t≥0

I∞(tu) > 0

e, m∞ = c∞.

Desta forma, pelo prinćıpio variacional de Ekeland, existe (un) ⊂ H1(R3) tal que

I∞(un)→ c∞ e I ′∞(un)→ 0 (5.52)
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Pela mesma justificativa do Lema 5.6, temos que (un) é limitada. Denotemos

wn(x) := un(x+yn) para yn ∈ R3.Afirmamos que, existe (yn) ⊂ R3 tal que wn ⇀ w 6= 0

em H1(R3).

De fato, suponhamos que para toda sequência (yn) ⊂ R3 wn ⇀ 0 em H1(R3).

Notemos,

lim
n→∞

sup
y∈R3

∫
B1(y)

|un|sdx = 0, s ∈ [2, 6) (5.53)

caso contrário: existe s ∈ [2, 6), δ > 0 tal que

lim
n→∞

sup
y∈R3

∫
B1(y)

|un|sdx > δ > 0

assim, existe (yn) ⊂ R3 tal que

lim
n→∞

∫
B1(yn)

|un|sdx ≥
δ

2
> 0

⇒ lim
n→∞

∫
B1

|wn|sdx ≥
δ

2
> 0

o que é uma contradição. Visto que, se wn ⇀ 0 em H1(R3), wn ⇀ 0 em H1(B1), logo

wn → 0 em Ls(B1). Como queriamos demonstrar.

Dáı, observando (5.52), teremos, por [22], que un → 0 em Ls(R3) para 2 < s < 6.

Em particular, temos un → 0 em Lq(R3) e em L12/5(R3). Desta forma, usando as

propriedades do termo não local,∫
R3

φunu
2
ndx→ 0 e

∫
R3

Q∞|un|qdx→ 0

⇒ I∞(un) =
1

2
‖un‖2 − 1

6
K∞

∫
R3

|u+
n |6dx+ on(1) (5.54)

e,

I ′∞(un)(un) = ‖un‖2 −K∞
∫
R3

|u+
n |6dx+ on(1). (5.55)

Como (un) é limitada, temos I ′∞(un)(un) → 0 e, assim, por (5.54) e (5.55),

poderemos supor

‖un‖2 → b > 0 e K∞

∫
R3

|u+
n |6dx→ b > 0

pelo mesmo argumento usado para mostrar, que o anulamento não ocorre no Lema

5.6.

96



Donde, por desigualdade de Sobolev,∫
R3

K∞|u+
n |6dx ≤ K∞(S−1‖∇u+

n ‖2
2)3 ≤ ‖K‖∞(S−1‖un‖2)3

implicando que,

b ≥ S3/2‖K‖−1/2
∞

desta forma,

c∞ = lim I∞(un) =
(1

2
− 1

6

)
b ≥ 1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞

o que é um absurdo. Visto que estariamos contradizendo o Lema 5.7. Portanto, a

afirmação é verdadeira.

Desde que, I∞(wn) = I∞(un) → c∞, I ′∞(wn)(vy) = I ′∞(un)(v), por mudança de

variáveis, onde vy(x) = v(x+ y), temos, por (5.52), que

|I ′∞(wn)(vy)| = |I ′∞(un)(v)| ≤ ‖I ′∞(un)‖‖v‖ → 0.

Usando o mesmo argumento, do final da demonstração do Lema 5.6, teremos

I ′∞(wn)→ 0⇒ I ′∞(w) = 0 (5.56)

e dáı,

c∞ = lim[I∞(wn)−1

4
I ′∞(wn)(wn)] = lim[

1

4
‖wn‖2+

(1

4
−1

6

)∫
R3

K∞|w+
n |6dx+

(µ
4
−µ
q

)∫
R3

Q∞|w+
n |qdx].

Note que,

wn ⇀ w em H1(R3)⇒ ‖w‖2 ≤ lim inf
n
‖wn‖2 (5.57)

e, pelas imersões de Sobolev e limitação de (wn)∫
R3

|wn|6dx ≤ C‖wn‖6 ≤ C.

Pelo lema de Fatou, teremos∫
R3

|w+|6dx ≤ lim inf
n

∫
R3

|w+
n |6dx (5.58)

e, analogamente ∫
R3

|w+|qdx ≤ lim inf
n

∫
R3

|w+
n |qdx. (5.59)

Desta forma, por (5.57)− (5.59),

lim

[
1

4
‖wn‖2 +

(1

4
− 1

6

)∫
R3

K∞|w+
n |6dx+

(µ
4
− µ

q

)∫
R3

Q∞|w+
n |qdx

]
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≥ 1

4
‖w‖2 +

(1

4
− 1

6

)∫
R3

K∞|w+|6dx+
(µ

4
− µ

q

)∫
R3

Q∞|w+|qdx = I∞(w)

assim,

c∞ ≥ I∞(w).

Desde que, w 6= 0, c∞ = m∞ e (5.56), temos I∞(w) ≥ c∞. Segue que, I∞(w) =

c∞.

Neste ponto, é válido destacar que, sem perda de generalidade, podemos supor

que ao menos uma das desigualdades de (H1) é estrita em algum conjunto de medida

não nula, pois, caso contrário, o teorema que desejamos provar seguiria do Lema 5.8

que acabamos de provar.

Lema 5.9. Se 4 < q < 6, então c1 < m∞ para todo µ > 0. Se q = 4, então c1 < m∞

desde que µ seja suficientemente grande.

Demonstração. Seja u∞ ∈ H1(R3) tal que I∞(u∞) = m∞ e I∞(u∞) = maxt≥0 I(tu∞).

Dáı, existe t∗ > 0 tal que

c1 ≤ sup
t≥0

I(tu∞) = I(t∗u∞) < I∞(t∗u∞) ≤ I∞(u∞) = m∞

implicando,

c1 < m∞.

Por fim, com as ferramentas contrúıdas até agora, podemos provar o Teorema

5.1, cuja demonstração segue abaixo:

Demonstração. Primeiramente, note que, pelos Lema 5.7 e Lema 5.8, temos 0 <

c1 < m∞,
1
3
S3/2‖K‖−1/2

∞ ; desta forma, pelo Lema 5.6, existe u ∈ H1(R3) ponto cŕıtico

não trivial de I. Dáı,

0 = I ′(u)(u−) = ‖u−‖2 +

∫
R3

φu|u−|2dx ≥ ‖u−‖2

⇒ u− = 0⇒ u ≥ 0

Desta forma, pelo prinćıpio do máximo, u > 0. Dáı, (u, φu) é uma solução

positiva.

98



5.3 Os Teoremas 5.2 e 5.3

Os Teoremas 5.2 e 5.3, faz parte da abordagem do problema em questão para o

caso 2 < q < 4. No entanto, este caso é bem mais delicado que o caso 4 ≤ q < 6, visto

que encontramos duas dificuldades. A primeira, segue do fato da variedade de Nehari

N∞ ser estruturalmente complicada, por exemplo, não conseguimos comparar c∞ e

m∞, fato este importante para suprir a falta de imersões compactas. Sendo assim, se

faz necessário a restrição de I ao espaço H1
r (R3), pois, como bem sabemos ganhamos a

imersão compacta H1
r (R3) ↪→ Ls(R3) para s ∈ (2, 6). É importante, destacarmos que,

todo ponto cŕıtico de I|H1
r (R3) é ponto cŕıtico de I, fato encontrado em [28]. A outra

dificuldade, é que não conseguimos uma sequência (PS) limitada de forma usual para

I quando 2 < q < 6. Para superar tal dificuldade, teremos de usar o resultado de L.

Jeanjean [16]. Tal resultado será mencionado como proposição, a qual segue abaixo:

Proposição 5.1. Seja X um espaço de Banach com a norma ‖.‖X e seja J ⊂ R+ um

intervalo. Consideremos a famı́lia {Φλ}λ∈J de funcionais de classe C1 definidos em

X, da forma

Φλ(u) = A(u)− λB(u), para todo λ ∈ J ,

onde B(u) ≥ 0 para todo u ∈ X, e tal que A(u)→∞ ou B(u)→∞, quando ‖u‖ → ∞.

Assumindo que existe dois pontos v1 e v2 em X tal que

cλ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φλ(γ(t)) > max{Φλ(v1),Φλ(v2)}, para todo λ ∈ J

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = v1, γ(1) = v2}.

Então, para quase todo λ ∈ J , existe uma sequência (PS)cλ limitada para Φλ, isto é,

existe uma sequência {un(λ)} ⊂ X tal que

• {un(λ)} é limitada em X,

• Φλ(un(λ))→ cλ,

• Φ′λ(un(λ))→ 0 em X ′, onde X ′ é o dual topológico de X.

No que segue, faremos referência à famı́lia de funcionais, para λ ∈ [1/2, 1]

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
R3

φuu
2dx− λ

∫
R3

1

6
K(x)|u+|6 +

µ

q
Q(x)|u+|qdx.
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No lema seguinte, mais uma vez, faremos menção de uma identidade tipo Poho-

zaev:

Lema 5.10. Seja u um ponto cŕıtico de Iλ em H1(R3), então

1

2

∫
R3

|∇u|2dx+
3

2

∫
R3

u2dx+
5

4

∫
R3

φuu
2dx−λ

2

∫
R3

K(x)|u+|6dx−3λ

q

∫
R3

µQ(x)|u+|qdx−

−λ
6

∫
R3

(∇K(x), x)|u+|6dx− λ

q

∫
R3

(µ∇Q(x), x)|u+|qdx = 0

O próximo lema, é extremamente importante para nossos objetivos. Será funda-

mental nas demonstrações dos teoremas. Sendo mais exato, a parte (1) deste lema, será

usada na demonstração do Teorema 5.2, enquanto que a parte (2), na demonstração

do Teorema 5.3.

Lema 5.11. Supondo (H1) e (H2) e, que K e Q são funções radiais. Se I tem uma

sequência (PS)d limitada com d ∈ (0, 1
3
S3/2‖K‖−1/2

∞ ), então para µ > 0 suficientemente

grande temos:

1. I tem um ponto cŕıtico não-trivial u ∈ H1
r (R3) com I(u) = d, para 3 ≤ q < 4,

desde que (H3) se verifique.

2. I tem um ponto cŕıtico não-trivial u ∈ H1
r (R3), para 2 < q < 3.

Demonstração.

Seja (un) ⊂ H1
r (R3) sequência (PS)d limitada em I. Como temos a imersão

compacta H1
r (R3) ↪→ Ls(R3) para s ∈ (2, 6), logo existe u ∈ H1

r (R3) tal que

un ⇀ u em H1
r (R3) e un → u em Ls(R3)

Por justificativas análogas à já usadas nesse texto, temos I ′(u) = 0.

(1) Para tal caso, afirmamos que, I(u) ≥ 0.

De fato, denotemos

a :=

∫
R3

|∇u|2dx, b :=

∫
R3

u2dx, c :=

∫
R3

φuu
2dx

d :=

∫
R3

K(x)|u+|6dx, e :=

∫
R3

µQ(x)|u+|qdx

A :=
1

6

∫
R3

(∇K(x), x)|u+|6dx+
1

q

∫
R3

(µ∇Q(x), x)|u+|qdx
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chamaremos todas as equações acima de (5.60); de (H3), temos A ≤ 0. Então,
1
2
a+ 3

2
b+ 5

4
c− 1

2
d− 3

q
e = A

1
2
a+ 1

2
b+ 1

4
c− 1

6
d− 1

q
e = I(u)

a+ b+ c− d− e = 0

(5.61)

onde a primeira equação vem da identidade de Pohozaev dada no Lema 5.10, a se-

gunda vem da definição de I(u) e a terceira vem de I ′(u)(u) = 0.

Dáı, usando a relação acima e 3 ≤ q < 4, temos

3I(u) ≥ 3I(u) + A =
3

2
a+

3

2
b+

3

4
c− 1

2
d− 3

q
e+

1

2
a+

3

2
b+

5

4
c− 1

2
d− 3

q
e

= 2a+ 3b+ 2c− d− 6

q
e = a+ 2b+ c+

q − 6

q
e

≥ a+ 2b+ c− d+
q − 6

q
e = b+

2q − 6

q
e ≥ 0

desta forma,

3I(u) ≥ 0⇒ I(u) ≥ 0

donde I(u) ≥ 0.

Agora, seja vn = un − u. Como vn → 0 em Ls(R3) para s ∈ (2, 6), temos as

mesmas equações (5.41) e (5,42). Observando que, (‖vn‖) é limitada, podemos supor

que seja convergente. Suponhamos ‖vn‖9 0, análogo ao que fizemos para provar que

o Anulamento não era válido na demonstração do Lema 5.6, temos, usando o fato

de que I(u) ≥ 0, que

d = lim[I(un)− I(u)] + I(u) ≥ lim[I(un)− I(u)] ≥ 1

3
S3/2‖K‖−1/2

∞

donde chegamos a um fato não veridico. Dáı, ‖vn‖ → 0, donde un → u em H1
r (R3) e

desta forma I(u) = c 6= 0 e u 6= 0. Portanto, (1) esta demonstrado.

(2) Para a prova deste caso, basta mostrarmos que u 6= 0. Suponhamos, por

contradição, u = 0. Então, un → 0 em Lq(R3) e
∫
R3 φunu

2
ndx→ 0, dáı,

I(un) =
1

2
‖un‖2 − 1

6

∫
R3

K(x)|u+
n |6dx+ on(1) (5.62)

e,

I ′(un)(un) = ‖un‖2 −
∫
R3

K(x)|u+
n |6dx+ on(1). (5.63)
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Caso ‖un‖ → 0, temos, usando o fato que I ′(un)(un)→ 0, (5.62) e (5.63), que∫
R3

K(x)|u+
n |6dx = on(1)

donde,

I(un)→ 0⇒ d = 0,

ou seja, chegamos a um absurdo. Sendo ‖un‖9 0, análogo ao que fizemos para provar

que o Anulamento não era válido na demonstração do Lema 5.6, temos

d ≥ 1

3
S3/2‖K‖−1/3

∞

o que gera um absurdo. Portanto, u 6= 0.

Finalmente, com as ferramentas construidas até aqui, poderemos demonstrar os

Teoremas 5.2 e 5.3. Cujas demonstrações seguem abaixo:

Demonstração. (Teorema 5.2)

Usando o Lema 5.11 parte (1), é suficiente construir uma sequência (PS)d li-

mitada com d ∈ (0, 1
3
S3/2‖K‖−1/2

∞ ) para I. Consideremos a famı́lia de funcionais Iλ,

1/2 ≤ λ ≤ 1. Considerando também a Proposição 5.1 com X = H1
r (R3), J = [1/2, 1]

e Φλ = Iλ, teremos

B(u) =
1

6

∫
R3

K(x)|u+|6dx+
1

q

∫
R3

µQ(x)|u+|qdx ≥ 0

e,

A(u) =
1

2
‖u‖2 +

1

4

∫
R3

φuu
2dx→∞

quando ‖u‖ → ∞. Como Iλ tem a geometria do Passo da Montanha, podemos definir:

cλ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)), λ ∈ [1/2, 1]

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1(R3)); γ(0) = 0 e γ(1) = v0} e I1/2(v0) < 0.

Dáı, pela Proposição 5.1, temos a existência de J1 ⊂ [1/2, 1] com |J1| = 0 tal

que para λ ∈ [1/2, 1]− J1 existe sequência (PS)cλ limitada, para Iλ.

Como, cλ ∈ (0, 1
3
S3/2‖λK‖−1/2

∞ ), pelos Lema 5.7 e Lema 5.11 parte (1), a

existência de uλ ∈ H1
r (R3) tal que

I ′λ(uλ) = 0 e Iλ(uλ) = cλ

para λ ∈ [1/2, 1]− J1.
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Donde podemos escolher (λn) ⊂ [1/2, 1]−J1 tal que λn → 1, e consequentemente,

existe (uλn), a qual denotaremos simplesmente por (un), pontos cŕıticos de Iλn como

acima. Afirmamos que, (un) é limitada em H1
r (R3).

O que, de fato, acontece. Definamos an, bn, cn, dn, en e An como em (5.60),

substituindo u por un. Observemos que, por (H3), An ≤ 0. Dáı, como em (5.61),

temos 
1
2
an + 3

2
bn + 5

4
cn − λn

2
dn − 3λn

q
en = λnAn

1
2
an + 1

2
bn + 1

4
cn − λn

6
dn − λn

q
en = cλn

an + bn + cn − λndn − λnen = 0

(5.64)

donde,

an + bn +
λn
3
dn +

q − 4

q
λnen = 4cλn (5.65)

bn + λndn +
2q − 6

q
λnen = 3cλn + λnAn ≤ 3c1/2. (5.66)

A última desigualdade, segue do fato de que,

λnAn ≤ 0 e cλn ≤ c1/2, (5.67)

onde (5.67) se justifica da seguinte forma:

Iλn(γ(t)) ≤ I1/2(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

I1/2(γ(t))

o que implica,

max
t∈[0,1]

Iλn(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

I1/2(γ(t))

assim,

inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλn(g(t)) ≤ max
t∈[0,1]

I1/2(γ(t))

dáı,

cλn ≤ c1/2.

Sendo 3 < q < 4, (5.66) diz-se que (en) é limitada. Sendo q = 3, (bn) e (dn) são

limitadas por (5.66), dáı, (u+
n ) é limitada em Lq(R3)(desigualdade de interpolação),

desta forma (en) é limitada. Diante disso, por (5.65), (un) é limitada em H1
r (R3). O

que prova a afirmação.

Portanto, como podemos supor (λn) crescente e, claramente, (cλn) é crescente e

convergente para c1, visto que λn → 1(usando justificatica semelhante a dada para

(5.67)), temos que (un) é sequência (PS)c1 limitada para I1 = I, pois,
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• Iλn(un)→ c1 ⇒ I(un)→ c1

Basta observar que,

|Iλn(un)− I(un)| ≤ (1− λn)

∫
R3

1

6
K(x)|u+

n |6 +
µ

q
Q(x)|u+

n |qdx→ 0

em virtude de, (un) ser limitada e λn → 1. Ou seja,

Iλn(un)− I(un)→ 0⇒ I(un)→ c1

• I ′λn(un) = 0⇒ I ′(un)→ 0

Notando que, para v ∈ C∞0 (R3), onde suptv = Ωv

|I ′(un)(v)− I ′λn(un)(v)| =

∣∣∣∣∣(λn − 1)

∫
R3

K(x)|u+
n |4u+

n vdx+ (λn − 1)µ

∫
R3

Q(x)|u+
n |q−2u+

n vdx

∣∣∣∣∣
≤ (1− λn)

∫
R3

K(x)|u+
n |5|v|dx+ (1− λn)µ

∫
R3

Q(x)|u+
n |q−1|v|dx

= (1− λn)

∫
Ωv

K(x)|u+
n |5|v|dx+ (1− λn)µ

∫
Ωv

Q(x)|u+
n |q−1|v|dx

≤ (1− λn)C‖un‖5 + (1− λn)C‖un‖q−1 → 0

pois, (un) é limitada e λn → 1. Ou seja,

I ′(un)(v)→ 0, para todo v ∈ C∞0 (R3)

dáı, por argumento de densidade

I ′(un)→ 0,

o que prova a implicação.

Portanto pelo Lema 5.7 e Lema 5.11, I tem um ponto cŕıtico não-trivial u,

donde (u, φu) é solução positiva do problema em questão.

Para concluirmos mais um caṕıtulo, demonstremos o último teorema:

Demonstração. (Teorema 5.3)

Primeiramente, note que, pelo Lema 5.11, é suficiente construir uma sequência

de (PS)d limitada para d ∈ (0, 1
3
S3/2‖K‖−1/2

∞ ). Como I tem a geometria do Passo da

Montanha, existe (un) sequência de (PS)d com d no intervalo citado, tal que:

I(un)→ d e I ′(un)→ 0. (5.68)
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Na segunda equação do problema, multiplicando ambos os membros por |un|,

temos ∫
R3

|un|3dx =

∫
R3

−∆φun|un|dx =

∫
R3

∇φun .∇|un|dx

pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos∫
R3

|un|3dx ≤
∫
R3

|∇un|2dx+
1

4

∫
R3

|∇φun|2dx =

∫
R3

|∇un|2dx+
1

4

∫
R3

φunu
2
ndx. (5.69)

Com (5.68) e (5.69), podemos deduzir que

d+ 1 + ‖un‖ ≥ I(un)− 1

6
I ′(un)(un)

≥ 1

3
‖un‖2 +

1

12

∫
R3

φunu
2
ndx−

(µ
q
− µ

6

)
‖Q‖∞

∫
R3

|un|qdx

≥ 1

6
‖un‖2 +

1

24

∫
R3

φunu
2
ndx+ g(un)

onde g(u) = 1
6

∫
R3 |u|3dx+ 1

6

∫
R3 u

2dx−
(
µ
q
− µ

6

)
‖Q‖∞

∫
R3 |un|qdx.

Afirmamos que, (un) é limitada em H1
r (R3). De fato, caso contrário, para n

suficientemente grande,

1

6
‖un‖2 +

1

24

∫
R3

φunu
2
ndx+ g(un)− 1

24
‖un‖2 ≤ d+ 1 +

(
1− 1

24
‖un‖

)
‖un‖ < 0

ou seja,
1

8
‖un‖2 +

1

24

∫
R3

φunu
2
ndx+ g(un) ≤ 0

e seguindo os mesmas argumentações do Caṕıtulo 2, chegamos a uma contradição.

Portanto, (un) é (PS)d limitada.
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Apêndice A

O Prinćıpio Variacional de Ekeland

Este apêndice, tem como objetivo apresentar o Prinćıpio Variacional de Eke-

land. Trata-se de um resultado utilizado em vários trechos importantes de nosso texto

e de grande importância na Teoria dos Pontos Cŕıticos em geral. Devido a tal im-

portância, reservamos tal apêndice. Para construção do Apêndice tivemos como base

[23].

Teorema A.1. Seja M um espaço métrico completo e Φ : M → R funcional semi-

cont́ınuo inferiormente (sci), limitado inferiomente sobreM. Dado ε > 0, seja u ∈M

tal que,

Φ(u) ≤ inf
M

Φ + ε.

Então, existe uε ∈M tal que,

Φ(uε) ≤ Φ(u) e d(u, uε) ≤ 1 (A.1)

e, para todo w ∈M− {uε},

Φ(w) > Φ(uε)− εd(uε, w). (A.2)

Demonstração. Primeiramente, definamos a relação: para w, v ∈M, temos

w ≤ v ⇔ Φ(w) + εd(w, v) ≤ Φ(v)

tal relação, define uma ordem em M. De fato, para u, v, w ∈M, temos

• u ≤ u, basta observar que,

Φ(u) + εd(u, u) = Φ(u) + 0 ≤ Φ(u)
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• Se u ≤ v e v ≤ w, temos u ≤ w. Note,

u ≤ v ⇒ Φ(u) + εd(u, v) ≤ Φ(v) e v ≤ w ⇒ Φ(v) + εd(w, v) ≤ Φ(w)

⇒ Φ(u)+εd(w, u) ≤ Φ(u)+εd(w, v)+εd(v, u) ≤ Φ(v)+εd(w, v) ≤ Φ(w)⇒ u ≤ w

• Se u ≤ v e v ≤ u, então v = u. Observe,

u ≤ v ⇒ Φ(u) + εd(v, u) ≤ Φ(v) e v ≤ u⇒ Φ(v) + εd(u, v) ≤ Φ(u)

⇒ Φ(u) + εd(v, u) ≤ Φ(v) ≤ Φ(v) + εd(v, u) ≤ Φ(u)

⇒ εd(v, u) ≤ 0⇒ d(v, u) ≤ 0⇒ d(v, u) = 0⇒ u = v

Assim, fica provado que tal relação é, de fato, uma relação de ordem em M.

Agora, construamos de forma indutiva, uma sequência (un) ⊂M. Partindo de u0 = u,

e supondo un conhecida, definamos

Sn = {w ∈M;w ≤ un}

e, escolhamos un+1 ∈ Sn tal que

Φ(un+1) ≤ inf
Sn

Φ +
1

n+ 1
.

É imediato, que Sn+1 ⊂ Sn e un+1 ≤ un. Desde que, Φ é (sci), temos que Sn é

fechado. De fato, dada (xk) ⊂ Sn tal que xk → x em M, temos xk ≤ un, para todo

k ∈ N, assim, pela definição da ordem em M,

Φ(xk) + εd(xk, un) ≤ Φ(un) para todo k ∈ N

assim, passando o lim infk, teremos

lim inf
k

[Φ(xk) + εd(xk, un)] ≤ Φ(un)⇒ lim inf
k

Φ(xk) + ε lim inf
k

d(xk, un) ≤ Φ(un)

por Φ ser (sci), chegamos

Φ(x) + εd(x, un) ≤ Φ(un),

ou seja, x ∈ Sn. Dáı, Sn é fechado.

Agora, observemos que, para w ∈ Sn+1, temos w ≤ un+1 ≤ un e assim,

εd(w, un+1) ≤ Φ(un+1)− Φ(w) ≤ inf
Sn

Φ +
1

n+ 1
− inf

Sn
Φ =

1

n+ 1
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desta forma, para w, v ∈ Sn+1, temos

d(w, v) ≤ d(w, un) + d(v, un) ≤ 1

ε(n+ 1)
+

1

ε(n+ 1)
=

2

ε(n+ 1)
.

Sendo assim,

diamSn+1 ≤
2

ε(n+ 1)
,

isto é, diamSn → 0, quando n → ∞. Dáı, como M é completo e com as informações

adquiridas até aqui, temos un → uε e,⋂
n∈N

Sn = {uε}

para algum uε ∈M. Em particular, temos uε ∈ S0, ou seja, uε ≤ u0 = u, donde

Φ(uε) ≤ Φ(u)− εd(u, uε) ≤ Φ(u)

e,

d(uε, u) ≤ ε−1(Φ(u)− Φ(uε)) ≤ ε−1
(

inf
M

Φ + ε− inf
M

Φ
)

= 1

assim, fica provado (A.1). Agora, para mostrarmos (A.2), basta mostrarmos que

Φ(w) ≤ Φ(uε)− εd(uε, w)⇒ w = uε.

Sendo Φ(w) ≤ Φ(uε)− εd(uε, w), temos w ≤ uε, dáı, como uε ∈ Sn para todo n ∈

N e usando a definição de Sn, chegamos que w ∈ Sn para todo n ∈ N. Portanto, como

∩n∈NSn = {uε}, temos w = uε, e (A.2) fica provada. Como queriamos demonstrar.

Observação A.1. Usando λd, com λ > 0, no lugar de d no teorema anterior, as

conclusões (A.1) e (A.2) são substituidas, respectivamente, por

d(u, uε) ≤
1

λ

e,

Φ(w) > Φ(uε)− ελd(uε, w).

A escolha λ = ε−1/2 é por demais interessante. Com esta escolha, provaremos o

teorema seguinte.
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Teorema A.2. Sejam X um espaço de Banach, ϕ : X → R funcional limitado inferi-

ormente e diferenciável. Então, para cada ε > 0 e u ∈ X tal que

ϕ(u) ≤ inf
X
ϕ+ ε, (A.3)

existe v ∈ X, tal que

ϕ(v) ≤ ϕ(u), (A.4)

|u− v| ≤ ε1/2, (A.5)

|ϕ′(v)| ≤ ε1/2. (A.6)

Demonstração.

ConsideremosM = X e Φ = ϕ e, para ε > 0 dado, considerando λ = ε−1/2 como

no teorema e observação acima. Temos, então para u que satisfaz (A.3), a existência

garantida de v ∈ X, tal que (A.4) e (A.5) são satisfeitas. Além disso,

ϕ(w) > ϕ(v)− ε1/2|v − w| (A.7)

para todo w 6= v em X. Assim, tomando w = v + th com t > 0, h ∈ X, |h| = 1 em

(A.7), obtemos

ϕ(v + th)− ϕ(v) > −ε1/2t.

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por t e, fazendo t → 0,

chegamos

ϕ′(v)(h) ≥ −ε1/2.

Também para todo h ∈ X com |h| = 1,

ϕ′(v)(h) ≤ ε1/2,

assim,

|ϕ′(v)(h)| ≤ ε1/2

donde,

|ϕ′(v)| ≤ ε1/2.

E, o teorema esta provado.

Como consequência imediata, do teorema acima, temos:
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Corolário A.3. Seja X um espaço de Banach, ϕ : X → R funcional limitado infe-

riormente e diferenciável. Então, para toda sequência minimizante (uk) de ϕ, existe

uma sequência minimizante (vk) de ϕ, tal que

ϕ(vk) ≤ ϕ(uk),

|uk − vk| → 0, quando k →∞.

|ϕ′(vk)| → 0, quando k →∞.

Um outro corolário, bastante interessante e usado, quando abordamos a variedade

de Nehari neste trabalho é o seguinte:

Corolário A.4. Seja N a variedade de Nehari do funcional energia I : H1(R3) → R

(qualquer um dos usados neste trabalho). Então, para toda sequência minimizante (un)

de I|N , existe (vn) em N tal que,

I(vn) ≤ I(un), (A.8)

|un − vn| → 0 (A.9)

e

|I ′(vn)| → 0. (A.10)

Demonstração.

Primeiramente, observe que a variedade de Nehari é espaço métrico completo.

Desta forma, pelo Prinćıpio Variacional de Ekeland, temos a existência de (vn)

em N com: I(vn) ≤ I(un), |un − vn| → 0 e, para todo w 6= vn, temos

I(w) > I(vn)− εnd(vn, w),

onde, podemos considerar, εn → 0.

Agora, observemos que, H1(R3) =< vn >
⊕

KerG′(vn). Lembrando que, G(u) =

I ′(u).u. Dado w ∈ KerG′(vn), então I ′(vn).w ≤ εn‖w‖. De fato, sabemos que, para

cada n ∈ N, existe α : (−ε, ε)→ N cont́ınua com α(0) = vn e α′(0) = w, assim

I(α(0)) < I(α(t)) + εn‖α(t)− α(0)‖

⇒ I(α(0))− I(α(t)) < εn‖α(t)− α(0)‖
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⇒ −I(α(t))− I(α(0))

t
< εn‖

α(t)− α(0)

t
‖,

assim,

−I ′(α(0))α′(0) ≤ εn‖α′(0)‖,

donde,

−I ′(vn).w ≤ εn‖w‖ ⇒ |I ′(vn).w| ≤ εn‖w‖.

Observemos também que, para v ∈ H1(R3) com ‖v‖ = 1, temos

v = tvnvn + wvn ∈< vn >
⊕

KerG′(vn).

Note que, (vn) é limitada, pois, (un) é limitada. Como vemos, v − tvnun ∈

KerG′(vn), assim, pelo mesmos argumentos usados em vários momentos do texto, (tvn)

é uniformemente limitada para ‖v‖ = 1. Dáı, (wvn) também é uniformemente limitada,

pois,

‖wvn‖ ≤ |tvn|‖vn‖+ ‖v‖ = 1 + |tvn|‖un‖.

Sendo assim, para ‖v‖ = 1, teremos

|I ′(vn).v| = |tvnI ′(vn).vn + I ′(vn).wvn| = |I ′(vn).wvn| ≤ εn‖wvn‖ ≤ Cεn,

ou seja,

|I ′(vn).v| → 0⇒ |I ′(vn)| → 0.

E, está demonstrado o corolário.
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Apêndice B

Definições e Resultados Utilizados

Neste apêndice, apresentaremos as principais definições, notações e os principais

resultados utilizados ao longo de todo texto.

Teorema B.1. (Teorema de Mudança de Variável) Sejam h : U → V um dife-

omorfismo de classe C1 entre abertos U, V ⊂ RN , X ⊂ U um compacto J-mensurável

e f : h(X)→ R uma função integrável. Então, foh : X → R é integrável e:∫
h(X)

f(y)dy =

∫
X

f(h(x))|deth′(x)|dx.

Demonstração. Ver [20].

Teorema B.2. (Lema de Fatou) Seja (fn) uma sequência de funções em L1(Ω) tal

que,

(i) para cada n ∈ N, fn(x) ≥ 0, q.s. sobre Ω;

(ii) supn∈N

∫
Ω

fndx <∞.

Para cada x ∈ Ω, tomando f(x) = lim infn fn(x). Teremos, f ∈ L1(Ω) e,∫
Ω

f(x)dx ≤ lim inf
n

∫
Ω

fn(x)dx.

Demonstração. Ver [4].

Teorema B.3. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn)

uma sequência de funções em L1(Ω). Suponha que,

(i) fn(x)→ f(x) q.s. sobre Ω;
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(ii) existe g ∈ L1(Ω) tal que,

|fn(x)| ≤ g(x), q.s. em Ω, para todo n ∈ N.

Então, f ∈ L1(Ω) e,

‖fn − f‖L1(Ω) → 0.

Demonstração. Ver [4].

Teorema B.4. (Teorema de Fubini) Sejam Ω1 ⊂ RN , Ω2 ⊂ RM subconjuntos

abertos e F : Ω1 × Ω2 → R uma função mensurável. Suponha que F ∈ L1(Ω1 × Ω2).

Então, para quase todo x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) e

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1).

Da mesma forma, para quase todo y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) e

∫
Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2).

Além disso,∫
Ω1

∫
Ω2

F (x, y)dydx =

∫
Ω2

∫
Ω1

F (x, y)dxdy =

∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy.

Demonstração. Ver [4].

Teorema B.5. (Desigualdade de Young) Sejam a, b ≥ 0 e p e q expoentes conju-

gados. Então,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Ver [4].

Teorema B.6. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), com p e

q expoentes conjugados. Então, f.g ∈ L1(Ω) e,∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração. Ver [6].

Teorema B.7. (Desigualdade de Interpolação) Se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤

p ≤ q ≤ ∞, então f ∈ Lr(Ω), para todo r ∈ [p, q] e,

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖αLp(Ω)‖f‖1−α
Lq(Ω),

onde 1
r

= α
p

+ 1−α
q

, 0 ≤ α ≤ 1.
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Demonstração. Ver [6].

Teorema B.8. Seja X um espaço de Banach reflexivo e (xn) uma sequência limitada

em X. Então, existe (xnj) ⊂ (xn) tal que (xnj) é fracamente convergente.

Demonstração. Ver [18].

Teorema B.9. Sejam Ω ⊂ RN , (fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que

‖fn − f‖Lp(Ω) → 0.

Então, existe uma subsequência (fnj) tal que

• fnj(x)→ f(x), quase sempre em Ω;

• |fnj(x)| ≤ h(x), quase sempre em Ω e para todo n ∈ N, para alguma h ∈ Lp(Ω).

Demonstração. Ver [6].

Teorema B.10. Os espaços Lp são reflexivo para 1 < p <∞.

Demonstração. Ver [6].

Teorema B.11. O espaço D1,2 é Hilbert.

Demonstração. Ver [6].

Teorema B.12. (Imersões de Sobolev) As seguintes imersões são cont́ınuas:

• H1(R3) ↪→ Lp(R3), p ∈ [2, 6];

• D1,2(R3) ↪→ L6(R3).

Demonstração. Ver [6].

Teorema B.13. A seguinte imersão é compacta:

H1
r (R3) ↪→ Lp(R3), p ∈ (2, 6).

Demonstração. Ver [6].
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Teorema B.14. Seja 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞ com q 6= p∗, se p < N . Supondo (un)

limitada em Lq(RN), (∇un) limitada em Lp(RN) e

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|un|qdx = 0, para algum R > 0.

Então, un → 0 em Lα(RN), para α entre q e p∗.

Demonstração. Ver [22].

Teorema B.15. Sendo (un) limitada em H1(RN) e R > 0 tal que

lim inf
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|un|2dx = 0.

Então, un → 0 em Lq(RN), para todo q ∈ (2, 2∗).

Demonstração. Ver [29].

Teorema B.16. Seja j : R → R cont́ınua tal que j(0) = 0 e, para todo ε > 0

suficientemente pequeno, existe duas funções não negativas ϕε e φε tal que:

|j(x+ y)− j(x)| ≤ εϕε(x) + φε(y) para todo x, y ∈ R.

E, fn = f + gn sequência de funções mensuráveis de Ω em R tal que:

• gn → 0 quase sempre.

• j(f) ∈ L1(Ω).

•
∫

Ω
ϕε(gn(x))dµ(x) ≤ C <∞, para algum C > 0, independente de ε e n.

•
∫

Ω
φε(f(x))dµ(x) <∞ para todo ε > 0.

Então, ∫
Ω

j(f + gn)dµ(x)−
∫

Ω

j(gn)dµ(x) =

∫
Ω

j(f)dµ(x) + on(1).

Demonstração. Ver [7].

Teorema B.17. Seja 1 < p < ∞, (fn) sequência limitada em Lp(Ω), onde Ω é um

conjunto mensurável. Se fn → f quase sempre, então fn ⇀ f em Lp(Ω).

Demonstração. Ver [17].
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Teorema B.18. (Prinćıpio Concentração de Compacidade) Seja (ρn) uma

sequência em L1(RN) satisfazendo

ρn ≥ 0 em RN e

∫
RN
ρndx = λ+ on(1),

para algum λ > 0 fixado. Então, existe uma subsequência (ρnk) de (ρn) verificando

uma das três possibilidades a seguir:

(i) (Anulamento) para todo R > 0,

lim
k→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

ρnk(x)dx = 0;

(ii) (Dicotomia) existe α ∈ (0, λ) tal que, para todo ε > 0, existe k0 ≥ 1 e ρ1
k, ρ

2
k ∈

L1
+(RN) satisfazendo, para k ≥ k0:

• ‖ρnk − (ρ1
k + ρ2

k)‖1 ≤ ε;

•
∣∣∣ ∫

RN
ρ1
kdx− α

∣∣∣ ≤ ε;

•
∣∣∣ ∫

RN
ρ2
kdx− (λ− α)

∣∣∣ ≤ ε;

• dist(supt ρ1
k, supt ρ2

k)→∞, k →∞.

(iii) (Compacidade) existe (yk) ⊂ RN tal que, para todo ε > 0, existe R > 0

satisfazendo ∫
BR(yk)

ρnk(x)dx ≥ λ− ε.

Demonstração. Ver [22].

Teorema B.19. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espaço de Ba-

nach real e I ∈ C1(E,R) satisfazendo a condição (PS). Supondo I(0) = 0 e que

• existem constantes ρ, α > 0 tais que I|∂Bρ ≥ α;

• existe e ∈ E −Bρ tal que I(e) ≤ 0.

Então, I possui um valor cŕıtico c ≥ α. Além disso, c é caracterizado como:

c = inf
g∈Γ

sup
t∈[0,1]

I(g(t)),

onde,

Γ = {g ∈ C([0, 1], E); g(0) = 0, g(1) = e}.
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Demonstração. Ver [1].

Teorema B.20. (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam E um

espaço de Banach, J, F : E → R funcionais de classe C1(E,R) e M = {u ∈ E;F (u) =

0} = F−1({0}) com F ′(u) 6= 0, para todo u ∈ M . Se J é limitado inferiormente sobre

M e existe u0 ∈M tal que

J(u0) = inf
u∈M

J(u)

então, existe λ ∈ R(multiplicador de Lagrange) verificando

J ′(u0) = λF ′(u0).

Demonstração. Ver [17].

B.1 Resultados com Demonstração

O primeiro , que se segue, demonstrado, foi de grande importância no Caṕıtulo

2 e pode ser encontrado em [17].

Teorema B.21. Seja N ≥ 2. Se u ∈ H1
r (RN), então para quase todo x ∈ RN , temos

|u(x)| ≤ A−
1
2 |x|−

N−1
2 ‖u‖

onde A =

∫
|ω|=1

dσω.

Demonstração. Note primeiramente, que as funções radiais de C∞0 (RN) é denso em

H1
r (RN), dáı, por argumento de densidade padrão, provaremos somente para as funções

radiais de C∞0 (RN). Sendo φ ∈ C∞0 (RN) radial, temos que φ ∈ C∞0 ([0,∞)), dáı, para

r ≥ 0 (qualquer) e R > 0(suficientemente grande) tal que φ(R) = 0, temos

[φ(s)2]Rr =

∫ R

r

(φ(s)2)′ds =

∫ ∞
r

2φ(s)φ
′
(s)ds⇒ φ2(R)− φ2(r) = 2

∫ ∞
r

φ(s)φ
′
(s)ds

como φ2(R) = 0, temos então que,

φ2(r) = −2

∫ ∞
r

φ(s)φ
′
(s)ds ≤ 2

∫ ∞
r

|φ(s)||φ′(s)|ds

⇒ φ2(r) ≤ 2

∫ ∞
r

s−(N−1)|φ(s)||φ′(s)|sN−1ds⇒ φ2(r) ≤
∫ ∞
r

s−(N−1)(|φ′(s)|2+|φ(s)|2)sN−1ds
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visto que |φ′(s)|2 + |φ(s)|2 ≥ 2|φ′(s)||φ(s)|. A partir da desigualdade acima, também

podemos chegar que

φ2(r) ≤ r−(N−1)

∫ ∞
r

(|φ′(s)|2 + |φ(s)|2)sN−1ds

⇒ φ2(r) ≤ r−(N−1)

∫ ∞
0

(|φ′(s)|2 + |φ(s)|2)sN−1ds (L)

Observevemos que,∫
RN
φ2(x)dx =

∫ ∞
0

(

∫
|ω|=1

rN−1φ2(r)dσω)dr = A

∫ ∞
0

rN−1φ2(r)dr

⇒
∫ ∞

0

rN−1φ2(r)dr = A−1

∫
RN
φ2(x)dx

e, notando o fato de que, ∇φ(x) = φ
′
(r) x
|x| , temos∫

RN
|∇φ(x)|2dx =

∫ ∞
0

(

∫
|ω|=1

rN−1φ
′
(r)2dσω)dr

⇒
∫ ∞

0

rN−1φ
′
(r)2dr = A−1

∫
RN
|∇φ(x)|2dx.

Dáı, usando tais observações, temos que∫ ∞
0

rN−1(φ2(r) + φ
′
(r)2)dr = A−1

∫
RN
|∇φ(x)|2 + φ2(x)dx = A−1‖φ‖

Portanto, usando (L), temos

φ2(r) ≤ r−(N−1)A−1‖φ‖ ⇒ φ(x) ≤ A−1/2|x|−(N−1)/2‖φ‖

O que conclui nossa demonstração.

O próximo, foi utilizado em diversos pontos do texto.

Teorema B.22. Seja α, β, γ, δ > 0, e p > 2. Definamos f : R+
0 → R, dada por

f(x) = αx3 + βx + γx3 − δx2p−1, para x ≥ 0. Então, f tem um único ponto cŕıtico, o

qual corresponde ao máximo.

Demonstração. Como p > 2, fica claro que f tem máximo. Mostremos que f tem

um único ponto cŕıtico. Observemos que,

f ′(x) = 3αx2 + β + 3γx2 − δ(2p− 1)x2p−2

f ′′(x) = 6αx+ 6γx− δ(2p− 1)(2p− 2)x2p−3
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f ′′′(x) = 6α + 6γ − δ(2p− 1)(2p− 2)(2p− 3)x2p−4

Pela expressão da f ′′′, temos ser ela positiva para valores de t pequenos, f ′′′ → −∞

quando t → ∞ e, além disso, temos ser f ′′′ estritamente decrescente. Então, existe

t3 > 0 tal que f ′′′(t3) = 0 e, f ′′′(t)(t3 − t) > 0, para t 6= t3. Do estudo da f ′′′, temos

que f ′′ é crescente para t < t3 e f ′′ > 0 em (0, t3). Além disso, para t > t3, temos que

f ′′ é decrescente com f ′′ → −∞, quando t→∞. Dáı, existe t2 > t3 tal que f ′′(t2) = 0

e f ′′(t)(t2 − t) > 0, t 6= t2. Da mesma forma, conclúımos que existe t1 > t2 tal que

f ′(t1) = 0 e f ′(t)(t1 − t) > 0 para t 6= t1. Portanto, t1 é o único ponto cŕıtico de f .

Concluindo assim o lema.

119



Referências Bibliográficas
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