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Resumo

A proposta desta dissertação está relacionada com o estudo das principais

famílias de distribuições de probabilidade generalizadas. Particularmente, estudamos

as distribuições Beta Pareto, Beta Exponencial Generalizada, Beta Weibull Modificada,

Beta Fréchet e a Kw-G. Para cada uma delas foram obtidas expressões para as funções

densidades de probabilidade, funcões de distribuição acumuladas, funções de taxa

de falha, funções geratrizes de momentos, bem como foram obtidos os estimadores

dos parâmetros pelo método da máxima verossimilhança. Finalmente, para cada

distribuição foram feitas aplicações com dados reais.

Palavras-chave: Distribuição Beta Pareto, distribuição Beta Exponencial

Generalizada, distribuição Beta Weibull Modificada, distribuição Beta Fréchet,

distribuição Kw-G, momentos, método da máxima verossimilhança.
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Abstract

The purpose of this dissertation is to study the main families of generalized

probability distributions. Particularly we study the distributions Beta Pareto,

generalized Beta Exponential, Beta Modified Weibull, Beta Fréchet and Kw-G. For

each one of these distributions we obtain expressions for the probability density

function, cumulative distribution function, hazard function and moment generating

function as well as parameter estimates by the method of maximum likelihood. Finally,

we make real data applications for each one of the studied distributions.

Keywords: Distribution Beta Pareto, Distribution Beta Generalized

Exponential, Distribution Beta Modified Weibull, Distribution Beta Fréchet,

Distribution Kw-G, moments, method maximum likelihood.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos alguns modelos de distribuições de probabilidade

baseados na distribuição Beta.

No capítulo 1, apresentamos a distribuição Beta Pareto (DBP) introduzida por

Akinsete, Famoye e Lee (2008), cuja distribuição é muito importante na literatura,

pelo fato de ser uma generalização da família da distribuição Pareto. Neste capítulo,

discutimos algumas propriedades desta distribuição, bem como expressões para a

média, desvio médio, variância, curtose e entropia.

No capítulo 2, definimos a distribuição Beta Exponencial Generalizada (BEG)

introduzida por Barreto, Santos e Cordeiro (2010), motivada pela ampla utilização da

distribuição Exponencial, e também pelo fato de que essa generalização proporciona

maior flexibilidade para analisar situações mais complexas. A distribuição BEG

representa uma generalização de algumas distribuições, tais como, a distribuição Beta

Exponencial discutida por Nadarajah e Kotz (2005) e a distribuição Exponencial

Generalizada introduzida por Gupta e Kundu (1999).

No capítulo 3, trabalhamos com a Beta Weibull Modificada (BWM) introduzida

por Silva, Ortega e Cordeiro (2010). Essa distribuição é capaz de melhorar a modelagem

de dados cujo ajuste é realizado por modelos tradicionais. Além disso, permite testar

a qualidade do ajuste de várias distribuições conhecidas, como submodelos.

No capítulo 4, apresentamos a distribuição Beta Fréchet (BF) introduzida por

Barreto, Cordeiro e Simas (2011). Ela unifica algumas distribuições anteriormente

propostas, proporcionando uma visão geral destas distribuições para estudos teóricos.

A distribuição BF é motivada pela ampla utilização da distribuição de Fréchet, e

também pelo fato de que a generalização fornece mais flexibilidade para análise de

dados assimétricos.

Finalmente, no capítulo 5, apresentamos a distribuição Kw-G, introduzida por
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Cordeiro e Castro (2010), em que estudamos alguns casos dessa distribuição, em

particular, a distribuição a Kw Fréchet que é nossa contribuição teórica para esta

dissertação. Esta distribuição foi baseada nas distribuições Fréchet e de Kumaraswamy.

Vale salientar que em todos os capítulos foram discutidas expressões para a função

de densidade de probabilidade, função de distribuição acumulada, expanções para as

funções de distribuição e densidade, expressões gerais para os momentos, momentos

das estatísticas de ordem, e estimação dos parâmetros. Ao final de cada capítulo,

apresentamos aplicações para mostrar que a distribuição em discurssão tem o melhor

ajuste em relação aos outros modelos.

Os gráficos apresentados neste trabalho foram feitos utilizando-se a linguagem de

programação computacional R em sua versão 2.15.0.

Todos os capítulos foram escritos de forma independente, de tal maneira que cada

um deles possa ser lido independente de outro. Desta forma, algumas definições e/ ou

resultados podem aparecer em mais de um capítulo.
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Capítulo 1

A Distribuição Beta-Pareto

1.1 Introdução

A família da distribuição de Pareto é bem conhecida na literatura por causa

de sua capacidade em modelagem do tempo de duração de componentes ou tempo

de vida de individuos. Este fato é justificado, em função das distribuições existentes,

muitas vezes não se ajustarem de forma satisfatória ao conjunto de dados reais em

estudo. . Existem na literatura várias formas da distribuição de Pareto e suas

generalizações como por exemplo a distribuição de Pareto Generalizada (DPG), que é

utilizada na modelagem de dados de valores extremos devido à sua densidade apresentar

cauda longa. A distribuição de Pareto foi estendida para a distribuição de Pareto

transformada chamada de distribuição Burr. Outras distribuições como a exponencial,

a potência, a logística e a distribuição qui-quadrado são relacionadas com a distribuição

de Pareto por meio de algumas transformações. Muitos autores, incluindo Choulakian

e Stephens (2001) tinham reivindicado a versatilidade da DPG na modelagem de vários

tipos de dados com cauda longa. Isso motivou uma outra generalização da distribuição

Pareto, a distribuição Beta Pareto. Neste capítulo, vamos iniciar com uma discussão

sobre a distribuição Beta Pareto, introduzida por Akinsete, Famoye e Lee (2008),

assim como discutir algumas propriedades desta distribuição. Expressões para a média,

desvio médio, variância, curtose e entropia serão obtidas. Utilizaremos o método da

máxima verossimilhança para estimar os parâmetros desta distribuição.
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1.2 A distribuição Beta-Pareto

Definição 1.2.1 X tem distribuição Beta com parâmetros α e β se sua função

densidade é dada por

f(x) =
1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1, x ∈ (0, 1), α, β > 0,

onde B(α, β) =

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx, é a função beta.

A função de distribuição acumulada (fda) para uma classe de distribuições

generalizadas é definida por Eugene (2002) como sendo uma aplicação inversa da fda

F (x) para uma variável aleatória da distribuição beta,

G(x) =
1

B(α, β)

∫ F (x)

0

tα−1(1− t)β−1dt, (1.1)

onde α > 0 e β > 0 são dois parâmetros adicionais, cujo papel é introduzir assimetria

e variação do peso da cauda, respectivamente.

Definição 1.2.2 Definimos a função densidade de probabilidade (fdp) correspondente

de G(x) como sendo

g(x) =
1

B(α, β)
[F (x)]α−1[1− F (x)]β−1F

′

(x), x ∈ R. (1.2)

No presente estudo, F (x) é a fda de uma variável aleatória Pareto com função

densidade definida por f(y) = kθk/yk+1, k > 0, θ > 0, y ≥ θ. A fda da distribuição

Pareto é dada por

F (x) = 1−
(x
θ

)−k

.

Definição 1.2.3 Definimos a função densidade de probabilidade da distribuição Beta-

Pareto com parâmetros α, β, θ, e k denotada por BP (α, β, θ, k) como sendo

g(x) =
k

θB(α, β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ−1

, x ≥ θ, α, β, θ, k > 0. (1.3)

Considere y = (x/θ)−k, desta forma podemos mostrar que

∫ ∞

θ

g(x)dx = 1

4



.

De fato, como dy/dx = −k(x/θ)−k−1θ =⇒ dx = (−θ/k(x/θ)−k−1)dy, então

∫ ∞

θ

g(x)dx =

∫ ∞

θ

k

θB(θ, β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ−1

dx.

Fazendo a substituição de y = (x/θ)−k na integral acima, obtemos:

∫ ∞

θ

g(x)dx =

∫ ∞

θ

k

θB(θ, β)
(1− y)α−1yβ−1

(x
θ

)−1 θ

ky(x
θ
)−1

dy

=

∫ ∞

θ

1

B(α, β)
(1− y)α−1yβ−1dy = 1.

A fda da distribuição beta-Pareto obtida da expressão (1.1), denotada por G(x),

pode ser descrita por G∗(x) = 1 − G(x). Podemos obter a função densidade para a

distribuição beta-Pareto (DBP) a partir da expressão (1.3), assim

G∗(x) =

∫ ∞

x

k

θB(α, β)

{
1−

( t
θ

)−k}α−1( t
θ

)−kβ−1

dt, t ≥ θ. (1.4)

Considere y = (t/θ)−k, assim

dy/dx = −k(t/θ)−k−11/θ = (−k/θ)(t/θ)−k−1 =⇒ dx = −θ/k(t/θ)−k−1,

substituindo em (1.4) temos:

G∗(x) =

∫ ∞

x

− k

θB(α, β)
(1− y)α−1yβ

( t
θ

)−1 θ

k
( t
θ

)−k( t
θ

)−1
dt

=

∫ z

0

1

B(α, β)
yβ−1(1− y)α−1dy =

B(z;α, β)

B(α, β)
, 0 < z < 1,

em que B(z;α, β) é a função beta incompleta com z = (x/θ)−k. Logo,

5



G(x) = 1− B(z;α, β)

B(α, β)
(1.5)

= 1− zβ

B(α, β)

{ 1

β
+

1− α

β + 1
z + ...+

(1− α)(2− α)...(n− α)

n!(β + n)
zn + ...

}
.

Note que, substituindo α = 1 = β, na expressão (1.5) reduz-se a fda da

distribuição Pareto.

De fato, a expressão (1.5) é dada por

G(x) = 1− zβ

B(α, β)

{ 1

β
+

1− α

β + 1
z + ...+

(1− α)(2− α)...(n− α)

n!(β + n)
zn + ...

}
,

onde z = (x/θ)−k. Para α = 1 = β, temos

G(x) = 1− zβ

B(α, β)

{ 1

β
+

1− α

β + 1
z + ...+

(1− α)(2− α)...(n− α)

n!(β + n)
zn + ...

}

= 1− z

= 1−
(x
θ

)−k

.

1.2.1 Casos especiais

a) Caso 1: Quando α = β = 1, a DBP na expressão (1.3) reduz-se a fdp da

distribuição Pareto com parâmetros k e θ.

De fato, note que

g(x) =
k

θB(α, β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ−1

, x ≥ θ, α, β, θ, k > 0.

Substituindo α = β = 1 temos,

g(x) =
k

θB(1, 1)

{
1−

(x
θ

)−k}0(x
θ

)−k−1

=
k

θ

(x
θ

)−k−1

=
k

θ

(θ
y

)k+1

=
kθk+1

θyk+1

=
kθkθ

θyk+1
=

kθk

yk+1
, k > 0, θ > 0, y ≥ θ.

b) Caso 2: Quando α = 1, a DBP com parâmetros α, β, θ e k se reduz a distribuição

Pareto com parâmetros kβ = c e θ, com função densidade dada por

f(x) =
cθc

xc+1
, c > 0, θ > 0, x ≥ θ.
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De fato, note que

g(x) =
k

θB(α, β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ−1

, x ≥ θ, α, β, θ, k > 0.

Substituindo α = 1 e kβ = c temos,

g(x) =
k

θB(1, β)

{
1−

(x
θ

)−k}0(x
θ

)−kβ−1

=
k

θ

θkβ+1

xkβ+1
=

kθθkβ

θxkβ+1
β =

cθc

xc+1
, c > 0, θ > 0,

x ≥ θ.

c) Caso 3:

Teorema 1 Se X ∼ BP (α, β, θ, k), então a variável aleatória Y = (X/θ)−k tem

distribuição arco-seno com α = 1/2 = β.

Demonstração: Usando o método da transformação, é possivel mostrar que a variável

aleatória Y tem função densidade arco-seno dada por

f(y) =
( 1
π

)( 1√
y(1− y)

)
, 0 < y < 1.

De fato, seja FY (y) a fda de Y,então

FY (y) = P (Y ≤ y) = P
((

X
θ

)−k

≤ y
)
= P

((
θ
X

)k

≤ y
)
= P

(
θk

Xk ≤ y
)
=

P
(

θk

y
≤ Xk

)
= P

(
Xk ≥ θk

y

)
= P

(
Xk ≥

(
θ

y
1
k

)k)
= P

(
X ≥ θ

y
1
k

)
= P

(
X ≥ θ

k
√
y

)
=

FX

(
θ
k
√
y

)
.

Derivando em relação a y, obtemos a densidade de Y

fY (y) = F
′

Y (y) = −F ′

X(θY
−1/k)θ

(
− 1

k

)
y−1/k−1

= fX(θy
−1/k)

θ

k
y−1/k−1

=
k

θB(α, β)

[
1−

(θy 1
k

θ

)−k]α−1(θy 1
k

θ

)−kβ−1 θ

k
y−1/k−1

=
k

θB(α, β)

θ

k

[
1− (y

1
k )−k

]α−1

(y)β+
1
k y−1/k−1

=
1

B(α, β)
(1− y)α−1yβ−1, y > 0.
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Se α = 1/2 = β, então podemos escrever a expressão acima como sendo

fY (y) =
1

B(1/2, 1/2)
(1− y)−1/2y−1/2

=
1

B(1/2, 1/2)

1√
y

1√
1− y

=
1

π

1√
y(1− y)

, 0 < y < 1.

d) Caso 4:

Teorema 2 Se X ∼ BP (α, β, θ, k), então a variável aleatória Y = βlog(X/θ) tem

distribuição log beta, com parâmetros α, k e k/β. Isto é, Y ∼ logbeta(α, k, k/β).

Demonstração: Usando o método da transformação, vamos mostrar que a variável

aleatória Y tem função densidade dada por

f(y) =
( k

βB(α, β)

)(
1− exp

(
− ky

β

))α−1

exp(−yk), 0 < y <∞. (1.6)

De fato,

FY (y) = P (Y ≤ y) = P
(
βln

(X
θ

)
≤ y

)
= P

(
ln
X

θ
≤ y

β

)
= P

(X
θ

≤ exp
( y
β

))
=

= P
(
X ≤ θ exp

( y
β

))
.

Logo,

fY (y) = fX

(
θ exp

( y
β

))
θ
1

β
exp

( y
β

)

=
k

θB(α, β)

{
1−

(θ exp(y/β)
θ

)−k}α−1(θ exp(y/β)
θ

)−kβ−1 θ

β
exp(y/β)

=
k

θB(α, β)
1− (exp(y/β))−kα−1

(exp(y/β)−kβ−1 θ

β
exp(y/β)

=
k

βB(α, β)

[
1− exp

(−ky
β

)]α−1{
exp

(−kyβ
β

)}

=
( k

βB(α, β)

)(
1− exp

(
− ky

β

))α−1

exp(−ky), y > 0.
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De acordo com Dufresne (2005), se Y ∼ logbeta(a, b, c), então

f(y) = k(a, b, c) exp−by(1− exp−cy)a−1, y > 0

em que

k(a, b, c) =
cΓ(a+ b

c
)

Γ(a)Γ( b
c
)

.

Demonstração: Considere α = a, k = b e k/β = c ⇒ β = b/c substituindo na

expressão (1.6), obtemos

f(y) =
b

(b/c)B(a, b/c)
(1− exp(−cy))a−1 exp(−by)

=
c

B(a, b/c)
(1− exp(−cy))a−1 exp(−by).

Fazendo,

k(a, b, c) =
cΓ(a+ b

c
)

Γ(a)Γ( b
c
)
,

obtemos,

f(y) = k(a, b, c) exp−by(1− exp−cy)a−1.

e) Caso 5:

Corolrio 1 Se X ∼ BP (α = 1, β, θ, k), então a variável aleatória Y = βlog(X/θ) segue

uma distribuição exponencial com média 1/k.

Demonstração: Se X ∼ BP (α = 1, β, θ, k), então Y = β log(X/θ), temos a função

densidade dada por:

f(y) =
k

βB(α, β)

(
1− exp

(
− ky

β

))α−1

exp(−yk), 0 < y <∞.

Substituindo α = 1 em f(y) temos,

f(y) =
k

βB(1, β)

(
1− exp

(
− ky

β

))0

exp
(
− yk

)
=

=
k

β
1

β

(
1− exp

(
− ky

β

))0

exp(−yk) = k exp(−yk), y > 0.
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f) Caso 6:

Corolrio 2 Se X ∼ BP (α, β, θ, k), então a fdp para a variável aleatória Y = βlog(X/θ)

é uma integral que representa a função beta com k = β, ou um caso especial para a

distribuição beta-Weibull, BW (α, β, c, γ).

Demonstração: Seja k = β, pelo Teorema 2, a fdp da variável aleatória Y pode ser

escrita como

f(y) =
1

B(α, β)
exp−yβ(1− exp−y)α−1, 0 < y <∞.

De fato, note que

f(y) =
β

βB(α, β)

(
1− exp

(
− βy

β

))α−1

exp(−yβ)

=
1

B(α, β)
(1− exp(−y))α−1 exp(−yβ)

=
1

B(α, β)
exp−yβ(1− exp−y)α−1.

Este é um caso especial da distribuição beta-Weibull, BW (α, β, c, γ), no qual

o mesmo foi discutido em Famoye (2005), com c = 1 = γ. A densidade pode ser

representada também pela integral da função beta, de acordo com Zwillinger e Kokoska

(2000),

∫ ∞

0

1

B(p, q)
exp−tp(1− exp−t)q−1dt = 1.

1.2.2 Outros tipos de distribuições beta-Pareto

Johnson (1994) discutiu vários tipos de distribuições Pareto. A densidade

f(y) = kθk/yk+1, k > 0, θ > 0, y ≥ θ, é chamada de Pareto do tipo I. As funções de

distribuição acumulada das variáveis Paretos tipos II, III e IV são, respectivamente,

dadas por:

F2(x) = 1−
(
1 +

x

C

)−a

, x > 0, C, a > 0,
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F3(x) = 1− Ce−bx

(x+ C)a
, x > 0, C, a, b > 0,

e

F4(x) = 1−
[
1 +

(x− µ

σ

) 1
λ
]−ξ

, x > µ, ξ, λ, σ > 0.

Substituindo a função de distribuição F2(x), F3(x) e F4(x) na expressão

g(x) =
1

B(α, β)
[F (x)]α−1[1− F (x)]β−1F

′

(x),

obtemos a função densidade destes tipos de distribuições beta-Pareto, respectivamente.

De fato,

g2(x) =
1

B(α, β)

{
1−

(
1 +

x

C

)−a}α−1{
1− 1 +

(
1 +

x

C

)−a}β−1

a
(
1 +

x

C

)a−1 1

C

=
a

CB(α, β)

{
1−

(
1 +

x

C

)−a}α−1(
1 +

x

C

)−aβ−1

,

g3(x) =
1

B(α, β)

{
1− Ce−bx

(x+ C)a

}α−1
(
1− 1 +

Ce−bx

(x+ C)a

)β−1

(1− Ce−bx(x+ C)−a),

=
1

B(α, β)

{
1− Ce−bx

(x+ C)a

}α−1
(

Ce−bx

(x+ C)a

)β−1
Ce−bx

(x+ C)a

(
b+

a

x+ C

)

=
b+ a/x+ C

B(α, β)

(
1− Ce−bx

(x+ C)a

)α−1 (
Ce−bx

(x+ C)a

)β

,

g4(x) =
1

B(α, β)

{
1−

[
1 +

(x− µ

σ

) 1
λ
]−ξ}α−1{

1−
[
1−

(
1 +

(x− µ

σ

) 1
λ
)]}−ξ

× ξ
{
1 +

(x− µ

σ

) 1
λ
}−ξ−1 1

λ

(x− µ

σ

) 1
λ
−1 1

σ

=
ξ

σλB(α, β)

(x− µ

σ

) 1
λ
−1{

1−
[
1 +

(x− µ

σ

) 1
λ
]−ξ}α−1{

1 +
(x− µ

σ

) 1
λ
}−ξβ−1

.
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1.3 Algumas propriedades para DBP

1.3.1 O comportamento do limite

Lema 1 O limite da densidade da beta-Pareto quando x → ∞ é 0 e o limite

quando x→ θ é dado por

lim
x→θ

g(x) =





∞, 0 < α < 1,

kβ
θ
, α = 1,

0, α > 1.

Demonstração: De fato, para x ≥ θ, α, β, θ, k > 0 temos

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

{ k

θB(α, β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ−1}

=
{ k

θB(α, β)
lim
x→∞

{
1−

( θ
x

)k}α−1( θ
x

)kβ+1}
.

Note que, θ/x→ 0 quando x→ ∞, pois x ≥ θ.

Assim,

lim
x→∞

g(x) = 0.

Por outro lado,

lim
x→θ

g(x) =
k

θB(α, β)
lim
x→θ

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ−1}
.

Vamos analisar os seguintes casos:

• 0 < α < 1 ⇒ −1 < α− 1 < 0 ⇒ α− 1 < 0, assim

lim
x→θ

g(x) =
k

θB(α, β)
lim
x→θ

{ 1

[1− (x
θ
)−k]1−α

(x
θ

)−kβ−1}

= ∞.

• α = 1
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lim
x→θ

g(x) =
k

θB(1, β)
lim
x→θ

(x
θ

)−kβ−1

=
k

θB(1, β)

=
k

θ 1
β

=
kβ

θ
.

• α > 1

lim
x→θ

g(x) =
k

θB(α, β)
lim
x→θ

{[
1−

(x
θ

)−k]α−1(x
θ

)−kβ−1}

=
k

θB(α, β)

{
[1− (1)−k]α−1(1)−kβ−1

}

= 0.

Portanto,

lim
x→θ

g(x) =





∞, 0 < α < 1,

kβ
θ
, α = 1,

0, α > 1.

1.3.2 Tranformação

Teorema 3 Se Y é uma variável aleatória da distribuição Beta com parâmetros

α e β, então a variável aleatória

X = θ(1− Y )−
1
k ,

segue a DBP com parâmetros α, β, θ e k.

Demonstração: Utilizando o metódo da transformação, mostraremos que a variável

aleatória X tem fdp dada pela expressão (1.3).

De fato,
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FX(x) = P (X ≤ x) = P (θ(1− Y )−
1
k ≤ x) = P

((
(1− Y )−

1
k

)−k

≥
(x
θ

)−k)
=

= P
(
1− Y ≥

(x
θ

)−k)
= P

(
− Y ≥

(x
θ

)−k

− 1
)
= P

(
Y ≤ 1−

(x
θ

)−k)
.

Logo,

P
(
Y ≤ 1−

(x
θ

)−k)
= FY

(
1−

(x
θ

)−k)∣∣∣− k
(x
θ

)−k−11

θ

∣∣∣

=
Γ(α, β)

Γ(α)Γ(β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ+k k

θ

(x
θ

)−k−1

=

=
k

θB(α, β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ−1

, x ≥ θ, α, β, θ, k > 0.

Portanto, a variável aleatória X = θ(1 − Y )−
1
k segue uma DBP com parâmetros

α, β, θ e k.

1.3.3 Unimodalidade

Teorema 4 A DBP é unimodal em x0. Quando 0 < α ≤ 1, o ponto x0 = θ e

quando α ≥ 1 o ponto x0 é dado por

x0 = θ
(kβ + 1 + k(α− 1)

kβ + 1

) 1
k

.

Demonstração: Derivando a expressão (1.3) obtemos,

g′(x) =
k

θB(α, β)

{
α− 1

[
1−

(x
θ

)−k]α−2

k
(x
θ

)−k−11

θ

(x
θ

)−kβ−1

−
[
1−

(x
θ

)−k]α−1

(kβ + 1)

×
(x
θ

)−kβ−21

θ

}

=
k

θB(α, β)

{k
θ
(α− 1)

[
1−

(x
θ

)−k]α−2(x
θ

)−k−kβ−2

−
[
1−

(x
θ

)−k]α−1

(kβ + 1)
(x
θ

)−kβ−2

×
(1
θ

)}

=
k

θB(α, β)

1

θ

(x
θ

)−kβ−2{
k(α− 1)

[
1−

(x
θ

)−k]α−2(x
θ

)−k

−
[
1−

(x
θ

)−k]α−1

(kβ − 1)
}

=
k

θ2B(α, β)

[
1−

(x
θ

)−k]α−2(x
θ

)−kβ−2{
k(α− 1)

(x
θ

)−k

− (kβ + 1)
[
1−

(x
θ

)−k]}
(1.7)
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Igualando a expressão (1.7) a zero,obtemos x0 = θ como ponto crítico para a

função g. A segunda derivada da função g igual a zero nos dá x0 = 0, o qual não pode

ser um ponto modal, uma vez que X ≥ θ > 0. Resolvendo a terceira derivada obtemos

k(α− 1)
(x
θ

)−k

− (kβ + 1)
[
1−

(x
θ

)−k]
= 0,⇒

k(α− 1)
(x
θ

)−k

− (kβ + 1) + (kβ + 1)
(x
θ

)−k

= 0,⇒
(
k(α− 1) + (kβ + 1)

)(x
θ

)−k

− (kβ + 1) = 0,⇒

(k(α− 1) + (kβ + 1))
(x
θ

)−k

− (kβ + 1) = 0,⇒

k(α− 1) + (kβ + 1)
(x
θ

)−k

= kβ + 1,⇒
(x
θ

)−k

=
kβ + 1

(k(α− 1) + (kβ + 1))
,⇒

(θ
x

)k

=
kβ + 1

(k(α− 1) + (kβ + 1))
,⇒

θk

xk
=

kβ + 1

(k(α− 1) + (kβ + 1))
,⇒

xk =
θk(k(α− 1) + (kβ + 1))

kβ + 1
,⇒

x =
(k(α− 1) + (kβ + 1)

kβ + 1

) 1
k

.

Como x ≥ θ, é necessário que

k(α− 1)
(x
θ

)−k

− (kβ + 1)
[
1−

(x
θ

)−k]
≥ 1

e que por vez acarreta α ≥ 1. Se α = 1, então x0 = θ, o qual coincide com o ponto

crítico na primeira derivada na expressão (1.7). Se 0 < α < 1, a DPB é uma função

decrescente em x e seu ponto máximo é x0 = θ. Isto conclui a prova.

1.3.4 Função taxa de falha

Definição 1.3.1 A função taxa de falha de uma variável aleatória X com densidade

g(x) e função distribuição acumulada G(x) é dada por

h(x) =
g(x)

1−G(x)
,
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em que g(x) e G(x) são dadas pelas expressões (1.3) e (1.4), respectivamente.

Utilizando estas expressões a função de falha para a DPB pode ser expressa por

h(x) =

k
/
x

(
1−

(x
θ

)−k
)α−1

(
1

β
+

(
(1− α)

(β + 1)

)(x
θ

)−k

+ ...+

(
(1− α)(2− α)...(n− α)

n!(β + n)

)(x
θ

)−nk

+ ...

) .

De fato,

h(x) =

k

θB(α, β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ−1

1−
(
1− zβ

B(α, β)

{ 1

β
+

1− α

β + 1
z + ...+

(1− α)(2− α)...(n− α)

n!(β + n)
zn + ...

})

=

k

θB(α, β)

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−(kβ+1)

(
x
θ

)−kβ

B(α, β)

{ 1

β
+
((1− α)

(β + 1)

)(x
θ

)−k

+ ...+
(1− α)(2− α)...(n− α)

n!(β + n)

(x
θ

)−nk

+ ...
})

=

k

θ

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ(x
θ

)−1

(x
θ

)−kβ{ 1

β
+
((1− α)

(β + 1)

)(x
θ

)−k

+ ...+
(1− α)(2− α)...(n− α)

n!(β + n)

(x
θ

)−nk

+ ...
}

=

k

x

{
1−

(x
θ

)−k}α−1

{ 1

β
+
(1− α

β + 1

)(x
θ

)−k

+ ...+
(1− α)(2− α)...(n− α)

n!(β + n)

(x
θ

)−nk

+ ...
} .

Note que se α = 1 = β em h(x), temos a função de falha para a distribuição

Pareto.

De fato, fazendo a substituição obtemos

h(x) =

k

x

(
1−

(x
θ

)−k)1−1

1
=
k

x
.

A representação gráfica da função densidade (1.3), para β = k = 2, θ = 3 e para

alguns valores de α é dada na Figura (1.1).
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Figura 1.1: Função Densidade da distribuição BP (α, β, θ, k) para alguns valores de α

e para β = k = 2 e θ = 3.
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Fazendo uma análise do gráfico, na Figura (1.1), observamos que para α = 3, 0 e

β = k = 2 e θ = 3 fixos, o gráfico é mais assimétrico a esquerda em relação aos demais.

Lema 2 O limite da função de falha para a distribuição beta-Pareto quando x→ ∞ é

zero e o limite quando x→ θ é dado por

lim
x→θ

h(x) =





∞, 0 < α < 1,

kβ
θ
, α = 1,

0, α > 1.

A representação gráfica da função taxa de falha da distribuição BP (α, β, θ, k) para

alguns valores de α e para β = k = 2 e θ = 3. é dada na Figura (1.2).
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Figura 1.2: Função taxa de falha da distribuição BP (α, β, θ, k) para alguns valores de

α e para β = k = 2 e θ = 3.

19



1.4 Momentos para a DBP

Vamos determinar, primeiro, o valor esperado para a quantidade (X/θ)r. Em

seguida, a partir de manipulações apropriadas, obtemos o valor esperado de Xr. Por

definição,

E
(X
θ

)r

=
k

θB(α, β)

∫ ∞

θ

{
1−

(x
θ

)−k}α−1(x
θ

)−kβ+r−1

dx.

A integral definida pela função beta nos permite escrever o r-ésimo momento

como

E(Xr) = θr
B
(
α, β − r

k

)

B(α, β)
. (1.8)

Fazendo r = 1 na expressão (1.5), obtemos a média para a DBP e será expressa por

µ = E(X) = θ
{B(α, β − 1/k)

B(α, β)

}
= θ

{Γ(α)Γ(β − 1/k)

Γ(α + β − 1/k)

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

}
= θ

Γ(α + β)Γ(β − 1/k)

Γ(β)Γ(α + β − 1/k)
.

(1.9)

É interessante notar que quando α = 1 = β, a expressão (1.9) reduz a

E(X) =
θk

k − 1
,

em que esta expressão é a média da distribuição Pareto.

De fato, fazendo a substituição obtemos

E(X) =
θΓ(2)Γ(1− 1/k)

Γ(1)Γ(2− 1/k)
= θ

Γ(1)Γ(1− 1/k)

Γ(1)k−1
k
Γ(1− 1/k)

=
θk

k − 1
.

As expressões dos momentos, da variância (σ2), da assimetria (α3) e da curtose

(α4) para a DBP podem ser escritas, respectivamente como

σ2 = θ2
[B(α, β − 2/k)

B(α, β)
−

(B(α, β − 1/k)

B(α, β)

)2]
=

θ2Γ(α + β)

Γ(α + β − 2/k)

Γ(β − 2/k)

Γ(β)
− µ2.

(1.10)
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De fato, sabemos que:

σ2 = E(X2)− (E(X))2, daí segue que

E(X2) = θ2
(B(α, β − 2/k)

B(α, β)

)

e

[E(X)]2 = θ2
(B(α, β − 2/k)

B(α, β)

)2

.

Logo,

σ2 = θ2
(Γ(α)Γ(β − 2/k)

Γ(α + β − 2/k)

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
−µ2

)
= θ2

( Γ(α + β)

Γ(α + β − 2/k)

Γ(β − 2/k)

Γ(β)
−µ2

)
.

A assimetria é dada por

α3 =
B2(α, β)B(α, β − 3/k)− 3B(α, β)B(α, β − 1/k)B(α, β − 2/k) + 2B3(α, β − 1/k)

B(α, β)B(α, β − 2/k)−B2(α, β − 1/k)
3
2

.

(1.11)

De fato, sabemos que

α3 =
k3

k2
3
2

=
µ3 − 3µ2µ1 + 2µ1

3

(µ′
2 − µ′

1
2)

3
2

,

além disso,

k2 = µ2 − µ2
1 = E(X2)− [E(X)]2.

σ2 = θ2
(B(α, β − 2/k)

B(α, β)

)
− θ2

(B(α, β − 1/k)

B(α, β)

)2

k2
3
2 =

(
θ2
(B(α, β − 2/k)

B(α, β)
− B2(α, β − 1

k
)

B2(α, β)

)) 3
2
=

(
θ2
B(α, β)B(α, β − 2/k)− B2(α, β − 1

k
)

B2(α, β)

) 3
2

=
θ3

B3(α, β)
(B(α, β)B(α, β − 2/k)−B2(α, β − 1/k))

3
2 ,

µ3 = E(X3) = θ3
B(α, β − 3/k)

B(α, β)
.
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µ2µ1 = E(X2)E(X) = θ2
B(α, β − 2/k)

B(α, β)

B(α, β − 1/k)

B(α, β)

= θ2
B(α, β − 2/k)(B(α, β − 1/k))

B2(α, β)
.

µ1
3 = (E(X))3 =

(
θ
B(α, β − 1/k)

B(α, β)

)3

= θ3
B3(α, β − 1/k)

B3(α, β)
.

Assim,

α3 =
θ3
B(α, β − 3/k)

B(α, β)
− 3θ3

B(α, β − 2/k)B(α, β − 1/k)

B2(α, β)
+ 2θ3

B3(α, β − 1/k)

B3(α, β)
θ3

B3(α, β)

{
B(α, β)B(α, β − 2/k)−B2(α, β − 2/k)

} 3
2

=

θ3
{
B2(α, β)B(α, β − 3/k)− 3B(α, β)B(α, β − 2/k)B(α, β − 1/k) + 2B3(α, β − 1/k)

}

B3(α, β)

θ3

B3(α, β)

{
B(α, β)B(α, β − 2/k)− B2(α, β − 2/k)

} 3
2

=
B2(α, β)B(α, β − 3/k)− 3B(α, β)B(α, β − 1/k)B(α, β − 2/k) + 2B3(α, β − 1/k)

{
B(α, β)B(α, β − 2/k)−B2(α, β − 2/k)

} 3
2

.

Finalmente, a curtose é dada por

α4 =
T (B){

B(α, β)B(α, β − 2/k)−B2(α, β − 1/k)2
} , (1.12)

em que,

T (B) = B3(α, β)B
(
α, β − 4

k

)
− 4B2(α, β)B

(
α, β − 3

k

)
B
(
α, β − 1

k

)

+ 6B(α, β)B
(
α, β − 2

k

)
B2

(
α, β − 1

k

)
− 3B4

(
α, β − 1

k

)
.

De fato, sabemos que

α4 =
k4

(k2)2
.

Além disso,
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(k2)
2 =

{
θ2
B(α, β − 2/k)

B(α, β)
− θ2

B2(α, β − 1/k)

B2(α, β)

}2

=
{ θ2

B2(α, β)
B(α, β − 2/k)B(α, β)−B2(α, β − 1/k)

}2

.

Agora,

T (B) = k4 = µ4 − 4µ3µ1 − 3µ2
2 + 12µ2µ1

2 − 6µ1
4.

µ4 = E(X4) = θ4
B(α, β − 4/k)

B(α, β)
,

µ3 = E(X3) = θ3
B(α, β − 3/k)

B(α, β)

e

µ1 = E(X) = θ
B(α, β − 1/k)

B(α, β)
.

Logo,

T (B) = µ4 − 4µ3µ1 − 3µ2
2 + 12µ2µ1

2 − 6µ1
4

= θ4
B(α, β − 4/k)

B(α, β)
− 4θ4

B(α, β − 4/k)

B(α, β)
θ
B(α, β − 1/k)

B(α, β)
− 3θ4

B2(α, β − 2/k)

B2(α, β)

+ 12θ4
B(α, β − 2/k)B2(α, β − 1/k)

B3(α, β)
− 6θ4

B4(α, β − 1/k)

B4(α, β)

=
B3(α, β)B(α, β − 4/k)− 4B2(α, β)B(α, β − 3/k)B(α, β − 1/k)

B(α, β)B(α, β − 2/k)− B2(α, β − 1/k)2

+
6B(α, β)B(α, β − 2/k)B2(α, β − 1/K)− 3B4(α, β − 1/k)

B(α, β)B(α, β − 2/k)− B2(α, β − 1/k)2
.

1.5 O Desvio médio

Seja X a variável aleatória seguindo a distribuição beta-Pareto com média

µ = E(X) e mediana M. O desvio médio para a média e o desvio médio para a

mediana são definidos, respectivamente por
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D(µ) = E| X − µ | =
∫ ∞

θ

| X − µ | g(x)dx

e

D(M) = E | X −M |=
∫ ∞

θ

| X −M | g(x)dx.

O desvio médio para a média pode ser simplificado em

D(µ) =

∫ ∞

θ

| X − µ | g(x)dx =

∫ µ

θ

(µ− x)g(x)d(x) +

∫ ∞

µ

(x− µ)g(x)d(x)

= 2

∫ µ

θ

(µ− x)g(x)d(x) = 2
[ ∫ µ

θ

µg(x)d(x)−
∫ µ

θ

xg(x)d(x)
]

= 2µ

∫ µ

θ

g(x)d(x)− 2

∫ µ

θ

xg(x)d(x)

= 2µG(µ)− 2

∫ µ

θ

xg(x)d(x).

Portanto,

D(µ) = 2µG(µ)− 2

∫ µ

θ

xg(x)d(x). (1.13)

Analogamente,

D(M) =

∫ ∞

θ

| X −M | g(x)dx =

∫ M

θ

(M − x)g(x)d(x) +

∫ ∞

M

(x−M)g(x)d(x)

= 2

∫ M

θ

(M − x)g(x)d(x) +

∫ ∞

M

(M − x)g(x)d(x)

= 2

∫ M

θ

Mg(x)d(x)− 2

∫ M

θ

xg(x)d(x) + E(x−M)

= 2MG(M)− 2

∫ M

θ

xg(x)d(x) + E(x−M) = 2MG(M)− 2

∫ M

θ

xg(x)d(x) + x−M

= µ+ 2MG(M)−M − 2

∫ M

θ

xg(x)d(x).

Assim,

D(M) = µ+ 2MG(M)−M − 2

∫ M

θ

xg(x)d(x). (1.14)

Usando a expansão binomial generalizada
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(1 + s)α =
∞∑

i=0

(
α
i

)
si, em que

(
α
i

)
=
α(α− 1)(α− 2)...(α− i+ 1)

i!
,

podemos avaliar a integral nas expressões (1.12) e (1.13). Assim temos,

∫ c

θ

xg(x)dx =
k

θB(α, β)

∫ c

θ

x
(x
θ

)−kβ−1{
1−

(x
θ

)−k}α−1

dx

=
k

θB(α, β)

∫ c

θ

x
(x
θ

)−kβ−1
∞∑

i=0


 α− 1

i


 (−1)i

(x
θ

)−ki

dx

=
kθ

B(α, β)

∞∑

i=0


 α− 1

i


 (−1)i

∫ c

θ

x
(x
θ

)−kβ(x
θ

)−1(x
θ

)−ki

dx.

Calculando a integral, temos

∫ c

θ

x
θ

x

(x
θ

)−kβ−ki

dx =

∫ c

θ

(x
θ

)−k(β+i)

dx =

(
x
θ

)1−k(β+i)

1− k(β + i)

∣∣∣
c

θ
=

(
c
θ

)1−k(β+i)

1− k(β + i)
−

1

1− k(β + i)
,

multiplicando o resultado da integral por (−1) temos

∫ c

θ

x
θ

x

(x
θ

)−kβ−ki

dx =
1−

(
c
θ

)1−k(β+i)

k(β + i)− 1
.

O que acarreta,

∫ c

θ

g(x)dx =
kθ

B(α, β)

∞∑

i=0

(−1)i


 α− 1

i




1−
(

c
θ

)1−k(β+i)

k(β + i)− 1
, (1.15)

em que c = µ ou M. Substituindo a expressão (1.15), nas expressões (1.13) e (1.14),

o desvio médio para a média e o desvio médio para a mediana são respectivamente,
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dados por

D(µ) = 2µG(µ)
2kθ

B(α, β)

∞∑

i=0

(−1)i


 α− 1

i




1−
(

µ
θ

)1−k(β+i)

k(β + i)− 1
, (1.16)

e

D(M) = µ+ 2MG(M)−M − 2kθ

B(α, β)

∞∑

i=0

(−1)i


 α− 1

i




1−
(

M
θ

)1−k(β+i)

k(β + i)− 1
. (1.17)

1.6 As entropias de Rényi e Shannon

A entropia de Rényi para uma variável aleatória X ∼ beta-Pareto com densidade

g(x), é definida por

IR(ξ) =
1

1− ξ
log

{∫
gξ(x)dx

}
, (1.18)

em que ξ > 0 e ξ 6= 1. Utilizando a densidade da beta-Pareto, obtemos

I =

∫ ∞

θ

gξ(x)dx =
kξ

[θB(α, β)]ξ

∫ ∞

θ

(x
θ

)−ξ(kβ+1){
1−

(x
θ

)−k}ξ(α−1)

dx. (1.19)

Fazendo a substituição y = 1− (x/θ)−k, na expressão (1.19) obtemos

I =
(k
θ

)ξ−1B(ξ(α− 1) + 1, (β + 1/k)ξ − 1/k)

Bξ(α, β)
.

De fato, note que

y = 1 −
(

x
θ

)−k

⇒
(

x
θ

)−k

= 1 − y ⇒ −k1
θ

(x
θ

)−k−1

dx = −dy ⇒
k

θ

(x
θ

)−k(x
θ

)−1

dx = dy ⇒ k

θ
(1− y)(1− y)

1
k dx = dy ⇒ dx =

θ

k
(1− y)−1(1− y)−

1
k dy

Substituindo, temos
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I =
kξ

θξB(α, β)ξ

∫ 1

0

yξ(α−1)(1− y)−ξ(β+1/k) θ

k
(1− y)−1(1− y)−

1
k dy

=
kξθ

kθξB(α, β)ξ

∫ 1

0

yξ(α−1)(1− y)−ξ(β+1/k)−1/k(1− y)−1dy

=
kξ−1

θξ−1B(α, β)ξ

∫ 1

0

yξ(α−1)(1− y)ξ(β+1/k)−1/k(1− y)−1dy

=
(k
θ

)ξ−1 1

B(α, β)ξ

∫ 1

0

yξ(α−1)(1− y)ξ(β+1/k)−1/k(1− y)−1dy

=
(k
θ

)ξ−1 1

B(α, β)ξ

∫ 1

0

y[ξ(α−1)+1]−1(1− y)[ξ(β+1/k)−1/k]−1dy

=
(k
θ

)ξ−1 1

B(α, β)ξ
B(ξ(α− 1) + 1, ξ(β + 1/k)− 1/k)

=
(k
θ

)ξ−1B(ξ(α− 1) + 1, ξ(β + 1/k)− 1/k)

B(α, β)ξ
.

Portanto, a entropia de Rényi, agora, pode ser calculada como

IR(ξ) = − log
(k
θ

)
+

1

1− ξ
log

{B(ξ(α− 1) + 1, (β + 1/k)ξ − 1/k)

Bξ(α, β)

}
. (1.20)

Um caso especial da expressão (1.19) é definido por Shannon (1948) como

E{− log(g(Y ))}, o qual, é obtido tomando o limite da entropia de Rényi quando ξ → 1,

E{− log(g(Y ))} = lim
ξ→1

{ 1

1− ξ
log

[ ∫
gξ(x)dx

]}
.

Tomando o limite da expressão (1.20) quando ξ → 1, utilizando a regra de L’Hospital

e simplificando o resultado, obtemos

E{− log(g(Y ))} = − log
(k
θ

)
−(α−1)Ψ(α)−

(
β+

1

k

)
Ψ(β)+

(
α−1+β+

1

k

)
Ψ(α, β)+logB(α, β),

em que Ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z) é a função digama.

1.7 Os estimadores de máxima verossimilhança para

os parâmetros

Definição 1.7.1 Sejam X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatória de tamanho n da

variável aleatória X com função de densidade (ou de probabilidade) f(x|θ), com θ ∈
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Θ, onde Θ é o espaço paramétrico. A função de verossimilhança de θ correspondente

à amostra aleatória observada é dada por

L(θ|x) =
n∏

i=1

f(xi|θ).

Definição 1.7.2 O estimador de máxima verossimilhança de θ é o valor θ̂ ∈ Θ que

maximiza a função de verossimilhança L(θ; x). O logaritmo natural da função de

verossimilhança de θ é denotado por

ℓ(θ; x) = logL(θ; x).

Assim a função log-verossimilhança da distribuição BP (α, β, θ, k) pode ser

expressa por

logL(x;α, β, θ, k) = n log k − n log θ + n(log Γ(α + β)− log Γ(α)− log Γ(β))

+(α− 1)
n∑

j=1

log[1−
(xj
θ

)−k

]− (kβ + 1)
n∑

j=1

log
(xj
θ

)
. (1.21)

Derivando a expressão (1.21) em relação a k, α e β, respectivamente, e igualando

o resultado a zero , obtemos

∂ logL(x)

∂k
=
n

k
−

n∑

j=1

{
β + (α− 1)

[
1−

(xj
θ

)k]−1}
log

(xj
θ

)
= 0, (1.22)

∂ logL(x)

∂α
= nΨ(α + β)−Ψ(α) +

n∑

j=1

log
[
1−

(xj
θ

)−k]
= 0 (1.23)

e

∂ logL(x)

∂β
= nΨ(α + β)−Ψ(β)− k

n∑

j=1

log
(xj
θ

)
= 0. (1.24)

Como x ≥ θ, o estimador de máxima verossimilhança para θ é a estatística

de primeira ordem x(1). Os estimadores de máxima verossimilhança α̂, β̂ e k̂ para

os parâmetros α, β e k, respectivamente, são obtidos pela solução interativa das

expressões (1.22)−(1.24). As estimativas iniciais para θ, β e k são obtidas ajustando a

densidade Pareto aos dados. A máxima verossimilhança para θ é θ̄ = x(1), a estatística

de primeira ordem e a máxima verossimilhança para k é k̄ = n[
∑

ln(xi/θ̄)]
−1. Usando θ̄
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e k̄, transformamos os dados para dados da densidade beta e, em seguida, encontramos

as estimativas de máxima verossimilhança para α e β ou estimativas de momento

para α e β da densidade beta. As estimativas iniciais para a DBP são estimadores

de momentos de máxima verossimilhança para α e β, e a estimativa k̄. Usando as

expressões (1.22)− (1.24), a segunda derivada parcial pode ser expressa por

∂2 logL(x)

∂k∂β
= −

n∑

j=1

log
(xj
θ

)
,

∂2 logL(x)

∂k∂α
=

n∑

j=1

[(xj
θ

)
− 1

]−1

log
(xj
θ

)
,

∂2 logL(x)

∂k2
= −n

k

2

− (α− 1)
n∑

j=1

{ log(xj/θ)

1− (xj/θ)k

}2(xj
θ

)k

,

∂2 logL(x)

∂α∂β
= nΨ,,(θ + β),

∂2 logL(x)

∂α2
= nΨ,(θ + β)−Ψ,(α),

∂2 logL(x)

∂β2
= nΨ,(θ + β)−Ψ,(β).

Estas segundas derivadas parciais podem ser usadas para calcular a matriz de

informação de Fisher.

1.8 Aplicação da DBP

Nesta seção, a DBP é ajustada para dados de dois rios. Estes dados são da

superação dos picos de cheia, discutidos em Choulakian (2001), e das inundações
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ilustradas por Mudholkar (1996) na aplicação da exponencial na distribuição Weibull.

Estas regularizações de dados são ajustadas pelo uso da distribuição Pareto, pela

distribuição Weibull com três parâmetros, pela distribuição Pareto generalizada e pela

distribuição beta-Pareto.

1.8.1 Os dados do Rio Wheaton

Os dados são da superação dos picos de cheia em (m3/s) do rio Wheaton perto

de Carcross no território Yukon, Canadá. Os dados consistem de 72 excedências

para os anos 1958 − 1984, arredondados com uma casa decimal. Estes dados foram

analisados por Choulakian e Stephens (2001), encontram-se ilustrados na Tabela 1.1. A

distribuição é fortemente assimétrica a direita. Choulakian e Stephens (2001) proporam

a distribuição Pareto generalizada (DPG) definida por f(x) = (1/a)(1− kx/a)(1−k)/k,

em que 0 ≤ x < ∞, para k ≤ 0 e 0 ≤ x ≤ a/k para k > 0. Esta distribuição é

muitas vezes chamada de "picos acima dos limiares", desde então o modelo é utilizado

para modelar o excedente, sobre o nível do limiar em controle de inundações. Há

detalhes sobre os dados e a DPG, podem ser encontrados em Choulakian (2001).

Os dados são ajustados para (a) A distribuição Pareto, (b) distribuição Weibull com

três parâmetros, (c) a DPG e (d) a DBP. A estatística de Kolmogorov-Smirnov (K-

S) dá o melhor ajuste é utilizada para a comparação dos ajustes. Os parâmetros

são estimados pela técnica da máxima verossimilhança. Os estimadores de máxima

verossimilhança e os p-valores com base nas estatísticas (K-S) de melhor ajuste são

apresentados na Tabela 1.2, em que podemos observar que ambas DPG e DBP ajustam-

se, adequadamente, aos dados, enquanto a Weibull e a distribuição Pareto não fornecem

o ajuste adequado para os dados.
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Figura 1.3: Histograma para o conjunto de dados sobre a superação da inundação do

rio Wheaton.

Tabela 1.1. Os dados sobre a superação da inundação do rio Wheaton

1,7 2,2 14,4 1,1 0,4 20,6 5,3 0,7 1,9 13,0 12,0 9,3

1,4 18,7 8,5 25,5 11,6 14,1 22,1 1,1 2,5 14,4 1,7 37,6

0,6 2,2 39,0 0,3 15,0 11,0 7,3 22,9 1,7 0,1 1,1 0,6

9,0 1,7 7,0 20,1 0,4 2,8 14,1 9,9 10,4 10,7 30,0 3,6

5,6 30,8 13,3 4,2 25,5 3,4 11,9 21,5 27,6 36,4 2,7 64,0

1,5 2,5 27,4 1,0 27,1 20,2 16,8 5,3 9,7 27,5 2,5 27,0
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Tabela 1.2. Estimativas dos parâmetros e as estatísticas K-S para os dados do Rio

Wheaton

Distribuições Pareto Weibull com Três Pareto Beta-Pareto

Parâmetros Generalizada

E.M.V k̂ = 0, 2438, γ̂ = 0, 8471, β̂ = 11, 20, k̂ = −0, 00093 α̂ = 7, 6954, β̂ = 85, 75,

θ̂ = 0, 1 α̂ = 0, 099 α̂ = 12, 193, k̂ = 0, 0208, θ̂ = 0, 1

Estatís. K-S 2,7029 1,6734 1,205 1,2534

P-valor < 0,000 0,0074 0,1094 0,0864

Fazendo uma análise do gráfico, na Figura (1.4), observamos que pelo fato de α

e β serem dois parâmetros, cujo papel é de introduzir assimetria e variação do peso da

cauda, respectivamente a distribuição Beta Pareto é mais assimétrica a esquerda, com

caudas mais leves e proporciona um melhor ajuste do que os outros dois submodelos

para o conjunto de dados.

32



x

D
en

si
da

de

0 10 20 30 40 50 60 70

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10 Pareto

Weibull com três parâmetros
Beta−Pareto

Figura 1.4: Histograma dos dados e as fdps das distribuições Pareto, Weibull com três

parâmetros e Beta-Pareto.
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Capítulo 2

A Distribuição Beta Exponencial

generalizada

2.1 Introdução

Gupta e Kundu (1999) definiram a função de distribuição acumulada (fda) para

a distribuição exponencial generalizada denotada por EG(λ, α) como

Gλ,α(x) = (1− e−λx)α, x > 0, λ > 0, α > 0. (2.1)

Os dois parâmetros da distribuição EG(λ, α) representam a escala (λ > 0) e

forma (α > 0). A distribuição (2.1) também é chamada de distribuição exponencial

exponenciada. Claramente, a distribuição exponencial é um caso particular da

distribuição EG, quando α = 1. A distribuição Weibull exponencial (WE), instituída

por Mudholkar e Srivastava (1993) ampliou a distribuição EG que também foi estudada

por Mudholkar et.(1995), Mudholkar e Hutson (1996) e Nassar e Eissa (2003).

Nadarajah e Kotz (2006) introduziram mais quatro distribuições exponenciais do tipo:

gama exponencial, Weibull exponencial, exponecial Gumbel e a distribuição Fréchet

exponencial, generalizando as distribuições gama, Weibull, Gumbel e Fréchet da mesma

maneira que a distribuição EG estende a distribuição exponencial. Eles também

ofereceram algumas propriedades matemáticas para cada distribuição exponencial.

A função densidade da EG varia significativamente, dependendo do parâmetro

de forma α. Além disso, a função de risco é uma função não decrescente se α > 1, e é

uma função não crescente se α < 1. Para α = 1, é uma constante. A distribuição EG

tem muitas propriedades que são bastante similares as propriedades da distribuição
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gama. A distribuição gama, Weibull e EG ampliaram a distribuição exponencial,

mas de diferentes maneiras. Assim, podem ser usadas como uma alternativa às

distribuições Weibull e gama. Em algumas situações, poderia funcionar melhor em

termos de montagem do que as outras duas distribuições. Além disso, é bem claro que

a distribuição gama tem certas vantagens em comparação com a Weibull em termos da

convergência das estimativas de máxima verossimilhança. Espera-se que a distribuição

EG também deva apresentar essas propriedades.

Definição 2.1.1 Definimos uma classe de distribuições generalizadas por

F (x) =
1

B(a, b)

∫ G(x)

0

ωa−1(1− ω)b−1dω, (2.2)

em que a > 0 e b > 0 são dois parâmetros adicionais, cujo papel é introduzir

assimetria e variação do peso da cauda e B(a, b) =
∫ 1

0
ωa−1(1 − ω)b−1dω é a função

beta.

Note que podemos escrever a expressão (2.2) como

F (x) = IG(x)(a, b), (2.3)

em que Iy(a, b) = B(a, b)−1
∫ y

0
ωa−1(1− ω)b−1dω denota a relação da função beta

incompleta, ou seja, o função de distribuição acumulada (fda) da distribuição beta com

parâmetros a e b. Em geral, podemos expressar a equação (2.3) em termos da função

hipergeométrica definida por

F1(α, β, γ; x) =
∞∑

i=0

(α)i(β)i
(γ)ii!

xi,

em que (α)i = α(α + 1)...(α + i− 1). Assim,

F (x) =
G(x)

aB(a, b)
F1(a, 1− b, a+ 1;G(x)).

A função densidade de probabilidade (fdp) correspondente a expressão (2.2) pode

ser expressa por

f(x) =
1

B(a, b)
G(x)a−1{1−G(x)}b−1g(x). (2.4)

Agora, a distribuição beta exponencial generalizada (BEG) é obtida tomando

G(x) na expressão (2.2) como a fda (2.1) da distribuição exponencial generalizada. Essa
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distribuição foi obtida por Barreto, Santos e Cordeiro (2010). A fda da distribuição

Beta exponencial generalizada é então,

F (x) =
1

B(a, b)

∫ (1−e−λx)α

0

ωa−1(1− ω)b−1dω, x > 0, (2.5)

para a > 0, b > 0, λ > 0 e α > 0. A fdp e a função de falha para a nova

distribuição são, respectivamente,

f(x) =
αλ

B(a, b)
e−λx(1− e−λx)αa−1{1− (1− e−λx)α}b−1, x > 0, (2.6)

e

h(x) =
αλe−λx(1− e−λx)αa−1{1− (1− e−λx)α}b−1

B(a, b)I1−(1−e−λx)α(a, b)
, x > 0. (2.7)

A representação gráfica da função densidade (2.6), para alguns valores especiais

de a, b, λ e α são dadas na Figura (2.1).
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Figura 2.1: Função Densidade de Probabilidade da distribuição BEG para alguns

valores especiais de a, b, λ, e σ
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2.2 Expansão para as funções de distribuição e

densidade

Fornecemos simples expansões para a fda e a fdp da distribuição BEG dependendo

se o parâmetro b é real não inteiro ou inteiro. Primeiro, se |z| < 1 e b > 0 é real não

inteiro, temos a representação em série

(1− z)b−1 =
∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!
zj. (2.8)

Substituindo a expansão em série (2.8) na expressão (2.5), obtemos a fda para a

distribuição BEG com b real não inteiro.

De fato,

F (x) =
1

B(a, b)

∫ (1−e−λx)α

0

ωa−1(1− ω)b−1dω

=
Γ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ (1−e−λx)α

0

ωa+j−1dω.

Observe que,

∫ (1−e−λx)α

0

ωa+j−1dω =
ωa+j

a+ j

∣∣∣
(1−e−λx)α

0
=

(1− e−λx)α(a+j)

a+ j

e

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

Substituindo em F (x) temos,

F (x) =
Γ(a+ b)Γ(b)

Γ(a)Γ(b)

∞∑

j=0

(−1)j(1− e−λx)α(a+j)

Γ(b− j)j!(a+ j)
. (2.9)

38



Esta expressão revela a propriedade que a fda para a distribuição BEG pode

ser expressa como uma soma ponderada infinita da fda da distribuição exponencial

generalizada

F (x) =
∞∑

j=0

ωjGλ,α(a+j)(x), (2.10)

em que Gλ,α(a+j)(x) é a fda da distribuição exponencial generalizada com

parâmetros de escala constante λ e forma α(a+ j) e wj são simples pesos dados por

wj =
Γ(a+ b)(−1)j

Γ(a)Γ(b− j)j!(a+ j)
.

Para b inteiro, as quantias nas expressões (2.9) e (2.10) são finitas e simplesmente

param em j = b− 1.

A fda para as distribuições beta exponencial (BE) e (EG) seguem da expressão

(2.9) com α = 1 e a = 1, respectivamente. De fato,

• BE

F (x) =
Γ(a+ b)

Γ(a)

∞∑

j=0

(−1)j(1− e−λx)a+j

Γ(b− j)j!(a+ j)
.

• EG

F (x) =
Γ(1 + b)

Γ(1)

∞∑

j=0

(−1)j(1− e−λx)a+λj

Γ(b− j)j!(1 + j)

= Γ(1 + b)
∞∑

j=0

(−1)j(1− e−λx)a+λj

Γ(b− j)j!(1 + j)
.

Observe que, substituindo a = b = 1 na fda (2.1) obtemos a distribuição EG.

De fato,

F (x) = Γ(2)
∞∑

j=0

(−1)j(1− e−λx)a(1+j)

Γ(1− j)j!(1 + j)
.
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Se α = 1 na expressão (2.9), obtemos

F (x) =
Γ(a+ b)

Γ(1)

∞∑

j=0

(−1)j(1− e−λx)α(a+j)

Γ(b− j)j!(a+ j)
=

Γ(2)

Γ(1)

∞∑

j=0

(−1)j=0(1− e−λx)(1+0)

Γ(1− 0)0!(1 + 0)
= (1−e−λx).

Pode ser visto no site de funções da Wolfran (http.//functions.wolfram.com) que para

b inteiro,

Iy(a, b) =
ya

Γ(a)

b−1∑

j=0

Γ(a+ j)

j!
(1− y)j,

e para a inteiro,

Iy(a, b) = 1− (1− y)b

Γ(b)

a−1∑

j=0

Γ(b+ j)

j!
yj.

Assim, para b inteiro temos uma forma alternativa para a soma finita na expressão

(2.9)

F (x) =
(1− e−λx)aα

Γ(a)

b−1∑

j=0

Γ(a+ j)

j!
{1− (1− e−λx)α}j,

e para a inteiro,

F (x) = 1− {1− (1− e−λx)α}b
Γ(b)

a−1∑

j=0

Γ(b+ j)

j!
(1− e−λx)αj.

2.3 Expansões para as estatísticas de ordem

Apresentamos, nesta seção, a densidade da i-ésima estatística de ordem

Xi:n, fi:n(x) para uma amostra aleatória de tamanho n para a distribuição BEG.

Sabemos que,

fi:n(x) =
1

B(i, n− i+ 1)
f(x)F (x)i−1{1− F (x)}n−i,

para i = 1, ..., n.

Usando as expressões (2.3) e (2.6) podemos expressar fi:n(x) em termos da função

hipergeométrica como

fi:n(x) =
αλe−λxGλ,aα−1(x)Gλ,αa(i−1)(x){1−Gλ,α(x)}b(n−i+1)−1

B(i, n− i+ 1)B(a, b)nai−1bn−i

×F1(a, 1− b, a+ 1;Gλ,α(x))
i−1F1(b, 1− a, b+ 1; 1−Gλ,α(x))

n−i.
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De fato, Substituindo as expressões (2.3) e (2.6) em fi:n(x), obtemos

fi:n(x) =
1

B(i, n− i+ 1)

αλ

B(a, b)
e−λx(1− e−λx)αa−1{1− (1− e−λx)α}b−1

×
{ G(x)

aB(a, b)
F1(a, 1− b, a+ 1;G(x))}i−1

{
1− G(x)

bB(a, b)
F1(b, 1− a, b+ 1;G(x))

}n−i

=
αλe−λxGλ,aα−1(x)Gλ,aα(i−1)(x){1−Gλ,α(x)}b(n−i+1)−1

B(i, n− i+ 1)B(a, b)1ai−1B(a, b)i−1bn−iB(a, b)n−i

× F1(b, 1− a, b+ 1;Gλ,α(x))
i−1F1(b, 1− a, b+ 1; 1−Gλ,α(x))

n−1

=
αλe−λxGλ,aα−1(x)Gλ,aα(i−1)(x){1−Gλ,α(x)}b(n−i+1)−1

B(i, n− i+ 1)B(a, b)nai−1bn−i

× F1(b, 1− a, b+ 1;Gλ,α(x))
i−1
2 F1(b, 1− a, b+ 1; 1−Gλ,α(x))

n−1.

2.4 Função geratriz de momentos

Definição 2.4.1 Definimos a função geratriz de momentos (fgm) para a distribuição

BEG por

M(t) =
αλ

B(a, b)

∫ ∞

0

etxe−λx(1− e−λx)αa−1{1− (1− e−λx)α}b−1dx. (2.11)

Utilizando a expansão (2.8) com b real não inteiro, a expressão (2.11) reduz-se a:

M(t) =
αλΓ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ ∞

0

e(t−λ)x(1− e−λx)αjdx.

De fato, da expansão (2.8),obtemos

[1− (1− e−λx)α]b−1 =
∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!
(1− e−λx)αj.

Daí segue que,
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M(t) =
αλ

B(a, b)

∫ ∞

0

etxe−λx(1− e−λx)αa−1

∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!
(1− e−λx)αjdx

=
αλΓ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ ∞

0

e(t−λ)x(1− e−λx)α(a+j)−1dx.

Fazendo a mudança de variável u = e−λx obtemos,

u = e−λx ⇒ x = − log u

λ
e

dx = − du

λe−λx
.

Substituindo em M(t) temos,

M(t) =
αλΓ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ 1

0

etxe−λx(1− u)α(a+j)−1 du

λe−λx

=
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ 1

0

et(− log u
1
λ )(1− u)α(a+j)−1du

=
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ 1

0

e− log u
t
λ (1− u)α(a+j)−1du

=
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ 1

0

elog u
−

t
λ (1− u)α(a+j)−1du

=
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ 1

0

u−
t
λ (1− u)α(a+j)−1du.

A expressão acima mostra que a fgm para a distribuição BEG existe se, t < λ.

Assumindo que t < λ, temos

M(t) =
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!
B

(
1− t

λ
, α(a+ j)

)
. (2.12)
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Para b > 0 inteiro, a expressão se mantém com j variando de 0 até b − 1. Note

que, a expressão (2.12) poderia seguir diretamente a partir da combinação linear

f(x) =
∞∑

j=0

wjgλ,α(a+j)(x) e da fgm da distribuição EG. Além disso, se tomarmos

a = b = 1 na expressão (2.12), a fgm se reduz a

M(t) =
αΓ(1)

B(1, 1)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(1− j)j!
B
(
1− t

λ
, λ(1 + j)

)
= λB

(
1− t

λ
, α

)
.

A partir da expressão (2.12) com α = 1, obtemos a fgm da distribuição BE

M(t) =
Γ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!
B
(
1− t

λ
, a+ j

)
=
B(b− t

λ
, a)

B(a, b)
, (2.13)

em que,

B
(
b− t

λ
, a
)

=
∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!

∫ 1

0

ωa+j−1(1− ω)1−t/λ

=
∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!
B
(
a+ j, 1− t

λ

)

=
∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!
B
(
1− t

λ
, a+ j

)
.

2.5 Momentos

O r-ésimo momento para a distribuição BEG pode ser obtido por

E(Xr) =
drMX(t)

dtr

∣∣∣
t=0
.

Portanto, se b é real e não inteiro, temos a partir da expressão (2.12) a seguinte

expressão

µ,(r) = E(Xr) =
αΓ(b)

λrB(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j+r

Γ(b− j)j!

drB(p, α(a+ j))

dpr

∣∣∣
p=1

. (2.14)

A expressão (2.14) generaliza os momentos das distribuições EG e BE. Os

primeiros momentos para a distribuição BEG para b real e não inteiro são
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µ,(1) = E(X) =
αΓ(b)

λ1B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j+1

Γ(b− j)j!

d1B(p, α(a+ j))

dp1

∣∣∣
p=1

=
αΓ(b)

λ1
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

∞∑

j=0

(−1)j+1

Γ(b− j)j!

d1B(p, α(a+ j))

dp1

∣∣∣
p=1

=
Γ(a+ b)

λ1Γ(a)

∞∑

j=0

(−1)j(a+ j)−1

Γ(b− j)j!
cj,

µ,(2) = E(X) =
αΓ(b)

λ2B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j+2

Γ(b− j)j!

d2B(p, α(a+ j))

dp2

∣∣∣
p=1

=
αΓ(b)

λ2
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

∞∑

j=0

(−1)j+2

Γ(b− j)j!

d2B(p, α(a+ j))

dp2

∣∣∣
p=1

=
Γ(a+ b)

λ2Γ(a)

∞∑

j=0

(−1)j(a+ j)−1

Γ(b− j)j!
dj,

µ,(3) = E(X) =
αΓ(b)

λ3B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j+3

Γ(b− j)j!

d3B(p, α(a+ j))

dp3

∣∣∣
p=1

=
αΓ(b)

λ3
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

∞∑

j=0

(−1)j+3

Γ(b− j)j!

d3B(p, α(a+ j))

dp3

∣∣∣
p=1

=
Γ(a+ b)

λ3Γ(a)

∞∑

j=0

(−1)j(a+ j)−1

Γ(b− j)j!
ej,

µ,(4) = E(X) =
αΓ(b)

λ4B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j+4

Γ(b− j)j!

d4B(p, α(a+ j))

dp4

∣∣∣
p=1

=
αΓ(b)

λ4
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

∞∑

j=0

(−1)j+4

Γ(b− j)j!

d4B(p, α(a+ j))

dp4

∣∣∣
p=1

=
Γ(a+ b)

λ4Γ(a)

∞∑

j=0

(−1)j(a+ j)−1

Γ(b− j)j!
fj,

em que as quantidades cj,dj,ej e fj são obtidas assim,

cj = ψ(α(a+ j) + 1)− ψ(1),
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dj = c2j + ψ,(1)− ψ,(α(a+ j) + 1),

ej = −cj[c2j + 3{ψ,(1)− ψ,(α(a+ j) + 1)}] + ψ,,(1)− ψ,,(α(a+ j) + 1),

fj = {c2j + ψ,(1)− ψ,(α(a+ j) + 1)}[c2j + 3{ψ,(1)− ψ(α(a+ j) + 1)}] + 2c2j{ψ,(1)

− ψ,(α(a+ j) + 1)} − 4cj{ψ,,(1)− ψ,,(α(a+ j) + 1)}.

em que Ψ = Γ′(z)/Γ(z) é a função digama e ψ
′

, ψ
′′

suas respectivas derivadas.

Definição 2.5.1 A entropia de Shannon de uma variável aleatória X é uma medida

de incerteza e é definida por E{− log f(X)}, em que f(x) é a fdp de X.

Para uma variável aleatória X com uma distribuição BEG obtemos,

E{− log f(X)} = − log(αλ) + logB(a, b) + λµ,(1) +
(

1
α
− a

)
Ψ(a)−Ψ(a+ b) −

(b− 1)Ψ(b)−Ψ(a+ b).

2.6 Estimação e Inferência

Definição 2.6.1 Sejam X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatória de tamanho n da

variável aleatória X com função de densidade (ou de probabilidade) f(x|θ), com θ ∈
Θ, onde Θ é o espaço paramétrico. A função de verossimilhança de θ correspondente

à amostra aleatória observada é dada por

L(θ|x) =
n∏

i=1

f(xi|θ).

Definição 2.6.2 O estimador de máxima verossimilhança de θ é o valor θ̂ ∈ Θ que

maximiza a função de verossimilhança L(θ; x). O logaritmo natural da função de

verossimilhança de θ é denotado por

ℓ(θ; x) = logL(θ; x).

Suponha que Y segue a distribuição BEG e seja θ = (a, b, λ, α)T o vetor de

parâmetros. A função de log-verossimilhança para uma única observação y de Y é

dada por

ℓ = ℓ(a, b, λ, α) = logα + log λ− logB(a, b)− λy + (αa− 1) log(1− e−λy)

+ (b− 1) log 1− (1− eλy)α, y > 0.

As componentes para o vetor escore U = (∂ℓ/∂a, ∂ℓ/∂b, ∂ℓ/∂λ, ∂ℓ/∂α)T são
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∂ℓ

∂a
= −Ψ(a) + Ψ(a+ b) + α log(1− e−λy),

∂ℓ

∂b
= −Ψ(b) + Ψ(a+ b) + α log{1− (1− e−λy)α},

∂ℓ

∂λ
=

1

λ
− λ+ (αa− 1)

1

1− e−λy
ye−λy + (b− 1)

1

1− (1− e−λy)α
− α(1− e−λy)α−1ye−λy

=
1

λ
− λ+

(αa− 1)ye−λy

1− e−λy
− α(b− 1)e−λy(1− e−λy)α−1y

1− (1− e−λy)α
(1− e−λy)α log(1− e−λy),

∂ℓ

∂α
=

1

α
+ a log(1− e−λy)− (b− 1)(1− e−λy)α log(1− e−λy)

1− (1− e−λy)α
.

Como o valor esperado para o vetor escore, é igual a zero então

E{log(1− e−λY )} =
Ψ(a)−Ψ(a+ b)

α
,

E[log{1− (1− e−λY )α}] = Ψ(b)−Ψ(a+ b),

E
{
(1− e−λY )α log(1− e−λY )

}
=
a{Ψ(a)−Ψ(a+ b)}+ 1

α(b− 1)
.

Para uma amostra aleatória y = (y1, ..., yn) de tamanho n de Y , a função

log-verossimilhança total é ℓn = ℓn(a, b, λ, α) =
∑n

i=1 ℓ
(i), em que ℓ(i) é a log-

verossimilhança para a i-ésima observação, com i = 1, ..., n. A função escore total é

dada por Un =
∑n

i=1 U
(i), em que U (i) tem a forma dada anteriormente para i = 1, ..., n.

O estimador de máxima verossimilhança θ̂ para o parâmetro θ é obtido igualando a

função Un a zero. Para a estimativa intervalar e os testes de hipóteses sobre o parâmetro

θ, obtemos a matriz de informação de Fisher

K = K(θ) =




ka,a ka,b ka,λ ka,α

ka,b kb,b kb,λ kb,α

ka,λ kb,λ kλ,λ kλ,α

ka,α kb,α kλ,α kα,α



,
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em que os correspondentes elementos são dados por

ka,a = E
(
− ∂2ℓ

∂a2

)
= −Ψ,(a) + Ψ,(a+ b),

ka,b = E
(
− ∂2ℓ

∂a∂b

)
= −Ψ,(a+ b),

ka,λ = E
(
− ∂2ℓ

∂a∂λ

)
=
α

λ
T0,1,1,1,0,

ka,α = E
(
− ∂2ℓ

∂a∂α

)
=

Ψ(a+ b)−Ψ(a)

α
,

kb,b = E
(
− ∂2ℓ

∂b2

)
= Ψ,(b)−Ψ,(a+ b),

kb,λ = E
(
− ∂2ℓ

∂b∂λ

)
= −α

λ
T1,1,1,1,0,

kλ,λ = E
(
− ∂2ℓ

∂λ2

)

=
1

λ2
[1 + (αa− 1)(T0,2,2,2,0 + T0,1,1,2,0) + α(b− 1){αT2,2,2,2,0 + (α− 1)T1,2,2,2,0 − T1,1,1,2,0}],

kb,α = E
(
− ∂2ℓ

∂b∂α

)
=
a{Ψ(a)−Ψ(a+ b)}+ 1

α(b− 1)
,

kλ,α = E
(
− ∂2ℓ

∂λ∂α

)
=

1

α
{aT0,1,1,1,0 − (b− 1)(T1,1,1,1,0 + T2,1,1,1,1 + T1,1,1,1,1)},

kα,α = E
(
− ∂2ℓ

∂α2

)
=

1

α2
{1 + (b− 1)(T2,0,0,0,2 + T1,0,0,0,2)},

em que Ti,j,k,l,m é definido como

Ti,j,k,l,m = E[(1− V )−i(1− V 1/α)jV i−k/α{log(1− V 1/α)}l(log V )m],

em que V ∼ Beta(a, b) com i, j, k, l,m ∈ {0, 1, 2}. A matriz de informação total

de Fisher é então Kn = Kn(θ) = nK(θ).

A distribuição assintótica de Y é definida como

√
n(θ̂ − θ) → N4(0, K(θ)−1).
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A distribuição normal assintótica multivariada N4(0, Kn(θ̂)
−1) de θ̂ pode ser

usada para construir intervalos de confiança aproximados, regiões de confiança para

os parâmetros e para funções de sobrevivência. A normalidade assintótica também

é útil para testar a qualidade de ajuste da distribuição BEG e para comparar esta

distribuição com alguns dos seus submodelos especiais usando uma das três conhecidas

estatísticas de teste , ou seja, a razão de verossimilhanças (RV ), teste de Wald (W ) e

teste escore de Rao (SR).

Um intervalo de confiança assintótico com nível de significância γ para cada

parâmetro θi é dado por

IC(θi, 100(1− γ)) = (θ̂i − zγ/2
√
Kθi,θi , θ̂i + zγ/2

√
Kθi,θi),

em que Kθi,θi é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz Kn(θ̂)−1 para i =

1, 2, 3, 4 e zγ/2 é o quantil 1− γ/2 da distribuição normal padrão.

2.7 Aplicação

Nesta seção, ajustamos um modelo BEG a um conjunto de dados reais. Os dados

assimétricos obtidos por Smith e Naylor (1987) representam as resistências de fibras de

vidro com 1, 5 cm, medidas no laboratório nacional de física, Inglaterra. As unidades

de medida não são dadas no livro. O conjunto de dados é:

Tabela 2.1. Os dados sobre as resistências de fibras de vidro com 1, 5 cm.

0,55 0,93 1,25 1,36 1,49 1,52 1,58 1,61 1,64 1,68 1,73 1,81

2 0,74 1,04 1,27 1,39 1,49 1,53 1,59 1,61 1,68 1,76 1,82

2,01 0,77 1,11 1,28 1,42 1,5 1,54 1,6 1,62 1,66 1,69 1,76

1,84 2,24 0,81 1,13 1,29 1,48 1,5 1,55 1,61 1,62 1,66 1,7

1,77 1,84 0,84 1,24 1,3 1,48 1,51 1,61 1,67 1,7 1,78 1,89

Os estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros e a função de

log-verossimilhança maximizada para a distribuição BEG são:

â = 0, 4125, b̂ = 93, 4655, λ̂ = 0, 92271, α̂ = 22, 6124, ℓ̂BEG = −15, 5995,
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Considerando a distribuição BE temos

â = 17, 7786, b̂ = 22, 7222, λ̂ = 0, 3898, ℓ̂BE = −24, 1270,

e para a distribuição EG são

λ̂ = 2, 6105, α̂ = 31, 3032, ℓ̂GE = −31, 3834,

Em relação a estatística RV para testar a hipótese H0 : BE × HA : BEG e

H0 : EG × HA : BEG são 17, 0550 (p = 3, 63 × 10−5) e 31, 5678 (p = 1, 39 × 10−7),

respectivamente. Portanto, rejeitamos a hipótese nula em ambos os casos a favor da

distribuição BEG ao nível de significância de 5 %.

Fazendo uma análise do gráfico, na Figura (2.2), observamos que pelo fato de a e b serem

dois parâmetros, cujo papel é de introduzir assimetria e variação do peso da cauda,

respectivamente a distribuição Beta Exponencial Generalizada é mais assimétrica a

esquerda, com caudas mais pesadas e proporciona um melhor ajuste do que os outros

dois submodelos para o conjunto de dados.
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Figura 2.2: Histograma dos dados e as fdps das distribuições BEG, Beta Exponencial

e Exponencial Generalizada.
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Capítulo 3

A Distribuição Beta-Weibull

modificada

3.1 Introdução

A distribuição Weibull, tendo exponencial e Rayleigh como casos especiais, é

uma distribuição muito popular para dados em modelagem de vida e modelagem em

fenômeno com taxas de falhas monótonas. Ao modelar taxas de risco monótonas, a

distribuição Weibull pode ser escolhida, inicialmente, devido à sua densidade. Um

exemplo de taxa de falha em forma de banheira é a experiência de mortalidade

humana, com uma taxa alta de mortalidade infantil. As taxas de falha unimodais

podem ser observadas ao longo de uma doença cuja mortalidade atinge um pico após

algum período de tempo finito e, em seguida, diminui gradualmente. De acordo com

Nelson (1990, p. 27), as distribuições que permitem um ajuste são suficientemente

complexas. Por outro lado, distribuições mais flexíveis requerem, geralmente, cinco

ou mais parâmetros. No entanto, mais recentemente, a gama generalizada (GG) e

a F generalizadas (FG), foram utilizadas em aplicações de análise de sobrevivência,

ver Cox et al. (2007) e Cox (2008), respectivamente. No entanto, nos últimos

anos, novas classes de distribuições foram propostas com base em modificações da

distribuição Weibull para lidar com a taxa de falha em forma de banheira. Uma boa

revisão de alguns destes modelos é apresentada por Pham e Lai (2007). Entre estas,

a distribuição Weibull exponencializada (WE), instituída por Mudholkar et al.(1995,

1996), a distribuição Weibull apresentada por Xie e Lai (1995), a distribuição Weibull

estendida (Xie et al. 2002), a distribuição Weibull modificada (MW) proposta por Lai
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et al. (2003), a distribuição beta exponencial (BE) apresentada por Nadarajah e Kotz

(2006), a distribuição Weibull estendida flexível definida por Bebbington et al. (2007), a

distribuição beta Weibull (BW) estudada por Lee et al. (2007) e a distribuição Weibull

Modificada Generalizada (WMG) proposta por Carrasco et al.(2008). Neste capítulo,

apresentamos uma distribuição com cinco novos parâmetros, chamada distribuição

beta Weibull modificada (BWM), que contém vários submodelos, tais como a WE,

exponencial exponencializada (EE) Gupta e Kundu (1999, 2001), Weibull modificada

(WM), Rayleigh generalizada (RG) Kundu e Rakab (2005) e a distribuição GMW,

entre outras. Esta distribuição foi proposta por Silva, Ortega e Cordeiro (2010). A

distribuição (BWM) devido à sua flexibilidade em acomodar todas as formas de função

de risco parece ser uma distribuição importante e que pode ser usada numa variedade

de problemas de modelagem de dados de sobrevivência. A distribuição BWM não é

apenas conveniente para modelar taxas de falhas em forma de banheira, mas também

é adequada para testar qualidade do ajustamento de alguns submodelos especiais, tais

como a WE, WM e WMG.

3.2 A definição do modelo

A ideia da distribuição Beta-Weibull Modificada decorre da seguinte classe geral:

Se G denota a função de distribuição acumulada (fda) para uma variável aleatória,

então uma classe generalizada de distribuções pode ser definida como

F (x) = IG(x)(a, b) =
1

B(a, b)

∫ G(x)

0

ωa−1(1− ω)b−1dω, (3.1)

para a > 0 e b > 0, em que Iy(a, b) = By(a, b)/B(a, b) é a relação da função beta

incompleta e By(a, b) =
∫ y

0
ωa−1(1− ω)b−1dω é a função beta incompleta.

Lai (2003) introduziu a distribuição Weibull Modificada denotada por

WM(α, γ, λ) com três parâmetros α > 0, γ > 0 e λ ≥ 0 com fda e fdp dadas por

Gα,γ,λ(x) = 1− exp{−αxγ exp(λx)} (3.2)
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e

gα,γ,λ(x) = αxγ−1(γ + λx) exp{λx− αxγ exp(λx)}, x > 0, (3.3)

respectivamente. Os parâmetos α e γ controlam a escala e a forma da distribuição,

respectivamente. O parâmetro λ é uma espécie de fator de aceleração do tempo e

funciona como um fator de fragilidade na sobrevivência do indivíduo quando o tempo

aumenta. A distribuição Weibull é um caso especial da expressão (3.3) quando λ = 0.

Se, além de λ = 0, γ = 1 e γ = 2, obtemos a distribuição exponencial e Rayleigh,

respectivamente. A densidade correspondente a (3.1) pode ser escrita da seguinte

forma

f(x) =
1

B(a, b)
G(x)a−11−G(x)b−1g(x), (3.4)

em que g(x) = dG(x)/dx é a densidade da distribuição de base.

Agora, introduzimos a distribuição Beta Weibull Modificada tomando G(x) na

expressão (3.1) como a fda (3.2) da distribuição Weibull Modificada (WM). Assim, a

fda da distribuição Beta Weibull Modificada BWM é então

F (x) =
1

B(a, b)

∫ 1−exp{−αxγ exp(γx)}

0

ωa−1(1− ω)b−1dω. (3.5)

A função densidade para a distribuição BWM pode ser escrita a partir das

expressões (3.2) e (3.4).

De fato, temos,

f(x) =
1

B(a, b)
[1− e{−αxγe(λx)}]a−1[1− 1 + e{−αxγe(λx)}]b−1 αxγ−1(γ + λx)e(λx)

=
αxγ−1(γ + λx) exp(λx)

B(a, b)
[1− exp{−αxγ exp(λx)}]a−1 exp{−bαxγ exp(λx)}

=
αxγ−1(γ + λx) exp(λx)

B(a, b)
[1− exp{−αxγ exp(λx)}]a−1 exp{−bαxγ

× exp(λx)}. (3.6)
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A função taxa de falha da distribuição BWM depende da função beta incompleta

e é dada por

h(x) =
αxγ−1(γ + λx) exp(λx)

B(a, b)[1− I1 − exp{−αxγ exp(λx)}(a, b)] [1− exp{−αxγ exp(λx)}]a−1

× exp{−bαxγ exp(λx)}, x > 0. (3.7)

A Figura (3.1) ilustra algumas das possíveis formas da fdp (3.6), para alguns

valores de parâmetros selecionados, incluindo algumas distribuições bem conhecidas.
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Figura 3.1: Função Densidade de Probabilidade da distribuição BWM para alguns

valores de a, b, α, λ, e γ
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3.3 Expansões para a distribuição e funções

densidade

Fornecemos simples expansões para a fda da distribuição BWM dependendo se o

parâmetro b é real não-inteiro ou inteiro. A densidade em (3.6) é simples de calcular

usando qualquer software estatístico. Apresentamos, agora, uma expansão para F (x)

em termos de uma soma infinita de fda’s da WM. Para a > 0 real não-inteiro, usando

a representação em série, obtemos

∫ x

0

ωa−1(1− ω)b−1dω =
∞∑

j=0

(−1)jΓ(a)

Γ(a− j)j!

∫ x

0

(1− ω)b+j−1dω.

Note que,

∫ x

0

(1− ω)b+j−1dω =
(1− ω)b+j−1+1

(b+ j)

=
1− (1− x)b+j

b+ j
.

Segue,

∫ x

0

ωa−1(1− ω)b−1dω =
∞∑

j=0

(−1)jΓ(a)

Γ(a− j)(b+ j)j!
[1− (1− x)b+j],

em que Γ(.) é a função gama.

Logo,

F (x) =
1

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)jΓ(a)

Γ(a− j)(b+ j)j!
1− [1−Gα, γ, λ(x)]

b+j,

ou seja,

F (x) =
∞∑

j=0

ωjGα(b+ j), γ, λ(x), (3.8)

em que
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ωj = ωj(a, b) =
(−1)jΓ(a)

B(a, b)Γ(a− j)(b+ j)j!

são constantes tais que
∑∞

j=0 ωj = 1 e Gα(b+j),γ,λ(x) é a fda da distribuição Weibull

Modificada com parâmetros α(b + j), γ e λ. Pelo fato de
∑∞

j=0 ωj = 1, a função de

sobrevivência da BWM segue da expressão

S(x) = 1− F (x) =
∞∑

j=0

ωjSα(b+ j), γ, λ(x), (3.9)

onde Sα(b + j), γ, λ(x) = exp−α(b+ j)xγ exp(λx), é a função de sobrevivência da

distribuição WM com parâmetros α(b + j), γ e λ. A densidade para a distribuição

BWM segue como

f(x) =
∞∑

j=0

ωjgα(b+j),γ,λ(x). (3.10)

3.4 Confiabilidade

Obtemos, aqui, a fórmula para a confiabilidade R = P (X2 < X1) quando X1 e

X2 são variáveis aleatórias independente tendo a distribuição BWM. A fórmula de R

pode ser expressa como

R =

∫ ∞

0

f(x)F (x)dx. (3.11)

Substituindo as expressões (3.6) e (3.8) em (3.11), obtemos

R =

∫ ∞

j=0

G(x)a−1{1−G(x)}b−1g(x)
∞∑

j=0

ωjGα(b+j),γ,λ(x)

=

∫ ∞

j=0

αxγ−1(γ + λx)e(λx)[1− e−αxγe(λx) ]a−1

B(a, b)
e−bαxγe(λx)

∞∑

j=0

ωjGα(b+j),γ,λ(x)dx

=
α

B(a, b)

∞∑

j=0

ωj(a, b)

∫ ∞

j=0

xγ−1(γ + λx)eλx(1− u).

Sendo que u = exp{−αxγ exp(λx)}. Assim,
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du

dx
= exp{−αxγ exp(λx)}(−γαxγ−1 exp(λx)− αxγ exp(λx)λ)

= u(−αxγ exp(λx))(γx−1 + λ).

Portanto,

du = u log u[(γ + λx)/x]dx.

Daí, segue que

R =
α

B(a, b)

∞∑

j=0

ωj(a, b)

∫ ∞

j=0

xγ−1(γ + λx)eλx(1− u)a−1ub(1− ub+j)dx

=
α

B(a, b)

∞∑

j=0

ωj(a, b)

∫ 1

j=0

(1− ub+j)(1− u)a−1ub−1dx.

Utilizando o software computacional Maple para calcular a última integral,

obtemos

R =
1

B(a, b)

∞∑

j=0

ωj(a, b)
[
B(a, b)− Γ(a)Γ(2b+ j)

Γ(2b+ j + a)

]
.

3.5 Expressões gerais para os momentos

Algumas das características mais importantes de uma distribuição podem ser

estudadas através dos momentos (por exemplo, dispersão, assimetria e curtose). O

r-ésimo momento da distribuição BWM pode ser obtido derivando uma soma infinita,

a esta derivada representaremos por µ
′

r. A partir da expressão (3.10) podemos obter

uma expressão elementar

µ
′

r =
∞∑

j=0

ωjτr(j), (3.12)

em que τr(j) =

∫ ∞

j=0

xrgα(b+j),γ,λ(x)dx, denota o r-ésimo momento para a distribuição

WM com parâmetros α(b+ j), γ e λ.
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Carrasco et al.(2008) obteveram uma representação infinita para o r-ésimo

momento da distribuição WM com os parâmetros acima, que pode ser escrita como

τr(J) =
∞∑

i1,...,ir=1

Ai1,...,irΓ(sr/γ + 1)

[α(b+ j)]sr/γ
, (3.13)

em que

Ai1,...,ir = ai1 , ..., air e sr = i1, ..., ir,

e

ai =
(−1)i+1ii−2

(i− 1)!

(λ
γ

)i−1

.

3.6 Momentos das Estatísticas de Ordem

A densidade da i-ésima estatística de ordem Xi;n, fi;n(x) para uma amostra

aleatória de tamanho n da distribuição BWM, é dada por

fi;n(x) =
1

B(i, n− i+ 1)
f(x)F (x)i−1{1− F (x)}n−i. (3.14)

A fda para a i-ésima estatística de ordem é dada por Fi;n(x) = IF (x)(i, n− i+1).

Alternativamente, pode-se escrever Fi;n(x) como somas binomiais

Fi;n(x) =
n∑

k=1


 n

k


F (x)k{1− F (x)}n−k = F (x)i

n−i∑

k=0


 i+ k − 1

k


 {1− F (x)}k.

Podemos obter uma expressão em forma fechada para os momentos das estatísticas

de ordem para a distribuição BWM, a partir de um resultado geral aplicado ao caso

de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas (iid) por Barakat e

Abdelkader (2004). Para uma distribuição com fdp f(x) e fda F (x) podemos escrever,

E(Xr
i:n) = r

n∑

j=n−i+1

(−1)j−n+i−1


 j − 1

n− i





 j

n


 Ij(r), (3.15)

em que

Ij(r) =

∫ ∞

j=0

xr−1{1− F (x)}jdx.

A função de sobrevivência para a distribuição BWM expansão (3.9) pode ser

resumida em
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S(x) = 1− F (x) =
∞∑

s=0

ωsu
b+s,

em que u = exp(−αxγeγx). Assim,

Ij(r) =

∫ ∞

j=0

xr−1
( ∞∑

s=0

ωsu
b+s

)j

dx

e

( ∞∑

s=0

ωsu
s
)j

=

infty∑

s=0

cj,su
s, (3.16)

em que os coeficientes cj,s são obtidos a partir da expressão de recorrência

cj,s = (sa0)
−1

s∑

m=1

(jm− s+m)ωmcj,s−m, (3.17)

em que

A partir da última integral e da expressão (3.16) concluimos,

Ij(r) =

∫ ∞

0

xr−1
( ∞∑

s=0

ωb+s

)j

dx

=

∫ ∞

0

xr−1
( ∞∑

s=0

ωsu
bjusj

)
dx

=

∫ ∞

0

xr−1ubj
( ∞∑

s=0

ωsu
s
)j

dx

=
∞∑

s=0

cj,s

∫ ∞

0

xr−1ubjusdx

=
∞∑

s=0

xr−1ubj+s.

Logo,

Ij(r) =
∞∑

s=0

cj,s

∫ ∞

0

xr−1e−α(bj+s)xγ

eλxdx. (3.18)

Obtemos Ij(r), utilizando o mesmo desenvolvimento algébrico por Carrasco et

al. (2008). Podemos inverter a transformação y = xγeλx para obter x em função
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polinomial de y quando ambos λ e γ são positivos. Então,

x =
γ

λ
F
(λy1/γ

γ

)
, (3.19)

em que

F (ω) =
∞∑

m=1

(−1)m+1mm−2ωm

(m− 1)!
.

Portanto, podemos expressar x em termos de y na expressão (3.19), como

x =
∞∑

m=1

amy
m/γ ,

em que

am =
(−1)m+1mm−2

(m− 1)!

(λ
γ

)m−1

. (3.20)

De fato, note que

F
(λy1/γ

γ

)
=

∞∑

m=1

(−1)m+1mm−2

(m− 1)!

(λy1/γ
γ

)m

,

e

x =
∞∑

m=1

(−1)m+1mm−2

(m− 1)!

(λ
γ

)m

ym/γ .

A integral (3.18) pode ser escrita em termos de y como,

J =

∫ ∞

0

{ ∞∑

m=1

amy
m/γ

}r−1

eα(bj+s)xγeλxdx

=

∫ ∞

0

{ ∞∑

m=1

amy
m/γ

}r−1

eα(bj+s)y
{ ∞∑

p=1

app

γ
yp/γ−1

}
dy.

Mas { ∞∑

m=1

amy
m/γ

}r−1

=
∞∑

m1,...,mr−1=1

am1 ...amr−1y
m1+...+mr−1/γ .

Então, J pode ser escrito como

J = γ−1

∞∑

m1,...,mr−1=1

mrAm1,...,mr

∫ ∞

0

ysr/γ−1e−(j+1)αydy,

em que os termos
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Am1,...,mr
= am1 ...amr

obtemos a partir das constantes em (3.20) e

sr = m1 + ...+mr.

Substituindo υ = (j + 1)αy na última integral, obtemos

J = γ−1

∞∑

m1,...,mr−1=1

mrAm1,...,mr

[(j + 1)α]sr/γ

∫ ∞

0

υsr/γ−1e−υdυ,

que em termos da função gama reduz-se a

J = γ−1

∞∑

m1,...,mr−1=1

mrAm1,...,mr

[(j + 1)α]sr/γ
Γ(sr/γ).

Combinando as expressões (3.15) e (3.18), o r-ésimo momento da estatística de

ordem pode ser expresso como,

E(Xr
i:m) =

r

γ

n∑

j=n−i+1

(−1)j−n+i−1
(j−1

n−i

)(n

j

) ∞∑

s=0

cj,s

∞∑

m1,...,mr−1=1

mrAm1,...,mr

[(j + 1)α]sr/γ
Γ(sr/γ).

(3.21)

Uma forma alternativa de computar estes momentos segue expressando a

densidade da estatística de ordem da distribuição BWM como uma mistura de

densidades WM. Temos de (3.14)

Fi;n(x) =
n∑

k=1

(n

k

)
F (x)k{1− F (x)}n−k = F (x)i

n−i∑

k=0

(i+k−1

k

)
{1− F (x)}k,

no que acarreta

fi:m(x) =
1

B(i, n− i+ 1)
f(x)

i−1∑

k=0

(−1)k{1− F (x)}n−i+k.

A soma acima se torna

i−1∑

k=0

(−1)k
( ∞∑

s=0

ωsu
b+s

)n−i+k

=
i−1∑

k=0

(−1)k
∞∑

s=0

cn−i+ku
b(n−i+k)+s.

Substituindo (3.10), obtemos
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fi:m(x) =
1

B(i, n− i+ 1)

∞∑

j,s=0

i−1∑

k=0

ωj(−1)kcn−i+k,su
b(n−i+k)+sgα(b+j),γ,λ(x)

então,

fi:m(x) =
1

B(i, n− i+ 1)

∞∑

j,s=0

i−1∑

k=0

ωj(−1)kcn−i+k,sα(b+ j)xγ−1(γ + λx)

× exp{λx− α[b(n− i+ k + 1) + s+ j]xγeλx}.

Finalmente, a densidade acima pode ser expressa na forma

fi:m(x) =
∞∑

j,s=0

i−1∑

k=0

pn,i,k,j,sgα[b(n−i+k+1)+s+j],γ,λ(x), (3.22)

em que os coeficientes da combinação linear infinita são dadas por

pn,i,k,j,s = pn,i,k,j,s(a, b) =
ωj(−1)k(b+ j)cn−i+k,s

b(n− i+ k + 1) + s+ j
.

Portanto, algumas propriedades matemáticas das estatística de ordem da

distribuição BWM seguem imediatamente das propriedades da distribuição WM.

3.7 Estimadores de Máxima Verossimilhança

Definição 3.7.1 Sejam X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatória de tamanho n da

variável aleatória X com função de densidade (ou de probabilidade) f(x|θ), com θ ∈
Θ, onde Θ é o espaço paramétrico. A função de verossimilhança de θ correspondente

à amostra aleatória observada é dada por

L(θ|x) =
n∏

i=1

f(xi|θ).

Definição 3.7.2 O estimador de máxima verossimilhança de θ é o valor θ̂ ∈ Θ que

maximiza a função de verossimilhança L(θ; x). O logaritmo natural da função de

verossimilhança de θ é denotado por

ℓ(θ; x) = logL(θ; x).
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Seja X1, ..., Xn uma amostra aleatória de tamanho n para a distribuição BWM.

A função de log-verossimilhança para o vetor de parâmetros θ = (a, b, α, γ, λ)T pode

ser escrita como

ℓ(θ) = −n log[B(a, b)] +
n∑

i=1

{[log(γ + λxi)] + log(νi)− log(xi)}+ (a− 1)
n∑

i=1

log{1− exp(−νi)}

− b
n∑

i=1

νi, (3.23)

em que νi = αxγi exp(λxi) é uma observação transformada. A log-verossimilhança pode

ser maximizada diretamente usando o programa OX ou resolvendo as equações não-

lineares obtidas diferenciando a expressão (3.23). As componentes do vetor score Uθ

são dadas por

Ua(θ) = −n[ψ(a) + ψ(a+ b)] +
n∑

i=1

log[1− exp(−νi)],

Ub(θ) = −n[ψ(b) + ψ(a+ b)]−
n∑

i=1

νi,

Uα(θ) =
n∑

i=1

xγi exp(λxi)

νi
+ (a− 1)

n∑

i=1

exp(−νi)xγi expλxi
[1− exp(−νi)]

− b

n∑

i=1

xγi exp(λxi),

Uγ(θ) =
n∑

i=1

[ 1

γγ + λxi
log(xi)

]
+ (a− 1)

n∑

i=1

exp(−νi)νi log(xi)
[1− exp(−νi)]

− b
n∑

i=1

νi log(xi),

Uλ(θ) =
n∑

i=1

( xi
γ + λxi

+ xi

)
+ (a− 1)

n∑

i=1

exp(−νi)νixi
[1− exp(−νi)]

− b

n∑

i=1

νixi,

em que ψ(.) é a função digama.

Para a estimação intervalar e testar hipóteses nos parâmetros do modelo, exigimos

a matriz de informação. A matriz de informação 5× 5 é dada por

J =




Ja,a Ja,b Ja,α Ja,γ Ja,λ

Ja,b Jb,b Jb,α Jb,γ Jb,λ

Ja,α Jb,α Jα,α Jα,γ Jα,λ

Ja,γ Jb,γ Jα,γ Jγ,γ Jγ,λ

Ja,λ Jb,λ Jα,λ Jγ,λ Jλ,λ




.

cujo os elemntos (a, b, α, γ, λ) são obtidos a seguir
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Ja,a = −n
{
−Ψ2(a)− Γ(a+ b)

[
Ψ

′

(a+ b) + Ψ2(a+ b)
]2

+Ψ2(a+ b)
}
,

Jb,b = −n
{
−Ψ2(b)− Γ(a+ b)

[
Ψ

′

(a+ b) + Ψ2(a+ b)
]2

+Ψ2(a+ b)
}
,

Jα,α = −
n∑

i=1

[x2γi exp(2λxi)

υ2i

]
− (a− 1)

n∑

i=1

{exp(−υi)x2γi exp(2λxi)

[1− exp(−υi)]2
}
,

Jγ,γ = −
n∑

i=1

(γ + λxi)
−2 + (a− 1)

n∑

i=1

yi[log(xi)]
2 − b

n∑

i=1

υi[log(xi)]
2,

Jλ,λ = −
n∑

i=1

( xi
γ + λxi

)2

+ (a− 1)
n∑

i=1

yix
2
i − b

n∑

i=1

υix
2
i ,

Jα,γ = (a− 1)
n∑

i=1

yiυ
−1
i xγi exp(λxi) log(xi)− b

n∑

i=1

xγi exp(λxi) log xi,

Jα,λ = (a− 1)
n∑

i=1

yiυ
−1
i xγ+1

i exp(λxi)− b
n∑

i=1

xγ+1
i exp(λxi),

Jγ,λ = (a− 1)
n∑

i=1

yixi log(xi)− b

n∑

i=1

υixi log xi,

Ja,λ =
n∑

i=1

exp(−υi)υixi
[1− exp(−υi)]

,

Ja,α =
n∑

i=1

exp(−υi)xγi exp(λxi)
[1− exp(−υi)]

,

Ja,γ =
n∑

i=1

exp(−υi)υi log(xi)
[1− exp(−υi)]

,

Ja,b = −nΨ′

(a+ b),

Jb,α = −
n∑

i=1

xγi exp(λxi),

Jb,γ = −
n∑

i=1

υi log xi,

Jb,λ = −
n∑

i=1

υixi,

onde yi =
exp(−υ)υ

1−exp(−υi)

[
1− υi

1−exp(υi)

]
.
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A distribuição assintótica de θ̂ é definida como

√
n(θ̂ − θ) → N5(0, I(θ)

−1).

em que I(θ) é a matriz de informação esperada. Este comportamento assintótico

é válido se I(θ) é substituído por J(θ), isto é, a matriz de informação observada é

avaliada em θ̂. A distribuição normal assintótica multivariada N5(0, J(θ̂)
−1) pode ser

usada para construir intervalos de confiança aproximados, regiões de confiança para os

parâmetros e para funções de sobrevivência. A normalidade assintótica também é útil

para testar qualidade de ajuste da distribuição BWM e para comparar esta distribuição

com alguns dos seus submodelos especiais, usando uma das três estatísticas de teste

conhecidas, ou seja, a razão de verossimilhanças (RV ), teste de Wald (W ) e teste escore

de Rao (SR).

3.8 Aplicação

Considerando o conjunto de dados descrito por Aarset (1987) e também relatado

por Mudholkar e Srivastava (1993); Mudholkar et al. (1996) e Wang (2000),

representando 50 observações de tempo de vidas de componentes, que possuem como

propriedade a taxa de falha em forma de banheira. Nosso objetivo, neste seção é fazer

o ajuste da distribuição BWM e cinco distribuições como submodelos, que permitem

a sua avaliação em relação ao modelo da BWM. Além disso, calculamos os valores

máximos da log-verossimilhança para obtermos as estatísticas RV para testar alguns

submodelos. Uma análise sob o modelo da BWM permite verificar a adequação dos

modelos WMG, WM e EM que indica em que medida as inferências dependem do

modelo. Por exemplo, a estatística RV foi obtida para testar as hipóteses H0 := b = 1

versus H1 : H0falsa. Os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros, os

valores do critério de informação Akaike (AIC) e os valores para o critério de informação

bayesiana (BIC) para os seis modelos são mostrados na Tabela 2.1. Como podemos ver

a partir destes resultados numéricos do AIC e BIC do modelo BWM são os menores

entre os seis modelos ajustados e, portanto, esse modelo pode ser escolhido como o

melhor.
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Tabela 3.1. Estimativas dos parâmetros para alguns modelos ajustados aos dados de

Aarset (1987) (os erros padrão são dados entre parênteses) e os valores das estatísticas

do AIC e BIC

Modelos a b α λ γ AIC BIC

BWM 0,1975 0,1647 0,0002 0,0541 1,3771 451,6 461,2

(0,0462) (0,0830) (6,6931e-005) (0,0157) (0,3387)

BW 0,18356 0,0748 0,0007 0 2,3615 463,9 471,6

(0,0509) (0,0353) (0,0004) 0 (0,1715)

WMG 0,2975 1 0,0002 0,0529 0,9942 455,8 463,4

(0,0613) (0,0001) (0,0138) (0,2396)

WM 1 1 0,0624 0,0233 0,3548 460,3 466,0

(0,0267) (0,0048) (0,1127)

WE 0,4668 1 0,0011 0 1,5936 480,5 486,2

(0,0889) (0,0010) (0,1858)

RG 0,3643 1 0,0002 0 2 475,9 479,7

(0,0624) (4,8738e-005)
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Capítulo 4

Alguns resultados para a distribuição

Beta Fréchet

4.1 Introdução

A distribuição Fréchet tem sido utilizada com grande freqüência em estudos de

fenômenos ambientais principalmente para solucionar problemas relacionados às áreas

de Engenharia, entre os quais, velocidades máximas de ventos, temperaturas máximas

e mínimas e em estudos de precipitação pluvial máxima. Kotz e Nadarajah (2000)

contribuiram com algumas aplicações em seu livro. Neste capítulo, iremos discutir

a distribuição Beta Fréchet (BF ) introduzida por Barreto, Cordeiro e Simas (2011).

Eugene et al.(2002) definiram a distribuição Beta Generalizada a partir de uma função

de distribuição acumulada (fda) dada por

F (x) =
1

B(a, b)

∫ G(x)

0

ωa−1(1− ω)b−1dω, (4.1)

onde a > 0 e b > 0 são dois parâmetros adicionais, cujo papel é introduzir assimetria

e variação do peso da cauda e B(a, b) =
∫ 1

0
ωa−1(1− ω)b−1dω é a função beta.

Note que podemos escrever a expressão (4.1) por

F (x) = IG(x)(a, b), (4.2)

em que Iy(a, b) = B(a, b)−1
∫ y

0
ωa−1(1 − ω)b−1dω denota a relação da função beta

incompleta, ou seja, a função de distribuição acumulada (fda) para uma variável

aleatória com distribuição beta de parâmetros a e b. Em geral, podemos expressar

a equação (4.2) em termos da função hipergeometrica definida por
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2F1(α, β, γ; x) =
∞∑

i=0

(α)i(β)i
(γ)ii!

xi,

em que (α)i = α(α + 1)...(α + i− 1). Daí obtemos,

F (x) =
G(x)a

aB(a, b)
F1(a, 1− b, a+ 1;G(x)).

A função densidade de probabilidade (fdp) correspondente a expressão (4.1) pode

ser expressa por

f(x) =
1

B(a, b)
G(x)a−1{1−G(x)}b−1g(x), (4.3)

em que g(x) = dG(x)/dx.

A fda e a fdp para a distribuição Fréchet são, respectivamente dadas por

Gσ,λ(x) = e−(σ
x
)λ , x > 0, (4.4)

e

gσ,λ(x) = λσλx−(λ+1)e−(σ
x
)λ , x > 0, (4.5)

em que σ > 0 é o parâmetro de escala e λ > 0 é o parâmetro de forma. O r-ésimo

momento para a distribuição Fréchet com r < λ é dado por µ
′

r = σrΓ(1 − r/λ), e os

quatros primeiros cumulates são

k1 = σg1, k2 = σ2(g2 − g21),

k3 =
g3 − 3g1g2 + 2g21

(g2 − g21)
3
2

,

k4 =
g4 − 4g1g3 + 6g21g2 − 3g41

(g2 − g21)
2

,

em que gk = Γ(1− k/λ) para k = 1, ..., 4.

Nadarajah e Gupta (2004) introduziram a fda da distribuição BF com a > 0,

b > 0, σ > 0 e λ > 0, substituindo G(x) na expressão (4.1). Assim,

F (x) =
1

B(a, b)

∫ e−(σ
x
)λ

0

ωa−1(1− ω)b−1dω = I
e−(σ

x
)λ (a, b), x > 0. (4.6)
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A fdp e a função taxa de falha para a nova distribuição são, respectivamente

dadas por:

f(x) =
λσλ

B(a, b)
x−(λ+1)e−a(σ

x
)λ{1− e−(σ

x
)λ}b−1, x > 0, (4.7)

e

τ(x) =
λσλx−(λ+1)e−a(σ

x
)λ{1− e−(σ

x
)λ}b−1

B(a, b){1− I
e−(σ

x
)λ (a, b)}

, x > 0. (4.8)

De fato, note que a função densidade da distribuição Beta Fréchet (BF) pode ser

escrita a partir das expressões (4.3) e (4.4). Então,

f(x) =
1

B(a, b)
[e−(σ

x
)λ ]a−1[1− e−(σ

x
)λ ]b−1e−(σ

x
)λ(σ/x)λ(λ/x)

=
λσλ

B(a, b)
x−(λ+1)e−a(σ

x
)λ [1− e−(σ

x
)λ ]b−1.

Agora, note que a função taxa de falha será obtida substituindo as expressões

(4.1) e (4.3) na definição (1.3.1). Então,

h(x) =

(σ/x)λ(λ/x)

B(a, b)
e−a(σ

x
)λ [1− e−(σ

x
)λ ]b−1

1− 1

B(a, b)

∫ Gx

0

ωa−1(1− ω)b−1dω

=
λσλx−(λ+1)e−a(σ

x
)λ [1− e−(σ

x
)λ ]b−1

B(a, b){1− I
e−(σx )λ (a, b)}

.

A Figura (4.1) ilustra algumas das possíveis formas da fdp (4.7), para alguns

valores de parâmetros selecionados, incluindo o caso da Distribuição Fréchet.
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Figura 4.1: 4 Função Densidade de Probabilidade da distribuição BF para alguns

valores de a e b.
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4.2 Expansões para a distribuição e a função de

densidade

Apresentamos, nesta seção, expansões para a fda e para a fdp da distribuição BF

dependendo se o parâmetro b é real não inteiro ou inteiro. Considere a expansão em

série

(1− z)b−1 =
∞∑

j=0

(−1)jΓ(b)

Γ(b− j)j!
zj, (4.9)

em que |z| < 1 e b > 0 real não inteiro.

Substituindo a expansão em série (4.9) na expressão (4.1), obtemos a fda para a

distribuição BF com b real não inteiro.

De fato,

F (x) =
1

B(a, b)

∫ e−(σ
x
)λ

0

ωa−1(1− ω)b−1dω

=
Γ(b)

B(a, b)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(b− j)j!

∫ e−(σ
x
)λ

0

ωa+j−1dω.

Observe que,

∫ e−(σ
x
)λ

0

ωa+j−1dω =
ωa+j

a+ j

∣∣∣
e−(σ

x
)λ

0
=
e−(σ

x
)λ(a+j)

a+ j

e

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

Substituindo em F (x) temos

F (x) =
Γ(a+ b)Γ(b)

Γ(a)Γ(b)

∞∑

j=0

(−1)je−(σ
x
)λ(a+j)

Γ(b− j)j!(a+ j)
. (4.10)
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Para b inteiro, a soma em (4.10) é de j = 0 até j = b − 1. Quando

b = 1, segue que F (x) = e−a(σ
x
)λ . Pode ser visto no site de Funções da Wolfran

(http://functions.Wolfram.com) que, para b inteiro

Iy(a, b) =
ya

Γ(a)

b−1∑

j=0

Γ(a+ j)(1− y)j

j!
,

e para a inteiro temos

Iy(a, b) = 1− (1− y)b

Γ(b)

a−1∑

j=0

Γ(b+ j)

j!
yj.

Portanto, se b é inteiro, obtemos outra forma equivalente para (4.10)

F (x) =
e−a(σ

x
)λ

Γ(a)

b−1∑

j=0

Γ(a+ j)(1− e−(σ
x
)λ)j

j!
,

e para valores inteiros de a, temos

F (x) = 1− (1− e−(σ
x
)λ)b

Γ(b)

a−1∑

j=0

Γ(b+ j)

j!
e−j(σ

x
)λ .

Se a = 1, a expressão acima reduz-se a

F (x) = 1− {1− e−(σ
x
)λ}b.

Portanto, mostramos que a densidade BF pode ser expressa como uma

combinação linear infinita de fdp’s de variáveis aleatórias com distribuições Fréchet.

Seja b um número inteiro, e novamente usando (4.9) podemos reescrever a expressão

(4.7) como

f(x) =
∞∑

k=0

ωkgak,λ(x), (4.11)

em que

wk =
Γ(a+ b)(−1)k

Γ(a)Γ(b− k)k!(k + a)
,

k representa uma constante ponderada tais que
∑∞

k=0 ωk = 1 e gak,λ(x) é a densidade

de uma distribuição Fréchet com parâmetro de escala ak = σ(k+ a)1/λ e parâmetro de

forma λ.
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4.3 Estatísticas de Ordem

Nesta seção, apresentamos a densidade da i-ésima estatística de ordem

Xi:n , fi:n(x) de uma amostra aleatória de tamanho n, para a distribuição BF. Sabemos

que,

fi:n(x) =
1

B(i, n− i+ 1)
f(x)F (x)i−1{1− F (x)}n−i,

para i = 1, ..., n.

Usando as expressões (4.6) e (4.7), podemos expressar fi:n(x) em termos da função

beta incompleta por

fi:n(x) =
n!gσ,λ(x)

(i− 1)!(n− i)!B(a, b)
Gσ,λ(x)

a−1{1−Gσ,λ(x)}b−1

× IGλ,α(x)(a, b)
i−1I{1−Gλ,α(x)}(b, a)

n−i.

A fda para i-ésima estatística de ordem Xi:n, Fi:n(x) é dada por

Fi:n(x) =
n∑

r=i


 n

r


 IGλ,α(x)(a, b)

rI1−Gλ,α(x)(b, a)
n−r.

4.4 Momentos

Nesta seção, obtemos o r-ésimo momento para a distribuição BF e para as

estatísticas de ordem da BF. Pela expressão (4.11), se r < λ temos

µ
′

(r) =
σrΓ(1− r/λ)Γ(a+ b)

Γ(a)

∞∑

j=0

(−1)j(a+ j)r/λ−1

Γ(b− j)j!
. (4.12)

O r-ésimo momento para a Xi:n com b > 0 real não inteiro é dado por

E(Xr
i:n) =

n−1∑

k=0

∞∑

j=0

(−1)k
(n−i

k

)
Γ(b)i+k−iB(a(i+ k) + j, b)ci,j,k

B(a, b)i+kB(i, n− i+ 1)
E(Xr

i,j,k), (4.13)

em que Xi,j,k ∼ BF (a(i + k) + j, b, σ, λ) e a constante

ci,j,k =
aΓ(b)

j

j∑

l=1

(−1)λ{l(i+ k)− j}
Γ(b− l)l!(a+ l)

.
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4.4.1 L - Momentos

Os L-momentos são análogos aos momentos ordinários, mas podem ser estimados

por combinações lineares de estatísticas de ordem. Eles são funções lineares das

estatísticas de ordem esperada definidas por (Hosking, 1990).

λr+1 = (r + 1)−1

r∑

k=0

(r

k

)
E(Xr+1−k:r+1), r = 0, 1, .... (4.14)

4.5 Estimação e Matriz de informação

Definição 4.5.1 Sejam X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatória de tamanho n da

variável aleatória X com função de densidade (ou de probabilidade) f(x|θ), com θ ∈
Θ, onde Θ é o espaço paramétrico. A função de verossimilhança de θ correspondente

à amostra aleatória observada é dada por

L(θ|x) =
n∏

i=1

f(xi|θ).

Definição 4.5.2 O estimador de máxima verossimilhança de θ é o valor θ̂ ∈ Θ que

maximiza a função de verossimilhança L(θ; x). O logaritmo natural da função de

verossimilhança de θ é denotado por

ℓ(θ; x) = logL(θ; x).

Suponhamos que Y segue a distribuição BF e seja θ = (a, b, σ, λ)T o vetor de

parâmetros. O logaritmo da função de verossimilhança para uma única observação y

de Y será dada por

ℓ = log λ+ λ log(σ/y)− log{B(a, b)} − a(σ/y)λ + (b− 1) log(1− e−(σ/y)λ).

As componentes para o vetor score U = (∂ℓ/∂a, ∂ℓ/∂b, ∂ℓ/∂λ, ∂ℓ/∂α)T são dadas

por

∂ℓ

∂a
= −Ψ(a) + Ψ(a+ b)− (σ/y)λ,

∂ℓ

∂b
= −Ψ(b) + Ψ(a+ b) + log{1− e−(σ/y)λ},
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∂ℓ

∂σ
=
λ

σ
− λσλ−1

yλλ

{
a− b− 1

e(σ/y)λ − 1

}
,

∂ℓ

∂λ
=

1

λ
+ log

(σ
y

)[
1−

(σ
y

)λ{
a− b− 1

e(σ/y)λ − 1

}]
.

Como E(∂ℓ/∂a) = 0, obtemos

E(X−λ) =
Ψ(a+ b)−Ψ(a)

σλ
.

Para a estimação intervalar e testes de hipóteses nos parâmetros do modelo,

precisamos da matriz de informação de Fisher. A matriz de informação de Fisher é

dada por

K =




ka,a ka,b ka,σ ka,λ

ka,b kb,b kb,σ kb,λ

ka,σ kb,σ kσ,σ kσ,λ

ka,λ kb,λ kσ,λ kλ,λ



,

cujos elementos são

ka,a = ψ
′

(a)− ψ
′

(a+ b), kb,b = ψ
′

(b)− ψ
′

(a+ b),

kσ,σ = λ
σ2 [1 + a(λ− 1)ψ(a+ b)− ψ(a) + (b− 1)(λT1,1,2,0 − T1,1,1,0)],

kλ,λ = 1
λ2{1 + aT0,0,1,2 + (b− 1)(T1,2,2,2 − T1,1,1,2)]},

kσ,λ = − 1
σ
[1− aψ(a+ b)− ψ(a) + T0,0,1,1 + (b− 1)(T1,1,1,0 + T1,1,1,1 − λT1,2,2,0)],

ka,b = −ψ′

(a+ b), ka,λ = 1
λ
T0,0,1,1,

ka,σ = 1
σ
{ψ(a+ b)− ψ(a)}, kb,σ = −λ

σ
T1,1,1,0, kb,λ = − 1

λ
T1,1,1,1.

Aqui nós definimos uma variável aleatória V seguindo uma distribuição Beta (a, b)

e o valor esperado

Ti,j,k,l = E[V i(1− V )−J(− log V )k{log(− log V )}l],

em que a integral obtida da definição acima pose der determinada numericamente

usando softwares como, por exemplo, o MAPLE ou o MATEMÁTICA. Por exemplo,

para a = 1, 5 e b = 2, 5 temos que os T
′

s da matriz de informação de Fisher
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são: T1,1,2,0 = 0, 51230070, T1,1,1,0 = 0, 55296103, T0,0,1,2 = 0, 62931802, T1,2,2,2 =

0, 43145336, T1,1,1,2 = 0, 32124774, T0,0,1,1 = 0, 48641180, T1,1,1,1 = −0, 16152763, e

T1,2,2,0 = 0, 86196008.

Para uma amostra aleatória y = (y1, ..., yn)
T de tamanho n para Y , a log-

verossimilhança total é dada por

ℓn = ℓn(θ) =
n∑

i=1

ℓi,

em que ℓi é a log-verossimilhança para a i-ésima observação. A função escore total

é dada por Un = Un(θ) =
∑n

i=1 U
i, com i = 1, ..., n e a matriz de informação total

é Kn(θ) = nK(θ). O estimador de máxima verossimilhança θ̂ para θ é determinado

a partir da solução não-linear do sistema de equações Un = 0. A distribuição normal

assintótica multivariada N4(0, Kn(θ̂)
−1) de θ̂ pode ser usada para construir intervalos

de confiança aproximados, regiões de confiança para os parâmetros e para funções de

sobrevivência. De fato, um intervalo de confiança assintótico para cada parâmetro θi é

dado por

ICi = (θ̂i − zγ/2

√
K̂θi,θi , θ̂i + zγ/2

√
K̂θi,θi),

em que K̂θi,θi é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz Kn(θ̂)−1 para i = 1, 2, 3, 4 e

zγ/2 é o quantil 1− γ/2 da distribuição normal padrão.

4.6 Aplicação

Um dos principais benefícios da distribuição Beta Generalizada é a sua capacidade

de ajustar dados assimétricos que não podem ser ajustados por distribuições mais

usuais. Nesta seção, nós ajustamos a distribuição BF para um conjunto de dados sobre

a resistência da fibra de vidro com 1, 5 centímetro, medidas no Laboratório Nacional

de Física, Inglaterra. Este conjunto é composto por 63 observações: obtido por Smith

e Naylor (1987),

Tabela 4.1. Os dados sobre as resistências de fibras de vidro com 1, 5 cm.
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0,55 0,93 1,25 1,36 1,49 1,52 1,58 1,61 1,64 1,68 1,73 1,81

2 0,74 1,04 1,27 1,39 1,49 1,53 1,59 1,61 1,68 1,76 1,82

2,01 0,77 1,11 1,28 1,42 1,5 1,54 1,6 1,62 1,66 1,69 1,76

1,84 2,24 0,81 1,13 1,29 1,48 1,5 1,55 1,61 1,62 1,66 1,7

1,77 1,84 0,84 1,24 1,3 1,48 1,51 1,61 1,67 1,7 1,78 1,89

Os estimadores de máxima verossimilhança e a função log-verossimilhança da

distribuição Beta Fréchet são,

â = 0, 3962, b̂ = 225, 7272, λ̂ = 6, 8631, σ̂ = 1, 3021, ℓ̂BF = −90, 5180,

enquanto para as distribuições Fréchet Exponencial e Fréchet são,

b̂ = 112, 5986, λ̂ = 7, 7859, σ̂ = 0, 9814, ℓ̂FE = −93, 1962

e

λ̂ = 1, 2643, σ̂ = 2, 8875, ℓ̂Fr = −117, 7765.

Os valores das estatísticas RV para testar as hipóteses H0 : Fr × H1 : BF e

H0 : FE × H1 : BF são: 54, 5170 (p − valor = 1, 45 × 10−12) e 5, 3564(p − valor =

2, 06 × 10−2), respectivamente. Assim, nós rejeitamos a hipótese nula em favor da

hipótese alternativa. Portanto, a distribuição BF é um modelo adequado para qualquer

nível de significância usual.
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Capítulo 5

Família de distribuições Kw

generalizadas

5.1 Introdução

Vamos iniciar este capítulo com uma discussão sobre a distribuição beta

generalizada (BG) e em seguida introduzimos uma nova família de distribuições

generalizadas a distribuição de Kumaraswamy (Kw-G) obtida por Cordeiro e Castro

(2010). No texto são discutidas algumas propriedades desta distribuição. Expressões

para os momentos, função de falha, estatística de ordem são obtidas. Utilizamos o

método da máxima verossimilhança para estimar os parâmetros desta distribuição.

A distribuição beta generalizada tem sido amplamente estudada. Muitos autores

desenvolveram várias classes dessa distribuição. Eugene et al. (2002) propuseram

uma classe mais geral de distribuições de uma variável aleatória, definida a partir

da logit da variável aleatória beta empregando dois parâmetros, cujo papel é o de

introduzir a assimetria e variação do peso da cauda, respectivamente. Seguindo o

trabalho de Eugene et al. (2002), que definiu a distribuição beta normal, Nadarajah

e Kotz (2004) introduziram a distribuição beta Gumbel, Nadarajah e Gupta (2004)

propuseram a distribuição beta Fréchet e Nadarajah e Kotz (2005) trabalharam com a

distribuição beta exponencial. No entanto, todos estes trabalhos levaram algumas

dificuldades matemáticas, porque a distribuição beta não é facilmente tratável e,

em particular, a sua função de distribuição acumulada (fda) envolve a função beta

incompleta. O artigo de Kumaraswamy (1980) apresenta uma nova distribuição de

probabilidade para processos aleatórios limitados com aplicações hidrológicas. A
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distribuição de Kumaraswamy recebeu um interesse considerável em hidrologia e áreas

afins. Em experimentos de testes de confiabilidade e de tempo de vida, muitas vezes

os dados são modelados pela distribuição gama. Nós começamos com a distribuição de

Kumaraswamy (chamado agora em diante como a distribuição Kw) no intervalo (0, 1),

tendo função de densidade de probabilidade (fdp) e a (fda) com dois parâmetros da

forma a > 0 e b > 0 definidas, respectivamente, por

f(x) = abxa−1(1− xa)b−1 e F (x) = 1− (1− xa)b. (5.1)

A função de densidade na expressão (5.1) tem as mesmas propriedades que a

distribuição beta, porém com algumas vantagens. A distribuição Kw parece não

ser muito familiar para os estatísticos e não foi investigada sistematicamente com

detalhes, nem tem a sua intercambialidade em relação a distribuição beta como tem sido

amplamente apreciada. No entanto, em um artigo muito recente, Jones (2008) explorou

a fundo a gênese da distribuição Kw e, o mais importante, deixou claro algumas

semelhanças e diferenças entre as distribuições beta e Kw. Por exemplo, as densidades

Kw e beta são unimodais, crescentes, decrescentes ou constantes, dependendo da

mesma maneira como a distribuição beta é definida sobre os valores de seus parâmetros.

Ele destacou várias vantagens que a distribuição Kw tem sobre a distribuição beta:

a constante de normalização, fórmulas explícitas para a distribuição e funções quantis

que não envolve qualquer função especial; uma fórmula para geração de variáveis

aleatórias; fórmulas explícitas para os L-momentos e mais fórmulas para momentos

de estatísticas de ordem. Além disso, segundo Jones, a distribuição beta tem as

seguintes vantagens sobre a distribuição Kw: fórmulas para momentos e para função

geradora dos momentos; uma sub-família uniparamétrica de distribuições simétricas;

estimativas simples para os momentos e várias maneiras de gerar a distribuição por

meio de processos físicos.

A partir das obras de Eugene et al. (2002) e Jones (2008), Cordeiro e Castro

(2010) construiram uma nova classe de distribuições Kw generalizadas (Kw-G).

Considere a fda G(x) arbitrária, então a fda F (x) da distribuição Kw-G é definida
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por

F (x) = 1− {1−G(x)a}b, (5.2)

em que a > 0 e b > 0 são dois parâmetros adicionais, cujo papel é o de introduzir

a assimetria e variar os pesos da cauda. Devido à função de distribuição tratada em

(5.2), a distribuição Kw-G pode ser utilizada de forma bastante eficaz, mesmo que os

dados sejam censurados. Correspondentemente, a função de densidade desta família

de distribuições será dada por

f(x) = abg(x)G(x)a−1{1−G(x)a}b−1. (5.3)

Enquanto que, a densidade da distribuição beta-G é dada por

f(x) =
1

B(a, b)
g(x)G(x)a−1{1−G(x)}b−1, (5.4)

em que B (· , ·) denota a função beta. A nova densidade em (5.3) tem uma vantagem

sobre a classe de distribuição beta generalizada ( Eugene et al. (2002)), uma vez

que não envolve qualquer função especial. As distribuições Kw generalizadas especiais

podem ser geradas como se segue: a distribuição Kw-normal (KwN) é obtida tomando

G(x) na expressão (5.3) como sendo a função de distribuição da distribuição normal.

Analogamente, a Kw-Weibull (KwW ), Kw-gama (KwGa), Kw-Gumbel (KwGu) e

o nosso novo caso Kw-Fréchet (KwF ) são obtidas tomando G(x) como sendo a fda

da Weibull, da Gamma, da Gumbel e da Fréchet, respectivamente. Assim, cada nova

distribuição Kw-G pode ser obtida a partir de uma distribuição G especificada. A

distribuição Kw é um caso especial da distribuição Kw-G com G sendo a distribuição

uniforme em [0, 1]. Um dos principais benefícios da família Kw de distribuições

generalizadas é a sua capacidade para ajustar dados assimétricos que não podem ser

adequadamente ajustados por distribuições usuais.

5.2 Distribuições Especias Kw Generalizada

A família Kw-G com densidade (5.3) permite uma maior flexibilidade das suas

caudas e pode ser aplicada em muitas áreas da engenharia e biologia. A densidade
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(5.3) será mais tratável quando a fda G(x) e a fdp g(x) tiverem expressões analíticas

simples. Agora, vamos discutir algumas distribuições Kw especiais generalizadas.

5.2.1 Kw-normal

A densidade KwN é obtida a partir expressão (5.3) tomando G (·) e g (·) como

sendo a fda e a fdp da distribuição Normal N(µ, σ2), de modo que

f(x) =
ab

σ
φ
(x− µ

σ

){
Φ
(x− µ

σ

)}a−1{
1− Φ

(x− µ

σ

)a}b−1

,

em que x ∈ ℜ, µ ∈ ℜ são parâmetros de locação, σ > 0 é um parâmetro de escala,

a, b > 0 são parâmetros de forma, e φ(.) e Φ(.) são a fdp e a fda da distribuição normal

padrão, respectivamente.

5.2.2 Kw-Weibull

A fda da distribuição Weibull com parâmetros β > 0 e c > 0 é G(x) =

1 − exp{−(βx)c} para x > 0. Correspondentemente, a densidade da distribuição

Kw-Weibull, digamos KwW (a, b, c, β), reduz a

f(x) = abcβcxc−1e−(βx)c [1− e−(βx)c ]a−1{1− [1− e−(βx)c ]a}b−1, x, a, b, c, β > 0.

Se c = 1, obtém-se a distribuição Kw-exponencial. A distribuição KwW (1, b, 1, β)

corresponde a distribuição exponencial com parâmetro β∗ = bβ.

5.2.3 Kw-gama

Seja Y uma variável aleatória gama com fda dada por G(y) = Γβy(α)/Γ(α)

para y, α, β > 0, em que Γ(.) é a função gama e Γz(α) =
∫ z

0
tα−1e−tdt é a função

gama incompleta. A densidade de uma variável aleatória X seguindo uma distribuição

KwGa, digamos X ∼ KwGa(a, b, β, α), pode ser expressa por
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f(x) =
abcβαxα−1e−βx

Γ(α)ab
Γβx(α)

a−1{Γ(α)a − Γβx(α)
a}b−1, x, β, α, a, b > 0.

Para α = 1, obtém-se a distribuição Kw-exponencial. Note que KwGa(1, b, β, 1)

é a distribuição exponencial com parâmetro β∗ = bβ.

5.2.4 Kw-Gumbel

As funções densidade de distribuição da distribuição Gumbel com o parâmetro

de locação µ > 0 e parâmetro de escala σ > 0 são dadas por

g(x) =
1

σ
exp

{x− µ

σ
− exp

(x− µ

σ

)}
, x > 0,

e

G(x) = 1− exp
{
− exp

(
− x− µ

σ

)}
.

A média e a variância são iguais a µ − γσ e π2σ2/6, respectivamente, em que γ

é a constante de Euller (γ ≈ 0.57722). Inserindo estas expressões na Equação (5.3)

obtemos a distribuição KwGu, denotamos KwGu (a, b, µ, σ).

5.2.5 Kw Gaussiana inversa

Adotando a parametrização em Stasinopoulos e Rigby (2007), a fdp e a fda da

distribuição Gaussiana inversa são dadas, respectivamente, por

g(x) =
1√

2πσ2x3
exp

{
− 1

2µ2σ2x
(x− µ)2

}
, x, µ, σ > 0

e

G(x) = Φ

[
1√
σ2x

(
x

µ
− 1

)]
+ exp

(
2

µσ2

)
Φ

[
− 1√

σ2x

(
x

µ
+ 1

)]
.
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Substituindo estas expressões na Equação (5.3) obtemos à distribuição Kw-inversa

Gaussiana, digamos KwIG(a, b, µ, σ2).

5.2.6 Kw Fréchet

A densidade e a fda da Kw Fréchet é obtida a partir das expressões (5.2) e (5.3)

tomando G (·) e g (·) como sendo a fda e a fdp da distribuição Fréchet, então

F (x) = 1− {1− e−a(σ
x
)λ}b, x > 0, (5.5)

e

f(x) = abλσλx−(λ+1)e−a(σ
x
)λ{1− e−a(σ

x
)λ}b−1, x > 0, (5.6)

em que σ > 0 é o parâmetro de escala e λ > 0 é o parâmetro de forma.

A função taxa de falha para a distribuição Kw-Fréchet é dada por,

h(x) =
abλσλx−(λ+1)e−a(σ

x
)λ{1− e−a(σ

x
)λ}b−1

1− [1− {1− e−a(σ
x
)λ}b]

=
abλσλx−(λ+1)e−a(σ

x
)λ{1− e−a(σ

x
)λ}b−1

{1− e−a(σ
x
)λ}b

=
abλσλx−(λ+1)e−a(σ

x
)λ

{1− e−a(σ
x
)λ}

. (5.7)

A representação gráfica da função densidade das distribuições Kw-Normal (a, b,

µ = 0,σ2 = 1) e Kw-Fréchet (a, b, λ = 1,σ = 2), para alguns valores de a e b são dadas

na Figura (5.1).
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Figura 5.1: Função densidade de probabilidade das distribuições Kw-Normal e Kw-

Fréchet para alguns valores dos parâmetros a e b.
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5.3 Uma expansão geral para a função de densidade

Para b > 0 real não-inteiro, usamos a seguinte representação em série

{1−G(x)a}b−1 =
∞∑

i=0

(−1)i


 b− 1

i


G(x)ai,

em que o coeficiente binomial é definido para qualquer número real. A partir da

expansão acima e a expressão (5.3), podemos escrever a densidade Kw-G, como segue

f(x) = g(x)
∞∑

i=0

wi(G(x))
a(i+1)−1, (5.8)

em que os coeficientes são

wi = wi(a, b) = (−1)iab


 b− 1

i




e
∞∑

i=0

wi = 1.

Se b é um número inteiro, o índice i na soma anterior para em b − 1. Se a é

um número inteiro, na expressão (5.8) temos que, a densidade da distribuição Kw-G

é apenas igual à densidade da distribuição G, multiplicado por uma série de potência

infinita ponderada de fda(s) da distribuição G. Caso contrário, se a for não inteiro,

podemos expandir G(x)a(i+1)−1 como segue

G(x)a(i+1)−1 = [1− {1−G(x)}]a(i+1)−1 =
∞∑

j=0

(−1)j


 a(i+ 1)− 1

j


 {1−G(x)}j

e assim,

G(x)a(i+1)−1 =
∞∑

j=0

j∑

r=0

(−1)j+r


 a(i+ 1)− 1

j





 j

r


G(x)r.

Portanto, a densidade de f(x) na expressão (5.3) pode ser reescrita sob a forma

f(x) = g(x)
∞∑

i,j=0

j∑

r=0

wi,j,rG(x)
r, (5.9)
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em que os coeficientes são

wi,j,r = wi,j,r(a, b) = (−1)i+j+rab


 a(i+ 1)− 1

j





 b− 1

i





 j

r


 , (5.10)

com
∞∑

i,j=0

j∑

r=0

wi,j,r = 1.

5.4 Fórmula Geral para os momentos

O r-ésimo momento para a distribuiçãoKw−G pode ser expresso como uma soma

infinita ponderada de ordem (s, r) obtida da expressão (5.8), se a é um número inteiro

e da expressão (5.9) se a é um número não-inteiro. Assumindo Y e X com distribuições

G e Kw−G, respectivamente, o r-ésimo momento de X, digamos µ
′

s, pode ser expresso

em termos do elemento (s, r) da soma infinita ponderada τs,r = E{Y sG(Y )r} de Y para

r = 0, 1, ..., tal como definido por Greenwood et al. (1979). Para a inteiro, obtemos

µ,
s =

∞∑

r=0

wrτs,a(r+1)−1, (5.11)

enquanto que para a real não inteiro, podemos escrever a partir da expressão (5.9)

µ,
s =

∞∑

i,j=0

j∑

r=0

wi,j,rτs,r. (5.12)

5.5 Estatísticas de ordem

A densidade fi:n(x) para a i-ésima estatística de ordem, com i = 1, ..., n, para

variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas (i.i.d) X1, ..., Xn de uma

distribuição Kw −G, é dada por

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ 1)
F (x)i−1{1− F (x)}n−i.

Substituindo as expressões (5.2) e (5.3), obtemos
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fi:n(x) =
ab

B(i, n− i+ 1)
g(x)G(x)i−1[1− {1−G(x)a}b]{1−G(x)a}b(n−i+1)−1,

em que B(., .) é a função beta, e portanto

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j


F (x)i+j−1. (5.13)

Apresentamos, agora, uma expressão para a densidade das estatísticas de ordem

da distribuição Kw − G. Este resultado permite obtermos os momentos comuns das

estatísticas de ordem da distribuição Kw − G, como somas infinitas ponderadas da

distribuição G. A partir da expressão (5.2), obtemos uma expansão para a F (x)i+j−1

que é dada por

F (x)i+j−1 =

i+j−1∑

k=0


 i+ j − 1

k


 (−1)k{1−G(x)a}kb.

Usando a expansão em série para {1−G(x)a}kb temos

{1−G(x)a}kb =
∞∑

m=0

(−1)m


 kb

m


G(x)ma,

e, em seguida, a partir da expressão,

G(x)q =
∞∑

m=0

∞∑

j=r

(−1)r+j


 q

j





 j

r


G(x)r,

obtemos

F (x)i+j−1 =

i+j−1∑

k=0


 i+ j − 1

k


 (−1)k

∞∑

k=0

vr(a, b, k)G(x)
r, (5.14)

em que os coeficientes vr(a, b, k) são dados por

vr(a, b, k) =
∞∑

k=0

(−1)m


 kb

m


 sr(ma),

e as quantidades sr(ma) são obtidas a partir da seguinte expressão
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sr(q) =
∞∑

j=r

(−1)r+j


 q

j





 j

r


 .

Através do intercâmbio das somas na expressão (5.14), temos que

F (x)i+j−1 =
∞∑

k=0

pr,i+j−1(a, b)G(x)
r,

em que os coeficientes pr,u(a, b) são calculados por

pr,u(a, b) =
u∑

k=0


 u

k


 (−1)k

∞∑

m=0

∞∑

l=r

(−1)mr+1


 kb

m





 ma

l





 l

r


 , (5.15)

para r, u = 0, 1, ...

Se a é um número real não-inteiro, inserindo as expressões (5.9) e (5.14) na

expressão (5.13) e fazendo a mudança de índices, podemos reescrever a densidade

fi:n(x) da seguinte maneira

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j




∞∑

u,v,t=0

v∑

t=0

ωu,v,tpr,i+j−1(a, b)G(x)
r+t.

(5.16)

De fato, note que

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j


F (x)i+j−1

=

g(x)
∞∑

i,j=0

j∑

r=0

wi,j,rG(x)
r

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j




i+j−1∑

k=0


 i+ j − 1

k


 (−1)k

×
∞∑

k=0

vr(a, b, k)G(x)
r

=
g(x)

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j




∞∑

u,v,t=0

v∑

t=0

ωu,v,tpr,i+j−1(a, b)G(x)
r+t.
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Se a é um número real inteiro, substituindo as expressões (5.8) e (5.13) na

expressão (5.14) , podemos reescrever a densidade fi:n(x) da seguinte maneira

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j




∞∑

r,u=0

ωupr,i+j−1(a, b)G(x)
a(u+1)+r−1.

(5.17)

De fato, note que

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j


F (x)i+j−1

=

g(x)
∞∑

i=0

wiG(x)
a(i+1)−1

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j




i+j−1∑

k=0


 i+ j − 1

k


 (−1)k

×
∞∑

k=0

vr(a, b, k)G(x)
r

=
f(x)

B(i, n− i+ 1)

n−i∑

j=0

(−1)j


 n− i

j




∞∑

r,u=0

ωupr,i+j−1(a, b)G(x)
a(u+1)+r−1.

5.6 Inferência

Definição 5.6.1 Sejam X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatória de tamanho n da

variável aleatória X com função de densidade (ou de probabilidade) f(x|θ), com θ ∈
Θ, onde Θ é o espaço paramétrico. A função de verossimilhança de θ correspondente

à amostra aleatória observada é dada por

L(θ|x) =
n∏

i=1

f(xi|θ).

Definição 5.6.2 O estimador de máxima verossimilhança de θ é o valor θ̂ ∈ Θ que

maximiza a função de verossimilhança L(θ; x). O logaritmo natural da função de

verossimilhança de θ é denotado por

ℓ(θ; x) = logL(θ; x).

Seja γ um vetor de parâmetros p-dimensional da distribuição em estudo com

expressões (5.2) e (5.3). Consideramos variáveis aleatórias independentes X1, ..., Xn,
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em que cada Xi segue uma distribuição Kw−G com vetor de parâmetros θ = (a, b, γ).

A função de log-verossimilhança ℓ = ℓ(θ) para os parâmetros do modelo são obtidos a

partir da expressão (5.3). De fato, aplicando o logaritmo na expressão (5.3) temos,

ℓ(θ) = n{log(a)+log(b)}+
n∑

i=1

log{g(xi; γ)}+(a−1)
n∑

i=1

log{G(xi; γ)}+(b−1)
n∑

i=1

log{1−G(xi; γ)a}.

Os elementos do vetor escore são obtidos, derivando a função log-verossimilhança

em relação a cada parâmetro, então

∂ℓ(θ)

∂a
=
n

a
+

n∑

i=1

log{G(xi, γ)}
{
1− (b− 1)G(xi; γ)

a

1−G(xi; γ)a

}
,

∂ℓ(θ)

∂b
=
n

b
+

n∑

i=1

log{1−G(xi, γ)
a}

e

∂ℓ(θ)

∂γj
=

n∑

i=1

[ 1

g(xi; γ)

∂g(xi; γ)

∂γj
+

1

G(xi, γ)

∂G(xi; γ)

∂γj

{
1− a(b− 1)

G(xi; γ)−a − 1

}]
,

para j = 1, ..., p. A maximização da função log-verossimilhança acima pode ser

realizada usando o programa R versão 2.15. A distribuição assintótica do estimador

θ̂ é normal multivariada com vetor de média θ e matriz de covariância que pode ser

estimada por {−∂2ℓ(θ)/∂θ∂θT}−1 avaliada em θ = θ̂.

Consideremos duas distribuições Kw −G, então:

A distribuição Kw-GA com parâmetros θ1, ..., θr e com função logaritmica de

máxima verossimilhança igual a −2ℓ(θ̂A) e Kw-GB com parâmetros θ1, ..., θr, θr+1, ..., θp

e com função logaritmica de máxima verossimilhança igual a −2ℓ(θ̂B). Para testar a

distribuiçãoKw-GA contraKw-GB utilizamos a estatística da razão de verossimilhança

(RV), igual a −2[ℓ(θ̂A) − ℓ(θ̂B)] e tem distribuição assintótica χ2
p−r. Para testar

a distribuição que melhor se ajusta aos dados utilizamos o método AIC dado por

−2ℓ(θ̂)+2p∗, em que p∗ é o número de parâmetros do modelo. A distribuição com menor

valor de AIC é considerada como o melhor modelo para descrever um determinado

conjunto de dados.
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5.7 Aplicação

Nesta seção, nós ajustamos a distribuição Kw-F para um conjunto de dados sem

censura definida por Nichols e Padgett (2006) composto de 100 observações sobre a

resistência de fibras de carbono (em Gba):

Tabela 5.1. Os dados sobre a resistência de fibras de carbono (em Gba)

3,7 2,74 2,73 2,5 3,6 3,11 3,27 2,87 1,47 3,11 4,42 2,41 3,19

3,22 1,69 3,28 3,09 1,87 3,15 4,9 3,75 2,43 2,95 2,97 3,39 2,96

2,53 2,67 2,93 3,22 3,39 2,81 4,2 3,33 2,55 3,31 3,31 2,85 2,56

3,56 3,15 2,35 2,55 2,59 2,38 2,81 2,77 2,17 2,83 1,92 1,41 3,68

2,97 1,36 0,98 2,76 4,91 3,68 1,84 1,59 3,19 1,57 0,81 5,56 1,73

1,59 2 1,22 1,12 1,71 2,17 1,17 5,08 2,48 1,18 3,51 2,17 1,69

1,25 4,38 1,84 0,39 3,68 2,48 0,85 1,61 2,79 4,7 2,03 1,8 1,57

1,08 2,03 1,61 2,12 1,89 2,88 2,82 2,05 3,65

Os estimadores de máxima verossimilhança e a função log-verossimilhança

maximizada para a distribuição Kw-Fréchet são

â = 2, 05, b̂ = 9, 43, λ̂ = 0, 83, σ̂ = 3, 512, ℓ̂Kw−F = −129, 0104,

Considerando as distribuições Beta Fréchet e Fréchet obtemos

â = 0, 4108, b̂ = 125, 1891, λ̂ = 0, 7496, σ̂ = 31, 4556, ℓ̂BF = −142, 9640,

e

λ̂ = 1, 7690, σ̂ = 1, 8916, ℓ̂Fr = −173, 1440,

respectivamente.

Fazendo o calculo do AIC para as distribuições, obtivemos para a distribuição

Fréchet , AIC = 350, 288, para a Beta Fréchet, AIC = 293, 928 e para a Kw

Fréchet AIC = 266, 0208. Como podemos ver a partir do AIC o modelo Kw Fréchet

tem o menor valor entre os três modelos ajustados e, portanto, o modelo Kw-Fréchet

se ajusta melhor aos dados.
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Figura 5.2: Histograma e as fdps das distribuições Fréchet, Beta Fréchet e Kw-Fréchet.

A Figura (5.2) ilustra as fdps das distribuições Fréchet, Beta Fréchet e Kw

Fréchet, para o conjunto de dados sobre a resistência de fibras de carbono (em Gba).

Fazendo uma análise do gráfico, na Figura (5.2), observamos que pelo fato de a e b

serem dois parâmetros, cujo papel é de introduzir assimetria e variação do peso da

cauda, respectivamente a distribuição Kw-Fréchet é mais assimétrica a esquerda, com

caudas mais leves e proporciona um melhor ajuste do que os outros dois submodelos

para o conjunto de dados.
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Considerações Finais

Neste trabalho, estudamos algumas famílias de distribuições de probabilidade

generalizadas.

No capítulo 1, apresentamos a distribuição Beta Pareto (DBP). Discutimos

algumas propriedades desta distribuição, bem como expressões para a média, desvio

médio, variância, curtose e entropia. O método da máxima verossimilhança foi utilizado

para estimar os parâmetros da DBP. Em uma aplicação aos dados de inundação, a

DPB proporciona um ajuste significativamente melhor do que a Pareto e a distribuição

Weibull com três parâmetos. A DPG como discutido por Choulakian e Stephens

(2001) foi desenvolvida especificamente para a modelagem das excedências sobre o nível

limiar no controle de inundações. A DBP não foi desenvolvida especificamente para

a modelagem dos dados sobre "pico ao longo do limiar". No entanto, a versatilidade

da DBP (que tem dois parâmetros adicionais) permite que ela se encaixe de forma

adequada a esses tipos de dados. O resultado, neste trabalho, indica que a DBP

apresenta ser um bom modelo no manuseamento de dados com valores extremos.

Assim, podemos observar que outros estudos são necessários para explorar as aplicações

da DBP.

No capítulo 2, estudamos a distribuição Beta Exponencial Generalizada (BEG),

motivada pela ampla utilização da distribuição Exponencial, e também pelo fato de

que essa generalização proporciona maior flexibilidade para analisar situações mais

complexas. De fato, a distribuição BEG representa uma generalização de algumas

distribuições, tais como, a distribuição Beta Exponencial discutida por Nadarajah

e Kotz (2005) e a distribuição Exponencial Generalizada introduzida por Gupta e

Kundu (1999). Fornecemos um tratamento matemático dessa distribuição incluindo

as densidades das estatísticas de ordem. A função densidade da distribuição Beta

Exponencial Generalizada pode ser expressa como uma mistura de densidades da
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distribuição EG. Para obtermos estas densidade, derivamos algumas expansões para

a fda, fdp e fgm da distribuição BEG. Neste capítulo, também obtemos a fdp das

estatísticas de ordem que pode ser expressa em termos de uma combinação linear da

densidade da BEG. Apresentamos as estimativas de máxima verossimilhança e obtemos

a matriz de informação de Fisher. Uma aplicação da distribuição BEG é exposta

para mostrar que esta distribuição pode ter o melhor ajuste em relação aos outros

submodelos discutidos.

No capítulo 3, trabalhamos com a Beta Weibull Modificada (BWM). Essa

distribuição permite testar a qualidade do ajuste das várias distribuições conhecidas,

o que não é possível na maioria dos modelos generalizados utilizados. O novo modelo

é muito mais flexível do que a Weibull Exponencial (WE), Weibull modificado (WM)

e a Weibull Modificada Generalizada(WMG) submodelos propostos, recentemente. A

nova distribuição é capaz de melhorar a modelagem de dados. Além disso, permite

testar a qualidade do ajuste de várias distribuições conhecidas, como submodelos.

Para este novo modelo, alguns métodos paramétricos, como a estimação da máxima

verossimilhança e o teste da razão verossimilhança é mais eficaz quando aplicado

na análise de dados de sobrevivência. Apresentamos um tratamento matemático da

distribuição, incluindo a densidade das estatísticas de ordem e expansões infinitas para

o r-ésimo momento.

No capítulo 4, apresentamos a distribuição Beta Fréchet (BF). Ela unifica algumas

distribuições anteriormente, proporcionando uma visão geral destas distribuições para

estudos teóricos. A distribuição BF é motivada pela ampla utilização da distribuição

de Fréchet, e também pelo fato de que a generalização fornece mais flexibilidade para

análise de dados assimétricos. A densidade da BF pode ser expressa como uma mistura

de densidades Fréchet, que permite obter algumas expansões para a fda e para os L-

momentos. A fdp e as estatísticas de ordem da BF também podem ser expressas em

termos de uma combinação linear de densidades de Fréchet. Neste capítulo, obtivemos

as estimativas máxima verossimilhança e a matriz de informação. Para conjuntos

de dados que são fortemente dispersos e / ou fortemente assimétricos o benefício da

distribuição BF comparado as distribuições FE e Fréchet é mais evidente.

Finalmente, no capítulo 5, apresentamos nossa contribuição teórica para esta

dissertação, a distribuição Kw-Fréchet. Esta distribuição foi baseada nas distribuições
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Fréchet e de Kumaraswamy. Apresentamos algumas propriedades matemáticas

das distribuições Kw-G. Os momentos da distribuição Kw-G pode ser expressos

explicitamente em termos de somas infinitas ponderadas da distribuição G. O

mesmo acontece para os momentos das estatísticas de ordem das distribuições Kw-

G. Discutimos a estimação dos parâmetros e a inferência dos parâmetros, em que

observamos que a estimação de máxima verossimilhança dos parâmetros da distribuição

Kw-G é muito mais simples do que das distribuições beta generalizadas. Uma aplicação

da nova família de distribuições para dados reais foi apresentada para mostrar a

viabilidade da distribuição Kw-Fréchet.
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