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Abstract

The main theme of this dissertation is the description of the graded polynomial

identities of the algebra Mn(K). Di�erent methods are used depending on the

characteristic of the �eld: if Char K = 0, the description of the graded identities

is reduced to the description of the multilinear graded identities, what was done in

Chapter 2, where the identities of Mn(K) are described for a wide class of elementary

gradings; if Char K =p>0 and K is in�nite, the description of the graded identities is

reduced to the study of the multi-homogeneous identities, wich makes it harder, and

techniques such as the construction of generic algebras are necessary. In Chapter 3 the

Z and Zn-graded identities of Mn(K) are described for an in�nite �eld K.

Keywords: Graded Algebras, Matrix Algebras, G-Graded Identities.
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Resumo

O tema central desta dissertação é a descrição das identidades polinomiais

graduadas da álgebra Mn(K). Métodos diferentes são empregados conforme a

característica do corpo: se Char K = 0, à descrição das identidades graduadas se

reduz a descrição das identidades multilineares, o que foi feito no Capítulo 2, onde são

descritas as identidade de Mn(K) com uma classe ampla de graduações elementares;

se Char K =p>0 e K é in�nito, a descrição das identidades graduadas é reduzida

à descrição das identidades multi-homogêneas, que torna o problema mais difícil, e

técnicas como a construção de álgebras genéricas são necessárias. No Capítulo 3 são

descritas as identidades Z e Zn-graduadas de Mn(K) para um corpo in�nito K.

Palavras-chave: Álgebras Graduadas, Álgebras Matriciais, Identidades G-

Graduadas.
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Introdução

A Teoria das PI-Álgebras (do inglês Polynomial Identity), também chamada

PI-Teoria, é um ramo da álgebra que estuda a classe das álgebras que satisfazem

uma identidade polinomial, isto é, a classe das PI-álgebras. As principais linhas de

pesquisa envolvem a descrição da estrutura de uma álgebra sabendo que ela satisfaz

uma identidade polinomial, o estudo dos T -ideais e variedades de álgebras, que são

classes de álgebras determinadas por um sistema de identidades polinomiais, e o estudo

das identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra A.

Uma identidade polinomial de uma álgebra A é um polinômio f(x1, x2, . . . , xn)

em variáveis não comutativas que se anula quando avaliado em quaisquer elementos de

A, e se existe uma identidade polinomial não nula desta álgebra dizemos que A é uma

PI-álgebra. O polinômio f(x1, x2) = x1x2 − x2x1 é uma identidade polinomial para

qualquer álgebra comutativa, o polinômio standard Sn é uma identidade para qualquer

álgebra de dimensão menor que n, as álgebras nilpotentes satisfazem identidades

do tipo x1 . . . xn e a álgebra de Grassmann satisfaz a identidade [[x1, x2], x3], onde

[x1, x2] = x1x2 − x2x1. Além disso, o produto tensorial de duas PI-álgebras ainda

é uma PI-algebra e todas as subálgebras, imagens homomór�cas e produtos diretos

de álgebras que satisfazem uma identidade f ainda satisfazem a mesma identidade.

Assim, a classe das PI-álgebras é ampla e engloba as álgebras comutativas, álgebras de

dimensão �nita, álgebras nilpotentes, a álgebra de Grassmann, entre outras.

Historicamente, o desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais teve

inicio por volta de 1930, embora de forma implícita, com os trabalhos dos matemáticos

Dehn ([12]) e Wagner ([46]), mas foi a partir de 1948 que esta teoria desenvolveu-se

mais intensamente após o artigo de Kaplansky ([28]), onde o autor mostrou que toda



PI-álgebra primitiva é uma álgebra simples e de dimensão �nita.

Dois anos após o trabalho de Kaplansky, Amitsur e Levitski ([1]) demonstraram,

usando argumentos combinatórios, que o polinômio standard s2n é uma identidade

polinomial de grau mínimo para a álgebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K.

Este resultado marcou o começo de uma nova abordagem à PI-teoria, que visa descrever

as identidades de uma álgebra dada, e novas demonstrações para este resultado

surgiram nos anos seguintes: Swan ([43]) deu uma demonstração usando teoria dos

grafos, tratando produtos não nulos de matrizes elementares como caminhos em grafos

Eulerianos; Kostant ([31]) relacionou o teorema de Amitsur-Levitzki com teoria de

cohomologia e teoria de invariantes de matrizes n × n; Razmyslov ([37]) deu uma

demonstração utilizando o fato que como consequência do teorema de Cayley-Hamilton

o polinômio característico de uma matriz é uma identidade com traço e Rosset ([40])

deu uma prova elementar envolvendo a álgebra de Grassmann e propriedades básicas

da álgebra de matrizes.

O conjunto das identidades polinomiais de uma álgebra associativa A, que

denotamos por T (A), é um ideal da álgebra associativa livre K〈X〉 invariante por

qualquer endomor�smo desta álgebra. Ideais com esta propriedade são chamados

T-ideais. Reciprocamente, todo T-ideal da álgebra associativa livre é o ideal

das identidades de alguma álgebra associativa, e portanto o problema descrever as

identidades de álgebras é o mesmo que descrever os T-ideais de K〈X〉. Entretanto a

correspondência entre álgebras e T-ideais não é biunívoca, isto é, existem álgebras não-

isomorfas associadas ao mesmo T-ideal, por isso a teoria de T-ideais foi ligada à teoria

de variedades de álgebras. Uma variedade de álgebras é uma classe de álgebras que

satisfazem um conjunto dado de identidades. O conceito foi introduzido por Birkho�

([9]) e Malcev ([36]), e se tornou a linguagem natural na teoria das identidades.

Em 1950, mesmo ano em que Amitsur e Levitzki publicaram seus resultados, W.

Specht ([42]) conjecturou que para corpos de característica zero todo T-ideal próprio é

�nitamente gerado. Ao longo das próximas décadas apenas resultados parciais foram

obtidos, e apenas em 1987, Kemer ([29]) deu uma resposta a�rmativa para o Problema

de Specht. A teoria desenvolvida por Kemer na solução do problema de Specht se

baseia em uma teoria estrutural de T-ideais e envolve o estudo de identidades Z2-

graduadas (ou superidentidades) e certos produtos tensoriais graduados com a álgebra
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de Grassmann, chamados envelopes de Grassmann. Esta teoria é hoje uma das

ferramentas básicas no estudo das identidades de uma álgebra dada. Entretanto, no

caso de corpos de característica positiva a conjectura de Specht não é verdadeira. Em

1999 os matemáticos Belov ([7]) e Grishin ([24]) exibiram contra-exemplos para um

corpo de característica 2.

Identidades polinomiais em álgebras de matrizes têm sido objeto de estudo na

teoria das PI-álgebras desde seu início e problemas relacionados têm estimulado seu

desenvolvimento ao longo dos anos, os T-ideais de álgebras de matrizes aparecem na

classi�cação feita por Kemer em sua teoria estrutural dos T-ideais na lista dos T-ideais

T-primos e são de grande importância na PI-teoria. A seguir listamos alguns dos

principais resultados acerca das identidades das álgebras de matrizes.

A existência de bases �nitas para T (Mn(K)) é garantida pelos resultados de

Kemer no caso de corpos de característica zero. Já no caso em que K é um corpo �nito

a existência de tal base é conseqüência dos resultados obtidos por Kruse ([32]) e Lvov

([34]). Contudo, se charK > 0 e K é in�nito, não sabemos se Mn(K) possui tal base

para n ≥ 3.

Em 1973, Razmyslov ([37]) exibiu um conjunto com 9 polinômios e demonstrou

que no caso em que, K é um corpo in�nito de característica diferente de 2, as

identidades multilineares de M2(K) são consequências destes polinômios. Como no

caso de corpos de característica zero as identidades de uma álgebra são determinadas

pelas identidades multilineares desta, o resultado de Razmyslov resolve o problema

da descrição de T (M2(K)) para corpos de característica zero. Drensky ([14]), em

1981, melhorou esse resultado demonstrando que s4 e [[x1, x2]
2, x3] é um conjunto

gerador minimal de T (M2(K)). Koshlukov ([30]) estendeu este resultado para corpos

de característica maior que 3; entretanto para corpos de característica 3 mais uma

identidade é necessária.

O problema de descrever o T-ideal das identidades de Mn(K) quando K é um

corpo in�nito permanece em aberto para n ≥ 3. De modo geral, dada uma álgebra

A, a descrição do T-ideal T (A) é um problema complicado e além da álgebra M2(K)

foi resolvido apenas para alguns casos, os principais sendo os ideais de identidades das

álgebras: de Grassmann G, o quadrado tensorial da álgebra de Grasmann G ⊗ G e a

álgebra Un(K) das matrizes triangulares superiores.
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Assim, surge o interesse por pesquisar outros tipos de identidades polinomiais

como as identidades graduadas ou as identidades com traço. Estas últimas foram

descritas, independentemente, por Razmyslov e Procesi, e têm um comportamento

melhor que as identidades ordinárias: o teorema de Cayley-Hamilton pode ser reescrito

como uma identidade com traço por meio das fórmulas de Newton e se CharK > 0

as identidades com traço de Mn(K) são todas consequências desta. As identidades

graduadas foram uma das principais ferramentas usadas por Kemer para resolver

o problema de Specht para identidades polinomiais de álgebras sobre um corpo de

característica zero, e a partir daí o estudo de identidades graduadas tomou impulso,

tornando-se uma linha de pesquisa independente e ativa.

As álgebras E, M2(K), M1,1(E) e E ⊗ E possuem Z2-graduações naturais e

os geradores de suas identidades Z2-graduadas já são conhecidos. As identidades

Z2-graduadas de M2(K) e de M1,1(E) foram descritas por Di Vincenzo ([13]),

em característica zero, e por Koshlukov e Azevedo ([4]), para corpos in�nitos de

característica diferente de 2.

A descrição das identidades polinomiais graduadas deMn(K) é bem mais simples,

comparada com as identidades ordinárias. A álgebra das matrizes quadradas de

ordem n possui graduações naturais pelos grupos Z e Zn e suas identidades Z-

graduadas e Zn-graduadas foram descritas para n qualquer por Vasilovsky ([44], [45]),

em característica zero, e por Azevedo([2], [3]), para corpos in�nitos. Em ([16]) Drensky

e Bahturin obtiveram resultados semelhantes aos de Vasilovsky, também para corpos de

característica zero, considerando graduações elementares por um grupo arbitrário

G em Mn(K) (isto é, graduações em que as matrizes elementares Eij são homogêneas)

onde a componente neutra (Mn(K))e (e denota o elemento neutro do grupo G) é o

subespaço das matrizes diagonais. As graduações pelos grupos Z e Zn consideradas

por Vasilovsky são graduações elementares deste tipo.

O objetivo desta dissertação é apresentar estes resultados sobre as identidades

graduadas de Mn(K) para corpos in�nitos, bem como os conceitos básicos necessários

ao entendimento destes resultados. A dissertação consiste de 3 capítulos e está

organizada da seguinte maneira.

No Capítulo 1 apresentamos os conceitos básicos, e é assumido o conhecimento

por parte do leitor de álgebra linear básica, espaços vetoriais e conceitos relacionados.
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Iniciamos com a de�nição de álgebras e resultados relacionados, e apresentamos a

de�nição de álgebra associativa livre, identidades polinomiais, T-ideais e Variedades,

polinômios multilineares e multi-homogêneos. Em seguida de�nimos álgebras

graduadas e identidades graduadas, que são os principais conceitos nesta dissertação.

Por �m, apresentamos alguns resultados sobre matrizes genéricas que são importantes

no desenvolvimento do Capítulo 3.

No Capítulo 2, considerando K um corpo de característica zero, apresentamos

a descrição feita por Drensky e Bahturin das identidades polinomiais graduadas para

álgebra de matrizes de ordem n no caso em que temos uma graduação elementar por um

grupo arbitrário e (Mn(K))e consiste das matrizes diagonais. Em seguida, considerando

a álgebra M3(K) descreveremos uma base de identidades polinomiais S3-graduadas de

M3(K) e por �m descrevemos as identidades Zn-graduadas e Z-graduadas da álgebra

Mn(K) como consequência do resultados obtidos por Drensky e Bahturin.

No Capítulo 3 constrímos um modelo genérico para álgebra graduada das

matrizes, e provamos alguns resultados básicos sobre esse modelo que são utilizados

adiante. Com o auxílio do modelo genérico citado, apresentamos os resultados de

Azevedo que descrevem identidades polinomiais graduadas por uma Z e uma Zn-

graduação para algébra Mn(K), considerando K um corpo de caracteristica positiva,

e estendem os resultados de Vasilovsky.

10



Capítulo 1

Conceitos Básicos

Neste capítulo de�nimos nosso objeto de estudo que são as PI-álgebras e

apresentamos alguns conceitos básicos e resultados de grande utilidade no estudo das

identidades polinomiais e que são necessários para o desenvolvimento e compreensão

deste trabalho. No texto K denotará um corpo e consideraremos todas as álgebras e

espaços vetoriais de�nidos sobre K.

1.1 Álgebras e Álgebras Livres

Nesta seção apresentaremos os conceitos de álgebra, subálgebra, homomor�smo

de álgebras e álgebras livres. Enunciaremos a propriedade universal do produto

tensorial que será útil na seção 1.5 e apresentaremos alguns exemplos relevantes.

De�nição 1.1.1 Uma K-álgebra (álgebra sobre K ou simplesmente álgebra) é um

par (A, ∗), onde A é um espaço vetorial e "∗" é uma operação binária em A que é uma

aplicação bilinear, ou seja, ∗ : A× A −→ A satisfaz

(i) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

(ii) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

(iii) (λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b).

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.



Na de�nição acima, a operação "∗" é chamada de multiplicação. Para simpli�car

a notação, vamos denotar uma K-álgebra (A, ∗) por A, e escreveremos ab, em vez de

a ∗ b, para a, b ∈ A.

Um subconjunto β é uma base da álgebra A se é uma base de A como espaço

vetorial. Neste caso, de�nimos a dimensão da álgebra A como sendo a dimensão do

espaço vetorial A.

De�nição 1.1.2 Dizemos que uma álgebra A é:

(i) associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A.
(ii) comutativa se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A.
(iii) unitária (ou com unidade) se o produto possui elemento neutro, isto é, se existe

um elemento 1A ∈ A, chamado de unidade de A, tal que

1Aa = a1A = a para todo a ∈ A.

(iv) álgebra de Lie se para quaisquer a, b, c ∈ A valem

a2 = aa = 0 (anticomutatividade),

(ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 (identidadedeJacobi).

Observação 1.1.3 Sejam A uma álgebra e S um subconjunto gerador de A (como

espaço vetorial). Então, não é difícil veri�car que:

(i) A é associativa se, e somente se, (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, c ∈ S.
(ii)A é comutativa se, e somente se, ab = ba, para quaisquer a, b ∈ S.
(iii)A é unitária se, e somente se, se existe um elemento 1A ∈ A tal que 1Aa = a1A =

a para todo a ∈ S.

Em todo o texto trabalhamos com álgebras associativas e unitárias. Portanto,

daqui em diante, o termo álgebra deverá ser entendido como álgebra associativa e

unitária. Em toda álgebra A, sendo 1 sua unidade e λ ∈ K, λ1 será identi�cado

naturalmente com λ e {λ1|λ ∈ K} com K.

Se A é uma álgebra associativa e a, b ∈ A, de�nimos o comutador de a, b por

[a, b] = ab− ba.

Mais geralmente, de�nimos o comutador de comprimento n como sendo

[a1, . . . , an−1, an] = [[a1, . . . , an−1], an]
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onde ai ∈ A. A partir de um cálculo direto, podemos mostrar que

[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b para quaisquer a, b, c ∈ A. (1.1)

Veremos a seguir alguns exemplos de álgebras:

Exemplo 1.1.4 (Álgebra das matrizes) Para n ∈ N, o espaço vetorial Mn(K) das

matrizes n×n com entradas em K, munido da multiplicação usual de matrizes, é uma

álgebra, cuja a unidade é a matriz identidade In. Destacamos nesta álgebra as matrizes

elementares, onde para 1 ≤ i, j ≤ n, Eij é a matriz cuja única entrada não nula é 1

na i-ésima linha e j-ésima coluna. O produto de tais matrizes é dado por:

EijEkl = δjkEil

onde

δjk =

{
0, se j 6= k

1, se j = k
.

É fácil ver que as matrizes unitárias formam uma base para Mn(K) e portanto a

dimensão desta álgebra é n2.

Mais geralmente, se A é uma álgebra, considerando o espaço vetorial Mn(A) de

todas as matrizes n×n com entradas em A. O produto em Mn(A) é análogo ao produto

em Mn(K) e temos que Mn(A), munido deste produto, é uma álgebra.

Exemplo 1.1.5 (Álgebra de Grassmann) Seja V um espaço vetorial com base

{e1, e2, e3, . . .}. De�nimos a álgebra de Grassmann (ou álgebra exterior) de

V , denotada por E, como sendo a álgebra com base

{1, ei1ei2 . . . eik | i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1}

e cujo produto é de�nido pelas relações

e2i = 0 e eiej = −ejei para quaisquer i, j ∈ N.

Destacamos em E os seguintes subespaços vetoriais:

• E0, gerado pelo conjunto {1, ei1ei2 . . . eim | m é par};

• E1, gerado pelo conjunto {ei1ei2 . . . eik | k é ímpar}.

Claramente, E = E0 ⊕ E1 como espaço vetorial. Desde que eiej = −ejei temos

(ei1 . . . eim)(ej1 . . . ejk) = (−1)mk(ej1 . . . ejk)(ei1 . . . eim) para quaiquer m, k ∈ N, e assim
podemos concluir que ax = xa para quaisquer a ∈ E0 e x ∈ E, e bc = −cb para

quaisquer b, c ∈ E1. Observamos facilmente que se charK = 2, então E é uma álgebra

comutativa.

Considerando E ′ a álgebra com base {ei1ei2 . . . eik | i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1},
temos que E ′ não tem unidade e é chamada de álgebra exterior sem unidade.
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Exemplo 1.1.6 (Álgebra dos polinômios) O espaço vetorial K[x] dos polinômios

na variável x com coe�cientes em K, munido do produto usual de polinômios, é uma

álgebra comutativa. De maneira geral, considerando o conjunto X = {x1, x2, · · · , xn},
podemos de�nir a álgebra comutativa dos polinômios em n variáveis e denotamos por

K[x1, x2, . . . , xn].

Exemplo 1.1.7 (Álgebra de Lie) Se A é uma álgebra associativa, a multiplicação

dada por [a, b] = ab− ba de�ne em A uma nova estrutura de álgebra, que denotaremos

por A(−), e como [a, a] = 0 e [a, b, c] + [b, c, a] + [c, a, b] = 0 (identidade de Jacobi) para

quaisquer a, b, c ∈ A, segue que A(−) é uma álgebra de Lie. Em decorrência do Teorema

de Poincaré-Birkho�-Witt, que veremos adiante, toda álgebra de Lie é subálgebra de

uma álgebra A(−) .

Exemplo 1.1.8 (Adjunção formal da unidade) Seja A uma álgebra sem unidade.

Consideremos o espaço vetorial

K ⊕ A = {(λ, a) | λ ∈ K, a ∈ A}

De�nimos em K ⊕ A o seguinte produto (λ1, a1)(λ2, a2) = (λ1λ2, λ1a2 + λ2a1 + a1a2).

O conjunto K ⊕ A, munido deste produto, é uma álgebra associativa com unidade (o

elemento (1,0)). Esta construção é chamada de adjunção formal da unidade à

álgebra A.

Apresentaremos agora os conceitos de subálgebra e ideal bilateral.

De�nição 1.1.9 Seja A uma álgebra. Dizemos que:

(i) Um subespaço vetorial B de A é uma subálgebra de A se 1 ∈ B e B é

multiplicativamente fechado, ou seja, se b1b2 ∈ B para quaisquer b1, b2 ∈ B.
(ii) Um subespaço vetorial I de A é um ideal (bilateral) de A se AI ⊆ I e IA ⊆ I, ou

seja, se ax, xa ∈ I para quaisquer a ∈ A e x ∈ I.

Exemplo 1.1.10 Seja A uma álgebra. O conjunto Z(A) = {a ∈ A | ax = xa,∀x ∈ A}
é uma subálgebra de A denominada centro de A. Um fato conhecido da Álgebra Linear

elementar é que dado n ∈ N tem-se Z(Mn(K)) = {λIn | λ ∈ K} (matrizes escalares).

Se A = E(álgebra exterior), de�nida no exemplo 1.1.5, então Z(E) = E0 (charK 6= 2).

Exemplo 1.1.11 (Subálgebra gerada) Sejam A uma álgebra e ∅ 6= S ⊆ A.

Consideremos o subespaço BS de A gerado por {1, s1s2 . . . sk | k ∈ N, si ∈ S}. Temos

que BS é multiplicativamente fechado e 1 ∈ BS. Portanto, BS é uma subálgebra de A,

chamada de subálgebra gerada por S. Além disso, toda subálgebra de A que contém

S deve conter BS, e assim BS é a menor subálgebra de A contendo S.

Vamos de�nir a seguir o produto tensorial de espaços vetoriais.
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De�nição 1.1.12 Sejam V e W espaços vetoriais com bases {vi|i ∈ I} e {wj|j ∈ J}
respectivamente. O produto tensorial V ⊗W de V e W é o espaço vetorial com base

{vi ⊗ wj|i ∈ I, j ∈ J}, onde vale

(
∑
i∈I

αivi)⊗ (
∑
j∈J

βjwj) =
∑
i∈I

∑
j∈J

αiβj(vi ⊗ wj),

onde os αi, βj ∈ K são escalares e as somas são �nitas.

Veremos a seguir que para de�nir uma multiplicação em um espaço vetorial A,

de modo a torná-lo uma álgebra, basta de�ni-la entre os elementos de uma base de A.

Para isto utilizamos a proposição a seguir.

Proposição 1.1.13 Se A é um espaço vetorial com base β e f : β × β → A é uma

função qualquer, então existe uma única função bilinear F : A×A→ A estendendo f .

Demonstração: Dado a ∈ A temos que a =
∑
u∈β

αuu, onde αu ∈ K e o conjunto

{u ∈ β | αu 6= 0} é �nito. Assim, dados a =
∑
u∈β

αuu, b =
∑
v∈β

λvv ∈ A, de�na

∗ : A× A→ A da seguinte maneira:

a ∗ b =
∑
u,v∈β

αuλvf(u, v)

observe que ∗ está bem de�nida, pois se
∑
v∈β

γvv =
∑
v∈β

γ
′

vv, com γv, γ
′
v ∈ K, então,

γv = γ
′
v para todo v ∈ β. Tomando agora µ ∈ K e a =

∑
u∈β

αuu, a1 =
∑
u∈β

α
′

uu,

b =
∑
v∈β

λvv ∈ A, temos,

(a+ a1) ∗ b =
∑
u∈β

(αu + α
′

u)u ∗
∑
v∈β

λvv

=
∑
u,v∈β

(αu + α
′

u)λvf(u, v)

=
∑
u,v∈β

αuλvf(u, v) +
∑
u,v∈β

α
′

uλvf(u, v)

= (a ∗ b) + (a1 ∗ b)

e

µ(a ∗ b) =
∑
u,v∈β

µαuλvf(u, v) =
∑
u∈β

(µαu)u ∗
∑
v∈β

λvv

= (µa) ∗ b
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Analogamente mostra-se que µ(a∗b) = a∗(µb) e que a∗(b1+b2) = (a+b1)∗(a+b2),

para quaisquer b1, b2 ∈ A. Logo ∗ é bilinear.

Considerando agora u1, u2 ∈ β, temos que u1 =
∑
u∈β

αuu, onde αu = 1 se u = u1

e αu = 0 se u 6= u1. Analogamente, u2 =
∑
v∈β

λvv, onde λv = 1 se v = u2, e λv = 0 se

v 6= u2. Daí,

u1 ∗ u2 =
∑
u,v∈β

αuλvf(u, v) = αu1λu2f(u1, u2) = f(u1, u2)

donde temos que ∗ estende f .

Resta mostrar que ∗ é a única aplicação com esta propriedade. Para isto

suponhamos que existe ∗1 : A× A→ A estendendo f . Daí devemos ter

a ∗1 b =
∑
u,v∈β

αuλv(u ∗1 v) =
∑
u,v∈β

αuλvf(u, v) = a ∗ b,

donde ∗ é igual a ∗1 e segue o resultado.

Segue da proposição acima que para de�nir em V ⊗W uma multiplicação basta

de�nir a multiplicação de um elemento v ⊗ w, com v numa base de V e w numa base

de W , por outro do mesmo tipo, e isto pode ser feito naturalmente no caso em que V

e W são álgebras. Assim, de�nimos a seguir o produto tensorial de álgebras.

De�nição 1.1.14 Se V e W são álgebras com bases (como espaços vetoriais) {vi|i ∈
I} e {wj|j ∈ J} respectivamente então V ⊗W é uma álgebra com a multiplicação dada

por:

(vi1 ⊗ wj1)(vi2 ⊗ wj2) = (vi1vi2)⊗ (wj1wj2), i1, i2 ∈ I, j1, j2 ∈ J.

Observação 1.1.15 Em [39], Regev empregou métodos quantitativos para responder

a�rmativamente uma pergunta de Kaplansky se o produto tensorial de duas PI-Álgebras

é sempre uma PI-álgebra. Neste artigo Regev mostrou que dada uma PI-álgebra A

sua n-ésima codimensão cn(A) = dim Pn
Pn∩T (A) é limitada exponencialmente, isto é,

existe a ∈ N tal que cn(A) ≤ an para todo n. Além disso, Regev mostrou que

dadas duas PI-álgebras A e B vale a desigualdade cn(A ⊗ B) ≤ cn(A) ⊗ cn(B). A

existência de identidades polinomiais não nulas para A ⊗ B segue diretamente destes

resultados pois para n su�cientemente grande segue que cn(A ⊗ B) < n! e portanto

dim Pn ∩ T (A⊗B) > 0. Este resultado garante que a classe das PI-álgebras é fechada

para o produto tensorial e permite obter novos exemplos de PI-álgebras.
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Enunciaremos agora uma propriedade de grande importância quando tratamos

do produto tensorial de álgebras e a mesma será usada na seção 1.5.

Teorema 1.1.16 (Propriedade Universal) Sejam V , W e U espaços vetoriais sobre

um corpo K e f : V × W → U uma aplicação linear. Então existe uma única

transformação linear Tf : V ⊗W → U tal que Tf : (v ⊗ w) = f(v, w) para quaisquer

v ∈ V e w ∈ W .

Demonstração: Veja [10], página 61.

De�nição 1.1.17 Sejam A e B duas álgebras. Uma transformação linear ϕ : A −→ B

é um homomor�smo de álgebras se ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) para quaisquer x, y ∈ A e

ϕ(1A) = 1B.

O conjunto Kerϕ = {a ∈ A | ϕ(a) = 0}, chamado de núcleo de ϕ é um ideal de

A, e o conjunto Imϕ = {ϕ(a) | a ∈ A}, chamado de imagem de ϕ, é uma subálgebra

de B.

Dizemos que ϕ é um mergulho (ou monomor�smo) se ϕ é um homomor�smo

injetivo. Se ϕ é biunívoca diremos que ϕ é um isomor�smo. Se A = B diremos

que ϕ é um endomor�smo e se ϕ é um endomor�smo biunívoco diremos que ϕ é um

automor�smo.

Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomor�smos e automor�smos,

respectivamente, da álgebra A. Quando existe um isomor�smo ψ : A −→ B, dizemos

que as álgebras A e B são isomorfas e denotamos por A ' B.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos importantes de homomor�smos.

Exemplo 1.1.18 Sendo A uma álgebra a transformação linear T : Mn(K) ⊗ A −→
Mn(A) tal que T (Eij ⊗ a) = Eij(a) é a matriz de Mn(A) que tem a ∈ A na entrada ij

e 0 nas demais, é um isomor�smo de álgebras.

De fato, primeiramente note que {Eij(a) | 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ β}, onde β é uma base

de A, é uma base de Mn(A) como espaço vetorial. Considere agora a transformação

linear

S : Mn(A) −→ Mn(K)⊗ A
Eij(a) 7−→ S(Eij(a)) = Eij ⊗ a .

Note que

S(T (Eij ⊗ a)) = S(Eij(a)) = Eij ⊗ a
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e

T (S(Eij(a))) = T (Eij ⊗ a) = Eij(a) .

Daí, S = T−1 e assim T é bijetiva. Mostraremos agora que T é um homomor�smo de

álgebras. Note que

Eij(a)Est(b) =

{
0, se j 6= s

Eit(ab), se j = s
.

Se j 6= s, temos

T ((Eij ⊗ a)(Est ⊗ b)) = T (EijEst ⊗ ab) = T (0⊗ ab) = 0 =

= Eij(a)Est(b) = T (Eij(a))T (Est(b)) .

Se j = s, tem-se que

T ((Eij ⊗ a)(Est ⊗ b)) = T (EijEst ⊗ ab) = T (Eit ⊗ ab) = Eit(ab) =

= Eij(a)Est(b) = T (Eij(a))T (Est(b)) ,

e portanto as álgebras Mn(A) e Mn(K)⊗ A são isomorfas.

Exemplo 1.1.19 As álgebras E (álgebra exterior) e K ⊕ E ′ (Exemplo 1.1.8) são

isomorfas. Com efeito, não é difícil veri�car que a aplicação Ψ : K ⊕ E ′ −→ E,

de�nida por Ψ(λ, x) = λ+ x é um isomor�smo.

Vamos agora de�nir álgebras quocientes. Consideremos uma álgebra A e I ⊂ A

um ideal (bilateral) de A. De�niremos inicialmente a relação de congruência módulo I:

De�nição 1.1.20 Sejam a, b ∈ A. Dizemos que a é congruente ao elemento b módulo

I, e escrevemos a ≡ b (mod I) ou a ≡I b, se a− b ∈ I.

Notação 1.1.21 A classe de equivalência de a é o conjunto {b ∈ A | a ≡ b (mod I)} =

{a+ i | i ∈ I} e será denotada por a ou a+ I. O conjunto das classes de equivalência

será denotado por A/I.

De�nição 1.1.22 Sejam A uma álgebra, I um ideal (bilateral) de A, e consideremos

no espaço vetorial quociente A/I o produto (a+ I)(b+ I) = ab+ I para a, b ∈ A. Este
produto está bem de�nido, pois não depende da escolha dos representantes das classes

laterais, e torna A/I uma álgebra, conhecida por álgebra quociente de A por I.

Agora podemos enunciar o Teorema dos Isomor�smos. A sua demonstração é

análoga ao teorema para anéis e grupos e será omitida.
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Teorema 1.1.23 (Teorema dos Isomor�smos): Seja ϕ : A −→ B um

homomor�smo de álgebras. Então Ker(ϕ) é um ideal bilateral de A e a álgebra

quociente A/Ker(ϕ) é isomorfa a Im(ϕ).

Exemplo 1.1.24 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. A aplicação π : A −→ A/I,

de�nida por π(a) = a, é um homomor�smo de álgebras, chamado de projeção canônica.

De�niremos agora álgebras livres em uma classe de álgebras e construiremos a

álgebra livre na classe das álgebras associativas e com unidade. Os conceitos básicos

na teoria das PI-álgebras são de�nidos nestas álgebras: as identidades polinomiais

de uma álgebra associativa são elementos da álgebra associativa livre e os conjuntos

de identidades de álgebras associativas, chamados de T-ideais, são ideais da álgebra

associativa livre invariantes por endomor�smos desta álgebra.

De�nição 1.1.25 Seja B uma classe de álgebras. Dizemos que uma álgebra F ∈ B é

livre na classe B se existe X ⊆ F tal que X gera F e para cada álgebra A ∈ B e

cada aplicação h : X −→ A existe um único homomor�smo ϕ : F −→ A estendendo

h. Nestas condições, dizemos que F é livremente gerada por X.

Exemplo 1.1.26 Considere a álgebra polinomial K[x], e observe que esta álgebra é

gerada pelo conjunto {x}. Além disso, sendo A uma álgebra e a ∈ A, temos que o

homomor�smo ϕa : K[x] → A, de�nido por ϕa(f(x)) = f(a), satisfaz ϕa(x) = a.

Portanto, K[x] é uma álgebra livre na classe de todas as álgebras associativas e

unitárias, livremente gerada por {x}.

Exemplo 1.1.27 A álgebra M2(K) não é livre na classe das álgebras associativas

com unidade. De fato, suponha por contradição que ela é livre. Como esta álgebra

não é comutativa qualquer conjunto gerador tem pelo menos dois elementos e portanto

toda álgebra associativa gerada por dois elementos deve ser imagem homomór�ca

de M2(K). Como vimos na introdução esta álgebra é uma PI-álgebra que satisfaz

a identidade f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]
2, x3], e portanto toda imagem homomór�ca de

M2(K), e consequentemente toda álgebra associativa gerada por dois elementos, satisfaz

esta identidade. Tomando agora

A =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

 e B =

 1 0 1

0 1 0

1 0 1


observamos que [[A,B]2, B] 6= 0, o que é uma contradição já que a subálgebra de

M3(K) gerada por S = {A,B} deve satisfazer a identidade f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]
2, x3].

Concluímos portanto que M2(K) não é livre na classe das álgebras associativas.
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Vamos agora construir uma álgebra livre na classe de todas as álgebras

associativas com unidade.

Seja X = {x1, x2, . . .} um conjunto não-vazio e enumerável de variáveis não-

comutativas. De�nimos uma palavra em X como sendo uma sequência �nita

xi1xi2 . . . xin , onde n ∈ N e xij ∈ X. De�nimos o tamanho da palavra xi1xi2 . . . xin como

sendo n. Quando n = 0, vamos chamar esta palavra de palavra vazia que denotaremos

por 1. Dizemos que duas palavras xi1xi2 . . . xin e xj1xj2 . . . xjm são iguais se n = m e

i1 = j1, i2 = j2, . . . , in = jn.

Consideremos K〈X〉 o espaço vetorial que tem por base o conjunto de todas as

palavras em X. Dessa forma, os elementos de K〈X〉, que chamaremos de polinômios,

são somas (formais) de termos (ou monômios) que são produtos (formais) de um escalar

por uma palavra em X. Consideremos em K〈X〉 a seguinte multiplicação de�nida em

uma base:

(xi1 . . . xik)(xj1 . . . xjl) = xi1 . . . xikxj1 . . . xjl onde xit , xjs ∈ X.

O espaço vetorial K〈X〉, munido deste produto é uma álgebra associativa com

unidade, que é a palavra vazia. Observe que X gera K〈X〉 como álgebra.

Proposição 1.1.28 A álgebra K〈X〉 é livre na classe de todas as álgebras associativas
com unidade.

Demonstração: Seja B a classe das álgebras associativas com unidade e seja A ∈ B

uma álgebra. Considere uma aplicação h : X −→ A dada por h(xi) = ai para i ∈ N.

Então existe uma única aplicação linear ϕh : K〈X〉 −→ A tal que ϕh(1) = 1A e

ϕh(xi1 . . . xin) = ai1 . . . ain . Temos que ϕh é um homomor�smo de álgebras e é o único

que satisfaz ϕh|X = h. Portanto K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas com

unidade.

Notação 1.1.29 A imagem de h(x1, x2, · · · , xn) pelo homomor�smo ϕh será denotada

por h(a1, a2, · · · , an) e diremos que o elemento h(a1, a2, · · · , an) é obtido pela

substituição das variáveis x1, x2, . . . , xn pelos elementos a1, a2, · · · , an no polinômio

associativo h(x1, x2, · · · , xn).
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1.2 Identidades Polinomiais, T-Ideais e Variedades

Consideremos X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável e K〈X〉 a álgebra

associativa livre com unidade livremente gerada por X.

De�nição 1.2.1 Sejam f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉 e A uma álgebra. Dizemos que f é

uma identidade polinomial para a álgebra A, se

f(a1, . . . , an) = 0

para quaisquer a1, . . . , an ∈ A.

Observação 1.2.2 Considere f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉, então f = f(x1, . . . , xn) é

uma identidade polinomial de A se, e somente se, f pertence aos núcleos de todos os

homomor�smos de K〈X〉 em A.

De�nição 1.2.3 Se A satisfaz uma identidade polinomial não nula, então A é dita

uma PI-álgebra (ou álgebra com identidade polinomial).

De agora em diante dada uma álgebra A denotaremos por T (A) o conjunto de

todas as identidades polinomiais de A. Veremos adiante que estes conjuntos são ideais

deK〈X〉 invariantes por endomor�smos (chamadosT-ideais), isto é, ϕ(T (A)) ⊂ T (A),

∀ϕ ∈ EndK〈X〉. Além disso, dado um ideal I de K〈X〉 invariante por endomor�smos,

existe uma PI-álgebra B tal que T (B) = I. Essa correspondência entre T-ideais e ideais

de identidades de álgebras não é biunívoca. Por exemplo, não é difícil demonstrar que

se K é in�nito e A e B são K-álgebras comutativas com unidade então T (A) = T (B).

De�nição 1.2.4 Se A1 e A2 são álgebras tais que T (A1) = T (A2), dizemos que A1 e

A2 são PI-equivalentes.

Vejamos alguns exemplos importantes de álgebras com identidades polinomiais.

Exemplo 1.2.5 Se A é uma álgebra comutativa, então o polinômio f(x1, x2) =

[x1, x2] = x1x2 − x2x1 é uma identidade polinomial para A. Portanto, toda álgebra

comutativa é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.2.6 A álgebra de Grassmann E é uma PI-álgebra, pois o polinômio

[x1, x2, x3] é uma identidade polinomial de E. Para ver isto, basta observar que

[a, b] ∈ E0 = Z(E) para quaisquer a, b ∈ E.
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Exemplo 1.2.7 O quadrado tensorial da álgebra de Grassmann E ⊗ E é uma PI-

álgebra (pois é o produto tensorial de duas PI-álgebras), e não é difícil veri�car que

E ⊗ E satisfaz a identidade polinomial [[x1, x2], [x3, x4], x5].

Exemplo 1.2.8 A álgebra M1,1(E) das matrizes em M2(E) ' M2(K) ⊗ E com

entradas na diagonal principal em E0 e na diagonal secundária em E1 é uma PI-

álgebra. De fato M2(K) ⊗ E é uma PI-álgebra pois é o produto tensorial de duas

álgebras com identidades polinomiais e toda subálgebra desta, em particular M1,1(E),

também é uma PI-álgebra. O Teorema do Produto Tensorial de Kemer garante que para

corpos de característica zero M1,1(E) e E⊗E são PI-equivalentes, e uma demonstração

elementar deste fato usando o conceito de identidades graduadas pode ser encontrada

em [4].

Exemplo 1.2.9 A álgebra M2(K) satisfaz a identidade f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]
2, x3],

conhecida como a identidade de Hall. De fato, basta observar que:

(1) Se A,B ∈M2(K), então tr([A,B]) = 0;

(2) Se A ∈ M2(K) e tr(A) = 0, então A2 = λI2, onde I2 é a matriz identidade

de M2(K), e este fato decorre do Teorema de Cayley-Hamilton.

Exemplo 1.2.10 Considere o polinômio

sn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) . . . xσ(n),

onde Sn é o grupo simétrico das permutações de {1, 2, . . . , n} e (−1)σ é o sinal da

permutação σ. O polinômio sn é chamado de polinômio standard de grau n.

Sendo A uma álgebra associativa com dimA < n, temos que a álgebra A satisfaz o

polinômio standard sn. Em 1950 Amitsur e Levitzki [1] provaram que s2n(x1, . . . , x2n)

é uma identidade polinomial paraMn(K), fato conhecido como Teorema de Amitsur-

Levitzki.

Exemplo 1.2.11 Sendo R uma álgebra de dimensão �nita, sobre um corpo �nito

mostraremos que R satisfaz uma identidade polinomial não trivial em uma variável.

De fato, é imediato que a álgebra R é �nita e portanto para cada elemento r ∈ R

existem k > l tais que rk = rl, isto é, de�nindo fr(x) = xk − xl, temos fr(r) = 0.

Como R é um conjunto �nito podemos de�nir g(x) =
∏

r∈R fr(x) que claramente é

uma identidade polinomial para R.

De�nição 1.2.12 Seja I um ideal de K〈X〉. Dizemos que I é um T -ideal de K〈X〉
se φ(I) ⊆ I para todo φ ∈ EndK〈X〉, ou equivalentemente, se f(g1, . . . , gn) ∈ I para

quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ I e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉.
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A seguir demonstraremos um importante resultado que garante que o conjunto

das identidades polinomiais de uma álgebra é um T-ideal.

Proposição 1.2.13 O conjunto T (A) das identidades de uma álgebra A é um T-ideal

de K〈X〉. Reciprocamente, se I é um T -ideal de K〈X〉, então existe alguma álgebra B

tal que T (B) = I.

Demonstração: É fácil ver que T (A) é um ideal de K〈X〉. Sejam

f(x1, . . . , xn) ∈ T (A) e ϕ ∈ End K〈X〉, arbitrários. Se ψ : K〈X〉 → A é um

homomor�smo qualquer, então ψ(ϕ(f)) = (ψ ◦ϕ)(f) = 0, pois ψ ◦ϕ : K〈X〉 → A é um

homomor�smo de álgebras e f ∈ T (A). Daí, ϕ(f) ∈ Ker(ψ) e portanto ϕ(f) ∈ T (A).

Seja I um T -ideal de K〈X〉. Tomemos a álgebra quociente B = K〈X〉/I e

a projeção canônica π : K〈X〉 −→ K〈X〉/I. Se f ∈ T (B), então f ∈ Ker(π).

Como Ker(π) = I, temos T (B) ⊆ I. Por outro lado, se f(x1, . . . , xn) ∈ I e

g1, . . . , gn ∈ K〈X〉, então f(g1, . . . , gn) ∈ I e daí f(g1, . . . , gn) = f(g1, . . . , gn) = 0.

Logo, f ∈ T (B), o que conclui a demonstração.

Não é difícil ver que a intersecção de uma família qualquer de T-ideais é ainda

um T-ideal. Segue então a seguinte de�nição.

De�nição 1.2.14 Seja S um subconjunto de K〈X〉. De�nimos o T-ideal gerado

por S, denotado por 〈S〉T , como sendo a interseção de todos os T-ideais de K〈X〉 que
contém S. Dessa forma, 〈S〉T é o menor T-ideal contendo S.

Uma caracterização construtiva do T-ideal gerado por S é que este coincide com

o subespaço vetorial de K〈X〉 gerado pelo conjunto

{h1f(g1, . . . , gn)h2 | f ∈ S, h1, h2, g1, . . . , gn ∈ K〈X〉}.

Sendo A uma álgebra e S ⊆ T (A) tal que T (A) = 〈S〉T dizemos que S é uma

base das identidades de A. Se um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ 〈S〉T dizemos que f

segue de S, ou que f é consequência de S.

Se existe S �nito tal que T (A) = 〈S〉T para uma álgebra A, dizemos que A

possui propriedade de base �nita para as identidades. A questão da existência de base

�nita para as identidades das álgebras associativas �cou conhecida como problema de
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Specht, e Kemer [29] deu uma resposta positiva para este problema sobre corpos de

característica zero.

Vejamos agora alguns exemplos de bases de identidades para algumas álgebras

importantes.

Exemplo 1.2.15 Se A é uma álgebra comutativa com unidade e K é um corpo in�nito,

então T (A) = 〈[x1, x2]〉T .

Exemplo 1.2.16 Sendo E a álgebra de Grassmann e K um corpo in�nito de

característica diferente de 2, então T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉T (Veja [21] e [33]).

Exemplo 1.2.17 Em 1973 Razmyslov [37] provou que T (M2(K)) é �nitamente gerado

para charK = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente,

Drensky [14] mostrou que T (M2(K)) = 〈s4(x1, x2, x3, x4), [[x1, x2]2, x3]〉T , também

quando charK = 0. Em 2001 Koshlukov [30] generalizou este resultado de Drensky

para K in�nito e de característica diferente de 2 e 3. Para charK = 2 o problema

ainda encontra-se em aberto.

De�nição 1.2.18 Seja S ⊂ K〈X〉 um conjunto não vazio de polinômios. A classe B
de todas as álgebras A tais que f = 0 em A para todo f ∈ S é chamada variedade

V = V(S) determinada por S.

Observe que dado S ⊂ K〈X〉 e uma álgebra A temos S ⊂ T (A) se, e somente

se, 〈S〉T ⊂ T (A), e portanto a variedade determinada por S é a mesma variedade

determinada pelo T-ideal 〈S〉T , ou seja

V(S) = V(〈S〉T ).

É possível veri�car que 〈S〉T = ∩A∈VT (A) e assim a cada variedade V corresponde

um T-ideal, que será denotado por T (V). Diferentemente da correspondência entre

álgebras e T-ideais, que associa a cada álgebra o T-ideal T (A), esta correspondência

entre T-ideais e variedades é biunívoca conforme podemos ver no teorema a seguir.

Teorema 1.2.19 Existe uma correspondência biunívoca entre T-ideais de K〈X〉 e
variedades de álgebras. Nesta correspondência, à variedade V corresponde o T-ideal de

identidades T (V) e ao T-ideal I corresponde a variedade V(I).

Demonstração: Veja [23, Teorema 1.2.5, página 5].
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Não é difícil veri�car que variedades são fechadas para produtos diretos, imagens

homomór�cas e subálgebras. O teorema a seguir garante que estas propriedades

caracterizam uma variedade.

Teorema 1.2.20 (Birkho�) Uma classe não-vazia de álgebras B é uma variedade

se, e somente se, é fechada a produtos diretos, subálgebras e álgebras quocientes.

Demonstração: Veja [15], página 24.

De�nição 1.2.21 Seja V uma variedade de álgebras. A álgebra F ∈ V é uma álgebra

relativamente livre de V, se F é livre na classe V (livremente gerada por Y , veja

De�nição 1.1.25). A cardinalidade de Y é chamada o posto de F .

Teorema 1.2.22 Toda variedade V (não-trivial) possui alguma álgebra relativamente

livre. Além disso, duas álgebras relativamente livres de mesmo posto em V são

isomorfas.

Demonstração: Seja T (V) =
⋂
R∈V T (R) e considere π : K〈X〉 −→ K〈X〉/T (V) a

projeção canônica. Sejam x1 e x2 dois elementos distintos de X tais que π(x1) = π(x2).

Consideremos uma álgebra não-nula A de V e um elemento não-nulo a ∈ A. Então

existe um homomor�smo ψ : K〈X〉 −→ A tal que ψ(x1) = a e ψ(x2) = 0. Como

T (V) ⊆ Kerψ, existe um homomor�smo φ : K〈X〉/T (V) −→ A tal que φ ◦ π = ψ.

Mas, a = ψ(x1) = (φ ◦ π)(x1) = (φ ◦ π)(x2) = ψ(x2) = 0, o que é uma contradição.

Logo, π|X é injetora e portanto π(X) é enumerável.

A álgebra K〈X〉/T (V) é gerada pelo conjunto π(X) e pertence a V , pois satisfaz

todas as identidades de T (V). Vamos mostrar que esta álgebra é livre em V , livremente

gerada por π(X). Sejam A ∈ V e σ uma aplicação de π(X) em A. Como K〈X〉 é a

álgebra livre com conjunto gerador X, a aplicação σ ◦ π : X −→ A estende-se a um

homomor�smo θ : K〈X〉 −→ A. Existe um homomor�smo ρ : K〈X〉/T (V) −→ A para

o qual ρ ◦ π = θ, pois T (V) ⊆ Kerθ. Se x ∈ X, temos que ρ(π(x)) = (ρ ◦ π)(x) =

θ(x) = (σ ◦ π)(x) = σ(π(x)), ou seja, o homomor�smo ρ estende a aplicação σ. Além

disso, não é difícil veri�car que ρ estende a aplicação σ de maneira única. Portanto,

K〈X〉/T (V) é uma álgebra livre na variedade V .

Suponhamos agora F1 e F2 álgebras relativamente livres de mesmo posto em V .

Sendo F1 e F2 livremente geradas por Y1 e Y2 respectivamente, tomemos uma bijeção

g : Y1 −→ Y2. Temos então que existem homomor�smos de álgebras ϕ1 : F1 −→ F2
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e ϕ2 : F2 −→ F1 estendendo g e g−1, respectivamente. Logo, (ϕ2 ◦ ϕ1)(y) = y e

(ϕ1 ◦ ϕ2)(z) = z, para quaisquer y ∈ Y1 e z ∈ Y2. Segue então que ϕ2 ◦ ϕ1 = IdF1 e

ϕ1 ◦ ϕ2 = IdF2 , e portanto ϕ1 e ϕ2 são isomor�smos.

Observação 1.2.23 Nem toda classe de álgebras possui uma álgebra relativamente

livre. É possível veri�car, por exemplo, que a classe das PI-álgebras não possui álgebra

relativamente livre.

Observação 1.2.24 A classe das álgebras associativas é uma variedade determinada

pelo conjunto vazio de polinômios. A classe das álgebras comutativas é uma variedade e

a álgebra relativamente livre de posto n é a álgebra K[x1, x2, . . . , xn] dos polinômios em

n variáveis comutativas. Além desses exemplos, a classe das álgebras de Lie também

pode ser vista como uma variedade (de�nida em termos da álgebra livre, que não é

associativa) determinada por duas identidades, a anti-comutatividade e a identidade

de Jacobi.

Podemos de�nir identidades polinomiais no contexto das álgebras de Lie,

entretanto tais identidades são elementos da álgebra de Lie livre que é a álgebra

relativamente livre de posto enumerável nesta variedade. A seguir fazemos um

breve desvio em nosso texto e, por completude, construimos a álgebra de Lie livre

e de�nimos uma classe importante de polinômios, chamados polinômios próprios, que

têm aplicações importantes na PI-teoria. Estes resultados não serão usados no decorrer

do texto e sua leitura pode ser omitida. Lembramos que, se A uma álgebra associativa,

considerando em A o produto [a, b] = ab − ba, para a, b ∈ A, temos em A uma nova

estrutura de álgebra, que denotamos por A(−) e, conforme vimos no exemplo 1.1.7, é

uma álgebra de Lie.

De�nição 1.2.25 Se uma álgebra de Lie L é isomorfa a uma subálgebra de A(−),

dizemos que A é uma álgebra envolvente de L.

Exemplo 1.2.26 Seja L uma álgebra de Lie com base {u, v} tal que u ∗ v = v. A

álgebra M2(K) é uma álgebra envolvente de L, pois o subespaço vetorial V de M2(K)

gerado por {E11, E12} é uma subálgebra de M2(K)(−) e a aplicação linear ϕ : L −→ V

que satisfaz ϕ(u) = E11 e ϕ(v) = E12 é um isomor�smo de álgebras.

De�nição 1.2.27 Seja L uma álgebra de Lie. Dizemos que uma álgebra associativa U

é uma álgebra universal envolvente de L, e denotamos por U = U(L), se L é uma
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subálgebra de U (−) e U satisfaz a seguinte propriedade universal: para qualquer álgebra

associativa R e qualquer homomor�smo de álgebras de Lie ϕ : L → R(−), existe um

único homomor�smo de álgebras associativas ψ : U → R que estende ϕ, ou seja, tal

que ψ|L = ϕ.

Os teoremas que serão apresentados a seguir nos ajudarão a determinar uma base

de K〈X〉 a partir de uma base da álgebra de Lie livre.

Teorema 1.2.28 (Poincaré, Birkho�, Witt) Toda álgebra de Lie L possui uma

única (a menos de isomor�smos) álgebra universal envolvente U(L). Se L tem uma

base {ei | i ∈ I} onde o conjunto de indices I é ordenado, então U(L) tem uma base

dada por

ei1 . . . eip , i1 ≤ . . . ≤ ip, ik ∈ I, p = 0, 1, 2, . . .

onde p = 0 nos dá a unidade de U(L).

Demonstração: Veja [15], página 11.

Sendo X = {x1, x2, . . .}, consideremos

ComX = {[xi1 , xi2 , . . . , xik ] | k ≥ 2, xij ∈ X}.

Sejam B(X) a subálgebra (com unidade) de K〈X〉 gerada por ComX e L(X)

o subespaço vetorial de K〈X〉 gerado por X ∪ ComX. Os polinômios de B(X) são

chamados de polinômios próprios. Consideremos agora a álgebra de Lie K〈X〉(−).

Mostra-se que se u, v ∈ X ∪ ComX, então [u, v] ∈ L(X). Portanto, L(X) é uma

subálgebra de Lie de K〈X〉(−).

Teorema 1.2.29 (Witt) U(L(X)) = K〈X〉.

Demonstração: Considere a inclusão i : L(X) → K〈X〉(−). Sendo A uma álgebra

associativa qualquer e φ : L(X)→ A(−) um homomor�smo de álgebras de Lie, considere

a restrição φ0 : X → A de φ a X e o homomor�smo ϕ : K〈X〉 → A que estende φ0.

Dados xi1 , . . . , xin ∈ X temos:

ϕ([xi1 , . . . , xin ]) = [ϕ(xi1), . . . , ϕ(xin)] = [φ(xi1), . . . , φ(xin)] = φ([xi1 , . . . , xin ]) e assim

ϕ coincide com φ em L(X). Daí, U(L(X)) = K〈X〉.
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Pode ser demonstrado que a álgebra L(X) é livre na classe das álgebras de Lie.

De fato, sejam L uma álgebra de Lie e h : X −→ L uma aplicação qualquer. Por

K〈X〉 ser livremente gerada por X, existe um homomor�smo ϕ : K〈X〉 −→ U(L)

estendendo h. Temos que ϕ([xi1 , xi2 , . . . , xik ]) = [ϕ(xi1), ϕ(xi2), . . . , ϕ(xik)] para k ≥ 2,

e assim ϕ(L(X)) ⊆ L, além disso, é imediato ver que se f1, f2 ∈ L(X), então

ϕ([f1, f2]) = [ϕ(f1), ϕ(f2)]. Logo, ϕ|L(X) : L(X) −→ L é um homomor�smo de álgebras

de Lie que estende h. Dizemos então que L(X) é a álgebra de Lie livre, livremente

gerada por X.

Consideremos agora uma base ordenada de L(X) consistindo dos elementos

x1, x2, . . . , xn, . . . , u1, u2, . . . , um, . . .

onde {u1, u2, . . .} ⊆ ComX é uma base de [L(X), L(X)], o subespaço vetorial de L(X)

gerado por ComX. Dos teoremas 1.2.28 e 1.2.29 segue que K〈X〉 possui uma base

formada pelos elementos

xn1
i1
xn2
i2
. . . xnkik uj1uj2 . . . ujq , k, q, ni ≥ 0 (1.2)

onde i1 < i2 < . . . < ik, j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jq. Note que os elementos com k = 0 formam

uma base para B(X) e que se f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉, então

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑
a

αax
a1
1 x

a2
2 . . . xann ga, (1.3)

onde a = (a1, a2, . . . , an), ai ≥ 0, αa ∈ K e ga ∈ B(X). Além disso, pela independência

dos elementos em 1.2, temos que esta maneira de se expressar f é única.

1.3 Polinômios multi-homogêneos e multilineares

Nesta seção de�niremos dois tipos de polinômios que têm grande importância

na descrição de T-ideais de identidades de uma álgebra, a saber, polinômios multi-

homogêneos e polinômios multilineares.

De�nição 1.3.1 Um monômio m tem grau k em xi se a variável xi ocorre em m

exatamente k vezes. Um polinômio é homogêneo de grau k em xi se todos os seus

monômios têm grau k em xi, e denotamos este fato por degxif = k. Se para cada

variável xi todos os seus monômios têm o mesmo grau em xi o polinômio é multi-

homogêneo. Um polinômio linear em xi é um polinômio de grau 1 em xi; se o

polinômio é linear em cada variável que ocorre em f dizemos que ele é multilinear.
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Se m(x1, x2, . . . , xk) é um monômio de K〈X〉, o multigrau de m é a k-upla

(a1, a2, . . . , ak) onde ai = degxim. A soma de todos os monômios de f ∈ K〈X〉 com

um dado multigrau é dita ser uma componente multi-homogênea de f . Notemos

ainda que f ∈ K〈X〉 é multi-homogêneo se, e somente se, possui uma única componente

multi-homogênea. Além disso, f(x1, x2, . . . , xk) ∈ K〈X〉 é multilinear se é multi-

homogêneo com multigrau (1, 1, . . . , 1). Neste caso f pode ser escrito como:∑
σ∈Sk

aσxσ(1)xσ(2) . . . xσ(k), aσ ∈ K.

Os próximos resultados nos darão uma importante ferramenta no trabalho de

determinar geradores para T-ideais sobre corpos in�nitos e corpos de característica

zero.

Proposição 1.3.2 Sejam I um T-ideal de K〈X〉 e f(x1, x2, . . . , xk) ∈ I. Se

K é in�nito, então cada componente multi-homogênea de f pertence a I.

Consequentemente, I é gerado por seus polinômios multi-homogêneos.

Demonstração: Seja n o maior grau em x1 de algum monômio de f . Para cada

i = 0, 1, . . . , n, consideremos fi(x1, x2, . . . , xk) como sendo a soma de todos os monômios

que têm grau i em x1 (a componente de grau i em x1). Temos claramente que

f = f0 + f1 + . . . + fn. Como K é in�nito, podemos escolher n + 1 elementos

distintos α0, . . . , αn ∈ K. Para cada j = 0, 1, 2, . . . , n temos gj = f(αjx1, x2, . . . , xk) =

f0 + αjf1 + . . .+ αnj fn e assim


1 α0 . . . αn0

1 α1 . . . αn1
...

...
. . .

...

1 αn . . . αnn




f0

f1
...

fn

 =


g0

g1
...

gn



Observe que g0, g1, . . . , gn ∈ I, pois I é um T-ideal. Além disso, a primeira

matriz na igualdade anterior é uma matriz de Vandermonde invertível. Logo, devemos

ter f0, f1, . . . , fn ∈ I.

Agora, para cada i = 0, 1, . . . , n e cada t = 0, 1, 2, . . ., tomemos fit como

sendo a componente homogênea em fi de grau t em x2. Usando então os mesmos
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argumentos anteriores, concluímos que fit ∈ I e assim, repetindo o processo para cada

variável, temos a primeira a�rmação. Finalmente, observando que f é a soma de suas

componentes multi-homogêneas, concluímos que I é gerado por seus polinômios multi-

homogêneos.

Proposição 1.3.3 Se I é um T-ideal de K〈X〉 e charK = 0, então I é gerado por

seus polinômios multilineares.

Demonstração: Como charK = 0, temos que K é in�nito e portanto, pela

proposição 1.3.2, podemos assumir que f(x1, x2, . . . , xn) ∈ I é um polinômio multi-

homogêneo. Seja n = degx1f . Tomando y1 e y2 variáveis de X distintas de

x1, x2, . . . , xn, consideremos o polinômio h(y1, y2, x2, . . . , xn) = f(y1 + y2, x2, . . . , xn).

Sendo h1(y1, y2, x2, . . . , xk) a componente homogênea de h(y1, y2, x2, . . . , xk) de grau 1

em y1, temos que degy2h1 = n − 1 e que h1(x1, x1, x2, . . . , xk) = nf(x1, x2, . . . , xk).

Por charK = 0, segue que f é consequência de h1(y1, y2, . . . , xk). Notemos que

degy2h1 = n − 1 e assim, caso seja necessário, repetimos o argumento para as

variáveis y2, x2, . . . , xk em h1. Continuando com este processo (chamado de processo

de linearização ou polarização), concluímos que f é consequência de algum polinômio

multilinear de I e assim segue o resultado.

1.4 Álgebras Graduadas e Identidades Polinomiais

Graduadas

Nesta seção apresentaremos os conceitos de álgebra graduada e identidades

polinomiais para álgebras graduadas. Estas ideias serão fundamentais no

desenvolvimento do restante do texto. No que segue, G denotará um grupo.

De�nição 1.4.1 A álgebra A é G-graduada se pode ser escrita como uma soma direta

de subespaços de A

A =
⊕
g∈G

Ag de modo que AgAh ⊆ Agh

para quaisquer g, h ∈ G. O subespaço Ag é chamado de componente homogênea de

grau g e os seus elementos de elementos homogêneos de grau g. Dizemos que um

subespaço B de A é homogêneo na G-graduação de A se

B =
⊕
g∈G

(B ∩ Ag),
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e neste caso os subespaços B ∩ Ag serão denominados de subespaços homogêneos de

grau g. Sendo I um ideal de A, é possível veri�car que A/I é uma álgebra G-graduada,

onde Ag = (Ag + I)/I é uma família de subespaços de A/I e de maneira análoga, ao

feito anteriormente, podemos de�nir ideal homogêneo de A.

Observação 1.4.2 Se A é uma álgebra G-graduada com unidade, então 1 ∈ Ae.

A seguir daremos alguns exemplos de álgebras graduadas.

Exemplo 1.4.3 Toda álgebra A admite uma G-graduação. Basta considerar Ae = A

e Ag = {0} para todo g ∈ G− {e}, sendo e o elemento neutro de G. Esta graduação é

chamada de graduação trivial.

Exemplo 1.4.4 A álgebra exterior E possui uma Z2-graduação natural dada por

E = E0 ⊕ E1, onde E0 e E1 são os subespaços de�nidos no exemplo 1.1.5. É possível

demonstrar que não existe Z3-graduação para a álgebra E.

Exemplo 1.4.5 Considere n um inteiro positivo e A = Mn(K). Para cada γ ∈ Zn,
tomemos o subespaço Mγ = 〈Eij | j − i = γ〉. Para cada k ∈ Z, consideremos

Mk =

{
{0}, se |k| ≥ n

〈Eij | j − i = k〉, se |k| < n
.

Observe que M0 = M0 é exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Do fato do

conjunto {Eij | 1 ≤ i, j ≤ n} ser uma base de A segue que

A =
⊕
γ∈Zn

Mγ e A =
⊕
k∈Z

Mk.

Agora para ver que estas decomposições de�nem uma Zn-graduação e uma Z-graduação,
respectivamente, em Mn(K), basta notarmos que

EijEkl =

{
0, se j 6= k

Eil, se j = k

donde segue que Mγ1Mγ2 ⊆ Mγ1+γ2 para γ1, γ2 ∈ Zn e Mk1Mk2 ⊆ Mk1+k2 para

k1, k2 ∈ Z.

As graduações do exemplo anterior são casos particulares de um tipo de graduação

em Mn(K) chamada graduação elementar que é de�nida a seguir.

Seja G um grupo qualquer e considere Gn = G×. . .×G. Fixado g = (g1, . . . , gn) ∈

Gn, de�niremos uma graduação em Mn(K) associada a g tomando cada componente
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homogênea Ag como o subespaço gerado pelas matrizes elementares Eij, 1 ≤ i, j ≤ n,

tais que g−1i gj = g, ou seja:

Eij ∈ Ag ⇔ g = g−1i gj . (1.4)

Sabemos que as matrizes Eij formam uma base para o espaço vetorial Mn(K)

e cada Eij pertence à componente homogênea Ag, onde g = g−1i gj. E conforme

implicação acima, para cada g ∈ G �xado temos Ag = 0 ou Ag = ⊕g=g−1
r gs

[Ers], e

então Mn(K) = ⊕ni,j=1[Eij] = ⊕g∈GAg.

Mostraremos que a condição 1.4 realmente de�ne uma graduação de Mn(K). De

fato, sejam Eij ∈ Ag e Ekl ∈ Ah, então EijEkl = 0 se j 6= k, e se j = k temos

EijEkl = Eil ∈ Ax, onde x = g−1i gl = g−1i gjg
−1
j gl = gh, pois g = g−1i gj e h = g−1j gl.

Portanto AgAh ⊆ Agh.

De�nição 1.4.6 A G-graduação em Mn(K), de�nida acima, é a graduação

elementar induzida pela n-upla g = (g1, · · · , gn).

Observação 1.4.7 Considerando uma graduação elementar em Mn(K) podemos

provar que Mn(K) é isomorfa à álgebra dos endomor�smos graduados do espaço

vetorial G-graduado V =
⊕

g∈G Vg, com base v1, . . . , vn onde α(vj) = gj, j = 1, . . . , n.

Assim, tomando cada espaço vetorial como sendo o corpo K, podemos provar que as

graduações elementares provêm de graduações em Kn.

Um fato interessante que foi provado em 1999 por Ion e outros([11]) garante

que uma G- graduação de Mn(K) é elementar se, e somente se, todas as matrizes

elementares Eij são homogêneas.

De�nição 1.4.8 Sejam A e B álgebras G-graduadas. Uma aplicação ψ : A −→ B é

dita ser um homomor�smo G-graduado se ψ é um homomor�smo de álgebras que

satisfaz ψ(Ag) ⊆ Bg para todo g ∈ G. De modo análogo, de�nimos endomor�smo,

automor�smo e isomor�smo G-graduado.

Vamos tratar agora de identidades G-graduadas. Antes precisaremos do conceito

de álgebra associativa livre G-graduada. Para de�ní-la, consideremos uma família

{Xg | g ∈ G} de conjuntos enumeráveis e dois a dois disjuntos. Tomemos então

X =
⋃
g∈GXg e consideremos a álgebra associativa livre unitária K〈X〉. De�nimos

agora

α(1) = e e α(x1x2 . . . xm) = α(x1)α(x2) . . . α(xm)
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onde α(xi) = g se xi ∈ Xg. Sendo então m um monômio de K〈X〉, dizemos que α(m)

é o G-grau de m. Tomando para cada g ∈ G

K〈X〉g = 〈m | m é monômio de K〈X〉, ω(m) = g〉

temos

K〈X〉 =
⊕
g∈G

K〈X〉g e K〈X〉gK〈X〉h ⊆ K〈X〉gh

para quaisquer g, h ∈ G, e assim K〈X〉 é chamada álgebra associativa livre G-

graduada. Se f ∈ K〈X〉g, dizemos que f é homogêneo de G-grau g e usamos a

notação α(f) = g.

De�nição 1.4.9 Seja A =
⊕

g∈GAg uma álgebra G-graduada. Dizemos que um

polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é uma identidade polinomial G-graduada

para A se f(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer ai ∈ Aα(xi) com i = 1, 2, . . . , n.

No estudo das identidades ordinárias o conceito de T-ideal é de extrema

importância. Para o caso de identidades G-graduadas temos um conceito análogo,

a saber, o de TG-ideal.

De�nição 1.4.10 Seja K〈X〉 a álgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de

K〈X〉 é dito ser um TG-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todo endomor�smo G-graduado ϕ de

K〈X〉. Dado um subconjunto S de K〈X〉 de�nimos o TG-ideal gerado por S como

sendo a interseção de todos os TG-ideais de K〈X〉 que contêm S.

Observação 1.4.11 Quando G = Zn o TG-ideal será denotado por Tn.

Não é difícil ver que I é um TG-ideal se, e somente se, f(g1, . . . , gn) ∈ I, para

quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ I e gi ∈ K〈X〉α(xi).

Se A é uma álgebra G-graduada, então o conjunto TG(A) das identidades G-

graduadas de A é um TG-ideal de K〈X〉. As proposições 1.3.2 e 1.3.3 também são

válidas no caso de TG-ideal.

O próximo resultado mostra uma importante relação entre os conceitos de

identidades ordinárias e graduadas.

Proposição 1.4.12 Sejam A e B duas álgebras. Se A e B possuem G-graduações

tais que TG(A) ⊆ TG(B), então T (A) ⊆ T (B). Ademais, se TG(A) = TG(B), então

T (A) = T (B).
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Demonstração: Consideremos a álgebra associativa livre K〈Y 〉, onde

Y = {y1, y2, . . .}, e seja f(y1, y2, . . . , yn) ∈ T (A). Dados b1, b2, . . . , bn ∈ B, tomemos

big ∈ Bg, para i = 1, . . . , n e g ∈ G, tais que bi =
∑

g∈G big . Para cada big 6= 0, tomemos

xig ∈ Xg e consideremos o polinômio f1 = f(
∑

g∈G x1g , . . . ,
∑

g∈G xng) ∈ K〈X〉. Como

f ∈ T (A), temos f1 ∈ TG(A) e daí f1 ∈ TG(B). Fazendo então as substituições

xig = big , para i = 1, . . . , n e g ∈ G, temos

f(b1, b2, . . . , bn) = f

(∑
g∈G

b1g ,
∑
g∈G

b2g , . . . ,
∑
g∈G

bng

)
= 0

e assim f ∈ T (B).

Se TG(A) = TG(B), então TG(A) ⊆ TG(B) e TG(B) ⊆ TG(A), donde temos a

última a�rmação.

É importante observar que a recíproca do resultado acima é falsa. Considere

na álgebra exterior E a Z2-graduação natural E = E0 ⊕ E1 e a Z2-graduação trivial

E = E ⊕ {0}. Temos que f(y1, y2) = [y1, y2], com α(y1) = α(y2) = 0, é identidade

Z2-graduada de E com respeito à primeira graduação, mas não é identidade graduada

com respeito à graduação trivial.

1.5 Identidades Estáveis, Elementos Genéricos e

Matrizes Genéricas

Nesta seção faremos um breve estudo das identidades estáveis, elementos genéricos

e das matrizes genéricas, e enunciaremos alguns resultados que serão de fundamental

importância para o desenvolvimento do capítulo 3.

Se A é uma álgebra, então estendendo os escalares podemos obter uma nova

álgebra cujas identidades são satisfeitas por A.

Considere C uma álgebra comutativa e a álgebra A⊗C. Algumas das identidades

polinomiais de A podem desaparecer em A⊗C. Às identidades que permanecem damos

um nome especial.

De�nição 1.5.1 Seja f uma identidade da álgebra A. Dizemos que f é uma

identidade estável de A se para cada álgebra comutativa C, f ainda é identidade

de A⊗ C.
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É claro que se K é um corpo �nito nem todas identidades de K são estáveis.

Por exemplo, se | K |= q, então xq − x ≡ 0 é uma identidade de K, mas não é uma

identidade para qualquer extensão própria de K.

Lema 1.5.2 Se K é um corpo in�nito e A é uma álgebra, então toda identidade

polinomial de A é estável.

Demonstração: Seja f(x1, . . . , xn) uma identidade polinomial de A, e sejam C uma

álgebra comutativa e A = A ⊗ C. Como K é in�nito, podemos assumir que f é

multihomogêneo de multigrau (m1, . . . ,mn).

Para a1, . . . , an ∈ A devemos provar que f(a1, . . . , an) = 0. Suponhamos

primeiramente que a1 = a1 ⊗ c1, . . . , an = an ⊗ cn, então

f(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an)⊗ cm1
1 . . . cmnn = 0

e �ca demonstrado neste caso.

Agora sendo a1 = b1 ⊗ d1 + b2 ⊗ d2, a2 = a2 ⊗ c2, . . . , an = an ⊗ cn, então

f(a1, . . . , an) = f(b1 ⊗ d1, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn) + f(b2 ⊗ d2, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn)

+

m1−1∑
i=1

fi(b1 ⊗ d1, b2 ⊗ d2, a2 ⊗ c2, . . . , an ⊗ cn)

onde

f(x1 + y1, x2, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)− f(y1, x2, . . . , xn) =

m1−1∑
i=1

fi(x1, y1, x2, . . . , xn)

(1.5)

e degx1fi = i. Como todo polinômio fi em 1.5 é consequência multi-homogênea de f ,

segue do argumento anterior que f(a1, . . . , an) = 0.

Generalizando este argumento para a1 =
∑
a1j ⊗ c1j , . . . , an =

∑
anj ⊗ cnj ∈ A e

cij ∈ C arbitrários escrevemos f(a1, . . . , an) como uma soma de expressões da forma:

g = g(ai1j1 ⊗ ci1j1 , . . . , aikjk ⊗ cikjk)

onde g = g(x1, . . . , xk) é homogêneo e consequência de f . Novamente pelo primeiro

argumento obtemos g = 0.
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Como uma aplicação do lema anterior encontraremos uma forma explícita útil

para a álgebra relativamente livre de uma variedade gerada por uma álgebra de

dimensão �nita. Esta álgebra será gerada por "elementos genéricos".

Seja A uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo in�nito K. Considere

dimA = n e {u1, . . . , un} uma base de A.

Sejam y
(k)
i , i ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, variáveis comutativas e K[y

(k)
i /i ∈ N, 1 ≤ k ≤ n] o

anel dos polinômios sobre K nestas variáveis. Construimos B = A ⊗ K[y
(k)
i ] que é a

álgebra produto tensorial de A e K[y
(k)
i ].

De�nição 1.5.3 O elemento:

y(i) =
n∑
k=1

uk ⊗ y(k)i , i = 1, 2, . . .

é chamado elemento genérico. A subálgebra Ã de B gerada por y(1), y(2), . . . sobre

K é chamada de álgebra dos elementos genéricos.

Teorema 1.5.4 Se K é in�nito, então a álgebra Ã é uma álgebra relativamente livre de

posto enumerável na variedade var(A), isto é, Ã ∼= K〈X〉/T (A), onde X é enumerável.

Demonstração: Considere X = {x1, x2, . . .} enumerável e seja ψ : K〈X〉 → Ã o

homomor�smo induzido pela aplicação xi → y(i), i ∈ N. Provaremos que kerψ = T (A).

Pelo lema anteior, T (A ⊗ K[y
(k)
i ]) = T (A), e daí kerψ ⊇ T (A). Suponha agora que

g = g(x1, . . . , xm) ∈ kerψ, isto é, g = g(y(1), . . . , y(m)) = 0 em Ã e sejam a1, . . . , an

elementos arbitrários de A.

Escreva cada ai como uma combinação linear da base {u1, . . . , un} de A:

ai =
n∑
k=1

λki uk

com λk1, . . . , λ
k
m ∈ K. ComoK[y

(k)
i ] é uma álgebra comutativa livre de posto enumerável

qualquer aplicação y(k)i → λki se estende a um homomor�smo K[y
(k)
i ] → K. Assim,

devido à propriedade universal do produto tensorial, o homomor�smo de álgebras

ϕ : A⊗K[y
(k)
i ]→ A onde ϕ(y(i)) = ai, i = 1, . . . ,m, estende a aplicação:

a⊗ y(k)i → λki a, a ∈ A, k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m.

Assim,

0 = ϕ(g(y(1), . . . , y(m))) = g(ϕ(y(1)), . . . , ϕ(y(m))) = g(a1, . . . , am).
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Como a1, . . . , an são elementos arbitrários de A, g(x1, . . . , xm) ≡ 0 é uma identidade

de A e kerψ = T (A).

Um caso interessante é quando A é a álgebra das matrizes n×n sobreK. Vejamos:

para um inteiro n ≥ 2, �xaremos a notação Ωn para a K-álgebra dos polinômios em

variáveis comutativas

Ωn = K[y(i)pq | p, q = 1, . . . , n, i = 1, 2, . . .].

De�nição 1.5.5 As matrizes de Mn(Ωn)

yi =
n∑

p,q=1

y(i)pqEpq, i = 1, 2, . . .

são chamadas matrizes genéricas n× n. A álgebra gerada pelas matrizes genéricas yi,

i = 1, 2, . . ., denotada por Rn, é chamada de álgebra das matrizes genéricas de ordem

n. Nós denotaremos por Rn,m a subálgebra de Rn gerada pelas m primeiras matrizes

genéricas y1, y2, . . . , ym.

Exemplo 1.5.6 Para n = m = 2, trocando a notação e assumindo que y(1)pq = xpq e

y
(2)
pq = ypq, a álgebra R2,2 é gerada por

x =

(
x11 x12

x21 x22

)
e y =

(
y11 y12

y21 y22

)
.

Sendo C uma K-álgebra comutativa, as matrizes n × n com entradas em C

podem ser obtidas por especializações das matrizes genéricas, isto é, α =
∑n

p,q=1 γpqEpq,

com γpq ∈ C, é obtida de y1 =
∑n

p,q=1 y
(1)
pq Epq trocando-se as variáveis y

(1)
pq por γpq.

Segue do teorema 1.5.4 o seguinte resultado:

Corolário 1.5.7 A álgebra Rn das matrizes genéricas n×n sobre um corpo in�nito K

é uma álgebra relativamente livre de posto enumerável na variedade gerada por Mn(K).
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Capítulo 2

Identidades Graduadas em Mn(K),

charK = 0

Neste capítulo estudaremos as identidades polinomiais de Mn(K) com respeito

a graduações elementares sobre um corpo de caracteristica zero. Considerando

G um grupo arbitrário apresentaremos a descrição, feita por Bahturin e Drensky

([16]) das identidades polinomiais para a álgebra Mn(K) e encontraremos uma base

de identidades G-graduadas de Mn(K) com uma graduação elementar tal que a

componente identidade coincide com o subespaço de Mn(K) das matrizes diagonais.

Analisaremos alguns exemplos particulares como a descrição de uma base de

identidades polinomiais S3-graduadas de M3(K), e base de identidades polinomiais

Zn-graduadas e Z-graduadas para a álgebra Mn(K).

2.1 Identidades G-Graduadas para as matrizes

Apresentaremos algumas de�nições e resultados que serão usados na

demonstração do Teorema (2.1.8), que descreve as identidades G-graduadas para a

álgebra Mn(K).

De�nição 2.1.1 De�nimos o suporte da G-graduação de Mn(K), e denotamos por

G0, como sendo o conjunto dos elementos g ∈ G tais que a componente homogênea de

grau g é não nula, isto é,

G0 = {g ∈ G|(Mn(K))g 6= 0}.



Observação 2.1.2 A quantidade de elementos do suporte da G-graduação de Mn(K)

é limitada por n2, isto é, |G0| ≤ n2.

Sendo G um grupo arbitrário, denotaremos por K〈X〉 a álgebra associativa livre

G-graduada, onde X =
⋃
γ∈GXγ, e Mn(K) a álgebra das matrizes com uma G-

graduação. De acordo com as notações introduzidas na seção 1.4, denotamos por

TG o conjunto das identidades G-graduadas de Mn(K).

Fixemos uma G-graduação elementar de Mn(K) induzida por g =

(g1, g2, · · · , gn) ∈ Gn, onde g1, g2, · · · , gn são duas a duas distintas.

Denotaremos por U o ideal das identidades G-graduadas em K〈X〉 gerado pelas

identidades:

xeye − yexe = 0 (2.1)

xgyg−1zg − zgyg−1xg = 0 se e 6= g ∈ G0 (2.2)

xg = 0 se g /∈ G0 (2.3)

onde o índice denota o grau da variável.

Observação 2.1.3 Neste capítulo as matrizes unitárias serão denotadas por Eaibj ,

com 1 ≤ i, j ≤ n, e de�nidas da mesma maneira do exemplo 1.1.4.

Lema 2.1.4 A álgebra Mn(K) satisfaz as identidades polinomiais G-graduadas do TG-

ideal U .

Demonstração: Observe inicialmente que se A ∈ Mn(K)e, então A é uma matriz

diagonal, já que todos os g′is na de�nição da graduação elementar de Mn(K) são

distintos. Desde que duas matrizes diagonais comutam, temos que Mn(K) satisfaz

a identidade graduada (2.1). Claramente, Mn(K) também satisfaz (2.3). Por outro

lado, as identidades (2.2) são multilineares, logo precisamos mostrar que as identidades

em (2.2) são satisfeitas para

xg = Ea1b1 , yg−1 = Ea2b2 , zg = Ea3b3 ,

onde Ea1b1 , Ea3b3 ∈ (Mn(K))g e Ea2b2 ∈ (Mn(K))g−1 , com g = g−1a1 gb1 = g−1a3 gb3 ,

g−1 = g−1a2 gb2 . Notemos que Ea1b1Ea2b2Ea3b3 6= 0 se, e somente se,

b1 = a2 e b2 = a3. (2.4)
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e daí

g = g−1a1 ga2 = g−1b2 gb3 = (g−1a2 gb2)
−1 = g−1b2 ga2 .

Assim, ga1 = gb2 , ga2 = gb3 e temos que a1 = b2 = a3 e b1 = a2 = b3. Portanto

Ea1b1 = Ea3b3 e segue que Ea1b1Ea2b2Ea3b3 = Ea3b3Ea2b2Ea1b1 .

Similarmente, se Ea3b3Ea2b2Ea1b1 6= 0, então Ea1b1 = Ea3b3 e se Ea1b1Ea2b2Ea3b3 =

0, Ea3b3Ea2b2Ea1b1 = 0, o que conclui a demonstração.

A proposição seguinte garante que identidades do tipo monômio aparecem em

quantidade �nita em uma base das identidades G-graduadas deMn(K). Esta a�rmação

será útil para obtermos resultados similares aos obtidos por Vasilovsky([44], [45]) em

um contexto mais geral.

Proposição 2.1.5 Sejam G0 o suporte da G-graduação de Mn(K) e I o conjunto de

todas sequências �nitas h = (h1, h2, . . . , hn) de elementos de G0 tais que xh11 . . . xhnn =

0 é identidade polinomial G-graduada de Mn(K). Então existe um inteiro positivo n0

tal que xh11 . . . xhnn = 0 é consequência de identidades polinomiais como (2.1)-(2.3)

juntamente com xh11 . . . xhmm = 0, onde h = (h1, h2, . . . , hm) ∈ I e m ≤ n0.

Demonstração:

Seja |G0| = s ≤ n2 e consideremos n0 = 4s2s+2 (como veremos adiante,

na seção 2.2, esta não é a melhor estimativa para n0). Consideremos J o TG-

ideal de K〈X〉 gerado pelas identidades da forma (2.1)-(2.3), e por uma quantidade

�nita de monômios, de comprimento limitado por n0, da forma xh11 . . . xhmm, onde

h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ I. Demonstraremos que toda identidade xh11 · · ·xhnn = 0

pertencem a J , por indução sobre n.

Seja n > n0 e seja h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ I uma sequência �xada e considere

2ts2s+2 < n ≤ 2(t + 1)s2s+2, t ≥ 2, ou seja t < n
2s2s+2 ≤ t + 1. Considere também os

produtos kr = h1 . . . hr, onde r = 1, . . . , n.

Se algum kr não pertence a G0, então xkr = 0 é uma identidade G-graduada

para Mn(K) e xkr = 0 ∈ J . Uma vez que xh11 . . . xhrr ∈ (K〈X〉)kr ∈ J obtemos que

xh11 . . . xhrr = 0 é consequência de xkr = 0. Daí xh11 . . . xhrr ∈ J e xh11 . . . xhnn ∈ J .

Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que todo kr pertence a G0.

Como |G0| = s, usando o princípio da casa de pombos, obtemos que existem

pelo menos n
s
> 2ts2s+1 valores de r onde os kr correspondentes são iguais, isto é,
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existem mi, para i = 1, . . . , 2ts2s+1 + 1, tais que km1 = km2 = . . . = km2ts2s+1+1
, kmi =

kmi+1
onde h1 . . . hmi = h1 . . . hmi(hmi+1 . . . hmi+1

). Portanto hmi+1 . . . hmi+1
= 1, i =

1, . . . , 2ts2s+1, t ≥ 2 .

Mostraremos agora que pelo menos s2s+1 produtos (hmi+1 · · ·hmi+1
) têm

comprimento < 2s.

De fato, se pelo menos (2t − 1)s2s+1 produtos (hmi+1 . . . hmi+1
) tivessem

comprimento maior do que 2s então

(2t+ 2)s2s+2 ≥ n ≥ (2s+ 1)(2t− 1)s2s+1,

(2t+ 2)s ≥ (2s+ 1)(2t− 1), 2(s+ 1)t ≤ 4s+ 1

e, como t ≥ 2, teríamos que 4(s+ 1) ≤ 4s+ 1, o que é impossível. Desta forma, menos

de (2t−1)s2s+1 produtos (hmi+1 . . . hmi+1
) são de comprimento > 2s e pelo menos s2s+1

têm comprimento ≤ 2s .

A�rmamos que existem i e j tais que as sequências (hmi+1, . . . , hmi+1
) e

(hmj+1, . . . , hmj+1
) são iguais.

De fato, como o número total de sequências (ht1 , . . . , htk) ∈ I, k ≤ 2s, é

delimitada por 1 + s+ s2 + . . .+ s2s < s2s+1, concluímos que existem duas sequências

(hmi+1, . . . , hmi+1
) e (hmj+1, . . . , hmj+1

) iguais. E usando (2.1) podemos admitir, sem

perda de generalidade, que i = 1 e j = 2.

Consideremos a sequência h
′

= (h1, · · · , hm1 , hm2+1 · · ·hn) obtida de h =

(h1, . . . , hn) removendo (hm1+1, · · · , hm2).

Se a sequência h
′ ∈ I, temos por hipótese de indução que

xh11 · · ·xhm1m1(yexhm2+1,m2+1) · · ·xhnn ∈ J e substituindo ye por xhm1+1,m1+1 · · · xhm2 ,m2

obtemos que xh11 · · · xhnn também pertence a J .

Por outro lado, h
′
/∈ I se, e somente se, existem matrizes unitárias vi ∈ (Mn(K))hi

tais que:

(v1 · · · vm1)(vm2+1 · · · vm3)(vm3+1 · · · vn) 6= 0

mas vm2+1 · · · vm3 ∈ (Mn(K))e, e assim v = vm2+1 · · · vm3 = Eqq para algum q =

1, · · · , n e daí v2 = v.

Observe ainda que se substituirmos em xh11 · · ·xhnn a variável xhii por vi para

i = 1, · · · ,m1 e para i = m2 + 1, · · · , n e xhm1+1,m1+1, · · ·xhm2 ,m2 , respectivamente com
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vm1+1 = vm2+1, · · · vm2 = vm3 obtemos que:

v1 · · · vn = v1 · · · vm1(vm2+1 · · · vm3)
2vm3+1 · · · vn

= v1 · · · vm1(vm2+1 · · · vm3)vm3+1 · · · vn 6= 0.

Logo, h /∈ I, que é uma contradição, e completamos o argumento de indução.

Lema 2.1.6 Sejam vi = Eaibi ∈Mn(K)hi, hi = g−1ai gbi , i = 1, · · · ,m matrizes unitárias

tais que v1 · · · vm 6= 0. Então para todo i ≤ j o produto vi · · · vj pertence a Mn(K)h ,

com h = g−1ai gbj .

Demonstração: Como por hipótese v1 · · · vm 6= 0, onde vi = Eaibi ∈ Mn(K)hi ,

devemos ter b1 = a2, b2 = a3, . . . , bm−1 = am. Portanto para todo i ≤ j temos:

vi · · · vj = Eaibi . . . Eajbj = Eaibj ∈Mn(K)h

onde h = g−1ai gbj .

Proposição 2.1.7 Seja k = (k1, · · · , km) ∈ Gm e sejam σ e τ duas permutações de

Sn tais que:

xkσ(1)σ(1) · · ·xkσ(m)σ(m) = 0 e xkτ(1)τ(1) · · ·xkτ(m)τ(m) = 0

não são identidades polinomiais G- graduadas deMn(K). Se existem matrizes unitárias

vi ∈Mn(K)ki , i = 1, · · · ,m, tais que vσ(1) · · · vσ(m) = vτ(1) · · · vτ(m) 6= 0 então:

xkσ(1)σ(1) · · ·xkσ(m)σ(m) = xkτ(1)τ(1) · · ·xkτ(m)τ(m)

é uma identidade polinomial graduada de Mn(K), a qual é consequência de (2.1)-(2.3)

e de identidades graduadas da forma xh11 · · ·xhmm = 0.

Demonstração: Seja J o TG-ideal deK〈X〉 considerado na proposição 2.1.5. Devemos

mostrar que

xkσ(1)σ(1) . . . xkσ(m)σ(m) ≡ xk11 . . . xkmm(mod J).

É su�ciente considerarmos somente os casos σ 6= e e τ = e.

Sejam vi = Eaibi , i = 1, . . . ,m, e σ(1) = 1, . . . , σ(c) = c, σ(c + 1) 6= c + 1 .

Claramente c ≤ m− 2 (já que c = m ou c = m− 1 implica σ = id) e c+ 1 = σ(r) para

algum r > c+ 1.

Escolhamos t o menor inteiro positivo que satisfaz t ≥ c + 1 e σ−1(t + 1) < r.

Seja q = σ−1(t + 1), t = σ(s). Então c + 1 ≤ q < r ≤ σ−1(t) = s. Uma vez
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que vσ(1) . . . vσ(m) = v1 . . . vm = Ea1bm 6= 0, obtemos que bi = ai+1, bσ(i) = aσ(i+1),

a1 = aσ(1), bm = bσ(m). Em particular, aσ(c+1) = ac+1 = aσ(r), bσ(s) = bt = at+1 = aσ(q).

Consideraremos dois casos:

Caso 1: q > c+ 1.

Sendo q > c+ 1, pelo lema 2.1.6:

w1 = vσ(c+1) . . . vσ(q−1) = Eaσ(c+1)bσ(q−1)
= Eaσ(c+1)aσ(q) =

= Eac+1bt ∈ (Mn(K))h1 para h1 = g−1ac+1
gbt

w2 = vσ(q) . . . vσ(r−1) = Eaσ(q)bσ(r−1)
= Eaσ(q)aσ(r) =

= Ebtac+1 ∈ (Mn(K))h2 para h1 = g−1bt gac+1

w3 = vσ(r) . . . vσ(s) = Eaσ(r)bσ(s) = Eac+1bt ∈ (Mn(K))h1 .

Daí,

xhσ(c+1)σ(c+1) . . . xhσ(q−1)σ(q−1), xhσ(r)σ(r) . . . xhσ(s)σ(s) ∈ (K〈X〉)h1 ,

xhσ(q)σ(q) . . . xhσ(r−1)σ(r−1) ∈ (K〈X〉)h−1
1

e aplicando a identidade 2.2 obtemos:

(xhσ(c+1)σ(c+1) . . . xhσ(q−1)σ(q−1))(xhσ(q)σ(q) . . . xhσ(r−1)σ(r−1))(xhσ(r)σ(r) . . . xhσ(s)σ(s)) ≡

≡ (xhσ(r)σ(r) . . . xhσ(s)σ(s))(xhσ(q)σ(q) . . . xhσ(r−1)σ(r−1))(xhσ(c+1)σ(c+1) . . . xhσ(q−1)σ(q−1))(mod J).

Como σ(r) = c+ 1, obtemos:

xhσ(1)σ(1) . . . xhσ(m)σ(m) = xh11 . . . xhcc(xhσ(c+1)σ(c+1) . . . xhσ(s)σ(s))(xhσ(s+1)σ(s+1) . . . xhσ(m)σ(m)) ≡

≡ (xh11 . . . xhc+1c+1)(xhρ(c+2)ρ(c+2) . . . xhρ(s)ρ(s))(xhρ(s+1)ρ(s+1) . . . xhρ(m)ρ(m))(mod J)

onde ρ ∈ Sn é tal que ρ(i) = i, i = 1, . . . , c+ 1, e ρ(i) = σ(i) para i = s+ 1, . . . ,m.

Caso 2: q = c+ 1.

Similarmente ao caso anterior, se q = c+ 1, então com a de�nição acima de w1, w2, w3

obtemos que aσ(q) = ac+1 = bσ(s) = bt e w1 = 1, w2 = w3 = Eac+1ac+1 . Assim,

(xhσ(r)σ(r) . . . xhσ(s)σ(s)), (xhσ(q)σ(q) . . . xhσ(r−1)σ(r−1)) ∈ (K〈X〉)e,

e aplicamos a identidade 2.1 para obtermos novamente

xhσ(1)σ(1) . . . xhσ(m)σ(m) ≡ xh11 . . . xhc+1,c+1(xhρ(c+2)ρ(c+2) . . . xhρ(m)ρ(m))(mod J).
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Desta forma podemos aplicar indução em c e obtemos que módulo J

xhσ(1)σ(1) . . . xhσ(m)σ(m) ≡ xh11 . . . xhmm.

A seguir veremos o principal teorema desta seção.

Teorema 2.1.8 Considere G um grupo qualquer e a n-upla g = (g1, · · · , gn) ∈ Gn que

induz a G-graduação elementar de Mn(K), com g1, · · · , gn distintos. Então uma base

de identidades polinomiais graduadas de Mn(K) consiste das identidades (2.1)-(2.3) e

uma quantidade �nita de identidades da forma xh11 · · ·xhmm = 0,m ≥ 2, onde o grau

m é limitado por uma função de n.

Demonstração: O lema (2.1.4) nos garante que Mn(K) satisfaz as identidades (2.1)-

(2.3).

Seja J o TG- ideal de K〈X〉 gerado por (2.1)-(2.3), xh11 · · ·xhmm, h =

(h1, · · · , hm) ∈ I, onde I é o conjunto de todas as sequências �nitas h = (h1, · · · , hm)

de elementos de G0 tais que xh11 · · ·xhmm = 0 é identidade polinomial G-graduada de

Mn(K).

Pela proposição 2.1.5 existe um inteiro positivo n0 tal que é su�ciente incluir

no conjunto gerador de U somente xh11 · · ·xhmm = 0 com m ≤ n0. Podemos �xar

n0 = 4s2s+2 e como |G0| ≤ n2 podemos escolher n0 dependendo somente de n.

Devemos mostrar que toda identidade polinomial graduada de Mn(K) pertence

a J .

Suponha por absurdo que∑
σ∈Sn

ασxhσ(1)σ(1) · · ·xhσ(m)σ(m) = 0, ασ ∈ K (2.5)

é uma identidade polinomial G-graduada de Mn(K) tal que

f(xh11, · · · , xhmm) =
∑
σ∈Sn

ασxhσ(1)σ(1) · · ·xhσ(m)σ(m) /∈ J (2.6)

Escolhamos o polinômio (2.5) com o número mínimo possível de coe�cientes ασ

não nulos. Fixemos σ ∈ Sn com ασ 6= 0, em (2.6), e matrizes correspondentes v1, · · · , vm
tal que vσ(1) · · · vσ(m) 6= 0.
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Para qualquer τ ∈ Sn ou vτ(1) · · · vτ(m) = 0 ou vτ(1) · · · vτ(m) = Ers para algum

r, s. Daí, existe um τ ∈ Sn tal que τ 6= σ e ατ 6= 0, e

vτ(1) · · · vτ(m) = vσ(1) · · · vσ(m) 6= 0.

Pela proposição 2.1.7

xhσ(1)σ(1), · · · , xhσ(m)σ(m) − xhτ(1)τ(1) · · ·xhτ(m)τ(m) ∈ J.

Substituindo em (2.6) o polinômio f(xh11, · · · , xhmm) por:

f(xh11, · · · , xhmm)− ασ(xhσ(1)σ(1) · · ·xhσ(m)σ(m) − xhτ(1)τ(1) · · ·xhτ(m)τ(m)) (2.7)

obtemos uma identidade graduada da forma (2.5) que é uma combinação linear de

tamanho menor que f(xh11, · · · , xhmm) = 0, o que contradiz nossa escolha de f .

Corolário 2.1.9 Se G é um grupo e a G-graduação de Mn(K) é tal que as matrizes

unitárias são homogêneas e a componente identidade de Mn(K) coincide com a diago-

nal KE11 + . . . + KEpp, então as identidades graduadas de Mn(K) são consequências

das identidades (2.1)-(2.3) e de uma quantidade �nita de identidades da forma

xh11 . . . xhmm = 0,m ≥ 2.

2.2 Identidades G-Graduadas Concretas

Nesta seção apresentaremos alguns exemplos de identidades polinomias G-

graduadas.

Considerando a álgebra M3(K) e sendo G o grupo de permutações S3,

descreveremos uma base de identidades polinomiais S3-graduadas de M3(K). Este

resultado mostra como o Teorema 2.1.8 pode ser aplicado no caso de uma

graduação concreta. Descreveremos também as identidades Z-graduadas e Zn-

graduadas deMn(K) que, apesar de historicamente terem sido estudadas anteriormente

às identidades G-graduadas, podemos considerá-las como uma consequência dos

resultados obtidos na seção 2.1.

Teorema 2.2.1 As identidades graduadas

xeye − yexe = 0

xσyσ−1zσ − zσyσ−1xσ = 0, σ ∈ S3, σ 6= e, (12)

x(12) = 0, x(123)y(123) = 0, x(132)y(132) = 0
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formam uma base das identidades de M3(K) com respeito à S3-graduação elementar

induzida por g = ((12), (23), (123)).

Demonstração: Observemos inicialmente que:

• (M3(K))e = KE11 +KE22 +KE33 ⇒ E11, E22, E33 ∈ (M3(K))e,

• (M3(K))(12)−1(23) = (M3(K))(123) = KE12 ⇒ E12 ∈ (M3(K))(123),

• (M3(K))(23)−1(12) = (M3(K))(132) = KE21 ⇒ E21 ∈ (M3(K))(132),

• (M3(K))(12)−1(123) = (M3(K))(23)−1(123) = (M3(K))(23) = KE13 + KE31 ⇒

E13, E31 ∈ (M3(K))(23),

• (M3(K))(23)−1(123) = (M3(K))(123)−1(23) = (M3(K))(13) = KE23 + KE32 ⇒

E23, E32 ∈ (M3(K))(13).

Como (M3(K))(12) = 0, temos que x(12) = 0 é uma identidade S3-graduada de (M3(K)).

Além disso

0 = (KE12)
2 = (M3(K))2(123) ⊂ (M3(K))(123)2 = (M3(K))(132) 6= 0,

e assim obtemos que x(123)y(123) = 0 é identidade graduada. Similarmente x(132)y(132) =

0 também é identidade graduada. Observe que se

(M3(K))(123)(M3(K))h1 6= 0, (M3(K))h1(M3(K))h2 6= 0

para h1, h2 ∈ S3, então

(M3(K))(123)(M3(K))h1(M3(K))h2 = (M3(K))(123)(M3(K))h1h2

e

(M3(K))h1(M3(K))h2(M3(K))(123) = (M3(K))h1h2(M3(K))(123).

De forma semelhante, a observação acima também é válida para a permutação

(132).

Seja xh11 · · ·xhmm = 0 uma identidade polinomial S3-graduada de M3(K) que

não é consequência de uma identidade semelhante de grau menor. Assim, para algum

1 ≤ i ≤ j ≤ m, a igualdade (M3(K))hi · · · (M3(K))hj = 0 implica que i = 1 e j = m.
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Se hi = e para i = 1, · · · ,m, então Mn(K)eMn(K)h = Mn(K)h, e daí

0 = Mn(K)h1 · · ·Mn(K)hi−1
Mn(K)eMn(K)hi+1

· · ·Mn(K)hm =

= Mn(K)h1 · · ·Mn(K)hi−1
Mn(K)hi+1

· · ·Mn(K)hm

e xh11 · · ·xhi−1,i−1(xe,ixhi+1,i+1) · · ·xhm,m = 0 é consequência da identidade graduada

xh11 · · ·xhi−1,i−1xhi+1,i+1 · · ·xhmm = 0 de M3(K), o que é impossível pela nossa escolha

da identidade. Portanto hi 6= e.

Para todo 1 ≤ i ≤ j ≤ m também podemos assumir que hi · · ·hj 6= (12) pois

x(12) = 0 é uma identidade graduada.

Observe que para m = 2 todas as identidades graduadas xh1xh2 = 0 são

consequências das identidades x(12) = 0, x(123)y(123) = 0, x(132)y(132) = 0.

Se m ≥ 3, assumiremos que h1 6= (123). Senão

(M3(K))(123)(M3(K))h2 · · · (M3(K))hm = 0,

(M3(K))(123)(M3(K))h2(M3(K))h3 = M3(K)(123)(M3(K))h2h3

e teríamos que xh(123),1xh22xh33 · · ·xhmm = 0 é consequência de xh(123),1xh2h3 · · · xhm = 0,

o que é impossível, pois consideramos que identidades deM3(K) não são consequências

de identidades de grau menor. Similarmente podemos assumir que h1 6= (132),

hm 6= (123), (132).

Se m ≥ 4, então hi 6= (123), (132) para todo i. E temos duas possibilidades

a considerar: para todo i temos hi ∈ {(13), (23)}, ou m = 3 e h2 = {(123), (132)}.

Se (M3(K))h1(M3(K))(123)(M3(K))h3 = 0, h1, h3 = (13), (23) e h1(123) 6= (12),

h1(123) 6= (12), então

h1 6= (12)(123)−1 = (13)⇒ h1 = (23), h3 6= (123)−1(12) = (23)⇒ h3 = (13)

mas (M3(K))(23)(M3(K))(123)(M3(K))(13) = KE32 6= 0. Similarmente para h2 = (132).

Assim as únicas possibilidades para considerar são xh11 · · ·xhmm = 0 onde

xhi = (13), (23).

Se m ≥ 3 e hi 6= hi+1 para algum i, então hihi+1 = (13)(23) = (132) ou

hihi+1 = (23)(13) = (123). Em ambos os casos, como (M3(K))(123) e (M3(K))(132)

são unidimensionais podemos obter que:

(M3(K))hi(M3(K))hi+1
= (M3(K))hihi+1

,

(M3(K))h1 · · · (M3(K))hi(M3(K))hi+1
· · · (M3(K))hm = 0
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da mesma forma xh11 · · · xhihi+1,ixhmm = 0 é uma identidade graduada de M3(K) que é

consequência de uma identidade de grau menor.

Se hi = hi+1 para todo i, por exemplo, hi = (13) então usando que

(Mn(K))3(13) = (Mn(K))(13) 6= 0

obtemos que xh11 · · · xhmm = 0 não é uma identidade graduada de M3(K).

Observe que para o caso descrito acima, se limitássemos o grau m dos monômios

xh11 . . . xhmm = 0, que são identidades polinomiais paraM3(K), pelo n0 apresentado na

proposição (2.1.5), teríamos que a quantidade de identidades desta forma seria menor

que n0 = 4s2s+2 = 976.562.500, e na verdade apenas 2 monômios são necessários no

conjunto gerador do TG-ideal em questão. Portanto, a estimativa apresentada não é a

melhor.

Observação 2.2.2 A álgebra das matrizes tem uma gradução natural para o semi-

grupo G com unidade associado ao conjunto das matrizes elementares. Os elementos

de G são 0 e todos os pares (i, j), 1 ≤ i, j ≤ n, e a multiplicação é dada por:

0.(i, j) = (i, j).0 = 0

(i, j).(k, l) = (i, l) se j = k

(i, j).(k, l) = 0 se j 6= k

Então, de maneira análoga ao feito na seção anterior, podemos considerar

álgebras graduadas por semi-grupos e descrever as identidades polinomiais graduadas

de Mn(K) graduadas por um semi-grupo associativo.

Podemos descrever as identidades polinomiais Zn-graduadas e Z-graduadas (Ver

exemplo 1.4.5) para a álgebra Mn(K) utilizando as ideias apresentadas no teorema

2.1.8.

Teorema 2.2.3 [45] Todas as identidades polinomiais da álgebra Zn-graduada Mn(K)

seguem de

x1x2 − x2x1 = 0 , α(x1) = α(x2) = 0;

x1x2x3 − x3x2x1 = 0 , α(x1) = α(x3) = −α(x2).

Demonstração: Basta provar que não são satisfeitas identidades da forma

xh11 · · · xhkk = 0, hi ∈ Zn. De fato, aplicando indução sobre k temos que no
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caso k = 1 é trivial, bastando considerar xh11 = Ea1b1 tal que b1 − a1 = α(xh11).

Suponhamos, por hipótese de indução, que para qualquer monômio de comprimento

k − 1, xh11 · · ·xhk−1,k−1 existe uma substituição

xh11 = Ea1b1 , xh22 = Ea2b2 , . . . , xhk−1k−1 = Eak−1bk−1
, (2.8)

tal que

xh11xh22 . . . xhk−1k−1 = Ea1b1Ea2b2 . . . Eak−1bk−1
= Ea1bk−1

6= 0. (2.9)

Seja xh11 · · ·xhkk um monômio e suponhamos que α(xhk) = hk = t. Consideremos

agora a substituição formada pelos elementos (2.8) e xhk = Ebk−1ak , onde

ak =

 bk−1 + t, se bk−1 + t ≤ n,

bk−1 + t− n, se bk−1 + t > n.

Logo, por 2.9

xh11 · · ·xhkk = Ea1bk−1
Ebk−1bk = Ea1bk 6= 0.

Considerando agora o fato de que o suporte da Zn-graduação de Mn(K) é todo

o Zn, segue imediatamente do teorema 2.1.8 o resultado.

Descreveremos agora as identidades Z-graduada de Mn(K) utilizando as ideias

do teorema 2.1.8.

Teorema 2.2.4 [44] Todas as identidades polinomiais da álgebra Z-graduada Mn(K)

seguem de

x1x2 − x2x1 = 0 , α(x1) = α(x2) = 0; (2.10)

x1x2x3 − x3x2x1 = 0 , α(x1) = α(x3) = −α(x2); (2.11)

x = 0 , |α(x)| ≥ n. (2.12)

Primeiramente apresentaremos algumas de�nições e resultados que serão

utilizados na demonstração do teorema.

Uma substituição S do tipo

xh11 = Ea1b1 , xh22 = Ea2b2 , . . . , xhkk = Eakbk , (2.13)

onde

bs − as = hs, s = 1, 2, . . . , k (2.14)
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é conhecida como substituição Standard.

Para um monômio m = xh11xh22 . . . xhkk e dois inteiros 1 ≤ p ≤ q ≤ k,

denotaremos por m[p,q] a subpalavra obtidada de m descartando os p − 1 primeiros

e os últimos k − q fatores, ou seja,

m[p,q] = xhppxhp+1p+1 . . . xhqq.

Lema 2.2.5 Seja

xh11 = Ea1b1 , xh22 = Ea2b2 , . . . , xhkk = Eakbk , (2.15)

uma substituição Standard tal que max{a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk} = n − t, onde t ≥ 1

(respectivamente min{a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk} = 1 + r, onde r ≥ 1).

(i) Se m(xh11, xh22, . . . , xhkk)|(2.15) = 0, então quando a substituição Standard

xh11 = Ea′1b′1 , xh22 = Ea′2b′2 , . . . , xhkk = Ea′kb′k , (2.16)

com a′s = as + t e b′s = bs + t (resp. a′s = as − r e a′s = bs − r), s = 1, 2, . . . , k, é

feita, temos

m(xh11, xh22, . . . , xhkk)|(2.16) = 0

(ii) Se m(xh11, xh22, . . . , xhkk)|(2.15) = Ea1bk , então m(xh11, xh22, . . . , xhkk)|(2.16) =

Ea′1b′k .

Demonstração:

(i) Da igualdade

m|(2.15) = Ea1b1Ea2b2 . . . Eakbk = 0,

temos que bs 6= as+1 para algum s ∈ {1, 2, . . . , k − 1}. Então

b′s = bs + t 6= as+1 + t = a′s+1 (resp. b′s = bs − r 6= as+1 − r = a′s+1).

Portanto, m|(2.16) = 0.

(ii) Para s = 1, . . . , k − 1, a igualdade bs = as+1, nos dá b′s = a′s+1. Portanto,

m|(2.16) = Ea′1b′1Ea′2b′2 . . . Ea′kb′k = Ea′1b′k ,

concluindo assim a demonstração.

Para um monômio graduado m(xh11, xh22, . . . , xhkk) = xi1xi2 . . . xik e 1 ≤ p ≤

q ≤ k, denotaremos por |α(m[p,q])| o valor absoluto do grau da subpalavra m[p,q].

Consideremos

α̂(m) = max{|α(m[p,q])| / 1 ≤ p ≤ q ≤ k}.
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Lema 2.2.6 Se

xh00xh11xh22 . . . xhkk = 0,

é uma identidade graduada de Mn(K), com α̂(xh00m) ≤ n − 1, onde m =

xh11xh22 . . . xhkk, então xh11xh22 . . . xhkk = 0 é uma identidade que é consequência das

identidades (2.12).

Demonstração:

Suponhamos, por contradição, que existe uma substituição Standard S tal que

m|S = Ea1bk 6= 0.

Analisaremos dois casos.

Caso 1: α(xh00) = h0 ≥ 0.

Podemos supor sem perda de generalidade que

max{a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk} = n,

pois se max{a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk} = n − t com t ≥ 1, então, pelo Lema 2.2.5, a

substituição S ′ da forma xs = Ea′sb′s , com a′s = as + t e b′s = bs + t, s = 1, 2, . . . , k é tal

que max{a′1, b′1, a′2, b′2, . . . , a′k, b′k} = n e m|S′ 6= 0.

Como m|S 6= 0 temos que

b1 = a2, . . . .bk−1 = ak. (2.17)

Então, se max{b1, b2, . . . , bk} < n, tem-se a1 = n. Logo,

n− h0 ≤ n, de onde, a1 − h0 ≤ n.

Além disso,

h0 = |h0| ≤ α̂(xh00m) ≤ n− 1, ou seja, 1 ≤ a1 − h0.

Portanto, 1 ≤ a1 − h0 ≤ n.

Agora vamos supor que max{b1, b2, . . . , bk} = n e consideremos n = br, para

algum 1 ≤ r ≤ k. Temos

α(xh00m
[1,r]) = α(xh00) + br − a1 = h0 + n− a1.

Combinando isto com α(xh00m
[1,r]) ≤ |α(xh00m

[1,r])| ≤ α̂(xh00m) ≤ n− 1, obtemos que

h0 + n− a1 ≤ n− 1, isto é, 1 ≤ a1 − h0.
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Além disso, a1 ≤ n ≤ h0 + n, isto é, a1 − h0 ≤ n . Daí, 1 ≤ a1 − h0 ≤ n.

Caso 2: α(xh00) = h0 < 0.

De maneira semelhante ao caso anterior, também podemos supor que

min{a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk} = 1.

Em virtude de (2.17) se min{b1, b2, . . . , bk} > 1, então a1 = 1 para m|S 6= 0. Daí,

1 = a1 < a1 − h0.

Além do mais, por −h0 = |h0| ≤ α̂(xh00m) ≤ n− 1, temos que a1 − h0 = 1− h0 ≤ n.

Suponhamos agora que min{b1, b2, . . . , bk} = 1 e tome r ∈ {1, 2, . . . , k} tal que

1 = br. Temos

α(xh00m
[1,r]) = α(xh00) + br − a1 = h0 + 1− a1.

Combinando isto com

−α(xh00m
[1,r]) ≤ |α(xh00m

[1,r])| ≤ α̂(xh00m) ≤ n− 1,

obtemos que −h0 − 1 + a1 ≤ n− 1, isto é, a1 − h0 ≤ n. Por outro lado,

1 ≤ a1 < a1 − h0, ou seja, 1 ≤ a1 − h0.

Logo, 1 ≤ a1 − h0 ≤ n.

Finalmente, escolha a0 = a1 − h0, b0 = a1 e pelo que foi exposto anteriormente,

de fato 1 ≤ a0 ≤ n. Considerando a substituição Standard S ′ formada por S e

xh00 = Ea0,b0 , temos que

(xh00m)|S′ = Ea0,b0Ea1bk = Ea0,bk 6= 0,

contradizendo a hipótese do Lema.

Demonstração: (Do teorema 2.2.4)

Pelo corolário (2.1.9), basta demonstrar que toda identidade do tipo

xh11xh22 . . . xhkk é consequência de identidades da forma xh00.

Com efeito, se | α̂(xh11xh22 . . . xhkk) |≤ n− 1, então, usando o Lema(2.2.6) várias

vezes, concluímos que (xhkk) é identidade, o que é um absurdo!

Portanto,

| α̂(xh11xh22 . . . xhkk) |≥ n
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e existem i, j tais que h0 = α(xhii . . . xhjj) tem módulo maior ou igual a n. Assim

xh11xh22 . . . xhkk pode ser obtido de

xh11xh22 . . . xhi−1i−1xh00xhi+1i+1 . . . xhkk

substituindo xh00 por xhii . . . xhjj. Mas, este último é consequência de xh00, concluindo

assim nossa demonstração.
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Capítulo 3

Identidades Graduadas em Mn(K),

charK = p

No capítulo anterior descrevemos as identidades polinomiais graduadas para a

álgebra Mn(K) considerando K um corpo de caracteristica zero com uma graduação

elementar. Neste capítulo, baseados nos artigos [2] e [3], trataremos das identidades

graduadas para a álgebra Mn(K) sobre corpos in�nitos, generalizando os trabalhos de

Vasilovsky [44] e [45], e descreveremos as identidades Zn-graduadas e Z-graduadas para

a álgebra Mn(K).

Até o �nal deste capítulo consideraremos que K é um corpo in�nito.

3.1 Identidades Zn-graduadas de Mn(K)

Vasilovsky [45] provou que quando K é um corpo de característica 0 todas as

identidades Zn-graduadas da álgebra Mn(K) seguem das identidades

x1x2 = x2x1, α(x1) = α(x2) = 0

x1x2x3 = x3x2x1, α(x1) = −α(x2) = α(x3).

Utilizando matrizes genéricas foi provado por Azevedo [3] que estes resultados ainda

são válidos para corpos in�nitos.

Com base na notação já estabelecida no capítulo 1, podemos descrever uma Zn-

graduação natural para Mn(K), onde Mn(K)0 consiste das matrizes da forma




a1,1 0 · · · 0

0 a2,2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · an,n

 , a1,1, a2,2, . . . , an,n ∈ K

e, para 0 < t ≤ n− 1, Mn(K)t consiste das matrizes



0 · · · 0 a1,t+1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 a2,t+2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · an−t,n

an−t+1,1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · an,t 0 0 · · · 0


onde a1,t+1, a2,t+2, . . . , an−t,n, an−t+1,1, . . . , an,t ∈ K. E como já vimos no exemplo 1.4.5,

os subespaços acima de�nem uma Zn-graduação para álgebra Mn(K).

Seja I o ideal das identidades Zn-graduadas de K〈X〉 gerado pelas identidades

graduadas x1x2 = x2x1, com α(x1) = α(x2) = 0, e x1x2x3 = x3x2x1, com α(x1) =

−α(x2) = α(x3).

Lema 3.1.1 A álgebra Zn-graduada Mn(K) satisfaz todas as identidades graduadas do

Tn-ideal I.

Demonstração: A demonstração é feita de modo análogo ao lema 2.1.4.

Seja Ω = K[yαi | i ∈ N, α ∈ Zn] a álgebra dos polinômios comutativos gerada

pelas variáveis yαi . Para cada α ∈ Zn, seja Mn(Ω)α o subespaço de Mn(Ω) que consiste

de matrizes da forma
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

0 · · · 0 f1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 f2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · fn−i

fn−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · fn 0 0 · · · 0


onde f1, . . . , fn ∈ Ω e i = α. O próximo lema mostra que a decomposição acima de�ne

uma Zn- graduação para a álgebra Mn(Ω).

Lema 3.1.2 Sejam

A =



0 · · · 0 a1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 a2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · an−i

an−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · an 0 0 · · · 0



B =



0 · · · 0 b1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 b2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · bn−j

bn−j+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · bn 0 0 · · · 0


matrizes de Mn(Ω), onde 0 ≤ i, j ≤ n− 1. Então
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AB =



0 · · · 0 a1bi1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 a2bi2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · axbix
ax+1bix+1 · · · 0 0 0 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · anbin 0 0 · · · 0


onde ik = (i+ k − 1) mod n+ 1 e x = n− (i+ j) mod n.

Demonstração: O elemento a1 está na posição (1, i + 1) da matriz A. Logo, como

k = 1, temos que i1 = i+ 1 = (i+ k − 1) mod n+ 1.

Para k ≥ 2, a posição do elemento ak é (k, i + k) se i + k ≤ n ou, (k, i + k − n)

se i + k > n. Logo, a posição de ak é (k, (i + k − 1) mod n + 1). Portanto,

ik = (i+ k − 1) mod n+ 1 .

O elemento axbix está na última coluna da matriz AB. Por outro lado, como

bn−j está na última coluna da matriz B, sabemos que n − j = ix. Portanto,

n− j = (i+ x− 1) mod n+ 1. Há dois possíveis casos:

Se 0 ≤ i+x−1 < n, então n− j = i+x, donde x = n− (i+ j). Como 1 ≤ x ≤ n,

temos que 0 ≤ i+ j ≤ n− 1. Logo x = n− (i+ j) mod n.

Por outro lado se n ≤ i + x − 1 ≤ 2n − 2, então n − j = i + x − n, donde

x = n − (i + j − n). Como 1 ≤ x ≤ n, temos que 0 ≤ i + j − n ≤ n − 1. Logo

x = n− (i+ j − n) mod n = n− (i+ j) mod n.

Denote por F a subálgebra Zn-graduada de Mn(Ω) gerada pelas matrizes

Ai =



0 · · · 0 y
(0)
i 0 · · · 0

0 · · · 0 0 y
(1)
i · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · y
(−α(xi)−1)
i

y
(−α(xi))
i · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · y
(n−1)
i 0 0 · · · 0


onde Ai ∈Mn(Ω)α(xi), para i ∈ N.
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Lema 3.1.3 A álgebra Zn-graduada relativamente livre K〈X〉/Tn(Mn(K)) é isomorfa

à álgebra F .

Demonstração: A aplicação φ : K〈X〉 → F de�nida por φ(f(x1, . . . , xm)) =

f(A1, . . . , Am) é um homomor�smo Zn-graduado. Claramente, φ é sobrejetiva. Além

disso, kerφ = Tn(Mn(K)) e φ induz um isomor�smo.

Observação 3.1.4 Seja f(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉. Temos que Ai ∈ Mn(Ω)α(xi) e

f(A1, A2, . . . , Am) = (Fij)n×n, onde Fij ∈ Ω. De K ser in�nito segue que Fij se

anula para quaisquer valores de yαi em K se, e somente se, Fij é o polinômio nulo.

Logo, f ∈ I se, e somente se, f(A1, A2, . . . , Am) = 0.

Lema 3.1.5 Para todo monômio 0 6= m(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉 de comprimento q,

existem inteiros 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ iq ≤ m e elementos α1, . . . , αn de Zn tais que

m(A1, . . . , Am) =



0 · · · 0 ω0 0 · · · 0

0 · · · 0 0 ω1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · ω−α(xi)−1
ω−α(xi) · · · 0 0 0 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · ωn−1 0 0 · · · 0


onde ωδ = y

(α1+δ)
i1

. . . y
(αq+δ)
iq

.

Demonstração: Usamos indução sobre o comprimento de m. Se q = 1, obviamente

temos o resultado. Se q > 1, então existe um monômio 0 6= n(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉 de

comprimento q − 1 tal que m(x1, . . . , xm) = n(x1, . . . , xm)xi, onde 1 ≤ i ≤ m. Pela

hipótese de indução e o Lema (3.1.2), podemos concluir a demonstração.

Lema 3.1.6 Sejam m(x1, . . . , xm) e n(x1, . . . , xm) dois monômios de K〈X〉. Se as

matrizes m(A1, . . . , Am) e n(A1, . . . , Am) têm na primeira linha a mesma entrada não-

nula, então m(A1, . . . , Am) = n(A1, . . . , Am).

Demonstração: Segue imediatamente do Lema(3.1.5).

Lema 3.1.7 Sejam m(x1, . . . , xm) e n(x1, . . . , xm) dois polinômios de K〈X〉. Se

m(A1, . . . , Am) = n(A1, . . . , Am), então m(x1, . . . , xm) ≡ n(x1, . . . , xm)(mod I).
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Demonstração: Se m(A1, . . . , Am) e n(A1, . . . , Am) têm na primeira linha a mesma

entrada não-nula, vimos pelo lema (3.1.5) que m(A1, . . . , Am) = n(A1, . . . , Am).

Seja q o comprimento de m. Usaremos indução sobre q. Se q = 1, obviamente

temos o resultado. Suponhamos então que q > 1.

A�rmamos que se xp é uma variável de m(x1, . . . , xk) e m1, . . . ,ml são monômios

de K〈X〉 tais que m = m1xpm2xpm3 . . .ml−1xpml, então existem monômios n1, . . . , nl

em K〈X〉 e uma correspondência biunívoca ϕ : {1, . . . , l} → {1, . . . , l} tais que

n = n1xpn2xpn3 . . . nl−1xpnl e α(m1xpm2 . . .mt) = α(n1xpn2 . . . nϕ(t)).

Suponhamos que xp é uma variável dem(x1, . . . , xk) em1 em2 são dois monômios

de K〈X〉 tais que m = m1xpm2. Pelo Lema (3.1.5), sabemos que existem monômios

ω1, . . . , ωn, η1, . . . , ηn, de Ω e inteiros 0 ≤ i, j ≤ n− 1 tais que

m1(A1, . . . , Ak) =



0 · · · 0 ω1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 ω2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · ωn−i

ωn−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · ωn 0 0 · · · 0


e

m2(A1, . . . , Ak) =



0 · · · 0 η1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 η2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · ηn−j

ηn−j+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...

0 · · · ηn 0 0 · · · 0


observe que os graus homogêneos de m1(A1, . . . , Ak) e m2(A1, . . . , Ak) em F são

respectivamente i e j. Pelo Lema (3.1.2), temos que m1(A1, . . . , Ak)Ap é igual a
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

0 · · · 0 ω1y
(α1)
p 0 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · ωxy
(αx)
p

ωx+1y
(αx+1)
p · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · ωny
(αn)
p 0 0 · · · 0


onde αr = (i+ r − 1) e x = n − (i + ap) mod n, sendo α(xp) = ap . Logo a matriz

m(A1, . . . , Ak) = m1(A1, . . . , Ak)Apm2(A1, . . . , Ak) é igual a

0 · · · 0 ω1y
(i1)
p ηj1 0 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · ωyy
(iy)
p ηjy

ωy+1y
(iy+1)
p · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · ωny
(in)
p ηjn 0 0 · · · 0


onde js = (n−x+ s−1) mod n+ 1 e y = n− (n−x+ j) mod n. Assim a variável y(α1)

p

deve aparecer pelo menos uma vez na primeira linha de n(A1, . . . , Ak). Aplicando o

mesmo raciocínio a n, existem dois monômios n1 e n2 em K〈X〉 tais que n = n1xpn2 e

n1(A1, . . . , Ak) tem grau i em F , porque caso contrário a variável y(α1)
p não apareceria

na primeira linha de n(A1, . . . , Ak). Uma vez que m1(A1, . . . , Ak) e n1(A1, . . . , Ak)

têm o mesmo grau em F temos que α(m1) = α(n1) e assim podemos concluir nossa

a�rmação.

Seja xi a primeira variável de m. Logo existem dois monômios n1 e n2 de K〈X〉

tais que n = n1xin2 e α(n1) = 0. Temos três casos a considerar:

Caso 1: Existem dois monômios m1 e m2 em K〈X〉 tais que m = xim1xim2

e α(xim1) = 0. Então existem três monômios n3, n4, n5 em K〈X〉 tais que n =

n3xin4xin5, α(n3) = 0 e α(n3xin4) = 0.

Caso 2: Existem duas variáveis xa e xb, e seis monômios m1,m2, n3, n4, n5, n6 em

K〈X〉 tais que m = m1xaxbm2, n = n3xan4xin5xbn6, n1 = n3xan4, α(m1) = α(n3) e

α(m1xa) = α(n3xan4xin5). Então com cálculo simples veri�camos que α(n4xin5) = 0.
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Caso 3: Não ocorre nenhum dos casos anteriores. Considere m = xi1 . . . xiq .

Seja r um inteiro de {1, . . . , q − 1} e sejam n3, n4, n5, n6 monômios de K〈X〉 tais

que n1 = n3xirn4, α(n3) = α(xi1 , . . . , xir−1), n = n5xir+1n6, α(n5) = α(xi1 . . . xir).

Então o comprimento de n5 é menor que o comprimento de n1, para que não

ocorram os casos anteriores (se o comprimento de n5 é igual ao comprimento de

n1 então ocorre o caso 1, se é maior ocorre o caso 2). Aplicando a mesma ideia a

r + 1, r + 2, . . . , concluimos que existe r0 ∈ {1, . . . , q} tal que para r ≥ r0, todo xir

aparece em n1 está em xir0xir0+1 . . . xiq . Logo n1 e xir0xir0+1 . . . xiq possuem o mesmo

multigrau. Sejam m3,m4,m5 monômios de K〈X〉 tais que m = m3m4xjm5 onde

xj é a primeira variável de n, α(m3m4) = 0 e m4xjm5 = xir0xir0+1 . . . xiq , portanto

α(m4xjm5) = α(xir0xir0+1 . . . xiq) = α(n1) = 0.

Trocando as letras m e n se ocorre o caso 3, podemos concluir que existem

quatro monômios n7, n8, n9, n10 em K〈X〉 tais que n = n7n8xin9n10, α(n7n8) = 0 e

α(n8xin9) = 0. De�nimos:

w(x1, . . . , xk) =

 xin9n7n8n10, se α(n8) = 0,

xin9n8n7n10, se α(n8) 6= 0.

Se α(n8) = 0 então α(xin9) = 0 e, usando a identidade x1x2 = x2x1 com α(x1) =

α(x2) = 0, temos que w(x1, . . . , xk) ≡ n(x1, . . . , xk)(mod I). Por outro lado, se

α(n8) 6= 0 então α(n7) = α(xin9) = −α(n8) e, usando a identidade x1x2x3 = x3x2x1

com α(x1) = −α(x2) = α(x3), temos que w(x1, . . . , xk) ≡ n(x1, . . . , xk)(mod I).

Como

w(x1, . . . , xk)− n(x1, . . . , xk) ∈ I ⊆ Tn(Mn(K)) = Tn(R),

temos que

w(A1, . . . , Ak) = n(A1, . . . , Ak) = m(A1, . . . , Ak).

Se w0 e m0 são monômios de K〈X〉 tais que w = xiw0 e m = xim0 então usando

o fato que a álgebra Zn-graduada Mn(K) satisfaz todas as identidades graduadas

do Tn-ideal I é fácil ver que w0(A1, . . . , Ak) = m0(A1, . . . , Ak). Pela hipótese de

indução, temos que w0(x1, . . . , xk) ≡ m0(x1, . . . , xk)(mod I), portanto w(x1, . . . , xk) ≡

m(x1, . . . , xk)(mod I).
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Teorema 3.1.8 Todas as identidades polinomiais graduadas da álgebra Zn-graduada
Mn(K) seguem de:

x1x2 = x2x1, α(x1) = α(x2) = 0

x1x2x3 = x3x2x1, α(x1) = −α(x2) = α(x3).

Demonstração:

Sabemos que I ⊆ Tn(Mn(K)). Por isso, basta mostrarmos a inclusão contrária.

Como o corpoK é in�nito precisamos apenas provar que qualquer identidade polinomial

graduada multi-homogênea f(x1, . . . , xm) = 0 de Mn(K) pertence a I. Seja r o menor

inteiro não-negativo para o qual o polinômio f pode ser expresso módulo I como uma

combinação linear de r monômios multi-homogêneos:

f ≡
r∑
q=1

aqmq (mod I)

onde 0 6= aq ∈ K,m1,m2, . . . ,mr ∈ K〈X〉. Mostraremos que r = 0. Suponhamos, pelo

contrário, que r > 0. Pelo Lema (3.1.3), sabemos que f ∈ Tn(F ). Como

a1m1(A1, A2, . . . , Am) = −
r∑
q=2

aqmq(A1, . . . , Am)

segue que existe p ∈ {2, 3, . . . , r} tal que m1(A1, . . . , Am) e mp(A1, . . . , Am) têm na

primeira linha a mesma entrada não-nula. Então, pelos Lemas (3.1.6) e (3.1.7),

m1 ≡ mp (mod I) e

f ≡ (a1 + ap)m1 +

p−1∑
q=2

aqmq +
r∑

q=p+1

aqmq (mod I)

Portanto f pode ser expresso módulo I como uma combinação linear de no máximo

r − 1 monômios multi-homogêneos, o que contradiz nossa escolha do número r.

3.2 Identidades Z-graduadas de Mn(K)

Ao tentar descrever as identidades Zn-graduadas da álgebra Mn(K), Vasilovsky

[45] encontrou uma base para as identidades Z-graduadas dessa álgebra sobre um corpo

de característica zero. Esse resultado também pode ser generalizado para os corpos

in�nitos, conforme foi provado por Azevedo [3].
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Para cada α ∈ Z, seja Mn(K)α o subespaço de Mn(K) gerado por todas as

matrizes elementares Eij tais que j − i = α. Assim, Mn(K)0 consiste das matrizes da

forma 
a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · an

 , a1, a2, . . . , an ∈ K

e, para 0 < α ≤ n− 1, Mn(K)α consiste das matrizes da forma



0 · · · 0 a1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 a2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · an−α

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0


, a1, a2, . . . , an−α ∈ K,

enquanto Mn(K)−α consiste das matrizes da forma



0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0

a1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 a2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · an−α 0 · · · 0


, a1, a2, . . . , an−α ∈ K.

Finalmente, Mn(K)α = 0 para | α |≥ n. Como EijEjs = Eis se j = r, e EijErs = 0 se

j 6= r, segue que Mn(K)αMn(K)β ⊆Mn(K)α+β para α, β ∈ Z, portanto os subespaços

acima de�nem uma Z-graduação para álgebra Mn(K).

Seja Ω = K[y
(k)
i | i ∈ N, 1 ≤ k ≤ n] a álgebra dos polinômios comutativos gerada

pelas variáveis y(k)i . Se 0 ≤ α ≤ n− 1, então Mn(Ω)α consiste de todas as matrizes da
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forma 

0 · · · 0 f1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 f2 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · fn−α

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0


onde f1, . . . , fn−α ∈ Ω. Analogamente Mn(K)−α consite das matrizes da forma



0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0

f1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 f2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · fn−α 0 · · · 0


com f1, . . . , fn−α ∈ Ω. Se | α |≥ n, então Mn(Ω)α = 0.

Denote por F a subálgebra Z-graduada de Mn(Ω) gerada pelas matrizes

Ai =



0 · · · 0 y
(1)
i 0 · · · 0

0 · · · 0 0 y
(2)
i · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · y
(n−α(xi))
i

0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0



onde 0 ≤ α(xi) ≤ n− 1,
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Ai =



0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0

y
(1)
i 0 · · · 0 0 · · · 0

0 y
(2)
i · · · 0 0 · · · 0

...
...

. . .
...

...
...

0 0 · · · y
(n+α(xi))
i 0 · · · 0


onde −n+ 1 ≤ α(xi) ≤ −1, e Ai = 0 se | α(xi) |≥ n.

Lema 3.2.1 A álgebra Z-graduada relativamente livre K〈X〉/TZ(Mn(K)) é isomorfa

à álgebra F .

Demonstração: A demonstração é feita de forma análoga à demonstração do lema

3.1.3.

Seja I o ideal das identidades Z-graduadas de K〈X〉 gerado pelas identidades

graduadas

x1 = 0 , |α(x1)| ≥ n;

x1x2 − x2x1 = 0 , α(x1) = α(x2) = 0;

x1x2x3 − x3x2x1 = 0 , α(x1) = α(x3) = −α(x2),

Lema 3.2.2 A álgebra Z-graduada Mn(K) satisfaz todas as identidades graduadas do

TZ-ideal I.

Demonstração: A demonstração é feita de forma análoga à demonstração do Lema

(2.1.4)

Lema 3.2.3 Seja m = xi1 . . . xiq um monômio de grau α. Se Ai1 . . . Aiq 6= 0, então

existem 1 ≤ s ≤ t ≤ n ∈ N tais que Ai1 . . . Aiq =
∑t

i=s ωiei,i+α onde ωi = y
(h1,i)
i1

. . . y
(hq ,i)
iq

e hj,i+1 = hj,i + 1 para todo s ≤ i ≤ t− 1, 1 ≤ j ≤ q.

Demonstração: Usaremos indução sobre q. Se q = 1, é trivial. Supondo q > 1 e

aplicando a hipótese de indução para o monômio xil . . . xiq−1 e multiplicando as matrizes

Ai1 . . . Aiq−1 e Aiq temos o resultado.
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Lema 3.2.4 Seja m(x1, . . . , xm) um monômio de K〈X〉. Se m = 0 é uma identidade

polinomial Z-graduada de Mn(K), então m pertence ao ideal I.

Demonstração: Se m = xi1 . . . xiq , seja n = xj1 . . . xjq um monômio multilinear

tal que α(xjm) = α(xim). Cada entrada da matriz Ai1 . . . Aiq ou é nula ou é um

monômio da forma y(α1)
i1

. . . y
(αq)
iq

para α1, . . . , αq ∈ {1, . . . , n}. As matrizes Aim e Ajm

tem entradas nulas nas mesmas posições, e em uma determinada posição da matriz Aim

será y(α)im
se, e somente se, a Ajm for y(α)jm

. Portanto, onde a matriz Ai1 . . . Aiq for 0 a

matriz Aj1 . . . Ajq também será 0, e onde a matriz Ai1 . . . Aiq for y
(α1)
i1

. . . y
(αq)
iq

a matriz

Aj1 . . . Ajq também será y(α1)
j1

. . . y
(αq)
jq

. Assim, m ∈ TZ(Mn(K)) = TZ(F )(Lema 3.2.1) e

temos que Ai1 . . . Aiq = 0 implica que Aj1 . . . Ajq = 0. Por isso n = 0 é uma identidade

polinomial Z- graduada de Mn(K) e n ∈ I. Substituindo a variável xjm 7→ xim segue

que m ∈ I, pois I é um TZ-ideal.

Lema 3.2.5 Sejam m(x1, . . . , xm) e n(x1, . . . , xm) monômios de K〈X〉. Se as

matrizes m(A1, . . . , Am) e n(A1, . . . , Am) têm na mesma posição a mesma entrada

não-nula então m(x1, . . . , xm) = n(x1, . . . , xm) (mod I).

Demonstração: Seja (h, k) a posição onde as matrizes m(x1, . . . , xm) e n(x1, . . . , xm)

têm a mesma entrada não-nula. Seja q o comprimento de m. Usaremos indução sobre

q. Se q = 1, o resultado é óbvio. Suponha que q > 1.

Suponhamos que xp é uma variável dem(x1, . . . , xk) em1 em2 são dois monômios

de K〈X〉 tais que m = m1xpm2. Denote por r = α(m1), s = α(xp), t = α(m2). Pelo

Lema (3.2.3) a (h, k)-entrada de m(x1, . . . , xm) é obtida pelo produto:

(ω
′

heh,h+r)y
(i)
p eh+r,k−t(ω

′′

k−tek−t,k)

onde i = h + r se α(xp) ≥ 0, caso contrário i = k − t. Daí xp ocorre em n, e Ap em

n(A1, . . . , Am). Observe que para cada produto B := Aj1 . . . Ajq não-nulo de matrizes

genéricas, cada matriz Al contribui com uma entrada não-nula em B exatamente uma

vez com uma variável adequada, a saber yel . Portanto, podemos assumir que existem

subpalavras n1, n2 de n tais que n = n1xpn2 e Ap que contribuem com y
(i)
p para o cálculo

da (h, k)- entrada de n(A1, . . . , Am). (observe que se n1 = 1 então n1(A1, . . . , Am) é

uma matriz identidade). Usando o Lema (3.2.3) mais uma vez, sabemos que a (h, k)-

entrada de n(A1, . . . , Am) é obtida pelo produto:

(η
′

heh,h+r)y
(i)
p eh+r,k−t(η

′′

k−tek−t,k)
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onde η
′

h é a (h, h + r)-entrada de n1(A1, . . . , Am) e η
′′

k−t é a (k − t, k)-entrada de

n2(A1, . . . , Am). Observe que η
′

h é não-nula pois a (h, k)-entrada de n(A1, . . . , Am)

é não-nula, então n1(A1, . . . , Am) tem uma entrada não-nula na posição (h, h + r).

Daí o Z-grau de n1(A1, . . . , Am) em F é r e α(n1) = r = α(m1). Portanto, podemos

concluir que se xp é uma variável de m(x1, . . . , xm) e m1, . . . ,ml são monômios de

K〈X〉 tais que m = m1xpm2xpm3 . . .ml−1xpml, então existem monômios n1, . . . ,nl

em K〈X〉 e uma correspondência biunívoca ϕ : {1, . . . , l} → {1, . . . , l} tais que

n = n1xpn2xpn3 . . .nl−1xpnl e α(m1xpm2 . . .mt) = α(n1xpn2 . . .nϕ(t)).

Mostraremos que existem monômios ω1, ω2 tal que m ≡ ω1(mod I), n ≡

ω2(mod I) e ω1, ω2 começam com a mesma variável. Seja xi a primeira variável de

m. Logo existem dois monômios n1 e n2 de K〈X〉 tais que n = n1xin2 e α(n1) = 0.

Temos três casos a considerar:

Caso 1: Existem dois monômios m1 e m2 em K〈X〉 tais que m = xim1xim2

e α(xim1) = 0. Então existem três monômios n3,n4,n5 em K〈X〉 tal que n =

n3xin4xin5, α(n3) = α(n3xin4) = 0. Logo, α(xin4) = 0 e portanto n ≡

xin4n3xin5 (mod I).

Caso 2: Existem duas variáveis xa e xb, e seis monômiosm1,m2,n3,n4,n5,n6 em

K〈X〉 tais que m = m1xaxbm2, n = n3xan4xin5xbn6, n1 = n3xan4, α(m1) = α(n3) e

α(m1xa) = α(n3xan4xin5). Então com cálculo simples veri�camos que α(n4xin5 = 0).

Caso 3: Não ocorre nenhum dos casos anteriores. Considere m = xi1 . . . xiq .

Seja xl a variável que ocorre em n1, isto é, n1 = n3xln4. Então existe r ∈ {1, . . . , q} tal

que xl = xir e α(n3) = α(xi1 . . . xir−1). Assuma que r 6= q e seja n5 e n6 dois monômios

tais que n = n5xir+1n6 e α(n5) = α(xi1 . . . xir). Então o comprimento de n5 é menor

que o comprimento de n1, para que os casos anteriores não aconteça (se o comprimento

de n5 é igual ao comprimento de n1 então teremos o caso 1, se o comprimento é maior

temos o caso 2). Deste modo xir+1 também aparece em n1. Concluimos que existe

r0 ∈ {1, . . . , q} tal que os monômios n1 e xir0xir0+1 . . . xiq são multi-homogêneos. Seja

xj a primeira variável de n , então existem monômios m3,m4,m5 monômios tal que

m = m3m4xjm5, α(m3m4) = 0 e m4xjm5 = xir0xir0+1 . . . xiq . Portanto α(m4xjm5) =

α(xir0xir0+1 . . . xiq) = α(n1) = 0. Então segue que α(m3) = −α(m4) = α(xjm5) e

m ≡ xjm5m4m3(mod I) que começa como n.

Considere agora x a primeira variável de ω1 e ω2, e sejam ω
′
1 e ω

′
2 dois monômios
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tais que ω1 = xω
′
1 e ω2 = xω

′
2. Como m − ω1 e n − ω2 pertencem a I ⊆

TZ(Mn(K)) = TZ(F ), temos que m(A1, . . . , Am) = ω1(A1, . . . , Am) e n(A1, . . . , Am) =

ω2(A1, . . . , Am). Então as matrizes ω
′
1(A1, . . . , Am) e ω

′
2(A1, . . . , Am) tem na mesma

posição a mesma entrada não-nula, porque acontece o mesmo com ω1(A1, . . . , Am)

e ω2(A1, . . . , Am). Por hipótese de indução, temos ω
′
1 ≡ ω

′
2(mod I), portanto

ω1 ≡ ω2(mod I), o que conclui a demonstração.

Teorema 3.2.6 Todas as identidades polinomiais graduadas da álgebra Z- graduada
Mn(K) seguem de

x1 = 0 , |α(x1)| ≥ n;

x1x2 − x2x1 = 0 , α(x1) = α(x2) = 0;

x1x2x3 − x3x2x1 = 0 , α(x1) = α(x3) = −α(x2),

Demonstração: Pelo Lema (3.2.2), sabemos que I ⊆ TZ(Mn(K)). Por isso, basta

mostrarmos a inclusão contrária. Como o corpo K é in�nito precisamos apenas provar

que qualquer identidade polinomial graduada multi-homogênea f(x1, . . . , xm) = 0 de

Mn(K) pertence a I. Seja r o menor inteiro não-negativo para o qual o polinômio

f pode ser expresso módulo I como uma combinação linear de r monômios multi-

homogêneos:

f ≡
r∑
q=1

aqmq (mod I)

onde 0 6= aq ∈ K, m1,m2, . . . ,mr ∈ K〈X〉. Observe que |α(mi)| < n para todo

i ∈ {1, . . . , r}, pois senão mi ∈ I. Mostraremos que r = 0. Suponhamos pelo contrário

que r > 0. Pelo Lema (3.2.1), sabemos que f ∈ TZ(F ). Como:

a1m1(A1, A2, . . . , Am) = −
r∑
q=2

aqmq(A1, . . . , Am)

segue que existe p ∈ {2, 3, . . . , r} tal que m1(A1, . . . , Am) e mp(A1, . . . , Am) têm na

primeira linha a mesma entrada não-nula. Então, pelo Lema (3.2.5), m1 ≡ mp (mod I)

e

f ≡ (a1 + ap)m1 +

p−1∑
q=2

aqmq +
r∑

q=p+1

aqmq (mod I)

Portanto f pode ser expresso módulo I como uma combinação linear de no máximo

r − 1 monômios multi-homogêneos, o que contradiz nossa escolha do número r.
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