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Abstract

The main theme of this dissertation is the description of the graded polynomial
identities of the algebra M, (K). Different methods are used depending on the
characteristic of the field: if Char K = 0, the description of the graded identities
is reduced to the description of the multilinear graded identities, what was done in
Chapter 2, where the identities of M, (K) are described for a wide class of elementary
gradings; if Char K =p>0 and K is infinite, the description of the graded identities is
reduced to the study of the multi-homogeneous identities, wich makes it harder, and
techniques such as the construction of generic algebras are necessary. In Chapter 3 the

Z and Z,-graded identities of M, (K) are described for an infinite field K.

Keywords: Graded Algebras, Matrix Algebras, (G-Graded Identities.
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Resumo

O tema central desta dissertacao é a descricao das identidades polinomiais
graduadas da algebra M, (K). Métodos diferentes sao empregados conforme a
caracteristica do corpo: se Char K = 0, a descricao das identidades graduadas se
reduz a descricao das identidades multilineares, o que foi feito no Capitulo 2, onde sao
descritas as identidade de M, (K) com uma classe ampla de graduagoes elementares;
se Char K =p>0 e K ¢ infinito, a descricao das identidades graduadas é reduzida
a descricao das identidades multi-homogéneas, que torna o problema mais dificil, e
técnicas como a construcao de algebras genéricas sao necessarias. No Capitulo 3 sao

descritas as identidades Z e Z,-graduadas de M, (K) para um corpo infinito K.

Palavras-chave: Algebras Graduadas, Algebras Matriciais, Identidades G-
Graduadas.
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Introducao

A Teoria das PI-Algebras (do inglés Polynomial Identity), também chamada
PI-Teoria, ¢ um ramo da algebra que estuda a classe das algebras que satisfazem
uma identidade polinomial, isto é, a classe das Pl-algebras. As principais linhas de
pesquisa envolvem a descricao da estrutura de uma &algebra sabendo que ela satisfaz
uma identidade polinomial, o estudo dos T-ideais e variedades de algebras, que sao
classes de dlgebras determinadas por um sistema de identidades polinomiais, e o estudo
das identidades polinomiais satisfeitas por uma &algebra A.

Uma identidade polinomial de uma algebra A é um polinémio f(xq, s, ..., z,)
em varidveis nao comutativas que se anula quando avaliado em quaisquer elementos de
A, e se existe uma identidade polinomial nao nula desta algebra dizemos que A é uma
PI-algebra. O polindémio f(zq,x2) = 122 — 221 € uma identidade polinomial para
qualquer algebra comutativa, o polinémio standard .S,, ¢ uma identidade para qualquer
algebra de dimensao menor que n, as algebras nilpotentes satisfazem identidades
do tipo ...z, e a algebra de Grassmann satisfaz a identidade [[x1, 2], x3], onde
[x1, 9] = z129 — 2921, Além disso, o produto tensorial de duas PI-algebras ainda
¢ uma Pl-algebra e todas as subélgebras, imagens homomorficas e produtos diretos
de algebras que satisfazem uma identidade f ainda satisfazem a mesma identidade.
Assim, a classe das PI-algebras é ampla e engloba as dlgebras comutativas, algebras de
dimensao finita, dlgebras nilpotentes, a algebra de Grassmann, entre outras.

Historicamente, o desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais teve
inicio por volta de 1930, embora de forma implicita, com os trabalhos dos matematicos
Dehn ([12]) e Wagner ([46]), mas foi a partir de 1948 que esta teoria desenvolveu-se

mais intensamente apos o artigo de Kaplansky ([28]), onde o autor mostrou que toda



PI-algebra primitiva é uma algebra simples e de dimensao finita.

Dois anos apos o trabalho de Kaplansky, Amitsur e Levitski (|1]) demonstraram,
usando argumentos combinatoérios, que o polindémio standard s, ¢ uma identidade
polinomial de grau minimo para a algebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K.
Este resultado marcou o comeco de uma nova abordagem a PI-teoria, que visa descrever
as identidades de uma algebra dada, e novas demonstracoes para este resultado
surgiram nos anos seguintes: Swan ([43]) deu uma demonstragdo usando teoria dos
grafos, tratando produtos nao nulos de matrizes elementares como caminhos em grafos
Eulerianos; Kostant ([31]) relacionou o teorema de Amitsur-Levitzki com teoria de
cohomologia e teoria de invariantes de matrizes n x n; Razmyslov ([37]) deu uma
demonstracao utilizando o fato que como consequéncia do teorema de Cayley-Hamilton
o polindémio caracteristico de uma matriz é uma identidade com trago e Rosset ([40])
deu uma prova elementar envolvendo a algebra de Grassmann e propriedades basicas
da 4lgebra de matrizes.

O conjunto das identidades polinomiais de uma algebra associativa A, que
denotamos por T'(A), ¢ um ideal da algebra associativa livre K(X) invariante por
qualquer endomorfismo desta algebra. Ideais com esta propriedade sao chamados
T-ideais. Reciprocamente, todo T-ideal da algebra associativa livre é o ideal
das identidades de alguma algebra associativa, e portanto o problema descrever as
identidades de algebras é o mesmo que descrever os T-ideais de K(X). Entretanto a
correspondéncia entre dlgebras e T-ideais nao é biunivoca, isto é, existem éalgebras nao-
isomorfas associadas ao mesmo T-ideal, por isso a teoria de T-ideais foi ligada a teoria
de variedades de algebras. Uma variedade de algebras é uma classe de algebras que
satisfazem um conjunto dado de identidades. O conceito foi introduzido por Birkhoff
(19]) e Malcev ([36]), e se tornou a linguagem natural na teoria das identidades.

Em 1950, mesmo ano em que Amitsur e Levitzki publicaram seus resultados, W.
Specht ([42]) conjecturou que para corpos de caracteristica zero todo T-ideal proprio é
finitamente gerado. Ao longo das proximas décadas apenas resultados parciais foram
obtidos, e apenas em 1987, Kemer (|29]) deu uma resposta afirmativa para o Problema
de Specht. A teoria desenvolvida por Kemer na solucao do problema de Specht se
baseia em uma teoria estrutural de T-ideais e envolve o estudo de identidades Zo-

graduadas (ou superidentidades) e certos produtos tensoriais graduados com a algebra



de Grassmann, chamados envelopes de Grassmann. FEsta teoria é hoje uma das
ferramentas basicas no estudo das identidades de uma algebra dada. Entretanto, no
caso de corpos de caracteristica positiva a conjectura de Specht nao é verdadeira. Em
1999 os matematicos Belov ([7]) e Grishin (|24]) exibiram contra-exemplos para um
corpo de caracteristica 2.

Identidades polinomiais em &lgebras de matrizes tém sido objeto de estudo na
teoria das Pl-algebras desde seu inicio e problemas relacionados tém estimulado seu
desenvolvimento ao longo dos anos, os T-ideais de algebras de matrizes aparecem na
classificacao feita por Kemer em sua teoria estrutural dos T-ideais na lista dos T-ideais
T-primos e sao de grande importancia na Pl-teoria. A seguir listamos alguns dos
principais resultados acerca das identidades das algebras de matrizes.

A existéncia de bases finitas para T(M,(K)) é garantida pelos resultados de
Kemer no caso de corpos de caracteristica zero. Ja no caso em que K é um corpo finito
a existéncia de tal base ¢ conseqiiéncia dos resultados obtidos por Kruse ([32]) e Lvov
(|34]). Contudo, se charK > 0 e K é infinito, ndo sabemos se M, (K) possui tal base
para n > 3.

Em 1973, Razmyslov ([37]) exibiu um conjunto com 9 polindémios e demonstrou
que no caso em que, K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, as
identidades multilineares de My(K') sdo consequéncias destes polinomios. Como no
caso de corpos de caracteristica zero as identidades de uma algebra sao determinadas
pelas identidades multilineares desta, o resultado de Razmyslov resolve o problema
da descricdo de T(M,(K)) para corpos de caracteristica zero. Drensky ([14]), em
1981, melhorou esse resultado demonstrando que s4 e [[x1,72)% 23] é um conjunto
gerador minimal de T'(M»(K)). Koshlukov ([30]) estendeu este resultado para corpos
de caracteristica maior que 3; entretanto para corpos de caracteristica 3 mais uma
identidade é necessaria.

O problema de descrever o T-ideal das identidades de M,,(K) quando K & um
corpo infinito permanece em aberto para n > 3. De modo geral, dada uma algebra
A, a descri¢ao do T-ideal T'(A) é um problema complicado e além da algebra My(K)
foi resolvido apenas para alguns casos, os principais sendo os ideais de identidades das
algebras: de Grassmann (G, o quadrado tensorial da algebra de Grasmann G ® G e a

algebra U, (K) das matrizes triangulares superiores.



Assim, surge o interesse por pesquisar outros tipos de identidades polinomiais
como as identidades graduadas ou as identidades com trago. FEstas tltimas foram
descritas, independentemente, por Razmyslov e Procesi, e tém um comportamento
melhor que as identidades ordinarias: o teorema de Cayley-Hamilton pode ser reescrito
como uma identidade com traco por meio das formulas de Newton e se CharK > 0
as identidades com traco de M, (K) sao todas consequéncias desta. As identidades
graduadas foram uma das principais ferramentas usadas por Kemer para resolver
o problema de Specht para identidades polinomiais de algebras sobre um corpo de
caracteristica zero, e a partir dai o estudo de identidades graduadas tomou impulso,
tornando-se uma linha de pesquisa independente e ativa.

As algebras E, My(K), My1(E) e E ® E possuem Zo-graduacOes naturais e
os geradores de suas identidades Zs-graduadas ja sao conhecidos. As identidades
Zo-graduadas de My(K) e de M (F) foram descritas por Di Vincenzo ([13]),
em caracteristica zero, e por Koshlukov e Azevedo (|4]), para corpos infinitos de
caracteristica diferente de 2.

A descrigao das identidades polinomiais graduadas de M,,(K) é bem mais simples,
comparada com as identidades ordinarias. A algebra das matrizes quadradas de
ordem n possui graduacoes naturais pelos grupos Z e Z, e suas identidades Z-
graduadas e Z,-graduadas foram descritas para n qualquer por Vasilovsky ([44], [45]),
em caracteristica zero, e por Azevedo(|2], [3]), para corpos infinitos. Em (|16]) Drensky
e Bahturin obtiveram resultados semelhantes aos de Vasilovsky, também para corpos de
caracteristica zero, considerando graduacoes elementares por um grupo arbitrario
G em M, (K) (isto é, graduacOes em que as matrizes elementares £;; sdo homogéneas)
onde a componente neutra (M, (K)). (e denota o elemento neutro do grupo G) é o
subespaco das matrizes diagonais. As graduacoes pelos grupos Z e Z, consideradas
por Vasilovsky sao graduagoes elementares deste tipo.

O objetivo desta dissertacao é apresentar estes resultados sobre as identidades
graduadas de M,,(K) para corpos infinitos, bem como os conceitos basicos necessarios
ao entendimento destes resultados. A dissertacao consiste de 3 capitulos e esta
organizada da seguinte maneira.

No Capitulo 1 apresentamos os conceitos basicos, e ¢ assumido o conhecimento

por parte do leitor de algebra linear basica, espacos vetoriais e conceitos relacionados.



Iniciamos com a definicao de algebras e resultados relacionados, e apresentamos a
definicao de algebra associativa livre, identidades polinomiais, T-ideais e Variedades,
polinémios multilineares e multi-homogéneos.  Em seguida definimos algebras
graduadas e identidades graduadas, que sao os principais conceitos nesta dissertacao.
Por fim, apresentamos alguns resultados sobre matrizes genéricas que sao importantes
no desenvolvimento do Capitulo 3.

No Capitulo 2, considerando K um corpo de caracteristica zero, apresentamos
a descricao feita por Drensky e Bahturin das identidades polinomiais graduadas para
algebra de matrizes de ordem n no caso em que temos uma graduagao elementar por um
grupo arbitrario e (M, (K)). consiste das matrizes diagonais. Em seguida, considerando
a algebra M3(K') descreveremos uma base de identidades polinomiais Ss-graduadas de
M3(K) e por fim descrevemos as identidades Z,-graduadas e Z-graduadas da algebra
M, (K) como consequéncia do resultados obtidos por Drensky e Bahturin.

No Capitulo 3 constrimos um modelo genérico para algebra graduada das
matrizes, e provamos alguns resultados basicos sobre esse modelo que sao utilizados
adiante. Com o auxilio do modelo genérico citado, apresentamos os resultados de
Azevedo que descrevem identidades polinomiais graduadas por uma Z e uma Z,-
graduacao para algébra M, (K), considerando K um corpo de caracteristica positiva,

e estendem os resultados de Vasilovsky.
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Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo definimos nosso objeto de estudo que sao as Pl-dlgebras e
apresentamos alguns conceitos basicos e resultados de grande utilidade no estudo das
identidades polinomiais e que sao necessarios para o desenvolvimento e compreensao
deste trabalho. No texto K denotard um corpo e consideraremos todas as algebras e

espacos vetoriais definidos sobre K.

1.1 Algebras e Algebras Livres

Nesta secao apresentaremos os conceitos de algebra, subalgebra, homomorfismo
de 4lgebras e algebras livres. Enunciaremos a propriedade universal do produto

tensorial que serd 1til na secao 1.5 e apresentaremos alguns exemplos relevantes.

Defini¢ao 1.1.1 Uma K-dlgebra (dlgebra sobre K ou simplesmente dlgebra) é um
par (A, *), onde A é um espaco vetorial e "x" é uma operacao bindria em A que é uma

aplicagao bilinear, ou seja, *x : A x A — A satisfaz
(i) (a+b)xc=a*xc+bxc

(ii) ax (b+c)=axb+axc

(15i) (Aa) *xb=ax* (Ab) = AaxD).

para quaisquer a,b,c € A e A € K.



Na definicao acima, a operacao "x" é chamada de multiplicacao. Para simplificar
a notagao, vamos denotar uma K-algebra (A, *) por A, e escreveremos ab, em vez de
a * b, para a,b € A.

Um subconjunto 8 é uma base da algebra A se é uma base de A como espago
vetorial. Neste caso, definimos a dimensao da algebra A como sendo a dimensao do

espaco vetorial A.

Definicao 1.1.2 Dizemos que uma dlgebra A é:

(i) assoctativa se (ab)c = a(be), para quaisquer a,b,c € A.

(ii) comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A.

(7ii) unitdria (ou com unidade) se o produto possui elemento neutro, isto €, se eriste

um elemento 14 € A, chamado de unidade de A, tal que
lpqa = aly = a para todo a € A.

(iv) dlgebra de Lie se para quaisquer a,b,c € A valem

a® = aa = 0 (anticomutatividade),

(ab)e + (be)a + (ca)b = 0 (identidadedeJacobi).

Observacao 1.1.3 Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto gerador de A (como
espaco vetorial). Entdo, ndo é dificil verificar que:

(i) A € associativa se, e somente se, (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € S.

(11)A é comutativa se, e somente se, ab = ba, para quaisquer a,b € S.

(11i)A € unitdria se, e somente se, se existe um elemento 14 € A tal que 1pa = aly =

a para todo a € S.

Em todo o texto trabalhamos com &lgebras associativas e unitarias. Portanto,
daqui em diante, o termo algebra deverd ser entendido como &lgebra associativa e
unitaria. Em toda &algebra A, sendo 1 sua unidade e A € K, Al sera identificado
naturalmente com A e {A\1|A € K} com K.

Se A é uma algebra associativa e a,b € A, definimos o comutador de a, b por
[a,b] = ab — ba.
Mais geralmente, definimos o comutador de comprimento n como sendo

[alv cee 7an—17an] = Halv .- -aan—l]aan]

12



onde a; € A. A partir de um célculo direto, podemos mostrar que
[ab, c] = a[b, ] + [a, c|]b para quaisquer a,b,c € A. (1.1)
Veremos a seguir alguns exemplos de algebras:

Exemplo 1.1.4 (Algebra das matrizes) Para n € N, o espaco vetorial M, (K) das
malrizes n X n com entradas em K, munido da multiplicacao usual de matrizes, € uma
dlgebra, cuja a unidade € a matriz identidade I,,. Destacamos nesta dlgebra as matrizes
elementares, onde para 1 < 1,7 < n, F;; € a matriz cuja tinica entrada nao nula € 1

na i-ésima linha e j-ésima coluna. O produto de tais matrizes é dado por:
EijEn = 01.Ey

onde

0, se j#k
Ok = ‘
1, se j=k
E fdcil ver que as matrizes unitdrias formam uma base para M,(K) e portanto a
dimensdo desta dlgebra é n®.
Mais geralmente, se A é uma dlgebra, considerando o espago vetorial M, (A) de
todas as matrizes n xn com entradas em A. O produto em M, (A) € andlogo ao produto

em M,(K) e temos que M,(A), munido deste produto, ¢ uma dlgebra.

Exemplo 1.1.5 (Algeb’r‘a de Grassmann) Seja V um espago vetorial com base
{e1,€e9,€3,...}. Definimos a dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de

V', denotada por E, como sendo a dlgebra com base
{Lyei€0 .. 05 |11 <iag<...<ipk>1}
e cujo produto € definido pelas relacoes
e2=0¢e eie; = —eje; para quaisquer i,j € N.
Destacamos em E os sequintes subespagos vetoriais:
e FEy, gerado pelo conjunto {1,e;¢e;,...e; | m € par};
e Ey, gerado pelo conjunto {e; e, ...e€; | k € impar}.

Claramente, E = Ey ® Ey como espago vetorial. Desde que e;e; = —eje; temos
(eiy e )€y - ej) = (=1)" (ej, ...e;.) (€ ... €;,) para quaiquer m, k € N, e assim
podemos concluir que ax = xa para quaisquer a € Fy e x € E, e bc = —cb para
quaisquer b,c € E1. Observamos facilmente que se char K = 2, entao E € uma dlgebra
comutativa.

Considerando E' a dlgebra com base {e; €i,...€; | 11 < i < ... < ik > 1},

temos que E' nao tem unidade e € chamada de dlgebra exterior sem unidade.

13



Exemplo 1.1.6 (Algebra dos polinémios) O espaco vetorial K|[x] dos polinomios
na varidvel x com coeficientes em K, munido do produto usual de polindomios, € uma
dlgebra comutativa. De maneira geral, considerando o conjunto X = {xy, 29, -+ ,x,},
podemos definir a dlgebra comutativa dos polindémios em n varidveis e denotamos por

Kz, 29, ... ).

Exemplo 1.1.7 (Algebra de Lie) Se A ¢é uma dlgebra associativa, a multiplicacio
dada por [a,b] = ab— ba define em A uma nova estrutura de dlgebra, que denotaremos
por A e como [a,a] =0 e [a,b,c]+ [b,c,a] + [c,a,b] = 0 (identidade de Jacobi) para
quaisquer a,b,c € A, seque que A7) € uma dlgebra de Lie. Em decorréncia do Teorema
de Poincaré-Birkhoff-Witt, que veremos adiante, toda dlgebra de Lie é subdlgebra de

uma dlgebra A .

Exemplo 1.1.8 (Adjuncao formal da unidade) Seja A uma dlgebra sem unidade.

Consideremos o espago vetorial
KeA={(N\a)| e K,aec A}

Definimos em K ® A o sequinte produto (A1, a1)(Ae, a2) = (A2, \ag + Aaay + ajas).
O conjunto K & A, munido deste produto, é uma dlgebra associativa com unidade (o
elemento (1,0)). Esta constru¢io é chamada de adjung¢do formal da unidade a
dlgebra A.

Apresentaremos agora os conceitos de subalgebra e ideal bilateral.

Definigao 1.1.9 Seja A uma dlgebra. Dizemos que:

(i) Um subespaco vetorial B de A é uma subdlgebra de A se 1 € B e B ¢
multiplicativamente fechado, ou seja, se bibs € B para quaisquer by, by € B.

(ii) Um subespago vetorial I de A é um ideal (bilateral) de A se AI C I elACI, ou

seja, se ax, xa € I para quaisquer a € A ex € 1.

Exemplo 1.1.10 Seja A uma dlgebra. O conjunto Z(A) ={a € A | ax = za,Vx € A}
¢ uma subdlgebra de A denominada centro de A. Um fato conhecido da Algebra Linear
elementar é que dado n € N tem-se Z(M,(K)) = {\, | A € K} (matrizes escalares).
Se A = E(dlgebra exterior), definida no exemplo 1.1.5, entao Z(E) = Ey (charK # 2).

Exemplo 1.1.11 (Subdlgebra gerada) Sejam A uma dlgebra e ) # S C A.
Consideremos o subespaco Bg de A gerado por {1,s182...5; | k € Nys; € S}. Temos
que Bg € multiplicativamente fechado e 1 € Bg. Portanto, Bg ¢ uma subdlgebra de A,
chamada de subdlgebra gerada por S. Além disso, toda subdlgebra de A que contém

S deve conter Bs, e assim Bg é a menor subdlgebra de A contendo S.

Vamos definir a seguir o produto tensorial de espagos vetoriais.
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Definicao 1.1.12 Sejam V e W espagos vetoriais com bases {v;|i € I} e {w,;|j € J}
respectivamente. O produto tensorial VW deV e W € o espaco vetorial com base
{vi@w;li € I,j € J}, onde vale

O aw) @ O Bws) =Y aifi(vi @ wy),
il jed icl jeJ

onde os a;, B; € K sao escalares e as somas sao finitas.

Veremos a seguir que para definir uma multiplicacdo em um espaco vetorial A,
de modo a torna-lo uma algebra, basta defini-la entre os elementos de uma base de A.

Para isto utilizamos a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 1.1.13 Se A € um espaco vetorial com base 5 e f : 3 x  — A € uma

func¢ao qualquer, entao existe uma unica funcao bilinear F': A x A — A estendendo f.

Demonstracao: Dado a € A temos que a = Zauu, onde o, € K e o conjunto

uepf
{u € B | ay # 0} & finito. Assim, dados a = Zauu, b = Z)\yv € A, defina
u€ef vER

x: Ax A— A da seguinte maneira:

ax*xb= Z Ay f (u, v)

u,veP

observe que * estd bem definida, pois se Z%v = Z%/}v, com %,7; € K, entao,

vER veES
Y = 7, para todo v € . Tomando agora u € K e a = Zauu, a; = Za;u,
uepf u€epf
b= Z AU € A, temos,
veR
(a+ay)xb = Z(au + o, )u * Z Ay
u€ep veP
= > (ot a)hf(uv)
u,VESB
= > ahf(u0)+ Y a N f(u,v)
u,vERB u,veP

= (axb)+ (a; *b)

ulaxb) = Z po Ay f (u,v) = Z(,uau)u * Z Ay

u,vES u€ef vER
= (ua)xb
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Analogamente mostra-se que p(axb) = ax(ub) e que ax(by+by) = (a+by)*(a+by),
para quaisquer by, by € A. Logo * é bilinear.

Considerando agora uy,us € 3, temos que u; = g a,u, onde o, = 1 se u = uy
u€eS
e a, = 0 se u # u;. Analogamente, uy = E AU, onde A, = 1sev=us, e, =0se
vES

v # uy. Dal,

Up * Up = Z QA f (U, V) = Qg Ay f (U1, u2) = f(ur, ug)

u,vEP
donde temos que * estende f.
Resta mostrar que * ¢ a tnica aplicacao com esta propriedade. Para isto

suponhamos que existe x; : A X A — A estendendo f. Dai devemos ter

a* b= Z QA (U %1 ) = Z Ay f(u,v) = axb,

u,VEB URUSIC]

donde * é igual a *x; e segue o resultado. m

Segue da proposicao acima que para definir em V' ® W uma multiplicacao basta
definir a multiplicacao de um elemento v ® w, com v numa base de V' e w numa base
de W, por outro do mesmo tipo, e isto pode ser feito naturalmente no caso em que V'

e W sao algebras. Assim, definimos a seguir o produto tensorial de algebras.

Definicao 1.1.14 Se V e W sao dlgebras com bases (como espagos vetoriais) {v;|i €
I} e{w,;|j € J} respectivamente entao V QW € uma dlgebra com a multiplicagao dada

por:
(vil ®wj1)(vi2 ®wj2) = (Uilvi2> ® (wj1wj2>7 Z-172.2 € ]7 j17j2 cJ

Observacao 1.1.15 Em [39], Regev empregou métodos quantitativos para responder
afirmativamente uma pergunta de Kaplansky se o produto tensorial de duas PI-Algebras
¢ sempre uma Pl-dlgebra. Neste artigo Regev mostrou que dada uma Pl-dlgebra A
sua n-ésima codimensdo c,(A) = dz'mpnmp—j’:(A) € limitada exponencialmente, isto é,
eriste a € N tal que c,(A) < a" para todo n. Além disso, Regev mostrou que
dadas duas Pl-dlgebras A e B wale a desigualdade c¢,(A @ B) < ¢,(A) ® ¢,(B). A
existéncia de identidades polinomiais nao nulas para A ® B seque diretamente destes
resultados pois para n suficientemente grande segue que c,(A ® B) < nl e portanto
dim P,NT(A® B) > 0. FEste resultado garante que a classe das PI-dlgebras é fechada

para o produto tensorial e permite obter novos exemplos de Pl-dlgebras.
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Enunciaremos agora uma propriedade de grande importancia quando tratamos

do produto tensorial de algebras e a mesma serd usada na segao 1.5.

Teorema 1.1.16 (Propriedade Universal) Sejam V., W e U espacos vetoriais sobre
um corpo K e f : V. xW — U uma aplicagao linear. Entao existe uma inica
transformagao linear Ty : V@ W — U tal que Ty : (v @ w) = f(v,w) para quaisquer
veVewel.

Demonstracao: Veja [10], pagina 61. =

Definigcao 1.1.17 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacao linear p : A — B
é um homomorfismo de dlgebras se p(vy) = @(x)p(y) para quaisquer x,y € A e
gO(lA) = 1B-

O conjunto Kerp = {a € A | p(a) = 0}, chamado de nicleo de p é um ideal de
A, e o conjunto I'mp = {¢(a) | a € A}, chamado de imagem de p, é uma subalgebra
de B.

Dizemos que ¢ é um mergulho (ou monomorfismo) se ¢ ¢ um homomorfismo
injetivo. Se ¢ é biunivoca diremos que ¢ é um isomorfismo. Se A = B diremos
que ¢ é um endomorfismo e se ¢ é um endomorfismo biunivoco diremos que ¢ é um
automorfismo.

Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da algebra A. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos
que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos importantes de homomorfismos.

Exemplo 1.1.18 Sendo A uma dlgebra o transformacao linear T : M, (K) ® A —
M, (A) tal que T(E;; ® a) = E;j(a) é a matriz de M,(A) que tem a € A na entrada ij
e 0 nas demais, é um isomorfismo de dlgebras.

De fato, primeiramente note que {E;;(a) | 1 <i,j <n,a € 8}, onde B € uma base
de A, € uma base de M,(A) como espago vetorial. Considere agora a transformag¢ao
linear

S My(A) — My (K)® A
EZ(CL) — S(EU<CZ)):E”®& .

Note que
S(T(Ej; ® a)) = S(Eij(a) = Eij @ a
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T(S(Eij(a))) = T(Ey @ a) = Ey(a) .

Dai, S =T e assim T € bijetiva. Mostraremos agora que T ¢é um homomorfismo de

dlgebras. Note que

0, se j#s
Eij(a)Eg(b) = { Ey(ab), se j—s

Se j # s, temos

T((E;®a)(Ey ®b)) = T(E;Ey®ab)=T(0® ab) =0
= LEjj(a)Ex(b) = T(Ey;(a))T(Ex(b)) -

Se 7 = s, tem-se que

T((Ey @ a)(By ®b)) = T(EyEy® ab) = T(Ey ® ab) = Ex(ab) =

e portanto as dlgebras M,(A) e M,,(K) ® A sdo isomorfas.

Exemplo 1.1.19 As dlgebras E (dlgebra exterior) e K & E' (Exemplo 1.1.8) sao
isomorfas. Com efeito, nao € dificil verificar que a aplicacio ¥V : K & ' — FE,
definida por ¥(\,x) = A+ x € um isomorfismo.

Vamos agora definir algebras quocientes. Consideremos uma algebra Ae I C A

um ideal (bilateral) de A. Definiremos inicialmente a relagao de congruéncia modulo I:

Definigao 1.1.20 Sejam a,b € A. Dizemos que a é congruente ao elemento b mddulo

I, e escrevemos a =b (mod I) oua=rb, sea—>bel.

Notagao 1.1.21 A classe de equivaléncia de a € o conjunto {b € A|a=0b(modI)} =
{a+i|i€l} eserd denotada pora ou a+ 1. O conjunto das classes de equivaléncia

serd denotado por A/I.

Definigao 1.1.22 Sejam A uma dlgebra, I um ideal (bilateral) de A, e consideremos
no espago vetorial quociente A/I o produto (a+1)(b+ 1) = ab+ I para a,b € A. Este
produto estd bem definido, pois nao depende da escolha dos representantes das classes

laterais, e torna A/I uma dlgebra, conhecida por dlgebra quociente de A por I.

Agora podemos enunciar o Teorema dos Isomorfismos. A sua demonstracao é

analoga ao teorema para anéis e grupos e sera omitida.
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Teorema 1.1.23 (Teorema dos Isomorfismos): Seja ¢ : A — B um
homomorfismo de dlgebras. Entao Ker(p) € um ideal bilateral de A e a dlgebra

quociente A/ Ker(p) € isomorfa a Im(p).

Exemplo 1.1.24 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicaciom: A — A/l

definida por m(a) = @, é um homomorfismo de dlgebras, chamado de projecao candnica.

Definiremos agora algebras livres em uma classe de algebras e construiremos a
algebra livre na classe das algebras associativas e com unidade. Os conceitos basicos
na teoria das Pl-dlgebras sao definidos nestas algebras: as identidades polinomiais
de uma algebra associativa sao elementos da algebra associativa livre e os conjuntos
de identidades de algebras associativas, chamados de T-ideais, sao ideais da algebra

associativa livre invariantes por endomorfismos desta algebra.

Definicao 1.1.25 Seja B uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra F € B é
livre na classe B se existe X C F tal que X gera F e para cada dlgebra A € B e
cada aplicagao h : X — A existe um tunico homomorfismo ¢ : F' — A estendendo

h. Nestas condicoes, dizemos que F ¢ liwremente gerada por X.

Exemplo 1.1.26 Considere a dlgebra polinomial K[z|, e observe que esta dlgebra é
gerada pelo conjunto {x}. Além disso, sendo A uma dlgebra e a € A, temos que o
homomorfismo ¢, : Klz] — A, definido por p.(f(x)) = f(a), satisfaz ¢.(x) = a.
Portanto, K|x] é uma dlgebra livre na classe de todas as dlgebras associativas e

unitdrias, livremente gerada por {x}.

Exemplo 1.1.27 A dlgebra My(K) nao € livre na classe das dlgebras associativas
com unidade. De fato, suponha por contradicao que ela é livre. Como esta dlgebra
nao € comutativa qualquer conjunto gerador tem pelo menos dois elementos e portanto
toda dlgebra associativa gerada por dois elementos deve ser imagem homomdrfica
de My(K). Como vimos na introdugio esta dlgebra é uma Pl-dlgebra que satisfaz
a identidade f(xy, 39, 23) = [[x1,72]? 23], € portanto toda imagem homomdrfica de
M,y(K), e consequentemente toda dlgebra associativa gerada por dois elementos, satisfaz

esta identidade. Tomando agora

010 1 01
A=1 001 |e B=| 010
0 00 1 01

observamos que [[A, B>, B] # 0, o que é uma contradi¢io jd que a subdlgebra de
M;3(K) gerada por S = {A, B} deve satisfazer a identidade f(x1, 7o, x3) = [[21, 22)%, 23].

Concluimos portanto que My(K) nao € livre na classe das dlgebras associativas.
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Vamos agora construir uma algebra livre na classe de todas as algebras
associativas com unidade.

Seja X = {x1,x9,...} um conjunto ndo-vazio e enumeravel de varidveis nao-
comutativas.  Definimos uma palavra em X como sendo uma sequéncia finita
Tiy Ty - . Ti,,onden € Nex;, € X. Definimos o tamanho da palavra z;, ;, . .. ; como
sendo n. Quando n = 0, vamos chamar esta palavra de palavra vazia que denotaremos
por 1. Dizemos que duas palavras z; @i, ... z;, € T;,Tj, ... T;, Sa0 iguais se n = m e
11 =J1,02 = Jo, -y 0n = Jn-

Consideremos K (X) o espago vetorial que tem por base o conjunto de todas as
palavras em X. Dessa forma, os elementos de K(X), que chamaremos de polindmios,
sao somas (formais) de termos (ou monémios) que sdo produtos (formais) de um escalar
por uma palavra em X. Consideremos em K (X) a seguinte multiplicacio definida em

uma base:
(i) ooz ) (T - xy) = T4y oo T Ty ... x5, onde Ty, x5, € X.

O espaco vetorial K(X), munido deste produto é uma algebra associativa com

unidade, que é a palavra vazia. Observe que X gera K(X) como algebra.

Proposicao 1.1.28 A dlgebra K(X) € livre na classe de todas as dlgebras associativas

com unidade.

Demonstracao: Seja B a classe das algebras associativas com unidade e seja A € B
uma algebra. Considere uma aplicagdo h : X — A dada por h(x;) = a; para i € N.
Entdo existe uma tnica aplicacdo linear ¢, : K(X) — A tal que ¢,(1) = 14 e
on(xi, ... x;,) = ag, . ..a;,. Temos que @y, é um homomorfismo de éalgebras e é o nico
que satisfaz ¢, |x = h. Portanto K(X) é livre na classe das éalgebras associativas com

unidade. =

Notagao 1.1.29 A imagem de h(xy, 2, -+, x,) pelo homomorfismo py, serd denotada
por h(ai,as, -+ ,a,) e diremos que o elemento h(ay,as, - ,a,) € obtido pela
substituicao das wvaridveis x1,xs,...,x, pelos elementos aq,as,--- ,a, no polinémio
associativo h(xy, Ta, -+, Ty).
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1.2 Identidades Polinomiais, T-Ideais e Variedades

Consideremos X = {x1,x9,...} um conjunto enumeravel e K(X) a algebra

associativa livre com unidade livremente gerada por X.

Definicao 1.2.1 Sejam f(x1,x2,...,2,) € K(X) e A uma dlgebra. Dizemos que f ¢é

uma tdentidade polinomaal para a dlgebra A, se

flai,...,a,) =0
para quaisquer a, . ..,a, € A.

Observagao 1.2.2 Considere f(z1,22,...,2,) € K(X), entio f = f(x1,...,2,) €
uma identidade polinomial de A se, e somente se, [ pertence aos nicleos de todos os
homomorfismos de K(X) em A.

Definicao 1.2.3 Se A satisfaz uma identidade polinomial nao nula, entao A € dita

uma PI-dlgebra (ou dlgebra com identidade polinomial).

De agora em diante dada uma algebra A denotaremos por T(A) o conjunto de
todas as identidades polinomiais de A. Veremos adiante que estes conjuntos sao ideais
de K (X) invariantes por endomorfismos (chamados T-ideais), isto ¢, p(T'(A)) C T(A),
Vo € EndK(X). Além disso, dado um ideal I de K (X) invariante por endomorfismos,
existe uma Pl-algebra B tal que T'(B) = I. Essa correspondéncia entre T-ideais e ideais
de identidades de dlgebras nao é biunivoca. Por exemplo, nao é dificil demonstrar que

se K é infinito e A e B sao K-algebras comutativas com unidade entao T'(A) = T'(B).

Definicao 1.2.4 Se A, e Ay sao dlgebras tais que T(Ay) = T(Ay), dizemos que Ay e

Ay sao PI-equivalentes.

Vejamos alguns exemplos importantes de algebras com identidades polinomiais.

Exemplo 1.2.5 Se A é uma dlgebra comutativa, entdo o polinomio f(x1,15) =
[x1, 9] = x1m9 — o1y € uma identidade polinomial para A. Portanto, toda dlgebra

comutativa € uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.2.6 A dlgebra de Grassmann E ¢ uma Pl-dlgebra, pois o polindomio
[x1, 29, 23] € uma identidade polinomial de E. Para ver isto, basta observar que
la,b] € By = Z(E) para quaisquer a,b € E.
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Exemplo 1.2.7 O quadrado tensorial da dlgebra de Grassmann E Q@ E é uma PI-
dlgebra (pois € o produto tensorial de duas Pl-dlgebras), e nao é dificil verificar que

E ® E satisfaz a identidade polinomial [[x1, xs), [x3, T4], T5].

Exemplo 1.2.8 A dlgebra M, 1(F) das matrizes em My(E) ~ My(K) ® E com
entradas na diagonal principal em Ey e na diagonal secunddria em E; é uma PlI-
dlgebra. De fato My(K) @ E € uma Pl-dlgebra pois € o produto tensorial de duas
dlgebras com identidades polinomiais e toda subdlgebra desta, em particular M 1(E),
também é uma Pl-dlgebra. O Teorema do Produto Tensorial de Kemer garante que para
corpos de caracteristica zero M 1(E) e EQ E sao Pl-equivalentes, e uma demonstragao

elementar deste fato usando o conceito de identidades graduadas pode ser encontrada

em [4].

Exemplo 1.2.9 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade f(x1,xo,x3) = [[21,12])%, 23],
conhecida como a identidade de Hall. De fato, basta observar que:

(1) Se A, B € My(K), entao tr([A, B]) =0;

(2) Se A € My(K) e tr(A) =0, entao A? = NIy, onde Iy é a matriz identidade
de My(K), e este fato decorre do Teorema de Cayley-Hamilton.

Exemplo 1.2.10 Considere o polinomio

Sn(l’l, - 7:L’n) = Z (—1)U:EU(1) e To(n),

O'GSn

onde S, € o grupo simétrico das permutacoes de {1,2,...,n} e (=1)7 € o sinal da
permutacao o. O polindmio s, é chamado de polinémio standard de grau n.
Sendo A uma dlgebra associativa com dimA < n, temos que a dlgebra A satisfaz o
polindémio standard s,. Em 1950 Amitsur e Levitzki [1] provaram que son (21, ..., Ta,)
é uma identidade polinomial para M, (K), fato conhecido como Teorema de Amitsur-
Levitzka.

Exemplo 1.2.11 Sendo R uma dlgebra de dimensao finita, sobre um corpo finito
mostraremos que R satisfaz uma identidade polinomial nao trivial em uma varidvel.
De fato, € imediato que a dlgebra R € finita e portanto para cada elemento r € R
existem k > 1 tais que r* = r', isto €, definindo f.(xr) = xF — 2!, temos f.(r) = 0.
Como R ¢ um conjunto finito podemos definir g(x) = [[,cx fr(z) que claramente é

uma tdentidade polinomial para R.

Definicao 1.2.12 Seja I um ideal de K(X). Dizemos que I é um T-ideal de K(X)
se ¢(I) C I para todo ¢ € EndK(X), ou equivalentemente, se f(g1,...,9,) € I para
quaisquer f(xy,...,x,) €I € g1,...,9, € K(X).
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A seguir demonstraremos um importante resultado que garante que o conjunto

das identidades polinomiais de uma &algebra é um T-ideal.

Proposicao 1.2.13 O conjunto T(A) das identidades de uma dlgebra A é um T-ideal
de K(X). Reciprocamente, se I é um T-ideal de K(X), entdo existe alguma dlgebra B
tal que T(B) = 1.

Demonstragdo: E facil ver que T(A) é um ideal de K(X). Sejam
f(z1,...,zn) € T(A) e ¢ € End K(X), arbitrarios. Se ¢ : K(X) — A é um
homomorfismo qualquer, entdo ¥(¢(f)) = (Yop)(f) =0, pois pop : K(X) - A éum
homomorfismo de algebras e f € T(A). Dai, ¢(f) € Ker(y) e portanto ¢(f) € T'(A).

Seja I um T-ideal de K(X). Tomemos a algebra quociente B = K(X)/I e
a projecao canoénica m : K(X) — K(X)/I. Se f € T(B), entao f € Ker(n).
Como Ker(m) = I, temos T(B) C I. Por outro lado, se f(xy,...,x,) € [ e
G, gn € K(X), entdo f(g1,...,9,) € I e dai f(g1,....9n) = f(g1,--.,9n) = 0.

Logo, f € T(B), o que conclui a demonstracao. m

Nao é dificil ver que a interseccao de uma familia qualquer de T-ideais é ainda
um T-ideal. Segue entao a seguinte definicao.

Definigao 1.2.14 Seja S um subconjunto de K(X). Definimos o T-ideal gerado

T

por S, denotado por (S)", como sendo a intersegao de todos os T-ideais de K(X) que

contém S. Dessa forma, (S)T é o menor T-ideal contendo S.

Uma caracterizagao construtiva do T-ideal gerado por S é que este coincide com

o subespaco vetorial de K(X) gerado pelo conjunto

{hlf(glw-'agn)hQ | f € Suh17h2’gl7"'7gn € K<X>}

Sendo A uma algebra e S C T(A) tal que T'(A) = (S)T dizemos que S ¢ uma
base das identidades de A. Se um polinémio f(zy,...,x,) € (S)T dizemos que f
segue de S, ou que f é consequéncia de S.

Se existe S finito tal que T(A) = (S)T para uma &lgebra A, dizemos que A
possui propriedade de base finita para as identidades. A questao da existéncia de base

finita para as identidades das algebras associativas ficou conhecida como problema de
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Specht, e Kemer [29] deu uma resposta positiva para este problema sobre corpos de
caracteristica zero.
Vejamos agora alguns exemplos de bases de identidades para algumas algebras

importantes.

Exemplo 1.2.15 Se A ¢ uma dlgebra comutativa com unidade e K € um corpo infinito,
entio T(A) = ([x1, z2])T.

Exemplo 1.2.16 Sendo E a dlgebra de Grassmann e K um corpo infinito de
caracteristica diferente de 2, entio T(E) = {[z1, 12, z3])T (Veja [21] e [33]).

Exemplo 1.2.17 Em 1973 Razmyslov [37] provou que T'(My(K)) € finitamente gerado
para charK = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente,
Drensky [14] mostrou que T(My(K)) = (sq(w1, 2,73, 24), [[21, 22]%, 23])T, também
quando charK = 0. Em 2001 Koshlukov [30] generalizou este resultado de Drensky
para K infinito e de caracteristica diferente de 2 e 3. Para charK = 2 o problema

ainda encontra-se em aberto.

Defini¢ao 1.2.18 Seja S C K(X) um conjunto ndo vazio de polindomios. A classe B

de todas as dlgebras A tais que f = 0 em A para todo f € S € chamada variedade
U =U(S) determinada por S.

Observe que dado S C K(X) e uma algebra A temos S C T'(A) se, e somente
se, (S)T C T(A), e portanto a variedade determinada por S é a mesma variedade

determinada pelo T-ideal (S)T, ou seja

E possivel verificar que (S)T = NyenT(A) e assim a cada variedade U corresponde
um T-ideal, que sera denotado por T(0). Diferentemente da correspondéncia entre
algebras e T-ideais, que associa a cada algebra o T-ideal T'(A), esta correspondéncia

entre T-ideais e variedades é biunivoca conforme podemos ver no teorema a seguir.

Teorema 1.2.19 Eziste uma correspondéncia biunivoca entre T-ideais de K(X) e
variedades de dlgebras. Nesta correspondéncia, a variedade *U corresponde o T-ideal de
identidades T'(0) e ao T-ideal I corresponde a variedade G(1).

Demonstracao: Veja |23, Teorema 1.2.5, pagina 5|. =
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Nao é dificil verificar que variedades sao fechadas para produtos diretos, imagens
homomoérficas e subalgebras. O teorema a seguir garante que estas propriedades

caracterizam uma variedade.

Teorema 1.2.20 (Birkhoff) Uma classe nao-vazia de dlgebras B é uma variedade

se, e somente se, € fechada a produtos diretos, subdlgebras e dlgebras quocientes.

Demonstracao: Veja [15], pagina 24. m

Definicao 1.2.21 Seja V uma variedade de dlgebras. A dlgebra F' €V é uma dlgebra
relativamente livre de V, se I ¢ livre na classe V (livremente gerada por Y, veja
Definigao 1.1.25). A cardinalidade de'Y é chamada o posto de F.

Teorema 1.2.22 Toda variedade V (nao-trivial) possui alguma dlgebra relativamente
livre.  Além disso, duas dlgebras relativamente livres de mesmo posto em V sao
1somorfas.

Demonstragao: Seja T'(V) = (e T(R) e considere 7 : K(X) — K(X)/T(V) a
projecao canonica. Sejam z; e xo dois elementos distintos de X tais que m(x;) = 7(xs).
Consideremos uma &algebra nao-nula A de V e um elemento nao-nulo a € A. Entao
existe um homomorfismo ¢ : K(X) — A tal que ¥(z1) = a e ¥(z3) = 0. Como
T(V) C Kery, existe um homomorfismo ¢ : K(X)/T(V) — A tal que ¢p o = 1.
Mas, a = (1) = (pom)(x1) = (¢ om)(x2) = ¢Y(x2) = 0, 0 que é uma contradi¢do.
Logo, m|x € injetora e portanto m(X) é enumeravel.

A 4dlgebra K(X)/T(V) é gerada pelo conjunto m(X) e pertence a V), pois satisfaz
todas as identidades de T'()). Vamos mostrar que esta algebra ¢ livre em V, livremente
gerada por m(X). Sejam A € V e o uma aplicagdo de 7(X) em A. Como K(X) é a
algebra livre com conjunto gerador X, a aplicacao o o : X — A estende-se a um
homomorfismo 6 : K(X) — A. Existe um homomorfismo p : K(X)/T(V) — A para
o qual pom = 6, pois T(V) C Kerfl. Se x € X, temos que p(n(z)) = (por)(x) =
O(z) = (0 om)(z) = o(m(x)), ou seja, o homomorfismo p estende a aplicagdo o. Além
disso, nao é dificil verificar que p estende a aplicacdo o de maneira dnica. Portanto,
K(X)/T(V) ¢ uma algebra livre na variedade V.

Suponhamos agora F) e F, algebras relativamente livres de mesmo posto em V.
Sendo Fi e Fy livremente geradas por Y; e Ys respectivamente, tomemos uma bijecao

g : YT — Y5, Temos entao que existem homomorfismos de algebras ¢, : F} — F5
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! respectivamente. TLogo, (p2 0 p1)(y) = y e

e py @ Fy — F estendendo g e g~
(p1 0 p2)(2) = 2, para quaisquer y € Y] e z € Y5, Segue entdo que ¢y 0 ¢ = Idp, e

10y = Idp,, e portanto ¢, e @9 sao isomorfismos. ®

Observacao 1.2.23 Nem toda classe de dlgebras possui uma dlgebra relativamente
livre. E possivel verificar, por exemplo, que a classe das PI-dlgebras ndo possui dlgebra

relativamente livre.

Observacgao 1.2.24 A classe das dlgebras associativas é uma variedade determinada
pelo conjunto vazio de polindmios. A classe das dlgebras comutativas é uma variedade e
a dlgebra relativamente livre de posto n € a dlgebra K|z, za, ..., x,] dos polindmios em
n varidveis comutativas. Além desses exemplos, a classe das dlgebras de Lie também
pode ser wvista como uma variedade (definida em termos da dlgebra livre, que nao é
associativa) determinada por duas identidades, a anti-comutatividade e a identidade

de Jacobi.

Podemos definir identidades polinomiais no contexto das algebras de Lie,
entretanto tais identidades sao elementos da algebra de Lie livre que é a algebra
relativamente livre de posto enumerdvel nesta variedade. A seguir fazemos um
breve desvio em nosso texto e, por completude, construimos a algebra de Lie livre
e definimos uma classe importante de polinémios, chamados polinémios préprios, que
tém aplicacoes importantes na Pl-teoria. Estes resultados nao serao usados no decorrer
do texto e sua leitura pode ser omitida. Lembramos que, se A uma algebra associativa,
considerando em A o produto [a,b] = ab — ba, para a,b € A, temos em A uma nova
estrutura de algebra, que denotamos por A7) e, conforme vimos no exemplo 1.1.7, &

uma algebra de Lie.

Definicdo 1.2.25 Se uma dlgebra de Lie L é isomorfa a uma subdlgebra de A,

dizemos que A € uma dlgebra envolvente de L.

Exemplo 1.2.26 Seja L uma dlgebra de Lie com base {u,v} tal que uxv = v. A
dlgebra My(K) é uma dlgebra envolvente de L, pois o subespago vetorial V' de My(K)
gerado por {E11, By} € uma subdlgebra de My(K)\™) e a aplicagio linear o : L — V

que satisfaz p(u) = E1y e p(v) = E19 € um isomorfismo de dlgebras.

Definicao 1.2.27 Seja L uma dlgebra de Lie. Dizemos que uma dlgebra associativa U

¢ uma dlgebra universal envolvente de L, e denotamos por U = U(L), se L é uma
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subdlgebra de U e U satisfaz a sequinte propriedade universal: para qualquer dlgebra
associativa R e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie v : L — R, existe um

unico homomorfismo de dlgebras associativas ¥ : U — R que estende ¢, ou seja, tal

que Y| = p.

Os teoremas que serao apresentados a seguir nos ajudarao a determinar uma base

de K(X) a partir de uma base da &lgebra de Lie livre.

Teorema 1.2.28 (Poincaré, Birkhoff, Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uma
unica (a menos de isomorfismos) dlgebra universal envolvente U(L). Se L tem uma
base {e; | i € I} onde o conjunto de indices I é ordenado, entiao U(L) tem uma base
dada por

eil...eip, Zlgglp, ’lkE[, p:0,1,2,...

onde p =0 nos dd a unidade de U(L).

Demonstragao: Veja [15], pagina 11. =

Sendo X = {x1, z, ...}, consideremos
ComX = {[zs, iy, ..., 23] | k>2, 2, € X}.

Sejam B(X) a subélgebra (com unidade) de K(X) gerada por ComX e L(X)
o subespago vetorial de K(X) gerado por X U ComX. Os polinémios de B(X) sao
chamados de polinémios proprios. Consideremos agora a algebra de Lie K<X>(_).
Mostra-se que se u,v € X U ComX, entdao [u,v] € L(X). Portanto, L(X) é uma
subélgebra de Lie de K (X)),

Teorema 1.2.29 (Witt) U(L(X)) = K(X).

Demonstragio: Considere a inclusio i : L(X) — K(X)(=). Sendo A uma algebra

associativa qualquer e ¢ : L(X) — A" um homomorfismo de algebras de Lie, considere

a restricao ¢ : X — A de ¢ a X e o homomorfismo ¢ : K(X) — A que estende ¢y.
Dados z;,,...,z;, € X temos:

90([952‘17 s 7x1n]) = [@('Til)v T Sp(xln)] = [¢(I11>7 T (b(xln)] = (b([xil? s 7xln]) e assim
¢ coincide com ¢ em L(X). Dai, U(L(X)) = K(X). =

27



Pode ser demonstrado que a éalgebra L(X) é livre na classe das élgebras de Lie.
De fato, sejam L uma algebra de Lie e h : X — L uma aplicacao qualquer. Por
K(X) ser livremente gerada por X, existe um homomorfismo ¢ : K(X) — U(L)
estendendo h. Temos que ©([z;,, Tiy, ..., i, ]) = [@(xi,), p(Tiy), - - -, o(x;, )] para k > 2,
e assim ¢(L(X)) C L, alem disso, é imediato ver que se fi, fo € L(X), entdo
o([f1, f2]) = [e(f1), e(f2)]. Logo, ¢|r(x) : L(X) — L é um homomorfismo de algebras
de Lie que estende h. Dizemos entdao que L(X) é a dlgebra de Lie livre, livremente
gerada por X.

Consideremos agora uma base ordenada de L(X) consistindo dos elementos
L1, L2y ey Tpyee UL, Uy o ooy Uy - - -

onde {uy,us,...} € ComX éuma base de [L(X), L(X)], o subespago vetorial de L(X)
gerado por ComX. Dos teoremas 1.2.28 e 1.2.29 segue que K (X) possui uma base

formada pelos elementos

.I'le?; .. .m?:ujluﬁ o, kyg,mg >0 (1.2)
onde i1 < ip < ... <1, J1 < Jo2 < ... < j,. Note que os elementos com k£ = 0 formam

uma base para B(X) e que se f(xq,x2,...,2,) € K(X), entdo
flxy, 20, .. 2p) = Zaax‘flx‘gQ...mZ"ga, (1.3)

onde a = (ay, a9, ...,a,), a; > 0, a, € K e g, € B(X). Além disso, pela independéncia

dos elementos em 1.2, temos que esta maneira de se expressar f é tnica.

1.3 Polindmios multi-homogéneos e multilineares

Nesta secao definiremos dois tipos de polindémios que tém grande importancia
na descricao de T-ideais de identidades de uma &lgebra, a saber, polinémios multi-

homogéneos e polindomios multilineares.

Definicao 1.3.1 Um mondmio m tem grau k em x; se a varidvel x; ocorre em m
exatamente k vezes. Um polindmio é homogéneo de grau k em x; se todos 0s seus
monomios tém grau k em x;, e denotamos este fato por deg,,f = k. Se para cada
varidvel x; todos os seus mondmios tém o mesmo grau em x; o polindmio ¢ multi-
homogéneo. Um polinémio linear em x; é um polindémio de grau 1 em x;; se o

polindomio € linear em cada varidvel que ocorre em f dizemos que ele é multilinear.
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Se m(xy,a,...,x;) € um mondémio de K(X), o multigrau de m é a k-upla
(ay,aq,...,a;) onde a; = deg,,m. A soma de todos os mondmios de f € K(X) com
um dado multigrau é dita ser uma componente multi-homogénea de f. Notemos
ainda que f € K(X) é multi-homogéneo se, e somente se, possui uma tinica componente
multi-homogénea. Além disso, f(z1,x9,...,2x) € K(X) é multilinear se é multi-

homogéneo com multigrau (1,1,...,1). Neste caso f pode ser escrito como:

Z UeTo(1)To(2) - - - To(k)s Ao € K.

ocESk
Os proximos resultados nos darao uma importante ferramenta no trabalho de
determinar geradores para T-ideais sobre corpos infinitos e corpos de caracteristica

7Zero.

Proposigao 1.3.2 Sejam [ um T-ideal de K(X) e f(xi,22,...,2¢) € I. Se
K ¢ infinito, entado cada componente multi-homogénea de [ pertence a 1.

Consequentemente, 1 € gerado por seus polinémios multi-homogéneos.

Demonstracao: Seja n o maior grau em x; de algum monémio de f. Para cada
i=0,1,...,n, consideremos f;(x1, za,...,x) como sendo a soma de todos os monémios
que tém grau i em z; (a componente de grau i em z7). Temos claramente que
f=»rfo+fi+...+ fn. Como K é infinito, podemos escolher n + 1 elementos
distintos ay, ...,a, € K. Paracada j =0,1,2,...,n temos g; = f(a;z1,22,...,2%) =

Jfotajfi+...+ajf, eassim

1 Qo ... Ckg fo Jo
1 [0 5 T O/f f1 . g1
1 ay o, fn In
Observe que go,91,---,9, € I, pois I € um T-ideal. Além disso, a primeira

matriz na igualdade anterior é uma matriz de Vandermonde invertivel. Logo, devemos

ter fU?fla"'?anI-

Agora, para cada ¢ = 0,1,...,n e cada t = 0,1,2,..., tomemos f;, como

sendo a componente homogénea em f; de grau t em x,. Usando entao os mesmos
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argumentos anteriores, concluimos que f;, € I e assim, repetindo o processo para cada
variavel, temos a primeira afirmacao. Finalmente, observando que f é a soma de suas
componentes multi-homogéneas, concluimos que I é gerado por seus polinémios multi-
homogéneos. m

Proposicao 1.3.3 Se I é um T-ideal de K(X) e charK = 0, entao I é gerado por

seus polindmios multilineares.

Demonstragao: Como charK = 0, temos que K ¢é infinito e portanto, pela
proposicao 1.3.2, podemos assumir que f(z1,x2,...,2,) € I é um polinémio multi-
homogéneo. Seja n = deg,,f. Tomando y; e ys varidveis de X distintas de
T1,Tg, ..., Ty, consideremos o polinémio h(yi,ye, T, ..., xn) = f(y1 + Y2, T2, ..., Tn).
Sendo hq(y1,ys, T2, - . ., Tx) a componente homogénea de h(yy, ya, o, . .., Tx) de grau 1
em y;, temos que degy,hy = n —1 e que hy(z, 21, 29,...,25) = nf(r1,22,...,Tk).
Por charK = 0, segue que f é consequéncia de hi(yi,¥ya,...,x;). Notemos que
degy,hi = n — 1 e assim, caso seja necessario, repetimos o argumento para as
variaveis yo, Za, ..., em hy. Continuando com este processo (chamado de processo
de linearizacdo ou polariza¢do), concluimos que f é consequéncia de algum polindémio

multilinear de [ e assim segue o resultado. m

1.4 Algebras Graduadas e Identidades Polinomiais
Graduadas

Nesta secao apresentaremos os conceitos de algebra graduada e identidades
polinomiais para &lgebras graduadas. Estas ideias serao fundamentais no
desenvolvimento do restante do texto. No que segue, G denotard um grupo.

Definigao 1.4.1 A dlgebra A é G-graduada se pode ser escrita como uma soma direta

de subespacos de A
A= @Ag de modo que AyjA, C Ay,
geG

para quaisquer g,h € G. O subespa¢o A, é chamado de componente homogénea de
grau g e os seus elementos de elementos homogéneos de grau g. Dizemos que um

subespaco B de A ¢é homogéneo na G-graduacdo de A se

B=@P(BNA,),

geG
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e neste caso os subespagos B N A, serao denominados de subespacos homogéneos de
grau g. Sendo I um ideal de A, é possivel verificar que A/l € uma dlgebra G-graduada,
onde A, = (A, + I)/1 é uma familia de subespagos de AJI e de maneira andloga, ao

feito anteriormente, podemos definir ideal homogéneo de A.

Observacao 1.4.2 Se A € uma dlgebra G-graduada com unidade, entao 1 € A,.

A seguir daremos alguns exemplos de algebras graduadas.

Exemplo 1.4.3 Toda dlgebra A admite uma G-graduacao. Basta considerar A. = A
e A, = {0} para todo g € G —{e}, sendo e o elemento neutro de G. Esta graduagdio €

chamada de graduacgao trivial.

Exemplo 1.4.4 A dlgebra exterior E possui uma Zo-graduacdo natural dada por
E = Ey® E,, onde Ey e Ey sio os subespacos definidos no exemplo 1.1.5. E possivel

demonstrar que nao existe Zs-graduagao para a dlgebra E.

Exemplo 1.4.5 Considere n um inteiro positivo e A = M,(K). Para cada v € Zy,

tomemos o subespago M, = (E;; | j —i="y). Para cada k € Z, consideremos

{0}, se |kl >n
My, = o :
(Eij | j—1=k), se [k <n

Observe que My = M, € exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Do fato do

conjunto {E;; | 1 <i,j <n} ser uma base de A segue que
A=P M, ¢ A=FP M.
YEZLn keZ

Agora para ver que estas decomposicoes definem uma Z,-graduacao e uma Z-graduacao,

respectivamente, em M, (K), basta notarmos que

BB — 0, se j#k
UM Eilv S€ j:k

donde segue que M, M,, C M, ., para v1i,v2 € Zn ¢ My, My, C My i, para
]Cl, ky € 7.

As graduacgoes do exemplo anterior sao casos particulares de um tipo de graduacao
em M, (K) chamada graduacdo elementar que é definida a seguir.
Seja G um grupo qualquer e considere G" = Gx...XG. Fixado g = (¢1,...,9,) €

G", definiremos uma graduacdo em M, (K) associada a g tomando cada componente
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homogénea A, como o subespaco gerado pelas matrizes elementares £;;,1 < 14,7 < n,

tais que g[lgj = g, ou seja:
Eyj €Ay g=g;"9; - (1.4)

Sabemos que as matrizes E;; formam uma base para o espago vetorial M, (K)
e cada E;; pertence a componente homogénea A,, onde g = g{lgj. E conforme
implicacao acima, para cada g € G fixado temos A, = 0 ou 4; = @ [E,s], e

entao M,(K) = @} ;_[Eij] = ®gecAy-

—1
9=9r 9s

Mostraremos que a condigdo 1.4 realmente define uma graduacgao de M, (K). De
fato, sejam E;; € Ay e Ey € Ap, entao E;jEy = 0se j # k, e se j = k temos
EijEw = Ey € Ay, onde © = g;'gi = g, 9,97 90 = gn, pois g = g; 'g; e h = g; ' g1,
Portanto A,A, C Agp.

Definicao 1.4.6 A G-graduagcio em M,(K), definida acima, € a graduagao

elementar induzida pela n-upla g = (g1, , gn)-

Observacao 1.4.7 Considerando uma graduacdo elementar em M, (K) podemos
provar que M,(K) € isomorfa o dlgebra dos endomorfismos graduados do espago
vetorial G-graduado V = @, Vg, com base vy, ... v, onde a(vj) = g;, j=1,....n.
Assim, tomando cada espago vetorial como sendo o corpo K, podemos provar que as

graduacgoes elementares provém de graduacoes em K",

Um fato interessante que foi provado em 1999 por Ion e outros([11]) garante
que uma G- graduacao de M, (K) ¢ elementar se, e somente se, todas as matrizes
elementares F;; sao homogéneas.

Definigao 1.4.8 Sejam A e B dlgebras G-graduadas. Uma aplicacio ¥ : A — B €
dita ser um homomorfismo G-graduado se 1) é um homomorfismo de dlgebras que

satisfaz Y(A,) C By para todo g € G. De modo andlogo, definimos endomorfismo,

automorfismo e isomorfismo G-graduado.

Vamos tratar agora de identidades G-graduadas. Antes precisaremos do conceito
de algebra associativa livre G-graduada. Para defini-la, consideremos uma familia
{X, | g € G} de conjuntos enumeraveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entio
X=U gec Xg € consideremos a algebra associativa livre unitaria K (X). Definimos
agora

all)y=e e a(rizy...xp) = a(r))a(zr) ... a(xy,)
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onde a(z;) = g se z; € X,. Sendo entdo m um mondémio de K(X), dizemos que a(m)

é o G-grau de m. Tomando para cada g € G
K(X)y, = (m | m é monomio de K(X), w(m) = g)

temos

K(X) =@ K(X), e K(X)K(X)nC E(X)gn

geG

para quaisquer g,h € G, e assim K(X) é chamada algebra associativa livre G-
graduada. Se f € K(X),, dizemos que f é homogéneo de G-grau g e usamos a

notagao a(f) = g.

Defini¢ao 1.4.9 Seja A = P4
polinomio [ = f(x1,...,2,) € K(X) € uma identidade polinomial G-graduada

Ay uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um
para A se f(ai,...,a,) =0 para quaisquer a; € Aqg,) com i =1,2,...,n.

No estudo das identidades ordinarias o conceito de T-ideal é¢ de extrema
importancia. Para o caso de identidades G-graduadas temos um conceito anélogo,

a saber, o de T-ideal.

Definicao 1.4.10 Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de
K(X) ¢ dito ser um Tg-ideal se o(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de
K(X). Dado um subconjunto S de K(X) definimos o Tg-ideal gerado por S como

sendo a interse¢ao de todos os Tg-ideais de K(X) que contém S.

Observacao 1.4.11 Quando G = Z,, o Tg-ideal serd denotado por T,,.

Nao é dificil ver que I é um Tg-ideal se, e somente se, f(g1,...,9,) € I, para
quaisquer f(z1,...,2,) € I e g; € K(X)a(,)-

Se A é uma é&lgebra G-graduada, entao o conjunto Tg(A) das identidades G-
graduadas de A é um Tg-ideal de K(X). As proposicoes 1.3.2 e 1.3.3 também sao
validas no caso de T-ideal.

O proximo resultado mostra uma importante relacao entre os conceitos de

identidades ordinarias e graduadas.

Proposigao 1.4.12 Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes
tais que Tg(A) C Te(B), entio T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Ta(B), entdo
T(A)=T(B).
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Demonstracao: Consideremos a &lgebra associativa livre K(Y), onde
Y = {y1,92,...}, e seja f(y1,92,...,yn) € T(A). Dados by,by,...,b, € B, tomemos
bi, € By, parai =1,...,neg € G, tais que b; = deG b, Para cada b;, # 0, tomemos

i, € X4 e consideremos o polinomio fi = (3 coT1,,---, D 4cqTn,) € K(X). Como
f € T(A), temos fi € Tg(A) e dai f; € T(B). Fazendo entdo as substituicoes

v, = b, parai=1,...,negc G, temos
f(b17b27"'7bn) = f<zblg7zb2g7"'7zbng> =0
geG geG geG

e assim f € T(B).

Se Ta(A) = Te(B), entdo Tg(A) C Te(B) e Ta(B) C Tg(A), donde temos a
ultima afirmacao. m

E importante observar que a reciproca do resultado acima é falsa. Considere
na algebra exterior F a Zs-graduacao natural £ = Ey @ E; e a Zs-graduacao trivial
E = E @ {0}. Temos que f(y1,y2) = [y1,%2], com a(y;) = a(ys) = 0, é identidade
Zo-graduada de E com respeito a primeira graduacao, mas nao ¢é identidade graduada

com respeito a graduacao trivial.

1.5 Identidades Estaveis, Elementos Genéricos e

Matrizes Genéricas

Nesta secao faremos um breve estudo das identidades estaveis, elementos genéricos
e das matrizes genéricas, e enunciaremos alguns resultados que serao de fundamental
importancia para o desenvolvimento do capitulo 3.

Se A é uma algebra, entao estendendo os escalares podemos obter uma nova
algebra cujas identidades sao satisfeitas por A.

Considere C' uma algebra comutativa e a dlgebra A® C'. Algumas das identidades
polinomiais de A podem desaparecer em A®C'. As identidades que permanecem damos

um nome especial.

Definigao 1.5.1 Seja f wma identidade da dlgebra A.  Dizemos que f € uma
identidade estdvel de A se para cada dlgebra comutativa C, f ainda € identidade
de A C.
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E claro que se K & um corpo finito nem todas identidades de K sdo estaveis.
Por exemplo, se | K |= ¢, entdo 27 — x = 0 é uma identidade de K, mas nao é uma

identidade para qualquer extensao propria de K.

Lema 1.5.2 Se K é um corpo infinito e A € uma dlgebra, entao toda identidade

polinomial de A € estdvel.

Demonstragao: Seja f(z1,...,x,) uma identidade polinomial de A, e sejam C' uma

algebra comutativa e A = A ® C. Como K é infinito, podemos assumir que f é

multihomogéneo de multigrau (myq, ..., m,).
Para aj,...,a, € A devemos provar que f(ai,...,a,) = 0. Suponhamos
primeiramente que a; = a1 R ¢1,...,0, = G, X C,, €Ntao

flag,....a,) = flar,...,an) @™ ... =0

e fica demonstrado neste caso.

Agora sendo a1 = by ® dy + by R dy, a3 = ag ® Ca, ..., Ay = Gy R Cp, €NLAO

fl@a,...,a,) = f(b1®di,aa®¢a,...,04,¢y)+ f(ba®da, a2 R¢a,... a0, Rcy)

mi—1

+ Zfi(bl®d1,b2®d2,a2®02,...,an®cn)
i=1
onde
mi1—1
Flar+yn e, mn) = flon . m) = [y e, mn) = Y fl@ g wa, . 2)
i=1
(1.5)
e deg,, fi = 1. Como todo polinémio f; em 1.5 é consequéncia multi-homogénea de f,
segue do argumento anterior que f(ag,...,a,) = 0.
Generalizando este argumento para a; = Z ay; D cuy, - - , Oy = Z (n; @ Cn; € Ae
¢;; € C arbitrarios escrevemos f(ar, ..., a,) como uma soma de expressoes da forma:
9 = 9(aiy, @ Ciyjr, - -+ iy, © Ciyjy )
onde g = g(x1,...,2,) € homogéneo e consequéncia de f. Novamente pelo primeiro

argumento obtemos g =0. =
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Como uma aplicacao do lema anterior encontraremos uma forma explicita util
para a algebra relativamente livre de uma variedade gerada por uma &lgebra de
dimensao finita. Esta algebra serd gerada por "elementos genéricos".

Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo infinito K. Considere
dimA =n e {uy,...,u,} uma base de A.

Sejam yz(k),i € N, 1 < k < n, variaveis comutativas e K[yz-(k)/i eNI1<Ek<n]o
anel dos polinomios sobre K nestas variaveis. Construimos B = A ® K [yl(k)] que é a

(/f)].

7

algebra produto tensorial de A e K|y

Definicao 1.5.3 O elemento:
y(i) = Zuk ®yi(k),i =1,2,...
k=1

€ chamado elemento genérico. A subdlgebra A de B gerada por yV y? .. sobre

K ¢é chamada de dlgebra dos elementos genéricos.

Teorema 1.5.4 Se K ¢ infinito, entao a dlgebra A éuma dlgebra relativamente livre de

posto enumerdvel na variedade var(A), isto é, A = K(X)/T(A), onde X é enumerdvel.

Demonstragio: Considere X = {z1,25,...} enumerédvel ¢ seja ¢ : K(X) — A o
homomorfismo induzido pela aplicacio z; — 9,7 € N. Provaremos que kery = T(A).
Pelo lema anteior, T'(A ® K[ylgk)]) = T(A), e dai keryp O T(A). Suponha agora que
g = g(x1,...,1,) € kery, isto é, g = g(yM,...,y™) = 0 em Ae sejam aq,...,a,

elementos arbitrarios de A.

Escreva cada a; como uma combinagio linear da base {ui,...,u,} de A:
n
k
a; = Z A Uk
k=1
com \f, ...\ e K. Como K[yfk)] é uma algebra comutativa livre de posto enumeravel

(%)

i

(k)

qualquer aplicagdo y;” — AF se estende a um homomorfismo K[y;"”’] — K. Assim,

devido a propriedade universal do produto tensorial, o homomorfismo de &lgebras
v:A® K[ygk)] — Aonde p(y¥) =a;, i=1,...,m, estende a aplicacio:

a®yl(’f)—>)\fa, acA k=1,...,n, i=1,...,m.



Como ay,...,a, sao elementos arbitrarios de A, g(z1,...,2,) = 0 é uma identidade
de Aekery =T(A). =

Um caso interessante é quando A é a algebra das matrizes nxn sobre K. Vejamos:
para um inteiro n > 2, fixaremos a notagao (2, para a K-algebra dos polindémios em

varidveis comutativas
Qn:K[yJS? |pyg=1,...,n, i=1,2,...].

Definigao 1.5.5 As matrizes de M, ()

n
Y = Z yl(,Z)qu, 1=1,2,...
p,q=1
sao chamadas matrizes genéricas n X n. A dlgebra gerada pelas matrizes genéricas y;,
1 =1,2,..., denotada por R,, ¢ chamada de dlgebra das matrizes genéricas de ordem
n. Nds denotaremos por R, ., a subdlgebra de R, gerada pelas m primeiras matrizes

genéericas Y1, Yz, - - - s Ym-

Exemplo 1.5.6 Para n = m = 2, trocando a notacao e assumindo que yz()}]) = Tpq €

yg(a?;) = Ypq, 0 dlgebra Ry € gerada por

T11 T12 Y11 Y12
T = ey = .
To1 T22 Y1 Y22

Sendo C' uma K-&lgebra comutativa, as matrizes n x n com entradas em C

podem ser obtidas por especializacoes das matrizes genéricas, isto é, a = Z; =1 TraEpg:

com v,y € C, & obtida de y; = Z; =1 y,(,(ll)qu trocando-se as varidveis yétll) POT Ypg-

Segue do teorema 1.5.4 o seguinte resultado:

Corolario 1.5.7 A dlgebra R, das matrizes genéricas n X n sobre um corpo infinito K

¢ uma dlgebra relativamente livre de posto enumerdvel na variedade gerada por M, (K).
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Capitulo 2

Identidades Graduadas em M, (K),
charK =0

Neste capitulo estudaremos as identidades polinomiais de M, (K) com respeito
a graduacoes elementares sobre um corpo de caracteristica zero. Considerando
G um grupo arbitrario apresentaremos a descricao, feita por Bahturin e Drensky
(|16]) das identidades polinomiais para a algebra M, (K) e encontraremos uma base
de identidades G-graduadas de M, (K) com uma graduacao elementar tal que a
componente identidade coincide com o subespago de M, (K) das matrizes diagonais.

Analisaremos alguns exemplos particulares como a descricdo de uma base de
identidades polinomiais Ss-graduadas de M3(K), e base de identidades polinomiais

Z,-graduadas e Z-graduadas para a algebra M, (K).

2.1 Identidades G-Graduadas para as matrizes

Apresentaremos algumas definicoes e resultados que serao usados na

demonstracdo do Teorema (2.1.8), que descreve as identidades G-graduadas para a

algebra M, (K).

Definigao 2.1.1 Definimos o suporte da G-gradua¢io de M,(K), e denotamos por
Gy, como sendo o conjunto dos elementos g € G tais que a componente homogénea de

grau g € nao nula, isto €,

Go = {9 € Gl(Mn(K))g # 0}



Observacao 2.1.2 A quantidade de elementos do suporte da G-graduagio de M, (K)
¢ limitada por n?, isto é, |Go| < n?.

Sendo G um grupo arbitrario, denotaremos por K(X) a algebra associativa livre
G-graduada, onde X = (J 5 X,, e M,(K) a algebra das matrizes com uma G-
graduacdo. De acordo com as notacgoes introduzidas na secao 1.4, denotamos por
T o conjunto das identidades G-graduadas de M, (K).

Fixemos uma G-graduacao elementar de M,(K) induzida por g =
(91,92, ,gn) € G™, onde g1, 92, , gy 830 duas a duas distintas.

Denotaremos por U o ideal das identidades G-graduadas em K (X) gerado pelas

identidades:
Tele — Yele = 0 (21)
TgYg-12g — 2y = 0 see#ge Gy (2.2)
z, = 0 seg¢ Gy (2.3)

onde o indice denota o grau da variavel.

Observagao 2.1.3 Neste capitulo as matrizes unitdrias serao denotadas por Egy.,

com 1 < 1,57 <n, e definidas da mesma maneira do exemplo 1.1.4.

Lema 2.1.4 A dlgebra M, (K) satisfaz as identidades polinomiais G-graduadas do Tg-
ideal U.

Demonstracao: Observe inicialmente que se A € M, (K)., entao A é uma matriz
diagonal, j& que todos os gis na definicdo da graduacdo elementar de M,(K) sao
distintos. Desde que duas matrizes diagonais comutam, temos que M, (K) satisfaz
a identidade graduada (2.1). Claramente, M, (K) também satisfaz (2.3). Por outro
lado, as identidades (2.2) sao multilineares, logo precisamos mostrar que as identidades

em (2.2) sdo satisfeitas para

Ty = Ea1b17 Yg—1 = Ea2b27 Zg = Ea3b37

onde Fyp,, Eogy € (My(K))g € Eogp, € (My(K))g-1, com g = g.lg,, = ga_glgbs,

9" = g..' gv,- Notemos que Eq p, Eoyp, oy, # 0 se, e somente se,

b1 = ag € bg = as. (24)
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e dai
9= oy Gaz = Gy G5 = (Gay 902) ™" = G5 Gaz-
Assim, Go, = Gbys Gay = Gbs € temos que a3 = by = ag e by = ay = bs. Portanto
Eap, = Eagp, € segue que Eg iy, Eoypy Eagr, = Eagty Loty Eayb, -
Similarmente, se Eup, Fuyby Faip, 7 0, entdo Eqp, = Fagps € € Egipy Eagby Faghy =

0, Eagps Lagpy, Earp, = 0, 0 que conclui a demonstracao. m

A proposicao seguinte garante que identidades do tipo monomio aparecem em
quantidade finita em uma base das identidades G-graduadas de M,,(K). Esta afirmacao
serd 1Util para obtermos resultados similares aos obtidos por Vasilovsky([44], [45]) em
um contexto mais geral.

Proposicao 2.1.5 Sejam Gy o suporte da G-graduagao de M, (K) e I o conjunto de
todas sequéncias finitas h = (hy, ha, ..., h,) de elementos de Gy tais que xp,1 ... Thn =

0 € identidade polinomial G-graduada de M, (K). Entdo existe um inleiro positivo ng

tal que xp,q...xH,, = 0 € consequéncia de identidades polinomiais como (2.1)-(2.8)

juntamente com Tpyq ... Th,m =0, onde h = (hy,ha, ..., hy) € I e m < ng.
Demonstracgao:
Seja |Go| = s < n? e consideremos nyg = 4s*™2 (como veremos adiante,

na secao 2.2, esta nao é a melhor estimativa para ng). Consideremos J o Tg-
ideal de K(X) gerado pelas identidades da forma (2.1)-(2.3), e por uma quantidade
finita de monoémios, de comprimento limitado por ng, da forma x5 ...z, m, onde
h = (hi,he,...,hy,) € I. Demonstraremos que toda identidade wp,1---zp,n = 0
pertencem a .J, por inducao sobre n.

Seja n > ng e seja h = (hy, hs,...,h,) € I uma sequéncia fixada e considere
20512 <n < 2(t+1)s*2 ¢t > 2, ou seja t < 5345 < t+ 1. Considere também os
produtos k. = hy...h,,onde r=1,...,n.

Se algum k, nao pertence a Gy, entao zx, = 0 é uma identidade G-graduada
para M, (K) e xx, = 0 € J. Uma vez que xp,1...xp5,, € (K(X)), € J obtemos que
Thy1-..Tp,r = 0 & consequéncia de x, = 0. Dail zp1... 20 € J € Tpy1 ... 2h,n € J.
Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que todo k, pertence a Gj.

Como |Gy| = s, usando o principio da casa de pombos, obtemos que existem

pelo menos & > 2ts**1 valores de r onde os k, correspondentes sdo iguais, isto é,
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existem m;, para i = 1,...,2ts**1 + 1, tais que kp, =k, = .. = Ky, 00, By =
kmi+1

1,...,2ts»t > 2.

onde hy...hm, = hi... By (Bpgg1 <o iy, ). Portanto A1 .. by, = 1,0 =

Mostraremos agora que pelo menos s27!

produtos (A1 PAm,,,) tém
comprimento < 2s.
De fato, se pelo menos (2t — 1)s**' produtos (Am;11-.."hm,,,) tivessem

comprimento maior do que 2s entao

(2t +2)s%2 > n > (25 + 1)(2t — 1)s*H,

(2t+2)s>(2s+1)(2t —1), 2(s+ 1)t <4s+1

e, como t > 2, terfamos que 4(s+ 1) < 4s+ 1, o que ¢ impossivel. Desta forma, menos

de (2t —1)s***! produtos (41 - - - A, ) 580 de comprimento > 2s e pelo menos s>
tém comprimento < 2s .

Afirmamos que existem 7 e j tais que as sequéncias (hp,41,...,Rm,.,) €
(himjs1s -+ hiny,y ) S80 iguais.

De fato, como o ntimero total de sequéncias (hy,...,hy) € [,k < 2s, ¢é

delimitada por 1 + s + 52 + ... 4 5% < s*T! concluimos que existem duas sequéncias
(hangt1s s Pmgyy) € (Bmjg1, - oo huny,y) iguais. B usando (2.1) podemos admitir, sem

TV MG41 » TP 4-1

perda de generalidade, que 1 =1 e j = 2.

Consideremos a sequéncia b = (hy, -+, A, hmys1 - - hn) obtida de h =
(hi,...,hy) removendo (Rpyy o1, 5 Ay )-
Se a sequéncia A’ € I, temos por hipotese de inducao que

Thy1 - thml(yeth2+hm2+1) “ T, € J e substituindo ye POT Th,, i myt1 " Thinymo
obtemos que xp,1 - - - xp,,, também pertence a J.

Por outro lado, i’ ¢ I se, e somente se, existem matrizes unitarias v; € (M, (K))p,
tais que:

(V1 Uiy ) (U1 * Vmg ) (Umg1+ - V) # 0
mMas Upmyi1 - Umg € (Mp(K))e, € assim v = VUpyi1 -+ Uy = FEy para algum ¢ =
1,---,nedaiv?=w.

Observe ainda que se substituirmos em xp,; - - - xp,, a variavel xy,; por v; para

i=1,--- myeparai =mo+ 1+ N€Tp, \mt1s " Thy,,ms, LeSPectivamente com
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Umy41 = Umg+1, " Umy = Um, Obtemos que:

2
Ul-..vn — vl-..vml(vm2+1...vm3) Um3+1-..vn

= U1 Uy (Vmgt1** * Vg JUmg 1+ Un 7 0.
Logo, h ¢ I, que é uma contradi¢ao, e completamos o argumento de indugao. m

Lema 2.1.6 Sejamv; = E,, € M, (K)p,, h; = g;ilgbi,i =1,---,m matrizes unitdrias
tais que vy - -- vy, # 0. Entao para todo i < j o produto v;---v; pertence a M,(K), ,

com h = g, ' gy,

Demonstragao: Como por hipotese vy ---v,, # 0, onde v; = FE,p € My(K)p,,

devemos ter by = as, by = as,...,bn_1 = a,,. Portanto para todo i« < j temos:

ViV = Eaibz‘ ce Eaij = Eaibj € Mn(K)h

J
onde h =g, 'g,,. ™

Proposicao 2.1.7 Seja k = (ky,--+ ,ky) € G™ e sejam o e T duas permutacoes de

S, tais que:

Lhkyyo(1) """ Lky(myo(m) = 0 e Ly yr(1) """ Lhp(yr(m) = 0

nao sao identidades polinomiais G- graduadas de M, (K). Se existem matrizes unitdrias

v; € My (K)g,,i=1,--- ,m, tais que V(1) ** * Va(m) = Vr(1) " * * Ur(m) # 0 entao:

xko(l)a(l) T tTk;fx('rﬂ)(7(777*) = ka(l)T(l) T IkT('m)T(m)

¢é uma identidade polinomial graduada de M, (K), a qual é consequéncia de (2.1)-(2.3)

e de identidades graduadas da forma xp,q - xh, m = 0.

Demonstracao: Seja J o Tg-ideal de K (X)) considerado na proposigao 2.1.5. Devemos
mostrar que

Thyyo(1) -+« Thypyo(m) = Thil - - - Thyym(mod J).

E suficiente considerarmos somente os casos o # e e T = e.

Sejam v; = Eup,, 0 = 1,...,m, e o(l) = 1,...,0(c) = ¢, o(c+1) #c+1.
Claramente ¢ < m —2 (ja que ¢ =m ou ¢ = m — 1 implica 0 = id) e c+ 1 = o(r) para
algum r > c+ 1.

Escolhamos ¢ o menor inteiro positivo que satisfaz t > c+1e o7 1(t +1) < r.

Seja ¢ = o' (t+ 1), t = o(s). Entao c+1 < ¢ <r <o (t) = s Uma vez
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que V(1) - .- Vg(m) = V1...U;m = Eqp, # 0, obtemos que b; = a;y1, bo) = Go(iv1),

a1 = Ag(1)s bm = by(m). Em particular, ag(c41) = der1 = o(r), bo(s) = by = Q1 = Ao(q)-
Consideraremos dois casos:

Caso 1: ¢ > c+ 1.

Sendo ¢ > ¢+ 1, pelo lema 2.1.6:

W1 = Uo(ct1) -+ Vo(g—1) = Eaa(c+l)ba(q71) = Eaa((:+l)aa(q) =

= Eac+1bz S (MH(K>>h1 para hy = g(;cilgbt

w2 - Uo(q) tet Ua(r_l) = an'(q)bo'('rfl) = Eacr(q)ac'(T) -
—1
= Ebtac+1 S (Mn(K))hz pbara hl = 9b, Yact1

W3 = Vo(r):--Va(s) = E, Eac+1bt S (MR(K))}H

o(rbo(s) —
Dai,

Thy(einyo(cl) - - Thyu_1yo(a=1)s  Thyo(r) - - Thyo(s) € (K(X))p,,

Lhegyo(q) = = » Thop_1yo(r—1) € <K<X>)hl—1

e aplicando a identidade 2.2 obtemos:

<xha(c+1)0(6+1) 3 'xha(q—l)U(Q—l))<xha(q)U(Q) i 'xha(r—l)U(T_l))(xha(r)g(r) - 'xho(s)U(S)) =

= (Thy o) -+ Thy (0 () (Thy(gy0(@) -+ Tho( )0 r=1) (Thoeinyo(etd) -+ Ty pyo(g-1)) (Mo0d J).

Como o(r) = ¢+ 1, obtemos:

xhc‘(l)g(l) e ajha‘(m)a(m) = xhll e xhcc(mha(c+1)g(c+1) e xhv(s)g(8)>($h0(3+1)0(5+1) T mho‘(m)g(m)) =
= (Tpy1 - 'xhc+16+1)(xhp<c+2>p(0+2) i 'xhp(s)p(s))<xhp(s+1)p(8+1) e thm)ﬂ(m))(mOd J)

onde p € S, étal que p(i) =14, i=1,...,c+1,ep(i) =0(i) parai =s+1,...,m.

Caso 2: g=c+ 1.

Similarmente ao caso anterior, se ¢ = ¢ + 1, entdao com a definicao acima de wy, woy, w3

obtemos que dy(q) = o1 = bo(s) = by € Wy = 1, wy = w3 = K Assim,

QAc41Qc+1 "
(Ihgma(?”) e xha(5)0(8)>7 (xha(q)o(q) - ‘xh‘a('rfl)o-(r_l)> S (K<X>>ea
e aplicamos a identidade 2.1 para obtermos novamente

l‘ha(l)g(l) - ..Z‘ha(m)g(m) = Tpyl-- 'xhc+1,6+1(xhp(c+2)p(c+2) .. -xh,,(m)p(m))(mOd J)
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Desta forma podemos aplicar inducao em ¢ e obtemos que modulo J

xho‘(l)g(l) e xhd(m,)a'(m) = xhll e thm

[ ]

A seguir veremos o principal teorema desta secao.
Teorema 2.1.8 Considere G um grupo qualquer e a n-upla g = (g1, ,9,) € G" que
induz a G-graduacao elementar de M, (K), com g1,--- , g, distintos. Entao uma base

de identidades polinomiais graduadas de M, (K) consiste das identidades (2.1)-(2.3) e
uma quantidade finita de identidades da forma xp1 - xh,,m = 0,m > 2, onde o grau

m € limitado por uma funcao de n.

Demonstracgao: O lema (2.1.4) nos garante que M, (K) satisfaz as identidades (2.1)-
(2.3).

Seja J o Tg- ideal de K(X) gerado por (2.1)-(2.3), Zp,1- - Th,m, h =
(hi,--+ ,hy) € I, onde I é o conjunto de todas as sequéncias finitas h = (hy, -, hy,)
de elementos de Gq tais que xp,1 - - Tp,,m = 0 é identidade polinomial G-graduada de
M, (K).

Pela proposicao 2.1.5 existe um inteiro positivo ng tal que é suficiente incluir
no conjunto gerador de U somente xp,1 - Zh,m = 0 com m < ng. Podemos fixar
no = 4572 e como |Gy| < n? podemos escolher ng dependendo somente de n.

Devemos mostrar que toda identidade polinomial graduada de M, (K) pertence
aJ.

Suponha por absurdo que
Z QoLhy1yo(1) """ Lhy(myo(m) = 0,00 € K (2'5)
g€ES,
¢ uma identidade polinomial G-graduada de M, (K) tal que
f@h1, s Thm) = Z QoThy yo(1) """ Thymyo(m) E J (2.6)
oESy

Escolhamos o polinémio (2.5) com o nimero minimo possivel de coeficientes o,

nao nulos. Fixemos o € S,, com a,, # 0, em (2.6), e matrizes correspondentes vy, - - - , v,

tal que Vg(1) " * * Vo (m) 7é 0.
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Para qualquer 7 € S, ou vr(1) "+ Vrm) = 0 OU V(1) " - Vrm) = E,s para algum

r,s. Dai, existe um 7 € S, tal que T Ao e a, #0, e

Pela proposicao 2.1.7

Theyo(1)s """ 3 Thymyo(m) = Thoyr(1) * " Lhe(my7(m) € J
Substituindo em (2.6) o polindomio f(zp,1,- - ,Zh,m) POr:
f(ajhlb T athm) - Oéa(l’h(,(l)a(l) T Thyyo(m) T Thygyr(1) T -mhf(m)T(m)) (2.7)

obtemos uma identidade graduada da forma (2.5) que é uma combinacdo linear de

tamanho menor que f(zp,1, - ,Zh,m) = 0, 0 que contradiz nossa escolha de f. m

Corolario 2.1.9 Se G é um grupo e a G-graduagio de M,(K) € tal que as matrizes
unitdrias sao homogéneas e a componente identidade de M, (K) coincide com a diago-
nal KEy + ...+ KE,,, entdo as identidades graduadas de M, (K) sdo consequéncias
das identidades (2.1)-(2.3) e de uma quantidade finita de identidades da forma

Thyl - Thyym = 0,m > 2.

2.2 Identidades G-Graduadas Concretas

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de identidades polinomias G-
graduadas.

Considerando a éalgebra M;3(K) e sendo G o grupo de permutagbes Ss,
descreveremos uma base de identidades polinomiais Ss-graduadas de M3(K). Este
resultado mostra como o Teorema 2.1.8 pode ser aplicado no caso de uma
graduacao concreta. Descreveremos também as identidades Z-graduadas e Z,-
graduadas de M,,(K') que, apesar de historicamente terem sido estudadas anteriormente
as identidades G-graduadas, podemos considerd-las como uma consequéncia dos

resultados obtidos na secao 2.1.
Teorema 2.2.1 As identidades graduadas

TelYe — Yele = 0
LolYo-12¢ — ZoYo—1Tg = O, (S S3a g 7& €, (12)

raz) =0, Za)yas) =0, Zasyyasz) =0
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formam uma base das identidades de M3(K) com respeito 4 Ss-graduacdo elementar
induzida por g = ((12), (23), (123)).

Demonstracao: Observemos inicialmente que:

(M5(K))e = KE1 + KEy + KE33 = Eyy, Eg, Esg € (Ms(K))e,

° <M3<K))(12)—1(23) = (Mz(K))(123) =KFEy= E € (M3(K))(123)>

(M3(K))23)112) = (M3(K))132) = K Eo = Eo1 € (M3(K))(132),

(M3(K))a2y-1123 = (M3(K))a3)-1(123) = (M3(K))2s) = KEi3 + KE3 =
Eys, E31 € (M3(K))(23),

(M3(K))(23y-1123) = (M3(K))a2s)-123) = (Ms(K))asy = KEy + KE3 =
FEas, B3y € (M3(K))(13)-

Como (Ms(K)) @2y = 0, temos que x(12) = 0 ¢ uma identidade Ss-graduada de (M3(K)).

Além disso
0= (KE)? = (Ms(K)){s) C (Ms(K)) 232 = (M3(K))a32) # 0,

e assim obtemos que z(123)y(123) = 0 ¢ identidade graduada. Similarmente z(132)y(132) =

0 também ¢é identidade graduada. Observe que se

(Ms(K)) r23) (M3 (K))ny, 7 0, (Ms(K))n, (M3 (K))n, 7 0

para hi, hy € S3, entao

(M3(K)) q23)(M3(K))ny (M3(K))ny = (M3(K)) 123)(M3(K )y

(M () ny (M3(K))ny (Ms(K)) (123) = (M3 () iy (M3 (K)) (123).
De forma semelhante, a observacao acima também é valida para a permutacao
(132).
Seja Tp,1 - Th,,m = 0 uma identidade polinomial Ss-graduada de M;3(K) que

nao é consequéncia de uma identidade semelhante de grau menor. Assim, para algum

1 <i<j<m,aigualdade (M3(K))p, - - (M3(K))p, = 0 implica que i =1 e j = m.
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Se h; =eparai=1,---,m, entdo M, (K) . M,(K), = M,(K)p, e dai

0 = Mn(K)ln"'Mn(K)hifan(K)eMn(K)h Mn(K)h =

m

i+1..

= MH(K)/M T MH(K)hi—an(K)hi-H T M”(K)h

m

e Tp,1-- ~xhi_l,i_l(xe,ixhiﬂ,wl) - xp,. m = 0 & consequéncia da identidade graduada
Thil* " Thy 1 i1They i+l Thym = 0 de M3(K), o que é impossivel pela nossa escolha
da identidade. Portanto h; # e.

Para todo 1 < ¢ < j7 < m também podemos assumir que h;---h; # (12) pois
7(12) = 0 € uma identidade graduada.

Observe que para m = 2 todas as identidades graduadas zp,z,, = 0 sao
consequéncias das identidades x(12) = 0, T(123)y123) = 0, T(@32)y132) = 0.

Se m > 3, assumiremos que hy # (123). Senao

(M3(K))a28)(M3(K))ny -+ - (M3(K))n,, = 0,
(M3(K)) @23y (M3 (K))ny (M3(K))ns = M3(K)(123) (M3(K))hyhs

m

e teriamos que Thiyps),1Tho2Ths3 * * * Lhyym = 0 é consequéncia de Thygs),18hohg " Thy, = 0,
o que é impossivel, pois consideramos que identidades de M3(K') ndo sdo consequéncias
de identidades de grau menor. Similarmente podemos assumir que h; # (132),
hm # (123), (132).

Se m > 4, entdo h; # (123),(132) para todo i. E temos duas possibilidades
a considerar: para todo i temos h; € {(13),(23)}, ou m = 3 e hy = {(123), (132)}.
Se (My(K))n, (M(K)) 23 (M3(K))ny = 0, hi,hg = (13),(23) e m(123) # (12),
hi1(123) # (12), entao
hy # (12)(123)71 = (13) = hy = (23), hs # (123)71(12) = (23) = hz = (13)
mas (Ms(K))2s)(Ms(K))qa23) (M3(K))as) = K E3y # 0. Similarmente para hy = (132).

Assim as tnicas possibilidades para considerar sao xp,1---2%p,,,m = 0 onde
xp, = (13),(23).

Se m > 3 e h; # hi1 para algum i, entdo h;h; 1 = (13)(23) = (132) ou
hihiv1 = (23)(13) = (123). Em ambos os casos, como (Ms(K))a2s) € (M3(K))as2)
sao unidimensionais podemos obter que:

(M (K))ny (Ms(K)) iy = (Ms(K))ninns
(M5(K))ny - (M3(K))n, (M3 (K))niyy o (M3(K))p,,, = 0

i+1
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da mesma forma xp,1 - Tn,n,. i Th,m = 0 é uma identidade graduada de M;(K) que é
consequéncia de uma identidade de grau menor.

Se h; = h;y; para todo i, por exemplo, h; = (13) entao usando que

(Mn(K))?B) = (Mn(K))(13) #0

obtemos que zp,1 - - Zp,m = 0 ndo é uma identidade graduada de M;3(K). =

Observe que para o caso descrito acima, se limitdssemos o grau m dos monoémios
Tp1---Th,m = 0, que sdo identidades polinomiais para M3(K), pelo ng apresentado na
proposicao (2.1.5), teriamos que a quantidade de identidades desta forma seria menor
que ng = 4s**2 = 976.562.500, e na verdade apenas 2 mondmios sd0 necessarios no
conjunto gerador do T-ideal em questao. Portanto, a estimativa apresentada nao ¢ a

melhor.

Observagao 2.2.2 A dlgebra das matrizes tem uma graducao natural para o semi-
grupo G com unidade associado ao conjunto das matrizes elementares. Os elementos

de G sao 0 e todos os pares (i,7),1 <i,j <n, e a multiplicacio é dada por:

0.(i.J) = (i.4).0=0
(i g)(ks1) = (1) se j=k
(i,4)-(k,1) = 0 se j#k
Entao, de maneira andloga ao feito na secao anterior, podemos considerar

dlgebras graduadas por semi-grupos e descrever as identidades polinomiais graduadas

de M, (K) graduadas por um semi-grupo associativo.

Podemos descrever as identidades polinomiais Z,-graduadas e Z-graduadas (Ver
exemplo 1.4.5) para a algebra M, (K) utilizando as ideias apresentadas no teorema

2.1.8.

Teorema 2.2.3 [/5] Todas as identidades polinomiais da dlgebra Z,-graduada M, (K)

sequem de

T1T3 — 2277 = 0, a(z) = a(ry) = 0;

2
=

I
2
=
&

I

|
2
&
N
\'_/

T1X2T3 — X3TaX1 — 0 s

Demonstracao: Basta provar que nao sao satisfeitas identidades da forma

Tpy1- - Thk = 0,h; € Z,. De fato, aplicando indugao sobre k temos que no
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caso k = 1 é trivial, bastando considerar x,,; = F,,, tal que by —a; = a(zp,1).
Suponhamos, por hipotese de indugao, que para qualquer monomio de comprimento

kE—1, xp1 - Th,_, k-1 existe uma substituicao
xhll - Ea1b17 xh22 == Ea2b27 ceey xhkflk—l - Eakflbk,p (28)
tal que
Thi1Tho2 -+ - Thy_1k—1 = EalblEazbg “o Eak—lbkfl = Ealbk—l 7& 0. (29)
Seja Tp,1 - - - Tp,x UM monodmio e suponhamos que a(xy, ) = hy = t. Consideremos

agora a substitui¢do formada pelos elementos (2.8) e xp,, = Ej,_,4,, onde

bk—l + t) se bk—l +1 S n,
ap —
b1+t — n, se bp—1+1t>n.

Logo, por 2.9

xhll e Ihkk - Ea1bk,1Ebk,1bk - E(l1bk 7é 0

Considerando agora o fato de que o suporte da Z,-graduagao de M, (K) é todo

0 Z,, segue imediatamente do teorema 2.1.8 o resultado. m

Descreveremos agora as identidades Z-graduada de M, (K) utilizando as ideias

do teorema 2.1.8.

Teorema 2.2.4 [//] Todas as identidades polinomiais da dlgebra Z-graduada M, (K)

sequem de

T1T9 — Tox1 =0 , a(zy) = a(xg) = 0; (2.10)
T1Tox3 — T3xax1 = 0, a(zy) = a(xz) = —a(xy); (2.11)
x=0, la(z)| > n. (2.12)

Primeiramente apresentaremos algumas definicoes e resultados que serao
utilizados na demonstracao do teorema.

Uma substituicao S do tipo
xhll - Ea1b17xh22 - Eagbg; o 7$hkk = Eakbk7 (213)

onde

by —as=hs, s=1,2,...,k (2.14)
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é conhecida como substituicao Standard.
Para um mondémio m = Zp,1Thy2...Th,k € dois inteiros 1 < p < ¢ < &,
denotaremos por m!”4 a subpalavra obtidada de m descartando os p — 1 primeiros

e os ultimos k£ — ¢ fatores, ou seja,

[p,g] _
m = xhppxthpH R Qthq.

Lema 2.2.5 Seja

Thy1 = Eaypys Thy2 = Eaybys -+ Tk = Eayay, (2.15)
uma substituicao Standard tal que max{ay, by, aq,bo, ... a5, b} = n—t, ondet > 1
(respectivamente min{ay, by, as, by, ..., ag, b} =1+71, onder > 1).
(i) Se m(Th,1, Thy2s - - - Thyk)|(2.15) = 0, entao quando a substituicao Standard
Thi1 = Eaypy, Tho2 = Eagpys - - Thyk = B (2.16)
coma, =as+teb, =bs+t (resp. a,=as—rea,=bs—r), s=1,2,....k, é
feita, temos
M(Th,1, Ty, - - - Thyk)|(2.16) = 0
(“) Se m(l’hll, Thy2y - - - axhkk>’(2.15) = FEau,, entdo m<xh117 Thy2s - - - ,xhkk)’(zw) =
Ea/lb;c.
Demonstracgao:
(i) Da igualdade
m’(2.15) = EalblEa2b2 L Eakbk = OJ
temos que by # asyq para algum s € {1,2,...,k — 1}. Entao
V,=bs+t# a1 +t=a,,, (resp. b, =by—r#as1 —r=a,,).
Portanto, m|2.16) = 0.
(ii) Para s = 1,...,k — 1, a igualdade b, = a,41, nos da b, = a’,,. Portanto,
ml@16) = Eayy Eaypy, - - Earvr, = Eayyy s
concluindo assim a demonstracao. m
Para um mondémio graduado m(xp,1, Tpyo, ..., Thk) = TiyTiy -2 € 1 < p <

q¢ < k, denotaremos por |a(mP%)| o valor absoluto do grau da subpalavra md,
Consideremos

a(m) = max{la@”?)| /1 < p < q <k},
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Lema 2.2.6 Se
Tho0lhi1Thy2 - - - Thyk = 0,

é uma identidade graduada de M,(K), com a(xpom) < n — 1, onde m =
Thi1Thy2 - - - Thyk, €NEAO Th1Thyo - .. The = 0 € uma tdentidade que € consequéncia das

identidades (2.12).

Demonstracao:

Suponhamos, por contradi¢cao, que existe uma substituicao Standard S tal que

m‘g = Ealbk 7é 0.

Analisaremos dois casos.
Caso 1: a(zp,0) = ho > 0.

Podemos supor sem perda de generalidade que

max{ay, by, as, b, ..., a5, by} =n,
pois se max{ay,by,as, by, ..., a5, by} = n—t com ¢t > 1, entdo, pelo Lema 2.2.5, a
substituicao &’ da forma x; = Eyp, com a, = a, +te b, =b,+t, s =1,2,...,k é tal
que max{a}, b, d by, ..., ay b} = n e mlg £ 0.

Como m|s # 0 temos que
by = as,....bp_1 = ay. (2.17)
Entdo, se max{by, by, ...,bx} < n, tem-se a; = n. Logo,
n — hy <n, de onde, a; — hy < n.

Além disso,

hO = |h0| < a(‘rhoom) <n-— 17011 Seja7 1<a;— hO-

Portanto, 1 < a; — hg < n.
Agora vamos supor que max{by,bs,...,br} = n e consideremos n = b,, para

algum 1 < r < k. Temos
a(zhom™™) = a(xp0) 4 by — ay = ho + 1 — ay.
Combinando isto com a(z,,0omM™) < |a(zp0m!t™)| < @(zpom) < n— 1, obtemos que
ho+n—ay <n—1, isto ¢, 1 < ay — hyg.
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Além disso, a1 < n < hg+mn,isto é, a; — hg <n. Dai, 1 <a; —hy <n.
Caso 2: a(zp,0) = ho < 0.

De maneira semelhante ao caso anterior, também podemos supor que
min{ay, by, as, ba, ..., ar, bp} = 1.

Em virtude de (2.17) se min{by, by, ..., bx} > 1, entdo a; = 1 para m|s # 0. Dali,
l=a; <a;— ho.

Além do mais, por —hg = |hg| < @(zpom) < n — 1, temos que a3 — hg =1 — hg < n.
Suponhamos agora que min{by, by, ..., b} = 1 e tome r € {1,2,... k} tal que
1 =105,. Temos

a(zpgom!™) = alzngo) + by — a1 = ho + 1 - ar.

Combinando isto com
—a(@pgom!™) < fa(zpom)| < @(zpom) <n—1,
obtemos que —hg — 1+ a; < n —1, isto é, a; — hg < n. Por outro lado,
1 <a; <a; — hg, ouseja,1 < ay — hg.

Logo, 1 <ay; — hy < n.
Finalmente, escolha ay = a1 — hg, by = a1 e pelo que foi exposto anteriormente,
de fato 1 < a9 < n. Considerando a substituicdo Standard S’ formada por S e

Thoo = Hag by, temos que

(thOm)|5’ = E007b(]Ea1bk = Ea(hbk 7é 0,

contradizendo a hipotese do Lema. m
Demonstracao: (Do teorema 2.2.4)

Pelo corolario (2.1.9), basta demonstrar que toda identidade do tipo
Thy1Thy2 - - - Th, ks € consequéncia de identidades da forma 0.

Com efeito, se | &(xp1%hy2 - - - Tner) |[< n — 1, entdo, usando o Lema(2.2.6) vérias
vezes, concluimos que (xp,) ¢ identidade, o que é um absurdo!

Portanto,

| a(xhlla:hﬂ e xhk,k) |Z n
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e existem i, tais que hy = a(xp,; .. .a:hjj) tem modulo maior ou igual a n. Assim

Thy1Thy2 - - - Thyk POde ser obtido de

Thi1Thy2 + - - Thy_1i—1Lho0Lh;y1i+1 - - - Lhyk

substituindo 0 por Tp,; ... wy,;. Mas, este tltimo ¢ consequéncia de 4y, concluindo

assim nossa demonstracao. m
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Capitulo 3

Identidades Graduadas em M, (K),
charK =1p

No capitulo anterior descrevemos as identidades polinomiais graduadas para a
algebra M, (K) considerando K um corpo de caracteristica zero com uma graduagao
elementar. Neste capitulo, baseados nos artigos 2| e |3], trataremos das identidades
graduadas para a algebra M, (K) sobre corpos infinitos, generalizando os trabalhos de
Vasilovsky [44] e [45], e descreveremos as identidades Z,-graduadas e Z-graduadas para
a algebra M, (K).

Até o final deste capitulo consideraremos que K é um corpo infinito.

3.1 Identidades Z,-graduadas de M, (K)

Vasilovsky [45] provou que quando K é um corpo de caracteristica 0 todas as

identidades Z,-graduadas da algebra M, (K) seguem das identidades

1Ty = Toxy, a(ry) = a(ze) =0

T1ToT3 = X3y, «(x1) = —a(xg) = a(xs).

Utilizando matrizes genéricas foi provado por Azevedo [3| que estes resultados ainda
sao validos para corpos infinitos.
Com base na notacao ja estabelecida no capitulo 1, podemos descrever uma Z,,-

graduacgao natural para M, (K), onde M, (K )y consiste das matrizes da forma



11 0
0 a2 2
0 0

; A1,1,022, - -

Qn,n

e, para 0 <t <n — 1, M,(K); consiste das matrizes

Ap—t4+1,1

onde A1,t41, A2,t4-25 - -

0

* an—t,na an—t—i—l,h ..

Q1,t+1 0
0 a2 t+2
0 0
0 0
0 0

S p, € K

., any € K. E como ja vimos no exemplo 1.4.5,

os subespagos acima definem uma Z,-graduacao para algebra M, (K).

Seja I o ideal das identidades Z,-graduadas de K(X) gerado pelas identidades

graduadas xi1xe = xoxy, com a(zy) = a(xe) = 0, e 12273 = x3x2x1, com «o(zy) =

—a(zy) = afxs).

Lema 3.1.1 A dlgebra Z,,-graduada M, (K) satisfaz todas as identidades graduadas do

T,-ideal I.

Demonstracao: A demonstracao é feita de modo analogo ao lema 2.1.4. m

Seja Q@ = K[y | i € Nya € Z,] a algebra dos polindmios comutativos gerada

pelas variaveis y*. Para cada a € Z,, seja M, (), o subespaco de M, (€2) que consiste

de matrizes da forma
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0 0 fi O 0
0 0 0 fo 0
0 0 0 0 i
focizi ==+ 0 0 0 - 0
0 oo fu 00 -0
onde fi,...,f, € Qei=a. O proximo lema mostra que a decomposiciao acima define

uma Z,- graduac¢do para a algebra M, (Q).

Lema 3.1.2 Sejam

0 0 a; O 0
0 0 as 0
A= 0 0 i
Gnip1 - 0 0 0 - 0
0 a, 0 O 0
by 0
0 by 0
B = 0 000 e by
bojer - 0 0 0 -~ 0
0 i b, 00 -~ 0

matrizes de M, (Q2), onde 0 <i,j <n —1. Entao
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0 0 0 Cl2bi2 0
AB = 0 . 0 0 0 ce o aghy,
0 o aghy, 0 0 0

onde iy = (i+k—1)modn+1ex=n—(i+j) modn.

Demonstracao: O elemento a; estd na posi¢ao (1,7 + 1) da matriz A. Logo, como
k=1, temos que iy =i+ 1= (i+k—1) mod n+ 1.

Para k > 2, a posicao do elemento ay é (k,i+ k) sei+k <nou, (k,i+k—n)
se i +k > n. Logo, a posicao de a; é (k,(i + k — 1) mod n + 1). Portanto,
ik=(G{+k—1)modn+1.

O elemento a.b;, estd na tltima coluna da matriz AB. Por outro lado, como
b,—; estd na tltima coluna da matriz B, sabemos que n — j = i,. Portanto,
n—j=(i+x—1) modn+ 1. Ha dois possiveis casos:

Se0<i+x—1<mn,entdon—j =i+x,donde z =n—(i+j). Como 1l <z <n,
temos que 0 <i+j <n—1. Logo x =n — (i + j) mod n.

Por outro lado se n < i1+ —1 < 2n — 2, entao n — 5 = ¢ + x — n, donde
r=n—(i+j—n). Comol <z <mn, temos que 0 < i+ j—n < n—1 Logo
r=n—(i+j—n)modn=mn—(i+j) modn. m

Denote por F' a subélgebra Z,-graduada de M, (2) gerada pelas matrizes

0 . 0 ?Jz@) 0 ... 0
0 . 0 0 yf) . 0
A = 0 0 0 0 yl ot =)
y{ e 0 0 0 0
0 =D 9 0 0

onde A; € M, (Q)a(s,), para i € N.
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Lema 3.1.3 A dlgebra Z,-graduada relativamente livre K(X) /T, (M,(K)) € isomorfa
a dlgebra F.

Demonstracao: A aplicagdo ¢ : K(X) — F definida por o¢(f(x1,...,2,)) =
f(Aq, ..., Ap) € um homomorfismo Z,-graduado. Claramente, ¢ é sobrejetiva. Além

disso, ker¢ = T,,(M,(K)) e ¢ induz um isomorfismo. m

Observacao 3.1.4 Seja f(x1,...,2,) € K(X). Temos que A; € My(Q)aw,) €
f(A1, Ag, o Ay) = (Fij)uxn, onde Fy; € Q. De K ser infinito seque que Fj; se
anula para quaisquer valores de yi* em K se, e somente se, Fi; é o polindmio nulo.
Logo, f € 1 se, e somente se, f(A1, Ay, ..., Ay) =0.

Lema 3.1.5 Para todo monémio 0 # m(xy,...,x,) € K(X) de comprimento q,
existem inteiros 1 < iy < ... < i, <m e elementos oy, ..., o, de Z, tais que
wg 0 0
0 e 0 0 wy 0
m(Al, ,Am) = 0 0 0 0 w—oa(xl)—l
Woa(e) 0 o 0 --- 0
0 Wn—1 0 0 0
(a1+0) (ag+9)

onde ws =y, Y,

Demonstracao: Usamos inducao sobre o comprimento de m. Se ¢ = 1, obviamente
temos o resultado. Se ¢ > 1, entdo existe um mondémio 0 # n(zy,...,2,) € K(X) de
comprimento ¢ — 1 tal que m(zq,...,2,) = n(z1,...,2,)z;, onde 1 < ¢ < m. Pela

hipotese de indugao e o Lema (3.1.2), podemos concluir a demonstracao. m

Lema 3.1.6 Sejam m(xy,...,xy) e n(xy,...,z,) dois monomios de K(X). Se as
matrizes m(Ay, ..., An) en(Aq, ..., Ay) tém na primeira linha a mesma entrada ndo-
nula, entdo m(Ay, ..., Ap) =n(Ar, ..., An).

Demonstracao: Segue imediatamente do Lema(3.1.5). =

Lema 3.1.7 Sejam m(z1,...,2m) € n(x1,...,2,) dois polinémios de K(X). Se
m(Ay, ..., An) =n(Ay, ..., An), entdo m(z1, ..., xy) =n(xy, ..., Ty)(mod I).
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Demonstracao: Se m(Ay,...,A,) e n(Ay, ..., Ay) tém na primeira linha a mesma
entrada nao-nula, vimos pelo lema (3.1.5) que m(Ay, ..., An) =n(Aq, ..., An).
Seja ¢ o comprimento de m. Usaremos inducao sobre q. Se ¢ = 1, obviamente

temos o resultado. Suponhamos entao que g > 1.

Afirmamos que se z, é uma variavel de m(zy,...,zg) e my, ..., m; sdo monodmios
de K(X) tais que m = myz,max,ms . .. my_12,Mmy, €ntao existem monomios ny, ..., n
em K(X) e uma correspondéncia biunivoca ¢ : {1,...,l1} — {1,...,1} tais que

N = N1TpNoTpNs . . . M_1TpNy € a(MixpMy ... My) = a(N1TpNy . .. Ny ).
Suponhamos que z,, ¢ uma variavel de m(z1, ..., zx) e my e ma sao dois mondémios

de K(X) tais que m = myz,ms. Pelo Lema (3.1.5), sabemos que existem monomios

Wiy eeoy Wy My - -y M, de e inteiros 0 < 4,7 < n — 1 tais que
0 0 w O 0
0 0 0 we 0
ml(Al,...,Ak,): 0 0 0 0 -+ Wy
Wpizt - 0 0 0 - 0
0 wp, 0 0 0
e
0 0 m 0 0
0 0 0 m 0
mQ(Al,...,Ak): 0 ... 0 0 0o .- Nn—j
Mjsr - 0 0 0 - 0
0 M 0 0 0
observe que os graus homogéneos de my(Aj,..., Ax) e mo(Ay,..., Ax) em F sdo
respectivamente i e j. Pelo Lema (3.1.2), temos que my(Ay, ..., Ax)A, é igual a
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0 0 0 0 wyys)
Wy 0 0 0 ... 0
0 R T 0 0 ... 0

onde o, = (i+r—1) ez =n— (i +a,) mod n, sendo a(x,) = @, . Logo a matriz

m(Al, e ,Ak) = ml(Al, R ,Ak)Apmg(Al, A ,Ak) é igual a

0 . 0 le](oil)"?jl 0 ... 0
. . (iy)
0 0 0 0 wWyYp " Ny,
Wy ys 0 0 0 .- 0
0 v gy 0 0 --- 0
nYp T]]n

onde js=(n—x+s—1)modn+1ley=n—(n—x+j) modn. Assim a variavel yben)

deve aparecer pelo menos uma vez na primeira linha de n(Ay, ..., Ax). Aplicando o
mesmo raciocinio a n, existem dois monoémios ny e ny em K (X) tais que n = njx,n, e
ni(Aq, ..., Ag) tem grau i em F, porque caso contrario a variavel y,(,al) nao apareceria
na primeira linha de n(Ay,..., Ax). Uma vez que my(Ay,..., Ax) e ni(Ay,..., Ag)
tém o mesmo grau em F temos que a(mi) = a(ny) e assim podemos concluir nossa
afirmacao.

Seja x; a primeira variavel de m. Logo existem dois monomios n; e ny de K (X)
tais que n = nyz;ng e a(ng) = 0. Temos trés casos a considerar:

Caso 1: Existem dois monomios m; e my em K(X) tais que m = z;mjz;mo
e a(r;m;) = 0. Entdo existem trés mondmios ns,ng,ns; em K(X) tais que n =
nsx;ngrins, a(ng) =0 e a(ngzng) = 0.

Caso 2: Existem duas variaveis x, e x;, € seis monomios mq, Ms, N3, Ng, N, Ng €10
K(X) tais que m = myT,xyma, N = N3TN4TN5TpNe, N1 = N3TaNy, @(my) = a(ng) e

a(miz,) = a(nzzangz;ns). Entdo com calculo simples verificamos que a(ngz;ns) = 0.
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Caso 3: Nao ocorre nenhum dos casos anteriores. Considere m = x;, ...x;,.
Seja r um inteiro de {1,...,q — 1} e sejam ng,ng, ns,ng mondémios de K(X) tais
que ny = nax; N, a(ng) = (T, ..., 2,_,), = T, Ne, a(ns) = a(z, ...z;).
Entao o comprimento de ms; é menor que o comprimento de n;, para que nao
ocorram os casos anteriores (se o comprimento de ns é igual ao comprimento de
ni entdo ocorre o caso 1, se é maior ocorre o caso 2). Aplicando a mesma ideia a
r+ 1,74+ 2,..., concluimos que existe rq € {1,...,q} tal que para r > rq, todo z;,

aparece em np estd em ; (r; ., ... T;,. LOgO ni € ;T ... T;, POSSUCM O Mesmo

.
multigrau. Sejam mg, mg, m; mondémios de K(X) tais que m = mgmyx;ms onde
x; é a primeira varidvel de n, a(msmy) = 0 e myxz;ms = 5 ,Ti,,, - - Ti,, portanto
a(myzyms) = a(Ti,0Tig,, - - - Ti,) = a(ng) = 0.

Trocando as letras m e n se ocorre o caso 3, podemos concluir que existem

quatro monodmios ny,ng,ng, n1g em K(X) tais que n = nyngx;ngnig, a(nmg) = 0 e

a(ngw;ng) = 0. Definimos:

Tingn7ngnig, se «(ng) =0,
w(Ty,. .., T) =
Tingngnrnyy, Sse a(ng) # 0.

Se a(ng) = 0 entdo a(x;ng) = 0 e, usando a identidade zyzy = xox; com afr;) =

a(xy) = 0, temos que w(xy,...,z,) = n(zy,...,x,)(mod I). Por outro lado, se

a(ng) # 0 entdo a(nr) = a(zing) = —a(ng) e, usando a identidade z1x9w3 = T3x974

com a(x1) = —a(we) = a(x3), temos que w(xy,...,xx) = n(xy,...,xx)(mod I).
Como

w(xy, ..., xk) —n(xy,...,xx) € I CT,(M,(K)) =T.(R),
temos que
wW(Ay, .. Ag) =n(Aq, .. Ag) = m(Ay, .. Ag).
Se wq e my sao monomios de K(X) tais que w = 2;wg e m = x;mg entdo usando

o fato que a algebra Z,-graduada M, (K) satisfaz todas as identidades graduadas
do T,-ideal I & facil ver que wo(Ay,...,Ar) = mo(Ay,..., A;). Pela hipotese de

inducdo, temos que wo(z1,...,Tr) = mo(x1,...,x5)(mod I), portanto w(xy, ..., xy)

m(z1,...,x5)(mod I). =
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Teorema 3.1.8 Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Z.,-graduada
M, (K) sequem de:

T1Ty = xox1, a(ry) = alxe) =0

T1TaT3 = T3Tax1, alry) = —a(zs) = afxs).

Demonstracgao:

Sabemos que I C T,,(M,(K)). Por isso, basta mostrarmos a inclusao contraria.
Como o corpo K ¢ infinito precisamos apenas provar que qualquer identidade polinomial
graduada multi-homogénea f(z1,...,2,,) =0 de M, (K) pertence a I. Seja r o menor
inteiro nao-negativo para o qual o polinémio f pode ser expresso moédulo I como uma

combinagao linear de » mondémios multi-homogéneos:
T

f= E agmg (mod I)
q=1

onde 0 # a, € K,my,ma,...,m, € K(X). Mostraremos que = 0. Suponhamos, pelo

contrario, que r > 0. Pelo Lema (3.1.3), sabemos que f € T,,(F). Como
alml(Al,Ag, Ce ,Am) = — Zaqmq(Al, Ce 7Am)
q=2

segue que existe p € {2,3,...,7} tal que my(A4;,..., An) e my(Ay,..., A,) tém na
primeira linha a mesma entrada ndo-nula. Entdo, pelos Lemas (3.1.6) e (3.1.7),

my =my, (mod I) e

p—1 T
f = (a1 +a,)m; + Z agmq + Z agmg (mod I)
q=2 q=p+1

Portanto f pode ser expresso modulo I como uma combinacao linear de no méaximo

r — 1 monomios multi-homogéneos, o que contradiz nossa escolha do ntimero r. =

3.2 Identidades Z-graduadas de M, (K)

Ao tentar descrever as identidades Z,-graduadas da algebra M, (K), Vasilovsky
[45] encontrou uma base para as identidades Z-graduadas dessa algebra sobre um corpo
de caracteristica zero. Esse resultado também pode ser generalizado para os corpos

infinitos, conforme foi provado por Azevedo [3].

62



Para cada o € Z, seja M,(K), o subespaco de M, (K) gerado por todas as

matrizes elementares E;; tais que j — i = a. Assim, M, (K)o consiste das matrizes da

forma
aq 0 0
0 ay - 0
, Q1,Q9,...,0, € K
0 0 - a,

e, para 0 < o« <n — 1, M,(K), consiste das matrizes da forma

0 -+ 0 a 0 --- 0

0 -~ 0 0 ay --- 0

0 - 00 0 - aypa |>@¢,00... 000 €K,
0 0 0 0 0

0 0 0 O 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
a 0 --- 0 0 --- 0 ,&1,@2,...,6171,&6[(.
0 a 0 0 0
0 0 p—o 0 0

Finalmente, M,,(K), = 0 para | « |> n. Como E;;E;s = E;sse j =1, ¢ Ej;E., =0 se
j # r, segue que M, (K),M,(K)z C M,(K)atp para a, € Z, portanto os subespagos

acima definem uma Z-graduagao para algebra M, (K).

Seja 2 = K[yi(k) | i € N,1 <k < n] a algebra dos polinomios comutativos gerada

pelas variaveis yfk). Se 0 < a <n-—1, entao M,(Q2), consiste de todas as matrizes da
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forma

0 0 fi O 0
0 0 0 fy 0
0 0 0 O fr—a
0 0 0 O 0
0 0 0 O 0
onde fi,..., fan_a € Q. Analogamente M, (K)_, consite das matrizes da forma
0 0 0 O 0
0 0 0 O 0
fi 0 0 O 0
0 fo 0 O 0
0 0 foea O 0

com fi,..., fo_a € Q. Se | a|>n, entdao M,(Q2), = 0.

Denote por F' a subalgebra Z-graduada de M, () gerada pelas matrizes

0 - 0y 0 - 0
0 -~ 0 0 y? .. 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

onde 0 < af(x;) <n—1,
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Ai=1 4% 0 0 0 0
0 y? 0 0 0
0 0 ylnre@) 0

onde —n+1 < a(z;) < —1,e A; =0se | a(xz;) [> n.

Lema 3.2.1 A dlgebra Z-graduada relativamente livre K(X)/Ty(M,(K)) € isomorfa
a dlgebra F'.

Demonstracao: A demonstracao é feita de forma analoga a demonstracdo do lema

3.1.3. m

Seja I o ideal das identidades Z-graduadas de K(X) gerado pelas identidades

graduadas
r1 =0, ()| > n;
T1Ty — Tox1 =0, a(zy) = a(xg) = 0;
T1Tox3 — T3Ter1 =0,  a(r) = a(rz) = —a(zy),

Lema 3.2.2 A dlgebra Z-graduada M, (K) satisfaz todas as identidades graduadas do
Ty-ideal I.

Demonstracao: A demonstracao ¢ feita de forma anéloga & demonstracao do Lema

(2.1.4) m

Lema 3.2.3 Seja m = x;, ...z, um monomio de grau o. Se Ay ... A;, # 0, entdo
existem 1 < s <t <n € Ntais que A;, ... A;, = S Wieiita ondew; = yg“’l) .. .yi(:q’l)

e hjir1=hj;+1 para todo s <i<t—1,1<7<gq.

Demonstracao: Usaremos inducao sobre ¢q. Se ¢ = 1, é trivial. Supondo ¢ > 1 e
aplicando a hipotese de indugao para o monémio x;, ... x;,_, e multiplicando as matrizes

A A e A;, temos o resultado. m

iy - Aig
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Lema 3.2.4 Sejo m(zy,...,2z,) um monomio de K(X). Se m =0 é uma identidade

polinomial Z-graduada de M, (K), entdo m pertence ao ideal I.

Demonstragao: Se m = z;, ...x;, seja n = x; ...r; um mondomio multilinear

tal que a(z;,) = a(r,,). Cada entrada da matriz A; ... A; ou é nula ou é um
A ai) (ag) .

monomio da forma y; ...y, " para ai,...,q € {1,...,n}. As matrizes A; e A,

tem entradas nulas nas mesmas posicoes, e em uma determinada posi¢do da matriz A;
(a)

serd y; ’ se, e somente se, a Aj; for yj(:? Portanto, onde a matriz A;, ... A;, for 0 a

. qu também serd 0, e onde a matriz A4;, ... Aiq for yflal) o yg}“’)

Aj, ... Aj, também serd yle) .y](j‘Q). Assim, m € Ty(M,(K)) = Tz(F)(Lema 3.2.1) e

J

matriz A a matriz

J1

temos que A;, ... A;, = 0 implica que A; ... A; = 0. Por isso n = 0 é uma identidade

Ja
polinomial Z- graduada de M,,(K) e n € I. Substituindo a variavel z;, — x;,, segue

que m € [, pois I é um T-ideal. m

Lema 3.2.5 Sejam m(xy,...,z,) e n(zy,...,2,) monomios de K(X). Se as
matrizes m(Ay, ..., Ayn) e n(Ay, ..., Ay) tém na mesma posi¢io a mesma entrada
ndo-nula entao m(xy, ..., xy) =n(xy,...,2,) (mod I).

Demonstracao: Seja (h, k) a posicao onde as matrizes m(zq,...,%y,) e n(z1, ..., Ty)

tém a mesma entrada nao-nula. Seja ¢ o comprimento de m. Usaremos inducao sobre
q. Se ¢ = 1, o resultado é 6bvio. Suponha que ¢ > 1.

Suponhamos que x,, é uma varidvel de m(zy, ..., 7)) e m; e my sao dois mondmios
de K(X) tais que m = m;x,m,. Denote por r = a(m,), s = a(z,), t = a(msy). Pelo
Lema (3.2.3) a (h, k)-entrada de m(z1, ..., x,,) é obtida pelo produto:

(W;Leh,h-l-?“)y;(;i)eh+r,k—t<w;—t€k—t7k)

onde i = h 4+ r se a(x,) > 0, caso contrario ¢ = k —¢t. Daf x, ocorre em n, e A, em
n(Ay, ..., Ay). Observe que para cada produto B := A;, ... A; nao-nulo de matrizes
genéricas, cada matriz A; contribui com uma entrada nao-nula em B exatamente uma
vez com uma varidvel adequada, a saber y;. Portanto, podemos assumir que existem
subpalavras ny, ny de n tais que n = n;z,n, e A, que contribuem com yg(;i) para o calculo
da (h, k)- entrada de n(Aqy,...,A,). (observe que se n; = 1 entao ny(A4y,..., A,) é

uma matriz identidade). Usando o Lema (3.2.3) mais uma vez, sabemos que a (h, k)-

entrada de n(Ay, ..., A,,) é obtida pelo produto:
(U;leh,hw)y;(f)6h+r,k—t(77;€/7t€k—t,k)
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onde 1, & a (h,h + r)-entrada de ny(A;,...,Ay,) e n,_, ¢ a (k — t,k)-entrada de
ny(Ap, ..., A,). Observe que 7, ¢ ndo-nula pois a (h, k)-entrada de n(4;,...,A,,)
¢ nao-nula, entdo ni(A;,..., A,) tem uma entrada ndo-nula na posicao (h,h + r).
Dai o Z-grau de ny(A;,...,A,) em F ér e a(n;) = r = a(my). Portanto, podemos
concluir que se x, ¢ uma variavel de m(xy,...,2,,) € my,...,m; sdo mondmios de
K(X) tais que m = myz,mox,m;...m;_1z,m;, entdo existem monomios ni,...,n,
em K(X) e uma correspondéncia biunivoca ¢ : {1,...,l1} — {1,...,1} tais que
N =07,N%pNg ... Iy_1Tp0y € (M ZTpmy ... my) = a(Dr,Ny ... Dyy)).

Mostraremos que existem monoémios wi, wy tal que m = wi(mod I), n =
wo(mod I) e wy, wy comecam com a mesma variavel. Seja z; a primeira varidvel de
m. Logo existem dois monomios n; e ny de K(X) tais que n = nyz;ns e a(ny) = 0.
Temos trés casos a considerar:

Caso 1: Existem dois monémios m; e my em K(X) tais que m = z;m;z;m;
e a(r;m;) = 0. Entdo existem trés monomios ns, ny,n; em K(X) tal que n =
nyr;nurn;, alng) = o(nzzng) = 0. Logo, a(zny) = 0 e portanto n =
r;Nn4N3T;Nx (mod [)

Caso 2: Existem duas variaveis z, e xp, € seis monoémios mi, mo, n3, Ny, N5, Ng €m
K(X) tais que m = m;x,Tymy, N = N3T,N4T;N5TpNg, N = N3T,Ny4, a(m;) = a(ng) e
a(m;z,) = a(ngz,nyr;ns). Entdo com célculo simples verificamos que a(ngx;ns = 0).

Caso 3: Nao ocorre nenhum dos casos anteriores. Considere m = x;, ...x;,.
Seja x; a variavel que ocorre em ny, isto é, n; = nzz;n,. Entao existe r € {1,..., ¢} tal
que x; = x;, e a(ng) = oy, ... x;,_,). Assuma que r # ¢ e seja n5 e ng dois monoémios
tais que n = nsxz; , ng e a(ns) = a(x;, ...x; ). Entdo o comprimento de n; é menor
que o comprimento de n;, para que os casos anteriores nao aconteca (se o comprimento
de nj; ¢é igual ao comprimento de n; entao teremos o caso 1, se 0 comprimento é maior
temos o caso 2). Deste modo x; ,, também aparece em n;. Concluimos que existe
ro € {1,...,¢} tal que os monomios ny e ;T 41 - - - T;, sdo multi-homogéneos. Seja
x; a primeira varidvel de n , entao existem monodmios ms, my, ms; mondmios tal que
m = mzmyx;ms, a(mgmy) = 0 e Mmyr;ms = T;, (T 41 - - - Ti,. Portanto a(myr;ms) =
& (Ti,0Ti041 - - - Tiy) = a(ng) = 0. Entao segue que a(ms) = —a(my) = o(r;ms) e
m = z;msmymgs(mod I) que comega como n.

. . . ., . ’ ’ . .
Considere agora x a primeira varidvel de wy e wa, e sejam w; e w, dois mondmios
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. / /
tais que wy; = Tw; € wy = Tw,. Como m — w; e n — wy pertencem a [ C

T7(M,(K)) = Tz(F), temos que m(Ay, ..., Apn) =wi(A1, ..., An) en(A4y,..., A,) =

wa(A1, ..., Ay). Entdo as matrizes wy (A, ..., Ap) e wy(Ay, ..., Ay) tem na mesma
posicdo a mesma entrada ndo-nula, porque acontece o mesmo com wi(Ay,...,A,)
e wa(Ay, ..., Ay). Por hipotese de inducdio, temos w; = wy(mod I), portanto

w1 = wa(mod I), o que conclui a demonstragao. =

Teorema 3.2.6 Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Z- graduada
M, (K) sequem de

r1 =0, ()| > n;
129 — 221 =0, a(z1) = a(xz) = 0;
T1ToT3 — T3xoxy = 0, a(zy) = a(xz) = —a(xy),

Demonstragao: Pelo Lema (3.2.2), sabemos que I C T7(M,(K)). Por isso, basta
mostrarmos a inclusao contraria. Como o corpo K ¢ infinito precisamos apenas provar
que qualquer identidade polinomial graduada multi-homogénea f(zy,...,z,) = 0 de
M, (K) pertence a I. Seja r o menor inteiro nao-negativo para o qual o polinémio
f pode ser expresso médulo I como uma combinagao linear de r mondémios multi-

homogéneos:

f= iaqmq (mod 1)

q=1
onde 0 # a, € K, my,mg,...,m, € K(X). Observe que |a(m;)] < n para todo
i€ {l,...,r}, pois sendao m; € I. Mostraremos que r = 0. Suponhamos pelo contrario

que r > 0. Pelo Lema (3.2.1), sabemos que f € Ty (F'). Como:
alml(Al,Ag, Ce 7Am) = — Zaqmq(Al, Ce 7Am)
q=2

segue que existe p € {2,3,...,7} tal que my(A4y,...,An) e my(A4y,..., A,) tém na

primeira linha a mesma entrada nao-nula. Entdo, pelo Lema (3.2.5), m; = m,, (mod I)

e
p—1 r
f = (a1 +ap)mi + Z agmy + Z agmy (mod I)
q=2 q=p+1

Portanto f pode ser expresso modulo I como uma combinacao linear de no méaximo

r — 1 monomios multi-homogéneos, o que contradiz nossa escolha do ntimero r. m
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