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Abstract

In this work we present a study about the behavior of polynomial identities
of tensor products of T-prime T-ideals over infinite fields of different characteristics.
More precisely, we present the Tensor Product Theorem (TPT), described by Kemer
for fields of characteristic zero, and verify its validity over infinite fields with positive
characteristic. First, based on results of Azevedo and Koshlukov, we study the T-
ideals of the algebras M;1(G) e G ® G, for infinite fields of characteristic zero and
characteristic p > 2. Here, G = Gy @® G is the Grassmann algebra of infinite dimension
and M, 1(G) is the subalgebras of My(G) consisting of matrices of order 2 which main
diagonal entries are in (G and the secondary diagonal entries are in G;. Second, using
methods introduced by Regev and developed by Azevedo, Fidélis and Koshlukov, we
verify the validity of the TPT for fields of positive characteristic, when it is restricted
to multilinear polynomials. Finally, we present some results of Alves, Azevedo, Fidelis
and Koshlukov, which show that the TPT is false when the basis field is infinite and

has characteristic p > 2.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre o comportamento das identidades
polinomiais dos produtos tensoriais de algebras T-primas sobre corpos infinitos com
diferentes caracteristicas. Mais precisamente, apresentamos o Teorema sobre Produto
Tensorial (TPT), descrito por Kemer para corpos de caracteristica zero, e verificamos a
sua validade sobre corpos infinitos com caracteristica positiva. Incialmente, a partir de
resultados apresentados por Azevedo e Koshlukov, estudamos os T-ideais das algebras
M, 1(G) e G ® G, para corpos infinitos com caracteristica zero e caracteristica p > 2.
Aqui, G = Gy @ G, ¢é a algebra de Grassmann de dimensao infinita e M;(G) é
a subalgebra de M5(G) que consiste das matrizes de ordem 2 que tém na diagonal
principal entradas em Gy e na diagonal secundéria entradas em G;. Em seguida,
utilizando métodos introduzidos por Regev e desenvolvidos por Azevedo, Fidélis e
Koshlukov, verificamos a validade do TPT para corpos de caracteristica positiva,
quando o mesmo ¢é restrito a polinémios multilineares. Finalmente, apresentamos
alguns resultados obtidos por Alves, Azevedo, Fidélis e Koshlukov, que comprovam

que o TPT é falso quando o corpo base é infinito e tem caracteristica p > 2.
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Capitulo

Introducao

Neste capitulo seré apresentado o objeto de nosso estudo, uma motivagao e uma
breve discussao sobre o desenvolvimento da PI-Teoria, drea da algebra na qual este
trabalho esté inserido. Apresentamos ainda nossos objetivos e oferecemos um esquema

de como este trabalho foi organizado.

1.1 Apresentacao

Em 1987, Kemer apresentou a sua densa teoria sobre a estrutura dos T-ideais.
Este trabalho, como podera ser observado na subsegao [I.4] tornou-se importante nao
somente por responder afirmativamente ao famoso Problema de Specht, mas por ter
tratado das algebras T-primas, que nada mais sao do que algebras cujos T-ideais sao
T-primos. Kemer mostra em seu trabalho que os tnicos T-ideais T-primos nao triviais
em caracteristica zero sao os T-ideais das algebras M,,(K), M,,(G) e M,,(G), onde G é
a algebra de Grassmann de dimensdo infinita e M, ;(G) ¢ a subélgebra de M,.,(G) que
consiste das matrizes que tém na diagonal principal um bloco a X a e outro b x b com
entradas em Gy, o centro de GG, e na diagonal secundaria blocos com entradas em Gy,
a parte anticomutativa de GG. A partir do trabalho de Kemer foi demonstrado ainda o

seguinte resultado:
Teorema do Produto Tensorial (TPT) Seja um corpo K com caracteristica

zero, entao:
(1) T(Ma,b(G) ® G) = T<Ma+b(G));

(2) T(Mop(G) ® M a(G)) = T'(Mactbaaave(G));
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(3) T(G ® G) = T(Mu(G))'

onde T'(A) denota o T-ideal das identidades da &lgebra A. Demonstragoes alternativas
para as afirmacoes do TPT foram obtidas por diversos autores com o intuito de
chegar a estes resultados de forma independente da Teoria Estrutural. Novas questoes
acerca desta teoria, no entanto, passaram a surgir, dentre elas, uma pergunta natural
relacionada ao TPT: O TPT € vdlido quando consideramos corpos com caracteristica
positiva? O nosso trabalho analisa as possibilidades desta questao.

O presente trabalho apresenta um estudo dos resultados obtidos nos artigos [21],
[22] e |23] onde obtemos informagoes sobre as identidades ordinarias satisfeitas por
algebras T-primas a partir de identidades graduadas das mesmas, com graduacoes
convenientes. A partir desses artigos, observamos ainda a validade do TPT
em caracteristica positiva quando consideramos apenas identidades polinomiais
multilineares. Finalmente, ¢ feito um breve resumo dos resultados dos artigos [22],
[28], [29] donde pode-se concluir a nao validade do TPT no seu caso geral sobre corpos

infinitos com caracteristica positiva.

1.2 Motivacao

A teoria das Pl-algebras, algebras que satisfazem identidades polinomiais é uma
importante parte da Teoria de Anéis. Uma identidade polinomial de uma algebra
A é um polinémio f(z1,xs,...,x,) em varidveis ndo comutativas que se anula quando
avaliado em quaisquer elementos de A. Dizemos que A é uma Pl-dlgebra quando existe
um polindmio nao nulo nestas condigoes, como exemplos, podemos citar as algebras de
matrizes sobre corpos, as algebras comutativas e as de dimensao finita.

Uma vez que as identidades polinomiais dizem muito sobre a estrutura de uma
algebra, seu estudo passa a ser de grande relevancia. Acreditamos que os resultados
presentes neste estudo possibilitam o entendimento do comportamento dos T-ideais
T-primos em caracteristica positiva. As aplicagoes dos mesmos passam entao a ser

puramente teéricas.
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1.3 Objetivos

O principal objetivo deste estudo é adquirir um melhor entendimento da estrutura
dos T-ideais de algebras T-primas em caracteristica positiva a partir da assimilacao dos
resultados até agora concluidos e da familiarizacao com os conceitos inerentes a tais

resultados.

1.4 Desenvolvimento da PI-Teoria

A teoria das algebras com identidades polinomiais (ou Pl-teoria) teve inicio
com trabalhos de matematicos como Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Dubnov e Ivanov
(podemos citar como exemplos [1I, [2], [3], [4]), que tratavam da estrutura de anéis (ou
algebras) que satisfazem uma identidade polinomial, e comegou a se desenvolver mais
intensamente por volta de 1950 quando foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki [7],
o qual afirma que a élgebra M, (K) das matrizes n X n sobre um corpo K satisfaz a
identidade “standard” de grau 2n.

Uma das principais questoes da Pl-teoria relaciona-se & descricao das identidades
polinomiais de uma algebra, isto é, a determinagao de uma base para o T-ideal (ideal das
identidades) desta algebra. Em 1950, Specht levantou a seguinte questao “ Toda dlgebra
associativa possui uma base finita para suas identidades polinomiais?”. Esta pergunta
ficou conhecida como Problema de Specht e motivou boa parte do desenvolvimento
desta teoria. Kemer, em seu importante trabalho (|5],[6]), sobre a estrutura dos
T-ideiais em caracteristica zero, deu uma resposta afirmativa para este problema.
Contudo, Kemer nao mostra como determinar uma tal base finita e portanto nao
resolve o problema da descricao das identidades de uma algebra, problema este que
continua em aberto até hoje, tendo sido resolvido apenas para algumas algebras em

particular.

1.5 Organizacao da Dissertacao

A dissertacao esta organizada da seguinte maneira:
O primeiro capitulo apresenta conceitos e resultados basicos necessarios para

o desenvolvimento do trabalho. Definimos algebra, identidade polinomial e T-ideal,
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entre outros conceitos importantes, como &lgebras relativamente livres, variedades de
algebras e discutimos brevemente as propriedades mais importantes destes conceitos.
Ainda neste capitulo, introduzimos algebras graduadas, identidades graduadas e todos
os conceitos necessarios relacionados as mesmas.

No segundo capitulo, apresentamos o conceito de algebra supercomutativa e
estudam-se as identidades Zo-graduadas das élgebras M, ;(G) e G ® G, onde G &
a algebra de Grassmann ( ou algebra exterior ), G ® G é o quadrado tensorial de
G, M;1(G) é uma subélgebra especial de M,(G) ( todas definidas formalmente no
primeiro capitulo ). Neste capitulo, sdo construidos modelos genéricos para as algebras
M;1(G) e G ® G e a partir dos mesmos encontramos uma base para as identidades
polinomiais Z,-graduadas procuradas. Este processo, utilizado no decorrer de todo
o capitulo, é muito importante para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Os
resultados apresentados encontram-se em [21].

No capitulo 3, definimos equivaléncia multilinear e apresentamos o Teorema do
Produto Tensorial de Kemer (TPT) para corpos de caracteristica zero. A partir dai,
apresentamos e demonstramos o TPT em sua versao multilinear para corpos com
caracteristica p > 2 utilizando as idéias expostas no artigo [22], seguindo os passos
de Regev no artigo [23].

Finalmente, no quarto capitulo é apresentado de forma bastante sucinta, os
resultados dos artigos [22], [28], [29] onde sdo feitos estudos, para corpos com
caracteristica positiva, sobre as bases de identidades Zs-graduadas das algebras
M1(G) e GG, Muyp(G) e Mop(G) @ Gy e Myp(G) @ Mea(G) € Magibeactod(G)-
Respectivamente, os resultados apresentados comprovam a nao validade do Teorema

do Produto Tensorial para corpos infinitos com caracteristica positiva.



Capitulo

Pl-algebras: Conceitos Basicos

Neste capitulo serao apresentados defini¢oes e resultados importantes para o
desenvolvimento do nosso trabalho. Em todo seu contetido, K seré sempre um corpo
e, a menos de alguma menc¢ao em contrario, todas as algebras e espagos vetoriais serao

definidos sobre K.

2.1 Algebras, PI-Algebras e Variedades

Nesta secao, introduzimos os conceitos de &lgebra, algebra com identidade
polinomial (PI-algebra), variedades e algebras relativamente livres. Iniciamos com

o conceito de algebra, nosso objeto de estudo.

2.1.1 Algebras

Definigao 2.1.1 Um K-espago vetorial A tem estrutura de uma K-dlgebra (dlgebra
sobre K ou simplesmente dlgebra) se, munido de uma operagao bindria, * : A x A —

A, denominada de multiplicacao, satisfizer:
(1) (a+b)*xc=axc+bxc;
(2) ax(b+c)=axb+axc
(3) alaxb) = (aa)*b=ax(ab).
para qualquer o € K e quaisquer a,b,c € A.
Por simplicidade, escreveremos ab ao invés de a * b. Dizemos que (3 é uma base

da algebra A se  é uma base de A como espaco vetorial e definimos a dimensao de A

como sendo a dimensao de A como espago vetorial.
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Definicao 2.1.2 Uma dlgebra A é dita ser:
e Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A.
e Comutativa, se ab = ba, para quaisquer a,b € A.
e Unitdria, se possui uma unidade, isto €, se existe um elemento 14 € A tal que
l4a = al 4 = a para todo a € A. Neste texto, usaremos 1 ao invés de 14.
2

o Algebra de Lie, se para quaisquer a,b,c € A wvalem a*> = aa = 0 e
(ab)c + (be)a + (ca)b =0 (identidade de Jacobi).

Trabalharemos com algebras associativas unitérias tendo corpo base infinito.
Assim, no que segue, a menos que seja feita mengao explicita em contrario, o termo

algebra devera ser entendido como K-algebra associativa unitaria.

Definigao 2.1.3 Um K -subespaco vetorial B de uma dlgebra A serd denominado uma
K -subdlgebra de A (ou simplesmente subdlgebra de A), se tiver estrutura de dlgebra,
isto €, se B for fechado com relacao a multiplicacao definida para A. O K-subespaco
T de A serd denominado um ideal a esquerda de A, se AT C I. De modo similar,
definimos tdeal a direita de A. Um ideal bilateral € um ideal & esquerda e a direita

e serd simplesmente denominado de ideal.

Nos proximos exemplos apresentamos algumas algebras e subalgebras que serao

utilizadas no decorrer do texto.

Exemplo 2.1.4 Seja A uma dlgebra ¢ S C A. Consideremos o subespaco Bgs
de A gerado pelo conjunto {1,s182...s, | k € N;s; € S}.  Temos que Bg é
multiplicativamente fechado e 1 € By. Logo, Bg € subdlgebra de A, chamada de
subdlgebra gerada por S. Observe que toda subdlgebra de A que contém S deve

conter Bs e assim B é a menor subdlgebra de A contendo S.

Exemplo 2.1.5 Seja V' um espaco vetorial com base {ey,es, es,...}. Definimos a
dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V, denotada por G, como sendo

a dlgebra com base
{1,ei,€i,...0 |11 <l <...<ix,k>1}
e cujo produto € definido pelas relacoes
e? =0 e eje; = —eje; para quaisquer i,j € N.

Destacamos em G os sequintes subespacos vetoriais:
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- Gy, gerado pelo conjunto {1,e; e, ...¢€; | m par}

- G1, gerado pelo conjunto {e; e, ...e;, | k impar}

Claramente, G = Gy @® G1 como espago vetorial. Desde que e;e; = —eje; seque
(i e )€y - ej) = (=1)" (ej, ...e;) (€ ... €;,) para quaiquer m, k € N, e assim
podemos concluir que ax = xa para quaisquer a € Gg e x € G, e be = —cb para
quatsquer b, c € G1. Observamos facilmente que se a caracteristica de K for igual a 2
(charK = 2), entao G € uma dlgebra comutativa.

Tomando G' como a dlgebra com base {e; €, ... €5 | 11 <ig < ... < ip k> 1},
temos que G' nao tem unidade e é chamada de dlgebra exterior sem wunidade.
Ainda, se 'V, é o subespago de V' gerado por {e1, eq, €3, ..., e,}, denotaremos por G(V,,)

sua dlgebra de Grassmann correspondente.

Exemplo 2.1.6 O conjunto Z(A) = {a € A | ax = za,Vx € A} é uma subdlgebra de

A denominada centro de A e seus elementos sao ditos centrais. Se A= G (dlgebra de
Grassmann) temos que Z(G) = Gq (para charK #2) e Z(G) = G (para charK = 2).

Exemplo 2.1.7 Se A é uma dlgebra associativa, entao A é uma dlgebra de Lie com

a multiplicagio [x1,15) = T2y — 19wy, Essa dlgebra ¢ denotada por A7),

Exemplo 2.1.8 Seja A uma dlgebra. Considere A°? = A, como espaco vetorial.

Definimos em A°P a multiplicacao x como:
a * b= ba, para quaisquer a,b € A”.
Dessa forma, A°? é uma dlgebra, chamada de dlgebra oposta de A.

Exemplo 2.1.9 O K-espago wvetorial das matrizes n X n com entradas no corpo
K, denotado por M,(K), munido da multiplica¢io usual de matrizes, tem estrutura
de dlgebra. Nesta dlgebra € importante destacar as matrizes unitdarias L;;, para
1 <1,5<mn, onde E;j € a matriz cuja unica entrada nao nula € 1 na i-ésima linha e

j-ésima coluna. E fdcil ver que elas formam uma base para M, (K).

Exemplo 2.1.10 O K-espago vetorial das matrizes n X n com entradas na dlgebra de
Grassmann G, denotado por M,(G), munido com a multiplicagdo usual de matrizes,
tem estrutura de dlgebra. Sejam a,b € N, € facil verificar através de multiplicagcao de

matrizes, que o K-subespac¢o de M, ,(G)

M, ,(G) = {( é g > | A€ My(Go), B € Maxi(G1),C € Myxa(G1), D € Mb(GO)}

¢ uma subdlgebra de M,1,(G) e portanto tem estrutura de dlgebra.
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Observacgao 2.1.11 Consideremos a subdlgebra de M, ,(K) definida por:

A B
MaMb:{< ) C) /AeMa(K),BeMaxb(K)eCeMb(K)}

Denotaremos por M, M, a subdlgebra de M,M, obtida fazendo B = 0.

Defini¢ao 2.1.12 Sejam V' e W espagos vetoriais e K(V x W), o K-espago vetorial

com base V- x W isto €, o espago vetorial formado pelas somas formais

Z A (p,w) (Uu UJ)
(v,w)eVxW
onde oy € K e {(v,w) € VX W | apuy # 0} € finito. Sendo U um subespago de
K(V x W) gerado pelos elementos dos tipos

(v1 + vo,w) — (v1,w) — (v2, W)
(v, w1 + w2) — (v, wy) — (v, wa)
(v, w) — A(v, w)

(v, \w) — A(v, w)

com vy, V2,0 € Vywy,wy,w € W e X € K. Definimos o produto tensorial deV e W,

denotado por V @i W (ou simplesmente por V@ W) como sendo o espago vetorial

quociente K(V xW)/U. Dado (u,w) € V x W, denotamos por v®@w o elemento (v, w)
de V@W e o chamamos de tensores. Desta forma, temos que {v®@w | v € V;w € W}

€ um conjunto gerador de V@ W e

(01 +v2) @w = (v @W) + (V2 ® W)
v @ (wy +ws) = (V@ w) + (v w)
(W) @w = Av®w)

V@ (Aw) = Av® w)

para quaisquer vy,v,v € Viwip,we,w € Woe A € K. Concluimos que todos os
elementos de V@ W sao da forma X(v; ® w;), comv; € V ew; € W.

A proposicao a seguir nos diz que para definir uma multiplicagdo em um espago
vetorial A, de modo a torna-lo uma &algebra, basta defini-la entre os elementos de uma

base de A. A demonstracao da mesma é simples e serd omitida.

Proposigao 2.1.13 Se A é um espago vetorial com base 3 e f : 3 x  — A uma

funcao qualquer, existe uma unica funcao bilinear F : A x A — A estendendo f.

Considerando a definicao acima e esta proposicao, podemos apresentar mais um

exemplo de algebra, muito importante para este trabalho.
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Exemplo 2.1.14 Se A e B sao dlgebras com bases (como espagos vetoriais) {a; | i € 1}
e {bj | j € J} respectivamente, entio o produto tensorial de dlgebras, A® B, ¢

uma dlgebra com a multiplica¢ao dada por
(ail ® bj1)<ai2 ® bjz) = (ailbjl) ® (ainjz)v i1, € I7j1’j2 € J

O elemento 14 ® 1z € a unidade desta dlgebra.

Seguimos com o conjunto de defini¢oes e resultados relevantes para a continuagao

desta leitura.

Definigao 2.1.15 Uma transformacao linear ¢ : A — B de dlgebras é um
homomorfismo, se ¢(ab) = ¢(a)d(b) para quaisquer a,b € A e além disso ¢p(14) = 15.
Analogamente as demais estruturas algébricas, chamamos ¢ de isomorfismo quando ¢
for um homomorfismo bijetor, mergulho quando ¢ for injetor, endomorfismo quando
¢ for um homomorfismo de A em A e automorfismo quando ¢ for um endomorfismo

bijetor.

Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da algebra A. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos

que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos este fato por A ~ B.

Exemplo 2.1.16 Seja A" uma dlgebra sem unidade. Podemos merqulhar A" numa
dlgebra com unidade. Com efeito, seja A = K & A" como soma direta de espagos

vetoriais. Definimos em A a sequinte multiplica¢ao, para quaisquer a,b € A" ea, 5 € K
(a,a)(8,b) = (af,ab+ afB + ab)

Assim, (1,0) € unidade de A e a inclusio A" — A é um mergulho. Diremos que A é

obtida a partir de A’ por adjuncao da unidade.

Definiremos agora o quociente de uma algebra por um ideal. Este conjunto nos
permitira apresentar um resultado analogo ao Teorema dos Isomorfismos para anéis,
grupos e espacos vetoriais o qual também chamaremos de Teorema dos Isomorfismos.

Considere uma algebra A e Z C A um ideal de A. Apresentamos o conceito da

relacao de congruéncia modulo I:

Definigao 2.1.17 Sejam a,b € A. Diremos que a é congruente a b mddulo I, e

escrevemos a = b(mod Z) ou a =7 b, sea—be L.
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Notagao 2.1.18 A classe de equivaléncia de a € o conjunto {b € A |b=a(modZ)} =
{a +1 |1 € I} e serd denotada por @ ou a +Z. O conjunto das classes de

equivaléncia serd denotado por AJT.

Nao é dificil verificar que a relagao definida acima é uma relacao de equivaléncia.
A proposicao a seguir garante que podemos definir operagoes de soma, multiplicacao
por escalar e multiplicagdo em A/Z de maneira natural, tornando este conjunto uma

algebra. Omitiremos a demonstracao devido a mesma ser analoga ao caso de anéis.

Proposigao 2.1.19 Sejam A uma dlgebra e T um ideal, a,b € A e A € K. Entao as

OPETACOES:
(i) A\a = \a (multiplicacdo por escalar);

(it) a+b=a+b (soma);

(iii) ab = ab (multiplicagdo),

estao bem definidas e fazem do conjunto A/Z wuma dlgebra chamada de dlgebra

quociente.

Seja A uma algebra e Z um ideal. A aplicagao 7 : A — A/Z definida por 7(a) = @
é um homomorfismo chamado de projecao candénica.
Uma vez apresentadas as definicoes acima, enunciaremos o Teorema dos

Isomorfismos. A sua demonstracao é andloga ao caso de anéis e seré omitida.

Teorema 2.1.20 (Teorema dos Isomorfismos) Seja

¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entao o nicleo de ¢, Ker(¢) = {a €
A | ¢(a) =0}, é um ideal de A e a dlgebra quociente A/Ker(¢) é isomorfa a imagem
de ¢, Im(¢) = {¢(a) [ a € A}.

2.1.2 Algebras Livres

Nesta secao, definiremos as éalgebras livres cuja importancia reside no fato das

identidades polinomiais serem desenvolvidas sobre as mesmas.

Definicao 2.1.21 Seja V uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra FF € V é
uma dlgebra livre de V se existe um subconjunto Y (enumerdvel) gerador de F' tal
que para toda dlgebra A € V e toda aplicacao h :' Y — A existe um homomorfismo de
dlgebras ¢ : F' — A estendendo h. F € entao dita ser livremente gerada por Y e a

cardinalidade |Y'| do conjunto Y € chamada de posto de F.
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Construiremos uma algebra livre na classe formada por todas as &algebras
associativas. Seja X = {z1,2,...} um conjunto ndo vazio e enumeravel de varidveis
nao comutativas. Uma palavra em X é uma sequéncia z;,z;,...x;, onde n € N e
r;, € X (paran = 0 temos a palavra vazia e denotaremos por 1). Considerando S(X)
o conjunto de todas as palavras em X e definindo que duas palavras z; x;, ...z;, €
Tj,Tj, ... T, SA0iguaissen =me iy = ji,iy = jJa, ..., I = Jn, denotaremos por K (X)
o espago vetorial que tem como base o conjunto S(X). Os elementos de K(X) serdo,

portanto, somas (formais) de termos que sdo produtos (formais) de um escalar por uma

palavra em X.

Definigao 2.1.22 Os produtos (formais) de um escalar por uma palavra sao chamados

de mondémios e os elementos de K(X) sio chamados de polinémios.
Definindo em S(X) a seguinte multiplicagao:
(5511 Ce :C’Lk)(x]l Ce :sz) =Tjy - - L Ty - .- Ty, onde Tiyy Ljg e X

observamos que a mesma é associativa e possui elemento neutro (a palavra vazia). A
algebra K (X) munida da multiplicagdo induzida por ela, é uma algebra associativa
com unidade. Observemos que, nos termos do exemplo , K(X) é gerada por X. A
proposigao seguinte mostra que a algebra K(X) é livre na classe de todas as algebras

assoclativas.

Proposicao 2.1.23 A dlgebra K(X) ¢é livre na classe das dlgebras associativas com

unidade.

Demonstracao: Considere A uma &algebra associativa e unitaria e A uma aplicagao
de X em A. Tomando h(x;) = a; para ¢ € I, considere a aplica¢do ¢, : K(X) — A
onde @, (1) =14 e p(Ts,Tiy .- 24,) = A4y, - . . a;,. Temos que @p, € um homomorfismo
de algebras e é o unico satisfazendo pp|x = h. =

Portanto, a dlgebra K (X)) é uma algebra livre, gerada por X, na classe de élgebras
associativas com unidade. No momento, esta ¢ a informagao que necessitamos para

darmos continuidade ao trabalho. Mais detalhes sobre as algebras livres serao tratados

na secao 2.1.4]
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2.1.3 Algebras com Identidades Polinomiais

Uma vez definida na segao anterior a dlgebra associativa livre K(X) gerada pelo
conjunto X, definiremos as identidades polinomiais e as &dlgebras com identidades
polinomiais. Notemos que a &algebra K(X) é, em outras palavras, a algebra dos

polindmios nao comutativos.

Defini¢ao 2.1.24 Um polinomio f(xy,...,z,) € K(X) € denominado uma
identidade polinomial da dlgebra A, se f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer ay, . .. ,a, €
A. Uma dlgebra com identidade polinomial (PI-dlgebrd])) ¢ uma dlgebra que

satisfaz uma identidade polinomial nao trivial (polinémio nao nulo).

Observemos que f = f(z1,...,2,) é uma identidade de A se, e somente se, f
pertence aos ntucleos de todos os homomorfismos de K(X) em A. Denotamos por

T(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, e assim, dizemos que A é

uma PI-dlgebra se T'(A) # {0} .

Definigao 2.1.25 Se A; e A, sao dlgebras, dizemos que Ay e Ay sio PI-equivalentes
se T(A1> = T(.AQ)

Seguem alguns exemplos importantes de algebras com identidades polinomiais.

Exemplo 2.1.26 Toda dlgebra comutativa A é uma Pl-dlgebra, pois o polindmio

comutador f(x1,x9) = [x1, 2] = 129 — a1 € uma identidade polinomial para A.

Exemplo 2.1.27 A dlgebra de Grassmann G € uma Pl-dlgebra, pois um cdlculo direto
usando os elementos da base de G mostra que o polinomio f(xq,x9,x3) = [[x1, 22|, 23]

¢ uma tdentidade polinomial para G.

Exemplo 2.1.28 (Regev [7]) Seja G' a dlgebra de Grassmann sem unidade sobre um
corpo infinito K com charK = p # 0. Entao, f(x) = aP € uma identidade polinomial

para G'.

Exemplo 2.1.29 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade f(x1, 7o, x3) = [[21, 12])%, 23]
conhecida como a identidade de Hall. De fato, basta observar que:

(1) Se A, B € My(K) entao tr([A, B]) =0;

(2) Se A € My(K) etr(A) =0 entdo a®> = My onde I, é a matriz identidade de
My(K).

la sigla vem do inglés - polynomial identity.
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Exemplo 2.1.30 Uma generalizacao do polinémio comutador é dado pelo polinémio

Sn(l’l, . ,l’n) = Z (—1)GIU(1) .. .Ia(n)

CTESn

chamado de polinémio standard de grau n. Nesta expressao, S, € o grupo simétrico

(e

das permutagoes de {1,2,...,n} e (=1)? € o sinal da permutacio o. Note que

52(5171, 5U2) = T1T9 — X2X1 = [Il, 962]-

Teorema 2.1.31 (Amitsur-Levitzki [7]) A dlgebra M, (K) satisfaz o polindmio de grau
2n, Sy,. Ademais, M,,(K) nao satisfaz identidades sob a forma, S , para todo k quando

m < 2n.

Exemplo 2.1.32 Uma K-dlgebra A ¢é dita ser uma Nil-dlgebra se para cada a € A
existe um numero natural n tal que a™ = 0. O menor natural n com tal propriedade é
denominado indice de nilpoténcia do elemento a. Uma dlgebra A é uma Nil-dlgebra
de indice limitado n se a™ = 0 para todo a € A. Toda Nil-dlgebra de indice limitado n

¢ uma Pl-dlgebra, pois satisfaz o polinomio f(x) = x™.

Exemplo 2.1.33 Uma K-dlgebra € dita ser nilpotente se existe um natural fixo n tal
que o produto de quaisquer n elementos de A € igual a zero. O menor natural n com tal
propriedade € denominado o indice de nilpoténcia da dlgebra A, e A € denominada
uma dlgebra nilpotente de classe n — 1. Toda dlgebra associativa nilpotente de
classe n — 1 é uma Pl-dlgebra, pois ela satisfaz o polinomio f(x1,...,%,) = x1...%,.
(Observamos que neste exemplo e no anterior, as dlgebras consideradas nao possuem

unidade.)

Exemplo 2.1.34 (Regev, [8/) O produto tensorial A = A; ® Ay de duas Pl-algebras

¢ uma Pl-dlgebra.

Apos todos estes exemplos de Pl-dlgebras, surge um questionamento: Existem
algebras que nao sao Pl-algebras? A resposta é sim e, para comprovar isto,
consideremos a algebra K(X). Esta &lgebra ndo satisfaz nenhuma identidade
polinomial nao nula. De fato, supondo por absurdo que f(z1,...,x,) seja uma
identidade polinomial ndo nula de K (X), entao f(fi(z1),..., fu(zn)) = f(21,...,2,) =
0 onde f;(x;) = z; para 1 <i <mn, o que é absurdo pois f(x1,...,x,) # 0.

O préximo teorema mostra que toda algebra de dimensao finita é uma PI-algebra.

Teorema 2.1.35 Seja A uma dlgebra de dimensao finita, digamos n. FEntao, ela

satisfaz o polindomio standard de grau n + 1, isto €, o polindmio

Sn+1(33'1, . ,$n+1) = Z (—1)01'0(1) <o To(n41)-

UESn+1
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Demonstracao: Da defini¢do de polindémio standard temos que Sp1(1,. .., Tpt1) =
0 se z; = x; para algum 7 e algum j em {1,...,n+ 1}. Sejam a4, ..., a,+1 elementos
arbitrarios da algebra A e § = {uy, ..., u,} uma base de A. Podemos representar cada
um dos elementos a; na forma de uma combinacao linear dos elementos uq, ..., u, com
coeficientes em K. A partir dai, por multilinearidade, a expressao S,i1(a1,...,Gn41)
serd uma combinacao linear de termos da forma Sy41(u;,, ..., u;, ), onde cada u;, é
um elemento do conjunto 3. Existirao portanto, dois argumentos iguais em cada termo
Snt1(Uiys - . U4, ) que fardo deles termos nulos e assim Sy1(aq,...,0,41) =0. =

O conceito que apresentaremos agora, assim como suas propriedades, sao de

extrema importancia na Pl-teoria.

Definigao 2.1.36 Um ideal T de uma dlgebra A é dito ser um T-ideal se T for
invariante sob todos os endomorfismos ¢ de A, isto €, se $(Z) C T para todo ¢ € EndA.

Teorema 2.1.37 Um ideal T de K(X) é um T-ideal se, e somente se, f(g1,...,9n) €
T para todo f(x1,...,x,) € L e para quaisquer gy, ..., g, € K(X).

Demonstragao: Suponha que Z seja um T-ideal de K(X) com f(z1,...,2z,) € T
e g1,..-,9n € K(X). Ainda, considere o endomorfismo ¢ : K(X) — K(X)
definido por ¢(x;) = ¢g; quando 1 < i < n e ¢(z;) = 0, caso contrario. Temos
que, f(g1,---90) = f(d(x1),...,0(x,)) = &(f(x1,...,2,)) € Z. Por outro lado,
suponha que f(g1,...,9,) € Z, para todo f(x1,...,x,) € Z e quaisquer ¢y,...,g, €
K(X). Se ¢ € EndK(X) entao ¢(f(z1,...,2,)) = f(P(x1),...,0(x,)) € T pois
o(x1), ..., 0(z,) € K(X). m

Teorema 2.1.38 O ideal T(A) das identidades da dlgebra A é um T-ideal de K(X).
Demonstracao: Sejam f(xy,...,x,) € T(A) e p: K(X) — K(X) um endomorfismo
qualquer. Ora, se ¢ : K(X) — A é um homomorfismo qualquer entdo ¥ (¢(f)) =

(Y ow)(f) =0 pois pop: K(X)— Aéum homomorfismo de algebras ¢ f € T'(A).
Assim, o(f) € Ker(y) e dai o(f) e T(A). m

Teorema 2.1.39 Se T é um T-ideal de K(X), entio T =T (K(X)/I).

Demonstragao: Considere a proje¢ao canonica m : K(X) — K(X)/Z. Temos que,

caso f € T(K(X)/T) entao f € Ker(n). Como Ker(mw) =T entao T(K(X)/Z) C T.
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Por outro lado, se f(z1,...,2,) € Z, sendo g1, ..., g, € K(X) entao f(g1,...,9,) € Z.
Dai, f(;1+Z,....9n+Z) = f(91,.-.,9n) + T =T e assim f € T(K(X)/T) o que nos
dizque Z CT(K(X)/Z). m

Nao é dificil ver que a intersec¢ao de uma familia de T-ideais é ainda um T-ideal.
Segue entao a seguinte afirmacao.

Defini¢ao 2.1.40 Seja S um conjunto qualquer de K(X), podemos definir o T-ideal

T

gerado por S, denotado por (S)', como sendo a intersegao de todos os T-ideais de

K{X) que contém S. Assim, (S)T é o menor T-ideal contendo S.
Do ponto de wvista prdtico, o T-ideal gerado por S coincide com o subespacgo

vetorial de K(X) gerado pelo conjunto

{hif(gr,- - gn)ha | flz1,. .o @n) € Sihy b, gi € K(X)}.

Se A ¢ uma dlgebra e S C T(A) € tal que T(A) = (ST dizemos que S ¢ uma
base das identidades de A. Se um polinémio f € K(X) pertence a (S)T dizemos
que [ seque de S, ou que f € uma consequéncia de S. Dois subconjuntos de K{(X) sdo

equivalentes se eles geram o mesmo T-ideal.

Um dos principais problemas da Pl-teoria é encontrar, para uma dada algebra,
bases para as suas identidades polinomiais. Sendo A uma é&lgebra, caso T(A) possua
uma base finita S, dizemos que A possui a propriedade de Specth. Isto deve-se ao fato
da questao da existéncia de base finita para as identidades das algebras associativas
sobre corpos de caracteristica zero ter sido formulada em 1950 por Specth [9] (Problema
de Specth). Em 1987, Kemer deu uma solugao afirmativa para este problema [10].
Anteriormente, em 1973, Krause e Lvov, separadamente, provaram que o problema
de Specht tem resposta positiva para algebras de dimensao finita. A resposta para
o Problema de Specth é negativa no caso de algebras sobre corpos infinitos e de
caracteristica positiva. Encerraremos aqui a discussao sobre este importante problema
devido a mesma nao estar diretamente relacionada ao contetido deste trabalho.

Vejamos agora alguns exemplos de bases de identidades para algumas algebras

importantes.

Exemplo 2.1.41 Se A € uma dlgebra comutativa qualquer e K € um corpo infinito,
entao T(A) = ([z1,72])T. Dizemos entio que todas as identidades de A sequem (ou

sao consequéncias) do polindomio [xq,xs).
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Exemplo 2.1.42 Se K ¢ um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entdo
T(G) = ([xy, w2, 23))T. (Veja [T1] e [12])

Exemplo 2.1.43 Em 1973, Razmyslov [13] provou que T(Ms(K)) € finitamente
gerado para charK = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente,
Drensky [14] mostrou que T(My(K)) = (s4(x1, T2, 3, 24), [[T1, 22)%, 23])T, também para
charK = 0. Em 2001, Koshlukov [15] generalizou este resultado de Drensky para
K infinito de caracteristica diferente de 2 e 3. Quando charK = 3, uma terceira
identidade é necessdria para gerar o T-ideal (veja [16]). Para charK = 2, o problema
da descri¢ao de T(My(K)) ainda estd em aberto.

2.1.4 Variedades e Algebras Relativamente Livres

Apresentaremos nesta secao os conceitos de variedades e algebras relativamente
livres. Aqui, iremos complementar o que ja foi visto na secao [2.1.2 No decorrer do
trabalho, utilizaremos estas informacoes para relacionar as PI-dlgebras de acordo com

as identidades que estas satisfazem.

Definigao 2.1.44 Seja I um subconjunto de K(X). A classe V de todas as dlgebras
que tém todos os polinémios de I como identidades € chamada de variedade (de
dlgebras associativas ) definida por I. A wvariedade trivial é a classe de dlgebras

que contém apenas a dlgebra nula (em outras palavras, é a variedade cujo conjunto de
identidades que a definem é K(X)).

Se V é uma variedade de algebras, é imediato que o conjunto
T(V)={fe K(X) | feT(A) para cada A € V}

¢ um ideal de K(X). Além disso, T'(V) é invariante sob todos os endomorfismos de
K(X). Com efeito, seja f(xi,,...,x;,) € T(V) e ¢ : K(X) — K(X) um endomorfismo
definido por ¢(z;) = g; com 1 < i < n e ¢(x;) = 0 caso contrario. Podemos assumir
que g;; = gi; (21, ..., x,) para r suficientemente grande. Sejam A€ Ve ay,...,a, € A

Definindo a;; = g;;(a1, ..., a,) notemos que

0= flai, ..,a;,) = flgi,(ar,...,a.),..., g (a1,...,a,)) = @(f)(ai,...,a,).

Logo, ¢(f) € T(V) e disto concluimos que o conjunto 7'(V) é um T-ideal chamado
de T-ideal de V.
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Defini¢ao 2.1.45 Para um conjunto fizo Y, a dlgebra Uy (V) € V € chamada uma
dlgebra relativamente livre de V, se Uy (V) € livre na classe V (livremente gerada
porY ). A cardinalidade de'Y é chamada o posto de Uy (V).

A proposicao a seguir caracteriza as algebras relativamente livres em qualquer

variedade.

Proposicao 2.1.46 Sejam V uma variedade definida por {f; | i € I}, Y um conjunto
qualquer e Z o ideal de K{Y') gerado por

{filgr, - 9n) | g € K(Y);i €1}

Entao, a dlgebrad = K(Y')/Z € a dlgebra relativamente livre em V) com conjuntos de
geradores livres Y = {y +I | y € Y}. Duas dlgebras relativamente livres de mesmo

posto em V' sao isomorfas.

Demonstracgao:
(1) Vamos mostrar que Y € V. Seja fi(z1,...,x,) uma das identidades que
definem V e sejam gy,...,g, € U onde g; = g; +Z com g; € K(Y). Temos que

filg1, ..., gn) € T devido ao modo como este foi definido. Logo,

fi(gla"wgn) = fz(gla,gn) +7I=17.

Isto mostra que f;(x1,...,2,) = 0 é identidade polinomial para U. Dai, U € V.

(2) Mostremos agora que U é uma algebra relativamente livre em V. Seja A
uma algebra qualquer de V e considere ¥ : Y — A uma funcdo arbitraria. Definimos
a fungdo © : Y — A pondo O(y) = ¥(y) e, por K(Y) ser a algebra associativa
livre gerada por Y, estendemos © a um homomorfismo (também denotado por ©)
O : K(Y) — A. Para provar que ¥ pode ser estendido a um homomorfismo ¢ : Y — A,
¢ suficiente mostrarmos que Z C Ker(0), uma vez que esta informagcao indicara que o
mesmo esta bem definido. Seja f € Z, isto é,

f= Zuifi(gil, i)V onde gi;,ug,v; € K(Y).
iel

Temos que

= Zul@<fl(g217 B 7gzn Zuz fl gll (gln)» v; =0

el i€l
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pois O(gi,),.--,0(g;,,) € A e f; ¢ uma das identidades que definem V. Logo

7 C Ker(©) e U & a algebra relativamente livre em V liviemente gerada por Y.
(B)Se|Y|=|Z|comY ={y; |i€l}eZ={Z |i€l}. Sejam Fy(V) e Fz(V)

suas correspondentes algebras livres. Sendo ambas relativamente livres, podemos

definir homomorfismos
(A Fy(V) — Fz(V) e & Fz(V) — Fy(V)

pondo U(y;) = z; e (z;) = y;. Assim, ¥ e ® sao isomorfismos

A partir de (1), (2) e (3) demonstramos a proposi¢do. m

O classico Teorema de Birkhoff (veja [7], pag. 24) demonstra que uma classe
nao vazia de algebras é uma variedade se, e somente se, ela é fechada com respeito a
produtos diretos, subalgebras e algebras quocientes. Uma variedade V de algebras ¢é
gerada por uma classe U de algebras se toda algebra de V pode ser obtida das algebras
de U por uma sequéncia finita de aplicagoes das operacoes citadas acima: denotamos
este fato por V = var(U), ou por ¥V = var(A), quando a classe U contém apenas uma
algebra A.

No proximo Teorema, listamos algumas das propriedades basicas das variedades.
E importante salientar que ele s é valido devido a X ser infinito.

Teorema 2.1.47 Sejam U, e Us duas classes de dlgebras e V wma variedade de

dlgebras. Entio,
(1) T(U) = Nacu, T(A) = T(var(lh));
(2) Sely CUs = T(Us) C T(U);
(3) Uy CV & T(V) C TU):

(4) Se F é uma dlgebra livre em V entao T(V) = T(F).

Demonstragao: Imediata. m
Corolario 2.1.48 Se A € uma dlgebra, entao T (var(A)) =T(A).

Observagao 2.1.49 Nos termos da proposi¢ao sendo V uma variedade nao
trivial e m: K(X) — K(X)/T(V) a proje¢ao candnica. Entio a dlgebra K(X)/T(V)

€ livre na variedade V com conjunto gerador w(X).

As idéias de variedades e algebras relativamente livres sao mais gerais do que

acabamos de apresentar. Para maiores detalhes, veja [7], Segdes 1.2, 2.2 e 2.3.



2.1 Algebras, PI-Algebras e Variedades 19

2.1.5 Polindmios Homogéneos, Multilineares e Préprios

Nesta segao, verificamos que sob determinadas condigoes podemos simplificar
as identidades que estamos trabalhando. A primeira vista, estes resultados parecem
apenas simplificar as técnicas, mas a sua importancia vai muito além disso, como

veremos no decorrer do texto.

Definigao 2.1.50 Sejam m € K(X) um mondémio e xz; € X. Definimos o grau de
x; em m, denotado por deg,,m, como sendo o nimero de ocorréncias de x; em m.
Um polinomio f € K(X) ¢ dito homogéneo em x; se todos os seus monoémios tém
o mesmo grau em x;. [ € dito multi-homogéneo quando € homogéneo em todas as
varidveis. Um polinémio € linear em x; quando tem grau 1 na varidvel z;. Desta
forma, um polindmio é multilinear quando € linear em todas as varidveis. O grau

de um polindémio ¢ o grau do seu maior mondémio.

Defini¢ao 2.1.51 Sejam f um polinomio de K(X) de graun e xy uwma varidvel de f.
Podemos escrever f como uma soma f =", f;, onde cada polinomio f; é homogéneo
de grau i na varidvel xy. Cada polindmio f; é chamado de componente homogénea

de grau i em xp do polindomio f.

Se m = m(xq,x2,...,xx) ¢ um monoémio de K(X), o multigrau de m ¢ a k-upla
(ay,aq,...,a;) onde a; = deg,,m. Observe que se somarmos todos os monoémios de
f com um dado multigrau, obteremos uma componente multi-homogénea de f.
Notemos ainda que f € K(X) é multi-homogéneo se, e somente se, possui uma tnica
componente multi-homogénea.

Os polinomios multilineares e multi-homogéneos, desempenham um papel
importante na busca de bases para as identidades polinomiais sobre determinados tipos

de corpos.

Lema 2.1.52 Seja Z um T-ideal de K(X):

(i) Se o corpo K € infinito entao cada componente multi-homogénea de f pertence a

Z. Consequéntemente, T € gerado por seus polindomios multi-homogéneos.

(11) Se a caracteristica do corpo € zero entdao I é gerado por seus polindmios
multilineares.

Demonstragao:
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(1) Considere f(z1,xs,...,2m) € T e f; a componente homogénea de grau i
em x; onde ¢ < n. Por K ser infinito, podemos escolher n + 1 elementos distintos

Qq, ...,y € K onde para cada j =0,1,2,...,n teremos:

n
g; = floyzy, zas .o T) = Za;fi(:cl,x% ey D)
i=0

Considerando estas equagdes como um sistema linear com incognitas f; para

1=20,1,...,n, segue que
1 ag ... af fo flaory, g, .oy 2m)
1 [0 T Oé? fl B f(alx17$27"'7xm)
1 oy ... of I flanwy, w9, ..., 2)

Observando entao que a primeira matriz na igualdade acima é uma matriz de
Vandermonde invertivel. Ainda, sendo g; € Z para cada j = 0,1,2,...,n, pois T
é T-ideal. Temos que fo, f1,..., fn € L.

Agora, para cada i = 0,1,...,necadat =0,1,2,..., tomemos f;, como sendo
a componente homogénea f; de grau t em x,. Usando entao os mesmos argumentos
acima, concluimos que f;, € Z e assim, repetindo o processo para cada variavel, temos
a primeira afirmacao. Finalmente, observando que f é a soma de suas componentes
multi-homogéneas, concluimos que Z é gerador por seus polindmios multi-homogéneos.

(77) Como charK = 0, temos que K ¢é infinito e portanto, pelo item (i), podemos

assumir que f(xy,22,...,2,) € Z é um polindmio multi-homogéneo. Considerando
k = deg,, f e tomando y; e y, variaveis de X distintas de x1,x9,...,2,, definamos o
polindémio

h(y1,y2, T2y - oy xn) = flyr + Yo, o, . .., Ty)

Sendo hi(y1,ye, T2, ...,T,) a componente homogénea de h(yy, Y2, To,...,x,) de
grau 1 em z, temos que h(yi,y2, 22, ...,2,) € I pois este ¢ T-ideal, e como K ¢é

infinito, h1(y1, Yo, 2, ..., x,) € Z. Notando entdao que
hl(‘fl, T1,XL9, ... ,I‘n) = k:f(xl, To, ... ,xn)

e da hipotese de charK = 0, segue que f é consequéncia de hy(y1,ys, ..., Ty).
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Notemos que deg,,h1 = n—1 e assim, caso seja necesséario, continuamos o processo
para as variaveis ys, T3, T4, . .., T, em h;. Usando as mesmas idéias concluimos que f

é consequéncia de algum polindmio multilinear de Z e assim o resultado segue. m

Corolario 2.1.53 Seja A uma dlgebra. Entao,

(i) Se o corpo K € infinito todas as identidades polinomiais de A sequem de suas
identidades multi-homogéneas, ou seja, T(A) € gerado por seus polindmios multi-

homogéneos.

(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero todas as identidades polinomiais de A sequem
de suas identidades multilineares, ou seja, T(A) é gerado por seus polindmios
multilineares.

Quando a algebra é unitaria podemos restringir a nossa busca de identidades
polinomiais a um determinado tipo de polinémios (polinémios proprios), conforme

explicamos a seguir.

Definicao 2.1.54 O comutador de comprimento n é definido indutivamente a partir
de [x1, 3] = X129 — woxy tomando [x1, o, ..., x,] = [[x1, T2, ..., Tp 1], s] para n > 2.
Um polinomio f € K(X) é chamado polinémio préprio (ou comutador), se ele é

uma combinacgao linear de produtos de comutadores, isto €,

f(ﬂfl, Ce ,ilfm) = Zai7~~,j[xi17 Ce ,inp] e [xjm e ,.qu] 5 Cki,”’j € K

(Assumimos que 1 € um produto de um conjunto vazio de comutadores.) Denotamos
por B(X) o conjunto de todos os polindémios proprios de K(X).

O Lema mostra a importancia dos polindmios proprios para encontrar
uma base das identidades de uma algebra unitaria. A demonstracao estda baseada
no Teorema de Witt e no Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Antes de enuncia-los

precisamos da defini¢ao a seguir.

Definigao 2.1.55 Se A ¢ uma dlgebra associativa e a dlgebra de Lie L € isomorfa a
uma subdlgebra de Lie A7), definida no exemplo dizemos que A € uma dlgebra
envolvente de L. A dlgebra associativa U = U(L) € a dlgebra envolvente universal
da dlgebra de Lie L, se L ¢ uma subdlgebra de U™ e U satisfaz a sequinte propriedade
universal: para qualquer dlgebra associativa R e qualquer homomorfismo de dlgebras de
Lie ¢ : L — R existe um tinico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : U — R

que estende @, ou seja, tal que Y(x) = p(x) para todo x € L.
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Teorema 2.1.56 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt) Toda dlgebra de Lie L
possui uma unica (a menos de isomorfismos) dlgebra envolvente universal U(L). Se L
tem uma base {e; | i € I} onde o conjunto de indices I € ordenado, entao U(L) tem

uma base dada por

{ei, et <. < dpyip€l,p=0,1,2,...}.

Demonstracao: [7], Teorema 1.3.2, pg.11. m

Teorema 2.1.57 (Witt) A subdlgebra de Lie L(X) de K{(X)™) gerada por X ¢ livre
na classe das dlgebras de Lie, além disso U(L(X)) = K(X).

Demonstragao: [7], Teorema 1.3.5, pg 14. =
Agora vamos utilizar estes dois teoremas para encontrar uma base de K (X) que

sera bastante util.
Proposicao 2.1.58 Suponhamos que os elementos

X1, L2y -, [$i17mi2]7 [levxjé]? SRR [Ikukaxk:g]a sy

formam uma base ordenada de L(X) onde os elementos xi,xs,... precedem o0s

comutadores. Entao

(i) O espago vetorial K(X) tem base formada pelos elementos

m b
TSR i R 0 P [ TSR /3
onde G1,...,0m,b,...,c >0 e [r;,x,] < ... <|[x,...,2], na ordenagdio da
base de L(X).
(1) Os elementos desta base tais que a; = ... = a,, =0 formam uma base do espago

vetorial B(X) de polindmios proprios.

Demonstracao: O item (i) segue do Teorema de Witt que garante que U(L(X)) =
K(X), e do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que nos diz como encontrar uma base
para U(L(X)) a partir de uma base ordenada de L(X). O item (ii) segue diretamente
do item (i) e da defini¢ao de B(X). =

Finalmente, fazendo uso da base de K(X) dada na proposigdo anterior,
provaremos que quando o corpo ¢ infinito as identidades de uma algebra unitaria seguem

de seus polinémios proprios.
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Lema 2.1.59 Se A € uma dlgebra unitaria sobre um corpo infinito entao todas as
identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias (ou seja, daquelas
em T(A) N B(X)). Se A é uma dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica
0 entao todas as identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias

multilineares.

Demonstragao: Seja f(z1,...,%,) uma identidade polinomial de A. Como K ¢é
infinito, podemos assumir que f é multi-homogénea. Utilizando a proposi¢ao acima,

escrevamos f da seguinte forma,

f= Zaax‘fl e W (T ), g € K

onde wy(z1,...,%,) € B(X) e a soma ¢ feita sobre todas as m-uplas a = (ay, ..., an)

tais que a; < deg,, f, 1 < < m. Definamos entao o conjunto
M(f)={M,....,. M} ={ay | a=(a1,...,an) € oy # 0}

onde My > ... > M; > 0. A demonstracao do Lema segue da seguinte afirmagao:

Se f € T(A) e f é multi-homogénea, entao

g; = Z Y’ xpwe(T, .. 1) € T(A)

a1=M;

para j =1,2,...,m.
Demonstremos esta afirmagao. E facil ver que wy(zy + 1,...,2,) =
wa(1,. .. xm). Como f(x; + 1,...,2,) também é identidade polinomial de A,

concluimos que

o a ,
f(a:l—i-l,...,a:m):ZaaZ .1 Tyt we (X, . X)) € T(A).
i=0

7

Como [ é multi-homogénea, a; + deg,,w,(z1,...,2,) = deg,, f e assim a
componente homogénea de f(x; +1,...,x,,) com menor grau possivel em relagao a x;

se obtém quando a; = M; e é dada por

Z 29?2t (T, .. Ty (2.1)
a1=M;

onde o sub-indice do somatoério indica que a soma é feita sobre todos os a = (ay, ..., ay)

onde a; = M;. Como o corpo ¢ infinito, do corolario 2.1.53] segue que o polinémio
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pertence a T'(A). Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para j = 1,2,...k,
onde k ¢ um nimero natural menor que m. Multiplicando g; 4+ g2 + . . . + g & esquerda

por z{* e subtraindo o produto de f(z1,...,z,,) obtemos

h(xi,...,¢n) = Z Qe T we (X, . T) € T(A).

a1> My

E claro que M(h) = {Mj,1,..., M} e aplicando os mesmos argumentos anteriores a

este polindémio conluimos que

0 que prova a afirmacao. m

2.2 Algebras Graduadas e Identidades Graduadas

No estudo das bases de identidades polinomiais para &algebras, pouco foi
desenvolvido [I7]. Assim, somos levados a pesquisar outros tipos de identidades
polinomiais como as identidades fracas, identidades com involucao, identidades com
traco, identidades graduadas. Estas identidades, além dos seus valores intrinsecos, nos
fornecem informagoes sobre as identidades polinomiais comuns (identidades ordinarias).
Para nosso proposito, usaremos apenas as identidades polinomiais graduadas.

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de algebras e identidades graduadas.

Em todo o seu texto, (G, +) denota um grupo abeliano aditivo.

2.2.1 Algebras Graduadas

Neste momento, apresentaremos alguns conceitos gerais sobre as algebras

graduadas.

Definicao 2.2.1 Seja A uma dlgebra. Definimos uma G-graduag¢ao em A como

sendo uma familia {A, | g € G} de subespagos de A tais que
A=A, e A, C Ay
9€g

para quaisquer g, h € G. Definimos uma dlgebra G-graduada como sendo uma dlgebra

munida de uma G-graduagao.
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Na defini¢ao acima, o subespago A, é chamado de componente homogénea de
grau g e os seus elementos de elementos homogéneos de grau g ( Sendo a € A, para

algum g € G, o grau homogéneo a é igual a g e denota-se wg(a) = g).

Definicao 2.2.2 Seja A uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um subespaco W de

A € um subespago homogéneo se W =, _.(W NA,).

geg

Considere 4 uma élgebra G-graduada, sendo A, a componente homogénea de
grau g € G. Sendo B uma subélgebra homogénea de A, temos B = ®g€g(8 NA).
Ademais, para g, h € G, vale a inclusao (BN A,)(BNAp) € BN Ayt e assim a familia
de subespagos {BN A, | g € G} é uma G-graduagao em B induzida pela G-graduacao
de A (subélgebra G-graduada). Podemos fazer o mesmo com um ideal homogéneo
7 de A.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de algebras graduadas. Desde que uma
mesma algebra pode ter diferentes graduacoes, estes exemplos serao importantes para
apresentarmos as graduacoes que usaremos no decorrer do texto, também denominadas

de graduagoes canonicas (ou usuais).

Exemplo 2.2.3 Toda dlgebra A admite uma G-graduagao. Basta tomar Ay = A e
A, = {0} para todo g € G — {0}. Esta graduagio é chamada de graduacgdo trivial.

Exemplo 2.2.4 A dlgebra de Grassmann G possui uma Zs-graduacdo natural dada
por G = Go ® G4, onde Gy e Gy sao os subespagos definidos no exemplo[2.1.5

Exemplo 2.2.5 A partir da graduacao candénica da dlgebra de Grassmann,
construiremos uma Zo-gradua¢do para o quadrado tensorial da dlgebra de Grassmann

G ® G. Para tanto, € suficiente considerarmos
(G X G)o = (Go X Go) N> (Gl X Gl) € (G X G)1 = (Go X G1) ¥ (G1 X Go)

Usando o fato de que o produto tensorial € distributivo em relacao a soma direta,

€ imediato verificar que
(GG =(GeG)y® (G®G).
Além disso, verifica-se diretamente que
(G®G);(G®G); C(G®G)it; para quaiquer i,j € Ls.

Portanto, a dlgebra (G ® G) € Zy-graduada.
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Exemplo 2.2.6 A dlgebra M, 1(G) é Zy — graduada. De fato, consideramos
M2 (G) = (M11(G))o ® (M11(G))

onde

(Ml,l(G))0:{<g 2) ‘avdEGo}e(Mm(G))l:{((c) (b)> ’b,CEG1}

e verificamos diretamente que

(Mi11(G))i(M11(G)); € (Mi1(G))isj para quaisquer i, j € Zs.

A seguinte caracterizacao sobre subalgebras G-graduadas seré bastante util.

Lema 2.2.7 Se A é uma dlgebra G-graduada e B € uma subdlgebra de A, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(1) B é subdlgebra G-graduada de A;
(2) B é uma dlgebra G-graduada tal que B, C Ay, para todo g € G;
(3) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;

(4) B é gerada por elementos homogéneos.

Demonstracao: Suponha que vale (1), entdo a decomposicao B = @,egB,, onde
B, = A, N B é uma G-graduagao em B. Dai B, C A, e portanto vale (2).

Sendo valido o item (2), seja b € B onde b = > ;b, com b, € B, ¢ a
decomposi¢ao de b como soma de elementos homogéneos em relagao a G-graduacao
de B. Como B, C A, cada b, também é homogéneo em relacao & G-graduacao de A e
(3) esta provada.

Uma vez vélido o item (3) considere b € B onde a decomposicao de b como soma

de elementos homogéneos em relacao & G-graduagao de A é dada por b =) _. b, tal

9eg
que b, € A,. Uma vez que b, € B entdo b, € BN (UyegA,) € assim vale (4).
Suponha que vale (4). Seja C' uma base de B, C' C (UgegA,) composta de
elementos homogéneos e seja B, = BN A,. O elemento b = > ¢;, onde ¢; € C, ¢é
homogéneo de grau g se, e somente se, wg(¢;) = ¢, 1 <i <n. Assim, C;, =CNA, é

uma base para B, e como C' = UycgCy segue que B = $ycgBB, e 0 Lema esta provado.
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Definigao 2.2.8 Uma aplicagio ¢ : A — B entre dlgebras G-graduadas é chamada
homomorfismo G-graduado, se ¢ é um homomorfismo de dlgebras que satisfaz
#(Ay) C B, para todo g € G. De modo andlogo, definimos isomorfismo,

endomorfismo e automorfismo G-graduado.

Proposicao 2.2.9 Se T é um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A entao
A/Z é uma dlgebra G-graduada considerando (A/L), ={a+7Z | a € A,}.

Demonstragao: Temos que A/Z = > _(A/T); e (A/I)y(A/D)n C (A/L)gin-
Devemos apenas mostrar que a soma ¢ direta. Suponha que (3 cs(a, +Z)) = 0.
Neste caso, (deg ay) € T e como 7 ¢é G-graduado segue do Lema que a, € Z, ou
seja, (ag +7Z) =0, assim A/T = @yeg(A/T), e a proposigao esta provada. m

O teorema a seguir ¢ uma versao graduada do Teorema [2.1.20] Ao longo da

dissertagao, também iremos nos referir a ele como Teorema dos Isomorfismos.

Teorema 2.2.10 (Teorema dos Isomorfismos) Sejam A e B dlgebras G-graduadas
e ¢ : A — B um homomorfismo G-graduado. Entao, o Ker(¢) é um ideal G-
graduado de A e a dlgebra quociente A/ Ker(¢) € isomorfa (como dlgebra graduada) a

Im(¢) = ¢(A).

Demonstragio: E facil ver que Ker(¢) é um ideal de A. Vamos mostrar que esse
ideal é G-graduado. Para isso seja a = a; +as + ...+ a, € Ker(¢) onde g1,92, ..., 0n
sdo elementos distintos de G e a; € Ay,. Como ¢ é G-graduado, temos ¢(a;) € By, para
i=1,2,...,n. Assim, 0 = ¢(a) = ¢(a1) + P(az) +. ..+ ¢(a,) e dai ¢(a;) = 0 para todo
i=1,2,...,n, pois {B, | g € G} é uma familia de subespacos independentes. Logo,
para todo i = 1,2,...,n, temos a; € Ker(¢) e pelo Lema obtemos o desejado.

A aplicagao ¢ : A/Ker(¢) — B dada por ¢(a + Ker(¢)) = ¢(a) estd bem
definida pois se a,b € A sdo tais que a + Ker(¢) = b+ Ker(¢), entdo a —b € Ker(¢) e
¢(a) = ¢(b), ou seja, Y(a+Ker(p)) = ¥(b+Ker(p)). E facil ver que 1) ¢ homomorfismo
graduado, assim resta apenas mostrar que v é injetor. Se ¢(a + Ker(¢)) = 0 entao

¢(a) =0ea € Ker(¢), logo a+ Ker(¢) =0 e o Teorema esta provado. m

2.2.2 Algebras Graduadas Livres e Identidades Graduadas

Vamos agora tratar de identidades G-graduadas. Antes, precisamos do conceito

de algebra associativa livre G-graduada. Para defini-lo, consideremos uma familia
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{X, | g € G} de conjuntos enumeréveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entao
X = U,eq Xy € consideremos a algebra associativa livre unitaria K(X). Definimos
agora

wg(l) =0 e wg(rime. .. Tp) =w(r)) +w(zy) + ... + w(Tp)

onde w(x;) = g se x; € X,. Sendo entdo m um monoémio de K (X), dizemos que wg(m)

é o G-grau de m. Tomando para cada g € G
K(X), = (m | m é monémio de K(X) e wg(m) = g)

temos
K(X) =P K(X), e K(X),K(X), CK(X)gn
9eg
para quaisquer g, h € G, assim K(X) é chamada dlgebra associativa livre G-graduada.

Se f € K(X),, dizemos que f é homogéneo de G-grau g e usamos a notacao wg(f) = g.

Agora estamos prontos para definir identidade G-graduada.

Defini¢ao 2.2.11 Um polinémio f = f(z1,...,x,) € K(X), ou mesmo a expressao
f(x1,...,x,), € uma tdentidade polinomial G-graduada da dlgebra G-graduada A,

se f(ay,...,a,) =0 para todo a; € A,,, onde g; = wg(z;) ei=1,2,...,n.

Exemplo 2.2.12 Consideremos a dlgebra de Grassmann G com sua Zi-graduac¢do
natural (conforme definida no Exemplo [2.2.3). Como ab = —ba para quaisquer
a,b € Gy, temos que f(r1,x2) = 129 + 221 € K(X), onde K(X) € a dlgebra livre

Zo-graduada, com wyz, (1) = wz,(x2) = 1, € uma identidade Zs-graduada de G.

No estudo das identidades ordinéarias, o conceito de T-ideal tem importancia
fundamental, como foi visto nas se¢oes anteriores. Para o caso das identidades G-

graduadas temos conceito analogo, a saber, o conceito de Tg-ideal.

Definigao 2.2.13 Um ideal T numa dlgebra G-graduada A é chamado de Tg-ideal
se T € invariante por todos os endomorfismos G-graduados de A, isto é, ®(Z) C T
para todo endomorfismo G-graduado ® de A. Dado um subconjunto S qualquer de
K(X), definimos o Tg-ideal gerado por S, que é denotado por K(S)T9, como sendo
a interse¢io de todos os Tg-ideais de K(X) que contém S.

E claro que K (X) é um Tg-ideal que contém S, assim na definicdo acima K (S)7¢

é interse¢ao de uma familia nao vazia de conjuntos, além disso nao é dificil ver que a
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intersegao de uma familia qualquer de Tg-ideais é ainda um Tg-ideal, portanto K (S)7¢
esta bem definido e é o menor Tg-ideal que contém S.
O Tg-ideal gerado por S coincide com o subespago vetorial de K (X) gerado pelo

conjunto

{h1f<g17"‘7gn)h2 ‘ f(mh'"axn) ES7h17h27g17"'7gn €K<X>

wg(g1) = wg(1), ..., wg(gn) = wg(Tn)}.

A proposicao a seguir é bastante 1til e sua demonstracao é simples, sendo por
isso omitida.

Proposicao 2.2.14 Sendo A uma dlgebra G-graduada, temos que o conjunto Tg(A)
das identidades G-graduadas de A é um Tg-ideal de K(X).

O proximo resultado mostra uma importante relacao entre os conceitos de
identidades polinomiais ordinarias e graduadas.
Proposicao 2.2.15 Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes

tais que Tg(A) C Tg(B), entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Tg(B), entdo
T(A) =T(B).

Demonstragao: Consideremos a algebra associativa livie K(Y), onde Y =
{y1.92, ...} eseja f(y1,v2, ..., yn) € T(A). Dados by, by, ... b, € B, tomemos b;, € By,

parai=1,...,neg € g, taisque b = > _;b;,. Para cada b;, # 0, tomemos z;, € X,

9€eg
e consideremos o polinomio f1 = f(3 51,5 Dy Tn,) € K(X). Como f € T'(A),
temos f; € Tg(A) e dai f; € Tg(B). Fazendo entdo as substituicdes z;, = b;,, para

1=1,....,neqg€g, temos

Fbi,ba, ..., by) :f<2b19,2b2g,...,2bng> =0

9€g geg 9€g
e assim f € T(B).
Se Tg(A) = Tg(B), entao Tg(A) C Tg(B) e Tg(B) C Tg(A), donde temos a ultima

afirmagao. =

Observagao 2.2.16 A reciproca do resultado acima € falsa. Considere na dlgebra
de Grassmann G a Zo-graduacao canonica G = Gy @& G e a Zo-graduagao trivial
G = G & {0}. Temos que y1ys = yo2y1, com degz,(y1) = degz,(y2) = 0, € identidade
graduada para G com a graduagao canodnica mas nao € identidade graduada para G
com a graduacao trivial. Portanto, wma mesma dlgebra pode ter identidades graduadas

diferentes em relacao a graduacgoes diferentes.
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De modo analogo ao caso ordinario, as algebras com identidades polinomiais
graduadas possuem as mesmas propriedades no que diz respeito a variedades,
polindémios lineares, polindémios homogéneos, etc. Assim, por exemplo, dizemos que
h € K(X) é Tg-consequéncia de f (ou segue de f como identidade graduada) se
h pertence ao Tg-ideal gerado por f em K(X), bem como dado um conjunto de
polinémios {f;(z;,...,z;,) € K(X) | ¢ € I}, a classe V de todas as élgebras G-
graduadas determinada pelo sistema de identidades f; = 0, para todo i, é chamada uma
variedade de algebras G-graduadas determinada pelo sistema de identidades { f; | i € I},

e desse modo adaptamos as propriedades ordinarias para as identidades graduadas.

2.3 A Teoria Estrutural de Kemer

Nesta segao, faremos uma sintese da teoria de A. Kemer [10] sobre a estrutura
dos T-ideais. Essa teoria foi desenvolvida para élgebras sobre corpos de caracteristica
0, portanto assumimos até o final desta secao que a caracteristica do corpo K é 0.

Definigao 2.3.1 Diremos que:

(1) Um T-ideal S é T-semiprimo se, para qualquer T-ideal J tal que J" C S, para
algum n, temos J C S.

(2) Um T-ideal S € T-primo se, para quaisquer T-ideais Ji, Jo tais que J1.Jo C S,
temos J1 €S ou Jy C S.

Os proximos resultados podem ser encontrados nas secoes 2 e 3 do Capitulo I de
[10].
Teorema 2.3.2 (Kemer [10])

(1) Seja V # 0 uma variedade. Entio V = N, W, onde N, é a variedade de todas
as dlgebras nilpotentes de indice < m, W € a maior subvariedade semiprima de
V e o produto de duas variedades N M consiste das dlgebras A tendo um ideal T
contido em N e cujo quociente AJT estd em M.

(2) OT-ideal T € semiprimo se, e somente se, T =T1NIyN...NZ,, onde os T-ideais

Z; sao T-primos.
(3) Os tnicos T-ideais T-primos nao triviais sao

M, (K) , M,(G) e M,,(G).
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Sendo A = Ay ® A, uma algebra Z,-graduada entao
G(A) :Ao@Go@Al@Gl

é denominada o envelope de Grassmann de A.

Kemer demonstrou ainda os seguintes resultados, veja |?]:

(1) Todo T-ideal nao trivial coincide com o T-ideal do envelope de Grassmann de

uma algebra Zs-graduada e finitamente gerada.

(2) O T-ideal de qualquer &algebra Z,-graduada e finitamente gerada coincide com o

T-ideal de alguma algebra também Zs,-graduada e de dimensao finita.

(3) De (1) e (2) segue que todo T-ideal nao trivial coincide com o T-ideal do envelope

de Grassmann de alguma algebra Zs-graduada e de dimensao finita.

Um dos corolérios mais importantes dos resultados acima mencionados foi a
solucao positiva do problema de Specht em caracteristica 0. Como a teoria de Kemer
esta fortemente baseada nas propriedades das identidades Zs-graduadas, isso induziu
varios estudos sobre as identidades e algebras Zs-graduadas.

E importante ressaltar que, em caracteristica positiva, a teoria de Kemer nao se
aplica diretamente. Um dos obstaculos é o surgimento de novos T-ideais T-primos,
chamados de T-ideais irregulares, cuja descricao completa ¢ ainda um problema em
aberto. No entanto, vimos que as identidades polinomais graduadas podem ser usadas
no estudo das identidades polinomiais ordinarias em algebras de qualquer caracteristica.

Recentemente, foi provado por Belov [18], Grishin [19] e Shchigolev [20], que o

problema de Specht resolve-se em negativo sobre corpos de caracteristica positiva.



Capitulo

Identidades Zs-graduadas em Aalgebras

T-primas

Neste capitulo estudaremos as identidades polinomiais Zs-graduadas e
determinaremos bases para essas identidades satisfeitas pelas algebras T-primas
M, 1(G) e GRG. As élgebras M, 1(G) e GRG tiveram suas Zo-graduagoes definidas nos
exemplos e respectivamente. Os resultados aqui apresentados encontram-se

no artigo [21].

3.1 Algebras livres Z;-graduadas e supercomutativas

A partir das algebras livres as identidades polinomiais de uma dada &lgebra
sdo definidas e no caso das identidades Zj-graduadas das algebras M;1(G) e G ® G
nao é diferente. A algebra livre Zs-graduada é construida de maneira analoga ao
processo visto na secao [2.2 No entanto, detalharemos algumas notagoes particulares
e reforcaremos algumas propriedades.
Definicao 3.1.1 Numa dlgebra Zsy-graduada A, o subespaco Ay € chamado subespaco

par e seus elementos sao os elementos pares, ao passo que o subespaco A; € chamado

subespaco impar e seus elementos sao os elementos impares.

Com o uso da definigao acima, a algebra livre Zy-graduada K (X) recebe algumas
notacoes especiais. Sejam Y = {y; | i € N} e Z = {z; | i € N} dois subconjuntos
disjuntos de X, conjunto gerador de K(X), tais que X = Y U Z. Assumindo que
as variaveis do conjunto Y tém grau par e as varidaveis do conjunto Z tém grau

impar, estabelecemos uma Zs-graduagao para K (X) entre mondmios pares € monomios
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impares. Em outras palavras, definindo a fun¢ao w = wz, : X — Z, dada por
wz,() = 0sex € Y, ewg(r) =1sex € Z. A partir da extensao da mesma
para K(X) onde w(1) =0 e w(ri2s...2,) = w(z1) + w(z2) + ... + w(x,), dado um
monodmio f € K(X), poderemos classificé-lo como par (w(f) = 0) ou impar (w(f) = 1).

A Zs-graduagao para a algebra K (X) tem, portanto, a seguinte forma:
K(X) = K(X)o® K(X),

onde K(X)q é o subespago gerado pelos mondmios pares e K (X ); é o subespago gerado

pelos mondémios fmpares.

Definigao 3.1.2 Uma dlgebra Zs-graduada A = Ay ® Ay € dita ser supercomutativa
se ab = (—1)*@*®bg para quaisquer a,b € Ay U A

Exemplo 3.1.3 A algebra de Grassmann, com sua Zs-graduagao candnica G =

Gy & G, € uma &lgebra supercomutativa.

Defini¢ao 3.1.4 Considere K(X) a dlgebra livre Zs-graduada. Para os mondémios
f,g € K(X), considere as relagoes da forma fg = (—1)**W@gf e o ideal Zy-graduado
T gerado pelas mesmas. A dlgebra K(Y;Z) = K(X)/Z ¢é naturalmente Zy-graduada (
pois herda a graduagio de K(X)) e é chamada de dlgebra livre supercomutativa.

De acordo com a defini¢ao [3.1.2] dizer que uma éalgebra A é supercomutativa
equivale a dizer que Ay C Z(A) e ab = —ba para quaisquer a,b € A;. Para a
algebra K(Y; Z) o estabelecimento destas propriedades entre seus elementos sera de
grande utilidade para o nosso trabalho. Notemos que, para a algebra K (X), nenhuma
propriedade entre elementos é estabelecida.

Como foi dito na introdugao desta subsegao, encontraremos bases para as
identidades Zs-graduadas das algebras M, 1(G) e G ® G. Para tanto, recordaremos

um fato simples da algebra linear que seré utilizado posteriormente.

Lema 3.1.5 Sejam Uy e U, dois subespagos de um espago vetorial V tais que Uy C Us,.
Sevy,...,v, sio elementos de V tais que o conjunto {vi+Uy, ... ,v,+ Ui} gera V/U; e

o conjunto {vy +Us, ..., v, + U} € linearmente independente em V /Uy entio Uy = Us.

Demonstragao: Seja v um elemento de Uy. Uma vez que u+U; € V/Uy, por hipotese,

existem escalares oy, ..., a, tais que u+ Uy = oy (v1 +Uy) +. .. + a, (v, + U,) e assim

U — v+ ...+ oy, € U CUs. (3.1)
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Detemos que u = aqv+. . .4+apv, em V/U, e observando que 0+Us; = u+Us =
a1y + ...+ v, + Uy = ag(v; + Us) + ... + ay (v, + Us), obtemos, a; = ... = a,, = 0.
Novamente por [3.1] concluimos que ©v € U;. m

Agora, enunciaremos um Lema para identidades Z,- graduadas correspondente

ao Lema [2.1.59]

Lema 3.1.6 Se f(y1,-- s Ym,21,---,2n) € K(X) € um polinémio multi-homogéneo,
entao ele € equivalente, como identidade graduada, a wma colecao finita de
identidades graduadas tais que as varidveis Yi, ..., Y, aparecem nas mesmas GPenas

em comutadores.

Demonstragao: A prova é a mesma que a da proposi¢ao 4.3.3 de [7]. Note que
podemos substituir z; por x; + 1 apenas quando z; € Y, pois 1 € K(X) pertence a
K(X)y. m

Denotamos por By = By(X) o conjunto dos polinémios f em K (X) tais que toda
variavel y; aparece apenas em comutadores. Um T7,-ideal de K (X) sera simplesmente

chamado de Ts-ideal.

Corolario 3.1.7 Se Z ¢ um Ty-ideal em K(X). Entdo I é gerado como Ty-ideal pelo
conjunto Z N By.

Demonstragao: Imediata. m

3.2 A Algebra Ml’l(G)

Recordemos que M 1(G) é a éalgebra das matrizes M de ordem 2, com entradas

na algebra de Grassmann, da forma

a b
c d

onde a,d € Gy e b,c € G. As operagoes em M 1(G) sdo as operagdes usuais para

matrizes. A Zy-graduacgdo canonica de M, 1(G) é dada por
My 1(G) = (M11(G))o & (M2 (G))s

com

{ a 0 } { 0 b }
(Ml,l(G))O = | a,d < GO € (MI,I(G))I = | b7C € Gl .
0 d c 0
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3.2.1 Um modelo genérico para M;(G)

O nosso objetivo nesta se¢ao é descrever o Ty-ideal das identidades Z,-graduadas
satisfeitas pela algebra M;1(G). A fim de identificarmos as identidades desejadas,
precisamos estabelecer um caminho a ser seguido. Neste sentido, consideremos
em var(M;, (G)), a variedade Zy-graduada gerada por M, ;(G), a algebra livre
F5(My1(G)). Segundo as versoes graduadas do Teorema e do Corolario [2.1.48]

obtemos que

To(M11(G)) = To(Fa(M11(G))) (3.2)

Esta igualdade nos diz que para descrevermos as identidades Zs-graduadas da algebra
M, 1(G), basta determinarmos as identidades satisfeitas pela algebra livre F5(M; 1 (G)).
Este entao sera o trajeto que seguiremos para atingir o nosso objetivo. Notemos, no
entanto, que a igualdade [3.2relaciona conjuntos de identidades satisfeitas por elementos
de diferentes naturezas ( enquanto o conjunto T5(M;1(G)) tem suas identidades
satisfeitas por matrizes, o conjunto T5(Fy(M;1(G))) tem suas identidades satisfeitas
por polindmios). Para que possamos trabalhar com o conjunto T5(Fy(M;1(G))) de
forma que as suas identidades se relacionem de forma mais clara com as identidades
Zo-graduadas da algebra M;;(G), buscaremos um novo modelo para a algebra
F5(My1(G)) que devera apresentar propriedades e forma semelhantes a &lgebra
M, 1(G). Chamaremos este modelo de modelo genérico da dlgebra M1 (G).

Considere os conjuntos Y = {y/ | i > 1,j = 1,2} (das variaveis de grau 0) e
Z = {zi | i > 1,7 = 1,2} (das variaveis de grau 1) como os conjuntos geradores da

algebra livre supercomutativa K (Y; Z). Considere agora as matrizes

y o0 0 2V
A = ) e B, = )
0 yz( : zl( ' 0

e a subdlgebra Gen(M;1(G)) de My(K(Y;Z)) gerada por essas matrizes. Esta

subalgebra ¢é Zy-graduada considerando

Gen(My1(G)) = Gen(My1(G))o @ Gen(M;1(G)):
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onde
Juu 0
Gen(My1(G))o = { | fi1, f22 € (K<Y;Z>)0}
0 fa
0 fio

Gen(My1(G)), = { | fi2, fo1 € (K<Y;Z>)1}

fa1
Veremos a seguir que a algebra Zs-graduada Geng (M 1(G)) é isomorfa a dlgebra

relativamente livre F5(M;1(G)). Para provar isso precisamos do lema abaixo.

Lema 3.2.1 Se K € um corpo infinito e f(y1 ,y§ ),...,y,(f),z?),.. 242 )) € K(Y;2)
é tal que f(g1,- -, Gn, P1, ..., him) = 0 para quaisquer ¢y, ..., g, € Go € hy, ..., hy € Gy
entao f = 0.

Demonstragao: Usando as relacoes gh = (—1)*9“"hg podemos escrever f na forma

1 1 1
f<y§)7y§)aayrsz2)a ( 7"'7Z2 Zamz y§)7y1 ﬂ"'7y7(12)az§)a"'7z7(73))7

onde m; € K(Y;Z) sdo mondmios de multigraus distintos. Como o corpo K
¢ infinito, segue do Corolario 2.1.53| que a;m;(g1,-.-,Gn,P1,...,hm) = 0 para
quaisquer g¢i,...,9, € Gg e hy,....h, € Gy;. Mas neste caso é facil ver que

aimi(yg), y§2), o ,yg), z{l), o ,zg)) =0 e o lema esta provado. =

Lema 3.2.2 A dlgebra Zs-graduada Gen(M,1(G)) € isomorfa a dlgebra relativamente

livre de posto enumerdvel,
Fy(Mi4(G)) = K(X)/T>2(M:1:1(G))

na variedade de dlgebras Zy-graduadas determinadas por My 1(G).

Demonstragao: Considere a aplicagdo ¢ : K(X) — Gen(M;1(G)) definida por
O (WY1y ooy Yny 215 -y Zm)) = [(A1, ..., Ay, By, ..., Bp). Esta aplicagdo é claramente um
homomorfismo Z,-graduado sobrejetor. Observemos que T5(M;1(G)) = Kerp. De
fato, Kerp C Ty(M;1(G)), j& que cada matriz de M;1(G) é uma especializacao de
uma matriz de Gen(M; 1(G)). Seja f(Y1, .o Yns 215 ooy 2m) € To(M11(G)), aplicando em

®, temos que existem

Fi g y@ D) e K(Y52),1 <4,5 <2,
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tais que a matriz M = f(Ay,..., A, Bi,....,Bn) = o(f(y1, . Yn, 21, .-y 2m)), € da
forma

M = Eyifi1 + Erafiz + Eai for + Eao foo.

Como f € Ty(M;1(G)) os polinoémios f;; sdo tais que

flj(g§1)7g§2)7 st 797(12)7 h§1)7 ct hs?l,)) = O

para quaisquer ggl), g§2), e ,97(12) € Gye hgl), th), e h? e (G1. Assim segue do Lema

que fi; = 0, ou seja, f(Ai,...,A,, B1,...,B,) = 0 e portanto, f € Kerp. A

partir do Teorema dos Isomorfismos, concluimos que:

K(X)/T5(M;1(G)) ~ Gen(M; 1(G))

Com a informacao dada no Lema temos a possibilidade de trabalhar com a
algebra Gen(Mi1(G)) sempre que for citada a algebra relativamente livre Fy(M; 1(G))

ou quisermos utilizar um modelo genérico da algebra M 1(G).

3.2.2 As identidades Zy-graduadas de M;;(G)

Utilizando o modelo genérico de M; ;(G) encontraremos uma base para as

identidades Zo-graduadas de M1 (G).

Proposigao 3.2.3 Seja T o Ty-ideal das identidades Zo-graduadas de My 1(G). Entdo

08 polindmios y1ys — Yoy1, 212223 + 232221 € K(X) pertencem a T.

Demonstracao: Um calculo direto usando o fato de que Z(G) = Gy e que ajazas =
—agasa; para todo a; € Gy, ¢ = 1,2, 3 demonstra esta proposicao. m

Para simplificar a notacao, sempre que aparecer no texto o simbolo A sobre uma
variavel significa que ela pode ser omitida. Por exemplo, 2z, 2p, - . - 24, 2, Tepresenta
qualquer um dos monoémios 24, 2p, - .. Za,2p, OU Za, 2 - - - 2a,. Ainda, de agora em
diante, identificaremos as variaveis y; e z; com as suas imagens pela projecao candnica
K(X) — K(X)/J, onde J ¢ o ideal das identidades Z,-graduadas gerado pelos
polindmios y1ys — Yol1, 212223 + 232921 € K(X). Definimos o conjunto B C K(X)

como sendo o conjunto formado pelos monoémios



3.2 A Algebra M, ;(G) 38

YarYas - - - Yay s
YarYas - - - Yap 2cr Yo Yby - - - Yoy

YarYas + - - YapRe1 2dy Reafdy -+ + Rem Rdm

yalyaz s yak. Zc1yblyb2 s ?/bl Zdl ZCQZdQ LR Zcmde

ondea; <as < ...<ap, b1 < b <...<b,1<ca<...<cped <dy<...<dp,
k>0,1>0,m>0. Nos mondémios do segundo tipo k + 1 > 1 e para os da tltima
linha, se k = [ = 0, seu grau é maior que 2. Aqui, a imagem de B pela projecao

canonica também sera denotada por B.

Proposicao 3.2.4 O conjunto B gera K(X)/J.
Demonstragao: Se f € K(X), entao
vif — fyi e J. (3.3)
Assim, todo polinémio em K(X)/J é combinagao linear de mondémios da forma
m = h1(y)Ze,h2(Y)ZeyZes - - - Zey, + J

onde hi(y), ha(y) s@o mondmios nas variaveis y.s.

Observando que devido a [3.3| podemos assumir que os indices das variaveis em
hi(y) e ho(y) crescem (com possiveis repetigoes). Ainda, pela identidade z;2923 +
232921 = 0, podemos assumir que e; < e3 < €5 < ... e ey < €4 < €g,.... ( Note
que se e; > ez num mondmio, podemos usar o fato de ze, (Maze,)Zey = —Z2es(MaZey ) Ze
pertencer a J). Concluimos que B gera K(X)/J. m

Proposicao 3.2.5 O conjunto B C K(X) € linearmente independente mddulo
Ty(M,1(G)).

Demonstracao: Como K é um corpo infinito, basta mostrar que cada subconjunto
multi-homogéneo de B ¢é linearmente independente em K (X)/Ty(M;1(G)). Sejam
My, Ms, ..., M, mondmios distintos em B multi-homogéneos e \; € K,1 <1 < n

escalares tais que
M = MM+ XM+ ...+ XM, € To(My1(G)).

Denotando por M a matriz obtida pela substituicdo de y; por A4; e z; por B; em

M € B, consideremos as seguintes afirmagoes:
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Afirmacao 1: Se A; e B; sao as matrizes definidas na se¢ao anterior entao
A Agy - Ay Be, Apy ... Ay By, Bey By, - .. Be,, Ba,,

¢ igual a expressao

2 2 2 2 /2\
YOyl Ly DDy @y @ 2,03 P B+

—_

1 1 1 1 1
yPy@ .y @Dy D@0 By,

(1) (2 . ) .
onde as variaveis z((ing, 21(1,,3 parecem se, e somente se, a matriz By, aparece. Além disso,

se a matriz for par temos t; =ty =1 e t3 =t, = 2 e se for impar entao t; =t, =1¢
tyg =14 = 2.

Afirmacdo 2: Se M € B entdo a matriz M é da forma P&Eij + P2, Ey, os indices
i,7,k,1 sdao determinados pela paridade da matriz M e os multigraus dos mondmios
Pi,;, P € K(Y;Z) dependem injetivamente de M, isto ¢, a aplicacio que associa a
cada matriz M de B o multigrau da matriz P}, (resp. P%) é injetiva. Além disso
P #0e P2 #0.

A afirmacao 1 é comprovada a partir de um célulo direto. A segunda afirmacao,
por sua vez, tem a sua primeira parte obtida diretamente da afirmacao 1. A segunda

parte da mesma segue observando-se que se

pL— M, 1) (1), (2) ©.2,1),.2 @

M — yal ya2 : yak c1 ybl ybg : ybl ’Zd1 ’ZC2 ng : de
entao M é um mondmio nas varidveis Yo, ,Yass - - - Yaps Ubss Ubss - Ybys Zers Zeasr Zdys
Zdyy -y Zens Zdn, Onde a variavel zy  aparece no monomio M se, e somente se, zd2m

aparece em PJ;. Assim, podemos determinar a partir de P}, as variaveis que aparecem
em M. Agora observamos que como M € B a ordem em que as varidveis aparecem em
M fica determinada pelos indices superiores nas variaveis yfl ), zm) de Pj; e o resultado
segue. Se M € Bentao a; < as < ... < ap,by < by < ...<b,ci < <...<Cpe
di <dy < ...<dp, k>0,1>0, portanto Pi; # 0 e P # 0 e a segunda afirmagao
esta provada.

De posse destas afirmacoes e dando continuidade a demonstracao da proposicao,
como Th(M;1(G)) = To(Gen(M;1(G))) se substituirmos y; por A; e z; por B; obtemos

M =MM;+XoMy+ ...+ XM, =0 (3.4)
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Segue da afirmacdo 2 que as matrizes M, sdo da forma Py, Ei; + Py Ey, onde os
indices 14, j, k, 1 sdo determinados pela paridade da matriz M,. Observe que como o0s
M; sdao multi-homogéneos as matrizes M, tém a mesma paridade. Entdo a equacio

fica
0= (AP, + APl + .o+ NPy VE + (M Py, + MNPy, + ...+ APy ) B
Logo
0=XMPy, + MNPy + ...+ MNPy, = MPip 4+ XPyy + ...+ MNPy

Pela afirmacdo 2, os multigraus dos mondémios nao-nulos Pj; e Py, dependem
injetivamente de M, donde concluimos que Ay =Xy =... =)\, =0. =

Apresentamos agora o principal teorema desta secao.

Teorema 3.2.6 Todas as identidades polinomiais graduadas das dlgebra Zis-graduada

M, 1(G) seguem das identidades y1Yya = Yol1 € 212223 = —Z232221.

Demonstracao: Sabemos da Proposicao que J C Ty(M;1(G)). Utilizando
entao as Proposigoes e juntamente com o Lema [3.1.5], obtemos o resultado

desejado. m

Observagao 3.2.7 Se um polinémio multi-homogéneo f € K(X) nao € uma
identidade de My 1(G) e a varidvel z; ocorre nos monoémios de f, entao deg,, f < 2. Isto
ocorre devido, caso existam trés letras z; num mondmio, ao menos duas delas estarao
numa das seqiéncias ¢; ou d;. No entanto, devido a identidade z12023 = —232921 tais

mondmios desaparecem.

Observagao 3.2.8 Quando a caracteristica de K é p > 2, o polinémio [yP, z] nao é
uma identidade Zo-graduada de M, 1(G). Com efeito, escolhendo y = Eyq + 2Ey e
2 = gFE15 + gFo, onde g # 0 € Gi. Entao y? = E11 + 2PEyy e desde que 2P = 2 # 1
em K, seque que [yP,z] = g(1 — 2P)E15 + g(2P — 1)Ey # 0.

3.2.3 Um outro modelo genérico para M, ;(G)

A fim de explorarmos outras propriedades das identidades Z-graduadas de
M, 1(G), construiremos um novo modelo para Gen(M; 1(G)). Neste sentido, sejam
os conjuntos Y = {ago),bgo) | i € N} e Z = {agl),bz(l) | i € N} de variaveis

comutativas e anticomutativas, respectivamente. A partir deles, geramos a algebra
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livre supercomutativa K(Y; Z) e consideramos a algebra L gerada por 1= FEy + By

e pelas matrizes

Assumindo que os Als s@o elementos pares e os Bis sdo elementos impares segue
que L é uma algebra Zs-graduada.
A proposicao a seguir mostra que L é de fato um outro modelo genérico para

Ml’l(G).

Proposigao 3.2.9 A dlgebra L ¢é isomorfa a Gen(M;1(G)).

Demonstracao: Seja ¢ : Gen(M;1(G)) — L o homomorfismo definido por ¢(A4;) =
Zi e p(B;) = EZ E imediato que ¢ é um isomorfismo Z,-graduado e o resultado segue.
|

Note que as matrizes a§°)(E11 + E5) comutam com as matrizes de L. Denotando
por By(L) a subalgebra de L gerada por Te pelos elementos de L tais que as matrizes
Av;s aparecem apenas em comutadores, temos que os elementos aEO)(EH + FEy) nao
aparecerao em nenhum polinémio nao-nulo de By(L).

Lema 3.2.10 As matrizes E; = bEO)(EH—Em) eD; = B; = agl’E12+b§1)E21 satisfazem

as sequintes relagoes:

E;E; sao centrais, BBy = EjE;,
E,D; = —-FE;D;, D?Dj = —DjD,?.

Demonstragao: Imediata. m
Denotamos por By(M;1(G)) a subalgebra de Gen(M1(G)) gerada por 1 e pelos
elementos de Gen(M;1(G)) tais que as matrizes Als aparecem apenas em comutadores.

O proximo Lema mostra que podemos identificar as algebras By(M 1(G)) e Ba(L).

Lema 3.2.11 As dlgebras Ba(My1(G)) e Bo(L) sao isomorfas.

Demonstragao: Basta considerarmos a restricao do isomorfismo existente entre
Gen(My1(G)) e L as algebras By(M;1(G)) e Bo(L). m

A vantagem de mudarmos o modelo da algebra Gen(M; 1(G)) é vista no resultado
abaixo, este nos permite organizar os polindmios proprios da mesma, o que serd de

grande utilidade na préxima secao.
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Proposicao 3.2.12 Se f € By(L) € um polinémio multi-homogéneo, entio f € uma

combinagao linear de polindomios da forma:
« le% 2 2 2
EVES? .. Eziijlez . D39(Dypys oo, D),

onde iy < iy < ... < i3, {J1,72,--, i} N{n,na,...,nn}t = 0 e g € um polinémio

multilinear.

Demonstragao: Considere f € By(L). Como 1= Eyj; + FEo é central, temos que nao

aparecerao matrizes do tipo a(o)(EH + Es). Pelo Lema|3.2.10] podemos escrever

f=E"E® .. E*f(Dy,Ds,...,D,)

onde fé um polinémio multi-homogéneo e 1; < 19 < ... < .
Sabemos da Observagao m que se degpif > 2 para algum D;, ]7 seria uma
identidade Zs-graduada de M;;(G). Assim, temos que degpif < 2 para todo 1.

Escrevamos entao f da seguinte forma

f: i AiM;
i=1

onde \; € K e M; ¢ um monomio formado apenas por D.s, onde cada D; pode aparecer
no maximo duas vezes. Usando a identidade z12923 4+ 232021 = 0 como na Proposicao

3.2.4], podemos escrever
M, = Do, Dy, Do, Dy, ... Do Dy

comce; << ...<c¢ped <dy <...<d,. Agora observando que se ¢; = ¢;;1,
1 <i<m-—1segue de 212921 = 0 que M; = 0. Logo ¢; # ¢ciz1, 1 <i<m-—1e
analogamente d; # d;; 1,1 < i < m — 1. Disto segue que, se degDif: 2, devemos ter o
indice 7 contido em cada sequéncia, um em {cy, ca, ..., ¢} € outro em {dy, ds, ..., dy,}.
Assim, a menos de sinal, temos M; = ... D?... e usando as identidades D?D; = —D;D?

212 _ D272
e D;D; = D;D; segue que
— N2 2 2
M; = D; D5, ... D5 gi(Dy,, Dpy, . .., Dy,,)

onde j; < jo < ... < 7J, ¢ ¢ um mondmio multilinear e {j1,72,..., 51} N
{n1,na,...,n,} = 0. Como todos os M/s tém o mesmo multigrau, o resultado segue.
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3.3 A Algebra G® G

Como foi visto no Capitulo 1 a algebra G ® GG tem uma Z,-graduacao canodnica
dada por
(GeG)=(GaG)® (G G),

onde
(GRG)=(GoRGy) ®(G1@G)) e (GRG) = (Gy®G1) B (G ® Go).

Nesta segao encontraremos uma base para as identidades Z,-graduadas satisfeitas

por essa algebra com a Zo-graduacao acima.

3.3.1 Um modelo genérico para G ® G

Da mesma forma que foi feito para a algebra M; ;(G), faremos uso de um modelo
genérico para encontrarmos o Ty-ideal de G ® GG. Tal modelo seré construido nesta
secao.

OITORRG)

© b(o’,c§°>,d§0) varidveis comutativas e a;’,b; ", ¢,

Sejam a,; ', b, ,dgl) variaveis
anticomutativas, i > 1. Consideramos K (Y; Z) a algebra livre supercomutativa gerada
pelos conjuntos Y = {@50),61(»0),01(»0),6150) | i > 1} e Z = {agl),bgl),cgl),dz(-l) | i > 1}

das varidveis pares e impares, respectivamente. Denotamos por F' a subélgebra de

K(Y;Z)® K(Y; Z) gerada pelos elementos da forma:
Vi a® @60 4 o @b, 7, D g 4 () .

A élgebra F' tem uma Zs-graduagao, considerando-se os Y;’s como as variéveis pares e

0s Z;'s como as variaveis fmpares.

Proposicao 3.3.1 A dlgebra Zs-graduada F € isomorfa a dlgebra relativamente livre
de posto enumerdvel K(X)/T>(G®G) na variedade das dlgebras Zs-graduadas definidas
por G ® G.

Demonstragao: Considere o homomorfismo ¢ : K(X) — F determinado por
o(y;) = Yi e p(z;) = Z;. Este homomorfismo é claramente Zs-graduado e sobrejetor.
Para concluir basta mostrar que Ker(p) = T2(G ® G) e a demonstracdo segue do

Teorema dos Isomorfismos.
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E facil ver que Ker(p) C To(G ® G) uma vez que cada elemento de G ® G é uma

especializagdo de um elemento de F. Por outro lado, se f € To(G ® G) entao ¢(f)
0 O L0 4O

AR A S A At |

elementos de G e dos aV M M gm por elementos de G;. Dai segue do Lemam

[ A A A A )

é um polindmio em F' que se anula para cada substitui¢ao dos a por

que ¢(f) =0 em F, ou seja, f € Ker(y) e a proposigao esta demonstrada. m

3.3.2 Um pouco de Combinatéria

Para as demonstragoes da préxima secao, precisaremos de alguns resultados de

combinatoria. Nesta secao, apresentaremos e provaremos esses resultados.

Defini¢ao 3.3.2 Sejam (iy,1s,...,1,) uma permuta¢ao dos simbolos {1,2,...,n} e
A, B C{1,2,...,n} tais que

AUuB={1,2,....,n}, ANnB=.

Um par (ia,i3), 1 < o, < n, forma uma tnversao colorida (em relagcdo a parti¢io
{A,B})sel <a<f<n,{a,f} CAou{a B} CB,ei,>izg Seq é o nimero
de inversoes coloridas entdo (—1)9 é o sinal colorido desta permutagao com relagio
a particao {A, B}.

Exemplo 3.3.3 A tabela abaixo mostra os sinais coloridos de todas as permutagoes de

{1,2,3}.

Permutagdes
123 1132|231 | 213 | 312 | 321
12 + | - |+ ] - | + | -
Particoes | 12:3 || + | + | + | - | - | -
13:2 + | + | - + | - -
231\ + | - | - | + | + | -

Observacao 3.3.4 Consideraremos as particoes como pares nao ordenados. Deste
modo o conjunto {1,2,...,n} tem exatamente 2"~ particoes, incluindo a parti¢io
trivial. No caso da particao trivial, A = {1,2,...,n} e B = (), obviamente, o sinal

colorido € igual a 1 para todas as permutacoes pois nao possui nenhuma inversao.
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Lema 3.3.5 As transposigoes (t,t+2) mudam o sinal colorido de qualquer permutagdo

em relacao a qualquer particao.

Demonstragao: Considere as permutagoes i = (i1, l9,...,0,) € j =
(41, -« 04y Tga1, 9412, - - -, 0p) dos simbolos {1,2,...,n}. Além disso, seja {A, B} uma
particao qualquer deste conjunto e a partir dela defina ¢ como sendo o nimero de
inversoes coloridas (iq,i3) tais que {a, f} C A na permutacao i e, de modo analogo,
defina g5, ¢y, 7.

Com relagao aos elementos #;, %11, i1+ temos duas possibilidades:

(1) Os trés elementos pertencem ao mesmo conjunto na parti¢ao;

(2) Nao acontece (1).

Para o caso (1), suponhamos sem perda de generalidade que 4y, 7,1, i;12 pertencem
ao conjunto A. Teremos entao ¢ = qu e ¢', com paridade diferente de qi‘.

Caso a possibilidade (2) ocorra, podemos supor, sem perda de generalidade, que
dois dos simbolos 4,441,712 pertencem a A e o outro pertence a B. Aqui, devemos
considerar trés possibilidades: 4,401 € A, 44,000 € A OU 441,040 € A. Nao ¢é dificil

ver que para qualquer um dos trés casos ¢k = q]é e ¢y tem paridade diferente de qi. [

Proposicao 3.3.6 Seja i = (iy,i2,...,1,) uma permutagio fiza de {1,2,... ,n}.
Entao o sinal colorido de i € igual a 1 ou —1 com relagao a todas as parti¢oes, ou

entdo € iqual a 1 para 2"2 particoes e —1 para as outras 22 particoes.

Demonstracao: Usando o Lema acima, é suficiente provar a proposi¢ao apenas para
permutacoes i tais que 11 < i3 < ... e 1y < iy < .... Faremos inducao sobre n. Para
n=1en =2 o resultado é 6bvio. Para n = 3 o resultado segue do exemplo [3.3.3]

Suponhamos que n > 3 e que o resultado é vélido para 1,2,...,n — 1. Sendo
i" = (i1,12,...,ip—1) a permutacdo de n — 1 simbolos {1,2,...,n}\{i,} obtida da
permutacao i apagando a sua ultima entrada. Entao a proposicao é verdadeira para ¢
devido & induc¢ao. Note que ou i, =n ou i, 1 =n pois i1 < iz < ... €1y < iy < ....

Se 1,1 < i, entao i, = n. Se {A; B} é uma partigao de {1,2,...,n}\{i,} entdo
{Au{i,}, B} e {A, BU {i,}} s@o partigoes de {1,2,...,n} e os sinais coloridos destas
partigoes sdo os mesmos de i’ com relagao a partigdo {A; B}.

Caso i,,_1 > 1, entao 7,1 = n e neste caso i,,_1; forma inversao colorida apenas

com i,. Definindo i" = (i1, s, ...,4,_2,1,) entdo a nossa afirmagao se mantém para i".
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Seja (C, D) uma parti¢ao de {1,2,...,m — 1} e £ o sinal colorido de " com relagao a
(C, D). Formamos duas partigoes {C'U{n}, D} e {C,DU{n}} de {1,2,...,n}. Numa
delas 7,1 = n e 1, pertencem a conjuntos diferentes da particao, logo o sinal colorido
de i com relagao a essa particao serd €. Analogamente, na outra particao i,_; = n
e i, estdo no mesmo conjunto e, como eles formam uma inversao, isso produz o sinal
colorido —e.

A partir de ambos os casos tratados, a prova estd completa. m

Proposicao 3.3.7 Seja i = (i1,1la,...,0,) tal que i3 < iz < ... eidy < iy < .... Se
i#(1,2,...,n), entdo o sinal colorido de i € igual a 1 para 2"2 partigoes e € igual a
—1 para as outras 22 particoes de {1,2,...,n}.

Demonstragao: Segue da demonstragao da Proposigao anterior. Usamos indugao
sobre n e notamos que, por hipétese de inducao, tanto no caso 7, 1 < %,, quanto no
caso i,_1 > in, obtemos 2”2 vezes o sinal colorido 1 e 2”2 vezes o sinal colorido —1.

3.3.3 As identidades Z,-graduadas de G ® GG

Nesta se¢ao encontraremos uma base para o Tr-ideal das identidades Zo-

graduadas de G ® G.

Proposicao 3.3.8 Os polindmios y1ys — yoy1 € 212223 + 232221 Sao identidades Zio-
graduadas para a dlgebra G @ G. Se charK = p > 2, entao o polinémio v}z — 21y}

também € uma identidade Zs-graduada para G ® G.

Demonstragao: Um célculo direto mostra que y1ys — yoy1 € 212023 + 232221 Sao
identidades graduadas de G ® G. Para o caso de charK = p > 2, considere
a € (Goy®Gy)®(G1®G1), ouseja, a =Y (;® fi+¢g;:®h;) onde e;, f; € Go, g, hi € G1.

Como a é uma soma de elementos que comutam dois a dois e charK = p, segue
que

=Y dO g N

Observemos que g3 = h? = 0, devido a identidade 212923 + 23222;. Como p > 2,
segue que g¥ = h? =0 e dai

ap:Zef@)ff.
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Desde que este elemento é central em G ® G, temos que [y?, z] é uma identidade Zo-

graduada, como querfamos demonstrar. m

Lema 3.3.9 A dlgebra Byo(F) = By(X)/Bo(X) NTo(G @ G) € imagem homomdrfica
de BZ(L) >~ BQ(MLl(G)) = BQ(X)/BQ(X) N TQ(MLl(G)).

Demonstracao: Sabemos que T5(M; 1(G)) C T5(G ® G) e portanto By(X)/Ba(X) N
T5(G ® G) é imagem homomorfica de By(X)/Ba(X) N To(M;1(G)) pela aplicagao
induzida por 7 : K(X)/T5(M;1(G)) — K(X)/T5(G ® G), onde 7(f + T2(M11(G))) =
[+ TH(GeG)e fe K(X). m

Lema 3.3.10 Sejam g;(z1, 29, ..., 2n) polindmios multilineares independentes mddulo
0 Ty-ideal To(My1(QG)). Entao, os polindmios
i1, ia

2 2 2
UL Ys Yz 12 - 2 8i(21, 22, 20),
sao linearmente independentes modulo o Th-ideal TH(My1(G)).
Demonstragao: Como o corpo K ¢ infinito basta mostrar que os polinémios acima de

mesmo multigrau sao linearmente independentes. Mas neste caso, qualquer combinacao

linear é um polinémio da forma

i, i in 2 2
Y'Yy Yz 2 (21, 2, 2n), (3.5)
onde ¢g(z1,22,...,2,) € uma combinagao linear dos ¢;(z1, 22, ...,2,). Se mostrarmos

que o polinémio [5.2| pertence a T5(M; 1(G)) somente quando g(z1, 22, . . ., 2,) pertence
a Th(M;1(G)) o resultado esta provado, ja que os g;(z1, 22, ..., 2,) s@o0 linearmente
independentes modulo Ty (M, 1(G)).

Observemos que

«

1 0

1 0
B = (") e D? = (¢Vd)

0 -1 0 -1

Assim fazendo y; = F;,1 <i<kez =D;1<j<n+r, podemos concluir que o

monodmio 'y’ ...y 22, ... 257" éigual a

(i1+io+...Fig+r)

B B) - G (did) - (G dul)

)
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Assim, se
iv, i i 2 2 _
YUYy Yz 2 (21, 20, 2) = 0,
segue que o polindmio g(z1, 2a, . . ., z,) se anula quando substituimos z; = Dy,..., z, =

D,,. Logo g(z1, 22, ..., 2,) € To(M;1(G)), e o resultado segue. m
Corolario 3.3.11 Os mondémios multilineares
Mij = Ziy 251 Rig%jg - - 'Zimz/j:m

onde i1 < ig < ... <y, 1 < Jo < oo < Jme1 < Jm € 25, € omitido quando o grau
de m;; € impar, sao linearmente independentes modulo as identidades Zs-graduadas de

G®dG.

Demonstragao: Suponha por absurdo que os monémios sejam linearmente
dependentes, isto ¢, suponha que existem escalares «;;, nao todos nulos, e monoémios
m;; tais que Y a;;m; =0 em K(X)/T5(G ® G). Deste modo, temos que Y | a;;m;; €
T5(G ® G). Como o corpo K é infinito, podemos supor que estes mondmios tém o
mesmo multigrau e, renomeando suas variaveis, podemos supor que todos os m;; sao
monomios nas variaveis zi, 2o, . . ., 2 para k € N conveniente. Suponha que o mondémio
2129 ... Zp_1%2 participa desta combinacgao linear com coeficiente nao nulo «.
Considere a identidade > a;(m;jzx+1) e uma particdo {A, B} do conjunto
{1,2,...,k} onde |A] = n e |B| = m. Fazendo as substitui¢des z; — eg_1 ® 1,
se 1 € A, Zi 1® €9i, S€ 1 € Be Zk+1 7 €2p+1€2n4+3 .- . €21 X €om+2€2m+4 - - - €2k €

(4;B)

denotando por M,z 11 o resultado do monoémio m;;z4+1 apds a substituicao, temos

que, como »  a;;(m;jzp+1) € uma identidade para G ® G, entdo ) | aijmijzkH(A;B) = 0.

Assim
0= 3 (Camzmwts )
(A;B)
onde o primeiro somatério é feito sobre todas as 287! particoes de {1,2,...,k}.

Reorganizando a soma obtemos
0= Y oy X mm ) (36)
(A;B)

Afirmacao: Z(A,B) mijzkH(A?B) = 0 sempre que m;; # 2122 . . . 2.

De fato, suponha que m;; = z,, ... 2, # 21...2, entao

—(A;B) __ A;B
mij2k+1( ) = (—].)U( )6163 .ok R egey ... €2k,
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onde o(A; B) é o sinal colorido da permutagao (nq,...,n;) com relagdo a partigao
AU B. Sabemos por hipotese que n; < ng < ..., eny < ng < ... em my;;. Como
(ny,...,nk) # (1,2,...,k), segue da Proposic¢ao m que
Z W(A;B) = (Z (—1)”(’4;3)) €163 ...€95_1 D exey...9, = 0.
(A;B) (A;B)
A afirmacao acima diz que no somatorio 0s monomios m;; # 2122 . . . z darao
contribui¢ao nula. Como para o mondémio 21z . .. zx_12 0 sinal colorido é 1 em relagao

a qualquer particao, obtemos de que
a2k_1(6163 o Cop_1 R egey ... 62k) — 0’

o que é absurdo pois @ # 0 e charK #2. m

Lema 3.3.12 Seja f(y1,--. Ym»21,---52n) € Ba(M11(G)) = Ba(L) um polinémio
onde substituimos E; pory; e D; por z; nos geradores de L. Entao, mddulo To(G @ G),

f € 1gual a uma combinacao linear de polinémios da forma

.« am 2 2 2

Yty Y zilziQ...zikgj(zjl,zh,...,zjl),
onde {ir,io,... ik} N {1, 02, i} = 0, i1 < g < ... < iy e g; € um polinémio
multilinear. Se charK = p > 0 impomos o; < p, 1 =1,...,m.

Além disso, se os polindmios multilineares g;s forem linearmente independentes

modulo To(G ® G), entao os polindmios acima também o sao.

Demonstragao: Como o corpo K ¢ infinito, podemos considerar f multi-homogéneo
e a prova é a mesma feita na proposicao [3.2.12] Se charK =p > 0ea € G; ® G entao
a? = 0 ( como visto na demonstra¢ao da Proposigao m ), desta forma, impomos
a; <p,i=1,...,m. Caso os polinébmios g}s sejam linearmente independentes modulo

T5(G ® G) procedemos de modo analogo & demonstragdo da proposi¢ao |3.3.10, m

Teorema 3.3.13 O ideal das identidades Zo-graduadas da dlgebra GRG € gerado pelos

polindmios Y1ya — Yo, 212223 + 232221, € se charK = p > 2, também por yiz; — 21y}

Demonstragao:
A idéia central desta demonstracao é mostrar que se um polindémio nao é
consequéncia das identidades Zo-graduadas y,y2 — Yoy, 212223 + 232221, € se char K =

p> 2, yiz1 — 2197, entdo ele nao é identidade Zy-graduada de G ® G.
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Como os dois primeiros formam uma base para as identidades graduadas de
M, 1(G) e Th(M;1(G)) C T5(G ®G), podemos trabalhar na élgebra relativamente livre
determinada por eles, ou seja, em Gen(M;1(G)). Ainda, de acordo com o Corolario
3.1.7, podemos considerar apenas os polindmios onde as varidveis pares aparecem
apenas em comutadores.

Suponha, sem perda de generalidade, o polinémio préoprio f # 0 em
Gen(M;1(G)). Isto ¢, pelo Lema 3.3.9) 0 # f € By(My1(G)) = By(L). Segundo
a Proposicao teremos que f é combinacao linear de polinémios da forma

(o5} a9 (6% 2 2 2
EME® .. EXD?D? .. .D2g(Dyy,...,Dy),

21 22

onde i1 < iy < ... < ix,{J1,02,- -, i} N {n1,n2,...,nn} = 0 e g é um polindémio
multilinear. Se substituirmos E; por y; e D; por z; em [ temos pelo Lema que,

modulo T5(G ® G), f € igual a uma combinagao linear de polinomios da forma

2 2 2
YY" Y 2 By % 95 (Zins Zjas -5 Zi))
onde {i1,%9,...,0} N {J1,Jos--- i} = 0, i1 < i3 < ... < ig, g; € um polindbmio
multilinear e, se char K = p > 0, devemos impor «o; < p, i =1,...,m.
Observe que se a; < p, © = 1,...,m entao f nao pode ser consequéncia de
ylz1 — 21y, Ainda, fazendo as substituigoes, 11 =yo = ... =y, =11 € Go R Gy e

zi, = (e, +e,)®1lez, =e, ®@1eG ®Gypara {uy,ug,...,up} N{ir, i, ..., 05} N
{j1, 72, -, Jr} # 0 vemos que f nao pertence a To(G®G) e isto conlui a demonstragao.
|

Como corolario do ultimo teorema obtemos uma nova prova da coincidéncia dos

T-ideais das algebras M;1(G) e G ® G sobre um corpo de caracteristica 0.

Corolario 3.3.14 Se charK = 0 entao as dlgebras M;1(G) e G ® G sao PI-
equivalentes, ou seja, T(My1(G)) =T(G ® G).

Demonstracao: Se charK = 0 entao segue dos Teoremas [3.2.6] e [3.3.13] que
T5(M,1(G)) = To(G ® G), e o resultado segue da Proposigao [2.2.15| m




Capitulo

Teorema do Produto Tensorial: Caso

Multilinear

Dentre as consequéncias dos estudos de Kemer sobre a estrutura dos T-ideais,
destacamos o Teorema sobre o Produto Tensorial (TPT). Este resultado estabelece a
igualdade entre os T-ideais de determinadas &lgebras, sobre corpos com caracteristica
zero. Neste capitulo, apresentamos e demonstramos o TPT em sua versao multilinear
para corpos com caracteristica p > 2. As idéias expostas nas demonstracoes sao

encontradas no artigo [22] seguindo os passos de Regev no artigo [23].

4.1 Teorema do Produto Tensorial - TPT

Apresentamos o Teorema do Produto Tensorial de Kemer (TPT):

Teorema 4.1.1 (Kemer) Seja K um corpo com caracteristica zero e a,b,c,d € N.

Entao:
(1) T(Ma,b(G) ® G) = T(Ma-i-b(G));
(2) T(Map(G) ® Mea(G)) = T(Mactvd,adve(G));

3) T(M14(G)) =T(G®G).

Este resultado foi também demonstrado por Regev em [23], sem utilizar a Teoria
Estrutural do T-ideais. A demonstracao de Regev é mais simples, pois faz uso de
argumentos combinatorios e (implicitamente) identidades graduadas. No artigo [22] foi
indicada uma demonstragao, quando K é um corpo infinito com caracteristica diferente

de dois, para a versao multilinear do TPT. Isto é, quando nos restringimos aos T-ideais
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gerados apenas pelos polinémios multilineares. Nas proximas secoes desenvolveremos
as idéias de Regev [23], com as devidas modifica¢oes, para demonstrarmos o TPT

multilinear como foi sugerido no artigo [22].

4.1.1 O TPT Multilinear

Nesta se¢ao enunciaremos o resultado principal deste capitulo: o TPT multilinear.
Sabemos da Definicao [2.1.25] que duas algebras A e B sao ditas Pl-equivalentes se
T(A) = T(B). Denotando por P(A) o T-ideal gerado pelas identidades polinomiais
multilineares satisfeitas por A, segue a definigao.

Definigao 4.1.2 Considere duas Pl-dlgebras A e B. Quando P(A) = P(B), dizemos

que A e B estao em equivaléncia multilinear.

Observemos que, quando consideramos algebras sobre corpos com caracteristica
zero, a Pl-equivaléncia é conseqiiéncia da equivaléncia multilinear (Lema. Até o
fim deste trabalho, verificaremos que para corpos infinitos com caracteristica positiva,
isto nao é verdade.

Enunciaremos agora o TPT multilinear:

Teorema 4.1.3 Seja K um corpo infinito com qualquer caracteristica diferente de dois
e a,b,c,d e N. Entao:

(1) P(Ma,b(G) ® G) = P(May(G));
(2) P(Mop(G) @ Mea(G)) = P(Macybdadrve(G));

(3) P(Mi4(G)) = P(G®G).

4.2 Algebras de Matrizes

Apresentamos, nesta secao, uma nova notagao para as matrizes presentes no TPT.
Esta nova notagao goza de boas propriedades, o que facilitard o nosso trabalho.
Definicao 4.2.1 Seja I um conjunto finito e v : I — Zo uma fun¢do. O par

(I,v) é chamado conjunto a wvalores em Z,. Escrevemos I = Iy U I, onde

I,=v"Y(g9), g € Zs. Dado um sequndo conjunto (I',v"), v' : I' — Zs, definimos:

v=(0,0"): I xXI' —  ZyXZs

(1,7)  — (v(@),v'(7")
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e também
vy I xI' — Zsy

(i,4') — v(@) +0'(')
Observagao 4.2.2 A partir da definicao acima, podemos escrever a dlgebra M, ,(G)
de outro modo. De fato, seja I = Iy U Iy onde |Io| = a, |I| =b com v : I — Zg como
definido acima. Considerando vy : I X I — Zo e organizando os elementos de I de

forma que os a elementos de Iy sejam menores do que os b elementos de Iy, sendo os

elementos de cada conjunto ordenados de forma crescente:
Mop(G) = {(aij)ixr / aij € Goiy} = Mi(Go gy / 3,5 € 1). (4.1)
Denotaremos por simplicidade G ; = G, (; j)- Desta forma, escreveremos
Mi(Gij) = Mi(Go, gy [ 1,5 € 1)

Recordamos que GG, € Ggyp se g, h € Zy e a soma g+ h é a soma de Z,. Entao
Gi,i,Giy i C Gy, 4, Para quaisquer iy, 9,13 € 1.

Observe que a igualdade é apresentada a nivel de espaco vetorial. Isto ocorre
porque a multiplicagao entre elementos de M;(G; ;) nao é definida. Para que possamos
identificar a nivel de algebras os conjuntos M,;(G) e M;(G;;), trabalharemos na
defini¢do da multiplicagao em M;(G, ;).

Denotando por F; ;, onde ¢,j € I, a matriz unidade onde a tnica entrada nao

nula é 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna, podemos escrever
M(Gij) = @ije1GiiEij = ®ijerGi

onde a ultima igualdade é dada pelo isomorfismo existente entre os espacos vetoriais

Gi;E;; e G;; para quaisquer ¢, j € /. Considerando as inclusoes canonicas
Mrs - Gr,s ? @i,jEIGi,j
podemos definir a multiplica¢do em M;(G; ;) como sendo distributiva e:

0€ Mi(G;j) sej#r
ni,j(ai,j) . nr,s(ar,s> = )
Nis(a;j ars) se j=r
Esta definicao faz com que a igualdade apresentada na Observacao passe

a valer a nivel de algebras. A seguir, veremos como funciona o produto tensorial das

matrizes M;(G; ;).
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Observagao 4.2.3 Sejam (I,v) e (I',v") conjuntos de valores em Z,. Considerando
Gij = Go, (ij) € Grs = GU;(M) podemos reescrever a defini¢ao da dlgebra G ® G para
definir a dlgebra G; ; @ G, s, da sequinte maneira: O produto tensorial G; ; @ G, s € uma

dlgebra com a multplicagao dada por

(aihﬁ ® am,Sl)(aiwé ® ar2,52) = @iy iy Qig,jo & Qry 5y Ory 55 -

Teorema 4.2.4 Sejam (I,v) e (I',v") conjuntos de wvalores em Zs, considerando

M;(G;;) e Mp(G,5), temos o sequinte isomorfismo de dlgebras

Mi(Gij) @ Mp(Grs) =~ Mrxp(Gij @ Grg)

Demonstragao: As seguintes igualdades seguem das propriedades de espagos

vetoriais:
L MI(GZ,]) X MI’(GT,S) - (@@jg[GiJ) & (@T,SEI’GT,S>

o Mixi(Gij®Ghrs) = ®ijer Brser (Gij @ Grs)

Definindo entao a aplicacao,

Y <@i,jefGi,j) b2y (@r,seﬁGr,s) = @B jer Brser (Gij @ Grs)

dada por ©(1;j(@i;) @ Mrs(Ars)) = Nur)Gs)(@i; @ ars) e estendendo a mesma por
linearidade, temos que ¢ é um homomorfismo de espagos vetoriais.

Com alguns calculos diretos verificamos ainda que ¢ é injetora e

90((7711,11(ai1,j1) ® 77T17S1(CLT1,81>>(77i27J2 (aiz,j2> ® Nrg,s2 <QT2,S2))) =

<P(7h'1,jl (ail,h) ® Nr1,s1 (am,sl))W(%Jz (aiz,jz) ® Tra,s2 (GT2732))
A partir dai, uma vez que estamos tratando de espagos com mesma dimensao,

concluimos que ¢ é um isomorfismo de algebras. Assim,

(@i,jelGi,j> ® (EBT,SEI/GT,S> ~ @jjer Orser (Gij ® Gys)
donde
Mi(G; ;) @ Mp(Grs) =~ Mg (G @ Gy).
]
Observacao 4.2.5 Nos termos da Observagao
Macivdadrve(G) = Mrsr (Goij)+o(r,s))-
Por simplicidade, escreveremos G ; jyir.s) = Gu(ij)+v' (rs)- Assim,

Mlxjf(Gv(i,j)+v’(r,s)> = Mlxl’(G(iJ)(hS))'



4.3 Equivaléncias Multilineares 55

4.3 Equivaléncias Multilineares

A fim de desenvolver grande parte da técnica necessaria para a demonstragao do
TPT multilinear, nesta secao apresentaremos algumas simplificacoes nas notacoes e
demonstraremos duas equivaléncias multilineares essenciais para o nosso objetivo.

De inicio, definamos a multiplicagao i, ponto de partida para os proximos passos.
Definigao 4.3.1 Definimos a multiplica¢io p: G @ G — G onde p(x @ y) = xy.
Observagao 4.3.2 De acordo com a aplicagdo acima, para g, h, g+ h € Zs, temos que

Gy ® Gr) € Gy

Sendo D(I) = {1,e;,...e;, /| 1 < iy < ... < i}, G™ o subespago de G gerado
pela unidgo Upsp, D(1) e ng) =G, NGW, temos que

1(Go ® Gy) = n(Gy ® Go) = Gy e p(Gh @ Gh) = G

Deste modo, denotaremos (G, @ Gj) = Ggﬂ?.

Neste momento, simplificaremos algumas notacoes utilizando a Observacao

acima. Estas serao também usadas em outras secoes.

Notagao 4.3.3 Dados (I,v),(I',v") conjuntos de valores em Zs, denotaremos:

— G(U+ (ZJ) 7U; (Tvs)) .

v (6,5) 0 (r:8) 7

o Gli,j,, 5]
o My = M (Gli,j,1,58]);
o M = ]\/[[“/(Gw(i,j)ﬂ;(ﬁs));
o N = Mpr(Goy (i) @G (rs)-
A acao de p nas entradas de N induz uma aplicacao sobrejetora pu* : N — M; C
M. Mais precisamente, se (zg;)kicrxr € N, entdo p*((zr1)eierxr) = (W(Tri))kiersr -

E imediato ver que a aplicacdo u* é linear.

Apresentaremos agora a primeira equivaléncia multilinear desta segao.

Teorema 4.3.4 Sejam M; e M como nas Notagoes [{.3.3. Entao P(M) = P(M;).

Para demonstrarmos este teorema faremos uso do seguinte resultado:
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Lema 4.3.5 Sejam A O B duas Pl-dlgebras satisfazendo a sequinte condi¢do: para

quaisquer ay, ag, . .., a, € A, existem ay,ah, ... a., € Z(A) tais que:

(1) ala; € B parai=1,...,n;

(2) Para qualquer a € K{ay,...,a,) temos ajal...a, -a =0 se, e somente se, a = 0.
Entao P(A) = P(B).
Demonstragao: Como B C A entdao P(A) C P(B). Para continuarmos a

demonstragao, considere f(zy,...,x,) uma identidade multilinear de B e ay,...,a, €

A. Sendo a = f(ay,...,a,) e considerando a,...,al, € Z(A), temos por (1) que
0= f(ajay,...,da,) =d}...a,f(ay,...,a,) =d}...a,a
e por (2) que, a = f(ay,...,a,) =0, o que conclui a demonstragdo. ®

Demonstracao (Teorema |4.3.4)):
U+ (i’j)vvzﬁ (T‘,S))

. o
Notemos que, sendo G[i,j,7,s] = Gv+(i,j)+v;(r,s)

My, = M. (Gli,j,78]) C MIxI/(Gv+(z‘,j)+u’+(r,s)) = M. Desta forma, para esta

C Gy i)+ (rs), temos que

demonstragio, verificaremos as condigdes (1) e (2) do Lema [4.3.5]

Sabemos que para k,[ convenientes, temos que M ;(G) = M (Observacao
[1.2.2). Assim, dados uy,...,u; € M podemos considerar n = n(u,...,u;) inteiro,
tal que wy,...,uy € My, (G(V,)). Considerando entdo w) = epii€n0ldy,uy =

ent3€nialdyy, ... seguem as condigoes (1) e (2) do Lema isto é:

1) Paras=1,...,t teremos v.u, € M;, uma vez que u’ug serao matrizes I x I’ com
b ) S ) S

entradas determinadas por um ntimero minimo de elementos da base de G.

(2) Considerando u € K{uy, ..., u;), pela forma que as matrizes v/, com s = 1,... ¢,

foram definidas, teremos «} ... wu =0 < u = 0.

Como queriamos demonstrar. m

Em busca da segunda equivaléncia multilinear necesséaria para a demonstracao
do TPT multilinear, apresentaremos mais uma sequéncia de notagoes, definigoes e

resultados inerentes aos mesmos.
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Notacao 4.3.6 Seja W = I x I'. Dados u,v € W, considere e,,, € Mixp(G) a
“matriz” unidade correspondente a posicao u,w. Seguindo a notag¢ao da Defini¢ao
dados u,v € W, escreveremos em Zy X Zy:

v(u) +o(w) = (g9,h),9,h € Zy,
Denotaremos entao:
G(u) +v(w)) = Gy ® Gy,

Sendo Dy = {l,e;...¢;. /1 < i3 < ... < dp,r = 2,4,6,...}, D =
{eiy...ei, /| 1 < iy < ...<ipr=135,...} onde D= DyUD; € a base de G,

definimos o conjunto:
S={(c®d)eyw | u,w e W,c € D,, de Dy, onde v(u) +v(w) = (g,h)}.

Observacgao 4.3.7 Com a Notagaol4.3.6, considerew = (i,r),w = (j,s) € W = IxI.
Entao v(u) +v(w) = (v(i) +v(5),v'(r) +0'(s)) = (v4(¢,4), v (r,5)) = (g9, h). Logo, se
¢ € Dy ede Dy, temos que c@d € Gy, (1,j) ® Gy, (rs) € estes elementos ¢ @ d geram
linearmente GU+(i,j)®GU/+(T75). Disto seque que o conjunto S, definido na Notagdo@

gera linearmente a dlgebra N .

Definigao 4.3.8 Sejam A e B duas Pl-dlgebras. Uma aplicagdo linear sobrejetora
¢ : A — B é dita canceldvel se, para todo polindmio multilinear f(x), temos que

po f(x) é identidade em A se, e somente se, f(x) € identidade em A.

Teorema 4.3.9 A aplicacao p* : N — My € canceldvel.

Para a demonstracao deste teorema faz-se necesséario o seguinte lema:

Lema 4.3.10 Sejam aq,as,...,a, € D, a base de G (Veja Notagao . Entao
existem.:

(1) Um homomorfismo ¢ : G — G;

(2) Elementos a', ab, ..., al, € D tais que p(a;) = a;, para 1 <i<mn, eadjal...a, #
0.
Demonstragao: Desde que dimG = oo, podemos encontrar elementos a’l, . ,a’n eD

tais que allal2 - a;l #0e, a; € Dy se, e somente se, a; € Dy, 1 <1 < n.
Definamos, inicialmente, a aplicagdo ¢’ : {a},...,a,} — G onde ¢'(a}) = a;.
Considerando K{aj,...,a!) € G a subalgebra gerada por a},...,al, e o conjunto

» N

H ={ajai,...a; /1<i <...<i, <n}. Porajad; = +adja; para todo 1 <4,j <n,

11 712
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segue que H é uma base linear de K (a,...,a,). Neste contexto, definamos ¢” : H — G

’'n

dada por

gp"(agla;2 ) = gy - G, = (p’(a;l) o (a))

Estendendo ¢” linearmente para K{(a,...,a,), pela escolha dos elementos a,

temos que ¢” torna-se um homomorfismo de algebras. Finalmente, sendo

G=K(d,...,d)® A

’'n

para um dado subespaco A C G (podemos fazer isto utilizando o fato de G ser um
espago vetorial), definindo ¢ : G — G onde ¢ é uma extensao de ¢” onde ¢”(A) = 0,

temos o resultado desejado. m

Demonstragao (Teorema |4.3.9)):

Considere f(z) = f(x1,...,2,) um polinémio multilinear. Suponha inicialmente
que f(x) é uma identidade para N. Por u* ser sobrejetora e linear, obtemos que
p* o f(x) é identidade para N.

Reciprocamente, supondo p* o f(x) uma identidade de N. Sendo S C N e
T = (g ®@d)eyw €5, paral <1 < n. Uma vez que, S gera linearmente N, ¢é
suficiente mostrarmos que f(%) = f(Z1,...,%,) = 0. Consideraremos os seguintes

Casos:

(i) Assuma que ¢;...c,dy...d, # 0 e considere u,w € W = I x I'. A entrada
da matriz f(7) na posigdo u, w sera dada por auy ,¢i ...c, @dy .. .d, para algum
Q. € K. Considerando agora a matriz p*o f(Z) = 0, esta apresentaré o elemento
QyC1 - - - Cpdy . . . d,, na posicao u, w. Assim, como ¢ ...cpd; ... d, # 0 temos que

ayw =0, 0 que faz com que f(z) = 0.

(ii) Suponha ¢y, ...,¢,,dy, ..., d, quaisquer. Pelo Lema [4.3.10} existem ¢ : G — G
homomorfismo de élgebras, ¢|,...,d,,dy,...,d, € D tais que p(c) = ¢;, p(d}) =
diparai=1,...,necy...c,d,...d, # 0. Definindo 7; = (¢, ® d})ey, w, tem-se
que T; € S paratodo 1 <[ <mn. A partir dai, estendendo ¢ para o homomorfismo

de algebras ¢* : N — N pela acao de ¢ ® ¢ nas entradas de N, temos

©* (¢} @ d))ew ) = (p(c)) @ p(d)))eww, = (€] @ d}) ey -
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Ou seja, ¢*(7}) = T; para 1 < [ < n. Observando que, pelo caso (i), por

c.o.ddy .o d, #0, temos que f(Z') = 0. Logo,

como queriamos demonstrar.

Notacao 4.3.11 Fizemos T; = (¢, @d;)ey,w, € S,1 <1 <n (como no Teorema .
Denotemos e, = 11 1€u, ) w0 To = 11 Toqy, onde o € Sn, 0 grupo das permutagoes
de n elementos. Temos, pela forma que foram definidos, que se e, = 0, entao T, = 0.
Assumindo entao que e, # 0, para algum o € S,,. Por simplicidade, assumindo que

eiq # 0, teremos w; = ujp1,1 <1 <n—1. Denotando w, = u,.1, 0 conjunto de indices

(U1, ..., Upy1) formado serd denotado por (u), ou seja, (w) = (uy,...,uy,).

Chamaremos a permuta¢io o € S, de (u)-permissivel se e, # 0. Isto €,
Wo(l) = Ug+1), para 1 < [l < n—1. Para este o denotaremos Wo(n) = Ug(n)+1 €
(w)o = (Uo(1)s - - - s Yo (n)+1)-

Observagao 4.3.12 Sejam Ty = (¢1 ® dy)eyy wy, T2 = (C2 @ da)eyy, € S. Temos que

T1-To = (1 @ di)ey, w, - (C2 ® d2)eyyw, = (c102 @ dids)ey, 1, Dai, sendo
(i) p*(71) = crdiuy uy
(it) p*(T2) = cadoluyy w,

(111) p*(T1T2) = c1cadidaey, w,

e sabendo que dicoy = €cody, onde e = £1, obtemos p*(T1T2) = ep*(T1)u* (T2). Se ambos
0s lados sao nao nulos, € € unicamente determinado e depende apenas da paridade de dy
e co. Logo, sendo wy = uy e wy = ug, € € determinado por (uy,usz, us). Analogamente,
podemos estender estas consideracoes para qualquer produto de elementos T; e, em

particular, para o produto Ty...T,. Observe que, neste caso, ¢ = +£1 é determinado

por (u) = (w1, .., ty2).

Definigao 4.3.13

(1) Sejam Ty,..., T, € S e (u) = (u1,...,Upr1) como nas Notagdes |4.3.11. Entao
definimos e(u) = e(uy, ..., Upy1) via:

P (T .. Tp) = Uty ooy U)W (T1) - o 1 (T).
(2)Se o € S,, € (u)-permissivel, entio e((uw)o) € dado por:

1 (To(t) - - To(m) = (W) (Tor)) - - - 17 (T (n))-
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Observacao 4.3.14 Recordemos da Notagao que G(g,h) = G, ® Gy, para
g, h € Zs, e a soma g+ h € a soma de Zy. Assim como Ty = (¢, @ dj)ey, w,, onde
aq®d € G(w)+v(w)), para 1 <1 <n. Desde que w; = w41 para 1 <1 <n-—1¢e
24 2=0 em Zo X 2o, seque que para quaisquer 1 < a < b <n teremos:

b

[T(ci® di) € Gou) + Bupen))-

l=a

Lema 4.3.15 Sejam e(u) como na defini¢ao el <a<n-—1. Entao:
S(Ul, PN ,un+1) = €(U1, ce ,ua+1)5(ua+1, N ,un+1)5(u1, ua+1,un+1).

Demonstragao: Sejam 7, ..., T, como nas Notacoes|4.3.11] Considerando w; = w41,
para 1 <1 < a e fazendo uso da Observagao [£.3.14] temos:

[z = (¢ ®@d)ew u ¢ @d € GT(ur) + B(ttay1))
=1

[[ 7= (" @d)ewrunnrs ' @d" € GE{ta) + Tunpn)).
l=a+1

Sabemos que

Iz =]z ] =
=1 =1 l=a+1
Observemos entao o resultado da acao de pu* em ambos os lados da igualdade:

(i) Da Definigao [4.3.13

n

M*(Hfl) = (U1, -5 Upt1) HM*(@)-

=1

(if) Por (IT_, T) (1L @) = ¢¢" @ d'd" ey, ., entao

Q
3

W (JTzoC T =) = de'dden,

/1 J/ _ [Nl * a - _ ! J!
No entanto, c'd" = e(ur, g1, uni1)d'c”, p (I[_, 7)) = ddew e, ©

:U’*(H?:a—l—l fl)) = Cl/d/leuaﬁ»l»un«kl donde
n

M*((Hfl)( H El)) = E(ulaua-i—laun-i-l):u*(Hfl),U*( H fl))

=1 I=a+1 I=a+1

Uma vez que
a

w([]7) = elur, . uar) [ [ @)

=1
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e
:u*( H ,’L’l) — €<ua+17' 7un+1) H K (Il)
l=a+1 l=a+1
obtemos
p((JTz)CTT 7)) = elur, tarn, tngn)e(ur, - tan)e(uarn, - unan) [ 7 (@)
=1 l=a+1 =1

Igualando os resultados de (7) e (ii) obtemos

8(1,61, C ,Un+1) = €(U1, c. ,ua+1)€(ua+1, .. ,un+1)€(u1, Ug+1, un—l—l)-

como queriamos. H

A Definigao e o Teorema apresentado a seguir foi trabalhado por Regev [24]. Para
uma melhor dinadmica do texto, optamos por nao reproduzir aqui a demonstragao do
altimo.

Definigcao 4.3.16 (|24]) Um elemento n € S, € dito ser uma transposi¢cdo de
blocos se podemos escrever x; ...x, = ABCDE € xyq) ... Tym) = ADCBE, (B, D #

1).
Teorema 4.3.17 ([24]) Sejam ey, = €uwuy., 1 < 1 < n, como nas Notagoes

4.3.11  Entao T[} 1 €uus = €uruns,- Seja também o € S, tal que e, = €y un,-
Entao existem transposicoes de blocos 77(1),...,77(5) € S, tais que, se escrevermos

nM . @ =c0(1<i<s), teremos:
(1) o =0°

(2) e,) = €uyupsrs Para cada 1 < i < s.

Com o resultado acima, podemos demonstrar o préximo lema, que sera usado na

demonstracao do principal teorema desta secao.

Lema 4.3.18 Sejam 7;, 1 <1 <n, (como nas Notagoes|].3.11| e (u) = (u1, ..., Ups1)

correspondente), o uma permutacio (u)-permissivel de S, tal que U1 = Uy(1), Ups1 =

Uo(ny+1 € € como na Definicao |4.3.15 Entao e(u) = e((u)o).

Demonstragao: A partir das Notagoes e do Teorema é suficiente
mostrarmos este lema para o caso em que o é uma transposi¢do de blocos (u)-

permissivel.
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Assumiremos entao que, sendo Ty...7, = ABCDE entao Tya1)...Tom) =
ADCBE. Supondo, sem perda de generalidade, que A = F = 1, passamos a ter
Zy...T, = BOD eTs) ... Tem) = DCB, onde cada bloco sera equivalente as seguintes

sequéncias:
e B=7,.. T, B=(c1...ca®@dy...dg) €y,
e (' =741.. 0, & C= (Ca+1 Oy Qg - db) " Cugi1upin
o D= Tpgl-.-Tn & D = (Cb+1 e Cp X db+1 ce dn) " Cupyg,unt1
Reescrevendo a sequéncia DC'B e BC'D teremos:

: _ / U
(1) BCD - (C ® d )€U17ua+1eua+17ub+1eub+17un+1 Onde

d = (Cb+1 c. Cn)(Ca+1 . Cb)(cl .. .Ca) ed = (db+1 .. -dn)<da+1 .. db)(dl c. da).

:: _ /! 1!
(i) DCB = (¢ ® d")€up s 1 uns1 Cotar 11 Cutt st onde

d' = (Cl e Ca)(Ca+1 ce Cb) (CbJrl Ce Cn) ed = (dl Ce da)(daJrl Ce db)(derl ce dn)

Desde que o é (u)-permissivel e por hipotese, Ug(1) = UL, Ug(n)+1 = Upt1. Devemos
ter, H?:l Cusy ey = Cuo)ytiomy+r — Cutnir © pela equagdo (i), H?:l Cugyweny =
Cupyruars CONSEqUENtEMENte, €y upyy = Cupyyugys AONAE Uy = Upyy € Uppy = Ugy1-

Aplicando o Lema duas vezes em BCD temos que €(u) = £169636465,
onde €1 = e(uy,...,Ugt1), €2 = E(Uasty - Upt1), €3 = E(Ups1y.- - Unt1), E4 =
e(U1, g1, Ups1)s €5 = (U1, Upy1, Unt1). Com um argumento similar, segue de (ii) acima

que E((Q)O') = 53628154557 onde 54 = €(U,b+1, Up+1, ub+1) e 55 = E(Ub—i—ly Un+1, ua+1). Uma

vez que, €4 = 04 € €5 = 05, segue o resultado. m
Teorema 4.3.19 A aplicagio p* : N — M, da Definigao satisfaz:
(1) Existe S C N tal que S gera linearmente N.

(2) Dados Ty,...,T, €S eu,w € W, existe € = e(u,w,T1,...,T,) # 0 tal que, para

todo o € S, a entrada u,w satisfaz:

(,U* (fg(l) Ce

(independente de o € S,,).
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Demonstragao: Para demonstrarmos (1), basta tomarmos S como nas Notagoes
[M.3.6l Na Observagao [£.3.7] foi visto que S gera linearmente N.

Para a afirmacao (2), sejam Z; = (¢ @ dj)eyw, € S para 1 < | < n e
u,weW=1x1T.

Sendo o € 5,,, denotemos por:

L(o) = <u*(lﬁ%(1))>u e R(o) = (ﬁ N*(TU(Z))>W

,w l:l b
Da Definigao |4.3.13| sabemos que L(o) = e(o,u,w,Tq,...,ZT,)R(c). A fim de
completarmos a demonstracao, é suficiente mostrarmos que este € nao depende de

0. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que para algum o € S, temos

L(o),R(c) # 0. Por simplicidade, assumiremos que L(Id),L(Id) # 0. Logo

w; = g1, 1 <1< n, e desta forma (u) = (uq,...,u,1) foi determinado e
U = U, Upy] = W (4.2)
Escreva L(Id) = eR(Id), com ¢ = 1. Mostremos que para este ¢ temos

L(c) = eR(o), para qualquer o € S,. Claramente temos L(c) = 0 se, e somente
se, R(c) = 0. Desta forma, podemos assumir que ambos sdo nao-nulos. Segue que o é
(u)-permissivel e

Ug(1) = U, Ug(n)41 = W (4.3)

Temos portanto, o € S,, uma permutagao (u)-permissivel de S,, tal que, por

e .3, Uy = Ug(1) € Upy1 = Ug(n)+1. Pelo Lema 4.3.18],

i <lﬁ fa(z)> =c(w) [ @),

=1
onde ¢ = e(u) = ¢((u)o). E isto vale para cada entrada u,w € W, implicando na
afirmacgao (2), como querfamos. m

Mostraremos agora a segunda equivaléncia multilinear procurada.
Corolario 4.3.20 Sejam N e My como nas notagoes[{.5.5. Entio P(N) = P(M).
Demonstracao: Seja f(z1,...,2,) = Zaesn QoTo(1) - - - To(n) uma identidade

multilinear de N. Sabemos da Observagao [£.3.7] que S gera linearmente N, assim uma

vez que p* é sobrejetora e linear, p*(S) gera M;. Para mostramos que f(xq,...,2,)
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é identidade de M7, basta mostrarmos que para quaisquer u,w € W e xq,...,7, € S
temos (f(1*(Z1), ..., 1" (Tpn)))uw = 0. Sejae = e(u, w, Ty, ..., T,) tal que, pelo Teorema

acima, a entrada wu, w satisfaz:

(ﬂ* (fa(l)y cee 750'(71))) = 5(M* (fa(l)) cee M* (fa(n)»u,w

ocESh 0ESh
= (W (Toy - W To(m)uw = Y, (W (T1) - " (Tn) Juw
oESh 0ESh
=g Z o (P (@) - (@) Juw = e(f (1) - 17 (T0) o
oESy

Logo f(z) é identidade de M.

Como p* é cancelavel, segue que P(N) = P(Mj), como queriamos. m

4.4 A Demonstracao do TPT Multilinear

Nesta se¢ao, demonstraremos cada um dos itens do TPT multilinear. Uma vez
que a demonstracao de cada afirmagao usa técnicas distintas, demonstraremos cada
uma como um novo teorema.

Teorema 4.4.1 (TPT multilinear (2)) Sejam a,b,c,d € N, p = ac+bd e q¢ =
ad + be. Entao as dlgebras Ny = M, ,(G) @ M.q4(G) e M = M, ,(G) satisfazem as

mesmas identidades polinomiais multilineares.

Demonstracao: Conforme o Teorema [£.2.4] a algebra N; é isomorfa a algebra N
(Veja Notagao . Da Observacao M, temos que M = folx(Gv+(i,j)+vf+(,,,s)).
O Teorema nos diz que P(M) = P(M). Por outro lado, dos Teoremas [4.3.19]
e do Corolario [£.3.20] temos que, P(N) = P(M;). Destas duas equivaléncias
multilineares segue que P(M) = P(N) e pelo isomorfismo mencionado acima P(M) =
P(Ny), como querfamos. ®

Antes de demonstrarmos mais uma afirmacgao do TPT multilinear, precisamos de

algumas definigoes.
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Definicao 4.4.2
(1) Seja a = ag+ a; € G, onde ay € Gy, a1 € Gy, e defina gy, g1 : E — Ms(G) por:

ap ap ap Qo
golap +ay) = < ) e gi(ag +ay) = ( ) :
ay Qo ap Gy

Denote g;(G) = Q;, para i = 0,1 e Q = Qo ® Q C My(G). Observe que Qg € uma
subdlgebra de M, 1(G) e 2 = {( vy ) | z,y € G} ¢ uma dlgebra.
y T

f(; i)zx—i—y.

E imediato que f é wm homomorfismo de dlgebras. Além disso, f o gy = f o g1 = idg

(2) Defina f:Q — G por:

donde seque que f |q, € injetora, para i =0, 1.

(3) Seja (I,v) um conjunto a valores em Zs, com |Iy| = a e |I| =b. Defina a dlgebra
U= Mys(U*) € Moaip)(G) onde:

U =A{go. iy (wij) /4,5 € I, wi; € G}
Assim, para I' =1 X Zy e V'(i,2) = v(i) + 2 € Zo, temos U C Mp(Gy(rs / 1,5 € 1),

Lema 4.4.3 A partir das informagoes da Definigao temos que U ~ M, ,(G) =
M (G).

Demonstragao: Definamos f*: U — M;(G) via:

T (o) (@i3))1x1) = (f © Gus (i) (Tig)) 1xx = (T g)1x1

para quaisquer 7,7 € I. Observemos que:
(7) f* € um homomorfismo de algebras, pois herda de f esta propriedade.

(it) f* ésobrejetora, pois para todo i, j € I onde x;; € G, existe g, (i )(%i;) € Ma(G)
onde (f © gu, (i) (2i;)) = xij. Assim, para todo (z;;)ixr € M;(G) existe

(o (i) (i) rxr onde f*(go, (i) (i) 1x1) = (f © Guy (i) (%)) 1xr = (Ti)rx1-
(73i) f* ¢ injetora uma vez que f |q,, f |, sdo injetoras.

Segue entao de (i), (ii) e (#i7) que f* é um isomorfismo de algebras. =
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Observacao 4.4.4 Seja G' a dlgebra de Grassmann sem unidade e U como na
Definigao (3). Considere U' = M,,(U"™) onde

U/* = {gv+(i,j)(xi,j) / Z,] - ] e ZL‘Z‘J‘ S G,} Q U*
Entao, temos que U'" C U e com argumentos similares ao do Teorema temos

que P(U) = P(U’). Logo, para qualquer U" tal que U'" C U” C U, temos que
PU") = P(U).

Teorema 4.4.5 (TPT multilinear (1)) Sejam a,b € N.  Entao as dlgebras
M,,(G) ® G e M,p(G) satisfazem as mesmas identidades multilineares.

Demonstragao: Recordemos que M,,(G) = M(Gy, ¢y / 4,5 € I) (Observagao
4.2.2)). Ainda, considerando o conjunto Zy temos que My 1 = Mz, (G, 42, | 21+22 € Zs).

Denotando por U; = M (G, i) / . € I) ® G, o mergulho gy : G — M, ;(G) induz

S

o mergulho
Go: Mi(Guyigy /60 €1) @ G — M(Go, i) 0,5 € 1) @ Mia(G).

Neste momento, utilizando o Teorema (4.2.4 note que M;(G, ;) / i,j €
I) & Ml,l(G> = MI(Gv+(i,j) / Z,] € [) (%9 MZ2<Gzl+z2 / 21+ 29 € ZQ) = MIXZQ(GU+(i,j) ®
Goge | 21+ 20 € Ly e 4,5 € I). Denotaremos Myyz,(Gy, i) ® Gargzy | 21+ 22 €
Zs e i,j € I)=G. O mergulho gy pode ser entao re-escrito da seguinte forma:
Denotando agora, U = g,(U;) € G e aplicando p* em G, temos:

p G — Mz, (Go, (i j)+o142 [ ] €1 € 21,22 € ZLy).

Sejam p*(U) = p*(g,(Uy)) = U” e U, U’ como na Defini¢ao (3) e Observagao
[.4.4] Verifica-se diretamente que U’ C U” C U e P(U") = P(U) = P(U").

Além disso, a mesma demonstracao de que p* é cancelavel e satisfaz as
propriedades do Teorema se aplica a restricdo de p* a subalgebra U C G, com
subconjunto gerador U N S. Logo, pelo Teorema m,

P(U) = P(u(U)) = P(U") = P(U) (4.4)

Como g, ¢ um mergulho, temos que U; ~ U, logo P(U;) = P(U), e da igualdade
segue que P(U;) = P(U). Como U ~ M,,,(G) obtemos que

P(Ma+b(G>> = P(U) = P(UI) = P(Ma,b<G) ® G)
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]

Para demonstrarmos a tltima afirmacao do TPT multilinear, como nos casos
anteriores, trabalharemos algumas propriedades.

Temos que G denota a é&lgebra oposta de G (Veja exemplo . A
multiplicacao em G é denotada por * e definida por a x b = ba, para a,b € G.
E imediato que T(G) = T(G). Assim, de acordo com os resultados de [26], temos
que T(G® G) =T (G ®@ G) e, em particular, P(G ® G) = P(G ® GP).

Definicao 4.4.6

(a)Sejamlz( ),1:<Ol>,j:(0_1>,kz(l 0).06367“1)6
1 0 = 1 0 0 —1

queij =k =—ji,i* =k =1¢;’=—1

(e
= O

|
I

(b) Defina g : G — My 1(G), h: G? — M, 1(G) por:
g(a) = glag + a1) = apl + a1i, onde a=ay+ a1 € G=Gy® Gy,
h(b) = h(bo —+ bl) = bol+ bli’ onde b= b() —+ bl c G? = Ggp D G({p,

Observagao 4.4.7 As aplicagoes g,h possuem as sequintes propriedades (de
verificagdo imediata):

(1) g: G — M1(G) e h: G — My 1(G) sao mergulhos de dlgebras.

(2) g(a)h(b) = h(b)g(a), para todo a € G,b € G.

Definigao 4.4.8 Com g e h como na Defini¢ao (b), definimos ¢ : G ® GP —
Mi4(G) por o(a®@b) = g(a)h(b).

Lema 4.4.9 A aplicacao ¢ definida acima satisfaz as sequintes propriedades:

(1) ¢ € homomorfismo;

G(z) G
2) ¢(G ® G) D 0 .
(2) ¢ ) 2 ( e G(()z)

Demonstragao: A afirmacao (1) é imediata.

Para demonstrarmos (2), note que se a; € Gy, entdo:

0 0 o 0 0
° € (G ® G) poais 3[p(a1 ® 1)+ (1 ®a)] =
aj 0 aq 0

(Lembre que a caracteristica de K ¢é diferente de 2)
0 a 0 0 0 a

J € (G ® G) pois p(a; ® 1) — —
0 0 a; 0 0 0
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0 0 Cllbl 0
. , € oG ® GP), uma  vez  que,
0 a1b1 0 0
0 O 0 aq 0 0 0 aq 0 O a1b1 0
= e =
b1 0 0 0 0 Cllbl 0 0 bl 0 0 0

A afirmacao (2) segue destes resultados. =
Finalmente, estamos em condi¢oes de demonstrar a tltima afirmagao do TPT

multilinear.

Teorema 4.4.10 (TPT multilinear (3)) As dlgebras G @ G e M, 1(G) satisfazem
as mesmas tdentidades multilineares.

Demonstragao: Seguindo demonstracao analoga a do Teorema [4.3.4] mostramos que
P(p(G® G)) = P(My,1(G)), onde ¢ ¢ o homomorfismo dado na Definigao [4.4.8]
Para concluir a demonstragao, basta mostrar que P(G ® G?) = P(p(G @ G).
Desde que ¢ ¢ um homomorfismo, obtemos P(G @ G?) C P(¢(G ® G°). Busquemos
a inclusao inversa. Seja,
f(z) = Z AoTo(1) - - Tom) € Plp(G @ GP)
T€Sn

Para mostrarmos que f(z) € P(G ® G), é suficiente fazé-lo para os elementos

T, = a; ® b tal que a;,b; € D com 1 <1 <n e verificar que:
fla®b) = flar ®by,...,a, @b,) =0

Temos que,

F(@®b) = Y aol(ao)@bow)) - - - (@ @bo)] = D @olaoq) - Go(y@boa)*. . #bs(n))

0ESH oESh
Denotando por d(a;) = d; € Zs, se a; € G, e definindo ¢ : S,, x Z — =1 onde
e(o,d(ar),...,d(a,)) = £1. Obtemos que ay(1) . .. Gon) = (0, d(ar), ..., d(an))ar ... a,
e bo(1y * ... % byn) = €(0,d(b1),...,d(bn))by * ... % b,. Logo,

fla®b) = Z e(o,d(ar),...,d(ay))e(o,d(by),...,d(b,))(ar...a, @by *...%xb,) (4.5)

Denotando 8 = > ¢ €(0,d(ay),...,d(a,))e(o,d(ar),...,d(a,)), desde que,

pelo Teorema [4.3.19, ¢ nao depende de o, entao [ dependera apenas de
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(d(ar),...,d(a,)) e (d(by),...,d(b,)). Podemos escolher ay,...,a,,b1,...,b, € D tais
que aj...apby...b, # 0 em G. Aplicando ¢ em ambos os lados da equagao [4.5]

teremos:

o(fla®b)) = Pp(a...a, @by x...%xby,) (4.6)
Como f € P(o(G ® G)) temos ¢(f(a ® b)) = 0. Por outro lado, ¢(ay...a, ® by *
cookby) =ag..anby ... bni"j°, para r, s convenientes.

0= Bay...anb .. bui'j°.

Desde que i"j° é uma matriz nao nula e a; ...a,b; ... b, # 0, temos que 3 =0 e
o resultado segue como queriamos.



Capitulo

Teorema do Produto Tensorial em

Caracteristica Positiva

No capitulo anterior, mostramos que a versao multilinear do Teorema do Produto
Tensorial é valida para corpos infinitos com qualquer caracteristica distinta de dois.
Neste capitulo, apresentaremos resultados que comprovam a nao validade do TPT, na
sua versao geral, sobre corpos de base com as mesmas caracteristicas acima descritas.
Os resultados apresentados a seguir vém acompanhados das devidas referéncias e, a
menos que seja feita mencao explicita em contrario, vamos considerar o corpo de base

infinito com caracteristica positiva p > 2.

5.1 O TPT é falso para M;;(G) e G® G

Inicialmente, recordemos dos exemplos e que as algebras M ;(G) e

G ® G apresentam as seguintes Zo-graduagcoes:

o Mi1(G) = (Mi11(G))o ® (M1,1(G))1 onde,

0

(.G = § S

|a7d€Go}7(M1,1(G))1 :{ |b,ceGl}

0 d
e GRGE=(Gy@Gy® G ®G) B (Gy® GG ®Gy)

Recordemos também que, quando a caracteristica de K é p > 2, vale apenas
a inclusao To(M;1(G)) € To(G ® G), uma vez que o ideal T5(G ® G) ¢é gerado pelas

identidades [y1, Yo, 2120234232223 € [y, 2], sendo esta tltima nao satisfeita por M 1(G).
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Nesta secao, apresentaremos os resultados de [22] onde é exibida mais uma identidade
satisfeita por T5(G ® G) e nao satisfeita por To(M;1(G)) quando a caracteristica do
corpo de base é positiva.

Consideremos a algebra de Grassmann sem unidade G’ e a algebra M (G'),
também sem unidade. Seja A = M, ;(G')@® K a élgebra obtida de M, 1(G) por adjungao
formal da unidade. Temos que A apresenta uma Z,-graduac¢ao natural oriunda da Z-
graduagao de M; 1(G’). Em [22], a partir de um célculo simples, é provado que a algebra
A satisfaz todas as identidades graduadas de G ® G e seguindo a mesma abordagem
utilizada no Capitulo 3, mostra-se que G ® G também satisfaz as identidades Z-
graduadas de A, ou seja, a partir da construcao de uma algebra livre Zs-graduada de
posto enumeravel na variedade determinada por A é determinado o ideal T5(A) e disto,
segue a demonstracao da igualdade T5(G @ G) = T(A).

Finalmente, é apresentado um contra-exemplo que comprova a nao veracidade da

igualdade T5(G ® G) C Ty(M;1(G)), como foi dito no inicio da secao.

Lema 5.1.1 Quando a caracteristica de K é p > 2, o polinémio f(x1,xs) = []3}1)27172]

€ uma identidade de A, mas nao é uma identidade de M;1(G).

0

Demonstracao: Considere a = € M, 1(G) para z;. Observe que:
0 2
p
10 10 0 0 \71”
ap = = +
0 2 0 1 0 1
10
Como a matriz pertence ao centro de M ;(G), podemos utilizar o
0 1

Binomio de Newton para a resolugao da igualdade acima. Assim, segue que:

p—1i 7
10 0 0\1? 2 p 10 00
[ 0 >
01 0 1 —~\ 01 01
1o\ toN (oo (ool
p
()8 .
01 ~\ 01 01 01
p p
10 00 10 00 10
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Logo, a? = a donde a?’ = a? = a. Temos que a nao é um elemento central em
M, 1(G), entao, se substituirmos z; por a em f(xy,z2), teremos que f nao pertence a
Th(M1(G)).

Agora, mostremos que, para todo b € A, o elemento »P° é central. De fato, uma

vez que b =0+ kI onde v € M, 1(G"), I ¢ a matriz identidade e k € K, entao:

2

E 0 z y \1” v’ p? k0p7i$yi
v - ) -
0 k z i=0 1 0 k z
Sabendo que a matriz é central, utilizamos novamente o Bindmio de
0 k

Newton e com argumentos similares ao desenvolvidos com a matriz a, obtemos:

p? p* P’
) k0 Ty kP~ 0 r Yy
0 k z t 0 kP z t

N . . 2 , .
A primeira parcela da soma acima formada por kP"I é central e assim, sendo

r 'y
b = com z,t € G e y,z € G} = Gy, basta mostramos que (b’)”2 também

z t

o 6. Com efeito, as entradas de (¥’ )1”2 serao formadas por combinacoes lineares de
monodmios em x,v, z,t e cada um destes mondmios tem grau p?. Usando o fato de x,t
serem centrais em G’ e y, z anticomutarem, podemos escrever cada um dos monoémios, a
menos de sinal, na forma z"y™2"t*, onde pelo menos uma das poténcias tem grau maior
ou igual a p. Mas, de acordo com Exemplo a algebra G’ satisfaz a identidade
2? = 0. Portanto, (¥')?" = 0, como queriamos. m

Teorema 5.1.2 Seja p > 2 a caracteristica de K. Entio T(M,1(G)) € T(G ® G).

Mais precisamente, a identidade [acIfQ, To] € satisfeita por G ® G, mas nao por My 1(G).
Demonstragao: Sabendo que T5(G ® G) = T3(A) este resultado segue imediatamente

da Proposicgao [2.2.15| e do Lema [ ]

5.2 Alguns resultados técnicos

Antes de iniciarmos as duas proximas se¢oes apresentaremos alguns resultados

técnicos tuteis para o melhor entendimento das mesmas. Para maiores detalhes de
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todos os resultados apresentados, veja [28], [29].

Recordemos que o polinémio standard de grau n é definido por:

Sn(xl, SN ,xn) == Z (—1)01’0(1) .. .Jfa(n).

TESn
onde S, é o grupo das permutagoes de {1,2,...,n} e (—=1)? é o sinal da permutagao
o. Ainda, do Teorema temos que a algebra das matrizes M, (K) satisfaz
as identidades So,(x1,...,%2,) = 0 mas nado satisfaz identidades sob a forma
S5 (x1,...,29,) = 0, para todo k, quando m < 2n.
Em seu trabalho “Grassmann Algebras Over Finite Fields”, Regev apresenta um
resultado (Teorema 2.1) que tem como consequéncia imediata as seguintes afirmagoes,

aqui enunciadas como Lema.

Lema 5.2.1 Seja charK =p > 2 e S, o polinémio standard de grau n.
(1) Existe k dependendo de p e de n tal que S* € T(G).

(2) Euiste k dependendo de p e de n tal que S* € T(M,(G")).

Este resultado sera bastante ttil para o desenvolvimento do restante desta secao,

a comecar pelo proximo Lema.

Lema 5.2.2 Seja S, o polinomio standard de grau n. Entao,

(1) A dlgebra M, (G) satisfaz a identidade S5 para algum k > 1, mas ndo satisfaz

Son mem identidades sob a forma S® para todo k quando m < 2n;

(2) Sea > b entio a dlgebra M, ,(G) satisfaz a identidade S5, para algum k > 1, mas

nao satisfaz Sa, nem identidades sob a forma S*, para todo k quando m < 2a.

Demonstragao:

(1) Para demonstrarmos que S5 ¢ identidade polinomial para M, (G), observe que
podemos escrever M, (G) = M,(K) & M,('G). Desta forma, dados A; € M,(G)
temos que A; = B; + C; onde B; € M,(K) e C; € M,(G"). A partir dai, para
todos Ay, As, ..., As, € M, (G) segue que:

Son (A, Ag, ..., Agy) = Son(Bi, Ba, ..., Bap) + S0 (C1, Cs, . .., Cayp).
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Pelo Teorema [2.1.31] temos que S, ¢ uma identidade para M, (K) e assim
SQn(Bl, BQ, ce Bgn) =0. LOgO,

Son(A1, Az, ..., Agn) = Son(C1, Cy, . .., Cap).
Do Lema [5.2.1] segue que existe k£ dependendo de n e charK = p, tal que:
Son(Ar, Az, ..oy Agy)F = S5,(C1, Cs, ..., Cap)* =0

e assim So, (71, ..., 20,)" € T(M,(G)). (Devido [24], Teorema 2.1, pode-se garantir
que k > 1).
Para demonstrar que M, (G) nao satisfaz a identidade Sy, = 0, considere as

matrizes unitérias E; ; com 1 na entrada 7,j e 0 nas demais. Calculando
SQn(EH; E12a E227 E237 R E(n—l)(n—l)a E(n—l)n7 eEnna fEnn) = 26.}CEln 7£ 0

onde e e f sao elementos de G tais que ef = —fe # 0.
Finalmente, para provarmos que M, (G) nao satisfaz identidades sob a forma S*
para todo k quando m < 2n, observe que M,,(G) contém uma copia isomorfa da algebra

M, (K). Pelo Teorema [2.1.31] segue o resultado.

(2) Provaremos que Sau (1, . . ., T9,)F € T(M,(Q)). Para isso, seja M, M, a subélgebra
da algebra das matrizes M, ,(K) como na Observagao Temos que M,,(G) =
W@Mmb(G’). Deste modo, para toda A; € M, ;(G), podemos escrever A; = B;+C;
onde B; € M, M, e C; € M,,(G"). Para todos Ay, ..., Ay, € M,,(G) obtemos que

52a<A17 cee 7A2a) - S2a(Bly cee 7BZUL) + S2a(017 ) CQa)

Pelo Teoremal2.1.31} sendo a > b, Sy, é identidade de M, M, e assim So,(By, . .., Ba,) =
0, donde segue que Sa,(Ay, ..., Azy) = S2,(Ch, ..., Cy). Do Lema temos que

Sga(flfl, Ce ,Iga)k c T(M(Lb(G))

para algum k que depende somente de a,b e charK = p.

Para provarmos que M, ;(G) ndo satisfaz Sy, calculamos

S2a(E117 E127 E227 E237 R E(zz—l)aa Eaav eEa(a+1)) = eEl(a—l—l) 7é 0
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onde e € E;. Para provarmos que M, ;(G) nao satisfaz S¥ para todo k quando m < 2a,
¢ suficiente observar que a élgebra M, ;(G) contém uma copia isomorfa da algebra

M, (K). Aplicando o Teorema [2.1.31| concluimos o resultado. m

Lema 5.2.3 Sejam A e B duas dlgebras. Considere u; € A ev; € B,i=1,2,...,n.
Entao

So(ur @ vy, up ® va) = Sa(uy, ug) @ V1v2 + Uguy ® Sa(v1, V).

Majis geralmente,

Sn(u1®vl,...,un®vn):Sn(ul,...,un)®v1...vn+ZuU(1)...ugn®fa
o#1

onde 0s fls sao polinomios multilineares e combinagoes lineares de elementos da forma

V'[v;, 00", aqui v’ e v” sao mondémios (possivelmente vazios) em vy, . .., Uy.

Demonstragao: Utilizando as propriedades do produto cartesiano, verificamos a

primeira afirmacao do lema:

Sg(ul X V1, Ug X ’Ug) = (U1 X Ul)(UQ X UQ) — (Ug X ’Uz)(U1 X Ul)
= (ujus @ v102) — (uguy ® vouy)
1 @ v102) — (Ut ® V1) + (Ugty @ V1V2) — (Ugly @ V1)

g (u
= So(ug, ug) ® v1v9 + usty ® So(vy, v2)

Para a segunda, escrevemos S, (u; ® vy, ..., u, ® v,) sob a forma

Sn(ul QUi ey, Uy @ Un) = Zaesn(_l)gua(l) o Ug(n) @ Vg(1) - - - Uo(n)
=UL... Uy, @V... Uy + Zg#l(—maug(l) o Ug(n) @ Vg (1) - - - Vo(n)

Sabendo que ab = ba + [a, b], obtemos
Ua(l) .. .Ua(n) = Ua(l) .. .UU(H_l)UJ(i) .. .Ua(n) — Ua(l) c [Ug(i), UG(i—i—l)] .. .Ua(n).

Aplicando entao esta relacao um determinado nimero de vezes, obtemos

Sn(u1®v1,...,un®vn):Sn(ul,...,un)®vl...vn+ZuU(1)...u0n®f,,
o#1

onde cada f, = f,(v1,...,vy) € um polindémio na forma requerida. m
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5.3 O TPT é falso para M,,(G) e M,,(G)® G

Nesta se¢éo, apresentaremos uma identidade polinomial para a algebra M, ,(G)®
G que nao é identidade polinomial para a algebra M,,,(G). Este fato, comprova a nao
validade da primeira afirmagao do TPT em caracteristica positiva. No que segue, S,

denotara o polindémio standard de grau m e assumiremos que a > b.

Lema 5.3.1 Euiste inteiro k > 1 tal que S¥, ¢ identidade para a dlgebra M, ;,(G) ® G.

Demonstracao: Considere u; € M,,(G) e v; € G onde i = 1,...,2a. A partir do
Lema podemos escrever
Soa(ty @1, ..., Uzq @ Vo) = Soq (U, ... Uze) @ V... Vg + Zu"(l) CUg(2a) D [
o1

aqui todos f, € G' € Saq(u1, ..., uz) € Myp(G').

De acordo com o Lema [5.2.1] existirao ki, ks > 1 dependendo apenas de a,b e
charK = p tal que S ¢ identidade para M, ,(G") e f¥ é identidade para G’. Existira
entdo, um inteiro & > 1 dependendo apenas de a,b e charK = p para o qual S5,

pertence a T'(M,,(G) @ G). =

Teorema 5.3.2 Temos T'(My44(G)) € T(Myp(G) @ G).

Demonstracao: Segue imediatamente dos Lemas ep.2.3(1). m

54 O TPT ¢é falso para M,;(G) ® M.q.(G) e
Mad+bc,ac+bd(G)

Vamos agoras exibir uma identidade polinomial para a algebra M,,(G) ®
M. 4(G) que nao ¢ identidade polinomial para a algebra Me pa.ada+bc(G). Para tanto,

necessitaremos de alguns resultados que passamos a apresentar agora.

Teorema 5.4.1 (Propriedade Universal) Sejam V, W e U espagos vetoriais sobre
ocorpo K e f:V xW — U uma transformacao bilinear. Entdao existe uma tunica
transformagao linear Ty : V@ W — U tal que Ty(v ® w) = f(v,w) para quaisquer
veVeweW.

Demonstragao: Veja [27]|, Capitulo II, §12. m
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Lema 5.4.2 Seja A uma dlgebra unitdria sobre K. Entao, M, (A) ~ M,(K) ® A.

Demonstragao: Considere a aplicacao bilinear g, a) @ A X My(K) — M,(A)
definida por gar,(a)(a, Xay; Eij) = Law;; Ey;. Pelo Teorema temos que existe uma
trasformacao linear

T,

9IMp (A)

: AQ® M, (K) — M,(A)
onde, sendo g : A x M,(K) — A® M,(K) definida por g(a, X;; Eij) = a @ Yoy Ejj

teremos TgMn(A) 0 g = gm,(A), 1Sto €,

T,

90y (A)

(CL X EOéijEij> = ZCLOéijEZ'j.

Note que Ty, 4 ©9 = g, (4)-
Por outro lado, a aplicacdo T, : M, (A) — A ® M, (K) dada por T,(Xaw;; E;;) =

a ® a;; Ey; nos fornece a igualdade Ty o gas,(4) = g. Assim, temos que
(Lorsny © To) © Gty = Garay € (Lo Ty, ) 09 = g-

Como [dA®Mn(K) cg=ge [dMn(A) e} gMn(A) = gMn(A)7 por unicidade,

TgMn(A) oT, = ]dMn(A) e Tyo TgMn(A) = ]dA®Mn(K)‘
Logo, Ty,, 1, € Ty sdo isomorfismos, isto ¢, M, (K) ® A ~ M, (A) como dlgebras. m

Observagao 5.4.3 Um caso particular do lema acima diz que M,(K) @ M,,(K) =~
M, (K) uma vez que M, (M,,(K)) ~ M, (K) sdo isomorfos.

Lema 5.4.4 Mn(Ml’l(G)) ~ Mn,n(G>

Demonstracao: Para p,q € {1,...,n}, considere o isomorfismo ¢,, : M,(E) —

M,,(E) definido por

appy S€ 1 =q,] =,

apg S€ 1 =q,] =P,

apj se L=¢q,pFJ#q,
Aqq S€ 1=D,] =P,
(Ppg(a))ij =4 ag; se i=p,j=q

agp S€ 1=p,pFJFq,
aiq se j=p,pFiFq,
ap se J=q,pFiFq,
@j se pFELFEGPFJF G,
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onde

a= : : € M,(G).
Ap1 - .. Qpp

Observe que o isomorfismo ¢, , troca as colunas p e ¢ e as linhas p e ¢. A funcao

¢: My(My1(G)) — M, ,(G) definido como a restrigdo do isomorfismo

¢2,n+1 o ¢4,n+3 6...0 <Z5i,n+i—1 O... ¢n,2n71

a M, (M;1(G)) é também um isomorfismo. =
Fazendo uso dos Lemas e Observacoes acima, aliados ao Lema [5.2.3] pode-se

mostrar que:

(1> Ma,a(G) & Mc,c(G) ~ Mac,ac(G) ® Ml,l(G)

(i) Existe um inteiro positivo ¢ > 1 tal que S% . é uma identidade para a alegbra

Maa(G) @ Meo(G).

Para mais detalhes, indicamos [2§]. E por fim,

Teorema 5.4.5 Seja charK = p > 2 e assuma que a > b e ¢ > d. Entao, as dlgebras
M, p(G) @ M. 4(G) € Muctbdadric(G) nao sio Pl-equivalentes.

Demonstracao: Sendo a > b e ¢ > d, segue que :
(1) T(Mo(G) @ M. (G)) CT(Mup(G) @ M. 4(G)), e do item (i) acima, temos que

Séac € T<Ma,b(G) ® Mc,d(G)) (51)
(2) Sendo ac+ bd > ad + be e 2ac < 2(ac + bd), do Lema[5.2.3] (2), temos que

Séac € T(Mac+bd,ad+bc(G))- (52)

Usando [5.1] e [5.2] a prova do Teorema esta completa.
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